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Capitulo 1: Dindamica de una particula.

Hasta aqui se ha estudiado esencialmente el movimiento de objetos puntuales, describiendo su
posicion, velocidad y aceleracién. A partir de ahora estudiaremos aquello que causa y modifica el
movimiento de los objetos, tanto puntuales como extendidos.

Para ello introduciremos primeramente la nocién de esfuerzo fisico: si se desea desplazar un objeto
pesado sobre el suelo; por ejemplo, una heladera, es necesario ejercer sobre ella un esfuerzo fisico, que
serd mas o menos intenso y nos dejara més o menos exhaustos segin sean las caracteristicas de la
heladera, del suelo y nuestra propia fortaleza.

Figura 1: Esfuerzo fisico y fuerza

Si el esfuerzo es suficiente, lograremos desplazar el objeto empujado. Queda claro que no solamente
puede conseguirse ese efecto aplicando nuestro esfuerzo fisico, sino que existen distintos mecanismos
capaces de hacerlo, por ejemplo, una maquina mecédnica, un poderoso iman, atraccién o repulsion
eléctrica, etc. Podemos dar el siguiente paso y pensar en el concepto de fuerza, que es similar al de
esfuerzo fisico, pero que es mas general y no depende del mecanismo particular de interaccion utilizado.
Ahora que hemos aludido, aunque sea de una manera elemental al concepto de fuerza, veamos cual es
la evolucién histérica de este concepto en relacion al movimiento de los cuerpos.

En la antigua Grecia se pensaba que los cuerpos tendian al reposo como estado natural; en este
sentido, Aristételes de Estagira (384 a. C. — 322 a. C.) afirmaba que la perseverancia del movimiento
requeria siempre una causa eficiente, es decir, que hace falta ejercer una fuerza para que las cosas
permanezcan en movimiento. Esto estd de acuerdo con lo que nos dice la experiencia cotidiana; por
ejemplo, si observamos la Fig. 1, como la heladera se movera sélo si el hombre hace fuerza, sacariamos
como conclusién apurada que sin fuerza no hay movimiento. Como veremos mas adelante, afirmar en
general que las fuerzas son las causas del movimiento es un error; un error que estuvo firmemente
establecido jdurante casi dos mil anos! En efecto, Galileo Galilei (1564-1642) haciendo una gran canti-
dad de experimentos muy cuidadosos ! fue el primero en afirmar que un cuerpo sobre el que no actiia
ninguna fuerza permanece en movimiento inalterado, que no es lo mismo que reposo. Isaac Newton
(1642-1727) describié este concepto presentado por Galileo, mediante una formulacién matematica y
establecié la relacion entre fuerza y aceleracion de manera clara y precisa.

Ha sido tan importante el avance desarrollado por Newton que se denomina ahora mecanica newto-
niana y se puede sintetizar en lo que se llaman las tres “leyes de Newton”. Hoy sabemos que la mecanica
newtoniana tiene sus limitaciones, ya que no puede describir absolutamente todas las situaciones. En
este sentido, puede verse como un caso especial (un caso limite) de teorias mas generales. Sin embargo,
también sabemos que este caso especial no es para nada restrictivo ya que comprende una variedad
enorme de situaciones y de escalas de tamano (desde los micrones hasta distancias astronémicas).

!Para medir velocidades es necesario medir distancias y tiempos, pero jcémo media el tiempo Galileo? “En cuanto a
la medicién del tiempo, tenfamos un gran recipiente lleno de agua, colocado en alto; al fondo de este recipiente se habia
soldado un tubo de didmetro pequeno que daba un delgado chorro de agua, a éste lo recogiamos en un vaso durante el
tiempo de cada ... [medicién]... El agua asi recogida se pesaba después de cada descenso en una balanza muy exacta;
las diferencias y relaciones de estos pesos nos daban las diferencias y relaciones de los tiempos, y con tal exactitud, que
aunque la operacidn se repitiera muchas, muchas veces no habia diferencias notables entre ellas.” Discorsi e dimostrazioni
matematiche intorno a due nuove scienze, G. Galilei (1638)



Como toda ley fisica, las leyes de Newton son un modelo matematico que describe hechos naturales y
se llega a ellas a través de la observacion experimental. Es importante tener siempre presente que la
observacién sistematica y mas precisamente la medicién es el hecho esencial de la fisica, y es el punto
de partida para toda descripcién o modelo. La formulaciéon de las leyes de Newton es el resultado
de un larguisimo camino de intuiciones, errores y aciertos que llevd, como dijimos, alrededor de dos
milenios. Por razones de tiempo, no repetiremos ese proceso en este curso, sino que presentaremos las
leyes y luego mostraremos su correspondencia con la observacién experimental, aunque el camino real
haya sido el inverso.

1. Leyes de Newton

Su formulacién matematica fue publicada por Isaac Newton en 1687 en su obra Philosophie na-
turalis principia mathematica.

1.1. Primera ley

Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus
illud a viribus impressis cogitur statum suum mutare.

Todo cuerpo persevera en su estado de reposo o movimiento uniforme y rectilineo a no ser que sea
obligado a cambiar su estado por fuerzas impresas sobre él.

Aqui se ve un cambio conceptual que termina con la fisica aristotélica: el reposo no tiene nada de
particular respecto del movimiento rectilineo uniforme (MRU). Los cuerpos tienden indistintamente a
cualquiera de estos dos estados, segin cudl sea la situacion inicial: si por alguna razén un cuerpo esta
en MRU y no se aplica ninguna fuerza, seguira con MRU; mientras que si estaba en reposo, seguird en
reposo (a menos que se aplique alguna fuerza). Entonces, no hace falta ejercer una fuerza “para que
las cosas se muevan”, sino mas bien, para que cambien su estado de movimiento.

Sabemos que reposo y movimiento de un cuerpo son dos conceptos ambiguos, a menos que se
establezca un sistema de referencia respecto del cual se describa la posiciéon del mismo. Entiéndase,
entonces, que cuando hablamos de reposo o de MRU lo hacemos siempre respecto de un sistema de
coordenadas.

,Qué ocurre entonces con la heladera de la Fig. 17 Si el sefior empuja hace fuerza, y si hace fuerza
deberia cambiar el estado de movimiento de la heladera, y si cambia el estado de movimiento deberia
pasar de estar en reposo a moverse, cosa que puede ocurrir o no. Para resolver esta aparente contradic-
cion entre la primera ley y la realidad, pensemos en tres experimentos que incluyan al mismo sefior y
la misma heladera situada sobre distintas superficies: 1. piso de ladrillo, 2. piso de marmol y 3. piso de
hielo. Aclaramos que en los tres casos el sefior tiene un apoyo firme para aplicar su fuerza sin resbalarse.

Experimento 1: el sefior empuja con todas sus fuerzas (que por cierto son bastante pocas) y no
logra deslizar la heladera.

Experimento 2: el senor comienza a empujar sin lograr el objetivo, pero al incrementar la fuerza,
finalmente logra deslizar la heladera.

Experimento 3: el senor consigue deslizar la heladera sin mayores esfuerzos.

Si el sefior siempre es el mismo y la heladera siempre es la misma, puede concluirse que la super-
ficie, que es lo tnico que varia, ejerce un papel decisivo en el movimiento de la heladera. En efecto,
la superficie ejerce una fuerza, llamada de roce o rozamiento, que se opone a la accién de la persona
que empuja. Entonces, no estamos hablando de una fuerza, sino de dos. “Las fuerzas impresas” sobre
el cuerpo, o més precisamente, la accién conjunta de estas fuerzas es la que determina si hay cambio



o no en su estado de movimiento. No considerar la existencia y accién de las fuerzas de roce fue uno
de los errores que se cometian en la antigiiedad.

1.2. Segunda ley

Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impresse, € fieri secundum lineam rectam qua
vis illa imprimitur.

El cambio de movimiento es directamente proporcional a la fuerza motriz impresa y ocurre segin
la linea recta a lo largo de la cual aquella fuerza se imprime.

El cambio de movimiento debe entenderse como el cambio de la velocidad, del vector velocidad.
Por lo tanto, este cambio de movimiento no es otra cosa que el vector aceleracién. La segunda ley
puede formularse entonces como

F x a. (1)

Si consideramos el caracter vectorial de la aceleracion, surge claramente que la fuerza también
tiene un caracter vectorial. No sdlo en virtud de la segunda ley, sino a partir de la experiencia, que
nos dice que se obtienen efectos distintos si se empuja para una direccién o para otra; experiencia que,
repetimos, es la que da origen a la segunda ley. Luego, una formulacién maés correcta seria:

Fx a, (2)

atribuyendo a la fuerza un caracter vectorial, en consonancia con el cardcter vectorial de la aceleracion
que produce.

Para no caer en el mismo error de los antiguos, debemos considerar también las fuerzas de roce
que actuan sobre el cuerpo en cuestion, o mas generalmente, la acciéon conjunta de todas las fuerzas
actuantes sobre ese cuerpo. Pero jcémo se determina la accién conjunta de distintas fuerzas aplicadas
sobre un cuerpo? Para responder a esta pregunta, primero debemos establecer algin procedimiento
para medir y aplicar fuerzas de manera controlable.

1.2.1. Resortes: ley de Hooke

Sabemos que si comprimimos un resorte una longitud Al o lo estiramos una longitud Al’, sentiremos
que éste ejercerd sobre nosotros una fuerza tendiente a recuperar su longitud natural, como se muestra
en la Fig. 2. La fuerza que ejerce el resorte tiene su misma direccién, la cual es horizontal en este
ejemplo. Se comprueba experimentalmente que el médulo de esta fuerza es proporcional al médulo de
la compresién (o estiramiento) del resorte:

F = kAl (3)

donde la constante de proporcionalidad k es propia de cada resorte. La ec. (3) se denomina ley de
Hooke. Cabe destacar que un resorte que se comprime una cantidad Al ejerce la misma fuerza, pero
de sentido contrario, que si se lo estira la misma longitud.

Estas cualidades permiten aplicar fuerzas dirigidas y cuantificadas, ya que a través de la ec.(3) es
posible medir fuerzas con sélo medir distancias (elongacién o contraccién). Ahora pongamos a prueba
el funcionamiento de este dipositivo “resorte”. Al aplicar la fuerza F sobre un cuerpo, se comprueba
experimentalmente que éste adquiere una aceleracién @, paralela a la fuerza, como se ve en la Fig. 3(a)
y en concordancia con la segunda ley de Newton.

Por otra parte, se verifica experimentalmente que también se puede lograr la misma aceleracién

utilizando dos resortes que apliquen dos fuerzas de distinta direcciéon sobre un cuerpo, siempre que la
resultante F3 de estas fuerzas (sumadas como vectores) sea igual a la fuerza F' original. La situacién
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Figura 2: Compresion y estiramiento de un resorte con un extremo fijo a una pared.
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Figura 3: Fuerza aplicada por un unico resorte (a) y por la combinacién de dos resortes (b) y (c).

estd representada en las Figs. 3(b) y 3(c). Vale decir, para resortes es facil comprobar que las fuerzas
se suman vectorialmente y esta comprobacién puede extenderse a otras fuerzas, independientemente
del mecanismo que las produzca, de manera que siempre se cumple que la resultante es F=F +F,.
Este resultado puede extenderse a un nimero arbitrario de fuerzas aplicadas sobre un cuerpo, con lo
cual:

F-Y 7 (4)

Ahora que hemos establecido cémo es el efecto conjunto de muchas fuerzas actuantes sobre un
cuerpo, podemos volver a formular la relacién (2) de manera que no nos olvidemos de ninguna fuerza
(por ejemplo, las de rozamiento):



ZF’Z x d. (5)

Para pasar de esta relaciéon de proporcionalidad a una ecuacién, deberiamos caracterizar la cons-
tante de proporcionalidad.

1.2.2. Masa inercial

Hagamos el siguiente experimento: Tomemos el cuerpo A, inicialmente en reposo, y apliquémosle
una fuerza F constante, luego midamos (a través de la medicién de distancias y tiempos) la aceleracién
a1 que adquiere. Ahora repetimos este experimento aplicando sucesivamente las fuerzas constantes fg,
Fé, etc. y midiendo las correspondientes aceleraciones a3, d2, etc. Ahora analizamos los cocientes entre
estas magnitudes y vemos que se verifica la siguiente (e importantisima) relacién:

F F F
| j‘ - | _?| = | _:,3| = ... = constante = m4. (6)
lai|  laa|  |a3]

La constante m 4 recibe el nombre de masa inercial del cuerpo A, o méas suscintamente, masa del
cuerpo A. La ec.(6) se satisface para cualquier cuerpo B, C, etc. Por lo tanto, se verifica que la masa
inercial es una magnitud propia de cada cuerpo.

Recién ahora, que conocemos la constante de proporcionalidad, estamos en condiciones de formular
matematicamente la segunda ley de Newton:

Z F"Z = md. (7)

Es decir, si sobre un cuerpo de masa m se ejercen fuerzas Z*:"Z-, el cuerpo adquiere una aceleracion a y
estas magnitudes estdn relacionadas a través de la ec.(7). Si aplicamos las mismas fuerzas a un cuerpo
de gran masa y a un cuerpo de masa pequena el segundo adquirird mayor aceleracion. Se verifica que
las masas son aditivas, vale decir que si armamos una masa M a partir de un conjunto my, me, ms,...
y ejercemos una fuerza F sobre ella, observamos que su aceleracion es tal que

F=Ma, (8)

donde M = mj + mg + m3 + ...

La segunda ley de Newton también establece cuél es la relacion entre las unidades de fuerza, masa
y aceleracion:

[F] = [m][a]. (9)

Para medir estas magnitudes fisicas se han definido los siguientes sistemas de unidades:

cgs MKS Técnico
long. masa t | long. masa t | fuerza masa t
cm g S m kg S k@ UTM S
la] = <2 [a] 1kg = 9,8 kg% = 9,8N
[F] = g% =dyna (dyn) | [F] = kgZ=Newton (N) | 1 UTM=_EL, — 9 g N

donde 1 UTM (unidad técnica de masa) es la masa que adquiere una aceleracién de 1 m/s? cuando

se le aplica una fuerza de 1 kg. Segun la expresion F' = kAl, la constante k& debe tener las siguientes
unidades: .
[F] N dyn kg

kl="=—, —, —. (10)
] m’ em '’ m



1.2.3. Sistemas inerciales y sistemas no inerciales

Consideremos el siguiente experimento: una persona A estd sentada en el interior de un vagén de
un tren de carga (no puede ver el exterior). Sobre el piso del vagén estd apoyado un bloquecito de
hielo, y podemos considerar que entre el hielo y el piso no hay rozamiento. En un dado momento, el
tren arranca con aceleracién de médulo a hacia la derecha (ver Fig. 4).
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Figura 4: Una persona sentada en un sistema no inercial.

Como el vagon esta cerrado, la persona en su interior no sabe qué ocurre en el exterior, pero observa
como el hielo comenza a deslizar, acercdndose hacia la pared izquierda de la caja con aceleracién de
médulo a. Es decir, sin que ninguna fuerza se haya aplicado sobre el bloquecito de hielo, ve cémo este
se acelera hacia la izquierda. La masa del hielo es m, su aceleracion es @, distinta de cero, jpero la
fuerza es cero! En conclusién, la segunda ley de Newton no vale para A (ni la primera).

Un observador B situado en el exterior del vagén veria que este se acelera hacia la derecha con
aceleracion de médulo a y ademds (si tuviera acceso a lo que pasa adentro, por ejemplo a través de
un circuito de television) veria que el hielo permanece en reposo, al menos hasta que choque contra la
pared izquierda. Entonces, para B, el bloque de hielo, al que no se le aplica ninguna fuerza, permanece
en reposo. Es decir, para B valen las leyes de Newton y para A, no.

Los sistemas de referencia donde valen las leyes de Newton se denominan sistemas inerciales. Todos
los sistemas inerciales guardan entre si una relacién de MRU (considerando el reposo como un caso
particular de MRU). Es decir, si un sistema de referencia es inercial, cualquier otro sistema que se
mueva respecto del primero con velocidad ¥ constante es también un sistema inercial. Por otro lado,
un sistema de referencia que estd acelerado respecto de un sistema inercial es un sistema no inercial y
en él no valen las leyes de Newton.

Ahora que hemos definido sistemas inerciales y sistemas no inerciales, vale la pena hacer un co-
mentario sobre las dos primeras leyes de Newton. Si en la expresiéon matematica de la segunda ley
ponemos » F;:0, obtenemos @=0, o sea, si no se ejerce ninguna fuerza neta, el cuerpo “persevera’
en su estado de movimiento, sea éste reposo o MRU, es decir, llegamos a la primera ley. ; Podemos
pensar la primera ley como un caso particular de la segunda? Si, podemos, pero no lo haremos. En
lugar de eso resulta conceptualmente més claro reservar para la primera ley un carédcter cualitativo,
que involucra la existencia de los sistemas inerciales. En este sentido, podemos reformular la primera
ley de la siguiente forma:

Existen sistemas de referencia (los sistemas inerciales) en los cuales se cumple que todo cuerpo
persevera en su estado de reposo o movimiento uniforme y rectilineo a no ser que sea obligado a
cambiar su estado por fuerzas impresas sobre él.

La existencia de los sistemas inerciales no es tan trivial y supone una idealizacion, ya que es dificil
encontrar sistemas que no estén acelerados. Por ejemplo, nuestro sistema referencial por excelencia:
la Tierra, estd acelerado ya que cualquier punto de su superficie describe un movimiento circular con



respecto al eje de rotacién?. Ni siquiera los puntos de su eje estan exentos de aceleracién, ya que éste
describe una 6rbita eliptica alrededor del sol®. De todas maneras, las aceleraciones involucradas son
suficientemente pequenas y pueden despreciarse en la mayoria de las situaciones que estudiaremos.

La segunda ley, en cambio, da por sentado la existencia de los sistemas inerciales y tiene matices
mas cuantitativos. Podriamos reformularla de esta manera:

Dado que existen los sistemas inerciales, si nos referimos a uno de ellos, se cumple que )", F; = ma

1.3. Tercera ley

Actioni contrariam semper & equalem esse reactionem: sive corporum duorum actiones in se
mutuo semper esse equales & in partes contrarias dirigi.

Con toda accién ocurre siempre una reaccién igual y contraria: quiere decir que las acciones mutuas
de dos cuerpos siempre son iguales y dirigidas en sentido opuesto.

Aqu1 la palabra “accién” significa “fuerza’. La tercera ley establece que si un cuerpo A ejerce una
fuerza FAB sobre un cuerpo B, el cuerpo B ejerce una fuerza Fg.4 sobre el cuerpo A, de manera que
Fap = —Fpa.

Consideremos dos astronautas A y B flotando en el espacio intergalactico. Supongamos que A
empuja a B ejerciéndole la fuerza Fap. En el mismo acto (aunque no se lo proponga), B ejerce la
fuerza Fg4 sobre A. Si sumamos estas dos fuerzas obtenemos cero, ya que Fap=-Fp A, aunque los
dos astronautas adquieran aceleraciones distintas de cero. Esto no contradice en absoluto la segunda
ley, ya que en ella se habla de fuerzas ejercidas sobre un cuerpo y en la tercera ley se habla de fuerzas
mutuas, es decir, ejercidas sobre dos cuerpos distintos.

2. Aplicacion de las leyes de Newton

Segun las leyes de Newton, particularmente la segunda, las fuerzas aplicadas a un cuerpo ejercen
una influencia sobre la velocidad que éste experimenta. Con ello, podemos decir que si conocemos las
fuerzas ejercidas sobre un cuerpo seremos capaces de describir cémo es su movimiento. Pero antes,
debemos poder establecer claramente la posicién del cuerpo objeto de estudio.

2.1. Masa puntual

Hasta aqui hemos analizado la relaciéon entre el movimiento de los cuerpos y las fuerzas aplicadas
sobre ellos, pero nada hemos dicho sobre la forma ni las dimensiones de los cuerpos. Sélo les hemos
asignado una unica cualidad: la masa. Aun sin haber mencionado el tamano de los objetos, hemos
podido describir su movimiento de traslacién, es decir, los hemos considerado como puntos materiales
incapaces de tener rotaciones intrinsecas. Esto significa que se trata de un unico punto, o bien todos los
puntos del cuerpo tienen la misma velocidad (el cuerpo se traslada paralelo a si mismo). Sin embargo,
las leyes de Newton son vélidas para describir la dindmica de cuerpos extensos, incluyendo rotaciones,
que estudiaremos més adelante. Por ahora entenderemos que un cuerpo (de masa m) ocupa una po-
sicién puntual en el espacio y describiremos su movimiento, es decir, cémo varia esa posicion puntual
con el tiempo. Masa puntual, punto material o particula son términos usados indistintamente en este
contexto.

2La aceleracién centripeta de un punto sobre el ecuador debido a la rotacién de la tierra alrededor de su eje es de
aproximadamente 0,034 m/sz.
3La aceleracién del eje de la tierra debido a su rotacién alrededor del sol es de aproximadamente 0,006 m/s2.



2.2. Ecuaciones de movimiento

La dinamica estudia el problema del movimiento a partir de las causas que lo originan. El gran
avance que propone la segunda ley de Newton es el ofrecer una ecuacién, una expresion matematica
que relaciona las variaciones del estado de movimiento con su causa. Sin embargo, esta ley no nos
proporciona un modelo para describir cémo es la interaccion sino que, dada una interaccién permite
describir como es el movimiento.

Recordemos que el estudio de la cinematica nos ensend que

&>
a=—=. (11)
dt
Combinando esta ecuacion vectorial con la segunda ley de Newton se obtiene un conjunto de
ecuaciones diferenciales —es decir, ecuaciones que relacionan una funcién con sus derivadas— que se

conocen como ecuaciones de movimiento.

d2F

F =
e

(12)
Para resolver cualquier problema de mecanica (newtoniana) de una masa puntual, se pueden seguir
los siguientes pasos:

= Elegir el sistema de coordenadas que se toma como referencia para F' y a.

= Escribir las ecuaciones de movimiento en ese sistema de coordenadas. Por ejemplo, si se ha
elegido un sistema de coordenadas cartesiano, las ecuaciones son de la forma
d’x d%y d?z

=mgei b Fo=mas

Fy y =Moo (13)

= Sustituir en F,, Fy y F., expresiones que contengan a las variables =, y y 2z (y eventualmente
el tiempo), a partir de informacién adicional que se tenga sobre la naturaleza de las fuerzas

interactuantes. Es decir, ser capaces de escribir:
d’x d%y d?z

Fa?(wuya'z’t) :mﬁa Fy(x7yazut) :m@7 Fz(x7yazat) :mw

(14)

= Resolver estas ecuaciones para encontrar las funciones de movimiento, o sea la expresién del
vector posicién de la masa puntual en funcién del tiempo, 7(t). O bien z(t), y(t), z(t) si es que
se utilizan coordenadas cartesianas para describir el movimiento.

Es importante hablar con precisién para evitar confusiones: se llaman ecuaciones de movimiento
a las expresiones dadas en ec. (14) y se llaman funciones de movimiento a las expresiones particulares
de z(t), y(t), z(t) que resulten de la resolucién de las ecuaciones de movimiento.

Si los datos son la masa del cuerpo y las componentes de la fuerza, para encontrar las funciones de
movimiento hay que resolver tres ecuaciones diferenciales de segundo orden* en donde apareceran dos
constantes de integracién. Recordemos que ya se han enfrentado a este tipo de problemas antes. La
unica diferencia es que ahora tenemos como dato la fuerza que produce la aceleraciéon. Ahora queda
claro porqué las funciones aceleracién a,(t), a,(t), a.(t) pueden ser funciones discontinuas. Como para
que haya aceleracion necesariamente debe haber una fuerza aplicada, al quitar tal fuerza la aceleracion
se anula de inmediato.

4E] orden de una ecuacién diferencial estd dado por el término con derivadas de mayor orden.



2.2.1. Algunos ejemplos

1. Masa puntual en equilibrio

Se denomina equilibrio, para un cuerpo puntual, a la situacién en la cual sobre dicho cuerpo no
actua ninguna fuerza, o mas precisamente, la resultante de todas las fuerzas que actian sobre él es
nula. Considerando la segunda ley de Newton, es facil ver que toda particula en reposo, o en MRU
esta en equilibrio.

Para resolver este problema se elige un sistema de coordenadas y se plantean en él las ecuaciones
de movimiento y se las resuelve teniendo en cuenta las condiciones iniciales (que son tantas como el
orden de la ecuacién diferencial, o sea dos para cada coordenada). En este caso, F' = 0, con lo cual,
a =0, es decir,

0=a, =vy=[a;(t)dt =vop, = z(t) = [v,(t)dt = vozt+ zo
0=ay, =uvy=[ayt)dt=voy = y(t)= [vy(t)dt =voyt+yo (15)
0=a, =v,=[a,(t)dt=vo, = 2(t) = [v.(t)dt =vo.t + 2 .

Estas son las funciones de movimiento que corresponden a un movimiento rectilineo y uniforme, un
caso particular del cual seria el reposo, para el que se cumple que vo, = vo, = vo, = 0.

2. Fuerza constante

Dentro de este ejemplo consideraremos el caso particular del movimiento de un objeto sujeto a
la fuerza de atraccién gravitacional, cuya cinemaética fue estudiada en el capitulo 4. Se comprueba
experimentalmente que en las inmediaciones de la superficie de la Tierra, todo cuerpo experimenta
una aceleracién de arriba hacia abajo de médulo g =9,8 m/s?, debida a una fuerza que ejerce la Tierra
sobre el cuerpo, denominada peso (]3) La segunda ley de Newton nos dice entonces que P= mg. Esta
relacién es la que da origen al sistema técnico de unidades, ya que en ese sistema un cuerpo de 1 kg

de masa tiene un peso de 1 k_é.

Consideremos entonces una masa puntual m arrojada con velocidad inicial de médulo vy formando
un angulo o con la horizontal. Llamaremos x e y a las coordenadas del plano horizontal y z a la
direccién vertical, de manera que el movimiento se desarrolla en el plano vertical x — z. Si despreciamos
el rozamiento del aire, el cuerpo se vera afectado solamente por la fuerza peso; es decir, solamente
tendrd una aceleracién a, = —g. Eligiendo adecuadamente el origen del sistema de coordenadas, las
condiciones iniciales del movimiento son:

vor = vocos(a) #0;  woy =0 ; v, = vosen(a) # 0 ;

xg = 0; 10 =0; z0=0. (16)
Las tres ecuaciones de movimiento son:
% = aiﬂ = O N
F,
ﬁy - Ay = 0 y (17)
I”:; = az = —g
Integrando y utilizando las condiciones iniciales se obtiene:
vy = [ az(t)dt = v cos(a) = z(t) = [ vy (t)dt = vy cos(a)t ;
vy = [ay(t)dt =0 = y(t) = [vy(t)dt =0; (18)

v, = [a.(t)dt = —gt +vosen(a) = z(t) = [v.(t)dt = —5gt* + vosen(a)t .

Como ya se hizo en el estudio de la cinemaética, la ecuacién de la trayectoria z = z(x) se obtiene
eliminando el tiempo de las funciones de movimiento. Entonces, despejando ¢ de la ecuacién para x(t)
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tenemos:
T

P o) (19)

Sustituyendo este valor de t en z(t) resulta finalmente:

9

2
— + tg(a)x , 20
2@3 cos? () o g(a)z (20)

z(x) =

que es la ecuacién de una pardbola.

3. Energia

Para explicar el concepto de energia vamos a utilizar una situacién particular, que es el movimiento
de un cuerpo bajo la accién de la gravedad (en las inmediaciones de la superficie terrestre). Usando
la segunda ley de Newton podemos escribir la fuerza F = ]3, que la tierra ejerce sobre los cuerpos,
como F = mg = —mgk. Si usamos como condiciones iniciales 75 = (20,90, 20) ¥ 00 = (Voz, Voy, Voz)
y el mismo sistema de coordenadas del ejempo anterior, se obtienen las velocidades y funciones de
movimiento estudiadas en el capitulo 4 para tiro parabdlico:

Ve = Vo = x(t) = vozt + 0
Uy = Voy = y(t) = voyt + Yo (21)
v, = —gt+uve, = z2(t) = —%th + vout + 20 -

A partir del resultado previo podemos expresar el médulo de la velocidad en funcién de las coor-
denadas a lo largo del movimiento; en particular, de la coordenada z:

|72 = v? v, + v(%y + (vo, — gt)?
2 2 2 N2 — 2gvant
V0w + UOy + Y0z + (g ) gvoz
2
= vg — 2g(vo,t — —95 )
=v32 —2g(z — 2) .

(22)

Ahora dejemos de un lado de la igualdad las magnitudes referidas al tiempo ¢ y del otro, las referidas
al instante inicial.
v? + 292 = v + 2920 , (23)

donde podemos notar que todo el miembro de la izquierda es igual al de la derecha para todo tiempo,
es decir, es una constante de movimiento. En general, para cualquier movimiento no se conserva ni la
posicién, ni la velocidad, ni la aceleracién; por este motivo, encontrar cosas que si se conserven a lo
largo del tiempo, o sea, constantes de movimiento tiene un significado muy especial. Si multiplicamos
la ecuacién precedente por m/2, obtenemos una nueva constante de movimiento:

Ey = %mvz +mgz = %mv% +mgzp . (24)

La constante Fj; se denomina energia mecanica del sistema. Cuando decimos sistema nos referimos
a la masa puntual y al agente externo que ejerce fuerzas sobre ella; en este caso particular, el sistema es
una masa m sometida a la accién de la fuerza constante peso. El hecho de que E); sea una constante de
movimiento significa que si se conoce la velocidad inicial y la posicién inicial (en el eje z) de un cuerpo
sometido a la fuerza peso, se puede calcular el valor de la energia mecédnica con estas condiciones
iniciales y no cambiard durante todo el movimiento.

Podemos ahora diferenciar entre los dos términos que conforman FEj;. Le llamaremos energia
cinética® al término que involucra la velocidad y energia potencial al que contiene la posicién. Debe
notarse sin embargo, que cada uno de estos términos por separado no es una constante de movimiento:
pueden variar a lo largo del tiempo de manera que su suma sea siempre la misma.

Scinético/a: adj. Perteneciente o relativo al movimiento. Del griego kivnrirol: que mueve.
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Veamos otra forma de obtener esta constante de movimiento:

@_@_dvz%_@v _i lé (25)
2 dt  dzdt dz © dz\2)°
Entonces,
d (v?
o= — [ = 26
-1 (%) (26)
o bien,

L -1 (%) 1)

Multiplicando esta tultima ecuaciéon por m y reagrupando convenientemente se obtiene:

d (1
— _— p— . 2
o <2va + mgz) 0 (28)

El término entre paréntesis no depende de z, puesto que su derivada con respecto a esa coordenada
es nula; es decir, durante el movimiento, aquel término permanecerd constante. Magnitudes de ese
tipo se denominan constantes de movimiento. Para llegar a la expresiéon de la energia mecénica del
sistema presentada en la ec.(24) es necesario considerar también lo que ocurre en las otras coordenadas.
Sabemos que las componentes de la velocidad, v, y vy, son constantes y que, por lo tanto, sus derivadas
se anulan. Entonces, basandonos en la ec.(28) podemos escribir:

1 1 1
diz <2mvz + mgz + imvi + 2mv§) =0, (29)
es decir:
AL 2 fmge) =0 (30)
dz \ 2 9=) =

que nos lleva a la conservacién de la energia mecénica Ejs de la ec.(24).

La conservacion de la energia mecanica es un concepto clave en la Fisica. Como se vera, existe
una variedad de cantidades que se conservan, que son constantes de movimiento. Su valor numérico
permanece constante durante todo el movimiento y estd, entonces, totalmente determinado por las
condiciones iniciales de la particula en cuestién. La utilidad de las magnitudes conservadas radica en
que permiten obtener informacién acerca del movimiento de un cuerpo o de un sistema de cuerpos
interactuantes.

Como ejemplo de aplicacién de este concepto veamos el siguiente problema: Calcule la velocidad
vertical vg que debe darsele, desde el suelo, a un ladrillo para alcanzarselo a un albanil que estd en
el techo de una casa de una planta. Considere que el ladrillo es lanzado desde una altura inicial zy y
recibido en un altura final zy m con velocidad |vg| = 0.

Usando la ec.(24):

L o L o
oMUy +mgzyp = omug +mgzo - (31)

En nuestro caso, UJ% = 0, con lo cual es facil despejar la velocidad inicial:

vo = 1/29(zf — 20) , (32)

que es el mismo resultado que obtendriamos usando solamente la cinematica, s6lo que en un paso. Sin
embargo, resolviendo el problema como sabiamos antes, obtendriamos maés informacién sobre cémo se
realiza el movimiento. Como siempre, hay que escoger la herramienta adecuada segin lo que se busque.

La ec.(24) nos dice que la energia es una magnitud que tiene unidades de masa por velocidad al
cuadrado, o bien, de fuerza por distancia. Luego, en el caso de utilizar el sistema MKS,

m
[E] = kgs—2 = Nm = Joule (J) . (33)
Andlogamente, en cgs:

[E] = g% = dyncm = ergio (erg) . (34)
S
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4. Diversas fuerzas aplicadas sobre una masa puntual

Vamos a tratar de aplicar las leyes de Newton a situaciones en las que varias fuerzas se ejercen
al mismo tiempo sobre una masa puntual. Debe entenderse que aunque dibujemos objetos extensos,
por ejemplo, bloques, esto es un recurso para facilitar la comprension de los esquemas, pero por ahora
vamos a pensar solamente en particulas. Hasta aqui hemos hablado de la fuerza peso y de la fuerza
que ejerce un resorte; en esta seccién introduciremos algunas fuerzas mas.

4.1. Tensién de una cuerda

Los elementos hilo, cuerda, cable, soga, etc. con que trataremos tienen la cualidad de transmitir
fuerzas pero los consideramos inextensibles, es decir que nunca se comportan como resortes; ademas
pensaremos que no tienen masa. Se suele definir este comportamiento como de cuerda ideal. Cuando
un hilo se ata a un cuerpo y se tira de él, el hilo atrae el cuerpo con una fuerza T que sale del cuerpo
en la direccién del hilo. Esta se denomina fuerza de tensién porque la cuerda o hilo estdn en un estado
de tension. El hilo sirve para conducir la fuerza que un agente externo hace para ponerlo en tension,
desde el agente externo hacia el cuerpo al que estd atado el hilo, de manera que la tensién que ejerce
el agente sobre la cuerda tiene la misma magnitud que la fuerza ejercida por el hilo sobre el cuerpo.

4
—
—|
—
=

Figura 5: Tension de una cuerda.

Consideremos la fuerza T que la persona de la Fig. 5 ejerce sobre la cuerda. Por la tercera ley de
Newton, la cuerda ejerce una fuerza igual y opuesta T: 5 sobre la persona. Ahora bien, como la cuerda
sblo conduce la fuerza que hace la persona, el otro extremo de la cuerda ejerce una fuerza fg, también
de igual magnitud, sobre el bloque. Fmalmente apelando otra vez a la tercera ley de Newton, el bloque
ejerce sobre la cuerda una fuerza Ty igual y opuesta a Ts.

Supongamos que el sistema estd en equilibrio; por ejemplo, pensemos que el bloque estd atado a
una pared. Es facil corroborar que efectivamente la cuerda sélo conduce la fuerza T} hacia el bloque, es
decir, T, = fg. Si no fuera asi, Ty que es igual a fg, deberia ser distinto de fl, es decir, las dos fuerzas
aplicadas a la cuerda T y T} tendrian médulos diferentes y asi, la suma vectorial de ellas seria distinta
de cero. Entonces, por la segunda ley de Newton, la cuerda deberia estar acelerada hacia alguna de
las dos direcciones y esto es imposible, ya que partimos de un sistema (incluida la cuerda) en equilibrio.

Diagrama de cuerpo aislado

Vamos a mostrar una forma sencilla de visualizar las fuerzas aplicadas sobre un cuerpo; para ello
consideraremos un eJemplo que combina los tres tipos de fuerza que hemos discutido hasta ahora:
tensiéon de una cuerda T fuerza ejercida por un resorte F y peso P.

Sea un cuerpo de masa m, en equilibrio, suspendido conjuntamente de un hilo y de un resorte de
constante k, de tal forma que la longitud del hilo es mayor que la longitud natural £y del resorte.

En la Fig. 6a) se muestra un esquema del cuerpo de masa m y todos los elementos que intervienen,
particularmente el sistema de coordenadas elegido. En la Fig. 6b) se muestra solamente el cuerpo y el
resto de los elementos ha sido reemplazado por las fuerzas que ellos producen sobre el cuerpo. A esto
se lo conoce como diagrama de cuerpo aislado y es uno de los primeros pasos necesarios para plantear
un problema de dinamica de una particula.
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Figura 6: Diagrama de cuerpo aislado.

Como el sistema, es decir, el conjunto de elementos que interactian (cuerpo, resorte, hilo, planeta
Tierra) esta en equilibrio, la segunda ley de Newton nos dice que:

F+P+T=0. (35)

Para poder dar una expresiéon matematica a estas fuerzas, se elige un sistema de coordenadas. La
simetria del problema sugiere un sistema unidimensional como el que se ha indicado en la Fig. 6a).
En este sistema de coordenadas,

F=—k|Al]i, P=mgi, T =—|T)i. (36)

Nétese que la fuerza del resorte es hacia arriba en este caso (apunta en sentido —i en este sistema de
coordenadas), y A/l es positivo por tratarse de una elongacién. Reemplazando estas expresiones en la
ec.(35) y considerando la componente segin 7, que es la inica relevante en el problema, se obtiene

—k|Al +mg—|T|=0 = |T|=mg—k|AL]. (37)

Vemos asi que la tensién del hilo es menor que el peso; |f] < mg, porque el resorte estirado “ayu-
da” a sostener el cuerpo colgado.

Para mayor claridad consideraremos también el caso en el que el cuerpo de masa m estd en
equilibrio, suspendido de una cuerda y un resorte, pero en esta situacion el resorte estd comprimido,
ya que la cuerda tiene una longitud menor que la longitud natural del resorte (ver Fig. 7).

b)

Figura 7: Diagrama de cuerpo aislado.

A partir de la segunda ley de Newton,

F+P+T=0. (38)
Si elegimos el mismo sistema de coordenadas que en el ejemplo anterior,

F =k|lAli, P =mgi, T =—|T|i. (39)

14



Ahora la fuerza del resorte apunta hacia abajo (en sentido i), y si bien A/ es negativo por tratarse de
una compresién, hemos elegido utilizar el médulo de A/, para dejar en evidencia el sentido positivo
de la fuerza del resorte. Reemplazando estas expresiones en la ec.(38) y considerando nuevamente la
componente segin %, se obtiene

kAl +mg—|T|=0 = |T|=mg+klAl. (40)

Vemos asi que la tension del hilo es mayor que el peso; ]ﬂ > mg, porque el resorte comprimido
“ayuda” al peso a empujar el cuerpo hacia abajo.

Cuerpo que no estd en equilibrio

Analicemos otro ejemplo donde se requiere averiguar la tensiéon que ejerce una cuerda. Veamos
ahora como tratar cuerpos que no estan en equilibrio. Calculemos cudl es la tensién que ejerce el cable
que sostiene un ascensor cuando éste sube con aceleracién a.

(a) (b)

Figura 8: Diagrama de cuerpo aislado de un ascensor que (a) sube o (b) baja, con aceleracién a.

En la Fig. 8 se ha dibujado el diagrama de cuerpo aislado del problema. Al diagrama de cuerpo
aislado se le ha anadido una indicacién sobre el vector aceleracién en el caso en que el ascensor sube
(a) o baja (b). Otra vez se ha elegido la direccién positiva de las coordenadas hacia abajo. La segunda
ley de Newton implica que

P+T =ma
mg —|T| =ma (41)
7| =m(g—a).

Hay que notar que la primera ecuacién es vectorial, pero a partir de la segunda se trabaja con las
componentes de los vectores en el sistema de coordenadas elegido. Si bien g es una cantidad positiva
cuyo valor estimado de 9,8 m/s? y |T | es siempre positivo, la componente a de la aceleracién sera
negativa o positiva, segiin el ascensor esté acelerado hacia arriba o hacia abajo, respectivamente. El
mayor valor de |T| se dara cuando a sea negativo, es decir, cuando el ascensor se acelere hacia arriba,
lo cual estd de acuerdo con lo que se puede intuir. Por otro lado, puede verse que si el ascensor es
acelerado hacia abajo con la aceleracién de la gravedad (es decir, cae), la tensién se anula.

4.2. Fuerzas de contacto

Si apoyamos un cuerpo de masa m sobre una superficie horizontal como se muestra en la Fig. 9.
El cuerpo tiene peso y estd en reposo, de manera que tiene que haber una fuerza méas que equilibre
la accién de P. Esa fuerza estd provista por la superficie de apoyo y la denominamos fuerza normal
N o reaccién del plano, o fuerza de contacto. Una forma de pensar el problema es que un cuerpo o
sistema de cuerpos denominado vinculo limita el movimiento de la particula que se desea estudiar; en
ese marco, las fuerzas de contacto son también llamadas fuerza de vinculo.
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Figura 9: Fuerza de contacto.

=
N A (42)

El vinculo (plano de apoyo) ejerce una fuerza perpendicular a la superficie, que en este caso
particular es igual al peso del cuerpo. Notemos que si la fuerza fuera menor, entonces el cuerpo se
hundiria en la mesa y si fuera mayor seria expulsado. Por otra parte si el vinculo fuera capaz de
ejercer fuerzas paralelas a la superficie, entonces tales fuerzas podrian acelerar (o frenar) el cuerpo. En
sintesis, mientras el vinculo existe, provee la fuerza necesaria para que se cumplan las leyes de Newton.

Ejemplo

Veamos el caso de la Fig. 10a) en que al cuerpo apoyado sobre una superficie lisa se le aplica
una fuerza que, expresada en el sistema de coordenadas de la figura es F' = Fji + Fyj. Mientras que
P=—mgjy N =Nj.

A EA
N y

P P

Figura 10: Fuerza de contacto. a) La fuerza aplicada F tiene componente hacia arriba. b) La fuerza
aplicada F' tiene componente hacia abajo.

El cuerpo sometido a la accién de estas fuerzas no estd en equilibrio ya que aunque la suma de
las componentes verticales de las fuerzas sea nula, una sola de las fuerzas tiene proyeccién sobre el
eje horizontal (no hay otra fuerza que la equilibre). Por lo tanto el cuerpo sélo podra moverse en la
direccion horizontal, es decir que el vector aceleracién sélo tendra una componente no nula en esta
direccién. Se cumple la segunda ley de Newton:

Y FE=P+N+F=mi, (43)
i
que en componentes queda:
. —_— _FIn
en x : Fr= may = ap =% (44)
eny: N—-mg+F,= 0 = N=mg—-F,,



donde vemos que sélo la componente horizontal de F' es causante de la aceleracién. La fuerza normal
es menor o igual que el peso del cuerpo; su médulo serfa igual al peso s6lo en el caso en que Fy = 0.
Cabe notar que

= si I, = mg, entonces el vinculo no ejercerfa accién alguna, es decir, N = 0;

= si Fy > mg la ec. previa sugiere que N < 0, pero esto es un contrasentido porque el vinculo sélo
es capaz de evitar que el cuerpo se hunda en su seno, pero no es capaz de “atraer” el cuerpo
hacia si. Fisicamente, lo que ocurre es que el cuerpo ya no estd en contacto con el piso. Por lo
tanto hay que escribir nuevamente las ecs. precedentes teniendo en cuenta que la normal sera
nula (si no hay contacto, no hay fuerzas de contacto) y la aceleracién tendrd componentes en las

direcciones z e y.
encw: Fr,= ma, = a, = ;

(45)

33 3

eny: —mg+F,= may, = ay=-*—g.

Un caso similar es el que se representa en la Fig. 10b) en que ahora la fuerza F' es aplicada hacia
abajo. Como ya es costumbre, para analizar esta situacién seguimos los siguientes pasos:

» Identificar el o los cuerpos cuyo movimiento (o equilibrio) se quiere estudiar.
= Reconocer cudles son las fuerzas que actiian sobre él.
» Dibujar el diagrama de cuerpo aislado, como el de la Fig. 10b).

= KEscribir la ecuacién de la segunda ley de Newton en forma vectorial.

—

Y F;=P+N+F=ma. (46)
7

= Elegir el sistema de coordenadas que resulte conveniente. En este caso, en el sistema x,y de la
Fig. 10 la fuerza F' tiene componentes I, > 0 y F, < 0. Con esta eleccién, los vectores de la
ecuacién anterior quedan: P = —mgj', N=Nj, F= Fyi+ ij' y @ = ai.

= Escribir la segunda ley de Newton en componentes.

Fy .

en x : Fo= ma = a=%; (47)
eny: N-mg+F,= 0 = N=mg—-F,.

= Resolver, es decir, encontrar las cantidades incognitas en términos de las cantidades conocidas.
En este caso estamos analizando como es la fuerza de vinculo y la aceleracién que adquiere el
cuerpo.

Se ha encontrado que N = mg — Fy, pero como F, < 0 es F,, = —|F,|; entonces, en este caso,
N = mg + |F,| es siempre positiva y no puede ser cero. La fuerza de vinculo sélo puede crecer con
la fuerza aplicada hasta que eventualmente la superficie o el objeto no logren soportar las fuerzas
aplicadas sobre ellos, lo cual no esta previsto en las hipotesis de trabajo.

Plano inclinado

Consideremos ahora un cuerpo que se desliza sobre una superficie plana y lisa que forma un dngulo
a con la horizontal. En este caso la segunda ley de Newton para el cuerpo queda expresada como
N + P = ma.

En la Fig. 11 se muestra el diagrama de cuerpo aislado correspondiente (marcado con un évalo)
y se propone un sistema de coordenadas cuyo eje x es paralelo al plano. En consistencia con esta
eleccion, el movimiento del cuerpo serd unidimensional en la direccién del eje x y podemos escribir:

N=Nj: P=mgsenai—mgcosa) y a=agi (48)
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Figura 11: Fuerza de contacto en un plano inclinado.

con lo que las ecuaciones de movimiento quedan

enz: mgsena = ma, = ap = §Sena ; (49)
eny: N —mgcosa = 0 = N =mgcosa.

Vemos que si el dangulo « crece, la fuerza de vinculo decrece hasta hacerse 0 cuando o = /2.

Resumiendo:

= Las fuerzas de vinculo son siempre normales al vinculo y apuntan hacia fuera de él.
= dependen de las fuerzas aplicadas.

» son aplicadas por objetos que limitan las posibilidades de movimiento (paredes, rieles, superficies,
piso, etc.).

4.3. Fuerza centripeta

Este tipo de fuerza puede ser ejercida por cualquier tipo de mecanismo, por lo cual no debe
entenderse este apartado como la descripcién de una fuerza mas en cuanto al agente que la produce,
sino en cuanto al tipo de movimiento con el que se relaciona; en particular, el movimiento circular,
cuya cinemaética ya fue tratada en detalle en el capitulo 5. Analicemos el caso de una bolita de
masa m girando con velocidad de mddulo uniforme en el interior de una cacerola de radio p. En
otras palabras, estamos en presencia de un movimiento circular uniforme de radio p. Sabemos que
la velocidad ¥, tangente a la trayectoria, cambia de direccién; entonces debe existir una aceleracién.
Como sélo cambia la direccién pero no el médulo de ¥, la aceleracion debe ser perpendicular a la
velocidad en todo instante (si no imponemos que el médulo de la velocidad sea constante, entonces
habria también una componente tangencial de la aceleracién). En el movimiento circular llamamos
aceleracién centripeta a la aceleraciéon normal a la trayectoria:

ap =ac=— =wp. (50)

Si hay aceleracion, debe haber una fuerza tal que ma. = F,. y que llamamos fuerza centripeta por ser

paralela a la aceleracién centripeta:

. 02

F.=—-m—aua,, (51)
c P D

donde 1, es el versor que apunta en la direccién del radio de la circunferencia de radio p con sentido
saliente (centrifugo). Ahora nos preguntamos jcudl es el agente que produce esta fuerza? La tnica
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respuesta posible es que la pared evita que la bolita se salga de su trayectoria circular, obligando
al cuerpo a que constantemente se desvie de una trayectoria rectilinea. Es decir que la pared de la
cacerola ejerce una fuerza de vinculo Nh que limita el movimiento en el plano horizontal, entonces
F; = ]\7h, como puede verse en la Fig.12a). Pero, ésta no es la tnica accién que ejerce la cacerola:
también evita que la bolita se mueva en el eje vertical oponiéndose a la fuerza peso mediante una
fuerza de vinculo vertical ]\_7;,. En consecuencia, para describir las fuerzas que actian en una direccion
perpendicular a 1,, debemos agregar una dimensién al sistema de coordenadas: la direccién vertical
z. Un sistema adecuado para representar este problema es uno que tenga los versores i, y 4, = k.
El diagrama de cuerpo aislado de la Fig.12b), muestra un corte vertical de la cacerola donde se han
representado todas las fuerzas que actian sobre la bolita, suponiendo que no haiy rozamiento. Como

no hay aceleracion en la direccién vertical, entonces debe cumplirse que N, = —P, es decir, N, = mg.
% N
s, v N
NG, |k
P
¥

(2) (b)

Figura 12: Fuerza centripeta sobre una bolita. (a) Vista desde arriba; (b) corte lateral.

Un caso parecido es el de un cuerpo apoyado sobre una superficie lisa y horizontal, que gira
alrededor de un punto fijo al cual estd ligado por un hilo o cuerda inextensible. La tnica diferencia con
el ejemplo anterior es que ahora la fuerza centripeta responsable del cambio de direccién del cuerpo

es la tension de la cuerda.

" - V2

F.=T=-m—1,. (52)
p
En este caso la cuerda es el vinculo que limita el movimiento de la bolita y la tensién T es la fuerza

de vinculo correspondiente.

4.4. Aplicacion combinada de varias fuerzas de vinculo

Veamos como tratar algunos casos que involucran uno o méas cuerpos ligados entre si por cuerdas
e interactuando con la superficie de apoyo.

Ejemplo 1

Dado el sistema de cuerpos en equilibrio de la Fig. 13, nos preguntamos cémo depende la tensién
T del peso de los cuerpos A y B. Los cuerpos de masas m y mp estdn ligados por un hilo. La masa
my estd ademads atada a la pared, mientras que mp cuelga del hilo que la une a m4 a través de una
polea sin masa ni rozamiento. Suponemos que no hay rozamiento en ninguna superficie. Describimos
las fuerzas que actiian sobre my4 usando un sistema de coordenadas en el que x es horizontal con el
sentido positivo hacia la derecha del dibujo e y es vertical con el sentido positivo hacia arriba. La Fig.
13 muestra el diagrama de cuerpo aislado de cada uno de los cuerpos interactuantes. Nétese que cada
cuerpo debe tener su diagrama de cuerpo aislado por separado.
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Figura 13: Sistema descripto en el ejemplo 1.

Sobre m 4 actian las fuerzas T, = —|Ti|i, Ty = |f2|i, Py = —magj] y Ny = |J\7A|j Y sobre mp
actian las fuerzas T} = |T. 2/\5 y Py = —mpgj. Como los cuerpos estdn en equilibrio, se cumplen las

siguientes condiciones:

Ti+Th+Ny+Py=0 y T,+Pg=0. (53)

Escribimos a continuacién las ecuaciones correspondientes a cada uno de los cuerpos en las com-
ponentes x e y:

enz:  |Bl-Tl= 0 = [Ty =T
envy: \Nf\—mAg: 0 = UYA!ZmAg, (54)

T3l =mpg= 0 = |T3] =mpg.

Pero por las propiedades de las cuerdas inextensibles que hemos visto, \f;] = \fg\ Entonces podemos
escribir |T1| = mpg, por lo tanto:
TN = —mpgt . (55)

A veces resulta comodo, para referirse al médulo de un vector |A|, escribir simplemente A; con
esta notacién resumida las ecuaciones anteriores se escriben de forma maés compacta:
enzx: Th-T= 0 = T=1T5;
eny: Ngai—mag= 0 = Ngp=mag, (56)
T;—mpg= 0 = T;=mpg;

pero debe recordarse que 11, Ta, T3 y N4 denotan los médulos de los vectores correspondientes.

Ejemplo 2

En el ejemplo de la Fig. 14a) un cuerpo apoyado sobre una superficie rigida y lisa es acelerado por
la accién de una fuerza horizontal. Las fuerzas que actian sobre el cuerpo son T' = |T'|i, P =mgjy
N =|N|j. La ecuacién vectorial de movimiento del cuerpo es

N FE=T+P+N=mi. (57)

(]

Para escribir las ecuaciones en componentes utilizaremos la notaciéon simplificada introducida al
final del ejemplo anterior:

en x : T= ma ;

eny: N—mg= 0 = N=mg. (58)
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Figura 14: Sistemas descriptos en los ejemplos 2 (a) y 3 (b).

Por otra parte, segun la tercera ley de Newton, F=_T y debido a las propiedades de las cuerdas,
T = —T’ con lo cual, resulta que F = md, es decir que la cuerda transmite la fuerza ejercida por la
mano, como ya habfamos discutido.

Ejemplo 3
Analicemos las fuerzas en el s1stema de cuerpos de masas miy ma de la Fig. 14b), que se mueve

bajo la accién de la fuerza externa F. Suponemos conocidas F m1y ma, de modo que las incognitas
son T, T', ay y as. Las ecuaciones para m; son

T+ P+ N =ma ;

en T : T =mia; (59)
eny: Ni—myg =0 = N; =myg.
Y para ma,
T + P+ No+ F = mads ;
en z : F—-T =msas ; (60)
eny: No—mag =0 = Ny =mag .

En el eje vertical no hay movimiento de ninguna de las masas, asi que las ecuaciones en la coordenada
y no aportan informacién relevante en este caso. Nos centramos pues con lo que ocurre segin la
componente z, es decir, T' = mya; y F — T’ = msas, pero también sabemos que T' = T" y si el hilo es
inextensible, los dos cuerpos necesariamente se mueven solidarios y entonces las aceleraciones son las
mismas: a1 = ae = a. Con esto, las ecuaciones quedan

T =ma; F—-T=msa. (61)
Este es un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas (1 y a), cuyas soluciones pueden obtenerse
facilmente: . P
m
mi1 + mo m1 +ma
Ejemplo 4

Las masas m1 y mo estan apoyadas sobre una superficie horizontal, en contacto entre si y se aplica
sobre una de ellas una fuerza F' paralela a la superficie y en el sentido de la otra masa, como se muestra
en la Fig. 15.

Sabemos por experiencia que ambos cuerpos se moveran juntos, como si estuvieran pegados. Por
lo tanto, podremos tratar el problema como el de un tinico cuerpo de masa m = mj 4+ ms, de manera
que la ecuacién de movimiento correspondiente en el sistema de coordenadas de la figura es

—

S F
F=(mi+mg)a = a=—->:, 63
(m1 + mg) e — (63)
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Figura 15: Sistema descripto en el ejemplo 4. Esquema general (a) y diagrama de cuerpo aislado de
cada cuerpo (b).

ya que las ecuaciones referidas a las fuerzas verticales no aportan al movimiento (el sistema de cuerpos
no se hunde en la superficie de apoyo ni se eleva sobre ella). También podemos estudiar cada masa por
separado, usando en el diagrama de cuerpo aislado de la Fig. 15b). Si analizamos el movimiento de la
masa mg vemos que tiene la aceleracién expresada en la ec.(63), por lo tanto sobre ella hay aplicada
una fuerza neta igual a

ma

ﬁlg = mgﬁ = ﬁ . (64)

mi + meo
En esta expresion se puede notar que el médulo de la fuerza aplicada sobre la masa ms es menor que
|F'|, ya que se cumple que ma/(m1+msg) < 1. En la direccién x la masa mg solamente estd en contacto

—

con la masa mq, por lo tanto la fuerza Fjs debe estar aplicada por mj.

Sobre la masa m; acttia directamente la fuerza F , pero ésta no puede ser la Unica fuerza horizontal
aplicada, ya que si lo fuera, el cuerpo tendria una aceleraciéon @ = F /m1, lo cual es incorrecto segin
ec.(63). Llamemos ﬁgl a la fuerza que ejerce el bloque 2 sobre el bloque 1. De acuerdo a esto y tal como
se muestra en el diagrama de cuerpo aislado, en la direccién horizontal la ecuaciéon de movimiento es

F+ Fy =miad. (65)
Entonces,
- L o= m1F - mo k' -
FKbi=mdi-F=————-F=———"—=—-F)5, 66
21 1 M1+ 1 g 12 (66)

es decir, se cumple la tercera ley de Newton. No debemos caer en el error de decir que estas fuerzas
se anulan y que podria no tenérselas en cuenta, ya que Fiy estd aplicada al cuerpo 2 y Fhy al cuerpo
1. Estas fuerzas de contacto podrian medirse si colocdramos un resorte u otro dispositivo sensible a la
compresion entre ambas masas.

En este ultimo ejemplo hemos tratado un mismo problema de dos maneras. Cuando consideramos
el sistema como un unico bloque obtuvimos la aceleracién correcta sin necesidad de considerar las
fuerzas de contacto entre ambos bloques ya que en esta descripcién éstas son fuerzas internas. En
cambio, cuando consideramos cada masa por separado, las fuerzas de contacto son fuerzas externas.
Entonces, de estos ejemplos vemos que

= Sélo las fuerzas exteriores al sistema observado son las que producen aceleracion y por lo tanto,
son las tinicas que deben tenerse en cuenta al escribir las ecuaciones de Newton.

= La fuerza que un cuerpo le ejerce a otro es igual en médulo y direccién pero de sentido opuesto a
la que el otro cuerpo le ejerce al primero, tal como vimos al presentar la tercera ley de Newton.
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5. Fuerzas de rozamiento

Hemos experimentado que cuando ejercemos fuerza sobre un cuerpo apoyado sobre una superficie
horizontal, se logra, con mayor o menor esfuerzo, que el cuerpo se mueva (ver Fig. 1). Primero el
cuerpo estd quieto y si se incrementa la fuerza aplicada por encima de cierto valor, empieza a moverse.
En términos de la segunda ley de Newton, podemos decir que como el cuerpo no se mueve aun cuando
lo empujamos con una fuerza F , debe existir otra fuerza, que llamaremos f; , que esta contrarrestando
el efecto de la primera: .

P+N+F+f.=0. (67)

N

Figura 16: Fuerza de rozamiento estatico.

Segin se muestra en la Fig. 16, como en la direccion vertical no hay aceleracién, sabemos que el
peso y la fuerza normal del plano de apoyo se cancelan mutamente. Esto nos habilita a omitir estas
dos fuerzas, de manera que debe cumplirse:

F+f.=0 = fo=-F. (68)

La fuerza f; se denomina fuerza de rozamiento estatico. Es importante notar que la magnitud de esta
fuerza depende de la fuerza externa F aplicada; en particular, podemos ver de la ecuacién anterior que
fe tiene igual médulo que F y sentido opuesto. La experiencia indica que al aumentar la intensidad
de la fuerza F aplicada, eventualmente se logra que comience el movimiento; deducimos entonces que
el médulo de la fuerza de rozamiento estdtico sélo puede crecer acompanando el crecimiento de fuerza
aplicada hasta un cierto valor méximo | ﬁ; maz|. Se comprueba experimentalmente que, como se indica
en la Fig. 17,

| fe maal = 1N . (69)

HN ‘F ‘
Figura 17: Fuerzas de rozamiento estatico y dinamico.

Es decir, la maxima fuerza de rozamiento estatico posible entre un cuerpo y una superficie es
proporcional al médulo de la fuerza normal que ejerce la superficie sobre el cuerpo, aunque claramente
no tiene la misma direcciéon que N. La constante de proporcionalidad p. se denomina coeficiente de
rozamiento estatico y depende de las caracteristicas de las dos superficies en contacto. Si la fuerza

23



aplicada supera el valor | f; maz|, €l cuerpo finalmente se pone en movimiento. En esta situacion, si
dejamos de aplicar la fuerza F , la experiencia nos dice que en un experimento real el mévil comenzars a
disminuir la velocidad hasta detenerse, tanto mas rdapidamente cuanto méas rugosas sean las superficies
en contacto. Esto nos dice que hay involucrada otra fuerza que llamaremos f_;i o fuerza de rozamiento
dindmico. Esta fuerza siempre se opone al movimiento, siendo paralela a la velocidad del cuerpo y de
sentido contrario. Por la segunda ley de Newton se tiene que

Fo fa=ma. (70)

En cuanto al médulo de ﬁl, se comprueba que en general, se puede aproximar por un valor constante
(ver Fig. 17) y que es proporcional a la fuerza normal. Entonces, podemos escribir

ﬁl = _Mdu\_ﬂ’[} ) (71)

donde el coeficiente de proporcionalidad g es el llamado coeficiente de rozamiento dindmico y © es
el versor velocidad. De las ecs. (69) y (71) puede verse que los coeficientes p. y pig son adimensionales.
Ademds se cumple que la fuerza de roce dindmico es menor que la fuerza de roce estatico méaximo,
como puede verse en la Fig. 17. El valor que tienen las cantidades p. y pg es caracteristico de las
superficies y por lo general se cumple que

pre < 1 y pa < pe - (72)

A continuacién sintetizamos las caracteristicas principales de las fuerzas de rozamiento:

= hay rozamiento estatico sélo si actia una fuerza externa

= s6lo hay rozamiento dindmico si hay movimiento relativo entre dos superficies

= la fuerza de rozamiento dindmico tiene la misma direccién y sentido opuesto a la velocidad
= el rozamiento estatico alcanza un valor maximo que es proporcional a la fuerza normal.

= la fuerza de rozamiento dindmico es aproximadamente constante y también es proporcional a la
fuerza normal (con un factor menor de proporcionalidad)

6. Fuerza gravitatoria

La fuerza que la Tierra ejerce sobre los cuerpos, llamada fuerza gravitatoria, tiene caracteristicas
algo diferentes de las fuerzas que tratamos hasta ahora, pues no es necesario el contacto directo entre
el cuerpo y la Tierra para que exista interaccién entre ellos. Hay otras fuerzas que comparten esta
caracteristica; tal es el caso de las cuatro fuerzas fundamentales de la naturaleza: la nuclear débil, la
nuclear fuerte, la electromagnética y la gravitatoria, ya mencionada, que es la mas débil. Para que
exista fuerza gravitatoria debe haber dos masas, y no necesariamente la Tierra o un planeta debe ser
una de ellas; sin embargo, como la interaccién gravitatoria es débil, sus efectos sélo son facilmente apre-
ciables cuando estad involucrada una masa grande. La interaccién gravitatoria entre masas pequenas
es dificil de medir o detectar; sin embargo existe. Este punto fue demostrado por el fisico britanico
Henry Cavendish en 1797,

6.1. Marco histdrico

Cada civilizacién en cada regién geografica ha desarrollado modelos para explicar el movimiento
de los cuerpos celestes. Las ideas existentes en Europa hacia el siglo XVI, para describir el movimiento
de la luna, los planetas y estrellas eran, basicamente los siguientes:

5Véase una versién moderna de este experimento en https://www.youtube.com/watch?v=11sLusnVZwM
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= Modelo geocéntrico. Todos los cuerpos celestes giran alrededor de la Tierra. La Tierra no tiene
movimiento de traslacién ni de rotacién. Esta idea muy antigua, que viene de la civilizacién griega
(Aristoteles, 384 aC-322 aC), tenia, al menos, mayor asidero factico que otras que involucraban
causas incomprobables.

Claudio Ptolomeo de Alejandria (c. 100-c. 170) perfeccioné el sistema geocéntrico de Aristételes
basado en esferas simples, reemplazandolo por otro sistema geocéntrico segun el cual los planetas
giran en torno a una esfera pequena (epiciclo) que a su vez gira en torno a una mayor (deferente),
centrada en un punto cercano a la Tierra. El modelo geocéntrico aristotélico o ptolemaico estuvo
vigente durante casi veinte siglos y su aceptacién esta ligada al desarrollo de la filosofia durante
ese periodo.

= Modelo heliocéntrico: los planetas, incluida la Tierra, giran alrededor del Sol. Esta teoria, inicial-
mente enunciada por Aristarco de Samos (310 aC.-c. 230 aC) pasé desapercibida o fue descartada
durante unos dieciocho siglos, hasta que fue retomada y perfeccionada por Nicolds Copérnico
(1473-1543). En esta tltima versién, puede resumirse en los siguiente puntos:

a) Los movimientos celestes son uniformes, eternos, y circulares o compuestos de diversos
ciclos (epiciclos)”.
b) El centro del universo se encuentra cerca del Sol.

¢) Orbitando alrededor del Sol, en orden, se encuentran Mercurio, Venus, la Tierra, la Luna,
Marte, Jupiter y Saturno (ain no se conocian Urano y Neptuno.)

d) Las estrellas son objetos distantes que permanecen fijos y por lo tanto no orbitan alrededor
del Sol.

e) La Tierra tiene tres movimientos: la rotacién diaria, la revolucién anual, y la inclinacién
anual de su eje.

f) El movimiento retrégrado de los planetas es explicado por el movimiento de la Tierra.

g) La distancia de la Tierra al Sol es pequena comparada con la distancia a las estrellas.

Esta vision fue muy resistida por razones filoséficas y religiosas y porque no explicaba todas las
observaciones. Si bien hoy sabemos que este modelo no es correcto, al menos proveyé un marco
de referencia inercial desde el cual describir un problema de movimiento. Por otro lado, se parece
mucho mas a la realidad que el modelo ptolemaico.

El siguiente gran aporte para resolver el problema del movimiento de los astros vino a través del
sustento experimental que provey6 el astronomo danés Tycho Brahe (1546-1601), recolectando datos
sistematicos y precisos. La calidad de los datos astronémicos que recogié llega al limite de lo que es
accesible al ojo humano sin instrumentos 6pticos. Su gran labor observacional, le permitié desechar
algunos modelos existentes e incluso llegé a afirmar que los cielos no son “inmutables” (como habia
enunciado Aristételes) como consecuencia de su estudio de la aparicién en el cielo de una estrella nueva
o “nova” en 1572. Se sabe ahora que ese hecho fue la explosién de una supernova (estrella muy masiva
que al no poder desarrollar més reacciones nucleares se enfria, colapsa a su propia gravedad y luego
se expande sibitamente).

El astrénomo y matemético aleman Johannes Kepler (1571-1630) heredé de Brahe la coleccién
mas abundante y precisa de datos planetarios. Con los datos sobre la érbita de Marte abandoné el
postulado de la circularidad de las érbitas y pudo enunciar tres leyes que reconciliaban los datos
de Brahe con el modelo heliocéntrico. Adoptando el marco de referencia de Copérnico, presentd la
informacién cinemética del movimiento de algunos planetas en una forma sencilla:

1. Los planetas giran en Orbitas elipticas, con el sol situado en uno de los focos de la elipse.

2. La linea recta que une al planeta con el sol, barre areas iguales en tiempos iguales.

"En negrita se destacan las afirmaciones erréneas de la teorfa copernicana. Algunas no subrayadas no son exactas, pero
se pueden considerar correctas haciendo una interpretacién laxa. Por ejemplo, los movimientos de los cuerpos celestes no
son eternos, pero son practicamente inmutables en una escala de tiempo compatible con la historia del hombre.
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3. La razom entre el cuadrado de los periodos de rotacién alrededor del2 Sol de dos planetas cuales-
quiera es igual al cubo de las razones de sus distancias maximas al Sol: ::—3 = cte.

Paralelamente, las observaciones de Galileo, usando el telescopio, proveyeron mas datos precisos y
sistematicos. Finalmente, Isaac Newton concibe una teoria segin la cual el movimiento de los astros
puede explicarse a través de una tunica ley, que maravillosamente es la misma que explica la caida de
los cuerpos hacia el suelo.

6.2. Ley de gravitacion universal

Estudiando las fuerzas que rigen el movimiento de los cuerpos y considerando la evidencia experi-
mental astronémica de esos tiempos, Newton dedujo que la fuerza entre dos cuerpos cualesquiera (en
particular cuerpos celestes) yace sobre la linea que los une, es atractiva, es inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia que separa los cuerpos y directamente proporcional a la masa de ellos. De
esta manera, propuso la expresién matematica, que ahora se conoce como ley de gravitacién universal

Mm

F=G—3",

(73)
r

donde la cantidad G es una constante, denominada constante de gravitaciéon universal —se llaman
constantes universales a las constantes fundamentales de la fisica, las cuales se asume que toman el
mismo valor a lo largo del tiempo y en todo el universo—.

El gedlogo John Michell disefié una balanza de torsiéon y, luego de su muerte en 1793, su dispositivo
fue heredado por Henry Cavendish (1731-1810) quien lo utiliz6 para medir la densidad de la Tierra
(5,448 g cm~3). Si se utiliza esta cantidad, se obtiene un valor de G' = 6,74 x 107! m3 kg=! s72 que
difiere en menos del 1% del valor actualmente recomendado de G = 6,67384 x 107! m3 kg=! s72

(Committee on Data for Science and Technology, 2010).

El dispositivo utilizado por Cavendish (ver Fig. 18) consiste en una barra con esferas masivas en
sus extemos. El conjunto se cuelga de un hilo, constituyendo un péndulo de torsién, y queda en estado
de equilibrio. Al acercar otras esferas masivas, se produce una fuerza de atraccién entre estas 1ltimas
esferas y las que estan fijas a la barra, provocando el movimiento del péndulo. Midiendo el periodo
del péndulo se puede deducir la fuerza que actda sobre él, lo que permite calcular la constante de
gravitacion.

Figura 18: Balanza de Cavendish.

6.3. Masa inercial y masa gravitatoria

Segun la ec. (73), debido a la interaccién gravitatoria con la masa M, sobre la masa m se ejerce
una fuerza que estd representada por el vector F' en la Fig. 19, que estd dirigida sobre la recta que
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une ambas masas. Las masas m y M involucradas en la ec. (73) se llaman masas gravitatorias. Debe

M
m

X
F' F

Figura 19: Atraccién gravitatoria.

notarse que, en principio, la masa gravitatoria (que por esta vez denotaremos con mg) no tiene por
qué ser lo mismo que la masa inercial (que por esta vez denotaremos con m;) definida en la seccién
1.2.2. En efecto, segtin la ec. (73), my, = Fr?/(M,G), mientras que de acuerdo a la segunda ley de
Newton, m; = F/a. La masa gravitatoria es una propiedad de los cuerpos que compete exclusivamente
a la interaccién gravitatoria con otro cuerpo; por otro lado, la masa inercial es una propiedad mucho
mas general, ya que afecta el movimiento de los cuerpos independientemente del tipo de fuerza que
se le aplique. Por ejemplo, si sobre un cuerpo de masa inercial m; un resorte aplica una fuerza ﬁ, el
cuerpo adquiere una aceleracion @ = F /mi; si sobre ese mismo cuerpo la Tierra ejerce su influencia
gravitatoria, la aceleracién experimentada por el cuerpo serd, en médulo, a = F/m; = GMgmg,/(m;r?).

Sin embargo, hasta donde la precisién de los experimentos ha permitido, se ha observado experimen-
talmente que, my = m;. Esta sorprendente relaciéon nos exime de distinguir entre ambas magnitudes
y, por lo tanto, a partir de ahora designaremos indistintamente cualquiera de ellas simplemente como
“ ”

masa”.

6.4. Tiro vertical a gran altura

Consideremos ahora el movimiento de un cuerpo de masa m bajo la accién de la fuerza gravitatoria
de la Tierra, dada por la ec.(73). En primer lugar haremos la suposicién de que la Tierra es un sistema
inercial, es decir, no consideraremos el movimiento de rotacién ni la traslacién en su 6rbita®. Elegimos
un sistema de coordenadas polares con origen en el centro de la Tierra, como se muestra en la Fig. 20.

\/

Figura 20: Tiro vertical a gran altura.

En ese sistema,

= mMT “
F = —GTUP 5 (74)
donde r se mide desde el centro de la Tierra hasta la posicién del cuerpo, M7 es la masa de la Tierra
y @, es el versor radial. Para estimar cudl es el valor de Mr, analicemos que el peso de un cuerpo

8Dadas las velocidades de rotacién y traslacién involucradas, resulta que la aproximacién efectuada es muy buena
para el andlisis que sigue.
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sobre la superficie terrestre es
P =mg, pero también P = GmMr/R%, (75)
y como Ry = 6400 km = 6,4 x10° m y g = 9,8 m/s? , entonces

R2
My = QTT ~ 6 x 10%kg . (76)

Este valor coincide con el valor actualmente aceptado (5,97223 + 0,00008) x 10** kg.

De la ec.(74) y la segunda ley de Newton puede escribirse la ecuacién de movimiento para el cuerpo

de masa m: 2 Iy
r__ T
e i G 2 (77)

Encontrar la funcién posicién de la masa m, r(t), presenta cierta dificultad porque hay que re-
solver una ecuacion diferencial en que la derivada segunda de la funciéon que se desea encontrar es

inversamente proporcional al cuadrado de esa funcion. Entonces utilizaremos la siguiente estrategia:
recordemos que el primer miembro de la ec.(77) se puede escribir como

a2 T dt drdt  drl dr

2 1
dr _dv _dvdr _dv d <2v2> ' (78)

También, en el segundo miembro de la ec.(77) podemos reemplazar —%2 por d% (%), entonces queda:

()= ().

o bien,
d (1, d (GMr\
es decir,
Rl Py ket I 1
dr <2U r ) 0 (81)

Esta iltima ecuacién indica que la cantidad %vQ — G—]yT es una constante de movimiento. Multiplicando

por la masa, obtenemos una magnitud que sigue siendo constante y que tiene unidades de energia:

(82)

El término que involucra la velocidad es la energia cinética E., mientras que el otro término, que
depende de la posicién, es la energia potencial E,. Notemos que si r — oo entonces E, — 0y sir — 0
entonces E, — —oo. A partir de la ec.(82) es posible despejar el médulo de la velocidad en funcién de

la posicion:
2FE 2GM
o(r) = 4/ = + T, (83)
m T

donde el signo + indica que el cuerpo va subiendo y el signo -, que va bajando. Como v = %, se puede

escribir:
2FE  2GM
dr =41/ — + CMr 4y (84)
m r

El siguiente paso en el procedimiento se usa frecuentemente para resolver ecuaciones diferenciales;
se llama separacion de variables y consiste en llevar a cada miembro de la igualdad sélo un tipo de
variables. En este caso dejaremos el tiempo t de un lado y el resto de la funcién, que contiene a la
variable r pero no al tiempo, del otro:

BT (85)

2E | 2GMrp
Vo T
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Luego podemos integrar para obtener ¢t = t(r), y de alli eventualmente, r = r(t), si es que sabemos

resolver la integral...
d
t=+ / @
[2E | 2GM
m + T =

Aunque todavia no disponemos de una expresién explicita de la funcién de movimiento, si podemos
obtener cierta informacién sobre el movimiento a partir de la expresién de la energia. La cantidad F de
la ec.(82), como buena constante de movimiento, tiene el mismo valor para todo tiempo. Supongamos
que en el punto de partida el cuerpo esta a una distancia ry y tiene velocidad vg. Entonces la velocidad
del cuerpo en una posicion genérica r sera

1 1

Lo primero que podemos ver es que si r > rg, entonces |v| < |vg|, es decir, el cuerpo va cada vez
mas lento a medida que sube. Otra cosa importante a considerar es que si

(86)

1 1
2G My < — > > 02 (88)
T0 r

es decir, si
1 1 v2
< °__ . 89
r ro 2GMrp (89)
entonces el radicando es negativo y v es imaginaria. Esto significa que el mévil no puede ir més alla
de

1

2
1 Vo

ro  2GMrp

Tmax =

(90)

Esta es la maxima distancia al centro de la Tierra a la que puede llegar un proyectil lanzado vertical-
mente hacia arriba desde la posicién ¢ con velocidad inicial vg. Otra forma de interpretar la ec. (87)
es que para llegar a una posicion r, el proyectil debe partir con una velocidad

1 1
U(Q) > UTin'n = 2GMT (7’0 — r) N (91)

ya que si vg = Umin, entonces v = 0: el cuerpo llega hasta ahi noméas y empieza a caer. ;Es posible que
un cuerpo sea lanzado de tal manera que no vuelva nunca, es decir, que escape al alcance de la fuerza
gravitatoria de la Tierra? Si, sélo basta con hacer r — oo en la ec.(87) y despejar la velocidad inicial
necesaria para alcanzar la posicién de retorno, es decir en la cual v = 0:

2G M
Ve = Vo = 4/ ¢ T; (92)
ro

ve se denomina velocidad de escape. Si el objeto es lanzado desde la superficie terrestre, entonces
ro=Rpy

2G M
Ve = RTT = \/29Rr , (93)

donde la ltima igualdad sale de la ec.(76). Puede verse que la velocidad de escape no depende de la
masa del cuerpo lanzado, sino de la masa del planeta desde el cual se lanza.

El anélisis que acabamos de presentar es valido para cualquier planeta. Compruebe que la velocidad
de escape de la Tierra es v,=11,2 km/s = 40320 km/h y que las de los siguientes cuerpos celestes son
como se muestra en la tabla:

Luna Marte Venus Jupiter Saturno Urano Neptuno
2,38 km/s 5,027 km/s 10,36 km/s 59,54 km/s 35,49 km/s 21,3 km/s 23,71 km/s
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Analicemos por ultimo cémo varia el peso de un cuerpo cuando éste se aleja de la Tierra en
direccion radial. La dependencia del peso con la distancia al centro estd dada por:

mMT
P=G ot (94)
mientras que si la variable es la distancia A medida desde la superficie, la expresién es
mMrp
P=G——-=. 95
(Rr + h)? (%)

Como ejemplo, en la siguiente tabla se muestra la variacién porcentual (AP)/P del peso con la
distancia a la superficie de la Tierra.

h (m) (AP)/P (%)

1000 0,03
10000 0,3
30000 0,9

Esta tabla nos muestra que la practica del alpinismo no es un buen método para bajar de peso.
También nos sugiere que el peso de un cuerpo es razonablemente constante mientras no se lo aparte
demasiado de la superficie de la Tierra. Las palabras “razonablemente” y “demasiado” son delibera-
damente ambiguas, para indicar que todo dependerd de la precisién con que se pretenda describir el
peso de ese cuerpo.

6.5. Satélite en d6rbita circular

Consideremos un satélite de masa m orbitando alrededor de la Tierra con una érbita circular
cuyo centro coincida con el centro del planeta. La primera pregunta que surge es si es posible tal
movimiento. La respuesta es que si, siempre que se aplique sobre el satélite la fuerza necesaria para
proveer la aceleracién compatible con un movimiento circular?. Ya sabemos que la fuerza gravitatoria
ejerce una atraccién hacia el centro de la Tierra, por lo tanto esta es la fuerza centripeta requerida.
Ademas, si la orbita es circular, la fuerza centripeta serd de mdédulo constante, ya que la distancia r
en la ec.(74) es constante, lo que nos lleva a que el movimiento circular sera uniforme.

Sabemos que para el médulo de la aceleracién (centripeta) podemos escribir, por un lado,

a0 = GMT o gR%

7"2 - rz ’ (96)
donde la tltima igualdad se cumple en virtud de la ec.(76). Por otro lado, tenemos que
2
v
=, 97
a=" (97)

Igualando las ultimas dos ecuaciones podemos despejar el médulo de la velocidad del satélite:

2:9R%

= v= \/gRT . (98)
T T

El periodo de revolucién esta dado por

[

27r 2
T="= /2 99
Y ik (99)
o bien,
472
T? = — 3, 100

9Por otra parte esto no contradice la primera ley de Kepler, ya que una circunferencia es un caso particular de elipse.
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Esta tdltima ecuacién no es otra cosa que la tercera ley de Kepler aplicada a este caso. La segunda,
también se cumple: es facil ver que si el movimiento es circular y uniforme, la linea que une el satélite
con la Tierra barre areas iguales en tiempos iguales.

Tanto en este ejemplo, como en cualquier otro que involucre la ley de atraccién gravitatoria, hay
que tener en cuenta que r es la distancia entre los centros de los cuerpos interactuantes (o més
precisamente entre los centros de masa, cuya definicién veremos més adelante); por este motivo, no
debe medirse desde la superficie del planeta, sino siempre desde el centro.

7. Fuerzas viscosas

Hemos analizado el movimiento de distintos cuerpos a los cuales se les aplica diferentes fuerzas. En
algunos casos hay una tnica fuerza aplicada sobre el cuerpo y en otros casos, mas de una fuerza. Sin
embargo, algunas de las descripciones realizadas parecen no reflejar lo que observamos en nuestra vida
cotidiana. Cuando analizamos el movimiento de cuerpos sobre los cuales estd aplicada tnicamente la
fuerza peso, todos ellos adquieren la misma aceleracién (§). Por lo tanto, si dejamos caer desde la
misma altura dos cuerpos, deberian caer juntos, es decir, su altura con respecto al piso deberia ser la
misma para todo instante.

Consideremos ahora el siguiente experimento sencillo: tomemos dos hojas de papel, pleguemos una
de ellas formando una pelota, y dejemos caer ambas desde la misma altura. El resultado de nuestra
observacién serd que la hoja sin plegar caerd mas lentamente que aquella con la que formamos una
pelota. Esto evidencia que los dos cuerpos tuvieron diferentes aceleraciones y por lo tanto, diferentes
fuerzas aplicadas. En ambos casos actia la fuerza peso, que es igual para ambas hojas de papel, pero
ademas, debemos tener en cuenta el efecto de la atmdsfera sobre el movimiento de los cuerpos. La
Unica conclusién posible es que este efecto no es el mismo para las dos hojas.

Hasta ahora habiamos supuesto que los cuerpos caian en el vacio, pero no siempre es posible
despreciar el efecto del ambiente sobre el movimiento de los cuerpos, como acabamos de ver. Cuando
un cuerpo se mueve en el seno de un fluido (ya sea gaseoso o liquido), aparte de la fuerza peso y el
empuje, actda sobre él una fuerza de rozamiento debida el medio, la cual se suele denominar fuerza
viscosa. Esta fuerza se origina en la resistencia de las moléculas del fluido a desplazarse para dejar
que el cuerpo avance. Se puede intuir que esta fuerza dependerd de la velocidad relativa al medio, de
la forma cuerpo y de las caracteristicas del fluido en el que se mueve. En particular, las magnitudes
relevantes del fluido para determinar la fuerza viscosa son la densidad y la viscosidad, donde esta
dltima estd relacionada con la resistencia que puede oponer el fluido a la deformacién. Debido a que
esta fuerza se origina por la interaccion entre el cuerpo y todas las moléculas que se encuentran en
su direccién de movimiento, solo podemos dar una expresiéon fenomenolégica de la misma. Por otra
parte, no existe una tnica expresién para la fuerza viscosa, sino que esta depende de la velocidad que
pueda alcanzar el cuerpo y de las caracteristicas del medio.

Las fuerzas aplicadas sobre un cuerpo de masa m que se mueve en el seno de un liquido viscoso
son el peso, el empuje y la fuerza viscosa. (ver figura 21)

Figura 21: Fuerzas apicadas sobre un cuerpo que se mueve en el seno de un liquido.

Si el cuerpo se mueve en el seno de un liquido muy viscoso no alcanzara altas velocidades. Para
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este caso particular la expresion que describe la fuerza viscosa es:
F, = —Dni = —Dnvi , (101)

donde D es una constante que depende de la geometria del cuerpo (por ejemplo para una esfera
D =67R) y n es la viscosidad del liquido. Teniendo en cuenta que el empuje coresponde al peso del
fluido desalojado, las expresiones para las fuerzas peso y empuje son:

P=mgi;
L (102)
E=—-V.psgi,

donde m y V. son la masa y volumen del cuerpo respectivamente, y py es la densidad del fluido. Como
en este ejemplo consideraremos que el movimiento es unidimensional, omitiremos los versores en el
desarrollo matemético. También, sin pérdida de generalidad, supondremos que v(0) = 0y z(0) = 0
(queda como ejercicio repetir los calculos suponiendo que la velocidad y la posicién iniciales son
distintas de cero).

La ecuacion de movimiento del cuerpo sera
ma =mg— Veprg — Dno . (103)

Antes de determinar las funciones velocidad y posicién del cuerpo en funcién del tiempo analicemos
cualitativamente la ec. (103). En t = 0 la aceleracién del cuerpo serd
V.
a=g-— ﬂg . (104)
m
El moévil, inicialmente en reposo, comenzard a desplazarse hacia abajo incrementando su velocidad.
Cuando la velocidad es diferente de cero la aceleracién del cuerpo sera
Vepy — Dn
—

B9 T T

: (105)

e ird disminuyendo a medida que la velocidad aumente. En un determinado instante la aceleracién se
anula y la velocidad toma un valor v;, denominado wvelocidad limite.

2 =0 1
el ; (106)
despejando obtenemos:
m— Vepy
= . 1
i Dn (107)

Luego de que el cuerpo alcance la velocidad limite (v = v;) mantendrd su velocidad constante. Escri-
biendo la masa del mévil en términos de su densidad (p.), la expresién de la velocidad limite queda

v
v = “Cl]); (e = py) (108)
y para el caso particular de una esfera,
2R2%g
_ _ ) 109
=" Loc~py) (109)

Usando esta iltima ecuacién se puede calcular, por ejemplo, la velocidad final de una gota de lluvia.
Si la viscosidad del aire fuera nula, la ec.(103) nos muestra que la aceleracién seria constante, con lo
cual la velocidad alcanzada por las gotas seria tan alta que en lugar de usar paraguas, deberiamos usar
casco. En otro ejemplo de aplicacién de la ec.(109), usando valores tabulados de viscosidad y densidad,
es posible obtener la velocidad limite de una esfera de aluminio de 0,5 cm de didmetro moviéndose en
glicerina a 20 °C como v; = 5,2 cm/s. 1°

10Reciprocamente, utilizando la ec. (109), y midiendo la velocidad limite de una esfera que se mueve en el seno de un
liquido de alta viscosidad es posible determinar de manera simple esta viscosidad.
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Ahora determinaremos la funcién de movimiento del cuerpo que se mueve en el seno del liquido.

La aceleracion esta dada por
dv

T dt

oz:g( —Zf) y pB= i (111)

a

=a—pv, (110)
donde

A partir de la ec. (110) podemos escribir

/Ovaf”m:/otdt. (112)

Integrando obtenemos

1 v 1 154
t=——In(a—vp :—ln(l—v> , 113
gina—v8) =—gm (17 (13)

y la expresién de la velocidad del cuerpo en funcién del tiempo es:
o(t) = %(1 — e Bty (114)

A partir de las definiciones de a y § y de la ec. (108) puede verse que % = vy, con lo cual la funcién
velocidad puede escribirse como
v(t) = v (1 — e Py, (115)

Integrando la funcién velocidad con respecto al tiempo obtenemos la funcién posicion

x(t) = /Ot v(1—e PHdt . (116)

Luego,

t ¢
v v
o(t) = ut| + —e P =t + - (e_ﬂt - 1) . (117)
o B o p

En la figura 22 se muestran las funciones aceleracion, velocidad y posicion de una esfera de hierro de
1 cm de radio cayendo en glicerina. Se ve claramente que a medida que la aceleracion se aproxima a cero
la velocidad va alcanzando su valor limite y la funcién de movimiento se aproxima a un comportamiento
lineal.

Cuando un cuerpo se mueve en el seno de un fluido de baja viscosidad actian las mismas fuerzas
que se grafican en la figura 21. En este caso, el cuerpo puede alcanzar velocidades grandes, y se observa
que la fuerza viscosa puede expresarse de la siguiente manera:

= 1 o
Fy = —5CaApy V20, (118)

donde Cy es una constante adimensional denominada coeficiente de arrastre y depende de la forma
del cuerpo y de caracteristicas del fluido, A es el drea que presenta el mévil en el plano perpendicular
a la direccién del movimiento; al igual que en el caso anterior, ps es la densidad del fluido y v es la
velocidad relativa del cuerpo respecto del fluido. La ecuaciéon de movimiento en la coordenada x es:

1
ma=mg— Veprg — iCdApf v? . (119)

Por lo tanto la aceleracion del cuerpo es

1044
azg(l—pf> i (120)
Pec 2 m

En los casos de fluidos de baja viscosidad como el que estamos tratando, generalmente la densidad
del fluido es mucho menor que la densidad del cuerpo, por lo tanto se puede despreciar el empuje que
ejerce el fluido en la descripcion del movimiento del cuerpo. Por simplicidad, en los calculos siguientes
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Figura 22: Aceleracién, velocidad y posicién en funcién del tiempo de una esfera de hierro de 1 cm de
radio cayendo en glicerina

no tendremos en cuenta el empuje del fluido; sin embargo, para aquellos casos en que no sea posible
despreciarlo, solo hay que reemplazar g por g(1 — ps/pc).

De manera similar al caso anterior, la aceleracién del cuerpo ird disminuyendo a medida que
aumente su velocidad hasta anularse. En ese instante se alcanza la velocidad limite v;, cuya expresion
se obtiene igualando a cero la aceleracién en la ec.(120):

2gm
= . 121
w=lads (121)

Si dejamos caer una esfera de aluminio de 1 cm de didmetro dentro de un recipiente con agua, su
velocidad limite, teniendo en cuenta el empuje, serd de 0,68 m/s. Si considerdramos vélido el modelo
para la fuerza viscosa correspondiente al caso de alta viscosidad dado por la ec. (108), obtendriamos
una velocidad limite de 92,6 m/s, lo cual no se corresponde con lo observado experimentalmente.

Para un mejor andlisis del efecto de la fuerza viscosa sobre el movimiento del cuerpo determinare-
mos como varia la velocidad del cuerpo con la posicién. Sabemos que:

dv dvdx dv

a

Entonces podemos escribir

dv 9
— 123
v do g—v, (123)

donde
_ 1Cadpy

2 m

/gw{;’lﬁ:/ da . (125)
0 - 0
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Integrando obtenemos

1
T = —gln (9—702)

v
= —5-In <1 - Vu“’) . (126)

0 i 9
A partir de las ecs.(121) y (124) puede verse que /g/v = v;; con lo cual, la ecuacién anterior puede

reescribirse como
1 v2
r=——1In <1—2> . (127)
2y vy

Entonces, la dependencia de la velocidad con la posicién esta dada por

v(z) =1 —e 2%, (128)

Si analizamos el movimiento de un paracaidista de 90 kg de masa, antes de que abra el paracaidas y
haciendo la aproximacion de que la densidad del aire es constante con la altura, podemos estimar que
si vuela cabeza abajo (Cy = 0,7 y A = 0,25 m?) su velocidad limite serd v; ~ 87,4 m/s y la alcanzara
al recorrer aproximadamente 2500 m. Sin embargo, si cae en posicién horizontal (Cy =1y A =10,9
m?) su velocidad limite es v; ~ 39,0 m/s y la alcanzars al recorrer aproximadamente 500 m. Cuando
abre el paracaidas aumenta la fuerza viscosa (se incrementan los valores de Cy y A) generando una
aceleracién hacia arriba lo que reduce notablemente la velocidad limite con la que llegard a tierra.

En la figura 23 podemos ver el comportamiento de la velocidad, en funcién de la distancia recorrida,
de una esfera de hierro de 1 cm de radio que se deja caer en aire. También se grafica, para hacer un
andlisis comparativo, la velocidad de caida en aire de una esfera de telgopor de alta densidad (30
kg/m?) de idénticas dimensiones y la velocidad suponiendo caida libre.

120
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100F [~ azg
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Figura 23: Velocidad en funcién de la distancia recorrida de esferas de hierro y telgopor cayendo en el
vacio y en aire. Inserto: se observa una ampliacién de los 10 primeros metros de recorrido.

Como se observa en la figura 23, la esfera de hierro alcanza su velocidad limite (58,0 m/s) cuando
ha recorrido aproximadamente 1200 m, mientras que una esfera de telgopor alcanza su velocidad limite
(3,6 m/s) aproximadamente a los 5 m de recorrido.

Entonces es valido preguntarnos, jen la caida en aire de un cuerpo podemos despreciar el efecto del
fluido sobre el movimiento y considerar que su aceleracion g7 Serd valido considerar que la aceleracién
es g dependiendo del cuerpo (dimensiones y masa) y de la distancia que estemos analizando. En el
ejemplo graficado en la figura 23 vemos que para la esfera de hierro se comienza a hacer evidente
el efecto de la fuerza viscosa cuando el mévil ha recorrido aproximadamente 5 m, mientras que en
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el caso de la esfera de telgopor los efectos de viscosidad se hacen evidentes cuando ha recorrido
aproximadamente 2 cm.

8. Fuerzas elasticas

Ya hemos mencionado que los resortes son capaces de proveer una fuerza proporcional a su estira-
miento o contraccion, |F| = k|A¢| (ley de Hooke), cuando son deformados dentro de cierto limite de
A/ conocido como rango eldstico. Ahora analizaremos cé6mo es el movimiento de un cuerpo sometido
a la fuerza de un resorte.

8.1. Movimiento oscilatorio

Consideremos el siguiente ejemplo: un cuerpo de masa m est4 fijo al extremo libre de un resorte de
constante elastica k y el otro extremo del resorte estd fijo a una pared. Todo el conjunto estéd colocado
sobre una mesa horizontal sin rozamiento. En la Fig. 24 se esquematizan las fuerzas aplicadas sobre
una masa m unida a un resorte de longitud natural ¢y, en distintas situaciones de estiramiento.

=0; Y F,=0
— (a)
y o :
: F L
{ Al
}HM m | a6L<0 (b)
Y x XX, \: i
CF
1"7\,@”{(\’@@ TeT =S Al, >0
IWAVAVAVAVAY, ; _J J (C)

Figura 24: Diferentes instantes en un movimiento oscilatorio arménico, (a) equilibrio, (b) resorte
comprimido, (c) resorte estirado.

Para analizar el movimiento del cuerpo bajo la accién de la fuerza elastica planteamos la ecuacién
de movimiento para este caso particular. Elegimos un sistema de coordenadas como el de la Fig. 24,
donde el eje x coincide con la direccién de la fuerza del resorte; las fuerzas peso y reaccién de la
superficie estdn sobre el eje y y su suma es idénticamente nula durante todo el movimiento. El eje z
resulta perpendicular al plano de la figura. Sélo hay fuerzas netas sobre la direccién x, por lo cual el
movimiento serd en esta direccién. Entonces:

F,=0 y F.=0 = wv,=v,=cte.=0. (129)

Con lo que sélo resta resolver la ecuacién de movimiento en la direccién x, donde ocurren eventos més
interesantes. Como puede observarse en la Fig. 24, teniendo en cuenta que se cumple la ley de Hooke,
vemos que:

si m esta en la posicién x., entonces F' =0 ,
si m estd en la posicién xy, entonces F' = —k(z1 —x.)t  (Fp >0),

si m estd en la posicion zg, entonces F = —k(zg — z0)i  (Fy <0) .

De manera genérica, si el cuerpo se encuentra en una posicién x,

F=—k(z—z)i, (130)
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lo que indica que la fuerza del resorte siempre apunta hacia la posiciéon de equilibrio x..

La segunda ley de Newton nos dice que la ecuacién de movimiento en la tnica variable de interés
(la coordenada z) es

m—s = —k(x — ) . (131)

Como z. es una constante, su derivada segunda es nula, de manera que podemos reescribir conve-
nientemente la ecuacién anterior de la siguiente manera:

d*(z — .
&z =)

TS = —k(z — z.) . (132)

Si hacemos un cambio de variables, llamando u = ¢ — x, podemos escribir:

d?
m%g = —ku, (133)
o bien,
Py k
d—:j +ou=0. (134)

Debemos notar que el cambio de variables efectuado implica un cambio a un sistema de coordenadas
u cuyo origen coincide con la posiciéon de equilibrio del resorte. La ecuacién diferencial de segundo
grado resultante tiene un término lineal en la variable u, por lo tanto su solucién no sera trivial como
en el caso del tiro vertical con aceleracién constante ni tan complicado como el caso de la atraccion
gravitatoria dependiente de la distancia. La funcién de movimiento que es solucién de esta ecuaciéon
debe ser tal que si se la deriva dos veces respecto del tiempo, se vuelva a obtener la misma funcién
pero multiplicada por un factor constante —k/m.

Una funcién que cumple con esta condicién es f(t) = sen(wt), donde w es una constante, ya que
df

prie w cos(wt) =

Cj;{ = —wlsen(wt) = cte. f(t) . (135)

Para encontrar la constante w debemos sustituir la funcién f(¢) en la ec.(134):

k

m

d? k k
_4J + —f = —w?sen(wt) + - sen(wt) = <—w2 +

0= —2L
dt2  m

> sen(wt) . (136)

Para que el tltimo término se anule para todo tiempo es necesario que w = 0, con lo cual u(t) =0y
no hay movimiento, o bien, debe cumplirse que

k
LAY (137)

m

es decir, w = \/k/m. Entonces, una solucién para la ec.(134) es sen(y/k/mt). Como puede verse,
cos(y/k/mt) también es solucion de la ec.(134); ya que ésta es una ecuacion lineal, es facil convencerse
de que cualquier combinacion lineal de ambas soluciones, también sera solucién. Esto puede verificarse
directamente sustituyendo una combinacién lineal arbitraria en la ec.(134). Luego, la solucién mas
general es

u(t) = Asen(\/k/mt) + Bcos(y/k/mt) . (138)

Volviendo al sistema de coordenadas inicial:
x(t) = ze + Asen(\/k/mt) + Bcos(y/k/mt) . (139)

Por simplicidad, adoptaremos un sistema de coordenadas con origen en la posicién de equilibrio
del extremo libre del resorte, es decir, que en definitiva:

x(t) = Asen(\/k/mt) + Bcos(y/k/mt) . (140)
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Como vemos, la solucién dada en la ec.(140) tiene dos constantes a determinar ya que responde a
una ecuacién diferencial de segundo grado, de manera que para encontrar completamente la funcién
de movimiento z(t) es necesario conocer informacién adicional (como ocurre siempre en la integracién
de las ecuaciones de movimiento). Supongamos que, para un caso particular se tienen las siguientes
condiciones iniciales: para t = 0, z = xg y v = vg. Haciendo ¢t = 0 en la ec.(140) vemos que

zo=x(0) =B = B=uz. (141)

Derivando la funcién de movimiento podemos escribir:

v(t) = Vk/m [Acos( k/mt) — Bsen( k‘/mt)] . (142)

Ahora hacemos t = 0 en esta ultima expresion:

vo = v(0) = /k/m A = A = vo/m/k = % . (143)

Entonces, la solucién de este caso particular queda:

z(t) = % sen(wt) + zg cos(wt) , (144)

con w = y/k/m.

Consideremos ahora otra forma de escribir la solucién de este tipo de movimiento, que a veces
resulta conveniente. Para ello, retomemos la expresién de la funcién de movimiento dada en la ec.(140)
sustituyendo las constantes A y B de manera conveniente:

A =z, cos(¢p) y B =z, sen (¢p) . (145)
Reemplazando en la solucién de la funcién de movimiento queda:
x(t) = @m cos(¢p) sen(wt) + , sen (¢g) cos(wt) . (146)

Recordando que sen(a + ) = sen(a) cos() + sen(f) cos(a), la expresién anterior puede escribirse
como:

x(t) = xm sen(wt + ¢o) . (147)

Esta es la misma funcién que la dada en la ec.(140), pero escrita en términos de otras constantes:
Tm y ¢o- En ambos casos tenemos dos constantes a determinar a partir de las condiciones iniciales. La
ec.(145) muestra cémo se expresan las constantes A y B en funcién de z,, y ¢o; las dltimas en funcién
de las primeras se expresan de la siguiente forma:

Ty =V A%+ B2 y tg (¢o) =

. (148)

|

La ec.(147) nos dice que:

= El movimiento es sinusoidal. Es decir, responde a una funcién periédica; por este motivo al mo-
vimiento de una masa enganchada a un resorte se lo denomina movimiento oscilatorio arménico.

» z(t) toma valores entre —x,, y Z,, por lo tanto la constante z,, esta relacionada con los valores
extremos de la variable, por lo que se la llama amplitud maxima.

= la constante ¢ se llama fase inicial; es el argumento de la funcién seno para t = 0. Es decir,
para t = 0 la posicién es 2(0) = z, sen (¢p).
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Repitamos el cédlculo del ejemplo anterior con esta nueva expresiéon. Ahora las condiciones para
t=0:z=u1x9yv(0) =1y se traducen en la funcién de movimiento como

z(0) =29 = zm sen (¢o) , (149)
v en la funcién velocidad:
dx
i cos(wt + ¢p) = v(0) = vo = Wy, cos(Po) - (150)

Las expresiones encontradas para xg y vy en términos de x,, v ¢g constituyen un sistema de dos
ecuaciones con dos incégnitas (este ultimo par de pardmetros) facil de resolver:

Lo = Tm Sen (¢0) . Vo 2 . o wxo
Vo = Wy, cos(¢o) } = am=\lzg+ (;) ;o tg(do) = o (151)

Resta todavia considerar el significado del pardmetro w. Supongamos que para un dado tiempo '
el argumento del seno de la ec.(147) es wt’ + ¢9 = a. Como la funcién seno es periédica de perfodo
27, existe un tiempo T para el cual se verifica que el seno evaluado en ' + T es igual al seno evaluado
en t', es decir,

wt' +T)+¢o=a+2m. (152)
Escrito de otra forma vemos que
«
——
a+2r=wt' + ¢o+wT = a+wT . (153)
Por lo tanto,
wl' =27 . (154)

Entonces, transcurrido un tiempo 7', la funciéon de movimiento vuelve a repetir sus valores:

21 m
T=—=2 — . 155
= 2m (155)

El tiempo T se denomina periodo del movimiento y fisicamente representa el minimo tiempo que
debe transcurrir para que el cuerpo pase por la misma posicién con la misma velocidad. La cantidad
f =1/T es la frecuencia con que oscila el cuerpo; su valor numérico coincide con el niimero de periodos
que realiza el movimiento en la unidad de tiempo. La cantidad w = \/k/m = 27 /T es proporcional a
la frecuencia f y se denomina frecuencia angular de oscilacion. Cabe notar que la frecuencia depende
de la constante de resorte k£ y de la masa m del cuerpo, pero no depende de la amplitud x,, ni de las
condiciones iniciales del movimiento.

8.1.1. Energia del oscilador arménico

Recordemos la ecuacién de movimiento del oscilador arménico ec.(131), con el origen de coorde-
nadas en la pared:

d’x
T —k(w—z.). (156)
o bien: p
md—: = —k(z —z) . (157)
Repitiendo algunos pases méagicos ya utilizados anteriormente:
d (1, d [1 9
Bl = —k— |=(x — ze , 1
mdx<2v> kdx [2(30 x)} (158)
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es decir,

1 1
4 <2mv2> __4 [k:(x - xe)ﬂ . (159)
Entonces,

d 1 5, 1 9
— |-mv + Zk(z—z =0 160
& |gme + ghe—202| =0, (160
lo que nos dice que el término entre paréntesis es una constante de movimiento, nuestra conocida
energia; como siempre, el término que depende de la velocidad es la energia cinética y el que depende
de la posicién es la energia potencial:
Lo 1 2
E = -mv* 4+ Zk(x —x.)” . (161)
2 2
Se puede ver que el término de energia potencial elastica tiene una expresién diferente de la que
obtuvimos en el caso de la fuerza gravitatoria. Las energias correspondientes a los distintos tipos de
interaccion que hemos tratado pueden verse en la tabla 1. Claramente, la energia cinética es siempre
la misma y lo que varia es la energia potencial, que es caracteristica de cada tipo de fuerza.

Fuerza Energia Tipo de fuerza
mg %va +mgz sig=—gk
mg %va —mgz sig=gk Gravitatoria cerca de la sup. de la Tierra
GmM -, 1 2 _ GmM

5-Up MU Gravitatoria de largo alcance
T T

~k(z —ze)i  dmv? + Sk(z — z.)? Elastica causada por un resorte

Tabla 1: Expresiones para la energia para distintos tipos de fuerza

Una manera alternativa de llegar a la funcién de movimiento de un cuerpo enganchado a un
resorte, a partir del concepto de energia, puede verse en el apéndice A. Todo lo analizado en esta
seccion ignora el efecto de las fuerzas viscosas estudiadas en la sec. 7; en el apéndice B se desarrolla el
problema teniendo en cuenta esta situacion.

8.2. Movimiento oscilatorio bajo accion de una fuerza constante

Analizaremos ahora el caso de una masa m suspendida de un resorte de constante k y longitud
natural xg, como se indica en la Fig. 25. Como ya es usual, elegimos un sistema de coordenadas,
planteamos la ecuacién de movimiento y la resolvemos para obtener las funciones de movimiento.

Figura 25: Movimiento oscilatorio bajo la accién del peso.
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Las fuerzas que actiian sobre la masa m son: su peso P = mgi y la fuerza del resorte F =
—k(z — x)t, de manera que la segunda Ley de Newton para este caso toma la expresién

mgi — k(x — x0)i = ma . (162)

;,Cual es la posicién de equilibrio de la masa colgada? No tiene por qué ser la misma que la longitud
natural del resorte. Llamemos z. a la posicién de equilibrio y x¢ a la posicién del resorte sin carga
(longitud natural), como indica la figura. Dado que en el equilibrio se cumple F+ mg = 0 y esto es
equivalente a

—k(ze —x0) +mg =0, (163)

entonces, . = mg/k + xg. Si el cuerpo esta en cualquier otra posicién, ya no estara en equilibrio. La
ecuacién de movimiento que satisface la posicién x de la masa m es la dada en la ec.(162) de manera
vectorial:

d’x
o
Si dentro del paréntesis del miembro izquierdo sumamos y restamos z., no modificamos la igualdad,
por lo tanto resulta

mg — k(x —x9) =m (164)

mg —k(x —xe —x —I—a:)—md2—x (165)
g e 0 e) =M 2o
d*z
—k(z — ze) — k(xe — 0) + Mg = meg - (166)
Usando la ec.(163) podemos escribir:
d*z

En la ec.(167) se ve que la ecuacién de movimiento para la masa colgada del resorte tiene la misma
forma que la de la masa unida al extremo de un resorte que se mueve sobre una superficie horizontal,
como puede verse en la ecuacién de movimiento del restorte, ec.(131), sélo que ahora la posicién z, no
es la longitud natural del resorte, sino la nueva posicion de equilibrio de la masa suspendida. Como
se vio en la seccion 8.1, la funcién de movimiento que satisface esta ecuacién es de la forma

u(t) = z(t) — ze = Asen (wt) + B cos(wt) o u(t) = xpm, sen (wt + ¢op) , (168)

donde w = \/% La funcién de movimiento que resulta es idéntica a la del caso anterior, salvo que
ahora la masa oscila alrededor de una nueva posicién de equilibrio. El movimiento tiene el mismo
periodo y frecuencia que el caso anterior, porque ninguna de estas magnitudes depende de dénde esta
la posicion de equilibrio. En cuanto a la energia, dado que la ecuacion es la misma, podremos identificar
nuevamente una constante de movimiento cuya expresion sera igual a la del resorte horizontal; segin

la ec.(161):
1 1
E = imv2 + Ek(x —z)? . (169)
Sélo que ahora x. no es més g, sino mg/k + xo. El segundo término, correspondiente a la energia
potencial no incluye explicitamente un término para la energia potencial gravitatoria del tipo mgz,
en el sistema de coordenadas usado. Sin embargo, si sustituimos el valor de z. tenemos

1 1 mg
E=-mv?+ ~k(z — 22 _ 02 1
5"+ Qk(zv 7 x0)” (170)
es decir ,
1 1
E = imv2 + 51{:(:1: — 20)? — mgx + mgzo + (W;Z) : (171)

Los dos tltimos términos son constantes, con lo cual, puesto que E es una constante de movimiento,
la magnitud

1 1
E = 577"&2}2 + §k(x — x0)* — mgzx (172)

también lo es, y también representa la energia mecanica del sistema. En la dltima expresién para la
energia aparecen explicitamente los términos elastico y gravitatorio.
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8.2.1. Ejemplo: cuerpo enganchado a un resorte sobre un plano inclinado

Consideremos el sistema de la Fig. 26, en el cual un cuerpo de masa m esta enganchado a un
resorte de constante k y longitud natural £y, y el sistema oscila sobre un plano inclinado en un angulo
0 respecto de la horizontal. En primer lugar encontraremos la coordenada x. de equilibrio; para ello

g

Figura 26: Cuerpo enganchado a un resorte sobre un plano inclinado.

planteamos el sistema en equilibrio:
P+N+F=0 con F=—k(z—1{)i. (173)

En la componente x:
mgsen(d) — k(x —4y) =0. (174)

Despejando la coordenada de equilibrio z = z. de esta ecuacién tenemos:

xe =Ly + % sen(f) . (175)

Ahora planteamos la ecuacién de movimiento (fuera del equilibrio):

d’x
mgsen(d) — k(x — o) = m— . (176)
dt?
Esta ultima ecuacién puede reescribirse como
d2
K [1‘ —ly— % sen(e)] - def . (177)

Si consideramos la expresién para z. dada en ec.(175) obtenemos una expresién que ya conocemos:

d*z
—k(x — ) = meg - (178)

Esta es la ec.(167), que como vimos, conduce a la solucién
u(t) = (t) — xe =z sen (Wt + do) - (179)

En este caso, igual que en el anterior, w sigue siendo /k/m y el inico cambio es desde dénde se mide
la coordenada: en este caso, desde un valor z, dado por la ec.(175).
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8.3. Propiedades elasticas de los sélidos

Consideremos un arreglo ordenado de pequenas masas m en tres dimensiones (supuestas todas
iguales por simplicidad) unidas mediante resortes que pueden ser paralelos a la direccién z, y 6 z (que
también supondremos todos iguales). La Fig. 27 muestra una representacién en dos dimensiones de
tal arreglo. Al aplicar una fuerza sobre este arreglo, va a producirse una deformacién que involucra,
en principio, a todas las masas porque todas estan ligadas: son cuerpos interactuantes. Este tipo de
construccién es un modelo adecuado para representar algunas caracteristicas de los sélidos. En este
modelo microscopico, las masas m representan los dtomos y las barras que los unen actian como
resortes y son las fuerzas interatémicas que mantienen ligado al sélido. De esta manera, podemos
esperar que un sélido sufra deformaciones en respuesta a la aplicaciéon de una fuerza externa. Si se
aplica una fuerza en alguna de las direcciones x, y 6 z, por ejemplo la direccién x, capaz de apartar
al 4tomo j-ésimo en una cantidad Awx;, la fuerza restitutriz capaz de devolver el dtomo a su lugar
serd Fl = —kAz;. Algo similar pasara si la fuerza es aplicada en otra direccién. Si pensamos en

Figura 27: Modelo microscépico de un sélido eléstico.

fuerzas y deformaciones macroscépicas que se pueden medir en el laboratorio, es légico prever que el
comportamiento tendrd relacién con el modelo microscépico (si es que éste es un buen modelo). Si
consideramos una barra de longitud L y seccién transversal A a la cual le aplicamos una fuerza F'
en la direccién longitudinal, podriamos esperar observar una pequena variacién AL proporcional a la
magnitud de la fuerza aplicada; es decir, seria esperable una relacién tipo

FoxAL. (180)

Ahora bien, podemos pensar esta barra como una gran cantidad de resortes en serie a lo largo de
la longitud y en paralelo cubriendo toda la seccién transversal. Teniendo en cuenta que la constante
equivalente de resortes en paralelo aumenta, pues se suman las constantes, y que la constante equiva-
lente de resortes en serie disminuye, pues se suman las inversas, para una dada fuerza, la variacién de
L aumentara si el “resorte” es blando, es decir, si la longitud es larga, y disminuira si el “resorte” es
duro, es decir, si el area es grande. Entonces podemos escribir:

F:Y%AL, (181)

donde la constante de proporcionalidad Y se llama mddulo de Young y efectivamente vemos que para
una dada fuerza F, la variacién de L aumenta con L y disminuye con A. La expresién dada en ec.(181)
se observa experimentalmente, lo que habla bien del modelo microscépico supuesto. En la tabla 2 se
muestran los médulos de Young para algunos materiales frecuentemente utilizados en la industria.

La fuerza por unidad de drea o = F/A, recibe el nombre de tensién, mientras que la variacién
relativa de la longitud de la barra e = AL/L se denomina deformacién. Con estas definiciones, la
expresion anterior se escribe

o =Yk, (182)

que indica que la tensién y la deformacién son proporcionales. Esta relacién vale tanto para valores
positivos como negativos de la tension, es decir tanto para fuerzas de tracciéon como de compresion.
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Tabla 2: Médulos de Young de varios sélidos.

Material Y [x10°N/m?] || Material Y [x10°N/m?]
Niquel 205 Vidrio 70
Acero 200 Aluminio 70
Hierro forjado 190 Hormigén 23
Cobre 110 Plomo 16
Hierro fundido 100 Hueso 16
Bronce 90 Goma 15

Oro 81 Poliestireno 3

Plata 80 Caucho 0,001

9. Péndulo ideal o matematico

Analicemos ahora otro movimiento particular: el que realiza una masa puntual suspendida de un
hilo, cerca de la superficie de la Tierra. Esto es, la masa puntual estda bajo la accién de la gravedad
(constante) y estd sostenida por un hilo de longitud [, sin masa e inextensible. En el movimiento
pendular, la trayectoria del cuerpo suspendido serd un arco de circunferencia, contenida en un plano
vertical. En la Fig. (28) se muestran las fuerzas que actian sobre el péndulo de masa m, el vector
velocidad que es tangente a la trayectoria y el vector aceleracién.

Figura 28: Péndulo ideal.

La segunda ley de Newton para este problema se expresa como
P+T =ma. (183)

Elegimos un sistema de coordenadas polares con origen en el punto de suspensién del hilo, en el
cual consideramos que el angulo 6 es positivo cuando crece en sentido antihorario. Estd claro que de
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las dos coordenadas, sélo la coordenada angular 6 es relevante, ya que p = £ =cte. En este sistema las
fuerzas son
P =mgcos(0)u, —mgsen(@)up y T =—|T|u,. (184)

Mientras que a la aceleracion podemos escribirla en sus componentes normal y tangencial:
a = apt, + asp - (185)

Ahora podemos analizar las ecuaciones de movimiento segin cada coordenada.

Segun 1y,
—T 4+ mgcos(0) = may,, . (186)
Como se trata de un movimiento circular, ma,, = —mw?¢. Entonces queda:
) do\?
—T +mgcos(0) = —mw“l = —m/l o) (187)

La solucién de esta ecuacién relacionara la funcién de movimiento 6(t) con 7.
Seguin g,
—mgsen () = may , (188)

donde a; es la componente tangencial de la aceleraciéon. Sabemos que

_d(wt)  d*0
Entonces, la ec.(188) puede escribirse
d?o g

La solucién de esta ecuacion diferencial es una funcion tal que derivada dos veces es igual a una
constante multiplicada por el seno de esa funcién. Enseguida nos damos cuenta de que... no podemos
encontrar la funcién de movimiento 6(t) para el péndulo ideal. Sin darnos por vencidos, veamos qué
informacién podemos extraer de este problema. Sabemos que

20 dw  dwdd dw d (1,
dt?_dt_dedt_dew_de<2w> (191)
Ademas,
g _dy
7 sen (0) = ] [6 COS(Q)} : (192)

Sustituyendo el primer miembro de esta ultima ecuacién por el primer miembro de la ec.(190) y
haciendo pasaje de términos,

d’0  d g
Entonces, utilizando la ec.(191) podemos escribir:
d {1 5 g
el Bary =0. 194
pT] [Qw gcos(ﬁ)] (194)

El término entre corchetes es necesariamente una constante de movimiento. Si multiplicamos ese
término por m#? obtenemos la energia mecénica del péndulo ideal:

1
E = §mv2 — mglcos(0) . (195)

Para llegar a la ec.(195) hemos descripto el problema desde un sistema de coordenadas polares.
Podemos reescribir este resultado desde un sistema de coordenadas cartesiano en que el eje x coincida
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Figura 29: Péndulo ideal en coordenadas cartesianas.

con la horizontal, el eje y con la vertical y tal que el origen esté en el punto de suspensién del péndulo,
como se muestra en la Fig. (29).

Puede verse que la coordenada vertical del péndulo es, para todo tiempo y(t) = —£cos[0(t)].
Reemplazando esto en la ec.(195), queda

1
E= imUQ + mgy(t) . (196)
Como vemos, la energia potencial del péndulo coincide con la energia potencial de la interaccion
gravitatoria cerca de la Tierra.

En principio, puede utilizarse la expresién de la energia dada en la ec.(195) para averiguar algo
mas sobre el movimiento del péndulo. Si la posicién y la velocidad del péndulo son conocidas para
algin instante, puede determinarse el valor de la energia. Luego, usando un sistema de coordenadas
polares como el de la Fig. 28 se puede escribir la velocidad a un tiempo t arbitrario en funcién de E.

E = %va —mglcos(f) = ()= i\/2E + 2gl cos(0) . (197)
m

Como v = Zi—f, se cumple que dt = 6%9. Reemplazando en esta ecuacién la expresion para v dada

en la ec.(197):

dt = + £db . (198)

\/% + 2g¢ cos(0)

La integracién de esta ecuacién para obtener el tiempo en funcién de la coordenada 6, y a partir de alli
obtener 6(t), no puede hacerse de manera analitica y exacta, sino s6lo mediante métodos numéricos.
Vamos a plantear el problema del péndulo ideal en una situacion particular, para resolverlo de manera
aproximada.

9.1. Pequenas oscilaciones

Recordemos la ecuacion de movimiento (190):

d?0 g
— = —=sen(0). 199
s = —Tsen(0) (199)
Consideremos ahora que las oscilaciones del péndulo se apartan poco de la posicion de equilibrio 6§ = 0.
Veamos a qué se puede aproximar la funcién sen(f) en este caso de pequenas oscilaciones. Para ello
manipulemos su derivada:

dsen (0) = ds‘?g(e}de = cos(6)df . (200)
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Tabla 3: La aproximacién de dngulos 6 pequenos.

0 (°) | 6 (rad) sen(6) dif. relativa | cos(6) 1-cos(0)
0,1 | 0,0017453293 | 0,00174532836 5x 1077 0,9999985 2% 1076
0,5 | 0,0087266 0,00872654 7x1076 0,999962 4 %1075

1 | 0,0174533 0,0174524 5x107° 0,99985 2 x 1074

2 | 0,034907 0,034899 2x107* 0,99939 6x 1074

5 | 0,08727 0,08716 1x1073 0,9962 4 %1073
10 | 0,1745 0,1736 5x 1073 0,985 1,5 x 1072
20 | 0,3491 0,3420 2x 1072 (2%) | 0,940 6 x 1072 (6 %)
30 | 0,524 0,500 5x 1072 (5%) | 0,87 0,13 (13 %)
40 | 0,698 0,643 8x 1072 (8%) | 0,77 0,23 (23 %)
50 | 0,873 0,766 0,12 (12%) | 0,64 0,36 (36 %)

Para 6 cerca de 0, cos(f) ~ 1, con lo cual podemos hacer la siguiente aproximacion:

dsen (0) =~ df . (201)
Luego, en esta aproximacion sen(f) ~ 6, y la ecuacién de movimiento queda
d’o g
— =-—=0. 202
dt? L (202)

Esta ecuacién es igual a la de oscilador armdnico, cuya solucién ya conocemos, de manera que la
funcién de movimiento del péndulo en la aproximacién de oscilaciones de pequena amplitud queda
0(t) = Opmaz sen (wt + ¢o) , (203)

donde la frecuencia angular es w = \/g/, ¥ Omar v ¢o son constantes a determinar a partir de las
condiciones iniciales. El periodo de oscilacion es

(204)

es decir,

(205)

Tabla 4: Relacién entre el periodo exacto T, y los periodos aproximados T para distintos valores de

Oméa-
emc'wv (o) Te:v/T
1 1,0000
4 1,0000
) 1,0005
10 1,002
15 1,004
20 1,007
30 1,017
40 1,031
50 1,049
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Debemos notar que el periodo es independiente de la amplitud (en esta aproximacién) y tampoco
depende de la masa del péndulo. El periodo sélo depende de la longitud del péndulo y de la gravedad del
lugar. En relacion a cuando podemos considerar que la aproximacién realizada es “buena”, podriamos
decir que con un 6,4, de hasta 40° la aproximacién estd dentro del 10 %. Para mds detalles véase la
Tabla 3. La calidad de la aproximacién efectuada se manifiesta en la duracién del periodo de oscilacion:
a medida que aumenta 0,4, €l periodo se aparta mas del expresado en la ec.(205). En la Tabla 4 se
muestra la relacién entre el periodo exacto T¢,, obtenido mediante resolucion numeérica de la ecuacion
de movimiento sin hacer la aproximacién de pequenas oscilaciones, ec.(190), y el valor aproximado T’
que obtiene resolviendo la ecuacién, ec.(202), para distintos valores de 6,4,

Nétese que el error cometido al hacer la aproximacién para un dngulo bastante grande (50°) es
s6lo del 5 %; sin embargo, por un efecto acumulativo, al cabo de unos pocos periodos, la coordenada
predicha por la ecuacion aproximada comienza a apartarse de manera importante de la solucién exacta.
Para mayor informacién sobre el problema de grandes oscilaciones, ver el apéndice C.
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Capitulo 2: Momento lineal y momento angular.

10. Momento lineal

10.1. Momento lineal de una particula

Consideremos una particula sometida a la accién de muchas fuerzas. La segunda ley de Newton

nos dice:
> Fi=mi. (206)
i

Si expresamos el segundo miembro en términos de la velocidad, la ecuacién anterior puede escribirse
como

~ dv  d(mv)

F=m— = . 207

zi: ! dt dt (207)

Definimos la cantidad entre paréntesis como p = mv, de manera que en términos de este nuevo vector,
la segunda ley de Newton se escribe:

=~ dp
Fi=—. 208
zi: dt (208

El vector p serd, en general, una funcién del tiempo caracteristica de la particula en cuestién y recibe
muchos nombres: momento lineal, impulso lineal, cantidad de movimiento, momento e impetu. Las
unidades del momento lineal estén dadas por [p] = [m][v], es decir:

kgm gem

en MKS [p]:T yencgs [p] = P (209)

10.2. Interaccién entre dos particulas

Consideremos ahora un sistema de dos masas puntuales interactuantes “aislado”, es decir, un
sistema sobre el cual no se ejerce ninguna fuerza exterior. Por ejemplo, dos masas m1 y ms unidas por
un resorte sin masa, como muestra la Fig. 30.

— —-
F g
21 12
m] mZ

Figura 30: Sistema aislado de dos masas interactuantes.

En la figura, las fuerzas de interacciéon se han dibujado cuando el resorte estd estirado, pero
esta situacion ird cambiando con el tiempo. La tercera ley de Newton nos asegura que Fy1 = —Fia.
Combinando esta relacion con la segunda ley:

mial +meas =0 . (210)

La ultima ecuacion puede escribirse en términos de la velocidad:

d . .
o (myv01 +mgv3) =0, (211)
es decir,
d _
g P1t+p2) =0, (212)
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donde p1 y p32 son los momentos de las particulas. Vamos a definir el vector momento de un sistema
de particulas como la suma vectorial de los momentos de cada una de ellas, asi como la masa de un
sistema es la suma de las masas de todas sus partes. En este caso de dos masas puntuales tenemos
que P = p1 + p3, donde con P nos referimos al momento total del sistema de particulas. Entonces
podemos escribir:

dP

dt
Por lo tanto, para un sistema de dos particulas interactuantes, sobre el que no actiian fuerzas exteriores,
el momento lineal total es una cantidad que se conserva. Esto nos dice que si conocemos las velocidades
U10 ¥ U en algin instante tg, el momento total P= m1U19 + maUs tendra siempre ese valor, aunque
las velocidades individuales cambien a lo largo del tiempo. Cabe destacar que no importa qué tipo de
interaccién existe entre ambas masas puntuales, ya que en ningin momento hemos usado el hecho de
que estan unidas por un resorte.

=0. (213)

Podemos pensar que el sistema estd caracterizado por un vector momento P= p1 + p2 y por una
sola masa M = mj + mo, como si se tratara de una uUnica particula. Surge entonces una pregunta:
;,cémo se mueve esa particula ficticia? En primer lugar, sabemos que para una tnica particula p'= mu,
con lo cual, ¥ = p/m. Siguiendo este razonamiento, en nuestro caso, podemos pensar que la velocidad

“del sistema” estard dada por
- m101 + Moty
Vo = ——. (214)
my1 + ma
El subindice ¢ps se refiere a “centro de masa”, que es el nombre del punto ficticio que representa a
todo el sistema que se mueve con Vepr. Para encontrar la posicién del centro de masa sélo hay que

integrar su velocidad:
mi fv_idt + mg fv_édt

Forg = | Vienydt = , 215
oM / oM ep— (215)
es decir,

Fong = mir] + mar2 ' (216)

m1 + mg

Si el sistema esta aislado ﬁ:cte., es decir, puede representarse por una unica particula cuya posicion
estd dada por el vector posicién del centro de masa 7cps de la ec.(216), que se mueve con velocidad
‘70 M constante, dada por la ec.(214). Si elegimos un sistema de coordenadas que se mueva con velo-
cidad VCM (podemos hacerlo sin problemas, ya que se trata de un sistema inercial), entonces en ese
sistema la velocidad del centro de masa es nula y la posicién, constante.

10.3. Sistemas de muchas particulas

Consideremos ahora un sistema de varias masas puntuales interactuantes aislado de la influencia
de toda fuerza exterior. La Fig. 31 muestra un ejemplo con cuatro particulas, pero podrian ser muchas
mas. Sobre cada particula actian varias fuerzas que sumadas dan la fuerza resultante sobre ella, asi:

Fy=Fy + ﬁ31 + Fpy + ...
ﬁz = ﬁ12 + ﬁ32 + ﬁ42 + ..
Fy = Fig+ Fog + Fiz + ... (217)
ﬁ4 = 1314 =+ ﬁ24 =+ ﬁ34 + ..

Podemos ver que para cada fuerza del tipo F;-j hay una fuerza del tipo F}Z Por la tercera ley de
Newton, sabemos que F’ij = —F’]Z Esto nos dice que si sumamos todas las fuerzas que actiian sobre
todas las particulas, el resultado serd nulo:

F=Y F=) F;=0 (218)

i#]
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Figura 31: Sistema aislado de varias masas interactuantes.

Pero F; = m;a;, entonces:

. dv; dp;, d . dpP
Zi:miai:zi:mi;: i Cz:ﬁ(;pi):dtzo. (219)

Por lo tanto, en un sistema aislado, se conserva el momento total del sistema, ya que si % = 0,
entonces P = ). pi=cte.

Si en cambio existen fuerzas exteriores aplicadas a una o mas particulas constituyentes del sistema
(es decir, el sistema ya no estd aislado), entonces se da una situacién como la que ilustra la Fig. 32.

Figura 32: Sistema no aislado de varias masas interactuantes.

Ahora, el sistema de ecuaciones (217) debe incluir las fuerzas externas Fg;, cada una de las cuales
actua sobre la particula .
Fi=Fp1 +Fn+Fsi+ Fn+ ...

Fy=Fpo+ Fio+ Fyo + Fjo + ...
ﬁ3:ﬁE3+ﬁ13+ﬁ23+ﬁ43+... (220)
ﬁ4 ZﬁE4+ﬁ14+ﬁ24+ﬁ34+...

Si separamos las fuerzas en dos categorias: fuerzas internas y fuerzas externas, claramente vemos

que
FoY A=Y Fy+ Y Fu (221)
A %

i#]
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pero la suma de las fuerzas internas ), £ F‘ij es nula, con lo cual,
F=Y"Fi=> Fp. (222)
i i
_ dp;

Por otro lado, F; = m;d; = 5+ y ‘il—f => dg. Esto nos dice que

. 4P
> Py = — (223)

es decir, la suma de las fuerzas externas aplicadas sobre un sistema de particulas es igual a la derivada
del vector momento lineal total del sistema. Cuando el sistema estd aislado (no se aplican fuerzas
externas) se cumple que P es una constante de movimiento. Este resultado generaliza a un ntmero
arbitrario de masas puntuales lo que habiamos visto para dos particulas en la ec.(213). En este caso
general, la velocidad del centro de masa del sistema sigue estando dada por la relaciéon VC M= P /M,
donde M es la masa total. Entonces:

- > Ml L >imT

Vem = y Tcm = (224)

Estas dos ecuaciones muestran que la velocidad y la posicién del centro de masa son, respectiva-
mente, promedios pesados de las velocidades y posiciones de las particulas que componen el sistema,
donde los pesos son las masas correspondientes.

La aceleraciéon del centro de masa es la derivada del vector VCM =P /M. Reemplazando en la
ec.(223):

S Fys = Miicyr (225)
7

10.3.1. Ejemplo

Determinemos la posicién del CM de un sistema simple formado por 4 masas puntuales tales que
mp = mg = mg = m y myg = bm dispuestas en los vértices de un cuadrado de lado de longitud L,
como indica la Fig. 33.

r‘

o
/ g
o
m, I,

Figura 33: Sistema de cuatro masas puntuales.

Para encontrar 7oy, primero debemos determinar las posiciones 7; de todas las masas y la masa
total M, como sugiere la ec.(224). Utilizando un sistema de coordenadas como el mostrado en la figura,
tenemos:

Fl=Lj, fa=L(G+j), Fs=Li, 74=0y M=8m. (226)
Entonces, . o R R .
. mLj +mL(i+j)+mLi+0  2mLi+2mLj

ToM = 7 = S . (227)
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Luego,
L L. L.

Vemos en la Fig. 33 que el centro de masa se ubica a la misma distancia de las masas m; y ms, que
son iguales pero mds cerca de my4 que de mo, ya que la primera masa es mayor que la segunda.

10.4. Movimiento del centro de masa

Aunque el movimiento de un sistema de particulas puede ser muy complicado si se considera el
comportamiento individual de cada una de ellas, el movimiento del centro de masa es mucho més
sencillo, por tratarse de un Unico punto, que representa de alguna manera la posicién “global” del
sistema. Consideremos un sistema de dos carritos (supuestos) puntuales, de masas m4 y mp, unidos
por un resorte de costante k y longitud natural £y, como indica la Fig. 34.

— =
F F
BA 4B
F —» "

m m
: m B
—

Figura 34: Sistema de dos carritos unidos por un resorte.

Sobre este sistema, en particular sobre al carrito A, se aplica una fuerza F. Vamos a considerar
primero el movimiento del centro de masa, que serd un punto situado entre los carritos, equidistante
de ambos si las masas son iguales y més cercano al de mayor masa en una situacién general, como
sugiere el ejemplo 10.3.1. Usando la segunda ley de Newton para sistemas de particulas, expresada en
la ec.(225), podemos escribir:

ZﬁEi:ﬁ:MaCM:(mA+mB)aCM- (229)
7

Si la fuerza F' es constante y estd aplicada sobre la direccién del versor 7, es inmediato ver que la
velocidad del centro de masa estara dada por

Vo = acut + Vo (230)

mientras que la funcién de movimiento sera

1
Tou = 5aCMt2 + V0t 42l (231)
Las constantes VCO MYy x% as Tepresentan, respectivamente, la velocidad del CM y su posicién, en el
instante t = 0. Sus valores dependeran de la eleccién adoptada para el sistema de coordenadas.

Ahora consideremos el movimiento de cada una de las masas por separado. Pensemos que el sistema
de coordenadas tiene su origen a la izquierda de los carritos; en ese caso, el estiramiento (o compresion)
del resorte estard dado por Al ={¢ — by =xp — x4 — £y, donde £ = x5 — x4 es la longitud que adopta
el resorte en algin momento arbitrario del movimiento. Sobre el carrito A se aplican las fuerzas I’y
Fpa = kAL, de manera que ,

F—l—k(mB—:L‘A—ﬂo):mAdd% . (232)
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Sobre el carrito B la tnica fuerza aplicada es Fap = —Fpa4 = —kA/, entonces,

d2:L’B

- (233)

—k({L‘B — TA— 60) =mpg

Para encontrar las funciones de movimiento x4 y xp de ambas masas es necesario resover el sistema
de dos ecuaciones diferenciales formado por las ecs. (232) y (233). Una estrategia posible es dividir la
ec.(233) por mp, la ec.(232) por my4 y restar ambas ecuaciones:

F k d?z 4
—xa =l = 2. 234
ma | ma (@p =24 —lo) = 5~ ; (234)
k d*zp
(s —aa—t) = S (235)
F k k d*rp  d’xzy  d*(xp —x4)
_ B (A T, — — 0y = — = . 236
mA (mB mA> (xB A 0) dt2 dt2 dt? ( )
Definiendo una variable u = Af = xg — x4 — £y, la ecuacién anterior puede escribirse de la siguiente
forma: )
F 1 1 d“u
_ k| — =) =2, 237
ma Y <mB + 'mA> dt? (237)

El factor entre paréntesis es (ma+mp)/(mamp). Definiendo la masa reducida p = mamp/(ma+mp):

d*u k F k uF

= - — = . 238
dt? ,uu ma ,u( kmA) (238)

Esta ecuacién es parecida a la que satisface un tnico cuerpo unido a un resorte y su solucion es también
similar:
uF

u(t) = Csen (wt + ¢p) — s’

(239)
lo cual puede comprobarse sustituyendo en ec.(238) (las constantes C'y ¢o dependen de las condiciones
iniciales). La diferencia fundamental es que la variable u no corresponde a la posicién de ninguno de
los dos carritos, sino que esté relacionada a la diferencia de sus coordenadas. Para obtener la posicién
de cada uno, es necesario relacionar las coordenadas entre si a través de la posicién del centro de masa:

MATA + MBT ma+ mp)x — MAT
oy = TATA BB xB:(A B)TCM ATA (240)
ma +mp mp
Reemplazando esta expresion para rp en u =z — x4 — £ se llega a que
u—+4
TA=TOM — 70m3 , (241)
ma + mp

donde z¢(t) describe un movimiento acelerado uniformemente como se indica en ec.(231) y u(t) un
movimiento oscilatorio descripto en la ec.(239).

A partir de este ejemplo se observa que es mas facil describir el movimiento del CM, por ser un
dnico punto, que el de todas las particulas que componen el sistema. Esto podria complicarse mas si
la fuerza de interaccién dependiera de otra manera de las coordenadas y mucho mds ain, si se tratara
de més masas puntuales.

10.5. Ejemplos de conservacion del momento lineal

En la subsecciéon 10.4 estudiamos el caso en que sobre un sistema de masas puntuales actia una
fuerza externa; ahora veremos el caso més sencillo en que el sistema estd aislado, es decir, no actian
fuerzas exteriores.

54



10.5.1. Ejemplo 1: conservacién del vector P

Un astronauta de masa M que flota en el espacio intergaldctico al lado de una estacién espacial
arroja un martillo de masa m con velocidad v,,, medida respecto de la estacion espacial. ;Qué velocidad
v, adquiere el astronauta?

El sistema astronauta-martillo esté aislado, por lo tanto se conserva el vector P = MvU4 + muy,.
Inicialmente el astronauta y el martillo (en la mano del astronauta) flotan en reposo con respecto a
la estacién espacial, es decir, sus velocidades son nulas. Entonces podemos escribir:

ﬁiniciul =0 ﬁfinal = Mvs +my, . (242)

Como P=cte., U4 = —J;Un.

10.5.2. Ejemplo 2: conservacién de una componente del vector P

Un canén de masa M inicialmente en reposo dispara horizontalmente (en la direccién ) una bala
de masa m con velocidad vy, respecto de tierra. ;Cudl es la velocidad del canén?

Este caso es similar al anterior, con la salvedad de que ahora el sistema canén-bala no estd aislado,
ya que cuando la bala es disparada actua sobre ella la fuerza peso, que es exterior al sistema. Por
otro lado, en todo momento también actiua la fuerza peso del candén, pero ésta es compensada por la
normal del suelo.

Como el sistema no estd aislado, no podemos apelar a la conservaciéon del vector P. De todas
maneras, la ec.(223)

. 4P
Z@: Fgi = a (243)
como toda ecuacion vectorial, debe satisfacerse componente a componente; es decir, si alguna compo-

nente de ), Fg; es nula, la componente correspondiente de ‘fi—f también lo es. Dicho de otro modo,

basta con que sea nula alguna de las componentes de la fuerza resultante exterior aplicada para que
se conserve esa componente del momento lineal. En nuestro caso, ninguna fuerza exterior es aplicada
en la direccién horizontal, razén por la cual, debe conservarse P,. Luego:

pomtes — () Pgesf”“és = Muv. + muy , (244)

donde antes hace referencia a lo que ocurre antes del disparo y después, a lo que ocurre inmediatamente
después del disparo. Esta claro que v, sélo tiene componente horizontal y que v, también si es que
consideramos el instante inmediatamente posterior al disparo; luego, la bala se vera afectada por su
peso e iniciard un movimiento parabdlico de caida. Teniendo en cuenta estas consideraciones, podemos

despejar la velocidad del canon:
m
UC = _va . (245)

10.6. Relacion entre impulso y fuerza

Consideremos una tunica fuerza F' que se aplica a una masa puntual o a un sistema de particulas.
Si P es el momento lineal del sistema, hemos visto que se cumple

- dP
F=—. 246
o (246)
Esto nos dice que si integramos entre un instante inicial 3 y un instante arbitrario ¢,
" t tqp . . .
J= / Fdt' = [ —dt' = P(t) — P(ty) = AP . (247)
to to dt

La cantidad J tiene las mismas unidades que el momento lineal y se denomina impulso. Entonces, si
una fuerza actia durante un cierto periodo sobre un sistema, producird un impulso igual a la variacién
del momento lineal del sistema. En particular, si la fuerza es constante durante ese periodo, el impulso
correspondiente serd igual al producto de la fuerza aplicada por el tiempo durante el cual se aplica.
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11. Colisiones

Llamamos choque o colisién al proceso de interaccién entre dos o mas cuerpos durante un intervalo
de tiempo muy corto. La longitud del intervalo de tiempo serd corta o larga dependiendo de la escala
de tiempo en la que estemos interesados. Por ejemplo, si el problema de estudio son dos galaxias que
colisionan, un segundo es un tiempo extremadamente corto. En cambio, si se trata del choque de dos
bolas de billar, un segundo es mucho tiempo.

Vamos a considerar colisiones entre dos cuerpos aislados del resto, de manera que para estudiar el
problema se puede hacer uso de la conservaciéon del momento lineal del sistema. Si conocemos el vector
P antes del choque, podemos asegurar que después va a seguir valiendo lo mismo. Acé las palabras
antes 'y después hacen referencia a instantes suficientemente alejados de la colisién propiamente dicha;
es en ese contexto en el cual se considera que el choque ocurre en un tiempo suficientemente corto.

11.1. Choque en una dimensién

Sean dos particulas de masas m1 y mo que tienen velocidades iniciales v1 y vo. Vamos a suponer
que las particulas viajan sobre el mismo eje, que las velocidades son tales que en algiin momento va
a haber colisién y que después de ella ambas seguirdn viajando sobre el mismo eje con velocidades v}
y V).

Como el sistema es aislado, se conserva el vector P del sistema; en particular, basta hablar de una
Unica componente, que llamaremos P. Entonces, podemos escribir:

P=P = muv +movy = myv] + movl . (248)
Agrupando los términos correspondientes segtin cada particula:
—mq(v] —v1) = ma(vh —v9) . (249)

La energia del sistema no es necesariamente una magnitud que se conserve a lo largo del movi-
miento, ya que no sabemos exactamente qué es lo que ocurre durante el choque propiamente dicho. Es
conveniente estudiar la variaciéon de energia en términos de las masas y velocidades que intervienen.
Lo primero que vamos a observar es que antes del choque la energia E de las particulas es sélo de tipo
cinético (T'), ya que no hay ninguna fuerza en juego y la energia potencial, como hemos visto, siempre
se relaciona con alguna fuerza. Después del choque la situacién es analoga, entonces:

1 1 1 1
AE = AT = —myvi2 + —maovf — —myvd — —mav3 . (250)
2 2 2 2
Luego,
2AT = my (v — v}) + ma(vf —v3) . (251)

Si dividimos ambos miembros por la masa reducida p = myms/(my + mse) definida en la seccién 10.4,

2
Zap M2 ey s

; - TR0 ). (252

Desarrollando la diferencia de cuadrados, la ecuacién anterior queda:

2 mi ma
ZAT = +1> v — 1) (v +v +<+1> vhy — v9) (Vh 4+ v9) ; 253
2o = (1) (o = o)of o)+ (2 1) (0 = )0+ ) (253)
2
SAT = T (0 — ) (9] + o) (0] = 00) (0 o) + B — ) (v + ) (e = v2) (0 ) - (254)

Alglo/ra, tegliendo en cuenta la ec.(249), reemplazamos [t (v} — v1) por —(vy — v2) ¥ 132 (vy — va) por
- 'Ul — V1)

2
LAT = —(vy = v2)(v] + 1) + (v — 01) (V] +v1) = (V] — v1)(vy +v2) + (vy — v2)(vh +v2) 5 (255)
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2AT = —(0 +00) (05 — v2) — (0] = 00)] + (0 + o) [ (0] — 1) + (0 — e0)] (256)

1
2
QAT = [(v3 — v2) — (v —v1)][(vh +v2) = (v} +v1)] (257)
Si ahora ordenamos la expresién anterior de otra forma nos queda:
2
;AT = [(vg —v1) — (v2 —v1)][(v§ — v}) + (v2 —v1)] - (258)

Utilizando la expresion para la diferencia de cuadrados,

2
EAT = vy —v})? — (v — )% (259)

La diferencia vy — v1 es la velocidad de la masa 2 relativa a la masa 1. Entonces definimos v, = vy — v
y vl. = vl — v} para las situaciones antes y después del choque, respectivamente; con ello,

2
SAT =022 = AT= %U,’? - %UE . (260)
1

La ultima ecuacién muestra que la variacién de la energia del sistema depende cuadraticamente
de la velocidad relativa entre las particulas después del choque. Este comportamiento estd graficado
en la Fig. 35.

AE =AT ¢

AT >0

Figura 35: Variacién de la energia en un choque unidimensional.

Vemos que segin sea la relacién entre las velocidades relativas antes y después del choque, sera el
signo de AFE. Por lo tanto hay tres casos:

» AE < 0 corresponde a la situacién |[v).| < |v.| y se denomina choque pldstico.
» AFE = 0 corresponde a la situacién |[v].| = |v,| y se denomina choque eléstico.

» AFE > 0 corresponde a la situacién |[v].| > |v,| y se denomina choque explosivo.

Existe un caso particular de choque plastico que corresponde a la situacién de maxima pérdida
de energia posible y ocurre cuando v, = 0, es decir, cuando después del choque las dos masas se
mueven formando un “pegote” con la misma velocidad. Este caso se llama choque totalmente plastico
o perfectamente plastico.

La ec.(249) nos dice que si conocemos tres velocidades podemos averiguar la cuarta. Usando la
ec.(260) podriamos averiguar dos velocidades conociendo las otras dos y la variacién de energia. En
definitiva, en ambos casos hay que conocer tres cosas para poder describir el movimiento de las dos
masas antes y después del choque.
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11.1.1. Choque perfectamente plastico

En este caso, ademés de saber que se conserva P, sabemos que

v =vh =", (261)

Usando que
miv1 + movg = (m1 + mg)v’ , (262)

es inmediato obtener la velocidad final en términos de las iniciales:
’ mivq + mov9

v=—" (263)
mi + ms

11.1.2. Choque elastico

Vamos a resolver el problema particular del choque eldstico en una dimensién. Supondremos cono-
cidas las masas, las velocidades iniciales y ademds sabemos que AE = 0. Como el choque es eldstico
sabemos por la ec.(260) que v = v/?. Esta tltima relacién nos dice que

|vh — v = |ve —v1| = vh—v] =wvy—v1 (A) obien v —v]=—(vy—wv1)(B). (264)

Para dilucidar cudl de los dos casos (A) o (B) es el correcto, vamos a volver a escribir la ec.(251),

para este caso en que se conserva la energia y la ec.(249):

—m(vf’ = vf) = ma(vy — v3) ; (265)
—mq(v] —v1) = ma(vh — va) . (266)

Si dividimos la primera ecuacion, factoreando las diferencias de cuadrados, por la segunda, obtenemos
v + vy = vh +vg . (267)

Es decir:
vi—ve=vy—v] =  vh—v]=—(va—11), (268)

que corresponde al caso (B). Al dividir la ec.(265) por la ec.(266) deberiamos habernos preguntado si
alguno de los denominadores podria ser cero. Para que ello ocurra deberfan ser v} = v1 0 vh = vg, pero
cualquiera de estas condiciones nos lleva a la otra, por la ec.(249), y ambas significan que las masas
siguieron después del choque “como si nada”, como si se hubieran atravesado sin interactuar, lo cual
no tiene mucho sentido y es precisamente lo que reflejaria el caso (A), que hemos descartado.

En definitiva, podemos escribir dos ecuaciones, que corresponden a la conservacion de P y a la
conservacion de la energia:

myvy + movy = myvy +movh Yy vy — v = —(vg — 1) . (269)

La resolucion de estas ecuaciones es sencilla y permite obtener

mi — msy 2mo mo — mq 2mq
/ /
vy = V1 + Vg Yy Uy = V9 + V1 (270)
my + mg m1 + ma mi + mo mi + mo
Analicemos algunos casos particulares de choque eléstico a la luz de las ultimas ecuaciones:
E My =my = v’l =vy ¥y fué = v1. Las particulas intercambian sus velocidades.
_ / _ mi1—ma2 /I 2my
»up =0y mi>me = v =17 <y vy = v > g
Si la particula incidente es més pesada, las dos salen hacia adelante.
_ I ma—my /. 2mq
m =0y m<mg = v]= mame V1 Y Vo = sVl < UL
Si la particula incidente es mas liviana, rebota hacia atras y la que estaba en reposo sale hacia

adelante.

muy =0y m =mg = v =0y v)=wv. Puede verse que este es un caso particular del
primero.
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11.2. Choques en dos y tres dimensiones
En este caso, la conservacién del vector P lleva a plantear la conservacién de cada componente:
/ /
P, = myviy + mavgy, = myvy, + mavy, ; (271)

Py, = miviy + mavay = mlvlly + mgvéy . (272)

Suponiendo que se conocen las velocidades iniciales, las iltimas igualdades constituyen un sistema de
dos ecuaciones con cuatro incégnitas: dos componentes de velocidad por cada particula. Si se conoce la
variacién de la energia (por ejemplo, se sabe que el choque es eldstico) entonces se tiene una ecuacién
mas:

1 1 1 1
AB = AT = om (v, +vfy) + 5ma(viy +05,) — gma (v, + i) = gma(vd, +03,) - (273)

En este caso, es necesario conocer una de las componentes finales de la velocidad de alguna de las dos
particulas para obtener las otras tres.

La situacién de un choque en tres dimensiones es analoga a la anterior, sélo que en este caso, la
conservacién de P impone tres ecuaciones e incluye seis incégnitas (suponiendo conocidas las velocida-
des iniciales): tres componentes de velocidad por cada particula. Suponiendo que se conoce la variacién
de la energia, lo que aporta otra ecuacion, es necesario conocer dos de las componentes finales de la
velocidad de alguna de las dos particulas para obtener las otras cuatro.

12. Algunas definiciones vectoriales

12.1. Producto vectorial
Sabemos que dados dos vectores A y B que forman un angulo 8 su producto escalar es:
A-B=ABcos(#) obien A-B = A,B, + AyB, + A.B. , (274)

donde A y B denotan los médulos de A y B , respectivamente.

Ahora definimos la operacién producto vectorial A x B entre dos vectores A y B cuyo resultado es
otro vector C' que satisface las siguientes propiedades:

= Kl médulo estd dado por el producto de los médulos y el seno del angulo comprendido 6:

|6 | = ABsen (), lo cual nos dice que el producto vectorial de vectores paralelos es nulo.
= La direccién del vector C' es perpendicular al plano formado por los vectores A y B.

= El sentido estd dado por la regla de la mano derecha ilustrada en la Fig. 36. Es decir, el sentido
es hacia donde apunta el pulgar de la mano derecha al hacer girar el vector A hacia el vector B.
Otra forma de verlo es que el vector c apunta hacia el sentido de avance de una canilla que se
gira desde A hacia B: hacia arriba en el ejemplo de la figura. El producto B x A tiene el sentido
opuesto, ya que en este caso hay que llevar (con la mano derecha) el vector B hacia el vector ff,
con lo que el pulgar apuntaria hacia abajo. Entonces, BxA=—-Ax E, es decir, el producto
vectorial es anticonmutativo.

Se puede demostrar que el producto vectorial posee la propiedad distributiva respecto de la suma

de vectores. Para calcular el producto vectorial entre dos vectores suele ser préactico escribirlos en
componentes y operar aplicando esta propiedad:

SiA=Ayi+ Ayj+ Ak y B=Byi+ B,j+ Bk, (275)

Ax B = (Ayi+ Ayj+ Ak) x (Byi + Byj + B.k) ; (276)
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Figura 36: Regla de la mano derecha.

A x ]E?:AIBJ X §+AxBy% ><j’+AxBZ% X l%—i—Ayij’ X %+AyBy§' xj—l—AyBZj x k-t
A.Byk x i+ A,Byk x j+ A.B.k x k . (277)
Como el producto vectorial de dos vectores paralelos es nulo, la expresion anterior se reduce a:
Ax B=AyByixj+ABoi x k+ AyByj x i+ AyB.j x k+ A, Bk x i+ A,Byk x 5. (278)
Si ahora usamos la anticonmutatividad del producto vectorial,
Ax B=(ABy — AyB,)i x j+ (AsB. — A.B,)i x k+ (A,B. — A.B,)j x k . (279)

Para ver cudnto valen los productos vectoriales entre versores podemos usar la regla de la mano derecha
y ayudarnos con el esquema de la Fig. 37.

Figura 37: Ejes cartesianos y sus versores.

Es fécil ver que:

A~ A~

ixj=k, ixk=—] y jxk=1, (280)
con lo cual podemos escribir:
Ax B= (A B, — A.B,)i + (A.B, — A, B.)] + (AuB, — A,B.)k . (281)

Otra forma mds compacta de expresar el resultado de la ec.(281) es usando el determinante de una
matriz:

o i gk
AxB=|4, 4, A.|. (282)
B. B, B.

Esta expresién conduce al mismo resultado que la ec.(281).
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Figura 38: Momento de un vector A.

12.2. Momento de un vector

Consideremos un vector A cuya posicién respecto de un origen O estd indicada por el vector r54,
como muestra la Fig. 38.

Se define el vector momento MO del vector A respecto del punto O, denominado centro de mo-
mentos, como el producto vectorial
MO = 7"6A X A. (283)

Usando la definicién de producto vectorial
|Mo| = |A||rGalsen(d) = d|A] . (284)

Por otro lado, el vector MO es perpendicular al plano determinado por los vectores A v roa. El
momento de un vector depende del centro de momentos que se elija. Por lo tanto, siempre que se haga
mencién al momento de un vector hay que aclarar cudl es el centro de momentos respecto del cual ha
sido calculado.

12.2.1. Momento de un par de vectores

Se denomina par de vectores al sistema formado por dos vectores de igual médulo, sentido opuesto
y cuyas direcciones, o rectas de accién, son paralelas entre si. En la Fig. 39 se muestra el par de
vectores Aq; As.

Figura 39: Par de vectores.

Se llama momento del par respecto del punto O a la suma de los momentos, respecto del punto
O, de los vectores que forman el par:

Mo = Mo + Myo , (285)
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donde . B
MlO = T_i X A1 y MQO = T_é X A2 (286)

son los momentos de A; y Ay respecto de O. Entonces,

—

Mo =71 x Ay +7% x Ay =77 x A} — 7% x Ay = (/7 —1%) x A . (287)
El médulo de este vector esta dado por

|Mo| = |AL| | — 73| sen(f) = d|A] . (288)

Es decir, el médulo del momento de un par de vectores de médulo A separados entre si por una dis-
tancia d es igual al producto del médulo por la distancia y no depende del centro de momentos elegido.

13. Vectores velocidad angular y momento angular

13.1. Vector velocidad angular

Consideremos una particula que describe un movimiento circular. Si el sistema de coordenadas tiene
origen en el centro del circulo, los vectores posicién 7y velocidad ¢ de la particula son ortogonales en
cualquier instante (siempre que no se anule la velocidad). Ademds sabemos que la velocidad angular
w esta dada por el cociente entre los médulos de los vectores velocidad y posicién. Vamos a definir el
vector velocidad angular & de manera que |&J| = w = |¢]/|F], cuya direccién sea perpendicular al plano
del movimiento (determinado por 7y ¥) y cuyo sentido esté dado por la regla de la mano derecha
desde 7 hacia ¥ (trasladando estos vectores de manera que tengan un origen comin), como se indica
en la Fig. 40.

Figura 40: Direccion del vector velocidad angular.

Vemos que con esta definicion de & se cumple que
T=d X7, (289)

ya que segun esta expresion, || = |&||7], como debe ser, y ademds, recurriendo otra vez a la Fig. 40,
puede verse que la direccién del vector ¢ también queda bien definida.

13.2. Momento angular
13.2.1. Momento angular de una particula

Sea una particula de masa m que se mueve con velocidad ¥, es decir tiene un momento p = m.
Se define el momento angular (o impulso angular) L de la particula con respecto al punto O como el
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producto vectorial de los vectores 7y p, es decir:

L=Fxp. (290)

Figura 41: Momento angular de una particula.

La Fig. 41 muestra que el vector L en un dado instante del movimiento es perpendicular al plano
formado por los vectores posicién y velocidad en ese instante. Esta observacién, que se desprende
trivialmente de la definicién de producto vectorial, tiene como consecuencia interesante que, en el
caso en que L es constante, los vectores 7 y p permanecen siempre en un mismo plano, que
constituye el plano del movimiento.

Segun la definicién vista en la seccién 12.2, vemos que L es el momento del vector p. Las unidades
del momento angular estan dadas por:

. hgm®  \KS
M%=W@%={g;ﬂ N (291)
S cgs
Analicemos la variaciéon temporal del momento angular:
dL  d dr dp -
E:%(Fxp):d—:xﬁ+de—f:ﬁxﬁ+FxF, (292)

donde con F denotamos la suma de las fuerzas aplicadas sobre la particula y se ha hecho uso de la
relacién entre el momento de una particula y la fuerza aplicada, dada en ec.(208). Ademaés, como ¥/ /P,

-

dL =
E:FXF

7, (293)

donde 7 es el momento de la fuerza F' con respecto al punto O (el mismo centro de momentos usado
para L).
De la ec.(293) vemos que si 7 = 0 se cumple que
dL
dt
es decir, si el momento de la resultante de las fuerzas exteriores es nulo, el momento angular de una
particula es una constante de movimiento. Podemos ver que aunque la fuerza aplicada no sea nula, el
momento 7 podria serlo. Pensemos en el siguiente ejemplo: una boleadora es mantenida en movimiento
circular uniforme en el plano horizontal. Obviamente, la mano que esta en el centro del movimiento
ejerce una fuerza F' # 0, de tipo central, es decir, provee la aceleracion centripeta necesaria para torcer

el vector velocidad en todo instante. En este caso, si consideramos como centro de momentos el centro
del movimiento, donde estd situada la mano,

0, (294)

F=FxF=0Vt, (295)
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pues 7/ /F para todo tiempo. Por la ec.(293), vemos que L se conserva. Si elegimos otro centro de
momentos, 7 no es paralelo a F', con lo cual 7 no se anula y L no se conserva.

Es interesante analizar el caso en que se aplica una fuerza de tal manera que su momento 7 es
normal al vector E, como muestra la Fig. 42, donde se da como ejemplo la situaciéon en que E/ /2 y
7/ /} . En virtud de la ec.(293), en este caso la derivada temporal de L es perpendicular al propio
vector E, por lo tanto, para intervalos pequenos L1 AﬁL, es decir, el vector momento angular gira
alrededor del eje z en el ejemplo ilustrado en la figura.

Za

~
Yy
v

Lo Li+49

>
AL

Figura 42: Momento angular de una particula.

13.2.2. El momento angular y la segunda ley de Kepler

Consideremos una particula de masa m que se mueve en un plano, como hemos mencionado que
ocurre en el caso en que actia una fuerza central. Vamos a describir este movimiento en un sistema
de coordenadas polares. En la Fig. 43 se indica, para un dado instante, su posiciéon, dada por el vector
7y su momento lineal p, descompuesto segtin las direcciones de los versores 1, y g, paralelos a la
direccién de 7y a la direccién de crecimiento del dngulo 6, respectivamente.

Figura 43: Movimiento de una particula en coordenadas polares.

El momento angular de esta particula estara dado por:
L=7xp=7x(f,+70s) =rpek (296)

donde k es el versor en la direccién perpendicular al plano formado por los versores i, y i,
apuntando hacia afuera de la hoja (o pantalla). Sabemos que 7 = r,. Derivando podemos obtener el
vector velocidad en coordenadas polares:

U =7, + i, . (297)
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En la expresién anterior hemos usado la notaciéon que consiste en indicar la derivada temporal agre-
gando un punto encima de la magnitud derivada. Luego,

. /\ / ‘
U= 7 u,+ rf tg pues i, = Oy . (298)

Sabemos que la componente del momento lineal, py que sobrevivié al producto vectorial de la ec.(296)
es muyg, por lo tanto:

L = rmogk = mr?0k = mr?wik . (299)

Analicemos ahora el movimiento de un planeta alrededor del Sol. En la Fig. 44 se observa que el
area A A barrida por la linea que une el planeta con el Sol en un tiempo At puede aproximarse por el
area del tridngulo ABC'. Esta area sera:

Figura 44: Movimiento de un planeta alrededor del Sol.

ABr Asr rAf6r r2A0

2 2 2 2 (300)
Si definimos la velocidad areolar de la segunda ley de Kepler como A = %,
. r2Al
A= . 1
2At (301)
Pasando al limite para At — 0:
.or2do o2
2dt 2 (302)

Pero esta tiltima ecuacién puede reescribirse utilizando la expresién de L de la ec.(299):

. L
A= —. 303
5 (303)
La fuerza gravitatoria que el Sol ejerce sobre el planeta es 81empre paralela al vector posicion (fuerza
central), por lo tanto 7 = 7 x F = 0. Entonces, por la ec.(293), L = Lk = cte. Esto nos dice que A es
constante, como afirma la segunda ley de Kepler.
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Figura 45: Momento angular de un sistema de dos particulas interactuantes.

13.2.3. Momento angular de dos particulas

Analicemos ahora el momento angular de un sistema aislado de dos particulas interactuantes como
el ilustrado en la Fig. 45.

Definimos el momento angular de dos particulas como la suma de los momentos individuales:

L=L1+Ly=7 X1+ X . (304)
Entonces,
W Lmxm s = T x Py D B
7 X Fop + Ty X o + 7 X Fig . (305)
Como ¥1//p1 y U2/ /D2, B
%:Fl X Fy1 4+ 75 x Fia . (306)
Ademéds, por la tercera ley de Newton, ﬁlg = —ﬁgl, luego:
L . 4 L 4 L =
i 71 X Fyy — 7 X Fyy = (71 — ) X Fy . (307)

Puede verse claramente en la Fig. 45 que (7] — 7)// ﬁgl Esto 1dltimo nos dice que para un sistema
aislado de dos particulas interactuantes

drL

pri

es decir, el momento angular total del sistema se conserva.

0, (308)

Vemos en la ec.(307) que la derivada temporal del momento angular del sistema es igual al momento
del par de fuerzas ﬁlg;ﬁgl, que como vimos en la seccién 12.2.1, es independientemente del centro de
momentos elegido, con lo cual L es una constante de movimiento para un sistema aislado de dos
particulas sin importar dénde se ubique el centro de momentos. Sin embargo, si ponemos el centro de
momentos en el centro de masa del sistema pueden sacarse conclusiones interesantes. Recordemos que

desde el centro de masa ~ ~
m1r1 + mare

foy=0= ——== | 309
oM mi + ma (309)

lo que implica que 75 = —%ﬂ. Por otra parte, desde el centro de masa,
Vem=0 = P=0=p+p = p=-p; (310)

entonces, podemos expresar el momento angular de la particula 2 en términos de la coordenada y el

momento de la particula 1:
= - _, mi _, mi »
L2 =79 X Py =—T1 XpP1 = 7L1 . (311)
meo mo
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Notemos que la tltima expresién nos dice que Ly//Ly. Como L = L+ L, concluimos que L//L1//Ls.
Sabemos que

= El es perpendicular al plano determinado por 7 y p1 ;
= I_:Q es perpendicular al plano determinado por 7 y ps ;
= Li//Ls.

Estas tres afirmaciones nos llevar a asegurar que si el sistema se describe desde el centro de masa, el
plano determinado por 71 y p1 v el plano determinado por 7 y p5 son en realidad un dnico plano;
dicho de otra manera, los cuatro vectores 71, pi1, T2 y P2 estan en un mismo plano: el plano en el cual
se produce el movimiento. Por otro lado, como E/ / L // E, el vector L es perpendicular al plano de
movimiento. Ahora bien, L es un vector constante a lo largo del movimiento; en particular su direccion
es siempre la misma. De aqui podemos concluir que el movimiento se realiza en un plano para todo
tiempo, y las dos particulas nunca se salen de él. Esto es un hecho fisico, que si bien fue deducido
usando el centro de masa como origen de coordenadas, no puede depender de esa eleccién particular.
Es decir, el movimiento se describe en un plano, que puede contener al origen o no, independientemente
de la eleccion de este ultimo.

13.2.4. Momento angular de un sistema de particulas

Por dltimo, vamos a considerar un sistema de n particulas interactuantes entre si y con el exterior;
es decir, no estamos pensando necesariamente en un sistema aislado. Podemos calcular el momento
angular del sistema:

n n
i=1 i=1
Entonces,
AL d (=o)L dpy
dt:dt<zri><pi>:Zdt(mxm)zz@xmwixdt’). (313)
=1 i=1 i=1
Sabemos que el primer producto vectorial del dltimo miembro se anula, ya que @;//p;; en cuando al
segundo producto vectorial, podemos escribir:

dp; = = g
dtZ:FEiJrZ;;Fji, (314)
j#i

donde ﬁEl es la resultante de todas las fuerzas exteriores al sistema que se aplican sobre la particula
1y + Z? £ Fj; es la suma de las fuerzas que las n — 1 particulas restantes del sistema ejercen sobre la
particula 7. Sustituyendo, podemos escribir:

n

df; N n . n . n o n .
E:ZF%’X FEi+ZFji ZZﬁXFEﬁZZFixFﬂ. (315)

i=1 i i=1 i=1 j#i

Vamos a desarrollar el iltimo sumando en detalle:

S ST x By = i x Foy 7 x By 44 x By
+ T X Fig+ 7 X Fyp + ..+ 7 X Fro
-+ 773Xﬁ13+7?3Xﬁ23+...+7?3Xﬁn3 (316)
e
+ anﬁ1n+FnXﬁzn—f-...—i-TTnXﬁ(n_l)n.

Sabemos, por la tercera ley de Newton, que las fuerzas del tipo F;j son iguales y opuestas a las fuerzas
del tipo FJj;. Entonces, podemos agrupar términos de a pares convenientemente:

o x B 1 x Fyy = (7 = 75) X (317)
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Esta ultima expresion corresponde al momento de un par de fuerzas que estan sobre la misma recta
de accion, es decir, la distancia d que separa sus rectas de accién es nula, como muestra la Fig. 46.
Entonces, de acuerdo a lo visto en la ec.(288), (7; — ;) x Fj; = 0 (para cualquier valor de 7 y de j).

Figura 46: Esquema considerando sélo dos particulas interactuantes.

Volviendo a la ec.(315), podemos escribir:

n

%:ZﬁXﬁEi:ZFEi‘ (318)
i=1

i=1

Es decir, la derivada del momento angular de un sistema de particulas es igual a la suma de los
momentos de las fuerzas exteriores al sistema. La ec.(318) nos recuerda a la ec.(223). Ambos casos
encierran como caso particular cantidades conservadas: en la ec.(318) vemos que si la resultante de
los momentos de fuerzas exteriores aplicadas al sistema es nula, se conserva el momento angular L del
sistema, mientras que en el caso de la ec.(223), si la resultante de las fuerzas exteriores aplicadas al
sistema es nula, se conserva el momento lineal P del sistema.
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Capitulo 3: Trabajo y energia.

14. Energias cinética y potencial

Hemos visto que en algunos casos en que hay ciertas fuerzas aplicadas podemos encontrar una
constante de movimiento que llamamos energia mecanica. En la Tabla 1 habiamos presentado las
expresiones de la energia mecanica correspondientes a distintos tipos de fuerza.

Para casos como los mostrados en la Tabla 1, podemos escribir £ = T+ V', donde la energia cinética
T = %va depende de la velocidad y la energia potencial V depende de las coordenadas. Entonces,
para modificar la energia cinética del cuerpo es necesario modificar el mdodulo de la velocidad. Pero,
como hemos visto, para modificar el mdédulo de la velocidad es necesario que exista una aceleracion

tangencial y para ello debe existir una componente tangencial de la fuerza aplicada sobre el cuerpo.

15. Trabajo de una fuerza

Consideremos un caso particular en el que una fuerza constante se aplica en la direccién del
desplazamiento de una masa puntual. En la Fig. 47 se muestra una fuerza F que es aplicada sobre un
cuerpo de masa m inicialmente en la posicién xy y con una velocidad vg, cuya direccién es la misma
que la de la fuerza.

v

Figura 47: Fuerza aplicada paralelamente al desplazamiento.

Queremos calcular la variacién de la energia cinética desde la posicién inicial hasta una posicion
x1, también indicada en la figura. Para ello integramos la aceleracién a = %:

v=at+v, (319)
e integramos nuevamente para obtener la posicién:

1
T = 5at2 + vot + 20 . (320)

La variacion de la energia cinética es
1

1 1
AT = §m7)2(t1) = §mv(2] =5m [vQ(tl) - v%} . (321)

Vamos a despejar t1 de la ec.(319) para expresar x; en términos de v = v(t;):

V1 — Vg
= —+, 322
1 - (322)

entonces, reemplazando en ec.(320),

1 v1 — o\ 2 v — U v2/2 + 02 /2 — vivg + voup — V2
( 1 0) + v la 0+I0: 1/ O/ 1Y0 oY1 0+3§'0; (323)

Tr1 = Za
2 a a
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es decir,

v}/2 —v3/2 1
T1— X0 = I/aO/ = 5(1}% —v}) = a(z1 — x0) . (324)

Sustituyendo en ec.(321) podemos escribir:
AT = ma(xy — xg) = F(x1 — x0) , (325)
o bien,
AT = FAz | (326)

donde Az representa el desplazamiento del bloque. El segundo miembro de la ec.(326) se denomina
trabajo realizado por la fuerza aplicada y se denota con la letra W.

La Fig. 48 muestra una situacién maés general, donde la fuerza constante F se aplica en forma
oblicua a la direccién del desplazamiento.

Xp Xp

=Y

Figura 48: Fuerza aplicada en forma oblicua al desplazamiento.

Si planteamos la segunda ley de Newton tenemos que

—

P+N+F=mi. (327)

Estamos interesados solamente en lo que ocurre segun el eje x, que es la direccion del desplazamiento,
entonces 7
cos(«
Fcos(a) =ma = a= Feos(a) . (328)
m

La primera igualdad de la ec.(325) fue obtenida de manera independiente al valor de la fuerza. Sélo se
utilizé para su deduccién el hecho de que se trata de una fuerza constante, por lo tanto sigue siendo
vélida en este caso. Sustituyendo el valor encontrado para la aceleracién,

AT = Fcos(a)(x1 —x9g) = AT = Fcos(a)d. (329)

Esta ultima expresién incluye la ec.(326) como caso particular con o = 0. Vemos que si cos(a) > 0,
es decir, si la componente de la fuerza aplicada en la direccién el desplazamiento es positiva, el trabajo
es positivo, mientras que si cos(a) < 0, es decir, si la componente de la fuerza aplicada en la direccién
el desplazamiento es negativa, el trabajo es negativo.

Analicemos ahora el caso més general posible, ilustrado en la Fig. 49.

En este caso se aplica una fuerza de mdédulo y direccién variable sobre una trayectoria curvilinea
C entre los puntos @1 y Q2. Podemos imaginar la trayectoria como una sucesién de pequenos tramos
rectos de longitud ds como indica la figura. En virtud de la ec. (329) la variacién de la energia cinética
en cada uno de ellos estard dada por §T = F cos(a)ds. Para la variacién de energia cinética entre los
puntos @)1 y @2 podemos escribir:

AT =Y AT, =) F,cos(6;)ds; . (330)
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Figura 49: Fuerza variable aplicada sobre una trayectoria curvilinea C.

Pasando al limite cuando los ds; tienden a cero,

Q2
AT = / F cos()ds . (331)
Cle

La letra C en el limite inferior de la integral significa que ésta debe efectuarse “a lo largo de la curva
C”. Integrales de este tipo se denominan integrales de linea. Definimos ahora el vector ds, de médulo
ds y direccién dada por la direcciéon del versor v, es decir, siempre tangente a la curva y apuntando
hacia la direccién de avance de la masa m. Entonces la expresién anterior puede escribirse de manera
mas compacta:
Q2
AT:/ F.-ds=W. (332)
ClQ1

Es decir, el trabajo W realizado por la fuerza F aplicada sobre una masa puntual m entre los puntos
Q1 y Q2 sobre la trayectoria C' es igual a la variacion de la energia cinética de la particula entre esos
dos puntos.

Las unidades del trabajo son las mismas que las de energia y estan dadas por:

Nm = kgs—QmQ = Joule (J) MKS

_ gem?
- 2

(W] = [E] = [F]lf] = { (333)

dyncm = ergio (erg) cgs

15.1. Calculo del trabajo; ejemplos

Supongamos que queremos calcular el trabajo W de una fuerza Falo largo de una trayectoria entre
dos puntos. Para poder hacerlo necesitamos las coordenadas de los puntos de partida @)1 y de llegada
2, la expresion de cada componente F; de la fuerza en funcién de las coordenadas x; y la ecuacién
de la trayectoria C. En el caso de una fuerza con componentes en el plano z-y y una trayectoria sobre
el mismo plano necesitaremos:

Q1,27 Ql,ya QQ,:E; Q?,y’ (334)
Fy(z,y), Fy(xz,y) y laforma funcional de la curva C: y(x) . (335)

Para resolver la integral de linea dada en ec.(332) debemos ser capaces de expresar el vector ds en
términos de las coordenadas x e y. En la Fig. 50 se muestra que As = A7, es decir, es la variacién
del vector posiciéon cuando transcurre un intervalo pequeiio At. Para obtener ds solo hace falta hacer

tender At a cero:

d3= lim A3, (336)
At—0

Luego, las componentes de ds son las componentes dx y dy del vector di:

ds=dzi+dyj . (337)
Entonces podemos escribir:
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Figura 50: Vector ds.

~

Q2 = (1‘2,y2) N N A~
W:/ F-d§:/ Fu(z,y) i+ Fy(0) ] - (dai + dy ) (338)
Cl(x1,y1)

(w2,y2) (w2,y2)
— [ Reagdos [ 7 Baady. (339)
Cl(z1,y1) Cl(z1,y1)

Si expresamos y como funcién de x podemos pasar de tener integrales de linea a tener integrales
en una sola variable:

(w2,y2) T2 (w2,y2) x2 dy
L7 Reade= [ Bley@ldes [0 Ry = [ Blsy@)de. (310
Cl(z1,y1) z1 Cl(z1,y1) z1 T

Veamos como se hace esto en la practica.

Ejemplo

Calcular el trabajo realizado por la fuerza F = 22yNm 37+ 2zyNm~2j a lo largo de la curva
y(z) = 22 m~! entre los puntos (z1,y1) = (—=2,8)m y (x2,92) = (2, 8)m.

(z2,y2) (z2,y2)
W[ Rt [ By (341)
Cl(z1,91) Cl(z1,91)
(2,8)m (2,8)m
= / z?yNm 3dz + / zyNm2dy (342)
Cl(—2,8)m Cl(—2,8)m
2m 2m dy
= / 22222 m™ 'Nm3dx + / 2222 m I Nm—2-Zdx (343)
—2m —2m dx
2m 2m
= / 22 Nm~dz + / 223 Nm 24z m~ldx (344)
—2m —2m
2m 2m
= / 224 Nm~4dz + / 8zt Nm4dzx (345)
—2m —2m
1‘5 2m $5 2m
=2 Nm™*+8— Nm™ (346)
5 —2m 5 —2m
5 (2m
=102 Nm*=2" Nm =4 (2m)°Nm™*=128Nm=128J. (347)
—2m
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15.2. Potencia

La ec.(332) nos dice que si una fuerza constante F trabaja sobre una masa puntual mientras ésta
se desplaza en AS) el trabajo AW estara dado por

AW =F - AF. (348)

Si esto ocurre durante un intervalo tiempo At, podemos escribir

AW 5 AF
— =F-—. 4
At At (349)
Haciendo tender At a 0 obtenemos la “potencia” instantdnea P:
d . d§ =
p- W _ g 45 _ 5 o (350)
dt t

Las unidades de potencia son unidades de fuerza por unidades de velocidad. En el sistema MKS:

k kg m?
[P] = [F][v] =N z2_=x4 % = gsgn = watt o vatio (w) . (351)

16. Fuerzas conservativas y no conservativas; conservacion de la
energia mecanica

Vamos a estudiar ahora un caso muy interesante: ciertas fuerzas presentan la particularidad de
que el trabajo que realizan entre dos puntos determinados no depende de la trayectoria que une esos
puntos. Veamos dos ejemplos.

Trabajo de la fuerza peso

Consideremos el trabajo que la fuerza peso ejerce sobre un cuerpo de masa m cuando desliza sobre
la superficie de un plano inclinado entre las posiciones z; y z¢, como muestra la Fig. 51.

Figura 51: Trabajo de la fuerza peso.

En este caso, d§ = d:c%, por lo tanto,

Q2 zTf
Wp = / P.di— / Pydz (352)
ClQ1 T
xy
= mgsen(a)ds = mg [sen(a)xy — sen(o)x;] - (353)

T

pero sen(a)xs — sen(a)x; = h = h; — hy > 0, donde las alturas h se miden desde la base del plano,
por ejemplo. Entonces vemos que

Wp =mg(h; —hy) =V, — Vy = —AV . (354)
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De esta ultima ecuacién se pueden decir dos cosas: por un lado, vemos que el trabajo realizado por la
fuerza peso no depende del camino elegido, ya que el resultado sélo depende de los estados inicial y
final, sea que consideremos z; y xf, 0 h; y hy, o Vi y V. Por otro lado, el valor del trabajo coincide
con la variacion de la energia potencial cambiada de signo.

Trabajo de la fuerza de atraccion gravitatoria lejos de la superficie de la Tierra

Calculemos ahora el trabajo de la fuerza que actia sobre un cuerpo de masa m que se mueve bajo
la atraccién gravitatoria de un objeto de masa M, como estd esquematizado en la Fig. 52.

<
4

Figura 52: Trabajo de la fuerza de atraccién gravitatoria.

Q2
W, = / 7. ds. (355)
ClQ1
En este caso, F:] = —Gi\q/‘[i{"u}, y d§ = dri, + rdbig. Entonces, el trabajo realizado entre dos puntos

de coordenadas (r1,01) y (r2,02) puede escribirse como

@ oM T GM Mm|®  GM M
Wr, _/ -2 dep-(draerrdadg)—/ ¢ der: CMm )™ _ GMm _ GMm (356)
Cl@ r 1 r L 2 1
Segun las expresiones de energia potencial presentadas en la Tabla 7?7, podemos escribir:
WFg = —V(Tg) + V(Tl) = —[V(TQ) — V(T’l)] =—-AV. (357)

En este caso también vemos que el trabajo de la fuerza aplicada corresponde a la variacién de la
energia potencial cambiada de signo y que no depende del camino elegido para llegar al punto final.

En ambos casos estudiados, la fuerza depende de una unica variable, digamos, v y el trabajo
W =—-AV:

Uz
W = / F(u)du = —[V(u2) — V(u1)] . (358)
ul
Entonces, la funcién —V(u) es una primitiva de la funcién F'(u); dicho de otra forma:
av
Flu)=——-.
() T (359)

Esta ultima ecuacién nos da la receta para obtener la energia potencial si se conoce la fuerza,
o viceversa. Sin embargo, no siempre es posible encontrar una funcién V(u) para una fuerza; para
que ello ocurra, en primer lugar debe poder expresarse la fuerza como funcién de la coordenada u y
en segundo lugar, la funcién debe ser integrable. Cuando se dan estas condiciones y la fuerza tiene
asociada una funcién energia potencial, se dice que la fuerza es conservativa. Claramente, las fuerzas
mencionadas en la Tabla 77 son conservativas, ya que tienen una energia potencial asociada. Las
fuerzas que no son conservativas se denominan fuerzas no conservativas.

Por un lado hemos visto que el trabajo de las fuerzas aplicadas sobre un cuerpo es igual a la
variaciéon de su energia cinética: W = AT. Por otro lado, si las fuerzas aplicadas son conservativas
(Fe), se cumple que W = —AV; entonces:

c

W, = /Fc(u)du = AT =—-AV . (360)
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La tdltima igualdad nos dice que
AT+ AV =0, (361)

pero AE = AT + AV, por lo tanto, cuando la fuerza aplicada es conservativa, la energia se conserva,
lo que explica el nombre elegido para designar este tipo de fuerzas. Aqui es importante mencionar
que lo significativo de la energia mecdnica es su variacién, y no su valor, que dependerd del origen
de coordenadas utilizado para describirla. Dicho de otra manera, no cambia sustancialmente en nada
medir la energia desde un origen de coordenadas o de otro, ya que lo que cuenta es su variacién (nula
si se conserva o distinta de cero si no se conserva) entre dos puntos de la trayectoria de un mévil.

Si una fuerza conservativa depende de mas de una coordenada, por ejemplo de las coordenadas
cartesianas x, y y z, puede generalizarse lo explicado hasta aqui. En este caso,

—dV (z,y,2) = Fo - d§ = (Fepi + Foyj + Foo2) - (dai + dyj + dzk) - (362)

entonces,
Fepdx + Foydy + Feodz = —dV (2,9, 2) . (363)

Consideremos variaciones de una coordenada independientemente de las otras dos, por ejemplo, ha-
gamos variar x dejando fijas y y z. En este caso, los sumandos segundo y tercero del primer miembro
no contribuyen a la suma. Pasando el incremento dz dividiendo y tomando limite se obtiene:

oV (x,y, 2)

Fer == ox

(364)
En palabras: la componente = de de la fuerza F, es igual a menos la derivada parcial de V' respecto de
la variable z. El significado de este concepto es justamente lo que hemos hecho: considerar la variacion
de una sola de las variables, la variable x, pensando a las otras como fijas. Podriamos haber hecho lo
mismo considerando la coordenada y o la coordenada z como variable. En general tenemos:

oV (x,y, z)
ox ’

Fcy:_({?V(x’y’Z)a Fe, = —

oV (x,y,2)
oy '

Feo == 0z

(365)

Un vector A dependiente de las coordenadas cartesianas x, y y z, cuyas componentes cartesianas
pueden escribirse como las derivadas parciales de una funcién escalar B(z,y, z) se denomina gradiente:
si

OB(x,y, 2)

A= 0B(z,y, 2) A, = 0B(z,y, z)
ox

A — _ 2\ e

(366)
entonces, A es el gradiente de B(x,y,2) y se denota mediante el simbolo “nabla” (V): A = VB. En
virtud de las ecuaciones (365) podemos escribir:

F.=-VV(z,y,z2). (367)

Sabemos que todas las fuerzas aplicadas a un cuerpo pueden agruparse en dos conjuntos: las fuerzas
conservativas F, y las fuerzas no conservativas F;,.. El trabajo de todas las fuerzas aplicadas cuando
la masa puntual se desplaza por la curva C desde el punto @)1 al punto Q5 sera:

Q2 Q2
W=Wg +Wpg, = / F,.-ds+ F,.-ds. (368)
Clex Cl@1

Ademsds, sabemos que el trabajo de todas las fuerzas aplicadas es igual a la variacién de la energia
cinética —ver ec.(332)— y que el trabajo de las fuerzas conservativas es menos la variacién de la energia
potencial —ec.(360); entonces:

AT = -AV +Wg,. . (369)

Esto nos dice que
Wg,. = AT + AV = AFE (370)
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es decir, el trabajo de las fuerzas no conservativas es igual a la variacion de la energia mecdanica del
sistema. Resumiendo:

Q2 .,
1
Q2
Wi, = / B di= —AV (372)
ClQ1
Q2
Wi, = / Fow-ds= AR . (373)
ClQ1

Como hemos dicho, las fuerzas conservativas dependen de las coordenadas. Una propiedad que
depende de las coordenadas, y eventualmente del tiempo, se denomina campo. En particular, si esta
propiedad es una magnitud vectorial, se denomina campo vectorial. Un campo de fuerzas en dos o tres
dimensiones es un campo vectorial. Si existe una funcién potencial V' (u) dada por ec.(359) en el caso
unidimensional, o una funcién potencial V' (z,y, z) dada por la ec.(367) en el caso tridimensional (en
coordenadas cartesianas), entonces se dice que este campo de fuerzas es conservativo.

Volvamos al ejemplo del plano inclinado de la Fig. 51. Si en vez de calcular el trabajo de la fuerza
peso desearamos calcular el trabajo de todas las fuerzas actuantes sobre el bloque, tendriamos:

Q Ty Ty, Ty
W = (P + N) -ds = / P,dx + / N - ds = / P.dx , (374)
ClQ1 T; x; i

pues N es perpendicular a d§ = dzi, con lo cual la segunda integral se anula y el resultado es el mismo
que si hubiéramos calculado el trabajo de la fuerza peso solamente. Dicho de otra manera, el trabajo
de las fuerzas normales al desplazamiento es nulo; tal es el caso de las fuerzas de reaccién debidas a
superficies de apoyo.

16.1. Ejemplos de aplicacién de la conservacién de la energia mecanica
16.1.1. Movimiento de un satélite

Como vimos en la Tabla 7?7, la expresion para la energia de un objeto de masa m sometido al
campo gravitatorio de un planeta de masa M es

1 GmM 1 GmM
E= §mv2 - = imvg T T (375)

donde vy y 7o son la velocidad y la posicién del objeto en algin instante determinado; por ejemplo,
sobre la superficie de la Tierra. Si despejamos la velocidad de la expresion anterior obtenemos el

resultado de la ec.(87):
1 1 2GM
v:\/vg—QGM<—>:\/vg—vg+G, (376)
ro T r

_GmM
r

2GM
ro

donde v, = es la velocidad de escape. Debemos notar que V(r) = es siempre menor

que cero, como puede verse en la Fig. 53. A partir de la ec.(375) vemos que E = 0 corresponde a

v% — 2GM _ v2. Entonces, podemos plantear dos casos:

0
a) E <0, que corresponde a vy < v ;

b) E > 0, que corresponde a vy > ve .

Sabemos que T = E — V. Para valores muy grandes de r, V. — 0, es decir, T — E. Si £ < 0
(vp < ve), deberiamos concluir que para valores grandes de 7, T' se hace negativa, pero esto no es
posible por la definicién de T, lo cual significa que el mévil no puede alcanzar grandes valores de r,
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Figura 53: Energia potencial en el campo gravitatorio.

es decir, el movimiento estd acotado o ligado y puede mostrarse que consiste en érbitas circulares o
elipticas.

Si, en cambio, E > 0 (vg > v.), para valores grandes de r, T' sigue siendo positiva (o cero), lo
cual no impone ninguna restriccién. Esto nos dice que si vg > v. el moévil no estd limitado a una
parte del espacio y sus trayectorias son abiertas; en particular puede mostrarse que son hiperbdlicas o
parabdlicas.

En el caso de drbitas elipticas, a partir de la ec.(375) de conservacién de la energia podemos ver
que a mayor distancia al centro del campo de fuerzas (centro del planeta), menor serd la velocidad. En
particular, la maxima velocidad se alcanza en el punto de maxima proximidad (perigeo) y la minima
velocidad, cuando el satélite estd a la maxima distancia (apogeo).

16.1.2. Accién combinada de una fuerza conservativa y una reacciéon de vinculo

Consideremos ahora el movimiento de una masa puntual m que puede deslizar sin rozamiento sobre
un esfera rigida de radio R bajo la accién de la gravedad (constante), tal como muestra la Fig. 54.

Si la masa puntual parte desde el punto superior con velocidad vy dirigida horizontalmente, jen que
punto se despega de la superficie? Para averiguarlo vamos a plantear la segunda ley de Newton usando
un sistema de coordenadas cartesiano con el eje y en la direccién radial. Las ecuaciones resultan:

enz, mgsen(a)=may; (377)

eny, N —mgcos(a)=mac. (378)

De la segunda ecuacién obtenemos:

2

N — mgcos(a) = M (379)

El angulo de despegue corresponde al instante en que se anula la reaccién normal, con lo cual
02
gcos(ag) = Ed , (380)
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Figura 54: Trabajo de la fuerza de atraccién gravitatoria.

donde el subindice d hace referencia a la situacion de despegue. Por otro lado, como el peso es una
fuerza conservativa y la reaccion normal no trabaja, podemos afirmar que la energia se conserva:

1 1 1
E = §m1)2 + mgh = §mv2 + mgRcos(a) = imvg +mgR , (381)

donde la altura h se mide desde el centro de la esfera. La ltima igualdad, considerada en la situacién
de despegue y la ec.(380) forman un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas: vg y ag4. De la
ec.(380) se obtiene v2 = Rg cos(ag). Sustituyendo en la otra ecuacién:

1 1
§Rg cos(ag) + gRcos(aq) = 51}8 +gR . (382)

Es decir:

vg 2
SRg ' 3
de donde puede sacarse el valor de oy, es decir, el &ngulo para el cual la masa puntual deja de estar en
contacto con la esfera. Debe notarse que siempre debe ser cos(ag) < 1, con lo cual tiene que cumplirse
que U(Q) < Ryg. Para velocidades iniciales mayores lo que sucede es que la masa puntual nunca llega a
estar en contacto con la esfera.

1
ggR cos(ag) = 503 +g9R = cos(ay) = (383)

16.2. Anadlisis del movimiento de una particula en un potencial unidimensional

Consideremos una particula moviéndose a lo largo de la coordenada r bajo la accién de una fuerza
que se deriva de un potencial V(r), como se muestra en la Fig. 55.

Lo primero que debemos observar es que el movimiento se produce sobre el eje 7, y no sobre la
curva. Dicho esto, recordemos que F(r) = —%; entonces, segin sea la pendiente de la curva, serd el
sentido de la fuerza actuante sobre el mévil. En la Fig. 55 estan indicados estos sentidos en varias
posiciones caracteristicas; es importante notar que en los maximos y minimos de la curva el valor de
la fuerza es nulo. Las posiciones correspondientes a las situaciones en las que el mévil esta libre de
fuerzas se denominan posiciones de equilibrio, como ya sabiamos. En el caso de los minimos, podemos
ver que si el mévil estd en reposo en uno de ellos y es apartado levemente de la posicién de equilibrio,
la fuerza que aparece es del sentido necesario para que la masa puntual sea llevada nuevamente hacia
la posiciéon de equilibrio; por ese motivo, los minimos son posiciones de equilibrio estable. Por otro
lado, si el mévil se encuentra en reposo en un maximo y es apartado levemente de esa posicién, la
fuerza que actua sobre él lo aleja de la posicién de equilibrio, denominada por lo tanto, de equilibrio
inestable.

Los casos en los que la curva V(r) presenta un punto de inflexién con derivada primera nula
(no mostrados en la figura), corresponden también a situaciones de equilibrio inestable: cuando se
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Figura 55: Curva de potencial unidimensional.

aparta el movil hacia la regién donde el potencial decrece, la fuerza que surge, lo alejara del equilibrio:
si, en cambio, se aparta el mévil en la direccion hacia donde V crece, la fuerza llevara el mévil a la
posicién de equilibrio con velocidad no nula, de manera que “pasaré de largo” y se alejaré del equilibrio
definitivamente. Existe otra posibilidad, tampoco representada en la figura: las posiciones de equilibrio
metaestable o indiferente, que se observan como mesetas a lo largo de las cuales la pendiente de la
curva V(r) se anula. En estos casos, si un mévil en reposo es apartado de la posicién de equilibrio
sigue estando en equilibrio, por lo cual se queda donde es colocado.

El movimiento serd distinto, incluso cualitativamente distinto, segin sea el valor de la energia
mecanica E. Supongamos primero que el valor de la energia mecanica es Fy. Como T'= E — V debe
ser siempre mayor o igual que cero, debe cumplirse siempre que £ > V', por lo tanto, el movimiento
sélo es posible entre las posiciones 714 y 71, y también para r > ri.. Es decir, si E = E; la particula
no puede moverse libremente por todo el espacio, sino que su movimiento estd acotado: si su posicion
estd alguna vez entre r1, y 71, nunca podra salir de ese intervalo, y si se cumple que r > ri., jaméas
podra ingresar a la region de los r < r1.. Pensemos que el movil esta entre las posiciones r1, y 71p;
;qué ocurrird cuando llegue a los extremos de ese intervalo? Podemos observar que tanto para r = 114
como para r = rip, £ =V, con lo cual T = 0, es decir, v = 0. Esto nos dice que el mévil llega, por
ejemplo, a la posicién r1, con velocidad nula, pero alli la fuerza tiene sentido positivo, como indica
la figura, por lo tanto “rebotara” hacia los r mayores. Otro tanto ocurrird cuando el mévil llegue a
la posicién r1p: en este caso también se anula la velocidad y la fuerza negativa actuante obliga a la
particula a regresar a posiciones con r menor. Si el mévil hubiera estado inicialmente en la regién
r > rie, al llegar a r = r1. lo harfa con velocidad nula y rebotaria hacia los r mayores sin volver a
regresar nunca; en cambio, si el movimiento ocurre entre r1, y 71p, €l regreso a estos puntos se repetira
mientras dure el movimiento, siendo éste de caracteristica peridédica. Las posiciones 114, 15 ¥ T1c S€
denominan puntos de retorno.

Pensemos ahora que el valor de la energia mecédnica es Fo. Existe un tinico punto de retorno,
correspondiente a la posiciéon ry, de manera que el movimiento no es acotado: la tnica restriccion es
que el mévil no se podra acercar al origen més alla de r = rs.
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Capitulo 4: Cuerpo rigido.

Entendemos por cuerpo rigido a un cuerpo cuyos puntos mantienen invariable la distancia entre
si, sin importar las fuerzas que estén aplicadas.

(@]

Figura 56: Cuerpo rigido.

En la Fig. 56 vemos que la condicién de rigido equivale a plantear que la distancia |7;| entre dos
puntos cualesquiera es constante:
iyl = 175 — 7| = cte. (384)

Estrictamente hablando, no existen los cuerpos rigidos, pues todos los cuerpos se deforman cuando
se les aplican fuerzas suficientemente intensas. Consideraremos como cuerpos rigidos a aquellos que
cuando se les aplican fuerzas, sufren deformaciones que son despreciables frente a sus dimensiones.
Otra forma de abordar el tema es pensar que trabajaremos con cuerpos rigidos ideales, donde se cum-
ple perfectamente la condicién de rigidez. Las situaciones reales se aproximarian mejor o peor a esta
abstraccion matematica, segiin sea el caso, al igual que ocurria al considerar cuerpos puntuales.

17. Cinematica del cuerpo rigido

17.1. Centro de masa

Con la definiciéon dada, un cuerpo rigido podria ser un sistema discreto de particulas cuyas distan-
cias relativas permanecen inalterables. Podriamos también pensar que las distancias entre ellas son
tan pequenas que ocupan el espacio en forma continua: es la imagen intuitiva que podemos tener de
un sélido (rigido), es decir, una porcién continua de materia indeformable, como se ilustra en la Fig.

57.

Consideremos el cuerpo rigido continuo de la Fig. 57 como un conjunto de celdas, cada una de las
cuales estd ubicada en la posicién 7;, ocupa un volumen 0V; y tiene una masa dm;. Para la masa M
y el volumen V totales podemos escribir:

M=) 6ém; y V=) V. (385)

Por otro lado, la densidad de la celda i-ésima sera

'_(sz’
pi = 5%

= 5mz = pi (ﬂ/; . (386)
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Figura 57: Cuerpo rigido continuo.

Como el rigido es continuo, podemos hacer tender a cero los volimenes de las celdas, con lo cual se
obtiene:

plz,y,z) = Z—?}L = dm=pdV . (387)

Entonces, para la masa total tenemos:

M:/dm:/cpdv, (388)

donde las integrales deben efectuarse sobre todo el volumen V. del rigido.

De acuerdo con la definicién de centro de masa, podemos escribir

N S N -
=1 Ti0m; =1 TipidVi
Foa = 2=t 10 _ 2eimy TipidVi (389)

Zij\il om; Ef\il pidV;
Si hacemos tender dV; a cero, las sumas se convierten en integrales:
. fVc TpdV fVe TpdV
TOME v T M

(390)

La ultima ecuacion en realidad involucra tres ecuaciones, ya que roy = oyt + Yonmg + zomk, donde

fVc xpdV fVc ypdV fVc zpdV

ToMm w0 You % Yy ZoMm 7 (391)

17.1.1. Ejemplos de célculo del vector centro de masa

Prisma rectangular homogéneo

Calculemos el centro de masa del prisma homogéneo (p = cte.) de la Fig. 58:

Vamos a utilizar coordenadas cartesianas para resolver la integral de la ec.(390), de manera que el
diferencial de volumen dV corresponde a un cubo cuyos lados son dz, dy y dz, es decir, dV = dx dy dz.
El céalculo de la coordenada x del centro de masa estd dado por

fVC xpdV fVc xdV

= = 2
rom M P M ) (39 )
pues p=cte. Reemplazando la expresién para dV en cartesianas,
xdxdydz @ eda [P dy [€dz 2
ToM = pfvC = ,ofo Jo 4y Jy S VS v (393)
M M M 2 M 2 2
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Figura 58: Prisma rectangular homogéneo.
Aqui se ha reemplazado la integral triple por el producto de tres integrales simples, como harfamos con

una suma sobre tres indices, que puede expresarse como el producto de tres sumas cuidando que cada
una de ellas contenga todos los términos que dependen del indice correspondiente. Analogamente,

Jyoydedydz — [Tdx [Pydy [$dz p b pb b
— c — = — = —— = — 4
YoM =P P M M2 2 T (394)

Iy, zdzdydz Jy dx fé) dy [y zdz  p 2 pc c
oM =P = A 2% =3 T3 (395)

Entonces,
a~ b~ c-
ot = =i+ =)+ <k .

o =it 5+ (396)

Es decir, el centro de masa coincide con el centro geométrico del rigido.

Cilindro homogéneo
Calculemos el centro de masa del cilindro homogéneo (p = cte.) de radio R y altura h de la Fig.

59:

7/
~
—

=W

X

Figura 59: Cilindro homogéneo.
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Para esta geometria las coordenadas cartesianas no resultan convenientes para barrer todo el
volumen del cilindro; para ello usaremos coordenadas cilindricas. El diferencial de volumen dV se
ilustra en la Fig. 60. El diferencial de volumen es el volumen del cuerpo delimitado por las lineas
rojas, es decir,

rd@

dr
Figura 60: Diferencial de volumen en coordenadas cilindricas.

dV = rdfdrdz (397)

Por otra parte, las coordenadas cartesianas pueden expresarse en términos de las cilindricas, de manera
que
x=rcos(f), y=rsen(d), z==z. (398)

Entonces,

p p 2n rR ph 2m
rom = — | zdV = / / / rcos(0)rdfdrdz = / cos( d9/ / dz. (399
M /V M Jo Jo Jo ) (399

La integral en 6 se anula, por lo tanto, oy = 0.

2r R h
_ P 2
YoM = M/ ydV = M/ / / rsen(0)rdfdrdz = i sen(@)d@/o r dr/o dz . (400)

La integral en 8 se anula, por lo tanto, yoas = 0.

P p (2 (R D o[ R h
2oM = / z2dV = / / / zrdfdrdz = / d9/ rdr/ zdz . (401
M Jy, M Jo Jo Jo M Jo 0 0 )

Entonces,
p R2 h2 p (7R*h)h p Vh h
M Tty g M 2 M2 2 (402)
Luego,
b
ToM = —k: (403)

Es decir, en este caso, también el centro de masa com(:lde con el centro geométrico. En los cuerpos
homogéneos el centro de masa siempre coincide con el centro geométrico. Resulta sencillo calcular el
centro de masa de cuerpos que son combinaciones de cuerpos homogéneos de geometria simple. En
primer lugar, pensemos que tenemos un sistema de dos cuerpos 1 y 2. Estos cuerpos pueden pensarse
como dos sistemas de N1 y Ny particulas con posiciones 77; y 7o;, respectivamente: el centro de masa
del sistema estara dado por

N N N. =
P = Zf\QfFNQ mir; 25\21 miT1i Zi:2N1+1 M4T2; (404)
- Ni1+N T MN+N Ni+N.
Zi:l1 >m; Zz:ll Zm; Zz:ll 2m;
N N: —
_ Tt | Y M (405)
M M
M Mo Mt + Maroe
—r 2 . 406
= 7 om + N eM2 = M (406)
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Entonces, el centro de masa 7y de todo el sistema puede calcularse pensando que los cuerpos 1 y 2
estan representados por masas puntuales M7 y Ms ubicadas en las posiciones de sus respectivos centros
de masa. La extension de este razonamiento a un nimero arbitrario de cuerpos es trivial. Cuando los
cuerpos que componen el sistema son homogéneos y tienen una geometria sencilla se puede encontrar
los centros de masa de cada uno de ellos utilizando argumentos geométricos.

Veamos el caso de un cuerpo formado por dos discos homogéneos de masas my y mg unidos por
una barra homogénea de masa mgy (Fig. 61).

m; m;

m;

Figura 61: Cuerpo compuesto por partes con geometria sencilla.

Debajo de cada una de las partes que componen el cuerpo se indica la posicién del centro de masa
correspondiente. La posicién del centro de masa del sistema total se determina utilizando la férmula
de centro de masa aplicada a las tres masas puntuales mq, mo y mg ubicadas como se indica.

Disco homogéneo con un agujero circular

Consideremos ahora el cuerpo homogéneo de masa M de la Fig. 62

y

M

Figura 62: Disco homogéneo con un agujero circular.

Para determinar su centro de masa vamos a ayudarnos utilizando otro cuerpo de la misma densidad:
un disco de radio R y masa my, cuya geometria es mucho mas sencilla. Podemos pensar que este disco
completo estd formado por el cuerpo de la Fig. 62 y por el disco mas pequeno faltante, de masa m y
radio R/2 , como se muestra en la Fig. 63.

y
M
m; m
= J 4+
@

Figura 63: Disco homogéneo con un agujero circular.
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Segun lo que habiamos visto, el centro de masa del disco completo, 7o puede calcularse a partir
de los centros de masa de sus dos partes:

R MF¥ons + mr'
TCMT = CMmT S (407)

Es ficil determinar el centro de masa del disco completo 7opr v €l centro de masa del disco
pequeno 7’ ¢pr; usando argumentos de simetria se obtiene:

— W) RA.
femr =0y rlom =57 (408)

Por lo tanto,

0= Mrgy — gmj : (409)

Despejando en la idltima ecuacion la incégnita buscada, tenemos que

mRA,

roM = ——7 - 41
TeM = 55 (410)
Para obtener la relacién m/M pensemos que
m=pV' vy M=pV, (411)

donde los voliumenes V' y V de los discos pequeno y hueco, respectivamente, son en realidad 4reas
(aunque podria pensarse que son volumenes de discos de cierto espesor, pero eso no agrega nada
importante a la discusién). Sabemos que

R\*> R R* 3
V':7r<2) =T v V:VT—V’:wRQ—wZ:ZﬂRQ, (412)
donde V7 es el volumen del disco grande completo. Por lo tanto,
m V' 1
A 413
M V3 (413)
Entonces, finalmente se obtiene
S, R
rem = gl (414)

17.2. Tipos de movimiento de un cuerpo rigido

Movimiento de traslacién

En un movimiento de traslacién pura todos los puntos del rigido se mueven con la misma velocidad;
en el caso de la Fig. 64, U(7) = . Es decir, existe un campo vectorial de velocidades, ya que cada
punto del rigido tiene asignada una velocidad, que es igual a vj.

Figura 64: Movimiento de traslaciéon de un cuerpo rigido.
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Movimiento de rotacion

En un movimiento de rotaciéon pura todos los puntos del cuerpo rigido giran alrededor de un eje
fijo. En la Fig. 65 se muestra un ejemplo en el cual la velocidad angular estd dada por el vector &,
que coincide con ese eje, como habfamos visto en la seccién 13.1 (ver Fig. 40). Si cortamos el rigido
con un plano perpendicular al vector ¢, los puntos del rigido pertenecientes a ese plano giran en
circunferencias concéntricas en torno al vector @ con velocidades tangenciales de igual médulo en cada
circunferencia; esta velocidad disminuye a medida que nos acercamos al eje de rotacién. Es decir, para
que se cumpla la condicién de rigidez (distancia invariable entre dos puntos cualesquiera), todos los
puntos rotan el mismo dngulo en un dado At. Esto significa que todos los puntos tienen la misma
velocidad angular alrededor del eje.

Figura 65: Movimiento de rotacién de un cuerpo rigido.

Como habiamos visto en la ec.(289), cuando definimos el vector velocidad angular, la velocidad de
cualquier punto del rigido estard dada por el producto vectorial del vector velocidad angular por el
vector posicién, asi, para dos puntos ubicados en las posiciones 7y 7', la velocidad seré:

WM =axi vy o =6F)=ax7. (415)

Entonces, vemos que el campo vectorial de velocidades estd determinado por el vector &.

Movimiento de roto-traslacién

Si a un movimiento de rotaciéon con velocidad angular & alrededor de un eje le superponemos un
movimiento de traslacion del eje, caracterizado por el vector velocidad y, igual para cada punto del
rigido, la velocidad resultante para cada punto del rigido se calcula por adiciéon de velocidades:

T(F) =@ x 7+ T , (416)

como ilustra la Fig. 66.

Los puntos del cuerpo rigido que estdn sobre el eje de rotacién tienen la misma velocidad: la
velocidad 7, ya que en este caso ¥ = 0, o bien 7 || @. Es decir: en un movimiento de roto-traslacion,
todos los puntos del rigido giran en torno a un eje de rotacién; todos los puntos del eje, a su vez, se
trasladan con la misma velocidad #y. Vamos a mostrar que el campo de velocidades dado por la ec.
(416) satisface la condicién de rigidez del cuerpo, es decir, la invariancia de la distancia dj2 entre dos
puntos arbitrarios del rigido, de posiciones 7} y 72, ilustrados en la Fig. 67.

Para probar la condicién de rigidez entonces basta con corroborar que la derivada temporal de d2,
es nula. Podemos ver que

ddiy d[(* r) - (T2 — )] = 2(02 — 01) - (72 — 71) (417)
=—(ry—711)-(Th —7T1)] =2(Uh — V1) - (T2 — T1) .
at 2 2— T 2 1 2 —T1
Por otro lado sabemos que
U1 =W X 71 + Uy y Uy =W X Ty + 1y . (418)



Vo

Figura 67: Condicién de rigidez en un movimiento de roto-traslacién.

Restando estas dos ecuaciones,
’172—171 = X (Fg—fi) . (419)

Esta expresion nos dice que (U2 — 1) L (72 —71), pero entonces el producto escalar del tercer miembro
de ec.(417) se anula, con lo cual se demuestra que la distancia entre dos puntos cualesquiera del rigido
es constante, como debe ser.

La roto-traslacion es la forma més general de movimiento de un cuerpo rigido; cualquier expresiéon
para la velocidad que no fuese reductible a la ec.(416) no nos habria conducido a la condicién de
rigidez. Es interesante notar que a pesar de esta gran generalidad, basta sélo dos vectores: & y 1,
para describir la velocidad de cada punto del rigido. Es decir, la restriccién impuesta por la condiciéon
de rigidez es tal que con sélo seis funciones del tiempo: tres para & y tres para v, podemos describir
las velocidades de cualquier punto del rigido, de hecho infinitos puntos, para todo tiempo y con ello,
la posiciéon de cada punto en funcién del tiempo.

Veamos ahora qué relacion existe entre las velocidades de dos puntos que estan sobre una recta
paralela al eje de rotacién. Consideremos la velocidad de dos puntos O’ y J (sobre una recta paralela
al eje de rotacién), como indica la Fig. 68:

Uor =W XToo+T y Uy=dXT7 0+ . (420)

87



Figura 68: Velocidad de puntos en una recta paralela al eje de rotacion.

Restando miembro a miembro,
vy — o =& X (0 — To0) , (421)

pero 7jo — Forp = Tyor es un vector paralelo a @, con lo cual el producto vectorial se anula y queda
demostrado que vy = vpr. Como estos puntos son puntos arbitrarios de cualquier recta paralela al eje
de rotacién, podemos afirmar que en cualquier recta paralela al eje todos los puntos se mueven con la
misma velocidad. Entonces, cualquier recta paralela al eje de rotacion podria ser tomada como eje de
rotacioén.

Consideremos el rigido de la Fig. 69, que rota alrededor de un eje que pasa por el punto O con
velocidad angular . La velocidad de traslacién de este eje O es .

Vo

Figura 69: Velocidad referida a distintos ejes de rotacion.

Podemos referir el movimiento a otro eje, paralelo al anterior; por ejemplo al eje que pasa por
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O’ indicado en la figura. La velocidad de traslacién de este eje tendrd algin valor ¢(,. ;Cudl sera la
velocidad angular de rotacién @’ en torno a este nuevo eje? Para responder a esta pregunta debemos
tener en cuenta que la velocidad de un dado punto P del rigido respecto del sistema de referencia
considerado es la misma, independientemente del eje de rotacién elegido. Si referimos el movimiento
al eje que pasa por O,

p = @& X 7po + T - (422)
Si el eje elegido es el que pasa por O/,
ﬁpzﬁ,XFpO/+l76. (423)
Ademas,
Tpo = Tpor +T00 - (424)
Reemplazando en ec.(422),
Up =& X (Fpor + Foro) + o = & X Ppor + @ X TForo + o (425)

pero la velocidad del punto O', que es la velocidad del eje correspondiente, ¥'(;, puede expresarse como
la composicién de una rotacién alrededor del eje O con velocidad angular & méas una traslacién de
este eje con velocidad 7y, de manera que

176 =W X rorp + U . (426)

Reemplazando esta expresién en ec.(425),

HP:(D‘XFPO/—F’UG. (427)
Comparando esta tltima ecuacién con la ec.(423) es inmediato concluir que & = &’. Esto nos dice que
si un cuerpo rigido rota alrededor de un eje con una velocidad angular &, para describir el movimiento
de rotacion puedo elegir ese, o cualquier otro eje paralelo, siendo la velocidad de rotacién la misma.
Lo tnico que se modifica es la velocidad de traslacién del nuevo eje elegido.

Hemos visto que en todo sistema de particulas el centro de masa es un punto notable dentro del
cuerpo. Como dado un eje de rotacién podemos arbitrariamente elegir cualquier otro eje de rotacion
mientras que sea paralelo al primero, podemos elegir uno que pase por el centro de masa del cuerpo.
En este caso particular, la expresién de la velocidad sera:

F(7) = @ x 7+ Fou - (428)

Por ultimo, si a un movimiento rotatorio puro de velocidad angular € le superponemos otro
movimiento rotatorio puro de velocidad angular €25, como se ve en la Fig. 70, la velocidad de cualquier
punto de posicién 7 puede determinarse mediante la adicion de las velocidades de ambos movimientos:

LTy = x TP+ Oy x 7F= () +O) x 7. (429)
Es decir, el movimiento resultante sera otro movimiento rotatorio puro con velocidad angular
Q=0+, (430)

cuyo eje de rotacion es el vector O y pasa por el punto de intersecciéon de los ejes de rotacion de
los movimientos rotatorios simples. En este ejemplo, el eje correspondiente a Oy es moévil, pues rota
alrededor del eje Qg fijo a la pared. Naturalmente, el vector O resultante tampoco es fijo, sino que
también rota en torno al eje fijo Qs.
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Figura 70: Movimiento rotatorio compuesto.

-2nR 0 2xR 4R x

Figura 71: Trayectoria de un punto del borde de una rueda que rueda sin deslizar.

17.3. Rodadura

Se llama rodadura al movimiento que describen los puntos situados sobre el perimetro de una
rueda que rueda sin deslizar sobre una superficie plana. La condicién de rodadura implica entonces
que un punto situado sobre el borde de la rueda no tiene una velocidad horizontal en el momento en
que toca el suelo, de lo contrario habria deslizamiento. Puede verse que los puntos del borde de la
rueda describen una trayectoria llamada cicloide, que se muestra en la Fig. 71.

Podemos considerar que el movimiento de cualquier punto de la rueda es la composiciéon de un
movimiento de traslacion de su eje O, que se desplaza con velocidad ¥y y una rotacién aldededor de
este eje con velocidad angular &, tal como estd esquematizado en la Fig. 72.

a(%—
v0

—
r

A

A

Figura 72: Rodadura. Rotacién alrededor del eje O.

La velocidad del punto A entonces seria
Ug =W X Tg+ 15 ; (431)

pero sabemos que ¥4 = 0, con lo cual
Up = —W X T4 . (432)
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Vemos entonces, que cuando hay rodadura la velocidad angular y la velocidad de traslaciéon estan
ligadas por la ecuacién anterior; es decir, || = |J|R, donde R es el radio de la rueda. Por otro lado,
podemos pensar que el movimiento es una rotacién alrededor de un eje paralelo al anterior, pero que
pasa por el punto de contacto (ver Fig. 73).

Figura 73: Rodadura. Rotacién alrededor del eje instantdneo que estd en contacto con el suelo.

En este caso, la velocidad de traslacién del eje es cero, ya que no hay deslizamiento. Entonces, a
la velocidad del centro de masa podemos expresarla como

ﬁCM:@'XFCMZQX(—FA):—QXFA:5Q. (433)

Es decir, describiendo el movimiento como una rotacién pura alrededor del eje instantdneo de
rotacién que pasa por el punto de contacto con el suelo, se obtiene para el punto O, la velocidad
de traslacién ¢y del movimiento roto-traslatorio considerado inicialmente. El término instantaneo,
aplicado a este eje de rotacién que pasa por el punto de contacto, se refiere a que solo permanecera
un instante en contacto con la superficie plana; al siguiente instante estard situado maés arriba. En
particular, puede verse a partir de la figura 71 que dicho eje tiene instantaneamente velocidad nula,
pero esta acelerado hacia arriba.

17.4. Aceleracién de los puntos de un cuerpo rigido

Consideremos el cuerpo rigido de la Fig. 74. A partir de ahora, los vectores posicién medidos desde
un sistema inercial ) serdan denotados por R, mientras que los medidos desde el eje de rotacion, se
indicarén con 7.

Figura 74: Aceleracion de los puntos de un cuerpo rigido.
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El cuerpo rigido describe un movimiento de roto-traslacion compuesto por la traslacién del eje que
pasa por O con velocidad vy medida respecto de un referencial @ y la rotacion alrededor de este eje
con velocidad angular . Un punto cualquiera del sélido, cuyo vector posicién respecto de @ es R,

tendra una velocidad ¥ = ‘3—? dada por
U= X7+, (434)

donde 7 es el vector posicion del punto medido desde un punto O del eje de rotacién.

Para determinar la aceleracion del punto en cuestién es necesario derivar el vector velocidad:

v d did dr  dvp
_':—:—_’X_’ — :7X—» —»Xi - 435
O= g = g @X ) = gy x T gy (435)
Llamando 7 al vector aceleracién angular y @y a la aceleracién de traslacion del eje,
dF
6:f7><77+07><d—:;+60. (436)

Como puede verse en la Fig. 74, R = Ro + 7, por lo tanto, ¥ = R — Ry y fl—’: = % — % = ¥ — Up;

entonces podemos reescribir la ultima ecuacion:
A=9XT+dx (T—1)+dp . (437)

Pero, por la ec.(434), ¥ — tp = & X 7, con lo cual la aceleracién queda:

A=XT+dx(JXT)+dp. (438)

El dltimo término del vector aceleraciéon corresponde a la aceleracion con que se traslada el eje
de rotacién, mientras que los dos primeros son aceleraciones debidas al movimiento de rotacion; estu-
diemos el significado de estos primeros términos. El movimiento de cualquier punto del rigido es un
movimiento circular, superpuesto eventualmente a un movimiento de traslaciéon. En el caso particular

en el que el eje de rotacién no cambia su direccion, el vector velocidad angular tampoco lo hace: ¥ = ‘é—‘;
es paralelo a @ y el significado de los dos primeros términos de la ec.(438) se ilustra en la Fig. 75.

m.ﬂ.
@
-’..-
-~
(-.. 1
il | ‘Wwx(@xTF)

¥

Figura 75: Aceleracién de un rigido cuyo eje de rotaciéon se mantiene paralelo a si mismo.

En primer lugar, vemos que 4 X 7 apunta en la direccién tangente al movimiento y ademds su
médulo es YR, donde R es el radio del circulo descripto por el punto estudiado. Por lo tanto, el primer
término de la ec.(438) es la aceleracién tangencial.

Por otro lado, & x (& x 7) apunta hacia el eje de rotacién y su médulo es w?R; esto nos dice que
el segundo término de la ec.(438) es la aceleracion normal. Resumiendo, en este caso particular:

—

AXF=ad;r y GX(@XT)=ady,. (439)
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17.4.1. Relacion entre las aceleraciones en la condicion de rodadura

Como habiamos visto, cuando un disco o un cilindro rueda sin deslizar, significa que el punto que
estd en contacto con el piso (punto A en la Fig. 73) tiene velocidad nula con respecto a él. Si escribimos
la primera parte de la ec.(433)

o =0 X To (440)

y derivamos respecto del tiempo para obtener la aceleracién del punto O, es decir, el centro de masa,
jjhabremos caido en una trampal!

Pensemos con cuidado cuél es la expresion de la velocidad del punto O considerando una rotacién
alrededor del punto A:
Uo =W X To + Ua . (441)

Podriamos decir que ¥4 = 0, ya que se trata de un eje instantianeo de rotacién pura y que se trata de
un punto de la rueda que no desliza respecto del suelo y entonces su velocidad tiene que ser la misma
que la del suelo, es decir, nula. Eso es todo cierto, pero solamente en un instante particular: cuando
el punto A toca el suelo. Antes de eso el punto A desciende hacia el suelo y después, asciende desde el
suelo, como se puede apreciar en la Fig. 71. Ahora queda claro cual es la trampa en la que estuvimos a
punto de caer: primero evaluar la funciéon velocidad en un instante particular y luego derivar. Sabemos
que eso no debe hacerse porque cualquier funcién evaluada en un valor particular se convierte en una
constante y su derivada es cero. En lugar de eso escribiremos

d 3 dip  dv
JCM:EL'O:@(QXFO—i—UA):d—jXFO—HEX ;’f+%:r7xfo+ﬁxao+@, (442)

o bien,
acym =Y X Tom + W X oy + aa - (443)

Si analizamos esta ultima ecuacién, podemos observar que el primer término del segundo miembro
tiene la direccién tangencial, es decir, la direccién del movimiento del centro de masa, mientras que el
segundo apunta radialmente desde el centro de masa hacia el punto de contacto (de manera anédloga
a lo ilustrado en la Fig. 75). Por otro lado, sabemos que la aceleracién del centro de masa sélo tiene
componente tangencial, ya que el vinculo con el suelo impone la condicién de que el centro de masa
se desplace paralelo a su superficie. Entonces podemos escribir:

Aoy =Y XTom v 0=d XtUoy+ada . (444)
La aceleracién del punto A resulta ser

A= —W X UoM , (445)

es decir, hacia arriba, como se mostré en la Fig. 71.

18. Dinamica del cuerpo rigido

Hasta aqui, en esta unidad se ha descripto el movimiento de un cuerpo rigido; a partir de ahora
nos interesaremos en relacionar las causas (fuerzas y torques) con las variaciones que ellas producen
en el movimiento de un rigido.

18.1. Ecuaciones de movimiento de un cuerpo rigido

Puesto que los cuerpos rigidos son sistemas de particulas, valen también para ellos las ecs.(223) y
(318):

dP S L B
E:ZFM y 522%- (446)
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Sabemos que

P=>"p, (447)
i
y en el caso de un rigido continuo, p; = dm;0; = p;0V;U;. Pasando al limite 6V; — 0,

P= [ pwdv. (448)
Ve

Si reemplazamos la expresion para la velocidad de un rigido ¥ = & X ¥+ 9y en la ecuacién anterior,
obtenemos:

P= / p (@ X 7+ o) dV (449)
—/ ,ocUdeV—i—/ pUodV (450)

Ve e
—cUx/deV+170/pdV. (451)

Utilizando las ecs.(388) y (390), la tltima ecuacién queda:
P =& x Mgy + oM = M(& x For + 70) ; (452)

es decir,

P = Micy , (453)

con lo cual corroboramos para el caso particular de un cuerpo rigido algo que ya sabiamos en general
para cualquier sistema de particulas. En relacién con la ec.(223) vale la pena recordar que la aceleracién
del centro de masa de un sistema de particulas, en particular de un cuerpo rigido, depende de las
fuerzas externas aplicadas, pero sin importar en qué parte del sistema estan aplicadas. Esta ecuacién,
sin embargo, solo nos da informacién sobre la traslacién del centro de masa. Analicemos ahora la
ec.(318) aplicada a un cuerpo rigido; en primer lugar veamos cuél es la expresién del momento angular
para un cuerpo rigido. Llamaremos R al vector posicién de los puntos del rigido respecto de un sistema
inercial @ ilustrado en la Fig. 76.

Figura 76: Momento angular en un rigido que se traslada.

Para cualquier sistema de particulas tenemos que
i
Si el cuerpo es continuo, la expresién para el momento de un rigido queda:

Lo = / R x GpdV . (455)
Ve
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Ahora vamos a reemplazar la expresién para la velocidad:

Lo = / pR x (T 4+ & x F)dV ; (456)
Ve
0 sea,
EQ:/péxﬁodv+/ pR x (& x 7)dV . (457)

La ec.(457) es la expresién general. Vamos a estudiar dos casos por separado: cuando hay traslacién
pura y cuando hay rotacién pura. En el primer caso, & = 0, con lo cual la expresién para el momento
angular se reduce a

EQ:/ p}?xﬁocﬂ/:/ pRdV x Gy = MRcy x 0 . (458)
Ve e

Si el rigido se traslada sin rotar, todos sus puntos tienen la misma velocidad %, en particular o = vo;
entonces,

[_:Q = ECM X MﬁCM = EO s (459)
donde el vector ECM X Mucp se denomina momento angular orbital, EO, independientemente del
tipo de movimiento que describa el rigido.

Ahora veamos qué pasa si el rigido tiene un movimiento de rotacién pura; en ese caso, la velocidad
del eje de rotacion ¥ es nula y el primer sumando de la ec.(457) se anula, de manera que

EQ:/pﬁX(QxﬂdV. (460)

Ve

Figura 77: Momento angular en un rigido que rota.

Vamos a introducir un cambio en la notacién: si el eje de rotaciéon pasa por el centro de masa del
rigido, al vector posicion de un punto del rigido medido desde cualquier punto del eje lo denominaremos
7, pero si el eje no pasa por el centro de masa, el vector posicion medido desde este eje serd llamado
7/, como en el caso de la Fig. 77; con este cambio, la expresién anterior queda:

EQ:/ pR x (& x 7 dV . (461)
Ve

Podemos expresar el vector posicion de un punto del rigido medido desde el sistema () como el vector
posicion del punto O del eje de rotacién mas el vector posicién del punto en cuestién medido desde

95



ese punto O: R= éo + 7’; entonces podemos escribir
fo- / o(Bo + 7Y % (@ x 7'y dV (462)

= / pRo x (& x 7')dV +/ P! X (@ x 7)Y dV (463)
Ve

c

Ro x (Qx/ pF’dV) +/ pi’ x (@ x ') dV (464)

— Ro x (@ x Mly) + / o x (@ x ) dV (465)
— Bo x M (& x ) + / o X (@ x 7' dV (466)
Ve
— R x Mioas + / o % (@ x ) dV . (467)
Ve

Vemos que el centro de masa juega un papel importante en la expresién para el momento angular. Si
el rigido rota alrededor de un eje que pasa por el centro de masa, ¥’ = 7y voy = 0, con lo cual la
expresion para el momento angular en el caso de rotacién pura queda un poco mas simple:

EQ:/ pPx (@ x7)dV = Lg | (468)
Ve

donde Lg se denomina momento angular intrinseco o de espin.

Finalmente veamos cudl es la expresion del momento angular para un cuerpo que tiene un movi-
miento de roto-traslacién. Podemos partir de la ec.(457) pensando que en general, el eje de rotacién
no pasa por el centro de masa, con lo cual hay que sustituir 7 por 7/, segin la notacién utilizada.
Ademés vamos a usar que R = R + 7/ (ver Fig. 77):

EQZ/ p(RoJrF’)xaodVJr/ p(Ro +7') x (& x 7')dV (469)
Ve c
:/pﬁzoxaodwr/ pf”xUOdV+/ pﬁox(ww')dv+/ P! X (@ x 7Y dV  (470)
(& (& VC c
:onﬁo/ pdV+</ pf”dV) X T + Ro % ((Iix/ pf”dV)+/ pr! x (&G x 7')dV
(& (& VC c
(471)
= Ro x GoM + M7y % T + Ro x (& x M) +/ P’ x (& x 7Y dV (472)
Ve
:Mﬁox[UO+(QXF6M)]+MF/CMXUO+/ pi! x (@ x 7')dV (473)
=§0XM60M+MF6MX170+/ pf’x(ﬁxf’)dv. (474)

c

Esta es la expresiéon para el momento angular de un cuerpo rigido, respecto a un sistema de
coordenadas (y centro de momentos) ), cuando el movimiento puede describirse como una rotacién
alrededor de un eje que pasa por el punto O, mas la traslacién de dicho eje. Podemos elegir cualquier
eje de rotacion que sea paralelo al eje dado; si elegimos como eje de rotaciéon uno paralelo al anterior
y que pase por el centro de masa se simplifica la expresién del momento angular, ya que:

F=7", Fom=0 y Ro=Rcu. (475)

Sustituyendo en la tltima expresién se obtiene:

Lo = Ren x Mo + / o x (@ x ) dV . (476)

Ve
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Comparando con las definiciones de momento angular orbital y de espin, queda claro que, en general,
el momento angular de un rigido puede expresarse como la suma de los momentos angulares orbital y
de espin:

L=Lo+Ls. (477)

El momento angular orbital es el momento angular debido al movimiento de traslaciéon del cuerpo
y depende del centro de momentos elegido. Este momento angular es idéntico al que tendria una
particula de igual masa que el rigido, ubicada en su centro de masa. El momento angular intrinseco o
de espin es el momento angular debido al movimiento de rotacién del cuerpo rigido alrededor de un
eje que pasa por el centro de masa. Por su definicién puede verse que tiene en cuenta la distribucién
de la masa respecto al centro de masa. El valor del momento angular intrinseco no depende del centro
de momentos elegido, ya que siempre se calcula respecto de un eje que pasa por el centro de masa.

Volviendo a la ec.(318), podemos escribir:

dL dLo dLS
= ZTEZ . (478)

Reemplazando la expresién de Lo dada en la ec.(459),
(RCM X MUCM —I— o ZTEZ . (479)

Vamos a estudiar la primera derivada:

d dR _ dv,
L (Rens x Mionr) = MEM o Geng + MBoyy x 226M (480)
dt dt dt
= MVopy X Vocyp + MRoy X Aoy (481)
= ECM X ZﬁE’ s (482)

i
donde en la tltima linea se sustituyé Mdcps usando la segunda ley de Newton —ec.(223)—. Entonces,
sustituyendo en ec.(479) podemos escribir,

- - dL B

Podemos despejar el término que involucra la derivada temporal de ES:

dLs ZTEz R x ZFEz (484)
:ZRiXFEi—RCMXZﬁEi (485)
= Z R; x Fp; — Z Rou X Fri (486)

= Z ) x Eg (487)

Los vectores involucrados en las ecuaciones precedentes se indican en la Fig. 78.

Resumiendo, podemos escribir:

. " . dL — = dL L o=
:ZRiXFEi:ZTEi s J:RCMXZFEZ‘ y J:ZTiXFEi- (489)
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Figura 78: Cuerpo rigido sometido a fuerzas externas.

Es decir, la derivada del momento angular orbital respecto del tiempo es el momento de la resultante de
todas las fuerzas exteriores como si estuvieran aplicadas sobre el centro de masa del sistema. Por otro
lado, la derivada temporal del momento angular de espin es la suma de los momentos de las fuerzas
exteriores respecto de un eje que pasa por el centro de masa del sistema. Asi, podemos relacionar el
primer término con el movimiento del centro de masa y el segundo con la rotacién del cuerpo alrededor
del centro de masa.

18.2. Equilibrio en un cuerpo rigido

Se dice que un cuerpo rigido esta en equilibrio si se cumplen las siguientes condiciones:
> Fmi=0 y Y Fm=0, (490)
i i

es decir: . .
dP — dL -
— =0 = P =cte. — =0 = L =cte. 491
dt Y dt (401)
Debe notarse que en el caso de una masa puntual, solamente la primera condiciéon es necesaria
para definir el equilibrio. Veamos con un par de ejemplos qué ocurre si no se cumple alguna de las dos

condiciones enunciadas.

En la Fig. 79 se muestra el caso en que una tnica fuerza externa se aplica en la misma direccién del

vector posicion del centro de masa. En este caso se cumple que dLO = 0, pues RC Ml Fg y dLS =0,

pues el vector 7 del punto de aplicacion de la fuerza externa medldo desde el centro de masa es nulo.
Sin embargo, P no es constante pues hay una fuerza externa aplicada y entonces el cuerpo no esta en
equilibrio.

Figura 79: Rigido fuera del equilibrio con centro de masa acelerado.
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La Fig. 80 presenta la situacién de un par de fuerzas aplicado sobre un rigido. Como en todo par de
fuerzas, la resultante es nula, de manera que P en este caso si es constante y dops = 0. Esto también

nos dice, en virtud de la ec.(489), que % = 0. Sin embargo,

dL L= S L R I
d—::meFEi:n><(—FE)+r2xFE:(r2—r1)xFE;«EO. (492)

1

Luego, en este caso, Es (y por lo tanto E) no es constante y el cuerpo tampoco esta en equilibrio.

Figura 80: Rigido fuera del equilibrio con centro de masa no acelerado.

18.3. Direccion del momento angular y de la velocidad angular

Si consideramos una unica particula que describe un movimiento circular alrededor del punto O,
es facil ver que el vector L=7x p, respecto del punto O, es perpendicular al plano del movimiento, y
por lo tanto paralelo al vector &. Sin embargo, no siempre el momento angular de un rigido es paralelo
al vector velocidad angular. Consideremos, para convencernos, el sencillo caso de dos particulas de
masas m, y me unidas por una barra rigida de masa despreciable, que giran alrededor de un eje fijo
que pasa por el centro de masa del sistema, como indica la Fig. 81.

m

v
1
Figura 81: Dos masas puntuales unidas por una barra rigida: L no es paralelo a @.

El momento angular L; de la masa m; estd dado por el producto vectorial 71 X pj y por lo tanto
es perpendicular al plano p determinado por 77 y ¥, mientras que Lo es perpendicular al plano
determinado por 75 y ¥a, que justamente es el mismo plano p. Mas aun, Lo tiene el mismo sentido
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que El, de manera que el momento angular del sistema L = L, + Ly tiene también el mismo sentido.
Entonces, en este caso, L y & no son vectores paralelos, sino que forman un éngulo /2 — a, como
indica la Fig. 81. La situacién L || & sélo ocurre cuando o = /2. Esta situacién esta esquematizada
en la Fig. 82.

?

=y

=4

Figura 82: Dos masas puntuales unidas por una barra rigida: L || .

Queda claro que en los casos estudiados de las masas puntuales unidas a una barra rigida, el mo-
mento angular coincide con el momento angular de espin, pues la velocidad del centro de masa es nula
y por lo tanto el momento angular orbital también lo es. Entonces, hemos visto que a veces ES | &y
a veces no. A continuacién vamos a calcular la proyeccién del vector Lg en la direccién de & para un
caso general.

18.4. Momento de inercia
Para calcular la proyecciéon de Lg en la direccién de &, multiplicaremos escalarmente Lg por el

versor en la direccion de @:

LSW:ES-@:/pr(cUxf‘)dV-JJ. (493)

Ve

Para operar con el triple producto vectorial que esta en el integrando vamos a usar un resultado
que el lector interesado podra demostrar facilmente: dados tres vectores A, B 'y C', se cumple que

Ax(BxC)=B(A-C)-C(A-B), (494)
regla conocida popularmente como “baca menos caballo”. En el caso que nos ocupa,
Fx (@ x7)=&(F 7) — 77 J) = wor? — 77 )] . (495)

Sustituyendo esta expresién en ec.(493),

pwlor? — 77 - 0)]dV - & (496)
pwlor? — 77 - &)] - & dV (497)
pw[r? — (7 O)(F- &) dV (498)

pw[r? — (7 ©)?]dV . (499)

c

En la Fig. 83 se muestra que la diferencia 72 — (7~ ©)? es igual (por el teorema de Pitdgoras) al
cuadrado de la distancia s al eje de rotacion que pasa por el centro de masa.
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Figura 83: Proyeccién de Lg en la direccién de @.

Luego, podemos sustituir en la ecuacién anterior, con lo que se obtiene
Lg, = w/ pstdV . (500)

La integral de la dltima ecuacién se denomina momento de inercia respecto de un eje que pasa por
el centro de masa I (también denotado como I*), o momento de inercia baricéntrico:

Igz/ ps>dV . (501)

Con esta ultima definicién, vemos que la componente del momento angular de espin en la direccién
del vector velocidad angular queda:
Lg,=Igw. (502)

Vemos que el momento de inercia baricéntrico depende de cémo esta distribuida la masa alrededor
de un eje que pasa por el centro de masa. En particular, I serd mayor cuanto mayor sea la cantidad
de masa que se distribuya lejos de ese eje. Entonces, si dos cuerpos tienen la misma masa, el mayor
valor de Ig correspondera al cuerpo cuya masa esté mas lejos del eje. También puede verse a partir
de su definicion, que el momento de inercia es un concepto aditivo; es decir, el momento de inercia
de dos rigidos respecto de un eje de rotacion es igual a la suma de los momentos de inercia de cada
rigido respecto del mismo eje de rotacion.

Como hemos visto, el momento angular de espin no es necesariamente paralelo al vector velocidad
angular. Sin embargo, puede demostrarse que en todo cuerpo rigido existen tres direcciones, perpen-
diculares entre si, llamadas ejes principales de inercia, tales que si el cuerpo esta rotando alrededor de
alguno de esos ejes, entonces el momento angular intrinseco es paralelo al vector velocidad angular.
Cuando un cuerpo homogéneo tiene algtiin eje de simetria, éste es también eje principal de inercia.

Entonces, por la ec.(502), sélo si el cuerpo estd rotando alrededor de uno de estos ejes, es decir,
en el caso en que W es paralelo a un eje principal de inercia, podemos escribir una relacién vectorial
entre el momento angular de espin y la velocidad angular:

-

Ls=1c0. (503)

Los momentos de inercia baricéntricos (Ig o I*) de un rigido respecto de sus ejes principales de
inercia se denominan momentos principales de inercia.

Si & no es paralelo a un eje principal de inercia, es posible descomponerlo en las direcciones 1, 2 y
3 de los ejes principales de inercia, de manera que el vector velocidad angular puede escribirse como

W=+ &y + W3, (504)
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Ls=lm3

Li=lo;

Figura 84: Velocidad angular descompuesta segin los ejes principales de inercia.

como se muestra en la Fig. 84. Para cada una de estas tres rotaciones valdra una relacion vectorial
del tipo (503), con lo cual el momento angular total resulta

ES:E1+EQ+E3:Ifﬁl+I;QQ+I§Q3, (505)

donde I}, I5 y I3 son los tres momentos principales de inercia. Queda claro que & no serd paralelo a
Ls a menos que IT =I5 = I3, o que & = &J;, donde 7 denota algin eje principal de inercia.

A pesar de que estos casos son muy particulares, son bastante frecuentes en la préactica, y para
ellos, las ecuaciones de movimiento adquieren una forma muy sencilla. Pensemos en un rigido cuyo
centro de masa no se traslada, es decir se trata de una rotacién pura, y que esta se produce alrededor
de un eje principal de inercia. En este caso,

-

. dL dLg d(I@) d
ZTEi = 7 =

= = =Ig— =17 (506)

dt dt dt

Si ademas el centro de masa se traslada, para estudiar la variacion del momento angular habra
que agregar la otra ecuacion referida al momento angular orbital:

dLo = .
— =R Fg; . 507
di CM X ; Ei (507)
Comparando las ecs.(506) y (225),
> Fgi = Micy (508)
i

vemos que as{ como la masa M en (225) representa una especie de resistencia a la aceleracién lineal,
el momento de inercia I en (506) da una idea de cuan dificil es producir una aceleracién angular.
18.4.1. Calculo de algunos momentos de inercia

En esta seccion vamos a dar ejemplos de célculo del momento de inercia de cuerpos con geometria
sencilla. Para empezar, consideremos una masa puntual m que gira con velocidad angular &. De
acuerdo con la definicién

I= / pstdV . (509)
En este caso, en que la masa es discreta, la expresién anterior adopta la forma

I=> ms’. (510)
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Vemos, entonces, que el momento de inercia respecto del eje de rotacién se reduce a I = ms?, donde
la distancia s es simplemente la distancia de la particula al eje (ver. Fig. 83). Nétese que no se trata
del momento baricéntrico del punto, que obviamente es nulo por carecer éste de dimensiones. Ahora
pasemos a un rigido de verdad.

Momento de inercia de un aro

Consideremos un aro de radio R cuya masa m esta distribuida uniformemente con densidad p,
como muestra la Fig. 85.

Figura 85: Momento de inercia de un aro.

El momento de inercia del aro con respecto a un eje que pasa por el punto O (centro de masa del
aro) y es perpendicular al plano del aro resulta ser

aro — S = = m = aro = M .
I / ps*dV RQ/ pdV = R? I R? (511)

En este caso, p es una densidad lineal de masa y V, representa una longitud.

Momento de inercia de un disco

Ahora analicemos un disco de radio R de masa m distribuida uniformemente con densidad p, como
muestra la Fig. 86.

El momento de inercia del disco con respecto a un eje que pasa por el punto O (centro de masa
del disco) y es perpendicular al plano del disco puede calcularse como

2 R 4 2 2 2
R R R R
Liisco = / pr2dV = p/ / r?rdf dr = PQWT = pr27 =mee = ldisco = m4 (512)
Ve o Jo

En este caso, p es una densidad superficial de masa y V, representa el 4rea el disco mR2.

Momento de inercia de un cilindro

El momento de inercia de un cilindro uniforme de radio R y altura h con respecto a un eje que
coincide con el eje del cilindro es analogo al caso anterior, s6lo que ahora hay que agregar una integral
en la coordenada axial z:

h r2r (R 4 2 2 2
I = / pr2 dV = p/ / / r2rdzdf dr = ph27TR— = phﬂ'RQR— = mR— = 14 = mR— .
Ve o Jo Jo 4 2 2 2
(513)
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dv

Figura 86: Momento de inercia de un disco.

Momento de inercia de una esfera

Pensemos ahora en una esfera de radio R y masa m distribuida uniformemente con densidad p
que rota alrededor de un eje que pasa por su centro de masa. Para calcular el momento de inercia
correspondiente a ese eje vamos a utilizar la construccién de la Fig. 87.

Vi)
K

K%
S
R

=

CM

' K%

Figura 87: Momento de inercia de una esfera.

Sabemos que
Iosp = / ps*dV . (514)
Ve

En este caso vamos a pensar que el diferencial de volumen dV es el volumen del casquete cilindrico;
es decir,

dV = 2rsdsh . (515)

Ademas

h=2VR?— s (516)
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con lo cual,
R
Ly = / ps? 2ms 2/ R? — 2 ds | (517)
0

donde la variable s se integra entre 0 y el radio de la esfera. Entonces,
R
Igs = 47rp/ s3V/R? — s2ds . (518)
0

La integral puede resolverse facilmente haciendo la sustitucién u = R? — s?; queda como ejercicio
mostrar que el resultado de la misma es %wa? Por otro lado,

m 3m
= — = 519
= = R (519)
por lo tanto,
8 s 8 3m . 2 9

18.4.2. Teorema de Steiner

Consideremos un rigido que rota con velocidad angular & como se muestra en la Fig. 88. Podemos
referir la rotacion a un eje paralelo a la direccion de &, pero que no pasa por el centro de masa, sino
por otro punto O. Un buen motivo para querer hacer esto es que la rotacion alrededor del nuevo eje
sea una rotacién pura, como en el caso de la rueda que rueda sin deslizar. Llamemos d a la distancia
entre los dos ejes. El momento de inercia respecto del eje P tendra una expresién andloga a la que
habiamos encontrado para Ig:

Ig :/ ps>dV (521)

sélo que habréa que reemplazar la proyeccion s del vector 7 respecto de la direccion perpendicular al eje
que pasa por el centro de masa, por la proyeccién del vector 7/ respecto de la direccién perpendicular al
eje que pasa por O, es decir, s'. Para convencerse de esto basta repetir la construccion de la definicién
de momento de inercia baricéntrico, pero reemplazando en la ec.(493) el vector 7 por el vector 7.
Entonces,

I= / ps?dV (522)

Ahora vamos a utilizar los vectores coplanares 5, 5" y d, definidos como se muestra en la Fig. 88.
La relacién entre ellos es

§=5+d, (523)
por lo tanto,

2= (5+d)-(5+d)=s>+d*+25-d. (524)

Reemplazando en la integral:
I= / p(s? + d* + 23 d)dV (525)
:/ pstV—{—/ pd2dV+2/ p3-ddV (526)
:IG+d2/ pdv+2¢?-/ spdv (527)

VC c

= IG+d2m+2J’./ spdVv . (528)

c
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Figura 88: Momento de inercia respecto de un eje que no pasa por el centro de masa.

La dltima integral es S, es decir, la componente del vector posicién del centro de masa en la direccién
perpendicular al eje, pero medida desde ese eje, por lo tanto, la integral se anula. Entonces finalmente
estamos en condiciones de escribir el teorema de Steiner:

I=1g+md?®. (529)

Esta expresion nos permite calcular el momento de inercia I respecto de un eje que pasa a una
distancia d del centro de masa, en términos del momento de inercia baricéntrico I, referido a un eje
paralelo al anterior.

18.5. Momento angular respecto del eje de rotacién pura

Vamos a aprovechar el teorema de Steiner para describir el momento angular respecto del eje de
rotacién pura en cualquier movmnento roto-traslatorio. Sabemos que si el eje de rotacién pura pasa
por el centro de masa, entonces L= LS, pero ahora consideraremos el caso general en que dicho eje
no pasa necesariamente por el centro de masa. La expresién para el momento angular de un rigido
continuo respecto de un sistema inercial con origen en el punto Q) es

Lo = / pR x 5dV | (530)
Ve

donde los vectores estan indicados en la Fig. 77.

Reemplazando en la integral ¢ por & x 7' + v, podemos escribir:
EQZ/ pﬁx(wxf’)dwr/ pR x v, dV . (531)
Ve c
En el caso de una rotacién pura, la velocidad del eje v, = 0, con lo cual se anula la segunda integral:

Lo = / pR x (& x 7)dV . (532)

Ve

Es posible utilizar el punto O, perteneciente al eje de rotacién como origen del sistema inercial de
coordenadas; en ese caso, O pasa a ser @ y R coincide con 7. Sustituyendo en la 1ltima ecuacion:

j - / o X (& x 7Y dV . (533)

c
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Vamos ahora a calcular la componente de EQ en la direccién del eje de rotacién:

LQWZEQ.&JZ/pf’x(wxf’)dv.w. (534)

c

Usando “baca menos caballo” se obtiene:
7 ox (@ x ) = a7 = 7 B) = wlor =7 (@) (535)

Sustituyendo esta expresién en ec.(534),

Lo, = /V pwlor? —#' (7 - @) dV - & (536)
_ / polor — F(7@)] - GdV (537)
Ve
= / pw[r’™ — (7' - ) (7' - )] dV (538)
Ve
= / pw[r’z — (- (21)2] dv . (539)

En la Fig. 89 se muestra que la diferencia 2 — (7 - ©)? es igual (por el teorema de Pitdgoras) al

cuadrado de la distancia s” al eje de rotacién que pasa por el punto Q.

@

Figura 89: Momento angular respecto de un eje de rotaciéon pura.

Luego, podemos sustituir en la ecuacién anterior, con lo que se obtiene
Low=w / ps2dv . (540)
Ve

La integral de la tltima ecuacién es el momento de inercia I respecto de un eje que pasa por el

punto @, por lo tanto, vemos que la componente del momento angular I_:Q en la direccion del vector
velocidad angular queda:
Lo, =1Igw. (541)

Finalmente, podemos concluir que cuando el eje de rotacion es paralelo a un eje principal de inercia
y, por lo tanto, se cumple que Lq es paralelo a &, entonces

Lo=1Iga. (542)
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Es importante sefialar que aunque esta expresion tiene la misma forma que la del momento angular
de espin dado en la ec. (503), no significa lo mismo. En el caso de la ec. (542), el momento angular
incluye la contribucién del momento angular de espin y la del momento angular orbital, pues el
momento de inercia Ig, que no es el baricéntrico, involucra ambas componentes.

18.6. Sistemas de fuerzas equivalentes

Recordemos otra vez las ecs. (223) y (318) que nos permiten estudiar la evolucién del movimiento
de un cuerpo rigido.
dP . dL
- Fro: — = T . 543
dt 2@: Y 2; TEi (543)

Si tenemos una fuerza F aplicada sobre un punto P de un rigido, tal como muestra la Fig. 90,
podremos reemplazar ésta por otra fuerza igual F'/ que esté aplicada sobre la misma recta de accidn.

Figura 90: Desplazamiento de una fuerza sobre su recta de accion.

En efecto, es obvio que no cambia la resultante de las fuerzas externas ), F Ei, que es igual a F
en ambos casos. Por otro lado, la resultante de los torques externos ), 7x; tampoco cambia, ya que
puede verse de la figura que 7 x F = 7' x F'. Entonces podemos afirmar que el desplazamiento de
una fuerza sobre su recta de accién no modifica su efecto sobre el rigido.

Si en cambio, pretendemos desplazar una fuerza fuera de su recta de accién, se modifica el efecto
dindmico sobre el rigido. La Fig. 91 muestra dos situaciones. En la situacién A una unica fuerza F
se aplica sobre el punto P, mientras que en la situacion B se ha desplazado la fuerza F al punto de
aplicacién () y ademds se ha agregado un par de fuerzas ﬁl, F, de médulo |ﬁ | paralelas a ﬁ es decir
dos fuerzas de igual médulo y direccién, pero de sentido contrario. Es facﬂ ver que las dos situaciones
son equivalentes, ya que si en la situacién B consideramos las fuerzas F) y F vemos que tanto su
resultante, como la resultante de sus torques es nula, con lo que solamente sobrevive la fuerza Fl, lo
que es idéntico a la situacion A.

Dicho de otro modo, para desplazar el punto de aplicacién de una fuerza sobre un rigido sin que
se modifique nada, es necesario compensar ese desplazamiento agregando un par de fuerzas del mismo
médulo F' y cuyo torque sea igual a F'd, donde d es la distancia del desplazamiento realizado.

Si se aplican dos fuerzas F y F} sobre puntos Py y P, como se muestra en la Fig. 92, sabemos
que la fuerza resultante estd dada por Fy + Fy, pero lo que no queda claro es donde habria que aplicar
esa fuerza para que la situaciéon no cambie.

Una forma de ver esto es teniendo en cuenta que desplazar una fuerza sobre su recta de accién no
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A

Figura 92: Fuerza equivalente.

afecta en nada la situacién dindmica del rigido. En ese sentido, podemos desplazar las fuerzas Fy y
F} sobre sus rectas de accién hasta ubicarlas en un origen comuin . Teniendo las dos fuerzas (ahora
llamadas F' Ty F 5 en la Fig. 92), podemos sumarlas vectorialmente conservando el punto ) como
punto de aplicacion. La fuerza resultante F aplicada sobre el punto @), es también la fuerza equivalente
para todo efecto, ya que es obvio que la suma del momento de las fuerzas F Ty F % aplicadas sobre
@ respecto de cualquier punto O sera igual al momento de F aplicada sobre () respecto del mismo
punto O.

18.7. Ejemplos de movimiento de cuerpo rigido
18.7.1. Movimiento bajo la acciéon de las fuerzas gravitatorias

Sea un cuerpo rigido de masa m constituido por elementos de volumen §V; con masas dm,; sometido
a la accién de la gravedad en las inmediaciones de la superficie de la Tierra. Cada dm; se vera afectado
por una fuerza dm; g, de manera que la resultante sera:

donde con 136‘ indicamos el peso del cuerpo (el subindice G sélo sirve para no confundirse con el
momento lineal). La resultante del momento de estas fuerzas respecto de un punto @ estéd dada por

?—Z(ﬁixdmigﬂ)%(/ pﬁdV)xﬁ—ECMxmg—ECMxﬁg. (545)

Entonces, vemos que una tnica fuerza: el peso, aplicada sobre el centro de masa, es equivalente al
sistema de fuerzas gravitatorias dm; g aplicadas sobre todo el rigido. El punto donde debe aplicarse
la fuerza ficticia peso para reemplazar los efectos dindmicos de todas las fuerzas reales dm; g de
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manera que ambas situaciones sean equivalentes se denomina centro de gravedad. Vemos que el centro
de gravedad coincide con el centro de masa cuando las fuerzas gravitatorias se aplican cerca de la
superficie terrestre. Esto no serd asi cuando las dimensiones del cuerpo sean grandes comparadas con
la distancia al centro de la Tierra; tal es el caso de las fuerzas gravitatorias ejercidas sobre la Luna,
va que las fuerzas aplicadas sobre las distintas porciones dm; no serdn iguales.

En el caso de movimiento cerca de la superficie de la Tierra, por ejemplo, cuando se lanza un
objeto al aire (despreciando el rozamiento), las ecuaciones de movimento se escriben de la siguiente
manera: . .

%:PG s %:RCMng. (546)
La primera ecuacién nos dice que la aceleracién del centro de masa serd ¢, constante; es decir, que el
movimiento del centro de masa describird una parabola dada por las condiciones iniciales, tal como
vimos para cuerpos puntuales. La segunda ecuacién nos muestra que

dL  dLo
o= =C 4
dt dt ' (547)
por la segunda ec.(489). Entonces podemos concluir que
dLs
- 4
o =0 (548)

lo que a su vez nos dice que Lg es una constante de movimiento. Como vimos, la expresion méas general
que relaciona el momento angular de espin con la velocidad angular es la ec.(505), segun la cual, ES
no es paralelo a & a menos que la rotacién se describa respecto de un eje principal de inercia (o que el
cuerpo tenga geometria esférica). O sea que para este caso, la constante vectorial de movimiento Es
debe cumplir que

Ls=L+Lo+Ls=1;& + I} & + I} &3 (549)

pero los ejes principales de inercia {1}, {2} y {3}, solidarios al rigido van cambiando su orientacién a
lo largo del movimiento. Por lo tanto, pueden variar las tres componentes de & de manera complicada
mientras el vector Lg sigue manteniéndose constante (movimiento de Poinsot).

Un caso simple de este tipo de movimiento —extremadamente particular— lo constituyen dos
masas puntuales unidas por una varilla rigida y de masa despreciable girando alrededor de un eje
principal de inercia perpendicular a la varilla (ver Fig. 93).

y b

Figura 93: Movimiento de dos masas puntuales unidas por una varilla rigida de masa despreciable.
Los ejes negros z,y,z constituyen un sistema de coordenadas inercial, fijo al laboratorio. Los ejes grises
{1}, {2} v {3}, son ejes principales de inercia y se mueven solidarios al cuerpo rigido.

Tanto sea en una situacion en la cual no actiia ninguna fuerza sobre el sistema, como en la situacién
de caida libre (con § = —gj, el momento angular de espin es una constante vectorial de movimiento
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que tiene la expresién dada por la ec.(549). Si en un dado instante el eje de rotacién coincide con el
eje z, que a su vez es el eje {3}, para ese instante podemos escribir

Lg=1I3s3, (550)

pues wy = I{ = 0; es decir, I_;S =Ld=1I wk. Por lo tanto, como ES es una constante de movimiento,
debe cumplirse que & = wk también lo es. Esto nos dice que la varilla continuard girando con la
misma velocidad angular, sin cambiar de orientacion. En el caso en que el cuerpo esté afectado por la
gravedad, el centro de masa ademas describird una parabola. Es importante recalcar que la simplicidad
del movimiento se restringe a casos muy particulares.

18.7.2. Golpe seco en una bola de billar

Lo que coloquialmente llamamos “golpe seco”, se denomina percusién, y consiste en aplicar una
fuerza durante un tiempo extremadamente corto en comparacién con la escala de tiempo en que se
desarrolla el movimiento. Si se aplica una fuerza F (t) sobre un punto P de un rigido durante un
intervalo At, podemos calcular el momento lineal transferido J:

AP . L A
dt:F:>JEAP:/ F(t)dt . (551)
0

Para el momento angular transferido AL respecto de algin punto @ fijo a tierra podemos escribir:

At

At At At
AL = / T(t)dt = RxF(t) dt = Ron < F(t) dt+/ FXF(t) dt = Ropy X J+7xJ , (552)
0 0 0

0
donde el término orbital es AEO = ﬁc M X J y el término de espin corresponde a AES =7xJ.

Ahora consideremos que un momento lineal J es transferido rapidamente a la bola de billar de radio
R y masa m mostrada en la Fig. 94. En este ejemplo no consideraremos ningun tipo de rozamiento
entre la bola y la mesa, con lo cual se sugiere tomar con pinzas los resultados que siguen a la hora de
jugar un partido de billar.

J

CM R

0

Figura 94: Percusion.

La transferencia de momento se producird en la direccién de avance de la bola y las fuerzas peso
y la reacciéon normal de la superficie se neutralizan mutuamente ya que tienen el mismo mddulo, la
misma direcciéon, la misma recta de acciéon y son de sentido contrario. Si consideramos que inicialmente
la bola estaba en reposo, podemos escribir:

J
J=AP =mvcpy = vom = - (553)

Por otro lado, para la transferencia de momento angular de espin tenemos:

ALs=Lg—L%=Lg=Tw. (554)
S
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Ademas, como Lg =7 x J, es decir, Lg = dJ y el momento baricéntrico de la esfera es I* = %mR2

Y 5Jd
- 2mR?’
De este resultado puede verse que si se impacta la bola a la altura de su centro (d = 0), la velocidad

angular es nula. Para lograr que la bola no deslice, es decir, que esté en la condiciéon de rodadura debe
cumplirse que

(555)

Ug=0=1tcm +d X 7o =vomw —wR=0=vom =wR. (556)
Entonces podemos escribir
J 5Jd 5d
m  2mR2 2R (557)

Es decir, el punto de impacto debe estar a una distancia d del centro igual a %R. Sélo pegandole a esa
altura la bola sale “sin efecto”, rodando sin deslizar. Podemos usar este ejemplo para convencernos de
que puede haber rodadura sin rozamiento estatico.

18.7.3. Péndulo fisico

Sea un cuerpo rigido de masa m suspendido de un eje horizontal que pasa por el punto @), bajo la
accion de la gravedad, como muestra la Fig. 95.

Figura 95: Péndulo fisico.

El cuerpo efectuard un movimiento de rotaciéon pura alrededor del eje que pasa por Q) y la velo-
cidad angular & serd paralela al versor u, perpendicular a la hoja y hacia afuera. Para describir el
problema utilizaremos un sistema de coordenadas polares con origen en (). También @ sera el centro
de momentos. El eje soportard al objeto ejerciendo una fuerza N , cuya direccién ird cambiando a lo
largo del movimiento, de manera que

P . L e
o= % Fgi=mg+ N =mdcyy (558)
Por otro lado,
dL - R o 2

donde los vectores que tienen el supraindice ’ estdn medidos desde el punto de suspensién y centro de
momentos @, de manera que 7y, = 0 y la ecuacién anterior se reduce a

dLg
dt

En el caso particular en el que 4 es paralelo a un eje principal de inercia, se cumple la ec.(542)

= —dmg sen (o) U . (560)

Lo =1Igd, (561)
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donde Ig = Ig + md?. Derivando la dltima ecuacién respecto del tiempo, y teniendo en cuenta que
corresponde a un eje fijo (a la pared, por ejemplo):
dLg e dw
— 2 = iy = I~ 562
donde v = CC%‘ es la aceleracién angular. Relacionando las dos expresiones obtenidas para la derivada
del momento angular obtenemos la ecuacién de movimiento del péndulo fisico:

d*a
IQﬁ = —dmg sen («) , (563)

donde d es la distancia del punto de suspensién al centro de masa.

Esta ecuacion diferencial no tiene solucién analitica y debe ser resuelta numéricamente. Sin embargo
si nos restringimos, al igual que cuando analizamos el péndulo matematico, al caso en el cual el péndulo
tiene oscilaciones de pequena amplitud, podemos hacer la aproximacién sen(a) ~ «, con lo cual,

d’o dmg «
= 564
dt? IQ ( )
La funciéon de movimiento resultante es
a(t) = Qmag sen (2 + ¢g) , (565)

donde a;,q; representa la amplitud de la coordenada angular «, ¢g estd dado por las condiciones
iniciales y
dmg dmg

0= = ) 566
Ig Ig + md? (566)

Andlogamente a lo que vimos para el péndulo matemético, el periodo T esta dado por 27/, es decir,

I + md?
T=2m|—F—.
s dmyg (567)

Un grafico cualitativo de esta expresion para el periodo T en funcién de la distancia d puede verse en
la Fig. 96. Se observa que existe un valor de la distancia entre el punto de suspensién y el centro de
masa que minimiza el periodo del péndulo dado por dyin = \/Ig/m.

T (unidades arbitrarias)

d (unidades arbitrarias)

Figura 96: Péndulo fisico.

Si el cuerpo es una masa puntual suspendida de un hilo de longitud ¢, entonces d =y I = me?,

con lo cual,
2 l
T_%UV”_%VF, (568)
Imyg g
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como habiamos obtenido para el péndulo matematico.

18.7.4. Cilindro que rueda sin deslizar

Un cilindro de nasa m y radio R rueda sin deslizar sobre un plano con angulo de inclinaciéon «
como muestra la Fig. 97. Por hipétesis el cilindro rueda sin deslizar. Vamos a considerar como eje de
rotacion la generatriz de contacto del cilindro, es decir que se trata, por un lado, de un eje de rotaciéon
pura, ya que el eje tiene en ese instante velocidad nula y, por otro lado, es un eje instantineo de
rotacién, ya que va a ir cambiando su posicién a lo largo del movimiento. Poniendo, entonces centro

de momentos en @,

Figura 97: Cilindro que rueda por un plano inclinado.

dLg

— — / —
i ZZTEiZTCM X mg,
(2

(569)

ya que la reaccién normal N del plano y la fuerza de roce estatico F, estén aplicadas sobre el punto
Q. Si describimos el movimiento de rotacién alrededor de una direccién entrante y perpendicular a la

hoja, teniendo en cuenta la ec.(542),

dL
Iy = d—tQ = Rmgsen« .
Es decir,
R2
Y <m2 +mR2> = Rmgsena ;
o bien,
29
= _——sena.
TT3R

La condicién de rodadura nos dice que vg = 0:

OZUQZﬁCM+QXT_”Q:>O=1)CM—¢UR=>UCM=Q)R.

Entonces, derivando la tdltima igualdad respecto del tiempo,
acm =R

Luego, la aceleracion del centro de masa estara dada por

2
acyMmM = ggsena .
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Este valor es claramente menor que gsen a, correspondiente a la aceleracién de una masa puntual m
que desiza sin rozamiento por el mismo plano. Para obtener la fuerza de rozamiento usamos que

mdcy = Z Fpi=F,+N+mg. (576)

)

En la componente en la direccién del plano tenemos
macy = —Fe +mgsena ; (577)

por lo tanto, reemplazando el valor encontrado para acy,
1
F,=mgsena — mzgsena = F, = gmgsena . (578)

Ahora resolveremos nuevamente el problema del cilindro rodando sin deslizar sobre un plano in-
clinado, pero utilizando otro sistema de referencia diferente al que coincidia con el eje instantianeo
de rotacion pura. Por otra parte, plantearemos la resolucién sin intentar adivinar los sentidos de los
vectores involucrados, sino que dejaremos que estos se revelen al final, después de resolver las ecua-
ciones planteadas. Es importante mencionar que no es el mismo método que el seguido en la primera
resolucién del problema del cilindro. Puede verse como habiamos elegido positivo el sentido entrante
hacia la hoja, de manera que la aceleracién angular resultase positiva. También vemos que habiamos
pensado F, = —F.1, de tal forma que F, fuese positivo. En la Fig. 98 se muestran las fuerzas aplicadas
sobre el cilindro y el sistema de coordenadas fijo al plano que utilizaremos para la descripcion del
movimiento. El eje x coincide con el plano inclinado, el eje y es perpendicular a dicho plano y el eje z
es perpendicular a la hoja y su sentido, saliente de ella.

Figura 98: Cilindro que rueda por un plano inclinado con sistema de referencia fijo al plano.

Con esa convencion, las expresiones para las fuerzas aplicadas sobre el cilindro resultan:

=mgsenai — mgcosqj ;

ShZ oy
I
=

<o S0

) (579)
= Fe
Las ecuaciones de movimiento son:
méacy =P+ N + F, ; (580)
dL . L. L L
d—f:RCMxP+RAxN+RAxFE, (581)

donde ﬁc M =TA i+ Rj' y EA =14 ’Z, siendo x4 la coordenada del punto de contacto.
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Podemos escribir la derivada temporal del momento angular en términos de sus componentes
orbital y de espin:

dLo, = L
o =Rom X (P+ N+ F,); (582)
dL L
dTS =7y x (N+F). (583)
donde 74 = —RJ es la coordenada del punto de contacto medida desde el centro de masa.

Analizando la derivada del momento angular orbital con respecto al tiempo tenemos que

dLo, - O
o = Hom x (P+ N+ F); (584)

d /= . . L
7 (RCM X mVCM) =Rou x (P+ N+ Fe) ; (585)
ﬁCM X macy = ECM X (15+]\7+ _;) . (586)

La ultima ecuacién es equivalente a macy = P+ N + F;, que es la ec.(580), y por lo tanto, no serd
tenida en cuenta.

Como el cilindro estd rotando alrededor de un eje principal de inercia, la expresién de la derivada
del momento angular de espin con respecto al tiempo queda

dLs d L
— = —Igd) =7, N+ F,);
S L (16@) = Fa x (N + ) (587)
Ie7=7ax (N+FE). (588)
Reemplazando en las ecs.(580) y (588) las expresiones de las fuerzas y teniendo en cuenta que dopy =
acm i,
macpy i = (mgsena + Fe)i+ (N —mgcosa) J ; (589)
Ie7=—-Rjx (Nj+F.). (590)

La ec.(590) indica que la aceleracién angular sélo tiene componentes en la direccién del eje z
(¥ =7k).
Escribiendo las ecs.(589) y (590) en sus componentes cartesianas, queda

x:macy = mgsena+ F ; (591)
y: N—mgcosa=0 = N =mgcosa; (592)
z:1lgy=RFe . (593)

Vemos que atn tenemos tres incognitas (acas, vy Fe) y s6lo dos ecuaciones. Para poder resolver el
sistema es necesario considerar la condicién de que el cilindro rueda sin deslizar. Vimos que cuando
esto ocurre, doy = X Ty, donde 7y, = R es el vector posicién del centro de masa respecto del
eje de rotacién. Entonces,

dom =9 X Py (594)
acmi=~kxRj; (595)
acy = —YR . (596)

Resumiendo, el sistema de ecuaciones que tenemos que resolver estd dado por las ecs. en x y z de
(593) y por la ec.(596):

macy = mgsena + F, ; (597)
Igy = RF.; (598)
acy = —YR . (599)
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Teniendo en cuenta que el momento de inercia del cilindro respecto a su eje es Ig = %mRz, la
solucién del sistema de ecuaciones (599) resulta:

2 A
Aoy = ggsenai ; (600)
2 ~
f_y’:—ésenak‘; (601)
N 1 N
F, = —3mg senat . (602)

Como vemos, teniendo en cuenta las diferentes convenciones de signos utilizadas, los resultados coin-
ciden con los obtenidos cuando analizamos el movimiento del cilindro desde un sistema con origen en
el eje instantaneo de rotacién pura.

18.8. Enmergia del cuerpo rigido
18.8.1. Energia cinética

Puesto que la energia cinética de una particula estd dada por T = %mv2, podemos definir la energia
cinética de un sistema de particulas como

1
T = Z imivg . (603)
(2

Un cuerpo rigido es un sistema de particulas. Ademds, si el rigido es continuo podemos escribir la
ecuacion anterior como una integral:

1 1
T:/ v2pdV:/ pv2dV . (604)
-2 2 Jv.,

Considerando el caso més general, es decir, un movimiento de roto-traslaciéon alrededor de un eje de
rotacién arbitrario (que pasa por el punto O, por ejemplo), la velocidad es v = vp + & x 7', con lo

cual,
1 — — —/\2
T:§ p(Uo +& x ") dV (605)
Ve
1
- / plio +6 x ) - (To + 3 x ) dV (606)
Ve
1
=5 | ol @ x 7+ 260 @ x ) av (607)
Ve
1
= 2/ plt% + (wr'sen a)? + 200 - (& x 7)]dV (608)

donde r’sen o = s es la proyeccién del vector 7/ sobre la direccién perpendicular a @, como habiamos
visto en la Fig. 83. Entonces,

1
= / Pl + (ws)? + 20 - (@ x 7)] dV (609)
1 1
= 2/ Pt dV + 2/ p(ws)? dV +/ plo - (& x 7' dV (610)
‘/VC c (&
1 1
= 17?)/ pdV + w2/ ps®dV + 9o - (& x/ o) dV (611)
2 7w 2 . V.
1
= iml_)% + 5&)2]0 + U0 - (@ x mioa') (612)

donde Ip es el momento de inercia respecto del punto O.

Vamos a analizar algunos casos particulares.
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= Traslacién pura.

En este caso, w = 0 y se cumple que

1
mud = §mv%M , (613)

1
T=-
2
ya que todo el rigido (en particular el centro de masa) se desplaza con ¥ = 9ip. Es decir, hemos
obtenido la misma expresion que para la masa puntual.

= Movimiento de rotacion pura alrededor de un eje que pasa por O.

En este caso, vp = 0, con lo cual
1

T = §w2IO . (614)
= Movimiento de roto-traslacion eligiendo un eje de rotacién que pase por el centro de masa. En

este caso, o = tom, O = CM y 7y, = Fom = 0, de manera que

1 1
T = 5mv%M + 51(;& . (615)
En esta ultima expresién, el primer término corresponde a la energia cinética de traslacién y el
segundo término, a la energia cinética de rotacion.

18.9. Trabajo y energia potencial

Consideremos una fuerza que se aplica sobre un sistema de particulas. Vamos a definir el trabajo
que ejerce esa fuerza sobre el sistema como la suma de los trabajos ejercidos por la fuerza sobre todas
las particulas:

W=> " W;. (616)

Por otro lado, sabemos que el trabajo W; sobre la particula ¢ es igual a la variacién de su energia
cinética AT}, como habfamos visto en la ec.(332). Si tenemos muchas fuerzas aplicadas sobre el sistema,
el trabajo total, es decir, el trabajo ejercido por todas esas fuerzas sobre el sistema serd la suma de los
trabajos de todas las fuerzas presentes, de manera que podemos escribir para un sistema de fuerzas
actuando sobre un sistema de particulas designadas con el subindice i:

W =) W;=> AT, =AT, (617)

donde AT es la variacion de la energia cinética de todo el sistema. Pensemos que cada particula es
desplazada en una cantidad pequenia AS; a lo largo de su trayectoria por la accién conjunta de las
fuerzas aplicadas. Por la definicién de trabajo podemos escribir:

W=>Y W;=> F-As. (618)

En esta tultima expresién F, es la fuerza aplicada sobre la particula ¢, o mas generalmente, la
resultante de las fuerzas aplicadas sobre la particula ¢. Dividiendo por el intervalo de tiempo At
durante el cual se produce la variacién de las posiciones de las particulas y usando que W = AT,

AT o AS;
i F. . . 1
At Z COAL (619)

i
Si hacemos tender At a cero nos queda,
dr S ~ o S S
E = ZFZ SV = Z(FEZ + ZF]Z) SV = ZFE’ - U5 —i—ZZFji -V, (620)
i i ji i i ji
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donde con Fg; denotamos las fuerzas exteriores al sistema aplicadas sobre la particula i y F}l es la
fuerza que la particula j aplica sobre la particula i. La ultima suma doble de ec.(620) tendra términos
de la forma Fj; - ¥ y otros de la forma Fjy, - ;. Considerando estos términos de a pares vemos que

Fia 0 + Fyy - O = Fuy - 0 — Fy - O = Fyg - (60— %) (621)
ya que, por la tercera ley de Newton, ﬁkl = —ﬁlk- Pero, por tratarse de un rigido, podemos escribir
Up=Uo+dx7m' y G=to+adxm’, (622)
con lo cual
H—Ty=dx7 —dxi' =dx (@ —i'). (623)

Reemplazando en ec.(621):
Fyg - (B = B) = Fig - [@ < (7 — %), (624)
pero el vector 7;" — 7, esta dirigido desde el punto k hasta el punto [, es decir, tiene la direccién de la

fuerza Fy; y por lo tanto Fyy L [0 x (7" —7%")] v el producto escalar se anula. Entonces de la ec.(620)
sélo sobrevive la suma que involucra las fuerzas exteriores:

dT S
A

Ahora reemplazamos en esta ultima ecuacién la expresion para la velocidad:

dT
ZFEZ Uom +d X 75) (626)

donde se ha elegido convenientemente un eje de rotacién que pase por el centro de masa. La notacion
sigue siendo la que usamos habitualmente: R; es la posicion del punto ¢ vista desde un sistema inercial
y 7; es la posiciéon del mismo punto vista desde el centro de masa.

Antes de seguir con el desarrollo, proponemos el siguiente

Ejercicio

Dados tres vectores /_f, B y c , probar que

A-(BxC)=(AxB)-C. (627)
Usando este resultado podemos trabajar sobre la ec.(626):
dar
dt Zi:UCM FEZ—i-Z wxrl FEz (628)
= ZUCM - Fri + Zw' 7 % Fp) (629)
:ZgCM'ﬁEi+Zw‘[(Ri_ECM) XﬁEl] (630)
= Ton - ZFE +@- Z (R; x Fgi — Roar x Fry) (631)
=don -y P+ (Z i — Row x ZFE2> (632)
" = L [(dL dL
=dom -y Fpi+d- (dt—df) (633)
. = . dLg
:vCM-Zi:FEi—i—w-dt (634)
déCM = d9 N dES
= N R4 o 222
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donde se ha introducido la coordenada angular 6. En base a la dltima ecuacién podemos escribir

_ _ dL
dT = dW = (Z FE> -dRca + dTS &df . (636)

Si existe una funcién potencial dependiente de las coordenadas V' tal que su variacién es el trabajo
realizado sobre el rigido cambiado de signo (como ocurria en el caso de una masa puntual), puede

escribirse .
o _ dLg |
AVz—AWz—/(Xi:FEZ-)-dRCM—/dtS-de. (637)

Cuando existe una funcién potencial definida en ec.(637), asociada a las fuerzas aplicadas, la energia
mecdnica del rigido es la suma de la energia cinética més la energia potencial V:

1 1
E=T+V = isz?;M + §Igw2 +V. (638)
En este caso, la variacién de la energia mecdnica estara dada por:
AE=AT+AV =AW - AW =0. (639)

Ejemplo: caida libre

Calculemos la variacién de la energia potencial de una piedra de masa m cuando es arrojada
desde una posicién inicial Ry,, en el suelo hasta una posicién final RéM situada a una altura h.
Cuando estudiamos este caso, en la seccién 18.7.1, vimos que ) . Fp; = Pg y que c%s = 0. Entonces,
reemplazando en la ec.(637) podemos escribir

—

RéM — — RC]\/[ ~ -
AV = —/ P+ dRon = —/ m(—g)} - dBos | (640)

RZC M RZC M

donde se ha elegido el eje y apuntando hacia arriba. Vemos que a medida que varia la posiciéon del
centro de masa el producto escalar j - dRco s es igual a dycps, con lo cual se obtiene

h
AV = / mg dycym = mgh . (641)
0

Si fijamos el origen de la energia potencial tenemos simplemente que V' = mgh, igual que en el caso
de una masa puntual ubicada en el centro de masa del rigido.

Ejemplo: cilindro que rueda por un plano inclinado
Consideremos nuevamente el cilindro de la Fig. 97. En este caso,
dLs 1

9 .
el Iey = “mR22 senak ,  (642)

_ - - 2 N
Fpi=F.+N g =mdoy = = ;
; Ei et N +mg=macm 3mgsenc»z Ty 5 3R

donde 7 y k son las direcciones paralela al plano hacia abajo y entrante a la hoja, respectivamente.
Reemplazando estas expresiones en la ec.(637),

2 s = R ~
AV:—/gmgsenozi- dRCM—/mg?)senak-chO

2
- / 3mgsena dzea — / mfg sen o df . (643)
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Pensemos que queremos calcular la variacién de energia potencial desde que el centro de masa del
cilindro parte de una posicién o = 0 hasta una posicién xz¢oyr = d. Esa variacion de la coordenada
x se corresponderd con un giro entre # = 0 y § = d/R. Entonces, en este caso,

d d/R
2
AV = —/ —-mgsena droy — / mltg sen « df
0o 3 0 3
2 1 d

= ——mgsena d— —mgRsena —
3" 3"

R
= —mgdsen

= —mgh , (644)

donde h es la coordenada vertical medida hacia abajo. Es decir, la variacion de energia potencial es la
misma que experimentaria una masa puntual, ubicada en la posicién del centro de masa del cilindro,
deslizando sobre el plano.

18.10. Girdscopo y trompo
18.10.1. Movimiento del giréscopo

Un giréscopo es un dispositivo como el mostrado en la Fig. 99, en el cual un volante de momento
de inercia I'*, respecto de su eje de simetria, puede girar alrededor de dicho eje.

Figura 99: Girdscopo.

Los armazones circulares tienen masas pequenas comparadas con la del volante. Los tres ejes,
correspondientes a los tres armazones, son libres de cambiar su orientacién, pero su interseccién siempre
se encuentra en el centro de masa del volante. Los armazones estan montados en un dispositivo que
tiene rozamiento despreciable, denominado suspension carddnica. Con esta configuracién sélo podrian
ejercerse torques externos sobre el eje del volante, que pasa por su centro de masa, ya que el tinico
contacto con el “exterior” es a través de este eje; sin embargo, esto no es posible debido al rozamiento
infimo de los ejes. Entonces, como

dL
OZZ;Ei:E> (645)

podemos concluir que L=cte. Si suponemos que el centro de masa del volante no se desplaza (producir
tal desplazamiento caminando con el giréscopo en la mano, por ejemplo, solo aportaria confusién al
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problema), y que originalmente el volante gira alrededor de su eje, que es un eje principal de inercia,
L=Lg=1Ia3, (646)

pues el reposo del centro de masa asegura que el momento angular orbital es nulo. Vale decir que,
por ser E:cte., también podemos afirmar que =cte. y el eje del volante apuntard siempre en la
misma direccién a pesar de los intentos que se hagan de torcerlo. Sin embargo, si “hacemos trampa”
al giréscopo y ejercemos directamente una fuerza sobre el eje del volante, habremos ejercido un torque
externo sobre el volante y L no serd méas constante. Es interesante estudiar cémo reacciona este
dispositivo en esa situacion. Para analizarlo consideremos que el eje del volante estd inicialmente
horizontal, como indica la Fig. 100, y girando con alguna velocidad angular &, de manera que el valor
inicial de L es distinto de cero.

L 2wl

Figura 100: Giréscopo con una masa suspendida.

Si colgamos una masa m, como muestra la figura, aparecera un torque 7 en la direccién horizontal
perpendicular al eje del volante. Como dL = Tdt, la variacion de L resultante seré paralela a 7 como
muestra la Fig. 101. Entonces, al variar la direccién de E, variard la direccién de &, es decir, la direccién
del eje del volante. Para tiempos pequenos podemos pensar que el angulo girado d¢ = dL/L, con lo
cual:

d dL T T
o= _dL T _ T (647)
dt  Ldt L Igw
donde w;, se denomina velocidad angular de precesion. El eje del volante, entonces, en vez de inclinarse
hacia abajo como podria parecer, comienza a girar con velocidad angular w, alrededor de la direccién

vertical.

En realidad lo que ocurre es que la velocidad angular resultante es
Wp =W+ W . (648)

Este vector @r no tendra entonces la direccion de un eje principal de inercia, no podemos usar més
que la velocidad angular es paralela al momento angular y la descripcién del problema se complica, a
menos que w, << w. Cuando esta tultima condicién no se cumple, si bien el vector L precesa alrededor
del eje vertical, los vectores Wr y & (y con este ultimo, el eje del volante) realizardn un movimiento
complicado denominado nutacidn. En particular, si el torque exterior aplicado es grande o la velocidad
angular inicial w es pequena, ocurre lo que esperariamos: el eje del volante se inclina hacia abajo.

Sin embargo, es posible lograr que w, << w mediante el uso de un motor eléctrico, por ejemplo.
En este caso, el eje del volante se mantendra estable, particularmente si se usa el girdscopo como se
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Figura 101: Precesién del giréscopo.

debe, es decir, sin tocar el eje del volante: si consideramos una velocidad de rotacién w grande y un
rozamiento despreciable en los ejes del girdscopo, el eje del volante se mantendra siempre paralelo a
si mismo. Uno de los usos de este dispositivos es para orientacién, particularmente en la navegacion:
en este caso, el gir6scopo se denomina girocompds. Un girocompds es un giréscopo, cuyo eje (el eje del
volante) se coloca paralelo al eje de la Tierra y es mantenido rotando a gran velocidad mediante un
motor eléctrico. Por més que el explorador, el avién o el barco cambien su rumbo, el eje del girocompéas
siempre se mantendra paralelo a si mismo, de manera que su proyeccién horizontal siempre apuntara
en la direccién sur-norte, lo que convierte al girocompdas en una brujula no magnética. La proyeccion
horizontal del eje del girocompds es un punto cuando su ubicacién coincide con alguno de los polos
terrestres; esto nos dice que el dispositivo no funciona en las zonas cercanas a los polos.

18.10.2. Movimiento del trompo

Un trompo es un cuerpo con geometria acimutal que puede rotar alrededor de su eje apoyado sobre
uno de sus extremos bajo la accién de la fuerza gravitatoria. Consideremos un trompo de masa m y
momento de inercia I respecto de su eje de simetria como el de la Fig. 102. El trompo gira alrededor
de dicho eje apoyado sobre el punto P, formando un dngulo « con la horizontal.

Si efectuamos un analisis similar al realizado con el giréscopo, vemos que

dp ~ dL 7 mghsen(90° — a) (649)
dt Lcosadt Lcosa Twcosa ’

(JJp:

donde 90° — « es el dngulo que forman los vectores peso y posicién del centro de masa (medido desde
el punto P). Por lo tanto tenemos:
mgh

T (650)

wp =

Al igual que en el caso del giréscopo, esto vale siempre que w, << w, es decir, cuando w coincide
con un eje principal de inercia: el eje de simetria del trompo. Cuando esto no ocurre, el movimiento
de precesion se combina con el de nutacién, mucho mas dificil de describir. La ec.(650) nos dice que
en la aproximacién de precesién pura, la velocidad angular de precesion no depende de la inclinaciéon
del trompo.
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Figura 102: Movimiento del trompo.

APENDICES

A. Resolucion alternativa del movimiento oscilatorio armodnico

Existe una forma alternativa de obtener la funcién de movimiento correspondiente a la ecuacién
de movimiento de un cuerpo enganchado a un resorte, diferente a como hicimos al resolver la ecuacion
diferencial (134). Para ello utilizaremos el concepto de energia. Habiamos visto que la expresién de la

energia para un cuerpo sobre el cudl esta aplicada una fuerza elédstica es

1 1
E = imeQ + ika .

Despejando la velocidad obtenemos

7d7377 % 1_£2
T N VT 2T

Por lo tanto

dx
=dt.
[ 2E _ k.2
m 1 2EL
Haciendo el cambio de variable u = % x e integrando, la ecuacién anterior queda

Resolviendo esta integral y escribiendo nuevamente en términos de la variable x tenemos

m resen ﬁ =t+C
kacse ”2Em = .
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Despejando la expresién de x en funcion del tiempo,

x(t) =4/ % sen (\/zt + ¢0> , donde ¢ = \/EC’ : (A-6)

En el punto de méxima elongacién (z = x,,) la energia mecdnica es totalmente eldstica

1
§kxfn =F. (A-7)
Despejando x,, tenemos
2F
m =\ —. A-8
z - (4-8)

Reemplazando esta expresion en la ec. (A-6) y denominando w = \/% podemos escribir

x(t) = zp sen(wt + ¢p) . (A-9)

B. Movimiento oscilatorio amortiguado

Hemos visto que si tenemos un cuerpo unido a un resorte de constante elastica k, y lo liberamos
desde una posicién diferente a la de equilibrio, oscilard alrededor de esta posicién con un movimiento
oscilatorio denominado arménico simple. La funcién de movimiento dada en la ec.(147) indica que el
cuerpo nunca modificard su movimiento oscilatorio. Sin embargo, nuestra experiencia nos indica que
en la practica el cuerpo ird reduciendo la amplitud de las oscilaciones hasta detenerse. Esto se debe
a que sobre el cuerpo, ademas de la fuerza elastica, existe la fuerza viscosa que el medio le ejerce,
aunque despreciemos el posible rozamiento entre el resorte y la superficie sobre la que esta apoyado.
La ecuacién de movimiento del cuerpo unido a un resorte que se mueve sobre una superficie horizontal
sin rozamiento o colgado verticalmente, sera:

ma = —k(x —z.) — Dno , (B-1)

donde hemos utilizado la ec.(101) para la fuerza viscosa, debido a que el cuerpo no alcanza grandes
velocidades. La ecuacién de movimiento, expresada en términos de la coordenada x, es:

d’x dx
L k(e —x) - D B-2
ms k(x — x.) U7 (B-2)

Si llamamos u a la coordenada medida desde la posicién de equilibrio (u = = — z¢) la ec. (B-2) queda

d?u du
— = —ku— Dn— ; B-3
o bien,
d*u du 9
W+20éa +WOU:0 s (B-4)
donde D 3
2a="1 y W= (B-5)
m m

aqui, wg es la frecuencia angular a la que oscilaria el cuerpo en el vacio y « estd relacionado con
el rozamiento del cuerpo con el fluido. Para poder determinar la funcién de movimiento del cuerpo
debemos encontrar una funcién u(t) que satisfaga la ec. (B-4). Proponemos como solucién la funcién

u(t) = AeVt | con A = cte. (B-6)
Reemplazando esta funcién en la ec.(B-4) resulta

A2 4+ 20 Ay + WB A =0 ; (B-7)
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Aet (72 + 200y + wg) =0. (B-8)

Entonces, para que la funcién u(t) dada en la ec.(B-6) sea solucién de la ec.(B-4) se debe satisfacer
que 72 + 2ay + w% = 0. Las soluciones a esta ecuacion son:

T =—a—/a?—w? y Yo =—a+/a?—wi. (B-9)

Como cualquiera de estas dos posibilidades para 7 permite encontrar una solucién de la ec.(B-4), la
expresion mas general es una combinacion lineal de ambas soluciones:

u(t) = Are" + Axe?t (B-10)

donde las constantes A; y As se determinan a partir de las condiciones iniciales del movimiento.
Analicemos algunos casos particulares.

D
a) o2 —wi >0 = 72> k-
En este caso, la fuerza viscosa predomina sobre la fuerza eldstica en el movimiento del cuerpo; las

soluciones dadas en la ec.(B-9) son reales y la funcién de movimiento del cuerpo es:
u(t) = e~ (Ale_\/"‘L“’gt + Age\/o‘Q_wgt> (B-11)

En esta situacion, denominada movimiento sobreamortiguado, el cuerpo no oscila, sino que tiende a
desplazarse hacia la posicién de equilibrio. En la figura B-1 se muestra la funcién de movimiento para
el caso particular en que la masa del cuerpo es 1 kg, la constante del resorte £ = 100 N/my o = 1, 2wy.
La curva a corresponde a un cuerpo que para t = 0, esta desplazado 0,1 m de la posiciéon de equilibrio
v es liberado a partir del reposo, mientras que la curva b corresponde a un cuerpo que para t = 0 se
encuentra en la posicién de equilibrio con una velocidad de 2 m/s.

0.10

0.08

0.06

u[m]

0.04

0.02

0.00

| . | | | |

00 05 1.0 15 20 25 3.0
ts]

Figura B-1: Funcién de movimiento de un cuerpo cuyo movimiento es sobreamortiguado. a) Liberando-
lo desde fuera de la posicién de equilibrio. b) Partiendo de la posicién de equilibrio con velocidad mayor
que cero.

2 92 _ Dn _ k
b) o® —wg =0 = \ ok =

En este caso, la fuerza viscosa y la fuerza eldstica son del mismo orden. Ahora la ecuacién de
movimiento (B-4) queda
d*u du 9

Como la ec.(B-8) tiene una tnica solucién real, la funcién de movimiento serd
u(t) = Aje . (B-13)
Sin embargo, es facil comprobar que la funcién

u(t) = Agte (B-14)
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también es solucién de la ec.(B-12). Entonces la solucién més general es la suma de ambas soluciones
u(t) = (A + Agt) e . (B-15)

La funcién de movimiento muestra que en esta situacién, denominada amortiguamiento critico, el
cuerpo no oscila y simplemente se desplaza hasta llegar a la posicion de equilibrio de manera similar a
lo que ocurre en el el caso sobreamortiguado. En la figura B-2 se muestran las funciones de movimiento
para el caso de amortiguamiento critico para las mismas condiciones del ejemplo mostrado en el caso
sobreamortiguado. En la figura B-3 se muestra comparativamente las funciones de movimiento de los

0.10

0.08

0.06

u [m]

0.04

0.02

0.00 [\

o
N
w

t[s]

Figura B-2: Funcién de movimiento de un cuerpo cuyo movimiento corresponde al caso de amortigua-
miento critico. a) Liberdndolo desde fuera de la posicién de equilibrio. b) Partiendo de la posicién de
equilibrio.

casos sobreamortiguado y critico. Cuanto més préximo es el valor a a wy méas rapidamente retorna el
cuerpo a la posiciéon de equilibrio.

u[m]

Figura B-3: Comparacion entre las funciones de movimiento de los casos sobreamortiguado y critico.

2 k

— w2 <0 = Dy ok

c) a X

En este caso las dos soluciones a la ec.(B-8) son nimeros complejos conjugados:

Nn=-—a—iyJwi—a? | y=-—a+i\/wi—a?, (B-16)

y la funcién de movimiento, de acuerdo a la ec.(B-10), es
u(t)y =e (A1e”'\/ Wo—ott 4 ApelV ”3*“%) : (B-17)

Debido a que la coordenada del cuerpo debe ser un ntmero real, en este caso las constantes Ay y Ag
son nimeros complejos. Denominando wy = y/wi — a? podemos escribir la ec.(B-17) como

u(t) = e~ [By cos(wit) + By sen(wit)] , (B-18)
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donde
B = A1+ Ay y By = i(AQ — Al) . (B—lg)

Como la ec.(B-18) describe la coordenada del mévil, las constantes By y Bs tienen que ser necesaria-
mente ntmeros reales. Sabemos que podemos escribir

B cos(wit) + Basen(wit) = @y, sen(wit + ¢o) - (B-20)
Entonces, la funcién de movimiento para este caso es

u(t) = zme” “sen(wit + @) . (B-21)

Ahora el cuerpo oscilard con una frecuencia angular w; y con una amplitud z,,e~* que va disminu-

yendo con el tiempo. Este caso se denomina movimiento oscilatorio subamortiguado. En la figura B-4
se muestra un grafico de la funcién de movimiento, suponiendo o = 0, 5wy, v(0) =0y z(0) = 0,1 m.
Vemos que el fluido modifica la frecuencia angular de oscilacién del cuerpo respecto a la que tendria

u[m]

t[s]

Figura B-4: Funcién de movimiento de un cuerpo con movimiento oscilatorio subamortiguado.

en el vacio. En este caso el periodo T7 sera

2 2 2
=" S 7. (B-22)

Wi yJwi—a?  wo

Una aplicacion practica de estos conceptos es en la suspension de un automévil, que esté constituida
por un resorte que tiene en su interior un amortiguador. El amortiguador, como su nombre indica,
es el encargado de amortiguar las oscilaciones del resorte. En general se intenta que el automévil
vuelva lo antes posible a su posicién original y por lo tanto se trata de que trabaje en el régimen de
amortiguacién critica.

C. Periodo del péndulo en funcién de la amplitud (grandes oscila-
ciones)

En la sec.(9) estudiamos el movimiento de un péndulo ideal y resolvimos la ecuacién de movimiento
para el caso de pequenas oscilaciones. Ahora nos abocaremos a la situaciéon més general, en la que no
es valido hacer la aproximacién sen(f) ~ 6.

Como puede verse en la ec.(195), la energia mecanica de la masa del péndulo estd dada por

E = %mv2 — mgl cos(f) . (C-1)
Como v = £df /dt podemos escribir
1, [(do\?
E = §m€ %) mgl cos(0) = —mgl cos(6p) , (C-2)
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donde 6y es la maxima amplitud angular del péndulo. Entonces podemos despejar la velocidad angular

d—f = :l:\/?\/cos(e) — cos(6p) (C-3)
14 do
- j:\/;\/cos(ﬁ) — cos(fo) ' (¢4)

Integrando a ambos lados de la igualdad podriamos encontrar la relacion entre el tiempo y la posicion
angular del péndulo. Sin embargo esta integral solo se puede resolver de manera numeérica.

y escribir

Utilizaremos la ec.(C-4) para determinar el periodo del péndulo en funcién de la amplitud angular,
sin tener que hacer la aproximacién de pequenas amplitudes. Integrando la ec.(C-4) en el intervalo
correspondiente a un periodo, que corresponde a 4 veces el tiempo que demora el péndulo en recorrer

desde 6 = 0 hasta 6 = 6,
)
Ta—a / (C-5)
\/cos —cos(fp)

Como cos(f) = 1 — 2 sen? (9/2) la ec. (C-5) queda

o
\[ / | (C-6)
sen 070 sen (6/2) }2

sen 00/2)

Haciendo el cambio de variable

NI

sen (

5ol ()

won (%)
la ec.(C-6) resulta

L]t 243 )
T_Q\/;/o C089/2\/1—62 \[/ \/1—52\/1 B2sen2 (60/2) (G8)

(C-9)

|

La integral

A v
o (1-p%)(1 - p%?)
se denomina integral eliptica completa de primera especie y no tiene solucidon analitica cerrada. Sin
embargo, se puede hacer un desarrollo en serie:

1\? 1-3)\? 1-3-5)\2
1 1 2 190 4 64 ... | 1
+<2>U+(2'4)’U+<2'4'6)’U+ ] (C-10)

T — o) 12
K(v) = 220 [22(%3')2] i (C-11)

Vemos que en la ec.(C-8) podemos identificar una integral eliptica completa de primera especie con
v =sen(6p/2). Entonces podemos escribir

2 2n
0 ¢
TOZ [2% ] Sett <20> ) donde Ty = ZWﬁ. (C-12)

En la figura C-1 se muestra cémo varia el periodo del péndulo con la amplitud de oscilacion. El célculo
se realiz6 con los 130 primeros términos de la sumatoria de la ec.(C-12).

K(v) =

T
2

Es decir,

En la Tabla C-1 se puede comparar el periodo del péndulo calculado por diversos métodos. En la
primera columna estan los valores 6 y en las siguientes columnas se detallan los valores de T'/Tp. El
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Figura C-1: Amplitud del péndulo en funcién del la amplitud

método 1 es integrando numéricamente la integral eliptica, el método 2 es incluyendo los 130 primeros
términos de la sumatoria de la ec.(C-12) y el método 3 es tomando solo los 2 primeros términos de
la sumatoria. Como puede verse es posible calcular con bastante precision el periodo del péndulo
utilizando solo algunos términos de la sumatoria. Si se tiene en cuenta solamente dos términos de la
sumatoria para 0y = 7/2 la diferencia con los otros métodos de célculo es menor que el 2 %.

Ang. Mét. 1 | Mét. 2 | Mét. 3

0 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
/6 (30°) | 1,0174 | 1,0174 | 1,0174
/4 (45°) | 1,0400 | 1,0400 | 1,0396
w/3 (60°) | 1,0732 | 1,0732 | 1,0713
w/2 (90°) | 1,1803 | 1,1803 | 1,1602

Tabla C-1: T/Ty integrando numéricamente la ecuacién eliptica (Mét. 1), tomando los 130 primeros
términos de la sumatoria (Mét. 2) y tomando solo los 2 primeros términos de la sumatoria (Mét. 3).
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