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Parte I

CINEMATICA






Movimiento en Una Dimension

SECCION 1.1

Consideraciones generales

Desde los tiempos mds remotos la especie humana ha intentado explicar el mundo que lo rodea. La
ciencia, la filosoffa, e incluso el propio lenguaje humano no son ajenos a este afan. Durante milenios,
cuestiones cientificas y filoséficas han formado un conjunto bastante inextricable, en particular, el nombre
de la disciplina bajo consideracidn, es decir la Fisica, ha sido durante mucho tiempo Filosofia Natural.
La complejidad del proceso de evolucion de la Fisica a lo largo del tiempo, hasta llegar a lo que es hoy,
unida al desarrollo de gran nimero de ciencias, cuyas dreas de estudio muchas veces se superponen con
las de la Fisica, hace que sea extremadamente dificil dar una definicidn ttil y valedera de esta dltima, lo
que seria deseable antes de comenzar un primer curso de Fisica. Una definicién completamente valedera
seria decir que la fisica es la ciencia que estudia los fenémenos fisicos. El problema es que esta definicién
es también perfectamente indtil, a no ser que se explique a conciencia la naturaleza de los fendmenos
fisicos, lo cual plantea el grave riesgo de hacerlo en términos de la Fisica, generando un circulo sin fin.
En lugar de caer en este tipo de enredos conviene desarrollar los conceptos que han sido considerados
parte de la Fisica por varias generaciones de cientificos, sin tratar de dar una definicién de la disciplina
que los integra.

El término “fisica” deriva del latin Physica, que significa natural, el cual a su vez viene del griego
¢vo1g (physis), es decir naturaleza. Este tltimo término proviene del griego @u® (phio), que significa
nacer, brotar, engendrar. En este sentido, desde los tiempos de Tales de Mileto y Aristételes de Estagira,
el concepto de Fisica ha estado ligado al estudio de la naturaleza. Durante la Edad Media el término
’fisico”’se utilizaba para designar a los médicos (lo que sigue ocurriendo hasta el dia de hoy en el idioma
inglés, que denomina physician a una persona que ejerce la medicina). A partir del siglo XVI, con los
trabajos de Galileo, y mds particularmente, durante el siglo XVII, con la publicacién de los Philosophice-
Naturalis Principia Mathematica de Isaac Newton, la disciplina comienza a diferenciarse del resto y en
el siglo XVIII empieza a usarse el término “Fisica” para denominarla.

Si bien no daremos una “definicién rigurosa”’de qué involucra la disciplina Fisica, si diremos que es
una ciencia experimental, es decir que toda afirmacién que se haga en esta ciencia debe estar verificada
por la experiencia. De la experimentacidn nacen las leyes de la Fisica. Estas leyes sintetizan los resultados
de las experiencias pues han sido deducidas de estos mismos experimentos. Las leyes ademds permiten
predecir nuevos eventos fisicos que también deben ser verificados experimentalmente.

Si deseamos estudiar Fisica, o sea realizar una descripcién de la naturaleza, lo podemos hacer de

una manera cualitativa. Sin embargo, para hacer una descripcién mds precisa, es decir si deseamos cuan-
tificar esta descripcién, vamos a necesitar de un lenguaje que represente los conceptos con la precision

11



12 CAPITULO 1. MOVIMIENTO EN UNA DIMENSION

requerida. El lenguaje de la Fisica es la Matemitica, es decir, los conceptos de la Fisica son representados
mediante expresiones matematicas. Por esta razén iremos desarrollando la matemética que necesitamos
para expresar los conceptos de la Fisica.

En este curso de Fisica iniciaremos el estudio de lo que se denomina Mecdanica Elemental, y en par-
ticular comenzaremos estudiando la Cinemadtica, que es la descripcién del movimiento de los cuerpos,
sin interesarnos la causa por la cual se mueven. El andlisis sobre qué hace que los cuerpos se muevan de
determinada forma lo abordaremos més adelante cuando estudiemos la Dindmica. Comenzaremos, en-
tonces, estudiando el movimiento de cuerpos, es decir trataremos de describir qué posiciones del espacio
van ocupando a medida que transcurre el tiempo.

Antes de iniciar nuestro estudio en concreto, discutiremos un aspecto caracteristico de la forma de
pensar la naturaleza por parte de los fisicos: Comenzaremos todo abordaje del estudio de un problema
simplificando al maximo las hipdtesis a plantear, tratando de dejar de lado toda “complicacion super-
flua”(al menos en un inicio) para quedarnos solo con el carozo fundamental de la cuestién a estudiar.
Asi, si queremos describir la posicién de un cuerpo en funcién del tiempo (por ejemplo un auto que
viaja entre dos ciudades, o la pelota en algin deporte) podemos pensar al cuerpo como un punto (por
ejemplo el punto central) y describir solo la posicion de este punto en funcién del tiempo. Esta aproxi-
macion, llamada de cuerpo puntual 6 punto material ya fue usada por Kepler en 1609 para describir las
Orbitas planetarias, donde ambos, planeta y sol, fueron considerados cuerpos puntuales (Notemos que es-
ta aproximacién, muy buena para describir el movimiento de los planetas alrededor del sol, es totalmente
inttil para explicar el dia y la noche o las estaciones).

Entonces estudiaremos el movimiento de cuerpos puntuales. Y siempre comenzaremos por los sis-
temas mds simples para luego ir complicando los problemas a resolver. Sin duda pensamos que debe
ser mds sencillo describir el movimiento de un automévil (considerado puntual), que viaja entre dos ciu-
dades de la provincia de la Pampa unidas por una ruta recta que el vuelo de una mosca. Asi empezaremos
describiendo cuerpos puntuales que solo pueden moverse sobre una recta, esto es, en una dimensién. En
capitulos posteriores veremos como describir movimientos en dos y tres dimensiones.

SECCION 1.2

Sistema de coordenadas unidimensional

Para abordar el estudio del movimiento de traslaciéon de un cuerpo comenzaremos analizando los ca-
sos mds sencillos. Por esta razén, inicialmente estudiaremos el movimiento de cuerpos que se desplazan
sobre una recta. En este tipo de movimiento la recta es el universo en el cual se mueven los cuerpos
(figura 1.1).

Cuerpoe punfual ~—

4]

Figura 1.1: Cuerpo puntual que puede moverse solo sobre una recta dada.

Como nuestro objetivo es analizar el movimiento del cuerpo, necesitamos poder determinar su ubi-
cacion o posicién. Para ello fijamos un punto sobre la recta, respecto del cual referiremos la posicion del
cuerpo. A ese punto lo llamaremos origen, y lo denotaremos indistintamente por la letra O o el numero
0.



1.2. SISTEMA DE COORDENADAS UNIDIMENSIONAL 13

Una posibilidad para determinar la posicién del cuerpo es dar la distancia que existe entre este y el
origen, es decir, dar la longitud del segmento de recta que se extiende entre el punto elegido como origen
y el punto que corresponde a la posicion del cuerpo (ver figura 1.2). Lo que debemos analizar es si de
esa manera queda identificada de forma univoca la posicién del cuerpo.

. L
3
e

Figura 1.2: Distancia de un cuerpo al origen de coordenadas O.

El problema es que con esta manera de definir la posicién del cuerpo se nos presenta una ambigiiedad.
Si damos la posicion del cuerpo mediante la distancia d4 estamos ante dos posibilidades, una es que esté
ala derecha de Oy la otra es que esté a la izquierda de O. Entonces vemos que de esta forma no podemos
definir univocamente la posicién del cuerpo y por lo tanto debemos encontrar un modo de eliminar esta
dualidad. La forma més simple y directa es agregar si el cuerpo estd a la derecha o a la izquierda del
origen. As{, para indicar la posicién de los cuerpos mostrados en la figura 1.3, dirfamos:

A estd a una distancia d4 y a la derecha de O.
B estd a una distancia dg y a la derecha de O .
C estad a una distancia d¢ y a la izquierda de O.

A B

x
r

t
C . o) ]

)
h

ds = OB

M
W

Figura 1.3: Posicidn de varios cuerpos situados sobre una misma recta.

Lamentablemente esta manera de expresar la ubicacién de los puntos tiene dos inconvenientes: a) la
nocién de derecha o izquierda de la recta no estd univocamente determinada, pues depende desde qué
lado de la recta se esta observando. b) Esta forma de especificar la posicién de un cuerpo es complicada,
muy extensa.

Una manera de solucionar este inconveniente es usar la distancia para definir la ubicacién de puntos
que se hallan de un lado del origen, y la distancia precedida por un signo menos del otro lado. Entonces,
para expresar de manera precisa la ubicacién de los puntos (o cuerpos puntuales) en nuestro universo
(recta) definiremos un ente que denominaremos sistema de coordenadas unidimensional, caracterizado
por

1. Una recta (sobre la que se desplaza el cuerpo cuyo movimiento queremos describir).
2. Un punto arbitrario en la recta elegido como origen de coordenadas.

3. Una unidad de medida de longitudes.
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4. Una y s6lo una punta de flecha que indica hacia dénde crecen las coordenadas, es decir, cudl es el
sentido positivo.

5. Un nombre para las coordenadas, por ejemplo, x.

Una vez definido un sistema de coordenadas, todo punto sobre la recta tendra asignada una coorde-
nada, dada por

1. Un ndmero positivo que indica la longitud del segmento con extremos en el origen y el punto en
cuestion, esto es, la distancia del punto al origen.

2. Un signo que indica si el punto se encuentra desde el origen hacia la flecha (+) o en sentido
opuesto (—).

Entonces, cuando deseamos describir el movimiento de un cuerpo que se desplaza sobre una recta
debemos colocar el sistema de coordenadas sobre dicha recta. En la figura 1.4 se muestra una recta con
un sistema de coordenadas definido y dos cuerpos, A con coordenada x4 positiva y B con coordenada xp

negativa.

B A
n : MR
I B D I A X

Figura 1.4: Dos cuerpos sobre una recta con un sistema de coordenadas unidimensional.

El origen de coordenadas Oy el sentido positivo son totalmente arbitrarios. En la figura 1.5, podemos
observar dos sistemas de coordenadas diferentes definidos sobre la misma recta; es posible expresar las
coordenadas del cuerpo en cualquiera de ellos. Lo importante es que, elegido uno de ellos, mantengamos
el mismo sistema mientras estemos efectuando la descripcién del movimiento del cuerpo.

T

4 :
. +

Figura 1.5: Ejemplos de dos sistemas de coordenadas. definidos sobre una misma recta.

A laluz de estos conceptos, vemos que la utilizacién de un sistema de coordenadas y de la coordenada
del cuerpo en dicho sistema es la forma matemadtica de describir la posicién del cuerpo en el espacio
(unidimensional en este caso).
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SECCION 1.3

Distancia entre dos puntos

En el espacio usual, también denominado espacio euclidiano, la distancia d entre dos puntos distintos
es la longitud del segmento de recta que los une. Es decir, la distancia es la longitud del camino que hay
que recorrer para ir directamente de un punto al otro. Entonces, por definicion, d > 0.

Veamos ahora cémo podemos calcular la distancia entre dos puntos en funcién de sus coordenadas.

des
R -
A B
[ m |I| P‘
0 X Tz X

Figura 1.6: Distancia entre dos puntos con coordenadas positivas, dap = xp — X4.

dis
#mmmmm il -
B A
—0 n >
O Iz Xy X

Figura 1.7: Distancia entre dos puntos con coordenadas positivas, dap = x4 — Xp.

a
B e ————— -
lgr B
¥ i P
Iy E} E X

Figura 1.8: Distancia entre dos puntos con coordenadas de distinto signo, dap = xg — X4.
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dig
W mmmmmm————— -
|£IL B
: 4 -
Xy :T—,- 0 X

Figura 1.9: Distancia entre dos puntos con coordenadas negativas, dap = xp — XA.

De los casos ilustrados en las figuras 1.6 a 1.9, vemos que la distancia depende de las coordenadas
de los cuerpos A y B. En ciertos casos la distancia es x4 — xp (figura 1.7) y en otras es xp — x4 (figuras
1.6, 1.8, 1.9), ya que, como dijimos, la distancia nunca puede ser un nimero negativo. Para no tener que
analizar en cada caso en particular qué diferencia es la que debemos calcular, definimos

dAB :|XB—XA ’Z’XA—)CB‘ . (1.1)

Es decir que en nuestro universo unidimensional la distancia entre dos puntos es el valor absoluto de la
diferencia de las coordenadas de ambos puntos.

SECCION 1.4

Relacion entre posicion y tiempo

Hemos dicho que vamos a describir el movimiento de cuerpos que se mueven sobre lineas rectas.
Hasta ahora hemos desarrollado los elementos necesarios para dar la posicion (sistema de coordenadas
y coordenadas de los cuerpos) en la recta. Decir que estudiaremos cdmo se mueven significa analizar
cémo se modifica su posicion a medida que transcurre el tiempo. Si bien el concepto de tiempo es algo
dificil de definir, pensemos por ahora que el tiempo es simplemente aquello que medimos con un reloj y
que siempre aumenta.

Supongamos que tenemos un cuerpo que se desplaza sobre una recta. A esa recta le adosamos un
sistema de coordenadas para poder dar su posicion de manera univoca. Ahora saquemos fotos del sistema
a distintos tiempos. La figura 1.10 representa esta situacion.
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Figura 1.10: Posiciones sucesivas de un mévil a lo largo del tiempo.

Entonces, tenemos que las coordenadas son sucesivamente x1,x7,X3,X4,X5,Xg, . . . correspondientes a
los instantes #y,ty,13,4,15,1,... que son sucesivos y crecientes (1] <tp <t3 <ty <t5 <tc < ...) Con
estos valores de x y ¢ podemos confeccionar la tabla 1.1.

r | x
RES
h | X2
13 | X3
14 | X4
I5s | X5
e | X6

Tabla 1.1: Tiempos y posiciones registradas para un moévil.

Sabemos cémo medir las coordenadas x;; analicemos ahora cémo definir los valores de tiempo, ¢;.
Podriamos tomar para ¢ la “hora civil” por ejemplo:

t1 =las 12 hs 35 min 48,3 s del 9 de marzo de 1993

ty =las 9 hs 28 min 15,2 s del 10 de octubre de 2007

Al hacer esto estamos aceptando una convencion, pues asignamos a ¢ el tiempo transcurrido a partir
de cierto momento histérico que arbitrariamente se definié como cero. En los ejemplos, el origen de la
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medicién del tiempo coincide con el nacimiento de Jesuds y esto es lo que generalmente se tomd como
origen temporal para narrar la historia de la humanidad en Occidente. En este marco, se toma como
tiempos negativos los que corresponden a instantes previos al origen (por ejemplo, el afio -59 corresponde
al afio 59 AC). Este origen del tiempo, como cualquier eleccién de punto de partida, es arbitrario y no es
compartido por todas las culturas. Asi, resulta mds razonable hacer lo mismo que ya hemos hecho con el
origen del sistema de coordenadas: elegir arbitrariamente el origen del tiempo que sea més conveniente
para nuestra descripcién del movimiento. Esto es, nuestro aparato de medicién de tiempos, més que un
reloj usual, funciona como un crondémetro.

Al igual que la unidad de longitud, la unidad de tiempo dependerd del fendmeno que estamos de-
scribiendo, podemos usar como unidad millones de arios si se trata de eventos geoldgicos, o nanose-
gundos si describimos fendémenos atémicos, aunque en la vida diaria, describiendo movimientos de au-
toméviles, pelotas, proyectiles, etc, resulta adecuado en general usar horas (), minutos (min) o segundos
(s). Ademas el sentido serd siempre creciente hacia el futuro. Por lo tanto, elegimos el origen del tiempo
t en la tabla de manera que nos resulte mas cdémodo, por ejemplo, podemos elegir uno de los valores de
t de la tabla 1.1 como origen, y considerar que:

= El tiempo correspondiente al origen es igual a 0
= Tiempos posteriores al origen son positivos (¢ > 0)

= Tiempos anteriores al origen son negativos (¢t < 0)

Con estos elementos podemos representar los valores de tiempo de manera similar a lo que hicimos
con los del espacio, como se muestra en la figura 1.11. Es decir que tendremos un sistema de coordenadas
temporales donde cada punto de la recta asociada representa un instante. La separacion entre dos puntos
de este eje se denomina intervalo de tiempo.

R =5 ettt eteteteieieted ' Attt :

Figura 1.11: Representacion gréfica del eje temporal.

SECCION 1.5

Funcion de movimiento

Para describir el movimiento de los cuerpos usaremos coordenadas espaciales x y temporales ¢, que
estdn relacionadas entre si. Las coordenadas espaciales se expresan en unidades de longitud, tales como
cm, m, km, etc., mientras que las temporales en unidades de tiempo, por ejemplo, s, min, h, afios, etc.
Es importante notar que la determinacién experimental de una magnitud, por ejemplo la longitud de un
objeto, debe comunicarse haciendo referencia a alguna unidad de medida, por ejemplo metros. De lo
contrario, decir que el objeto en cuestion “tiene una longitud de 7~ carece totalmente de sentido, ya que
podria tratarse de una galaxia o un dtomo, segin cudl sea la unidad no comunicada. A partir de ahora,
para referirnos a unidades de distintas magnitudes utilizaremos corchetes; por ejemplo: [¢] = m significa
“las unidades de longitud son metros”, o bien: [¢] = s quiere decir “las unidades de tiempo son segundos”.
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En el ejemplo de la figura 1.10, la relacién entre ¢ y x se pone en evidencia en la tabla 1.1, que
hemos confeccionado con los valores de ¢; y x;. Alli queda explicita la posicién del cuerpo (coordenada
espacial) observada, es decir medida, para cada valor de tiempo (coordenada temporal). Sin embargo,
para todos los instantes existentes entre dos instantes consecutivos medidos ¢; y #;+1, desconocemos cudl
es la posicion del cuerpo. Podemos realizar nuevos experimentos tomando mayor cantidad de datos
(t;,x;), pero nunca podremos conocer experimentalmente la posicion del cuerpo para todo instante. Si
graficamos los valores de la tabla colocando en el eje de las abscisas los valores de 7 y en el de las
ordenadas los correspondientes de x, este conjunto de puntos mostrard la informacion experimental que
disponemos sobre el movimiento del cuerpo como se muestra en el grafico de la izquierda de la figura
1.12. Pero el hecho de no poder medir la posicién en todo instante nos lleva a hacer dos hipétesis:

I) En cada instante en el intervalo de observacién un cuerpo puntual estd en un y solo un lugar.

11) El movimiento de todo cuerpo es continuo. Es decir, en una dimensién, un cuerpo para llegar de un
punto a otro debe pasar por todos los puntos intermedios.

Estas hip6tesis equivalen a asumir la existencia de una funcién matematica x(¢), denominada funcion
de movimiento del cuerpo (también llamada funcion posicion), que al ser evaluada en cada uno de los
instantes de la tabla 1.1 resulta en la coordenada del cuerpo correspondiente a dicho instante. La funcién
de movimiento x(¢) es la descripcién matemadtica del movimiento del cuerpo. Supondremos, hasta tener
evidencia experimental de lo contrario, que esta funcién evaluada en cualquier valor de ¢ (tabulado o
no) da la coordenada del cuerpo en ese instante (ver figura 1.12). Si realizamos nuevas mediciones y
esta funcién de movimiento no logra describir alguna o algunas de las nuevas mediciones, deberemos
buscar una nueva funcién de movimiento x(7) que describa la totalidad de la informacién experimental
que tengamos sobre el movimiento del cuerpo.

Figura 1.12: En el gréfico de la izquierda vemos la representacién gréfica arbitraria de los puntos experi-
mentales de la tabla 1.1. En la figura de la derecha se superpone la funcién de movimiento continua x(z).

Veamos ahora como pueden ser las gréificas de las funciones de movimiento de un cuerpo. En la
figura 1.12 ya vimos una funciéon de movimiento posible de un cuerpo. Puede verse del grafico que para
cada instante estd determinada la posicion del cuerpo, es decir su coordenada x.

En Ia figura 1.13 se muestran dos graficos que corresponden a funciones del tiempo; sin embargo
estos no pueden representar funciones de movimiento ya que no describen situaciones posibles. La fun-
cioén de la izquierda no estd definida en el intervalo (#,%,), lo cual corresponderia a la descripcion del
movimiento de un cuerpo que desaparece en el instante ¢, reapareciendo en el instante #,; pero como
no existe evidencia experimental de que un cuerpo pueda desaparecer y luego reaparecer, esta no es una
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descripcidn fisica admisible. Por otro lado, en el grafico de la derecha se describiria el movimiento de un
cuerpo que en un determinado instante #; estd en un lugar e inmediatamente después estd en otra posicion
diferente sin haber pasado por todas las otras posiciones que unen dichos puntos; nuevamente, no existe
ninguna evidencia experimental de que la posicién de un cuerpo pueda variar en forma discontinua. Asi,
ninguna de las funciones de la figura 1.13 corresponde a funciones de movimiento.

Figura 1.13: Ejemplo de dos funciones que no pueden ser de funciones movimiento: la de la izquierda
no estd definida en el intervalo (¢1,7,); la de la derecha es discontinua ent =1;.

La relacién mostrada en la figura 1.14 no corresponde a una funcién y en particular, no puede rep-
resentar el movimiento de un cuerpo, pues para cualquier instante en el intervalo (¢1,#;) el cuerpo se
encuentra en tres posiciones diferentes simultdneamente, lo que contradice nuestra suposicion funda-
mental de que todo cuerpo se encuentra en un y solo un lugar en un dado instante.

Figura 1.14: Ejemplo de una relacién que no puede ser funcion de movimiento, ya que representaria un
cuerpo que se halla al mismo tiempo en mas de un lugar para r € [t;,1].

En resumen, la relacién entre los valores de las coordenadas x; y los tiempos ¢#; que representan el
movimiento de un cuerpo debe ser una funcién, y esta funcién debe ser continua (es decir que su grafica
no puede tener saltos) y ademds debe estar definida en todo el intervalo de interés. Mds adelante veremos
que es necesario imponer mayores condiciones a una funcién para que pueda representar el movimiento
de un cuerpo.
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1.5.1. Ejemplos de funciones de movimiento

A continuacién vamos a analizar algunas funciones matematicas que pueden representar funciones
de movimiento.

Funcion constante

Consideremos la funcién x(¢) = ¢, donde ¢ es un nimero real. En particular, elegiremos un valor
positivo para c, a los fines de graficar la funcidn, tal como se muestra en la figura 1.15.

Figura 1.15: Funcién de movimiento de un cuerpo en reposo en x = c.

Este gréifico representa la funcién de movimiento de un cuerpo que estd en reposo, es decir que para
todo tiempo el cuerpo estd en la misma posicién x = c.

Funcion lineal

Una funcién de movimiento lineal constituye un caso mas interesante. La expresion matematica
correspondiente esta dada por

x(t)=at+b; con a,beR. (1.2)

Sabemos que el grafico de esta funcion (ver figura 1.16) es una recta y que la constante a es la pendi-
ente y b, la ordenada al origen. Al movimiento representado por esta funcién se lo denomina “Movimien-
to Rectilineo Uniforme” (MRU). Ya veremos mas adelante a qué se debe esta denominacién. Por ahora
trataremos de entender cémo se “lee” un gréifico de este tipo. En primer lugar, no debe olvidarse nunca
que el tipo de movimiento que estamos describiendo es unidimensional y que las coordenadas espaciales
estan en el eje x. Esto nos dice que el mdvil “camina” por el eje x, no por el grafico de la funcién de
movimiento, en este caso la recta de pendiente a. Si esta pendiente es positiva, como la mostrada en la
figura 1.16, a medida que transcurre el tiempo el cuerpo va cambiando su posicién siguiendo la direccién
de crecimiento del eje x, se mueve en sentido positivo. Si a fuera negativo, eso querria decir que a medida
que pasa el tiempo, se va desplazando hacia la direccién opuesta a la flecha del eje x, se mueve en sentido
negativo. Cuando a vale cero, estamos en el caso anterior, es decir, el reposo es un caso particular del
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MRU. El valor de la constante b indica la posicién para t=0; en particular, si b=0, el cuerpo esta en el
origen de coordenadas cuando #=0.

Figura 1.16: Funcién de movimiento lineal con a, b > 0.

Si nos plantean que un cuerpo se desplaza con movimiento rectilineo uniforme, y que en el instante
t1 se encuentra en la posicién x; y en otro instante #, estd en la posicidn x,, como por dos puntos dados
pasa una y solo una recta, podemos determinar cudl es su funcién de movimiento. Saber que el cuerpo
se mueve con movimiento rectilineo uniforme nos indica que la funcién de movimiento serd una funcién
lineal, x(¢) = at + b, cuya grafica es una linea recta. Ademds sabemos que los pares ordenados (7;,x;)
y (f2,x2) pertenecen a dicha recta. Por lo tanto el problema de encontrar la funcién de movimiento se
reduce a resolver el problema matemadtico de encontrar la ecuacién de la recta que pasa por los dos pares
ordenados indicados (ver figura 1.17).

Figura 1.17: Recta que pasa por dos puntos dados.

Con la informacién proporcionada podemos escribir las ecuaciones

xi=at1+b ; xo=at,+b, (1.3)

y resolviendo este sistema de ecuaciones podemos calcular los valores de las constantes a y b,
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TN, hhxy—1ix2

- ’ 14
h—t h—1 (1.4

obteniendo asi la expresion de la funcién de movimiento.

Funcion cuadratica

Veamos ahora el caso en que la funcién de movimiento de un cuerpo es dada por una funcién
cuadratica,

x(t) = at> +bt+c con a,b,ccR;; a#0. (1.5)

El grafico de esta funcién es una pardbola, con ramas hacia arriba si a > 0 (caso mostrado en la figura
1.18 izquierda), o hacia abajo si a < 0 (caso mostrado en la figura 1.18 derecha), el vértice de la parabola
se encuentraen t = —b/2a; x = c — b* /4a.

Notar que la figura 1.18 (izquierda) representa el movimiento de un cuerpo que viene de coordenadas
positivas hacia las negativas, llega al vértice, que es el punto minimo x,, = ¢ —b? /4a, y se vuelve hacia las
coordenadas positivas cada vez mayores. Por otro lado, la figura 1.18 (derecha) muestra el movimiento
de un cuerpo que viene de coordenadas negativas hacia las positivas, llega al vértice, que en este caso es
un punto méaximo, xj; = ¢ — b*/4a, y se vuelve hacia las coordenadas negativas cada vez menores.

X X

xM=c-b2/4a

-b/2a

t -b/2a t

X, =c—b2/4a

Figura 1.18: Funcién de movimiento cuadritica con a > 0; b, ¢ < 0 (izquierda) y a < 0; b,c > 0
(derecha).

Sabemos que por tres puntos no alineados pasa una y solo una parabola, entonces si nos dicen que
un cuerpo tiene un movimiento parabdlico, necesitaremos medir la posicién del cuerpo en tres instantes
distintos para calcular los pardmetros a, b y ¢ que definen la funcién de movimiento. Genéricamente
llamaremos (t;,x1); (f2,x2); (t3,x3) a estos tres puntos; obtener los coeficientes de la pardbola resulta
algo mds complicado que en el caso lineal, pero después de un poco de dlgebra obtenemos
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_(e-x)(B-tn)—(3—x)(—1)
(h—11) (3 —12) (11 —13)
1 (o —x3) +15 (3 —x1) +15 (x1 —x2)
(2 —11) (13 —12) (11 —13)
o= hts(h—n)x1+h5(L—1)x+0h(H —h)x3
a (a—1) (13 —12) (11 —13)

b= (1.6)

SECCION 1.6

Encuentro

Diremos que dos cuerpos se encuentran si en un dado instante estos se hallan en un mismo lugar. Si
graficamos las funciones de movimiento de ambos cuerpos es posible visualizar el encuentro como el
punto donde las graficas se cortan.

En general, decir que dos cuerpos A y B se encuentran, cualesquiera sean las funciones que describan

sus posiciones en funcién del tiempo, x4(f) y xp(¢), implica que estdn en la misma posiciéon (misma
coordenada) al mismo tiempo, esto es, cumplen las ecuaciones

XA (te) = Xe 5 xB(te) = Xe, 1.7)

donde ¢, es el tiempo de encuentro y x, la coordenada de ambos méviles en dicho instante.
Analicemos un par de ejemplos simples:

a) Supongamos el caso particular de dos cuerpos (denominados A y B) que se desplazan con movimien-
to rectilineo uniforme, y por lo tanto sus funciones de movimiento son descriptas por funciones lineales.
Si las graficas de estas funciones son rectas no paralelas, entonces estas se cortardn en un punto, tal como
se muestra en la figura 1.19. Fisicamente entendemos esto como que en ese punto ambos cuerpos se
encuentran, es decir los dos cuerpos estan en la misma posicién en el mismo instante.

X A

~ [--°
~

Figura 1.19: Encuentro de dos méviles con MRU.
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Si las funciones de movimiento de los cuerpos A y B son

xA(t) =ast+by ; )CB(Z‘) =apt+bp, (1.8)

entonces, para determinar el tiempo ¢, y la coordenada x, de encuentro, debemos resolver las ecuaciones
(1.7) para las funciones de movimiento dadas en (1.8),

bp—b bgp—agb
f, = B A ;Xe:aA B —dB A. (19)
as —dag as —dap

b) Supongamos que las funciones de movimiento de cuatro cuerpos son:

() =222 1% —2m; (1.10)
S N

xp(t) = 126 +2 m; (1.11)
h)
m 5

xelt) =151 = >m: (1.12)
m

xp(t) =12 —4m. (1.13)

S

Notar que a las constantes que multiplican las distintas potencias de ¢ le adjudicamos unidades tales
que las coordenadas tengan las dimensiones de longitud adecuadas. En el capitulo siguiente volveremos
sobre este tema.

La funcién de movimiento del cuerpo A, dada en la ecuacién (1.10), es una funcién cuadratica, cuyo
gréfico es una pardbola, mientras que las funciones de movimiento de los otros tres cuerpos (B, C 'y D)
son funciones lineales y sus gréficas serdn rectas. Si analizamos estas tres funciones lineales veremos
que tienen la misma pendiente y diferentes ordenadas al origen; es decir sus gréaficos son rectas paralelas
y por lo tanto no se cortardn en ningtn punto. Fisicamente esto implica que no habré ninglin encuentro
entre los cuerpos B, C y D. Por lo tanto sélo es necesario analizar los posibles encuentros del cuerpo A
con cada uno de los otros tres cuerpos.

Analicemos primero el problema de encuentro del mévil A con el B. Si se encuentran se debe verificar
que

.mngﬁ—I%Q—Zm ;.&:1%Q+2m. (1.14)

Este sistema de ecuaciones arroja dos soluciones para f,, —1 s y 2 s. Esto implica que los cuerpos A y
B se encontrardn dos veces. Reemplazando estos valores de tiempo en la ecuacidén correspondiente al
cuerpo A o al cuerpo B podemos determinar la posicién donde se produce el encuentro. Paraz, = —1s
se encontrardn en x, = 1 m; y para t, = 2 s los cuerpos se encontrardn en x, = 4 m.

Para analizar el encuentro de los cuerpos A y C planteamos las ecuaciones

5
xe=2202-1%—2m 5 x=1214—-2m, (1.15)
) s S 2

y dado que un dnico valor de 7, es solucion de este sistema de ecuaciones, esto nos permite determinar
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que los cuerpos A y C se encontraran en el instante £, = 0,5 5 y en la posicién x, = —2 m.

Finalmente, para estudiar el encuentro entre los cuerpos A y D planteamos el siguiente sistema de
ecuaciones

xe:2gt3—l?te—2m : xezl?te—4m. (1.16)

Podemos verificar que no existe ningiin nimero ¢, real que sea solucién de este sistema. Fisicamente esto
significa que los cuerpos A y D no se encuentran nunca.

Las soluciones que hemos obtenido para el encuentro de los cuerpos A, B, C 'y D se corresponden con
lo que se puede observar en las graficas de las funciones de movimiento de estos cuerpos, representadas
en la figura 1.20.

x [m],

C

N

Figura 1.20: Encuentro del mévil A con los méviles B, C'y D.

t[s]

Debemos tener especial cuidado si buscamos puntos de encuentro entre dos cuerpos cuando alguna,
o ambas funciones de movimiento estdn definidas a trozos. Supongamos que deseamos determinar si dos
cuerpos, llamados A y B, se encuentran, si sus funciones de movimiento estdn dadas por:

() =121 2m; (1.17)
S
1% —1m ;1 <O0s
t) = S 1.18
x5(t) 182 +1%—1m 5 1>0s. (1.18)

La funcién de movimiento del cuerpo A es una funcién lineal y describe la coordenada del cuerpo
para todo tiempo. La coordenada del cuerpo B no puede ser descripta por una dnica expresién que sea
vélida para todo tiempo y por ello estd definida en dos tramos (ecuacidn (1.18)). Para tiempos menores
que cero la funcién de movimiento es lineal y para tiempos iguales o mayores que cero es una funcién
cuadratica. Para resolver el problema de encuentro entre estos cuerpos necesitamos analizar qué ocurre
en cada uno de los intervalos de tiempo.

Para tiempos menores que cero planteamos la condicion de encuentro escribiendo el siguiente sistema
de ecuaciones

xe:—l%zﬁzm : xezl?te—lm. (1.19)
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Al resolver este sistema obtenemos como solucidn que el tiempo de encuentro es 7, = 1,5s. Si bien este
valor es solucién de las ecuaciones (1.19), no tiene sentido fisico pues estd fuera del intervalo de tiempo
t < 0 que estamos considerando. Por lo tanto no ocurre ningun encuentro para tiempos menores que cero.

Para tiempos iguales o mayores que cero, planteamos la condicién de encuentro mediante el sistema
de ecuaciones siguiente:

xe:—lgte—i—Zm ; xezlsﬂztez—i—l%te—lm. (1.20)

Resolviendo este sistema de ecuaciones, vemos que tiene dos soluciones para el tiempo de encuentro,
siendo ellas #,, = -3 5 <0y, =15 >0. Aunque ambos valores satisfacen las ecuaciones (1.20),
solo ,, = 1 s estd dentro del intervalo de tiempo que estamos considerando. Reemplazando este valor
en cualquiera de las funciones de movimiento correspondientes a ¢ > 0 podemos calcular el valor de la
coordenada en que se produce el encuentro, x, = 1 m.

Por lo tanto, los cuerpos A y B sélo se encontrardn una vez en t = 1 s y la coordenada del encuentro
serd x = 1 m, que se corresponde con el punto donde se cortan los gréficos de las funciones de movimiento
mostrados en la figura 1.21.

x [m]
61
A\:_
SR T —~—t[s]
24
B |

Figura 1.21: Funciones de movimiento dadas por las ecuaciones (1.17) y (1.18), esta dltima definida por
tramos. El punto sefala el encuentroent, =1s, x, = 1 m.

SECCION 1.7

Distancia recorrida y desplazamiento

Si bien en el lenguaje cotidiano se suelen utilizar de manera indistinta las expresiones “distancia
recorrida” y “desplazamiento”, en cinemadtica tienen dos significados totalmente diferentes.

Definimos como distancia recorrida la longitud del camino que ha realizado el cuerpo en un deter-
minado intervalo de tiempo. La distancia recorrida es siempre una magnitud positiva y, por ejemplo, en
un automdvil seria lo que leemos en el cuentakilémetros.

Por otra parte, el desplazamiento de un cuerpo es cudnto se ha modificado su posicién en un deter-
minado intervalo de tiempo con respecto a su posicion inicial. Por lo tanto, si la funcién de movimiento
de un cuerpo estd dada por x = x(¢), su desplazamiento en el intervalo de tiempo [t1,,] serd x(t) — x(t).
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Denotaremos este desplazamiento usando la letra griega “delta”mayuscula, Ax = x(f2) —x(t1) = x2 —x;
(en pocos afios, si bien no aprenderemos griego, su alfabeto nos resultard tan familiar como el latino).
De manera similar, denotaremos la distancia recorrida en el mismo intervalo de tiempo como dj5.

Para ejemplificar calculemos el desplazamiento de un cuerpo en el intervalo de tiempo [f1,1;] para
algunas funciones de movimiento particulares. En la figura 1.22 vemos la grafica de la funcién de
movimiento de un cuerpo.

Figura 1.22: Funcién de movimiento de un mévil con direccién de viaje positiva en el intervalo [t1,1],
donde se obtiene el mismo valor para la distancia recorrida y el desplazamiento.

En este caso la distancia recorrida y el desplazamiento del cuerpo en el intervalo de tiempo [t1,1;]
coinciden en sus valores: dj2 = Ax = xp-x7.

Supongamos ahora que la funciéon de movimiento del cuerpo es la mostrada en la figura 1.23.

Figura 1.23: Funcién de movimiento de un mévil con direccién de viaje negativa en el intervalo [t;,%],
donde se obtiene para la distancia recorrida el valor del desplazamiento cambiado de signo.

El cuerpo cuya funcién de movimiento se grafica ha recorrido una distancia dj =| x, —x1 | (>0)y
ha sufrido un desplazamiento Ax = x, —x; (< 0).

En el caso particular mostrado en la figura 1.24 vemos que el cuerpo al final del intervalo se encuentra
en la misma posicidén que al inicio, x| = xy; por lo tanto el desplazamiento del cuerpo es Ax =x; —x; =0,
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mientras que la distancia que ha recorrido es djp = 2(xy — x1). Notar que no necesitamos conocer el
instante en que el mévil estuvo en xy; para calcular la distancia recorrida.

Figura 1.24: Funcién de movimiento de un mévil cuya direccién de viaje cambia de positiva a negativa
en el intervalo [t1,%,], donde el desplazamiento es nulo, mientras que la distancia recorrida es dj, =
2 (xpr —x1).-

(Qué sucede si el mdvil se mueve a veces hacia las coordenadas positivas y otras hacia las coor-
denadas negativas? Para el célculo del desplazamiento esto no es relevante, ya que solo nos interesa
conocer las posiciones inicial y final. En cambio, para calcular la distancia recorrida debemos calcular
cada distancia parcial recorrida hacia las coordenadas positivas y hacia las coordenadas negativas y luego
sumarlas. Veamos esto en un ejemplo concreto:

1 m m 1
x(t):§s—3t3—1;t—|—§m, (1.21)
cuyo gréfico se muestra en la figura 1.25.
x [m]
St Zls 18]

Figura 1.25: Funcién de movimiento de un mévil con direccién de viaje tanto hacia las coordenadas
positivas como hacia las negativas en el intervalo [t1,73].

Sean los instantes 1; = —v/3 s ;1o = 1 s y 3 = v/3 5. Supongamos que queremos conocer las distancias
y desplazamientos entre el instante 7; y los instantes f, = 1 s y 13 = /3 s y entre el instante #, y el instante
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t3. Lo primero que hacemos es calcular la posicién del mévil en estos tres instantes:

1 1 1
x1:x(t1):5m ; xzzx(tz):—gm ; X3:x(t3):§m. (1.22)

Con estos datos ya estamos en condiciones de calcular los desplazamientos:

1 1 2 1 1 1 1 2
Axlzz(—g—i)m:—gm ; Ml}zim_im:() ; Ax23:§m_(_6m):§m‘ (1.23)

El célculo de las distancias recorridas requiere mds cuidado, ya que debemos conocer las distancias
recorridas en sentido positivo y las recorridas en sentido negativo, asi calculamos primeramente la posi-
cion en fy7; xpr = (7/6) m (como t,, = t,, ya conocemos x;, = x). Con esto podemos averiguar las distan-
cias recorridas en los intervalos [t1,fy] : diy = (2/3)m; [ty tm) 2 dym =dun =|—1/6—T7/6lm = (4/3)m
Y [tm,13] © dw3z = da3 = (2/3) m. Asi obtenemos finalmente

2 4 2
d12—d1M+dM2—<+>m—2m ; d13_d12+d23—<2+>m—

8
313 3 m. (1.24)

3



Velocidad y Derivadas

SECCION 2.1

Velocidad media

Hasta aqui hemos incorporado algunos elementos esenciales con el propdsito de describir el movimien-
to de un cuerpo que se mueve sobre una recta. En primer lugar definimos un sistema de coordenadas y
las coordenadas; con ello queda rigurosamente determinada la posicién de un cuerpo en la recta. Luego
definimos la funcién de movimiento del cuerpo, x = x(¢), que nos permite determinar la coordenada del
cuerpo en cada instante.

Pero, como veremos, la funcién de movimiento guarda mucha més informacién, que en los siguientes
capitulos aprenderemos a obtener. En particular, es claro que no solo nos importa qué distancia recorre
un cuerpo, sino también en cudnto tiempo lo hace. Si vamos en 20 minutos de Cérdoba a Carlos Paz
diremos que fuimos “muy rapido”, si en cambio demoramos 2 horas, diremos que fuimos “muy lento”.
Pero los fisicos debemos cuantificar todas nuestras observaciones, asi que en lugar de rdpido y lento
definimos:

Velocidad media de un cuerpo es el cociente entre el desplazamiento del mévil y el intervalo de tiempo
en el cual lo ha realizado.

Denotaremos la velocidad media como v. Si el movimiento de un cuerpo estd descripto por x(z),
y el movil estd en x; = x(¢1) en el instante #; y en un instante 7, > t; estd en x, = x(f7), la expresion
matemadtica para la velocidad media en el intervalo At =1, —t; es

(t1,1) = (1, At) = w - %, 2.1)

donde Ax = x, — x;. Notar que la velocidad media depende de ambos instantes, #; y f,, 0, equivalente-
mente del instante 71 y la duracién del intervalo temporal Az.

A diferencia de coordenadas y tiempos, no necesitamos definir unidades de velocidad, ya que esta es

una unidad derivada, esto es, si ya definimos las unidades de longitud (metros o kilémetros, o...) y las
de tiempo (segundos, u horas, o...), las de velocidad estdn dadas, siendo

V]=r3="0""06-"6- 2.2)
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La velocidad media nos da informacién acerca de la “rapidez” con que se desplaza el cuerpo, es decir
cudn ripido modifica su posicién. Como se puede ver en el grifico 2.1, el valor de la velocidad media
coincide con el valor de la pendiente de la recta secante a la curva x(¢) que pasa por los puntos (¢,x;) y
(lz,Xz).

X
xZ"""""""""""'_: .
s
v>0 -7 f
P 1
x | L 1
1 > !
e | :
,.’ 1 H
e t
) ; I t

Figura 2.1: La velocidad media entre dos puntos es la pendiente de la recta secante a x(¢) que pasa por
dichos puntos.

Como At es siempre positivo, el signo de la velocidad media estard dado por el signo de Ax. En el
gréfico 2.1 vemos que x, > x; por lo que la velocidad media es positiva. En el grafico 2.2 es x; < xj,yla
velocidad media es negativa.

Notemos que si hubiéramos elegido un sentido diferente para las coordenadas crecientes, los signos
de la velocidad media cambiarian en ambos casos. Por lo tanto podemos decir que es el valor absoluto de
la velocidad media el que nos da informacién de cudn rapido se movié el cuerpo que estamos observando
en el intervalo de tiempo de interés y el signo nos dice hacia dénde se movi6 en dicho intervalo respecto
del sistema de coordenadas utilizado para la descripcién del movimiento.

Figura 2.2: La velocidad media puede ser positiva, como en la figura 2.1, o negativa, como en este caso.

Analicemos el caso particular en que el cuerpo haya modificado su posicién con el tiempo, pero que
en el intervalo de tiempo considerado, la posicién del cuerpo sea la misma en el instante inicial y el
final, como se muestra en el grifico 2.3. En este caso, aplicando la ecuacién (2.1), obtendremos que la
velocidad media serd igual a cero.
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Figura 2.3: Aunque un cuerpo se esté moviendo, su velocidad media en un intervalo particular puede ser
nula.

No debemos confundir nuestra definicién de velocidad media con velocidad promedio (V) = d/t,
donde d es la distancia recorrida por el cuerpo y ¢ el tiempo utilizado para recorrer dicha distancia.
Por ejemplo cuando vemos una carrera (de autos, motos, bicicletas, etc.) el movil parte del reposo y su
velocidad varia en el transcurso de la competencia. Sin embargo la prensa nos da como informacién la
velocidad promedio, este dato se calcula como el cociente entre la distancia total recorrida (jque no debe
confundirse con Ax!) y el tiempo que demoré en hacerlo y nos dice con qué velocidad constante el mévil
hubiese recorrido la misma distancia en el mismo tiempo empleado. En contraste, de acuerdo con su
definicidn, la velocidad media de un mévil en toda carrera donde el punto de partida coincide con el de
llegada sera cero.

2.1.1. Calculo de la velocidad media para algunas funciones de movimiento

Analicemos ahora la velocidad media para algunas de las funciones de movimiento simples estudi-
adas en el capitulo 1.

a) Funcién de movimiento constante: x(1) = ¢

c—¢C
h—1

x(t)=cyxn)=c=v= —0 Vi, >1. (2.3)

Vemos que independientemente del intervalo de tiempo que tomemos la velocidad media es nula. Esto es
compatible con el movimiento descrito por esta funcién de movimiento, la cual corresponde a un cuerpo
en reposo.

b) Funcién de movimiento lineal: x(¢) = at + b:

x(t)=ati+b;x()=at,+b=

th+b)—(at; +b th—t
V:(aer )—(ati+b) a(n 1):th1,tz>t1. (2.4)
Hh—1 h—n

Un cuerpo cuya funcién de movimiento es una funcién lineal tiene una velocidad media constante cuyo
valor coincide con la pendiente de la recta x(¢). Es por este motivo que denominamos en el punto 1.5.1
al movimiento descripto por esta funcién como Movimiento Rectilineo Uniforme (MRU) pues el cuerpo
se mueve sobre una recta y su velocidad media es constante independientemente de los instantes #; y £,
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que elijamos para su cdlculo. Notemos que la funcién de movimiento constante analizada en (a) es un
caso particular de MRU con a = 0.

Para las dos funciones de movimiento (funcién constante y funcién lineal) cuya velocidad media
hemos calculado, esta es constante, independiente del intervalo de tiempo utilizado para su cédlculo. En
ambos casos la recta secante, que une los dos puntos tomados para el cdlculo de la velocidad media,
coincide con la funcién de movimiento, esto es, la velocidad media es la pendiente de la recta x(7).

¢) Funcién de movimiento parabélica: x(t) = axt> + ait + ao. En la figura 2.4 mostramos una funcién
de movimiento parabdlica con a; > 0, a; < 0, ag > 0 (;cémo aseguramos esto?) con la correspondiente

recta secante a los puntos (71,x(t1)) y (f2,x(t2)), cuya pendiente es v(¢1,,). Veamos explicitamente cémo
la calculamos:

x(tl):aztlz—i-altl—ka() ; x(tg):a2t22+a1t2—|—a0:> (2.5)

(a2t§+a1 t2+a0) - (a2t12+al h —|—Clo)

V=
Hh—nh
2 2
_ e —t)ta(n—h)
h—nh
:az(t2+t1)+a1:a2(2t1—|—At)—|—a1. (2.6)

Figura 2.4: Funcién de movimiento parabdlica mostrando la recta secante a dos puntos, cuya pendiente
es v(t1,12) > 0.

Como vemos, en el caso en que la funcién de movimiento del cuerpo es un polinomio de segundo
grado, la velocidad media ya no es constante y depende de los valores de #; y f,, o equivalentemente,
de #; y At elegidos para su determinacion. Es decir que aunque mantengamos ¢ constante, la velocidad
media variard al cambiar el valor de At elegido. En la figura 2.5 se muestra una funcién de movimiento
parabdlica (también con a; > 0, a; < 0, ag > 0) mostrando tres velocidades medias para un mismo valor
de t;, siendo una positiva, otra nula y una tercera negativa dependiendo del valor de Az.

Podriamos seguir analizando la velocidad media para otras funciones de movimiento tanto o més
complicadas que la anterior y encontrariamos que, salvo para la funcién lineal, la velocidad media de-
pende de los valores elegidos para t; y At.
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X

Figura 2.5: Funcién de movimiento parabdlica mostrando tres rectas secantes, que, con igual valor de
t1, difieren en la eleccién de Ar, dando velocidades medias positiva, nula y negativa.

En particular podemos tener dos movimientos totalmente diferentes para los cuales la velocidad
media sea la misma en un dado tiempo inicial e intervalo de tiempo, como se muestra en la figura 2.6.

X

i
i
|
i

1 t2 !

Figura 2.6: Dos funciones de movimiento diferentes pueden tener igual v(¢;,#,) para alguna eleccién
particular de 71, 1.

SECCION 2.2

Velocidad instantanea - parte I

Como vimos, salvo cuando la funciéon de movimiento es una funcién constante o una funcion lineal
(MRU), el concepto de velocidad media no es un pardmetro que permita describir de manera clara el
movimiento del cuerpo. Por lo tanto debemos ver como podemos definir la velocidad de un cuerpo con
el propdsito de obtener un pardmetro que nos sea mds ttil en la caracterizacién de su movimiento. En
particular, una velocidad que dependa solo de un instante dado, no de dos (¢; y t, = #; + At). Intuitiva-
mente sabemos qué estamos buscando: la velocidad que nos marca el velocimetro del auto depende solo
del instante que miramos, es instantdnea, veamos cémo podemos definirla.
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La velocidad media caracteriza correctamente el movimiento rectilineo uniforme. Como v en este
caso no depende de #; ni de A¢, podemos genuinamente decir que la velocidad del mévil en cualquier
instante es V. En un caso general, lo que haremos es restringir el intervalo de tiempo en el cual vamos
a calcular la velocidad media. Podemos elegir un intervalo de tiempo lo suficientemente pequeiio de
manera tal que en este intervalo el movimiento pueda ser considerado aproximadamente rectilineo y
uniforme como se muestra en la figura 2.7.

Figura 2.7: Siempre podemos magnificar un trozo de curva hasta que este se aproxime tanto como
querramos a una recta.

Cuanto mds pequefio sea el intervalo de tiempo elegido para el cdlculo de la velocidad media, el
movimiento en dicho intervalo més se parecerd a un movimiento rectilineo uniforme. La velocidad media
que calculemos serd constante en dicho intervalo y por lo tanto nos dard informacién de cuan rapido varia
la posicién del cuerpo en un dado instante y un entorno reducido del mismo. Sin embargo, depende del
comportamiento de la funcién de movimiento, cudn pequefio debe ser el intervalo de tiempo en el cual
podemos considerar la funcién como (aproximadamente) lineal. Para solucionar este problema, lo que
podemos hacer es, dado un instante ¢#;, tomar un intervalo de tiempo y luego analizar qué ocurre con
la velocidad media cuando hacemos a éste cada vez mas pequeiio, esto es, hacer tender el tamafio del
intervalo de tiempo a cero, lo que denotaremos como At — (. Es importante notar que hacer Az tender a
cero excluye Ar = 0, esto es, el tamaiio del intervalo tiende a cero, pero es siempre no nulo.

En el célculo de la velocidad media estamos haciendo tender a cero el denominador; sin embargo
cuando el intervalo de tiempo tiende a cero también tiende a cero la variacion de la posicién del cuerpo
(Ax — 0) y por lo tanto podria esperarse que el cociente Ax/At tienda a un valor finito cuando At — 0.

Si calculamos la velocidad media haciendo tender el intervalo de tiempo a cero, Ar — 0, entonces
la velocidad media ya no dependerd mds del intervalo de tiempo sino solo del instante #; en el cual
estamos realizando el calculo. Por lo tanto, estaremos obteniendo una informacién que es funcién de un
determinado instante (tal como ocurre con la funcién de movimiento), asi este cdlculo ya no nos daré la
velocidad media del cuerpo sino la velocidad instantdnea en ¢ = ¢1. Definiremos entonces la funcién del
tiempo velocidad instantdnea como el limite del cociente entre el desplazamiento que realiza el cuerpo
en el intervalo de tiempo At y el tiempo en que lo realiza, A, cuando At tiende a cero:

x(t+At) — x(t) Ax
t)=lim —— = = lim —. 2.7
Vo) 150 At A0 At 7

Analicemos geométricamente qué es lo que estamos haciendo en este proceso de tomar limite. Recor-
dando que la velocidad media se obtiene como la pendiente de la recta secante a x(¢), cuando tomamos
intervalos de tiempo cada vez més pequefios, como se muestra en la figura 2.8, si At > A > A", ...,
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las distintas rectas secantes S, 8, S”,... se van aproximando cada vez mds a una recta que intersecta
la funcién en un solo punto. Esta recta, sefialada en la figura como 7', se denomina recta tangente a la
funcién de movimiento en el punto (¢;,x(z1)). Por lo tanto, el valor de la velocidad instantdnea del cuerpo
para un determinado instante viene dado por el valor de la pendiente de la recta tangente a la funcién de
movimiento en dicho instante.

7ot p+AL 1AL 1, +AL T

Figura 2.8: Idea geométrica de la velocidad instantdnea: se muestran tres rectas secantes S, S', S” corre-
spondientes a tres valores de intervalos temporales y la recta T, tangente a x(¢) en el instante t = 1.

Veremos mas adelante como calcular la pendiente de la recta tangente sin necesidad de estudiar las
rectas secantes para incrementos Az cada vez mas pequefios. Como dijimos en el capitulo 1, el lenguaje
de la fisica es la matematica, e iremos aprendiendo este lenguaje a medida que los fendmenos fisicos
que queremos describir nos lo exijan. En particular, en los parrafos precedentes hemos introducido una
nueva herramienta matematica: el limite. Utilizando este nuevo concepto, podremos definir la derivada
de una funcién, que nos dard un método para calcular la pendiente de la recta tangente a una curva en
un punto dado. La gran importancia de estos dos conceptos merecen abrir un paréntesis matematico que
nos permitird analizar en profundidad la cinemética de un mévil.

SECCION 2.3

El concepto de limite de una funcion

Nos restringiremos a dar una idea intuitiva y operacional de limite de una funcién, dejando su
tratamiento riguroso para cursos de Andlisis Matematico.

Diremos que el limite de una funcién f(x), cuando la variable independiente x tiende a un determi-

nado valor xg, es el valor L al cual tiende la funcién, independientemente de que la funcién esté definida
0 no en dicho punto, y lo denotaremos como

lim f(x) =L. (2.8)

X—X0

Notemos que tanto xo como L podrian ser £oo. En tales casos debemos tomar ciertos cuidados.
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Analicemos algunos ejemplos simples,

fx)=x> — limx*=4 (2.9)
x—2
1 1 1
fW=3 = limg=c; lim5=0
3x+7 x<3
fx)y=1¢ 4 x=3 — limf(x)=16.
232 -2 x>3 3

Notar que el limite de una funcidn para un cierto valor de la variable independiente no siempre existe,
un ejemplo dréstico es la famosa funcion de Dirichlet,

1 sixesun ndmero racional

flx)= { 0 sixesunndmero irracional ’ (2.10)

que no tiene limite definido para ningin valor real de x. Un caso “intermedio” importante es cuando
la funcién no es continua en x = xp, pero si en cualquier punto de un entorno de xg, y tiende a valores
diferentes segiin nos aproximemos al punto por nimeros mayores 0 menores que xg, veamos un ejemplo:

4x+1 six<1
flx)=4 9 six=1 Q.11)
253 six>1.

Claramente no existe el limite de f para x — 1, pero también es claro que la funcién tiende a 5 si nos
acercamos por valores menores que 1, y a 2 si nos acercamos por valores mayores. Diremos entonces
que f(x) tiende a 5 por valores menores que 1, y a 2 por valores mayores que 1, y lo denotaremos

lim f(x)=5 ; lim f(x) =2, (2.12)
x—1- x—1+
0, en general
lim f(x)=L" ; lim f(x)=L", (2.13)
X—Xg x—))car

y diremos que 1im,_,, f(x) existe si L~ = L*. Debemos tener en cuenta que cualquiera, o ambos de estos
limites pueden resultar infinito, por ejemplo

1 1
lim =—c ; lim = foo. (2.14)

x—a- X—da x—at X—a

Es importante notar que si una funcion f(x) es continua en x = xp, entonces lim,_, f(x) = f(xo)
(aunque también puede darse vuelta el argumento, en algunos libros se define una funcién como continua

en xg si limy_, f(x) = f(x0)).
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2.3.1. Algunas propiedades del limite de funciones

Si bien no desarrollaremos demostraciones, resulta importante conocer las siguientes propiedades:

1) Sean f(x)y g(x) funciones con limites definidos en x = xy,

lim f(x)=F; lim g(x) =G; F,G € R,

X—X0 X—X0

y 0L una constante, entonces

xlg? of(x)] = afF; (2.15a)

Iim [f(x) +g()] = F+G: (2.15b)

lim [f(x) g(x)] = FG; (2.15¢)

si G # 0 entonces lim @ = ul . (2.15d)
=0 g(x) G

11) Sean f(x), g(x) y h(x) funciones tales que f(x) < g(x) < h(x) para todo x en un entorno de xo,
excepto posiblemente en x = xg, y

lim f(x) =F; lim h(x) =F,

X—X0 X—X0

entonces el limite de g(x) para x — xo existe y

lim g(x) = F. (2.16)

X—rX0

2.3.2. Ellimite de sen(x)/x parax — 0

Hemos analizado varios ejemplos sencillos, pero el cdlculo de limite de funciones se complica cuan-
do f(x) es, por ejemplo, un cociente de dos funciones, f(x) = g(x)/h(x), y queremos calcular el limite
en un punto en que ambas, g y &, se anulan o divergen, por lo que no podemos utilizar la propiedad de-
scripta en la ecuacién (2.15d). Estos casos deben estudiarse con sumo cuidado. En los cursos de Andlisis
Matemadtico se veran técnicas especiales para su célculo. Ahora solo estudiaremos un caso particular, que
resulta instructivo y nos seré de utilidad en breve. Tomemos la funcién

) ix #£0

fx) = ; 2.17)
I six=0

que, para x # 0, es el cociente de dos funciones continuas que cumplen

limx=0 ; limsen(x) =0, (2.18)

x—0 x—0

y hemos incluido el punto f(0) = 1 arbitrariamente (a posteriori justificaremos este valor) para que f
esté definida para todo x € R.
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En la figura 2.9 podemos distinguir 3 4reas en orden creciente: A, < A, < A, cuyos valores podemos
calcular:

(a) A, es el drea de un tridngulo rectangulo de lados (1, cos(x), sen(x)) = A, = cos(x) sen(x)/2.
(b) Ap es el drea de un sector circular de radio R = 1 y abertura x = A, = x/2.

(c) A. es el drea de un tridngulo rectangulo de lados (1/cos(x), 1, tan(x)) = A, = tan(x)/2.

tg(x) /

SEM(X f----mmemmremerenemy _

Figura 2.9: Areas A, (punteada) < A, (punteada+rayada horizontal) < A. (punteada+rayada horizon-
tal+rayada oblicua).

Como A, < Ap < A, tenemos que

1 1
Ecos(x) sen(x) < % < Etan(x),

multiplicando por 2 y dividiendo estas desigualdades por sen(x) (que es no nulo y positivo para valores
pequeiios de x > 0),

X 1
sen(x)  cos(x)’

cos(x) <

invirtiendo los cocientes, lo cual invierte las desigualdades, obtenemos

1
cos(x) < sen(¥) <
X cos(x)
Sabemos que
1 =1 ; I =
<30 cos(x) * 250 cos (x) ’

entonces, por la propiedad (2.16), concluimos que
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tfm sen(x)
x—=0 X

=1. (2.19)

Ademads, como tomamos f(0) = 1 en la ecuacion (2.17), tenemos que f(x) asi definida resulta continua
en x = 0, como se muestra en la figura 2.10.

ol

\V/\\/\\/ \/\V/\V/

Figura 2.10: Gréfico de la funcién definida por la ecuacién (2.17).

SECCION 2.4

Derivadas

Ya hemos visto en la seccién 2.2 el concepto geométrico de recta tangente a una funcién en un
punto xp como limite de las rectas secantes que cortan la curva en y(xg) e y(xp + Ax) cuando Ax — 0.
Introduciremos ahora un nuevo concepto matematico que formaliza y amplia estas ideas, la derivada de
una funcién.

2.4.1. Definicion de derivada

Supongamos que tenemos una funcién y de la variable independiente x, y = y(x), definimos la deriva-
da de y(x) respecto de x en un dado punto xy como

- A
@(Xo) _ iy Y0+ AY) —y(x0) Ay

= 2.20
dx Ax—0 Ax Av—0 Ax’ (2.20)

donde Ay = y(xo + Ax) — y(xo). El nimero asi obtenido es el limite para Ax — 0 de las pendientes de las
rectas secantes a y(x) entre los puntos (xo,y(xo)) y (xo + Ax,y(xo + Ax)), entonces es la pendiente de la
recta tangente a y(x) en el punto x = xy.

Claramente podemos calcular este limite en cualquier punto del dominio de y(x), y si este existe,
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definimos la funcién derivada de y respecto de x como

— A
@(x): lim Y +AY) —y(x) _ lim 2

= —. 2.21
dx Ax—0 Ax Ax—0 Ax 2.21)
Una vez definida, calculemos como ejemplo la derivada de
x+2
y(x) = \/sen2 [In(x)] + et (2.22)
que, aplicando (2.21) resulta
2 A2 2 x+2
dy \/sen [In(x+Ax)] + A \/sen [In(x)]+35
—(x) = Ii 2.23
ax ™) = Jim, Ax (229

O no, mejor no intentemos calcular este limite, aprendamos primero reglas de derivacién y las derivadas
de algunas funciones, |y veremos que operativamente nunca usaremos la definicion, ecuacion (2.21) para
derivar funciones como esta!

2.4.2. Reglas de derivacion

Obtengamos a continuacion algunas reglas para calcular derivadas.
a) Derivada de una funcién multiplicada por una constante:

Supongamos que tenemos una constante C'y una funcion f(x) y queremos calcular derivada de y(x) = Cf(x).
Aplicando la definicion de derivada tenemos que

D _ tim YAy —y() _ lim Cf(x+Ax)—Cf(x)
dx A0 Ax Ax—0 Ax
(2.24)
= g PEFAI O] o A =S A
Ax—0 Ax Ax—0 Ax i

donde hemos usado la propiedad (2.15a) de limite. Entonces:

La derivada de una funcion multiplicada por una constante es la constante multiplicada por la derivada
de la funcion.

b) Derivada de una suma de funciones:

Sea y(x) = f(x) +g(x), entonces
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dx ~ Ax—0 Ax Ax—0 Ax

i [JEHA) @) A —g@)] | S A) = f() | gleAY) —g(x)
Ax—0 Ax Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax
_df dg
dx + dx’
(2.25)
donde hemos usado la propiedad (2.15b) de limite. Entonces:
La derivada de una suma de funciones es igual a la suma de las derivadas de las funciones.
¢) Derivada de un producto de dos funciones:
Sea la funcién y(x) = f(x) g(x). Su derivada serd
dy L YeEA) () e AN (e AY) — f(1)g()
dx A0 Ax Ax—0 Ax ’
sumando y restando f(x)g(x+ Ax) en el numerador, obtenemos
dy Sl Ag(r AY) — f(0)g() + F(glr+ Av) — F()glr+ A
dx A0 Ax
o Pl AN+ AX) — F(x)gl+ Av) + F(D)g(+ A) — F(x)g(x)
Ax—0 Ax
i [FG AT (e ) — f(x)g(r+A%) | f(x)g(r+A%) — S(x)gl)
Ax—0 Ax Ax (2.26)
i LA A% — (gAY | f(gla+ AX) — F(0)gl)
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
e S AY) — f(x)  8(x+Ax) —g(x)
= Am, Ax gletAv)+ Al Ax f@)
_df dg
= Lo+ L,

donde hemos usado las propiedades (2.15b) y (2.15¢) de limite. Entonces:

La derivada del producto de dos funciones es igual a la derivada de la primera funcion por la segunda
sin derivar mds el producto de la primera funcion sin derivar por la derivada de la segunda.

d) Derivada de la funcién compuesta:

Sean las funciones z = z(y) e y = y(x), definimos la funcion de la variable x, z compuesta con y, como
z[y(x)]. La pregunta que nos hacemos es, asumiendo conocidas
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jeudl es la derivada de la funcion compuesta z[y(x)] respecto de x? Haremos el cdlculo utilizando la
definicion:

d] et A] - )]
dx Ax—0 Ax ’

multiplicando y dividiendo esta expresién por Ay = y(x + Ax) — y(x), obtenemos

dzly(x)] _ o2 AY)] — 2] ylx+Ax) —y(x)
dx Ax—0 Ay Ax ’

aplicando la propiedad del limite (2.15c), usando que Ay — 0 para Ax — 0 tenemos

diy(x)] _ o 20+A) —20) |yt AY) —y(x) _ da(y) dy(x) (2.27)

dx Ay—0 Ay Ax—0 Ax dy dx

Podemos generalizar para el caso de una composicién de mds de dos funciones, es decir, supongamos
una funcion f = f{g[h(j...(y(x))...)]}, la derivada sera:

df{glh(j...(v()) .- I} _ df(g) dg(h) dh(j)  dy(x)
dx dg dh dj = dx

(2.28)

Esta regla de derivacion se denomina regla de la cadena.

e) Derivada del cociente de dos funciones:
Podriamos calcularla como en los casos anteriores utilizando la definicion (2.21) (dejamos a quien tenga
curiosidad que realice esta cuenta). Aqui usaremos un camino mds simple: primero aprenderemos la

derivada de y(x) = 1/x y aplicaremos la regla de la derivada de la funcién compuesta para obtener la
derivada de un cociente. Veremos entonces esta regla en la siguiente subseccion.

2.4.3. Derivadas de funciones simples

Calcularemos ahora derivadas de funciones que usamos frecuentemente.

Loy(x)=x"=1:

dy . yx+A)-yx) . 1-1
dx A Ax = am T Y

que, junto con la regla (2.24) nos dice que si C es una constante, entonces

ac

— =0. 229
Ix (2.29)

_— _— 1m
dx  Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax
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entonces
dx
—=1. 2.30
I ( )
3. y(x) =x*
dy ., ylx+Ax)—y(x) L (xFAx)? -2 . 2xAx+ AX?
— = llm - = llm —_— = llm
dx Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax
Ax(2x + Ax
g A 2 Ax = 2x,
Ax—0 Ax Ax—
entonces )
dx
— =2x. 2.31
I X (2.31)

Este resultado también puede obtenerse aplicando la regla del producto dada por la ecuacién (2.26),
con f(x) =x, g(x) = x = x*> = f g, y la derivada de x, ecuacion (2.30), asi

d  df
a8 1=2x.
I dxg+f X+x X
y(x) =
_ 3_ .3 3 2 2 3.3
dy _ oo y(x+Ax) — y(x) — ¥m (x+Ax)” —x i + 3x°Ax + 3xAx” +Ax° — x
dx A0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax
Ax(3x% + 3xAx + Ax?
i AXCXEIACEAY) o 521 3eart Ad) = 302,
Ax—0 Ax Ax—0
entonces

—— =3x%. 2.32
ik (2.32)
Similar al caso anterior, podemos obtener este resultado aplicando la regla del producto, ahora con
f(x) =x2, g(x) =x = x> = fg, junto a las derivadas ya calculadas, ecuaciones (2.30) y (2.31), asi

dx®  df

7S 21—
I dxg f 2x-x+x>-1=3x%.

y(x) =x",conneN:

Se puede obtener esta derivada usando la definicién (2.21), pero como veremos, una vez aprendidas
las reglas generales y las derivadas de las funciones elementales, usaremos muy pocas veces la
definicidn para calcular derivadas (como ya hicimos al aplicar la regla del producto para derivar
potencias cuadraticas y cuibicas). En particular, en este caso notamos que las ecuaciones (2.29-
2.32) parecen insinuar que al derivar x" “baja”la potencia n y se reduce en 1 la potencia de x, esto
es, intuimos que

dx"
dx

— XL (2.33)

Esta férmula contempla los casos ya calculados de x*, n = 0,...,3, pero de aqui a decir que vale
para todo n natural hay un gran paso y debemos probar que sea cierta. Para esto aprenderemos
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un método muy interesante y muy util para probar propiedades sobre los nimeros naturales: /a
demostracion por induccion matemdtica. Veremos aqui la idea intuitiva, y dejaremos su estudio en
profundidad para los cursos de Algebra. La idea es simple: si queremos probar una propiedad (no
importa cédmo la conocimos) para todo nimero natural, entonces probamos esta propiedad para
n =1, la asumimos vélida para un nimero natural arbitrario n, y la demostramos para el nimero
natural n+ 1. Si logramos esto, la propiedad debe ser vdlida para todo nlimero natural.

Probaremos ahora, utilizando induccién matematica, que la ecuacién (2.33) es valida para todo
numero natural. Ya probamos explicitamente el caso n = 1 (ecuacién (2.30)), asumimos ahora que
(2.33) es vilida para n, debemos entonces verificar su validez para n + 1:

dx"1 d(x"x)  dx" dx 1
= = n__ — n— 1 = 1
p P dxx+x P nx"" ' x+x" (n+1)x",

donde para llegar a la segunda igualdad usamos la regla de derivada de un producto, y para la
siguiente igualdad usamos la ecuacién (2.30). Esto completa la demostracion. Si tenemos en cuenta
la ecuacion (2.29) tenemos que (2.33) es vélida para n € N+ {0}.

1 1 —(x+AY)
Ay _ g YEHA) =) oA T e (A
dx A0 Ax A—0  Ax A0 Ax
X—x—Ax —Ax
= lim EEE gy TR g, 11
A0 Ax A0 Ax A0 X2 HxAx a2
entonces / 1
dl/x dx ’ 1
=——=-x’=-7. 2.34
dx dx x2 (2.34)

Yy =1/x"=x", neN:

Para obtener esta derivada, definimos g(h) = 1/hy h(x) = x", asi y(x) = g[h(x)] y podemos usar
la regla de la derivada de composicién de funciones (2.27):

dy(x)  dg(h) dh(x) 1 1 1 _ n _
_ _ e g - _ (n+1)
dx dh  dx h?(x) ™ ot " ’

esto es, podemos generalizar el resultado (2.33):

dx"
o= nX" 'Vnel. (2.35)
X
1
y=Xxn:

Elevando ambos lados a la potencia n, y" = x, definiendo /(y) = y" y derivando a ambos lados esta
ecuacion, podemos nuevamente aplicar la regla de la funcién compuesta:

dhly(x)] _ dh(y) dy(x) :nyn_ldLOC) _ D)

dx dy dx dx dx ’

despejando dy/dx obtenemos

1/n
" _ 1 am-t vyeez. (2.36)

dx n
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Recordar que /x = x», por lo que la ecuacion (2.36) es la regla de derivacién para raices n—ésimas.

9. y=xn, mneZ:

Podemos generalizar el caso anterior a potencias racionales, y = x» , m, n € Z. Nuevamente pode-
mos elevar esta igualdad a la potencia n = y" = x™, y utilizando la misma técnica que en el punto
anterior, definimos i(y) = y" y derivamos a ambos lados esta ecuacion, aplicando la regla de la
funcién compuesta:

dhly(x)] _ dh(y) dy(x) _1dy(x) (n—1)/n Y (X) .
_ o — o m(n n ——
dx dy dx " dx * ax " ’

despejando dy/dx obtenemos

/n
X _ M N, € I, 237)

dx n

Entonces la ecuacion (2.37) nos dice que la regla de derivacién de una potencia de x vale para
todo nimero racional. ;Valdra entonces para todo nimero real? La respuesta es si, y si bien la
demostracién requiere conocimientos de limite que atin no tenemos, igualmente enunciaremos la
regla de derivada de una potencia real de x:

o
7 ™1 Vo € R, (2.38)
dx
10. y = sen(x):

Dejemos ahora las potencias de x, y veamos derivadas de funciones trigonométricas, comenzando
por y(x) = sen(x), recurriremos nuevamente a la definicion de derivada:

dy(x) I sen(x+ Ax) — sen(x)

im
dx Ax—0 Ax ’

utilizando la identidad trigonométrica para el dngulo suma, sen(a+ ) = sen(a) cos(p) +cos(a) sen(p)
obtenemos

dsen(x) i sen(x) cos(Ax) 4 cos(x) sen(Ax) — sen(x)
dx A0 Ax
, sen(Ax) cos(Ax) — 1
= Al;go [cos(x) —+ sen(x)Ax} ,

utilizando en el segundo término la identidad trigonométrica para el angulo mitad, 2sen®(ot/2) =
1 — cos(a) obtenemos

d Ax Ax
SZI;(X) = Al;’go {cos (x) senA(x )_ 2 sen’ (2> sez)(cx)] ,

multiplicando y dividiendo por Ax/4 el segundo miembro,

d sen(x) [ sen(Ax) . sen(x) sen® (§) Ax
=1 -2 —
dx AIm, jeos(x) =10 Ar A4

—
Alm, | cos (=3 = =5

) Ax| , (2.39)
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utilizando ahora las propiedades del limite enumeradas en la seccién 2.3.1,

2
dsen(x) . sen(Ax) 1 i sen(%Y)
P cos(x) Al;go ) sen(x) Al;go & Ax p , (2.40)
usando también la ecuacién (2.19):
sen (Ax)
1i =1
A0 Ax ’

tenemos que

usando estos resultados en (2.40) obtenemos finalmente,

dsen(x)
dx

= cos(x). (2.41)

11. y=cos(x)

Ahora calculemos la derivada de la funcién y(x) = cos(x), podemos calcular esta derivada por
definicién, con un esfuerzo similar al realizado para obtener la derivada del sen(x). Pero, como ya
dijimos, siempre que sea posible evitaremos el cdlculo por definicion. Asi, usando las relaciones
trigonométricas cos(x) = sen(x+m/2), sen(x) = —cos(x+7/2), tenemos que

dcos(x) dsen(x+m/2)
dx dx

=cos(x+m/2) = —sen(x). (2.42)

Dejamos como ejercicio reobtener este resultado partiendo de la bien conocida relacion
sen®(a) +cos?(a) = 1.

12. Finalmente, sin demostracion, daremos también las derivadas de las funciones logaritmo y expo-
nencial,

din(x) 1 = de*
dx x  odx

e (2.43)

Volvemos ahora a las reglas de derivacion. En la seccién 2.4.2 no calculamos la derivada de un
cociente de funciones porque no habiamos aiin calculado la derivada de y(x) = 1/x.

e) Derivada del cociente de dos funciones:

Aplicaremos ahora la derivada de la funcién compuesta para calcular la derivada de un cociente de
funciones y(x) = f(x)/g(x). Para esto usamos la funcién h(g) = 1/g, asi y(x) = f(x)h(g(x)). Usamos
primero la regla del producto de dos funciones,

b _ UMD A0,

dh[g(x)]
dx

(2.44)

por la regla de derivada de la funcién compuesta tenemos que
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dhfg()] _ dh(g) dg(x) _ 1 dg(x) 045)
dx dg dx g% dx ’ ’
reemplazando (2.45) en (2.44) y poniendo un denominador comin g” obtenemos finalmente
df(x dg(x
dIf(0)/s(x)] _ “5e0) — F) %5 (.46

dx g*(x)

Entonces:

La derivada de un cociente de funciones es la derivada de la de arriba por la de abajo menos la de
arriba por la derivada de la de abajo dividido el cuadrado de la de abajo.

Dejamos como ejercicio aplicar esta regla para obtener la derivada de y(x) = tan(x) = sen(x)/cos(x).

Abhora si estamos en condiciones de calcular la derivada de la funcién (2.22),

1(0) = \fsenlin) + 2

Lo que debemos hacer es definir nuevas funciones que nos permitan aplicar las reglas y casos ya
conocidos:

f(g) = /g g(x) = sen’[In(x)] + iti =

_ ) _ df(g) ds(x)

- = 2.4
y(x) = flg(x)] dx dg  dx (2.47)
la primera derivada es (2.38) con o = 1/2, mientras que g(x) es la suma de dos funciones
; 2 . x+2
g(x) = h(x)+i(x); h(x) =sen*(In(x)) ; i(x) = =
dg(x) _ dh(x) N di(x) ’ 048)

dx dx dx

definiendo k(x) = In(x) podemos aplicar la regla de la funcién compuesta a i(x) = h(k(x)), mientras que
a i(x) la regla de derivada de un cociente,

dh(k)  dsen?(k)

= 2 sen(k) cos(k);

dk — dk
dk(x) din(x) 1
dx ~ dx  x’
di(x) dH3 4

dx dx (x—2)2" (2:49)



50 CAPITULO 2. VELOCIDAD Y DERIVADAS

Juntando los resultados obtenidos en las ecuaciones (2.47) a (2.49) obtenemos finalmente

X (x—2)?

dy(x) 1 2 cos|[In(x)] sen[ln(x)] 4
i =5 ( ) 220

Mostrando con este ejemplo que, con cuidado y con paciencia, podemos utilizar el conjunto de reglas
simples aprendidas para calcular las derivadas de funciones muy complicadas.

Resumimos en la tabla 2.1 las derivadas obtenidas en esta seccion.

) | Y (%)
Cf(x) Cf'(x)
fx)+e(x) f'(x) +¢'(x)

f(x)g(x) f'(x)8(x) + f(x) g'(x)

fx)/g(x) | [f'(x)g(x) = f(x) &' (x)]/8*(x)

f(g(x)) f(8)g(x)
X o
sen(x) cos(x)
cos(x) — sen(x)
e e
In(x) 1/x

Tabla 2.1: Tabla de derivadas (la prima significa derivacidn respecto al argumento de la funcién).

Cerraremos esta seccion con una breve discusion sobre distintas notaciones usadas en derivacion de
funciones,
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» Una notaciéon muy usada para la derivada de y(x) es

(2.51)

= En Fisica se suele usar (aunque no lo haremos aqui) una notacién particular cuando la derivada de
una funcion es especificamente respecto del tiempo:

: df(t)
1) = . 2.52
J)y == (2.52)
» Si queremos la derivada de y(x) en un punto dado x( es incorrecto usar como notacion —d);gf’) ya

que esto significa “primero evalde y(x) en el punto xo y luego derive”, lo que, trivialmente, siempre
. i uiv u v una funcidn valu un pu

da cero. Notaciones equivalentes usadas para la derivada de una funcion valuada en un punto dado

son:

d
;Y (x0) 5 d—z(xo), (2.53)

X=X( X0

en todos los casos estas notaciones indican claramente la operacion correcta: primero derivar y(x),
luego evaluar la funcién derivada en xp.

» La derivada de la funcion derivada de y(x) es también una funcion que llamamos derivada segunda
de y respecto de x dos veces, y 1la denotamos

d®y(x)

S =), (2.54)

y podemos continuar con derivada tercera, cuarta,..., n-ésima, que se denotan como

=y (x). (2.55)

SECCION 2.5

Analisis de graficos de funciones

En Fisica resulta importante analizar las funciones que describen cualquier fenémeno que querramos
estudiar, por ejemplo, en cinematica, la funcién de movimiento x(z) o la velocidad v(¢). Resulta muy util
visualizar estas funciones para tener una idea cualitativa del fendmeno fisico en cuestién. Para esto, dada
una funcion f(x) buscamos saber

= Si es continua, o en qué puntos es discontinua y qué valores toma en las discontinuidades.

= Si tiene maximos y minimos.

= Si tiene ceros, esto es, puntos x / f(x) = 0.

= Intervalos donde la funcidn es positiva e intervalos donde es negativa.

= Puntos en que la funcion no esta definida, en particular, si tiene divergencias.
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= Sisudominio es R, a qué valores tiende para x — £, 0 cudnto vale en los extremos del intervalo
si su dominio es finito.

= Posible existencia de asintotas.

Ya conocemos graficos de algunas funciones, por ejemplo

1. Lafuncion lineal f(x) = aj x+ao; ap, a; € R; a; # 0, sabemos que no tiene maximos ni minimos, y
tiene un y solo un cero, f(xp) =0 = x9 = —ap /a1, ademas f(x = 0) = ap, por lo que denominamos
ap como ordenada al origen.

2. La funcién cuadritica o pardbola f(x) = ax? +bx+ c ;a # 0. Sabemos que es una pardbola con
ramas hacia arriba (abajo) si a > 0 (a < 0), que tiene un minimo (maximo) en x,, = —b/(2a) y
sus ceros son dados por la famosa expresion x+ = (—b++v/b? —4ac)/(2a), por lo que tendré dos
ceros distintos si b> —4ac > 0, un cero (de multiplicidad 2) si 5> —4ac = 0, y no tendrd ceros si
b*—4ac<O0.

El anélisis del grafico de estas dos funciones lo hicimos utilizando conocimientos previos, sin necesi-
dad de recurrir a las derivadas, pero, como veremos, resultan una poderosa herramienta para el andlisis
de graficos de funciones en general.

Recordemos que el valor de la derivada de una funcién en un punto dado es la pendiente de la recta
tangente a la funcién en dicho punto. Asi, como se puede observar en la figura 2.11, cuando una funcién
con derivada definida en todo su dominio es creciente en un intervalo, vemos que en todo punto del
mismo la recta tangente tiene pendiente positiva, por lo que el valor de la derivada de la funcién en dicho
intervalo es positivo. De igual manera, cuando la funcién es decreciente en un dado intervalo, la derivada
es negativa en ese intervalo. Entonces un intervalo con derivada positiva debe estar separado de uno con
derivada negativa por un punto donde la derivada es nula, esto es, la pendiente de la recta tangente se
anula, y estos puntos seran maximos o minimos de nuestra funcién.

Pero existen puntos con derivada nula que no son maximos ni minimos, donde la derivada conserva el
signo en un entorno del punto de derivada nula. Estos puntos se denominan puntos de inflexion. También
puede suceder que una funcién no tenga derivada en todo punto. Definiremos puntos criticos de una
funcion como los puntos donde su derivada es cero o no existe.

y
%:0 (mdximo
N _;R\:II_J_)C] =0 (inflexion)
- X
| -

dx

Figura 2.11: Gréfico de una funcién y(x) donde se muestra el comportamiento de su derivada.

Comenzaremos analizando funciones cuyo dominio es R y con derivada y derivada segunda definidas
en todo punto, en este caso los Uinicos puntos criticos, candidatos a ser méximos o minimos, son los
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puntos donde la derivada se anula. Sea x. un punto critico de y(x), para determinar si corresponde a
un maximo, minimo o punto de inflexién debemos analizar el comportamiento de la funcidén derivada
y'(x) en un entorno del punto critico x.. Notamos que como hacemos un estudio local de la funcién
(esto es, en un entorno del punto critico) llamaremos a estos maximos y minimos, maximos y minimos
locales, lo cual significa que nada decimos sobre valores mayores o menores de la funcién en otros
puntos de su dominio. Si la funcién posee un valor mdximo (minimo) global, esto es, en todo su dominio,
denominaremos a su abscisa, maximo (minimo) absoluto.

Determinacion de maximos

Si x, corresponde a un mdximo local de y(x), como se muestra en la figura 2.12, entonces la funcién es
creciente para valores de x < x. e y'(x) debe ser positiva. Para valores de x > x,, y(x) debe ser decreciente
por lo que y'(x) serd negativa. Esto es, cualitativamente y’(x) tendrd el aspecto mostrado en el gréfico
derecho de la figura 2.12. Asi, si x. es un maximo, y'(x) es decreciente en un entorno de x., por lo que
su derivada, que es la derivada segunda de y(x) serd negativa o nula, y”(x.) < 0.

dy
y dx
ﬂ) =0 (mdximo)
0 dx\ d
NI ay
/ iy<0 dx 0
/ : dx
Ay > “
dx . X x
I xc X @)<0
i dx

Figura 2.12: y(x) tiene un maximo en x = x,, donde su derivada se anula.

Determinacion de minimos

Si x, corresponde a un minimo local de y(x), como se muestra en la figura 2.13, entonces la funcién
es decreciente para valores de x < x. e y'(x) serd negativa. Para valores de x > x., y(x) debe ser creciente
por lo que y'(x) serd positiva. Esto es, cualitativamente y'(x) tendr4 el aspecto mostrado en el grafico de
la derecha de la figura 2.13. Asi, si x, es un minimo, y'(x) es creciente en un entorno de x., por lo que su
derivada, que es la derivada segunda de y(x) sera positiva o nula, y”(x.) > 0.
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dy.
dx
ay
dx >0
x, X
3 dy
dy _ P —<0
: E_O (minimo)
X X

Figura 2.13: y(x) tiene un minimo en x = x., donde su derivada se anula.

Puntos de inflexion

Finalmente, podemos tener una funcién cuya derivada se anule en x = x. y que sea creciente para
x < Xy para x > x., como se muestra en el gréfico de la izquierda de la figura 2.14. La funcién y’(x) serd
cualitativamente como la mostrada en el grafico de la derecha de la figura 2.14, por lo que tendremos en
este caso que y’(x.) = 0.

dy

y s
/ dx
X

Figura 2.14: y(x) = x° tiene un punto de inflexién en x, = 0, donde su derivada se anula, pero sin cambiar
de signo.

X

Resumiendo: si en un punto critico x, la derivada segunda es

= negativa, entonces x, €s un maximo.
= positiva, entonces x. es un minimo.

= nula, todavia no podemos asegurar nada, podria ser un maximo (ejemplo: y(x) = —x*), un minimo
(ejemplo: y(x) = x*), 0 un punto de inflexién (ejemplo: y(x) = x°). En los tres ejemplos dados ten-
emos que x, =0, y(0) =0, y'(0) =0,y”(0) = 0. ;Qué debemos hacer en este caso?: derivar hasta
obtener la primera derivada no nula en x = x.., digamos y"” (x.) =0, - - ,y"~ D (x.) = 0; y" (x.) #0,
entonces
i) Si n es par, x, es un maximo si y" (x.) < 0y un minimo si y (x.) > 0.

ii) Si n es impar, x, es un punto de inflexion.
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En el caso de funciones con derivada segunda continua, muchas veces podemos deducir algunos com-
portamientos sin necesidad de calcular dicha derivada.

Con esto concluimos el andlisis de puntos criticos de funciones “bien comportadas”, esto es, que
estén bien definidas todas las derivadas necesarias en x = x,.

A modo de ejemplo, busquemos los mdximos o minimos de las funciones lineal y cuadrética ya
analizadas, utilizando ahora derivadas:

a) La funcién lineal y(x) = ajx+ag; ap, a1 € R; a; # 0, cuya derivada es y'(x) = a; V&, asi, la funcion
y su derivada son continuas en todo punto y la derivada no tiene ceros, por lo que la funcién lineal, como
ya vimos, no tiene ni maximos ni minimos.

b) La funcién cuadritica o pardbola f(x) = ax>+bx+c;a,b,c € R;a # 0, cuya derivada es y'(x) =
2ax+ b, o sea una funcién lineal, la cual, como sabemos, tiene un tnico cero en x, = —b/(2a). Ademads
y"(x) = 2a, por lo que x, serd un maximo si @ < 0 y un minimo si a > 0. Notar que podriamos haber
obtenido la misma conclusién sin calcular la derivada segunda, simplemente diciendo: si las ramas de la
parabola son hacia arriba y tiene un punto critico, este debe ser un minimo (se puede seguir un razon-
amiento anédlogo para a < 0).

Analicemos ahora una funcién un poco mas complicada: y(x) = 3 +2x —x?/2 — 2x* /3 +x*/4, que es
un polinomio de cuarto grado. Como el término de mayor orden es x*/4, tenemos que y(x) — oo para
x — oo, esto es, la funcidn tiene ramas hacia arriba para valores grandes de x. Como es bien comportada,
los puntos criticos solo pueden estar en puntos donde se anula la derivada,

d
dl(x) —2 x 224 =2(1 =) a1+ = (P — 1) (x—2), (2.56)
X
cuyos ceros son los tres puntos criticos: x; = —1; x» = 1; x3 = 2. Calculamos la derivada segunda:

y'(x) = —1—4x+3x> = y"(x;) =6 > 0, y por lo tanto x; es un minimo, y”(x,) = —2 < 0, correspon-
diendo a un méximo, por dltimo y”(x3) = 3 > 0, que es un minimo. Ademds y(—1) = 17/12; y(1) =
49/12; y(2) = 11/3; asi, el minimo global es x;, por lo que la funcién no tiene ceros. x, es un maximo
local y x3 un minimo local. Finalmente, la ordenada al origen es y(0) = 3. Con esto tenemos todos los
datos necesarios para hacer el grifico mostrado en la figura 2.15.
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Figura 2.15: y(x) =3+2x—x?/2—2x%/3+x%/4.

Ya sabemos cémo graficar funciones bien comportadas, ademds sabemos que los puntos donde la
funcién no es derivable también son criticos. Veamos un ejemplo.

Sea la funcién y(x) = |x|, cuya derivada es
dy -1 six<0

— = +1 six>0 . (2.57)
no esta definidaenx =0

Ambas funciones son mostradas en la figura 2.16. El tnico punto critico de y(x) es el punto donde la
derivada no esté definida, x, = 0, y como |x| > 0, donde la igualdad vale solo para x = 0, tenemos que
X = 0 corresponde a un minimo.

y(x)

Figura 2.16: y(x) = |x| (linea continua) y su derivada (linea cortada). Los paréntesis simbolizan los
intervalos abiertos donde y’ esté definida.
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Funciones con asintotas

Debemos comenzar por decir qué es una asintota. Mas que una definicién rigurosa, daremos una
idea de su significado: una linea recta es asintota de una funcién f(x) si para un dado valor x = x, (que
puede ser teo) la funcién se aproxima tanto como querramos a la recta, pero sin llegar nunca a tocarla.
Las rectas asintotas puede ser verticales, horizontales u oblicuas. Veamos ejemplos de los tres casos.

1) Funcion con asintotas verticales y horizontal

Los graficos de funciones que divergen para algin valor finito de x muestran asintotas verticales en
dicho valor. Ejemplos de este comportamiento son las funciones racionales, esto es, funciones que
son un cociente de polinomios, que tendrdn asintotas verticales en los casos en que el denominador
tenga al menos un cero que no es cero del numerador. Analicemos el gréfico de la funcién

1
=—=—. 2.58
y(x) no estd definida en x = £1, cuyos limites son
lim y(x) = 4o0; lim y(x) = —eo; lim y(x) = —oo0; lim y(x) = +-oo. (2.59)
x——1- x——1F x—1- x—1*

Estas divergencias en x = +1 definen dos asintotas verticales, como se muestra en la figura 2.17.
Ademéds, resulta claro que

lim y(x) = 0", (2.60)

x| oo

que nos dice que el eje x es una asintota horizontal. Busquemos méaximos y/o minimos locales,

dy 2x
dx (x2—1)2 e 2.61)
evaluamos la derivada segunda en x,,
d? 2+6x
I Y (2.62)
dx*| . (x2—1) -
¥’(0) < 0 = x. =0 es un maximo local con y(0) = —1. Con todos estos datos estamos en condi-

ciones de obtener el grafico mostrado en la figura 2.17.
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Figura 2.17: Grifico de y(x) = 1/(x? — 1). Las lineas cortadas son asintotas verticales, mientras que el
eje x es una asintota horizontal.

1)

Notemos finalmente que podriamos haber realizado el grafico de la figura 2.17 sin calcular la deriva-
da segunda. Habria bastado el siguiente razonamiento: f(x) es continua en el intervalo abierto
(—1,1). Ademds sabemos de la ecuacion (2.59) que la funcién va a —eo cuando |x| — 17, por lo
tanto el punto critico x, = 0 solo puede ser un maximo, y no necesitamos el cdlculo de la derivada
segunda para poder asegurarlo.

Otra funcién que ya conocemos con (infinitas) asintotas verticales, es la funcién y(x) = tan(x) =
sen(x)/cos(x), dejamos como ejercicio obtener el grafico de la misma utilizando las herramientas
desarrolladas en esta seccion.

Funcion con asintotas vertical y oblicua

Estudiemos ahora el comportamiento de la funcién

fo)=x+ 5. (2.63)

Primeramente observamos que la funcién no estd definida en x = 0, y como el denominador del
término divergente es x%, que es siempre positivo, tenemos que

lim f(x) = 4oo ; lim f(x) = +oo, (2.64)
x—0~ x—07F
por lo que el eje y es una asintota vertical. Ademads, vemos que para valores grandes de x el primer
término, x, se hace, en médulo, grande, mientras el segundo, 4/x, se hace pequefio, por lo que
tenemos

lim f(x) = —co ; lim f(x) = H-oo. (2.65)

X—>—o0 X—>—+oo

Mds atin, como 4/x? se hace cada vez mds pequefio cuando |x| es grande, tendremos que f(x) se
acerca cada vez mas a la recta y(x) = x, por lo que decimos que la recta y = x es asintota oblicua a
la funcién f(x). Falta determinar la posible existencia de maximos y minimos. Para esto buscamos
ceros de la derivada,

df

=0 = x.=2, (2.66)
dx

Xe
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finalmente evaluamos la derivada segunda en x = x,

L2f 24 3
— - 2.67
de? |, xt 2 >0, (2.67)

X. = 2 es entonces un minimo. Notar que podriamos deducir esto sin calcular f”, dado que f — 4o
tanto para x — 0, como para x — oo, el punto critico solo puede ser un minimo. Finalmente damos
los valores de la funcién en su minimo, f(x. =2) = 3 y de x* definido por f(x*) =0 : x* = —4!/3 ~
—1.5874. Juntando todos los datos, obtenemos el grafico mostrado en la figura 2.18.

f(x)

Figura 2.18: Gréfico de la funcién (2.63), mostrando la asintota oblicua y(x) = x con una linea cortada
y la posicién de su minimo con lineas punteadas.

SECCION 2.6

Velocidad instantanea - parte 11

Cerramos por ahora nuestro paréntesis matematico y regresamos al estudio de la cinemadtica de un
cuerpo puntual sobre una recta. Podemos entonces completar la definicion de velocidad instantdnea (2.7):

x(t+At) —x(1) Ax  dx(t)
1) = 1/ _— = 1/ _— =
V() A1H—>n0 At AzH—>no At dt

) (2.68)

o0 sea, la velocidad instantdnea es la derivada de la funcion de movimiento respecto al tiempo. Notemos
nuevamente que, dada x(7), nunca calcularemos la velocidad instantdnea usando la definicién como un
limite, sino usando las reglas aprendidas en las secciones anteriores, resumidas en la tabla 2.1.

Como ejemplos sencillos, calculemos la velocidad instantdnea para dos tipos de movimiento ya es-
tudiados,

= Funcién de movimiento lineal, x(7) = a; t + ao,
dx(t)

1) = = .

== dr a dr

que es el resultado mostrado en la ecuacion 2.4 obtenido para v para todo par de instantes 71, ,
por lo que no debe sorprendernos que en este caso ambas magnitudes coincidan.

d(a1t+ao):da1t da():al’ (2.69)
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= Funcién de movimiento parabdlica, x(¢) = at* +ait + ag,

dx(t) d(ay*+ait+ap) dart’> dait dag
dt dt dt + dt + dt a2t +a ( )

v(t)

En este caso la velocidad instantdnea depende del tiempo y resulta distinta a la velocidad media
encontrada en la ecuacién (2.6), que depende de t y Atr.



Aceleracion e Integracion

SECCION 3.1

Aceleracion

Ya vimos que el movimiento de un cuerpo puntual sobre una linea recta en la cual definimos un
sistema de coordenadas, puede ser descripto por la funcién de movimiento x(¢), es decir, la coordenada
x del cuerpo en el tiempo 7. Dijimos que x(¢) tiene toda la informacién sobre el movimiento del cuerpo.
En particular, en el capitulo anterior definimos la velocidad instantdnea en la ecuacién (2.68),

; (3.1

que cuantifica como cambia la posicién del cuerpo con el tiempo.

En este capitulo definiremos la funcién aceleracién, que caracteriza cémo un cuerpo varia su ve-
locidad con el tiempo, con lo que se completa la caracterizacién del movimiento de un cuerpo puntual.
Haciendo un andlisis similar al realizado cuando definimos la velocidad de un cuerpo, podemos definir
la aceleracién media de un mévil como el cambio en la velocidad instantdnea en un intervalo de tiempo
At =1t —1],

alty, Ar) = v(tg)A—tv(tl) _ v(t —I-Az—v(tl) _ %’ 32)

para luego definir la aceleracion instantdnea, o simplemente la aceleracion de un cuerpo, como la derivada
de la funcién velocidad con respecto al tiempo (notar que, dado que el instante #; es arbitrario, podemos
obviar el subindice),

_ Av  dv(r)
H=1 t,At) = lim — =
a(t) Azlinoa( A1) A0 At dt ’

3.3)

entonces, usando la definicién de velocidad (3.1), podemos expresar la aceleracién como la derivada con
respecto al tiempo de la derivada con respecto al tiempo de la funcién de movimiento, es decir que la
aceleracion es la derivada segunda de la funcién de movimiento con respecto al tiempo dos veces,

61
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(3.4)

a=

dv(t) d (dx(t)) _ dzx(t)'

dr _ dt \ dr dr?

Tenemos aqui otra magnitud cuyas unidades son derivadas a partir de otras, al igual de lo que ocurria
con la velocidad,

14 m ,km , km

=20y G 3.5)

La funcién aceleracion es una funcién del tiempo y podriamos estudiar qué informacién nos da su
derivada con respecto al tiempo y asi seguir analizando otras derivadas de orden superior. Desde el punto
de vista matemadtico podemos calcular derivadas de estas funciones mientras existan y estas derivadas nos
daran informacién sobre el comportamiento de las funciones. Sin embargo desde el punto de vista fisico
s6lo nos interesa hasta la derivada segunda de la funcién de movimiento, es decir que sélo llegaremos
hasta la aceleracién. Cuando analicemos la dindmica del movimiento de los cuerpos veremos que las
causas que determinan el movimiento de un cuerpo (fuerzas) estdn relacionadas con la aceleracion que
adquiere dicho cuerpo.

SECCION 3.2

Condiciones sobre las funciones de movimiento,
velocidad y aceleracion

Debemos tener siempre presente que la fisica es una ciencia experimental, y como ya discutimos,
toda la evidencia que poseemos nos dice que la funcién de movimiento debe ser una funcién continua
del tiempo. En base a esta misma informacién experimental sabemos que la funcién velocidad también
debe ser continua.

(Qué nos dice la evidencia experimental sobre la aceleracién? Para analizar esto, pensemos en un
ejemplo de la experiencia diaria. Sabemos que todos los cuerpos en la superficie de la Tierra sufren una
aceleracion dirigida hacia abajo (en realidad, hacia el centro de la Tierra), que es constante, indepen-
dientemente del cuerpo en cuestion. Este hecho fue enunciado en el siglo XVI por Galileo, luego de
su famoso experimento realizado en la torre de Pisa!. Dada la universalidad de esta aceleracién, y su
importancia en nuestra vida, designamos su médulo con una letra particular,

|ag| = g~9,796 m/s?, (3.6)

donde ese valor numérico fue medido en Cordoba en 2014 (aunque muchas veces se usan aproximaciones
mas gruesas, g ~ 9,8 m/s> , o incluso g ~ 10,0 ms?). Notar que g representa el médulo de la aceleracién
gravitatoria en la superficie de la Tierra, ya que su signo dependerd de la definicién del sistema de
coordenadas.

Pensemos ahora en la siguiente situacion, tipica de la vida diaria: sostenemos un objeto con nuestra
mano, esto es, estd en reposo, por lo que tanto su velocidad como su aceleracién son nulas. Definiendo

ISe dice que Galileo arrojé desde la torre de Pisa, de 57 m de altura, dos esferas de distinta masa y comprob6 que cafan
juntas al suelo, pero no hay ninguna documentacién que corrobore que haya realizado este experimento, por lo que algunos
historiadores piensan que se trata en realidad de una leyenda forjada después de su muerte.
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un sistema de coordenadas con origen en nuestra mano y sentido positivo hacia arriba, la aceleracién del
cuerpo debido a la gravedad serd a = —g. En un instante que denominaremos #; soltamos dicho cuerpo
y en un instante posterior #; = #; + At medimos su velocidad, que serd no nula, puesto que el cuerpo
comienza a caer debido a la gravedad. Entonces

a(t,Ar) = V(IZ)A_IV(”) - V(Ati) — g#0 (3.7)

Este experimento puede realizarse con mucha precision, para intervalos de tiempo At cada vez mas
chicos, obteniendo siempre el resultado (3.7); asumimos entonces que

lim a(t,At) = —g; (3.8)

Ar—0F

esto es, la aceleracién como funcién del tiempo resulta

_ 0 sit<t
an={ 5 Ssh 69)

asi, en este caso, a(z) es discontinua en t = f;.

Tenemos entonces que v(¢) es una funcién continua, aunque su derivada a(r) puede no serlo. Por otro
lado, x(#) es una funcién continua y su derivada v(¢) también lo es. Esta condicion es més fuerte que la
condicién de continuidad, y decimos que x(7) es una funcion continuamente diferenciable.

Por lo tanto, podemos concluir que las funciones que caracterizan el movimiento de un cuerpo deben
satisfacer las siguientes condiciones:

= Funcion de movimiento: debe estar definida en todo el intervalo de interés y ser continuamente
diferenciable. Esto implica que, ademds de ser x(¢) continua, su grafico no debe presentar ningtin
punto anguloso, pues de existir dicho punto su derivada seria discontinua y por lo tanto lo seria la
velocidad del cuerpo. En el grifico 3.1 podemos ver un ejemplo de una funcién f(z) cuya derivada
no es continua en un punto, por lo que no representa una funcién de movimiento.

f) df
dt

L t

Figura 3.1: La funcién f(¢) (izquierda) no puede representar una funcién de movimiento, ya que su
derivada (derecha) es discontinua en ¢ = ¢, pero si puede representar funciones velocidad o aceleracion.
El gréfico de la derecha solo podria corresponder a una aceleracion, ya que la funcién es discontinua.
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m Funcion velocidad: debe ser una funcion continua definida en todo el intervalo de interés, entonces
la funcién de la figura 3.1 (izquierda) si puede representar una funcién velocidad.

» Funcién aceleracion: debe estar definida en todo el intervalo de interés y puede (o no) ser dis-
continua, por lo que las funciones graficadas en la figura 3.1 (izquierda y derecha) pueden ambas
representar el grafico de una funcién aceleracion.

SECCION 3.3

Ejemplos simples de funciones de movimiento

Veremos ahora algunos ejemplos ya conocidos de funciones de movimiento y calcularemos también
su velocidad y aceleracion.

1. Funcién de movimiento constante:

x(t):c:v(t):%:O:a(t): L (3.10)

A esta funcién de movimiento, que describe un cuerpo en reposo, le corresponde una velocidad
nula y una aceleracion nula.

2. Funcion de movimiento lineal:

d d
x(t)=ajt+ag = v(t) = > =a; = a(t) = — =0

= = 3.11
dt dt (-11)

Una funcién lineal describe el movimiento de un cuerpo que se mueve con velocidad constante y
aceleracion nula. Este movimiento se denomina movimiento rectilineo uniforme (MRU).

3. Funcion de movimiento parabdlica (polinomio de segundo grado):

d d
x(t) =ayt> +ajt4+ag = v(t) = d—); =2mt+a; = a(t) = di‘t} =2a (3.12)

Un polinomio de segundo grado describe el movimiento de un cuerpo cuya aceleracién es con-
stante y diferente de cero. Este tipo de movimiento recibe el nombre de movimiento rectilineo
uniformemente variado (MRUV).

— SECCION 3.4

Relacion entre aceleracion, velocidad y funcion
de movimiento

Si conocemos la funcién de movimiento de un cuerpo tenemos toda la informacion posible sobre el
movimiento del mismo, ya que a partir de la funcién de movimiento podemos calcular la velocidad y la
aceleracion del cuerpo,
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x=x(t) LBv=v(t) L a=alt). (3.13)

Sin embargo, pocas veces la informacién que poseemos del sistema es su funcién de movimiento. Ya
vimos en el ejemplo de la seccién 3.2 que conociamos la aceleracion del cuerpo (en ese caso dada por la
ecuacién (3.9)), pero no su velocidad ni su posicién en funcidn del tiempo. Este es el caso mas comiin;
en general podemos conocer la funcién aceleracion o en algunos casos la funcién velocidad (medida, por
ejemplo, por el velocimetro de un auto), y a partir de esta informaciéon debemos obtener la funcién de
movimiento.

Asi, una importante pregunta que debemos responder es: dada la funcién aceleracioén a(t), ;cémo
podemos obtener la velocidad v(7)?, y continuando, dada la velocidad v(¢), ;como podemos obtener la
funcion de movimiento x(¢)? Si, por ejemplo, nos dan como dato la funcién velocidad de un cuerpo,
v =(t), sabemos que se cumple la siguiente relacion:

dx
y7ie v(t). (3.14)
Por lo tanto, para determinar la funcién de movimiento del cuerpo a partir de la velocidad no debemos
mirar esta ecuacién como una férmula que nos permite calcular v(¢) como hicimos en el capitulo anterior,
sino como una ecuacién donde la incdgnita es x(¢). Esto implica encontrar una funcién x(z), que cuando
se derive con respecto al tiempo nos dé como resultado la funcién velocidad que es dato, o sea, debemos
calcular “la antiderivada” de v(r).

Para resolver esta ecuacion debemos realizar la operacion inversa a la derivacion, la cual se denomina
integraciéon. Nuevamente abriremos un paréntesis matematico, ahora para desarrollar las nociones de
integracién necesarias para completar el estudio de cinemadtica de los cuerpos en una dimension.

SECCION 3.5

Integracion de funciones

Por un momento dejemos de lado la Fisica y analicemos desde un punto de vista matematico muy
elemental qué significa realizar la integral de una funcién. Dada una funcién f de una variable indepen-
diente x, se denomina realizar la integral de dicha funcién con respecto a la variable independiente, a
encontrar una funcién y = y(x) que satisfaga la siguiente relacion:

=f(x), (3.15)

la funcién y(x) se denomina primitiva de la funcién f(x). Debemos notar que la primitiva de una funcién
no es unica, ya que dos funciones que difieren en una constante aditiva poseen igual derivada: si y(x)
cumple (3.15), y definimos z(x) = y(x) + C, donde C es una constante, entonces

dy(x) _ dz(x) _
I dx =f(x), (3.16)

ya que la derivada de una constante es cero, esto es, y(x) y z(x) son ambas primitivas de f(x). Como C
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es una constante real arbitraria, tenemos que si existe una primitiva, entonces existen infinitas. La figura
3.2 muestra tres funciones con igual derivada, por lo que son todas primitivas de la misma funcién.

AN

X

Figura 3.2: Tres funciones que difieren en una constante aditiva, por lo que son todas primitivas de una
misma funcioén.

El conjunto de todas las primitivas de una funcién f(x) se denomina integral indefinida y se repre-
senta como

/f(x)dx, (3.17)

que leemos como integral de f(x) diferencial x y la funcién f(x) la denominamos integrando.

Si y(x) es una primitiva de f(x) se cumple que,

/f(X)dx = y(x)+C, (3.18)

y la eleccién de una primitiva en particular requiere fijar el valor de esta constante aditiva.

Aunque ahora pueda no entenderse el motivo, es necesario incluir dx en la integral, escribir solo [ f
es incorrecto y como notacién no resulta clara, ya que no explicitamos la variable respecto a la cual se
estd integrando.

Dos propiedades importantes de la integracion que se obtienen de las propiedades de la derivacion
son:

= La integral de una funcion multiplicada por una constante es igual a la constante multiplicada por
la integral de la funcidn,

/Cf(x)a’x:C/f(x)dx. (3.19)

= La integral de una suma de funciones es igual a la suma de las integrales de cada una de las
funciones,

/(f(x)+g(x))dx:/f(x)dx+/g(x)dx. (3.20)
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Podemos escribir ambas reglas en forma compacta: dadas dos funciones f(x), g(x) y dos constantes A, B,
entonces

/[Af(x)+Bg(x)]dx:A/f(x)dx+B/g(x)dx. (3.21)

Dejamos como ejercicio demostrar la ecuacion (3.21) utilizando las propiedades conocidas de derivacion
de funciones. Notamos que, lamentablemente, no existe una regla para la integracion de un producto
de funciones (tampoco para un cociente) como en el caso de derivadas, podemos decir (sin temor a
equivocarnos, pero entre comillas, ya que la frase no estd bien definida) que integrar es “mads dificil” que
derivar.

Existen varios métodos para calcular integrales, por ahora veremos el més directo, esto es, tomar
una tabla de derivadas de funciones, y mirando primero la columna de la derecha, interpretarla como
una tabla de integrales. Veamos cémo hacemos esto con las funciones elementales a las cuales ya le
calculamos su derivada:

1. Integral de una potencia de x. Comencemos recordando la derivada de una potencia, ecuacién
(2.38),

d o

& Vo eR, (3.22)

dx
Buscamos una funcién y(x) que satisfaga la ecuacién

dy(x)
dx

=x*; 0 eR, (3.23)

como la derivada de una potencia de x es también una potencia, proponemos y(x) = AxB, con A, B
constantes. Como conocemos las reglas de derivacién, obtenemos

dy(x)
dx

= ABXBL, (3.24)
igualando el lado derecho de las ecuaciones (3.23) y (3.24) tenemos

=ABP = AB=1;p-1=0, (3.25)
estas ecuaciones tienen como soluciéon B =o+1; A =1/B=1/(a+ 1), obteniendo asi

F Ot 1

:oc+1

y(x) ;o —1, (3.26)

la cual es una primitiva de x*. Asi, para obtener la integral indefinida de esta funcién, debemos
sumar a y(x) una constante arbitraria,

K01
o
xrdx = +C;,o#—1. 3.27
[rtds= i ecia 627
Notamos que si bien la derivada de una potencia real de x es siempre una potencia real de x,
la ecuacidén (3.27) no incluye el caso oo = —1 (ya que se anularia un denominador), es decir, el
resultado que hemos obtenido no es valido para x~! = 1 /x; mds adelante volveremos a este punto.

2. Integral de las funciones trigonométricas sen(x) y cos(x). A partir de lo visto en el capitulo 2,
en particular, usando las ecuaciones (2.41) y (2.42), junto a una aplicacién simple de la regla de
derivada de la funcion compuesta, podemos escribir
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d A d A
sez)(cx) =Acos(Ax) ; CO;)(CX) = —Asen(Ax), (3.28)
de estas ecuaciones obtenemos, leyendo de derecha a izquierda,
1 1
/cos(Ax)dx: Xsen(Ax)—i—C ; /sen(Ax)dx: - cos(Ax)+C. (3.29)

3. Integral de la funcion 1/xy de la funcion exponencial. A partir de las ecuaciones (2.43) obtenemos

1 1
/;dx:ln(x)—i—C ; /eAxdx:ZeAx—i-C, (3.30)

lo que nos permite ahora completar la integral de una potencia de x,

o+l

T =+C a#-1
/x“dx _] . (3.31)
In(x)+C a=-1

Dejamos como ejercicio corroborar las integrales dadas utilizando las reglas de derivacién conocidas.

Cerramos este paréntesis matematico y en la préxima seccidn aplicaremos integrales al estudio de la
cinemdtica de un cuerpo puntual.

SECCION 3.6

Integracion de las funciones de movimiento

Para tener una completa descripcion del movimiento de un cuerpo es necesario conocer su funcién de
movimiento. Si deseamos obtener esta informacién completa a partir de la aceleracion o de la velocidad,
debemos considerar la ecuacién (3.13) en sentido inverso,

a(t)dt
a(r) 1404, x=x(1). (3.32)
Si tenemos como dato la funcién velocidad del cuerpo, v(¢), y deseamos conocer la funcién de movimien-
to, x(¢), sabemos que debemos integrar v(t),

—(t) = x(t) = / vt dr. (3.33)

Notar que la ecuacion (3.33) representa cualquier funcién de movimiento que tenga esa velocidad, por
lo que necesitamos conocer la posicion del mévil en un instante dado para determinar univocamente la
funcién de movimiento a partir de la velocidad, ya que esta condicidn fijard el valor de la constante de
integracion. Asi, la constante C que incluimos al calcular una integral indefinida tiene un significado
fisico importante, que quedard mds claro en los préximos ejemplos.

Como de costumbre, empezaremos con los casos mds sencillos, los cuales ya hemos estudiado ante-
riormente: reposo, MRU y MRUV.
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= Cuerpo en reposo: Por definicién, este cuerpo tiene velocidad igual a cero, y la integral de la
funcién nula es simplemente una constante C. ;Qué significa esta constante?, significa que el
dato de que el cuerpo estd en reposo no es suficiente para determinar la funcién de movimiento;
debemos saber también dénde estd en reposo, y ese dato es la constante C, asi v(r) =0 = x(t) =C
= constante. Notemos que cuando integramos velocidades, la constante aditiva debe tener unidades
de longitud.

= MRU: Un cuerpo en movimiento rectilineo uniforme tiene aceleracién nula y velocidad v(t) =
vo =constante, por lo que obtenemos

x(t) = /v(t)dt = vo/dt =vt+C, (3.34)

donde para obtener la primitiva de la funcién constante vy, usamos la ecuacién (3.31) con oo = 0.
(Qué significa en este caso la constante aditiva C? Nuevamente el dato de que el cuerpo estd en
MRU con velocidad constante vy no es suficiente para determinar la funcién de movimiento, ya
que hay infinitos MRU con velocidad constante vg. Debemos dar también la posicién del cuerpo
en algun instante; asi, si sabemos que el movil estaba en xg en el instante 7y obtenemos el valor de
C,

x(to) =x0 =voto+C = C=xp—voto = x(t) =vot +x0 —volo, (3.35)

es decir,
x(t) =vo(t—19) +x0. (3.36)

Notemos que sifg =0 = C =xp.
= MRUYV: Un cuerpo en movimiento rectilineo uniformemente variado tiene aceleracion constante

a(t) = a =constante. Si solo conocemos el valor de a, en este caso necesitamos primero calcular
v(t) para luego obtener x(¢). Como a es una constante, tenemos

v(t) :/a(t)dt:a/dt:at+c, (3.37)

de manera similar al caso anterior, necesitamos conocer la velocidad en algin instante #y para
obtener v(¢). Sea v(fg) = vp un dato conocido, entonces

v(l‘()) =v=aty+C = C=vy—aty = V(l‘) :a(l‘—t())—l-Vo. (3.38)

Podemos ahora obtener la funcién de movimiento integrando la velocidad respecto al tiempo,

x(t):/v(t)dt:/[a(t—to)+vo] dt:%atz—k(vo—ato)t—kD, (3.39)

donde nuevamente hemos usado la ecuacién (3.31), ahora con . =0y 1, y D es la constante de
integracién. Nuevamente, para fijar la constante D necesitamos como dato la posiciéon del mévil
en algin instante, que puede o no coincidir con #y. Supongamos que x(¢;) = x| es dato, entonces

1 1
x(t)) =x; = Eatlz—f—(vo—ato)tl +D = D=x|— Eatlz—f— (vo—at)t1 |, (3.40)

obteniendo finalmente

X(t) = %a(ﬂ _ )+ (vo—ato) (t— 1) +x1 (4D

Notar que si 7y = t; = 0, entonces x(¢) toma la simple forma
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1
x(t) = Eatz—l—vot—i—xo. (3.42)

A partir de este ejemplo particular puede extraerse una conclusién general: ya que dada la aceleracion
a(t) debemos integrar dos veces para obtener x(f), tendremos siempre dos constantes de integracién que
deben obtenerse a partir de dos condiciones conocidas sobre el movimiento del cuerpo. ;Cuales deben
ser estas condiciones? Hay dos conjuntos distintos de datos que nos permitirdn conocer la funcién de
movimiento a partir de la aceleracion:

a) Como en el ejemplo que acabamos de ver, conocer la velocidad del mévil en un instante dado, dig-
amos 1, y la posicioén en otro, digamos #,, que pueden o no ser el mismo instante.

b) Conocer la posicion del cuerpo en dos instantes distintos, x(7;) y x(2), con t; # 1.

Para ilustrar esto, veamos cdémo podemos obtener la misma funcién de movimiento a partir de datos
tipo a) o b) de un mévil sujeto a una aceleracion

m m
H=6—1t—2—. 3.43
alt) =651 -2 (3.43)

Asumiendo que una persona midi6 la velocidad del mévil en ¢t = 0 y su posicién en ¢ = 1s; mientras que
una segunda persona midio la posicion del mévil en los mismos instantes, veremos que ambas llegan a
la misma funcién de movimiento.

Condiciones tipo a): es dato que v(r =0) = —2m/s y x(t = 1 5) = 3 m. Tenemos que

m m m m
v(t):/(6s—3t—2s—2)dt:6s—3/tdt—2s—2/dt

m1 m m m
—6—-1>—2=1+C=3=1>—2=1t+C. 3.44
§32 52 + 53 52 + (3.44)

Notemos que usamos la propiedad de suma de integrales, sin embargo no incluimos una constante aditiva
por cada integral. El motivo es simple, de haber incluido una constante por cada integral, digamos C; y
(,, basta definir C = C| + C;, quedando siempre una sola constante aditiva a determinar. El valor de esta
constante, C, debe fijarse utilizando el dato conocido sobre la velocidad,

v(t = 0) = —2? —C = (1) = 3%:2 B S (3.45)

52 s

Conocida la funcién velocidad podemos determinar la funcién de movimiento del cuerpo,

m m m m m m
t) = 3—t2—2—t—2—>dt:3—/t2dt—2—/tdt—2—/dt
x(t) /( 53 52 s 53 52 s

ml, ml, _m ms _m, _m
=325 2—t+D=1=5 151> -2—1+D
$33 §22 s * $3 52 s 2
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donde la segunda constante de integracién del problema, D, se determina usando el dato x(t = 1s) =3 m,

m m m
x(1s)=3m= ls—3(1s)3—1s—2(ls)2—2;(1s)+D = D=5m =
Xty =158 =122 2" 4 5m. (3.46)
S S N

Condiciones tipo b): Como estamos describiendo el movimiento de un mdvil dado, sabemos que este
tiene la aceleracion (3.43), pero en este caso tenemos como datos que x(t =0) =5my x(t =1s5) =3 m,
esto es, no tenemos ningtn dato sobre la velocidad, pero conocemos la posicién del mévil en dos in-
stantes. Comenzamos calculando la velocidad, que nuevamente serd dada por la ecuaciéon (3.44), solo
que esta vez no conocemos ningtin valor de la velocidad que nos permita determinar la constante de in-
tegracion, por lo que, por ahora, la dejaremos expresada como C. Para obtener la funcién de movimiento
integramos la velocidad con respecto al tiempo,

m m m m
= [ (32 _2", c) dt:3—/t2dt—2—/tdt C/dt
x(1) /( 53 52 + 53 52 +

— 1% 1224 Ci4D,
s §

como sabemos que x(r =0) =5m, y x(t = 1 s) = 3 m, podemos escribir dos ecuaciones, una para cada
tiempofy =0yt =15y,

x(t=0)=D=5m
Mmoo _1Ma2
x(t=1s5)=15(ls)" = 15(ls)"+Cls+D=3m. (3.47)
s s

Esto es, tenemos un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas, cuya solucién nos permite
determinar conjuntamente los valores de las constantes C 'y D,

c==2" . pD=5m. (3.48)
)

Obtenidas C y D, la funcién de movimiento resulta

M) =158 — 122 -2 1 5m, (3.49)
S S S

que es idéntica a la funcién de movimiento (3.46).

Completaremos esta seccion con un ejemplo donde la aceleracién es una funcién sinusoidal,

d
a(t) = —w*Asen(0r); A=1m; o= 2% . (3.50)
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Consideremos que el movimiento estd sujeto a las condiciones iniciales x(0) = 0, v(0) = 2 m/s. Inte-
grando la aceleracién con respecto al tiempo obtenemos,

V(1) = /a(t)dt = —mzA/sen((Dt)dt = A cos(wt) +C, (3.51)

donde la integracion fue realizada utilizando una de las ecuaciones (3.29). De la condicién v(0) = 2m/s
calculamos la constante de integracion,

Wi=0=0A+Cc=2"1rc=2" = c=o. (3.52)
s s
Seguidamente, integramos la velocidad con respecto al tiempo para obtener la funcién de movimiento,
(1) = / V(1) di = ®A / cos(@f)di = A sen(or) + D, (3.53)

donde utilizamos la otra ecuacién de (3.29). Sabiendo que el mévil estéd en el origen para ¢ = 0, obtenemos
D:

x(0)=D=0= D=0. (3.54)
Los gréficos de
m m
x(t) = Imsen(2t/s), v(t) =2—cos(2t/s) y a(t) =—4- sen(2t/s) (3.55)
s s
se muestran en la figura 3.3.
V(1)
x(1)
t[s]
a(1)

Figura 3.3: Funciones posicion (en m), velocidad (en m/s) y aceleracion (en m/ s%) en funcién del tiempo
cuando la aceleracién es sinusoidal (ecuaciones (3.55)).

Veremos mds adelante que estas funciones describen adecuadamente el movimiento de un cuerpo
puntual atado a un resorte. Este movimiento se denomina oscilador armdnico de amplitud A y frecuencia
.
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3.6.1. Aceleracion definida a trozos

El hecho de que la aceleracidn pueda ser una funcién discontinua del tiempo, o aun siendo continua
pueda tener cambios en su expresion como funcién, hace que en muchos casos debamos definirla a
trozos, como en el ejemplo visto al inicio de este capitulo, donde la aceleracidn, dada por la ecuacién
(3.9), es discontinua y estd definida por funciones distintas parat <ty yt > t1:

B 0 sit<nh
a(t) = { g sit>n (3.56)
Un segundo ejemplo es
15 sit <0
a(t) = , (3.57)

—1%+1% sit>0

que es continua para todo tiempo, pero estd definida por funciones distintas parat <0yt > 0.
Para entender cémo se procede en estos casos, resolvamos el siguiente ejemplo:
13 sir<ls
)

a(t) = , (3.58)
2% sit > 1s

donde conocemos también los siguientes datos: v(t = 0) = 1% y x(t = 2 s) = 2 m. Integrando la funcién
aceleracion con respecto al tiempo podemos obtener la funcién velocidad,

flsﬂzdt sitr<l1ls 15t4+C sit<ls
W(t) = / a(t)di = _ , (3.59)
[25dt sit>1s 2214+C, sit>1s

ya que debemos incluir una constante de integracién por cada una de las funciones integradas en los
distintos trozos. Conocemos la velocidad en t = 0, asi, utilizando la expresion correspondiente tenemos

=0 =12 =¢y, (3.60)

pero tenemos otra constante indeterminada mas, C», y no conocemos a priori la velocidad en ningtin otro
instante, ;cémo determinamos C,? La respuesta es que si tenemos otra condicion sobre la velocidad, y
ya la hemos discutido: la funcién velocidad es continua para todo tiempo, en particular parat = 1 s,

lim v(t) = lim v(r) = lim v(7), 3.61)
t—1-s t—1ts t—1s

y esta condicién, llamada condicion de continuidad, es la que permite calcular la segunda constante C,,

lim v() =15 1s+12 =22 = 1fm v) =22 15+, =22+ 6 = ¢ =0. (3.62)
S S S S

t—1-s S t—1ts
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Finalmente, la funcion velocidad resulta

lsﬂzt+1"§ sitr<ls
v(r) = . (3.63)
2sﬂ2t sit>1s

Resta calcular la funcién de movimiento, para lo que debemos integrar la velocidad con respecto al
tiempo,

J(1Be+12)dt sit<1s B2 +1%14+D; sit<ls

x(1) = / v(t)dt = _ (364
[25% rdt sit>1s 152 +Dy sit>1s

Dejamos como ejercicio calcular x(¢) dado que x(r =2 5) =2 m.

SECCION 3.7

Integrales definidas

Completaremos ahora nuestro paréntesis matematico referido a integracién. Dada f(x), vimos que
se puede definir la funcién derivada f’(x). Asimismo, vimos que la derivada valuada en un punto dado,
f'(x0) tiene una interpretaciéon geométrica clara: es la pendiente de la recta tangente al grafico de f(x)
en el punto xg. Podemos entonces preguntarnos ;tiene la integral una interpretacién geométrica? La
respuesta es sf, y la justificaremos a continuacion.

Primeramente necesitamos el concepto de integral definida. Sea y(x) una primitiva de f(x), y x, < xp
dos nimeros reales en el dominio de f. Definimos

/ Y P dr = y(w) — y(xa). (3.65)

Notar que la ecuacion (3.65) no depende de la eleccion de la primitiva, si tomamos otra primitiva de f(x)
cualquiera, z(x) = y(x) 4+ C, entonces

[ £ = y(0) =) = 3(3) =) +-C =€ = (15) +.€) = (x2) +:€) = 21p) —2(x) . (3.66)

La definicién (3.65) es conocida como Regla de Barrow .

Trataremos ahora uno de los mds antiguos problemas de la matemaética, que no presenta a priori
una relacion evidente con el tema que nos ocupa: el cdlculo de dreas. En particular, dada una funcién
continua y no negativa f(x) > 0 Vx en el intervalo cerrado [x,,xp]; x, < xp, nos preguntamos cudl es el
area comprendida entre la curva f(x) y el eje x en dicho intervalo, o sea, en el ejemplo mostrado en la

2En reconocimiento al matematico Isaac Barrow (1630-1667), tutor académico de Isaac Newton.
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figura 3.4, ;cudnto vale el area sombreada? Solo sabemos calcular dreas de poligonos (también el drea
bajo una pardbola, ya conocida en la antigua Grecia). En particular, el drea de un rectdngulo es base por
altura, asi, en primera aproximacién podemos decir que el drea buscada, que denotaremos A(f;x,,Xp) €s
mayor que el area del rectangulo de la figura 3.5(a) y menor que el area del rectangulo de la figura 3.5(b).

f(x)

X

=

b

=

Figura 3.4: La regién sombreada es el area bajo la curva de f(x) en el intervalo [x,,xp).

fix) (@ f(x) (b)

X

=

b

=
"
=

xc': | b

Figura 3.5: Cotas inferior y superior al area sombreada en la figura 3.4.

Es posible obtener mejores cotas para el drea bajo la curva aumentando la cantidad de rectdngulos

utilizados como se muestra en la figura 3.6.
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Jx)

Figura 3.6: Cotas inferior y superior al d&rea sombreada en la figura 3.4.

Para esto dividimos el intervalo [x,,x5] en N intervalos iguales de ancho Ax = (x, —x,)/N y deno-
tamos los puntos limites de cada subintervalo como x; = x, +iAx; i =0,...,N. Denotamos también los
puntos donde f(x) toma su valor minimo y maximo en el i-esimo intervalo [x;,x;41] como

fmi=inf{f(x)/x€ [xi,xit1]} ; fM;=max{f(x)/x € [xi,xiy1]};i=0,...,N—1. (3.67)

Podemos entonces definir una cota inferior Ly como la suma de todos los rectdngulos de base Ax y altura
fm; y una cota superior Uy como la suma de todos los rectingulos de base Ax y altura fM;>,

N—1 N—1
Ly=Y fmAx 3 Uy=Y fMiAx, (3.68)
i=0 i=0
que para todo N > 0 cumplen

Ly <A(f;xq,%5) < Uy. (3.69)

Con las condiciones pedidas para f(x), continua y no negativa, los limites de Ly y Uy para N — o
siempre existen y ambos coinciden, ese limite es entonces el area buscada,

A(fixayxp) = lfm Ly = lim Uy . (3.70)

N—seo

Mas adelante estudiaremos cuanto podemos relajar las condiciones sobre f para que los limites de Ly y
Uy existan y sean iguales. Como ejemplo de funcién que los limites no son coincidentes podemos usar
nuevamente la funcién de Dirichlet (2.10), la cual es discontinua en todo punto, y se tiene que Ly =0
YU =xp—x,Vxs <xp € RyVN € N, por lo que no podemos definir un area bajo la curva de esta
funcion.

Notamos que si en vez de tomar los valores minimo y méaximo de f(x) en cada intervalo tomamos un
punto elegido con cualquier criterio (punto medio, al azar, etc.), que denotaremos &;, definimos

3Las letras L y U utilizadas en la literatura para estas sumas provienen del inglés lower: inferior y upper: superior.
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N-1
Sv=Y f&)Ax, ;& € [xixit1], 3.71)
i=0
que cumple

Ly < Sy < Uy, (3.72)

y utilizando la propiedad del limite (2.16), tenemos que
A(f3xq,xp) = lim Sy . (3.73)
N—oo

La suma (3.71) se denomina suma de Riemann.

Ya “sabemos” calcular el drea bajo la curva de cualquier funcién continua no negativa, aunque que-
da claro que la definicién no es operativa, y son pocas las dreas que podemos calcular utilizando la
ecuacioén (3.73). Veremos ahora como relacionar este calculo de dreas con derivadas e integrales. Para
esto tomamos un punto arbitrario xo € [x,,xp]. El drea bajo la curva en el intervalo [xo,xo + Ax], corre-
spondiente al 4rea sombreada en la figura 3.7 cumple, segin la ecuacién (3.73),

f(x)

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
i
X

X

&
=

=)
+
>
=

b

Figura 3.7: La regién sombreada es el drea bajo la curva de f(x) en el intervalo [xg,xp + Ax].

F(xo) Ax =~ A(f;x4,%0 + Ax) — A(f3x4,%0) (3.74)

o, dividiendo por Ax,

A(f;xa,X() +Ax) —A(f;me())

~ , (3.75)

fx0) =
que en el limite Ax — 0 (N — o) se vuelve exacta,

e Alfsxa, X0+ Ax) — A(f5Xa,%0)  dA(f3Xa,X0)
flxo) = lim, Ax T A (3.76)
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Como esta ecuacion es vdlida Vxy € [x4,xp], esto implica que A(f;x,,x) es una primitiva de f(x) en
[x4,Xp], €s decir,
A(f3Xa,X0) = y(x0) +C, (3.77)

donde y(x) es una primitiva arbitraria de f(x) y C es una constante a determinar. Pero ademas sabemos
que el drea bajo un punto es nula y por lo tanto, debe cumplirse A(f;x,,%,) = 0, entonces,

0 :A(f;xwxa) :y(xa) +C = C= _y(xa)7 (3.78)

reemplazando el valor de C en la ecuacién (3.77) obtenemos

A(fixarx0) = y(x0) — y(xa) = / " f(x)dx, (3.79)

donde en la tltima igualdad usamos la regla de Barrow, ecuacién (3.65). En palabras, la integral definida
(3.65) nos da el drea bajo la grifica de cualquier funcion continua no negativa f(x) en el intervalo [x,, xp),
siendo esta la interpretacion geométrica buscada de la integracién de funciones.

(Qué sucede si f(x) es continua, pero no positiva, f(x) < 0 Vx € [x4,x5]? En este caso la funcién
g(x) = — f(x) es continua y no negativa, ademas, si y(x) es una primitiva de f(x), —y(x) serd una primitiva
de g(x). Asi tenemos que

Algixas) = [ g dr = =3(8) = (=3() = ~000) ~3() == [ fWdx,  (380)

esto es, si una funcién continua es no positiva, entonces su integral definida nos da el 4rea entre la
gréifica y el eje x anteponiendo un signo negativo. Si, como se muestra en la figura 3.8, la funcién f(x)
es continua, pero positiva en algunas regiones y negativas en otras, el resultado de la integral definida
serd la suma de todas las dreas donde f(x) es positiva menos la suma de todas las dreas donde f(x) es
negativa. En el ejemplo de la figura 3.8 sera

Xp
/ f(x)dx = suma de las dreas rayadas verticalmente - suma de las dreas rayadas horizontalmente.
Xa
(3.81)

Figura 3.8: Las dreas sobre el eje x (rayas verticales negras) se toman como positivas, las areas bajo el
eje x (rayas horizontales azules) se toman como negativas.
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Analicemos un ejemplo sencillo: supongamos que nos interesa calcular el drea bajo la grifica de la
funcién f(x) = 2x+2 en el intervalo [—1,3]. Como esta drea corresponde a un tridngulo, vale base x
altura/2 = 16. Corroboremos que por la regla de Barrow obtenemos el mismo resultado,

f(x)
8

Figura 3.9: La regién sombreada es el drea de un tridngulo rectdngulo de base 4 y altura 8.

Calculemos primeramente la integral de f(x)

/f(x)dx:/(2x+2)dx:x2+2x+C. (3.82)

Como necesitamos una primitiva de f(x), podemos elegir el valor de la constante aditiva. La eleccion
mas simple resulta C = 0. Si calculamos el valor de la integral definida obtenemos:

A(f;—1,3):/31(2x+2)dx:(32+2-3)—[(—1)2+2(—1)]
=(946)—(1-2)=15—(—1)=16, (3.83)

que coincide con el valor del drea del tridngulo calculada anteriormente.

Pero, ;qué obtendremos si en vez de f(x) = 2x+ 2 integramos g(x) = 2x en el mismo intervalo? En
este caso, el drea a calcular es la mostrada en la figura 3.10. Integrando g(x) obtenemos

A(g;—1,3)=/312xdx:(32+C)—[(—1)2+c}
=9—-1=38. (3.84)

(Cémo entendemos este resultado? El tridngulo sombreado con rayas verticales tiene base 3 y altura 6,
por lo que su drea es 9, mientras que el tridngulo de rayas horizontales tiene base 1 y altura 2, por lo que
su drea es 1, pero esta estd bajo el eje x, por lo que debe restarse al drea sobre el eje, obteniendo asi el
mismo resultado calculando areas de tridngulos que el arrojado por la integral (3.84).
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Jx)
6

Figura 3.10: El 4rea de la region de rayas horizontales azules debe restarse al drea de rayas verticales
negras.

Es importante notar que si el limite superior de una integral definida es la variable x, esto define una
funcién que es una primitiva particular de f(x), ya que determina la constante aditiva. Dada cualquier
primitiva y(x) de f(x), entonces la funcién

F) = [ 10)d¥ = 30 =y(x). (3.589)

es la primitiva que cumple F(x,) = 0. Aqui vemos la relevancia de la notacién, que claramente nos
dice que la variable de integracion, x/, es distinta a la variable x, argumento de F y limite superior de la
integral.

Finalmente daremos una notacién muy usada, utilizando la barra vertical de manera similar a la
definida por la ecuacién (2.53), que permite escribir de manera compacta la diferencia de una funcién
valuada en puntos,

YO = = Y@L = y(x) —y(xa), (3.86)

entonces, si y(x) es una primitiva de f(x) podemos escribir

/x Y @ dx = Y = y(w) —y(xa). (3.87)

— SECCION 3.8

Aplicacion de las integrales definidas en
cinematica

Ya vimos en la seccion 3.6 que conociendo la aceleracion de un cuerpo en funcion del tiempo, a(t), y
su velocidad en un instante dado, v(zp) = vg, entonces v(¢) es la primitiva de a(z) que cumple esta condi-
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cion. En la seccién 3.6 escribiamos una primitiva de a(z) con una constante arbitraria y calculdbamos
esta constante por la condicion para la velocidad en ¢ = #yp. En vez de esto, podemos hacer uso de la
ecuacion (3.85) que define la primitiva particular que necesitamos, esto es,

t
/ a(t')dt' = v(t) —v(to) = v(t) —vo, (3.88)
fo
es decir,
1
W(t) = / a(f')di' +vo, (3.89)
Iy
que nos dard la funcién velocidad sin importar qué primitiva de a(f) usemos. Lo mismo vale para la
funcién de movimiento; si x(fp) = xp podemos escribir
t
(1) = / W) df' +xo, (3.90)

fo

que es la funcién de movimiento que cumple la condicion x(f = 1y) = xo.

Podemos obtener este mismo resultado interpretando la ecuacién

_dv

a(t) =~ (3.91)

como un cociente de diferenciales. Asi, multiplicando a ambos lados por df (que llamamos diferencial t)
obtenemos

dv=al(r)drt. (3.92)

Si conocemos que el cuerpo en el instante ¢ = £y tiene una velocidad v(fp) = vy podemos realizar la
integral definida en ambos miembros de la expresién anterior. Notemos que para que la igualdad continue
siendo valida al integrar sobre diferentes variables, los limites de integracién deben estar relacionados,
to — vo y t — v(t), obteniendo

(1) t
/ dv:/ a(t')drt' . (3.93)
Vo Iy

Primero calculemos la integral definida de la izquierda,

/v " = (v(t) £.C) — (o) = v(1) —vo. (3.94)

0

Reemplazando (3.94) en (3.93) obtenemos

V() — vp = /t ey (3.95)
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y sumando vy a ambos lados de la igualdad reobtenemos la expresion (3.89).

Veamos un ejemplo: queremos conocer la funcién de movimiento de un cuerpo para ¢ > 0, sabiendo
que en t = 0, cuando estaba a 2 m del origen en la direccion positiva, con una velocidad de 1 m/s,
comenz6 a actuar una aceleracién constante a = 3 m/s*. Aplicamos (3.89) para obtener v(¢):

t t
v(t):/ a(t’)dt’+v(t:0):/ 3ﬂ2dt'+v0:3ﬂ2t+lm, (3.96)
0 0 s s s

una vez obtenida v(¢), con un procedimiento similar obtenemos x(z),

! trom m mt*  m
!/ / ! /
)= [ e =0 = [ (3 1™ a4 =305 10w, a9

que es la funcién de movimiento buscada, vélida parat > 0.

La ecuacion (3.89) también nos dice que si tomamos un intervalo [fo, ], la variacion de la velocidad
del cuerpo en el intervalo, Av = v(t;) — v(fo) estd dada por el drea bajo la curva a(t) en dicho intervalo,
tomada como positiva en los subintervalos en que a(t) > 0 y como negativa en los subintervalos en
que a(t) < 0. El mismo argumento puede utilizarse para relacionar el desplazamiento Ax = x(#1) — x(fp)
con el drea bajo la curva v(¢) en el intervalo [fo,;]. Veamos como ejemplo el caso de un cuerpo que se
desplaza con aceleracion constante, como se observa en la figura 3.11.

LS |

t t

0 1

Figura 3.11: Aceleracion constante en el intervalo [fo,;].

Entonces la variacion de la velocidad en el intervalo [f,#] serd igual al drea bajo la gréfica de la
funcién aceleracion. En este caso particular en que la aceleracion es constante, el drea corresponde a la
de un rectangulo, resultando Av = ag(t; — o), que coincide con lo obtenido en el caso de un movimiento
rectilineo uniformemente variado.

Veamos otro ejemplo: supongamos que un cuerpo estd sometido a una aceleracién cuya grafica se
muestra en la figura 3.12, y se nos pide calcular Av en el intervalo [—2 s,3 s].
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Figura 3.12: a(t) en el intervalo [—2 s,3 s]. El drea rayada horizontal azul debe restarse al drea rayada
vertical negra para obtener Av.

Por lo que acabamos de ver, Av serd igual al drea entre la gréfica de a(r) y el eje ¢, considerada como
positiva en la regién a(t) > 0 (rayada vertical negra en la figura) y como negativa en la regioén a(t) < 0
(rayada horizontal azul en la figura). El 4rea rayada vertical, A,, es un rectdngulo de base 2 s y altura
2 m/s* mas dos tridngulos de base 1 sy altura 2 m/s?, por lo que se obtiene A, = 6 m/s. El 4rea rayada
horizontal, Ay, es un tridngulo de base 1 s y altura 2 m/sz, tenemos entonces A, = 1 m/s. Entonces la
variacion de la velocidad en el intervalo [—2 s,3 s] serd

m_sm (3.98)

Av=A,—A, =621
N N N

Obtengamos este resultado integrando; para esto debemos usar el grafico 3.12 para calcular la expresién
analitica de a(¢), dejamos como ejercicio comprobar que esta es

2%%{—2% si —2s<t<O0s
a(t) = 2% si0<r<2s . (3.99)

—2Sﬂ3t+6sﬂ2 Si2s<t<3s

Calculamos entonces la diferencia de velocidades en el intervalo utilizando la ecuacién (3.95) con
to=—-2syt=3s,

3s Os 25 35
Av(r) 3—st:/ a(f)dt:/ (251+25) dH—/O 2Sﬂzdr+/2 (—2%e+6% ) dr
B s s

2s —2s
Os 3s
t2 2s [2
— (22D ", 20T (22D 6y
§32 2 )|, 8% los s32 52 ) |,
S, A L L L (3.100)
) S ) )

que coincide con el resultado del calculo de dreas (3.98).
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Movimiento en el Plano

SECCION 4.1

Localizacion de un punto en el plano

Hasta ahora hemos descrito el movimiento unidimensional (1-D) de cuerpos puntuales, es decir que
se mueven sobre rectas. Sin embargo, nos interesa poder describir movimientos algo mds complejos que
los rectilineos. Para incrementar de manera gradual la dificultad en la descripcion de distintos tipos de
movimiento ahora estudiaremos el movimiento de cuerpos en dos dimensiones (2-D), es decir cuerpos
que se mueven sobre un plano.

Lo primero que debemos hacer, al igual que en la descripcién de movimientos unidimensionales, es
dar una receta para determinar de manera univoca la posicién de un cuerpo en este universo plano.

4.1.1. Sistema de coordenadas cartesianas ortogonales

Si bien existen varios sistemas de coordenadas que nos permiten determinar de manera univoca la
posicién de un punto en un plano, el mds simple y utilizado es el sistema de coordenadas cartesianas
ortogonales. Este sistema estd conformado por dos ejes cartesianos, como los utilizados en la descrip-
cién de movimientos unidimensionales, perpendiculares entre si, con un origen comiin a ambos, que al
igual que en una dimensién denotaremos como O. Por convencién dibujaremos un eje horizontal y otro
vertical, que llamaremos eje x y eje y, considerando direcciones positivas de los mismos hacia la derecha
y hacia arriba de la hoja respectivamente, como se muestra en la figura 4.1.

Todo punto del plano queda univocamente definido por un par de nimeros referidos al sistema de
coordenadas elegido. Por ejemplo, como se observa en la figura 4.1, el punto A tiene una posicién en el
plano que queda determinada por medio de las coordenadas espaciales (x4,ya). También es una conven-
cién universal dividir el plano en 4 cuadrantes, segtn las 4 posibilidades de los signos de las coordenadas
de un punto en el cuadrante: (+,+); (—,+); (—,—); (4+,—) denotdndolos con los nimeros romanos
I; II; 111; 1V respectivamente.

La distancia que existe entre un punto A del plano con coordenadas (x4,y4) y el origen del sistema
de coordenadas, d4o, se obtiene utilizando el teorema de Pitagoras,

dAozm:\/xf‘—l—yi. 4.1)

85
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y
| A
1 1
x<0; y>0 i x>0; y>0
0 X, X
i v
x<0; y<0 x>0; y<0

Figura 4.1: Sistema de coordenadas cartesianas ortogonales y coordenadas de un punto A.

Dados dos puntos del plano A y B, de coordenadas (x4,v4) Y (x5, yp) respectivamente, la distancia
entre ellos es la longitud del segmento AB. Esta distancia también puede calcularse utilizando el teorema
de Pitdgoras:

dap = AB = \/(XA —xg)* + (va — y8)?, 4.2)
siendo esta férmula independiente del cuadrante donde se hallen los puntos, como se ve en la figura 4.2.

Y y

Figura 4.2: Dos ejemplos de distancia entre dos puntos en el plano.

Cuando analizamos el movimiento unidimensional de un cuerpo existia un tinico sistema de coorde-
nadas para su descripcidn (solo podiamos decidir la localizacién del origen y la escala de longitudes).
Sin embargo, para el estudio del movimiento de cuerpos en el plano existen muchos otros posibles sis-
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temas de coordenadas aparte del cartesiano. Siempre se utilizara aquel sistema de coordenadas en el cual
la descripcién matemdtica del movimiento sea lo mds simple posible. Més adelante introduciremos el
sistema de coordenadas polares como ejemplo de otro sistema de coordenadas factible de ser utilizado
para describir el plano cuando el problema a tratar asi lo amerite.

SECCION 4.2

Trayectoria y Funciones de Movimiento

Para definir funciones de movimiento en el plano, generalizaremos lo expuesto en la seccién 1.4. Si
de manera similar a lo realizado cuando estudiamos movimientos unidimensionales en el capitulo 1, para
cada tiempo #; determinamos cudles son las coordenadas (x; , y;), del punto del plano donde est4 ubicado
el cuerpo, podemos construir una tabla similar a la tabla 1.1, solo que agregando otra columna con los
valores correspondientes de la coordenada y, obteniendo

t x|y
h|xt|n
h|xX2 |2
3| X3 |3
Iy | X4 | ya
Is | X5 | ys5
Ie | X6 | Yo

Tabla 4.1: Tiempos y posiciones registradas para un mévil en el plano x — y.

También asumiremos, como en una dimensién, que el movimiento es continuo. Entonces si mar-
camos todos los puntos del plano que un cuerpo ocupa sucesivamente en su movimiento tendremos una
gréfica, como la que se muestra en la figura 4.3. Este conjunto de puntos del plano que el cuerpo ocup6
en algin instante se denomina frayectoria. Es importante notar que la trayectoria no necesariamente
corresponde a la gréfica de una funcion.
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Figura 4.3: Trayectoria de un cuerpo que se mueve sobre un plano.

Por lo tanto se denomina trayectoria a la grafica del camino que recorre el cuerpo a medida que
realiza su movimiento (esta definicion es valida independientemente de la dimension del espacio, es
decir, vale también en tres dimensiones, y si no la definimos en una dimensién fue porque al ser en este
caso todas las trayectorias segmentos de recta, este concepto no presenta utilidad).

Toda la informacién de la tabla 4.1 la podemos desdoblar analizando, por separado, el comportamien-
to de la coordenada x, y por otro lado el de la coordenada y. Para esto hacemos una tabla con los valores
de cada una de estas coordenadas para los distintos instantes de tiempo

r | x t |y
I | x1 h|n
Iy | x2 I | »2
13 | x3 I3 ]y3
4 | X4 I4 | Y4
Is | X5 Is | ys
6 | X6 Is | Yo

Podemos encontrar dos funciones del tiempo x(¢) e y(t) tales que, cuando sean evaluadas en los
tiempos #;, sus resultados reproduzcan los valores medidos x; e y; de las coordenadas del cuerpo. Estas
funciones x(t) e y(t) se denominan funciones de movimiento del cuerpo, y nos permiten determinar cudl es
la posicién del cuerpo en el plano dando sus coordenadas para cada instante. Como ejemplo mostramos
en la figura 4.4 un par de funciones de movimiento, x(z) e y(), que dibujan la trayectoria de la figura 4.3.
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X y

/\/\/\’\\/\/\ /\
\

JVVVV t \/ \/ \t

Figura 4.4: Funciones de movimiento correspondientes a la trayectoria mostrada en la figura 4.3.

Debemos tener en cuenta que no existe una relacién uno a uno entre funciones de movimiento y
trayectorias, muchas (jinfinitas!) funciones de movimiento distintas pueden describir el mismo camino,
es decir, la misma trayectoria en el plano x —y. Como ejemplo simple, podemos recorrer la misma trayec-
toria en sentido opuesto, como las funciones de movimiento de la figura 4.5 que también describen la
trayectoria mostrada en la figura 4.3. Como en la trayectoria no hay referencia al tiempo, funciones de
movimiento que recorran el mismo camino, pero mas rapido, frenando, invirtiendo a veces el movimien-
to, etc., corresponderdn todas a la misma trayectoria.

X Y

/\/\v,\/\/\/\
V

g /\
VAVAY / V2 \/t

Figura 4.5: Otro par de funciones de movimiento que también describen la trayectoria mostrada en la
figura 4.3, donde el mévil la recorre en sentido inverso al correspondiente a la figura 4.4.

Hemos definido a la trayectoria del cuerpo como el conjunto de puntos del plano que, en algin
instante, fueron ocupados por el cuerpo. Este conjunto de puntos no necesariamente es una funcion;
sin embargo, para algunos movimientos particulares lo es. En estos casos la expresiéon matematica de
la trayectoria estard dada por una relacién y = f{x) la cual puede deducirse a partir de las funciones de
movimiento del cuerpo al igual que el dominio de la misma.

La forma de obtener la expresion y = f{x) en el caso particular que esta sea una funcién es eliminando
la variable ¢ de las funciones de movimiento x(¢) e y(¢). Las dos formas mds simples de realizar esto son:
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1. Se despeja la variable ¢ de una de las funciones de movimiento, por ejemplo x(¢), y luego se
reemplaza esta expresion en la otra funciéon de movimiento, por ejemplo y(z), obteniendo y(x) =

y(t(x))-

2. Se despeja la variable ¢ de ambas funciones de movimiento, obteniendo ¢ = g(x) y t = h(y). Se
igualan ambas expresiones eliminando el pardmetro ¢, g(x) = h(y), y de esta igualdad se puede
obtener x = g~ (h(y)) 6 y = h~ ! (g(x)).

Siempre es posible dar una expresion matemética a la trayectoria, ain cuando la relacion entre x e
y no sea una funcién, como es el caso mostrado en la figura 4.3. Una manera de hacer esto es partir la
trayectoria en trozos en los cuales y(x), o bien x(y), si sea una funcién, obteniendo una expresion distinta
para cada trozo aplicando alguna de las técnicas 1 6 2. Pero es importante notar que, dado que x() e y(t)
nos permiten determinar cudl es la posicion del cuerpo para cada instante, si conocemos estas funciones
ya nos estdn definiendo cudl es la trayectoria del cuerpo. Por este motivo decimos que x() e y(t) describen
la trayectoria en forma paramétrica, donde el pardmetro es ¢. De hecho, fue de esta manera que se graficé
la trayectoria de la figura 4.3 a partir de las funciones de movimiento de la figura 4.4 (podriamos haber
utilizado igualmente las funciones de movimiento de la figura 4.5).

Analicemos a continuacién algunos ejemplos simples de cémo obtener la expresion para la trayecto-
ria a partir de las funciones de movimiento del cuerpo.

a) Cuerpo en reposo: en este caso las funciones de movimiento no dependen del tiempo,

x(t)y =x0 5 y(t)=yo, 4.3)

donde x( e yg representan constantes reales. La trayectoria es simplemente el punto del plano donde
se encuentra el cuerpo, como se muestra en la figura 4.6.

Figura 4.6: Funciones de movimiento y trayectoria de un cuerpo que se encuentra en reposo.

b) Movimiento rectilineo paralelo al eje y:

x(t) =x0 5 y()=PBt+yo. 4.4)

En la figura 4.7 se muestra el grafico de las funciones de movimiento y la trayectoria del cuerpo.
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X y y
X, Yo
! t X, x

Figura 4.7: Funciones de movimiento y trayectoria de un cuerpo que se mueve sobre una linea paralela
al eje y.

Como vemos en este ejemplo la trayectoria es un conjunto de puntos del plano que no puede ser
descripto por una funcién y(x). Por lo tanto podemos expresar a la trayectoria como un conjunto de
puntos denominado A,

A={(x,y) e R*/x = x} (4.5)
Aunque debemos notar que x(y) = xo si es una funcion.
Movimiento lineal més general:
x(t) = at +x0; 00 3 y(t) = Pt+yo, (4.6)

En este caso ambas funciones de movimiento son funciones lineales (el caso oo = 0 fue considerado
en el ejemplo anterior), asi podemos obtener de la primera ecuacion #(x) y reemplazar esta funcion

en y(t),

= 4.7

= y(x) = 2x+ <yo— on) :

resultando la trayectoria y(x) también una funcién lineal. La figura 4.8 muestra las funciones de
movimiento y trayectoria para el caso o < 0; B > 0.

X y y

0 ¥y B x, /0

Figura 4.8: Funciones de movimiento y trayectoria de un cuerpo que se mueve sobre el plano con
movimiento rectilineo uniforme.

Notemos que como y(x) es una recta, podriamos elegir un sistema de coordenadas cuyo eje x co-
incida con dicha recta. En este sistema el problema es unidimensional, como los ya tratados en el
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capitulo 1. Esto es una primera muestra de la importancia de elegir de manera adecuada el sistema
de coordenadas para lograr una descripcién matematica lo mas simple posible de un dado problema
fisico.

Combinacién de una funcién lineal y una funcién cuadratica:

x(t) =or 5 y() =B +y ; o, BH#0. (4.8)

Despejando ¢ de la primera ecuacion y reemplazando esta expresion en la ecuacion de y(¢) obtenemos
la expresion de la trayectoria,

y(x) = 52)62 +y0, (4.9)

que describe una trayectoria parabdlica. Suponiendo que todos los coeficientes son positivos el grafico
cualitativo de las funciones de movimiento y trayectoria se muestran en la figura 4.9.

X y y
t \/
yo yO
t X

Figura 4.9: Funciones de movimiento y trayectoria de un cuerpo que se mueve sobre el plano con una
trayectoria parabdlica.

e)

Combinacién de una funcién cuadrética y una cudrtica:

25 () =Bt +yo. (4.10)

x(t) = at
Para poder analizar este ejemplo supondremos que todos los coeficientes, a; B; e yo, son positivos.
En este caso lo primero a notar es que x e y son siempre positivos, independientemente del valor de
t, asi, cuando despejamos ¢ en funcién de x,

t(x)::t\/z ; x>0, (4.11)

y debemos tomar la raiz positiva para ¢ > 0 y la negativa para t < 0. Reemplazando esta dltima
ecuacion en y(r) obtenemos la trayectoria

y(x) = Oiszryo ; x>0, 4.12)

Como vemos, la trayectoria es formalmente igual a la funcién obtenida en el ejemplo anterior,
ecuacion (4.9) (aunque los coeficientes o y B tienen distintas dimensiones en ambos ejemplos); sin
embargo su dominio es diferente pues s6lo pertenecen a €l los valores de x > 0. Por lo tanto el grifico
cualitativo de la trayectoria es el que se muestra en la figura 4.10.
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Figura 4.10: Funciones de movimiento dadas por las ecuaciones (4.10) y la trayectoria correspondiente.

f) Un caso muy interesante, que analizaremos en detalle en el capitulo 5, es el correspondiente a fun-
ciones de movimiento trigonométricas de la forma

x(t) = Rcos(ot) ; y(t) = Rsen(wt). (4.13)
En la figura 4.11 se muestra el grifico de estas funciones de movimiento asumiendo que ambos
parametros, R y ®, son positivos.

X Y
R

(2 ®) ,
t /(2 ) t

Figura 4.11: Funciones de movimiento dadas por las ecuaciones (4.13).

Si para obtener la expresion de la trayectoria queremos seguir el mismo procedimiento que en los
ejemplos anteriores, debemos notar que las funciones trigonométricas cos(®¢) y sen(®t) son invert-
ibles en intervalos de longitud 7/® y debemos invertir de a trozos en intervalos de dicha longitud.
Teniendo esto en cuenta obtenemos:

t = é arccos (%) = y(x) = Rsen (arccos (%)) . (4.14)

No es simple determinar cudles son los puntos del plano que pertenecen a la trayectoria a partir de
la expresion de y(x) dada en la ecuacién (4.14). En este caso resulta mas conveniente utilizar algunas
relaciones conocidas de las funciones trigonométricas para determinar la expresion de la trayectoria.
Primero elevamos ambas funciones de movimiento al cuadrado,

x*(t) = R*cos*(o1) ; y*(t) = R? sen’(w1), (4.15)

y sumando ambas expresiones de la ecuacion (4.15) tenemos
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x> 4+ y* = R? cos’*(wt) + R? sen’(wt) = R? [cosz(mt) + senz((x)t)} :

(4.16)

Finalmente, utilizando la famosa relacién cos®(a) 4 sen?(o) = 1, obtenemos la trayectoria del mévil

24y =R,

4.17)

que corresponde a la ecuacién de una circunferencia de radio R centrada en el origen mostrada en
la figura 4.12. Estas funciones de movimiento corresponden al denominado movimiento circular uni-

forme (MCU), que, como dijimos, estudiaremos en el capitulo 5.

y

Figura 4.12: Trayectoria de un movimiento circular uniforme de radio R dado por la ecuacién (4.17).

Notar que la ecuacion (4.17) no corresponde a una funcién y(x), pero si a dos, y+(x) = +vR? — x2.

Expresiones mds generales para estos tipos de funciones de movimiento son

x(t) = acos(wr) +xo ;5 y(t) = bsen(®r) + yo.

Despejando las funciones cos(®?) y sen(m?) de estas expresiones obtenemos

X — X0 Yy —=Y0
= cos(wt) ;
a (@) b

= sen(w?),

elevando al cuadrado ambas expresiones tenemos

(x —x0>2 — co(01) <y_by°>2 = sen’(01),

a

y sumando ambas igualdades de la ecuacién (4.20) obtenemos

2 2
(x xo> + (y by0> = cos*(w?) + sen’(wt),

a

llegando finalmente a la expresién para la trayectoria

(4.18)

(4.19)

(4.20)

4.21)
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X —x 2 . 2
( °> + <y yo) —1. (4.22)
a b

Esta trayectoria que recorre el mévil, cuyas funciones de movimiento son las expresadas en la ecuacion
(4.18), es una elipse centrada en x = xg e y = yg y con semiejes a y b. En la figura 4.13 se muestra
un ejemplo con a > b, xg > 0 e ygp < 0. El ejemplo de movimiento circular que desarrollamos es un
caso particular donde a =b =Ry xo =yo = 0.

Y

Figura 4.13: Trayectoria sobre una elipse dada por la ecuacién (4.22).

g) Como veremos en este ejemplo, la forma funcional de las funciones de movimiento en general
no tiene relacién con la forma funcional de la trayectoria. Tomemos ahora también funciones de
movimiento trigonométricas, pero de la forma

x(t) = Rsen(mt) ; y(t) = Rsen(mt), (4.23)

que se ven similares a las funciones de movimiento (4.13), sin embargo, la trayectoria es simplemente

y(x) =x ; —R<x<R, (4.24)

que es un segmento de recta. Compare las funciones de movimiento y trayectoria mostradas en la
figura 4.14 con las mostradas en las figuras 4.11 y 4.12 para el movimiento circular.

X y y
R R

L ‘

/(2 w) t (2 ) t ; I‘Q X

v ] R

Figura 4.14: Funciones de movimiento dadas por las ecuaciones (4.23) y la correspondiente trayectoria,
ecuacion (4.24).
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Sabemos que podemos expresar una posicion en el plano dando sus coordenadas como un par orde-
nado (x,y). Sin embargo, desde un punto de vista operativo esta forma no es la més adecuada de hacerlo.
Por lo tanto ahora haremos un pequefio impasse en la descripcidn fisica del movimiento en dos dimen-
siones para introducir la forma matematica que utilizaremos para determinar la posiciéon de un punto en
el plano.

SECCION 4.3

Vectores

Las magnitudes fisicas que hemos definido hasta ahora son magnitudes escalares, es decir que estan
completamente definidas dando un nimero real y la correspondiente unidad. Sin embargo, hay muchas
magnitudes fisicas para las cuales es necesario dar mds informacién; este es el caso de magnitudes en las
cuales la orientacion juega un papel importante. Para definir este tipo de magnitudes se utiliza un ente
matematico denominado vector y las magnitudes correspondientes reciben el nombre de magnitudes
vectoriales. El nombre “vector” proviene del latin “vectoris”, derivado del verbo “veho”, que significa el
que transporta o conduce. El concepto de vector puede utilizarse en diversos dmbitos; en particular en
fisica un vector es representado como un segmento de recta orientado, tal como se muestra en la figura
4.15.

Los elementos necesarios para definir un vector son:

= Una direccion: la cual es definida por una recta en el espacio.
= Un médulo: que es la longitud de un segmento sobre la recta que define la direccion.

= Un sentido: que define la orientacién del segmento de recta; ya que dada una direccién existen dos
sentidos posibles.

= Un punto de aplicacion: graficamente coincide con el origen del segmento utilizado para represen-
tar el vector.

Figura 4.15: Representacion gréfica de un vector.

Para denotar que una magnitud es vectorial lo haremos mediante una letra que lo identifica, que puede
ser mayuscula o miniscula, con una flecha encima, por ejemplo 7, que leemos como el vector r. Para
denotar el médulo de un vector se encierra el simbolo utilizado para el vector entre dos barras verticales
|7| 6 simplemente la misma letra utilizada para denotar el vector, pero sin flecha arriba, r. El médulo de
un vector es una magnitud escalar no negativa, es decir que queda totalmente definido por un nimero
real positivo (o cero solo en el caso del vector nulo) y eventualmente por una unidad.
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4.3.1. Operaciones con vectores

Multiplicacion de un vector y un escalar

Si multiplicamos un vector @ por un escalar A € R, su resultado es un vector A = A d, que tiene las
siguientes caracteristicas.

1) Médulo: |A| = [Ad| = |A||a].

11) Direccién: A y d tienen la misma direccion, multiplicar por un escalar no cambia la direccion.

A>0 Ay atienen igual sentido
1) Sentido: § A <0 Ay d tienen sentidos opuestos
A =0 A eselvector nulo

Veamos los vectores que se obtienen al multiplicar un vector dado por distintos escalares:

Si A = —1 entonces A = Ad = —a, que es el vector opuesto a d; lo que implica que tiene la misma
direcciéon y médulo, pero sentido contrario (ver figura 4.16).

> >
a -a

Figura 4.16: Producto de un vector por el nimero -1.

Como |A| = ]M]a\ si |A| > 1 entonces , mientras que si |A| < 1 entonces |A| < |d@|. Ademds,
si A > 0 el vector A tendrd el mismo sentido que d, y si, en cambio, A < 0, A tendrd el sentido contrario
al de d, como puede verse en la figura 4.17.



98 CAPITULO 4. MOVIMIENTO EN EL PLANO

Qv

> ¥
1
>
Sy

A>1 0<A<1 A<—1 -1<A<0

/ /

Figura 4.17: Distintos casos de multiplicacién de un escalar por un vector. Notar que en todos los casos
A tiene la misma direccién que d.

Suma de vectores

La suma de dos vectores da como resultado otro vector. El vector suma se puede obtener graficamente
por la denominada regla del paralelogramo. Para ello hay que trasladar los dos vectores al mismo punto de
aplicacion, luego se forma un paralelogramo trazando por el extremo de cada vector una recta paralela al
otro, como se muestra en la figura 4.18, y el vector suma queda definido por la diagonal del paralelogramo
que contiene al punto comun de aplicacién de los vectores.

b

Figura 4.18: Suma de vectores utilizando el método del paralelogramo.

Otra forma de sumar graficamente dos vectores es trasladar el segundo vector al extremo del primero
y el vector suma serd el que une el origen del primero con el extremo del segundo (ver figura 4.19).
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QY
Qv

> >

N
b

Figura 4.19: Suma de vectores trasladando uno de ellos al extremo del otro.

Ambas reglas de suma son equivalentes, salvo en el caso de suma de vectores de igual direccion,
en cuyo caso la regla del paralelogramo no estd definida, mientras esta dltima receta si lo estd. En este
caso decimos que los vectores son colineales. Si bien para vectores colineales no podemos definir un
paralelogramo, la segunda regla gréfica nos dice que el vector suma tendrd la misma direccidén que los
dos vectores, el sentido del de mayor médulo (el “mds largo” de los vectores) y su médulo serd la suma
de ambos médulos si ambos vectores tienen el mismo sentido o la diferencia si ambos tienen sentidos
opuestos, como se muestra en la figura 4.20.

A

Figura 4.20: Dos casos de suma de dos vectores colineales. 1zq.: ambos vectores tienen igual sentido.
Der. los vectores tienen sentidos opuestos.

Para sumar més de dos vectores aplicamos reiteradamente el método del paralelogramo (ver figura
4.21), o el ultimo método descripto, como se esquematiza en la figura 4.22.

Figura 4.21: Suma de mds de dos vectores aplicando el método del paralelogramo.
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Figura 4.22: Suma de mas de dos vectores trasladandolos.

A partir de la regla del paralelogramo vemos que, entre otras, la suma de vectores posee las propiedades
conmutativa, asociativa y distributiva respecto a la multiplicacion por un escalar.

-

1) Propiedad conmutativa: @ + b=0>b+a.
1) Propiedad asociativa: (@ +b) +¢=d+ (b+¢) =d+b+¢.

111) Propiedad distributiva respecto a la multiplicacion por un escalar: A (@ + b) = Ad+ Ab.

Resta de vectores

Podemos pensar al vector resta de dos vectores, ¢ = d — b como el vector suma de dos vectores

—

¢ = d + (—D), donde entendemos al vector (—b) como uno con la misma direccién y médulo pero
sentido contrario al del vector b (ver multiplicacién de un vector por un escalar).

Figura 4.23: Resta de dos vectores aplicando el método del paralelogramo.

Podemos ver que en el caso de la diferencia de vectores es mas simple su representacion grafica pues,
como se ve en la figura 4.23, el vector diferencia es igual al vector con inicio en el extremo del vector
sustraendo y final en el extremo del vector minuendo.

Descomposicion de vectores

Un vector d puede ser expresado como la suma de dos vectores que estén en dos direcciones prede-
terminadas no colineales. Encontrar cudles son esos vectores se denomina hacer la descomposicién del
vector d en dichas direcciones. En la figura 4.24 se esquematiza el procedimiento correspondiente; se
trazan, por el extremo del vector d, dos rectas paralelas a cada una de las direcciones predeterminadas;
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los puntos donde estas rectas cortan a las direcciones dadas determinan los extremos de los vectores en
los cuales hemos descompuesto el vector d. Notar que 4 resulta la suma de los dos vectores asi definidos,
d=dj+d.

Figura 4.24: Descomposicion de un vector en dos direcciones arbitrarias.

Versores

Un versor es simplemente un vector con la Unica particularidad de que su médulo es igual a 1.
Sin embargo, veremos que definir versores es de gran importancia para simplificar nuestro trabajo con
vectores. Para distinguirlos de los otros vectores, a los versores los designaremos con una letra y en su
parte superior, en lugar de una flecha, el simbolo correspondiente al acento circunflejo; por ejemplo a.

La caracteristica que tienen los versores es que definen una direccion en el espacio y, a partir de
ellos, podemos generar todos los vectores sobre dicha direccién. Para generar un vector en la direccién
del versor debemos multiplicar el versor por un niimero real que cumpla las siguientes condiciones: su
valor absoluto debe ser igual al médulo del vector que deseamos generar y su signo debe ser positivo si
el vector debe tener el mismo sentido del versor o negativo si debe tener sentido opuesto.

Dado un vector @ # 0 podemos generar, a partir de €l, un versor con su misma direccién y sentido.
Para esto debemos multiplicar el vector por un escalar cuyo valor es igual a la inversa de su médulo

A=—= >0, (4.25)
al
entonces
. - 1., d
d=Ad= —d= —. (4.26)
al = |l
Podemos ver que el médulo de este vector es
. - L
la| = |Ad| = = |d| = 1. (4.27)

dl
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4.3.2. Base vectorial

Hemos visto que podemos expresar un vector A como la suma de dos vectores que estén en dos
direcciones determinadas. Por otro lado, dos versores cualesquiera (no colineales) pueden definir las
direcciones a lo largo de las cuales queremos descomponer un vector. Al conjunto de versores que definen
estas direcciones se lo llama base vectorial (ver figura 4.25).

v

u

Figura 4.25: Versores de la base vectorial.

Por ejemplo, consideremos los versores @i y ¥ que definen la base mostrada en la figura 4.25, en cuyas
direcciones queremos descomponer un vector A. Llamamos a estos vectores A; y A,, que cumplen

A=A +As, (4.28)

como se muestra en la figura 4.26.

Figura 4.26: Descomposicion del vector A

A1 y Ay son los vectores en los cuales se descompone el vector A segin las direcciones de i y ¥
respectivamente. Como A y # son vectores paralelos, al igual que A, y ¥, podemos escribir:

A=A, Ay = AP, (4.29)
Por lo tanto
A=A +A, = Ayt + AP, (4.30)

donde A, y A, son dos cantidades escalares que se denominan componentes del vector A en las direc-
ciones de @i y ¥ respectivamente.
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4.3.3. Vectores en un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales

Asi como con un versor podiamos generar todos los posibles vectores sobre la direccién definida por
el versor, con un par de versores no paralelos podemos generar todos los posibles vectores en el plano.
Una base vectorial muy usada, y que utilizaremos habitualmente, es la base ortonormal ilustrada en la
figura 4.27 en la cual los versores que la definen son perpendiculares entre si. En el caso del sistema
cartesiano ortogonal, que utilizamos para describir el movimiento de los cuerpos que se mueven sobre
un plano, los versores se ubicardn sobre cada uno de los ejes. El versor que determina la direccion del
eje x se denomina 7 y el que determina la direccién del eje y se denomina j.

y

~>

Figura 4.27: Base ortonormal cartesiana.

Las componentes de un vector segin estas direcciones perpendiculares se llaman componentes or-
togonales o componentes cartesianas (ver figura 4.28).

y
A é
Y i
A é
A .
J E

A A X
X

Figura 4.28: Descomposicién de un vector A en una base cartesiana.
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A, y A, son las componentes vectoriales en las que se descompone el vector A segun las direcciones
de los ejes x e y respectivamente. Por lo tanto, podemos escribir

A=A +A4 =Ai+A] (4.31)

donde A, y Ay son las componentes del vector A a lo largo de las direcciones x € y respectivamente, y son
magnitudes escalares que pueden ser positivas, negativas o nulas.

Calculamos el médulo del vector utilizando el teorema de Pitdgoras expresdndolo en funcidn de estas
componentes;

A] = /A2 + A2. (4.32)

Direccion de un vector en un sistema cartesiano ortogonal

Podemos obtener la direccién y sentido de un vector A si conocemos las componentes cartesianas del
mismo. La convencion usual es dar el 4ngulo 6 que forma el vector con el eje x en el sentido antihorario.
De la figura 4.28 deducimos que

04 = arctan(A,/A,). (4.33)

Si permitimos que 6 tome valores en el intervalo [0,27), entonces el dngulo define ambos, direccion y
sentido del vector, ya que un vector A que forma un angulo 04 con el eje x tendrd la misma direccion,

pero sentido opuesto a un vector B que forma un dngulo 63 = 64 + T con el eje x, como muestra el
ejemplo de la figura 4.29.

¢

22—+

Figura 4.29: Dos vectores A y B con igual direccién y sentido opuesto.
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Pero debemos tener en cuenta que la funcién tangente tiene periodo T, esto es, tan(6 + ) = tan(0).
Entonces para dos vectores que tienen igual direccién pero sentido opuesto se cumple que A,/A, =
By /By, por lo que una calculadora nos dard un tnico valor al evaluar la funcién arcotangente usando

las componentes de A o de B. Adems, para vectores en el segundo o cuarto cuadrante, la calculadora
arroja un valor negativo para la arcotangente, en el intervalo (—7m/2,0). Entonces, para obtener ade-
cuadamente la direccién y sentido de un vector como el dngulo que forma con el eje x, debemos tener
en cuenta también el signo de sus componentes para determinar univocamente dicho dngulo. Asi, para
obtener el angulo 04 € [0,27) que forma A con el eje x, al resultado arrojado por la calculadora para
arctan(A,/A,) = o le debemos aplicar la prescripcion siguiente:

Ay>0;A, >0 elvectorestidenel 1 cuadrante = 04 =0
Ay, <0;A, >0 elvectorestd en el 2° cuadrante = 04 = 0 +T.
Si Ay, <0; A, <0 elvectorestd en el 3° cuadrante = 04 = 0 +T. (4.34)
Ay >0;A, <0 elvectorestdenel 4’ cuadrante = 04 =0 +27. )
A, =0; Ay, >0 el vectorestden el eje y positivo = 04 =7/2
A, =0; A, <0 el vectorestd en el eje y negativo = 04 =3m/2

Suma de dos vectores en un sistema cartesiano ortogonal

Supongamos que deseamos determinar el vector suma de dos vectores C = A + B. Podemos calcular
esta suma mediante la regla del paralelogramo, como se muestra en la figura 4.30, o expresar estos
vectores utilizando los versores y sus componentes cartesianas,

A=Ad+A)j]; B=Bi+B,j;C=0Ci+CjJ. (4.35)

(j\' --------------------------------

44'\' ----------

v

Cx x

o) I

2 A
X

Figura 4.30: Suma de vectores por regla del paralelogramo y por suma de componentes en una base
cartesiana.

Calculamos entonces la suma utilizando las expresiones (4.35),
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B,)i+ (Ay+ By) ], (4.36)
y podemos identificar las componentes del vector c

Ci,=A+B, ; C,=A,+B,. 4.37)
Entonces vemos que la suma de dos vectores es igual a otro vector cuya componente en una determinada

direccion es la suma de las componentes de cada uno de los vectores en dicha direccién.

Resta de dos vectores en una base ortogonal

Para realizar la resta de dos vectores, C = A — B, procedemos de manera similar a la suma, pues

podemos pensar esta resta como la suma de dos vectores C = A + (—B). Expresando los vectores en
términos de sus componentes cartesianas, ecuaciones (4.35), tenemos que

—B = —B,i—B,j, (4.38)
por lo que obtenemos
C=A+(-B)=A-B
= A i+ Ayj— Bi — B,j
= (Ax — By)i+ (A, — By) J, (4.39)
donde
Cc=A—B, ; C,=A,—-B,. (4.40)

Por lo tanto, el vector resta de dos vectores es igual a un vector cuya componente en una determinada
direccion es la resta de las componentes de cada uno de los vectores en dicha direccidn.

Multiplicacion de un vector por un escalar en una base ortogonal

Si A y B, cuya expresion en componentes es dada por las ecuaciones (4.35) cumplen B = AA esto
quiere decir que
B=MA(A:1+Ay)) =AA T +AA, ], (4.41)

entonces
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By=M, : By=2\A,, (4.42)

ademas

Bl = \/B2+ B2 = /(A0 + (A2 = (M A2 +A42 = [\ 4] (4.43)

Otras notaciones

En muchos libros se identifica los vectores utilizando una letra en negrita, A=A, pero dada la dificul-
tad de escribir letras en negrita en un pizarrén o un cuaderno, no utilizaremos esta notacién.

Otra notacién muy utilizada es escribir las componentes cartesianas del vector como un par ordenado
de nimeros reales. En particular, si escribimos los versores base como

1=(1,0) ; j=(0,1), (4.44)
obtenemos para un vector A dado,

A=A i+A = (A,A). (4.45)

A esta notacién la usaremos en algunas ocasiones, siempre que trabajemos en un sistema de coordenadas
cartesiano ortogonal.

4.3.4. Producto escalar

El producto escalar (también denominado producto interno o producto punto) es una operacion entre

dos vectores cuyo resultado es un escalar. Dados dos vectores A y B, como los mostrados en la figura
4.31, que subtienden entre si un angulo «, el producto escalar entre ambos estd definido como el producto
de los médulos de los vectores por el coseno del dngulo comprendido,

A - B = |A||B]| cos(av), (4.46)

donde el dngulo subtendido cumple 0 < o0 < 7.

Figura 4.31: Dos ejemplos de vectores A y B y el 4ngulo o entre ellos.
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Como dijimos, el producto escalar entre dos vectores no nulos, A E, da como resultado un escalar.
Este sera positivo si 0 < o0 < 7/2, negativo si /2 < a0 < T, 0 cero si o0 = 7/2.

A partir de la definicién del producto escalar se desprende que:

1) El producto escalar es conmutativo

- =

A-B=B-A. (4.47)
11) El producto escalar es distributivo respecto a la suma de vectores
(A+B) C=A.-C+B-C. (4.48)
111) El producto escalar de un vector por si mismo es igual al médulo del vector elevado al cuadrado.
A - A = |A]|A] cos(0) = |A]?. (4.49)

Como consecuencia de esto se verifica que el producto interno de un versor por si mismo es igual a
uno (en particulari - i =1y j-j = 1).

1V) Multiplicacién por un escalar

(M)-B=A-(AB) =LA -B. (4.50)

V) El producto escalar de dos vectores no nulos A #+ 0y B # 0) perpendiculares entre si (AL B)es
igual a cero.

A -B = |A]|B| cos(m/2) = 0. (4.51)

Por lo tanto el producto interno entre los versores que definen la base cartesiana es igual a cero,
- ] = 0. Entonces, cuando deseamos demostrar que dos vectores no nulos son perpendiculares
solo debemos calcular el producto escalar entre ellos y verificar que es igual a cero.

V1) Es posible determinar el dngulo que subtienden dos vectores entre si. De la definicion de producto
escalar

A - B = |A||B| cos(a), (4.52)

despejamos el coseno del dngulo subtendido,

A-B A B
cos(Q) = 5= = = - —, (4.53)
\Al[B|  |A] |B]
obteniendo finalmente
cos(a) = A - B. (4.54)

VII) Se puede determinar la proyeccién de un vector C en una determinada direccion.

Para esto realizamos el producto escalar entre el vector dado y un versor & que define dicha direccién
(ver figura 4.32).

C - = |C||a| cos(B) = |C| cos(B) (4.55)
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Figura 4.32: Producto escalar de un vector por un versor.

Como se puede ver en la figura 4.32, C-desla proyeccién del vector C sobre la direccion definida
por .

Si se tienen dos vectores, A y B, y deseamos calcular la componente o proyeccion de uno de ellos,
supongamos el vector A alo largo de la direccion de B (ver figura 4.33), debemos calcular el producto
escalar del vector A con un versor con la misma direccién y sentido del vector B. Sabemos que podemos
definir un versor en la direccién del vector B como:

, (4.56)

de esta manera

A-B=A = =|A|cos(a). (4.57)

A-cos(ax)

Figura 4.33: Proyeccion de un vector en una direccion.

Podemos encontrar las componentes de un vector (por ejemplo el vector C mostrado en la figura
4.34) en una base ortogonal, haciendo el producto escalar del vector por los versores que definen la base.
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- v

Figura 4.34: Proyeccién de un vector en una base cartesiana.
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C-j=Ccos(B) = 00 = Gy.

Si tuviéramos un vector D en el segundo cuadrante (ver figura 4.35) tendriamos que

A N ST o
' D
Loy & i
P : -

Figura 4.35: Proyeccion de un vector en el segundo cuadrante en una base cartesiana.

D-i=Dcos(a) = —Dcos(t—a) = —OP = D,,

D-j=Dcos(B) = 00 = Dy.

(4.58)

(4.59)

(4.60)

4.61)

Si repetimos el calculo con vectores en cualquiera de los cuadrantes veriamos que el resultado seria

el mismo, es decir que para todo vector A en el plano podemos encontrar sus componentes en un sistema
de coordenadas cartesiano ortogonal haciendo el producto escalar de este vector por cada uno de los

versores que definen la base.

Ai=A, ; A-]J=A.

(4.62)
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Producto escalar en coordenadas cartesianas

Dados dos vectores A y B, expresados en sus componentes cartesianas, el producto escalar entre
ambos resulta

A-B=(Ad+A])- (Bi+By)), (4.63)
aplicando la propiedad distributiva (4.48) y de multiplicacién por escalares, (4.50), tenemos

A-B=AB.(1-1)+ ABy(i- J) + AyBe (J - ) + AyBy(J - J), (4.64)

~ ~

teniendo en cuentaque /- i = j-j=1ei-j = j-i=0,resulta

A-B=A.B,+AB,. (4.65)

Este resultado también puede obtenerse a partir de la primera definicién que dimos para el producto
escalar. Sean los vectores A 'y B de la figura 4.36, su producto escalar es

A - B = |A||B]| cos(a) = |A||B| cos(65 —6,), (4.66)
v A
B a =0 -6y
N
\q \‘
— O, >
.

Figura 4.36: Producto escalar de dos vectores.

desarrollando el coseno de la diferencia de los dngulos

A -B=|A||B| cos(04) cos(05) + |A||B| sen(6,4) sen(63)
= |A| cos(8,) |B| cos(8g) + |A| sen(8,) |B| sen(8p), (4.67)

podemos identificar en esta expresion a las componentes de los vectores A 'y B,

A, = \K| cos(8s) ; Ay = ]X\ sen(64) ; By = \E\ cos(8p) ; By = \E! sen(0p) . (4.68)

Reemplazando estas expresiones en (4.67) obtenemos el producto escalar de dos vectores en términos de
sus coordenadas cartesianas,
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A-B=AB,+AB,. (4.69)

Con esta forma de calcular el producto escalar resulta facil verificar que el producto escalar de un
vector por si mismo es igual a su médulo al cuadrado

A-A=(Ad+A)) (Ad+Ay)) = A2+ A2 = AP (4.70)

También es posible calcular el &ngulo entre dos vectores en términos de sus componentes cartesianas
a partir de la ecuacién (4.53),

A-B . .
cos(at) = =——= = A - B, (4.71)
|Al|B]
obtenemos
AxBy +A,B,
cos(at) = xB £ 4y . (4.72)
V(42 +42) (B + BY)
Ejemplos:

Apliquemos los conceptos arriba vertidos en algunos ejemplos particulares. Supongamos que ten-
emos los vectores A y B, que expresados en el sistema de coordenadas cartesiano de la figura 4.37 son
—8i+6jyB=—6i+4].

Sa

N

Figura 4.37

= Calculemos el médulo de los vectores A y B. De acuerdo a la ecuacién (4.70) tenemos

A] =V/8 + 62 = 10;

|B] =4/ (—6)% + 42 = /52 = 7,211. (4.73)

= Calculemos direccién y sentido de los vectores A y B. La direccién y el sentido de estos vectores
pueden determinarse dando el valor del 4ngulo 6 que forman con el eje x seguin la ecuacion (4.34).
Como A estd en el primer cuadrante, tenemos que 64 = arctan(A,/A,), mientras que, como B estd
en el segundo cuadrante serd 6 = arctan(By/B,) + . Por lo tanto



4.4. DESCRIPCION VECTORIAL DEL MOVIMIENTO EN EL PLANO 113

ele)

04 = arctan( ) = arctan (i) ~(0,643rad ~ 36,87°

4 2
0p = arctan <6> +7 = —arctan <3) +7 ~ (—0.588+m)rad = 2.55rad ~ 146.31°.
(4.74)

» Determinemos los versores en las direcciones de los vectores A y B. Aplicando la ecuacién (4.26)
obtenemos

A= — A= —(814+6/)=08/+06]:

i 7o ) J

N . . .

B= —B= —(—6i+4)) ~ —0,832{ + 0,555 ] 4.75
B \/ﬁ( 7 J (4.75)

= Generemos un vector C que tenga la misma direccién y sentido que el vector A pero de médulo 12
y otro vector D que tenga la misma direccion y sentido opuesto al vector B y que sea de médulo 2.

Sabemos que si conocemos un versor en una determinada direccion, a partir de él podemos generar
todos los vectores en dicha direccion. Para ello debemos multiplicar el versor por un ndmero cuyo
valor absoluto sea igual al médulo del vector que queremos generar y cuyo signo sea positivo si
queremos que el vector tenga el mismo sentido que el versor o negativo si queremos que tenga el
sentido opuesto. Por lo tanto

12A = 9,61 +7,27;

C=
D= —-2B=1,664i + —1,110]. (4.76)

= Calculemos el dngulo que forman los vectores A y B entre si. De acuerdo a la ecuacién (4.71)

cos(B4) = A-B = (0,8/4+0,6)) - (—61+4/)/V52 = — ~ —0,333 =

Sk
5
W

048 ~ 1,91rad ~ 109,44°, 4.77)

que coincide con el valor que obtenemos si calculamos 845 = 0 — 04.

SECCION 4.4

Descripcion vectorial del movimiento en el plano

4.4.1. Vector posicion

Vamos a identificar con un vector el punto del plano donde se encuentra ubicado el cuerpo cuyo
movimiento estamos describiendo, y a este vector lo denominaremos vector posicion y lo denotaremos
generalmente con la letra 7 (ver figura 4.38),
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F=xi+y];r=[f=vx2+)2. (4.78)

\ 4

P 4

Figura 4.38: El vector posicién que sefiala la posicion del cuerpo.

4.4.2. Funcion vectorial de movimiento

Hemos visto que la posicién de un punto en el plano puede ser dada por un vector denominado vector
posicion del punto, determinado por sus coordenadas cartesianas. También vimos en la seccion 4.2 que
para describir el movimiento de un cuerpo sobre el plano necesitamos dos funciones de movimiento, x()
e y(¢). Ya que su vector posicion variard con el tiempo y en cada instante tendremos un vector posicion
determinado por las coordenadas x e y del cuerpo en ese instante, tenemos entonces un vector que es
funcidn del tiempo, 7 = F(¢). Si describimos el movimiento en una base ortonormal correspondiente a
un sistema de coordenadas cartesiano ortogonal tendremos,

—

7(t) = x(t)i +y(t)]. (4.79)

Por lo tanto tenemos una forma de referir el movimiento de un cuerpo en el plano por medio de una
funcién vectorial de movimiento ¥(t), como se muestra en la figura 4.39.

A 4

“ v

Figura 4.39: Trayectoria de un mévil y el vector posicion en un instante dado.

4.4.3. Vector desplazamiento

Dados los vectores posicion 7| = 7(t]) y > = F(t2), para los instantes t; < 1, respectivamente, defin-
imos el vector desplazamiento como el vector A¥ = 7, — 7. Como vemos en la figura 4.40, este vector
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comienza en la posicidn sobre la trayectoria que ocupaba el cuerpo en el tiempo ¢#; y finaliza en la posicién
sobre la trayectoria donde estaba el cuerpo para el instante f,; en resumen comienza en el extremo del
vector posicién 7| y termina en el extremo del vector posicion 7. El mddulo del vector desplazamiento
es igual a la longitud del segmento que une ambos puntos sobre la trayectoria.

() X

Figura 4.40: Vectores posicion en dos instantes y su correspondiente vector desplazamiento en [t;,1,].

4.4.4. Vector velocidad media

La funcién vectorial de movimiento define la posicién del cuerpo en todo instante, pero podemos
complementar esta informacién dando, ademads, la direccidn, sentido y rapidez del movimiento. Si bien,
cuando analizamos el movimiento de cuerpos en una dimensién concluimos que la velocidad media
no era un parametro que permitiera caracterizar adecuadamente el movimiento de cuerpos, igualmente
exploraremos qué informacién puede brindarnos en el movimiento bidimensional. Definimos el vector
velocidad media como:

?(l‘z) — ?(l‘]) . AP

V(t1,0) = = — 4.80

V(t1,12) b — 1 A (4.80)
donde A7 = F(t;) — 7(t1) y At = t —t;. Como t, = t; + At , podemos escribir

5 7t + At) — 7(¢

HoAr) = (AN =) (4.81)

At

Como # es un instante arbitrario, podemos omitir el subindice y llamar al instante en cuestién simple-
mente £,

F(t + At) — ¥(t) .

V(t,At) = "

(4.82)

Notemos que el vector ¥ es el resultado de multiplicar el vector A7 por el escalar 1/Ar; entonces el
vector velocidad media tendréd la misma direccion y sentido que el vector A7 pues Ar > 0. Ademds su
moédulo serd V| = |AF|/Ar .

A continuacién analizaremos el comportamiento del vector velocidad media para algunas funciones
de movimiento particulares:



116 CAPITULO 4. MOVIMIENTO EN EL PLANO

1. x(t) =ait+ap ; y(t)=bit+ by.

A7 = F(t + Ar) — ¥(t)
= [a1 (t + At) + ag)i + [by (t + At) + bo] ] — (art + ao)i — (bt + bo) ]
= (a1t + a1 At +ag — ayt —ag) i + (byt + by At + by — byt — bg) j
=ajAti+ b At ], (4.83)

por lo tanto la velocidad media seré

A7

L@ i+b], (4.84)

V=

siendo en este caso ¥ un vector constante. Analicemos cémo es la trayectoria del cuerpo cuando
sus funciones de movimiento son las dadas en este ejemplo, x(¢) = a1t + ag; y(t) = b1t + by:

X —a b arbyg — apb
LI y(x):—lx—i—ilo 071

ai ai ai

t(x) = (4.85)

7(1)

Figura 4.41: Movimiento rectilineo uniforme, MRU, en el plano.

Como vemos en la figura 4.41 la trayectoria es una linea recta y en este caso, sin importar cudl
sea el valor de ¢t y At, el célculo del vector velocidad media nos dard el mismo resultado. Este
movimiento es el que se denomina Movimiento Rectilineo Uniforme (MRU).

2. x(t) = axt®>  ;  y(t) = bat* + by.

AF = F(t + At) — ¥(¢)
=ay(t + A)2 0+ [by(t + At)* + bo| j — axt? i — (bat* + bo) |
=ay (17 + 2t At + A?) i+ [by (£ + 2t At + A?) + by [ — art?i — (bat® + bg) ]
= (122t At + a3 A7) i+ (022t At + by AF) |

N

= At (2t + Ar) (az1 + byj) (4.86)

Entonces la velocidad media en este caso resulta
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= (2t + A) (a2l + bj) . (4.87)

Vemos que en este ejemplo el vector ¥ es el vector constante (agf + by f) multiplicado por el
escalar (217 + At), es decir que es un vector que siempre estd sobre la misma direccién y que
s6lo modifica su médulo y sentido dependiendo de los valores de ¢ y Ar. Analicemos cuél es la
trayectoria del cuerpo para estas funciones de movimiento suponiendo que az, by > 0y by < 0O;
entonces

b
1) = £,/ > = yx) = Zx+by 5 x=0. (4.88)
ap az

El grafico de la trayectoria (figura 4.42) muestra que en este ejemplo el movimiento del cuerpo
también es rectilineo, sin embargo el vector V tiene una direccién constante pero su médulo y
sentido dependen de ¢ y At.

(1)

F(t+Ar)

X

0

Figura 4.42: Vectores posicién y vector desplazamiento para el ejemplo 2.

3.x(t) =ait 3 y(t)=byt> 5 a,by>0

A7 = F(t + Ar) — 7(1)
=a(t+A)i+by(t +A)? ] —ayti—byt* ]
= a1 Ati + by (21 At 4 A?) |
=At [ayi+by (2t +Ar) ] . (4.89)

Entonces, para este ejemplo, el vector velocidad media resulta

= AF B 2

v:A—t:a11+b2(2t+At)]. (4.90)
Para realizar un mejor anélisis del vector velocidad media para este ejemplo veremos cudl es la
trayectoria de un cuerpo con estas funciones de movimiento.

X b
t(x) = o = ykx) = a%xz (4.91)
1

Como se observa en la figura 4.43, para este ejemplo el vector A7, y por lo tanto el vector velocidad
media, pueden modificar su direccién y médulo en un 7 fijo dependiendo del valor elegido para Ar.
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AF +At")

r (1)

»
>

0] X

Figura 4.43: Vectores posicion y desplazamiento para varios intervalos de tiempo para el ejemplo 3.

En los ejemplos anteriores hemos visto que el vector velocidad media, salvo en algunos casos partic-
ulares, modifica su mddulo, direccién y sentido dependiendo del valor elegido para Af. Esto indica que
el vector ¥ no es un buen pardmetro para la descripcion del movimiento del cuerpo. Por tanto necesi-
tamos, de manera similar a lo realizado cuando analizamos movimientos unidimensionales, definir una
magnitud que s6lo dependa del punto sobre la trayectoria donde se encuentra el cuerpo o del instante de
que se trate. Para ello definiremos lo que llamamos vector velocidad instantdnea o simplemente, vector
velocidad.

4.4.5. Vector velocidad
Definimos el vector velocidad como el limite del vector velocidad media cuando Ar — O:

oy s Tt Ar) —F(2)
O ==y o)

En general, si tenemos un vector A que depende de una variable z, es decir A=A (z) , se define la
derivada del vector A(z) con respecto a z como

dA(z) . A(z+Az) —A(z)
=1 4.
dz Azlr—>n0 Az ’ (4.93)

entonces la ecuacién (4.92) nos dice que el vector velocidad es la derivada del vector posicién respecto
al tiempo,

(1) = . (4.94)

Analicemos cdmo podemos hacer esta derivada de un vector, pues hasta ahora sélo sabemos derivar
funciones escalares. Si el vector posicion estd dado en términos de sus componentes cartesianas como

#(t) = x(t)i +y(t) ], (4.95)
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derivando respecto al tiempo la ecuacién (4.95), y utilizando las reglas de derivada de una suma y deriva-
da de un producto, tenemos

di(e) _dp(0)i] | diy(©)]]
dt dt dt
dx(t) di  dy(t)

= a0 Y

dj
dt’

(4.96)

pero como los versores i y j son constantes, su derivada es nula, por lo que la ecuacion (4.96) se reduce
a

- dx(t) » dy(t) » 2 2
V() = d(t)z—l—i;(t)J:vxz—i-vyj. 4.97)

Notar que esta expresion es vélida porque los versores base son constantes, si este no fuese el caso
habria que incluir en el cdlculo términos provenientes de las derivadas de los versores respecto al tiempo.
También observemos que, al igual que el vector posicidn, el vector velocidad es una funcién vectorial
del tiempo.

Calculemos el vector velocidad para los ejemplos simples para los cuales calculamos el vector ve-
locidad media.

1. x(t) =ait +ayg 5 y(t)=Dbit+ by.
Para este ejemplo el vector posicion es
#(t) = (art + ap)i + (b1t + bo) J, (4.98)

obtenemos ahora el vector velocidad derivando el vector posicién

dr(t R R
(1) = ;(t) —aii+ b, (4.99)

Para estas funciones de movimiento el vector velocidad es un vector constante y resulta igual al
vector velocidad media. Este es el Gnico caso en que ocurre y es debido a que como la velocidad
es un vector constante corresponde a un movimiento rectilineo uniforme.

2. x(t) = axt®> 3 y(t) = bat* + by.
En este caso, los vectores posicién y velocidad son
dr(t)

#(t) = ayt?i + (bat® + bo) J 3 ¥(t) = = 2t(ayi + by j). (4.100)

El vector velocidad es un vector constante multiplicado por un escalar (2 ¢) que depende del tiempo.
Por lo tanto este vector, dependiendo del valor de ¢, puede modificar su mddulo y sentido pero no
su direccién. Si recordamos que la trayectoria que corresponde a estas funciones de movimiento
es y(x) = (by/az)x + by (x = 0), entonces sabemos que corresponde a un movimiento rectilineo.

3. x(t) =art 5 y(t)=bt’> ; ay,by > 0.

Para un cuerpo con estas funciones de movimiento, los vectores posicién y velocidad son:
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R - dr(t A A
#(t) = arti+ bat>] ; ¥(t) = :l(t) =ayi+2bytyj, (4.101)

cambiando en este ejemplo tanto el médulo como la direccién de V.

4.4.6. Trayectoriay vector velocidad

Al vector velocidad 1o hemos definido como

dr(t) AF -
_ — 1im 2 = m ¥ 4.102
dt Atlglo At Atlglov’ (4.102)

V(1)

analicemos, desde un punto de vista geométrico, qué ocurre con el vector ¥ cuando hacemos tender At a
cero.

F(t+At)

v

Figura 4.44: Vectores posicion y desplazamiento para un instante dado y tres valores del intervalo de
tiempo.

El vector ¥ tiene la misma direccion del vector A7 y por lo tanto ambos estdn sobre la secante que une
los dos puntos de la trayectoria elegidos para el cdlculo. A medida que Az — 0 se ve que 7(f + Ar) — ()
y la direccién de A¥ tiende a alinearse con la de la recta tangente a la trayectoria en el punto P. Como
Vv tiene la misma direccion que A¥ y ¥ — ¥ cuando At — 0 entonces se puede visualizar en la figura
4.44 que la direccion del vector velocidad en un punto de la trayectoria es la de la recta tangente a la
trayectoria en dicho punto, obteniéndose para el vector velocidad en ese instante el vector mostrado en
la figura 4.45.
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V(1)

r(1)

A\ 4

Figura 4.45: Direccion del vector velocidad respecto a la trayectoria.

Veamos esta tltima afirmacién en el ejemplo 3 recientemente analizado. Si las funciones de movimien-
toson x(t) = art e y(t) = byt?, la trayectoria que describe el cuerpo es :

b
t(x) = l = y(x) = a%xz’ (4.103)
1

o sea una pardbola, como se muestra en la figura 4.46. El vector posicién es 7(t) = ajti + byt>j y el

vector velocidad es ¥(t) = ayi + 2bat j.

tq

Figura 4.46: Trayectoria y recta tangente en un punto para el ejemplo 3.

Si el mévil se encontraba en la posicion (x;,y;) ent = t1, entonces t; = xj/a; y el vector velocidad

evaluado en 7 es

. by
W(t) = ari+2-2x], (4.104)
ai

y la pendiente m de la recta tangente que contiene al vector velocidad es
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b
m=2 =222y (4.105)
Ve aj

Por otro lado, podemos calcular la pendiente p de la recta tangente a la trayectoria en el punto (xj,y;)
mediante la derivada de la funcién que define la trayectoria

d b
dx|,._ aj

p

X1

Como vemos, la pendiente de la recta que contiene al vector velocidad y la pendiente de la recta tangente
a la trayectoria en dicho punto son iguales, por lo tanto se verifica que el vector velocidad es tangente a
la trayectoria.

4.4.7. Vector aceleracion

Cuando analizamos el caso del movimiento unidimensional habiamos definido la aceleracién como
la magnitud que da informacién de cémo cambia la velocidad con el tiempo. En el caso unidimensional
teniamos que:

dv d*x
a— o _ -7 (4.107)

Ahora, en el movimiento bidimensional la velocidad es un vector y por lo tanto el cambio de la
velocidad en el tiempo debera dar cuenta del cambio de un vector en el tiempo. Un vector, y de manera
particular el vector velocidad, puede cambiar de diversas maneras:

a) cambiando solamente el médulo y/o sentido sin modificar su direccién, como se muestra en la
figura 4.47.

V(1) V(1)

—_— AV —
v —~ AV
F(’+A,) \’([+A1)

Figura 4.47: Vectores velocidad en dos instantes y AV en el caso en que estos no cambian su direccién
con el tiempo.

b) cambiando solamente de direccidn sin modificar su médulo, como se muestra en la figura 4.48.

Av

V(1 + Al)

Figura 4.48: Vectores velocidad en dos instantes y AV en el caso en que estos no cambian su médulo con
el tiempo.
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¢) modificando médulo y direccién simultdneamente, como se muestra en la figura 4.49.

V(I + AY)

Figura 4.49: Caso mds general, donde %(7) cambia médulo, direccion y sentido.

Notar que este andlisis es también valido para el vector posicion 7(z), pero por razones que quedardn
claras mas adelante, resulta particularmente importante tenerlo en cuenta al estudiar la aceleracion.

Definimos al vector aceleracién como

. dv V(t + Ar) — V(z) AV
N=%Y_ g = lim =~ 4.108
at) dt Atlino At Atlino At’ ( )

Lo que nos dice que el vector aceleracion tiene la direccién y sentido del vector AV en el limite At — 0.
Si V() es dado en coordenadas cartesianas, tenemos

dav d ¢ . dvy »  dvy .
at) = — = — = —i+ — 4.109
a(t) dt dt(varvyD ar' T ar’ ( )
que nos permite identificar las componentes cartesianas del vector aceleracion
dv, dvy
_ . =2 4.110
Ay dr 5 ay dr’ ( )

como vV = % podemos escribir

S_ ()Y =27 _ =7 2. 4111
a4 dr \ dt dr? dt21+ dtzj ( )

d <d?> 4 d*x, | Ay,

Sabemos que el vector velocidad es tangente a cualquier punto sobre una trayectoria, y nos pregun-
tamos qué podemos decir respecto al vector aceleracién. En particular, si elegimos dos puntos en los
instantes ¢ y ¢ + At sobre una trayectoria, por ejemplo la mostrada en la figura 4.50, debemos analizar la
evolucion de AV/Ar cuando Ar — 0 para comprender el comportamiento del vector aceleracion.
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V(1)

Trayectoria

\

V(I + AY)

0]

v(t+ Atr)

Figura 4.50: Evolucién de v(f) sobre la trayectoria.

Para una mejor comprensién de este tema analicemos primero algunos casos simples:

a) Sea un mévil que se desplaza en una trayectoria lineal, por lo tanto el vector velocidad sélo puede
cambiar de médulo y/o sentido pero no su direccion. El vector velocidad en los instantes ¢y ¢ + Ar es
como se muestra en la figura 4.51.

() V(t+At) Av
...... _% >H

Figura 4.51: ¥ para un mdvil en una trayectoria rectilinea en dos instantes y el correspondiente AV.

Definimos el versor ¥ = ¥(¢)/|(¢)|, el cual es un versor constante que no depende del tiempo. En-
tonces podemos escribir

V(t) =v(t)V ;3 V(I + Ar) =v(t + A1)V, (4.112)

donde v(r + At) es la componente de (¢ 4+ Ar) en la direccién de v, v(r + At) = V(t + Ar) - ¥, la cual serd
positiva si ¥(¢) y ¥(t + Ar) tienen igual sentido y negativa si tienen sentido opuesto. Asi obtenemos en el
caso que estamos analizando,

entonces
Lodv AV (e A — ()
C= g T A A AN A (4.114)

como vV no depende del tiempo resulta

i=—79. (4.115)

Vemos que el vector aceleracién en un movimiento rectilineo tiene la misma direccién que la ve-
locidad, es decir que a@ // V. Escribiendo d(t) = a(t)V, la componente a(r) coincide con la aceleracion
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de un movimiento unidimensional. A este vector aceleracién, paralelo al vector velocidad, lo llamare-
mos vector aceleracion tangencial y lo denotaremos como d; 6 dy, pues su direccion es tangente a la
trayectoria,

G = —9. (4.116)

Por lo tanto la aceleracion tangencial es la responsable de modificar el médulo del vector velocidad
sin afectar la direccién del mismo. Dicho médulo aumentara (el cuerpo se acelera) si % >0ydyV

tienen el mismo sentido; y disminuird (el cuerpo se frena) si % < 0, en cuyo caso d y V tienen sentidos
opuestos.

Veamos un ejemplo:

Analicemos nuevamente el movimiento rectilineo estudiado en el ejemplo 2 de la seccién 4.4.5, en
el cual las funciones de movimiento son x(t) = axt? e y(t) = byt> + bg. Asumiendo que a2,by >0y
by <0, en la ecuacién 4.88 se muestra la expresion de la trayectoria y la figura 4.42 su gréfica cualitativa.
Entonces, si estas son las funciones de movimiento del mévil, los vectores posicion 7(z), velocidad V()
y aceleracion d(t) son:

F=ayt* i+ (byt* + bo) j, (4.117)
. dr R . s :
v:E:2a2n+2b2t]:2t(azz+b2ﬂ, (4.118)
dv .
Ei:d—::Z(azi—ksz. (4.119)

Vemos que en este caso particular, en que la trayectoria es rectilinea, las expresiones obtenidas para

¥y @ son ambas proporcionales al mismo vector (axi + b; j); por lo tanto @ // ¥ .

b) Pensemos ahora que tenemos un mévil en una trayectoria no rectilinea, pero que es recorrida de
manera tal que el médulo del vector velocidad permanece constante. Nuevamente podemos escribir

V(t) = v(t)(t) y ¥(t + At) = v(t + Ar) ¥(t + Ar). En este caso particular, como el mddulo es constante,
v(t) = v(t + At) = v. Entonces:

L dv di(t)]  dv, dv(t)
i=aT @ a0 (120
como v no depende del tiempo, su derivada es nula, obteniendo
dv
a=v—. 4.121
i=v— ( )

Es importante notar que d?¥/dt no es un versor, esto es, su modulo puede en principio tomar cualquier
valor no negativo.

En el caso particular descripto por la ecuacién (4.121) no resulta evidente cudl es la direccién del
vector aceleracién. Intentemos realizar un anélisis mds minucioso. Sabemos que ¥ // ¥ y, en este caso
particular, @ // dV/dt. Ademds, como ¥ es un versor, se verifica que v - ¥ = 1. Si derivamos respecto al
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tiempo en ambos lados de esta tltima igualdad tenemos
d d
(4.122)

Z((-0) = —1
dt(v %) dt’

el lado izquierdo de esta ecuacion es la derivada de un producto, el derecho la derivada de una constante,

por lo que se tiene

dv dv
o422 =0 4.123
a "V ’ ( )
usando la propiedad conmutativa del producto escalar obtenemos
dv
p.— = 0. 4.124
v ( )

De la ecuacion (4.124) se deduce que ¥ L d?¥/dt. Por lo tanto, siempre que un cuerpo se mueva sobre
una trayectoria no rectilinea con un vector velocidad de médulo constante, el vector aceleracién serd

perpendicular al vector velocidad, ¢ L v, como se muestra en la figura 4.52.

1:

i dv
a=VvV—
dt

Figura 4.52: Vectores velocidad y aceleracion para un cuerpo que se mueve en una trayectoria no rec-

tilinea con |V| constante.

Este vector aceleracidon que resulta perpendicular al vector velocidad lo llamaremos vector acel-
eracion normal, y lo denotaremos como d, 6 d,. El vector aceleracion normal es el responsable de

modificar la direccidn del vector velocidad sin afectar su mddulo,

- dv
Gy = v (4.125)

lo que nos permite asegurar que todo movimiento no rectilineo es acelerado.

Como vemos en la figura 4.53, el vector aceleracién normal apunta siempre hacia la parte concava

de la trayectoria.
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V(1) V(1 + At)

4?(/) L AV

V(1 + Al)

Figura 4.53: Aceleracién normal a la trayectoria para un mévil con || = constante.

Analicemos nuevamente la trayectoria circular descripta en el ejemplo f de la seccion 4.2. Supong-
amos que las funciones de movimiento del cuerpo son x(¢) = R cos(ot) e y(r) = R sen(t), donde o es
un nimero positivo. La trayectoria que sigue este cuerpo es una circunferencia de radio R descripta por
la ecuacién 4.17. Los vectores posicién y velocidad del cuerpo son:

7(t) = R|cos(wt)i + sen(oxt) j], (4.126)
y
V() = fl—j = Rw[—sen(wt)i + cos(ot) j]. (4.127)
El médulo del vector velocidad es
V| = RO)\/[— sen(r)]? 4 [cos(or)]> = Ro. (4.128)

Estas funciones de movimiento describen un cuerpo que realiza un movimiento circular (ver ecuacién
(4.17)) con un vector velocidad de médulo constante, por lo que debe tener solo aceleracién normal.
Este movimiento particular se denomina movimiento circular uniforme y serd analizado en detalle en el
capitulo 5, pero corroboremos ahora el caracter de su aceleracion.

Para obtener el vector aceleracidén derivamos con respecto al tiempo la ecuacion (4.127),

dv N
a= di‘t) = —Ro*[cos(wt)i + sen(wr) j], (4.129)

y verificaremos que el vector aceleracion es perpendicular al vector velocidad calculando el producto
escalar entre ambos vectores,

a-v=—R*®’[cos(or)i + sen(wr) J] - [ sen(wt) i 4 cos(wr) ]
= —R*>®’[—cos(or) sen(or) + sen(or) cos(or)]
_ 0. (4.130)

tal como esperdbamos al tratarse de un movimiento con v constante, comprobamos que a | V.
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Analicemos ahora qué caracteristica tiene el vector aceleracién en el caso mds general, en que el

vector velocidad modifica tanto su médulo, v = ||, como su direccidn, V.

Por ejemplo, en la trayectoria de la figura 4.54 en el instante ¢ el vector velocidad es ¥(7) y en el
instante ¢ + At es V(¢ + At). Como para calcular el vector aceleracién necesitamos AV = V(¢ + Ar) — V()

podemos graficar ¥(¢) y V(¢ + At) como se muestra en la figura 4.55

V(1) v(t + At)

V(L + Al)

Figura 4.54: Trayectoria y vectores velocidad en el caso mas general en el que tanto mdédulo como

direccion y sentido de ¥ cambian en el tiempo.

V(1) R

V(t+A1) VA

Figura 4.55: Descomposicién de Av(t) en direcciones tangencial y normal a V(7).

Podemos descomponer al vector AV en dos vectores; uno en la misma direccién del vector v, que
denominaremos Av; (componente tangencial, o sea esta en la direccion tangente a la trayectoria), y otro

que denominaremos componente normal (Av,) cuya direccidn es perpendicular a V.

AV = AV, 4+ AV,.

Por lo tanto, si calculamos la aceleracién tenemos

— d‘_; 1i A‘_} 1 (A‘_;t + A‘_;n) 1 A‘_;t + 1f A‘_;n
d=— = Ilim — = lim ———% = lim — im
dt A—0 At Ar—0 At At—0 At A—0 At
- Zit + C_in)
donde
Z oy AV, . I AV,
d; = 1lim — ; d,= lim .
LT NS0 At T A0 A

(4.131)

(4.132)

(4.133)

La ecuacion (4.132) nos dice que al vector aceleracion lo podemos escribir como la suma de dos vectores
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perpendiculares entre si definidos en la ecuacién (4.133). Uno de ellos denominado &, (aceleracion
tangencial) que tiene la misma direccién que v, y por lo tanto es el responsable de modificar el médulo y
sentido del vector velocidad, y la otra componente, denominada d, (aceleracién normal), perpendicular
a Vy responsable de modificar la direccion del vector velocidad.

Para determinar las componentes tangenciales y normales a la trayectoria del vector aceleracién debe-
mos escribir al vector velocidad como el producto de su mddulo por un versor que define su direccion,
V = v(t) ¥(t). Para calcular la aceleracién derivamos el vector velocidad expresado de esta manera,

& d dv v
i=2 - Lnmen =Yoo Y 4.134
d= = gVl =gty (4.134)

Como vemos en la ecuacién (4.134) el vector aceleracion estd expresado como la suma de dos vec-
tores, uno en la direccion de v, que por lo tanto es la componente denominada aceleracién tangencial.
El segundo término de la suma es un vector en la direccion de dv/dt, que hemos visto tiene la direccion
perpendicular a v, y que corresponde a la componente normal a la trayectoria del vector aceleracion,

50
G =d) =0 : yzm:v%. (4.135)

Resumiendo; el vector aceleracion siempre puede descomponerse como la suma de dos vectores
perpendiculares entre si y cuyos efectos sobre el vector velocidad son bien diferenciados. Uno de ellos
en la direccion del vector velocidad, denominado vector aceleracion tangencial, d;, que es responsable
de modificar el médulo y sentido del vector velocidad. El otro, en la direccién perpendicular al vector
velocidad, denominado vector aceleracion normal, d,, es el responsable de modificar la direccion del
vector velocidad.

Analicemos ahora como calcular las componentes tangencial y normal de la aceleracion cuando al
vector aceleracion lo tenemos expresado en términos de sus componentes cartesianas. Como vemos en
la figura 4.56 lo que deseamos es encontrar las componentes del vector aceleracion en las direcciones
tangente a la trayectoria y perpendicular a la misma.

Figura 4.56: Descomposicion de @ como d,, + d;.

Para calcular la componente tangencial a la trayectoria del vector aceleracidn, utilizamos el versor
velocidad, ¥ = V/|V| y de acuerdo a la ecuacién (4.57), tenemos que

a,(t) = d(t)-v(1), (4.136)

y escribimos el vector aceleracién tangencial como
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vV ¥ a-v
v/ V>

que en coordenadas cartesianas se reduce a

= axVx + ayvy 2 )
= | ——5— 0 J)- 4.138
a; ( v%—kv% ) (vxl+v)ﬁ ( )

Una vez conocidos los vectores aceleracion total y tangencial, podemos escribir el vector aceleracion
normal como

G, =ad—a,. (4.139)

Apliquemos lo visto anteriormente a un ejemplo particular. Supongamos que deseamos calcular el
vector aceleracion tangencial y normal, en f = / s, de un mévil cuyo vector posicion es

A = (252 = 2m) i+ (<150 +220) ], (4.140)
N S N

entonces, los vectores velocidad y aceleracion serdn

m . m m\ » m m
W) = 4241 (—342 27) boa) =40 6], 4.141
W0 = 45ei+ (352 422) 7 5 ) = a5i- 651 (4.141)
Evaluando los vectores velocidad y aceleracién en t = 15 obtenemos
Wls) = @i 1) 2 5 a(1s) = (4i-6)) 5. (4.142)
s s

Utilizando la expresion de la ecuacidn (4.138) obtenemos que el vector aceleracion tangencial es

— ~ ~ M
di(ls) = 17 (41 —])s—z, (4.143)

y, de acuerdo a la ecuacion (4.139), el vector aceleracion normal es

a(1s) = alls) - a(1s) = - 33 (i +4))

3

=. (4.144)
N

La trayectoria de este mévil y los vectores d, d; y a, calculados en ¢ = 15 pueden verse en la figura
4.57.
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ylm]

4+ t=2s

Figura 4.57: Trayectoria del mévil con 7(r) dado por la ecuacion (4.140) para t € [—2s,2 ], mostrando
d,dyyayent=1s.

4.4.8. Determinacion del vector posicion a partir del vector aceleracion

Como vimos en el capitulo 3 al analizar el movimiento unidimensional, en general no conocemos
la funcién de movimiento del cuerpo, sino que tenemos que determinarla a partir de la aceleracion del
mismo, que es una magnitud usualmente accesible experimentalmente. En el caso de la descripcion
del movimiento de cuerpos que se mueven en el plano la situacion es totalmente similar, simplemente
debemos reemplazar la relacion (3.4) por su equivalente utilizando vectores,

@ _ 7
dt  df*’

a=

(4.145)

Por lo tanto, lo primero que podemos determinar es el vector velocidad integrando el vector acel-
eracion con respecto al tiempo.

V(t) = /Zidt. (4.146)

Notar que al integrar deberemos incorporar ahora un vector constante C que juega el mismo rol que la
constante de integracion C discutida en la seccion (3.6), esto es, define cudl es la primitiva particular de
d(t) que corresponde al vector velocidad.

Pero, ;como se realiza la integracion de un vector? También resulta una simple generalizacion de

integracion de funciones si trabajamos en coordenadas cartesianas, donde los versores base son con-
stantes. En este caso la ecuacion (4.146) se escribe como

$(t) = / a()dt = / [ax(t) P+ ay(1) ]] dr

_ < / ax(z)dt> Py ( / ay(t)dt> H (4.147)

donde cada una de las integrales corresponde a una funcién y se realizan como aprendimos en el capitulo
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3. Los casos en que los versores base dependen de la variable de integracién escapan al nivel de este
libro, por lo que no serdn tratados aqui.

Nuevamente continuamos de manera similar a lo realizado en movimientos unidimensionales para
calcular el vector posicion a partir del vector velocidad,

)= [ 5wydr = [ [nlo)in0)]] dr

(/Mr)dr) I+ (/vy(t)dt> j (4.148)

También aqui al integrar debemos incluir un vector constante de integracién que nos determina la primiti-
va particular que corresponde al vector posicion sujeto a las condiciones dadas para el mévil en cuestion.
Las ecuaciones (4.147) y (4.148) nos dicen entonces que para obtener el vector posicidn partiendo del
vector aceleracidn, debemos conocer dos vectores constantes de integracion. La interpretacién fisica de
estos vectores es la misma que en una dimension, pero como ahora tenemos una dimension extra, debe-
mos duplicar el nimero de constantes. Asi las condiciones (a) 6 (b) que dimos en la seccién 3.6 para
determinar univocamente el movimiento se generalizan ahora a alguna de las siguientes condiciones:

a) Debemos dar como dato el vector velocidad del mévil en un instante dado, digamos #;, que nos
permitird calcular el valor del vector constante de integraciéon de la ecuacién (4.147), y el vector
posicién en otro, digamos f,, que pueden o no ser el mismo instante, que nos permitird obtener el
segundo vector constante de integracion al integrar el vector velocidad en la ecuacion (4.148).

o

b) Debemos dar la posicién del cuerpo en dos instantes distintos, 7(¢1) y 7(t2), con t; # t». Asi tendremos
dos ecuaciones vectoriales, esto es, 4 ecuaciones algebraicas, que nos permitirdn obtener ambos vec-
tores constantes de integracién que aparecen al integrar la aceleracion y la velocidad respectivamente.

Notar que

1) Siempre necesitamos dar cuatro constantes de integracion, dos componentes del vector velocidad
y dos del vector posicién en instantes dados en (a), o dos componentes del vector posicion en un
instante y dos en otro en el caso (b), o también, aunque es poco frecuente, podemos dar condiciones
(a) para una componente y (b) para la otra, por ejemplo tener los datos de x(¢1); x(t2); y(t3) y vy(t4).

11) Expresando el vector aceleracion en un sistema de coordenadas cartesianas, las ecuaciones vectori-
ales pueden verse como una forma compacta de escribir el doble de ecuaciones unidimensionales.
Asi podemos, en lugar de trabajar con vectores, realizar los célculos para obtener los vectores ve-
locidad y posicién trabajando con cada una de las componentes como si fueran dos movimientos
unidimensionales independientes uno del otro,

n(t) = / a()di 5 w(t) = / ay(1) dr (4.149)
y con esto podemos escribir el vector velocidad,

S

V(t) = vi(t) T+ vy(2) ], (4.150)
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y posteriormente calcular cada una de las componentes del vector posicion,
x(1) = / w(t)dt 5 () = / vy (1) dt 4.151)
escribiendo finalmente el vector posicion como

Ft) =x(t)i+y(t) ]. (4.152)

Veamos un ejemplo. Supongamos que queremos averiguar el vector posicién de un cuerpo cuya
aceleracion estd dada por

~

m m m
(t):2s—21+(—25—3t+2s—2)], (4.153)

QU

y sabemos que

» ~ 4 .
Fs) =127 F(—=25) = 10mi+ Zmj. (4.154)
S

Comenzamos calculando el vector velocidad en funcién del tiempo integrando el vector aceleracién

3(1) = / a(r)d
m . m m\
- /[2?2’+ (—2s—3t+2s—2) ] an
—2% iy (—1ﬂr2+2Tz>j+6. (4.155)
52 §3 s

C = -2, (4.156)

por lo tanto el vector velocidad en funcién del tiempo es

m m\ » m m ~
5) = (22 —2 ) (-142 24) ;. 4.157
i) = (25 P+ (152 +250) ] (4.157)

S

Ahora podemos determinar el vector posicion realizando la integral del vector velocidad respecto del
tiempo,

= [vya= [ [(250-2") i+ (<152 +250) ] ar

. (1 .
= (152 -2%0) 7+ (—mr3 - 1’":2) j+D. (4.158)
3s3 52
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Exigiendo que este vector posicién evaluado en r = —2s sea igual a 10mi + %m J calculamos el valor
del vector D,

o . 16 4
D:Zmi—?mj, (4.159)

entonces, el vector posicién en funcién del tiempo es

. m ¢ 1 3 m , 16 ~
(1) = (1—2z —2St—|—2m>l+<—3s3t tlgr—5m) . (4.160)

4.4.9. Tiro parabdlico

Analizaremos un caso particular de movimiento en el plano que es de gran interés. Estudiaremos
la cinemdtica de un cuerpo bajo la accién de la atraccién gravitatoria de la Tierra. Todos los cuerpos
ubicados en las proximidades de la superficie de la Tierra experimentan la misma aceleracion, que de-
nominaremos con la letra g. Esta aceleracién apunta en la direccién vertical hacia la Tierra. En realidad,
por causas que se explicardn mdas adelante, la aceleracion gravitatoria terrestre es solo aproximadamente
una constante, asumiendo que estamos a nivel del mar, varia con la latitud del lugar donde estemos
ubicados, siendo su valor aproximadamente 9,78m/s> en el ecuador y 9,83m/s? en los polos. En los
poOcos casos en que sea necesario reemplazar g por su valor numérico en esta seccién, usaremos una
aproximacién mas grosera, g ~ 10m/s>.

El problema denominado pardbola de tiro o tiro parabdlico es un interesante ejemplo de movimiento
de un cuerpo bajo la accién de una aceleracioén constante. Es uno de los primeros problemas resueltos de
la fisica, ya que su solucién se debe a Galileo en 1638. Se trata de resolver el movimiento de un cuerpo
puntual lanzado desde la superficie de la Tierra con una velocidad inicial dada y que solo estd sometido
a la aceleracion de la gravedad terrestre considerada constante.

Esto es, el problema en su forma mds simple (que trataremos aqui) incluye varias aproximaciones:

1) Despreciamos completamente la accién del aire.
1) Consideramos la Tierra como localmente plana.

1) Consideramos el campo gravitatorio terrestre como constante.

La primera aproximacion se hace porque la trayectoria de cuerpo “puntual”se ve poco afectada por
la presencia del aire, como puede comprobarse al realizar la experiencia de arrojar una pequefia bolita
metdlica. En cambio, si soltamos una hoja de papel desplegada esta aproximacion es mala y no lograré
describir razonablemente su trayectoria. En cualquier caso, considerar la accién del aire es un problema
sumamente complicado, atn para su tratamiento numérico utilizando las computadoras actuales mas
poderosas. Las dos tultimas consideraciones serdn validas si la velocidad inicial es “pequenac toda la
trayectoria del cuerpo se encuentra préxima a la superficie terrestre. El problema que resolveremos es el
de un cuerpo que se lanza desde una altura & con un vector velocidad de médulo vy que forma un dngulo
o con la horizontal como se muestra en la figura 4.58, hasta que el movil cae a tierra.
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Y
> A
; [a=s

h=y,¢Z-Y---

X

Figura 4.58: Diagrama de tiro parabdlico al tiempo de disparo (instante inicial #y = 0).

Si para la descripcién del movimiento utilizamos el sistema de coordenadas cartesianas graficado en
la figura 4.58, la expresion del vector aceleracion serd:

alt) = —gj. (4.161)

Considerando el instante inicial de la descripcion cuando el cuerpo es lanzado con velocidad vy como ¢
= 0 s, entonces podemos escribir los vectores posicion y velocidad para ese instante,

(0)=hj, (4.162)
(0) = v cos(a) 7 + vo sen(ar) ;. (4.163)

<! =!

Integrando el vector aceleracion respecto del tiempo obtenemos el vector velocidad

V(t):/adt:—/gfdt

— gtj+C. (4.164)

Para determinar C evaluamos el vector velocidad (ecuacion (4.164)) en el instante en que conocemos su
valor, t = 0 s,

#(0s) = C = vy cos(at)i + v sen(or) . (4.165)
Entonces el vector velocidad del cuerpo es

~

(t) = vocos(a)i + (—gt + vo sen(a)) j. (4.166)

Para obtener el vector posicion del cuerpo debemos integrar el vector velocidad
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7(t) = /th = / {vo cos(a)i + [—gt + vo sen(ar)] j } dt

= v cos(Q)t1 + [—%tz + vo sen(a) t} j+D. (4.167)

Al valor del vector D lo determinamos evaluando el vector posicion, ecuacion (4.167), en el instante
para el cual lo conocemos, que en nuestro caso es t = 0 s,

S

#(0s) =D = h], (4.168)

con lo cual el vector posicion del cuerpo en funcion del tiempo es

#(t) = vo cos(o)ti + —gtz + vo sen(Q)t + h| J. (4.169)

Vamos a responder varias preguntas respecto al movimiento del cuerpo:

a) ¢(Cudl es la trayectoria que sigue un cuerpo sometido a la aceleracion de la gravedad?

La funcion de movimiento de cada una de las coordenadas es:

x(t) = vocos(a)t, (4.170)
y(t) = —%ﬁ + vo sen(a) + h. @.171)

Despejando la variable ¢ en la ecuacion (4.170) y reemplazando en la ecuacion (4.171) obtenemos

8

2
—WX + tan(OL)x + h, (4.172)

y(x) =

que corresponde a una trayectoria parabdlica con las ramas hacia abajo (ver figura 4.59).
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Y

ymax

max f

Figura 4.59: Esquema de la trayectoria del tiro parabdlico.

b) ¢Cudl es la maxima altura que alcanza el cuerpo?

La méxima altura (y,,4,) que alcanza el cuerpo se corresponde con el maximo de la pardbola de la trayec-
toria (ver figura 4.59). Para esto derivamos la ecuacion (4.172) respecto a x e igualamos la derivada a
cero para encontrar la coordenada x,,,,, del maximo,

dy g
dx v3 cos?(o) Xinas =+ tan(®) ’ ( )

X=Xmax

de donde obtenemos

vg cos(a) sen(a)  vj sen(20t)

g 2g

(4.174)

Xmax =

Evaluando la expresién de la trayectoria, ecuacién (4.172), en el valor obtenido para Xy, ecuacién
(4.174), obtenemos la méxima altura que alcanza el cuerpo,

v sen? ()

+h. (4.175)
2g

Ymax = Y(xmax) =

Hemos encontrado la altura maxima que alcanza el cuerpo haciendo un andlisis geométrico de la
trayectoria. Sin embargo, también lo podemos hacer mediante consideraciones fisicas. El cuerpo alcanza
su méixima altura cuando deja de ascender verticalmente, por lo tanto en el instante f,,,, que alcanza su
maxima altura la componente vertical de la velocidad se hace igual a cero. De esta manera podemos
determinar el instante en que el cuerpo alcanza la altura y,,,.,

Vy(tmax) = —&tmax + vo sen(a) = 0, (4.176)

obteniendo
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P VOS?(Q). (4.177)

Como la altura médxima es la coordenada vertical del cuerpo para este instante, entonces reemplazando
este valor de tiempo (ecuacién (4.177)) en la ecuacion (4.171) obtenemos

v sen?(a)

+h. (4.178)
2g

Ymax = y(tmax) =

Como vemos resulta mas simple el cdlculo de la altura maxima que alcanza el cuerpo utilizando
consideraciones fisicas.

¢) ¢Cudl es el alcance que tiene el cuerpo?

Entendemos por alcance a la distancia horizontal que recorre el cuerpo desde que es lanzado hasta que
toca el piso, la cual, debido a la eleccion del sistema de coordenadas, coincide con la coordenada x, que
denominaremos x (ver figura 4.59). El vector posicion del punto en el cual impacta el cuerpo es

Ftr) = x(t7) i+ y(tg) ] = xyi. (4.179)

Como al caer al piso el valor de la coordenada y(7y) es cero, podemos calcular el instante de impacto
con la tierra resolviendo la ecuacién (4.171),

y(ty) = —%t} +vosen(Q)t; +h =0, (4.180)

que tiene dos soluciones posibles,

vo sen(o) £ \/v(z) sen?(at) +2gh
ty = , (4.181)
8

Analizando estas dos soluciones vemos que si # > O resulta r; > 0y r— < 0. Si bien 7_ satisface la
ecuacion (4.180), esta solucién no tiene sentido fisico, pues toda la descripcién que estamos haciendo es
valida parat > 0. Concluimos entonces que #; = ¢, obteniendo para el alcance x; = x(t),

vo sen(a) + 1/v3 sen(at) + 2gh

xp = v cos()

8
v% 2gh
= i cos(a) | sen(a) + 4 [sen?(a) + —5- | . (4.182)
o

Caso particular h =0

Analicemos qué sucede cuando tanto el punto de lanzamiento como el de impacto estdn a la misma
altura (usualmente, aunque no necesariamente, ambos coinciden con la superficie terrestre), esto es,
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tomamos & = 0 m. En este caso las soluciones (4.181) son

2
t = VOS;"(“) . 1 =0s. (4.183)

Como en el caso & > 0 tenemos que ty = t, pero, para h = 0, t_ s tiene una interpretacion fisica: es
el instante de lanzamiento, en que la coordenada y del mévil también cumple y(7—) = 0. Entonces el
alcance del cuerpo x7 (ecuacion (4.182)) es

212 cos(a o
X = V5 cos(g)sen( )’ (4.184)

y usando que 2 cos(a) sen(a) = sen(2 ) obtenemos

2 20
= 20 sen(20) (4.185)
g

Notemos que, en este caso particular, f; = 21,4 (ecuaciones (4.177) y (4.183)) y x; = 2X4x (€cuaciones
(4.174) y (4.185)), pues la trayectoria es simétrica respecto al eje que pasa por su maximo.

La expresion del alcance, ecuacion (4.185), es un factor positivo multiplicado por sen(2a), con
0 < o < /2, cuyo grafico se muestra en la figura 4.60.

sen(2 o)

/4 T2 o

Figura 4.60: sen(2 o) versus o para 0 < o0 < /2.

Tenemos entonces que, para cada valor de sen(2 ) hay dos posibles valores del dangulo o: o < /4
y &~ > /4, que arrojan el mismo valor de x, excepto para sen(2a) = 1 donde vale o = 1/4. Estos dos
angulos son equidistantes de ©/4, |- — /4| = o> — T /4].

Como el alcance depende del médulo de la velocidad inicial, vg, y del angulo o, nos podemos pre-
guntar ;cudl es el dngulo de lanzamiento 6ptimo (@,,) para lograr el maximo alcance posible para un
dado valor de vo? A partir de la ecuacion (4.185) es simple notar que el valor mdximo de xy se logra
cuando sen(2a,,) = 1; es decir &,, = T/4. En la figura 4.61 se muestran 3 tiros parabélicos con igual
modulo de velocidad inicial vo pero con tres dngulos diferentes, 0. = /6, o~ =7/3y &y, = /4.
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|
0 2 4 é 8 1‘ox[m]

Figura 4.61: Parabola de tiro para vo = 10m/s y a,, = /4 = 45 (linea negra), o.. = ©/6 = 30° (linea
roja) y o~ = 1/3 = 60° (linea azul).

Evaluando la expresion (4.166) en el instante 77, dado por la ecuacion (4.183), determinamos la
velocidad del cuerpo en el instante del impacto con el piso,

S

V(ty) = vo cos(at) i — vo sen(at) j. (4.186)

Haciendo el producto escalar entre el vector velocidad inicial (ecuacién (4.163)) y el vector velocidad
final (ecuacién (4.186)) obtenemos

¥(05) - ¥(t) = [vo cos(at)i + vo sen(ar) j] - [vo cos(a)i — vo sen(ar) j]

=1 [cos? (o) — sen* ()]

= cos(2a). (4.187)

Cuando el dngulo de lanzamiento o0 = ,, = ®/4 el producto escalar ¥(0s)-V(ts) = 0y por lo tanto,
para este angulo particular, el vector velocidad en el momento del impacto serd perpendicular al vector
velocidad inicial.

Aceleraciones tangencial y normal

2

En el tiro parabdlico, la aceleracion tiene una expresion muy simple, es un vector constante, d(f) = —g J,
pero, ;que sucede con d, () y d,(t)? Conocemos ¥(¢), y por lo tanto, también conocemos v(¢) = V() /|V(t)| =
B.i+ By j, donde B, y By son las componentes cartesianas de (¢). Sabemos que hay dos versores ortonor-
males a ¥: =B, iF B, /, también sabemos que B, > 0y @, (t)- j < 0V, entonces, el versor con la direccién
y sentido de d,(t) serd

an(t) = Byi—PBu] = Gn=(d-ay) 4y = gPx(t) (By(t)i — Bu(t) ]) = % (vyi—vej). — (4.188)

En el punto de maxima altura: d(tuax) = dn(tmax) 3 d(tmax) = 0. En cualquier otro punto de la
trayectoria d, y d, son no nulos. En la figura 4.62 vemos los versores ¥ y d, en cinco puntos particulares
de la trayectoria de un tiro parabdlico. El andlisis realizado es independiente del valor de A.
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N R m)

Figura 4.62: Pardbola de tiro con vy = 10m/s,h =0y 0,,(0) = ©/4 = 45° mostrando ¥ y d, para
x=0;x7/4; x7/2 = Xpaxs 3x7/4y xy.

Caso general 1 > 0

Si el lanzamiento es hecho desde una altura £, y queremos conocer el dngulo 6ptimo en funcién de
la altura de la base, o, (/) para el cual el proyectil tiene su maximo alcance, x¢ (), el cdlculo es ahora
algo mas complejo. Antes de hacer ninguna cuenta, vemos en la figura 4.63 que si o > 1/4 la trayectoria
cruzard la correspondiente a o0 = /4 a una altura mayor que h, y como dos pardbolas se cortan a lo
méximo en dos puntos sabemos entonces que O,, (/) < /4. Por el mismo argumento, para un dngulo
levemente menor que 7/4 cortard la trayectoria de a0 = mt/4 en un altura levemente menor que %, por lo
que la igualdad vale solo para & = 0, obteniendo O, (h > 0) < /4.

ylm]

15—+

0 | 5 | 10 | 15 xy[m]
Figura 4.63: Pardbola de tiro para vo = 10m/s,h = 10my o = o,,(10m) = ©/6 = 30° (linea negra),

o =7/4 = 45° (linea azul) y oo = /3 = 60° (linea droja). Las pardbolas correspondientes a a0 = 30° y
60° se cortaneny =h = 10m.

El dngulo 6ptimo es el que maximiza la expresion de x, ecuacion (4.182), por lo que debemos buscar
el punto critico de xy,

d z 2
7N _gen? (o) — sen ( sen? (o + — + cos’ sen( )COS ( =0. (4.189)
do g Vo / sen? (ot
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Esta ecuacién es complicada, pero usaremos el siguiente “truco”: llamando D = , /sen? (o) + %h, y
0
multiplicando la ecuacion (4.189) por D obtenemos
—sen? (o) D — sen (0)D? 4 cos? (o) D 4 sen (o) cos® (o) = 0, (4.190)
que es una cuadratica para D, cuya raiz positiva es
2
o
p= (@) 4.191)
sen (o)

Claro, debido al truco que usamos, todavia no obtenemos ,,, ya que D es funcién del dngulo, pero
usando que cos” (&) = 1 —sen® (at), elevando al cuadrado la ecuacién (4.191) obtenemos,

(4.192)

reemplazando estas expresiones en la ecuacion (4.182) obtenemos

2 2

Vo 2gh v
Uop) = D J14 50— 0 4.193
%7 (Gop) g + V3 gtan (0,)) ( )

2
Notamos que para 4 = 0 reobtenemos los resultados de la seccion anterior, 0, = T/4, xy = %0. De la

ecuacion (4.192) vemos que tan (,,) decrece cuando & crece, entonces la ecuacién (4.193) nos dice que
el proyectil llegard mas lejos mientras mas alta sea la base de lanzamiento.

Finalmente calculamos el dngulo de caida para o), esto es, el dngulo que forma v, con el eje x, el
cual viene dado por

2
. —8ty+vosen (o —gxf+vgsen (Q,p)cos (o
tan (ef) Viy 8ty Vo ( 0[7) 8Xf vg 2( 0[7) ( OP)7 (4.194)
Vfx v cOS (Qtop) V5082 (Op)

donde hemos usado que xy = v cos(0.,p) r. Reemplazando en (4.194) los valores de sen(t,p,) y cos(0)

dados en (4.192), obtenemos
2gh 1
tan(07)=—, /1 + =—=———; 4.195
an (6) \ * V3 tan (0t,p) ( )

tenemos entonces que tan (0) tan(a,,) = —1, esto es, la velocidad inicial para el dngulo 6ptimo es
perpendicular a la velocidad de llegada a tierra,

V()(Otop) -Vf(ef) =0, (4.196)
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obteniendo que esta condicién es vélida para todo valor de i > 0.

4.4.10. Encuentro de dos moviles en el plano

Igual que en el caso de movimientos sobre una recta, definimos encuentro de dos méviles cuando
ambos se encuentran en el mismo lugar en el mismo instante. Esto es, dado dos cuerpos A y B con
vectores posicion 74 (¢) y 7(t), diremos que habra encuentro si existe al menos un tiempo 7, tal que

7"A(l‘e) = _‘B(te)a (4.197)
o0 sea, el conjunto de ecuaciones
xa(te) = xp(te) 3 yalte) = yplte) (4.198)

tiene al menos una solucién. En caso contrario, los méviles no se encuentran.

En el caso de movimiento en el plano es importante no confundir encuentro con cruce de trayectoria.
En una dimensién, cuando vemos el grafico x —¢, si las curvas se cruzan, entonces hay encuentro, en
dos dimensiones la trayectoria estd en el plano x — y, por lo que, aun existiendo un punto de cruce de
trayectorias, los cuerpos pueden haber pasado por dicho punto en distintos instantes.

Veamos esto con un ejemplo: sean los vectores posicién de dos cuerpos Ay B

) =120 +124] ?B(;):<2Tz+b>f—(2ﬂt—d)j, (4.199)
S S S S

y asumiremos en particular que las constantes b y d cumplen b +d = 1m, lo que nos lleva a las siguientes
trayectorias,

va(xa) =xa 5 yp(xg) = —xp+1m. (4.200)

Ambas trayectorias son lineas rectas, que como se muestra en la figura 4.64 se cruzan en un punto (x, yc),
dado por

1
va(xe) = yg(xe) = xe==-m; y.=-m. (4.201)
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ylm]

172 F--2

Figura 4.64: Trayectorias de los cuerpos A y B dados por las ecuaciones (4.200).

Entonces las trayectorias se cortan en este punto, pero ;los méviles se encuentran? Para contestar
esta pregunta debemos resolver la ecuacion (4.197) (jque es distinta a la ecuacién (4.201)!), o equivalen-
temente las ecuaciones (4.198), que arrojan como resultado

1 3 1
esto es, solo en el caso en que b = —1/2m y d = 3/2m se produce un encuentro en 7, = 1/2s. Para

cualquier otro valor de los pardmetros b y d que elijamos (sujetos a la condicién b 4 d = 1m) hay cruce
de trayectorias pero no habrd encuentro. Dejamos como ejercicio verificar que, por ejemplo, con la
eleccion b = —1m; d = 2m el mévil A pasa por el punto de cruce en r = 1/2s, mientras el mévil B lo
hace en t = 3/4s. Como los méviles pasan por el mismo punto a distintos tiempos no hay encuentro.
Esto es lo que sucede en cualquier esquina, que las trayectorias de los automdviles que vienen por las
distintas calles se cruzan sin haber encuentro (jsalvo cuando ocurre un choque entre automéviles!).



Movimiento Circular y Movimiento Periodi-
co

SECCION 5.1

Movimiento circular - parte I

El movimiento circular es un caso particular de un movimiento en el plano en el cual la trayectoria es
una circunferencia, o parte de ella, esto es, para todo instante en el intervalo de interés, las coordenadas
del mévil cumplen

[x(r) —x0]* + [y(t) —yo]* = R, (5.1

donde (xp,yo) son las coordenadas del centro del circulo y R su radio. En la figura 5.1 se muestran tres
ejemplos de trayectorias correspondientes a movimientos circulares.

y y y

Yo

X ~ X X
/ /// R \\ xo
y ,

0

Figura 5.1: Tres trayectorias correspondientes a movimientos circulares, esto es, que sus funciones de
movimiento cumplen la ecuacion (5.1).

Si para describir el movimiento se elige un sistema de coordenadas cuyo origen coincida con el centro
de la circunferencia, entonces xp = 0, yo = 0 y la trayectoria es descripta en coordenadas cartesianas por
la ecuacién

X2(t) +y*(t) =R%. (5.2)

145
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Como siempre, elegiremos el sistema de coordenadas que mds simplifique la descripcion del movimien-
to del mévil en cuestion, esto es estudiaremos en adelante movimientos circulares centrados en el origen,
cuya trayectoria obedece la ecuacién (5.2). El vector posicién #(¢) = x(¢)i + y(¢) j de una particula que
realiza un movimiento circular puede expresarse en funcién del radio del circulo, que es una constante,

y el dangulo 6(z), que forma dicho vector con el eje x (ver figura 5.2),

(t) =R (cos[6(r)] i+sen[6(r)] j) = [F(t)| =R, (5.3)

N

Figura 5.2: Vector posicion 7(¢) y dngulo 6(7) en un movimiento circular.

Derivando 7(t) obtenemos la velocidad del cuerpo,

V(t) =R <— sen [0(7)] i i+cos[0(t)]

do e\ de
dt

a1 ) =Ry (CsenB@iteoso)]]). 54

La derivada con respecto al tiempo de la funcién de movimiento angular, 6(¢), se denomina velocidad
angular y se denota por

o(t) = d(j:), (5.5)
entonces
5(t) = Roo(r) (—sen[8(t)] i+cos [0(r)] 7) = | ¥(r) |= Rloo(t)]. (5.6)

Derivando el vector velocidad obtenemos el vector aceleracion
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a(t) = RCZ—? (= sen[8(1)] 7+ cos[6(1)] ) + R <—cos 0()] %i— sen[0(1)] ‘57? j)
_ R%’ (—sen[0(¢)] I+ cos[8(¢)] J] + Re? (—cos [6(1)] i —sen [8(1)] ) , 5.7)

definiendo la aceleracion angular y(7) como la derivada respecto al tiempo de la velocidad angular,

d
() = (th) ; (5.8)
podemos escribir el vector aceleracion como
a(t) = —Ro*(t) (cos [0(r)] i +sen[0(¢)] j) +Ry(t) (—sen[0(r)] i+ cos[0(2)] j) - (5.9)

Si realizamos el producto escalar entre el vector posicion, ecuacion (5.3), y el vector velocidad,
ecuacién (5.6), vemos que

F(t) - ¥(t) = [R (cos[0(r)] i+ sen[0(r)] )] [Rw (—sen
] sen[B(1)] i-i+cos? [0(r)
1)] +sen[6(z)] cos

8()) i+ cos [6(1)] /)]
i-j—sen®[8(t)] j-i+sen[0(r)] cos[0()] j- J)
0(1)]} =0. .

Como el producto escalar de dos vectores no nulos solo puede ser cero si estos son ortogonales, entonces
en un movimiento circular el vector posicion es perpendicular al vector velocidad en todo instante, 7(z) L

V(t).

Analicemos ahora el vector aceleracién de un movimiento circular. De la ecuacién (5.10) tenemos
para el versor posicion y el versor en la direccién de la velocidad

0y(t) = 0. (5.11)

Estos versores se denominan orfonormales por ser de médulo uno y perpendiculares entre si. Es impor-
tante notar que #, define la direccion del vector velocidad, mientras que su sentido es dado por el signo

de o(t), ¥(t) = Ro(t) i, (1).
Notemos entonces que el vector aceleracion, escrito en la forma de la ecuacidn (5.9), resulta ya

descompuesto en aceleracion tangencial y aceleracién normal utilizando los dos versores ortonormales
de la ecuacién (5.11),

a(t) = —Ro*(1) 7(t) + Ry(2) i, (t) = @, (t) +a(t). (5.12)
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Entonces cuando descomponemos el vector aceleracion en aceleracién tangencial y aceleracién normal,
para un movimiento circular, tenemos que la aceleraciéon normal siempre tiene la misma direccion y
sentido contrario al vector posicidn,

a,(t) = —R*(t) (1), (5.13)
mientras que la aceleracion tangencial, en la direccién de la velocidad, es

di(t) =Ry(t) i, (1), (5.14)

como se muestra en el ejemplo de la figura 5.3.

Figura 5.3: Descomposicion del vector aceleracidon en las direcciones normal y tangencial en un
movimiento circular.

Como siempre comenzaremos estudiando el caso mds sencillo; veamos nuevamente el problema de
una particula en movimiento circular uniforme (MCU), tratado en el ejemplo (f) de la seccién 4.2, en el
que la velocidad angular es una constante,

W) = @=0
o) =0y = , (5.15)
0(r) = [odt=wyt+6)

donde 69 es el dngulo determinado por el vector posicién a t = 0.

Como es un movimiento uniforme, no perdemos generalidad si elegimos el sistema de coordenadas
tal que 7(t = 0) = R, lo que implica 6y = 0. Tenemos entonces que el vector posicion en este caso ser,
segun las ecuaciones (5.3) y (5.15),

a

7(t) =R [cos(wgt) i+ sen(eo?) f] (5.16)
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por lo que el vector velocidad es

dr A o
V() = d—: =Ry [—sen(wyt)i+cos(wor) j] , (5.17)

que nos dice que el médulo del vector velocidad es constante,

[7(1)] = R|ax| (5.18)
Finalmente calculamos la aceleracion,

dv » n
dt) = di‘t} = —Rwj [cos(wot)i+sen(wot) ] = —RaG#(t). (5.19)

Como el vector aceleracién es normal a la trayectoria y la aceleracién angular v es nula, el vector
aceleracion coincide con el vector aceleracion normal,

a(t) = a,(t) = —Rw} #(t), (5.20)

que es un vector cuyo médulo también es constante, |@(¢)| = R®}. Esto es, en un MCU los médulos de
los vectores posicién, velocidad y aceleracion son constantes. Las ecuaciones (5.11) y (5.20) nos dicen
que

V(t)-d(tr) =0, (5.21)

como ambos vectores son no nulos, concluimos que en un MCU los vectores velocidad y aceleracién son
ortogonales en todo instante, como puede observarse en la figura 5.4.

Figura 5.4: Versor posicion, vectores velocidad y aceleracion y angulo 6 en un movimiento circular
uniforme.
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Entonces, al no haber aceleracién tangencial, esto es, en el sentido de la velocidad, el mddulo de
la velocidad permanece constante, pero cambia su direccién y sentido debido a la presencia de una
aceleracion normal no nula. Vemos otro ejemplo que muestra que la aceleracion normal es responsable
del cambio en direccion del vector velocidad, cumpliendo el enunciado general establecido en la seccién
4.4.7: todo movimiento no rectilineo es acelerado.

SECCION 5.2

Coordenadas polares

Ya vimos en el capitulo 4 que dado un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales, a cada punto P
del plano le corresponde univocamente un par de niimeros reales, las coordenadas x), e y, del punto. Pero
queda claro que cualquier regla que identifique univocamente puntos en el plano con pares de nimeros
reales también merecen ser llamada sistema de coordenadas. Podriamos pensar entonces que es posible
definir muchos (jinfinitos!) sistemas de coordenadas, y efectivamente es asi, claro que solo algunos
pocos nos seran de utilidad para describir el movimiento de los cuerpos. En la seccién precedente, sin
mencionarlo, estuvimos muy cerca de usar el sistema que, junto con el cartesiano ortogonal, resultan los
mas usados en el plano: el sistema de coordenadas polares.

También en el capitulo 4 mostramos que la distancia de un punto p al origen de coordenadas, que
denotaremos por la letra griega p, estd dada por

Pp=1/X5 V5 (5.22)

Si ademas damos el dngulo 6 que forma el segmento OP con el eje x, tomado en sentido antihorario (estos
dos requerimientos son convenciones universalmente aceptadas), entonces tenemos un par de nimeros
reales (p,,0,) que determinan univocamente cualquier punto del plano, como se muestra en la figura
5.5. Denominaremos este par de nimeros reales como coordenadas polares del punto P.

y

Figura 5.5: Coordenadas cartesianas y polares del punto P

De la figura 5.5 podemos ver que la relacion de las coordenadas cartesianas con las coordenadas
polares de un punto son

X, =ppcos(0,) ; y,=ppsen(8,), (5.23)
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y de estas ecuaciones obtenemos la expresién de 8 en coordenadas cartesianas,

tan (0,) = 4N 8, = arctan <yp> . (5.24)

Xp Xp

La figura 5.5 y la ecuacién (5.24) nos muestran que estrictamente las coordenadas polares no es-
tablecen una biyeccion entre puntos del plano y pares de nimeros reales, ya que el origen de coorde-
nadas x = 0, y = 0 le corresponde p = 0, pero la coordenada 6 no puede definirse, aunque este hecho
no introduce ninguna ambigiiedad, pues este punto queda univocamente definido por la condicién p = 0.
Volveremos a ocuparnos de esta cuestion en la préxima seccion, cuando estudiemos las propiedades de
las funciones de movimiento al escribirlas en coordenadas polares. Notamos también que la ecuacién
(5.22) establece que p > 0, mientras que 0 puede ser cualquier nimero real. No restringimos 0 al in-
tervalo [0,27], ya que las coordenadas polares se relacionan con las coordenadas cartesianas a través
de funciones trigonométricas definidas para todo nimero real. Veremos su significado fisico cuando es-
tudiemos funciones de movimiento en coordenadas polares.

Veamos ahora cdmo calcular la distancia entre dos puntos en coordenadas polares. Sabemos calcular
la distancia d4p entre dos puntos cualesquiera A y B dadas sus coordenadas cartesianas (ecuacion (4.2)),
entonces usando las ecuaciones (5.23) podemos calcular d4p en coordenadas polares (ver figura 5.6),

dap = \/(XA —xg)?+(ya—yp)? = \/(x/% +33) + (3 +¥3) — 2 (xax5+Yayp)
= \/P,%\ +p% —2papp [cos(84) cos(0p) +sen(04) sen(05)]

= \/ Pi +Pp—2paps cos(84 —Op), (5.25)

donde en la tltima igualdad se uso la identidad trigonométrica para el coseno de una suma, cos(o+ ) =
cos(a) cos(P) —sen(a) sen(P).

y
y A
Al i AN d
p PN YAB
A/l N
| AN
1 N
! AN
| AN
D R it SEEEEEEE D B
(0,0 !
N Py
) AN s i
~V4 P i
1 ‘\eB i
\ ! !
X, Xp X

Figura 5.6: Coordenadas cartesianas y polares de dos puntos y la distancia entre ellos.
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5.2.1.

Coordenadas polares y funciones de movimiento

Si queremos describir el movimiento de un cuerpo dado, ya vimos en la seccién 4.2 que podemos
hacer una serie de mediciones de la posicién del cuerpo en n instantes distintos #| < fp < ... <t,, y

estas mediciones las podemos expresar en cualquier sistema de coordenadas, en particular podemos usar

cartesianas o polares,

t | x

| x1

L | x2
In | Xn

Podemos entonces expresar funciones de movimiento en cualquier sistema de coordenadas, o sea, obtener
tanto (x(z),y(¢)), como (p(z),0(¢)). Claramente, aunque sean funciones distintas, ambos pares describen

el movimiento del cuerpo, que no depende del sistema de coordenadas elegido.
En las figuras 5.7 a 5.10 se muestran las funciones de movimiento en coordenadas polares, su grifico

en el plano p — 0 y su trayectoria para algunos ejemplos:

t

Po

0(r) planop—96 trayectoria
0 6 y
90_ 60 -------- ‘: p() 4"
L )
Py P x
Figura 5.7: Cuerpo en reposo.
0 6 y
90 90
N i e0
p X

d

a

Pol P

Figura 5.8: MRU: 7(t) = Vo 1; ¥ = vg (cos(8o)i+sen(89) j) ; 1 >0

e
N

Figura 5.9: Movimiento circular uniforme (MCU).
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g
N2

Figura 5.10: Espiral de Arquimedes: 7(1) = vot (cos(wo)i+sen(wgt) j); p(t) = vot; 6(1) = wot.

t t P

Veamos en detalle un ejemplo bien conocido en coordenadas cartesianas: el movimiento rectilineo
uniforme, que nos permitird discutir las propiedades de las funciones p(¢) y 6(¢). Sabemos que el hecho
experimental de la continuidad del movimiento y velocidad de los cuerpos nos llevé a postular que las
funciones de movimiento x(¢) e y(r) deben ser continuamente diferenciables. También podemos concluir
que la coordenada p(t), que representa la distancia del mévil al origen, debe ser continua. Pero como ver-
emos, el hecho de que la coordenada 0 no estd definida en el origen trae ciertos problemas mateméticos.
Para ello estudiemos el siguiente MRU que pasa por el origen de coordenadas:

- - 2 2 Voy \@ m 1m
t) =Vot = voxt tj = ==X Vx=——;Voy=2=—. 5.26
r ( ) ) Voxt 1+ Vvoyt ] y (x) vax Vox 2 Voy 2 ( )
Estas funciones de movimiento y la correspondiente trayectoria se muestran en la figura 5.11.
x[m] ylm] ylm]
1 1 =+
1 8 1 8 1 1
1 1 t[s] 1tfs] I x[m]
-1 -1 1

Figura 5.11: Funciones de movimiento y trayectoria de un mévil descripto por las ecuaciones (5.26).

Tratemos ahora este problema en coordenadas polares. Usando la ecuacién (5.22) obtenemos

m
pr) = \/x*(1) +y2(t) = [Vor| = 1], (5.27)
mientras que la ecuacién (5.24) nos da para la coordenada angular
t
0(t) = arctan <y()> = arctan (V (5.28)
x(1) Vox

Analicemos primero la coordenada p; p(¢) = |[Vot| = 1% [¢t| = es continua pero no diferenciable en

t=0
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p[m] |

1__

0,5+

I1t[s]

Figura 5.12: Funcién p(¢) dada por la ecuacién (5.27), cuya derivada es discontinua en 7 = 0.

Volvamos ahora a la ecuacion (5.28) para 8(¢), donde vy es dado por (5.26), obteniendo

0(r) = arctan (\%) ,

(5.29)

pero esta férmula no debe confundirnos, dijimos que al calcular la funcién arcotangente debemos ademads

indicar el cuadrante segin la ecuacion (4.34), asi

m t >0 = x,y>0 = primer cuadrante

» 1 <0 = x, y<0 = tercer cuadrante

como se observa en la figura 5.13, obteniendo entonces

4 aa

N
a

0(t) = arctan (\%) - { -

sit>0
sit <0

(5.30)
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0(1<0)=(7/6) T =~

S
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>

g \0(1>0)=7/6

P

-1+

I1x[m]

Figura 5.13: Trayectoria de la figura 5.11, mostrando los dngulos que forma con el eje x.

Vemos de la figura 5.13 que 6(¢) es discontinua en ¢ = 0, esto es, en el origen, donde 6 no estd

definida, como se muestra en la figura 5.14.

O/rad]
0(t<0)=(7/6)® 7
3__
2__
1__
0(r>0)=n/6
} : 6 :
-1 0

I1l‘[s]

Figura 5.14: 0O vs. t para la trayectoria dada por la ecuacién (5.26), mostrando una discontinuidad en

t=0.

Finalmente el grafico de 8(p) (que no es una funcién) también resulta discontinuo en p = 0, como se

muestra en la figura 5.15
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O/rad] -
T 0(t<0)=(7/6) T
3 .
2 .
1__
0(1>0)=1/6
—
0 : } : '

0 0,5 I1 p[m]

Figura 5.15: 0 vs. p para la trayectoria dada por la ecuacion (5.26), mostrando una discontinuidad en
p = 0 (las flechas indican el sentido de movimiento).

Debe quedar claro que la trayectoria del cuerpo es rectilinea (figura 5.11), independientemente del sis-
tema de coordenadas empleado para describir su movimiento, mientras que las discontinuidades encon-
tradas en coordenadas polares provienen del problema matemdtico resultante de la indefinicién de 6 en
el origen de coordenadas, y las encontraremos siempre que la trayectoria pase por dicho punto.

Unidades de magnitudes angulares

Estamos acostumbrados a medir dngulos en el llamado sistema sexagesimal, que divide la circunfer-
encia en 360 partes llamadas grados, y se denotan con un supraindice o. Asi un dngulo recto mide 90°.
En este sistema, cada grado se divide en 60 minutos, 1° = 60’, y cada minuto en 60 segundos, 1’ = 60" .
El principal motivo del uso de este sistema es que, al ser 360 divisible por muchos enteros, resulta coémo-
do de utilizar en variadas ocasiones. Por el mismo motivo, también es popular (aunque menos usado) el
sistema centesimal, el cual parte el angulo recto en 100 unidades llamadas gradianes.

Sin embargo una manera natural de definir la medida de un angulo es dividir la longitud de un arco
de circunferencia por la longitud del radio de la misma. Asi la unidad de medida sera la longitud de
un arco de circunferencia que mide igual que su radio dividida por este tltimo. Notemos que esta es
una cantidad adimensional, pero para evitar confusiones y dejar en claro que hablamos de angulos, la
llamaremos radidn. En estas unidades, el 4ngulo de una circunferencia completa es 27, donde 7, uno de
los mas célebres nimeros de la matematica, es irracional, y sus primeras 50 cifras son

T~ 3.1415926535897932384626433832795028841971693993751 . (5.31)

Dado que la circunferencia mide 360° o 27 rad (y el angulo recto 90° o /2 rad), podemos obtener
el factor de conversion de una unidad a la otra,

180°

1= ~001745329252rad : 1rad —

~ 57.29577951°. 5.32
180 (5.32)
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Como el radidn es una magnitud ficticia, no la tendremos en cuenta cuando la multiplicamos por una
magnitud “verdadera”, por ejemplo rad x m = m. En el caso de divisién de magnitudes, por ejemplo
rad /s = s~ ', pueden utilizarse indistintamente ambas notaciones.

Debemos tener en cuenta que T es un ndmero irracional, entonces, como sucede con todos los
nimeros irracionales, no debemos reemplazar el simbolo T por una aproximacién numérica (por ejemplo
la ecuacidn (5.31)) a menos que sea imprescindible.

Los versores i, y iig en coordenadas polares

Asicomo iy json los versores en las direcciones de crecimiento de las coordenadas x e y, respecti-
vamente, podemos también definir versores en las direcciones de crecimiento de las coordenadas p y 6,
o sea, los versores que en el plano p — 0 se muestran en la figura 5.16.

<>

~
I/tp p

Figura 5.16: Versores 7, y fig en el plano p — 0.

Pero este no es el plano fisico donde se mueve un mévil, es entonces necesario conocer la expresion de
los versores iy y i en un sistema de coordenadas cartesiano ortogonal en el plano x —y.

Para obtener i, usamos que p = |7|, por lo tanto

F_xityj _pcos(®)itpsen(6)) _ cos(6)+sen(0) (5.33)
7 p ' '

up:

|7

La forma més sencilla de calcular la expresion del versor g, es usar el hecho que, como se ve en la figura
5.16, este versor es ortogonal a ii,; como ademas ilg €s un versor, tenemos dos condiciones:

lp - flg = cos(0) ug x +sen(0)ug, =0 ; “(%,x + uéy =1, (5.34)

donde ug , y ug, son las componentes cartesianas del versor g y cos(0) y sen(0), las componentes
cartesianas del versor I, dadas en la ecuacion (5.33). Estas ecuaciones tienen dos soluciones ug, =
+sen(0); ug,, = F cos(0), lo que era de esperar, ya que una direccion (ortogonal a i) define dos sentidos,
y por lo tanto dos versores posibles. Dada la convencion usual de definir el dngulo 0 a partir del eje x en
sentido antihorario, pedimos que para 8 = 0 se cumpla iig = J, asi, de las dos soluciones nos quedamos
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con

~

fig = —sen(0)i+cos(0) J. (5.35)

Notemos que este versor coincide con el versor i, definido en la ecuacién (5.11).
Para un cuerpo en movimiento, si 6 depende del tiempo, entonces los vectores 7y y il también

dependeran del tiempo. Con esta definicion de los versores 7y y ilg, €l vector posicion toma una expresion
muy simple en coordenadas polares,

F(t) =p(t)ip(t). (5.36)

y
A
u
0, ?t
A Pa
pB -7~
/,/ \\\ p
B s Op A
\\
A}
Va Ps AL\
X
Uy

Figura 5.17: Versores i, y fig en los puntos A y B en el plano x — y.

SECCION 5.3

Movimiento circular - parte 11

Vimos que no resulta muy conveniente describir un MRU en coordenadas polares; ya hemos discuti-
do que siempre hay que usar las herramientas que mas convengan para describir un fenémeno fisico, que
ocurre independientemente de nuestra observacion y descripcion, y claramente para describir movimien-
tos rectilineos resulta conveniente utilizar un sistema cartesiano.

Distinto es el caso de un cuerpo en movimiento circular, en este caso trae simplicidad en la descrip-

cién usar un sistema de coordenadas polares, centrado en el circulo, ya que la ecuacion (5.3), que define
un movimiento circular, en coordenadas polares toma la simple forma

D=R, (5.37)
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es decir, p es una constante, el radio del circulo, y solo necesitamos la funcién 6(¢) para describir com-
pletamente el movimiento. Conocida esta funcidn, el vector posicién en funcién del tiempo serd

7(t) = Rilp(t). (5.38)

Para calcular la velocidad debemos derivar el vector posicién respecto del tiempo. Hasta ahora
habiamos derivado vectores cuyas componentes estdn escritas en coordenadas cartesianas, donde los
versores son constantes y por lo tanto su derivada respecto al tiempo es cero. Sin embargo, como se ob-
serva en la figura 5.17, en un sistema de coordenadas polares los versores modifican su direccidon cuando
cambia la posicién del cuerpo cuyo movimiento describimos. Resulta entonces conveniente calcular las
derivadas temporales de los versores iy y ig,

dn A A R a
% =— sen(G)@iJrcos(e)%j = % (—sen(8)i+cos(0) /) = () de(r); (5.39)
diip do . do . doe N o

_ de. e . do . N 5 (1), 4
o cos(9) o sen(0) el o (cos(8)i+sen() j) o(t) 4y (1) (5.40)

Notemos que las derivadas de los versores no resultan versores, sino vectores de médulo |®(7)|. Entonces,
en el caso de un movimiento circular el vector velocidad es

_di(r) dip(t) R
= =R = Ro(t) (1) (5.41)

V(1)

Es evidente, a partir de esta expresion del vector velocidad, que 7(r) L ¥(¢). Para calcular el vector
aceleracion debemos derivar la velocidad respecto al tiempo

av  d d dii
at) = 67: = - Ro(t)1o(1)] = Rd—‘fﬁe +Rm$ = Ry(t) figt) — R&(t) i (£) . (5.42)

En esta expresion del vector aceleracion es claro que la componente en la direccion del versor ig es
paralela a la velocidad y la componente en la direccion 7, es normal a la velocidad, por lo tanto

4 =Ry(t)dg(t) 5 dy=—R*(t)ip(t). (5.43)

La componente normal de la aceleracion tiene la direccion #, y sentido opuesto, es decir que apunta
hacia el centro del circulo (parte concava de la trayectoria). Esta componente de la aceleracion, que es
la responsable de la modificacion de la direccién de la velocidad, en el movimiento circular recibe el
nombre de aceleracion centripeta.

Basta reemplazar las expresiones de los versores polares por sus componentes cartesianas, dadas en
las ecuaciones (5.33) y (5.35) para verificar que el tratamiento en coordenadas polares es equivalente al
tratamiento en coordenadas cartesianas hecho en la seccién 5.1. Dejamos esta verificacion como ejerci-
cio.
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5.3.1. Integracion de las ecuaciones de movimiento para un movimiento circular

Ya vimos en el capitulo 3 que para obtener el vector posicidn de un cuerpo en movimiento conocida
su aceleracion, es necesario dar como datos la posicién en un instante y velocidad en el mismo u otro
instante, o alternativamente, también puede darse la posicion en dos instantes.

También dijimos que no sabemos integrar vectores si los versores no son constantes, asi, en general,
si d(t) es dada en coordenadas polares,

W) = / ar)dt = / [ap (1) 1 (¢) + a0 t) d6 ()] dt (5.44)

A

como los versores dependen de 7 a través de 8, iy () = 1, [0(¢)]; #lg(t) = 1ig[6(¢)] y no conocemos 6(t),
no sabemos calcular la integral (5.44).

Sin embargo, en el caso particular del movimiento circular, la condicién p = R simplifica los calculos
si trabajamos en coordenadas polares, ya que esta es una de las funciones de movimiento, |y es también
una constante dato del problema! Como solo necesitamos conocer 6(¢), es suficiente dar como datos la
aceleracion angular y(z), la velocidad angular en algin instante ¢, ®(¢;) = ®; y el dngulo en otro instante
(que puede o no coincidir con #), 8(2) = 05, o alternativamente, dar el dngulo en dos instantes distintos.
Luego el procedimiento es similar al caso unidimensional desarrollado en el capitulo 3 (de hecho, como
problema matemadtico podemos considerar el movimiento circular como unidimensional, ya que solo se
precisa una coordenada para describirlo).

Veamos cémo se procede: tenemos un cuerpo en movimiento sobre una circunferencia de radio
R = 1m, cuya aceleracién angular es dada por la funcién y(¢) = (1/2) rad/s* y sabemos que w(ls) =
(1/2)rad/sy 6(0) = m/4, entonces

ot) = /y(t)dt = %H—C, (5.45)

la condicién para la velocidad angular nos dice que C = 0, asi el dngulo viene dado por

lrad t*
8(1) = /w(t)dt = S +D, (5.46)

como 6(0) = /4 obtenemos D = m/4. Una vez obtenida la funcién 6(z), el vector posicién en ambos
sistemas, coordenadas polares y cartesianas es dado por

~

2 2
7(1) = Rip[8(t)] = R [cos (422 + Z) i+ sen <4ts2 + Z) J} . (5.47)

Nos preguntamos ahora cudles son los vectores 7, V, d, d;, d, ent = 0 y en el instante en que el mévil
pasa por primera vez por el eje y.

Reemplazando las condiciones iniciales 0(0) = n/4; ®(0) =0y y= (1/2)rad /s, en las ecuaciones
(5.47), (5.41) y (5.43), obtenemos

FO)= (14 ])  H0)=0 : a(0)=a(0)

7 (=i+)) - (5.48)



5.3. MOVIMIENTO CIRCULAR - PARTE 11 161

La condicién de que el mévil pase por primera vez por el eje y significa 0(z;) = m/2, esto es, el
tiempo en que pasa por primera vez por eje y es 1] = /s, obteniéndose para los vectores buscados

. s N Tm . m . . 1m .,
) =1mj ; v(tl):—\gs i an(tl):——s] ; at(tl):—ﬁl, (5.49)

donde d(t;) = d,(t;) + dn(t1). Estos vectores, en ambos tiempos, ¢ = 0, #;, son mostrados en la figura
5.18.

y[m]
o) A

y[m]
a(0)=a(0)

>

7(0)

)

1
1
!

0

x [m] x [m]

Figura 5.18: Vectores 7, V, d, d;, a, ent =0 (izquierda) y t = t; (derecha).

Analicemos un segundo ejemplo. Para la preparaciéon de pilotos y astronautas se los introduce en
dispositivos que pueden girar a gran velocidad de manera de exponerlos a grandes aceleraciones en el
plano horizontal. En este tipo de experimentos se acostumbra expresar las aceleraciones logradas en
términos de la aceleracion de la gravedad g (g = 9,8%). Una persona tiene distinta tolerancia para acel-
eraciones verticales u horizontales. En promedio la mdxima aceleracién vertical hacia arriba que puede
soportar una persona es 5g pero utilizando trajes antigravedad este limite es de 10g y cuando desciende
la méxima aceleracion soportada es entre 2g y 3g. Cuando la aceleracién es en la direccién horizontal
la méxima aceleracion soportada es de aproximadamente 20g. Este dispositivo de entrenamiento puede
lograr aceleraciones de hasta 30g. El radio de la trayectoria que describe el individuo de prueba es de 6m
y la aceleracién angular Y = 0,3s~2. Con esta informacion, y sabiendo que el simulador parte del reposo,
calculemos:

a) (Cudl es la velocidad angular ®,, del simulador cuando la aceleracién centripeta llega a 20g?
La aceleracion centripeta es d, = —Rmzﬁp, cuyo médulo resulta | @, |= Rw?, obteniendo

| dy | 20g
= 1]l 208 5.50
® R 6m ( )

reemplazando los valores obtenemos ®,, = 5,715rad/s.

b) (Cudanto tiempo demora el simulador en alcanzar esta velocidad angular?
Sabiendo que la aceleracién angular es constante y que el sistema parte del reposo podemos obtener
la velocidad angular en funcién del tiempo, y = 0,3 rad /s, siendo la velocidad angular

OJZ/’Ydl:'YZ+C, (5.51)
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c)

d)

como ®(0) = 0, tenemos que C = 0. Ahora podemos determinar cudnto tiempo demora el simulador
en alcanzar la velocidad angular deseada,

4 = %m — 1, = 19,052s. (5.52)

Si luego de alcanzar la velocidad angular maxima ,,, esta se mantiene constante, dé la expresion de
la aceleracién que experimenta el individuo de prueba en coordenadas polares.

Para tiempos menores a #,, hay aceleracién angular y por lo tanto el vector aceleracién tendra una
componente tangencial y otra normal. Para tiempos mayores a f,, la velocidad angular es constante,
por lo que la aceleracion tangencial es nula y el vector aceleracién sélo tendrd componente normal,

() = Ryilg—Rw*dy sit <ty (5.53)
| —R b sit > ty, ‘
reemplazando obtenemos
() = Ryig—RY* 1?0y sit <ty (5.54)
—RY* 120, Sit>ty. '

Calcule el valor del mddulo de la aceleracién en el instante que se alcanza la velocidad angular
maxima.
En el instante #,, las componentes tangencial y normal del vector aceleracion son

a(t) = Ryig — RY 12y, (5.55)

obteniendo

|a(r) |= \/(Ry)2 +[RY (12)?]° = 196,008?2 =20,001g. (5.56)

5.3.2. Encuentro en movimiento circular

El problema de encuentro de dos cuerpos toma también una forma simple en coordenadas polares

si ambos cuerpos realizan movimientos circulares; en particular si ambos se mueven sobre la misma
circunferencia de radio R, como los moéviles A y B de la figura 5.19.
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Figura 5.19: Dos méviles, A y B, en un movimiento circular sobre la misma circunferencia de radio R.

As{ la ecuacion (4.197) para un problema de encuentro en el plano,

Pa(te) =T7g(t,), (5.57)

donde ¢, es el, o los tiempos de encuentro soluciones de esta ecuacion, se reduce en el caso de un
movimiento circular al par de ecuaciones

cos[04(t,)] = cos[0p(z.)] ; sen[B4(t.)] = sen[0p(z,)]. (5.58)

Hay que tener cuidado al buscar soluciones de este par de ecuaciones, ya que las funciones trigonométri-
cas involucradas tienen periodo 2, esto es, cos(at+2nm) = cos(a) ; sen(o+2n7) = sen(a) Vn € Z.
Esto nos dice que 04(z,) = 05(z.) es solo la solucién particular con n = 0, la solucién general de las
ecuaciones (5.58) es

04(t,) +2nn=0p(t,) ; neZ. (5.59)

La interpretacion es sencilla, nos dice que dos mdviles pueden encontrarse cuando han realizado cada
uno distinto nimero de vueltas. Pensemos en el caso mas simple: uno de los cuerpos, digamos el A
estd en reposo en el punto 74 = R1, el cuerpo B se mueve con MCU, entonces cada vez que el cuerpo
B complete una vuelta habrd un encuentro con A. Mds generalmente, si ambos cuerpos se muevan con
MCU, y al menos una velocidad angular es no nula, es facil comprobar que si 04 # ®p siempre habra
infinitos encuentros, pero si Wy = Mg, entonces no se producen encuentros (salvo el caso trivial que
ambos méviles tengan igual posicién para todo tiempo). Veamos algunos ejemplos concretos.

El problema del reloj

Resolvamos un problema clasico de encuentro para MCU: En un reloj comun, la aguja de las horas
da una vuelta cada doce horas, mientras que la del minutero lo hace en una hora, asumiendo que el reloj
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es “perfecto”(esto es, no atrasa ni adelanta) ;En qué instantes se encuentran superpuestas las agujas de
las horas y los minutos?

En este caso definiremos t = 0 a las 12 : 00 4, cuando ambas agujas estan en posicién vertical.
Esta eleccion, midiendo los dngulos a partir del eje y creciendo en sentido horario, es un buen ejemplo

donde se muestra que podemos abandonar las convenciones cuando no resultan convenientes. Entonces,
tenemos

T
0, =0pt;, @, - 12h =27 = Oy = grad/h
Om =Oput; Oy 1h=2T = ©, =2nrad/h. (5.60)
Nos interesan solo las soluciones con 0 < 0, < 2T, esto es

0, (') = 0,(t") + 20T ;0 =0, 1,---, 10. (5.61)

ya que para n = 11, que corresponde al doceavo cruce, ambas agujas vuelven a encontrarse a las 12 : 00 /.
Usando (5.60), las soluciones de la ecuacién (5.61) tienen la forma

n n 12
t£)+2n71::>te():ﬁnh;n:0,l,---,10. (5.62)

ZR% n) Erad

"6 h

Entonces el primer cruce se produce a los 12/11h de hora, tél) =1.0909.---h = 1h 5min 27.27 s, el
segundo encuentro a dos veces este tiempo, téz) = 2h 10min 54.54s, y asi siguiendo hasta llegar al

ultimo cruce anterior a las doce, t,glo) = 10h 54min 32.73s.

Problema de encuentro mezclando movimientos rectilineo y circular

El siguiente ejemplo de encuentro combina un movimiento circular con un movimiento rectilineo. Se
trata de un movil A que se mueve sobre un circulo de radio R = 1m. Elegimos el sistema de coordenadas
con origen en el centro del circulo, tal que en ¢ = 0 el mévil se encuentra en 74 (f = 0) = R, definimos
0 de la manera usual (positivo en sentido antihorario). El mévil tiene una aceleracion angular constante
va < 0y velocidad angular inicial ®(r = 0) = wp > 0. Tenemos ademas un segundo mévil B que se
mueve con velocidad constante ¥ = vy (cos(w/4) i+ sin(w/4) j), con vg = 2m/s, encontrandose en ¢ = 0
en7g(t =0) = —R(i+2)).

Nos preguntamos cudles deben ser los valores de Y4 y ®p si exigimos que los puntos de cruce de
trayectorias sean puntos de encuentro sin que el movil A haya pasado dos veces por el mismo sitio. Nota:
esta dltima condicidn es necesaria para que el problema tenga solucion tnica; también exige que ®(z) >0
hasta que se produzcan los encuentros.

Las funciones de movimiento y trayectorias del movimiento rectilineo uniforme y del movimiento
circular con aceleracion constante ya han sido estudiadas en detalle, por lo que dejamos como ejercicio
comprobar que para el mévil A el dngulo en funcidén del tiempo viene dado por

1
0(r) = sz + ot (5.63)
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y la trayectoria cumple

X5 +yi =R, (5.64)

Mientras que para el mévil B tenemos que su vector posicion es

. Vo 2 Vo PS
rg(t)=| —=t—R )i+ | —=t—2R| J, 5.65
0= (k) i+ (J-2) 569
y su trayectoria resulta
ya(xg) = xp—R. (5.66)

Una vez obtenidas las trayectorias, debemos encontrar sus puntos de cruce, que denotaremos como
(xc,ye), exigiendo que cumplan ambas ecuaciones (5.64) y (5.66),

X+ =R y.=x.—R (5.67)

utilizando la expresion de y,. de la segunda ecuacién en la primera obtenemos

1 =0 :yq=-R
2t (x,—RP?=R* = 2> —2Rx, =0 = {x‘l > el , (5.68)

X2=R 3 y2=0

encontrando dos cruces de trayectoria, como se muestra en la figura 5.20.

y[m]

A

x [m]

Figura 5.20: Trayectorias de los méviles A y B definidas por las ecuaciones (5.64) y (5.66) mostrando
con circulos negros sus dos puntos de cruce obtenidos en la ecuacién (5.68).

Finalmente debemos obtener los valores de Y4 y @ tal que los puntos de cruce resulten puntos de
encuentro. De la ecuacién (5.65) podemos obtener los dos tiempos, 1 y t2, en que el mdvil B pasa por
los puntos de cruce, siendo el primero
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1
xp(tn) =xr = 50 —R=0 = 1 = :7;, (5.69)

y para el segundo tiempo obtenemos

Vo 2\/§R
H) =V = —tp—2R=0 = th = =V2s=21t. 5.70
y8(t2) = Ye2 ﬂz 2 Yo 1 (5.70)

Las condiciones para que los puntos de cruce de trayectorias sean también puntos de encuentro son
7a(t1) = Fp(t1) y Fa(t2) = Pp(r2). Estas condiciones, junto a la condicién de que el mévil A recorra el
circulo solo una vez, dan para la funcion de movimiento angular en estos tiempos los valores 0(¢;) = 3m/2
y 0(12) = 2m, esto es

3 1 1
0(t) = ETC = E’YAtlz—i—OJotl ; B(n)=2n= E'YAQZ‘FU)OQ- (5.71)

Las ecuaciones (5.71) forman un conjunto de dos ecuaciones con dos incdgnitas: Y4 y ®g, cuya solucién
es

rad

rad
52 '

Ya=—2— ; 0y=2V2T (5.72)

N

SECCION 5.4

Movimiento periodico

En esta seccidn trataremos otro tipo de movimiento con caracteristicas propias: el movimiento periodi-
co.

Volvamos al movimiento circular uniforme (MCU), donde el vector posicion es

7(t) =R (cos(wot +8)i+sen(wor+6) ) , (5.73)

como ya notamos, las funciones trigonométricas cos(a) y sen(a) tienen periodo 27, por lo que en un
MCU siempre se cumple

F(t+2nm/wg) = F(t), (5.74)

lo cual puede comprobarse directamente usando las expresiones cos(+f3) = cos(a) cos(B) —sen(a) sen(P)
y sen(a+ B) = cos(a) sen(P) + sen(a) cos(P).

La ecuacién (5.74) tiene una caracteristica muy particular: el mévil vuelve a pasar por el mismo lugar,
con igual velocidad y aceleracién a intervalos idénticos de tiempo. Para cumplir esta dltima condicidn,
el movimiento no necesita ser un MCU, pensemos por ejemplo en una pista de scalestrix tan complicada
COIMO Se Nos ocurra, con sus cruces, puentes, curvas, etc. Siempre que mantengamos un autito recorriendo
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la pista con |(¢)| =constante, si tardé un tiempo 7 en dar una vuelta estard al tiempo ¢ +nT en el
mismo lugar. Otros ejemplos de movimiento periddico son: el movimiento de un péndulo, los latidos del
corazén (asumiendo reposo del individuo, por intervalos de tiempo aunque cortos, largos comparados
con su periodo), el movimiento de la tierra alrededor del Sol (aunque estrictamente es cuasiperiodico), el
movimiento de los pistones de un motor en régimen, el movimiento de los electrones en algunos circuitos
eléctricos (por ejemplo el denominado RLC), etc.

Definiremos un movimiento como periddico si existe una constante 7 > 0, con unidades de tiempo,
tal que V¢ se cumple

Ft+T)=7(t), (5.75)

notemos que esto implica que V¢ se cumple

Ft+kT)=F1t+nT)VkneZ. (5.76)

Derivando una y dos veces la ecuacion (5.75) obtenemos

Fe+T)=¥() ; dt+T)=a(t)Vr. (5.77)

Finalmente definimos la frecuencia f como la cantidad de periodos en una unidad de tiempo:

f= (5.78)

1

T
Si bien las unidades de frecuencia son [f] = [1/¢], notemos que la frecuencia es la cantidad de vueltas que
da el mévil en una unidad de tiempo, por lo que es muy comun expresarla como revoluciones (vueltas)

X [t]. Nos resulta muy familiar esta medida en motores, por ejemplo, el tacémetro de un automévil mide
revoluciones X minuto.

Volvamos al ejemplo del MCU, la ecuacién (5.74) nos dice que en este caso

2T o,

T =—.
0o 27

(5.79)

Otro ejemplo conocido de movimiento periddico, esta vez unidimensional, es el oscilador arménico
que vimos en la seccién 3.6, ecuaciones (3.50) a (3.55) y figura 3.3. La funcién de movimiento para ese
ejemplo es

x(t) = lmsen(2t/s), (5.80)

que por tratarse de una funcién seno, corresponde a un movimiento periédico con T = Ts.
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Movimiento Relativo

Como repetimos varias veces, los cuerpos estin moviéndose en el espacio independientemente de
nuestro interés por describir dicho movimiento. Y como dicen por ahi, si hay dos personas, habrd al
menos dos opiniones. Entonces es muy posible que para describir el movimiento de un dado cuerpo,
dos personas que lo observan utilicen dos sistemas de coordenadas diferentes. Como si esto fuera poco,
las personas pueden estar en distintos lugares, y ademds moviéndose a distintas velocidades. Veamos un
ejemplo, la descripcién del movimiento de una pelota que cae de las manos de un nifio que camina por
un vagén de un tren en marcha serd distinta segin la mire el nifio, una persona que estd sentada en un
asiento del vagdn, o una vaca que pasta en el campo.

Ademas, debemos tener en cuenta que un elemento clave de la investigacion cientifica es la vali-
dacion de los resultados: mis resultados deben poder ser corroborados por otras personas. Para esto,
necesitamos saber describir un mismo movil desde diferentes sistemas de coordenadas y relacionar las
funciones de movimiento encontradas en cada uno. Es decir, para que la descripcién de un movimiento
cualquiera sea objetiva, ademads de dar la funciéon de movimiento, es necesario indicar univocamente el
sistema de referencia utilizado. Por otra parte, debe ser posible dar la descripcién del movimiento del
mismo movil desde otro sistema de referencia, siempre y cuando se conozca el movimiento de un
sistema de coordenadas respecto a otro.

SECCION 6.1

Cambio de coordenadas

Analicemos qué relacion existe entre las coordenadas correspondientes a dos sistemas de referencia
diferentes denominados A y B. Solo analizaremos el caso en que los sistemas de referencia son ortogo-
nales y tienen sus ejes paralelos entre si con igual sentido positivo. Las coordenadas de un punto P del
plano en los dos sistemas serdn (xp4,ypa) Y (Xpg,YpB), respectivamente.

El origen del sistema B, visto desde el sistema A, estd determinado por el vector posicion Fg4 (1éase
posicion de B con respecto a A) mientras que el origen del sistema A respecto del sistema B estd dado
por 745 (1éase posicion de A con respecto a B). Queda claro de la figura 6.1 que 7ga = —F4p; ademas se
observa que se verifican las siguientes relaciones vectoriales:

FpA =Tpp—TAB ; Tpp=17TpPA—TBA. (6.1)

Notar que en el lado izquierdo de cada igualdad tenemos un vector referido a un sistema de coordenadas y
del derecho dos vectores referidos al otro sistema. Ademads, resulta arbitrario a qué sistema denominamos
Ay acudl B, asi vemos que, si en la ecuacion de la izquierda cambiamos A <> B obtenemos la ecuacion

169
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de la derecha y si lo hacemos en la de la derecha obtenemos la de la izquierda.

VB

yA >

~

X
'BA Z B
PA
"aB
X4

Figura 6.1: Posicién del punto P visto desde dos sistemas de coordenadas A y B. Se muestran también
los vectores del origen de coordenadas de cada sistema respecto al otro respetando el color negro para A
y azul para B.

Las ecuaciones (6.1) nos permiten encontrar la posicién de un objeto (el punto P) con respecto a un
sistema de coordenadas siempre que conozcamos su posicién con respecto a otro sistema y la posicién
relativa entre ambos sistemas.

Veamos un ejemplo: un dado punto P, cuyo vector posicidon en un sistema de coordenadas A es
#pa = —1mi+2m j (como solo consideramos sistemas con ejes paralelos entre si, no necesitamos subindices
en los versores). Un segundo sistema de coordenadas B tiene su origen respecto a A en 7gq = 3mi+4m J,
(cudl es el vector posicion de P en el sistema B, #pp? La segunda ecuacién (6.1) nos dice que

Ppp = Tpa —Tga = —lmi+2mj— (3mi+4mj) = —4mi—2m . (6.2)

Los sistemas de coordenadas y los vectores involucrados se muestran en la figura 6.2.
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yglml|
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1 2 — 1
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—— §P#A #B?4 —
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2+ 6 ——
4 ——

6 ——

Figura 6.2: Posicién del punto P visto desde dos sistemas de coordenadas A y B.

En general, la situacion descripta en la figura 6.1 podria evolucionar en el tiempo, es decir, dicha
figura podria pensarse como una fotografia en un instante particular. La pelicula completa seria la suce-
sién de fotografias para distintos valores del tiempo, y debemos incluir la dependencia temporal en las
ecuaciones (6.1),

?PA(t) = ?PB(t) — ?AB(I) ) ?PB(t) = 7PA (l) — 7BA(I) . (63)

Estas ecuaciones, que relacionan coordenadas de un punto respecto a dos sistemas de coordenadas
se denominan transformaciones de coordenadas.

Analicemos los siguientes casos:

a) Supongamos que los sistemas A y B no se mueven uno respecto a otro. Entonces las relaciones son:

Ppa(t) =7pp(t) —7ap i Tpp(t) =7pa(t) —7pa, (6.4)
donde los vectores F4p = —Fpa son constantes. La velocidad del cuerpo vista desde cada uno de los
sistemas puede obtenerse derivando el vector posicién con respecto al tiempo:

drpp (l) d dPps ([)
Vpp=——>=— (Ppa(t) —7ga) = ———= =V 6.5

PB I dt( PA(t) —Tpa) 7 PA (6.5)

esto es, si dos sistemas estdn en reposo uno respecto del otro, se cumple que la velocidad de cualquier
movil respecto a ambos sistemas es la misma, Vpg = Vpa.

b) Supongamos ahora que los sistemas estdn en movimiento uno respecto del otro. En este caso, la
derivacion de la ecuacion (6.3) nos lleva a una version de las ecuaciones (6.5) donde 74p y Fga son
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ahora funciones del tiempo:

G d?PB(l‘) _ d?pA(l‘) _ d?BA(l) G — d?pA(t) _ d?pB(l) B d?AB(Z‘) (6.6)
PET dr a VM T dr dr '
es decir,
Vpp = Vpa —Vpa obien Vpy =Vpp—Vas, (6.7)

donde V4 = dfl% y Vpa = dfl% son las velocidades de A respecto de B 'y de B respecto de A, respecti-
vamente.

Estas relaciones (6.7), que vinculan las velocidades de un cuerpo observadas por dos sistemas diferentes
que se mueven uno respecto del otro suelen denominarse Teorema de adicion de velocidades.

Las transformaciones de coordenadas que asumen que la velocidad relativa entre ambos sistemas es
constante, es decir V4p = —Vps =constante; por lo tanto P4 (t) = Vga t + ¥4 (0) con lo cual la relacion
entre las coordenadas del cuerpo descriptas por los dos sistemas puede obtenerse sustituyendo esta ex-
presién en la ecuacidn (6.3):

7pa (l‘) = 7133(1‘) —Vapt— FAB(O) (6.8)

se denominan transformaciones de Galileo, y jugardn un rol importante cuando estudiemos las leyes de
la dindmica.

Cambio de coordenadas: Otra Notacion

Una notacién muy usada para cambio de coordenadas es definir un sistema “no primado”S con origen
O = F=xi+yJ; ¥ =dF/dt; etc. y un sistema “primado”S’ con origen O' =¥ =x'i+V' j; V = d¥ /dt;
etc. Nuevamente, notar que no ponemos primas a los versores base porque los ejes coordenados de S'y S’
son paralelos, en el caso mas general (que no veremos) los versores de S’ también llevardn primas. Asi,
si llamamos S al sistema A, y S’ al sistema B, las ecuaciones (6.3) toman la forma,

7;3 = ?P — 70/ 5 7]3 = ;";) — 7‘”0 . (69)
y el teorema de adicion de velocidades, ecuaciones (6.7), toma la forma
V() =3(1) —Vo(t) ; V@) =V()—V,) (6.10)

Esta notacién es de hecho la mas usada en la literatura, y la encontrardn en gran cantidad de libros y
paginas que puedan consultar.

SECCION 6.2

Ejemplos

Analicemos ahora algunos ejemplos particulares. En primer lugar, supongamos que en una ciudad
estd lloviendo y no hay viento a nivel de superficie. Una persona que estd en una parada de dmnibus vera
que las gotas caen verticalmente, pero ;cOmo las vera caer otra persona que viaja en un automovil?
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Ya A Yo A

<V

ap
. > >

X xp
a

Figura 6.3: Sistema de coordenadas p fijo en la parada de dmnibus y a fijo al auto y las velocidades de la
gota de lluvia g (circulo) y el automévil (rectdngulo) respecto al sistema de coordenadas p.

Los dos sistemas de referencia mostrados en la figura 6.3 son la persona en la parada de émnibus
(A — p) y la persona que viaja en el automévil (B — a), donde se ha reemplazado los nombres de
los sistemas de coordenadas A y B genéricos por las iniciales propias de los elementos del problema
para mayor claridad. La velocidad de la gota vista desde el sistema p serd Vg, = vy, J (de acuerdo al
sistema de coordenadas graficado v,, < 0), mientras que la velocidad del auto respecto del sistema p
serd vy, = vapf (en nuestro caso serd v, > 0). Utilizando la expresion que relaciona la velocidad vista
por ambos sistemas dada en la ecuacidn (6.7) podemos obtener cudl es la velocidad de la gota vista por
la persona que viaja en el auto: A .
Vea = Vegp — Vap = VepJ — Vapl (6.11)
Si damos valores razonables a las velocidades, por ejemplo v,, = —15km/h =constante (que es realista
debido a la presencia del aire), mientras que para la velocidad del auto respecto de la parada asumimos
Vap = Vap i =30 km/h I, 1a ecuacién (6.11) nos dice que Vea = —30km/h i — 15km/h j, mostrando que
la velocidad de la gota respecto del automévil en marcha estd orientada de manera oblicua, siguiendo la
trayectoria tipicamente observada a través de las ventanillas laterales de un auto, como se ve en la figura
6.4. Asi, una persona que va en el auto ve caer la gota con un angulo dado por 0 = arctan (vgay/Veax) =
arctan (1/2) = 6 =206,6°. La calculadora nos da el valor 26,6, que es el dngulo que forman V,, con
Vpa» pero si deseamos obtener el dngulo 6 que forma Vg, con el eje x debemos sumarle a este resultado
1807, ya que el vector apunta hacia el tercer cuadrante.

Figura 6.4: Esquema de todos los vectores velocidad involucrados en la caida de la gota de lluvia.

Veamos otro ejemplo. Un vuelo debe pasar por la ciudad de Rosario y dirigirse a la ciudad de Santa
Fe (situada justo al norte de Rosario). El piloto fija el rumbo hacia el norte mientras el avién vuela a una
velocidad de médulo v, (1éase velocidad de la nave respecto del aire). El informe meteorolégico informa
que hay viento en direccion oeste-este cuya velocidad es de mddulo v, (velocidad del aire respecto de
tierra). ;Podra el piloto lograr su objetivo?
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Como vemos aqui, los datos estan referenciados a dos sistemas diferentes. La posicion de las ciudades
y la velocidad del viento estdn dados con respecto a un sistema fijo a tierra; mientras que el médulo y la
direccion de la velocidad del avién estdn referenciados a un sistema fijo al aire. Antes que nada conviene
establecer la diferencia entre el rumbo y la direccion de viaje. El rumbo es la direccién hacia adonde
apunta el avién, o el barco, o el mévil que sea, mientras que la direccién de viaje es la direccidn que sigue
la trayectoria de la nave respecto de tierra. En este problema se verd claramente que ambas direcciones no
tienen por qué coincidir. Consideremos el diagrama de la figura 6.5. La situacién esquematizada muestra
al avién sobrevolando la ciudad de Rosario y apuntando hacia el norte, es decir, con el rumbo fijado por
el piloto como se indicé anteriormente.

yAN

Santa Fe )

10) E
Rosario X

S

Figura 6.5: Diagrama de un avién sobrevolando Rosario y apuntando a la ciudad de Santa Fe. En el
sistema de coordenadas fijo a tierra se indican los puntos cardinales.

Si bien en la figura 6.5 solo se muestra el sistema de coordenadas fijo a tierra, es necesario considerar
otro sistema respecto del aire, que es paralelo al anterior, pero “se lo lleva el viento” hacia el este.
Utilizando estos sistemas podemos escribir:

= Velocidad de la nave con respecto al aire: V,,; = vyqJ.

= Velocidad del viento (velocidad del aire respecto a tierra): vV, = v i

Utilizando la expresiéon que relaciona la velocidad de un cuerpo visto por dos sistemas diferentes de
coordenadas, ecuacion (6.7), podemos escribir

Vit = Vna —Via = Vna +Var - (6.12)

reemplazando obtenemos A .
‘7111‘ = Vnaj + Varl (613)

Como vemos, el vector velocidad del avién visto desde un sistema fijo a tierra tiene componentes en
las direcciones de i y J. Pero como Rosario y Santa Fe estdn en la direccién sur-norte, para llegar a Santa
Fe el vector velocidad del avién solo deberfa tener componente en la direccién de ;. Lo que ocurre es que
si el piloto pone direccién al norte los motores lo mueven en esta direccion pero el aire lo hard moverse
también en la direccién del viento. Considerando esto podemos prever que el avioén no llegard a Santa
Fe, sino mds bien, a algiin lugar de la provincia de Entre Rios.

Ahora nos preguntamos qué rumbo tendria que fijar el piloto para poder llegar efectivamente a Santa
Fe. Es evidente que para viajar hacia el norte debe compensar el arrastre del viento y por lo tanto la
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velocidad del avién con respecto al aire, cuya direccion no es otra cosa que el rumbo, deberd tener una
componente horizontal como se muestra en la figura 6.6.

vt N
Santa Fe

= qu

Figura 6.6: Diagrama de un avién sobrevolando Rosario con rumbo noroeste. En el sistema de coor-
denadas fijo a tierra se indican los puntos cardinales. Se ilustran, en un tono més claro, las posiciones
que ird ocupando el avion durante el transcurso del vuelo. Ademas se muestran los vectores velocidad
relevantes en el problema.

Para esta nueva situacién podemos escribir los vectores velocidad como:

= Velocidad de la nave con respecto al aire: ¥,; = —V,,q sen(8)i +v,, cos (8) /.

= Velocidad del aire respecto de tierra: v, = vgl.

Sabemos que V,;; = V,,q + Vyr y reemplazando obtenemos

Vot = —Vna sen(0)i + v, cOS (G)f—i— Varl
= [Var — Vg 5€0(0)]7 4V, cOs (8) ] . (6.14)

Para que el avion viaje hacia el norte su velocidad vista por una persona parada en tierra solo debe
tener componente en la direccién de J, y por lo tanto deberia ser ¥, = v, j. Igualando ambos vectores
obtenemos A . .

VarJ = [Var — Vna sen(0)]i + vy, cos (0) 7, (6.15)

igualando componente a componente resulta:
0=vy —Vigsen(0) y vy =vy,cos(0). (6.16)

En este sistema de ecuaciones las incégnitas son v, (médulo de la velocidad de la nave respecto a tierra)

y 0, el angulo que debe formar la velocidad del avién respecto al aire (rumbo) con la direccidn sur-norte.

Resolviendo obtenemos .
at

sen(0) = Y Vi = Vng cos(0). (6.17)

Vna
Resumiendo, el avién debe volar con rumbo noroeste formando un dngulo 0 con respecto a la direccién
norte-sur, dado por la primera de las ecuaciones (6.17). El avidon se mantendrd apuntando segin ese
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dngulo, desplazandose paralelo a si mismo a lo largo de la direccién sur-norte con una velocidad respecto
de tierra dada por la segunda de las ecuaciones (6.17) (ver figura 6.6).



Movimiento en Tres Dimensiones

En los capitulos anteriores hemos descripto el movimiento de cuerpos puntuales que se mueven
sobre una recta (una dimensién o 1 — D) y sobre un plano (dos dimensiones o 2 — D). Pero vivimos en un
espacio tridimensional, y nuestro estudio de la cinematica de cuerpos puntuales no estaria completo si no
sabemos describir movimientos en tres dimensiones (0 3 — D). De manera similar a lo realizado para la
descripcion de los movimientos 1 — Dy 2 — D, lo primero que debemos hacer es determinar de manera
univoca la posicién de un cuerpo en el espacio tridimensional.

SECCION 7.1

Sistema de coordenadas cartesianas ortogonales

Este sistema es la generalizacién directa del que utilizamos para definir la posicién de un cuerpo
en el plano. Asi como al pasar de 1 — D a 2 — D agregamos la coordenada y al sistema cartesiano, al
pasar a 3 — D solo tenemos que agregar otra coordenada, esto es, un nuevo eje, perpendicular a los dos
que definen el plano, en el cual se especifica la altura a la que se encuentra el cuerpo respecto del plano
de referencia. A esta nueva coordenada la llamaremos z. Por lo tanto, para definir la posicién de un
punto en el espacio tridimensional deberemos especificar una terna de valores, que llamaremos x, y, z,
que corresponden a las tres coordenadas cartesianas del cuerpo en el espacio tridimensional. Para poder
hacer un grafico 3 — D en el plano, nos vemos obligados a usar perspectiva. La convencién usual es
dibujar el eje z hacia arriba de nuestra hoja, el eje y de manera horizontal (como dibujamos los ejes x —y
en el plano), y el eje x en perspectiva, “saliendo hacia afuera”de nuestra hoja, como se observa en la
figura 7.1.

La distancia entre dos puntos, independientemente de la dimensién del espacio en que estemos traba-
jando, se define como la longitud del segmento que los une. Asi, la distancia dop de un punto P al origen
es dada por la longitud del segmento OP mostrado en la figura 7.1. Este es la hipotenusa de un tridngulo

rectdngulo de lados \/x%+y3 y |zp|, por lo que la distancia del punto P al origen de coordenadas se

obtiene, al igual que en 2 — D, aplicando el teorema de Pitdgoras:

dop = \/X3+yh+25. (7.1)

177
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S
.... w
~

Figura 7.1: Un punto P (en rojo) y el segmento OP (en azul) en un sistema de coordenadas cartesianas
ortogonales en tres dimensiones. Todos los dngulos entre ejes son de 90° y el eje x, que es perpendicular
al papel, se grafica utilizando perspectiva. La linea de puntos se halla en el plano x — y, y su longitud es

\/x%,—i—y%.

También podemos usar el teorema de Pitdgoras para el cdlculo de la distancia entre cualquier par de
puntos en el espacio, P; y P, de coordenadas (x1,y1,21) ¥ (x2,Y2,22) respectivamente,

diy =/ (o —x1)2 4 (2 = y1)2 o+ (2~ 21)?. (7.2)

Esta ecuacion para la distancia en tres dimensiones es claramente la extension de la formula para la
distancia que habiamos utilizado en dos dimensiones mediante la ecuacién (4.2). Por otra parte, puede
verse que la férmula de la distancia de un punto al origen, ecuacién (7.1), es un caso particular de la
distancia entre dos puntos dada en la ecuacién (7.2).

SECCION 7.2

Vector posicion y funcion vectorial de movimiento

Podemos identificar un punto P del espacio tridimensional, de coordenadas (xp,yp,zp), mediante un
vector 7 que tenga su punto de aplicacion en el origen del sistema de coordenadas y su extremo en P,
como muestra la figura 7.2. Como ahora tenemos tres ejes coordenados, ademds de los versores ienla
direccion x, y j en la direccién y, debemos agregar un tercer versor en la direccidn z, que, por supuesto,
denominaremos &, y es ortogonal a los otros versores base, i - k=0; j-k=o.
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Z
ple L P
p |
I3 ' Vp
WA
o A0
X

Figura 7.2: Localizacién de un punto P del espacio tridimensional mediante su vector posicion.

Las componentes de este vector 7 son las coordenadas cartesianas de P; es decir,
I'y=Xp, Iy=yp y r,=2p, (7.3)
por lo tanto, el vector 7 que caracteriza el punto P se escribe en un sistema cartesiano 3 — D como
7:xPi+YPf+ZPIA€- (7.4)

Cuando identificamos con este vector 7 el punto del espacio donde se encuentra ubicado el cuerpo cuyo
movimiento estamos describiendo, a este vector lo denominamos vector posicion.

En 1 — D, basados en la informacién de la tabla 1.1, definimos la funcién de movimiento x(¢). Luego
vimos movimientos en el plano descritos en un sistema cartesiano. En este caso necesitamos una segunda
coordenada, y por lo tanto agregar una columna a la tabla 1.1 para obtener la tabla 4.1 que nos lleva a
definir la correspondiente funcién de movimiento y(z). Es claro que en 3 — D debemos agregar a esta
ultima tabla una columna mas, correspondiente a la coordenada z, como se muestra en la tabla 7.1.

hixi|yt|z
h | X || 22
3| X3 |¥3|23
I4 | X4 | Ya | 24
Is | X5 | ¥5 | 25
Ie | X6 | Yo | Z6

Tabla 7.1: Tiempos y posiciones registradas para un mévil en el espacio 3 — D.

Al igual que en 1 — D y 2 — D, asumiremos, a partir de postular la continuidad del movimiento
y la velocidad de los cuerpos, que las tres funciones obtenidas, x(¢), y(¢) y z(¢), son continuamente
diferenciables.
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Como hemos visto, la posicién de un punto en el espacio puede ser dada por un vector denominado
vector posicion del punto; si el cuerpo se mueve, su vector posicién variara con el tiempo y, por lo tanto,
en cada instante tendremos un vector posicion. Es decir que el vector posicidon serd una funcién del
tiempo

F=7(t). (7.5)

Si referimos el vector posicion a una base ortogonal coincidente con el sistema de coordenadas cartesiano
ortogonal, podemos escribir

F(r) =x(t)i+y(t) J+z(t)k. (7.6)

Por lo tanto, podemos describir el movimiento de un cuerpo en el espacio por medio de la funcion vecto-
rial de movimiento ¥(t), cuyas componentes cartesianas seran las funciones de movimiento x(¢), y(¢) y

z(1).

SECCION 7.3

Velocidad y aceleracion

Como veremos, esta seccidn es similar a lo desarrollado en la seccién 4.4 para movimientos en el
plano. La principal diferencia en las definiciones de velocidad, aceleracidn, etc. radica en el nimero de
componentes de los vectores (3 en lugar de 2).

La definicién de velocidad instantdnea es formalmente la misma que en dos dimensiones, ecuacion
(4.92), s6lo que ahora los vectores involucrados tienen tres componentes,
F(t+At) —7(1)

fimv=lim ————~~ (7.7)

V(i) =1
i ) At—0 At—0 At

El vector de la derecha de la igualdad, expresado en un sistema cartesiano es

dx, dy,. dz.
—i+ =]+ —k 7.8
dthLdtJert ’ (7:8)

y expresando el vector velocidad en términos de sus componentes cartesianas, ¥(¢) = vy(t) 1+ vy(t) j +

v.(t) k, identificamos
dx dy dz
Vx(t)—a, Vy(l‘)—a y Vz(t)—a (79)

Aqui vemos claramente que la ecuacion (7.7) es valida en cualquier dimension, mientras que las ecua-
ciones (7.8) y (7.9) se refieren a vectores con tres componentes, y son vélidas sélo en 3 — D.

Aligual que en el caso bidimensional, la trayectoria de un mévil es el conjunto de puntos que durante
el movimiento coincidieron con el vector posicién, es decir, una fotografia del camino seguido por el
movil que, sin embargo, no permite conocer en qué forma fue recorrido. Daremos ejemplos mas adelante,
volvamos ahora al andlisis de la velocidad y la aceleracion.

En el caso 2 — D, el vector velocidad de un mévil resulta tangente a su trayectoria. Si bien no repe-
tiremos aqui la deduccién hecha en el punto 4.4.4 (basada en una construccién grafica, figuras 4.44 y
4.45, que resultarfa mucho mas dificil de visualizar en 3 — D), nos debe quedar claro que, independien-
temente de la dimensién del espacio en el que el cuerpo se mueva, el vector velocidad es tangente a la
trayectoria.
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También la definicién del vector aceleracion es formalmente independiente de la dimensién espacial,

Qy

dv AV VE+A)—v(t) d (dF\ d*F
1) = = 1lim — =1 _ = — | = —. 7.10
(®) At ACOAr A At dr \ dt dr? (7.10)

~

Si el vector posicién 7 estd expresado en términos de sus coordenadas cartesianas, 7(t) = x(¢) i +y(t) j +
z(t) k, resulta

o dvis dvy . dv, . d*x . dzy . d*z.
t)=— — —k=— — —k. 7.11
alr) dtH_ dtjJr dt dt2l+dt2]+dt2 (7.11)

Puesto que podemos expresar un vector como un versor multiplicado por un escalar, en el caso
particular de la velocidad podemos escribir ¥(r) = v()¥(¢), donde v(¢) = |V(z)| y ¥(¢) = ¥(¢)/|¥(¢)| es un
versor tangente a la trayectoria. Tanto el médulo como la direccién del vector velocidad pueden variar

con el tiempo; entonces tenemos:

v d
at) = — = — % 12
a(r) = 5 = SO0, (7.12)

y aplicando la regla de derivacién del producto de funciones obtenemos

_dv(r) dv(t)

a(r) = e v(t)+v(t) o (7.13)

Vemos que esta expresion de la aceleracion contiene las dos componentes que ya hemos identificado en
el caso de movimiento bidimensional.

d(t) =ad(t) +an(t) (7.14)
donde la aceleracion tangencial es
() = 20500 .15)
a(t) = v .
t dl ’
y la aceleracion normal
dv(t)

(7.16)

Entonces, al igual que en dos dimensiones, podemos expresar el vector aceleracién como suma de dos
componentes cuyos efectos sobre el vector velocidad estdn bien diferenciados, la aceleracion tangencial,
dy, responsable de modificar el médulo del vector velocidad y la aceleracion normal, @, responsable de
modificar la direccion del vector velocidad. Obviamente, estas dos componentes y el vector aceleracién
estan en un mismo plano, pero ademas, como d; es paralela al vector velocidad, podemos ver que las dos
componentes se encuentran sobre el plano formado por los vectores velocidad y aceleracion.

SECCION 7.4

Trayectoria

Mientras que para el caso de movimientos en el plano la trayectoria puede expresarse por una
ecuacién que relacione las coordenadas x e y, por ejemplo, y =x+5b o x> +y*> = R?, para movimientos
en dimensién tres se debe incluir tres coordenadas x, y y z, por lo que, en general, necesitaremos dos
ecuaciones para expresar la trayectoria, por ejemplo y(x) y z(x). Otra forma algo m4s indirecta de dar la
trayectoria es a través de tres ecuaciones en términos de un pardmetro comun, por ejemplo el tiempo ¢,
esto es, construyendo una tabla como la tabla 7.1 con las tres funciones de movimiento x(¢), y(¢) y z(z).

Asi como todo movimiento rectilineo podemos describirlo utilizando un sistema de coordenadas uni-
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dimensional, un mévil que se mueve en un plano se puede describir utilizando un sistema de coordenadas
bidimensional. Por ejemplo, el caso de un proyectil disparado desde el suelo (origen de coordenadas) for-
mando un dngulo de elevacién de oo = 60° y un angulo B = 45° respecto del plano x — z (ver figura 7.3).

>

Y0

<< ] !
Ry : Y

B T~

Figura 7.3: Tiro parabdlico en el espacio tridimensional, cuya velocidad inicial forma un angulo o con
el plano x — y (suelo), y cuya proyeccion en dicho plano forma un dngulo B con el eje x. El movimiento
ocurre en el plano que forma un angulo 3 con el plano x — z.

El movimiento en realidad se producird en un plano, indicado en la figura, que contiene al eje z y
que corta perpendicularmente el plano x — y. En este caso basta cambiar nuestro sistema de coordenadas
adecuadamente para que el movimiento pueda describirse usando s6lo dos dimensiones. Sin embargo, la
situacién no siempre es asi, de la misma manera que un problema de encuentro de dos movimientos rec-
tilineos no paralelos no puede tratarse utilizando un sistema unidimensional, el problema de encuentro
de dos movimientos planos no coplanares debe tratarse en un sistema tridimensional, como veremos en
el ejemplo de la proxima seccién. Ademads, un sinnimero de movimientos son intrinsecamente tridimen-
sionales y no pueden reducirse al caso bidimensional. Pensemos por ejemplo en el vuelo de una mosca
en una habitacién, o en el movimiento de un pez en el agua. La trayectoria de estos y otros movimientos
resulta més dificil de describir que en el caso bidimensional.

Veamos un ejemplo concreto: el de un movimiento helicoidal (de tirabuzén) dado por las ecuaciones

x(t)=Rcos(wt) ; y(t)=Rsen(wt) ; z(t)=ot, (7.17)

donde R es el radio del circulo que proyecta el mévil en el plano x —y, ® su velocidad angular y L es la
velocidad de avance en z. Estas ecuaciones pueden describir el movimiento de un corcho que flota sobre
un tanque que se estd desagotando o el de una particula cargada en presencia de un campo magnético
uniforme.
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Figura 7.4: Trayectoria helicoidal, ecuaciones (7.19), para 0 <t < 3.

Las ecuaciones (7.17) son las funciones de movimiento, o bien las expresiones paramétricas de la
trayectoria dadas en términos del pardmetro . Notemos que en este caso, la relacién lineal entre z y ¢ nos
permite escribir las funciones x(z) e y(z) que describen la trayectoria 3 — D del mévil, que es mostrada
en la figura 7.4. Si bien en la trayectoria no hay informacién sobre la velocidad de su recorrido, si las
funciones de movimiento estdn dadas por las ecuaciones (7.17), entonces el periodo del movimiento
circular en el plano es T = 21t/|®|, y en el tiempo que dio una vuelta completa en el plano, su altura
aument6 en Az = |o| T. Entonces de la trayectoria se obtiene la siguiente relacién entre @ y o,

o Az
— == 7.18
‘co) 2n’ (7.18)

La trayectoria mostrada en la figura 7.4 puede ser recorrida con distintas velocidades, pero vemos que
si damos una vuelta, la coordenada z cambia en 1m, esto es, segtn (7.18) |®| = 2w |o| /1 m. En particular,
esta trayectoria fue graficada utilizando las funciones de movimiento

d d
x(t) = 2m cos <2nm z> . y(t) =2msen <2nm r) Lozt =121, (7.19)
s s s
Estudiemos ahora la velocidad y aceleracion de este movil,

V(t) = Ro (—sen(wt)i+cos(wr) ) + ok = [V = VR20? +02, (7.20)

esto es, el mddulo de la velocidad no depende del tiempo, por lo que el mévil debe tener solo aceleracion
normal. Como la derivada segunda de z(f) es nula, la aceleracion es idéntica a la de un MCU,

a(t) = —R®* (cos(wt)i+sen(wt)]) , (7.21)

y efectivamente vemos que d(t) - ¥(r) = 0, por lo que d(t) = d,(t) para todo tiempo.



184 CAPITULO 7. MOVIMIENTO EN TRES DIMENSIONES

SECCION 7.5

Encuentro de dos moviles en 3 — D

La definicién de encuentro es (jnuevamente!) independiente de la dimensién; dados dos méviles A y
B habra encuentro si se hallan en el mismo lugar al mismo tiempo, esto es:

Pa(te) = 7g(te) , (7.22)

que es idéntica a la ecuacion (4.197).

Veamos un ejemplo: Un deportista estd practicando el deporte olimpico tiro al platillo, que consiste
en una méquina, situada en el punto que definimos como origen de coordenadas, que dispara un platillo
(que llamaremos p) en t = 0, y el deportista debe pegarle al mismo al vuelo, disparando una bala (que
llamaremos b) en t = t; > 0 desde una posicién 7, (t = 0) = xpi -+, J, con xg < 0 e y,(t) = y. V¢ tal que
la bala impacta al platillo en el punto de mdxima elevacion de este, como se muestra en la figura 7.5 (esta
tltima condicién presenta para el deportista la ventaja de apuntar al lugar donde el platillo va méas lento).

X

Figura 7.5: Préctica de tiro al platillo, en la que dar en el blanco equivale a resolver un problema
3 — D de encuentro. Las trayectorias del platillo y la bala son mostradas en lineas continuas negra y azul
respectivamente. La linea azul cortada representa la proyeccién del movimiento de la bala en el piso
(plano x — ).

A un tiro parabdlico como el estudiado al final del capitulo 4 siempre podemos describirlo como
un movimiento en el plano, pero si tenemos dos tiros parabdlicos en distintos planos debemos usar un
sistema tridimensional.

Entonces nos preguntamos, si el plano de trayectoria del platillo (x = 0) es perpendicular al plano de
trayectoria de la bala (y = y.), ;cudl es el instante 7; en que el deportista debe efectuar el disparo y cudl
debe ser el dngulo de disparo de la bala, o,?

Los datos (bastante realistas) del problema son: v,o =20m/s; o, =Tt/4; xg = —50m; vpo =300m/s,
y consideramos que ambos, platillo y bala son lanzados desde el suelo, dado por z = 0.
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Lo primero que vemos es que tenemos todos los datos necesarios para conocer la cinemética del
platillo, asi que su punto de médxima altura, que es el punto de cruce de trayectorias, estd dado por las
ecuaciones (4.174), (4.175) y (4.177) con o, = /4,

p0 Vpo Vp0
Ye 2g Zc 48 c \@g

(7.23)

Dejamos como ejercicio corroborar los resultados dados en (7.23). Como un punto de encuentro s6lo
puede estar en un punto de cruce de trayectorias, exigimos que 7, =y, j + 2.k y t, = .
Debemos ahora encontrar las funciones de movimiento y trayectoria de la bala, que también es una

pardbola de tlro solo que lanzada al tiempo #; > 0, desde 750 = X9 + . ] con velocidad inicial Vg =
vpo (cos (0t ) 1 [+ sen (ap) D Dejamos también como ejercicio verificar que

71,(1‘) = (vbo CcOoS ((Xb) (l‘ —Id) —I-X()) l+)/c] + (l‘ —l‘d) + vy Sen (Otb) (I —l‘d) /AC, (7.24)

—2¢

valido para r > t;. Entonces, de la condicién de encuentro 7, (t,) = 7(t,), usando que 7 (t.) = y. T4z k
y la ecuacion (7.24) obtenemos

B 2 B B 1 B
Ye]+zck= (Vb() CoSs (Otb) (l‘*l‘d) +X()) 1+Yyc.]+ *Eg (l‘*l‘d)2+vb0 sen(ocb) (t*l‘d) k. (7.25)
La componente y de esta ecuacion es trivial, mientras que de las componentes x y z obtenemos

1
vipo cos (0lp) (te —14) +x0 =0 ; _Eg(te_td) +vpo sen (0 (te —ta) = 2, (7.26)

que son dos ecuaciones para las dos incégnitas 7; y . De la primera ecuacién obtenemos

X0

to—tg=—————7< 7.27
e d VbO cos (ab> 9 ( )
que permite eliminar la incégnita 7, en la segunda ecuacion,
83
0 — xo tan (0) = z.. (7.28)

a 2v?, cos? (o)

Usando la identidad trigonométrica 1/ cos? (0) = 1+ tan® (0,) obtenemos una ecuacién cuadrética para
tan (0tp):

2
&% 0 tan’ (ocb)+x0tan(ocb)+— +z. =0, (7.29)
203 203
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recordando que xo = —50m; vy = 300m/s; z. = 10m;t, = V/2s obtenemos

73

P L 4, ~02rad~11,5, 7.30
180+ /32327 b (7.30)

tan (o) =

finalmente, reemplazando este valor del dngulo en la ecuacion (7.27) obtenemos el tiempo en que debe
efectuarse el disparo para dar en el blanco:

ta= (fz—\/z(899—5\/32327> s~ 1.24s. (7.31)
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Dinamica de una Particula

Hasta aqui se ha estudiado esencialmente el movimiento de objetos puntuales, describiendo su posi-
cién, velocidad y aceleracion. A partir de ahora estudiaremos aquello que causa y modifica el movimiento
de los objetos, tanto puntuales como extendidos.

Para ello introduciremos primeramente la nocidn de esfuerzo fisico: si se desea desplazar un objeto
pesado sobre el suelo; por ejemplo, una heladera, es necesario ejercer sobre ella un esfuerzo fisico,
que serd mas o menos intenso y nos dejard mas o menos exhaustos segtn sean las caracteristicas de la
heladera, del suelo y nuestra propia fortaleza.

Figura 8.1: Esfuerzo fisico y fuerza

Si el esfuerzo es suficiente, lograremos desplazar el objeto empujado. Queda claro que no solamente
puede conseguirse ese efecto aplicando nuestro esfuerzo fisico, sino que existen distintos mecanismos
capaces de hacerlo, por ejemplo, una mdquina mecdnica, un poderoso imdn, atraccién o repulsion eléctri-
ca, etc. Podemos dar el siguiente paso y pensar en el concepto de fuerza, que es similar al de esfuerzo
fisico, pero que es mds general y no depende del mecanismo particular de interaccién utilizado. Aho-
ra que hemos aludido, aunque sea de una manera elemental al concepto de fuerza, veamos cudl es la
evolucién histdrica de este concepto en relacién al movimiento de los cuerpos.

En la antigua Grecia se pensaba que los cuerpos tendian al reposo como estado natural; en este senti-
do, Aristételes de Estagira (384 a. C. — 322 a. C.) afirmaba que la perseverancia del movimiento requeria
siempre una causa eficiente, es decir, que hace falta ejercer una fuerza para que las cosas permanez-
can en movimiento. Esto estd de acuerdo con lo que nos dice la experiencia cotidiana; por ejemplo, si
observamos la figura 1, como la heladera se movera sélo si el hombre hace fuerza, sacarifamos como
conclusién apurada que sin fuerza no hay movimiento. Como veremos mds adelante, afirmar en general
que las fuerzas son las causas del movimiento es un error; un error que estuvo firmemente establecido
jdurante casi dos mil afios! En efecto, Galileo Galilei (1564-1642) haciendo una gran cantidad de ex-
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perimentos muy cuidadosos ! fue el primero en afirmar que un cuerpo sobre el que no actiia ninguna
fuerza permanece en movimiento inalterado, que no es lo mismo que reposo. Isaac Newton (1642-1727)
describi6 este concepto presentado por Galileo, mediante una formulacién matematica y establecio la
relacion entre fuerza y aceleracion de manera clara y precisa.

Ha sido tan importante el avance desarrollado por Newton que se denomina ahora mecanica newto-
niana y se puede sintetizar en lo que se llaman las tres “leyes de Newton”. Hoy sabemos que la mecdanica
newtoniana tiene sus limitaciones, ya que no puede describir absolutamente todas las situaciones. En
este sentido, puede verse como un caso especial (un caso limite) de teorias més generales. Sin embar-
go, también sabemos que este caso especial no es para nada restrictivo ya que comprende una variedad
enorme de situaciones y de escalas de tamafio (desde los micrones hasta distancias astronomicas). Como
toda ley fisica, las leyes de Newton son un modelo matemaético que describe hechos naturales y se llega
a ellas a través de la observacion experimental. Es importante tener siempre presente que la observacién
sistemédtica y mds precisamente la medicién es el hecho esencial de la fisica, y es el punto de partida
para toda descripcién o modelo. La formulacién de las leyes de Newton es el resultado de un larguisimo
camino de intuiciones, errores y aciertos que llevd, como dijimos, alrededor de dos milenios. Por ra-
zones de tiempo, no repetiremos ese proceso en este curso, sino que presentaremos las leyes y luego
mostraremos su correspondencia con la observacion experimental, aunque el camino real haya sido el
inverso.

SECCION 8.1

Leyes de Newton

Su formulaciéon matematica fue publicada por Isaac Newton en 1687 en su obra Philosophice natu-
ralis principia mathematica.

8.1.1. Primera ley

Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus
illud a viribus impressis cogitur statum suum mutare.

Todo cuerpo persevera en su estado de reposo o movimiento uniforme y rectilineo a no ser que sea
obligado a cambiar su estado por fuerzas impresas sobre él.

Aqui se ve un cambio conceptual que termina con la fisica aristotélica: el reposo no tiene nada de
particular respecto del movimiento rectilineo uniforme (MRU). Los cuerpos tienden indistintamente a
cualquiera de estos dos estados, segtin cudl sea la situacién inicial: si por alguna razén un cuerpo esta
en MRU y no se aplica ninguna fuerza, seguird con MRU; mientras que si estaba en reposo, seguird en
reposo (a menos que se aplique alguna fuerza). Entonces, no hace falta ejercer una fuerza “para que las
cosas se muevan”, sino mds bien, para que cambien su estado de movimiento.

Para medir velocidades es necesario medir distancias y tiempos, pero ;cémo media el tiempo Galileo? “En cuanto a la
medicién del tiempo, tenfamos un gran recipiente lleno de agua, colocado en alto; al fondo de este recipiente se habia soldado
un tubo de didmetro pequefio que daba un delgado chorro de agua, a éste lo recogiamos en un vaso durante el tiempo de cada ...
[medicidn]... El agua asi recogida se pesaba después de cada descenso en una balanza muy exacta; las diferencias y relaciones
de estos pesos nos daban las diferencias y relaciones de los tiempos, y con tal exactitud, que aunque la operacion se repitiera
muchas, muchas veces no habia diferencias notables entre ellas.” Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno a due nuove
scienze, G. Galilei (1638)
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Sabemos que reposo y movimiento de un cuerpo son dos conceptos ambiguos, a menos que se
establezca un sistema de referencia respecto del cual se describa la posicién del mismo. Entiéndase,
entonces, que cuando hablamos de reposo o de MRU lo hacemos siempre respecto de un sistema de
coordenadas.

(Qué ocurre entonces con la heladera de la figura 1? Si el sefior empuja hace fuerza, y si hace fuerza
deberia cambiar el estado de movimiento de la heladera, y si cambia el estado de movimiento deberia
pasar de estar en reposo a moverse, cosa que puede ocurrir o no. Para resolver esta aparente contradic-
ci6én entre la primera ley y la realidad, pensemos en tres experimentos que incluyan al mismo sefior y
la misma heladera situada sobre distintas superficies: 1. piso de ladrillo, 2. piso de marmol y 3. piso de
hielo. Aclaramos que en los tres casos el sefior tiene un apoyo firme para aplicar su fuerza sin resbalarse.

Experimento 1: el sefior empuja con todas sus fuerzas (que por cierto son bastante pocas) y no logra
deslizar la heladera.

Experimento 2: el sefior comienza a empujar sin lograr el objetivo, pero al incrementar la fuerza,
finalmente logra deslizar la heladera.

Experimento 3: el sefior consigue deslizar la heladera sin mayores esfuerzos.

Si el sefior siempre es el mismo y la heladera siempre es la misma, puede concluirse que la super-
ficie, que es lo Unico que varia, ejerce un papel decisivo en el movimiento de la heladera. En efecto,
la superficie ejerce una fuerza, llamada de roce o rozamiento, que se opone a la accién de la persona
que empuja. Entonces, no estamos hablando de una fuerza, sino de dos. “Las fuerzas impresas” sobre el
cuerpo, 0 mas precisamente, la accidén conjunta de estas fuerzas es la que determina si hay cambio o no
en su estado de movimiento. No considerar la existencia y accién de las fuerzas de roce fue uno de los
errores que se cometian en la antigliedad.

8.1.2. Segunda ley

Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressce, & fieri secundum lineam rectam qua vis
illa imprimitur.

El cambio de movimiento es directamente proporcional a la fuerza motriz impresa y ocurre segtin la
linea recta a lo largo de la cual aquella fuerza se imprime.

El cambio de movimiento debe entenderse como el cambio de la velocidad, del vector velocidad.
Por lo tanto, este cambio de movimiento no es otra cosa que el vector aceleracion. La segunda ley puede
formularse entonces como

F o<a. (8.1)

Si consideramos el caracter vectorial de la aceleracion, surge claramente que la fuerza también tiene
un cardcter vectorial. No s6lo en virtud de la segunda ley, sino a partir de la experiencia, que nos dice
que se obtienen efectos distintos si se empuja para una direccion o para otra; experiencia que, repetimos,
es la que da origen a la segunda ley. Luego, una formulacién mds correcta seria:

F «<a, (8.2)

atribuyendo a la fuerza un cardcter vectorial, en consonancia con el cardcter vectorial de la aceleracion
que produce.
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Para no caer en el mismo error de los antiguos, debemos considerar también las fuerzas de roce que
actiian sobre el cuerpo en cuestién, o mds generalmente, la accion conjunta de todas las fuerzas actuantes
sobre ese cuerpo. Pero ;como se determina la accion conjunta de distintas fuerzas aplicadas sobre un
cuerpo? Para responder a esta pregunta, primero debemos establecer algin procedimiento para medir y
aplicar fuerzas de manera controlable.

Resortes: ley de Hooke

Sabemos que si comprimimos un resorte una longitud Al o lo estiramos una longitud Al’, sentiremos
que éste ejercera sobre nosotros una fuerza tendiente a recuperar su longitud natural, como se muestra
en la figura 2. La fuerza que ejerce el resorte tiene su misma direccion, la cual es horizontal en este
ejemplo. Se comprueba experimentalmente que el médulo de esta fuerza es proporcional al médulo de
la compresion (o estiramiento) del resorte:

F =kAl, (8.3)
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Figura 8.2: Compresion y estiramiento de un resorte con un extremo fijo a una pared.

donde la constante de proporcionalidad & es propia de cada resorte. La ecuacién (8.3) se denomina ley
de Hooke. Cabe destacar que un resorte que se comprime una cantidad Al ejerce la misma fuerza, pero
de sentido contrario, que si se lo estira la misma longitud.

Estas cualidades permiten aplicar fuerzas dirigidas y cuantificadas, ya que a través de la ecuacion(8.3)
es posible medir fuerzas con s6lo medir distancias (elongacién o contraccion). Ahora pongamos a prueba
el funcionamiento de este dipositivo “resorte”. Al aplicar la fuerza F' sobre un cuerpo, se comprueba
experimentalmente que éste adquiere una aceleracion d, paralela a la fuerza, como se ve en la figura
8.3(a) y en concordancia con la segunda ley de Newton.

Por otra parte, se verifica experimentalmente que también se puede lograr la misma aceleracion
utilizando dos resortes que apliquen dos fuerzas de distinta direccién sobre un cuerpo, siempre que la
resultante F3 de estas fuerzas (sumadas como vectores) sea igual a la fuerza F original. La situacion esta
representada en las Figs. 8.3(b) y 8.3(c). Vale decir, para resortes es facil comprobar que las fuerzas se
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Figura 8.3: Fuerza aplicada por un tnico resorte (a) y por la combinacién de dos resortes (b) y (c).

suman vectorialmente y esta comprobacién puede extenderse a otras fuerzas, independientemente del
mecanismo que las produzca, de manera que siempre se cumple que la resultante es F' = F| + F;. Este
resultado puede extenderse a un nimero arbitrario de fuerzas aplicadas sobre un cuerpo, con lo cual:

F=YE. (8.4)

Ahora que hemos establecido cémo es el efecto conjunto de muchas fuerzas actuantes sobre un
cuerpo, podemos volver a formular la relacion (8.2) de manera que no nos olvidemos de ninguna fuerza
(por ejemplo, las de rozamiento):

1

Z o 4. (8.5)

Para pasar de esta relacion de proporcionalidad a una ecuacién, deberiamos caracterizar la constante
de proporcionalidad.

Masa inercial

Hagamos el siguiente experimento: Tomemos el cuerpo A, inicialmente en reposo, y apliquémosle
una fuerza F constante, luego midamos (a través de la medicién de distancias y tiempos) la aceleracién
@ que adquiere. Ahora repetimos este experimento aplicando sucesivamente las fuerzas constantes F,
ﬁ3, etc. y midiendo las correspondientes aceleraciones a>, @3, etc. Ahora analizamos los cocientes entre
estas magnitudes y vemos que se verifica la siguiente (e importantisima) relacion:

—— = — = —— = ... = constante = my. (8.6)
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La constante my recibe el nombre de masa inercial del cuerpo A, o mds suscintamente, masa del
cuerpo A. La ecuacién(8.6) se satisface para cualquier cuerpo B, C, etc. Por lo tanto, se verifica que la
masa inercial es una magnitud propia de cada cuerpo.

Recién ahora, que conocemos la constante de proporcionalidad, estamos en condiciones de formular
matematicamente la segunda ley de Newton:

Y F=ma. (8.7)

i

Es decir, si sobre un cuerpo de masa m se ejercen fuerzas F; el cuerpo adquiere una aceleracion d y
estas magnitudes estan relacionadas a través de la ecuacion(8.7). Si aplicamos las mismas fuerzas a un
cuerpo de gran masa y a un cuerpo de masa pequefia el segundo adquirird mayor aceleracion. Se verifica
que las masas son aditivas, vale decir que si armamos una masa M a partir de un conjunto my, my, ms,...
y ejercemos una fuerza F sobre ella, observamos que su aceleracién es tal que

F=Ma, (8.8)
donde M =m; +my +ms + ...

La segunda ley de Newton también establece cudl es la relacién entre las unidades de fuerza, masa y
aceleracion:
[F] = [m]a]. (8.9)

Para medir estas magnitudes fisicas se han definido los siguientes sistemas de unidades:

cgs MKS Técnico
long. masa t | long. masa t | fuerza masa t
cm g s m kg s IZg UTM S
o] = % [a] 1kg =9,8 kg4 =9,8N
[F] = g% =dyna (dyn) [F] = kg =Newton (N) 1 UTM=-2%, =9 8 I

donde 1 UTM (unidad técnica de masa) es la masa que adquiere una aceleracién de 1 m/s> cuando se le
aplica una fuerza de 1 kg. Segtin la expresién F' = kAl, la constante k debe tener las siguientes unidades:

[k}:@=g, dn ks, (8.10)

] m’ em’ m

Sistemas inerciales y sistemas no inerciales

Consideremos el siguiente experimento: una persona A esta sentada en el interior de un vagén de un
tren de carga (no puede ver el exterior). Sobre el piso del vagén estd apoyado un bloquecito de hielo, y
podemos considerar que entre el hielo y el piso no hay rozamiento. En un dado momento, el tren arranca
con aceleracién de médulo a hacia la derecha (ver figura 8.4).

Como el vagén esta cerrado, la persona en su interior no sabe qué ocurre en el exterior, pero observa
como el hielo comenza a deslizar, acercandose hacia la pared izquierda de la caja con aceleracién de
moédulo a. Es decir, sin que ninguna fuerza se haya aplicado sobre el bloquecito de hielo, ve cémo este se
acelera hacia la izquierda. La masa del hielo es m, su aceleracién es d, distinta de cero, Bpero la fuerza
es cero! En conclusién, la segunda ley de Newton no vale para A (ni la primera).

Un observador B situado en el exterior del vagén veria que este se acelera hacia la derecha con
aceleracion de médulo a y ademds (si tuviera acceso a lo que pasa adentro, por ejemplo a través de un



8.1. LEYES DE NEWTON 195

Figura 8.4: Una persona sentada en un sistema no inercial.

circuito de television) veria que el hielo permanece en reposo, al menos hasta que choque contra la pared
izquierda. Entonces, para B, el bloque de hielo, al que no se le aplica ninguna fuerza, permanece en
reposo. Es decir, para B valen las leyes de Newton y para A, no.

Los sistemas de referencia donde valen las leyes de Newton se denominan sistemas inerciales. Todos
los sistemas inerciales guardan entre si una relacién de MRU (considerando el reposo como un caso
particular de MRU). Es decir, si un sistema de referencia es inercial, cualquier otro sistema que se mueva
respecto del primero con velocidad ¥ constante es también un sistema inercial. Por otro lado, un sistema
de referencia que estd acelerado respecto de un sistema inercial es un sistema no inercial y en é1l no valen
las leyes de Newton.

Ahora que hemos definido sistemas inerciales y sistemas no inerciales, vale la pena hacer un comen-
tario sobre las dos primeras leyes de Newton. Si en la expresiéon matemadtica de la segunda ley ponemos
Y, F;=0, obtenemos @=0, o sea, si no se ejerce ninguna fuerza neta, el cuerpo “persevera” en su estado de
movimiento, sea éste reposo o MRU, es decir, llegamos a la primera ley. ;| Podemos pensar la primera ley
como un caso particular de la segunda? Si, podemos, pero no lo haremos. En lugar de eso resulta con-
ceptualmente mds claro reservar para la primera ley un caricter cualitativo, que involucra la existencia
de los sistemas inerciales. En este sentido, podemos reformular la primera ley de la siguiente forma:

Existen sistemas de referencia (los sistemas inerciales) en los cuales se cumple que todo cuerpo
persevera en su estado de reposo o movimiento uniforme y rectilineo a no ser que sea obligado a cambiar
su estado por fuerzas impresas sobre él.

La existencia de los sistemas inerciales no es tan trivial y supone una idealizacién, ya que es dificil
encontrar sistemas que no estén acelerados. Por ejemplo, nuestro sistema referencial por excelencia:
la Tierra, estd acelerado ya que cualquier punto de su superficie describe un movimiento circular con
respecto al eje de rotacién?. Ni siquiera los puntos de su eje estdn exentos de aceleracién, ya que éste
describe una 6rbita eliptica alrededor del sol®. De todas maneras, las aceleraciones involucradas son
suficientemente pequeiias y pueden despreciarse en la mayoria de las situaciones que estudiaremos.

La segunda ley, en cambio, da por sentado la existencia de los sistemas inerciales y tiene matices mas
cuantitativos. Podriamos reformularla de esta manera:

Dado que existen los sistemas inerciales, si nos referimos a uno de ellos, se cumple que ¥ ; F; = md

2La aceleracién centripeta de un punto sobre el ecuador debido a la rotacién de la tierra alrededor de su eje es de aproxi-
madamente 0,034 m/s2.
3La aceleracién del eje de la tierra debido a su rotacién alrededor del sol es de aproximadamente 0,006 m/s2.
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8.1.3. Tercera ley

Actioni contrariam semper & cequalem esse reactionem: sive corporum duorum actiones in se mutuo
semper esse cequales & in partes contrarias dirigi.

Con toda accidn ocurre siempre una reaccion igual y contraria: quiere decir que las acciones mutuas
de dos cuerpos siempre son iguales y dirigidas en sentido opuesto.

Aqui la palabra “accién” significa “fuerza”. La tercera ley establece que si un cuerpo A ejerce una
fuerza Fyp sobre un cuerpo B, el cuerpo B ejerce una fuerza Fp4 sobre el cuerpo A, de manera que
Fyp = —Fpa.

Consideremos dos astronautas A y B flotando en el espacio intergaldctico. Supongamos que A em-
puja a B ejerciéndole la fuerza Fy. En el mismo acto (aunque no se lo proponga), B ejerce la fuerza Fia
sobre A. Si sumamos estas dos fuerzas obtenemos cero, ya que ﬁAB = —ﬁBA, aunque los dos astronautas
adquieran aceleraciones distintas de cero. Esto no contradice en absoluto la segunda ley, ya que en ella
se habla de fuerzas ejercidas sobre un cuerpo y en la tercera ley se habla de fuerzas mutuas, es decir,
ejercidas sobre dos cuerpos distintos.

SECCION 8.2

Aplicacion de las leyes de Newton

Segun las leyes de Newton, particularmente la segunda, las fuerzas aplicadas a un cuerpo ejercen
una influencia sobre la velocidad que éste experimenta. Con ello, podemos decir que si conocemos las
fuerzas ejercidas sobre un cuerpo seremos capaces de describir como es su movimiento. Pero antes,
debemos poder establecer claramente la posicién del cuerpo objeto de estudio.

8.2.1. Masa puntual

Hasta aqui hemos analizado la relacion entre el movimiento de los cuerpos y las fuerzas aplicadas
sobre ellos, pero nada hemos dicho sobre la forma ni las dimensiones de los cuerpos. Sélo les hemos
asignado una unica cualidad: la masa. Aun sin haber mencionado el tamafio de los objetos, hemos po-
dido describir su movimiento de traslacién, es decir, los hemos considerado como puntos materiales
incapaces de tener rotaciones intrinsecas. Esto significa que se trata de un Unico punto, o bien todos los
puntos del cuerpo tienen la misma velocidad (el cuerpo se traslada paralelo a si mismo). Sin embargo,
las leyes de Newton son validas para describir la dindmica de cuerpos extensos, incluyendo rotaciones,
que estudiaremos mds adelante. Por ahora entenderemos que un cuerpo (de masa m) ocupa una posi-
cién puntual en el espacio y describiremos su movimiento, es decir, cémo varia esa posicién puntual con
el tiempo. Masa puntual, punto material o particula son términos usados indistintamente en este contexto.
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8.2.2. Ecuaciones de movimiento

La dindmica estudia el problema del movimiento a partir de las causas que lo originan. El gran
avance que propone la segunda ley de Newton es el ofrecer una ecuacién, una expresion matematica
que relaciona las variaciones del estado de movimiento con su causa. Sin embargo, esta ley no nos
proporciona un modelo para describir como es la interaccién sino que, dada una interaccidén permite
describir cémo es el movimiento.

Recordemos que el estudio de la cinemadtica nos ensefié que

4’7
a2’

a=

8.11)

Combinando esta ecuacidn vectorial con la segunda ley de Newton se obtiene un conjunto de ecua-
ciones diferenciales —es decir, ecuaciones que relacionan una funcién con sus derivadas— que se cono-
cen como ecuaciones de movimiento.

d’r
dr?

=m

(8.12)

Para resolver cualquier problema de mecénica (newtoniana) de una masa puntual, se pueden seguir
los siguientes pasos:

= Elegir el sistema de coordenadas que se toma como referencia para F' y d.

= Escribir las ecuaciones de movimiento en ese sistema de coordenadas. Por ejemplo, si se ha elegido
un sistema de coordenadas cartesiano, las ecuaciones son de la forma

d’x d?y d’*z

= Sustituir en Fy, F, y F7, expresiones que contengan a las variables x, y y z (y eventualmente el tiem-
po), a partir de informacidn adicional que se tenga sobre la naturaleza de las fuerzas interactuantes.
Es decir, ser capaces de escribir:

d? d? d?

X Z
Fx(xvyaz7t) - mﬁ9 st(xﬂyuzat) :mﬁa Fz(x)yvzut) :mﬁ . (814)

= Resolver estas ecuaciones para encontrar las funciones de movimiento, o sea la expresion del
vector posicion de la masa puntual en funcion del tiempo, 7(7). O bien x(z), y(t), z(¢) si es que se
utilizan coordenadas cartesianas para describir el movimiento.

Es importante hablar con precisidn para evitar confusiones: se llaman ecuaciones de movimiento a las
expresiones dadas en ecuacién (8.14) y se llaman funciones de movimiento a las expresiones particulares
de x(2), y(t), z(t) que resulten de la resolucion de las ecuaciones de movimiento.

Si los datos son la masa del cuerpo y las componentes de la fuerza, para encontrar las funciones
de movimiento hay que resolver tres ecuaciones diferenciales de segundo orden* en donde aparecerdn
dos constantes de integracién. Recordemos que ya se han enfrentado a este tipo de problemas antes. La
unica diferencia es que ahora tenemos como dato la fuerza que produce la aceleraciéon. Ahora queda
claro porqué las funciones aceleracion a.(r), ay(), a;(t) pueden ser funciones discontinuas. Como para
que haya aceleracién necesariamente debe haber una fuerza aplicada, al quitar tal fuerza la aceleracién
se anula de inmediato.

“4El orden de una ecuacién diferencial estd dado por el término con derivadas de mayor orden.
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Algunos ejemplos

1. Masa puntual en equilibrio

Se denomina equilibrio, para un cuerpo puntual, a la situacién en la cual sobre dicho cuerpo no
actiia ninguna fuerza, o mds precisamente, la resultante de todas las fuerzas que acttian sobre €l es nula.
Considerando la segunda ley de Newton, es facil ver que toda particula en reposo, o en MRU esta en
equilibrio.

Para resolver este problema se elige un sistema de coordenadas y se plantean en él las ecuaciones de
movimiento y se las resuelve teniendo en cuenta las condiciones iniciales (que son tantas como el orden
de la ecuacién diferencial, o sea dos para cada coordenada). En este caso, F = 0, con lo cual, d =0, es
decir,

t

O0=a, =v,=[at)dt=vo, = x(t)= [vi(t)dt =vout +x0

(t)
0=a, =vy=[ay(t)dt=voy = y(t)= [vy(t)dt =voyt+yo (8.15)
O0=a, =v,=[a(t)dt=vy, = z(t)= [v,(t)dt =voit+2z0.

t

Estas son las funciones de movimiento que corresponden a un movimiento rectilineo y uniforme, un caso
particular del cual seria el reposo, para el que se cumple que vo, = vy, = vo, = 0.

2. Fuerza constante

Dentro de este ejemplo consideraremos el caso particular del movimiento de un objeto sujeto a la
fuerza de atraccion gravitacional, cuya cinemdtica fue estudiada en el capitulo 4. Se comprueba ex-
perimentalmente que en las inmediaciones de la superficie de la Tierra, todo cuerpo experimenta una
aceleracién de arriba hacia abajo de médulo g =9,8 m/s?, debida a una fuerza que ejerce la Tierra sobre
el cuerpo, denominada peso (P). La segunda ley de Newton nos dice entonces que P= mg. Esta relacion
es la que da origen al sistema técnico de unidades, ya que en ese sistema un cuerpo de 1 kg de masa tiene

un peso de 1 kg.

Consideremos entonces una masa puntual m arrojada con velocidad inicial de médulo vy formando
un dngulo o con la horizontal. Llamaremos x e y a las coordenadas del plano horizontal y z a la direccién
vertical, de manera que el movimiento se desarrolla en el plano vertical x — z. Si despreciamos el roza-
miento del aire, el cuerpo se verd afectado solamente por la fuerza peso; es decir, solamente tendrd una
aceleracion a, = —g. Eligiendo adecuadamente el origen del sistema de coordenadas, las condiciones
iniciales del movimiento son:

vox =vocos(a) #0; vy =0 ; vo,=vpsen(a) #0;

xo =05 yo=0; 20 =0. (8.16)
Las tres ecuaciones de movimiento son:
% frd ax prd 0 5
F,
w= a4=0; (8.17)
E_ -
m o 7= 8
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Integrando y utilizando las condiciones iniciales se obtiene:
vy = [a.(t)dt = vocos(a) = x(t) = [vy(t)dt = vgcos()t ;

Vy:fay(l‘)dt:() :>y(t):fvy(t)dt:0; (8.18)
v. = [a.(t)dt = —gt +vosen(at) =>z(t) = [v,(t)dt = —}gt* +vosen(a)t .

Como ya se hizo en el estudio de la cinemadtica, la ecuacién de la trayectoria z = z(x) se obtiene
eliminando el tiempo de las funciones de movimiento. Entonces, despejando ¢ de la ecuacion para x()
tenemos: .

t=—-—. (8.19)
vpcos(o)

Sustituyendo este valor de ¢ en z(¢) resulta finalmente:

_ g 2
Z(x) = ZV%COSZ(OC)X +tg(o)x, (8.20)

que es la ecuacién de una pardbola.

SECCION 8.3

Energia

Para explicar el concepto de energia vamos a utilizar una situacién particular, que es el movimiento
de un cuerpo bajo la accién de la gravedad (en las inmediaciones de la superficie terrestre). Usando la
segunda ley de Newton podemos escribir la fuerza F =P, que la tierra ejerce sobre los cuerpos, como
F = mg = —mgk. Si usamos como condiciones iniciales 7 = (xo,Y0,20) Y Vo = (Vox, Voy, Voz) Y €l mismo
sistema de coordenadas del ejempo anterior, se obtienen las velocidades y funciones de movimiento
estudiadas en el capitulo 4 para tiro parabdlico:

Vi = Vox = x(t) = voxt + X0
Vy = Voy = y(t) = voyt +o (8.21)
v, =—gt+vy, =z(t)= —%gtz—i-voZH-zo.

A partir del resultado previo podemos expresar el mddulo de la velocidad en funcién de las coorde-
nadas a lo largo del movimiento; en particular, de la coordenada z:

V> =v* =g, +v5, + (vo: —g1)?
= Vo Vg + Vo, + (81)* — 28voqt
2 2 _ ﬁ
=V g(VOzt 7 )
=v§—28(z—20) -

Ahora dejemos de un lado de la igualdad las magnitudes referidas al tiempo ¢ y del otro, las referidas al
instante inicial.

(8.22)

V2 4+2g7 = v +2gz0 (8.23)

donde podemos notar que todo el miembro de la izquierda es igual al de la derecha para todo tiempo,
es decir, es una constante de movimiento. En general, para cualquier movimiento no se conserva ni la
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posicién, ni la velocidad, ni la aceleracién; por este motivo, encontrar cosas que si se conserven a lo
largo del tiempo, o sea, constantes de movimiento tiene un significado muy especial. Si multiplicamos la
ecuacion precedente por m/2, obtenemos una nueva constante de movimiento:

1 1
Ey= imv2 +mgz = Emv% +mgzg . (8.24)

La constante Ej; se denomina energia mecdnica del sistema. Cuando decimos sistema nos referimos
a la masa puntual y al agente externo que ejerce fuerzas sobre ella; en este caso particular, el sistema
es una masa m sometida a la accion de la fuerza constante peso. El hecho de que Ej; sea una constante
de movimiento significa que si se conoce la velocidad inicial y la posicion inicial (en el eje z) de un
cuerpo sometido a la fuerza peso, se puede calcular el valor de la energia mecénica con estas condiciones
iniciales y no cambiard durante todo el movimiento.

W

Podemos ahora diferenciar entre los dos términos que conforman Ej;. Le llamaremos energia cinética
al término que involucra la velocidad y energia potencial al que contiene la posicién. Debe notarse sin
embargo, que cada uno de estos términos por separado no es una constante de movimiento: pueden variar
a lo largo del tiempo de manera que su suma sea siempre la misma.

Veamos otra forma de obtener esta constante de movimiento:

d*z  dv, dv,dz dv, d (v}
e _ T _TETe_ Tz, 2z 8.25
a? " At dzdi dz ¢ dz\2 (8.25)
Entonces, )
d (v
o= [z 8.26
8= a4z (2) ’ (8:20)
o bien, 5
d d (v
Z o= =) . 8.27
-1 (%) 827)

Multiplicando esta dltima ecuacién por m y reagrupando convenientemente se obtiene:

a1,

El término entre paréntesis no depende de z, puesto que su derivada con respecto a esa coordenada
es nula; es decir, durante el movimiento, aquel término permanecerd constante. Magnitudes de ese tipo
se denominan constantes de movimiento. Para llegar a la expresion de la energia mecénica del sistema
presentada en la ecuaciéon(8.24) es necesario considerar también lo que ocurre en las otras coordenadas.
Sabemos que las componentes de la velocidad, v, y vy, son constantes y que, por lo tanto, sus derivadas
se anulan. Entonces, basdndonos en la ecuacién(8.28) podemos escribir:

d (1 1 1
7 <2mv§ +mgz+ Emvﬁ + 2mv}2,> =0, (8.29)
es decir:
4 (L2 0 (8.30)
— | =mv* 4+ mgz | = .
dz \ 2 82 )

que nos lleva a la conservacion de la energia mecanica Ej; de la ecuacion(8.24).

La conservacién de la energia mecénica es un concepto clave en la Fisica. Como se verd, existe

Scinético/a: adj. Perteneciente o relativo al movimiento. Del griego xtvntikol: que mueve.
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una variedad de cantidades que se conservan, que son constantes de movimiento. Su valor numérico
permanece constante durante todo el movimiento y estd, entonces, totalmente determinado por las condi-
ciones iniciales de la particula en cuestion. La utilidad de las magnitudes conservadas radica en que
permiten obtener informacién acerca del movimiento de un cuerpo o de un sistema de cuerpos interactu-
antes.

Como ejemplo de aplicacién de este concepto veamos el siguiente problema: Calcule la velocidad
vertical vg que debe darsele, desde el suelo, a un ladrillo para alcanzirselo a un albafiil que estd en el
techo de una casa de una planta. Considere que el ladrillo es lanzado desde una altura inicial zg y recibido
en un altura final z; m con velocidad |v,| = 0.

Usando la ecuacién(8.24):

1 1
Emv} +mgzy = imv(z) +mgzo . (8.31)

En nuestro caso, v% =0, con lo cual es facil despejar la velocidad inicial:

vo =1/28(zf —z20) » (8.32)

que es el mismo resultado que obtendriamos usando solamente la cinematica, s6lo que en un paso. Sin
embargo, resolviendo el problema como sabiamos antes, obtendriamos més informacion sobre como se
realiza el movimiento. Como siempre, hay que escoger la herramienta adecuada segun lo que se busque.

La ecuacion(8.24) nos dice que la energia es una magnitud que tiene unidades de masa por velocidad
al cuadrado, o bien, de fuerza por distancia. Luego, en el caso de utilizar el sistema MKS,

[ﬂ:@%:Nmzmmm. (8.33)

Andlogamente, en cgs:
[E] = g% = dyncm = ergio (erg) . (8.34)
s

SECCION 8.4

Diversas fuerzas aplicadas sobre una masa
puntual

Vamos a tratar de aplicar las leyes de Newton a situaciones en las que varias fuerzas se ejercen
al mismo tiempo sobre una masa puntual. Debe entenderse que aunque dibujemos objetos extensos, por
ejemplo, bloques, esto es un recurso para facilitar la comprensién de los esquemas, pero por ahora vamos
a pensar solamente en particulas. Hasta aqui hemos hablado de la fuerza peso y de la fuerza que ejerce
un resorte; en esta seccion introduciremos algunas fuerzas mas.

8.4.1. Tension de una cuerda

Los elementos hilo, cuerda, cable, soga, etc. con que trataremos tienen la cualidad de transmitir
fuerzas pero los consideramos inextensibles, es decir que nunca se comportan como resortes; ademas
pensaremos que no tienen masa. Se suele definir este comportamiento como de cuerda ideal. Cuando un
hilo se ata a un cuerpo y se tira de él, el hilo atrae el cuerpo con una fuerza T que sale del cuerpo en
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la direccién del hilo. Esta se denomina fuerza de tensién porque la cuerda o hilo estan en un estado de
tension. El hilo sirve para conducir la fuerza que un agente externo hace para ponerlo en tension, desde
el agente externo hacia el cuerpo al que esta atado el hilo, de manera que la tension que ejerce el agente
sobre la cuerda tiene la misma magnitud que la fuerza ejercida por el hilo sobre el cuerpo.

4
_|
_|

L

| M

Figura 8.5: Tension de una cuerda.

Consideremos la fuerza 7 que la persona de la figura 8.5 ejerce sobre la cuerda. Por la tercera ley
de Newton, la cuerda ejerce una fuerza igual y opuesta T5 sobre la persona. Ahora bien, como la cuerda
s6lo conduce la fuerza que hace la persona, el otro extremo de la cuerda ejerce una fuerza T3, también
de igual magnitud, sobre el bloque. Finalmente, apelando otra vez a la tercera ley de Newton, el bloque

ejerce sobre la cuerda una fuerza 7; igual y opuesta a 73.

Supongamos que el sistema estd en equilibrio; por ejemplo, pensemos que el bloque estd atado a
una pared. Es ficil corroborar que efectivamente la cuerda sélo conduce la fuerza T} hacia el bloque, es
decir, T"l = 7"3. Si no fuera asi, 7"4 que es igual a T},, deberia ser distinto de Tl, es decir, las dos fuerzas
aplicadas a la cuerda T] y T4 tendrian médulos diferentes y asi, la suma vectorial de ellas seria distinta
de cero. Entonces, por la segunda ley de Newton, la cuerda deberia estar acelerada hacia alguna de las
dos direcciones y esto es imposible, ya que partimos de un sistema (incluida la cuerda) en equilibrio.

Diagrama de cuerpo aislado

Vamos a mostrar una forma sencilla de visualizar las fuerzas aplicadas sobre un cuerpo; para ello
consideraremos un ejemplo que combina los tres tlpos de fuerza que hemos discutido hasta ahora: tensién

de una cuerda T', fuerza ejercida por un resorte F y peso P.

Sea un cuerpo de masa m, en equilibrio, suspendido conjuntamente de un hilo y de un resorte de
constante k, de tal forma que la longitud del hilo es mayor que la longitud natural ¢ del resorte.

b)

Figura 8.6: Diagrama de cuerpo aislado.

En la figura 8.6a) se muestra un esquema del cuerpo de masa m y todos los elementos que intervienen,
particularmente el sistema de coordenadas elegido. En la figura 8.6b) se muestra solamente el cuerpo y
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el resto de los elementos ha sido reemplazado por las fuerzas que ellos producen sobre el cuerpo. A esto
se lo conoce como diagrama de cuerpo aislado y es uno de los primeros pasos necesarios para plantear
un problema de dindmica de una particula.

Como el sistema, es decir, el conjunto de elementos que interactian (cuerpo, resorte, hilo, planeta
Tierra) estd en equilibrio, la segunda ley de Newton nos dice que:

F+P+T=0. (8.35)

Para poder dar una expresién matemadtica a estas fuerzas, se elige un sistema de coordenadas. La simetria
del problema sugiere un sistema unidimensional como el que se ha indicado en la figura 8.6a). En este
sistema de coordenadas,

F =—k|Al|7, P=mgi, T=—|T|i. (8.36)

Noétese que la fuerza del resorte es hacia arriba en este caso (apunta en sentido —i en este sistema de
coordenadas), y Al es positivo por tratarse de una elongacion. Reemplazando estas expresiones en la
ecuacion(8.35) y considerando la componente segun i, que es la inica relevante en el problema, se obtiene

—k|Al|+mg—|T|=0 = |T|=mg—klAL. (8.37)

Vemos asi que la tensién del hilo es menor que el peso; T\ < mg, porque el resorte estirado “ayuda”

a sostener el cuerpo colgado.

Para mayor claridad consideraremos también el caso en el que el cuerpo de masa m estd en equilibrio,
suspendido de una cuerda y un resorte, pero en esta situacion el resorte estd comprimido, ya que la cuerda
tiene una longitud menor que la longitud natural del resorte (ver figura 8.7).

b)

~N

a1
=
=

Figura 8.7: Diagrama de cuerpo aislado.

A partir de la segunda ley de Newton,

F+P+T=0. (8.38)

Si elegimos el mismo sistema de coordenadas que en el ejemplo anterior,
F =k|Al)1, P=mgi, T=—|T|i. (8.39)

Ahora la fuerza del resorte apunta hacia abajo (en sentido 7), y si bien A¢ es negativo por tratarse de una
compresion, hemos elegido utilizar el médulo de A/, para dejar en evidencia el sentido positivo de la
fuerza del resorte. Reemplazando estas expresiones en la ecuacion(8.38) y considerando nuevamente la
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componente segln i, se obtiene

KAl +mg—|T|=0 = |T|=mg+k|AL. (8.40)

Vemos asi que la tensién del hilo es mayor que el peso; |T\ > mg, porque el resorte comprimido
“ayuda” al peso a empujar el cuerpo hacia abajo.

Cuerpo que no esta en equilibrio

Analicemos otro ejemplo donde se requiere averiguar la tensiéon que ejerce una cuerda. Veamos
ahora cémo tratar cuerpos que no estdn en equilibrio. Calculemos cudl es la tensién que ejerce el cable
que sostiene un ascensor cuando éste sube con aceleracion d.

Figura 8.8: Diagrama de cuerpo aislado de un ascensor que (a) sube o (b) baja, con aceleracion 4.

En la figura 8.8 se ha dibujado el diagrama de cuerpo aislado del problema. Al diagrama de cuerpo
aislado se le ha anadido una indicacion sobre el vector aceleracion en el caso en que el ascensor sube (a)
o baja (b). Otra vez se ha elegido la direccion positiva de las coordenadas hacia abajo. La segunda ley de
Newton implica que

P+T =mad
mg—|T| =ma (8.41)
7| =m(g—a).

Hay que notar que la primera ecuacién es vectorial, pero a partir de la segunda se trabaja con las com-
ponentes de los vectores en el sistema de coordenadas elegido. Si bien g es una cantidad positiva cuyo
valor estimado de 9,8 m/s? y |T] es siempre positivo, la componente a de la aceleracion serd negativa o
positiva, segun el ascensor esté acelerado hacia arriba o hacia abajo, respectivamente. El mayor valor de
\T| se dard cuando a sea negativo, es decir, cuando el ascensor se acelere hacia arriba, lo cual estd de
acuerdo con lo que se puede intuir. Por otro lado, puede verse que si el ascensor es acelerado hacia abajo
con la aceleracién de la gravedad (es decir, cae), la tensién se anula.

8.4.2. Fuerzas de contacto

Si apoyamos un cuerpo de masa m sobre una superficie horizontal como se muestra en la figura 8.9.
El cuerpo tiene peso y estd en reposo, de manera que tiene que haber una fuerza mds que equilibre la
accién de P. Esa fuerza estd provista por la superficie de apoyo y la denominamos fuerza normal N o
reaccién del plano, o fuerza de contacto. Una forma de pensar el problema es que un cuerpo o sistema
de cuerpos denominado vinculo limita el movimiento de la particula que se desea estudiar; en ese marco,
las fuerzas de contacto son también llamadas fuerza de vinculo.

R (8.42)
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Figura 8.9: Fuerza de contacto.

El vinculo (plano de apoyo) ejerce una fuerza perpendicular a la superficie, que en este caso partic-
ular es igual al peso del cuerpo. Notemos que si la fuerza fuera menor, entonces el cuerpo se hundiria
en la mesa y si fuera mayor seria expulsado. Por otra parte si el vinculo fuera capaz de ejercer fuerzas
paralelas a la superficie, entonces tales fuerzas podrian acelerar (o frenar) el cuerpo. En sintesis, mientras
el vinculo existe, provee la fuerza necesaria para que se cumplan las leyes de Newton.

Ejemplo

Veamos el caso de la figura 8.10a) en que al cuerpo apoyado sobre una superficie lisa se le aplica una
fuerza que, expresada en el sistema de coordenadas de la figura es F = F,i + F, J. Mientras que P = —mg ]

y]_V:Nf.
a) = F
F_"—F/‘V \ N
— |
| _

— —

P P

b)

Figura 8.10: Fuerza de contacto. a) La fuerza aplicada F tiene componente hacia arriba. b) La fuerza
aplicada F' tiene componente hacia abajo.

El cuerpo sometido a la accién de estas fuerzas no estd en equilibrio ya que aunque la suma de las
componentes verticales de las fuerzas sea nula, una sola de las fuerzas tiene proyeccion sobre el eje
horizontal (no hay otra fuerza que la equilibre). Por lo tanto el cuerpo sélo podrd moverse en la direccién
horizontal, es decir que el vector aceleracion sélo tendrd una componente no nula en esta direccioén. Se
cumple la segunda ley de Newton:

YF=P+N+F=ma, (8.43)

1

que en componentes queda:

enx: Fo= ma, = a="1%; (8.44)

eny: N—mg+F,= 0 = N=mg—F,,

donde vemos que solo la componente horizontal de F es causante de la aceleracion. La fuerza normal es
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menor o igual que el peso del cuerpo; su médulo seria igual al peso s6lo en el caso en que Fy = 0. Cabe
notar que

= si F, = mg, entonces el vinculo no ejerceria accién alguna, es decir, N = 0;

= si F, > mg la ecuacion previa sugiere que N < 0, pero esto es un contrasentido porque el vinculo
solo es capaz de evitar que el cuerpo se hunda en su seno, pero no es capaz de “atraer” el cuerpo
hacia si. Fisicamente, lo que ocurre es que el cuerpo ya no estd en contacto con el piso. Por lo tanto
hay que escribir nuevamente las ecs. precedentes teniendo en cuenta que la normal serd nula (si no
hay contacto, no hay fuerzas de contacto) y la aceleracion tendra componentes en las direcciones

Xey.
enx: F.= max:ax:%;
F, (8.45)
eny: —mg+F= may, = ay=,—-g.

Un caso similar es el que se representa en la figura 8.10b) en que ahora la fuerza F' es aplicada hacia
abajo. Como ya es costumbre, para analizar esta situacion seguimos los siguientes pasos:

= [dentificar el o los cuerpos cuyo movimiento (o equilibrio) se quiere estudiar.
= Reconocer cudles son las fuerzas que actian sobre él.
= Dibujar el diagrama de cuerpo aislado, como el de la figura 8.10b).

= Escribir la ecuacion de la segunda ley de Newton en forma vectorial.

YF=P+N+F=ma. (8.46)
i

= Elegir el sistema de coordenadas que resulte conveniente. En este caso, en el sistema x,y de la
figura 8.10 la fuerza F' tiene componentes F, > 0y F, < 0. Con esta eleccion, los vectores de la
ecuacion anterior quedan: P= —mgj, N= Nj, F=Fi+ F)fy d=ai.

= Escribir la segunda ley de Newton en componentes.

. _ _ k.
enx: Fr= ma = a=73"; (8.47)
eny: N—mg+F,= 0 = N=mg—F,.

= Resolver, es decir, encontrar las cantidades incégnitas en términos de las cantidades conocidas. En
este caso estamos analizando cdmo es la fuerza de vinculo y la aceleraciéon que adquiere el cuerpo.

Se ha encontrado que N = mg — F,, pero como F, <0 es F, = —\Fy|; entonces, en este caso, N =
mg+ |Fy| es siempre positiva y no puede ser cero. La fuerza de vinculo sélo puede crecer con la fuerza
aplicada hasta que eventualmente la superficie o el objeto no logren soportar las fuerzas aplicadas sobre
ellos, lo cual no estd previsto en las hipdtesis de trabajo.

Plano inclinado

Consideremos ahora un cuerpo que se desliza sobre una superficie plana y lisa que forma un dngulo o
con la horizontal. En este caso la segunda ley de Newton para el cuerpo queda expresada como N + P =
md.

En la figura 8.11 se muestra el diagrama de cuerpo aislado correspondiente (marcado con un 6valo) y
se propone un sistema de coordenadas cuyo eje x es paralelo al plano. En consistencia con esta eleccion,
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Figura 8.11: Fuerza de contacto en un plano inclinado.

el movimiento del cuerpo serd unidimensional en la direccidn del eje x y podemos escribir:
N=Nj;, P=mgsentli—mgcostj y d=dyl (8.48)
con lo que las ecuaciones de movimiento quedan

enx: mgseno. = may, = dy=gsenw; (8.49)
eny: N-—mgcosa = 0 = N =mgcosa . ’

Vemos que si el dngulo o crece, la fuerza de vinculo decrece hasta hacerse 0 cuando o = 7/2.

Resumiendo:

= Las fuerzas de vinculo son siempre normales al vinculo y apuntan hacia fuera de éI.
= dependen de las fuerzas aplicadas.

= son aplicadas por objetos que limitan las posibilidades de movimiento (paredes, rieles, superficies,
piso, etc.).

8.4.3. Fuerza centripeta

Este tipo de fuerza puede ser ejercida por cualquier tipo de mecanismo, por lo cual no debe entenderse
este apartado como la descripcion de una fuerza mds en cuanto al agente que la produce, sino en cuanto al
tipo de movimiento con el que se relaciona; en particular, el movimiento circular, cuya cinemaética ya fue
tratada en detalle en el capitulo 5. Analicemos el caso de una bolita de masa m girando con velocidad de
moédulo uniforme en el interior de una cacerola de radio p. En otras palabras, estamos en presencia de un
movimiento circular uniforme de radio p. Sabemos que la velocidad ¥, tangente a la trayectoria, cambia
de direccidn; entonces debe existir una aceleracién. Como sélo cambia la direccion pero no el médulo de
v, la aceleracion debe ser perpendicular a la velocidad en todo instante (si no imponemos que el médulo
de la velocidad sea constante, entonces habria también una componente tangencial de la aceleracion). En
el movimiento circular llamamos aceleracion centripeta a la aceleracién normal a la trayectoria:

ap=a.=—=07pP. (8.50)



208 CAPITULO 8. DINAMICA DE UNA PARTICULA

Si hay aceleracion, debe haber una fuerza tal que ma, = F, y que llamamos fuerza centripeta por ser

paralela a la aceleracion centripeta:
2
— A%
Fo = —mgﬁp , (8.51)

donde i, es el versor que apunta en la direccion del radio de la circunferencia de radio p con sentido
saliente (centrifugo). Ahora nos preguntamos /cudl es el agente que produce esta fuerza? La tnica re-
spuesta posible es que la pared evita que la bolita se salga de su trayectoria circular, obligando al cuerpo
a que constantemente se desvie de una trayectoria rectilinea. Es decir que la pared de la cacerola ejerce
una fuerza de vinculo N, que limita el movimiento en el plano horizontal, entonces F. = N, como puede
verse en la figura8.12a). Pero, ésta no es la Ginica accidn que ejerce la cacerola: también evita que la bolita
se mueva en el eje vertical oponiéndose a la fuerza peso mediante una fuerza de vinculo vertical N,. En
consecuencia, para describir las fuerzas que actian en una direccién perpendicular a 7y, debemos agregar
una dimension al sistema de coordenadas: la direccion vertical z. Un sistema adecuado para representar
este problema es uno que tenga los versores iy y i, = k. El diagrama de cuerpo aislado de la figura8.12b),
muestra un corte vertical de la cacerola donde se han representado todas las fuerzas que actiian sobre la
bolita, suponiendo que no hay rozamiento. Como no hay aceleracién en la direccion vertical, entonces
debe cumplirse que N = —P, es decir, N, = mg.

2
-~

(a) (b)
Figura 8.12: Fuerza centripeta sobre una bolita. (a) Vista desde arriba; (b) corte lateral.

Un caso parecido es el de un cuerpo apoyado sobre una superficie lisa y horizontal, que gira alrededor
de un punto fijo al cual estd ligado por un hilo o cuerda inextensible. La Unica diferencia con el ejemplo
anterior es que ahora la fuerza centripeta responsable del cambio de direccion del cuerpo es la tension de

la cuerda. 5

=T= —m%ﬁp . (8.52)

oot

En este caso la cuerda es el vinculo que limita el movimiento de la bolita y la tension 7' es la fuerza de
vinculo correspondiente.

8.4.4. Aplicacion combinada de varias fuerzas de vinculo

Veamos cémo tratar algunos casos que involucran uno o més cuerpos ligados entre si por cuerdas e
interactuando con la superficie de apoyo.
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Ejemplo 1

Dado el sistema de cuerpos en equilibrio de la figura 8.13, nos preguntamos cémo depende la tension
T, del peso de los cuerpos A 'y B. Los cuerpos de masas my y mp estdn ligados por un hilo. La masa m4
estd ademds atada a la pared, mientras que mp cuelga del hilo que la une a m4 a través de una polea sin
masa ni rozamiento. Suponemos que no hay rozamiento en ninguna superficie. Describimos las fuerzas
que actian sobre my4 usando un sistema de coordenadas en el que x es horizontal con el sentido positivo
hacia la derecha del dibujo e y es vertical con el sentido positivo hacia arriba. La figura 8.13 muestra
el diagrama de cuerpo aislado de cada uno de los cuerpos interactuantes. Nétese que cada cuerpo debe
tener su diagrama de cuerpo aislado por separado.

/
F

Pg=-mpg j

S

Py=-myg j

Figura 8.13: Sistema descripto en el ejemplo 1.

Sobre m, actdan las fuerzas 7) = —]T"l LT = |T"2 Py = —mag]y Ny = ]1_\7A|f. Y sobre mp actiian
las fuerzas T} = |T}|] y Pz = —mpgj. Como los cuerpos estdn en equilibrio, se cumplen las siguientes
condiciones:

Ti+DBA+Na+Pi=0 y Tj+P=0. (8.53)

Escribimos a continuacién las ecuaciones correspondientes a cada uno de los cuerpos en las compo-
nentes x e y:

enx: LTZ\—|ﬁ|: 0 = |7§|=|fz|;
eny: [Na|—mag= 0 = [Ns|=mag, (8.54)
T}l —mpg= 0 = |T}| =mpg.

7?2’| = |T3|. Entonces podemos

Pero por las propiedades de las cuerdas inextensibles que hemos visto,
escribir |7} | = mpg, por lo tanto:
T) = —mpgi . (8.55)

A veces resulta cémodo, para referirse al médulo de un vector |A[, escribir simplemente A; con esta
notacién resumida las ecuaciones anteriores se escriben de forma mds compacta:

en x: TQ—T]: 0 :>T1:T2;
eny: Ny—myug= 0 = Ny=myg, (8.56)
T)—mpg= 0 = T, =mpg;
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pero debe recordarse que 77, T», T, y Na denotan los médulos de los vectores correspondientes.

Ejemplo 2

En el ejemplo de la figura 8.14a) un cuerpo apoyado sobre una superficie rigida y lisa es acelerado
por la accién de una fuerza horizontal. Las fuerzas que actiian sobre el cuerpo son 7 = |T|i, P=mg ] y
= |N| j. La ecuacién vectorial de movimiento del cuerpo es

YFE=T+P+N=ma. (8.57)
i

N ) (a)

=
1

1]
T
—

P P

Figura 8.14: Sistemas descriptos en los ejemplos 2 (a) y 3 (b).

Para escribir las ecuaciones en componentes utilizaremos la notacién simplificada introducida al final
del ejemplo anterior:

enx: T= ma ;

eny: N—mg= 0 = N=mg. (8.58)
Por otra parte, segun la tercera ley de Newton, F=-T y debido a las propiedades de las cuerdas,
T = —T', con lo cual, resulta que F = md, es decir que la cuerda transmite la fuerza ejercida por la

mano, como ya habiamos discutido.

Ejemplo 3

Analicemos las fuerzas en el sistema de cuerpos de masas m; y m, de la figura 8.14b), que se mueve
bajo la accion de la fuerza externa F'. Suponemos conocidas F, m; y my, de modo que las incégnitas son
T,T', a; y ay. Las ecuaciones para m; son

T-{—ﬁl +]_\71 =md ;

enx: T =ma ; (8.59)
eny: Nl—mlg =0 :>N1:m1g.
Y para mj,
T'+P+ N+ F =mads;
enx: F-T' =ma ; (8.60)
eny: Ny—mpg =0 = Ny =mpg.

En el eje vertical no hay movimiento de ninguna de las masas, asi que las ecuaciones en la coorde-
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nada y no aportan informacion relevante en este caso. Nos centramos pues con lo que ocurre segin la
componente x, es decir, T = mja; y F —T' = mpay, pero también sabemos que 7 = T' y si el hilo es
inextensible, los dos cuerpos necesariamente se mueven solidarios y entonces las aceleraciones son las
mismas: a; = a; = a. Con esto, las ecuaciones quedan

T =ma; F—-T=mya. (8.61)

Este es un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas (T y a), cuyas soluciones pueden obtenerse

facilmente: P P
a=— =" (8.62)
mp +myp my —+myp

Ejemplo 4

Las masas m; y m; estdn apoyadas sobre una superficie horizontal, en contacto entre si y se aplica

sobre una de ellas una fuerza F paralela a la superficie y en el sentido de la otra masa, como se muestra
en la figura 8.15.

1!
|
2

Figura 8.15: Sistema descripto en el ejemplo 4. Esquema general (a) y diagrama de cuerpo aislado de
cada cuerpo (b).

Sabemos por experiencia que ambos cuerpos se moverdn juntos, como si estuvieran pegados. Por lo
tanto, podremos tratar el problema como el de un tinico cuerpo de masa m = m; + m;, de manera que la
ecuacién de movimiento correspondiente en el sistema de coordenadas de la figura es

-

F= (my+my)d = a= o , (8.63)
my +my

ya que las ecuaciones referidas a las fuerzas verticales no aportan al movimiento (el sistema de cuerpos
no se hunde en la superficie de apoyo ni se eleva sobre ella). También podemos estudiar cada masa por
separado, usando en el diagrama de cuerpo aislado de la figura 8.15b). Si analizamos el movimiento de
la masa my vemos que tiene la aceleracion expresada en la ecuacién(8.63), por lo tanto sobre ella hay
aplicada una fuerza neta igual a
mp

——F. 8.64
my +my ( )

Fio =myd =

En esta expresion se puede notar que el médulo de la fuerza aplicada sobre la masa m; es menor que |F|,
ya que se cumple que m;/(m; +my) < 1. En la direccién x la masa m, solamente estd en contacto con la

masa mj, por lo tanto la fuerza F]Q debe estar aplicada por m;.
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Sobre la masa m actda directamente la fuerza F', pero ésta no puede ser la tinica fuerza horizontal
aplicada, ya que si lo fuera, el cuerpo tendria una aceleracion @ = F'/my, lo cual es incorrecto segin

ecuacién(8.63). Llamemos F5) a la fuerza que ejerce el bloque 2 sobre el bloque 1. De acuerdo a esto y tal
como se muestra en el diagrama de cuerpo aislado, en la direccién horizontal la ecuacién de movimiento
es

F+Fy=ma. (8.65)
Entonces,
. . F - F -
By=ma—F=""20__p___"™" _ R, (8.66)
my +myp mp +my

es decir, se cumple la tercera ley de Newton. No debemos caer en el error de decir que estas fuerzas se
anulan y que podria no tenérselas en cuenta, ya que Fi esté aplicada al cuerpo 2y F>; al cuerpo 1. Estas
fuerzas de contacto podrian medirse si colocaramos un resorte u otro dispositivo sensible a la compresién
entre ambas masas.

En este dltimo ejemplo hemos tratado un mismo problema de dos maneras. Cuando consideramos el
sistema como un Unico bloque obtuvimos la aceleracion correcta sin necesidad de considerar las fuerzas
de contacto entre ambos bloques ya que en esta descripcidn éstas son fuerzas infernas. En cambio, cuando
consideramos cada masa por separado, las fuerzas de contacto son fuerzas externas. Entonces, de estos
ejemplos vemos que

= Sélo las fuerzas exteriores al sistema observado son las que producen aceleracién y por lo tanto,
son las tnicas que deben tenerse en cuenta al escribir las ecuaciones de Newton.

= La fuerza que un cuerpo le ejerce a otro es igual en médulo y direccién pero de sentido opuesto a
la que el otro cuerpo le ejerce al primero, tal como vimos al presentar la tercera ley de Newton.

SECCION 8.5

Fuerzas de rozamiento

Hemos experimentado que cuando ejercemos fuerza sobre un cuerpo apoyado sobre una superficie
horizontal, se logra, con mayor o menor esfuerzo, que el cuerpo se mueva (ver figura 8.1). Primero el
cuerpo estd quieto y si se incrementa la fuerza aplicada por encima de cierto valor, empieza a moverse.
En términos de la segunda ley de Newton, podemos decir que como el cuerpo no se mueve aun cuando
lo empujamos con una fuerza F, debe existir otra fuerza, que llamaremos ﬁ , que estd contrarrestando el
efecto de la primera:

i

P+N+F+£=0. (8.67)

o

Segun se muestra en la figura 8.16, como en la direccién vertical no hay aceleracién, sabemos que el
peso y la fuerza normal del plano de apoyo se cancelan mutamente. Esto nos habilita a omitir estas dos
fuerzas, de manera que debe cumplirse:

F+f,=0 = fo=-F. (8.68)

La fuerza fe se denomina fuerza de rozamiento estitico. Es importante notar que la magnitud de esta
fuerza depende de la fuerza externa F aplicada; en particular, podemos ver de la ecuacion anterior que
fe tiene igual médulo que F' y sentido opuesto. La experiencia indica que al aumentar la intensidad de

la fuerza F aplicada, eventualmente se logra que comience el movimiento; deducimos entonces que el
modulo de la fuerza de rozamiento estdtico s6lo puede crecer acompafiando el crecimiento de fuerza

aplicada hasta un cierto valor maximo | f, mqx|. Se comprueba experimentalmente que, como se indica en
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ol

| 21
!

Figura 8.16: Fuerza de rozamiento estatico.

la figura 8.17,
|fe mdx’ = ,Ue‘N| . (8.69)

e max

Ja

,a}e N F|

Figura 8.17: Fuerzas de rozamiento estatico y dindmico.

Es decir, la maxima fuerza de rozamiento estdtico posible entre un cuerpo y una superficie es pro-
porcional al médulo de la fuerza normal que ejerce la superficie sobre el cuerpo, aunque claramente no
tiene la misma direccién que N. La constante de proporcionalidad u, se denomina coeficiente de roza-
miento estatico y depende de las caracteristicas de las dos superficies en contacto. Si la fuerza aplicada
supera el valor \f;mdx|, el cuerpo finalmente se pone en movimiento. En esta situacidn, si dejamos de
aplicar la fuerza F,la experiencia nos dice que en un experimento real el mévil comenzard a disminuir
la velocidad hasta detenerse, tanto més rdpidamente cuanto mds rugosas sean las superficies en contacto.
Esto nos dice que hay involucrada otra fuerza que llamaremos ﬁi o fuerza de rozamiento dindmico. Esta
fuerza siempre se opone al movimiento, siendo paralela a la velocidad del cuerpo y de sentido contrario.
Por la segunda ley de Newton se tiene que

F+fy=ma. (8.70)

En cuanto al médulo de ]?;1, se comprueba que en general, se puede aproximar por un valor constante (ver
figura 8.17) y que es proporcional a la fuerza normal. Entonces, podemos escribir

fa=—walN|¥, (8.71)

donde el coeficiente de proporcionalidad u, es el llamado coeficiente de rozamiento dindmico y ¥ es
el versor velocidad. De las ecs. (8.69) y (8.71) puede verse que los coeficientes t, y u; son adimension-
ales. Ademds se cumple que la fuerza de roce dindmico es menor que la fuerza de roce estitico maximo,
como puede verse en la figura 8.17. El valor que tienen las cantidades u, y ug es caracteristico de las
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superficies y por lo general se cumple que

He < 1 y Mg < He - (8.72)

A continuacién sintetizamos las caracteristicas principales de las fuerzas de rozamiento:

hay rozamiento estatico sélo si actia una fuerza externa

= s6lo hay rozamiento dindmico si hay movimiento relativo entre dos superficies

= ]a fuerza de rozamiento dindmico tiene la misma direccion y sentido opuesto a la velocidad
= ¢l rozamiento estatico alcanza un valor maximo que es proporcional a la fuerza normal.

= la fuerza de rozamiento dindmico es aproximadamente constante y también es proporcional a la
fuerza normal (con un factor menor de proporcionalidad)

SECCION 8.6

Fuerza gravitatoria

La fuerza que la Tierra ejerce sobre los cuerpos, llamada fuerza gravitatoria, tiene caracteristicas
algo diferentes de las fuerzas que tratamos hasta ahora, pues no es necesario el contacto directo entre el
cuerpo y la Tierra para que exista interaccion entre ellos. Hay otras fuerzas que comparten esta carac-
teristica; tal es el caso de las cuatro fuerzas fundamentales de la naturaleza: la nuclear débil, la nuclear
fuerte, la electromagnética y la gravitatoria, ya mencionada, que es la mds débil. Para que exista fuerza
gravitatoria debe haber dos masas, y no necesariamente la Tierra o un planeta debe ser una de ellas; sin
embargo, como la interaccién gravitatoria es débil, sus efectos sélo son facilmente apreciables cuando
esta involucrada una masa grande. La interaccion gravitatoria entre masas pequeiias es dificil de medir
0 detgctar; sin embargo existe. Este punto fue demostrado por el fisico britdnico Henry Cavendish en
1797°.

8.6.1. Mareco historico

Cada civilizacion en cada region geografica ha desarrollado modelos para explicar el movimiento de
los cuerpos celestes. Las ideas existentes en Europa hacia el siglo X VI, para describir el movimiento de
la luna, los planetas y estrellas eran, basicamente los siguientes:

= Modelo geocéntrico. Todos los cuerpos celestes giran alrededor de la Tierra. La Tierra no tiene
movimiento de traslacién ni de rotacién. Esta idea muy antigua, que viene de la civilizacién griega
(Aristételes, 384 aC-322 aC), tenia, al menos, mayor asidero factico que otras que involucraban
causas incomprobables.

Claudio Ptolomeo de Alejandria (c. 100-c. 170) perfecciond el sistema geocéntrico de Aristételes
basado en esferas simples, reemplazdndolo por otro sistema geocéntrico segin el cual los planetas
giran en torno a una esfera pequefia (epiciclo) que a su vez gira en torno a una mayor (deferente),
centrada en un punto cercano a la Tierra. El modelo geocéntrico aristotélico o ptolemaico estuvo
vigente durante casi veinte siglos y su aceptacion esta ligada al desarrollo de la filosofia durante
ese periodo.

6Véase una versién moderna de este experimento en https:/www.youtube.com/watch?v=11sLusnVZwM
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= Modelo heliocéntrico: los planetas, incluida la Tierra, giran alrededor del Sol. Esta teoria, inicial-
mente enunciada por Aristarco de Samos (310 aC.-c. 230 aC) pasé desapercibida o fue descartada
durante unos dieciocho siglos, hasta que fue retomada y perfeccionada por Nicolds Copérnico
(1473-1543). En esta dltima version, puede resumirse en los siguiente puntos:

1. Los movimientos celestes son uniformes, eternos, y circulares o compuestos de diversos
ciclos (epiciclos)’.

2. El centro del universo se encuentra cerca del Sol.

3. Orbitando alrededor del Sol, en orden, se encuentran Mercurio, Venus, la Tierra, la Luna,
Marte, Japiter y Saturno (atin no se conocian Urano y Neptuno.)

4. Las estrellas son objetos distantes que permanecen fijos y por lo tanto no orbitan alrededor
del Sol.

5. La Tierra tiene tres movimientos: la rotacién diaria, la revolucion anual, y la inclinaciéon
anual de su eje.

6. El movimiento retrgrado de los planetas es explicado por el movimiento de la Tierra.

7. La distancia de la Tierra al Sol es pequefia comparada con la distancia a las estrellas.

Esta vision fue muy resistida por razones filoséficas y religiosas y porque no explicaba todas las
observaciones. Si bien hoy sabemos que este modelo no es correcto, al menos provey6 un marco
de referencia inercial desde el cual describir un problema de movimiento. Por otro lado, se parece
mucho mads a la realidad que el modelo ptolemaico.

El siguiente gran aporte para resolver el problema del movimiento de los astros vino a través del
sustento experimental que proveyé el astronomo danés Tycho Brahe (1546-1601), recolectando datos
sisteméticos y precisos. La calidad de los datos astronémicos que recogi6 llega al limite de lo que es
accesible al ojo humano sin instrumentos Opticos. Su gran labor observacional, le permitié desechar
algunos modelos existentes e incluso llegé a afirmar que los cielos no son “inmutables” (como habia
enunciado Aristételes) como consecuencia de su estudio de la aparicion en el cielo de una estrella nueva
0 “nova” en 1572. Se sabe ahora que ese hecho fue la explosién de una supernova (estrella muy masiva
que al no poder desarrollar mis reacciones nucleares se enfria, colapsa a su propia gravedad y luego se
expande subitamente).

El astronomo y matemdtico alemdn Johannes Kepler (1571-1630) hered6 de Brahe la coleccién més
abundante y precisa de datos planetarios. Con los datos sobre la 6rbita de Marte abandoné el postulado de
la circularidad de las érbitas y pudo enunciar tres leyes que reconciliaban los datos de Brahe con el mod-
elo heliocéntrico. Adoptando el marco de referencia de Copérnico, presentd la informacién cinemaética
del movimiento de algunos planetas en una forma sencilla:

1. Los planetas giran en 6rbitas elipticas, con el sol situado en uno de los focos de la elipse.
2. La linea recta que une al planeta con el sol, barre dreas iguales en tiempos iguales.

3. La razén entre el cuadrado de los periodos de rotacién alrededor del Sol de dos planetas cua-

. . . : L. 2
lesquiera es igual al cubo de las razones de sus distancias médximas al Sol: % = cte.

Paralelamente, las observaciones de Galileo, usando el telescopio, proveyeron mds datos precisos
y sistemdticos. Finalmente, Isaac Newton concibe una teoria segiin la cual el movimiento de los astros
puede explicarse a través de una tnica ley, que maravillosamente es la misma que explica la caida de los
cuerpos hacia el suelo.

7En negrita se destacan las afirmaciones erréneas de la teoria copernicana. Algunas no subrayadas no son exactas, pero se
pueden considerar correctas haciendo una interpretacién laxa. Por ejemplo, los movimientos de los cuerpos celestes no son
eternos, pero son practicamente inmutables en una escala de tiempo compatible con la historia del hombre.
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8.6.2. Ley de gravitacion universal

Estudiando las fuerzas que rigen el movimiento de los cuerpos y considerando la evidencia exper-
imental astronémica de esos tiempos, Newton dedujo que la fuerza entre dos cuerpos cualesquiera (en
particular cuerpos celestes) yace sobre la linea que los une, es atractiva, es inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia que separa los cuerpos y directamente proporcional a la masa de ellos. De esta
manera, propuso la expresién matemaética, que ahora se conoce como ley de gravitacidn universal

M
F=G—", (8.73)
I

donde la cantidad G es una constante, denominada constante de gravitacion universal —se llaman con-
stantes universales a las constantes fundamentales de la fisica, las cuales se asume que toman el mismo
valor a lo largo del tiempo y en todo el universo—.

El gedlogo John Michell disefié una balanza de torsion y, luego de su muerte en 1793, su dispositivo
fue heredado por Henry Cavendish (1731-1810) quien lo utiliz6 para medir la densidad de la Tierra
(5,448 g cm ™). Si se utiliza esta cantidad, se obtiene un valor de G = 6,74 x 10~ m3 kg=! s72 que
difiere en menos del 1% del valor actualmente recomendado de G = 6,67384 x 107! m? kg=! s72
(Committee on Data for Science and Technology, 2010).

El dispositivo utilizado por Cavendish (ver figura 8.18) consiste en una barra con esferas masivas en
sus extemos. El conjunto se cuelga de un hilo, constituyendo un péndulo de torsion, y queda en estado
de equilibrio. Al acercar otras esferas masivas, se produce una fuerza de atraccion entre estas ultimas
esferas y las que estdn fijas a la barra, provocando el movimiento del péndulo. Midiendo el periodo del
péndulo se puede deducir la fuerza que actia sobre él, lo que permite calcular la constante de gravitacion.

Figura 8.18: Balanza de Cavendish.

8.6.3. Masa inercial y masa gravitatoria

Segtin la ecuacién (8.73), debido a la interaccion gravitatoria con la masa M, sobre la masa m se
ejerce una fuerza que estd representada por el vector Fenla figura 8.19, que esta dirigida sobre la recta
que une ambas masas. Las masas m y M involucradas en la ecuacién (8.73) se llaman masas gravitatorias.
Debe notarse que, en principio, la masa gravitatoria (que por esta vez denotaremos con m,) no tiene por
qué ser lo mismo que la masa inercial (que por esta vez denotaremos con m;) definida en la seccién
8.1.2. En efecto, segun la ecuacion (8.73), my = F /(M +G), mientras que de acuerdo a la segunda ley
de Newton, m; = F /a. La masa gravitatoria es una propiedad de los cuerpos que compete exclusivamente
a la interaccion gravitatoria con otro cuerpo; por otro lado, la masa inercial es una propiedad mucho més
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M

Figura 8.19: Atraccidén gravitatoria.

general, ya que afecta el movimiento de los cuerpos independientemente del tipo de fuerza que se le
aplique. Por ejemplo, si sobre un cuerpo de masa inercial m; un resorte aplica una fuerza F, el cuerpo
adquiere una aceleracion d = F /m;; si sobre ese mismo cuerpo la Tierra ejerce su influencia gravitatoria,
la aceleraci6n experimentada por el cuerpo serd, en médulo, a = F /m; = GMgmy | (m;r?).

Sin embargo, hasta donde la precisién de los experimentos ha permitido, se ha observado experimen-
talmente que, m, = m;. Esta sorprendente relacion nos exime de distinguir entre ambas magnitudes y, por
lo tanto, a partir de ahora designaremos indistintamente cualquiera de ellas simplemente como “masa”.

8.6.4. Tiro vertical a gran altura

Consideremos ahora el movimiento de un cuerpo de masa m bajo la accion de la fuerza gravitatoria
de la Tierra, dada por la ecuacién(8.73). En primer lugar haremos la suposicion de que la Tierra es un
sistema inercial, es decir, no consideraremos el movimiento de rotacién ni la traslacién en su 6rbita®.
Elegimos un sistema de coordenadas polares con origen en el centro de la Tierra, como se muestra en la
figura 8.20.

Figura 8.20: Tiro vertical a gran altura.

En ese sistema,

M
"ZzTﬁp, (8.74)

F=-G

donde r se mide desde el centro de la Tierra hasta la posicién del cuerpo, M7 es la masa de la Tierra y
iip es el versor radial. Para estimar cudl es el valor de M7, analicemos que el peso de un cuerpo sobre la
superficie terrestre es

P =mg, pero también P =GmMr /R, (8.75)

8Dadas las velocidades de rotacién y traslacién involucradas, resulta que la aproximacién efectuada es muy buena para el
andlisis que sigue.
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y como Ry = 6400 km = 6,4 x 10° m yg=9.8 m/s? , entonces

gR

My = ~ 6 x 10**kg . (8.76)

Este valor coincide con el valor actualmente aceptado (5,97223 +0,00008) x 10** kg.

De la ecuacion(8.74) y la segunda ley de Newton puede escribirse la ecuacién de movimiento para
el cuerpo de masa m:
dzl” MT
— =—-G—. 8.77
dt? r? ®.77)

Encontrar la funcion posicion de la masa m, r(t), presenta cierta dificultad porque hay que resolver
una ecuacion diferencial en que la derivada segunda de la funcién que se desea encontrar es inversamente
proporcional al cuadrado de esa funcién. Entonces utilizaremos la siguiente estrategia: recordemos que
el primer miembro de la ecuacién(8.77) se puede escribir como

d2r _ dv dvdr dv d <1 2> ' (8.78)

a2 " dt  drdt dr dr\2

d

También, en el segundo miembro de la ecuacion(8.77) podemos reemplazar — r% por (%) , entonces

queda:

d (1, d (GMr
dr<2v)_dr< , ) ®.7)
o bien,
d (1, GMy
— | = =0 8.80
dr (ZV) dr( r ) ’ (8.30)
es decir,
d (1, GMr
— [ =" — =0. 8.81
dr <2v r > ( )

Esta dltima ecuacién indica que la cantidad %vz GMT es una constante de movimiento. Multiplicando

por la masa, obtenemos una magnitud que sigue siendo constante y que tiene unidades de energia:

1 GmM
E=-m?- "1

5 . (8.82)

El término que involucra la velocidad es la energia cinética E., mientras que el otro término, que
depende de la posicion, es la energia potencial E,. Notemos que si r — oo entonces E, =0y sir —0
entonces E, — —oo. A partir de la ecuacion(8.82) es posible despejar el modulo de la velocidad en
funcién de la posicién:

2E  2GM
v(r) =+ =+ 221 (8.83)
m r
donde el signo + indica que el cuerpo va subiendo y el signo -, que va bajando. Como v = dt, se puede
escribir:
2E  2GM
dr=:\/"+ Lar. (8.84)
r

El siguiente paso en el procedimiento se usa frecuentemente para resolver ecuaciones diferenciales;
se llama separacion de variables y consiste en llevar a cada miembro de la igualdad sélo un tipo de
variables. En este caso dejaremos el tiempo ¢ de un lado y el resto de la funcidén, que contiene a la
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variable r pero no al tiempo, del otro:

di—y (8.85)

[2E | 2GMr
m + r

Luego podemos integrar para obtener r = ¢(r), y de alli eventualmente, r = r(¢), si es que sabemos

resolver la integral...
dr
t== / —_—
2E | 2GM
Vo T

Aunque todavia no disponemos de una expresién explicita de la funcién de movimiento, si podemos
obtener cierta informacién sobre el movimiento a partir de la expresion de la energia. La cantidad E
de la ecuacién(8.82), como buena constante de movimiento, tiene el mismo valor para todo tiempo.
Supongamos que en el punto de partida el cuerpo estd a una distancia rq y tiene velocidad vy. Entonces
la velocidad del cuerpo en una posicion genérica r sera

11
y = j:\/v(% —2GMy (ro - r) . (8.87)

Lo primero que podemos ver es que si r > rp, entonces |v| < |vg|, es decir, el cuerpo va cada vez mds
lento a medida que sube. Otra cosa importante a considerar es que si

(8.86)

1 1
2GMr < - ) > V2, (8.88)
ro r
es decir, si
1 1 v
- < ——==2 8.89
r ro 2GMr’ (8.89)
entonces el radicando es negativo y v es imaginaria. Esto significa que el movil no puede ir més alld de
1
Ymdx = ) 2 (8.90)
70 2GMr

Esta es la maxima distancia al centro de la Tierra a la que puede llegar un proyectil lanzado verticalmente
hacia arriba desde la posicién rg con velocidad inicial vy. Otra forma de interpretar la ecuacion (8.87) es
que para llegar a una posicién r, el proyectil debe partir con una velocidad

1 1
VG > Vi = 2GMry ( - ) , (8.91)

ro r

ya que si Vg = Vi, entonces v = 0: el cuerpo llega hasta ahi nomds y empieza a caer. ;Es posible que
un cuerpo sea lanzado de tal manera que no vuelva nunca, es decir, que escape al alcance de la fuerza
gravitatoria de la Tierra? Si, s6lo basta con hacer r — oo en la ecuacién(8.87) y despejar la velocidad
inicial necesaria para alcanzar la posicion de retorno, es decir en la cual v = 0:

[2GM
Ve = Vo = ! ; (8.92)
ro

v, se denomina velocidad de escape. Si el objeto es lanzado desde la superficie terrestre, entonces ro = Ry
y

2GM
ve =1/ L — \/2¢Rr, (8.93)
T

donde la dltima igualdad sale de la ecuacion(8.76). Puede verse que la velocidad de escape no depende
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de la masa del cuerpo lanzado, sino de la masa del planeta desde el cual se lanza.

El andlisis que acabamos de presentar es valido para cualquier planeta. Compruebe que la velocidad
de escape de la Tierra es v,=11,2 km/s = 40320 km/h y que las de los siguientes cuerpos celestes son
como se muestra en la tabla 8.1

Luna Marte Venus Jupiter Saturno Urano Neptuno
2,38 km/s 5,027 km/s 10,36 km/s 59,54 km/s 35,49 km/s 21,3 km/s 23,71 km/s

Tabla 8.1: Velocidad de escape para distintos cuerpos celestes.

Analicemos por ltimo cémo varia el peso de un cuerpo cuando éste se aleja de la Tierra en direccion
radial. La dependencia del peso con la distancia al centro estd dada por:

M
P=c"5L, (8.94)
r
mientras que si la variable es la distancia &2 medida desde la superficie, la expresion es
mMT
P=G——. 8.95
(Rr -+ h)? (85

Como ejemplo, en la tabla 8.2 se muestra la variacion porcentual (AP)/P del peso con la distancia a la
superficie de la Tierra.

h(m) (AP)/P (%)

1000 0,03
10000 0,3
30000 0,9

Tabla 8.2: Variacion porcentual (AP)/P del peso con la distancia a la superficie de la Tierra..

Esta tabla nos muestra que la practica del alpinismo no es un buen método para bajar de peso.
También nos sugiere que el peso de un cuerpo es razonablemente constante mientras no se lo aparte
demasiado de la superficie de la Tierra. Las palabras “razonablemente” y “demasiado” son deliberada-
mente ambiguas, para indicar que todo dependerd de la precisién con que se pretenda describir el peso
de ese cuerpo.

8.6.5. Satélite en orbita circular

Consideremos un satélite de masa m orbitando alrededor de la Tierra con una 6rbita circular cuyo
centro coincida con el centro del planeta. La primera pregunta que surge es si es posible tal movimien-
to. La respuesta es que si, siempre que se aplique sobre el satélite la fuerza necesaria para proveer la
aceleracion compatible con un movimiento circular’. Ya sabemos que la fuerza gravitatoria ejerce una
atraccion hacia el centro de la Tierra, por lo tanto esta es la fuerza centripeta requerida. Ademas, si la
orbita es circular, la fuerza centripeta serda de médulo constante, ya que la distancia r en la ecuacion(8.74)
es constante, lo que nos lleva a que el movimiento circular serd uniforme.

9Por otra parte esto no contradice la primera ley de Kepler, ya que una circunferencia es un caso particular de elipse.
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Sabemos que para el médulo de la aceleracion (centripeta) podemos escribir, por un lado,

GM R>
= 2T:gTT, (8.96)
r r
donde la dltima igualdad se cumple en virtud de la ecuacién(8.76). Por otro lado, tenemos que
2
a=2. (8.97)
r
Igualando las dltimas dos ecuaciones podemos despejar el médulo de la velocidad del satélite:
R2
N N e \/gRT . (8.98)
r r
El periodo de revolucién esta dado por
2 2
= _ T s (8.99)
1% \/gRT
o bien,
4m?
T>=—2>r, (8.100)
gR7

Esta dltima ecuacién no es otra cosa que la tercera ley de Kepler aplicada a este caso. La segunda,
también se cumple: es facil ver que si el movimiento es circular y uniforme, la linea que une el satélite
con la Tierra barre areas iguales en tiempos iguales.

Tanto en este ejemplo, como en cualquier otro que involucre la ley de atraccidn gravitatoria, hay que
tener en cuenta que r es la distancia entre los centros de los cuerpos interactuantes (o mas precisamente
entre los centros de masa, cuya definicién veremos mds adelante); por este motivo, no debe medirse
desde la superficie del planeta, sino siempre desde el centro.

SECCION 8.7

Fuerzas viscosas

Hemos analizado el movimiento de distintos cuerpos a los cuales se les aplica diferentes fuerzas. En
algunos casos hay una unica fuerza aplicada sobre el cuerpo y en otros casos, mas de una fuerza. Sin
embargo, algunas de las descripciones realizadas parecen no reflejar lo que observamos en nuestra vida
cotidiana. Cuando analizamos el movimiento de cuerpos sobre los cuales estd aplicada tinicamente la
fuerza peso, todos ellos adquieren la misma aceleracion (g). Por lo tanto, si dejamos caer desde la misma
altura dos cuerpos, deberian caer juntos, es decir, su altura con respecto al piso deberia ser la misma para
todo instante.

Consideremos ahora el siguiente experimento sencillo: tomemos dos hojas de papel, pleguemos una
de ellas formando una pelota, y dejemos caer ambas desde la misma altura. El resultado de nuestra
observacidn serd que la hoja sin plegar caerd mas lentamente que aquella con la que formamos una
pelota. Esto evidencia que los dos cuerpos tuvieron diferentes aceleraciones y por lo tanto, diferentes
fuerzas aplicadas. En ambos casos actda la fuerza peso, que es igual para ambas hojas de papel, pero
ademds, debemos tener en cuenta el efecto de la atmésfera sobre el movimiento de los cuerpos. La tnica
conclusion posible es que este efecto no es el mismo para las dos hojas.

Hasta ahora habiamos supuesto que los cuerpos caian en el vacio, pero no siempre es posible des-
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preciar el efecto del ambiente sobre el movimiento de los cuerpos, como acabamos de ver. Cuando un
cuerpo se mueve en el seno de un fluido (ya sea gaseoso o liquido), aparte de la fuerza peso y el empu-
je, actia sobre él una fuerza de rozamiento debida el medio, la cual se suele denominar fuerza viscosa.
Esta fuerza se origina en la resistencia de las moléculas del fluido a desplazarse para dejar que el cuerpo
avance. Se puede intuir que esta fuerza dependera de la velocidad relativa al medio, de la forma cuerpo
y de las caracteristicas del fluido en el que se mueve. En particular, las magnitudes relevantes del fluido
para determinar la fuerza viscosa son la densidad y la viscosidad, donde esta ultima estd relacionada
con la resistencia que puede oponer el fluido a la deformacién. Debido a que esta fuerza se origina por
la interaccion entre el cuerpo y todas las moléculas que se encuentran en su direccién de movimiento,
solo podemos dar una expresién fenomenoldgica de la misma. Por otra parte, no existe una tinica expre-
sién para la fuerza viscosa, sino que esta depende de la velocidad que pueda alcanzar el cuerpo y de las
caracteristicas del medio.

Las fuerzas aplicadas sobre un cuerpo de masa m que se mueve en el seno de un liquido viscoso son
el peso, el empuje y la fuerza viscosa. (ver figura 8.21)

Figura 8.21: Fuerzas apicadas sobre un cuerpo que se mueve en el seno de un liquido.

Si el cuerpo se mueve en el seno de un liquido muy viscoso no alcanzar altas velocidades. Para este
caso particular la expresion que describe la fuerza viscosa es:

F, = —Dn¥ = —Dnvi, (8.101)

donde D es una constante que depende de la geometria del cuerpo (por ejemplo para una esfera D =
6TR) y M es la viscosidad del liquido. Teniendo en cuenta que el empuje coresponde al peso del fluido
desalojado, las expresiones para las fuerzas peso y empuje son:

=mgi;

LMol

(8.102)

~

E=-V.prgi,

donde m y V. son la masa y volumen del cuerpo respectivamente, y pr es la densidad del fluido. Como
en este ejemplo consideraremos que el movimiento es unidimensional, omitiremos los versores en el de-
sarrollo matematico. También, sin pérdida de generalidad, supondremos que v(0) =0y x(0) = 0 (queda
como ejercicio repetir los calculos suponiendo que la velocidad y la posicién iniciales son distintas de
cero).

La ecuacién de movimiento del cuerpo serd
ma=mg—V.prg—Dnv. (8.103)

Antes de determinar las funciones velocidad y posicién del cuerpo en funcién del tiempo analicemos
cualitativamente la ecuacién (8.103). En ¢ = 0 la aceleracién del cuerpo serd
Vepy
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El mévil, inicialmente en reposo, comenzard a desplazarse hacia abajo incrementando su velocidad.
Cuando la velocidad es diferente de cero la aceleracién del cuerpo serd

Vepy  Dm
——g——V,
m m

a=g (8.105)

e ird disminuyendo a medida que la velocidad aumente. En un determinado instante la aceleracion se
anula y la velocidad toma un valor v;, denominado velocidad limite.

Ve D
e Y (8.106)
m m
despejando obtenemos:
m— VC pf
=g—. 8.107
V=8 bn ( )

Luego de que el cuerpo alcance la velocidad limite (v = v;) mantendra su velocidad constante. Escribi-
endo la masa del mévil en términos de su densidad (p.), la expresion de la velocidad limite queda

_ gVe

c— ) 8.108
Vi D (P Py ) ( )
y para el caso particular de una esfera,
2R’g ( ) (8.109)
V] = 9T] Pc—P f) - .

Usando esta tltima ecuacion se puede calcular, por ejemplo, la velocidad final de una gota de lluvia.
Si la viscosidad del aire fuera nula, la ecuacion(8.103) nos muestra que la aceleracion seria constante,
con lo cual la velocidad alcanzada por las gotas seria tan alta que en lugar de usar paraguas, deberiamos
usar casco. En otro ejemplo de aplicacién de la ecuacion(8.109), usando valores tabulados de viscosidad
y densidad, es posible obtener la velocidad limite de una esfera de aluminio de 0,5 cm de didmetro
moviéndose en glicerina a 20 °C como v; = 5,2 cm/s. 0

Ahora determinaremos la funcién de movimiento del cuerpo que se mueve en el seno del liquido. La
aceleracion estd dada por

= - 8.110
a="=a—pv. (8110
donde b
Pf> n
o= - = = . (8.111)
g ( o y B Vop.
A partir de la ecuacién (8.110) podemos escribir
v d t
/ LA / dt | (8.112)
o a—PBv Jo
Integrando obtenemos
t 1l(oc B)v 11 <1 B) (8.113)
= —=In(0t—v =—gn{l=—=—v], :
p 0 p o

y la expresidn de la velocidad del cuerpo en funcién del tiempo es:

W(t) = %(1 _e By 8.114)

A partir de las definiciones de o y B y de la ecuacién (8.108) puede verse que % = vy, con lo cual la

10Reciprocamente, utilizando la ecuacién (8.109), y midiendo la velocidad limite de una esfera que se mueve en el seno de
un liquido de alta viscosidad es posible determinar de manera simple esta viscosidad.
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funcién velocidad puede escribirse como
v(t) =v(1—e P, (8.115)

Integrando la funcién velocidad con respecto al tiempo obtenemos la funcidn posicién

!
x(t):/ vl(l—e’Bt)dt. (8.116)
0
Luego,
t t
Vi _ Vi _
x(t)=vit| +0e | =vr Tt (eBo1) 8.117)
o B o B
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Figura 8.22: Aceleracion, velocidad y posicion en funcion del tiempo de una esfera de hierro de 1 cm de
radio cayendo en glicerina

En la figura 8.22 se muestran las funciones aceleracion, velocidad y posicién de una esfera de hierro
de 1 cm de radio cayendo en glicerina. Se ve claramente que a medida que la aceleracion se aproxima a
cero la velocidad va alcanzando su valor limite y la funcién de movimiento se aproxima a un compor-
tamiento lineal.

Cuando un cuerpo se mueve en el seno de un fluido de baja viscosidad actiian las mismas fuerzas que

se grafican en la figura 8.21. En este caso, el cuerpo puede alcanzar velocidades grandes, y se observa
que la fuerza viscosa puede expresarse de la siguiente manera:

q 1 .
F, = —Echpfv%, (8.118)

donde C; es una constante adimensional denominada coeficiente de arrastre y depende de la forma del
cuerpo y de caracteristicas del fluido, A es el 4drea que presenta el mdvil en el plano perpendicular a la
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direccion del movimiento; al igual que en el caso anterior, py es la densidad del fluido y v es la velocidad
relativa del cuerpo respecto del fluido. La ecuacién de movimiento en la coordenada x es:

1
ma:mg—chfg—ECdApfvz. (8.119)

Por lo tanto la aceleracién del cuerpo es

a:g<1_Pf>_1Cd Pro (8.120)
Pe 2 m

En los casos de fluidos de baja viscosidad como el que estamos tratando, generalmente la densidad
del fluido es mucho menor que la densidad del cuerpo, por lo tanto se puede despreciar el empuje que
ejerce el fluido en la descripcién del movimiento del cuerpo. Por simplicidad, en los célculos siguientes
no tendremos en cuenta el empuje del fluido; sin embargo, para aquellos casos en que no sea posible
despreciarlo, solo hay que reemplazar g por g(1 —ps/pc).

De manera similar al caso anterior, la aceleracién del cuerpo ird disminuyendo a medida que aumente
su velocidad hasta anularse. En ese instante se alcanza la velocidad limite v;, cuya expresion se obtiene
igualando a cero la aceleracién en la ecuacién(8.120):

2gm
= . 8.121
Vi ”CdApf ( )

Si dejamos caer una esfera de aluminio de 1 cm de didmetro dentro de un recipiente con agua, su ve-
locidad limite, teniendo en cuenta el empuje, serd de 0,68 m/s. Si consideraramos valido el modelo para
la fuerza viscosa correspondiente al caso de alta viscosidad dado por la ecuacion (8.108), obtendriamos
una velocidad limite de 92,6 m/s, lo cual no se corresponde con lo observado experimentalmente.

Para un mejor andlisis del efecto de la fuerza viscosa sobre el movimiento del cuerpo determinaremos
c6mo varia la velocidad del cuerpo con la posicién. Sabemos que:

dv B dv dx B dv

=7, 8.122
“Tar " dxdr  dx (8.122)
Entonces podemos escribir
d
Madd —g-p?, (8.123)
dx
donde LCA
_ ~CalPs (8.124)
2 m
A partir de la ecuacién(8.123) planteamos
v d X
| [ ar. (8.125)
0 &—YW 0
Integrando obtenemos
1 N 1 Y 2
x=——In(g—7y :—ln<1—v . (8.126)
2y ( ) 0 2y 8
A partir de las ecs.(8.121) y (8.124) puede verse que \/g/y = v;; con lo cual, la ecuacion anterior puede
reescribirse como
Lin(1-2 (8.127)
x=——In|1-——]. .
2y V12

Entonces, la dependencia de la velocidad con la posicién esta dada por

v(x)=vV/1—e 2", (8.128)
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Si analizamos el movimiento de un paracaidista de 90 kg de masa, antes de que abra el paracaidas y
haciendo la aproximacién de que la densidad del aire es constante con la altura, podemos estimar que si
vuela cabeza abajo (C; =0,7y A =0,25 m?) su velocidad limite serd v; ~ 87,4 m/s y la alcanzarg al
recorrer aproximadamente 2500 m. Sin embargo, si cae en posicién horizontal (C; =1y A = 0,9 m?)
su velocidad limite es v; >~ 39,0 m/s y la alcanzard al recorrer aproximadamente 500 m. Cuando abre el
paracaidas aumenta la fuerza viscosa (se incrementan los valores de C; y A) generando una aceleracion
hacia arriba lo que reduce notablemente la velocidad limite con la que llegard a tierra.

En la figura 8.23 podemos ver el comportamiento de la velocidad, en funcién de la distancia recorrida,
de una esfera de hierro de 1 cm de radio que se deja caer en aire. También se grafica, para hacer un
andlisis comparativo, la velocidad de caida en aire de una esfera de telgopor de alta densidad (30 kg/m?)
de idénticas dimensiones y la velocidad suponiendo caida libre.

120

110} Hierro ) '

100 F ._.T;ilggow

9| ' ' £

80} S
70} 2

v [m/s]

Figura 8.23: Velocidad en funcién de la distancia recorrida de esferas de hierro y telgopor cayendo en el
vacio y en aire. Inserto: se observa una ampliacién de los 10 primeros metros de recorrido.

Como se observa en la figura 8.23, la esfera de hierro alcanza su velocidad limite (58,0 m/s) cuando
ha recorrido aproximadamente 1200 m, mientras que una esfera de telgopor alcanza su velocidad limite
(3,6 m/s) aproximadamente a los 5 m de recorrido.

Entonces es valido preguntarnos, ;en la caida en aire de un cuerpo podemos despreciar el efecto del
fluido sobre el movimiento y considerar que su aceleracion g? Serd valido considerar que la aceleracion es
g dependiendo del cuerpo (dimensiones y masa) y de la distancia que estemos analizando. En el ejemplo
graficado en la figura 8.23 vemos que para la esfera de hierro se comienza a hacer evidente el efecto de la
fuerza viscosa cuando el mévil ha recorrido aproximadamente 5 m, mientras que en el caso de la esfera
de telgopor los efectos de viscosidad se hacen evidentes cuando ha recorrido aproximadamente 2 cm.
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SECCION 8.8

Fuerzas elasticas

Ya hemos mencionado que los resortes son capaces de proveer una fuerza proporcional a su esti-
ramiento o contraccién, |F| = k|A¢| (ley de Hooke), cuando son deformados dentro de cierto limite de
Al conocido como rango eldstico. Ahora analizaremos cdmo es el movimiento de un cuerpo sometido a
la fuerza de un resorte.

8.8.1. Movimiento oscilatorio

Consideremos el siguiente ejemplo: un cuerpo de masa m estd fijo al extremo libre de un resorte de
constante elastica k y el otro extremo del resorte estd fijo a una pared. Todo el conjunto estd colocado
sobre una mesa horizontal sin rozamiento. En la figura 8.24 se esquematizan las fuerzas aplicadas sobre
una masa m unida a un resorte de longitud natural £y, en distintas situaciones de estiramiento.

| F=0; XF, =
—|'7‘Kf§6@ m@{j - (a)
P
v = |
F -.
il | N’;' =0 _ (b)
nz// X ;x] .xe X; ]

e 'O'O'C)“’O’C ‘ isioz m B —\ Af; >0

I (c)

Figura 8.24: Diferentes instantes en un movimiento oscilatorio arménico, (a) equilibrio, (b) resorte com-
primido, (c) resorte estirado.

Para analizar el movimiento del cuerpo bajo la accién de la fuerza eldstica planteamos la ecuacion
de movimiento para este caso particular. Elegimos un sistema de coordenadas como el de la figura 8.24,
donde el eje x coincide con la direccién de la fuerza del resorte; las fuerzas peso y reaccién de la super-
ficie estdn sobre el eje y y su suma es idénticamente nula durante todo el movimiento. El eje z resulta
perpendicular al plano de la figura. S6lo hay fuerzas netas sobre la direccién x, por lo cual el movimiento
serd en esta direccion. Entonces:

=0y F=0 = vy =y, =cte.=0. (8.129)
Con lo que so6lo resta resolver la ecuacién de movimiento en la direccién x, donde ocurren eventos mas

interesantes. Como puede observarse en la figura 8.24, teniendo en cuenta que se cumple la ley de Hooke,
vemos que:

si m esté en la posicién x,, entonces F =0,

si m estd en la posicién xi, entonces F= —k(x —xe)f (F,>0),
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a

si m esté en la posicién x,, entonces F= —k(xp—x.)i  (F<0).

De manera genérica, si el cuerpo se encuentra en una posicion x,

~

F=—k(x—x.)i, (8.130)

lo que indica que la fuerza del resorte siempre apunta hacia la posicién de equilibrio x,.

La segunda ley de Newton nos dice que la ecuacién de movimiento en la tinica variable de interés (la
coordenada x) es
d’x
m—s = —k(x—x,) . (8.131)
dr? (x=xc)
Como x, es una constante, su derivada segunda es nula, de manera que podemos reescribir conve-
nientemente la ecuacion anterior de la siguiente manera:

2(x
md();tzxe) = k(x—x,). (8.132)

Si hacemos un cambio de variables, llamando u# = x — x, podemos escribir:

d*u
mﬁ = —ku, (8.133)
o bien,
du  k
Zu=0. 8.134
dr? + m" ( )

Debemos notar que el cambio de variables efectuado implica un cambio a un sistema de coordenadas
u cuyo origen coincide con la posicién de equilibrio del resorte. La ecuacidn diferencial de segundo grado
resultante tiene un término lineal en la variable u, por lo tanto su solucién no serd trivial como en el caso
del tiro vertical con aceleracion constante ni tan complicado como el caso de la atraccién gravitatoria
dependiente de la distancia. La funcién de movimiento que es solucion de esta ecuacién debe ser tal que
si se la deriva dos veces respecto del tiempo, se vuelva a obtener la misma funcién pero multiplicada por
un factor constante —k/m.

Una funcién que cumple con esta condicion es f(¢) = sen(r), donde ® es una constante, ya que

a’f

5 =—’sen(or) = cte. f(r). (8.135)

d
d—{ = wcos(wr) =

Para encontrar la constante ® debemos sustituir la funcién f() en la ecuacion(8.134):

_df Lk

0= —L
dt2+m

f = —w’sen(wr) + % sen(r) = <—0)2 + Z) sen(@r) . (8.136)

Para que el dltimo término se anule para todo tiempo es necesario que ® = 0, con lo cual u(z) =0y no
hay movimiento, o bien, debe cumplirse que

k
—0’4+— =0, (8.137)
m
es decir, ® = \/k/m. Entonces, una solucién para la ecuacion(8.134) es sen(y/k/mt). Como puede

verse, cos(y/k/mt) también es solucién de la ecuacién(8.134); ya que ésta es una ecuacion lineal, es
facil convencerse de que cualquier combinacidn lineal de ambas soluciones, también serd solucién. Esto
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puede verificarse directamente sustituyendo una combinacion lineal arbitraria en la ecuacién(8.134).
Luego, la solucién mds general es

u(t) = Asen(\/k/mt)+ Bcos(\/k/mt) . (8.138)

Volviendo al sistema de coordenadas inicial:

x(t) = x, +Asen(\/k/mt)+ Bcos(\/k/mt) . (8.139)

Por simplicidad, adoptaremos un sistema de coordenadas con origen en la posicién de equilibrio del
extremo libre del resorte, es decir, que en definitiva:

x(t) =Asen(\/k/mt)+ Bcos(\/k/mt) . (8.140)

Como vemos, la solucién dada en la ecuacién(8.140) tiene dos constantes a determinar ya que re-
sponde a una ecuacion diferencial de segundo grado, de manera que para encontrar completamente la
funcién de movimiento x(r) es necesario conocer informacién adicional (como ocurre siempre en la
integracion de las ecuaciones de movimiento). Supongamos que, para un caso particular se tienen las
siguientes condiciones iniciales: parat =0, x = xo y v = vg. Haciendo # = 0 en la ecuacién(8.140) vemos
que

xo=x(0)=B = B=x. (8.141)

Derivando la funcién de movimiento podemos escribir:

w(t) = \/k/m [Acos(\/k/mt) —Bsen(\/k/mt)} . (8.142)

Ahora hacemos t = 0 en esta dltima expresion:

vo = v(0) = \/k/mA = A =vo\/m/fk = Log . (8.143)
Entonces, la solucién de este caso particular queda:
x(t) = vaosen(cot) +xpcos(wr) , (8.144)

con ® = +/k/m.

Consideremos ahora otra forma de escribir la solucién de este tipo de movimiento, que a veces resulta
conveniente. Para ello, retomemos la expresion de la funcién de movimiento dada en la ecuacién(8.140)
sustituyendo las constantes A y B de manera conveniente:

A = x;,c08(dp) y B =xysen(do) . (8.145)
Reemplazando en la solucién de la funcién de movimiento queda:
x(t) = x,pcos(Qp) sen(r) + x,, sen (o) cos(r) . (8.146)

Recordando que sen(o.+ ) = sen(a) cos(B) + sen(B) cos(a), la expresion anterior puede escribirse co-
mo:
x(t) = xpsen(ot + o) - (8.147)

Esta es la misma funcién que la dada en la ecuacién(8.140), pero escrita en términos de otras con-
stantes: x,,, y ¢9. En ambos casos tenemos dos constantes a determinar a partir de las condiciones iniciales.
La ecuacion(8.145) muestra cdmo se expresan las constantes A y B en funcién de x,,, y ¢p; las dltimas en
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funcién de las primeras se expresan de la siguiente forma:

Xy = VA2 4+ B? y tg (0o) =

| oy

. (8.148)

La ecuacién(8.147) nos dice que:
= El movimiento es sinusoidal. Es decir, responde a una funcién periddica; por este motivo al
movimiento de una masa enganchada a un resorte se lo denomina movimiento oscilatorio arménico.

= x(¢) toma valores entre —x,, ¥ X, por lo tanto la constante x,, estd relacionada con los valores
extremos de la variable, por lo que se la llama amplitud maxima.

= la constante ¢¢ se llama fase inicial; es el argumento de la funcién seno para t = 0. Es decir, para

t = 0 la posicion es x(0) = x,, sen (9o).

Repitamos el calculo del ejemplo anterior con esta nueva expresion. Ahora las condiciones parat =0:
x=xp y v(0) = vg se traducen en la funcién de movimiento como

x(0) = xp = xpsen (Go) , (8.149)
y en la funcién velocidad:
dx
o = Ot cos(r +do) = v(0) = vp = @x,, cos(Po) - (8.150)

Las expresiones encontradas para xgy y vo en términos de x,,, y ¢g constituyen un sistema de dos ecuaciones
con dos incognitas (este tltimo par de pardmetros) ficil de resolver:

X0 = X sen (Qg) B vo\2 _xp
Vo = @x;,c0os(Po) } = Xm = x%—i— (6) ;o tg(do) = W . (8.151)

Resta todavia considerar el significado del pardmetro ®. Supongamos que para un dado tiempo ¢’ el
argumento del seno de la ecuacion(8.147) es @’ + ¢o = a.. Como la funcién seno es periddica de periodo
27, existe un tiempo T para el cual se verifica que el seno evaluado ent' + T es igual al seno evaluado en
t', es decir,

ot +T)+¢y=0+27. (8.152)
Escrito de otra forma vemos que
o
—_—
a+2n =0t + ¢ +0T = o+ T . (8.153)
Por lo tanto,
ol =21. (8.154)

Entonces, transcurrido un tiempo 7', la funcién de movimiento vuelve a repetir sus valores:

21 m
T=—=2 —. 8.155
(0 n\/ k ( )

El tiempo T se denomina periodo del movimiento y fisicamente representa el minimo tiempo que debe
transcurrir para que el cuerpo pase por la misma posicion con la misma velocidad. La cantidad f = 1/T
es la frecuencia con que oscila el cuerpo; su valor numérico coincide con el nimero de periodos que
realiza el movimiento en la unidad de tiempo. La cantidad ® = /k/m = 21/T es proporcional a la fre-
cuencia f y se denomina frecuencia angular de oscilacidén. Cabe notar que la frecuencia depende de la
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constante de resorte k y de la masa m del cuerpo, pero no depende de la amplitud x,, ni de las condiciones
iniciales del movimiento.

Energia del oscilador arménico

Recordemos la ecuacién de movimiento del oscilador arménico ecuacién(8.131), con el origen de
coordenadas en la pared:

d’x
m—m = —k(x—x.) , (8.156)
o bien: 4
%
m— = —k(x—x,) . (8.157)
Repitiendo algunos pases magicos ya utilizados anteriormente:
d (1,\  dJl )
ma <2v ) k% {z(x Xe) | (8.158)
es decir, i
d (1 , d |1 )
“ (= = | Zk(x— 1
o (2 V ) I [zk(x Xe) | (8.159)
Entonces,
a1 2+1k( —x)? =0 (8.160)
15 | 2™ okl —xe)T =0, .

lo que nos dice que el término entre paréntesis es una constante de movimiento, nuestra conocida energia;
como siempre, el término que depende de la velocidad es la energia cinética y el que depende de la
posicioén es la energia potencial:

1 1
E= Emv2 + Ek(x—xe)2 .

(8.161)

Se puede ver que el término de energia potencial elastica tiene una expresion diferente de la que
obtuvimos en el caso de la fuerza gravitatoria. Las energias correspondientes a los distintos tipos de
interaccidén que hemos tratado pueden verse en la tabla 8.3. Claramente, la energia cinética es siempre la
misma y lo que varia es la energia potencial, que es caracteristica de cada tipo de fuerza.

Fuerza Energia Tipo de fuerza
mg %mv2 +mgz sig=—gk

mg %mv2 —mgz sig=gk Gravitatoria cerca de la sup. de la Tierra

- G’r’;M fy  smv?— M Gravitatoria de largo alcance

—k(x—x0)i  Imv?+ Tk(x—x.)? Elastica causada por un resorte

Tabla 8.3: Expresiones para la energia para distintos tipos de fuerza

Una manera alternativa de llegar a la funcién de movimiento de un cuerpo enganchado a un resorte, a
partir del concepto de energia, puede verse en el apéndice A. Todo lo analizado en esta seccién ignora el
efecto de las fuerzas viscosas estudiadas en la seccion 8.7; en el apéndice A.1 se desarrolla el problema
teniendo en cuenta esta situacion.
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8.8.2. Movimiento oscilatorio bajo accion de una fuerza constante

Analizaremos ahora el caso de una masa m suspendida de un resorte de constante k y longitud natural
X0, como se indica en la figura 8.25. Como ya es usual, elegimos un sistema de coordenadas, planteamos
la ecuaciéon de movimiento y la resolvemos para obtener las funciones de movimiento.

Figura 8.25: Movimiento oscilatorio bajo la accién del peso.

Las fuerzas que actian sobre la masa m son: su peso P= mgi y la fuerza del resorte F= —k(x—x0)i,
de manera que la segunda Ley de Newton para este caso toma la expresion

mgi — k(x —xo)i = md . (8.162)

(Cudl es la posicion de equilibrio de la masa colgada? No tiene por qué ser la misma que la longitud
natural del resorte. Llamemos x, a la posicién de equilibrio y xp a la posicién del resorte sin carga
(longitud natural), como indica la figura. Dado que en el equilibrio se cumple F+mg=0 y esto es
equivalente a

—k(xe—x0)+mg=0, (8.163)

entonces, x, = mg/k + xp. Si el cuerpo estd en cualquier otra posicion, ya no estard en equilibrio. La
ecuacién de movimiento que satisface la posicién x de la masa m es la dada en la ecuacion(8.162) de
manera vectorial:

d’x

mog - (8.164)

mg —k(x—xp) =

Si dentro del paréntesis del miembro izquierdo sumamos y restamos x,, no modificamos la igualdad, por
lo tanto resulta

mg — k(x —x, — X0+ Xe) —md—Zx (8.165)
g e 0 e) — dt2 9 .
d*x
—k(x—xe)—k(xe—xo)—i-mg:mﬁ. (8.166)

Usando la ecuacién(8.163) podemos escribir:

d*x

R (8.167)

—k(x—x.)=m

En la ecuacién(8.167) se ve que la ecuacién de movimiento para la masa colgada del resorte tiene
la misma forma que la de la masa unida al extremo de un resorte que se mueve sobre una superficie
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horizontal, como puede verse en la ecuacién de movimiento del restorte, ecuacién(8.131), s6lo que ahora
la posicién x, no es la longitud natural del resorte, sino la nueva posicién de equilibrio de la masa
suspendida. Como se vio en la seccion 8.8.1, la funcién de movimiento que satisface esta ecuacion es de
la forma

u(t) =x(t) —x, = Asen(wt) + Bcos(r) 0 u(t) = xpysen (@t +0p) , (8.168)

donde ® = \/% . La funcién de movimiento que resulta es idéntica a la del caso anterior, salvo que ahora

la masa oscila alrededor de una nueva posicién de equilibrio. El movimiento tiene el mismo periodo
y frecuencia que el caso anterior, porque ninguna de estas magnitudes depende de donde estd la posi-
cidén de equilibrio. En cuanto a la energia, dado que la ecuacién es la misma, podremos identificar nue-
vamente una constante de movimiento cuya expresion serd igual a la del resorte horizontal; segiin la
ecuacion(8.161):

E=Ytm?y 1k(x —x.)%. (8.169)

2 2

Sélo que ahora x, no es mas xo, sino mg/k + xo. El segundo término, correspondiente a la energia po-
tencial no incluye explicitamente un término para la energia potencial gravitatoria del tipo mgx, en el
sistema de coordenadas usado. Sin embargo, si sustituimos el valor de x, tenemos

1 1
E— Emv2+§k(x—%fxo)2, (8.170)

es decir

1 1 2
E = Emv2 + ik(x —x0)? — mgx + mgxg + (n;i) .

Los dos dltimos términos son constantes, con lo cual, puesto que E es una constante de movimiento, la
magnitud

(8.171)

1 1
E = Emvz—l—ik(x—xo)z—mgx (8.172)
también lo es, y también representa la energia mecénica del sistema. En la dltima expresion para la en-
ergia aparecen explicitamente los términos eldstico y gravitatorio.

Ejemplo: cuerpo enganchado a un resorte sobre un plano inclinado

Consideremos el sistema de la figura 8.26, en el cual un cuerpo de masa m estd enganchado a un
resorte de constante k y longitud natural ¢y, y el sistema oscila sobre un plano inclinado en un angulo
0 respecto de la horizontal. En primer lugar encontraremos la coordenada x, de equilibrio; para ello
planteamos el sistema en equilibrio:

P+N+F=0 con F=—k(x—~L)i. (8.173)
En la componente x:
mgsen(0) —k(x—£4y) =0. (8.174)
Despejando la coordenada de equilibrio x = x, de esta ecuacidn tenemos:
Xe = o+ % sen(0) . (8.175)

Ahora planteamos la ecuacién de movimiento (fuera del equilibrio):

d*x

- (8.176)

mgsen(0) —k(x—{y) =m
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Figura 8.26: Cuerpo enganchado a un resorte sobre un plano inclinado.

Esta ultima ecuacién puede reescribirse como

d2
—k|x—to—ZE sen(8)| =m 5. (8.177)
Si consideramos la expresion para x, dada en ecuacion(8.175) obtenemos una expresidon que ya conoce-
mos:

d’x
—k(x—x,) =m—_s . (8.178)
Esta es la ecuacién(8.167), que como vimos, conduce a la solucién
u(t) = x(t) — xe = xysen (o +¢p) . (8.179)

En este caso, igual que en el anterior, ® sigue siendo /k/m y el tinico cambio es desde dénde se mide
la coordenada: en este caso, desde un valor x, dado por la ecuacidon(8.175).

8.8.3. Propiedades elasticas de los solidos

Consideremos un arreglo ordenado de pequefias masas m en tres dimensiones (supuestas todas
iguales por simplicidad) unidas mediante resortes que pueden ser paralelos a la direccién x, y 6 z (que
también supondremos todos iguales). La figura 8.27 muestra una representacion en dos dimensiones de
tal arreglo. Al aplicar una fuerza sobre este arreglo, va a producirse una deformacién que involucra, en
principio, a todas las masas porque todas estdn ligadas: son cuerpos interactuantes. Este tipo de con-
struccién es un modelo adecuado para representar algunas caracteristicas de los s6lidos. En este modelo
microscépico, las masas m representan los atomos y las barras que los unen actian como resortes y son
las fuerzas interatdmicas que mantienen ligado al sélido. De esta manera, podemos esperar que un sélido
sufra deformaciones en respuesta a la aplicacién de una fuerza externa. Si se aplica una fuerza en alguna
de las direcciones x, y 6 z, por ejemplo la direccién x, capaz de apartar al 4tomo j-ésimo en una cantidad
Ax;, la fuerza restitutriz capaz de devolver el 4tomo a su lugar serd F/ = —kAx;. Algo similar pasara si
la fuerza es aplicada en otra direccién. Si pensamos en fuerzas y deformaciones macroscépicas que se
pueden medir en el laboratorio, es 16gico prever que el comportamiento tendrd relacién con el modelo
microscépico (si es que éste es un buen modelo). Si consideramos una barra de longitud L y seccién
transversal A a la cual le aplicamos una fuerza F en la direccidn longitudinal, podriamos esperar obser-
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Figura 8.27: Modelo microscdpico de un sélido eléstico.

var una pequefia variacion AL proporcional a la magnitud de la fuerza aplicada; es decir, seria esperable
una relacién tipo

F o< AL. (8.180)

Ahora bien, podemos pensar esta barra como una gran cantidad de resortes en serie a lo largo de la longi-
tud y en paralelo cubriendo toda la seccién transversal. Teniendo en cuenta que la constante equivalente
de resortes en paralelo aumenta, pues se suman las constantes, y que la constante equivalente de resortes
en serie disminuye, pues se suman las inversas, para una dada fuerza, la variacion de L aumentara si el
“resorte” es blando, es decir, si la longitud es larga, y disminuird si el “resorte” es duro, es decir, si el
drea es grande. Entonces podemos escribir:

A
F=YZAL, (8.181)

donde la constante de proporcionalidad Y se llama médulo de Young y efectivamente vemos que para una
dada fuerza F, la variacion de L aumenta con L y disminuye con A. La expresion dada en ecuacién(8.181)
se observa experimentalmente, lo que habla bien del modelo microscépico supuesto. En la tabla 8.4 se
muestran los médulos de Young para algunos materiales frecuentemente utilizados en la industria.

La fuerza por unidad de drea 6 = F /A, recibe el nombre de tension, mientras que la variacion relativa
de la longitud de la barra € = AL/L se denomina deformacién. Con estas definiciones, la expresion
anterior se escribe

c=Ye, (8.182)

que indica que la tensién y la deformacién son proporcionales. Esta relacién vale tanto para valores
positivos como negativos de la tension, es decir tanto para fuerzas de traccién como de compresion.

Material Y[x10°N/m?] | Material Y[x10°N/m?]
Niquel 205 Vidrio 70
Acero 200 Aluminio 70
Hierro forjado 190 Hormigén 23
Cobre 110 Plomo 16
Hierro fundido 100 Hueso 16
Bronce 90 Goma 15

Oro 81 Poliestireno 3

Plata 80 Caucho 0,001

Tabla 8.4: Médulos de Young de varios sélidos.
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SECCION 8.9

Péndulo ideal o matematico

Analicemos ahora otro movimiento particular: el que realiza una masa puntual suspendida de un hilo,
cerca de la superficie de la Tierra. Esto es, la masa puntual estd bajo la accidn de la gravedad (constante) y
estd sostenida por un hilo de longitud /, sin masa e inextensible. En el movimiento pendular, la trayectoria
del cuerpo suspendido serd un arco de circunferencia, contenida en un plano vertical. En la figura (8.28)
se muestran las fuerzas que actian sobre el péndulo de masa m, el vector velocidad que es tangente a la
trayectoria y el vector aceleracion.

Figura 8.28: Péndulo ideal.

La segunda ley de Newton para este problema se expresa como

P+T =ma. (8.183)

Elegimos un sistema de coordenadas polares con origen en el punto de suspension del hilo, en el cual
consideramos que el dngulo 6 es positivo cuando crece en sentido antihorario. Esta claro que de las dos
coordenadas, sélo la coordenada angular 6 es relevante, ya que p = ¢ =cte. En este sistema las fuerzas
son

P =mgcos(0)ii, —mgsen(@)idy y T =—|Tlip. (8.184)

Mientras que a la aceleracién podemos escribirla en sus componentes normal y tangencial:
a = aplip + a; iy . (8.185)

Ahora podemos analizar las ecuaciones de movimiento segin cada coordenada.
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Segtin i,
—T +mgcos(0) = ma,, . (8.186)
Como se trata de un movimiento circular, ma, = —m®*¢. Entonces queda:
5 de\’
—T +mgcos(0) = —mwl = —ml o) (8.187)

La solucion de esta ecuacion relacionard la funcién de movimiento 6(7) con T'.

Segin iy,

—mgsen (0) = ma, , (8.188)

donde a; es la componente tangencial de la aceleracion. Sabemos que
d(of) d*e
= =—/. 8.189

T4 T ar (8.189)

Entonces, la ecuacion(8.188) puede escribirse
d’e g

La solucién de esta ecuacion diferencial es una funcién tal que derivada dos veces es igual a una
constante multiplicada por el seno de esa funcion. Enseguida nos damos cuenta de que... no podemos
encontrar la funcién de movimiento 6(¢) para el péndulo ideal. Sin darnos por vencidos, veamos qué
informacién podemos extraer de este problema. Sabemos que

d’0 do dodd do d (1 ,
a? " dr dedi 48> de (2"’) ®.191)
Ademés, J
8 _ 118
Zsen(e)— T bcos(e)] . (8.192)

Sustituyendo el primer miembro de esta tltima ecuacidn por el primer miembro de la ecuacién(8.190) y
haciendo pasaje de términos,

d’0  d rg

= [Z cos(G)} ~0. (8.193)
Entonces, utilizando la ecuacién(8.191) podemos escribir:

d|l , g

Bl P -} =0. 194

T [2(0 gcos(e)} 0 (8.194)

El término entre corchetes es necesariamente una constante de movimiento. Si multiplicamos ese término
por m¢? obtenemos la energia mecénica del péndulo ideal:

2

E = S —mglcos(0) . (8.195)

Para llegar a la ecuacién(8.195) hemos descripto el problema desde un sistema de coordenadas po-
lares. Podemos reescribir este resultado desde un sistema de coordenadas cartesiano en que el eje x
coincida con la horizontal, el eje y con la vertical y tal que el origen esté en el punto de suspension del
péndulo, como se muestra en la figura (8.29).

Puede verse que la coordenada vertical del péndulo es, para todo tiempo y(z) = —{cos[6(¢)]. Reem-
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Figura 8.29: Péndulo ideal en coordenadas cartesianas.

plazando esto en la ecuacién(8.195), queda

1
E= Emv2 +mgy(t) . (8.196)
Como vemos, la energia potencial del péndulo coincide con la energia potencial de la interaccién gravi-
tatoria cerca de la Tierra.

En principio, puede utilizarse la expresion de la energia dada en la ecuacion(8.195) para averiguar
algo mas sobre el movimiento del péndulo. Si la posicién y la velocidad del péndulo son conocidas
para algtn instante, puede determinarse el valor de la energia. Luego, usando un sistema de coordenadas
polares como el de la figura 8.28 se puede escribir la velocidad a un tiempo ¢ arbitrario en funcién de E.

E= %mv2 —mglcos(B) = v(t)= i\/zE +2glcos(0) . (8.197)
m

Comov ="/ %, se cumple que dt =/ d—VG. Reemplazando en esta ecuacién la expresion para v dada en

la ecuacion(8.197):

dt == tdo . (8.198)

2E | Dglcos(0)

La integracién de esta ecuacion para obtener el tiempo en funcién de la coordenada 6, y a partir de alli
obtener 8(7), no puede hacerse de manera analitica y exacta, sino s6lo mediante métodos numéricos.
Vamos a plantear el problema del péndulo ideal en una situacién particular, para resolverlo de manera
aproximada.

8.9.1. Pequeiias oscilaciones

Recordemos la ecuacién de movimiento (8.190):

d’0 g

W = —z sen (9) . (8.199)
Consideremos ahora que las oscilaciones del péndulo se apartan poco de la posicién de equilibrio 6 = 0.
Veamos a qué se puede aproximar la funcion sen(0) en este caso de pequenas oscilaciones. Para ello
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manipulemos su derivada:
dsen (8) = dsi;;(e) d0 = cos(8)do . (8.200)
06 (°) | 6 (rad) sen(0) dif. relativa cos(0) 1-cos(8)
0,1 | 0,0017453293 | 0,00174532836 5x1077 0,9999985 2x1076
0,5 | 0,0087266 0,00872654 7x1076 0,999962 4x107°
1 | 0,0174533 0,0174524 5x1073 0,99985 2x 1074
2 | 0,034907 0,034899 2x 1074 0,99939 6x 1074
5 | 0,08727 0,08716 1x1073 0,9962 4x1073
10 | 0,1745 0,1736 5% 1073 0,985 1,5x 1072
20 | 0,3491 0,3420 2x 1072 (2%) | 0,940 6x 1072 (6%)
30 | 0,524 0,500 5x1072(5%) | 0,87 0,13 (13 %)
40 | 0,698 0,643 8x 1072 (8%) | 0,77 0,23 (23 %)
50 | 0,873 0,766 0,12 (12%) | 0,64 0,36 (36 %)
Tabla 8.5: La aproximacién de dngulos 0 pequefios.
Para 0 cerca de 0, cos(0) ~ 1, con lo cual podemos hacer la siguiente aproximacion:
dsen(0) ~ do . (8.201)
Luego, en esta aproximacion sen(6) ~ 6, y la ecuaciéon de movimiento queda
d’e g
— =—= 8.202
dr? 1 ( )

Esta ecuacidn es igual a la de oscilador armdnico, cuya solucion ya conocemos, de manera que la
funcién de movimiento del péndulo en la aproximacion de oscilaciones de pequefia amplitud queda

0(t) = Oparsen (0 +0p) , (8.203)
donde la frecuencia angular es ® = \/g/¢, y Omax ¥ 0o son constantes a determinar a partir de las condi-
ciones iniciales. El periodo de oscilacion es

(8.204)

es decir,

(8.205)

T =2x f
4

Debemos notar que el periodo es independiente de la amplitud (en esta aproximacién) y tampoco
depende de la masa del péndulo. El periodo s6lo depende de la longitud del péndulo y de la gravedad del
lugar. En relacién a cudndo podemos considerar que la aproximacién realizada es “buena”, podriamos
decir que con un 6,,;, de hasta 40° la aproximacién esta dentro del 10 %. Para mas detalles véase la Tabla
8.5. La calidad de la aproximacién efectuada se manifiesta en la duracién del periodo de oscilacién: a
medida que aumenta 6,4, el periodo se aparta mds del expresado en la ecuacién(8.205). En la Tabla
8.6 se muestra la relacién entre el periodo exacto T, obtenido mediante resolucién numérica de la
ecuacion de movimiento sin hacer la aproximacion de pequefas oscilaciones, ecuacion(8.190), y el valor
aproximado T que obtiene resolviendo la ecuacidn, ecuacién(8.202), para distintos valores de 0,,y.
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eméx (0) Tex/T
1 1,0000
4 1,0000
5 1,0005
10 1,002
15 1,004
20 1,007
30 1,017
40 1,031
50 1,049

Tabla 8.6: Relacion entre el periodo exacto 7, y los periodos aproximados 7 para distintos valores de

6mu')c .

Nétese que el error cometido al hacer la aproximacion para un dngulo bastante grande (50°) es s6lo
del 5 %; sin embargo, por un efecto acumulativo, al cabo de unos pocos periodos, la coordenada predicha
por la ecuacién aproximada comienza a apartarse de manera importante de la solucién exacta. Para mayor
informacién sobre el problema de grandes oscilaciones, ver el apéndice B.



Momento Lineal y Momento angular

SECCION 9.1

Momento lineal

9.1.1. Momento lineal de una particula

Consideremos una particula sometida a la accién de muchas fuerzas. La segunda ley de Newton nos
dice:

Y Fi=ma. 9.1)

Si expresamos el segundo miembro en términos de la velocidad, la ecuacion anterior puede escribirse
como

M T T ar

Definimos la cantidad entre paréntesis como p = mv, de manera que en términos de este nuevo vector, la
segunda ley de Newton se escribe:

- dp p
Fi= 9.3
Xi: = 9.3)
El vector p serd, en general, una funcion del tiempo caracteristica de la particula en cuestién y recibe
muchos nombres: momento lineal, impulso lineal, cantidad de movimiento, momento e impetu. Las
unidades del momento lineal estan dadas por [p] = [m][v], es decir:

kgm cm
enMKS [p] = gT yencgs [p] = gT . (9.4)

9.1.2. Interaccion entre dos particulas

Consideremos ahora un sistema de dos masas puntuales interactuantes “aislado”, es decir, un sistema
sobre el cual no se ejerce ninguna fuerza exterior. Por ejemplo, dos masas m; y m; unidas por un resorte
sin masa, como muestra la figura 9.1.

En la figura, las fuerzas de interaccién se han dibujado cuando el resorte estd estirado, pero esta
situacion ird cambiando con el tiempo. La tercera ley de Newton nos asegura que F>) = —F}». Combi-

241
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—» —
21 12

m HPBOU00000BET

Figura 9.1: Sistema aislado de dos masas interactuantes.

nando esta relacion con la segunda ley:
mia; +mpda> =0 . 9.5)

La dltima ecuacién puede escribirse en términos de la velocidad:

d o .
a (m1v1 —l—mzvz) =0, (9.6)
es decir, 4
7 (P1+p2)=0, 9.7

donde p’ y p» son los momentos de las particulas. Vamos a definir el vector momento de un sistema
de particulas como la suma vectorial de los momentos de cada una de ellas, asi como la masa de un
sistema es la suma de las masas de todas sus partes. En este caso de dos masas puntuales tenemos que
P = j| + p», donde con P nos referimos al momento total del sistema de particulas. Entonces podemos
escribir:

dP 0

dt
Por lo tanto, para un sistema de dos particulas interactuantes, sobre el que no actian fuerzas exteriores,
el momento lineal total es una cantidad que se conserva. Esto nos dice que si conocemos las velocidades
V1o y Va0 en alguin instante fy, el momento total P = m Vi + mavyg tendré siempre ese valor, aunque
las velocidades individuales cambien a lo largo del tiempo. Cabe destacar que no importa qué tipo de
interaccidn existe entre ambas masas puntuales, ya que en ningin momento hemos usado el hecho de
que estdn unidas por un resorte.

9.8)

Podemos pensar que el sistema estd caracterizado por un vector momento P=p\+p> y por una sola
masa M = m; + my, como si se tratara de una Unica particula. Surge entonces una pregunta: ;como se
mueve esa particula ficticia? En primer lugar, sabemos que para una tnica particula 7 = mv, con lo cual,
¥ = p/m. Siguiendo este razonamiento, en nuestro caso, podemos pensar que la velocidad “del sistema”
estard dada por

. mivi + mpv
VCM:M_ 9.9)
my +nmy

El subindice ¢y se refiere a “centro de masa”, que es el nombre del punto ficticio que representa a todo

el sistema que se mueve con V. Para encontrar la posicion del centro de masa s6lo hay que integrar su
velocidad:

_ V1dt Vhdt
o = /VCMa’t _mJvididm [ (9.10)
my+ny
es decir, . .

my +my

Si el sistema estd aislado P=cte., es decir, puede representarse por una tnica particula cuya posicion esta
dada por el vector posicion del centro de masa 7y, de la ecuacion (9.11), que se mueve con velocidad
Vewm constante, dada por la ecuacion (9.9). Si elegimos un sistema de coordenadas que se mueva con
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velocidad Vs (podemos hacerlo sin problemas, ya que se trata de un sistema inercial), entonces en ese
sistema la velocidad del centro de masa es nula y la posicidn, constante.

9.1.3. Sistemas de muchas particulas

Consideremos ahora un sistema de varias masas puntuales interactuantes aislado de la influencia de
toda fuerza exterior. La figura 9.2 muestra un ejemplo con cuatro particulas, pero podrian ser muchas
mads. Sobre cada particula actian varias fuerzas que sumadas dan la fuerza resultante sobre ella, asi:

Figura 9.2: Sistema aislado de varias masas interactuantes.

Fl = ﬁzl +ﬁ31 +ﬁ41 + ...
ﬁz = F]Q +F32+ﬁ42+
Fs=Fi3+F3+Fs+.. 9.12)
ﬁ4 = ﬁ14 +F24+ﬁ34+

Podemos ver que para cada fuerza del tipo F; ; hay una fuerza del tipo F ji- Por la tercera ley de

Newton, sabemos que F;; = —F);. Esto nos dice que si sumamos todas las fuerzas que acttian sobre todas
las particulas, el resultado serd nulo:

F=YF=YF;=0. 9.13)
i i#]
Pero 17“, = m;d;, entonces:
dv; dp; d . dP
=Y mi— = == ] ==—=0. 9.14
;m’a’ Zl.'m’ dt ZL' dt — dt L dt O19

i
Por lo tanto, en un sistema aislado, se conserva el momento total del sistema, ya que si ‘;—f =0, entonces
P =Y, pi=cte.

Si en cambio existen fuerzas exteriores aplicadas a una o més particulas constituyentes del sistema
(es decir, el sistema ya no estd aislado), entonces se da una situacién como la que ilustra la figura 9.3.
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Figura 9.3: Sistema no aislado de varias masas interactuantes.

Abhora, el sistema de ecuaciones (9.12) debe incluir las fuerzas externas ﬁE,-, cada una de las cuales
actiia sobre la particula i.

F = Fg1 + By +ﬁ31 + Fyp + ...
B =Fp+Fo+Fo+Fun+..
Fy=Fg3+Fi3+Fs+Fi+ ... (9.15)
Fy=Fgs+Fia+Fou+F+ ...

Si separamos las fuerzas en dos categorias: fuerzas internas y fuerzas externas, claramente vemos

que B - B B
F:ZE:ZEj+ZFEi§ (9.16)
=T

pero la suma de las fuerzas internas ), ; F;; es nula, con lo cual,

ﬁ:ZE:ZFEi. 9.17)
1 l

Por otro lado, F; = m;d; = % yid=y, ‘il’;". Esto nos dice que

. dP
Fri=— | 1
;E - 9.18)

es decir, la suma de las fuerzas externas aplicadas sobre un sistema de particulas es igual a la derivada del
vector momento lineal total del sistema. Cuando el sistema estd aislado (no se aplican fuerzas externas)
se cumple que P es una constante de movimiento. Este resultado generaliza a un niimero arbitrario de
masas puntuales lo que habfamos visto para dos particulas en la ecuacién (9.8). En este caso general, la
velocidad del centro de masa del sistema sigue estando dada por la relacion Vem = f’/ M, donde M es la
masa total. Entonces:

Vo = 2500y Ry =20 (9.19)
.m~ .

Estas dos ecuaciones muestran que la velocidad y la posicién del centro de masa son, respectiva-
mente, promedios pesados de las velocidades y posiciones de las particulas que componen el sistema,
donde los pesos son las masas correspondientes.
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La aceleracion del centro de masa es la derivada del vector VCM =P /M. Reemplazando en la ecuacién
(9.18): .
Y Fei=Macy - (9.20)
i

Ejemplo

Determinemos la posicién del CM de un sistema simple formado por 4 masas puntuales tales que
my = my = m3 =my my = 5Sm dispuestas en los vértices de un cuadrado de lado de longitud L, como
indica la figura 9.4.

r‘

o
/ y
‘—}
my Iy

Figura 9.4: Sistema de cuatro masas puntuales.

Para encontrar 7¢yy, primero debemos determinar las posiciones 7; de todas las masas y la masa total
M, como sugiere la ecuacién (9.19). Utilizando un sistema de coordenadas como el mostrado en la figura,
tenemos:

Fl=Lj, F=L(I+)), =L, 74=0y M=8m. (9.21)
Entonces, . . . . .
?CM:ij+mL(i+D+mLi+0:ZmLi—i—Zij. ©9.22)
M 8m
Luego,
L. L,
Fom=—1+-]. 9.23
Fcm 4l+4j (9.23)

Vemos en la figura 9.4 que el centro de masa se ubica a la misma distancia de las masas m; y m3, que
son iguales pero mas cerca de my4 que de my, ya que la primera masa es mayor que la segunda.

9.1.4. Movimiento del centro de masa

Aunque el movimiento de un sistema de particulas puede ser muy complicado si se considera el
comportamiento individual de cada una de ellas, el movimiento del centro de masa es mucho mas sen-
cillo, por tratarse de un tnico punto, que representa de alguna manera la posicién “global” del sistema.
Consideremos un sistema de dos carritos (supuestos) puntuales, de masas m,4 y mpg, unidos por un resorte
de costante k y longitud natural ¢y, como indica la figura 9.5.

Sobre este sistema, en particular sobre al carrito A, se aplica una fuerza F'. Vamos a considerar
primero el movimiento del centro de masa, que serd un punto situado entre los carritos, equidistante de
ambos si las masas son iguales y mds cercano al de mayor masa en una situacion general, como sugiere
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Figura 9.5: Sistema de dos carritos unidos por un resorte.

el ejemplo 9.1.3. Usando la segunda ley de Newton para sistemas de particulas, expresada en la ecuacién
(9.20), podemos escribir:

ZﬁEi = F =Mdcy = (mA —I—mB)ZiCM . (9.24)
i

Sila fuerza F es constante y estd aplicada sobre la direccién del versor i, es inmediato ver que la velocidad
del centro de masa estard dada por

Vem = acut +Vy (9.25)
mientras que la funcién de movimiento serd
1
Xem = EaCMtz + V2t a2, (9.26)

Las constantes VgM y ng representan, respectivamente, la velocidad del CM y su posicidn, en el instante
t = 0. Sus valores dependeran de la eleccion adoptada para el sistema de coordenadas.

Ahora consideremos el movimiento de cada una de las masas por separado. Pensemos que el sistema
de coordenadas tiene su origen a la izquierda de los carritos; en ese caso, el estiramiento (o compresion)
del resorte estard dado por A¢ = ¢ — g = xp — x4 — ¥p, donde ¢ = xg — x4 es la longitud que adopta
el resorte en algin momento arbitrario del movimiento. Sobre el carrito A se aplican las fuerzas F y
Fpa = kAl, de manera que

a’zxA
F —I—k(xB — XA — fo) =mpg— 5. 9.27)
dt
Sobre el carrito B la tnica fuerza aplicada es Fyp = —Fp4 = —kA/, entonces,
d2XB
—k(xg—xs —fy) =mp—— . 9.28
(x5 —xa —Lo) = mp— 5 (9.28)

Para encontrar las funciones de movimiento x4 y xg de ambas masas es necesario resover el sistema
de dos ecuaciones diferenciales formado por las ecs. (9.27) y (9.28). Una estrategia posible es dividir la
ecuacion (9.28) por mp, la ecuacion (9.27) por my y restar ambas ecuaciones:

F &k dxp
my - iy (e —xa —fo) = ar 629
d’x
o (xp —xa —Lo) = 7dt28 ; (9.30)

F kK k d’xp  d*xx  d*(xp—xa)
—_ —_— —_— — —_ g = —_— = . 9.31
N <m3 + mA> (xp — x4 —to) dr? dr? dr? ©-31)
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Definiendo una variable u = A¢ = xgp — x4 — {y, la ecuacién anterior puede escribirse de la siguiente
forma:

F 11 du

k| =+ =) == 9.32
ma " (mB + mA) dr? ( )

El factor entre paréntesis es (my +mp)/(mamg). Definiendo la masa reducida u = mamp/(ma +mp):

vk F k F
R (9.33)
dt 7l my u kmy
Esta ecuacion es parecida a la que satisface un tnico cuerpo unido a un resorte y su solucién es también
similar:

uF

u(t) =Csen (0t +¢p) — — , (9.34)

kmA
lo cual puede comprobarse sustituyendo en ecuacion (9.33) (las constantes C'y ¢g dependen de las condi-
ciones iniciales). La diferencia fundamental es que la variable u no corresponde a la posicion de ninguno
de los dos carritos, sino que estd relacionada a la diferencia de sus coordenadas. Para obtener la posicion

de cada uno, es necesario relacionar las coordenadas entre si a través de la posicién del centro de masa:

maX, mpXx, m mpg )X — NAX
Xeu — AXA + MmpXp N xB:( A +mp)Xcy axa (9.35)
ma +mp mg
Reemplazando esta expresion para xp en u = xg — x4 — g se llega a que
1
XA = XCM — umlg s (9.36)
my ~+mp

donde xcp () describe un movimiento acelerado uniformemente como se indica en ecuacién (9.26) y
u(t) un movimiento oscilatorio descripto en la ecuacion (9.34).

A partir de este ejemplo se observa que es mds facil describir el movimiento del CM, por ser un
unico punto, que el de todas las particulas que componen el sistema. Esto podria complicarse maés si la
fuerza de interaccion dependiera de otra manera de las coordenadas y mucho més atin, si se tratara de
mads masas puntuales.

9.1.5. Ejemplos de conservacion del momento lineal

En la subseccién 9.1.4 estudiamos el caso en que sobre un sistema de masas puntuales actda una
fuerza externa; ahora veremos el caso mds sencillo en que el sistema esté aislado, es decir, no actian
fuerzas exteriores.

Ejemplo 1: conservacién del vector P

Un astronauta de masa M que flota en el espacio intergaldctico al lado de una estacién espacial arroja
un martillo de masa m con velocidad v,, medida respecto de la estacion espacial. ;Qué velocidad v,
adquiere el astronauta?

El sistema astronauta-martillo esta aislado, por lo tanto se conserva el vector P = MV, 4+ mv,,. Inicial-
mente el astronauta y el martillo (en la mano del astronauta) flotan en reposo con respecto a la estacién
espacial, es decir, sus velocidades son nulas. Entonces podemos escribir:

ﬁinicial =0 ﬁfinal = MVp +mv,, . 9.37)

Como P=cte., VA = — V.
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Ejemplo 2: conservacion de una componente del vector P

Un cafién de masa M inicialmente en reposo dispara horizontalmente (en la direccidn x) una bala de
masa m con velocidad v, respecto de tierra. ;Cudl es la velocidad del cafién?

Este caso es similar al anterior, con la salvedad de que ahora el sistema cafidn-bala no estd aislado,
ya que cuando la bala es disparada actda sobre ella la fuerza peso, que es exterior al sistema. Por otro
lado, en todo momento también actda la fuerza peso del cafidn, pero ésta es compensada por la normal
del suelo.

Como el sistema no esta aislado, no podemos apelar a la conservacion del vector P. De todas maneras,

la ecuacién (9.18)
dP
= (9.38)

ZFEi =
l
como toda ecuacién vectorial, debe satisfacerse componente a componente; es decir, si alguna compo-

nente de ) ; Fp; es nula, la componente correspondiente de % también lo es. Dicho de otro modo, basta
con que sea nula alguna de las componentes de la fuerza resultante exterior aplicada para que se conserve
esa componente del momento lineal. En nuestro caso, ninguna fuerza exterior es aplicada en la direccién
horizontal, razén por la cual, debe conservarse Py. Luego:

P;zntes -0 P;Iespués = Mv.+mvy , (9.39)

donde antes hace referencia a lo que ocurre antes del disparo y después, a lo que ocurre inmediatamente
después del disparo. Esta claro que v. sélo tiene componente horizontal y que v, también si es que
consideramos el instante inmediatamente posterior al disparo; luego, la bala se verd afectada por su
peso e iniciard un movimiento parabdlico de caida. Teniendo en cuenta estas consideraciones, podemos
despejar la velocidad del caién:

Ve=——Vp. (9.40)

NS

9.1.6. Relacion entre impulso y fuerza

Consideremos una unica fuerza F' que se aplica a una masa puntual o a un sistema de particulas. Si
P es el momento lineal del sistema, hemos visto que se cumple

. dP
F=—. 9.41
7 (9.41)
Esto nos dice que si integramos entre un instante inicial #y y un instante arbitrario ¢,

S ' dP Lo L
J:/ th’:/ —dt' = P(t) — P(1) = AP (9.42)
10 t dt

0

La cantidad J tiene las mismas unidades que el momento lineal y se denomina impulso. Entonces, si
una fuerza actda durante un cierto periodo sobre un sistema, producird un impulso igual a la variacién
del momento lineal del sistema. En particular, si la fuerza es constante durante ese periodo, el impulso
correspondiente serd igual al producto de la fuerza aplicada por el tiempo durante el cual se aplica.
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SECCION 9.2

Colisiones

Llamamos choque o colision al proceso de interaccion entre dos o mds cuerpos durante un intervalo
de tiempo muy corto. La longitud del intervalo de tiempo serd corta o larga dependiendo de la escala
de tiempo en la que estemos interesados. Por ejemplo, si el problema de estudio son dos galaxias que
colisionan, un segundo es un tiempo extremadamente corto. En cambio, si se trata del choque de dos
bolas de billar, un segundo es mucho tiempo.

Vamos a considerar colisiones entre dos cuerpos aislados del resto, de manera que para estudiar el
problema se puede hacer uso de la conservacién del momento lineal del sistema. Si conocemos el vector
P antes del choque, podemos asegurar que después va a seguir valiendo lo mismo. Acd las palabras antes
y después hacen referencia a instantes suficientemente alejados de la colisién propiamente dicha; es en
ese contexto en el cual se considera que el choque ocurre en un tiempo suficientemente corto.

9.2.1. Choque en una dimensiéon

Sean dos particulas de masas m; y m» que tienen velocidades iniciales vy y vo. Vamos a suponer que
las particulas viajan sobre el mismo eje, que las velocidades son tales que en algiin momento va a haber
colisién y que después de ella ambas seguirdn viajando sobre el mismo eje con velocidades v} y v5.

Como el sistema es aislado, se conserva el vector P del sistema; en particular, basta hablar de una
unica componente, que llamaremos P. Entonces, podemos escribir:

P=P = mvi+m = mlvll + mzv’z . (9.43)
Agrupando los términos correspondientes segin cada particula:

—my (Vi —v1) =ma(vh — ) . (9.44)

La energia del sistema no es necesariamente una magnitud que se conserve a lo largo del movimiento,
ya que no sabemos exactamente qué es lo que ocurre durante el choque propiamente dicho. Es conve-
niente estudiar la variacién de energia en términos de las masas y velocidades que intervienen. Lo primero
que vamos a observar es que antes del choque la energia E de las particulas es sélo de tipo cinético (T),
ya que no hay ninguna fuerza en juego y la energia potencial, como hemos visto, siempre se relaciona
con alguna fuerza. Después del choque la situacién es andloga, entonces:

1 1 1 1
AE = AT = Emn/lz + Emzv’z — Emlv% — Emzv% . (9.45)
Luego,
2AT = my(VE —v3) +my(vVF —13) . (9.46)

Si dividimos ambos miembros por la masa reducida u = m;my /(m; + my) definida en la seccién 9.1.4,

ZAT = 7(v/12_v%)+w

. -~ - (V5 —v3) . (9.47)

Desarrollando la diferencia de cuadrados, la ecuacién anterior queda:

2 m m
SAT = <1+ 1) V) —=v) (V) +vi) + <2+ 1) (Vy —v2) (Vs +v2) ; (9.48)
u my nj



250 CAPITULO 9. MOMENTO LINEAL Y MOMENTO ANGULAR

2 mi my
LAT = m—z(v'1 —v) (V) +v1)+ (V= v) (V) +vn) + m—l(v’z =) (Vh+v2) + (Vs —va) (Vh +v2) . (9.49)
Ahora, teniendo en cuenta la ecuacién (9.44), reemplazamos L (v} —v1) por —(vy —v2) y 72(v5 —12)

mi
por —(Vj —vy):

2
;AT ==y =)V +vi) + =y (v Fv) = (0 =v) (a +v2) + (1 =) (o +02) 5 (9.50)

2
AT = =)y =v2) = (0 =)+ (1 +v2) [ () = vi) + (vh =) ©.51)
2
;AT =[(vh—v2) = (y = v)][(Vy +v2) — (Vi +v1)] - (9.52)
Si ahora ordenamos la expresién anterior de otra forma nos queda:
2
AT = [(vy =) = 2 = v)J[(vy = Vi) + (2 = w1)] - (9.53)

Utilizando la expresion para la diferencia de cuadrados,

2 2 2

AT = (V5 —V))" = (va—w1)*. (9.54)
U

La diferencia v, —v; es la velocidad de la masa 2 relativa a la masa 1. Entonces definimos v, = vy —v; y
v, =V}, — V| para las situaciones antes y después del choque, respectivamente; con ello,

2
AT = V22 = AT = gv? - gvf . (9.55)

La dltima ecuacién muestra que la variaciéon de la energia del sistema depende cuadraticamente de
la velocidad relativa entre las particulas después del choque. Este comportamiento estd graficado en la
figura 9.6.

AE=AT %

AT =0

Figura 9.6: Variacion de la energia en un choque unidimensional.

Vemos que seguin sea la relacién entre las velocidades relativas antes y después del choque, serd el
signo de AE. Por lo tanto hay tres casos:

» AE < 0 corresponde a la situacion |v,.| < |v,| y se denomina choque plastico.

/

= AE = 0 corresponde a la situacion |v/,

| = |v/| y se denomina choque eldstico.
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» AE > 0 corresponde a la situacion |v..| > |v,| y se denomina choque explosivo.

Existe un caso particular de choque pléstico que corresponde a la situacién de méxima pérdida de
energia posible y ocurre cuando v, = 0, es decir, cuando después del choque las dos masas se mueven
formando un “pegote” con la misma velocidad. Este caso se llama choque totalmente plastico o perfec-
tamente plastico.

La ecuacion (9.44) nos dice que si conocemos tres velocidades podemos averiguar la cuarta. Usando
la ecuacién (9.55) podriamos averiguar dos velocidades conociendo las otras dos y la variacién de en-

ergia. En definitiva, en ambos casos hay que conocer tres cosas para poder describir el movimiento de
las dos masas antes y después del choque.

Choque perfectamente plastico

En este caso, ademads de saber que se conserva P, sabemos que

vi=v, =V (9.56)

Usando que
mvy +movy = (my +mp)v' (9.57)

es inmediato obtener la velocidad final en términos de las iniciales:

V/ . mivq +m2V2

9.58
my +nmy ( )

Choque elastico

Vamos a resolver el problema particular del choque eléstico en una dimensién. Supondremos cono-
cidas las masas, las velocidades iniciales y ademds sabemos que AE = 0. Como el choque es eldstico
sabemos por la ecuacién (9.55) que v> = /2. Esta dltima relacién nos dice que

Wy —vi|=va—vi] =  Vy—vi=wvy—v(A) obien V),—v|=—(va—v)(B). (9.59)

Para dilucidar cuél de los dos casos (A) o (B) es el correcto, vamos a volver a escribir la ecuacion
(9.46), para este caso en que se conserva la energia y la ecuacion (9.44):

—my (V=) =my(v§ —13) 5 (9.60)

—my (v —vi) =ma(Vy —v2) . 9.61)

Si dividimos la primera ecuacién, factoreando las diferencias de cuadrados, por la segunda, obtenemos
Vi v =vh+vs. 9.62)

Es decir:
/ /

/ /
vi—wm=vn -V = o= —(n-n), (9.63)
que corresponde al caso (B). Al dividir la ecuacién (9.60) por la ecuacién (9.61) deberiamos habernos
preguntado si alguno de los denominadores podria ser cero. Para que ello ocurra deberian ser v} = v;
0 v, = vy, pero cualquiera de estas condiciones nos lleva a la otra, por la ecuacién (9.44), y ambas
significan que las masas siguieron después del choque “como si nada”, como si se hubieran atravesado
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sin interactuar, lo cual no tiene mucho sentido y es precisamente lo que reflejaria el caso (A), que hemos
descartado.

En definitiva, podemos escribir dos ecuaciones, que corresponden a la conservaciéon de P y a la
conservacion de la energia:

/ / / /
myvy+myvy =mvi+myv, y Vo—vi=—(va—vp). (9.64)
La resolucién de estas ecuaciones es sencilla y permite obtener

my—my 2my my —my 2my

/ /
Vi = v+ Vo Yy Vo= 1%) 121
my +my my +my my +my my +my

(9.65)

Analicemos algunos casos particulares de choque elastico a la luz de las dltimas ecuaciones:

"M =m = v’l =y v’2 = v;. Las particulas intercambian sus velocidades.

2my
my+ny

— /! __ mp—ny /o
=0y m>m = VI = m V1<V Yy v, =

vy >V,

Si la particula incidente es mas pesada, las dos salen hacia adelante.

__mp—my
mi+my

2m
my—+my

nn=0ym<mm = V= vy vy = vy <vp.

Si la particula incidente es mas liviana, rebota hacia atrds y la que estaba en reposo sale hacia
adelante.

m =0y m=m = Vv|=0y V,=v. Puede verse que este es un caso particular del primero.

9.2.2. Choques en dos y tres dimensiones

En este caso, la conservacion del vector P lleva a plantear la conservacién de cada componente:
/ /.
Py =mvix +movo, = myvi, +mavy, ; (9.66)

/ /
Py =mviy +movyy, = mivyy, +nmyvy,, . 9.67)

Suponiendo que se conocen las velocidades iniciales, las dltimas igualdades constituyen un sistema de
dos ecuaciones con cuatro incégnitas: dos componentes de velocidad por cada particula. Si se conoce la
variacion de la energia (por ejemplo, se sabe que el choque es eldstico) entonces se tiene una ecuacién
mas:

1 2 2y, | 2 2y 1 2 2 1 2 2
AE = AT = >m (Vi + v’]y) + Emg(vlzx + VIZy) —5m (Viy +viy) — 5””2("2x +v3,) - (9.68)
En este caso, es necesario conocer una de las componentes finales de la velocidad de alguna de las dos
particulas para obtener las otras tres.

La situacién de un choque en tres dimensiones es andloga a la anterior, s6lo que en este caso, la con-
servacién de P impone tres ecuaciones e incluye seis incognitas (suponiendo conocidas las velocidades
iniciales): tres componentes de velocidad por cada particula. Suponiendo que se conoce la variacién de la
energia, lo que aporta otra ecuacion, es necesario conocer dos de las componentes finales de la velocidad
de alguna de las dos particulas para obtener las otras cuatro.
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SECCION 9.3

Algunas definiciones vectoriales

9.3.1. Producto vectorial

Sabemos que dados dos vectores A y B que forman un dngulo 0 su producto escalar es:
A-B=ABcos(8) obien A-B=A.B,+A,B,+A.B,, (9.69)
donde A y B denotan los médulos de A y B, respectivamente.

Ahora definimos la operacién producto vectorial A x B entre dos vectores A y B cuyo resultado es
otro vector C que satisface las siguientes propiedades:

= El médulo estd dado por el producto de los médulos y el seno del dngulo comprendido 0:

|C| = ABsen (8), lo cual nos dice que el producto vectorial de vectores paralelos es nulo.

= La direcci6n del vector C es perpendicular al plano formado por los vectores A y B.

= El sentido estd dado por la regla de la mano derecha ilustrada en la figura 9.7. Es decir, el sentido
es hacia donde apunta el pulgar de la mano derecha al hacer girar el vector A hacia el vector B.
Otra forma de verlo es que el vector C apunta hacia el sentido de avance de una canilla que se gira
desde A hacia B: hacia arriba en el ejemplo de la figura. El producto B x A tiene el sentido opuesto,
ya que en este caso hay que llevar (con la mano derecha) el vector B hacia el vector A, con lo

que el pulgar apuntaria hacia abajo. Entonces, BxA=—AxB, es decir, el producto vectorial es
anticonmutativo.

Figura 9.7: Regla de la mano derecha.

Se puede demostrar que el producto vectorial posee la propiedad distributiva respecto de la suma de
vectores. Para calcular el producto vectorial entre dos vectores suele ser practico escribirlos en compo-
nentes y operar aplicando esta propiedad:

SiA=A,+A,j+Ak y B=B,i+B,j+Bk, (9.70)
AxB=(Ad+A,j+Ak)x (Bi+Byj+Bk); (9.71)
AxB=ABix1+AByx ] +ABIxk+ABjxi+ABy]x j+AB.Jxk+
AByk x i+ A Bk x j4+ABkxk. 9.72)
Como el producto vectorial de dos vectores paralelos es nulo, la expresion anterior se reduce a:

AxB=AByix ] +ABiIxk+AB.Jxi+AB,]xk+ABkxi+ABkx]. (9.73)
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Si ahora usamos la anticonmutatividad del producto vectorial,
AxB=(ABy,—AB,)i x ]+ (AB, —AB.)i x k+ (A,B, —A.By)] x k. (9.74)

Para ver cudnto valen los productos vectoriales entre versores podemos usar la regla de la mano derecha
y ayudarnos con el esquema de la figura 9.8.

Figura 9.8: Ejes cartesianos y sus versores.

Es facil ver que:
ixj=k, ixk=—] y jxk=1, 9.75)

con lo cual podemos escribir:
AxB=(AB,—A.B,)i+ (A.B, —AB,) ]+ (AB, — A,B,)k . (9.76)

Otra forma mas compacta de expresar el resultado de la ecuacion (9.76) es usando el determinante de
una matriz:

o ik
AxB=|A, Ay A, (9.77)
B, B, B.

Esta expresion conduce al mismo resultado que la ecuacién (9.76).

9.3.2. Momento de un vector

Consideremos un vector A cuya posicion respecto de un origen O esta indicada por el vector rgy,
como muestra la figura 9.9.

Figura 9.9: Momento de un vector A.



9.3. ALGUNAS DEFINICIONES VECTORIALES 255

Se define el vector momento M del vector A respecto del punto O, denominado centro de momentos,
como el producto vectorial

Mo =18 XA (9.78)
Usando la definicion de producto vectorial
|Mo| = |A||rga| sen(0) = d|A| . (9.79)

Por otro lado, el vector My es perpendicular al plano determinado por los vectores A y roa. El momento
de un vector depende del centro de momentos que se elija. Por lo tanto, siempre que se haga mencién al
momento de un vector hay que aclarar cudl es el centro de momentos respecto del cual ha sido calculado.

Momento de un par de vectores

Se denomina par de vectores al sistema formado por dos vectores de igual mddulo, sentido opuesto
y cuyas direcciones, o rectas de accidn, son paralelas entre si. En la figura 9.10 se muestra el par de
vectores Aj; As.

Figura 9.10: Par de vectores.

Se llama momento del par respecto del punto O a la suma de los momentos, respecto del punto O, de
los vectores que forman el par:

Mo =Mio+ Mo, (9.80)

donde . . . -
Mio=rxA1 'y Myp=rxA; (9.81)

son los momentos de A; y A, respecto de O. Entonces,
Mo=r XA+ xAy =7 xA| — XA = (A — ) XA . (9.82)
El médulo de este vector esta dado por
Mol = |A1|7i — 73 sen(8) = d|Ay] . (9.83)

Es decir, el médulo del momento de un par de vectores de médulo A separados entre si por una dis-
tancia d es igual al producto del médulo por la distancia y no depende del centro de momentos elegido.
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SECCION 9.4

Vectores velocidad angular y momento angular

9.4.1. Vector velocidad angular

Consideremos una particula que describe un movimiento circular. Si el sistema de coordenadas tiene
origen en el centro del circulo, los vectores posicién 7 y velocidad v de la particula son ortogonales en
cualquier instante (siempre que no se anule la velocidad). Ademas sabemos que la velocidad angular
o estd dada por el cociente entre los médulos de los vectores velocidad y posicién. Vamos a definir el
vector velocidad angular ® de manera que |®| = @ = |V|/|F|, cuya direccién sea perpendicular al plano
del movimiento (determinado por 7y V) y cuyo sentido esté dado por la regla de la mano derecha desde 7#
hacia v (trasladando estos vectores de manera que tengan un origen comtn), como se indica en la figura
9.11.

Figura 9.11: Direccidn del vector velocidad angular.

Vemos que con esta definicion de ® se cumple que
V=0x7, 9.84)

ya que segun esta expresion, |[V| = |®] |F|, como debe ser, y ademds, recurriendo otra vez a la figura 9.11,
puede verse que la direccién del vector v también queda bien definida.

9.4.2. Momento angular
Momento angular de una particula

Sea una particula de masa m que se mueve con velocidad V, es decir tiene un momento p = mv.
Se define el momento angular (o impulso angular) L de la particula con respecto al punto O como el
producto vectorial de los vectores 7y p, es decir:

L=7Fxp. (9.85)
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Figura 9.12: Momento angular de una particula.

La figura 9.12 muestra que el vector L en un dado instante del movimiento es perpendicular al plano
formado por los vectores posicion y velocidad en ese instante. Esta observacion, que se desprende triv-
ialmente de la definicién de producto vectorial, tiene como consecuencia interesante que, en el caso en
que L es constante, los vectores 7 y j permanecen siempre en un mismo plano, que constituye el plano
del movimiento.

Segun la definicién vista en la seccién 9.3.2, vemos que L es el momento del vector p. Las unidades
del momento angular estdn dadas por:

o kem® MKS
L] =[Pl =9 o : (9.86)
== cgs

dL d dr dp ,
— =—([FXp)=—XP+7X —=VXP+FxF 9.87
” dt(rxp) dtxp+rx VX P+FXF, (9.87)
donde con F denotamos la suma de las fuerzas aplicadas sobre la particula y se ha hecho uso de la
relacién entre el momento de una particula y la fuerza aplicada, dada en ecuacion (9.3). Ademads, como

v/ /P, B

dL -

— =FxF=7, 9.88

i (9-88)
donde 7 es el momento de la fuerza F con respecto al punto O (el mismo centro de momentos usado para
D).

De la ecuacion (9.88) vemos que si T = 0 se cumple que

dL

— =0 9.89
7 ; (9.89)

es decir, si el momento de la resultante de las fuerzas exteriores es nulo, el momento angular de una
particula es una constante de movimiento. Podemos ver que aunque la fuerza aplicada no sea nula, el
momento T podria serlo. Pensemos en el siguiente ejemplo: una boleadora es mantenida en movimiento
circular uniforme en el plano horizontal. Obviamente, la mano que estd en el centro del movimiento
ejerce una fuerza F = 0, de tipo central, es decir, provee la aceleracion centripeta necesaria para torcer
el vector velocidad en todo instante. En este caso, si consideramos como centro de momentos el centro
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del movimiento, donde esta situada la mano,
=7FxF=0Vr, (9.90)

pues FIIF para todo tiempo. Por la ecuacién (9.88), vemos que L se conserva. Si elegimos otro centro de
momentos, 7 no es paralelo a F, con lo cual T no se anula y L no se conserva.

Es interesante analizar el caso en que se aplica una fuerza de tal manera que su momento T es normal
al vector L, como muestra la figura 9.13, donde se da como ejemplo la situacion en que L/ /iy%//j.En
virtud de la ecuacién (9.88), en este caso la derivada temporal de Les perpendicular al propio vector L,

por lo tanto, para intervalos pequefios L L AL, es decir, el vector momento angular gira alrededor del eje
z en el ejemplo ilustrado en la figura.

L L{r+41)

Figura 9.13: Momento angular de una particula.

El momento angular y la segunda ley de Kepler

Consideremos una particula de masa m que se mueve en un plano, como hemos mencionado que
ocurre en el caso en que actia una fuerza central. Vamos a describir este movimiento en un sistema de
coordenadas polares. En la figura 9.14 se indica, para un dado instante, su posicién, dada por el vector 7 y
su momento lineal p, descompuesto segiin las direcciones de los versores i, y ilg, paralelos a la direccion
de 7y a la direccion de crecimiento del angulo 6, respectivamente.

Figura 9.14: Movimiento de una particula en coordenadas polares.
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El momento angular de esta particula estard dado por:

L=7xp=7x(Pp+Po) = rpok, (9.91)

donde  es el versor en la direccién perpendicular al plano formado por los versores fip y fig, apun-
tando hacia afuera de la hoja (o pantalla). Sabemos que 7 = rii,. Derivando podemos obtener el vector

velocidad en coordenadas polares:
V= i+ rilp . (9.92)

En la expresion anterior hemos usado la notacidn que consiste en indicar la derivada temporal agregando
un punto encima de la magnitud derivada. Luego,

Vi
e L
V= J o+ r® dg pues il, = Oilg . (9.93)

Sabemos que la componente del momento lineal, pg que sobrevivié al producto vectorial de la ecuacién
(9.91) es mvg, por lo tanto:

L= rmvelAc =mr*0k = mr*ok . (9.94)

Analicemos ahora el movimiento de un planeta alrededor del Sol. En la figura 9.15 se observa que el
area AA barrida por la linea que une el planeta con el Sol en un tiempo Af puede aproximarse por el drea
del tridngulo ABC. Esta drea seré:

Figura 9.15: Movimiento de un planeta alrededor del Sol.

M=—n—= = . .
2 2 2 2 (©-95)
Si definimos la velocidad areolar de la segunda ley de Kepler como A = %,
. 2A0
A= . 9.96
2At (9-96)
Pasando al limite para At — 0O:
. r?de o
p— —_ —— . 7
2dt 2 ©-97)
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Pero esta tltima ecuacién puede reescribirse utilizando la expresion de L de la ecuacion (9.94):

. L
A=—. (9.98)
2m
La fuerza gravitatoria que el Sol ejerce sobre el planeta es siempre paralela al vector posicién (fuerza
central), por lo tanto T = 7 x F = 0. Entonces, por la ecuacién (9.88), L = Lk =cte. Esto nos dice que A
es constante, como afirma la segunda ley de Kepler.

Momento angular de dos particulas

Analicemos ahora el momento angular de un sistema aislado de dos particulas interactuantes como
el ilustrado en la figura 9.16.

Figura 9.16: Momento angular de un sistema de dos particulas interactuantes.

Definimos el momento angular de dos particulas como la suma de los momentos individuales:

L=Li+L=RAxp+Fhxp. (9.99)
Entonces,
dL. d,. .. d._. . dh _ _ dp dr _ . dp .
= X . X = — X X — — X X — = X
= dt(rl pi)+ dt(rz D2) o <P +7 i + o Dr+1 T pi1+
71 X Fy) + Vo X Pa+Ta X Fiy . (9.100)
Como \_/'1//[71 y Vz//ﬁz,
dL N = = =3
E:rlezl—l—}’szlz. (9.101)
Ademés, por la tercera ley de Newton, Fio=—Fy, luego:
L . . . .
E =7 X —HhXFh = (}’1 — r2) X Fy . (9.102)

Puede verse claramente en la figura 9.16 que (7] — ?2)//ﬁ2 1 Esto tdltimo nos dice que para un sistema
aislado de dos particulas interactuantes
dL
— =0,
dt
es decir, el momento angular total del sistema se conserva.

(9.103)

Vemos en la ecuacion (9.102) que la derivada temporal del momento angular del sistema es igual
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al momento del par de fuerzas ﬁlz;ﬁz 1, que como vimos en la seccién 9.3.2, es independientemente del
centro de momentos elegido, con lo cual L es una constante de movimiento para un sistema aislado de
dos particulas sin importar dénde se ubique el centro de momentos. Sin embargo, si ponemos el centro
de momentos en el centro de masa del sistema pueden sacarse conclusiones interesantes. Recordemos
que desde el centro de masa

m 171 + m272

Foyy =0 = =5 (9.104)
my +myp
lo que implica que 7, = —,%71- Por otra parte, desde el centro de masa,
Veu=0 = P=0=p+pr = pr=-p1; (9.105)

entonces, podemos expresar el momento angular de la particula 2 en términos de la coordenada y el

momento de la particula 1:
mi -

Zz = ?2 X ﬁg = @71 X ﬁ] = 71L1 . (9.106)
my my
Notemos que la dltima expresion nos dice que ZQ//ZI. Como L = Zl +Z2, concluimos que Z//Zl//zz.
Sabemos que

» Les perpendicular al plano determinado por 7} y pi ;
» Loes perpendicular al plano determinado por 7> y ps ;

L) Z]//Zz .

Estas tres afirmaciones nos llevar a asegurar que si el sistema se describe desde el centro de masa, el
plano determinado por 7| y p| y el plano determinado por 7, y p» son en realidad un unico plano; dicho
de otra manera, los cuatro vectores 7, pi, 7> y P> estdn en un mismo plano: el plano en el cual se produce
el movimiento. Por otro lado, como L/L,//L, el vector L es perpendicular al plano de movimiento. Ahora
bien, L es un vector constante a lo largo del movimiento; en particular su direccién es siempre la misma.
De aqui podemos concluir que el movimiento se realiza en un plano para todo tiempo, y las dos particulas
nunca se salen de él. Esto es un hecho fisico, que si bien fue deducido usando el centro de masa como
origen de coordenadas, no puede depender de esa eleccion particular. Es decir, el movimiento se describe
en un plano, que puede contener al origen o no, independientemente de la eleccidn de este tltimo.

Momento angular de un sistema de particulas

Por dltimo, vamos a considerar un sistema de n particulas interactuantes entre si y con el exterior; es
decir, no estamos pensando necesariamente en un sistema aislado. Podemos calcular el momento angular
del sistema:

n n
L=Li+Ly+L3+..+L,=Y Li=Y 7 xp. (9.107)
i=1 i=1
Entonces,
dL  d (. "d o (. . dpi
E = —t i:1rl~ X Di :;E(n Xpi) :; (Vi X pi+71; X d[) . (9108)

Sabemos que el primer producto vectorial del dltimo miembro se anula, ya que V;//p;; en cuando al
segundo producto vectorial, podemos escribir:

= Frit ) Fji, (9.109)
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donde Fg; es la resultante de todas las fuerzas exteriores al sistema que se aplican sobre la particula i y
+ 27 i Fji es 1a suma de las fuerzas que las n — 1 particulas restantes del sistema ejercen sobre la particula
i. Sustituyendo, podemos escribir:

dz R 5 no_ n_' . nn_' .
=2 T\ Frit Y | = Y R Frit ) ) Fix i (9.110)
i=1

i=1 i i=1j£i

Vamos a desarrollar el ultimo sumando en detalle:

?:12?7£i7i><ﬁji = 71Xﬁ21+?1xﬁ31+...+71Xﬁn1
+ 72Xﬁ12+72><ﬁ32+...+72><ﬁn2
+ FBxF3+ixFs+..+7xFy (9.111)
e T T T U U TP U U P PPNt
+ ?nXF1n+?nXﬁ2n+---+7n><ﬁ(n71)n~

Sabemos, por la tercera ley de Newton, que las fuerzas del tipo F; ; son iguales y opuestas a las fuerzas
del tipo F ;i- Entonces, podemos agrupar términos de a pares convenientemente:

?iXﬁji—i—?jXﬁ}j:(?i—?j)Xﬁﬁ. (9112)

Esta ultima expresion corresponde al momento de un par de fuerzas que estdn sobre la misma recta de
accion, es decir, la distancia d que separa sus rectas de accion es nula, como muestra la figura 9.17.

Entonces, de acuerdo a lo visto en la ecuacion (9.83), (7; —7;) x F i = 0 (para cualquier valor de i y de
D-

O

Figura 9.17: Esquema considerando sélo dos particulas interactuantes.

Volviendo a la ecuacién (9.110), podemos escribir:

dL &L &
= 2 Tix Fi= ) i (9.113)
i=1 i=1

Es decir, la derivada del momento angular de un sistema de particulas es igual a la suma de los momentos
de las fuerzas exteriores al sistema. La ecuacion (9.113) nos recuerda a la ecuacion (9.18). Ambos casos
encierran como caso particular cantidades conservadas: en la ecuacién (9.113) vemos que si la resultante
de los momentos de fuerzas exteriores aplicadas al sistema es nula, se conserva el momento angular L del
sistema, mientras que en el caso de la ecuacion (9.18), si la resultante de las fuerzas exteriores aplicadas
al sistema es nula, se conserva el momento lineal P del sistema.



Trabajo y Energia

SECCION 10.1

Energias cinética y potencial

Hemos visto que en algunos casos en que hay ciertas fuerzas aplicadas podemos encontrar una con-
stante de movimiento que llamamos energia mecdnica. En la Tabla 8.3 habjfamos presentado las expre-
siones de la energia mecénica correspondientes a distintos tipos de fuerza.

Para casos como los mostrados en la Tabla 8.3, podemos escribir £ =7 4V, donde la energia cinética
T = %mv2 depende de la velocidad y la energia potencial V depende de las coordenadas. Entonces, para
modificar la energia cinética del cuerpo es necesario modificar el médulo de la velocidad. Pero, como
hemos visto, para modificar el médulo de la velocidad es necesario que exista una aceleracion tangencial
y para ello debe existir una componente tangencial de la fuerza aplicada sobre el cuerpo.

SECCION 10.2

Trabajo de una fuerza

Consideremos un caso particular en el que una fuerza constante se aplica en la direccién del de-
splazamiento de una masa puntual. En la figura 10.1 se muestra una fuerza F que es aplicada sobre un
cuerpo de masa m inicialmente en la posicion xg y con una velocidad vy, cuya direccién es la misma que
la de la fuerza.

Queremos calcular la variacién de la energia cinética desde la posicién inicial hasta una posicién xi,
también indicada en la figura. Para ello integramos la aceleraciéon a = %:

v=at+vg, (10.1)
e integramos nuevamente para obtener la posicién:
1 2
X = Eat +vof +Xxo . (10.2)
263
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v

Figura 10.1: Fuerza aplicada paralelamente al desplazamiento.

La variacién de la energia cinética es

1 1 1
AT = Sy (n) = gmd = gm [20) 3] 103)

Vamos a despejar ¢ de la ecuacion (10.1) para expresar x; en términos de v = v(#;):

n=" ;vo , (10.4)

entonces, reemplazando en ecuacién (10.2),

1 (vi—w\? VI — W V2 /24v3 /2 —vivo +vovy — V3
Xy =“< 1 O) PP gy = AZERZIMOENOIN (g5
2 a a
es decir,
2 2
vi/2—vg5/2 1
x| —Xp = ]/aO/ = E(v% —v3) =a(x; —xo) . (10.6)
Sustituyendo en ecuacién (10.3) podemos escribir:
AT = ma(x; —xp) = F(x1 —x0) , (10.7)
o bien,
AT = FAx, (10.8)

donde Ax representa el desplazamiento del bloque. El segundo miembro de la ecuacién (10.8) se denom-
ina trabajo realizado por la fuerza aplicada y se denota con la letra W.

La figura 10.2 muestra una situacién mas general, donde la fuerza constante F se aplica en forma
oblicua a la direccién del desplazamiento.

Xp X

-

Figura 10.2: Fuerza aplicada en forma oblicua al desplazamiento.
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Si planteamos la segunda ley de Newton tenemos que
P+N+F=ma. (10.9)

Estamos interesados solamente en lo que ocurre segtin el eje x, que es la direccién del desplazamiento,

entonces F
o
Foos(@)=ma = a= 1) (10.10)
m

La primera igualdad de la ecuacién (10.7) fue obtenida de manera independiente al valor de la fuerza.
Sélo se utilizé para su deduccién el hecho de que se trata de una fuerza constante, por lo tanto sigue
siendo vélida en este caso. Sustituyendo el valor encontrado para la aceleracion,

AT = Fcos(a)(x; —x9) = AT =Fcos(a)d . (10.11)

Esta tltima expresion incluye la ecuacién (10.8) como caso particular con oo = 0. Vemos que si
cos(a) > 0, es decir, si la componente de la fuerza aplicada en la direccién el desplazamiento es positiva,
el trabajo es positivo, mientras que si cos(a) < 0, es decir, si la componente de la fuerza aplicada en la
direccidn el desplazamiento es negativa, el trabajo es negativo.

Analicemos ahora el caso més general posible, ilustrado en la figura 10.3.

Figura 10.3: Fuerza variable aplicada sobre una trayectoria curvilinea C.

En este caso se aplica una fuerza de mddulo y direccién variable sobre una trayectoria curvilinea C
entre los puntos Q; y O»>. Podemos imaginar la trayectoria como una sucesion de pequefios tramos rectos
de longitud &s como indica la figura. En virtud de la ecuacién (10.11) la variacién de la energia cinética
en cada uno de ellos estard dada por 87 = F cos(a)ds. Para la variacion de energia cinética entre los
puntos Q1 y Q> podemos escribir:

AT =Y AT; =) Ficos(6;)3s; . (10.12)
i i
Pasando al limite cuando los ds; tienden a cero,

0
AT = Fcos(0)ds . (10.13)
Clo

La letra C en el limite inferior de la integral significa que ésta debe efectuarse “a lo largo de la curva
C”. Integrales de este tipo se denominan integrales de linea. Definimos ahora el vector ds, de médulo ds
y direccién dada por la direccién del versor 7, es decir, siempre tangente a la curva y apuntando hacia
la direccién de avance de la masa m. Entonces la expresion anterior puede escribirse de manera mas

compacta:
0
AT = F-ds=W. (10.14)
Clo

Es decir, el trabajo W realizado por la fuerza F aplicada sobre una masa puntual m entre los puntos Q;
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y (> sobre la trayectoria C es igual a la variacién de la energia cinética de la particula entre esos dos
puntos.

Las unidades del trabajo son las mismas que las de energia y estdn dadas por:

7 (10.15)
ger

dyncm =

Fg=] Nm= ken® — Joule (J)  MKS
= ergio (erg) cgs

10.2.1. Calculo del trabajo; ejemplos

Supongamos que queremos calcular el trabajo W de una fuerza Falo largo de una trayectoria entre
dos puntos. Para poder hacerlo necesitamos las coordenadas de los puntos de partida Q; y de llegada Q»,
la expresién de cada componente F; de la fuerza en funcién de las coordenadas x; y la ecuacion de la
trayectoria C. En el caso de una fuerza con componentes en el plano x-y y una trayectoria sobre el mismo
plano necesitaremos:

Oix, Quy, Qox, 2y, (10.16)
Fy(x,y), Fy(x,y) y laforma funcional delacurvaC: y(x). (10.17)

Para resolver la integral de linea dada en ecuacién (10.14) debemos ser capaces de expresar el vector
ds en términos de las coordenadas x e y. En la figura 10.4 se muestra que A5 = A¥, es decir, es la
variacion del vector posicion cuando transcurre un intervalo pequeiio Ar. Para obtener ds solo hace falta
hacer tender At a cero:

ds = lim AS. (10.18)
At—0
A ds
y
F(t X
) F(t+dr)
xﬂ'

Figura 10.4: Vector ds.

Luego, las componentes de d5s son las componentes dx y dy del vector d7:

ds=dxi+dy]. (10.19)
Entonces podemos escribir:
O (x2,52) N A N .
W= F~ds:/ [Fe(x,y) i+ Fy(x,y) j] - (dxi+dy ) (10.20)
Clo Cl(x1.31)
(x2,2) (x2,32)
= Fe(x,y)dx+ Fy(x,y)dy . (10.21)

C|(x1.31) C|(x1,y1)
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Si expresamos y como funcién de x podemos pasar de tener integrales de linea a tener integrales en
una sola variable:

(%2:y2) X2 (x2,y2) X2 dy
/ Fx(x,y)dx:/ Fi[x,y(x)]dx; / Fy(x,y)dy:/ Fy[x,y(x)]d—dx. (10.22)
c c x

[(x1,y1) x| |(x1:31) X1
Veamos como se hace esto en la practica.

Ejemplo

Calcular el trabajo realizado por la fuerza F = x2yNm 37 +xyNm~2 J a lo largo de la curva y(x) =
2x>m~! entre los puntos (x1,y;) = (—2,8)my (x2,y2) = (2,8)m

(x2,y2) (x2,y2)
W= (%) x—i—/ (10.23)
C|(x1,y1) [(x1,1)
(2,8)m (2,8)m
= XyNm 3dx+ xyNm2dy (10.24)
Cl(~2,8)m Cl(-2,8)m
2m dy
= / 2x°m 'Nm3dx+ / x2x° m*le”adx (10.25)
2m
B Ydx + 23 Nm > 4xm™'dx (10.26)
—2m —2m
2m 2m
= 2x*Nm *dx+ / 8x* Nm“*dx (10.27)
—2m —2m
XS 2m XS 2m
=2 Nm*+8=— Nm™ (10.28)
5 —2m 5 —2m
x5 2m 2
=10~ Nm*=2x|"0 Nm*=4-(2m)’Nm*=128Nm = 1287.. (10.29)
—2m

10.2.2. Potencia

La ecuacién (10.14) nos dice que si una fuerza constante F trabaja sobre una masa puntual mientras
ésta se desplaza en AS, el trabajo AW estara dado por

AW =F -AS. (10.30)
Si esto ocurre durante un intervalo tiempo Az, podemos escribir

AW - AS
=F- 10.31
At At (10:31)

Haciendo tender Ar a 0 obtenemos la “potencia” instantidnea P:

:dW_F’ ds

i —F.¥ 10.32
dt dt ( )

Las unidades de potencia son unidades de fuerza por unidades de velocidad. En el sistema MKS:

k k
[Pl =[FIp] =N = === == gsgn = watt 0 vatio (w) . (10.33)
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SECCION 10.3

Fuerzas conservativas y no conservativas;
conservacion de la energia mecanica

Vamos a estudiar ahora un caso muy interesante: ciertas fuerzas presentan la particularidad de que
el trabajo que realizan entre dos puntos determinados no depende de la trayectoria que une esos puntos.
Veamos dos ejemplos.

Trabajo de la fuerza peso

Consideremos el trabajo que la fuerza peso ejerce sobre un cuerpo de masa m cuando desliza sobre
la superficie de un plano inclinado entre las posiciones x; y X, como muestra la figura 10.5.

Figura 10.5: Trabajo de la fuerza peso.

En este caso, ds = dxi, por lo tanto,
Wp = P-ds= | Pdx (10.34)
Clo X

= mgsen(o)dx = mg [sen(o)xy — sen(o)x;] . (10.35)

Xi

pero sen(o)xy —sen(®)x; = h = h; — hy > 0, donde las alturas / se miden desde la base del plano, por
ejemplo. Entonces vemos que

Wp = mg(hi —hf) = V;—Vy = —AV . (10.36)

De esta dltima ecuacion se pueden decir dos cosas: por un lado, vemos que el trabajo realizado por la
fuerza peso no depende del camino elegido, ya que el resultado sélo depende de los estados inicial y
final, sea que consideremos x; y x¢, 0 h; y hy, 0 V; y Vy. Por otro lado, el valor del trabajo coincide con la
variacion de la energia potencial cambiada de signo.

Trabajo de la fuerza de atraccion gravitatoria lejos de la superficie de la Tierra

Calculemos ahora el trabajo de la fuerza que actia sobre un cuerpo de masa m que se mueve bajo la
atraccion gravitatoria de un objeto de masa M, como estd esquematizado en la figura 10.6.
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"\
} drﬁp

Figura 10.6: Trabajo de la fuerza de atraccion gravitatoria.

~1

O
W, = F,-ds. (10.37)
Cloy
En este caso, Fy, = —G]r"’—z'”bip y ds = dril, + rd6iy. Entonces, el trabajo realizado entre dos puntos de

coordenadas (r1,0;) y (r2,0;) puede escribirse como

@ GM 2 GM GMm|* GMm GM
ng:/ - mwp-(drapwdewe):/— Par= 2200 220 20 (10.38)

clo r2 " r2 ro, r2 i

Segtn las expresiones de energia potencial presentadas en la Tabla 8.3, podemos escribir:

Wgp = —V(l”z) +V(r1) = —[V(rz) —V(h)] =—AV. (10.39)

4

En este caso también vemos que el trabajo de la fuerza aplicada corresponde a la variacién de la energia
potencial cambiada de signo y que no depende del camino elegido para llegar al punto final.

En ambos casos estudiados, la fuerza depende de una tnica variable, digamos, u y el trabajo W =
—AV:

W — /u]uzF(u)du — _[V(un) =V ()] (10.40)

Entonces, la funcion —V () es una primitiva de la funcién F (u); dicho de otra forma:

F(u) = —‘;—‘;. (10.41)

Esta dltima ecuacion nos da la receta para obtener la energia potencial si se conoce la fuerza, o
viceversa. Sin embargo, no siempre es posible encontrar una funcién V () para una fuerza; para que ello
ocurra, en primer lugar debe poder expresarse la fuerza como funcién de la coordenada u y en segundo
lugar, la funcién debe ser integrable. Cuando se dan estas condiciones y la fuerza tiene asociada una
funcidn energia potencial, se dice que la fuerza es conservativa. Claramente, las fuerzas mencionadas
en la Tabla 8.3 son conservativas, ya que tienen una energia potencial asociada. Las fuerzas que no son
conservativas se denominan fuerzas no conservativas.

Por un lado hemos visto que el trabajo de las fuerzas aplicadas sobre un cuerpo es igual a la variacién
de su energia cinética: W = AT . Por otro lado, si las fuerzas aplicadas son conservativas (F;), se cumple
que W = —AV; entonces:

W, = / F.(u)du=AT = —AV . (10.42)

La dltima igualdad nos dice que
AT +AV =0, (10.43)

pero AE = AT + AV, por lo tanto, cuando la fuerza aplicada es conservativa, la energia se conserva,
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lo que explica el nombre elegido para designar este tipo de fuerzas. Aqui es importante mencionar que
lo significativo de la energia mecdnica es su variacion, y no su valor, que dependeré del origen de co-
ordenadas utilizado para describirla. Dicho de otra manera, no cambia sustancialmente en nada medir
la energia desde un origen de coordenadas o de otro, ya que lo que cuenta es su variacion (nula si se
conserva o distinta de cero si no se conserva) entre dos puntos de la trayectoria de un moévil.

Si una fuerza conservativa depende de mas de una coordenada, por ejemplo de las coordenadas
cartesianas x, y y z, puede generalizarse lo explicado hasta aqui. En este caso,

—dV (x,y,2) = Fp - d5 = (Fuxl + Foy ] + F22) - (dxi - dy] + d7k) - (10.44)
entonces,
Foxdx+ Foydy + Fopdz = —dV (x,,2) . (10.45)

Consideremos variaciones de una coordenada independientemente de las otras dos, por ejemplo, hag-
amos variar x dejando fijas y y z. En este caso, los sumandos segundo y tercero del primer miembro no
contribuyen a la suma. Pasando el incremento dx dividiendo y tomando limite se obtiene:

oV (x,y,z)

Foe=~= ox

(10.46)
En palabras: la componente x de de la fuerza F.es igual a menos la derivada parcial de V respecto de la
variable x. El significado de este concepto es justamente lo que hemos hecho: considerar la variacién de
una sola de las variables, la variable x, pensando a las otras como fijas. Podriamos haber hecho lo mismo
considerando la coordenada y o la coordenada z como variable. En general tenemos:

W)
ox ’

oV (x,y,2)
dy ’

V(o)

F= P .

Foy=— F..= (10.47)

Un vector A dependiente de las coordenadas cartesianas x, y y z, cuyas componentes cartesianas
pueden escribirse como las derivadas parciales de una funcién escalar B(x,y,z) se denomina gradiente:
si

A = 9By o 9B(xy2) 9B(x,y,2)
x = ) y = ay

A, = (10.48)

ox Jaz
entonces, A es el gradiente de B(x,y,z) y se denota mediante el simbolo “nabla” (V): A = VB. En virtud
de las ecuaciones (10.47) podemos escribir:

Fo=—-VV(x,y,2). (10.49)

Sabemos que todas las fuerzas aplicadas a un cuerpo pueden agruparse en dos conjuntos: las fuerzas
conservativas F; y las fuerzas no conservativas F,.. El trabajo de todas las fuerzas aplicadas cuando la
masa puntual se desplaza por la curva C desde el punto Q; al punto O, sera:

0 O
W =Wg +Wg, = / F.-ds+ F,.-ds . (10.50)
ClO1 ClQ:

Ademds, sabemos que el trabajo de todas las fuerzas aplicadas es igual a la variacion de la energia
cinética —ver ecuacién (10.14)— y que el trabajo de las fuerzas conservativas es menos la variacién de la
energia potencial —ecuacién (10.42); entonces:

AT = —AV + W, . (10.51)

Esto nos dice que
Wr. =AT +AV = AE | (10.52)

nc
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es decir, el trabajo de las fuerzas no conservativas es igual a la variacién de la energia mecdnica del
sistema. Resumiendo:

&
We+F, = /CQ (FC+FnC) -ds=AT ; (10.53)
1
0
= F.-ds=—AV; (10.54)
C|0O
O
Wi, = /CQ F,.-ds=AE . (10.55)
1

Como hemos dicho, las fuerzas conservativas dependen de las coordenadas. Una propiedad que
depende de las coordenadas, y eventualmente del tiempo, se denomina campo. En particular, si esta
propiedad es una magnitud vectorial, se denomina campo vectorial. Un campo de fuerzas en dos o tres
dimensiones es un campo vectorial. Si existe una funcién potencial V (1) dada por ecuacién (10.41) en el
caso unidimensional, o una funcién potencial V (x,y, z) dada por la ecuacion (10.49) en el caso tridimen-
sional (en coordenadas cartesianas), entonces se dice que este campo de fuerzas es conservativo.

Volvamos al ejemplo del plano inclinado de la figura 10.5. Si en vez de calcular el trabajo de la fuerza
peso desedramos calcular el trabajo de todas las fuerzas actuantes sobre el bloque, tendriamos:

Q2 N N Xf xf_‘ xf
W= (P+N)-d§:/ dex—i—/ N-d?z/ Pudx (10.56)
C‘Ql Xi Xi Xi

pues N es perpendicular a d5 = dxi, con lo cual la segunda integral se anula y el resultado es el mismo
que si hubiéramos calculado el trabajo de la fuerza peso solamente. Dicho de otra manera, el trabajo
de las fuerzas normales al desplazamiento es nulo; tal es el caso de las fuerzas de reacciéon debidas a
superficies de apoyo.

10.3.1. Ejemplos de aplicacion de la conservacion de la energia mecanica
Movimiento de un satélite

Como vimos en la Tabla 8.3, la expresion para la energia de un objeto de masa m sometido al campo
gravitatorio de un planeta de masa M es

1, GmM 1, GmM
E=_m? "% = oy - 202 (10.57)
2 r 2 o

donde vq y rg son la velocidad y la posicién del objeto en algtin instante determinado; por ejemplo, sobre
la superficie de la Tierra. Si despejamos la velocidad de la expresion anterior obtenemos el resultado de

la ecuacioén (8.87):
1 1 2GM
v:\/v§—2GM<—>: V224 — (10.58)
ro r r

donde v, = 2(r;TM es la velocidad de escape. Debemos notar que V (r) = —% es siempre menor que

cero, como puede verse en la figura 10.7. A partir de la ecuacion (10.57) vemos que E = 0 corresponde

a v% = 2?0”’ = v2. Entonces, podemos plantear dos casos:

1. E <0, que corresponde a vo < v, ;

2. E >0, que corresponde a vg > v, .
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Figura 10.7: Energia potencial en el campo gravitatorio.

Sabemos que T = E — V. Para valores muy grandes de , V — 0, es decir, T — E. Si E < 0 (vg < v,),
deberiamos concluir que para valores grandes de r, T se hace negativa, pero esto no es posible por
la definicién de T, lo cual significa que el mévil no puede alcanzar grandes valores de r, es decir, el
movimiento estd acotado o ligado y puede mostrarse que consiste en Orbitas circulares o elipticas.

Si, en cambio, E > 0 (vo > v,), para valores grandes de r, T sigue siendo positiva (o cero), lo cual no
impone ninguna restriccion. Esto nos dice que si v > v, el movil no estd limitado a una parte del espacio
y sus trayectorias son abiertas; en particular puede mostrarse que son hiperbdlicas o parabdlicas.

En el caso de orbitas elipticas, a partir de la ecuacién (10.57) de conservacién de la energia podemos
ver que a mayor distancia al centro del campo de fuerzas (centro del planeta), menor sera la velocidad.
En particular, la maxima velocidad se alcanza en el punto de mdxima proximidad (perigeo) y la minima
velocidad, cuando el satélite estd a la médxima distancia (apogeo).

Accion combinada de una fuerza conservativa y una reaccion de vinculo

Consideremos ahora el movimiento de una masa puntual m que puede deslizar sin rozamiento sobre
un esfera rigida de radio R bajo la accién de la gravedad (constante), tal como muestra la figura 10.8.

Si la masa puntual parte desde el punto superior con velocidad vy dirigida horizontalmente, jen que
punto se despega de la superficie? Para averiguarlo vamos a plantear la segunda ley de Newton usando
un sistema de coordenadas cartesiano con el eje y en la direccion radial. Las ecuaciones resultan:

enx, mgsen(Q)=ma (10.59)
eny, N —mgcos(a)=ma, . (10.60)
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Figura 10.8: Trabajo de la fuerza de atraccién gravitatoria.

De la segunda ecuacién obtenemos:

V2

N —mgcos(a) = —mey (10.61)

El angulo de despegue corresponde al instante en que se anula la reaccién normal, con lo cual
W2
gcos(oy) = -4 | (10.62)
R
donde el subindice d hace referencia a la situacién de despegue. Por otro lado, como el peso es una fuerza
conservativa y la reaccién normal no trabaja, podemos afirmar que la energia se conserva:

1 1 1
E= Emv2 +mgh = imv2 +mgRcos(a) = Emv% +mgR | (10.63)

donde la altura h se mide desde el centro de la esfera. La dltima igualdad, considerada en la situacion de
despegue y la ecuacion (10.62) forman un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas: v, y 0. De la
ecuacion (10.62) se obtiene vfi = Rgcos(ay). Sustituyendo en la otra ecuacion:

1 1
ERg cos(0ty) +gRcos(ay) = zv% +gR. (10.64)

Es decir: )
3 1, v 2
—gRcos(0y) = ~v R = cos(Oy) =+
de donde puede sacarse el valor de o, es decir, el dngulo para el cual la masa puntual deja de estar en
contacto con la esfera. Debe notarse que siempre debe ser cos(0tz) < 1, con lo cual tiene que cumplirse
que v(z) < Rg. Para velocidades iniciales mayores lo que sucede es que la masa puntual nunca llega a estar
en contacto con la esfera.

(10.65)

10.3.2. Analisis del movimiento de una particula en un potencial unidimensional

Consideremos una particula moviéndose a lo largo de la coordenada r bajo la accién de una fuerza
que se deriva de un potencial V(r), como se muestra en la figura 10.9.

Lo primero que debemos observar es que el movimiento se produce sobre el eje r, y no sobre la

curva. Dicho esto, recordemos que F(r) = —‘;—‘:; entonces, seglin sea la pendiente de la curva, sera el
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)
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[N NS sy
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r2 Fia rip Fic

Figura 10.9: Curva de potencial unidimensional.

sentido de la fuerza actuante sobre el mévil. En la figura 10.9 estdn indicados estos sentidos en varias
posiciones caracteristicas; es importante notar que en los maximos y minimos de la curva el valor de la
fuerza es nulo. Las posiciones correspondientes a las situaciones en las que el movil estd libre de fuerzas
se denominan posiciones de equilibrio, como ya sabiamos. En el caso de los minimos, podemos ver que
si el mévil estd en reposo en uno de ellos y es apartado levemente de la posicidn de equilibrio, la fuerza
que aparece es del sentido necesario para que la masa puntual sea llevada nuevamente hacia la posicién
de equilibrio; por ese motivo, los minimos son posiciones de equilibrio estable. Por otro lado, si el mévil
se encuentra en reposo en un maximo y es apartado levemente de esa posicion, la fuerza que actia sobre
él lo aleja de la posicion de equilibrio, denominada por lo tanto, de equilibrio inestable.

Los casos en los que la curva V(r) presenta un punto de inflexion con derivada primera nula (no
mostrados en la figura), corresponden también a situaciones de equilibrio inestable: cuando se aparta
el moévil hacia la regién donde el potencial decrece, la fuerza que surge, lo alejard del equilibrio: si,
en cambio, se aparta el mévil en la direccidon hacia donde V crece, la fuerza llevard el mévil a la posi-
cién de equilibrio con velocidad no nula, de manera que “pasard de largo” y se alejard del equilibrio
definitivamente. Existe otra posibilidad, tampoco representada en la figura: las posiciones de equilibrio
metaestable o indiferente, que se observan como mesetas a lo largo de las cuales la pendiente de la curva
V(r) se anula. En estos casos, si un mévil en reposo es apartado de la posicion de equilibrio sigue estando
en equilibrio, por lo cual se queda donde es colocado.

El movimiento serd distinto, incluso cualitativamente distinto, segtin sea el valor de la energia mecédnica
E. Supongamos primero que el valor de la energfa mecénica es E;. Como T = E —V debe ser siempre
mayor o igual que cero, debe cumplirse siempre que £ > V, por lo tanto, el movimiento sélo es posible
entre las posiciones r, y r1p, y también para r > ry.. Es decir, si £ = E la particula no puede moverse
libremente por todo el espacio, sino que su movimiento estd acotado: si su posicion estd alguna vez entre
r1q Y r1p nunca podrd salir de ese intervalo, y si se cumple que r > r|., jamds podrd ingresar a la regién
de los r < ry.. Pensemos que el mévil esta entre las posiciones ri, y r1p; (qué ocurrird cuando llegue a
los extremos de ese intervalo? Podemos observar que tanto para r = rj, como para r = ryp, E =V, con lo
cual 7 = 0, es decir, v = 0. Esto nos dice que el mévil llega, por ejemplo, a la posicion ri, con velocidad
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nula, pero alli la fuerza tiene sentido positivo, como indica la figura, por lo tanto “rebotard” hacia los
r mayores. Otro tanto ocurrird cuando el mévil llegue a la posicion ri,: en este caso también se anula
la velocidad y la fuerza negativa actuante obliga a la particula a regresar a posiciones con r menor. Si
el movil hubiera estado inicialmente en la regién r > ry., al llegar a r = ry. lo haria con velocidad nula
y rebotarfa hacia los » mayores sin volver a regresar nunca; en cambio, si el movimiento ocurre entre
r1q Y F1p, €l regreso a estos puntos se repetird mientras dure el movimiento, siendo éste de caracteristica
periddica. Las posiciones ry4, 715 ¥ F1 € denominan puntos de retorno.

Pensemos ahora que el valor de la energia mecénica es E;. Existe un dnico punto de retorno, corre-
spondiente a la posicion r,, de manera que el movimiento no es acotado: la tnica restriccién es que el
movil no se podra acercar al origen mas alla de r = r;.
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Cuerpo Rigido

Entendemos por cuerpo rigido a un cuerpo cuyos puntos mantienen invariable la distancia entre si,
sin importar las fuerzas que estén aplicadas.

0

Figura 11.1: Cuerpo rigido.

En la figura 11.1 vemos que la condicion de rigido equivale a plantear que la distancia |7;;| entre dos
puntos cualesquiera es constante:
[7ij| = [Fi = 7j| = cte. (11.1)

Estrictamente hablando, no existen los cuerpos rigidos, pues todos los cuerpos se deforman cuan-
do se les aplican fuerzas suficientemente intensas. Consideraremos como cuerpos rigidos a aquellos que
cuando se les aplican fuerzas, sufren deformaciones que son despreciables frente a sus dimensiones. Otra
forma de abordar el tema es pensar que trabajaremos con cuerpos rigidos ideales, donde se cumple per-
fectamente la condicién de rigidez. Las situaciones reales se aproximardn mejor o peor a esta abstraccién
matemadtica, seglin sea el caso, al igual que ocurria al considerar cuerpos puntuales.

277
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SECCION 11.1

Cinematica del cuerpo rigido

11.1.1. Centro de masa

Con la definicién dada, un cuerpo rigido podria ser un sistema discreto de particulas cuyas distan-
cias relativas permanecen inalterables. Podriamos también pensar que las distancias entre ellas son tan
pequeiias que ocupan el espacio en forma continua: es la imagen intuitiva que podemos tener de un sélido
(rigido), es decir, una porcién continua de materia indeformable, como se ilustra en la figura 11.2.

f\x /"__

M

;r rp \r'

V. r,
Vs 4
#‘ J
N J

N

Figura 11.2: Cuerpo rigido continuo.

Consideremos el cuerpo rigido continuo de la figura 11.2 como un conjunto de celdas, cada una de
las cuales estd ubicada en la posicién 7, ocupa un volumen dV; y tiene una masa dm;. Para la masa M y
el volumen V totales podemos escribir:

M=Ydm y V=)3V. (11.2)

Por otro lado, la densidad de la celda i-€sima sera

Sm i

pi= v

Como el rigido es continuo, podemos hacer tender a cero los volimenes de las celdas, con lo cual se
obtiene:

dm
p(x,y,z)—ﬁ = dm=pdV . (11.4)

Entonces, para la masa total tenemos:

M:/dm:/ pdV (11.5)
Ve

donde las integrales deben efectuarse sobre todo el volumen V. del rigido.
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De acuerdo con la definicién de centro de masa, podemos escribir

o YN FOmg YN FpidVi

rem = = . (1 16)
1 dm Y, pidVi
Si hacemos tender 8V; a cero, las sumas se convierten en integrales:
7pdv pdv
Fom = Ju7pdV. _ Jy.7p . (11.7)

a Jy pdv M

La dltima ecuacion en realidad involucra tres ecuaciones, ya que 7cy = Xcml + Yem J + zemk, donde

Jy, xpdV _ Jy, ypdv _ Jy, zpdV

11.8
M , YoM M M ( )

XcM = icmM

Ejemplos de calculo del vector centro de masa

Prisma rectangular homogéneo

Calculemos el centro de masa del prisma homogéneo (p = cte.) de la figura 11.3:

—y 4

X

Figura 11.3: Prisma rectangular homogéneo.

Vamos a utilizar coordenadas cartesianas para resolver la integral de la ecuacién (11.7), de manera
que el diferencial de volumen dV corresponde a un cubo cuyos lados son dx, dy y dz, es decir, dV =
dxdydz. El célculo de la coordenada x del centro de masa estd dado por

_ Jyxpdv [y xdV

11.9
Xcm i T (11.9)
pues p=cte. Reemplazando la expresion para dV en cartesianas,
xdxdydz “xdx [P dy (€ dz 2
vy = p BT fidxlodyfidz P, Pay_a (11.10)

M M M2 M?2 2

Aqui se ha reemplazado la integral triple por el producto de tres integrales simples, como harfamos con
una suma sobre tres indices, que puede expresarse como el producto de tres sumas cuidando que cada
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una de ellas contenga todos los términos que dependen del indice correspondiente. Andlogamente,

Jy ydxdydz — [Sdx [0ydy [Sdz  p b pb_ b
L A VA VI Rl Vo A (D
Jyzdxdydz _ [fdx[ydyfszdz _pct  pe e
— o Ve P =iy, 11.12
em =Py P M M2%=u2" "2 (11.12)
Entonces, )
5 4, D~ Co

Es decir, el centro de masa coincide con el centro geométrico del rigido.

Cilindro homogéneo

Calculemos el centro de masa del cilindro homogéneo (p = cte.) de radio R y altura /4 de la figura
11.4:

7/
~ |
N—_|

h

X

Figura 11.4: Cilindro homogéneo.

Para esta geometria las coordenadas cartesianas no resultan convenientes para barrer todo el volumen
del cilindro; para ello usaremos coordenadas cilindricas. El diferencial de volumen dV se ilustra en la
figura 11.5. El diferencial de volumen es el volumen del cuerpo delimitado por las lineas rojas, es decir,

rd@

dr

Figura 11.5: Diferencial de volumen en coordenadas cilindricas.
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dV = rdOdrdz (11.14)

Por otra parte, las coordenadas cartesianas pueden expresarse en términos de las cilindricas, de manera
que
x=rcos(0), y=rsen(0), z=z. (11.15)

Entonces,

p p 2t R rh p 21 R ) h
P P _P Ll
xon =5 /V v = /0 /0 /0 reos(6)rdodrdz = © /0 cos(6)d0 /O 2dr /0 dz.  (11.16)

La integral en 0 se anula, por lo tanto, xcy; = 0.

== dV = — 0)rd0drdz = — 0)do d dz. 11.17
Yem M/ch M/o /0 /0 rsen(0)rd®drdz M/o sen(0) /0 r r/o Z ( )

La integral en 0 se anula, por lo tanto, ycy = 0.

N p [ R rh p [ R h
ZCM:M/VCZdV:M/o /O/Ozrdedrdzzﬁ/o dG/O rdr/o zdz . (11.18)
Entonces,
Luego,
Py = gk (11.20)

Es decir, en este caso, también el centro de masa coincide con el centro geométrico. En los cuerpos
homogéneos el centro de masa siempre coincide con el centro geométrico. Resulta sencillo calcular el
centro de masa de cuerpos que son combinaciones de cuerpos homogéneos de geometria simple. En
primer lugar, pensemos que tenemos un sistema de dos cuerpos 1 y 2. Estos cuerpos pueden pensarse
como dos sistemas de N; y N, particulas con posiciones 7}; y 7,;, respectivamente: el centro de masa del
sistema estard dado por

— - N; 7
Fons = YN B Y miy n LiZn, 1Mir2i (11.21)
= _ )
T T T
N N 7
_ Z,-_IEWU Zi—zNI;Il il (11.22)
M M, M 7Fem + MaFemn
M, My _ 11.23
i cM1 + " cM2 M ( )

Entonces, el centro de masa 7¢cys de todo el sistema puede calcularse pensando que los cuerpos 1y 2
estan representados por masas puntuales M; y M, ubicadas en las posiciones de sus respectivos centros
de masa. La extensién de este razonamiento a un nimero arbitrario de cuerpos es trivial. Cuando los
cuerpos que componen el sistema son homogéneos y tienen una geometria sencilla se puede encontrar
los centros de masa de cada uno de ellos utilizando argumentos geométricos.

Veamos el caso de un cuerpo formado por dos discos homogéneos de masas m; y m3 unidos por una
barra homogénea de masa my (figura 11.6).

Debajo de cada una de las partes que componen el cuerpo se indica la posicion del centro de masa
correspondiente. La posicion del centro de masa del sistema total se determina utilizando la férmula de
centro de masa aplicada a las tres masas puntuales my, m; y mz ubicadas como se indica.
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m m, ms

Figura 11.6: Cuerpo compuesto por partes con geometria sencilla.

Disco homogéneo con un agujero circular

Consideremos ahora el cuerpo homogéneo de masa M de la figura 11.7

Y

M

Figura 11.7: Disco homogéneo con un agujero circular.

Para determinar su centro de masa vamos a ayudarnos utilizando otro cuerpo de la misma densidad:
un disco de radio R y masa mr, cuya geometria es mucho mas sencilla. Podemos pensar que este disco
completo estd formado por el cuerpo de la figura 11.7 y por el disco mds pequeiio faltante, de masa m y
radio R/2 , como se muestra en la figura 11.8.

Y
M
.mT m
= ] +
‘ ’ @

Figura 11.8: Disco homogéneo con un agujero circular.

Segiin lo que habiamos visto, el centro de masa del disco completo, 7cpr puede calcularse a partir
de los centros de masa de sus dos partes:

M FCM + mr’CM
mr '

Femt = (11.24)

Es facil determinar el centro de masa del disco completo 7y y el centro de masa del disco pequefio
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r'cym; usando argumentos de simetria se obtiene:

— Y R 2
remr =0y r/CM:_EJ- (11.25)
Por lo tanto,
R .
O:MFCM—Emj. (11.26)
Despejando en la dltima ecuacidn la incégnita buscada, tenemos que
mR
fem=—1J] . 11.27
rem 2 M] ( )
Para obtener la relacién m/M pensemos que
m=pV' 'y M=pV, (11.28)

donde los volimenes V' y V de los discos pequefio y hueco, respectivamente, son en realidad areas
(aunque podria pensarse que son volimenes de discos de cierto espesor, pero eso no agrega nada impor-
tante a la discusion). Sabemos que

2 2 2
R R R 3
'=n|=) =n— V=Vr—V =nR*—n— = -nR* 11.2
Vi=n ( 2> T ) y Vi—V' =n T ) 475 , ( 9)
donde V7 es el volumen del disco grande completo. Por lo tanto,
m V1
B 11.30
M 'V 3 ( )
Entonces, finalmente se obtiene
R .
?CM:gj (11.31)

11.1.2. Tipos de movimiento de un cuerpo rigido

Movimiento de traslacién

En un movimiento de traslacién pura todos los puntos del rigido se mueven con la misma velocidad;
en el caso de la figura 11.9, ¥(7) = V. Es decir, existe un campo vectorial de velocidades, ya que cada
punto del rigido tiene asignada una velocidad, que es igual a V.

Figura 11.9: Movimiento de traslacién de un cuerpo rigido.

Movimiento de rotacién

En un movimiento de rotacién pura todos los puntos del cuerpo rigido giran alrededor de un eje
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fijo. En la figura 11.10 se muestra un ejemplo en el cual la velocidad angular estd dada por el vector
®, que coincide con ese eje, como habiamos visto en la seccién 9.4.1 (ver figura 9.11). Si cortamos el
rigido con un plano perpendicular al vector ®, los puntos del rigido pertenecientes a ese plano giran
en circunferencias concéntricas en torno al vector ® con velocidades tangenciales de igual médulo en
cada circunferencia; esta velocidad disminuye a medida que nos acercamos al eje de rotacidn. Es decir,
para que se cumpla la condicién de rigidez (distancia invariable entre dos puntos cualesquiera), todos
los puntos rotan el mismo dngulo en un dado Atr. Esto significa que todos los puntos tienen la misma
velocidad angular alrededor del eje.

Figura 11.10: Movimiento de rotacién de un cuerpo rigido.

Como habiamos visto en la ecuacion (9.84), cuando definimos el vector velocidad angular, la veloci-
dad de cualquier punto del rigido estard dada por el producto vectorial del vector velocidad angular por
el vector posicion, asi, para dos puntos ubicados en las posiciones 7y 7/, la velocidad sera:

JFH=0x7F y ¥V =9F)=0x7. (11.32)

Entonces, vemos que el campo vectorial de velocidades estd determinado por el vector @.

Movimiento de roto-traslacion

Si a un movimiento de rotacién con velocidad angular ® alrededor de un eje le superponemos un
movimiento de traslacion del eje, caracterizado por el vector velocidad Vg, igual para cada punto del
rigido, la velocidad resultante para cada punto del rigido se calcula por adicién de velocidades:

F(F) = O x F+ 70 , (11.33)

como ilustra la figura 11.11.

Los puntos del cuerpo rigido que estan sobre el eje de rotacion tienen la misma velocidad: la veloci-
dad vy, ya que en este caso 7 = 0, o bien 7 || ®. Es decir: en un movimiento de roto-traslacién, todos
los puntos del rigido giran en torno a un eje de rotacion; todos los puntos del eje, a su vez, se trasladan
con la misma velocidad . Vamos a mostrar que el campo de velocidades dado por la ecuacién (11.33)
satisface la condicion de rigidez del cuerpo, es decir, la invariancia de la distancia d, entre dos puntos
arbitrarios del rigido, de posiciones 7| y 7, ilustrados en la figura 11.12.

Para probar la condicién de rigidez entonces basta con corroborar que la derivada temporal de allz2 es
nula. Podemos ver que

dd, d

o = g\ =T) (R =) =22 = V1) - (B —T1) (11.34)
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Figura 11.11: Movimiento de roto-traslacion de un cuerpo rigido.

Vo

Figura 11.12: Condicién de rigidez en un movimiento de roto-traslacion.

Por otro lado sabemos que

\7126)X71+170 y \72:(I)><?2—|-170. (11.35)
Restando estas dos ecuaciones,
Vo=V =X (F,—T7). (11.36)

Esta expresion nos dice que (V, — V) L (2 —71), pero entonces el producto escalar del tercer miembro
de ecuacion (11.34) se anula, con lo cual se demuestra que la distancia entre dos puntos cualesquiera del
rigido es constante, como debe ser.

La roto-traslacidn es la forma mds general de movimiento de un cuerpo rigido; cualquier expresién
para la velocidad que no fuese reductible a la ecuacién (11.33) no nos habria conducido a la condicién
de rigidez. Es interesante notar que a pesar de esta gran generalidad, basta s6lo dos vectores: ® y Vy,
para describir la velocidad de cada punto del rigido. Es decir, la restriccién impuesta por la condicién
de rigidez es tal que con sélo seis funciones del tiempo: tres para @ y tres para vy, podemos describir
las velocidades de cualquier punto del rigido, de hecho infinitos puntos, para todo tiempo y con ello, la
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posicién de cada punto en funcién del tiempo.

Veamos ahora qué relacién existe entre las velocidades de dos puntos que estdn sobre una recta
paralela al eje de rotacion. Consideremos la velocidad de dos puntos O y J (sobre una recta paralela al
eje de rotacion), como indica la figura 11.13:

Figura 11.13: Velocidad de puntos en una recta paralela al eje de rotacion.

Vo = @ X Poro + Vo y Vi=®XFo+V. (11.37)

Restando miembro a miembro,
\7]—\_;0/ =X (7]0—70/0) s (11.38)

pero 70 — Foro = Fjor €s un vector paralelo a @, con lo cual el producto vectorial se anula y queda
demostrado que V; = V». Como estos puntos son puntos arbitrarios de cualquier recta paralela al eje de
rotacion, podemos afirmar que en cualquier recta paralela al eje todos los puntos se mueven con la misma
velocidad. Entonces, cualquier recta paralela al eje de rotacién podria ser tomada como eje de rotacion.

Consideremos el rigido de la figura 11.14, que rota alrededor de un eje que pasa por el punto O con
velocidad angular ®. La velocidad de traslacion de este eje O es V.

Podemos referir el movimiento a otro eje, paralelo al anterior; por ejemplo al eje que pasa por O
indicado en la figura. La velocidad de traslacién de este eje tendrd algdn valor V(. ;Cual serd la velocidad
angular de rotacién ®’ en torno a este nuevo eje? Para responder a esta pregunta debemos tener en cuenta
que la velocidad de un dado punto P del rigido respecto del sistema de referencia considerado es la
misma, independientemente del eje de rotacién elegido. Si referimos el movimiento al eje que pasa por
0,

Vp=® X Ppo+ Vo - (11.39)

Si el eje elegido es el que pasa por O,

Vp =@ X Fpor + V. (11.40)
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Figura 11.14: Velocidad referida a distintos ejes de rotacion.

Ademas,
?PO = 7p0/ —|—?0/0 . (1141)
Reemplazando en ecuacién (11.39),
Vp =M X (71)0/ —|-70/0) +V=mx Tpor + ® X Yoo+ Vo, (11.42)

pero la velocidad del punto O', que es la velocidad del eje correspondiente, V(,, puede expresarse como
la composicién de una rotacién alrededor del eje O con velocidad angular ® mds una traslacion de este
eje con velocidad v, de manera que

Vo =® X Foo+V - (11.43)

Reemplazando esta expresion en ecuacion (11.42),
Vp = O X Ppor + 7, - (11.44)

Comparando esta tltima ecuacién con la ecuacién (11.40) es inmediato concluir que @ = ®’. Esto nos
dice que si un cuerpo rigido rota alrededor de un eje con una velocidad angular @, para describir el
movimiento de rotacién puedo elegir ese, o cualquier otro eje paralelo, siendo la velocidad de rotacién
la misma. Lo dnico que se modifica es la velocidad de traslacion del nuevo eje elegido.

Hemos visto que en todo sistema de particulas el centro de masa es un punto notable dentro del
cuerpo. Como dado un eje de rotacién podemos arbitrariamente elegir cualquier otro eje de rotacién
mientras que sea paralelo al primero, podemos elegir uno que pase por el centro de masa del cuerpo. En
este caso particular, la expresion de la velocidad sera:

\7(7) =®OXF+Veu - (11.45)

Por 1ltimo, si a un movimiento rotatorio puro de velocidad angular € le superponemos otro movimien-

to rotatorio puro de velocidad angular Q», como se ve en la figura 11.15, la velocidad de cualquier punto
de posicion ¥ puede determinarse mediante la adicién de las velocidades de ambos movimientos:
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>
Q

//
///
/

Figura 11.15: Movimiento rotatorio compuesto.

V:vl+\72:§1X?—i—ézX?:(fh—i-éz)X?. (11.46)

Es decir, el movimiento resultante serd otro movimiento rotatorio puro con velocidad angular
A=0,+3,, (11.47)

cuyo eje de rotacion es el vector Q y pasa por el punto de interseccidon de los ejes de rotacién de los
movimientos rotatorios simples. En este ejemplo, el eje correspondiente a Q es mévil, pues rota alrede-
dor del eje Q fijo a la pared. Naturalmente, el vector Q resultante tampoco es fijo, sino que también rota
en torno al eje fijo Q.

11.1.3. Rodadura

Se llama rodadura al movimiento que describen los puntos situados sobre el perimetro de una rueda
que rueda sin deslizar sobre una superficie plana. La condicién de rodadura implica entonces que un
punto situado sobre el borde de la rueda no tiene una velocidad horizontal en el momento en que toca el
suelo, de lo contrario habria deslizamiento. Puede verse que los puntos del borde de la rueda describen
una trayectoria llamada cicloide, que se muestra en la figura 11.16.

-2nR 0 2nR 4xR x

Figura 11.16: Trayectoria de un punto del borde de una rueda que rueda sin deslizar.

Podemos considerar que el movimiento de cualquier punto de la rueda es la composicién de un
movimiento de traslacién de su eje O, que se desplaza con velocidad vy y una rotacion aldededor de este
eje con velocidad angular ®, tal como estd esquematizado en la figura 11.17.
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Figura 11.17: Rodadura. Rotacién alrededor del eje O.

La velocidad del punto A entonces seria

VA=®O X4+ ; (11.48)
pero sabemos que V4 = 0, con lo cual
Vo=—®OXT7y. (11.49)

Vemos entonces, que cuando hay rodadura la velocidad angular y la velocidad de traslacion estan ligadas
por la ecuacion anterior; es decir, |Vy| = |®|R, donde R es el radio de la rueda. Por otro lado, podemos
pensar que el movimiento es una rotacién alrededor de un eje paralelo al anterior, pero que pasa por el
punto de contacto (ver figura 11.18).

Figura 11.18: Rodadura. Rotacién alrededor del eje instantdneo que estd en contacto con el suelo.

En este caso, la velocidad de traslacion del eje es cero, ya que no hay deslizamiento. Entonces, a la
velocidad del centro de masa podemos expresarla como

VCMZG)X?CMZGJX(—FA):—(Y)XFA:VO. (11.50)

Es decir, describiendo el movimiento como una rotacién pura alrededor del eje instantdneo de
rotaciéon que pasa por el punto de contacto con el suelo, se obtiene para el punto O, la velocidad de
traslacion vy del movimiento roto-traslatorio considerado inicialmente. El término instantdneo, aplicado
a este eje de rotacién que pasa por el punto de contacto, se refiere a que solo permanecerd un instante
en contacto con la superficie plana; al siguiente instante estard situado més arriba. En particular, puede
verse a partir de la figura 11.16 que dicho eje tiene instantdneamente velocidad nula, pero estd acelerado
hacia arriba.
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11.1.4. Aceleracion de los puntos de un cuerpo rigido

Consideremos el cuerpo rigido de la figura 11.19. A partir de ahora, los vectores posicion medidos
desde un sistema inercial Q seran denotados por R, mientras que los medidos desde el eje de rotacion, se
indicardn con 7.

Figura 11.19: Aceleracion de los puntos de un cuerpo rigido.

El cuerpo rigido describe un movimiento de roto-traslacion compuesto por la traslacion del eje que
pasa por O con velocidad vy medida respecto de un referencial Q y la rotacion alrededor de este eje con
velocidad angular ®. Un punto cualquiera del sélido, cuyo vector posicion respecto de Q es R, tendra

—

una velocidad v = %’f dada por
V=0 X7+, (11.51)

donde 7 es el vector posicion del punto medido desde un punto O del eje de rotacidn.

Para determinar la aceleracién del punto en cuestion es necesario derivar el vector velocidad:

& d 4o L dF dv
=Y L axrtig) = Lt L 20 11.52
A=, = g @XTHT0) = o xFHOx ot (11.52)

Llamando ¥ al vector aceleracién angular y dy a la aceleracion de traslacion del eje,

a:yxr—i—wxa—l—ao. (11.53)
Como puede verse en la figura 11.19, R=Ro+T; por lo tanto, ¥ = R—Ry y fl—f = % — % =V —p;
entonces podemos reescribir la dltima ecuacion:

d=Yx7F+dx (V—vy)+dp. (11.54)
Pero, por la ecuacion (11.51), Vv — vy = @ x 7, con lo cual la aceleracién queda:
A=YXT+®Xx (OX7F)+d. (11.55)

El dltimo término del vector aceleracion corresponde a la aceleracidon con que se traslada el eje de
rotacion, mientras que los dos primeros son aceleraciones debidas al movimiento de rotacidn; estudiemos
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el significado de estos primeros términos. El movimiento de cualquier punto del rigido es un movimiento

circular, superpuesto eventualmente a un movimiento de traslacién. En el caso particular en el que el eje
de rotacién no cambia su direccidn, el vector velocidad angular tampoco lo hace: 7= ‘2—‘;’ es paralelo a ®

y el significado de los dos primeros términos de la ecuacién (11.55) se ilustra en la figura 11.20.

}}n N ot _
yXr @
- = -
{ ‘; ( NJ‘
S - T~/ wx(@xr)
2 ¥

Figura 11.20: Aceleracién de un rigido cuyo eje de rotacién se mantiene paralelo a si mismo.

En primer lugar, vemos que ¥ x 7 apunta en la direccién tangente al movimiento y ademds su médulo
es YR, donde R es el radio del circulo descripto por el punto estudiado. Por lo tanto, el primer término de
la ecuacidn (11.55) es la aceleracion tangencial.

Por otro lado, ® x (® x 7) apunta hacia el eje de rotacién y su médulo es @’R; esto nos dice que el
segundo término de la ecuacién (11.55) es la aceleracion normal. Resumiendo, en este caso particular:

YxF=d, y OX(OxF)=d,. (11.56)

Relacion entre las aceleraciones en la condicion de rodadura

Como habiamos visto, cuando un disco o un cilindro rueda sin deslizar, significa que el punto que esta
en contacto con el piso (punto A en la figura 11.18) tiene velocidad nula con respecto a él. Si escribimos
la primera parte de la ecuacion (11.50)

\70:6:)X70 (11.57)

y derivamos respecto del tiempo para obtener la aceleracion del punto O, es decir, el centro de masa,
BBhabremos caido en una trampa!!

Pensemos con cuidado cudl es la expresion de la velocidad del punto O considerando una rotacion
alrededor del punto A:
Vo=®XFPo+V4. (11.58)

Podriamos decir que V4 = 0, ya que se trata de un eje instantdaneo de rotacion pura y que se trata de un
punto de la rueda que no desliza respecto del suelo y entonces su velocidad tiene que ser la misma que la
del suelo, es decir, nula. Eso es todo cierto, pero solamente en un instante particular: cuando el punto A
toca el suelo. Antes de eso el punto A desciende hacia el suelo y después, asciende desde el suelo, como
se puede apreciar en la figura 11.16. Ahora queda claro cudl es la trampa en la que estuvimos a punto de
caer: primero evaluar la funcién velocidad en un instante particular y luego derivar. Sabemos que eso no
debe hacerse porque cualquier funcién evaluada en un valor particular se convierte en una constante y su
derivada es cero. En lugar de eso escribiremos

d. ., _ do _, _ dr dva - ~
aCM:50:E(®Xr0+VA):EXT@#-O)X%—I-%:’YXro-FO)XVO—FaA, (11.59)
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o bien,
dey =YX Tem+ O X Vey +dg - (11.60)

Si analizamos esta tltima ecuacién, podemos observar que el primer término del segundo miembro tiene
la direccién tangencial, es decir, la direccidon del movimiento del centro de masa, mientras que el segundo
apunta radialmente desde el centro de masa hacia el punto de contacto (de manera andloga a lo ilustrado
en la figura 11.20). Por otro lado, sabemos que la aceleracion del centro de masa sélo tiene componente
tangencial, ya que el vinculo con el suelo impone la condicién de que el centro de masa se desplace
paralelo a su superficie. Entonces podemos escribir:

dem =TYxFem Yy 0=0xVey+da. (11.61)

La aceleracidon del punto A resulta ser
dy = —® X Vey (11.62)

es decir, hacia arriba, como se mostré en la figura 11.16.

SECCION 11.2

Dinamica del cuerpo rigido

Hasta aqui, en esta unidad se ha descripto el movimiento de un cuerpo rigido; a partir de ahora nos
interesaremos en relacionar las causas (fuerzas y torques) con las variaciones que ellas producen en el
movimiento de un rigido.

11.2.1. Ecuaciones de movimiento de un cuerpo rigido

Puesto que los cuerpos rigidos son sistemas de particulas, valen también para ellos las ecs.(9.18) y
(9.113):

=Y E: oy S =Y (11.63)
i i
Sabemos que
P=Yp:, (11.64)
i
y en el caso de un rigido continuo, p; = dm;V; = p;0V;¥;. Pasando al limite 8V; — 0,

13:/ oV | (11.65)
Ve

Si reemplazamos la expresion para la velocidad de un rigido v = ® x 7+ ¥y en la ecuacién anterior,
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obtenemos:

Utilizando las ecs.(11.5) y (11.7), la dltima ecuacién queda:

P =® X Mcy + VoM = M(® X Fep + o)

es decir,
P = Mvcy ,
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(11.66)
(11.67)

(11.68)

(11.69)

(11.70)

con lo cual corroboramos para el caso particular de un cuerpo rigido algo que ya sabiamos en general
para cualquier sistema de particulas. En relacion con la ecuacion (9.18) vale la pena recordar que la acel-
eracién del centro de masa de un sistema de particulas, en particular de un cuerpo rigido, depende de las
fuerzas externas aplicadas, pero sin importar en qué parte del sistema estdn aplicadas. Esta ecuacion, sin
embargo, solo nos da informacién sobre la traslacién del centro de masa. Analicemos ahora la ecuacién
(9.113) aplicada a un cuerpo rigido; en primer lugar veamos cudl es la expresion del momento angular
para un cuerpo rigido. Llamaremos R al vector posicién de los puntos del rigido respecto de un sistema

inercial Q ilustrado en la figura 11.21.

Figura 11.21: Momento angular en un rigido que se traslada.

Para cualquier sistema de particulas tenemos que

ZQ = Zﬁ, X m,-\_f,- .
i

Si el cuerpo es continuo, la expresién para el momento de un rigido queda:

zQ:/ﬁxvpdv.
V.

Ahora vamos a reemplazar la expresion para la velocidad:

ZQ:/ piéX(Wri—(T)X?)dV;
Ve

(11.71)

(11.72)

(11.73)
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0 sea,
ZQ:/pﬁxvodVJr/ PR x (DX F)dV . (11.74)
Ve Ve
La ecuacién (11.74) es la expresion general. Vamos a estudiar dos casos por separado: cuando hay

traslacion pura y cuando hay rotacién pura. En el primer caso, ® = 0, con lo cual la expresién para
el momento angular se reduce a

ZQ:/ pﬁxvodv:/ PRAV X Vo= MRy X ¥y . (11.75)
V. Ve

Si el rigido se traslada sin rotar, todos sus puntos tienen la misma velocidad vy, en particular Vey = Vo;
entonces,

Lo=Rey x My = Lo, (11.76)

donde el vector Rcy x MVey se denomina momento angular orbital, Lo, independientemente del tipo de
movimiento que describa el rigido.

Ahora veamos qué pasa si el rigido tiene un movimiento de rotacién pura; en ese caso, la velocidad
del eje de rotacion vy es nula y el primer sumando de la ecuacion (11.74) se anula, de manera que

ZQ:/ PR x (X F)dV . (11.77)
Ve

Figura 11.22: Momento angular en un rigido que rota.

Vamos a introducir un cambio en la notacién: si el eje de rotacién pasa por el centro de masa del
rigido, al vector posicidon de un punto del rigido medido desde cualquier punto del eje lo denominaremos
7, pero si el eje no pasa por el centro de masa, el vector posicion medido desde este eje sera llamado 7/,
como en el caso de la figura 11.22; con este cambio, la expresion anterior queda:

ZQ:/pEx(a)x?’)dv. (11.78)
Ve

Podemos expresar el vector posicion de un punto del rigido medido desde el sistema Q como el vector
posicion del punto O del eje de rotacién mads el vector posicidon del punto en cuestion medido desde ese
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punto O: R = Ry +7'; entonces podemos escribir

ZQZ/Vp(EO+?’)x(6)x?’)dV (11.79)
=/ PRy x (DX 7')dV + g p7' x (dx 7')dV (11.80)
=Rp x (6)></ p?’dV) +/v pr' x (B x7')dV (11.81)
=Ro x (a)xM?gM)+/‘/p?’§<(63x7’)dv (11.82)
=Ro xM(Cox?’CM)+/V(p7’><((7)><?’)dV (11.83)
zz‘e’ovaCM+/Vp?’x(aa><?’)dv. (11.84)

Vemos que el centro de masa juega un papel importante en la expresion para el momento angular. Si el
rigido rota alrededor de un eje que pasa por el centro de masa, 7/ =7y Vcy = 0, con lo cual la expresion
para el momento angular en el caso de rotacién pura queda un poco més simple:

zQ:/p?x((T)x?)dVEzS, (11.85)
V.
donde Lg se denomina momento angular intrinseco o de espin.

Finalmente veamos cudl es la expresién del momento angular para un cuerpo que tiene un movimien-
to de roto-traslacion. Podemos partir de la ecuacion (11.74) pensando que en general, el eje de rotacién
no pasa por el centro de masa, con lo cual hay que sustituir 7 por 7/, segtin la notacion utilizada. Ademas
vamos a usar que R = Rp + 7' (ver figura 11.22):

ZQ:/Vp(ié0+?’)><vodv+/vp(ﬁ0+?’)x(€ox?’)dv (11.86)
:/Vpiéoxvodwr/vp?’xvodv+/vpﬁox(a)x?’)dwr/vp?’x(&ax?’)dv (11.87)
zﬁoxvo/vpdv+</v p?’dV) X o+ Ro x (aax/vpmv) + Vp?’x(aox7’)dv (11.88)
= Ro X VoM + MFry; X Vo + Ro x ((TJXMF’CM)—i—/V pr’ x (B x #)dV (11.89)
= MRo x [Vo + (& x Fyy )| + MF iy ><\70+/V. pr' x (@ x 7')dV (11.90)
:E(,vaCM+M7’CM><vO+/Vp?’x(aﬁ’)dv. (11.91)

Esta es la expresion para el momento angular de un cuerpo rigido, respecto a un sistema de coorde-
nadas (y centro de momentos) @, cuando el movimiento puede describirse como una rotacién alrededor
de un eje que pasa por el punto O, més la traslacion de dicho eje. Podemos elegir cualquier eje de rotacion
que sea paralelo al eje dado; si elegimos como eje de rotacién uno paralelo al anterior y que pase por el
centro de masa se simplifica la expresion del momento angular, ya que:

?:?l y ?CMIO y ﬁ0:§CM- (1192)



296 CAPITULO 11. CUERPO RIGIDO

Sustituyendo en la dltima expresion se obtiene:
ZQ:ﬁCMvaCM+/ PEX (DX F)dV . (11.93)
Ve

Comparando con las definiciones de momento angular orbital y de espin, queda claro que, en general, el
momento angular de un rigido puede expresarse como la suma de los momentos angulares orbital y de
espin:

L=Lo+Ls. (11.94)

El momento angular orbital es el momento angular debido al movimiento de traslacién del cuerpo y
depende del centro de momentos elegido. Este momento angular es idéntico al que tendria una particula
de igual masa que el rigido, ubicada en su centro de masa. El momento angular intrinseco o de espin es
el momento angular debido al movimiento de rotacién del cuerpo rigido alrededor de un eje que pasa por
el centro de masa. Por su definicién puede verse que tiene en cuenta la distribucion de la masa respecto
al centro de masa. El valor del momento angular intrinseco no depende del centro de momentos elegido,
ya que siempre se calcula respecto de un eje que pasa por el centro de masa.

Volviendo a la ecuacién (9.113), podemos escribir:

dL dLO dLs

@ ar :;TEi' (19

Reemplazando la expresion de Lo dada en la ecuacién (11.76),

d dLS 5
g7 — (Rewm x Mvey) + —= Xi:r (11.96)
Vamos a estudiar la primera derivada:
d dR o dy,
E(RCM X M\_;CM) =M dfM X Vem + MRy X rem (11.97)
= Micy % Vem +MRey X e (11.98)
=Rem x Y Fgi | (11.99)
i

donde en la ultima linea se sustituyé Mdcys usando la segunda ley de Newton —ecuacién (9.18)—.
Entonces, sustituyendo en ecuacién (11.96) podemos escribir,

Roy x Y Fei+—= =Y i . (11.100)
i i
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Podemos despejar el término que involucra la derivada temporal de Ls:
dLs L = .
o ZTEi —Rewm % ZFEi
1 4
= Zl_éi x Fgi— Rem % ZﬁEi
i i
= Zl_éi x Fii — ZECM x Fg;
i i
= Z(Ei _ECM) x Fgi

i
2271 XFEi .
i

Los vectores involucrados en las ecuaciones precedentes se indican en la figura 11.23.

Figura 11.23: Cuerpo rigido sometido a fuerzas externas.

Resumiendo, podemos escribir:
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(11.101)
(11.102)
(11.103)
(11.104)

(11.105)

(11.106)

Es decir, la derivada del momento angular orbital respecto del tiempo es el momento de la resultante de
todas las fuerzas exteriores como si estuvieran aplicadas sobre el centro de masa del sistema. Por otro
lado, la derivada temporal del momento angular de espin es la suma de los momentos de las fuerzas
exteriores respecto de un eje que pasa por el centro de masa del sistema. Asi, podemos relacionar el
primer término con el movimiento del centro de masa y el segundo con la rotacién del cuerpo alrededor

del centro de masa.

11.2.2. Equilibrio en un cuerpo rigido

Se dice que un cuerpo rigido estd en equilibrio si se cumplen las siguientes condiciones:

i — i = )
ZFE =0 y ZTEI 0
i i

(11.107)
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es decir:

—

d—P—O = P=cte @
dr T y dt

=0 = L=cte. (11.108)
Debe notarse que en el caso de una masa puntual, solamente la primera condicién es necesaria para

definir el equilibrio. Veamos con un par de ejemplos qué ocurre si no se cumple alguna de las dos
condiciones enunciadas.

En la figura 11.24 se muestra el caso en que una Unica fuerza externa se aplica en la misma direccion

del vector posicion del centro de masa. En este caso se cumple que % =0, pues Rey || FE y % =0,
pues el vector 7 del punto de aplicacion de la fuerza externa medido desde el centro de masa es nulo.
Sin embargo, P no es constante pues hay una fuerza externa aplicada y entonces el cuerpo no esta en

equilibrio.

Figura 11.24: Rigido fuera del equilibrio con centro de masa acelerado.

La figura 11.25 presenta la situacién de un par de fuerzas aplicado sobre un rigido. Como en todo par
de fuerzas, la resultante es nula, de manera que P en este caso si es constante y dcy = 0. Esto también

nos dice, en virtud de la ecuacién (11.106), que % = 0. Sin embargo,

dLg

—r = LT Fgi =1 < (=Fg) + 72 x Fip = (F, = 71) X Fg #0. (11.109)
i

Luego, en este caso, Lg (y por lo tanto L) no es constante y el cuerpo tampoco esta en equilibrio.

Figura 11.25: Rigido fuera del equilibrio con centro de masa no acelerado.
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11.2.3. Direccion del momento angular y de la velocidad angular

Si consideramos una tunica particula que describe un movimiento circular alrededor del punto O, es
facil ver que el vector L=7xp, respecto del punto O, es perpendicular al plano del movimiento, y por
lo tanto paralelo al vector ®. Sin embargo, no siempre el momento angular de un rigido es paralelo al
vector velocidad angular. Consideremos, para convencernos, el sencillo caso de dos particulas de masas
my y my unidas por una barra rigida de masa despreciable, que giran alrededor de un eje fijo que pasa
por el centro de masa del sistema, como indica la figura 11.26.

Figura 11.26: Dos masas puntuales unidas por una barra rigida: L no es paralelo a ®.

El momento angular L, de la masa m; estd dado por el producto vectorial 7| x p; y por lo tanto es
perpendicular al plano u determinado por 7; y v, mientras que L, es perpendicular al plano determinado
por 7, y V», que justamente es el mismo plano u. Mds aun, L, tiene el mismo sentido que L, de manera
que el momento angular del sistema L= il + Zz tiene también el mismo sentido. Entonces, en este caso,
L y ® no son vectores paralelos, sino que forman un dngulo ©/2 — o, como indica la figura 11.26. La
situacién L || ® sélo ocurre cuando oo = 7t/2. Esta situacion estd esquematizada en la figura 11.27.

1

=

)

—»
v
2

Figura 11.27: Dos masas puntuales unidas por una barra rigida: L | ®.

Queda claro que en los casos estudiados de las masas puntuales unidas a una barra rigida, el momento
angular coincide con el momento angular de espin, pues la velocidad del centro de masa es nula y por
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lo tanto el momento angular orbital también lo es. Entonces, hemos visto que a veces Lg || ® y a veces
no. A continuacién vamos a calcular la proyeccion del vector Lg en la direccién de ® para un caso general.

11.2.4. Momento de inercia

Para calcular la proyeccion de Lg en la direccién de @, multiplicaremos escalarmente Lg por el versor
en la direccién de ®:

LSm:ZS-G):/Vp?x((TJx?)dV-(b. (11.110)
Para operar con el triple producto vectorial que estd en el integraﬁndﬁ) vamos a usar un resultado que
el lector interesado podrd demostrar facilmente: dados tres vectores A, By C, se cumple que
Ax(BxC)=B(A-C)—C(A-B), (11.111)
regla conocida popularmente como “baca menos caballo”. En el caso que nos ocupa,
Fx (DXF) =0 F) — 77 0) = o[dr’ — 77 ®)] . (11.112)

Sustituyendo esta expresion en ecuacion (11.110),

Lgm:/ pw(dr? —7(7-®)]dV - & (11.113)
= V’p(o[forz—?(?-(b)]-@dv (11.114)
= me[rz—(?"é))(?‘(?))]dV (11.115)
:/me[rz_(f.a)z]dv. (11.116)

En la figura 11.28 se muestra que la diferencia 7> — (7- ®)? es igual (por el teorema de Pitdgoras) al
cuadrado de la distancia s al eje de rotacién que pasa por el centro de masa.

Figura 11.28: Proyeccion de Lg en la direccién de @.
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Luego, podemos sustituir en la ecuacién anterior, con lo que se obtiene

ng:w/ ps?dv . (11.117)
Ve

La integral de la tltima ecuacién se denomina momento de inercia respecto de un eje que pasa por el
centro de masa I; (también denotado como I*), o momento de inercia baricéntrico:

IG:/ ps2dV . (11.118)
Ve

Con esta tltima definicién, vemos que la componente del momento angular de espin en la direccién del
vector velocidad angular queda:
Lso =Icm. (11.119)

Vemos que el momento de inercia baricéntrico depende de cémo estd distribuida la masa alrededor de
un eje que pasa por el centro de masa. En particular, I serd mayor cuanto mayor sea la cantidad de masa
que se distribuya lejos de ese eje. Entonces, si dos cuerpos tienen la misma masa, el mayor valor de I
corresponderd al cuerpo cuya masa esté mas lejos del eje. También puede verse a partir de su definicion,
que el momento de inercia es un concepto aditivo; es decir, el momento de inercia de dos rigidos respecto
de un eje de rotacion es igual a la suma de los momentos de inercia de cada rigido respecto del mismo
eje de rotacion.

Como hemos visto, el momento angular de espin no es necesariamente paralelo al vector velocidad
angular. Sin embargo, puede demostrarse que en todo cuerpo rigido existen tres direcciones, perpendicu-
lares entre si, llamadas ejes principales de inercia, tales que si el cuerpo esta rotando alrededor de alguno
de esos ejes, entonces el momento angular intrinseco es paralelo al vector velocidad angular. Cuando un
cuerpo homogéneo tiene algin eje de simetria, éste es también eje principal de inercia.

Entonces, por la ecuacién (11.119), sélo si el cuerpo estd rotando alrededor de uno de estos ejes, es
decir, en el caso en que @ es paralelo a un eje principal de inercia, podemos escribir una relacién vectorial
entre el momento angular de espin y la velocidad angular:

Li=150. (11.120)

Los momentos de inercia baricéntricos (I o I*) de un rigido respecto de sus ejes principales de
inercia se denominan momentos principales de inercia.

Si ® no es paralelo a un eje principal de inercia, es posible descomponerlo en las direcciones 1, 2y
3 de los ejes principales de inercia, de manera que el vector velocidad angular puede escribirse como

O =00+ 0+ 03, (11.121)

como se muestra en la figura 11.29. Para cada una de estas tres rotaciones valdrd una relacién vectorial
del tipo (11.120), con lo cual el momento angular total resulta

Z5221+22+23 :1f631+1§6)2+1§(1')3, (11.122)

donde I}, I; y I3 son los tres momentos principales de inercia. Queda claro que @ no serd paralelo a Lg a
menos que I = I} = I, o que ® = ®;, donde i denota algiin eje principal de inercia.

A pesar de que estos casos son muy particulares, son bastante frecuentes en la practica, y para ellos,
las ecuaciones de movimiento adquieren una forma muy sencilla. Pensemos en un rigido cuyo centro
de masa no se traslada, es decir se trata de una rotacidn pura, y que esta se produce alrededor de un eje
principal de inercia. En este caso,
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L:=lw3 Ls
03 o
02 N
> - >
I Lo=lm> 2
L=l

1

Figura 11.29: Velocidad angular descompuesta segun los ejes principales de inercia.

L dL dLs d(I®) o _
— = =] =1I-. 11.123
dt dt dt S dr GY ( )

Si ademas el centro de masa se traslada, para estudiar la variacién del momento angular habrd que
agregar la otra ecuacion referida al momento angular orbital:

—— =R Fgi . 11.124
7 cm X Xz: Ei ( )
Comparando las ecs.(11.123) y (9.20),
Y Fri = Macy (11.125)
i

vemos que asi como la masa M en (9.20) representa una especie de resistencia a la aceleracion lineal, el
momento de inercia I en (11.123) da una idea de cudn dificil es producir una aceleracién angular.

Calculo de algunos momentos de inercia

En esta seccién vamos a dar ejemplos de cdlculo del momento de inercia de cuerpos con geometria
sencilla. Para empezar, consideremos una masa puntual m que gira con velocidad angular ©. De acuerdo
con la definicién

1:/ ps2dv . (11.126)
Ve
En este caso, en que la masa es discreta, la expresion anterior adopta la forma
=Y ms*. (11.127)
i
Vemos, entonces, que el momento de inercia respecto del eje de rotacién se reduce a I = ms?, donde la
distancia s es simplemente la distancia de la particula al eje (ver. figura 11.28). Notese que no se trata

del momento baricéntrico del punto, que obviamente es nulo por carecer éste de dimensiones. Ahora
pasemos a un rigido de verdad.

Momento de inercia de un aro
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Consideremos un aro de radio R cuya masa m estd distribuida uniformemente con densidad p, como
muestra la figura 11.30.

Figura 11.30: Momento de inercia de un aro.

El momento de inercia del aro con respecto a un eje que pasa por el punto O (centro de masa del aro)
y es perpendicular al plano del aro resulta ser

Iam:/ ps2dV:R2/ pdV=R*m = I,,=mR*. (11.128)
Ve Ve

En este caso, p es una densidad lineal de masa y V, representa una longitud.

Momento de inercia de un disco

Ahora analicemos un disco de radio R de masa m distribuida uniformemente con densidad p, como
muestra la figura 11.31.

Figura 11.31: Momento de inercia de un disco.
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El momento de inercia del disco con respecto a un eje que pasa por el punto O (centro de masa del
disco) y es perpendicular al plano del disco puede calcularse como

R? R? R?
—=m— = Id,-sw:mj.(ll.129)

2n R R4
Liisco = / prrdv = p/ / r*rdodr = p2n— = pnR?
v, o Jo 4 2 2

En este caso, p es una densidad superficial de masa y V, representa el area el disco TR>.

Momento de inercia de un cilindro

El momento de inercia de un cilindro uniforme de radio R y altura & con respecto a un eje que
coincide con el eje del cilindro es andlogo al caso anterior, s6lo que ahora hay que agregar una integral
en la coordenada axial z:

2 2 2

) h 21 /R 5 R4 2R R R
ICU:/ pr dV:p/ / / r'rdzd0dr = ph2n— = phnR =m— = I;=m—. (11.130)
V. o Jo Jo 4 2 2 2

Momento de inercia de una esfera

Pensemos ahora en una esfera de radio R y masa m distribuida uniformemente con densidad p que
rota alrededor de un eje que pasa por su centro de masa. Para calcular el momento de inercia correspon-
diente a ese eje vamos a utilizar la construccién de la figura 11.32.

Figura 11.32: Momento de inercia de una esfera.

Sabemos que
Iesf:/ ps2dV . (11.131)
Ve

En este caso vamos a pensar que el diferencial de volumen dV es el volumen del casquete cilindrico; es

decir,
dV =2nsdsh . (11.132)
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Ademas

h=2VR2—s2, (11.133)

con lo cual,
R
Loy :/ ps221ts2\/R2—s2ds, (11.134)
0

donde la variable s se integra entre O y el radio de la esfera. Entonces,
R
Iesf:4np/ s/ R2—s2ds . (11.135)
0

La integral puede resolverse facilmente haciendo la sustitucién u = R> — s?; queda como ejercicio mostrar
que el resultado de la misma es %npRS. Por otro lado,

m 3m
===— 11.1
P=V ™~ ars (11.136)
por lo tanto,
8 5 8 3m s 2 5

Teorema de Steiner

Consideremos un rigido que rota con velocidad angular ® como se muestra en la figura 11.33. Pode-
mos referir la rotacion a un eje paralelo a la direccién de ®, pero que no pasa por el centro de masa, sino
por otro punto O. Un buen motivo para querer hacer esto es que la rotacion alrededor del nuevo eje sea
una rotacioén pura, como en el caso de la rueda que rueda sin deslizar. Llamemos d a la distancia entre
los dos ejes. El momento de inercia respecto del eje P tendrd una expresion andloga a la que habiamos
encontrado para I;:

I(;:/ ps2dV | (11.138)
Ve

s6lo que habra que reemplazar la proyeccion s del vector 7 respecto de la direccion perpendicular al eje
que pasa por el centro de masa, por la proyeccion del vector 7/ respecto de la direccién perpendicular al
eje que pasa por O, es decir, s’. Para convencerse de esto basta repetir la construccion de la definicién de
momento de inercia baricéntrico, pero reemplazando en la ecuacién (11.110) el vector 7 por el vector 7.
Entonces,

I= [ ps?av, (11.139)
V.

-

Ahora vamos a utilizar los vectores coplanares s, 5" y d, definidos como se muestra en la figura 11.33.

La relacion entre ellos es .
¥ =5+d, (11.140)

por lo tanto,
§?=(54d)-5+d)=s*+d*+25-d . (11.141)
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Q!

Figura 11.33: Momento de inercia respecto de un eje que no pasa por el centro de masa.

Reemplazando en la integral:

1:/ p(s? +d*+25-d)dV (11.142)
Ve
:/ psde+/ pdde+2/ ps-ddv (11.143)
Ve Ve Ve
:IG+d2/ pdv+2c?-/ spdv (11.144)
Ve Ve
:16+d2m+2j-/ spdv . (11.145)
Ve

La dltima integral es Sy, es decir, la componente del vector posicion del centro de masa en la direccién
perpendicular al eje, pero medida desde ese eje, por lo tanto, la integral se anula. Entonces finalmente
estamos en condiciones de escribir el teorema de Steiner:

[ =Ig+md*. (11.146)

Esta expresion nos permite calcular el momento de inercia I respecto de un eje que pasa a una distan-
cia d del centro de masa, en términos del momento de inercia baricéntrico I, referido a un eje paralelo
al anterior.

11.2.5. Momento angular respecto del eje de rotacion pura

Vamos a aprovechar el teorema de Steiner para describir el momento angular respecto del eje de
rotacién pura en cualquier movimiento roto-traslatorio. Sabemos que si el eje de rotacion pura pasa por
el centro de masa, entonces L = Lg, pero ahora consideraremos el caso general en que dicho eje no
pasa necesariamente por el centro de masa. La expresion para el momento angular de un rigido continuo
respecto de un sistema inercial con origen en el punto Q es

ZQ:/ PR x vdV | (11.147)
Ve
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donde los vectores estdn indicados en la figura 11.22.
Reemplazando en la integral v por @ x 7’ + v,, podemos escribir:
ZQ:/VpR’x(&x?’)dVJr/Vpﬁxﬂ,dv. (11.148)
En el caso de una rotacion pura, la velocidad del eje v, = 0, con lo cual se anula la segunda integral:
ZQ:/VpEx(aax7’)dv. (11.149)

Es posible utilizar el punto O, perteneciente al eje de rotacién como origen del sistema inercial de coor-
denadas; en ese caso, O pasa a ser Q' y R coincide con 7'. Sustituyendo en la dltima ecuacién:

LQ / p7’ x (0 x . (11.150)
Vamos ahora a calcular la componente de ZQ en la direccion del eje de rotacidn:
LQ(D:ZQ~G):/p?’x((ox?’)dV-(b. (11.151)
Ve

Usando “baca menos caballo” se obtiene:
=/

< (Bx7) =&(F F) 7 (7 - 0) = olor® 7 (7 d)] (11.152)

Sustituyendo esta expresion en ecuacién (11.151),

LQm:/ po[dr? —7' (7 - ®)]dV - & (11.153)
_/ e[ 7. @) 0dV (11.154)
=/ po[r? — (7' ®)(F - ®)]dV (11.155)
:/me[r’z—(7’-é))2]dV. (11.156)

En la figura 11.34 se muestra que la diferencia > — (7 - ®)? es igual (por el teorema de Pitdgoras) al

cuadrado de la distancia s’ al eje de rotacion que pasa por el punto Q.

Luego, podemos sustituir en la ecuacién anterior, con lo que se obtiene

LQw:w/ ps’2dv . (11.157)
Ve

La integral de la ultima ecuacion es el momento de inercia Ip respecto de un eje que pasa por el punto

0, por lo tanto, vemos que la componente del momento angular ZQ en la direccién del vector velocidad
angular queda:
LQ(D:IQ(!). (11158)

Finalmente, podemos concluir que cuando el eje de rotacidn es paralelo a un eje principal de inercia
y, por lo tanto, se cumple que Ly es paralelo a ®, entonces

Lo=1Iy. (11.159)
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S

Figura 11.34: Momento angular respecto de un eje de rotacion pura.

Es importante sefialar que aunque esta expresion tiene la misma forma que la del momento angular de
espin dado en la ecuacién (11.120), no significa lo mismo. En el caso de la ecuacién (11.159), el momento
angular incluye la contribucién del momento angular de espin y la del momento angular orbital, pues el
momento de inercia Ip, que no es el baricéntrico, involucra ambas componentes.

11.2.6. Sistemas de fuerzas equivalentes

Recordemos otra vez las ecs. (9.18) y (9.113) que nos permiten estudiar la evolucién del movimiento
de un cuerpo rigido.

dP q dL
— Fg; — =) ;. 11.160
dt ; Ei y dt ;TEI ( )

=3

Si tenemos una fuerza F aplicada sobre un punto P de un rigido, tal como muestra la figura 11.35,
podremos reemplazar ésta por otra fuerza igual F’ que esté aplicada sobre la misma recta de accion.

En efecto, es obvio que no cambia la resultante de las fuerzas externas Y ; Fri, que es igual a F en
ambos casos. Por otro lado, la resultante de los torques externos Y ;Tg; tampoco cambia, ya que puede
verse de la figura que 7 x F =7 x F'. Entonces podemos afirmar que el desplazamiento de una fuerza
sobre su recta de accién no modifica su efecto sobre el rigido.

Si en cambio, pretendemos desplazar una fuerza fuera de su recta de accion, se modifica el efecto
dindmico sobre el rigido. La figura 11.36 muestra dos situaciones. En la situacién A una dnica fuerza
F se aplica sobre el punto P, mientras que en la situacién B se ha desplazado la fuerza F al punto de
aplicacién Q y ademds se ha agregado un par de fuerzas Fy, F> de médulo ]ﬁ | paralelas a F, es decir dos
fuerzas de igual médulo y direccidn, pero de sentido contrario. Es facil ver que las dos situaciones son
equivalentes, ya que si en la situacién B consideramos las fuerzas B y F, vemos que tanto su resultante,
como la resultante de sus torques es nula, con lo que solamente sobrevive la fuerza Fi,lo que es idéntico
a la situacién A.

Dicho de otro modo, para desplazar el punto de aplicaciéon de una fuerza sobre un rigido sin que
se modifique nada, es necesario compensar ese desplazamiento agregando un par de fuerzas del mismo
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Figura 11.35: Desplazamiento de una fuerza sobre su recta de accion.

A

Figura 11.36: Desplazamiento de una fuerza fuera de su recta de accion.

moddulo F y cuyo torque sea igual a F'd, donde d es la distancia del desplazamiento realizado.

Si se aplican dos fuerzas F y F> sobre puntos P; y P, como se muestra en la figura 11.37, sabemos
que la fuerza resultante estd dada por F+5B, pero lo que no queda claro es donde habria que aplicar esa
fuerza para que la situacién no cambie.

Figura 11.37: Fuerza equivalente.

Una forma de ver esto es teniendo en cuenta que desplazar una fuerza sobre su recta de accién no
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afecta en nada la situacién dindmica del rigido. En ese sentido, podemos desplazar las fuerzas F y B> so-
bre sus rectas de accion hasta ubicarlas en un origen comin Q. Teniendo las dos fuerzas (ahora llamadas

by F , en la figura 11.37), podemos sumarlas vectorialmente conservando el punto Q como punto de
aplicacion. La fuerza resultante F aplicada sobre el punto Q, es también la fuerza equivalente para todo
efecto, ya que es obvio que la suma del momento de las fuerzas F' Ly F! » aplicadas sobre Q respecto de
cualquier punto O serd igual al momento de F aplicada sobre Q respecto del mismo punto O.

11.2.7. Ejemplos de movimiento de cuerpo rigido
Movimiento bajo la accion de las fuerzas gravitatorias

Sea un cuerpo rigido de masa m constituido por elementos de volumen 8V; con masas dm; sometido
a la accién de la gravedad en las inmediaciones de la superficie de la Tierra. Cada dm; se verd afectado
por una fuerza dm; g, de manera que la resultante sera:

F= Zﬁm,g Zﬁm g=mg="F;, (11.161)

donde con P indicamos el peso del cuerpo (el subindice G sélo sirve para no confundirse con el mo-
mento lineal). La resultante del momento de estas fuerzas respecto de un punto Q estd dada por

?:Z(R x Om; §) — (/ deV>><g Rey x mg = Rewy % B (11.162)

i

Entonces, vemos que una dnica fuerza: el peso, aplicada sobre el centro de masa, es equivalente al
sistema de fuerzas gravitatorias dm; g aplicadas sobre todo el rigido. El punto donde debe aplicarse la
fuerza ficticia peso para reemplazar los efectos dindmicos de todas las fuerzas reales dm; ¢ de manera que
ambas situaciones sean equivalentes se denomina centro de gravedad. Vemos que el centro de gravedad
coincide con el centro de masa cuando las fuerzas gravitatorias se aplican cerca de la superficie terrestre.
Esto no serd asi cuando las dimensiones del cuerpo sean grandes comparadas con la distancia al centro
de la Tierra; tal es el caso de las fuerzas gravitatorias ejercidas sobre la Luna, ya que las fuerzas aplicadas
sobre las distintas porciones dm; no serdn iguales.

En el caso de movimiento cerca de la superficie de la Tierra, por ejemplo, cuando se lanza un objeto
al aire (despreciando el rozamiento), las ecuaciones de movimento se escriben de la siguiente manera:

dP dL - -
=FP; — =Ry X P . (11163)
dr T dt
La primera ecuacién nos dice que la aceleracion del centro de masa serd g, constante; es decir, que el
movimiento del centro de masa describird una parabola dada por las condiciones iniciales, tal como
vimos para cuerpos puntuales. La segunda ecuacién nos muestra que

dL dLo
11.164
dt— dt ( )
por la segunda ecuacién (11.106). Entonces podemos concluir que
dLs
229 11.165
7 ; ( )

lo que a su vez nos dice que Lg es una constante de movimiento. Como vimos, la expresion més general
que relaciona el momento angular de espin con la velocidad angular es la ecuacion (11.122), segin la
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cual, Lg no es paralelo a @ a menos que la rotacién se describa respecto de un eje principal de inercia (o
que el cuerpo tenga geometria esférica). O sea que para este caso, la constante vectorial de movimiento
Ls debe cumplir que

Ls=Li+Ly+ L3 =10+ 10+ 103, (11.166)
pero los ejes principales de inercia {1}, {2} y {3}, solidarios al rigido van cambiando su orientacién a
lo largo del movimiento. Por lo tanto, pueden variar las tres componentes de ® de manera complicada
mientras el vector ZS sigue manteniéndose constante (movimiento de Poinsot).

Un caso simple de este tipo de movimiento —extremadamente particular— lo constituyen dos masas

puntuales unidas por una varilla rigida y de masa despreciable girando alrededor de un eje principal de
inercia perpendicular a la varilla (ver figura 11.38).

yl

Figura 11.38: Movimiento de dos masas puntuales unidas por una varilla rigida de masa despreciable.
Los ejes negros x,y,z constituyen un sistema de coordenadas inercial, fijo al laboratorio. Los ejes grises
{1}, {2} y {3}, son ejes principales de inercia y se mueven solidarios al cuerpo rigido.

Tanto sea en una situacién en la cual no actda ninguna fuerza sobre el sistema, como en la situacion
de caida libre (con § = —gJ, el momento angular de espin es una constante vectorial de movimiento que
tiene la expresion dada por la ecuacién (11.166). Si en un dado instante el eje de rotacién coincide con
el eje z, que a su vez es el eje {3}, para ese instante podemos escribir

Ls=I;, (11.167)

pues i, = I} = 0; es decir, Ls = Lo=1I ok. Por lo tanto, como Lg es una constante de movimien-
to, debe cumplirse que @ = wk también lo es. Esto nos dice que la varilla continuard girando con la
misma velocidad angular, sin cambiar de orientacién. En el caso en que el cuerpo esté afectado por la
gravedad, el centro de masa ademads describird una pardbola. Es importante recalcar que la simplicidad
del movimiento se restringe a casos muy particulares.

Golpe seco en una bola de billar

Lo que coloquialmente llamamos “golpe seco”, se denomina percusion, y consiste en aplicar una
fuerza durante un tiempo extremadamente corto en comparacién con la escala de tiempo en que se
desarrolla el movimiento. Si se aplica una fuerza F (t) sobre un punto P de un rigido durante un intervalo
At, podemos calcular el momento lineal transferido J:

dP L Ar

— =F=J=AP= [ F()dt. (11.168)
dt 0
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Para el momento angular transferido AL respecto de algin punto Q fijo a tierra podemos escribir:
. At At At . At . R R .
AL:/ t0)di= [ RxF()di— RCMxF(t)dt+/ Fx F(t) dt = Ry x J+7xJ, (11.169)
0 0 0 0

donde el término orbital es ALy = Rey X J y el término de espin corresponde a ALs=7x1.

Ahora consideremos que un momento lineal J es transferido rdpidamente a la bola de billar de radio
R y masa m mostrada en la figura 11.39. En este ejemplo no consideraremos ningin tipo de rozamiento
entre la bola y la mesa, con lo cual se sugiere tomar con pinzas los resultados que siguen a la hora de
jugar un partido de billar.

0

Figura 11.39: Percusion.

La transferencia de momento se producira en la direccion de avance de la bola y las fuerzas peso y
la reaccién normal de la superficie se neutralizan mutuamente ya que tienen el mismo médulo, la misma
direccidén, la misma recta de accién y son de sentido contrario. Si consideramos que inicialmente la bola
estaba en reposo, podemos escribir:

J:AP:mVCM:VCM:%. (11.170)
Por otro lado, para la transferencia de momento angular de espin tenemos:
ALs=Ls—LY=Ls=TI"0. (11.171)
Ademas, como ZS =7X f, es decir, Ls = dJ y el momento baricéntrico de la esfera es I* = %mR2

o, Sl
- 2mR2’

(11.172)

De este resultado puede verse que si se impacta la bola a la altura de su centro (d = 0), la velocidad
angular es nula. Para lograr que la bola no deslice, es decir, que esté en la condicién de rodadura debe
cumplirse que

Vo=0=Veu +®XFop=vey —OR=0=vey =0R. (11.173)

Entonces podemos escribir

m  2mR? 2R
Es decir, el punto de impacto debe estar a una distancia d del centro igual a %R. Sélo pegandole a esa
altura la bola sale “sin efecto”, rodando sin deslizar. Podemos usar este ejemplo para convencernos de
que puede haber rodadura sin rozamiento estético.

S g (11.174)
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Péndulo fisico

Sea un cuerpo rigido de masa m suspendido de un eje horizontal que pasa por el punto Q, bajo la
accion de la gravedad, como muestra la figura 11.40.

Figura 11.40: Péndulo fisico.

El cuerpo efectuard un movimiento de rotacion pura alrededor del eje que pasa por Q y la velocidad
angular ® serd paralela al versor 7, perpendicular a la hoja y hacia afuera. Para describir el problema uti-
lizaremos un sistema de coordenadas polares con origen en Q. También Q ser4 el centro de momentos. El
eje soportard al objeto ejerciendo una fuerza N, cuya direccién ird cambiando a lo largo del movimiento,
de manera que

dP , e
Por otro lado, .
dL = - — - Y
ditQ:Zq;Ei:r’CMxmg—i—r;va, (11.176)

1

donde los vectores que tienen el supraindice ' estdn medidos desde el punto de suspensién y centro de
momentos Q, de manera que 7j, = 0 y la ecuacién anterior se reduce a

dL

dTQ = —dmg sen ()il . (11.177)

En el caso particular en el que i es paralelo a un eje principal de inercia, se cumple la ecuacién (11.159)
Lo=1Ip®, (11.178)

donde Ip = I + md?. Derivando la tltima ecuacién respecto del tiempo, y teniendo en cuenta que i
corresponde a un eje fijo (a la pared, por ejemplo):

dLg d® do
_ 00 A0 11.179
ar o “loru=low, ( )

2 L . . . .
donde y= ‘fTS‘ es la aceleracion angular. Relacionando las dos expresiones obtenidas para la derivada del
momento angular obtenemos la ecuacién de movimiento del péndulo fisico:

d*o.
IQW = —dmgsen(a) , (11.180)

donde d es la distancia del punto de suspension al centro de masa.
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Esta ecuacidn diferencial no tiene solucion analitica y debe ser resuelta numéricamente. Sin embargo
si nos restringimos, al igual que cuando analizamos el péndulo matematico, al caso en el cual el péndulo
tiene oscilaciones de pequena amplitud, podemos hacer la aproximacién sen(o) ~ o, con lo cual,

d*a dmg o
—_— = . 11.181
dt? IQ ( )
La funcion de movimiento resultante es
oUt) = Olparsen (Qf +0p) , (11.182)

donde i, representa la amplitud de la coordenada angular o, ¢¢ estd dado por las condiciones iniciales

y
dmg dmg
Q= = . 11.183
\/ IQ \/IG+md2 ( )

Anélogamente a lo que vimos para el péndulo matemético, el periodo T estd dado por 21t/Q, es decir,

I 2
T:2m/m. (11.184)
dmg

Un gréfico cualitativo de esta expresion para el periodo T en funcion de la distancia d puede verse en la
figura 11.41. Se observa que existe un valor de la distancia entre el punto de suspension y el centro de
masa que minimiza el periodo del péndulo dado por dyi, = /Ig/m.

T (unidades arbitrarias)

d (unidades arbitrarias)

Figura 11.41: Péndulo fisico.

Si el cuerpo es una masa puntual suspendida de un hilo de longitud /, entonces d = £y Ip = mf?, con

lo cual,
2
T:2m/m€:2n\/z, (11.185)
tmg g

como habiamos obtenido para el péndulo matematico.
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Cilindro que rueda sin deslizar

Un cilindro de nasa m y radio R rueda sin deslizar sobre un plano con dngulo de inclinacién & como
muestra la figura 11.42. Por hipétesis el cilindro rueda sin deslizar. Vamos a considerar como eje de
rotacion la generatriz de contacto del cilindro, es decir que se trata, por un lado, de un eje de rotacién
pura, ya que el eje tiene en ese instante velocidad nula y, por otro lado, es un eje instantaneo de rotacion,
ya que va a ir cambiando su posicién a lo largo del movimiento. Poniendo, entonces centro de momentos

en Q,

Figura 11.42: Cilindro que rueda por un plano inclinado.

dL L .
d—IQ:Xi:’CEi:rCM/Xmg, (11.186)

ya que la reaccién normal N del plano y la fuerza de roce estético F, estén aplicadas sobre el punto Q.
Si describimos el movimiento de rotacién alrededor de una direccion entrante y perpendicular a la hoja,
teniendo en cuenta la ecuacion (11.159),

dL
Iy:d—tQ:ngsenoc. (11.187)
Es decir,
R2
y(n12+mR2) — Rmgsena.; (11.188)
o bien,
2
y:3—isena. (11.189)
La condicion de rodadura nos dice que vg = 0:
OZVQ:VCM+(Y)X7Q:>O:VCM—(DR:>VCM:(J)R. (11.190)

Entonces, derivando la dltima igualdad respecto del tiempo,
acy =7R. (11.191)
Luego, la aceleracion del centro de masa estard dada por

2
aCM:§gsen0c. (11.192)



316 CAPITULO 11. CUERPO RIGIDO

Este valor es claramente menor que gsen @, correspondiente a la aceleracién de una masa puntual m que
desiza sin rozamiento por el mismo plano. Para obtener la fuerza de rozamiento usamos que

micy =Y Fgi=Fe+N+mg. (11.193)
i

En la componente en la direccion del plano tenemos
macy = —F, +mgsena.; (11.194)

por lo tanto, reemplazando el valor encontrado para acyy,

2 1
Fe:mgsenoc—mggsenociFe:gmgsenoc. (11.195)

Ahora resolveremos nuevamente el problema del cilindro rodando sin deslizar sobre un plano in-
clinado, pero utilizando otro sistema de referencia diferente al que coincidia con el eje instantineo de
rotacién pura. Por otra parte, plantearemos la resolucion sin intentar adivinar los sentidos de los vec-
tores involucrados, sino que dejaremos que estos se revelen al final, después de resolver las ecuaciones
planteadas. Es importante mencionar que no es el mismo método que el seguido en la primera resolu-
cién del problema del cilindro. Puede verse como habiamos elegido positivo el sentido entrante hacia
la hoja, de manera que la aceleracion angular resultase positiva. También vemos que habiamos pensado
F, = —F,i, de tal forma que F, fuese positivo. En la figura 11.43 se muestran las fuerzas aplicadas sobre
el cilindro y el sistema de coordenadas fijo al plano que utilizaremos para la descripcién del movimiento.
El eje x coincide con el plano inclinado, el eje y es perpendicular a dicho plano y el eje z es perpendicular
a la hoja y su sentido, saliente de ella.

Figura 11.43: Cilindro que rueda por un plano inclinado con sistema de referencia fijo al plano.

Con esa convencion, las expresiones para las fuerzas aplicadas sobre el cilindro resultan:

ﬁ:mgsenocf—mgcosocf;
N=NJ; (11.196)
F,=F,i.
Las ecuaciones de movimiento son: L.
mdcy = P+N-+F,; (11.197)
dLy = .
T _Rey xP+Ryx N+ Ry xFE, (11.198)

dt
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donde ﬁCM —=xal+R f y féA = x4 1, siendo x4 la coordenada del punto de contacto.

Podemos escribir la derivada temporal del momento angular en términos de sus componentes orbital
y de espin:

dL L L
de = Reyx (P+N+E); (11.199)
dL L
d—tS:?Ax(N+Fe). (11.200)
donde 74 = —R J es la coordenada del punto de contacto medida desde el centro de masa.

Analizando la derivada del momento angular orbital con respecto al tiempo tenemos que

dL . T,
d;’Q = Rey x (P+N+FE); (11.201)

d = = - — — -
- (RCM X mVCM) =By x (B+N+E); (11.202)
ECM X mdcy = ECM X (ﬁ—l—ﬁ—l—ﬁa . (11.203)

La dltima ecuacion es equivalente a mdcy = P+N+F,, que es la ecuacion (11.197), y por lo tanto, no
serd tenida en cuenta.

Como el cilindro esta rotando alrededor de un eje principal de inercia, la expresion de la derivada del
momento angular de espin con respecto al tiempo queda

dlLs d,. L
= L (Ie®) =7y x (N+E) 11.204
o = g U6®) =Tax (N+F,) (11.204)
IV =74 x (N+F,) . (11.205)

Reemplazando en las ecs.(11.197) y (11.205) las expresiones de las fuerzas y teniendo en cuenta que

dcm = acym L, R . R
macy i = (mgseno+ F,)i+ (N —mgcosa) j ; (11.206)

IV =—Rjx (Nj+F,i). (11.207)

La ecuacién (11.207) indica que la aceleracion angular sélo tiene componentes en la direccion del
eje z (Y= k).

Escribiendo las ecs.(11.206) y (11.207) en sus componentes cartesianas, queda

x:macy = mgseno+F, ; (11.208)
y:N—mgcosao=0 = N =mgcosa.; (11.209)
z:1gY=RF, . (11.210)

Vemos que atin tenemos tres incognitas (acy, Yy Fe) y s6lo dos ecuaciones. Para poder resolver el sistema
es necesario considerar la condicién de que el cilindro rueda sin deslizar. Vimos que cuando esto ocurre,
dey =7V X Py, donde 7y, =R 7 es el vector posicién del centro de masa respecto del eje de rotacion.
Entonces,

dem =YX Fey s (11.211)

acmi=YkxRJ; (11.212)
acy = —YR . (11.213)
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Resumiendo, el sistema de ecuaciones que tenemos que resolver estd dado por las ecs. en x y z de
(11.210) y por la ecuacién (11.213):

macy = mgsend+ F, ; (11.214)
IgY=RF,; (11.215)
acmy = —YR . (11.216)

Teniendo en cuenta que el momento de inercia del cilindro respecto a su eje es I = %mRz, la solucién
del sistema de ecuaciones (11.216) resulta:

2 N
ZzCM:§gsen0ci; (11.217)
- 2 N
V= —3—§senock; (11.218)
- 1 N
Fe:—gmgsenoci. (11.219)

Como vemos, teniendo en cuenta las diferentes convenciones de signos utilizadas, los resultados coinci-
den con los obtenidos cuando analizamos el movimiento del cilindro desde un sistema con origen en el
eje instantaneo de rotacién pura.

11.2.8. Energia del cuerpo rigido
Energia cinética

Puesto que la energia cinética de una particula estd dada por T = %mvz, podemos definir la energia
cinética de un sistema de particulas como

T =) smv; - (11.220)

i

Un cuerpo rigido es un sistema de particulas. Ademads, si el rigido es continuo podemos escribir la
ecuacion anterior como una integral:

T = /fv pdV = = /pvde. (11.221)
A

Considerando el caso més general, es decir, un movimiento de roto-traslaciéon alrededor de un eje de
rotacién arbitrario (que pasa por el punto O, por ejemplo), la velocidad es ¥ = Vo + ® x 7/, con lo cual,

T:5 p(\70+(7)><?’)2dv (11.222)
2/ p(Vo+OXF)-(Vo+®x7)dV (11.223)
2/ P + (@ x 7)2 + 270 - (B x 7')]dV (11.224)

:2/‘/Cp[\70+(0)r'senoc) +2Vo - (@ x7)]dV , (11.225)

donde r’senc = s es la proyeccion del vector 7’ sobre la direccién perpendicular a @, como habiamos
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visto en la figura 11.28. Entonces,

/ 2+ (005)2 + 270 - (& x 7)) dV (11.226)
25/ dV+2/ p(ws) dV—I—/ pvo - (D x7")dV (11.227)
wo/ pdv + m/ps dV +7o - ( / (11.228)
5mv0+;m Io+7o- (@ x micy') | (11.229)

donde Iy es el momento de inercia respecto del punto O.

Vamos a analizar algunos casos particulares.

= Traslacién pura.

En este caso, ® = 0 y se cumple que

1 1
T = Emvzo = 5mvéM : (11.230)

ya que todo el rigido (en particular el centro de masa) se desplaza con ¥ = V. Es decir, hemos
obtenido la misma expresién que para la masa puntual.

= Movimiento de rotacién pura alrededor de un eje que pasa por O.
En este caso, ¥p = 0, con lo cual

T = 503210 (11.231)

= Movimiento de roto-traslacién eligiendo un eje de rotacién que pase por el centro de masa. En este
caso, Vo =Vey, O=CM y 7’CM = Fcy = 0, de manera que

1 1
T = —mviy + =l . (11.232)
2 2
En esta dltima expresion, el primer término corresponde a la energia cinética de traslacion y el
segundo término, a la energia cinética de rotacion.

11.2.9. Trabajo y energia potencial

Consideremos una fuerza que se aplica sobre un sistema de particulas. Vamos a definir el trabajo que
ejerce esa fuerza sobre el sistema como la suma de los trabajos ejercidos por la fuerza sobre todas las
particulas:

W=YW. (11.233)
1

Por otro lado, sabemos que el trabajo W; sobre la particula i es igual a la variacion de su energia cinética
AT;, como habiamos visto en la ecuacion (10.14). Si tenemos muchas fuerzas aplicadas sobre el sistema,
el trabajo total, es decir, el trabajo ejercido por todas esas fuerzas sobre el sistema serd la suma de
los trabajos de todas las fuerzas presentes, de manera que podemos escribir para un sistema de fuerzas
actuando sobre un sistema de particulas designadas con el subindice i:

W=YW=YAT,=AT, (11.234)
i i
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donde AT es la variacién de la energia cinética de todo el sistema. Pensemos que cada particula es
desplazada en una cantidad pequefia As; a lo largo de su trayectoria por la accién conjunta de las fuerzas
aplicadas. Por la definicién de trabajo podemos escribir:

w=Yw=YF-As. (11.235)
i i

En esta dltima expresion F; es la fuerza aplicada sobre la particula i, 0 mds generalmente, la resultante
de las fuerzas aplicadas sobre la particula i. Dividiendo por el intervalo de tiempo At durante el cual se
produce la variacién de las posiciones de las particulas y usando que W = AT,

AT o AS;
— =) F-—. 11.236
At Z ey, ( )
Si hacemos tender At a cero nos queda,
dT — - - T T
E :ZE"VZ' :Z(FEZ'—F;F]',')-W :ZFEI"VZ'—FZ;F]','-W, (11237)
i i JFi i i j#i

donde con Fg; denotamos las fuerzas exteriores al sistema aplicadas sobre la particula i y F ji es la fuerza
que la particula j aplica sobre la particula i. La dltima suma doble de ecuacién (11.237) tendré términos
de la forma Fy; - V; y otros de la forma Fy - V. Considerando estos términos de a pares vemos que

ﬁkl -V +F'lk‘\7k = ﬁkl -V _ﬁkl Vi = F}d . (\71 —\71{) , (11.238)
ya que, por la tercera ley de Newton, Fiy = —Fj. Pero, por tratarse de un rigido, podemos escribir
\7k2170+6)x7k/ y \71:\70+6)X?11, (11.239)
con lo cual
V—W=0x7 —0Ox? =0x (7' —-7'). (11.240)

Reemplazando en ecuacién (11.238):
Fy- (=) = Fu- [0 x (7' =7, (11.241)

pero el vector 7' — 7.’ esta dirigido desde el punto k hasta el punto [, es decir, tiene la direccién de la
fuerza Fy; y por lo tanto Fy; L [® X (7' —F')] y el producto escalar se anula. Entonces de la ecuacion
(11.237) sélo sobrevive la suma que involucra las fuerzas exteriores:

d

T vz -
=Y. (11.242)

i
Ahora reemplazamos en esta dltima ecuacién la expresion para la velocidad:

dT = — = —

Z:ZFE,--(VCM—FO)xr,-), (11.243)
i

donde se ha elegido convenientemente un eje de rotacién que pase por el centro de masa. La notacién
sigue siendo la que usamos habitualmente: R; es la posicion del punto i vista desde un sistema inercial y

7; es la posicion del mismo punto vista desde el centro de masa.

Antes de seguir con el desarrollo, proponemos el siguiente

Ejercicio
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Dados tres vectores A, B y C, probar que

A-(BxC)=(AxB)-C. (11.244)

Usando este resultado podemos trabajar sobre la ecuacién (11.243):

Cg :;VCM'ﬁEi-i-ZI_:((TJX?i)'FEi (11.245)
=Y Vem - Frit+ Y, - (7 x Fri) (11.246)
i i
=Y Vem - Fei+ ) @ [(Ri — Rew) < Fil (11.247)
i i
ZVCMZﬁEl+6)Z(El XﬁEi_ﬁCMXﬁEi) (11.248)
i i

:VCM-ZﬁEi+6)- (Z%Ei—ﬁCMXZﬁEi> (11249)

. . . (dL dL
:vCM-ZFE,-—i—m- (dt _ df) (11.250)
L . dL
=eu- Y Fei+ &2 (11.251)
dRey do . dLs

(11.252)

- : Fi —® ;
dt Zi:E+dt dt

donde se ha introducido la coordenada angular 6. En base a la dltima ecuacién podemos escribir

—

_\ - dL
dT =aw = <2F5i> dRey+~° - 0d6. (11.253)

Si existe una funcién potencial dependiente de las coordenadas V tal que su variacion es el trabajo
realizado sobre el rigido cambiado de signo (como ocurria en el caso de una masa puntual), puede

.] .
. Ei CM , N °

Cuando existe una funcién potencial definida en ecuacidn (11.254), asociada a las fuerzas aplicadas,
la energia mecdnica del rigido es la suma de la energia cinética mas la energia potencial V:

1 1
E:T—i—V:EmV%M—i—EIGmZ—i—V. (11.255)

En este caso, la variacién de la energia mecdnica estard dada por:

AE =AT +AV =AW —AW =0. (11.256)

Ejemplo: caida libre

Calculemos la variacion de la energia potencial de una piedra de masa m cuando es arrojada desde una

posicién inicial R-,, en el suelo hasta una posicién final RéM situada a una altura 4. Cuando estudiamos

este caso, en la seccién 11.2.7, vimos que ) ; Fg; = Pg y que % = 0. Entonces, reemplazando en la
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ecuacion (11.254) podemos escribir

Rl . Ry -
AV = — Ps- dRey = —/ m(—g)]- dRcy , (11.257)

Si Si
RCM

RCM

donde se ha elegido el eje y apuntando hacia arriba. Vemos que a medida que varia la posicién del centro
de masa el producto escalar f -dRcy es igual a dycyy, con lo cual se obtiene

h
AV = / mg dycy = mgh . (11.258)
0

Si fijamos el origen de la energia potencial tenemos simplemente que V = mgh, igual que en el caso de
una masa puntual ubicada en el centro de masa del rigido.

Ejemplo: cilindro que rueda por un plano inclinado

Consideremos nuevamente el cilindro de la figura 11.42. En este caso,

dL I ) .
= lei= mR2=E senak,  (11.259)

R . 2 N
Fg;=F,+N+mg =mdcy = —mgsendl i = -
; Ei e mg maCM 3mg 1 y 2 3R

donde 7y k son las direcciones paralela al plano hacia abajo y entrante a la hoja, respectivamente. Reem-
plazando estas expresiones en la ecuacion (11.254),

2 P R A
AV = —/gmgsenoci- dRcy — /m% send k- ®OdO
2 R
:—/gmgsenadxCM—/¥senocd6. (11.260)
Pensemos que queremos calcular la variacién de energia potencial desde que el centro de masa del

cilindro parte de una posicion xcy; = 0 hasta una posicién xcy = d. Esa variacién de la coordenada x se
correspondera con un giro entre 8 = 0y 6 = d/R. Entonces, en este caso,

d9 d/R R
AV = — —mgsen o dxcy —/ i seno, dO
o3 3
2 1 d
= —gmgsenocd— gngsenoc R
= —mgdsendl
= —mgh , (11.261)

donde 4 es la coordenada vertical medida hacia abajo. Es decir, la variacion de energia potencial es la
misma que experimentaria una masa puntual, ubicada en la posicién del centro de masa del cilindro,
deslizando sobre el plano.

11.2.10. Giroéscopo y trompo
Movimiento del giréscopo

Un giréscopo es un dispositivo como el mostrado en la figura 11.44, en el cual un volante de momento
de inercia I™*, respecto de su eje de simetria, puede girar alrededor de dicho eje.
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Figura 11.44: Gir6scopo.

Los armazones circulares tienen masas pequeias comparadas con la del volante. Los tres ejes, cor-
respondientes a los tres armazones, son libres de cambiar su orientacidn, pero su interseccién siempre
se encuentra en el centro de masa del volante. Los armazones estdn montados en un dispositivo que
tiene rozamiento despreciable, denominado suspension cardanica. Con esta configuracién sélo podrian
ejercerse torques externos sobre el eje del volante, que pasa por su centro de masa, ya que el inico con-
tacto con el “exterior” es a través de este eje; sin embargo, esto no es posible debido al rozamiento infimo
de los ejes. Entonces, como

L dL
0=) = - (11.262)

podemos concluir que L=cte. Si suponemos que el centro de masa del volante no se desplaza (producir
tal desplazamiento caminando con el giréscopo en la mano, por ejemplo, solo aportaria confusién al
problema), y que originalmente el volante gira alrededor de su eje, que es un eje principal de inercia,

L=Ls=10, (11.263)

pues el reposo del centro de masa asegura que el momento angular orbital es nulo. Vale decir que, por ser
L=cte., también podemos afirmar que M=cte. y el eje del volante apuntara siempre en la misma direccion
a pesar de los intentos que se hagan de torcerlo. Sin embargo, si “hacemos trampa” al giréscopo y
ejercemos directamente una fuerza sobre el eje del volante, habremos ejercido un torque externo sobre
el volante y L no serd mds constante. Es interesante estudiar c6mo reacciona este dispositivo en esa
situacion. Para analizarlo consideremos que el eje del volante estd inicialmente horizontal, como indica
la figura 11.45, y girando con alguna velocidad angular @, de manera que el valor inicial de L es distinto
de cero.

Si colgamos una masa m, como muestra la figura, aparecerd un torque 7 en la direccién horizontal
perpendicular al eje del volante. Como dL = %dr, la variacién de L resultante serd paralela a T como
muestra la figura 11.46. Entonces, al variar la direccién de L, variaré la direccién de @, es decir, la
direccion del eje del volante. Para tiempos pequefios podemos pensar que el dngulo girado d¢ = dL/L,

con lo cual: do L
T T
Pdt  Ldt L Igo’ ( )

donde m, se denomina velocidad angular de precesion. El eje del volante, entonces, en vez de inclinarse
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it

L 2wl

mg

Figura 11.45: Giréscopo con una masa suspendida.

hacia abajo como podria parecer, comienza a girar con velocidad angular ®, alrededor de la direccion
vertical.

il

Figura 11.46: Precesion del giréscopo.

En realidad lo que ocurre es que la velocidad angular resultante es
Op =D+, . (11.265)

Este vector Mg no tendrd entonces la direccion de un eje principal de inercia, no podemos usar més que
la velocidad angular es paralela al momento angular y la descripcién del problema se complica, a menos
que ®, << . Cuando esta tltima condicién no se cumple, si bien el vector L precesa alrededor del eje
vertical, los vectores Mg y ® (y con este ltimo, el eje del volante) realizardn un movimiento complicado
denominado nutacion. En particular, si el torque exterior aplicado es grande o la velocidad angular inicial
o es pequefla, ocurre lo que esperariamos: el eje del volante se inclina hacia abajo.
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Sin embargo, es posible lograr que ®, << ® mediante el uso de un motor eléctrico, por ejemplo. En
este caso, el eje del volante se mantendré estable, particularmente si se usa el giréscopo como se debe, es
decir, sin tocar el eje del volante: si consideramos una velocidad de rotacién ® grande y un rozamiento
despreciable en los ejes del girdscopo, el eje del volante se mantendra siempre paralelo a si mismo. Uno
de los usos de este dispositivos es para orientacion, particularmente en la navegacién: en este caso, el
giréscopo se denomina girocompds. Un girocompds es un girdscopo, cuyo eje (el eje del volante) se
coloca paralelo al eje de la Tierra y es mantenido rotando a gran velocidad mediante un motor eléctri-
co. Por mas que el explorador, el avién o el barco cambien su rumbo, el eje del girocompds siempre se
mantendra paralelo a si mismo, de manera que su proyeccion horizontal siempre apuntara en la direccién
sur-norte, lo que convierte al girocompds en una brijula no magnética. La proyeccion horizontal del eje
del girocompds es un punto cuando su ubicacién coincide con alguno de los polos terrestres; esto nos
dice que el dispositivo no funciona en las zonas cercanas a los polos.

Movimiento del trompo

Un trompo es un cuerpo con geometria acimutal que puede rotar alrededor de su eje apoyado sobre
uno de sus extremos bajo la accién de la fuerza gravitatoria. Consideremos un trompo de masa m y
momento de inercia / respecto de su eje de simetria como el de la figura 11.47. El trompo gira alrededor
de dicho eje apoyado sobre el punto P, formando un 4ngulo & con la horizontal.

(DPT

Lcosa

Figura 11.47: Movimiento del trompo.

Si efectuamos un andlisis similar al realizado con el giréscopo, vemos que

dp ~ dL  t  mghsen(90° — )
dt  Lcosodt Lcoso Iocosa

®, , (11.266)

donde 90° — o es el dngulo que forman los vectores peso y posicion del centro de masa (medido desde
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el punto P). Por lo tanto tenemos:
mgh
W, =——. 11.267
P o ( )
Al igual que en el caso del girdscopo, esto vale siempre que ®, << ®, es decir, cuando ® coincide
con un eje principal de inercia: el eje de simetria del trompo. Cuando esto no ocurre, el movimiento de
precesion se combina con el de nutacién, mucho mas dificil de describir. La ecuacion (11.267) nos dice

que en la aproximacién de precesion pura, la velocidad angular de precesion no depende de la inclinacién
del trompo.



Resolucion alternativa del movimiento os-
cilatorio armonico

Existe una forma alternativa de obtener la funciéon de movimiento correspondiente a la ecuacién de
movimiento de un cuerpo enganchado a un resorte, diferente a como hicimos al resolver la ecuacién
diferencial (8.134). Para ello utilizaremos el concepto de energia. Habiamos visto que la expresion de la
energia para un cuerpo sobre el cudl estd aplicada una fuerza eldstica es

E = %mv2 + %k)c2 . (A.1)
Despejando la velocidad obtenemos
Por lo tanto i
=dt. (A.3)

Haciendo el cambio de variable u = 4/ %x e integrando, la ecuacién anterior queda

V?/Vﬁiﬂ_/m. (A4)

Resolviendo esta integral y escribiendo nuevamente en términos de la variable x tenemos

m k
\/;arcsen (\ / 2Ex> =t+C. (A.5)

Despejando la expresion de x en funcién del tiempo,

x(t) = \/27E sen (\/Et—i—q)o) , donde ¢ = %C. (A.6)

En el punto de mdxima elongacién (x = x,,) la energia mecdnica es totalmente eldstica

1
Emi:E. (A7)

327
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Xy = \/27E. (A.8)

Reemplazando esta expresion en la ecuacién (A.6) y denominando ® = \/g podemos escribir

Despejando x;, tenemos

x(t) = xpsen(ot 4 o) - (A9)

SECCION A.1

Movimiento oscilatorio amortiguado

Hemos visto que si tenemos un cuerpo unido a un resorte de constante elastica &, y lo liberamos
desde una posicion diferente a la de equilibrio, oscilara alrededor de esta posicién con un movimiento
oscilatorio denominado arménico simple. La funcién de movimiento dada en la ecuacion (8.147) indica
que el cuerpo nunca modificard su movimiento oscilatorio. Sin embargo, nuestra experiencia nos indica
que en la prictica el cuerpo ird reduciendo la amplitud de las oscilaciones hasta detenerse. Esto se debe a
que sobre el cuerpo, ademads de la fuerza eléstica, existe la fuerza viscosa que el medio le ejerce, aunque
despreciemos el posible rozamiento entre el resorte y la superficie sobre la que estd apoyado. La ecuacién
de movimiento del cuerpo unido a un resorte que se mueve sobre una superficie horizontal sin rozamiento
o colgado verticalmente, sera:

ma = —k(x—x,) —Dnv, (A.10)

donde hemos utilizado la ecuacion (8.101) para la fuerza viscosa, debido a que el cuerpo no alcanza
grandes velocidades. La ecuaciéon de movimiento, expresada en términos de la coordenada x, es:

d’x dx

Si llamamos u a la coordenada medida desde la posicién de equilibrio (u = x — x,) la ecuacién (A.11)
queda

2
m% = —ku—Dn%; (A.12)
o bien, )
%+2a%+mguzo, (A.13)
donde
20— 2N wf = f; (A.14)
m m

aqui, my es la frecuencia angular a la que oscilaria el cuerpo en el vacio y o estd relacionado con el
rozamiento del cuerpo con el fluido. Para poder determinar la funcién de movimiento del cuerpo debemos
encontrar una funcién u(r) que satisfaga la ecuacion (A.13). Proponemos como solucién la funcién

u(t) =Ae" , conA = cte. (A.15)
Reemplazando esta funcion en la ecuacion (A.13) resulta
AP e" +20Ave" + w3AeT =0 ; (A.16)

Ae" (Y +2ay+aj) =0. (A.17)
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Entonces, para que la funcién u(z) dada en la ecuacién (A.15) sea solucién de la ecuacion (A.13) se debe
satisfacer que y> 4 200y + 0)(2) = 0. Las soluciones a esta ecuacion son:

T =—0— /02— 3 Yy Ta=—0+4/0%—3. (A.18)

Como cualquiera de estas dos posibilidades para Y permite encontrar una solucién de la ecuacion (A.13),
la expresion mas general es una combinacion lineal de ambas soluciones:

u(t) = Are" +Aze™ (A.19)

donde las constantes A; y A, se determinan a partir de las condiciones iniciales del movimiento. Anal-
icemos algunos casos particulares.

a) o~ >0 = ok
En este caso, la fuerza viscosa predomina sobre la fuerza eléstica en el movimiento del cuerpo; las
soluciones dadas en la ecuacion (A.18) son reales y la funcién de movimiento del cuerpo es:

u(t)=e* (Ale_ V-GG | AV O‘z_mgt> (A.20)

En esta situacién, denominada movimiento sobreamortiguado, el cuerpo no oscila, sino que tiende a
desplazarse hacia la posicién de equilibrio. En la figura A.1 se muestra la funcién de movimiento para el
caso particular en que la masa del cuerpo es 1 kg, la constante del resorte k = 100 N/my oo = 1,2 ®p. La
curva a corresponde a un cuerpo que para t = 0, estd desplazado 0,1 m de la posicién de equilibrio y es
liberado a partir del reposo, mientras que la curva b corresponde a un cuerpo que para t = 0 se encuentra
en la posicion de equilibrio con una velocidad de 2 m/s.

0.10

0.08

0.06

u[m]

0.04

0.02

0.00
L

. | | | |
00 05 1.0 15 20 25 3.0
ts]

Figura A.1: Funcién de movimiento de un cuerpo cuyo movimiento es sobreamortiguado. a) Liberdndolo
desde fuera de la posicién de equilibrio. b) Partiendo de la posicién de equilibrio con velocidad mayor
que cero.

2 2 Dn _ k
b) a®— w5 =0 = \ o = -

En este caso, la fuerza viscosa y la fuerza eléstica son del mismo orden. Ahora la ecuacién de
movimiento (A.13) queda

d’u n 2adu

dr? dt

Como la ecuacion (A.17) tiene una dnica solucién real, la funcién de movimiento sera

+o?u=0. (A.21)

u(t) =Aje (A22)
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Sin embargo, es facil comprobar que la funcién
u(t) = Axte™™ (A.23)

también es solucién de la ecuacion (A.21). Entonces la solucién més general es la suma de ambas solu-
ciones
u(t) = (A1 —i—Azl) e ™. (A.24)

La funcién de movimiento muestra que en esta situacion, denominada amortiguamiento critico, el cuerpo
no oscila y simplemente se desplaza hasta llegar a la posicién de equilibrio de manera similar a lo
que ocurre en el el caso sobreamortiguado. En la figura A.2 se muestran las funciones de movimiento
para el caso de amortiguamiento critico para las mismas condiciones del ejemplo mostrado en el caso
sobreamortiguado. En la figura A.3 se muestra comparativamente las funciones de movimiento de los

0.10

0.08

0.06

u [m]

0.04

0.02

0.00 [\

o
N
w

t[s]

Figura A.2: Funcién de movimiento de un cuerpo cuyo movimiento corresponde al caso de amor-
tiguamiento critico. a) Liberdndolo desde fuera de la posicion de equilibrio. b) Partiendo de la posicién
de equilibrio.

casos sobreamortiguado y critico. Cuanto més préximo es el valor o a 0y mds rdpidamente retorna el
cuerpo a la posicién de equilibrio.

um]

Figura A.3: Comparacién entre las funciones de movimiento de los casos sobreamortiguado y critico.

2 _ 2 Dn _ k
c)a”—w5 <0 = m <

En este caso las dos soluciones a la ecuacién (A.17) son nimeros complejos conjugados:

N=—-0—iy/oi—02 |, T=-0+iy/0i-o2, (A.25)
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y la funcién de movimiento, de acuerdo a la ecuacién (A.19), es
u(t)=e % (Alefiv o0’ +AyelV m@w@z) ) (A.26)

Debido a que la coordenada del cuerpo debe ser un nimero real, en este caso las constantes A; y A, son

nimeros complejos. Denominando ®; = 4/ 0)(2) — o2 podemos escribir la ecuacién (A.26) como

u(t) = e % [Bycos(mt) + By sen(w;t)] , (A.27)

donde
Bi=A1+A y By = i(Az —Al) . (A.28)

Como la ecuacién (A.27) describe la coordenada del moévil, las constantes By y B, tienen que ser nece-
sariamente nimeros reales. Sabemos que podemos escribir

Bjcos(mt) + Baysen(®1) = xpsen(®if + @) . (A.29)
Entonces, la funcién de movimiento para este caso es
u(t) = xpme ¥ sen(miz + o) . (A.30)

Ahora el cuerpo oscilard con una frecuencia angular ®; y con una amplitud x,,e~* que va disminuyendo
con el tiempo. Este caso se denomina movimiento oscilatorio subamortiguado. En la figura A.4 se mues-
tra un grafico de la funcion de movimiento, suponiendo o0 = 0,5 wg, v(0) =0y x(0) = 0,1 m. Vemos que

u[m]

t[s]

Figura A.4: Funcién de movimiento de un cuerpo con movimiento oscilatorio subamortiguado.

el fluido modifica la frecuencia angular de oscilacién del cuerpo respecto a la que tendria en el vacio. En

este caso el periodo 7; serd
_2n 2r - 2

Q)] /0)% ) Q)]

Una aplicacién préctica de estos conceptos es en la suspension de un automdvil, que estd constituida
por un resorte que tiene en su interior un amortiguador. El amortiguador, como su nombre indica, es el
encargado de amortiguar las oscilaciones del resorte. En general se intenta que el automévil vuelva lo
antes posible a su posicion original y por lo tanto se trata de que trabaje en el régimen de amortiguacion
critica.

T Ty . (A31)
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Periodo del péndulo en funcion de la am-
plitud (grandes oscilaciones)

En la seccién (8.9) estudiamos el movimiento de un péndulo ideal y resolvimos la ecuacién de
movimiento para el caso de pequenas oscilaciones. Ahora nos abocaremos a la situaciéon mas general, en
la que no es vélido hacer la aproximacion sen(6) ~ 6.

Como puede verse en la ecuacion (8.195), la energia mecéanica de la masa del péndulo estd dada por

1
E= 5va —mglcos() . (B.1)
Como v = ¢d8/dt podemos escribir
1, [de\?
E= Emﬁ , —mglcos(0) = —mglcos(6p) , (B.2)

donde 0y es la maxima amplitud angular del péndulo. Entonces podemos despejar la velocidad angular

le? \/ \/cos ) —cos(69) (B.3)

| £ de
dt ==+ — . B.4
t 2g \/cos(8) —cos(8y) B4

Integrando a ambos lados de la igualdad podriamos encontrar la relacién entre el tiempo y la posicién
angular del péndulo. Sin embargo esta integral solo se puede resolver de manera numérica.

y escribir

Utilizaremos la ecuacién (B.4) para determinar el periodo del péndulo en funcién de la amplitud
angular, sin tener que hacer la aproximacion de pequefias amplitudes. Integrando la ecuacion (B.4) en el
intervalo correspondiente a un periodo, que corresponde a 4 veces el tiempo que demora el péndulo en
recorrer desde 6 = 0 hasta 6 = 0,

r 0 (% de
dt =4, — : .
/0 ! \/;/0 \/cos(8) — cos(6) (B-3)

333
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Como cos(8) = 1 —2sen?(0/2) la ecuacion (B.5) queda

0,
T:ZG\/Z/O a9 . (B.6)
sen( =) Y &/0 sen(6/2)
(%) V- EcEl

Haciendo el cambio de variable

NID

sen (

)
B=— 125, (B.7)
)

sen (

|

la ecuacion (B.6) resulta

L et 2dB e ap
T g/o cos(e/z)\/w_ét\/;/o V1—PB2/1—B%sen’(60/2) B8

La integral

B.9)

o ap
X0) = || =

se denomina integral eliptica completa de primera especie y no tiene solucién analitica cerrada. Sin
embargo, se puede hacer un desarrollo en serie:

2 2 2
K(v)=1 1+<;> M(éj) m(;:i:é) v6+---] . (B.10)
Es decir, )
T« [ (2n)! "
K(v):zng[zzn(n!)z] v (B.11)

Vemos que en la ecuacién (B.8) podemos identificar una integral eliptica completa de primera especie
con v = sen(6y/2). Entonces podemos escribir

A G T A T e
T(O)-To’;)[zzn(m)z} sen(2> , donde Ty =2m . (B.12)

En la figura B.1 se muestra como varia el periodo del péndulo con la amplitud de oscilacién. El calculo
se realizé con los 130 primeros términos de la sumatoria de la ecuacién (B.12).

1.18 |

1.16 |
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TIT,
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1.06 |

1.04
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1.00 |

Figura B.1: Amplitud del péndulo en funcién del la amplitud

En la Tabla B.1 se puede comparar el periodo del péndulo calculado por diversos métodos. En la
primera columna estan los valores 8y y en las siguientes columnas se detallan los valores de T /Ty. El
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método 1 es integrando numéricamente la integral eliptica, el método 2 es incluyendo los 130 primeros
términos de la sumatoria de la ecuacién (B.12) y el método 3 es tomando solo los 2 primeros términos
de la sumatoria. Como puede verse es posible calcular con bastante precision el periodo del péndulo
utilizando solo algunos términos de la sumatoria. Si se tiene en cuenta solamente dos términos de la
sumatoria para 6) = /2 la diferencia con los otros métodos de cdlculo es menor que el 2 %.

Ang. | Mét. 1 | Mét.2 | Mét. 3

0 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
/6 (30°) | 1,0174 | 1,0174 | 1,0174
/4 (45°) | 1,0400 | 1,0400 | 1,0396
n/3 (60°) | 1,0732 | 1,0732 | 1,0713
/2 (90°) | 1,1803 | 1,1803 | 1,1602

Tabla B.1: T /Ty integrando numéricamente la ecuacion eliptica (Mét. 1), tomando los 130 primeros
términos de la sumatoria (Mét. 2) y tomando solo los 2 primeros términos de la sumatoria (Mét. 3).



