PRACTICO 5 - Teoremas de la funcién Andlisis Matemético TT1
inversa y de la funcién implicita 2018, FaMAF - UNC

1. Las coordenadas polares en el plano se definen por:

(:1:) — T(r,0) = (rcos@) . con {0 <r < oo,
y rsen 6 0<6<2nm.
(a) Encontrar d, T' y su inversa en aquellos u = (r, ) donde existan.

b) Calcular T~ explicitamente, y comparar dpy 7! y [da T ~! en los puntos
(u)
correspondientes.

2. Dibuje las siguientes curvas dadas en coordenadas polares:
(a) r=0,0<60<m/2.
(b) r(sen@ — cosf) =7/2, 1/2 <0 <.
(¢) r=m/2cos0, m <0 < 3m/2.

3.+ Si z = f(x,y) es diferenciable y (z,y) = (rcos@,r senf), probar que

02\ (0N (9:\, 1 (02
Ox oy)  \or r2\00 /)

4. Las coordenadas esféricas en R? se definen por:

x rsen¢ cost 0<r<oo,
y| =95(r¢,0)=|rsen¢g senf |, con <0< ¢ <,
z 7 Cos ¢ 0<6<2m

(a) Hallar d,, S en los puntos u = (r, ¢, ) donde exista.
(b) Calcular S~! explicitamente.

5. Use las coordenadas esféricas para describir la regién en R?® definida por z > 0,
N T A

6. x Dibuje las curvas y superficies en R? expresadas en coordenadas esféricas:
(a) r=2,0<0<7/4, /4 <¢p<7/2
(b) 1<r<20=mn/2 ¢=m/4
() 0<r<1,0<0<7/2 ¢=m/4

7.Dados a > 0y b > 0, las coordenadas elipticas en el plano estan determinadas por:

x — T(r,0) = ar cos 0 . con 0<r<oo,
y br sen 6 0<6<2m.

Calcular explicitamente 77!, y el jacobiano de T.

8.Dados a > 0,b > 0y c > 0, las coordenadas elipsoidales en R? estdn determinadas

por:
x ar sen ¢ cos 0 0 <r <oo,
y| =T(r,¢,0) = | brsen¢send | , con < 0 < ¢ <,
z cr cos ¢ 0<6<2m

(a) Graficar para el caso a =1, b=c=2.
(b) Calcular explicitamente T, y el jacobiano de T.
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9. Sea f : R? — R? dada por

f(@,y) = (y + 32%y* — Tw — dy, 2y +y).

(a) Demostrar que existe un entorno U C R? tal que (1,1) € U, un entorno V C R?
tal que (—7,2) € V y una inversa para f, f~! : V — U, C' tal que f~1(-7,2) =
(1,1).

(b) Sean g : R? — R una funcién C* tal que 2(1,1) = 2, 89(1 =5y v=(%3).
Calcular L(—7, 2).

O‘I»Jk

10. Si
r=u+7v—+uw,
y =u?+ 07 + w?,
z :u3+v3+w3,
calcule 2% en la imagen (z,y, 2) = (2,6,8) de (u,v,w) = (1,2, —1).

2

2
11.Sea f(z,y) = <x 2$yy ) Observar que identificando R? con C de manera que

(z,y) «— 2z =z + iy entonces f(z,y) se corresponde con la funcién g(z) = 22
(a) Mostrar que para todo punto X, excepto xg = (0, 0), la restriccién de f a algin
entorno abierto de xg tiene inversa.
(b) Mostrar que si no se restringe el dominio, f no tiene inversa.
(c) Si f7! es la inversa de f en un entorno de (1,2), calcular la transformacién
afin A(z,y) que mejor aproxima a f~! cerca de f(1,2) = (—3,4).
(d) Siw=(-3.2,4.1) calcular u = A(w) y comprobar que f(u) ~ w.

12. Probar que la funcién diferenciable

f(z,y,2)
F(x,y,z)z (.I‘ Y, r )
flx,y,2) +9(z,y,2)

no puede tener nunca una inversa diferenciable.

13. Probar que existen funciones inversibles en un entorno de un punto xq sin tener la
derivada inversible en xq.

14. Sea f : R — R definida por

1
flz) = g%—xzsen(;), six # 0,
0, six=0.

Probar que f’(0) es inversible pero que f no tiene inversa en ningin entorno de 0.
. Por qué no se cumple el teorema de la funcién inversa?

15. Sea f : R? — R definida como
flz,y,2) = 2% — 2> + 2%

(a) Demostrar que f(x,y,z) = 0 define una funcién implicita z = ¢(y, 2) en el
punto (1,1 1)
(b) Encontrar 2 (L 1)y g—f(l,l).
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16. (a) Probar que las ecuaciones

O=a?+y+2z2+u—v
O=zy+2z—u+2v—-1
0=yz+axz+u?+v

definen z,y y z como funciones de u y v cerca de (x,y, z,u,v) = (1,1, —1,1,1).
(b) Hallar la matriz de la diferencial de la funcién definida implicitamente por

z(u,v)

y(u,v) | = f(u,v), en (u,v)=(1,1).
z(u,v)

17. Considerar la ecuacién (z — 2)3y + ze¥~! = 0.

(a) ;Estd y definida implicitamente como funcién de x en un entorno de (z,y) =
(1,1)?

(b) ¢(En un entorno de (0,0)?

(¢) (En un entorno de (2,1)?

18. La hipdtesis de que Fy(xo,yo) tenga inversa en el teorema de la funcién implicita
no es condicién necesaria para que la ecuacién F(x,y) = 0 defina una tnica funcién
diferenciable f tal que f(x¢) = yo. Probar esto tomando F(z,y) = 2% —v3 y (29, %0) =
(0,0).

19. x El punto (z,y,t) = (0,1, —1) satisface las ecuaciones
xyt +sen(zyt) =0, z+y+t=0.
(Estéan x e y definidas implicitamente como funcién de ¢ en un entorno de (0,1, —1)7

20. x Probar que bajo las hipétesis del teorema de la funcién implicita existe una tnica
funcién f tal que F(x, f(x)) = 0 en un entorno de xg. (Ayuda: usar la funcién
H(x,y) = (x, F(x,y)) y aplicar el teorema de la funcién inversa).

21.x Sea f : R® — R de clase C'. Probar que si existe p € R" tal que f(p) =0y
Vf(p) # 0, entonces f se anula en infinitos puntos de R™.



