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Prefacio

El presente trabajo EI Método Monte Carlo en la Fisica Médica: una breve descripcion
del transporte de radiacion en sistemas biologicos y aplicaciones es un compendio original
de notas elaborado por Mauro Valente en 2016, para ser utilizado como material de estudio
y referencia para el curso de especializacién en el marco de la Escuela Andina de Fisica
edicion 2016 en Tacna, Pert.

El contenido del presente libro de notas esta dedicado a formalismos y metodologias
para el drea especifica de fisica médica orientado a exponer conceptos bdsicos sobre in-
teraccion de la radiacidon con la materia y de las diferentes dreas de la fisica médica. Se
pretende lograr un primer acercamiento a las temdticas de las diferentes dreas de fisica
médica, con énfasis en la técnica Monte Carlo aplicada a este area.

Es un trabajo con exposicion de fundamentos tedricos, practicos y experimentales para
aplicacion destinados a ejercitar los contenidos formales en situaciones pricticas de interés
para la fisica médica.

El contenido incluye breves repasos sobre elementos basicos interaccion de radiacién
con la materia, tanto a nivel atémico como nuclear incorporando descripciones de proce-
sos fisicos y modelos de algunos mecanismos de interaccién de interés para el dmbito de
la fisica médica, como interaccién de fotones, electrones, protones, iones mas pesados y
neutrones con material boldgico. La modalidad de la exposicidn estd enfocada en el estudio
y caracterizacién de los efectos de la interaccidn de la radiacién con material biol6gico.
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Interaccion de la radiacion ionizante con
medios materiales




8 EI método Monte Carlo en Ia fisica médica MODULO I
1.. Modulo I: Interaccion de la radiacion ionizante con medios
materiales

El Capitulo|I Jestd destimado a presentar un breve resumen sobre las interacciones que las radia-
ciones ionizantes experimentan al atravesar medios materiales. Se repasa brevemente la estructura
atéomica y el concepto de seccién eficaz. También se expone un tratamiento para la interaccion de
fotones, particulas cargadas y neutrones con la materia. En el caso de las particulas cargadas, se con-
sideran tanto una descripcién microscépica de los procesos de colisién como otra basada en teorias
de dispersion muiltiple.

1.1.. Introduccion a la estructura atomica

Se busca describir las interacciones que las radiaciones ionizantes experimentan al atravesar
medios materiales. Se presenta un breve repaso de la estructura atémica y del concepto de seccién
eficaz. Luego, se estudian los mecanismos de interaccién de fotones, particulas cargadas y neutrones
con la materia. En el caso de las particulas cargadas, se presentan descripciones microscépica de los
procesos de colisién asi como teorfas de scattering (dispersiéon) miiltiple.

Se denominan radiaciones ionizantes aquellas que son capaces de liberar electrones ligados en
orbitales atémicos o moleculares, para lo que se requieren energias superiores a unos 10 eV, aproxi-
madamente. En el caso de electrones, positrones y fotones, se restringe el tratamiento a energias entre
decenas de eV y centenares de MeV, mientras que para particulas cargadas pesadas se considera el
rango energético especifico entre decenas de keV/u y centenares de MeV/u. Estos intervalos cubren
holgadamente las energias empleadas tipicamente en fisica médica, tanto en diagndstico como en
terapia.

Se estudiard la propagacién e interaccién de radiacién ionizante con medios materiales consti-
tuidos por un nimero de dtomos o moléculas por unidad de volumen (N) igual a:

_ NAvp

N
Ay

(1

donde Ny, es el nimero de Avogadro, p la densidad mésica y A,, se obtiene de la masa atémica
o molar (A): A,, = Am,Ny,, para m,, tal que: m, Ny, = 1g mol —1_ Asi, las férmulas quedan escritas
en el sistema CGS, como es habitual en fisica atdmica. Sin embargo, para realizar los célculos es
conveniente emplear el sistema de unidades at(’)micaﬂ

1.1.1.. Clasificacion de las radiaciones ionizantes

Las radiaciones ionizantes se clasifican atendiendo en primer lugar a la carga eléctrica de las
particulas (neutras o cargadas). La segunda caracteristica relevante es la masa de las mismas, de
acuerdo con el siguiente cuadro:

A la radiacion constituida por particulas cargadas se la califica como directamente ionizante,
mientras que se denomina indirectamente ionizante a radiacién de particulas neutras. La motivacion,
como se verd, estd relacionada con el hecho de que la carga eléctrica determina el modo en que la
radiacion interacciona con la materia.

I'Las unidades atémicas se definen tomando: ge=me=h=1.
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3 fotones  x,~
particulas neutras
neutrones

ligeras (M =mg) e ,e™
3 iones ligeros H, ..., Ne
particulas cargadas . . L
pesadas (M > mg) ¢ lones pesados Na, ..., fragmentos de fision
“exdticas” ;ti. aE, o

Figura 1. Cuadro de clasificacion de radiaciones ionizantes.

1.1.2.. Estructura atomica

Los procesos a nivel atémico y subatémico se rigen por las leyes de la mecdanica cudntica.
Considérese una particula no-relativista de masa M que se mueve en un potencial central V(r). La
ecuacion de movimiento (Schrodinger) independiente del tiempo, para valor de energia € es:

1—52
LM”@} W) = e(#) @

Por tanto, se ve que la funcién de onda de la particula (y(7)) factoriza como sigue:

oy u(r) S
Vet (F) = , Yo, (F) 3)
donde u son las funciones radiales y ¥y ,, los arménicos esféricos.
Las funciones radiales u pueden determinarse analiticamente en el caso de potencial de
Coulomb, pero en general se requiere resolver:
B2 9% R 4(L+1)
———+————=+V(r)|ulr) =cu(r 4
Si el potencial es atractivo, la ecuacién [21_7] admite soluciones con autovalores €, ¢ negativos dis-
cretos (n es el ndmero cudntico principal), que representan estados ligados. Las correspondientes
funciones radiales reducidas u,, ¢(r) estin normalizadas a la unidad:

/ up o(r)dr=1 &)
R+

Por otra parte, la ecuacién de Schrodinger radial también posee soluciones con autovalores
positivos, los que describen particulas libres con energia cinética no-relativista € = %M v? (espectro
continuo). La normalizacion de las funciones del continuo ug ¢(r) es arbitraria. Ademds, las ug ¢(r)
presentan un comportamiento asintético del tipo:

Ug ¢ ~ sin (kr - Eg —nIn(2kr) + Sg(k)) [r — o9 (6)

2
donde k = 2711};18 es el nimero de onda y §; el defasaje. N = Z};—Vq“ es el “pardmetro de Sommer-

—_ 2 N N
feld” para Z. tal que: V(r) — @. Para potenciales de corto alcance se toma Z., = 0, mientras
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que Z., # 0 para haces el caso de iones. En el caso particular V(r) = 0 se tienenn =0y &, =0 V¢,
por lo tanto se reduce al caso de ondas planas viajeras:

y(F) = (2m) 2 (7)

En el tratamiento cudntico-relativista, la ecuaciéon de Schrodinger debe sustituirse por la
ecuacién de Klein-Gordon si la particula tiene spin 0 o la ecuacién de Dirac si su espin es 1/2.
La ecuacion de Dirac independiente del tiempo es:

[ p+ (B— 1M +V ()| w(F) = e w(7) ®)

donde @ y B son las matrices de Dirac. Los autovalores y funciones de onda radiales reducidas
se denominan segin el nimero cudntico de momento angular relativista k = (£ — j)(2j + 1) para
j=L{+ % Las soluciones a esta ecuacién pueden encontrarse en literatura especializad

Considérese un conjunto de N electrones (masa m,, carga —g,) de un 4tomo de nimero atémico
Z. La funcién de onda atémica y((;,...,Cy) refiere a las “variables de estado” de cada uno de los
electrones constituyentes ({;) satisface la ecuacion de onda independiente del tiempo:

HA (G150 V) W(Cis - Cv) = EW(E1, -, Cw) ©)

donde Hp es el Hamiltoniano atdmico y contiene, ademds de las energias cinéticas (no-
relativistas) de los electrones constituyentes, las energias potenciales electrostiticas atractivas
electrén-nicleo y repulsivas electrén-electrén:

R a
_ 1 e e
HA—sze+Z< - >+ 2 (10)
i=1

i=1 !

Es conocido que la ecuacion [9] con el Hamiltoniano definido segiin la expresién [I0] no tiene
solucién exacta, y por tanto es necesario recurrir a aproximaciones para simplificarla. Por ejemplo,
en el modelo de electrones independientes en un campo central se supone que todos los electrones
se mueven en un potencial atémico promedio o efectivo V, (), elegido de modo que sea una buena
aproximacion a los potenciales electrostiticos de la ecuacion[I0} Luego:

2m,

N T2
HA=Z{”’ +vef<r,»>} an

i=1
O, la formulacién correspondiente en el limite relativista:

N

HA:Z[Caj'ﬁj+(ﬁj_1)meC2+V(rj)} (12)
i=1

En este escenario, los potenciales autoconsistentes de tipo Hartree-Fock-Slater o Dirac-Hartree-
Fock-Slater constituyen un punto de partida til para resolver el problema. Al haber reemplazado el
Hamiltoniano original por otro aproximado pero separable, la funcién de onda atémica se escribird
como un determinante de Slater construido con N orbitales de spin monoparticulares ;, j=1,..,N.

ZNo hace al contenido del presente curso.
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| vi(G) o wi(Cw)

Clun(@) o wv(Cy)

Por lo tanto, se ve que ¥ es una funcién de onda antisimétrica, como corresponde a un sistema
de fermiones.

El hecho de que las funciones de onda atdmicas se expresen como determinantes de Slater
simplifica en gran medida la evaluacién (analitica o numérica) de elementos de matriz. La Figura 2
muestra la energia de ligadura experimental U, de las capas K, L1 — L3 y M1 — M5 de los 4tomos
neutros. Una peculiaridad interesante de los potenciales autoconsistentes tipo Dirac-Hartree-Fock-
Slater es que: €| ~ Uy .

10°F g
: -
> 10°F
] C
~
¥ L
D s
10° =
10* =1
0

Figura 2. Energfas de ionizacion experimentales de las capas K, L1 — L3 y M1 — MS5 de los
atomos neutros (J.M. Fernandez-Varea).)

1.1.3.. Descripcion de la interaccién entre radiacion incidente y un atomo en reposo

Cuando un dtomo se ve sometido a la influencia de la radiacién incidente deben incluirse en
el Hamiltoniano H términos adicionales con las energias de interaccidn entre el proyectil y los
electrones atomicos. La ecuacién de Schrédinger (o Dirac) en este caso es dificil o imposible de
resolver exactamente, por lo que se recurre a métodos aproximados.

Implementando técnicas de teoria de perturbaciones, se descompone el Hamiltoniano en dos
términos: H = Hy + H’, siendo la ecuacién de Schrodinger con Hy resoluble y H' es considerada
como la “perturbacion”.

Hy =Hj + Hyp (14)
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donde el hamiltoniano del dtomo (Hy), estd dado por las ecuaciones[T1](o[T2) y:

Hp =) " hay by by, (15)
A

es el Hamiltoniano del campo de “fotones libres”. Cada modo A corresponde a un vector de
ondas zx y un vector (unitario) de polarizacién 7). Los operadores b; y by actiian sobre los estados
|-+ ,my,--) que describen el campo electromagnético libre en la representaciéon de nimeros de
ocupacion (espacio de Fock); se denominan operadores de creacion y aniquilacion, respectivamente,
debido a que:

b; |,y =/mp 1| my 1) (16)
by |-+ my) = v/ml- = 1,0) 17

El efecto de H' es inducir transiciones entre estados propios del Hamiltoniano Hy. En el caso
de fotones incidentes, el potencial vector asociado es:

AF) oY (Apbr+A50]) Ay ~ ™ (18)
A
Efectuando el acoplamiento minimo en la ecuacién[IT]se obtiene:

N N 2
de +1my - @ r
Hpy = > —A(F)-pj+ > :2 €5 A%(7j) = Hippq + Hopa (19)
j=1 nmeyc N myC

En el caso relativista, se utiliza el acoplamiento minimo en la ecuaci(’)n@], resultando:
Hiy =Y q.0,(7)-A(7)) (20)

Por otro lado, cuando la radiacién incidente es una particula cargada (carga Z*q,., masa M) se
tiene que la perturbacién es la interaccién Coulombiana (instantinea):

72742
H,, = =1 +Z< ) =H,,, +H.,, @1

aqui se ha utilizado que 7y es la posicidon de la particula cargada. En esta expresion se ha omitido
la interaccién transversal, un efecto relativista causado por el intercambio de fotones virtuales.

La probabilidad de transicion por unidad de tiempo (W}, |)) de un estado inicial i) a otro final
|f) (ambos propios de Hy) estd dada por la regla de oro de Fermi:

Wi = |M|f \*P(E|y) = Ejp)) 22)

donde p(E|y)) es la densidad de estados finales. Ademds, se tiene:

!
My = IR+ fm'” ”'H‘>+ =M M 23)
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El primer término de la suma de My |5 es el término de primer orden, la sumatoria sobre
estados intermedios |n) son las contribuciones de segundo orden, etc.

En algunos casos se puede entender cualitativamente -e incluso cuantitativamente- ciertos pro-
cesos de interaccion de la radiacién con la materia por medio de una descripcién cldsica de los
electrones atomicos. El método consiste en considerar que cada dtomo (o molécula) neutro posee
N = Z, electrones ligados armoénicamente a una posicién de equilibrio mediante fuerzas conserva-
tivas y lineales. Se trabaja en el contexto en que f; de estos electrones tienen frecuencias angulares
propias ®; , verificdndose que ) ; f; = Z>. En el contexto de la mecénica cudntica esta relacion se
conoce como regla de suma de Thomas-Reiche-Kuhn, y los f; se interpretan como intensidades de
oscilador. La dindmica de los electrones con frecuencia angular ®; estd gobernada por la segunda
ley de Newton:

2

, J . , =
mea?r—&-mel"gr—kmem%r = —q.E (7,1) (24)

donde I un amortiguamiento fenomenoldgico y E (7,1) es el campo eléctrico externo debido a la
radiacién incidente (fotén o particula cargada). Si la amplitud de oscilacién es lo bastante pequeiia,
de modo que E pueda ser evaluado en la posicién de equilibrio del electrén, resulta:

. E(t
F(t) = —&72 (2) . (25)
Me O — 07 — iT'o
En otras situaciones, como por ejemplo en el caso de metales, es titil describir los electrones mas
débilmente ligados (los de conduccién) como si constituyeran un gas de electrones libres y emplear
en los célculos la correspondiente funcion dieléctrica (compleja):

e(k,0) = eq (k,0) + ieg (k, ®) (26)

La funcién dieléctrica depende del vector de onda k y la frecuencia angular ®. La magnitud

relevante en este tipo de formalismos es la funcion de pérdida de energia 3 (1/€) = Sz‘c’ﬁ Final-
® T

mente, cuando la energia de la radiacién incidente es muy alta, es posible despreciar las energias
de ligadura y las distribuciones de velocidades de todos los electrones del blanco, y describirlos
como si estuvieran libres y en reposo. Las ecuaciones de conservacién de la energia y el momen-
tum permiten estimar las energias y direcciones de salida mds probables de las particulas luego de
interactuar (modalidad colision binaria).

1.2.. Seccion eficaz: Introduccion

Considérese un experimento de scattering (dispersion), en el que se hace incidir sobre un blanco
una densidad de flujo (tasa de fluencia) de particulas . Un detector analiza las N particulas que, por
unidad de tiempo, han sido desviadas dentro del dngulo sélido d€2 del detector (determinado por los
angulos polar 0 y acimutal ¢) y llegan con energia entre E' y E' +dE’. La seccion eficaz diferencial

. 2 .
de este proceso de colision (dg/%) se define como sigue:

s _ 1 N
dE'dQ — ®dE'dQ

27)
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En la expresion anterior (27) el dltimo factor esta directamente relacionado con la probabilidad
de transicion por unidad de tiempo dada por la regla de oro de Fermi (22).
Integrando respecto del dngulo sélido y la energia se obtiene la seccion eficaz total (G):

d*c
- /
c_/dE/deE,dQ (28)

que tiene dimensiones de superficie. Es posible interpretar la seccion eficaz diferencial como
una densidad de probabilidad a partir de la relacion:

d*c

dE'dQ 9)

1
p(E',0) = 82nsin(9)
Obsérvese que la seccidn eficaz diferencial depende del dngulo de dispersidn polar 8 pero no
del langulo de dispersion acimutal ¢ debido a la simetria cilindrica del problema.
En un medio condensado (sélido o liquido) la probabilidad de interaccién por unidad de longitud
se define mediante:

A= a0 (30)

siendo A el camino libre medio entre colisiones sucesivas. El producto .4'G recibe a veces el
nombre de seccion eficaz macroscopica (¥) o, en el caso de fotones, coeficiente de atenuacion lineal

Las consideraciones anteriores son directamente generalizables si hay diversos mecanismos de
interaccidn (cada uno de tipo i). Asi, se tiene:

OTotal = Zci A 7\’;oltal = Z}\'Tl (31)

1.3.. Conceptos basicos sobre interaccion de fotones con la materia

Los fotones carecen de masa en reposo y carga eléctrica. Por lo tanto, su interacciéon con los
medios materiales que atravesienen no es tan intensa como en el caso de particulas cargadas. Consi-
dése la interaccion de fotones no polarizados de energia E con 4&tomos neutros cuyo niimero atémico
es Z. En el intervalo de energias de interés para las aplicaciones del presente curso (aproximada-
mente entre 0.1 keV y 1 GeV) los procesos de colision dominantes son el efecto fotoeléctrico, la
dispersién Rayleigh, el efecto Compton y la creacién de pares electron-positron. Otros modos de
interaccidn, tales como las reacciones fotonucleares, ocurren con probabilidades mucho menores y
-a primer orden- pueden ser despreciados en varias situaciones practicas.

Sea ¢ la energia del fotén en unidades de m.c> ~ 511keV (la energia en reposo del electrén):

E

meC

6= —3 (32)
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1.3.1.. Efecto Fotoeléctrico

En el efecto fotoeléctrico el fotén es absorbido por el dtomo blanco y un electrén de la capa
atomica i-ésima es emitido dentro del angulo sélido d€., caracterizado por el dngulo polar 6,,
con energia cinética €, = E — U;, siendo U; la energia de ionizacién de dicha capa. El proceso de
fotoabsorcién sélo es posible si E > U;. En consecuencia la seccién eficaz de efecto fotoeléctrico
presenta marcados bordes de absorcién, pues cada vez que E supera una energia U; se “abre” un
nuevo canal de absorcion.

Efecto Fotoeléctrico en la aproximacion de Born

La aproximacién de Born (no-relativista) considera la perturbacion Hi a primer orden,
con la simplificaciéon adicional de reemplazar la funcién de onda del fotoelectron por una onda
plana. Esta aproximacién implica secciones eficaces razonables sélo si €, > U; de modo que se
pueda despreciar la interacciéon Culombiana del fotoelectrén con el i6n residual.

La seccién eficaz diferencial de efecto fotoeléctrico del dtomo de hidrégeno (y de iones
hidrogenoides) en la aproximacién de Born puede ser evaluada analiticamente. En ausencia de po-
larizacion, la solucion es:

do 3 -7 sin?(6,) 3 -7
DO _ iz T MO 232757 sin(6,) (33)
dQ, 0 [1- Vc—ecos(ez)]4 0 ‘

donde a0 = %—% ~ 1/137 es la es la constante de estructura fina de Sommerfeld. La proporciona-
lidad con sin?(8,) indica que el fotoelectrén tiende a emitirse perpendicularmente a la direccién del
fotén incidente. La seccidn eficaz total se obtiene integrando la seccion eficaz diferencial sobre todas
las direcciones de emision:

1 9
o(E) = / d2c0s(0,) 28 = T 82757 (34)
_1 dQ, 3
Esta férmula (34) resulta ser aplicable no sélo para fotoionizacién de dtomos hidrogenoides,
sino que también describe de forma aproximada la ionizacion de la capa K de dtomos o iones por
rayos X y . Obsérvese que la secci6n eficaz es proporcional a Z° y a E %7 creciendo rdpidamente
al aumentar el nimero atémico y disminuir la energfa.
Para dtomos multielectrénicos, se puede generalizar el tratamiento anterior sobre la base del
modelo de electrones independientes en un campo central. Sin embargo, los cdlculos sélo pueden
realizarse en forma numérica.

Efecto Fotoeléctrico en la aproximacion dipolar eléctrica (no-relativista)

En la aproximacién dipolar eléctrica no-relativista, el Hamiltoniano de la interaccién entre el
campo de radiacion electromagnética y el dtomo es Hi ; (21)), pero haciendo la exponencial igual
a 1 en la expresion del potencial vector. Con estas simplificaciones, la relacién de conmutacion de

Heisenberg permite reemplazar los valores esperados de los operadores j; por los ?-Aplicando

L resulta la

teoria de perturbaciones a primer orden (s6lo con el término Ml( f)) ) en las expresiones

seccion eficaz de efecto fotoeléctrico se escribe:

N
O(E) = 4maE |(¥s|> 7)) (35)
j=1
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donde ¥; y ¥/ son las funciones de onda atémicas inicial y final, respectivamente; las cuales
pueden ser aproximadas mediante determinantes de Slater y el operador es a un cuerpo, asi que
sOlo estardn permitidas transiciones que involucren a un tnico electrén. El elemento de matriz se
reduce entonces a |(@¢|7|@;)| siendo @; y @y los orbitales de spin monoparticulares inicial (ligado) y
final (libre), respectivamente, del electrén activo (el que efectda la transicién). En principio, deberia
efectuarse un desarrollo en ondas parciales del orbital libre ¢ . Sin embargo, el carécter vectorial del
operador 7 impone la conocida regla de seleccién ¢ = £ 4 1 de manera que contribuyen a lo sumo
dos ondas parciales.

Las funciones radiales reducidas inicial, P, (r) y final P,y (r) del electrén activo se obtienen
resolviendo numéricamente la ecuacién de Schrodinger radial. La expresion final para la seccién
eficaz de efecto fotoelléctrico de la capa activa (cuyo nimero de electrones es N,;¢) es:

4o e, +1
G(E):TNné(ge_sné) {2£+1RZ—1+2£+1 (+1 (36)
Con E = ¢, — €,/ y con las integrales radiales dadas por:
Rir1(e) = /9{+ Pe,p+1(r)rPye(r)dr 37

Efecto Fotoeléctrico en la aproximacion Scofeld

Actualmente, los cdlculos considerados mds exactos son los realizados por Scofeld, que incluyen
todos los multipolos del campo de radiacién asi como efectos relativistas, lo cual es esencial para
atomos pesados. Es decir, se trata H'f,; a primer orden sin introducir simplificaciones adicionales.
Estos resultados han sido incorporados a la base de datos EPDL en 1997 y en el programa XCOM.
A modo de ejemplo, la figura 3| presenta las secciones eficaces de efecto fotoeléctrico para Al, Cu'y
Pb.

1.3.2.. Scattering coherente o Rayleigh

El scattering coherente o Rayleigh es el proceso por el cual un fotén es dispersado eldsticamente
por los electrones atomicos ligados. Es decir, el 4tomo blanco no es excitado. En consecuencia
W, =Y, y las energias de los fotones incidente y dispersado son iguales: E' = E. Este proceso
se denomina coherente porque aparecen efectos de interferencia entre las ondas dispersadas por
diferentes partes de la distribucién de carga atémica.

Dispersion coherente en la aproximacion del factor de forma

En este formalismo (bdsicamente no-relativista) se trata al Hamiltoniano H’ 7,2 (expresién
asociado a la interaccion entre la radiacion electromagnética y el 4tomo como una perturbacién a
primer orden, mientras que desprecia la contribucién de H' ;1 a segundo orden. Desarrollando los
correspondientes elementos de matriz (f|H’ so2|i) puede calcularse la seccion eficaz diferencial (por
atomo) para dispersion coherente:

3Cullen, Hubbell & Kissel. EPDL97 The evaluated data library, *97 version, Report UCRL-50400 vol. 6,
rev. 5 (Lawrence Livermore National Laboratory, Livermore, CA, 1997).
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Figura 3. Secciones eficaces de efecto fotoeléctrico para Al, Cu y Pb.

dGcon _ dor 2 2 1+C0$2(9) 2

donde es ‘f% es la seccién eficaaz diferencial de Thomson para la dispersién por un electrén
libre y en reposo, la cual se obtiene a partir de argumentos cldsicos, 0 se refiere al angulo de dis-
persion polar, i.e. el dngulo entre las direcciones de propagacion del fotén antes y después de la

2
interaccion; y r, = mqfc 5> ~ 2,818 x 10~ 3¢m es denominado radio clasico del electrén.
e

El factor de forma atémico F(gq,Z) dado por:

N
F(q,2) = (Wol Y _ &771/" W) (39)
j=1

donde ¥ denota la funcién de onda atémica del estado fundamental y la suma recorre los Z
electrones atomicos; ¢ es el vector transferencia de momento, cuyo médulo estd dado por:

q:25s1n<9> (40)
c 2

El factor de forma atémico puede ser expresado como la transformada de Fourier de la densidad
electrénica p(7) del dtomo la cual, en la aproximacién de simetria esférica, se simplifica a:

in (4
Faz)= [ o i, w

R
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F(q,Z) es una funcién monétonamente decreciente en q que varfa desde F(0,Z) = Z a
F(e,Z) = 0. Por lo tanto, la presencia del término en F(g,Z)? en la expresién para la seccién
eficaz diferencial (38)), favorece la dispersion coherente (Rayleigh) hacia dngulos pequefios.

En el caso del dtomo de hidrégeno no-relativista el factor de forma atémico puede evaluarse
analiticamentel’}

Fu(g.Z=1)= {1+(q;;h>}2 (42)

Pero, los factores de forma atémicos para dtomos multielectrénicos (con mds de un electrén)
requieren de ser calculados numéricamente. Por lo general, existen extensas tablasﬂ obtenidas a
partir de densidades atémicas autoconsistentes para dtomos con Z = 2 — 100. La Figura ] muestra
los factores de forma atémicos correspondientes a los dtomos de C, Cu y Pb.

102 T T T T 11717 T T T T 11717 T T T T T 11T T T T 17T

| |

10

Fq.2)

10

'1 1 1 | II\Hl 1 1 1 II\Hl 1

107 : ,

107 10" 10° 10" 10
q

Figura 4. Factores de forma atémicos para C, Cuy Pb (Hubbell et al.)

La seccion eficaz total (por d&tomo) de scattering Rayleigh se obtiene a partir de:

1
o(E) = Ttrf/ (1 +cosz(6)) |F(q,Z)|2d(cos(9)) (43)

Para energias bajas, el factor de forma en la integral es, aproximadamente, F(0,Z) = Z y por lo
tanto la dispersién coherente se reduce a la dispersion Thomson:

4f6rmula de Pirenne.
Syvéase Hubbell et al. Phys. Chem. Ref. Data 4 (1975) 471. Erratum: ibid. 6 (1977) 615.
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o= %nrgzz (44)

Mientras que en el limite de alta energia se tiene:

o~E? (45)

Estos comportamientos asintticos pueden apreciarse en la Figura[5] donde se han representado
las secciones eficaces totales Rayleigh para C, Cu y Pb.
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Figura 5. Secciones eficaces Rayleigh para C, Cu y Pb.

%)

Dispersion coherente anémala

En un sentido estricto, la expresién [38] es adecuada sélo para fotones si E > U, para Ug:
energia de ligadura de la capa K del dtomo. El comportamiento predicho por la expresion [44] es
alterado sustancialmente cuando se introducen los factores (reales) de dispersion “anémala” f'y f”,
cuyo origen estd en el Hamiltoniano relativista H' ¢, tratado a segundo ordelﬂ En este tratamiento,
la seccidn eficaz diferencial resulta:

do  dor

10~ a0 F@2)+ 1 (E2)+if"(E,Z)} (46)

Lo que se denomina “método de la matriz S de dispersion”.
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La correspondiente seccién eficaz total presenta cerca de los bordes de absorcién una marcada
reduccién respecto de la seccién eficaz predicha por la expresion 3]

Afortunadamente, cuando aparecen estos efectos de dispersién andmala el scattering coherente
es mucho menos probable que la absorcién fotoeléctrica. Por tanto, para muchos propésitos, es
posible la aproximar el factor de forma por medio de la expresion @3]

1.3.3.. Scattering incoherente o Compton

En la dispersion incoherente de fotones (efecto Compton), un fotén de energia E = Kkm,c? inter-
actua ineldsticamente con un electrén atémico que lo absorbe y se re-emite un fotén secundario con
energia E' = TE < E en la direccién 0 relativa a la direccién del fotn incidente. Tras la colision, el
electrén retrocede con una energia cinética €, en la direccién 0,.

Si el electrén blanco estd inicialmente libre y en reposo, se tiene que €, = (1 —1)E. La conser-
vacion de energia y momentum implica:

cos(8) = | (K+ - %) @)
1—7
COS(ee) = (K+ 1) m (48)
Por lo tanto:

-t 49

v 1+x(1 —cos(0)) )

r E _

E= l+ﬁ(lfcos(6)) = ke o0

Sujeto a Ty = Hﬁ <1 < Tmix = 1, que corresponden a scattering hacia atrds (6 = ) y hacia

adelante (8 = 0), respectivamente.
La formulacion de Klein-Nishina

Suponiendo que los electrones del blanco estdn libres y en reposo, la seccién eficaz diferencial
angular (por electrén) para fotones no polarizados se obtiene a partir de la férmula de Klein-Nishina:

dox n 12 (Ec\’[Ec E .. 7]
=% (%) B*E;S‘“ ®) = GD
2 2 2
r; D) ) Kk=(1—cos(0))
E[l—i—K(l—cos(G))] 1+ cos (e)—'_l—s—l((l—cos(@))} (52)

Puede verse que en el limite de bajas energias (K — 0), la seccidn eficaz % se reduce a la
férmula de Thomson (38))

Sin embargo, generalmente es mas conveniente expresar la seccion eficaz de Klein-Nishina en
términos de T (que describe la fraccion de energia del fotén secundario):

dog N . dog N ZTEd(COS(e)) _ Tcr% ( 1 K2 —2K
N W\ 2 T

2
dt a0 R ++(2‘<+1)+K%> (53)
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La correspondiente seccion eficaz total (por electrén) de Klein-Nishina resulta:

Tmix  dog 4  K2-2k-2 2(k+1
Gl(fN:/ dt OK-N __ 2 K K (K+ ) (54)

=7r, | 5+ ———n(14+2x) + ——=
dt e i@t K2 n(l+ )+(1+2K)2

Tmin

La aproximacién de Waller-Hartree

En la aproximacion de Waller-Hartree se incluyen los efectos de ligadura de los electrones
atémicos. En este formalismo, la seccién eficaz Compton (por 4tomo) se obtiene a partir de:

do _ dog-n
dt  dt

S(q,Z) (35

donde S(g,Z) es la funcion de dispersion incoherente del dtomo blanco, con

, E?+E”? -2EFE cos(0)
q =

= = (mec)’x [24—1{—21(1 +K)+12K] (56)

siendo entonces g el médulo de la transferencia de momento al electrén.
La funcién de dispersién incoherente se calcula a partir de la funcién de onda atémica del estado
fundamental ¥ mediante:

zZ Z
S(g,Z) = (¥o| D Y 0T/ g (57)

i=1 j=1

De aqui se sigue que S(g,Z) es una funcién monétonamente creciente de ¢ que toma valores
desde S(0,Z) = 0 hasta S(e0,Z) = Z. Se observa que la funcién de dispersién incoherente inhibe las
colisiones “blandas”, i.e. aquellas en las que la transferencia de momento q es pequefia, reduciendo
la seccidn eficaz diferencial; de hecho ‘fi—‘r’ se anula para T = 1 ya que g*(t= 1) = 0.

En el caso del 4&tomo de hidrégeno, la funcion de dispersion incoherente admite una expresion
analitica ya que i = j = 1, luego:

S1(q.2) =1~ [Fu(q,2)] (58)

Nuevamente, para el caso de atomos multielectrénicos es necesario recurrir al cdlculo numérico
para evaluar las funciones S(q,Z) m

En situaciones practicas puede convenir el empleo de funciones de dispersion incoherente
aproximadas pero expresadas en forma anah’tica[ﬂ en vez de extensas tablas de dificil manejo. La
Figura[6]reporta funciones de dispersi6n incoherente correspondientes a los dtomos de C, Cu y Pb.

La seccién eficaz total incoherente (por 4tomo) es entonces:

Tmax dGKN
o(E) = S(q,2)dx (59)
Tmin dT
El comportamiento de 6 en funcién de la energia del fotén puede observarse en la Figura[7]para
dos especies atomicas (Al y Au).
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Figura 6. Funciones de dispersién incoherente de C, Cu y Pb (Hubbell et al.)

10 T T TTT T T T T T TT0m T T T TTm T T 1T 60 T T TTT T TTITm T T T T T T T T T ITTm

50 - RN Au

40 \ —

30 \ —

o(E) /b
o(E) /b

20 g —~

10 - ) -

Vs
0 I‘\ﬂ/\ II\HHl Il IIHHI| Il \\IHH‘ Lol LI
100 10 10t 100 10° 10

E /eV E /evV

Figura 7. Secciones eficaces Compton de Al y Au. Las curvas a trazos largos y cortos son
las predicciones de Klein-Nishina y Waller-Hartree, respectivamente. Las curvas continuas
corresponden a la aproximacién de impulso relativista.

7Hubbell et al. compilaron tablas de S(g, Z) para todos los elementos desde Z = 1 a 100, a partir de funciones
de onda atémicas autoconsistentes de tipo Hartree-Fock.
8Véase, por ejemplo, J. Bar6 et al. Radiat. Phys. Chem. 44, 531, 1994.
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La seccién eficaz total tiende a cero para fotones de bajas energias, mientras que la seccidon
eficaz total obtenida a partir de la férmula de Klein-Nishina (Gxy) permanece finita en £ = 0. La
diferencia entre secciones eficaces totales obtenidas de la expresién [59]y de la férmula de Klein-
Nishina aumenta cuando la energia del fotén disminuye y es apreciable para energias menores a ~
100 keV.

Scattering Compton: aproximaciones de mayor precision

Existen modelos tedricos mas elaborados para describir la dispersién incoherente de fotones
teniendo en cuenta que el electrén activo estd ligado y en movimiento antes de la colisién. Entre
ellos, cabe mencionar: la aproximacion de impulso y el método de la matriz S de dispersion. La
aproximacién de impulso sélo considera H?gy2 a primer orden, mientras que el método de la matriz
S de dispersion trata H}m a segundo orden. Desafortunadamente, la dificultad de realizar los cdlculos
numéricos hace que atin no existan tabulaciones completas basadas en estos formalismos.

1.3.4.. Produccion de pares electrén-positréon

En la creacién de pares el foton desaparece y su energia es invertida en crear un electrén y su
antiparticula, el positrén. Sea E-. la energia cinética de estas dos particulas cargadas, e~ y e™ respec-
tivamente, la conservacion de la energfa exige que sea: E = E_ + E +2m,c?. Puede observarse que
la creacién de pares sélo serd posible si E > 2m,c? ~ 1,022 MeV. Por otra parte, la conservacién
de la cantidad de movimiento obliga a que el proceso tenga lugar cerca de una particula cargada
masiva que absorba una pequefia cantidad de movimiento y una fraccién despreciable de energia.
Esa particula masiva podra ser tanto un nticleo como alguno de los electrones atémicos. En este
Gltimo caso -s6lo puede suceder si E > 4m,c?- el proceso se denomina creacion de tripletes, pues el
electrén que absorbe la cantidad de movimiento es arrancado del 4tomo.

El célculo de las secciones eficaces del proceso de creacion de pares es complicado, pues se debe
recurrir a la electrodindmica cudntica. Empleando este formalismo, y suponiendo que las particulas
cargadas emergentes son lo bastante rdpidas como para poder ser descritas mediante ondas planas
(aproximacién de Born), Bethe y Heitler obtuvieron una expresion para la seccion eficaz diferencial
en la energia cinética del electrén creado (E_) ﬂ

— et
e —e
dogy

M =2(Z+1)f(Z.EE) (60)

No resulta de interés prioritario, para los fines de esta exposicion, dar los detalles de la funcién
f(Z,E,E), pero cabe mencionar que ésta depende del factor de forma atémico. En cambio, vale la
pena destacar que -tal como se anticipé- aparecen dos contribuciones, una proporcional a Z> que
da cuenta de la creacioén de pares en el campo del niicleo y otra proporcional a Z que se debe a la
contribucién de los Z electrones atémicos al proceso (creacion de tripletes).

El angulo polar promedio de emision del electrén y del positrén esta dado por:

E \!
0= (1+ £)) o
(01) oy (61)
dce’—eJr
La seccion eficaz total de creacion de pares se obtiene al integrar —54— respecto de E_. La

Figura[§]reporta las secciones eficaces de creacién de pares y tripletes en C, Cu 'y Pb segiin la energia
del fotén incidente.
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Figura 8. Secciones eficaces de creacién de pares y tripletes en C. Cu y Pb.

1.3.5.. Reacciones fotonucleares

Cuando el fotén tiene una energia superior a algunos MeV aparece la posibilidad de que inter-
actue directamente con el nicleo atémico. Las reacciones fotonucleares mds probables son las de
tipo (y,n), en las que el fot6n arranca un neutrdn, que es liberado. Por supuesto, las correspondientes
secciones eficaces dependen fuertemente de la energia, asi como del nucleido en cuestion (es decir,
de ZyA).

1.4.. Coeficiente de atenuacion: Introduccion

ELIT3

Para cada modo de interaccion i (i = “fotoeléctrico”, “Rayleigh”, “Compton”, “creacién de

EEIT3

pares”, “creacion de tripletes”), se define el coeficiente de atenuacién (lineal) y; dado por:

i = JVG,' (62)

donde .4 es el niimero de dtomos o moléculas por unidad de volumen. Como .4 es propor-
cional a la densidad mdsica p, resulta mas conveniente definir los coeficientes de atenuacién mésicos
parciales y;/p, y el coeficiente de atenuacién mdsico total:

Nay
gz Af; Zo,- (63)

9Expresién conocida como férmula de Bethe-Heitler.
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Las dos tabulaciones de coeficientes de atenuacién masicos mas empleadas son la base de datos
EPDL °97, de Cullen et al. y la del NIST de Berger-Hubbell. Esta ultima cubre energias de fotones
superiores a 1 keV y se puede generar mediante el programa llamado XCOM. Nétese que, conven-
cionalmente, las tabulaciones de coeficientes de atenuacién mdsicos no incluyen la contribucién
debida a reacciones fotonucleares. A modo de ejemplo, la Figura 0] reporta los coeficientes de ate-
nuacién masicos de Al y Pb generados con XCOM.
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Figura 9. Coeficientes de atenuacion masicos de Al y Pb, obtenidos con el programa XCOM.

1.5.. Coeficiente de atenuaciéon masico para compuestos

Cuando el medio por el que se propagan los fotones es un compuesto o una mezcla, el coeficiente
de atenuacién masico puede aproximarse como sigue:

H ~ Z W H (64)

pcomp j p j

donde la suma se extiende sobre los j componentes elementales (puros) presentes en el com-
puesto siendo w; la fraccion en peso del elemento j-€simo. Nétese que en esta expresion [6_1] se
ignoran los efectos de agregacion, ya sean moleculares o de materia condensada.

1.6.. Introduccion a la interaccion de las particulas cargadas con la materia

Esta seccidon se concentra en la descripcion de los procesos de interaccién que experimentan
las particulas cargadas (carga Z;¢., masa M) al atravesar un medio material de nimero atomico Zj.
Se indicard con V, p y E la velocidad, momento lineal y energfa cinética del proyectil antes de la
colisién, mientras que las variables primadas W, 5’ y E’) corresponden a cantidades después de
la colision. Se define, ade,és, las transferencias de momento lineal y energia en la colisién como
G=p—p yW =E —E', respectivamente.
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Conviene recordar que, cuando se trata de particulas relativistas, se define =7 y v =

(1 — [32) 7%. El momento lineal y la energfa cinética se expresan entonces como p = YMPc y
E = (y— 1) Mc?. Es imprescindible emplear la cinemética relativista cuando B > 0,1, lo cual sucede
para electrones y positrones con E 2 5 keV y para particulas cargadas pesadas con E/M 2 10
MeV/u.

Se vera que son posibles colisiones tanto eldsticas como ineldsticas y la emision de radiacion de
frenado. La masa de las particulas cargadas determina la importancia de cada uno de estos modos de
interaccién. De hecho, las particulas cargadas pesadas (M > m,) apenas sufren cambios de direccién
y viajan esencialmente en linea recta.

1.6.1.. Scattering elastico de electrones y positrones

Las particulas cargadas pueden interactuar eldsticamente con los &tomos del material, cambian-
do de direccion pero sin perder energia, i.e. E' =E y ¥y =¥,

Seccion eficaz diferencial de Rutherford

Considérese un electrén (o positrén) que modifica su direccién de vuelo al interactuarr elastica-
mente con el potencial de Coulomb producido por el nicleo del 4tomo blanco. El correspondiente
Hamiltoniano es H’cpl (expresion . Es un hecho notable que para este Hamiltoniano los cdlculos
no-relativistas cldsico y cudntico (tanto exacto como en la aproximacién de Born) de la correspon-

diente seccion eficaz diferencial conducen a la misma expresié

2 2
tor_imaiy _ (s} o
(

dQ q* mev? 1—cos(0))?

Esta es conocida como férmula de Rutherford, y 1a versién relativista (ignorando el spin) es:

2 2
dog (2meZ1ZQq§)2 _ 212242 1 Z1Z>q? 1 66)
(1—cos())* (

dQ q* B2ym.c? ~\ (vBo) I —cos(6))?

La divergencia de la seccidén eficaz diferencial de Rutherford en 6 = 0 es una consecuencia
directa de no haber tenido en cuenta el apantallamiento del potencial de Coulomb por los electrones
atémicos, i.e. haber despreciado H/cpZ'

La férmula de Rutherford con apantallamiento

Una manera relativamente sencilla de evitar los problemas de la férmula de Rutherford consiste
en partir del potencial de Wentzel (Vyy): -
2\ Z0q>
H,, ~ Viy = 229 ok 67)
r

El factor exponencial reproduce, al menos cualitativamente, los efectos de apantallamiento de
la carga nuclear por los electrones atémicos. La distancia de apantallamiento R puede ser estimada

con ayuda del modelo atémico de Thomas-Fermi, obteniendo:

10y¢gase N. Gauthier, Eur. J. Phys. 21 L17, 2000.
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R~ 08857 3aq (68)

Luego, la seccidn eficaz diferencial se obtiene empleando la primera aproximacién de Born:

dGSR: lezqg 2 1 (69)
dQ (PBe) ) (2A+1—cos())?

que es la formula de Rutherford con apantallamiento. El pardmetro de apantallamiento (adi-
mensional) A estd dado por:

AZi(Z)zR‘Z (70)

Finalmente, puede calcularse la correspondiente seccidn eficaz total:

(228 =
"SR((psc)) AG@+T) o

Método de ondas parciales

En el caso de energias bajas y niimeros atémicos altos es necesario recurrir a formalismos més
sofisticados para obtener las secciones eficaces eldsticas. En particular, los métodos basados en
los desarrollos en ondas parciales proporcionan una descripcion adecuada de estos procesos para
energias superiores a unos 100 eV, ya que estdn en buen acuerdo con las medidas experimentales
disponibles. Ademds dan cuenta de las diferencias en el scattering de electrones y positrones, que
seglin la férmula de Rutherford (con on sin apantallamiento) no debieran existir.

Recientemente, [CRU [:r] ha revisado a fondo los modelos de dispersion eldstico de electrones
y positrones y ha elaborado una tabulacién basada en el método de ondas parciales relativista. La
Figura[I0]reporta, a modo de ejemplo, las secciones eficaces diferenciales de Aly Pb para electrones
y positrones de varias energias, tomadas de la base de datos del informe 77 de ICRU.

1.6.2.. Scattering inelastico de electrones y positrones

En estas colisiones la particula cargada incidente experimenta una reduccion de su energia, i.e.
E' < E, que se invierte en excitar o ionizar el dtomo blanco (¥ # ¥;). Normalmente un tinico
electron, al que se denomina “electrén activo”, efectia una transicién desde un orbital ligado i a otro
f, que puede ser ligado (excitacion) o libre (ionizacién). Por supuesto sélo se podra ionizar la capa
atémica i-ésima si £ > U; mientras que el electrén secundario (rayo 9) se emite con energia cinética
e, =WU,.

Foérmulas de Rutherford, Mgller y Bhabha

Hnternational Commission on Radiation Units and Measurements, Inc. (ICRU)


http://www.icru.org/
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Figura 10. Secciones eficaces diferenciales de scattering eldstico de electrones y positrones
en dtomos de Al y Pb.

Una manera relativamente simple de abordar el problema consiste en suponer que los Z; elec-
trones del 4tomo blanco estdn libres y en reposo, de modo que W ~ €. La conservacion del momen-
tum y energia imponen que la pérdida de energia W del proyectil (no-relativista) campla:

2 2
W < Wingx = —0 (72)

(1+5)°

En esta aproximacién, la seccién eficaz diferencial (por electrén) en la transferencia de energia
W estd dada por la férmula de Rutherford (no-relativista):

dogr  2nZigt 1
AW ma? W2 (73)

para W < Wysx. Vale destacar que ‘2% depende de la carga y velocidad del proyectil, pero no de
su masa.

Si la particula cargada es un electron, la férmula de Rutherford no es correcta, pues no tiene en
cuenta el cardcter indistinguible de los electrones incidente y blanco. Debe emplearse en su lugar la
formula de Mgller (relativista):

do gt 1 w wo\? ~1\>( w w2
doy _ amgt 1 [ W (WY (e e )
AW~ mec2p2 W2 E-W \E-W Y E-W ' E2

limitando las pérdidas de energia a W < Wy,sx = E/2, pues por convenio se considera que de-
spués de la colisién el electrén mds energético es el primario.

Cuando la particula incidente es un positron, la expresion relativista correcta para la seccion
eficaz diferencial (por electrén) es la formula de Bhabha:
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dop _ 2mge 1 [, W (W)2 (Wf (W)“
AW~ mec2p W2 {1 higth\g) —b(g) t0\E (75
conW <Wp=Ey
—1\?2(y+1)2 =1 —1\?3(y+1)2 =1
blz(v ) (72) 25(7 ) (v )2 (76)
Y -1 Y (y+1)
Y—1\*2y(y—1) y—1)? (y—1)?
b3E —_— ) b4E —_— 5
Y (y+1) Yy / (yv+1)

El factor ﬁ presente en todas estas formulas indica que predominardn las colisiones con pe-
quefias pérdidas de energfa. Sin embargo la divergencia en W = 0 no se debe producir, pues los

electrones atémicos no estén libres sino ligados.
Aproximacion de Born con ondas planas (no-relativista)

Un modelo mas realista, que tiene en cuenta los efectos de ligadura y movimiento de los elec-
trones atémicos (y por tanto evita la divergencia de las férmulas de Rutherford, Mgller y Bhabha en
W = 0), estd basado en la aproximacién de Born con ondas planas. Este formalismo trata la pertur-

bacion H’cp, a primer orden y proporciona una expresion para la seccién eficaz doble diferencial de
. . ., . . . « s . 25 .
ionizacion del orbital atémico i-ésimo ( d‘ézg"v) tomando ondas planas como funciones de onda no

perturbadas del proyectil. En concreto, en el caso no-relativista:

d’o; _2mZiq; 1 dfi(Q.W) an
dQaw ~ mo? WQ  dw

donde en vez del dngulo polar de dispersién 6 del proyectil (o el dngulo sé6lido) es mas conve-
niente utilizar la variable

2

0= - M (28— W —2\/E(E—W)cos(0)| (78)

me

Los primeros factores de la expresion [/7] son puramente cineméticos, mientras que el ltimo
describe la respuesta del dtomo blanco a la perturbacién causada por el proyectil incidente. Este
ultimo factor se conoce como intensidad de oscilador generalizada, y se calcula a partir de las
funciones de onda inicial y final del 4&tomo ionizado:

df(QW) W N i
dVV_QK‘Pf';e mTI) | (79)

Expresando las funciones de onda atémicas ¥; y ¥ como determinantes de Slater que difieren
unicamente en el orbital de spin monoparticular del electrén activo, el elemento de matriz se reduce

a (Wyle #97|¥;). La intensidad de oscilador generalizada del orbital 1S del dtomo de hidrgeno
admite una expresion analitica, pero la de los orbitales de 4tomos multielectrénicos ha de calcularse
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numéricamente tras efectuar un desarrollo en ondas parciales de la funcién de onda W del orbital
libre.
La seccion eficaz diferencial en la transferencia de energia W se obtiene integrando la expresion

[77]respecto de Q:

dG,’ O+ dZGi
= = 0) = +£1. 80
aw ~ J, dgaw A Q+ = Qcos() (80)

Las predicciones de la férmula de Rutherford estidn en buen acuerdo con los resultados que
se obtienen de la ecuacidn anterior @) sOlo para U; <K W < Wy, i.e. cuando la transferencia de
energia es tan grande que los efectos de ligadura y movimiento pasan a ser irrelevantes. Ademds,
% =0 para W < U, lo que elimina la divergencia de la férmula de Rutherford en W = 0.

En el limite Q — 0 la intensidad de oscilador generalizada es proporcional a la seccion eficaz de
efecto fotoeléctrico calculada en la aproximacién dipolar eléctrica. En cambio, para valores grandes
de Wy Q los N; electrones del orbital activo se comportan como si estuvieran libres y en reposo, y

entonces:

dfi(Q,W)
L= L S N(W — 81
o A NS - 0) 81)
Cabe destacar que empleanado esta aproximacion e integrando la expresion 80| respecto de los
valores cinemdticamentes permitidos de Q se recupera la férmula de Rutherford.
Finalmente, la seccién eficaz ineldstica total para la ionizacién de la capa atémica considerada
es:

E
dG,’
i(E) = d 82
o) = [ v (52

que toma un valor finito.
Métodos mas precisos para la ionizacion de capas atémicas por impacto de e /e™

La aproximacién de Born con ondas planas predice que las secciones eficaces (diferenciales y
totales) de ionizacién son iguales para €~ ye™. Esta sobresimplificacién puede evitarse si se emplea
la aproximacion de Born con ondas distorsionadas. En este formalismo, parte de la perturbacion
H,;, se incluye en el Hamiltoniano Hy, con lo que la funcién de onda de orden cero del proyectil
pasa a ser una onda distorsionada. La nueva “perturbacién”, que es “menor” que Hcp se trata a
primer orden.

Trabajos como La referencia [23] contienen una parametrizacién, basada en las aproximaciones
de Born con ondas planas y distorsionadas (relativistas), de las secciones eficaces de ionizacién de
las capas K, L'y M de todos los dtomos por impacto de electrones y positrones. La Figura[IT|presenta
estas secciones eficaces para las capas mds internas del dtomo de Al.
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Figura 11. Seccién eficaz de ionizacion de las capas 1s1/2, 2s1/2,2p1/2 y 2p3/2 del dtomo
de Al por impacto de electrones (curvas continuas) y positrones (curvas a trazos).

1.6.3.. Scattering inelastico de iones positivos ‘“vestidos™

Un i6n de carga positiva (protdn, particula , etc.) puede viajar acompafiado de uno o varios
electrones que reducen su carga neta, apantallindolo parcial o totalmente. Se dice que es un “i6n
vestido”. Es posible incorporar este apantallamiento en la expresion de la seccién eficaz doble dife-
rencial reemplazando Z; por Z; — F(q,Z;), donde F(q,Z;) es el factor de forma atémico del
proyectil. Dado que 0 < F(gq,Z;) < Z), la interacci6n del i6n vestido es menor que cuando se trata
de una carga Z; g, “desnuda”.

Ademads, en el transcurso de la colisién el ién puede capturar o perder un electrén, modifican-
do su estado de carga. Las correspondientes secciones eficaces de captura y pérdida varfan con la
velocidad del proyectil, predominando los procesos de captura/pérdida a velocidades bajas/altas,

respectivamente.

1.6.4.. Emision de radiaciéon de frenado o Bremsstrahlung

Es bien sabido que las particulas cargadas emiten radiacion electromagnética (radiacién de fre-
nado Bremsstrahlung) cuando estdn sometidas a aceleraciones. Un resultado de la electrodindmica
clasica indica que la intensidad de radiacién ha de ser proporcional al cuadrado de la aceleracion.
Recurriendo a la primera ley de Newton, y sabiendo que la interaccién Coulombiana es la respons-
able de la fuerza que da lugar a dicha aceleracion, se deduce que la intensidad serd proporcional a
los cuadrados de las cargas del proyectil y del nicleo, e inversamente proporcional al cuadrado de
la masa de la particula. Este resultado cualitativo indica que la emisién de Bremsstrahlung es mu-
chos 6rdenes de magnitud mas baja (practicamente despreciable) para particulas cargadas pesadas
(M > m,) que para electrones y positrones. De hecho, la emision de Bremsstrahlung acaba siendo el
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proceso dominante de pérdida de energia de estos leptones E cuando su energia es suficientemente
alta.

Del mismo modo que para el caso de la creacidn de pares, hay que recurrir a la electrodindmica
cudntica para obtener expresiones de las secciones eficaces. Como la emisién de Bremsstrahlung es
un proceso emparentado con la creacion de pares, no es de extrafiar que Bethe y Heitler establecieran
también una férmula para este proceso, basada en la aproximacién de Born:

dGBH B 1
T =22 f(ZEW) (83)

donde W es igual a la energia del fotén emitido. La funcién f(Z,E,W) involucra el factor de
forma atémico y es complicada de calcular. El factor % indica que serd mas probable la emisién de
fotones poco energéticos, y el factor Z(Z + 1) da cuenta de las contribuciones del niicleo y de los
electrones atémicos.

Seltzer y Berger prepararon, sintetizando diferentes modelos tedricos (cdlculos de ondas par-
ciales, aproximacion de Bethe-Heitler), una tabulacion de secciones eficaces diferenciales reduci-
das:

B>  do
ZEW/E)= sW— 84
XZEW/E) = 25w o (84)
para electrones con energias comprendidas entre 1 keV 'y 10 GeV. La Figura[I2]presenta algunas
de estas funciones para Al y Pb.
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Figura 12. Secciones eficaces diferenciales reducidas para la emisién de Bremsstrahlung
por electrones en Al y Pb.

2Electrones y positrones son clasificados dentro del conjunto denominado “leptones”, que refiere -
brevemente- a particulas con spin £1/2 (-1/2 en el caso de los neutrinos y /pm1/2 en los demds, “fermiones”)
que no experimenta interaccion fuerte.
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La distribucién angular del fotén emitido se obtiene a partir de la seccién eficaz doble diferen-
cial. En concreto, dados Z, E y W /E la densidad de probabilidad de cos(8) es:

d*c

p(Z,E,W JE,cos(8)) = dW d(cos(8))

(85)

Kissel et al. calcularon secciones eficaces diferenciales, empleando métodos de ondas par-
ciales, para electrones con energia cinética entre 1 y 500 keV, y a partir de sus resultados tabularon
p(Z,E,W /E,cos()) para unos cuantos valores de Z, E 'y W /E. Estos y otros autores han propuesto
férmulas analiticas que permiten obtener la densidad de probabilidad de cos(6) cuando el nimero
atémico o la energia no se corresponden con los de las tablas. También existen en la literatura ex-
presiones analiticas sencillas para estimar la distribucién angular en el limite de altas energias. En
este limite Y > 1 el d4ngulo polar promedio de emisién del fotén de Bremsstrahlung disminuye al
aumentar la energia del electrén siguiendo la relacion aproximada:

Oy ~y"! (86)

Una descripcion detallada, desde principios de electrodindmica cldsica a modelos cudnticos de
la emision de Bremsstrahlung para electrones en reg imenes tipicos de aplicaciones en fisica médica
se encuentra en| Valente et al. Characterisation of a megavoltage linear accelerator Bremsstrahlung
by means of Monte Carlo simulations. X-ray Spectrometry 39 (6), 2010

1.6.5.. Aniquilacién e-e~

Como se vio, los positrones interacctuan con la materia de manera similar a como lo hacen los
electrones (aunque las correspondientes secciones eficaces no son idénticas). Sin embargo, al ser
el positrén la antiparticula del electrén, es inestable mientras se propaga por la materia, pudiéndose
aniquilar ambos en uno o varios fotones. Con diferencia lo mas probable es que la aniquilacién tenga
lugar una vez que el positrén se encuentra practicamente en reposo (después de frenarse) y se emitan
dos fotones. Las leyes de conservacion de energia y momento lineal obligan entonces a que é€stos
tengan una energfa igual a m,c> ~ 511 keV y viajen en la misma direccién y sentidos contrarios.

1.6.6.. Scattering elastico miltiple de electrones y positrones

Los recorridos libres medios entre colisiones eldsticas de electrones o positrones son muy pe-
quefios. Como consecuencia de este hecho, si un electrén/positrén recorre un cierto camino s dentro
del medio material en el que se mueve, experimentard numerosas deflexiones angulares, aunque la
mayor parte de ellas serd de dngulo pequefio, relativamente. Despreciando las pérdidas de energia,
se considera un regimen de condiciones de dispersion eldstica miiltiple.

Conviene entonces recurrir a una descripcion global del cambio de direccién tras recorrer la
distancia s. El objetivo es por tanto determinar, dado un valor de s, la distribucién p(®,s) de dngulos
polares de dispersién acumulados ©.

Modelo gaussiano de scattering elastico multiple dee™ y e
Se presenta en esta seccién un modelo que permite evaluar de un modo simple la distribuciéon

de dngulos ® en funcién de s. La Figura[I3|indica esquemdticamente la situacion que se aborda: O
es el angulo proyectado sobre el plano x —z.


http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/xrs.1280/abstract
http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/xrs.1280/abstract
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Ox

Figura 13. Scattering elastica multiple. (manual de ENELOPE v. 2008 y Ferndndez-Varea
et al.)

Debido a la simetria axial del problema, tenemos que (®,) = 0, y por tanto la varianza de O,
serd igual a (®,)2. Como ya mencionado, ®; es el resultado de numerosos cambios de direccién
diminutos. El teorema del limite central garantiza que en estas condiciones la distribucién ha de ser
gaussiana, luego:

_1 @))2(

1 =l
O 5) = ——e¢ 2 (0y)? 87
PO = e ®D

y una expresion andloga para p(@,,s).
Visto que ©” ~ @2 + ®}2, (aproximacién de dngulos pequefios) y (@2) = (©2) = 1(®?). Luego,

o2

e ©%) (88)

p(@,s) = P(®x;s)p(®y7s) = P ®2>

Sélo queda por determinar el valor de (®?), que es proporcional al nimero de colisiones prome-
dio s/A y al valor esperado de 8 en una colisi6n:

2 _ S n2y 2dj
<®>—x<6>—sf/i/ 9;+e dQZnGdG (89)

que depende de la seccién eficaz diferencial elastica adoptada, por ejemplo la férmula de Ruther-
ford apantallada relativista.
Considerando que (®2) s, puede definirse el poder de scattering/dispersién T:

(90)

que proporciona el incremento de (®?) por unidad de recorrido E-l El modelo gaussiano que
presentado es vélido para dngulos ® < 1 rad y estd emparentado con el modelo de Fermi-Eyges.

I3JCRU publica tablas con poderes de dispersién mdsicos, T /p, para diversos materiales.



EI método Monte Carlo en la fisica médica MODULO I 35
Distribuciones angulares de Goudsmit y Saunderson y de Moliére

Goudsmit y Saunderson obtuvieron en 1940 la siguiente expresion para la distribucién angular
de un electrén que ha recorrido un trayecto s:

S 2041

4r
=0

p(©,5) = ¢~ 7 Py(cos(®)) o1)

donde los P, son polinomios de Legendre y

1
A = JV/_I [1 —Py(cos(0))] Z—SZTEd(cos(G)) (92)

Este resultado es mas realista que la aproximacién gaussiana, pues es valido para dngulos ®
arbitrarios y cualquier seccién eficaz diferencial eldstica.

La Figura[T4] presenta, a modo de ejemplo, las distribuciones angulares de electrones de 1 MeV
en Al después de recorrer distancias s iguales a 10 um y 20 um (49.4 y 98.8 colisiones eldsticas en
promedio, respectivamente).

== Moliére
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Figura 14. Distribuciones angulares de electrones de 1 MeV tras recorrer 10 um y 20 um
en Al. Las curvas continuas y a trazos corresponden a las distribuciones de Goudsmit-
Saunderson y de Moliere, respectivamente.

Las distribuciones de Goudsmit-Saunderson y Moliere estian en buen acuerdo excepto para an-
gulos acumulados ® grandes, cuyas probabilidades son muy pequefias. Obsérvese la patologia que
presenta la distribucién de Moliere en 6 = 180°. También se aprecian discrepancias entre ambos
modelos de p(@,s) para dngulos cercanos a cero, aunque son poco relevantes pues los correspondi-
entes dngulos s6lidos son pequefios.
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1.6.7.. Scattering inelastico miiltiple de electrones y positrones

Al igual que en el caso de dispersién eldstica multiple, resulta de interés lograr una descripcion
global de las colisiones ineldsticas que experimenta una particula cargada al recorrer una distancia s
mucho mayor que el correspondiente recorrido libre medio ineldstico (que es pequefio). Se trata de
condiciones de scattering/dispersion ineldstico miiltiple. De manera andloga, surge una distribucién
gaussiana en la pérdida de energia acumulada w. No obstante se suele simplificar ain mds esta
descripcion, y se adopta la denominada aproximacion de frenado continuo, que retiene el valor
promedio de w pero desprecia las fluctuaciones estadisticas. Es decir, sélo interesa el valor medio
de la gaussiana sin tomar en cuenta la varianza (ni, por supuesto, momentos de orden superior).

La cantidad clave en esta forma de proceder es el stopping power / poder de frenado, definido
como la pérdida de energia cinética por unidad de recorrido (S):

_ dE (W) E do
S:_ds_x_“y/o W AW (93)

En el caso de electrones y positrones, las pérdidas de energia pueden deberse a colisiones inelds-
ticas y a la emision de Bremsstrahlung, por lo que se definen el stopping power / poder de frenado
de colision, S¢.;, y el de radiacion, S,,q, respectivamente. Recordando que S,,4 ~ 0 para particulas
cargadas pesadas.

Stopping power de colision o electrénico

En 1915, previo a la formulacién de la mecdanica cudntica, Bohr dedujo el poder de frenado de
particulas cargadas pesadas suponiendo que los electrones atémicos estdn ligados armdénicamente,
obteniendo:

anz’qt 1,123 m,v3
Seol = —2EN ZpIn | 55— 94
col mevz 2 n Zlqg <W> ( )
donde la frecuencia angular promedio (w) se define mediante:
ZoIn((w) = filn(w;) ©5)
J

Esta férmula es vdlida para particulas o lentas e iones pesados (incluyendo fragmentos de
fisién), pero sobreestima el poder de frenado de electrones, protones e incluso particulas o rdpi-
das.

Trabajando en el formalismo de la mecdnica cuéntica, S.,; puede calcularse a partir de la expre-
sién con la seccidn eficaz diferencial 57?,. Este procedimiento requiere evaluar la intensidad de
oscilador generalizada con las funciones de onda de todos los electrones de los dtomos del medio.
Como éstas son complicadas de obtener en el caso de un sélido, es mds pragmatico realizar de
entrada simplificaciones que eviten tener que calcularlas.

Hacia 1930, Bethe fue capaz de deducir una expresion analitica para S.,; empleando la aprox-
imacién de Born con ondas planas, con la hipdtesis adicional de que la particula cargada se mueve
mucho mds rdpido que los electrones atémicos. Este importante resultado, conocido como formula
de Bethe (no-relativista), es:

477, g?
Seot = e g 7,1n
meVv

e

mev?
[0 T } (96)
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donde:

2 part. cargadas pesadas

o= positrones Cn)

1
\/e/8= 0,583 electrones

La magnitud més relevante que aparece en esta expresion es la energia media de excitacion, I,
una propiedad de cada sustancia que debe determinarse experimentalmente o mediante la relacion:

ZyIn(l) = /m ) Wm(wmw (98)

donde w es la intensidad de oscilador 6ptica.

Nétese la similitud de esta expresion con la ecuacién 03] Los valores de / para los elementos de
la tabla peri6dica se han representado en la Figura[I3] Obsérvese que, salvo oscilaciones caracteris-
ticas, I ~ 10 x Z eV para Z, > 15. Otro aspecto notable de la férmula de Bethe es que el poder de
frenado depende de la velocidad y la carga de la particula, pero no de su masa.

18— _

16— _

14" -

[/Z2 / eV

Figura 15. Energfas medias de excitacion / en funcién del nimero atémico Z, (ICRU 37
Stopping Powers for Electrons and Positrons).

La validez de la formula de Bethe puede ser extendida a energias mayores y menores incluyendo
varios efectos que no son tenidos en cuenta por la ecxpresion Introduciendo .4 (I)), y el radio
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clasico del electrén r,, la expresion resultante es la formula de Bethe-Bloch para el poder de frenado
madsico por colisién de particulas cargadas pesadas.

Scol K ZZ 2
= S22 7L 99
donde:
K =4mr2c? /my, = 0,307TMeVem® /g A L(B) = Lo+ ZiLy +Z3Ly + - (100)

L(PB) es una funcién adimensional. El primer término de esta serie es:

2R2
Lo(ﬁ)=1n<W)—B2—ZCZ—§ (101)

e incluye una correccién de capas, C/Z;, y una correccion por efecto de densidad, 8. Los térmi-
nos Z1L; y leLz extienden el tratamiento mds all4 de la primera aproximacién de Born afiadiendo
términos de orden superior en la serie de Born.

La correccién por efecto de densidad da cuenta de la reduccion del poder de frenado debido a
la polarizacién del medio, mds apreciable cuanto mayor es la energia del proyectil como muestra la

Figura[T6]
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Figura 16. Efecto de densidad de Al, Cuy Pb (ICRU 37 Stopping Powers for Electrons and
Positrons).
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Vale la pena indicar que, dada una sustancia, 8 s6lo depende de la velocidad de la particula
cargada o, equivalentemente, del factor relativista v.

El término Z;L; se conoce como correccion de Barkas, y origina diferencias en el poder de
frenado de particulas de carga opuesta (como por ejemplo un protén y un antiprotén). Este fenénemo
fue observado por Barkas y colaboradores en los afios cincuenta. Varios autores han evaluado Z; L
teéricamente, aunque los valores de Ashley, Ritchie y Brandt son los mas usados. El término Zsz
resulta de una extension de la férmula de Bethe debida a Bloch, por lo que se le denomina correccién
de Bloch. Incorpora, de modo aproximado, la perturbacién de las funciones de onda de los electrones
atomicos causada por el proyectil incidente. Este término puede ser escrito en la forma:

=

Zl=-yY [n(n%ryz)}_1 (102)

n=1

cony=Zv/v=2Z10/B. Z*L, ~ 0 si y < 1, mientras que para y ~ 1 es

3Ly ~ —cg —In(y) (103)

donde cg = 0,577216--- es la constante de Euler.
Sumando este valor asintético al limite no-relativista de la ecuacién(con C/Z,=0yd=0)
se recupera la expresion cldsica de Bohr para el poder de frenado.

Stopping power de iones vestidos

En el caso de particulas cargadas pesadas positivas, sélo si viajan con velocidades elevadas
pueden ser considerados como iones desnudos de carga Z;. En cambio conforme se van frenando
aumenta la probabilidad de capturar electrones del medio atravesado; el i6n viaja entonces parcial
o totalmente apantallado. El estado de carga promedio (2) es el resultado del equilibrio dindmico
entre estos procesos de captura y pérdida de electrones. Una expresién muy empleada para (2) es
la debida a Northcliffe:

<Q>=Z11—eVM%} (104)

donde v es la velocidad de Bohr.

La Figura[I7]se presenta los estados de carga promedio de varios iones ligeros en funcién de su
velocidad, calculados con la ecuaci(’)n Puede observarse que () — 0 cuando v — 0, mientras
que (2) — Z; siv>>vZ?/3.

Para tener en cuenta este fendmeno, en la férmula de Bethe-Bloch, se suele reemplazar Z; por
una carga efectiva Z;(v) < Z; que reduce el poder de frenado electrénico. Tomar Z; (v) = (2) es
una buena aproximacién, siempre y cuando Z; no sea demasiado grande.

ICRU ha publicado tablas con valores recomendados de S,,;/p para protones y particulas o; es-
tos valores pueden generarse ficilmente empleando los programas pstar y astar, respectivamente.
A modo de ejemplo, la Figura[I8] muestra los poderes de frenado mdsicos electrénicos de protones
y particulas o en Al, Cu y Pb. Recientemente ICRU también ha proporcionado tablas de S.,;/p para
iones comprendidos entre el Li y el Ar.
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Figura 17. Estado de carga promedio de iones de He, Be y C en funcién de su velocidad,
calculado con la ecuacién

Stopping power de electrones y positrones

El stopping power por colisién de electrones y positrones relativistas estd dado por:

2ng? EZy+1
Scol = /VZZmecsz In (122 +fi(Y) -9 (105)
Con:
1
=y’ {1 —(r=DIn@)+ g(r- 1>2} (106)
o 1=y 14 10 4
fr)=2m@)-— {23 it (Y+1)2+ (Y+1)3} (107)

ICRU ha publicado tabulaciones extensas con valores recomendados de S,;/p para numerosos
materiales. La Figura |18 muestra los poderes de frenado mésicos por colisién de electrones en Al,
Cu y Pb. Los valores de S,;/p han sido obtenidos empleando el programa estar.

Regla de Bragg-Kleeman

Cuando el medio por el que se propagan las particulas cargadas es un compuesto o una mezcla,
en las expresiones de S., debe emplearse el valor de I determinado experimentalmente para la
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Figura 18. Poder de frenado mdsico por colisién de electrones, protones y particulas o en

Al Cuy Pb.

sustancia en cuestién. Cuando esto no es posible por desconocerse I procederemos, andlogamente

al caso de fotones, haciendo:

Scal ( Scol )
= Wi
P z]: \'p

J

(108)
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indicando w; la fraccién en peso del elemento j-ésimo. Como S¢.;/p(Z/A)In(I) (cuando el i6n
es suficientemente rapido), esta regla equivale a definir:

(Z/A) ij< ) (109)
(Z/AYIn(I zwj( ’1n ) (110)

Esta manera de estimar el valor de / se conoce como regla de Bragg-Kleeman y, al igual que
en el caso de la aditividad de coeficientes de atenuacion masicos, no tiene en cuenta los efectos de
agregacion del medio.

Stopping Power de radiacién (o radiativo)

A energias elevadas la emision de radiacion de frenado acaba siendo responsable de la mayor
parte de pérdidas de energia de electrones y positrones. El programa estar permite generar tablas
con los poderes de frenado mésicos radiativos de estas particulas que son idénticas a la publicadas
por ICRU. La Figura[I9|reporta los valores para electrones en Al, Cu y Pb.
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Figura 19. Poder de frenado mésico por radiacién de electrones en Al, Cu y Pb

Obsérvese que S,4q o< E para energias por encima de unos pocos MeV.

Rango de particulas cargadas



EI método Monte Carlo en la fisica médica MODULO I 43

En la aproximacién de frenado continuo (Continuous Slowing Down Approximation - CSDA)
se asume que las particulas cargadas pierden energia de una forma gradual, a un ritmo dictado por
el poder de frenado. La distancia que recorren desde que poseen una cierta energia cinética hasta
quedar en reposo se denomina rango o alcance de CSDA 'y serd igual para todas ellas (pues se ha
despreciado el caricter estocdstico de las colisiones ineldsticas). El rango r( se calcula mediante la
expresion:

s E 1 E !
dE dE
_ r_ _
rO(E):/O ds —/0 —ddE/ —/0 S(E) (111)
s

donde S es el poder de frenado total, incluyendo las contribuciones de colision y radiativa (esta
tltima sélo en el caso de electrones y positrones). La Figura [20] presentado el rango mdasico de
electrones, protones y particulas o en Al, Cuy Pb.

Rendimiento radiativo de electrones y positrones

El rendimiento radiativo Y (E) es la fraccién de la energia inicial E de un electrén (o positrén)
que es convertida en Bremsstrahlung durante su frenado. En la aproximacilén de frenado continuo
esta dado por:

1 fF Srad(E') ,

Tablas con los rendimientos radiativos de todos los elementos pueden encontrarse en literatura;
los mismos valores pueden generarse con el programa estar. La Figura [21| muestra que Y (E) de
electrones varia entre 0 y valores cercanos a 1, aumentando con la energia, y siendo mayores para
los materiales de nimero atémico elevado. Esto dltimo es debido a que aproximadamente S, &< Z,
mientras que Syqq o< Z%.

1.7.. Radiacion fluorescente: rayos X caracteristicos y electrones Auger

La ionizacién de capas atémicas internas puede producirse por interacciones de fotones (efecto
fotoeléctrico o Compton) o por impacto de particulas cargadas. Tras la ionizacién tiene lugar la
relajacion atémica, es decir, el exceso de energia del i6n excitado residual se emite isdtropamente en
forma de radiacién uorescente. Esta comprende los rayos X caracteristicos y los electrones Auger.

Rayos X caracteristicos

Si la vacante en la capa atémica interna se “llena” con un electrén proveniente de capas menos
ligadas y la diferencia de energias se emite en forma de un fotén (rayo X caracteristico), la transicién
se denomina radiativa. Las transiciones que respetan las reglas de seleccion Al = +1y j=0,=£1
estdn “permitidas” (a primer orden de teorfa de perturbaciones) y son muy probables; de lo contrario
estan fuertemente inhibidas (son “prohibidas”). La energia del fotén vendra dada aproximadamente
por Ex ~ Uy — Uy, donde X es la (sub)capa donde se produjo la vacante e Y la (sub)capa de la que
proviene el electrén que realiza la transicidn, respectivamente.

Las notaciones clésica (de Siegbahn) y moderna (IUPAC) de los rayos x caracteristicos se indi-
can en la Figura[22|para las principales lineas K y L.
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Figura 20. Rango maésico (en la aproximacion de frenado continuo) de electrones, protones

y particulas o en Al, Cuy Pb.

La probabilidad w; de que tras producirse una vacante en la capa i-ésima el 4tomo emita un rayo
X caracteristico se denomina rendimiento de uorescencia; w;(Z) es una funcidn creciente.

Electrones Auger
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Figura 22. Notaciones de Siegbahn e IUPAC de los rayos X caracteristicos de las lineas K
y L mas importantes.

En algunos casos la energia del electrén que efectda la transicién de ¥ a X se entrega a otro
electrén, inicialmente en la subcapa Z que es liberado con energia cinAetica €, ~ Uy — Uy — Uy.
La emisién de electrones Auger es por tanto un proceso no radiativo. Por razones histéricas, cuando
la transicién la efectda un electrén de la misma capa en la que estd la vacante original, el proceso se
denomina Coster-Kronig. Si el electrén liberado también es de la misma capa, el proceso se llama
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super Coster-Kronig. Después de una transicion no radiativa el &tomo queda con una vacante mas.

M _gl M _¢—
M5 o7
\Y
12 4J7 12 _J M2
LT L1 Ml

Figura 23. Ejemplos de transiciones Coster-Kronig ;L3 M, L,L.3M y super Coster-Kronig
M;M3Ms.

La Figura [24] muestra las probabilidades de las transiciones no radiativas (KYZ) y radiativas
(KY) que ocurren tras producirse una vacante en la capa K, i.e. ax y wg, respectivamente. Como
puede verse, la emision de electrones Auger predomina para nimeros atémicos bajos, mientras que
para valores de Z intermedios o grandes es mds probable la emision de rayos X caracteristicos, sobre
todo K. Las probabilidades han sido extraidas de la base de datos EADL.

1.8.. Interaccién de los neutrones con la materia: Conceptos basicos

Al igual que el foton, el neutrén carece de carga eléctrica, y por lo tanto no experimenta inter-
acciones Coulombianas con los nicleos y electrones del medio atravesado. Su principal forma de
interaccién es mediante la fuerza fuerte con los nicleos. Como la fuerza fuerte es de muy corto al-
cance y los nicleos ocupan un volumen mindsculo en comparacion con el tamafio atémico, no es de
extrafiar que los neutrones sean particulas muy penetrantes. Se les considera, junto con los fotones,
radiacién indirectamente ionizante. Por otro lado el neutrén posee una masa en reposo similar a la
del protdn, y es una particula inestable, con un periodo de unos 10.6 min.

Los neutrones pueden experimentar diversos procesos nucleares, principalmente dispersiones
elasticas y reacciones de absorcién. Debido a la considerable dependencia con la energia de tales
interacciones, es habitual clasificar a los neutrones atendiendo a su energia cinética:

térmicos E ~25meV
epitérmicos E ~ leV
lentos E ~ lkeV
rapidos E ~ 100keV — 10MeV

Cuadro 1. Denominacién de los neutrones.

Andlogamente al caso de los fotones, un haz de neutrones monoenergéticos bien colimado se
atenta siguiendo la denominada ley de atenuacién exponencial. El coeficiente de atenuaciéon masico
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Figura 24. Las curvas continuas representan las probabilidades de las transiciones no radia-
tivas (KYZ) y radiativas (KY) consecuencia de una vacante en la capa K, mientras que las
curvas a trazos indican las transiciones radiativas més probables (KL,, KL33 KM; y KM3).

también se define mediante la ecuacién[63] aunque ahora 6; son las secciones eficaces de los distintos
mecanismos de interaccién de los neutrones.

Scattering elstico de n°

Considerando una colision eldstica entre un neutrén con energia cinética Eq y un nticleo blanco
de nimero madsico A inicialmente en reposo. Como la colisién es eldstica, el neutrén cambia de
direccidn sin modificar el estado cudntico del nicleo blanco. Aunque se conserva la energia cinética
en el sistema de referencia del centro de masas, la energia final E del proyectil es menor que Ej
(tanto Ey como E estan referidas al sistema de referencia del laboratorio). De hecho las colisiones
elasticas son las principales responsables del frenado de los neutrones rapidos, proceso que se suele
denominar moderacion. Empleando las leyes de conservacion de momento lineal y energia cinética
es facil ver que:

Ey  A*+1+2Acos(8cm)
E (A+1)?

(113)

donde 6., es el dngulo de dispersién del neutrén en el sistema de referencia del centro de masas;
en esta seccion las masas se expresan en unidades de la masa del neutrén. Cuando no hay dispersién
(0. = 0°) se tiene que (E/Ep)mix = 1. La mayor pérdida de energia ocurre en colisiones frontales
(B¢ = 180°), con lo que:

(7).~ (1)

Il
Q

(114)
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En consecuencia los valores permitidos de E/Ey estin comprendidos en el intervalo (ct,1).
Obsérvese que cuando la dispersion tiene lugar con un dtomo de hidrégeno (A = 1), el neutrén
puede ceder toda su energia al protén pues o = 0 (lo mismo sucede en un choque frontal de dos
bolas de billar de igual masa). En general los mejores moderadores de neutrones son sustancias con
A bajo (hidrégeno, deuterio, agua, agua pesada, grafito, parafina, etc).

En el caso de neutrones con energias de unos 10 MeV e inferiores, la seccién eficaz diferen-
cial eldstica en el sistema de referencia del centro de masas es practicamente isétropa. Entonces la
probabilidad dp1 de dispersidn hacia el angulo sélido dQ2.,, es simplemente:

dQp  27sin(8,)dO, s

dp = 115
p 47 41 (115)
Derivando la expresién [T13}

dE 2A .

TE) = m Sln(ecm)dﬂcm (1 16)
Y combinando las dos ultimas ecuaciones, se obtiene:

d A+1)% 1 1
pl(E)El:( L1_ 117)

dE 44 Ey (1—o)Ep

Los valores de E en una colisién estdn uniformemente distribuidos en el intervalo (0tEy, E).
Este resultado puede ser utilizado para evaluar, de forma iterativa, la distribucién de energia p,(E)
después de n > 2 colisiones; las expresiones analiticas para n =2 y 3 pueden encontrarse en literatua.
Después de n colisiones los valores de E estdn comprendidos en el intervalo (0.E, Ep).

La Figura 25| muestra las distribuciones p,(E) de neutrones cuya energia inicial es de 1 MeV
tras experimentar entre 1y 10 colisiones eldsticas con niicleos de '>C.

En este punto surge la pregunta de cudntas colisiones eldsticas hacen falta en promedio para
reducir la energia de un neutrén desde Ey hasta un valor dado E. Este ndmero de colisiones, i(E),
se puede estimar facilmente si primero se define:

B Ep), 1 (A+1)2
5(E) = {In (E>> T 4m /dQ"’”ln L&2+ 1 +2Ac0s(96m)} (118)

RN (A+1)?
= E /_1 d(COS(ecm)) In {A2 +1 —|—2ACOS(ecm):|

El resultado de esta integral es:

g(E):lJr(A;Al)zln(Afl):1+0cln(oc) (119)

que no depende de la energia del neutrén. En cada colisién (In(E) decrece en &, y después de 71
colisiones sera:
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Figura 25. Distribuciones de energia de neutrones después de 1, 2, --- , 10 colisiones elds-
ticas con nicleos de '2C (o = 0.716). La energia inicial es Ey = 1 MeV.

In(E) = In(Ep) — 7§ (120)

De donde se obtiene:

i=&'In(Ey/E) (121)
Scattering ineldstico, reacciones nucleares y captura radiativa de n’

Las colisiones ineldsticas (n,n’) dejan al niicleo en un estado excitado, que posteriormente puede
decaer mediante la emisién de un fotén. Como el neutrén debe tener energia suficiente para excitar
al nucleo, la seccién eficaz es cero por debajo de una energia umbral del orden de 1 MeV.

Los neutrones también pueden interaccionar con los nicleos mediante un amplio abanico de
reacciones nucleares. Los procesos con mayor probabilidad son las reacciones de tipo (n, p), (n,0),
(n,d), etc, en las que el neutrén incidente arranca del nicleo blanco uno o mds nucleones. Ademads
son posibles reacciones (n,7), denominadas captura radiativa. Las secciones eficaces de estos proce-
sos son en general proporcionales a v_!, lo cual favorece tales mecanismos en el caso de neutrones
con velocidad pequefia. A este comportamiento suave se le superpone un nimero variable de reso-
nancias, intervalos de energia estrechos en los que la seccidén eficaz pasa por un maximo pronuncia-
do. Estos picos estdn relacionados con la gran estabilidad del niicleo compuesto que se forma al ser
absorbido el neutrén. Por ultimo, la fisién nuclear por neutrones térmicos es viable para nucleidos
con A muy elevado.
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2.. Modulo II: Medidas de radiacion

El Capitulo [2] estd orientado a exponer una breve introduccion a los conceptos bdsicos sobre
cantidades involucradas en dosimetria de radiaciones asi como consideraciones sobre los princip-
ios y teorias de las cuales derivar las cantidades dosimétricas asi como las condiciones que deben
satisfacerse para la validez de los modelos.

2.1.. Transporte de radiacion e interacciones

Para facilitar la exposicion, se iniciard el desarrollo en términos de las propiedades de haces
de fotones. La generalizacidn a otro tipo de radiacién es posible incorporando las particularidades
de cada caso, pero conceptualmente el desarrollo es andlogo. Sin embargo, cuando corresponda, se
hard mencidn explicita a situaciones especificas que requieran tratamiento particular para otro tipo
de radiacion.

El principio bdsico para estudiar los efectos de la interaccién de la radiacién con la materia,
requiere describir el modo en que se transfiere y absorbe energia del haz al medio material. El trans-
porte de particulas en un medio material esta descrito por la ecuacion de transporte de Boltzmann,
que vincula la fluencia de energia emitida por una fuente con las propiedades fisicas del medio ir-
radiado de modo que puedan determinarse los mecanismos por los que la energia es impartida y
depositada (difundida) en el material.

La ecuacién de transporte de radiacién de Boltzmann representa, en términos matematicos,
una ecuacidn integro-diferencial de difusién. A continuacidén se realiza una breve exposicion del
formalismo de Boltzmann, con el fin de completitud, pero no se trata de un argumento que requiera
especial profundizacién para los objetivos de este curso.

Existen diferentes maneras en que se produce la interaccién entre el haz incidente y el medio
irradiado. La probabilidad de que ocurra una interaccién de un cierto tipo estd fisicamente deter-
minada por la seccién eficaz 6, referida al j-€simo mecanismo de interaccién. Andlogamente, la
probabilidad total de que se produzca una interaccidon (de cualquier tipo) estd determinada por la
seccion eficaz total G.

A nivel macroscdpico, la seccidn eficaz total macroscopica X se define mediante:

Y=No (122)

donde N es la densidad de centros de dispersién por unidad de volumen, i.e. [N] = cm 3.
En vista que los procesos de interaccién incluyen absorcion y dispersion (scattering) de ra-
diacién, conviene escribir en modo explicito la dependencia en cada tipo de proceso. Por lo tanto, se

tiene:
= z‘f(/zbs + Esca (123)

donde X5 y X4 se refieren a los procesos de absorcién y scattering, respectivamente.
Asi mismo puede determinarse la distribucién de colisiones a lo largo del recorrido (path) de la
particula:

dn

Loy 124
Is n (124)

donde n representa el nimero de eventos y s es la distancia a lo largo del path.
De aqui es inmediato verificar:

n(s)=n(0)e s (125)
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Por lo tanto, la distancia promedio entre colisiones sucesivas estd dada por:
fom se™ds 1

_Jo 1 126
Jo e tsds X (126)

La cantidad A se denomina camino libre medio (mean free path). De aqui se pone de manifiesto
la importancia de la seccién eficaz y del mean free path, que se determinan de acuerdo con el
momento de primer orden de la funcién de distribucién.

Una particula de momento p con longitud de onda % transportada en un medio material de

espesor x tal que x < % estard completamente determinada (en su espacio de fase) por la posicién 7,

la direccién de movimiento Q, la energia E y el tiempo ¢.

Sea N <‘r’, ﬁ,E,t) la densidad angular de particulas en estados de fase (7D) [(x,y,2);(0,9); E;f],
que representa la densidad de particulas en el volumen d7 alrededor de 7, viajando en direcciones
dQ entorno a Q con energia E a tiempo .

El flujo vectorial angular de particulas 7 puede obtenerse a partir de la densidad angular y la
velocidad v de las particulas:

Y =9N (?,Q,E,t) (127)

El flujo angular escalar (o simplemente flujo angular) ¥ se obtiene a partir de la expresién
y sus unidades son cm =25 Lstr1.

Integrando el flujo angular W en todas direcciones para valores dados de E, 7 y ¢ se obtiene
una cantidad proporcional a la tasa de poblacién-ocupacién del estado (7, R,t), a veces denominado
tasa de “reaccién” o “creaciéon”. A partir de esto, puede determinarse el flujo escalar (o simplemente

flujo) ¢ dado por:

0= YdQ (128)
4T
La tasa de ocurrencia de eventos (por unidad de volumen), en términos de la probabilidad de
cada j-€simo tipo de interaccidén R queda determinada por:

R=50 (129)

La fluencia angular se obtiene a partir de la integral en el tiempo del flujo, y representa el nimero
total de particulas por unidad de area por unidad de energia atravesando el punto 7 con direccién dQQ
entorno a Q.

Asi mismo, puede calcularse la fluencia escalar (o fluencia total) J (7, E, ) que resulta de integrar
la fluencia angular para todas las direcciones posibles:

J=|J(#E,1)| :/ PN (?7Q7E,t>|dﬁ~ﬁ (130)
47

donde \f| es la corriente de particulas y 7 representa un versor en direccion arbitraria para el
célculo de la fluencia escalar J.
A partir de esto, puede plantearse la ecuacién de transporte de radiacién de Boltzmann, dada
por:
LE\P (FQ.E 1) +G-V¥—5= // ¥ (7.0 E 1)K (7.0 E' - Q.E) dE'dY (131)
V] ot 4n

donde S es la fuente de radiacién y K (?, 0% JE'— Q.E ) es el operador del kernel que cambia el

estado de fase de las “coordenadas” primadas (ﬁ’ ,E') alas sin primar (Q,E ) debido a los procesos
de scattering en la posicion 7. []EI

14Nétese que el efecto de la interaccién es un cambio en la energia y en la direccién de movimiento!
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Operando y reordenando los términos en la ecuacién de Boltzmann [I37] resulta:

s
=1+

v
F=r+sQ (132)

Por lo tanto, se obtiene:

)(133)

d — - R
47W<%+1QJLEm+~2>+ZT(%+WQ$LEWH~;>:F<%+ﬂlﬂlﬂm+é—
ds v V] [V
donde se ha definido I (Fo + sfz, Q,E,to + ﬁ) como sigue:
rzs+//zs (r_(')Jrsﬁ,(fi’,E')%(Q,E)>T<%+sf2,§’,E’,to+i) dQ'dE (134)
v
Puede versdD)
= 0 o575 Q.E) ds' = s
‘P(%,Q,E,l‘o) :/ ds {é‘ 0 (I’o—s ? ) $ F<%+SQ,Q,E,t0+H)j| (135)
e vV

Considerando que las variables rj y fy son arbitrarias, se obtiene:

(OB = [ ehHaman.
0

U/ES (F—sQ, (O E) = (Q.E)) ¥ (7—s§,§,E,t— i) +S (7—§§2,§2,E,:)} (136)

V]

Es decir, se obtuvo una forma integral para la ecuacién de Boltzmann, que puede escribirse en
término de operadoreﬂ

Y=K¥+S (137)
Se obtiene la solucién para el flujo:
Y =X, (138)

Donde los términos son:

Y, =KY,_;
Y, =5 (139)

Matemadticamente, la solucién obtenida se denomina serie de von Neuman. La interpretacion
fisica del formalismo desarrollado es particularmente apropiada en el vinculo entre los términos de
la serie y los procesos fisicos involucrados. El término de orden O se refiere al flujo primario estric-
tamente proveniente de la fuente de emision S, mientras que los términos ¥; son las contribuciones
de scattering a orden i obtenidas a partir del operador del kernel de scattering K.

) 3 " X(RsQE) ds’ p
I5Hint: Introddzcase effw (s 2.E) y calcilese %T .

l6Resulta conveniente expresar la ecuacién de este modo para la resolucién numérica de la misma, por
ejemplo utilizando métodos estadisticos como Monte Carlo.
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2.2.. Magnitudes y unidades

La dosimetria es una de las dreas mds importantes en el campo de la fisica médica, yas que
permite establecer las bases formales para comprender y estudiar cuantitativamente los procesos de
interaccién de la radiacién con la materia, por medio de determinaciones experimentales o cdlculos
analiticos y/o estocdsticos de cantidades relevantes asociadas a los procesos de interaccién, como
energia transmitida de la fuente de radiacién al medio irradiado y dosis absorbida por éste como
consecuencia. En el caso de la dosimetia convencional, que se refiere a las metodologias standard y
candnicas desarrolladas durante décadas y que actualmente cuentan con absoluto concenso sobre su
capacidad y fiabilidad, el principal interés se concentra en la radioterapia externa utilizando haces de
fotones y electrones de megavoltaje. La dosimetria convencional surgié acompa/ ando las técnicas
de irradiacion para estimar los efectos en los pacientes irradiados. Es por tanto comprensible que la
dosimetria se concentrara en haces externos de fotones y electrones durante sus inicios, ya que los
principales generadores de radiacién de uso médico proveian este tipo de haces.

Por otro lado, la dosimetria no convencional se refiere a las técnicas modernas, muchas de ellas
en desarrollo, orientadas a describir los efectos de interaccidén entre radiacidén no convencionaE] y
el material irradiado.

La dosimetria estudia dos aspectos diferentes: por un lado el haz de radiacién en si mismo (en
términos de propiedades fisicas de éste, como espectro, caracteristicas geométricas, etc.) y, por otro,
la cantidad de energia que es transferida desde el haz al medio irradiado, que serd depositada en el
material (tipicamente considerando aire, agua o materiales bioldgicos).

2.3.. Definiciones de transporte y dosimétricas basicas

A continuacién se realiza una presentacién introductoria para la definicién de cantidades
dosimétricas. A fin de facilitar la exposicién se concentra la discusidn inicial sobre haces de fotones,
lo cual puede ser posteriormente generalizado, con las particularidades y consideraciones necesarias
para los casos de haces de particulas cargadas.

2.3.1.. Fluencia y tasa de fluencia de fotones, Kerma y exposicion

La fluencia de fotones (particulas sin carga, desde un punto de vista mas general) (j) se define
como sigue:

A
J= N (140)

= lim —

AA—0 AA

En la expresion se ha introducido el nimero de fotones AN que ingresa a una esfera (imag-
inaria) de seccién transversal AA. De aqui que [j] = cm™2, tipicamente.

Por lo tanto, se tiene que la tasa de fluencia ¢ definida como la fluencia de fotones por unidad
de tiempo resulta:

. dj
=j=— 141
*=J=7 (141)
La energia que transporta el haz de particulas es la fluencia de energia (%) dada por:
AE
Y= lim — 142
A0 AA (142)

"Haces de protones, radiacién sincrotron, iones pesados, columnas de neutrones; hadrones en general.
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donde AFE representa la cantidad de energia que atraviesa el drea AA. Para propdsitos de los
rangos de interés en aplicaciones en fisica médica, tipicamente la unidad de fluencia de energia es
[¥] = MeVem™2

La fluencia de energia ¥ se obtiene inmediatamente, a partir de la fluencia de particulas, para el
caso de haces monoenergético

V¥ = jhv (143)
De donde se obtiene la tasa de fluencia de energia ()

d¥

== (144)

La unidad tipica para la de tasa de fluencia de energia es: [y] = MeVem 251,
La Kermeff] estd definido, para un dado medio - en particular para el aire, lo que usualmente se

denomina Kerma en aire (K,;) airs e' proporcional a la fluencia de energia V:

(Kair) iy = \P(“é’) = jhv <’g> (145)

air air

donde sea ha introducido (“;,’) que es el coeficiente de transferencia masa-energia para el aire
evaluado a la energfa del haz de fotones (hVv) en el caso de un haz monocromatico.

Puede identificarse a la Kerma total K como formada por dos contribuciones: la componente
debida a la transferencia de energia por parte de fluencia de particulas del haz primario que fue
transferida en colisiones con el material irradiado, denominada Kerma de colisién K¢’ y la segunda
componente de Kerma debida a la transferencia de energia por medio de los procesos radiativos
asociados al transporte de particulas cagadas, Kerma radiativa K%:

K =K K™ (146)

Como ejemplo, en la consideracién de un haz de monoenergético en aire, la Kerma por colision
K< resulta entonces proporcional a la fluencia de energia ¥ y, por tanto a la fluencia j:

Ke) (@) —iny (@) (147)
( >a1r P air p air
En la expresién se ha introducido el coeficiente de absorciéon madsico para aire (’%)

evaluado a la energia del haz, supuesto monocromético, hv @
La relacion entre los coeficientes de tranferencia masa-energia (en la expresién[I43) y de absor-
cién (en la expresion [147) es:

air

:uab ,utr
1— 148
> o (1-7) (148)

18Para haces polienergéticos la fluencia de energia se calcula utilizando la fluencia de particulas pesando por
la distribucién espectral correspondiente.

19Kerma:= Kinetic energy released in matter

20 Aproximacién a primer orden, i.e. se desprecian las contribuciones de scattering de 6rdenes superiores, y
debe ser considerado en puntos “suficientemente alejados” de la fuente de radiacidn.

21En bibliografia es posible encontrar denominaciones diferentes, en las que el coeficiente de absorcién
masico i, es llamado e, .
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La relacion se establece a partir de considerar la fraccidn radiativa, es decir la fraccién de energia
de las partl’culasEf] cargadas que es liberada como radiacién de Bremsstrahlung. El pardmetro f
da cuenta precisamente de esta fraccién de emision radiativa. Considerando situaciones tipicas en
dosimetria de radiaciones de uso médico por medio de técnicas convencionales, puede verse que
para materiales de interés bioldgico, el niimero atémico Z es bajo, y para energias del haz primario
del orden de megavoltaje, la contribucién radiativa es una fraccién significativamente menor, es decir
f =0, debido a que practicamente toda la energfa transferida por parte del haz primario es absorbida

. . . rad .
por el material irradiado g, /p ~ pap/p. Entonces % —0yK~ K.
La exposicién en aire X estd definida a partir de la Kerma en aire de colision en aire (Kacl-",l )m.r
por medio de:

(ks!) K%)} B (149)

donde W,;,/q. es la energia media (trabajo) requerida para producir un par iénico en aire seco,
cuyo valor es 33,97¢V / par, aproximadamente.

La exposicion se mide mide usualmente, por razones histéricas, en unidades [X] = R (Roentgen),
lo cual equivale a 2,58 - 10~*Ckg ', por lo tanto, trabajando en el Sistema SI se tiene:

X

cGy
(Kgf,l)m_r = <0,8767> X (150)

donde se ha introducido la unidad de Gray Gy definida por: 1 Gy = 11 kjé .

24.. Teoria de la Cavidad de Bragg-Gray

Anteriormente se definieron cantidades para describir las propiedades fundamentales de un cam-
po de radiacién, que conjuntamente con las teorias de transporte e interaccion de radiacién y materia
constituyen la base para introducir modelos dosimétricos y correspondientes fundamentos.

Considerando una regién del espacio donde exista una interfaz entre dos medios diferentes,
como podria ser aire y agua. El transporte de radiacién en esta regién producira el paso de fluencia
de particulas cargadas (®) a través de la interfaz. Por continuidad, la dosis en la interfaz que funciona
de frontera entre los medios materiales satisface:

dT
Dair —® (7)
p ds col air
aTr
Dyy — ® (—) (151)
. p ds col wat
donde (d—dT> es el poder de frenado (stopping power) masico por colisién correspondiente
Pas J col med

al medio med y evaluado a la energia del haz de particulas cargadas que atraviesen la interfaz. El
camino a lorgo del cual se calcula el poder de frenado es la direccion de la trayectoria s en el medio
material de densidad mésica p.

Por lo tanto, el cociente de los valores de dosis en la frontera entre los medios resulta:

Dair <%)COZ air
: (152)
Dwat ( % ) col wat

22Secundarias para el caso de un haz primario de particulas no cargadas.
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El problema planteado en la expresion[I52]desestabiliza la continuidad de la cantidad fisica do-
sis cuando se encuentra en interfaces frontera entre dos medios materiales. La dosis puede obtenerse
a partir de la teoria de la cavidad de Bragg-Gray, basada en 2 hipdtesis principales:

= La cavidad, regiéon donde se determina la dosis absorbida, i.e. el pequeiio volu- men
rodeado por medio material, debe ser de dimensiones significativamente menores al
alcance @ de las particulas cargadas que atraviesan la interfaz entre los medios mate-
riales, de manera que su presencia no produzca alteraciones en el campo de radiacion,
concretamente en la fluencia de particulas cargadas en el medio material.

= La dosis absorbida en la cavidad debe ser consecuencia solo de interacciones de particu-
las cargadas que atraviesan la interfaz en el pequeiio volumen de la cavidad.

Cabe aclarar algunos aspectos relevantes que se derivan de los principios de Bragg-Gray para
la teorfa de la cavidad. La fluencia de particulas cargadas que producen interacciones en el pequefio
volumen de la cavidad, provienen tipicamente de componentes de scattering producido en regiones
aledafias. La teoria es aplicable tanto para haces de particulas cargadas como no cargadas (denomi-
nados “indirectamente ionizantes”).

A partir de estos principios, puede determinarse las dosis Dy, y D,y por medio de:

T
max d® (dT
Dair:/ dT— (7>
0 aT pds col air

T,

max cI) T

Dy :/ dTL (L> (153)
0 dT pdS col wat

La cantidad Z—? refiere a la distribucién espectral (de energia cinética T') de la fluencia de particu-
las cargadas que atraviesan la cavidad de Bragg-Gray.
Como se mostré en la expresién [I49] la dosis D, puede obtenerse a partir de la carga eléctrica

Q:

Dy = 2 (W‘”’) (154)

m \ ge

Y, a partir de ésta la dosis en agua D,,,; se calcula utilizando el cociente de los stopping powers.
Para un medio arbitrario MED, la dosis absorbida Dygp se obtiene como sigue:

-MED ——MED

Dyep = Dy (L) pQVS(W) (L) (155)

P wat qe air p wat

——MED
donde (‘%) . indica el cociente (efectivo) medio-agua de los coeficientes de transferencia de
wai

energia .

A partir de la relacién se calcula la dosis absorbida utilizando detectores basados en pe-
quenos volimenes, como cdmaras de ionizacidn, puede obtenerse determinaciones dosimétricas a
partir de lecturas de carga colectada.

23En términos estrictos, por “ alcance” se entiende “rango”.
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2.5.. Equilibrio electronico

El principio de equilibrio electrénico, mds precisamente el equilibrio de particulas cargadas
Charged Particle Equuilibrium - CPE, presupone un equilibrio basado en que por cada particu-
la cargada (especificamente electrones) originada en el pequefio volumen y que sale del volumen
llevandose una energia cinética 7', existe una particula cargada andloga originada fuera del pequefio
volumen que ingresa al mismo portando energia cinética 7. Esta asumpcién fue implicitamente
utilizada para identificar la dosis con Kerma de colision K.

Las condiciones especificas para el equilibrio de particulas cargadas son:

1. Medio homogéneo (densidad masica p constante en el medio material).
2. Composicién quimica homogea del medio material.
3. Uniformidad del campo radiante indirectamente ionizante.

4. Ausencia de campos electromagnéticos no uniformes.

Debido a que estas condiciones dificilmente se cumpla en un sentido estricto en la mayoria de
los casos practicos, se introduce el concepto de equilibrio transitorio de particulas cargadas (transi-
torium charged particle equilibrio - TCPE).

La energia transferida (Kerma) por parte del haz incidente a las particulas cargadas del medio
(electrones) no necesariamente es absorbida en modo completo por parte del medio material en el
volumen donde se transfirid la energia, ya que el recorrido de las particulas cargadas que absorbieron
la energia es finito y no nulo.

Se introduce entonces el concepto de que existe TCPE cuando se satisface:

D= BKcol (156)

En ausencia de atenuacién del haz primario, se verificaria B = 1 una vez que se alcanzé la zona
de build up, donde B < 1. Teniendo en cuenta la atenuacién del medio material, resulta que la Kerma
es maxima en superficie y disminuye acorde con la atenuacién del medio. La fluencia de particulas
cargadas aumenta en profundidad hasta que se alcanza el equilibrio.

2.6.. Dosis en aire y dosis en medio material

El punto de partida para la dosimetria es el concepto de “dosis en un pequefio volumen rodeado
por aire”, que puede denominarse también “dosis en espacio libre (dose in free space)”. Este concep-
to, originalmente introducido por Johns y Cunningham, fue utilizado para caracterizar la radiacién
producida por un dispositivo y proporcionar, al mismo tiempo, informacién para un valor de refer-
encia para los célculos dosimétricos que involucran razones Tejido-aire (TAR, Tissue-Air Ratio) y
factores de dispersion en pico (Peak Scatter Factor PSF).

Se define D,med a la dosis en un pequefio volumen rodeado aire se designa por medio de de-
terminaciones de Kerma aire en aire ((Kq),;,). Esta definicion original ha sido significativamente
aprovechada para haces de energias de unas centenas de kilovoltios o incluso energia levemente por
encima del megaelectronvolt, como el caso de las bombas de 00Co, que emiten 2 lineas caracteristi-
cas de rayos yde 1.33 y 1.17 MeV, lo cual genera un haz practicamente monocromatico de energia
“efectiva” de 1.25 MeV. Sin embargo, el concepto de dosis en un pequefio volumen rodeado aire
pierde significado para haces de terapia de los megavoltajes, como el caso de aceleradores lineales
de uso médico para terapia convencional.

De acuerdo con la teoria de Jogns-Cunningham, el procedimiento empirico para determinar la
dosis en un pequefio volumen (de material) rodeado por aire D/m ¢ €0 un dado punto P del haz de
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radiacion, es a partir de una mediciéon Mp de una sefial medida en aire con una cdmara de ionizacién
en el punto P, como se muestra a continuacion:

!/

MP (—1>) XP (—2>) (Kair)air (—3>) (KAm)air (—4>) (Kmed)air (—5>) Dmed (157)

donde Mp es la sefial medida en aire con una cdmara de ionizacién en el punto P, ya corregida
por efectos de temperatura y presion y pérdidas por recombinacion de ione@
Cada paso involucrado en el proceso se describe a continuacién.

1. Paso I: Determinacion de la exposicién Xp, utilizando el factor de calibracién de camara Ny,
como sigue:

Xp = MpNy (158)

2. Paso II: Determinacién de Kerma aire en aire (Kgir)

G
(Kair) iy = 0,876%XP (159)

Alternativamente (si se cuenta con el coeficiente Nx) puede calcularse directamente:
(Kair) iy = MPNK (160)

3. Paso III: Determinacién de Kerma de colisiéon para Am en aire (Am es la representacion de
una masa infinitesimal de material, por ejemplo agua):

/_Juh)Am

(K = (Kair ) (2

(161)

air

donde (fip/ p)ﬁ;:’ es la razén entre los coeficientes masicos de absorcion, pesados segtn el
espectro del haz de fotones, correspondientes al material de la masa infinitesimal Am y el
aire.

4. Paso IV: Determinacién de Kerma por colisidon para una masa esférica (radio r,,.4, tal que se
garantiza equilibrio electrénico de particulas cargadas en el punto P) de material centrada en
el punto P:

(Kined) air = (Kam) air k(imed) (162)

donde k(ry,q) representa el factor de correccién para tener en cuenta la atenuacién del haz de
fotones dentro del medio material esférico, y puede aproximarse por:

Hab

k(Fmed) :e[*( ) e Pmed (163)

donde (%) ;8 el coeficiente de absorcidon del medio y p su densidad. Para el caso del

agua, que es el material tipicamente seleccionado, k(7y,.q) = 0,985 para un haz de fotones de
0Co y resulta muy aproximadamente 1 para haces de fotones con energias menores.

241a cdmara de ionizacién debe contar con el capuchén de proteccién adecuado (buildup cap) y debe contar
con el correspondiente factor de calibracion para exposicion en aire Ny, o bien con el coeficiente de calibracién
de Kerma aire en aire Nk.
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’4 [ M = . . 2 /
5. Paso V: Cdlculo de la “dosis en un pequefio volumen de material rodeado por aire” D,
como sigue:

’ cG ; med

D)oy =B (Ked) iy = BO,876 =2 (‘ﬁ> Xp k(Fied) (164)
R P 7/ air

donde P es préacticamente constante (con valor 1.003, 1.001 y 1.000 para °Co, '3’Cs y rayos

X por debajo de 350 keVPEl

Gy /-, \ med . .
Ademads, el producto 0,876% (’%) . suele denominarse factor de conversiéon cGy-
alr

Roentgen designado f;,,.q, por tanto, asumiendo B = 1, la “dosis en un pequefio volumen
de material rodeado aire” resulta:

Died = fnea Xp k(Fmea) (165)

El haz de radiacién puede clasificarse segtin la emision del mismo, isotrépica o anisotrépica, y
a la vez, monoenergético o policomponente.

Una fuente isotrépica produce la misma tasa de fluencia en todas direcciones, mientras la tasa de
fluencia de una fuente anisotrépica depende de la direccion (respecto de la fuente) donde se realice
la medicién.

2.6.1.. Propagacion de fluencia: inverso de cuadrado

Para haces de uso tipico en radioterapia se asume que las fuentes pueden aproximarse por fuentes
puntuales, y que los haces producidos presentan la divergencia consecuente. Para una fuente S que
forma un campo cuadrado de lado a a una distacia f, de la fuente S, resulta que a una distancia f
de la fuente S'y proyecta una seccién cuadrada de lado b, que se obtiene geométricamente.

La fuente S emite particulas con fluencias ¢4 en f, y ¢p en fj. Por conservacion del nimero
total de particulas N, se obtiene:

o4 _B_b _f (166)
o5 A a* f7
Debido a que, para un punto de interés P, la exposicion X, la Kerma aire en aire (Kg;,),,;, y la

“dosis en un volumen pequefio de material rodeado aire” D;m 4 son directamente proporcionales a la
fluencia de fotones j en el punto P, se concluye que todas estas cantidades cumplen con la ley del
inverso del cuadradd®]

25 A veces, se considera B = 1, incluso para haces de ®°Co.
26Bajo las aproximaciones realizadas.
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3.. Modulo III: Simulaciones Monte Carlo

El capitulo [3] es una breve introduccién a los conceptos de técnicas numéricas de simulacién
Monte Carlo para aplicaciones en problemas de aplicacion en fisica, y en particular en transporte de
radiacion. La exposicion es de caricter escueta y estd basada en bibliografia especializada, de donde
pueden estudiarse los temas desarrollados en este médulo.

3.1.. Introduccién a procesos estocasticos

En los procesos estocdsticos se representan todos y cada uno de los pasos necesarios para la
realizacion de un cierto evento asi como también las maneras en que cada uno de los pasos puede
ser realizado en términos de las respectivas probabilidades. Por tanto, cualquier proceso en el que se
vean involucradas probabilidades de ocurrencia resulta ser un proceso estocastico.

Al describir variables de caricter aleatorio, vinculadas a fendmenos de tipo probabilisticos como
lo es el transporte de radiacion, es asumido, como premisa implicita por defecto, el hecho de que las
caracteristicas aleatorias permanecen constantes durante el intervalo de tiempo de interés, aunque
desde una perspectiva genérica podria no satisfacerse esta asumpcién. En efecto, al incorporar la
dependencia (o evolucién) de variables consideradas deterministicas, éstas describirdn un proceso
evolutivo de tipo analitico, mientras que para el caso de variables aleatorias mostrardn una evolucién
condicionada por el vinculo al fendmeno probabilistico asociado.

Entonces, toda funcion definida a partir de variables aleatorias, como por ejemplo funciones de
distribucién o funciones de densidad, presentaran dependencia temporal determinada por su caracter
aleatorio, dando lugar a la naturaleza estocdstica del fendmeno fisico involucrado. Una definicién
mds formal de un proceso estocdstico es la siguiente:

El proceso estocdstico consiste en el conjunto (o familia) de variables aleatorias {X; t €
[h‘ni,?ﬁn]} que se ordenan de acuerdo con el indice t, por lo general identificando al tiempo.

En consecuencia, se tiene que para cada valor de ¢ (instante) existe la variable aleatoria represen-
tada por X;, de modo que el proceso estocdstico puede interpretarse como una sucesion de variables
aleatorias, las que pueden variar (evolucionar) en sus caracteristicas.

Los estados de variables aleatorias son los posibles valores que éstas pueden asumir. Por lo
tanto, existe un espacio de estados asociados a las variables aleatorias.

En particular, la variable temporal ¢ puede ser de tipo discreto o bien de tipo continuo. La
modificacién de la variable 7, por ejemplo, daria lugar a cambios de estado que ocurren en el instante
t.

Por tanto, de acuerdo con el conjunto de fndicesF_TIt eT = [tmi,tfm], la variable aleatoria X;
puede clasificarse segun los siguientes criterios para procesos estocasticos:

» Siel conjunto T es continuo (por ejemplo R+), resulta que X; describe un proceso estocéstico
de parametro continuo.

= Si el conjunto 7 es dicreto, X; describe un proceso estocdstico de pardmetro discreto.

= Si para cada valor (instante) ¢ la variable aleatoria X; es de tipo continuo, resulta que proceso
estocdstico es de estado continuo.

= Si para cada valor (instante) 7 la variable aleatoria X; es de tipo discreto, resulta que proceso
estocdstico es de estado discreto.

Una cadena es un proceso estocdstico para el cual el tiempo evoluciona de manera discreta y la
variable aleatoria s6lo puede tomar valores discretos en el espacio de estados correspondiente.

Un proceso de saltos puros es un proceso estocdstico para el cual los cambios de estados suceden
de forma aislada y aleatoria pero la variable aleatoria sélo asume valores discretos en el espacio de

2TEstrictamente, subindices.
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estados correspondiente. Diversamente, un proceso continuo se refiere al caso en que los cambios de
estado se producen para cualquier valor de ¢ (instante) y hacia cualquier estado dentro de un espacio
continuo de estados correspondiente.

3.1.1.. Procesos de estado discreto y cadenas de Markov

En el caso de procesos estocdsticos con espacio de estados discreto, una secuencia de variables
que indique el valor del proceso en instantes sucesivosEg] puede representarse del siguiente modo:

{Xo =x0,X1 = X1,...,Xy ZX,,} (167)

donde cada variable X; j € [1,n] presenta una distribucién de probabilidades tal que, en general,
es diferente de las otras variables aunque podria haber caracteristicas comunes.

Uno de los principales objetivos del estudio del caso discreto es el calculo de probabilidades
de ocupacién de cada estado a partir de las probabilidades de cambio de estado. Si para el valor
tj—1 (instante) el sistema estd en el estado x;_1, la probabilidad de que al instante siguiente #; se
encuentre en el estado x; se obtiene a partir de la probabilidad de transiciéon o cambio de estado
de x;_; a x; (o probabilidad condicionada) denotada por P (X; =x;/X;_1 =xj_1) = P; j—1, donde
P; j_1 es el valor que asume la probabilidad para el caso especifico en consideracién. Donde cada
variable X; j € [1,n] presenta una distribucién de probabilidades tal que, en general, es diferente de
las otras variables aunque podria haber caracteristicas comunes.

Uno de los principales objetivos del estudio del caso discreto es el cdlculo de probabilidades de
ocupacion de cada estado a partir de las probabilidades de cambio de estado. Si para el valor 7;_;
(instante) el sistema esté en el estado x;_1, la de que al instante siguiente ¢; se encuentre en el estado
x; se obtiene a partir de la probabilidad de transicién o cambio de estado de x;_ a x; (o probabilidad
condicionada) denotada por P (X; =x;/X;_1 =xj_1) y definida segun:

P(Xj=xj/Xj-1=xj-1) (168)

En este caso, se tiene:

P (Xj = x;/Xini = Xiniy -, Xj—1 = Xj—1) (1e?

Por tanto, la probabilidad P (X; = x;/Xini = Xini, ..., Xj—1 =xj—1) depende de toda la “historia
pasada del proceso”, mientras que la probabilidad de transicién depende unicamente del estado
actual que ocupe el proceso.

Propiedad de Markov:

Se dice que un proceso cumple la propiedad de Markov cuando toda la historia pasada del pro-
ceso se puede resumir en la posicidn actual que ocupa el proceso para poder calcular la probabilidad
de cambiar a otro estado. Es decir, se cumple:

P(Xj :xj/X,-ni:xmi, ...,Xj_l :xj_l) :P(Xj :xj/Xj_l ZXj_l) (170)

Ademds, una propiedad importante que puede tener una cadena es que los valores p;,,(j) no
dependan del valor de j. Entonces, se tiene que las probabilidades de cambiar de estado son las
mismas en cualquier instante. Por lo tanto, esta propiedad indica que las probabilidades de transicion
son estacionarias.

28Se asume que la variable ¢ refiere al tiempo.
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3.1.2.. Procesos de saltos puros

En este caso, el proceso sigue siendo discreto en estados pero la gran diferencia es que los
cambios de estado ocurren en cualquier instante en el tiempo (tiempo continuo).

Un proceso estocdstico en tiempo continuo {N(¢)z > 0} se denomina proceso de conteo si
representa el nimero de veces que ocurre un suceso hasta el instante de tiempo ¢. En particular, se
tiene N(r) € Ny N(t*) < N(r) V¢* < t. Un proceso de conteo es un proceso de Poisson homogéneo
de tasa A si satisface:

1. N(0)=0

2. N(t — N(t—1) es una variable aleatoria independientes (proceso de incrementos independi-
entes) Vk.

3. N(t+1t*)—N(t*), que denota la cantidad de eventos que ocurren entre el instante t* y ¢, sigue
una distribucién de Poisson de pardmetro Az.

3.1.3.. Procesos de estados continuos y series temporales

Un concepto importante en procesos estocdsticos es la realizacion, o bien una rea lizacién de
una experiencia aleatoria, que es el resultado de una repeticion de esa experiencia. Por tanto, en la
experiencia aleatoria de “lanzar una vez un dado” una realizacién posible seria obtener el nimero 2,
en el Gnico lanzamiento hecho. En ese caso, la rea lizacién se reduce a un tnico nimero {X}. Si se
repite la experiencia, podrian obtenerse otras realizaciones (cualquiera de los nimeros 1, 3,4, 5y
6).

En una experiencia M-dimensional, una realizacion es el resultado obtenido de los M paramet-
ros, denotado por {Xi,...,Xu}.

Una serie temporal es una realizacion parcial de un proceso estocdstico de pardmetro tiempo
discreto. De aqui que la teoria de los procesos estocdsticos es de aplicacion a las series temporales.
Sin embargo, existe una fuerte restriccion que radica en el hecho de que en muchas series temporales,
ellas son la tinica realizacién observable del proceso estocdstico asociado.

3.2.. Procesos estocasticos estacionarios

En primera aproximacién, se considerardn estacionarios a los procesos estocasticos que tengan
un comportamiento constante a lo largo del tiempo.

Un proceso estocdstico estacionario en sentido estricto requiere que al realizar un mismo des-
plazamiento en el tiempo de todas las variables de cualquier distribucién conjunta finita se obtenga
que esta distribucién no varia. Es decir:

F(Xila"'7XiM) :F(Xi1+ja"'7XiM+j) vikaj (171)

En cambio, un proceso estocdstico esestacionario en sentido débil requiere que se mantengan
constantes todas sus caracteristicas lo largo del tiempo. Es decir, que V:

1. (X;) = (X) Vt donde (X) denota el valor medio o de expectacion.
2. ©x, = Ox Vt donde ox denota la varianza.

3. Cov(t,t+j)=Cov(t*,t*+ j) = C; Vj=0,£1,%2,... donde Cov denota la covarianza 'y C
es una constante.
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3.3.. Caracteristicas y medidas de procesos estocasticos

Para un espacio de estados M-dimensional, pueden calcularse cantidades y medidas estadistica-
mente representativas para los estados descritos por las variables M-dimensionales. En particular, se
definen -entre tantos- medidas como tensores de valor medio y de covarianzas, que permiten obtener
caracteristicas representativas de los procesos estocdstico.

3.4.. Técnicas de simulacion Monte Carlo

Existe una amplia variedad de problemas asociados al modelado del transporte de radiacién, y
que de hecho se presentan en la practica en muy diversos dmbitos, que carecen de solucién dentro
del campo analitico, limitando el uso de “matemdtica pura” (métodos analiticos directos) para la
resolucién de los mismos.

Un ejemplo tipico es la resolucién de algunas ecuaciones integro-diferenciales. En particular,
existen varios teoremas que demuestran la gran limitacién de los métodos analiticos para la resolu-
cién directa de la ecuacion de transporte de Boltzmann, representada por la expresién de Boltzmann
para el transporte de radiacion (véase Capitulo[2)).

De hecho, se conoce como resultado de teoremas que sélo puede resolverse la ecuacién de
transporte de Boltzmann para una cantidad muy acotada de situaciones, involucrando condiciones
iniciales y de contorno que resultan muy poco realistas en casos de aplicacién concreto de problemas
fisicos.

Por tanto, se propone un método alternativo para encontrar soluciones a la ecuacién de trans-
porte de Boltzmann, para lo cual se considerard la re-escritura del problema en modo particular
(formulacién integro-diferencial) para posteriormente aplicar un procedimiento que consiste, basi-
camente, en el célculo del valor de una integral definida. De manera tal, que una vez replanteado
(re-ordenado) el problema éste se reducird a la resolucién de una ecuacién que contiene integrales
definidas, y por tanto podria salvarse la imposibilidad o inconveniencia de la aplicacién de los méto-
dos tradicionales (analiticos) para la solucién de diferentes tipos de problemas, en los cuales se ven
limitados debido, fundamentalmente, a:

= Desconocimiento de una funcién primitiva de aquella que se desea integrar.
= Si bien se conoce una funcién primitiva, resulta excesivamente compleja o extensa su apli-

cacion.

La evaluacién de estimadores, como por ejemplo para integrales definidas, por medio el método
de Monte Carlo se realiza aplicando el siguiente teorema:

Teorema: Sean x1,x2,...,xy N variables aleatorias independientes, idénticamente distribuidas,
con funcién de densidad f(x). Si g; son funciones de x;, entonces:

N
1
G= ﬁ;gi(xi) (172)
es una variable aleatoria que verifica, el valor medio cumple con:

N

(6)= 4 > (i) (173
i=1

y la varianza resulta:
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N

0’[G] = =5 Y o [gi(xi)] (174)

i=1

En particular, cuando todas las g(x;) son idénticas, e iguales a g(x), se tiene que:

(G) = (g(x)) (175)
y también:
(6] = *lg(x) (176

Por lo tanto, en virtud de la definicién de valor medio (o esperanza matemética) de g(x), puede
escribirse en la forma:

400

N
6) =y st ~ [ 7080 dr=gx) (a7)
i=1

—o0

Este resultado justifica la siguiente forma de estimar una integral definida: Muestrear una serie
de ndmeros aleatorios x; con funcién de densidad f(x) y evaluar g(x) para cada x. La media de los
valores obtenidos para g(x) es una estimacién de la integral. De acuerdo con el teorema de limite
central la varianza de esta estimacién decrece con el nimero de términos para 62[G]:

o ol (178)

VN

Conviene tener presente la desigualdad de Tchebycheff, de modo que se tiene:

P

2
IG—(G)| > GN[f]] <c (179)

De modo que se cuenta con argumento para tener una cota para la probabilidad de obtener un
error mayor que el propuesto en la estimacion del valor de la integral, pudiéndose siempre disminuir
este error sin mds que aumentar el valor de N.

3.5.. Eficiencia del método Monte Carlo

Se define la eficiencia del método Monte Carlo (€) como:

1
o2

7! (180)
(¢}

€

donde T es el tiempo de cdlculo. Como el valor de T esta fuertemente relacionado con el niimero
de puntos usados en la computacion, se suele dar también esta otra definicién para la eficiencia:
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e=N — (181)

Y, a partir de ésta, la eficiencia relativa (€,,;):

elN] N o2

&l = (N = N (o) (182)

Si €, < 1, entonces el método que corresponde a N’, (/)2 es “mejor” que el método con N, G2.
Si el nimero de puntos utilizados es el mismo, la eficiencia relativa queda reducida al cociente de
las varianzas.

3.5.1.. Ejemplos de aplicacion

Se propone una serie de ejercicios de aplicacién para introducir los conceptos iniciales, y ele-
mentos bdsicos de programacion y simulaciones.

4 ! g '
"1" (10%) = 3.141594 +- 0.000052
B é :
% Yo SRR \\ B R R R R R R B T =
S i)
é \%—f#§—————SE————%————$—————?————-§'—————v
..a 3_ N S -
Ll
25 1] ‘ 2 I 4 I B I g mn
10 10 10 10 10 10

Cantidad de muestras

Figura 26. Célculo de m: Estimador estadistico determinado con simulacién Monte Carlo.
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Figura 27. Random walk: Distancia de vuelo de particulas de emisién por simulacién de
la distancia recorrida por particulas emitidas en origen de modo isotrépico en un medio
homogéneo.
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Figura 28. Random walk: Alcance de particulas de emisién por simulacién en shells por
particulas emitidas en origen de modo isotrpico en un medio homogéneo.
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Figura 29. Simulacién de lanzamiento de un dado.
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Figura 30. Simulacién de lanzamiento de dos dados.
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14000 ;
12000
SN EN N N
8000

6000

Cantidad de aciertos

4000

2000

b 4 6 8 10 12 14 16 18
Suma del lanzamiento de tres dados

Figura 31. Simulacién de lanzamiento de tres dados.
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Figura 32. Simulacién de colisiones en distancia recorrida por neutrones: £ = Ey, p = po,
7=(0,0,0).
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3.5.2.. Ejemplo: Calculo-estimacion del niimero 7 por medio de técnicas Monte Car-
lo

Uno de los métodos mds antiguos utilizados para estimar el valor de 7 es el método de Buffon,
que emplea una serie de lineas paralelas y una vara, cuya longitud guarda correlacién con la sepa-
racion entre lineas, para ser arrojada y determinar el 4ngulo que forma éstas con las lineas, asi como
la linea que atraviesa.

El método propuesto a continuacion, representa una analogia al método de Buffon. Se considera
un circulo de radio unidad centrado en el origen. El drea del circulo en el primer cuadrantes serd
7/4. Un modo de resolver este problema usando el método Monte Carlo con técnica éxito-fracaso,
también denominado método de rechazo, es el siguiente:

1. Generar un par de niimeros aleatorios ; y {, uniformemente distribuidos en [0,1].

2. Determinar un punto en el primer cuadrante, de coordenadas (x,y) a partir de {; y .
3. Determinar la distancia D del punto (x,y) al origen, D = \/m

4. Examinar si la distancia D es mayor o menor al radio R (R = 1).

194

5. Considerar con “éxito” los procesos que den lugar a puntos en el plano dentro de circulo y
como “fracaso” los que estén fuera.

6. Calcular las proporciones de éxito y de fracaso.

Se deja a los alumnos realizar una propuesta para un cédigo, de propdsitos ilustrativos, para
resolver el presente ejemplo.
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3.6.. Cédigos FLUKA y PENELOPE

Toda la informacidn y los detalles sobre los cédigos de simulacion PENELOPE y FLUKA estan
disponibles en la bibliografia, los respectivos manuales, [[10] y [21]].

Ejemplos sencillos de transporte de radiacion resueltos con los codigos FLUKA y PENELOPE
se muestran en las figuras[33]a[39]
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Figura 33. Porcentaje de dosis en Profundidad en fantoma ctbico (20 cm de lado) de agua
irradiado con haz de electrones de 10 MeV obtenido con FLUKA.

100F o) T T T T =

Jf

201 b

DOSIS EN PROF. [%]

0 1 1 1 1 il L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

PROFUNDIDAD EN FANTOMA [cm]

Figura 34. Porcentaje de dosis en Profundidad en fantoma cibico (20 cm de lado) de agua
irradiado con haz de fotones de 10 MeV obtenido con FLUKA.
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Figura 35. Porcentaje de dosis en Profundidad en fantoma ctibico (20 cm de lado) de agua
irradiado con haz de protones de 100 MeV obtenido con FLUKA.
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Figura 36. Porcentaje de dosis en Profundidad en fantoma ctbico (20 cm de lado) de agua
irradiado en una columna de neutrones de 0.1 eV obtenido con FLUKA.
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Figura 37. Espectro de emisién de tubo de rayos X de danodo de W irradiado con electrones
de 50 keV (filtro de Al) obtenido con PENELOPE.
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Figura 38. Kernels de dosis para microesferas de *°Y en tejido blanco con diferente binding
(0,0.5y 1) obtenido con PENELOPE.
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Figura 39. Imagen mamogréfica por contraste de absorcion de rayos X en fantoma con
microcalcificaciones obtenida con PENELOPE.
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4..

Moédulo I'V: Ejemplos de aplicacion del método Monte Carlo
en fisica médica

El capitulo 4.| es una breve introduccién a los conceptos de técnicas numéricas de simulacién
Monte Carlo para aplicaciones en problemas de aplicacién en fisica, y en particular en transporte de
radiacion. La exposicion es de cardcter escueta y estd basada en bibliografia especializada, de donde
pueden estudiarse los temas desarrollados en este médulo.

4.1.. Teleterapia convencional

4.2.. Radiologia

4.3.. Medicina nuclear

4.4.. Radioterapia avanzada y dosimetria no-convencional
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