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Prefacio

El presente trabajo El método Monte Carlo en fisica médica es un compendio
original de notas elaborado por Mauro Valente en 2026, basado en las ediciones
previas de 2017, 2018, 2020, 2021, 2022, 2024 y 2025 para ser utilizado como ma-
terial de estudio y referencia para el curso electivo de especializacion de post-grado
EL METODO MONTE CARLO EN FISICA MEDICA en el dmbito del Magister
en Fisica Médica en la Universidad de La Frontera, y como asignatura electiva del
programa de Ingenieria Civil Fisica en la Universidad de La Frontera; Chile.

El contenido del libro de notas estd dedicado a formalismos y metodologias para
areas de fisica aplicada que puedan aprovechar técnicas de modelado computacio-
nal por métidos Monte Carlo, especificamente basados en transporte y colision de
radiaciones.

Se incluye breves repasos sobre elementos basicos interaccion de radiacion con
la materia, tanto a nivel atdmico como nuclear incorporando descripciones de pro-
cesos fisicos y modelos de algunos mecanismos de interaccion de interés para fisica
aplicada.
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Programa y contenido

MODULO INICIAL: Rudimentos de FORTRAN77

. Introduccién bésica al lenguaje FORTRAN 77.

Ejercitacion sencilla de aplicacion.

MODULO I: Introduccién a los Métodos de Monte Carlo

. Introduccioén histérica y esquema general de la técnica Monte Carlo.

Conceptos bdsicos de la técnica Monte Carlo.

MODULO II: Repaso sobre estadistica y conteo

. Repaso sobre teoria de distribuciones.

Numeros aleatorios y pseudo-aleatorios.

Variables aleatorias independientes de distribuciones continuas y discretas.

MODULO III: Transporte de radiacion ionizante

. Laecuacidn de transporte de radiacién de Boltzmann.

Formulacién del principio.

Interpretacion fisica en transporte de radiacion.

MODULO IV: Cilculo de voliimenes e integrales con técnica Monte Carlo

. Introduccién.

Ejercicios de aplicacion.

Comparacién con otros métodos clasicos para integracién en multiples variables.

MODULO V: Técnicas de reduccion de varianzas y eficiencia computacional.

. Intervalos de confianza simultaneos.

Estimacion de cocientes.

Estimacion secuencial.
MODULO VI: Simulacién Monte Carlo en fisica médica

Ejemplos.

Paquetes de simulacién Monte Carlo en fisica médica.
El c6digo PENELOPE.

Rudimentos bdsicos sobre el cédigo FLUKA.
Distribuciones de dosis en profundidad.

Simulacién de equipamiento médico de radiologia.
Simulacién de procedimientos de medicina nuclear.

Simulacién de procesos avanzados y técnicas complejas



TRABAJOS PRACTICOS ESPECIALES Y ACTIVIDAD COMPLEMENTARIA

El presente curso incluye la realizacidn de trabajos practicos de laboratorio informético.
Las actividades practicas de laboratorio se refieren a la ejercitaciéon computacional, segin el siguien-
te esquema:

Practico preliminar: Rutinas basicas en FORTRAN 77

Practico I: Elaboracion de rutinas de simulacién Monte Carlo basica en MATLAB: Estima-
cién de pi

Practico II: Elaboracion de rutinas de simulacion Monte Carlo basica en MATLAB: Estima-

cién de integrales definidas.

Practico III: Adaptacién de rutinas de simulacién Monte Carlo del c6digo PENELOPE: Si-
mulacién en radiologia.

Practico IV: Adaptacion de rutinas de simulacién Monte Carlo del c6digo PENELOPE: Si-
mulacién en medicina nuclear.

Practico V: Adaptacion de rutinas de simulacién Monte Carlo del c6digo PENELOPE: Simu-
lacién en radio-proteccion.

Practico VI: Adaptacién de rutinas de simulacion Monte Carlo del cédigo PENELOPE: Si-
mulacion en radioterapia convencional.

Practico VII: Adaptacion de rutinas de simulacién Monte Carlo del c6digo PENELOPE:
Simulacién en protonterapia.

OVJETIVOS Y METODOLOGIA DEL TRABAJO

OBJETIVOS

Objetivos generales: Formar a los estudiantes en el drea de la técnica Monte Carlo, con aplica-
ciones en fisica médica, desarrollando los fundamentos basales de la técnica y su implementacién
como metodologfa para la resoluciéon numérica en el cdlculo, particularmente de estimacién de inte-
grales en las ecuaciones de transporte de radiacién de Boltzmann en problemas de fisica médica.

Objetivos especificos:

Proporcionar al estudiante los conceptos tedricos relevantes de la técnica Monte Carlo.

Proporcionar al estudiante las herramientas practicas para disefiar e implementar rutinas ba-
sicas de simulaciéon Monte Carlo para la resolucién de problemas de calculo numérico.

Proporcionar al estudiante conocimientos y experiencia para adaptar rutinas de cédigos Mon-
te Carlo de transporte de radiacién para aplicaciones en fisica médica.

METODOLOGIA DEL TRABAJO

CLASES TEORICAS

Se realizaran clases tedricas en aula, o remotas segin el contexto y la planificacion de cada
edicién, con una carga semanal de 4 (cuatro) horas. Se tomard asistencia durante las clases
tedricas.

CLASES DE EJERCITACION PRACTICA

Se realizardn prcticos de ejercicios en aula, o remotas segtin el contexto y la planificacion
de cada edicién, en base al contenido de las clases tedricas, con una carga horaria de 2 (dos)
horas semanales, mds tiermpo de estudio y ejercitacioén por parte del estudiante.



= TRABAJOS PRACTICOS Y DE LABORATORIO

Se realizardn trabajos en laboratorio de informdtica, supervisada por el docente, con una carga
horaria de 2 (dos) horas semanales. Los trabajos de laboratorio son obligatorios en momento
y lugar que se determinen.

= CLASES DE CONSULTA

El docente dispondra de 2 (dos) horas semanales extra, en modalidad y horario a convenir
con los alumnos, para recibir consultas o profundizar temadticas de interés de los alumnos. El
horario de consulta a disposicién de los alumnos serd sin obligacién de asistencia.



BIBLIOGRAFIA BASICA SUGERIDA

La asignatura contard con bibliografia especifica, desarrollada originalmente por el docente para
este curso. Ademds de la lista de articulos cientificos que el docente proveerd a lo largo del curso, se
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Tabla de Constantes fisicas

Cantidad Simbolo Valor
Nimero de Avogadro Ny 6,0221415 - 102 mol !
Velocidad luz en vacio c 2,99792458 - 10°ms !
Masa del electrén mo, Me 9,1093826- 10 3'kg
Carga del electrén e,qe 1,60217662-10~1°C
Constante de Planck reducida h=h/2n 6,58211915- 10 %Vs
Energia en reposo de electrén mec’ 510,998918keV
Radio cldsico del electron | r, = g2/ (mec”) | 2,817940325-10"Pm
Constante de estructura fina o= q2/(he) 1/137,03599911
Radio de Bohr ap = h*/(m.q?) | 0,5291772108- 10~ m

Tabla de Conversion de Unidades dosimétricas

Cantidad Unidad SI Unidad tradicional
Actividad 1Bequerel (Bq) 2,703 - 10~ Curie (Ci)
Energia 1 Joule (J) 6,242 - 10" electronVolt (eV)
Dosis Absorbida 1 Gray (Gy) 100 rad
Exposicién 1 C/kgaire 3876 Roentgen
Dosis Equivalente | 1 Sievert (Sv) 100 rems

11
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Moédulo INICIAL: Introduccion basica al lenguaje FORTRAN 77

El Capitulo inicial estd destimado a un adiestramento bésico en el lenguaje de progra-
maciéon FORTRAN 77.

0.1.. Introduccion basica al lenguaje FORTRAN 77

El presente mddulo se destina al estudio de los rudimentos basicos del lenguaje FOR-
TRAN 77, los que pueden estudiarse en base a los manuales del lenguaje, como por ejemplo
MANUAL DE FORTRAN 77 |1]], versién que estd en castellano.

0.2.. Ejercicios sencillos de aplicacion de programaciéon basica en lenguaje
FORTRAN 77

A continuacién, se enuncia las subrutinas que deben ser realizadas y entregadas, de
manera individual, por parte de los alumnos:

1. Realizar una subrutina en FORTRAN 77 para sumar dos nimeros, solicitando en
terminal la introduccién de éstos.

2. Realizar una subrutina en FORTRAN 77 para modelar la suma del lanzamiento de
dos dados, reportando graficamente la distribucion de resultados para mil, y para un
millén de eventos (lanzamiento de los dados).

3. Realizar una subrutina para sortear posiciones aleatorias en un rectdngulo de cuya
localizacién varia entre [-1, 1] en el eje horizontal y entre [4, 6] en el eje vertical,
reportando graficamente las posiciones correspondientes para mil y para un millén
de coordenadas.

4. Realizar un subrutina para distribuir uniformemente posiciones en un circulo de 1 cm
de radio centrado en (-1 cm, 2 cm), reportando graficamente las posiciones para mil
y para un millén de coordenadas.

La figura[I|muestra resultados tipicos, obtenidos por los alumnos de la edicién 2025 del
curso.
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Histograma suma de dos dados
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Figura 1. Histograma de la suma del lanzamiento de dos dados (arriba) junto a distribucion
de posiciones uniformemente distribuidas en un rectdngulo (abajo a la izquierda) y en un
circulo (abajo a la derecha), obtenidos por los alumnos de la edicién 2025.
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1.. Maoédulo I: Introduccion a los Métodos Monte Carlo

El Capitulo[I]estd destimado a presentar un breve resumen sobre los aspectos historicos
y las ideas fundamentales que subyacen a la técnica de simulacién Monte Carlo.

1.1.. Introduccion y aspectos basicos

Formamente, el método Monte Carlo es una metodologia para la resolucién numérica
de ecuaciones.

1.1.1.. Historia del método Monte Carlo

Desde el punto de vista histdrico, los primeros registros de metodologias que utilizaron
técnicas que hoy califican dentro del concepto del método Monte Carlo se remontan al siglo
XVIII, oportunidad en la que el Conde de Buffon en 1773 plante6 un peculiar procedimiento
para estimar el valor del nimero 7 con suficientes cifras significativas.

Posteriormente, durante el siglo XIX, aportes de matematicos franceses e italianos res-
pecto de la formalizacion de juegos de azar, signific un nuevo avance en estas técnicas.

A mediados del siglo XX, y dentro del contexto bélico, se acuiié el término "Monte
Carlo” a este tipo de metodologias, en referencia a la capital del principado de Ménaco,
Monte Carlo, por ser una ciudad mundialmente reconocida como la capital de los juegos
de azar, casinos”. Esta denominacién en clave se utiliz6 durante la década de 1940 para el
desarrollo de la computadora electrénica durante la generacién de herramientas de inves-
tigacion para apoyar la creacidon de la bomba atémica, principalmente en lo relativo a la
simulacién directa de problemas probabilisticos de hidrodindmica de la difusién de neutro-
nes en material de fusion.

Von Neumann y Ulam re-adaptaron esta metodologia, asociada a una “ruleta rusa” y los
métodos de “particiones”. Luego, Harris y Kahn, hacia 1948 dieron lugar a la herramienta
en condiciones de ser extendido su uso.

Hacia finales de la década de 1940, Fermi, Metropolis y Ulam obtuvieron los primeros
estimadores para los valores caracteristicos de la ecuacién de onda de Schrodinger para la
captura de neutrones a nivel nuclear.

1.1.2.. Definiciones basicas del proceso de simulacion Monte Carlo

= Simulacidn: es el proceso de disefiar y desarrollar un modelo de calculo -actualmente
se sobre-entiende que es de cardcter computacional- para un sistema o proceso, junto
a la ejecucion de “experimentos” con este modelo, a fin de estudiar/caracterizar el
comportamiento del sistema, o bien evaluar estrategias potenciales.

= Modelo de simulacién: conjunto de hipétesis respecto del funcionamiento del siste-
ma, caracterizado por expresiones matemdticas y/o légicas, entre los elementos que
componen el sistema.
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= Proceso de simulacién: es la ejecucion en si del modelo a través del tiempo en un
sistema de cdlculo -actualmente se sobre-entiende que es de cardcter computacional-
a fin de obtener muestras representativas del comportamiento del sistema de estudio.

Meétodo de simulacién

= Simulacién estadistica o Monte Carlo: Esta basada en el muestreo sistematico de va-
riables aleatorias.

= Simulacién por autématas de tipo celular: Se aplica a casos complejos, dividiendo el
comportamiento del sistema clases o en subsistemas menores, denominados células.
El resultado de la simulacién esta dado por la interaccién de las diversas células.

= Simulacién por eventos discretos: Se define el modelo cuyo comportamiento varia en
instantes del tiempo dados. Los momentos en los que se producen los cambios son
los que se identifican como los eventos del sistema o simulacién.

= Simulacion continua: Los estados del sistema cambian continuamente su valor. Ge-
neralmente, este tipo de simulaciones emplea modelos basados en ecuaciones dife-
renciales.

Proceso de simulacion: etapas

1. Definicién, descripcién del problema, plan de accién.
2. Formulacién del modelo.

3. Programacion.

4. Verificacién y validacién del modelo.

5. Disefio de experimentos y plan de computo.

6. Analisis de resultados.
Numeros aleatorios

= Deben tener igual probabilidad de ser elegidos.
= No debe haber correlacion.

= Pueden ser generados a partir de datos tabulados, o bien por dispositivos especia-
les como la ruleta. Actualmente, se utilizan algoritmos para generar secuencias de
nimeros pseudo-aleatorios.

Numeros Pseudo-aleatorios

» Para algunos fines pricticos, reemplazan a los nimeros aleatorios.

= Son generados por medio de algoritmos o férmulas parametrizadas.
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= Su adecuada implementacién y uso depende de que se disponga de secuencias sufi-
cientemente largas y densas.

Algoritmos para la generacion de niimeros Pseudo-aleatorios

= Métodos de Congruencias:

Fm = (Arm_1 +B) méd N (1)

= Método de los centros de cuadrados:

44* = 1936 — 93% = 8649... (2)

= Método de la transformada inversa:

C=F'(Q): F(§)=Prob(X > () 3)

1.1.3.. Definiciéon basica y preliminar del método Monte Carlo

Los métodos de Monte Carlo abarcan una variedad de técnicas destinadas a obtener so-
luciones numéricas a problemas matematicamente formulados, de aplicacion en diferentes
campos del conocimiento, por medio de la repeticion de pruebas aleatorias. En términos
practicos, las pruebas aleatorias se implementan por medio de célculos realizados con ni-
meros aleatorios, o pseudo-aleatorios.

1.2.. Generadores de nimeros aleatorios y concepto de aceptacién/rechazo

E método Monte Carlo combina conceptos estadisticos, como el muestreo aleatorio,
con la generacién de niimeros aleatorios y la sistematizacién automatica de los procesos de
célculo. Matemadticamente, el procedimiento consiste en generar series de nimeros median-
te un muestreo aleatorio de las distribuciones de probabilidad, resultando de aplicabilidad
general a cualquier tipo de problema, ya sea estocdstico o, o incluso, determinista.

Por tanto, la generacién de una secuencia de nimeros aleatorios es la base probabilis-
tica del método Monte Carlo. Debe tenerse presente que dos generadores aleatorios inde-
pendientes, necesariamente deben proporcionar estadisticamente el mismo valor promedio,
y han de ser independientes entre si, e independientes del resto de nimeros aleatorios de la
secuencia o serie.

Desde el punto de vista histérico, se reconoce que el primer intento por conformar una
secuencia de nimeros aleatorios, se temonta a 1927, oportunidad en la que en la Cambridge
University Press se public6 un tabla de nimeros aleatorios para proveer a los investigadores
de dicho insumo clave, dicha tabla incluia un poco més de 40 mil ndmeros. Luego, en 1947,
la RAND Corporation generd una secuencia de nimeros a partir de una simulacién con
métodos electrénicos que emulaban una ruleta, resultados que se publicaron en 1955 como
A Million Random Digits with 100.000 Normal Deviates.



EI Método Monte Carlo en Fisica Médica MODULO I 19

El pionero en la investigacién de algoritmos generadores de nimeros aleatiorios fue
John von Neumann, quien propuso inicialmente un proceso rudimentario para generar nu-
meros pseudo-aleatoriospor medio del método denominado middle-square. Si bien actual-
mente se sabe que este método no es fiable, y von Neumann lo sabia, en su momento se
justificé su uso en base en la rapidez con que podia implementars en en términos compara-
tivos con otros métodos y bajo las capacidades computacionales de la época. Brevemente,
el método inicialmente propuesto por von Neumann, consistia en partir de una semilla ini-
cial dada por un nimero entero ({y) de 2n cifras. Se eleva la semilla inicial al cuadrado y se
toman los 2n digitos centrales, y éstos se utilizan para formar el siguiente nimero y reiterar
el procedimiento calculando asi nimeros pseudoaleatorios, como por ejemplo ({y = 3456):

1. Semilla inicial {y = 3456 (2n cifras, n = 2).

2. C% = 11943936 (se obtienen 4n cifras. Si fuese necesario se agregaria ceros a la iz-
quierda para que el ndmero resultante tenga exactamente 4n cifras.)

3. Se toman los 2n digitos centrales, es decir, ; = 9439.

4. El primer nimero pseudoaleatorio se obtiene de: % = 0,9439.

5. Se repite el procedimiento iniciando con la semilla {; = 9439.

Este método describe la forma mds sencilla de obtener nimeros pseudoaleatorios que
corresponden a una distribucién uniforme, aunque presenta dos inconvenientes principales:
Por un lado, presenta una inherente y fuerte tendencia a degenerar a cero rdpidamente, y
por otro lado tiene un ciclo de repeticién (periodo) muy corto.

Actualmente, las secuencias aleatorias se obtienen utilizando generadores congruencia-
les lineales, originalmente propuestos por Derrick Henry Lehmer en 1951. El método con-
gruencial inicia con un valor inicial (semilla) £y y los sucesivos ,, se obtienen procediendo
como sigue (véase[2):

Ci=al,—1+b médm 4)

donde a, b y m son enteros positivos denominados: multiplicador, incremento y médulo;
respectivamente. En el caso particilar de b = 0, el generador se denomina multiplicativo; en
caso contrario, se denomina mixto.

Y la sucesion de ndmeros pseudo-aleatorios x,, entre 0 y 1, se obtiene como indica la
expresion 5

Xn = Cn/m 5

Noétese, sin embargo, que existen algunos inconvenientes con el método de congruencias
descrito, a saber: No se trata de una sucesion estrictamente aleatoria en sentido absoluto;
aunque una eleccién apropiada de los pardmetros iniciales puede generar una sucesion
semejante a una sucesién de nimeros aleatorios. Teniendo en cuenta los posibles valores
que puede tomar x,, para que la sucesion se asemeje a una variable continua uniforme en
un determinado intervalo, m ha de tomar valores suficientemente grandes (m > 109) como
para que el conjunto de posibles valores sea suficientemente denso en dicho intervalo.
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1.3.. Convergencia y precision del método Monte Carlo

Existe una amplia variedad de problemas asociados al modelado de diferentes campos
de aplicacidn cientifica. Por ejemplo, al modelar el transporte de radiacién, como asi tam-
bién se presenta en la prictica en muy diversos dmbitos, se carece de solucién dentro del
campo analitico, limitando el uso de matemadtica pura/analitica para la resolucién de los
mismos.

Este es el caso, por ejemplo, de la resolucién de algunas ecuaciones integro-
diferenciales. En particular, existen varios teoremas que demuestran la gran limitacién de
los métodos analiticos para la resolucién directa de la ecuacién de transporte de Boltzmann,
la que rige los procesos de interaccion y transporte de radiaciones en medios materiales. De
hecho, se conoce como resultado de teoremas que s6lo puede resolverse la ecuacién de
transporte de Boltzmann para una cantidad muy acotada de situaciones, las que involucran
condiciones iniciales y de contorno que resultan muy poco realistas en casos de aplicacién
concreto de problemas fisicos.

Por tanto, se propone un método alternativo para encontrar soluciones a la ecuacién de
transporte de Boltzmann, para lo cual se considerara la reformulacién de la misma, a fin
de obtener una expresién puramente en términos de integrales definidas [2f] para posterior-
mente aplicar un procedimiento que consiste, basicamente, en el cédlculo del valor de una
integral definida. De manera tal, que una vez replanteado (re-ordenado) el problema, éste se
reducird a la resolucién de una ecuacién que contiene integrales definidas, y por tanto po-
dr4 salvarse la imposibilidad o inconveniencia de la aplicacién de los métodos tradicionales
(analiticos) para la solucidn de diferentes tipos de problemas, en los cuales se ven limitados
debido, fundamentalmente, a:

= Desconocimiento de una funcién primitiva de aquella que se desea integrar.

= Si bien se conoce una funcién primitiva, resulta excesivamente compleja o extensa su
aplicacion.

La evaluacion de estimadores, como por ejemplo para integrales definidas, por medio
el método de Monte Carlo se realiza aplicando el siguiente teorema:

Teorema

Sean x1, x, ...,xy N variables aleatorias independientes, idénticamente distribuidas,
con funcion de densidad f(x). Si g; son funciones de x;, entonces:

1 N

G= N z gi(x) (6)

es una variable aleatoria; y se verifica que el valor medio correspondiente ((G)) cumple
con la expresion

1 N

(G) = 5 L (&ilx) ™)

i=1
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Y, la varianza se obtiene de la expresién [}

6’ (G) = — isz (gi(x)) (8)

i=1

En particular, cuando todas las g(x;) son idénticas, e iguales a g(x), se obtienen las
expresiones [0}

1
0 (G) = 1.0 (&i()) ©)
Por lo tanto, en virtud de la definicién de valor medio (o esperanza matemética) de g(x),
se obtiene la exptesi6n [I0}

N +o0
(6)=(x Yetah~ [ F()a() dr=(glx) (10
i=1 o
El resultado obtenido en la expresion [I0] justifica la siguiente forma de estimar una
integral definida: Muestrear una serie de nimeros aleatorios x; con funcién de densidad f(x)
y evaluar g(x) para cada x. La media de los valores obtenidos para g(x) es una estimacién
de la integral. De acuerdo con el teorema de limite central la varianza de esta estimacion
decrece con el nimero de términos, segiin se deduce de la expresion para 62 (G):

5(G) = ‘i}fj (an

1.3.1.. El Teorema del limite central
La expresion [[2]representa el teorema del limite central:
]2

1 ~[sn—(6)

262 /N (12)

lim P (Sy) = e
Aim P(Sy) =
VN
donde Sy es el estimador de (G), y se verifica que para valores grandes de N (N — o0),
la suma de N estimaciones aleatorias independientes distribuidas idénticamente aproxima

el comportamiento de una distribucion normal con media (G) y varianza %2.
Por tanto, se verifica:
N . .
N—soo N—soo N
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El Teorema del limite central puede, de hecho, interpretarse como el niicleo de la for-
mulacién matematica del método Monte Carlo, por medio de:

Dado un observable G, que puede expresarse como resultado de un proceso de con-
volucion aleatorio (random), el valor medio de G ({G)) puede ser obtenido por muestreo
de varios valores de G de acuerdo con las funciones de distribucion de probabilidades
correspondientes al proceso aleatorio involucrado.

El método Monte Carlo es, de hecho, un método de integracién numérica capaz de
resolver integrales nultidimensionales.

La precisién del método Monte Carlo depende de la cantidad de muestras, es decir del
tamafio del espacio muestral (V).

1.3.2.. Precision del método Monte Carlo

Durante un célculo por medio del método Monte Carlo, si no se introducen procesos de
bias destinados acelerar el proceso y/o reducir la cantidad de computos necesarios, situacion
descrita como simulacion honesta, se verifica no s6lo que converge la media del observable
x al valor medio de la distribucién ((x)), sino que también convergen la varianza y los
momentos de orden superior (orden 1) G,, dados por la expresion

Iim
N—oo

y =0, (14)

1
N nln
[ i—1 (xi — {(x)) 1
destacando que las fluctuaciones y correlaciones son consideradas de manera apropiada
y confiable por medio de la expresion 14}

1.3.3.. Eficiencia del método Monte Carlo

Los métodos tradicionales de integracién numérica, como por ejemplo, la regla se Sim-
1 .
pson, convergen al valor real de acuerdo con N~ », donde N es la cantidad de puntos (o
intervalos) de muestreo y n es la dimensién del espacio.

Por su parte, el método Monte Carlo converge al valor real de acuerdo con ﬁ

Por lo tanto, el cuadro comparativo [I|resume la performance comparativa.

Dimension del espacio (n) | Métodos Tradicionales | Monte Carlo | Comentario
n=1 ]%, \/Lﬁ MC no es conveniente
n=2 \/LN \/Lﬁ MC es equivalente
n>2 \”/IN \/Lﬁ MC es conveniente

Cuadro 1. Convergencia de integracién numérica.
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1.3.4.. Ejemplos basicos de integracion Monte Carlo

A modo de ejemplo de la aplicacién del método Monte Carlo para estimar integrales
definidas, se propone abordar, a continuacién, un par de ejemplos sencillos.

Integracion Monte Carlo por transformada inversa

Sea la funcién f(x) = e~

La funcién de probabilidad acumulativa F se obtiene como indica la expresién

x
A,

F::[rdﬂe*%::x[1—e*%} (15)

Incorporando la normalizacién (||-||) a la funcién de probabilidad acumulativa F se
obtiene la equivalente, pero normalizada F’ a partir de la expresion

F X ek x
F'E—:/ dX — =1—e"17 (16)
WElL Jo &
Para un nimero (peudo-) aleatorio € € [0, 1], se procede como sigue:
Loloe i (17)

Resolviendo la expresion [I7] para la variable x, ésta deba muestrearse (samplearse) se-
gtin indica la expresion I8}

x=—In({—1) (18)

Finamente, repitiendo N veces la operacion indicada en las expresion para generar
un nimero (pseudo-) aleatorio € [0, 1] uniformemente distribuido, y luego, muestrear x
segun la expresion |18| para estimar el comportamiento de la funcién exponencial f(x) =
e, para cualquier valor del pardmetro A.

Integracion Monte Carlo por aceptacién/rechazo
Sea C un valor constante, tal que C > f(x) Vx € [a,b] , entonces se procede como sigue:

1. Generar dos ndmeros (pseudo-) aleatorios independientes, {; y &s.
hACSY)

2.Si6 < —&~ entonces tomar X = €1, es decir aceptar. En caso contrario, volver a
muestrear {; y {y, es decir rechazar.
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La probabilidad de acptacion de {; es f(£;)/C V y, tal como establece la expresion
19

P(x)dx=P(C; =x)dx- f({i =x)/C (19)

Y, debido a que P({;)dx es constante, resulta:

P(x)dx = const - f(x) (20)

1.4.. El método Monte Carlo aplicado a la fisica atomica y de radiaciones

El significativo protagonismo que cobré el método Monte Carlo durante las dltimas dé-
cadas en 4reas de fisica atomica y nuclear; y consecuentemente en fisica de radiaciones
y, ergo, en fisica médica, en particular, se debe en gran medida a la capacidad de resol-
ver ecuaciones multidimensionales, como lo es la formulacién matemaética de modelos de
transporte de radiacion.

En particular, el transporte de particulas por medio del método Monte Carlo resulta de
especial conveniencia, en términos comparativos con otras técnicas de solucién numérica.

A lo largo del tiempo, y actualmente, el método Monte Carlo permitié describir una
gran variedad de procesos en el dmbito de la fisica atdmica y nuclear, como la emisién de
radiacién por parte de material inestable y su consecuente interaccién con medios materia-
les.

1.4.1.. Transporte y colision modelados por medio del método Monte Carlo

En lo referente a la aplicacion del método Monte Carlo al transporte y colision de ra-
diaciones, cabe remarcar:

= Cada particula (primaria) es modelada/seguida a lo largo de toda la historia de su
trayectoria, dando lugar a un shower o cascada.

= En cada uno de los pasos del transporte se calcula, a partir de modelos de proba-
bilidades oportunos, las posibles interacciones conjuntamente a las consecuencias
asociadas.

= Cada uno de los secundarios que pudiesen ser creados por accién de primarios es
modelado en su totalidad previo a continuar con el siguiente primario.

= La precision y fiabilidad de los resultados obtenidos depende de los modelos y/o
bases de datos de las funciones de probabilidad incorporados.

= La precision estadistica depende de la cantidad de eventos considerados N, i.e. de la
cantidad de primarios.

= La convergencia estadistica puede acelerarse, incluso sin alterar la representacion
estadistica del proceso, por medio de técnicas de biasing|

'En Capitulos posteriores se presentard técnicas de reduccién de varianzas, por ejemplo.
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1.4.2.. El método Monte Carlo aplicado a la fisica médica

La aplicacién del método Monte Carlo en dmbito de la fisica médica es una deriva-
cién/extension y/o caso particular de la fisica de radiaciones en general, con la particulari-
dad de que los materiales de interés son caracteristicas bioldgicas o afines.

Los métodos Monte Carlo, a través de diferentes codigos principales como EGS,
MCNP, GEANT, FLUKA, PENELOPE; entre otros, han sido introducidos en préictica-
mente todas las dreas de la fisica de radiaciones y médica, como dosimetria, acelerado-
res/generaores de particulas, radioterapia, radiologia, sistemas de deteccion de radiaciones,
proteccidn radioldgica, radiobiologia, radioquimica y técnicas avanzadas como hadrontera-
pia y terapia por captura neutrénica en boro (BNCT). Desde el punto de vista fisico, todos
los procesos involucrados en estas dreas de fisica médica estdn gobernados por la ecuacion
de transporte de Boltzmann, por lo que disponiendo de funciones de probabilidad (secciones
eficaces) confiables y una formulacién de la ecuacién de Boltzmann en términos puramente
de integrales definidas, se garantiza la convergencia del método, incluso de manera eficien-
te en comparacién con métodos alternativos, para resolver problemas en cualquiera de los
ambitos mencionados.

La cantidad de investigaciones y aplicaciones que utilizan al método Monte Carlo en
fisica de radiaciones y médica ha crecido exponencialmente durante las dltimas décadas, en
gran medida gracias al aumento de capacidades y masividad de los sistemas de célculo. Por
ello, actualmente representa en varios aspectos el procedimiento més preciso, conmvirtién-
dose en el gold standard en varios casos.
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Ejercicios sencillos de aplicacion integracion Monte Carlo

A continuacién, se proponen ejercicios de aplicacion para poner en practica los concep-
tos del presente médulo, para ser realizados de manera individual, por parte de los alumnos:

. Obtener una serie de niimeros pseudo-aleatorios implementando el método de con-
gruencias en una rutina de FORTRAN 77, y comparar los resultados para los casos
de diez y de mil nimeros con los obtenidos medio de la funcién/paquete rand de
MatLab, graficando ambos histogramas de frecuencias.

. Suponiendo que se dispone de un sistema de computo que requiere, en promedio 1
S por operacién, estimar el tiempo total de cémputo necesario por parte del méto-
do Monte Carlo, para estimar la integral numérica del flujo estacionario de fotones
Y(x,y,z,E) en un problema especifico si se conoce que la regla de Simpson emplea 1
hora para alcanzar la convergencia, y demanda 10 operaciones por cada elemento del
espacio muestral, y se presume que Monte Carlo también requiere de 10 operaciones
por cada elemento del espacio muestral.

. Estimar el valor del nimero © mediante dos métodos Monte Carlo: 1) El método de
BufforE]y 2) El método geométrico basado en el cociente de 4reas (circulo/cuadrado).
Implementar el procedimiento en F77 para diferente cantidad de iteraciones (even-
tos), visualizar y comparar los resultados obtenidos.

. . . . L. 2z

. Realizar una rutina para estimar la integral numérica [ e? dz, y comparar el valor
numérico obtenido para un espacio muestral de N = 1000 con la solucién analitica
exacta.

. Desarrollar una rutina para estimar, utilizando el método de la aceptacién y rechazo,
la integral definida [ ! | (1 +x2) dx visualizando gréificamente los resultados para un
espacio muestral de mil y de 100 mil; y comparar con el resultado exacto obtenido
por método analitico.

ZHint: Lanzar N varas de longitud [ sobre un plano con lineas paralelas separadas por distancia L y estimar
musando: T~ (2-1-N)/(L-C), donde C es el nimero de cruces. Probar con: L= 1,/=1yN = 105 .
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2.. Repaso sobre estadistica y conteo

El presente capitulo tiene como objetivo establecer los fundamentos de estadistica y
teoria de probabilidades necesarios para el desarrollo y comprensién rigurosa de los méto-
dos de simulacién Monte Carlo aplicados a la fisica médica, en particular al transporte de
radiacion.

A diferencia de un tratamiento introductorio, se enfatiza aqui la formulacién matemaética
precisa y su interpretacion fisica en problemas tipicos tales como transporte de particulas,
dosimetria y deteccion.

2.1.. Teoria de distribuciones: formulacién y contexto fisico

El desarrollo del anélisis funcional entre los siglos XIX y XX condujo a la introduccién
de las denominadas funciones generalizadas o distribuciones, motivadas en gran medida
por problemas fisicos donde las descripciones cldsicas resultaban insuficientes.

Un ejemplo paradigmadtico es la ecuacién de ondas (problema de la cuerda vibrante)
formulada por d’ Alembert, que conduce naturalmente a soluciones en el sentido de distri-
buciones.

Desde el punto de vista fisico, muchas magnitudes relevantes no pueden describirse me-
diante funciones ordinarias. Por ejemplo, una distribucién puntual de masa, carga o energia
no puede representarse mediante una densidad clésica.

Sea m(7) la densidad de masa en una regién del espacio. La masa total se define como:

M= fzm(ad? @1

Sin embargo, si la masa estd concentrada en un punto (por ejemplo, interaccién puntual
de una particula o depdsito localizado de energia en dosimetria), se requiere la delta de
Dirac, definida por:

+o0
d(x)=0 WVx#0, / d(x)dx =1 (22)

En transporte de radiacion, la funcién delta aparece naturalmente al modelar fuentes
monoenergéticas, por ejemplo:

V(E) = 8(E — Eo)

que representa un haz de particulas con energia bien definida E.

La teoria de distribuciones se formaliza en espacios funcionales (espacios de Lebes-
gue L? y sus duales), lo que permite tratar rigurosamente magnitudes fisicas medibles y
operadores asociados (como operadores de transporte).
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2.2.. Variables aleatorias y distribuciones de probabilidad

Sea (Q, ¥, P) un espacio de probabilidad. Una variable aleatoria es una funcién medi-
ble:

X:Q—-R (23)
tal que, para todo x € R:
PX<x)=P{oecQ:X(0) <x})

define una funcién de distribucién acumulada (FDA).
En el contexto de fisica médica, ejemplos tipicos de variables aleatorias incluyen:

» Energia depositada por una particula en un voxel
= Nimero de interacciones en un medio

= [ongitud libre media entre colisiones

= dngulo de dispersion

Dependiendo de su naturaleza, las variables pueden ser discretas o continuas.

2.2.1.. Distribuciones discretas

Distribucion uniforme discreta Describe una variable que toma valores finitos con igual
probabilidad:

P(X :Xl') = -

En simulaciones Monte Carlo, aparece en la seleccién equiprobable de estados discre-
tos, por ejemplo, eleccién de direccidn entre un conjunto finito de dngulos discretizados.

Distribucién binomial Sea X ~ Bin(n, p), entonces:
PX=k=(")p 1 -pyr=
X=Kk={, |p1-p)

donde: (}) = ﬁik),

En fisica de radiaciones, modela procesos donde se cuentan eventos independientes, por
ejemplo:

= Numero de fotones que interactian en un detector

= Numero de eventos de absorcién en un conjunto de particulas incidentes
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Distribucion de Poisson Es fundamental en fisica de radiaciones. Se define como:

Ae—h

P(X =k)= 0

donde A es el valor esperado.
Aparece naturalmente en:

= Conteo de particulas detectadas en un intervalo de tiempo
= Emisién radiactiva (desintegraciones nucleares)

» Estadistica de conteo en detectores

Es el modelo fundamental del ruido cuantico en sistemas de deteccion.

Distribucion geométrica Modela el nimero de ensayos hasta el primer éxito:
P(X =k)=(1-p)!
p p
En transporte de radiacién, estd relacionada conceptualmente con procesos de tipo

“hasta la primera interaccion .

2.2.2.. Distribuciones continuas

Distribucion uniforme
1

“bh—a’

f(x) x € (a,b)

Es la base de todos los métodos Monte Carlo, ya que cualquier distribucién puede ge-
nerarse a partir de variables uniformes mediante transformaciones.

Distribucion exponencial
fx)=pe ™, x>0

Tiene una interpretacion fisica directa en transporte de radiacion:

= Describe la longitud libre media entre interacciones

= ues el coeficiente de atenuacion lineal

Es esencial en la simulacién de trayectorias de particulas.
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Distribucion normal (Gaussiana)

1 (x—p)?
flx)= mexp <—202)

Surge como consecuencia del teorema del limite central.
Aplicaciones en fisica médica:

= Propagacion de errores
= Ruido electrénico en detectores
= Aproximacion de distribuciones complejas
Distribucion gamma Generaliza la exponencial:
B(x o—1 —Bx
flx)= T (a)x e

Aparece en:

= Suma de variables exponenciales (tiempos entre multiples interacciones)

= Modelos de transporte acumulativo de energia

2.3.. Numeros aleatorios y pseudoaleatorios

La simulacién Monte Carlo requiere la generacién de secuencias {u;}Y ; de variables
independientes uniformes en (0, 1).
Niimeros aleatorios verdaderos Se obtienen a partir de procesos fisicos intrinsecamente
aleatorios, tales como:

= Decaimiento radiactivo

= Ruido térmico

= Procesos cuanticos

Numeros pseudoaleatorios Son generados mediante algoritmos deterministicos:
» Estado inicial definido por una semilla
= Regla de transicién (recurrencia)
= Funcidn de salida
Un ejemplo clésico es el generador congruencial lineal:
Xnt1 = (ax, +¢) médm

La calidad del generador es critica en simulaciones de transporte de radiacién, ya que
correlaciones espurias pueden introducir sesgos en magnitudes fisicas estimadas (por ejem-
plo, dosis absorbida).
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2.4.. Transformacion de variables

SeaU ~ U(0,1), y Fx la funcién de distribucion de una variable X. Entonces:

tiene distribucion Fy.

Este resultado constituye la base del método de transformacién inversa, ampliamente
utilizado en simulacién Monte Carlo para generar variables con distribuciones fisicas espe-
cificas (por ejemplo, longitudes libres, energias, dngulos de dispersion).

Camino libre medio en trasnsporte de neutrones En transporte de neutrones en un
medio homogéneo, la distancia s hasta la préxima interaccién sigue una distribucién expo-
nencial:

fs)=Ze ™5, s>0

donde ¥, es la seccién eficaz macroscdpica total del medio.
La funcién de distribuciéon acumulada es:

F(s)=1—e**
Aplicando el método de transformacién inversa, sea U ~ U (0, 1):
U=1—¢*

Despejando:

1
s= -5 In(1-0)

Dado que 1 —U ~ U(0, 1), resulta:

1
s=——=—IhU
X
Esta expresion constituye la base del muestreo de trayectorias en cédigos de transpor-
te de neutrones, permitiendo simular la propagacién estocdstica de particulas en medios
materiales.

Muestreo de energia en haces de fotones En ciertos modelos simplificados de haces
foténicos (por ejemplo, en radioterapia), la distribucion de energias puede aproximarse me-
diante una ley exponencial truncada:

by —\E
f(E) ==

R 0 <E < Enix
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La funcién de distribucién acumulada es:
—AE

1—e
F(E) =1 Fm

SeaU ~ U(0,1):
l_e—XE
U_

- 1— e_XEméx

Despejando:

1 .
E=——In(1-U(1—¢ Mm))
A
Este tipo de muestreo es relevante en simulaciones Monte Carlo de haces terapéuti-
cos, donde resulta necesario reproducir distribuciones espectrales de energia para estimar
magnitudes dosimétricas como la dosis absorbida en tejidos.



34 Repaso sobre estadisica MODULO II

2.5.. Ejercicios sencillos de aplicacion de estadistica

A continuacién, se proponen ejercicios de aplicacion para poner en practica los concep-
tos del presente médulo, para ser realizados de manera individual, por parte de los alumnos:

1. Proponer un ejemplo de una situacion realista en el que se manifieste la distribucion
discreta uniforme, generar el conjunto de resultados y obtener la visualizacién gréifica
donde se aprecien las propiedades basicas de la distribucion.

2. Estimar la masa total de una distribucién bidimensional de densidad uniforme p =
1gcm™2 de un objeto que se extiende entre [—2,2] en el eje horizontal y entre [5,7]
en el eje vertical.

3. Utilizar una regla para medir uno de los lados del propio teléfono celular. Repetir la
operacién 100 veces y analizar la distribucién de los resultados obtenidos. Se trata
de una variable discreta o continua? Qué tipo de distribucion sigue el conjunto de
resultados obtenido?

4. Comparar una distribucién (continua) normal con una de Poisson. Estimar valores
para los pardmetros de modo que las distribuciones presenten valor medio similar.
Generar la visualizacién correspondiente y analizar diferencias y similitudes.

5. Distribucién gamma y procesos de interacciéon muiltiple: Considerar la suma de n
longitudes libres independientes.

= Demostrar que la variable resultante sigue una distribuciéon gamma.
= Generar muestras mediante simulacion en MATLAB o Fortran 77.
= Analizar la distribucion resultante para distintos valores de n.

= Interpretar el resultado en términos de profundidad de penetracion.

6. Distribucion angular y muestreo en el espacio de direcciones: En algunas situaciones
de transporte de radiacién, la direccién de emision es isotrdpica.

» Generar direcciones aleatorias uniformemente distribuidas sobre la esfera.
= Verificar la uniformidad en cos0 y ¢.
» Implementar la simulacién en MATLAB o Fortran 77.

= Visualizar la distribucién angular.

7. Distribucién lognormal en deposicion de energia: En ciertos medios heterogéneos, la
energia depositada por parte de la radiacion ionizante puede modelarse mediante una
distribucién lognormal.

= Generar una variable lognormal a partir de una normal.
= Simular depdsitos de energia en un volumen.
= Analizar la asimetria de la distribucion.

= Discutir su relevancia en microdosimetria.
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3.. Repaso sobre Interaccion radiacion-materia

Se presenta un breve repaso de la estructura atémica y del concepto de seccion eficaz.

Luego, se repasa brevemente sobre los mecanismos de interaccién de fotones, par-
ticulas cargadas y neutrones con la materia. En el caso de las particulas cargadas,
se presenta tanto descripciones microscopica de los procesos de colisién asi como
también teorias de scattering (dispersion) multiple.

Se denominan radiaciones ionizantes aquellas que son capaces de liberar electrones
ligados en orbitales atdmicos o moleculares, para lo que se requieren energias supe-
riores a unos 10 eV, aproximadamente. En el caso de electrones, positrones y fotones,
se restringe el tratamiento a energias entre decenas de eV y centenares de MeV, mien-
tras que para particulas cargadas pesadas se considera el rango energético especifico
entre decenas de keV/u y centenares de MeV/u. Estos intervalos cubren holgadamen-
te las energias empleadas tipicamente en fisica médica, tanto en diagndstico como en
terapia.

Se estudiara la propagacion e interaccién de radiacion ionizante con medios materia-
les constituidos por un nimero de dtomos o moléculas por unidad de volumen (N)
igual a:

_ NAvp

N
Ay

(24)

donde Ny, es el nimero de Avogadro, p la densidad mésica y A,, se obtiene de la
masa atémica o molar (A): A,, = Am,Ny,, para m, tal que: m,Na, = 1g mol —1 Asi,
las férmulas quedan escritas en el sistema CGS, como es habitual en fisica atdmica.

Sin embargo, para realizar los cdlculos es conveniente emplear el sistema de unidades
atémicas]

3.1.. Radiaciones ionizantes: Repaso

Las radiaciones ionizantes se clasifican atendiendo en primer lugar a la carga eléctrica
de las particulas (neutras o cargadas). La segunda caracteristica relevante es la masa
de las mismas, de acuerdo con el esquema de la figura 2]

A la radiacién constituida por particulas cargadas se la califica como directamente io-
nizante, mientras que se denomina indirectamente ionizante a radiacién de particulas
neutras.

La motivacién, como se verd, estd relacionada con el hecho de que la carga eléctrica
determina el modo en que la radiacion interacciona con la materia.

3Las unidades atémicas se definen tomando: ge=me=h=1.
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i fotones X, 7Y
particulas neutras
neutrones

ligeras (M =me) e et
, iones ligeros H, ..., Ne
particulas cargadas ) i} . L
pesadas (M > me) ( iones pesados Na, ..., fragmentos de fisién
“exoticas” pE T D,

Figura 2. Cuadro de clasificacion de radiaciones ionizantes.

3.2.. Repaso sobre la estructura cuantica de la materia

Los procesos a nivel atémico y subatémico se rigen por las leyes de la mecanica
cudntica. Considérese una particula no-relativista de masa M que se mueve en un
potencial central V (r).

La ecuacion de movimiento (Schrédinger) independiente del tiempo, para valor de
energia € es:

=2

p - -
M +V(r)] v(r) =ey(7) (25)

Por tanto, se ve que la funcién de onda de la particula (y(7)) factoriza como sigue:

— u\r =
Veun (® = "D, (9 26)
donde u son las funciones radiales y Yy ,,, los armoénicos esféricos.

Las funciones radiales # pueden determinarse analiticamente en el caso de potencial
de Coulomb, pero en general se requiere resolver:

————=+V(r)|u(r)=¢cu(r) 27

R e
IMor:  2M  r?

Si el potencial es atractivo, ecuacién [27|admite soluciones con autovalores €, ¢ nega-
tivos discretos (n es el nimero cudntico principal), que representan estados ligados.

Las correspondientes funciones radiales reducidas u, (r) estin normalizadas a la
unidad:

2 (Pdr=1 28
Aﬁ%@[(ﬂ r ( )

Por otra parte, la ecuacién de Schrodinger radial también posee soluciones con au-
tovalores positivos, que describen particulas libres con energia cinética no-relativista
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€= %M V2 (espectro continuo). La normalizacién de las funciones del continuo ue ¢(r)
es arbitraria. Ademds, las ue ¢(r) presentan un comportamiento asintético del tipo:

Ug ¢ ~ sin (kr - Eg —nIn(2kr) + 5@(1()) [r — oo] (29)

donde k = 2%18 es el nimero de onda y J, el defasaje. n = “qg

es el “pardmetro de

Sommerfeld” para Z.. tal que: V (r) — @.

Para potenciales de corto alcance se toma Z.. = 0, mientras que Z. # 0 para haces
en el caso de iones. En el caso particular V(r) = 0 se tiene =0y & = 0 V¢, por lo
tanto se reduce al caso de ondas planas viajeras:

37

Y(7) = (2m) 26T (30)

En el tratamiento cudntico-relativista, la ecuacién de Schrédinger debe sustituirse por
la ecuacién de Klein-Gordon si la particula tiene spin 0 o la ecuacién de Dirac si su
spin es 1/2.

La ecuacién de Dirac independiente del tiempo es:

(8- B+ (B— )M +V (r)] w(?) = e y(7) 31)

donde @ y P son las matrices de Dirac. Los autovalores y funciones de onda radiales
reducidas se denominan segtn el nimero cudntico de momento angular relativista
K= ({— j)(2j+1) para j = £+ ;. Las soluciones a esta ecuacién pueden encontrarse
en literatura especializad

Considérese un conjunto de N electrones (masa m,, carga —¢q.) de un atomo de nu-
mero atémico Z. La funcién de onda atémica y(j,...,Cy) refiere a las “variables
de estado” de cada uno de los electrones constituyentes ({;) satisface la ecuacién de
onda independiente del tiempo:

H (Cry o, Cv) W(Ci - Cy) = Ey(Gy, .., Cy) (32)

donde Hy es el Hamiltoniano atémico y contiene, ademds de las energias cinéticas
(no-relativistas) de los electrones constituyentes, las energias potenciales electrostd-
ticas atractivas electrén-nicleo y repulsivas electrén-electrén:

ri J<, rjl

Es conocido que la ecuacién (32| con el Hamiltoniano definido segiin la expresion
[33] no tiene solucién exacta, y por tanto es necesario recurrir a aproximaciones para
simplificarla.

4No hace al contenido del presente curso.
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Por ejemplo, en el modelo de electrones independientes en un campo central se supo-
ne que todos los electrones se mueven en un potencial atdmico promedio o efectivo
Ver(r), elegido de modo que sea una buena aproximacion a los potenciales electros-
taticos de la ecuacion 33

Luego:

Hy =

=

I
—_

: 2m,

ﬁ'Z

1

[ +Vef(rj)] (34)
O bien, la formulacién correspondiente en el limite relativista:

[ctj- i+ (Bj — D)mec® +V (r))] (35)

=

Il
—

Hj =

En este escenario, los potenciales autoconsistentes de tipo Hartree-Fock-Slater o
Dirac-Hartree-Fock-Slater constituyen un punto de partida ttil para resolver el pro-
blema.

Al haber reemplazado el Hamiltoniano original por otro aproximado pero separable,
la funcién de onda atémica se escribird como un determinante de Slater construido
con N orbitales de spin monoparticulares y;, j =1,..,N.

| vi€) - wiGy)
Y(Ci,....0n) = : : (36)

vy WN&Cl) o Wn(Cw)

Por lo tanto, se ve que W es una funcién de onda antisimétrica, como corresponde a
un sistema de fermiones.

El hecho de que las funciones de onda atémicas se expresen como determinantes de
Slater simplifica en gran medida la evaluacion (analitica o numérica) de elementos de
matriz.

Una peculiaridad interesante de los potenciales autoconsistentes tipo Dirac-Hartree-
Fock-Slater es que: €, «| ~ U, . La Figura [l| muestra la energfa de ligadura experi-
mental U, de las capas K, L1 — L3 y M1 — MS5 de los d&tomos neutros, y las corres-
pondientes predicciones tedricas |€, | de la mecdnica cudntica en el tratamiento de
sistemas multielectrénicos.
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Figura 3. Energias de ionizacién experimentales (puntos) de las capas K, L1 — L3 y
M1 — M5 de los dtomos neutros y predicciones tedricas (lineas continuas) [F. Salvat &
J.M. Fernidndez-Varea].

3.3.. Interaccion entre radiacion incidente y centro dispersor: Repaso

Cuando un dtomo se ve sometido a la influencia de la radiacién incidente deben in-
cluirse en el Hamiltoniano H términos adicionales con las energias de interaccién
entre el proyectil y los electrones atémicos. La ecuacidon de Schrodinger (o Dirac)
en este caso es dificil o imposible de resolver exactamente, por lo que se recurre a
métodos aproximados.

Implementando técnicas de teoria de perturbaciones, se descompone el Hamiltoniano
en dos términos: H = Hy + H’, siendo la ecuacién de Schrodinger con Hy resoluble
y H’ es considerada como la “perturbacién”.

Hy = Ha + Hp (37

donde el hamiltoniano del dtomo (Hy), estd dado por las ecuaciones [34] (o[33) y:

Hp = ) hay b by (38)
A

es el Hamiltoniano del campo de “fotones libres”.
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Cada modo A corresponde a un vector de onda 7&7» y un vector (unitario) de polariza-
ciéon 7ty Los operadores b; y by, actdan sobre los estados |---,my,---) que describen
el campo electromagnético libre en la representacion de nimeros de ocupacion (espa-
cio de Fock); se denominan operadores de creacidon y aniquilacién, respectivamente,
debido a que:

b;;|'”an7w"'>:\/n7u+l|”')n7u+17”'> (39)
by |-+ mp,e ) =/l m— 1) (40)

El efecto de H' es inducir transiciones entre estados propios del Hamiltoniano Hy.

En el caso de fotones incidentes, el potencial vector asociado es:
A(7) < Z (gk by, +A;i b;) gx ~ ﬁkeik'F (41)
A

Efectuando el acoplamiento minimo en la ecuacién [34]se obtiene:

N

H;‘ot - Z

j=1MeC

N 2

— q 22 .

“A() it ), 5 5 A (7)) = Higy + Hpgeo (42)
j=1=Me

En el caso relativista, se utiliza el acoplamiento minimo en la ecuaci6n[35] resultando:

—

Hiy = Z‘]e% -A(7)) (43)
j=1

Por otro lado, cuando la radiacién incidente es una particula cargada (carga Z*g,,
masa M) se tiene que la perturbacion es la interaccién Coulombiana (instantinea):

ZZ* N Z*
H/cp Z ( o, ) H/cpl +H/cp2 (44)

aqui se ha utilizado que 7 es la posicion de la particula cargada.

En esta expresion se ha omitido la interaccion transversal, un efecto relativista cau-
sado por el intercambio de fotones virtuales.

La probabilidad de transicién por unidad de tiempo (W};y_,|s)) de un estado inicial |i)
a otro final | f) (ambos propios de Hy) estd dada por la regla de oro de Fermi:

W15 **’M\f \PP(E s = Epy) (45)
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donde p(E|s)) es la densidad de estados finales. Ademds, se tiene:

7 IH’In n\H’H — D
M iy = (fIH'|i +Z o =My +M

ot (46)

El primer término de la suma de M|y |,y es el término de primer orden, la sumatoria
sobre estados intermedios |z) son las contribuciones de segundo orden, etc.

En algunos casos se puede entender cualitativamente -e incluso cuantitativamente-
ciertos procesos de interaccion de la radiacién con la materia por medio de una des-
cripcidn cldsica de los electrones atémicos. El método consiste en considerar que
cada atomo (o molécula) neutro posee N = Z, electrones ligados arménicamente a
una posicion de equilibrio mediante fuerzas conservativas y lineales.

Se trabaja en el contexto en que f; de estos electrones tienen frecuencias angulares
propias ®; , verificindose que }.; f; = Z>. En el contexto de la mecdnica cudntica
esta relacion se conoce como regla de suma de Thomas-Reiche-Kuhn, y los f; se
interpretan como intensidades de oscilador.

3.4.. Repaso sobre la seccion eficaz

Considérese un experimento de scattering (dispersién), en el que se hace incidir sobre
un blanco una densidad de flujo (tasa de fluencia) de particulas .

Un detector analiza las N particulas que, por unidad de tiempo, han sido desviadas
dentro del angulo sélido dQ2 del detector (determinado por los dngulos polar 0 y
acimutal ¢) y llegan con energia entre E' y E' + dE’. La seccion eficaz diferencial de
este proceso de colisién (dg,z%) se define cvomo sigue:

d*c _ 1 N
dE'dQ ~ dJIE'dQ

(47)

En la expresion anterior (#7) el dltimo factor estd directamente relacionado con la
probabilidad de transicién por unidad de tiempo dada por la regla de oro de Fermi

45).
Integrando respecto del dngulo sélido y la energia se obtiene la seccion eficaz total

(o):

d*c
— [aE / 40 48
© / dE'dO (“48)

que tiene dimensiones de superficie.
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Es posible interpretar la seccién eficaz diferencial como una densidad de probabilidad
a partir de la relacion:

1. d*c
p(E/,e) = EZWSIH(G)M (49)

Obsérvese que la seccidn eficaz diferencial depende del dngulo de dispersién polar
0 pero no del dngulo de dispersién acimutal ¢ debido a la simetria cilindrica del
problema.

En un medio condensado (sélido o liquido) la probabilidad de interaccién por unidad
de longitud se define mediante:

Al= a0 (50)

siendo A el camino libre medio entre colisiones sucesivas. El producto ./'G recibe a
veces el nombre de seccion eficaz macroscépica (X) o, en el caso de fotones, coefi-
ciente de atenuacion lineal (u).

Las consideraciones anteriores son directamente generalizables si hay diversos meca-
nismos de interaccion (cada uno de tipo 7).

Asi, se tiene:

Orotal = ¥ Oi AN Ay = LA (51
i i
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3.5.. Ejercicios sencillos de aplicacion de transporte e interaccion

A continuacion, se proponen ejercicios de aplicacion para poner en préctica los con-
ceptos del presente médulo, para ser realizados de manera individual, por parte de los
alumnos:

1 Simular el transporte de particulas (proyectiles primarios) en un medio homogé-
neo, considerando dos eventos de interaccion: absorcién (20 % de probabilidad)
y dispersion ineldstica (80 % de probabilidad). La funcién de pérdida de energia
(cinética) E en la dispersion ineldstica se modela como f(E) y suponga, a mo-
do de ejemplo, f(E) = E /2, es decir, la particula pierde la mitad de su energia
cinética en cada interaccion.

= Estimar la distribucién de distancia total y distancia neta recorrida antes de
la absorcion para particulas primarias de energia Eg = 1 MeV.

= Estimar la diatribucién de caminos libres medios.

= Estimar la distribucién de la cantidad de colisiones (interacciones) totales
por primario.

2 Resolver la ecuacién de Schrodinger para un Potencial de Pozo Cuadrado: Im-
plementar un asbordaje por medio del método Monte Carlo para estimar la en-
mergia del estaeo fundamental (autovalor) y la fguncién de omdfa (autofuncién)
para un electrén sometido a la interaccion correspondiernte a un potencial de
pozo cuadrado unidimensional, definido por:

Vix)=

oo en otro caso

{0 si —L/2<x<LJ2

donde L es el ancho del pozo. Aplicar el procedimiento al caso en que los pard-
metros del problerma son:

= L =10 A (ancho del pozo)
= m = 1 (masa del electron en unidades atomicas)
= 71 =1 (constante de Planck reducida en unidades atomicas)
3 Interaccién de particulas con la materia: Utilizando el método de Monte Carlo,
simular la interaccién de particulas (fotones) con un material (agua) consideran-

do 3 mecanismos de interaccién: eldstico (Rayleigh), Compton y fotoeléctrico.
Las secciones eficaces microscopicas para cada mecanismo de interaccién son:

= Eldstico: 0 (E) = %

-1
= Compton: GQ(E):%(H- E )

mec?

-1
= Fotoeléctrico: 63(E) = % ( 1 — mEcz)

donde oy es una constante, E es la energia cinética del fotén, m, es la masa en
reposo del electrén y ¢ es la velocidad de la luz en el vacio. Proceder para:

= Calcular la seccién eficaz macroscépica X;(E) para cada i-mecanismo de
interaccion.
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= Simular la interaccién de 10 mil fotones con energia inicial de 1 MeV con
el material (agua).

= Estimar la distribucién de la energia de los fotones después de la interac-
cion.

= Estimar la probabilidad de absorcién de los fotones en el material.
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