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Prefacio

El presente trabajo Notas de Procesos físicos, químicos y biológicos por acción de la
radiación ionizante es un compendio original de notas elaborado original y conjuntamente
por Mauro Valente, Facundo Mattea y Marcelo Romero en 2023, para ser utilizado como
material de estudio y referencia para el curso de posgrado y de especialización de grado
titulado Procesos físicos, químicos y biológicos por acción de la radiación ionizante en el
ámbito de física médica en la Facultad de Matemática, Astronomía, Física y Computación
de la Universidad Nacional de Córdoba, Argentina.

El contenido del libro de notas está dedicado a los formalismos y las metodologías pa-
ra el área específica de física médica orientado a exponer integralmente los efectos sobre
los sistemas materiales sometidos a radiaciones ionizantes, describiendo los conceptos ne-
cesarios para un abordaje inter y multidisciplinario, abarcando desde los procesos físicos
primordiales de colisión e interacción, pasando por los efectos químicos inducidos y las
reacciones de respuesta, hasta los efectos a nivel biológico en escala tardía. Como objetivo
principal, se pretende lograr un abordaje integral y profundo a los fenómenos generados por
las radiaciones ionizantes en los sistemas materiales. Para ello, se desarrolla una exposición
de fundamentos teóricos, prácticos y experimentales para aplicación destinados a ejercitar
los contenidos formales en situaciones prácticas, específicamente de interés para la física
médica.

El contenido incluye los procesos de interacción de diferentes tipos de radiaciones con
sistemas materiales, y sus consecuencias tanto microscoópicas como macriscópicas, los
efectos sobre la estructura atómica y molecular, las reacciones inducidas y las consecuen-
cias de éstas sobre sistemas biológicos. El compendio de notas proporciona elementos de
teoría, técnicas determinísticas y estocásticas, herramientas de cálculo y experiencias com-
plejas de laboratorio para abordar de modo completo el estudio de los procesos de transporte
e interacción de radiaciones en los diferentes tipos de materiales, para aplicaciones desde
dosimetría a radioquímica y radiobiología.
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Programa y contenido

MÓDULO I: Interacción de la radiación ionizante con la materia: Repaso

1. Definición de cantidades físicas: Sección eficaz.

2. Interacción de partículas cargadas con medios materiales: electrones/positrones y hadrones
cargados.

3. Modelo de CDSA (continuous slowing down approximation) y stopping power para radiación
directamente ionizante.

4. Interacción de partículas no cargadas con la materia: fotones y neutrones.

MÓDULO II: Radiofísica

1. Efectos de la radiación ionizante en medio materiales.

2. Definición de magnitudes radiofísicas.

3. Escala temporal de procesos radiofísicos.

4. Modelos radiofísicos.

5. Inducción de producción de radicales y especies por radiación ionizante.

MÓDULO III: Elementos de química

1. Enlaces químicos.

2. Enlace iónico, covalente, apolar y polar.

3. Enlaces simples, dobles, triples, enlaces de coordinación.

4. Fuerzas intermoleculares. principales (Puente Hidrógeno, Van der Waals, dipolares inducidos
y permanentes en el agua).

5. Reacciones químicas.

6. Reacciones radicalarias.

7. Propiedades de los radicales, diferencia entre moléculas de bajo y elevado peso molecular.

8. Macromoléculas, polímeros naturales y sintéticos.

9. Reacciones de polimerización.

MÓDULO IV: Radioquímica

1. Radioquímica en líquidos.

2. Herramientas para estudios radioquímicos: el electrón solvatado (agua, alcoholes y líquidos
polares, reacciones).

3. Radiólisis del agua.

4. Radioquímica aplicada: dosimetría química (gel de Fricke, polimérica).

5. Síntesis y reacciones industriales inducidas por la radiación.

6. Esterilización e irradiación de alimentos.
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MÓDULO V: Elementos de biología

1. Célula eucariota y procariota.

2. Elementos básicos de la anatomía y fisiología celular.

3. Descripción de organelas y funciones fundamentales.

4. El genoma, núcleo celular, cromosomas y superenrollamiento del ADN.

5. Ciclo celular (análisis de fases).

6. Mecanismos de replicación, transcripción y traducción de la información génica.

7. Técnicas analíticas en bioquímica y microbiología.
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MÓDULO VI: Radiobiología: aspectos biológicos

1. Daño inducido en el ADN por la radiación ionizante

2. Mecanismos de daño directo de DNA, movimiento de cargas en ADN y mecanismos de
respuesta de reparación de genomas.

3. Radicales libres y proteÃnas, daño inducido por la radiación ionizante en membranas lipídi-
cas y lipoproteínas.

4. Predicción de la distribución de daño en biomoléculas.

MÓDULO VII: Modelos radiobiológicos y aplicaciones en radioterapia

1. Modelos radiobiológicos.

2. Modelo Lineal-Cuadrático (LQ).

3. Modelo lineal-cuadrático modigficado.

4. Radiosensibilización.

5. Efecto del nivel de oxigenación y radiobiología de haces de iones pesados.

6. Efectos térmicos: hipertermia.

7. Efectos de realce dosimétrico por nanopartículas.

8. Teranóstica.
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TRABAJOS PRÁCTICOS ESPECIALES Y ACTIVIDAD COMPLEMENTARIA

Trabajo Práctico I: Aplicaciones sobre radiofísica. Actividad integradora de modelamiento
computacional y experimentación en laboratorio.

Trabajo práctico II: Aplicaciones sobre radioquímica. Actividad integradora de modelamiento
computacional y experimentación en laboratorio. Diseño, formulaciy uso de un dosímetro poliméri-
co.

Trabajo práctico III: Aplicaciones sobre radiobiología. Actividad integradora de modelamien-
to computacional y experimentación en laboratorio. Preparación y caracterización de un dosímetro
biológico.

Trabajo práctico IV: Aplicación integradora sobre efectos físicos, químicos y biológicos con
técnicas de modelamiento computacional y experimentación en laboratorio.
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OBJETIVOS Y METODOLOGÍA DEL TRABAJO

OBJETIVOS

Adquirir conocimientos teórico-prácticos en el campo de la radiofísica.

Adquirir conocimientos teórico-prácticos en el campo de la radioquímica.

Adquirir conocimientos teórico-prácticos en el campo de la radiobiología.

Instruir al alumno en la cadena de efectos sucesivos derivados del uso de radiaciones ionizan-
tes sobre sistemas inertes y biológicos.

ntroducir al alumno al manejo de técnicas de modelamiento de efectos derivados de la radia-
ción ionizante.

METODOLOGÍA DEL TRABAJO

CLASES TEÓRICAS
Se realizarán clases teóricas en aula con una carga semanal de 4 (cuatro) horas. Se tomará
asistencia durante las clases teóricas.

CLASES DE EJERCITACIÓN PRÁCTICA
Se realizarán prácticos de ejercicios en aula, en base al contenido de las clases teóricas, con
una carga horaria de 2 (dos) horas semanales.

TRABAJOS PRÁCTICOS Y DE LABORATORIO
Se realizarán trabajos en laboratorio de experimentación directa, supervisada por el docente,
con una carga horaria de 2 (dos) horas semanales. Los trabajos de laboratorio son obligatorios
en momento y lugar que se determinen.

CLASES DE CONSULTA
El docente dispondrá de 2 (dos) horas semanales extra, en lugar y horario a convenir con los
alumnos, para recibir consultas o profundizar temáticas de interés de los alumnos. El horario
de consulta a disposición de los alumnos será sin obligación de asistencia.
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Tabla de Constantes físicas

Cantidad Símbolo Valor
Número de Avogadro NA 6,0221415 ·1023mol−1

Velocidad luz en vacío c 2,99792458 ·108ms−1

Masa del electrón m0,me 9,1093826 ·10−31kg
Carga del electrón e,qe 6,58211915 ·10−16eV s

Constante de Planck reducida ℏ≡ h/2π 1,0545718 ·10−34m2kgs−1

Energía en reposo de electrón mec2 510,998918keV
Radio clásico del electrón re ≡ q2

e/(mec2) 2,817940325 ·10−15m
Constante de estructura fina α≡ q2

e/(ℏc) 1/137,03599911
Radio de Bohr a0 ≡ ℏ2/(meq2

e) 0,5291772108 ·10−10m

Tabla de Conversión de Unidades dosimétricas

Cantidad Unidad SI Unidad tradicional
Actividad 1Bequerel (Bq) 2,703 ·10−11 Curie (Ci)
Energía 1 Joule (J) 6,242 ·1018 electronVolt (eV )

Dosis Absorbida 1 Gray (Gy) 100 rad
Exposición 1 C/kgaire 3876 Roentgen

Dosis Equivalente 1 Sievert (Sv) 100 rems
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12 Proc. físicos, químicos y biológicos por radiación ionizante. MÓDULO I

MÓDULO I

Interacción de la radiación ionizante con la
materia: Repaso
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Proc. físicos, químicos y biológicos por radiación ionizante. MÓDULO I 13

1.. Módulo I: Interacción de la radiación ionizante con la mate-
ria: Repaso

El Capítulo 1. se destina a presentar un resumen básico sobre los diferentes mecanismos
de interacción entre los diferentes tipos de radiaciones ionizantes y los medios materiales
tanto para radiaciones directa como indirectamente ionizantes. Se repasan sintéticamente
los conceptos de sección eficaz y stopping power y su relevancia para describir los efectos
en los sistemas materiales derivados de la radiación ionizante.

1.1.. Contexto histórico

En el siglo XX, la mayor parte del conocimiento sobre las interacciones entre las par-
tículas cargadas veloces (energéticas) con la materia se presentó en términos de cantidades
medias para los haces de partículas, con un gran número de colisiones a lo largo de ca-
da trayectoria de partículas. La mayoría de los modelos desarrollados utilizaron métodos
matemático-analíticos para derivar promedios como el del stopping power (poder de frena-
do), el rango, el straggling o la dispersión múltiple. En este contexto, se derivaron varios
métodos ingeniosos para simplificar los cálculos, como: reglas de aditividad, transforma-
ciones, y diversas aproximaciones entre las que se destaca el uso de la sección eficaz de
Rutherford como base para colisiones inelásticas de partículas cargadas con los electro-
nes/positrones.

Actualmente, la capacidad de cómputo disponible permite resolver una amplísima va-
riedad de problemas complejos empleando métodos informático-analíticos o de tipo Monte
Carlo. Cabe enfatizar que este tipo de cálculos emplean menos aproximaciones, aunque re-
quieren información más detallada sobre las propiedades de los materiales involucrados y
de los procesos de colisión. A modo de ejemplo, para medios dispersantes/absorbentes del-
gados, las funciones clásicas de stopping power y de Landau no proporcionan usualmente
información adecuada para aplicaciones prácticas. Sin embargo, las cantidades medias tie-
nen poco significado en situaciones que pretendan describir segmentaciones de tracks de
partículas individuales. Ya hacia 1924, Enrico Fermi formuló la existencia de una estrecha
relación entre los procesos de fotoabsorción y las secciones eficaces para la colisión de
partículas cargadas.

Los promedios de las distancias aleatorias xi entre las colisiones a lo largo del track de
las partículas se denominan camino libre medio λ y presentan amplísimas variaciones. Para
las colisiones electrónicas inelásticas de protones, a modo de ejemplo en el Silicio (Si),
λ varía desde menos de 5 nm hasta unos 250 nm, mientras que en los gases condiciones
normales de P y T , λ asume valores de un factor 1000 mayor, comparativamente. Para el
caso de colisiones elásticas de electrones 10 <λ(nm) <2000.

Las pérdidas de energía E en las colisiones inelásticas tienen una amplia gama de valo-
res. Para la mayoría de las aplicaciones, las pérdidas de energía más pequeñas son del orden
de 10 eV. Resulta práctico considerar que las pérdidas de energía pequeñas son inferiores
a 100 eV. Aproximadamente el 80% de todas las pérdidas de energía en colisiones simples
son pequeñas. La mayor pérdida de energía en una única colisión para un electrón con masa



i
i

“output” — 2023/4/26 — 17:20 — page 14 — #14 i
i

i
i

i
i

14 Proc. físicos, químicos y biológicos por radiación ionizante. MÓDULO I

en reposo m se considera la mitad de su energía, para un positrón puede ser toda su energía.
Para partículas más pesadas con masa en reposo M y velocidad v existe una pérdida máxima
de energía EM para un electrón dada en la aproximación no relativista por la expresión 1

EM = 2mv2 (1)

Mientras que la expresión ?? es el equivalente rekativístico:

EM =
2mc2β2γ2

1+(2γm/M)+(m/M)2 (2)

donde: β≡ v
c y γ≡

»
1

1−β2 .
La pérdida media de energía ⟨E⟩ por colisión contra elementos liviamnos (bajko número

atómico Z) con 0.05 <βγ <100 alcanza valores en el ramgo de [50, 120] eV. Para colisiones
elásticas las pérdidas de energía para partículas pesadas son pequeñas. El efecto principal
es una desviación angular típicamente baja. En el caso de los electrones pueden producirse
grandes desviaciones y pérdidas de energía, pero son poco frecuentes.

1.1.1.. Tipos de interacciones de las radiaciones ionizantes

La palabra partícula suele referirse a cualquiera de las partículas subatómicas. Se pre-
sentarán los tipos o mecanismos de interacción según se trate de partículas cargadas o neu-
tras. Para el caso de partículas cargadas de alta velocidad, se tiene: β = v/c≫ 0.05; lo que
implica: energía cinética T ≫ 1 keV para electrones, y T ≫ 1 MeV para protones). Para
explorar y comprender los procesos de interacción se describen los mecanismos de inter-
acción para partículas individuales, frecuentemente bajo el supuesto de que los iones son
núcleos totalmente desprovistos de electrones (iones desnudos).

Las interacciones de las partículas son con la materia. Sólo se consideran dos estados
de la materia: gaseoso y condensado. En general, el término centro dispersor designa tam-
to átiomos como también moléculas, y por consiguiente los ,modelos no incorporan los
efectos relacionados con la estructura cristalina (por ejemplo, channeling). Se describe a
las interacciones en términos de las colisiones individuales que se producen a distancias
(aleatorias) xi a lo largo de un track de la partícula. Las colisiones dan lugar a pérdidas de
energía Ei separadas, discretas y aleatorias de las partículas.

Los diferentes mecanismos de interacción pueden clasificarse en:

Interacciones en las que las partículas desaparecen, ejemplos: efecto fotoeléctrico,
reacciones nucleares.

Interacciones en las que las partículas cambian de energía T y de momento p, ejem-
plos: dispersión inelástica, Bremsstrahlung, producción de pares, efecto Compton.

Colisiones elásticas en las que la transferencia de momento es grande pero la pérdida
de energía es despreciable, ejemplo: Dispersión Coulomb de partículas cargadas en
colisiones con núcleos de átomos como un todo (también denominadas colisiones
nucleares).
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En este sentido, los haces de partículas están formados por un tipo de partículas con
trayectorias relacionadas que se extienden sobre un área pequeña y una pequeña dispersión
de velocidades.

Los mecanismos de interacción para los fotones son:

Absorción fotoeléctrica

Dispersión Compton

Producción de par e−-e+

Interacciones/reacciones nucleares

Para las partículas cargadas, son más frecuentes dos tipos de colisiones:

Colisiones inelásticas: las partículas pierden energía por excitación e ionización de
los átomos o de la materia condensada (excitaciones colectivas locales); pueden pro-
ducirse radiaciones secundarias, como electrones secundarios (llamados rayos delta),
electrones Auger, fotones (fluorescencia), radiaciones de Cherenkov y de transición,
Bremsstrahlung, etc.

Dispersión elástica (Coulomb o Rutherford)

1.1.2.. Efectos observables de la interacción de las radiaciones ionizantes con la ma-
teria

Las pérdidas de energía así como las radiaciones secundarias dan lugar a la deposición
de energía en la materia. En lo que respecta a la transferencia de energía, es importante
distinguir entre el efecto sobre la partícula incidente, descrito como una pérdida de energía
y los efectos sobre el material dispersor/absorbente, como la producción de excitaciones
y radiaciones secundarias (por ejemplo, rayos delta, fotones, fonones) que dan lugar a la
deposición de energía.

Por su parte, los fotones y las partículas neutras deben producir una partícula cargada
antes de poder ser observados. Los fotones de baja energía son una excepción porque pue-
den producir efectos fotoquímicos. Un ejemplo es la observación de la luz en la retina o en
las emulsiones fotográficas.

1.2.. Teoría de dispersión

El concepto del modelo subyace en la necesidad de describir la interacción de la ra-
diación ionizante con la materia como un proceso de dispersi¿ón. En concreto, se requiere
calcular la tasa de dispersión (y luego la sección transversal), como medida de la tasa de
transición entre un estado inicial (estado inicial de la materia + partícula entrante) y un
estado final (estado final del blanco + radiación saliente).

En líneas generales y desde la perspectiva de la m,ecániuca cuántica, este problema
encuadra en el típico caso que puede resolverse mediante la Teoría de Perturbaciones De-
pendientes del Tiempo (TDPT). En lugar de considerar una perturbación constante como se
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hace para derivar la regla de oro de Fermi, se analiza el caso de un potencial de dispersión,
en su forma más general. Se describe un evento de dispersión como una partícula que se
acerca a un blanco o a un medio, interactúa con él y luego es desviada. Así, en función del
tiempo, el Hamiltoniano de interacción V varía como muestra la 1.

Figura 1. Modelo para la dispersión: Trayectoria de la partícula (izq.) y dependencia tem-
poral del potencial V (der.).

Se requiere calcular la probabilidad de dispersión Pi← f desde un estado inicial i hacia
un estado final f :

Pi← f = |⟨ f |UI(t)|i⟩|2 =
∣∣∣∣⟨ f |Å1− i

∫ +∞

−∞

VI(t ′)dt ′+ · · ·
ã
|i⟩
∣∣∣∣2 (3)

Obsérvese que también se consideran tiempos negativos, i.e. lo que corresponde a la lla-
mada conmutación adiabática, ya que se supone que la interacción se enciende lentamente
desde el principio del tiempo y vuelve a cero durante tiempos suficientemente largos.

1.2.1.. Matrices de dispersión y de transición

Recordando el formalismo propio de la mecánica cuántica, en los problemas de dis-
persión, el propagador UI se denominar matriz de dispersión S. Para simplificar el cálculo,
puede suponerse que V es realmente independiente del tiempo t. Entonces, a partir de la
TDPT aplicada a primer orden (S(1)) se obtiene la expresión 4:

⟨ f |S(1)|i⟩=−iVi f

∫ +∞

−∞

eiω f it dt =−2πiδ(ω f −ωi) (4)

Mientras que la contribución a segundo orden S(2) se obtiene de 5:

⟨ f |S(2)|i⟩=−⟨ f |
Ç

∑
l

V |l⟩ ⟨l|V
å
|i⟩

∫ +∞

−∞

dtaeiω f lta
∫ ta

−∞

dtbeiωl itb (5)
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Nótese que la última integral en 5 no está bien definida para t →−∞, por lo tanto se
re-escribe como 6:

lı́m
ε→0+

∫ ta

−∞

dtb ei(ωl i−iε)tb = lı́m
ε→0+
−i

eiωl it+εt

ωl it− εt
|ta−∞ (6)

Entonces, al tomar el límite t→−∞ el término exponencial eεt → 0 (lo que elimina las
oscilaciones) y resulta la expresión 7:

⟨ f |S(2)|i⟩= i∑
l

Vf lVli

∫ +∞

−∞

dta
ei(ω f i−iε)ta

ωl i− iε
=−2πiδ(ω f −ωi)∑

j

|⟨ f |V |l⟩ |⟨l|V |i⟩
ωi−ωl

(7)

Por lo tanto, atendiendo a los resultados obtenidos para el primer y segundo orden de S,
puede verifucarse la generalización indicada en la expresión 8:

⟨ f |S|i⟩=−2πiδ(ω f −ωi)⟨ f |T |i⟩ (8)

donde se ha introducido la matriz de Transición T , cuya expansión está dada por la
expresión 9:

⟨ f |T |i⟩= 1+∑
l

⟨ f |V |l⟩ ⟨l|V |i⟩
ωi−ωl

+∑
l,k

Vf lVl kVk i

(ωi−ωl) (ωi−ωk)
+ · · · (9)

1.2.2.. Probabilidad de dispersión

Retornando al objetivo inicial, con los resultados de la expresión 9 es posible calcular la
probabilidad de dispersión/scattering Pscat = |⟨ f |S|i⟩|2. Se calcula entonces la probabilidad
total de dispersión considerando todos los posibles estados finales, como indica la expresión
10:

Pscat = 4π
2 |⟨ f |T |i⟩|2 δ(ω f −ωi) (10)

Puede verse1 entonces que aunque la probabilidad no está tan bien definida, si lo está la
tasa de dispersión/textitscattering dada por Wscat ≡ Pscat

2t en la expresión 11:

Wscat = 2π |⟨ f |T |i⟩|2 δ(ω f −ωi) (11)

así, se obtiene la tasa para un estado final aislado, mientras que si se considera que
se tiene un continuo de estados finales, con densidad de estados ρ(ω f ) se requiere sumar
(integrar) sobre todos los estados finales posibles, como se muestra en 12 que se denomina
Regla de Oro de Fermi:

Wscat = 2π

∫
2π |⟨ f |T |i⟩|2 δ(ω f −ωiρ( f )dω f ) = 2π |⟨ f |T |i⟩|2 ρ(ωi) (12)

1Considérense las propiedades de la función delta de Dirac: δ2(ω) = 1
2π

∫+∞

−∞
dt eiωtδ(ω) = 1

2π

∫+∞

−∞
dt(ω) =

lı́mt→∞
t
π

δ(ω)
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1.3.. Stopping power y sección eficaz

Debe prestarse atención a las definiciones propias y rigurosas de cada magnitud, su
representación simbólica y conceptos asociados. En particular, el símbolo dE

ds puede en-
contrarse en literatura para describir varios conceptos, al menos seis, entre ellos:la pérdida
de energía (∆), la ionización J en un segmento del track y tambión el output digital Q de
aparatos de análisis electrónico.

Debe recordarse que el significado original de dE
ds es la cantidad estocástica pérdida

media de energía de partículas rápidas por unidad de longitud recorrida a lo largo del
path y se utiliza correctamente sólo en física nuclear de baja energía.

A continuacioń, se emplean herramientas de TDPT para calcular la sección eficaz (σ)
de dispersión, la que se define como la tasa de dispersión normalizada por el flujo entrante
de partículas (Φin), como indica la expresión 13:

d σ

dE dΩ
∝

Wscat(E,Ω)

Φin
(13)

donde zse ha considerado al sistema como un todo (centro dispersor + partícula proyec-
til), y la partícula represenmta algún tipo de radiación aproximada como una onda plana de
momento k⃗. En general, se requiere definir y considerar también otros grados de libertad,
denotados de manera genérica, por el índice ℓ, por ejemplo para fotones se considera la
polarización, mientras que para las partículas (por ejemplo, neutrones) el spin.

De este modo, resulta que el Hamiltoniano no perturbado es H′ = HR +HM (para la
radiación (R) y medio (M)). Bajo el supuesto de que para t→±∞ los sistemas de radiación
y materia, como indica la 2, conservan su independencia, con su correspondientes auto-
estados, se obtiene 14:

Figura 2. Sistema considerado para el modelo de dispersión: Partícula proyectil (radiación
R) y medio dispersor/absorbente (medio M) .

∣∣i⟩= ∣∣ki, li⟩
∣∣ f ⟩=

∣∣k f , l f ⟩ (14)

Con energías dadas por 15:

HR
∣∣ki⟩= ℏωi

∣∣ki⟩ HR
∣∣k f ⟩= ℏω f

∣∣k f ⟩ HM
∣∣li⟩= εi

∣∣li⟩ HM
∣∣l f ⟩= ε f

∣∣l f ⟩ (15)

donde las energías totales del sistema son: Ei = ℏωi + εi y E f = ℏω f + ε f .
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1.3.1.. Tasa de dispersión

A p<artir de los resultados de la sección precedente, es posible calcular la velocidad de
dispersión Wf i como se indica en 16:

Wf i =
2π

ℏ
|⟨ f |T |i⟩|2 δ(E f −Ei) (16)

Como de costumbre, se pretende sustituir, mientras sea posible, la funci ón δ por la
densidad final de estados. Sin embargo, sólo la radiación R queda en un continuo de estados,
mientras que el material dispersor/absorbente M queda en un estado definido (uno de entre
los varios posibles). Para describir esta distinción, se separa el estado final en cada uno de
los dos subsistemas, para lo cual resulta útil definir la proyección parcial sobre los estados
de radiación solamente Tk f ,ki = ⟨k f |T |ki⟩, utilizando la expresión integral para la función δ,
como se muestra en 17 :

Wf i =
2π

ℏ
⟨l f |Tk f ,ki |li⟩⟨li|T

†
k f ,ki
|l f ⟩

1
2πℏ

∫ +∞

−∞

ei(ω f−ωi)t ei(ε f−εi)
t
ℏ (17)

Utilizando los autovalores de la expresión 15, se obtiene la tasa o velocidad de disper-
sión Wf i dada por 18:

Wf i =
1
ℏ2

∫ +∞

−∞

ei(ω f−ωi)t
î
⟨li|T †

k f ,ki
(0)|l f ⟩ ⟨l f |Tk f ,ki(t)|li⟩

ó
dt (18)

1.3.2.. Densidad de Estados finales

La densidad final de estados describe los estados disponibles para la radiación R. DEbi-
do a que se ha supuesto que aplica la aproximasción de que la radiación puede representarse
por ondas planas (y suponiendo por comodidad que están contenidas en una cavidad de lado
L), la densidad final de estados reesulta 19:

ρ(k f )d3k f =

Å
L
2π

ã3

k2
f dk f dΩ (19)

La relación la en ergía es: ρ(k)d3k = ρ(E)dE dΩ, entonces, para el caso de fotones
(k = E

ℏc ), se obtiene:

ρ(E) = 2
Å

L
2π

ã3 E2

ℏ3c3 (20)

donde el factor 2 da cuenta de los posibles estados de polarización.
Para el caso de neutrones (n0), por ejemplo, se tiene que E = ℏ2k2

2mn0
, se obtiene:

ρ(E) =
Å

L
2π

ã3 k
ℏ2 =

Å
L
2π

ã3 2mn0E
ℏ3 (21)

Y, por últiumo, si el objetivo material puede quedar en más de un estado final, se sumas
sobre éstos estados finales | f ⟩ , obteniendo la tasa media de dispersión dada por W̄scat =
Wf iρ(E)dE dΩ ((suponiendo que Wf i] no vaíe mucho en dE y dΩ).
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1.3.3.. Flujo incidente

El flujo entrante Φin se define como el número de centros dispersores por unidad de
superficie A y unidad de tiempo t, i.e.: Φin ≡ #

A,t , donde # denota la cantidad de centros dis-
persores. Para el caso de la cavidad de lado L, t = L

v , obteniendo el flujo entrante/incidente
Φin =

v
L3 , lo que implica para fotones (v = c): Φin =

c
L3 , mientras que para partículas masi-

vas, como neutrones (v = ℏkmn0), se obtiene: Φin =
ℏk

mn0 L3

1.3.4.. Medias sobre estados iniciales

En los casos en que pueda aproxiomrse que el medio dispersor/absorbente se encuentra
a una temperatura definida (y finita) T , éste estará en un estado mixto, por lo que debe
sumarse sobre todos los posibles estados iniciales:

ρi =
e−βHM

Z
←− Pi =

e−i εi
kBT

∑i e−i εi
kBT

(22)

Y, entonces, la tasa total de scattering es:

Wscat (i→ (Ω+dΩ,E +dE)) = ρ(E)∑
i

Pi ∑
f

Wf i (23)

Utilizando el resultado de la expresión 18, se obtiene:

Wscat (i→ (Ω+dΩ,E +dE)) = ρ(E)∑
f ,i

Pi

ℏ2

∫
∞

−∞

eiω f it⟨li
∣∣∣T †

kk,ki
(0)

∣∣∣ l f ⟩⟨l f |Tkk,ki(t)| li⟩

=
ρ(E)
ℏ2

∫ +∞

−∞

eiω f it dt (24)

1.4.. Dispersión de neutrones térmicos

A modo de ejemplo, a partir de la tasa de dispersión obtenida, y considerando el flujo
entrante y la densidad de estados, puede obtenerse la sección eficaz ( d2σ

dωdΩ
) para neutrones

térmicos, como muestra las expresiones 25 y 26:

ρ(E)
Φ

=

î( L
2π

)3 mk f
ℏ2

óî
ℏki
mL3

ó =

(
mL3)2

(2πℏ)3
k f

ki
(25)

Entonces:

d2σn. t.

dωdΩ
= ℏ

W
Φ

=
1

2π

Ç
mL3

2πℏ2

å2
k f

ki

∫ +∞

−∞

⟨T †
i f (0)Tf ieiωi f t(t)⟩dt (26)

Por lo tanto, considerando que los auto-estados |ki, f ⟩ son aproximado como ondas pla-
nas (⟨r|k⟩= Ψk(r) = eikr

L3/2 , se introduce Q≡ ki−k f y se obtiene el elemento de la matriz de
transición como indica 27:
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Tf i(t) = ⟨k f |T (t)|ki⟩=
∫

L3
d3

Ψk f (r) ∗ T (r, t)Ψki(r) =
1
L3

∫
L3

r d3r eiQrT (r, t)

T †
f i(0) =

1
L3

∫
L3

d3r e−iQrT †(r,0) (27)

1.4.1.. Potencial de Fermi

A primer orden, puede aproximarse T por el potencial V (potencial nuclear en el refe-
rencial del centro de masa del sistema neutrón+ núcleo). Tomando en cuenta que el poten-
cial nuclear es un potencial muy intenso (V0 ∼ 30MeV ) y muy estrecho, de corto alcance
(r0 ∼ 2 f m), pueden emplearse estas características para abordar el problema con técnicas
pderturbativas. El hecho de que el potencial sea estrecho implica que la interacción se limita
a producirse durante un tiempo muy corto, y por lo tanto, si se calcula la media temporal,
debería obtenerse una interacción débil. Dado que la interacción de dispersión sólo depende
de la longitud de dispersión a, que es del orden a ∼ V0r0, si se considera la aproximación
de a constante, puede verse que existen diferentes configuraciones posibles de V y r que
determinan el mismo comportamiento de dispersión.

Por lo tanto, puede sustituirse el potencial nuclear fuerte por un pseudopotencial más
débil V̂0, asiumiejdo que éste tiene un rango mucho mayor r̂0, tal que a ∼ V0r0 = V̂0r̂0. En
particular, pueden elegirse V̂0 y r̂0 de modo que el potencial sea débil (∼ eV) pero el alcance
siga siendo corto en comparación con la longitud de onda del neutrón entrante, kr̂0≪ 1, lo
que permite reemplazar al potencial con una función δ-Dirac en el origen:

V (r) =
2πℏ2

µ
aδ(r) (28)

A partir de la forma dada en 28 para el potencial, también puede introducirse la bound
scattering length (b) dada por: b ≡ µ

mn
a ≈ A+1

A , siendo mn la masa en reposo del neutrón y
A el número másico. Nótese que b (longitud de interacción o longitud de dispersión liga-
da) es una función de la fuerza potencial y del ramgo (o alcance), que dependen de cada
configuración nuclerar con la que interactúe el neutrón.

Entonces, en primer orden, la matriz de transición es Tf i =
2πℏ2

mn
b, o de manera genera-

lizada al considerar varios centros dispersores, cada uno en una posición rx(t), se tiene:

Tf i(t) =
2πℏ2

mn
∑
x

bxeiQrx(t) (29)

DE donde se obtiene la seccióin eficaz de interacción paera neutroners térmicos como
muestra 30:

d2σ

dωdΩ
=

1
2π

k f

ki

∫ +∞

−∞

eiωi f t⟨∑
x,y

bxbye−iQrx(t)eiQry(t)⟩dt (30)

Nótese en 30 que debido a que las colisiones dependen del spin, es necesario promediar
entre configuraciones nucleares (isótopos) y estados de spin, sustituyendo: bxby por ¯bxby.
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1.4.2.. Scattering lengths

Nótese que el scattering legth b no depende explícitamente del vector posición r⃗, aunque
la posición determina con cuál centro dispersor se considera la interacción.

Entonces, ¯bxby en 30 involucra dos contribuciones: i) para x = y, se tiene ¯bxby = b̄2δx,y y
ii) x ̸= y, resulta ¯bxby = b̄2 (1−δx,y). Por lo tanto, se tiene: ¯bxby =

Ä
b̄2− b̄ 2

ä
δx,y+ b̄ 2, lo que

puede re-escribirse como: ¯bxby = b2
i + b2

c , donde se han introducido la longitud de disper-
sión coherente (coherent scattering length) bc ≡ b̄ y la longitud de dispersión incoherente
(incoherent scattering length) bi ≡ b̄2− b̄ 2.

Por lo tanto, para un sistema con N centros dispersores, se tiene:

∑
x,y

bxby = N
(
b2

c +b2
i
)

(31)

1.4.3.. Factores de estructura

La expresión 30 para la sección eficaz ( d2σ

dωdΩ
) de interacción con un sistema compuesto

por N centros dispersores, puede re-escribirse en términos de los factores de estructura
como se indica en 32:

d2σ

dωdΩ
= N

k f

ki

(
b2

c S(Q,ω)+b2
i Ss(Q,ω)

)
(32)

donde se han introducido factor total de estructura dinámica (total dynamic structure
factor) (S(Q,ω)) y el factor de estructura autodinámico (self-dynamic structure factor)
(Ss(Q,ω)) dados por:

S(Q,ω)≡ 1
2π

∫ +∞

−∞

eiωi f t⟨ 1
N ∑

x,y
bxbye−iQrx(0)eiQry(t)⟩ dt (33)

Ss(Q,ω)≡ 1
2π

∫ +∞

−∞

eiωi f t⟨ 1
N ∑

x
bxbye−iQrx(0)eiQrx(t)⟩dt =

1
2π

∫ +∞

−∞

eiωi f t⟨ 1
N ∑

x
bxbye−iQr(0)eiQr(t)⟩dt

A partir de 34 puede verificarse que los factores de estructura dependen únicamente
de las propiedades del material. Por tanto, la información que proporcionan se sobre éste
puede aprovecharse para caracterizaciones experimentales.

1.4.4.. Funciones de dispersión intermediarias

Una vez definidos los factores de estructura, cuyas expresiones se muestran en 34, es
posible identificar que los factores de estructura representan la transformada de Fourier (con
respecto al tiempo) de las magnitudes definidas en 35:

F(Q, t)≡ 1
N
⟨∑

x,y
e−iQrx(0)eiQry(t)⟩ (34)

Fs(Q, t)≡ 1
N
⟨∑

x
e−iQr(0)eiQrx(t)⟩
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donde las cantidades F(Q, t) y Fs(Q, t se denominan funciones de dispersión interme-
diarias (intermediate scattering functions).

Es mas, es posible considerar también a estas funciones como transformadas de Fourier
(con respecto a la posición), obteniendo, por ejemplo, para el caso de centros dispersores
equivalentes (distribución uniforme de isótopo y spins):

Fs(Q, t) = ⟨e−iQr(0)eiQr(t)⟩ (35)

Y, definiendo la posición de una partícula de muestra: n(R, t) = δ(R− r(t)), se calcula
la transformada de Fourier de n(R, t) según 36:

n(Q, t) =
∫

d3r eiQR n(R, t) = eiQr(t) (36)

Entonces, se tiene: Fs(Q, t) = ⟨n(Q, t)n(−Q,0)⟩, y finalmente la función de dispersión
intermediaria resulta:

Fs(Q, t) =
∫

d3r eiQR Gs(r, t) (37)

En 37 se ha introducido la función de correlación espacio-temporal de van-Hove
(Gs(r, t)≡

∫
d3r′ ⟨n(r′,0)−n(r+ r′, t)⟩).

La expresión 37 deja claro que Fs es la transformada de Fourier (con respecto al espacio)
de la correlación dependiente del tiempo de la densidad de partículas de muestra, n(R, t),
cantidad que sólo depende de las características del material target.

A modo de ejemplo, considérese el caso de un núcleo libre y en reposo. Entonces, sólo
se requiere considerar la inteacción con (dispersión desde) un único núcleo supuesto libre y
en reposo, para lo cual se emplea el factor de estructura auto-dinámico y se tiene bc = b̄= b,
entonces la sección eficaz resulta como indica 38:

d2σ

dωdΩ
=

k f

ki
b2S(Q,ω) =

σb

2πℏ
k f

ki
S(Q,ω) (38)

donde se ha utilizado la sección eficaz de ligadura (bound) definida por σb ≡ 4πb2.
Por otro lado, dado que al núcleo, único centro dispersor del sistema,m se lo considera

libre, la función de dispersión intermediaria resulta sencilla, y puede calcularse a partir de
39:

Fs(Q, t) = ⟨e−iQr(0) eiQr(t)⟩ (39)

empleando la fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff, denominada fórmula BCH, para
obtener 40:

Fs(Q, t) = ⟨e−iQ[r(0)−r(t)]+ 1
2 [Qr(0,Qr(t))]⟩ (40)

En 40 se requiere calcular [r(0), r(t)], y para el caso de una partícula libre se tiene:
r(t) = r(0)+ p

m t, y se conoce la conmutación da: [r(0), p] = iℏ, entonces resulta 41:

Fs(Q, t) = ⟨e−iQ[r(0)−r(t)]+i ℏ
2m Q2t⟩= ⟨e−iQ p

m ⟩ei ℏ
2m Q2t (41)
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Por lo tanto, considerando en la expresión 41 que el único centro dispersor (núcleo) está
en reposo, p = 0, lo que implica:

Fs(Q, t) = ei ℏ
2m Q2t (42)

Y, a partir de la función de dispresión intermediaria, Fs(Q, t) puede obtenerse el factor
de estructura Ss(Q, t) por medio de la transformada de Fourier, según las definiciones de
dichas magnitudes y el procedimiento descrito. Así, se obtiene entonces:

Ss(Q, t) = δ

Ç
ω− ℏQ2

2m

å
(43)

Y, finalmente, a partir de la expresión 43, puede obtenerse la sección eficaz correspon-
diente a un únicio centro dispersor (núcleo) libre y en reposo, como muestra la 44:

d2σ

dωdΩ
=

σb

2πℏ
k f

ki
S(Q,ω) =

σb

2πℏ
k f

ki
δ

Ç
ω− ℏQ2

2m

å
(44)

Nótese en 44 que considerando que Q = k f − ki, Q2 = k2
f + k2

i − 2k f ki cos(θ), don-
de θ representa el ángulo polar de dispersión; y ω = E f −Ei representa la variación de
energía cinética en la dispersión. Además, puede verificarse la siguiente aproximación:
k2

j = 2mE j ≈ 2AE j, para j = i, f y se emplea la aproximación de que la masa molar A
represente la masa total del núcleo.

La sección eficaz para todo ángulo de dispersión se obtiene integrando, respecto del
ángulo sólido Ω (o equivalentemente respecto del ángulo polar θ), la expresión 44 para la
sección eficaz doble diferencial, obteniendo 45:

dσ

dE
=

∫
π

0

σb

2πℏ
k f

ki
δ

Ç
ω− ℏQ2

2m

å
2πsin(θ)dθ =

σb

4
A
Ei

∫ Ei

(A−1)2)
(A+1)2

Ei

δ(ζ)dζ (45)

En esta instancia, resulta útil definir la sección eficaz de átomo libre2 (σ f ) dada por 46:

σ f ≡
1(

1+ 1
A

)2 σb (46)

Entonces, combinando 45 y 46, se obtiene:

dσ

dE
=


σ f

(A+1)2

4AE si
Ä

A−1
A+1

ä2
E < E f < E

σ f
(A+1)2

4AE si
Ä

le f t[A−1
A+1

ä2
Eright]< E f < E

0 de otro modo

(47)

Cabe remarcar que la expresión obtenida (47) para la sección eficaz también se obtuvo
(de manera probablemente más sencilla) en cursos precedentes3 empleando argumentos de
conservación de la energía total del sistema.

2Entiéndase como sección eficaz de centro dispersor libre.
3Véase, por ejemplo, Fundamentos de Física Médica.

https://www.famaf.unc.edu.ar/~valente/Documents/DidacticsMaterial/FundamentosFisicaMedica_2022.pdf
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Otro ejemplo de particular interés y utilidad didáctica es la dispersión con una red cris-
talina. Se considera en este caso, a modo de ejemplo ilustrativo, la dispersión de neutrones
por parte de un cristal. Por simplicidad, se presenta el caso de una red cristalina unidimen-
sional modelada como un oscilador armónico cuántico 1D. POr tanto, la posición r⃗→ x,
de cada centro dispersor (núcleo) es representada como la posición del oscilador armónico
correspondiente, de masa M y frecuencia angular ω0. Entonces, se tiene 48:

x =

 
ℏ

2M ω0

Ä
a+a†

ä
(48)

donde el Hamiltoniano evolutivo H está dado por 49:

H =
p2

2M
+

Mω2
0

2
x2 = ℏω0

Å
a†a+

1
2

ã
(49)

En la aproximación en que no existan variaciones de tipo de centros dispresores (com-
posición isotópica uniforme para el caso en consideración de neutrones dispersados por
la red cristalina) ni tampoco variaciones de spins, sólo es necesario calcular la función de
dispersión intermediaria y el factor de estructura autodinámicos como indica 50:

Fs(Q, t) = e−iQx(0) eiQx(t) = e−iQ[x(0)−x(t)] e
1
2 [Q·x(0),Q·x(t)] (50)

La dependencia temporal de la posición (coordenada x(t)) del oscilador amónico es:

x(t) = x(0)cos(ω0t)+
p(0)
Mω0

sin(ω0t) (51)

Entonces: [x(0), x(t)] =
î
x(0), p(0)

Mω0
sin(ω0t)

ó
= iℏ

Mω0
sin(ω0t).

Finalmente: [x(0), x(t)] =
»

ℏ
2Mω0

(
ae−iω0t +a† eiω0t)

Considerando la proiedad de los operadores creación/aniquilación (de estados) (aya†),
que satisfacen:

[
a, a†]= 1, puede evaluarse ⟨eiQ∆x(t)⟩ (para ∆x(t)≡ x(t)− x(0)).

Utilizando la fórmula de BCH, se tiene:

e
iQ

√
ℏ

2Mω0
(ae−iω0t+a† eiω0t)

= eαa−α∗a†
= e−α∗a†

eαae−|α|
2 [a,a

†]
2 (52)

En la expresión 52 se ha introducido α≡ iQ
»

ℏ
2Mω0

e−iω0t

Entonces, en 52, considerando la propiedad de a y a†, se requiere calcular el valor de
expectación de ⟨e−α∗a†

eαa⟩, lo que puede lograrse por erxpansión en series, como indica
53:

⟨e−α∗a†
eαa⟩= ∑

m,n
⟨a†m an⟩ αn (−α∗)m

n!m!
(53)

Atendiendo a las propiedades de los operadores creación/aniquilación, sólo los términos
m = n, pueden ser no nulos, obteniendo 54:

⟨e−α∗a†
eαa⟩= ∑

n
⟨a†n an⟩ −(|α|

2)n

n!
= e−|α|

2[a†,a] (54)
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Nótese que el último término en la expresión 54 es un caso particular de la identidad

de Bloch (⟨eY ⟩ = e
⟨Y 2⟩

2 ⟩), donde Y = ca+ da† con c y d constantes, representa cualquier
combinación lineal de operadores creación/aniquilación.

Así, se obtiene finalmente la función de dispersión intermediaria como indica 56:

Fs(Q, t) = e−iQ·x(0) eiQ·x(t) = e−
Q2ℏ
2M0

(⟨n̂⟩+ 1
2)e

1
2

iℏQ2
Mω0

sin(ω0t) (55)

−→ ⟨e−iQ·x(0) eiQ·x(t)⟩= ⟨eiQ∆x⟩e
1
2 [Q·x(0),Q·x(t)]

A partir de 56, de la identidad de Bloch y ⟨(∆x)2⟩ = ⟨x(0)2⟩ + ⟨(x(t))2⟩ +
2⟨x(0))(x(t)⟩−⟨[x(0), x(t)]⟩= 2⟨x2⟩+2⟨x(0)x(t)⟩−⟨[x(0), x(t)]⟩, se tiene finalmente:

Fs(Q, t) = e−Q2⟨x2⟩ eQ2⟨x(0)x(t)⟩ (56)

Si el oscilador se encuentra en el estado |n⟩, se obtiene:

⟨x2⟩= ℏ
2Mω0

(2n+1) (57)

⟨x(0)x(t)⟩= ℏ
2Mω0

[
2ncos(ω0t)+ eiω0t]

Para el caso particular en que los osciladores están en equilibrio térmico, se reemplaza
n por nth, mientras que en estados de alta temperatura se tiene n≫ 1 y puede aproximarse:

Fs(Q, t) = e−
ℏQ2
Mω0
⟨n⟩[1−cos(ω0t)]

= e−Q2 W0
2 eQ2 Wt

2 (58)

En 58 se ha introducido W0 ≡ 2⟨n⟩ℏ
Mω0

y W (t)≡W0 cos(ω0t).
Cabe destacar que el resultado en la expresión 58 para la función intermedia coincide

con el resultado que se obtiene a partir de un tratamiento clásico, con el término e−Q2 W0
2

conocido como el factor de Debye-Waller.
La función de estructura intermediaria resulta, entonces, ser una función Gaussiana, con

un ancho dependiente del tiempo, W0−W (t). Si W0 < 1 puede hacerse una expansión del
término dependiente del tiempo como sigue en 59:

Fs(Q, t) = e−Q2 W0
2 eQ2 W0 cos(ω0t)

2 ≈ e−Q2 W0
2

ñ
1+W0 cos(ω0t)+

W 2
0

2
cos2(ω0t)+ . . .

ô
(59)

Entonces, el factor de estructura Ss, que es la transformada de Fourier de Fs, resulta ser
la suma de funciones de Dirac a frecuencias ω =±nω0 correspondientes a la contribución
de n-fonones4 a la dispersión.

4Oscilaciones de la red.
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Los términos del tipo δ(ω−nω0) corresponden, entonces, a eventos de dispersión en
los que la energía es transferida del neutrón al centro dispersor (oscilador); mientras que
los términos del tipo δ(ω+nω0) corresponden a transfererncias e energía de la red crista-
lina al neuytrón proyectil. El término constante (δ(ω)) describe eventos sin transferencia
(dispersión elástica).

Además, W0 puede describirse en términos de la tyemperatura T , para el límite de akltas
temperaturas: ⟨n⟩ ≈ kBT

ℏω0
, entonces: W0 =

2kBT
Mω2

0
.

Mientras que, por otro lado, para el límite de bajas temperaturas ⟨n⟩ → 0, obteniendo:

Fs(Q, t)≈ e−
ℏQ2

2Mω0
[2⟨n⟩(1−cos(ω0t+1−eiω0t))]≈e

−Q2 ℏQ2
2Mω0 e

ℏQ2
2Mω0

eiω0t

(60)

Realizando la expansión en series del segundo término en la expresión 60, se obtiene:

Fs(Q, t)≈ e−Q2 ℏQ2
2Mω0

[
1+

ℏQ2

2Mω0
eiω0t +

1
2

Ç
ℏQ2

2Mω0

å2

e2iω0t + . . .

]
(61)

Se verifica, entonces que aún a baja temperatura, el factor de estructura (la transformada
de Fourier de la expresión en 61) es una suma de la función de Dirac, también llamada
expansión de fonones.

Sin embargo, en este caso sólo aparecen los términos del tipo δ(ω− nω0), ya que la
energía sólo puede ser cedida por parte del neutrón a la red cristalina (que inicialmente está
en su estado fundamental).

1.5.. Emisión y absorción

Tanto los átomos como las moléculas pueden absorber proyectiles, como fotones por
ejemplo, y efectuar transiciones de su estado base a un nivel excitado. Una verz en un
estado excitado, éstos pueden emitir fotones (en presencia o ausencia de un campo electro-
magnético pre-existente) como parte de una transición a un nivel inferior, como se ilustra
en la figura 3.

1.5.1.. Emisión

Utilizando la TPDT y la cuantización del campo, se puede calcular las velocidades de
transición.

La tasa de emisión W viene dada por 62:

W =
2π

ℏ
|⟨ f |V |i⟩|2ρ(E f ) (62)

Separando el campo radiante emitido del emisor (centro dispersor), se tiene 64:



i
i

“output” — 2023/4/26 — 17:20 — page 28 — #28 i
i

i
i

i
i

28 Proc. físicos, químicos y biológicos por radiación ionizante. MÓDULO I

Figura 3. Esquema para el modelo de emisión: el centro dispersor (átomo o molécula) rea-
liza una transición del nivel excitado (|e⟩) al estado base (fundamental) |g⟩) mientras que el
número de fotones en el modo k,λ pasa de n a n+1.

|i⟩= |nk,λ⟩|e⟩ (63)

| f ⟩= |nk,λ +1⟩|g⟩

Tomando en cuenta que se están estudiando procesos atómicos/ópticos, la aproximación
dipolar eléctrica resulta adecuada y la interacción se aproxima como V =−d⃗ · E⃗ =−qe · E⃗,
y el campo eléctrico se indica en 64:

E⃗ = ∑
k,λ

…
2πℏωk

L3

Ä
ak,λeikr +a†

k,λe−ikr
ä

ε⃗k,λ (64)

La posición del electrón que realiza la transición puede escribirse como r⃗ = R⃗ + ρ⃗,
donde R⃗ es la posición del centro dispersor (núcleo). Como la posición relativa del electrón
respecto al núcleo es ρ≪ λ, puede despreciársela y sustituir r por R en la exponencial
ρ ·⃗ k≪ 1). Así, se simplifica la operación, y notando que R no es un operador, se obtiene:

W =
2π

ℏ
|⟨g|d⃗|e⟩ · ⟨nk,λ +1|E⃗|nk,λ⟩|2ρ(E f )

(65)

De 65 se obtiene 66:

W =
(2πqe)

2

L3 ∑
k′,λ′

ωk′,λ′ |⟨nk,λ +1|
Ä

ak′,λ′e
ikR +a†

k′,λ′e
−ikR
ä
|nk,λ⟩|2ρ(E f ) (66)



i
i

“output” — 2023/4/26 — 17:20 — page 29 — #29 i
i

i
i

i
i

Proc. físicos, químicos y biológicos por radiación ionizante. MÓDULO I 29

Atendiendo a que la emisión involucra sólo el operador creación (a†), sólo términos
proporcionales a a† y con en vector de onda y polarización correctos en 66 podrían ser no
nulos, resulta: ⟨nk,λ +1|a†

k,λ|nk,λ⟩=
√

nk,λ +1 (y todos los demás términos se anulan).
Entonces, se obtiene:

W =
(2πqe)

2

L3 ωk,λ
(
nk,λ +1

)
|⟨g|⃗r ·⃗ εk,λ|e⟩|ρ(E f ) (67)

Ahora, en 67 debe considerarse que posteriorv a la transición, el centro dispersor que-
da en algún específico estado final, la densidad de estados queda definida por el campo
electromagnético como indica 68:

ρ(E f )dE f = ρ(ℏωk)ℏdωk (68)

En 68 se utilizó ωk = ck y ρ(k)d3k =
( L

2π

)3 k2 dk dΩ =
( L

2π

)3 ω2

c3 dωdΩ. Entonces:

ρ(E) =
Å

L
2π

ã3
ω2

ℏc3 dΩ (69)

1.5.2.. Emisión espontánea

A partir de la expresión 69, se define el elemento de la matriz de trsansición dipolar
(dg,e ≡ ⟨g|d|e⟩) a partir del operador dipolar (d⃗ = qe⃗r) y se obtiene la tasa de emisión dada
por 70:

W =
ω3

k
2πℏc3

Ä
(nk,λ +1)|ε⃗k,λ · d⃗g,e|2 dΩ

ä
(70)

Y, a partir de la expresión 70 pueden identificarse dos contribuciones a la emisión: la
emisión espontánea Wesp dada por 71:

Wesp ≡
ω3

k
2πℏc3 |ε⃗k,λ · d⃗g,e|2 dΩ (71)

1.5.3.. Emisión estimulada

De manera análoga a la emisión espontánea Wesp, puede definirse la emisión estimulada
West , contribución dada por 72, y que sólo puede suceder cuando existen n fotones con los
valores apropiados de vector de onda y polarización:

West ≡
ω3

k
2πℏc3 nk,λ|ε⃗k,λ · d⃗g,e|2 dΩ (72)

A modo de ejemplo de aplicación, considérese la emisión espontánea como se indica
en la figura 4:
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Figura 4. Esquema para el modelo de emisión espontánea.

Como los fotones emitidos pueden tener cualquier estado de polarización ε y cualquier
dirección del vector de onda k⃗, se requiere integrar sobre todas las posibilidades de emisión.

Por lo tanto, se supone que, en general, el vector dipolo forma un ángulo θ con respecto
al vector onda k⃗. Entonces los dos posibles vectores de polarización son perpendiculares a
k⃗, como se esquematiza en la figura 4. La tasa de emisión resulta de la suma de las tasas
para cada estado de polarización (Wesp =W1 +W2), cada una proporcional a |d ·εk1,2|2, i.e.:
d · εk,1 ≡ d sin(θ)cos(φ) y d · εk,2 ≡ d sin(θ)sin(φ), para θ y φ representados en la figura 4.

Por lo tanto, el término del módulo cuadrado en 72 genera el típico comportamien-
to ∝ sin2(θ) característico de la dependencia angular de la componente dipolar5: Wesp =

ω3
k

2πℏc3 |dg,e|sin2(θ)V,dΩ.
El coeficiente de emisión total Ae denominado coeficiente de emisión de Einstein resul-

ta, entonces:

Ae ≡
∫

Ω

W dΩ =
ω3

k
2πℏc3 |dg,e|22π

∫ 1

−1
(1−ζ

2)dζ =
4
3

ω3
k

ℏc3 d2
g,e (73)

Una vez conocida la tasa de emisión, resulta inmediato calcular la potencia emitida P,
al incluir la energía, como muestra 74:

P≡ EAe = ℏωkAe =
4
3

ω4
k

c3 d2
g,e (74)

Notese en 74 que la potencia P es muy similar a la potencia emitida por un dipolo os-
cilante clásico (como si el campo electromagnético fuera emitido por electrones en órbita).
par Por otro lado, para el caso de la emisión estimulada: West kλ = nWespk, lo que implica
que sólo se pueden emitir fotones con la misma frecuencia (⃗k) y polarización de los que ya
están en el campo. En consecuencia, a medida que se emiten más fotones en un modo de-
terminado, resulta aún más probable producir fotones en el mismo modo: generando un haz
de fotones coherentes (es decir, todos con las mismas características y coherentes en fase
entre sí). Si los átomos pueden mantenerse en los niveles excitados (emisores), se obtiene
lo que se denomina LASER (light amplification by stimulated emission of radiation). Por
supuesto, normalmente es más probable que los fotones sean absorbidos a que provoquen

5Inclusive, para dipolos clásicos.
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una emisión estimulada, ya que en el equilibrio se tiene muchos más centros dispersores
(átomos/moléculas) en estado fundamental o base que en estado excitado, i.e.: ng ≫ ne.
Se necesita entonces un mecanismo capaz de invertir la población de los estados atómicos
(como el bombeo óptico) para soportar un laser.

1.5.4.. Absorción

A partir del desarrollo de los mecanismos de emisión, resulta relativamente directo
obtener la tasa de absorción. La expresión 75 muestra el resultado que se obtiene para la
tasa de absorción por transiciones dipolares:

W =
2π

ℏ
nk,λ|⟨e|d⃗|g⟩ · ⟨nk,λ|E⃗|nk,λ +1⟩|2ρ(E f ) =

ω3
k

2πℏc3 nk,λ |⃗εk,λ · d⃗e,g|2 dΩ (75)

En 75 se ha utilizado ⟨nk,λ|ak,λ|nk,λ +1⟩=√nk,λ, representando la absorción.

1.5.5.. Radiación de cuerpo negro

Considérese una cavidad con radiación electromagnética en equilibrio térmico con sus
paredes. Entonces, la polarización y el vector k⃗ de los fotones resulta ser aleatoria, y puede
obtenerse la tasa de absorción total (Wab) integrando la tasa de emisión como se muestra en
76:

Wab =
∫

Ω

dΩWab(θ) =
4
3

nk
ω3

k
ℏc3 d2

e,g (76)

La expresión 76 aplica para una frecuencia (y una longitud del vector de onda) deter-
minada. De modo análogo, la emisión total Wem se obtiene como la suma de la emisión
espontánea y la emisión estimulada, como sigue:

Wem =Wesp +West = (nk +1)
4
3

ω3
k

ℏc3 d2
g,e (77)

En la expresión 77 nk representa el número de fotones en el modo k. Como se ha asu-
mido el equilibrio, nk depende sólo de la densidad de energía en la frecuencia asociada
ωk.

La densidad de energía u(ω) se expresa por unidad de volumen, donde la energía se
obtiene de la cantidad total de fotones multiplicado por la energía correspondiente: E =
nk]ρ(ωk)ℏωk . Entonces:

u(ωk) = ℏωkρ(ωk)
nk

L3 (78)

Luego, a partir de la densidad de estados ρ(ωk) = 2
( L

2πc

)3
ω2 ∫ dΩ = L3

c3π2 ω2 se obtiene,
combinando con 78 finalmente:
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nk =
π2c3

ℏω3
k

u(ωk) (79)

A partir de los resultados en 77 a 79 para la densidad de energía y de la definición del
coegiciente de Einstein, las tasas de emisión y absorción pueden escribirse como imdica 81:

Bab ≡
4
3

π2

ℏ2 d2 −→ Wab = Bab u(ωk) (80)

Bem ≡ Bab , Aem ≡ Ae =
4
3

ω3
k

ℏc3 d2
g ,e −→Wem = Aem +Bemu(ωk)

En equilibrio, se impone que coincide la cantidad de fotones absorbidos y emitidos
(para conservar la cantidad total), entonces: NemWemk = NgWabk.

Combinando con el coeficiente de Einstein, se tiene: Nem(A+ uB) = NgBu, lo que im-
plica NemA= uB(Ng−Nem), lo que se conoce como el principio del equilibrio o balance de-
tallado, y puede resolverse para la densidad de energía u en estas condiciones: u = A/B

Ng/Ne−1 .

Ahora, considerando las definiciones, se tiene: A/B = ω3

π2c3 , y atendiendo a la condición de

equilibrio térmico, la razón de poblaciones es Ng
Ne

= e−βEg

e−βEe = e−β(Eg−Ee) = eβℏωk , ya que ℏωk
es la energía necesaria para la transición desde el estado estacionario fundamental o base
|g⟩ al estado excitado |e⟩.

Finalmente, el esoectro de energía emitida se obtiene como indica 81:

u(ωk,T ) =
1

π2c3
ℏω3

eβℏωk −1
(81)

1.6.. Teoría de de Wigner-Weisskopf

Considérese un sistema de dos niveles (por ejemplo, un átomo) interactuando con un
único modo del campo electromagnético, como se describe en la siguiente sección 1.6.1..

1.6.1.. Interacción de un átomo con un único modo electromagnético

El Hamiltoniano del sistema (H = H′+V ) se simplifica por medio de 83:

H′ = ℏνa† a+
ℏω

2
σz (82)

V = ℏG
Ä

σ+a+σ−a†
ä

En 83 se ha utilizado G≡
»

ν

ℏL3 d · ε denominado operador dipolar.
Utilizando el marco referencial de interacción definido por el Hamiltoniano H′, U =

eiH0t , entonces H1 =U V U†, y a partir de 83 se obtiene:
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H1 = ℏgeiνa† a t eiωσz
t
2
Ä

σ+a+σ−a†
ä

e−iνa†
e−iωσz

t
2 = (83)

ℏG
î
ei(ω−ν)t

σ+a+ e−i(ω−ν)t
σ−a†

ó
A partir de 84 conviene introducir ∆≡ ω−ν.
La evolución temporal de los estados puros según 84 en el marco referencial de la inter-

acción se obtiene de la ecuación de Schrödinger: iℏ ˙|ψ⟩= H1|ψ⟩, para lo cual se emplea la
propiedad autobase6 de los estados |g⟩ y |e⟩, pudiendo expresar al cualquier estado genérico
1|ψ⟩ como combinación lineal de éstos, como indica 85:

iℏ ˙|ψ⟩= iℏ∑
n

î
˙αn(t) |e,n⟩ + ˙βn(t) |g,n⟩

ó
= (84)

ℏG ∑
n

î
αnσ−a† e−it∆|e,n⟩+βnσ+aeit∆|g,n⟩]

Ahora, considerando que se trata de un sistema de 2 niveles (Two Levels System (TLS)),
se tiene: σ+|e⟩ = 0 y σ−|g⟩ = 0, y junto con las propiedades de los operadores crea-
ción/aniquilación, se obtiene:

iℏ ˙|ψ⟩= ℏG ∑
n

î
αnσ−a† e−it∆|e,n⟩+βnσ+aeit∆|g,n⟩] = (85)

ℏG ∑
n

î
αn e−it∆√n+1|g,n+1⟩+βn eit∆ √n |e,n−1⟩]

Proyectando el resultado de 86 en |g,n⟩ y |e,n⟩ se obtiene las ecuaciones para la evo-
lución temporal de las funciones α(t) y β(t), que constituyen la expansión del estado puro
genérico |ψ⟩:

iℏ ˙αn(t) = ℏGβn+1(t)eit∆√n+1 (86)

iℏ ˙βn(t) = ℏGαn−1(t)e−it∆√n

Las expresiones en 87 representan un sistema cerrado de ecuaciones diferenciales que
puede resolverse iterativamente, obteniendo αn y βn+1. A modo de ejemplo, considérese el
caso en que el estado inicial (t = 0) de TLS (átomo) sea excitado (|e⟩) y decae entonces al
estado fundamental o base |g⟩, entonces: βn(0) = 0 ∀n y se obtiene:

αn(t) = αn(0) ei∆ t
2

ï
cos
Å

ζnt
2

ã
− i∆

ζn
sin
Å

ζnt
2

ãò
(87)

βn(t) =−αn(0) e−i∆ t
2

ñ
2iG
√

n+1
ζn

sin
Å

ζnt
2
)

ò
6Base autonormal.
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En 88 se ha introducido ζn ≡
√

∆2 +4G2 (n+1).
Si inicialmente no existiese presencia de campo electromagnético, i.e. el campo elec-

tromagnético está en estado vacío, entoncres: α0(0) = 1 y αn(0) = 0 ∀n ̸= 0, resultando que
en 88 existen sólo dos componentes no nulas:

α0(t) = ei∆ t
2

ñ
cos

Ç√
∆2 +4G2t

2

å
− i∆√

∆2 +4G2
sin

Ç√
∆2 +4G2 t

2

åô
(88)

β1(t) =−e−i∆ t
2

2iG√
∆2 +4G2

sin

Ç√
∆2 +4G2 t

2

å
Nótese que, por lo tanto, incluso en ausencia de campo electromagnético, es posible

hacer la transición del estado fundamental o base |g⟩ al estado excitado |e⟩. En la apro-
ximación semi-clásica (tratando al campo clásicamente) no es posible obtener transición
de ningún tipo en ausencia de campos externos. Las oscilaciones obtenidas en el abordaje
cuántico para este TLS se conocen como oscilaciones de Rabi en el vacío.

1.6.2.. Interacción de un átomo con varios modos electromagnéticos

Al analizar la interacción de un átomo con un único modo de radiación, descrito en
la dsección 1.6.1., se obtuvo que las transiciones sólo pueden producirse si se conserva la
energía. Sin embargo, en situaciones experimentales reales, existe un ancho de línea finito
para cualquier transición, resultando no ideal. Para estimar el ancho de línea, se requiere
analizar la situación de un campo no sólo bimodal sino multimodal.

Considérese el mismo Hamiltoniano utilizado en el caso de campo bimodal (sección
1.6.1.), pero ahora tratando un campo con varios modos. En este caso, el término de in-
teracción del Hamiltoniano (V ) en el marco referencial de la interacción está dado por la
exprtesión 89:

V = ℏ ∑
k

Ä
G∗k ak σ+ ei(ω−νk) t +Gka†

σ− e−i(ω−νk) t
ä

(89)

De maneranáloga a ejemplo bimodal, se considera la situación en que inicialmente el
campo electromagnético está en el estado de vacío (ausencia de campo electromagnético
para t = 0) y la transición at ómica crea un fotón emitido. Sin embargo, para el caso multi-
modal, el fotón creado puede estar en alguno de varios (no sólo dos) estados posibles, por
lo que la función de estado |ψ(t)⟩ es, en este caso:

|ψ(t)⟩= α(t)|e,0⟩+∑
k

βk|g,1k⟩ (90)

el índice k en 90 denota el modo7 y las condiciones iniciales son: α(0) = 1 y βk(0) =
0 ∀k, de donde se obtiene el sistema de ecuaciones:

7No confundir con el número de fotón!
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˙α(t) =−i∑
k

G∗k ei(ω−νk) t
βk(t) (91)

˙β(t) =−iGk e−i(ω−νk) t
α(t)

Considerando la transición emn 92 como un proceso de decaimiento desde el estado
excitado (|e⟩) al estado fundamental (|g⟩): |α(t)|2 representa entonces la probabilidad de
decaimiento.

Resolviendo 92 para α(t) en primer lugar, se integra β̇:

˙α(t) =−i∑
k

G∗k ei(ω−νk) t
Å∫ t

0
−iGk α(t ′) e−i(ω−νk) t ′ dt ′

ã
= (92)

−∑
k
|Gk|2

∫ t

0
dt ′ e−i(ω−νk)(t ′−t)

α(t ′)

En el supuesto de que los modos el campo electromagnético constituyan un conti-
nuo8, puede reemplazarse la suma ∑k en 93 por

∫
ρ(k)d3k y utilizar la densidad de es-

tados dada por νk = ck, i.e.: ρ(k)d3k = 2
( L

2π

)3 k2 dkdφsin(θ)dθ y el operador dipolar
Gk =

νk
4ℏL3 |de,g|2 sin2(θ), entonces ˙α(t) en 93 resulta:

˙α(t) =−
|de,g|2

6π2ℏc3

∫
∞

0
ν

3
k dνk

∫ t

0
dt ′ e−i(ω−νk)(t ′−t) (93)

A partir de 94 para que una transición tenga lugar, aún se requiere νk ≈ ω, por lo que
se propone introducir dos aproximaciones (simplificaciones): i) reemplazar ν3

k ←→ ω3 y ii)
extender el límite inferior de integración en dνk a −∞. Entonces, se tiene:

˙α(t) =−
|de,g|2

6π2ℏc3

∫ t

0
dt ′ α(t ′)ω

3
Å

1
2

∫
∞

−∞

dνk e−i(ω−νk)(t ′−t)
ã
= (94)

−
|de,g|2

6π2ℏc3

∫ t

0
dt ′ α(t ′)ω3 2πδ(t− t ′)

A partir de 95 puede verse que la evolución temporal de α(t) está dada por la ecuación
diferencial 95:

˙α(t) =−Γ

2
α(t) (95)

8Véase, por ejemplo, Interactions of Photons and Neutrons with Matter de S. Chen y M. Kotlarchyk, M.,
(2007).
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donde Γ ≡ |de,g|2 ω3

3πℏc3 y puede verse que el decaimiento está vinculado a la tasa total de
emisión de Einstein, ya que Γ = Ae

4π
, por lo tanto es inmediato resolver la evolución tempo-

ral: α(t) = e−
Γ

2 t , resultando la probabilidad de decaimiento (P∼ |α(t)|2 = e−Γ t)
A partir de α(t) pueden calcularse los βk(t) como indica 96:

βk(t) =−i
∫ t

0
dt ′ Gk e−i(ω−νk)t ′ e−

Γ t′
2 = Gk

1− e−i(ω−νk)t e−
Γ t
2

(νk−ω)+ i Γ

2

(96)

Entonces, con el resultado 96, el espectro de frecuencias de la radiación emitida (S(νk))
viene dado por 97:

S(νk) ∝ lı́m
t→∞

1+ e−Γt (1−2cos(ω−νk)t)
Γ2

4 +(ω−νk)
2 ∼ 1

Γ2

4 +(ω−νk)
2 (97)

Por lo tanto, a partir de la expresión 97 se observa que el espectro es una función Lo-
rentziana centrada en ω y con ancho de línea9 Γ, como indica la figura 5.

Figura 5. Espectro (Lorentziano) de ancho de banda Γ = 1 centrado en ω = 5.

1.7.. Ejemplos de aplicación: Interacciones de fotones y electrones con me-
dios materiales

Esta sección presenta ejemplos de aplicación de los formalismos desarrollados, conside-
rando mecanismos típicos de interacción frecuentemente presentes en aplicaciones médicas
de las radiaciones ionizantes.

A continuación, se presentan lineamientos generales para abordar la dispersión de foto-
nes por electrones, ya sean electrones libres o ligados a un átomo, así como otros tipos de
partículas proyectiles, para aplicaciones como se han descrito precedentemente:

9También denominado ancho de banda



i
i

“output” — 2023/4/26 — 17:20 — page 37 — #37 i
i

i
i

i
i

Proc. físicos, químicos y biológicos por radiación ionizante. MÓDULO I 37

Teoría de dispersión aplicada a neutrones térmicos (sección 1.4.)

Teoría de emisión/absorción de fotones aplicada en transiciones dipolares (sección
1.5.).

Nótese que en los procesos de emisión/absorción sólo interviene un fotón (absorbido o
emitido). A cointinuación, se aborda la situación de la dispersión de fotones, lo que implica
la consideración de un fotón incidente y otro emergente, por lo que a los fines descriptivos
se trata de un proceso en el que intervienen dos fotones, como se indica en la figura 6.

Figura 6. Esquema de dispersión de fotones.

Para el estudio de la interacción fotón-átomo se requiere plantear el campo electromag-
nético cuantizado, como indica la expresión 98, basada en los auto-estados del electrón con
el cual se interactúa |A⟩:

H =
p⃗2

2m
+ℏω

Å
n+

1
2

ã
=

1
2m

Å
p− qeA

c

ã2

+ℏω

Å
n+

1
2

ã
(98)

A partir de 98, puede separse el Hamiltoniano de interacción como indica 99:

H = H0 +V =

ñ
p2

2m
+ℏω

Å
n+

1
2

ãô
+

ñ
− qe

2mc
(p ·A+A · p)+ q2

e

2mc2 A(ri)
2

ô
(99)

donde A(ri)
2 es la posición del i-ésimo electrón con el que se considera la interacción.

Por tanto, generalizando a todos los electrones del centro dispersor, el potencial de interac-
ción V resulta:

V = ∑
i
− qe

2mc
[pi ·A(ri)+A(ri) · pi]+

q2
e

2mc2 A(ri)
2

(100)

Nótese en 100 que puede identificarse un resultado que ya se ha utilizado en la descrip-
ción de los procesos de emisión que el primer término del potencial V en la aproximación
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dipolar resulta: qe
mc p ·A→ d ·E. En la descripción de los procesos de emisión de la sección

1.5. se obtenía un único fotón como consecuencia de aplicar la teoría de perturbaciones a
primer orden, por lo que para abordar un tratamiento con dos fotones es necesario, o bien:
i) incorporar más términos ∝ A2, o: ii) aplicar teoría de perturbaciones a segundo orden.

Como resultado general de ambas opciones, se obtienen transiciones ∝ α2 =
(

q2
e

ℏc

)2
, i.e.

segundo orden en la constante de estructura hiperfina α.
Lurego, para calcular tasas de transiciones por dispersión W = 2π

ℏ ρ(E f )|K
(2)
1 +K(1)

2 |2,

donde K(2)
1 representa la contribución a segundo orden proveniente del término V1 =

− qe
mc ∑i pi ·Ai; mientras que K(1)

2 representa la contribución a primer orden proveniente del

término V2 =
q2

e
2mc ∑i A2

i .

Obsérvese que K(1)
1 es nulo ya que considera estados diferentes al que específicamente

tiene el fotón incidente, es decir, no se trata de un proceso de dispersión efectivo.
Los auto-estados del sistema se indican en las Tabla 1.7..

Estado Inicial Estado Final Energía Inicial Energía Final
e− |Ai⟩ |A f ⟩ εi ε f
γ |1k,λ,0k′,λ′ ⟩ |0k,λ,1k′,λ′ ⟩ ℏωk ℏωk′

Total |i⟩ | f ⟩ Ei E′f

K(1)
2 puede calcularse inicialmente para un único electrón utilizando la expresión del

vector potencial A⃗ como indica 101:

A⃗ = ∑
k,λ

2πℏc2

L3ωk

Ä
ak,λeikr +a†

k,λe−ikr
ä⃗

εk,λ (101)

Si bien K2(1) es proporcional a A2, sólo resultan no nulos los términos apropiados que
conectan los estados de modos (k,k′), responsables de la aniquilación del fotón incidente
en modo k y de la creación del fotón emergente en modo k′, i.e. términos a†

kak, como indica
102:

K(1)
2 = ⟨ f |V2|i⟩=

q2
e

2mc2
2πℏc2

L3√ωkωk′
ε⃗k,λ ·⃗ εk′,λ′

⟨ f |ak,λa†
k′,λ′ ei(k−k′)r +

���������
a†

k,λak′,λ′ e−i(k−k′)r +
���������
a†

k,λa†
k′,λ′ e−i(k+k′)r +((((((((

ak,λak′,λ′ ei(k+k′)r|i⟩ (102)

Ahora, con ωk = ck y k⃗− k⃗′ = q⃗ = p⃗
ℏ (el momento de retroceso del electrón como centro

dispersor), puede simplificarse la expresión 102 para obtener 103:

K(1)
2 = ⟨ f |V2|i⟩=

q2
e

2mc2
2πℏc2

L3√ωkωk′
ε⃗k,λ ·⃗ εk′,λ′ ⟨A f |ei⃗q·⃗r|Ai⟩⟨0k,λ,1k′,λ′ |ak,λa†

k′,λ′ |1k,λ,0k′,λ′⟩(103)

donde el producto interno en 103 ⟨0k,λ,1k′,λ′ |ak,λa†
k′,λ′ |1k,λ,0k′,λ′⟩= 1, por lo que exten-

diendo a todos los electrones como posibles centros dispersores, se obtiene 104:
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K(1)
2 = ⟨ f |V2|i⟩=

q2
e

2mc2
2πℏc2

L3√ωkωk′
ε⃗k,λ ·⃗ εk′,λ′ ⟨A f |∑

i
ei⃗q·⃗ri |Ai⟩ (104)

El resultado en 104 representa la primera contribución al elemento de la matriz de dis-
persión, de primer orden en la teoría de perturbaciones, a partir del término cuadrático en
el potencial del campo V .

Por otro lado, las contribuciones a K(2)
1 a segundo orden proveniente de la parte lineal

del potencial (V1) se obtienen según 105:

K(2)
1 = ∑

h

⟨ f |V1|h⟩⟨h|V1|i⟩
Ei−Eh

(105)

Nótese que el término K(2)
1 describe transiciones virtuales a estados intermedios ya que

a partir de transiciones de primer orden V1 s ólo puede crear o aniquilar un fotón cada vez.
Por lo tanto, hay dos procesos posibles que contribuyen a K(2)

1 :

1. Una primera absorción de un fotón en el modo k,λ seguida de la creación de un fotón
en el modo k′,λ′: el estado intermedio es de cero10 fotones en estos dos modos.

2. Una primera creación de un fotón en el modo k′,λ′ seguida de la aniquilación del
fotón en el modo k,λ: el estado intermedio es un fotón en cada modo.

Entonces, se tiene:

K(2)
1 = ∑

h

⟨A f |⟨0k,λ,1k′,λ′ |V1|0k,λ,0k′,λ′ |Ah⟩⟨Ah|⟨0k,λ,0k′,λ′ |V1|1k,λ,0k′,λ′⟩|Ai⟩
εi− εh +ℏωk

+

∑
h

⟨A f |⟨0k,λ,1k′,λ′ |V1|1k,λ,1k′,λ′ |Ah⟩⟨Ah|⟨1k,λ,1k′,λ′ |V1|1k,λ,0k′,λ′⟩|Ai⟩
εi +ℏωk− (εh +ℏωk−ℏωk′)

(106)

Nótese que K(2)
1 tiene un factor extra ∝ ωk en el denominador, con respecto a K(1)

2 . Por
ello, para rangos de energías más altas del fotón incidente (como la dispersión de rayos X)
sólo sobrevive K(2)

1 , mientras que para rangos de energías más bajas (régimen óptico) K(1)
2

es más importante.
A partir del resultado obtenido, puede realizarse la siguiente correspondencia, según el

régimen energético (ℏω) del fotón incidente, entre los diferentes mecanismos de interacción
de los fotones vistos como proyectiles incidentes, con los electrones orbitales, cuya energía
de ionización se representa por EIoniz:

Dispersión de Rayleigh (Proceso elástico a baja energía): ℏω ≪ Eioniz, |Eh −
EIoniz|,E f = EIoniz. El estado final tiene la misma energía que el inicial, E f = EIoniz,
ya que la dispersión es elástica. La dispersión involucra los niveles virtuales interme-
dios, con energías Eh. Se obtiene la sección eficaz σ ∝ ω4.

10Ausencia de fotones.
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Dispersión de Raman (Proceso inelástico a baja energía): ℏω≪ Eioniz,E f ̸= EIoniz.
Normalmente, el estado final es un estado roto-vibracional diferente del centro dis-
persor (átomo/molécula), por lo que la diferencia de energía entre el estado inicial y
el final es pequeña. Si E f > EIoniz el proceso de dispersión se denomina de Stokes, de
lo contrario si E f < EIoniz, el proceso de dispersión se denomina de anti-Stokes.

Dispersión de Thompson (Proceso elástico a alta energía): ℏω≫ EIoniz,E f = EIoniz.
Este proceso predomina, por ejemplo, en la dispersión de rayos X blandos. Este tipo
de dispersión puede interpretarse de forma semi-clásica, en el límite en el que la
longitud de onda λ es mayor que las dimensiones atómicas (a0), λ≫ a0. La sección
eficaz resultas equivalente a la que se obtendría para un electrón libre, σ = 8πr2

0,
donde r0 representa el radio efectivo del electrón libre.

Dispersión de Compton (Proceso inelástico a alta energía): ℏω ≫ EIoniz ,λ ≪
a0, E f = EIoniz. Para energías muy altas, la longitud de onda λ es pequeña en compa-
ración con el tamaño del átomo, y la energía es mucho mayor que la energía de enlace
del electrón (Eb) o de ionmización (EIoniz), de modo que el estado final del electrón es
un estado no ligado. Por tanto, esta dispersión es muy similar a la dispersión Compton
(dispersión inelástica) por un electrón libre.

Nótese que, en el caso de la dispersión de rayos X, la clasificación es ligeramente dife-
rente a la anterior. Existen otros dos procesos que compiten con la dispersión de Coulomb
incluso a las energías de rayos X:

Dispersión de Raman de electrones: Proceso de dispersión inelástico, en el que el
estado atómico inicial es el estado fundamental o base, y el estado final un estado
electrónico excitado y discreto.

Dispersión Rayleigh para rayos X: Proceso de dispersión elástico, en el que el estado
atómico final es el mismo que el inicial, ya que no hay excitación del átomo.

Además de los procesos de dispersión, son posibles otros procesos que implican la in-
teracción del fotón incidente con electrones atómicos (más allá de la absorción y emisión
de campo electromagnt́ico, ya estudiado). En orden creciente de energía del fotón inciden-
te, la interacción de la materia con la radiación electromagnética puede clasificarse según
establece la Tabla 1.7..

Rayleigh/Raman Fotoeléctrico Thomson Compton Produc. Pares
ℏω < EIoniz ℏω≥ EIoniz ℏω≫ EIoniz ℏω∼ mec2 ℏω > 2mec2

∼ eV ∼ keV ∼ keV ∼MeV ≥MeV
Luz visible Rayos X Rayos X Rayos X duros Rayos X duros

Descripción semi-clásica de la dispersión

Un abordaje clásico resulta ser suficiente para proveer una primera aproximación (orden
de magnitud) de la sección eficaz de dispersión. Considérense los efectos de la interacción
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de la onda electromagnética con un dipolo oscilante (como el creado por un electrón atómi-
co, que es el centro dispersor).

Es posible considerar que el electrón centro dispersor está unido al átomo por un re-
sorte, y que oscila alrededor de su posición de reposo con frecuencia ω0. Cuando la onda
electromagnética incide sobre el electrón, ejerce una fuerza adicional. La fuerza que actúa
sobre el electrón es: |F |=−qe|E(t)|, siendo E(t) = E0sin(ωt) el campo eléctrico oscilante.
Esta fuerza impulsora oscilante se suma a la atracción del electrón hacia el átomo ∼−kxe,
donde k (dada por la fuerza de interacción de Coulomb y relacionada con la energía de io-
nización EIoniz) se vincula a la frecuencia oscilante del electrón por medio de: ω2

0 =
k

me
. par

Entonces, la ecuación clásica de movimiento del electrón resulta 107:

meẍe =−kxe−qeE(t)−→ ẍe +ω
2
0xe =−

qe

me
E(t) (107)

Proponiendo solución a 107 del tipo xe(t) =C sin(ωt), se obtiene:

(
−ω

2 +ω
2
0
)

C =− qe

me
E0 −→C =

1
ω2−ω2

0

qe

me
E0 (108)

Una partícula cargada (o un dipolo oscilante) cargada irradia, con una potencia P dada
por 109:

P =
2
3

q2
e

c3 (ẍe)
2 (109)

donde la acelreación (ẍe) es: ẍe = −ω2C sin(ωt). Por lo tanto, el valor de expectación
del cuadrado de la aceleración resulta:

⟨ẍe⟩=
1
2

Ç
ω2

ω2
0−ω2

qe

me
E0

å2

(110)

A partir de las expresiones 109 y 110 se obtiene la potencia radiado P:

P =
1
3

Ç
q2

e

mec3

å2
ω4(

ω2−ω2
0
)2 cE0 (111)

La intensidad radiada11 es I0 =
cE0
8π

. Es posible expresar la potencia radiada P como la
"sección eficaz"por la intensidad, i.e.: P = σI0, de donde puede obtenerse la sección eficaz
para la intercción electromagnética σ dada por 112:

11Nótese que la densidad de energía electromagnética es: u ∼ 1
2 E2 y la intensidad por unidad de área I es:

I ∼ cu.
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σ =
8π

3

Ç
q2

e

mec3

å2Ç
ω2(

ω2−ω2
0
)å2

(112)

En unidades del Sistema Internacional, la expresión 112 resulta:

σ = 4πr2
e

2
3

Ç
q2

e

4πε0mec2

å2Ç
ω2(

ω2−ω2
0
)å2

(113)

En la expresión 113 se utilizó el radio clásico del eelctrón re ≡ q2
e

mec2 ≈ 2.8 10−15 m =
2.8 fm.

1.7.1.. Dispersión Rayleigh de rayos X

La dispersión Rayleigh suele describir la dispersión elástica por radiaciones de baja
energía. Describe, por ejemplo, la dispersión de la luz visible por parte de los átomos: en
ese caso, la contribución predominante procede del término K(2)

1 . La dispersión de Rayleigh
también describe la dispersión coherente y elástica de los rayos X en los átomos (por ejem-
plo, en un cristal) lo que representa un proceso importante, por ejemplo, en la difracción de
rayos X.

En el caso de la dispersión de rayos X, la energía del fotón incidente es mayor que
la energía de excitación electrónica (Eb): ℏω≫ Eb. Por lo tanto, se tiene - tal como se
describoió en 1.7.- que K(2)

1 ≪ K(1)
2 , por lo que se desprecia -en primera aproximación la

contribución de K(2)
1 . Tratándose de electrones ligados12, el retroceso es nulo y d E f

d k′ = ℏc,

por lo que la densidad de estados resulta ρ(E f ) =
( L

2π

)3 k′2
ℏc dΩ.

Entonces, la sección eficaz σRa resulta:

d σRa

d Ω
=

2π

ℏ
|K(1)

2 |2

c/L3
ρ(E f )

dΩ
=

2π

ℏ
c2r2

e

c/L3

Å
2πℏ
L3

ã2 1
kk′

Å
L
2π

ã3 k′2

ℏc
|εk,λ · εk′,λ′ |2|⟨A f |∑

i
ei⃗q·⃗ri |Ai⟩|2 =

r2
e

(
ωk′

ω

)
|εk,λ · εk′,λ′ |2|⟨A f |∑

i
ei⃗q·⃗ri |Ai⟩|2 (114)

Considerando procesos de dispersión elástica (la dispersión inelástica es el caso de dis-
persión de Raman para los rayos X). Si el rayo X incidente no está polarizado, se tiene:

d σRa

d Ω
=

r2
e

2
(
1+ cos2(θ)

)
|⟨g|∑

i
ei⃗q·⃗ri |g⟩|2 (115)

Y debe notarse en 115 que f (p) = ⟨g|∑i ei⃗q·⃗ri |g⟩ es lo que se definió como Factor ató-
mico de Forma. Cabe analizar los siguientes comportamiento asintóticos:

12A diferencia del caso de electrones libres.
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Nótese que para p→ 0: ⟨g|∑i 1|g⟩ = Z2 (el cuadrado del número atómico). Por lo
tanto, en general, se obtiene que la dispersión Rayleigh resulta más débil para los
elementos más liviano.

ERn términos generales, siempre puede erscribirse la sumatoria del factor atómico
de forma como una integral: f (p) = ⟨g|∑i ei⃗q·⃗ri |g⟩ → ⟨g|

∫
ei⃗q·⃗rρ̂(r)d3r|g⟩, usando la

densidad de carga ρ̄(r) = ∑i δ(r− ri), donde ha introducido: ρ̄(r)≡ ⟨g|ρ̂(r)|g⟩.

Dispersión de Rayleigh en un cristal
Para abordar el caso de un cristal, pueden re-escribirse las posiciones de los electrones

con la sustitución ri→ Rl +rl,i, donde Rl denota la posición del átomo13. A continuación, se
realioza la sumatoria sobre todos los átomos y todos los electrones del átomo, obteniendo
el factor atómico de estructura Gcrist :

Gcrist = ⟨g|∑
l,i

ei⃗q·R⃗l ei⃗q·⃗rl,i |g⟩= ∑
l

fl(p) ei⃗q·R⃗l (116)

En 116 se ha introducido fl(p)≡ ⟨g|∑i ei⃗q·⃗rl,i |g⟩.
Aprovechando la periodicidad del cristal, la posición de cada átomo es: Rl, j = l1a1 +

l2a2 + l3a3 + r j, donde lx, x = 1,2,3 indica la posición en la celda unidad de lados ax, x =
1,2,3 y r j especifica la posición del átomo en el interior de la celda específica. Entonces:

Gcrist(q) = ∑
l, j

f j(q)ei⃗q·⃗r j ei⃗q·⃗rl,i eiq(l1a1+l2a2+l3a3) = ∑
l1,l2,l3

F(q) eiq(l1a1+l2a2+l3a3) (117)

En la expresión 117 se ha utilizado el Factor de forma de la celda unidad F(q) ≡
∑l, j f j(q)ei⃗q·⃗r j , cantidad que se conoce por datos tabulados para diferentes materiales cris-
talinos.

En cnsecuencia, la sección eficaz de dispersión Rayleigh para un cristal resulta:

d σ
(crist.)
Ra

d Ω
=

r2
e

2
(
1+ cos2(θ)

)
|F(q)|2 sin2(N1qa1/2)

sin2(qa1/2)
sin2(N2qa2/2)

sin2(qa2/2)
sin2(N3qa3/2)

sin2(qa3/2)
(118)

Puede verse en 118 que sólo cuando qax = 2πh se tiene términos de interferencia no
nulos, es decir, se ha obtenido el efecto que se conoce como la difracción de Bragg.

1.7.2.. Dispersión de luz visible

Si se considera el casp de la luz visible, la longitud de onda es grande en comparación
con el tamaño atómico. Entonces, en lugar de utilizar la interacción completa V =V1 +V2,
pouede aprocximarse de forma aceptable por el Hamiltoniano del dipolo eléctrico, V = d⃗ ·E⃗.
Este Hamiltoniano no produce ningún proceso de dos fotones de primer orden, por lo que

13La posición del núcleo o la posición del centro de masa atómico.
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en este caso se necesita considerar el término K(2)
1 , y este término implica transiciones vir-

tuales. Dado que la duración temporal (∆t→ δt→ dt) de estas transiciones es muy pequeña,
no es necesario atender a la conservación de la energía. Se tiene, entonces K(2)

1 dado por
105:

V =V1 +V2, K(2)
1 = ∑

h

⟨ f |V1|h⟩⟨h|V1|i⟩
Ei−Eh

, |h⟩= |Ah⟩|0k,λ,0k′,λ′⟩ ∨ |h⟩= |Ah⟩|1k,λ,1k′,λ′⟩(119)

Por supuesto, sería posible derivar la sección eficaz de dispersión de luz visible a partir
del Hamiltoniano potencial vector del momentum, y en ese caso deberían incluirse ambos
términos K(1)

2 y K(2)
1 .

El campo eléctrico en el gauge de Lorentz es:

E = ∑
ℓ,ζ

…
2πℏωℓ

L3

Ä
aℓ,ζeiℓR +a†

ℓ,ζ
e−iℓR

ä
(120)

A partir de 120 se obtienen ⟨h|V1|i⟩ y ⟨ f |V1|h⟩:

⟨0k,λ,1k′,λ′ |
Ä

aℓ,ζeiℓR +a†
ℓ,ζ

e−iℓR
ä
|0k,λ,0k′,λ′⟩= e−ik′R

δℓ,k′

⟨0k,λ,0k′,λ′ |
Ä

aℓ,ζeiℓR +a†
ℓ,ζ

e−iℓR
ä
|1k,λ,0k′,λ′⟩= eikR

δℓ,k

⟨0k,λ,1k′,λ′ |
Ä

aℓ,ζeiℓR +a†
ℓ,ζ

e−iℓR
ä
|1k,λ,1k′,λ′⟩= eikR

δℓ,k

⟨1k,λ,1k′,λ′ |
Ä

aℓ,ζeiℓR +a†
ℓ,ζ

e−iℓR
ä
|1k,λ,0k′,λ′⟩= e−ik′R

δℓ,k′ (121)

Entonces, se obtiene:

K(2)
1 = (122)

2πℏ
L3

√
ωkωk′ ei(k−k′)R

ñ
∑
h

⟨A f |d · εk′ |Ah⟩⟨Ah|d · εk|Ai⟩
εi− εh +ℏωk

+∑
h

⟨A f |d · εk|Ah⟩⟨Ah|d · εk′ |Ai⟩
εi +ℏωk− (εh +ℏωk +ℏωk′)

ô
Y, la sección eficaz se calcula como d σ

dΩ
= W

c/L3 y considerando la densidad de estados

finales (sin retroceso): ρ(E f ) =
( L

2π

)3 k′2
ℏc dΩ, obteniendo:

dσvis

dΩ
=

2π

ℏ

Å
2πℏ
L3

ã2

ωkωk′

Å
L
2π

ã3 k′2

ℏc
L3

c
|∑

h

Å
(d f ,h · εk′)(dh,i · εk)

εi− εh +ℏωk
+

(d f ,h · εk)(dh,i · εk′)

εi− εh−ℏωk′

ã
|2 =

kk′3|∑
h

Å
(d f ,h · εk′)(dh,i · εk)

εi− εh +ℏωk
+

(d f ,h · εk)(dh,i · εk′)

εi− εh−ℏωk′

ã
|2 (123)
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1.7.3.. Efecto fotoeléctrico

En esta sección se presenta la aplicacioón de los formalismos para obtener la sección
eficaz del efecto fotoeléctrico, para describir la dispersión de un fotón incidente por parte
de uno o varios electron del átomo/molécula.

Resulta didáctico y útil iniciar la exposición considerando el caso de un átomo similar
al hidrógeno14 (con número atómico Z y se calcula la sección eficaz diferencial como indica
124:

dσ

dω
=

Wf ,i

Φinc
(124)

donde Wf ,i representa la tasa de transición del evento de dispersión y Φinc es el flujo
incidente de fotones. par El flujo de fotones incidente Φinc puede calcularse suponiendo
(por comodidad) que el sistema está encerrado en una cavidad de volumen V = L3 (de
modo que sólo hay un fotón en ese volumen). El flujo entrante de fotones en la cavidad
viene dado por el número de fotones por unidad de área (A) y tiempo (t), como indica 125:

Φ =
# f ot.

t A
=

1
(L/c)(L2)

=
c

L3 (125)

La transición del evento de dispersión Wf ,i se calcula con la Regla de Oro de Fermi
asumiendo una interacción fotón-átomo V y densidad de estados finales ρ(E f ):

Wi, f =
2π

ℏ
|⟨ f |V |i⟩|2ρ(E f ) (126)

La densidad de estados finales ρ(E f ) se expresa en términos del momento p del electrón
disperso y del ángulo sólido de dispersión dΩ.

En efecto, al ser absorbido el fotón, la densidad de estados finales depemde solomente
del electrón libre, el que se ha supuesto encerrado en el volumen V . La densidad de esta-
dos para el electrón viene dada por la densidad de estados de momento en la cavidad L3

suponiendo que el electrón se propaga como una onda plana:

ρ(E f )dE f = ρ(p⃗)d3 p⃗ =

Å
L

2πℏ

ã3

p2 d pdΩ (127)

Finalmente, para expresar el resultad 126 en términos de la energía E, se requiere vin-
cular el momentum p = |p⃗| con E, que para el régimen no relativista resulta: E f = p2/2me,
de donde: dE f = pd p/m, por lo tanto:

ρ(E f ) =

Å
L

2πℏ

ã3

mpdΩ (128)

14Átomo hidrogenloide.
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Se requiere calcular también el elemento de la matriz de transición ⟨ f |V |i⟩, para V =
− qe

mec A⃗ · p⃗, considerando que los estados relevantes son: |1⃗k,λ⟩ y |0⃗k,λ⟩ y los auto-estados del
momento del electrón, los que en la representación (Espacio) de coordenadas son: ψi(⃗r) =
⟨⃗r|ie⟩ y ψ f (⃗r) = ⟨⃗r| fe⟩ Entonces, los elementos de matriz para las transiciones entre los
estados relevantes son:

Vi, f =−
qe

mec
⟨0⃗k,λ|∑

h⃗,ζ

 
2πℏc2

L3ωh

(
a⃗h,ζei⃗h·⃗r +a†

h⃗,ζ
e−i⃗h·⃗r

)
ε⃗h,ζ · p⃗ 1⃗k,λ|ie⟩=

−∑
h⃗,ζ

qe

me

 
2πℏ
L3ωh

⟨ fe|
(
⟨0⃗k,λa⃗h,ζ1⃗k,λ⟩ ⟨0⃗k,λa†

h⃗,ζ
1⃗k,λ⟩e

−i⃗h·⃗r
)

ε⃗h,ζ · p⃗|ie⟩ (129)

En 129 el único término no nulo es:

Vi, f =−
qe

me

 
2πℏ
L3ωh

⟨ fe|
(

e−i⃗k·⃗r
)

ε⃗k,λ · p⃗|ie⟩ (130)

Luego, retornando a la representación en el Espacio de las coordenadas de |ie⟩ y | fe⟩ y
del operador momentum, se obtiene las expresión 131:

⟨ fe|
(

e−i⃗k·⃗r
)

ε⃗k,λ · p⃗|ie⟩=
∫

V
d3⃗r ψ

∗
f (⃗r) ei⃗k·⃗r .ε⃗k,λ ·

Ä
−iℏ∇⃗ψi(⃗r)

ä
(131)

Finalmente, el elemento de matriz es:

⟨ f |V |i⟩=− qe

me

 
2πℏ
L3ωh

∫
V

d3⃗r ψ
∗
f (⃗r) ei⃗k·⃗r .ε⃗k,λ ·

Ä
−iℏ∇⃗ψi(⃗r)

ä
(132)

La función de onda final ψ f es una onda plana15 con momentum q⃗ = p⃗
ℏ (en el volumen

V = L3). Por otro lado, la función de onda inicial ψi representa un estado ligado.
Téngase presente que la función de onda de un átomo hidrogenoide está dada por

ψi(⃗r) = e−|⃗r|/a
√

πa3 , donde a es el radio de Bohr escaleado por el número atómico (a = ℏ2

meq2
eZ ).

Reemplazando las expresiones para las funciones de onda inicial y final, se obtiene:

⟨ f |V |i⟩=− qe

me

 
2πℏ
L3ωh

1√
L3

∫
V

d3⃗r ei(⃗k−q⃗)·⃗r
ε⃗⃗k,λ

ñ
−iℏ∇⃗

Ç
e−|⃗r|/a
√

πa3

åô
(133)

Introduciendo ∆⃗k ≡ k⃗− q⃗ y evaluando la integral
∫

V d3⃗r ei∆⃗k·⃗r ε⃗⃗k,λ · ∇⃗(ψi) por partes, se
tiene:

15Estado libre.
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∫
V

d3⃗r ei∆⃗k·⃗r
ε⃗⃗k,λ · ∇⃗(ψi) = ei∆⃗k·⃗r

ψi|L3− i∆⃗k ·⃗ ε⃗k,λ

∫
V

d3⃗r ei∆⃗k·⃗r
ψi(⃗r) (134)

Nótese que la función de onda se desvanece en los límites, por lo que el primer término
es cero. Además, en términos del ángulo poar θ entre ∆⃗k y r⃗ puede re-escribirse la integral
como indica 135:

−2πi∆⃗k ·⃗ ε⃗k,λ

∫
dr r2

ψi(r)
∫

π

0
ei∆k r cos(θ) sin(θ)dθ =

−i
∆⃗k ·⃗ ε⃗k,λ

|∆⃗k|

∫
dr ψi(r)r sin(∆k r) (135)

Para evaluar esta última integral en 135, se puede extender el intervalo de integración
hasta el infinito, bajo el supuesto de que L≫ a, obteniendo:

⟨ f |V |i⟩=− qe

meL3

 
2πℏ
ωk

(−iℏ)(−i
∆⃗k ·⃗ ε⃗k,λ

|∆⃗k|
)
√

πa3
∫

∞

0
e−r/a r sin(∆k r)dr (136)

Y, en 136 puede utilizarse
∫

∞

0 dr e−r/a sin(br) = 2a3 b
(1+a2b2)2 , para obtener finalmente:

⟨ f |V |i⟩=−2πℏq2
e

meL3

 
2ℏa3

ωk

∆⃗k ·⃗ ε a3

(1+a2(∆k)2)2 (137)

Debe notarse que: ∆⃗k ·⃗ εk = k⃗ ·⃗ εk− q⃗ ·⃗ εk = −q⃗ ·⃗ εk ya que el vector k⃗, y la polarización
ε⃗ son siempre perpendiculares. par Considerando ahora la densidad de estados y el flujo
incidente de fotones Φinc = c/L3, se obtiene la sección eficaz de dispersión fotoeléctrica
σ f otoel:

dσ f otoel

dΩ
=

32q2
e a3 q (⃗q ·⃗ εk)

2

me cωk (1+a2(∆k)2)4 (138)

Cuando la energía del fotón incidente es mucho mayor que la energía de ligadura del
electrón (Eb), se tiene a∆k ≫ 1. En este límite, puede re-escribirse la sección eficaz de
dispersi ón fotoeléctrica como muestra 139:

dσ f otoel

dΩ
=

32q2
e a3 q (⃗q ·⃗ εk)

2

me cωk (a2(∆k)2)4 ∝
a3

a8 = a−5 (139)

Y, al incorporar la definición de a ≡ ℏ2

meq2
eZ , se llega a la conocida dependencia de

dσ f otoel
dΩ

∝ Z5
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1.7.4.. Dispersión Thompson de electrones libres

Se considera la dispersión Thomson, la que está bien descrita por la dispersión por
electrones libres. En este caso consideramos un sólo electrón.

También, en general, el fotón incidente debe tener una energía lo suficientemente alta
como para que el electrón se vea como libre aunque en realidad forme parte de un átomo (así
la energía del fotón incidente debe ser mayor que la energía de ionización EIoniz del átomo,
ℏω≫ EIoniz, o en otros términos: λ≫ dimensiones del átomo). par Obsérvese que en la
dispersión Thomson el electrón final sigue siendo un electrón ligado (dispersión elástica),
mientras que en la dispersión Compton el electrón no está ligado (dispersión inelástica).
Sin embargo, dado que la energía de ligadura es pequeña en comparación con el resto de
energías en juego, el electrón puede considerarse como un electrón libre, y muchas de las
características de la dispersión Compton siguen siendo válidas.

Los estados inicial y final, así como las energías y el momentum, sae muestran en la
Tabla 1.7.4., las que resultan de la conservación de la energía y del momentum para un
electrón relativista que inicialmente está en reposo.

Inicial Final
e− |Ai⟩ |A f ⟩
γ |1k,λ,0k′,λ′ ⟩ |0k,λ,1k′,λ′ ⟩

Tot: |i⟩ | f ⟩
En: mec2 +ℏck ℏck′+

√
p2

ec2 +m2
ec4

px: ℏk ℏk′ cos(θ)+ pe cos(φ)
py: 0 ℏk′ sin(θ)− pe sin(φ)

Calculando el cociente k/k′ y la diferencia ∆λ = λ−λ′ puede obtenderse la fórmula de
Compton en base a la figura 7 como sigue:

Figura 7. Esquema de colisión fotón/electrón para la dispersión Compton y Thompson.

Eγ +Ee = E ′γ +E ′e −→ ℏω
′+
»
|pe|2c2 +m2

ec4

ℏ⃗k = ℏk⃗′+ p⃗e −→
ℏk = ℏk′+ cos(θ)+ pcos(φ)
ℏk′ sin(θ) = psin(φ)

(140)
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De 140 se obtiene: p2 = ℏ(ω−ω′)
c2

[
ℏ(ω−ω′)−2mec2] y cos(θ) =»

1−ℏ2k′2 sin2(θ)/p2, de donde puede resolverse para la variación de la longitud de
onda (λ = 2π

k ) considerando ω = kc:

∆λ =
2πℏ
mec

(1− cos(θ)) (141)

O, equivalentemente, para la frecuencia:

ℏω
′ = ℏω

ï
1+

ℏω

mec2 (1− cos(θ))
ò−1

(142)

Para este régimen de altas energías, K(2)
1 ≪ K(1)

2 , por lo que alcanza con considerar la
contribución de K(1)

2 , que ya se calculó en secciones precedentes.
La tasa de dispersión W y la sección eficaz pueden calcularse por medio de la densidad

de estados (finales):

ρ(E f )dE f =

Å
L
2π

ã3

k′2 dk′ dΩ

(143)

En 143, la energía final E f = ℏck′+
√

p2
ec2 +m2

ec4 ≈ ℏck′+ p2
e

2me
(aproximación no re-

lativista). Entonces, se calcula dE f
dk′ , notando que: p2/ℏ2 = |k−k′|2 = k2 +k′2−2kk′ cos(θ):

dE f

dk′
= ℏc+

ℏ
2me

(
2k′−2k cos(θ)

)
= ℏc

ï
1+

ℏk
mec

Å
k′

k
− cos(θ)

ãò
(144)

Resolviendo las ecuaciones de conservación de la energía y del momentum, se obtiene:

k′

k
=

1î
1+ ℏk

mec (1− cos(θ))
ó (145)

Como ℏk≪ mec, se puede tomar en cuenta, como primera aproximación, sólo el tér-
mino de primer orden en 1+ ℏk

mec

Ä
k′
k − cos(θ)

ä
, dado por: 1+ ℏk

mec (1− cos(θ)), lo que coin-
cide con el cociente k′/k. Entonces:

dE f

dk′
= ℏc

k
k′
−→ ρ(E f ) =

Å
L
2π

ã3 k′3

ℏck
dΩ (146)

Por último, se calcula la sección eficaz utilizando el flujo incidente Φinc =
c

L3 :
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dσT h

dΩ
=

W T h
i, f /dΩ

c/L3 =
2π

ℏ
|K(1)

2 |
2 ρ(E f )

dΩ

L3

c
=

Ç
q2

e

mec2

å2Å
k′

k

ã2

|εk,λ · εk′,λ′ |2 (147)

Para resolver 147 se emplea la Figura 8, y se obtiene:

dσT h

dΩ
= r2

e

Å
ω′k
ωk

ã2

sin2(γ) (148)

Figura 8. Esquema de vectores de onda y polarizaciones de fotones dispersos. cos(γ) =
sin(θ)sin(ψ)

donde sin2(γ) = 1− sin2(θ)cos2(γ−ψ). La sección eficaz diferencial media (prome-
diada en la dirección de polarizacvión ψ) viene dada entonces por:

⟨dσT h

dΩ
⟩= r2

e

Å
ω′k
ωk

ã2

⟨sin2(γ)⟩= r2
e

Å
ω′k
ωk

ã2 (
1− sin2(θ)/2

)
=

r2
e

2

Å
ω′k
ωk

ã2 (
1+ cos2(θ)

)
(149)
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MÓDULO II

Radiofísica
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2.. Módulo II: Radiofísica

El Capítulo 2. presenta consecuencias empíricamente verificables de los procesos de
interacción de la radiación ionizante con los medios materiales. Se describen los efectos
en los materiales a partir de las excitaciones y, principalmente, ionizaciones generadas por
la radiación incidente. Asimismo, se presentan argumentos relativos a la estimación del
lapso de duración de los procesos primordiales, y las escalas temporales involucradas, para
finalizar introduciendo el concepto de generación de especies químicas por acción de la
radiación ionizante, temática central para capítulos posteriores.

2.1.. Efectos de la radiación ionizante sobre medios materiales

De acuerdo con los procesos de interacción entre la radiación ionizante incidente y
los medios materiales (véase Capítulo 1.) cuando la partículas proyectiles interactúan, se
frenan y/(o desvían al intercambiar energía/momentum con los centros dispersores (áto-
mos/moléculas del medio material), y como resultado eventualmente, se emiten ondas elec-
tromagnéticas, u otro tipo de radiación en las transuiciones de des-excitación. El proceso de
emisión de radiación electromagnética, para el caso de partículas cargadas como proyecti-
les, a nivel de escala atómica (elemental) se produce con mayor probabilidad en las proxi-
midades del núcleo como consecuencia de pequeñas "desviaciones"de la partícula cargada
incidente.

Por supuesto, las partículas prroyecxtiles pueden también sufrir colisiones con los nú-
cleos atómicos, produciendo reacciones nucleares, pero estos procesos son, comparativa-
mente, menos improbables en el rango de energías de las aplicaciones típicas en biomedi-
cina.

2.1.1.. Proceso de ionización

Si en los choques de la partícula proyectil con los electrones atómicos, la energía trans-
ferida es superior a la energía de ligadura/enlace del electrón que interviene en la colisión
(Eb), el elecvtrón emerge del centro dispersor (átomo/molécula) y en consecuencia se crea
un ión positivo. De este modo, se producen cantidades de pares ión-electrón principalmen-
te a lo largo de la trayectoria de la partícula proyectil. Cabe destacar que, en condiciones
normales (sin intervención externa), estos pares tienden a la recombinación, hasta alcan-
zar alcanzando asintótica y paulatinamente la neutralidad eléctrica del medio absorben-
te/dispersante.

Este tipo de ionizaciones originado por la transferencia de la energía de las partículas
proyectiles a los electrones atómicos se denomina ionización primaria. Existe también otro
tipo de ionización, generada por las partsecundarias (principalmente electrones) que se han
producido en la ionización primaria. Estas partículas dsecundarias deben contar con ener-
gía cinética suficiente para poder producir por si mismas nuevas ionizaciones en el medio,
dando lugar al fenómeno denominado ionización secundaria. La ionización total del medio
material IonizTot , producida por una partícula proyectil16 durante su paso a través del me-
dio material, se obtiene como la cantidad de pares iónicos (ión-electrón) producida, tanto

16Cantidad típicamente emplerda para partículas cargadas, aunque puede extenderse a no caregadas.
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por por ionización primaria como secundaria a lo largo de toda la trayectoria del shower
(cascada). Por lo tanto, la expresión 150 permite estimar IonizTot en términos de la energía
cinética inicial de la partícula Ei y de la energía (trabajo) medio necesaria para producir un
par iónico en el medio material Wion:

IonizTot =
Ei

WIon
(150)

En la expresión 150 se presupone la conservación de energía y que el total de energía
disponible inicialmente es preservado al interior del medio material en el estado final17

A modo de ejemplo, para el caso del aire se tiene W Air
Ion = 33,97 eV/par en condiciones

termodinámicas normales. La ionización específica Ionizesp se refiere al número de pares
iónicos producidos por la partícula incidente, por unidad de recorrido en el medio material
s. Por lo tanto, la ionización específica varía a lo largo del recorrido de la partícula proyectil.

2.1.2.. Proceso de excitación

Existen fenómenos de interacción en los que durante en la colisión de la partícula in-
cidente con un electrón orbital (atómico), la energía transferida (∆E) resulta insuficiente
para producir ionización (∆E < Eb), el electrón orbital con el que se interactuó no finaliza
en un estado libre, sino que continúa estando ligado al centro dispersor (átomo/molécula),
pero sí resulta suficiente la en ergía transferida ∆E para que el electrón interviniente en la
interacción sea promovido a un estado excitado (a veces representado esquemáticamente
como una transición a una órbita de mayor energía).

De acuerdo con los procesos de des-excitación, se induce una transición en la que el
electrón excitado retorna18 al nivel de partida, involucrando la emisión de radiación elec-
tromagnética para la conservación de la energía. Este tipo de transiciones se denominan
transiciones radiativas. Cabe indicar que existen otros mecanismos de des-excitación, por
ejemplo, por degradaciones transfiriendo energía térmica (calor) al medio material circun-
dante.

2.1.3.. Proceso de disociación

Cuando la energía cedida a una molécula por parte de una partícula proyectil alcanza
cierto valor crítico, puede producirse el fenómeno de disociación o radiólisis. Este proce-
so consiste en la ruptura de enlaces químicos moleculares produciendo transformaciones
químicas en el medio material irradiado.

Los efectos más relevantes e intensos de la radiólisis se presentan para moléculas con
uniones covalentes, debido a que su disociación origina la formación de radicales libres. El
proceso puede ser esquematizado por medio del ejemplo canónico del agua, como muestra
la Figura 9.

17Dicho supuesto aprocxima muy bien cuando se trata de partículas cargadas como proyectiles.
18En un tiempo muy corto.
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Figura 9. Esquema representando los electrones más externos por puntos de la radiólisis de
la molécula.

Durante la radiólisis se forman restos moleculares y atómicos caracterizados por la
presencia de un electrón desapareado, los que son precisamente los radicales libres, y que
poseen una gran reactividad química. Los radicales libres formados pueden reaccionar entre
sí o con otras moléculas. U n ejemplo típico para el agua se muestra en la expresión 151.

ȮH + ȮH −→ H2O2

Ḣ + Ḣ −→ H2 (151)

La expresión 151 muestra que en este caso, debido a la irradiación, se induce la forma-
ción de hidrógeno gaseoso (H2) y de agua oxigenada H2 O2.

A modo general, los procesos químicos inducidos por la radiólisis de la materia, con-
ducen a reacciones de descomposición, procesos de oxidación, como los que se presentan
para las sales ferrosas disueltas en agua19, reducciones como las que ocurren en haluros de
plata20, o polimerizaciones21 como las experimentadas por el etileno o el acetileno.

2.2.. Procesos radiofísicos y escala temporal

2.3.. Producción de especies por parte de la radiación ionizante

19Soluciones de Fricke, por ejemplo.
20Dosímetros de film, por ejemplo.
21Dosímetros de gel polimérico, por ejemplo.
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TRABAJO PRÁCTICO I

Aplicaciones de Radiofísica
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3.. Estimación del stopping power

El Capítulo 3. propone el Práctico I, dedicado a abordar actividades prácticas emplean-
do los conceptos teóricos y fundamentos desarrollados en el primer bloque del curso, cons-
tituído por los Capítulos 1. y 2..

A modo de ejemplo de aplicación práctica, se propone estudiar el comportamiento del
stopping power para diferentes energías de haces de electrones y de protones dentro de
rangos de aplicaciones terapéuticas22, para lo cual se propone un abordaje teórico-práctico
integrando fundamentos analíticos y métodos de modelamiento.

3.1.. Stopping power de dosímetros poliméricos con nanopartículas de alto
número atómico

Uno de los sistemas de dosimetría con geles más relevantes es el grupo basado en po-
límeros (Polymer Gel Dosimeter - PGD), de los cuales se dispone de extensa literatura,
como por ejemplo [1] para una revisión compacta. Trabajos recientes, como [2–4] demues-
tran que la infusión de agentes como nanopartículas de alto número atómico en los PGD
permite capacidades teranósticas, a la vez que modifica la respuesta radiosensible.

3.2.. Objetivos del Trabajo Práctico I

El objetivo general es aplicar los fundamentos tóricos desarrollados en los Capítulos 1.
y 2., junto a herramientas computacionales para describir el comportamiento del Stopping
Power de un sistema de dosimetría por gel polimérico (PGD) infundido con nanopartícu-
las de alto número atómico23 tanto para electrones como protones de rango energético de
aplicaciones radioterapéutico.

Los objetivos específicos son:

1. Estimar el Stopping Power de un sistema de PGD infundido al 1% en masa con
nanopartículas de oro, para electrones de: 0.1, 1 y 10 MeV y protones de: 1, 10 y
100 MeV/n utilizando herramientas computacionales: PENELOPE para electrones y
FLUKA para protones.

2. Para el caso de electrones, estimar el Stopping power a las diferentes energías em-
pleando un abordaje teórico. A modo de ejemplo, el trabajo de H. Osman / H. Gümüs
titulado Stopping power and CSDA range calculations of electrons and positrons over
the 20 eV-1 GeV energy range in some water equivalent polymer gel dosimeters en
Appl. Rad. Isot. (2022) representa una potencial opción.

3. Para el caso de electrones, realizar adaptaciones en PENELOPE para estimar el tra-
yecto efectivamente recorrido por las partículas primarias en la muestra y la energía
perdida para obtener las estimaciones correspondientes del Stopping power.

220.1-25 MeV para electrones y 1-250 MeV/n para protones, aproximadamente.
23Sistema que presenta promisorias características y capacidades para aplicaciones teranósticas.
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