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Prefacio

El presente trabajo Notas de Procesos fisicos, quimicos y bioldgicos por accion de la
radiacion ionizante es un compendio original de notas elaborado original y conjuntamente
por Mauro Valente, Facundo Mattea y Marcelo Romero en 2023, para ser utilizado como
material de estudio y referencia para el curso de posgrado y de especializacién de grado
titulado Procesos fisicos, quimicos y biologicos por accion de la radiacion ionizante en el
ambito de fisica médica en la Facultad de Matematica, Astronomia, Fisica y Computacién
de la Universidad Nacional de Cérdoba, Argentina.

El contenido del libro de notas esta dedicado a los formalismos y las metodologias pa-
ra el drea especifica de fisica médica orientado a exponer integralmente los efectos sobre
los sistemas materiales sometidos a radiaciones ionizantes, describiendo los conceptos ne-
cesarios para un abordaje inter y multidisciplinario, abarcando desde los procesos fisicos
primordiales de colisién e interaccidn, pasando por los efectos quimicos inducidos y las
reacciones de respuesta, hasta los efectos a nivel biolégico en escala tardia. Como objetivo
principal, se pretende lograr un abordaje integral y profundo a los fendmenos generados por
las radiaciones ionizantes en los sistemas materiales. Para ello, se desarrolla una exposicién
de fundamentos tedricos, practicos y experimentales para aplicacién destinados a ejercitar
los contenidos formales en situaciones practicas, especificamente de interés para la fisica
médica.

El contenido incluye los procesos de interaccion de diferentes tipos de radiaciones con
sistemas materiales, y sus consecuencias tanto microscodpicas como macriscépicas, los
efectos sobre la estructura atomica y molecular, las reacciones inducidas y las consecuen-
cias de éstas sobre sistemas bioldgicos. El compendio de notas proporciona elementos de
teorfa, técnicas deterministicas y estocasticas, herramientas de célculo y experiencias com-
plejas de laboratorio para abordar de modo completo el estudio de los procesos de transporte
e interaccion de radiaciones en los diferentes tipos de materiales, para aplicaciones desde
dosimetria a radioquimica y radiobiologia.
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Radicales libres y proteAnas, dafio inducido por la radiacién ionizante en membranas lipidi-
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Trabajo Practico I: Aplicaciones sobre radiofisica. Actividad integradora de modelamiento
computacional y experimentacion en laboratorio.

Trabajo practico II: Aplicaciones sobre radioquimica. Actividad integradora de modelamiento
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OBJETIVOS Y METODOLOGIA DEL TRABAJO

OBJETIVOS

Adquirir conocimientos tedrico-practicos en el campo de la radiofisica.
Adquirir conocimientos tedrico-practicos en el campo de la radioquimica.
Adquirir conocimientos tedrico-practicos en el campo de la radiobiologia.

Instruir al alumno en la cadena de efectos sucesivos derivados del uso de radiaciones ionizan-
tes sobre sistemas inertes y bioldgicos.

ntroducir al alumno al manejo de técnicas de modelamiento de efectos derivados de la radia-
cion ionizante.

METODOLOGIA DEL TRABAJO

CLASES TEORICAS

Se realizaran clases tedricas en aula con una carga semanal de 4 (cuatro) horas. Se tomara
asistencia durante las clases tedricas.

CLASES DE EJERCITACION PRACTICA

Se realizardn précticos de ejercicios en aula, en base al contenido de las clases tedricas, con
una carga horaria de 2 (dos) horas semanales.

TRABAJOS PRACTICOS Y DE LABORATORIO

Se realizardn trabajos en laboratorio de experimentacion directa, supervisada por el docente,
con una carga horaria de 2 (dos) horas semanales. Los trabajos de laboratorio son obligatorios
en momento y lugar que se determinen.

CLASES DE CONSULTA

El docente dispondré de 2 (dos) horas semanales extra, en lugar y horario a convenir con los
alumnos, para recibir consultas o profundizar temdticas de interés de los alumnos. El horario
de consulta a disposicién de los alumnos serd sin obligacién de asistencia.
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Tabla de Constantes fisicas

11

Cantidad Simbolo Valor
Ntimero de Avogadro Ny 6,0221415 - 105 mol !
Velocidad luz en vacio c 2,99792458 - 108m s~ !
Masa del electrén mo, M 9,1093826- 10 >Tkg
Carga del electrén e,qe 6,58211915- 10 1%eVs
Constante de Planck reducida h=h/2n 1,0545718 - 10 *m’kgs™!
Energia en reposo de electron Mec” 510,998918keV
Radio cldsico del electron | r, = ¢2/(m.c?) | 2,817940325-10"Pm
Constante de estructura fina o= q2/(hc) 1/137,03599911
Radio de Bohr ap=h*/(meq?) | 0,5291772108- 10~ 9m

Tabla de Conversion de Unidades dosimétricas

Cantidad Unidad SI Unidad tradicional
Actividad 1Bequerel (Bq) 2,703-10~ " Curie (Ci)
Energia 1 Joule (J) | 6,242-10"8 electronVolt (eV)
Dosis Absorbida 1 Gray (Gy) 100 rad
Exposicion 1 C/kgaire 3876 Roentgen
Dosis Equivalente | 1 Sievert (Sv) 100 rems
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MODULO 1

Interaccion de la radiacion ionizante con la
materia: Repaso
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1.. Modulo I: Interaccion de la radiacion ionizante con la mate-
ria: Repaso

El Capitulo[I]se destina a presentar un resumen basico sobre los diferentes mecanismos
de interaccion entre los diferentes tipos de radiaciones ionizantes y los medios materiales
tanto para radiaciones directa como indirectamente ionizantes. Se repasan sintéticamente
los conceptos de seccion eficaz y stopping power y su relevancia para describir los efectos
en los sistemas materiales derivados de la radiacién ionizante.

1.1.. Contexto historico

En el siglo XX, la mayor parte del conocimiento sobre las interacciones entre las par-
ticulas cargadas veloces (energéticas) con la materia se present6 en términos de cantidades
medias para los haces de particulas, con un gran niimero de colisiones a lo largo de ca-
da trayectoria de particulas. La mayoria de los modelos desarrollados utilizaron métodos
matematico-analiticos para derivar promedios como el del stopping power (poder de frena-
do), el rango, el straggling o la dispersién multiple. En este contexto, se derivaron varios
métodos ingeniosos para simplificar los cdlculos, como: reglas de aditividad, transforma-
ciones, y diversas aproximaciones entre las que se destaca el uso de la seccién eficaz de
Rutherford como base para colisiones ineldsticas de particulas cargadas con los electro-
nes/positrones.

Actualmente, la capacidad de computo disponible permite resolver una amplisima va-
riedad de problemas complejos empleando métodos informatico-analiticos o de tipo Monte
Carlo. Cabe enfatizar que este tipo de cdlculos emplean menos aproximaciones, aunque re-
quieren informacion mas detallada sobre las propiedades de los materiales involucrados y
de los procesos de colision. A modo de ejemplo, para medios dispersantes/absorbentes del-
gados, las funciones clasicas de stopping power y de Landau no proporcionan usualmente
informacién adecuada para aplicaciones précticas. Sin embargo, las cantidades medias tie-
nen poco significado en situaciones que pretendan describir segmentaciones de tracks de
particulas individuales. Ya hacia 1924, Enrico Fermi formuld la existencia de una estrecha
relacion entre los procesos de fotoabsorcidn y las secciones eficaces para la colisién de
particulas cargadas.

Los promedios de las distancias aleatorias x; entre las colisiones a lo largo del track de
las particulas se denominan camino libre medio A y presentan amplisimas variaciones. Para
las colisiones electrénicas ineldsticas de protones, a modo de ejemplo en el Silicio (Si),
A varia desde menos de 5 nm hasta unos 250 nm, mientras que en los gases condiciones
normales de Py T, A asume valores de un factor 1000 mayor, comparativamente. Para el
caso de colisiones eldsticas de electrones 10 <A(nm) <2000.

Las pérdidas de energia E en las colisiones ineldsticas tienen una amplia gama de valo-
res. Para la mayoria de las aplicaciones, las pérdidas de energia mas pequefias son del orden
de 10 eV. Resulta préctico considerar que las pérdidas de energia pequefias son inferiores
a 100 eV. Aproximadamente el 80 % de todas las pérdidas de energia en colisiones simples
son pequefias. La mayor pérdida de energia en una tinica colision para un electrén con masa



14 Proc. fisicos, quimicos y biolégicos por radiacion ionizante. MODULO I

en reposo m se considera la mitad de su energia, para un positrén puede ser toda su energia.
Para particulas mas pesadas con masa en reposo M y velocidad v existe una pérdida maxima
de energia E); para un electrén dada en la aproximacién no relativista por la expresién

E M = 2mv2 (1)
Mientras que la expresion ?? es el equivalente rekativistico:

B 2mc* B2y
B = T Gy & (m M2 @

donde: p=2yy= ’/1%[32'

La pérdida media de energia (E) por colision contra elementos liviamnos (bajko ntimero
atémico Z) con 0.05 <fy <100 alcanza valores en el ramgo de [50, 120] eV. Para colisiones
elasticas las pérdidas de energia para particulas pesadas son pequefas. El efecto principal
es una desviacion angular tipicamente baja. En el caso de los electrones pueden producirse
grandes desviaciones y pérdidas de energia, pero son poco frecuentes.

1.1.1.. Tipos de interacciones de las radiaciones ionizantes

La palabra particula suele referirse a cualquiera de las particulas subatémicas. Se pre-
sentardn los tipos o mecanismos de interaccion segin se trate de particulas cargadas o neu-
tras. Para el caso de particulas cargadas de alta velocidad, se tiene: B = v/c > 0.05; lo que
implica: energia cinética 7 > 1 keV para electrones, y T > 1 MeV para protones). Para
explorar y comprender los procesos de interaccidn se describen los mecanismos de inter-
accion para particulas individuales, frecuentemente bajo el supuesto de que los iones son
ntcleos totalmente desprovistos de electrones (iones desnudos).

Las interacciones de las particulas son con la materia. S6lo se consideran dos estados
de la materia: gaseoso y condensado. En general, el término centro dispersor designa tam-
to atiomos como también moléculas, y por consiguiente los ,modelos no incorporan los
efectos relacionados con la estructura cristalina (por ejemplo, channeling). Se describe a
las interacciones en términos de las colisiones individuales que se producen a distancias
(aleatorias) x; a lo largo de un track de la particula. Las colisiones dan lugar a pérdidas de
energia E; separadas, discretas y aleatorias de las particulas.

Los diferentes mecanismos de interaccién pueden clasificarse en:

= Interacciones en las que las particulas desaparecen, ejemplos: efecto fotoeléctrico,
reacciones nucleares.

= Interacciones en las que las particulas cambian de energia 7 y de momento p, ejem-
plos: dispersidn ineldstica, Bremsstrahlung, produccién de pares, efecto Compton.

= Colisiones elasticas en las que la transferencia de momento es grande pero la pérdida
de energia es despreciable, ejemplo: Dispersion Coulomb de particulas cargadas en
colisiones con nucleos de atomos como un todo (también denominadas colisiones
nucleares).
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En este sentido, los haces de particulas estdn formados por un tipo de particulas con
trayectorias relacionadas que se extienden sobre un area pequefia y una pequefia dispersion
de velocidades.

Los mecanismos de interaccién para los fotones son:

= Absorcion fotoeléctrica

= Dispersién Compton

= Produccién de par e -e™

= Interacciones/reacciones nucleares
Para las particulas cargadas, son méds frecuentes dos tipos de colisiones:

= Colisiones inelasticas: las particulas pierden energia por excitacién e ionizacién de
los atomos o de la materia condensada (excitaciones colectivas locales); pueden pro-
ducirse radiaciones secundarias, como electrones secundarios (llamados rayos delta),
electrones Auger, fotones (fluorescencia), radiaciones de Cherenkov y de transicién,
Bremsstrahlung, etc.

= Dispersion eldstica (Coulomb o Rutherford)

1.1.2.. Efectos observables de la interaccion de las radiaciones ionizantes con la ma-
teria

Las pérdidas de energia asi como las radiaciones secundarias dan lugar a la deposicién
de energia en la materia. En lo que respecta a la transferencia de energia, es importante
distinguir entre el efecto sobre la particula incidente, descrito como una pérdida de energia
y los efectos sobre el material dispersor/absorbente, como la produccién de excitaciones
y radiaciones secundarias (por ejemplo, rayos delta, fotones, fonones) que dan lugar a la
deposicién de energia.

Por su parte, los fotones y las particulas neutras deben producir una particula cargada
antes de poder ser observados. Los fotones de baja energia son una excepcién porque pue-
den producir efectos fotoquimicos. Un ejemplo es la observacién de la luz en la retina o en
las emulsiones fotogréficas.

1.2.. Teoria de dispersion

El concepto del modelo subyace en la necesidad de describir la interaccién de la ra-
diacién ionizante con la materia como un proceso de dispersi;6n. En concreto, se requiere
calcular la tasa de dispersion (y luego la seccién transversal), como medida de la tasa de
transicion entre un estado inicial (estado inicial de la materia + particula entrante) y un
estado final (estado final del blanco + radiacion saliente).

En lineas generales y desde la perspectiva de la m,ecdniuca cudntica, este problema
encuadra en el tipico caso que puede resolverse mediante la Teoria de Perturbaciones De-
pendientes del Tiempo (TDPT). En lugar de considerar una perturbacién constante como se
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hace para derivar la regla de oro de Fermi, se analiza el caso de un potencial de dispersion,
en su forma mas general. Se describe un evento de dispersién como una particula que se
acerca a un blanco o a un medio, interactia con él y luego es desviada. Asi, en funcién del
tiempo, el Hamiltoniano de interaccion V varia como muestra la[l]

Particle 4/"{\
l Scattering Medium .

t

Figura 1. Modelo para la dispersion: Trayectoria de la particula (izq.) y dependencia tem-
poral del potencial V (der.).

Se requiere calcular la probabilidad de dispersion P,y desde un estado inicial i hacia
un estado final f:

2

Py =100l = |1 (1= [ vieyar+-- ) ®

Obsérvese que también se consideran tiempos negativos, i.e. lo que corresponde a la lla-
mada conmutacion adiabdtica, ya que se supone que la interaccion se enciende lentamente
desde el principio del tiempo y vuelve a cero durante tiempos suficientemente largos.

1.2.1.. Matrices de dispersion y de transicion

Recordando el formalismo propio de la mecdnica cudntica, en los problemas de dis-
persion, el propagador U se denominar matriz de dispersion S. Para simplificar el calculo,
puede suponerse que V es realmente independiente del tiempo ¢. Entonces, a partir de la
TDPT aplicada a primer orden (S(!)) se obtiene la expresién

—o0

foo
(FISWi) = —Mf/ et dr = —2mid (of — ;) 4)
Mientras que la contribucién a segundo orden S se obtiene de

—+oo . ta )
(F15)i) = —(f] (ZV\D <l|V) i) / dtgei i / dtpe @it )
) —> —o0
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Nétese que la ultima integral en [ no estd bien definida para t — —eo, por lo tanto se
re-escribe como

ta eiO)[,*H-SI

lim [ dt, @7 ®y = lim —i——| (6)
e—-0" J - e—0t Oyt — €t

Entonces, al tomar el limite 7 — —oo el término exponencial ¢ — 0 (lo que elimina las
oscilaciones) y resulta la expresion [7;

0o ei(m i~ )ty i
* / . i)ZKf!VW (Vi) o

(f|s® _zzvﬂv,, ity = —2mid (0~ ® —

—oo W —1 ;

Por lo tanto, atendiendo a los resultados obtenidos para el primer y segundo orden de S,
puede verifucarse la generalizacién indicada en la expresion

(f1Si) = —2mid (00 — ;) (fIT i) ®)

donde se ha introducido la matriz de Transicion T, cuya expansion estd dada por la
expresion O

Z(f’VU I\V\ n szVlkal

(fIT]i) =1+ ©)

l

1.2.2.. Probabilidad de dispersion

Retornando al objetivo inicial, con los resultados de la expresion[9]es posible calcular la
probabilidad de dispersion/scattering Pya; = |(f|S]i)]|*. Se calcula entonces la probabilidad
total de dispersion considerando todos los posibles estados finales, como indica la expresion
LL0)

Pyoq = 410 |(fIT]i >| d(mf — ;) (10)

Puede Vers |entonces que aunque la probabilidad no estd tan bien definida, si lo estd la

tasa de dispersion/textitscattering dada por Wy o = i 5 en la expresion

Wocar = 20 |(fIT i) |* & (0 — o) (1)

asi, se obtiene la tasa para un estado final aislado, mientras que si se considera que
se tiene un continuo de estados finales, con densidad de estados p(®y) se requiere sumar
(integrar) sobre todos los estados finales posibles, como se muestra en[I2]que se denomina
Regla de Oro de Fermi:

W =27 [ 28|(/IT 1) 8 (0 = 04p () dwoy) = 25|/ T1)"p(@) (12

Considérense las propiedades de la funcién delta de Dirac: 8%(m) = 217[ e d e S(w) = 217: edi(w) =
1{my e £8()
t—yoo
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1.3.. Stopping power y seccion eficaz

Debe prestarse atencidn a las definiciones propias y rigurosas de cada magnitud, su
representacion simbdélica y conceptos asociados. En particular, el simbolo ‘fi—f puede en-
contrarse en literatura para describir varios conceptos, al menos seis, entre ellos:la pérdida
de energia (A), la ionizacién J en un segmento del track y tambidn el outpur digital Q de
aparatos de andlisis electrénico.

Debe recordarse que el significado original de f,—f es la cantidad estocéstica pérdida
media de energia de particulas rdpidas por unidad de longitud recorrida a lo largo del
path y se utiliza correctamente sé6lo en fisica nuclear de baja energia.

A continuacion, se emplean herramientas de TDPT para calcular la seccion eficaz ()
de dispersion, la que se define como la tasa de dispersiéon normalizada por el flujo entrante
de particulas (®;,), como indica la expresion[I3}

do chat (E7 Q‘)
dE dQ D,

donde zse ha considerado al sistema como un todo (centro dispersor + particula proyec-
til), y la particula represenmta algtn tipo de radiacién aproximada como una onda plana de
momento k. En general, se requiere definir y considerar también otros grados de libertad,
denotados de manera genérica, por el indice ¢, por ejemplo para fotones se considera la
polarizacién, mientras que para las particulas (por ejemplo, neutrones) el spin.

De este modo, resulta que el Hamiltoniano no perturbado es #, = Hg + Hy (para la
radiacion (R) y medio (M)). Bajo el supuesto de que parat — F-oo los sistemas de radiacién
y materia, como indica la [2] conservan su independencia, con su correspondientes auto-
estados, se obtiene

13)

Particle

Scattering Medium

Figura 2. Sistema considerado para el modelo de dispersion: Particula proyectil (radiacién
R) y medio dispersor/absorbente (medio M) .

i) = [kis 1) 1) = kg g (14)
Con energfas dadas por[I5}
}[R‘ki>:hmi|ki> }[g{}kﬁ :h(J)f’kﬂ }[M‘lt) :Si’li> }[M’lf>=£f’lf> (15)

donde las energias totales del sistema son: E; = hw; +€; y Ef = hws + €.
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1.3.1.. Tasa de dispersion

A p<artir de los resultados de la seccién precedente, es posible calcular la velocidad de
dispersién Wy; como se indica en 16}

2
Wyi = | (IT10 P S (Er ~ E) (16)

Como de costumbre, se pretende sustituir, mientras sea posible, la funci én & por la
densidad final de estados. Sin embargo, s6lo la radiacién R queda en un continuo de estados,
mientras que el material dispersor/absorbente M queda en un estado definido (uno de entre
los varios posibles). Para describir esta distincion, se separa el estado final en cada uno de
los dos subsistemas, para lo cual resulta ttil definir la proyeccion parcial sobre los estados
de radiacién solamente Ty, x, = (k¢|T |k;), utilizando la expresion integral para la funcién 9,
como se muestra en [17]:

Wri= <lf|kak\l><l| kr, k,|lf o h/ i(wp—)r i(er—e)f a17)
Utilizando los autovalores de la expresion [I3] se obtiene la tasa o velocidad de disper-
sion Wy; dada por T8}
1t i(op—w)t i
Wri= 2 /_m OO [T (O)Er) (1| Ty (1) 115)| e (18)
1.3.2.. Densidad de Estados finales

La densidad final de estados describe los estados disponibles para la radiacién R. DEbi-
do a que se ha supuesto que aplica la aproximascién de que la radiacion puede representarse
por ondas planas (y suponiendo por comodidad que estdn contenidas en una cavidad de lado
L), la densidad final de estados reesulta[T9

L 3
plks)dky = (E) K dkpdQ (19)

La relacién la en ergia es: p(k)d*k = p(E)dE dS, entonces, para el caso de fotones
(k= %), se obtiene:

L\? E?
P(E):2<ﬁ> 733 (20)

donde el factor 2 da cuenta de los posibles estados de polarizacion
Para el caso de neutrones (n°), por ejemplo, se tiene que E = h k

L\’ k < L )3 2muE
E=(Z2) 2 (X 21
PE) (27:) - \2n) T3 @D
Y, por dltiumo, si el objetivo material puede quedar en mds de un estado final, se sumas

sobre éstos estados finales |f), obteniendo la tasa media de dispersién dada por Waear =
Wrip(E)dE dQ ((suponiendo que W, no vaie mucho en dE y dQ).

, se obtiene:
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1.3.3.. Flujo incidente

El flujo entrante ®;, se define como el nl’lmero de centros dispersores por unidad de

superficie A y unidad de tiempo ¢, i.e.: P;,;, = A 7 donde # denota la cantidad de centros dis-

persores. Para el caso de la cavidad de lado L, t = % obteniendo el flujo entrante/incidente

®;, = 75, lo que implica para fotones (v = ¢): ®;, = 75, mientras que para particulas masi-
hk
m o L3

vas, como neutrones (v = hkm,p), se obtiene: ®;, =

1.3.4.. Medias sobre estados iniciales

En los casos en que pueda aproxiomrse que el medio dispersor/absorbente se encuentra
a una temperatura definida (y finita) 7', éste estard en un estado mixto, por lo que debe
sumarse sobre todos los posibles estados iniciales:

B ¢ TT
pi = —P=—% (22)
Yie W

Y, entonces, la tasa total de scattering es:

Wyear (i = (Q+dQ,E +dE)) ZP wal (23)

Utilizando el resultado de la expresi6n[I8] se obtiene:

. P [* i
W (i = (Q+dQ.E+dE)) = p(E) L 35 [ @ [T, (0) 1)1 T (1)1
fi -

oo
- p;f) / £ dr (24)

1.4.. Dispersion de neutrones térmicos

A modo de ejemplo, a partir de la tasa de dispersion obtenida, y considerando el flujo
entrante y la densidad de estados, puede obtenerse la seccion eficaz (4 dQ) para neutrones
térmicos, como muestra las expresiones 23]y 26}

o) [(8) %] )’k

- = = (25)
i ey (2mh)® ki
Entonces:
6., W 1 (ml?\ k
nt.o__ h— = — L TJF T l(l)‘fl‘ d o)
dodQ ® 2n <2ﬂh2) k; 1 (T, (0) Tyie' ™' (1)) dt (26)

Por lo tanto, considerando que los auto-estados |k; r) son aproximado como ondas pla-

nas ((r|k) = Wi (r) = L; /2 , se introduce Q = k; — k¢ y se obtiene el elemento de la matriz de
transicién como indica 27t
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Tyi(t) = (k¢|T (1)[ki) = /L AP () T(r1) P (r) = é /L rd’ré?T(n1)

1 . .
Tle.(O):E L3d3re"Q’TT(r,()) (7)

1.4.1.. Potencial de Fermi

A primer orden, puede aproximarse 7 por el potencial V (potencial nuclear en el refe-
rencial del centro de masa del sistema neutrén+ nuicleo). Tomando en cuenta que el poten-
cial nuclear es un potencial muy intenso (Vo ~ 30MeV) y muy estrecho, de corto alcance
(ro ~ 2fm), pueden emplearse estas caracteristicas para abordar el problema con técnicas
pderturbativas. El hecho de que el potencial sea estrecho implica que la interaccién se limita
a producirse durante un tiempo muy corto, y por lo tanto, si se calcula la media temporal,
deberia obtenerse una interaccion débil. Dado que la interaccién de dispersion sélo depende
de la longitud de dispersion a, que es del orden a ~ Vyry, si se considera la aproximacion
de a constante, puede verse que existen diferentes configuraciones posibles de V y r que
determinan el mismo comportamiento de dispersion.

Por lo tanto, puede sustituirse el potencial nuclear fuerte por un pseudopotencial mis
débil V), asiumiejdo que éste tiene un rango mucho mayor 7, tal que a ~ Voyrg = Voro. En
particular, pueden elegirse Vy y 7 de modo que el potencial sea débil (~ eV) pero el alcance
siga siendo corto en comparacién con la longitud de onda del neutrén entrante, k) < 1, lo
que permite reemplazar al potencial con una funcién 8-Dirac en el origen:

2
V(r)= Zihaﬁ(r) (28)

A partir de la forma dada en [28 para el potencial, también puede introducirse la bound

scattering length (b) dada por: b= *a = %, siendo m,, la masa en reposo del neutrén y

A el nimero masico. Nétese que b (longitud de interaccidn o longitud de dispersion liga-
da) es una funcién de la fuerza potencial y del ramgo (o alcance), que dependen de cada

configuracién nuclerar con la que interactie el neutrén.
) . .. 2
Entonces, en primer orden, la matriz de transicién es Ty; = szlh b, o de manera genera-
v n

lizada al considerar varios centros dispersores, cada uno en una posicion r,(t), se tiene:

2mh? ,
Tji(t) = = ¥ bei€n0) (29)
X

ny

DE donde se obtiene la seccidin eficaz de interaccién paera neutroners térmicos como
muestra 30

d*c 1 kf too

dodQ ~ 2mk; J_w

eimift<Z bxbye—ier(l)eiQr,v(’)> dt (30)

X,y

Nétese en[30]que debido a que las colisiones dependen del spin, es necesario promediar
entre configuraciones nucleares (is6topos) y estados de spin, sustituyendo: b.b, por byby.
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1.4.2.. Scattering lengths

Notese que el scattering legth b no depende explicitamente del vector posicién 7, aunque
la posicién determina con cudl centro dispersor se considera la interaccion.

Entonces, bx_by eninvolucra dos contribuciones: i) para x =y, se tiene bx_by = 1525)(7), y
ii) x # y, resulta byb, = b2 (1—8,y). Porlo tanto, se tiene: byb, = (b_z — l_)z) Oy +b2,1o que
puede re-escribirse como: bx_by = bi2 + bf, donde se han introducido la longitud de disper-
sion coherente (coherent scattering length) b. = b y 1a longitud de dispersion incoherente
(incoherent scattering length) b; = b2 —b2.

Por lo tanto, para un sistema con N centros dispersores, se tiene:

Y biby =N (b} +b7) (€1
X,y

1.4.3.. Factores de estructura

sz .. 2 . ., .
La expresmnpara la seccion eficaz (dﬁ)—d"g) de interaccién con un sistema compuesto
por N centros dispersores, puede re-escribirse en términos de los factores de estructura
como se indica en

dZG . kf
dwdQ_ k;

(b25(0,0) + b2 5,(0,®)) (32)

donde se han introducido factor total de estructura dindmica (total dynamic structure
factor) (S(Q,®)) vy el factor de estructura autodindmico (self-dynamic structure factor)
(S5(Q, w)) dados por:

1 [t
$(Q,0) =~ / et (— Zb bye 950100y gt (33)

x.y
1

tw,ft —iQry(0 ) iOry (1)
5(0.0) = - / Zb bye ydr =

/+°° l(szt Zb b eszr( ) iQr([)>dl‘

A partir de [34] puede verificarse que los factores de estructura dependen tGnicamente
de las propiedades del material. Por tanto, la informacién que proporcionan se sobre éste
puede aprovecharse para caracterizaciones experimentales.

1.4.4.. Funciones de dispersion intermediarias

Una vez definidos los factores de estructura, cuyas expresiones se muestran en [34] es
posible identificar que los factores de estructura representan la transformada de Fourier (con
respecto al tiempo) de las magnitudes definidas en

iQr(0) ,iQry( )> (34)

2 2|~

Ze
Ze ior(0 er\ >

F(0,t) =

Sie
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donde las cantidades F(Q,7) y F;(Q,t se denominan funciones de dispersion interme-
diarias (intermediate scattering functions).

Es mas, es posible considerar también a estas funciones como transformadas de Fourier
(con respecto a la posicion), obteniendo, por ejemplo, para el caso de centros dispersores
equivalentes (distribucion uniforme de is6topo y spins):

Fy(Q,1) = (e70r(0,i0r()y (35)

Y, definiendo la posicién de una particula de muestra: n(R,t) = (R —r(t)), se calcula
la transformada de Fourier de n(R,7) segiin

n(Q,t) = /d3reiQRn(R,t) = /) (36)

Entonces, se tiene: Fi(Q,t) = (n(Q,t)n(—Q,0)), y finalmente la funcién de dispersién
intermediaria resulta:

F(Q,1) = / d*reP® Gy(r,1) (37)

En se ha introducido la funcion de correlacion espacio-temporal de van-Hove
(Gy(r,t) = [ a3 (n(r,0) —n(r+7,1))).

La expresi6n[37]deja claro que F; es la transformada de Fourier (con respecto al espacio)
de la correlacion dependiente del tiempo de la densidad de particulas de muestra, n(R,t),
cantidad que s6lo depende de las caracteristicas del material rarget.

A modo de ejemplo, considérese el caso de un nicleo libre y en reposo. Entonces, s6lo
se requiere considerar la inteaccién con (dispersion desde) un dnico nicleo supuesto libre y
en reposo, para lo cual se emplea el factor de estructura auto-dindmico y se tiene b, = b = b,
entonces la seccion eficaz resulta como indica 38k

d’c ﬁlﬁ

_ Ok
doda ~ k7S50

T 2nh k;

5(Q, o) (38)

donde se ha utilizado la seccion eficaz de ligadura (bound) definida por 6, = 47b?.
Por otro lado, dado que al nicleo, tinico centro dispersor del sistema,m se lo considera
libre, la funcién de dispersion intermediaria resulta sencilla, y puede calcularse a partir de

k3
Fy(Q,1) = (e 12r(0) £i0r(1)y (39)

empleando la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff, denominada férmula BCH, para
obtener

Fy(Q,1) = <e*iQ[r(0)fr(t)}+%[Qr(O,Qr(z))]> “0)

En [4(] se requiere calcular [r(0), r(r)], y para el caso de una particula libre se tiene:
r(t) =r(0)+ £z, y se conoce la conmutacion da: [r(0), p] = if, entonces resulta

F(Q,1) = (e @I O-rOIizi0) — (¢~i0h el 50 (41)
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Por lo tanto, considerando en la expresién[d 1] que el Gnico centro dispersor (nicleo) estd
en reposo, p = 0, lo que implica:

Fi(0,1) = e (42)

Y, a partir de la funcién de dispresion intermediaria, F;(Q,t) puede obtenerse el factor
de estructura S;(Q,t) por medio de la transformada de Fourier, segtin las definiciones de
dichas magnitudes y el procedimiento descrito. Asi, se obtiene entonces:

hQ?
Ss(Q,t) =8| 0o— — 43
Y, finalmente, a partir de la expresién 3] puede obtenerse la seccién eficaz correspon-
diente a un tnicio centro dispersor (ntcleo) libre y en reposo, como muestra la 4}

d*c oy kf oy kf hQ?
d0dQ ~ amh b, @0) =5 Erd| oo (@4

Nétese en (44| que considerando que Q = ky —k;, 0 = kaf + k? — 2ksk;cos(8), don-
de O representa el dngulo polar de dispersién; y ® = Ey — E; representa la variacion de
energia cinética en la dispersion. Ademds, puede verificarse la siguiente aproximacion:
kf =2mE; ~ 2AE;, para j =1, f y se emplea la aproximacion de que la masa molar A
represente la masa total del niicleo.

La seccién eficaz para todo dngulo de dispersion se obtiene integrando, respecto del
dngulo sélido Q (o equivalentemente respecto del dngulo polar 0), la expresion B4] para la
seccion eficaz doble diferencial, obteniendo 45}

do T oy kf ﬁQZ . op A E;
dE ~ Jo 2mhk 8(‘” o ) ZEsin(0)d6 =0 s ;3O (45)

En esta instancia, resulta util definir la seccion eficaz de dtomo librﬁ (or) dada por
1
(1+3)

Entonces, combinando 43]y [46] se obtiene:

2
of A si(4) E<E <E

do 1AE A+l S
2
JE =\ si(leil4))” Eright) < Ep < E (47)
0 de otro modo

Cabe remarcar que la expresion obtenida (47) para la seccién eficaz también se obtuvo
(de manera probablemente mds sencilla) en cursos precedenteﬂ empleando argumentos de
conservacion de la energia total del sistema.

ZEntiéndase como seccion eficaz de centro dispersor libre.
3Véase, por ejemplo, Fundamentos de Fisica Médica,


https://www.famaf.unc.edu.ar/~valente/Documents/DidacticsMaterial/FundamentosFisicaMedica_2022.pdf
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Otro ejemplo de particular interés y utilidad did4ctica es la dispersioén con una red cris-
talina. Se considera en este caso, a modo de ejemplo ilustrativo, la dispersién de neutrones
por parte de un cristal. Por simplicidad, se presenta el caso de una red cristalina unidimen-
sional modelada como un oscilador arménico cuédntico 1D. POr tanto, la posicién ¥ — x,
de cada centro dispersor (ntcleo) es representada como la posicion del oscilador arménico
correspondiente, de masa M y frecuencia angular ®y. Entonces, se tiene B8}

x=4/ 21\/?030 (a—i—a%) (43)

donde el Hamiltoniano evolutivo # estd dado por 49

2

M? 1
ﬂ-[:zp—M+ 20x2:h0)o (aTa+ 2) (49)

En la aproximacién en que no existan variaciones de tipo de centros dispresores (com-
posicién isotépica uniforme para el caso en consideracién de neutrones dispersados por
la red cristalina) ni tampoco variaciones de spins, sélo es necesario calcular la funcién de
dispersi6n intermediaria y el factor de estructura autodindmicos como indica[50f

Fy(Q,1) = 712x(0) i0x(1) — (=iQk(0)=x(1)] £3(0x(0). Qx(1)] (50)

La dependencia temporal de la posicion (coordenada x(¢)) del oscilador aménico es:

p(0)

x(t) = x(0) cos(mot ) + Mo

sin(wot) 51

Entonces: [x(0), x(1)] = [x(0), £ sin(aor) | = - sin(wor).

? My Moy
Finalmente: [x(0), x(¢)] = % (ae ™™ 4 af i)

Considerando la proiedad de los operadores creacién/aniquilacién (de estados) (aya®),
que satisfacen: [a, a’| =1, puede evaluarse (e!92()) (para Ax(r) = x(t) — x(0)).
Utilizando la formula de BCH, se tiene:

. . . ) al
elQ %(ae zw0r+aTezwot) _ eaa_a*af _ e_a*aTe(xae_‘(X'z [a; ] (52)

Enla expresi se ha introducido o0 = iQ+/ 211/711(00 e~ 0ot

Entonces, en [52] considerando la propiedad de a y a', se requiere calcular el valor de

expectacion de <e*°‘*aT €™, lo que puede lograrse por erxpansion en series, como indica
53t
n *\m
—otfal oay _ tm n o (—(X )
(e ) =Y (a a>7n!m! (53)

m,n

Atendiendo a las propiedades de los operadores creacién/aniquilacién, sélo los términos
m = n, pueden ser no nulos, obteniendo [54}

¥ — 2y 2
<e—0c*a‘ eoga) — Z(aTnan> (’}(:J ) _ ef\ot\ [a ,a] (54)
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Nétese que el dltimo término en la expresion [54] es un caso particular de la identidad

r?) 2
de Bloch ({e') = e >) donde Y = ca+da’ con ¢ y d constantes, representa cualquier
combinacion lineal de operadores creacién/aniquilacion.
Asi, se obtiene finalmente la funcién de dispersién intermediaria como indica[56}

Fy(0,1) = e=100) gi0(t) _ =i (()+1) 3555 sintonn) (55)
oy (¢710H0) Oy _ (10 £310%(0),0x(1)]

A partir de E de la identidad de Bloch y ((Ax)?

= (x(0)%) + {(x(1))?) +
2(x(0)) (x(r)) = {[x(0), x(1)]) = 2(x*) +2(x(0)x(z)) — ([x(0), x(1)]). se

tiene finalmente:

Fs(QJ) — e—Q2<x2> eQ2<x(0)x(1)> (56)

Si el oscilador se encuentra en el estado |n), se obtiene:

) =

o (2n+1) (57)

(x(0)x(r)) =

2ncos(mgt) + e
2M [ ( 0 ) ]

Para el caso particular en que los osciladores estidn en equilibrio térmico, se reemplaza
n por ny;,, mientras que en estados de alta temperatura se tiene n > 1 y puede aproximarse:

hQ

Fs(Q ) — M°30< ny[1—cos(wopt)] _

2 Wo 2 W
Q7 O

(38)

En se ha introducido Wy = ASI(;)) y W(t) = Wycos(wot).

Cabe destacar que el resultado en la expresién [5§] para la funcién intermedia coincide
con el resultado que se obtiene a partir de un tratamiento cldsico, con el término e_Qz@
conocido como el factor de Debye-Waller.

La funcidén de estructura intermediaria resulta, entonces, ser una funcién Gaussiana, con
un ancho dependiente del tiempo, Wy — W (¢). Si Wy < 1 puede hacerse una expansién del
término dependiente del tiempo como sigue en [59

Q2 Wo Q2 W cos(wp?) 2

W,
F(Q,t)=e % 2 ¢ 2 x e CF ] + Wy cos(mot) + 70 cos?(wot) + (59)

Entonces, el factor de estructura S, que es la transformada de Fourier de Fj, resulta ser
la suma de funciones de Dirac a frecuencias ® = £nwy correspondientes a la contribucién
de n—fononesf_f] a la dispersion.

4Oscilaciones de la red.
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Los términos del tipo & (® — nwy) corresponden, entonces, a eventos de dispersiéon en
los que la energia es transferida del neutrén al centro dispersor (oscilador); mientras que
los términos del tipo & (®+ nwy) corresponden a transfererncias e energia de la red crista-
lina al neuytrén proyectil. El término constante (§(®)) describe eventos sin transferencia
(dispersién eléstica).

Ademas, Wy puede describirse en términos de la tyemperatura T, para el limite de akltas

. ksT . — 2kgT
temperaturas: (n) ~ entonces: Wy = .
p (n) Ao’ Mo}

Mientras que, por otro lado, para el limite de bajas temperaturas (n) — 0, obteniendo:

2 2 .
0 i _o2 ho hQ~ it
RO [2(n) (1—cos(@or+1—e0") ) | e 200 ¢ 2H00 ¢

F(Q,1) me M (60)

Realizando la expansion en series del segundo término en la expresion [60} se obtiene:

2
—o2 e hQ® o L[ 1O 2iwt

F(Q,t) =~ Moy | ] 4 —— | =— 61

5(0,1)~e 0 +2M(Doe T3 Moy ) © + (61)

Se verifica, entonces que aun a baja temperatura, el factor de estructura (la transformada
de Fourier de la expresion en es una suma de la funcién de Dirac, también llamada
expansion de fonones.

Sin embargo, en este caso s6lo aparecen los términos del tipo &(®w — nwy), ya que la
energia s6lo puede ser cedida por parte del neutrén a la red cristalina (que inicialmente esté
en su estado fundamental).

1.5.. Emision y absorcion

Tanto los atomos como las moléculas pueden absorber proyectiles, como fotones por
ejemplo, y efectuar transiciones de su estado base a un nivel excitado. Una verz en un
estado excitado, éstos pueden emitir fotones (en presencia o ausencia de un campo electro-
magnético pre-existente) como parte de una transicién a un nivel inferior, como se ilustra
en la figura[3]

1.5.1.. Emision

Utilizando la TPDT y la cuantizacién del campo, se puede calcular las velocidades de
transicion.
La tasa de emisién W viene dada por [62}

2
W = ZX(VI) Pp(ES) ()

Separando el campo radiante emitido del emisor (centro dispersor), se tiene [64}
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en>

lg,n+1>

Figura 3. Esquema para el modelo de emision: el centro dispersor (dtomo o molécula) rea-
liza una transicién del nivel excitado (|e)) al estado base (fundamental) |g)) mientras que el
ndmero de fotones en el modo k,A pasadenan+ 1.

i) = [nea)le) (63)
1) = Imep+ 1))

Tomando en cuenta que se estan estudiando procesos atdmicos/épticos, la aprox1mac1on
dipolar eléctrica resulta adecuada y la interaccidn se aproxima como V = —d-E = —q.-E,
y el campo eléctrico se indica en[64}

2nh -
E= Y\ T (ae™ +af e ) e (64)

koh

La posicion del electrén que realiza la transicién puede escribirse como 7 = R+ P,
donde R es la posicion del centro dispersor (nicleo). Como la posicion relativa del electrén
respecto al nicleo es p < A, puede desprecidrsela y sustituir r por R en la exponencial
p k< 1). Asi, se simplifica la operacion, y notando que R no es un operador, se obtiene:

21 - o
=~ |{gldle) - {mp + 1|E]|nk, &) *p(Ey)

(65)
De[63] se obtiene
W= (27'qu Z ® <n + 1’ (a esz+aT efikR) ‘n >‘2 (E ) (66)
=3 i A | P K N KN kAl | TPUEF

KN
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Atendiendo a que la emisién involucra sélo el operador creacién (a’), s6lo términos
proporcionales a a' y con en vector de onda y polarizacién correctos en . podrian ser no
nulos, resulta: (n ;) + llak s Imea) = y/nep + 1 (y todos los demds términos se anulan).

Entonces, se obtiene:

(27“]6)2
L3

W= o (ma+1) (8|7 Eeale) |p(Ey) (67)

Ahora, en[67|debe considerarse que posteriorv a la transicion, el centro dispersor que-
da en algiin especifico estado final, la densidad de estados queda definida por el campo
electromagnético como indica [68}

p(Ef) dEf = p(h(l)k)hd(})k (68)

En6§]se utiliz6 o = cky p(k) d*k = (&)’ R dkd@ = (&)’ ¢ dodQ. Entonces:

L 3 2
p(E) = (27[> S 69)

1.5.2.. Emision espontanea

A partir de la expresion [69] se define el elemento de la matriz de trsansicion dipolar
(dg,. = (g|d|e)) a partir del operador dipolar (d = q.7) y se obtiene la tasa de emisién dada

por

3
Q) o —
= Tgcg (e + 1leicn - dgeol*dQ) (70)

Y, a partir de la expresion [/0| pueden identificarse dos contribuciones a la emisién: la
emision espontdnea Wes), dada por[T1}

3
) o =
Wesp = ﬁysﬁ-d&e\zdg (71)

1.5.3.. Emision estimulada

De manera andloga a la emision espontdnea Wy, puede definirse la emision estimulada
Wes, contribucion dada por (/2] y que sélo puede suceder cuando existen n fotones con los
valores apropiados de vector de onda y polarizacion:

3
(s
West = 3nkk’€kk dge‘ dQ (72)
2mhe
A modo de ejemplo de aplicacién, considérese la emision espontdnea como se indica

en la figura [}
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|e’0> k

l9,1) g

Figura 4. Esquema para el modelo de emisién espontdnea.

Como los fotones emitidos pueden tener cualquier estado de polarizacién € y cualquier
direccion del vector de onda k, se requiere integrar sobre todas las posibilidades de emision.

Por lo tanto, se supone que, en general, el vector dipolo forma un dngulo 6 con respecto
al vector onda k. Entonces los dos posibles vectores de polarizacion son perpendiculares a
k, como se esquematiza en la ﬁgura La tasa de emision resulta de la suma de las tasas
para cada estado de polarizacién (W, = Wi + W>), cada una proporcional a ,Le.:
d-g1 =dsin(0)cos(d) y d - &> = dsin(0)sin(¢), para 8 y ¢ representados en la ﬁgural

Por lo tanto, el término del médulo cuadrado en [72] genera el tipico comportamien-
to o< s1n2(9) caracteristico de la dependencia angular de la componente dlpOlalﬂ: Wesp =

i) \dge| sin®(0)V,dQ.
El coeficiente de emision total A, denominado coeficiente de emision de Einstein resul-
ta, entonces:

2nh

A= [ wao— % |4 [ (1—c2)dc Lo (73)
““Ja  2mhe3 T8 ~ 3hc Ay
Una vez conocida la tasa de emisién, resulta inmediato calcular la potencia emitida P,
al incluir la energfa, como muestra [74}

P=EA, = hayA, = g(’zk &2, (74)
Notese en[/4| que la potencia P es muy similar a la potencia emitida por un dipolo os-
cilante clasico (como si el campo electromagnético fuera emitido por electrones en érbita).
par Por otro lado, para el caso de la emision estimulada: W,z = nWgp, 1o que implica
que sélo se pueden emitir fotones con la misma frecuencia k) y polarizacién de los que ya
estdn en el campo. En consecuencia, a medida que se emiten mds fotones en un modo de-
terminado, resulta atin més probable producir fotones en el mismo modo: generando un haz
de fotones coherentes (es decir, todos con las mismas caracteristicas y coherentes en fase
entre si). Si los 4tomos pueden mantenerse en los niveles excitados (emisores), se obtiene
lo que se denomina LASER (light amplification by stimulated emission of radiation). Por
supuesto, normalmente es mas probable que los fotones sean absorbidos a que provoquen

SInclusive, para dipolos cldsicos.



Proc. fisicos, quimicos y biolégicos por radiacion ionizante. MODULO I 31

una emisién estimulada, ya que en el equilibrio se tiene muchos mds centros dispersores
(dtomos/moléculas) en estado fundamental o base que en estado excitado, i.e.: ngy > n,.
Se necesita entonces un mecanismo capaz de invertir la poblacién de los estados atomicos
(como el bombeo 6ptico) para soportar un laser.

1.5.4.. Absorcion

A partir del desarrollo de los mecanismos de emision, resulta relativamente directo
obtener la tasa de absorcion. La expresion [/5 muestra el resultado que se obtiene para la
tasa de absorcion por transiciones dipolares:

21 >

W= E"k,h|<e|d|g> (e alElmp 4+ 1)*p(Ef) = Ti%nk,ﬂék,)ﬁde,gp dQ (75)

En(75|se ha utilizado (1 p|ay » |k + 1) = /7 1, representando la absorcién.

1.5.5.. Radiacién de cuerpo negro

Considérese una cavidad con radiacién electromagnética en equilibrio térmico con sus
paredes. Entonces, la polarizacion y el vector k de los fotones resulta ser aleatoria, y puede
obtenerse la tasa de absorcion total (W,;,) integrando la tasa de emisién como se muestra en
[76]

4 o
W, :/dQW 0) = —m—<d> 76
ab o (/lb( ) 3 khc3 eg ( )
La expresion [/6| aplica para una frecuencia (y una longitud del vector de onda) deter-
minada. De modo andlogo, la emisién total W,,, se obtiene como la suma de la emisién
espontanea y la emisién estimulada, como sigue:

40 ,
Wen = esp + Wesr = (l’lk + 1)*73dg_e (77)
3hcd ®
En la expresion [77| ni representa el nimero de fotones en el modo k. Como se ha asu-
mido el equilibrio, n; depende s6lo de la densidad de energia en la frecuencia asociada
0.
La densidad de energia u(®) se expresa por unidad de volumen, donde la energia se
obtiene de la cantidad total de fotones multiplicado por la energia correspondiente: £ =
Mooy ) hioy - E0tONCeS:

u(wy) = hmkp(wk)% (78)

Luego, a partir de la densidad de estados p(y) =2 (L)3 o [dQ = %mz se obtiene,

2nc
combinando con [78] finalmente:
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ng = TO)]’: M((Ok) (79)

A partir de los resultados en[77]a[79| para la densidad de energia y de la definici6én del
coegiciente de Einstein, las tasas de emisién y absorcién pueden escribirse como imdica

4 2

37 d* — W, = Bayyu(oy) (80)

Bab =

4 @
= 7kd2 —>Wem:Aem+Bemu(wk)

Bew = Bap, Aem = Ae = gﬁc3 g.e

En equilibrio, se impone que coincide la cantidad de fotones absorbidos y emitidos
(para conservar la cantidad total), entonces: NeyuWemk = NoWop.
Combinando con el coeficiente de Einstein, se tiene: N, (A + uB) = N,Bu, lo que im-

plica NoA = uB(Ng — Nem), 1o que se conoce como el principio del equilibrio o balance de-
A/B
Ne/Ne—1°

Abhora, considerando las definiciones, se tiene: A/B = %, y atendiendo a la condicién de

e . . N, —BE, _B(E.—
equilibrio térmico, la razén de poblaciones es 3 = Z,T;Z = e PE—E) — oBhOx ya que Ty,

es la energia necesaria para la transicién desde el estado estacionario fundamental o base
|g) al estado excitado |e).
Finalmente, el esoectro de energia emitida se obtiene como indica [T}

tallado, y puede resolverse para la densidad de energia u en estas condiciones: u =

ho’

M((Dk,T) = 723 Phoy _ |

8D

1.6.. Teoria de de Wigner-Weisskopf

Considérese un sistema de dos niveles (por ejemplo, un dtomo) interactuando con un
tinico modo del campo electromagnético, como se describe en la siguiente seccién

1.6.1.. Interaccion de un atomo con un inico modo electromagnético

El Hamiltoniano del sistema (H = %, + V) se simplifica por medio de

h
9 — hvala+ 7“)01 (82)
V=hG(c,a+c a")

En|83|se ha utilizado G = / %d - € denominado operador dipolar.

Utilizando el marco referencial de interaccién definido por el Hamiltoniano #;, U =
¢’ entonces Hy = UV UT, y a partir de|83|se obtiene:
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ﬂi hg elVa at 1(1)(5 2 ( c.a+ G_a'f') e*iVaf e—imo'zé — (83)
hG [ei(mfv)tGJra—I—eii(mfv)tc,aq
A partir de [84] conviene introducir A = ® — V.
La evolucién temporal de los estados puros segl’m@] en el marco referencial de la inter-
accion se obtiene de la ecuacion de Schrodinger: i |y) = #, |y), para lo cual se emplea la

propiedad autobaseE] de los estados |g) y |e), pudiendo expresar al cualquier estado genérico
1|y) como combinacién lineal de éstos, como indica 83}

ih|y) = th[an (1) le,n) + Bu(t) |g.)] = (84)

hGY [oc,,cs_aT e e, n) +Buoiae(g,n)]
n

Abhora, considerando que se trata de un sistema de 2 niveles (Two Levels System (TLS)),
se tiene: 64]le) =0y o_|g) =0, y junto con las propiedades de los operadores crea-
cién/aniquilacidn, se obtiene:

ihly) = hG Y [Ocn(LaJr e "le,n) + B0 ae"g,n)] = (85)

hG Y. [ocne*’m\/n—i- g, n+1)+B,e™ /nle,n—1)]

Proyectando el resultado de [86|en |g,n) y |e,n) se obtiene las ecuaciones para la evo-
lucién temporal de las funciones ou(7) y B(¢), que constituyen la expansion del estado puro
genérico |y):

ihot, (1) = hGPBuy1 () €™ Vn+1 (86)
ihBn(t) = hG Oy (t) e ™ \/n

Las expresiones en [87] representan un sistema cerrado de ecuaciones diferenciales que

puede resolverse iterativamente, obteniendo o, y B,+1. A modo de ejemplo, considérese el

caso en que el estado inicial (f = 0) de TLS (dtomo) sea excitado (|e)) y decae entonces al
estado fundamental o base |g), entonces: 3,,(0) = 0 Vn y se obtiene:

0 (1) = 0, (0) 22 {cos (%) _a sin <§2nt>} (87)

6Base autonormal.



34 Proc. fisicos, quimicos y biolégicos por radiacion ionizante. MODULO I

En [88]se ha introducido §, = \/A2+4G2 (n+1).

Si inicialmente no existiese presencia de campo electromagnético, i.e. el campo elec-
tromagnético estd en estado vacio, entoncres: 0ip(0) =1y a,(0) = 0 Vn # 0, resultando que
en[88|existen s6lo dos componentes no nulas:

o (l‘) AL A? + 4G%t iA . A2 + 4G? ¢t (88)
=e COS — Sin
0 2 VA2 4G? 2
o 2iG A +4G2
Bi(1) = —e ™ ( ; )

S1
VA2 +4G? 2

Nétese que, por lo tanto, incluso en ausencia de campo electromagnético, es posible
hacer la transicién del estado fundamental o base |g) al estado excitado |e). En la apro-
ximacién semi-clédsica (tratando al campo cldsicamente) no es posible obtener transicién
de ningtn tipo en ausencia de campos externos. Las oscilaciones obtenidas en el abordaje
cudntico para este TLS se conocen como oscilaciones de Rabi en el vacio.

1.6.2.. Interaccion de un atomo con varios modos electromagnéticos

Al analizar la interaccién de un d4tomo con un dnico modo de radiacién, descrito en
la dsecci6n[I.6.1] se obtuvo que las transiciones s6lo pueden producirse si se conserva la
energfa. Sin embargo, en situaciones experimentales reales, existe un ancho de linea finito
para cualquier transicién, resultando no ideal. Para estimar el ancho de linea, se requiere
analizar la situacién de un campo no s6lo bimodal sino multimodal.

Considérese el mismo Hamiltoniano utilizado en el caso de campo bimodal (seccién
[I.6.1)), pero ahora tratando un campo con varios modos. En este caso, el término de in-
teraccién del Hamiltoniano (V') en el marco referencial de la interaccion estd dado por la

exprtesion

V=h) (G,’; 2,6, ¢ ©W L Ga'o_ e’i(‘”’"k)’) (89)
%

De manerandloga a ejemplo bimodal, se considera la situaciéon en que inicialmente el
campo electromagnético estd en el estado de vacio (ausencia de campo electromagnético
parat = 0) y la transicién at 6mica crea un fotén emitido. Sin embargo, para el caso multi-
modal, el fotén creado puede estar en alguno de varios (no sélo dos) estados posibles, por
lo que la funcién de estado [y(z)) es, en este caso:

W(1)) = a)]e,0) + ) Brlg, 1) (90)
k

el indice k endenota el modcﬂ y las condiciones iniciales son: a(0) = 1y Bx(0) =
0 Vk, de donde se obtiene el sistema de ecuaciones:

7No confundir con el nimero de fotén!
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1) =—i) G OV By(r) 91)
k
B(t) = —iGy e @V (1)
Considerando la transicién emn 92| como un proceso de decaimiento desde el estado
excitado (|e)) al estado fundamental (|g)): |oi(¢)|* representa entonces la probabilidad de

decaimiento.
Resolviendo [92| para a(z) en primer lugar, se integra [3:

. ! . /
alr) = —iY G} 7 < / —iGrot') e @01 dt’> = (92)
T 0
_Z ‘Gk‘z /t di e~ (@—Vi) (t'=1) oc(t’
k O

~—

En el supuesto de que los modos el campo electromagnético constituyan un conti-
nu puede reemplazarse la suma ¥, en (93| por [p(k)d>k y utilizar la densidad de es-
tados dada por Vi = ck, i.e.: p(k)d’k =2 (%)3 k% dkd¢sin(0)d® y el operador dipolar

G = g5 |d., ¢|?sin?(8), entonces a(t) enresulta:

oc(t)——|de’g|2 “Viav [t e 93
= o VEAVK | e 93)

6m2he3

A partir de |94 para que una transicién tenga lugar, ain se requiere V; ~ ®, por lo que
se propone introducir dos aproximaciones (simplificaciones): i) reemplazar Vi — @ yii)
extender el limite inferior de integracion en dv; a —oo. Entonces, se tiene:

2 (e}
AN eg| o l/ —i(w—vk)(t/—t)> _ 4
o) 6n2hc3/ dt’ ot (2 deke (94)

B \de,g|2
6m2hc3

t
/ dr’ ot )@’ 2nd(t —1')
0

A partir de puede verse que la evolucién temporal de o(¢) estd dada por la ecuacion
diferencial

alt) = 5 a) ©3)

8Véase, por ejemplo, Interactions of Photons and Neutrons with Matter de S. Chen y M. Kotlarchyk, M.,
(2007).
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2 3
donde I' = ‘dg‘;"i; y puede verse que el decaimiento estd vinculado a la tasa total de

emision de Einstein, ya que I' = % , por lo tanto es inmediato resolver la evolucién tempo-
r . .
ral: 0(t) = e~ 2', resultando la probabilidad de decaimiento (P ~ |o(¢)|> = e ")
A partir de 0(r) pueden calcularse los B (7) como indica 96}

1 — e—ilo—vi)t e—%

T
(Vk — (l)) +l§

r/

4 . /
Br(t) = —i /O dt’ Gy e OV o= = Gy (96)

Entonces, con el resultado el espectro de frecuencias de la radiacion emitida (S(vy))
viene dado por

 1+e T (1 —2cos(m— i)t 1
S(Vg) o< lim 1_2( ( 5 ) ~ I3 5 7
1 T+ (o—wvp) T (=)

Por lo tanto, a partir de la expresion [97] se observa que el espectro es una funcién Lo-
rentziana centrada en ® y con ancho de h’neeﬂ I, como indica la ﬁgura

o

Sw)

Figura 5. Espectro (Lorentziano) de ancho de banda I' =1 centrado en ® = 5.

1.7.. Ejemplos de aplicacion: Interacciones de fotones y electrones con me-
dios materiales

Esta seccién presenta ejemplos de aplicacion de los formalismos desarrollados, conside-
rando mecanismos tipicos de interaccion frecuentemente presentes en aplicaciones médicas
de las radiaciones ionizantes.

A continuacion, se presentan lineamientos generales para abordar la dispersion de foto-
nes por electrones, ya sean electrones libres o ligados a un 4tomo, asi como otros tipos de
particulas proyectiles, para aplicaciones como se han descrito precedentemente:

9También denominado ancho de banda
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» Teoria de dispersion aplicada a neutrones térmicos (seccion[1.4.)

» Teoria de emisidn/absorcién de fotones aplicada en transiciones dipolares (seccién

3).

Notese que en los procesos de emisidn/absorcion sélo interviene un fotén (absorbido o
emitido). A cointinuacién, se aborda la situacién de la dispersién de fotones, lo que implica
la consideracién de un fotén incidente y otro emergente, por lo que a los fines descriptivos
se trata de un proceso en el que intervienen dos fotones, como se indica en la figura 0]

k’}\'
|Af)

/ \\-\kk

Figura 6. Esquema de dispersion de fotones.

Para el estudio de la interaccion foton-atomo se requiere plantear el campo electromag-
nético cuantizado, como indica la expresion [98] basada en los auto-estados del electrén con
el cual se interactda |A):

(e 3) =5 (p- %) (s )
H = - +h(0(n+2 o \ P~ + ho n+2 (98)

A partir de[98] puede separse el Hamiltoniano de interaccién como indica[99}

2 1 q2
H = V= h( ) ——=—(p-A+A-p)+—SA(r)*| (99
Hy + [2 +ho\nt s )|+ C(pA+A-p)+ 5 SAn)T| 99
donde A(r;)? es la posicién del i-ésimo electrén con el que se considera la interaccién.

Por tanto, generalizando a todos los electrones del centro dispersor, el potencial de interac-
cién V resulta:

2

e P AU +A(r) - pi + Wecﬂ‘(n)z

V:Z—

(100)

Nétese en que puede identificarse un resultado que ya se ha utilizado en la descrip-
cién de los procesos de emisién que el primer término del potencial V en la aproximacién
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dipolar resulta: % p-A —d-E. En ladescripcién de los procesos de emision de la seccién
[I.5]se obtenia un tnico fotén como consecuencia de aplicar la teorfa de perturbaciones a
primer orden, por lo que para abordar un tratamiento con dos fotones es necesario, o bien:
i) incorporar més términos o< A2, o: i) aplicar teorfa de perturbaciones a segundo orden.

N
Como resultado general de ambas opciones, se obtienen transiciones o< o> = (%) ,lLe.

segundo orden en la constante de estructura hiperfina .
- : p’ 2 ) (D)2
Lurego, para calcular tasas de transiciones por dispersion W = SEp(Ef)|K;™ + K, |7,

2 o . -
donde Kl( ) representa la contribucion a segundo orden proveniente del término V| =

— 4 ¥ p; - Aj; mientras que K"

2
4z 2
e LiAT-
< 1 . . .,
Obsérvese que Kl( ) es nulo ya que considera estados diferentes al que especificamente
tiene el fotén incidente, es decir, no se trata de un proceso de dispersion efectivo.

Los auto-estados del sistema se indican en las Tabla[[.7]

representa la contribucion a primer orden proveniente del

término V, =

Estado Inicial | Estado Final | Energia Inicial | Energia Final
e ) |Ar) & &
Y L, O ) 1050, L ) hay hay
Total i) 1f) E; E}

Kz( ) puede calcularse inicialmente para un dnico electrén utilizando la expresién del
vector potencial A como indica

- 2nhic?
A= Z L3
kA k

(ak?;heikr + az:xe_ikr) £ (101)

Si bien K»(1) es proporcional a A2, s6lo resultan no nulos los términos apropiados que
conectan los estados de modos (k,k’), responsables de la aniquilacién del fotén incidente
en modo k y de la creacion del fotén emergente en modo k', i.e. términos azak, como indica
[102]

2 2
1 . q 2nhe -
Ké ) - <f|V2’l> - 2WleC2 L3 (Q)40) Ek,X 'Ek/,N

(Flagaa) 5 e+ W + W + ag p @) (102)

Ahora, conwy =ckyk—k =g = % (el momento de retroceso del electron como centro
dispersor), puede simplificarse la expresién [I02] para obtener [I03}

2 2
. q; 2nthe”
Kz(l) = (f|Vali) =

= 2,
2mc? L3 /0,0y ki

donde el producto interno en (0g 2, L ’ak,la/tw |14 2,00 2) = 1, por lo que exten-
diendo a todos los electrones como posibles centros dispersores, se obtiene

o (ArleTT AN (O, Lo laaa) 5, 1 O 1,X103)
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2 2
1 . q, 2mhcet |
K" = (f[ali) =

= 2, .
2mc? L3 /o0y ki

El resultado en[TI04]representa la primera contribucion al elemento de la matriz de dis-
persion, de primer orden en la teoria de perturbaciones, a partir del término cuadratico en
el potencial del campo V.

€ (As| Y €714 (104)
i

Por otro lado, las contribuciones a Kl(z) a segundo orden proveniente de la parte lineal

del potencial (V;) se obtienen segtin [T05}

k) _y WV

(105)
h Ei _Eh

Nétese que el término K 1( ) describe transiciones virtuales a estados intermedios ya que

a partir de transiciones de primer orden V| s 6lo puede crear o aniquilar un fotén cada vez.
Por lo tanto, hay dos procesos posibles que contribuyen a K 1(2):
1. Una primera absorcién de un fotén en el modo &, A seguida de la creacién de un fotén
en el modo &', \: el estado intermedio es de cerd*|fotones en estos dos modos.

2. Una primera creacién de un fotén en el modo k’,A" seguida de la aniquilacién del
fotén en el modo k, A: el estado intermedio es un fotén en cada modo.

Entonces, se tiene:

2) y (A0 L [V Ok, O o [AR) (AR (O s O o [Vi [ L s O ) |Ad) N

K\ =
! ’ € — €, + hoy
(A | (O Li o Vi L, L o |AR) (AR (L L v [V [ L s O ) |AG)
Y (106)
7 € + hwy — (Sh + hoy, — h(,l)kl)

Nétese que K. 1(2) tiene un factor extra o< W, en el denominador, con respecto a Kz(l). Por

ello, para rangos de energias mds altas del foton incidente (como la dispersion de rayos X)
sélo sobrevive K @ mientras que para rangos de energias mas bajas (régimen Optico) K )
1 que p g g y g p 2
es mds importante.
A partir del resultado obtenido, puede realizarse la siguiente correspondencia, segtin el
régimen energético (hw) del fotdn incidente, entre los diferentes mecanismos de interacciéon
de los fotones vistos como proyectiles incidentes, con los electrones orbitales, cuya energia

de ionizacion se representa por Ejp;;:

= Dispersién de Rayleigh (Proceso eldstico a baja energia): h® < Eipniz, |Ep —
Efoniz|s Er = Ejoniz- El estado final tiene la misma energia que el inicial, Ef = Ej,piz,
ya que la dispersion es eldstica. La dispersion involucra los niveles virtuales interme-
dios, con energias Ej,. Se obtiene la seccion eficaz G o< ot

10 Ausencia de fotones.
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= Dispersion de Raman (Proceso ineldstico a baja energia): hw < Ejopiz, Ef 7# Ejoniz.-
Normalmente, el estado final es un estado roto-vibracional diferente del centro dis-
persor (dtomo/molécula), por lo que la diferencia de energia entre el estado inicial y
el final es pequefia. Si E¢ > Ej,p;; €l proceso de dispersion se denomina de Stokes, de
lo contrario si Er < Ej,piz, €l proceso de dispersion se denomina de anti-Stokes.

= Dispersién de Thompson (Proceso eldstico a alta energia): h® > Ejoniz, Ef = Ejoniz.
Este proceso predomina, por ejemplo, en la dispersion de rayos X blandos. Este tipo
de dispersién puede interpretarse de forma semi-cldsica, en el limite en el que la
longitud de onda A es mayor que las dimensiones atémicas (agp), A > ag. La seccién
eficaz resultas equivalente a la que se obtendria para un electrén libre, ¢ = 87cr(2),
donde ry representa el radio efectivo del electrén libre.

= Dispersién de Compton (Proceso ineldstico a alta energia): h® > Ejppi; , A <K
ao, Ey = Ejoni;. Para energfas muy altas, la longitud de onda A es pequefia en compa-
racion con el tamafio del &tomo, y la energia es mucho mayor que la energia de enlace
del electrén (Ep) o de ionmizacion (Ej,,;;), de modo que el estado final del electrén es
un estado no ligado. Por tanto, esta dispersién es muy similar a la dispersién Compton
(dispersién ineldstica) por un electrén libre.

Nétese que, en el caso de la dispersion de rayos X, la clasificacion es ligeramente dife-
rente a la anterior. Existen otros dos procesos que compiten con la dispersion de Coulomb
incluso a las energias de rayos X:

= Dispersiéon de Raman de electrones: Proceso de dispersion ineldstico, en el que el
estado atémico inicial es el estado fundamental o base, y el estado final un estado
electrénico excitado y discreto.

= Dispersion Rayleigh para rayos X: Proceso de dispersion eléstico, en el que el estado
atomico final es el mismo que el inicial, ya que no hay excitacién del dtomo.

Ademds de los procesos de dispersion, son posibles otros procesos que implican la in-
teraccion del foton incidente con electrones atémicos (mds alld de la absorcién y emision
de campo electromagntfico, ya estudiado). En orden creciente de energia del fotén inciden-
te, la interaccion de la materia con la radiacion electromagnética puede clasificarse segiin
establece la Tabla

[ Rayleigh/Raman | Fotoeléctrico | Thomson |  Compton [ Produc. Pares ]
ho < Ejoniz ho > Eloniz ho > Eloniz ho ~ mecz ho > ngcz
~eV ~ keV ~ keV ~ MeV > MeV
Luz visible Rayos X Rayos X Rayos X duros | Rayos X duros

Descripcién semi-clasica de la dispersion

Un abordaje cldsico resulta ser suficiente para proveer una primera aproximacion (orden
de magnitud) de la seccién eficaz de dispersion. Considérense los efectos de la interaccion
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de la onda electromagnética con un dipolo oscilante (como el creado por un electrén atémi-
co, que es el centro dispersor).

Es posible considerar que el electrén centro dispersor estd unido al 4&tomo por un re-
sorte, y que oscila alrededor de su posicidn de reposo con frecuencia ®y. Cuando la onda
electromagnética incide sobre el electron, ejerce una fuerza adicional. La fuerza que actda
sobre el electrén es: |F| = —q,.|E(t)], siendo E(t) = Eysin(ot) el campo eléctrico oscilante.
Esta fuerza impulsora oscilante se suma a la atraccién del electrén hacia el atomo ~ —kx,,
donde & (dada por la fuerza de interaccién de Coulomb y relacionada con la energia de io-
nizacién Ej,,;;) se vincula a la frecuencia oscilante del electron por medio de: 0)% = m% par
Entonces, la ecuacién clédsica de movimiento del electrén resulta [I07f

Mo, = —kxe — geE(t) — %o+ 0xe = — L E (1) (107)

e

Proponiendo solucién a[107|del tipo x,(7) = Csin(wt), se obtiene:
1
(-0’ +af)C=-*E —c= 5 T, (108)
Me % — 0 m,

Una particula cargada (o un dipolo oscilante) cargada irradia, con una potencia P dada

por 109

242 .2
P=3% ) (109)
donde la acelreacién (x,) es: x, = —®*C sin(or). Por lo tanto, el valor de expectacion

del cuadrado de la aceleracion resulta:

2 2
(Fe) = % (m Ie Eo) (110)

0)% —®? m,

A partir de las expresiones [I09]y [T1(]se obtiene la potencia radiado P:

2
1 2 4
P:( de ) ©  E 111)

3\ myc3 (0)2 _ 0)%)2

La intensidad radiad es lp = %. Es posible expresar la potencia radiada P como la
"seccidn eficaz'por la intensidad, i.e.: P = ¢y, de donde puede obtenerse la seccién eficaz
para la interccidn electromagnética ¢ dada por (112

IIN6tese que la densidad de energia electromagnética es: u ~ %E2 y la intensidad por unidad de drea [ es:
1~ cu.
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_8n q’ 2 o’ 2
3(m) ((oﬂ—w%>> 2

En unidades del Sistema Internacional, la expresion (112 resulta:

2 2
2 q> o’

— A2 e 113

0= Hre3 <4neomec2) ((0)2—(0%)) (113)

En la expresion |113[se utilizé el radio clasico del eelctrén r, = mqéz ~2810" " m=
2.8 fm.

1.7.1.. Dispersion Rayleigh de rayos X

La dispersion Rayleigh suele describir la dispersién eldstica por radiaciones de baja
energia. Describe, por ejemplo, la dispersién de la luz visible por parte de los dtomos: en
ese caso, la contribucién predominante procede del término K 1(2). La dispersion de Rayleigh
también describe la dispersion coherente y eldstica de los rayos X en los dtomos (por ejem-
plo, en un cristal) lo que representa un proceso importante, por ejemplo, en la difraccién de
rayos X.

En el caso de la dispersion de rayos X, la energia del foton incidente es mayor que
la energia de excitacion electronica (Ep): hw > Ep. Por lo tanto, se tiene - tal como se

describoi6 en que Kl(z) < Kz(l), por lo que se desprecia -en primera aproximacion la

contribucion de KI(Z), Tratdndose de electrones ligado el retroceso es nulo y ‘fii, = hc,

por lo que la densidad de estados resulta p(Ef) = (L) %idQ.

o
Entonces, la seccion eficaz G, resulta:

dog, _ 2m|K" P p(Ey)
dQ ~ h c¢/I} dQ

21 r? <2nh>2 1 <L>3k’2 ) s
- ) o\ 50 ) o lE g T ) e T =
he/LP\ L3/ kk' \2r/ hc ’ Zl:

Oy 3.7
2 () ek el A L 140 (114)
i

Considerando procesos de dispersion eldstica (la dispersion ineldstica es el caso de dis-
persién de Raman para los rayos X). Si el rayo X incidente no esta polarizado, se tiene:

(1+cos?(8)) [{g| Y "¢} |” (115)

Y debe notarse en que f(p) = (g|¥,;€'77i|g) es lo que se definié como Factor ats-
mico de Forma. Cabe analizar los siguientes comportamiento asintéticos:

12 A diferencia del caso de electrones libres.
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= Notese que para p — 0: (g|¥;1|g) = Z? (el cuadrado del nimero atémico). Por lo
tanto, en general, se obtiene que la dispersién Rayleigh resulta mas débil para los
elementos mds liviano.

= ERn términos generales, siempre puede erscribirse la sumatoria del factor atémico
de forma como una integral: f(p) = (g|Y,;€'7i|g) — (g| [ €"47p(r)d’r|g), usando la
densidad de carga p(r) = Y;8(r — r;), donde ha introducido: p(r) = (g|p(r)|g)-

Dispersién de Rayleigh en un cristal

Para abordar el caso de un cristal, pueden re-escribirse las posiciones de los electrones
con la sustitucién r; — R; +r;;, donde R; denota la posicion del étomﬂ A continuacion, se
realioza la sumatoria sobre todos los dtomos y todos los electrones del 4&tomo, obteniendo
el factor atomico de estructura Gyig:

Gerie = (8] ¥ e ¢i0711|g) = ¥ fi(p) 8Fi (116)
1 /

En se ha introducido f;(p) = (g| ¥, €7 7|g).
Aprovechando la periodicidad del cristal, la posicién de cada dtomo es: R; ; = lja; +

hay + a3 +rj, donde I, x = 1,2,3 indica la posicién en la celda unidad de lados ay, x =
1,2,3 y r;j especifica la posicion del dtomo en el interior de la celda especifica. Entonces:

Gerist (q) = ij(q)ei?i'?j o471 pig(harthaytizas) _ Z F(q) gldlhaithartha) — (117)
1,j hib,l

En la expresion se ha utilizado el Factor de forma de la celda unidad F(q) =
X5 j(q)e’?/'ff, cantidad que se conoce por datos tabulados para diferentes materiales cris-
talinos.

En cnsecuencia, la seccién eficaz de dispersion Rayleigh para un cristal resulta:

(crist.) 2 .2 .2 )
dOpy ~ _Te (1 —1—0082(6)) F(q)P su? (2N1qa1/2) SIIT (2N2qa2/2) sn? (2N3qa3/2)(1 18)
dQ 2 sin“(gay/2) sin“(qay/2) sin“(qas/2)

Puede verse en [T18] que sélo cuando ga, = 2mh se tiene términos de interferencia no
nulos, es decir, se ha obtenido el efecto que se conoce como la difraccién de Bragg.

1.7.2.. Dispersion de luz visible

Si se considera el casp de la luz visible, la longitud de onda es grande en comparacién
con el tamafio atémico. Entonces, en lugar de utilizar la interaccién completa V = V| 4+ V,,
pouede aprocximarse de forma aceptable por el Hamiltoniano del dipolo eléctrico, V = d-E.
Este Hamiltoniano no produce ningin proceso de dos fotones de primer orden, por lo que

131a posicién del niicleo o la posicién del centro de masa atémico.
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(2)

en este caso se necesita considerar el término K|, y este término implica transiciones vir-
tuales. Dado que la duracién temporal (At — 8t — dt) de estas transiciones es muy pequeiia,

. . . . 2
no es necesario atender a la conservacion de la energfa. Se tiene, entonces K]( ) dado por
L03]

Vilh) (h|V1i
v=viav k= YOI ) )05 000 v i) = a1, Bz 10
h !

Por supuesto, seria posible derivar la seccién eficaz de dispersion de luz visible a partir
del Hamiltoniano potencial vector del momentum, y en ese caso deberian incluirse ambos
términos Kz(l) y Kl(z).

El campo eléctrico en el gauge de Lorentz es:

E:;C“\/L3 (arce™ +aj =) (120)

A partir de[120]se obtienen (h|V:|i) y (f|Vi|h):

(O Lo | (aé,ceim + a;@e*ww 102, O ) = e ¥R 8y 1
(0, Opr | (af,ceim + GZ@[MR) L, O ) = € R 8y
(O, 1i | (az,geim + azce—im) Lo Lo) = e 8
(L L] (arge™ +af e ) |1, 00 ) = e R34 (121)

Entonces, se obtiene:

2 — (122)
2nh\/(ok7(oe (kKR Z(Af’d‘sk/’Ah> (Anld - &|As) (Ayld - ex|An) (An|d - e |Ai)
- € — &, + hoy W € + hoy — (&, + hoy + hoy)

Y, la seccibn eficaz se calcula como Zg = /Lg y considerando la densidad de estados

finales (sin retroceso): p(Ey) = (2n)3 K2 4Q, obteniendo:

do,; 2nh K23 (dfn-ex)(dn;-€ depn-€)(dn; v
Guis _ 21 <7t3> mkwk< ) |Z< &) (dh k)_|_(f,h x) (dn, k)>|2:
dQ h \ L 2n/) he ¢ 7 € — &, + hoy € — €&, — hwy

(dpp-e)(dni-e)  (dpn-€)(dni &)
kK ( /. / : 2(123
‘Z € — €, + hoy € — €, — hoy "(123)
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1.7.3.. Efecto fotoeléctrico

En esta seccion se presenta la aplicaciodn de los formalismos para obtener la seccién
eficaz del efecto fotoeléctrico, para describir la dispersion de un fotén incidente por parte
de uno o varios electron del &tomo/molécula.

Resulta didactico y util iniciar la exposicién considerando el caso de un dtomo similar
al hidrégencfj] (con nimero atémico Z y se calcula la seccién eficaz diferencial como indica
124!

do _ Wy
dow o q)inc

(124)

donde W;; representa la tasa de transicion del evento de dispersion y ®;,. es el flujo
incidente de fotones. par El flujo de fotones incidente ®;,. puede calcularse suponiendo
(por comodidad) que el sistema estd encerrado en una cavidad de volumen V = L3 (de
modo que sélo hay un fotén en ese volumen). El flujo entrante de fotones en la cavidad
viene dado por el nimero de fotones por unidad de drea (A) y tiempo (¢), como indica [I25}

o #for. 1 _c
A (L/e)(1?) I3

(125)

La transicion del evento de dispersion Wy ; se calcula con la Regla de Oro de Fermi
asumiendo una interaccion fotén-atomo V' y densidad de estados finales p(Ey):

2
Wiy = CIAVIDPP(ES) (126)

La densidad de estados finales p(E) se expresa en términos del momento p del electrén
disperso y del angulo sélido de dispersion d€.

En efecto, al ser absorbido el fotén, la densidad de estados finales depemde solomente
del electrén libre, el que se ha supuesto encerrado en el volumen V. La densidad de esta-
dos para el electrén viene dada por la densidad de estados de momento en la cavidad L3
suponiendo que el electrén se propaga como una onda plana:

s (LY
P(Er)dEs = p(P)d’p = <2nh) p*dpdQ (127)

Finalmente, para expresar el resultad [[26]en términos de la energfa E, se requiere vin-
cular el momentum p = || con E, que para el régimen no relativista resulta: E; = p?/2m,,
de donde: dEy = pdp/m, por lo tanto:

L 3
p(Er) = (m) mpdQ (128)

14 Atomo hidrogenloide.
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Se requiere calcular también el elemento de la matriz de transicién (f|V|i), para V =
—de A - p, considerando que los estados relevantes son: |1;,) y [0; ;) y los auto-estados del

momento del electrén, los que en la representacién (Espacio) de coordenadas son: y;(7) =
(Flie) y W¢(F) = (7|f.) Entonces, los elementos de matriz para las transiciones entre los
estados relevantes son:

2ﬂthc _ih - ,
Virp=— kk’Z ( h lhr""“;,ge g r) &o P Iy, lie) =

qe ] —ih? —_p
—Z ,/ |(<o 2iclin) 0pat 1) e )& i) (129)

En el tnico término no nulo es:

2rh i i
Vi = = Ty el (€77 -l (130)

Luego, retornando a la representacion en el Espacio de las coordenadas de |i.) y |fe) ¥
del operador momentum, se obtiene las expresion [I31}

<fe|(e*’%‘7) &, Plic) = / Prys(F) 7 ey - (—ihV(F) ) (131)

Finalmente, el elemento de matriz es:

) 2nh 2t (7) o D
<f|V’l>:—% L30)h/vd3rwf( kr €y (—th\Ifi(”)) (132)

La funcion de onda final ¢ es una onda plan con momentum g = % (en el volumen
V = L?). Por otro lado, la funcién de onda inicial y; representa un estado ligado.

Téngase presente que la funcién de onda de un dtomo hidrogenoide estd dada por

W e lla

vy, (7) = Nk donde a es el radio de Bohr escaleado por el nimero atémico (a = mi;z).

Reemplazando las expresiones para las funciones de onda inicial y final, se obtiene:

N _de 27thl/ 32i0-0)7 g | e~ Il/a
(fIV]i) = me\| Doy VI3 Vd Fe ihV N (133)

k-7

Introduciendo Ak = k — g y evaluando la integral [, d’Fe %l . 6(%) por partes, se

tiene:

15Estado libre.
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/d3—» lAkr (Wl) — iAk.?l'!i|L37iA7€"§z7x/ —» zAk rWt( ) (134)

Notese que la funcidn de onda se desvanece en los limites, por lo que el primer término
es cero. Ademds, en términos del dngulo poar 6 entre Ak y 7 puede re-escribirse la integral
como indica[I35]

- n .
—2miAk &, / drryi(r) / 2k cos0) 6in(9)d0 =
Ak 8~
|AK]

/ dry(r) rsin(Akr) (135)

Para evaluar esta dltima integral en [I35] se puede extender el intervalo de integracion
hasta el infinito, bajo el supuesto de que L > a, obteniendo:

. 21th Ak &
(f|V]i>:—mZIL3 mik(—ih)( 7 LEN/me / “rsin(Akr)dr  (136)

Y, en (136|puede utilizarse [y dre™"/4 sin(br) =

3
(1+22721f2)2’ para obtener finalmente:

, onhq? [2ha3  Ak-EdP
(V] = -, | 5 (137)
meLl> O (14 a2(Ak)?)

Debe notarse que: Ak -€; = k- & — G- & = —G - € ya que el vector k, y la polarizacién
€ son siempre perpendiculares. par Considerando ahora la densidad de estados y el flujo
incidente de fotones ®;,. = ¢/ L3, se obtiene la seccién eficaz de dispersion fotoeléctrica

O fotoel -

deotoel _ 32qea q(q 8k)
dQ mecoy (1+a2(Ak)2)*

(138)

Cuando la energia del foton incidente es mucho mayor que la energia de ligadura del
electrén (Ep), se tiene aAk > 1. En este limite, puede re-escribirse la seccion eficaz de
dispersi 6n fotoeléctrica como muestra|139

dG(fotoel _ 32qea q(q Sk) o a73 —a° (139)

dQ  mecay(a?(ak)?)t @t

Y, al incorporar la definiciéon de a = se llega a la conocida dependencia de

hZ
meqzZ’
deomeI 5

i =<Z
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1.7.4.. Dispersion Thompson de electrones libres

Se considera la dispersiéon Thomson, la que estd bien descrita por la dispersién por
electrones libres. En este caso consideramos un sélo electrén.

También, en general, el foton incidente debe tener una energia lo suficientemente alta
como para que el electrén se vea como libre aunque en realidad forme parte de un dtomo (asf
la energia del fotén incidente debe ser mayor que la energia de ionizacién Ej,,;, del 4tomo,
h® > Ejoniz, 0 en otros términos: A > dimensiones del 4tomo). par Obsérvese que en la
dispersion Thomson el electrén final sigue siendo un electrén ligado (dispersion eldstica),
mientras que en la dispersiéon Compton el electrén no estd ligado (dispersion ineldstica).
Sin embargo, dado que la energia de ligadura es pequefia en comparacion con el resto de
energias en juego, el electrén puede considerarse como un electrén libre, y muchas de las
caracteristicas de la dispersién Compton siguen siendo validas.

Los estados inicial y final, asi como las energias y el momentum, sae muestran en la
Tabla las que resultan de la conservacién de la energia y del momentum para un
electrén relativista que inicialmente estd en reposo.

Inicial Final
e Ai) lAr)
Y| TeasOvar) 052, L o)
Tot: i) If)
En: | m.c?+hck | hck' ++/p2c2 +mic
Dxt hk Rk’ cos(0) + p. cos(9)
Dyt 0 Kk’ sin(8) — p, sin(9)

Calculando el cociente k/k’ y la diferencia AL = A — A" puede obtenderse la férmula de
Compton en base a la figura[7]como sigue:

Figura 7. Esquema de colisién fotén/electrén para la dispersion Compton y Thompson.

Ey+E, = Ey+ E, — ho' +1/|pe|>c? + m2c*

hk = hk' + cos(8) + pcos(0)

L
ik =K'+ Be = 1 6in(8) = pin(0)

(140)
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De (1400 se obtiene: p?> = M[h(m—m’)—Zmecz] y cos(8) =

C

\/ 1 — h2k'’2 sin2(6) /p?, de donde puede resolverse para la variacién de la longitud de
onda (A = 27") considerando ® = kc:

B 2nh

m,C

AL (1 —cos(0)) (141)
O, equivalentemente, para la frecuencia:

-1
(1 —cos(6)) (142)

ho

ho' = ho |1+ ——
MeC

Para este régimen de altas energias, Kl(z) < Kz(l) , por lo que alcanza con considerar la

contribucién de Kz(l), que ya se calcul6 en secciones precedentes.
La tasa de dispersiéon W y la seccidn eficaz pueden calcularse por medio de la densidad
de estados (finales):

3
p(Ef)dE; = (;ﬁ) K2 dk' dQ
(143)

En|143| la energia final E; = hck’ + \/p2c? + mic* = hek’ + % (aproximacion no re-

lativista). Entonces, se calcula %, notando que: p?/h? = |k —K'|? = k* + k'> — 2kK cos():

dE; h
—h
ax et o

(2K’ —2kcos(8)) = he [1 - ik (kl —cos(e))} (144)

mec \ k
Resolviendo las ecuaciones de conservacién de la energia y del momentum, se obtiene:
K 1

S 145
k [H—%(l—cos(e))] (149

Como hk < m,c, se puede tomar en cuenta, como primera aproximacion, sélo el tér-
mino de primer orden en 1+ mhfli (% - cos(G)), dado por: 1+ miﬁ (I —cos(0)), lo que coin-
cide con el cociente k' /k. Entonces:

dE; . k

T :th — p(Ef) = (

3 113
L> k (146)

2n/) hck

C .

Por dltimo, se calcula la seccién eficaz utilizando el flujo incidente ®;,. = ik
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2
dor, VViS"’/dQ o 2m 2@1;3 B @ Ii, 2 ) o
aQ /L’ h| 2 | dQ ¢ \m.? k &€l (147

Para resolver [[47]se emplea la Figura[§] y se obtiene:

(148)

7N\ 2
() s

Figura 8. Esquema de vectores de onda y polarizaciones de fotones dispersos. cos(y) =
sin(0) sin(y)

donde sin?(y) = 1 — sin?(0) cos?(y — ). La seccion eficaz diferencial media (prome-

diada en la direccién de polarizacvion ) viene dada entonces por:

o, \>
(w/]i> (14cos*(0)) (149)

(omn) _ 2 (%Y ey = 2 (U
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2.. Maoadulo II: Radiofisica

El Capitulo [2] presenta consecuencias empiricamente verificables de los procesos de
interaccién de la radiacion ionizante con los medios materiales. Se describen los efectos
en los materiales a partir de las excitaciones y, principalmente, ionizaciones generadas por
la radiacion incidente. Asimismo, se presentan argumentos relativos a la estimacién del
lapso de duracién de los procesos primordiales, y las escalas temporales involucradas, para
finalizar introduciendo el concepto de generacion de especies quimicas por accién de la
radiacién ionizante, temadtica central para capitulos posteriores.

2.1.. Efectos de la radiacion ionizante sobre medios materiales

De acuerdo con los procesos de interaccién entre la radiacién ionizante incidente y
los medios materiales (véase Capitulo [I) cuando la particulas proyectiles interactdian, se
Jfrenan y/(o desvian al intercambiar energia/momentum con los centros dispersores (to-
mos/moléculas del medio material), y como resultado eventualmente, se emiten ondas elec-
tromagnéticas, u otro tipo de radiacidén en las transuiciones de des-excitacion. El proceso de
emision de radiacion electromagnética, para el caso de particulas cargadas como proyecti-
les, a nivel de escala atémica (elemental) se produce con mayor probabilidad en las proxi-
midades del nicleo como consecuencia de pequefias "desviaciones"de la particula cargada
incidente.

Por supuesto, las particulas prroyecxtiles pueden también sufrir colisiones con los nui-
cleos atémicos, produciendo reacciones nucleares, pero estos procesos son, comparativa-
mente, menos improbables en el rango de energias de las aplicaciones tipicas en biomedi-
cina.

2.1.1.. Proceso de ionizacion

Si en los choques de la particula proyectil con los electrones atémicos, la energia trans-
ferida es superior a la energia de ligadura/enlace del electrén que interviene en la colisién
(Ep), el elecvtrén emerge del centro dispersor (dtomo/molécula) y en consecuencia se crea
un i6n positivo. De este modo, se producen cantidades de pares ion-electrén principalmen-
te a lo largo de la trayectoria de la particula proyectil. Cabe destacar que, en condiciones
normales (sin intervencion externa), estos pares tienden a la recombinacion, hasta alcan-
zar alcanzando asintdtica y paulatinamente la neutralidad eléctrica del medio absorben-
te/dispersante.

Este tipo de ionizaciones originado por la transferencia de la energia de las particulas
proyectiles a los electrones atémicos se denomina ionizacion primaria. Existe también otro
tipo de ionizacion, generada por las partsecundarias (principalmente electrones) que se han
producido en la ionizacién primaria. Estas particulas dsecundarias deben contar con ener-
gia cinética suficiente para poder producir por si mismas nuevas ionizaciones en el medio,
dando lugar al fenémeno denominado ionizacién secundaria. La ionizacién total del medio
material Jonizr,;, producida por una particula proyectim durante su paso a través del me-
dio material, se obtiene como la cantidad de pares i6nicos (idén-electrén) producida, tanto

16Cantidad tipicamente emplerda para particulas cargadas, aunque puede extenderse a no caregadas.
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por por ionizacién primaria como secundaria a lo largo de toda la trayectoria del shower
(cascada). Por lo tanto, la expresion [I50] permite estimar Jonizr,; en términos de la energia
cinética inicial de la particula E; y de la energia (trabajo) medio necesaria para producir un
par i6nico en el medio material Wj,,:

. E;
Tonizry, = W (150)

Ion

En la expresion [I50] se presupone la conservacion de energia y que el total de energfa
disponible inicialmente es preservado al interior del medio material en el estado ﬁna

A modo de ejemplo, para el caso del aire se tiene Wf(‘)f{ = 33,97 eV/par en condiciones
termodindmicas normales. La ionizacion especifica Ioniz,s, se refiere al nimero de pares
i6nicos producidos por la particula incidente, por unidad de recorrido en el medio material

s. Por lo tanto, la ionizacion especifica varfa a lo largo del recorrido de la particula proyectil.

2.1.2.. Proceso de excitacion

Existen fendmenos de interaccién en los que durante en la colisiéon de la particula in-
cidente con un electrén orbital (atémico), la energia transferida (AE) resulta insuficiente
para producir ionizacién (AE < E}), el electrén orbital con el que se interactud no finaliza
en un estado libre, sino que continda estando ligado al centro dispersor (dtomo/molécula),
pero si resulta suficiente la en ergia transferida AE para que el electrén interviniente en la
interaccidn sea promovido a un estado excitado (a veces representado esquemaéticamente
como una transicién a una 6rbita de mayor energia).

De acuerdo con los procesos de des-excitacion, se induce una transicion en la que el
electrén excitado retorn al nivel de partida, involucrando la emisién de radiacién elec-
tromagnética para la conservacién de la energia. Este tipo de transiciones se denominan
transiciones radiativas. Cabe indicar que existen otros mecanismos de des-excitacion, por
ejemplo, por degradaciones transfiriendo energia térmica (calor) al medio material circun-
dante.

2.1.3.. Proceso de disociacion

Cuando la energia cedida a una molécula por parte de una particula proyectil alcanza
cierto valor critico, puede producirse el fenémeno de disociacion o radidlisis. Este proce-
so consiste en la ruptura de enlaces quimicos moleculares produciendo transformaciones
quimicas en el medio material irradiado.

Los efectos mds relevantes e intensos de la radidlisis se presentan para moléculas con
uniones covalentes, debido a que su disociacidn origina la formacién de radicales libres. El
proceso puede ser esquematizado por medio del ejemplo candnico del agua, como muestra
la Figura9]

"Dicho supuesto aprocxima muy bien cuando se trata de particulas cargadas como proyectiles.
18En un tiempo muy corto.
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H:_Q:H—».'(S:H+I.—|: OH + f

Figura 9. Esquema representando los electrones mds externos por puntos de la radi6lisis de
la molécula.

Durante la radidlisis se forman restos moleculares y atomicos caracterizados por la
presencia de un electrén desapareado, los que son precisamente los radicales libres, y que
poseen una gran reactividad quimica. Los radicales libres formados pueden reaccionar entre
si o con otras moléculas. U n ejemplo tipico para el agua se muestra en la expresién

OH + OH — H,0,
H+H — H, (151)

La expresion [I5T] muestra que en este caso, debido a la irradiacién, se induce la forma-
cién de hidrégeno gaseoso (H») y de agua oxigenada H, O,.

A modo general, los procesos quimicos inducidos por la radidlisis de la materia, con-
ducen a reacciones de descomposicion, procesos de oxidacidén, como los que se presentan
para las sales ferrosas disueltas en aguz{ﬂ reducciones como las que ocurren en haluros de
plat 0 polimerizacione como las experimentadas por el etileno o el acetileno.

2.2.. Procesos radiofisicos y escala temporal

2.3.. Produccion de especies por parte de la radiacion ionizante

19Soluciones de Fricke, por ejemplo.
20posimetros de film, por ejemplo.
2Iposimetros de gel polimérico, por ejemplo.
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TRABAJO PRACTICO I

Aplicaciones de Radiofisica
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3.. Estimacion del stopping power

El Capitulo[3propone el Préctico I, dedicado a abordar actividades précticas emplean-
do los conceptos tedricos y fundamentos desarrollados en el primer bloque del curso, cons-
tituido por los Capitulos [I]y 2]

A modo de ejemplo de aplicacion préctica, se propone estudiar el comportamiento del
stopping power para diferentes energias de haces de electrones y de protones dentro de
rangos de aplicaciones terapéutica@ para lo cual se propone un abordaje tedrico-practico
integrando fundamentos analiticos y métodos de modelamiento.

3.1.. Stopping power de dosimetros poliméricos con nanoparticulas de alto
nimero atémico

Uno de los sistemas de dosimetria con geles mds relevantes es el grupo basado en po-
limeros (Polymer Gel Dosimeter - PGD), de los cuales se dispone de extensa literatura,
como por ejemplo [[1] para una revisién compacta. Trabajos recientes, como [2-4]] demues-
tran que la infusién de agentes como nanoparticulas de alto ndimero atémico en los PGD
permite capacidades terandsticas, a la vez que modifica la respuesta radiosensible.

3.2.. Objetivos del Trabajo Practico I

El objetivo general es aplicar los fundamentos téricos desarrollados en los Capitulos L]
y |2} junto a herramientas computacionales para describir el comportamiento del Stopping
Power de un sistema de dosimetria por gel polimérico (PGD) infundido con nanoparticu-
las de alto ndmero atémicﬂ tanto para electrones como protones de rango energético de
aplicaciones radioterapéutico.

Los objetivos especificos son:

1. Estimar el Stopping Power de un sistema de PGD infundido al 1% en masa con
nanoparticulas de oro, para electrones de: 0.1, 1 y 10 MeV y protones de: 1, 10 y
100 MeV/n utilizando herramientas computacionales: PENELOPE para electrones y
FLUKA para protones.

2. Para el caso de electrones, estimar el Stopping power a las diferentes energias em-
pleando un abordaje tedrico. A modo de ejemplo, el trabajo de H. Osman / H. Giimiis
titulado Stopping power and CSDA range calculations of electrons and positrons over
the 20 eV-1 GeV energy range in some water equivalent polymer gel dosimeters en
Appl. Rad. Isot. (2022) representa una potencial opcion.

3. Para el caso de electrones, realizar adaptaciones en PENELOPE para estimar el tra-
yecto efectivamente recorrido por las particulas primarias en la muestra y la energia
perdida para obtener las estimaciones correspondientes del Stopping power.

220.1-25 MeV para electrones y 1-250 MeV/n para protones, aproximadamente.
23Sistema que presenta promisorias caracteristicas y capacidades para aplicaciones terandsticas.
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