CONFERENCIA RIO GRANDE

JORGE A. VARGAS

En esta conferencia presentamos algunos problemas y hechos que
consideramos pueden ser de utilidad para el docente de escuelas medias.

Combinatoria Fijemos n objetos distintos ay, as, - - - , a,. Deseamos
construir una matriz de n filas y n columnas cuyos elementos pertenecen
al conjunto {ay,as,--- ,a,} de modo que tanto en cada fila o en cada
columna no se repita ningtin elemento.

Para el caso de dos objetos distintos a, b la respuesta es muy facil, a

saber:
a b b a
b a a b

Para el caso de tres objetos distintos a, b, ¢ tenemos varias respuestas,
entre ellas,

o o R
Qo o
RO
0 R
QL O
o 2 <o
SIS
o 2 <o
>0 R
SO
Qo o
o o R

y otras que dejamos al lector como ejercicio completar. Notar que
en algunas respuestas aparecen matrices simétricas con respecto a la
diagonal y en otras no.

Cuando tenemos 4 objetos una respuesta es

a; az az Qa4
Gz ag a4 ai
az ag a1 Qa2
a4y aip Gz as

Para el caso de n objetos ay,as,--- ,a,. una respuesta es la matriz
1
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aq Qg az -+ Gp—2 Aap-1 QAp
a2 ag a4 -+ QGp-1 Gp a1
as ay QA -+  Qp aq (45}
Q4 as Qg - a1 a2 as
ap—1 Gn a1 Az - Ap—3 Ap—2
Qp, a1 a2 az - Ap—2 QAp—1

Este problema tiene de interesante que no tiene respuesta unica (en
el sentido de que varias matrices distintas lo resuelven), por ende, el
alumno debe revisar sus resultados y confiar en su logica y no sim-
plemente decir, esta bien porque obtuve el mismo resultado que mi
profesora o companeros. Una pregunta que queda para responder es:
Jcuantas matrices n x n resultan al resolver el problema para n objetos?
Una generalizacién del problema es: Supongamos tener n? conjuntos
de n elementos cada uno, denotemos dichos conjuntos por

L(1,1)7 L(1,2)a s 7L(1,n)7 L(2,1)7 L(2,2)a s 7L(2,n) cee

N L(Z,])) N ,L(n’l), L(TL,Q) e 7L(TL,TL)‘
.Es posible escoger c; ;) € L(; ;) de modo que tanto en cada fila o
columna de la matriz c(; j) no se repitan dos elementos? La respuesta
a esta pregunta es positiva y fue obtenida por Fred Galvin en el ano
1995.

Métodos para calcular raices de polinomios

Para calcular las raices del polinomio 2% — bx + ¢ usamos la férmula (ya
conocida por los babilénicos) bi—vf"le. Para calcular las raices de un
polinomio de grado cuatro del tipo 2%+cz?+h hacemos 2% = y de donde
resulta que x es solucién de la ecuacién si y sélo si y satisface la ecuacién
y? +cy +h = 0. Por la férmula clésica y lo calculmos operando con los
coeficientes ¢, h lo que requiere el uso de: suma, producto, cociente y el
calculo de raices cuadradas. Por ende, por este método, para calcular
las raices del polinomio z* + cx? 4+ h nos es suficiente utilizar suma,
producto, cociente y calcular raices. El lector diligente, consultara el
libro de Rey Pastor, Anélisis Matematico, Vol. 1, pag. 259-262 y
comprabara que lo mismo sucede tanto para un polinomio generico de
grado tres o cuatro. Surge la pregunta, podemos hacer lo mismo al
intentar calcular las raices de un un polinomio de grado cinco, seis, etc.
Para casos muy particulares como z" — N la respuesta es positiva, si
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permitimos el uso de raicies n—simas de un ntimero. ;Pero para otros?
La respuesta a esta pregunta, mas o menos se completd a principios del
siglo pasado por Galois, Abel. La respuesta es:

No es posible calcular en un numero finito de pasos, las raices de un
polinomio genérico de grado cinco, seis, etc por medio de las opera-
ciones de suma, producto, cociente y radicacion llevadas a cabo en los
coeficientes del polinomio y en los niumeros que resultan de aplicar estas
0Peraciones.

En los libros de Teoria de Galois de E. Gentile encontramos el enunciado
preciso a lo expuesto y una demostracién. Nos queda la inquietud,
jcomo calcular las raices? Francois Vieta (1540-1603) ide6 por alli
por el ano 1600 un método para calcular raices de polinomios digito a
digito. Para esto, si f(z) := d,a™ + - - - +dyx y buscamos una raiz r de
f(z) = A, propone para la raiz una expresién decimal del tipo:

r = apl0F4a,10°  +a,10 2+ - -+ap_1104ap+ap, 110 Hay, 21072+ - -

y proclamo, elijamos ag, k de algin modo, para calcular a; usemos la
receta

(f(aol0® +10*"1) + f(aol0*))/2 — A
flagl0F + 10k=1) — f(agl0%) — 10¢-—1n

una vez calculado a; calculamos as por medio de la férmula

a; = Parte entera de|

ay = Parteenterade
| (f(apl0* 4+ a,10"1) — A
f(apl0F + a1 1051 + 10F=1-1) — f(aol0% + ay10k—1) — 10k—1-1)n

iNotar el cambio de numerador!

Una vez calculado ag, para calcular a,,; definimos
zg = apl0" 4+ a1 10" + ap10"2 + - + @, 10
De esto, 2o = agl0* y z,41 = 2, + a,4110*"""1. Luego calculamos a,
por medio de:
(f (s +10°71) + f())/2 - A
f(xs + 10k—s-1) — f(z,) — 10¢k—s=1)n

asy1 = Parte enterade|

o por la féormula

f($s> - A
Fxs + 10k=5-1) — f(z,) — 10(E—s—1n

segin que s + 1 es impar o par respectivamente.

asy1 = Parte enterade|
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En cualquiera de los dos casos, la formula parece trabajar del modo
siguiente, uno calcula la fraccién, esto puede dar un nimero positivo o
negativo, si es negativa tomamos su valor absoluto, finalmente calcu-
lamos la parte entera. Si el valor absoluto es mayor que 10 no se que
hacer, quizas, jnunca lo es!. Se invita, a algin interesado a verificar
esta férmula o modificarla de modo que resulte verdadera y escribir un
articulo para la revista de educacion. Tampoco tengo claro si es buena
desde el punto de vista de Analisis Numérico. Lo importante de la
férmula es que ensena procesos iterativos y es muy facil de programar
en Basic, Pascal, Derive, Mathematica. Esta féormula la encontré en
el libro de Goldstine, A history of numerical analysis from the 16th
century through the 19th century. Springer Verlag.

Por ejemplo, Vieta realizé el cdlculo para x? — 240x = 484 cuyas solu-
ciones son 242 y — 2 comenzando por proponer

7= apl0® + a110 4+ ag + az(1/10) +--- |y ag = 1.
De esto

(f(10% +10*71) + £(10%))/2 — 484
f(102 4 102-1) — £(102) — 10<271>2|
—7634
1600

a; = |Parte entera de

y asi tenemos 1 = 200+ 4 x 10 = 240 Ahora calculamos as de acuerdo
a la férmula propuesta, obteniendo:

ay = Parte enterade
| f(xl) —A |
flag +102-1-1) — f(2;) — 10@-1-1)2
L f(240) — 484
_’f@4n—1ﬂzm)—1

=2

De esto, xo = 242. Luego Vieta verificé f(242) = 484.

Newton aplicé esta férmula para el polinomio z® + 30z = 14356197
comenzando con zy = 200

Sobre el método de Vieta, en 1670, alguien opiné: ”"Es un trabajo
denigrante para un Cristiano y propio de alguien convencido de que es
capaz de mover los Alpes Italianos a Inglaterra”

Hoy en dia tenemos teoremas que nos dicen por donde comenzar a
buscar las raices, uno de ellos dice:
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Teorema Sea p(z) := d,2™ + d,_ 12" ' + -+ + dyx + dy con d, # 0,
y sea
1
C=1+ mmam’mo{\an_ﬂ, o laals |aol}
Entonces, para cada raiz r de p se tiene que |r| < C.

Para el caso de del polinomio 2 + 1522 + 72 — 5 se tiene C = 1 +
1/1mazimo{15,7,5} = 15. De modo que sus raices reales pertenecen
al intervalo [—15, 15]

Otro método para el calculo de las raices de un polinomio p es debido
a Isaac Newton (1642, 1727) funciona asi. Con el teorema enunciado
se estima el valor absoluto de sus raices, luego se elige un ntimero
en el disco donde se encuentran las raices, digamos xy. A partir de

este nimero se construye una sucesion x1, T, 3, ..., T,,... del modo
siguiente:
p(o) p(x1) p(72)
T, =X — To =11 — T3 = X9 —
1 0 p,(xo) ) 2 1 p,(l'l) 3 3 2 p/($2> 9
o plx)
LTry1 = Tp p’(IT) .

Para el caso de un lector que tenga el soft Derive a su disposicion, los
primeros n términos de la sucesion se calculan por medio del comando
Iterates(x - p(x)/dif(p, x), x, 2o, n)

Si lo aplicamos al polinomio 2 + 1522+ 72 — 5, hacemos tres elecciones
de xp, a saber 0.38, —0.89, —14.4 y escogemos n = 10 llegaremos a que
las tres sucesiones que se obtienen, se aproximan respectivamente a los
nimeros, 0,386291, —0,893079, —14, 4332 El lector notara que si hace
otras elecciones de x( la sucesion que obtiene se aproxima a uno de los

tres nimeros indicados.

Pregunta ;cudl es una diferencia entre el método de Newton y el de
Vieta?, una es que el método de Newton calcula todos los decimales
del niimero a la vez, mientras que el de Vieta calcula de un decimal
por vez.

Tridngulos (tetraedros) de lados naturales y drea (voltimen)
natural

De modo maés preciso, se busca tridngulos (tetraedros) cuyos lados mi-
den un ntimero natural y su drea (volimen) es un ntimero natural. En
un articulo de la Revista Educacién Vol. 14 ntimero 2, M. Pacheco ha
descripto propiedades de los mismos, entre ellas:

Teorema FEl drea de tales tridngulos es un multiplo de seis.
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El volumen de un tal tetraedro es un maultiplo de tres.

Los tetreaedros cuyos lados tiene por longitud un ntmero natural y
cuyo volumen es 3, tienen una altura de a lo sumo 0.006. Ejemplos de
tetraedros de volimen tres son los de lados

35 33 32 76 44 70
47 32 21 58 56 76

En el mismo articulo se encuentra un programa en Mathematica para
calcular ejemplos de tales tetraedros. Este teorema tiene la bondad
que podemos presentarlo a los alumnos preguntando si existen tales
objetos, hacerles construir ejemplos y observar la descomposiciéon en
nimeros primos del drea (volimen), los alumnos que se anoticien que
el area es miltiplo de dos y tres (el volimen es miiltiplo de tres) habrén
conjeturado el teorema. El articulo estéd escrito de modo de que quien
sepa Derive puede escribir el programa desarrollado en Mathematica.

Problemas de maximos

Un problema clasico de maximos es el siguiente: Fijemos un natural
n > 3. Entre todos los poligonos de n lados inscriptos en una circun-
ferencia dada, cudl es el de mayor area. La respuesta a este problema
es: Dada una circunferencia, un poligono regular de n lados inscripto
en dicha circunferencia es el de mayor area entre todos los poligonos
de n lados inscriptos en la misma. Una demostracién de este hecho se
encuentra en el libro de Courant y Robins ; Que es la Matematica?
o en un articulo de Cuenya Bastan publicado en Vol. 4 (1989) de la
revista de educacion matematica. Un problema similar describimos a
continuaciéon. Para comenzar recordemos el concepto de didmetro de
un poligono. El didmetro de un poligono es el mayor nimero que se 0b-
tiene al calcular la distancia de los distintos puntos del poligono. Si
P es un cuadrado de lado r su diametro es la longitud de una de sus
diagonales, por tanto su didmetro es v/2r. Para un rectdangulo de lados
r, R su didmetro es la longitud de sus diagonales que es /12 + R2. En
el caso de un triangulo, su diametro es la longitud del lado de mayor
longitud. Si un poligono esté inscripto en una circunferencia de ra-
dio r su didmetro es menor o igual a r pero puede ser menor, como
sucede para el pentagono regular inscripto en la circunferencia. Para
un rombo, su didmetro es la longitud de la diagonal mayor.

Problema: Fijemos un nimero natural n > 3. Entre todos los poligonos
de n lados y didmetro uno, encontrar (el) los de drea maxima.



CONFERENCIA RIO GRANDE 7

Para el caso de triangulos, veamos que el triangulo equilatero de lado 1
tiene area mayor que cualquier triangulo no equilatero de didmetro 1.
Denotemos por a, b, ¢ 1a longitud de los lados de un tridngulo arbitrario
de diametro 1, sin pérdida de generalidad podemos suponer que a = 1.
De esto, b < 1,¢ < 1. Pensemos a b fijo y permitamos variar a ¢ entre
cero y uno, de un dibujo se obserba que el triangulo de lados a = c =1
tiene mayor area. Por ende, nuestro triangulo es isosceles de lados
1,1,b. Por el teorema del coseno, b*> = 2 — 2cosf, siendo 0 el dngulo
opuesto a la base b. Como, b < 1 el grafo de la funcién 2 — 2cosf nos
dice que 0 < 6 < 3 Ahora 2 —2cos6 alcanza un maximo en el intervalo
0<o< % para 0= z- De modo que el drea es maxima para el triangulo
equilatero.

Para el caso de cuadrilateros convexos, la respuesta es muy distinta,
hay infinitos cuadrilateros convexos de didmetro uno y area maxima.
Estos son, el cuadrado de lado uno y todos los rombos cuya diagonal
mayor y diagonal menor miden 1. Notar que de todos estos rombos sélo
uno es inscriptible en una circunferencia, el cuadrado.

Para el caso de poligonos de un ntmero impar, 2k + 1, de lados el
problema ha sido resuelto por Renihardt en: Extremale polygone mit
gegebenen Durchmessers, Jber. Deutsh Math. Verein, 31 (1972), 251-
270 quien demostré que el poligono regular de 2k + 1 lados y diametro
uno, tiene area mayor que cualquier otro poligono no regular de 2k + 1
lados y didmetro uno. Se invita a escribir un articulo para la revista
de educacion sobre este tema.

Para el caso de poligonos de seis lados, el problema ha sido resuelto por
Graham, The largest small exagon. Journal of Combinatory Theory,
Ser. A. 18 -1975, pag. 165-170. Graham demuestra que existe un tnico
poligono de seis lados y didmetro uno, de area maxima. Este poligono
tiene area 0.674981 que es un cuatro por ciento mayor que el area del
exagono regular de didmetro uno.

Para el caso de poligonos de 8,10,12,.... parece que no se conoce la
respuesta a la pregunta.

Problemas de colorear grafos

A continuacién estudiamos el problema de colorear un grafo con tres
colores, con la condicién de que vértices adyacentes nunca poseen el
mismo color. De ahora en mas fijamos los colores on rojo, verde y
amarillo (patito), para colorear los vértices.
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Por lo tanto, el grafo

no esta permitido y si el grafo

Francois Vieta (1540-1603) escribid, aproximadamente en el ano 1591,
un libro titulado Introduction to the analitical art, lo dedicé a un
descediente contemporaneo del ”Ada Melusina”, ; Quien fue el Ada
Melusina?, en el prologo encontramos:

”Finalmente el arte analitico, ha sido redactado de modo preciso y
con profundidad de manera que puede ser aplicado al problema de los
problemas, a saber, NO DEJAR PROBLEMAS SIN RESOLVER”.

Esta expresion de Vieta la hemos aplicado a problemas que resolvemos
con ecuaciones lineales o de segundo grado, la filosofia es: a un prob-
lema le asociamos una ecuacién (o sistema de ecuaciones) de modo que
el problema tiene solucién sii la ecuacion (el sistema) tiene solucién.
Por ende, esto nos sugiere que hacer con nuestro problema, debemos
algebrizarlo y alli encontraremos su soluciéon. D. Bayer en su tesis doc-
toral en matematica aprobada en la Universidad de Harvard em 1982,
entre otros resultados que obtuvo, describié un modo algebraico para
resolver nuestro problema. Para esto suponemos que nuestro grafo tiene
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n vértices. Fijemos variables independientes x1, zs, ..., x,, denotemos
por C[xy,...,x,] el anillo de polinomos a coeficientes complejos en las
variables x1,xs, ..., x,. La idea de Bayer es: a cada grafo asociarle un
ideal 7 en el anillo Clz1, ..., z,] y luego probar un teorema del tenor, el
grafo R es coloreable sii el ideal 7 tiene cierta propiedad facilmente ver-
ificable. Para construir el ideal Z lo hacemos por medio de generadores
, los mismos son:

3 3 3 2 2
vy — Loy =100, — Loy + zx; +

De estos tltimos polinomios escribimos tantos como aristas tiene el
grafo.

Se tiene:
Teorema El grafo es coloreable con tres colores sii el polinomio cons-
tante 1 NO pertenece al ideal 7.

. Como hacemos para verificar esta propiedad algebraica?, muy facil, si
usted tiene el soft Mathematica a su disposicién. Para el grafo
simplemente escribe:

Groebner Basis[{x?—1, 23 —1, 03 —1, 23 —1, 23 —1, 20 —1, 23 -1, 23 -1,
2 2 2 2 2 2 2 2
T+ 1120 + x5, ] + 1105 + T, v + 126 + X, T5 + Talz + T3,

2 2 2 2 2 2 2 2
Ty + Xoxy + Xy, X5 + Tolg + Ty, T3 + X324 + Ty, T3 + T3Tg + Tg,
1 wams + 13, 0% + w47 + 07, 33 + w576 + 15, 05 + 507 + 27
2 2 2 2
Tg +$6$7+x77$7+x7$8 +x8}7 {371,1'2,1'3,.%'4,1)5,1’6,1'7,278}]

Esto le da como resultado

2 2 3
{x1—x7, xoF 7428, T3—T7, Ta— T8, Ts+T7+Ts, Te—Ts, To+T7Ts+Tg, Tg—1}

Como 1 no estd en el resultado el grafo ES coloreable con tres colores.

Para el grafo no coloreable que presentamos en la pagina anterior,
escribe:

Groebner Basis[{r® — 1,v* — 1,a* — 1,2 — 1,
r2+r*v+v2,r2+r*x+x2,r2+r*a+a2,
a®+axv+vi 2t +axxv+0°} {rv,a 1}
y la maquina le responde con

{1}

por ende el grafo no es coloreable.
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Para el grafo que coloreamos en la pagina anterior, escribe:

Groebner Basis[{r* —1,s* — 1,1 — 1,p* — 1,
q3—1,1)3—1,1'3—1,y3—1,z3—1,u3—1,
x2+x*y+y2,x2+x*q+q2,x2+x*u+u2,
uz—l—u*y+y2,z2+z*u—|—u2,vg+v*u+u2,
P4zxy+yt P+ zxv+ 0t 2k 407
Pzxs+ st axt+t70 22+ 2xq+

Z2+Z*p+p2}7{r787t7PJQ7x7y7z7u7v}]
y obtiene,

{Null, ~1* + v}, u — (—u —v)v,u+v + 2,
—v+yutv+z,¢ —qu—qu+u,

p2—pu—pv+uv,t2—tu—tv—l—uv,

s — su — sv +uv, r* —ru — v+ uv}

Como 1 no pertenece al conjunto respuesta, el grafo es coloreable.

Una pregunta que surge es como adaptar esta algebra al problema
de colorear un grafo con cuatro, cinco, ... colores distintos de modo
que vértices adjacentes nunca tengan el mismo color, es muy facil, las
potencias cubicas las reemplaza por potencia cuartas, quintas,...., los
polinomos correspondientes a los lados del grafo surgen de aplicar como
en el caso de tres colores factorizacién a xf — xf = (z; — ;).....

Numeros irracionales

En clase ensenamos que un ntimero es irracional si su expresion dec-
imal no es perfodica como ejemplo mostramos que /2 es irracional,
lo cual usualmente lo hacemos mostrando que v/2 no es una fraccién.

Aqui presentamos ejemplos de nimeros irracionales, descubiertos por
Liouville alla por los 1850’s. Estos son

0.10100100010000100000100000010000000

0.21211211121111211112111112111111
Ejemplos en férmula son,
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Estos ntimeros son irracionales puesto que si fueran racionales, serian
periodicos, digamos con un periodo de longitud NV, si nos alejamos mu-
cho de la coma, aparece una laguna de ceros de largo 4N, por consigu-
iente todos los coeficientes del periodo serian igual a cero, imposible.

El triangulo de Calabi

Calabi es un matemadtico italiano que vive en USA desde mediados
de la década del cincuenta, trabaja en la Universidad de Pensilvania. El
tridngulo que lleva su nombre surge de la observacion siguiente: En un
triangulo equilatero se inscriben tres cuadrados como lo indica la figura,
obteniendose que los tres cuadrados son congruentes. Sobre cada lado
de un triangulo cuyos angulos son agudos se inscriben cuadrados como
lo indica la figura .... Pregunta: Existe un tridngulo de modo que
los tres cuadrados son congruentes ? La respuesta es si, y estd dada
por el tridngulo isésceles de base 1 y altura x=1.55138752455... que es
solucién de la ecuacién 22 — 222 — 3z + 2 = 0. Las otras dos raices de
la ecuacion son complejas no reales.

Areas de triangulos, segunda parada

Aqui presentamos demostraciones de algunos hechos relacionados
con tridngulos rectangulos y algunas sugerencias para su clase.

Un problema planteado por los arabes en el siglo X es el de determi-
nar los nimeros naturales que se obtienen como area de algin triangulo
rectangulo de lados enteros positivos. Atin hoy en dia no se conoce una
respuesta a este problema, sin embargo, recientemente se han realizados
progresos positivos tanto en resultados como en conjeturas. En estas
notas trataremos de describir parte de este conocimiento matemaético y
de una técnica para resolver problemas, la de trasladar un problema de
un drea de la matemdatica a otra y alli resolverlo. De ahora en adelante
(x,y, z) indica, salvo especificacién contraria, los catetos e hipotenusa
de un triangulo rectangulo.

(1) Salvo congruencia, el niimero de tridngulos rectangulos de lados
enteros positivos y area fija igual a un entero positivo n es
finito.

En efecto, la ecuacion xy = 2n tiene un numero finito de
soluciones enteras positivas, como se deduce del Teorema Fun-
damental de la Aritmética. Ahora recordemos que dos triangulos
rectangulos son congruentes si sus catetos lo son.

(2) No existen tridngulos rectdngulos de lados enteros positivos y
area 1, 2,3, 4,5, 7.
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En efecto, sea (x,y, z) las medidas de un triangulo rectangulo
de lados enteros positivos. Sin pérdida de generalidad pode-
mos suponer que x < y. Supongamos que existe un tridngulo
rectangulo cuya drea es igual a uno de los nimeros 1, 2, 3, 4, 5,
o 7. Entonces tendriamos que:

(a) 2y =2 con z? +y* = 2% lo cual implica x =1, y = 2,
z =+/5, absurdo pués z,y, z, son enteros positivos,

(b) zy =4 implica x =y =2, 2 =+/8 absurdo, 0z = 1,y =
4,z = \/5, absurdo.

(¢) zy = 6 implica = 2, y = 3,2 = /13, absurdo, 0 z =
1,y =6,z = /37, absurdo, o....

(d) zy =8 implica =2, y =4, z = /20, absurdo, o....

(e) zy =10 implica 2 =2, y =5, z = /29 absurdo, o....

(f) xy = 14 implica z =2, y =7 z = /53 absurdo.

(3) Salvo congruencia existe un unico tridngulo rectdngulo de lados
enteros positivos y area 6. Este es dado por el trio (3,4,5).
Puesto que oy = 12, z <y, 2?4+ y* = 2? implican = = 3,
y=4, z=50x=2, y=606, z:\/ﬁ,ole,y:&z:
V/37, el tercer criterio de congruencia concluye la afirmacién.

Se daja como ejercicio al lector probar que no existen tridngulos rectangulos
de lados enteros positivos y area 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, o p, con

p un nimero primo. Otro ejercicio es mostrar que para un triangulo
cuyos lados miden niimeros naturales siempre vale que 1 < x. De lo con-
trario, tendriamos que 1+y? = 2% de esto, 1 = 22 —y? = (2 —y)(z +y)

lo cual implicaria que z —y = z 4+ y = 1. Por consiguiente, z = %

Es claro que si queremos obtener resultados de importancia debemos
cambiar el modo de trabajo, una primera cosa que podemos intentar
es encontrar una maquina que nos ayude a producir ternas pitagéricas.
Recordemos que

(1) Se llama terna pitagdrica a una terna de nimeros que son las
medidas de los lados de un tridngulo rectangulo.

(2) Matemédticamente una maquina que nos produzca ternas pitagdricas
significa encontrar un conjunto X y una funcién calculable de
X en el conjunto de las ternas pitagéricas.

Lema 1 Una terna de ntimeros reales x,v, 2z, satisface z2 + y? = 22
si y solo si es posible encontrar niimeros reales m,n, con m > n tal
que r=2mn, y=m-—n, z=m-+n.
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En otras palabras cada vez que se nos ocurran un par de nimeros
m > n podemos construir una terna pitagoérica usando las férmulas
escritas alli, y de esta manera obtenemos todas las ternas.
Demostracién. Si 22 + 3% = 22 entonces 22 — 3> = 22, en conse-
cuencia x? = (z—y)(z+y). Sean p=2z—vy, q=z+y, deesto
y=1(—-p)/2, 2= (p+q)/2,y 2> = pg. Escribamos p = 2n?,
q =2m?, (como p y ¢ son positivos y todo ntimero real positivo tiene
raiz cuadrada, m y n existen). Por tanto x = 2mn, y = m? — n?,

2z =m? 4+ n?. La implicacién reciproca es trivial.

En la terminologia de funciones el lema se reinterpreta asi: Sea X
el conjunto de pares de ntumeros reales (m,n), con m > n. Fije-
mos en el plano un sistema de ejes coordenados ortogonales de origen
p. Sea ¢ la funcién que asocia a (m,n) el tridngulo rectangulo con
hipotenusa contenida en el primer cuadrante y vértice opuesto p, con
catetos contenidos en los ejes y de medida 2mn, m? — n?, respecti-
vamente. El Lema 1 y los criterios de congruencia implican que todo
triangulo rectangulo es congruente al menos a uno de la forma ¢(m,n),
con m y n convenientes. El lector diligente podra concluir que: salvo
congruencia hemos construido una maquina para producir triangulos
rectangulos.

Ejercicio. Denotemos por Y el conjunto cociente del conjunto de
triangulos rectangulos dividido por la relacién de congruencia. Sea
¥ : X — Y la funcién definida por ¢(m,n) =clase de congruencia de
¢(m,n). Analizar si 1) es inyectiva o sobreyectiva.

Después de varias intentos (2500 afios aproximadamente) Kronecker
en el siglo pasado probé (ver [D], pagina 222) ,

Proposicién Una terna x,y < z de nimeros enteros psoitivos, con
x par y con maximo comun divisor de z,y,z igual a 1 satisface la
ecuacion x4y = 22 siysblosi o = 2mn, y = m?—n?, z = m?>+n?,
m > n, con m,n enteros positivos, med(m,n) =1,y m de distinta
paridad a n.

Demostracién. Probemos primero que si & = 2mn, entonces 2 +
y? = 2%, mcd(z,y,2) =1 y los ntimeros x,y, z son enteros positivos.
Estos son enteros positivos, puesto que resultan de operar con niimeros
enteros positivos. La ecuaciéon z? + y*> = 22 resulta de un calculo
directo. Si d divide a med(x,y,2) entonces d/(x + 2)*> = (m + n)?,
como m es par y n impar o viceversa resulta m + n impar por lo

tanto d es impar. Por tanto como d/2m? =y + 2z, d/2n®> =z —y
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resulta que d/n? y d/m?. Si d fuera mayor que 1, cada factor primo
de d dividiria m y n, lo cual implicaria que med(m,n) > 1, absurdo.
Para verificar la reciproca notemos que:

a) T es par e y impar o z es impar e y par. Puesto que si ambos
fueran pares 2 dividirfa a 2%, por tanto 2 dividiria a med(x,y,z) =
1. Si ambos fueran impares tendriamos z = 2k + 1, y = 2r + 1,
reemplazando en la igualdad 2%+ y* = 2? se obtendria 2(2s+1) = 22
con s entero positivo, lo que contradice el Teorema Fundamental de
la Aritmética.

b) z es impar, puesto que z? + y*> es impar por a). Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que x es par e y impar (si fuera
al revés hacer * = y e y = x). Por el Lema 1, podemos escribir
x=2mn, y=m>-n?, z=m>+n%, m >n con m,n reales.
Necesitamos probar que m y n son enteros positivos, med(m,n) = 1,
m,n tienen distinta paridad. Como x es entero positivo y par resulta
que mn es entero positivo, como y+z =2m?, z—y =2n?, y£ 2z es
par (ambos son impares) resulta que m? y m? son enteros positivos.
med(m?,n?) = 1, de lo contrario si un primo p dividiera a m? y a
n? entonces p dividirfa a y y a , 2 la ecuacién pitagérica implica que
p dividirfa a z, de esto med(zx,y,z) > 1, absurdo. Por lo tanto cada
factor primo de n? no aparece en m? y viceversa, como mn es entero
positivo, y como la rafz cuadrada de (mn)? se calcula por medio de la
factorizacién en primos de (mn)? y med(m?,n?) = 1, resulta que m y
n son enteros positivos. Son coprimos ya que de lo contrario resultaria
med(z,y,z) =1 como x es par e y impar resulta m par y n impar
o viceversa.

Esta proposicién tiene varias consecuencias interesantes, a saber:

1) (z,y, z) esuna terna pitagérica de enteros positivos, con med(z,y, 2)
d si y so6lo si existen enteros positivos m,n, con x = 2mnd, y =
dm? —n?), z=d(m*+n*), m>n, medim,n) =1, m y n de
distinta paridad.

2) Si (z,y,z) es una terna pitagérica de enteros positivos, entonces
xyz es un miltiplo de 60.

En efecto, 60 = 3 -4 -5 por tanto debemos probar que 3/xyz,
4/zyz, 5/zyz, luego zyz = d*2mn(m? —n?)(m? + n?) = &*2mn(m —
n)(m +n)(m? +n?). Como m o n es par resulta 2mn multiplo de
4. Si m y n son miltiplos de 3 entonces (m? —n?) es multiplo de 3.
Sini » ni m son multiplos de 3 entonces m =3k +r (r=1,2) y



CONFERENCIA RIO GRANDE 15

n=3s+t (t=1,2). Por lo tanto m? —n? es igual a 3 por entero
positivo méas r? — s2. Dando los valores posibles a r y s resulta que
r? £ s es igual a cero o £3 por lo tanto divisible por 3. Si alguno
de los nimeros n,m, m +n es miltiplo de 5 completamos que xyz es
multiplo de 60, Si no, entonces m = 5k +r, n =5s+ 1t con r,t en
el conjunto {1,2,3,4}. Por tanto m* —n* =5 por un entero positivo
+ (r* — s%), reemplazando r,s por sus valores resulta que xyz es
miultiplo de 60.

3) Consecuencia espectacular y bella. El area de un tridngulo recténgulo
de lados enteros positivos es un entero positivo y multiplo de 6.

En efecto, el drea es igual a mn(m?—n?) por lo tanto entero positivo.
De las cuentas hechas en 2) resulta miltiplo de 6.

Ejercicio. Probar que siempre un cateto de un tridngulo rectangulo
de lados enteros positivos es par. Deducir otra demostracién de que el
area es entero positivo.

4) Sin embargo, no todo miltiplo de 6 es drea de un tridngulo rectangulo
de lados enteros positivos, por ejemplo probar que 12 no es area de un
tridngulo rectangulo de lados enteros positivos.

Ejercicio. Pruebe que no existen tridangulos rectangulos de lados en-
teros positivos y area igual a un cuadrado, por ejemplo 25, 36, 81.
Ayuda que no ayuda: Si drea= r?, una homotecia de razén r lleva
el conjunto de triangulos de area 1 sobre el conjunto de tridngulos de
area 1.

5) Fibonacci (aprox. 1500 DC) descubrié un tridngulo rectdngulo de

lados racionales y area un entero positivo. Este es dado por el trio
(9/6,40/6,41/6) que tiene area igual a 5.

6) Usando la notacién de 1) es claro que resolver el problema de encon-
trar los enteros positivos s que son areas de tridangulos rectangulos de
lados enteros positivos es equivalente a resolver el siguiente problema
algebraico: Determinar los enteros positivos s para los cuales es posi-
ble encontrar enteros positivos m,n,d con med(m,n) =1, m y n de
distinta paridad, m > n, tal que s = mn(m? — n?)d.

Con esta reformulacién algebraica del problema es muy facil escribir
un programa en BASIC para calcular los triangulos rectangulos de lados
enteros positivos y area menor o igual a 100.

Numeros primos largos??
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Para cualquier niimero primo, un teorema de teoria de niimeros que
se encuentra como ejercicio en los libros de E. Gentile, dice que cuando
calculamos el desarrollo decimal de ;} resulta que el periodo es de lon-
gitud menor o igual a p — 1. Por ejemplo,

1/11 = 0.0909090....

(periodo igual a 2) y 1/7 = .142857142857142857142857.... (periodo
igual a 6). Decimos que un nimero primo es largo, si cuando calculamos
el desarrollo decimal de % el periodo tiene longuitud igual a p — 1. Con
una calculadora es facil verificar que

7,17,19,23,29,47,59,61,97,109, 113,131, 149, 167

son numeros primos largos. Una propuesta es hacer que el alumno cal-
cule el desarrollo decimal de 1/p para varios primos, y alli preguntar
que observan, algun alumno deberia conjeturar el teorema antes enun-
ciado. Una estadistica a observar por parte de los alumos es que de un
conjunto de N ntimeros primos, aproximadamente el treinta por ciento
es largo. Esta ultima afirmacion es una obserbacion de Emil Artin.

Una relacion entre algebra de tercer ano y geometria

Si x,y, z son nimeros positivos, entonces vale que

1 1 1
(z+y+2)(=+-+-)>9
Ty oy

Una manera de demostrar esto es usar la igualdad

o (2303) <o)+ B (D

Notar que la desigualdad es igualdad si y sélo si x = y = 2z como se
deduce de la identidad anterior.

Consideremos ahora un tridngulo de lados a,b,c. Denotemos por
S su superficie, p su perimetro, s su semiperimetro, R el radio de la
circunferencia circunscripta, r el radio de la circunferencia inscripta, d
la distancia entre el centro de la circunferencia inscripta y el centro de
la circunferencia circunscripta. Se sabe que

S = +/s(s—a)(s—b)(s—c) R:Z—l;c 7”:% d=+vVR?—-2Rr

Como el lector recordara la primera féormula se debe a Heron de Ale-
jandria (Siglo IIT antes de Cristo), la dltima Euler a (1707-1783).
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Lo que deseamos puntualizar es como usando las informacion previa,
se demuestra:

Teorema (FEuler) R > 2r y la igualdad sélo vale para tridngulos
equilateros.

En realidad la ultima afirmacién de la informacién presentada ver-
ifica la desigualdad de Euler, sin embargo se la puede demostrar en
forma muy sencilla, por ejemplo asi:

R sabc B abe

452 4s(s—a)(s—b)(s—c)’
ahora escribimos s —a =1z, s — b=y, s — ¢ = z, por consiguiente,
R (y+2)(y+az)(z+x)

r dayz

en consecuencia la desigualdad de Euler equivale a demostrar que

(y+2)y+)(z+2)
dxyz

> 2,

el numerador de la ultima fraccién es
(y+2)(y+2z)(z+2) = (r+y+2)(zy + 2z + yx) — Y2
Por tanto, la desigualdad de Euler equivale a verificar

(x4+y+2)(xy + 2z +yx) — zyz -

2
4dryz -7
pero esta ultima fraccién es igual a
1 1 1.1 1_9 1 8
—t -t )22 == =12
ey )" 1217 171

Ahora, estudiamos la igualdad en el teorema de Euler. Si el tridngulo
es equilatero, entonces a = b = ¢ algebra elemental nos dice que vale
la igualdad. (Tambien se lo demuestra usando el hecho de que en
un tridngulo equildtero las medianas, mediatrices, alturas coinciden).
Por otro lado, si vale la igualdad, entonces d = 0 y por lo tanto las
mediatrices coinciden con las alturas, bisectrices etc, en consecuencia
es equilatero. Otra demostraciéon (sugerida por D. Penazzi es: si vale
la igualdad entonces z = y = z, por consiguiente a = b = ¢).

Propuesta para el aula
Etapas sugeridas para ayudar a descubrir el teorema de Euler.1) Hacer
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dibujar un tridngulo equilatero. 2) Hacer dibujar el centro de la cir-
cunferencia inscripta y de la circunscripta. 3) Hacer notar que am-
bos centros coinciden. 4) Hacer dibujar varios tridngulos isésceles. 5)
Hacer dibujar los centros de la circunferencia inscripta y circunscripta
para cada uno de estos tridngulos. 6) Para cada tridngulo dibujado
hacer medir con regla los radios R, r 7) Hacer una tabla con los valores
obtenidos 8) Preguntar ;jnotan alguna relacién entre estos nimeros?
(Probablemente algunos alumnos se den cuenta que R > r ). 9) Pre-
guntar ;Cuan lejos estan R y r?, surge entonces la pregunta, que sig-
nifica ;Cuan lejos? una respuesta es calcular R — r o R/r. 10) Hacer
calcular ambos valores R — r, R/r. 11) Preguntar, se observa algo en
comun, algin alumno quizés responta que R/r > 2. Los que contes-
taron esto descubrieron la desigualdad de Fuler por observacion. Ahora
hay que demostrar la desigualdad de Euler.

Otra aplicacion algebraica de las férmulas para calcular R, 7.

Para motivarnos recordemos:
Para el caso de triangulos rectangulos cuyos lados tienen por longitud
nimeros naturales, sabemos que sus lados se describen por las férmulas,

a=2mnh, b= h(m*—n?), c=h(m?+n?

donde a,b son los catetos, n, m,h naturales, n,m son coprimos y de
distinta paridad, ademas m > n. Para una prueba, consultar Var-
gas, Areas de Triangulos rectangulos, REM, 1991.Vol 6 o Boletin de
SOAREM, Numero 2, 2001, estas férmulas tienen por consecuencia:
Ejercicio: Para un triangulo rectangulo de lados naturales, el radio de
la circunferencia r inscripta es un numero natural, el radio de la cir-
cunferencia circunscripta R es un ntimero natural o un racional cuyo
denominador es dos.

Para hacer descubrir estos resultados presentar las férmulas para S, s, R, r
que los calcula a partir de a, b, c. Ahora, usar las féormulas para a, b, c
descriptas mas arriba, hacer calcular y sale.

Algunos problemas utiles para programar en computadoras.

1)Euclides fue el primer matemético en demostrar que existen infinitos
nimeros primos. Su demostraciéon es por reduccion al absurdo. Esto es,
suponemos que solo hay un nimero finito de primos 2, 3,5,7, 11,13, ..., p,.
Ahora formamos el nimero @), = 1+ 2.3.5.7.11.13..... DPn. Qn €s
nimero natural mayor que uno, por consiguiente es divisible por un
primo p. Por otro lado, p estd en la lista que define @,, (alli estan to-
dos los primos), por consiguiente p divide a 1 = @,,—(Q,, — 1), absurdo.
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Esta demostracion sugiere un problema: ;Para que n es (),, un niimero
primo? Por ejemplo Q)2 =2.3+1 =7, 3 = 2.3.5+ 1 = 31 son primos,
mientras que Q7 = 2x3x5x7x11x13x17+1 = 19x97%277. Se sabe que, y
sugerimos verificarlo con una computadora, que el @),, correspondiente
al n = 13649—primo es un nuimero primo de 5862 digitos.

2)Fijemos un primo ¢, nos planteamos encontrar un natural d de
modo que todos los términos de la progresion aritmética

¢ q+d, q+2d,...,q+ (¢q—1)d

son numeros primos. Notar que ¢ + qd es compuesto.

Para ¢ = 3, unarespuestaes d = 2, la progresion es: 3,3 +2 = 5,

Para ¢ = 5 una respuesta es d = 6, pues 5,5 +6 = 11,5+ 2.6 =
17,54 3.6 =23, 5+ 4.6 = 29 son primos.

Para ¢ = 7 el primer d de modo que los nimeros 7, 7+d, 742d, ..., 7+6d
resultan nimeros primos es d = 150

Para ¢ = 11 el primer d es d = 1536160080

Para ¢ = 13 el primer d es d = 9918821194590.

3) Para cada natural n denotemos por m(n) el nimero de primos
menores o iguales a n. De esto, 7(2) =1, 7(3) =2, w(4) =2, w(5) =
3, m(6) = 3, 7(8) = 4, 7(9) = 4, 7(10) = 4, n(12) = 5. Notar que
7m(2) = 1 divide a 2, 7(4) = 2 divide a 4, 7(6) = 3 divide a 6. Esto
sugiere: Problema, encontrar los naturales n tal que m(n)dividean.
Entre tales naturales estan, {2,4, 6,8, 30, 33,100, ...}

Notar que el problema 1) se lo puede presentar haciendo calcular
una tabla a dos columnas, en la primera columna n, en la segunda @),,,
para luego preguntar ;Que observa?

Notar que el problema 3) se lo puede presentar haciendo calcular una
tabla a tres columnas, en la primera columna n, en la segunda m(n),
en la tercera columna n/7(n) para luego preguntar ;Que observa?

Un problema de combinatoria

Este problema, es un ejemplo de un problema que transformado con-
venientemente en otro problema, resulta muy facil de resolver.
Decimos que un subconjunto A C {1,2,--- ,n} es alternante si al enu-
merar sus elementos en forma creciente, el primero es impar, el se-
gundo es par, el tercero es impar, etc. Decimos que un subconjunto
A C {1,2,--- ,n} es robusto si cada elemento A es mayor o igual al
cardinal de A. Por ejemplo, {13,24,57,62} es alternante y robusto.
Problema, determinar los subconjuntos de {1,2,---,n} alternantes y
robustos. Conviene pensar que el conjunto vacio es la vez alternante
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y robusto. Una manera de resolver este problema, es transformarlo
en otro equivalente facil de resolver. Para esto, a cada subconjunto
A={ay, - ,ar}de{l,2,--- ;n} con k elementos le asociamos un sub-
conjunto B = {by,--- , by} de {1,2,--- ,2n—1}, donde b; = a;+i—1. Es
facil verificar que los k—subconjuntos alternantes A estan en correspon-
dencia bijectiva con los k—subconjuntos B C {1,2,--- ,2n—1} que sat-
isfacen: cada elemento de B es impar y el mayor elemento B es menor
que n+ k. Por otro lado, los k—subconjuntos robustos de {1,2,--- ,n}
estan en correspondencia bijectiva con los k—subconjuntos B = {b; <
coe < b} de{l,2,--- ,2n—1} tal que b; > k+i—1Vi. En consecuen-
cia, los k—subconjuntos alternantes y robustos estan en corresponden-
cia bijectiva con los k—subconjuntos de {k,k+ 1,--- ,n+ k — 1} tal

k

. 2 :
que todos sus elementos son impares. El resultado es ( n/ ) sin es

ntl n—1
par, < l2<; ) si ambos son impares y ( ]% ) si n es impar y k es

par.
Por tanto, el nimero de subconjuntos alternantes y robustos es

k=n/2

n/2 n
Z ( I ):22 npar
k=0
5] n—1 5] n+1
2 T2 i
(2/{:)+Z( L ) nimpar
k=0 k=0

Para n > 1 esto es igual a 2" 4+ 2" =3.2"%
paran =1 es 2

Ejercicio: el nimero de subconjuntos alternantes de {1,2,--- ,n} es
igual al nimero de subconjuntos robustos de {1,2, - - - , n}. Este niimero
es igual a F, o, donde F} = Fy, =1, F,,1 = F, + F,.1 paran > 2.
(Los nimeros de Fibonacci.)

Sugerencia didactica:

Para presentar este problema se sugiere definir subconjunto alternante,

hacer calcular los subconjuntos alternantes de {1, 2,3}, {1, 2,3, 4}, {1,2,3,4,5},
{1,2,3,4,5,6}, {1,2,3,4,5,6,7}, Ahora definir subconjunto robusto,

para cada uno de estos conjuntos determinar los suconjuntos robustos,

en cada caso hacer calcular el niimero de subconjuntos que son a la vez
robustos y alternantes, hacer dibujar una tabla donde en la primera
columna se coloca n el cardinal de {1,...,n} y en la segunda columna

el nimero de subconjuntos de {1,...,n} que a la vez son robustos y
alternantes, preguntar si se observa alguna ley de formacién, algin



CONFERENCIA RIO GRANDE 21

alumno quizas se de cuenta de las féormulas en el parrafo anterior, una
ayuda para ensenar a descubrir las formulas es indicar que las leyes de
formacién mas bésicas son n — kn,n — k/n,n — ck™,n — en*,n —
c/k™,n — c¢/n* con k > 0, ¢ > 0 conveniente (proporcionalidad directa,
proporcionalidad inversa, directamente proporcional a una exponen-
cial en n, directamente proporcional a una potencia de n, inversamente
proporcional a una exponencial de n, inversamente proporcional a una

potencia de n).

Pruebas del teorema de Pitagoras

Algunos autores han listado del orden de 400 pruebas distintas del
teorema de Pitdgoras. A continuacion reproducimos una debida a el
Presidente Garfield de Estados Unidos de Norteamérica descubierta
en 1882, la segunda a Leonardo da Vinci(1451-1519), la tercera al
matematico arabe An-Nairizi y la cuarta debida al inventor de la teoria
de conjuntos George Cantor (1845-1918).

Prueba de Garfield

En la figura 1, tenemos un trapecio con base mayor b, base menor a (es
trapecio porque el tridngulo es rectangulo). El dngulo Z es recto porque
su suplemento es la suma de los dos angulos no rectos del triangulo.
Ahora, como siempre calculamos el area del trapecio de las dos maneras
que sugiere la figura, después de simplificar obtenemos la demostracion
del presidente.

Figura 1 Garfield
Prueba de Leonardo
Consideramos un triangulo rectangulo de vértices JIH, en la figura 2
los cuadrilateros ABCD, DEFA, GFHI y GEJI son congruentes. Por
consiguiente los exdgonos ABCDEF y GEJIHF tienen la misma area.
Por tanto el cuadrado FEJH es suma de las areas de los cuadrados
ABGF, CDEG. Esta demostracion tiene algo muy interesante, se visu-
aliza que el area del cuadrado asentado sobre la hipotenusa es la suma
de las dreas de los cuadrados asentados sobre los catetos.

Figura 2, Pitagoras
Prueba de An-Nairizi
Esta basada en la figura 3, esta demostracién tiene la bondad de puede
usarse para hacer que los alumnos descubran el enunciado del teorema
de Pitagoras, para esto, primero pedimos un triangulo rectangulo, luego
dibujar cuadrados sobre cada lado del rectangulo, luego hacemos dividir
y colorear cada cuadrado dibujado, por ultimo la pregunta, ;Que se



22 JORGE A. VARGAS

observa?, se espera algin alumno responda: la superficie del cuadrado
pegado a la hipotenusa es igual a la suma de las spuperficies de los
cuadrados pegados sobre cada cateto, ahora hacemos escribir este hecho
en férmula y el alumno descubrié el enunciado del teorema.

Figura 3 Narisi
Prueba de Cantor
La prueba estd basada en la figura 4, es quizas la més linda desde el
punto de vista didactico, puesto que obviamente se puede presentar
como la de Nairizi. De paso si presenta el proceso descripto para Na-
irizi, despues para evaluarlo presenta el dibujo de Cantor y asi evalia
si entendieron el proceso de Nairizi.

Figura 4, Cantor

Como es de esperarse, hay demostraciones aparentemente mucho méas
complicadas del teorema de Pitdgoras, sin embargo, como la ley de con-
servacion de energia es una verdad indiscutible, no la hemos contrade-
cido para nada, pués estas simples demostraciones estan basadas en la
teoria de areas, tema nada facil de desarrollar. Otro punto a favor de las
demostraciones aprentemente més complicadas de Pitagoras (por ejem-
plo, las que aparecen en los libros de Repeto, Cabrera y Médici, Tapia)
es que se obtiene informacién extra sobre los triangulos rectangulos.

Analisis, trigonometria y decimales de 7

En los textos de analisis encontramos, usando polinomios de Taylor,
que un modo de aproximar los valores de arctg(z) para = cualquier
nimero real entre —1 y 1 es por medio de

pe(2) =2 —2®/3+2°/5 — 27T+ ..+ (=12 /(2% + 1)
y el error que se comete es
larctg(x) — pr(z)] < x2k+3/(2k3 +3)

Como tg(§) = 1 se tiene que arctg(l) = § Por tanto se obtiene la
aproximacion

E —[1=1/341/5-1/T+ ...+ (=DF/2k+1)]| < 1/(2k + 3).

De modo que si £ = 500 se obtiene

E—[1—1/3+1/5—1/7+...+(—1)500/(1000+1)]\ < 1/1003 < 1/1000.

Por consiguiente debemos calcular 500 sumas para determinar los
dos primeros decimales de 7.
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Usando trigonometria se obtienen mejores aproximaciones de 7. Para
esto notemos la igualdad

1 1
% = 4arctg(%) — arctg(@)

Un modo de demostrar esta igualdad es:

1) Verificar que tg(§) =1

2) Verificar, usando los teoremas de adicion de la tangente y la identi-
dad tg(arctg(t)) = t,Vt, laigualdad tg[darctg(1/50) —arctg(1/239)] =
1

3) Recordar que tangente es una funcién inyectiva en el intervalo
(=5, %), esto es, si tg(x) = tg(y),z,y € (—7/2,7/2) entonces x =y

4) Ahora utilizar 4p,(1/50) — p(1/239) para aproximar a j
7) El error cometido es a lo mas 4 * (1/50)%+3 4 1/(239)2k+3

8) Notar que para k = 7 el error es a lo sumo 5242880000 * 1028 +
3691778905 * 10~

Para evaluar procesos sugerimos usar la identidad
% = arctg(1/2) + arctg(1/3).

Seguridad

Cuantos guardias se requieren para vigilar el interior de una galeria
de arte con n paredes y sin obstaculos en el interior.

De acuerdo a dibujos, algunas requieren pocos guardias, otras mu-
chos. Stephen Fisk demostré que como minimo se requiere de [n/3]
guardias. Esto sugiere que los alumnos hagan ejemplos de galerias y
determinen el numero minimo de guardias.

Si las paredes de la galeria sélo forman angulos de 90 o 270 grados,
mds dificil de mostrar es: Una galerfa ortogonal, con [n/4] guardias,
la vigilamos. Una demostracion se encuentra en: Vladimir Estivill-
Castro, Una introducc’éon a la geometria computacional. Aportaciones
matematicas. Sociedad Mexicana de Matematica.
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