FACTORIZACION DE ENTEROS DEL TIPO V" + 1
DIRECTOR DE LA REVISTA

ABSTRACT. Se presentan ejemplos concretos de factorizacién de
enteros del tipo ™ £ 1 y algunas técnicas para su calculo, con el
fin de proporcionar a lectores que ensean computacién consideren
su utilidad

1. INTRODUCTION

Sea N un numero natural, un par de problemas que interesan tanto
en matematica pura como aplicada son:

A) Determinar si NV es un nimero primo
B) Cuando N no es un nimero primo, calcular su factorizacién en
nimeros primos.

La resolucién de estos problemas es de actualidad en matematica
como por ejemplo lo indica el artilo de libre acceso en

http://www.ams.org

en el journal Bulletin descargar el archivo

Granville, It is easy to determine whether a given integer is prime,
Bull. AMS, Vol. 42, No 1, Enero 2005, Pag. 3-39.

y las referencias contenidas en su bibliografia.

El método quizas mas antiguo para determinar cuando un nimero
es primo es utiliza el algoritmo de divisién del modo siguiente:

Fija un nimero natural N el cual se desea saber si es primo o com-
puesto, a continuacion

Para cada natural 1 < d < N se realiza el siguiente

Procedimiento: calcular el resto r de dividir N por d, si este resto es
cero, paramos, pués hemos encontrado que N no es primo, sino es cero
continuamos con el siguiente de d

En caso de encontrar un divisor d efectuando la divisién de N por d
obtemos de modo explicito dos divisores de N, a saber, d y N/d.
Ahora calculamos los factores primos de d y N/d y asi logramos los

factores primos de NN.
1
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Una computadora PC con un procesador .....realiza ...operaciones por
segundo, por consiguiente, si el niimero N tiene 500 cifras el tiempo de
computo para saber si N es primo es aproximadamente .....

Puesto que N ~ 105, de manera que realizamos 10°00 divisiones y
1059 restas para calcular el resto, de modo que el tiempo de célculo es
aproximadamente

2 % 10°00 * ..../60segundos = minutos

Desde los tiempos del florecimiento de la civilizacién griega, 300 anos
antes de cristo, se conoce el siguiente teorema:

Si un nimero N no es primo, entonces admite un divisor primo (o
al menos un divisor) p tal que 1 < p < v/ N.

Por lo tanto, si sélo realizamos el procedimiento descripto mas arriba
para d = 2,3,--- , floor{~/ N} aplicado a un nimero de aproximada-
mente 500 cifras, toma

2 % 10%% x ... /60segundos = minutos

tiempo mucho menor!

Este ejemplo sencillo muestra que para disminuir costos de calculo
conocer teoremas es de importancia.

Existen otros métodos para determinar cuando un niimero es primo,
invitamos a nuestros lectores a escribir artilos sobre el tema.

Con el programa Maple es muy facil encontrar la factorizacion de un
nimero en productos de primos, simplemente debemos escribir en la
pantalla

with(numtheory) ifactor(N);

si s6lo se desea saber si NV es primo o no, se usa el comando

isprimeN;

La pregunta que uno se hace, es 7 como estan hechos esos pro-
gramos?, si usted habre el help o un manual de dichos programas en-
contrara indicaciones al respecto.

A continuacién presentamos un método para encontrar factorizacién
en nimeros primos para los enteros 0" 41 distinto al método rudimen-
tario descripto en los parrafos anteriores.

Se basa en conocer los polinomios ciclotomicos y algunas de sus
propiedades.

Para cada natural d se define un polinomio ciclotémico ¢4 del modo
siguiente,

¢1<$> == 1,¢2(ZE) =x+ 1,¢3(ZE> = ? + T+ ]-7

¢a(x) = 2* + 1, ¢5(2) =2 + 2% +2* + 2 + 1,
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y en general por la formula inductiva,

" —1

" Tl jnen O1(@)

(cic).

()

Por ejemplo
2% —1 2% —1 2% —1

— [Tk /6,66 Px () T (@) de(@)ds() @-DE+ D@2 tat+l) —x+1

P ()

_ a’—1 _w7—1_x7—1
[Lppertn(e)  di(z) -1

Utilizando maple, la instruccién para calcular ¢, (z) es:

with(numtheory): ; cyclotomic(n,x);

En general, como lo hicimos para p = 7 se demuestra con un calculo
muy sencillo que para p primo,

= 2+ttt a1

¢7()

Gp(x) =ap—1+---+x+1.

(basta recordar un caso de factoreo!)
Como ejercicio proponemos
a) Mostrar que para n impar se tiene que

Pon () = Pn(—1).

b) Para p primo que no divide al nimero n, se tiene que

_ bule?)
o) =)

Un ejercicio més dificil es mostrar que

dn(z) = [J (@™ — 1)@ (1)

d/n

Donde g es la funcién de Mobius definida por

0 si s esdivisible por p? paraalgun primo p
pu(s) =< (—=1)" sis esproductode r primos distintos
1 sis=1

Con maple y la instruccion

> with(numtheory):

;, for n to 7 do print(n, mobius(n)) od;
se obtiene
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n, mobius(n)

1, 1
2, -1
3, -1
4, 0
5, -1
6, 1
7, -1

Aplicando la férmula (1) y la tabla recientemente calculada se obtiene

de(z) = H(xb‘/d _ 1)#(d)

d/6
— (x6 _ 1)#(1)(1;3 _ 1)#(2) (12 _ 1)#(3) (xl _ 1)#(6)
=@ D' - - D)@ - ) =2 -+

Un hecho importante es que los polinomios ciclotémicos son a coefi-
cientes enteros.

Esto se deduce de varias maneras, una, es debido a que los primeros
polinomios ciclotomicos poseen coeficientes enteros y son monicos, por
ende al efectuar la division que los define obtenemos un polinomio a
coeficientes enteros, otra manera, es observando que en la férmula (1),
estamos multiplicando polinomios a coeficientes enteros.

A continuacién explicamos sucintamente como se utilizan los poli-
nomios ciclotémicos para factorizar en primos n tmeros de la forma
b" £+ 1.

Por la defincién misma de los polinomos ciclotémicos se tiene la

identidad

x”—legbd(x) n>1
d/n
Por tanto, para cada b natural como ¢4(b) es un nimero si tiene la
factorizacién como producto de enteros

b =1 =] ald)

d/n

Cuando los niimeros ¢4(b) son nimeros primos para cada d que divide
a n obtenemos la factorizacién en primos de ™ — 1. De lo contrario
obtenemos una factorizacién de b — 1.

Ejemplos
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27—1=1(2)p7(2) = (2—1)(26+ 25+ 24 + 28 +22+2+1) = 1% 128
pOCO Uso....
1 = 61(2)82(2)68(2)06(2) = (2—1) (24 1)(22+2+1)(22—2+1) =
3% 7% 3 la desomposicion en factores primos!
Nos resta analizar como descomponer 0" + 1 para esto utilizamos los
casos de factoreo y los llevamos a casos conocidos, como

b —1=(b"—1)(b" +1)

se tiene

b?n - 1
b4 1= = [ ¢a®)/ ][ ¢a(k
d/2n k/n

Escribiendo 2n = 2'm con m impar y relacionando los divisores de
2n con los de n la férmula anterior se simplica en

b+ 1 =[] ¢2alb)
d/n
Un ejemplo es n = 78 = 2% 39 = 2 % 3 * 39 por ende 2n = 22 % 39 lo
cual origina

278 41 = H $4d(2) = 04(2)P12(2) P52(2) P156(2)

d/39
= (5)(13)(53 * 157 % 1613)(13 % 313 = 1249 % 3121 % 21841).

En la bibliografia indicada mas abajo presenta tablas de de factor-
izaciones, para dar una muestra copiamos...

chichi copiar la fotocopia aqui

Factorizaciones de Aurifeuille

A partir de la férmula (1) hemos obtenido factorizaciones de niimeros
naturales, es posible generar identidades polinémicas a partir de los
polinomios ciclototomicos de manera de generar otras factorizaciones
del niimero en cuestion. Estas factorizaciones se las obtiene al obser-
var que en ciertas identidades aparecen diferencias de cuadrados. A
continuacion presentamos algunas debidas a Aurifeuille.

En la identidad,

P+ 1=¢y(2?) = (x+1)* - 22

reemplazamos z := 2%*~! y obtenemos la factorizacién

24k—2+1 — (22k‘—1+1) 222k 1 (22/€ 1+1) 22k‘ 2 (22k‘ 1+1>2_<2k—1)2
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De modo que

2] = (221 2Ry (22 1 4-2F) = (22 2R ) (22 2k 4 1)
en la identidad
22+ 1= (v+1)p3(—2) = (x* 1)[(z +1)* — 32]

Al reemplazar x := 3%*~! y operar como antes se obtiene

36]673 i 1= (32]4:71 + 1)(32]671 - 3k 4 1)(32/671 4 3k’ 4 1)
Mientras que se reemplazamos x := 122*~! se obtiene

126k—3 + 1= (122k—1 + 1)(122k—1 - 22k’—13k‘ + 1)(122k’—1 + 22k—13k2 + 1)

Otras identidades que generan mas igualdades son

Chichi copiar uno en ciruclo

Como ejercicio sugerimos reemplazar en la primera z := 5%*~!; en la
segunda x := 627!, y en la tercera z := 7?*7!; al operar se obtienen
otras identidades similares a las anteriores.
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