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Prefacio

Estas notas son el resultado de wun curso dictado en Ila
Universidad Nacional de 1la Patagonia San Juan Bosco en el primer
semestre de 1993. Estuvo dirigido a estudiantes de profesorados
que en el futuro probablemente dicten cursos de matemitica para
estudiantes de ingenlieria u otras carreras. _ ,

El ¢nfasis del curso es eén destacar puntos conceptuales ' que
usualmente no se cubren en cursos béglicos. Por eso hemos tratado
bastante en detalle los temas : Dominio maximal de soluciones,
Teoremas de comparacidén de Sturm. Desde hace décadas el adlgebra
lineal ha mostrado ser wuna herramienta adecuada en Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias. Hemos tratado de enfatizar este punto de
vista y mostrado en los anexos cdmo ayuda en problemas numéricos.
Los temas Sistemas de ecuaciones lineales y Eouacidn lineal de
orden n han sido tratados en forma,independiente para que puedan
ser utilizados de esta forma. Nos permitimos puntualizar que un
complemento a estas notas es el 1libro de Balanzat, Matem:tica
avanzada para la fisica, de Eudeba.

Jorge Vargas.
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UNIDAD | : ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE PRIMER ORDEN.

1. INTRODUCCION.
k4

Se entiende por ecuacidn diferencial cualquier ecuacidn en la
cual intervienen una variable dependiente y sus derivadas con res-
pecto a una o mas variables independientes. Muchas leyes de la na-
turaleza, en fisica, guimica, bioclogia o astronomia, encuentran su
expresidn mds natural en el lenguaje de las ecuaciocones diferencia-
les. Son asimismo abundantes sus aplicaciones en la propia mate-
matica, especialmente en geomettia, y también en ingenieria, eco-
nomia, asfi como en otros muchos campos de las ciencias aplicadas.

BEs facil comprender la razdn que se oculta tras tan amplia gama
de aplicacioness de %as ecuaciones diferenciales.. El- lector recor- -
dard que si y = f{x) es una funcidén dada, su derivada representa
la velocidad de cdmo y varia con respecto a x. En cualquier pro-
ceso natural, las variables involucradas y sus variaciones estdn
relacicnadas entre si a través de los principios bésicos gque go-
biernan dicho‘prcceso. Al expresar tal conexidn en simbolos mate-

madticos el resultado es una ecuacidn diferencial.

Ejemplos de ecuaciones diferenciales son

dy _ _ f

ac = ky. { 1)

ot dz
md{=—ky (2

t
Y .2 x = -x” 3
ax Yy = € { )

d%y dy
2“5a—}z+6y=6 {( 4



ECEACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN

ZQ Introduc01on

2 dzy B dy _
2 dzy dy 2 2

En cada una de ellas la variable dependiente es y, mientras que
la variable independiente es x o t. Laé lektras k, m, p represen-
tan constantes. Una ecuacidén diferencial ordinaria es una en la
gque sdlo hay una variable independiente, de manera gue todas las
variables que' aparecen en ella son derivadas ordinarias. Todas las
que acabamos de citar son ordinarias. El orden de una ecuacidn di-
ferencial es el orden de la derivada mds alta gue contiene. Las
ecuaciones (1) v (3) son de primer orden, y las demds son de se-
gundo. Las ecuaciones (5} y (€) son clésicas,.y Se Cconocen come
ecuacidn de Legendre, y ecuacidn de Bessel, respectivamente. Ambas
representan una extensa literatura y una larga historia que se re-

monta a siglos atrds. Estudiaremos todas estas ecuaciones mas ade-
lante:

En esta unidad centraremos nuestra atencidn en las ecuaciones
diferenciales de primer orden vy las reducibles a ellas. Nuestros
problemas seran los siguientes

1) Dada una funcidn F{x,y) R® - R , encontrar todas las fun-
ciones definidas en algun %nterva}o, digamos y : {a,b) ¢ R - R ,
tal que

vy’ (x) = F(x,y(x)) , ¥ x e (a,b).

2) Dada la funcidn G( Koo He XY R’ 5 R , encéntrar todas

las funciones v : {a,b) c R -2 R , tal que
Gx.y(x),.¥y"{x)) = © .V xe (ab).

Parte del problema, con el tiempo, fue definir qué queria decir
encontrar las funciones. Seamos un poco més explicitos, para cla-
rificar lo que pretendemos decir



ECU{ACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN.

1. Introduccidn.

La mds simple de las ecuaciones diferenciales es

dy _
7 N a‘g"—f(}() {7}
La resolvemos escribiendo
yvix) = f £(x} dx + C . ( 8)

En ciértos casos, la integral indefinida en (8) puede hallarse por
los métodos del calculo. En otras ocaSionés puede ser dificil o
£ncluso imposible hallar una formula para esa integral. Se sabe,
por ejemplo, gue '
: J exp(-x°) dx , vy J {sen x)/x dx

no son expresables mediante un numero finito de funciones elemen-

tales. No obstante, si recordamos gue

J' £(x) dx .
no es sino un simbolo para una funcidén cualquiera con derivada
f{x), podemos dar siempre un significado vdlido escribiéndola en
la forma . y
vix) = Ix £(t) dﬁ + C . {9 )

[s 3
La clave de esto es gue esta integral definida es funcidn de su
limite superior x { la t es tan sdlo una variable muda ), que

existe siempre que el integrando sea continuo sobre el intervalo
; ¥
de integracidn.

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO : Sea la funcidn g(x) con-

tinua en el intervalo a = x = b, y la ecuacién diferencial

v’ = g(x). Dado un ntmerc ¢,rexiste una y sélo una solucidn
f(x) de la ecuacidn diferencial en el intervalo tal que
fla) = ¢ . Esta solucidn estd dada por la integral definida
b4
£ =c+ [ glt)a , c=fla) . (.10 )

Este resultado bdsico sirve como modelo de formulaciones rigu-

rosas en diversos aspectos. Primero, especifica la regidn en con-

sideracidén como una faja vertical a = x s b en el plano =xy. Se-



ECUACIONES LINEALES DE PRIMER OQRDEN.

1. Introduccidn.

gﬁndo, describe en términos precisos la clase de funciones g(xfl
considerada. Por Gltimo, afirma la existencia y unicidad de la so-

lucién, dada la condicidn inicial : f(a) = c.

Las condiciones enunciadas facilitan la resolucidn de una ecua-

cidén diferencial de la forma y’ = g{x) poxr inspeccidn : para cual-
gquier a , una solucidn es la funcidn :
‘ N .

J glt) do ;

&

f

las restantes son obtenidas adicionandb una constante arbitraria C
a la solucidn particular.
Asi, las scluciones de y’ = exp(-x°) son las funciones
Y = J exp(-x°) dx = (Vi/2) erf x + C ;

lasde x y’ = sen x son las funciocones
v o= Si{x) + C ;

v asi siguiendo. Ndétese que, al dibujar en el plano x,y las so-
luciones de y’ =g a partir de una curva solucidn de vy’ = gix),
las otras se obtienen por las traslaciones verticales
{(xX,y) — ({x,y+C}, '
aplicadas a (x,gi{x)}. Asi, las soluciones forman una familia wuni-
paramétrica de-curvas, una por cada valor del parametroc C. Este

hecho geométrico estd ilustrado en la Figura 1.1




ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN.

1. Introduccidn,

Tnmediatamente después de vy’ = f{x), el tipo mds simple de ecua
cidn diferencial es y' = gly). Una ecugcién tal es invariante res-
pecto de la kraslacidn horizontal
| x, v} — (x+C,y}.

De ahi, una linea horizontal cualquiera es cortada por todas las
éurvas solucidn en el misme angulo {-tales lifieas se dicen iso-
;linas ), v cualguier traslacidén horizontal vy = ¢(x+C} de una cur-
va solucidn y = ¢({x) es también una curva solucidén. La ecuacidn
diferencial mas familiar de esta forma esf y' = v . Esta puede ser
resuelta reescribiéndose como dy/y = dx; integrando obtenemos
i x = Injy| + C, o bien v = & exp{x-C),
donde ¢ es una constante arbitraria. Tomando k = £ exp(-C), tene-
mos la solucidén general '

y = kK exp(x):,
pero la solucidén y = 0 es perdida hasta el Gltimo paso.

EJEMPLO Un procedimiento similar puede ser aplicado a una

ecuacidn diferencial de la forma vy’ = g(y). Asi, consideremos

v o=yt -1, z (11 )

Puesto gue y2 - 1T =(vyv -1y + 11}, las funciones constantes

YE“]- ’ ij«
son soluciones particulares de (11). Puesto que ya > 1 si |y} > 1,
mientras gue ya < 1 =i vl < 1, todas las solucicnes son fun-
ciones decrecientes en la franja |yl < 1, y funciones cre-
cientes fuera de ella { ver Figura 1.2 ).

Usandc la descomposicidn en fracciones parciales

11 11 |
yz—’l 2 y - 1 v + 1 '

uno puede reescribir (11) como




ECUACIONES LINEALES DE PRIMER CRDEN.

1. Introduccidn.

v - 1 y + 1

2 dx = dy dy

de lo cual obtenemos, integrando,

i - _ y L 1
2 (= C ) = 1n ‘ 7 T 1
o bien
- 1
* exp(2(x-C)) = %—:—I

que se reduce después de algunas manipulaciones a

v - FRERGEE - (W,
BEste procedimiento pierde las gsoluciones especiales
7 v E'l, Y EA—i,
pero da todas las otras. Notese gque si vy :‘f(k)-és una solucidn

de (11), entgnces lo es también 1/y = 1/f({x), como puede ser ve—r
rificado dlrectamente de {(11).

JJJ))

\\\\\ SO
SOSNON \\\\ .

e

Fig. 1.2.
BEJEMPLO : Una ecuacidn diferencial més complicada es tratable
por el mismo método, a saber -

‘\1-:'\

3

v =y -y,
Puesto gue y3 -y =y {y+1) (y-1), las funciocnes constantes y = 0,



ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN.

1. Introduccidn.

it

vy = -1, vy 1  son soluciones particulares. Dado gue v® > y si
1 <y <0o01l<y, mientras que y <y si 0 <y < 1, todas las
soluciones son funciones crecientes en la franja -1 <y < 0, v > 1
v decrecientes en el resto. Para hallar las restantes solucidnes,

reemplazamos la ecuacidn diferencial dada por su reciproca,

dx _ 1 _ 1 1, 1 _,2_}
Ly 2lyer o vy-1 oy

Esta ecuacidén diferencial puede ser integrada término a término
dando, al cabo de algunas manipulacicnes,

x = (1/4) 1n| 1 - y_zl + C
o bien

1/2
k

vix) =+ (1 7 exp({2x-k) )Y . = 2C

v

La labor de dibujar curvas solucidn de las ecuacicnes dife-

renciales anteriores es. reducido no sdlo por sus traslaciones ho-
rizontales, sino por el uso de otras simetrias. Asi, las ecua-
ciones diferenciales vy’ = v , e vy’ = y° - y son invariantes
réspecto de la reflexidn en el eje x (es decir, (x,v) = {x,-y)!.
De ahi, también son ellas curvas solucidén. Asimismo, las ecua-
ciones diferenciales vy’ = 1 + y2 e v’ = y2 - 1 { yv sus curvas
solucidn ) son invariantes respecto de (x,vy) — (-x%,-y) ( esto es
respecto de la rotacidn de 180° alrededor del origen ). Esta si-
metria es visible en la Figura 1.2.

PROBLEMAS,

1, Completar la siguiente tabla

Ordinaria Varlables'Varlables
ol | ‘ indepen-~ depen-
Ecuacion diferencial parcial |Orden| dientes dientes
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ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN.

: 1. Introduccidn.

' ax ;
| 1 f — ; f !
r
G =19
2
d,z 3X = gen y
dy

(2x + y)dx + (x - 3y)dy

v’ + Xy = sen vy’’’

2 2 2
T a°T , 3°T _ | Is 1: l i ;

ax° 6y2 az°

.: : r
2. Demostrar que las funciones dadas son sdluciones de las ecua-
ciones diferenciales correspondientes '

a) v = e sen x de y’? - 2y’ 4 2y = 0

ox ~Qx . .
b) v =¢c_ e+ cC_e + C, COs ax + c_sen ax de vV o= oy

c) xy - lnvy = 1 de v"+ (xy - 1}y’ =0



ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN.

, 2. Separacidén de variables.

x = 2t.+ 3t°

y‘mt + 2t

3. Verificar gque

3 — ax+b 7 ry s 2 =4
81 yix) = T a entonces 2 v’ y =3 (y Y . Ademas,
si ocurre que , a + d = 0 , entonces (v - x) y’7 =2y (1L + vy’ I

4. Encontrar la ecuacidn diferencial de las familias

n

af v = A X + Bx

p) v = A e + B e

¢) vy = A cos nx + B sen nx
d) y = A cosh {(x/B)

e) v =7 ( A+ Bx)

5. a} Encontrar la ecuacidn diferencial de la.familia de rectas
de pendiente 1 y ordenada al origen ¢
b) Hallar la ecuacidén diferencial de la familia de rectas de
pendiente ¢ v ordenada al origen 1 ’

6. a) Hallar la ecuacidén diferencial de la familia de cir-
cunfefencias de centro fijo en el origen y radic arbitrario.
b) Encontrar la ecuacién diferencial de la familia de cir-
cunferencias de radio fijo y centro arbitrario.
c) Demostrar que la ecuacidn diferencial de todas las cir-

cunferencias del plano es

2 2

[1+(y.’)}y}13__3y!(y!3):{)

H

2. SEPARACION DE VARIABLES.

Una ecuacidén diferencial gue se reduce a la forma



ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN.

2. Separacidn de variables.

E{x)

3 P
Y OE RTyT Cia

se dice de variables separables. Formalmente se procede como si-
gue

dy _ £(x) o =

> ¢ly) = ¥(x)

Despejando y(x) se obtiene la solucidn buscada.

Con un poco mds de cuidado, el Teorema Fundamental del Cdlculo

nos asegura que Y(x) = J f(x) dx existe, y es diferenciable vy
continua en cualguier intervalco donde £ (x) esté definida ,
mientras que ¢ly) = § hiy) dy ‘verifica lo mismo. Bajo estas con-~

dicicnes, la socluciédn esté definida, por el Teorema de la funcidn

inversa, por la fdérmula

vix) = ¢ wix) + C). (13 )

EJEMPLO

(%% + 1) (y% - 1) dx = -xy dy-

Las variables son separables, asi

x° + 1 :

X 2t gk = —2L gy
-3 2

yvoo= 1
Integrando, .
2
j ®x o+ 1 dx = [ Yy dy
-x 2
ﬁ vy -1

10



. ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN.
2. Separacién de variables.

21 2
e-.x—z - C {y - 1)
x®
2 '
e
yz = 3 “+ l
Cx
vi) = % € + 1

S bien, reemplazando 1/C por C

- Por tanto, esto estard defin;do en un intervalo que depende del
valor de la constante, digamos que estard definide para los x «

[a_.b_]. 1
Si. C = 0, la_ b 1= (-o0).

Si C < 0, ~-C > 0, entonces se dan las sigulentes posibilidades
i) 0 < exp(-x)/x° <1 y 0 < -C<1l s 0 < -C exp(~x3)/x% <1
= 1 +‘C exp(wxz)/x2 > 0
> [a_/b ] = (=) .

ii} 0 < exp(wxz)/x2 <1 v -C>1 = QXp(—xz)/x2 < -C

5 C expl(-x7)/x%x° > -C°
5 1+ Cexp(-x°)/x° > 1 - C?

: s 1 + Cexp(-x7)/x% > 0 51 C = -1

i3

11



ECUAACIONE!S LINEALES DE PF}IMER CRDEN.

2. Separacidn de variables.

En ese caso, vi{x) = % + 1, v {ac,bc] = (~w, ).

En adicidn, x = 0, v = 1, y = -1 son soluciones reales de 1la
ecuacién dada. Las dos ultimas, pero no la primera, estdn inclui-
das en la solucidén general. Esto nos dice gue debemos ser cuida-
dosos, pues la técnica puede no dar todas las soluciones.

otro modo de analizar una ecuacidn diferencial de variables se-

parables es: escribirla en la forma
y!' = g(x) hiy). ( 14 )
En este caso una transformacidn obvia es
5%%7 - g(x) dx = C

Integrando, vemos que la funcidn

wix,y) = j g(x) dx - J %

es una integral de la ecuacidn diferencial ( 14 ). El Teorema Fun-
damental del-:Célculo asegura gue p{x) = I gix) dx existe v esr
diferenciable en el intervalo donde. g({x) estd definida y es con-
tinua, mientras gue yly) = J dy / hly) existe y es estrictamente
mondtona en cualguier intervalo (y&,ya) entre ceros sSucesivos Y,
e Y, de hiy) , en el cual asumimos que es continua. De ahi, la
ecuacidn _

wiy) - ¢(x) = {—f}‘(y—w..l-h(x)dx:c (15 )

gly!}

brinda para cada C una solucidn de y’ = g({xih{y) en la franja
y1 <Y <V, Cerca de cualguier X con Yy, - C < ¢(x) < v, - ¢, esta

solucidn estd definida, por el Teorema de la funcidn inversa, por
la férmula y(x) = w'% p(x) + C ).

En un principio, encontrar la solucidn de una ecuacidn diferen-

cial era hallar la solucidn explicita; Después del Teorema de la

¥

12



ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN.

2. Separacidn de variables.

funcidén implicita se cambidé el hecho de encontrar la solucidn,

halldndola sin explicitarla necesariamente.

- PROBLEMAS,

En cada uno de los problemas 1 a 5, obtener la solucidn ge-

neral de la ecuacidén dada

E

2, dy 2
1) {1 + &%) I = I+ y o
, _ . tgx + tg y
[ Sugerencia : tg(x + y) = T - tg x Eg v ]
dy _
2 g = L+l o+ y) \



3.
dy
3) Je
dy
4) e
5} cos

ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN.

Ecuaciones que se reducen a una de variables separables.

i

Y

1 - & + y2 - ty2
et+y+3

dy

sen L 3t

= Sen y cos t

En cada uno de los problemas 6 a 10 resolver el problema de

valor inicial dado y determinar el intervalo de existencia de cada

solucidn.
6) 31+ y?) +2y =0 ; y(0) =1
dy 2t . _
7) r T3 y{(2) = 3
y + vyt ‘
8) (1 tz)a/z g{'m ty3(1 N ta)—uz' oy (o) = 1
dy _ 3t? + 4t o+ 2 o ’
1G) cos vy g% - teseny ;o vil) = mn/2
1 + tE°
En los ejercicios 11 a 16 encontrar las trayectorias

ortogonales a la familia dada de curvas.

1) v
12) v?
13) vy
14) x°

15}

26

16}y vy

2

ox
2
x° = c
¢ sen X
2
yvo o= CX

3. ECUACIONES QUE SE REDUCEN A UNA DE VARIABLES SEPARABLES.

14



ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN.

3. Ecuaciones que se reducen a una de variables separables.

Diremos que una funcidn P(x,y) es una funcién homogénea de gra-
do n si verifica P(tx,.ty) = t" P(x,vy, V X, v, C.

Si P y Q son funciones homogéneas en x e y del mismo grado n,

la ecuacidn diferencial

_ P{x,v)
S TS a € 16)

es reducible por la sustitucidn Y o= vV X (v(x) = vi{x) x, usada

por primera vez por Leibniz en 1691) a una ecuacidn de variables
separables, pues

Pix,y) = P{x,vx) = x" P(1,v)
QIx.y) = Qix,vx) = x" Q(1,v),
v de ahi
dy P{x,v)
dx Qx,y)
se transforma en
x dvd; v odx -« g% + v o2 X P{i,v)}
X" Q(1,v)
X QE + VvV o= P1,v)
dx 0L, v)
L dv _ P(1,v) _ P(L,v) - v Q(1,v)
X 6(1,v) oL, v)
Ql,v) _odx
P, vy - v O(T, ) dv = x
Y (1, v) | -
JV BT 9T — v O(L,%) d’vlw in (x} + C {17 )
Luego se reemplaza v = y/x . Asi se obtiene P{y,x} = Ilni{x) + C

y por dltimo se despeja vi(x) de esta Gltima igualdad.

15



ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN .

3. Ecuaciones que,se reducen a una de variables separables.

EJEMPLO : Consideremos.

4

{v —'ZX%y) dx + (x4 - 2xy3) dy = 0

Sea vy = vx, entonces dy = x dv + v dx,

{v‘lx4 _2x'v 4 vxt - 2x&v4}dx + (x5 - 2x5v3) dv = 0§
S1 x 2 0 resulta
(v¥ + v)dx - (1 - 2v°) x dv = 0
' 3
\ dx - 1 - 2v v
% 4
v+ v
2
dx - { 1 3v ] dv ‘

. .

. v 1 +v
De ahi,
In(x) = In{v) - In{l + v¥) + C
¥ = C v
1+ v
®x = C y/x
1+ (y/x)°
w = Cyx® ?
3 3
X + Y

3 2 . . . , '
Asi, las curvas en R definidas implicitamente por

% & y3 = Cxy .

son soluciones de la ecuacidn dada.

Una ecuacidn del tipo

16



ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN.

3. Ecuaciones que se reducen a una de variables separables.

dy _ Ax+By +C :
ax - F [ A X + by + C ] (18 );

con A, B, C, a, b, ¢ constantes tales gue Ab-aB = 0, se trans-
forma en una de forma homogénea por una transformacidn lineal de

las variables; en efecto, sea
x = h + & y3= k + u - { 19 )

donde £, ¢ 8SCI nuevas variables, v h, k son constantes tales

gue
Ah+bk'+ C=ah+bk+c=0.

La ecuacidn (18) se transforma en

du A E+ B u , :
gE = F [ af +bu ] ( 20

de modo que F es una funcidn homogénea de u, & de grado cero.
Las constantes h, k pueden ser determinadas dado gue Ab-aBR = 0.

Si Ab~aB = 0, tomemos o como una nueva variable dependiente
definida por '

o= x +V(B/A} v = x + (b/a) vy {21 )

entonces

it o1 4 g F [ 22 )

dx‘

Wi
iR
+i+
o11®!
d

Las variables son ahora separables.

NOTA : Obsérxrvese que el hecho de que Ab-aB % 0 significa geo-

métricamente gque las rectas A X + By + C =0, ax + by + ¢ =0
se intersectan, y lo hacen precisamente en el puntco (h,k). Cuando
Ab-aB = 0 , las rectas citadas son paralelas (o coincidentes).

EJEMPLO : Consideremos

(B3y = Tt + 7) dx + {7y - 3% + 3} dy = 0

17



ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN.
3. Ecuaciones que se reducen a una de variables separables.

Entonces h =.1, k = 0. La sustitucidn x = € + 1, v = g reduce la

. ¥
ecuacion a

{(3u - 7¢) dg + (T - 3€) du = 0
Esta es ahora homogénea; la transformacidn pu = vE la cambia a

(7v - 3) g‘dv « (7v® - 7) dg = 0,

0 bhilien

2 5 7
[ T-oT " T ] dv + £ g = 0.

De ahi,

(v - 1% (v + V& =cC

donde C es la ceonstante de integracidn. Luego,

e+ )’ =c

(- &)

La primitiva es, por tanto,

(v - x + )% (y + x - 1% =¢C

PROBLEMAS,

1. Determinar cudles de las siguientes funciones de t y de y
pueden expresarse como funciones de la variable y/t

2

3’ 3 ;
ay Y2ty oYt
v vET oy

3 3
oy Xt t3 dl Iny - In t + ; t Y

T o+ vy Y

L+y
e)

f) In At vy -~ 1In dt - v

18



ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN.

3. Ecuaciones gue se reducen a una de variables separables.

Hallar la solucidn ' general de las siguientes ecuacicnes di-
ferenciales,
dy 2 2

2. 2ty ar ~ 3v© - &

dtb — t - v
t/y icﬁ{l ’ t/y
5. € (v t) FootY (1L + e’y =0
[ Sugerencia‘: [ v-1 dv = 1n (1 + ve'™) ]
-1/v 2 .
Ve + v
6. Resolver el problema de valor inicial
tdy/dt) = y +4 2+ y?; y(l) =0

Resolver las siguientes ecuaciones. diferenciales

T.o (X -y + 3) dx + {3x +yv + 1) dyv =0

. 19



ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN.

4. Ecuaciones lineales de primer orden.

X + 2y = 8
2% + 4y - 1

8. v’ =

9, Comprobar, resolviendo la ecuacidn diferencial, que las so-

luciones de
{3y - Tx + 7) dx + (7yw~ 3x + 3) dy = ©
estédn dadas implicitamente por

(y - x + )% (y + x - 1)° =C

Encontrar la solucidn general de las siguientes ecuaciones.

10, (1 + £t - 2yv) + (4t - 3y - 6) dy/dt 0

11. (£ + 2y + 3) + (2t + 4y - 1) dy/dt = O

4. ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN‘.

La ecuacidn lineal més general de primer orden es del tipo
vy’ + b(x}) v + clx} = 0, (023

donde b, ¢ son funciones sdlo de x, vy continuas en un intervalo
abierto I de la recta real. En el caso en gque ¢ = 0, la ecuacidn

lineal se dice homogénea.

NOTA : El término homogénea es aplicado a la ecuacidn lineal cuan-
do no contiene términos independientes de y, y de la derivada de
v. Este uso del términe debe distinguirse del utilizado en la

seccidn anterior, en la cual la ecuacién'(en general nc lineal) se
decia homogénea cuande P y Q eran funciones homogéneas de x e vy

del mismo gradco. De ahi gue no se presten a confusidén los dos usos
del término.

Antes de analizar la ecuacidn ( 23 ), veamos cdme se enunciaria

20



ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN.

4. Ecuaciones lineales de primer orden.

este problema en lenguaje moderno {desde el punto de vista del &l-
gebra lineal ). Pensemos en la funcidn T{y)} = v’ + b(x) v , defi-
nida de C“(I) en C%(I), espacio de las funciones continuamente di-
ferenciables 'en el intervalo abierto real I. Se trata de un ope-

rador lineal, en virtud de la linealidad de la derivada; esto es,
T{y+z) = T{y) + T{z) ;. Tlay) = o T{y)
donde o € R; v, z funciones de C”(I). '
~ Resolver la ecuacidn (23) equivale entonces a probar gue la

funcidn - c(x) pertenece a la imdgen del operador T. Ademds,
hallar las soluciones de la ecuacidén lineal homogénea

yv? 4+ bi{x} v = 0 { 24 )

equivale a calcular el niucleo del operador T.
Retomemos ahora el andlisis de la ecuacidn lineal (23). Esta es
una de las pocas gue se puede resolver explicitamente, v para ello

se regulere integrar dos veces. Veamos esto con mas detalle.

Comenzamos por la ecuacidn lineal homogénea (24). Sus variables
son separables, asi

dy

"wi}-—= - b(X) d=
J §§WV= - J b(x) dx
inly) = C - f b(x) dx
Luego,
vi(x) = C exp ( - j b(x) dx ) ( 25 )
son las soluciones de la ecuacidn y' + b(x) v = 0, donde C es

una constante real arbitraria. La existencia de vy(x) estd ase-~
gurada por la respectiva existencia de la integral (Teorema Funda-
mental del Cdlculo). Con esto hemos probado el sigulente

21



ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN.

4. Bcuaciones lineales de primer orden.

TEOREMA : Si b es una funcidn continua en un intervalo
abierto {a,B) de R, entonces todas las scluciones de la

ecuacidén diferencial lineal homogénea de primer orden
o yv? o+ bi{x} vy =0
estan dadas por

—I bi{x) dx

yC(X) =C e ' !

donde € € R es una constante arbitraria.

NOTA Y. denota gue para cada constante arbiltraria ¢ se tiene
. una- solucidn de la ecuacidn.

Para resolver la ecuacidén no homogénea (23)
como solucidn a

la idea es proponer

, mf b(x) dx
vix) = vix) e ‘ { 26 }
en la cual v, una funcién de x , reemplaza a la constante en ‘la
solucidn de la ecuacidn homogénea asociada. Dado que
-f b{x) dx j p(x) dx
v o= v oe o+ v { - b{(x),

la ecuacidn {(23) se transforma en

~J b{x) dx
y' + by + c=v’ e + C +

- —j b(x) dx j b(x) dx
+ v [—b e ’ ] + b v e = 0.

Los dos Gltimos sumandes suman cero. De esto, tenemos

—J bix) dx

22



ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN.

4. Ecuaciones linealesg de primer orden.

o sea

En conseguencia

J b{x} dx

vix) = =~ J c{x}) e dw + K

v la sclucidn de la ecuacidn es

—J b{x}) dx J b(x) dx
yvix) = e [ K - J c{x) e dx

(27
e involucra dos cuadraturas {o integraciones). Hemos probado asi
el siguiente: -
TEOREMA : Si b, c son funciones continuas en un in-
tervalo abierto {«,8) de R , entonces todas las solu-

ciones de la ecuvacidn diferencial lineal de primer orden

7 vy’ + b(x) v + c(x) = C
estén dadas por

*j b(x) dx . jb(x) dx
v (x) = e {K—Jcme | dx

T

NOTA : La ecuacidén es resoluble si aceptamos gque sabemos in-
tegrar !!

El método aqui adoptado de hallar la solucidn de una ecuacidn
no homogénea, fijando gque la constante de integracién C de 1la
solucidén de una ecuacidn simple se convierte en funcidn de 1la
variable independiente, vy luego determinandc éste de manera tal
gue la ecuacidn general sea satisfecha, es un caso particular del

conocido método de variacidén de pardmetros. (La aplicacidén del mé-

+
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ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN.

4.1. Andlisis de las sclucicnes de la ecuacidn lineal.

todo a la ecuacidn lineal de primer orden Se debe a John Bernoulli

(1697) pero la solucidn por cuadraturas fue conocida por Leibnitz
varios aflos antes.)

EJEMPLO : vy’ -ay = e

De esto,
{ K + x ) & si m= a

K + ¥4—— si m=# a

4.1. ANALISIS DE LAS SOLUCIONES DE LA ECUACION LINEAL HOMOGENEA
Y DE LA ECUACION NO HOMOGENEA.

t

Por el teorema ya enunciado, las soluciones de la ecuacidn

v + bi{x} v =0

gon de la forma

-J bls) ds
Y(X) = ¥ e

donde K &s una constante real arbitraria.

i} Si K # 0 , entonces vy{x) es distinta de cero para todo

24



EC_'GACIGNES LINEALES DE PRIMER ORDEN.

4.1. Andlisis de las soluciones de la ecuacidn lineal.

ii)y si y,& . ¥, son scluciones con Y, * 0, entonces existe

K tal que y, = K Y, ( K e R ). En efecto, esto puede probarse

- de dos formas

1) Como Y, v, son soluciones de la ecuacidn, existen

constantes K K tales que

—j b{x} dx
YE(X) = K e o

con er # 0 por ser v, ® 0; basta entonces tomar K = K1/Kz

2) Como y, ® 0, tiene sentido

2y ’ — ¥ — e -
Y YL Y, T Y, Yy by v, -y, (~Dby)
' 2 2

Yo Yy

pues v ., ¥, ‘'son soluciones de la ecuacidn. Por tanto, }H/ya es

constante, esto es, existe un K € R tal gue yi/y2 = K.

1ii) si YO%) = (0 ' pdra algin X entonces vi(x) = 0 , para
todo x
~I b(x) dx -
yvix) = C e
—j b{x) dx
Y(X1) =C e =0
de esto y{xl) = 0 . [ Recordar efm) = 0 para todo x, cua-

}lesquiera sea £ 7.

iv) Es facil justificar que «

six) = K e—Ing(s) ds

es la solucidn de (24), que en x vale K =y , v que
[ [«]
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asociada

que es lineal. Resolviendo la ecuacidn homogénea
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ECUACIONES LINEALES 5E PRIMER CRDEN.

4.2. Bcuacidén de Bernoulli.

4.2, ECUACION DE BERNOULLL

La ecuacidn

vy’ + ¢y = yy" (28 )
en la cual ¢, ¢ son funciones sdlo de x es conocida como la ecua-
cién de Bernoulli (1695; el método de solucidn fue descubiertc por -
Leibnitz en 1696) .

Esta ecuacidén puede llevarse a la forma lineal haciendo un

cambio de la wvariable dependiente. Sea

Z =Y , {29 )

entonces

dz - _ -n dy
a‘g (1 n)Y ax

v asi, si la ecuacidn de Bernoulll es escrita en la forma

—_ 1..
’ vyl vy =y
resulta
I%ﬁ 27+ ¢z =¥ ( 30 )
la cual es lineal en z . Como se vic en la seccidn anterior, ésta

es resuelta por medio de dos integraciones.

EJEMPLO : Consideremos

» 4
Xy +y =x"y
Si x # 0, resulta '

v+ (1/x) y = X0 v,
Sea z = y”2 , entonces z’ = -2 y43y4 . Con esto en la ecuacidn,

-(1/2) 2’ + (1/x) z = x7

gue es lineal. Resolviendo la ecuacidn homogénea asociada
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ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN.

4.3. Bcuacidn de Riccati - D'Alembert.

={1/2) z? + (1/x) z .= 0

2. . .,
tenemos z = K x". Consideremos entonces como soluclidn de la
@cuacidn no homogénea z = %% v . Asi,
2, ., 3
-{1/2}) (2xv + X"V} + v = ¥

. ! 2 ..
Resolviendo obtenemos -v = x° + K. Por tanto, la solucién general

de la ecuacidn lineal es

z = -%° (X2'+ K,

y la solucidn general de la ecuacidn dada es

vix) = ( =K x% - %t )_1/2 i K o< 0.

Ndtese gque la funcidén vy = 0 también es solucidn (resulta de x
= 0). | S

PROBLEMAS,

Resolver las siguientes ecuaciones

1.y’ -y =X y2
R 5
2.V -y = vy
3. ¥ o+ 2xy + xy4 = 0 _
£, v+ y = yz(cos ¥ - sen x)

4.3. ECUACION DE RICCATI - D’ALEMBERT .

La ecuacidn .
VI 4y ye ey - x =0 ( 31 )

en la cual ¥, ¢, x son funciones de x, es conocida como la ecua-

cidén de Riccati generalizada (Riccati en 1724 investigd la ecua-
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ECUACIONES LINBALES DE PRIMER ORDEN.
4.3, Ecuacidn de Riccati - D’Alembert.

cidn v’ + a yz = b x" por lo cual su nombre es asociado usual-

mente. La ecuacidn generalizada fue estudiada por D’'Alembert).
Esta ecuacidén se distingue de las anteriores en que no es, en
general, integrable por cuadraturas. Por elle define una familia
de funciones trascendentales que son esencialmente distintas de
las trascendentes elementales (Estas dltimas son las funciones gue
se obtienen de las funciones algebraicas por integracidn, y las
inversas de tales funciones. asi, la funcidén logaritmica es defi-

, -1 . : s or :
nida como rls ds; su inversa es la funcidn exponencial ).

Mds precisamente

TEOREMA : No toda solucidn de la ecuacidn (31) se obtiene a.
partir de ¢, ¥, x. funciones exponenciales (e"), lo-

garfitmicas (lox), u operando con suma, preducto, compo-

.. . .. d . - - .
sicidn, derlvaczon.(a§ . 0 1ntegracidn de estas funciones.

LEMA : La ecuacidn de Riccati

z' + Yoz + ¢ 2% = 0 {32

en la cual ¥, ¢ son funciones de x es eguivalente a una e-

cuacidn lineal de primer orden, haciendo z = 1/u.

Dem: Basta notar gue esta ecuacidn es del tipo de Bernoulli,
. ; . 1-2 -1 .

con nn = 2. De ahi, haciendo u = =z = Z {o bien z = 1/u)

se reduce a una ecuacidn diferencial lineal como sigue

-2 -2 ~1
w’ = - z % z7 . pero 22+ Wz o+ g =0

entonces

-uw o+ fu+ g =0 ( 33 )
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ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN.
4.3. Ecuacidn de Riccati - D’Alembert.

siendo esta ecuacidn lineal no homogénea.

. g.e.d.
PROPOSICION : Si conocemos una solucidn de la ecuacidn de
Riccati (31), entonces toda otra solucidn se calcula inte-

grando a 1o sumo dos veces.

Dem: Supongamos y, una solucidn particular de la ecuacion
{31). Sea ' :

y =¥, t+ 2. ( 34 )

b

Fntonces la ecuacidn {(31) se transforma en

dry1 dz

Gt t vy, vz Yy vz ) x =0
o hien

dyi + ¥ e ) - + gé + 2 z + z% ¢ z = 0
dx= vy, Yy x d= Yy -

Como y, es solucidén de (31), el primer términc de la iz-

quierda es idénticamente nulo, y tenemos

g% + (2 Y, W+ o)z + Y z% = 0 { 35 )

Por el Lema anterior esta ecuacidn puede reducirse a una e-
cuacidn lineal no homogénea haciendo z = 1l/u. De lo visto en

esta Seccidn resulta lo pedido.

PROPOSICION : S1 conocemos tres soluciones distintas Y,
Y, Y, de la ecuacidén de Riccati (31), toda otra solucidén vy
es una funcidn racional de yi[ Y, Y Esto es, para cada

solucidn vy , existen polinomios
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BCUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN.

4.3. Ecuacidn de Riccatbtl - D'Alembert.

P(XI,XZ,XB) Y Q(X1’X2’X3)
gue dependen de v de modoe que

Exyi(x),ya(x},y3(x))

{36 )

Y(X) = 5 ®Y. R Y. 5
1 2 3
Dem: Sean Yoo Y, Y, soluciones distintas de (31).
Entonces las funciones ¥y - Yo Y, T Y. Y, - Y, son
soluciones de la ecuacidn
z? o+ (2 ¢ v, o+ ) =z + Y z° = 0
Luego, u = ——%~—— ;oou, = w——%——— foouy = ﬂwm%wum son
1Y -y, Y, - Y, Y, - Y,
soluciones de la ecuacidén lineal
_ 2 .
‘u + W* u + ¢1 = 0
donde $1 = 2 Y v, ¢ ¢1'; /8
Pero entonces - ug Pou, - resuelven la ecuacidén li-
neal homogénea T
- u’ % wi‘u = 0.
En consecuencia existe una constante real C tal gque
( u.o-ou, y = C( u, <o, )
Asi u =C.(u, - u_ )+ u
i 2 3 2
En consecuencia,
1 1 ' 1 1
c—w =€ TV T v — v F o pp——
Yy -V, Yy, - v, Y, - Y, Y, - Y,
{ 37 1)

De donde surge que Yy es una funcidén racional de V.. Y,

RE

Queda como ejercicio para el lector escribir explicitamente
esta expresidn.
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PROPOSICION : Si

ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN.

4.4, Resolucidn por serie de potencias.
g.e.d
¢ = 0 , la ecuacidén de Riccati se trans-

forma en una ecuacidén lineal de segundo orden.

Dem: Como

definida por-

entonces la ecuacidn (31)

donde P = ¢ - —%L

Ahora hacemos

[ u existe puesto
u = eh}-

Un cdlculo muestra

gque es una ecuacidn lineal

En particular,

donde

y = 0,

sea v una nueva variable dependiente
yix) = ( 38 )
se transforma en
%% +vE 4 Pvae Q=0 (39}
Q=¥ ox
v o= 2 a1n (w0 (40 )
- 5
que v = h’, ahora h = lIn ( e } . Sea
que u satisface la ecuacidn
du du
e+ P 2= + Qu = 0 . - { 41 )
2 dx
dx
de segundo orden.
g.e.d
la ecuacidn original de Riccati, dada por
v’ +avyi-bx"=0 ( 42 )
a, b son consténtes, se transforma en
w'? —abx us=0. ( 43 )

PROBLEMAS.
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 ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN.

4.4. Resolucidn por serie de potencias.

1. Resolver la ecuacidn
v’ o= xy® - 2y + 4 - 4x

notando gque vy = 2 es una solucidn particular.

2. Resolver y* + y2 = 1 + x°

2 i

3, Resolver la ecuacidn y* = z { S 4 + 1 notandc que

v = 1, v = X son soluciones.

4.4, RESOLUCION POR SERIE DE POTENCIAS.

En el sigle 17 o 18 la mayoria de las funciones consideradas
eran series de potencias, racionales o exponenciales. Por tanto
resultd natural proponer come solucidn de una ecuacidn diferencial

i

funciones del tipo
2 n
vix) = a + a x+ a x + ... +a % +
o ) 1 2 n

v encontrar reglas de cdlculo de los a

n

EJEMPLO : Consideremos v’ = x y({x).

Proponemos como solucidn

vix) =a +a x+a x=+ ... +a x +
0 1 2 n
Entonces,
2
yiix) =a + 2 a x+ 3 a x + ..... + (n+1) a x" o+
1 2 3 n+1
2 3 n
X yix) = a X + a W+ a X o+ ... + a X+
] 1 2 n-1

Ahora, recordemos gue dos series de potencias son iguales

siempre que los coeficientes de cada potencia de x coincidan.
Por consiguiente
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ECUACIONES LINEALES DE PRIMERI ORDEN.

4.4. Resoclucidn por serie de potencias.

e (n+l) a = a
1 2 0 : 3 H n+1 n-t

..o = a
5 . 2n+l

4

a, = (ao)/z ; a, = (aa)/4 = (ao)/(4.2) ;

~’m£— a = ———l~——w a
a,, = "%n %oz - Zn(2n-2) “on-a
T Znizn-2Y{2n-4}...4.2 0
1
et a{j
2" n(n-1) (n-2)...1
1
= a
2% n! °
De esto,
y(x}:a(l+—%—x2+ = xt o+ + L x4 )
° 2% 21 2" n!
2
_ e(x /2)

o]

En este caso la serie converge para todo x; e y(x) estd de-

finida por la serie para todo X

EJEMPLO : Consideremos (1 - x> )y’ = v
Agui,

2
y(x) = a +a x+a X + ... +a x +
3] i . 2 T n

<
%
1l

a, + 2 a, x + ...+ (n-1) a *F 4

1 n

+ (n+1l) a x4+

n+l

+na xv
n

(l - xa) yv!o= a + 2 a, x + {3 a, - al) x° &
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ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN.

4.4. Resolucidn por serie de potencias.

3 n
+ (4 a, - 2 a; %7+ ... o+ {(n+l) a. . - (n-1} and) x4+

La igualdad de las series de potencias

(1 -x")y’ =Y
equivale a

a = a ;2 a = a : 3 a - a = a ;
T 0 2 1 2 1 2
{in+1} a - (n-1) a = g
n+i ] n—-1 n
De esto, a = a es libre ,
a = a
1
a = &
2—28
L a, + a ) a f a/?2 1 .
3~ 3 - 3 )
a:1 1 1 3

_ 1 33 " 15 3
ag= =@, +3a)=-= (g3 * 3 J)a=g7g72° 72°
_ 1 1 3 3 5.3
4 = 7B (as + 4 a4) T8 ( 4.2 +74 4.2') a = .7 @
1 1 5.3 3 5.3
a, = = (@g+5a)=—(ggzg*+ 7728 5757 °2

4 - a  .oa [ f2k-1)(2k-3)...3.1
2k 2k+1 2k k!
- a | 12K
27kt 2k(2k~-2)...2
_ . (2K) !
{ 221( {kl}a
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E‘.C‘UACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN.

_ {2k-1) (2k-3)...3.1
= TIR(2k-2)...2.1 a

En efecto

1 A
a .. G ( a + {n-1} and)
Si n+l = 2 a_ = ME*M_( a + {2p-2) a
= <P 2p 2P 2p-1 P - T 2p-2 )
Ahora, 2p-1 = 2 (p-1} + 1 ; 2p-2 = 2 {(p-1) De esto,
a = a
2p-1 2p~2
y .
a = miww 1 + 2p - 2
2 2P ( P ) ap1)41
_ 1 _ ( 2 (p-1) - 1 1{ 2 (p-3) - 3 ) 3.1
= 72 PY OmITTom-D o 2 e-n 3. 2.1 @
= a lo propuesto.
Si n+l = 2p+l ; n = 2p ., n-1 = 2p -1 =2 (p-1) + 1

1
aapn T T Zp+i ( a2p + (2p-1) aap-1 )

1 {(2p~1} (2p-3)...3.1
2p+1 {(Zp} (2p-27...2

+ (2p-1) $P

1 (2(p-1)-3) 3
o1 » } a
Ahora, 2 (p-1) -1 = 2p-3 , 2 (p-1) - 3 = 2p-5
2 (p-1) = 2p-2 , 2 (p-1) - 2 = 2p-4

Por consiguiente,

1 1 (2p-1) (2p-3)...3
Bopsr © TIpFT [ + 1 J (Zp-2) (2p-4) .7 @
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(2p-1) (2p~3)...3

Tp2p-21...2 2

;
De esto, la serie formal que resuelve la ecuacidn es la suma

de las se ries formales

o . 0
2k (2k-1)...3 2k
L 8y - a L 2.2 *
k=0 k=0 ’
- 2k+l o (2k-1)...3 2t
k);o Foprr = a ); 2k...2

Para estudiar la convergencia de estas series recordemos el si-

gulente
CRITERIO DEL COCIENTE : Se tiene que la serie [ a x"
converge para | x | < ( 1/R ) vy diverge para Pox o> (
1/R) , si

Lo, |

R = lim superior Ta T
a
n

Para nuestra serie en el caso a = 0 se tiene gue

a
2k+1 = 1
a
2k
fa _ (2k-1){2k-3)...3.1 (2(k-1)-1) (2 (k-1)-3)...3 7%
a, .  2K(zk-27...2.1 8 STR- (2 (k=113 .. .2 a
= SE <1 L vk

Por consiguiente, para a # 0, la serie formal que resuelve la
ecuacidn converge para |x] < 1 , y diverge para |x] = 1 . En
consecuencia la serie define una funcidn para |x| < 1. Por la
teoria general la derivada de una funcidén definida por una serie

se calcula derivando términoc a término, de 1o que se deduce que
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5. Probklema de Cauchy.

nuestro procedimiento formal es un procedimientce valido en el in-
tervalo { -1, 1) '

PROBLEMAS.

En cada caso, hallar una solucidén en serie de potencias del

tipo ¥ a %, e intentar reconocer ia serie resultante como el
n

desarrollo de una funcidn familiar.

1. 23y

W
i

2, v+ y =1

3, ¥yl 2x - v

-

En cada caso, hallar una solucidn en serie de potencias alre-
dedor del punto apropiado. Determinar ademas el conjunto de valo-
res de x para el cual la serie converge y la funcidn que repre-
senta la serie resultante.

4, v = X -y ; vyi{0) =290
5. ¥y = -y ; y(0} =4
6. v’ = xy 1 y({0) =5

5. PROBLEMA DE CAUCHY.

Su origen estd dado en la resolucidn de problemas préacticos ta-
les como

1) S3i conocemos la velocidad wvi(t) para Lt = 0 +hasta L =
1000 seg. de un mévil que se aleja de nuestra casa y sabemos que
viaja en linea recta, calcular cuédnta distancia recorrid en el

instankte bt = 985 seg.
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5. Problema de Cauchy.

Newton descubrié que una manera de resolver este problema es
Encontrar una funcidén vy (t) de t definida en el intervalo
{ 0, 1000 ) de modo que

yr(t) = v{t), Vv t
y(0) =0
El numero v(985) es la distancia recorrida hasta el instante

t = 985 seg

12) Sﬁpongamos que queremos analizar cdmo wvariard el nimero de
habitantes de una especie que hoy en dia tiene Y, = 2000000 ha-
bitantes, y que se reproduce de acuerdo a las sigulentes reglas
' i ) Cada miembro de la especie requiere de otro miembro

para reproducir (no hay hermafroditas}).

1i) La reproduccién se hace de acuerdo a la prQbabilidad
de encontrar un especimen del sexo opuesto (no hay casamientos,
solo encuentros casuales para. reproducir)

iii) El numero de encuentros para la reproduccidn es pro-
porciconal al producto de la poblacidén masculina por la feme-
nina, y si dichas poblaciones estdn distribuidas uniformemente,
entonces el numero de encuentros (por ende de nacimientos) en
el afio- es proporcional a (p(t)f, con plt) = nlmero de po-
bladores en el afio L.

iv) La tasa de mortalidad es propeorcional a plt).

Entonces, se sabe gue pit} es una funcidn de t definida en el
intervalo ( 1994, » ) gue satisface
dp _ 2 _ .
a?g—bp ap,a,b>0

p(1994) = 2000000
Agui

dp

2

—— i dt
bp - ap

I

Ahora,
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' 5. Problema de Cauchy.

1 *_1[1_13]:[ b__l]z
b pz - amp a D bp ~ a/ bp - a D a
De esto,
In{ bp -a) - In{p) =at +C
Q Zeac

bp - a_
P

bp-a=pcCet

t

(b-Ce" )Yp = a
- :
b= at
b -Ce
r b - a
p(0) = 2000000 = p_permite determinar C = b - a/p, m-JLE;mww

o

Observemos gue

*8i p b -a<0, plt) >0 Y&t yplt) —s 0 para t que

tiende a infinito.
* Si po b -a=>0, p{t}) < 0 para t grande.

Esto permite concluir que

La poblacidn se extinguird; su desaparicién serd en tiempo
infinito si p,b-a<0 (p < alb ), v serd en tiempo finito si

p.b-a>0 ( P, > a/b )

X

Desde el punto de vista matemdtico, el problema de Cauchy es
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5. Problema de Cauchy.

DATA : D ¢ R™ un abierto, ¥ : D - R" continua, x & R ,

n

Yy € R de modo gue { X s yo) e D

o

SE BUSCA
i) Un intervalc abierto { a, b } tal gue X e { a, b ).
11} Una funcidn continuamente derivable
|y : (a, b))~ ?“
De modo que: a) y(x) = ¥y,
b) (&, y(t) yeD Vv ¢t
c) y’{t} = F(t,y{t)) v ot
Para el caso n =1, v : { a, b ) —s R. La condicidn b) dice

que el grafo de v estd contenido en D, v la condicidn c) qgue

F(t,.yi{t})) es igual a la pendiente de la tangente a la curva

Y
en t
t, T
v 4 (£, vi{t))
[}
H
X
+]
EJEMPLO : Consideremos la ecuacidn vy’ = x vy ; FX,¥v) = x v ,
2 ' . .
D = R . Hagamos X o= X Y o= Y. Sabemos que las solucicnes

de v’ - xvyv =0 son
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5. Problema de Cauchy.

La condicidn v{x )= v, fuerza gue

(x%)/2
vy = C e °

De esto,

-(x)/2
C =y e ©

Por ende, en este caso para cada data inicial ( X o ¥, ) existe

una unica solucidn a saber

-(xi)/z (x)/2

vy =y e e
. EJEMPLO : Consideremos la ecuacidn v? = 3 y"v3 ;D o= RY
Flt,y) = 3 y*7°.
Fijemos como data inicial ( X, y y= (90, 0 ).
o [e]
Una solucidn vy es vyvix) = 0, ¥V x.
Ctras solucicones son : Para o < 0 < g fijos sea
X - a)3 X < o
ya,B(X) = 0 L o = x = B
{x - B8) B < x

t

Fuera de los puntos o, B es claro que vy es derivable; para

X =0 0o x =f el cdlculo de las derivadas laterales permite veri-

ficar que es derivable yv que vy’{x) = 3 (y(x))zl3 para cualguier

.

Ahora, Y, B(O) = 0 . Por consiguiente, en este caso el problema

de Cauchy tiene infinidad de soluciones.
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5. Problema de Cauchy.

EJEMPLO . En.la ecuacidén x vy’ =y , el probleﬁa de Cauchy con
data ( 0, 1 ) no admite solucidén, de lo contrario tendriamos

C vy’ (0) = vy(0)
es decir, 0 = 1. '

Veremos cémo se transforma el E?oblemafﬁe Cauchy en otro e-
guivalente con integrales. ‘ .
PROPOSICION :* El conjunto de . soluciones del onblema de
Cauchy para y = F{x, y) deflnldas en un lntervalo (c, k) tal
que_xo.e'{c K) es’ 1gual al congunto de fugcmones continuas

€

y : {c, k) = R® tales que
yix) =y + J F(s,y(s)) ds . ¥ x elc, k) .
° o _ , {44 )

Dem: Lo probaremos con la doble inclusiodn.

<) Sea vy pertenec1ente al conjunto de solucicnes del Pro=-

blema de Cauchy para y’ = F(x,y} definidas en el intervalo
(c.k) tal que X e {c,k) . Entonces
vy {x) = ?(x,y(x)) . ¥ xe {(c.k) , e y(xo) =y
Buscamcs que
x

Cyix) = y, + Jx F(s,y{s)) ds ., ¥ x e {c k)

o bien .
' x
yix) - Yy = L F(s,y{s}) ds , ¥ x e (¢, K)

o]
Para calcular la integral neCesitamos una primitiva, pero

por hipdtesis y(x) es primitiva de F(x,y(x}), entonces por
Barrow resulta
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5. Problema de Cauchy.

yix} - yp%) = [x F(s,y{s}) ds , ¥ x e (c,Kk) ,

o t

como  y(x) = Y, resulta lo buscado.
[+]

En particular, si el conjunto de la hipdtesis es no vacio,
el conjunto de funcionés continuas definidas en (¢, k) gue

verifica {44) es también no vacio.

n

>) Sea ahora y una funcidn continua de (c,k) en R tal que

X
yx)l -y = L F(s,y(s)) ds . ¥ x e (c k)
0
Para probar gque y pertenece al conjunto de soluciones del
Problema de Cauchy para y’ = Fix,y) definidas y diferen-
ciables en {c,k) y tal que X € (c.k) basta ver gue

y(x) =1y, ¥y es diferenciable, y’ (x) = F{X,y{x)),

nero esto resulta de inmediato al aplicar el siguiente
TEOREMA : Sea F(t,x) una funcidédn continua en (t,x). Si y(t)
es continua, entonces
) x
hix} = J; F(t.y(t)) dt
kel

eg derivable.

Kl

Ademas, si el conjunto de la hipdtesis es no vacio, el con-.

junto de soluciones del Problema de Cauchy también es no va-
cio.

Asi gueda probada la igualdad de los conjuntos. En particu-

lar, si unc de ellos es vacio, el otro también 1o es.

Peanno y Picard, en la segunda mitad del siglo pasado, comple-
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5. Problema de Cauchy.

taron v sistematizaron condiciones suficientes para gue el proble-

ma de Cauchy admita solucién. A continuacién discutiremos estos

resultados.
De ahora en mds, | | o | | indican la norma usual en R,
DEFINICION: Una funcidén F : D ¢ R™ — R™ es Lipschitz

en y o lipschitziana en y en D si

[ Flt,y) - Flt,z) | =L | y-z]|
para todo (t,y), (t,z) en D , donde L < w
PROPOSICION : Sea D una bola abierta en RrR™!, Yy escri-
bamos
F o= (F, F F )
con Fj : D — R . Supongamos que cada Fj admite derivadas

parciales, que son continuas en D y que existe una cons-
tante M < « tal gue
8 Fj(t}y)

8 Y,

tA
=

en D

Entonces, F es Lipschitz en y en D

Dem: En efecto,'

| Flt,y) - Fit,z) | = | T { F}(t,y) - F}(t,z} )
]

Ahora, comoc el segmento gue une (t,y) con (t,z) estd con-

tenido en D , se tiene gue los puntos ( £t , ys+(l-s)z )} ,
{ 5 e [0,1] ), pertenecen a D. De esto
@J(s) = Fﬁ t, ys+{i-s}z )
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5. Problema de Cauchy.

estd bien definida. Por andlisis sabemos que v, es derivable

en {0,1].'Apliquemos el Teorema del Valor Medio a P, - Ob-
tenemos
- = ’ - F ¢
wj(l) @j(O) FJ(t y) j(t z)
= w;(n) (1-0) = w;(n) con wme (0, 1
Ahora,
p’{s) =d F (&, ys+{l~-s)z )
} a“gj
4 r n ar
dt d .
=5t &' L v g (% s+ 1Sz
kel k .
n & Fj
- g 3 v (y, - %)

l ?‘j(t,y)'~ Fj(-t,z) [ < “ y - =z "
, 7 o K

Por la hipdtesis en F, se tiene que

| P tt,y) - Flt,z) | =fy-z]|nM

De esto,

| Fle,y) - Fit,z) [ =sn®M |y -z |

(,2) en D . Luego, F es lipschitziana en

para todo (t,y),
y en D.
q.e.d.
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5. Problema de Cauchy.

DEFINICION: F : D — R® es localmente lipschitziana si

para cada u = (s8,V) en D , existe una bola de centro u,
B , constante contenida en D de mode gque F es Lipschitz
¢
en B
u
EJEMPLO : Consideremos Flt,y) = v°.
2 2 :

Flt,y) - Fit,z) =y~ - 27 = (y + z)ly - z}).
Considerando (t,z), (t,y) pertenecientes a la banda dibujada, re-
sulta ' ‘

| F(t,y) - Flt,z) | =]y -z ] (2 ]y | +1)

v asi F es localmente lipschitziana.

PROPOSICION: Si F : D < R™ — R® admite derivadas par-

ciales de primer orden continuas, entonces F es localmente
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5. Problema de Cauchy.

lipschitziana.

Dem: Sea B una bola de centro u (u e D), y radio finito
i g

de modo gue la bola cerrada B del mismo radio y centro

esté contenida en D. Como E; es cerrada y acotada, 1la

38 F
continuidad de '?TE%_ implica gue existen constantes Mjk
k
tales gue
o F -
J s M < o en B
jk a
k
Sea M = sup { M} < = . POr la proposicidén anterior re-
’ J

jrk

, de lo cual concluimos

sulta que F es lipschitziana en E;

gque F es localmente lipschitziana.

PROBLEMAS.

1. Demostrar que para f(x,y) = s

a) no se satisface una condicidn de Lipschitz sobre el
‘recténgulo x| =1 0 sy sl

_ b) se satisface una condicidn de Lipschitz sobre el rec-
tdngulo x| =1, c¢=y =d , donde 0 < c<d

2. Demostrar que para f£I{xX,y) = x y°

a) se satisface una condicidén de Lipschitz scbre el rec-
tdngulc a=x=»b ¢ =y =d

b} no se satisface una condicidn de Lipschitz sobre ninguna
banda a = X = b - <V < ® '
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5, Teorema de Peanno Picard.

6. TEOREMA DE PEANNO PICARD.

DATA: D < R abierto;
F : D> R continua;
x eR .,y € R* tal que { X, ¥ yoe D;
Exigte K > 0 tal que
| Fix,y) - Fix,z) f =K {|vy-z|
v (x,y), (x,z) en D = {(x ~-a, x +a) xBly., )

de modo que D ¢ D

M

I

max { | Fix,y) | : (x,¥) . eD_};
h = inf ( a, ¥r/M ) ; de esto h = a . h s /M

TESIS: Existe una y sdlo una funcidn

y : (xo'-h,'xo+h)—>[Rk

de modo que : { ¥, y(x) ) €D, ¥V x e ((x - h, x_ + h)
y (x) = F( x, y(x) )‘,Vxe(komh,xo+h)
y X ) = Y,

Sabemos gue un enunciado equivalente de la tesis es

TESIS : Existe una vy sdlo una funcidn continua

y :{x -h, x +h) = Rr*
Q L4}

gue satisface

¥ (%) =YQ+J"'F(s,y(s))ds , Vxelx -h,x +h)

[+]
X
o

A continuacidn probaremos esta Ultima tesis.

‘Dem: Usamos el método de aproximaciones sucesivas. Esto es,
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6. Teorema de Peanno Picard.

construiremos inductivamente una sucesidn de funciones

y + (x -h,x +h)-—B{y ., 1}

n o =] o

Luego, probaremos gue converge a una funcién vy gue esta fun-
cidén es la solucidn.

Sean

P T L T T T e S S S S B Y

X r
y (x) =y + LOF ( s, Y—i(S) ) ds
Veamos gue
i) Y { X - h , X+ h} B { Y, T )
11) Yn(xo} = Yo
1ii) y es continua V n
iv) y ~ converge uniformemente
v) Sea y(x) = n y (x) , entonces y es continua
n—> n
v satisface
=
yix) =y + | F (s, y(s) ) ds ,
o
vVxe {(x -~h, x +h)
o (o]

i} Lo probaremos por induccidn sobre n

Iy () -y | = Ii L F (s, y) ds
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g
= F{s, v ds
XO o ’
= | x - X [ M
=hM=1xr ;
asi, y (x) e B(y_,x), ¥ X e (x -h, x = h }
+h))y<eB (y . ¥ 1) ., V¥

y (tx -8 x

Supongamos gue .

veamos que y (0 x_ .
vy, 00 -y | = LBF (s, ys) ds
(%
= F ( s, yn(s)) ds
s | x~x | M=hM=r1r,
v esto pasa ¥ x € | X - h , X ot h ). De esto resulta que
ymi((xo—h,xodrh))gB(yo,r)
X

iy oy (x) =y ¢ L F (s, y /{s))ds =y

[+]

por el Teorema

iii) Como F es continua en (s,y(s)) e D,

Fundamental del Célculc resulta gue

x
Y:s{X):YO“*.’_LF(S’ y, ) ds

o

es continua. Por induccidn resulta gue

X

Y, (X! =¥, * Jxo F {s, y(is) ) ds

es continua por serlo el integrando.
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6. Teorema de Peanno Picard.

iv) Veamos que y es uniformemente convergente. Para esto
n

usamos el siguiente

SUBLEMA : 'y, converge uniformemente si y sélo si la serie

)

n-1

©
Ly -v
n=1

converge uniformemente.

Para la convergencia uniforme de la serie usamos el

CRITERIO DE WEIERSTRASS : La serie §} f converge unifor-
n

memente si b £ (x) | =M
n n

IVXfY EMn<03

Busquemos el Mn del criterio.

F (s, v) Uﬂds = | x - X I M

o

LHF(sf y (s) )-F (s, y)|ds

o

Yy

Jx K|y ts) =y | ds

1A
=
=
ey
»
n
|
™
jsh
15}

| v,(x) - vy, {x) | sj | ¥ (s, y, s} ) -
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6. Teorema de Peanno Pilicard.

. - F (s, yis)) | ds

X
= Jx K| y,(s) -y (s) i ds
x(S—X)Z
SKJ “20 K Mds
2
= M ?1 (x - x )7

— M Q
T K 37
H Yn+1(x) - Yn-c»z(x) " s K Jx ” Yn{S} - Y (5) " ds
x (K (x ~ x ))n
et IVE ]
= x K Jx n!

(K {x - Xo))rﬁ-l

» M
- K (n+1} !
I
Si M = 2 ( K ?-) , entonces Y M < «» , y tenemos la
n K n! n . ) ‘

convergencia uniforme de las vy
n

v) Sea y{x} = &m.ynbd, entonces y es continua por ser-
io cada Y

i

Para concluir la demostracidn usaremos el siguiente

SUBLEMA : S1 f (s) converge uniformemente en [x , x+ h}], ¥y
n Q [s]

f continua con f = Um £ , entonces
- n n
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6. Teorema de Peanno Picard.

X x -
J f = &m I f {(s) ds
XU Xo n

Dem: Resulta del siguiente hecho

=< h sup | £ - £ {x) |

X
[(f—f).oﬂs
% " xe[x ,x _+h]

o

! g.e.d
Aplicaremos esto a las funciones
fn{s) =F( s,y _ (s} ).
- Como
.' P
I fmp{x} - £ {x) | = El( fw{x) - fmj_”( )
P
= z Il fn+J(X) B I'H‘fj“l} ) “
. j=1
p
= jgl | Py, (x)) - F({rrym(jq“( b
P M (Kh) )" M
'l"l
donde § =1+ (Kh) + .. + 58D
s converge a le“‘, f; es de Cauchy , v converge uni-

formemente. De este, por la unicidad del limite de una suce-.
sidén se tiene que
b'e

_Etm F{ s, yn(s)_) ds

o 3o

X

Por la contiﬁuidad de F, se cumple
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6. Teorema de Peanno Picard.

gim F( s, yis) ) = Fl s, 2im y(s))
n—o . ’ n—3% - n

= F{ s, yis} )

De esto,

lo gue prueba la existencia propuesta en el Teorema de
Peanne Picard. '

Probaremos ahora la unicidad de la solucidn.

Sea
£+ | X - R?, X o+ h’) —s R®
continua tal que { x, fix) ) eD, ¥Y¥xe { x - h’, x + h’)
[} o
Y
®
flxy =y + | F (s £f(s] } ds
) o
De esto f{Xo) =y . Por la continuidad de f existe h'’ = nh’
h’? = h tal que
| £(x) -y | =1 para x - x | =h”’
o e}

si x e {x - h*, x + h*?"})
. Q [+] )

fix} - yn(x) =y, + L F{ 5, f{s) } -
-F s,y ,(s) ) - ¥,
- Jx F{ s, fi{s} } ~ F{ s, yn_}(s) ) ds
De esto,
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| £ix) -y (x) | = Jx K| £(s) -y _{s) | ds

Q

Para n = 1

A
By
“
=
H
151
i
]
)
Q-
0]

| £(x) - v, (x} |

tA
=
+
b
|
ON

En general, por induccidn

Cuando n — «o , K = » 0 , por consiguiente
fix) = &im yn(x) = yi{x) ; ¥ x e | X - h’’, X+ h'?)
n—r o

Historia : El método.de aproximaciones sucesivas aparece en ca-
sos particulares en los trabajos de Cauchy pero explicitado por
Liouville en 1838 para el caso de ecuaciones lineales de segundo
orden homdgeneas. El caso de ecuaciones homogéneas lineales de or-
den n fue tratado con el mismo método por Cagqué (1864), Fuchs

(1870}, Peanno (1888). En forma general fue estudiado por Picard
(1893) v Bdcher (1902). ' '

EJEMPLO : Para la ecuacidn vy’ =y , la funcidn

v (x) =y e X%)

X ;¥ 0
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5. Teorema de Peanno Picard.

X ¥
o Q

es la unica que satisface Y, y(xo) =Y Nétese que Y
o

o

estd definida Vv x e R , v gue los grafos originan una particidn

" faliacidn del plano

/)
R

del plano en curvas disjuntas

x

BJEMPLO : Consideremos ahora vy’ = -~ y2
P _ dy 1 _ 1
v’ o= Y = —5— = dx @ -~ - x + K = Y = 5z
Y
(%) = PN L. x +K =>K—1-x—l_x°y°
yo_yo y-—o _Y o Y
L] O o
Luégo, las scluciones de la ecuacidn dada son
1
s (x)m[x-x+ } si y = 0
X o,y -] o
Qo O a
yx'y {x) = 0 51 y_ = 0
0 o
De esto, para y; = 0 la tnica solucidn vy gue resuelve el
xl’y
c o

problema de Cauchy estd definida para todo x € R
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6. Teorema de Peanno Picard.

Si Yy # 0. v, no estéd definida'para X = X = ;
of Yo ) R
* }_
Caso ye > 0 = Xu > Xo - %

En este caso, la solucion que cumple y(x) =y (v > 0 ) estéd
[v] [
definida en la semirrecta , + o ]
* Caso y, < 0 = X , la solucidn vy esta
o . o yo .
definida en [ - e, X = 1 ]
=] yo
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6. Teorema de Peanno Picard.

En este ejemplo nuevamente tenemos una foliacidén del plano, vy

las soluciones estdan definidas en semirrectas

b

EJEMPLO : Para vy’ = 1 + v® , las soluciones son
vix) = tg { x + C )

Para y(x) =v_  sea Cy e (- n/2 , w/2 ) tal que
0

tg (CY) =y

[+]

Sea vy (x) = tg (x - x + C )'

Para x préximo a x , X = x + C pertenece al intervalo
[+ o oy

. o)
( - n/2 , m/2 ) , por consiguiente Y, estd definida alli. vy

¥
o o

es continua. Por la unicidad en Cauchy, ¥ es la sclucidn de
®

r
[¢] o)

la ecuacidn dada, gque pasa;por (xyyg), Y, v definida para x en

1 44 o

un intervalo finito cuvos extzemos-dependen de ®x y .En este ca-
<

O

so la foliacidn es , o
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§. Teorema de Peanno Picard.

\";
L

Estos ejemplos muestran lo que sucede en general, pero necesita
una demostracidn. Para esto sea

PROPOSICION : Las soluciones no se convierten en " bigote “.

Esto s, no se puede dar un dibujo como

Aqui, v’ = Fix,y{x})

2 (x) =

Fix,f(x)) ; ﬂXJ:mY@Q ”Y;

Explicitemos la hipdtesis y la tesis.
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6. Tecorema de Peanno Picard.

HIPOTESIS : F : D ¢ R X R — R" continua vy localmente
lipschitziana. '

Fijemos (x ,¥v ) € D . Por el Teorema de Peanno Pi-
o &)
card, para h = inf { a, ©/M }, con h, r, M bajo las condiciones

de dicho Teorema, existe una solucidn
k
y : {x -h, x +h)—R ‘
o 0

de y? {x) = F(X,Y(X)), v ( X, ) = Yo ¥ x & ( X - n o, o+ h ).

Se probd también que si £ es otra solucidn al
problema, entonces y(x) m'f(x), ¥ X e ( X h*' X RO,
Lesto es, para ®X proximo a X {(Ver demostracidn).

Sean ahora I, J ' intervalos ablertos, con

£ : I — R° de clase ¢V’ g o J - R* de clase ¢V

tales que

(%, £(x}YeD , ¥xel; (X, gix})eD , Vxeld

x € In J g f(xo) = g(x) =V,
£r{x) = F(x,£(x)) ¥vxelI ; g'{x) =¥FXg(x)) vVvxed
TESIS f =g en I ndJd
Dem: Sea A = {x e I nJd : £(x) = g(x) }. El conjunto A &8 no

vacio, pues X € A
o
El complemento de A respecto de I n J es
{xeInd: f(x) =glx)}.

Como el conjunto de puntos en los cuales dos funciones difieren
es abierto, A es cerrado respecto de I n J. .
Por otro lado, A es abierto ( en R ), pues sea =z e A, entonces

z eI nd vy £fl{z) = gl{z). Luego, por Peanno Picard
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6. Teorema de Peanno Picard.

3 h’’ @ fix) =¢gi{x), ¥Yxe (z-h"', z+ N ) clInd.
asi,
(z -h'?, 2+ h?? ) <A
Comoc A es abierto y cerrvado respecto de I nJ, e I n J es CO-

nexo, entonces se tiene que A = ¢ & A = I n J.

Como A =z @, resulta A = I n J. Luego,

fix) =gi{x) , ¥yxelIndJd

COROLARIO : Sean £, g como en el teorema, v p @ I nJ — R"

definida DOT

CE(x) = gix) 51 xeInd
p(x) = £x) si xel - (I nJ)
g (x) ' si xed - (IndJd)
Entonces’ p : I v J — R* es una solucidn que extiende a f vy
g
Dem: Sea I ndJd = { ¢, d)
£ I 5
I nd
( (= e ) )
¢ 2 J

Es claro que lp es diferenciable en todo punto distinto de ¢ ©
d, v que p’({x) = F(X,p(x)) en dichos puntos.

Para x = ¢ a la izquilerda de ¢, p ceoincide con £ vy enton-
ces F(x,p{x)) = F(x,£{x})) = p’ (x).

A la derecha de ¢ , F(x,g(x)) m'P(x,f(x)) = p’(x), dado que £
= g‘ en I nJd={ c, d). Luego, cuando x tiende a ¢
to por derecha como por izquierda existe el fim p’ (x)

, ban-
, Yy vale
en ambos casos F(c,f{c)) . Luego, valiéndonos del siguiente le-

7
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&. Teorema de Peanno Picard.

ma resultard gque p es derivable en x = ¢, p’ es continua en
ese punto, vy ademés
p’{ct = Lim p’ (x)
por B+

Por un razonamiento andlogo resulta que p satisface la deri-
vabilidad en x = d, p’ es continua en x =d, ¥

’ p’(d) = Lim p’ (%)

®- od

Asi, p es continuamente derivable en I n J

LEMA : Sean p una funcidén definida v continua en un intervalo

{c.d), v qe (c,d) tal que p es derivable con continuidad en

{c,q} v en (g,d). Ademds, supongamos gue Lim p’ (%) existen
x—q
v son iguales.Entonces p es derivable en g , p’ es continua
enn q , v ademds p’ (g) = &im p’ {x)
: x=d g

PRUEBA : Por el Teorema del valor medio, existe a tal gue

p{qg + h) - pla)  p’(g) h

2y - R

donde g < q < g+ h si h>0, g+ h < q < g si h < 0
De esto, “los cocientes incrementales a derecha e izquierda de

p en el punto g tienen limite, y coinciden con fim p’ (x)
p*q
el cual existe por hipdtesis. Asi, p es derivable en ¢ . Ade-

mas p’ es continua en ¢ por construccidn,

g.e.d.

Ahora estamos en condiciones de definir el concepto de dominio

méximo de la solucidn gue pasa por (X, v )
B o] 0

Siempre suponemos F continua vy localmente lipschitziana.
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6. Teorema de Peanno Picard.

DEFINICION : Sea ( X, V_ ) € D, el dominio miximo de la

solucidén de vy’ = F(xX,y) Jue pasa por ( X yo-) es un
intervalo abierto I ¢ R tal que X € I , vy existe una
funcién de clase ¢ £ . I — R" de modo que

B(x,) =Y,

( x, £(x) ) e D Vxerl,

£rix) = F(x,£(x)) ¥V x e I ,
v tal gue satisface lo siguiente : Para J ¢ R cualguier
intervalo abierto con % € J v cualgquier h : J — R* tal

gque : h es de clase c, hp%) =Y (x,hi{x)) e D ¥V x  J ,

h? (%) = F(x,h{x})}) Vv x e J.

Entonces J ¢ 1T

o

EJEMPLO : Para Yy’ = v , y para todo ( Xy ) . el dominio

méximo es R

EJEMPLO :Para vy’ = - y°, considerando (x , 0), el dominioc ma-
[+]

ximo es R. Considerando ( x, y ) con y > 0 , el dominio mé-
G &

o3

®ximo es [ X - 2t , o ] . Para { x , ¥y ) con vy < 0 , el
< Y o o o
[+
dominio maximo es [ - ® , X - 1 }
, o Y
EJEMPLO : Para vy’ = 1 + y°, el dominio midximo es el intervalo

finito de longitud nm dado por

(—(n/2}+xo—Cy,(n/2)+xo—-C),

y
o ]
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6. Teorema de Peanno Picard{

puesto que
Y (x}) =tg (x'=- x + C )

’Cg.rY0 ° yo .
con C e (- m/2 , n/2) vy tg C,)=v

s} o

(o]

Para probar formalmente que existe el dominio méximo, consi-

deramos el coniunto

B={(J, h):JcR intervalo abierto ; x e J ;

[e]

(1}

h:J — R de clase ¢ ; h(x) =vy_

[+

(%, hi{x))eD, vxeJ; h{x) = F,hix}) , ¥V xeJ}

Ordenamos parcialmente a B por
(J, h) o (J', ") si J < J° ] h’IJ = h

Por £l lema de Zorn puede probarse gque el conjunto B admite

elementos maximales.

EJERCICIO : Probar gue se satisfacen las hipdtesis del lema de

Lorn.

Retomando las ecuaciones lineales de primer orden
v? o+ bi{x) v + cl{x) = 0

( Secc. 4 ) donde b y << estdn definidas y son continuas en un
intervalo I, hemos visto que las soluciones estén definidas en

dicho intervalo. De esto, el intervalo maximo acqui es I
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- 6. Teorema de Peanno picard.

PROPOSICION : Si D =R X R* = R"' , F es acotada, conti-
nua y localmente lipschitziana, entonces el intervalo mé-
ximo para toda solucidn es R

Dem: Si ( x, ¥ ) € D, hemos probado que la solucidn que
. o o .

pasa por ese punto estd definida al menos en el intervalo

{'XD -h, x + h) con h = inf ( ¢, ¥/M )

(o]

donde ¢, r son tales gue

{x - ¢, x +c¢c ) xBly., r ) cD,
[} ] c
vy M es igual al supremo de | F | en
' {x - ¢, x +¢ ) xBly,. r)
Q Q o

Pero agui podemos tomar C tan grande como querramos, poOr

ejemplo, ¢ = 1 + r/M , vy como M = sup | F | es finito
' K+

dado que F es acotada, tenemos soluciones definidas en

{ X - h X o+ h }, con h tan grande como guerramos.

Por ende, =1 dominio maximo es R

Por ejemplo, las scluciones de
2z 4 _s
Yy X (XY) Ty
I = . ] ¥
v o= p p iy o= cos (e )
1T+ v + X

estdn definidas en toda la recia real.

PROBLEMAS,
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R o i 6. Teorema de Peanno Picard.

i :
1. Obtener %as lteraClones de Picard para el probiema de wvalor

inicial vy’ = 2tiy + l),,y(O) = 0 . Demostrar que convergen a la

solucidén v(t) ﬁ eﬁp(t% -

Usar el método de Picard para obtener las soluciones de cada
una de las smgulentes ecuac1ones " Fnicuentrar al menos la cuarta

aproximacidn a’ cgda solu01én

b E
& a!

2, v’ ”By i y(0y=1
3. v =% -y L F y(0)=0
4. vy’ =t +y ; y(0) =0

En cada uno- de los Problemas 5 a 9 demostrar que la solucidn
vi{t) del problema de valor 1n1c1a1 dado existe en el intervalo in-

dicado.
5. vy’ = y2 + cos t°, : y(0) = G; 0 = b =t1/2
6. v’ = 1 +y + ycos g, y(0) = 0; 0=t = 1/3
7. v o= £ o+ v, v{(0} = 0; 0=t = (1/2)%°
8 2
8. v = e + ¥y, v(0) = 0; 0 =t s 1/2
' ° 2 |
9. v =.¢e + y°, vi{l) = G; 1 =t =1+ de / 2
10. Considerar el problema de valor inicial
vy’ o=t + v®  ; yl0) =0 (%)

,—bﬁysb
a) Demostrar que la solucidn vyi{t} de (*) existe para

Sea R el recténguldo 0 =t = a

: %-g_ : . a + b
b) Demostrar que el valor mdximo de

P para a

fija, egs 1/2a

c) Demostrar que o = min { a, 1/2a } alcanza su méximo
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&, Teorema de Peannc Picard.

para a = 1/2

d) Concluir que la solucién y(t) de (*) existe para 0 =

o= 1/2
11. Pruebar gque yi{t) = -1 es la solucidn unica del problema
de valor inicial v’ =t (1L +v ), v(0) = ~1

12. Hallar una solucidén no trivial del problema de wvalor

inicial vy’ = t y> y{0) =0, a.> 1 . Contradice esto al Teorema

de existencia y unicidad ?

13. Encontrar una solucidn al problema de valor inicial

Y’thl—yz,y(0)=1

Contradice esto al Teorema de existencia y unicidad ?
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UNIDAD 11 : SISTEMAS ~ DE ECUACIONES LINEALES.

Trabajaremos ahora con sistemas de ecuacicnes diferenciales 1li-

neales de primer orden. Se tiene entonces

DATA : I ¢ R un intervalo abierto
, _
A : T — R = R* continua

b : I — R continua {1
La ecuacidn es y’ = A(xX) y + b(x)
TESIS : Se busca y : J — R* de clase C™' con J ¢ I de
modo que @ { x, y(x) ) e D, V X e J;
y' (x) = F(x,y), VX e J;
Y)Y =y,
Aqui, D = I X R*, Fix,y) = A(x) y - b(x).

Claramente F es continua. por serlc A y b, y es localmente
lipschitziana en y, pues

| Fix,y) - F(x,2) |

| ax)y (y - =) |

A

| 2> J 1y -z|
Por consiguiente, por Peanno-Picard, para cada
k
{ XY, Ye I XR
existe una Unica solucidén ¥y de y’ = A{x) y + b(x) con

YX ’ YO(XO) - YO ’ ) i

0

TEOREMA : El intervalo mdximo de definicidén de las solu-
ciones de y' = A(x) y + b(xX) es I ; esto es, I = I

max
Dem_: Lo gue haremos es repetir la prueba de Peanno Picard

para este caso.

Veamos primero gue
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x
y (x) =y + L F s y ,(s)) ds

o

estd definida para todo x en I,y gue la convergencia es
uniforme en compactos contenidos en I 7
Como vy (x) =y ., resulta que y, estd definida en I

o L2}

X
=y o+ fxo(,A(s) Y, +_b(s}:) ds
Como A, b son continuas, la integral existe para todo x

perteneciente a I vy, por el Teorema del Cdlculo integral,

Y, es continua en I.
Supongamcs  ahora que vy i estd definida y es continua

en I

X
ynﬁx) =y o+ Jx F (s, y;_}(s) ) ds

1

=y, + L (Als) y_ (s) + bls) ) ds

MNuevamente el integrando es continuo para tode x e I, v en
consecuencia y (x) existe y define una funcidén continua en
R n .

X
La prueba de la convergencia uniforme en intervalos del
tipo '
[¥* -h, x +h]cTI
[¢] O

se sigue de

h a{s}) | =K <o, Vse]| x - h, x +h]

~donde K = sup { | A(s) | . s €[ x - h, x +h]} vy del

heche de gue inductivamente resulta que
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A
=
-
!
bt

= L | 2(s) | | y_,{s) -y _(s) | ds

[+]

Para n = 1 resulta
' x
o ey as |

a

Iy, (x) -y (x) | =

tA

j" | 2(s) y + bls) || ds

X
]

1A

M{x - X )]

‘con M =sup { | Als) y_+ bls) | : selx ~h, x +h}j}

Para n = 2 resulta

X
Iy, (=) =y L | ats) | | v,ts) -y, | ds

A

K M L(S_Xe)ds
(% -x )
)

1A
=~
=

converge uniformemente, dado

que ' ST n
. oy [ER(x-x)]
3

n n-1 n!
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@ o o [R(x-x )T
L Mn: ) K n!
n=1 n=1

= -z exp ( K [ =x - xo) );

v esto pasa para todo x e {>% -h, x + hl].

o
Reiterandos entonces los pasos efectuados en la demostracidn
del Teorema de existencia de Peanno Picard ( Seccidn 6,
Unidad I ) se completa la prueba.

g.e.d.
Este teorema, junto con el Teorema de Peanno Picard, permite
llevar un profundo estudio de los sistemas lineales. Ademds posi-

hilita aplicar los conceptos aprendidos en.éigebra lineal.

Hasta ahora hemos probado gue cualquier funcidn =z de clase

{1)

C definida en algin subintervalo de I que es solucidn de y’ =

= Ay + b se extiende a una funcidn de clase c® en I , qgue-

-ademas es solucidn de la ecuacidn.

Sea

Sb ={ £ : I - R* de clase ¢V’ : £ es solucidn de

y ' = Ay + Db}
esto es, S_D es la solucidn general del sistema no homogéneo y’ =

A y + b, en términos tradicionales. Luego, Sb esta gontenido en

(1} k

el espacio vecteorial C7( I , R ) de funciones de clase c'V

de I en Rk

PROPOSICION : 1) 3i p =20, SO es un subespacio de
C(i)( I , le )’
v ademds dim So = k.

2) Si b es cualguier funcidn, Sb es una
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{1} k

subvariedad afin de C( I , R ) cuya dimensidn es k

Dem : 1) Veamos primero que SG es un subespacio. Sean £,
g e SD , entonces £’ = A f ; g’ = A g. Luego,

{(f + ag)’ = £ + g’ = A £ + « Ag =A {f + x g) ., o R
Asi, S, es subespacio de C(“( I R® )

Para probar gque dim S0 = k, exhibiremos una trans-

formacién lineal de R*: en S0 biyectiva. Para esto, fija-

k ,o
mos x € I . Para.cada v € R ., sea ¥y la dnica so-

<] K,V

lucidn de y’> = A y tal que y, (x) = v . Consideremos en-
. . o * \

tonces la funcién T : R® - SO que le asigna al vectoer v

la funcidén vy ; esto es, T(v) = y . Como wvemos, estéd
X,V X L,V .

Q o

bien definida puesto que y , es la tnica solucidn de y’ =

[+]

]

Ay que en x vale v

[+]

Para probar gue T es lineal debemos comprobar que

T(v + aw ) =Tvl + o« T{w) (v, w e R, o« e R ).

Esto es, comprobar la igualdad de las funciones

X ,vi+ow ’ X ,v X LW
O
lo gque equivale a verificar que

(x) :.y (x) + o Y, (x) ¥ x e I

® L, v+Ovw X ,Y w
0 o .o

Cémo hacemos esto ? Peanno Picard nos da la respuesta. Dos

f . ok .
funciones £, g : I — R que son soluciones de y’ = & y + b
coinciden si ;i coinciden en un punto !1!.

hhora
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= vV o+ o W= x) + o X
Yx ,v+0{w(xn) yx ,v( 0) Yx ,w( o) N
[+] [ s]
Ademas,
oo
Yx ,v+Hw Yx v Yx W
0 [+] Q

son soluciones de vy’ = A y . por tanto coinciden en todo

punto v resulta que T es lineal.
Veamos ahora gque T es suryectiva. Sea vy € SO. Entonces v

= y(x ) e R® . Ahora, las funciones y e Yy , s8on solu-
0)

ciones de la ecuacidén y’ = A y que coinciden para X = X
Q

entonces por Peanno Picard coinciden en todo punto; esto es,
Y=y, = T(Y(XD})
v T es suryectiva.

Pasemos ahora a probar que es uno a uno. Para ello consi-

deremos v e Ker(T), entonces T(v} = y, , = 0. asi,
. 0)
Y (x) =0, ¥vx e I.
‘xo,v
En particular resulta Y, VC§Q = 0, de lo cual resulta
B O’ .
v = 0

'

Asi, hemos establecido una biyeccidn entre RE v S, con lo

cual tenemcs gue dim SO = k

2) Fijemos nuevamente ®x e I, vy € R Y £ la

e} (o] -0
Gnica solucidn de ¢y’ = A y + b tal que £(x) = y.
© Q o]

Veamos entonces gue Sb = f + & ; estc es, todo elemento
a o

arbitraric de Sb es igual a la funcidn £ mas un ele-
o

mento arbitraric de S . Para verificarlo usaremos linea-
(]

lidad y Peanno Picard.
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i) Sb c f + S , pdes sea £ ¢ Sb ., entonces f - fo es so-
o [+]
lucidén de la ecuacidn homogénea vy’ = A y. Como

f=£f + (£ ~ £ ),

(] o

resulta gque f e f0 + So

i1y £ + 8§ ¢ Sb ., pues sea f € fO + So, entonces £ = £ + nh
0 [e]

(h e So}. Luego,

il

£2 = f' + W’ =(Af +b)+Ah

it

A ( fo +h)+b=2aT°f + b,
con lo cual £ e Sb.

Esto prueba ( 2 ).

1
\ H

En . el lenguaje tradicional, la condicidn {(2) nos dice gue

la solucidén general del sistema no homogéneo es igual a una
solucion particular del sistema lineal no homogéneo més la
solucidn general del sistema lineal homogéneo.

La condicidn (1) nos dice que

El conjunto solucién = (la solucidn general ) de un sistema
lineal homogéneo "depende de k-pardmetros", puesto que si

P S ¢ es una base de S0 , un elemento arbitrario de

k

Usualmente, como solucidn particular del sistema lineal no ho-

nogéneo se toma la dnica fo tal que £ (x) = 0 (el vector nulo !).
Q Q
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Fn el caso en que A{xX) = A , ¥ X & I ; esto es, A es la fun-
cién constante de valor A, Peanno en 1888 encontrd una forma ex-
plicita yv muy bonita para las solucicnes de x’ = A X + b

Comencemos con el caso homogéneo, es decir x’ = A x. Proce-

damos construyendo la solucidn y tal que y(x) = ¥ por el mé-
; o o

todo de aproximaciones sucesivas. De esto,

yx) =yx)=y, . VX
®
y, (x} =y + JXOF { s,y ) ds
L~
= YO + Xo A YQ ds
=y + {x =~ XO ) A Yo

v ix) =y o+ L F (s, yl(s)) ds

4
Q

y0+LA(yo§+ (s~xo)Ayo)ds

i

x X
Yy +AYy J ds + A? Yy J (s - x )} ds
o] [+] x H [+] x Q

o 0

: ' (x - Xo)2 5
= yo+;(.x-‘x§‘)Ay°+—-—-—-—§-—— ATy

En general, por induccidn se prueba que

, ix = x)
Yn(X):: Y0+(?{,'_X0}Ayo+"'+““—n' Ayo
Por consiguiente, formalmente .
: ot (x - x)°
yix) = T —g—— 2"y
n=0 .. o
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= | L

n=0
= exp ( (x - X } A ) Y,

Para justificar las etapas podemos proceder del modo siguilente:
t n

. kxk . s C
para cada matriz C e R , la serie de término general =  con-

verge absolutamente, va que

b h=1cy® (pues|Ts|s=fT]]s])
entonces,
“ C”[<IICII"
n! - n!
o0 Cn B
Por Andlisis I , la serie ¥ JL?FJ- converge. Como una serie
n=0 ’
&1 Rbm absclutamente covergente es convergente, se tiene gque la
0 C'n ! '
serie T =+ con- verge a un elemento de R™* . A este
n=Q '

elemento lo denominamos la exponencial de la matriz C y se lo

denota por exp(C). De esto,

exp(C) = L 77

LEMA : Sea y e Rk. Entonces la serie en Rk de términoc ge-

neral

n veces

I
. . ¢
¢ ol iy)

converge, y su limite es exp{(C)(y). En otras palabras,

@y - [ F 5w - © S
n=0

n=0
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Dem : Claramente, si T — T en R** , entonces T;(y) —
n
T{y) ern Rk, pues
I oty) ~T(y) f=fT-7 0 1vl
vy T - T | —» 0 cuando n -+ « . Aplicando esta afir-
n :
n o] n P
macién a T = ¥ -J;T y recordando que T (y} = Y} ~§T1Xl
n p=0 P! n p=0 p!
resulta gque
n P w0 P
C {y} C
R > | &5
p=(0 ~p=0
o bien
® P i P
C”(y) C
Lo - [ L BT ](Y)
p=0 p=0
g.e.d
Nétese que exp(0) = I = matriz identidad.
Todo esto permite concluir gque la solucidn de x? = A x ( A

constante ) gque en Xb pasa por y0 es
Y (x) = exp ({ x - x_ ) A Xy)-

Ahora estamos en condiciones de dar una base explicita del con-

junto § = { £ : R — R / £? =A £}, con (AeR™™ fija)

PROPOSICION : Sean Voo vk;zuna base de R° . Enton-
ces las funciones

y (x) = exp(xa){v) , ... , ¥y (x) = exp(xA)(v )
constituyen una base de 8

o
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Dem Sabemos que las soluciones de X’ = A X son de la
forma
exp(xA)(v) = xv(x} ;v e R" Y xv(G) = v
Ahora, como Vi .., V€8 base de R, existen nimeros
reales C,ov v 0 G tales que
k
v o= )y CV
o 1
De esto,
xv(x) = exp(xa){(v)
k
= ¥ cC @xp(xA){v})

Asi, Y, - o0 s ¥, ‘generan S Como dim S = k , por
. o . o

Algebra lineal resulta que Y, -+ Y,  ©s una base de So

ag.e.d,

Calculemos algunos ejemplos concretos. :

EJEMPLO : Si A es una matriz diagonal con elementos diago-
nales Al, Ce. Ak , resulta
2 n
A1 0 ) Az 0 A O
A = ;A% = ) ; s A" =
0 " 0 "a 0 A"
k k k
De esto,
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(XP\l} 0
exp(xA) = :
T kA )
e Tk
S1i v, = (0 ... 120 ... 1)) = eJ = j~ésimo vector de la base
canénica en R, resulta
_ 0 N
0
y (x) = exp(xA)(e ) = e{xhﬂ
J i O
L o

1

Asi, las funciones componentes de y, son la exponencial o la
: : j _ :

funcidn nula. Las componentes de x (x) son

xv(x) = exp(xA)(v) - (e vV, ., ...,

1 Vi )
siendo v = ( VooV ).
EJEMPLO : Consideremos ahora
01 0...0
) 01...¢
A = L B
0 o1
0
00 1. 0 0 00 1
0 0 0.1..06 00 .0
AT = L ; ; AF T s ) . ;
O oo ° 5o
0 0

82



SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.

0
Ak = 0
0
1
T u1J Xk
exp(xAd) = 0 - con uiJ+k = RT
1
De esto,
yj{x) = exp(xA)(eﬁ
l-esimo
j-1 3j-2 o
ps P -
= 3T CE R r., 0, . O ]

Por consigulente,

W

Trataremos ahora el caso general en el cual

tante ) es

Ltaremos por

de grado menor o igual a

una matriz cualquiera,

= { £ €

son polinomios en

las componentes de y,bd
. J

k

Al{x) = A { cons-

para todo x. Para ello deno-

ccr, R*)y/ £2 = A E Y}

(fec™rr, c*)y/ £ =af ).

Veamos algunas relaciones

5

S1 f e 0, T

ciones reales,entonces fj € S0 R
1

, v escribimos £

con £ fun-

It
+h
+
-
h

., para
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Dem: £ e S5, ¢ - entontes £ = A £ . Como f = fl + 1 fz,
£1 = f* + 12 2 = A f + 1 A £
1 2 ' 1 2
real real real" real
de lo cual f; = A fJ para J = 1, 2, o de otra forma fj e
SQ’[R , para 14 = 1, 2.
g.e.d.
3) SO{& = So,ﬁ + l.Sd’R ; e;to es, ;oda solucidn compleja es

una solucidén real més i por otra solucidn real.

Dem: De lo anterior, SO,E < SG,R + 1 So,ﬁ_'

gi £ e 8 . entonces f? = A f , £f? = A £_ , vy asi
i o,R 1 1 2 2

£7 + 1 £2 = A f + i Af =A(f + i £ ).
1 2 i 2 1 2

Luego fl + 1 fz e Se c de lo que concluimos que

o, R o, R 0,C
g.e.d
4) dlmm So,@ = dlm1R S{JLLR = k
Dem: Sea Y, oo o1 ¥, base de So,R . Sea £ g So,&
Entonces f = f1 + 1 f2 , con fi reales. Luego, como fl, £
€S, g existen reales c, bj’( 1 =3 =k ) tales que
k k
f = ¥ ¢c vy ; £ =¥ by
1 ji=1 } ] 2 j=1 i J

Por tanto
x ‘
fF = c +1ib !
§ ' 1 )y,

asi, y . ...,y generan SO e
f
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real rea l
k K
= Y c. .y = ¥ b y =90
j=1 J Ul s=1 b7
s ¢ =4 =0 , 1 s 3=k
} J
De esto, 'y, . --- . ¥ SO0 linealmente independientes en
SQLC . Asi, Y, oo y,£ €S también basg de SO,{13 , Y re-
sulta que
dlmm SO’C = dlmER So,m = k
g.e.d
5) 51 f1 P e fk es base de‘_S0 c Y escribimos
f = u + 1 v ;o 1l =3 =k, u, v reales,
] B ] i 3 !
entonces  { u, L T A V. } genera SO,R
Dem: Sea £ & S . , entonces £ e S . ( por 1o anterior ).

Luego existe c, s € {1 =13 =5k ) tal que

k
f= Y ¢ £
y=1 o1
Como ¢ €C, sea ¢ =a + i b , con a_ , b e R. Asi,
J i ] b b 3
k 1
f= Y (a +1b )} (u +1v )
. i 3
j=1
K _ ¥
=y a, u; - b; v, y + 1 Y (a v, +b u )
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k
Como f es real debe ser Yy a, v, + b} U, )y = 0 de lo
j=1
cual :
k
f = a u - b v
r o a, R
=1
De esta forma, {u , ... , u ., Vv e, v, } generan
So,iR v
g.e.d
Con esto en mente, construiremcos una base de SG e Y luego
una hase para S0 r Para el caso A(x) = A , ¥ x { constante ).
i) Sea
A
1
A = : con A, e C
'A 3
,k4
Si Vo ... . W es una base de €, una base de S0 ¢ ©s
e:xcp(:><:A)w1 ;e exp(xA)wk
fi= ft
e(xl}) 0
Q , , 0
0 e (A
e(A1X}v , . e(}‘kX)v
1 k&
A i .
e™ = eloriBlx _ gax g (Bx) + 1 e* sen (Bx) ,
si A =oa + 188, B, B R
W = u + i v
} 3 i
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e(le}V.
J

e(an} ( cos (Bjx} + 1 sen (3jx} ) | u o+ i v, )

asi, un generador de SG R S

(et x}

((x.x)
3

{ e cos (BJX} u - ey sen (Bjx) v,
e(ajx) Ccos (le) v+ e(an) sen (B x) u, }
i ] 3 j l=
11} Sea
01 0...0
0 1...9
A = L .
0 91
G
grado acotado
o *
Como antes yj(x) = ¥ {(Pol(x}) vj.

]

iii)Veamos ahora el caso general, esto es, A arbitraria.
Recordemos la Forma de Jordan de A : Bxiste una base ordenada

B = { Voo s VY }
de € tal que
Al g 0...0
[ A-]g = G." con e =061
0 g
A

La base del espacio solucidn es

y} = exp(xA)vj = exp X A v, - 8Xp x N v,

Notar gue las componentes de

y (x) = Pol (%) E(QJX) cos (B x) n= e(QJX) sen (8 x) ) Pol (x)
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iv} Si Re(kj} < 0 , ¥vj , es decir, si aj < 0 ¥ j , entonces
las goluciones tienden a cCero cuando X — + ®» , y tienden a + w
para xX - - '

Caso n = 2

Dibujamos la curva imagen y (x) ., NO
i 3

( x, yJ(X) Y .

e = =)

Caso A = -1 0
0 -2
y, (%) = ( e, 0) ; Y, (%) .= (0. e )
Dibujo de y (X) '
(ot ob”
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- 2 ~-a%
(ae™, a )
[ 1ol ]
2
u u
Estudiaremos ahora sistemas no homogénecs. Sea v, , ... , V¥

1 k
k . . . .
una base de R . Una bhase del espacio solucidén del sistema homo-

géneo y' = Ay es

S yi(x) = expl(xA)v1 b . YO(x) = ?XP(XAJVk

'Nos;hacé falta el lema siguiente:

LEMA : Sea y’ = A(x) y un sistema lineal. homogéneo con
soluciones b AR A Las siguientes afirmaciones son
egquivalentes

1) { Y, ¢ oo o Y, } es linealmente independiente;
2 ) para algin X € r ., { yl(xo) P e yk(xo) } es

H

linealmente independiente en R*

3 A ygx)rﬁ- cee yk@q } es linealmente inde—:
pendiente en .Rk , para cada x e I
4 ) La matriz ( vy . ... Y, (%) )} es inversible,
para cada x € I |
5 ) La matriz ( yﬁxa) P e é@@%) ) es inversible,

para algin x e I

o]

Dem
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' k

1 5 2 ) Sea 3 c; y;x ) = 0 con c e R. Por hipdtesis,

o J

=1 .
Y, Y- LY, son k vectores linealmente indepen-
dientes, que son soluciones de y’ = A{x) y ., entonces for-

man una base de S, r* asi,
k .
yix) = L ¢ ¥y

es una solucidén de la ecuacidén diferencial homogénea, gue

valuada en X €s
o]

y(x ) =

n~=

) ¥,65,) = 0

j=1

. Pero como la funcidén nula es una solucidn de este sistema

que también vale cero en X resulta, por la unicidad del

o

Teorema de Peanno Picard, que yi{x) =0 , VvV x ¢ 1 Asi,

k

¥y ¢ vy (3)=0,Vvx =
j=1 ? SR

Luego. { y (&) . ... = y (x) 1} es linealmente 1inde-

pendiente.

2 23 ) Sean x e I, vy S Ck e R. Consideremos
k
L c,y(x)=20

y(g) = Y ¢ y;t) es solucién del sistema,

T

Nuevamente

v £ e I, v valuada en x da cero. Luego, por ia unicidad de

Peanno Picard, y{t) = 0, V't & I, entonces y(x) = 0. Asi,
o
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 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.

{ yﬁx) ;e Y (X))} es linealmente independiente. Como
esto vale para cada x € I, resulta lo pedido.
351) Sean ¢, ..., C €R ¥y consideremos
k
v ¢y, = 0 {(funcidn nula).
J=1 ’
k
Entonces I <, yj(x) = 0 , ¥ x € I. Luego, c, = 0 para
J=1 :
1 = 3 = k. Aasi, { Y, e Y, } es linealmente inde-
pendiente.
Las restantes equivalencias resultan del dlgebra lineal.

g.e.d.

Estamos ahora en condiciones de resolver el sistema lineal no

homogéneo
Yy’ = Ay + b . \

Para ello construiremos una solucidn usando una idea de Lagrange

que se denomina método de variacion de las constantes.

Proponemos como solucidn del sistema no homogéneo

4
yix) = ¥ c (%) y (x)
j=1 b 7 B

donde y, - -+ . Yy son k-soluciones linealmente independientés

(hase) del sistema homogéneo. Esto puede escribirse como

yix) = Yz{x) . yk{x}

vectores*columna
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Haciendo W({x) = (y, « --- . ¥, ) resulta
cl(x)
y(x) = W(x) ;
ck(x)
ci(x} c;(x)
y’{x) = W (x) ; + W(x) ; .
ck(x) c;{x}
C1(X)
Sea ci{x} = :
C {x}
k

Luego, y es solucidn del sistema no homogéneo si y sdlo si
: vy {x) = A(x) y(x) + bix],
esto es, si v adlo si |
W(x) el(c) + Wix) ¢’ (x} = A{x) Wix) c(x}) + b(x).
Adhora,
W = ( y; P y; y = (A Y, rooee s Ay
Luego, A W c+We =AWECEC+b

Asi, vy es solucidn del sistema no homogéneo si v sdlo si W ¢’ =
= b, o bien ;

W((x) c’ {x) = bi{x} ., ¥ X
Como  { Y, « -« ¥ )} es base de SG? . por el teorema ante-
rior W{x) es inversible. Asi
| e’ (x) “=HwWlx) bix) , ¥ x
De ahi, A o
c(x) = J "W(s) "iib{s} ds.
XO
Luego,
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mj W(x) W'(s) bis) ds

Asi, hemos construido la  y que es solucidn del sistema no homo-

géneo tal que y(x ) = 0.

Sea entonces z (x) la solucidn del sistema homogéneo y’ = Ay

gue en x vale vy, esto es, 21(Xo) =¥ - Entonces
<@ . o

zz(x) = 21(X) + L W(x) W'(s) bis) ds
Ve :
es la solucidn del siétema no homogéneo y’ = A{x) y + b gue en
X vale Y,
Si A({x),= A , ¥ x { constante ) resulta
zl{x} = exp({x - XQ)A) Y o ( zl(xo) =Y, ).
Consideremos la base candnica e, --. , e en R*. Entonces
W(x) = ( exp(xA)e, ... exp(xhle )

= exp(xA) T = exp(xA) (I = matriz identidad)

Asi, W(x) = exp(-xA) . Luego

zz{x} = exp((x—xo)A) y, ¢ L axp(xA)} exp(-sA) b(s) ds

[+

= exp({rx—xo)A) Y, + J'x exp((x—s)A) b(s) ds

o

es una funcidn que nos calcula la solucidn general del sistema no
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homogéneo y’ = Ay + b ( A no depende de x ).
PROBLEMAS.

1. Demostrar la siguiente proposicién
Sean P, &8, T operadoies en R Entonces

al) 81 © = P T P, entonces e =

b) Si 8

= T S , entonces e "= e” e |

_ _a Gq ‘ .5 _ _2 _l
2B =1p a N S T }
. - 0 1 2
4, A = g "é 5. A=10 0 3
L i (0 0 0
A 0 ¢ ' )
6. A =11 a 0 7.oa= 3 T8 }
01 A | L
1 2
8 A I 4 3} )

9. Dar un ejemplo de dos matrices S, T de R, tales que

S5+7T S T
e £ e e,

En cada uno de los siguientes problemas, encontrar todas las
soluciones de la ecuacidn diferencial dada
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"5 -3
1ox = | 5T } X
-7 0 6
12. X7 o= g 5 0 X
6 0 2

En cada uno de los sigulentes casos, resolver el problema de

valor inicial dado.

13. X' = i i ] X X(0) = [ § }
301 -1 1o
14, ¥ = 11 3 -1 | % : x(0) = | -2

303 -1 -1 ] . x

Encontrar la solucidn general del siguiente sistema
10
is. X7 = 3 1 -2 X
2 2

Regolver el siguiente problema de valor inicial

y 1 -1 . _ 1
16, X m[5 M3JX ; X(O)m[z]

En cada unc de los siguientes problemas, encontrar todas las

soluciones de la ecuacidn diferencial dada

o -1 1 -1 -1
17. X7 = 2 -3 1 X 18. X' = o -1
‘ 1 -1 -1 o 90

Resclver el siguiente problema de valor inicial

-1 1 2 1
19, ¥/ = 1-1 1 1| x ; x(0) =10
2 1 3 1
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1. REDUCCION DE ECUACIONES O SISTEMAS DE CUALQUIER ORDEN
A UN SISTEMA DE PRIMER ORDEN. '

Considereamcs,
5

por ejemplo,

orden n dada por

) (4)

y _2
+ Y

sen x -+ y(s cos Yy o+ y"3 vo o+ vy vy’ G {

Uno de nuestros objetivos es resolverla a través de

de primer orden. Para ellc crearemos nuevas variables

X =y
[+]
¥ o= ox! = }r’
i o
X.._XJ': LA
2 1 ¥
X:Xjr—'.”,
3 2 Y
(iv)
¥ o= X' =
4 3 ¥
Agi, resulta
y = X
o]
®x? = y? o= X
o 1
x? = rr = x
1 Y 2
% = 1Y x
2 Y ' 3
{1v)
x! = = X
3 Y 4
y (V) 2
x' =y = - gen X - X €08 X - ® X - X X
4 3 o 3 o e} i
PROPOSICION : Si (I,v) es solucidn de la ecuacidn (A},
tonces
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ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES. DE ORDEN N.

1. Reduccién a un sistema de primer orden.

i

Y
¥
R
FIV)
Y
es solucidén del sistema (A’), y reciprocamente, se
X
C
I,
be
[:3
es solucidén del sistema (A’), entonces ( I , x ) es solu-
(] .

cién de la ecuacidén (A).

!

Otro ejemplo de lo gue nos ocupard es hallar la solucidn de un
sistema como S '

x?2Es cosly + X')

vt 2 exply’ + x’7)

Para resolverlo creamos las sigulentes variables

X = X
Q

x = x' = x’
1 [}

Yy =%

Asd,

®!'owm X o= X

1
X! = x?7 = cos{y + xi)

- Q
T

? — ¥ —
yo =Y m}y}. 5
r — > —_ f
Yy Y = Y2

vy, =y’ = exply, + cos(y_+ X))
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2. Problema de Cauchy para una ecuacidn de ordemn n.

Todo se reduce a resolver el sistema de primer orden

¥ —
X, = cos(x1 + yg) ( B )
y, = exply, + cos{y_ + X))
PROPOSICION : Si ( I, ; }) es solucidén del sistema (B),
entonces
! X
XJ
I . b4
y)
y))
es solucidn de (B'). Reciprbcamente, si
o - \
X
1
I, yo
yl
Y, )
es solucidn de (B'), entonces
r, °
yo
eg solucidn de (B).
2. PROBLEMA DE CAUCHY PARA UNA ECUACION DE ORDEN N.
DATA F : D ¢ R x R x oo X RS s mk.'localmente

n-1 wvweces

lipschitziana en D abierto, y continua alli;
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2. Problema de Cauchy para una ecuacidn de orden n.

[8

K
(xo,(yo,yi,.. .,qu)) e D, con yj € R

TESIS : Existe un par (I,y) donde I es un intervalo abierto,

T 5 R* de clase ¢'™ tal gque
®x e 1,
Q
Yx) =¥ YY) =y i...; YU ) =y
o o [} D a n-1
(f) s {n-1)
(x) = F(x,y(x}), ¥y’ (x),....¥ {x}) ¥vx el
TEOREMA (PEANNO-PICARD) : El Problema de Cauchy para una

ecuacidén de orden n tiene solucidn y es dUnica; esto es, si
(J,f) es otra solucidn, £ = y en I n J .(Como se deduce, el
4

concepto -de solucidn maximal subsiste.)

Dem: Transformaremos el Problema de Cauchy para la ecuacidn
de crden n a un Problema de Cauchy para una ecuacidn de pri-
mer grden,

Para ello, creamos nuevas n-variables

(x,...,x_)e R x ... xR (n veces).
o n-1

Sea entonces

X = y (x)
X, = X' = yr{x)
— 3 — Fa
X, = %] vy’ 7 ()
- 3 {(n-1)
xn—l xn—? =Y (%)
Asi, *
¥ = y™M(x) = F(x,x.,x X )
n-1 T "

Consideremos entonces *
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3. Bcuacidn lineal de orden n en una incdgnita.

3

: : K K X K
G{x, % (XX 1) P DeRxR X .. X R — R X ;.. xR
o] n-
1t veces n vyecas
dada por
X
1
X2
G(x,xo, X . ,xn_l) = :
X
n- 1
F(x,xo, ce ,xn_i)

Para cada funcién y : I » R, definimos

X+ I'» R x .. x R por X_{x) = [ yi(x)
4 Y v (x)
s veces H
}'f(n_lj(x)

PROPOSICION : (I,y) es solucidn del Problema de Cauchy para

(n}

(n-1)
v :lF(x,y,y’,...,yn

)

si y sdélo si (I,XQ es sclucidn del Problema de Cauchy para
Y’ = G(x,Y) para la data inicial
CONEG S0 AUEERES A0) BN COVR 0

Con esta proposicidn queda demostrada la anterior, via

Feanno Picard.

3. ECUACION LINEAL DE ORDEN N EN UNA INCOGNITA.

En este caso el valor de k es 1, v la ecuacidén es del Fipe
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ECUACTONES DIFERENCIALES LINEALES DE QRDEN N.

3. Ecuacidn lineal .de orden n en una incdgnita.

y(“) + a i) y("_l} + a £30) (r-2) + a (%} v = b{x)}
-1 n-2 o
; { 1)
donde vy : I o R, I ¢ R intervalo,. v ademds aj, b : I > R son

funciones coutinuas.

Para hallar el sistema eqguivalente hacemos

K=y
o]
x = x' = y!
1 o
v = x* = 5
2 1 Y
------- ia a » @ = = = e = = = = =
(-1}
X = i =
n-1 n-2 Y
de lo cual resulta
® =2 x o= y!
o 1
wt = % — 12
1 2 4
(n) not
X;lzynzb(x)—za_(x)xj {2
- j
3=0

COmo sigue

¥

0 x
) ! 0 :
- frwer) : H +
0 0 1 :
3 W _ ~ _ "
- a_(x) a, (x) a,(x) ... a__ (=) X
0
+ ; {3
b(x)
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ECUACIONES‘DZFERENCIAbES LINEALES DE ORDEN N.

3. Ecuacidn lineal de orden n en una incégnita.

Denotando por

N o= ! b(x) =
® b{x)
n-1
0
0 1 0
Alx) = :
‘ 0 0 0 1
-a_(x)  -a (x} - a2<x> - a__ (x)
se transforma simplemente en
x’ = A(xf X + bi{x) , L4

lo gue establece una correspondencia uno A uno entre lo =2stadiado

en la unidad anterior vy las ecuaciones diferenciales lineales de

{ .
orden superior n > 1. Esto es,

— ——
y{“) + ¥ a (%) x = b{x) x’ = A(x) % + b}
joo 3 j
ey
a : I'=> R, b:1I-R — X,
J X I ) Y
(L,y) solucidn ;{n—lj
solucidn

Asi, todo teorema sobre.uno 4 estos problemas se transforma

en uno eguivalente para el otro. Por ejemplo, las proposicicones

1) Toda sclucidn de %' = A % + b se extiende a una solucidn
definida en I; '

2) 8i A(x) = A = cte, Y x, entonces los vectores sclucidn de
¥’ = A x son de la forma
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ECUACIONES,DIFERENCIALES LINEALES DE ORDEN N.

3. Ecuacidn lineal de orden n en una incdanita.

3} El conjunto { x : X’ = A(x) x } es un espacio vechorial de

dimensidn n;

se traducen en

{n)

PROPOSICION 1 : Toda solucién de y™ + ¥ a, 2

b se

extiende a soluciones definidas en I. Esta extensién es uni-
ca.

PROPOSICION 2: La solucidn de la ecuacidn es de la forma
yi(x) =¥ x exp(ax). '

PROPOSICION 3: El conjunto

vz a v =0

{v : I - R tal que v es solucién de v ;

es un espacio vectorial de dimensidn n.

Verifiquemos entonces todas estas afirmaciones.

PROPOSICION 1 : Dem: Sea y : J » R solucién de { 1 ), y

consideremos
x o= (Y, Y. o AL W XX ieoLxk o)
{6 )
Es claro que x o J = R, v es de clase ¢V  dado que
v™ o5 de clase ¢, e y és de clase C™%,
Es obvio gue ( X J ) es solucidn de ( 4 ). Por lo pro-

bado en la unidad anterior, X se extiende a una funcidén de
b

{1)

clase C de I 2n. R° que es solucidn de { 4 ). Por tan-
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ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE- ORDEN N.

3. BEcuacidn lineal de corden n en una incdgnita.

to, = =v : J 3 R se extiende a una funcidén denotada nue-
o

vamente por vy :: I - R . Veamos Jue X =Y es de clase

¢ Netemos gque en el intervalo I se Liene

A

x' = x X o=x ;... ; x? = X. .
[} 1 1 2 n-2 n-1

Por tanto la derivada de X . es decir X, es derivable v

. (2
su derivada es ®, i de esbto x es al menos de clase C'°.
o .

o

Como %7 existe y es X, + X €8 tres veces derivable. Por

. .o {n-2 . .
induccidn resulta X . = x 72 derivabhle con Tderlvada
n- a
-1 - '
x . de los cual %" existe. Finalmente
- o]
n-1
x? = - x
n-1 b E a} J
j=0
de lo cual resulta que. x"™ existe vy es igual a
[+]

j o

"o (3)
b - i a x7.
}=0

Por tanto, y se extiende a una solucidn v : I » R de ( 1 V.

Veamos ahora la unicidad. Formalmente probaremos el siguiente

LEMA : 81 £ : I 5 R, g : I+ R resuelven ( 1), v f = g

en un intervalo abierto J ¢ I, entonces f = g en I

Dem: Sean xjr P 4 como antes. Fijemos x e J. Como J &3
g o

abierto se tiene gue

%% = g™ix) . ¥Yxed . k=0, ..., n.

B

De esto,
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ECUACIONES D‘I‘E’ERENCIALE!S LINEALFS DE ORDEN N.

3. Beuacidén lineal de orden n en una incdgnita.

(k)

£y =g"x) ., k=0 ..., n-l
)
Por consiguiente,
xf(xo) = xg(xo) .
rRecordando que si dos soluciones de [ 4 ) coinciden en un
punto entonces coinciden en todo punto, resulta gue f =g

en L

g.e.d.

Con esto se concluye la demostracidn de la Proposicidn L.

g.e.d.

PROPOSICION 3: Dem: Si £ = Sc , Sea

x_ = ( £, £, ..., g o) }.

Es fécil verificar que la aplicacidédn £ |— X, es linesal vy

una biyeccidén entre el espacio § vy el espacio solucidn e
o

%’ = A x. Con esto se prueba gue, siendo
— ' z {n)
SR (6 ©) {.v + I >R (), clase C tal que
(nj n-l (1)
yn + E a.yj = 0 } H
. 3
j=0

i

Sbﬂ;(é ) {y : T >R (& €), clase c™ tal que

() not (1)
y'™ o+ ¥ a v’ =b}
j=0

1) Soﬂwém) es un R (& C) espacio vectorial de dimension
.

11) Sbﬁﬂéﬁ) es un R (6 C) espacio afin de dimension n.
iii) €i fijemos £ e S , S =S5 + £
0

b o
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ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE ORDEN N.

3. Ecuacidn lineal de orden n en una incdgnita.
3 -

g.e.d.

PROPOSICION 2: Dem; Para el casc a ({t}! = a = constante, pa-
1

ra todoe £, el sistema X' = A x resulta de coeficientes

constantes. Para el sistema X’ = A x en base a la forma de

Jordan construimos bases explicitas de su espacio solucidn.

En particuiar probamos gue las componentes de

X{t} = ( Xo(t) r PP ’ Xn—l{t} ) ( / }
son combinaciones lineales de funciones del tipo t© ehﬁ
FEato suglere estudiar bajo qué cond1c10nes en Ay r , £ eM
es solucidn de

! {n) ({n—-1) . _
N ta LY +...+aoywb { 8

donde los a son constantes.
. At

omencenos con e A

( eht )n) _ Ai ekt
Luego, e es solucidn de { 8 ) =i v sdlo si
eAt[An+a AT e .+ a A+a 1=0

: {n-1) 1 <]

At ) At L.,
Como e # {0, v't, ¥V A, resulta que e &g solucidn de ( 8 )

si v sbélo si A es raiz del polinomio

P{x} = X + a ™D L L a x+a .9
: {n-1) 1 o

S1 las raices de este polinomio son todas distintas, s de-

cir, tiene n raices:distintas Al, ... A, va sabemos
n

que

exp(hlt) poe e exp(hnt)

pertenecen al.espacio solucidn
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ECUACTONES DEFERENCIALES LINEALES DE ORDEN N.

3. Ecuacidn lineal de orden n en una incdgnita.
{n) -
v + )Y a,y = 0

YVeamos qué { exp(hgq . ; exp(agg } 23 una base. Para

ello un poco de abstraccidn . simplificard el trabajo.

n .
pPara cada polinomio Pi(x) = ¥ a x, sea P(D) el operador

EJEMPLO : Si P(x) = x° - x + 1, resulta

P(D)E = £77 - £' + f

853 P =1, PDYE = £ = {operador identidad} (f£).

Si P

]

RS, entonces P{D) = R{(D} « S(D), esto es,

(RS) (D) {y} = (R(D) = S(D)){y) , vy .  (11)

Dem: Sean R =VZ a x 5 =3} b %"

entonces

Por otro lado, l

(R(D) o S(D))(y)

It
ey}
o
@
o
<

S

I

ey

-l
T,

- 1]

o

<

Lb (RO
b}

107



ECUACIONES ‘DIFERENCIALES LINEALES DE ORDEN N.

3. Ecuaczon lineal de orden n en una incdgnita.

_ {j+p}
- e [T
(1)
=, Y, b a Y
1o see=r 0T
RSVIDN ) . vy
i g.e.d
5. P = R + 8, entonces P{D) = R(D}) + S{D) . {12 3
pem: (R + S)(D)(y) =T (a, + b)) y?

i
S
+
U.\
Q‘
<

~

En lenguaje algebraico, la aplicacién P |— P(D) del &l-
gebra de polinomios de variable x en operadores lineales de
C™(R,R) es un homomorfismo de dlgebras.

Para cada P, denoctemos

s, ={vy: P(D){y) = 0 }. ( 13 1)
LEMA : S1 P y Q son polinomics coprimoes, entonces
SPQ,G; = Sp,ﬁ: @ So,ﬂ: ; | { 14 )
esto es i Sm@ ; Smﬁ < o, C
2Y ¥ v € Sm:@ Yy =Y, +tY, con Yy, € Smﬁl'
Y2 € Zq,c
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ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE ORDEN N.

1. Ecuacidén lineal de orden n en una incégnita.

3) S&E N SQC = {0 .
Dem: 1) Si v e S?(13 , entonces P(D)(y) = 0. Asi,
(PQ) (D) (y) = (F(DIQ(D)) (Y} 3 (Q(D)P(D})(y)

polinomios que conmutan

= Q(DY(P(D) {y)) = QD) (0} = G,

con lo cual resulta que Yy € Sm;&

2) Como P v © sbn coprimos, existen polinomios R,
S tales gue 1 = PR + Q5 . Luego,
id = P{D}R(D} + Q(D)S(D)
Sea v € SHLE , enktonces
v = P{DIR(D} (v} + Q(D)S(D) (v)
Ahora, sean

v, = 0(D)S(D) y) ; ¥, = P(DIR(D)(v)

Asi,
P{D)(yl) = P(DI(Q{D)S{D) (v})

& (P{D)Q(D)S (D)) ()
= (S(D)YP(D) QD)) (y)
= S(D)(P(D)Q D))y

= S(D) (D)

it

0.

Luego, y1 € Sp@

Andlogamente, Q(Di(y ) = 0, de lo que resulta vy, e S, ¢

De esto, = , CC ,
Y yz * y2 con Y1 € SP,E yz & SQ,E

3) Para probarlo usaremos el siguiente

TEOREMA w1 , w2 c V subespacios, entonces
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ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE ORDEN N.

3. Ecuacidn lineal de orden n en una incdgnita.

dim(W ) + Gim(W) = dim(W + W) - dim(W, n W)

!

Como dlm_?m@ = grado (P} , dim SQE = grado(Q)

dim ( SRE + Soﬂl) = dim { SML@ } = grado (FQ)

Por tanto,

v de esto

S, ¢ 0 SM: = {0}
g.e.d.
CORQLARIO : Si P = Pl...Pr son coprimos, es declr,
mcd(Pﬂ Cee Q) = 1, entonces
S = 8 ® ... ® S . 15 9
P P 13

Lo importante de esto es que : S1i B, es base de los Sp,
A i
i

entonces B =

[

Bé es base de SP
Raecordemos ahora el

TEOREMA DE GAUSS : Todo polinomic P es de la forma

i
s s 5

p:(;»c.».~>\%)1(x-n>L2)‘°’...(><:~Ar)r ( 16 )
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ECUACIONES DfFERENCEALES LINEALES DE ORDEN N.

3. Ecuacién lineal de orden n en una incégnita.

S-
COROLARIO : Si P = 1 (X - 1) ’, entonces

5 = 5 sl @ ... @& 5 s
(x-2) (x-2) "

Asi, para construlr una base de SP basta hallar expli-

citamente una base de

[ea) s

g = {y : R>C de clase C / (D - A) {y) = 0},
{x-2)° ' ’
. d
siendo D = =
& P\.X AX n
SUBLEMA : (D - 2)"(e™y) = ™ D™(y) . {18 )
Dem: {(por induccidn sobre n).
n.= 1 : (D - A (e™y) = DEeMy) - A eMy
= a ey 4+ e D(y) - A ey
= ™ p@y)
Supongancslo véalido para n~1. Luego,
(D - A"EMy) = (D - A UD - AN eMy))
= (D -~ A e Dy
= e}'x D(Dnnl(y)) {caso n = 1}
_ elx Dn{y)
Por tanto, el sublema es vdlido v n e N
g.a.d,

Con esto,

y € § ¢ = (D - A'y)=0
(=217
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ECUACIONES VDIFERENCZALES LINEALES DE ORDEN N.

3. Ecuacidn lineal de orden n en una incdgnita.
&= (D - A)“(ehx e™ vy =0
R e?\x Dn(e«-?{x y) =0
. Dn(e—;\x y) =0
- e v es un polinomic de grado = n-1
&=y = ehx:<{Polinomio de grado = n-1)
, n-1 n-1
w»y:ekx ¥y a x = EaxreM
r=0 T r=0 r
Por tanto, una base explicita de § es { x ehx}ff
{x-a)" I=0
Con esto podemos enunciar el siguiente
) r s
TEOREMA : Si Pl(x) = 1 (x -~ a)’ en € con A = a
j=1 b i J
entonces una bhase de Spm es
r X A X sj-}. i
J
U { X e }k=o . ( 19 )
j=1
Si S :
A1 Ak son reales, v Rm4 roe e, Ar sSOn
complejos con parte imaginaria no nula, sea Aj =g + 1T ,
" J

J B

3=k + 1, Qonde T = 0, o, tj e R. Un generador de

S ={y e CR/R) : PD)(y} = 0 }

P, R

es el conjunto
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ECUACIONES DIFERENCIALES'LENEALES DE ORDEN N.

3. Ecuacidén lineal &é orden n en una incognita.

r g X . g X s -1
v U * e cos(tx), xfe’l sen(tx) }Jio
Skt J J
( 20 )
APLICACTON : Si las rafices reales son no positivas y simples, vy
las raices compleijas son ilmaginarias puras y simpies, toda so-
jucidén de PID)(y) = 0 es acotada en (0,«).
Dem: En este caso s = 1, ¥ j, entonces la base del espacio
o 2
SRE es
{ exp(hlx), cee exp(hkx), EXp(ltkHX), c EXp(ltrX) },

entonces cada funcidén de la base es acotada de lo que resul-

ta que toda solucidn es acotada en (0, =).

cg.e.d.

Si se tienen raices miltiples esto no ocurre, pues aparece en la
hase el factor x.

PROBLEMAS.

Hallar 1la solucidn general de cada una de las siguientes ecua-
cilones

1.y’ -~y = e

2. v+ 4y v+ 4y =x e ‘
3, v -y =1 |

4, y'' -2 vy +y = e°

5. vl o+ vy’ = 4 x° - 27"'32’<

6. v’’’ + 2y +yv =x e+l

7. Si  ¢{D} es un operador polindmico en D con coeficientes
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,, ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE ORDEN N.

, 3. BEcuacidén lineal de orden n en una incédgnita.

constantes, y m es cualguier constante, mostrar que

o(D) ™ = ¢(m) ™.
Luego, mostrar que una solucidén de ¢(D) f =0 es vy = e, don-
de m puede tomar valores que satisfacen ¢{m) = 0. Notar que

#(m) = 0 es la ecuacidn caracteristica.

8. 51 a, b son constantes e V.. Y, funciones apropiladas de
%x , mostrar que

1 1 1
sooT (2v, *bvy,) =23 —75my Y, P gny Y,

Esto demuestra gue

¢%D) es un operador lineal.

9. Mostrar gue si se omiten constantes arbitrarias

1 1 '
so7 (€7 )= gy (€7 ) i eim = 0

asi, evaluar > L e™ | v obtener la solucidn general de
D - 2 D - 3

la ecuacidén y’’ - 2y’ -3y = e
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UNIDAD IV : ESPACIOS DE HILBERT.
SERIES DE FOURIER.

¥

DEFINICION: Sea H ‘un espacio vectorial complejo. Una estruc-

tura de espacio prehilbertiano en H es una funcidn,
{ , ) : Hx H — C

tal que v v, w, z € H, vy Va € C

D {av+w, z2)=aI v, z)+{w, 2) ;
2) (W,Z):(Z,W},
3y (w, w)=z0; (w, w) =0 8iysdlocsi w=10

EJEMPLO : Cla,b] = { £ : [a,b] » C continuas } con

EJEMPLO : C(“[a,b] = { f : [a,bl] » C de clase ¢t } con

(£, g ) = JZ ( £(x) g + £/ (x) @ (x] ) dx
EJEMPLO
o
2 o= { < x> sucesiones complejas tales que ¥ | x !2 < w }
ri=0 T
con
(<xn>,<yn>)=n)::0>cnyn.
EJEMPLO : H = { £ « c™[a,b] : £(a) = £(b) = 0 } con
(£, g) = j‘; ( F(x) GHT + £7(x) o7 (%) ) dx
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ESPACIOS DE HILBERT. SERIES DE FOURIER.

n
EJEMPLO : € con (z , W)} = L 2 W

DESIGUALDAD DE CAUCHY~SCHWARZ“BUNYAKDWSKL

P tveow) b=V fwl
donde se define v =v v, v)
Derm,
1 1
(o v+ =W, &V + oW }z0 , ¥YVasC VvV, wWelHl

(av+%w,cxv+al-gw)mtxa(vf\f}+(05/55) (v ., w)
+ o/ (w, v ) o+ /ey (W, w)
= Ja]® Jv)® + 2 Re(la/a) (v , w))
s (A a]®) Jw]®
=0, VYVoaeC Vv, welH
Cambiando v por -v resulta
lo? Jv)® - 2 Re(la/a) (v , w }) + ;1/1042) fwj? =0 ;
Y o e C, Vv, welkH

ahora, (v , w ) = | ( v, w) | exp {i@)
Sea o = t exp(-i8/2), con t € R .

Reemplazando en lo anterior resulEa
v e e w2 | (v ow) |

v & >0, Vv, weH

Sea ¢(t) = t° nv"2 + 1/t "w“z A

A3

0.

Entonces ¢(t) =2 | (v , w iy | , ¥t >0, VY v, weHl, .y
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ESPACIOS DE HILBERT. SERIES DE FOURIER.

asi

min { ¢lt) »=2 | (v, w) | , V¥v, weH
>0

Para calcular el minimo de la funcidn ¢ debemos hallar sus

puntos criticos

¢’ (t) = 2 t |v|® - 2/€% Jwj®
¢’ (k) =2 |v|® + 6/t w)P=20, vt
Por tanto existe un minimo cuando t% = |w|/|v] . Asi,
o(fwl/fjvh =2 | (v, w) |, ¥v, weH

pero ¢(TWI7TVD) = Iwl/lIv] Ivl® + Iv]/|w]? Jw]? de lo cual

2 vl wl=z2f (v, w} |, V¥v, weH,
o bhien
v Jwl = |- (v, w) |, vv, weHl.
g.e.d
DESIGUALDAD TRIANGUILAR O DE MINKOWSKI.
| vewl=sfvl-lwl, vv wen.
Dern.
| v + w “a = (Vv 4+ W , Vv + W)
= (v, v)+ (v, w)+1{w, v)+ {w., w)

i

[V + 2Re (v , w) + [w)?

1l

s v+ 2 (v, w) |+ |w)?
sqviP s 2 v e | o+ w)?
= v+ W)
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ESPACIOS DE EILBERT. SBRIES DE FOURIER.

Por 1o tanto

b v+ew s v |+ |-wf
gg.e.d
DEFINICION: Todo espacio prehilbertiarno ( H , { , ) ) 23 un
espacio métrico definiendo
d{v,w) = || v -

w
DEFINICION: Un espacio ( H , ( , )

)} se dice espacio de Hil-
bert si la métrica ‘es completa.

d

EJEMPLO : C[0,2mr], donde

l 27 o 1/2
d(f,g) = [«»2»% o | flsi - gls) | és]
no es de Hilbert.

I

EJEMPLO

c” con el producto interno usual
n
(z ., w)= Y 2 w .,
[P I
es de Hilbert.
nxn * .
Sea A € ¢ tal gue A = A = AR}, v ( Az , 2z } > 0 ,

Y z € € { no nulo), aqui { , )} es el producto interno usual.

Sea h (z,w)

A Z{Z

. W ) = ( Az , w ). Es fécil ver que h;
es una estructura de espacio prehilbert en €°, pues
' 1) hn{ o v +w, 2 ) ={A{loavew) , z)
= (g Av +Aw , 2z}
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ESPACIOS DE HILBERT. SERIES DE FOUPIER.

a { Av , = 1 + { Aw , =z )

¢ h {v,z) + h {(w,z)
A A

2) b {v,w) = ( AV . w ) = Uw, Av ) = h (w,v)
33 hl(v,v) = AV , v } = 0, por hipdtesis.
%u(v,v) = 0= ( Av , v } = 0,
pero { Av , v } = 0, ¥V v e C° {v=0)
= v = 0
> ((Av , v} =0 = }%(v/v) =0
TEOREMA: Si g : € x € — € es una estructura de espacio
prehilbertiano, entonces existe A e €™ tal que A" = A ,
(Az , z ) >0 ¥vz=+0(zec }y glz,w = ( Az , w) =
{z , w }A ;Y oz, W, -

Dem: Sea A = ( aK}), con akj = g(efek).
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’ ESPACIOS DE HILBERT. SERIES DE FOURIER. -

= glz,w). .
asi queda probada la existencia de la matriz A « ¢
tal que glz,w) = { Az , w ), V¥V z, w.
El hecho de gque ( Az |, 2 ) > 0 para z = 0 se sigue entonces

de las propiedades de los espacios prehilbertianos. Ademés,
(Az , 2z) >0 = A" =na

g.e.qd.
Este tecorema es falso sl el espacio es de dimensidn infinita.

DEFINICION: Sea ( H , {( , } ) un espacio prehilbert. Dos
vectores v, w € H se dicen ortogonales si (v , w ) = 0.
DEFINICION: Un conjunfoc de vectores S ¢ H se dice orto-
gonal s1i 0 ¢ Sy si VY v, wesg, (v, w} =0 {v=w).
EL conjunto § se dice ortonormal si es ortogonal y ademas
Yy v e 3, ﬂvﬂ = 1,

EJEMPLO : Para C(m{O,Zn} con el producto

21

e, g = [ £ TR ax,
sea Efgéiﬁil = £ (x). Entonces el conjunto '
S =A fo’ fi1' ftz’ s}
eg ortonormal. Ademds,
g - 1 COSX senx cCOos nx sen nx
2 21 Zznt 27 ! 21 ! T

es ortoncormal.,
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DEFINICION: Sean {( H , { , ) ) un espacioc prehilbertiano, y
{ e }?1 un conjunto ortonormal (N < « o N = «j. Para tLo-:
i =

do v e H, definimos el i1-ésimo eoeficiente de Fourier de v

respecto de { ei}f“i pox
c, = { v, e, ) . 1= 1, 2,
PROPOSICION: S1 dim H = N { N <« » }, entonces Y v e H,
N
v o= ¥ c, e
i=1
Dem:
N N
Voo C ' = P - ;
[ Y . & ej (v eJ ) Yy C, ( e eJ )
i=1 ) P 1
= (v, e -«
( ;) - .
= { v, ej Yy - (v, e ) =0,

Como dim H = N, { e}

N
(v
En particular,
N N
[ v - ¥ c e vV - ¥ <, e } =0
i
= je 3

entonces

t1 =
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g.e.d.

LEMA: Si - S es un conjunto ortonormal, entonces § es li-
nealmente independiente.

.
0]
&
W
D
&
wn
i

{ e,}lf'1 un conjunto ortonormal.
1 B

i=

0, entonces

W

}_I
N~ =

e}

]

it

N N N N
0 = [ Ya e , Y} o e l = ) o ( e, , ) o e ]
j k k
i=1 i k=1 © ° j=1 7 ! k=1
N N _ N .
= Y o [ b3 ak(e} , %) } = .Z a, o
i=1 k=1 =1
N 2
= T |«
j=1
Asi, @« =0 , ¥ j , v resulta S un conjunto linealmente
J
independiente.
Gg.e.d.
Nos preguntamos entonces si  dim H = «, ¥y { e Y or-

tonormal implica gue para todo v € H,

En principio, en un espacio vectorial sdlo sabemos sumar un
nimero finito de vectores. Estudiaremos un ejemplo.

. . 2 f
Consideremes el espacio §© vya citado, con
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e = (0, ..., 0, 1, ¢, ..., 0
1
i—e@imo
Sea 3 = { e e ... }. Es fécil ver que este conjunto es or-
tonormal, pues
[59]
0 3 1=
(e, e )=75 & & = St =
’ / ns 1 e 1 s1 1 = 7
N
Ahora, si v = c, e . es decir, v es una combinacidn linecal
j= 1 :
finita de elementos de § , entonces
éN+I
1
vo=( *, ..., % 0, 0, ..., 0%,
: stz
 Sin embarge, v = (1, 1/2, 1/3,5. o 1/n, ...} e f, pero v no
es combinacidn lineal de e ces e, para ningin N. Se tiene que

+ (V, e] )=1/i I Vi,
v ademés

[+4]
¢ Qué guiere decir entonces a Y (v, e ) e ? Esto se explica
del siguiente modo

Todo espacio prehilbert es un espacio métrico si definimos

di{v,w) = + %j( VW, #*W )

2T 172

EJEMPLO : C[0,2n] con d{f,g) = ( f PEx) - g(x) [2 dx

G
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ESPACIOS DE HILBERT. SERIES DE FOUPIER.

12
EJEMPLO : ( C", hA )} con dA(f,g) = { &{v-w), v-w ) ] ‘

En un espacio meétrico sabemos qué significa la convergencia

de sucesgiones v la igualdad

se lnterpreta como

2 '
En el caso £ se tiene

N

4 ( v, Y (v, e ) €, } =

i=1

N
=l v - T (v, e )e
i=1 !
- 2
=1 £ iv/] :
j=N+1

Ahora recordemos

LEMA : Si

¥ 18

a converge, entonces
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[e4]
i) ¥V N, ¥ ap converge. Denotando su limite por X

tenemos ademds,

11} dim x,o= 0.
N-3 oo
" Como, en lo anterior, . ]vii2 < w { pues’ v e ), resulta
que '
N
d v, Y (v, e )e ] —s 0 (N 5 o }
1=1

. fre]
Esto dice que la serie } ( v, el) e — VvV, VY Ve .
=1 : ¥

Para el caso (C[0,2n] , siendo &S = { £ {x) } . con
n .
nel

con el producto interior

. a1 , )
d{f,g)” = JU I £(x) - gi{x} |® dx ,

tenemos

inx 21

¢ = [f , %?] = %_JO f(x) exp(-inx) dx.

Nos preguntamos nuevamenkte si

N . L
_d{f,z ckfk}ww—aO(Nem).
k=-N

Esto equivale a comprobar lo siguiente

2T

LT,

5

ikx
dx ——— 0 { N 2 «)

N .
f(x) ~ ¥ ¢ £
oox k 27
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con la distancia

27 N 1/2 '
d(h,k}:(J‘]hmk[cix ,
2 Q
o bien
2T N eikx 2 :
jo £(x) - kg ¢, Syl @X ——— 0 (N o)

La respusesta es si, pero nos llevard algin tiempo probarlo. Los
DASOS a seguir son

N
1) Un estudio cuidadoso de [ c, exp (ikx)
ko~ N

I

2} Probar que c_ = 0 { |ni S @ )

7

3) Probar que es vdlido para f de clase ¢V

r

a

4) Recordar gue toda £ & C es limite en distancia madia

cuadratica de funciones diferenciables.

Comencemos entonce.s

N 1 N 2 )
iy ¥ <, expi{ikx) = ok v ( { fis) exp({-1ks) ds } exp{ikx)
k=~ N ! k== N o
1 2T N
= 37 jo f(s)( v exp(ik(x-s)) ] ds .
k=-§ : :
: N
Definimos D.(t) = ¥ expiikt). A D {t) se lo denomina ni-

k=N

cleo de Dirichlet. Notese gue se trara de la N-ésima suma parcial

de una serie geométrica. Resulta entonces

D (t) = exp(i (N+1)t) - exp(-iNt)

N expl(it) - 1
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De esto, . .
D (£) = expi{-it/2) exp{i (N+1})t) - exp{-iNt)
v T exp{-1t/2) exp(it) - 1
_oexp(i(N+1/2)t) ~exp(-1{(N+1/2)t)
- exp(1t/2) - expl{-1t/2)
_ sen({N+1/2)t)
- sen{t/2) )
Agi,

Dn(t) = DN(“t)

Por consiguiente,

¥ ' 1 er
kg”n =N exp(ikx) = o2l I £i{s) DN(X—S) ds
! n sen{ (N+1/2) (x-s))
T 2n [o £is) sen( (x-s)/2) ds
Nétese que si £ = —%ﬁ— , entonces <, :fO si k = 0 c, = 1. Re-

sulta entonces gue la igualdad

N o 1 21
L c,  explikx) = 5 Je D (x-s} ds
k=N s
implica, para x = 0,
1 [2n 1 an
1 = T o DN(—S) ds = P DN(S) ds
v asi,
1 21
1 = o Jo Du(t) dt ; ¥ N .
Ademds,
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i

. sen(({N+1/2)s8) _ ,,  (N+1/2)s _ o
Lim sen (5777 = fim —=77 - N+ 1 = DN(G)
g3 0 gy O

rFor 1o tanto,

] D (0) | —— ® (N 5 + o}
2) DESIGUALDAD DE BESSEL : Sea (#H . { , ) ) un espacio
prehilbertiano, v S = { e, }?ﬁ un conjunto ortonormal.

Entonces, v v € H,

.
Il Cv, e

i=1

1 N
Dem; Sea w=v - §¥ (v, e e =v -~ ¥V (v, e ) e,
- - o j

pPor definicidn de producto escalar, ( w, w ) = 0. Ahora

¥ N
OS(W,W)z(v%E(v,ei)ei,v—E(v,eJ)e}
@ i=1 _ j=1 '
N ) N
= (v.v) ~L(v.e) (e.v) -L [W.e) (vie) =
=1 : j=1 ; J
-~ W N
© 1 e [ I e Ceyey |
i=1 =1 v
N N
= (v,v) ~L(vie) We) = (v,v) -T | (v.e) |
i=1 =1
o bien
N - .
ZI(V,ei)Es(v,v),VN
i=1
g.e.d.
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para el caso C[0,2n] gue estamos tratando, donde

_ .
S = { £ (x) } ., con £ (X} = =5
welZ

Cenemos guse

(£, £

hy
1
9}

o
COROLARIO : 1) La serie v | c, !2 converyge.

2 tim c = 0.
[n|-e

1) Probemcs ahora la sigulente

PROPOSICION : a) Si f e c'M[0,2n], entonces

_ -
| C. I o7 -

donde 0 < M < » depende de £.

b) si f e c'®[0,2n], entonces

R
n 2
n

i

donde K < o depende de f
(1)

cy Si £ e € 7[0,2mn], entonces

N
Lim ( ¥ c, exp (1kx} = f{x}
k=
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si £ ec, 1a convergencia es absoluta en | "2 . Ademas,

la convergencia es uniforme.

Dem: a) Sea f e c®(0,2n],

1 2TF

C = I jo f(s) exp(-ins) ds
1 an d exp(-1ins)
T T2m jo E(s) 35( (-in) } ds

1 exp(~ins) | 1 an exp(-ins}
- B Z | - [o £ 1o | B2 2280 | e
Suponiendo £{(0) = £(2n) resulta
_ 1 en exp(-ins)
.= - 3x fo £ (8) (““——‘“(-m) ] ds
1 £ (s)
e 1= | J—W—ids-
Como f ec™, 3Ms>o0 : | £°(s) | s M < o , ¥V s. Asi,
1 M
P C

| = 5 on = 2
n T Z2n n ln{ :

. . 2 '
Notese gue, comoe la serie Y 1/n converge, Lenemes una

nueva prueba de que para f e« C“f,la serie Y [c[2 con-
al

verge.
b) Sea £ e c‘”{o,zng, Por lo anterior,

1 PR 14
Cn ~ J2nin J-o £’ (s) exp(-ins) ds

i 21

_ d exp(wiﬁs) :
= Inin Jo E6s) g5 | =y — | O
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. 21 2T .
N 1 £9(s) exp(-1ins) o1 J £19(3) exp(-ins) ds
271N {-1in} 2rTin Jo {-1in}
Como antes, suponiende £’ (2n) = £7{0) resulta
1 2
c = J £ (s) exp(-ins) ds
n 2 0
21n

s1 £ e C“}, la convergencia de la serie de Fourier es uni-

forme, va que = b /n, b_ coeficiente de £7, v
n

Tl =11 I 1 b

1/2 172 o

= [ vy o1/n° ] ( L1 b | ] < o , pues £’ e L

Entonces

1 2T :

| c | = f | £77(s) | ds
n 2 jo

2nn
Como £ = CQQO,ZWL 3K >0 : | £27{(s) | < K, ¥ s, con Jo
cual

| ¢ | = g/n® , ¥ oD

n

- Z . B
Notese que para £ e c® 1a serie Y ¢ explinx) ,converge
31

absolutamente vy uniformemente, puesto que

[ c_ exp{inx) | = K/n° , con K < w

vy por consiguiente hemos arribado a las hipdtesis del Teo~
rema de Welerstrass, y por ende, si £ e ¢ la conr-

vergencia de la serie es uniforme.

C) Veamos ahora que
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N
Eim.[ v C. exp {ikx) } = f{x).
Noo . b k== N

N a1
fix) - ¢ C. explikx) = £(x) - j £{s) D (x-s] ds

k=~ N

pero restar un numero con integrales no parece clarc de ha-

cer. Recordemos gue

1 an
Asi,
Eix)ye £(x) Jzn D (x-8) ds = 1 Jzn f(x) D (x-s) ds
&7 72m Joo Tw 2m o N =
De esto,
N ‘ . 1 er .
Fix} - g = exp{1kx) = i o [ £(x) - £(s) ] DN(x—s) ds.

Sea & > 0. Buscamos un ni{eg) > 0 tal que

=N exp (1kx)
-

if(x)— <&, si | N | =N(e).

k

o~ =

Para ello, descompondremos la integral del segqundo miembro
de {*} como sigue

21

Q ®+ & ! Eix) -

K-
_ J [ £(x) - £{s) 1D (x-s) ds + J

x-£

- £{s) ] DN(X~S) ds + J [ £ - £(s) ] DN(X—S) de

x=-E

Ahora,

x-£ am
( JO + Jx+€ } [ £{x) - £(s} ] DN(XfS) @S -
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x-£ 27T | ,
:{ JO - JX#-S } [ f{X) -

L fisy KRN (x-5)) - exp(-iN(x-s))
s ! exp(1{x-s))

ds=

S . - B
0 %+ € exp (L (x5))-T ¥P(-1(N+l)s) ds

X~£ 21 . -
exp(i (N+1)x) ( J + j ] E(x) - T

x-E 21 ; :
. £ - £(s) -
exp(-1Nx) ( Jo + Jx+€ } ex;?i(x—s))—i exp(1iNs) d$

Consideremos la funcidn

£(x) - £(s)
egp(l{x—s))—l

si s e [0,x-£) u (x+g,2n]

pls) = 0 81 8 £ [x-g,x+£]

Como x-s = 0, V 8 ¢ [x-g,x+eg], entonces {exp(i(x—s})—ifl
esté bien'definida alli. Como f es acotada, resulta © A=
cotada, pues

exp(l{x-s))-1 -~ i(x~s) , V s ¢ [x-£,x+e], entonces
lexp(i{x-s))-1] ~ |x-8] 2z ¢ , ¥ s ¢ [x-g,x+e]
|exp(i(x—s))—1|_1 =1l/e , ¥ 5 ¢ [x-g,x+e].

Ademds, ¢ es continua salvo quizds en x-g, x+g ( pues g(x-g)

= p(x+e) = 0 ). Luego,
l ®x— & 27
