ALGEBRA I

PRIMER CUATRIMESTRE - ANO 2016

COMPLEMENTO DEL TEORICO

El material de estas notas fue dictado en las clases tedricas pero no se encuentra en el texto que

seguimos en las mismas (“Algebra I - Matemética discreta I” de Miatello y Kisbye).

DIVISIBILIDAD
1. LOoS NUMEROS ENTEROS

Ejemplo 1. Todo niimero entero divide a cero
En efecto, 0 = Oz para todo z € Z lo que demuestra la primera parte de la afirmacion.
Lema 1 (Lema 1.4 (v)). Sean a, b, ¢ € Z tales que a|b. Entonces alb - c.

Demostracion. Sea x € 7 tal que b = xa. Multiplicando a ambos lados de la igualdad por ¢

obtenemos bc = (za)c = (xc)a. Es decir, alb - c. O
Observacion 1. Sean a, b, ¢ € Z con a # 0. Si ab = ac, entonces b = c.

Esta observacion ya la hemos visto en el Capitulo referido a nimeros reales. Se deduce multi-

plicando por el inverso de a, el cual no es un nimero entero salvo que a sea 1 6 —1.

Ejemplo 2. Si a|b y bla, entonces a =b 6 a = —b.

Demostracion. Sean x e y enteros tales que: b = ra 'y a = yb. Entonces
b=xa=xz(yb) = (xy)b.

Luego, zy = lyporlotanto z =y = 1 6 x = y = —1 por Proposicion 1.2 (ii). Dado que b = za

obtenemos que a =b 6 a = —b. O
Definicion 1. La funcion valor absoluto | — | : Z — Z>q es definida por

a, sia > 0;
la| = _
—a, sia <0.
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Lema2. Sib#0ya

b, entonces |a| < |b|.

Demostracion. Sea © € 7 tal que b = za. El valor absoluto respeta el producto, esto es: |b| =

|z||a|. Como |z| > 1 el lema multiplicando a ambos lados por |a| que es mayor o igual a 0. O
Ejemplo 3. Si m < n, entonces m divide a n!
Enefecto, n! =n(n—1)---(m+1)m(m—1)! =m(n(n—1)--- (m+1) (m — 1)!). O

El siguiente ejemplo da un criterio para decidir cuando un nimero es divisible por 9. Mads

adelante se veran mas criterios como este.

Ejemplo 4. Sean 0 < a,b, c < 9 los digitos de x = abc € N. Probar que 9 divide a x — (a+b+c).
En particular, 9|z si'y sélo si 9|(a + b+ ¢).

Demostracion. Podemos expresar a z de la siguiente forma z = a - 100 + b - 10 + c. Entonces
r—(a+b+c)=a-100+b-10+c—(a+b+c)=a-99+b-9=9(a-11+D).

Es decir, 9 divideaz — (a + b + ¢).
La otra afirmacion sigue de la propiedad: “si un entero divide a dos enteros entonces también

divide a la suma y la resta de ambos”. Pues, si 9 divide a = entonces divide aa + b+ ¢ = O

2. ALGORITMO DE DIVISION
Corolario 1 (Teorema 2.1). Sean a,b € Z. Entonces existen enteros q y r tales que
a=bg+r, con 0<r <|b.
Ademds, q y r son tinicos con esta propiedad, es decir, si
a=bg+r, a=0bq+1, con0<rr <|b
entonces q =q yr =r'.

Demostracion. Si b > 0 el corolario sigue del Teorema 2.1. Si b < 0, entonces —b = |b| > 0.

Luego, existen Unicos enteros ¢ y 7 tales que
a=(=b)g+T7, con 0 <7 <|bl.
por el Teorema 2.1. Si decretamos ¢ = —q y r = 7, entonces

a=>bqg+r, con 0<r <|b.
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Probemos la unicidad. Supongamos que
a=>bq +1', con 0 <7 <|bl.

Entonces
a=(=b)(—=¢) -+, con 0 <71 <|bl.
Por la unicidad del Teorema 2.1 aplicado a la divisiéon de a por —b, deducimos que r = 7’y
g

—q¢' = ¢. Por lo tanto ¢’ = q y el corolario queda demostrado.
Ejemplo 5. La ecuacion 22> — 1 = 3y no tiene soluciones enteras.

Demostracion. Basta ver que si x es un entero, entonces n = 222 — 1 no es divisible por 3.
Probaremos esto en tres casos diferentes, dependiendo del resto r de la division de x por 3.

Sir =0,entoncesn = 2-9¢*> — 1 = (6¢?)-3—1 = 3-(6¢> — 1) + 2. Es decir, n no es divisible
por 3.

Sir =1,entoncesn =2 (9¢*> + 6¢+ 1) — 1 = 3 - (3¢*> + 2q) + 1. Es decir, n no es divisible
por 3.

Sir = 2,entoncesn = 2 - (9¢? + 12¢ +4) — 1 = 3 - (3¢*> + 4q + 2) + 1. Es decir, n no es
divisible por 3. U

3. DESARROLLO EN BASE b

No hay material complementario.

4. MAXIMO COMUN DIVISOR

4.1. El maximo comin divisor existe. A continuacion probaremos algunos resultados que ayu-
dan a esclarecer la demostracion del Teorema 4.3.
Fijemos a,b € Z. Recordar que el maximo comin divisor del par {a,b} es un d € N que
satisface:
(i) ddivideaay b.

(i1) Sic € Z divide a a y b, entonces c divide a d.
Lema 3. (a,b) = (a + tb,b) para todo t € 7.

Demostracion. Veamos que d = (a, b) satisface las propiedades del maximo comun divisor para

el par {a + tb, b} y por lo tanto es su maximo comin divisor.
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(i) d divide a a + tb porque d divide a a y b. Entonces d es un divisor comtn de a + tby .

(ii) Sea c un divisor de a +tb y b. Entonces ¢ divide a a = (a +tb) — (tb). Luego, ¢ es un divisor
comun de a y b por lo tanto debe dividir al maximo comun divisor de ambos, que es d. Es decir,
cld. O

Corolario 2. Sean q y r el cociente y el resto de la division de a por b, es decir a = qb + r con
0 <r < |b|. Entonces (a,b) = (b, ).

Demostracion. Usart = —q en el lema anterior. 0

Supongamos b > 0. La sucesion (finita) de nimeros enteros {r;}1<;<,—1 definida en la de-
mostracién del Teorema 4.3 es una sucesion del tipo recursiva. Puede ser definida como sigue:
o = a,
r = b,
Ti—1 = qi+17i + i1 para todo ¢ 2 2,

donde r;., es el resto de la division de r;_; por r;.

Observemos que estos nimeros satisfacen:
ey >19>--->1,>--- > (porel algoritmo de la division.

Luego, dado que estos son nimeros naturales, existe un n tal que r,,_1 # 0y r, = 0.
La demostracion de la existencia del maximo comun divisor en el Teorema 4.3 es entonces

garantizada por la siguiente afirmacion.
Afirmacion 1. El mdximo comiin divisor de a y b es r,_1.
Demostracion. Aplicando sucesivamente el corolario anterior obtenemos que
(a>b> = (7”0,7’1) = (7“1,?”2) == (7’1;1,7’1') = (TiariJrl) == (Tnf%rnfl) =Tn-1
donde la dltima igualdad es consecuencia de que 7,,_2 = ¢n7n_1+ 70 = Gnn_1, €S decir 7, 1|7, _o.
0J

4.2. Ndmeros coprimos.

Lema 4 (NOTA 4.3). Sean a,b € Z. Si existen s,t € Z tales que 1 = sa + tb, entonces a 'y b son

coprimos.
4



Complemento del tedrico Algebral-2016

Demostracion. Si d divide a a y b, entonces divide a cualquier combinacién lineal de ambos.

Luego d|1 y por lo tanto son iguales. U
b
Lema 5. Si a,b € Z son no nulos, entonces 4 Y ——= Son coprimos.
(a,0) ~ (a,b)
b
Demostracion. Sean s,t € Z tales que (a,b) = sa + tb. Entonces 1 = s( ab) + t( ) y el lema
a, a,
sigue por el lema anterior. U

Observacion 2. Sean a y b coprimos. Todo niimero entero se puede escribir como combinacion

lineal entera de a y b.

En efecto, esto sigue del hecho que 1 es una combinacién lineal de a y b, es decir, existen s,t € Z

tales que 1 = sa + tb. Luego,
(1) c = sca + tcb
para todo ¢ € Z. U

Lema 6. Sean a y b coprimos. Si a | b- ¢, entonces a | c.

Demostracion. Sean s,t € 7Z como en la demostracion anterior. Por hipétesis, a divide a los dos

sumandos del lado derecho de (1). Por lo tanto alc. O

5. NUMEROS PRIMOS

Observacion 3. Sea p un niimero primo 'y a € Z. Entonces, (p,a) = 1 siy sélo sip ja.

En efecto, los divisores positivos de p son 1y p por definicién de nimeor primo. Luego, el médximo
comun divisor de py a es 1 6 p. Sies 1, entonces p /Ja. Si es p, entonces p|a y la observacion

queda demostrada. U

La siguiente afirmacion es utilizada en la demostracion de la Proposicion 5.8, la cual da una

forma de calcular el maximo comun divisor usando su factorizacién en primos.

Lema 7. Sean cy a enteros positivos cuya factorizacion en primos es

s s
c=[Ir7 v a=]I»y
j=1 =1

donde los exponentes pueden ser nulos. Entonces c|a si'y sélo sil; < k; para todo j.
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Demostracion. Asumamos que c|a. Entonces existe un entero positivo z tal que a = cx. Sea

|
1D
J=1

la factorizacién en primos de x donde algiin exponente puede ser nulo. Entonces

IS I8
_ kj L+t
j=1 =1

Dado que la factorizacion es unica (por TFA), [; +t; = k; > [, para todo j.

Ahora asumimos que /; < k; para todo j. Luego,

s r 7

a=[Tw =11ww ") = QLeHATey ) = Ir ),
j=1 =

j=1 j=1 7=1
es decir c|a. O
6. MINIMO COMUN MULTIPLO
Observacion 4. Sean a, b, ¢ enteros. Si (a,b) =1, a | cyb| ¢, entoncesa-b | c.

En efecto, por la definicién de minimo comin multiplo sabemos que [a, b]|c y por ser coprimos
la, b] = ab.
0J

CONGRUENCIAS
7. LA RELACION DE CONGRUENCIA

No hay material complementario.

8. ECUACIONES EN CONGRUENCIAS

Las congruencias facilitan en cierto modo algunos problemas, como el siguiente que es equiva-

lente al Ejemplo 5.
Ejemplo 6. La ecuacion 22> = 1 (3) no tiene solucion.

Demostracion. Si x = 0 (3), no puede ser solucién pues 222 = 0 (3). Mientras que siz = 1(3) 6

x = 2(3), entonces 222 = 2 (3).

2 —

Efectivamente, este problema es equivalente al Ejemplo 5 dado que 2z (3) siy solo si

222 — 1 = 3y paa algtin y € Z. O
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La Proposicion 2.4 nos da condiciones necesarias y suficientes para que una ecuacion lineal
tenga solucion. Mads ain en la prueba se construyen las soluciones. A continuacién damos

explicitamente los pasos a seguir para encontrar las soluciones basdndonos en esa demostracion.

Observacion 5. Sean a,b € Zyn € N tales que (a,n)|b. El conjunto de soluciones de ax = b (n)

se construye siguiendo los siguientes pasos:

(1) Calcular s,t € 7Z tales que (a,n) = sa + tn.

es una solucion.

= )

n
(3) {:130 +qg——|q€ Z} es el conjunto de soluciones.

(a,n)

(4) La menor solucion positiva es el resto de la division de xy por

(a,n)
9. SISTEMAS DE ECUACIONES EN CONGRUENCIAS

Como en la Observacion 5, a continuacion damos un algoritmo para encontrar las soluciones de

un sistema de dos ecuaciones basdndonos en la demostracion de la Proposicién 3.1

Observacion 6. Sean by, by € Z yni,ny € N tales que (ny,n3)|by — bs. El conjunto de soluciones

del sistema

se construye siguiendo los siguientes pasos:
(1) Calcular una solucion h € Z de la ecuacion n1y = by — by (ny).
(2) Calcular k € Z tal que nih = by — by + kno.
(3) xg = by — hny = by — kny es una solucion.
(4) {xg +qni,ne) | q € Z} es el conjunto de soluciones.

(5) La menor solucion positiva es el resto de la division de x( por [ny, na).

Podemos hacer lo mismo para mds ecuaciones siguiendo la demostracion del Teorema Chino
del Resto. A modo de ejemplo se puede seguir las cuentas realizadas en la pagina 83 del texto de

Miatello-Kisbye para resolver el sistema (14) de la pagina 82.
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Observacion 7. Sean ny,no,...,n, € N todos coprimos entre si. El conjunto de soluciones del
sistema
.
x=0by(ny)
T = bg (ng)
x = by, (ng),

se construye siguiendo los siguientes pasos:

h
Hj:l n;

(1) Calcular n); = paratodoi=1,..., h.

n;

(2) Calcular, para cada i =1, ..., h, una solucion y; de la ecuacion n,y = b; (n;).

(3) xg = Z;.Lzl Y; n; es una solucion.

h
(4) {xo +q H njlqe Z} es el conjunto de soluciones.

j=1

(5) La menor solucion positiva es el resto de la division de xq por szl n;.

9.1. Pequeno Teorema de Fermat. La demostracion dada en la clase es diferente a la del texto
porque no utilizamos nimeros combinatorios. Esta demostracion tiene como principal ingrediente

el siguiente lema.

Lema 8. Sean p € N primo y b € 7Z no divisible por p, equivalentemente (b,p) = 1. Entonces
x =y (p) siy solo si bx = by (p).

Demostracion. Si x = y (p), entonces bx = by (p) por una de las primeras propiedades de con-
gruencia.

Si bz = by (p), entonces p divide a b(z — y). Dado que (b, p) = 1, p debe dividir a = — y por
Lema 6. Es decir x = y (p). O]

Teorema 1 (Pequefio Teorema de Fermat). Sean p € N primo y a € Z. Entonces a” = a (p).

Demostracion. Sia = 0 (p), entonces a? =0 = a (p).
Asumamos que a # 0(p) o, lo que es lo mismo, p no divide a a. En este caso, por el lema

anterior (usando b = a), deducimos que los nimeros a - 1, a - 2, ..., a - (p — 1) son todos no
8
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congruentes médulo p. Luego, para cada ¢ € {1,...,p — 1} existe un tnico j € {1,...,p — 1} tal

que i = a - j (p). Por lo tanto,

1-2---(p=1)=(a-1)(a-2)-(a-(p—1))(p)

pues en ambos lados de la congruencia aparecen los “mismos nimeros” (es decir, iguales con
respecto a la congruencia médulo p).
Usando la conmutatividad del producto podemos reordenar el lado derecho de la congruencia y
obtenemos que
(p—D!=a"" (p—1l(p).
Por otro lado, p no divide a ningtin nimero < p — 1. Dado que es primo, tampoco divide al
producto de los mismos. Por lo tanto (p, (p — 1)!) = 1y por el lema anterior (usando b = (p — 1)!)

deducimos que 1 = a?~! (p). Multiplicando por a llegamos a lo que queremos probar a? = a (p).
O

CONTEO
10. TECNICAS DE CONTEO

Es conveniente ser mas explicito en la demostracién del Corolario 1.10. Por lo que damos aqui

una demostracion alternativa a la del texto.

Teorema 2 (Corolario 1.10). Sea f : [1,n| — [1,n]. Entonces f es inyectiva si 'y sélo si es f

suryectiva.

Demostracion. Supongamos que f es inyectiva. Si f no fuera suryectiva, existiria h € [1,n] tal
que / no estd en la imagen de f. Entonces podemos definir la funcién f : [1,n + 1] — [1, n] dada
por:

. f(k) sik<n

f(k) = _
h sik=n+1

Entonces f es inyectiva pues f lo es y porque h no estd en la imagen de f. Esto es absurdo por el

Teorema 1.8, yaque n + 1 > n, y por lo tanto f debe ser suryectiva.

Ahora supongamos que f es suryectiva. Definimos una “inversa” g de f de la siguiente manera:

Para cada k € [1, n], consideramos el conjunto

Hy={x € [17971] | f(z) = k}.
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Hj, es un subconjunto de los naturales, y es no vacio pues f es suryectiva. Luego tiene primer
elemento. Definimos g(k) = primer elemento de Hy.
Entonces g : [1,n] — [1,n] es inyectiva, y por la primera parte del teorema debe ser suryectiva.
Ahora bien, si f no fuera inyectiva, entonces existirian z; y xq, con z; < x9 tal que f(z1) =
f(xs) = k para algin k. Entonces x» no perteneceria a la imagen de g, y por lo tanto ¢ no seria

suryectiva. Luego debe ser f inyectiva. 0

A continuacion haremos algunas demostraciones que el apunte deja como ejercicios.

Corolario 3 (Corolario 1.14). Si A4, ..., A,, son conjuntos finitos disjuntos dos a dos, entonces
AL U= U A =D A
i=1

Demostracion. Haremos induccion fuerte en la cantidad m de conjuntos. Si m = 1 no hay nada
que probar. Si m < k asumimos que la igualdad es cierta y probamos el caso m = k + 1.

Como los conjuntos son disjuntos dos a dos, la unién A; U - - - U Ay, tiene interseccidn vacia con
Apg11. Luego, como la igualdad vale para m = 2, deducimos que

k k+1

{AL U UAG U A ] = {A U UAG + [ Ak = D Al + [Arsal = D A4,

i=1 i=1
donde la segunda igualdad vale por el caso m = k y la dltima igualdad es por definicion de

sumatoria. Hemos probado el caso m = k + 1 y por induccién fuerte vale para todom € N.  [J

Lema 9 (Ejercicio 1.3 (a)). Probar que si Ay B son conjuntos finitos, entonces
|AU B+ |ANB| = |A| + |B].

Demostracion. Denotemos por A’ el complemento de AN Ben A. Esdecir, A= (ANB)UA'y
(ANB)N A" = (). Sea B’ el complemento AN B en B. Por el principio de adicién obtenemos que
2) Al =[ANB|+|A] y |B]=[ANB|+|B.

Por otro lado, AUB = A"U (AN B)U B’y estos tres conjuntos son disjuntos dos a dos. Luego,

usando nuevamente el principio de adicién y (2), obtenemos
|AUB| = |A|+|ANDB| + |B'| =|A|+|B| - |[An B|.

La igualdad que queremos se obtiene sumando |A N B| en ambos miembros. U
10
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Corolario 4 (Corolario 1.16). Si Ay, ..., A,, son conjuntos finitos, entonces
Ay x - x Ay =TT 1Al
i=1

Demostracion. Es por induccion fuerte en la cantidad m de conjuntos, anadlogamente a la del Coro-
lario 3 pero cambiando las uniones por productos cartesianos las sumas por productos.
Sim = 1 no hay nada que probar. Si m < k asumimos que la igualdad es cierta y probamos el

caso m = k + 1. Como la igualdad vale para m = 2, deducimos que

k k+1
[{A1 5o X Ay X Al = [{AL x - x A - 1Akl = [T 1A - 1Akl = [ 1A,
i=1 i=1
donde la segunda igualdad vale por el caso m = k y la dltima igualdad es por definicién de

productoria. Hemos probado el caso m = k + 1 y por induccién fuerte vale para todom € N. [

Teorema 3 (Teorema 1.21). Sean A = {a1,...,a,} y B ={b1,..., by}, conn < m. Entonces

m)!

IFi(A, B)| = —m(m—1)-(m—n+1).

(m —n)!
Demostracion. La prueba del Teorema 1.21 del apunte es informal y propone cambiar el “Asi

sucesivamente” por una demostracion inductiva. La propiedad a demostrar por induccién es:

|
P(m) : Sin < m, entonces |F;(A, B)| = ﬁ =m(m—1)---(m—n+1)

para cualesquiera conjuntos A y B de cardinal n y m, respectivamente.

Sim = 1, n s6lo puede tomar el valor 1 y hay s6lo una funcién. Luego, |F;(A, B)| =1 = (17:

Supongamos que P(m — 1) vale y probemos P(m).

Sin =1, entonces A = {a;} y por lo tanto toda funcién de A en B es inyectiva. Ademas, hay
tantas funciones como elementos en B. Es decir,

(m —1)!

Sea 1 < n < m. Una forma de interpretar matematicamente la frase “f(a;) tiene como posibles
valores a by, . .., b, 0 sea m posibilidades. Ahora, fijado f(a;) hay (m — 1) posibles valores para

...” —ver la prueba en el apunte— es descomponiendo el conjunto de funciones inyectivas F;(A, B)
11
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como unién de subconjuntos parametrizados de acuerdo al valor que toman las funciones en a;.

Esto es,
Fi(A,B) = J{f € Fi(A,B) : f(ar) = b}
/=1

Claramente estos subconjuntos son disjuntos dos a dos por lo que podemos aplicar el principio de
adicion. Mas aun, podemos identificar cada uno de ellos con conjuntos de funciones inyectivas

usando la restriccion de funciones. Es decir, la siguiente aplicacion es biyectiva

©:{f e F(A B) : f(ar) =b} — F(A\{ar}, B\ {bs})

f— fava,
. bg Slj =1
con inversa g — f(a;) =
gla;) si2<j.

Combinando todo lo anterior tenemos que:

NE

| Fi(A, B)] {f € Fi(A,B) : fla1) = be}|

~
Il

1

[ Fi(AN{ar}, B\ {be})|

NE

~
Il

1
(m —1)! m!

(m—1)—(n—1)  (m—-n)

NE

~
Il

1

donde la primera igualdad es por el principio de adicidon, la segunda es por la biyeccion O, la
tercera por hipétesis inductiva aplicadaan — 1 < m — 1 y la dltima porque sumamos m veces el
mismo numero.

Por lo tanto la propiedad P(m) vale m € N. O

10.1. Numero combinatorio. En el apunte se afirma sin demostracion (pagina 44) que la cantidad
de maneras distintas de elegir n elementos de entre m dados (sin tener en cuenta el orden) es igual

al ndmero combinatorio

A continuacién probaremos esta afirmacion.
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Observemos que lo que queremos calcular es el cardinal del conjunto
C(n,m)={C C[1,m] :|C|=n}.

Para esto usaremos el Teorema 3. Notemos que la imagen de una funcién inyectiva f : [1,n] —
[1,m] define un subconjunto Im f de [1,m] de cardinal n. Entonces, podemos descomponer el
conjunto de funciones inyectiva de acuerdo a su imagen. Esto es,
FLalm)= |J  {feF(Lnlm): Inf=C}
{eclim]:|Cl=n}
Claramente estos subconjuntos son disjuntos dos a dos y podemos aplicar el principio de adicion.
Calculemos el cardinal de cada uno de ellos reinterpretindolos de la siguiente forma. Fijado C' C

[1,m] con |C| = n, entonces
{feF(1,n],[1,m]) : Imf=C}={f:[1,n] > C : fesbiyectiva}

y el cardinal de este ultimo conjunto es n!, es decir las distintas formas de ordenar los elementos
de la imagen.
Combinando lo anterior, resulta que
m!

= [Fi([1,n], [1,m])]

(m —mn)!

= Y HfeR(nlLm): Imf=C}]

{ect,m]:|Cl=n}

= Z [{f:[l,n] = C : fesbiyectiva}]|

{Cci,m]:|Cl=n}

= Z n!
{CClLm]:|C|=n}

=nll{C C [L,m] : [C] = n}],

la dltima igualdad estamos sumando n! tantas veces como el cardinal {C' C [1,m] : |C| = n}.

Dividiendo por n! en ambos lados de la igualdad obtenemos lo que queriamos:

m
® (") = e <l s e1=n})
En el Teorema 1.28 se prueban ciertas propiedades de los nimeros combinatorios. La demostra-

ciones de los incisos

13
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(") ¥ i) (") + () = ("));

@ () =m. @ (7)

son aritméticas, pues consisten en sumar y multiplicar. En cambio la demostracién de (iv) se
dice que es combinatoria porque se basa en contar conjuntos. Las siguientes son demostraciones
combinatorias de (i), (ii) y (iii).

(1) sigue de la siguiente igualdad de conjuntos

{CCiym]:|C]=1}={{z} :z€[l,m]}.

(i1) sigue de observar que cada vez que elegimos un subconjunto de cardinal n, por omicion,
estamos eligiendo un subconjunto de cardinal m — n, que es el complemento. En otras palabras,

la siguiente funcidn es biyectiva
{CCl,m]:|Cl=n} — {DC[l,m]: |D|=m—n},
C— C“.

La demostracién combinatoria de (iii) es similar a la de (iv). Dividimos los subconjuntos de

[1,m + 1] de cardinal n en dos, aquellos que contienen a m + 1y los que no:
{CClm+1] :|C|=n}=
={ccim+1]:[Cl=nym+1eCiJ{CCLm+1]:|Cl=nym+1¢C},
estos subconjuntos son disjuntos. Ademas,
{CCl,m+1] : |Cl=nym+1¢C}={CC[l,m]:|C|=n}y
{CCtm+1]:|Cl=nym+1eC}={C"U{m+1}: C'C[I,m]y|C'|=n—1}.
Tomando cardinal y usando el principio de adicién obtenemos (iii).
10.2. Binomio de Newton. Nos explayaremos un poco mds en la demostracion combinatoria que

se da al principio de la pagina 52.

Consideremos el producto cartesianos del conjunto {a, b} consigo mismo n veces:
C ={a,b} x--- x{a,b} = {(x1,...,2,) : x; € {a,b} paratodoi}.

Separemos los elementos de este conjunto de acuerdo a la cantidad de a’s que tienen. Es decir,
n
C= U {(xl, ...,x,) € C : x; = a para exactamente k valores de z}
k=0
14
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Denotemos cada uno de esto subconjuntos por C;. Notar que son disjuntos dos a dos. Ademads,

o~ )

pues es la cantidad de maneras de elegir &k lugares en donde poner a de entre los n dados.

Entonces la férmula del binomio sigue por el siguiente razonamiento

n

<a+b)n: Z Ty Ty = xlxn:i Z akbnfk

(z1,eeyzn)EC k=0 (z1,...,zn)ECy k=0 (z1,...,zn)€ECk
n n
_ Z |Ck| akbn—k _ Z (n) ak:bn—k
k=0 k=0 k

donde la primera igualdad es por la propiedad distributiva, la segunda es por la asociatividad de la
suma y la tercera por la conmutatividad del producto. Notar si en (xy,...,z,) esta a repetida k

veces, entonces b esta n — k veces repetidas.
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