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Problemas de Matematica Basica

Recopilacion de Maria J. Druetta

Este fasciculo de problemas de Matematica Basica, surgié como una inquietud
personal de publicar los examenes correspondientes al Doctorado en Matematica que
fueron tomados en la Facultad desde 1980. En un principio fueron recopilados por
el Dr. Jorge Vargas y desde entonces. v con bastante persistencia, han sico recotec-
tados a traveés de aproximadamente quince afios para llegar a esta version final. Los
problemas han sido transcriptos de las versiones originales y no se han efectuado co-

rrecciones en los enunciados de los mismos.

Agradezco a la Comisién Editora de Publicaciones de Matematica su aporte y

predisposicion para llevar a cabo esta publicacién, que esperamos sea de uvilidad.

Maria J. Druetta
Octubre, 1995.



ALGEBRA
Diciembre, 1980

1. Sea p un primo, p # 2, p # 3. Probar que si G es un grupo de orden 3p?,

entonces G es soluble.

2. Sea L el grupo Z" de todas las n-tuplas de enteros. Sean y; = (a1, ..., Gin) €
L,1 <i< n;ysea M el subgrupo de L generado por {y; : 1 <¢ < n:. Mostrar
que el indice [L : M] = |det{a;;)] si el determinante no es 0. ;Quc se pucde

decir en el caso determinante 07

3. Sea p un primo y a un euntero no divisible por p. Mostrar que z” -- x — a es

irreducible sobre Q.

4, Seap(a)=(*+ 1Nz + 23+ 22 +z +1).
Definir el grupo de Galois de un polinomio sobre un cuerpo cualquiera. Calcu-
larlo en el caso de p(x) sobre Q y expresarlo como grupo de transformaciones

del conjunto de raices de p.

Diciembre, 1981
A- Hacer 3 de 4.
1. Sea p un primo positivo y (G un p-grupo finito. Entonces:

(1) 5i G es no trivial, entonces Z(G) = centro de G también es no trivial.

(i1) Si el 6rden de G es p* entonces (G es abeliano. (mnestre primero que si

(G /Z{(@G) es ciclico entonces (7 es abeliano}.

(iii) Determine las clases de isomorfisme de todos los grupos de 6rden p*.

2. (i) Sea G un grupo abeliano y sea [ = {2 € G : £ = 0 6 z tiene rden infinito}.

Si 1 # {0} y subgrupo de G, entonces (G es sin torsion.

1



3.

(ii) Sea G un grupo tal que Aut(G) es trivial. Entonces G tiene érden 1 6 2.

(i) El Z-médulo Q no es finitamente generado. (Todo subgrupo de Q finita-

mente generado es ciclico).

(it) El Z-médulo Q es sin torsién pera no es libre. (Si I C Q es un subgrupo

libre entonces es ciclico).

Determine las clases de isomorfismos de grupos de 6rden 245.

Hacer 3 de 5.

Sea K un cuerpo finito y sea G = §L(2, K).

Determine el niimero de clases de conjugacién de G.

Sean K, F cuerpos finitos con K C F. Pruebe que:

(i) La extensién F 5 K es de Galois.
(ii) Calcule el grupo de Galois G(F/Z,).
(ifi) Deduzca que G(F/K) es ciclico.

Sea f(z) = z° ~ 3z + 6 € Z[z]. Entonces:

(i) Muestre que f es irreducible en Z{z].

(ii) Calcule el grupo de Galois del cuerpo de descomposicion de f.

Sea R es un dominio Gaussiano (de factorizacién unica).

Sean f,g € R[z] polinomios primitivos. Pruebe que h = fg es primitivo.

. En un anillo noetheriano R, todo ideal contiene un producto de ideales primos.



Julio, 1982

Hacer 2 (dos) problemas de cada parte (Total: 6 problemas})

PARTE I

1. Sea G un grupo que tiene un endomorfismo a distinto de la aplicacién identidad
y no trivial tal que o? = a.

Muestre que G contiene un subgrupo normal no trivial N y un subgrupo H no
trivial tal que NN H = {e} vy G = NH.

2. Sea (G un grupo de orden 30. Entonces, demuestre que:

a) (G no es simple.
b) Mas ain, (G es resoluble.

3. Probar que un grupo abeliano de torsion es suma directa interna de p grupos.

PARTE II

1. Sea A un anillo con identidad 1. Probar que si A no tiene ideales a izquierda
no triviales (o a derecha), entonces A es un anillo de divisién.

Sin embargo, el resultado no es cierto si A es un anillo sin ideales bildteros.
Indicar un ejemplo.

2. Muestre que si un cuerpo finito de p™ elementos es un subcuerpo de ua cuerpo
de p™ elementos, entonces m divide a n. {Recuerde que el grupo multiplicativo
de los elementos # 0 de un cuerpo finito es ciclico).

3. Enunciar y probar el “teorema de la base” de Hilbert para anillos noetherianos.

4. En cada uno de los casos siguientes dar un ejemplo que muestre que una matriz

cuadrada A, B 6 (' existe y satisface a la condicién indicada o si no dar una

prueba que tal matriz no existe:



a) A es una matriz real 5 x 5 no-singular antisimétrica.

b) B es una matriz cuadrada real con polinomio caracteristico (z =2y

polinomio minimo (z — 2)*.

¢) C es una matriz 2 x 2 real tal que C® = I pero ninguna potencia menor

que C° es la identidad.
PARTE 11

1. Sea F' un cuerpo de caracteristica # 2 que no admita extensiones de grado
impar. Probar que toda extensién de Galois finita de F' se obtiene por sucesivas

extensiones cuadraticas. Precisamente:

Si K/F es una extensién normal, separable, finita, entonces
K = F(\{a,,..., /a,) con q; € F(\/a,, ... \/a,,,)parai=n—1,..1.
2. Sea f(z) = 2% ~ 3z + 1 € Q[z] y sea K un cuerpo de descomposicién sobre Q.

Pruebe que el grupo de Galois de K/Q es un grupo ciclico de orden 3.

3. Sea F un cuerpo, F una clausura algebraicay o € F peroa ¢ F.

a) Muestre que existe un subcuerpo E de F maximal en la clase de todos los

subcuerpos de F’ que contienen a F' pero no a a

b} Muestre que cualquier extension de Galois finita de £ tiene grupo de Galois

ciclico.

(Nota: Elija un elemento en el grupo de Galois que no fije a a).

Marzo, 1984

1. Determinar todos los grupos simples de orden < 30.



. Sea M un mddulo noetheriano y sea f : M — M un endomorfismo. Pruebe

que si f es suryectiva entonces f es biyectiva.

. Sea F un cuerpo de caracteristica p > 0 y sean z;, z, algebraicamente indepen-
dientes sobre F. Muestre que [F(zy, z3); F(z}, 2})] = p*. Muestre ademés que

existen infinitos cuerpos E tal que F(z,, ;) D> E D F (2], z}).

. Pruebe que si R es DIP (dominio a ideales principales) entonces R es DFU

(dominio de factorizacion unica). (Vale la reciproca?

. Sea C[0,1} = {f :[0,1] — R/ f continua } el anillo de funciones continuas en

[0,1]

i) Si A es un subconjunto de [0,1], M, = {f € C[0,1]) : fla = 0} es
un ideal en C[0,1].  Pruebe que si A = {p}, M, es maximal y si

A = U, U, entorno de p, My, no es primo.

ii) Decimos que un ideal I de C0,1] es fijo si Nyer Z(f) # @ donde Z(f) =
{z € [0,1]/f(z) = 0}. Pruebe que todo ideal propio de Cf0,1] es fijo.

iii) Pruebe que C[0, 1] no es noetheriano.

Marzo, 1985

. Sea G un grupo finito H; # Hz dos subgrupos de indice 2. Probar que G

contiene un tercer subgrupo de indice 2.

. Calcular el orden de GL(n, Fy)

GL(n, F,) = {matrices n x n inversibles con coeficientes en el cuerpo F, de ¢

elementos }

(¢ =p™, p primo)



3. Sea G un grupo finito actuando en un subconjunto convexo K de R™.

La accidn satisface: g(az + By) = a(g.z) + Algy) V¢ € G, a,8 € R, 0 <
o, f<l,a+8=1,z,ye K

Pruebe que existe un punto de K fijo por dicha accion, es decir; existe z €

K/gz=zVgeq.

4. Sea A un dominio de integridad. Pruebe que A[z] es un dominio a ideales

principales si y sélo si A es cuerpo.

5. Sea A un dominio a ideales principales. Defina cuando un elemento es irre-
ducible y pruebe que todo elemento no nulo de A admite una descomposicién

en irreducibles.

6. Decidir si los siguientes polinomios son irreducibles sobre Q y calcular su dis-
criminante:

d—x—1; 28 -2

Agosto, 1985
1. Verdadero o falso. Justifique

a) Zg tiene dos generadores.

b) Si todo subgrupo propio de un grupo G es ciclico entonces G es ciclico.
c) El grupo de automorfismos de Z4 es Z»
)

d) Para todo subgrupo H de S,(n < 2) todos los elementos o exactamente la

mitad de ellos son pares.

e} Existen dos subgrupos de orden 3 de 5.



5.

) No existen grupos simples de orden 15%.

i Cuantos grupos abelianos no isomorfos hay de orden 24, 257

Sea (7 un grupo, si H y K son subgrupos de indice finito, probar que A N K es

de indice finito.

;Es Q[z]/ < z* — 5z + 6 > un cuerpo?.

iEs Qlz]/ < 2® — 62 4 6 > un cuerpo?. Justifique.

Dar un representante de cada clase de equivalencia de matrices complejas
4 x 4 con 1nico autovalor z; siendo la relacién A ~ B sii existe C € GL(4,C)

con A =CBC1,

Probar que si F es un médulo libre finitamente generado sobre un anillo princi-
pal A y M es un submédulo de F entonces M es libre y su dimension es menor

o igual que la de F.

Diciembre, 1985

Probar que todo subgrupo finito del grupo multiplicativo de un cuerpo es ciclico.
Enunciar y demostrar los teoremas de Sylow.

Demostrar que el subanillo Z[i] C C es principal (y por lo tanto dominio de
factorizacion unica). ;Cudles son las unidades? ;Cual es un méximo comin

divisor de 2 y (1 + i)?

Hallar todas las formas racionales posibles de las matrices 4 x 4 reales M tales

que M* =1,

. Sea M un A-modulo,

a} Demostrar que las condiciones siguientes son equivalentes:
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(i} Todo submédulo de M es finitamente generado.
(i1) Toda sucesion estrictamente creciente de submddulos es finita.

(iii) Toda familia no vacia de submddulos posee un elemento maximal.

b} Demostrar que todo dominio a ideales principales satisface las condiciones

anteriores como mdédulo sobre si mismo.

Marzo, 1986

1. Sea G un grupo finito tal que |G| = p™s con p primo y (p,s) = 1.
Probar que existe un subgrupo H de G tal que |[H| = p™.
2. Sea GG un grupo finito. Probar que G es el producto directo de sus subgrupos de

Sylow s1 y sdlo si todo subgrupo de Sylow de G es normal en (. Dar un ejemplo

de un grupo no abeliano con esta propiedad.

3. Indicar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. En cada caso

justificar la respuesta.

a) 8i |G| =175 = G es simple

b) Todo grupo abeliano es imagen homomérfica de un grupo abeliano libre.
¢) Todo grupo abeliano es isomorfo a un subgrupo de un grupo divisible.
)

d)} Sea G un grupo finito y H un subgrupo propio de G. Entonces,
Uzeq zHz™! # G.

4, Sea R un anillo conmutativo con identidad.

a) Probar que si R es un dominio de ideales principales entonces R es dominio

de factorizacién dnica.

b) Mostrar que la reciproca de (a) no vale.
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¢) Dar un ejemplo de un anillo integro, conmutativo con identidad que no es

de factorizacién unica.

5. a) Sea D un anillo de divisién. Mostrar que M,(D), el anillo de matrices

n X n sobre D, no tiene ideales propios.

b) Dar un ejemplo de un anillo sin ideales maximales.

Marzo, 1987

1. Sea GG un grupo finito y H un subgrupo de G tal que ({G : H],|H|) = 1. Probar

que si H es normal en G entonces H es el dinico subgrupo de G de orden |H]|.
2. Probar que hay exactamente dos grupos no abelianos no isomorfos de orden 8.

3. Indicar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar la res-

puesta.

a) Qt = {¢ € Q: g > 0} con el producto no es un Z-médulo libre.

)
& €5

b} El nimero de grupos abelianos no isomorfos de orden m = pi'...p
p(n1)...p(ni) donde p(n) = numero de particiones de n (recordar que

(ri,...,rs) es una particibn de nsin=r +..+r,yrn <rg ... <1,).
c) Sea G tal que |G| = p" (p primo) y N un subgrupo normal no trivial de
G. Entonces NN Z(G) # 1.

4. Sea A un dominio a ideales principales y M un A-médulo.

a) Probar que M satisface la condicién de cadena ascendente sobre submé-

dulos < M es finitamente generado.

b) ;Vale alguna de las implicaciones de (a) si se reemplaza cadena ascendente

por cadena descendente?



. Sea V un espacio vectorial sobre F de dimensién < co ysea T : V — V
lineal. Probar que V es un T-espacio ciclico & si S : V — V es lineal y

ST =TS = § = p(T) para algin p € Flz|.

Marzo, 1990

- Sea p(z) € Z{z] tal que {p(n)|n € Z} contiene una infinidad de nimeros primos.

Probar que p(z) es irreductible en Z|[z].

- Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita sobre Q. Sea 7 : V — V lineal
tal que 7° = 1. Supongamos que 1 no es autovalor de T. Calcule el polinomio

minimal de T' y pruebe que dimqV es miltiplo de 4.

. Sea G un grupo finito de n elementos. Sea c el nimero de clases de conjugacién

de G,

a) Muestre que card {(z,y) € GzG : 2y = yz} = en.

b} Muestre que si n es el multiplo de 8, entonces ¢ > 5.

- Sea R un dominio a ideales principales. Sean m,n elementos de R y sea (m,n)

un generador de Rm + Rn. Probar que

Homp (R/mR, R/nR) ~ R/(m,n)R

. Sea A={f:R — R, continua, f(z+1) = f(z))
Sea M = {f:R — R, f continua, f(z +1) = —f(z),z € R}

A es un anillo con suma y producto puntual y M es un A-médulo con rmultipli-

cacion puntual. Sean ¢(z) = coswz,s(z) = senwz
Notar que ¢(z), s(z) estdn en M. Ademds u,v €M = uv e A
Probar:

a) c¢(z), s(x) generan M como A-médulo
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b) 5i p € M, entonces existe z € R tal que u(z) =0
¢) M no es un A-mddulo ciclico, luego M no es isomorfo a A como A-médulo

d) M + M ~ A+ A como A-médulo

Diciembre, 1991

1. Probar que si G es un grupo de orden 112 entonces posee al menos un subgrupo

normal.

Ayuda: Suponer lo contrario y ver que al hacer actuar (3, en los 2-grupos de

Sylow se obtiene un G' ~ G, G’ C S7 y considerar A7 N G".

2. Todo grupo abeliano finitamente generado es producto directo de un libre y un

subgrupo finito.

3. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas justificando su

respuesta.

a) Sim y n son enteros coprimos Homz(Z/nZ, Homgz(Z/mZ, A)) = 0 para
todo Z -médulo A.

En los siguientes A es un anillo conmutativo y P C A es un ideal primo.
b) Si P C A es un ideal primo entonces P{z] C A[z] es un ideal primo.

c} 5i A, (localizacion de A en el primo P) es dominio de integridad para todo

ideal primo P entonces A es dominio de integridad.

d) Si M C A es un ideal maximal M[z] C A[z] es maximal.
4. Sea A un anillo conmutative. Probar,

a) Si @ € A es unidad y = € A es nilpotente entonces @ + z es unidad.

11



b) f(z) € Alz] (f(z) = ¥ aiz*) es unidad si y solo si ao es unidad y {a:}iso

son nllpotentes.

c) f(z) € Alz] es divisor de 0 si y solo si existe a € A tal que af = 0.

. Sea C'una familia de médulos sobre el anillo A. Una funcién A : C — Z se llama
aditiva si para toda sucesién exacta corta 0 — My — M, — Mz ~+ 0, Me(C,
se cumple A(M;) — A(M2) + A(M3) = 0. Probar que si

0 - My - M; - ... > M, — 0 es una sucesién exacta con M; € C y Aes
n

aditiva entonces Z: 1)*A(M,) = 0.
k=1

Marzo, 1992

. Sea M un mddulo de torsién sobre un dominio a ideales principales A. Pruebe
que M es suma directa de sus componentes p-primarias, donde p recorre los

elementos irreducibles de A.

. Determine los ideales maximales / de R[z], y los posibles cocientes R[z] / I,

salvo isomorfismos.

. Sea A un grupo abeliano finito y a € A un elemento de orden maximo en A.

Pruebe que < a >, el subgrupo generado por A, es sumando directo de A.

- Sean p,q primos, con p > q. Pruebe que si p Z I, mod ¢, entonces existe un
tinico grupo de orden pq y éste es ciclico. Prueve que si p = 1, mod g, existe al

menos un grupo no abeliano de orden pg.

- Verdadero o falso? Justifique incluyendo una demostracién o un contraejemplo.

Resuelva sélo 2 de los siguientes.

(i} Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y sean 7,5 : V — V
transformaciones lineales idempotentes, esto es, 72 = T, $? = §. Entonces,

si los rangos de 7' y S tienen la misma dimensién, T' es semejante a S,

12



(i) Toda matriz compleja n x n es semejante a su traspuesta.

(iii) Si G es un grupo generado por dos elementos de orden finito z, ¥, esto es,
existen m,n € N, m # 1,n # 1 tales que 2" = y™ = 1, entonces G es

finito.

Diciembre, 1993

. (a) Sea A anillo conmutativo, y sea § un subconjunto multiplicativo de A, que
contiene al 0 (i.e.,, 0 € S, y si z,y € S, entonces zy € S.) Probar que existe un

ideal I de A, maximal en el conjunto

F = {Jideal de A:J N S =@}

Mas aun, este ideal es primo.

(b} Dar un ejemplocon A=Zy S5 ={3:reZ}

. {a) Sea
F=2%lz/<2*+z+1>

Probar que F es cuerpo.

(b) Sea M(2, F') el conjunto de matrices 2x 2 con coeficientes en F, y

O(2,F)={Ae M2 F): AA' = I}

probar que O (2, F) actia en F? = {(z,y) : z,y € F} por transformaciones
lineales: (A,z) — Az. Dividir F2 en érbitas y dar el orden de los subgrupos de

isotropia.

. (Verdadero o Falso) Sea G grupo finito cen todos sus subgrupos normales. En-

tonces G es abeliano.

13



.(a)Sea R, =Qz]/<z®—az+4>
Para qué enteros a es R, un cuerpo?

(b) Es Rs isomorfo a R 7

Marzo, 1994

. Sea A un anillo conmutativo con unidad, 7 € A un ideal bilatero, / # A. Probar

que [ estd contenido en algin ideal maximal de A.

. Paran € N,n > 2, se define ¢(n) = card{d € N: 1 < d < n,d es coprimo a
n}. Probar que a*™ = 1 mod n, para todo a € Z, a coprimo a n.
(i). Enumerar todos los grupos finitos de orden 253.

(ii). Sea G un grupo finito de orden impar, V un espacio vectorial sobre Q,  :
G — Aut V un homorfismo de grupes. Probar que det x(g) = 1, para
todo ¢ € G.

(iif). Hallar todos los subgrupos finitos de C¥X.

- Sea Cn(X) = 3 ocicmo1 X' € Z[X). Probar que C,, es irreducible si y sélo si

m es primo.

(i). Enunciar y demostrar el teorema de clasificacién de médulos finitamente

generados sobre un dominio de ideales principales.

(ii). Enunciar el teorema de la forma racional de un endomorfismo de un espacio

vectorial de dimensién finita. Deducir de (i) la demostracién.

14



Julio, 1994

1. (a) Sea M un médulo finitamente generado, sin torsién, sobre un DIP. Pruebe

que M es libre.

(b) Enuncie y pruebe el primer teorema de Sylow.
2. Caracterice los subgrupos normales de D,,.

3. Hacer 3 de los siguientes
(i) Para cada d, divisor de n, hay un tinico subgrupe de orden d de Z,.

(i1} 51 G es un grupo finito, entonces todo elemento de G es un producto de

elementos de orden del tipo p*, con p primo.

(iii) Si A, B son matrices reales semejantes sobre C, entonces son semejantes
sobre R.

(iv} Si z,y € N, entonces hay enteros «, 3 tales que az + 8y = (z,y), y

(a,y) = 1.

(v) Si G es de orden p?, con p primo, y ademds contiene mas de un subgrupo

normal de orden p, entonces G es abeliano.

(vi) R no es un Q-espacio vectorial de dimension finita.

4. (a) Sea A un anillo con 1 tal que para cada z € A hay un central idempotente

e tal que (z) = (e)({z) denota el ideal bilatero generado por z).

(1) Sea B el conjunto de los centrales idempotentes de A. Para e,f € B

definamos e P f = ¢ + f — 2ef. Pruebe que (B, @, ...,0,1) es un anillo.

(i1) Sea F' el conjunto de los ideales finitamente generados de A. Pruebe
que f : B — F,e — (e), es una biyeccion la cual identifica la operacion de B

con la N, y la operacién € con la suma de ideales.

(b) Si 7, J, K son ideales bilateras de un anillo con identidad A, entonces I +J =
Ay InJC K implican que (I + ) {J+ K) C K.

15



Diciembre, 1994

1. Diga si es verdadero o falso y justifique su respuesta.

a. Sea G un grupo abeliano finito. Entonces Aut(G) es abeliano si y sdlo si G

es ciclico.
b. S, no tiene subgrupos ciclicos de orden mayor que n.

¢. Si R es un dominio de integridad tal que toda cadena de ideales de la forma
Iy 2:dy 2 v 3L L

satisface que para algin n, I, = U; para todo j > n, entonces R es un cuerpo.

2. Sea R un anillo y sea M un R-médulo irreducible. Si z es un elemento de M

tal que x + z # 0, entonces existe un elemento yde M tal que y +y = z.

3. Sea G un grupo finito y sea H un subgrupo de @ cuyo indice es 12, Si G

contiene un elemento de orden 18, probar que G no es simple.

4. Sea R un anillo conmutativo con unidad, y sean M, ..., M, ideales maximales

de R distintos. Probar que:

R/(Myn..NM,)=R/M x..xR/M,

Marzo, 1995

1. Todo grupe de orden 15 es ciclico.

2. Sea G grupo finito cuyo orden es divisible por p, un numero primo. Entonces

existe un elemento de orden p en G. (No usar Sylow).

3. Un anillo R es de Boole si 22 = z, Yz € R, (ademds R conmutativo con 1). En

un anillo de Boole R, probar que
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(i) 2z = 0 para todo = € R.
(i1) Cada ideal primo es maximal

(ii1) Cada ideal de generacidn finita es principal.

. Sea M' - M & M" = 0 una sucesién de R-médulos y homomorfismos (R
anillo conmutativo con 1). Entonces esta sucesién es exacta < V H-modulo

N la sucesion:

0 — Hom(M",N) % Hom(M,N) L Hom(M’,N)
es exacta (g(T') = Tog, etc.)

. Sea M una matriz n x n sobre un cuerpo F. Si tr(MX) = 0 VX matriz

nxn=>M=20

. Sea Z, los enteros mddulos p, con p primo. Sean n y d € N tal que d|n. Sea

f € Z,]x], irreducible y canénico de grado d, entonces f|z?" ~ z (en Zp[z])

17



FUNCIONES ANALITICAS

Diciembre, 1980

1. Sea U C C conexo y abierto. {f.} una sucesién de funciones holomorfas en C,

que converge a una funcion f unif. en compactos. Mostrar

a) f es holomorfa en U
b) fi — f’ unif. en compactos en U,
c¢) Si f. nunca se anula en U entonces f es idénticamente nula 6 [ no se

anula nunca en U,

2. Sea f holomorfa en un entorno abierto del disco unidad. Para |z| < 1, probar

£ =12 = 1723 [

[¢]

(1 - Zt/t — 2)f(t)dt |

y deducir la desigualdad

£ = 1) < 12w [ i5(eas
3. Encontrar una aplicacién conforme entre la regién

D={z€C: z-i]*<2, |z+i <2}
y el disco unidad.

4. Sea D C C, conexo, abierto y relativamente compacto, f una funcién holomorfa
definida en un entorno de D. Si |f(z)| = ¢ = constante para z € D = Frontera

de D, pero f # constante en D mostrar que f toma cualquier valor de |z| < c.

5. Exponer en forma clara y concisa los conceptos y propiedades fundamentales
de la continuacién analftica (elemento funcional, continuacién analitica directa,

. .y . . 2 N .,
continuacién analitica a lo largo de un camino, teorema de monodromia, funcién

analitica global, superficie de Riemann).

i Qué significa que la coleccién de todos los elementos funcionales (f, ) tales

que e/?) = zen ) constituyan una funcién analitica global?

18



Diciembre, 1981

1. Enunciar con precision la forma mas general que conoce del teorema integral de
Cauchy. Probar con todo detalle la férmula integral de Cauchy. Demostrar que
s1 f(z) es analitica en una regién Q que contiene a 2o, entonces la serie de Taylor
de f(z) centrada en z converge a la funcién en el disco abierto con centro z,

mas grande contenido en 2.

2. Para cada una de las siguientes condiciones dar un ejemplo de una funcién
entera f(z) no constante que la satisfaga o indicar brevemente por qué un tal

ejemplo no existe.

a) f(z) = fz+1) para todo z.
b) f(z) = f(z +1) = f(z +{) para todo =.

c) f(")(O) = ml R .

d) f(n) = T n=1,2,..

e) (l/n)—O n=12,..

Y [f(z) > 1 para todo z,

g) If(z)l=1 para todo z real.

h) f(z) real para todo z con |z] = 1.

3. Calcular las siguientes integrales:

00
cosz
a) / dr, a real.
0

;,:2 + a2
' 241
b) f{,‘((:) dz donde f(z) = ; _33):Ez+8) donde v es el cuadrado de
vértices
9 &+ 51, -5 £ 5i.

4. Transformar conformemente la interseccién de los discos |z].< 1y |z — 1] < 1
en el interior del circulo unidad. Elegir la transformacién de tal manera que

preserve las dos simetrias.
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Julio, 1982

1. a) Sea f(z) una funcién meromorfa en un abierto §} y sea 7 una curva simple

cerrada en (2 tal que el interior de 4 estd contenido en .

Demostrar que si f(z) no tiene polos ni ceros sobre v entonces

! ([, _
ot ) Ty E=N -

donde N y P son los nimeros de ceros y polos respectivamente, de f(z)

que estan en el interior de v, contados cada uno con su multiplicidad.

b) Sean f(z)y g(2) dos funciones analiticas en 0 que satisfacen la desigualdad
1/(2)| > |g(z)| sobre 5.  Demostrar que 4f(z) y f(z) + g(z) tienen la

misma cantidad de ceros (contados con su multiplicidad) dentro de T

c) Sea {fi(z)} una sucesién de funciones analiticas que converge uniforme-
mente a una funcién f(z), no idénticamente nula, sobre todo compacto de
un abjerto D. Demostar que 2o € D es un cero de F(z) de multiplicidad m
si y sdlo si existe un entorno V de 2, tal que para n suficientemente grande

fa(z) tiene ceros de multiplicidad total m en V.

2. Sea (1 un subrupo discreto de C con dos generadores {e1,e2} linealmente

independiente sobre R. La funcién p(z) de Weirstrass se define por

1 1 1
1 - S S
W =g+ Y (o)
wefl—{0}
a) Estimar la suma Z 1 sobre e] paralelogramo
wefl—{0} Iw'3

Pn = {t1e1 +t262 : t1,t2 € Z ¥ max {'tzl y Itll} = ﬂ.}

b) Demostrar que la serie (1), converge normalmente (uniformemente en valor

absoluto) sobre todo compacto de C, salvo un nimero finito de términos.
c) ¢Es la funcién p(z) una funcién meromorfa en todo C? (Por quél.
d) Calcular el desarrollo de Laurent de p(z) en el origen. ;Es p(2) una funcidn

par?.
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3. Si alguno de los siguientes enunciados es verdadero, dar su demostracién. i

alguno es falso dar un contraejemplo o una buena justificacién.

a) 5i f(z)y g(z) son holomorfas para |z| < 1, continuas para |z{ < 1y |f| < gl

sobre {z| = 1, entonces |f] < |g] en |z| < 1.

b) Si f(z} es una funcién entera y |f’'(z)] < |f(z)| para todo z, entonces

f(z) — eaz+b.

Marzo, 1984

I. Enunciar y dar una demostracién del Lema de Schwarz.

2. Enunciar el teorema de Riemann de la representacién conforme. ;Cémo se
pueden describir las representaciones conformes de 2 en 2, para §} simplemente
conexo?

——
B

3. Dar una demostracién del teorema del valor medio para funciones arménicas.

;Puede dar méis de una?
4. Mostrar que II52,(1 — %) =1

5. Calcular

1

a}) Polos y residuos de m

|

b) Serie de Laurent alrededor del 1 de m

o0 1/3
c) / ad 2d1'.
0 1+ T

d) ;Qué puede decir de las series de Laurent de la funciéri en (b), alrededor

del 0, para [z < 1,1 < |2| <2y 2 < |2]?
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Marzo, 1985

1. Enunciar y demostrar el teorema de Rouché.

2. Demostrar que si {f,} es una sucesién de funciones holomorfas univalentes
(inyectivas) en un dominio ) del plano, y si f, — f uniformemente sobre todo

subconjunto compacto de (3, entonces f es univalente o constante.

3. Las siguientes son preguntas del tipo verdadero-falso. Si el enunciado es ver-
dadero, dar una demostracién. Si es falso dar un contraejemplo o una buena

justificacion.

. 2 . . .
a) La ecuacidén e = 4z® tiene exactamente 8 soluciones (contando multi-

plicidad) en |z] < 1.

. z" . o
b) La ecuacién E W = 0 tiene al menos una solucidén,
n!
n>0

| c) Si fy g son holomorfas en |z| < 1, continuas en |z] < 1y |f| < |g| en

|z = 1, entonces |f] < |g| en |2| < 1.
id) Si f es entera y |f(z)] < |f(2)| para todo z, entonces f(z) = ¢***.
e) Sea F el conjunto de todas las funciones enteras f tales que

|£(2)] <

paratodo 2z =r+iné z=n+iy(n € Z; z,y € R). Entonces F es una

familia normal.

4. Sea 2 la regién comprendida entre {2z} =1 y |2 — 1/2| = 1/2.

Hallar una biyeccién conforme de {1 sobre un semiplano.

5. a) Enunciar y demostrar el teorema de Mittag-Leffler (para todo el plano).
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b) Desarrollar la funcién en fracciones parciales,

sen+mw

%Diciembre, 1985

I. Seaf, : G = C (G abierto conexo ¢ C) una sucesién de funciones analiticas tal
que f, — f imiformemente sobre compactos en G. Probar que si f, es inyectivo

para todo n, entonces 6 f = cte & [ es inyectivo.

2. a) Sea (7 una regién en C (abierto y conexo), sea a € @ y f:G—-{a} - C
analitica tal que 1 = f(G— {a}) es acotado. Entonces f tiene singularidad

evitableen z = a, y si f es inyectivo entonces f(a) € 8Q

b) Mostrar que no existe una funcién analitica inyectiva que ' transforma

{zeC:0 < < 1} sobre un anillo {z € C: 0 < r <lz) < R}

3. Sea G una regién simplemente conexa distinta de C que es simétrica (esto es
si z € G, entonces 7 € (7 ). Seaac GNRYy supongamos que f : G — [ =
{z € C: 2| <1} es una funcién inyectiva analitica con fla)=0,f(a) >0y
f(G}y=D.

SiG*={z€G: Imz> 0}, mostrar que f(G*) est4 enteramente contenido

en {z: Imz >0} 6 en {z:|Imz < 0).

4. Sea f una funcién meromorfa en C tal que Cy — f(C) contiene por lo menos

tres puntos. Probar que f es cte (Coo = CU {00} es el plano extendido).

8. ;Son verdaderas las siguientes afirmaciones?. Justifique su respuesta con una

prueba.

a) SeaD={z€C:|z < 1} y sea f: D — C una funcién continua ta] que
f 1D = C es analitica e inyectiva. Entonces existe z con lz| = 1 tal que
f(Z) = f(Zg) €on zg € D
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b) Si f esenteray |f(z)} <1+ |z|'/? para todo z entonces f es constante.

¢) Si f: G — C (G regién) es analitica y no tiene ceros en (G entonces

log (| f(z)|) es arménica en G.

Marzo, 1986

. Enuncie y demuestre el teorema del médulo maximo para una funcién analitica
fen A C C, A abierto conexo. [Si u(x,y) es una funcion arménica en R?

acotada inferiormente en R?, es u(z,y) constante? (u(zx,y) > M Vz,y).

1
. Dada f(z) = z + -,z # 0, determine la imagen por f(z) de los circulos centra-
2

dos en z = 0. Esboce el grifico.

3

. Sea f(z) analitica en A abierto, U C A donde U = {2 : 2] < 1}. Suponga que
|f(2)] > z st [z| =1 y que f(0) = 1. Pruebe que f(z) posee al menos un cero
en U.

. Verdadero o falso?. Justifique con una demostracién o un contraejemplo.

i) Sea f(z} analitica en A abierto, simplemente conexo, Imf C C ~ {z}.

Entonces existe g{2) analitica en A tal que f(2) = e/(?) 4 z,

ii) Si f es entera, f(¢) € R Vt € R, entonces f(z) = f(z), V2.

iii) Si f es entera no constante y existen z; # 2; tal que f~{z;} y f~'{z}

son finitos, entonces f~1{z} es finito, ¥=.

iv) % dz 4ri

——— = 471

['(z)senwz
. {(a) Sea A C C un conjunto sin puntos de acumulacién. Pruebe que existe
una funcién entera tal que f(z) y un nimero finito de derivadas toman valores

prefijados en cada a € A. Mas precisamente: si a € A y wola),...,wp,(a) €
C (n. € N) existe f € H(C) tal que f¥(a) = wi(a),0 < k < n,.
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(b) Pruebe que en H (C), el anillo de las funciones enteras, todo ideal finitamente
generado es principal. (Sugerencia: pruebe primero quesi f,g € H (C) no tienen

ceros comunes, existen r, s € H(C) tal que rf + sg = 1. Para ello use (a)).

Marzo, 1987

1. Sea f analitica en D = {z : |z| < 1} y continua en D tal que f(z) es real si

|2{ = 1. Probar que f es constante.
2. Demostrar el teorema de la aplicacién abierta.

3. Decidir si son verdaderas o falsas las afirmaciones siguientes. Justificar.

i

a) Sea G un abierto simplemente conexo, G #C;sif:G > G es analitica
y3 a€Gcon fla)=a=|f'(a)] < 1.

b) Si f(z) tiene una singularidad no evitable en zq, entonces e/(*) tiene una
singularidad esencial en z,.
.+ ¢) Si f(z) = anz“ para |z] < 1, entonces f se extiende a una funcién

n>0
analitica en C - {1}.

21 s
4. Probar que E =
n
1

5. a) Probar que existe una funcién analitica en D = {z/]lz] < 1} que no se

extiende analiticamente a un abierto conexo que contiene propiamente a

D.

sennz

b) Obtener la factorizacién de Weierstrass de
Tz
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2)

Marzo, 1990

. Calcule

®  dz
(a.)'/o m ﬂ>0,b>0

(b) el dz

|z|=1

Sea D = {z : |z| < 1}. Pruebe que ¢ : D — D es holomorfa y biyectiva si y
s6lo si existen zp € D, U, |U| =1, tales que ¢{z) = U lz _;Z.
—Zo

Sea {) abierto conexo. Pruebe que si f, — f uniformemente sobre compactos

en y f, no tiene ceros en {1, entonces f(z) = 0 6 f no tiene ceros en (.

Verdadero o Falso? Justifique dando una demostracton o un contraejemplo.

a) Sea f holomorfa en {1 conexo, u = Ref,v = Imf.
Si existen constante a, b, ¢ tales que au + bv = ¢ entonces f es constante.
b) Sea f(z) holomorfa en un abierto @ f # cte, 0 € Q, (0} =0
Entonces existe m € N, U abierto, 0 € U tal que para cada z € V =
J{U) z# 0 existen m preimagenes; card (f73(z)) = m.
c) Si 82 abierto, f, — f uniformemente sobre compactos en {1, f, holomorfa,
Vn en 2. Entonces f es holomorfa en £} y f,(;k) — ftkl unif. compactos

Vke N.

. Pruebe que si f(z) es entera y |f(z)] = 1 si |z| = 1 entonces f(z) = uz" con

lu| = 1,n € N U {0}.

Determine todas las funciones racionales f(z) en C, tales que [f(z)] = 1 si

[z} = 1.
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Diciembre, 1991

1. Hallar una aplicacién conforme biyectiva que transforme
={z€C:0<Rez<m e Im(z)>0)en D={2€C:|z] < 1}.

2. Sea f : C — C entera tal que |f(z)] < /™=,

+oo

d (f(2)\ _ (=) f(n7) :
Mostrar que para z & 7 Z, o (senz) = Z P donde la serie de la

derecha converge uniformemente sobre todo compacto K ¢ C que no intersecte

anZl.

(si ¥a(t) = (n + })me* para t € [, 7] considerar la integral
k3 ] f(z)dz
2ri )., senz(z — z)?

Deducir, cotag(z) = - + Z . VagrnZ.

n=1
3. Sea f analitica en un abierto de C, € que contenga al disco unidad cerrado
{z :|2] <1} y tal que |z] = 1 = |f(2)] = 1. Demostrar que f es racional.
{Puede ser mds especifico sobre la forma de f?
dr  2n
2 +17 33

5. Sea f meromorfa en 0, abierto en C. Si el conjunto de los ceros de f en Q es

“4. Probar que /
0

{a;}32, v el conjunto de los polos es {5}, ;Por qué tales conjuntos son nece-
sariamente numerables? Probar que para toda curva 4 cerrada, C! homologa a

cero en {1, vale

-

! =), _

donde cada cero y polo es contado tantas veces como su multiplicidad.
Deducir que si f : @ — f(£2) es inyectiva y si f(20) = wo con 2y € (! entonces

existen €> 0 y é > 0 tales que
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1 f'(z)

— ——— zdz.
2m |z—zg)=¢ f(Z) —w

w—wo| <= fT(w)=
Marzo, 1992

. Dados a;,aq,...,ay, € C, con |a;| < 1,7 =1,...,m sea

f(z) = I, =2

=] Gz

Muestre que si a € C, la| < 1, f(2) toma el valor a exactamente m veces en
{z : |z] < 1}. Muestre ademis que si {a| > 1, la ecuacién f(z) = a tiene m

raices en {z : |z| > 1}.

. Sean U un abierto en C, zg en U y sea f(z) una funcién analitica en U — {z}.
Pruebe que si z; es una singularidad esencial de f(z) entonces la imagen de

V — {2}, donde V es un entorno de z; contenido en U, es densa en C.

. 51 a €R, calcule

+o0
] cosSax do.
oo 2+ 22

. Verdadero o falso?. Justifique su respuesta, dando una demostracién o un con-

traejemplo.
(i) Existe f(z) analitica en U = C —[-2,2] tal que en U, f(2)* = 2* — 4.
(ii) Eidisco {z : |z2| < 1} es el mayor abierto conexo que contiene al 0 donde

nor.:

e (1 + z"), define una funcién holomorfa.

. Sean 29,2 € C— R ysean Ag = {m +nz:m,neZ}ly
Ay = {m +nz : mn € Z}. Determinar todas las funciones holomorfas

f: C — C tales que

f(z+X) = f(z) € A,Vz € C, VA€ Ao
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Diciembre, 1993

- Sea f entera, P(z) polinomio en C, tales que |f(z)] < IP(z)| Vz € C. Probar

que f es un polinomio.

. Sea D un abiertode C,y f: D — C continua en D y analitica en D) — L, donde

L es un segmento en D. Probar que f es analitica en D.

- Sea G abierto de C,f : G — C analitica e inyectiva. Probar que f(G) es
abierto, y que f~!: f(G) = @ es analitica.

- (a) Dar el desarrollo en series de Laurent alrededcor de z = 1 de la funcién

(= +2)°

z? -1

fz) =

(b) Encontrar y clasificar las singularidades de la funcién

1
rcos(z)

g(z) =

En el caso de los polos, calcular el residuo correspondiente.

*  az
o 1423

(c) Calcular

Marzo, 1994
. Probar que toda funcién entera con un polo en oo es un polinomio.

. Sea a € C, |a| # 1, calcular

n
(1 = 2acosp + o) dyp
0

. Considerar un polinomio en dos variables de grado n € Z con coeficientes
complejos P(z,w). Supongase que wy es elegido tal que todos los n ceros de
z — P(z,wo} son distintos. Usar Rouche para probar que la misma propiedad

vale para todo w en algin entorno conveniente de wy.

24



.(a) Sea D = {z € C : |z] < 1},5' = {z € C : |z] = 1}. Hallar todas las
funciones meromorfas en C U {c0} no constantes y analiticas en D tales que
f(8') C S'. (Observar que para |a| < 1 f(z) = (z—a)/{1 — @z) es una de tales
funciones).

(b) Cual es la respuesta a la misma pregunta pero tomando en lugar de D el

semiplano superior y en lugar de S la recta real?.

. Hallar alguna transformacién conforme g (i.e. analitica con inversa analitica)
que transforme {z € C: [z —1] < 2} N {z € C: |z| < 2} en el disco abierto
{z€ C: |z <2}

Julio, 1994

. Sea ! = C — [~1,1]. Definir una funcién g :  — C analitica en Q tal que
Vzefd g*z)=1- 2%
Sea v curva cerrada en {1, continuamente diferenciable. ;jcudles son los posibles

valores de [ g(z)dz?

. Sea {2 abierto en C; f: ! — C analitica; sea @ una singularidad aislada de f.
Probar que a no puede ser un polo de ef. Deducir que si Ref es acotada supe-
riormente en un entorno reducido de a entonces a es una singularidad evitable
de f, y que la misma no ocurra si se reemplaza acotada superiormente por

acotada inferiormente.

.SeaQ={2€C/-1<Rz<1}, D={2€C/f|z]<1}. Hallar f: 02 > D

biyectiva y analitica en Q)

; ; ® e v :
. Partiendo por ejemplo de que / e dz = 5 calcular las integrales de
0

Fresnel/ cos(:.:z)dz';] sen(z®)dz.
0 0
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5. (a) Si f analitica en {z/]z — 20| < 6} con § > 0 y si f'(z) = 0, entonces f no

es inyectiva en ningin entorno de zq.

(b) Més generalmente, si § > 0 y si f es analitica en {z € Cf[z — 2| < 6}
satisface f'(zg) = f"(20) = ... = f™V(z) =0 y que f{™(z) # 0, entonces
mostrar que 3 £ > 0 tal que jw — f(25)] < € = la ecuacién f(z} = w tiene k

raices distintas en {z/(z — z0) < 6}.

i"._:iNoviembre, 1994

1. Verdadero o Falso? (Responda con una demostracién o un contraejemplo.}
(a) Si f'(z0) existe, entonces f”(zo) existe.

(b) Si f es meromorfa en una regién simplemente conexa {1, entonces E'Z- =f

tiene una solucién ¢ meromorfa en {1 sii los residuos de f en {2 son todos cero.

(c) Toda funcién continua de un disco cerrado D C C es limite uniforme de

funciones analiticas en D.

2. Describa:
(a) Todos los valores de (1 + i)'
(b) Todas las transformaciones conformes de la regién 0 < arg(z) < 7 sobre el
disco unidad.
3. Sea f analitica en una regién que contiene a una curva simple cerrada T, sea ()
el interior de I' y supongamos que f es 1-1 en {.
(a) Demuestre en detalle: f(f) es abierto en C.
(b) Demuestre en detalle: f~': f(Q)) — Q es analitica.
(c¢) Demuestre: para todo z € f({)

a1 [ wf(w)
S = 27t Jr (w)-—zdz'
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. Sea P(z) un polinomio de grado > 3 con raices simples. Demuestre la “férmula

de interpolacién de Lagrange™:

) IO

{z:FP(z)=0}

Teol w2
J
Tn z

donde I'y es el borde del cuadrado limitado por las rectas z = £(N + 1),
y=+(N+1).

. {a) Calcule la integral

(b) Calcule la suma de la serie Z A

n=1

n?’

Marzo, 1995

. Construya una funcién entera f tal que f(n) =n" ¥Yn € N.

. Probar que si P(z) = 2" +an-1 2"~ +...+ @12+ ao tiene todas sus raices simples
entonces existe § > 0 tal que si |(an—1,..., @1,80) — (bu-y, ...b1, bo)| < & entonces
Q(z) = 2" 4+ b,_12"" 12" + .. 4 byz + bp tiene la misma propiedad.

Senx

. Calcular f0°° dz.

. Sea f entera, sea P un polinomio. Probar que si |f(z)] £ P(|z]) Vz € C

entonces f es un polinomio.

Que puede afirmar sobre f si |e/t?)| < P(|z]) Vz€ C ?

. Supongase f € H(Q), ) abierto en C tal que {z € C : |z|] < 1} C &L
Supongase ademas que |f(z)] < 1 si |z| = 1. Cuantos puntos fijos puede tener

f?en D={z/|z| < 1}.
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FUNCIONES REALES

Diciembre, 1980

1. Sea ge L([0,1], ¢), p = medida de Lebesgue, tal que
1
[ s <clipl,  p21

Vi, simple medible. Probar que g € L*([0,1], ) con 1/¢+1/p = 1.

2. Sea (X,u) espacio de medida,
fm:X—=C medibles tal que f, — { puntualmente

y I fu li=ll £ s, 0 5” f |li< oo. Probar que para cada F, C X

medible se cumple

a’) sz lfn] - fpz Ifl
b) fy lfa=flds =0 = oo

3. Sea v una medida de Borel compleja en R ; u = medida de Lebesgue, probar
que existen iinicas vy, vy, ¥, medidas complejas de Borel en R tal que v =
v + ¥ + vz con vy € p, v puramente atémica, v, singular con respecto a

y medida de puntos ceros.

4. Sea V = {f:[0,1] — C, continuamente derivables}

Il = suplf(z)l, Hflh =f0 [f()ldt,  Ifll-x = suplf'(z)]-

Probar que (V,{[|lo) ¥ (V.|| |l1) es un espacio de Banach y que (V, || {lo+] ||-1)

es un espacio de Banach.
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Diciembre, 1981

1. Supongamos {fu}32, € LP(u), lfa—fll, —n 0 f € LP(4) y ademés fu(X) -,

g(z)  a.e. ;Qué relacién existe entre f y g7

(X, 1) es un espacio de medida arbitrario y p es una medida positiva en X,1 <

P < oo,

2. (X,pu) comoenl), 1<p<oo, felP(y), {fi}2 CLP(x), fulz)— f(z)
a.e. y ademas | fu|[, — ||fll,. Probar que ||f. ~ fll, = 0 (n — o0).

3. Sea S™! la esfera unidad en R"™. Para cada z € R” pongamos z = ru
r € Ryo, u € S, Denotemos con m la medida de Lebesgue en R™ y definimos

una medida o en S™"! por: si A C ™! es un boreliano, ponemos
A={rujpe A 0<r<l}

y luego o(A) = nm(A)

Probar que para toda funcién f en R"™ no negativa y boreliana se cumple que
P g y q

f ,fam= fﬂm( o f(ru)do(u))r™dr.

4. a) Dar un ejemplo de una funcién f € LYR) tal que f € L'(R) y sin
embargo [ € L'(R).

Hemos tomado

Fly) =( /R ] flz)e™=¥dz) (2 ), Vy e R

b) Mostrar quesi f € L'(R") es invariante por rotaciones entonces f también

lo es.
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Julio, 1982
1. Sea o un mimero irracional

a) Si f: R — C es continua y periédica de periodo 1. Probar que

1 L1 E
Jo f(2)de = Jim [ Z f(na)]

Ayuda: Considerar el caso f(z) =e k entero).

anikz (
b) Probar que vale la misma férmula si f es igual a la extensién periddica con

periodo uno de la funcién caracteristica de un intervalo contenido en [0, 1].

c) Probar que si A C [0,1] es un intevalo abierto, entonces existen infini-
tos nimeros naturales n tales que n, — [n.] pertenecen a A4, [y] =

parte entera de y

2. Sea (X, u) un espacio de medida. Sea f, : X — C una sucesién de funciones

medibles que convergen “almost everywhere” a una funcién f: X — C

a) Probar quesi fu € Ly(X, u) (1 < p < +0) ¥ [fully(n —» 00)[}f]ly, entonces
1fn = Fllp = 0 (r = ).

b} Mostrar mediante un ejemplo que esto no vale si p = +00.

3. Para cada uno de los enunciados indicar st son verdaderos o falsos. En caso de

falsedad mostrarlo mediante un ejemplo.

a) El teorema de Egoroff es vilido para (R, ), ¢ = medida de Lebesgue en
R.

b) Si f:[0,00) = R, es integrable Riemann en cualquier intervalo finito y

N
lim [} f(z)d=z

N—=x

existe, entonces f es integrable Lebesgue en [0, 00).

+oo

4. Si f: R — C es integrable Lebesgue y si g{x) = flz+ y)f(y)dy.

Mostrar que g(a) > 0 para todo @ € R.
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- Probar que el espacio normado (V, ||||) con V = {f:[0,1] = C de clase C?} y
A= 1o + 117 oo (Helloo = supogye; {|A(z)]}) no es un espacio completo.

Marzo, 1984

. Sea (X, M, u) un espacio de medida, f una funcién integrable. Probar que para

cada £ > 0, existe A medible, de media finita ta) que;

i) fX—A [fldp < ¢

ii) f es acotada en A

Ayuda: p{z: |f(z)] > A} < Lifll,

- Sea f: R — R absolutamente continua ¥y ¢: R — R absolutamente continua

y monétona creciente. Probar que f o g es absolutamente continua.

. Sea i la aplicacién canénica de LY(R,m)en (L')**. Probar que i no es suryectiva.

(R = mimeros reales, m = medida de Lebesgue).
. Sia >0, calcular

/ (sen(a;y) V2dy.
R ¥

. Sea X un espacio métrico compacto. f¢ una medida positiva y boreliana en

X, con u(X) < 400,

Sea (f,,,.);‘f_’__1 una base ortonormal de L2(X, z), defina

Ka(s,t =3 fA8)T.(8) ¥ Ha(s) = fX Ka(s, £)] i
r=]

Para cada g € L*(x, y) sea,
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n

Su(02) = Y 0, @) = [ Kol o)y

k=1
Si zo € X es fijo, mostrar que la sucesién de sumas parciales S,(g, o) estd
acotada para toda g € C(X) (por un nimero que depende de g y zo) si y sélo

si la sucesién numérica H, (o) es acotada.

Notacién. C(X) = {f : X — C, continua }, con (g, f) = / 9y} f(y)dp.
X
Marzo, 1985
. (X,M, p) un espacio de medida, f,, f : X — C medibles tal que:

fn = f puntualmente, {fu(z)| <M Vz,n y p(X) < +4oo

Probar, sin usar el teorema de convergencia dominada, que

[ 10 fldu o,

X

. (X, M, ) un espacio de medida con p(X) = 1, ysea f : X — [0,+00)
integrable
Probar que:

a) Si A(z) = (1 + f(x)?)"/?, entonces b € L(X, u)
b) Sic= [, f(z)du(z), entonces (1 +¢*)'/* < [ (1+ f(2)?)/2du(z) < 1 +e
. Sea D ={z e R":|lz| £1}

C(D) = espacio de funciones complejas continuas en D. Si f € C(D) sea

t(f) : R* — C definido por



a) Probar que i : (C(D), ||lle) — (L}(R",dz), {|||1) es continuo.
b) Si H C (C(D), |lll) es compacto, entonces H es equicontinuo.

c) Sea H un conjunto de funciones continuas de R™ en C de soporte contenido

en D, tal H pensado como subconjunto de C(D) es compacto, entonces

{Fy:f€ H} esequicontinuo donde Fy(x) = Jon f(z + 8)f(s)ds

4. Sea (X,M,p), u(z) =1, y f € Li(X,p) tal que
Jx 11+ 2f(z)|du(z) > 1, ¥z € C. Probar que Jx f(z)du(z) = 0.
Ayuda:

1m(——--——“+f""l)=%(z+z)

t—0
5. a) Enunciar el teorema de Radon-Nikodym.

b} Enunciar un teorema, para el cual una demostracién use el teorema de

Radon-Nikodym. Bosquejar la demostracién de este teorema.

6. Calcular

a)/ / e~ Yo dy
0

b) Probar que/ e~ ds =

1
— A>0).
0 5 & (A>0)

SIS

Diciembre, 1985

1. Sea 4 la medida de Lebesgue en [0,1)y F = [0,1/2]. Sean fi(z)= 2xr(z) —
1; fa(z) =
Sean pi(E) = [ fi(z)du(z) (E C X medible Lebesgue).

a) Probar que uy <

b) No es cierto que: Si y;(E) = 0, entonces gy(E) = 0
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c) 2 no es equivalente a ;.

2. Sea X ={z€ C: |z} =1} = {: p € [0,2r]} con la topologia usual. Probar

que existe una medida de Radon g regular en X tal que

i) u(z) =1

i) u(zA) = u(A) para todo A medible.
Nota: zA = {zw, w € A}

Deducir que si v es una medida de Radon en X que satisface i) y ii) entonces

para toda f funcién v -integrable, se tiene que

/fzwdv jf ydv(w) ¥z € X.

Probar que si v es una medida de Radon que satisface i) y ii) entonces existe

un numero real a tal que

v(E) = au(E) para todo E boreliano.
Ayuda: Usar y justificar la igualdad

Ix [y fzw)du(2)dv(w) = [y [ f(zw)dv(w)dp(z) para todo f continuaen X.

3. Sean n > 2y (Y;, M, 1t;) i=1..n espacios de medidas o-finitos.
Sea X = Y; x ... x Yy con la medida producto pu.

Sea E; = Y; X ... X Yi_1 x Yiy1 % ... x ¥, con la medida producto que denotaremos

por ;.

Sean fi,...,fn : X = R > 0 p -medibles tal que f; no depende de z; esto es

f:‘(ﬂfl, ---,Ii—l,Ii,$i+1---$n) = hi(-’h, sy Tty 1‘:‘4-1,%)
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Si para todo 1, S es fi; - integrable probar que

flzy..x,) = I fi(21..2,) es p - integrable y Jx fdp < (By...B,)Y"*-! donde
B'- = fE. -fl:n-ldﬁll'

Ayuda: Induccién en n, justificar y aplicar una desigualdad de Hélder conve-

niente a [, fdu = f},"(.]'E"(f1...f,,.ﬂf,,d,fiﬂ

4. Sea (f,)%2, una sucesién en LP(X,u),0 < p < oo que converge puntualmente a
la funcién f.
a) Probar que si 1l < @ < 400 ¥n, entonces J € LP(X, ).
b} Dar un ejemplo con p =1 donde || f,]l; no converge a [{f]],.

) Si ademis f € 17 y ||fully ~ |Ifll, probar que [f, ~ fl}, — 0 cuando

n— 00.

Marzo, 1986

1. Sea ¢ : [a,b] — R absolutamente continua. Para cada [e, d] C [a, b] definimos
w(le,d)) = max {le(2) - o(y)l, 2,y € [c,d]}

a} Probar que para cada € > 0, existe % > 0 tal que si (Ja;, &), es cualquier

familia de subintervaios disjuntos de [a, ] con Z(b,- — a;) < &, entonces

Zw([% bl) < e

b} Probar que w(g(le, ) = w(jc, d]
¢} Siw(E) =0y E C [a, b] entonces w(p(E)) =0

d} jVale la afirmacién ¢) para cualquier ¢ monétona?.
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e) Dar otra demostracién de c) cuando ¢’ es acotada en [a, d].

2. Sea f : [a,b] — C continua. De acuerdo a su definicién de integral de Lebesgue,
probar que [ es integrable Lebesgue y que la integral de Lebesgue de f coincide

con la integral de Riemann de f.

3. Sea ¢ : [a,b] — [, d] creciente, biyectiva de clase C'").

Justificar que para toda f € Li([c,d], m) entonces h(z) = f(p(z))p'(x) es
integrable Lebesgue en [a,b] y que vale la igualdad f: fle(z))¢' (z)dm (z) =

I £(y)dm(y).

4. Sea f :[0,c0) — R continua.

n

a) Probar quesi f es integrable Lebesgue en [0, c0) entonces lim flz)dz =
=00 +]
fdm.
[0.00)
b) Dar ejemplo de f tal que lim fdzx existe y sin embargo f no es inte-
n—oo 0

grable Lebesgue en [0, o0).

c) Si lim f |f|dz existe, entonces f es integrable Lebesgue en [0, 00).
n— o0 0

5. Sean (X;)%2, una sucesién de espacios métricos compactos. Sean g, medidas
en X; de Radon (= regular y boreliana) tal que x;(X;) = 1 para todo i. Probar
que existe una tnica medida de Radon p en X =2, X; tal que si A; C X, es
cerrado para todo i, entonces p(A) = 12, u;(A;i), donde A = 172, A;

Ayuda: Si fi : X; — C es continua. Sea f;(z) = fi(z:), fi:X-C,
z; = proyeccién de z en la i-coordenada.

SiV={f:X—C: f=un producto finito de f:-s}, entonces.

a} El subespacio generado por V es denso en C(X).

b) Sl T]"'?n = _g-ij“'gi, entonces H?:lv‘li(fi) = H;:x#i_,‘ (gij)‘
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Marzo, 1987
1. Seap:Z — Ny u, la medida en Z dada por u,(n) = p(n).

a) Probar que si f: Z— R, f(n) = a, entonces f es p,- integrable <>
Z]anp(n)I < 0oy en este caso [ fdu, = 3 a(n)p(n).

neZ
b) Sipi: Z — N, pi(n) < ps(n) Yn, jes L*(Z, ptp,) un subespacio cerrado de

LY(Z, )7
2. 3ea (X, p) un espacio de medida, a,b € Ra< b,y f: X x (a,b) = R tal que
a) sit € (a,b) f(z,t) € L'(X,du(z))
b) si z € X existe %f(a:, t) y es continua en (a,b)
c) gtf(a: t) € L'(X,dp(z)) y para cada to € (a,b) existe g, € L'(X) y Vi,
un entorno de tg tal que |-i%f(.1:,t)| < gt (x) parat € V.

Probar que ‘%f fl=z,t)du(z) existesit € (a, b) y coincide con - %f(x,t)d,u(z).
X
3. 5i f,g € L'(R") sea (f * g)(z) = [, f(t)g(z — t)dt.

a) Pruebe que fxg € L'(R™) y lIf *alli < |Iflll9lx

b) Paray € R, f € L'(R*) sea L, f(z) = f{z —y). Pruebe que la funcién
$(y) = L, (f) ¢ : R* — L'(R") es continua. Pruebe que f * g es continua
en R".

4. Sean I' = {(an)|as € C, T |aa| < o0} ||{an)]l1 = 3 |an]
co = {(bn)|bn € C|r}|i_111mlbn| =0}, [I(ba)lleo = sup |by] .

Pruebe que existe un isomorfismo: ! — ¢j (el dual de ¢y} que preserva normas.

5. Responda, en dos de las tres afirmaciones siguientes si son verdaderas o falsas.

Justifique con una demostracién o un contraejemplo.
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a) Si fo,f € L'(X,p) y fo — f uniformemente = [ fudy — [ fdp
b) Si f € C'[0,1] {0 sea f tiene derivada continua en (—¢, 1 + €) para algin

€ > 0) existe una sucesién de polinomios p,(t) tal que
méxﬂ§t51|}7n(t) - f(O)]+ méxOgsﬂP:;(t) ~ Jal)] o O

c) Sea f: R — C de clase C*), f(z +27) = f(z) =z € R. Entonces la serie

de Fourier de f converge uniformemente a f.

Marzo, 1990

1. a) Sea f € L'([a,b]). Pruebe quesi 7 f=0 Vz € [a,b] entonces f(z) =0

para casi todo z € [a, b].

b} Sea

f(=) =

z?senl size(0,1)
0 siz=20

Es f de variacién acotada en [0,1]?. Es f absolutamente continua en

[0,1]?

2. Pruebe que st f, — f en LP(z,1) y g» — g en L*®(z, u) entonces

fagn — fg en LP(z,u), 1<p<oo.

3. a) Probar el teorema de Lousin: sea f medible en [a,}]. Entonces para cada

e>0 3 ECla,b], |E] <etal que fljqt-E €s continua.

b) Probar que si ¢ = 0 el resultado anterior no es siempre cierto.

4. Sea fel’(R"), g € LP(R™). Probar que si
(F+9)@) = [ fa-v) 9 Wiy

entonces fxg € LP(R*) y Hf *glls < {Ifll1 llgllp-
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5. Probar que L?[0, 1] es de primera categoria en L'[0, 1],

Sugerencia: Pruebe que {f € L'[0,1] / f 1f1? < n} es cerrado en L'e,1] y

tiene interior vacio

Diciembre, 1991

[—

. Enunciar y demostrar el teorema de convergencia dominada enunciando también

los teoremas o lemas que use en la demostracién.

. Calcular z %

n=1

o]

Ayuda: por ejemplo, calcule los coeficientes de Fourier de f(z) = 2% en [, ).

3. Probar que no existe f medible en R", integrable sobre compactos tal que

frn f(2)o(z)dr = ¢(0) para toda ¢ continua de soporte compacto.

4. i) Probar quesi f es absolutamente continua en [a, b] entonces es de variacién

acotada en [a, b].

ii) Dar un ejemplo que muestre que la reciproca no vale.

o

. Sea f € L"(Q, A, 1) y ¢ > p. Probar que

D) 1flle < AP 112,
ii) 5i 0 < ¢ < ||f|loc entonces 1flle 2 e(u{z : |f(x)| > c})V/o.

i) tim /], = I o

Marzo, 1992

1. Hacer uno de los siguientes dos ejercicios:
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1-a) Probar que si fy — f en LP(R*),1 < p < o0, gi — g puntualmente y
”gk"oo <M < 00 Vk, entonces fkgk — fg en LP(R")

1-b) Sea {pn} una sucesién de funciones absolutamente continuas en [0, 1] tales
que ©,(0) Yny ¢}, — 1 uniformemente en [0, 1]. Probar que {¢,} converge

uniformemente en [0, 1] a una funcién absolutamente continua,

2. Enunciar el teorema de Radon-Nikodym y demostrar la unicidad.

3. Enunciar el teorema de descomposicién de Lebesgue y demostrar la unicidad.
4. Sea k:[0,1] x [0,1] — R y sea Tf(z) = [) k(z,y)f(y)dy.

a) Demostrar que si k(z,y) es una funcién medible Lebesgue tal que
J3 [k(z,¥)|dr < ¢ para casi todo y € [0,1], y f € L?[0, 1] entonces T'f es
medible en [0,1] y j: |Tf(x)|dz < oo.
b) Suponiendo que k(z,y) es continua probar que:
(i) Si f € L*[0,1], entonces T f es continua en [0,1].
(i) La familia {Tf/|| f]l: < 1} es equicontinua.
(iii) Para toda sucesién {f,} tal que |f,|z2 < 1 existe una subsucesién

{fn;} tal que {T [} es uniformemente convergente en [0, 1).

Diciembre, 1993

1. Supdngase 1 <7 < p < s < oo. Probar que f € L'(R)N LYR) = f € LP(R)
y acotar || f||, en términos de || f||», ||f]|s-
2. Sea E C R", F medible Lebesgue tal que |E] > 0.

(a): Construir para cada t tal que 0 < ¢ < |E| un subconjunto E; de E de modo
que:

|Esj=tpara0 <t < |E|yquet<s= E, CE,
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(b): Suponga E # 8, mostrar que la construccién puede hacerse de modo que

para todo t > 0 }E'.- # 0.

. Sea para f € LP(0, 00), F la funcién definida por

F(z) =g /Uz' f(s)ds

Mostrar que la férmula anterior efectivamente define una funcién F y que

HFNl, < plp— 1) £l

Ayuda: Suponer primero que f > 0y que f € C.(0, c0), integrando por partes

obtener

/; " FP(e)dz = —p /0 " P (2)e F(2)da

Notar que zF’ = f— F y aplicar la desigualdad de Holder a fﬂw FP=1f. Deducir

luego el caso general.

. (a): Sea g : R — R de variacién acotada en R. Probar que existen los limites
A2.9)

(b): Sea ¢ : [a,5] — R continua en [a,],a,b € R; a < b. Supdngase ¢ : [a,b] —
R de variacién acotada en [a,d]. Sea = = {to,tl, o tu}; a=to <ty <tp < ... <
tn = b una particién de [a,d]. Sea

Se(®) = Y $(tin)lg(ti) — g(tis)]
1<i<n
Probar que existe el limite segtin la norma de las sumas de Riemann Stieltjes

5(#), esto es que existe un (dnico) nimero S(¢) C R satisfaciendo que
Para todo € > 0 existe § > 0 tal que ||7]| < § — |S,(¢) — S($)] < oo.

Este limite S(¢) denotado por f: ¢ dg es llamado integral de Riemann Stieltjes.
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(b): Nétese que si ¢ es mondtona no decreciente en R (esto es z < y = g(z) <
g(y)) la formula A(g) = ffq& dg define una funcional lineal positiva sobre
Co(R) y entonces por el teorema de representaciéon de Riesz existe una tnica

medida de Borel positiva yu, tal que

b
a6 = [ edu
Describir la medida g, para los casos g(z) = [z] y g(z) = = — [z]

. Probar el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue: Sea {f,}nen
una sucesién de funciones medibles de R™ en C. Sea g : R* — C medible
y tal que [p.lg| < oo, supongase que |fn(z)| < |g(z)| p.p. = € R® y que
ﬂIi’rgofﬂ(m) = f(z) p.p. z € R". Probar que

li g - im f,(z)dx
mRnf(:J:)da: /Rl fu(z)d

n—00 n N—0C

Marzo, 1994

. Sea (X, p£) un espacio de medida, ¢ medida positiva. Sea f : X — (0, +00) una
funcién medible tal que [, f = ¢ < +co. Probar que

+o0 sil<a<l
limnyoo [, nlog(1 + (£)*)dpe={ ¢ sia=1

0 s1] < o< +4o0.

Ayuda: Calcular lim n log(l + (M)a)

n—o00 n

. (a) Sea f : [a,b] — R absolutamente continua y estricta mondtona creciente.

Probar que si E es medible, f(E) es medible

(b) Probar que si f es absolutamente continua en [a,b] V(z) = V(f,[a,z]) es

absolutamente continua en [a, b].
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3. Sea f medible en [0,1] y sea g(,y) = f(z)— f(y). Probar que g : [0,1]x[0,1] —
R es medible y-que g € L’([0,1] x [0,1]) sii f € L'[0,1].

4. Probar que dados f € L*[0,1],¢ € L'[0,1] y € > 0 existe una ¢ € Ci0,1] tal

que

I_/O (f — p)gdz] < ¢

Observar que entonces C[0,1] es denso en L>[0, 1] respecto de topologia cuya

base de entornos estd dada por

Vietsgne = {h € L2[0,1]: | f (f - Bgidzl < ¢ Vi=1,n}
donde g, ..., g, € L'[0,1].

5. Sean A y B conjuntos medibles contenidos en [0,1] v tales que m{A) > 0y
m{B) > 0. Probar que x4 * x5 dada por

Xa* xB(z) = /0 xa{t)xs(z — t)dt

es una funcién continua. Integrando y. * xp deducir que y 4% # 0. Concluir

que A + B contiene un intervalo.

Julio, 1994

En ejercicio 1 LP(R) significa L” de los niimeros reales con la medida de Lebesgue.

1. Sean f, una sucesién en LX(R),f € LX(R) tal que: ||f,]l2 converge a ||f|[2,
para toda g continua a soporte compacto, (f,,g) converge a (f,9).
Probar que || f, — f||2 converge a cero cuando n tiende a infinito.

2. En este ejercicio L' representa L'((0,1],du). Sea f: (0,1} ~ C continua y sea
an una sucesién en (0, 1], que converge a cero.

Probar que:
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a) Si f € L', entonces [, f du = limp .o [ f(z)dz

b) Si lim,_,, f:" f(z)dz existe, puede que f no pertenezca a L!

c} Si lim, o, _];ln |f(z)|dz existe, entonces f € L.

- Sea u una medida de Radén en R tal que g#{p} = 0 para todo punto p en R.

Probar que para cualquier a tal que 0 < a < p(R), existe X contenido en R, u
medible, de modo que u(X) = q.

- Sea 1 < p < ooyseay e (IP). Probar que existe f en [P tal que [ul| = |u(f)].

. Enunciar y demostrar el teorema de Hahn Banach para espacios normados

reales. -

Noviembre, 1994

. Sea f medible (Lebesgue) en R, con 0 < [f(z)] < 1 pp. =z vy sea I, =
Jrlf(z)|"dz (< co Vn € N. Mostrar que I, tiende a cero 6 a infinito (cuando

n — oo) y dar ejemplo de cada caso.

. Mostrar que log z est4 en L?{0,1) V¥p < o0,y deducir (considerando traslaciones
racionales) que la interseccién de todos los LP(R) con p < oo contiene una f

que no es esencialmente acotada en ningdn intervalo (a,8) C R (con a < b).

- { Puede una o-dlgebra (de subconjuntos de un conjunto dado) ser infinita nu-
merable?. ;Y puede tener cualquier otra cardinalidad prefijada?. Describa los

casos posibles (si le es posible).

. { Puede una funcién continua en toda la recta tener derivada sélo en un punto?.

i Y sélo en los puntos irracionales?.

- Decir si la siguiente afirmacién es correcta: una funcién [ es absolutamene

continua en un intervalo [a,b] si y sélo si para cada ¢ > 0 hay un 6 > 0 tal
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que fo(bk) — f(ax)| < € para toda sucesién de inervalos [ax, b) C [a, b} que
k=1

o

cumpla E(b"‘ —a;) < 6.

k=i

Marzo, 1995

. Sea (g, M) una medida regular, boreliana, completa tal que la medida de
cualquier compacto es finita, en el conjunto X de los nimeros reales. Pro-
bar que si ademds, g es invariante por traslaciones, esto es u(A + z) = uAd
para cada A € M,z € X, entonces g es un miiltiplo positivo de la medida de

Lebesgue.
. Enuncie y demuestre el teorema para 1 < p < oo, el dual de L? es LY.

. Por definicién, una sucesién de funciones f, en LP{(1 < p < oc) converge
débilmente a una funcién [ € L? si para toda ¢ € L7 la sucesién numérica

J fa g convergea [ f g (Como es usual ;+ T=1).

Probar que si f, converge débilmente, entonces || f, ||, es una sucesién numérica

acotada.

Probar que si f, es una sucesién en L?,p > 1 que converge puntualmente a una
funcién f, y la sucesién numérica || f,||, es acotada entonces f pertenece a L” y

la sucesién f, converge p > 1 débilmente a f en LF,

Dar un ejemplo de una sucesién en L?[0,2n] que converge débilmente a cero y

que no converge puntualmente.

Probar que en un espacio de medida finita convergencia uniforme implica con-

vergencia débil.

El siguiente ejemplo, muestra que en la dltima afirmacién la hipétesis de medida

finita es necesaria. Sea X los niimeros reales con la medida de Lebesgue usual.
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Sea f, = 2x[1,ezp(n)] Es obvio que f, tiende uniformemente a cero y que f,
pertenece a [P para todo p > 1. Sea g := i paraz > 1,y g:=0parazxz <1,

verificar que g pertenece a LY(R) para ¢ > 1 y contintie.

4. Sea V un subespacio cerrado de L!'(S!') tal que la serie de Fourier de cada
elemento de V converge absolutamente. Probar que existe una constante finita

C tal que
[ Ifees < NI ¥ fe v

neg
Ayuda: Aplicar el teorema del grafico cerrado a la inclusién de V en el espaci(;

de Series de Fourier absolutamente convergentes.

5. Probar que !, es homeomorfo a [, @ {,.
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TOPOLOGIA

Diciembre, 1980

. Calcular homologia y grupo fundamental, de la superficie de figura 1. (Nota: se

supone que los planos son infinitos).

. Sea M una variedad diferenciable, compacta y orientable de dimensién tres.

Probar que si es simplemente conexa tiene la homologia de la esfera de dimensién

tres.

. Describa el cubrimiento universal y calcule el grupo fundamental del espacio de

figura 2.

-

. Dados m y n enteros m > 0 y n > 1 probar que existe un espacio compacto

X tal que

0 g¢g#m
Z, g=m
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Diciembre, 1981

1. Determinar los cubrimientos universales y calcular los grupos fundamentales de

L(p,q) x S* y L(p,q) x S*.

2. Calcular los grupos de homologia y cohomologia con coeficientes enteros y el

grupo fundamental de L(p, ¢)# L(r, s).

3. a) Sea X una variedad compacta conexa y orientable tal que dim X = 2k+1.

Entonces x(X) = 0.

b) Lo expresado en (a) es cierto sin orientabilidad.

4. Calcular H.(L(p,q); 2.n) V¥ n.

Julio, 1982

1. Probar que si X es homeomorfo a un producto de esferas de dimensiones
n1, N2, .., Nk respectivamente, entonces (n;,...,n;) estd univocamente deter-

minada a menos de una permutacién,

2. Sea parar < n, S, un subespacio de 5™ homeomorfo a la esfera S”. Pruebe que
Z g=n—-r-1

sir:n, S,:S“yquesir(n Hq#(Sn——S”Z)-_—
0 ¢g#n—r—1

3. Pruebe que si X es una variedad compacta orientable de dimensién n y B;i(X) =

j-ésimo nimero de Betti de X entonces 8;(X) = B,_,;(X).

En los ejercicios siguientes determine si las afirmaciones son verdaderas, dando

una demostracién en caso afirmativo y un contraejemplo en caso negativo.

4. Sinespary p: P" = X es un recubrimiento entonces P es un homeomorfismo.

Y si n es impar?.
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5. m(P?#P3) es finito. (# indica suma conexa).
6. 51 X e Y son espacios CW conexos y Ta(X) 2 7,(Y) para todo n, entonces X
e Y son homotépicamente equivalentes.

P" es el proyectivo n-dimensional (real).

Marzo, 1984

1. Sea K la unién de dos circulos disjuntos (circulo § ') en R probar que =, (R® ~
K) = m(5% ~ K) y computarlo.

2. Calcular la homologia de S® — Y donde ¥ = (SPVEYU, S pgr 21
(como en el dibujo) donde f : {a,0} C SPUST > 57
fla)= A, f(b) = B (A#B)

3. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas justificando su re-

spuesta.

1

1) La tinica variedad topolégica compacta contrictil es un punto.

ii) Toda variedad orientable es el cubrimiento doble de alguna variedad no

orientable.

i) Si f: CP™ — CP" es una funcién continua, entonces tiene un punto fijo.
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iv) 8i U, V son subespacios homeomorfos de 5™, entonces U abiertoen S™ = V

abierto en S

. Probar que si M es una variedad topoldgica compacta y orientable de dimensién

n, con n par y no divisible por 4, entonces x(M) es par.

Marzo, 1985

. Demostrar que no existe una funcién continua J 5 = 8 que preserve

antipodas; es decir tal que f(—z) = —f(z)Vz € §?

. Sea CP? el espacio proyectivo complejo de dimensién 3. Calcular su homologia

y caracteristica de Euler, H,(CP?) y x(CP3) (coeficientes en Z).

. Sean M y N variedades topolégicas con frontera ysea g : M — N un homeo-

morfismo. Demuestre que g(0M) = AN(D indica frontera).

- Demostrar que la cinta de Mdbius cerrada y el anillo {zeBR?: 1< |2| <2}

son homotdpicamente equivalentes pero no son homeomorfos.
. Sea B la botella de Klein. Calcular r3(8).

- Sea X un complejo CW y X* su k-ésimo esqueleto. Entonces H(X*) =
0 Vg>k

. Enuncie y demuestre el “Teorema de relevamiento de caminos”.

. Sea RP? el plano proyectivo y sea I/ un abierto en RP? tal que existe un

homeomorfismo & : U — D? = {z ¢ R?: lz] < 1}.
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Sea V = h~'({z € D?: |z| < 3}) y sean pi, p; v p3 tres puntos de 9V, Sea
M el espacio que se obtiene de R P? identificando esos tres puntos. Calcular

7I'1(M).

Diciembre, 1985

1. Calcule la homologia singular ¥ la cohomologia de la botella de Kiein, a coefi-

cientes en Z (explique el método usado).

2. Sea M una variedad topoldgica conexa. Pruebe que la dimensién de M ests
bien definida.

3. Sea p(z) un polinomio, p(z) = Y gaiz',a; € Con > la, = 1. Sea C, = {2 ¢
C/llzll = }. Sea ¢(2) = 2™, m € Z.

Pruebe que si r es suficientemente grande, plc, es homotépica a ¢,|C", como

funcion: C, — C - {0}. Deduzca que p(z) tiene una rafz compleja.

4. (Verdadero o falso? Dé una demostracién o un contraejemplo segiin el caso.

a) Si M es una variedad topoldgica de dimension n y z e M \
H. (M, M — {z})~ Z.

~ “

by Sip: X — X es un cubrimiento con X conexo y existe s : X — X

continua, po s = /d, entonces p es un homeomorfismo.
c) El grupo fundamental de la botella de Klein es no abeliano.

d) Si G es un grupo abeliano finitamente generado existe un espacio topoldgico

conexo por curvas X con H5(X,Z) = G,
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Marzo, 1986

. 51 X e Y son complejos CW finitos probar que x(X x Y} = x{X).x(Y)

——

[

. Demostrar que no existe una aplicacién continua f : §2 — S? tal que f(—2) =
- f(z).

3. Sea M = RP? vV §% (unién por un punto). Calcular H,(M,Z),q > 0,

1!'1(_11{) Y TI'Q(M).

4. Sea X un espacio topolégico y S(X) su suspensién. Calcular H,(S(X)),q > 0
suponiendo conocidos H,(X), ¢ > 0.

gn

(Existe f : RP3 — S$2 continua e inyectiva?.

6. Demostrar que para cualquier par (X, A), H'(X, A;Z) es sin torsién.

Marzo, 1990

—

. Caleular Hy(X,Z), H'(X,Z) (¥Yg> 0) y m(X) para X = T?#K (K = botella
de Klein).

2. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar

i) Si f:S™ — D™ es continua entonces existe (z;,...z,41) =z € " tal que
f(.l?) = (Ila"ﬂxn)
i) n,m>1y f: 8™ — 8" x §™ continua y uno a uno.

iii) 51 M es una variedad topoldgica conexa de dimensién >3 y pe M

entonces m (M) ~ =y (M — {p}).

3. Probar que si n > 2 entonces no existe f : S* — S? continua tal que f(—z) =

—f(z) Yz € S~
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4. Sea f:RP™ - RP" un homeomorfismo local y n > 2. Probar:

a) f es aplicacién de cubrimiento.

b} f es homeomorfismo.

Marzo, 1992
1. Sea X = RP?#RP2. Calcular H,(X, Z)y H(X,2Z) Yg>0.

2. Enunciar y demostrar los Teoremas de Invariancia del Dominio y de la Dj-

mension. (Enunciar los resultados usados en las pruebas).

3. En O(n) definimos la siguiente relacion de equivalencia T ~ T} = Tisn-1 y

Tijsn-1 son homotépicas. Probar que O(n)/ ~ tiene dos elementos.

4. Decir si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones. Justificar.

Resolver sélo 3 de los 4 siguientes

a) Si f:RP" = 8" n>2 entonces f es cte.
b) 5% x §3 y D' x $* no son homeomorfos.
¢} RP* admite estructura de grupo topoldgico.

d} m,(STv S =0 Y n>2

Marzo, 1994
1. Si X = RP?#RP? hallar H{X,2,) y H'(X,Z,).

2. Sea X' conexo por curvas y localmente conexo por curvas. Un cubrimiento
P X'~ X se dice regular si p.(m (X', 2')) es normal en (X, p(z")). Sea D el

grupo de transformaciones del cubrimiento. Pruebe que

D~ m(X,p(z")/p.mi (X', ).
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3. Verdadero o falso? Justifique dando una demostracion o un contraejemplo.

(i) Sip: X' = X es un homeomorfismo local suryectivo, entonces p es un

cubrimiento.

(i) Si X es un espacio topoldgico conexo por curvas con cubrimiento unjversal

R™ entonces 7,(X) =0 Vi > 2.

(ifi) $°y 5% x S® no son homotépicamente equivalentes,

4. Sean > 1y f: D* — S" inyectiva y continua. Muestre que f(D™ — §71) es

abierto y es una componente de S* — f(s1.
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VARIEDADES DIFERENCIABLES

Abril, 1987

1. Decir si es verdadero o falso justificando su respuesta. (Elija 2 de los 3 sigu-

ientes)

R a) Si M™ es compacta y orientada toda n-forma sobre M es exacta.

b) Si M es una subvariedad embebida de N con dim M <dim N entonces M

no es densa en V.

¢) Si B es préxima a I, la identidad en Mn(R), existe A préximo a I con

A? = B (“préxima” significa que pertenece a un entorno de [ I

2. Sea M una variedad compacta y f: M — R una funcién O™ tal que 0 es un

valor regular (estoes, f~1(0) # @,y ¥p € f~1(0) df, es sobre). Probar que existe
un entorno abierto V de f7'(0) y X € x(V) tal que Vg € V, df,(X,) = %'!{9)

3. Sea TM el fibrado tangente de una variedad diferenciable M. Probar que TM

es orientable,

4. Sea f i N — M una aplicacién C*. Sea (P,4) una variedad integral N, de una

distribucién involutiva D sobre M tal que f(N) C i(p). Probar que la funcién
fo: N o Ptalqueio fy = f es C*.

5. Sea G un grupo de Lie, G su dlgebra de Lie.

a) Si X es invariante a izquierda e ¥ un campo invariante a derecha

(Yeg = (dRg).(Y:z) Yz, g € G) entonces [X, Y] = 0.

b) Supongamos (7 conexo. Si Y es un campo de vectores en @ tal que

[X,Y]=0 VX €g, entonces Y es invariante a derecha.
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Diciembre, 1991

l. Sea f : R® — R una funcién € tal que f(z} > 0 (z # 0) y satisface

f(tz) = t*f(z)(k > 1) para todo t € R yz€eR™

Probar,

a) kf(z Z af z; para todo z = (24, ...,z,) € R™

i=1

b) Para cada a > 0, f~!(a) es una subvariedad compacta embebida de R"™ de

dimensién n — 1.

. Sean M, N variedades diferenciables con M conexa y Nz (por lo tanto metriz-
able} y sea f: M — N una funcién O, Sea, K C M un subconjunto compacto
tal que f|x es 1nyect1va y para todo z € K df, : T.M — T't(z)N es un isomor-

fismo.

a) Probar que existe V entorno abierto de X en M tal que f|v es inyectivo.

~~Ayuda: Construya una familia {U,}.eN con U, entorno abierto de K en

M tal que U,4; C U, para todo n € N,y Muenl, = K.

b) Probar que existe U entorno abierto de K en M tal que

flu : U — f(U) es un difeomorfismo sobre un entorno abierto de f{K) en

N.

. Sea w una k-forma diferencial en R" tal que dw = 0. Probar que existe §, una

(k — 1)-forma diferencial en R™, tal que w = df.

Ayuda: Sea ¢ : R™! - R" una funcién C™ definida por ¢(t,z1,...,z,) =
(f(t)21,..., f(t)z,) donde f : R — R es una funcign (' tal que f = 0 para
t<lyf=1parat>1.

Siw= Z @iy..ixdTi, AL Adz;,, y la expresién en coordenadas T

i'1<...<l‘k
en R™"*! de §p(w) es
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Spw)= > Bi.iltiz)dzi A Adzi+ Y ;. (t 2)dtAdz A Adz;,

1 <o <<l

Probar que, 8, ., ({,z) = f(t)* oy, (p(t,2)) y

2 it z)—zk:(_nm_a_ (b 2)
o A - axi’ iy gy T)-

=1

4. Justifique las siguientes afirmaciones:
-Si U, F son estructuras diferenciables en una variedad diferenciable M, entonces
U=F & C°(MU) = C>(M,F).
-Si v es un subgrupo monoparamétrico de un grupo de Lie G que se autointerseca

entonces vy es periddico (Existe L > 0 tal que y(t 4+ L) = 4(t) para todo ¢t € R).

5. a) Definir la nocién de variedad diferenciable orientable. Dar una condicién

equivalente y probar la equivalencia entre las mismas.

b} Para el caso de una inmersién ¢ : M® — R™, enunciar otra definicién

equivalente de orientabilidad de M.

Diciembre, 1993

1. Sea f una funcion real C* definida en un entorno convexo W de 0 en R" y tal

que f(0) = 0. Entonces Yu € W podemos escribir

fw) = wifiu) (u=(u,...,un))
L=1

donde las funcionfes f; son C® en W y satisfacen

f{(O) = %EI i = 1,...,n.
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2. Sea f: R" — R™ un difeomorfismo que preserva la orientacién. Demostrar ue
q

existe una homotopia diferenciable

F:R"x[0,1] = R"

tal que

a) F(z,0) =z VzeR"

b) F(z,1) = f(z) VzeR"

c) F(z,t) = difeomorfismo  Vt € [0,1]
Ayuda:

1) f ~ h tal que h(0) = 0

2) b~ dhly

3) dhjo~ 1

3. Sea w una l-forma definida en un abierto D de R2. Supongamos que para todo
QN: € Dy todo r > 0 tal que Bla,r] C D (bola cerrada) se cumple
17

/ w=0 (Sa,r] = esfera)
S{a,r] :
Entonces dw = 0 en D.

%Ld Sea (M, 1) una subvariedad de N tal que Vg € C*=(M) existe f € C®(N) tal
que f ot = g. Demostrar que 1 es un imbedding y (M) es cerrado en M.

5. Sea F : R® — R* definida por
Flz,y,z) = (2* - y%, 2y,y2, 22)
Diga si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones y justifique:
a) F. es monomorfismo para todos los puntos de
S?={(x,y,2): 2 + y? + 22 = 1} C R3,

b) Sea f = F|s : 52 — R* entonces [ es una inmersion.
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Marzo, 1994

1. Sea f : M — N una funcién C* entre variedades diferenciables, sean X Y
campos tangentes C® en M y sean X,Y campos tangentes C° en N. Supong-
amos que X estd f-relacionado con X y que Y esta f-relacionado con Y. Probar
que [X, V] esté f-relacionado con [X,Y]. Concluir que los campos invariantes

a izquierda (resp. derecha) en un grupo de Lie forman un élgebra de Lie.

1 2. Sea M una variedad diferenciable, sea ¢ : (d,e) — M una curva C'° inyectiva

con derivada nunca nula, y sean a,b € R con d < a < b < e. Probar

i) ¢l(a,s) €5 un embedding.
ii) Existe un campo X, C'™ tangente a M tal que c|(,4) es curva integral del
mismo.
iii) 5i § es una hipersuperficie embebida de M que corta a cj(, ) transver-
salmente en c(#), entonces existe un abierto U de S que contiene a c(1g)
y tal que la funcién C*®, f: U x {a,b) — M, definida por f(u,t) = ¢F(u),
es un difeomorfismo con su imagen; la cual contiene a ¢((a,d)).

Concluir que dado un niimero finito de puntos en una variedad diferenciable
conexa, existe una carta conexa de ésta que contiene a dichos puntos en

su dominio.

3. Sea f : M — N un difeomorfismo local sobreyectivo, donde M, N son variedades

diferenciables con M compacta y conexa. Probar:

i) El cardinal de f~!({z}) es finito y no depende de = € N.

ii) f es un cubrimiento.

4. Sea M una variedad diferenciable paracompacta. Probar que M admite una
métrica riemanniana (o sea existe un tensor C™ g de tipo (0,2} en M tal que

para todo p € M g, es una forma bilineal en T, M definida positiva).

5. Verdadero o falso. Justificar.
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i} Sea M una variedad compacta orientable de dimensién n. Entonces toda

n-forma nunca nula es cerrada pero no exacta.

ii) Sea S una hipersuperficie no orientable de R®. Entonces no existe ninguna
funcién diferenciable f : R® — R tal que S € f~'({a}), cona € R y
df(s) # 0 para todo s € S.

iii) Un difeomorfismo local sobreyectivo de una variedad diferenciable conexa

en otra compacta es un cubrimiento,

Julio, 1994

1. Sea M variedad diferenciable, X e Y campos en M y w l-forma en M.

(i) Muestre que [X, Y], definido como sigue

(X, Y]o(f) = Xp(Y(£)) = Yo(X(f)), f € C=(M)
define un vector tangente a p en M.
(ii) Pruebe que la aplicacién

p—[X,Y],de M en TM es ol

(iit) Muestre que

dw(X,Y) = (X (w(Y)) - Y(w(X)) -~ w[X,Y]) c constante.

2. Sean M™, N” variedades diferenciables, § : M™ — N” una aplicacién diferen-
ciable {C°) tal que si p € M™ (df), = (6.), es inyectiva. Pruebe que existen

cartas (U, ), (V, %) alrededor de p y 8(p) tal que el siguiente diagrama

U 3 v

vl Ty
R™ & R*=R"xR™™  ¢(z) = (g,0)

es conmutativo.

Nota: Puede utilizar (sin demostracién) el teorema de la funcién inversa en R,

66



3. Verdadero o falso? Justifique
(i) Existe ¢ : RP? — $? diferenciable tal que pog =id, p: $2 —» RP? la
proyeccion candnica
22
(ii) E = {{z,y,z) en R®*: — + =4+ — =1, @, b,c positivos } es una subva-
a
riedad orientable de R3.

(i1i) Todo campo vectorial en la recta es completo.

4. Sea I una distribucidn diferenciable en M, variedad diferenciable, tal que por
cada punto de M pasa una variedad integral de D. Muestre que la distribucion

es involutiva.

Diciembre, 1994

%. Sea f : M™ — N™ una aplicacién diferenciable y sea S* C N una subvariedad
embebida. Supongamos que m+n > sy que para todo p € f~U(S) df,(T,M)+
T1(p)S = Ty(m)N. Probar:

a) f7!(S) es una subvariedad embebida de M cuya codimensién en M es igual
a la codimensién de S en N.

b) T,(f71(5)) = (dfy)""(Tt(»S) para todo p € f7'(S).

c) Sean M™, §* C N* subvariedades embebidas de N. Si M NS # ¢ y en cada

puntop € M NS, T,M +T,5 = T, N, entonces M N S es una subvariedad de
N cuya dimensién es m + s — n. Ademds, T,(M N S} = T,M N T,S.

2. Sea f: M — M un difeomorfismo.

a) S5i X € x(M) tiene grupo local monoparamétrico asociado {i;} entonces

df(X) tiene grupo local monoparamétrico asociado {f o @, 0 f=1}.
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b) df(X) = X sii f o, = ¢, 0 f para todo ¢ donde este definido ;.

c) 8i X,Y € x(M) tienen grupos locales monoparamétrices ¢; y 1, respecti-
vamente, entonces [X,Y] = 0 sii ¢; 0 4, = ¥, 0 @, para todo s,¢ donde estén
definidos. (Considere la curva en T,M ¢(t) = (dp_t)gin)Yerip) ¥ calcule su

derivada).

. Probar que las siguientes afirmaciones son verdaderas.

a) Si f : R® = R™ es una funcién diferenciable en 0 y satisface f(az) = af(z)

para todo @ € R y # € R" entonces f es una transformacién lineal.

*--b) La curva integral (por la identidad) de un campo invariante a izquierda X

en un grupo de Lie es también curva integral del campo invariante a derecha
asociado a X.

c) Sea M C N una subvariedad y sea X un campo de vectores diferenciables en
N tal que X|p es tangente a M. Si a : I — N, la curva integral de X, satisface
a(ty) € M para algin ¢, € I entonces o(t) € M para todo t en un entorno de
1.

. Sea f: M™ — R™! una inmersién. Probar que M es orientable sii existe un

campo de vectores diferenciable, normal y nunca nulo a lo largo de (M, f).

Marzo, 1995

. Sean M, y M, dos variedades diferenciables A ¢ M;. Una funcidn f:A—- M,
se dice diferenciable si extiende a una funcién diferenciable en algin abierto
conteniendo a A.

Un subconjunto A C M se dice “localmente difeomorfo a R¥ siVa € 4 3 U

abierto en A tal que a € U y 3k : U — R* homeomorfismo diferenciable sobre
un abierto A(U) C R* con ! : k{U) — M diferenciable.

Demostrar: Si A € M™ es localmente difeomorfo a R* entonces A es una

subvariedad de M.
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2. 51 M(p,n) es el espacio vectorial de las matrices reales p x n con la estructura
diferencial de RP". Sea M(P,n) = {H € M(p,N) : rango(H) = k}
k < Min{p,n}. Demostrar que My(p,n) es una subvariedad diferenciable de
M(p,n) de dimensién k(p + n — k).

3. Sea M una variedad diferenciable, w una p-forma en M y X un campo vectorial

en M. Se define usualmente el “producto interior” de X con w como
I(X)w = w(X,...).

Demostrar que
W(X)dw+ dli{(z)w] = Lyw p>1
i{X)dw = Lyw (p =0).
donde Ly denota la derivada de Lie de w con respecto a X y d es la diferencial

exterior.

4. Sea M™ una variedad diferenciable y A C M". Se dice que A tiene “medida
nula” en M™ si para todo sistema de coordenadas (U, @) de M™, p(U N A) tiene

medida nula en R™.
Demostrar: a) Esta definicién coincide con lo usual si M™ = R™.

b) Si M™ C R™** es una subvariedad y k > 1 entonces M" tiene medida

nula en R™t*,

5. Sean M) y M; variedades diferenciables, M; conexa y f : M; — M, diferencia-
ble tal que f x|, =0 Vp& M. Entonces f es constante.

6. Sea U € R" abierto y f: U -+ R? diferenciable con ¢ > 2n. Dado € > 0 existe

una matriz ¢ x n A = [a;;] con |a;] <€ V(,j) tal que

g(z) = f(z) + AX rel

es una inmersion.
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ANALISIS LINEAL

Diciembre, 1985

a) Sea 1< p < oo, f € LP(R"). Siye€ R", seal,f(x) = f(z—y).
Pruebe que ¢ : R* — LP(R"),é(y) = I,f y € R™ es uniformemente

continua.

b) Pruebe quesi f € L'(R") y f(t) = [gn f(z)e*dz
t = (t1...1,) € R", entonces f es continua y limpy_, 4o f(2) = 0.

. Pruebe que si E es un espacio de Banach, T, € L(E, E) son operadores lineales
continuos T, compactos y T,, — T, entonces T es compacto.

. Sea T : E - E un operador compacto, £ Banach.

Sea A un autovalor no nulo de T y T} el autoespacio. Pruebe que dim £, < oo

(incluya la prueba de los hechos no bésicos utilizados).

. ¢ Verdadero o falso?. Justifique dando una demostracién o un contraejemplo

segun el caso.

a) S5i T € D'(R) (distribuciones) satisface % T = 0 entonces T = T
(distribucién funcién asociada a una f funcién constante

b) Existe una inyeccién continua ¢ : LF(R*) —» D'(R") 1 <p< oc

c) La transformada de Fourier de f(z) = e~ es f(t) = /7 it

d) Sea H Hilbert, T : H — H un operador autoadjunto acotado tal que si
{E\} es la familia de proyecciones ortogonales asociada (teor. espectral),

entonces Fy =0 ¢ FE,=1Id VA

En estas condiciones, existe ¢ € R tal que T = cld.

70



INFERENCIA TEORICA
Agosto, 1994

1. Sea P una familia de medidas de probabilidad equivalentes, y sean fp y g, dos

versiones de f}—ﬁ-;-, donde Fy € P es arbitraria.

Muestre que o(fp: P € P) = o(gp : P € P)[P].

2. Sean P como en el gjercicio 1., C = 0(3’1}% :Pe 'P), donde Fy € P es arbitraria,
y X : (x, A) = (R, B) una variable aleatoria con media sobre cualquier P € P.
Muestre que: [ Ep(X/C)dP = [ Ep (X/C)dP VP € P.

3. Sean X, { variables aleatorias independientes con medias §~! y 6 respectiva-

mente, con & > 0. Hallar un estadistico suficiente minimal.

(Hint: Use el Theorema de Bahadur).

4. Sea X = {-1,0,1,2,..}, Alaclase p antes de x y P = {£ : 8 € (0,1)} la
familia de probabilidades por:
B({-1}) =4
B{z})=(1-0)*%¢", z=0,1,2,...

Sea T'(z) = r, z € x. Muestre que el estadistico 7' es limitadamente completo,

pero no es completo.

5. Sean Xi,..., X, variables aleatorias independientes con distribucién comin

N{p,0%),u € Ry o € Ry. Muestre que

n—1
Z(Xm — X;)?

T, = = y T = Xim = X+ son ambos independientes
5 2 KXy = X
2 (X~ X)
i=1
de (X,,s%); donde X, = = ZX,- y st = ﬁ (z: — X )2
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