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RESUMEN

Segtin nuestro entendimiento actual sobre el origen y evolucién del
Universo, todas las estructuras que observamos hoy en dia provienen
de pequenias fluctuaciones en el campo de densidad primigenio. Las
observaciones del fondo c6smico de microondas han demostrado que
el contraste de densidad méaximo de aquellas fluctuaciones era del
orden de 10~°, brindando una observacién contundente en favor del
Principio Cosmoldgico. Estas fluctuaciones fueron amplificadas por
la accion de la gravedad y formaron diversas estructuras tales como
filamentos, panqueques y nodos para conformar la telarasia c6smica
que muestran las observaciones actuales.

La manera en que las fluctuaciones evolucionan es posible descri-
birla analiticamente solo en los primeros estadios de la evolucién. En
estas etapas puede aplicarse la Teoria Lineal para determinar como es
el crecimiento de la perturbacién en funcién del tiempo. La evolucién
posterior debe ser estudiada haciendo uso de simulaciones numéricas
o modelos analiticos los cuales permiten adentrarse en el estudio de
las etapas de la evoluciéon no lineal de las fluctuaciones. La realiza-
cién de un simulacién numérica es el primer paso cuando se quiere
realizar dicho estudio, siendo la identificacién de las estructuras a
estudiar el segundo paso esencial.

En el presente trabajo de tesis, como primer paso, hemos desarro-
llado un algoritmo para la identificacién de halos y subhalos de mate-
ria oscura en simulaciones numéricas cosmoldgicas. Nuestro método
consiste aplicar recursivamente el cldsico método de FoF. Adicional-
mente, en cada uno de los pasos aplicamos un criterio de energia para
descartar aquellas particulas que no se encuentran gravitacionalmen-
te ligadas. Como parte del proyecto Subhaloes going Notts pudimos
realizar comparaciones entre diferentes identificadores, y contrastar
las propiedades de los subhalos obtenidas por los diferentes algorit-
mos.

Una vez identificados los halos y subhalos en un simulacién cosmo-
l6gica es posible realizar estudios estadisticos de diversos tipos. Uno
de los mas utilizados de tales estudios es la funcién de correlacién en
sus diferentes sabores. En la segunda parte de esta tesis nos dedicamos
al estudio de la funciéon de correlacion anisétropa, la cual definimos
a partir de los autovectores del tensor de forma de los halos de mate-
ria oscura. El procedimiento consiste, resumidamente, en estimar la
correlacién en voltimenes cénicos alrededor de cada uno de los auto-
vectores. Realizando dicho proceso en simulaciones encontramos que
existe cierta preferencia de la materia circundante a estar alineada
con la direccién del semi-eje mayor, i. e.la amplitud de la funcién de
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correlaciéon es mayor en la direcciéon paralela que en las direcciones
perpendiculares al semi-eje mayor del tensor de forma. Esto también
lo observamos en catdlogo de galaxias, donde las direcciones para
estimar la correlacion las determinados a partir del tensor de forma
proyectado en el plano del cielo.

El modelo més utilizado para interpretar los resultados encontra-
dos a partir de la funcién de correlacién es el Modelo de Halos. Este
consiste en un prescripcion tedrica para la funcién de correlacién bi-
puntual bajo ciertas hipétesis que tiene que ver con como la materia
se distribuye y agrupa en el Universo. Nuestro aporte a dicho mo-
delo consiste en una extensién del mismo para tener en cuenta la
forma triaxial de los halos de materia oscura como asi también los ali-
neamientos de la materia en escalas mayores al tamafio de los halos.
Para tal fin fue necesario introducir funciones de probabilidad que
describan cual es la distribucién de forma de los halos y otra simi-
lar para la alineacién de la materia circundante. La modelizacién de
estas funcién llevd a encontrar ciertos resultados esperados segun la
teoria de formacién (i.e., los halos més masivos tienen formas mas
elongadas) y otros resultados que nos permitieron cuantificar el fac-
tor de alineamiento de la materia con los eje principales del tensor de
forma.

ABSTRACT

According to our current understanding of the origin and evolu-
tion of the Universe, all the structures we see today come from small
fluctuations in the primordial density field. The observations of the
cosmic microwave background have shown that the maximum den-
sity contrast of those fluctuations was of the order 107>, strengthe-
ning the Cosmological Principle. These fluctuations were amplified
by the action of gravity, forming several structures such as filaments,
pancakes and nodes.

The way in which fluctuations evolve can be analytically described
only in the early stages of evolution. During this period we can apply
the linear theory to determine how the perturbations grow as fun-
ction of time. Later stages of the evolution must be studied by means
of numerical simulations or semi-analytical models providing an in-
sight to the non-linear stages of the evolution of the fluctuations. The
next essential step, after performing a numerical simulation, is the
identification of structures to be studied.

In this thesis we developed an algorithm to identify dark matter ha-
los and subhalos in cosmological numerical simulations. Our method
is based on to recursively apply the classical Friends-of-Friends algo-
rithm. Additionally, in each of the steps, an energy criterion is applied



in order to discard those particles that are not gravitationally linked.
As part of the «Subhaloes going Notts» project we were able to make
comparisons among different identifiers, and contrast the properties
of subhalos identified by the different algorithms. Having identified
the halos and sub-halos in a cosmological simulation it is possible to
perform statistical studies of various types. One of the most employed
is the correlation function in its different combinations.

In the second part of this thesis we studied the anisotropic corre-
lation function computed along the eigenvectors of the shape tensor
of the dark matter halos. Briefly, the process consists in estimating
the correlation on conical volumes around each eigenvectors. By per-
forming this process over a numerical simulations, we found that
the matter surrounding the dark halos trends to be aligned with the
direction of the major axis, i. e., the amplitude of the correlation fun-
ction is larger in the direction parallel to the major axis than in the
perpendicular directions. This trend was also observed in the Sloan
galaxy catalog, in this case the directions were determined from the
projected shape tensor.

The Halo Model is the most widely used tool to interpret the results
from the correlation function. This is a theoretical prescription for
bipunctual correlation function under certain assumptions related to
the distribution of the matter in the Universe. Our contribution is the
extension of this model taking into account the triaxial shape of the
dark matter halos as well as the alignments of matter at scales larger
than the size of the halos. Our results allow the quantification of the
alignment of the matter surrounding the dark matter halos. axis of
the shape tensor.
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Parte 1

INTRODUCCION

En esta primera parte introductoria veremos algunos con-
ceptos bdsicos de la cosmologia moderna. Comenzaremos
con una pequefia introduccién a la cosmologia y a las
ecuaciones de campo de Einstein, y veremos como éstas
describen la evolucién del Universo en gran escala. Segui-
damente, observaremos cémo se forman las estructuras
dentro de un Universo en expansiéon desde el punto de
vista de la teorfa de perturbacién lineal y no lineal. Tam-
bién veremos algunas herramientas estadisticas utilizadas
para describir la distribucién de materia en el Universo.






EY

FUNDAMENTOS Y HERRAMIENTAS TEORICAS

The process of progress in theoretical science finds its expression not only in
the fact that the relations expressed by elementary laws are replaced by
others that are more precise, but also in the circumstance that elementary
concepts that are associated with the most immediate perceptions of reality
need to be replaced by newer ones, better suited to the complex data
provided by experience. *

— Albert Einstein, charla de apertura durante el curso sobre Teoria
de la Relatividad que brindé en Argentina, 1925.

1.1 BREVE HISTORIA SOBRE EL ESTUDIO DEL UNIVERSO

Largo es el camino que ha recorrido la humanidad tratando de
entender el Cosmos. Los primeros modelos, tales como los Univer-
sos Islas del fil6sofo francés René Descartes, las esferas de estrellas de
Thomas Wright o el Universo jerdrquico y fractal de Immanuel Kant y
Johann Heinrich Lambert, estaban basados principalmente en la espe-
culacién e imaginacion, ya que no se contaba en aquellas épocas con
observaciones que respaldaran dichos modelos. No fue hasta las ulti-
mas décadas del siglo XVIII que William Herschel logré desarrollar
el primer modelo de nuestra galaxia basdndose en las observaciones
del brillo de diferentes estrellas, lo cual fij6 el primer antecedente de
una cuantificacién de la escala y estructura del Universo.

Durante el siglo XIX se construyeron telescopios de mayor tamafio
con la intensién de observar objetos astronémicos mds débiles, y se
desarrollaron los mecanismos que permitieran realizar el guiado del
telescopio para poder contrarrestar el movimiento de rotacién de la
Tierra. Al mismo tiempo se produjo un cambio en la concepcién de
los telescopios, pasando de los tipo refractor a los telescopio reflecto-
res,estos tltimos, si bien son mds sensibles al mecanismo de guiado,
permitieron construir superficies colectoras mas grandes. Otro de los

El proceso del progreso en las ciencias tedricas encuentra su expresién no solo en
el hecho que las relaciones expresadas por las leyes elementales son reemplazadas
por otras que son mds precisas, sino también en la circunstancia que los conceptos
elementales que estdn asociados con las percepciones mas inmediatas de la realidad
necesitan ser reemplazados por otros mas nuevos y que mejor se adapten a los
complejos datos brindados por la experiencia.
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grandes hitos para la astronomia del siglo XIX, fue el empleo de pla-
cas fotogréficas para el registro de las imagenes astronémicas. Hasta
ese entonces todas las observaciones se realizaban a ojo desnudo y
consecuentemente el tiempo de integracién para detectar objetos dé-
biles estaba reducido a la capacidad del ojo humano. El telescopio
mas grande construido en ese siglo, fue el gran telescopio reflector
de 72 pulgadas localizado en el Castillo de Birr en Irlanda, el cual
fue construido por William Parsons. Con este telescopio fue posible
identificar la estructura espiral de las galaxias y detectar nebulosas es-
pirales més débiles. Las observaciones sugerian que si estas galaxias
eran similares a la galaxia de Andrémeda (M31) entonces aquellas
deberian de encontrarse a una distancia muy grande.

La observacién astronémica tuvo otro gran empuje cuando en 1918
se terminé de construir el telescopio Hooker de 100 pulgadas ubica-
do en el Monte Wilson. Este instrumento jugé un rol importante en
los descubrimiento de los siguientes 30 afios. En particular, ayudo
a resolver el Gran Debate entre Harlow Shapley y Heber Curtis so-
bre el origen de las nebulosa espirales y el tamafio del Universo. En
1922, Opik estimé la distancia de M31 comparando la relacién masa-
luminosidad de la regién central de M31 con la de nuestra galaxia,
de esta forma estimo que la galaxia de Andrémeda deberia encon-
trarse a 440Kpc de distancia, bastante mds alld de los limites de la Via
Lactea. Por otro lado, Edwin Hubble descubrié la existencia de estre-
llas variables tipo Cefeidas en la galaxia M31. Este tipo de estrellas
posee una relacion periodo-luminosidad que puede ser utilizada pa-
ra estimar distancias. La relacién periodo-luminosidad fue estudiada
observando estrellas Cefeidas en las Nubes de Magallanes por Hen-
rietta Leavitt (1912).

En 1925, Hubble (1925) publica su famoso trabajo donde estable-
ce la naturaleza extragalatica de las nebulosas espirales. Y en 1926
publica otro famoso articulo (Hubble, 1926) donde brinda la primera
descripcién mds o menos detallada de las galaxias como objetos extra-
galdcticos, en este trabajo incluye la famosa clasificacién morfolégica
de Hubble, estima la densidad relativa para cada uno de los tipos
de galaxias, como asi también la relacion masa-luminosidad. Hubble
fue un poco més alld y, adoptando el modelo de universo estético
propuesto por Einstein, dedujo cudl deberia ser el nimero total de
galaxias en el Universo. Tomando el radio propuesto por Einstein de
R = 27000Mpc*, el numero total de galaxias deberfa ser 3.5 x 10%.
Esto represent6 la primera aplicacion de las ideas de la cosmologia
relativista al universo de las galaxias.

Paralelamente, también se estaban realizando trabajos con observa-
ciones espectroscopicas de las nebulosas espirales. Particularmente,
se estudiaba la velocidad de recesion de estas nebulosas a través del
corrimiento Doppler de las lineas de absorcién de sus espectros. Los

+ 1Mpc =1 x 10° parsec = 3.26 x 10° afios luz
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resultados arrojaban que dichas nebulosas se alejaban tipicamente a
una velocidad de 250kms—1, 1o cual representaba una velocidad mu-
cho maés altas de las observadas en nuestra galaxia. En 1922, Carl
Wirtz encuentra que existe una posible dependencia lineal entre la
velocidad y la magnitud aparente de la galaxia (Wirtz, 1922). Final-
mente, en 1929 Edwin Hubble publica su articulo donde establece
que existe una clara dependencia lineal entre el desplazamiento ha-
cia el rojo de las lineas espectrales de las galaxias y la distancia a la
que se encuentran (Hubble, 1929). Si el corrimiento hacia el rojo es
interpretado como un corrimiento Doppler debido a la velocidad de
recesion v de las galaxias, entonces la relacién puede ser escrita como
v = Hyr, donde Hj es la Constante de Hubble. Vale notar que este
resultado fue anticipado por aquellos que aplicaron las ideas de la
relatividad general al Universo como un todo.

Hubble también propuso que era posible determinar la validez del
Principio Cosmolégico mediante la observacion de galaxias débiles.
El encontré que el nimero de galaxias débiles observadas se corres-
pondia casi exactamente con el niimero esperado si estas se encontra-
ran uniformemente distribuidas. Pero la prueba més fuerte la brind6
la observacién del Fondo Césmico de Microondas (CMB), descubier-
to por Penzias & Wilson (1965) cuando realizaban mediciones en los
Laboratorios de la Bell Telephone. Los experimentos sefialaron que
dicha radiacién era isétropa y el espectro de la misma mostraba co-
rresponderse exactamente al de un cuerpo negro con temperatura
de ~ 3°K. Répidamente, Dicke et al. (1965) se dieron cuenta que di-
cha radiacién podria ser la que habia sido predicha afios antes por
Gamow (1948a) basado en su modelo de Big Bang Caliente. Los rele-
vamientos mas detallados del CMB han sido realizados en afios maés
recientes mediante el uso de satélites. El ultimo de ellos es el releva-
miento realizado por el satélite Planck (Planck Collaboration I, 2013)
el cual obtuvo mediciones del fondo césmico con una resolucién an-
gular de ~ 30 minutos de arco y una precisién en las amplitudes
de las fluctuaciones de temperatura AT/T ~ 2.0 x 107°. La figura 1
muestra un mapa del cielo con las mediciones de las fluctuaciones de
temperatura realizadas por este satélite. El estudio detallado de tales
fluctuaciones ha demostrado que la radiacién del CMB es altamente
isétropa, lo que representa una argumento muy fuerte a favor del
principio cosmolégico.

Hemos relatado hasta aqui, casi anecdéticamente, los comienzos
de la cosmologia moderna, y las ideas que llevaron a formarnos la
imagen que tenemos hoy sobre el origen y evoluciéon del Universo.
Veremos ahora estas ideas desde un punto mds riguroso y con el for-
malismo matematico correspondiente.Para lo que sigue de este capi-
tulo, harén falta algunas nociones basicas del 4lgebra tensorial, aquel
lector que quiera refrescar tales conceptos puede dirigirse al apéndice
A.
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Figura 1: Las anisotropias en el Fondo Césmico de Microondas (CMB) obser-
vadas por el satélite Planck. Los diferentes colores representan las fluctua-
ciones en la temperatura, siendo las maximas diferencias AT/T ~ 1075 con
un valor medio de T = 2.725°K. Dichas variaciones reflejan las fluctuaciones
en el campo de densidad y, por lo tanto, las semillas que dieron origen a las
estructuras que observamos hoy en dia. El CMB representa la imagen mads
antigua (cuando el Universo tenia ~ 380 000 afios) que podemos obtener del
Universo, ya que antes de esa época la sopa césmica era opaca a la radiacion.
© ESA and the Planck Collaboration.

1.2 ECUACIONES DE CAMPO DE EINSTEIN Y EL UNIVERSO HO-
MOGENEO E ISOTROPO

Basdndose en el Principio de Equivalencia y en el Principio de Co-
varianza General®, Einstein (1915) postula las Ecuaciones de Campo
de Einstein (ECE), las cuales describen la gravitaciéon como el resulta-
do de un espacio-tiempo tetradimensional curvado por su contenido
de materia y energia. En el lenguaje tensorial estas ecuaciones pueden
ser sintetizadas en la siguiente expresion:

G;u/ = 87TGTyV (1.1)

donde T),, es el tensor de energia-momento (que describe el contenido
de materia y energia del espacio en cuestién) y G, es el Tensor de
Einstein el cual se define de la siguiente manera:

R
G;u/ =Ry — Eg;u/ — Aguv, (1.2)

donde R = Rﬁ y Ry = Rj,, son contracciones del tensor de Riem-

man R,y se denominan escalar y tensor de curvatura, respecti-

vamente. La constante cosmolégica A fue introducida originalmente
por el mismo Einstein para crear un Universo estacionario.

+ Este principio establece que todas las leyes de la fisica deben poseer la misma forma
matematica en todos los sistemas de referencia.
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El tensor de Riemman, y las contracciones del mismo, contiene la
informacién geométrica del espacio-tiempo, y puede definirse a tra-
vés de los simbolos de Christoffel:

REK/\ = aKrlP/l/\ - a/\rlle + FZK f/c)\ - rz/\rfjx (13)

Los simbolos de Christoffel estdn construidos a partir de derivadas
del tensor métrico g, del espacio y, por lo tanto, el tensor de Einstein
involucra derivadas segundas de las componentes de dicho tensor.
Consecuentemente, las ECE son ecuaciones diferenciales parciales de
segundo orden para g;,,y por ello, no es posible resolverlas para una
métrica general. Por este motivo, debemos realizar algunas hipétesis
sobre la forma del tensor métrico g, para encontrar las soluciones a
las ECE.

No se tardé mucho en pretender aplicar las ECE al Universo, para
lo cual fue necesario realizar algunas hipoétesis sobre el contenido
de materia y el tensor métrico del Universo como un todo. Bajo la
hipétesis del Principio Cosmolégico, la forma més general que puede
adoptar el tensor métrico g, es la métrica de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker (FLRW) (Weinberg, 1972)

ds* = Suvdxtdx” (1.4)
= dt? — a%(t) [’yij(x")dxidxf} ,

expresada en término de las coordenadas coméviles x' (i = 1,2,3) y
donde hemos utilizado unidades en las que la velocidad de la luz
es igual a la unidad, ¢ = 1. En coordenadas esféricas el elemento de
linea para esta métrica puede escribirse como

dr?

2 _ g2 2
ds® = dt” —a“(t) Tk 2

+ 1% (d6? + sin*0d¢?) (1.5)
Esta métrica estd determinada completamente a través de dos canti-
dades; a(t), la cual determina la cinematica del Universo, y K, que
caracteriza su curvatura espacial dada por el escalar de curvatura
6K
R=_—_——_ .6

2(1) (1.6)
de acuerdo al valor de K los universos de FLRW se clasifican en abier-
tos (K < 0), planos (K = 0) y cerrados (K > 1). Estos términos se
refieren a las propiedades topolégicas de las hipersuperficies espacia-
les del Universo.

1.3 DINAMICA DE LOS UNIVERSOS FLRW

Para poder resolver las ECE debemos especificar el contenido de
materia y energia del Universo, esto es, debemos definir el tensor Ty
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La forma mads general que puede tomar éste para que sea compatible
con nuestras hipétesis de homogeneidad e isotropia es la de un fluido
perfecto

™ = (p +p)utu’ + pgh" (1.7)

donde u* es la cuadrivelocidad del fluido mientras que p y p son la
densidad de energia y presion del fluido, respectivamente, y hemos
considerado la convencién de que la velocidad de la luz ¢ = 1.

Introduciendo los tensores métrico y energia-momento en las ECE
obtenemos las conocidas Ecuaciones de Friedmann (EF):

<N\ 2
a 8tG A K
(a) =3Pt (18)
a 4G A
o= (e t3p) (1.9)

donde 4 y i indica la primera y segunda derivada temporal, respec-
tivamente. Para simplificar estas ecuaciones resulta conveniente reali-
zar los siguientes reemplazos

A
p—p— 3G (1.10)
p—=p+— (1.11)

Con lo cual, las EF pueden expresarse como:

0\ _snG K e
L) =5 3 1.12
i 471G
i —T(P+3P) (1.13)

Las ECE contienen a la ecuacién de conservaciéon de la energia
Th" = 0 en forma implicita. Derivando la primera de estas ecuacio-
nes y combindndola con la segunda obtenemos la ecuacién para la
conservacion de la energfa:

. a
p+3-(pt+p)=0 (1.14)

Podemos obtener soluciones explicitas para a(t) y K utilizando la
primera de las EF y la ecuacién de la conservacion de la energia. Para
ello debemos ademads especificar la ecuacion de estado del fluido que
relaciona la presion del mismo con su densidad, esto es p = p(p).
Pero antes, veamos algunos aspectos desde un punto de vista cua-
litativo. Observemos la ecuacién 1.13, segtn esta, la aceleracién i/a
serd negativa mientras la cantidad p + 3p sea positiva. Ademas debi-
do que ahora a > 0, por definicién, y @/a > 0, dado que observamos
que las galaxias se alejan (vemos corrimiento hacia el rojo de sus es-
pectros), entonces se sigue de aqui que la curva a(t) versus el tiempo
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t debe ser concava hacia abajo, y debe tocar el punto R(t;) = 0 en
algtin tiempo finito t; en el pasado, tomaremos este tiempo tal que
t; = 0. De modo que el tiempo presente ty es el tiempo transcurrido
desde esa singularidad, y podria ser llamado la edad del Universo. Su-
pongamos que i(t) es nulo para 0 < t < t(, entonces a(t) tendria una
dependencia lineal con el tiempo de la forma a(t) = a(to)t/to, y asi
la edad del Universo seria igual al tiempo de Hubble definido como
Hy' = a(ty)/a(to). Por otro lado, si ii(t) es negativa para 0 < t < t,
entonces, la edad del Universo debe ser menor que el tiempo de Hub-
ble, to < Hy ! Consideremos ahora la ecuacién 1.14 y la reescribamos
de la siguiente manera

d
o (pa®) = —3pd (1.15)

esta nos dice que mientras la presion no se vuelva negativa, la den-
sidad debe decrecer cuando a crece al menos tan rapidamente como
a~3. Miremos la ecuaci6n 1.12 reescrita como

_ 8nG ,

P +k= 3 pa (1.16)

vemos que el término de la derecha decrece al menos tan rapido como
a~l. Luego, para k = —1, 4?(t) sera positiva siempre, tal que a(t)
sigue creciendo indefinidamente con a(t) — t cuando f — oco. Para
k = 0, 4*(t) se mantiene positiva, tal que a(t) crece indefinidamente
pero més suavemente que t. Mientras que para k = +1, a%(t) se hara
cero cuando pa? alcance el valor de 3/ (87G), y dado que i es definida
negativa, a(t) comenzard a decrecer hasta eventualmente alcanzar el
valor a = 0 en algun tiempo finito en el futuro.

En general nos interesan principalmente fluidos barotrépicos (i.e.,
su presion proporcional a la densidad)

p = wp (1.17)

donde w es una constante independiente del tiempo que utilizamos
para caracterizar la ecuacién de estado. Por ejemplo, las particulas
relativistas (e.g., radiacién) tienen w = +%, las no relativistas como
la materia que tiene presién nula (estrellas y galaxias), tendran w = 0
y la constante cosmolégica, A, tiene w = —1. Entonces, para este tipo
de fluidos, la ecuacién de conservacion 1.14 implica que

P__ a
0 3(1+ w)a
= p o g 30F) (1.18)

Puede verse entonces que, para un Universo dominado por materia,
la densidad de materia decrece como

3

P o< (1.19)



10

FUNDAMENTOS Y HERRAMIENTAS TEORICAS

Esto es, simplemente, la densidad de materia decrece a medida que
el Universo se expande. Por otro lado un Universo dominado por
radiacion la densidad de energia de radiacién decae como

4

PR <A~ (1.20)

En este caso observamos que la densidad de energia de radiacién de-
cae mas rapidamente que la densidad de energia de materia, y esto
es asi porque la densidad numérica de fotones decae de la misma
manera que la materia pero ademads los fotones pierden energia pro-
porcional a a~! a medida que su longitud de onda se alarga.

La masa-energia total del Universo estd compuesta por diferentes
fluidos y cada uno de ellos con una ecuacion de estado w; particular.
Mientras que los diferentes componentes no interacttien entre si la
ecuacion 1.17 es valida para cada componente. Si denotamos por pg;
a la densidad actual de la i-ésima especie, entonces la densidad total
de energia del Universo correspondiente a la época a(t), serd

N
_ Po,i
P = X; a<t)3(1+wi) (1.21)

1=

donde hemos asumido que la masa-energia del Universo tiene N com-
ponentes y hemos fijado ap = 1 por simplicidad. De esta manera la
EF para a(t) puede escribirse como

N N ,
H? = (a) _ 876G ) poi K + A (1.22)
i=1

a 3

donde H es el pardmetro de Hubble que suele escribirse en funcién
de h

H =100 hkms™'Mpc™! (1.23)
Notemos que la ecuacién 1.22 la podemos escribir como

8nG & A
K=H|— A+ ——1
0 (3H§i21p°”+3ﬂg )

(1.24)

De esta ecuacién podemos notar que la curvatura del espacio estara
dada por el contenido de materia-energia del Universo y el valor de
la constante cosmolégica. En ausencia de dicha constante el Universo
ser plano (K = 0) cuando la densidad total de energia Y'Y ; py; sea
igual a la densidad critica p. dada por

o

pe=g &= 2.773 x 10" Mo Mpc3 (1.25)

En términos de la densidad critica podemos definir el pardmetro de
densidad correspondiente a cada especie del Universo

poi _ 8nG
pc 3Hg pO,l

(1.26)

0,i =
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si, ademads, definimos

A
Qp = ﬁ (1.27)
y
K
Qg = —, (1.28)
Hj
podemos escribir la ecuacién 1.24 como
N
ZQo,i—I—QA—i—QK =1 (1.29)

i=1
En este caso, con constante cosmoldgica (05 # 0), vemos que el Uni-
verso serd plano (g = 0) cuando

N
Z QO,i +0Opa=1 (1.30)
i=1
Los ultimos resultados del satélite Planck y el Sloan Digital Sky
Survey (Planck Collaboration XVI, 2013) muestran que el contenido
de materia-energia del Universo estd balanceado segtin los pardme-
tros (), = 0.0487 £ 0.0006, O)3,, = 0.265 + 0.006 y Q25 = 0.692 £ 0.010,
y Qk = 0.0005 £ 0.006. El Universo muestra ser plano (constante de
curvatura K ~ 0.0), al menos al nivel de incertidumbre que se tiene al
momento. Luego, podemos escribir la ecuacién para la evolucién del
factor de escala como

ZQO —H8w) 1) 1 Qu(a® —1) +1 (1.31)

Asi vemos que si conocemos el contenido de materia-energia del Uni-
verso, es posible obtener su evolucién temporal.

Generalmente, escribimos la ecuacion 1.31 en términos del corri-
miento al rojo z (véase mds adelante §1.4), definiendo z =0 en t =ty
de forma que a = a(ty)/(1+ z):

H%(z) = H3E2(2)
= H? [Qm(l 2P O, (142 + (1422 + QA]
(1.32)

Al igual que H(z) los parametros cosmoldgicos también varian con z,
es facil ver que

)3
On(z) = O JF(Z))
z 4
0, (z) = W(Ej(z))
O (z) = (1 +(z))2
1

Oa(z) = QAETZ) (1.33)

11
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Podemos obtener la solucion para a(t) integrando la EF teniendo en
cuenta que a/a = da/dt/a = H(a), de manera que dt = da/a/H(a)

t @ da
dt = | ——— .
y si realizamos la sustitucién con la ecuaciéon 1.32
a dﬂ/
Hot = / 1/2 (135)
0 a [lellfg’ + 070,74 + Qka’*z + QA]

1.4 CORRIMIENTO HACIA EL ROJO COSMOLOGICO

Hemos ya mencionado el descubrimiento del corrimiento hacia el
extremo rojo de las lineas espectrales de las galaxias y su interpreta-
cién como un desplazamiento Doppler concreto producto de la velo-
cidad de recesion de las mismas. Este efecto fue predicho con anterio-
ridad como resultado de aplicar las ideas de la relatividad general al
Universo.

Para exponer este fenémeno en los términos de la relatividad gene-
ral, pensemos en una sefial luminosa o un fotén propagéndose desde
algtn punto con coordenadas esféricas (r1,¢1,01,t1) en direccién radial
(d0 = d¢ = 0) hacia algtin punto definido como el origen de coorde-
nadas. Los fotones viajan por las lineas mundo nulas conocidas como
geodésicas, para las cuales ds = 0. Entonces, para estas lineas mundo
y un modelo homogéneo e is6tropo del Universo debe de cumplirse
la siguiente ecuacién

2
x (136
Luego, el tiempo ty que le tarde a la sefal llegar hasta el origen estara
dado por la expresion

0 = c?dt? —a(t)

[ 55 = (137

f

donde
arcsen(r;) (K= +1)

/ dr
fr(r1) = O/m =93y " (K=0) (1.38)
arcsenh(r;) (K= —1)

Dado que r1, ¢1 y 61 no dependen del tiempo, el factor fx(r1) es
también independiente del tiempo, estando toda la dependencia tem-
poral contenida en el factor a(t). Con esta observacion, una segunda
cresta del haz luminoso que parta de la fuente en el tiempo t; + dt;
alcanzaré el origen a un tiempo ty + 6t¢ definido por

to-+otg

| = A (139

b 40t
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Considerando que dos crestas consecutivas del haz luminoso tienen
una diferencia temporal muy pequefia (=~ 10~!# segundos), podemos
suponer que el factor de expansion a(t) no cambia en ese intervalo
temporal, por lo tanto, obtenemos

St oh (1.40)
ato)  a(h) 4

Y de esta manera, la razén entre la frecuencia observada y la frecuen-

cia de la sefial luminosa cuando sale de la fuente es:

vo _ ot _ alh)
1 - 5t0 - ﬂ(to)

(1.41)

Definimos el pardmetro de corrimiento hacia el rojo (redshift, por
su denominacién inglesa) como:

Ao—AM 11 —1p
M Vo

N
Il
|

(1.42)

= (tl) -1 (143)

con la convencién a(ty) = 1 (el factor de expansién se toma igual a la
unidad para el tiempo presente), el pardmetro z se relaciona con a(t)
en la manera:

1

=--1 .
z p (1.44)

De esta relacién puede observarse que, en un Universo en expan-
sion a < 1y por lo tanto z > 0, indicando que las lineas espectrales
son desplazadas hacia el extremo rojo. En el caso contrario, a > 1y
z < 0, implicando un corrimiento hacia el azul.

1.5 FORMACION DE ESTRUCTURAS POR INESTABILIDAD GRAVI-
TACIONAL: TEORIA LINEAL

Habiendo descripto brevemente algunas propiedades de la evolu-
cién de las ecuaciones que gobiernan la expansion del Universo ho-
mogéneo e isétropo, consideraremos ahora pequefios apartamientos
de la homogeneidad e isotropia. Estas perturbaciones del campo de
densidad eventualmente crecerdn y formaran galaxias y otras estruc-
turas césmicas. El elemento de linea que apropiadamente describe un
Universo FLRW perturbado tiene la forma

ds® = ds2; gy + h{,éﬁdx”‘dx/S (1.45)

donde ds2; .,y es el elemento de linea dado por la ecuacién 1.4. En la
aproximacioén lineal las perturbaciones a la métrica se asumen peque-
fias tal que f,5h*F << 1,y la escala de longitud de las perturbaciones
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es siempre mds pequefia que la escala del Horizonte. De este modo, es
valido el tratamiento Newtoniano de la perturbacién de las mismas.

La idea fundamental en la formacién de estructuras por inestabili-
dad gravitacional consiste en suponer que existe un mecanismo que
nos brinda fluctuaciones iniciales en el campo de densidad de materia
del Universo las cuales evolucionaran bajo el efecto de la fuerza gra-
vitatoria para formar estructuras. En lo que sigue no nos interesara
como surgieron estas fluctuaciones iniciales por lo que solo diremos
que las teorias de inflacién han logrado dar algunas respuestas al res-
pecto. Las fluctuaciones cuanticas del inflatén fueron multiplicadas
por el proceso inflacionario, brindando las fluctuaciones en densidad
necesarias para el instante inicial de la formacion de estructuras. A
partir de ese momento, es la fuerza de gravedad la que determina
la evolucién de estas fluctuaciones iniciales. La gravitacion provoca
que regiones en donde hay una mayor concentracién de materia (una
fluctuacién positiva de densidad), acreten gravitacionalmente cada
vez una cantidad mayor de materia de sus alrededores. Consecuente-
mente, los alrededores de la fluctuacién positiva, perderdn cada vez
mads materia provocando asi una fluctuacion negativa de densidad.

Si el camino libre medio de una particula es pequefio, la materia
puede ser tratada como un fluido perfecto y las ecuaciones Newto-
nianas que gobiernan el movimiento de particulas no colisionales en
un Universo en expansién son las ecuaciones hidrodindmicas. Escri-
biremos estas ecuaciones en términos de ¥ = 7/a(t) (la coordenada
espacial comévil), 7 = 7 — H7 = a(t)¥ (el campo de velocidades pe-
culiares), ¢(X,t) (el potencial gravitacional Newtoniano) y p(¥,t) (la
densidad de materia). Dichas ecuaciones son las siguientes: la ecua-
cion de continuidad, que es basicamente la ecuacién de conservaciéon
de la masa,

0 -
a—i + V- (%) =0 (1.46)
La ecuacién de movimiento o de Euler, que es sencillamente la segunda

ley de Newton aplicada al fluido,

ox

1
o T (@ V)T = ;VP Vo (1.47)

Y, finalmente, la ecuacién de Poisson para el campo gravitacional dada
por la expresion

V2 = 4nGp (1.48)

Las ecuaciones 1.46, 1.47 y 1.48 representan un sistema lineal de
ecuaciones de segundo grado que deberemos resolver. Las fluctuacio-
nes iniciales en el campo de densidad representan pequetias pertur-
baciones en un fondo homogéneo, por lo tanto, podemos escribir las
cantidades fisicas como p — po + dp, T — Ty + 07, etc. Por el mo-
mento solo nos interesardn fluctuaciones lineales de modo que las
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cantidades ¢ sean suficientemente pequefias y podremos despreciar
términos cuadréticos en dichas variables. Luego, realizando la expan-
sion en series de Taylor de las ecuaciones 1.46, 1.47 y 1.48 en estas
cantidades y solo manteniendo términos de primer orden, obtendre-
mos un conjunto de ecuaciones para py, ¥, etc. y otro para el sistema
de las cantidades perturbadas Jp, d7), etc. El sistema para estas ulti-
mas queda expresado de la siguiente manera:

a(.ff +3Hép + Hx - Vép + poV - 067 =0 (1.49)
= 2

90 | Ho7 + HE - V6T = — Vo0 — Vi (1.50)

ot 00

V25¢p = 4rGop (1.51)

en donde hemos introducido la expansién del Universo, ¥ = ¥H, y
ademads, hemos utilizado la relacién termodindmica de conservaciéon
de la entropia

_ (9o AN
op = (5S>pés—|— <ap>s(5p = v;0p (1.52)

El sistema de ecuaciones para las cantidades perturbadas que he-
mos obtenido es lineal y, en principio, puede ser resuelto analitica-
mente. Para tal fin, supongamos que la solucién es del tipo ép =
o1(Hexp(ik - ¥/a), 67 = 71 (t)exp(ik - ¥/a), etc., es decir que podemos
escribir todas las cantidades como una superposiciéon de ondas. Sus-
tituyendo dichas estas expresiones en las ecuaciones 1.46, 1.47 y 1.48
obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones:

dpl

POk 5 —
T +3Hpy +1 p k-91=0 (1.53)
dvy L1 (0? a2\ -
T + H7; + i <po —47TGP k=0 (1.54)
22
P1+47G 701 =0 (1.55)

Para poder resolver este conjunto de ecuaciones es conveniente ro-
tar el sistema de coordenadas, de tal forma que la propagacién de
la fluctuacién sea en la direccién de uno de los ejes. Para hacer esto,
descomponemos el vector 7; = Ak + Up, donde ¥, es un vector per-
pendicular al vector de propagacién de onda por lo tanto k-7, = 0.
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En términos del vector @, las ecuaciones 1.53 y 1.54 se transforman
en

ﬁ?+3Hp+wmﬁA—0 (1.56)
A [ (V2 a2

ademads de una ecuacién para la velocidad ¥, dada por

—

%+H@:o (1.58)
cuya solucién es 7, = V/a. Esto implica que los modos perpendicu-
lares al vector de onda se eliminan con la expansién del Universo,
cuando a crece. Si usamos el hecho que py ~ 1/43, y combinamos
las ecuaciones 1.56 y 1.57 obtenemos la siguiente ecuacioén diferen-
cial de segundo orden para el contraste de densidad definido como

0 = p1/po.

d25 do k2
2H— —41Gpg |6 =0 .
Esta dltima ecuacion es lineal en § y resulta fundamental en el en-
tendimiento de la evolucién de las fluctuaciones primordiales. La so-
lucién mas general puede ser expresada en términos de dos modos:

5(%,1) = 8(Z)D4 (1) + 5(X)D_(1) (1.60)

donde Dy y D_ representan los modos creciente y decreciente de la
perturbacion. En general nos preocuparemos del modo creciente de
la perturbacién y, por lo tanto, en el régimen lineal la evolucion de
las perturbaciones puede escribirse

0(%,t) =6(xX,t=0) D{t=0) (1.61)
donde la solucién general para D(t) se encuentra dada por
" /
D(a) = San/ dia?) (1.62)
2" (@H(@))

Veamos a continuacién algunos ejemplos particulares. Considere-
mos un Universo plano dominado por materia. La solucién de las
EFesa ~ 1?3, p ~ t72,v2 = 0 y por tanto H = 2t/3. Entonces la
ecuacion 1.56 se transforma en

d26 41ds 21
az T3rar 3200 (1.63)
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Esta ecuacion admite dos soluciones como ley de potencia linealmen-
te independientes 6(X,t) = D4 (t)d(X) donde D (t) « a(t) es el modo
creciente, que crece proporcionalmente a la expansién del Universo, y
D_ o t~! es el modo decreciente, que desaparece conforme avanza el
tiempo. Si imponemos condiciones iniciales de tal modo que la fluc-
tuacién evolucione a partir de un estado de reposo, esto es, pedimos
qued =41y 01 = 0ent = t1,la forma final de J es una superposicion
de los modos creciente y decreciente:

3. /t\*? 2 /e\T?

Anélogamente podemos ver que sucede en un Universo dominado
por radiacién. En este caso, p = 1/3p,a ~ t'/2 p ~ t72,02 = 1/3, con
lo que la ecuacién para el contraste de densidad 1.63 se transforma
en

31

K — ) 5=0 (1.65)

t+ 8 12

o i, (A
dt? t dt

donde A es una constante. Esta ecuacién solo tiene soluciones osci-
lantes decrecientes, es decir, las fluctuaciones no se forman, oscilan y
después desaparecen. Esto es asi porque en un campo de radiaciéon
se espera que cualquier concentracién de materia sea dispersado por
los choques entre la radiacién y las particulas. Este resultado nos di-
ce que si las fluctuaciones deben crecer para formar las estructuras
césmicas sélo pueden hacerlo durante la época cuando domina la
materia. Durante la época donde la radiaciéon es dominante no hay
posibilidades de que las fluctuaciones se formen y crezcan. Sin em-
bargo, un andlisis relativista puede demostrar que existe un tipo de
perturbaciones que pueden crecer durante la era domina por radia-
ciéon. Estas fluctuaciones son las que tienen un tamarfio inicial mds
grande que la region que se encuentra en contacto causal.

1.6 CRECIMIENTO NO LINEAL DE LAS PERTURBACIONES DE DEN-
SIDAD

Hemos visto en la secciéon anterior la descripcion de la evoluciéon
lineal de las perturbaciones del campo de densidad. Ese enfoque deja
de ser vélido cuando el contraste de densidad de la perturbacién se
hace lo suficientemente grande (6 >> 1) e ingresa en el estadio del
régimen no lineal. Veremos en esta seccion como describir esta etapa
de la evolucién.

1.6.1  La aproximacién de Zel'dovich

Una descripcién simple y elegante de la evolucién no lineal de
las perturbaciones del campo de densidad fue dada por Zel’dovich

17



18

FUNDAMENTOS Y HERRAMIENTAS TEORICAS

(1970). Hablando rigurosamente, la aproximaciéon de Zel’dovich de-
mostro ser lo suficientemente precisa para describir la evolucién de
las perturbaciones durante la parte lineal y los primeros momentos
de la parte no-lineal.

Segun este modelo podemos escribir la posicién 7(t) de una parti-
cula de la siguiente manera:

-

(. t) = a(t)q = b(t) f(q) (1.66)

donde a(t) es el factor de expansion del Universo, 7 es la coordenada
comévil inicial de la particula, y b(t) es una funcién que escala el
campo de velocidades f (7) inicial de la particula, bajo la hipétesis de
que este ultimo es irrotacional®, el mismo puede ser escrito como el
gradiente de un potencial, f(§) = —V®(§). Las coordenadas 7 y §
son denominadas posiciéon Euleriana y Lagrangiana, respectivamente.
Por otro lado, utilizando la conservacién de la masa, podemos es-

cribir:
o7, t)dF = p(t)dq (167)

Esta ecuacioén puede ser reescrita de la siguiente manera:

|
ar] (1.68)

) =0 |5

donde J[07/97] es el determinante del Jacobiano del tensor de de-
formacion. Consecuentemente, la expresion para la distribuciéon de
densidad es:

. p(t)

D o o 0

a(t) a(t) a(t)

donde &« > B > < son los autovalores del tensor de deformacién.
Esta ecuacién nos muestra las dos particularidades principales de la
aproximacién de Zel’dovich. Primero, la densidad se vuelve infinita
cuando b(t)a =1, b(t) =1 o b(t)y = 1. Segundo, en general, todos
los autovalores serdn diferentes y, por lo tanto, el colapso serd anisé-
tropo; el colapso comenzard primero a lo largo del eje definido por el
autovalor més grande.

En general, los autovalores pueden ser positivos o negativos. Si so-
lo uno de ellos es positivos, digamos &, mientras que los otros dos (8
y 7¥) son negativos, el colapso serd primeramente en la direcciéon co-
rrespondiente al autovalor « hasta alcanzar el punto donde se cumpla
b(t)a = 1. De este modo, la evolucién gravitatoria de la perturbaciéon

acentta la asfericidad, formando estructuras aplanadas conocidas co-
mo los panqueques de Zel dovich.

Esta es una suposicién razonable dado que cualquier rotacién en el campo de velo-
cidad inicial serd borroneada por la expansiéon al menos antes de que las 6rbitas de
las particulas comiencen a cruzarse.
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En el caso en que dos autovalores sean positivos y uno solo nega-
tivo, la evolucién dara lugar a una estructura conocida con el nom-
bre de filamento, y el cual tipicamente se forma en la intersecciéon de
dos panqueques. Finalmente, si todos los autovalores son positivos, se
formaran estructuras de dimension nula, las cuales se encontrardn
localizadas en la interseccién de dos filamentos.

El modelo de Zel’dovich es extremadamente preciso en predecir el
campo de densidad hasta la formacién de los panqueques y las otras
estructuras, pero su efectividad se anula cuando se produce el cruce
de las trayectorias de las particulas, conocido como el momento de
shell-crossing.

1.6.2 El modelo de colapso esférico

La hipétesis de que los objetos no lineales se formaron de un co-
lapso esférico es una aproximacion simple y ttil. Este modelo para
la evolucién de una perturbacién en el campo de densidad con un
perfil inicial de tipo sombrero (tophat, como es méas conocido por su
denominacién en inglés), fue estudiado por primera vez por Gunn &
Gott (1972).

Dicho modelo, describe la evolucién de una regién del espacio cuyo
tamafio comévil inicial es Rg. El radio R de una regién sobredensa
se comporta de la misma manera que el factor de expansion para
un universo cerrado, y por lo tanto podemos modelar el crecimiento
general de una perturbacion con simetria esférica usando las mismas
ecuaciones de la cosmologia clasica. Por lo tanto, podemos aplicar
para esta region las EF

a

<N\ 2
<u> 86 A K (170)

_TP+7_a2

Esta ecuacién determinara la evoluciéon del tamafio de la perturba-
cién, al menos durante los estadios de evolucién lineal.

Podemos resolver facilmente la ecuacién 1.70 si reparametrizamos
la misma en términos de una variable 7, definida como diy = cdt/R(t).
Asumiendo que p(t) puede escribirse como p(t) = poR3/R3(t) tene-
mos

dR\*> 8nG _, .
() =75 om -

R?)
_ SNG;) 0%0 R _ kR2 (1.71)

donde hemos realizado la sustituciéon p — p + A/87G. Si definimos
la constante de escala como

47'(Gp0R8

R, =
3

=GM (1.72)

19



20

FUNDAMENTOS Y HERRAMIENTAS TEORICAS

donde M es la masa inicial encerrada dentro de la esfera sobredensa,
podemos reescribir la ecuacién 1.71 de la siguiente forma

d [ R\]? R R\?
— [ =— =2 —=— ) -k = .
i (=) =2(=) (&) @73
Para una region sobredensa k = +1, esta ecuacion tiene como solu-

cién

R(n)
R,

=1—-cosy (1.74)

Para encontrar el tiempo utilizamos la definicién del parametro 7, de
donde

t(n) = /017 R(nt) dnyr (1.75)

Luego, las dos ecuaciones que describen completamente la evolucion
de la sobredensidad con simetria esférica son

R(17) = R.(1 —cos7) (1.76)

t(n) = R«(n —siny) (1.77)

Veamos a continuacién el comportamiento en algunas épocas in-
teresantes en la historia de la sobredensidad.

Evolucion paran < 1

Para describir la evolucién de la sobredensidad en los primeros
estadios podemos desarrollar las soluciones 1.76 y 1.77 en series de
potencias de 7 alrededor de 77 = 0. Ignorando términos de orden maés
alto que 77° obtenemos:

~Rr (Lo L
R(;y)_R*<217 i +)

- 1 1 5
t(n) ~ R, (617 120" +>

Combinando estas dos ecuaciones encontramos R(t)

2/3 2/3
k=5 () -m (8)) a9

Consideremos cuanto t — 0, entonces el término dominante es

2/3 1/3
R(t = 0) = % (6t> = <9GMt2) (1.79)

R, 2
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de esta ecuacién podemos ver cudl es la dependencia temporal de la
densidad en los primeros estadios

o(t = 0) = 3M 1

- 4:7TR3(t — O) - 671GH2 = Po(t) (1.80)

y observemos que hemos recuperado el resultado para la evolucién
de la densidad de un Universo Einstein-de Sitter (EdS).

La densidad dentro de la esfera es p o 1/R?, por lo tanto la sobre-
densidad fraccional es

5 SR 3 [6t\*3
: = _3? =50 <R> (1.81)

hasta primer orden. Recordando que en un Eds a(t) o« t?/3, hemos
recuperado el resultado de la teoria lineal &, o a.

Punto de Retorno o Turnaround

Posteriormente, la evolucion de la esfera se desprende de la expan-
sién del fondo cosmolégico. A partir de la ecuacién 1.76 observamos
que el radio alcanza un maximo Ry, = 2R, cuando 7 = 7 en el
tiempo t;.x = 7R.. Luego, empleando el resultado de las ecuaciones
1.79 y 1.80, podemos calcular la densidad dentro de la esfera relativa
a la densidad del fondo cosmolégico

Pmax
PO (tmax)
(R* /2)3 (6tmux/R*)2

R3

max

1 +5max =

9 2
- % ~ 555 (1.82)
Utilizando la ecuacién 1.81 podemos calcular cual seria el contraste
de densidad de la sobredensidad a este tiempo segtin las predicciones

de la teoria lineal

3
Slin = —(6m)%/3 ~ 1.08 (1.83)

20
Observemos aqui que el modelo de colapso esférico no solo nos per-
mite describir la evolucién no lineal de perturbaciones en densidad
individuales, sino también los resultados pueden ser facilmente com-

parados con los resultados que provienen de la teoria lineal.

Colapso y Virializacién *

Utilizaremos el vocablo virializacién, y otros derivados del término virial, para hacer
referencia a cuerpos que satisfagan el Teorema de Virial. Este establece que en todo
cuerpo, en estado de equilibrio o quasi-equilibrio, existe una relacién bien definida
entre las energfas potencial y cinética del mismo.

21
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Una vez que la sobredensidad alcanza el punto de retorno ésta
comienza a colapsar hasta formar un objeto auto-gravitante comun-
mente conocido como halo.

Si solamente actuara la gravedad, la sobredensidad esférica, segtin
las ecuaciones 1.76 y 1.77, colapsaria a una singularidad de densidad
infinita cuando 77 = 27, en el tiempo f,,; = 27TR..

Sin embargo, el colapso total nunca ocurre en la practica; pequefias
irregularidades en la simetria esférica hacen que la energia cinética
de colapso se convierta en movimientos aleatorios. De este modo, la
perturbacién alcanzard, eventualmente, un estado de equilibrio liga-
do. Recordando el Teorema de Virial, en el estado de equilibrio, la
perturbacion tendrd una energia cinética total K relacionada con la
energia potencial V mediante la ecuacién

V =-2K (1.84)

Si asumimos que la energia se conserva durante la transiciéon desde
el punto de retorno hasta el estado de equilibrio, la ecuacién 1.84
implica que el radio Ry, de virializacién estd dado por

1
Roiy = ERmax = R, (1.85)

y esto es lo que llamaremos radio virial del halo de materia. Uti-
lizando las soluciones paramétricas 1.76 y 1.77 vemos que la per-
turbacién alcanza el tamafio Ry, cuando # = 37/2 en el tiempo
toir = Ry (3/2+1).

En general, asumimos que el proceso de virializacién no es alcanza-
do sino hasta después de t.y;. Si calculamos el contraste de densidad
no lineal para este momento obtendremos

(R* /2)3(6tcol /R*)2
R3

vir

1+ bpir =

:(67;)2 ~ 178. (1.86)

Vale notar que este valor es dos ordenes de magnitud més grande
que el predicho por la teorfa lineal es &j;, = (3/20)(127)%/3 ~ 1.69
para contraste de densidad de esta region.

El modelo de colapso esférico representa una descripciéon simple y
muy util de la evolucién de una perturbacion esférica en el campo
de densidad. Podemos utilizar los resultados de la teoria lineal para
predecir en que regiones se formaran los halos, y podemos hacer pre-
dicciones razonables de cudn densos esperamos que sean esos halos.

Aunque hemos utilizado el modelo de EdS para determinar las pro-
piedades del colapso esférico, nuestra discusién es cualitativamente
similar para cosmologias en las cuales (2, <1y/0 Qs > 0.. Los va-
lores reales de ;¢ y &,iy dependen del modelo cosmolégico adoptado
(Maoz, 1990; Lacey & Cole, 1993; Oukbir & Blanchard, 1997; Nakamu-
ra & Suto, 1997).
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1.7 LA MASA DE UN HALO

Hemos visto como se forman las estructuras a partir de las fluctua-
ciones iniciales en el campo de densidad, primero en el régimen lineal
y luego, cuando el contraste de densidad aumenta (§ > 1), como se
separan de la expansion general y colapsan en objetos virializados. Y
hemos sefialado que una vez que se encuentran es su estado de viria-
lizacién llamaremos a estas estructuras halos. En general, cuando nos
refiramos a halos estaremos hablando de halos de materia oscura, es
decir, estructuras virializadas compuestas de materia oscura.

El paso siguiente es definir lo que entendemos por masa del halo.
En la literatura existen diferentes definiciones para la masa de un
halo, a continuaciéon describiremos algunas de ellas.

Para comenzar recordemos que en el modelo de colapso esférico la
densidad de un objeto que se encuentra en su estado virializado es de
A = 187> ~ 178. Utilizaremos la notacién A = EC para referirnos a la
sobredensidad relativa a la densidad critica de un objeto virializado.

Supongamos que hemos identificado alguna estructura, y hemos
elegido un centro a partir del cual podemos tomar cascarones esfé-
ricos para definir su perfil de masa. Definimos M como la masa
contenida dentro del radio rx dentro del cual la densidad media es
igual a p = pcA.

A A
[ Pe(r)ar = Soeri (1.87)

La masa virial segtin el modelo de colapso esférico seria entonces My.

Del modelo de colapso esférico podemos establecer el radio virial
ra como el radio dentro del cual la materia estd virializada y fuera del
cual la masa se encuentra atin colapsando hacia el objeto. Algunas
simulaciones sugieren que esto ocurre para un valor de A = 200
mas o menos independientemente de la cosmologia, y, por lo tanto,
My es un estimador comtnmente utilizado en simulaciones y que
aproximadamente es la masa virial si (), = 1.

Otro estimador de masa frecuentemente utilizado en simulaciones
es simplemente la suma de las masa de las particulas miembros del
halo identificado mediante algtn algoritmo buscador de halos. Este
estimador de masa tiene la ventaja de que es bien definido en térmi-
nos del algoritmo en cuestion y por lo tanto, el proceso para la estima
de la funcién de masa es independiente de la cosmologia.

1.8 LA DENSIDAD NUMERICA MEDIA DE HALOS: LA FUNCION
DE MASA

Sea n(m,z) la densidad numérica comévil de halos, de masa m al
redshift z. (Algunos autores utilizan dn/dm para denotar esta misma
cantidad, y nosotros utilizaremos las dos notaciones indistintamen-
te). Dado que los halos se forman a partir de regiones en el campo
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de densidad inicial que eran suficientemente densas y que luego co-
lapsaron, para estimar n(m, z), primero debemos estimar la densidad
numérica de regiones en el campo de fluctuaciones inicial que eran
suficientemente densas para colapsar. Un modelo simple para esto
fue propuesto por Press & Schechter (1974, de aqui en adelante PS):

mzn;m, 2) %ﬂ =vf(v) i/—v (1.88)

donde p es la densidad comévil media del Universo y

2
vf(v) = \/;exp(—vﬂ)v = i;c((:l)) (1.89)

Aqui 6, es la densidad critica requerida para el colapso esférico en el
tiempo z, extrapolada linealmente al tiempo presente usando la teoria
lineal. En un Universo EdS, ds.(z = 0) = 1.686, mientras que en otras
cosmologias, ds. depende suavemente de ), y Qa (Eke et al., 1996).
En la ecuacién 1.89, 0%(m) es la varianza en el campo de fluctuaciones
inicial cuando es suavizado con un filtro de tipo escalén de escala
R = (3m/4mp)!/3, extrapolado al presente usando la teoria lineal:

0 3 plin
A = [~ T iy (1.90)
donde W(x) = (3/x%)[sin(x) — xcos(x)] es la transformada de Fourier
de un perfil de tipo tophat.

Expresada en funcion de v = [ds(z)/o(m)]? la funcién de masa
tiene una forma universal e independiente del redshift y el espectro
de potencia.

Veamos como construimos una funcién de masa de este tipo. Para
comenzar, calculemos la fluctuacién de la masa esperada en una re-
gion de un cierto tamafio en un campo gaussiano, caracterizado por
su espectro de potencia P(k),

= —\ 2
N <<M< ’3_M>>
1 e dkk3|6(k, )2V -
| WP

Viy
1 o dkk3|6(k, )2V -
_ 2 - e Ad) 2
= b (t)vvzv/o k 2772 WK
= D?(t)A*(M,t;) (1.91)

Donde, recordemos, W (k) es la transformada de Fourier de la funciéon
filtro, la cual selecciona volimenes de tamafio Vjy y densidad media
M,y 5?2 son las fluctuaciones en masa M alrededor de la masa media
M = pVy. 6 (E,t) son las amplitudes del desarrollo de Fourier del
campo de densidad

p(Z,1) = p(t) / 5(k, 1) exp(ik - 7)dk (1.92)
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Para un dado modelo cosmolégico, sabemos como calcular el creci-
miento lineal de las amplitudes a partir de algiin tiempo inicial ¢;,
6(k,t) = D(t)5(k,t;), donde, recordemos, D(t) = (t/t;)*/? para un
Universo EdS.

Asumamos que el campo (5(%, t;) es Gaussiano en algtin momento
t;. Entonces, el campo de fluctuaciones en densidad suavizado en la
escala M lo podemos escribir como:

S(M,E, 1) = / po(Z1, )W (T — %1) AT/
= vaZ(S(E,t)W(%)exp(—iE-f)
k

—

2 — —
= pD(t)(zvn)?)/5(k,ti)exp(—ik~3?)dk (1.93)

Dado que & (E, t;) es un campo Gaussiano, 6(M, X, t) es una suma de
campos gaussianos, por lo tanto él mismo es un campo gaussiano,
con media cero y varianza A(M, t). Su distribucién de probabilidad
serd por lo tanto

P(6)dé = exp(—3/2A%)ds (1.94)

1
(27‘[ AZ)l/ 2
Supongamos ahora que conocemos la forma del espectro de poten-
cia, P(k,t;) o< k™, y buscamos la dependencia de A con la masa

A(M,t) & D(t)M~(m+3)/6 (1.95)

Tomemos por ejemplo m = —2, tal que A(M,t) = AD(t)/M®
(A es una constante). En escalas suficientemente grandes, tales que
A(M,t) < 1,6(M,X,t) es un campo Gaussiano con media cero y con
muy poca dispersion, y la mayoria de las fluctuaciones en estas esca-
las estardn en el régimen lineal 6 < 1. Por otro lado, en escalas mds
pequeiias, la dispersién aumenta, de modo tal que algunas fluctua-
ciones poseen § ~ 1y, si seguimos el razonamiento empleado en la
seccion referida al colapso esférico, estas regiones del espacio se sepa-
rardn de la expansion del Universo y entrardn en el régimen no lineal
para luego colapsar y formar, eventualmente, un halo virializado de
materia oscura.

Ahora miremos que sucede a medida que el tiempo avanza e in-
vestiguemos como evolucionard el campo de densidad en momentos
cada vez mads tardios. Para ello mantengamos el tamafio del filtro
constante, es decir M = cte.. A medida que t crece, D(t) también
crece, y por lo tanto la dispersion aumenta, de modo que si bien el
campo en escalas grandes era inicialmente lineal, ahora tendremos
0 ~ 1 en algunas regiones del espacio para estas escalas, y objetos
en escalas de masa cada vez més grande comenzardn a ingresar al
régimen no lineal y a colapsar. Esto es la esencia del crecimiento je-
rarquico de la estructura.
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Recordemos que del modelo de colapso esférico obtuvimos que la
densidad lineal critica sobre la cual los objetos comienzan a colapsar
es J.. Entonces, la fraccién de las fluctuaciones para la cual la densi-
dad lineal estd por encima de esta densidad umbral, es:

_ o 1 -
F(M,t) = /5 d5(27r)1/2D(t)A(M ti)exp[—52/2D(t)ZA2(M,ti)]
00 1
= s G P /D 85 (156

donde x = 6./ DA. PS consideraron la hipétesis de que esta fraccién
puede ser identificada como la fraccién del Universo que ha colapsa-
do a objetos de masa menor que M. Si n(M) representa la densidad
numérica de objetos con masa M, y dado que ellos ocupan un vo-
lumen V = M/p, tenemos de acuerdo con la hipétesis de PS que

. © M . _
F(M, ) = / (W) 2 am (1.97)
M P

Consideremos que sucede cuando M — 0 en la ecuacién 1.95, en este
caso A — oo, y la integral sobre x va desde 0 hasta oo, y por lo tanto
F(M > 0,t) = 1/2 (i.e. solo la mitad del Universo colapsa en objetos
de algtin tamafio). Pero esto es contradictorio con el hecho de que
para masas suficientemente bajas, el campo de densidad siempre se
vuelve no lineal y por lo tanto pensariamos que el Universo siempre
colapsara en objetos suficientemente pequefios. Para resolver este pro-
blema, PS arbitrariamente introdujeron un factor 2 en la ecuacion 1.96.
De este modo, podemos ahora igualar las derivadas de las ecuaciones
1.96 y 1.97, para obtener la expresion para n(M) como

2>1/2 o b AN (M, t)

n(M, )dM = — (7‘( MDA (M) dM

2
X exp |— S——

P [ 2D2(1) A2 (M, 1)

Esta ecuacién, generalmente escrita como en la ecuacién 1.88, es co-

nocida actualmente como la funcién de masa de Press-Schechter. No-
temos de paso que cumple con la condicién de normalizacién

:_) ;]CIM dM = /f(v) dv=1 (1.99)
lo cual quiere decir que toda la materia se encuentra ligada a un halo
de alguna masa.

Para un espectro de potencia del tipo P(k) o k™, A(M) oc M~ (m+3)/6,
la funcién de masa queda

n(M,t)dM = (21”)571 (1+%) (A/fm>(3+m)/6

X exp |— = (1.100)

dM (1.98)

M
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donde la masa caracteristica M, (t) es definida como D(t)A(M.(t),t;) =
d¢c, la masa que tendria en el tiempo t un objeto evolucionado lineal-
mente cuya densidad al tiempo t; era Js.

Recordemos que para construir la funcién de masa de PS ellos asu-
mieron que los objetos se forman a partir de fluctuaciones iniciales
gaussianas y pequefias, y una vez alcanzada la densidad critica, evo-
lucionaban segtn el modelo de colapso esférico. Ahora bien, por un
lado, Doroshkevich (1970) y Bardeen et al. (1986) observaron que las
perturbaciones en un campo de densidad Gaussiano son inherente-
mente triaxiales, y por otro lado, la comparacién con simulaciones
numéricas demostré que la funcién de masa de IS sobrestimaba la
cantidad de objetos de baja masa. Fue entonces que Sheth & Tormen
(1999, de aqui en adelante ST) demostraron que esta discrepancia po-
dia ser reducida sustancialmente si se asume que las estructuras se
forman a partir de un colapso elipsoidal en vez de uno esférico. Estos
autores propusieron una nueva forma funcional que consideraba los
efectos del colapso no esférico y realizaron ajustes con simulaciones
numéricas para obtener los pardmetros de su modelo. La funcién que
ellos emplearon es:

1/2
vf() = AG) (1+ (@) ") () Pexp(-qvr2)  aon
donde p ~ 0.3, A(p) = [1+27PT(1/2—p)//7] ! =~ 03222,y g ~
0.75.5i p = 1/2 y g = 1, entonces esta expresion es la misma que la
ecuacion 1.96. Para v < 1, la funcién de masa escala como vf(v)
v05=P_ El valor de v = 1 define la escala de masa caracteristica M*
(que nombramos anteriormente: 0(M*) = J5:(z)) y es ~ 2 x 103 M,
en z = 0; debe notarse que halos méds masivos que M* son raros.

Por completitud, sefialemos que Jenkins et al. (2001) mostraron que
la funcién de masa de ST sobrestima la cantidad de halos de masas
altas. Utilizando simulaciones numéricas (las mismas que utilizaron
ST) ellos modelaron la funcién de masa mediante la siguiente expre-
sién

f(o) = Aexp(—|lnc™t — BJ) (1.102)

donde A = 0.315, B = 0.61 y € = 3.8 fueron determinados mediante
ajuste sobre las diferente simulaciones para diferentes redshift y condi-
ciones iniciales. Con este funcién consiguieron una precisién mayor
al 20 % sobre rango de masa mdas amplio que la funcién de ST. Va-
le notar ademds que ellos encontraron que si el parametro A en la
funcién de masa se deja libre (i.e. no requerimos que se cumpla la
condicién de conservacion de la masa, ecuacién 1.99) un mejor ajuste
es conseguido con los pardmetros A = 0.353, p = 0.175y g = 0.73
en la funcién de ST 1.101, con estos valores el 84 % de la masa se
encuentra en halos.
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1.9 LOS HALOS DE MATERIAS OSCURA: TRAZADORES SESGADOS

Una pregunta interesante que nos podriamos hacer es si la esta-
distica (funciones de correlacién, espectro de potencia) sobre la dis-
tribuciéon de halos de materia oscura reproduce la estadistica de la
distribucién de materia. En este sentido es que podemos preguntar-
nos cudn buenos trazados de la distribucién de materia oscura son
los halos. Como veremos a continuacién, utilizando los formalismos
de PSy de ST, en gran escala es posible encontrar una relacién deter-
minista entre la distribucion de halos y la de la materia.

Supongamos que dividimos el Universo en celdas de un dado vo-
lumen comévil V. Las diferentes celdas podrian contener diferente
cantidad de masa M, lo cual significa que ellas tienen diferentes den-
sidades: M/V = p(1+6). Sea N(m,z1|M,V, z) el nimero medio de
halos de masa m que colapsaron en z1, y se encuentran en celdas de
tamafio V que contienen una cantidad de masa M en zy. La sobreden-
sidad de halos en tales celdas es

N(m,z1|M, V,zp)

5h(m,21|M,V,ZO) - n(m Zl)v

-1 (1.103)

Dado que ya tenemos un modelo para el denominador, para conti-
nuar, necesitamos un buen estimador de N(m,z1|M, V, z).

Un halo puede ser entendido como una regién cuya densidad era
suficientemente grande como para provocar el colapso gravitacional
de dicha regién. Entonces el niimero de halos dentro del volumen
V es igual al tamafo inicial de V por la densidad numérica de re-
giones dentro de este volumen que eran lo suficientemente densas
para colapsar y formar halos. Si V' es sobredenso hoy, su tamafio
comovil hoy es mas pequefio que su tamafio inicial: el tamafio co-
moévil inicial era M/p = V(1 + 6). Si escribimos N(m,z1|M,V,z) =
n(m,z1|M,V,zp)V(1 + ), entonces necesitamos estimar la densidad
numérica n(m,z1|M, V,zp).

La densidad numérica media de halos n(m,z;) es una funcién de
la densidad critica requerida por el modelo de colapso esférico a ese
tiempo: ds:(z1) (ver ecuaciones 1.88 y 1.89). En este contexto, n(m, z)
deberia ser pensado como una descripcién de la densidad numéri-
ca de halos en celdas extremadamente grandes que son exactamen-
te tan densas como el fondo del Universo (i.e., celdas que tienen
M— > ooy § = 0). Celdas més densas podrian ser pensadas co-
mo regiones en las cuales la densidad critica requerida para el colap-
so esférico es més facil de alcanzar, asi una buena aproximacién a
n(m,z1|M,V,zp) es obtenida reemplazando J;. en la expresion para
n(m,z) con ds:(z1) — 60(9,z0) (Mo & White, 1996). Notemos que no
podemos utilizar J, pues J;5c(z1) ha sido extrapolada desde las condi-
ciones iniciales usando la teoria lineal, mientras que J, que es el valor
real de la densidad, ha sido transformada desde su valor en las con-
diciones iniciales usando teoria no lineal. dy(4, zg) denota la densidad
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inicial, extrapolada utilizando la teoria lineal, que una regién debe
haber tenido para tener la densidad ¢ en zo.

De esta forma, una estima razonable de la densidad de halos de ma-
sa m que se encuentran virializados a z; y estdn en celdas de tamafio
V con masa M a zg es

m*n(m,z1|M, V, zy) dm dvyg

5 P V1of(V10)1TO (1.104)

[Jsc(z1) = 00(6, 20)]”
0% (m) — o*(M)

donde vyg =

y f(v) es la misma forma funcional que describe la funcién de masa
no condicional 1.98 o 1.101.
Dos limites de la ecuacién 1.104 son interesantes. A medida que
V — 0,6 = 00y dy — Js(z0) cualquiera sea el valor de M. Aho-
ra bien, una regién de tamafio pequefio que contienen una masa M
es lo que nosotros llamamos un halo de masa M. Entonces, si tenemos
un halo de una dada masa M a zj, entonces N(m,z1|M,V = 0,zp) es
el nimero promedio de subhalos de masa m en tiempos anteriores
cuando z; > zp. En este limite de la ecuacién 1.104 obtenemos lo que
conocemos como funcién de masa progenitora o condicional. En el
otro limite, cuando V — oo entonces M — co también, por lo tanto,
o?(M) — 0y |6] — 0, luego la ecuacién 1.104 se reduce a n(m,z;)
como esperdbamos.

Supongamos que estamos en el limite cuando V — oo, por lo tanto
|| < 1, en este caso podemos utilizar la siguiente aproximacién para
J0(8) (Bernardeau, 1994)

= 0 =0——=6"+_—=+=06"— P S .
Trz o L 21" tse7” 130077 T (1109
Dado que las celdas son grandes, la masa M contenidas en ellas tam-
bién es grande y mas grande que la masa m, de un halo tipico. En
este limite, 0(M) < o(m) para casi cualquier valor de m, esto permite
que consideremos que o(M) — 0. Esto conduce a

on(m,z
n(m,z1|M,V,zo) ~n(m,z1) — 60(6,z0) <(8(51)> + ...
sc 5sc(zl)

(1.106)

tal que

dlnn(m,z
8 (m, z1|M, V, z0) ~ 8 — (1+6)60 (6, z0) (agl)) (1.107)
s /bl

Y si tomamos la funcién de masa de ST de la ecuacién 1.101 y solo
tomando términos hasta el orden més bajo en § obtenemos

On(m,z1|M,V,z9) = 6 <1 + qu—1 217/5sc(21)

D)
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(1.108)

Esta expresion establece que la sobredensidad de halos en celdas de
tamafio lo suficientemente grandes es linealmente proporcional a la
sobredensidad de la masa, siendo b;(m,z1) la constante de propor-
cionalidad. Notemos que esta depende de la masa de los halos y del
redshift al que se virializaron, pero es independiente del tamafio de
las celdas.

Para ver que nos quiere decir esta ecuacion, consideremos el caso
=1y p=o. Entonces segtin la ecuacién 1.108 los halos masivos (aque-
llos que son mds masivos que la masa caracteristica m, y para los
cuales v > 1) tendran b1(m,z1) > 1y decimos que estdn sesgados re-
lativos a la materia oscura, mientras los halos menos masivos (v < 1)
tendran b1(m,z;) < 1y decimos que son halos anti sesgados.

La relacién lineal que hemos encontrado solo es valida para escalas
grandes. Podemos extender el andlisis pensando la distribucién de
halos en funcién de la densidad de materia § y expresandola en un
desarrollo de serie de potencia

5(k)p =Y _bik! (1.109)

1

utilizando la expresién de la funcién de masa de ST en la ecuacién
1.104, podemos encontrar los coeficientes del desarrollo de los cuales
escribimos algunos a continuacién (Mo et al., 1997; Scoccimarro et al.,
2001):

bl(ﬂ’l,Zl) =1+ €1+ Ell
by(m,z1) =2(14az)(e1+ E1) + €2+ E2 (1.110)
bg(m, 21) 26(612 + ﬂg)(el + El) + 3(1 + az)(ez + Ez) +asz+ E3

donde
qu—1
€l _(ssc(zl)
qu qu — 3)
€ — 1.111
2 Osc (Zl) <5sc(zl) ( )
qu (qv — 3)2
€3 =
(ssc (Zl) (Ssc(zl)
y
:2P/5sc(zl
71+ (qu)P
E, 1+2p
—-— == t¢€ 1.112
El (Ssc(zl> 2 ( )

Es _4(p* —1) +6pgv

— + 3¢?
E; 02.(z1) !
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Observemos que los coeficientes de sesgo b; cumplen con la relacién
de consistencia

/dm 77m(;1’z)bk(m,z) = ko (1.113)

donde 4y es la delta de Kronecker. Segtin estas ecuaciones los halos
mas masivos tienden a tener mds sesgo respecto de la distribucién de
materia, y estos halos tenfan un sesgo atiin mayor para redshift mas
altos.

Entonces, como conclusién de esta seccién, podemos decir que en
el limite donde el sesgo es determinista (i. e., existe una relacion lineal
entre la distribucién de los halos y la distribucién de materia), los pa-
rametros de sesgo estdn determinados completamente por la funcién
de masa de los halos. Luego, si utilizamos la teoria perturbativa para
describir la distribucién de materia, entonces los coeficientes de sesgo
nos permiten describir la distribucién de halos. Las predicciones de la
teoria perturbativa y la funcién de masa dependen de la forma del es-
pectro de potencia primordial. Asi, en este modelo, las fluctuaciones
del espectro inicial son utilizadas para dar una descripcién completa
del sesgo de los halos de materia oscura.

1.10 PERFILES DE DENSIDAD DE LOS HALOS DE MATERIA OSCU-
RA

El paso siguiente en la descripcion de los halos de materia oscura
es describir como se distribuye la materia dentro de la region viriali-
zada. Los primeros trabajos sobre el perfil de densidad de los halos
basados en el modelo de colapso esférico mostraron que las estruc-
turas virializadas tenfan un perfil de densidad que podia describirse
por una ley de potencia (Fillmore & Goldreich, 1984; Bertschinger,
1985; Hoffman, 1988). Luego mediante el empleo de simulaciones nu-
méricas se encontrd que el estado final de las estructuras virializadas
tenian un perfil que era mejor descripto por la ley de de Vaucouleurs
(1948) R/ (van Albada, 1982; Aguilar & Merritt, 1990).

Posteriormente, con el advenimiento de mejores simulaciones nu-
méricas, se observo que el perfil de densidad de los halos de ma-
teria oscura se describia mejor mediante una ley de potencia doble
(Dubinski & Carlberg, 1991; Hernquist, 1990). Este modelo empirico
tenia pendiente logaritmica interior de -1 y pendiente logaritmica ex-
terior de -4. Esta fue introducida como una aproximacién analitica a
la forma deproyectada del perfil de de Vaucouleurs.

Una modificaciéon a este es el perfil Navarro-Frenk-White (NFw)
(Navarro et al., 1997) que tiene una pendiente interior de -3, cuya
expresion analitica estd dada por

Os

(£) (1+2)

o(r|m) = (1.114)
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o por el perfil Mgg (Moore et al., 1999) que tiene una pendiente inte-
rior de -1.4, dado por la expresiéon

p(rlm) = (£>3/2 [1 fs(l B %)}3/2 (1.115)

Estos ajustes brindan una muy buena descripciéon de los perfiles de
densidad de los halos virializados en simulaciones numéricas y am-
bos estdn parametrizados en términos del radio de escala 7, y la den-
sidad al radio de escala p;. La diferencias son apreciables en escalas
pequeias donde r < 7s.

La masa de un objeto de radio 7., la podemos obtener haciendo la
integral del perfil hasta esa radio

m = / 4rtr?o(r|m) dr (1.116)
0

Para el perfil NFW obtenemos

c
m = 4mpsr? [ln(l +c)— 1T e (1.117)
y para el perfil Mgg
3/2
m= 47rpsr3M (1.118)

3

en ambas expresiones, ¢ = 1 /s es el pardmetro de concentracién.
En principio, los perfiles NFW y Mgg se extienden hasta el infinito
y decaen como r~3 para r grandes y, por lo tanto, la masa diverge
logaritmicamente. Es por esto que hemos considerado que los halos
se extiende s6lo a r,;, ademds nos aseguramos que la masa dentro
del perfil es la misma que la masa descripta por la funcién de masa.

Las simulaciones numéricas muestran que para halos de la misma
masa el pardmetro de concentracién ¢ posee en distribucién que pue-
de ser bien descripta por una funcién log-normal

dlnc [ lnz[c/c'(m,z)]]
exp | ——————+
2mo?

c

p(c|m,z)dc = (1.119)

Ademas las simulaciones indican que si bien el pardmetro ¢ depende
del valor de la masa m, el ancho de la distribucién oy, no. Para el
perfil NFW esta dependencia se puede escribir de la siguiente manera

9 0.13
c(m,z) = 1132 {mlﬂ(z)] (1.120)

con 0y, ~ 0.25, donde m,(z) es la masa para la cual o(m,z) = ¢..
Analogamente, para el perfil Mgg tenemos la relaciéon

_ 09
~ [ ENFW
M99 R (1.121)

1.7
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Segun la ecuacién 1.120 los halos menos masivos son, en promedio,
mads concentrados que los mas masivos.

Para el desarrollo subsiguiente nos serd ttil la transformada de
Fourier del perfil de densidad de los halos de materia oscura. A tal fin,
definimos primero el perfil de densidad normalizado de la siguiente
manera

_ p(r|m)
u(rlm) = - (1.122)
Luego, la transformada de Fourier de esta cantidad sera
u(klm) = /u(r\m)47‘tr2smk(fr) dr (1.123)

Para el perfil NFW u(k|m) esta dado por la expresion analitica

3
u(k|m) :47-[% [sin(krs) [Si([1+ c]krs) — Si(krs)] (1.124)
_ m + cos(kra) [Ci([1 + clkry) — Cikrs)]|

donde las funciones integrales seno y coseno estdn definidas por

Ci(x) = / N Cost(t) dt (1.125)
. * cos(t)
Si(x) :/0 ; dt (1.126)

Veremos mds adelante como estas expresiones son utilizadas en el
Modelo de Halos para el célculo del espectro de potencial o de la
funcién de correlacion.
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CATALOGOS DE GALAXIAS Y SIMULACIONES
NUMERICAS

Para poder verificar las predicciones de las diferentes teorias, o re-
velar nuevos fenémenos no descriptos completamente, uno debe recu-
rrir a la observacion de la Naturaleza, la cual serd el dltimo verdugo
de las hipétesis que hagamos sobre ella. En nuestro marco particu-
lar, y para los estudios a los cuales nos avocamos, las observaciones
son realizadas sobre la distribucién de galaxias del Universo. Estas
son plasmadas en grandes tablas de informacién de diversa indole
vinculadas entre si.

Ademads, contamos con otra herramienta que puede ayudarnos en
el estudio de los procesos fisicos que acaecen en el Universo, la simu-
lacién numérica. Esta permite realizar una suerte de experimento, por
ejemplo, variando ya sean las condiciones iniciales, las ecuaciones fi-
sicas que gobiernan la evolucién, o el dominio fisico, la incorporacién
o supresion de diferentes procesos fisicos, etc.

Veremos en este capitulo una breve descripcion del catdlogo de
galaxias que utilizaremos para nuestros estudios como asi también
una breve introduccién a la generacion de simulaciones numéricas
cosmolégicas por computadora.

2.1 CATALOGO DE GALAXIAS SLOAN

El catalogo de galaxias Sloan (SDSS, por las sigla en inglés de Sloan
Digital Sky Survey) es uno de los relevamientos del cielo més grandes
que se han construido hasta la fecha. El mismo consiste en el ma-
peo detallado de la posicién, brillo en cinco bandas (véase tabla 1)
y espectros (en algunos casos) de los cuerpos celestes en un area de
aproximadamente un cuarto del total del cielo . A partir de los espec-
tros, y de especial interés para nosotros, se obtuvieron los corrimiento
hacia el rojo de galaxias y quasars (York & et al., 2000). Las observa-
ciones fueron realizadas con el telescopio de 2.5 m del Observatorio
de Apache Point situado en los Montes Sacramento (Nuevo México,
Estados Unidos), el cual alberga dos instrumentos. Uno de los cuales
es una cdmara de gran campo (campo de visién de 3°) con 24 CCD de
2048x2048 pixeles cada uno, con un total de ~ 120 Megapixeles. La
utilizacién de esta cdmara de gran campo es apropiada para realizar
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un relevamiento en un area grande del cielo. Las imagenes tienen un
tiempo de exposicién efectivo de 54.1 s y por hora fueron relevados
18.75 grados? en cada una de las cinco filtros.

Banda  Aedio [A] Mag. limite

u 3551 22.3

4686 23.3
r 6165 23.1
i 7481 22.5
z 8931 20.8

Tabla 1: Propiedades de los cinco filtros fotométricos del catdlogo SDSS.

A partir de los datos fotométricos se seleccionaron los objetos a los
cuales se les realizaron las mediciones con el segundo instrumento,
el cual es un espectrégrafo que permite obtener 640 espectros simul-
tdneamente con un rango de cobertura de 3800 A a 9200 A con una
resoluciéon de A/AA ~ 2000.

La adquisicion de datos comenz6 en el 2000 y hasta la fecha han
sido liberados 10 conjuntos de datos consistentes en informacién fo-
tométrica y espectroscépica de més de un millén de objetos astroné-
micos. Vale remarcar que las caracteristicas arriba mencionadas del
catdlogo corresponden a las que posefa cuando se liber6 la version
que nosotros utilizamos. Posteriormente se le han realizado algunas
mejoras, como por ejemplo, el espectrégrafo posee ahora 1000 fibras.

Declinacién [grados]

Ascensién Recta [grados]

Figura 2: Cobertura en el cielo del catdlogo espectroscépico de galaxias
SDSS-DR7 en proyeccién Aitoff de las coordenadas ecuatoriales.



2.1 CATALOGO DE GALAXIAS SLOAN

En particular nosotros utilizamos la version 7 SDSS-DRy, liberada
en Octubre de 2008 (Abazajian et al., 2009). El mismo incluye una
muestra de galaxias completa hasta magnitud petrosiana limite en
r = 17.77. La figura 2 muestra la cobertura sobre el plano del cielo
de las galaxias que poseen medicién del corrimiento hacia el rojo, un
total de 928 567 objetos. Este conjunto de galaxias lo denominaremos
catdlogo espectroscdpio de galaxias. La figura 3 muestra la distribucién en
la direccién de la visual y ascension recta de una muestra de galaxias
limitadas al intervalo de declinacién (—5°, 5°). Cada punto representa
una galaxia y es entintado segtin su indice de color definido como la
diferencia entre sus magnitudes en las bandas g y r, mg — mr. Puede
observarse como las galaxias rojas tienden a localizarse preferente-
mente en las regiones mds densas, y ademds se aprecia una dilucién
en la cantidad de galaxias azules (generalmente de luminosidad mas
débil) para distancia mds grandes.

12h

0.04 0.08 0.12 0.16
redshift

Figura 3: Distribucién espacial de galaxias del catdlogo espectroscépico en
ascension recta y redshift. Cada galaxia es distinguida segin su indice de
color definido como la diferencia entre sus magnitudes en la banda g y 7,
mg — mr. Solo se muestran las galaxias que poseen una declinacién en el
rango (—5°,5°)
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2.1.1 Identificacion de grupos de galaxias

Ademads de contar con un catdlogo de galaxias, para algunos de
los estudios realizados necesitaremos tener un catalogo de grupos
de galaxias. Estos grupos son identificados sobre el mismo catdlogo
de galaxias SDSS-DRy. Existen diversos algoritmos desarrollados con
el fin de identificar grupos, nosotros haremos uso de una versién
modificada del método de Huchra & Geller (1982) presentado por
Merchan & Zandivarez (2005). El mismo permite encontrar contornos
de isodensidad en una muestra de galaxias limitada en magnitud
aparente my;,.

El método puede ser descripto de la siguiente manera: comenza-
mos eligiendo una galaxia que no haya sido asignada previamente a
un grupo, y buscamos a su alrededor galaxias que cumplan la condi-
cién

. (O0\ V
Di]' = 2sin (2> ﬁo < DL(VZ'/ ij m;, m]) (2.1)
donde
Vi+V,
= ! 2 ] (2'2)

y una diferencia en velocidades radiales de
Vi = |Vi = Vi| < ViL(V;, Vj, mj,m;) (2.3)

donde V; y V; se refieren a las velocidades radiales de la galaxia y
su vecina en cuestion, respectivamente, m; y m; a sus magnitudes
aparentes y 0 a su separacion angular. Hy es la constante de Hubble.
Si no encontramos ninguna galaxia vecina que cumpla estas condi-
ciones, entonces se define la galaxia como aislada, de lo contrario la
galaxia junto con todas sus vecinas son incluidas en el grupo. Este
procedimiento lo aplicamos iterativamente sobre las galaxias vecinas
que cumplen las condiciones mencionadas hasta que no se encuen-
tran mds miembros, cada vez que hallamos una galaxia que cumple
las condiciones la incluimos en el grupo.

La eleccion de Dy y Vi debe tener en cuenta la variacién en el
muestreo debido al corte en magnitud aparente como funcién de la
distancia.Para ello se asume que la funcién de luminosidad es inde-
pendiente de la distancia y la posicion. Entonces para cada par se
define

Mj; -3
b, — D, [fﬁf’ CD(M)dM]
Joar @(M)dM

(2.4)

donde

Mlim = Miim — 25—-5 log(Vp/Ho) (25)
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Ml']' = Mpjm — 25 — 510g(V/H0) (26)

aqui @ (M) es la funcién de luminosidad y Dy es la separacién proyec-
tada elegida a la distancia fiducial V¢ en unidades de Mpc. Con esta
definicion, el contorno de sobredensidad que encierra a cada grupo
estd dado por

5p 3 My -1
— = d(M)dM —1 .
b { [ om) } (27)

Siguiendo las sugerencias de Schechter (1976), la diferencia de veloci-
dades V|, es escalada de la misma forma que Dy, o sea

vy [fﬁ@(M)dM]
F LM o(Myam

Q=

(2.8)

Con esta técnica se identificaron los grupos de galaxias en el cata-
logo Sloan Data Release 7*. Se adopté una sobredensidad dp/p =
200 para la densidad en los bordes del grupo, de modo de obte-
ner grupos bien definidos. Los pardmetros Dy y Vj utilizados fue-
ron 0.395 h~'Mpc y 200 km s~! respectivamente. La magnitud li-
mite fue de my;,, = 17.77 con una constante de Hubble de Hy =
100k km s~! Mpc~!. Para la funcién de luminosidad se utilizé una
funcién de Schechter (1976) de la forma

1+a _100-4(M*~M)
e

O(M) = 0.41n(10)D" [100-4<M**M>} (2.9)

con pardmetros ®* = 0.0149 mag~! Mpc=3, M* = —2044 y a =
—1.05 (Blanton et al., 2003) y velocidad fiducial Vr = 50 km sec™ 1.
También se computo la dispersién de velocidad en la direccion de la

visual 0, y el radio virial de cada grupo Ry definido como
Rv=5—~——"F71
Yisj Rj;
donde N, es el nimero de galaxias en el grupo y R;; es la distancia
proyectada entre la i-ésima y la j-ésima galaxia del grupo. La disper-

sién de velocidad real o fue obtenida a partir de la dispersién medida
a lo largo de la visual mediante la ecuaciéon

o =30, (2.11)

(2.10)

Con estos valores es posible tener una estima de la masa o masa
virial My;, de la siguiente forma: si suponemos que cada grupo de ga-
laxias se encuentra en su estado relajado con lo cual podemos asumir
que se cumple el teorema del virial

2Ec+E, =0 (2.12)

+ http:/ /www.sdss.org/dry/
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donde E. y E, son la energia cinética y potencial del grupo, respecti-
vamente. Luego, podemos escribir la masa como

(2.13)

2.2 SIMULACIONES DEL UNIVERSO EN GRAN ESCALA

La gran diversidad y la complejidad de los procesos astrofisicos
involucrados en la formacién y evolucién de las estructuras que pue-
blan el Universo, hacen que sea excesivamente complicado, sino im-
posible, abordar dichos tépicos desde un punto de vista totalmente
tedrico. La primera vez que se trataron de abordar estos temas des-
de otra perspectiva fue mediante el empleo de lamparas de luz cuya
intensidad representaba la cantidad masa acumulada en esa region
(Holmberg, 1941). Desde aquellos tiempos hasta ahora el desarrollo
de las técnicas de simulacion han evolucionada constantemente, no
solo con el desarrollo de nuevos algoritmos mas eficientes y més ra-
pidos, sino también al ritmo con el poder de computo y de almacena-
miento de los supercomputadores ha ido aumentando.

Una simulacién puede interpretarse como una tabla donde se regis-
tra la informacién dindmica (e. g., posiciones, velocidades, potencial
gravitatorio), termodindmicas (e. g., temperatura y densidad) y/o de
otras indoles (e. g., magnéticas) de una cierta regién del espacio. En
general, la materia oscura es representada mediante particulas mien-
tras que el material bariénico puede ser representado mediante celdas
de una grilla o particulas suavizadas. De esta manera, y mds sencilla-
mente, una simulacién consiste en un conjunto de particulas o grillas
con sus respectivas propiedades dindmicas, termodindmicas, etc.

Las simulaciones numéricas nos ayudan a obtener una realizacién
del Universo a partir de ciertas condiciones iniciales y leyes fisicas
establecidas. Por lo tanto, las mismas nos permiten validar el modelo
cosmolégico y la relacién entre la fisica involucrada en el proceso
de formacién de las estructuras y la distribucién de materia en la
estructura en gran escala del Universo (Springel, 2012). Ademads, nos
sirve de guia para interpretar los datos observacionales.

Dado el tipo de estudio que realizaremos, nos interesan, principal-
mente, las simulaciones del Universo en gran escala, esto es, simula-
ciones cuyo tamafio es de algunas centenas de megaparsecs. Por ello,
lo que discutiremos en esta seccién se relacionard especialmente con
tales simulaciones, denominadas cosmoldgicas, y particularmente con
simulaciones de N-cuerpos de particulas de materia oscura.

La realizacion de una simulacién puede ser sintetizada en tres pa-
sos fundamentales:

» Establecimiento de las condiciones iniciales

n Calculo de las fuerzas involucradas
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» Integracién de las ecuaciones de movimiento (evolucion)

Los dos ultimos pasos son ejecutados iterativamente hasta alcanzar
el estado de evolucion deseado, generalmente fijado por un tiempo
especifico o nimero de pasos. En general, las condiciones iniciales
de las simulaciones cosmolédgicas son establecidas en alguna época
donde el Universo era mas o menos homogéneo y la evolucién se
realiza hasta que la simulacién alcanza la edad actual.

2.2.1 Condiciones Iniciales

La generacion de las condiciones iniciales puede ser resumida en
dos partes: primero, se establece una distribucién uniforme de par-
ticulas representando un Universo sin perturbaciones, y segundo, se
imponen las perturbaciones en el campo de densidad deseadas.

Para la distribucién uniforme se utiliza, comtinmente, una grilla
ctibica uniforme. Vale notar que el tamafio de la grilla representa una
escala tipica la cual introduce fuertes direcciones preferenciales que
a su vez puede provocar que las propiedades estadisticas del campo
de densidad en escalas chicas se vea afectado.

La segunda parte consiste en imponer las perturbaciones en el cam-
po de densidad que se correspondan con el modelo de Universo que
se desea simular. Para ello, el procedimiento utilizado, mayormente,
es el método basado en la aproximacién de Zel’dovich (véase §1.6.1
en pagina 17). Segun el cual, las posiciones y velocidades de las par-
ticulas al redshift inicial z; son establecidas segiin las ecuaciones:

¥3,2) = - D) VO @1)
D z=z; —
0(.5) = ~ A5 va(g) @15)

donde el vector 7 es la posicion sin perturbacion, y el potencial &
debe ser computado en el espacio de Fourier:

o(q) = Z%e—i%ﬁ (2.16)
k
donde & = x x /(P(k)) (2.17)

siendo x un niimero aleatorio extraido de una distribucién gaussiana.

2.2.2  Cdlculo de las fuerzas involucradas

Para una simulacién de n-cuerpos, la manera més directa de cal-
cular las fuerzas gravitacionales es realizando la suma directa de las
interacciones entre particulas

Gmim]' R

+e|zrij

F=-) =
Al

(2.18)
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donde 7;; = 7; — 7}, #;j su versor, y € es un parametro, denominado lon-
gitud de suavizado (softening, en inglés), que se introduce para evitar
la singularidad divergente cuando |7;j| se hace pequefio determinan-
do la distancia minima entre dos particulas. Vale notar que el tiempo
de cémputo requerido para realizar esta cuenta es proporcional a N2,
por lo que su aplicacién resulta costosa, en términos computacionales,
cuando es utilizada para evolucionar sistemas con muchas particulas.
Por este motivo, se han desarrollado otros métodos que son extensi-
vamente utilizados para realizar simulaciones de gran tamafio. Des-
cribiremos a continuacién el método empleado por el cédigo Gadget
(Springel, 2005), siendo este tltimo el algoritmo que hemos utilizado
para realizar todas las simulaciones cosmolégicas.

El método TreePM surge de la combinacién de otros dos algorit-
mos, los cuales son empleados separadamente para computar las
fuerzas en diferentes escalas denominadas de rango corto y de rango
largo. Describamos brevemente cada uno de estos métodos.

Meétodo Tree

Descripto originalmente por Barnes & Hut (1986), este método par-
ticiona el volumen de la simulacién (generalmente, un cubo) en un
conjunto de celdas anidadas en una estructura de drbol. Para cons-
truir tal entidad, se divide sucesivamente el volumen inicial en cel-
das y subceldas. En cada uno de los pasos una (sub)celda es dividida
geométricamente solo si contiene mas de una particula. Este proce-
dimiento es repetido hasta que cada una de las subcelda de menor
jerarquia contenga una sola particula. Cada una de las subceldas asi
construidas posee diferentes atributos, tales como la masa total con-
tenida dentro de ella, localizacién del centro de masa, y un puntero
a sus subceldas. Por otro lado, cada una de la particulas posee su
posicién, velocidad y masa propia.

Para computar la fuerza sobre una particula se requiere de sumar
la contribucién de todas las otras particulas o celdas. Si una celda se
encuentra lo suficientemente lejos, puede ser considerada como un
solo ente con su masa localizada en el centro de masa. Pero si la cel-
da se encuentra mas préxima, deben considerarse las contribuciones
separadas de sus subceldas y/o particulas. El criterio de lejania se
fija relacionando la distancia r a la celda y el tamafo d de la misma.
Entonces, una celda es considerada como una sola entidad cuando

I<e (219)
r
siendo 6, el valor umbral. Cabe marcar que mientras mas grande es
el valor de este parametro, el error en el cdlculo de la fuerza también
aumenta. Sin embargo, con una buena eleccién de 6, la cantidad de
operaciones necesarias para el susodicho computo es considerable-
mente menor que la suma directa sobre todas las particulas.

Meétodo Particula-Malla o PM
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Esté método computa el potencial gravitacional en el espacio de
Fourier. Para ello se define una malla regular en el volumen de la
simulacién, sobre la cual se interpola la densidad de cada una de las
particulas. Luego, el potencial en cada uno de los puntos de la malla
puede calcularse a partir de la ecuacién 1.48. Una manera sencilla de
resolver esta ecuacion es a través de la transformada de Fourier de la
misma:

a
F(P) = —47‘£G(/k(2p) (2.20)
donde .# denota la transformada de Fourier y k es el nimero de onda
como6vil. A partir de esta ecuaciéon, uno puede multiplicar por k y en-
contrar el campo gravitatorio (i. e., la fuerza) computando la transfor-
mada de Fourier inversa. Generalmente, este conjunto de operaciones
es realizado haciendo uso de la Transformada Répida de Fourier.

En el algoritmo TreePM se divide las escalas de rango corto y largo
partiendo de la ecuacién 2.20 de la siguiente forma:

O = 7 (D) = L+ DL (2.21)
con
a
o = —47(G(/k(2p) exp(—k*r?) (2.22)
F
Pp = —4nG k(zp) (1 —exp(—k*r2)) (2.23)

donde I y c denotan el rango largo y corto del potencial, respectiva-
mente. La expresion para la fuerza de corto alcance en el espacio real

es:
o GmT r r r2
f (7") = _1’73 <e1‘fC <21"S> + mexp (_41/3>> (2.24)

donde erfc es la funcién de error complementaria. Puede notarse que
la fuerza de corto alcance cae rapidamente para r >> r, y por lo tanto,
solo es necesario considerar regiones cercanas cuando se computa
esta fuerza mediante el método Tree. Por otro lado, el potencial y la
fuerza de rango largo son computados en el espacio Fourier con el
método PM pero utilizando la expresion 2.22.

2.2.3 Integracion de las ecuaciones de movimiento

El mecanismo empleado por Gadget-2 para realizar la evolucién
temporal es el método de arrastre-patada (DK, por la siglas en in-
glés de Dirft-Kick). Brevemente, este consiste en definir dos operado-
res: D que evoluciona solo las posiciones y K que solo lo hace con

43



44

CATALOGOS DE GALAXIAS Y SIMULACIONES NUMERICAS

las velocidades. Vale notar que la fuerza solo interviene en el opera-
dor K. Con estas dos funciones uno puede armar diferentes esque-
mas de evolucién para un intervalo temporal At dado, por ejemplo,
D(At/2)K(At)D(At/2) o K(At/2)D(At)K(At/2), los cuales son los
mas conocidos.

Hemos vistos anteriormente que es posible separar el computo de
la fuerza de dos términos. Equivalentemente, podemos definir dos
operadores K. y Kj, los cuales actualicen las velocidades utilizando
las fuerzas de rango corto y largo, respectivamente. A partir de esos
se construye un operador evolucién definido como:

m
U(At) = Ky(AF) [KC <2Ani> D (f;) K. (2”;)] K(AD)  (225)
donde m es un entero positivo. Dado que la fuerzo de rango largo
varia suficientemente suave con el tiempo, mientras que la fuerza
de rango corto lo hace mds rapidamente, el cédigo Gadget-2 utiliza
m=2.

Otro de los punto a tratar es la eleccién del intervalo temporal At.
En general, éste se fija individualmente para cada particula y es elegi-
do inversamente proporcional a la raiz cuadrada de la aceleracion de
dicha particula, At e 1/+/]d|. Una discusién mas detallada sobre este
topico estd fuera del alcance de este trabajo por lo que aquel lector
interesado puede dirigirse a Springel (2005).

La figura 4 muestra las instantdneas de la evolucién temporal de
una simulacién cosmolégica de n-cuerpos. La misma fue realizada en
un volumen comévil cdbico de 5007~ Mpc de lado con 10242 particu-
las empleando el c6digo Gadget-2. Los pardmetros cosmoldgicos utili-
zados corresponden a los resultados de Wmap7y. Cada panel muestra
la distribucién de particulas dentro de una rodaja de 500h~! Mpc de
espesor como asi también el redshift y la edad del Universo en la ins-
tantdnea. En el primer panel superior se muestra la condicién inicial
a partir de la cual se comenz6 la integracion, siendo estas generadas
mediante el c6digo MPgrafic.

2.3 CONSTRUYENDO CATALOGOS SINTETICOS

Los catdlogos sintéticos de galaxias son construidos a partir de si-
mulaciones numéricas, modelados con la intencién de reproducir las
caracteristicas generales de un catdlogo real. La ventaja que presentan
es que uno puede conocer con precision las propiedades de los com-
ponentes del mismo, y ademds permite introducir sesgos intenciona-
les para evaluar el funcionamiento de algtn algoritmo. Asi mismo,
permiten realizar una comparacién directa con los resultados obteni-
dos de los catdlogos observados.

El catdlogo observacional que utilizaremos es el SDSS-DR7 vy, en
nuestro caso, la construccion del catdlogo sintético a partir de la si-
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48 Millones de anos 486 Millones de anos
7 = 50 z=10

3 369 Millones de anos 5 985 Millones de anos
Ak — z=1

8 723 Millones de anos 13 797 Millones de aﬁos
z=0.5 : ; » z=0

Figura 4: Evolucién temporal de una simulacién cosmolégica de solo mate-
ria oscura en un volumen cémovil ctibico de 500 h~! Mpc de lado con 10243
particulas. Los pardmetros cosmoldgicos utilizados en la misma correspon-
den a los resultados de Wmapy. Cada panel muestra la distribucién de par-
ticulas dentro de una rodaja de 500! Mpc de espesor como asi también
el redshift y la edad del Universo en la instantdnea. Arriba a la izquierda se
muestran las condiciones iniciales.

mulacién numérica requiere dos pasos; uno relacionado con la geo-
metria del catdlogo observacional que deseamos reproducir y otro
con las propiedades de las galaxias.
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Dado que, en general, el volumen de las simulaciones numéricas
es menor al volumen del Universo relevado en los catdlogos, lo pri-
mero que debe realizarse es el ensamblado de sucesivos cubos de
la simulacién de modo de lograr generar un volumen equivalente al
del catdlogo. Esto puede realizarse siempre que se hayan considerado
condiciones de contorno periddicas, local es una préctica corriente en
simulaciones cosmolégicas. Uno vez realizado esto, se debe proceder
a ralear la cantidad de particulas con el objetivo de reproducir la den-
sidad numérica de galaxias. Este tltimo valor es estimado a partir de
la integral de la funcién de luminosidad (véase ecuacién 2.9) con los
pardmetros de Blanton et al. (2003).

El paso siguiente consiste en asignarle aleatoriamente a cada par-
ticula una magnitud en alguna banda, en nuestro caso utilizaremos
la banda r de Sloan. La distribucién de magnitudes debe responder
a la funcién de luminosidad de la banda dada. Ademas, con el fin
de reproducir los datos observacionales lo més fehacientemente posi-
ble utilizamos diferentes pardmetros para dicha funcién, segin sea el
ambiente donde se encuentre la particula. Para las particulas que se
encuentran asociadas a halos de materia oscura utilizamos los paréa-
metros provisto por Zandivarez et al. (2006) segtin la masa del halo,
mientras que para las particulas que no se encuentran en grupos utili-
zamos los pardmetros de Blanton et al. (2003). Por ltimo, y dado que
el catdlogo real posee un corte en magnitud aparente en m, < 17.77,
solo deben guardarse las particulas que cumplan con esta condicién.

Para imitar la distribucién en el plano del cielo del catdlogo real, se
confecciona una méscara angular con las herramienta SDSSPix*. Esta
permite fraccionar la esfera celeste en un total de n,, - n, - r* pixeles
de igual érea, siendo n, -r y n, - r la cantidad de pixeles en la di-
recciéon de las coordenadas 17 y A del catdlogo, respectivamente, y r
un pardmetro de resolucion (nosotros utilizaremos r = 128). Luego,
comenzando con todos los pixeles apagados, se prenden aquellos que
contienen al menos una galaxias. Finalmente, se debe seleccionar un
punto origen dentro del volumen de la misma, y computar desde alli
las coordenadas angulares de las particulas. Luego, se realiza un fil-
trado utilizando la méscara anteriormente construida, conservando
solo aquellas particulas que se encuentran dentro de un pixel prendi-
do.

En la figura 5 se muestra, para comparacion, la distribucién espa-
cial de galaxias del catdlogo real (porcién superior) y de particulas
del catdlogo sintético (porcién inferior). Puede observarse, en ambos
casos, la notable disminucién en la densidad de galaxias a redshift
mas altos.

+ SDSSPix fue desarrollado por Max Tegmark, Yongzhong Xu y Ryan Scranton.
http:/ /dls.physics.ucdavis.edu/ scranton/SDSSPix/



2.3 CONSTRUYENDO CATALOGOS SINTETICOS

ascencion recta
12h

4Gl
BJ08J UQIoUBISE

Figura 5: Grafico de torta mostrando la distribucién espacial de galaxias del
catalogo real en la porcién superior y de particulas del catdlogo sintético en
la porcién inferior.
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ESTADISTICAS DEL CAMPO DE DENSIDAD

Hemos visto en los capitulos anteriores la aproximacién teérica y
mediante simulaciones de la formacién y evolucién de las estructuras.
En este capitulo veremos la descripcion estadistica de la distribucién
de materia en el Universo.

En gran escala el Universo ha mostrado ser homogéneo e is6tropo,
y por lo tanto debe esperarse que las propiedades estadisticas del mis-
mo sean homogéneas. Mds atin, las propiedades estadisticas de las
fluctuaciones del campo de densidad deben ser también homogéneas
en todo el Universo. Para interpretar esto, uno debe pensar al campo
de densidad como un proceso estocdstico, y siendo las mediciones
estadisticas realizadas sobre un conjunto o ensamble de realizaciones
de dicho campo de densidad, o en otras palabras, un ensamble de
diferentes Universos. Claramente, en este punto se nos presenta una
limitacién dado que nosotros solo podemos tener acceso a una sola
realizaciéon de dicho proceso estocéstico(i.e., la distribucién de ma-
teria que observamos hoy en dia). Este inconveniente puede ser re-
suelto teniendo en cuenta la Hipdtesis de Ergodicidad. Esta expresa que
si uno realiza una medicién estadistica sobre una realizacién lo sufi-
cientemente grande del proceso estocastico, esto resulta equivalente
a efectuar la misma estadistica sobre el ensamble de realizaciones.

Generalmente asumimos que la estadistica del campo de densidad
es de tipo gaussiana *. Esto bien podria estar justificado por el teo-
rema central del limite, o por el proceso inflacionario. Ademas las
mediciones de las fluctuacién del fondo césmico de radiacion mues-
tran ser gaussianas con un alto grado de precisién. Por esta razon,
en este capitulo veremos con un poco de detalle el crecimiento de las
fluctuaciones en un campo de densidad gaussiano.

3.1 ESPECTRO DE POTENCIA Y FUNCIONES DE CORRELACION
El anélisis estadistico del campo de densidad se realiza en funcién
del contraste de densidad definido de la siguiente manera:

S X, t
szt = Ly

p(t)
Utilizaremos el vocablo gaussiana (y similares) para denotar distribuciones estadisti-
cas de una variable aleatoria que siguen una ley de Gauss

(3.1)
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donde p(t) es la densidad media del Universo en el tiempo ¢ y p(x, t)
es la densidad en la posicién X en el mismo instante. Segin su defi-
nicién, el contraste de densidad representa las fluctuaciones de den-
sidad respecto a la densidad media de fondo, siendo § > 0 para
sobredensidades y § < 0 para subdensidades.

Segun el teorema de Fourier el contraste de densidad puede ser
desarrollado en una serie armonica:

(%, t) = Zg(%,t) exp(i%-f)
Vo[ 5 o
= P / 3(k, 1) exp ik - 7)dk (3-2)

donde el volumen V debe ser lo suficientemente grande de tal forma
que el Universo puede ser considerado periédico dentro de él. En
general, consideramos V' como un volumen ctabico de lado L, por lo
tanto las condiciones de periodicidad son, por ejemplo en la direccién
z, 6(x,y,L) = 6(x,y,0) (y similarmente para las otras componentes).
Dado que 4(X) es real y tiene media cero por definicién, tendremos
que (5(k,t)) = 0y 6(kt) = 6(—k,t)'. Los coeficientes de Fourier
6(k, t) son cantidades complejas dadas por

5 t) = % /V 5(%, ) exp(—ik - ¥)d% (33)

Por la conservacién de la materia dentro del volumen V tenemos

~ =

también que 6(k = 0) = 0. Notemos que en el régimen lineal de la
evolucion de las perturbaciones cada modo de Fourier i (E, t) satisface
la ecuacién de crecimiento lineal separadamente(i. e.cada modo crece
independientemente de los otros, mientras que se cumpla que § < 1).

Las propiedades estadisticas del campo de densidad estan determi-

nadas por el conjunto infinito de funciones de correlacién,

0(X3)) = C3 (3-4)

Bajo la hipotesis de que el Universo es homogéneo o isétropo, las
funciones de correlaciéon solo dependeran de la distancia relativa.
Consideremos por ejemplo la funcién de correlacién de dos puntos,

(A = <5(?)(5 (F+A) >, esta funcién describe cuan correlacionadas

estdn las densidades en dos puntos separados por una distancia A =
|A|. Segtn la definicion en la ecuacién 3.4 tenemos

&(8) = (8(®)o(X+4)) (:5)

_ % [o@s(a + Byax (3.6)
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si introducimos la descomposicién de Fourier obtenemos

@'z(A):*z / S(K) exp(ik - %)3(7) exp(i7 - (¥ + B))d

@ /|5% exp(—ik - A)dk (3.7)

donde hemos utilizado el hecho de que
1 T S — D /7
v /exp(zk-x)dx = 6" (k)

donde 6P es la funcion delta de Dirac. La funcién P(k) = (|5(k)[?) con
k = 27t/r, es llamada el espectro de potencia del campo de densidad
y de las ecuaciones anteriores vemos que la funcién de correlacién de
dos puntos es la transformada de Fourier del espectro de potencia.

La funcién de correlacién de dos puntos puede ser expresada tam-
bién como la probabilidad conjunta de encontrar una galaxia en un
volumen 6V; y otra en un volumen 0V, separados por una distancia
r12:

8P = i [1 + &(r12)] SV16 V4 (3.8)

donde 7 es la densidad numérica media de galaxias por unidad de
volumen. El concepto de funcién de correlacién, establecido en estos
términos, puede ser extendido al caso de de tres 0 més puntos.

Las funciones de correlaciéon tienen un rol fundamental en el estu-
dio de la distribuciéon de materia. Y como sefialamos anteriormente,
si queremos utilizar estas funciones para una completa descripcién
de la distribucion de materia debemos conocer las funciones de co-
rrelacion de todos los ordenes. Asi también, mediante las funciones
de correlacién es posible estudiar la evolucion de la distribuciéon de
materia.

3.2 CAMPOS GAUSSIANOS

Un tipo importante de campos de densidad son aquellos donde
5 (E) son variables gaussianas, esto quiere decir que tanto la parte real
como la imaginaria de é son distribuciones gaussianas independien-
tes con media cero y dispersion P(k)/2, tal que (|6]2) = (|og|*) +
(|61|2) = P (los subindices, R e I denotan la parte real e imaginaria,
respectivamente). Tales campos de densidad son llamados brevemen-
te campos gaussianos.

Si escribimos la amplitud compleja como la suma de su parte real
e imaginaria, 5 = (5R + 151, e introducimos la amplitud A = ((52 +
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5%)1/ 2 y el angulo de fase 6, tanf = 6;/dg, podemos encontrar la
distribucién de probabilidad para A y 0 de la siguiente manera

S 2R\ - -
P(éR)ddRP(&I)dd[ - m exp <_R1)I> déydé[

A A?

de esta ultima ecuacién puede observarse que las amplitudes de los
modos de Fourier tienen una distribucién gaussiana « A exp(—A?/P),
y las fases 6 son aleatorias en el intervalo [0,277).

Si los modos de Fourier son gaussianos, entonces el campo de den-
sidad en el espacio real es la suma de campos gaussianos, por lo tanto
es también un campo gaussiano, con probabilidad

1 &
p(6)ds = — exp <_%r2> dé (3.10)
Dado que 6 > —1 por definicién, esto puede solamente funcionar
cuando la dispersiéon o < 1, es decir, que el campo puede ser gaus-
siano solamente para perturbaciones muy pequefas, y a medida que
las perturbaciones crecen, la estadistica del campo comenzara siem-
pre a desviarse de la gaussianidad.

Una de las propiedades més importantes de un campo gaussiano
es que todas las funciones de correlaciéon de orden mads alto que 2
pueden ser computadas en término del espectro de potencia, o alter-
nativamente de la funcién de correlaciéon de dos puntos. Entonces, si
el campo de densidad cosmolégico fuera inicialmente gaussiano, sus
propiedades estadisticas estarian completamente determinas por el
espectro de potencia inicial P(k). Y como hemos ya mencionando, las
fluctuaciones generadas durante la inflaciéon muestran ser gaussianas,
al menos en un alto grado de precisién. A medida que las fluctuacio-
nes crecieron, las propiedades estadisticas de J se fueron apartando
de la gaussianidad, en particular, la distribuciéon del campo de gala-
xias observado hoy no es gaussiano.

3.3 FLUCTUACIONES EN LA MASA

El método de la descomposicién de Fourier puede ser utilizado
para computar la variacién en la masa encerrada dentro de una es-
fera de volumen Vjy. La masa media contenida dentro de este volu-
men es M = Vjy. Para encontrar el nivel de fluctuacién alrededor
del valor medio, {(§M/M)?), definimos una funcién filtro W tal que
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J W(x)dx = Vjy. Cuando este filtro es aplicado en la posicién ¥, la
masa contenida dentro del volumen encerrado por él es:

M(F) = / p(F)W(E - 7)d¥ (3.11)
- /p (1+8(F)) W(E - ¥') d¥ (3.12)
—p [ WE- ) (13)

(3.14)

La integral sobre ¥ es [ exp (z(% —7) -JE”) A% = V6P (k — ), entonces

M(x) =

1 —|— — Z(S exp(zE : 5(’)] (3.15)

Luego podemos calcular la fluctuacién en la masa de la siguiente
manera

PV / 5(R) P () 2k

L  dk K3|6(K) )2V3

_ 7\ 12
=l T o WEP 69

De esta ecuacién observamos que la cantidad

Kok v

(k) = 272

(3-17)
es una medida de cuanto contribuyen las perturbaciones en la escala
k a la fluctuaciéon de masa, por unidad de intervalo logaritmico en k.

3.4 EL ESPECTRO DE POTENCIA PRIMORDIAL

Una vez creadas las fluctuaciones iniciales podemos seguir su evo-
lucién mediante la teoria lineal de perturbaciones, al menos en sus
primeros estadios. El espectro de potencia primordial establece cual
era la distribucién de dichas fluctuaciones en el campo de densidad
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de Universo primigenio. En consecuencia, es necesario, para el estu-
dio de formacién de estructura, conocer el espectro primordial.

Escribamos el espectro de potencia primordial como P(k,t — 0) =
P(k). Si asumimos que no existe una escala privilegiada, entonces
bien podemos suponer que el espectro de potencia inicial tiene la
forma funcional de una ley de potencia

P(k) « k" (3.18)

donde el indice n establece el balance entre pequefia y gran escala.
La homogeneidad asintética requiere que n > —3, dado que, en caso
contrario, el universo seria altamente heterogéneo en gran escala. Por
otro lado, un argumento debido a Zel’dovich establece que n < 4,
dado que, de otra forma, el Universo habria sido muy heterogéneo en
sus etapas primitivas. Esté espectro es conocido como espectro minimo.
Un caso particular es el valor de n = 0 el cual corresponde al ruido
blanco, representando la misma potencia para todas las longitudes
de onda o escalas.

El mds importante de todos es el espectro de potencia invariante de
escala, también conocido como espectro de Harrison-Zel’dovich, que
corresponde al valor de n = 1. Para este espectro en particular, el Uni-
verso es autosimilar en el sentido que luce siempre igual a cualquier
escala que se lo observe. Para ver un poco mds detalladamente esto
consideremos una esfera comovil de radio R, y masa tipica M « R>.
Con un espectro de potencia P(k) o k", las fluctuaciones en masa
serdn segun la ecuacioén 3.16

1/R
((em/M)?) = / P(K)K2dk ~ M~ (7+3)/3 (3.19)
0
Las correspondientes fluctuaciones en el potencial son del orden de
5(P ~ ﬁ ~ M—(n+3)/3M2/3 ~ M(l—n)/6 (3.20)

Entonces, para n = 1, las fluctuaciones en el potencial son indepen-
dientes de la escala.

Otra forma de ver que n = 1 corresponde a un espectro de potencia
invariante de escala, es considerar las amplitudes de las fluctuacio-
nes al momento en que ellas entran al Horizonte, definido como c - ¢,
donde f es la edad del universo. La varianza de las fluctuaciones en
densidad en un camino de tamafio comévil xf es

1/x
(o/07) = [ PR dk~ 2 (3.21)

donde hemos usado el hecho de que las fluctuaciones crecen como
§ o« a* o t fuera del horizonte durante la era dominada por la ra-
diacion. Cuando las fluctuaciones entran al horizonte ax; = ct o
Xpoct/aox t'/2 dado que a = t'/2 en la época de la radiacién. Luego,
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al momento de ingresar al Horizonte, la amplitud de las fluctuaciones
es proporcional a xj%x;(””) = x}_”, por lo que xf es independiente
de la escala cuando n = 1.

Hemos asumido que los efectos de presion y cualquier otro proceso
astrofisico son despreciables durante la evolucién gravitacional de las
perturbaciones. Ahora bien, la composicién particular de cualquier ti-
po de materia constituyente del Universo o, incluso, los parametros
cosmolégicos del modelo de Universo que estemos utilizando, pue-
den suprimir el crecimiento de las perturbaciones. Esta disminucién
puede verse reflejada en diferentes escalas del espectro de potencia.
La informacién necesaria sobre el contenido de materia y los pardme-
tros cosmolégicos los expresamos mediante la funciéon de transferen-
cia T(k, t).

Para construir la funcién de transferencia lo primero que debemos
hacer es especificar el modo de las perturbaciones. En cosmologia
existen dos alternativas relevantes, que son la adiabdtica y la isocur-
vatura. La primera involucra fluctuaciones acopladas de materia y ra-
diacién de modo que la entropia tiene variacion espacial nula; mien-
tras que la segunda, tiene fluctuacién neta nula en la densidad de
energia e involucra fluctuaciones en la entropia. En general asumi-
mos fluctuacién adiabéticas que son las predichas segtin el modelo
de inflacién y son la base de los modelos cosmolégicos mas acepta-
dos.

Existen varios procesos que pueden modificar la forma primordial
del espectro de potencia. Por ejemplo, el crecimiento de la estructura
inhibido por la presién en escalas mds pequefas que la longitud de
la onda actstica que predice la teoria de inestabilidad de Jeans. La
radiacion y particulas relativistas podrian causar supresion cinemaéti-
ca de crecimiento. El acoplamiento imperfecto de fotones y bariones
puede causar la disipacién de las perturbaciones en el componente
bariénico. El efecto neto de esos procesos, para el caso de un cam-
po de fluctuaciones inicialmente gaussiano, es cambiar la forma del
espectro de potencia original que describimos con la funcién de trans-
ferencia que relaciona el espectro de potencia procesado P (k) con su
forma primordial Py(k) mediante la ecuacién P(k,t) = Py(k) - T2(k, t).

Conociendo el espectro de potencia en un dado momento ty, po-
demos utilizar la teoria lineal para computar el espectro de poten-
cia en cualquier tiempo posterior t, P(k,t) = T?(k,t)P(k, ty). Dado
que cada modo de Fourier evoluciona independientemente, la fun-
cion T(k, t) no dependerd de la forma real de la funcién P(k, ty). Ade-
mads, dado que P(k) = (|6(k)|?), T también especifica como crece 6,
O(k,t) = T(k,t)6(k, tp). Y si el campo de fluctuaciones iniciales es
gaussiano, entonces las propiedades estadisticas de este estdn com-
pletamente determinadas por P(k,t) = T?(k,t)P(k,t), y asi T(k,t)
y P(k,tg) proveen una descripcion completa de como la estructura
evoluciona en el régimen lineal.

55



56

ESTADISTICAS DEL CAMPO DE DENSIDAD

3.5 EL MODELO DE HALOS

Como hemos observado anteriormente, el modelo de Press & Sche-
chter (1974) para la funcién de masa de los halos de materia oscura
presupone que toda la materia se encuentra agrupada en estas es-
tructuras, en otras palabras, toda la masa del Universo se encuentra
aglomerada en objetos virializados que conocemos como halos. Este
es el punto de partida para el modelo de halos que ha sido desarrolla-
do por diferentes autores (véase por ejemplo, Seljak, 2000; Peacock &
Smith, 2000; Ma & Fry, 2000). Ademas, este modelo posee dos hipote-
sis fundamentales més: la primera es que la funcién de correlacién en
escalas pequefas estd dominada por la distribucién de materia den-
tro de los halos, es decir, por su perfil de densidad; y la segunda, que
en escalas grandes, la evolucion del espectro de potencia primordial
puede ser calculada mediante la teoria lineal y, por lo tanto, la corre-
laciéon en aquellas escalas es bien descripta por los resultados de esta
modulados por los factores de sesgos de los halos.

Los «ingredientes» para construir el modelo de halos son: la fun-
cién de masa de los halos de materia oscura, su perfil de densidad
y el espectro de potencia lineal. A continuacién veremos la «receta»
para combinar estos elementos y obtener como producto el modelo
de halos que describe la estructura en gran escala del Universo.

La hipétesis de que toda la masa estd contenida en halos implica
que la densidad de materia en un punto ¥ dado del espacio estd dada
por la suma de las contribuciones de los perfiles de densidad de cada
uno ellos a dicho punto:

Zp — Xi|m;) _Zmiu(f—fi]mi)
= 2/5 m —m;)o(X — X;)ymu(¥ — ¥) dmd>x’ (3.22)

donde ¥; y m; indican la posiciéon y la masa del iésimo halo, res-
pectivamente. En la segunda igualdad hemos utilizado el artilugio
matemadtico de integrar funciones delta de Dirac:

[ o =0 ax’ = () (5:23)

Vale hacer notar que hemos asumido que el perfil de densidad de los
halos estd determinado exclusivamente por su masa, suposicién que,
como veremos mads adelante, puede no ser del todo correcta.

Nos haréan falta construir dos cantidades. Una de ellas es la densi-
dad numérica de halos de masa m la cual viene dada por la expresién

n(m) = <25(m —m;)(X — 551')> (3-24)
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donde (...) denota promedio sobre un conjunto de universos. Y la
segunda, la densidad media de materia la cual puede obtenerse a
través de la ecuacion

p= <Zmiu(f - fi\mz’)> (3-25)

Haciendo uso de la Hipétesis de Ergodicidad que mencionamos al
principio del capitulo en la pagina 49 y de la ecuacién 3.24, podemos
reescribir la tltima ecuacién de la siguiente forma:

0= / mdm/ —x'|m) d3x’
= /n m)mdm (3.26)

Considerando la expresién para el espectro de potencias que ob-
tenemos de la teoria lineal, tenemos las expresiones matematicas de
todos los ingredientes. Con estos elementos podemos computar, en-
tonces, la funcién de correlacién para la distribucion de materia a
partir de su definicién

() (52

=1+ <p(f)p(f+7)> (3-27)

Reemplazando con la definicién de la densidad dada en la ecuacion
3.22, podemos escribir la anterior expresién de la siguiente manera

i j
(3-28)

Notemos que, en esta ecuacion, del producto de los dos sumatorios
habran términos para los cuales i = j (i.e., factores pertenecientes
al mismo halo) y otros donde i # j (i.e., factores en halos distintos).
Haciendo esta distincién podemos separar la tltima ecuacién en dos
partes

1
@) =—1+ ? <Zm12u(5c’— Xi|m)u(Xx+7— fi|mi)>

—|—<Zmu — Xj|m;) Y _miju 5c'+?—5c’j\mj)> (3.29)

j#i

Luego, podemos expresar la funcién de correlacién como la suma
de dos términos

¢(7) = ¢"(@) + () (3:30)
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1

(7)) = p12 <Zm?”(f_ Xilmj)u(x +7— fi|mi)>

2
:/m Zz(m) dm/u(y’]m)u(]}’+?|m)d3y (3.31)

S o 1 S o e o
ME )= -1+ 7 <Zmiu(x — Xifm;) ) mju(¥ 47— x]-\m]-)>

i j#i
:/mln(ml)dml mzn(nh)dmz/u(f—fﬂml)d?’xl
P P
X /u(a‘c’/ — To|m) &y (X2 — Xy |my, my) 3y (3.32)

en esta ultima ecuacion, (X2 — X1|mq, my) representa la correlacion
entre halos de masa m; y mo.

En escalas grandes, donde el sesgo de los halos de materia oscura
es determinista, (i.e., existe una relacion lineal entre la distribucién
de materia y de halos), es de esperar que

Cnn (Flmy, ma) == b(mq)b(m2)&(7) (3-33)

donde b(my) y b(my), son el sesgo para los halos de masa m; y my,
respectivamente (ecuacién 1.110). De esta manera ¢(7) puede sacarse
fuera de las integrales sobre m; y mjy, separando las dos integrales.
Las relaciones de consistencia 1.118 garantizan que estas integrales
son iguales a la unidad, lo cual implica que en escalas mucho mas
grandes que los halos ¢?*(X) = &(¥). Si ademas hacemos la aproxima-
cién de que en escalas grandes &(7) ~ &"(¥), se obtiene que en esca-
las grandes el término de dos halos es muy sencillo, & (7) ~ &/ ().

3.5.1 El modelo de halos en el espacio de Fourier

Dado que el modelo para la funcién de correlaciéon involucra pro-
ductos de convolucién de los perfiles de densidad, resulta mucho
mas sencillo trabajar en el espacio de Fourier donde las convolucio-
nes se convierten en productos simples de las transformadas de los
perfiles de densidad. Si realizamos las trasformadas de Fourier de las
ecuaciones 3.34 y 3.35 se encuentra que

P(k) = P (k) + P (k) (3-34)

donde

2
PM(k) = /dmn(m) <’Z> | (k| m) |2 (3-35)
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P (R) :/dmln(ml) (";) u(Flmy)
X /dmz n(my) (T}Z) w(k|ma) Py, (k, m1, m5) (3-36)

donde Phh(E, mq,my) es el espectro de potencia de los halos de masa
my 'y my. Siguiendo el anélisis de la seccion anterior podemos plantear
que

Py (K, m1, mp) == b(my)b(my) P'™" (k) (3.37)
36 EL MODELOS DE HALOS Y LA DISTRIBUCIéN DE GALAXIAS

Es bien conocido que la funcién de correlacién bipuntual angular
w(0) o proyectada &(c) es bien descripta por una ley de potencia. En
contraste, los modelos de materia oscura fria indican que la funcién
de correlaciéon de dos puntos o el espectro de potencia de la materia
oscura no se comporta como una ley de potencia, como hemos visto
en secciones anteriores. Ahora bien, ;de donde proviene esta diferen-
cia?. White & Rees (1978) establecieron que la componente bariénica
gaseosa puede solo enfriarse y formar estrellas si se encuentra en el
pozo de potencial de materia oscura. Como resultado de esto, es de
esperarse que todas las galaxias se encuentren embebidas en halos
de materia oscura. Los halos mas masivos podrian contener muchas
galaxias, en cuyo caso es natural asociar las posiciones de las galaxias
con subhalos distribuidos dentro del halo principal; por otro lado,
halos con masa tipicamente baja, podrian no contener galaxias; pero
no existen galaxias que no se encuentren en halos. En este marco, las
propiedades de la distribucién de galaxias estan determinadas por la
velocidad en que el gas se enfria, la tasa de formacién de estrellas, y
los efectos de la evolucion estelar, procesos que dependen de la masa
del halo y de su momento angular. Dentro del contexto del modelo
de halos es posible establecer por qué difiere la funcién de correlacién
de las galaxias de la funcion de correlacion de la materia oscura.

El ingrediente necesario para obtener una descripcion de la distri-
bucién de galaxias es conocer la distribucién de probabilidad P(Nj|m)
de que un halo de masa m contenga N, galaxias. Esta funcion se co-
noce como Distribuciéon de Ocupacién de Halos (DOH). Mediante el
conocimiento de los primeros momentos de esta distribucién puede
obtenerse una expresion para el espectro de potencia, dada por

Py (k) = P (k) + P (k) (338)
Siendo el término de 1-halo:
Ng(Ng -1) \m>

= g (K|mn) P (339)
8

PU(R) = /dmn(m)<

donde el superindice p puede tomar dos valores. Cuando el nime-
ro de pares es grande, es decir (N(N —1)) > 1, tomamos p = 2,
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siendo en este caso la correlaciéon dominada por galaxias satélites, y
por el contrario, cuando (N(N —1)) < 1 la parte dominante es la
correlacion entre la galaxia central y una galaxia satélite, en este caso
tomamos p = 1. Mientras que el término de 2-halos es

2
P! (k) = P (k [/d’“” m)bi( )<Ng’m> g (K|m) (3-40)

donde ug(ﬂm) es la transformada de Fourier normalizada del perfil
de densidad de las galaxias dentro de un halo de masa m, el cual
asumimos es el mismo que el de la masa u(k|m), y 7y es la densidad
media de galaxias calculada como

Tig = /dmn (Ng|m) (3.41)

Las ecuaciones 3.39 y 3.40 expresan el modelo de halos para la
transformada de fourier de la funcién de autocorrelaciéon de la distri-
bucién de galaxias y deben ser utilizadas cuando se desean comparar
los resultados analiticos con aquellos extraidos de los catdlogos reales.

Cabe notar que no hemos realizado ninguna suposicién sobre las
galaxias empleadas en el cdlculo de la funcién de correlacién. Si uno
quisiera estimar la correlacion para una muestra particular de gala-
xias (por ejemplo, galaxias de diferentes colores, etc.) debe modificar
el nimero medio de galaxias 7, el perfil u, y la distribucion de ocu-
pacion (Ng|m) convenientemente.



Parte II

ANISOTROPIAS EN EL UNIVERSO

La segunda parte abarca el trabajo de tesis propiamente
dicho. Comenzamos describiendo el algoritmo para iden-
tificacion de subestructuras que hemos desarrollado y la
comparacion de su desempefio en contraste con otros iden-
tificadores. Las secciones siguientes estan dedicadas al nu-
cleo del trabajo, el cual trata sobre las anisotropias en la
distribucién de materia alrededor de halos de materia os-
cura y grupos de galaxias. Asi mismo, presentamos una
extension del Modelo de Halos clésico, la cual permite
cuantificar, a través de ciertos parametros, las anisotropias
observadas en la funcién de correlacién cruzada.






IDENTIFICACION DE ESTRUCTURAS EN
SIMULACIONES NUMERICAS

4.1 ALGORITMOS PARA IDENTIFICAR ESTRUCTURAS EN SIMU-
LACIONES NUMERICAS

Una de las principales herramientas para analizar una simulacién,
ya sea cosmolégica o de volumen reducido, es la rutina utilizada para
distinguir las estructuras que serédn los objetos de analisis para los es-
tudios que se quieran realizar. En general, el algoritmo utilizado para
tal fin debe ser capaz de identificar objetos ligados gravitacionalmen-
te y, en lo posible, aislar las estructuras de diferentes jerarquia (i.e.,
identificar subestructuras dentro de estructuras mayores).

Diferentes métodos han sido propuestos para cumplir con dicho
objetivo, cada uno de los cuales utiliza una técnica diferente y/o ha
sido disefiado para identificar estructuras particulares de interés pa-
ra el desarrollador. En rasgos generales se pueden distinguir aquellos
identificadores que operan directamente sobre las particulas de mate-
ria oscura de una simulacién de n-cuerpos y aquellos que identifican
estructuras calculando el campo de densidad representado por las
particulas. Por otro lado existen identificadores que solo trabajan so-
bre las posiciones de las particulas y aquellos que ademds utilizan
la informacién respecto a la velocidad de las mismas (i.e., el espa-
cio de las fases). Un resumen de los identificadores de estructuras y
subestructuras mas relevantes puede encontrarse en el apéndice B.

El desarrollo de herramientas propias, si bien puede requerir inver-
tir mucho tiempo extra en ello, siempre conlleva mdltiples beneficios.
Particularmente permite, no solo contar con un cédigo libre, modifi-
cable y comprensible, sino que también uno logra adentrarse en las
dificultadas propias del problema que esté tratando abordar. Especifi-
camente, la identificacién de estructuras y subestructuras en simula-
ciones numéricas posee varios puntos que deben ser tratados con el
cuidado necesario para poder extraer los objetos que son de interés.
Algunos de los puntos son: la geometria utilizada para identificar los
halos, el criterio utilizado para limpiar dicho halos de particulas gra-
vitacionalmente no-ligadas, el modo en que el campo de densidad es
refinado para identificar subestructuras, etc.
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En este contexto y motivados por la necesidad de contar con una
herramienta propia para la identificacion de subestructuras en simu-
laciones numéricas, nos dispusimos a desarrollar un cédigo para tal
fin. En pocas palabras, nuestro método consiste en la identificacién
de picos de sobredensidad mediante la aplicacion sucesiva del méto-
do clasico de FoF donde en cada uno de los pasos disminuimos la
longitud de vinculo. De este modo, cada halo de materia oscura es
descompuesto en una subestructura principal (i. e.la de mayor masa),
un conjunto de subestructuras menores y un conjunto de particulas
libres. Estas tdltimas son identificadas como particulas que han sido
asignadas dentro de un grupo pero que no se encuentran ligadas
gravitacionalmente. Para ello, en cada nivel del procedimiento, anali-
zamos cada uno de los subhalos identificados con el fin de remover
particulas haciendo uso de un criterio basado en la energfa de las
mismas.

4.2 MENDIETA: DESCRIPCION DEL ALGORITMO

El procedimiento base del algoritmo que desarrollamos es el clasico
método de FoF (del inglés Friends-of-Friends, amigos de los amigos).
Originalmente propuesto por Huchra & Geller (1982) para identificar
grupos de galaxias, este algoritmo consiste en agrupar conjuntos de
particulas (como pueden ser las de una simulacién de n-cuerpos del
universo o las galaxias de un catdlogo) las cuales se encuentran se-
paradas por una distancia igual o menor a una longitud de vinculo
dada y que representa el tinico pardmetro libre del método.

En simulaciones numéricas la longitud de vinculo es definida como
una fraccion de la distancia media entre particulas la cual es fijada a
partir del valor de la sobredensidad que se desee aislar. La densidad
en un punto dado es proporcional a la separacién media entre parti-

culas en dicho punto, p < 1/ 73, de este modo la longitud de vinculo
establece la densidad de la superficie que encierra a la regiéon sobre-
densa. Consecuentemente, la densidad media en todo el volumen de
dicha regién dependera del perfil de densidad que posea el objeto. Es-
to ultimo puede ser un problema, en el marco del modelo de colapso
esférico, si el perfil de densidad de las estructuras identificadas no es
universal o la concentracién de los objetos depende de la masa de los
mismos (More et al., 2011). Comtinmente el valor de dicho pardmetro
se fija igual a 0.2, lo cual representa un valor de densidad igual a ~ 81
veces la densidad media de materia en el Universo (More et al., 2011).

Dada esta introduccién al método de identificacion FoF , el algorit-
mo MENDIETApuede describirse en 6 pasos los cuales son aplicados
iterativamente para lograr identificar estructuras de diferentes jerar-
quia:

I - Para comenzar se realiza una identificacién de halos de mate-
ria oscura utilizando el método FoF utilizando una longitud de
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vinculo igual a br,r veces la separacién media entre particulas.
Una vez finalizada la identificacién, solo se conservan aquellos
halos con més de Nt de particulas.

IT - Sobre cada uno de los halos se realiza una segunda identifica-
cién con una longitud de vinculo més pequefia con el objetivo
de aislar sobredensidades locales dentro de cada uno de ellos.
Finalizado este paso, cada uno de los halos es disgregado en un
conjunto de subhalos mds un grupo de particulas que no han
sido asociadas a ninguna subestructura (particulas libres).

III - Todas las particulas pertenecientes a subhalos con menos de N
miembros y todo el conjunto de particulas libres son asociadas
al subhalo principal definido como el subhalo més masivo.

IV - Para cada subhalo, se identifican las particulas cuya energia to-
tal E sea positiva, esto es: para cada particula perteneciente al
subhalo A se calcula su energia potencial E, (teniendo en cuenta
la contribucién de todas las particulas pertenecientes al mismo
subhalo A y su energia potencial interna) y su energfa cinética
E. respecto al centro del mismo subhalo (para lo cual se calcula
la velocidad relativa de cada particula a la velocidad del centro
de masa y se le adiciona la velocidad correspondiente al flujo
de Hubble), siendo E = E, + E.. Aquellas particulas con E > 0
son removidas y reasignadas al subhalo principal. Si durante
este proceso, algiin subhalo queda con menos de Nt particulas,
dicha estructura es removida del catdlogo de subhalos y todas
sus particulas son asignadas al subhalo principal.

V - El mismo criterio de energia es aplicado a la subestructura prin-
cipal. En este caso todas las particulas no ligadas son marcadas
como particulas libres.

VI - El catdlogo de subhalos resultante es utilizado como una nueva
entrada y todo el procedimiento es repetido desde el paso II un
numero Ns de veces.

4.2.1  Aplicacion

Con el fin de comprobar el funcionamiento de nuestro algoritmo
utilizamos una simulacién de materia oscura. La misma fue realiza-
da haciendo uso del cédigo ptblico GADGET2 (Springel, 2005) con los
siguientes pardmetros cosmolégicos Q) = 0.2383, Q1p = 0.7627, g = 0.761,
y h = 0.732 consistentes con los resultados de WMAP3 (Spergel et al., 2007).
El ntimero total de particula empleado fue de 256 en un volumen comévil
ctibico de 60k~ Mpc de lado. Con estas particularidades la masa por parti-
cula es m,, = 8.56 x 108h "1 M. La longitud de suavizado para el cdlculo de
las fuerzas fue € = 7h~kpc.
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Figura 6: Ejemplo de identificacién de subhalos. El panel superior izquierdo
muestra el halo FoF (114984 particulas - 9.84 x 108 1 Mg)az = 0. En
el panel inferior izquierdo se muestra el subhalo principal, mientras que los
restantes 73 subhalos identificados se muestran en el panel superior derecho.
En el panel inferior derechos se muestran las posiciones de las particulas
que no han sido ligadas a ninguna subestructura (i. e.particulas libres).

Identificamos todos los halos de materia oscura con al menos Ny = 10
particulas en la dltima salida de la simulacién. Para esto utilizamos una
implementaciéon en OpenMP del método clasico FoF con una longitud de
vinculo br,r igual a 0.2 veces la separacién media entre particulas. En total
fueron identificados 51010 halos sobre los cuales aplicamos nuestro algorit-
mo para identificar subestructuras. Elegimos Ns = 9 pasos con las longi-
tudes de vinculo equiespaciadas entre 0.9 y 0.1 veces br,r. El ndmero de
pasos Ns vy la separacién entre las longitudes de vinculo son pardmetros
libres en nuestro algoritmo. Con el fin de determinar su influencia, analiza-
mos la misma simulacién empleando Ng = 20 y las longitudes de vinculo
espaciadas logaritmicamente. No se encontraron diferencias significativas.
Para los subhalos aplicamos el mismo corte Ny = 10 en el nimero minimo
de particulas.

En cuanto al cédigo, el mismo estd escrito en lenguaje C y hacemos uso
de la biblioteca OpenMP con el fin de aprovechar la mayor cantidad posible
de nicleos de procesamiento que tiene el ordenador con el objetivo de redu-
cir el tiempo total de cémputo. Existen dos grandes regiones las cuales son
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Figura 7: Numero medio de subestructuras como funcién de la masa del
halo FoF a z = 0. La linea negra muestra los resultados obtenidos con nues-
tro cédigo, mientras que la linea roja muestra los obtenidos con el cédigo
SUBFIND (Springel et al., 2001b), ambos cédigos aplicados sobre la misma
simulacién. Las regiones sombreadas representan el nivel de confidencia de
1-0

paralelizadas: el proceso de identificacién y el procedimiento de desvincu-
lacién de particulas no ligadas gravitacionalmente.

La figura 6 muestra, como ejemplo, los resultados obtenidos para un halo
con 114984 particulas (9.84 x 103471 M). En el panel superior izquierdo
se muestra el halo completo. El subhalo principal (~ 90 % de la masa del
halo) se muestra en el panel inferior izquierdo. Los restantes 73 subhalos
encontrados (~ 7% de la masa total) son mostrados en el panel superior
derecho, mientras que las particulas libres (el restante ~ 3 %) en el panel
inferior derecho. Como puede observarse la mayoria de las subestructura
han sido resueltas satisfactoriamente.

La figura 7 muestra de manera comparativa el niimero medio de subhalos
en funcién de la masa del halo. La comparacién se realiza entre nuestro c6-
digo (linea negra) y el codigo, disefiado para el mismo propésito, SUBFIND
(linea roja) (Springel et al., 2001a). Las regiones sombreadas representan el
nivel de confidencia a 1c. Puede apreciarse que existe un bueno acuerdo
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entre los dos algoritmos, atin cuando las dos técnicas de identificacién son
sustancialmente diferentes.

4.2.2  Comparacién con otros identificadores

Durante el afio 2011 fuimos invitados a participar del proyecto Subhaloes
going Notts * cuyo objetivo fue la comparacion de diferentes identificadores
de subestructuras. En sintesis, participaron un total de 11 algoritmos y las
identificaciones se realizaron sobre el conjunto de simulaciones Aquarius-
A. Estas forman parte del conjunto de simulaciones del proyecto Aquarius
(Springel et al., 2008), el cual consiste en un conjunto de mdultiples resimula-
ciones de un halo de materia oscura similar al de la Via Lactea. Los parame-
tros cosmolégicos utilizados para realizar las simulaciones son los mismo
que los utilizados para la conocida simulacién Millennium (Springel et al.,
2005), i.e.Qp = 025, Oy = 0.75, 03 = 0.9, ns = 1, h = 0.73, y todas las
simulaciones fueron comenzadas a redshift 127. La serie A provee 5 niveles
de resolucién variando en complejidad desde 2.3 millones de particulas en
la resoluciéon mads baja (nivel 5) hasta 4.25 mil millones de particulas en la
resolucién mads alta (nivel 1). Para mds detalles y precisiones en cuanto a
dichas simulaciones véase Springel et al. (2008).

Para poder realizar una comparaciéon robusta y uniforme, se realizo un
post-procesado comtn sobre los resultados de cada uno de los algoritmos.
Tal proceso fue realizado garantizando que la jerarquia de subestructuras
encontrada por cada identificador fuera conservada, pero al mismo tiempo,
cada particula perteneciera a solo una estructura. Ademds, para cada uno de
los subhalos, fueron computadas diferentes propiedades. El centro de masa
fue determinado a través de un procedimiento iterativo donde en cada paso
el centro fue redefinido hasta que el corrimiento del mismo de un paso al
siguiente fuese menor a la longitud de suavizado de la simulacién. Una vez
definido el centro, todas las particulas son ordenadas en distancia respecto a
este, y se computo la curva de rotaciéon definida como GM(< r)/r, como asi
también la sobredensidad M (< r)/(47r®/3), esta tGltima computada hasta
que la misma cayera por debajo de 200 veces la densidad critica del Universo
Ocrit Y de esta forma definiendo el radio Rypp y la masa Mpgo del subhalo.
Otra de las propiedades calculadas fue la velocidad de rotacién maxima
Umax, computada suavizando la curva de rotacion y encontrando el méximo
de la misma.

Los resultados del proyecto Subhaloes going Notts fueron publicados en
diversos articulos, y a continuacién mostramos sucintamente los resultados
mas relevantes.

4.2.2.1  Subhaloes going Notts: the subhalo-finder comparison project (Onions
etal., 2012)

Las conclusiones principales de la colaboracién fueron resumidas en este
articulo. La comparacion entre los diferentes algoritmos de identificacion se
centro en la distribucion espacial y la funcién de masa de los sub-halos de
materia oscura.

En la figura 8 puede observarse la comparacién visual de la posicién de
las subestructuras identificadas por Mendieta, Amiga, Subfind y Rockstar.
Los graficos corresponden a las identificaciones realizadas sobre el nivel 4

+ http://popia.ft.uam.es/SubhaloesGoingNotts /Home.html
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de la simulacién Aquarius. Los circulos indican las posiciones de los sub-
halos identificados por cada algoritmo y los tamarfios de los mismos son
escalados proporcionalmente al valor de V. Si bien puede observarse que
todos los algoritmos logran identificar la mayoria de las subestructuras vi-
sualmente identificables como sobredensidades, vale notar que nuestro al-
goritmo adolece de eficacia en la regién central del halo. En otras palabras,
con el método de percolacion resulta dificil aislar estructuras en regiones
demasiado densas.
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Figura 8: Las imdgenes muestran la densidad suavizada de materia oscura
dentro de un cuadrante del nivel 4 de la simulacién Aquarius. En cada uno
de los paneles se muestran con circulos los subestructuras identificadas por
los algoritmos segtn se especifica en cada panel. El tamafio de los circulos

se encuentra escalado al valor de Vj;;x y solo se muestran aquellos subhalos
con Vyux > 10 ki /s.

Otra de las estadisticas analizadas fue la funcién de masa acumulada en
subhalos de materia oscura. Para ello se consider6 un radio de 250 1~ lkpc
alrededor del centro representativo del halo huésped y se contaron cuan-
tos subhalos con masas My mayores a un cierto valor se hallaban dentro
de dicho radio. En general puede observarse en la figura 9 que todos los
identificadores mostraron una buena concordancia, la dispersién entre los
diferentes métodos es de ~ 10%. Los algoritmos que mostraron la mayor
discrepancia fueron nuestro c6digo MENDIETA y ADAPTAHOP. Para este
altimo el exceso de subhalos puede ser entendido si se considera que este
algoritmo no aplica ningtn criterio para deshacerse de aquellas particulas
que no se encuentran ligadas gravitacionalmente. Mientras que para nues-
tro algoritmo podemos decir que la deficiencia proviene de dos factores:
por un lado, la, ya nombrada anteriormente, debilidad del método de FoF
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de aislar estructuras en regiones demasiado densas; y el otro, nuestra rutina
de limpieza de particulas no ligadas resulta demasiado agresivo, en cuanto
remueve muchas particulas de los subhalos.

1000 subhaloes inside 250.0 kpe/h—sphere about fiducial centre

100
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Figura 9: Numero acumulativo de subhalos con masas (Mjgg) mayores al va-
lor indicado dentro de una esfera de 2504~ 'kpc centrada en el halo huésped
para el nivel 4 de resolucién. El panel inferior muestra la diferencia relativa
a la curva acumulada media.

Otra manera de cuantificar las diferencias entre los distintos identificado-
res consisten en realizar un ajuste mediante una ley de potencia del tipo:

N(> M)

=agM™" (4.1)
Ntotal

donde 4 representa la normalizacidn, la cual refleja el aumento en el ntime-
ro de subhalos debido al aumento de la resoluciéon de la simulacién; mien-
tras que n representa la pendiente de la ley de potencia. Dado que subhalos
con menos de 100 particulas son pobremente resueltos por la mayoria de los
algoritmos, y que la funcién acumulativa presenta un quiebre para masas
de subhalos mayores que 10°1 1 My, el ajuste de la ley de potencia se reali-
z6 en dicho rango de masas (notar que el minimo del intervalo depende
del nivel de resolucién de la simulacién). La figura 10 muestra el espacio
de estos dos pardmetros recuperados por cada uno de los algoritmos de
identificacién y para cada uno de los niveles de resolucién de la simulacién.
Vale notar que, dado que no todos los identificadores lograron identificar
hasta el mismo nivel, la cantidad de puntos en cada curva dependerd del
algoritmo que se trate. En la resolucién mds baja, puntos indicados con el
simbolo cuadrado, se aprecian las mayores diferencias y es dificil expresar
una conclusién. A resoluciones mads altas, puede observarse que todos los
identificadores concuerda razonablemente bien. El algoritmo que més se
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diferencia es ADAPTAHOP, por la misma razén que expresamos anterior-
mente. Como es esperado, la contribucién mds importante proviene de la
subestructura principal y estructuras progresivamente mds pequefias contri-
buyen cada vez menos.
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Rockstar
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10° " " " PR
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Figura 10: Comparacién de la pendiente y la normalizacién los ajustes de la
funcién de masa para todos los identificadores y todos los niveles.

Si en vez de utilizar la masa Mg, computamos la funcién acumulada
de subhalos en funcién de la velocidad vy, la relacién que encontramos
es mds cefiida. La figure 11 muestra la funcién v, acumulada para todos
los identificadores para el nivel de resolucién 4. Todos los identificadores
presentan un muy buen acuerdo en escalas vy > 20km/s. Para escalas
entre 6km /sy 20km /s la concordancia entre los identificadores se mantiene,
salvo para el caso de MENDIETA. La deficiencia presentada por nuestro al-
goritmo radica en el hecho, ya comentado, de que resulta dificil con nuestro
método identificar subestructuras en regiones demasiado densas. En escalas
menores a 6km /s, las discrepancia entre todos los identificadores aumenta,
y esto es debido a que, para la resolucién del nivel 4, los subhalos de este
tamarfio tienen alrededor de 80 particulas, con lo cual el valor de v,y es
estimado con menos de 20 particulas.

Una forma mejor de visualizar la deficiencia de nuestro algoritmo pa-
ra identificar subestructuras en regiones muy densas consiste en graficar
la cantidad de masa contenidad en subhalos en funcién de la distancia al
centro del halo huésped. La figura 12 muestra dicho gréfico, como puede
observarse todos los identificadores concuerdan razonablemente bien sal-
vo MENDIETA, el cual no logra identificar subhalos en las regiones maés
centrales del halo huésped (la curva para nuestro algoritmo comienza en
30h~ kpo).
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Figura 11: Ntimero acumulativo de subhalos en funcién de la velocidad de
rotacion méxima vmax dentro de un radio de 250k~ 'kpc del centro del halo
huésped. Las flechas indican el ntiimero de particulas dentro de 74y (la
posicién del pico de la curva de rotacién). El panel inferior se muestran las
diferencias relativas con respecto a la media de todas las curvas.
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Figura 12: Masa en subhalos acumulada en funcién de la distancia radial al
centro del halo huésped.

4.2.2.2  Subhaloes going Notts: Spin across subhaloes and finders (Onions
etal., 2013)

El momento angular de un halo de materia oscura se caracteriza comun-
mente a través del pardmetro adimensional de espin *. Su versién mds uti-

* Momento angular intrinseco de un cuerpo
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lizada es la definida en Peebles (1969), la cual se expresa de la siguiente
manera:

- JVIE|

- GM>/2

donde J, E, y M son el momento angular total, la energia total (cinética mds
potencial) y la masa del halo, respectivamente. Uno puede interpretar el pa-
rdmetro de espin como una medida de la importancia del momento angular
relativo al movimiento aleatorio de la materia. Dicho de otra manera, la es-
tructura de cuerpos con un pardmetro de espin pequerio estardn soportados,
principalmente, por el movimiento aleatorio de la materia dentro de él y en
menor medida por su movimiento de rotacién. Si se considera un cuerpo
de materia oscura aislado, el pardmetro de espin deberia ser una cantidad
conservada dado que todas las cantidades involucradas en su definicién se
conservan.

Estudios realizados con simulaciones numéricas han demostrado que la
distribucién del pardmetro de espin de halos, formados dentro de un marco
jerarquico de evolucién, puede ser ajustada por una ley log-normal (véase
por ejemplo Barnes & Efstathiou, 1987; Ryden, 1988; Cole & Lacey, 1996;
Warren et al., 1992a):

(4-2)

p(V)dA =

1 CIn2(A/A) ) dA (
ma exp 202 7 43)

con A ~ 0.035 y ¢ =~ 0.5. Por comparaci6n, el pardmetro de espin de una
galaxia disco auto-gravitante soportada por rotacién es ~ 0.4, es decir, un
orden de magnitud més grande que la media de los halos de materia oscura.
Se ha demostrado que estos valores son pricticamente independiente de
la masa del halo, la época y el modelo cosmolégico de fondo (Barnes &
Efstathiou, 1987; Warren et al., 1992a; Lemson & Kauffmann, 1999; Bullock
et al., 2001; Maccio et al., 2007). Ademds se ha encontrado que halos con
pardmetro de espin mds grande se encuentran en regiones del espacio més
densas, resultado que parece ser independiente de la masa del halo.

Otra de las definiciones para el pardmetro de espin es la dada por Bullock
et al. (2001), en este caso la expresion para el mismo es:

)\/ ]

— NIV (4-4)

Aqui | es el momento angular dentro de una esfera de radio R y masa virial
M,y V es la velocidad circular a dicho radio (V2 = GM/R). Este pardmetro
resulta mds féacil de calcular a partir de las propiedades de los halos de
materia oscura y no depende del perfil de densidad.

En esta parte del anélisis se realizé la comparacién entre los diferentes
algoritmos a través del pardmetro de espin. Para lograr una estimacion ro-
busta de los pardmetros el estudio fue limitado a subhalos con mds de 300
particulas. Y una de las particularidades que se quiso estudiar fue la in-
fluencia del procedimiento de limpieza que cada uno de los algoritmos de
identificacién aplica. Si la rutina de limpieza no es correctamente aplicada,
particulas espurias afectaria notablemente el pardmetro de espin estimado.

En las figuras 13 y 14 se muestran las distribuciones del pardmetro de
espin de Bullock y de Peebles, respectivamente. Cada una de las curvas re-
presenta los resultados obtenidos para el conjunto de subhalos identificados
por cada uno de los algoritmos a los cuales se les ha suprimido la rutina que
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realiza la limpieza de particulas no ligadas. Puede observarse que las distri-
buciones recuperadas presentan una forma sensiblemente diferente de una
gaussiana, como deberia de esperarse de los estudios anteriores (véase las
lineas de trazos de cada una de las figuras). Otra de las caracteristicas que
vale remarcar es que los resultados muestran que muchos de los subhalos
tendrian pardmetro de espin més grande que 1, lo cual indicaria que esas
estructuras deberian ser destrozadas por su velocidad de rotacién y por lo
tanto no serfan sistemas en equilibrio. Estos resultados muestran claramente
que el proceso de limpieza resulta de vital importancia a la hora de identifi-
car (sub)estructuras. El pardmentro de Peebles es afectado mas fuertemente,
como surge de la comparacién de las figuras 13 y 14, que el parametro de
Bullock. Esto es debido a que este parametro incluye en su definicién la
energia total de las particulas que conforman el subhalo.

Otro de las caracteristicas que vale resaltar es que aquellos identificado-
res que son implementados en el espacio de las fases presentan resultados
que mejor se aproximan a los esperados. Esto puede ser facilmente enten-
dido dado que en el espacio de las fases las particulas espurias con mayor
frecuencia serdn descartadas como miembros de alguna estructura. En este
sentido, utilizar el espacio de las fases puede entenderse como un procedi-
miento de limpieza intrinseco del algoritmo.

0.25 ‘ |
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— AHF Rockstar
at — Grasshopper - STF
0201 v — H3D subfind
,' ' HeD — VOBOZ
po HBT __ Bullock
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E? l' _,l":
A !
0.10t |
0.05} |
1073 1072 101 100 ot

Spin parameter \

Figura 13: Perfil general del pardmetro de espin de Bullock en subhalos
identificados con mds de 300 particulas y donde se ha suprimido la rutina
de limpieza de particulas no ligadas. Los resultados para cada identificador
son normalizados de tal forma que el drea bajo la curva sea la misma para
todos ellos. La linea de trazos representa el mejor ajuste para la distribucién
para halos segtin Bullock et al. (2001). Los resultados muestran una gran dis-
persion alrededor de un valor de A el cual esta lejos del valor de dicho ajuste.
Las lineas de puntos muestran los resultados correspondientes a algoritmos
cuya implementacion se realiza sobre el espacio de las fases, mientras que
las lineas s6lidas muestras los resultados para los restantes métodos.

El siguiente paso consistié en realizar el mismo andlisis pero en esta opor-
tunidad permitiendo que cada uno de los identificadores realizara su propio
procedimiento de limpieza. Las figuras 15 y 16 muestran las distribuciones
del parametro de espin de Bullock y de Peebles, respectivamente, para este
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Figura 14: Este es el mismo gréfico que la figura 13 pero es este caso para
el pardmetro de espin de Peebles y la funcién de mejor ajuste de Bett et al.

(2007)

caso. Las curvas de distribucién para cada algoritmo se aproxima considera-
blemente mds a la curva teérica. Vale notar que nuestro algoritmo presenta
dos picos bien definidos, lo cual estaria indicando una falencia en el proce-
dimiento de limpieza.

Finalmente, se realiz6 la comparacién haciendo uso de una rutina de lim-
pieza comun para todos los identificadores. El método de limpieza fue ex-
traido del algoritmo AMIGA y aplicado a los subhalos identificados sin el
algoritmo propio de limpieza de cada identificador. En esta oportunidad, y
como muestran las figuras 17 y 18, las curvas correspondiente a todos los
algoritmos concuerdan relativamente bien entre ellas, pero muestran un va-
lor medio inferior al valor esperado para el pardmetro de espin de halos
de materia oscura. Esta tendencia de que subhalos posean un parametro de
espin menor que los halos huéspedes tiene su explicacién en la historia de
formacion de los subhalos. A medida que un subhalos se aproxima al centro
del halo huésped es més susceptible de perder particulas por efectos de ma-
rea. Las particulas menos ligadas son aquellas que poseen mayor momento
angular y que se encuentran en la periferia del subhalos, y por lo tanto son
las mas probables a ser removidas por los efecto de marea. El efecto neto es
una disminucién del pardmetro de espin del subhalo.

Los resultados de este trabajo mostraron que el pardmetro de espin es un
buen indicador de la eficiencia de la rutina de limpieza aplicada por cada
uno de los identificadores. En este sentido, es posible inferir si la remocién
de particulas es realizada correctamente inspeccionando la distribucién del
parametro de espin.
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Figura 15: Este es el mismo grafico que la figura 13 pero en este caso se ha
utilizado la rutina de limpieza propia de cada identificador. En este caso las
distribuciones del pardametro de espin de los diferentes algoritmos coinciden
mejor entre ellas, indicando que el pardmetro de espin es un buen indica-
dor de cuan efectiva es la rutina de limpieza. Vale notar que este grafico
destaca un fallo en la rutina de limpieza de MENDIETA, como asi también
que ADAPTAHOP no aplica ningtin tipo de limpieza. La linea de trazos re-
presenta el mejor ajuste para la distribucién para halos segtin Bullock et al.

(2001).
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Figura 16: El mismo gréfico que la figure 15 excepto que en este caso la linea
de trazo representa el ajuste de Peebles de Bett et al. (2007)
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Figura 17: El mismo grafico que la figura 13 pero en este caso se ha utili-
zado una rutina de limpieza comtin para todos los identificadores. Notar
que todas las curvas presentan una buena consistencia, y han desaparecido
las caracteristicas que mostraban los identificadores MENDIETA y ADAP-
TAHOP. La linea de trazos representa el mejor ajuste para la distribucién
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para halos segtin Bullock et al. (2001).
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Figura 18: El mismo gréfico que la figure 14 excepto que en este caso la linea
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de trazo representa el ajuste de Peebles de Bett et al. (2007)
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Hemos mencionado ya que el Principio Cosmolégico establece que, en
gran escala, el Universo es homogéneo e isétropo. Lo primero significa que
el Universo posee las mismas propiedades sin importar el lugar donde se
encuentre el observador, mientras que lo segundo implica que el Universo
luce igual en todas las direcciones que se lo observe. Por gran escala debe
entenderse distancias miles de veces mds grandes que el tamafio tipico de
una galaxia espiral como la Via Lactea, o lo que es equivalente, del orden
de 100 Mpc. Pero cuando se observa en escalas mds pequefias, la homoge-
neidad e isotropfa pueden no cumplirse.

En este capitulo nos dedicaremos al estudio de la anisotropia en la distri-
bucién de materia alrededor de los halos de materia oscura y de los grupos
de galaxias (Paz et al., 2011). Para ello haremos uso de una herramienta esta-
distica de amplio uso en cosmologia, la funcién de correlacién del campo de
densidad. Particularmente, utilizaremos la extensién de dicha herramienta
presentada por Paz et al. (2006), la cual consiste en estimar la funcién de
correlacién en diferentes direcciones las cuales son fijadas por los autovec-
tores del tensor de forma de los halos de materia oscura o de los grupos de
galaxias.

5.1 ALINEAMIENTOS EN SIMULACIONES NUMERICAS

Como primer paso realizaremos el estudio de los alineamientos de ma-
teria alrededor de halos de materia oscura extraidos de simulaciones nu-
méricas. El andlisis en simulaciones numeéricas resulta, generalmente, mas
asequible dado que los datos obtenidos de ellas son mas fiables que los obte-
nidos de catdlogos observacionales. Estos dltimos contienen una diversidad
de sesgos y, por lo tanto, los datos son menos confiables. Por otro lado, las
simulaciones permiten explorar las posibilidades del método empleado y
determinar la factibilidad de realizar un estudio equivalente sobre las ob-
servaciones. Al mismo tiempo, vale remarcar, que nos permiten estimar las
funciones de correlacién en las tres dimensiones del espacio, pudiendo de
este modo evaluar las correlaciones en las direcciones de los tres semiejes
del tensor de forma.

5.1.1 La simulacion numérica

Para esta parte del trabajo haremos uso de una simulacién numérica de
n-cuerpos en un volumen de 500%(h~'Mpc)3. Las condiciones iniciales de
la misma fueron calculadas a redshift ~ 50 asumiendo un Universo espa-
cialmente plano con parametros cosmolégicos (), = 1 — Qp = 0.258, cons-
tante de Hubble Hy = 71.9kms~!Mpc~!, y un pardmetro de normalizacién
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g = 0.796. Con estas especificaciones la masa de cada particula resulta
my = 6.67 X 10194~ 1M.,. La simulacién fue realizada haciendo uso de la se-
gunda version del cédigo libre Gadget (Springel, 2005) y se ha utilizado una
longitud de suavizado para el célculo de las fuerzas igual a 0.03% ! Mpc.

La identificaciéon de halos de materia oscura fue realizada haciendo uso
de una versién reducida del c6digo MENDIETA, consistente en un algorit-
mo estandar FoF con una longitud de percolacién I = 0.177'/3, donde ¥
es la densidad media de particulas de materia oscura. Con el fin de obte-
ner una muestra confiable de halos, solo preservamos aquellos sistemas que
tuvieran més de 30 particulas.

Dado que deseamos estimar la funcién de correlacién anisétropa debe-
mos computar el tensor de forma de los halos de materia oscura, como asi
también los autovectores y autovalores del mismo. Para calcular el tensor de
forma utilizamos una expresién andloga al tensor de inercia para un sistema
de particulas tal como aprendimos en mecénica cldsica:

1 N
Ajj = N, a;l XgiXqj (5.1)

donde x,; es la componente i-ésima del vector de posicién desde el centro
de masa de la particula «, y Nj, es el ntimero total de particulas dentro del
halo.

Para encontrar los autovectores y autovalores, debemos resolver la ecua-
cion:

(A—cl)-v=0 (5.2)

donde I es la matriz identidad, se ¢ una constante y v un vector. Dado
que la matriz A es hermitica® por construccién, todos sus autovalores serdn
reales y los mismos corresponden a los cuadrados de los semiejes (a, b, ¢
cona > b > c) del elipsoide que mejor describe la distribucién de particulas
del halo:

z2 N
22

2 Z2

L+ 5 =0 (5:3)

[z
Mientras que los autovectores (4, b y ¢) indicardn la direccién de los ejes

principales de dicho elipsoide y definirdn las direcciones en las cuales esti-
maremos las funciones de correlacién.

5.1.2  Funcién de correlacién anisétropa

En el lenguaje de Funciones de correlacién, los halos de materia oscura se-
rén los centros de la correlacién, mientras que las particulas de la simulacio-
nes serdn las trazadoras de la estructura circundante. A esta clase particular
de funcién se la conoce con el nombre de funcién de correlacién cruzada,
para diferenciarla de la funcién de autocorrelacién.

Como hemos ya planteado, nuestro objetivo es estimar las funciones de
correlacién cruzada en diferentes direcciones. Para ello contaremos pares

Matriz cuadrada de elementos complejos que tiene la caracteristica de ser igual a
su propia traspuesta conjugada. Es decir, el elemento en la i-ésima fila y j-ésima
columna es igual al conjugado del elemento en la j-ésima fila e i-ésima columna,
para todos los indices i y j
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halo—particula en diferentes rangos de distancia y comparando las cuen-
tas asi obtenidas con las correspondientes a una distribuciéon homogénea
del mismo volumen. Ademads, como deseamos estimar funciones de corre-
lacién direccionales, debemos imponer alguna restriccion sobre la distancia
angular entre los trazadores y la direccién de interés. En este sentido solo
contaremos particulas que se encuentren a una distancia angular menor a
un cierto dngulo 6; = 60° de la direccién en cuestion. Para diferenciar las di-
ferentes funciones de correlacion utilizaremos la siguiente notacién: &), §
y &) denotaran las correlaciones computadas alrededor de la direcciones de-

finidas por los autovectores 4, b y ¢, respectivamente. Ademés denotaremos
con Cjg, la funcién de correlaciéon isétropa, i. e.computada promediando en
todas las direcciones. Ademads, con la intencién de estudiar si existe alguna
dependencia con la masa del halo centro, tomaremos diferentes muestras
de halos de la simulacién.

En la figura 19 se muestran los resultados para halos de baja masa (Mj,;, <
2.5 x 1083h~1My) en el panel superior y halos de masa alta (M, >
1.3 x 10"h~1My) en el panel inferior. Las lineas de punto corresponden a la
funcién de correlacién isétropa. Las lineas de trazos cortos, largos y sélidas
corresponden a las funciones de correlacion &), §|, ¥ |4, Tespectivamente.
El marco inferior de cada panel muestra los cocientes entre cada una de las
funciones de correlacién direccionales y la funcién de correlacion isétropa.
Las dreas sombreadas corresponden a los errores estimados haciendo uso
de la técnica de remuestro Jackniffe con un total de 100 muestras.

Puede observarse que las curvas de la figura 19 muestran una forma ca-
racteristica donde se destacan dos intervalos de escalas diferenciados por
un punto de inflexién. Como veremos en el préximo capitulo, el término de
1-halo predomina en escalas pequefias, mientras que el término de 2-halos
lo hace en escalas grandes. El punto de inflexién se encuentra localizado
estadisticamente en la escala representativa del tamafo tipico de los halos
en cuestién, y se ha denotado en la figura con lineas de trazos verticales.
Notablemente las correlaciones en las direcciones paralelas a los semiejes b
y ¢ muestran menor amplitud que la funcién de correlacién ¢j5,, mientras
que las correspondiente a &, muestran una amplitud mayor. Esto es inter-
pretado como un exceso en la distribucién de materia en la direccién del
semieje mayor del tensor de forma, o, en otras palabras, la materia presenta
cierta preferencia a encontrarse alineada con dicha direccién. Podemos adn
decir un poco més; la correlacién &), presenta mayor amplitud que la g,
lo que indicaria que existe una tendencia, en general, de la estructura en
gran escala, a estar alineada de forma triaxial preferentemente prolada. Por
el contrario, si la funcion de correlacion &), presentara un exceso en la am-
plitud equivalente a la correlacion ¢, se corresponderia a una distribucién
de la estructura circundante preferentemente oblada.

Dada esta tendencia de la distribucién de materia circundante podemos
limitar nuestro estudio la funcién de correlaciéon & |, estimada a partir de
la distribucién de materia que se encuentra en el plano perpendicular a
direccién definida por el semieje mayor del tensor de forma, contrastdndola
con la funcién §,. Para ello, y aqui viene la justificacién del valor de 6,
utilizado con anterioridad, definimos dos dngulos 6; y 6,, cada uno de los
cuales representa el limite angular para la regién paralela y perpendicular,
respectivamente. Estos dngulos son elegidos de tal manera que el volumen
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encerrado dentro de ellos sea el mismo. Para tal fin, debemos cumplir con
la igualdad:

sin(02) =1 —cos(61) = x (5-4)

donde x es el parametro de umbral. Notar que un valor de x > 0.5 impli-
carfa que los volumen no serian disjuntos, teniendo una porcién de sola-
pamiento, mientras que valores de x < 0.5 implicaria regiones del espacio
que serian ignoradas en el computo de la correlacién. Por estos motivos
adoptamos el valor de x = 0.5, y por lo tanto, los valores de §; = 60° y
6, = 30°.

En la figura 19, la funcién de correlacién computada sobre el plano per-
pendicular a la direccién del semieje mayor &, es mostrada con lineas de
punto y trazo. Como puede observarse su amplitud es similar a la amplitud
presentada por la correlacién paralela al semieje menor ¢, y presenta dife-
rencias estadisticamente significante respecto a la correlacion )|, sobre todo
el rango de escalas. El resultado mds importante se presenta en el régimen
de 2-halos donde el contraste entre las correlacion & la Y ¢ | muestra ser casi
constante, al tiempo que también muestra cierta dependencia con la masa
de halo centro. En este sentido, halos de mayor masa muestran una ampli-
tud de alineamiento mayor que halos de menor masa. Menos sorpresivos
son los resultados correspondiente al término de 1-halo donde el exceso de
correlacién en la direccién paralela al semieje mayor es claro reflejo de la
naturaleza triaxial prolada de los halos.

Para estudiar la dependencia de la amplitud relativa entre las funciones
de correlacién ¢, y ¢ |la» €ON la masa del halo centro, realizamos la estima
del cociente entre dichas funciones para cinco rangos de masas entre 102
y 2 x 1011 Mg. Dado que las diferencias relativas se mantienen constan-
te dentro del régimen de 2-halos, podemos calcular el cociente de aquellas
funciones en este rango de escalas. La figura 20 muestra los resultados de
estos cocientes en funcién de la masa del halo centro. Los errores fueron
estimados haciendo uso de la técnica de remuestreo Jackniffe. Como puede
observarse, el cociente g, /¢ |, entre las funciones aumenta en funcién de la
masa del halo, indicando que la distribucién de materia alrededor de halos
de mayor masa tiende a encontrarse mas fuertemente alineada con el semi-
eje mayor del tensor de forma. Dentro del marco de evolucién jerdrquica
de las estructuras este es un resultado esperado ya que los halos de mayor
masa representarian sistemas que se han formado mads recientemente y mos-
trarfan adn signos de fusién de halos mds pequefios y/o alineacién con la
estructura circundante.

5.2 FUNCION DE CORRELACION ANISOTROPA PROYECTADA EN CATA-
LOGOS DE GALAXIAS

Trabajar con catalogos reales tiene sus bemoles: primero, debemos deter-
minar la forma de los grupos de galaxias proyectada sobre el plano del
cielo, y por lo tanto en dos dimensiones; segundo, los grupos, en su mayo-
ria, contienen pocos miembros, lo cual hace més dificil determinar la forma;
y tercero, la cantidad de galaxias trazadoras disminuye en la direccién de la
visual a medida que la distancia aumenta. Por lo tanto, antes de comenzar
con el estudio de la funcién de correlacion anisétropa con datos reales, rea-
lizaremos un andlisis de las particularidades y efectos influyentes haciendo
uso de un catalogo sintético.
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5.2.1  Funcién de correlacién anisétropa en catdlogos sintéticos

Cuando uno estima la forma de los grupos con un ntmero bajo de miem-
bros sucede que dicha estima puede diferir significativamente de la forma y
orientacion real. Para observar este efecto, construimos un catalogo sintético
simplificado. Para tal fin, proyectamos todo el volumen de la simulacién en
el plano Cartesiano x — y. Este plano puede ser considero como el plano del
cielo. A la coordenada z le adicionamos la velocidad en la misma direccién,
de modo de imitar la velocidad radial a lo largo de la linea de la visual.

A los efectos de estudiar los puntos mencionados anteriormente, construi-
mos un catdlogo sintético segtin hemos visto en §2.3. Sobre este catalogo se
identificaron grupos de galaxias sintéticas con la metodologia de Merchan
& Zandivarez (2005) descripta en §2.1.1, preservando solo grupos con mds
de 10 miembros. Ademds, se estim¢ la forma de los grupos de manera simi-
lar al método empleado para los halos en la simulacién, salvo que en este
caso debemos hacerlo utilizando dos coordenadas cartesianas proyectadas
sobre el plano del cielo, lo cual es sencillamente proyectar las coordenadas
ecuatoriales («,6). El tensor de forma tendrd, por lo tanto, dimensién 2 x 2,y
solo tendremos dos autovectores los cuales establecerdn las direcciones del
semieje mayor y menor de dicho tensor de forma proyectado.

Luego, realizamos un estudio semejante al que llevamos a cabo sobre la
simulacion en la seccién anterior. En este caso estimaremos la funcién de co-
rrelacion anisétropa cruzada grupo-galaxia proyectada w(R). Para estimar
las correlaciones paralela w) y perpendicular w, al semieje mayor del ten-
sor de forma, separamos pares grupo-galaxia con un dngulo menor y mayor
a B, = 45°, respectivamente. La eleccién de esta eleccion del valor de 6, per-
mite dividir el plano del cielo en dos parte de igual 4rea. Eligiendo un valor
mas pequerio se reduciria la sefial estadistica aumentando el ruido de la es-
timacién. Ademds, para disminuir la contaminacién por galaxias de frente
y de fondo, limitamos las galaxias trazadoras a una rodaja de 501! Mpc
alrededor del centro de la correlacién.

La figura 21 muestran los resultados de la estimacién de la funcién de
correlacién anisétropa proyectada para tres terciles de distribucién de masa,
en los paneles A, B y C. El panel D muestra los resultados para el tercil
mads masivo de la distribuciéon de masa de grupos con més de 20 miembros.
Las lineas solidas, de trazos y de puntos muestran los resultados para las
funciones w, w, y wis,, respectivamente. Puede observarse que la senal de
alineamiento, si bien es mas pequefia que la observada en la simulacién, es
aun estadisticamente significante. Ademds, comparando los paneles C y D,
puede verse que la disminucién en el nimero de miembros del grupo tiende
a disminuir la sefial de alineamiento debido a que la determinacién de la
forma es menos precisa. Al mismo tiempo, la geometria y profundidad del
catalogo real, como asi también el método de identificacién de los grupos,
provocan un aumento significativo de las barras de error.

5.2.2 El catdlogo de grupos de galaxias

El estudio de la alineacién en el catdlogo real lo haremos utilizando de un
catalogo de grupos de galaxias extraidos del relevamiento de galaxias SDSS-
DRy como centros de la correlacién, mientras que las galaxias del mismo
catalogo seran las trazadoras de la distribucién de estructuras.
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El catdlogo de galaxias SDSS-DR7 consiste de aproximadamente 900 000
galaxias las cuales poseen mediciones de redshift hasta aproximadamente
z =~ 0.3, y la magnitud aparente limite es de 17.77 en la banda r. Sobre
este catdlogo se identificaron grupos de galaxias con la metodologia de Mer-
chdn & Zandivarez (2005) descripta en §2.1.1. Nuestra muestra principal de
grupos consiste de 3776 sistemas de galaxias con mas de 10 miembros. La
imposicién en el nimero minimo de miembros estd justificada en el hecho
que debemos contar con una cantidad de galaxias suficientes para poder
calcular robustamente la forma proyectada del grupo.

La forma de los grupos es computada de manera similar al método em-
pleado para los halos de materia oscura. Salvo que en este caso debemos
hacerlo utilizando dos coordenadas cartesianas proyectadas sobre el plano
del cielo, lo cual es sencillamente proyectar las coordenadas ecuatoriales
(«,6). El tensor de forma tendrd, por lo tanto, dimensién 2 x 2, y solo ten-
dremos dos autovectores los cuales establecerdn las direcciones del semieje
mayor y menor de dicho tensor de forma proyectado.

La figura 22 muestra la distribucién de masas de grupos de galaxias pa-
ra diferentes corte en el niimero minimo de miembros. Nuestra muestra
principal corresponde al histograma de color gris claro. Para analizar la de-
pendencia de la sefial de alineamiento con la masa del grupo, dividimos
dicha muestra en tres rangos de masa, cada uno de los cuales conteniendo
un tercio del niimero total de grupos.

5.2.3 Alineamientos en la funcion de correlacion proyectada

Recordemos que para computar la funcién de correlacion lo que hace-
mos es comparar la distribucién de materia que estamos estudiando con
una distribucién uniforme. En simulaciones numéricas este procedimiento
es relativamente sencillo dado que conocemos con precisién cual es el valor
medio de una distribucién uniforme dentro del volumen de la simulacién,
pero cuando se trata de catdlogos observacionales se presenta otro proble-
ma. Especificamente, se debe generar una muestra de galaxias sintéticas que
se encuentren distribuidas homogéneamente dentro del volumen particular
del catdlogo y respondan a la misma funciéon de dilucién del mismo. Ade-
mads, dependiendo del estimador que uno utilice para computar la funcién
de correlacién, es posible que sea necesario generar una distribucién alea-
toria de grupos sintéticos que responda a la distribucién de grupos que se
estd considerando.

Entonces, antes de continuar hagamos una pequefia digresién sobre los
estimadores de la funcién de correlacién de dos puntos. El lector avezado
en este tema puede continuar la lectura debajo del cuadro.

Estimadores de la funcion de correlacion

Un estimador es un estadistico, una funcién de la muestra que se desea
analizar, utilizado para estimar algin pardmetro o propiedad de la misma.
En este sentido es que hablados de estimadores de la funcién de correlacién.

En la literatura pueden encontrarse dos tipos de estimadores: los que se
basan en contar pares de puntos y los denominados geométricos que aplican
una especie de filtro sobre los datos. Los primeros son los mas utilizados vy,
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por lo tanto, solo nos ocuparemos de ellos (para una discusién sobre los
estimadores véase e. g., Kerscher et al. (2000)).

Entonces los estimadores que nombraremos se basan en contar pa-
res de puntos cuya separacién se encuentre en un rango de distancias
(r — 6r/2,r + 6r/2) dado. Uno puede contar pares de puntos de una mis-
ma muestra o de muestras diferentes. En éste tltimo caso, la funcién de
correlacién tiene el adjetivo cruzada y los puntos alrededor de los cuales se
quiere estimar la correlacién se denominan centros, mientras que a los otros
se los denomina trazadores. Por ejemplo, D1D,(r), representara la cantidad
de pares de puntos cuyo centro pertenece a la muestra D, mientras que
los trazadores pertenecen a la muestra D, y cuya separacién esta dentro del
rango (r — or/2,r + 0r/2).

En nuestro caso, en general, tendremos dos conjuntos de puntos: la mues-
tra D de N; datos que deseamos analizar y un conjunto R de N, puntos
distribuidos aleatoria y uniformemente sobre el mismo volumen de la pri-
mera muestra, el cual servird para contrastar con la muestra D.

Veremos tres estimadores que resultan de interés practico. Por simplici-
dad, solo expondremos las expresiones correspondientes a la funcion de au-
tocorrelacion. Tal vez el estimador més utilizado sea el de Davis & Peebles
(1983), el cual esta definido segtn la expresion

. . N, DD(r)
(r) = Ny DR(r)

-1 (5-5)

donde DD(r) representa la cantidad de pares de la muestra D y DR(r) es
el nimero de pares con centros en la muestra D y trazadores en la muestra
R.

Otro estimador que aparece en la literatura es el de Hamilton (1993) el
cual esta definido de la siguiente manera

. DD(r) RR(r)
= = — 1 °

donde DD(r) y DR(r) son los mismo del estimador anterior, y RR(r) es la
cantidad de pares en la muestra R. Vale notar que este estimador es inde-
pendiente de la normalizacién (no aparecen dividiendo los factores Ny ni
Ny).

Por dltimo, nombraremos al estimador de Landy & Szalay (1993) definido
por la expresion:

N? DD(r) N, DR(r)

Estudios comparativos sobre estos métodos (Kerscher et al.,, 2000) han
demostrado que los estimadores de Davis & Peebles (1983) y de Hamilton
(1993) son sensibles a la cantidad de puntos N, de la muestra uniforme,
ademds, el primero presenta una varianza muy grande. Por otro lado, el
estimador de Landy & Szalay (1993) ha mostrado ser menos sensible a la
cantidad N;. En general, es este ultimo estimador el recomendado para ser
utilizado.

Dado que deseamos computar la funcién de correlacién grupos-galaxias,
debemos utilizar estimadores de correlaciones cruzadas, siendo la muestra
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de centros un conjunto de grupos de galaxias y la muestra de trazadores
el conjunto de todas las galaxias. En particular, utilizaremos el estimador
propuesto por Landy & Szalay (1993) el cual, en este caso, se expresa de la
siguiente manera:

- DCD,}(T’) — Dth(T’) — RCDt(T) + Rth(T)
- RCRt(T)

w(r) (5.8)
donde hemos utilizado D, y D; para denotar la muestra de datos centros y
trazadores, respectivamente, y R. y R; para los equivalentes de las muestras
uniforme.

La muestra sintética de galaxias trazadoras fue construida a partir de la
densidad numérica esperado a un redshift dado, con una magnitud por de-
bajo del limite del catdlogo, y una funcién de luminosidad de Schechter
con pardmetros ¢, = 0.0149, M, = —2044 y « = —1.05 (Blanton et al,,
2003). Ademads, la distribucién angular también fue restringida de tal forma
de copiar la distribucién del catdlogo observacional. El catdlogo sintético
de galaxias trazadoras asi construido contuvo un total de 2 x 107 puntos.
En cuanto al catdlogo sintético de grupos centros, se realizaron diferentes
catalogos correspondientes a cada una de las muestras de grupos de gala-
xias observacionales. Cada uno de estos catdlogos sintéticos se construyo
siguiendo la distribucién en redshift de grupos observados de cada muestra,
y cada uno conté con una cantidad de puntos 100 veces mayor.

Estamos en condiciones de estimar las funciones de correlacién proyecta-
das en la direccion paralela y perpendicular al semieje mayor del tensor de
forma proyectado, y, para comparacioén, la funcién de correlacion isétropa.
A estas tres funciones las denotaremos, equivalentemente a como lo hicimos
en el caso 3D, con W), Wi,y Wisp- Ademas, para evitar contaminacién de
estructuras que pidieran encontrarse muy por delante o muy por detras de
grupo centro, solo tomamos aquellas galaxias trazadoras (observadas y sin-
téticas) que se encontraran a una distancia relativa < 50h~!Mpc del grupo.

La figura 23 muestra los resultados obtenidos para la funcién de corre-
lacién anisétropa y proyectado para diferentes rangos de masa del grupo
centro. Solo mostramos las funciones de correlacion paralela w) (lineas s6-
lidas) y perpendicular w (lineas de trazos) al semieje mayor del tensor de
forma y la funcién isétropa w;js, (lineas de punto). Los paneles A, By C
corresponde a cada uno de los terciles de la distribucién de masa de grupos
con més de 10 miembros, mientras que el panel D muestra los resultados
para el tercil mas masivo de grupos con méas de 20 miembros. Notamos que
para todas las masas se observan diferencias estadisticamente significante
entre las funciones de correlacién paralela y perpendicular, y que esta dife-
rencia aumenta notablemente con la masa de los grupos centros. Estos resul-
tados muestran que existe una fuerte sefial de alineamiento, equivalente a
la encontrada para el caso de estudio en la simulacién numérica, estando la
materia preferentemente alineada con el semieje mayor del tensor de forma
proyectado. Asimismo, vale destacar que segtn nuestros estudios la sefial
de alineamiento es detectable hasta escalas de aproximadamente 20k~ Mpc.

En la figura 24 se muestran los cocientes en las funciones de correlacién
w) y w, como funcién de la masa del grupo centro. En el panel de la iz-
quierda se muestran los resultados correspondientes al término de 1-halo y
a la derecha los del término de 2-halos. Los simbolos abiertos representan
los resultados obtenidos a partir del catalogo real, mientras que los simbolos
llenos los cocientes de las funciones de correlacién estimadas en el catalogo
sintético. Los resultados para grupos de galaxias con mds de 10, 15 y 20
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miembros son mostrados con circulos, tridngulos y cuadrados, respectiva-
mente.

Analizando los puntos llenos del panel de la izquierda podemos inferir
que existe una cierta tendencia hacia formas menos esféricas cuando la ma-
sa del grupo aumenta, hecho que ya hemos mencionada y ha sido notado
por otros autores (Paz et al., 2006). Los resultados obtenidos del catidlogo
real poseen errores grandes y no es posible indicar una tendencia clara. Sin
embargo, en la mayoria de los casos los cocientes en el catdlogo sintético y
real estdn en buen acuerdo.

En el régimen de 2-halos existe una tendencia similar con la masa del halo
centro aunque con una sefial menor, disminuida por el tamafio de los erro-
res. Sin embargo, puede observarse un buen acuerdo entre los resultados,
no encontrandose una dependencia consistente con el niimero minimo de
miembros del grupo. Vale notar que la sefial de anisotropia resulta estadis-
ticamente significante siendo, en el mejor de los casos (para los grupos mas
masivos), 3 — ¢ por encima de una sefial isétropa (indicada con las lineas de
trazos en la figura 24).

5.3 ALINEACION Y COLORES DE LAS GALAXIAS

El conjunto de galaxias posee varias particularidades que brindan infor-
macién fisica, quimica, morfolégica, etc. de las mismas. Una de ellas es la
bien conocida bimodalidad en el color de las galaxias. Si observamos una
imagen del firmamento donde aparezca una cantidad significativa de ga-
laxias, podremos distinguir entre dos poblaciones bien diferenciadas. Una
correspondiente a aquellas galaxias predominantemente esferoidales de co-
lor rojizo y otra conformada por galaxias azules preferentemente espirales.
Si bien en la préctica esta distincién resulta provechosa, la misma no es
tajante, siendo la relacién color-morfologia no tan dicotémica: una galaxia
espiral puede tener un indice de color rojizo producto de una gran extincion
por polvo o una galaxia eliptica puede verse azulada si ha tenido actividad
de formacién estelar en el pasado reciente.

Una manera de examinar esta bimodalidad es a través del diagrama color-
magnitud de las galaxias como se muestra en la figura 25. Las curvas de-
marcan los isocontornos de nivel de la distribucién de galaxias en el espacio
color Mg,'l — M?! y magnitud absoluta M?! (los superindices indican que
todas las magnitudes han sido convertidas al mismo marco fijo a z = 0.1).
Aquellas galaxias que poseen un indice mds grande tienen color mds rojizo.
Puede observarse en el mismo gréfico que existe cierta dependencia entre
el color y la magnitud absoluta, siendo las galaxias més brillantes las que
dominan la regién rojiza, mientras que las mas azuladas son mas débiles.

Para disgregar las dos poblaciones, y teniendo en cuenta la dependencia
antes citada, dividimos la muestra de galaxias en 10 rangos de magnitudes
y en cada uno de ellos realizamos el ajuste de la distribucién de color re-
sultante. Dicha distribucién puede ser bien descripta como la suma de dos
funciones gaussianas:

P(c) = A,e<7(c;ﬂr¥)2> + Aa€<7%> (5.9)

En la figura 25 los pardmetros &, y a, para cada uno de los 10 rangos de
magnitud son indicados con circulos rojos y azules, respectivamente. La li-
nea de trazos es un ajuste lineal de los circulos verdes, los cuales indican la
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media geométrica entre los dos anteriores. Con esté tltimo ajuste es posible
separar la poblacién de galaxias segtin la magnitud absoluta en la banda
r que posea la misma. La figura 26 muestra la distribucién de colores pa-
ra estas dos submuestras con los colores correspondientes a la dicotomia
mencionada. Por completitud en linea negra se muestra la distribucién de
colores de la muestra completa.

Una vez realizada esta distincion entre galaxias azules y rojas, nos plan-
teamos la pregunta si dichas poblaciones presentarian diferentes sefiales de
alineacién bajo la «lupa» de la funcién de correlacién anisétropa. Realiza-
mos entonces una andlisis similar al que empleamos en la seccién anterior
salvo que en esta oportunidad las galaxias trazadoras son o rojas o azules.
La figura 27 muestra estos resultados donde en cada panel se consigna el
rango de masa del grupo centro de la muestra, siendo el panel superior iz-
quierdo correspondiente a la muestra completa de grupos. En colores azules
y rojos se muestra los resultados correspondiente a la funciones obtenidas
tomando como galaxias trazadoras las del color homénimo. Para compa-
racién se muestran en color negro los resultados considerando la muestra
completa de trazadores.

Lo primero que podemos observar es que la funcién de correlacién mues-
tra mayor amplitud para la muestra de galaxias rojas que para la azules, re-
sultado que ya fue encontrado por otros autores (véase por ejemplo, Zehavi
et al., 2005). Ademds, como ya hemos observado anteriormente, la amplitud
de todas las correlaciones aumenta con la masa de grupo centro. En cuanto
a la sefial de alineamiento, vemos que la anisotropia estd presente en todas
las funciones y, en mayor o menor medida, en todos los rangos de masa.
Sin embargo, no existen diferencia estadisticamente significantes entre las
correlaciones estimadas solo con galaxias rojas o azules. Los recuadros infe-
riores de cada panel muestran los cociente entre las funciones de correlacion
direccionales y la funcién isétropa (estimada para cada una de las muestras
de color), donde, si bien puede apreciarse la anisotropia, el comportamiento
en todos los casos es similar.

Entonces, a la luz de nuestros resultados, no podemos decir que exista
alguna dependencia entre la sefial de anisotropia y el color Mg'l — MY de
las galaxias trazadoras.
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Figura 19: Panel superior: Funcién de correlacién cruzada halo-materia pa-
ra halos de baja masa. La lineas sélida, de trazos largos y de trazos cortos
muestran las funciones de correlacién estimadas a lo largo de las direcciones
de los semiejes mayor, intermedio y menor del tensor de forma del halos,
respectivamente. La linea punteada muestra la funciéon de correlacion is6-
tropa (i.e.la correlacién cruzada halo-materia cldsica). La linea de trazos y
puntos corresponde a la funcién de correlacién estimada en la direccién per-
pendicular al semieje mayor del tensor de forma. La linea de trazos vertical
indica la escala en la cual se presenta la transicién entre los términos de
1- y 2-halos. Las regiones sombreadas indican 1 — ¢ de desviacién estdndar
alrededor de cada medicién. La parte inferior del panel muestra los cociente
entre cada una de las correlaciones y la medicién isétropa. Panel Inferior: las
mismas curvas mostradas en el panel superior pero en esta caso para halos
de materia oscura con masas altas.
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Figura 20: Cocientes globales entre las funciones de correlacién en la di-
reccion paralela y perpendicular al semieje mayor del tensor de forma del
halo (&,/¢14)- Es cociente es computado solo para el régimen de 2-halos.
La linea de trazo horizontal marca el limite correspondiente a una sefial de
anisotropia nula.
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Figura 21: Funcién de correlaciéon cruzada grupo-galaxia proyectada para
tres rangos de masa de grupos extraidos del catdlogo sintético. Las lineas
de trazo corresponden a la funcién de correlaciéon estimada en la direccién
perpendicular al semieje mayor del tensor de forma proyectado sobre el
plano del cielo mientras las lineas sélidas muestran los resultados en la
direccién paralela a dicho semieje. Las lineas de punto muestran la funcién
de correlacién isétropa para cada caso. Los tres primeros paneles A, B y
C muestran los resultados para los terciles de masa mds bajo, intermedio y
mads alto, respectivamente, de la muestra de grupos con mas de 10 miembros.
El panel D, muestra los resultados para el tercil de masa mas alto para
grupos de galaxias con mds de 20 miembros(M > 2.6 x 10'*h~'M). Los
cocientes entre las correlaciones en las diferentes direcciones y la funcién de
correlacién is6tropa son mostrados en la parte inferior de cada panel.
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Figura 22: Distribuciones de masas de grupos de galaxias para diferentes
muestras seleccionadas segiin un umbral en el nimero minimo de miem-
bros. Cada distribucion corresponde a grupos con mds de la cantidad de
miembros que se indica en el gréfico.
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Figura 23: Funcién de correlacién anisétropa grupo-galaxia proyectada pa-
ra tres rangos de masa. Las lineas de trazo corresponden a la funcién de
correlacién estimada en la direccion perpendicular al semieje mayor del ten-
sor de forma proyectado sobre el plano del cielo mientras las lineas s6lidas
muestran los resultados en la direccién paralela a dicho semieje. Las lineas
de punto muestran la funcién de correlacién isétropa para cada caso. Los
tres primeros paneles A, B y C muestran los resultados para los terciles
de masa maés bajo, intermedio y méds alto, respectivamente, de la muestra
de grupos con mas de 10 miembros. El panel D, muestra los resultados
para el tercil de masa mas alto para grupos de galaxias con mds de 20
miembros(M > 2.6 x 104 h~'M.). Los cocientes entre las correlaciones en
las diferentes direcciones y la funcién de correlacién isétropa son mostrados
en la parte inferior de cada panel.

93



94

ALINEACION

One—halo term Two—halo term

2.0 T 2.0 T
% % o e Nu210
1.8 % IS

3 o e N,210 N
3 1.4 b 3 141 b
A a NgZl5
O m Ng,220
1.2 b 1.2 % % b
L0 fmmmmmmmm e 1.0 fmmmm e
Ll Ll
1013 ,‘OM ,‘015 ,‘O‘E 1014 1015
Group mass [Me] Group mass [Me]

Figura 24: Cocientes globales entre las funciones de correlacion estimadas
en las direcciones paralelas y perpendiculares al semieje mayor del tensor
de forma del grupo centro (w) /w ). Los cocientes son computados en los
dos rangos diferentes correspondientes a los términos de 1- y 2-halos, mos-
trados en el panel de la izquierda y la derecha, respectivamente. Los sim-
bolos abiertos corresponden a los resultados obtenidos a partir de los datos
observacionales. Mientras que los simbolos llenos muestran los cocientes
correspondientes a los resultados obtenidos haciendo uso de un catélogo
sintético. Para referencia, la linea de trazos horizontal muestra el valor co-
rrespondiente al cociente unitario (i. e., sefial de anisotropia nula).
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Figura 25: Diagrama color-magnitud de galaxias del catdlogo espectroscé-
pico SDDS-DRy. El color es computado como la diferencia entre las mag-
nitudes en la banda g y en la banda r. El eje de las abscisas representa la
magnitud absoluta M%! en la banda . Todas las magnitud son corregidas a
z = 0.1. Los puntos rojos y azules muestran puntos maximos del ajuste con
dos gaussinadas para cada rango de magnitud absoluta, mientras que los
puntos verdes muestran la media geométrica entre los dos anteriores. La li-
nea de trazos verde muestra el ajuste utilizado para separar las poblaciones.
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Figura 26: Distribucién de color de galaxias donde pueden apreciarse la
bimodalidad de galaxias rojas y azules.
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Figura 27: Funciones de correlacién anisétopas por color para los tres terci-
les y todo el rango de masas de grupos con mds de 10 miembros. En rojo
y azul se muestran las funciones de correlacién tomando como galaxias tra-
zadoras galaxias rojas y azules, respectivamente, segtin la funcién descripta
en el texto. En lineas negras se muestran las correlaciones sin distinciéon
de color. En los paneles inferiores se muestran los cocientes entre las corre-
laciones direccionales y la respectivas funciones isétropas. De estas curvas
puede inferirse que no existe sefial evidente de alineacién preferencial segtin
el color de la galaxia trazadora.






MODELO ANISOTROPO DE HALOS

6.1 INTRODUCCION

A medidos del siglo XX, Neyman & Scott (1952) publicaron un traba-
jo el cual serfa la base del formalismo que hoy conocemos con el nombre
de Modelo de Halos (MH). En esta publicacién los autores propusieron un
novedoso modelo que intentaba describir la manera en que las galaxias se
encontraban distribuidas espacialmente en el Universo. Dicho modelo esta-
ba asentado en cuatro hipétesis fundamentales:

= Las galaxias se encuentran agrupadas en grupos y cimulos.

= La cantidad de galaxias pertenecientes a un ctimulo o grupo de gala-
xias obedece una cierta ley probabilistica.

= Existe una ley probabilistica la cual describe como se distribuyen las
galaxias dentro de los ciimulos o grupos.

= La distribucién espacial de los cimulos obedece una quasi-uniforme
ley probabilistica.

Si bien, inicialmente este formalismo estaba orientado a describir la distri-
bucién espacial de galaxias, mas tarde fue generalizado para describir la dis-
tribucién de materia oscura dando origen al MH (i. e. Seljak, 2000; Peacock &
Smith, 2000; Cooray & Sheth, 2002b). Andlogamente al modelo de Neyman
& Scott (1952), el MH asume que toda la materia del Universo se encuentra
contenida en halos de materia oscura y que éstos poseen un perfil de den-
sidad determinado (e.g., NFW). Ademds, se asume que la auto-correlacién
halo-halo est4 gobernada por la funcién de correlacién que surge de la teo-
ria lineal de evolucién de estructuras modulada por los factores de sesgo
de cada uno de los halos. En la forma estdndar del MH, se considera que
los halos de materia oscura tienen un perfil de densidad esférico y la distri-
bucién de estructuras, en pequefias y medianas escalas, es is6tropa. En este
sentido, el MH estandar no tiene en cuenta ni las posibles desviaciones de
la isotropia existentes en la funcién de correlacion halo-halo ni los posibles
apartamiento de la forma esférica de los halos.

Sin embargo, las simulaciones numéricas han demostrado que los halos
tienen formas sensiblemente no esféricas, y que preferentemente tienden
a ser prolados * (véase por ejemplo Paz et al.,, 2006, y referencias en ese
articulo). Ademads, se ha evidenciado que la orientacién de los halos esta
relacionada con la distribucién de las estructuras circundantes (Bond et al.,
1996; Colberg et al., 2005; Altay et al., 2006; Aragén-Calvo et al., 2007; Bru-
nino et al., 2007; Bett et al., 2007; Kasun & Evrard, 2005; Allgood et al., 2006;

La forma prolada es semejante al de una pelota de rugby en contraste con la forma
oblada la cual es propia de un disco o platillo volador.

99



100

MODELO ANISOTROPO DE HALOS

Basilakos et al., 2006; Hahn et al., 2007b; Cuesta et al., 2008; Noh & Cohn,
2011). Estos resultados son también apoyados por las observaciones en la
alineacion de grupos de galaxias las cuales muestran como las galaxias se
distribuyen en relacién a la orientacién de la forma proyectada de los grupos
(Paz et al., 2006; Lau et al., 2011; Paz et al., 2011; Smargon et al., 2012).

La mayoria de estos estudios realizan un andlisis estadisticos de la incli-
nacién de los ejes principales del tensor de forma de los halos o grupos de
galaxias respecto a ciertas direcciones definidas por la estructura circundan-
te. Esta estructura es caracterizada por la distribucién de particulas a través
de las diferentes caracteristicas topoldgicas tales como filamentos, paredes
y las grandes burbujas de vacio (Cautun et al., 2013, véase por ejemplo).
Si bien todos estos trabajos acuerdan en que existe cierta alineacién den-
tro del modelo cosmolégico Modelo Cosmolégico de Materia Oscura Fria
con Constante Cosmoldgica. (ACDM), la magnitud del alineamiento depende
fuertemente de como uno defina geométricamente la estructura circundan-
te.

Por otro lado, en un trabajo de Paz et al. (2008) se introdujo una nueva
estrategia para estimar aquellas alineaciones, siendo esta alternativa inde-
pendiente de la definicién de la estructura circundante. Este nuevo enfoque
hace uso de una versién modificada de la clasica funcién de correlacion
bipuntual cruzada con el objetivo de cuantificar el alineamiento entre ha-
los de materia oscura o grupos de galaxias y la estructura en gran escala
. Asimismo, esta versién modificada de la funcién de correlacién cruzada
permite una comparacién robusta entre resultados obtenidos de simulacio-
nes numéricas y datos observacionales. Diferentes trabajos han demostrado
la eficiencia de este enfoque para caracterizar los alineamientos menciona-
dos (Paz et al., 2008; Faltenbacher et al., 2009; Paz et al., 2011; Faltenbacher
et al., 2012; Schneider et al., 2012). En el mismo sentido se encuentran los
estudios realizados por Smith & Watts (2005). Estos autores investigaron
como es afectado el espectro de potencia isétropo por la triaxialidad y las
alineamientos en la estructura en gran escala. Ellos encuentran que la forma
triaxial no esférica de los halos produce una pequefia supresion de la poten-
cia del espectro en escalas correspondientes al término de 1-halo, mientras
que para el término de 2-halos encuentran un limite superior del 10 % de
incremento en la potencia cuando se impone la condicién de que los halos
se encuentran perfectamente alineados con la materia circundante.

Nosotros desarrollamos un modelo analitico para la funcién de correla-
cién cruzada halo-materia, el cual surge como una extensién del MH clésico
incluyendo un perfil triaxial para los halos de materia oscura y una funcién
probabilistica describiendo el alineamiento de los halos con la estructura
circundante.

6.2 MODELO ANISOTROPO DE HALOS

En esta seccién introducimos el desarrollo analitico de un nuevo Modelo
de Halos que tiene en cuenta la naturaleza triaxial de los halos de materia
oscura como asi también los posibles alineamientos con el ambiente que los
rodea. Analogamente con el MH cldsico, consideraremos que toda la mate-
ria oscura del Universo de encuentra contenida en halos de diferentes ma-
sas. Cada halo de materia oscura es caracterizado en términos de su perfil
de densidad normalizado que denotamos por U (7, m,d,€) = p(7,m,d,€)/m
donde 7 es la posicién respecto al centro del halo de masa m, las componen-



6.2 MODELO ANISOTROPO DE HALOS

tes del vector 4 son los autovalores del tensor de forma del halo (utilizamos
la siguiente convencién a1 > ap > a3), y € indica las direcciones de los au-
tovectores (i. e.sus componentes son los tres angulos de Euler del elipsoide
de forma.). Con estas consideraciones el campo de densidad p(X) puede ser
computado de la siguiente manera:

N
p(f) = Zmiu(fifi/mi/ﬁi/é‘i) (61)
i=1

donde N es el ntimero total de halos en el Universo. Similarmente, la den-
sidad numérica de halos n.(X) puede ser expresada de la forma siguiente:

N
ne(¥) =Y 6(x—x;)¢(m;,d;, &) (6.2)

donde el factor ¢(m, d,€) es una funcién de seleccion, y 6(¥ — ;) es la fun-
cién delta de Dirac centrada en la posicién del halo.

La distribucién de probabilidad p(m, 4, €) de halos con masa m, vector de
forma 4 y orientacion € es expresada en términos de la ecuacién:

N
p(m,d,€) = <Z5(m —m;)6(d —d;)0(€ — &)o(X — fi)> , (6.3)
i=1

donde los paréntesis angulares () denotan un promedio sobre un ensamble
de realizaciones de Universos. En el caso que la forma de los halos ni las
orientaciones sean tenidas en cuenta, esta funcién se reduce a la funcién de
masa de halos clésica. De las definiciones anteriores, la densidad de materia
media y la densidad numérica media de halos pueden computarse como:

5= / dm dd dg mp(m, 3,€) 6.4)

i = / dm di dé p(m, 3,8)y(m, ,) (6.5)

Salvo que se especifique lo contrario los limites de integracién deben ser
entendidos como los extremos de todo el rango donde el integrando es
viélido. La funcién de seleccién ¥ (m, @, €) nos permite imponer algunas res-
tricciones en el rango de masa, formas y orientaciones de los halos centros.

Utilizando estas funciones podemos computar la funcién de correlacién
cruzada de la siguiente manera:

(1) (5729
(

:<nc(f)p(f+7) Cne(®  p(E+7) +1>

ne p c Y
:<nc(f)P(f+7)> 1 (6.6)
ne p

donde hemos asumido que el promedio en el ensamble de Universos, bajo la
Hipétesis de Ergodicidad, puede ser reemplazado por un promedio espacial

<P(fp+?)> _ le/ dTp(Z+7) =1 (67)
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y similarmente

<”Cn(f>> _ V%/ d¥ne(%) = 1 68)

Reemplazando 6.1 y 6.2 la ecuacién 6.6 obtenemos:

Chm(F) = =1+ pl < (i 8(X = X;)p(m;, d;, 51‘))

c i=1
N
X iju(f+?—fj,mj,ﬁj,€j) (6.9)
j=1
Es posible dividir esta ecuacién en dos términos, aquellos donde i = j,

que llamaremos término de 1-halo, y aquellos términos para los cuales i # j,
que denominaremos término de 2-halos. Consecuentemente definimos:

1 /&L
Cim(7) = = 25(36 — X)¢(m;, d;, €;)
Phc \ i5
X miU(f+7—fi,mi,ﬁi,€i)> (6.10)

N
( Z m]ll 5c’+?55],m],lz’],é’])>> (6.11)
J

=1j#i

Podemos reescribir la ecuacién 6.10 como:

11 Y
1h _—
—_- = . 4, E 6.
ghm(”) mvl; mip(m;, d;, €) (6.12)
X / AT6(F — T)U(R+7 — Ty my, G, E) 6.13)
Zmﬂl’ mj, d;, &)U (¥, m;, d;, €) (6.14)
P”c i=1
:p% / dm di d& my(m, @, &)U (7, m, 7, €) (6.15)
c
1 N
X V Z&(m—ml)é(ﬁ—ﬁl)é(é’—é’l) (616)
i=1
Y utilizando la ecuacién 6.3, la expresion final para el término de 1-halo
resulta:
& (7)) = — | dmdddeémU(7, m,a,é)

x p(m, @, &)p(m,a,€). (6.17)
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Un procedimiento similar puede ser aplicado para derivar el término de
2-halos a partir de la ecuacién 6.11 y de este modo obtener:
1
&2h(7) = 1+ - / dmy dd; d&; dmy dd dé dj
c

x moU (7 — i, ma, d, €)¢(my, dy1, € )

1 N N
X 2 2 8(my —my)o(dy — ;)6 (E — &)

—0i=1
j#i
x 8(my —m;)o(dr — d;)6(€2 — €)6(¥ — (¥ — Xi)) (6.18)

La probabilidad conjunta de encontrar dos halos cada uno con un dado
conjunto de propiedades dadas (masa, forma y orientacién) separados a una
distancia |i|, puede escribirse como:

1 N N
V];)i; X 6(my —m;)o(dy — ;)0 (€ — &)
j#i
x 8(my — m])é(l_fz — ﬁ])é(é'z — E])
X 8(F = (% — %)) = p1p2(612(7) +1), (6.19)

donde p; = p(m;, d;,€;), es la probabilidad de encontrar un halo con el con-
junto de propiedades (m;, d;, €;), el indice i = 1,2 corresponde a cada uno de
los halos, y ¢12(7) = &(ij1,2,m1,d1, €1, mp,d2,€,) es la probabilidad conjunta
de tener el par de halos separados por una distancia i/; . Notar que hemos
asumido, en el lado derecho de la ecuacién, que la probabilidad para las pro-
piedades de los halos (p1 y p2) y la probabilidad conjunta (12(i/) + 1) son
independientes. Por lo tanto, utilizando esta tltima ecuacién, la expresién
final para el término de 2-halos estard dada por:

&2 (7) = pi [ o dy ey dms di d, oy
C

x myU(7 — i, my, @, €) p1p281,2 (V)
X p(my, @1, &) (6:20)

De esta forma las ecuaciones 6.17 y 6.20 brindan un modelo para la fun-
cién de correlacién bipuntal cruzada anisétropa teniendo en cuenta la forma
y la orientacién de los halos.

6.2.1 El término de 1-halo

Para poder estimar el término de 1-halo (ecuacién 6.17), necesitamos
adoptar algin modelo para el perfil de densidad triaxial de los halos de
materia oscura y para la funcién de distribucién de los pardmetros de los
halos. En cuanto al perfil de densidad, utilizaremos el modelo triaxial des-
cripto por Jing & Suto (2002, de aqui en adelante ]JS). Este modelo asume
que los contornos de isodensidad de un halo de materia oscura puede ser
descripto a través de elipsoides triaxiales concéntricos con un vector de for-
ma 7 y una orientacién € dados. Una forma simple de parametrizar estas
superficies es a través del pardmetro radial R como es definido por Smith &
Watts (2005):

x
S5t st 5 (6.21)
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De acuerdo a JS, esta definicién permite expresar el perfil de densidad de
los halos de materia oscura de una manera similar a la dada por Navarro

et al. (1997):
P(R) dc (6.22)

Pcrit B (R/Ro) (1 + R/RO)zl

donde I es la densidad caracteristica y Ry es el radio de escala. Andloga-
mente al radio de escala del perfil de NFW, JS definen Ry = ¢, /7., donde c, es
el parametro de concentracién y r, es el radio caracteristico. JS también pro-
veen las relaciones ¢, = XCvir, Ye = XTvir, dOnde cyir, I'vir SON la concentraciéon
y radio virial, respectivamente.

Es posible relacionar la densidad caracteristica d. con el pardmetro de
concentraciéon considerando que la densidad media dentro de un elipsoide
con semi-eje mayor 7, debe ser A, veces la densidad critica del Universo (p.),
de esta forma obtenemos:

A, c3

O = —
ST 3 In(1+ce) —ce/(1+ce)

(6.23)

JS proveen una relaciéon que involucra esta densidad equivalente A, como
una funcién de la densidad de virializacion para un modelo esférico NFw:

5\ 075
il
Ae = BAyir (M) . (6‘24)

JS proponen un valor de x = 0.45 el cual es determinado mediante el
ajuste de simulaciones numéricas. Sin embargo, nosotros hemos encontrado
que un valor de x = 0.5 también es consistente con los datos de las simula-
ciones y al mismo tiempo provee un mejor acuerdo entre el perfil de ]Sy el
perfil de NFW en el limite cuando se consideran halos con perfil esférico. En
este caso, nuestra eleccion para el valor de x da valores similares para . y
la densidad caracteristica de los perfiles de masa NFW en un rango de masas
de 108 a 10" M,

El siguiente ingrediente que debemos definir es la distribucién de proba-
bilidad p(d, m,€). Por simplicidad, asumiremos que la orientacién € de los
halos y la masa m son variables aleatorias independientes, mientras que el
vector de forma 7 solo depende de la masa del halo. Consecuentemente la
distribucién de probabilidad puede escribirse como:

p(m, € a) = n(m)p(€)p(a|m) (6.25)

donde n(m) es la funcién de masa de los halos, p(€) y p(d|m) son las dis-
tribuciones de probabilidad de la forma y la orientacién de los mismos,
respectivamente. Por ejemplo, en el caso de una distribucién uniforme para
la orientacién del halo, la funciéon densidad p(€) toma la forma:

p(€)de =p(u, B,v)dadpdy
111

—ﬂiﬂdtxd(cosﬁ)d'y (6.26)

donde los angulos de Euler estdn restringidos a los rangos: 0 > a > 2,
0>B>my0>y>2m.

Dado que la ecuacién 6.21 puede ser reescrita en término de los cocientes
ay1 = az/ay y az = az/ay, definimos la distribucién de probabilidad condi-
cional p(@|m) como una funcién de esos cocientes p(az1,as|m), donde los
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Figura 28: Funcién distribuciéon de densidad normalizada para la forma de
los halos de materia oscura. En la misma se han fijado arbitrariamente los
pardmetros A = 0.6 y B = 0.8 (véase ecuacién 6.27).

dos argumentos estan restringidos al intervalos (0, 1). Con esta simplifica-
cién, podemos cambiar d@ — day das; en las ecuaciones 6.17 y 6.20. Aproxi-
mamos esta distribuciéon con el producto de dos leyes gaussianas y factores
cuadraticos que aseguran que la probabilidad sea nula en los bordes de los
intervalos. Consecuentemente, la distribucién de formas tiene la siguiente

expresion:

_ (ag1—4)%
p(az, asp|m) «<ay (1 —ax)e 27
_(agp-B)?
xazp (1 —axn)e 22 (6.27)

donde A y B son dos pardmetros que dependen de la masa y deben ser
estimados, mientras que para el valor de ¢ adoptamos un valor fijo de 0.1.
La forma impuesta para la funcion de distribucion p(ap1, az;|m) se encuen-
tra inspirada en los resultados obtenidos de simulaciones numéricas. En la
literatura es posible encontrar un expresion tedrica para esta funcién (véase
por €j., Lee et al,, 2005). Sin embargo, sus resultados no se encuentran en
buen acuerdo con los obtenidos por simulaciones numéricas.

El dltimo ingrediente que necesitamos para estimar el término de 1-halo
es la funcién de masa n(m), la cual describe la abundancia de halos de
materia oscura en un intervalo de masa alrededor de m. Esta funcién es
estimada utilizando el modelo analitico provisto por Sheth et al. (2001).
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6.2.2 El término de 2-halos

A continuacién veremos como definir las funciones que nos hacen falta
para poder calcular el término de 2-halos. Para computar la ecuacién 6.20
necesitamos especificar la funcion &1 ,(y) = §(if1,2|m1, 41, €1, mo, d2,€2). En
escalas grandes la relacion entre los halos y las sobredensidades de materia
es determinista, por lo tanto, como en el Modelo de Halos clésico, podemos
aproximar ¢ o por la siguiente ecuacién:

E(i)12 = f(h2]d1,€1,d2,€)b(my)b(m2) i (i1,2) (6.28)

donde b(mq) y b(my) son los factores de sesgo para los halos centros y
trazadores, respectivamente, y &j;,,(/12) es la transformada de Fourier del
espectro de potencia lineal (EPL). Hemos explicitamente introducido el factor
f(if12|d1,€1,d2,€>) el cual permite considerar las diferentes alineaciones. Pa-
ra el EPL adoptamos la expresién analitica dada por Eisenstein & Hu (1999),
mientras los factores de sesgo son computados a través del ajuste analitico
dado por Sheth et al. (2001).

La funcién f que hemos definido arriba puede ser utilizada para describir
dos tipos de alineamientos, a saber: (i) el alineamiento entre la posicién de
los halos trazadores y la direccién del semi-eje mayor del tensor de forma
del halo centro; (ii) el alineamiento entre las orientaciones de los halos cen-
tro y trazadores. Es razonable esperar que el segundo tipo de alineamiento
tenga un efecto de segundo orden en el modelo. Esto también es observado
en el comportamiento de nuestro modelo, y en otros trabajos previos (véase
por ejemplo van Daalen et al., 2012; Smith et al., 2006; Smith & Watts, 2005),
donde el término de 2-halos es insensible a la forma de los halos. A su vez,
esto es esperado dado que las diferencias entre los ejes mayor y menor son
muy pequefias en comparacion a la distancia entre los centros de los halos
centros y trazadores. Consecuentemente, y para hacer mas sencillo el mode-
lo, supondremos que la funcién de alineacién no depende de la alineacién
entre los semi-ejes de los halos centros y trazadores. Ademés supondremos
que esta funcién es independiente de la forma de los halos. Teniendo en
cuenta estas consideraciones adoptamos la siguiente expresion:

02 (0-r/2)2  _ ¢?

f(f12|€1) xe 22 +De 27 e 22 (6.29)

donde 6 y ¢ son los dngulos polar y azimutal de i;, en un sistema de
coordenadas definido por las direcciones dadas por el vector €;. El primer
(segundo) término de la ecuacién precedente puede ser entendido como el
exceso de correlacién a lo largo del eje mayor (intermedio). Dado que la fun-
cién de alineamiento es una distribucién de probabilidad, la constante de
proporcionalidad es definida por su normalizacién. Los factores C y D son
pardmetros libres que serdan determinados en §6.6.2. La figura 29 muestra un
ejemplo ilustrativo de la dicha funcién con pardmetros C = 0.3 y D = 1.0.
Debe notarse que atin cuando 6 se aproxima a 0 y ¢ tiende a ser indetermi-
nado, la funcién se vuelve constante por construccién, evitando cualquier
comportamiento indeseado en su evaluacién. El aumento de la funcién ha-
cia valores bajos de 0 representa el alineamiento de la distribucién de mate-
ria alrededor del semi-eje mayor, mientras que el aumento hacia valores de
6 = /2y ¢ = 0 representa el alineamiento correspondiente con el semi-eje
intermedio.
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probability

Figura 29: Funcion distribucién de densidad normalizada para el alinea-
miento halo-halo con pardmetros arbitrarios C = 0.6 y D = 0.3 (véase ecua-
cién 6.29).
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Figura 30: Resultados de la funcién de correlacién anisétropa computada a
lo largo de los 3 ejes del tensor de forma del halo para halos centro en el
rango de masa: 10'2 a 101 M h~!. Las lineas sélidas, punteadas, y a trazos
corresponden a la direccién del eje mayor, intermedio y menor, respectiva-
mente. Cada uno de los paneles corresponde a un conjunto de parametros
diferentes como se explica en el texto y se muestra en la parte superior
derecha de cada panel.
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63 MODELO ANISOTROPO DE HALOS Y LA DISTRIBUCION DE GALA-
XIAS

No es posible contrastar el Modelo Anisétropo de Halos (MAH) con los re-
sultados obtenidos de observaciones de la distribucién de galaxias de mane-
ra directa. Por lo cual, es necesario realizar algunas consideraciones previas.
Una de ellas, al igual que en el caso del MH descripto en §3.6, es la inclusion
de la DOH.

Por otro lado, en el caso de las observaciones resulta més practico compu-
tar la funcién de correlacion realizando las cuentas con distancias proyecta-
das en el plano del cielo, como hemos descripto en §5.2. Por ello debemos
de establecer una forma de computar el MAH de la misma manera.

6.3.1 Distribucion de Ocupacién de Halos

Como ya hemos mencionado la DOH es una funcién probabilistica de la
distribucién de galaxias dentro de los halos de materia oscura. Dicha fun-
cién es caracterizada por tres componentes: una ley probabilistica de la can-
tidad de galaxias contenidas dentro de un halo de materia oscura, el valor
medio de dicha ley (que puede depender de alguna/s propiedad/es del
halo) y una funcién que establece como se distribuyen espacialmente las ga-
laxias dentro del halo. En general, se asume que la ley probabilista es bien
descripta por una ley de Poisson, y por lo tanto el valor medio es el tinico
pardmetro que debe especificarse. Para la distribucién espacial de las gala-
xias, es valido pensar que las mismas siguen aproximadamente el mismo
perfil de densidad que la materia oscura. Finalmente, para el valor medio
generalmente se asume que solo depende de la masa del halo, es decir, una
funcién condicional P(N|m) que haciendo abuso de notacién denotaremos
como < N|m >.

En la literatura existen varias formas funcionales para tal funcién. Una
de las maneras mds usuales de definirla es como la suma de dos funciones,
separando en galaxias centrales y satélites:

< N|m >=< N|m >¢n + < N|m >gp (6.30)

siendo los términos < N|m >, y < N|m >4 el nimero medio de galaxias
centrales y satélites, respectivamente. El primero de ellos es definido como
una funcién escalén suave

< N|m >cen= % {1 + erf (W/mmm))] (6.31)

Ocen

donde erf es la funcién error dada por

erf(x) = \/2E /eftzdt (6.32)
0

En la ecuacién 6.31 1, Y 0cen SON dos parametros, el primero de los cuales
representa la masa umbral minima més arriba de la cual todos los halos
tienen una galaxia central, mientras que el segundo, determina el ancho
caracteristico de transicion. Para las galaxias satélites se asume que su con-
tribucién al nimero medio sigue una ley de potencia, es decir,

(6.33)

— Mn1"®
< N|m >sat= |:m 0:|

M
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donde M) es la masa de truncamiento, M; es la masa de normalizacién y «
la pendiente.

De esta manera la DOH es descripta con cinco pardmetros. Es importante
notar que los mismos no son independientes entre si ya que deben satis-
facer la ecuacién 3.41 para un dado valor de 77g. Una manera indirecta de
determinar dichos pardmetros es ajustando los mismos de manera de que
reproduzcan el espectro de potencia o la funcién de correlacion de las ga-
laxias observada (véase por ejemplo, Zheng et al., 2005). Mientras que una
manera directa de determinar tales pardmetros serfa a través del estudio de
grupos de galaxias (véase por ejemplo, Yang et al., 2008).

6.3.2 Modelo Anisétropo de Halos Proyectado

Podemos ahora construir el MAH para la funcién de correlacién cruza-
da grupos-galaxia. Para ello escribamos el ntimero de galaxia en una dada
posicion del espacio ¥ de la siguiente manera:

N
ng(¥) =Y N;U(X — Xj, m;, d;, &) (6.34)
i=1

donde hemos explicitado la dependencia del perfil de galaxias U con la for-
ma 7 y la orientacién € del halo que las aloja. Vale recordar que asumiremos
que la distribucién de las galaxias es igual a la distribucién de la materia os-
cura y, por lo tanto, el perfil U tiene la misma forma funcional que el perfil
de JS que hemos utilizado en el capitulo anterior.

A partir de la ecuacién precedente podemos obtener el niimero medio
de galaxias, andlogamente a como computamos la densidad media en la
ecuacién 6.4, de la siguiente manera:

g = / dmddde p(m,d,&) (N|m) (6.35)

Estamos ahora en condiciones de construir el MAH para la distribuciéon de
galaxias y grupos. Haciendo uso de las ecuaciones 6.3 y 6.5 la correlaciéon
cruzada grupo-galaxia se define como:

an=((424) (4522-1)

_ <m(f)ng<z+?) ne®  mg(E) 1>

Tic Mg 7ic Mg
_ nc(f)ng(f—i- 7) q (6.36)
T Tig 3

donde hemos hecho uso de la ecuacién 6.8 y la correspondiente para el
ndmero medio de galaxias:

<ng(5c'—|—?)

ng

1 -
> = V= /da?ng(x—i-?) =1 (6.37)

Reemplazando los factores de la ecuacién 6.36 por sus definiciones dadas
en las ecuaciones 6.5 y 6.34 obtenemos:

j=1

, 1 e o N T
Ceg(F) = =14+ — <<Zi§(x—xi)¢(mi,ai,ei)> ( N;U(¥ +7 — X}, m, d;, €;)
1=
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(6.38)

La ecuacién precedente puede ser separada de la misma manera que he-
mos hecho anteriormente, aquellos términos para los cuales i = j y aquellos
donde i # j. De esta manera el término de 1-halo queda expresado de la
siguiente forma:

S 1 /&L L e e
Ea(?) = — <Z5(x—xi)lP(mi,ﬂi,ei)NiU(err—xi,mi,ﬂifei)> (6.39)
ghe \iZ

mientras que el término de 2-halos es

N N

g \ \/3 =T
(6.40)

Al igual que hicimos en la seccién 6.2 podemos reemplazar los sumato-
rios por integrales mediante la utilizacion del teorema de ergodicidad y las
funciones delta de Dirac. De esta manera la ecuacién 6.39 queda de la forma:

o 11y R
ffgg(r) == ZNit,b(mi,ai,e,-)/ dx¥6(X — %) U(X +7 — X;,m;, d;, €)
Mghe Vi3 v
1 1

resultando finalmente

1

ﬁgnc

&) = / (N|m) dm_ / di / dEU (7, m,@,&)p(m,@,&)p(m,a,8) (641)

A E

donde las entidades A y E hacen referencia al espacio de las formas y las
orientaciones de los halos, respectivamente. Por cuestiones de espacio he-
mos suprimido algunos simbolos de integrales, por lo que vale recordar
que las integrales en A y E son integrales triples.
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Realizando operaciones similares sobre el término de 2-halos, a partir de
la 6.40, hayamos la expresién integral para dicho término

. N N
ch() _1+ﬁgﬁ V]: £ al! 1 (6.42)
J#
/df&(:‘c’— FVUE+F— %), m;, 7,8 (6.43)
1 1 N N
=—1+4+ ﬁ i V Z Zl,b(m,,ﬁl,?:,)N]U(f, +7— f], m],ﬁ],é']) (644)
j=1i=1
J#i
=1+ /dml/ al/d?:ltp(ml,ﬁl,e?l)/ (N|ms) dms /dﬁz/dé'zx
glte A Eq Ay Ep
(6-45)
1 N N
V Z Z(S(nﬁ — 71’!1')(5(171 — Zi,)&(g] *5,)5(1’!12 — ])5(ﬁ2 *Ej)&(é‘z — Ej)u(f, +7— fj,Mz,ﬁz,gz)
j=1i=1
i
(6.46)
Sl /dml/dﬁl /de?lgb(ml,ﬁl,?l)/<N\m2)dm2/dﬁ2 /d?:g /dy’u(?fﬁ,mz,ﬁz,é)x
(6.47)
1 N N
V Z 25(7111 — Tl’l[)é(ﬁl - ﬁ,)5(§] *5{)5(1’”2 — m])5(ﬁ2 *71})5(52 - gj)ﬁ(g* (f] - f,))
j=1i=1
i
(6.48)
siendo la expresién final:
2h
ch /dmlfdal/deltp ml,al,el)
Aq
/(N!mz dmz/daz/dez/dy
Ay E>
X U(F — ¥, ma, d2,&) p(1) p(2) §(¥,1,2) (6.49)

donde el subindice 1 hace referencia al halo centro, mientras que el
subindice 2 indica el halo donde se encuentran alojadas las galaxias
trazadoras. Notar nuevamente que las integrales sobre los espacios V,
A1, E1, Ay, E; son todas integrales triples.

6.3.3 Proyeccién sobre el plano del cielo

Hasta aqui hemos descripto el MAH para la funcién de correlaciéon
cruzada grupo-galaxia. Haremos ahora algunos comentarios sobre co-
mo debemos realizar las integraciones para obtener resultados que
nos permitan compararlos con las observaciones de la funcién de co-
rrelacién proyectada.

Una manera de abordar este propoésito es pensando que existen dos
sistemas de referencias que comparten el mismo origen. Uno de los
cuales es solidario al elipsoide que mejor describe la forma del halo
de materia oscura, que denotaremos con C, y otro con un eje de coor-
denadas en la direccién de la linea de la visual, digamos el eje 2/, y los
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dos restantes sobre el plano del cielo, que denominaremos C'. Por lo
tanto, podemos estimar la funcién de correlacién proyectada sobre el
plano del cielo partiendo de la funcién de correlacion computada en
el sistema C y realizando el cambio de coordenadas correspondien-
te al sistema C’. Ejemplificaremos dicha transformacioén, mostrando
como proyectar un perfil genérico p(R) de un halo elipsoidal con au-
tovalores del tensor de forma igual a < b < ¢, la aplicacion a otros
casos saldré directamente.

Primero, notemos que solo necesitamos los dos primeros de los tres
angulos de Euler para efectuar tal transformacion. Esto es debido a
que una rotacién intrinseca del sistema C deformaria la proyeccién.
En notacién matricial la transformaciéon C' — C es:

x —sin(¢) —cos(¢)cos(0) cos(¢p)sin(6)| [«
y| = | cos(¢p) —sin(¢)cos() sin(¢)sin(6)| |y'| (6.50)
z 0 sin(0) cos(6) z/

Luego, en término de las coordenadas del sistema primado, R es
escrito como:

R=\/fz?+gz'+h (6.51)

donde

2 2

f = sin?(6) (Z—Z cos? () + Z—Z Sin2(¢)) + cos?(0) (6.52)

C2 C2 C2 2 C2 2 ’
g = sin(0) sin(2¢) <b—2 — a—2> x' +sin(26) (1 — 5 cos (¢) — » sin (¢)> y' (6.53)

e A o )
h= (a—z sin”(¢) + 32 <08 (4))) x

&
+ sin(2¢)cos(0) (u—z - bi) x'y'
+ l:COSZ(Q) (Z—z cos? () + z—isinz((p)) + sinz(G)} y? (6.54)

. . 2
Definamos ahora dos nuevas variables z,” y {

Z,=/f (z’ + ng> (6.55)

2

8
4 T 4f (6.56)

El significado de la variable { puede ser facilmente entendido susti-
tuyendo las ecuaciones 6.52-6.53 en la ecuacién 6.56:

1
7% = 7 (Ax” + Bx'y' + Cy'?) (6.57)
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donde

— a2 ¢ L )
A = cos*(0) <aZ sin“(¢) + 52 €08 (4))) + 3 sin (6)  (6.58)

2 2
B = cos(6) sin(2¢) (ZZ - ;2) (6.59)
2 ) 2 )
=z sin (¢) + 3 Cos (¢) (6.60)

La forma cuadratica de la ecuacién 6.57 implica que los isocontornos
de { constante son elipses en el plano x'y’ y que el dangulo de posicion
es

Y= %arctan (AfC> (6.61)

La ecuacién 6.57 puede ser diagonalizada rotando el plano x'y’ con
dicho dngulo mediante la siguiente matriz

cos(p) —sin(yp) 0
B = |sin(y) cos(yp) 0 (6.62)
0 0 1
quedando
) x/z ylz
2= 7 + 7 (6.63)
X y
donde
2 _ 2f
= - JA—OrL R (6.64)
2f

(6.65)

2
Ty A+C++/(A-C)2+B2

Notar que con el éngulo ¥ dado por la ecuacion 6.61 resulta g, > g,

Es posible reescribir la ecuacién 6.51 como

R=4/z/242 (6.66)

luego

Pproy@) =

[o(V=i)a (6.67)
0
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Por lo tanto, si quisiéramos computar la integral proyectada en la
direccion del semieje mayor del tensor de forma proyectado, deberia-
mos hacerlo en la direccién de gy, es decir en la direccién x’. Mientras
que si queremos hacerlo en la direccién del semieje menor, lo haria-
mos en la direccién y'.

6.4 METODO DE INTEGRACION

Dado que las integrales que debemos calcular son de orden alto,
los métodos clasicos (e.g., métodos de cuadratura) no pueden apli-
carse. Por lo tanto, debemos emplear una técnica Monte Carlo (MC)
para computar las integrales multidimensionales (para una discusién
un poco mds extensa puede verse la secciéon C). De acuerdo a este
método, la integral I de dimension m de una dada funcién f(X) en
el volumen V' C R™ puede ser aproximada por medio de la siguiente
expresion:

, Ve g oo
= /V f(®) dxy dxzee dry = ; F(7) (6.68)
donde ¥; = (x},..,x™), son N vectores aleatorios de dimensién m

lanzados dentro del volumen computacional V. O V. Es posible de-
mostrar que la incertidumbre en la determinacién de I decrece co-
mo N~1/2 independientemente de la dimensi6n del integrando. Asi
mismo, es importante mencionar que utilizando métodos cldsicos de
integracién, para un nimero fijo de subdivisiones N del volumen V,
el error o7 crece rdpidamente cuando el niimero de dimensiones au-
menta (07 « N~1/™).Es posible mejorar la precisién de la integracién
MC haciendo uso de la técnica de muestreo de importancia. Para po-
der aplicar esta técnica debemos especificar una funcién de densidad
w(X) para las variables aleatorias ¥. De esta forma, en el lado derecho
de la ecuacioén 6.68, f(X;) debe ser reemplazado por f(X;)/w(%;).

6.5 IMPLEMENTACION
6.5.1 La funcién de correlacion cruzada tridimensional

Con el fin de realizar un andlisis cualitativo del comportamiento
de nuestro modelo segtn la eleccién de los pardmetros libres, comen-
zaremos computando la funcién de correlacién cruzada a lo largo de
las direcciones definidas por los semi-ejes del tensor de forma. Con
este proposito, fijamos la orientaciéon del halo centro tal que las di-
recciones del tensor de forma correspondan con los ejes cartesianos
(denotados por €, &, €3). De acuerdo a esta eleccién, las integrales
en la ecuacién 6.17 (6.20) se reducen a 3 (12) dimensiones. Seguida-
mente, definimos tres funciones de correlacién tomando 7 || é; donde
i=1,2,3.



6.6 COMPARACION CON SIMULACIONES NUMERICAS

La figura 30 muestra el comportamiento de nuestro modelo para
diferentes valores de los pardmetros A, B, C & D, la masa de los ha-
los centros ha sido fijada al rango 1012 — 1016M@h*1. En linea solida,
punteada y de trazos se muestran las correlaciones en la direcciéon del
semi-eje mayor, intermedio y menor, respectivamente. Cada uno de
los paneles corresponde a un conjunto diferente de pardmetros. Los
paneles superiores muestran el comportamiento del modelo cuando
se varian los pardmetros A y B, los cuales estan relacionados con la
distribucién de formas de los halos centro. Como puede observarse
en el panel (I) cuando A = By C y D son convenientemente elegidos,
las tres funciones muestran una diferencia relativa aproximadamente
constante. El panel II (III) muestra el resultado de considerar halos
centro prolados (oblados), i.e.B < A (A < B) mientras el panel IV
muestras el comportamiento cuando consideramos halos aproxima-
damente esféricos (i.e., A = B ~ 1). Respecto a la funcién de ali-
neamiento halo-halo, los paneles en la parte inferior de la figura 30
ilustran el efecto de cambiar los pardmetros C y D. Los paneles V y
VI (VII y VIII) muestran la influencia cuando valores bajos y altos son
elegidos para el pardmetro D (C). Como puede apreciarse, para valo-
res grandes del pardmetro C el alineamiento desaparece dado que la
funcién distribucién 6.29 se vuelve practicamente constante. De este
andlisis cualitativo puede observarse que el modelo posee una gran
versatilidad con diferentes conjuntos de parametros. Ademds, como
es de esperarse, los pardmetros A y B afectan principalmente al tér-
mino de 1-halo mientras que los pardametros C y D lo hacen en el
término de 2-halos.

6.6 COMPARACION CON SIMULACIONES NUMERICAS
6.6.1 Funcion de correlacion cruzada isétropa

Una de las primeras pruebas que podemos realizar para comprobar
el funcionamiento del modelo es computar la funcién de correlaciéon
cruzada isétropa. Esto lo logramos promediando en un volumen es-
férico (i.e.tomamos un volumen cénico con semi dngulo igual a 7).
La figura 31 muestra los términos de 1- y 2-halos resultado de rea-
lizar estos calculos para diferentes rango de masas del halo centro,
desde 1029210 M,, en intervalos logaritmicos de 0.5. En circulos
llenos negros se muestran las medidas correspondiente de la funcién
de correlacion obtenidas a partir de la simulacién numérica con sus
respectivos errores jacknife representados por bandas grises. El panel
de la izquierda muestra los resultados del modelo para los pardme-
tros A= B =099y C =D = 1.00. Con esta eleccién de parametros,
los halos de materia oscura tienen forma esférica, preferentemente.
Mientras el panel derecho muestra los resultados obtenidos cuando
los pardmetros A y B son establecidos a los mejores valores obtenidos
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Figura 31: Modelo de Halos Isétropo. Los puntos negros en ambos paneles
muestran la funcién de correlacién isétropa estimada a partir de la simula-
cién numérica para diferentes rangos de masa desde 10"2M_, hasta 101°M,,,
segln se indica en el gréfico. Las lineas s6lidas muestran los resultados ob-
tenidos con nuestro modelo anisétropo promediando en voliimenes cénicos
con un angulo igual a 7. Los términos de 1-halo y 2-halos se muestran
separadamente. El panel izquierdo muestra los resultados obtenidos con-
siderando halos con perfiles preferentemente esféricos con los pardmetros
A =B =09 yC =D = 1.00, mientras, en el panel derecho, los valo-
res de los pardametros A y B corresponden a los mejores valores obtenidos
utilizando el métodos de minimizacién 2. Como puede apreciarse los resul-
tados obtenidos utilizando los mejores valores para los pardmetros describe
mejor los resultados numéricos que los obtenidos con perfiles de halos casi
esféricos.
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Figura 32: Curvas de nivel del método de x? para la estimacién de los mejo-
res valores para los pardmetros del modelo para 3 rangos de masa diferen-
tes 10'2 — 10125, 101> — 10 y 10'*> — 10! k=M, de izquierda a derecha.
Los paneles superiores muestran las curvas nivel para los paramentros A y
B mientras que los paneles inferiores muestran las correspondientes curvas
para los pardmetros C y D.

utilizando el método de minimizacién que veremos més a delante.
Como puede apreciarse, las diferencias entre los resultados de la si-
mulacién y los del modelos para las dos elecciones de los pardmetros
son mds significantes en las escalas correspondientes al término de
1-halo.

Ademas hemos encontrado que el modelo con halos triaxiales tiene
una discrepancia media del %5 con los resultados simulados, mien-
tras el modelo con halos esféricos tiene una discrepancia media del
%20. De este modo, el primer modelos se encuentra en mejor acuer-
do con los resultados simulados que el modelo con halos esféricos,
como ha sido notado por otros autores también (Smith & Watts, 2005;
van Daalen et al., 2012). Asimismo, vale notar que la discrepancia es
mayor para halos de masa més grande. Esto tltimo es un comporta-
miento esperado dado que los halos més masivos tienen perfiles que
se apartan mds de la esfericidad. Por otro lado es importante destacar
que nuestro modelo no depende de la forma de los halos en escalas
grandes.
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6.6.2  Estimacion de pardmetros: Método de Maximo Likelihood

Nuestro modelo cuenta con 4 pardmetros libres los cuales deben
ser determinados. Para este proposito empleamos el método clésico
de minimizacién x?. Dado que los pardmetros A y B afectan princi-
palmente al término de 1-halo mientras que los pardmetros C y D
estan solo involucrados en el término de 2-halos, podemos explorar
el espacio de parametros de forma separada. Podemos por un lado
buscar los parametros A y B ajustando el término de 1-halo, y por el
otro, ajustando el término de 2-halos, encontrar los pardmetros C y D.
Para realizar esto, y con el fin de evitar la contaminacién de los régi-
menes de 1- y 2-halos, aplicamos el método de minimizacién en dos
escalas discontinuas (véase la regiones grises verticales en la figura
33)

Para estimar los pardmetros que mejor ajustan, aplicamos el méto-
do de Estimacién de Médxima Verosimilitud. La Figura 32 muestra los
isocontornos de mayor probabilidad para tres rangos de masa diferen-
tes, 1012 — 10122, 10135 — 1014 y 10145 — 101°, de izquierda a derecha
respectivamente. Los paneles superiores muestran los isocontornos
para los pardmetros A y B mientras que los paneles inferiores los
correspondientes niveles para los pardmetros C y D. En color negro,
gris, y gris claro se muestran los isocontornosde 1 —0,2 —cy 3 —o,
mientras que los circulos blancos en la regién negra de cada panel
indica el mejor conjunto de pardmetros para cada rango de masa.

Como es de esperarse, los halos mas masivos tienen formas que se
apartan mas de la esférica con perfiles de masa mas prolados que los
halos de masa mads chica. Esto puede observarse en los paneles supe-
riores de la figura 32 donde los halos més masivos tienen pardmetros
Ay B mas chicos, al mismo tiempo el cociente A/B crece significa-
tivamente. Estos resultados son consistentes con el concenso actual
que se tiene sobre la forma de los halos y la formacién de estructuras
(Paz et al., 2006; Altay et al., 2006; Robotham et al., 2008; Lau et al.,
2011). Is importante notar que la incertidumbre en la estimacion de
los pardmetros crece con la masa del halo. Esto puede ser entendido
en término de la bondad de nuestro modelo para ajustar los resulta-
dos numéricos. En este sentido puede decirse que, para el término de
1-halo, nuestro modelo mejor reproduce los resultados para halos de
masa mds chica que para halos masivos.

Los paneles inferiores de la figura 32 muestran el comportamien-
to de la estimacion de los pardmetros C y D. Puede observarse que
mientras el parametro C decrese con la masa del halo, el pardmetro
D crece. Vale notar que la regién de 1 — ¢ es mds grande para masas
mas pequefias que para masa mds grandes y que la forma de los iso-
contornos se encuentra elongada a lo largo del eje correspondiente
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al parametro D. Esto es debido a que para valores grandes de C la
funcién de alineaciéon depende suavemente del pardmetro D *.

6.6.3 Modelo Anisétropo de Halos aplicado a la simulacién

Utilizando los mejores valores para los parametros que hemos es-
timado en la seccién anterior, podemos calcular el modelo de halos
anisétropo para los mismo tres rangos de masa. Los resultados son
mostrados en la figura 33 donde cada panel corresponde a cada uno
de los rangos de masa, siendo el superior el correspondiente a las ma-
sas mds chicas. Las lineas de punto en los paneles superiores mues-
tran las funciones de correlacién anisétropas estimadas a partir de si-
mulaciones numéricas de n-cuerpos. Cada una de esas estimaciones
es realizada adoptando un volumen cénico con semi-dngulo igual a
7t/4. Las funciones de correlacion a lo largo del eje mayor, intermedio
y menor son mostradas con simbolos cuadrados, redondos y diaman-
tes, respectivamente. Las regiones gris oscuras representan los errores
jacknife al nivel de 1 — ¢. Los resultados correspondientes a nuestro
Modelo de Halos Anisétropo son mostrados en lineas sélidas, a tra-
Z0s y a trazos y puntos, en el mismo orden. Los paneles inferiores
muestran el cociente entre cada una de las funciones de correlacién
anisétropas (i.e.en cada uno de los ejes) y la funcién de correlacién
isétropa, tanto para los resultados de nuestro modelo como para las
mediciones realizadas en las simulaciones. Las bandas verticales de
color gris claro muestran los intervalos en los cuales se ha realiza-
da el ajuste para estimar los mejores pardmetros del modelo. Como
puede observarse, los resultados logrados con nuestro modelo se en-
cuentran en muy buen acuerdo con aquellos obtenidos mediante las
simulaciones numéricas.

Es importante notar que las predicciones de nuestro modelo des-
criben mejor los resultados de las simulaciones en las escalas que
corresponden al término de 2-halos que las correspondientes al tér-
mino de 1-halo. Esto puede ser producto de que, si bien nosotros
hemos asumido que los halos mantiene su perfil triaxial en cualquier
escala, el perfil de densidad de los halos simulados se vuelve mas
esférico a medida que nos acercamos a las regiones centrales del mis-
mo. Esto puede apreciarse en el panel inferior para cada una de las
masa en la figura 33 donde el cociente de las medidas realizadas en la
simulacién se vuelve mds pequefio para escalas mas chicas, mientras
nuestro modelo se mantiene précticamente constante. Por otro lado,
las predicciones de nuestro modelo reproducen satisfactoriamente el
comportamiento en el término de 2-halos para rango de escalas con-
siderablemente grande.

En estas condiciones la funcién de alineamiento es practicamente uniforme sobre
todo el rango.
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Figura 33: Modelo de Halos Anisétropo para halos centros en el rango de
de masa 10'2%0 — 10125, 101350 — 10140 y 101450 — 10150 s =1 M, de arriba a
abajo, respectivamente. Las lineas s6lidas muestran los resultados obtenidos
por nuestro modelo donde se han elegido los mejores valores, obtenidos
segln se describe en el texto, para los 4 pardmetros. Los rangos de escala
utilizados para la estimacion de dichos pardmetros se muestran las regiones
verticales de color gris claro. Los puntos negros muestran las estimaciones
de la funcién de correlacién cruzada obtenidas a partir de la simulacién
numérica con los respectivos errores indicados con las bandas gris oscuro.
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Durante el desarrollo de este trabajo de tesis hemos indagado sobre
algunas cuestiones concernientes a la distribucién de estructuras en
el Universo siendo la espina dorsal de nuestros estudios las alineacio-
nes de la materia con la forma de los halos. En astronomia, como en
casi cualquier otra ciencia, uno puede escudrifiar la realidad hacien-
do de herramientas fundadas en distintos enfoques. Ejemplos de ellos
son las simulaciones numéricas, las aproximaciones analiticas y /o nu-
méricas, y el estudio de los datos reales que representan los grandes
catdlogos de galaxias. En este trabajo hemos hecho uso de métodos
fundados en cada uno de estos enfoques. Mds atin, comparando los
resultados analiticos con aquellos obtenidos de simulaciones numéri-
cas y catdlogos de galaxias nos ha permitido validar los primeros.

Los datos obtenidos a partir de los grandes relevamientos de gala-
xias requieren, usualmente, un procesamiento previo a su utilizacién.
Uno debe asegurar de obtener la muestra correcta de galaxias o debe
necesitar identificar grupos de ellas y estimar su masa, luminosidad,
distancia, etc. En el mismo sentido, la realizacién de un simulacién
numérica del Universo es solo el primer paso cuando lo que se desea
es estudiar las propiedades de la distribucién de materia. Segtin los
estudios que uno pretende llevar a cabo, posteriormente, se deben
identificar las diferentes estructuras tales como halos y/o subhalos
de materia oscura conjuntamente con la determinacién de las propie-
dades fisicas de los mismos.

Generalmente, resulta fructifero y conveniente desarrollar herra-
mientas propias de las cuales uno posea un conocimiento acabado
sobre su funcionamiento y desempefio. En estos tiempos modernos,
la mayoria de las herramientas consisten en c6digos numéricos o ruti-
nas escritas con alguna técnica particular y en algin lenguaje especifi-
co. Algunas veces utilizamos cédigos de terceros cuales cajas negras,
y nos convertimos en meros usuarios estructurados de los mismo.
En este sentido, nosotros hemos logrado desarrollar un algoritmo
para la identificacién de subestructuras en simulaciones numéricas.
Empleando recursivamente el método tradicional de Amigos-de-los-
Amigos logramos aislar estructuras y subestructuras en un orden je-
rarquico. La profundidad de tal escalafén es un parametro libre den-
tro de nuestro algoritmo, como asi también la longitud de vinculo
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utilizada para el nivel mds bajo. Las comparaciones realizadas contra
otros algoritmos de identificacion evidenciaron que el nuestro resulta
deficiente cuando se tratan de aislar subestructuras en regiones muy
densas (e. g., los centro de los halos), lo cual es una limitacién propia
del método base de nuestro algoritmo. Ademds dichas comparaciones
han resaltado el papel fundamental que desempefian los algoritmos
de limpieza estando atn en debate cual es el modo apropiado de ha-
cerlo. Personalmente, creemos que la respuesta dependerd de la clase
de estructura que se desee identificar.

Las investigaciones sobre los alineamientos fueron realizados de la
manera que se nos presentd mas natural. Comenzamos indagando
sobre la existencia de tales sefiales en simulaciones numéricas. Estas
representan un marco ideal para trabajar en el sentido que uno no
debe batallar contra los vicios o sesgos de los catdlogos reales a la vez
que brindan una cantidad suficiente de datos para poder realizar es-
tadisticas confiables. A través de la funcién de correlaciéon anisétropa
logramos detectar las sefiales de alineamiento entre la forma de los
halos y la distribucién de materia circundante. Para ello estimamos
la funcién de correlacién alrededor de las tres direcciones definidas
por los semiejes del tensor de forma de los halos de materia oscura.
Comparando dichas mediciones con la funcién de correlaciéon is6tro-
pa (i.e., promediada sobre todas las direcciones), encontramos que la
direccién de maxima elongacién de los halos se encuentra alineada
con la estructura adyacente hasta al menos 30 Mpc de distancia. Las
mediciones de la funcién de correlacién en todos los casos han mos-
trado el perfil caracteristico donde se resaltan los dos regimenes de
1- y 2-halos. Las sefiales de alineacién presentes en el primero son
entendidas como un reflejo de la naturaleza triaxial del perfil del ha-
lo de materia oscura. Mientras que las alineaciones en escalas mas
grandes son una manifestaciéon del proceso de formaciéon de dichas
estructuras. El paradigma actual del desarrollo de los halos de ma-
teria oscura establece que los mismos son el producto de sucesivas
fusiones de objetos mas pequefios, conocido como crecimiento jerdr-
quico. Estas fusiones ocurren de manera anisétropa en direcciones
que son trazadas por la distribucién de materia. En este sentido, la
alineaciéon presente en el término de 2-halos es un remanente de la
historia de formacién de las estructuras. Asimismo, como hemos lo-
grado observar, es esperable que cuerpos de mayor masa tengan una
sefial de anisotropia mayor debido a que estos objetos se han formado
mas recientemente.

Los resultados obtenidos a partir de los grupos y galaxias del ca-
tdlogo real estuvieron en la misma direccion. La diferencia sustancial
radic6 en que, en este caso, debimos computar la funcién de correla-
cién proyectada sobre el plano del cielo en vez de la funcién en tres
dimensiones. Por lo tanto, el tensor de forma debid ser definido de
la misma manera, obteniendo solo dos direcciones sobre las cuales
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estimar las correlaciones. La sefial de anisotropia se observé como
un incremento en la amplitud de la funcién de correlacién paralela
al semieje mayor frente a la estimada en la direccién perpendicular.
Nuevamente, los resultados mostraron un aumento de dicha sefial a
medida que la masa del grupo centro aumenta.

El conjunto de estos resultados, y el acuerdo entre ellos, pueden
ser utilizados como una evidencia a favor del modelo de inestabilidad
gravitacional que describe la formacién de estructuras en el Universo.

Una vez detectada la sefial de alineamiento tanto en simulaciones
numéricas como en el catdlogo de galaxias, nos dispusimos a reali-
zar la extension del Modelo de Halos. Este consiste en una expresion
analitica que permite realizar predicciones sobre la funcién de corre-
lacién tanto en su variedad de autocorrelacién o correlacién cruzada.
Contrariamente a lo que demuestran las observaciones, dicho modelo
asume que los halos de materia oscura poseen un perfil de densidad
esférico. Ademads, descarta la existencia de alineamiento de los ha-
los con la estructura en gran escala. En este contexto, el Modelo de
Halos solo es posible computarlo en una sola direccién, a saber, la
direccion radial. Nosotros desarrollamos el Modelo Anisétropo de
Halos el cual tiene en cuenta la caracteristica triaxial de los halos co-
mo asi también la sefial de alineamiento en gran escala. Basandonos
en nuestro estudios previos, nuestro modelo puede ser computado
en las tres direcciones definidas por el tensor de forma de los halos.
El carécter triaxial de los halos es incorporado tomando el perfil de
densidad propuesto por Jing & Suto (2002) el cual es una generali-
zacion para halos elipsoidales del perfil NFW. Para determinar los
semiejes de estos elipsoides propusimos una funcién de distribucién
bigaussiana con dos pardmetros libres. En cuanto al alineamiento en
escalas grandes propusimos una distribucién como funcién de dos
angulos definidos en el sistema de coordenadas cuyos ejes se corres-
ponden con los semiejes del elipsoide y con dos pardametros libres
que controlan la predileccién por una direccién u otra.

Como primer test del modelo observamos que la inclusién de per-
files triaxiales para los halos de materia oscura, mejora en aproxima-
damente el 15 % las predicciones de la funcién de correlacién isétro-
pa, en comparacién con el modelo estandar que considera halos con
perfil esférico. Este mejoramiento del modelo son especialmente apre-
ciables las escalas correspondiente al término de 1-halo.

Para estimar los cuatro pardmetros de las dos funciones que he-
mos introducido utilizamos el método de x? ajustando las funciones
de correlacién anisétropas obtenidas de la simulacion. Considerando
que la funcién de alineamiento solo tiene influencia en el término
de 2-halos y que el perfil de densidad tiene mayor incidencia en el
término de 1-halo, el ajuste fue realizado separadamente en dos es-
pacios biparamétricos y en escalas diferentes. Un anadlisis sobre los
mejores parametros obtenidos muestra que recuperamos la conocida

123



124

CONCLUSIONES

tendencia de que halos mds masivos tienen a mostrar formas menos
esféricas preferentemente proladas. Asimismo, los halos con mayor
masa presentan sefiales de alineamiento mas pronunciadas en esca-
las mds grandes. Vale notar que hemos asumido un perfil elipsoidal
en toda escala, es decir, la razén entre los semiejes del elipsoide se
mantienen constante dentro del halo. Sin embargo, las simulaciones
han mostrado que los perfiles de los halos se vuelven mas esféricos
hacia el centro. Por esta razén, los ajustes en escalas del término de
1-halo muestran tanta discrepancia con las mediciones en la simula-
cion.

Resumiendo, podemos decir que durante el desarrollo de este tra-
bajo de tesis hemos estudiado las correlaciones entre los halos y la
distribucién de materia oscura, como asi también entre grupos y ga-
laxias. Especialmente nos interesamos en el alineamiento de la forma
de los halos con la distribucién de materia circundante. Estos anélisis
fueron realizados desde tres puntos de vista: a partir de simulaciones
numéricas, catdlogos de galaxias y métodos analiticos. Con respecto
a este ultimo enfoque, realizamos la extensién del clasico Modelo de
Halos con el objetivo de considerar perfiles triaxiales para los halos
de materia oscura e introducir una funcién de probabilidad que de
cuenta de los alineamientos en escalas mas grandes que el tamafo
tipico de los halos. Hemos encontrado un buen acuerdo entre pre-
dicciones y observaciones en un rango de masa de halos de varios
6rdenes de magnitud, respaldando la teoria de crecimiento jerdrqui-
co por inestabilidad gravitacional actualmente aceptada.
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PEQUENA INTRODUCCION AL ALGEBRA
TENSORIAL

A. 1 ALGEBRA TENSORIAL

Definimos y denotamos x;, un vector en un espacio N-dimensional,
de modo que cada componente del vector corresponde a un valor par-
ticular de p = 0,1,2,3,..., N — 1. Asi un punto en el espacio-tiempo
tetradimensional P = (xg, x1, X2, x3) lo denotamos

Xy conu=20,1,23 (A1)

En el caso del espacio-tiempo tomaremos como convencién que las
componentes x1, X2, x3 denotan a las coordenadas espaciales y la com-
ponente xp a la coordenada temporal ct. Ademads utilizaremos la con-
vencion de que indices griegos representan tetravectores e indices la-
tinos representan trivectores.

El paso siguiente es establecer como se transforman las cantidades
desde un sistema de referencia en otro. Entonces, dado un cambio de
coordenadas x — x’

xt = xt(x) (A.2)

llamamos escalar ¢(x) a una funcién que no cambia al cambiar el
sistema de coordenadas:

¢'(x") = ¢(x) (A.3)

es decir ¢(x) es invariante bajo el cambio de coordenadas A.2. Si
tomamos el gradiente de esta cantidad obtenemos una cantidad de
cuatro indices:

_ 99(x)
Ay = ox, (A-4)

Si aplicamos el cambio de coordenadas de A.2 y utilizamos la regla
de la cadena de la derivacién tenemos

9p(x') _ ap(x) 9x" As

Bx;l oxy ax;l
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Y ésta es la ley de transformacién de un vector covariante. En este
punto es importante aclarar que utilizaremos la convencién de Eins-
tein para los indices, en la cual indices repetidos indican que se debe
realizar la suma sobre todos los valores posibles. En general defini-
mos un vector covariante A, como toda funcién vectorial tetradimen-
sional que bajo una transformacién de coordenadas A.2 se transforma
como
o oxV

o v@ (A-6)

Notemos que hemos escrito los indices como sub-indices ya que es-
tos vectores pueden pensarse que provienen de derivadas (donde la
variacién en x estd en el denominador). De modo andlogo podemos
construir un vector multiplicando un escalar por el vector diferencial
dxt:

B = ¢(x)dx" (A7)
Si aplicamos el cambio de coordenadas A.2 obtenemos

a x/l/
B" =B — (A.8)
dxy
Esta es la definicidon de un vector contravariante BY. Notemos ademads
que el vector diferencial dx* es un vector contravariante.
Para formar un escalar a partir de un vector realizamos el producto
de un vector covariante A, con otro contravariante B¥. Tendremos asi
"

AlB" = A,B (A.9)

y observamos que este producto es invariante ante un cambio de coor-
denadas del tipo A.2. Es importante notar que el producto de dos
vectores covariantes o el producto de dos vectores contravariantes no
es un escalar.
Como hicimos con los vectores covariantes y contravariantes, defini-
mos los tensores como entes algebraicos con méas de un indice en base
a las leyes de transformacién. Asi, un tensor de dos indices covarian-
tes se transforma como:
, ox™ 9xf
Tw= TAPETX’V (A.10)
Podemos construir un escalar multiplicando varios tensores y vecto-
res. Un ejemplo de tensor covariante es la métrica de Minkowski para
el espacio-tiempo: 7, dada por

1 0 O 0
0 -1 0 0
=diag|1l,—-1,-1,-1] = (A.11)
Nuv gl ] 000 -1
0O 0 0 -1
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o, en general cualquier otra métrica del espacio-tiempo g;,. Luego, el
elemento de linea en el espacio tiempo puede escribirse como

ds? = guvdxtdx’ (A.12)

donde, recordemos, ds? es invariante ante transformaciones de coor-
denadas puesto que es un escalar. De igual manera podemos definir
el médulo al cuadrado de un vector contravariante A* de la siguiente
manera

A% =g, AFAY (A.13)
y el producto escalar (invariante) entre dos vectores A* y B¥ como
A-B = guA"B" (A.14)

El tensor métrico también nos permite pasar un vector covariante a
su version de vector contravariante de la siguiente forma

Ay = guA” (A.15)
Tambien nos permite bajar y subir indices de tensores, por ejemplo

RE/\p = 8" Ryuap (A.16)

A.2 LAS TRANSFORMACIONES DE LORENTZ

Las transformaciones de Galileo no son aplicables a las ecuaciones
del electromagnetismo y a sistemas de referencia que se mueven con
velocidades cercanas a la velocidad de la luz c. Esta es una constan-
te de la naturaleza independientemente de la velocidad del sistema
de referencia que utilicemos para medirla. Las transformaciones de
Lorentz respetan esta constante universal, no asi las transformacio-
nes galileanas. En lenguaje cuadrivectorial las transformaciones de
Lorentz pueden escribirse como

X' = AlxV 4 ar (A.17)
donde d* y Al son constantes con la condicion:
AﬁAgUW = 1B (A.18)

La propiedad fundamental de las transformaciones de Lorentz es
que dejan invariante el elemento de linea ds. Consideremos dos ob-
servadores, uno de los cuales O ve una particula en reposo, mientras
que el otro O’ la observa moviéndose a una velocidad constante 7. En
este caso las transformaciones de Lorentz se escriben de la siguiente
manera:

X' = ——vidt
atq = ———dt (A.19)

dondei=1,2,3y v = /g, v"v" es el modulo de la velocidad.
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ALGORITMOS DE IDENTIFICACION DE HALOS Y
SUBHALOS

Luego de realizar una simulacién numérica del sistema fisico que
se desea estudiar, el Universo en gran escala, por ejemplo, el siguien-
te paso consiste en identificar las estructuras de interés y las cuales
serdn los objetos de estudio. Para ello existen diferentes algoritmos
con una variada gama de enfoques. Estdn aquellos métodos que solo
trabajan con las posiciones de las particulas, aquellos que lo hacen en
el espacio 6-dimensional de las fases, algunos no realizan ninguna su-
posicién sobre la forma de las estructuras a identificar mientras que
otros presuponen cierta simetria, por ejemplo esférica, para el perfil
de los halos de materia oscura. En este apéndice haremos un resumen
de al menos los algoritmos mas utilizados en la literatura.

B.1 FOF:. FRIENDS-OF-FRIENDS

El método FoF (Audit et al., 1997; Davis et al., 1985; Lacey & Cole,
1993) busca halos de materia oscura en simulaciones numéricas de
N-cuerpos haciendo uso de un algoritmo de percolacion. Este tltimo
consiste en encontrar todos los pares de particulas que se encuentren
separadas por una distancia menor que una dada fraccién b de la se-
paracion media entre particulas (77). El nombre del algoritmo proviene
del hecho de que el método es aplicado sucesivamente, partiendo de
una dada particula, sobre todos los vecinos que se van encontrando.
Una vez que no es posible ligar mds vecinos, todo el subconjunto de
particulas ligadas son definidas como un halo de materia oscura.

Al final la aplicacién del algoritmo sobre toda la simulacién que
se desea analiza, los grupos de particulas encontrados corresponden
a conjuntos ligados por una superficie de densidad local constante,
p/p =~ 3/(27b®). El valor usualmente utilizado para el valor adimen-
sional del factor de percolaciéon es b = 0.2, el cual corresponde a una
densidad umbral de p/p =~ 60. Si el halo de materia oscura posee un
perfil de densidad esférico p(r) « r~2, la densidad umbral antes di-
cha corresponde a una sobredensidad media (p)/p ~ 180, cuyo valor
es proximo al valor 1872 ~ 178 predicho por el modelo de colapso
esférico top hat para un objeto en equilibrio virial. Otro valor utilizado
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en la literatura es b = 0.17, con el cual se identifican halos de materia
oscura con una sobredensidad media de (p)/p ~ 305.

Es importante notar que el algoritmo FoF no usa informacién sobre
la velocidad de las particulas, y que no tiene una escala privilegiada.
Esto dltimo es importante si uno desea realizar estudios sobre las pro-
piedades de los halos tales como la distribucién de masas.

Ventajas:
= Produce una catdlogo de grupos tinico para el valor de b dado.

» Los catdlogos construidos con este algoritmo satisfacen la con-
dicién de anidado, i.e., todos los miembros de cualquier grupo
definido para un valor particular de b son también miembros
del mismo grupo en cualquier otro catdlogo construido con un
valor de b mds grande.

» El método no hace ninguna suposicién a priori sobre la forma
de los halos.

= Sencillo de implementar.
Desventajas:

» Problema de sobrelapado: pequefios filamentos pueden conec-
tar dos objetos que son realmente diferentes y que pueden no
encontrarse en equilibrio virial.

B.2 SO: SPHERICAL OVERDENSITY

El método SO busca, en una simulacién, regiones con simetria es-
férica cuya sobredensidad media dentro de la misma sea igual a un
cierto valor dado que denotamos con x = (p) /p.

Esquematicamente el método puede ser descripto de la siguiente
manera:

Primero, calcula la densidad local de cada particula mediante la
busqueda de la distancia 7y al N-ésimo vecino més cercano. De es-
te modo, la densidad local de la particula, es definida como 3(N +
1)/ (47r3;). Luego, las particulas son ordenadas segtin su densidad y
la particula con la densidad mas alta es tomada como una candidata
a centro de una region esférica.

Seguidamente, se toman sucesivamente regiones esféricas alrede-
dor de la particula antes seleccionada aumentando el radio en cada
paso hasta que la sobredensidad media dentro de la regién alcanza
0 apenas sobrepasa el valor x. Una condicién que se impone en este
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punto es que la regién esférica debe contener al menos 2 particulas.

El siguiente paso consiste en calcular el centro de masa de las parti-
culas que se encuentran dentro de la region esférica y se lo toma como
el nuevo candidato para el centro y se repite el proceso de hacer cre-
cer una region esférica hasta que la sobredensidad media dentro de
la misma se igual al valor «.

Este proceso es iterado hasta que el corrimiento del centro entre
dos iteraciones sucesivas es menor a e~ /3.

Finalmente, todas las particulas que se encuentran en la region es-
férica hasta aqui definida son nombradas y marcadas como pertene-
cientes al mismo grupo y removidas de la lista de particulas libres
sobre las que opera el algoritmo.

El siguiente paso consiste en tomar la siguiente particula con ma-
yor densidad que no se encuentre en un grupo ya definido, y se repite
todo el proceso descripto anteriormente.

Una vez que todos los grupos han sido identificados se procede
a fusionar los grupos menores que formar partes de otros mayores
segln el siguiente esquema: cada grupo es considerado como una es-
fera de sobredensidad media x y centrada en su centro de masa real.
Comenzando con la esfera mds grande, cualquier esfera mas pequefia
cuyo centro se encuentre dentro de la esfera mds grande es fusionada
con este grupo, pero el radio de la esfera mas grande permanece cons-
tante. Este proceso se repite iterativamente disminuyendo en tamafio
de las esferas consideradas hasta finalizar el proceso.

En general, y basdndose en el modelo de colapso esférico, se elije
el parametro x = 180, y el parametro N se fija en 10, sin embargo los
resultados han mostrado no ser muy sensibles a este tltimo pardme-
tro. Para el proceso se convergencia del centro de los grupos se elige
el pardmetro € = 0.1.

Con los pardmetros elegidos de esta manera en promedio se nece-
sita iterar 0.1 veces por grupo para encontrar en centro del mismo, y
la fraccion de particulas involucradas en el proceso de fusién de los
grupos mas pequefio es menor que 1072 % (Lacey & Cole, 1993).

Ventajas:

= El algoritmo SO no presenta el problema de sobrelapado de
grupos, tal cual aparece con el método FoF.

Desventajas:

» Tiende a recortar las partes externas de los halos elipsoidales.
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» Dificil de implementar y computacionalmente costoso.

B.3 AHF: AMIGA HALO FINDER

El algoritmo AHF (Knollmann & Knebe, 2009) comienza creando
una grilla regular de tamafio definido por el usuario, en todo el box
de la simulacién. En cada una de las celdas de la grilla se computa la
densidad a través de un esquema de peso triangular. Si la densidad
en alguna de las celdas excede cierto umbral, entonces dicha celda es
refinada con una grilla de la mitad de su tamarfio. Luego, se vuelve a
computar la densidad en las celdas refinadas, se fija otro umbral de
corte para la densidad, y el proceso se repite hasta que ninguna celda
necesita ser refinada.

El uso de dos criterios de refinamiento diferentes (uno para la grilla
de primer nivel y otro para las celdas refinadas) proviene del hecho
de requerir que, para una simulacién cosmoldgica, debe resolverse
la separacién media entre particulas de la distribucién inicial y por
lo tanto el tamafio de grilla inicial debe ser igual a 2N, siendo N 2 el
numero total de particulas de la simulacién.

Siguiendo este procedimiento obtenemos una grilla jerdrquica que
traza el campo de densidad y puede ser utilizada para encontrar las
estructuras tales como halos y subhalos de materia oscura. El proceso
para buscar dichas estructuras puede resumirse como sigue: comen-
zando por la grilla més fina, se identifican las regiones aisladas y se
marcan como posibles centros de halos de materia oscura. Seguida-
mente se realiza el mismo proceso (i.e., identificar regiones aisladas
y marcarlas como posibles centros) en la grilla siguiente mds grue-
sa, pero ademads ahora las regiones identificadas en el grilla més fina
son ligadas al volumen correspondiente en la grilla més gruesa. Por
construccion, el volumen ocupado por la grilla méas fina es un sub-
conjunto del volumen ocupado por la grilla més gruesa. Finalmente,
uno puede construir un drbol de grillas anidadas y recorrerlo siguien-
do los halos desde adentro hacia afuera. En cada uno de los pasos de
este dltimo proceso uno va encontrando isocontornos de densidad
desde las densidades mas altas (grilla més fina) hasta la densidad de
fondo (nivel de grilla més grueso). En el caso de que dos ramas que
se encuentran separadas en un nivel fino pero luego se juntan en el
nivel més grueso de la grilla, estas dos ramas son fusionadas en una
sola.

Una vez que todo el 4rbol de grillas anidadas ha sido construido es
posible realizar la clasificacion de subestructuras. Para este fin, se re-
corren cada uno de las ramas comenzando por las grillas méas gruesa
hacia las mas finas. Si en un paso, una grilla mds fina se divide en dos
0 mds regiones aisladas, se debe definir cual serd la rama principal y
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cual o cuales las secundarias. Para ello se cuentan cuantas particulas
se encuentran contenidas en cada una de las regiones aisladas de la
grilla mas fina y se elige la que contiene la mayor cantidad de parti-
culas como la rama principal, mientas que las restantes son marcadas
como subestructuras. Este procedimiento es aplicado recursivamen-
te con el fin de identificar toda la jerarquias de sub-sub-estructuras
también.

B.4 DENMAX

Este algoritmo (Bertschinger & Gelb, 1991; Gelb & Bertschinger,
1994a) comienza computando un campo de sobredensidad estédtico
5p/p sobre una grilla de tamafio Ng,;; interpolando la posicion de las
particulas. Luego las particulas son movidas utilizando un tiempo
ficticio T y de acuerdo a la ecuacién

dx v op

=V (B.1)
De esta manera todas la particulas son desplazadas hacia el méximo
de densidad més cercano. Todas las particulas que se encuentran den-
tro de un contorno de isodensidad alrededor de un pico de densidad
son asociadas a dicho pico. Luego, un halo es identificado como el
conjunto de particulas (con sus posiciones originales) asociadas a un
pico de densidad. Los resultados de DENMAX dependen del grado
y funcién de suavizado utilizada para definir el campo de densidad
oo/ p.

Una vez que los halos son identificados se aplica un algoritmo para
remover las particulas no ligadas gravitacionalmente, tratando cada
halo como estructura aislada. Para ello, primero se computa la ener-
gia potencial E, de cada particula dentro del grupo considerando las
interacciones entre cada par de particulas y la energia interna de la
misma. La energia potencial es calculada una sola vez y se mantiene
constante durante todo el proceso de remocién. Ademas, la energia
cinética E. de cada particula es computada con respecto a la veloci-
dad del centro de masa del halo. Luego, todas las con E. + E, > 0
son desligadas del grupo.

El proceso de remocién reduce la masa de los halos sobre todo el
rango de masas, aunque el efecto es mds grande para los halos de
menor masa, como es de esperarse. Gelb & Bertschinger (1994a) en-
contraron que los resultados de DENMAX sin realizar el proceso de
remocién se encuentran en muy buen acuerdo con los obtenidos me-
diante el algoritmo FoF con | = 0.2. Sin embargo, ellos argumentan
que las particulas no ligadas son miembros temporarios de los halos
y por lo tanto no deben ser consideradas como miembros definitivos.
Por otro lado, muestran que diferentes valores para el nimero de cel-
das Ng,is de la grilla producen diferentes catdlogos de halos y que el
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efecto es equivalente a considerar diferentes pardmetros de percola-
cién en el algoritmo FoF.

B.5 SKID

The SKID (Stadel et al., 1997; Weinberg et al., 1997) algoritmo co-
mienza desplazando las particulas al mismo modo que lo hace el algo-
ritmo DENMAYX, y luego identifica las grupos de particulas haciendo
uso de un algoritmo FoF. Una caracteristica importante del algoritmo
SKID es ge este puede ser aplicada a diversos tipos de particulas (e.g.
materia oscura, estrellas, gas) al mismo tiempo.

El procedimiento puede ser resumido como sigue:

Primero, se calcula la densidad asociada a cada particula utilizan-
do una funcién de suavizado simétrica (similar a la utilizada en los
célculos SPH) y se toman aquellas que satisfacen cierto criterio de
corte. Estas particulas son llamadas particulas méviles. El criterio de
corte depende del tipo de particula que se considere (materia oscura,
estrellas o gas). Para particulas de materia oscura y estrellas solo se
toman aquellas cuya densidad sea mayor o igual a una densidad mi-
nima p,,;, especificada por el usuario. Para las particulas de gas, solo
se toman aquellas que cumplan con el criterio de densidad minima
y ademads aquellas que satisfacen un criterio de temperatura maxima,
también especificado por el usuario. De esta forma, el algoritmo solo
retiene las particulas de gas mds densas y frias.

Luego cada una de las particulas méviles es desplazada iterativa-
mente a lo largo del gradiente de densidad local hacia las densidades
maés altas. En cada paso de la iteracién cada particula es desplazada
una distancia del orden de la longitud de la longitud de suavizado.
Si una particula se mueve menos que una distancia eps especificada
durante varias iteraciones, indica que dicha particula se encuentra os-
cilando alrededor de la posicién de un pozo de potencial. Entonces
esta particula deja de ser desplazada y se saca de la lista de particulas
moviles. El proceso de desplazamiento continua hasta que todas las
particulas paran de moverse y se encuentran a una distancia menor a
eps de un pico de densidad. Para simulaciones de solo materia oscura,
la densidad y el gradiente de densidad son calculados haciendo uso
de todas las particulas mientras que las particulas méviles son solo
aquellas que cumplen con el criterio de densidad.

El préximo paso consisten en aplicar un algoritmo FoF con longitud
de percolacion eps sobre todas las particulas. Es importante notar que
dos regiones de alta densidad separadas por una distancia menor que
2 x eps seran pegadas en este paso. Todos aquellos grupos con menos
de N,,;, particulas son desechados.

El dltimo paso consiste en realizar un proceso de limpieza de parti-
culas no ligadas, para la cual deben utilizarse las posiciones originales
de las particulas. Este procedimiento consiste de los siguientes pasos:
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Paso 1: Se calcula la energia potencial de todas las particulas del
grupo.

Paso 2: Se computa la posicién y velocidad del centro de masa del
grupo. Se calcula la velocidad relativa a la velocidad del centro de
masa de cada particula y se le afiade la correccién para incluir el flujo
de Hubble. Luego, se calcula la energia cinética con respecto al centro
de masa de cada particula.

Paso 3: Se busca la particula menos ligada (i.e. la que tienen energia
total mds chica.). Si esta particula tiene energia total negativa (i.e. esta
ligada) entonces el proceso de limpieza se termina. Si la particula
tiene energia total positiva (i.e. no estd ligada), se la remueve del
grupo y se vuelve al paso 1.

Vale notar que cada vez que una particula es removida la posiciéon
y velocidad del centro de masa del grupo cambia y, por lo tanto,
también cambia la energia cinética y potencial de las particulas.

Los pardmetros libres del algoritmo SKID son: el umbral de den-
sidad p,,;, empleado en el criterio de corte, el pardmetro eps para la
longitud de percolado del algoritmo FoF, y la cantidad minima de
miembros N,,;, del grupo.

B.6 BOUND DENSITY MAXIMA ALGORITHM (BDM)

Este algoritmo (Klypin et al., 1999) estd basado en las ideas del
método DENMAX.

Comienza buscando la posicion de los picos de densidad que to-
mard como posibles candidatos a halos. Para ello se elige un radio de
suavizado 75, con el cual se buscaré los maximo de densidad. Si bien
este radio define la escala de los objetos que se identificardn, no quie-
re decir que los halos de materia oscura tendran este tamafio o masa.
El tamafio final de un halo puede ser mayor o menor a ry,. Luego, se
posicionan al azar un nimero grande de esferas de tamafio s, en el
volumen de la simulacién. El nimero de esferas es tipicamente del
orden o mayor que el nimero de halos que se espera identificar. Para
cada una de las esfera se calcula el centro de masa y la masa dentro
del radio 7sp. El centro de la esfera es desplazado al nuevo centro
de masa, este proceso se repite iterativamente hasta que se logra la
convergencia. El nimero de iteraciones depende de las caracteristi-
cas particulares de la simulacién pero en general se encuentran en el
rango entre 10 a 100 iteraciones. Al finalizar este proceso se han en-
contrado maximos locales de masa dentro del radio rsp. Por como ha
sido realizado el proceso es de esperar que algunos de los maximos
haya sido encontrado mds de una vez, por lo cual hace falta remover
centros duplicados. Aquellas esferas con pocas particulas o con una
sobredensidad central muy baja son descartadas de la lista final de
esferas.
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Una vez que se tiene la lista de posibles halos, se comienza el pro-
ceso de remocién de particulas no ligadas. Con tal fin, se definen cas-
carones esféricos concéntricos alrededor de cada uno de los centros
de las esferas. Para cada cascarén se computa la masa de particulas
de materia oscura, la velocidad media y la dispersiéon de velocidad
relativa a la media. Para determinar si una particula se encuentra li-
gada o no, se computa la velocidad de escape a la posicién en la que
se encuentra dicha particula. Si la velocidad de la particula es mayor
que la velocidad de escape, entonces la particula es marcada como no
ligada.

El tnico pardmetro libre es este algoritmo es la escala de suavizado
rsp. Al mismo tiempo, esto representa una limitacién del algoritmo.
Por ejemplo, si uno desea identificar halos de tamafios similar al del
halo de nuestra galaxia, una eleccién razonable seria rs, ~ 10 kpc.
En cambio, si uno estd interesado en grupos de galaxias la eleccién
apropiada serfa 5, ~ 200 kpc. Por esta razén este algoritmo no es
capaz de identificar halos en todo el rango de masas.

B.7 HOP

Este método (Eisenstein & Hut, 1998) comienza calculando la den-
sidad de cada particula utilizando la posicién de ella y sus Nyop — 1
vecinos. Para cada grupo de Npop particulas se busca cudl posee la
densidad més alta y cada particula es asociada a dicho vecino, luego
este vecino es asociado a su vecino con mayor densidad y asi sucesi-
vamente hasta que se encuentra una particula cuyo vecino con mayor
densidad es ella misma, i.e. un méximo de densidad. Dado que uno
siempre avanza aumentando la densidad, es imposible que se entre
en un circulo que no converja. Todas las particulas que son asocia-
das al mismo maximo son marcadas como pertenecientes al mismo
grupo. Vale notar que cada particula es asociada a solo un grupo.

Luego, HOP asigna una nueva densidad a cada particula utilizando
la posicion radial de sus Ng,,s vecinos més cercanos. Para calcular la
densidad se utiliza un ntcleo de suavizado esféricamente simétrico
conocido como spherically symmetric cubic spline kernel, dando peso
unidad a las particulas que se encuentran a una distancia nula de
la particula en cuestiéon y peso nulo a aquellas que se encuentra a
una distancia mayor o igual a la distancia del N,,;-ésimo vecino mds
cercano.

Si uno esta interesado en distinguir regiones densas de otras regio-
nes menos densas, sin preocuparse de la subestructura dentro de las
regiones mds densas, entonces aparecen dos problemas. Primero, to-
das las particulas asignadas son asignadas a grupos, y por lo tanto
no se ha hecho distincién entre halos densos y su ambiente. Segundo,
dado que la densidad ha sido determinada adaptativamente, incluso
los halos mds densos pueden tener maximos mdltiples, causando que
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los grupos se partan en diferentes piezas. Para el primer problema la
solucion es incluir en los grupos solo particulas que excedan cierto
umbral de densidad Jyser. Y para resolver el segundo problema, uno
puede definir dos umbrales de densidad adicionales, ds441e Y Opeat,
usualmente elegidos de tal forma que douter < Gsadare < Opeak- El pa-
so siguiente consiste en definir pares de particulas que representen
el borde entre dos halos. Cada una de las particulas de un par tiene
Ninerge vecinos en grupos diferentes. Para cada par de particulas se
define una densidad igual al promedio de las densidades de las dos
particulas. Si la densidad del par de particulas con mayor densidad
excede la densidad Jg,44;., entonces los dos grupos se fusionan. Aque-
llos grupos cuya densidad méxima es menor que J,q son diluidos al
menos que compartan un par de particulas més densas que Jouter cON
un grupo cuya densidad excede Jpeq, tales grupos son fusionados
con los grupos que tienen mayor densidad.

El algoritmo HOP es espacialmente adaptativo, libre de coordena-
das, e involucra 6 pardmetros: Nyop, Niens, Nmerge, Opeaks Osaddie Y Oouter-
Eisenstein & Hut (1998) mostraron que la sola modificacién del pa-
rametro Jyu¢er produce que el catalogo final de halos se muy diferen-
te, mientras que la variacién de los 5 pardmetros restantes provoca
pequetias diferencias en los resultados. La cantidad de pardmetros li-
bres que posee el algoritmo tiene sus ventajas. Suponiendo que uno
eligiera épeak = saddie = Souter (10 cual equivaldria a tener un solo paré-
metro libre en vez de tres) esto podria producir que grupos diferentes
aparecieran unidos por a penas un delgado puente de particulas. Sin
embargo, eligiendo Jdgs4470 > Souter, Uno puede separar dicho grupos
unidos ficticlamente de acuerdo a la topologia de un segundo iso-
contorno de densidad interior. Ademas, utilizando dyesx > Osaddre S€
diluyen los bordes del grupo de modo de impedir que un grupo se
divida ficticiamente por las pequefias fluctuaciones en la densidad
bsaddle del contorno.

B.8 SUBFIND

El algoritmo SUBFIND define subestructuras como regiones auto-
ligadas y localmente sobredensas dentro de un grupo huésped mayor.
El grupo huésped es un conjunto de particulas previamente identifica-
do haciendo uso de un algoritmo FoF. Por esta razén, este algoritmo
es capaz de separar los halos que el método FoF no puede resolver.

El primer paso de este método consiste en estimar la densidad local
en las posiciones de cada una de las particulas de un grupo FoF que
ya ha sido identificado anteriormente. La longitud de suavizado local
se calcula tomando la distancia a la Nj,,s-iesima particula més cerca-
na y la densidad es calculada interpolando entre esos vecinos. Toda
region localmente sobredensa es considerada como candidata a ser
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una subestructura, dicha regién se identifica a partir del isocontorno
definido por los punto silla de densidad.

Una vez que la densidad SPH es calculada, todas las particulas son
ordenadas de acuerdo a su densidad, comenzando con las de mayor
densidad. Luego, para cada particula i con densidad p; se buscan el
conjunto A; de las N,¢, particulas vecinas mas proximas. Dentro de
A; se busca el subconjunto de particulas con densidades mas grandes
que rho;, y de ellas se seleccionan un conjunto B; conteniendo las
dos particulas mds cercanas. Notar que este conjunto puede contener
dos o solo una particula o puede estar vacio. Deben por lo tanto
considerarse 3 casos:

(i) El conjunto B; esta vacio: esto significa que dentro del conjunto
Aj de Nygp vecinos no hay particulas cuya densidad sea mayor que
la densidad de la particula i. En este caso, la particula i es marcada
como un méximo local alrededor de la cual crecerd un subgrupo.

(ii) Si el conjunto B; contiene una sola particula, o dos que se en-
cuentran dentro del mismo subgrupo, entonces la particula i también
es incluida en dicho subgrupo.

(iii) Si el conjunto B; contiene dos particulas que se encuentran en
subgrupos diferentes, entonces la particula i es un punto silla, y los
dos subgrupos de los cuales forman parte las particulas de B; son
marcados como candidatos a subhalos.

Después de aplicar este esquema se obtine una lista de candida-
tos a subhalos. En este punto es importante notar que una particula
puede formar parte de varios candidatos a subhalos, y que el algorit-
mo es capaz de detectar la jerarquia completa de subhalos dentro de
subhalos.

Luego de que se ha construido la lista de candidatos a subhalos
cada uno de estos es sometido a un proceso de limpieza para descar-
tar particulas que no se encuentren ligadas gravitacionalmente. Esen-
cialmente esto consiste en calcular la energia total de cada particula
dentro del subhalos y descartar aquellas para las cuales esta cantidad
es positiva. La energia potencial y cinética de cada particula debe ser
calculada en unidades fisicas. La energia cinética es calculada relati-
va a la velocidad media de las particulas del subhalo y ademas se le
suma la componente correspondiente al flujo de Hubble. Para este tl-
timo es necesario definir un centro para el cual se toma la posicién de
la particula con menor energia potencial. Todas las particulas que so-
breviven, es decir, aquellas con energia total negativa, son marcadas
como un subhalo. Para decidir a donde pertenece una particula aso-
ciada a dos subhalos diferentes, SUBFIND solo considera el subhalo
candidato més pequefio de cada una de las ramas del arbol generado
por los puntos de silla.

En resumen, SUBFIND descompone un dado grupo de particulas
en un conjunto de subhalos auto-ligados separados, cada uno de ellos
identificado como una regién localmente sobredensa dentro del cam-
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po de densidad original. Este algoritmo es adaptable a cualquier dis-
posicién espacial y solo tiene dos pardmetros libres, Nyens y Nygp- Este
altimo establece la masa minima que se desea identificar, y usualmen-
te se emplea Nz, = 10. Los resultados del algoritmo muestran que
son poco sensibles a la eleccién del parametro Ny, pero tipicamente
se emplea un valor un poco mayor que Njgp.

B.9 ADAPTAHOP

Este algoritmo identifica halos de materia oscura aplicando el prin-
cipio més simple de la Teoria de Morse el cual involucra relacionar la
topologia de un problema con el conjunto de puntos criticos que con-
tiene y con las lineas de punto que conectan dichos puntos criticos.
Por ejemplo, las regiones del espacio con una densidad por encima
de cierto valor umbral, p > p;, los puntos sillas donde x, Vp(x) =0
y las curvas obtenidas siguiendo el gradiente del campo de densi-
dad. Siguiendo esta idea, las subestructuras mds pequefias pueden
identificarse como picos de curvas, i.e. conjuntos de lineas de campo
que convergen en un mismo maximo local. La conectividad entre las
subestructuras se produce por medio de los puntos de silla, los cuales
maximos locales en las superficies que definen los contornos de los
picos.

El método involucra 4 pasos:

Paso 1: Se aplica un suavizado adaptativo a la distribucion de ma-
teria oscura utilizando el método estdindar de SPH. Cada una de las
particula es tratada como una nube suave y esférica de tamafio R.
Ademas para cada particula se construye una lista de los Nspp veci-
nos mds préximos haciendo uso de un algoritmo Oct-tree. El valor de
R es fijado por la distancia a la particula mas lejana de estos Nspy ve-
cinos, mientras que la densidad de la particula es estimada sumando
las contribuciones de los vecinos pesados por el spline S(r), donde r
es la distancia al vecino correspondiente.

Paso 2: Se construye un arbol de estructuras y subestructuras, y
cada particula es asociada al pico al cual pertenece. Para tal fin se re-
corren las particulas una por una siguiendo el gradiente de densidad
hasta converja.

Paso 3: Para cada una de las hojas del 4rbol de estructuras, se de-
termina la conexion el el resto de las hojas buscando los punto de
silla en las superficie de interseccién S;; entre los picos i y j. Cada
una de las superficies S;; estd formada por particulas que pertenecen
a alguno de los dos picos i 0 j y tienen al menos uno de sus Nyop
en el otro pico. Si el conjunto S;; solo contiene particulas que pertene-
cen a i o j, se elimina la conexién entre los picos i y j. Los punto de
silla son maximos locales en S;; y para establecer una relacién entre
la conectividad y la densidad umbral, solo hacen falta considerar los
punto de silla con densidad maés alta. Para realizar una estima precisa
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de la densidad en S;; se procede como sigue: se toma una particula
A en §;j, que supongamos pertenece al pico i y cuya densidad es py,
y se toman los N; < Nyop vecinos que pertenecen al pico j. Lue-
go, la densidad asociada a la particula en cuestion estard dada por
p = min(pa,px) con k = 1,.,,N;. Con este procedimiento se evita la
subestimacion de la densidad en los puntos de silla.

Paso 4: La construcciéon del arbol de estructuras y subestructuras
se realiza de manera recursiva incrementando progresivamente un
pardmetro de umbral, p;, partiendo de un valor inicial pry, el cual
corresponde a la sobredensidad tipica de los halos de materia oscura.
Generalmente se elige pry = 81, la cual corresponde a la sobreden-
sidad de los halos de materia oscura identificados con el método de
FoF con un pardmetro de percolaciéon de b = 0.2. Para ilustrar el
proceso, supongamos que nos encontramos en el paso n y queremos
avanzar al paso n + 1. En este punto, nos encontramos en una rama
del 4rbol, ya sea una estructura o una subestructura, y queremos ana-
lizar los detalles de la rama. Esta (sub)estructura contiene un nimero
de picos conectados por puntos silla con densidades ps, las cuales son
examinadas y destruidas si ps < p;. Luego, la (sub)estructura es divi
ida en tantas partes como picos dentro de ella sobrevivan. Durante
este proceso, todas aquellas particulas que pertenecen a cada uno de
los picos y que poseen densidades sobre p; son etiquetadas para po-
der computar diversas propiedades de la dada (sub)estructura, por
ejemplo, la cantidad de particulas que contiene, su masa, su densi-
dad maxima y promedio, y con lo cual es posible aplicar criterio de
selecciéon basados en la morfologia. Uno de tales criterios puede ser
el ruido Poisson. Para decidir si una dada estructura que contiene N
particulas debe ser considerada como estadisticamente significante
comparada al ruido Poisson, su densidad promedio debe ser signifi-
cante comparada con p;, es decir:

<p>substructure > pt <1 + flj\o/i%m) (BZ)

donde fpyisson €5 UN " fpyisson0” pardmetro de deteccién, tipicamente se
elige un valor de fpyisson = 4. Si la subestructura se encuentra por
debajo de este nivel se elimina. Al final de este proceso de seleccién
pueden ocurrir dos casos: (i) se detectan dos o mds subestructuras,
con lo cual se crea un nuevo nodo en el arbol de estructuras; (ii) la
(sub)estructura no se divide en multiples componentes y por lo tanto
nada relevante para dicha estructura ocurre en este paso. El proceso
se repite sobre la nueva subestructura aumentando el umbral de corte

pt:

0 — pr <1 + flj%’”) (B.3)
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hasta que solamente sobrevive un pico en la (sub)estructura. La selec-
cién por ruido Poisson no es aplicada cuando la densidad del halo es
Pt = PTH-

Al finalizar todo el proceso, uno obtiene un arbol donde cada uno
de los nodos corresponde a una estructura o subestructura con su co-
rrespondiente posiciéon, nimero de particulas, radio medio cuadrado,
densidades maximas y promedio, y la densidad mads hasta p; de los
punto silla que la conectan con otra subestructura. Vale notar que es-
te algoritmo no aplica ningtn criterio para extraer de las estructuras
identificadas aquellas particulas que no se encuentren gravitacional-
mente ligadas.
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En muchas aplicaciones cientificas aparece el problema de calcular
integrales. En estos casos, uno debe estimar exacta o aproximadamen-
te expresiones del tipo:

= / F(x) dx (C.1)
A

donde A es un subconjunto del espacio de Riemann Ry f: A — R.
En general, el computo de estas integrales mediante los métodos tra-
dicionales (por ejemplo, métodos de cuadraturas, regla de simpson,
etc) resulta dificil y/o computacionalmente costoso de realizar, espe-
cialmente para dimensiones k mayores que 1. Por esta razén es preci-
so recurrir a métodos alternativos que nos permitan al menos lograr
una aproximacion hasta el nivel de precision deseado.

Uno de los inconvenientes que se presentan a la hora de evaluar
numéricamente las integrales esta relacionado con la fraccion del hy-
pervolumen ocupada por el subconjunto de integracion. Para ilustrar
esto emplearemos el siguiente ejemplo: supongamos que deseamos
calcular el volumen de una hyperesfera unidad de dimensién k. La
expresion matemadtica para esta integral es:

/ dxq ...dxy (C.2)
Gk—1

donde S¥°1 = {x|x? + ... + x2 < 1} representa todo el volumen den-
tro de la hyperesfera. El resultado exacto de esta integral puede ser
encontrado analiticamente y el mismo estd dado por la siguiente ex-
presion:

k/2

Ahora bien el calculo numérico de la integral 2 puede ser realizado
tomando en cuenta que una hyperesfera unidad de encuentra inclui-

(C.3)

da en el volumen del hyperectangulo [—1, 1]k y, por lo tanto, podemos
escribir:

/ Iskﬂ (X1,.., xk)dx1 ...dxk (C4)
(=11
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donde

Iy = 1 Vx € §k1 C5)

0 Vx ¢ s
Uno de los métodos més sencillos para calcular integrales consiste en
dividir cada eje del hypervolumen de integracién en m subintervalos
de igual longitud (i.e., distribuir uniformemente m puntos en cada
direccién ortogonal del volumen) y luego computar la aproximacion:

ii il —1+2il_1 —1+2i"_1 (C.6)
mk 11:1 P lk:l Sk71 m — 1, ey m — 1 .

Como puede observarse esta aproximacién require evaluar m* veces

el integrando, lo cual significa, por lo tanto, que el niimero de eva-
luaciones aumenta exponencialmente con el niimero de dimensiones.
Consecuentemente, el tiempo de computo se incrementa en igual pro-
porcién. Una forma de lograr una aproximacién en menor tiempo de
computo se consigue distribuyendo los puntos aleatoreamente dentro
del hypervolumen [—1,1]%. En este sentido, supongamos que lanza-
mos N puntos aleatoreos, los cuales responden a una cierta distribu-
cién de probabilidad elegida a priori. En este caso, la integral puede
ser estimada de la siguiente manera:

1 N
N Z Isk—l (xi,l, ...,xi,k) (C7)
i1=1

La ventaja de esta variante consiste en que uno puede controlar el nt-
mero de evaluaciones del integrando, y consecuentemente disminuir
el costo computacional. Sin embargo es preciso notar que a medi-
da que la dimensién de la integral aumenta la fraccién de volumen
ocupada por la hyperesfera es significativamente menor. Consecuen-
temente, si uno lanza al azar N puntos dentro del volumen [—1,1]f
la mayor parte de ellos caerdn en un volumen fuera de la regién de
interes, y consecuentemente, la estimacion de la integral poseera una
mayor incertidumbre. Para ilustrar esto la tabla 2 muestra el valor de
la fraccion del hyperectdngulo ocupada por la hyperesfera para dife-
rentes dimensién k. Como puede apreciarse la fracciéon de volumen
disminuye drésticamente a medida que la dimensién aumenta.
Como veremos més adelante, una forma de salvar este problema con-
siste distribuir los puntos aleatoreos segtn alguna ley de distribucién
la cual debe estar motivada por las caracteristicas particulares del in-
tegrando.

En este punto vale recalcar que el aumento de la dimensién no so-
lo conyeva a un aumento en el niimero de evaluaciones que se debe
hacer del integrando sino también produce un aumento en la incerti-
dumbre en la estimacién de la integral.
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Dimensién k Fraccion

1 1.0 x 10°

2 7.85 x 107!

3 5.24 x 1071

4 3.08 x 107!

5 1.64 x 107!
10 249 x 1073
20 2.46 x 1077
50 1.54 x 10%
100 1.87 x 107
1000 2.87 x 101186

Tabla 2: Fraccién de volumen ocupado por la hy-
peresfera unidad de dimensién k.

C.1 METODO MONTE CARLO

El método Monte Carlo para la estimacion de ciertas cantidades ha
sido utilizado en diferentes ramas de la ciencia. Uno de los primeros
registro del uso del mismo fue el que hizo el Conde de Buffon en
1777. El propuso un experimento en el cual se arroja sucesivamente
una varilla de longitud L sobre un arreglo de rectas paralelas equidis-
tantes. Siendo d > L la distancia entre las rectas paralelas, el Conde
demostré que la probabilidad de que la varilla intersecte una recta es

2L
P=Td
Algunos afios més tarde Laplace propuso que esto podria ser utiliza-
do para estimar el valor de 7. En otro contexto, Lord Kelvin utiliz6é
el Método Monte Carlo para estudiar algunos aspectos de la teoria
cinética de los gases. Extrayendo trozos de papel numerados de una
jarra de cristal él pretendia calcular integrales temporales de la ener-
gia cinética que aparecen en dicha teoria.
El término Monte Carlo fue por primera vez utilizado después de la
Segunda Guerra Mundial en el Laboratorio Nacional Los Alamos y
fue sugerido por Metropolis quien se inspir6 en la ciudad de Ménaco,
la cual es famosa por sus casinos.

(C.8)

C.2 METODO DE INTEGRACION MONTE CARLO

Como ya hemos dicho anteriormente, este método nos permite
aproximar integrales de dimensiones grandes con un bajo costo compu-
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tacional. Al mismo tiempo nos brinda una estima de la incertidumbre
de dicha aproximacién. Segtun el método MC la integral C.1 puede ser
aproximada por la siguiente expresion:

N

A S
E=% ;f(xi) (C.9)

donde los N vectores ¥; son puntos distribuidos aleatoriamente en el
hyperespacio k-dimensional. Aplicando la ley de los grandes nime-
ros a esta ecuacién, podemos asegurar que la estimacién MC conver-
ge al valor de la integral

AL
lim N,;f(xn) =1 (C.10)

Acontinuaciéon veremos diferentes alternativas del método MC de
integracion:

c.2.1  Método de rechazo

La integral de una funcién positiva unidimensional puede pensarse
como el drea bajo la curva descripta por dicha funcién. Supongamos
que deseamos calcular la integral de una dada funcién positiva f(x)
entre los limites 2 < b, para ello imaginemos un rectdngulo de altu-
ra h y ancho (b — a). El 4rea de dicho rectangulo serd A = h(b —a).
Destaquemos que el valor de la altura i debe ser elegido de tal ma-
nera que se cumpla la condicion max(f(x)) < h dentro del rango
[a,b]. Para estimar el drea bajo la curva procedemos a tirar n pares
de numeros aleatorios (x;,y;), cona < x; < by 0 < y; < h. La frac-
cién de puntos ns para los cuales se cumple la condiciéon y; < f(x;)
representan una estima del cociente entre el drea del rectdngulo y el
area bajo la curva. De este modo, podemos estimar la integral segtn
la relacion:

E,= A% (C.11)

c.2.2  Método del valor medio
Esté método estd basado en el teorema del valor medio el cuél esta-

blece, en su forma integral, que para una dada funcién f(x) continua
en el intervalo [a, b], existe un valor ¢ en dicho intervalo, tal que

[ fedx = @0 ) C12)

Es posible demostrar que el valor de f(§) se corresponde con el va-
lor medio (f(x)) de la funcién en el rango [a, b]. Para determinar el
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valor medio de la funcién en el intervalo en cuestién lanzamos n na-
meros aleatorios x; que se encuentren en dicho rango. De esta forma,
podemos estimar el valor medio de f(x) como

:\»—\

k
Z (C.13)

i=1

Luego la estimacién de la integral estard dada por

[yl

—a Kk
” Y f(x) (C.14)

i=1
c.2.3 Estimacion de errores en integracion MC

Antes de continuar debemos hacer algunos comentarios sobre c6-
mo estimamos el valor del error en el método MC de integracion.
Para ello definamos la varianza ¢?(f) de la funcién f(x) dentro del
intervalo de integracién de la siguiente manera:

a._/ %) — I)2dx (C.15)

donde la integral se realiza sobre la regién de interés e I es el valor
exacto de la integral.

Ahora, consideremos un conjunto de m realizaciones con n tiradas de
nameros aleatorios cada una. La estimacién de la integral obtenida
con la j-ésima realizacién estara dada por

n

1
%:E;ﬂw) (C.16)
1=
(por simplicidad hemos supuesto que la integral se realiza sobre un
volumen unitario, de tal forma que no aparece el factor multiplicativo
delante de la sumatoria). Por otro lado, el valor medio de los m x n
valores de f(x) puede ser calculado mediante la siguiente expresion:

Z Zf x], (C.17)

1 m
m ne1 mn]:h:l

Luego, la diferencia entre la j-ésima E; estima de la integral y el valor
medio (f(x)) se define de la forma siguiente:

ej = Ej — (f(x)) (C.18)

De este modo, la varianza de los valores medios puede ser escrita
como:
2

O, =

INgE

% (C.19)

Il
_

j
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Para relacionar esta tltima expresion con la varianza de los valores
individuales f(x;;) definimos la discrepancia entre dicho valor y el
valor medio de todas las muestras:

ii = f(xji) — (f(x)) (C.20)

entonces, la varianza o2 de las mn tiradas individuales estard dada
por la expresion:

1 m n
o2 — — Z .dez"i (C.21)

d

En este punto, podemos reescribir la ecuacién C.19 haciendo uso de
la siguiente expresion:

& = Ej— () = = V() — {f Y, (Ca2)

ni3 i=1

Luego, sustituyendo en ecuaciéon C.19 obtenemos:

(R e

= k=1

Esta ultima ecuacién puede pensarse como dos términos, aquellos pa-
ra los cuales i # k y aquellos para los cuales i = k. Como esperamos
que las tiradas dentro de las mismas realizaciones sean independien-
tes hemos de esperar, en el limite de los grandes nameros, que los
términos cruzados se anulen unos con otros, y solo sobrevivan los
términos para los cuales i = k. En dicho limite la ecuacién C.23 pue-
de escribirse como:

2 1 & ¢ o
On = 3 E Zdj,i (C.24)

Ahora, combinando esta tltima ecuacién con la ecuaciéon C.21 obte-
nemos:

o
2= (C.25)

donde, el valor de o2 puede estimarse utilizando la relacion estandar:

o* = (f*) = (f) (C.26)
donde
1 N
:N;ﬂ“y (C.27)

Es importante notar que la estimacién del error de esta manera de-
be ser interpretada en términos de probabilidades. El teorema central
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del limite nos dice que la probabilidad de que nuestra estimacién
MC para la integral se encuentre entre los valores I — ac(f)/v/N 'y

I+bo(f)/VN es:
f

~—

lim Prob <—a o

N—oo

L ) A DI B
<N g Igbm)‘m [t (-3
(C.28)

2

De este modo concluimos que el error en la estimacién de la in-
tegral con métodos MC escala como ¢/+/N (independiente de la di-
mension del integrando), donde ¢ es la varianza de la funcién en
el intervalo y N la cantidad de ntiimeros aleatorios utilizados en la
estimacién de la integral. Entonces, si deseamos disminuir el error
debemos, o bien aumentar el nimero de ntiimeros aleatorios, o bien
disminuir la varianza de la funcién. Evidentemente lo tltimo es me-
nos costoso en términos computacionales. El siguiente método fue
propuesto para cumplir ese objetivo.

c.2.4 Muestreo con importancia

El muestreo con importancia consiste en tirar nameros aleatorios
no ya en una manera uniforme sino que describan alguna funcién de
distribucion escogida a priori por el usuario. De esta manera se preten-
de disminuir el valor de la varianza 0 y asf el error en la estimacién
de la integral. En el sentido matematico, el muestreo con importancia
consiste en un cambio de variables de integracion.

_ [ &) _ [ f(x)

/f(x)dx = / mp(x)dx = / (%) dP(x) (C.29)
Bajo la hipétesis de que p(x) > 0 es definida positiva y estd normali-
zada (es decir, la integral sobre todo el rango de integracién de interés
debe ser igual a la unidad) podemos pensar a p(x) como una densi-
dad de probabilidad correspondiente a la distribucién P(x). Luego,
generando nameros aleatorios distribuidos segtin P(x) es posible cal-
cular la integral de la siguiente manera

E — l % f(x”)
N n=1 p(xn)
En este caso el estimador de la varianza sera:

() E) -e

De esta tltima ecuacién observamos que para disminuir la varianza
es necesario elegir p(x) de tal manera que se asemeje lo més posible a
|f(x)| especialmente en aquellas regiones donde la funcién f(x) toma

(C.30)
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los valores mds grandes.

La desventaja de este método reside en el hecho de que la eleccién de
una p(x) que se anule o se aproxime a cero muy rapidamente puede
hacer que la varianza se vuelva muy grande, pues, si p(x) se anula
en alguna regién donde f(x) es no nula, entonces la varianza tomara
valores muy grandes (tendera a ser infinita).

C.3 EJEMPLOS

100 T T T T ”
Simpson
Monte Carlo —" 100
Hit or Miss ——
1
0.01
£ o0.0001 =
= Q
2 2,
Q 1 o
f oo1 g
Q (7}
5 1le-06 =
0.001
1le-08
0.0001
le-10
1e-05
le-12 - . L . L . . le-06
100 10000 le+06 le+08 le+10
pasos MC

Figura 34: Comparacién del error absoluto obtenido con el método de Sim-
psony el MC. Las abscisas representan cantidad de intervalos o de ndmeros
aleatorios, segtin corresponda. Se utilizaron dos versiones del método MC,
el del valor medio (rojo) y el de rechazo (azul). Se observa que con el mé-
todo de Simpson el error disminuye como 1n~2, mientras que para ambos
métodos MC lo hace como n~1/2.

C.3.1 compararion con regla de simpson

En la figura 34 se muestra la comparacién entre el método de Sim-
pson y el método MC (tanto para el método de rechazo y el del valor
medio) para la estimacién del error absoluto. En este caso se realiz6
la integral unidimensional

I= /014\/ (1—x2)dx (C.32)

Como puede observarse en este caso el método de Simpson resulta
conveniente ya que presenta una mejor precisiéon para un dado valor
fijo n de intervalos al mismo tiempo que resulta computacionalmente
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menos costoso. Para el caso unidimensional el error del método de
Simpson escala como 172 donde mientras que los métodos MC lo
hacen como n~1/2 (recordar que el error de los métodos MC escala
como n~1/2 independientemente de la dimensién de la integral). Para
dimensiones d > 1 el error del método de Simpson escala como n~2/4,
es por esto que para dimensiones mayores resulta conveniente los
métodos MG, si bien el costo computacional es mayor.

c.3.2 independencia de la cantidad de dimensiones

Hemos dicho que el error estimado del método MC es indepen-
diente de la dimensién de la integral. Para observar esto se realiz6
la integracion de una esfera multidimensional con este método para
diferentes dimensiones d = 2,4,6,8. La figura 35 muestra los resul-
tados obtenidos, donde se observa que la tendencia del error abso-
luto para los 4 casos escala aproximadamente como n~!/2. Realizan-
do un ajuste lineal de los datos las pendientes obtenidas resultaron
a=—050(d=2), —0.41(d =4), —0.50(d = 6) y —0.55(d = 8).
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Figura 35: Error absoluto de la integral de una esfera n-dimensional esti-
mada con el método MC para diferentes cantidad de nimeros aleatorios y
diferentes dimensiones, n = 2,4,6,8. Se observa que el error absoluto dis-
minuye como 1~ /2 independientemente de la dimensién.

c.3.3 importance sampling

Para ver la importancia de un buen muestreo de los nimeros aleato-
rios se realiz6 la integral de la ecuacién C.32 utilizando un muestreo
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uniforme y otro que imite el comportamiento del integrando. Aqui
se observa que para un valor fijo N de nimeros aleatorios el error
absoluto con el método de Importance Sampling resulta menor.

100 T T T T T T N T
Importance Sampling —+—
Uniform Sampling —*—
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ir 10
0.1 1
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Figura 36: Comparacion del error absoluto obtenido en la estimaciéon de
la integral unidimensional C.32 utilizando el método MC del valor medio y
con importance sampling. Se observa que el error estimado resulta menor para
el método con importance sampling, mejorando en 4 ordenes de magnitud
aproximadamente.



NUMEROS UTILES

Constantes

Constante de Gravitacién
Velocidad de la luz

Masa del Protén

Masa del Neutrén

Masa del Electréon

Carga del Electron

G =6.674 x 1078 cm3¢g~1s72

c =2.998 x 10'%ms1

m,  =1673x10"%g
=938.3MeV /c?

m,  =1.675x10"%g
=939.6MeV /c?

me  =9.109 x 10 2¢
=0.511MeV /c?

e = —4.803 x 10~ %su

= —1.602 x 10719C

Unidades
Masa Solar 1M =199 x10¥¢
Radio Solar 1R, =6.960 x 10 cm
Luminosidad Solar 1L. = 3.827 x 10%%ergs™!
Unidad Astronémica 1UA =1.496 x 1083cm
Parsec 1pc  =3.086 x 10¥cm
Electron Volt 1eV  =1.602 x 10~ '%erg
Angstrom 1A =1x10"8cm
Pardmetros Cosmolégicos
Constante de Hubble Hj = 100hkms ! Mpc~!
Tiempo de Hubble H,' =9.781"'Gyr
Radio de Hubble cH,' =2997.9h"'Mpc

Densidad Critica

Densidad de Fotones

Perit = 1.879 x 1072 h2gcm =3
=2.775 x 101'h "M,/ (h~'Mpc)?
Q,0 =2488x10"°h2
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