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RESUMEN

En esta tesis se estudio la dindmica de dos configuraciones magnéticas de la corona solar. Una de
ellas representa vacios de plasma que descienden hacia arcadas solares después de una fulguracion. La
otra configuracion es la de arcos coronales, modelados como tubos magnéticos llenos de plasma. El
medio coronal donde se encuentran estos objetos, tiene un ntimero de Reynolds R ~ 10'°, de modo
que en primera aproximaciéon puede no considerarse procesos de disipaciéon. En este caso, la dinamica
de estas estructuras esté bien descripta por las ecuaciones de MHD ideal. Estas ecuaciones en derivadas
parciales son no-lineales, lo que hace dificultoso encontrar soluciones analiticas, salvo para pequenas
perturbaciones donde el sistema se vuelve lineal. En caso contrario, las ecuaciones deben resolverse a
partir de un algoritmo numérico. La fidelidad del resultado numeérico estarda dada por el cuidado con
el que se traten estas ecuaciones. En esta tesis, se realizaron estudios teéricos sobre la forma correcta
de implementar condiciones de contorno en las ecuaciones MHD. Se implementaron métodos de alta
resolucién para capturar discontinuidades u ondas de choque dentro del dominio computacional, evitando
introducir errores puramente numéricos.

En la parte I se desarrolla el marco teérico de la tesis en dos capitulos. El primero describe en forma
general topicos de la fisica del plasma y de la fisica solar. En el segundo, se describen las herramientas
numéricas utilizadas para desarrollar las simulaciones. Se detalla a continuacion los temas abarcados en
cada uno de estos capitulos:

En el capitulo 1 se hace una descripciéon de las caracteristicas mas importantes de la estructura solar.
Para abordar la temaética se requiere introducir las bases de la fisica del plasma. Se presentan las ecuaciones
de la MHD ideal, necesarias para describir la dinamica de las estructuras de plasma en la corona solar.
En el estudio de estas estructuras, es importante analizar el tipo de ondas que se propagan, por lo que
se presentan las distintas ondas caracteristicas en un plasma magnetizado. Introducimos conceptos de la
sismologia coronal, rama de la fisica solar que da cuenta de métodos de diagnoéstico remoto del plasma,
que son la base del estudio de oscilaciones que se realiza en los trabajos que componen esta tesis.

En el capitulo 2 mostramos las herramientas numéricas utilizadas. Se describen y justifican los métodos
que se utilizaron para resolver las ecuaciones de la MHD, de modo de realizar simulaciones ntimericas
fidedignas. Se describe el método de alta resolucion de Kurganov-Tadmor implementado, que resuelve
las ondas de choque con alta precision. Este método se utilizdé en las simulaciones bidimensionales y
tridimensionales. Se presentan las pruebas numéricas realizadas con este método que garantizan la solidez
del algoritmo utilizado. En este tltimo caso, se describe esqueméticamente el algoritmo utilizado en HAD
(Hyper AMR Driver), el cual cuenta con una jerarquia de mallas que resuelve con mayor resolucion zonas
donde se necesita més precision, debido a la generacién de gradientes grandes en las variables simuladas.

En la parte IT de esta tesis, se presentan los trabajos realizados. Esta parte consta de 3 capitulos que
se detallan a continuacion:

En el capitulo 3, se presenta el trabajo publicado por Cécere et al. (2008b). Este trabajo consistio en
el desarrollo de condiciones de contorno que preservan el vinculo de la divergencia del campo magnético
para las ecuaciones de la MHD ideal en el limite Newtoniano. Se realizé un estudio tanto analitico como

numérico sobre estas condiciones. Se analiz6 el comportamiento de las soluciones numéricas considerando
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diferentes opciones. Nos concentramos en el sistema estandar de las ecuaciones de la MHD ideal y en el
sistema aumentado por un funciéon escalar que controla la divergencia del campo magnético. Se realizaron
comparaciones entre la condiciéon de contorno desarrollada y las empleadas usualmente: salientes y de
congelamiento. Ademés, se analizaron las diferencias al comparar el empleo de estas condiciones, en el
sistema estandar de la MHD con el sistema aumentado. También se estudi6é el comportamiento de la
condiciéon que preserva el vinculo al variar la velocidad de propagaciéon del mismo. Todos estos analisis
mostraron cémo las condiciones de contorno desarrolladas reducen significativamente la violacion generada
en los contornos a nivel numérico y como reduce su influencia en el interior del dominio computacional

haciendo uso de la libertad disponible en las ecuaciones.

En el capitulo 4, se presenta el trabajo publicado recientemente por Cécere et al. (2012). Se describe
el escenario propuesto para dar cuenta del origen y la dindmica de flujos subdensos que descienden hacia
arcadas solares, luego de una fulguracion. Se desarrollé una explicacion alternativa a la ya existente. Se
propuso que pulsos de energfa iniciales (que simulan el efecto del proceso de reconexion), inhomogenizan
la hoja de corriente que se forma encima de la arcada solar, y esta inhomogeneidad es la que facilita,
una vez llenada la hoja de corriente con plasma, el descenso de nuevos vacios con la forma caracteristica

observada en estos fenémenos (una cabeza seguida de una cola que zigzaguea en su descenso).

En el capitulo 5, se detalla el trabajo realizado sobre oscilaciones en arcos coronales. Resultados
preliminares en dos dimensiones fueron publicados en Cécere et al. (2008a) y Cécere et al (2010). Se
simularon, dos casos estudiados observacionalmente por otros autores. Las simulaciones emularon un
corte bidimensional longitudinal al eje del arco magnético. Se despreciaron los efectos de la curvatura del
arco y los efectos de la gravedad. En el dominio computacional se agregd una cromosfera, para garantizar la
atadura de las lineas de campo magnético en las bases del arco. Se saco al sistema del equilibrio, y se realizo
un anélisis sobre oscilaciones que acontecen en estas estructuras. Se obtuvieron oscilaciones acopladas
compuestas por ondas magnetoaciusticas rapidas y lentas. Al realizar las comparaciones de los resultados
numéricos obtenidos con dichas observaciones, se encontré que los periodos obtenidos numéricamente
estan en buen acuerdo con los detectados observacionalmente. Ademés los modos encontrados por la
simulacion son del tipo sausage, como sugieren los autores de los datos observacionales. Se modelaron
ademaés distintas excitaciones a partir del estado de equilibrio y se encontr6 que para un salto en la presion
magnética, las ondas del régimen atrapado, se vuelven leaky, liberando energia hacia la corona. En este
capitulo también se presenta el estudio realizado en tres dimensiones. Se simularon los mismos dos casos
observacionales estudiados en las simulaciones bidimensionales y se agregd un caso nuevo. Para este fin,
se utilizo el cédigo HAD, con la implementacién del método de Kurganov—Tadmor. En este caso no se
simul6 la cromosfera en el dominio de computo. Se propuso un conjunto de condiciones de contorno que no
generan inconsistencias con las ecuaciones de la MHD, ni divergencia de campo magnético. Nuevamente, se
despreciaron los efectos de curvatura y gravitatorios y los arcos fueron representados como cilindros rectos.
Para sacar al sistema del equilibrio, se utilizaron perturbaciones finitas; no sélo se perturbé mediante un
salto en la presion del gas sino que también se implement6 un salto en la presiéon magnética. Se analizaron
las oscilaciones de estos cilindros, y se encontré un acople de ondas magnetoacusticas rapidas y lentas.
Al comparar los periodos de oscilaciones encontradas se registr6 un buen acuerdo con los resultados

observacionales. Ademés se estudiaron oscilaciones que son propias de la geometria tridimensional como



XIII

las torsionales. Se simul6 el efecto de la torsién magnética en las bases del arco mediante una excitacion del
campo magnético transversal cerca de las bases. El anélisis de oscilaciones que se propagan en este caso,
da cuenta de un patrén general similar al caso sin torsién, con corrimientos en los periodos encontrados
y estructuras oscilatorias mas complejas.

En la parte III de esta tesis se hace un resumen de los resultados encontrados y consta de dos capitulos:

En el capitulo 6 se realiza un resumen de las conclusiones obtenidas en los trabajos realizados. Y en
el capitulo 7, se mencionan las lineas de trabajo futuras.

El presente trabajo de tesis cuenta ademés con un Anexo, en el cual se detalla el trabajo realizado
sobre el desarrollo de un método numérico eficiente para pasar informacién entre interfases de mallas
numéricas para ecuaciones de onda de segundo orden. Para resolver la discretizaciéon espacial de esta
ecuacion, se utilizé un operador derivada segunda en diferencias finitas que satisface la suma por partes.
Se realizaron varias pruebas numéricas, considerando distintas condiciones iniciales: un dato inicial suave
para ver la convergencia del método y un dato inicial cuya evoluciéon temporal es util para mostrar la
habilidad del método para conservar la fase de la solucion. Se realizaron comparaciones entre distintos
integradores temporales, como asi también entre distintos discretizadores espaciales, estudidndose las
respectivas convergencias. Ademas se compar6 el comportamiento de los diferentes operadores en deri-
vadas finitas, cuando la onda que se propaga alcanza la interfase y la traspasa. También se compard el
método propuesto con los otros métodos, habiéndoles aplicado disipaciéon numérica. El anéalisis de estas
comparaciones arroja que el método propuesto, produce de manera significativa menos error y necesita
un traspaso de informaciéon mucho menor que los métodos més usuales.

También cuenta con dos Apéndices. En el primero se describe la descomposicién caracteristica de
ondas MHD, utilizados en el trabajo desarrollado en los capitulos 3 y 5. En el segundo se describe el

procedimiento empleado en el capitulo 5, para el reconocimiento de modos de oscilacién.
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ABSTRACT

In this thesis we studied the dynamics of two magnetic configurations of the solar corona. One of these
configurations presents descending voided flows towards the post-flare arcades. The other one is modelled
as magnetic tubes filled with plasma, representing coronal loops. The coronal environment has a large
Reynolds number (R ~ 10'°), such that to a first approximation one can neglect dissipation processes.
In this case the dynamic structures are well described by the ideal MHD equations. These are non-linear
partial differential equations. Hence, it is difficult to find analytical solutions, even for small perturbations,
where the system becomes linear. Normally, these non-linear equations are solved numerically.

This work presents theoretical studies on the correct way to implement boundary conditions for the
MHD equations. High resolution methods that are able to capture discontinuities and shock waves were
adapted to avoid numerical errors.

Part I, composed of two chapters, develops the theoretical frame of the thesis. The first one describes
general topics of the plasma and solar physics involved. The second chapter describes the numerical tools
employed. A detailed description of topics involved in each chapter is given below:

Chapter 1 gives a description of the main characteristics of the solar structure and the basics of the
plasma physics involved.

When studying these structures it is important to analyze the kind of waves that propagates in a
magnetized plasma. Therefore, we introduce coronal seismology concepts, solar physics branch employed
for the remote diagnostic of a plasma, used for the study of plasma oscillations.

As mentioned above, chapter 2 shows the numerical tools employed. We describe and justify reliable
methods for solving the MHD equations. Specifically, the Kurganov—Tadmor method is described. This
method solves shock waves with high precision and was used for both, the 2D and 3D simulations. Also,
the corresponding standard numerical tests are presented. Furthermore, a schematic description of the
Hyper AMR Driver (HAD) algorithm is given. This algorithm consists of a hierarchical system of meshes
that allow higher resolution in zones where higher precision is needed due to the presence of large gradients
in the numerical variables.

Part II presents the applications of the numerical methods to different astrophysical problems, and it
is composed by three chapters:

Chapter 3 presents the work published in Cécere et al. (2008b). This work consists on the development
of boundary conditions that preserve the magnetic field divergence constraint for the ideal MHD equations
in the Newtonian limit. Both an analytical and numerical study of these conditions were performed. We
analyze the behavior of the numerical results for two cases, the standard system of ideal MHD equations,
and a system incremented with a scalar functions that monitors the magnetic field divergence.

Comparisons between the boundary condition developed and the ones usually employed, outgoing and
freezing, were carried out for both MHD systems of equations, the standard and the augmented one. Also,
a study of the behavior of this constraint for a variety of propagations velocities was carried out. These
studies show how the boundary conditions adopted in this thesis reduce the violation of the constraint
generated numerically at the boundaries and its influence at the interior of the computational domain.

Chapter 4 shows the work published in Cécere et al. (2012), were a scenario describing the complex
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descending voided structures present in the dynamic of post-flare coronal loop is proposed. An alternative
scenario was introduced. Here, it was proposed that the energy pulse, that emulates the energy release
that would occur in a reconnection event, perturbs the current sheet above the arcade, facilitating, once
the current sheet is filled with plasma, the downflow of new voided cavities in agreement with the observed
characteristics.

In chapter 5 we present the work done on the oscillations in coronal loops. Preliminary results in two
dimensions were published in Cécere et al. (2008a) and Cécere et al. (2010). Simulations of two cases, that
have been studied observationally were carried out. These simulations emulate a longitudinal bidimen-
sional cut to the magnetic loop, neglecting the effects of curvature as well as gravity. The chromosphere
was incorporated in the simulations with the aim of ensuring the tie of magnetic field lines to the base of
the loop.

In order to study the oscillating modes that take place in these structures, the system was set out
of equilibrium. Oscillations of coupled modes comprised of slow and fast magnetoacustic waves were
obtained. Later, these numerical results were compared with the observations, and it was found that
their periods were in good agreement. Furthermore, it was found that these modes are sausage type, as
suggested by the authors of the observational data. Also, several excited modes were modelled, finding
that for a magnetic pressure jump the modes of the trapped regime become leaky, releasing energy to
the corona. Also, results from a 3D study of the same problem are shown, with the HAD code with
the implementation of the Kurganov—Tadmor method. In this case the corona was not included in the
computational domain. A set of boundary conditions were proposed in order to avoid inconsistencies with
the MHD equations and prevent magnetic field divergence. Again, the effects of curvature of the loop and
gravity were neglected, simulating the first ones as straight tubes or cylinders. To bring the system out
of equilibrium, different gas and magnetic pressure perturbations were employed.

An analysis of the oscillating modes of the cylinders was carried out, finding coupling among the
fast and slow magnetoacustic modes. A good agreement was found when comparing these results with
the observations. The oscillation modes due to the three dimensional geometry such as torsion were
investigated. The effect due to the magnetic torsion was simulated at the base of the loops through an
excited transverse magnetic field close to the base. The analysis of modes that propagate in this case
show mode coupling not only between the fast and the slow modes, but also with the incompressible
Alfven mode. Since the perturbation was finite, the specific torsional modes have been excited.

In part IIT of this thesis a summary of the results is presented divided in two chapters:

More specifically, chapter 6 shows the summary of the conclusions obtained in the different studies,
and chapter 7 mentions the future line of work.

Also, this work includes an annex, where details about the development of an efficient numerical
method to transfer information among the interfaces of the grid for the second order wave equations are
shown. To solve the spatial discretization of these equations, a second derivative operator, that satisfies
the summation by parts, was employed

Several numerical tests were carried out with different initial conditions: a smooth initial data to
probe the convergence of the method, and an initial data, whose temporal evolution is useful to test the

ability of the method to conserve the phase solution.
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Comparisons among several temporal and spatial integrators were made, studying the respective
convergences. Furthermore, the behavior of several finite difference operators was studied for the case
when the propagating wave reaches the interface and crosses it. Also, the proposed method was compared
with others that included numerical dissipation. In all the cases we studied, we find that the new method
compares favorably with the first order scheme, producing a smaller error and using less information on
the boundaries.

This work also includes two appendices. The first appendix describes the characteristic decomposition
of the MHD modes employed and developed in chapters 3 and 5. The second one describes the procedure

used in chapter 5, for the recognition of oscillation modes.
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Motivacion

Aqui se presentan las motivaciones que dieron origen al desarrollo de esta

tesis.

Los avances llevados a cabo en las ultimas décadas en la observacion solar, revelaron distintos aspectos
de la variabilidad y la constitucién del Sol que tienen gran importancia para el conocimiento del plasma
en condiciones extremas (imposibles de reproducir en laboratorios terrestres), por los desafios que estas
investigaciones plantean asi como por sus implicancias practicas como la posible incidencia en el clima
espacial.

La variabilidad temporal del Sol abarca escalas que van desde los dias, como por ejemplo la evolucién
de las manchas solares y la rotacion solar, hasta horas y segundos como por ejemplo las fulguraciones
solares y los fenémenos transitorios de la corona solar. Se pueden distinguir en la atmosfera solar una
amplia variedad de fenémenos que se localizan a distintas alturas sobre la superficie solar, en las regio-
nes denominadas cromosfera, region de transiciéon y corona solar, los que se originan en la interacciéon
del plasma que compone esta atmosfera con los intensos campos magnéticos presentes en el Sol. Estos
fendbmenos son observables mediante diversos telescopios y detectores que registran distintas bandas del
espectro electromagnético, desde las ondas de radio hasta el ultravioleta y los rayos X. Entre estos feno-
menos se pueden distinguir por su magnitud las fulguraciones solares en la cromosfera, y las eyecciones
de masa coronal en la corona solar. Particularmente son de interés los fenémenos oscilatorios que ocurren
en el plasma magnetizado que compone la atmosfera solar, el cual es capaz de soportar varios tipos de
ondas tales como las ondas de sonido, las ondas de Alfvén y las oscilaciones de plasma. Generalmente
las perturbaciones que excitan las ondas del medio son finitas, lo que da lugar a la interaccién no-lineal
de choques y ondas. Muchas de estas ondas pueden ser descriptas desde una perspectiva macroscopica
(no cinética) utilizando la aproximacion de medio continuo dada por la magnetohidrodindmica (MHD
en adelante), como variaciones de los parametros locales de plasmas. Sin embargo, el ajuste de las for-
mulaciones teoricas a los resultados experimentales es arduo, debido a la dificultad de conocer en forma
precisa los parametros del medio atmosférico tales como el campo magnético, la resistividad localizada,
la densidad y la conduccion térmica. A esto se le suma la variedad de modos MHD, que pueden existir
en un medio en el cual habitualmente la geometria de los campos presentes es compleja (Nakariakov &
Verwichte 2005). Es por ello que el estudio de la propagacion de ondas y choques mediante simulaciones
numeéricas representa un aporte ineludible para el conocimiento del problema fisico y para el diagnostico

remoto del plasma en general y del plasma solar en particular.
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El ntimero de Reynolds magnético es un valor adimensional que da cuenta de la importancia de los
procesos convectivos respecto a los difusivos en la dindmica de un plasma. En la atmosfera solar este
ntimero es, por lo general, muy alto (~ 10'°) lo que indica que los procesos convectivos son dominantes,
que la dindmica es no-lineal y que la MHD ideal es una buena primera aproximacién en la descripcién
de la fisica de la atmosfera solar. El teorema de Alfvén establece que en condiciones ideales, o para altos
valores del nimero de Reynolds magnético, el campo magnético y el plasma son solidarios. Es decir, un
elemento de volumen de plasma asociado a una linea de campo sigue estandolo a lo largo del tiempo y se
dice que el plasma y el campo estéan “congelados”.

Por otro lado, la velocidad del sonido (¢;) y la de Alfvén (v4), remiten a dos propiedades caracteristicas
de los plasmas, su compresibilidad y elasticidad, respectivamente. Un parametro importante para describir
la magnetizacion de un plasma es el parametro 8 = p,/pm o (cs/va)?, definido como el cociente de la
presion del gas sobre la presion magnética del plasma, que a su vez resulta proporcional al cuadrado de
el cociente entre las velocidades del sonido y la de Alfvén. En la baja corona solar, a diferencia de otras
partes de la atmosfera del Sol, los valores de 3 son generalmente pequefios. Que 3 ~ ¢? /v} << 1 implica
que la velocidad del sonido es mucho menor que la velocidad de Alfvén. También puede decirse que la
energia contenida en perturbaciones elasticas es mayor que la contenida en perturbaciones compresivas.
Debido a la no-linealidad del medio coronal, con numero de Reynolds grande, los modos de oscilacién
que se desarrollan son fuertemente acoplados. Por otro lado, debido al caracter “ideal” de la dinamica,
el decaimiento de ondas debe ocurrir principalmente en forma no disipativa. En medios poco difusivos,
donde es usual la liberacion repentina de energia (por ejemplo en fulguraciones), no seria extrano que el
drenado de energia de perturbaciones elasticas Alfvénicas, hacia perturbaciones compresibles de menor
energia, conduzca al eventual empinamiento de los modos y a la formacion de choques coronales. El
estudio de la propagacion de ondas no-lineales y choques mediante simulaciones numéricas representa un
aporte ineludible para el conocimiento del problema fisico y para el diagnostico remoto del plasma.

La naturaleza no—lineal de las ecuaciones de la MHD, implica que las soluciones de sistemas complejos
deben ser obtenidas mediante métodos numéricos, y por ende debe realizarse una implementacién compu-
tacional adecuada. Aun cuando las condiciones iniciales sean suaves, la evolucién de la solucion puede
facilmente devenir en propagacion de ondas choque y discontinuidades que no son resueltas apropiada-
mente mediante los métodos estandar de diferencias finitas. Estos tiltimos incluso pueden fallar cuando la
solucién no es suficientemente suave. Para ello es conveniente implementar métodos para el tratamiento
adecuado de discontinuidades que den la méxima precisién a la solucién numérica encontrada, otorgando
fiabilidad a la simulacion.

Una dificultad computacional que a menudo surge en la resolucién numérica de los problemas mencio-
nados es que los recursos computacionales, incluyendo memoria, capacidad de disco y tiempo de computo,
escalan con alguna potencia del nimero de puntos de malla. Al querer analizar la dindAmica de estos pro-
blemas fisicos de una forma mas real, llevando el modelado a un espacio tridimensional, la cantidad de
puntos utilizados en la malla uniforme hara ineficaz la representacién de funciones, ya que dada la reso-
lucion para resolver la escala més fina, hard que la malla se vuelva sobredensa en regiones que cubren
rangos de escala mas grandes. Para resolver este problema, se utiliza un método de resoluciéon mas efi-

caz: refinamiento de malla numérica adaptable (Anderson et al. 2006, Lehner et al. 2006), por el cual el
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dominio computacional es cubierto por una jerarquia dindmica o fija de las mallas numeéricas uniformes
de resoluciones diferentes.

La motivacion de esta tesis es doble, por un lado, la de hacer una contribucion al estudio del origen y
evolucién de oscilaciones en medios de alto niumero de Reynolds y por otro al desarrollo de herramientas

especificas para el tratamiento de este tipo de problemas.






Parte 1

Marco Teoérico






Estructura solar y herramientas de la teoria

de plasma

En este capitulo se describe brevemente la estructura fenomenolégica general
del Sol para luego caracterizar algunos aspectos de la corona solar que son
de importancia para la tesis. Se presentan conceptos basicos de la fisica del
plasma, se explica en qué consiste la aproximacién Magnetohidrodinamica
(MHD) y se presentan las ecuaciones a partir de las cuales se estudiaran los
problemas astrofisicos que se tratan numéricamente en capitulos posteriores.
Se mencionan algunos tépicos de la sismologia coronal. Esta introduccién al
tema esta basada en la bibliografia que se encuentra al final de este capitulo,
y no contiene material inédito relevante a la tesis pero se incluye para lograr

un tratamiento coherente del resto de la misma.

1.1. Estructura Solar

El Sol est4 compuesto principalmente por gases de hidrogeno (75 %) y helio (24 %), con una pequenia
proporcion de materia en forma de elementos pesados (1%). Este material se encuentra en su mayor
parte ionizado debido a las altas temperaturas desarrolladas en la estrella. La estructura del Sol consta
de dos partes principales: el interior solar, debajo de la superficie 6ptica; y la atmosfera solar, o la parte

directamente observable, ver figura 1.1.

El interior del Sol

Como la estructura interna del Sol no es accesible a la observaciéon directa, su conocimiento resulta de

teorias y constataciones empiricas indirectas. Los principales avances en este sentido se han dado dentro
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Fig. 1.1: Esquema de la estructura Solar (Adaptado de Wikipedia bajo la licencia Creative Commons).

del campo de la Heliosismologia que estudia las oscilaciones de ondas producidas en el interior solar del
que se discriminan tres zonas diferentes. En la figura 1.1 se presenta un esquema de dichas regiones.

La zona més interna, va desde el centro hasta una distancia de aproximadamente dos décimas del
radio solar y se la denomina nticleo. En esta region se produce permanentemente, por fusiéon nuclear, la
energia solar, que se utiliza para mantener la estrella en equilibrio mecanico, mientras que el sobrante
energético emerge a la superficie. Se estima que la materia proxima al centro del Sol tiene una temperatura
de 14 millones de grados Kelvin, con una densidad de 130gcm™3. El proceso termonuclear principal que
ocurre en el interior solar es la cadena de reacciones denominada ciclo protén—protéon. Mediante un
conjunto de reacciones nucleares basicas y decaimientos se produce la combinacién resultante de cuatro
ntucleos de hidrégeno, o protones, para formar un tnico ntucleo de helio. El defecto de masa de la reacciéon
resultante es de 0.7 % de la masa total de los cuatro protones originales. De esta forma la materia perdida
reaparece como energia transportada por fotones, de acuerdo con la relacién: E = Am c? = 4.2x 10 %erg.
Se distingue una segunda zona interior llamada zona radiativa o radiante, en la que la energia es
transportada hacia la superficie del Sol en forma de radiacion. Los fotones viajan a través del material,
siendo absorbidos y dispersados por sucesivas colisiones con la materia. En la regiéon interna superior el
transporte de calor por radiacién se vuelve inestable, debido al aumento del gradiente de temperatura
mas all& de un valor critico, dando lugar al transporte de energia por medio de movimiento macroscépico
turbulento del material caliente. Este material en contacto con la capa radiativa tiende a subir, mientras
que el material frio desciende. La energia es transportada por el movimiento turbulento de la materia,
y a la regién se la denomina zona convectiva. La zona radiativa se extiende desde dos décimas hasta
seis décimas del radio solar, mientras que la zona convectiva comienza a seis décimas y termina en ocho

décimas del radio del Sol. Al final de la zona radiativa comienza la superficie solar visible.

La fotosfera

La mayor parte de la energia solar que se recibe en la Tierra proviene de la fotosfera. Esta region

consta de una capa de plasma de unos 300km de espesor. La fotosfera emite un espectro continuo de
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radiacion electromagnética, el que puede aproximadamente modelarse como el espectro de un cuerpo
negro a una temperatura de 5700K. Las capas superiores de la fotosfera ademas de emitir, absorben
radiacion, produciendo el espectro de lineas de absorcion que se superpone al continuo de emisiéon solar.
La capa baja de la fotosfera estd compuesta por material parcialmente ionizado, en su mayor parte
de hidrégeno mientras que en las capas altas el hidrogeno es principalmente neutro. La densidad de la
fotosfera es aproximadamente de 10'® particulas por centimetro ciibico y la temperatura disminuye del
interior al exterior, desde los 8500K en su base hasta 4500K en su parte superior, siendo su temperatura

media alrededor de 5700K.

Cuando se observa con detenimiento mediante diversos filtros de banda espectral, la fotosfera presenta
un aspecto granulado, la superficie se revela cubierta por un sinntmero de pequenas celdas brillantes
separadas por delgadas lineas oscuras que indican el aumento local de intensidad del campo magnético.
Estas celdas, llamadas granulos tienen un tamano promedio de 2000km y son de vida media muy corta;
del orden de 10 minutos después de lo cual se desvanecen. El aspecto granular de la superficie solar
cambia de forma continua (ver imagen izquierda de la figura 1.2). Esta morfologia es una manifestacion
del transporte convectivo de la energia producida en el interior solar.

Las caracteristicas mas notables de la fotosfera son las llamadas manchas solares, enormes regiones
oscuras con tamanos de entre 1000 y 10000km que rotan con el Sol y cuyo ntimero aumenta y disminuye
siguiendo un ciclo de aproximadamente 11 afios (ver el panel derecho de la figura 1.2). Estas manchas son
regiones de campos magnéticos muy intensos, lo que impide la conveccién, causando que la temperatura
sea menor que el medio circundante. Una mancha solar consiste de un niicleo oscuro, la umbra, con una
temperatura de 4500K, rodeada por un borde filamentoso menos oscuro llamado penumbra, la zona entre
la umbra y la fotosfera. El didmetro de la umbra tiene entre 2000 y 20000km y el de la penumbra entre
4000 y 50000km (figura 1.2). La variabilidad en el ntimero de manchas esta relacionada con el ciclo de
actividad magnética y de la irradiancia solar (~ 22 y ~ 11 anos respectivamente) y es estudiada por la

teoria de dinamo.

La cromosfera

Antes de la invencion del corondgrafo, la cromosfera solo podia ser observada durante un eclipse
solar, cuando por unos breves instantes la fotosfera es ocultada por la Luna. Durante un eclipse, se ve el
Sol rodeado de un estrecho anillo de luz rojiza, la que es emitida desde una capa de la atmosfera solar
denominada cromosfera. Este término significa esfera de color, haciendo referencia al aspecto de esta
parte del Sol. En la figura 1.3 se presenta una fotografia tomada durante el eclipse solar del ano 1999.
Esta capa se localiza inmediatamente encima de la fotosfera y presenta un grosor muy variable, entre
los 1000 y 8000 kilémetros. En la parte inferior de la cromosfera, la temperatura es de unos 4500K y
sus primeros 3000 kilometros estan compuestos principalmente por adtomos neutros de hidrogeno, con
una densidad del orden de 10'2 particulas por centimetro ctibico. Alrededor de los 3000 kilometros de
altura, la temperatura empieza a subir rdpidamente, alcanzando un valor de un millén de grados Kelvin.
A esta altura la densidad ha bajado hasta unas 10° particulas por centimetro ciibico y todo el material

se presenta ionizado. Esta region es la parte mas alta de la cromosfera y se la denomina region de
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Fig. 1.2: Panel izquierdo: Primer plano de una mancha solar tomado por Woger, Berst y Komsa con el
Telescopio Solar Dunn. Puede observarse las diferentes partes una mancha solar, la parte central oscura es
la umbra, el anillo que la rodea se denomina penumbra. En la superficie también son visibles los granulos
burbujeantes, con tamanos que rondan los 1000km de didmetro. Puede apreciarse ademas pequenas
regiones brillantes llamadas féculas. El tamano de la imagen corresponde a tres radios terrestres. Panel
derecho: Imagen tomada por el observatorio SDO-NASA (Solar Dynamics Observatory) el 13 de enero
del 2013. Las manchas solares pueden apreciarse como regiones oscuras. El tamano de las manchas es
comparable al diAmetro terrestre.

Fig. 1.3: Eclipse Solar del afio 1999. La imagen fue tomada por el fotografo Luc Viatour (www. Lucniz.be)
en Francia. Puede apreciarse la cromosfera solar como una capa atmosférica circundante de color rojizo.
La fotosfera es completamente ocultada por la Luna.

transicion.

La corona solar

La corona solar es una regién de muy alta temperatura (mayor a 10°K) que se extiende hasta mas
alla de los doce radios solares. La descripcion y la importancia relativa de los mecanismos que hacen

posible el calentamiento coronal es todavia hoy un problema abierto de la fisica solar. Hay consenso,
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sin embargo, en que la fuente de calentamiento es la energia magnética y los diferentes mecanismos son
aquellos que transforman esta energia en calor.

Debido a las altas temperaturas, el hidrégeno atémico de la corona esta totalmente ionizado y, como
todas las otras regiones, el estado de la materia es el de plasma (ver seccion 1.2). La baja corona, definida
como la region entre uno y dos radios solares (denotaremos con R a dicho radio) es un medio altamente
estructurado e inhomogéneo. Esto se debe a que la dindmica del plasma y su topolgia es controlada
por el campo magnético. Encontramos innumerables estructuras cerradas y filamentosas llamadas arcos
magnéticos con plasma fluyendo a lo largo de las lineas de campo causando emision brillante, siendo las
regiones activas aquellas zonas donde la intensidad del campo magnético es mayor. Estas estructuras
pueden verse en la figura 1.4. En la alta corona las lineas de campo son abiertas, la emisién es menor
y el plasma fluye como viento solar. En la figura 1.7b) se esquematizan las regiones de lineas de campo
magnético abiertas y cerradas en la corona solar. Las lineas abiertas que salen de los agujeros coronales
en los polos son la fuente del denominado viento solar rapido (~ 800kms~!), mientras que las lineas
abiertas, cercanas a la zona del ecuador solar, resultan de la “apertura” de lineas cerradas debido a
inestabilidades. Estas lineas de campo se indican en la zona gris de la figura 1.7b). Por encima de un R
el confinamiento del plasma se vuelve débil, la presion del gas aumenta y la presion magnética disminuye;
aparecen inestabilidades y ondas que drenan energia, se generan procesos de reconexion, lo que hace que
las estructuras magnéticas cerradas no sean ya posibles. Este proceso es el responsable de lo que se conoce
como viento solar lento (con velocidades que rondan los 400kms~1). Las estructuras de la baja corona
se detectan fundamentalmente debido a la emisién en rayos X blandos y en el extremo ultravioleta que
trazan el campo magnético, dado que la emisiéon también resulta estructurada por el campo.

En la figura 1.5 se grafican la densidad de particulas (part/cm?®) y la temperatura en funcion de la
altura en la atmosfera, desde la fotosfera. En la zona de transicion la densidad disminuye y la temperatura

aumenta, ambas en forma abrupta. El aumento en la temperatura refleja el calentamiento de la corona.

1.2. Concepto de plasma

Se denomina plasma a un gas o conjunto de particulas libres, cargadas y cuasineutral en el que se dan
comportamientos colectivos. En un plasma las desviaciones de la neutralidad de carga son generalmente
microscopicas y el comportamiento colectivo se debe a que las particulas se vinculan a través de fuerzas
de largo alcance, como la fuerza de Lorentz, aunque también lo hacen a través de colisiones. Se entiende
éstas ultimas (colisiones a secas) como aquellas colisiones que se producen entre particulas cercanas entre
si, generandose un gran angulo de deflexién. En estos casos se considera que la interaccion es binaria
y la accién de otras particulas no la afecta apreciablemente.! Asimismo, los plasmas pueden contener
cierta fraccion de particulas neutras (las que interactian entre si y con las particulas cargadas mediante

colisiones). La cuasineutralidad de los plasmas implica que

Ny — Ne
ni~ne=n con ——— K1
n

LEl papel de las colisiones a secas y las colisiones colectivas queda claro en el tratamiento a nivel cinético, a partir
del lugar que ocupan en la ecuacién de Maxwell-Boltzamnn. El comportamiento colectivo es expresado por los campos
electromagnéticos y las colisiones deben agregarse como un término adicional ad-hoc.
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Fig. 1.4: Arco coronal tipico tomado por el telescopio espacial TRACE (Transition Region And Coronal
Ezxplorer).
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Fig. 1.5: Esquema: variaciéon de densidad y temperatura con la altura de la atmosfera solar. En linea
delgada solida se muestra la variacion de la densidad numérica de electrones n., en linea gruesa sélida la
densidad del hidrégeno neutro ng, y en linea a trazos la temperatura Te.
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Fig. 1.6: Se esquematiza la ubicacién de distintos plasmas en funcién de la temperatura y la densidad
electronica, tanto para plasmas que se encuentran en la naturaleza, como artificiales (el caso de la maquina
de fusion). Puede verse como la fisica de los plasmas se expande en un rango de 10 6rdenes de magnitud
en temperatura electronica (ordenadas) y 35 érdenes de magnitud en densidad de electrones (abscisas).
Se muestran ademés las longitudes de Debye caracteristicas Ap y el nimero de particulas contenidas
dentro de la esfera de Debye, Np.

donde n; y n. son la densidad numérica de particulas de iones y electrones respectivamente, y n es la
densidad numérica de particulas totales del plasma. Algunos ejemplos de plasma son: la ionosfera de la
Tierra, el medio interestelar, nubes moleculares en general, la atmosfera solar, asi como las atmosferas
de otras estrellas, cometas, discos de acreciéon alrededor de estrellas, pulsares y su magnetosfera, jets en
galaxias activas, etc. En la figura 1.6 se muestra un esquema de la ubicacién de distintos plasmas en
un mapa de densidad electrénica y temperatura. Notar que la escala de densidad cubre 35 6rdenes de

magnitud y la de temperatura unos 10 6rdenes.

Parametros del plasma

Frecuencia de plasma y longitud de Debye

La frecuencia de plasma es la escala temporal mas fundamental de los plasmas y determina sus

tiempos caracteristicos. Se define como:

ne?

w -
b €ome

donde €y denota la permeabilidad eléctrica del vacio. De esta definicion resulta evidente que se obtiene
una frecuencia diferente para cada especie, sin embargo la frecuencia electrénica es la mas importante y
se la denomina como “frecuencia de plasma”. Dado que el plasma es estadisticamente neutro, pequenos

apartamientos de la cuasineutralidad generardn pequenos campos eléctricos debidos al desbalance de
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cargas. La fuerza restitutiva generada por dicho campo conlleva oscilaciones electrostaticas espontaneas
que ocurren a la frecuencia de plasma w,. Dado que los electrones se mueven mucho mas rapidamente
que los iones, estos son los responsables fundamentales de la oscilacion.

Asi como la frecuencia del plasma define una escala temporal fundamental, la longitud de Debye
define la escala espacial significativa para la descripciéon de un plasma. Se define como la longitud por
debajo de la cual son esperables apartamientos significativos de carga. La expresion de la longitud de
Debye puede obtenerse como la distancia recorrida, denotada con A\p, por una particula de plasma que se

mueve con velocidad térmica v; durante un tiempo tipico 7,, correspondiente a la inversa de la frecuencia

T el
Ap = =4/— L Ap=4/—,
D=ty mr b ne?

de plasma:

donde se utiliz6

para denotar la temperatura cinética medida en unidades de energia, suponiendo que tanto los iones como
los electrones estan caracterizados por la misma temperatura T.2 Tanto n como T son funciones de la

posicién en el plasma. Notese que la velocidad térmica de los iones es usualmente mucho menor que la

me
Vti ~ A ——Vte »
m;

por lo que en primera aproximacion es correcto pensar, que en un plasma los iones estan “fijos” y los

de los electrones,

electrones son moviles. Cabe destacar que la longitud de Debye no depende de la especie. Asimismo, puede
deducirse que esta longitud es también la distancia a la que cargas de un mismo signo, son apantalladas
por cargas de signo opuesto. Noétese que las oscilaciones del plasma podréan observarse si el plasma es
estudiado en periodos 7 mayores que el periodo del plasma 7, = 1/w,, y si las acciones externas cambian
al sistema a frecuencias no mayores que la frecuencia de plasma w,. Si esto no ocurre, el sistema en
estudio no puede ser considerado un plasma (e.g., reacciones nucleares). Tanto Ap como w,, representan

el limite, espacial y temporal, para el comportamiento colectivo del plasma.

Parametro de plasma A

A partir de la definicion de la densidad numérica de particulas n, resulta natural definir la distancia
media entre particulas como:

rg=n"43. (1.1)

Por otro lado, si se considera la energia debida a la interaccién coulombiana de un par de cargas en el

plasma:
1 e?
U = —mv? —
(r) 2mv Amegr’

podemos definir la distancia de maximo acercamiento r. como la distancia obtenida a partir de suponer

que la energia de Coulomb U (r,v) de una particula cargada en el campo electrostatico de la otra se anula.

2Un Joule es equivalente a 6.24 x 1018eV; 1eV= 1.6 x 10~ 19]J= 11600K/kp donde kg es la constante de Boltzmann.
Esto significa que 1eV equivale ~ 10%K.
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En otras palabras definimos r. como U(r.,v;) = 0, y por lo tanto:

62

dmegT

(1.2)

Consideremos la relacion r4/r.. Cuando esta razon es pequenia las particulas cargadas son dominadas
por la influencia electrostatica de las otras en forma mas o menos continua y la energia cinética de las
mismas es pequena comparada con la energia potencial de interaccién. Luego se dice que el plasma esta
fuertemente acoplado. En el otro extremo, cuando el cociente es grande las interacciones electrostaticas
fuertes entre particulas individuales son eventos raros. Tales interacciones raramente ocasionan cambios
abruptos en el movimiento. A este tipo de plasma se le denomina plasma débilmente acoplado. Un plasma
fuertemente acoplado tiene mas puntos en contacto con un liquido que un plasma convencional débilmente
acoplado.

Establecido ya el concepto de acoplamiento de un plasma podemos proceder con el objetivo de esta
subseccion, la definicion del parametro de plasma A, el cual nos va a servir para discriminar los plasmas

segln su acoplamiento:

A =4mn) . (1.3)

De esta definicion puede verse que este parametro resulta adimensional. La cantidad de particulas Np
dadas dentro de una esfera de Debye, se obtiene de un tercio de esta expresion. Asimismo A es igual, con
la excepcion de un factor 1/3, al ntumero tipico de particulas contenido dentro de una esfera de Debye.
Las ecuaciones (1.1), (1.2) y (1.3) pueden combinarse para obtener esta expresion en términos de los

parametros introducidos en el parrafo anterior:

A

1 [rq 8/2 _ 47re(3)/2T3/2
T Ar T e3pl/2

re

Puede verse de esta tltima expresion que si A > 1 la esfera contiene una gran cantidad de particulas,
y por lo tanto este caso corresponde al de un plasma débilmente acoplado. En otras palabras, la condicién
A > 1 puede obtenerse si la distancia media entre particulas es mucho mayor que la distancia de méaximo
acercamiento, o bien si la energia cinética de las particulas es mucho mayor que la energia electrostatica.
De la misma manera si A < 1, la esfera tiene pocas particulas, el acoplamiento es fuerte y la distancia
media entre particulas es menor que la de maximo acercamiento. De modo que los plasmas fuertemente
acoplados son densos y frios, mientras que los débilmente acoplados son calientes y poco densos. Ejemplos
de los primeros son los laseres de ablacion (son muy frios, tienen temperaturas muy cercanas a la energfa
de ionizacion), los plasmas asociados a los arcos de descargas o los plasmas asociados a las atmosferas de
objetos colapsados como enanas blancas o estrellas de neutrones. Podemos mencionar como ejemplos de
plasmas débilmente acoplados, calientes y poco densos, a los plasmas ionosféricos, espaciales, astrofisicos
o los plasmas de fusién. En esta tesis se trabaja con plasmas no colisionales y débilmente acoplados.

En sintesis, el comportamiento caracteristicamente colectivo de los plasmas es solamente observado
para escalas de tiempos mayores a los periodos del plasma, y en escalas de longitud mayores que la
longitud de Debye. El caréicter estadistico del comportamiento del plasma es controlado por el pardmetro

de plasma A. Los parametros wy,, Ap y /A son los parametros basicos de un plasma.
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Plasmas magnetizados

Un plasma magnetizado es aquel en que la intensidad del campo magnético es suficientemente grande
como para alterar la trayectoria de las particulas. En particular, los plasmas magnetizados son anisétropos,
responden en forma diferente a las fuerzas paralelas y perpendiculares al campo magnético.

Como es sabido, las particulas cargadas responden a la fuerza de Lorentz:
F= qU X B,

moviéndose libremente en la direcciéon del campo magnético y ejecutando un movimiento circular en
orbitas de Larmor en el plano perpendicular al campo. A medida que la intensidad del campo aumenta,
las 6rbitas resultantes se vuelven mas cercanas a las lineas de campo, haciendo que las particulas se
vuelvan més atadas a las lineas.

El radio de Larmor tipico, o giro-radio, de una particula cargada girando en un campo magnético es

vy
0 ﬁ ’

donde 2 = eB/m es la frecuencia de ciclotron asociada al giro circundante de la linea, y v, es la
componente de la velocidad, perpendicular a dicho campo. Hay un giro-radio diferente para cada especie.

Cuando las temperaturas de las especies son comparables, la frecuencia de ciclotron de los electrones es

significativamente menor que la de los iones, de esta forma:

Me [me
2. = —12, Qe ~ [ —0i -
m; m;
1dB

. . . . . -1
Un plasma se dice magnetizado si su longitud caracteristica L (con L ~ ( 3 W) ) es grande comparada
con el giro-radio. En el limite opuesto ¢ > L, las particulas cargadas tienen trayectorias esencialmente
lineales. Por lo tanto la habilidad del campo magnético para afectar significativamente las trayectorias

de las particulas puede medirse mediante el parametro de magnetizacion 9:

o
0= —.
L
Existen algunos casos de interés en los cuales los electrones se presentan magnetizados mientras que los

iones no. No obstante por convencién, al referirse a un plasma magnetizado, este término implica que

ambas especies, iones y electrones, se hallan magnetizadas. Esto tltimo generalmente se alcanza cuando:

&; <1.

0
L
Parametro beta del plasma

Como vimos en la seccion anterior, el pardmetro fundamental que da cuenta de un plasma magnetizado

es el parametro 6. La medida del efecto inverso es el parametro 5 y se define como la razon de la densidad de
. . , Pl 2 ., . L3 24t

energia térmica n1 con la densidad de energia magnética 213% (también denominada presion magnética).

Convencionalmente se identifica la densidad de energia del plasma con la presion:

p=nT, (1.4)
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Fig. 1.7: a) Diferentes valores del parametro /5 en la atmésfera solar. b) Esquema de las lineas de campo
magnético en la atmosfera solar.

como en un gas ideal, con la temperatura en unidades de energia, y se define un valor de 35 para cada

especie de plasma. Por lo tanto:

2M0ps
Bs=—p5 - (1.5)
El valor total de 3 resulta
ﬂ = Esﬁs . (16)

En los casos en que se puede despreciar la disipacion (viscosa y Joule), el teorema de Alfvén nos
asegura que el campo magnético y el fluido son solidarios. Es decir que las particulas cargadas so6lo
pueden moverse a lo largo de las lineas de campo; el movimiento transversal a las mismas es fuertemente
inhibido. Esto es algo que ocurre a lo largo de toda la atmosfera solar y se dice que el campo y el plasma
estan congelados. En la fig. 1.7a) se muestra la dependencia del parametro 8 con la altura en la atmosfera.
Desde los valores fotosféricos y cromostéricos pasando por la baja corona hasta la alta corona. Notese
que so6lo en la baja corona el valor de < 1 y en todos los otros casos 5 > 1. Debido al congelamiento
entre el plasma y el campo, es decir en el caso en que 8 < 1, la presiéon magnética es mayor que la presion
del gas y por lo tanto la dindmica es gobernada por el campo magnético. En cambio, cuando g > 1 la
dindmica es gobernada por el fluido debido a que la presion del gas es mayor. La figura 1.7b) muestra
esquematicamente las lineas de campo en la corona solar. Como se ve s6lo en la baja corona las lineas
son cerradas y esto es debido a que el campo domina la dinamica del plasma. Mas all4 de un radio solar
las lineas de campo son abiertas debido a que el plasma gobierna la dinamica. En los paneles izquierdo y
derecho de la figura 1.8 se muestran las imagenes de la cromosfera y la baja corona solar respectivamente,
cuyas morfologias magnéticas son una consecuencia directa del cambio del pardmetro 5. En la cromosfera
la dindmica es dominada por el movimiento del plasma, por lo que la imagen resulta homogénea y sin
estructura. Por el contrario, en el caso en que la dindmica es gobernada por el campo magnético, se ve
como tanto el plasma como la emision del plasma son estructurados por el campo. Al parametro 3 se lo

conoce también como parametro de estructuracion del plasma.
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Fig. 1.8: Imagen de la cromosfera (izquierda) y de la baja corona solar (derecha). Se pone de manifiesto
el cambio determinado por la variacion del parametro . (Imagenes de SDO-NASA).

1.3. Ecuaciones Magnetohidrodinidmicas

La descripcién fisica de un sistema hidrodinamico se realiza mediante las leyes de conservaciéon para
la masa (o densidad de masa, p), la densidad de momento (pv), y la densidad de energia del fluido
(e). Este conjunto de leyes son las ecuaciones de Euler para fluidos no viscosos, o las de Navier—Stokes
para un fluido viscoso. En el caso de un fluido conductor, las ecuaciones de Euler se acoplan con las
ecuaciones de Maxwell, las cuales describen la evoluciéon del campo electromagnético. Este acoplamiento
nos permite tratar al plasma como un fluido simple conductor, al més bajo nivel de aproximacion de la
Magnetohidrodinamica (MHD en adelante) ideal. El nivel alto de aproximacion es el de la MHD resistiva,

en la que mantenemos el término de difusién en la ecuaciéon de induccién.

Aproximacion MHD ideal

En la aproximacion MHD el plasma es tratado como un gas magnetizado conductor de corriente y
eléctricamente neutro. Muchos de los aspectos fisicos que caracterizan al plasma se pierden, sin embargo,
la descripcién es una buena primera aproximacién para muchos problemas en los que los procesos son
lentos, es decir en los que las frecuencias son mucho menores que la frecuencia de plasma. La teoria de
un fluido (MHD) describe un plasma en términos de promedios macroscopicos, es decir, como funciones
de posicion y tiempo. Para que esta aproximacion sea valida, el tamano, la duracién, la densidad y la
intensidad del campo magnético deben ser tales que el comportamiento de fluido pueda representarse
promediando los fenémenos microscopicos. La escala de tiempo debe ser mayor que el inverso de la
frecuencia ciclotronica, y la escala espacial debe ser mayor que el radio ciclotréonico. Ademés no se toman
en cuenta los efectos de separacion de cargas y la diferencia entre las temperaturas de electrones e iones.

Las ecuaciones son las siguientes:
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= Las ecuaciones de Maxwell®

. 9B
VxE=-"> (1.7)
V-B=0 (1.8)
V x B = pyJ (1.9)

donde se suponen variaciones pequenas en el tiempo (bajas frecuencias) a fin de que se pueda

despreciar el término de la corriente de desplazamiento, 0—12%?, en la ley de Ampere (1.9).
= La ley de Ohm resistiva:
1 = — = —
—J=E+7xB. (1.10)
o
El limite difusivo corresponde a o — co.
= Ecuacion de continuidad:
0
P LV (pi) =0 (1.11)

ot
que describe la conservacion de la masa.

= La ecuacion de balance de las fuerzas por unidad de volumen o de conservacién del momento:

—

P = _Vp+Jx B (1.12)
dt
donde % = % + @+ V. El termino J x B es la fuerza de Lorentz (por unidad de volumen y despre-

ciando el campo eléctrico), debida a la presencia del campo magnético.

Este término puede escribirse como:

. oL 1 L
Fp=JxB=—(VxB)xB=V-T (1.13)
Ho
donde T es el tensor de los esfuerzos de Maxwell:
1 =~ B?
T=—BB - —1I. (1.14)
Ho 210

El primer término representa a la tensiéon magnética, que se opone a la deformacion de las lineas de
campo, y el segundo término representa la presiéon magnética, que tiende a crear una distribucion

uniforme de campo magnético.

= La ecuaciéon de conservacion de la densidad de energia:

%+v.[a(e+p)}=f-ﬁ (1.15)

donde el término J - F representa la tasa de calor producida por la corriente 6hmica.
3La ecuacién V - E = pe/€o queda desacoplada de las demds ecuaciones. A escalas grandes se desprecian los efectos

espaciales de las cargas, en la pequena, el campo eléctrico no se puede despreciar dado que es el responsable de sostener la
cuasineutralidad.
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Las ecuaciones (1.7)-(1.15) representan el sistema de ecuaciones de la MHD resistiva.

Se puede eliminar el campo eléctrico E de la ley de Faraday (1.7) utilizando la ley de Ohm resistiva

(1.10) y la ley de Ampeére (1.9), obteniendo:

0B o 1 .
— = U X B) — — B). 1.16
5 V x (¥ x B) VX(MOUVX ) (1.16)
Recordando que la resistividad magnética esta definida por:
1
= 1.17
=g (1.17)

esta ecuacion se puede escribir (si n es constante) como:
OB ﬂ .
o =V * (7 x B) +nV*B. (1.18)
El campo magnético tiende a moverse rigidamente con el fluido (por el primer término a la derecha en
esta ecuacion), y a difundirse (por el segundo término). Se puede estimar la importancia de la resistividad

comparando los dos términos, y obteniendo el nimero de Reynolds magnético:

_ Vx(@xB) L WB Lv
nV2B L=2nB  n

Por otro lado, la escala de tiempo tipica de disipacion difusiva se encuentra considerando soélo el término

Ry (1.19)

difusivo:

OB - B 1B L2
— =1nV®B = — &~ = ~—
at t L2 T 7

donde L es la escala tipica de variacion del campo magnético. Si la resistividad es despreciable, esta

(1.20)

ecuacion se reduce a:

OB q L
Esz(ﬁ’xB):—V-(U — BY). (1.21)
Integrando el término izquierdo sobre una cierta superficie A, y utilizando el teorema de Stokes, se obtiene
la derivada parcial del flujo magnético & = [, B-idA. Esta ecuacion representa la conservacion del flujo
del campo magnético, o el hecho de que el campo magnético esta congelado con el fluido en la teoria
MHD, mas conocido como Teorema de Alfvén. Se puede ademas reescribir la ecuaciéon de conservacion

de la energfa, utilizando la ley de Ampére (1.9), como:

Oe . B 1 R L = ~
5tV et pl= (B(v.B) —(v-B)V~B> (1.22)
y la ley de conservacion del momento (1.12) como:
dv 1 .. L
por =—Vp+— (V- (BB) -V (B*/2) 1- B(VE)). (1.23)
dt Ho

Las ecuaciones de la MHD es su forma adimensional se pueden escribir:

p pu
i 56+ 1 (p+ B%/2) — BB
L R R (pq q/) — o (1.24)
B B — Bv
e (e+p+ B2/2)7 — B(7- B)
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donde I es la matriz identidad. Estas ecuaciones estan escritas en forma de ley de conservacion.
El sistema de ocho ecuaciones esta expresado como funciéon de ocho variables: la densidad p, las
velocidades ¥ (o los momentos p¥), los campos magnéticos B y la presion p o la energia e por unidad de

volumen definida como:
2
e=cyp+ 1pv2 + B— (1.25)
2 2
con cy es el calor especifico a volumen constante. En esta ecuacién se supone que no hay pérdidas de
energia por radiacién, es decir se asume adiabaticidad. Ademaés, si se desea conocer la temperatura se
necesita una ecuacion de estado, por ejemplo la del gas ideal.
En los problemas que se estudian en esta tesis asumimos que la presion y la tension magnética pueden

describirse por escalares y que el flujo de calor es despreciable.

1.4. Ondas MHD

En un gas encontramos ondas de sonido que son perturbaciones longitudinales no dispersivas, que se
propagan en todas direcciones a la velocidad del sonido sin deformarse. La fuerza restitutiva de estas

perturbaciones es el gradiente de presion y la relacion de dispersion es

w? =%k, con = o (1.26)

Po
de modo que las ondas se propagan en todas direcciones con velocidad de fase c;, la velocidad del sonido.
En un plasma hay varios tipos de ondas, en particular si despreciamos la gravedad, las ondas MHD
resultan ser perturbaciones del campo de velocidades, la densidad, la presién y el campo magnético.
Cada tipo de onda tiene asociada su correspondiente relacion de dispersion y es producida por una fuerza
restitutiva. Las ondas magnéticas son de dos tipos, las de Alfvén de corte, que son ondas transversales

dispersivas en las que la tensién magnética es la fuerza restitutiva y cuya relaciéon de dispersion es

—

Bg
v/ 140 P0

donde 6 es el angulo entre B, y la direccion de propagacion. El vector ¥4 es la velocidad de Alfvén y

—

w=*tkvgcos(f), con Ty4=

(1.27)

las ondas son incompresibles: la densidad y la presion no son perturbadas. Entre las ondas magnéticas
encontramos también a las ondas de Alfvén compresionales que son ondas no dispersivas. Cuando la
propagacion es paralela al campo no perturbado estas ondas son longitudinales: la perturbacién del
campo de velocidades es paralelo al vector de onda E, la presion magnética es en este caso la fuerza

restitutiva. La relacién de dispersion resulta
w = tkvga. (1.28)

Las ondas magnetoactsticas son de tres tipos, las lentas, las rapidas y las ondas de Alfvén de corte
que son una solucién particular de las relacion de dispersion de estas ondas. Las fuerzas que intervienen
en la ecuaciéon de momento para estas ondas son el gradiente de presiones y la fuerza de Lorentz. La

relacion de dispersion para el caso general resulta

2 2 2
w?_vhte,

1
i 3 \/(UE1 +¢2)? — 4v% 2 cos?(0). (1.29)
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Fig. 1.9: Velocidad de fase de las ondas magnetoacusticas.

La figura 1.9 muestra la velocidad de fase v; = w/k de las ondas magnetoactsticas para distintos angulos
0 entre el campo sin perturbar EO, y el vector de onda k. La velocidad maxima Uma S€ alcanza cuando 0 =
90°. La velocidad de fase de las ondas de Alfvén se encuentra entre la de la magnetoacustica lenta (vy, 1)
y larapida (vs g). Si comparamos estas ondas con las magnéticas y las ondas de sonido, en el caso en que
va < ¢s 0 8> 1 (ejemplo de la cromosfera y fotosfera) que corresponde a la situacion en la que la presion
magnética es menor que la presion del gas, la onda acustica se transforma convirtiéndose en una onda
magnetoactstica rapida, mientras que la onda magnética compresiva se convierte a la magnetoactstica
lenta (panel derecho fig. 1.9). Si vg > ¢s 0 8 < 1 (ejemplo de la baja corona) que corresponde al caso en
que la presién magnética es mayor que la presion del gas, la onda magnética de compresién se transforma
dando lugar a la magnetoactstica rapida y aparece en lugar de la onda de sonido la magnetoacustica
lenta (panel izquierdo fig. 1.9). Si v4 ~ ¢s no es posible distinguir si las ondas rapidas y lentas provienen

de la del sonido modificada o de la de Alfvén de compresion modificada.

Las ecuaciones MHD son muy diferentes a las ondas electromagnéticas obtenidas a partir de las
ecuaciones de Maxwell; estas tltimas se obtienen a partir de las ecuaciones de Maxwell en vacio, es
decir considerando nulas las fuentes (g; 7) de cargas y corrientes. Dado que en la MHD se desprecia la
corriente de desplazamiento es claro que estas ondas electromagnéticas, no estaran presentes en dicha

aproximacion.
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1.5. Ondas de choque

Choque hidrodinamico

Las ondas de pequena amplitud se propagan conservando su forma, en cambio cuando la amplitud es
finita el perfil puede distorsionarse y es posible que la cresta de la onda viaje a mayor velocidad que la
base haciendo que el perfil se empine. En esta circunstancia el gradiente se vuelve tan importante que
la disipacion deja de ser despreciable y es posible obtener una onda de choque estacionaria en la que se
balancean los efectos de los términos difusivos con los de los términos convectivos no-lineales que generan
el empinamiento de la onda. En este caso la disipacién interna al frente de choque convierte gradualmente
la energia transportada detras del choque en calor. El efecto de la onda de choque es comprimir y calentar
el gas a su paso. Para dar cuenta de la dinamica de una onda de choque, se plantean las ecuaciones de
continuidad, momento y energia en el sistema fijo a la onda, modelada como una discontinuidad plana
que se mueve con velocidad de componente U en la direccién transversal al choque en un gas en reposo.
La condiciéon de homogeneidad del medio y de estacionariedad dindmica no son tan restrictivas como
puede parecer en primera instancia debido a que inhomogeneidades en el medio y no estacionariedades en
la dinamica tienen en general tiempos y longitudes caracteristicas mucho mayores que la dinamica rapida
y localizada de las ondas de choque. La onda acelera al gas chocado hasta que alcance una velocidad
de componente Us en la misma direccion, como se esquematiza en la figura 1.10a). En un sistema de
referencia que se mueve con el choque, el fluido adelante tendra velocidad v; = U, densidad p; y presion
p1 mientras que las variables correspondientes detréas del choque resultan vy = U — Us, ps v p2; ver figura
1.10b). Las ecuaciones de conservacion: continuidad, energia y momento se expresan en términos de estas

variables resultando:

P1U1 = pP2U2

P1Vi + p1 = p2v3 + o

1 1
1 Yp1 o2y P
p2(y —1)

2T -y T 2
donde se ha utilizado que e = p/((y—1)p) como la expresion de la energia interna para cada medio. Estas
ecuaciones permiten obtener las cantidades detras del choque en funcién de las de delante del choque a
las que se denomina relaciones de Rankine-Hugoniot. Utilizando ademas la condicién de que la entropia

debe aumentar debido a la segunda ley de la termodinamica para un sistema aislado
p
sg > 81, donde s=cylog (7> + cte
p

y definiendo
_ v; V;

M; = S — (1.30)
Csi \/Pi/ pi
como el niumero de Mach del medio 7, se concluye

= g < Uy

= py > p1: la onda de choque comprime el gas;
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Fig. 1.10: Esquema del choque hidrodinamico.

M; > 1: el fluido entra en la onda de choque con velocidad supersénica. Volviendo al sistema de
referencia en el que el fluido del medio 1 estd en reposo, la velocidad de la onda de choque es

supersonica;

My < 1: el fluido sale de la onda de choque con velocidad subsonica en el sistema de referencia en

el que el frente esté en reposo;
p2 > p1: la presion del gas aumenta al pasar la onda;
Ty > Ti: la temperatura también aumenta al pasar la onda de choque.

A medida que M; crece de uno a infinito, pa/p1 crece sin limite pero la compresion ps/p; es limitada,
dado que
1
<2 0oy

P1 y—-17
El dltimo valor se obtiene para valores de v = 5/3 que es el valor que corresponde para los casos

de interés de esta tesis.

Choque magnético transversal

Se dice que el choque es transversal cuando el campo de induccién magnético, en ambos medios, es

paralelo al frente de onda. En un sistema de referencia en el que el frente esta en reposo, vy L B, y

vg L EQ; ver figura 1.11. En este caso se relacionan las cantidades detras del choque en funcion de las

de delante del choque (p2, p2, v2 ¥y ég con pi, p1, V1 y él) a partir de las ecuaciones de conservacion

de masa, momento y energia a las que se agrega la ecuacion de inducciéon magnética. Introduciendo la

notaciéon

fl=fa—h

se obtienen las ecuaciones de Rankine-Hugoniot para el choque transversal

[pv] =0 (1.31)
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Atras Adelante

Va Vi

Fig. 1.11: Esquema del choque magnético transversal.

2 B?
v +p+—| =0 1.32
[p P 2#0] (1.52)
ot et g ot (v g, ) o
—pv° 4+ pe+ — | v+ +— vl =0 1.33
[<2p P 2 P 9, (1.33)
[vB] =0 (1.34)

donde se han agregado la presiéon magnética y la densidad de energia magnética. La ultima expresion se

obtiene de la ecuacién de induccién magnética para el caso estacionario. Utilizando la notacién

1 B
£= P2 e obtiene 2 = - y 2 = . (1.35)

p1 v € By
Resolviendo las ecuaciones para el caso transversal se concluye que:

= el choque es compresivo v < v, con & > 1;

= pg > pp : la onda de choque comprime el gas;

el efecto del campo magnético es reducir £ por debajo de su valor hidrodinamico;

= la velocidad del choque (v1) debe exceder la velocidad de la onda magnetoacustica rapida m ,
= la compresion magnética es limitada dado que

By ~v+1

1< =< ——=54
Bl ’7—1N

donde v =5/3.

1.6. Nocién de reconexién magnética

La ecuaciéon de induccién magnética

— =V x (7x B)+nV2B (1.36)
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Fig. 1.12: Fulguracién solar. Fuente: NASA

muestra que el campo magnético cambia debido a la conveccion y a la difusion. La escala temporal
de difusién puede extrapolarse de esta ecuaciéon dando: 7y = L%, donde L es una longitud astrofisica
caracteristica del problema en estudio. Esta cantidad es generalmente un tiempo muy largo para las
escalas astrofisicas, de modo que en muchos de estos casos el término difusivo en la ecuaciéon de induccién
es despreciable. Es asf que el nimero de Reynolds magnético (R, equivalente al término convectivo sobre
el difusivo de la ecuacion de induccion) es mucho mayor que uno para las escalas globales de la mayoria
de los casos astrofisicos. En estas circunstancias el teorema de Alfvén muestra que el campo y el plasma

son solidarios o estan “congelados”.

En el Sol y en muchas otras estrellas se producen fenémenos como fulguraciones en los que se libera una
gran cantidad de energfa en tiempos muy breves (Figura 1.12). La magnitud de la energia involucrada
indica que ésta sb6lo puede ser almacenada en el campo magnético coronal. Pero surge el interrogante
acerca de como es liberada y transmitida al plasma en forma de calor y energia cinética. Si se considera
una fulguracién tipica con una longitud caracteristica de L = 10%*km, la difusividad de la corona es
n = 1/ouy ~ 10*cm? s7! se obtiene un tiempo de difusion 74 = oo L? ~ 10™seg, que es muy diferente
al tiempo caracteristico de una fulguracion < 102seg.

Cuando localmente el gradiente del campo se hace grande, el producto del término difusivo nv2§ (n
es un valor pequenio debido a la alta conductividad de los plasmas) puede volverse finito y el teorema
de Alfvén deja de ser valido. Esto ocurre en regiones donde el campo magnético varia muy rapidamente
en la coordenada espacial, de modo que la densidad de corriente eléctrica es muy alta. Estas regiones
localizadas pueden ser, por ejemplo, hojas de corrientes o filamentos magnéticos. Se pueden formar por
inestabilidad de un plasma en equilibrio estatico o por movimientos del plasma que ponga en contacto
regiones topologicamente diferentes. Un ejemplo del primer caso es un punto neutro X, que esta en
equilibrio inestable y que evoluciona de la forma que muestra la figura 1.13a)-c). La zona marcada en
grueso es una region de alta densidad de corriente dado que en una distancia corta hay una gran variacion

de la componente tangencial del B.

La segunda situacion (ver figura 1.14 izq. y der.) resulta por ejemplo, cuando se tienen dos estructuras

magnéticas topologicamente distintas y cuyas lineas de campo surgen de la fotosfera (las bases o footpoints
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(a)

.

Fig. 1.13: Esquema de las lineas de campo para la inestabilidad de un punto neutro.

B\ zh

Fig. 1.14: Esquema de lineas de campo magnético para una reconexién inducida por el movimiento
forzado desde las bases.

estan anclados o atados (line-tied) a la fotosfera). Recordar que el parametro 8 cambia de mayor que
uno (domina el fluido al campo) a menor que uno (domina el campo al fluido) al pasar de la fotosfera
a la corona. Los movimientos que se producen desde las bases pueden inducir el acercamiento de las

estructuras formandose una hoja de corriente en la regién de contacto coronal.

En las hojas de corriente, al ser la densidad de corriente muy grande, no se puede despreciar el
término de difusion en la ecuacion de induccién y por lo tanto no se tendré congelamiento de las lineas y
el plasma; el plasma se puede mover perpendicularmente a las lineas sin arrastrarlas y se dice que ocurre
la reconexion. Parte de la energia magnética se transforma en energia cinética y térmica y puede haber
aceleracion de particulas cargadas a velocidades no térmicas. Al ser la longitud caracteristica de la zona de
difusién en la hoja de corriente mucho menor que la escala de longitud global de la estructura, el tiempo de
difusion es mucho menor (74 ~ lseg), aunque la dindmica general esta limitada por la velocidad con que el
campo magnético es transportado por el plasma en su movimiento hacia la hoja. Hacia 1960 aparecieron
los primeros modelos de aniquilacion del campo magnético (Parker 1957) y de reconexion magnética

bidimensional (Sweet 1958). Este tiltimo da un tiempo final del orden de 107seg que sigue siendo mucho
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Fig. 1.15: Esquema de reconexién magnética.

mayor que el observado. Mas tarde surgieron otros modelos bidimensionales y luego los tridimensionales.
En este apartado so6lo se presenta una descripcion cualitativa del fenémeno de reconexién, dado que en
la tesis no se trabajan plasmas difusivos y la reconexion es modelada numéricamente como deposiciones
de energia o pulsos de presiéon localizados. La reconexiéon ocurre cuando dos elementos de plasma que
originariamente estan en una misma linea de campo de induccion resultan finalmente separados y pasan
a pertenecer a lineas de campo diferente. A su vez, elementos de plasma en lineas diferentes aparecen en
una misma linea, y se dice que se pierde la identidad de las lineas. Para que esto suceda una parte del
plasma sobre las lineas originales debe pasar por una zona de alta difusién donde el campo puede difundir
en el plasma y deja de valer el congelamiento.

Para describir esquemaéticamente el efecto de la resistividad a pequena escala y el impacto global en
la gran escala se consideran las configuraciones magnéticas de las figuras 1.15. Cuando lineas de campo
se acercan, fig. 1.15a), llega un punto en que aparece una region de difusion, fig. 1.15b). La figura 1.15¢)
es una configuraciéon de menor energia, ha ocurrido la reconexion magnética y la pérdida de identidad de

las lineas, i.e., no se conserva el flujo magnético.

1.7. Sismologia coronal

A diferencia de la heliosismologia, la sismologia coronal es una rama relativamente reciente de la fisica
solar impulsada por la puesta en funcionamiento de telescopios espaciales de nueva generaciéon con alta
resolucion espacial y temporal como TRACE (Transition Region And Coronal Explore) y SOHO (The
Solar and Heliospheric Observatory).

Como se menciond, la corona solar puede representarse como un medio compresible y eléstico en el que
se propagan varios tipos de ondas cuya descripcion se ajusta a la aproximacion MHD en las condiciones
coronales: longitud de onda y perfodos suficientemente grandes comparados con el radio de Larmor (< 1m)
y la girofrecuencia (< 10 *seg) respectivamente. Estas ondas perturban parametros globales del plasma
como la densidad, la temperatura, la velocidad y el campo magnético afectando asi las observaciones y
dando lugar a métodos de diagnodstico especificos provistos por la sismologia.

Las velocidades caracteristicas de los fenémenos MHD se relacionan por un lado, con la compresibilidad
y la elasticidad del campo (presion y tension magnética respectivamente) y por otro, con la presion del

gas (pg) y la inercia de los iones descrita en términos de la densidad pg. Ellas son: la velocidad de Alfvén,
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va = Bo/(1opo)?, y la velocidad del sonido en el medio: ¢s = (ypo/po)*/2, (v el indice adiabatico, para
los casos de interés de esta tesis, v = 5/3).

Resumiendo lo mencionado anteriormente, en condiciones de plasma uniforme -en los que el campo
magnético es infinito, homogéneo y unidireccional- los modos MHD son fundamentalmente de tres tipos
bésicos, como se vio en la seccion 1.4 (la relacion de dispersion tiene tres ramas): I) ondas de Alfvén: modos
transversales puros e incompresibles que se propagan a lo largo de las lineas de campo a la velocidad
de Alfvén. La perturbaciéon del campo produce un desplazamiento de las lineas que es restituido por la
accion de la tension magnética. Y modos compresibles de dos tipos: IT) modos magnetoacusticos rapidos,
con velocidades mayores o iguales a la velocidad de Alfvén; tanto el campo magnético como la presiéon
del plasma resulta perturbada. En condiciones coronales (§ < 1) estos modos son casi transversales y
describen una oscilacién entre la energia cinética -asociada a la componente transversal del plasma- y la
energia magnética -asociada al efecto combinado de la presion y la tension de las lineas-. La tercera rama
de la relacion de dispersion es la de I1T) los modos magnetoactsticos lentos. Estos modos tienen velocidades
menores o iguales a la velocidad del sonido. Su polarizacion es similar a la de los modos magnetoacisticos
rapidos, es decir, resultan tanto de la compresion del plasma como de la del campo magnético. En el limite
de 8 < 1 resultan longitudinales (ondas de sonido v = ¢;); alternan la perturbacion de la energia cinética
asociada a la componente paralela del plasma con la energia interna (perturbacion en la temperatura)
del mismo (Fig. 1.9).

En el caso uniforme todos los modos resultan estables, pero el plasma confinado y afectado por la
filamentaciéon y estructuracion de la corona modifica y acopla entre si las diferentes ondas dando lugar
a configuraciones de estabilidad no garantizada. En condiciones coronales usuales los arcos magnéticos
se comportan como guias de ondas (si la velocidad del Alfvén interna al tubo es menor que la externa
las ondas MHD son atrapadas) y la estructuracion del campo es responsable de mecanismos de disi-
pacién andémala como la absorcion resonante, la mezcla de fases o de inestabilidades en superficies de

discontinuidad (ondas de superficie) que dependen de la geometria y de los pardmetros del plasma.

Propiedades de modos MHD en plasmas estructurados

En cilindros magnéticos se reconocen tres tipos bésicos de modos o periodicidades diferenciadas por su
velocidad: los modos magnetoacusticos lentos, los rapidos y los de Alfvén; esencialmente los dos primeros
son compresibles y el ultimo incompresible; la velocidad del sonido es, por lo general en la corona, hasta
un orden de magnitud menor que la velocidad de Alfvén. Las ondas de Alfvén en tubos magnéticos son
perturbaciones en la componente acimutal del tubo. Los modos rapidos comprometen la estructura global
del tubo magnético y se diferencian entre si por la forma del modo y por sus periodos: los simétricos
(modos sausage) tienen periodos del orden de unos pocos segundos y los asimétricos (modos kink) perfodos
de unos pocos minutos (Fig. 1.16). A diferencia de los modos rapidos -con velocidades de fase entre la de
Alfvén interna y externa-, los modos lentos son poco dispersivos. Si bien los lentos son también del tipo
sausage y kink, generalmente se los menciona como lentos, a secas, dado que no modifican el radio del
cilindro en forma apreciable, al menos para la resolucion de las observaciones.

La relacion de dispersion para cilindros infinitos —que representan un buen modelo de las estructuras
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Modo Kink

Modo Sausage

Fig. 1.16: Esquema de modos de oscilacion: arriba) kink, abajo) sausage.
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Fig. 1.17: Esquema de un tubo de flujo magnético embebido en un plasma magnetizado.

coronales méas comunes— se obtiene linealizando las ecuaciones MHD alrededor del equilibrio, considerando
balance de presiones entre el plasma interno y el externo al cilindro (Fig. 1.17). Para perturbaciones de

la forma

dP(r)expli(k.z + m¢o — wt)] (1.37)

se puede reducir el sistema de ecuaciones de cada medio a la ecuacion,

2 2
(w? =03, k?) L;iz + %d% - (mi + :’L)] SP(r) =0 (1.38)
donde o = 0 para el medio interno y a = e, para el externo. El primer término de la ecuacién representa la
solucion de Alfvén para los modos del cilindro infinito, w = fva.k.. El segundo factor es una ecuacion de
Bessel que describe los modos magnetoacusticos. Aplicando las condiciones de borde para estas ecuaciones:
las soluciones internas y externas deben cumplir con la condicién de continuidad en la presion total y
la velocidad normal. Imponiendo una condicién de localizacién de modos (la energia de la onda debe
amortiguarse con la distancia lateral al arco o cilindro magnético) se obtiene la relacion de dispersion

para ondas internas lineales

K/ (Kea)

7 N PO(W2 - U?Aokg)ﬁem

=0 (1.39)

donde J,,(z) la funcion de Bessel de primera especie y K, (x) la funcion de Bessel modificada de segunda

especie de orden m, el primado denota la derivada de la funcién respecto al argumento. Las funciones
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Fig. 1.18: Diagrama de dispersion de velocidades de fase de ondas MHD de cilindros infinitos en funcion
del parametro adimensional k,a. Las velocidades tipicas en el medio interno y externo se miden en
unidades de la velocidad del sonido interno: v4g = 2¢s0, Vae = 5Cs0, ¥ Cse = 0.5csq. Las lineas sélida y
con guiones, corresponden a distintos armoénicos de las soluciones m = 01 respectivamente. La solucién
de Alfvén torsional se muestra con linea de guiones largos en w/k, = vag.

representan los niimeros de onda transversales en el medio correspondiente. El entero m = 0 representa
el modo sausage, m = 1 el modo kink, mayores valores de m son llamados modos balooning o flute. La
propia existencia de modos en cilindros infinitos asi como sus propiedades, en la aproximacion lineal, son
determinadas por las propiedades fisicas del equilibrio lo que se resume en el diagrama de dispersién que
se muestra en la figura 1.18.

En el caso en que la velocidad de Alfvén externa es mayor que la interna (tubo de plasma denso),
el tratamiento analitico en la aproximacién lineal determina que los modos son atrapados en el tubo
magnético. Los modos simétricos (sausage) poseen un corte en el namero de onda: sélo son observables
para longitudes de onda chicas k,a > 1 (a el radio del tubo), como se ve en la figura 1.18. En cambio,
en el limite de longitud de onda grande, k.a < 1, la velocidad de fase del modo asimétrico principal
resulta en un valor intermedio entre la velocidad de Alfvén interna y la externa al tubo de plasma. Los
modos con el menor valor del nimero de onda son denominados globales o fundamentales. Si se relaja la
condicion de localizacion de modos, se obtienen modos rapidos con soluciones leaky. Estos modos tienen
frecuencias complejas, las funciones de Bessel son reemplazadas por las de Hankel, y la oscilacién interna
es amortiguada por el drenado de energia hacia el exterior.

En arcos coronales, o tubos magnéticos de lineas cerradas, el niimero de onda longitudinal de oscilacio-
nes estacionarias es usualmente prescripto por la condicion de line—tied en la fotosfera. Por otro lado, las
perturbaciones en el medio coronal son generalmente finitas, la dinamica es altamente no-lineal, el aco-

plamiento de ondas, el drenaje de energia, la resonancia, la mezcla de fases y la existencia de continuos de



32 CAPITULO 1. ESTRUCTURA SOLAR Y HERRAMIENTAS DE LA TEORIA DE PLASMA

frecuencia hacen que las oscilaciones en arcos magnéticos sean amortiguados por lo general en muy pocos
periodos, aun antes de que la disipacién sea efectiva. Ademas, muy pocas de las propiedades globales de
los modos pueden ser determinadas observacionalmente, e.g. la mera distincién entre los modos kink y los
sausage, cuando no es detectada visualmente, requiere una serie de consideraciones, (los modos sausage
modulan la densidad y el campo magnético y tienen menor periodo que los kink). En el Apéndice B2.1, se
introduce el tratamiento de oscilaciones que se utilizara en el capitulo 5, apropiado para la comparaciéon

con el tratamiento de modos observacionales de la literatura.

Respecto a una bibliografia general: para una revision sistematica de la fenomenologia coronal, una
introduccioén a la teoria de plasma y a la MHD solar ver por ejemplo Aschwanden (2006), Priest (1984),
Priest & Hood (1991), Priest & Hood (1991). La presentacion de las ecuaciones de la MHD se puede
encontrar, de manera més o menos similar a la presentada aqui, en un gran namero de libros como:
Alfvén, H. and Félthammar, C.G. (1963), Goedbloed & Poedts (2004), Hazeltine & Waelbroeck (2004).
Para una visién general de los modelos analiticos y numéricos de reconexién magnética ver por ejemplo
Priest & Forbes (2007). Una revision de la sismologia coronal se puede encontrar en Schwenn & Marsch

(2011) y Nakariakov & Verwichte (2005).
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Herramientas numeéricas: teoria y métodos

En este capitulo se describiran los métodos y técnicas implementadas en
dos cédigos numéricos, dos y tres dimensionales. Estos cédigos evolucionan
las ecuaciones de la magnetohidrodinamica ideal. Los c6digos estan basados
en el método de volumen finito de alta resolucién de Kurganov & Tadmor
(2000) el cual es capaz de resolver con precisién discontinuidades y ondas de
choque. De igual manera que el capitulo anterior, este resumen no contiene
material inédito. El material usado para hacer este compendio, se detalla en

la bibliografia al final de este capitulo.

2.1. Nociones de ecuaciones diferenciales parciales hiperboélicas

Los sistemas hiperbolicos de ecuaciones diferenciales parciales se usan en una gran variedad de feno6-
menos fisicos que involucran propagaciéon de ondas en un medio. Los problemas que consideramos son
generalmente dependientes del tiempo, por lo que la soluciéon depende tanto del tiempo como de las
variables espaciales. En una dimensiéon espacial, un sistema de primer orden de este tipo de ecuaciones

diferenciales parciales en x y t tiene la forma:
ug(x,t) + Aug(x,t) =0 (2.1)

en el caso lineal méas simple a coeficientes constantes. Aqui u : R x R — R™ es un vector con m compo-
nentes que representan funciones desconocidas (presion, velocidad, etc.) las cuales queremos determinar,
y A es una matriz real m x m constante. Para que este problema sea hiperbolico la matriz A debe satis-
facer ciertas propiedades que se mencionaran méas adelante. El caso mas simple es un problema escalar a
coeficientes constantes, en el cual m = 1 y la matriz A se reduce a un valor escalar a (real), por ejemplo.

Luego la solucion del problema (2.1) admite solucion de la forma
u(z,t) = a(x — at)

35
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para cualquier funciéon @(§). El perfil descripto por @ simplemente se propagara con velocidad constante
a sin cambiar la forma del perfil. En este contexto, la ecuacion resultante u(x,t) + aug(x,t) = 0 es
generalmente llamada ecuacion de adveccion. Cuando elegimos mas variables (m > 1) y mas dimensiones,
el sistema de ecuaciones se descompondréa en varias ecuaciones escalares que modelarin distintas ondas que
se propagarin con distintas velocidades en distintas direcciones. Este tipo de descomposicion es posible
para este tipo de sistemas hiperbolicos, ya que la definicion de hiperbolico esté estrechamente relacionada
a esto: para que el sistema (2.1) sea hiperbolico se debe satisfacer que la matriz A sea diagonalizable
con autovalores reales. La matriz es diagonalizable si existe un conjunto completo de autovectores, i.e.,

si existen vectores distinto de cero #1, 72, ... 7™ € R™ tal que:
A7? = NP7P para p=1,2,--- ,m,

y estos vectores son linealmente independientes. Esto nos permite que el sistema (2.1) pueda ser reescrito

como:

@ + Ad, =0 (2.2)

con &(x,t) = R™Yi(x,t) donde R es la matriz compuesta por los autovectores 7P puestos en columnas;
y A la matriz diagonal cuyas componentes NP con p = 1,2,--- ,m son los autovalores. Entonces, ya que

A es diagonal, este sistema se desacopla en m ecuaciones de adveccion para las componentes w? de &:
Wl + MWwP =0 para p=1,2,--- ,m.

Ya que cada AP es real, estas ecuaciones de advecciéon tienen sentido fisico y pueden ser usadas para
resolver el sistema original (2.1). Se pueden ver los detalles completos por ejemplo en LeVeque (2002);
Toro (2009), pero claramente la solucién consistira de una combinacion lineal de m ondas que viajan
a velocidades caracteristicas A',\%,--- ,A™. (Recordemos que los autovalores suelen llamarse “valores
caracteristicos”.) Estos valores definiran curvas caracteristicas X (t) = xo + APt a lo largo de la cual se
propagara la informacion en las ecuaciones de adveccion desacopladas. Las funciones wP(x, t) son llamadas
variables caracteristicas.

Existen algunas clases especiales de matrices A para los cuales el sistema es hiperbolico. Si A es
simétrica (A = AT), luego A es siempre diagonalizable con autovalores reales y el sistema se dice simétri-
camente hiperbdlico. Si A tiene todos los autovalores distintos A' < A2 < --- < A™, luego los autovectores
deben ser linealmente independientes y el sistema se dice estrictamente hiperbdlico. Si A tiene autovalores
reales pero no es diagonalizable, luego el sistema es débilmente hiperbdlico.

Como mencionamos con anterioridad, dado que estamos tratando con ondas viajeras, los autovalores
A representan la velocidad de fase de la onda. En el caso que la matriz A sea diagonalizable, luego
la solucién que tiene como dato inicial e“;‘f, puede escribirse de la forma eilkd—(\/ k)t) donde k es
el vector nimero de onda. Si A es real la soluciéon oscila, de lo contrario crece exponencialmente. En
el caso débilmente hiperbélico, atin cuando A sea puramente imaginario, la solucién tendra términos
exponenciales multiplicados por un polinomio en kAt (puesto que A es no diagonalizable, reduciéndose a

su forma de Jordan) los cuales haran que la soluciéon crezca para cualquier valor arbitrario grande de k

o A
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2.2. Leyes de conservacion

Una clase importante de las ecuaciones hiperbdlicas homogéneas, son las llamadas leyes de conserva-

cion. El ejemplo méas simple de una ley de conservacién en una dimension es la EDP:
ug(x,t) + f(u(z,t)), =0, (2.3)
donde f(u) es la funcion flujo. Reescribiendo ésta a la forma cuasi-lineal
u + f'(w)ugy =0, (2.4)

sugiere que la ecuacién es hiperbolica si la matriz del flujo Jacobiano f’(q) satisface con las condiciones
dadas para A. De hecho el problema lineal (2.1) es una ley de conservaciéon con la funcién de flujo lineal
f(u) = Au. Muchos problemas fisicos dan lugar a leyes de conservacion no-lineales donde f(u) es una

funcién no-lineal de u, un vector de variables conservadas.

Forma integral

Las leyes de conservacién surgen naturalmente de las leyes de la fisica en una forma integral:

d [*

dt . u(z,t)dr = f(u(z1,t)) — flu(ze,t)). (2.5)

Cada componente de u mide la densidad de alguna cantidad conservada, y la ecuacion (2.5) establece
que la “masa total” de esta cantidad entre cualquier dos puntos z1, 2 puede cambiar debido s6lo al flujo

que atraviesa estos puntos.

Soluciones discontinuas

La ecuacion diferencial (2.3) puede derivarse de la ecuacion integral (2.5) ya que u y f(u) son su-
ficientemente suaves. Esta suposicién es importante ya que en la practica muchas soluciones de interés
no son suaves, sino que contienen discontinuidades tales como ondas de choque. Un comportamiento
fundamental de las leyes de conservacion no-lineales es que estas discontinuidades pueden facilmente
desarrollarse espontaneamente atn, a partir de datos iniciales suaves, por lo que deben ser tratados de

manera adecuada matematica y computacionalmente.

2.3. Meétodo de Volumen Finito

Estas discontinuidades mencionadas con anterioridad, pueden acarrear varias dificultades computacio-
nales al tratar de resolver el sistema en cuestion. Si se trata de resolver con métodos de diferencias finitas,
en los cuales las derivadas son aproximadas por diferencias finitas, es de esperarse que la soluciéon se rom-
pa cerca de las discontinuidades, donde la ecuacién diferencial ya no es valida. En cambio los métodos de
volumen finito, se basan en la forma integral (2.5) de la ecuacion en vez de la forma diferencial. Mas que
hacer aproximaciones punto a punto en cada punto de la malla numérica, se parte el dominio en celdas y
se aproxima la integral total de u sobre cada celda, o en realidad el promedio de u en la celda, que es la

integral dividida por el volumen de la celda. Estos valores se modifican en cada paso temporal por el flujo
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a través de las caras de las celdas de la malla, y el problema principal es determinar buenas funciones de
flujo numeérico que aproximen los flujos razonablemente bien, basados en los promedios aproximados de
las celdas, el tnico dato disponible. Los métodos de volumen finito de alta resoluciéon han demostrado ser
muy efectivos para calcular soluciones discontinuas.

Consideremos el problema de Cauchy en una dimension:
u(z, t)e + f(u(z,t)) =0 (2.6)

con la condicion inicial u(x,t = 0) = up(x). Para resolver estas ecuaciones con un método de volumen
finito se divide el eje  en celdas de manera que la celda i ocupe la regién (i — +)Az < z < (i + 3)Az
(ver figura 2.1) donde Ax es el tamaifio constante de la celda (con 1 <i < N y 2 = [0, NAz]). Ademas,
consideramos incrementos At en el tiempo, e indicamos el vector de las variables conservadas al tiempo ¢™

y en la posicion z;, como u(t", z;) = ul'. Integrando sobre el volumen ocupado por una celda se obtiene:

“dr =0 2.7
i—1/2) Az Ox v @7

d [+YA (i+1/2)Az g n
— u?dx—I—/
dt J(i-1/2)Ax (

dug n fivie = Fiay

t = 0; 2.8
dt Az ’ (2.8)
donde
1 (i+1/2) Az
ay = — uldx (2.9)
Az /(i1/2)A:v

es el vector de las variables promediadas espacialmente sobre la celda 4, y los flujos f son evaluados en

las interfases entre las celdas. Integrando en el tiempo se obtiene:

A day A (e — fiaye)
- dt : —dt =0 2.10
/t dt +/t Az ( )
At

n+1 _

= "ttt =an E(Fﬁruz — 1)) (2.11)
donde
G

Flyyy = E/ fu(zioy/2,t))dt. (2.12)

t

En esta notacién, F' y u representan los valores integrados sobre una cierta regiéon del espacio o en el
tiempo (de flujos y variables conservadas, respectivamente), mientras que f y u representan los valores
definidos en la posicion z y al tiempo ¢. La ecuacion (2.11) es una solucion exacta de la ecuacion (2.6),
y parece invitar a utilizar algin procedimiento iterativo, ya que para encontrar los flujos promedios
(ecuacion (2.12)) es necesario conocer la solucion en el intervalo temporal [t,t + At]. Por otro lado, la
manera més practica de tratar este término es introduciendo aproximaciones en la determinaciéon de
los promedios temporales de los flujos. La calidad de la solucién depende entonces del método que se
utiliza para determinar la solucién aproximada de los flujos, y existen maneras para encontrarlos, como
veremos en las secciones siguientes: utilizar un método centrado y/o utilizar la informacion contenida en

la propagacion de las ondas asociadas a las ecuaciones hiperbdlicas.
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Fig. 2.1: Ilustracién de un método de volumen finito para la actualizacién de la celda promedio @} por
los flujos en las caras de la celda. Se muestra en el espacio = — t.

Esquemas de alta resolucién

Estos esquemas se usan en la soluciéon numérica de ecuaciones diferenciales parciales, donde se precisa
alta precision en presencia de choques o discontinuidades. Estos esquemas tienen las siguientes propieda-

des:
= Se obtiene orden 2 o méas alto en la precision espacial en las partes suaves de la solucion.
= Las soluciones estan libres de oscilaciones esptureas.

Estos esquemas suelen usar limitadores de flujo o pendiente para limitar el gradiente alrededor de los

choques o discontinuidades.

Nocion de métodos que disminuyen la variacién total de una funcién (TVD)

;,Cuanto podemos limitar una pendiente? Idealmente nos gustaria tener una prescripciéon matematica
que nos permita utilizar un limitador que tenga una precision de segundo orden mientras garantice que no
se presenten oscilaciones no fisicas. Estas oscilaciones pueden generarse ya sea por el uso de operadores de
diferencia finita (por lo que se usa operadores de volumen finito) o cuando se realiza la evolucion temporal.
Para lograr esto necesitamos una manera de medir las oscilaciones en la solucién. Esto lo provee la nocién
de wvariacion total (TV en sus siglas en inglés, Total Variation) de una funcion. Para una funcion de

malla u; definimos

o0

TV (u) = Z lw; — ui—1]. (2.13)

i=—00
Para que TV (u) sea finito, uno debe asumir que u; = 0 o u; = constante cuando i — +oco. Luego, para

evitar que se produzcan oscilaciones, se requerira que el método no incremente la variaciéon total, es decir:

TV (u" ™) < TV (u™). (2.14)
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Notemos que la variacion total no necesita en realidad disminuir en el sentido de decrecer; puede permane-
cer constante en el tiempo. Si un método TVD (Total Variation Diminishing) tiene un dato inicialmente
mondtono, es decir

u; > uyyy para todo ¢ (2.15)

permanecera mondtono en los pasos temporales futuros. Por lo tanto, si discretizamos una discontinuidad
que se propaga, la discontinuidad puede suavizarse en pasos temporales futuros, pero no podra volverse

oscilatoria.

Limitadores de pendientes

La férmula de flujo presentada en la seccion 2.3 requiere el conocimiento de algunas predicciones de
la derecha y de la izquierda para los valores de los campos dindmicos en cada interfase entre celdas. En la
aproximacion de volimenes finitos sin embargo, solo tenemos los valores promedios @ sobre toda la celda.
Para obtener los valores de la interfase a partir de estos promedios, necesitaremos asumir algin perfil
para los campos dindmicos u. La suposicién mas simple es que el perfil sea constante a trozos, como se
muestra en la figura 2.2a). Notar que aparece en cada interfase una discontinuidad, donde el valor u; se
obtiene de la celda previa y los valores up se obtiene de la celda siguiente. Para ser mas especifico, en la
interfase ¢ + 1/2 uno tiene que

Uy = Ui, UR = Ujt1-

Estas predicciones hechas con la informacion obtenida de un solo lado, provee la predicciéon més simple
(menor orden) para cualquier eleccion especifica de la formula de flujo. Este tipo de reconstruccion asegura
la estabilidad del algoritmo. Sin embargo, desde el punto de vista de la precision el algoritmo no es muy
bueno. Los métodos de alta resolucién se contruyen asumiendo una reconstruccion lineal a trozos de los
valores de las interfases, como se muestra en la figura 2.2b) y ¢). Pero esta reconstruccion debe realizarse
con mucho cuidado para no perder la monotonicidad de la funcién original y asi generar oscilaciones
espureas, como la que se produciria en la figura 2.2b) debido a que la reconstruccién no preserva la
monotonicidad. Notemos en esta figura que la funcién original es monoétonamente decreciente: todas las
pendientes son negativas. Sin embargo, el valor a la izquierda de la interfase i —3/2 y el valor de la derecha
de la interfase ¢ + 3/2 rompen con la monotonicidad de la funcién original. Un algoritmo que preserva
la monotonicidad, y que se obtiene usando una reconstrucciéon de las pendientes lineal monétonamente

centrada (MC, fig. 2.2 ¢)) (van Leer 1977):

Uil — Ui
AMC = minmod <2(Uz — ’U,i_l), %, 2(ui+1 - ul)> . (216)
La funcién minmod esta definida como:
= Si todos los argumentos tienen el mismo signo, luego se selecciona el que tiene menor valor absoluto.

= Si uno de los argumentos tiene signo diferente que los otros, luego se elige cero.

De esta forma, como puede verse de la figura 2.2c), las pendientes estan limitadas para evitar las oscila-

ciones espureas.
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Fig. 2.2: a) Reconstruccion constante a trozos, b) reconstruccion lineal a trozos que no preserva la
monotonicidad c) reconstruccion lineal a trozos mondtonamente centrada, desde los valores promedios de
los campos dinamicos.

Método de Kurganov—Tadmor

Existen muchos métodos para resolver y capturar ondas de choque. Algunos, como Godunov, son
métodos de primer orden en precision, que introducen una gran difusiéon numeérica generando resultados
suavizados. Aumentar el orden del método no mejora del todo la precisién de la solucion obtenida,
ya que como es sabido, esquemas de alto orden producen oscilaciones no fisicas, tales como el método
Lax—Wendroff. El método Kurganov & Tadmor (2000) aqui descripto, combina la alta precisiéon con
limitadores de pendiente que evita que se produzcan las oscilaciones no deseadas. Una caracteristica muy
relevante de este esquema central semi—discreto de segundo orden es que no requiere informaciéon de toda
la descomposicion caracteristica del sistema (como lo necesitaria un esquema solucionador de Riemann),

ya que solo necesita la velocidad maxima local a; 1 /o(t):
of of  _
cirayal®) = mas | (Gt a)) o0 (G000 | (2.17)

donde p(A) := max;|\'(A)| se denota al radio espectral siendo A\?(A) los autovalores de A. Este esquema

admite la forma conservativa:

d Hi1/5(t) — Hi—1/2(1)
L) = — 2.1
7t (®) T (2.18)
con el flujo numeérico
f(“;rﬂ 2 () = f(u; 1 5(0)  aiy1/0(t) _
Hipq/9(t) := . e . - 2/ [“j+1/2(t) — Uiy ()] (2.19)
Aqui, los valores intermedios uirl /2 estan dados por
dz _ dx
u:r+1/2 = Uiy — 7(um)i+1(t), Uity g = Ui+ 7(um)i(t). (2.20)

Uno verifica que Hiq/2(t) = H(ui—1(t),ui(t), uip1(t),uip2(t)) es decir, que la evolucién de un paso
temporal necesita dos puntos a ambos lados de w;. El calculo de las derivadas numéricas, (us);(t) se

realiza componente a componente utilizando:

. ut— Ul ol — o, ulg —ul
(ug)} == minmod (9 : dzl , —+ 5 .0 Hdm “), 1<0<2. (2.21)
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Este esquema genera menos viscosidad numeérica que los esquemas usuales (Lax—Friedrichs, por ejemplo).

Tiene propiedades de no generar oscilaciones esptureas, y no viola la propiedad TVD.

Integrador temporal: Runge-Kutta TVD

Los métodos de Runge-Kutta son un conjunto de métodos iterativos (implicitos y explicitos) para la
aproximacion de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias, concretamente, del problema de valores
iniciales. Para evolucionar u}' en el tiempo, se puede discretizar al tiempo con una precisién de alto orden.
Gottlieb & Shu (1998) desarrollaron un método de Runge-Kutta que ademas tiene la propiedad de ser

TVD. La ecuacion a resolver es

uy = L(u) = — f(u),. (2.22)
El método:
ulV) = u" 4+ AtL(u™) (2.23)
3 1 1
uw? = 1un + Zu(l) + ZAtL(u(l)) (2.24)
1 2 2
untl = zu” + §U(2) + gAtL(u(Q)) (2.25)

donde u® con i = 1,2 son los pasos intermedios para calcular finalmente la evolucion de u™ a lo largo de

un At, es decir, el valor u"t!.

2.4. FEcuaciones de la MHD

Las ecuaciones adimensionalizadas que describen las ecuaciones MHD ideal newtoniana en términos
de las variables conservadas (p, e, S;, B;), i.e. densidad, energia, momento lineal y campo magnético en la

direccion 4, son:

Op+0;8; =0
04Si + 0, [% + (p + B;) dij — Bsz} =0
0:B; + 0j(v; B; — Bjv;) =0
e+ 0 ((e+p+3B*)v; —v;B;B;) =0
9;B; =0 (2.26)

con

152 1,

En esta forma, este sistema de ecuaciones es débilmente hiperbdlico ya que no es un conjunto completo de
autovectores. Esto indica que es probable que surjan inestabilidades, a menos que algunos modos estén
cuidadosamente controlados.

Para remediar la pérdida de hiperbolicidad fuerte y asegurar una buena propagacion del vinculo de
la divergencia del campo magnético, se puede adoptar una aproximaciéon que hace uso de la libertad

de sumar al sistema de ecuaciones (2.26) cualquier término proporcional a la divergencia. El sistema
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propuesto es (en analogia con el de Dedner et al. (2002)):

Op+0;5; =0
S; 8 B? —
0rS; + 0; {T + (p+ 7) dij — Bsz} =0
c'?tBZ- + 8]-(va1- — Bj’Ui) + Claid) =0
e+ 0; ((e+p+ 3B?) v —v;B;B;) + ¢ Brokg = 0
8t¢ + Claij = —qu (227)

Notar que para ¢ = 0 el sistema modificado es equivalente al original, y ¢ tiene una fuente proporcional
al vinculo. La ventaja de esta modificacion es que ahora el sistema es fuertemente hiperbolico, por lo
que tiene un problema inicial bien puesto y es estable independientemente de si la divergencia del campo
magnético es nula o no. Ademas, la ecuacion de evoluciéon inducida para V - B ya no es més trivial, y esto
implica que el campo V - B se propaga con velocidad ¢;. Por consiguiente, podemos hacer que la violacion
del vinculo se propague fuera de la regiéon de integracién, y si se dan condiciones de contorno correctas, la
violaciéon deja completamente la regiéon computacional. Mas aun, el altimo término en la ecuacién para ¢
en (2.27) induce un decaimiento del vinculo para s > 0 cuando viaja a lo largo de la region de integracion

para ayudar a mantener el vinculo bajo control.

2.5. Problemas de prueba y convergencia numérica

Convergencia para el método de Kurganov—Tadmor

En el trabajo de Nessyahu & Tadmor (1992) se presenta la tasa de convergencia de un método numérico
cuando se desarrollan choques en la evoluciéon numérica. En este trabajo se demuestra que el orden de
la tasa de convergencia obtenida a partir de la norma L; es igual a 1 (O(e€)), mientras que en norma
Lo es igual a 0.5 (O(y/€)). Se realizaron varias pruebas numéricas para comprobar que la convergencia
del método K-T cae a estos valores cuando hay ondas de choque presentes. Las condiciones de contorno
implementadas son periddicas. En lo que sigue, usaremos al factor () como el orden de convergencia del

método. Para realizar estas pruebas se tom6 6 = 1.5.

Dato suave

Utilizamos la ecuaciéon de Burgers (ut + (%)i = 0) con u = (p,p,v) y un dato inicial suave para
producir choques en la evolucion temporal. El dato inicial es el siguiente: p = 1+ 4%(x + 1)%2%, p =
(v = 1)(0.1 + 8 x4*(x + 1)*z*), v = 0.

Como puede verse en la figura 2.3 antes que se produzca el choque (¢ < 0.15) el factor de convergencia
es 2. Cuando se produce el choque, la tasa de convergencia cae a 1 para el caso de la norma L; y a 0.5
para la norma Ly como es de esperarse. A tiempo ¢t = 1, la onda de choque todavia no ha llegado al

contorno.
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Dato suave con choque

CFL=0.2 N:2400-4800-9600
3
T i T

251 — L 4

0,5~

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Tiempo

Fig. 2.3: Convergencia de K-T cuando se produce una onda de choque a partir de un dato suave.
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Fig. 2.4: Comparacion del resultado obtenido para la densidad con varias resoluciones en el caso de SOD.

Tubo de choque

El problema de tubo de choque hidrodinamico o como suele llamarse, problema de SOD, en un
problema de discontinuidad de flujo que provee una buena manera de probar la habilidad del codigo de
capturar ondas de choque y discontinuidades de contacto y producir el perfil correcto en una onda de
expansion. Se construye las condiciones iniciales para este problema estableciendo una interfase en un
punto, en el caso unidimensional o en un plano con algin angulo en el plano z — y. El fluido inicialmente
se encuentra en reposo en ambos lados de la interfase, y el salto en densidad y presion se escoge de tal
modo que se desarrollen los tres tipos de ondas no-lineales hidrodinamicas (choque, discontinuidad de
contacto y onda de expansion). A la Izquierda y a la Derecha de la interfase tenemos: p; = 1, v; = 0,
pr =1,y pp = 0.125, vp = 0, pp = 0.1. La tasa del calor especifico v = 1.4 en ambos lados de la

interfase. Se impuso una condiciéon de contorno periédica para calcular la convergencia.
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Fig. 2.5: Convergencia de K-T para el tubo de choque hidrodinamico.

En la figura 2.4 se muestra la solucion numérica de la densidad obtenida a partir de distintas resolu-
ciones al tiempo ¢ = 0.2. Se observa que el método captura las tres ondas no-lineales. Cuando se aumenta
la resolucién la solucién converge a la solucién analitica.

En la figura 2.5 se muestran las convergencias calculadas con la normas L y Lo para el caso del tubo
de choque en 1 y 2 dimensiones. En el caso bidimensional se tomé una interfase oblicua en el plano z —y.
Las condiciones de contorno impuestas son perioédicas. Se ve como la convergencia oscila entre los valores

esperados para el factor Q.

Brio-Wu

El problema de tubo de choque magnetohidrodindmico de Brio-Wu es la contraparte magnetohidro-
dindmica coplanar del problema hidrodinamico de SOD. Los estados iniciales de la izquierda y derecha
de la interfase, estan dadas por: py =1, ur =vr =0, p;r =1, (By)r = 1; ¥y pp = 0.125, u, = vp =0,
pp = 0.1, (By)p = —1. Ademés, B, = 0.75 and v = 2. Este es un buen problema para probar la captura
de ondas de la MHD, porque involucra dos ondas rapidas de expansion, una onda compuesta lenta, una
discontinuidad de contacto y una onda de choque lenta.

En la figura 2.6 se muestra la solucion numérica de la densidad obtenida a partir de distintas resolu-
ciones al tiempo t = 0.1. Se

observa que el método captura las ondas no-lineales de la MHD. Cuando se aumenta la resolucion la
solucién converge a la solucién analitica.

En la figura 2.7 se muestran las convergencias calculadas con la normas L; y Lo para el caso del tubo
de choque magnetohidrodindmico unidimensional. Las condiciones de contorno impuestas son peridédicas.
Se ve como la convergencia oscila entre los valores esperados para el factor Q.

Con estas pruebas realizadas, aseguramos que el método fue bien implementado y esto da confianza

a los resultados numéricos encontrados.
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Fig. 2.6: Comparacion del resultado obtenido para la densidad con varias resoluciones en el caso de
Brio-Wu.
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Fig. 2.7: Convergencia de K-T para el tubo de choque magnetohidrodinamico.

2.6. Refinamiento de malla numérica

Al resolver numéricamente problemas de la fisica, las soluciones suelen presentar regiones donde
los gradientes son mucho mayores que en otras regiones. Por lo tanto, estas regiones requieren mayor
resolucién numérica y se necesita superponer mallas con mayor cantidad de puntos en estos lugares. Esto
puede hacerse de una manera fija (Fized Mesh Refinement, FMR), que es el caso utilizado en esta tesis,
o puede hacerse de manera dinamica o adaptable (Adaptive Mesh Refinement, AMR).

En esta direccién Anderson et al. (2006) desarrollaron un c6digo numérico tridimensional, HAD (Hyper
AMR Driver). La aproximacion de refinamiento de malla, usa una coleccion de mallas rectangulares que
conforman una malla gruesa. Los refinamientos cubren un subconjunto del dominio y usa parches de

mallas rectangulares més pequenas, como puede verse de la figura 2.8. Estos parches finos pueden anidarse
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Fig. 2.8: Jerarquia AMR que consiste de 4 parches y 3 niveles. En este caso, el nivel 3 estd compuesto
de una grilla cuadrada y una rectangular.

recursivamente hasta que se alcanza un dado nivel de precision. Tipicamente, si un parche al nivel L es
refinado en = e y por un entero par Ry, luego el paso temporal se define también por el mismo factor, tal
que se deben tomar Rj pasos temporales sobre la malla refinada en el nivel L 4+ 1 por cada paso sobre
el nivel L. Las razones de las mallas At/Axz y At/Ay son las mismas en toda la malla, asegurando la
estabilidad con diferencia explicita.

Se usa un método de volumen finito para avanzar la solucién sobre la jerarquia de malla obtenida. Las
celdas promediadas para cada variable se almacena en cada celda de la malla. Cuando se resuelve una ley
de conservacion, estas celdas promedio se actualizan por un algoritmo de diferencias de flujos basados en
los flujos que atraviesan los bordes de las celdas. Se procede con la integracion por nivel de malla. Todas
las mallas al nivel 1 se integran primero sobre un paso temporal. Luego las mallas al nivel 2 se integran
R, pasos temporales para alcazar el mismo paso temporal alcanzado por el nivel 1. Esta aproximaciéon se
aplica recursivamente sobre cada nivel.

Las condiciones de contorno sobre las mallas se imponen usando “celdas fantasmas”. El dominio
computacional se extiende por G celdas fantasmas en cada direccién, y los valores son asignados a las
celdas fantasmas en el comienzo de cada paso temporal (aqui usamos G = 2). En el contorno fisico, se
debe establecer los valores de las celdas fantasmas en cada paso temporal basado en la especificacion
del problema (por ejemplo, extrapolacién en un contorno de flujo saliente, o reflexiéon en una pared
solida). Sin embargo, el contorno de una malla fina puede ser interior al dominio. En ese caso, se debe
usar interpolaciéon espacial sobre la malla gruesa vecina, ya que se necesitan més valores disponibles de la
malla fina. En este caso, la eleccion del método més adecuada, ya que garantiza la estabilidad del método,
es el método de contorno cénico: si la malla fina en el tiempo avanzado n + 1 esta definida en « € [I, D],
la actualizacion desde el tiempo n debe llevarse a cabo en la region « € [I — A, D + A] con A = npdx
dado por un ntimero suficiente de puntos para asegurar que el dominio numérico de dependencia de [I, D]
que comienza en n + 1 est4 completamente contenido en [I — A, D 4+ A]. Esto esté ilustrado en la figura
2.9. El tamano de A esta determinado por el orden de precision del operador discreto involucrado y la

velocidad méxima del problema hiperbolico considerado (Lehner et al. 2006).
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Fig. 2.9: Los circulos/cuadrados denotan los puntos de la malla gruesa/fina. Las lineas continuas indican
el dominio de dependencia pasado de la region refinada en el nivel n 4+ 1 y su interseccién con el nivel
n indica la region que necesita tener valores en la malla fina. Por lo tanto, todos los puntos fuera del
dominio de dependencia son efectivamente descartados.
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Condiciones de contorno que preservan el
vinculo para las ecuaciones de la MHD ideal

newtoniana

En este capitulo se desarrolla el trabajo publicado por Cécere et al. (2008).
Se describe el estudio y desarrollo de condiciones de contorno que preser-
van el vinculo para las ecuaciones de la MHD ideal en el limite newtoniano;
y el analisis del comportamiento de las soluciones numéricas considerando
diferentes opciones. El trabajo se concentré en el sistema estandar de las
ecuaciones de la MHD ideal y en el sistema aumentado por una funcién es-
calar que controla la divergencia del campo magnético. Dados los diferentes
estudios numeéricos realizados, se muestra cémo las condiciones de contorno
desarrolladas reducen significativamente las violaciones generadas en los con-
tornos al nivel numérico y cémo reduce su influencia en el interior del dominio

computacional haciendo uso de la libertad disponible en las ecuaciones.

3.1. Introduccion

Los campos magnéticos juegan un rol importante en el comportamiento de plasmas, y se estudian
en efectos importantes tales como dinamos en el nucleo de los planetas, la formacion de jets en niicleos
activos galacticos (AGN) y explosiones de rayos gamma; en una variedad de inestabilidades magnéticas;
tales como fulguraciones solares, sistemas de arcos coronales, etc (Goedbloed & Poedts 2004; Davidson
2001). La MHD ideal, describe con buena aproximacion la fisica de la atmosfera solar. La no-linealidad de
las ecuaciones de la MHD, dificulta la obtencién de soluciones analiticas. Esto implica que las soluciones

para sistemas complejos deben obtenerse por medio de implementaciones numéricas. Tal implementacion,
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debe ser capaz de evolucionar la solucion, desde alguna configuracion inicial y garantizar su calidad. Para
estimar esto se puede supervisar una cantidad subsidiaria. Esta cantidad es el vinculo del monopolo mag-
nético, V- B que debe ser cero en el nivel analitico para una solucién consistente. Este vinculo no es parte
de las variables principales que evolucionan, sino que es una cantidad derivada, y que debe satisfacerse
en la solucién fisica real. En la practica, a menos que se disene cuidadosamente una implementaciéon
numérica de las ecuaciones de la MHD, este vinculo puede ser violado severamente, y asi obtener so-
luciones numéricas erréneas. Por estas razones, se han investigado y desarrollado distintas propuestas
para garantizar el comportamiento controlado de esta cantidad. Uno de estos enfoques es la técnica de
transporte del vinculo, donde Evans & Hawley (1988) y Toth, G. (2004) adoptaron un algoritmo que
alterna las variables de forma apropiada para asegurar que se satisfaga el vinculo al nivel de redondeo
con técnicas de diferencias finitas y de elementos finitos. Sin embargo, la implementacién de esta técnica
impone limites sobre las opciones del algoritmo. Estas limitaciones pueden introducir complicaciones,
con aplicaciones donde se requiera un refinamiento adaptable de malla numérica y/o cuando se requiera
implementar técnicas numeéricas avanzadas. Otra opcion alternativa, que controla el vinculo al nivel del
error de truncamiento, es la técnica de la limpieza de la divergencia o divergence cleaning que pone el peso
del control del vinculo no en el algoritmo, sino en el sistema de ecuaciones a resolver (Kim et al. 1999;
Dedner et al. 2002). Esto se logra considerando una variable adicional acoplada al sistema de ecuaciones a
través de otra ecuacion, tal que, en la evolucion, el vinculo se mantenga bajo control. Aunque este método
ha recibido menos atencion que la técnica del transporte del vinculo, ha sido utilizado satisfactoriamente
en varias aplicaciones en diversos escenarios (Dedner et al. 2002; Balsara & Kim 2004; Toth, G. 2004;
Anderson et al. 2006; Neilsen et al. 2006).

Mas alla de la técnica empleada, las condiciones de contorno juegan un rol importante. Claramente,
aun cuando se adopte una opcién estable, ésta no es necesariamente consistente con el hecho de que
debe preservarse el vinculo (sea al nivel de redondeo o de truncamiento) por lo que se deben formular
las condiciones de contorno con cuidado. Comunmente, las opciones empleadas incluyen condiciones del
tipo flujo saliente —las cuales no se imponen al vinculo— o condiciones de absorciéon cuya meta es reducir
la influencia de efectos espureos inducidos por la solucién numeérica en el contorno.

Como parte de esta tesis, formulamos e implementamos condiciones de contorno que preserven el
vinculo para las ecuaciones de la MHD newtoniana ideal (para sistemas con y sin divergence cleaning).
Esta tarea estd intimamente relacionada a las propiedades hiperboélicas de las ecuaciones y asi reanali-
zamos el sistema de ecuaciones y discutimos alternativas para controlar el vinculo a través de la técnica
del divergence cleaning. En la seccion 3.2 analizamos el sistema de ecuaciones y la formulacion de las
condiciones de contorno, comenzando con un modelo simplificado para extraer la estrategia a aplicar en
el sistema MHD completo. En la seccién 3.3 presentamos una serie de pruebas numéricas que resaltan los

beneficios obtenidos por esta nueva reconstruccion.

3.2. Las ecuaciones newtonianas y la limpieza hiperbdlica del vinculo

Las ecuaciones que describen las ecuaciones MHD ideal newtoniana en términos de las variables

(p7p7 Vi, Bl) son:
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Opp = =0;(pv;)
Oip = —v;0;p — YpO;v;
pOyv; = —pv;Ojv; — Oip — 0; (6;; B"‘QB’“ — B;B;)
O B; = —0;(v;B; — Bjv;)

(3.1)

Como vimos en la seccion 2.4 este sistema de ecuaciones es débilmente hiperbslico. Como mencionamos
en la secciéon anterior, el vinculo puede ser controlado con la adicién de una campo extra acoplado al

sistema. En la seccién siguiente, mostramos como funciona esta técnica.

Preliminares

Para mostrar como funciona esta técnica, consideremos un modelo simple para poder mostrar las
caracteristicas esenciales de este método. Este modelo comparte los principales aspectos probleméticos

del sistema MHD original (3.1). Este caso simple consiste de un campo magnético el cual evoluciona bajo:
c%Bi = —Bj (’UjBZ‘ — UiBj). (32)

Esta ecuacion es débilmente hiperbdlica, ya que un analisis de onda plana indica que si el vector ntimero
de onda es perpendicular al vector velocidad, existen s6lo dos autovectores linealmente independientes.
Para ver esto, consideremos el caso donde el vector nimero de onda es normal al vector velocidad, y
definamos el eje coordenado tal que el primer eje yace a lo largo del vector de onda —k; = (k,0,0)—
el segundo a lo largo del vector velocidad, —v; = (0,v,0)— y el tercero, perpendicular a ellos. Luego el
problema de autovalores/autovectores, obtenido a partir de proponer la solucion B; = U ei("”’z'f), da el

siguiente problema: cU = MU (con o y U una frecuencia y un vector a determinar), y M definido como:

0o 0 0
M=|ke 0 0 (3.3)
0o 0 0

la cual claramente no es diagonalizable. Asi vemos que no existe estabilidad en el sentido usual de la
norma Lo. La divergencia del campo magnético se preserva por la ecuacion (3.2), esto es, si definimos
D := 0By y tomamos la divergencia de la ecuacion (3.2), obtenemos la ecuacion de evoluciéon inducida
para D: 9;D = 0. Por lo tanto, si D es cero inicialmente, permanecera cero mientras las lineas de
integracion temporal no intersecten un contorno. Sin embargo, notemos que si en vez de considerar la
norma Ls, consideramos una norma diferente definida a partir de sumar un término proporcional a la
divergencia de B;:

£= / [B% + (0. By)*]dV (3.4)

P

podemos mostrar que E=0 y asi la energia esta controlada. Por lo tanto, desde el punto de vista analitico,
la ecuacion (3.2) no es mala.

Al nivel numérico, las cosas se vuelven mas delicadas, ya que surgen violaciones del vinculo debido a los
errores de truncamiento o de redondeo. Estos errores creceran a menos que se haga una implementacién
adecuada de las ecuaciones. Ademas, aun cuando el esquema de integracion sea capaz de controlar el

vinculo en ausencia de bordes, las condiciones de contorno modifican las ecuaciones en los bordes. Esto
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puede causar que el vinculo crezca y se propague hacia el interior. El préximo paso es encontrar una
manera de lograr un comportamiento més robusto. Para ello, primero trabajamos al nivel analitico y
adoptamos una estrategia que ayudara mas alla del problema simple que estamos tratando ahora.

Para remediar la pérdida de hiperbolicidad fuerte y asegurar una buena propagacion del vinculo,
se puede adoptar una aproximacion que hace uso de la libertad de sumar a la ecuacion (3.2) cualquier
término proporcional a la divergencia. El sistema propuesto es fuertemente hiperbolico (en analogia con

el de Dedner et al. 2002, para el caso hiperbolico):
(r“)tBZ' = —8j(vai — ’UZ'BJ‘) — Clai(b,
¢ = —1OkBi — 59, (3.5)

como vimos en la seccién 2.4, y por lo tanto el sistema tiene un problema bien puesto y es estable ya sea
que la divergencia del campo magnético se anule o no.

Condiciones de contorno

Para fijar ideas, estudiaremos las posibles condiciones de contorno (CC) para el sistema descripto
anteriormente. Nuestro objetivo es definir condiciones que produzcan un problema bien puesto y si es
posible, que garantice que no se introduzcan violaciones dentro del dominio computacional. Para tal fin
debemos determinar cuales son los modos entrantes y salientes fuera de la superficie del contorno, ya que
esta informacién nos proporciona la clave para entender que dato puede especificarse libremente. Para
esto buscamos una solucion de la forma (B;, ¢) = Ue'®**mi%3) donde U es un vector que se determina
junto con la frecuencia o y n; es la normal saliente al contorno considerado. Aplicando esta solucion al

sistema, obtenemos:
oB; = —Bjv, +v; By, — cn;¢
U¢ = _can7 (36)

donde B, := B;n; y v, := v;n,. Este problema de autovalores/autovectores puede resolverse para deter-
minar los modos entrantes (o > 0), tangenciales (0 = 0) y salientes (¢ < 0). Una condiciéon necesaria
para un problema bien puesto para sistemas hiperbélicos, indica que el dato debe estar dado sblo para
los modos entrantes, ya que los otros estan determinados desde el interior de la region de integracion
(Gustafsson et al. 1996; Reula 2004). Recordemos que los modos entrantes pueden definirse incluso como
funciones lineales de los modos salientes, siempre que los coeficientes sean lo suficientemente pequenos.
Dado un contorno, hay tres autovalores (o¢ := v,,04+ := =£¢;). El primero corresponde a dos modos
linealmente independientes, que expanden el espacio tangente al punto del contorno (i.e. ellos son per-
pendiculares a n;). Son positivos siempre y cuando la velocidad sea entrante. Estos modos son arrastrados
a lo largo de v; y corresponden a condiciones de contorno especificables fisicamente, es decir, en puntos
donde la velocidad es entrante a la region de integracion, debemos especificar las componentes tangencia-
les al campo magnético. En cualquier otro punto no podemos dar ningtin dato de contorno, porque eso
serfa generalmente inconsistente con la solucién. Los otros autovalores corresponden a los casos donde

podemos elegir B,, := b arbitrariamente y,

Bi — (vi:tnicl)b

vnte

»=Fb
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los cuales aparecen, gracias a la introduccién artificial del campo ¢. Notemos que siempre podemos elegir
un valor para ¢; més grande que la velocidad maxima esperada, de modo que el denominador nunca se
anule. El autovector correspondiente al autovalor positivo determinara la combinacion de la variable que
debe darse adecuadamente para preservar el vinculo. La expresion completa para la autobase y su cobase

es:

UY = (0,e1,0), 0 =—v,
Ug = (0762;0), 0 = —Up

i £y
Ut = <1, W,:pl) o=+,
vn £

donde el vector U := (B,, Bh ¢) con Bml =0, y e1, ez son dos vectores ortonormales sobre el espacio
tangencial al contorno.

La cobase esta dada por

UnU1 Ciu1
9(1) = ( 5 5 €1, 5 )
c; —cg c —cg

40 ( a2 Gt
2 = 5 2162y 75 2
G — 6y G —C

1
by = 5(1,0,51),

donde vy := (e1);v;, y v2 := (e2);v;. Estas expresiones se pueden combinar facilmente para definir un
operador proyector que nos sirva para definir condiciones de contorno no—entrantes (NE). Estas condi-
ciones anulan los modos que se propagan hacia dentro del dominio de computo. Para este fin, uno puede
emplear los vectores base/cobase correspondientes al modo entrante y definir el operador proyector =+

como
=+ _ 77+
=t=Utg, .

Las condiciones de contorno no-entrantes se pueden definir simplemente como =+ (U) = 0.

La definicion de la condicién de contorno que preserva el vinculo (de aqui en adelante, CCPV)
requiere de un trabajo adicional. Para ello debemos analizar el sistema subsidiario determinando la
evoluciéon del vinculo. Con el fin de tratarlo como un sistema de primer orden, definimos una nueva
variable §; := 0;¢, cuya ecuacion de evolucion se determina por (la derivada temporal de) la ecuacion de

evoluciéon de ¢. El sistema subsidiario completo luego es:

8tD = —Clai(si,
atdi = —ClaiD - 8(52'.

Aqui nuevamente investigamos cuales son los modos entrantes y salientes para este sistema. La idea es
imponer condiciones de contorno al sistema principal de modo que nos aseguremos que no se creen modos
entrantes para este sistema subsidiario. De esta forma, la unicidad de la solucién (trivial) nos garantizara
que la solucién del sistema principal tenga vinculo nulo y por lo tanto, sea una solucién del sistema

original. Como se hizo previamente, las soluciones de onda plana del sistema perpendicular al contorno
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dan el siguiente problema de autovalores/autovectores:

kD = —¢n;d;,

Kkd0; = —cn; D,
y sus autovalores son kg = 0, k4 = =£¢; con los correspondientes autovectores:

VY0 = (0,€1,0), ro=0
V9 = (0,e2,0), ko=0

.
Vi = (15 vlnlcl’$1> , Kkt =%,
vn £

donde el vector V' := (§,,0;, D) con §;n; = 0, y ey, ey son dos vectores ortonormales que viven en el

espacio tangente al contorno. La cobase esta dada por:

6 := (0,e1,0)
@(2) = (0,62,0)
1
Oy = 5(1,074:1).

Aqui de nuevo la teoria de las condiciones de contorno indica que deberiamos dar como condicion de
contorno el modo entrante como funcién lineal de un modo saliente. Esto es, deberiamos asegurar que el

dato del contorno para el sistema principal sea tal que:
O+ (V)+a0_(V)=0, |a| <1

(donde = significa que se puede sumar términos fuente y conservar la estabilidad, Gustafsson et al.
1996). Esta es una combinacion lineal de las derivadas espaciales de los campos y puede implementarse
de diferentes maneras dependiendo del problema a tratar. Esta condicion de contorno implica que la
amplitud del modo entrante depende de la amplitud del modo saliente, ya que |a| < 1 implica atenuacion.
A estas condiciones se las llama generalmente disipativas. Existen dos valores limite: |a] = 0 el cual
se refiere a la “maximamente disipativo” y |a| — 1 que da lugar a una reflexion perfecta. Los casos con
|a| > 1 corresponden a sistemas donde el contorno amplifica los campos. Estas condiciones ademés de no
ser fisicas para muchos casos de interés, son mucho mas dificultosas de tratar. En el caso maximamente
disipativo (con a = 0), no hay reflexion y las ondas se disipan lejos del borde. Por esta razon, se suele
decir que esta condicion es también no—entrante (Gustafsson et al. 1996).

Implementamos las condiciones de contorno antes mencionadas, al nivel de la evoluciéon de las ecua-
ciones. Para ello se modificaron las ecuaciones de evolucién en el contorno de manera que el vinculo se
satisfaga alli. Desde las ecuaciones de evolucion del sistema principal podemos resolver D y §,, en términos

de la derivada temporal de B,, y ¢ (y las ecuaciones restantes). Por lo tanto
1
5n = **(atBn - Fn)>
@]

1
D =——(0ip — Fyp),
a



3.2. LAS ECUACIONES NEWTONIANAS Y LA LIMPIEZA HIPERBOLICA DEL VINCULO 57

donde Fy, = —n;0;(v; B; — viB;j) y Fy = —s5¢.

Podemos luego traducir la condicién de contorno anterior como:
—B,(14a)+¢(1 —a) + Fo(1+a) — Fs(1 — a)=0,
lo cual puede reescribirse como:
—2(0+(U)+ab_(U)) + F,(1 + a) — Fy(1 — a)=0.
Para el caso particular de escoger los modos de vinculo entrante a cero (a = 0), esto implica que:
0.(U) = 5(Fy — Fy). (3.8)

Asi la condiciéon de contorno definida por la ecuaciéon anterior no sbélo es maximamente disipativa sino

que ademas hace cumplir el vinculo.

El sistema completo

Aplicamos una estrategia analoga a la anterior para el caso del sistema completo. En la mayoria de
los trabajos sobre MHD, las variables del sistema suelen ser U = (p, e, v;, B;) en vez de U = (p, p,v;, B;)
—energia interna e en vez de presion p—. En el tltimo caso, es mas simple la descomposiciéon caracteristica.
Por lo tanto, la evolucién del sistema sera en las variables conservativas, y obtendremos la estructura
de caracteristicas haciendo un cambio de variables. Nuestro sistema de interés es una variacion de las

ecuaciones MHD iniciales:

Fep = —0;(pv;)
pOyv; = —pv;0;v; — Oip — By (0i By — OxB;) + aB;0y By,
OB; = —0;(v;B; — Bjv;) — av;0;Bj — ¢;0;¢ (3.9)
oie = —0; ((e +p+ %BQ) v; — vajBi) — av; B;Ox By, — | BrOk ¢
Op = —aw;0;¢ — 10;Bj — 5¢

conp=(y—1) (e — %pv2 — %BQ) V¢ = lf la velocidad del sonido.

Este sistema posibilita hacer la limpieza de la divergencia (¢; # 0) y la invariancia Galileana (o = 1)
y es fuertemente hiperbélico, por lo que tiene un sistema completo de autovectores. Esto nos permitira
introducir un nuevo tratamiento del contorno el cual asegura que no se introduzcan violaciones del
vinculo a través de contorno computacional. El parametro a controla la libertad de agregar la ecuaciéon
del vinculo. En lo que sigue, usaremos los valores o = 0,1. El valor @« = 0 corresponde a un sistema
puramente hiperbolico (notar que la ecuacion de velocidad puede reescribirse con la ayuda de la primera
ecuacion como una conservacion del momento). El caso @ = 1 da lugar a un sistema que es invariante
Galileano (ver Dedner et al. 2002) y también al caso donde el sistema es fuertemente hiperbolico (Godunov
1972; Barth 1999) irrespecto del campo ¢. Por lo tanto podemos estudiar el limite donde el campo ¢ se
desacopla y el vinculo se propaga a lo largo del campo de velocidades.

El sistema del contorno

Como hicimos anteriormente, consideremos ahora un contorno con una normal unitaria saliente n; y

obtengamos la descomposiciéon caracteristica en este contorno. Por notaciéon, emplearemos una barra que
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denota la perturbaciéon de una dada variable, por ejemplo p denotard la perturbacion de p la cual serd
considerada como una cantidad fija de fondo. La descomposicién caracteristica se determina del sistema

oU = AU, donde A es

—Up, —p 0 0 0 0 0
0 —Un 0 B, /p _Bi/p —1/p 0
0 0 —Up, Bi/p B,/p 0 0
A=1| o 0 0 0 0 0 —a . (3.10)
0 -B; B, o —vp 0 0
0 —c2p 0 —(y—1)Bjv’ 0 —vp —(vy=1)e By
0 0 0 —y 0 0 0

La solucion de este sistema es muy complicada y requiere un tratamiento especial para distintos
casos. El analisis completo y la solucion se presenta en el Apéndice A en términos del vector perturbacion
U = (p, Un, U;, B, éi,ﬁ, ) indicando perturbaciones de (p, vy, ¥, By, By, p, ¢) respectivamente, con v;, B;
las componentes de v;, B; ortogonales al contorno. Mientras la descomposicién caracteristica es muy
larga (como puede verse del Apéndice B1.1), la descomposicion caracteristica asociada a B, y ¢ es
particularmente simple. De hecho, el elemento asociado a la co-base estd dado por

1

o8, (0,0,0,1,0,0, £c; "),

Or+ =

es decir, involucra s6lo B,, y ¢, por lo tanto, la imposicién de una condiciéon de contorno adecuada estara

directamente relacionada con la discusiéon del modelo simplificado de la secciéon 3.2.

Condiciones de contorno

Teniendo la estructura completa de las caracteristicas podemos determinar las posibles condiciones
de borde. Una condicién simple es establecer todos los modos entrantes a cero, pero esto, generalmente,
no sera consistente con el vinculo. Para este fin, debemos analizar la evolucion inducida por el vinculo y
obtener de esta evolucién una receta que proporcione los modos entrantes. En el caso general, notemos
que Op1 es esencialmente el mismo que da lugar a la ecuacion (3.8), ya que es no trivial solo para las
componentes B, y ¢. Entonces podemos seguir con la misma estrategia y formular las condiciones de

contorno que preservan el vinculo haciendo cumplir:
. 1
0=UL,0,,U=UL, (2(F¢Fn)> =S5(U) (3.11)

donde UL, denota el vector base asociado a los campos {B,,, ¢} y S(U) la condicién de contorno (mé-

ximamente disipativa) que preserva el vinculo.

3.3. Pruebas numéricas

En esta seccion presentamos los resultados de las pruebas realizadas para examinar el comportamiento
de la solucion con las diferentes elecciones posibles. Para ello construimos una implementacion de las ecua-
ciones MHD (3.9) sobre un dominio 2 dimensional con coordenadas cartesianas (z,y) € [-L, L] x [-L, L].

Para discretizar el sistema, utilizamos un conjunto de técnicas con las cuales garantizamos la estabilidad
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de los sistemas hiperbolicos lineales. Estas técnicas se contruyen para satisfacer a nivel discreto, las con-
diciones que se satisfacen al nivel analitico. Esto se realiza para demostrar lo bien puesto del problema
a través de la estimacion de la energia (Gustafsson et al. 1996). Adoptamos operadores derivadas discre-
tos que satisfacen suma por partes, un integrador de tercer orden Runge-Kutta y sumamos disipacion
artificial a través de un operador tipo Kreiss—Oliger consistente con la suma por partes. Finalmente, en
todas las pruebas realizadas sumamos una “atmosfera” homogénea abarcando el dominio computacional
en el dato inicial (y un “piso” durante la evolucion) para la densidad y la presion, para prevenir valo-
res negativos que surjan de la simulacion. Tipicamente ajustamos los valores de la atmosfera (piso) a
10~* (107%) veces el maximo de los valores iniciales de p y e, respectivamente. Notar que esta sencilla
implementaciéon no esta pensada para manejar choques o discontinuidades, sin embargo, ya que nuestro
objetivo es examinar las condiciones de contorno, restringimos los escenarios en donde estos efectos no se
manifiestan dentro del tiempo de interés. S6lo hemos usado condiciones de contorno no—entrantes para
todos los modos donde esta condicién es consistente.

Desde el punto de vista de la preservacion del vinculo, los casos mas criticos son aquellos donde el
campo de velocidad es entrante. En tal caso, las violaciones del vinculo que se generadan en el contorno
se puenden propagar dentro de la regiéon computacional, donde esté ocurriendo el proceso fisico.

Para fines de prueba, adoptamos unos pocos escenarios iniciales que estan basados en modificaciones
de dos conjuntos de datos iniciales comunmente empleados:

Prueba del rotor Esta es una varacion del problema del Rotor MHD (Balsara & Spicer 1999) que

es suave y permite considerar un campo de flujo adicional y violaciéon inicial del vinculo,

10 if r <wrg
plx,y) = 14+9f(r) ifrg <r<mr (3.12)
1 ifry <r
—f(r)vot ifr <rg
vy (7,y) = vy + —f(r)vo2 ifro<r<mr (3.13)
0 ifry <r
]0(7")710,%J if r <wrg
vy(T,y) = vy + f(r)vo L ifro<r<mr (3.14)
0 ifr; <r
y
p = 1
B, = By + B,
B, = 0
0] = 0

conrg =1,r =2, 7= +/22+y3 v =14, vg una constante y f(r) una funciéon interpolante. Para el

caso general adoptamos
(ri—7)

T (3.15)

flr) =
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Sin embargo, para la prueba de convergencia adoptamos un polinomio interpolante suave y un perfil de

velocidad como:
fr)y = B(r)
w o o= /1)
con Ps(r) un polinomio de orden 5 tal que Ps(rog) = 1; Ps(r1) = 0 y sus derivada primera y segunda son
cero en r = {rg,r1}. Asf el dato correspondiente inicial es al menos C? a lo largo del dominio computacio-

nal. Finalmente, las funciones (v,v,) y B, se incluyen para examinar més a fondo las modificaciones

realizadas en las pruebas, en particular elegimos:

T

2 o . : .
= B, = ke permite introducir un dato que viola el vinculo.

v (Vy,vy) = —€ (1 - e_rz) (z,y) define un dato de flujo entrante.

Prueba blast
Esta es una varacion del problema Blast MHD (Del Zanna et al. 2003).

El dato inicial esta dado por:

P = 1.0
Vg = 0.0
Uy = 0.0
B, = 4.0
B, = 0.0
D _ e—T2/2
10} = 0.0.

Adicionalmete, también estudiamos el comportamiento de la solucién empleando ligeras variaciones de
este conjunto de datos. En particular, casos con campos de velocidades iniciales entrantes y salientes a los
puntos del contorno. De esta manera, podemos probar los diferentes modos sobre el contorno los cuales
se volveran salientes o entrantes de acuerdo a las velocidades elegidas.

Condiciones de contorno adoptadas

Para las condiciones de contorno adoptamos uno de los siguientes 3 casos:
1. Condicién de contorno de congelamiento. Definida por U; =0, para i = 1..7 (denotado por C).

2. Condicién de contorno de flujo saliente (modos entrantes fijos a cero). Definido como Z+U = 0,

con 5t =37, Uf@j, con j tal que \; > 0 (denotado por NE).

3. Condicion de contorno que preserva el vinculo. Definido como £(U) = 0, como se defini6 en la

ecuacion (3.11) (denotado por PV)

en todas las pruebas, y comparamos el comportamiento de las soluciones cuando empleamos cada opcion.
Comenzamos considerando la forma de las ecuaciones de conservacion de flujo (manteniendo oo = 0) y
luego examinamos casos particulares con la forma invariante de Galileo (o = 1). Estas condiciones de
contorno se implementaron siguiendo el método de la proyeccion de Olsson (Olsson 1995a.b). Esto es, si
una condicién de contorno definida por un operador @(U ) = 0, esto se puede hacer cumplir redefiniendo
el lado derecho de las ecuaciones en los puntos del contorno de la siguente forma: U — U — Q(U ). Asi
calculamos el lado derecho en todo el dominio computacional, modificindolo en los puntos del contorno

mediante el método de proyecciéon e integrando todos los puntos mediante el método de lineas.
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Fig. 3.1: Comportamiento de la norma Ly de la diferencia entre las soluciones obtenidas con resoluciones
gradualmente aumentadas. La diferencia entre ellas converge a cero como se espera.

Prueba de la implementacion

En la primera prueba confirmamos el comportamiento global convergente de la solucién numeérica
al considerar los datos iniciales suficientemente suaves. Evolucionamos la version C? del dato inicial del
Rotor (sin violacién del vinculo ni flujo de fondo) para tres resoluciones diferentes A; = 1.5/2! (I =0, 1,2)
y verificamos que la diferencia de las soluciones numéricas tomadas de a pares, decrece como se espera.
La figura 3.1 ilustra el comportamiento de ||F(4;) — F(A;11)||2 (con F = p, B,). Como es evidente en
la figura, cuando se aumenta la resolucion, las diferencias decrecen como es de esperar. Para todas las

pruebas restantes, se presentan los resultados obtenidos de la red numérica mas fina (I = 2).

Dato inicial blast

En esta prueba, adoptamos el dato inicial blast y lo evolucionamos para diferentes opciones de las
condiciones de contorno ajustando o = 0,¢; = 20 y s = 1, y examinamos el comportamiento del vinculo
en cada caso. La figura 3.2 muestra la norma Lo del vinculo para las diferentes condiciones de contorno.
Claramente la solucién numérica que se obtiene con la CCPV es superior en aproximadamente un orden de
magnitud al caso NE y casi tres 6rdenes mejor que la obtenida con la condicion de contorno C. Un punto
importante a enfatizar es que al realizar una inspeccién mas cercana de las soluciones obtenidas, se revela
que la principal contribucion al error se origina en todos los casos, en el contorno (aunque esencialmente
con el mismo comportamiento en cuanto a la magnitud del error, respecto a la condiciéon de contorno
adoptada). La norma presentada en la figura 3.2 se calcula sobre todo el dominio computacional ignorando
los ultimos dos puntos (en todos los contornos) para evitar colocar un peso excesivo a la violaciéon en el

contorno. No obstante, las CCPV dan lugar a una solucién cuyo vinculo se viola lo minimamente posible.
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Fig. 3.2: Comportamiento de la norma Lo del vinculo para las diferentes condiciones de contorno. Las
violaciones en cada caso crecen desde valores de redondeo, antes de establecerse a un valor aproxima-
damente constante. Los valores para esta norma mejoran durante toda la corrida cuando se refina la
condicion de contorno adoptada, como es de esperar: la soluciéon que se obtiene con CCPV, preserva el
vinculo al menos tres 6rdenes de magnitud mejor que la solucién obtenida con la condicion C.

Dato inicial del rotor. Efectos de las condiciones de contorno y del divergence

cleaning

Elegimos este dato para examinar mas a fondo el comportamiento de la soluciéon y permitir una
violacién inicial al vinculo. Para esto escogimos xk = 1074,

La figura 3.3 ilustra el comportamiento de la solucién con las diferentes condiciones de contorno, con
y sin el uso de la limpieza de la divergencia. La adicién de esta limpieza permite una reduccién dindmica
en la violacion del vinculo hasta ¢ ~ 4.6. En este tiempo los modos que se propagan interactian con los
bordes, y estos comienzan a ser la fuente principal del error. Aqui nuevamente vemos que la condicion
que preserva el vinculo da lugar a errores significativamente pequefios en la solucién. Sin embargo es
interesante notar que si adoptamos modos no—entrantes junto con el campo que amortigua el vinculo,
el comportamiento es razonablemente similar. Esto se debe al hecho de que las condiciones de contorno
no—entrantes le permite al modo saliente que viola el vinculo, salir del dominio computacional, mientras
que el modo entrante que viola el vinculo (que se genera por no imponer la condicién que preserva el
vinculo) es amortiguado en un grado significativo por el divergence cleaning.

Otro comportamiento interesante se revela cuando variamos ¢;. Esto afecta las velocidades de propa-
gacion de los modos que violan el vinculo, lo cual tiene una fuerte influencia en el comportamiento del
vinculo de la solucién. En lo que sigue se adopta la CCPV. Para esta prueba usamos el sistema invariante
Galileano, fijando s = 0 (a fin de no incluir amortiguamiento) y escogimos que ¢; varie desde 10 a 80 !,

junto con el ajuste del paso temporal a fin de no violar la condicién de Courant. Las figuras 3.4 y 3.5

1Para valores menores de ¢; (¢; < 10) el codigo se vuelve inestable debido a las inestabilidades generadas en las esquinas
del dominio computacional.
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Fig. 3.3: Comportamiento de la norma Lo del vinculo con una violacion inicial con las distintas condiciones
de contorno, con (CCy) y sin (CC) el uso de la técnica del divergence cleaning. Como es evidente de la
figura, la limpieza de la divergencia es capaz de amortiguar los vinculos varios o6rdenes de magnitud,
mientras la violaciéon esté presente en el volumen del dominio computacional. Después que la soluciéon
alcanza el borde, los valores del contorno inducidos alli dominan la violacién del vinculo y nuevamente el
comportamiento aumenta significativamente por las condiciones no—entrante y la que preserva el vinculo.

(con violacion inicial del vinculo) muestran el efecto de la variacion de ¢; en dos casos, para el dato inicial
del Rotor y para su modificaciéon que incluye un piso de velocidad dado por (v, = £0.1z,v, = £0.1y).
Nos concentramos en el iltimo caso porque alli el efecto es méas notable. Notar que, en la figura 3.4, el
valle inicial corresponde a valores de redondeo, ya que inicialmente el vinculo se satisface a ese nivel.
Una vez que la parte no trivial de la solucién alcanza el borde se genera una violaciéon significante del
vinculo. Dependiendo de la condiciéon de contorno, y de las velocidades caracteristicas del sistema bajo
consideracion, esta violacién se propaga hacia adentro o deja el dominio. En nuestro caso la habilidad
de la CCPV de permitir que los modos que violan el vinculo dejen el dominio, resulta en errores mas
pequenos para casos de propagacion mas rapidos. Esto se debe a que la violacién inducida por la evolucion

deja el dominio computacional mas rapidamente.

3.4. Resultados

Hemos investigado la soluciéon numérica de las ecuaciones de la MHD ideal y desarrollado condiciones
de contorno que al nivel continuo preservan el vinculo por lo que no introduciria violaciones adicionales en
el dominio computacional. Al nivel numérico estas condiciones introducen algunas violaciones al nivel del
error de truncamiento lo cual converge con resolucion. Estas condiciones de contorno desarrolladas son
consistentes con condiciones de contorno maximamente disipativas y asi la energfa discreta del sistema
permanece acotada. También examinamos el comportamiento del vinculo cuando se amplia el sistema

al acoplar un campo adicional. La adiciéon de este campo, junto con modificaciones adecuadas de las
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Fig. 3.4: Comportamiento de la norma Ly del vinculo para diferentes valores de la constante de aco-
plamiento ¢; con CCPV. La norma se calcula en todo el dominio computacional (“T”"=Todo) o sobre la
region interior de 3/4 de su tamanio (“E’=FEnmascarado). Lo dltimo pretende ilustrar que a pesar de no
incluir una region cercana al borde, los efectos del contorno son evidentes en todo el dominio. A medida
que los valores de ¢; aumentan, se consigue una ligera mejora.
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Fig. 3.5: Similar a la figura 3.4 pero con un dato inicial que contiene violaciones iniciales del vinculo.
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ecuaciones, inducen una velocidad distinta de cero en la propagaciéon del vinculo y permite llevar su
valor a cero. Hemos estudiado en particular, dos sistemas equivalentes. Un sistema que es completamente
conservativo —el cual es débilmente hiperbdlico sin la adicién de un campo extra que lo hace simétrico
hiperbélico— y otro sistema que es invariante Galileano —el cual es simétrico hiperbodlico, incluso sin la
adicién de una campo extra— pero que no puede expresarse en la forma conservativa.

Para examinar el comportamiento de la solucién implementamos las ecuaciones en coordenadas car-
tesianas y con una discretizacion espacial que preserve el error inicial del vinculo. Esto nos permitio6
separar efectos del contorno, de aquellos producidos en el volumen interior y observar que las principales
violaciones ocurren en el contorno. Para examinar los efectos de las condiciones de contorno sobre la

evolucién adoptamos tres tipos de condiciones de contorno:

= La mas directa es fijar a cero todos los lados derechos de las ecuaciones en una zona del contorno.
Esto podria dar lugar a inconsistencias por lo que uno podria estar determinando condiciones para
los modos salientes. Esta condicién esencialmente es equivante a la que se usa méas comunmente,

donde se copia los flujos cercanos a los puntos del contorno.

= La segunda es la condicién de contorno no—entrante donde uno proyecta hacia afuera todos los
modos entrantes en las ecuaciones de evolucion dejando al resto (modos tangenciales y salientes)
intactos. La implementacion de esta condicién es un poco delicada debido a que los modos pueden
cambiar de direccién a lo largo del tiempo, y asi se pueden volver de modos entrantes a salientes y

viceversa.

= La tercera condicion preserva el vinculo en el sentido de que se deduce de la puesta a cero del
modo entrante relacionado con la propagacion del vinculo. Esta condiciéon es una modificacion a la
condicion previa donde ahora en vez de proyectar hacia afuera todos los modos entrantes, se fija un

modo entrante tal que el modo entrante del vinculo sea cero como resultado.

No es sorprendente que la primera opcidén muestre el peor comportamiento del vinculo, ya que no sélo
esta condicién no hace nada para reducir al minimo las violaciones de vinculo introducidas a través de las
fronteras, sino que ademas se inducen en el borde inconsistencias en la solucion. En el mejor de los casos,
el modo del vinculo rebota desde el borde a la regiéon de integraciéon. La segunda opciéon adoptada mejora
substancialmente, mostrando una ganancia de un orden de magnitud en la preservacion del vinculo. Este
es el resultado de la condicién de contorno que deja salir a uno de los modos ¢ —que lleva la violacion del
contorno— de la region de intergracion. Con la tercera alternativa se gana un orden de magnitud adicional
(al menos) con respecto a la condicion no-entrante. Esta condicion no sélo permite a la violacion del
vinculo salir del dominio computacional, sino que no introduce violaciones significativas al contorno.

Asi vemos que el manejo apropiado de las condiciones de contorno pueden controlar significativamente
el problema del comportamiento del vinculo. Cabe mencionar que atin no tenemos una prueba matematica
rigurosa de que la condicién de contorno que preserva el vinculo sea bien puesta. Sin embargo, en los
sistemas més simples —como el modelo de juguete discutido al comienzo, seccién 3.2— podria concebirse

una prueba por lo menos para el caso en que los valores propios no cambien de signo.
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Simulacién de flujos de plasma subdensos

luego de fulguraciones

En este capitulo se describe el trabajo realizado por Cécere et al. (2012).
A partir de las recientes observaciones tomadas con SDO/AIA (Solar Dy-
namics Observatory/Atmospheric Imaging Assembly) realizadas por Savage
et al. (2012), revisamos los escenarios propuestos por distintos autores para
explicar la formacién y la dinamica de estructuras oscuras que descienden,
luego de fulguraciones, hacia arcadas magnéticas en el plasma coronal. A
dichas estructuras las denominaremos SAROs, debido a las siglas en inglés
de Supra—Arcade Reconnection Outflows, en castellano, flujos de reconexién
suprarcada. En este trabajo mostramos que un escenario con miltiples SA-
ROs, puede ser modelado por cavidades de plasma enrarecido, generadas por
la interaccién de ondas de choque y expansién, colimadas en la direccién del
campo magnético. Analizamos la produccién y la interaccion de maltiples SA-
ROs y la estructura individual de los mismos. Dicha estructura es tal que hace
de los SAROs vacios relativamente estables a la vez que méviles. Finalmen-
te comparamos nuestros resultados con las observaciones y con escenarios

alternativos propuestos por otros autores.

4.1. Introduccién

El telescopio de rayos X blandos Yohkoh fue el primero en detectar la presencia de trazos oscuros des-
cendiendo hacia la superficie solar. Mediante este instrumento se observé que estas estructuras se originan
tipicamente a unos [40 — 60]Mm sobre arcadas magnéticas originadas luego de eventos de fulguracion. El

movimiento descendente resulta levemente desacelerado con velocidades en el rango de ~ [50—500]km s™?.

67
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Fig. 4.1: Imagen de TRACE. Se observan surcos oscuros que penetran una region donde el plasma es
aparentemente mas denso.

Estos eventos han sido extensamente reportados mediante el uso de otros instrumentos como TRACE
(Innes et al. 2003a,b), SOHO/SUMER (Innes et al. 2003b) y SDO/AIA (Savage et al. 2012; Warren et al.

2011). Una imagen de este fenomeno tomada con TRACE puede verse en la figura 4.1.

La ausencia de emisién en rayos X y en el extremo ultravioleta, tanto en las imagenes como en los
espectros, ha llevado a la conclusion y al consenso de la comunidad cientifica de que estas estructuras
son regiones subdensas o vacios de plasma, generados por procesos de reconexiéon magnética en hojas
de corriente ubicadas sobre arcadas solares. Ademas de estas estructuras oscuras moviles, se han re-
portado otras, menos frecuentes, descendentes y brillantes, que se pueden observar también durante las

fulguraciones solares (McKenzie 2000).

McKenzie & Savage (2009) y Savage & McKenzie (2011) han sugerido que los flujos oscuros genera-
dos luego de fulguraciones (SADs, supra—arcade downflows) son la secciéon transversal de tubos o arcos
magnético (SADLs, supra—arcade downflow loops), también observados como filamentos finos y vacios al
retraerse desde posiciones ubicadas por encima de las arcadas, donde se produce la reconexién magnéti-
ca, ver figura 4.2. La retracciéon seria producida por la propia reconexién segin lo sugiere el esquema de
la figura 4.3. Siguiendo la interpretacion de estos autores, dependiendo de si el fendmeno es observado
de frente en relacion al sistema de arcos, panel izquierdo de la figura 4.2, o de perfil como se muestra
en el panel derecho de figura 4.2, se observan las secciones oscuras de los arcos, los SADs, o los arcos
retrayéndose, los SADLs. Sugieren ademéas que la alta presion magnética interna de estos tubos podria
explicar porqué los vacios resisten ser llenados inmediatamente por el plasma relativamente denso (y con
mayor presion del gas) que los circunda y son detectados durante tiempos compatibles con la observa-
cion. Trabajos teoricos que modelan el proceso de reconexion como el de Linton et al. (2009) proponen un
escenario donde la dinamica de los campos magnéticos descendentes es excitada por eventos de recone-
xion localizados, los cuales producirian tubos de flujo reconectados tanto ascendentes como descendentes
(figura 4.3). Para explicar la desaceleracion proponen que el plasma es frenado por la presion magnética

de los campos magnéticos subyacentes a la arcada. Las velocidades observadas de los SADs son menores
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Fig. 4.2: Esquema tomado de Savage & McKenzie (2011) para ejemplificar los objetos llamados SAD y
SADL.
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Fig. 4.3: Esquema de reconexiéon magnética, las lineas de campo ingresan lateralmente y egresan ra-
dialmente. El movimiento de descenso hacia la superficie de un conjunto de lineas formando un arco
corresponderia al movimiento de los SADLs. La linea de cruces representa la hoja de corriente.

a las esperadas en regiones donde la velocidad de Alfvén caracteristica es de ~ 1000kms~!. Linton et al.
(2009) han sugerido que ciertas fuerzas de arrastre podrian realizar un trabajo en contra del flujo de
reconexion, justificando asi las bajas velocidades observadas.

Verwichte et al. (2005) analizaron datos de TRACE y detectaron la presencia de oscilaciones des-
cendentes y transversales al campo magnético. El panel izquierdo de la figura 4.4, muestra la imagen de
TRACE de los datos analizados. La coordenada x se supone transversal a las lineas de campo radiales,
la coordenada y corresponde a la direccion radial. La evolucién temporal en la direcciéon transversal al
campo se muestra en el panel central de la figura 4.4, y la evolucion temporal en la direcciéon del campo
se muestra en el panel derecho de dicha figura. Estos autores encontraron que la velocidad inicial y las
amplitudes de oscilacién transversal disminuyen a medida que la perturbaciéon se propaga. La oscilacion
detectada es del tipo de modos kink en cilindros, sin embargo, las velocidades de estos modos rapidos
resultaron bajas, del orden de la velocidad del sonido y no del orden de la velocidad de Alfvén como se
hubiera esperado. El tamano de las cavidades oscuras varia dentro del rango [~ 2 — 9]Mm y el periodo

de oscilacién permanece aproximadamente constante con la altura.
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Fig. 4.4: Datos tomados de Verwichte et al. (2005). Izq.) Coordenadas x e y en la posicion de los SADs.
Cent.) Evolucion transversal. Der.) Evolucion radial.

Recientemente a la luz de las observaciones de ATA, de mayor resolucion espacial y temporal que las
disponibles hasta entonces, Savage et al. (2012) reinterpretaron su modelo de SADs de la figura 4.2. En
estas observaciones notaron una diferencia importante en los tamafios de los trazos oscuros observados (ver
figura 4.5 en negativo, donde lo claro corresponde a las regiones subdensas), reconsiderando el escenario
propuesto. En este esquema los arcos finos (SADLs) coexisten con los SADs que ya no corresponderian a la
seccion de los arcos sino a estelas dejadas por dichos arcos magnéticos al retraerse en la hoja de corriente.
En el nuevo escenario (ver figura 4.6) los arcos oscuros son estructuras de tamafios [~ 0.9 — 1.3]Mm
durante las fases tempranas del evento de erupciéon. Los SADs de tamanos de ~ 9Mm, se harian evidentes
posteriormente, debido al contraste con el plasma a alta temperatura en la hoja de corriente, luego de que
ésta se llena por el plasma. La desaceleracion seria resultado de la acumulacién de presiéon magnética del
material descendente y/o la presencia de fenomenos de arrastre. En la reinterpretacion, la observacion de
arcos o de SADs ya no estaria relacionada con la direccion de observacion (figura 4.2), sino con el llenado
o no de la hoja de corriente en etapas tempranas o tardias de la evolucion. Ademas, los SADs no serian

la seccién de arcos magnéticos sino estelas oscuras dejadas por los mismos.

En los trabajos Costa et al. (2009), Schulz et al. (2010) y Maglione et al. (2011) se ha mostrado,
mediante simulaciones MHD en una y dos dimensiones, que los canales oscuros son consistentes con
vacios de plasma generados por el rebote e interferencia de ondas de expansion y choque, creadas a
partir de una deposicion localizada de energia que simula el efecto de una reconexiéon magnética. Este
pulso de presién genera un patrén inicial que puede pensarse como la composicién de un choque de tipo
hidrodinamico, dirigido hacia el Sol, en la direccién del campo, y otro choque transversal, perpendicular
al campo magnético. En la evolucion posterior, la composicién de ondas no-lineales, genera y sostiene una
estructura de vacio que se propaga hacia la superficie solar en tiempos comparables a los observados. Los
comportamientos tanto transversal como longitudinal (en la direccion del Sol) pueden verse en la figura 4.7
en comparacion con resultados obtenidos por Verwichte et al. (2005). La primera figura (panel izquierdo
de la figura 4.7) resulta de la simulacion 2D utilizando condiciones de contorno abiertas en direccion
a las arcadas magnéticas (asumiendo que la perturbaciéon se absorbe en esa direccion), de rebote en los
laterales (asumiendo regiones de mayor densidad lateral; Schulz et al. 2010) y también condiciéon de rebote
en la direccion opuesta a la superficie solar emulando el efecto de la region de reconexiéon. En el caso 1D

las oscilaciones obtenidas no se amortiguan, en cambio en el caso 2D la oscilaciéon dura pocos periodos
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Fig. 4.5: Observaciones con AIA, en negativo, lo claro es vacio. Las estructuras con forma de esferas
con cola son los SADs (también conocidos como tadpoles o renacuajos). Las esferas tienen tamarfios
apreciablemente mayores que los de la seccion de un arco magnético.
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Fig. 4.6: Nuevo escenario propuesto por Savage et al. (2012). Izq) Arcos en retraccion SADLs, cuando la
hoja de corriente aun no ha sido llenada por el plasma. Der.) Hoja de corriente llena de plasma y estelas
o SADs dejadas por los SADLs o arcos al retraerse.
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Fig. 4.7: Izquierda: resultado numérico 2D de la oscilacion transversal, comparar con el panel central de
la figura 4.4. Centro: Resultado numérico 1D de la oscilaciéon radial hacia el Sol, se compara con Derecha:
los datos observacionales de la oscilacion radial.

y luego se amortigua (el panel izquierdo de la figura 4.7 reproduce en buena medida las observaciones
mostradas en el panel central de la figura 4.4). El panel central de la figura 4.7 es el resultado numérico
que reproduce las observaciones obtenidas por Verwichte et al. (2005), mostradas en el panel derecho de
la figura 4.7 (ver e.g. Costa et al. 2009). Los tamaios, amplitudes, velocidades y las distancias obtenidas
numéricamente son comparables a los datos observacionales obtenidos por Verwichte et al. (2005).

A diferencia de los resultados 1D, donde la dinamica hacia el Sol es independiente de la intensidad de
campo magnético el cual tiene el rol exclusivo de guiar la onda, en las simulaciones 2D la velocidad hacia
el Sol es mayor para valores mayores de campo magnético. Esto puede interpretarse como la capacidad del
plasma de la baja corona solar de colimar la deposicion de energia en la direcciéon del campo magnético.

Como los valores de § interiores a la cavidad vacia, fueron mayores que los exteriores (Schulz et al.
2010), con sus contornos en equilibrio dados por valores de la presion total constante, se concluy6 que
la presion magnética interna no puede ser responsable de prevenir el colapso del vacio. En cambio se
encontré que los valores mas altos de [ dentro de los canales oscuros son debidos a que el plasma es
muy caliente, con valores bajos de densidad interna (~ 2 x 107cm~2), y temperatura T' > 20MK (Warren
et al. 1999). De hecho, las observaciones no muestran una significativa emision de la region vacia en
cualquier longitud de onda observada (e.g. los filtros fotométricos de alta temperatura de AIA). Luego
las observaciones pueden ser consitentes con estos parametros del plasma.

Segun Savage et al. (2012) los arcos que se retraen o SADLs son siempre seguidos de estructuras
tipo SAD. Los SADs y SADLs son ambos interpretados como flujos creados durante la reorganizacion
del campo magnético durante procesos de reconexion. No obstante, para estos autores, los SADs solo
pueden ser vistos una vez que la hoja de corriente se ha llenado apreciablemente de plasma debido a que
los interpretan como estelas que dejan los arcos descendentes. En este capitulo, a la luz de las nuevas
observaciones de AIA, revisamos el escenario propuesto en los trabajos de Costa et al. (2009), Schulz
et al. (2010) y Maglione et al. (2011). Realizamos una reinterpretacion de los resultados de simulaciones
previas en una y dos dimensiones, analizando las estructuras vacias como flujos de reconexién suprarcada

(SAROs), para diferenciarlos de la descripcion de SADs establecida por Savage et al. (2012). En nues-



4.2. CODIGO NUMERICO Y CONDICIONES INICIALES 73

tro modelo bidimensional no simulamos la arcada ni la posible interaccién de ésta con los SAROs. La
reconexion es modelada como un pulso de presiéon, representado mediante una deposiciéon de energia que
genera la dindmica que configura los canales vaciados de plasma a los que llamamos SAROs.

Con el objeto de probar el alcance de nuestro modelo, primero nos enfocamos en reproducir la di-
namica y la interaccion oscilatoria entre varias estructuras vacias tipo SARO. Como se menciond, en
los trabajos de Costa et al. (2009), Schulz et al. (2010) y Maglione et al. (2011) se encontré que para
reproducir el patron oscilatorio se requieren condiciones de borde cerradas. Sin embargo, en Schulz et al.
(2010) se obtuvo que el patron de oscilacion es robusto bajo una gran variedad de condiciones de borde,
contemplando diferentes valores de densidad en los extremos y permitiendo rebotes totales o parciales
en los mismos. Surge entonces la cuestion acerca del rol que juegan las condiciones de contorno. Las
observaciones muestran que los flujos salientes mantienen su configuracion individual durante todo el
camino hacia la estructura tipo arcada. Luego, la simulaciéon de miltiples flujos salientes excitados por
diferentes pulsos de presion deben mantener estas individualidades al mismo tiempo que involucran una
desaceleracion en direccion a la superficie solar. No obstante, ; podemos considerar la dindmica de varias
estructuras de flujo saliente como la superposicion de individuos? (como se describe en Costa et al. 2009;
Schulz et al. 2010; Maglione et al. 2011). Si este es el caso, ;qué produce los rasgos oscilatorios descriptos

en Verwichte et al. (2005)7

4.2. Cobédigo numérico y condiciones iniciales

Para estudiar el fendmeno hemos realizado simulaciones MHD en dos dimensiones mediante el codigo
Mezcal, el cual se encuentra intensivamente probado numéricamente en muchos y diversos escenarios (ver
por ejemplo De Colle & Raga 2006; De Colle et al. 2008). Todos los célculos se realizaron en una cuadricula
numérica de (z,y) = (400, 800) puntos, correspondiente a una region fisica de (20,40)Mm, lo que da una
resolucién para cada celda de (50, 50)km. La coordenada y representa la direccion hacia la superficie solar,
mientras que la coordenada x representa la direccién transversal al campo magnético. Hemos asumido
que la estructura del campo es inicialmente constante en la direcciéon radial, y una temperatura de fondo
tipica de unos 7' = 10°K. Simultdneamente en la condicion inicial (t = Oseg), disponemos pulsos circulares
(AP/P); = (110,90,110), ¢ = 1,3 (donde AP es el pulso de presion de disparo y P es la presion de
fondo del gas de la corona) a un radio de 0.6Mm, localizados en las posiciones (67,720), (167,680) y
(333,720) correspondientes a las coordenadas fisicas (3.35,36.0)Mm, (8.35,34.0)Mm y (16.65,36.0)Mm,
respectivamente.

Se realizaron varias simulaciones, variando el campo magnético B y la densidad p. Ademas anadi-
mos una posterior deposicion localizada de energia, modelada como otro pulso de presion (AP/P)4 que
representa un nuevo evento de reconexion (al tiempo t = 200seg), el que evoluciona en un ambiente
previamente modificado por los pulsos iniciales. La tabla 4.1 muestra los modelos que hemos empleado
para discutir nuestros resultados. Hemos utilizado condiciones de contorno abiertas para las fronteras
laterales, mientras que, inicialmente, se asumié una condicion reflectante fija para el limite superior de
la direccién radial. Esta tltima condiciéon de borde se utilizoé para simular la accion de flujos salientes del

sitio donde ocurre el evento de reconexiéon. Asimismo, asumimos que las perturbaciones son absorbidas en
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Modelo B[G] nx 10°[cm™3] (AP/P)4

M1 3 0.46 400
M2 10 0.46 400
M3 10 3.0 400
M4 3 0.46 200

Tabla 4.1: Modelos Simulados: B es la densidad de fondo de campo magnético en la direcciéon radial, n
es la densidad numérica de fondo, y (AP/P), es el pulso de presion sobre la presion de fondo impuesto
en t = 200seg.

Densidad Numérica [10° cm™] Temperatura [MK] Campo Magnético total [G] Beta Presion total [dyn cm™]
002 036 070 1.05 1.39 056 7.67 14.78 21]89 29.00 2.64 273 283 2i93 3.02 008 020 0.32 0i44 0.55 035 044 052 Oi60 0.68
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Fig. 4.8: Salida de la simulacion al tiempo ¢ = 196 segundos. En cada panel se muestra: a) densidad, b)
temperatura, ¢) campo magnético total d) parametro 8 y e) presion total de los tres flujos descendentes.

la direccién al Sol. Finalmente, para estudiar una configuracién provista de zonas subdensas, impusimos
una condicion de borde abierta en la direccion superior radial, con una densidad de fondo inicial no—
homogénea (n = ngsen(rx/2) + ny, (ng,n1) = (2.07,2.53) x 10%m~2, x en Mm) con el objeto de emular
la modificacion del medio que provocaria el pasaje de SAROs, y a fin de explorar otras configuraciones de
plasma. Los parametros carateristicos fueron elegidos en concordancia con los valores observados tipicos

de los SAROs, como se describen en Verwichte et al. (2005) y McKenzie & Hudson (1999).

4.3. Resultados y Discusién

Parametros del plasma en SAROs

En la figura 4.8 mostamos la evolucion del modelo M1 para tres flujos de vacio al tiempo t =
196 segundos. En cada uno de los paneles se presenta respectivamente: a) la densidad numérica de las

cavidades debidas a tres eventos de reconexion simultaneos, b) la temperatura, ¢) el campo magnético,
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d) el parametro § y e) la presion total, para condiciones de contorno abiertas.

De este grafico puede apreciarse, tal como se esperaba (por ejemplo McKenzie & Hudson 1999), que
las densidades de las cavidades son menores a la del entorno en méas de un orden de magnitud (ver la
estructura por arriba de y = 20Mm). La temperatura interna, mostrada en el panel b) de dicha figura,
es mas de un orden de magnitud mayor en los vacios que en el medio exterior (como en los trabajos
de Longcope et al. 2009; Warren et al. 1999). La densidad de campo magnético interno es menor a la
del ambiente (< 1G), de modo que la presion del campo magnético interno no puede ser responsable de
evitar el colapso de la zona vacia. El parametro 3, mostrado en el panel d) de la figura 4.8, es mayor en
el interior de la region. De la parte superior de la figura 4.8e), podemos ver que la presion total en la
region es aproximadamente constante, es decir el trazo de los flujos de vacio ha desaparecido, estando el
contorno de las cavidades aproximadamente en equilibrio de presiones.

Las caracteristicas mostradas en la figura 4.8 son consistentes con las caracteristicas dindmicas des-
criptas por Verwichte et al. (2005), con la excepcién de la apariencia oscilatoria del patron bidimensional
y la homogeneidad del medio de fondo. La dinamica producida por multiples flujos salientes reproduce
la dindmica individual. Ademés, de acuerdo con los resultados observacionales, el anélisis de la evolucion
temporal da una velocidad caracteristica de los SAROs de 100 — 300kms~'. El congelamiento del plas-
ma al campo magnético induce la colimacién de la mayor parte de la energia cinética hacia la direcciéon
longitudinal, efecto que se incrementa a medida que aumenta el campo magnético. De acuerdo con el
trabajo de Maglione et al. (2011) (ver tabla 1 de dicho trabajo), hemos obtenido un aumento pequeno de
la velocidad inicial al aumentar la intensidad del campo magnético de fondo. Para ello hemos realizado
una corrida de 200 segundos variando la intensidad de campo magnético desde 3G hasta 10G (modelos
M1y M2), asi la distancia evacuada por la perturbacion aumenta unos 4Mm. Por otro lado, variando la
densidad de fondo desde 0.46 x 10%m™3 hasta 3.0 x 10%m ™3 (modelos M2 y M3), la distancia evacuada
por la perturbacién disminuye unos 6Mm.

En las etapas iniciales al evento de fulguracion, antes del llenado de la hoja de corriente por el plasma,
la zona por arriba de la arcada puede suponerse practicamente homogénea. La figura 4.8 pretende describir
la dindmica inicial de los SAROs moviéndose hacia las arcadas sobre un fondo aparentemente uniforme.
Los resultados obtenidos con diferentes valores de densidad de fondo son consistentes con el rango de
variacion de parametros descriptos en la literatura, e.g. Verwichte et al. (2005). Por lo tanto, en el escenario
propuesto, la dindmica de varios eventos SAROs es sustentada por la interaccion localizada (confinada
en los canales oscuros) de ondas no-lineales y frentes de choque que actiian en tiempos comparables a
los observados (ver Maglione et al. 2011).

En la region inferior de la figura 4.8, por ejemplo y ~ 10Mm, se nota el aumento de la densidad
(Fig. 4.8a), el del parametro § (Fig. 4.8d), y el aumento de la presion total (Fig. 4.8e) con respecto
a sus correspondientes valores de fondo. También se nota una disminuciéon de la intensidad de campo
magnético (Fig. 4.8c). Estas estructuras sobredensas pueden estar asociadas con las estructuras brillantes
descendentes descriptas por McKenzie (2000). En nuestro escenario, estas regiones estan asociadas a
frentes de choque que se abren paso hacia la superficie solar. Estas modifican el medio de fondo, entre
otros efectos, acumulando masa en el frente del flujo.

La dindmica de multiples estructuras de choque, produce patrones temporales con cierta reminiscencia



76 CAPITULO 4. SIMULACION DE FLUJOS DE PLASMA SUBDENSOS

0.60

0.55 §

0.50

Presion total [din cm?]

0.45

040 " T ; : v
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Longitud [Mm]

Fig. 4.9: Presion total de los tres flujos al tiempo ¢ = 196 segundos, en las alturas: 32Mm (linea de
puntos), 15Mm (linea sélida) y 12Mm (linea de trazos y puntos). Puede apreciarse un estrangulamiento
localizado en 12Mm en la traza del segundo flujo.

al estrangulamiento observacional mostrado por otros autores (Innes et al. 2003a), (Innes et al. 2003b),
(ver los nudos en las trazas de los SAROs de la figura 4.8). La figura 4.9 muestra la presion total a las
alturas indicadas con los cortes de la Fig. 4.8e): ~ 32Mm, ~ 15Mm y ~ 12Mm. Notar que la presion
total se mantiene aproximadamente constante en la regién superior, cerca del centro de la detonacion, a
~ 32Mm (linea de puntos). A unos ~ 15Mm de altura, (linea solida), la presion total es mayor dentro de
las estelas de vacio. Los estrangulamientos o nudos corresponden a regiones donde la presiéon total interna
es menor a la exterior (ver como ejemplo la traza dejada por el flujo saliente a ~ 12Mm, linea de trazos
y puntos).

Como puede apreciarse en la figura 4.8, en acuerdo con lo esperado, parece que los canales de SAROs
estan distorsionados por el hecho de ser multiples. No hay una apreciable evidencia de interacciéon entre
los flujos. Savage et al. (2012), en el contexto propuesto por Linton et al. (2009), han interpretado la
discretitud de los flujos como una indicacién de que el fenémeno de reconexién es altamente localizado.
En nuestro escenario, como en el propuesto por Linton et al. (2009), la produccion de flujos de plasma esta
asociada con eventos localizados de reconexion magnética. En este modelo no asumimos una configuracion
bidimensional ni una particular topologia magnética de la hoja de corriente (e.g. Priest & Démoulin
1995). El escenario propuesto por Linton et al. (2009) relaciona inherentemente el vacio de plasma con las
reconexiones que ocurren dentro de la hoja de corriente. En nuestro caso la reconexiéon no es modelada,
pero es simulada mediante un pulso de presion que detona la produccion de flujos en un medio inicialmente

homogéneo.

Estructura y apariencia ondulatoria

La apariencia ondulatoria en el movimiento de los vacios que se aprecia en algunas observaciones

(Verwichte et al. 2005) parece indicar la presencia de interaccion entre SAROs. Existen diferencias im-
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portantes entre las simulaciones en una y dos dimensiones respecto a la capacidad para generar dichas
ondulaciones. En los trabajos 1D, Costa et al. (2009) y Schulz et al. (2010), estas estructuras se obtienen
simplemente debido a los rebotes en el contorno. Dicho contorno emula la presencia de un medio vecino
maés denso (ver figuras 2 y 1 de Costa et al. 2009; Schulz et al. 2010, respectivamente). En las simulaciones
1D el patron oscilatorio se mantiene en el tiempo y las ondas no pierden energia. En el trabajo 2D de
Maglione et al. (2011), la apariencia oscilatoria de un corte lateral se amortigua en unos pocos periodos
(ver la figura la) en dicho trabajo), y si nos enfocamos en los cortes bidimensionales (ver figura 2 de
estos autores), no es posible reconocer el caracter oscilatorio. La distribucion espacial de energia en los
laterales bidimensionales (con condiciones de contorno cerradas), debido a los rebotes, amortigua muy

rapidamente las oscilaciones y no da cuenta de la apariencia ondulatoria.

Por otro lado, comparando la evoluciéon no-lineal de las ondas producidas por los pulsos de presién
en los casos de una y dos dimensiones, podemos reconocer un comportamiento dindmico similar, el cual
prevalece en el tiempo y puede explicar la robustez de los patrones de vacios observados. En la figura
4.10a) mostramos la evolucion espontanea unidimensional de la densidad debido a la acciéon de un pulso
de presion sobre un medio con condiciones iniciales estaticas (Fernandez et al. 2009). En la figura 4.10b)
el pulso localizado se ubica de manera descentrada respecto de la distancia radial, como en nuestras
simulaciones. La figura 4.10a) muestra resultados obtenidos para ciertos tiempos, correspondientes a los
pasos temporales (no dimensionales) de 0, 200, 800 y 2000. El paso temporal 0 corresponde a p(0) =
10~ **em 3. Vemos dos frentes de onda de choque para cada paso temporal, por ejemplo para el paso 800,
los choques se localizan en (z15; = 39; z3; = 111)Mm. Ademaés, para el mismo paso temporal se encuentran
dos discontinuidades de contacto ubicadas en (x1, = 46.5; z2. = 103.5)Mm y dos ondas de expansion
iniciadas en (21, = 57; z2. = 93)Mm. Inicialmente los dos frentes de choque se mueven alejandose de la
posicion en que el pulso comienza (ver por ejemplo el tiempo correspondiente a 200 en las figuras 4.10a) y
4.10b)). A medida que los choques viajan a lo largo de la direcciéon del campo magnético, la temperatura
y la densidad se incrementan haciendo que la energfa se eleve, e.g. (x15 = 39; x2s = 111)Mm en el tiempo
800 en la figura 4.10a). La densidad disminuye abruptamente (e.g. (x1. = 46.5; 3. = 103.5)Mm) en
el tiempo 800 debido a las discontinuidades de contacto que van detras de los frentes de choque. Estas
pueden ser reconocidas debido a que la presion y la velocidad del flujo no cambian con el pasaje de la
onda. La temperatura aumenta para mantener constante la presiéon a lo largo de la discontinuidad de
contacto. Ademas, las dos ondas de expansion, que se reconocen debido a que disminuyen la densidad a su
paso, viajan inicialmente hacia la posicion de detonacion, en sentido contrario a los frentes de choque (e.g.
(z1e = 55.5; T3, = 94.5)Mm al tiempo 200 en la figura 4.10a). Estas ondas colisionan, rebotando en la
posicion de detonacion (parte central de las figuras 4.10a) y b), para el paso temporal 800), y luego viajan
en sentido opuesto al de las discontinuidades de contacto (e.g. (x1. = 57; z2. = 93)Mm al tiempo 800 en
la figura 4.10a). Por comparacion de los pasos temporales 800 y 2000, vemos que las ondas de expansion
tienen una velocidad mayor que las correspondientes discontinuidades de contacto. En el tiempo 2000,
las posiciones de los frentes de choque en la figura 4.10a) son (z1s = 7.5;x2s = 142.5)Mm, las ondas de
expansion han interactuado con las discontinuidades de contacto y han bajado los valores de densidad y
presion, dejando detras un sistema no-lineal de ondas acopladas. Esto puede verse en los rangos (Ax; =

31.5 — 7.5; Azy = 142.5 — 118.5)Mm de la figura 4.10a) y (Ax; = 28.5 — 15.0; Azg = 109.5 — 91.5)Mm de
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Fig. 4.10: a) Evolucion de la densidad de una simulaciéon unidimensional luego de la detonacion de pulsos
de presion a diferentes tiempos. b) Igual que en el panel a), salvo que esta vez los pulsos son detonados

de manera asimétrica. ¢) Evolucion bidimensional de la densidad de SAROs para un corte a z = 19Mm
en la figura 4.8a).

la figura 4.10b). El resultado dinamico es la formacion de la cavidad central.

En la figura 4.10c) se muestra un corte en el campo de densidad para la simulacion bidimensional de
SAROs de la figura 4.8a). Dicho corte se localiza en x = 19Mm. La similaridad entre las figuras 4.10a) y
b) y 4.10c) expresa que la descripcion unidimensional del comportamiento dindmico es correcta en una
primera aproximacion. Esto salta a la vista si se compara el tiempo ¢ = 8seg. de la figura 4.10¢) con el
paso temporal 800 en las figuras 4.10a) y b). También puede compararse el tiempo ¢ = 180seg en la figura
4.10c) con el paso temporal 2000 en la figura 4.10a) y b). Sin embargo, existen pequenas diferencias entre
la forma del campo de densidad en la figura 4.10c) a ¢ = 180seg. y las figuras 4.10a) y b) en el paso
2000. Mediante la comparacion de los detalles de las curvas en ambas figuras notamos que ain cuando
los patrones son similares, la forma maés irregular en la figura 4.10c) puede atribuirse a las perturbaciones

producidas por los SAROs vecinos.

Hemos encontrado casos donde es evidente la interaccion entre SAROs y esto tiene consecuencias
observacionales, como el caracter ondulatorio registrado por Verwichte et al. (2005). En la figura 4.11
se muestra la evoluciéon de un SARO para el modelo M1, luego de que detonara un cuarto pulso de
presion, en el tiempo ¢ = 200 segundos. A partir de ese momento, se desarrolla un nuevo frente de onda
sobre los canales discretos abiertos por los tres SAROs iniciales, los cuales han viajado desacelerandose,
una distancia de ~ 16Mm hasta ¢ = 212seg. En la parte superior de la figura 4.11, al tiempo ¢ = 300
segundos, parece que los SAROs iniciales pierden en parte su discretitud. Vemos que, cuando el campo
magnético es uniforme la energia producida por el cuarto pulso de presion se distribuye de una manera
no—homogénea, debido a la colimaciéon generada por el campo magnético. Mientras que los primeros
SAROs se estan propagando delante, el nuevo SARO deja una nueva traza. Asimismo, el nuevo pulso
de reconexion inyecta energia que es distribuida de manera no—uniforme entre las estelas preexistentes.
En otras palabras, el pulso de presiéon circular al tiempo ¢ = 212seg es posteriormente colimado por
la configuracion de campo magnético al tiempo ¢ = 300seg. Como en los otros casos, la elongacion en

la direccion solar del cuarto canal, es debido a la interaccién con la frontera reflectante superior y la
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frontera absorbente inferior a lo largo de la direcciéon del campo magnético. Un efecto notable, que tiene
implicaciones observacionales, es la distribuciéon de energia cinética. Como puede verse en la figura 4.12,
parte del la energia cinética del nuevo SARO se distribuye a lo largo de las estelas dejadas por los SAROs
previos. Asimismo, y de acuerdo con las observaciones, cuando la secuencia es apreciada por medio de
una animacion, las estelas exhiben un movimiento oscilatorio (e.g. Verwichte et al. 2005; McKenzie 2000;
Khan et al. 2007). Esto puede explicarse a través de la tendencia del frente de onda a desviar la energia
cinética hacia las regiones de baja densidad, es decir, hacia las estelas dejadas por los SAROs previos.
La relaciéon de continuidad de Rankine-Hugoniot para choques hidrodinamicos, es decir, choques en

la direccién longitudinal, en el sistema parado sobre la onda de choque es:

Uy = &vd u  upstream, d downstream. (4.1)

Pu
Inicialmente, la energia del pulso de presiéon es distribuida de manera circular, debido a que el valor de la
presion del pulso del gas es apreciablemente mayor con respecto a la presion magnética ambiente (figura
4.11). Podemos considerar que pg y vg son aproximadamente constantes alrededor del borde circular del
frente de choque inicial. Sin embargo, los valores correspondientes corriente arriba (upstream) de p, van
a ser diferentes dependiendo de la distribucion previa de SAROs. Es decir, p, es al menos un orden de
magnitud menor en las estelas dejadas por los SAROs previos. De modo que inicialmente, la velocidad
de flujo corriente arriba sera mayor en las trazas dejadas por los SAROs que en el ambiente circundante.
Mas aun, los SAROs desarrollados con anterioridad han fluido a mayores velocidades que el ambiente, y
el valor de su velocidad debe adicionarse a la velocidad corriente arriba. Esto implica que dos frentes de
choque en direcciéon corriente arriba, con valores iniciales p4 < pp y por lo tanto v4 > vp, continuaran
su movimiento con v4 > v, mientras el frente de choque se propague. Obviamente la misma relacion es
valida para la energia cinética, i.e. K4 = pAvf‘ = pBUBVA > va% = Kp (donde K es la energia cinética).
Esta relacion se conserva corriente arriba, como puede apreciarse en la figura 4.12. Puede compararse la
energfa cinética A y B en esta figura con las densidades correspondientes (ps4 < pp) en la figura 4.11.
Cabe destacar la correspondencia entre los bajos valores de densidad en las posiciones A y B de la figura
4.12 con respecto a los altos y bajos de energia cinética en las mismas posiciones en la figura 4.11. La
energia del cuarto evento de reconexioén es parcialmente desviada de la nueva traza, hacia los canales
previamente abiertos, dependiendo del parametro 8 de plasma de fondo. Puede apreciarse la energia
cinética en la figura 4.12, para el modelo M2 al tiempo ¢t = 300 segundos. Cuando la intensidad del
campo magnético se aumenta, o cuando la intensidad del pulso de presién se disminuye (modelo M4), el

caracter ondulatorio se pierde.

Una posible configuracién SAD

Realizamos una nueva simulacién con un fondo inhomogéneo. Dicho fondo simula la modificacion
realizada en el medio por la acciéon de varios SAROs a lo largo de su evolucion temporal. Los finos
canales oscuros obtenidos en las simulaciones previas (cuyos tamafos rondan los 2Mm), emulan la accion
de pulsos de reconexiéon en un medio homogéneo. A los frentes de choque brillantes que se aprecian en la
parte inferior de la figura 4.8 le seguiran una acumulacién de masa en el frente, cambiando la densidad del

medio. Esta generacion primaria de SAROs se parece a los “rayos” que pueden apreciarse en el abanico
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Fig. 4.11: Densidad numérica en el modelo M1 luego del cuarto pulso de presién, el evento es visto a la
izquierda al tiempo t = 212 segundos, y a la derecha la tiempo ¢t = 300 segundos. Notar la estructura
ondulatoria (ampliacion de la zona) debido a la interaccion entre los diferentes SAROs.
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Fig. 4.12: Densidad de energia cinética colimada hacia las trazas dejadas por previos SAROs. A la
izquierda se muestra el modelo M1 al tiempo ¢ = 300 segundos, mientras que a la derecha se muestra el
modelo M2 al mismo tiempo.
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superior a las arcadas en algunas de las observaciones, e.g., figura 4.1. Para analizar el efecto de nuevas
reconexiones ocurriendo en un medio ya modificado por una generacion previa de SAROs, usamos como
condicion inicial una distribucion sinusoidal de densidad, modificando el campo magnético de modo de
garantizar condiciones de presion total uniforme.

En la figura 4.13 se muestran las variaciones en la densidad obtenidas por la evolucién de cuatro
pulsos localizados aleatoriamente en un medio distorsionado por SAROs previos. Como se muestra en la
figura 4.12 la energia de los nuevos eventos de reconexion es confinada preferentemente hacia los canales
dejados por la generacién de eventos previos. En otras palabras, los nuevos vacios se observan recorriendo
los canales brillantes (SAROs) una vez que el medio se torna inhomogéneo. De la figura 4.13 notamos que
los pulsos posteriores, con forma de lagrima, estan asociados a diferentes tamanos (del orden de unos 2Mm
a 9Mm) dependiendo del efecto producido por el nuevo frente de onda sobre el medio. Vale notar que el
rango de variacion y la ocurrencia de canales brillantes y oscuros recuerdan las estructuras observadas en
la pelicula 2 del trabajo de Savage et al. (2012) (ver por ejemplo el cuadro 131 de la banda 131 al tiempo
12:08:33UT). Ademas, el cuadro superior de tiempo universal 12:22:09 (pelicula 2) exhibe una compleja
estructura que recuerda la accién ulterior de la evolucion de los SAROs. Pueden reconocerse asimismo
algunos arcos abajo a la izquierda. Si el escenario propuesto describe una configuracion posible de plasma,
los SADs podrian ser eventos de reconexion tardios que ocurren en un medio inhomogéneo distorsionado
por la accion de SAROs anteriores. El vinculo entre SAROs y SADs, es decir la diferencia de tamanos de
estas dos estructuras, podria reflejarse en el hecho de que la energia liberada por reconexiones posteriores
es confinada dentro de canales dejados por los eventos precursores. Estas nuevas deposiciones de energia
cinética, se ven confinadas en los canales previos, renovando el movimiento acelerado de los SAROs y
deformando sus extremos hasta adquirir una forma similar a una lagrima con una cola oscilante (esta forma
tipica que se observa por ejemplo en la figura 4.6 ha dado lugar a que algunos autores llamen tadpoles,
por renacuajos a estas estructuras zigzagueantes). Los SADs serian vistos posteriormente a los SAROs.
Este escenario no excluye la posible presencia e interaccion entre arcos y SAROs como consecuencia de
una reorganizacion del campo magnético. Para estudiar esto se requiere una simulacién tridimensional,
la que esté programada como trabajo futuro. Una importante diferencia del trabajo presentado en este
capitulo con el escenario propuesto por Savage et al. (2012), es que todos los vacios obtenidos mediante
simulacion (algunos parecidos a SADs) no son trazas, pero si flujos de reconexiéon formados mediante
choques e interacciones no-lineales, las cuales podrian ser precedidas por arcos.

En resumen, nuestra interpretacion implica que SAROs y SADs son ambos flujos de reconexion mag-
nética del mismo tipo, con la tnica diferencia que los SAROs son anteriores a los SADs, y como tales
modifican el medio que es aproximadamente homogéneo originariamente . Los flujos de reconexién poste-
riores dan la impresion de estar precedidos por canales mas brillantes. Queda por entender la interaccién

entre SAROs y los probables arcos cercanos.

4.4. Conclusiones

Hemos analizado la dindmica de miltiples canales oscuros moviéndose de manera zigzagueante y le-

vemente desacelerada hacia la superficie solar por encima de arcadas magnéticas luego de fulguraciones.
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Fig. 4.13: Ocurrencia de nuevos eventos de reconexion en un medio previamente distorsionado por una
generacion anterior de SAROs.

En el escenario que proponemos, las cavidades subdensas de plasma son flujos producidos por eventos
localizados de reconexion magnética (SAROs). Estas cavidades se forman por la evolucion de ondas de
choque y expansién colimadas en la direccion del campo magnético ambiente. Las cavidades contienen
altos valores de temperatura y del parametro 3, respecto al medio circundante. Estas estructuras sos-
tienen su morfologia en el tiempo comportandose como un patréon individual con movimiento levemente
desacelerado hacia las arcadas. Dicha morfologia parece independiente de las condiciones de borde y otras

perturbaciones.

Cuando se analizan miltiples configuraciones de SAROs, puede notarse que la estructura de cada
SARO resulta similar al patrén individual, reforzando la hipotesis de no—interaccion entre ellos. Sin
embargo, el caracter oscilatorio que se muestra en las observaciones, puede interpretarse como una senal
de interaccion entre diferentes SAROs. Esta interaccion es significativa cuando el pulso de presion que
excita el fenémeno, acttia sobre el medio modificado por SAROs previos. Dicho caréicter ondulatorio se
incrementa con la magnitud del fenémeno de reconexion y/o la disminucion de la intensidad del campo

magnético.
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El hecho de que en un medio inhomogéneo, modificado por flujos de reconexion (SAROs) previos,
la energia de los nuevos eventos sea colimada hacia los canales vacios dejados por SAROs anteriores,
implica un vinculo entre los eventos de reconexiéon previos y posteriores que resulta consistente con las

observaciones.
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Simulaciones numeéricas de oscilaciones en

arcos coronales

En este capitulo, se detalla el analisis realizado sobre datos obtenidos por
simulaciones de arcos magnéticos coronales. Se simularon dos casos de arcos
que fueron estudiados observacionalmente por otros autores y que presen-
tan oscilaciones tipo sausage. Se realizé un anélisis sobre las oscilaciones que
acontecen en estas estructuras tanto en simulaciones 2 y 3 dimesionales. En
el caso bidimensional trabajos iniciales fueron publicados en Cécere et al.
(2008a) y Cécere et al. (2010). En el caso tridimensional, ademas del estudio
de las simulaciones de los arcos abarcados en las simulaciones 2D, se estudia-
ron las oscilaciones propias de la geometria tridimensional como los modos

torsionales.

Para analizar la dinamica de oscilaciones sausage en arcos magnéticos se utilizé la aproximacion de la
MHD ideal. Nuestro objetivo es reproducir numéricamente resultados observacionales para explicar las
frecuencias, la estructura de modos y los acoplamientos encontrados. En una primera instancia se realiz6
un trabajo exploratorio en 2D. Para este caso, considerando una base cromosférica densa, analizamos
la evolucion de la dindmica interna del plasma de los arcos magnéticos. Dadas las caracteristicas fisicas
de la corona y la cromosfera se obtiene la condicion de atadura de las lineas de campo (line—tying)
utilizando pardmetros observacionales tomados de Asai et al. (2001) y Melnikov et al. (2002). En una
segunda instancia se procedi6 a realizar un estudio tridimensional. Los resultados encontrados a partir
de las simulaciones numeéricas realizadas, se comparan con los resultados de la simulacién 2D y con las
observaciones mencionadas. Para una etapa posterior queda incorporar una capa cromosférica a este caso

tridimensional.
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5.1. Introduccion

Se piensa que una de las fuentes que méas contribuye al calentamiento coronal se encuentra en las
regiones activas formadas por arcos magnéticos brillantes en rayos X blandos y EUV (Aschwanden et al.
2007) (figura 1.4). En la década pasada, el interés en determinar la presencia de ondas y oscilaciones que
puedan contribuir como mecanismos de calentamiento, aumenté en base al desarrollo de trabajos tanto
tedricos como observacionales. Los diagnoésticos remotos de la sismologia coronal se han revelado como
un medio efectivo de identificaciéon de un amplio espectro de oscilaciones rapidas y lentas.

Actualmente se han desarrollado nuevas herramientas de diagnéstico que permiten mejorar la pre-
cision de parametros de la fisica solar o incluso revelar la presencia de nuevos parametros. Entre estas
herramientas pueden mencionarse del lado de las observaciones, las mediciones de periodos caracteristicos,
de velocidades y tiempos de amortiguamiento y longitudes caracteristicas. Del lado de la teoria, se debe
destacar el desarrollo de modelos que intentan describir mecanismos de amortiguamiento no disipativo y
procesos de fuga de energia en sistemas con nimeros de Reynolds altos. De esta forma es posible mejorar
el conocimiento del plasma solar y sus parametros como la magnitud del campo magnético o los coefi-
cientes de transporte (ver por ejemplo los trabajos de Aschwanden (2006) y de Nakariakov & Verwichte
(2005)).

Es sabido que los modos puros del tipo sausage (figura 1.16), modelados como un cilindro magnético o
como un paralepipedo de secciéon rectangular (slab), son modos MHD compresibles rapidos que perturban
radialmente el plasma causando una contraccién simétrica y un ensanchamiento del tubo sin distorsiéon
del eje (Edwin & Roberts 1983). El modo fundamental fue detectado observacionalmente en la corona por
Nakariakov et al. (2003) usando el radiohelidgrafo Nobeyama. Las variaciones periodicas en la intensidad
de emisiones térmicas en banda EUV y rayos X blandos estan asociadas con perturbaciones en la densidad
y ensanchamiento Doppler de las lineas de emision. Asimismo, Zaitsev & Stepanov (1989) han propuesto
que puede ocurrir una modulacién de los rayos X duros y de luz blanca emitidas desde las bases de los arcos
magnéticos, y consecuentemente un cambio en la tasa del efecto espejo, provocando una precipitacion
periodica de electrones no térmicos de arcos magnéticos. Estas pulsaciones cuasiperiddicas, excitadas por
modos sausage, se han asociado también con eventos de fulguracion en otras estrellas (Mitra-Kraev et al.
2005).

Los modelos teoricos estdndar (Edwin & Roberts 1982, 1983; Zaitsev & Stepanov 1989) predicen que
el modo global rapido del tipo sausage tiene dos regimenes separados por un corte en nimeros de onda
grandes: el modo de drenado o leaky, donde la energia se pierde a través de los bordes del arco, y el
régimen atrapado, donde la energia de oscilacion es confinada en el interior de la estructura del arco. El
modo leaky ocurre en arcos finos y largos donde la velocidad interna de Alfvén es mayor que la velocidad
de Alfvén externa. Por otro lado, los modos atrapados se dan mayormente en arcos gruesos y cortos
capaces de retener la energia.

Aschwanden et al. (2004), mostraron que el corte en los modos tipo sausage impone una cota de
densidad demasiado alta, por lo cual s6lo pueden darse este tipo de oscilaciones en arcos que se ubican en
regiones activas. Analizando observaciones de modos rapidos globales encontraron oscilaciones confinadas

en segmentos pequenos del arco, delimitados por nodos, lo que indicaria que la oscilacién esta asociada a
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Fig. 5.1: Densidad como funcién del tiempo, de un corte transversal al arco, en el centro del mismo
(y = 0). Izquierda) Caso A, Derecha) Caso M. Valores dimensionales se obtienen multiplicando por
lo =10Mm y ty = 1.39seg en A y lg = 16.3Mm y tg = 3.25seg en M.

armonicos superiores en lugar de modos fundamentales como se habia supuesto. Sin embargo, Aschwanden
et al. (2004) rescatan las observaciones en microondas y rayos X de Asai et al. (2001) y Melnikov et al.
(2002) como los tinicos casos de la literatura consistentes con una oscilacion atrapada de tipo sausage en el
armonico fundamental. Pascoe et al. (2007) estudiaron el régimen leaky encontrando, mediante modelados
numeéricos, que arcos largos con contraste en densidad suficientemente pequeno pueden soportar modos
leaky globales de tipo sausage con senales detectables, y por lo tanto argumentan que este modo puede
ser ademas responsable de pulsaciones cuasiperiodicas en la emision de la fulguraciéon. Un problema para
la identificacién de modos es que el periodo del modo leaky global de tipo sausage es determinado por la
velocidad de Alfvén exterior al arco. Ademas, Verwichte et al. (2009) notaron que la energia de la onda,
en arcos con velocidad interna de Alfvén localmente menor a la velocidad externa, puede traspasar una
barrera evanescente hacia la corona circundante. Esto se debe a que la inhomogeneidad del medio produce
variaciones relativas de las velocidades de Alfvén. Srivastava et al. (2008), basados en la observacion de
multiples oscilaciones, sugieren que los arcos fundamentalmente frios, posteriores a fulguraciones no estan
en equilibrio, causando por lo tanto movimento del plasma a lo largo del arco coronal. Por otro lado
Pascoe et al. (2009) investigaron los efectos de secciones transversales no uniformes en arcos fulgurantes,

encontrando que los modos sausage globales son excitados de manera muy eficiente.

El objetivo de este capitulo es presentar las investigaciones realizadas en el marco de la presente
tesis sobre el establecimiento y amortiguamiento de oscilaciones sausage considerando estados iniciales
no-lineales e inhomogéneos. Presentamos simulaciones realizadas en base a dos estudios observacionales
de arcos magnéticos que se suponen capaces de desarrollar modos sausage globales atrapados. Dichos

trabajos son los de Asai et al. (2001) (Caso A) y Melnikov et al. (2002) (Caso M), respectivamente.



88 CAPITULO 5. SIMULACIONES NUMERICAS DE OSCILACIONES EN ARCOS CORONALES

5.2. Simulaciones numeéricas bidimensionales

Condiciones iniciales y de borde

Las condiciones iniciales para el caso 2D corresponden a un corte bidimensional a lo largo del eje
de un arco coronal cuya densidad interna es mayor que la del exterior. Despreciamos en esta primera
instancia los efectos de curvatura del arco y lo consideramos recto, con puntos de asentamiento en la
region cromosférica y un campo magnético paralelo y uniforme a lo largo del eje del arco, en este caso, la
direccion y. Los efectos de la gravedad son despreciados por simplicidad y dado que no estamos interesados
en los efectos de curvatura. Ademas, la escala de altura de presién es de ~ 102Mm y tratamos con objetos
que se encuentran a alturas del orden de los ~ 10Mm. Respecto a las condiciones de borde (condiciones
de flujo saliente), realizamos una constatacion del efecto del borde, realizando una simulacién con el doble
de largo en la direcciéon z. Se analizaron las frecuencias espaciales y temporales caracteristicas obtenidas
en este caso, y las comparamos con la simulaciéon de dominio mas pequeno. La comparacién arrojé un
buen acuerdo, por lo que la condicion impuesta en el borde no afecta los resultados obtenidos. El codigo

utiliza una version en variables primitivas de las ecuaciones (2.27) adimensionalizadas:
dp = —0;(pv;)
pdyv; = —pv;0jv; — Oip — By, (0; B, — Op B;)
0;B; = —0;(v;B; — Bjv;) — 0;¢
Orp = v;0;p — Ypd;v;
Op=—0;B; — ¢

donde p es la densidad de masa, v la velocidad, B el campo magnético, p la presiéon térmica, ¢ la funcién
adicional para realizar la limpieza de la divergencia, y v = 5/3 es el cociente de calores especificos.

La condicion de atadura de las lineas de campo magnético en las bases de la cromosfera (y = +1L/2,
siendo L la longitud del arco) se asegura mediante la eleccion apropiada de los parametros que emulan las
condiciones fisicas, es decir, en el cambio del pardmetro del plasma 8. Como se ha notado antes, usamos
un esquema de limpieza de la divergencia (Dedner et al. 2002) e iniciamos las simulaciones con datos que
no satisfacen V- B = 0 pero cuya evolucion lleva la solucién a una violacion del vinculo muy pequenia en
una escala de tiempo muy pequena.

La condicién para la existencia de modos sausage globales (Aschwanden et al. 2004)! es:

L 065, /22 (5.1)
w pe

donde w es el ancho del arco, pg v pe las densidades internas y externas del arco, respectivamente. El

periodo global estacionario debe satisfacer la relacion:

2L 2L 2L
< Psaus = < ’ (52)
VAe vy VAo

1Esta condicién se deriva de aproximaciones realizadas a partir de la relaciéon de dispersiéon para modos en cilindros
infinitos que se present6 en el capitulo introductorio.
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donde vy es la velocidad interna de Alfvén, vy la velocidad de fase y v, la velocidad de Alfvén externa.

Para los dos casos observacionales considerados, hemos usado un reticulado numérico de 200 x 200
celdas en una region de tamano x Xy = 2 x 2, correspondientes a las unidades o = 10 Mm de la simulacién
del caso A (Asai), y lp = 16.3 Mm en el caso M (Melnikov). Los valores de referencia usados para obtener
las ecuaciones adimensionales son: ty = 1.39seg, po = 3.56 x 10~ ¥9gem™3, By = 152G, vy = 7194kms™!;
para el caso A, y to = 3.25seg, pg = 2.72 x 10~ Pgem ™3, By = 90G, vo = 5000km s~!; para el caso M. El
valor de la presion de referencia es pg = po v3. La longitud del arco, el ancho y la densidad interna de los
arcos son tomadas de acuerdo con los resultados de las observaciones. En el estado estacionario, el arco
del caso A tiene una longitud de L = 15 Mm y un ancho w = 5.6 Mm. Los valores correspondientes para
el caso M son una longitud L = 24.5Mm y un ancho de w = 5.8Mm. Los valores iniciales dentro del arco
para el caso de Asai fueron: densidad numérica ny = 4.3 x 10%cm =2, campo magnético B4 = 152G y
temperatura T4 = 2.4MK. Para Melnikov: np; = 9.8 x 10%cm =3, Bj; = 90G y Ths = IMK. Los valores
externos al arco fueron calculados respetando el equilibrio de presion total entre el interior y el exterior.
Los valores en la cromosfera se obtuvieron a partir de la condiciéon S > 1 en esta regién y pidiendo

equilibrio de presion total entre la cromosfera y la corona.

Prueba numeérica de divergence cleaning

Como hemos mencionado antes, en este capitulo utilizamos el esquema de limpieza de divergencia
desarrollado en el capitulo 2. Comenzamos con condiciones iniciales que no satisfacen V - B = 0. Sin
embargo el apartamiento en el calculo con respecto a dicho vinculo puede evaluarse del cociente:

V-B L.
|| ||L2 , (5.3)
I B [lm,

donde
(” B ||H1)2 - / (Bar,x2 By,yQ) dv
1%

B, ; indica la derivada de B; con respecto a j. Realizamos la prueba para los dos casos A y M. En la
figura 5.2 puede apreciarse que en cinco unidades de tiempo la evolucién deriva en una solucién que viola

el vinculo en cantidades muy pequenas, menores al 1 %.

Resultados y discusiéon

Hemos considerado un desbalance pequenio en la presion total entre las interfases definidas por el arco
con la cromosfera, y con la regiéon externa. En los dos casos considerados, los sistemas atados en las bases,
evolucionan espontaneamente en unos pocos periodos hacia un estado estacionario hasta que se establece
un régimen atrapado sausage.

Los paneles izquierdo y derecho de la figura 5.1 muestran un corte transversal (x) del arco en la
region central. Se observa la perturbacion en densidad como funcion del tiempo para los casos A y M,
respectivamente. En el caso M el régimen estacionario se establece en aproximadamente 9 periodos y en
el caso A en aproximadamente 4. El modo sausage modifica el radio con una amplitud de ~ 15 %R,
(representando con R; el radio del arco) en el caso A, mientras que la correspondiente amplitud en el

caso M es de ~ 17T % R;.
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para caso A y to = 3.25seg para el caso M.

. Tiempo dimensional obtenido multiplicando por ¢ty = 1.39seg

— Region de la cima
— Region de las bases

— Region de la cima
— Region de las bases

0,21

Magnitud de Fourier
Magnitud de Fourier

0,01 —

Frecuencia Frecuencia

Fig. 5.3: Transformada de Fourier para la densidad: Izquierda) Caso A, Derecha) Caso M. La linea de
trazos roja representa la magnitud de la TF de la variacion temporal de la densidad tomada en un punto
cercano a una de las bases, mientras que la linea azul, a un punto cerca del centro, en funcion de la
frecuencia adimensional.
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Asai

Los paneles izquierdo y derecho de la figura 5.3 muestran la transformada de Fourier (TF) de la
densidad del arco para el caso A y M, respectivamente. En el caso A (panel izquierdo de la fig. 5.3),
la transformada fue calculada en los puntos de la cuadricula correspondientes a (z,y) = (0.1,0.1) y
(z,y) = (0.1,0.5), a la altura de 1Mm desde la parte superior del arco y 2.5Mm desde la parte inferior
del arco, respectivamente. El tiempo se define como t = 7t y la frecuencia adimensional es v = 1/7. La
intensidad del pico de frecuencia v = 0.21 da un periodo de ~ 6.6seg. Para una bisqueda aproximada del
modo de oscilacion, al cual pertenece este periodo, utilizamos la descomposicién en ondas planas descripta
en el Apéndice B2.1, para encontrar las frecuencias a partir de la relaciéon de dispersiéon en un medio
uniforme (1.29), en vez de la relacion de dispersion del cilindro infinito (1.38). Por un lado, consideramos
que los modos son ondas estacionarias, compuestas de ondas planas en direcciones contrarias. Estas ondas
se ven confinadas al arco, debido a que existen nodos en la oscilacion tanto en la direccion z como en x
e y, dados por las longitudes caracteristicas respectivas A;, Ay ¥ Ay (k; = 27/X;).

Este modo corresponde a A, = 2w y A, = 2L segtn la relacion de dispersion (1.29) (Panel izquierdo
de la figura 5.4). La frecuencia v = 0.34 de periodo 4.1seg, esta descripta por A\, = 3/2w y A, = 3/4L
segun la relacion de dispersion (1.29) (Panel derecho de la figura 5.4).

En la literatura, (por ejemplo Aschwanden 2006) los modos estacionarios de tipo sausage en medios
uniformes tienen longitudes de onda dadas por la expresion A = 2L/N, donde N = 1 corresponde al caso
fundamental, N = 2 al segundo armoénico y asi sucesivamente. Nuestro anéalisis, abarca, no solamente
la oscilacion a lo largo del arco, sino también a lo ancho usando la relacion de dispersion (1.29). En los
modos de cilindro, ecuacion (1.39), solo se tiene en cuenta la direcciéon paralela al arco, por lo que el
modo de frecuencia caracteristica v = 0.21 corresponde a un modo fundamental. En nuestra clasificacion,
la frecuencia v = 0.21 esta descripta por un modo fundamental tanto en z como en y, mientras que la
frecuencia v = 0.34 por algin armoénico tanto en la direcciéon y como en la z. Estas configuraciones son
explicitamente excluidas en los célculos analiticos lineales de los modos de cilindro, ya que estos modos
no consideran oscilaciones transversales independientes.

En el trabajo de Asai et al. (2001) se midi6 un periodo de 6.6seg y se sugirié a partir de estimaciones
de campo magnético y de densidad, que dicho modo corresponde a un Ajong = L. El valor que calcularon
a partir de estas estimaciones para la velocidad de Alfvén es de vy ~ 3100kms~! dando un periodo de
7= L/vs = 5.1seg. Segin los datos obtenidos mediante nuestra simulacion, el modo observado por estos
autores, es un modo fundamental (A\; = 2w y Ay = 2L) con una velocidad magnetoacistica rapida de
1300kms~! (obtenida de la relacion de dispersion (1.29)).

Hemos encontrado que hay un acoplamiento entre el modo sausage y las componentes lentas, las que
son amortiguadas en aproximadamente cinco periodos. Esto se muestra en el panel izquierdo de la figura
5.6, donde puede verse la velocidad longitudinal a lo largo del eje del arco. Los rasgos de esta curva se
deben a la composicion de diferentes modos, todos ellos con un nodo en el centro del arco, el patréon
completo recuerda al del segundo armonico. Estos modos se excitan de manera muy efectiva en los arcos
coronales, como fue sugerido en Nakariakov et al. (2004).

El correspondiente comportamiento para el caso M se muestra en el panel derecho de la figura 5.6.

Las diferentes formas en la curva del panel izquierdo de la figura 5.6 son similares entre si, considerando
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Fig. 5.4: Esquemas de los modos de oscilacion para el caso A, a través de imagenes de la v,. Izquierda:
Az = 2wy Ay = 2L. Derecha: A\, =3/2w y A\, = 3/4L.

que el periodo viene dado por la distancia temporal entre dos de esta curvas, se obtiene un valor de ~ 17
segundos. La frecuencia adimensional que le corresponde es el pico en 0.08, indicado en el panel izquierdo

de la figura 5.3 que acuerda con el dato observacional.
Melnikov

El panel derecho de la figura 5.3 muestra el espectro de Fourier para el caso M en los puntos de la
cuadricula correspondientes a (x,y) = (0.0,0.0) y (z,y) = (0.0,0.5), a las distancias de 1.63Mm desde el
final del arco y de 4.1Mm desde el comienzo del arco, respectivamente. Melnikov et al. (2002) y Nakariakov
et al. (2003) realizaron la TF de (F(t) — Fy)/Fy para el caso observacional, donde F' es el flujo integrado
observado. Este cociente mide la variacion de flujo en el tiempo normalizado a una cantidad Fy que se
obtiene del suavizado de F(t) sobre 10seg. Realizaron la TF de esta sefial en una regiéon cercana a la
cima del arco, y las dos bases del mismo. De estas transformadas de Fourier, encontraron que hay dos
componentes espectrales principales en las pulsaciones observadas, con periodos de P; = 14 — 17seg y
P, = 8 — 11seg. Notar que, como en el caso A, la simulacién del caso M muestra que hay dos frecuencias
caracteristicas de periodos ~ 15.5seg (v = 0.21) y ~ 11.6seg (v = 0.28), respectivamente. La frecuencia
v = 0.21 corresponde a A\, = 3/2w y A\, = 2L segin la relacion de dispersion (1.29) (Panel izquierdo de la
figura 5.5). La frecuencia v = 0.28 esta descripta por A\; = 3/2w y A, = 2/3L segtn la misma relaciéon de
dispersion (Panel derecho de la figura 5.5). Ambas frecuencias han sido registradas en todas las posiciones
dentro de la estructura del arco. Sin embargo, vemos que hay una diferencia entre la contribucion de los
picos dependiendo de la ubicacion. La contribucién de la frecuencia v = 0.28 es tan importante en las
bases del arco como en la cima. Por otro lado, en la cima, la frecuencia v = 0.21 es més grande en
magnitud de Fourier que en la v = 0.28. Nakariakov et al. (2003) sugirieron que la frecuencia méas alta
corresponde a un armonico superior. Para discutir este punto, hemos realizado la TF de la velocidad

transversal con el objeto de analizar la compresion. Estos resultados se muestran en el panel izquierdo de



5.2. SIMULACIONES NUMERICAS BIDIMENSIONALES 93

\

U

t=57.50 E & T t=7.60 E T T
Vy -3.0 10° 3.0 10° Vy 1.5 10° 1.5 10°

Fig. 5.5: Esquemas de los modos de oscilacién para el caso M, a través de imagenes de la v,. Izquierda:
Az =3/2wy Ay = 2L. Derecha: A\, =3/2w y A\, = 2/3L.

Fig. 5.6: Trazado de la funcién v, a lo largo del eje del arco coronal como funcion del tiempo. A la izquierda
se muestran los resultados para el caso A, donde las cantidades dimensionales se obtienen multiplicando
por lyp = 10Mm, ¢ty = 1.39seg y vg = 7149kms~'. En el panel de la derecha mostramos el caso M,
cuyas cantidades dimensionales se obtienen multiplicando por los factores [y = 16.3Mm, tg = 3.25seg y
vg = 5000km s~ !.

la figura 5.7. Notar que en las bases, el segundo pico es mayor, y ocurre lo contrario en la cima. Como

sugirieron Nakariakov et al. (2003), hemos encontrado que la frecuencia v = 0.28 es un armonico superior.

Cuando se analiza la contribucion de la perturbacion longitudinal, se encuentra un rango de frecuencias
méas ancho que en el caso A. En el panel derecho de la figura 5.6 se muestran las contribuciones més
importantes al modo lento, todas ellas con un nodo en el centro y un patréon general que recueda el
segundo armonico del modo lento. Asimismo, hay un comportamiento diferenciado a lo largo del tiempo.
Las primeras curvas (denotadas con linea de trazo) del panel derecho de la figura 5.6 son posteriormente

reemplazadas por otras (curvas de trazo continuo) con amplitudes y periodos menores que permanecen sin
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Fig. 5.7: Transformada de Fourier en distintas regiones del arco para el caso M. En el panel izquierdo
puede verse la TF de componente transversal de la velocidad (v;). En el panel derecho se muestra la
componente longitudinal de la velocidad (vy).
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Fig. 5.8: La densidad en el arco como funcion del tiempo a través de una secciéon transversal ubicada a
la mitad de la longitud (y = 0) de este. A la izquierda pueden verse los resultados correspondientes para
el caso A con Ap = 0.28. Las cantidades fisicas son obtenidas mediante la multiplicaciéon por los factores
lp = 10Mm y tg = 1.39seg. En el panel de la derecha se muestra lo correspondiente para el caso M con
Ap = 0.35, en este caso las dimensiones se obtienen con los miltiplos lo = 16.3Mm y tg = 3.25seg.

amortiguamiento por al menos 10 periodos. Estos dos periodos principales pueden ademas ser identificados
en el panel derecho de la figura 5.3 como las frecuencias v = 0.06 (54seg) y v = 0.21 (15.5seg). Como
en el caso A, hay un pico a frecuencias bajas. También encontramos que hay un segundo pico con una
frecuencia coincidente con el modo fundamental sausage.

En el panel derecho de la figura 5.7 se muestra la transformada de Fourier para la componente
longitudinal de la velocidad (v,) del caso M. Como diferencia con el panel izquierdo de la figura 5.7, el
pico de la frecuencia que corresponde con el modo sausage fundamental, es mayor en las bases que en la

cima. Aparentemente esto es debido a la contribuciéon del modo resonante lento.



5.2. SIMULACIONES NUMERICAS BIDIMENSIONALES 95

En la cima del arco
Asai Melnikov
v p/b | Pafp | By/b | Be/p | By/p | v | Blb | ta/b | /b | Be/b | By/p
0.08 L | 0.0147 | 0.0005 | 0.003 | 0.002 | 0.016 | 0.06 L. | 0.006 | 0.0002 | 0.0006 | 0.001 | 0.012
0.21 R | 0.011 | 0.007 | 0.001 | 0.004 | 0.039 | 0.21 R | 0.012 | 0.006 | 0.0007 | 0.004 | 0.02
0.34 R | 0.016 | 0.012 | 0.026 | 0.024 | 0.035 | 0.28 R | 0.02 0.01 | 0.0015 | 0.015 | 0.015

En la base del arco
Asai Melnikov
v | B/p | /b | ®y/p | Bu/p | By/p | v | B/p | 8u/p | By/p | Bu/p | By/p
0.08 L | 0.009 | 0.0001 | 0.009 | 0.004 | 0.007 | 0.06 L | 0.05 | 0.0001 0.01 0.02 | 0.051
021 R | 0.01 0.009 | 0.002 | 0.02 | 0.05 | 0.21 R | 0.009 | 0.004 | 0.0006 | 0.01 | 0.023
0.34 R | 0.008 | 0.01 0.002 | 0.01 0.04 | 0.28 R | 0.01 0.005 | 0.0009 | 0.007 | 0.018

Tabla 5.1: Cocientes de las magnitudes de las transformadas de Fourier de los campos para las frecuencias
v: X representa la componente de la TF de la variable X. Arriba) Calculo correspondiente a la cima del
arco. Abajo) Valores cerca de las bases del arco.

Descomposicion de modos de ondas planas

Para entender mejor la contribucién de los diferentes modos en el fenémeno observado, realizamos
una descomposicion en ondas planas. Este procedimiento (que se describe en forma mas detallada en el
apéndice B2.1) nos da una informacién limitada debido a que la longitud de onda de la perturbacion es
en algunos casos del orden de las cantidades de fondo y se hace dificil establecer la magnitud real de cada
modo. Para algunos cocientes entre diferentes componentes de Fourier, que pertenecen supuestamente al
mismo modo, se obtienen los valores esperados segiin el calculo de la descomposicién estandar en modos.
Sin embargo se observan diferencias en algunos casos. No obstante, esto depende de la ubicacién de la senal
analizada. Por lo tanto comparamos los cocientes entre diferentes componentes del campo: las obtenidas
de la descomposicion de los modos en autovectores con los cocientes obtenidos de la transformada de
Fourier. Este sistema de autovectores es el calculado en el Apéndice B1.1 como parte del trabajo de
Cécere et al. (2008b). Hemos usado los cocientes entre las componentes de autovector para expresarlas
como funcion de las cantidades de fondo. Como en esta dindmica tan variable es dificil definir de manera
correcta las cantidades de fondo, hemos promediado los valores (en espacio y tiempo) de los diferentes
campos cerca de la cima y cerca de las bases del arco. Se realiz6 una comparacion entre los diferentes
componentes de modo p/p, U,/ p, Uy/p, Bs/p, By/p de la Tabla 5.1, y los cocientes obtenidos mediante la
TF de los campos p/p, 0,/p, Uy/p, B./p, By/ﬁ de la Tabla 5.2, tomando estos valores en las frecuencia

caracteristica principal. Esta informacién se extrae en cada caso de la cima del arco y las bases de este.

Para cada caso, comparamos la tablas 5.1 y 5.2 para la cima y bases del arco, respectivamente,
encontramos un acuerdo general razonable. Sin embargo vemos, que los cocientes que se apartan del
acuerdo, son los que involucran las componentes v, y B, debido a probables acoples por términos no—
lineales. Estos resultados refuerzan la idea que el analisis de Fourier de la tltima seccién arroja informacion

util para el anélisis.
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En la cima del arco
Asai Melnikov

Modos | p/p | ©:/p | Uy/b | Bu/b | By/p | D/p | Ux/p | vy/p | Bu/p | By/p
Lento 0.01 | 210710 0.005 610~10 0 0.008 | 10°® | 0.001 | 7108 0
Répido 0.01 0.009 51011 0 0.04 | 0.008 | 0.002 | 10~13 0 0.01

En las bases del arco
Asal Melnikov

Modos | p/p | ©:/p | Uy/p | Bu/p | By/p | B/p | /P | Ty/Pp | Bu/p | By/p
Lento 0.01 | 210710 0.005 710~10 0 0.009 | 410710 0.001 31077 0
Rapido | 0.01 | 0.009 | 210710 0 0.04 | 0.009 | 0.002 | 610712 0 0.01

Tabla 5.2: Cocientes entre las componentes de los autovectores correspondientes a los autovalores lentos
y rapidos: X representa la componente X del autovector correspondiente al autovalor lento o rapido.
Arriba) Calculo cerca de la cima del arco. Abajo) Valores para las bases del arco.

Desequilibrio de presion a través del arco

Los arcos post—fulguraciones son parte de un escenario donde son comunes las deposiciones impul-
sivas de energia que excitan oscilaciones e inestabilidades en las estructuras magnéticas. Investigamos
la respuesta del sistema a una perturbacién que induzca una discontinuidad, es decir una liberacion de
energia impulsiva modelada como una discontinuidad sibita en la presiéon total a lo largo del radio del
arco. Hemos elegido dos pulsos adimensionales de presion, para el caso de Asai un Apy = 0.28 y para
Melnikov un Apy; = 0.35. Estos pulsos son equivalentes a una liberaciéon de energia de ~ 500erg cm ™3

para el primer pulso, y del orden de ~ 200erg cm ™2 para el segundo, que son menores al exceso tipico de

energia contenida en un arco fulgurante (Kirk et al. 1994).

Utilizando condiciones de Rankine-Hugoniot asociadas a estas perturbaciones hemos obtenido los
paneles izquierdo (A) y derecho (M) de la figura 5.8. Mostramos la evoluciéon temporal de la oscilacion
en densidad para los casos A y M, respectivamente. Cabe destacar que las oscilaciones tienen mayor
amplitud que los correspondientes paneles de la figura 5.1 y rdpidamente se amortiguan entre unos 8 a 12
periodos. Los modos fundamentales tipo sausage tienen amplitudes de alrededor de 83 %R; para el caso
A y alrededor del 97 % R; para el caso M. El amortiguamiento acontece debido a que la discontinuidad
impone una transformacion de los modos atrapados hacia modos leaky. Los paneles izquierdo y derecho de
la figura 5.9 muestran, para los casos A y M, un corte de la componente longitudinal del campo magnético,
donde hemos superpuesto ademés flechas que representan las componentes de la velocidad transversal.
Los tiempos mostrados en dichas figuras corresponden a t = 26seg y t = 44seg, respectivamente. Como los
campos magnético y los de velocidad se encuentran congelados, las flechas trazan ademaés de la velocidad
el flujo de energia drenado del arco. Asimismo, en el centro de la region externa se excita una onda
compresional de Alfvén y la perturbacion de la energia magnética se amortigua. La excitaciéon en las
bases del arco es despreciable debido al cambio en el parametro 5 que genera la ligadura del arco a la

cromosfera.
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Fig. 5.9: Componentes del campo magnético longitudinal (B,) y del campo de velocidades (v,), este
ultimo indicado mediante flechas. Fl panel izquierdo corresponde al caso A, mientras que el derecho al
M.

Conclusiones preliminares

En la simulacién en dos dimensiones, hemos integrado las ecuaciones ideales de la MHD con el objeto
de simular los modos atrapados de tipo sausage observados por Asai et al. (2001) y Melnikov et al.
(2002). Esto se realizo mediante la incorporacion de una region densa que emula la cromosfera solar.
Hemos reproducido los parametros observacionales de la literatura, es decir, periodos, tipo de oscilaciéon
e intensidad relativa de los modos, asumiendo los valores en densidad, longitudes y campos magnéticos
propuestos en la literatura. Como se sugiere en Melnikov et al. (2002) hemos encontrado que, para ambos
casos, existen dos picos de frecuencias rapidas con diferentes contribuciones dependiendo de la ubicaciéon
en el arco de la senal. Los modos han sido interpretados como uno fundamental (més intenso en la cima
del arco) y armoénico superior tipo sausage (méas intenso en las bases del arco). Esto puede apreciarse
en el panel izquierdo de la figura 5.3 para el caso A y en el panel derecho de la figura 5.3 y el panel
izquierdo de la figura 5.7 para el caso M. Ademas la fig. 5.4 para el caso A y la fig. 5.5 para el caso M, dan
cuenta de las longitudes caracteristicas y las estructuras de los modos correspondientes. Hemos analizado
asimismo el acoplamiento de los modos fundamentales sausage con las componentes longitudinales. En
ambos casos, obtuvimos componentes de baja frecuencia, con un periodo P4 ~ 17seg y Pp; ~ bdseg,
respectivamente. Hemos encontrado que el caso M posee una contribucién lenta adicional, de la misma
frecuencia que la del modo fundamental sausage, siendo éste, en apariencia, un modo excitado por el
anterior. Las amplitudes de la componente lenta del caso A y M se amortiguan en aproximadamente
unos 4 periodos, quedando una oscilacion remanente. En el caso A la oscilacion remanente tiene la misma
frecuencia que su valor inicial y en el caso M la frecuencia de la oscilacion remanente se modifica respecto

a su valor inicial, siendo la misma que la del modo sausage. En la presente tesis sugerimos que esto se
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debe a transferencias internas de energia entre el modo rapido y la componente lenta, las que se llevan
a cabo mas eficientemente en el caso que presenta resonancia. Identificamos este mecanismo como un
proceso interno de amortiguamiento.

Adicionalmente, establecimos que si utilizamos como condicién inicial un desbalance en la presiéon
magnética a través del arco, se obtiene un modo leaky que drena la energia del modo sausage atrapado,
en la forma de ondas de compresion de Alfvén. Los tiempos de amortiguamiento son consistentes con los

observacionales (< 10 periodos).

5.3. Simulaciones numeéricas tridimensionales

Motivacion

La comparacion de los resultados obtenidos en dos dimensiones con las observaciones requiere su
corroboraciéon en una simulacién tridimensional. Como las simulaciones 2D no son capaces de describir
oscilaciones que se desarrollan en geometrias puramente tridimensionales, hay modos que pueden surgir
vy que no fueron contemplados anteriormente, como es el caso de los modos torsionales. Un problema
importante para el estudio del calentamiento coronal es el de la disipacion de oscilaciones en cilindros.
En el tratamiento ideal del problema que se hace en esta tesis, interesa analizar mecanismos en los que
la energia se transfiere de las escalas grandes a las pequenas, antes de que la difusion termine de disipar

dicha energia, como ocurre en el proceso de drenado de energia de las ondas leaky.

Meétodos numéricos y datos implementados

Para esta simulacion tridimensional utilizamos el codigo HAD que permite adaptar el tamafio de la
malla numérica. El dominio de computo es un paralelepipedo de [—1,1] x [-1,1] x [—0.5,0.5] con una
resolucioén inicial de 61 x 61 x 31. Para el caso de Asai, una longitud de 1 en la malla numérica, equivale
a 16Mm, mientras que en el caso de Melnikov equivale a 25Mm. La malla esta refinada hasta un nivel 2:
el nivel 0 cubre toda la malla, y los dos niveles siguientes regiones de menor tamano como puede verse
en la figura 5.10. El nivel 2 abarca la zona més cercana al arco magnético para tener més resoluciéon y
resolver mejor la propagacion de ondas. Este nivel conformado por la region [—0.4,0.4] x [—0.4,0.4] x
[—0.5,0.5] tiene una resolucion de 97 x 97 x 121. Se utiliz6 el método de Kurganov—Tadmor para resolver
la discretizacion espacial y el de Runge-Kutta T'VD para la discretizacién temporal de las ecuaciones
MHD con divergence cleaning (2.27).

Condiciones de contorno

En las simulaciones realizadas no se simulé la cromosfera, implementamos en cambio condiciones de
contorno particulares para simular la presencia de ésta. Se eligieron dos puntos fantasmas alrededor del
paralelepipedo y sobre ellos se aplicaron las condiciones de contorno, es decir, se copiaron dos puntos de
la region de interés en los que la variable o su derivada espacial, dependiendo del caso, son cero. Para
todas las variables se implementaron condiciones de salida del flujo, y de rebote del mismo. En el caso
de que la variable es cero en la interfase la copia de puntos debe ser impar respecto a dicha interfase

y en el caso de que la derivada es cero la copia respecto a la interfase es par. La combinaciéon que se
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Fig. 5.10: Imagen que muestra los distintos niveles de la malla numérica utilizada en las simulaciones
tridimensionales.

detalla a continuacién, hace que las condiciones impuestas no generen inconsistencias en las ecuaciones
de la MHD, y asegura que el contorno no produzca divergencia del campo magnético: (p, e Sy, Sy, B,
¢) pares y (S., By, By) impares.

Datos iniciales para Asai y Melnikov

Con el objetivo de comparar resultados, escogimos valores similares a las simulaciones 2 dimensionales.
Para el caso de Asai la densidad elegida fue: n4 = 4.5x10"%m ™3, B4 = 150G y T4 = 2.5MK, L4 = 16Mm
y wa = 6Mm. Para el de Melnikov: ny; = 10'%em™3, By, = 90G y Ty = 10MK, Ly; = 25Mm y
wys = 6Mm. Se obtienen los valores externos al arco de modo que exista equilibrio de presién total entre
las dos interfases. Los valores de referencia para transformar las cantidades adimensionales en cantidades
fisicas son: to = 2.32seg, pg = 3.76 x 107%g cm ™3, By = 150 G, vy = 6900kms~! para el caso A, y
to = 5.2seg, po = 2.79 x 107 %g ecm™3, By = 90 G, vy = 4800kms~!, para el caso M. En ambos casos,
el plasma inicialmente se encuentra en reposo y las componentes del campo magnético perpendiculares
a B, se eligen iguales a cero. A esta configuracion de equilibrio de presiones, le agregamos un salto en
presion de dos formas distintas:

1. agregando un hiperboloide de presiéon del gas, dentro del arco magnético,

2. generando un salto magnético entre el arco y el medio exterior.

Los saltos de presion elegidos fueron los mismos que en el caso bidimensional: Ap4 = 0.28 para Asai y
Appyr = 0.35 para Melnikov.

Tratamos de detectar ondas magnetoacusticas o de Alfvén, para ver si hay correspondencia entre los
modos de oscilaciéon sugeridos por las observaciones y los encontrados numéricamente, como lo hicimos
en el caso bidimensional. En este caso tridimensional, hemos sacado del equilibrio al sistema con saltos
de presion finito.

También consideramos que el corrimiento entre frecuencias obtenidas a partir de una geometria car-
tesiana, es decir, de un slab o paralelepipedo, y las obtenidas a partir de un cilindro no es mayor al 17 %
segin Diaz et al. (2002) y Diaz et al. (2004). Por ello, como una primera aproximacion para encontrar

los modos, optamos pensar a estos como composiciéon de ondas que se propagan adentro de un slab.
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Fig. 5.11: Comparacion de los periodos obtenidos a partir de los flujos de radiaciéon observados (panel
superior, Melnikov et al. 2002) con los periodos obtenidos a partir de la densidad de la simulacion 3D
(panel inferior).

Resultados
Comparacioén con datos observacionales: Asai y Melnikov

Melnikov

En la figura 5.11 se muestra en el panel superior, la magnitud de la transformada de Fourier (TF)
de (F'(t) — Fy)/Fo para el caso observacional, donde F' es el flujo integrado observado durante 3 minutos
de observacion. En el panel inferior se muestra el cociente (p(t) — po)/po para el caso simulado. Estos
cocientes miden la variacion de flujo (densidad) en el tiempo normalizado a una cantidad Fy (po) que se
obtiene del suavizado de F'(t) (p(t)) sobre 10seg. Esta eleccion es la que se toma en el trabajo observa-
cional de Melnikov. Nosotros realizamos el mismo analisis, pero para la densidad en un punto del arco.
Vemos notablemente como los periodos obtenidos a partir de la simulaciéon estan en buen acuerdo con
las observaciones. Se obtienen 11.56seg y 14.05seg en comparacion con los rangos observados 8 — 11seg
y 14 — 17seg correspondientemente. También hay un buen acuerdo con los periodos 6seg y 25seg que
puede verse en ambas figuras. No encontramos el cambio en la intensidad de los picos, segin si los datos
han sido tomados en las bases o en la cima del arco magnético. Conjeturamos que esto se debe a que la
cromosfera no esta incluida en el dominio de computo, lo que ataria las lineas de campo a las bases, como
se obtuvo en la simulacién 2 dimensional.

Realizamos un andlisis de frecuencias a partir de los datos obtenidos (8 minutos). En la figura 5.12
se grafica la magnitud de Fourier en escala logaritmica para apreciar mejor las contribuciones de los
picos. Vemos como a lo largo de toda la simulacién (panel derecho) los picos de los periodos mas largos
se acentian en comparacion con los primeros 3 minutos (panel izquierdo). Esto se debe a una mejor
deteccion del modo, debido a la mejor resoluciéon temporal. La contribucion de los periodos més cortos,

se mantiene similar a lo largo de toda la simulacién. Se tomaron dos puntos de referencia, uno cercano
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Fig. 5.12: Comparacion de periodos obtenidos haciendo la TF de la densidad a lo largo de los primeros
3 minutos de la simulacion (panel izquierdo) con los periodos obtenidos de la simulacion completa (8
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Fig. 5.13: Correspondencia de picos en frecuencia (adimensional) entre la velocidad longitudinal al arco
magnético v, (panel izquierdo) y la densidad (panel derecho) del caso M.

a la cima (0.1,0.125), y otro a una de las bases (0.1,0.35), para ver como afectan las oscilaciones del
arco en estos lugares. En estos puntos, se tom6 la variacién temporal en todas las variables simuladas
y se realizd la TF. Ademas se hizo un promedio de esta variacién temporal, en una regiéon cercana a
estos puntos de referencia para poder realizar el anélisis de ondas planas descripto anteriormente. Los
valores del promedio tomados en una region cercana al punto (0.1,0.125) para la velocidad del sonido
es ¢s = 0.067, la velocidad de Alfvén vq = 0.105 y la velocidad magnetoacustica rapida vg = 0.125.
El panel izquierdo de la figura 5.13 muestra la TF de la v, en ambos puntos de referencia. No notamos
una diferencia apreciable entre ellos, posiblemente a que el modo afecta tanto a la base como a la cima.
Por otro lado, vemos que los picos de mayor intensidad de la TF de v, son los de las frecuencias:
v = 0.07, v = 0.13 y v = 0.20. Del panel superior de la tabla 5.3, se observa un buen acuerdo con un
modo magnetoacustico lento, salvo en los cocientes relacionados con v, /p, B./p y B./p lo que se debe
probablemente al acoplamiento de modos, dado por la no-linealidad de las ecuaciones (se puede ver la
contribucion de v, B, y B, en la figura 5.14). Igualmente, una inspeccion de las frecuencias tomando

la relacion de dispersion (1.29) en la direccion z (v = ¢s/A;) nos ayuda a sostener que estas frecuencias
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Fig. 5.14: Comparacién de la magnitud de Fourier entre la velocidad transversal al arco magnético v,, y
los campos magnéticos longitudinal B, y transversal B,, en funcion de la frecuencia (adimensional) del
caso M.

corresponden a distintos armoénicos de modos magnetoaciisticos lentos, a saber: v

0.07 < A = L,
v=013+< A=L/2y v =0.20 <> A = L/3. Estas frecuencias son las de los periodos: T' = 74seg, 40seg y

26seg, respectivamente. Este ultimo periodo es el reportado por Melnikov, correspondiendo a un modo de
oscilacion lento, como puede verse en la figura 5.11. En el panel derecho de la figura 5.13 vemos cémo estas
tres frecuencias estan también presentes en la oscilacion de la densidad. Esto también refuerza el concepto
de que se esta propagando una onda de compresion longitudinal. Esta ultima figura, también muestra
picos en las frecuencias v = 0.37, v = 0.45 y v = 0.85, vinculados a los periodos 14.05seg, 11.56seg y
6.12seg respectivamente. Las correspondientes magnitudes de Fourier en v, no son tan significativas como
en las frecuencias méas bajas, por lo que parecen no ser las causantes principales de la oscilacion en la
densidad para frecuencias altas. Para estudiar estas frecuencias, se analizo6 la figura 5.14. De esta figura
se puede observar que a la frecuencia v = 0.37, tenemos un pico tanto en la v, como en B,. Esto, més la
comparaciéon que se obtiene del panel inferior de la tabla 5.3, nos da indicio de que se esté propagando
una onda magnetoacustica rapida en la direccion transversal al arco. Aqui notamos que el acuerdo entre
cocientes relacionados con las componentes v, y B, no estan en buen acuerdo, nuevamente por el posible
acoplamiento dado por la no-linealidad. De la relacion de dispersion (1.29), obtenemos v = 0.362 con
Az = Ay = 2w y A, = 0.88L (ver el panel superior de la figura 5.15) estando en buen acuerdo con la
frecuencia v = 0.37. Obtenemos que este modo es el segundo armoénico del modo sausage, a diferencia
del modo fundamental propuesto por Melnikov. Por tltimo, las frecuencias v = 0.45 y v = 0.85 parecen
estar excitadas por la propagacion de modos compresivos magnetoacusticos rapidos en las direcciones
k= (1/2z, 1/, 1/A;) con Ay = Ay = 2w, A, = 0.44L para la primer frecuencia (panel superior de la
figura 5.15) y Ay = Ay = w A, = L/4 para la segunda (ver paneles medio e inferior de la figura 5.15,
respectivamente). Esto esta de acuerdo al supuesto de Melnikov, que el segundo pico en la figura 5.11 se

debe a un armoénico mas alto del modo sausage.
Asai

En este caso, hicimos el mismo anélisis realizado que el caso anterior. En el panel izquierdo de la figura

5.16 se muestra la magnitud de la transformada de Fourier de (p(t)—po)/po- Este cociente fue calculado de
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Fig. 5.15: Caso M. Imégenes de la componente de la velocidad v,. Se muestra las longitudes caracteristicas
de oscilaciéon, para tres tiempos adimensionales distintos.
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Melnikov
v=2007 | v=013 | v=0.20 L
p/p | 3.9107% | 3.4107% | 3.58107% | §/p | 4.481073
Uy/p | 217107% | 1.75107* | 9.58107° | w,/p | 2.72107°
¥,/p | 9.64107% | 1.831072 | 5.93107% | v,/p | 8.11107%
B./p | 4631073 | 477107 | 1.891073 | B,/p | 1.581078
B./p | 2001073 | 2.771073 | 6.331073 | B./p 0
Melnikov
v=037 | v=045 | v =085 R
p/p | 4451073 | 7.47107* | 6.4107° | p/p | 4481073
vp/p | 961073 | 9.71073 | 2561073 | w,/p | 1.511073
v,/p | 2.15107% | 2.02107* | 4.2610~* | v./p | 1.75107°
B,/p | 421073 | 371073 | 741073 | B,/p 0
B./p | 4011072 | 2371072 | 3.51072 | B./p | 1.161072
B. /U, 4.18 2.43 13.7 B. /v, 7.66

Tabla 5.3: Cocientes de las magnitudes de las transformadas de Fourier de los campos para las frecuencias
v: X representa la componente de la TF de la variable X. X representa la componente X del autovector
del modo magnetoactstico lento L (panel superior) o rapido R (panel inferior), calculado con valores
promedio.

igual modo que el caso anterior. Se observan cuatro frecuencias cuya magnitud de Fourier es significativa:
v =20.04, v =0.09, v =0.13 y v = 0.30. Estos picos representan los lapsos temporales T' = 58seg, 25.7seg,
17.8seg y 7.33seg, respectivamente. Comparando con el panel derecho de la misma figura, observamos
que la intensidad de los picos en la frecuencia v = 0.30 esté presente en la velocidad trasversal, mientras
que las frecuencias més bajas encuentran mayor intensidad en la velocidad longitudinal. Notemos que
la velocidad en z, tiene tres frecuencias caracteristicas: v = 0.04, v = 0.09 y v = 0.13. Haciendo una
inspeccion a través de la relacion de dispersion (1.29) y usando los valores del promedio para la velocidad
del sonido es ¢; = 0.04, la velocidad de Alfvén v4 = 0.106 y la velocidad magnetoacustica rapida
vgr = 0.115, encontramos que estas tres frecuencias son armoénicos de oscilaciones tipo magnetoaciusticas
lentas, puesto que v = ¢s/A, con A, = L/3, L/2y L, respectivamente. Haciendo una comparacion entre
los cocientes del panel superior de la tabla 5.4, notamos un buen acuerdo en los coeficientes que estén
asociados a la presion del gas y la velocidad en z. Los demas coeficientes no estan en buen acuerdo, debido
probablemente a interacciones no—lineales que se estan propagando en el medio y que excitan la oscilaciéon
de v, B, y B, (ver las contribuciones de estas variables en la figura 5.17). De la figura 5.17, vemos una
correspondencia de picos en la frecuencia v = 0.30 para el caso del campo magnético longitudinal y el
campo de velocidades en z. Esta correspondencia es una manifestacion de la propagacion de oscilaciones
magnetoacusticas rapidas en la direcciéon transversal. La comparacion entre cocientes del panel inferior
de la tabla 5.4 estd en buen acuerdo para las variables v, y B,. Se puede ver la contribucion de B, a
esta frecuencia en la figura 5.17 y de v, en la figura 5.16 panel derecho. Estas contribuciones afectan los
cocientes del panel inferior de la tabla 5.4 por lo que en estas variables el acuerdo con los respectivos

cocientes del autovector asociado al modo rapido, no es bueno. La frecuencia v = 0.30 representa un modo
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Fig. 5.16: Caso A. Panel izquierdo: Frecuencias caracteristicas en la TF de (p(t) — po)/po de la simulacion
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Fig. 5.17: Caso A. Correspondencia de picos en frecuencia (adimensional) entre la velocidad transversal
al arco magnético v, y el campo magnético B, para las frecuencias v = 0.30 y v = 0.42. Ademas se
muestra el campo transversal B,.

de oscilacion con Ay = Ay = 2w y X\, = L/2 (ver figura 5.18) el cual representa un modo sausage con un
periodo de 7.3seg. Encontramos buen acuerdo con el periodo observado: T = 7.3seg <> T,ps = 6.6seg.
No linealidad

En el panel superior de la figura 5.19 para Melnikov y su panel inferior para Asai, se muestra la
no-linealidad a la que se referencia en las secciones anteriores. Notar la amplitud finita de las ondas que

estan propagandose en la direcciéon longitudinal al arco.

Modos leaky

Para obtener modos leaky se perturbo el equilibrio de las configuraciones de Asai y Melnikov con un
salto de presiéon magnética. Se utilizaron los mismos saltos en presién magnética empleados en el caso
bidimensional (Apg = 0.28 y Apa = 0.35). En los distintos paneles de la figura 5.20 se muestran los
perfiles de densidad de un corte transversal al arco en la region de la cima. En las figuras superiores, se

muestran los resultados obtenidos para la perturbacion con presion del gas, (que analizamos previamente)
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t=82.10 E ==
x:[-1.0,1.0] 3.6 10* 3.6 10"
z:[-0.5,0.5]
Vx

Fig. 5.18: Caso A. Imagen de la componente de la velocidad v,. Se muestra las longitudes caracteristicas
de la oscilacion.

Asai
v=004 | v=0.09 | v=0.13 L
p/p | 1.5107* | 1.6107% | 1.38107% | p/p | 1.841073
Up/p | 1.72107° | 5.23107° | 7.44107° | v, /p | 1.771071°
v,/p | 471107% | 1.5631073 | 1.47107% | 0./p | 5.5610*
B./p | 264107% | 1.621073 | 2121073 | B,/p | 6.251071°
B./p | 953107% | 1.31073 | 1.151073 | B./p 0
Asal
v=0.3 R
p/p | 1.35107% | p/p | 1.841073
Uy/p | 1.43107% | wp/p | 1.491073
d./p | 3.9107% | w./p | 1.4210712
B./p | 6.4107* | B./p 0
B./p | 1141072 | B./p | 1.21072
B. /U, 7.98 B. /v, 8.14

Tabla 5.4: Cocientes de las magnitudes de las transformadas de Fourier de los campos para las frecuencias
v: X representa la componente de la TF de la variable X. X representa la componente X del autovector
del modo magnetoactstico lento L (panel superior) o rapido R (panel inferior), calculado con valores
promedio.
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Fig. 5.20: Perfil de la densidad de los casos de Asai (izquierdo) y Melnikov (derecho) para los saltos
en presion del gas (superiores) y en presion magnética (inferiores). La imagen se obtiene realizando un
corte unidimensional transversal al arco, en la region de la cima. Longitud: Asai: [ x 16Mm, Melnikov:
[ x 25Mm. Tiempo: Asai: t x 2.32seg, Melnikov: ¢t x 5.2seg.

mientras que en las 2 inferiores muestran el resultado del salto de presiéon magnética. Los paneles izquierdos
son para el caso A y los derechos para el caso M. Podemos notar que para el caso de salto en la presion del
gas (paneles superiores), en ambos casos la oscilacion rapida no se ve amortiguada, mientras que para los
saltos de presion magnética (paneles inferiores), se producen oscilaciones mas significativas radialmente
y se amortiguan en pocos periodos. Para el caso A, se obtuvo un amortiguamiento de las ondas en 4
periodos, lo que equivale a 46seg, mientras que para M, el amortiguamiento se desarrolla en 7 periodos
(130seg). En el caso bidimensional se habia obtenido para A un tiempo de amortiguamiento del orden
de 56seg y para M de 230seg. Aparentemente esto se debe a que la pérdida es mas efectiva en el caso

tridimensional, dada la mayor area simulada por el cilindro, y por la cual puede escapar la energia.

Oscilaciones torsionales

Debido a componentes turbulentas de la cromosfera, es de esperar que se produzcan movimientos del
campo magnético originando torsiones del mismo. Al simular esta torsion, se pierde la simetria cilindrica.

Tomamos el mismo dato de equilibrio que elegimos para el caso de Melnikov, y agregamos rotaciones en
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el campo magnético transversal cerca de ambas bases del arco.

Un anélisis preliminar, muestra un sistema complejo de oscilaciones. El panel izquierdo de la figura
5.21 muestra picos en miltiples frecuencias: v = 0.08, v = 0.15, v = 0.22, v = 0.30, v = 0.39, v = 0.47,
v =0.6, v =0.75 y v = 0.83 para las tres componentes del campo magnético y el campo de velocidad.
Esto se debe a que existen mayor nimero de configuraciones de oscilaciéon que en los casos sin torsion,
como puede verse de los paneles de la derecha de la figura 5.21. Estas configuraciones son mas complejas
al comienzo de la simulacion, mientras que despues de t = 20, poseen longitudes caracteristicas mas
grandes.

Las transformadas fueron realizadas sobre la variaciéon temporal de las cantidades fisicas en el punto
(—0.1, 0, 0.175) —cerca de la cima—. En la figura 5.22, se muestra para el caso M, la TF sin torsion (panel
izquierdo) y con torsion (panel derecho). Ambas curvas muestran la TF para (p(t) — po)/po. Vemos
que el patron general de picos de frecuencias es similar. En la figura 5.23 se muestran superpuestos los
resultados de las transformadas de Fourier. Notamos que los periodos del caso torsional son més cortos,
aparentemente debido al aumento de la densidad de campo magnético respecto al caso sin torsiéon. En
particular, con torsién encontramos tres periodos caracteristicos: T = 8.8seg, T = 10.9seg y T' = 13.3seg.
Sin torsiéon estos periodos son: 6.12seg, 11.56seg y 14.05seg, habiendo un corrimiento del orden de 1.5seg

en promedio.

0,01

Magnitud de Fourier

0,0001

Frecuencia

Fig. 5.21: Panel izquierdo: TF de las componentes del campo magnético y de velocidad. Panel derecho:
modos de oscilaciéon de v, caracteristicos para el caso torsional a distintos tiempos.

5.4. Conclusiones preliminares

Hemos comparado los datos 3D con los casos observacionales de Asai et al. (2001) y Melnikov et al.
(2002). Hemos podido reproducir las frecuencias observacionales e identificar otros modos. Por ejemplo,
en la figura 5.14, que muestra el buen acuerdo logrado entre las observaciones y la simulacion para el caso
M, hemos identificado el modo de periodo = 24seg como un modo lento. En el caso de Asai, encontramos
que el periodo observado 6.6seg esta asociado a una oscilacién magnetoacustica réapida, pero el modo no es

el fundamental como lo sugiere dicho autor, y las simulaciones 2D. Para el caso de Melnikov, ocurre algo
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Fig. 5.22: TF de (p(t) — po)/po para el caso sin torsion (panel izquierdo) y con torsion (panel derecho).
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Fig. 5.23: Superposicion de la TF de (p(t) — po)/po para el caso sin torsion (verde) y con torsion (rosa).
Se nota el corrimiento a periodos més cortos para el caso torsional.

similar: encontramos un periodo de 11.56seg que esta en buen acuerdo con el rango observado 8 — 11seg.
Sin embargo, se encuentra nuevamente que el modo es un armoénico. Es posible que estas diferencias
respecto a la descripciéon de la literatura, y con nuestros resultados dos dimensionales, se deban a que no
se ha simulado la base cromosférica. Incorporar la cromosfera en el codigo utilizado HAD, requiere una
construccién de la malla, para la cual el codigo atn no esta preparado. Se necesita hacer un refinamiento
especial que abarca no so6lo la zona cercana al arco, puesto que alli existen gradientes grandes en algunas
de las variables, sino que ademaés, simulada la cromosfera, esta también produce regiones discontinuas,
donde el refinamiento también debe llegar, ya sea de una manera fija (como la simulada en esta tesis) o

adaptable.
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Conclusiones Generales

En este apartado se resumen los principales resultados encontrados a lo largo

del trabajo realizado en esta tesis.

Con el objetivo de analizar la dinamica de estructuras magnéticas en la corona solar, se hicieron
estudios numéricos que fueron comparados con observaciones. Para ello se desarrollaron herramientas
numeéricas que luego fueron utilizadas para estudiar la fisica del problema.

Se investigaron soluciones numéricas de las ecuaciones de la magnetohidrodinamicas (MHD) que son
las ecuaciones en derivadas parciales que describen en una buena aproximacién la dinamica del plasma
de la baja corona solar. A nivel discreto las condiciones de contorno deben construirse de forma que no
generen violaciones de la divergencia del campo magnético. Se establecié que la condicién de contorno que
preserva el vinculo es la més eficiente debido a que no s6lo permite que la violacién del vinculo salga del
dominio computacional sino que ademés, no introduce violaciones significativas al contorno. En Cécere
et al. (2008b) hemos plasmado este resultado en un trabajo publicado en la revista Computer Physics
Communications.

Respecto al problema fisico, se estudiaron dos configuraciones magnéticas que se producen en la baja
corona. Una de ellas son los tadpoles o vacios con forma de renacuajo que descienden hacia arcadas
magnéticas, después de fulguraciones. En el trabajo publicado por Cécere et al. (2012), se presentd una
explicacion alternativa a las existentes en la literatura, que da cuenta de la formacién y la dindmica
de estos vacios en términos de ondas no-lineales y choques. El escenario propuesto es tal que pulsos
de energfa iniciales (que simulan efectos del proceso de reconexion), inhomogenizan la hoja de corriente
que se forma sobre arcadas solares. Estas arcadas por lo general emergen a la superficie solar luego de
fulguraciones. La inhomogeneidad en la hoja de corriente facilita, una vez llena la hoja con plasma, que
el descenso de nuevos flujos subdensos, generados por otros eventos de reconexion localizada, tengan una
forma peculiar que acuerda con el fenémeno observado, tanto en su morfologia como en sus parametros

caracteristicos.
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La otra configuracion estudiada fue la de oscilaciones tipo sausage en arcos magnéticos. Se realiza-
ron simulaciones a partir de c6digos numéricos en los que se implementaron técnicas de alta resolucion
para poder tratar ondas no—lineales y discontinuidades con buena precisién, tanto temporal como espa-
cialmente. Comenzando el estudio de estos objetos, hemos desarrollado un anélisis en dos dimensiones
explorando los modos que pueden excitarse. Se simul6é un corte bidimensional, a lo largo del eje del arco.
Se realiz6 un analisis de modos y se encontr6 que los periodos obtenidos numéricamente reproducen los
valores observacionales en un buen acuerdo. Se reprodujeron las observaciones en cuanto a los periodos
y la estructura de los modos. Se identificaron nuevos modos en los datos observacionales y se estudio
el acoplamiento entre modos sausage rapidos y lentos lo que permite dar cuenta de la atenuacién de la
perturbacion réapida en pocos periodos. Se excitaron modos leaky, mediante pulsos de presion total que
cambian la condicién de atrapamiento, encontrandose que la intensidad del pulso requerida para excitar-
los es relativamente baja en comparaciéon con la energia disponible, por ejemplo, debido a fulguraciones.
Esto indicaria que la excitacién de modos leaky seria un evento relativamente usual como mecanismo
de amortiguamiento de modos réapidos donde la energia extraida al arco se transfiere a la corona como
ondas de Alfvén de compresion. Estos resultados preliminares fueron publicados en Cécere et al. (2008a)
y Cécere et al. (2010). Utilizando un codigo tridimensional, que tiene la habilidad de refinar la malla
numérica de manera fija, se realizaron simulaciones sobre un cilindro que emula el arco magnético. El
analisis arrojé resultados similares en cuanto a la reproducciéon de los datos observacionales, periodos
caracteristicos y obtencion de modos nuevos. A diferencia de las simulaciones bidimensionales, la iden-
tificacion de modos muestra armoénicos superiores al modo fundamental. Esta diferencia posiblemente
se deba a que aun no se ha incluido la cromosfera en la simulacion, y a que dadas las condiciones de
contorno utilizadas, la configuracion es tal que las bases de los arcos no quedan adecuadamente atadas
a la cromosfera. Se estudiaron modos torsionales con el objeto de encontrar indicadores observacionales.
Se encontrd que hay un patron general similar en el sentido del nimero e intensidad de los picos de los
periodos caracteristicos con un corrimiento hacia periodos més cortos en el caso torsional. Las diferencias

en uno y otro caso no son tan significativas como para tener un indicador claro de la torsion.
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Trabajo Futuro

En este apartado se describen las ideas que han surgido del trabajo anterior,

para desarrollar en un tiempo futuro.

7.1. Lineas de trabajo futuras

El paso obligado que contintia al ya realizado seré el de completar el analisis de los modos sausage 3D.
Por un lado, resta agregar la cromosfera al dominio computacional, para comprobar las modificaciones
que se introducen debido al line—tied. En particular se prevé que la alternancia de intensidad de los picos
de la base y la cima serda un resultado de dicha atadura. Por otro lado, se realizard un estudio més
exhaustivo de modos de amplitud finita. Por inspeccién visual de la simulacion se observa que los modos
colectivos que se desarrollan tienen una dindmica muy compleja donde se acoplan modos de diferente
orden y tipo (rapidos y lentos) lo que nos ha inducido a pensar que las cotas que impone la relacion de
dispersion lineal puedan modificarse. Especificamente, interesa estudiar el cut—off de los modos sausage
atrapados. El estudio de los modos torsionales ha sido un trabajo preliminar para explorar lo que ocurre
cuando los arcos son forzados desde las bases cromosféricas debido al movimiento de la cromosfera. Este
trabajo seré continuado proximamente.

Dada la complejidad espacial de los modos de oscilaciéon de los arcos magnéticos estudiados, es conve-
niente realizar un estudio sistematico mas riguroso. Para ello, se debe realizar la transformada de Fourier
de todos los puntos que conforman el arco, filtrar las frecuencias altas y realizar la antitransformada para
ver qué modo se obtiene, sin el ruido que producen aquellas frecuencias. A esta técnica se la llama Filtro
Pasa Bajo.

Es de interés analizar los procesos de conversion de energia magnética en calor en las regiones de gra-
dientes importantes de las cantidades fisicas, donde los términos difusivos son significativos. Al incorporar
conductividad finita las ecuaciones contienen un término llamado stiff. Este término es el responsable de

que ciertos métodos numéricos se vuelvan inestables, dando una solucién incorrecta. Una técnica que
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ayuda a resolver este problema, es la de implementar un método de Runge-Kutta Implicito—Explicito (el
utilizado en Al.1). La parte stiff se resuelve con el método implicito, ya que de la otra forma, el paso
temporal necesario para que el método no se vuelva inestable debe ser muy pequeno, y esto implicaria

un tiempo de calculo muy costoso. La parte no stiff se calcula con el método explicito.



Tratamiento numérico de interfases para

ecuaciones de onda de segundo orden

En este capitulo se presenta el desarrollo de un esquema numérico para
tratar interfases entre mallas numéricas al momento de resolver ecuaciones
de onda de segundo orden. En el espiritu de los esquemas con Término de
Aproximacion Simultanea (SAT, Simultaneous Approximation Term, en in-
glés), introducidos por Carpenter et al. (1999), para propagar informacién
entre las mallas, utilizamos los valores de los campos a integrar sélo en los
puntos de contacto. De hecho en nuestro caso utilizamos sélo los valores
de las derivadas temporales. La aproximacién semi-discreta preserva la nor-
ma y usa operadores estandar de diferencias finitas que satisfacen suma por
partes. Para la integracion temporal hemos usado un método Runge—Kutta
implicito-explicito. Esto resulta crucial, ya que de otro modo, los métodos se
vuelven impracticos dadas las severas restricciones que imponen los términos

de forzamiento sobre integradores totalmente explicitos.
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Al1.1. Introduccién

Es usual en el tratamiento de modelos fisicos basados en sistemas de ecuaciones en derivadas parciales,
recurrir al uso de varias mallas numéricas de resolucion variable en diversos parches sobre la region de
interés. Esto puede deberse a la necesidad de estudiar problemas donde la topologia resulta no trivial
y no puede ser descripta por una tnica malla, como en el caso de una superficie esférica (por ejemplo
la superficie terrestre), o en casos donde el domino de computo es demasiado grande como para ser
resuelto en un tnico procesador, siendo necesario descomponer el dominio en varias unidades de computo
para resolver en paralelo. Otra posibilidad es el caso donde hay regiones donde se requiere una mayor
resolucién, necesitdndose pasar informaciéon entre las diversas mallas de manera sincronizada. Luego
resulta importante disenar métodos que garanticen la estabilidad de la solucién global, y estudiar la
manera de trasmitir la minima cantidad de informacién en las interfases entre mallas, a fin de preservar

la precision de las soluciones obtenidas.

Desde hace algunos afios existen técnicas numéricas para tratar con interfases (bordes entre diferentes
mallas numéricas) al momento de resolver ecuaciones hiperbélicas de primer orden o ecuaciones para-
bolicas. Algunas de estas técnicas usan interpolacién en una regién de superposicion entre los dominios
numéricos. Otros métodos implementan penalidades que modifican el sistema en los puntos del borde de
la malla, incluyendo informacion de los mismos puntos espaciales en el otro dominio numérico (Carpenter,
M. H. Nordstrém, J. and Gottlieb, D. 1999). Este altimo método resulta el mas adecuado en muchas
situaciones, puesto que presenta propiedades muy buenas. La més interesante entre estas, es el hecho
de que este método esta construido de manera tal que el sistema resultante semi—discreto preserva la
correspondiente estima de la energia del continuo de los correspondientes sistemas lineales a coeficientes
constantes. Luego podemos asegurarnos que el esquema es estable, al menos para un sistema lineal con
coeficientes constantes. Otra propiedad que vuelve atractivo a este tipo de esquemas es que la cantidad
de informaciéon que pasa de una malla a la siguiente es minima. Luego este tipo de esquemas es 6ptimo
para calculos masivos en paralelo, donde resulta necesario separar el computo sobre una gran cantidad de
centrales de proceso (CPU/GPU) con conexiones con ancho de banda limitado. Asimismo, este método
resulta tan preciso como lo permiten las discretizaciones espaciales y temporales adoptadas, al mismo
tiempo que se mantiene constante la cantidad de datos transferidos. Este no es el caso, por ejemplo,
cuando se usa interpolaciéon. En este caso cuando se aumenta la precision del esquema, es necesario tam-
bién aumentar el nimero de puntos que se toman en cada lado de la interfase, utilizando interpolantes

de mayor orden.

Una debilidad de estos esquemas es que para ecuaciones hiperboélicas de segundo orden, se debe primero
reescribir las ecuaciones como un sistema de primer orden, a fin de poder aplicar la aproximacion. De
esta manera aumenta el nimero de variables y vinculos, los cuales deben ser verificados a lo largo de la
evoluciéon. Esto dltimo no s6lo aumenta la cantidad de memoria requerida para realizar el calculo, sino
que aumenta ademés el trafico de informacién entre los procesadores, debido al correspondiente aumento
en la cantidad de informacion que es necesaria comunicar entre los diferentes dominios de cémputo.
Recientemente Reula (2011) encontré una manera de implementar técnicas similares para la ecuacion de

Schrédinger. En este trabajo utilizamos el mismo concepto, extendiendo la aplicacion de este método a



Al.1. INTRODUCCION 123

ecuaciones de onda de segundo orden. Este nuevo esquema resulta sencillo y muy eficiente, debido a que
sOlo se necesita transferir uno de los campos a través de los bordes, la derivada temporal de la solucion.

En la siguiente seccién de este anexo describiremos este nuevo esquema numérico, derivaremos los
términos de borde necesarios para sumérselos a las ecuaciones para que el método funcione. Existen dos
tipos diferentes de términos de borde. El primero incluye so6lo los valores de los campos en la misma
malla: su presencia es necesaria para cancelar, en la estima de la energia, los términos de borde generados
usualmente por la parte eliptica del operador. El segundo término puede ser tratado como una interacciéon
entre los campos en ambas mallas, este término es una penalidad, en el sentido que depende de la diferencia
de los campos en ambos lados de la malla y busca llevar esta diferencia exponencialmente a cero. Uno
de estos términos, el que tiene informacién de la malla vecina, es altamente stiff, luego se necesita un
método implicito a fin de no pagar un alto precio en el salto temporal. Es por esta razén que utilizamos
métodos tipo implicito—explicito (llamados IMEX) Runge-Kutta, los cuales resuelven este problema de
manera muy general.

En la seccion A1.3 se presentan algunos resultados numéricos obtenidos mediante el método desa-
rrollado. Comparamos los resultados de evolucionar un sistema unidimensional en un circulo, primero
usando condiciones de borde periddicas en una malla tnica (en un esquema homogéneo usando opera-
dores de diferencias finitas centradas), y luego usando el esquema de interfase entre el primero y altimo
punto de la malla numérica. Ademés comparamos nuestro esquema, con el esquema usual con término de
aproximacion simultanea (en inglés Simultaneous Approximation Term, nos referiremos en adelante como
SAT), donde el sistema es tratado en su forma equivalente de primer orden. Simultaneamente estudiamos
también una implementacion sobre un toro bidimensional hecho a partir de una cuadricula numérica e
identificando sus bordes de la manera usual. En una direcciéon usamos condiciones periodicas de la manera
estandar, es decir mediante operadores de diferencias finitas centradas, mientras que en la otra usamos
un esquema de interfase: ya sea el propuesto en este trabajo, o el esquema SAT (usando una version de
primer orden del sistema de ecuaciones) o una condicion de borde peridédica. Primero evolucionamos un
dato inicial muy suave, para estudiar la convergencia y la estabilidad del método, para luego estudiar la
evolucion de una condicién inicial no suave, un paquete de onda en una trayectoria muy definida. Este
ultimo estudio arroja resultados sobre la eficiencia y calidad del método en situaciones demandantes. Para
estos casos estudiamos la convergencia del nuevo esquema propuesto. Encontramos que este es compatible
con el método de discretizacion utilizado por los operadores derivada. Hemos empleado nuevos operadores
de diferencias finitas para aproximar las derivadas segundas. Observamos que al usar estos operadores,
obtenemos orden, este ruido se observa pero se remueve usando operadores disipacion de Kreiss-Oliger de
orden apropiado. Luego se discute la precision de la aproximacién, es decir su calidad dada una resolu-
cion fija razonable. En la seccion Al.4 estudiamos una situacion més demandante, especificamente, una
ecuacion con coeficientes variables en el espacio y en el tiempo, la cual es usada a menudo en Relatividad
General como una prueba estandar, y mostramos que este esquema es bien comportado también en este
caso.

En todos los casos, hemos encontrado que el nuevo método se compara de manera favorable con el
esquema SAT, produciendo errores menores y cruzando menos informacion en las interfases. La razén de

esto reside en parte al hecho de que los operadores de segundo orden generan errores de fase significa-
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tivamente menores que los operadores de primer orden. Estos resultados muestran que nuestro método

resulta competitivo a la vez de simple de implementar.

Al1.2. Esquema numérico

Consideramos por simplicidad un problema unidimensional, la generalizaciéon a mas dimensiones re-
sulta trivial. Por lo tanto consideremos un campo @(xz,t) : S* x ® — R que satisface la siguiente ecuacion
de onda:

0} = 029, (A1.1)

y asumamos un dato inicial suficientemente suave, dado a t = 0, por &(z,0) = & (z), 0,P(z,0) = IIy(z).

Como se menciono6 en la seccion anterior, la forma tradicional de resolver esta ecuacion en la presencia
de interfases es mediante la reduccion del sistema a uno de primer orden, mediante la introducciéon de
las variables IT := 0;® y ¥ := 9,9 (de aqui en adelante, trataremos exclusivamente con interfases del
tipo “mallas que se tocan”, donde para cada punto del borde de cada malla corresponde otro punto de la

malla vecina representando el mismo punto espacial). Luego, A1.1 resulta equivalente al sistema:

ae = I,
o1 = 0.

Esta manera de resolver la ecuacion diferencial tiene la desventaja de introducir variables auxiliares, lo
cual puede ser muy costoso en memoria, especialmente cuando se consideran sistemas de ecuaciones de
onda en muchas dimensiones, como es el caso por ejemplo de la Relatividad General. Mas atn, el uso de
un sistema de primer orden resulta en aproximaciones numéricas menos precisas, debido a que el error
en la fase es mayor al obtenido mediante el uso de esquemas basados en el sistema de segundo orden.
Por lo tanto, en este trabajo estamos interesados en resolver la ecuacion (A1.1) en su forma diferencial
de orden dos para los operadores espaciales, aunque mantenemos la forma de primer orden para la
integracién temporal. Para esta ultima utilizaremos un esquema Runge-Kutta explicito y también un

Runge-Kutta implicito—explicito. De esta forma, en este anexo consideraremos el sistema:

0,6 = I,

Al.3
om = 0%, (A1.3)

para el cual desarrollaremos un método numeérico para resolverlo en presencia de interfases.
Los teoremas estandar para estas ecuaciones diferenciales garantizan la existencia de una soluciéon en
la norma de la energia:

£ = /{H2 + V@ - Vdldv. (A1.4)

Nuestro objetivo es desarrollar un esquema que preserve la forma analoga de la norma de la energia
discreta, de manera que nos asegure la estabilidad.

Para resolver numeéricamente este problema tomamos una malla espaciada uniformemente ubicando
una interfase en x = 0, conectando de esta manera ambos extremos de la red numérica. De esta manera

obtenemos un espacio circular de longitud dos. Nos referiremos a la solucién discreta mediante el vector
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{®,}, con j =0...N, el cual corresponde a los puntos z; = dz * j con dx := %, de manera que el ultimo
punto coincida con el primero.
Introducimos la norma discreta Lo de la manera usual:

N
<V, >i=dr Y o;¥P;
j=0
donde {o;} es un conjunto de pesos de valor real que dependen de los operadores en diferencias finitas
considerados, y dx es el intervalo espacial entre puntos vecinos de la malla numérica.

Se busca resolver el sistema semi-discreto en todos los puntos, excepto en el borde, por lo tanto:

&g@j = Hj

. (A1.5)
QtHj = (DQQS)j j:ON

donde D es algin operador de diferencias finitas que aproxima al operador derivada de algtin orden ¢ > 1,
el cual satisface la propiedad de suma por partes (denotaremos a esta propiedad como SBP del inglés
summation by parts) (Kreiss & Scherer 1977; Strand 1994; Gustafsson et al. 1995). En otras palabras,

este satisface la contraparte discreta de la propiedad de integracion por partes
<Y DD >+ < DU, P >=Undy — VD

Alternativamente, podemos usar en vez de D?, un operador de segundo orden Dy, aproximando la derivada
segunda, la cual satisface la correspondiente propiedad SBP, i.e. ésta puede ser escrita como (Mattsson
& Nordstrom 2004):

Dy =H"'(-D"HD + RS) , (A1.6)

donde H = diag(oy,...,on), D es un operador que aproxima la primer derivada, R = diag(—1,0,...,0,1)
y S aproxima la primer derivada sobre el borde. Esto garantiza que la propiedad analoga de la integracion

por partes para la segunda derivada se sostiene. En otras palabras D, satisface:
< U, Dy® >=UN(DP)n — Wo(DP)o— < DU, DD > . (A1.7)

Esta eleccion es adecuada debido a que los operadores tienen un stencil més pequeno y preservan la fase
de la solucién de manera més precisa. En este trabajo utilizamos los operadores de segundo orden SBP

obtenidos por (Mattsson & Parisi 2010).

Si pudieramos probar que el sistema lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias (A1.5) tiene auto-
valores con parte real no positiva y un conjunto completo de autovectores, entonces existirfan varios
integradores temporales discretos y como resultado, una evolucién numérica estable para el sistema com-
pleto (para una descripcion mas detallada de la teoria puede consultarse Gustafsson et al. (1995)). Una
manera de verificar estas condiciones es encontrar una norma que preserve o disminuya en el tiempo. Este
es el procedimiento que utilizaremos para desarrollar nuestro esquema. En particular, vamos a utilizar
ya sea un operador tradicional explicito tipo Runge-Kutta de tercer orden o uno més nuevo tipo IMEX.
Estos métodos IMEX consisten de una mezcla de métodos Runge-Kutta implicitos y explicitos. Esto nos

permite resolver el problema sin tener que invertir todo el sistema de ecuaciones (una propiedad de los
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esquemas explicitos), mientras que permite al mismo tiempo autovalores negativos grandes (propiedad
de los métodos implicitos). El resultado es un esquema de penalidades muy eficiente.

Esta claro que si usamos este esquema obtendremos para la version discreta de la norma de energia:

%5 = HNDQN - H()D@O .

Dado que estas contribuciones en el lado derecho de esta ecuacién viene de cada lado de la interfase,
para preservar esta norma a lo largo de la evolucién necesitamos cancelar estos términos de borde. En
la implementacion tradicional de primer orden, esto es llevado a cabo mediante el método SAT, el cual
consiste en agregar términos de penalidad a la ecuacién en los puntos del contorno, los cuales hacen que
la energia definida en la altima ecuacion se preserve. En el enfoque SAT (Carpenter, M. H. Nordstrom,
J. and Gottlieb, D. 1999), el sistema de primer orden (Al.2) es semi-discretizado y modificado en el

contorno segun:

oe; = I
0 = DI — 522 (Il — In) + (Yo — W)

+ %dij;VN ((UIn — IIo) — (¥n — W) (A1.8)
Hll; = DW= S0 (I — IIn) + (W — ¥y))

— LN ([T — o) — (O — W) -

Resultando de esta forma un esquema estable, con energia no creciente. Contrariamente a este caso
hiperbélico de primer orden, y al caso parabdlico, no parece posible para sistemas de segundo orden
controlar la energfa mediante la introduccion (en ambos lados de la interfase), de términos proporcionales
a la diferencia de los campos y sus derivadas normales, en cada borde. Luego siguiendo lo desarrollado por
(Reula 2011), introducimos nuestra primer modificacion mediante la adicion de términos en los bordes
de la siguiente manera:

1 1
O I1; = (D*®); + m%‘o(D@)o - méjN(D@)N.

Con esta modificaciéon los términos en el borde se cancelan y por lo tanto la norma total permanece
constante, pero sin introducir interaccion alguna a lo largo de ambos lados de la interfase, y por lo tanto
la solucién que obtendriamos simplemente rebotaria en el borde. En otras palabras, dado que la energia
se conserva, si un punto del borde no puede influenciar el punto en el otro extremo, el pulso debe retornar.
De todos modos la eliminacién del término de borde implica que podemos concentrarnos ahora en agregar
términos adicionales, que mientras preserven o disminuyan la norma, introduzcan una interacciéon en los
extremos de la malla de tal manera que la onda consiga pasar a través de la interfase. Por lo tanto
debemos introducir un término de acople en ambos lados, es decir un término de penalidad que fuerce la

coincidencia de los valores en ambos extremos. La manera mas simple de satisfacer esta propiedad es:

1 1
8tﬂj = (DQQZ))j + m(sjo(D@)o — méjN(DQS)N — L(H() — HN)((SJ — 5j ) (Alg)

donde L puede ser llamado el factor de interaccion, el cual es una constante real positiva a ser elegida
tan grande como sea posible, a fin de hacer la interaccion tan fuerte como sea posible. De esta manera
penalizamos la diferencia en ambos lados de la interfase y las llevamos a coincidir con un valor exponencial

muy grande mientras se mantiene la energia acotada. La limitacién sobre cuan grande deberia ser L viene
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del hecho que un valor demasiado grande tornaria inestable el sistema haciendo demasiado grande la
contribuciéon de los autovalores a lo largo del eje negativo real. Esto tltimo haria que los esquemas de
integracion temporales explicitos caigan fuera de la region de estabilidad, o tornaria el paso temporal
necesario prohibitivamente pequeno. Para esquemas explicitos el valor de L no deberia superar L = Tods
de manera de contribuir al factor CFL tanto como la parte principal. Esta eleccién resulta no ser lo
suficientemente adecuada, dando errores inaceptablemente altos con forma de rebotes en la interfase para

una resolucion que describe apropiadamente la soluciéon. Por lo tanto debemos usar factores mayores y

recurrir en consecuencia a un método semi—implicito que permita eliminar la limitaciéon del CFL.

Evolucionamos mediante métodos de Runge-Kutta el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
(A1.5) descripto anteriormente, con la correccion propuesta (A1.9). Primero se utiliz6 el método usual
de tercer orden, para luego utilizar un método IMEX (Ascher et al. 1997; Pareschi & Russo 2005),
en particular el llamado IMEX-SSP3(4,3,3) L-estable, definido en Pareschi & Russo (2005). Para la
discretizacion espacial usamos operadores definidos por Mattsson & Parisi (2010), los cuales son de
diferencia finita y aproximan la derivada segunda. Ademés comparamos estos tultimos con el uso de
operadores en derivada primera aplicados dos veces (Lehner et al. 2005; Strand 1994; Diener P. & Tiglio
2007). Esto tltimo debido a que en algunos sistemas donde aparecen términos fuera de la diagonal en el
Laplaciano, o aparecen términos de menor orden, puede ser deseable utilizar un solo operador por cada
derivada. Luego comparamos los resultados obtenidos mediante estos métodos con la evolucion obtenida

utilizando un método estandar de primer orden SAT (A1.8).

Los resultados de estos estudios se presentan en la siguiente seccion.

Al1.3. Pruebas numéricas

En esta seccién presentamos las pruebas realizadas a nuestro método mediante la realizaciéon de
simulaciones en una y dos dimensiones. Para el caso unidimensional todas las corridas fueron realizadas
en un circulo de longitud 2, es decir en un dominio definido sobre el intervalo [0, 2], donde el tdltimo
punto de la malla se identifica con el primero. Para las simulaciones bidimensionales el dominio es la
superficie de un toro que consiste de un intervalo cuadrado de tamano 2 x 2, donde los bordes en = = 0
e y = 0 se identifican con los bordes a x = 2 e y = 2, respectivamente. Este caso por simplicidad, una de
las interfases, la correspondiente a la direccién y, fue tratada usando penalidades, mientras que para la
direccién x se utilizaron operadores periédicos. En todas las corridas, el nimero de puntos del mallado y
el orden de los operadores de diferencias finitas empleados garantizan una suficiente resoluciéon para los
casos donde la solucién tenga componentes de alta frecuencia. En este trabajo apuntamos a una resoluciéon
cercana a una parte en 10° para 10 periodos. Esta resolucion resulta suficiente para mantener la fase sin

error apreciable por alrededor de 10 tiempos de cruce de interfase.
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Conjunto de datos iniciales

Con el objetivo de analizar la convergencia numérica resulta suficiente elegir un dato inicial suave.

Luego, hemos elegido el siguiente dato inicial unidimensional:
Do(z) =42 22 (x — 1)1

Ho(:l?) = 6:0@0(3:) .

Por otro lado, con el proposito de comparar simulaciones realistas y analizar como el método mantiene

la fase de la solucién, tomamos el siguiente dato inicial unidimensional altamente variable:
Po(x) == g8 (2=05)° cos(50mx),

H()(Z) = 8m450(x),

el cual corresponde a un pulso que se propaga hacia la izquierda del domino de computo.

En el caso bidimensional, el dato inicial altamente variable adoptado es el siguiente:

Do, y) = e~ (@1 =LY ¢o5(50m(y — x)),
1

HO(xay) = 72(61450(1',y) - ay@()(xay)) .

Discretizacion espacial

Como se ha mencionado, realizamos corridas en base a tres elecciones diferentes de discretizacion del
espacio, como asi también de integradores temporales. Para los operadores espaciales comparamos los

resultados entre:
= Reduccion tradicional de primer orden con bordes tratados a través de la técnica SAT.
= Formulacion de segundo orden con un operador de derivada segunda Ds.

= Formulaciéon de segundo orden donde el operador de la derivada segunda es aproximado mediante

doble aplicacion de un operador D de derivada primera (es decir D?).

En todas las corridas, usamos un operador muy preciso de diferencias finitas, en particular el operador
en derivada primera adoptado es un operador optimizado de orden ocho en el interior y de orden cuatro
en los puntos del borde (Lehner et al. 2005; Strand 1994; Diener P. & Tiglio 2007). De aqui en adelante
nos referiremos a este tltimo como el operador 8-4. El operador de derivada segunda es de orden ocho
en el interior y de orden seis en el borde (Mattsson & Parisi 2010). Este operador tiene asociado otro
de primer orden que es utilizado para las contribuciones en el borde. Ambos operadores, asi como el
operador 84, satisfacen suma por partes. La eleccién de estos operadores fue realizada con el objeto de
preservar la fase correcta de la solucién en las corridas extendidas en el tiempo, buscando también ser
capaces de comprobar la contribucién del error proveniente de los términos de interacciéon, con la menor

interferencia posible de la contribucién al error proveniente de las discretizaciones en derivada.
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Integracion temporal

Como se mencion6 anteriormente usamos dos integradores temporales, uno el tradicional Runge—
Kutta de tercer orden y el otro tipo IMEX. La necesidad de un esquema tipo IMEX surge del hecho que
el factor de interaccion requiere tomar valores muy altos, y por lo tanto stiff, con el fin de alcanzar la
suficiente precision. Para mostrar esto presentamos una corrida con dato inicial suave y con un factor de
interaccion L = ﬁ. Las corridas en la presente seccion fueron realizadas en una red numérica con una
resoluciéon dada por 640 puntos, con un paso temporal dt = 2.5 x 10~° (CFL = 0.008). En la figura A1.1,
mostramos el resultado de las aproximaciones periodicas y de interfase. El pico extra a la derecha en el

grafico, es el rebote de una fraccion de la solucion en la interfase.

— Periodico —
— Interfase con RK3

| | |
0 0,5 1,0 1.5 2,0

Fig. A1.1: Comparacion de corridas realizadas con condiciones de borde periddicas y de interfase usando
un integrador tradicional Runge Kutta de 3°" orden. El factor de interaccién es L = 10 x dz™!.

Es posible reducir el error a cantidades muy pequenas mediante el aumento del factor de interaccion,
pero esto se realiza a expensas de perder eficiencia, dado que el paso temporal requerido por el esquema
tradicional de Runge—Kutta se vuelve significativamente pequeno, para cumplir con la estabilidad. De
hecho observamos que los errores bajan a valores muy pequenos para un factor de interaccién mil veces
mayor (con el problema de que el paso temporal requerido resulta miles de veces menor). Ver figura A1.2. A
fin de evitar pasos temporales pequenos, a la vez que se permiten valores grandes de L, se necesita utilizar
un método semi—implicito. Este método es del tipo IMEX (Ascher et al. 1997; Pareschi & Russo 2005),
especificamente el esquema L-estable IMEX-SSP3(4,3,3) descripto en Pareschi & Russo (2005). Estos
métodos nos permite resolver implicitamente los términos stiff de las ecuaciones mientras mantenemos
los otros términos de la manera usual en un esquema tradicional de tipo Runge-Kutta. De aqui en
adelante todas las corridas realizadas con el nuevo método de interfase, para la version de segundo orden
de la ecuacion de onda, son integradas temporalmente con el método IMEX mencionado en el parrafo
anterior. Por otro lado para todas las corridas realizadas con el método SAT (basadas necesariamente
en la version de primer orden de la ecuacion de onda) y periodicas, se utilizé6 un integrador tradicional

Runge-Kutta de tercer orden. Debe notarse que el tinico término que necesita ser tratado implicitamente
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con el método IMEX es aquel que es proporcional a L, es decir sélo el altimo término de borde en (A1.9).

6e-07 ‘ ‘

r — ¢'penodico - q)IMEX q

4¢-07 -

2e-07 —

=2)

Error (t

-2¢-07 —

4e-07 -

~6¢-07 ‘ ‘ ‘

Fig. A1.2: Error de la corrida con interfase (es decir la diferencia con la corrida periddica). Se ha utilizado
un integrador temporal de Runge-Kutta con un factor de interaccion de L = 106 % dz~*.

Convergencia

En ausencia del término de interaccion, esperamos que el error sea de la forma e = fidtP 4+ foda?,
donde p depende del integrador temporal usado y ¢ de la discretizacion espacial de las derivadas.
La tasa de convergencia se calcula como:

B Hq5<h) _ 45(h/2)||L2
Q=1In (||@(h/2) — 5G| /n(2),

(A1.10)

donde &) es la resolucién numérica con un espaciado en la red h;.

En nuestro caso esperamos p > 3 para el algoritmo IMEX. El valor preciso depende de la naturaleza
de la solucion, en particular el tamano de la solucion cerca del borde (donde se usa la parte implicita del
algoritmo) en comparacion con el tamanio de la solucion en el interior de la malla. Asimismo se espera un
valor ¢ > 5 dado que las derivadas usadas son de cuarto orden en los bordes y de octavo en el interior. Por
razones de estabilidad, la condicion CFL en el integrador explicito es tal que necesitamos escalar dt como
dx, de manera de esperar un indice de convergencia alrededor de tres. Alternativamente, podriamos fijar
un dt suficientemente pequeno, aumentando también la resolucién espacial, lo cual nos permite estudiar
de manera independiente la convergencia espacial. En este caso esperariamos un indice de convergencia
alrededor de cinco. Cualquier factor de convergencia menor resultaria del tratamiento de la interfase.

Para la mayoria de las pruebas de convergencia hemos usado datos iniciales muy suaves, dado que las
funciones f; y fo dependen de derivadas de alto orden de la solucién exacta. Comenzamos por analizar la
convergencia del método para el caso 1D, con corridas de 640, 1280 y 2560 puntos con dato inicial suave.
Para el tratamiento de primer orden y la formulacién de segundo orden D? vemos en la figura Al.3 que

el factor de convergencia comienza en un valor de 3 mientras el pulso esta en el interior, manteniendo un
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CFL constante de 0.08. Esto significa que la contribucion principal al error proviene de la discretizacion
temporal. Con el tiempo la soluciéon alcanza el borde, el factor ) se incrementa hasta ~ 5, lo que implica
que alli la discretizacion espacial es la fuente primaria de contribucion al error. Para el caso de segundo
orden Do, la convergencia se mantiene constante alrededor de 3. Esto implica que durante la corrida
entera la contribucién al error por parte del operador de derivacién es despreciable.

Por otro lado, para valores fijos de dt = 2.5 x 107°, observamos que durante toda la corrida el error
es dominado por los operadores espaciales. El factor de convergencia inicia en valores altos, cercanos a 8,

durante el intervalo en el que el pulso no alcanza ain el borde, para decaer luego a 5 una vez que alcanza
el borde.

| |
0 0.5 1 0 0.5 1
Tiempo Tiempo

Fig. A1.3: Gréfico comparativo del factor de convergencia para un sistema 1D entre una formulacion de
primer orden PO, una formulacién de segundo orden que utiliza D? y una formulaciéon de segundo orden

utilizando Ds. En el panel de la izquierda se mantiene fijo el CFL, mientras que en el de la derecha se
fija dt.

Para el caso 2D, hemos realizado corridas de 640 x 640, 1280 x 1280 y 2560 x 2560 puntos con un dato
inicial no suave. En la figura Al.4 observamos un comportamiento similar al del caso unidimensional.
Antes de que las ondas alcancen el borde la convergencia es dominada por la discretizaciéon temporal con
un factor @ cercano a tres. Esto se da para todas las discretizaciones que utilizan integradores Runge—
Kutta de tercer orden ya sea convencional o IMEX. Un vez que el pulso alcanza la interfase el valor de
@ aumenta a ~ 5, en este caso la discretizacion espacial es el principal contribuyente al error. A fin de
realizar comparaciones, se corrieron integraciones utilizando un método de Runge-Kutta de cuarto orden
para el sistema de primer orden. En este caso observamos que en el interior la convergencia se mejora,
comenzando cerca de 8. En este caso el integrador temporal es mas preciso y por ende la discretizacion
espacial se torna méas importante. Cuando el pulso se encuentra con el borde obtenemos nuevamente

factores @ alrededor de 5.

La convergencia sola no es suficiente para garantizar que nos acercamos a la solucion correcta. Esto se
debe a que nuestro sistema no es consistente a priori. Es decir, en principio el limite de nuestro esquema

de diferencias finitas no necesita coincidir con la ecuacién continua, debido a que los términos de borde
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Fig. Al.4: Grafico comparativo del factor de convergencia para el sistema 2D con un CFL fijo en 0.08.
Se muestra formulaciones de primer orden PO, y de segundo orden utilizando los operadores D? y Dy

crecen con la resolucion. Luego se hace necesario analizar la convergencia con la solucién verdadera. Esto

se lleva a cabo en la siguiente seccion.

Precisiéon

En esta seccién comparamos los métodos sobre datos realistas, es decir con las condiciones iniciales
no suaves dadas anteriormente. Esto se lleva a cabo tanto para el caso 1D como 2D.

Para el caso unidimensional evolucionamos la solucién hasta ¢ = 2.0. En este punto la solucién se ha
movido a la izquierda y el pulso a pasado completamente a través de la interfase localizada en x = 0. En
el caso bidimensional un pulso es enviado en una direccién oblicua a la interfase con el objeto de verificar
si el esquema preserva la fase correcta de la onda en este caso y no introduce, por ejemplo, un rebote
extra.

Por comparacion realizamos una corrida con condiciones de borde periédicas, con operadores en
diferencias finitas centradas de octavo orden, con N = 5120 o 5120 x 5120 para los casos 1D y 2D,
respectivamente. En ambos casos nos referiremos a estas corridas como Psio9. Estas corridas fueron
utilizadas como soluciones de referencia para comparar con las demas. Para estas altimas simulaciones,
las condiciones de interfase fueron usadas con N = 640, 1280 y 2560 puntos ya sea para el sistema de
primer orden como el de segundo (denotadas con POgsg, PO1280, PO2s60 and Ds g0, D2 1280, D2 2560
respectivamente). Asimismo, para el sistema de segundo orden realizamos simulaciones usando tanto el
operador D? como el Ds, a fin de aproximar la derivada segunda en el lado derecho de la ecuacion.
Todas las corridas fueron realizadas con un factor de interaccion de 10° x dz~! manteniendo el factor CFL
constante (0.08).

En la figura A1.5 se presenta una comparacion de la norma Lo del error para los dos casos diferentes
tenidos en consideracion: el sistema estandar de primer orden con un integrador temporal Runge-Kutta

de tercer orden y nuestro sistema de segundo orden con un operador Ds que utiliza el esquema IMEX-
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SSP3(4,3,3) L-estable. Cabe destacar que antes de que el pulso halla llegado a la interfase, ambos métodos
resultan comparables, pero a medida que la onda se aproxima y pasa a través del borde, la solucién
obtenida mediante nuestro método de segundo orden aumenta la precision de la solucién por lo menos en

un orden de magnitud. Esto muestra que el tratamiento de la interfase propuesto en este anexo compite

muy buen con un esquema tradicional de tipo SAT.

Norma L, de la diferencia

Fig. A1.5: Norma Lo del error para las diferentes corridas realizadas en 1D.

Asimismo se observa el mismo comportamiento para el caso bidimensional, esto se muestra en la figura
A1.6. Aqui nuevamente nuestro método y el estandar tipo SAT se comportan de manera similar en el

interior de la region, mientras que el primer método resulta superior al SAT cuando el pulso alcanza la

interfase.

Norma L, de la diferencia

Fig. A1.6: Norma Lo del error para las diferentes corridas realizadas en 2D.

i
T
0.01|"* HPSIZU"POMOHLZ |
e 1P 1P O gl Wt "
»
s Hpslzo'POzseoHL2 I A"-
2 p———
oo HPslzo'Dz 640HL3 ,’P Y
: /! < 01005908 00000 oS
1Pg,54-D, IZXOHLZ b i° g
P 7 _pasosasemsanmnn T |
0.0001 1Ps120-D, 2560”L2 S i m.:'
e Lo 'vh
- . '/n" N ,..«m«.........m.\ 3
L e /' Q\,.,/ 4
1e-06 [ ,/ .
1e-08 | |

Tiempo

0.01{>-* HPSIZO_POMDHL:

0.0001| . ||p

1e-06

le-08

s HPslzl)'Polzx(IHL:

e ‘“Dslzo'POzst/_2

oo 119D, szonL2

[|1P, ,-D.

5120772 1230HLZ
D.

5120772 zszsoHL1

T
\

T

L

L

Tiempo




134 APENDICE Al. TRATAMIENTO NUMERICO DE INTERFASES

Decaimiento de la energia

El esquema aqui presentado es decreciente en energia en el nivel de aproximaciéon semi—discreto. Esto
implica que si se utiliza un integrador temporal estable con un paso temporal suficientemente pequeno,
la energia dada por (Al.4) deberia decrecer solo a la tasa dada por el término de penalidad, con el
agregado quizas notable de la disipacion inherente del integrador temporal. En esta secciéon estudiamos
este decaimiento, mostrando que en realidad es muy pequeno como podria inferirse de la precision hallada

para esquema.

T ‘ T
= Periodico Op: 8-4
o Interfase PO RK3 Op: 8-4
~—= Interfase SO IMEX Op: 8-6 L=10° dx”'
Interfase SO IMEX Op: 8-6 L=10"" dx”'

-0,00002 —

Error relativo de la energia

-0,00004 —

| | |
0 5 10 15 20
Tiempo

Fig. A1.7: Error relativo del decaimiento de energia para un dato inicial no suave en cuatro diferentes
escenarios: condiciones de borde peridédicas, SAT tradicional de primer orden y nuestro esquema de
segundo orden con el operador Ds para dos elecciones del factor de interacciéon L.

La figura A1.7 muestra el comportamiento del error relativo en la energia para dos corridas largas,
més precisamente con una duraciéon diez veces mayor a las previas. Estas corridas se realizaron con
un valor fijo de CFL de 0.08, y una resoluciéon dada por 5120 puntos en la red numérica. Como se
esperaba el decaimiento es muy pequeno, y mejora considerablemente para valores grandes del factor
de interacciéon. Para un valor de L = 10% x dz~! la energfa decae a una tasa mayor que a la obtenida
con un esquema de primer orden tipo SAT), el cual coincide con el decaimiento obtenido mediante un
tratamiento periodico. Sin embargo, si aumentamos el valor de L, el decaimiento se aproxima al periodico,
y si tomamos L = 1019+ dz~? los tres decaimientos (periédico, PO — SAT, y SO) resultan indistinguibles.
Luego la mayor parte del decaimiento se debe a los integradores Runge—Kutta utilizados, y ambos, tanto
el estandar de tercer orden como el IMEX, parecen presentar la misma disipaciéon inherente del método.

Finalmente, en la figura A1.8 presentamos el error relativo de la energia comparada con la solucién
periodica, es decir (E — Eper)/Eper. El objeto de esta comparacion es dar cuenta s6lo del decaimiento
asociado al método en cuestion. En este grafico puede verse que el método de primer orden es uno de los
que mejor aproxima a la energia peridédica, mientras nuestro método de segundo orden se desvia. Esta
diferencia sin embargo disminuye si tomamos valores grandes de L, mostrando una vez més que cuanto

mayor sea el factor de interaccion, mejor sera el ajuste del método propuesto a la solucion.
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Fig. A1.8: Error relativo en la energia, comparando con la solucion periodica. El dato inicial es no suave
y se evoluciona segin tres escenarios: método tradicional SAT de primer orden y nuestro esquema de
segundo order utilizando Ds para dos elecciones del factor de interaccion L.

Disipaciéon

Es importante notar que, para todas las corridas realizadas hasta ahora, no resulté necesario intro-
ducir ninguna forma de disipacion artificial. Esto se debe a que hemos considerado un problema lineal a
coeficientes constantes y por lo tanto no existio ruido introducido por los modos de alta frecuencia.

Sin embargo, para otras elecciones de los operadores espaciales, o si estamos tratando con una ecuacion
no-lineal, o si se tienen coeficientes no constantes, podemos encontrar oscilaciones de alta frecuencia
alrededor de la solucion correcta. Como un ejemplo de esto usamos el esquema D?, en vez del Dy utilizado
antes, para evolucionar el dato inicial no suave. Vemos en la figura A1.9 que la utilizaciéon de este operador
introduce algo de ruido numérico en la solucién, desmejorando su calidad. Notamos ademas que la soluciéon
sin disipacion es casi indistinguible excepto cerca de la interfase, donde hemos incluido una ampliacién
del sector para mostrar mejor el desacuerdo. Vemos que este ruido desaparece si se utiliza disipacién
de Kreiss—Oliger (Gustafsson et al. 1995), es decir mediante la adicion a las ecuaciones de un término
proporcional a una potencia grande del operador de Laplace. Este término contiene un factor que depende
de la resolucion de manera tal de hacer que el error producido por la adicién de este término, sea el mismo
o de menor orden que el resto de los términos en la aproximacién. En particular utilizamos aquel que
corresponde a la precision que estamos usando para los operadores de diferencias finitas (Kreiss & Oliger
1973; Lehner et al. 2005; Diener P. & Tiglio 2007), concretamente, una disipacion de la octava derivada
Qq = —odx®A*, donde A es un operador de diferencias finitas que aproxima al Laplaciano en el primer
orden de precision. Las corridas usadas para esta comparacion se realizaron con una resoluciéon dada por

640 puntos con un CFL fijo en 0.08, y 0 = 100.

La figura A1.10 muestra la norma Lo del error obtenido mediante el uso del operador D? con y

sin disipacion, asi como también el error para el sistema PO con disipacién. Hemos calculado el error
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Fig. A1.9: Comparacion de la solucién a ¢t = 2 usando un operador espacial D? con y sin disipaciéon en
referencia a la solucion periodica.

mediante la comparaciéon con una corrida periddica con 5120 puntos y corridas de interfase con 640, 1280
y 2560 puntos en el mallado. Esto fue llevado a cabo manteniendo el factor CFL fijo en 0.08, y mediante
el uso de un factor de interaccién de 10° x dz~!. Vemos que la adicién del término disipativo mejora la
precision en uno o dos 6rdenes de magnitud. Los errores calculados con disipacién ya sea para sistemas
PO o SO son practicamente iguales. Ademéas mediante la comparacion con la figura A1.6, vemos que los
errores para los métodos D? y PO con disipacién resultan similares a los calculados con el operador de
segundo orden Ds. Luego podemos concluir que los métodos que utilizan disipacién resultan competitivos

con la discretizacion Ds.
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Fig. A1.10: Comportamiento del error relativo en la norma Lo para corridas con el operador D? con y
sin disipacion.
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Al.4. Aplicaciones

Como una aplicacion de nuestro método en una ecuacion con coeficientes variables, consideramos
un problema simple unidimensional de relatividad numérica. Mediante nuestro método buscamos una
solucion de las ecuaciones de Einstein linealizadas alrededor de un gauge ondulatorio de fondo. El elemento

de linea para este problema viene dado por (Tiglio et al. 2004):
ds? = eAsenm@=0) (@12 4 dx?) + dy? + dz?, (A1.11)

Este fondo describe un espacio tiempo plano, en el cual se ha realizado una transformacion de coordenadas
en el plano (t, z), con una dependencia sinusoidal en t—z. Este problema con gauge ondulatorio nos provee
de una aplicaciéon simple y a la vez no trivial como prueba numérica. La amplitud de los coeficientes de
la ecuacién lineal puede ser controlada mediante el ajuste del parametro A y la solucién no desarrolla
ningun tipo de singularidades. Esta prueba difiere de las desarrolladas a lo largo de este anexo en el hecho
de que los coeficientes dependen tanto del espacio como del tiempo.

Existen muchos trabajos en la literatura que tratan sobre este problema (Lehner et al. 2005; Tiglio
et al. 2004; Calabrese et al. 2002; Alcubierre et al. 2004). La mayorfa de los trabajos usan un método
que involucra una formulacién de primer orden con condiciones de borde periddicas, con la excepciéon del
trabajo de Lehner et al. (2005), quienes utilizan cierto tratamiento en el borde. Por otro lado, existen
estudios previos de este problema con un esquema de segundo orden (Szilagyi et al. 2005; Babiuc et al.
2006). Uno de los aspectos que estos trabajos presentan es el crecimiento exponencial y la pérdida de
convergencia en la soluciéon para amplitudes grandes.

En esta secciéon vamos a aplicar el método que desarrollamos para analizar el problema descripto en
los parrafos anteriores. Utilizamos el mismo enfoque que Lehner et al. (2005), en el cual se introducen
perturbaciones de (A1.11) en las ecuaciones de Einstein con el objeto de derivar ecuaciones de evolucién
linealizadas para los campos. En nuestro caso solo estamos interesados en la estabilidad del método a
medida que las ondas atraviesan la interfase.

Las variables no triviales para este problema son las componentes relevantes de la métrica y su derivada

temporal (¢u., Kyz), ademas del intervalo a. Por lo tanto consideramos perturbaciones de la forma:

Gz — eA sen(m(z—t)) + 59m
K,y = 4 cos(m(z — t))e® costr@=0) L 5K, (AL1.12)
@ _ 6% sen(mw(x—t)) +da.

Las ecuaciones resultantes son:
0P = IT + Ar cos(m(x — t)),
ol = Lo, (a0,0) -1 (AWQ sen(m(z — 1)) + A2 cos? (m(x — t))) P
— 2 Am cos(m(z — t))1I,

A
A A —t _ A _
donde & = ez sen(m(z—1) ¢ — dafay IT =0K,,.
Hemos realizado varias corridas y comparamos los resultados para dos formalismos de segundo orden
como los tratados en las secciones previas. Mas precisamente utilizamos el operador en derivada primera

aplicado dos veces (D?) y el operador en derivada segunda (D5). La semi-discretizacion del término en



138 APENDICE Al. TRATAMIENTO NUMERICO DE INTERFASES

derivada segunda de la ecuacion (A1.13) toma por lo tanto la forma:
02 (G0, P) ~ D(aDP) (A1.13)
para el caso D?. Para el caso del operador D separamos la derivada segunda como:
02 (00, D) ~ &D2® + (0,4)D1 P (Al.14)

donde la derivada de & se calcula analiticamente, y Dy y Do son operadores de diferencias finitas com-
pletamente compatibles con las aproximaciones de las derivadas primera y segunda, respectivamente
(Mattsson & Parisi 2010). En las figuras A1.11 y A1.12 mostramos el factor de convergencia y la norma

L del error para los dos casos considerados. Estas corridas se realizaron en el intervalo [—1, 1], utilizando

una amplitud de 0.5, CFL de 0.01, y condiciones iniciales suaves:

@O(m) = 10012 ($ + 0.6)12 ($ + 0.4)127 (A115)
H()(x) = am@()(x)
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Fig. A1.11: Factor de convergencia para dos resoluciones diferentes de los formalismos D? y D,.

Para todas las corridas, excepto para el caso D? de resolucién mas baja, los factores de convergencia

oscilan entre los valores esperados de 8 y 5, de manera consistente con el orden de los operadores en
diferencias finitas usados. La norma Lo del error muestra nuevamente que la formulacién D5 tiene menor
error en comparacion con el caso D? para todas las resoluciones consideradas. Esto ilustra el desempefio

superior del método que presentamos incluso en el caso de coeficientes variables, lo cual abre un rango

muy amplio de aplicaciones para este método.
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Fig. A1.12: Norma Ly del error para varias resoluciones para las dos formulaciones de segundo orden.

Al.5. Conclusiones

Hemos mostrado que es posible implementar un esquema de interfase basado en penalidades para
ecuaciones de onda de segundo orden. Este método es similar a los usados para ecuaciones de primer
orden hiperbolicas y parabélicas. El nuevo esquema presentado comparte propiedades similares con los
esquemas previos: solo se requiere comunicar entre redes numéricas los datos en los puntos de la interfase,
la convergencia esta asegurada para sistemas lineales con coeficientes constantes. Asimismo el esquema
se aplica muy bien a un problema con coeficientes no constantes, mas concretamente el problema de
perturbaciones sobre un gauge ondulatorio de fondo. La precision del método parece ser tan buena como
la precision dada por los operadores en diferencias finitas y el integrador temporal usado, compitiendo
de manera favorable con los esquemas usuales de primer orden SAT para todos los casos que hemos

analizado.

Debe notarse que para la ecuacion de onda n—dimensional debe comunicarse en la interfase n + 1
cantidades, concretamente las derivadas espaciales y temporales de los campos, mientras que en nuestro
caso solo se necesita comunicar los valores de la derivada temporal. Esto resulta de especial importancia
en paralelizaciones de multi-bloque, ya que nuestro método posee una calidad equivalente al del esquema
SAT pero la informacion intercambiada entre los bloques es sosteniblemente menor. Esto mejorara consi-
derablemente las propiedades de escalabilidad de computos basados en el fraccionamiento del calculo en
multi-bloques con comunicaciones. Por ejemplo programas que utilicen la libreria MPI, Message Passing
Interface, en sistemas de computadoras conectadas en red, que distribuyan diferentes mallados a dife-
rentes procesos de MPI. En este caso la manera tradicional de implementacion consiste en comunicar en
el borde entre mallados todo el stencil necesario para calcular las diferencias finitas usando operadores
centrados. La precision de nuestro método implica que puede simplemente comunicarse los valores de los

campos en la vecindad del mallado en cuestion, ganando en la escalabilidad de estos programas.

Dado que la informacién comunicada a través de la interfase consiste de una derivada temporal, esta
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se comporta como un campo escalar con respecto a cambios de coordenadas espaciales !. Luego, sus
valores a ambos lados del mallado, en caso de tener dos mallados con diferentes sistemas de coordenadas,
deben identificarse sin cambio alguno. En contraste, cuando se utilizan esquemas tradicionales SAT y
se comunica derivadas espaciales de los campos, se requiere una transformaciéon de coordenadas para el
caso genérico de dos regiones con coordenadas diferentes. Luego, puede decirse que en estos casos, el
nuevo esquema deriva en una implementacién mas simple y con menos coémputo. Mas atn, en situaciones
no triviales el método SAT requiere el computo de los modos entrantes en los puntos del borde para
imponer penalidades correctas, en casos donde el sistema de ecuaciones de onda son cuasi-lineales, como
por ejemplo el caso de la relatividad general. Esta tarea es muy costosa en tiempo de cémputo, lo cual
puede evitarse en el presente esquema.

Este nuevo método no sélo se limita a sistemas de segundo orden; dadas las ideas subyacentes en su
desarrollo puede ser aplicado a muchos casos de interés. En particular puede ser extendido para el caso
general de un sistema en primer orden simétrico hiperbélico. En un trabajo futuro consideraremos este

Caso.

1 Esto es por supuesto cierto en el caso de cantidades escalares. En el caso que el sistema con el que se esté tratando
consista de ecuaciones de onda en cantidades tensoriales, algunas de las transformaciones de coordenadas son inviables para
las interfases.
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Descomposicién caracteristica de modos
MHD

En este apéndice se detallan la descomposicion de modos MHD. Se en-
cuentran las velocidades caracteristicas de estas ondas, y los autovectores

asociados correspondientes.
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B1.1. Descomposicion caracteristica

En este apéndice retomamos el anélisis de las caracteristicas del sistema MHD ideal acoplado al campo
de la limpieza de la divergencia (una discusion relacionada a la ausencia de este campo puede encontrarse
en Pennisi (1993), Balsara (2001)).

Usando la descomposicion en partes normales (X,,) y tangenciales (X;) al contorno, y definiendo

d := o + v,, obtenemos:

dp = —PUn ,
duy, = QBn/an - 1/ijBj —1/pp,
dB, = v, By + ¢,
dp = —cpuy—(y—1)BuB, + (1 —7)Bno,
dBs =  B%/pBn— Bn/pp, (B1.1)
dBB = BuB,, — B, + B,Bv + Bn¢,
di; =  Bi/pBn+ Bu/pBi,
dB; =  #B, — Bt + Bnb:,
oo = B, .

Para una mayor claridad, se presenta la solucion del problema de autovalores/autovectores en dife-

rentes casos segin el comportamiento de los modos.

Base

Modos normales

Estos corresponden a B,, = ¢ = 0, donde las ecuaciones se transforman en:

dp = —PUn ,
dv, =  —BB/p-p/p,
p = —cipv,,
dBs =  —(B,/p)p, (B1.2)
dBB =  —B,+ B.Bv,
di; = (Ba/p)Bi,
dB; =  —Biv, + Bni;.

Un autovalor posible es d = 0. En este caso el primer autovector esta dado por:
Up=(1, 0, 0, 0, 0, 0, 0), (B1.3)

donde las entradas de U son: U = (p, Upn, 0i, Bn, Biv, P, ¢). Usando todas las ecuaciones obtenemos las

condiciones para los autovalores:
d* — (2 4+ B*/p)d* + B%/p=0. (B1.4)

Desde la cual obtenemos cuatro soluciones:

b = 2 [H(@+ B+ @B )

dms = iﬁ(<cz+B2/p>—¢<c3+32/p>2—4<35/p>c§).

(B1.5)
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Notar que cuando B® — 0 la solucion d, tiende a +c,, mientras que d,, — 0 como ||B,||/\/p. Las
soluciones d,, tienden a soluciones de fluido mientras que d,, tiende a soluciones puramente magnéticas.
Por lo tanto en este limite, las soluciones se ven desacopladas. Debemos elegir la normalizacién de los
autovectores de manera tal que se refleje este comportamiento. Para las soluciones d,, elegimos v,, = 1,
y usamos las dos tltimas ecuaciones para calcular el campo magnético normal y la velocidad normal,

obteniendo:

0 B, - dp ~ c
= 17 _7Bia 03 ¥7B'L7 +
dy Ryp

donde R, := df, — B2 /p, tiene un limite finito cuando B? — 0.

2
s

UP. = (zp P 0) , (B1.6)

P dP

=

Para las soluciones d,,, procedemos al revés, fijamos BB = Biéi = B;M;, donde M; = éz y asi calculamos

Un, y P de la segunda y tercera ecuacion del sistema (B1.2), obteniendo:

BB =¥d,BB +B, 2BB
UM, = | =—, ==~ M;, 0, M;, ==—=,0), B1.7
* (Rm Rup " pdm Ron, > (BL7)

donde R, := d? — ¢? tiene un limite finito cuando B? — 0.

En dos dimensiones estos son todos los pares de autovalores/autovectores en el sector normal.

En tres dimensiones podemos elegir B: = M; perpendicular a B; tal que BB = Bzéz = 0. En
ese caso todas las otras componentes se anulan excepto la velocidad tangencial: v; = d,/B,A; con
A= (=By,B)/|B|y dos = +B,/./p- El correspondiente autovector es:

UAL = (0,0,:tg‘;Ai,O,Ai,0,0> . (B1.8)
Modos ¢
Ahora miremos los modos que son inducidos por la introduccién del campo ¢. De la tercer y ultima
ecuacion de (B1.1) tenemos un sistema 2 x 2 que implica que: 0 = +¢; y asi, d := d; = £¢ — v,. Si

fijamos B,, = b podemos obtener componentes escalares resolviendo el siguiente subsistema de (B1.1):

div, + BB/p+p/p = 2(Bn/p)b,
GpUnt+pd = (=(y=1)Bu+(1-7)oB)b, (BL9)
—B%*, —d{BB+B,Bi =  —(B,o+ Bov)b, '
(Bu/p)p+diBo = (B*/p)b.
Desde este subsistema obtenemos:
5  —(d} = B2/p)Fy + d}Fs + dip(d} Fy — (Bn/p)Fa)
n - b
oy
_ . —c2pty, + Fy (B1.10)
p - dl 9
donde:
o = pldf —di(cZ+B*/p)+ciB}/p).
F _ 2B,b
1 - p
CZ
F = (1 =v)(Bv+ B,2)b,
F3 = - 1F,2,Y )
2
= b
Una vez que tenemos v,, podemos resolver las componentes vectoriales del sistema:
dy; — an/p)Bi = Bib/p, (BL11)

diB; — B,v; = ;b — By, ,
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obteniendo: ~
5 . f)ian/p-l-Bi(dlb—T)an)/p
1 - . 53 )
= 0;dib + Bi(—dﬂ)n R —I—bBT%/p)
B; = 5 ,

donde d5 := d? — B2 /p. Combinando los pasos intermedios realizados obtenemos,

(B1.12)

P _
— 5 Un

dy
B2 B, F.
[— (d% — ) By + d}Fs + dip (d%Fl - 4)] /6,
5:bB,  ~ dib— 5,8
|:'U1b n —|—Bzdlb Un n:| /65
P P
ULy = b . (B1.13)

{f)idzb + B; (—dlvn + an)} /0s
p

2 —
Fy — cipv,

Co—base

Ahora calculamos la co—base para construir un proyector adecuado que haga cumplir las diferentes
condiciones de contorno. Como en el analisis previo, dividimos por simplicidad la tarea a lo largo de los

diferentes autovalores.

[ ) 90
Ya que Uy tiene solamente una componente no nula (la primera), todos lo elementos de la co-base (excepto

el correspondiente a Up), tendran su primer componente igual a cero. El primer elemento es simplemente:
6o =(1,0,0, A, 0, —1/c*, B). (B1.14)

Para encontrar los elementos restantes A y B, notemos que si definimos: VP := (UL +UL_) y VM :=
(UL, — UL_), el primero tiene un cero en la tltima componente (correspondiente a ¢) mientras que el
segundo tiene un cero en la cuarta componente (correspondiente a B,,). Asf la contraccion de Oy con V P

y VM dejaréd solamente a A o B como incognitas. De la contraccion obtenemos entonces:

B B _902(5"/M) (B1.15)
- 2bCl ?
donde fijamos temporalmente A y B a cero en ©.
° Qpi
De OP (UM —UM_)=0y OPL(UM4 + UM_) = 0 obtenemos la siguiente estructura:
d2 B 7E:|:C2B'
OPy=[0,C, C"" Dy, ——— Ey, Fy | . B1.16
+ ( P ; Ban ; =+, Rm ) =+, + ( )
Ahora, de 1 = OPL(UP; + UP_) obtenemos:
Ry, R .
C= P (El mismo para ambos). (B1.17)

2Ry Ry, — d2,B2/p)
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Mientras que de +1 = OPy (UP; — UP_) deducimos

+R, Ry, d,,

= _ . (B1.18)
2¢2(d2B? — pR, Ry,)

Ey

Las restantes dos componentes pueden calcularse usando VP y VM como se obtuvo anteriormente:

—OP.(VP)
Pe =
Fi _—
2bCl

habiendo elegido D y F a cero en ©P..

o @Mi
De OML(UPy —UP_) =0y Op+(UPLUP_) = 0 obtenemos la siguiente estructura:

onte = (0. BN s S ). (3120
De 1 =OMy(UM; + UM_) obtenemos:
L= — 2(3227[)13_;; Jg; o (B1.21)
De +1 = OM1 (UM, — UM_) obtenemos:
: din Bom By M (B1.22)

N§ = = .
=" 2B /0 (B@,/p— R Ry)

Las dos componentes restantes S y T' se calculan como el caso anterior, usando VP y VM, removiendo

la componente B,, y la ultima componente ¢ en @M. Obtenemos,

—OM4L(VP)
S
* chl '
o QAi
Obtenemos el co—vector de U A por célculo directo:
B, A; A;
OAL = (0,0, =", Gy, =4, 0, Hy |, (B1.24)
2d, 2
donde las componentes, G y H estan dadas por:
—OAL(VP)
G:t - 2% )
H = ——
QbCl

removiendo las componentes B,, y ¢ en OA..

o @Li

Queda ahora determinar los dos ultimos elementos. Ya que los primeros siete autovectores expanden
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completamente el espacio 7-dimensional dado por B, = ¢ = 0 los covectores tienen s6lo componentes

en ese subespacio y estdn dados por:

1 +1
®Ly=10,0,0, —, 0, 0, — ). B1.26
+ < s Yy Yy 2b7 s YUy 2bCl> ( )

Puntos singulares
La estructura caracteristica esbozada anteriormente puede cambiar si los autovalores cambian su multi-

plicidad para valores particulares de los campos. Estos casos especiales requiere un analisis adicional.

Recordemos que los autovalores estan dados por:

(o) —Up

a; = dp—vy
op = —dp—vy
a]tf = dy — U
oy = —dm—vy
crjg = dy — v,
oy = —dq—vp
O'z = (

o, = —C,

y pueden cruzarse cuando d, = 0, v, = *¢;, dy, = 0y dp = dy,. Los primeros dos casos se producirian
en escenarios fisicamente irrelevantes. Por ejemplo, el primer caso implica que la velocidad del sonido es
nula, y no seria considerado si se quiere tratar con un fluido. El segundo caso se podria evitar simplemente

tomando ¢; suficientemente grande. Por lo tanto, nos concentraremos en los otros dos casos:

o dn=0
Para esto necesitamos que
B2\’ B2\’ B2
(ai + ) = <c§ - ) — 42 (B1.27)
P p P
lo cual s6lo ocurre cuando B,, = 0. Cercano a estos puntos tenemos,
2 2
2 Cs Bn
_ ) B1.28
m pcz 4 BQ ( )

En este punto calculamos explicitamente el autoespacio para los autovalores coincidentes y elegimos los
autovectores con un buen limite. Fueron usados en una vecindad lo suficientemente pequena de este punto
usando una declaracién condicional en el c6digo para cada punto del contorno.

En tres dimensiones, en este caso, también d, se vuelve nulo, por lo que los autovectores UMy y UA4

son degenerados.
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Para que esto pase necesitamos
B2 2 32 2 B2 B4
0= (2 d2) = <c§ + ) 4B? = <c§ _ ) o2 Bl B (B1.29)
p p p P

Asi B2/p =2y B; = 0. Notemos que en este caso tenemos R, = R,, = 0. Procedemos en una manera
similar a la anterior. Notamos que cuando los autovalores coinciden todo lo que entra en la condicién de
contorno es el proyector sobre ese subespacio, por lo que uno sélo tiene que elegir los autovectores tal que
numéricamente ese proyector sea robusto en una vecindad pequena.

En el caso de tres dimensiones, d> = B2/p. Por consiguiente, d, = d,, = p» v los autovectores U Py,

UMy y UAL se vuelven degenerados.






Tratamiento de Fourier de modos MHD

En este apéndice se describe el procedimiento realizado para reconocer modos
MHD a partir de la descomposicién de perturbaciones de las soluciones de la

MHD sobre un fondo constante.
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B2.1. Tratamiento de Fourier de modos MHD

La solucién de las ecuaciones de la MHD, en general se puede aproximar de la forma

g

(Z,t) = o + u(Z, t) (B2.1)

donde @ = (p, vy, Ui, Bn, B;,p, #)T como vimos en el Apéndice B1.1, iy son los valores de fondo constante,
y 4 son pequefias perturbaciones. Aplicando esta aproximacion a las ecuaciones diferenciales, nos queda
un sistema de ecuaciones hiperbolicas de la forma @; + Atz = 0 donde 4 = (P, Vn, Vi, Bn,éi,ﬁ, é)T es
el vector perturbacion, A = A(ip) es la matriz (3.10). Dado que las ecuaciones son hiperbolicas, A es
diagonalizable, por lo que existe un R tal que R"!AR = A con A una matriz diagonal cuyas componentes
estan dadas por las velocidades A; con j = 1..9. Dada la existencia de R, podemos definir un nuevo
conjunto de variables Vf/ tal que Vf/ = R~'4. De esta forma, queda el siguiente sistema de 9 ecuaciones

desacopladas Vf/t + AVf/j‘ = 0. Entonces la solucién queda de la formas:

9
() =Y w (&, 1)) (B2.2)

donde w; son las componentes del vector W (wj)¢ + Aj(w;)z = 0 siendo A; la velocidad de propagacion

de la onda j. Los autovectores #7) componen la matriz R. Dado un dato inicial (que denotaremos con

un supraindice (0)), w;(Z,t) = ,@59) (% ST — )\jt> para algun k real. En particular, elegimos w,;(Z,t) =

wjt=k'T) cop wj la frecuencia temporal de la onda j y k el vector ntimero de onda.

el
Dada w; y k, obtenemos la velocidad A; con la que se propaga la onda j. Las velocidades A; de los

modos magnetoacusticos vienden dadas por

dpr = i\/ 3 ((62 + B2/p) + /(2 + B?/p)? — 4(B? /p)cg)
A+ = :I:\/é ((C% + B2/p) _ \/(Cg i B2/p)2 — 4(B,%/p)c§) (B2.3)
dat = +By./\/p

con dp la velocidad del modo magnetoacustico rapido (p del signo méas —plus— dentro de la raiz) y d,
(m del signo menos —minus— dentro de la raiz) del modo lento y d, la velocidad del modo de Alfvén. El

B
subindice k£ denota la direccién de propagaciéon; c¢s = , /ﬁ es la velocidad del sonido y v4 = — la
P VP

velocidad de Alfvén. Los autovectores 77); son los descriptos en la ecuaciones (B1.6), (B1.7) y (B1.8).
Estos autovectores dependen funcionalmente de la solucion numérica encontrada, es decir 77 (i). Luego

la solucién més general, abarcando todos los posibles k es

@ 1) = 29: ( / / / Aj(k)e“wjt’?-f)d%) 7). (B2.4)

Por otro lado, podemos escribir la solucién como superposicién de infinitas ondas de Fourier:

Ut = Y dlv, @)t (B2.5)

v=—00
Dado un punto espacial, realizamos la transformada de Fourier temporal de cada una de las componentes

de @(Zpto,t). Al realizar estas transformadas de Fourier, si la oscilacion tiene frecuencias caracteristicas,
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estas aportaran significativamente a la suma infinita sobre frecuencias, despreciando las demaés frecuencias.
Dada la igualdad de (B2.4) y (B2.5), sabemos entonces que dada una onda con una frecuencia v, esta
debe corresponderse a una de las ondas MHD caracterizada por w;. Dado que no tenemos el peso de
Fourier A;(k), para encontrar si hay correspondencia entre una onda con frecuencia v y un modo con
frecuencia w;, realizamos cocientes entre las componentes de ﬁ(y, Z) y los comparamos con los respectivos
cocientes entre las componentes del autovector #7). De esta manera, si los cocientes son similares, hemos
encontrado que esa frecuencia v se corresponde con un modo de frecuencia w;. Mas concretamente, se
realiza el siguiente procedimiento: se hace una inspeccién en los resultados numeéricos de las posibles
direcciones de propagacion y se propone un IZO. Luego, se utilizan la relaciones de dispersion de las ondas
compresibles (1.29) rapidas y lentas, y la de las incompresibles (1.28) y se encuentran las frecuencias
correspondientes (Wap, Wam, Wda)- Las velocidades de Alfvén y la del sonido, se obtienen de un promedio
temporal en el punto espacial (Zp,,) donde se realiza la TF. Luego, se compara con las frecuencias
caracteristicas de la TF. Si por ejemplo, una frecuencia caracteristica tiene el valor vg,, y este es similar
a la frecuencia perteneciente a la velocidad de un modo magnetoactstico rapido, wap, luego se hacen los
cocientes del autovector que corresponde a esta velocidad (F(l) = UP), y los cocientes de las magnitudes
de Fourier de la frecuencia vy, (5(1/@,, Tpto)). Se igualan los términos proporcionales a e“dr! y a etdrt,

Por ejemplo, al tomar la primer componente y hacer el cociente con la octava componente de (B2.4):

Al(ko)e_i(k_‘;‘i)r% 7‘% . UP;

Ay (ko)e—itkod)pl — 1§ UPg

y de (B2.5)

. . . (UPL UP, UP; UP; UPs UPs UP; UPs UPy )\ .
y asi con las demas componentes. De esta manera, si (Upg, UP.» UP.> UBs’ UP.» UPy» UP.» UPy’ UPS) ~

<33

(17«1 dp U3 G4 U5 Ue Uz Us g

L M2 43 U4 25 U6 U7 L8 A—>, hemos encontrado que se esta propagando una onda magnetoacustica
ug’ ug’ ug’ ug’ ug’ ug’ ug’ ug’ us

rapida en la direccién kg con una velocidad d, a una frecuencia temporal vg,.



