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Resumen

Existen muchos ejemplos de sistemas reales representado=dps de interacciones que pre-
sentan comportamientos complejos, siendo redes librecdéaeg de mundo pequefio. Ademas, se
encuentran inmersos 0 embebidos en un espacio euclidegaddifp@nsion, caracteristica que es
generalmente ignorada en los modelos de redes complejast&mesis analizamos el rol que juega
la topografia de la red de interacciones de un sistema c@npten el objetivo de desarrollar un
modelo para la formacion de patrones de preferencia odiemni@ que se observan en la corteza
visual del cerebro de los mamiferos. Para lograr esto, iastuidos distintos modelos de la fisica
estadistica de sistemas complejos, afiadiéndoles lasdeaj@s de la complejidad y del embebido,
verificando nuevos y ricos comportamientos no observades.an
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Resumen

Son muchos los ejemplos de sistemas naturales y artificigiegpresentan comportamientos
globales complejos, a pesar de estar generalmente corapymst unidades relativamente sim-
ples. El origen de esta complejidad global reside en lamaadas redes de interacciones entre sus
unidades. Hoy sabemos que muchas de estas redes presemiadaes topolégicas muy partic-
ulares pero a la vez universales: por un lado el histogranta cenectividad por unidad sigue una
ley de potencia (son redes libre de escala); por otro ladtaréo que el camino libre medio entre
unidades es relativamente corto, el indice de aglomerac@uosteringes inusualmente alto (son
redes de mundo pequefio). Es por ello que durante la Gltinzalddéa comunidad de la mecéanica es-
tadistica ha puesto mucho empefio en describir las progedapologicas de estas redes buscando
cualidades universales, en generar modelos realistasequeugnta de su evolucion y crecimiento,
e incluso en estudiar el comportamiento de los mas variadolelwos fisico-estadisticos cuando las
interacciones estan sustentadas por redes de este tipo.

Un aspecto distintivo de la mayoria de los sistemas realgaese encuentran inmersos en un
espacio euclideo, en donde es posible localizar espacitdnaesus constituyentes y en donde vale
la nocién usual de distancia entre ellos. En términos tadimgs, decimos que est@&mbebidos
en un espacio euclideo de baja dimensiéon. Sin embargo,ocks tos modelos de redes libres de
escala y mundo pequefio no consideran la distancia entradesich la hora de modelarlas. Esta es
una simplificacién gue muchas veces esta muy lejos de adecada realidad, pues son muchos los
ejemplos de sistemas naturales y artificiales en los cumlisthncia euclidea entre unidades juega
un rol importante tanto durante el desarrollo de la red comsuefuncionamiento.

En esta tesis analizamos precisamente el rol que juegadgrtffa de la red de interacciones
de un sistema complejo. Para ello hemos realizado un essothiee redes complejas embebidas
en un espacio euclideo de baja dimension, investigandofqutoe producen estas caracteristicas
en ciertos modelos emblematicos de la fisica estadisticastiEamas complejos, agregandoles un
grado de complejidad que no tenian originalmente. Utilazamn método de embebido de redes
complejas para generar versiones embebidas de un moddimansional de rotadores (el modelo
HMF), de un modelo neuronal bidimensional para la memonaiatva (el modelo de Hopfield), y
finalmente analizamos un modelo bidimensional de neuramasan capaces de sincronizarse mu-
tuamente (el modelo de Kuramoto) para dar lugar a estrigcagpacio-temporales cualitativamente
similares a los patrones de preferencia orientacionalrefdes en la corteza visual del cerebro de
los mamiferos. Hemos podido observar en todos los casosqitela topologia compleja como el
embebido en un espacio euclideo generan nuevos y ricos camgentos. En especial, es posible
reproducir los patrones observados en la corteza visualsanodelo que resulta méas plausible
desde el punto de vista biol6gico.






Abstract

There many examples of systems, both natural and artifisfaich present complex global
behaviors even though they are composed by relatively simpits. The origin of such a global
complexity resides on the intricate interaction networnk®ag their units. Nowadays we know that
many of these networks have particular, but at the same timivensal, topological properties: on
the one hand the connectivity per unit histogram is a power(fzale free network); on the other
hand, although the mean free path between units is refatbhart, the clustering is unusually large
(small world network). That is why during the last decadedtatistical mechanics community has
put attention on describing the topological propertiesese networks in order to find out universal
gualities, generating more realistic models that take &mtwount their development and evolution,
and even studying the behavior of a variety of models whasgdntions are ruled by these kind of
networks.

One distinctive feature of real systems is that they are eadxbin an euclidean space, where
it is possible to spatially localize their constituentsd avhere the usual notion of distance between
units is valid. In topographic terms, these systems are dddgkin a low dimensional euclidean
space. However, most of the scale free and small world maldet®t take into account the distance
between units. In many cases this simplification is not séajiand there are a lot of examples of
natural and artificial systems in which the euclidean distgplay a fundamental role in both the
development and the performance of the network.

In this Thesis we analyze precisely the role of the topogyagftthe interaction network in a
complex system. For this purpose we have made an analysangilex networks embedded in a
low dimensional euclidean space, investigating the effpmdduced in certain emblematic complex
systems models in the area of statistical physics, addem thdegree of complexity they originally
did not take into account. We use a complex network embeddigitnod in order to generate new
embedded version of a unidimensional Hamiltonian MeardRgddel (the HMF), a bidimensional
neural model for associative memory (the Hopfield modek), famally we analyze a bidimensional
model of neurons which are able to synchronize (the Kuramutdel) and give spatio-temporal
structures qualitatively similar to the patterns of orédiwnal preference observed in the visual
cortex of mammals. We observed in all these cases that bmtiplex topology and the embedding
in an euclidean space, generate new and rich behaviors.
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capituLo 1

Motivacion e Introduccion

1.1. Motivaciéon

Como lo explicita el titulo de esta tesis, nos planteamagaimente el problema de modelar
la formacion de patrones que se observan en la corteza \suals mamiferos mediante en un
enfoque Fisico Estadistico que privilegiara la univedsalide los procesos observados y permitiese
identificar como diferentes elementos celulares influyerl@mmportamiento global del sistema.
Estos patrones estdn compuestos por grupos de neuronamkspate localizadas que reaccionan
de igual manera ante estimulos visuales determinados récupe, por grupos de neuronas que se
activan bajo el estimulo de una orientacion dada. Un modekaldnagnitud incluye varios ingre-
dientes que sera necesario investigar y desglosar de ardgyaga tener una mejor comprension de
los fendbmenos que intervienen.

A lo largo de este trabajo fuimos incrementando paulatimaenel grado de complejidad de los
modelos, hasta llegar finalmente al modelado de la formatgdales patrones. En este sentido, esta
Tesis esta estructurada en forma constructiva, hasta Bégaodelo final de la corteza visual.

Para que un sistema neuronal, natural o artificial, tenggdaaidad de reconocer, sean patrones,
orientaciones o cualquier otro tipo de estimulo, es neicegae se cumplan varios requisitos. En
primer lugar el sistema tiene que ser capaz de generar sstataestables de casi—equilibrio. Estos
estados son susceptibles de ser modificados con bajo cestgeoo, a diferencia de los estados de
equilibrio, cuya robustez dinamica los hace practicamigitigmpatibles con los estados propios de
los sistemas vivos. Los estados metaestables de casibgquikenen la propiedad de tener largos
tiempos de vida, y sin embargo ser facilmente alterablesjifendo pasar de unos a otros. En se-
gundo lugar, los fenémenos observados en la corteza cenaltilan a las claras de mecanismos de
sincronizacion, no globales (que son faciles de modelag) Isicales, con la generacion de parches
o0 estructuras locales de unidades que funcionan al unistaaia dado estado. Finalmente, estos
estados metaestables sincronizados con estructuraagpetmen ser multiples, dependiendo fuerte-
mente de las condiciones iniciales. De otra forma, no sedpaces de funcionar como dispositivos

1



1.1 Motivacion

con la habilidad de categorizar, reconocer o clasificamestis externos. Finalmente, todos estos
comportamientos, que esperamos que muestre el modela) detggr de un sistema que tenga en
cuenta lo que sabemos de la estructura neuronal a partis dstiedios biolégicos: la corteza cere-
bral es un sistema casi bidimensional, de unidades quadifen entre si de forma muy intrincada,
con distribuciones de grados de conectividad que respanlibses de potencias, con caminos libres
medios muy pequefios y a la vez altos indices de clusteritas(dsfiniciones se daran al inicio de
la Tesis) y con interacciones competitivas que priviledaminteracciones excitatorias entre neu-
ronas cercanas Y las interacciones inhibitorias entreonasrdistantes. Fue asi que nos propusimos
estudiar detalladamente el rol de cada ingrediente y lasecmiencias en cada uno de los aspectos
relevantes de nuestro modelo.

La organizacion de este trabajo se realiz6 tratando deaeféegvolucion de la Tesis, tanto en
forma cronoldgica como en el incremento del grado de comdplgjde los modelos. En el transcur-
so de la presente investigacién surgieron resultadosgealg cada uno de los modelos estudiados
y que a primera vista no tienen una relacion directa conwdbttie la Tesis. En este sentido, otro
objetivo satisfecho en esta Tesis es haber podido estuitiao mfluye el embebido de redes com-
plejas en espacios de baja dimensionalidad en diferentdslas Este no es un logro menor, ya que
tanto en el modelo HMF como los modelos de Hopfield y Kuramegtns estudios nunca se habian
realizado previamente. Es nuestra intencion presentaetieltodos los pasos que se siguieron
para llegar a la construccion del modelo deseado, de takfoume en cada capitulo se incremento
el grado de complejidad.

Finalmente, hemos llegado a encontrar un modelo de sistenr@mal, con neuronas mode-
ladas por osciladores de fase y a la vez organizadas en utédimsensional, compleja y mundo
pequefio, con interacciones dependientes de la distamcitgterias en el corto alcance e inhibito-
rias entre neuronas distantes. Hemos visto que este modelenpa multiples estados finales, al
cual evoluciona dependiendo de la preparacion inicial,rgnémdo estructuras locales (parches)
muy similares, al menos cualitativamente, a los observadda corteza visual de mamiferos.

Restan muchas propiedades de dicho modelo por estudiarh&siido un largo viaje que nos
deja como punto de partida para préximos andlisis, un sésfgtencialmente apto para entender la
forma en que los mamiferos analizamos, en la corteza cerdifeaentes estimulos externos.



1.2 Introduccion

1.2. Introduccién

Aun cuando no siempre somos plenamente conscientes deiellops inmersos y rodeados
deredes Mas aln, estamos constituidos por multiples redes. Rediesufares que existen den-
tro de cada célula, o dentro incluso de los compartimientta celulares. Redes de sefalizacion
gue conectan diferentes células, como sucede en el sisewiago, o incluso redes que conectan
diferentes 6rganos, sincronizando los ritmos circadianos

Las redes que nos forman y nos rodean cubren todas las essadarsales imaginables. Desde el
mundo microscopico hasta las escalas astrondmicas. Ylentmidades como las relaciones entre
ellas y, sobre todo, las funciones que las redes desemp&stade las mas variadas que podamos
imaginar. Redes metabdlicas, redes de proteinas, redesakas, redes familiares, redes laborales,
redes de tréafico y de provision de servicios, y la misma ieteison apenas algunos de los muchos
ejemplos de sistemas con los cuales convivimos diariamentehos naturales, y otros no menos
importantes, artificiales.

Todas estas redes de las que hablamos estan constituidemsigioss unidades, generalmente
similares, que se conectan e interactian entre si. Podesmearpa estas unidades como los nodos
de un entramado geografico y a las interacciones entre @fas enlacesque las unen, repre-
sentando algun tipo de vinculo o interaccién que, por supugsne el poder de influir sobre el
comportamiento dindmico de las unidades. El comportamigiobal del sistema entonces se torna
dificil de predecir a partir del mero estudio de las unidaéks el contrario, la naturaleza de las
interacciones y la topografia de las mismas suelen semdietantes a la hora de entender el fun-
cionamiento de la red como un todo. Y para nuestra sorpresajmente el comportamiento del
conjunto guarda poca relacion con el comportamiento asiedios componentes. Quiza por ello
nuestra intuicién suele fallar cuando se trata de predécwreportamiento de un conjunto grande
de unidades, por méas simple que sean, si entre estas uneagtesun rico entramado de relaciones.
Que lo digan sino quienes estudian el cerebro aun de los Esmmes simples, el comportamiento
del agua, la dinamica de los vidrios de nuestras ventanadrenglsi de las bolsas de valores del
mundo todo.

A partir del estudio de tantos sistemas con los cuales comvs/ en nuestra vida cotidiana,
fisicos y matematicos han sido capaces de mostrar que mredfes que han surgido a partir de
la evolucién biolégica o han sido construidas artificalragudr los humanos, tienen propiedades
topograficas muy particulares y, a la vez, universales (o@sa todas). Propiedades topogréficas
gue se refieren a la forma en que se conectan las unidadesigntyge escapan a las creencias sim-
plificadoras usuales que abundan dentro de la comunidaidficienA este conjunto de propiedades
topograficas, que se refieren a quién se conecta con quiénmaiofiuye en el entramado el es-
pacio que sirve de sustrato al conexionado, las denominasuzmente con el atributmmplejq
dando lugar asi al concepto dmles complejas

Lo que hace que un sistema sea complejo no es tan soélo su gnafidasino mas bien la
arquitectura de las conexiones entre diferentes eleméetarismo y su dinamica no lineal. Esta
Ultima da lugar a estados globales y comportamientos emiegygue no son deducibles a partir del
estudio de las interacciones entre dos componentes asRdeulta extremadamente interesante el
hecho de que las redes complejas sirvan para explicar feranggie ocurren en sistemas de la mas
variada naturaleza, lo que lleva a pensar que quiza existmamsmos geneéricos que dan lugar a
estas estructuras.

La estructura de conexiones de los sistemas complejosliistante del esquema en el cual

3
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todos los elementos son capaces de interaccionar con toch$ayuno de los restantes, que con-
stituye la aproximaciéon de campo medio usual tan usada easkerigcion de los modelos de la
fisica. De hecho, tales sistemas suelen ser dispersos,semtélo de que tienen muchas menos
conexiones de las que podrian tener. En muchas redes sedmrado, ademas, que la distancia
media entre dos nodos cualesquiera es pequefia, tal conmme oonras redes aleatorias, y al mismo
tiempo poseen un indice de aglomeracién o “clustering", atbono ocurre en redes muy regulares
y simétricas. Por ello, las redes reales parecen estar@négenente en un estado intermedio en-
tre la total regularidad y la completa aleatoriedad. Un rfogara tales redes fue introducido por
Watts y Strogatz en el afio 1998 [1], y son hoy conocidas camdes de mundo pequefal vez

el ejemplo mas ilustrativo de este tipo de redes lo congtitlyfamoso experimento socioldgico
de los seis grados de separacion de Milgram [2, 3]. Segurrdutiig el problema del mundo pe-
guefo se puede formular sencillamente de la siguiente fagmal es la probabilidad de que dos
personas cualquiera seleccionadas al azar de una poblagiénde se conozcan mutuamenkel?
estudio experimental realizado por Travers y Milgram er91[@§ proponia generar una cadena de
conocidos que conecte un individuo elegido arbitrariamentNebraska con otra persona que vive
en Massachusetts usando sélo informacion local. Ellosrdrazon, con sorpresa, que el nimero
medio de intermediarios entre ambas personas .@ré&Ebresultado sorprendio al propio Milgram,
puesto que asombrosamente era un nimero muy bajo, muchoe@efio que el que él mismo
habia imaginado: tan sélo hacian falta 6 pasos (5 intermes)igara conectar dos personas elegi-
das aleatoriamente. Este experimento ejemplifica la bafardiia media, segun la cual vivimos en
un mundo pequefio. Posteriormente, esta idea se populdfimdexplotada en otros a&mbitos fuera
del campo de la ciencia, desde argumentos de peliculasdragtagos virtuales.

Por otro lado, los estudios realizados en redes reales anmstque las distribuciones de co-
nexiones en ciertas redes complejas pueden ser muy hateesgéon muchos nodos que tienen
pocas conexiones y algunos pocos nodos que tienen muchadaus. En algunos casos este tipo
de arquitectura carece de una escala caracteristica poelsajlas conoce comedes libres de
escala

Otro aspecto distintivo de la mayoria de los sistemas resa@gle se encuentran inmersos en
un espacio euclideo. Es decir, viven en un mundo donde ekl@dscalizar espacialmente a sus
constituyentes y en donde vale la nocién usual de distantia ellos. Cabe destacar que la nocién
usual de distancia que se usa en el @mbito de las redes edifaleia quimicaque simplemente
cuenta la cantidad de nodos entre un sitio y otro. Aqui, erb@amosotros nos referimos al concep-
to topoldgico de distancia. En términos topogréficos, lagriayde las redes reales esténbebidos
en un espacio euclideo de baja dimension. En el ejemplo dedas sociales la distancia euclidea
entre personas puede influir en los lazos entre ellas enadguasos, puesto que facilita o perjudica
la comunicacién entre las mismas. En el caso de las redestisylas distancias entre aeropuertos
influyen directamente en los costos de los viajes, y segur@ntambién influyen en la eleccién
de un pasajero a la hora de decidir como moverse desde undugjes. Algo similar ocurre con
las conexiones neuronales del cerebro, donde una neurdnmés conectadas con sus pares mas
cercanas.

Un caso paradigmético de red compleja en la naturaleza quieege todas la caracteristicas
particulares que hemos mencionado hasta ahora lo comstiusistema visual del cerebro de los
mamiferos. Debido a su morfologia de capas, las funcionestdearea del cerebro se pueden re-
presentar muy bien como una superficie bidimensional. Ader@mo ocurre en todo el sistema
nervioso, cada neurona se encuentra preferentementetadaeamn neuronas préximas, aunque
eventualmente las conexiones sinapticas involucran tamids neuronas muy distantes. Es evi-
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dente en este caso la naturaleza compleja del conjunto deraesuy sus interacciones, tal como
lo demuestran los numerosos estudios realizados en elddwias neurociencias. Es por ello que
este sistema es factible de ser modelado como una red denasadificiales con una arquitectura
de conexiones complejas, a saber, libre de escala y mundefi@dPero también resulta ineludible
el hecho de que este sisteriae en un espacio euclideo donde la nocién de distancia entedesus
mentos juega un rol fundamental en el desarrollo del sisteemeel desempefio de sus funciones. Si
ademas se le afiade la nocion de distancias geogréaficas émdiahien un espacio euclideo bidi-
mensional, la representacion del sistema serda mucho niésaeesde el punto de vista biolégico
gue la simple y usual aproximacion de campo medio.

Por lo expuesto hasta acd, resulta claro que para las redies eehecho de estar inmersas en un
espacio euclideo es de gran importancia. Sin embargo, lanfaaje los estudios hasta ahora realiza-
dos se concentraron s6lamente en la forma en la que los naerdbrun dado sistema se conectan
entre si, o sea, en lapologiade conexiones, sin poner atencion a la disposicion espdeilds
elementos. Es por ello que el estudio del rol que juega ldagfmde la red de interacciones de un
dado sistema ha invadido en las Ultimas décadas diferemtesos de la ciencia. Resulta evidente,
entonces, que el embebido de redes en un espacio euclide@esta importante en la descripcion
de los sistemas reales, pues tiene en cuenta tanto propgedadgraficas (la localizacion espacial)
como topoldgicas (la forma en que sus constituyentes set@mentre si). Usualmente se habla de
la topografiade la red para hacer referencia a ambas caracteristicasnas $omultanea.

Nos preguntamos entonces, ¢COmo se ven afectadas lagdat@ets y el comportamiento de
los sistemas por el hecho de que sus constituyentes esténsmsren un espacio euclideo de baja
dimensién? ¢ Cual es la informacion que estamos perdieraoitit esta caracteristica en el mode-
lado de tales sistemas? ¢, Podemos lograr un cambio cuantiatos resultados de los modelos que
pretenden emular las funciones propias de cerebro, tafee Bomemoria asociativa, afiadiendo el
concepto de distribucién espacial de las neuronas o un mdéetampo medio es suficientemente
adecuado para reproducirlas? Al modelar el sistema vigualsdnamiferos, por ejemplo, como una
red neuronal compleja, ¢,qué rol cumple en sus funcionepddomia de conexiones entre neuronas,
la dinamica con la cual evolucionan las interacciones ydpasicion espacial de las mismas? ¢Es
esta Ultima caracteristica tan poco importante en el despeffia red como para ser despreciada o
es necesario tenerla en cuenta a fin de lograr modelos mésagal

Para intentar responder estas preguntas en esta tesistdeadocnos abocaremos principal-
mente al estudio de redes complejas embebidas en un espatitbee de baja dimensién, inves-
tigando qué efectos producen estas caracteristicas @¢asciaodelos emblematicos de la fisica
estadistica de sistemas complejos. Estudiaremos en wipisitales modelos dandoles una nueva
visién al usar siempre redes embebidas en un espacio eydhideementando asi el grado de com-
plejidad de los mismos. Como punto de partida queremosrdigiar si es posible reproducir los
resultados ya conocidos y estudiados en la literatura,gera incorporando este nuevo ingredien-
te. Finalmente, nuestro objetivo serd modelar un sisteolédico usando estos ingredientes que lo
hacen mas parecido a aquel tal cual lo encontramos en |alegar Esto ocurrird en la tltima parte
del presente trabajo, que es precisamente la que da nomitetasgs. Alli presentamos un modelo
para la formacion de patrones de preferencia orientac@sdrvados en la corteza visual del cere-
bro de mamiferos. Estos patrones estdn compuestos porsgidepaeuronas que tienen el mismo
angulo de orientacion preferencial, esto es, por grupogdmnas que se activan bajo el estimulo
de una orientacién dada. Asi, por ejemplo, en la cortezalisugrupo de neuronas se activara al
presentarse como estimulo una barra orientada en sentidorital, mientras que un grupo difer-
ente lo hara si la barra presenta un sentido vertical. @tilip diferentes técnicas experimentales,
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tales como colorantes sensibles al voltaje, o0 midiendoafifdas inherentes a la dispersion de la
luz en las células activas e inactivas, es posible visualizactamente estos patrones en la corteza
cerebral viva. Estos experimentos han revelado la tenalentzs formacion de patrones con fajas.
Para este caso, el comportamiento de las neuronas quedaignugpresentado por las fases que
indican a qué angulo responden. Luego, podemos modelartkzaorisual como una red de tales
fases o neuronas con un dado esquema de conexiones ergreekecuerdo con qué vecinas inter-
accionen. Por las caracteristicas bidimensionales y @apintrisecas a esta area del cerebro, el
conjunto de neuronas puede representarse de una formaatigtsngor medio de una red compleja
embebida en un espacio euclideo de dos dimensiones.

El presente capitulo constituye el pilar del resto de lsste&icontinuacion introduciremos
un método para incluir el embebido de una red al tratamieatogimodelos que seran analizados
posteriormente. El método que usaremos es el desarroltad®gzenfeld y colaboradores [4, 5] que
permite realizar el embebido de una red compleja en un espaciideo de baja dimensionalidad,
dando como resultado una red mundo pequefio y con distribdei@rado del tipo ley de potencias.
El resto de la tesis se encuentra dividida en tres grandasspar

En la primera parte (Capitulos 2 y 3) estudiamos el modeloiltamiano de Campo Medio
(HMF), que consta de un conjunto dkerotadores restringidos a moverse en un circulo de radio
unitario. Este es un modelo emblematico de la mecanicaisstadque constituye un claro ejemplo
de sistema complejo, debido a que su aparente simpliciddtho® prever los comportamientos
anomalos que emergen de las interacciones de sus elemanpibsss En la version original del
modelo, tal como su hombre lo indica, las interacciones sdipd campo medio. Luego de estudiar
algunas propiedades relevantes del modelo, introducsema nueva versién del mismo sobre una
red compleja embebida en un espacio euclideo unidimersiona

La segunda parte de la tesis (Capitulo 4) estara dedicadsdueli@ del modelo Hopfield, un
modelo de memoria asociativa para redes neuronales at&8cEl problema de la memoria asosia-
tiva es, junto con el problema del aprendizaje, uno de losdigimas centrales del area de las redes
neuronales. En pocas palabras, se puede formular asi: sgdmm@den almacenar un conjunto de
patrones de manera tal que ante un nuevo patrén la dindmiearelé haga recuperar el que mas
se le parezca? En esta tesis introduciremos una nuevarveelidnodelo, definida sobre una red
compleja embebida en un espacio euclideo bidimensional.

Finalmente, en la Ultima parte de la tesis (Capitulos 5, 6 nwBstigaremos el fenémeno de
sincronizacion en una red compleja embebida en un espadidew bidimensional. Para este caso
el andlisis estara diferenciado de acuerdo a si las infers&x son idénticas para todos los pares de
nodos de la red o si, en cambio, dependen de la distancia tptie entre ellos. Este Gltimo caso esta
orientado al estudio de la formacion de patrones que emexngda corteza visual del cerebro de
los mamiferos [6]. El modelo esta formado por osciladorefasie [7, 8], que interaccionan en una
red compleja embebida en un sustrato regular bidimensibadhtensidad de la interaccion entre
los osciladores esta dada por una funcion del sipmbrero mexicanaue presenta interacciones
atractivas a corto alcance y repulsivas a largo alcanceepsed exponencialmente. Mediante simu-
laciones numéricas mostraremos que el modelo es capaz eéegpatrones como los observados
en la corteza visual de gatos y macacos. También analizamarsge de valores de los parametros
del modelo donde se observan patrones estacionarios evamela biologica. Finalmente, realiza-
mos un estudio sobre los efectos de las condiciones irscgalda formacion de los patrones.

En lo que resta de este capitulo introductorio sentarensdsases del procedimiento de embe-
bido de redes e introduciremos algunos de los conceptosequeasan a lo largo de este trabajo.
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1.3. Conceptos y definiciones

El estudio de las redes en general invade varios campos denigiac que van desde la fisica
estadistica hasta las neurobiologia y esto se debe en gterapie convivimos con redes de dife-
rentes tipos todos los dias. Se han hecho numerosos estewifisntes a caracterizar la topologia
de redes tales como cadenas alimentarias, redes metabotietulares, redes de tendido eléctrico,
redes de contactos sociales, la Internet, redes de coswtdeecitas de las publicaciones cientificas,
redes de llamadas telefonicas, redes neuronales en noestlro, entre otras. La importancia de
caracterizar la anatomia de las redes surge del hecho de gsgudctura siempre tiene que ver con
la funcién de la red [9, 10].

Las redes suelen tener ciertas caracteristicas que las téiodles de entender. Por ejemplo,
muchas redes pueden tener un esquema de conexiones mugaiddri(estructura compleja) y ese
esquema incluso puede cambiar en el tiempo (evolucion dedla Por otro lado, las conexiones
entre sitios pueden tener pesos, direcciones y signouifs, como ocurre en el sistema nervioso,
donde las conexiones pueden ser fuertes o débiles, elattmmhibitorias. Por si esto fuera poco,
los nodos o sitios de la red pueden ser de naturaleza digtorteo ocurre en algunas redes bioquimi-
cas) o ser en si mismos sistemas dinamicos no lineales. &dgum estas caracteristicas incluso se
pueden presentar en una misma red o influenciarse mutuaf@gnte

En este punto nos podemos preguntar a qué nos referimoaeate cuando hablamos de
redes. Unaed es un conjunto deaodosunidos mediantesnlaceso conexionescuyas propiedades
matematicas residen en la teoria de grafos. Dependiendwral#ema particular, los nodos y los
enlaces de la red pueden ser de la méas variada naturalegan@®ry sus relaciones en las redes
sociales, neuronas Yy sinapsis en las redes neuronaleg;ulaslés sus interacciones, etc. Una red
puede contener pocos o muchos nodos y enlacesraédneompleja, por su parte, es aquella cuya
arquitectura de conexiones (o topologia de conexionegwthnamica es no trivial.

Definiciones

A continuacion presentaremos algunas definiciones rewdes al concepto ded, algunas de
ellas tomados de la teoria de grafos [11], y que seran usdddargo de esta tesis.

= Red o grafa es un conjunto de nodos, vértices, puntos o unidadek gristas, conexiones
0 arcos. Los grafos pueden ser no direccionados (si todasosggiones son simétricas) o
direccionados.

= Grado: el grado k) de un nodo es la suma de todas las conexiones entrantesmesldel
nodo.

= Camino: es una secuencia ordenada de conexiones y hodos que ursetodliante con el
nodo destinoj, donde dos nodos o conexiones no pueden ser visitadas mésdez La
longitud del camino es la suma de todas las conexiones.

= Distancia: la distancia entre el nodoy el nodoj es la longitud del camino més corto entre
ellos.

= Matriz de adyacencia o de conexioneda matriz de adyacencia del grafo es una matsian
cuyo element@;; = 1 si el nodai esta conectado con el nogly a; = 0 si esa conexion no
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Figura 1.1: Representacion esquematica de diferentes tipos de regleslsgopologia de sus conexiones. De izquierda
a derecha: regular, mundo pequefio, libre de escala y dkeator

existe.

= Matriz de distancias: Los elementosl;; de esta matriz contienen las distancia entre elisito
y el sitio j. En caso que dos sitios no estén conectados, el elmentcpondiente es.

= Longitud caracteristica de camino es el promedio global de los elementos finitos de la
matriz de distancia.

= Coeficiente de clustering el coeficiente de clusterinG; del nodoi es el cociente entre el
ndmero de conexiones existentes entre los vecinos del neldaliynero de todas sus posibles
conexiones. El coeficiente de clustering gloBale toda la red es el promedio de todos los
coeficientes individuales y toma valores entre O y 1.

= Distribucion de conectividades o de gradoP(K) es la fraccion de nodos que tienkenone-
xiones.

1.3.1. Clasificacion de las redes segun la arquitectura de sus conexiones

La arquitectura o topologia de conexiones de una red desesfadisticamente la forma en que
sus nodos estan conectados. Segln como se distribuyemkadarmes, podemos darle diferentes
denominaciones a una red, tal como se describe a contimugaé esquematiza en la figura 1.1.
Las redes regularesson las mas simples y no son consideradas complejagetas aleatorias
fueron las primeras en estudiarse para describir redesalegtily tecnoldgicas, pero resultan una
aproximacién muy pobre para la topologia de muchas redsréor Gltimo, las redes aeundo
pequefioy laslibres de escalaque han sido las mas recientemente introducidas, son éasejor
describen ciertas redes complejas. Por ejemplo, se hateaxdonmediantes estudios de resonancia
magnética funcional en el cerebro, que las redes neurcitglei®nales exhiben distribucion de ley
de potencias, como asi también propiedades de mundo pefudfio

= Redes regulares son aquellas redes en las cuales cada nodo estd conectdalondama
forma a un nimero fijo de vecinos. Por ejemplo, las redes dexanmes a primeros vecinos y
las redes totalmente conectadas (donde todos los sités @stectados con todos los demas)
son redes regulares.

= Redes aleatorias son redes con distribuciéon de probabilidades uniformestriducion de
conectividades binomial. En estas redes todos los nodosntiaproximadamente la misma
conectividad y sus propiedades matematicas han sido anmgite estudiadas [12, 13].
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= Redes de mundo pequeficfueron introducidas por Watts y Strogatz [1] para reprisen
sistemas que se encuentran en un estado intermedio entigularidad y la completa alea-
toriedad. Este tipo de topologias se pueden reproducirtia garun grafo regular, donde los
enlaces originales son reemplazados por otros elegidasraa falleatoria con un cierta proba-
bilidad. Estas redes estan caracterizadas por caminosartog entre dos nodos cualquiera 'y
por un alto grado de clustering local. Se han encontradopdfende redes de mundo pequefio
en redes metabdlicas, genéticas y ecoldgicas, entre matrhasEl famoso experimento so-
ciologico de los sies grados de separacion de Milgram [, proponia encontrar la cadena
mas corta de conocidos que una a una persona con otra eleégigi asando solo informa-
cion local, puede ser explicado usando redes de mundo pgguen

= Redes libres de escalaon redes cuya distribucion de conectividades sigue yradelpoten-
cias P(k) ~ k™), lo cual implica que hay muchos nodos con pocas conexionesypocos
nodos con mucha conexiones (tal como se puede obvservamea ésquematica en la figura
1.1, donde se ve la presencia de algunos nodos altamenigtadog, conocidos commbg.
Este tipo de arquitectura carece de una escala caracpsti lo que se las denomina libres
de escala. Estamos rodeados de muchas redes de este tipgpaoejemplo la Internet, las
redes de reacciones metabdlicas, las redes de llamadasieds, la World-Wide Web, etc.
Barabasi, Albert y Jeong [14, 15] han introducido un algaoitque permite la construccion
de este tipo de redes, el cual fue luego modificado por numeEngOres.

1.4. El método de embebido de redes complejas

Como ya hemos mencionado al inicio de este capitulo, a mdasdedes de la vida cotidiana
son complejas ya que son de tipo mundo pequefio [1] y presdigtibucion de conectividades
libre de escala [14, 15]. Ademas, estas redes generalmeetecaentran embebidas en un espacio
fisico de baja dimensién. Si bien esta Ultima propiedad émente no se tiene en cuenta en el
estudio de redes complejas, resulta ser un aspecto digtioigi la mayoria de los sistemas reales.
Por ejemplo, una red de vuelos contiene la informacion dedasxiones entre lugares que cuentan
con aeropuertos (sin tener en cuenta la ubicacién geogiddidas mismos), pero muchas veces
las distancias reales entre estos sitios juega un papearental en la toma de disicion de los
pasajeros y de las empresas de aviacion. Algo similar ocomrdas conexiones entre neuronas en
el cerebro. Cada neurona estasanectada con neuronas que estan espacialmente progimeas,
las conexiones lejanas requieren un gasto mayor de energia.

Cuando hablamos de redes estamos pensando en un conjurddadeyrenlaces, sin una ubi-
cacion geogréfica dada. La idea de embeber tales redesesidanstrato fisico a sus nodos, de tal
forma que se encuentren insertas en una determinada estraespacial en donde tenga sentido la
definicién de una distancia euclidea entre ellos.

A continuacion presenteremos un método para darle un sodisito a una red (grafo) de
topologia compleja. Es decir, lo que queremos hacer esarolste grafo en un espacio euclideo,
proceso al cual llamaremasnbebido de la recEl método de embebido que desarrollaremos es el
propuesto por Rozenfelet al[4, 5], y se puede describir en los siguintes pasos:

1. Definimos una red de dimensidncon condiciones de contorno periddicas. En la figura 1.2
se muestra, a modo de ejemplo, este paso para una red ursd@ralrde 8 sitios.



1.4 El método de embebido de redes complejas

2. Asignamos a cada sitio de la red una conectividad tomaaizaalde una distribucion tipo ley
de potencia (libre de escala), dada por:

P(k) =Ck ™, (1.1)

dondek es la conectividad y puede tomar valores limitados k < M, mientras qu€ es una
constante de normalizacion. En la figura 1.3 se muestranaloses dek asignados a cada
sitio de la red.

3. Seleccionamos al azar un sitio de la red y se lo comienzaectar. La conexion se realiza
con sus vecinos mas cercanos hasta que se alcance la ddaeédtipreviamente asignada
0 hasta que resulte imposible seguir conectando sitios festde ocurrir en el caso de que
todos los vecinos hayan saturado su cuota de conexioneskdrgxiones entre sitios son
posibles hasta una cierta distancia euclidea dada por:

r(k) = Ak, (1.2)

dondeA es un pardmetro externo. En la figura 1.4 se puede ver comoaalgitios no pueden
ser conectados de acuerdo al vddqre-especificado debido a la saturacién del resto de los
sitios. Por ejemplo, el sitio cdn= 6 solo se pudo conectar con 5 sitios y el que tieaed se
logré conectar con 3 sitios, debido a que todos sus posiblEeas han agotado ya sus cuotas
de conexiones.

k=2 k=2
k=3 ‘.. —
‘ k=2
k=2 . k=2
k=2 " .'

k=6 k=4
Figura 1.2: Definicion de una red Figyra 1.3: Asignacion de conec- Figura 1.4: Se realizan las cone-

unidimensional con condiciones detjyigades a los sitios de la red segurxiones segun las disponibilidades de
contorno periédicas. P(k). los sitios vecinos.

La constante de normalizaciéhse obtiene integrand®(k):

M M
1:/ P(k)dk:C/ KO
m m

1-a
= Ml—a _ml—a'

De esta Ultima se deduce que:

C (1.3)

Por otro lado, es posible calcular de forma analitica la cibridad media de la red embebida
de la siguiente forma:

K) = /mM kP(K) :c/mM K
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Usando la constante de normalizacion (1.3), la conectividadia viene dada por:
1-a\ [M%9 —m?—@
<k>: (2—0) (Mla_mla>’ (14)

Rozenfeldet al.[4] han demostrado que las redes con un exporente pueden ser embebidas
en forma exitosa hasta una cierta distancia Eucléddaicha distancia se puede hacer tan grande
como uno desee con s6lo cambiar el valor del parametro exéern

Si se intenta embeber una red libre de escala en una redanéristira un cierto valor de corte
para la méxima conectividad que puede tener un sitio da@d). Los sitios no podran lograr una
conectividad mayor & debido a saturacion de los sitios que lo rodean. Esta coitatdi de corte
implica una cierta distancia de corte més all4 de la cualdasxiones no seran posibles, dado por
la ecuacion (1.2):

£ =r(k) = Ak (1.5)

La red embebida sera libre de escala hasta una distarci@y se auto-repetira estadisticamente
para distancias > £. Es posible hacer una estimacion de los valores que tomaantdisiades y

k: (ver [4, 5] y las referencias que alli se citan) para el casquenel embebido se desee realizar
sobre un sustento infinito.

Consideremos ahora una red finita, a cuyo caso nos abocastemagre en este trabajo, de
dimension lineal < o y tamafioN = LY. Para tal red, el nimero de sitios disponibiess finito,
lo cual impone una restriccion al nimero maximo de conexi¢hé, 17]:

M ~ mNY (@1 o d/(a-1), (1.6)

Asimismo, segun la ecuacion (1.2), este maximo valor dex¢ones impone también un limite en
la distancia maxima a la cual dos sitios pueden ser coneg;tidmada longitud de corte:

F (Kmax) = (M) ~ ALY/(@=1), (1.7)

La interaccion entre las tres escalas de longitudes, a:dab#éimension linalL, la distancia
euclidea hasta la cual la red se puede embeber en formazekiipta maxima distancia hasta la
cual dos sitios pueden ser conectadps, determinara la naturaleza de la red. En el caso en que la
red sea finita la conectividad maxima skfax= M s06lo Sirmax< &. En caso contrario, $inax> €,
la red se repetird a si misma a escalas de longitud mayores dlientras que si MifTmax &) < L,
el tamafio finito de la red no impone restricciones serias.aBtotque, para redes en la cuales
min(rmax &) > L, los efectos de tamafio finito seran notables. A continuadidstraremos algunos
ejemplos de las caracteristicas de estos dos tipos de redes.

En las figuras 1.5, extraidas de [4], se muestran ejemplogdks rtipicas obtenidas con el
método de embebido que acabamos de introducir, usand@.5 y 5 en espacios euclideos bidi-
mensionalesd = 2). En la parte a) de la figura (figuras superiores) se mueststiuctura espacial
de los enlaces de la red tle= 50 x 50 sitios. Se puede observar que la red que tiene el exponente
més grande recuerda a una red de primeros vecinos, con alguentuales enlaces lejanos. En la
parte inferior de la figura se muestran la estructura de oqpimsicas de las mismas redes de la
figura superior, pero ahora cdh= 300x 300 sitios. Recordemos que una capa quirhiesta for-
mada por todos los sitios que se encuentran a una distammimaiide un dado sitio de referencia,
donde por minima distancia entendemos como el minimo nudesemlaces conectados. Este tipo
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de graficos nos permite visualizar la estructura geograéida ced embebida. Para la combinacién
de parametros que fueron elegidos, la red @oa 5.0 entra en la regidg > rmax Para este caso,
graficamente se puede observar que las capas quimicas/asc&si concéntricas y constituyen un
continuo. En cambiog = 2.5 se corresponde con el caso< rmay, donde claramente se observa
que las capas quimicas sucesivas no son continuas, prodoséeuna repiticion estadistica de la
red para distancias mayoreg acuya magnitud se muestra en la figura.

Es importante destacar que en todos los casos que hemosnadwila ley de distribucién de
grados es tipo ley de potencias hasta su corte. Es decipetgny de embebido no altera el expo-
nente de la ley de potencia especificado de antemano, tal egnandesea. Para ilustrar este hecho,
en la figura 1.6 (extraida de [4]) se muestran dos ejemplosstigbdciones de grado para redes
embebidas con dos caracteristicas diferentes. En la figuéa<armax y la distribucién de grados
termina abruptamente en un cierto valor de ckgteue escala comig, ~ Ad. La distribucion se ve
alterada levemente debido a efectos de saturacién, pemdaricia global es altamente consistente
con la ley de potencias original. Esta distribucion se spowade con la red de la izquierda mostra-
da en la figura 1.5. En la figura b,> rmax Y €l corte en la distribucion es la cantidad méaxima de
conexionesM que resulta del nimero finito de sitios en el sistema, y estatwM ~ mL9/(@-1)
Este caso se corresponde con la red de la derecha en la figura 1.

Resuminedo, como resultado de los pasos anteriores, afdsngna red con las siguientes
propiedades:

= Cada nodo tiene una ubicacién geografica determinada, &s ele@osible determinar la
localizacion de los nodos y definir distancias euclideazestios.

= Los nodos estan conectados segln una topologia compldja.d&&nostrado [4, 5] que estas
redes siguen conservando la propiedad de ser libres de gspa¢ ademas son de tipo mundo
pequefio.
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(ELS e i e
i

(b)

Figura 1.5: Estructura espacial de lared de conexiones para redes ponenten = 2.5 (izquierda) yo = 5.0 (derecha).

Las figuras a) corresponden a rededNde 50 x 50 sitios, y se muestra el mapa de enlaces. La parte b) mlestrapas
quimicas con respecto al sitio central para redes de lasasisaracteristicas a las figuras superiores pero con undéamaf
mayor (N = 300x 300 sitios). Extraida de [4].
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107k

1w 10" 10w

L 0y I,
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; 1wk
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10k

Figura 1.6: Distribucion de grados de una red libre de escala embehdbidauando se impone un valor de cdge (b)
cuando se alcanza un corte natWalIEn (a) el tamafio de la red ks= 400, el exponente de la distribuciones= 2.5, y
A =2 (negro), 3 (rojo) y 4 (verde). Para (b)= 100,A= 10y a = 2.5 (negro), 0 (rojo) y 50 (verde). Extraida de [4].

1.5. Resultados numeéricos

En esta seccidon mostraremos los resultados originalesegoigtgvieron de la implementacién
del método de embebido que acabamos de describir, por medionglacidon numérica, siguiendo
el protocolo usado por Rozenfeld [4]. A continuacion versratgunos ejemplos de redes embe-
bidas en un espacio Euclideo bidimensional y analizaremegppiedades. En todos los casos
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trabajamos con redes de tamafio ¥QIDO sitios. Estas redes seran estudiadas nuevamente en capi
tulos posteriores.

1.5.1. Distribucién de grados

En las figuras 1.7 y 1.8 se pueden ver gréficos de la distribuwd@tgrados para distintas redes.
Estos gréficos representan la probabilidad de encontranda de gradd en funcion dek. Por
otro lado, el grafico esta realizado en escala logaritmieargsulta muy conveniente a la hora de
representar distribuciones de probabilidad del tipo lepatencias. Observemos que, de la ecuacion
(1.1) es féacil verificar que una ley de potencias esta reptada por un recta en un grafico doble
logaritmo (IN(P(k)) vs. In(k)), donde el exponente es la pendiente de la recta.

La figura 1.7 muestra la distribucion de grados para tresréeéamarfio 100 100, conA = 10
y m= 4 en escala doble logaritmica. La diferencia entre elladeemn el exponente de la ley de
potencias, lo cual hace que varie también el méximo nimecorxiones segun la ecuacion (1.6).
Paraa = 2.5 usamoM = 400; parao = 3.0, M = 100 y paraa = 5.0, M = 40. Es importante
verificar que el proceso de embebido no haya cambiado el erpom prefijado para la red. Esta
verificacion se realiza simplemente haciendo un ajuste si@uatos y encontrando la pendiente
de la recta. En los tres casos que se muetran (como asi tasbikis otros tantos analizados)
hemos comprobado que la pendiente de la recta coincide omioelespecificado originalmente
del expontentexr. Por ello podemos asegurar que el método de embebido impladeerespeta la
propiedad de distribucién de ley de potencias que le asigaanta red.

El gréfico de la figura 1.8 muestra la distribucion de conetdides de dos redes coh=
100x 100, a = 5.0, m= 4 y dos valores distintos dd, a saber, 10 y 40. Para el cagio= 10 se
puede observar que la distribuciéon termina en un ciertor\ggacortek. que es menor al maximo
valor de conectividad permitido para la red, por lo cual €gponde a un caso en el gfle< max
Este es el caso mencionado en la seccion 1.4 en el que la rethielaisera libre de escala hasta una
distanciar < & y se auto-repetira estadisticamente para distamciag. Por otro lado, el grafico
paraM = 40 corresponde al caso en el gfie- rmax Ya que la distribucion llega hasta el maximo
valor de conectividad permitido para la red (corte natuealaddistribucién). En el transcurso de
este trabajo, elegiremos siempre trabajar con este Uliponale redes embebidas que son libres de
escala en todo el rango de valokesonsiderados.
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Figura 1.7: Distribuciéon de grados para dos redes ¢be= 100x 100, m= 4, A = 10 y diferentes valores de y M.
Observamos que en los tres casos la distrubicién de gradssmia un corte natural.
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Figura 1.8: Distribucién de grados para dos redes coa 5.0, m= 4, A= 10y diferentes valores dé = 10 (triangulos)
y M =40 (ciculos). En el primer caso, la distribucion termina @mfa abrupta a un valor de corte, mientras que para
M = 40 la distribucion tiene un corte natural.

1.5.2. Estructura espacial

Para observar las propiedades geogréficas que introduoecebp de embebido que acabamos
de describir, en esta seccion analizaremos la estructpagiabde dos redes analogas, una embebida
y otra no. A modo comparativo, analizaremos dos redes dehaniamafio y el mismo exponente

15



1.5 Resultados numéricos

de la distribucién de grados, una embebida en un espacimeadlidimensional y otra equivalente
pero sin dicho proceso. Esta ultima no privilegia las com@as con los vecinos cercanos. Es decir,
una vez sorteada la conectividad de cada sitio segun la Ipgtéecias, las conexiones se realizan
eligiendo un sitio al azar y conectandolo con otros tambliégidos aleatoriamente hasta completar
su valor de conectividad o hasta que no existan mas sitiossliEste proceso se realiza hasta
recorrer todos los sitios de la red. El resultado final enesste es una red aleatoria con distribucion
de grado tipo ley de potencias. En ambos casos, red emebebidl@mebebida, hemos elegido
simetrizar los enlaces, haciéndolas redes simétricas.

ok R TR oA g
e R it .
o e S

Figura 1.9: Distancia quimica desde el sitio central para una red no kitgarriba) y embebida (abajo), ambas con
a=25m=4,M=400yA=10.

Podemos observar las propiedades geograficas que intretdecdebido en las redes mirando
las diferentesapas quimicasRecordemos que la capa quimicasta formada por todos los sitios
cuya minima distancia a otro dado sitioleslonde entendemos por distancia al nimero de nodos
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1.6 Conclusiones del capitulo

gue separan ambos sitios, tal como como lo hemos definido gttidn anterior. En las figuras
1.9 se muestran, en diferentes colores, las capas quiniicasigs desde los sitios de la red hasta
el sitio central para una red no embebebida (arriba) y erdaglhbajo). En ambos casos el tamafio
esN = 100x 100 sitios,a = 2.5, m=4, M = 400 yA = 10. Estas figuras muestran claramente la
carencia de estructura espacial en las redes no embeb@gsgsencia de correlaciones espaciales
introducidas por el embebido. Este hecho se evidencia estrlactura de clusters (aglomerados) de
una misma tonalidad en la red embebida (figura inferior) queenencuentra en la figura superior
(no embebida), en la que se ve una distribucion homogénealates.

1.6. Conclusiones del capitulo

En este capitulo hemos introducido el hilo conductor gergra regira el desarrollo del pre-
sente trabajo, junto con los conceptos y definiciones ba&salacionadas al estudio de las redes
en general, haciendo particular énfasis en las redes cfaspkéa que resulta de particular interés
para el desarrollo de los capitulos subsecuentes, hemoduioido el concepto de redes complejas
embebidas en un espacio fisico euclideo de baja dimenisiadaSe ha aplicado un método, origi-
nalmente desarrollado por Rozenfelkd al.[4, 5], para embeber redes del tipo mundo pequefio con
distribucién de conexiones libre de escala. Hemos mostesdaropiedades mas relevantes de tales
redes, dentro de las cuales es importante destacar quecebprde embebido de redes complejas
mantiene el exponente de la ley de potencias pre—espedcifipadlo cual siempre que hablemos
de una red caracterizada por aren particular, podemos asegurar que el proceso de embalmdo g
realizamos no alterara esta propiedad distintiva de la red.

Por ultimo, como resultado mas importante de este capittdoductorio, hemos podido apre-
ciar que una red embebida introduce correlaciones espadigitre sitios, cosa que l6gicamente
no ocurre en una red no embebida. Esta caracteristica dd monmepleja embebida seguramente
producira efectos en la dinamica de sus sitios sin un andage redes sin estructura geografica,
cuestion que sera objeto de investigacion en los proximpisudas.
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CAPITULO 2

El modelo Hamiltoniano de Campo Medio (HMF)

2.1. Introduccion

El modelo Hamiltoniano de Campo Medio o HWMAS8, 19] se puede considerar como un ejem-
plo paradigmatico de sistema complejo. A pesar de su extsimplicidad, su comportamiento
dindmico ha revelado una enorme cantidad de resultadosesdgntes, nunca antes esperados para
un modelo ferromagnético de alcance infinito [20]-[34].

Este modelo fue introducido en el afio 1995 por dos fisictiarntas, Mickael Antoni y Stefano
Ruffo [18], con el fin de explicar, al menos cualitativamertierta fenomenologia observada en
algunos experimentos de multifragmentacién de nucleosistarls de iones. Tales procesos, que
pueden ser descriptos como transiciones de fase del tiptigsgdo que ocurren bajo condiciones
micro—candnicas pero en un sistema finito, presentan agroraportamientos caléricos anémalos
gue han atraido la atencion de la comunidad de la mecanadiststa durante la década pasada. En
particular, las curvas cal6ricas obtenidas experimemalenmuestran una region subcritica carac-
terizada por un calor especifico negativo [35]. Estas cuingisan que, cuando se le suple energia
al sistema, la temperatura en vez de subir, como se esperdiradpdas leyes de estabilidad de
la termodinamica, puede eventualmente decaer. Esta aioohelervada experimentalmente, que
fuera la inspiradora del modelo HMF, pronto pasé6 a ser unaamiiis las muchas que presenta el
modelo.

El modelo Hamiltoniano de Campo Medio consiste de un coajdeN particulas fuertemente
interactuantes asociada cada una a los nodos de una cadéin@eusional. Cada particula repre-
senta a un rotador que esta restringido a moverse en unccintidlad (de radio = 1). Ademas, cada
rotador interactlia con todos y cada uno de los otros rotadimlesistema a través de un potencial
gue no depende de la distancia entre ellos. Bajo estas aomelic el calculo de la termodinamica en
el ensamble candnico se hace particularmente simple, Imogdrinda un conocimento completo
y detallado del comportamiento del sistema en condicioeesqdilibrio. Ademas, por tratarse de

1Cococido como modelo HMF por sus siglas en inglés: Ham#ohilean Field.
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2.2 Descripcion del modelo HMF

un sistema Hamiltoniano, el mismo esta dotado de una diémaimiltoniana microscépica propia,
al contrario de lo que sucede con la mayoria de los modeladisstos.

Laintegracion numérica de las ecuaciones de movimientsisteina es muy facil de realizar en
forma eficiente, por lo cual es posible calcular promedingptwrales de las cantidades de interés u-
sando simulaciones numéricas. Lo que ha llamado poderosamaeatencion desde la introduccion
del modelo, es el hecho de que no siempre los promedios talapaoinciden con los promedios de
ensamble. Por ejemplo, cuando el sistema esta adecuadapneparado puede quedar atrapado en
soluciones llamadasasi—estacionariasEn estos estados las cantidades fisicas que dependen de un
Unico instante de tiempo presentan un comportamiento aesen el tiempo, aunque en realidad
el sistema no posee la invariancia de traslacion propiagisistemas en equilibrio [18, 19].

Este modelo ha sido estudiado en una cantidad muy grandeligas con enfoques distintos.
En particular, recientemente se ha sugerido que la exiatelectales anomalias cal6ricas esta es-
trechamente relacionada con la topologia de la funciérgé@otencial por particula del sistema
[36]-[39], como de hecho ocurre en muchos de los sistemasogitPara decirlo en pocas palabras,
el sistema queda atrapado en una variedad critica de lai@nergncial por particula, de la cual
le resulta muy dificil escapar por ser una variedad extremaate plana (desde el punto de vista
topoldgico). Este estudio, que inicialmente se restrirggiénas a una familia de trayectorias (las
usualmente utilizadas en el analisis dinamico del sistepasteriormente fue extendido para una
variedad de condiciones iniciales y energias [40, 41, 42].

En este capitulo introduciremos en detalle el modelo HMRrando algunas de las propiedades
estudiadas del mismo. Describiremos su termodinamicaanedcélculos en el ensamble candnico
y analizaremos una serie de comportamientos dinAmicosalagmel sistema. Con estos concep-
tos, en el Capitulo 3 introduciremos la versién del modelresaina red embebida en un espacio
unidimensional, mostrando los resultados obtenidos med&mulacién numérica.

2.2. Descripcion del modelo HMF

En esta seccion introduciremos una breve descripcion ddeloddMF. EI mismo consiste
de un conjunto deN particulas ideales, todas ellas de masa unitaria, lassealdn limitadas
a moverse sobre un circulo (que asumiremos, por simplicidedadio unitario). Como en todo
sistema clasico, cada particula es descripta por una cemtdegeneralizad@, dondei = 1,...,N,

y por su correspondiente momento conjugadden el caso que nos interegarepresenta el angulo
formado por la posicién de la particula y el eje de coordemadeomo se muestra en la figura 2.1.
Por lo tanto, el momento conjugado corresponde al momeniedea de la particula.
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2.2 Descripcion del modelo HMF

r=1

Figura 2.1: Representacion de una particula del modelo HMF en el citmittad. La particula tiene masa unitariagy
es la coordenada angular.

Es posible describir este sistema mediante un Hamiltordentampo medio parfd particulas
o rotadores interactuando mediante un potencial de rafigitan(largo alcance), dado por:

Ho S e 2§ [1-cos(8—8)]=E.tE 2.1)
_ZIleI 2NIJ 1 | ] — =C P .

dondeE; y E, son la energia cinética y potencial, respectivamente. kegén potencial ha sido
re—escalada pd¥ para hacer que la energia esté bien definida en el limite ¢éméroico. Ademas,

como cada una de las particulas interactla con las restantes, los rotadoresusgem bajo la

accion de un campo de fuerza que resulta ser la suma de loosangividuales producidos por
todas las otras particulas.

Podemos asociar a cada rotador un vector de magnetizacigin lo
m = (cos(8),sin(6)). (2.2)

La suma de las contribucion@$ de todas las particulas definen entonces la magnetizadaiéd
sistemali:

- _ 18
Si llamamosp a la fase dévi, tenemos que
My

con—1r< @ < 11. Notemos que tant™ como¢ dependen del tiempo a través de las coordenadas
6.

Haciendo uso de las ecuaciones clasicas de Hamilton, padebitener las ecuaciones de
movimiento del sistema derivando el Hamiltoniano (2.1peeto de las coordenadas y de los mo-
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2.3 Solucion exacta en el ensamble canénico

mentos generalizados. De esta forma obtenemos:

. oH
. 0 e N
B = N Z nG — 91 (2.6)

Podemos reescribir esta Ultima ecuacién en términos dedaetiaacion total y de su fase, dados
por (2.3) y (2.4). Por lo tanto el médulo de la fuerza que astlae la i—-ésima particula sera:

% (6 —6;) =—eMsin(6 — @), (2.7)

Zlm

dondeM es el valor absoluto de la magnetizacion total del sistevha=(|M|). Dado queM y

¢ dependen del tiempo a través de las variables angularespwniento de cada particula se
determina auto—consistentemente mediante la evolucrapael del vectoM, el cual a su vez,
depende del movimiento de todas las particulas.

Habiendo definido el vector de magnetizacion en la forma ensgumuestra en la ecuacion
(2.2), podemos observar que el término de interaccion eragliltbniano (2.1) es formalmente
equivalente a la energia potencial del modelo magnéticoaigeHberg XY clasico en su version
Curie-Weiss. De aqui viene el nombretd@miltoniano del modelo XY de campo medim el cual
se lo conoce. Cuando> 0 el potencial es atractivo y el estado fundamental se adozuendo todas
las particulas estan ubicadas en la misma posicion deleiucidad. En este caso la dinamica co-
rresponde a la del modelo ferromagnético [18]. CuaneoO el potencial es repulsivo, y el estado
fundamental corresponde a una distribucién uniforme dedesculas en el circulo unidag, =0
6 = ZW"‘ estado que es dinamicamente estable. En todo nuestriptradsdimitaremos a considerar
el caso ferromagnético y asumiremos, sin pérdida de gahedalques = 1.

La termodindmica del modelo se puede calcular exactameatalo el formalismo del ensam-
ble canédnico [18], de donde se obtiene que el sistema peegeattransicion de fase de segundo
orden. Los valores para los cuales ocurre tal transicionkgN = u. = 3/4 y T, = 1/2 (donde
porU denotamos a la energia interna del sistem#,lg temperatura del mismo). A continuacion
daremos la solucion exacta para el caso ferromagnético & sigliiente seccion analizaremos el
comportamiento dinadmico del sistema mediante el andlesia thtegracion numérica de las ecua-
ciones de movimiento (2.5) y (2.6).

2.3. Solucion exacta en el ensamble canénico

A continuacion daremos la solucion exacta del modelo HMffeagnético realizando un cal-
culo analitico en el marco del formalismo candnico [18]. éntle comenzar, consideremos una
situacién mas general en la cual las particulas se encuodrdja la accion de un campo magnético
externoh. Agregando el término de interaccion correspondienteitesws el Hamiltoniano (2.1)
de la siguiente forma:

z

1

H:
2N

PP+

NI =

[1—cos(9.—9,-)]+ﬁ-im. (2.8)

HMZ

22



2.3 Solucion exacta en el ensamble canénico

La funcion particion del sistema esta dada por:

00 m N
z-[ | [] dp d6l exp(—pH) (2.9)
donde la integracion se realiza sobre todo el espacio dasas,fes decir sobre lbsmomentos
y las N variables angulares, y adem@s= 1/(KgT). Dado que el Hamiltoniano (2.8) se puede

descomponer en una contribucion debida a la energia @ngtitra debida a la energia potencial,
la funcién particién (2.9) se puede factorizar de la sigigidarma:

Z = A2, (2.10)

donde la parte cinética esta dada por:

% = / / ”dpdéexp( %ipﬁ)
_ </ / dpdGexp< B%p))

21 2
_ <F> | (2.11)

y la contribucién de la energia potencial se puede escidiroc

%= [ rldndGeXp{ BZL%[1—008(&—91)]—Bﬁ-i§rﬁ}

|1J:1

_ exp( >/ rldeexp{ 21N<Zm>zﬁﬁ-iim}

= exp<_—lz3N>/. (2.12)

Aqui hemos usado la siguiente relacion:

2
S cos - 6) = (z m) , (213)
I5]

y # de la ecuacion (2.12) esta dada por:

/rldeeXp<2N<zlm> Bﬁ'im)' (249

Introducimos ahora la tranformacion de Hubbard—Stratizhov
1 ~00 " 00
exp(%ix) = I—T/ / dyexp(—y2 + \/2ux.y), (2.15)

cony € 0%y u > 0. Tomando
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la ecuacién (2.14) se puede escribir como:

S = / / dyexp(— / d6 exp((y/2uy — Bh).m (2.17)

Examinando las dos integrales observamos que podemosZacta integracion sobre las coorde-
nadas angulares de Idsparticulas. Usando que

(v/2uy - Bh).m = |/2uy— Bh| cos(a; — &) (2.18)
dondeaq; es una fase local, podemos calcular la integral angular como
s ~ .
| d8exp((|/2uy— hicosiai — 8) = 2rmo(| /2u5 - B, (2.19)

dondelg(x) es la funcion de Bessel modificada de orden cero. Introddeieh resultado anterior
en (2.17) y reescalando— /2y obtenemos

V2

sz [ dexp| -8 (L - incermoiy— i) )| (2.20

Llevando todo a la ecuacion (2.10) podemos reconstruimeidum particion total para el sistema:
2\ ? N

Y= KR, = (g) exp(%)], (2.21)

donde_# esta definida por la ecuacion (2.20).

Una vez obtenida la funcién particion, es posible calcudasriergia libre, recordando que ésta
viene dada por:
1
Z=1Im ——lIn . 2.22
F=lim ogin(2) (2.22)
Para este ultimo calculo se utiliza el método de punto ddlatsia osaddle poinf18], a través
del cual obtenemos:

1 2m 1 >
—BF —Eln(?)_EB__B‘Hn(ZmO(W*_BhD)v (2.23)

dondey* es el valor que maximiza el argumento de la exponencial eadac#n (2.20), y por lo
tanto satisface que

y Ly =Bh) li(y"—Bh)

B oy —Bh)
Aqui I, es la funcién de Bessel modificada deatden. Notemos que (2.24) es una ecuacion auto-
consistente. Podemos escribir la energia libre en funa@da thagnetizacién notando que existe un
relacién entréV e y* dada por

(2.24)

. 07y
M= =% (2.25)

De esta forma llegamos a la siguiente expresion para laiandre del sistema:

~BF = 2in (%") ~ 28 EmZ n(zmo(Bm — ph)) (2.26)
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La ecuacion (2.24) se puede resolver sélo numéricamentesid@emos ahora el caso de campo ex-
terno nulo [18]. A partir de ahora consideraremos, sin pérde generalidad, qlkg = 1. Entonces
paraT > 1/2 (B < 2) la solucion de energia libre minima se obtiene pafe, lo cual corresponde
a magnetizacion nula (recordemos (2.16)). Por otro lad@ Ppa< 1/2 (B > 2) la solucién es un
valor dey no nulo y dependiente de la temperatura, que puede ser deaelors6lo numéricamente.
La magnetizacion esta dada por el cociente de las funcianBeskel; /1o evaluada en la solucion
de la misma ecuacion. Como resultado se obtiene que el si$égromagnético a campo nulo sufre
una transicion de fase continua, o de segundo orden, a l&tatapa critical; = 1/2. El pardmetro
de ordenM se anula en la fase de alta temperatufias-(T;) y es mayor que cero en la fase de
bajas temperaturad (< Tc). La transicidn de fase se realiza desde una fase ferromicayaé baja
energia con magnetizacidh # 0 a una paramagnética de alta energia en la cual todas |asfzet
estan distribuidas homogeneamente. En otras palabrasgidarsgue bajamos la temperatura por
debajo de€l, los diferentes rotadores comienzan a sincronizar susmentos en forma continua,
hasta alcanzar la sincronizacion totdl & 0.

También es posible obtener la relacién entre la tempergtlgiaenergia interna del sistema,

[lamadacurva cal6rica
! ACCED) 1 1

N~ 6B 2 2
De ésta obtenemos que la transicién ocurre con una engrgig/4.

1—M). (2.27)

En las figuras 2.2 presentamisy T en funcion deu, ambas obtenidas a partir de la solucion
analitica, indicadas como lineas continuas (obtenidad2lg [En éstas vemos claramente la transi-
cion de segundo orden que sufre el sistema.en3/4. Los simbolos corresponden a los resultados
de simulaciones numéricas que analizaremos a continuacion

Como mencionamos antes, el Hamiltoniano del modelo se megm@ar en una parte cinética
y una de interaccion. Una consecuencia directa de ello estarizacion de la funcion particion tal
como se mostro en (2.10). En (2.11) observamos que podermrisida parte cinética de la forma

N
21\ 2
%= =(5)", (2.28)
B
donde la contribucién debida a una sola particula esta dada p
o\ }
m
zZ=\(—) . (2.29)
(%)
Luego podemos obtener la energia cinética promedio pdcpkricomo:
02z T
= — = — 2-

gue establece una relacion entre la energia cinética y leetettura del sistema en el equilibrio.
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Figura 2.2: Predicciones tedricas en el ensamble candnico (lineanc@tipara la magnetizacidd en funciéon de

la energia por particula (parte (a)) y para la curva caldridg en funcién deu (parte (b)) en comparacion con las
simulaciones numéricas (simbolos), para sistemas de tahb& 100,100Q 5000 20000. Los simbolos se obtuvieron
a partir de configuraciones iniciales proximas al equititermodinamico. La linea vertical indica la energia caipor
particulauc = 3/4. También se grafican, por separado, los resultados pastaeloecasi—estacionario de un sistema de
(b). Estos resultados fueron extraidos de [43].

En esta seccion pudimos obtener analiticamente la solesiécta del modelo HMF. Nuestro
objetivo en la siguiente seccidn es comparar estos ressltathliticos con la solucién numérica de
las ecuaciones de movimiento. Como veremos, a partir desaggen algunas particularidades muy
interesantes en la dinamica del modelo.

2.4. Propiedades Dinamicas

Por otro lado, es posible estudiar el comportamiento dioardel sistema integrando direc-
tamente sus ecuaciones de movimiento (2.5) y (2.6). Parsetde un sistema Hamiltoniano, la
energia total es una cantidad conservada, por lo cual see@amnodindmica micro—canénica
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2.4 Propiedades Dinamicas

este procedimiento.

En los casos en que se cumple la equivalencia entre el eresaantbnico y la dinamica mi-
croscopica, uno puede derivar una relacion entre la engrgitica y la temperatura. Esto es posible
siempre que el Hamiltoniano se pueda separar en una paéticairy una potencial. Recordemos
la relacion (2.30), mediante la cual es posible calculaetaperatura del sistema via la medicion
del valor medio de la energia cinética de equilibrio. Luggmlemos comparar las predicciones del
ensamble candnico y las simulaciones micro—candnicas,

Volviendo a la figura 2.2, en la parte (a) se muestran con $osbos resultados del calculo
de la magnetizacion en funcion de la energia interna poicpéatu integrando las ecuaciones de
movimiento. Las simulaciones se realizaron en [19] y cpoeden a cuatro tamafios de ensam-
ble diferentes = 100, 1000, 5000 y 10000). Todos fueron obtenidos a partiodéiguraciones
iniciales préximas al equilibrio termodinamico. Recordsngue las curvas continuas representan
los resultados analiticos obtenidos en el ensamble cam68& observa que ambas predicciones
coinciden muy bien, salvo en la fase de alta energia. Sin mbgueda claro de los resultados
que estas discrepancias se deben al tamafio finito de lonastgmulados. En la parte (b) de la
figura 2.2 mostramos la curva caldrica, es decir, la temperagn funcion de la energia interna
(linea llena), dada por (2.27), junto con los datos obtenidediante simulaciones numéricas. En
resumen, hasta aqui nada parece ser sorprendente, puesultesdos candnicos y las simulaciones
micro—candnicas coinciden bastante bien, salvo por efetddamafio finito.

Sin embargo, en la parte inferior de la figura (b), podemosuwer situacion completamante
diferente a la esperada cuando se parte de condicionesésidéejos del equilibrio. Un gréafico mas
detallado de la zona cercana a la energia critjca 3/4, muestra que en este caso las simulaciones
numéricas no concuerdan con la prediccion candnica en todago de energias. Esta simulacion
se realiz6 inicializando el sistema en una clase de configures conocidas comaondiciones
iniciales water bag En esta familia de condiciones iniciales las variablesukangs son inicial-
mente todas cero y los momentos son elegidos al azar de uriawti®n uniforme. Esta clase de
configuraciones permiten inicializar el sistema en un eshéeh lejos de su configuracion de equi-
librio. Volviendo a la figura 2.2, en particular al recuadnderior de la parte (b), notamos que la
fase de bajas energias de la curva calérica parece estadalen la extrapolacion de la fase de
alta energia hasta energias levemente inferioreZ.aE8tos estados especiales para los cuales las
predicciones teoricas canodnicas y las simulaciones nc@ndnicas no coinciden se conocen como
estadosnetaestables casi—estacionaridspues los promedios de observables que dependen de un
tiempo muestran un comportamiento casi constante en ghtieapesar de que los valores no coin-
ciden con los valores de equilibrio. Un estudio cuidadoddieimpo de vida medio de estos estados
casi—estacionarios revela que en el limite termodindmisiseema quedara eternamente preso en
estas soluciones, descartandose asi que este fenomeasepdeberse a efectos de tamafio finito.

Notemos que la curva numérica mostrada en el recuadrodntégila figura 2.2 presenta una
region de energias intermedias, justo debajo de la enefjeac; = 3/4, con calor especifico ne-
gativo, tal como vimos se observa experimentalmente ematgprocesos de multi-fragmentacion
[35].

En la figura 2.3 b) mostramos un gréafico del doble de la eneigé&ica por particula &)
(que en equilibrio, debe coincidir con la temperatura daksha) obtenida mediante simulaciones
numeéricas y en funcion del tiempo. Todas las simulacionegsponden a = 0.69 (justo debajo

2En la bibliografia se los suele denominar QSS por sus sigldsgles: Quasi—Stationary States.
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2.4 Propiedades Dinamicas

de la energia de transicion) y se analizan sistemas detdsstiamarfios. Cada curva corresponde
a un promedio sobre diferentes configuraciones inicialdssisiema se inicializa siempre en una
configuracién water bag. Vemos que en todos los casos ahsidtega rapidamente al estado casi—
estacionario, el cual no coincide con la prediccion carariin efecto, luego de un tiempo transi-
torio muy corto, 2e;) muestra urplateauo meseta correspondiente a una temperalgsgN) (y
Mgss~ 0) mas baja que la canonica. Este estado casi—estacioeagsita un tiempo de relajacion
muy grande para llegar al estado de equilibrio candnico,paue este valor particular de energia
u=0.69, tiene temperaturk,, = 0.476 y magnetizacioM.,, = 0.307. Notemos que a medida que
el tamafio del sistema aumenta, la temperatura del estadestasionario es cada vez mas baja y
necesita un tiempo cada vez mas grande para relajar al elgtatpuilibrio candnico.

a) c)
—— Canonical equilibrium 1
L | 5| A
0.6} © N=100000 time=1200 | 10 2 pwaic ,0
[ o N=10000 time=1200 ) weie P
[ 2 o-
k] ,
= 4
- S 10'f &
- > N on
(o4 /@’
10°F @
! ! !
107 10° 10
U N
b) U=0.69 WBIC d)
0.55 - o—0 N=500
o—0O N=1000
o—o N=10000
0.50 |- A—~A N=100000 T =0.476 s 2 mﬁ;‘c
5 o F 107 A
-~ \Q
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Figura 2.3: a) Curva caldrica: los resultados numéricos micro-caménjaraN = 10000 yN = 100000 se comparan
con la curva tedrica en el ensamble candnico. La linea de tretical indica la energia critica. En las simulaciones
numéricas se usaron condiciones iniciales water bag (Wfl€emperatura fue calculada comio= 2(E.) /N, donde

(.} indica promedio temporal luego de un tiempo transitoria@y= 10? que no se indica aqui. b) Evolucién temporal
deT = 2(E¢)/N (simulacién microcandnica), para una energia por pagiced 0.69 y diferentes tamafios. La linea de
puntos y rayas representa la temperatura candiiga= 0.476. Para un dado sistema finito la cantidae- 2(Ec) /N
comienza en un valor inicial menor®an Y no relaja inmediatamente a la temperatura candnica. &Ensisvive en
estados casi—estacionarios (QSS) con un "plateau”de tata@losgN) menor que el valor esperadgan = 0.476. El
tiempo de vida del estado casi—estacionario crecé\cgml valor de la temperatura converge, a medidaMaimenta,
ala temperatura. = 0.38, graficada en linea de trazo. El tiempo de vida de los estzBi-estacionarios c)lss— Te

d) se grafican en funcion del tamafio del sist&inambos en escala logaritmica. Se observa que el tiempo aéeivietrge
linealmente corN, mientras qudosgN) converge alo = 0.38 comoNY/3 (la curva de ajuste se muestra en linea de
trazo). Extraido de [44].

En la figura 2.3 ¢) vemos que el tiempo de vida del estado cstacienario crece linealmente
con el tamafidN del sistema [44]. Por consiguiente, los dos limless o y t — « no conmutan,
y si el limite termodindmico se toma antes que el limite depie infinito, el sistema no relajara al
equilibrio. Por otro lado, cuandd aumenta,TosdN) tiende aT., = 0.380, valor que es obtenido
analiticamente como la prolongacion metaestable (a esengénores qua. = 3/4) de la solucién
de alta energiaM = 0). La figura 2.3 d) muestra un grafico de la diferencia enttergeratura
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2.5 La hipotesis topoldgica

en el estado casi—estacionario para diferentes valorkyda temperatura de los mismos estados
correspondientes a un sistema infinito, es d&gifN) — T, versus el tamafio del sisteniy, Se ha
encontrado quéTosgN) — T ON~Y3, y MossO N~V/6 [44].

Toda esta evidencia numérica revela la existencia de estafi-estacionarios por debajo de
la energia de transicion en los cuales el sistema se quefiaadin cuando es preparado en una
condicion inicial alejada del equilibrio termodinamicoaMaun, muestran que el tiempo de vida
medio diverge con el tamafio del sistema, lo que indica quessitema fuera infinito, se mantendra
fuera del equilibrio indefinidamente.

La discrepancia entre las simulaciones numéricas y la aatdica tedrica ha dado origen a un
sinnimero de trabajos de investigacion al respecto. Sdlogrobrar brevemente las propiedades
y anomalias encontradas en el modglodemos decir que el sistema, ademas de presentar estados
casi—estacionarios andomalos, presenta una dinamicadsfugam [44] y envejecimiento (aging)
[45].

2.5. La hipdtesis topologica

En un conjunto de publicaciones recientes se ha trabajdmle Eoidea de que las transiciones de
fase, que tanto interés han despertado en la fisica egtadigtante las Ultimas décadas, pueden ser
identificadas mediante cambios adecuados (en generatdgsie algunas propiedades topolégi-
cas del espacio de configuracion de un dado sistema [38, 46817

Consideremos un sistema clasico genérich garticulas interactuantes descripto por un Hamil-
toniano de la forma:

1N,
H(p.q) = 5; P +V(a), (2.31)
donde(p,q) = (p1,---,Pn,d1,---,0qn) denota un punto del espacio de faBedel sistema. El com-

portamiento estadistico de un sistema como este, en condicde equilibrio, esta gobernado por
su funcién particion, la cual esta dada por:

N
Zu(B) = [[]dpdaexs-Br(p.a)

- () [ eaes-sva

N/2 oo ,
T / do
_ (T dv / 49 2.32
(3) Fovf (232
dondedo es el diferencial de superficiewdenota las hipersuperficies equipotencidigsen el
espacio de configuraciém”, definidas por

>y ={(qu,...,on) € ONV(q,...,0n) = V).

La ecuacion (2.32) muestra que la informacion estadisélevante del Hamiltoniano (2.31) esta

3por estar fuera del alcance de este nuestro trabajo, nongipéiemos mas al respecto. Sugerimos al lector que
resulte interesado remitirse a las referencias corre spated.
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2.5 La hipotesis topoldogica

contenida en la funcion particion canénica configuracional

N
7C :/qu exp(—BV(q)),

en tanto que la parte cinética no depara ninguna sorpredaedd®, el término cinético contribuye
con un factor que es el mismo que se obtiene para un gas ideatal En el Gltimo término

de (2.32),Zy se ha descompuesto en un suma infinita de integrales gecaséttiefinidas sobre
{Zv}veo- Una vez que el potencial de interaccifq) esta dado, el espacio de configuracion del
sistema queda automaticamente foliado en familiag . de tales hipersuperficies equipoten-
ciales. Ahora, a partir de argumentos de la mecéanica eitadéstandar uno sabe que, para un dado
valor de la inversa de la temperatyfacuanto mayor es el numero de particulas del sistema, mas
préximos aZ, = Z,g son los microestados que contribuyen significativamentel gmoblema de
calcular valores medios de observables fisicos. Entotechiersuperfici&, g esta asociada con la

la energia potencial media calculada como:

N
vo =2 [ []davi@ent-pv(a)

Asi, para cualquief3, si N es muy grande el soporte efectivo de la medida candnica sgenc
aproximandose a la hipersuperfiéig, .

Sobre la base de estos argumentos la hipotesis topolégioaniaao la siguiente forma:

El origen critico de una transicion de fase de segundo oréeide en un cambio
topoldgico drastico d¢X,} que ocurre para algin valeg. Este cambio topoldgico
induce el comportamiento singular de los observables w@irmamicos propios de la
transicion de fase.

Por un cambio topolégico debe entenderse que las hipefsigefZ, }y-y, no son difeomorfi-
cas a las hipersuperficid&, }v~y,. En otras palabras, lo que sugiere la hipétesis topologicue
la medida candnica delzentirun cambio drastico en la topologia de las hipersuperficiesid®-
porte. Cuanto mayor es el nimero de partictlamas delgado es el soporte efectivo de la medida
canonica y por lo tanto mas marcadas son las sefiales decibande fase, hasta que finalmente,
cuandoN — o, surgen las usuales singularidades matematicas.

Este punto de vista topologico, alternativo a la vision ubasada en la teoria de la medida
(como es, por ejemplo, el caso del canénico o del gran camprtiene la ventaja adicional de
gue, aun para sistemas de tamafio finito, es posible detectedades de diferentes cohomologia y
asociarlos con diferentes estados termodinamicos. Panélatio, en todos los enfoques basados
en teoria de la medida, las transiciones de fase son fenémestoingidos al caso particular en que
N — o, en el cual se las asocia con la aparicion de pérdidas deicidall.

La hipotesis topolégica ha sido estudiada sobre un gran mideecasos particulares, pero sin
embargo no existe alin una teoria acabada que permita prifislo obstante, como sucede usual-
mente en las ciencias naturales, la falta de esta evidentieaf de ninguna forma afecta el grado
de predictibilidad de la teoria. Lamentablemente, al igue sucede con los calculos usuales uti-
lizando medidas micro—candnicas, candnicas o0 gran cas)nibtener una nocién precisa de la
estructura topolégica de las hipersuperficies de un patesweele ser un problema de dimensiones
formidables. En este sentido, el HMF ha sido sin duda un dgepgradigmatico, ya que fue posible
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2.5 La hipotesis topoldgica

entender en gran detalle su estructura topolégica y claejan las predicciones candnicas, pudién-
dose constatar efectivamente que la transicion de segudédo,ajue aparece pava= 3/4, esta
asociada a un cambio topoldgico drastico de la correspotadiariedad.

2.5.1. Estructura topolégica del modelo HMF

A continuacién describiremos muy brevemente la estrut¢typaiégica del potencial del modelo
HMF, y analizaremos los cambios topoldgicos en las hiperdigiesZ, mediante la teoria de Morse
[38]. El modelo HMF esta definido por un Hamiltoniano del tig®31) con la funcion energia
potencial dada por :

N N
V@) =57 > 1-co$6-6)] -y cos@). (2.33)

I7J:1

donde, recordemod%}, € [0,271] es el &ngulo de rotacién de la i—ésima particulags un campo
magnético externo pequefio cuya direccion es paralela al @@ como ocurre con cualquier po-
tencial del tipo Curie-Weiss, la energia potencial del fm#MF se puede escribir en términos
del parametro de orden del sistema, en nuestro caso, la tizagign global (M|). Asi obtenemos:

V(0) =V (My,My) = g(l—Mz)—hNMx, (2.34)

dondeMy y My son las componentese y de la magnetizacion total del sistema, tal como ya fue
definido, segun la relacién

M = (My,My) = %i(cos(e.),sin(e.)). (2.35)

Entonces, el rango de valores de la energia potencial piicydar” =V /N es:

—h<7/<}+h—2. (2.36)
- T2 2
Notemos que el limite inferior corresponde a una configoratbtalmente ordenada, o sea, con
M = 1, mientras que el limite superior corresponde a un estadd/i¢e= —hy My = 0. Tomando
h — 0, el limite superior es el valor critidd/N = 1/2 correspondiente a la transicion de fase, y es
a su vez un estado completamente desordenadicerd.

El espacio de configuracione# del modelo es un toro de dimensith parametrizado por
las N variables angulares. Definamos .efi la subvariedad#, = {6 € ON|V(8) < v}, es decir,
>, = 0.#,. En forma equivalente, la teoria topoldgica predice quedasicion de fase consiste
en asumir un cambio drastico en la topologia de la subvatieda que ocurre para algun valor
V¢, donde por cambio topologico entendemos §ué, }yy, No es difeomorfica COR.Z, }y-v,.
Queremos estudiar, entonces, la topologia de la siguiantdid de subvariedades d¢’:

My=YV Y=o N]={0e.4:V <V} (2.37)

Es decir, cadaz, es el conjuntd 6} , tal que la energia potencial por particula no supera un dado
valor dev. Siv se incrementa desdew a «, la familia.#, cubre sucesivamante la totalidad de la
variedad.# (.#, = 0 cuandov < —h). En (2.37),v ha sido reescalada poyM, debido a que se
eligio6 7 =V /N como la funcién de Morse.
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De acuerdo con la teoria de Morse, los cambios topolégicogepueden ocurrir solamente en
correspondencia con puntos criticosiees decir, aquellos puntos en los cuales las derivadas de
¥ se anulan [38]. Esto implica inmediatamente que no puedamiocambios topologicos cuando
v>1/2+h? o sea, todas las subvariedadg$ conv > 1/2+h?/2 deben ser difeomorfas a todo
. Mas aun, si es la funcion de Morse (i.e., tiene sélo puntos criticos mederados), entonces
los cambios topolégicos e, tienen correspondencia uno a uno con los puntos critica&,de
éstos se pueden caracterizar completamente. En cualdqueéida 7 la topologia de#, cambia
de una forma completamente determinada por las propiediacides de la funcién de Morse. De
esta forma, se puede contruir secuencialmente el espacionfiguraciones complete7 a partir
de.#,, aumentanda.

Conociendo eindice kde todos los puntos criticos (es decir, el nUmero de aut@slwegativos
del Hessiano d&¢” en ese punto) bajo un niveldado, podemos obtener exactamentéufecion
caracteristica de Eulede la subvariedad#,, definida por:

N
X (M) = %(‘Dkllk(///ﬂv (2.38)
k=

donde elhimero de Morsgl es el nUmero de puntos criticos #eque tiene indicé. La funcién
caracteristica de Euler es uninvariante topol6gicdes decir, no es afectado por una deformacion
difeomorfica): cualquier cambio ex(.#,) implica un cambio topoldgico enz,. Mientras sea
h> 0, 7 es realmente una funcién de Morse al menos en el inte~valg v< 1/2+ h2/2, mientras
que el valor maxime = 1/24-h?/2 puede ser un caso patologico que corresponde a un nivebcrit
con puntos criticos degenerados. Sin embargo el analipigesie extender a éstos también.

Para caracterizar los cambios topoldgicos 4g tenemos que encontrar los puntos criticos y
los valores criticos de’, para lo cual resolvemos las siguientes ecuaciones:
27 (6 .
%:O, i=1,...,N. (2.39)
|
Luego debemos calcular los indices de todos los puntosaxitie?’, es decir, el nUmero de auto-
valores negativos del Hessiano:

92v(0)

Hi,jzm, bi=1,...,N. (2.40)

Usando (2.34) podemos reescribir la ecuaciones (2.39) slgué&nte forma:
(Mx+h)sern(8) —Mycog8)=0, i=1,...,N. (2.41)

Mientras (My + h) y My no sean simultaneamente nulos (la violacion de esta camdsblo es
posible en el nivel = 1/2+ h?/2), las soluciones de las ecuaciones (2.41) son configmesien
las cuales los angulos son 0o En particular, la configuracié@ = 0 para todd es un minimo
absoluto de/'. El resto de las configuraciones corresponden a un valerqie depende solo del
namero de angulos que son iguales.a

Se puede ver que cuand@ambia desde su valor minimeh hasta Y2+ h?/2 la variedad
tiene una secuencia de cambios topolégicos eNl lealores criticos. Esperamos que haya, ademas,
otro cambio topolégico localizado en el valor maximoxdeesto es, en el valor critico

1 K
Ve==+—. 2.42
c=5 + > ( )
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Sin embargo, el argumento anterior no prueba esto, ya quritdes criticos d¢” correspondien-
tes a este nivel critico pueden ser degenerados. No ohstateees justo el cambio topolégico que
esta relacionado con la transicién de fase termodinamicaatielo HMF.

Latemperaturd, la energia por particulay la energia potencial por particula promedi” >
en el limite termodinamico obedecen la ecuacion:

u=T+2<7 > (T). (2.43)

Sustituyendo en esta ecuacion la energia por particulagaiom, = 3/4 y la temperatura critica
T =1/2, se obtiene, cuando— 0

Ve=<7V >c=<7>(Tg)=1/2. (2.44)

Asi, los cambios topologicos en la la familia de variedad&sque ocurren en esig, dondev; es
independientele N, estan conectados con la transicion de fase en el Iihiteco y h — 0.

No obstante, tenemos que probar que realmente existe unactmblégico env.. Con este fin
se utiliza la teoria de Morse para caracterizar completataandos los otros cambios topoldgicos
que ocurren para < V. Sabiendo ademas que para v, la variedad.#, debe ser un toro de
dimensionN [38], se ha podido probar no s6lo que debe ocurrir un camipioldgico enve, sino
también en que forma éste difiere de otros cambios topolégésodecir, aquellos que ocurren para
0 <v< V.. Lateoria de Morse permite caracterizar completamentedotbios topoldgicos que
ocurren en#,, si se conocen los indices de los puntos criticoy’d®ara determinar el indice de
los puntos criticos, es decir, el nUmero de autovalorestimegadel Hessiano d¢” en un punto
critico, se sigue el siguiente procedimiento.

Para el modelo HMF, el Hessiano @dése puede escribir como la suma de dos matrices [38]:
H=D+B, (2.45)

dondeD es una matriz diagonal cuyos elementos estan dados por:

Di = I (Mycos8) ~ Myser(@)). (2.46)

y los elementos de la matri son:

1

1
Bij = S2(1— dij)cos8 — 6)) — 5

: 5. (2.47)

Bajo ciertas consideraciones, se puede probar que séldelmeetos diagonales d¢ sobreviven
cuandoN > 1 [38]. Por lo tanto, el nimero de autovalores negativol @ los puntos criticos de
¥ es igual al nUmero de elementos negativos de la matriz digon

Con todo esto, se pueden obtener los numeros de Nlgres decir, el nimero de puntos criticos
con indicek. Excluyendo el caso en qwe= 1/2+h?/2, se encuentra que:

N
Uk(v) =0 Vk> 5 (2.48)
Esto quiere decir que mientras sea v = 1/2+h?/2, no existe ningun punto critico con indice
mayor aN /2. Esta observacion es crucial para probar que el cambiddgipo debe ocurrir eng.
Usando el concepto deimeros de Bettse puede probar que paré < v < 1/2+h?/2 |a variedad
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2.5 La hipotesis topoldogica

es solo la mitad de un toro de dimensiij38]. Ademéas sabemos que para 1/2+h?/2, .#, es
un toroN—dimensional completo, por lo tanto se concluye que e, = 1/2+h?/2 debe ocurrir
un cambio topologico.

Es importante remarcar que no sélo existe un cambio, sincadeemas éste es un cambio
topolégicodrasticq en el cual la mitad de un toro de dimensirse transforma en un toro com-
pleto. Ademas, la energia potencial por particdlas una funcion de Morsegular parav < v,
pero esto no es cierto pava> v, lo cual sucede debido a que el niwglcontiene puntos criticos
degenerados.

Por dltimo, vamos a analizar la forma de la funcion carastied de Euler (2.38) calculada
en el contexto del modelo HMF [38]. En la figura 2.4 mostramosgtéfico de log|x|)/N en
funcién dev para distintos valores dd, extraido de [38]. Podemos observar qugrain cambio
topoldgico ocurre en valor critico d€, v=1/2, que se refleja en un salto discontinuo |gé
Este cambio topoldgico corresponde a la transicion de fasengrada en el limite termodinamico,
Vc/N = 1/2. Observamos que la transicion de fase se puede predecénaelrcaso de un sistema
de tamafio finito. Notemos que se ha aplicado un campo exteuggeguefio (casi nulo), con el
unico proposito de romper la degeneracion debida a quetelrsisa campo nulo se encuentra en
una superficie critica, y de esta forma facilitar el calciddadfuncion Caracteristica de Euler.

0.6 —

Figura 2.4: Logaritmo de la funcién Caracteristica de Euler para el nwB®F (log(|x|(.#y))/N) en funcién dev.
Las curvas representan sistemas de distintos tamafiog deafb hacia arriba se grafica pata= 50, 200 y 800. Para
todos los casos se usé un campo extérro0.01. Observemos que se produce un salto abrupto dexldgzy))/N en
Ve = 1/2. Gréfico extraido de [38].

2.5.2. Una explicacion topoldgica para los estados casi—estacionarios del modelo
HMF

En esta seccién analizaremos el régimen casi—estaciamtas@vado justo debajo de la energia
critica (en la fase ordenada) desde el punto de vista tojgolégste andlisis, realizado reciente-
mente [39], se concentrd en la topologia de la superficie idefipor la energia potencial en el
espacio de configuracion.

Para entender el comportamiento del modelo en términos tiwddogia de la funciory” =
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V /N es util notar que en la fase de alta energia (y alta tempejationde el sistema se encuentra
desordenadoM = 0), éste tiene, en equilibrio termodindmico, la méxima gfaepotencial a la
que puede acceder, o s&a- 1/2. En este caso la energia cinética por partiGutaK /N queda
univocamente determinada como

K=u—v

La transicién de fase de segundo orden sefiala, en térmipolgicos, el punto a partir del cual
el sistema comienza a ceder su energia potencial a favoretigiacinética, la cual se utiliza para
sincronizar el movimiento de las particulas. A medida qunkrgia del sistema disminuye, la mag-
netizacion crece, hasta que finalmente, pata0, la energia potencial por particula debe anularse
y el médulo de la magnetizacion toma el valist| = 1.

Como hemos visto ya, la funcién energia potencial por pasjdefinida en el espacio de con-
figuraciones# del sistema, tiene la propiedad de sufrir un cambio topotbdrastico precisamente
en el valor criticov. = 1/2. Para valores menores a éste, la topologia de la funcitifieesrbrfa
con un medio tordN dimensional. Esto quiere decir que, en el limite+ «, en cada superficie
equipotencial el sistema accede a puntos criticos de difessdndicesk (nimero de direcciones
inestables) pero todos ellos menords /2. En el valor critico/. = 1/2 la funcion se vuelve difeo-
morfa con un tord\N dimensional, indicando que ahora el sistema puede accquenes criticos
con indices entr&l /2 y N.

Los puntos criticos de# son aquellos puntos en los cuales todas las derivadas dergian
potencial por particul® /N se anulan. Esto significa que

V/N 1

1
26 NMXser(G.)—NMycos(G.) =0. (2.49)

A fin de identificar los puntos criticos de la variedad, definimos la cantidad como el médulo
de la més grande de l&dsderivadas d& /N respecto &, es decir,

_ Nrmay 2V/N)
A= Nmiax T‘ . (2.50)

Luego, comaX es la maxima derivada (en médulo), cada vez que ésta se Eale- 1 restantes
también seran nulas, por lo que estamos en la condicién)(Z4% significa que cada vez que
A =0 el sistema llega a un punto critico g€&.

El estudio del comportamiento dea medida que el sistema evoluciona en el tiempo se realizo
en [39], inicializando el sistema en una configuracion mjgsleel equilibrio. En estas condiciones
iniciales, denominadasater bag se coloca las particulas agrupadas en la postién0 para todo
i, y los momentos se eligen aleatoriamente a partir de undbdisibn uniforme. Este es el tipo de
condiciones que se usaron para describir las trayectagisastacionarias (seccion 2.4). Un caso
particular de estas condiciones iniciales se obtienendmbrs momentos son equidistribuidos. En
este caso hablamos de condiciomeger bag perfectas
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0.50

V/N

Q45

Figura 2.5: Evolucion temporal dé (a) y deV /N (b) para un sistema d¥ = 500 particulas y energia por particula
u=0.69, justo debajo de la transicion de fase. El sistema fueapaelp inicialmente en una configuracion water bag
perfecta. La linea de puntos y la linea de trazo de la parteofb@sponden respectivamente a los valores de equilibrio y
de casi equilibrio en el limite termodinamico. Gréfico eixtcade [39]

El andlisis deA para un sistema con energia por partiauta 0.69, es decir, en el estado casi—
estacionario, evidencia que el sistema visita uno traslesrpuntos criticos de la energia potencial
(estos puntos correspondel @dN = 1/2 y M = 0). En la figura 2.5 (a), extraida de [39], se puede
observar este comportamiento, ya duee anula en varias oportunidades a medida que el sistema
evoluciona en el tiempo. El intervalo de tiempo trancurrahtre dos puntos criticos sucesivos no
presenta un patron de periodicidad. Por el contrario, #re@ visita los puntos criticos aparente-
mente en forma desordenada. La funcion distribuciéon deghitidad del intervalo de tiempo entre
puntos criticos presenta un comportamiento que se puesi@mpiun decaimiento regido por una
ley de potencia [39], lo que sugiere la conformacién de udaoenpleja.

Otra caracteristica del comportamiento dinamico es laesiger inicialmente el sistema posee la
energia potencial mas baja posibles 0, y va casi abruptamente a una regiéon con maxima energia
potencial media por particula, pasando por la energia piatemedia de equilibrio, y permanece
alrededor de este nivel durante todo el tiempo que dura lalagidn. Como se muestra en la figura
2.5 (b),Vv llega cerca de la energia potencial mas alta posible,1/2, trata de escapar de alli,
pero usa la energia cinética que gané para volver nuevaraamtgpunto critico. De algin modo,
el sistema no es capaz de relajar desde ese nivel al niveluildeq durante periodos de tiempo
muy largos. Se puede decir entonces que, en los estadosstasienarios, el sistema es atrapado
por la variedad critica de la energia potencial por padicofrespondiante a = 1/2. En cuanto
a la estabilidad de los puntos criticos visitados por eksisl, se encontré que éstos tienen dos
direcciones negativasN — 2 direcciones marginales.

2.5.3. Resultados numéricos

En esta seccion presentaremos resultados numéricosategimtegrando el sistema de ecua-
ciones de movimiento del modelo HMF por medio del método Euoijgzo de cuarto orden [49].
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Dinamica de relajacion hacia el equilibrio

Veamos ahora qué caracteristicas tienen las distribusida€ngulos y momentos en los pun-
tos criticos que visitan las trayectorias casi—estaciapaEstos resultados originales se encuen-
tran publicados en [42]. Con respecto a los &ngulos, henrificado que a lo largo de toda la
trayectoria del estado casi—estacionario, el sistemia\sslo puntos criticos dé/N caracterizados
por distribuciones uniformes de los rotadores alrededbcideulo unidad. En contraste con este
comportamiento tan simple, hemos observado que en labd@tmes de los momentos aparecen
escenarios mucho mas intrincados. En la figura 2.6 se emanagraficadas las distribuciones de
probabilidad para los momentB$p) para los cuatro primeros ceros de la funcidh), que corres-
ponden a los tiempds= 2.29, 486, 947 y 1321. Alli podemos observar que los momentos, que
inicialmente estaban completamente desordenados, sederado subitamente en el primero cero
de la funciénA formando una distribucién tipo campana. Desde ese momario\ez que el sis-
tema visita la sub—variedad critivga= 1/2 (y A = 0), claramente observamos que la complejidad
de la distribucion se incrementa formando nuevos pico® EEstultado sugiere claramente que el
sistema esta tratando de superar barreras entropicas amswal equilibrio.

Hasta ahora nuestra descripcion topoldgica se ha restoirai comportamiento del sistema
a tiempo cortos. Pero es ya conocido, tal como vimos en lagpairparte de este capitulo, que
el sistema queda atrapado en estas trayectorias casieratés durante un tiempo que diverge
cuando el tamafo del sisteiNaumenta. Con el objetivo de caracterizar también el corapoento
atiempos largos, en la figura 2.7 se muestra el histogranmaatiando (en escala doble logaritmica)
del nmero de puntos criticos visitados por el sistema adaeglie transcurre el tiempo. Se puede
observar que el sistema toca puntos criticos a lo largo deleodolucion casi—estacionaria y no
solo durante el régimen de tiempos cortos. Mas aun, paralanfija de N, vemos que a un cierto
tiempot(N) que depende del tamafio del sistema (y que se encuentra emdamga con el tiempo
gue necesita el sistema para abandonar la trayectoriaesteiionaria), la trayectoria se aparta
definitivamente de la sub—variedad critica gae drasticamente a cero.

t=2.29 11 t=4.86 1

0.1z T T T T T T T T T
1=9.47 t=13.21 1
0.081 1 -
0.04} 4k H rﬁ .
| |
0 1 ¥ 1 -1 0 1
P,

Figura 2.6: Distribuciones de probabilidad para los momentos parauasr@ primeros ceros de la funcidrt), que
corresponden a los tiempbs- 2.29, 486, 947 y 1321.
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Figura 2.7: Histograma del nimero de puntos criticos a un tiemparal /N = 0.69 y diferentes tamafios de sistema
N = 50, 125, 250 y 1000. Extraido de [41]

El rol de la energia

Como ya hemos mencionado, en [39] se estudié el comportéomderméxima derivada soélo
en los casod) /N = 0.69 yU /N = 10. En esta seccion presentaremos los resultados originale
gue hemos obtenido al extender estos resultados parandéerealores de energias que van desde
U/N = 0.60 (en la fase ordenada) haktdN = 2.0 (en la fase desordenada), siguiendo el mismo
protocolo descripto mas arriba. Estos resultados se emanepublicados en [42]. En todos los
casos, inicialmente los momentos son elegidos aleatoni@mz una distribucion uniforme y los
angulos estan fijos en el eje A lo largo de las simulaciones hemos evaluadeomo funcién
det para una Unica muestra. Si bien mostraremos los resultadaespondientes a un sistema de
N =500 rotadores, hemos verificado que se obtiene el mismo atengiento en sistemas de mayor
tamanio.

La figura 2.8 muestra la evolucién temporal de la maxima ddex para tres regimenes distin-
tos: energias en la fase desordenada (figura superioriasfusto debajo del valor de transicion
de fase (figura media) y energias en la fase ordenada (figarmi). Se pueden apreciar claramente
tres comportamientos distintos. En la fase desorderiadsl & 0.78, 10 y 2.0) se puede ver que
el sistema toca periddicamente la sub—variedad cnitieal/2 (cuandoA = 0) y que este periodo
At decrece a medida qu#/N crece. En el gréfico del medio, donde la energia fue elegita ju
por debajo del valor critico de transicién de faseN = 0.75, se muestran los valores de energia
U/N =0.68,071 y 074. En este caso se observa que el sistema queda vagandospacb ele
configuraciones, tocando la sub—variedad critica peroeiogicidad, a diferencia del caso ante-
rior. Se puede verificar, tal como se muestra en [39] pafld = 0.69, que el sistema describe un
patron complejo cuandd = 0. Por dltimo, la figura inferior muestra el comportamien&Adt)
también en la fase ordenada, pero ahora con energias neaaléie la de transicidh/N = 0.60,
0.63y 066. En este caso, el sistema inicialmente es atraido a laatkdad criticar, = 1/2, pero
luego de unas pocas visitas el sistema escapa y nunca més augla. Se pudo verificar que para
energias mucho mas bajas el sistema se mueve siempre ldgosulte-variedad; = 1/2.

Como acabamos de mencionar, en la fase de energias altstelaspresenta un patron regular
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de visitas a la sub—variedad critica, ya duse anula de manera periédica. En la figura 2.9 presen-

tamos, en un grafico doble logaritmico, el resultado debéstie la dependencia del periafiben

funcién de la energia del sistema. Pudimos verificar quepestedo decae como ley de potencias

para valores d& /N grandes. La regla que se encontro es,

At 0t Y o~ 0.60.

Esto indica que el comportamiento periddico existe inddigeriemente de la energia del sistema.

U/N=0.78
U/N=1.0

l T I T I T I T I i
0.8 —— U/N=0.68 —
— — U/N=0.71 .
A 0.6 . —- UIN=0.74 ]
0.4 . 7
0.2 ‘- \\\, z
0
1_ T I T I T I T I ]
0.8 —— UIN=0.60 -
— — U/N=0.63 ]
A 0.6 . —  UIN=0.66 ]
0.4 e =L TN~
0.2 - 4 4 > \"‘: g TN 2T ‘\\\ 7
- —~ e T /N 7 - ~ P ~ =7 o
0 — ~ L — | 1 | 1S — | 1
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t

Figura 2.8: Evolucion temporal d@ para tres regimenes distintos de energia: fase desord@itaaa superior), justo
debajo del valor de transicion de fase (figura media) y faderada (figura inferior). Extraido de [42].
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Figura 2.9: PeriodoAt transcurrido entre dos visitas sucesivas a la sub—variedacave = 1/2 como funcion de de
U /N, graficado en formato doble logaritmico. La linea llenaesponde a la ley de potencias que ajusta los Gltimos ocho
puntos. Extraido de [42].

2.6. Conclusiones del capitulo

En este capitulo hemos presentado el modelo conocido comiltblsiano de Campo Medio
(HMF), haciendo hincapié en sus propiedades anémalase&steparadigma de sistema complejo,
pues a pesar de la simplicidad del Hamiltoniano que gobisundindAmica microscdpica, presenta
complejos comportamientos dindmicos, producto de lasaot@nes simples entre sus particulas
constituyentes. En particular, no se verifica siempre gsigtadicciones estadistica obtenidas en
el ensamble canénico coinciden con los promedios temorakdizados mediante simulaciones
numeéricas. Esta pérdida de ergodicidad ha sido una fuenfeedes controversias dentro de la
comunidad de fisica estadistica, dando lugar a diferentespretaciones.

En la dltima seccion del capitulo se mostraron los resultadtiginales publicados en [41] y
[42]. En el primero de ellos se analiz6 cémo la topologia deuteion energia potencial afec-
ta la funcién distribucién de probabilidad de ambos, argylonomentos. De hecho, luego de un
repentino ordenamiento despues de una configuracion sumepordenada, los momentos comien-
zan a desordenarse muy suavemente, incrementando la gdagplde la distribucion. Este com-
portamiento indica que el sistema evoluciona al equilibtiperando barreras de entropia. Por otro
lado, hemos verificado también que el sistema visita pumttisas a lo largo de toda la trayectoria
casi—estacionaria y no sélo en el régimen de tiempos cortos.

Los resultados publicados en [42], constituyen una exiandé los mostrados en [39], anali-
zando el rol de la energia en el comportamienta (i§. Teniendo en cuenta que cada vez que el
sistema toca la sub—variedad critica el paramgtse hace cero, pudimos identificar cuatro tipos
de comportamientos diferentes. El primero, en la fase dgy@segrandes, donde el sistema visita
periddicamente la sub—variedag= 1/2 y el periodo decrece en forma de una ley de potencias
cuandoU /N aumenta. En la fase ordenada pudimos encontrar tres tiposnggortamientos dife-
rentes. Para energias justo por debajo del punto ctiti¢hl el sistema visita la variedag = 1/2
en forma muy irregular. Para valores intermedio&Jdé\ el sistema inicialemente se ve atraido por
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la sub—variedad critica, pero finalmente escapa de ellailfoio, en el régimen de energia baja el
sistema vaga por el espacio de configuraciones sin visitazenla sub—variedad critica.

A continuacion, en el capitulo 3, mostraremos los resustadiginales resultantes de la dinami-
ca del modelo HMF definido sobre una red unidimensional Iggnilon topologia de conexiones
complejas.
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CAPITULO 3

El modelo HMF definido en una red compleja

3.1. Introduccion

El modelo HMF, introducido y descripto en el capitulo arteres un modelo emblemético de

la fisica estadistica cuyo estudio ha sido de gran inten@ntkilos Ultimos afios. Este interés reside
principalmente en el hecho de que es un modelo en apariextceanadamente sencillo, pero que
presenta comportamientos anémalos, tal como hemos at@kreel capitulo anterior. Recordemos
gue el mismo consiste de un conjunto Merotadores de masa unitaria que estan restringidos a
moverse en un circulo de radio= 1. Cada rotador interactlia con todos los restantes a través d
un potencial que no depende de la distancia entre ellosyan mdlabras, es un modelo tipo Curie—
Weiss.

Sibien el analisis de este modelo ha abarcado una ampliadmesiudios estaticos y dinamicos
para explorar cada uno de los detalles del mismo, casi toddsdbajos al respecto se basan en la
version totalmente conectada originalmente introducatadmtoni y Ruffo [18]. Vale aqui destacar
una serie de trabajos que estudiaron el mismo modelo en dnaigimensional con interacciones
gue decaen con la distaciaentre rotores como ley de potengia® [25, 26, 27]. Sin embargo,
en literatura referente al tema no se encuentran trabasausideren arquitecturas complejas
de conexiones, como las descriptas en el capitulo 1. En apfaulo abordaremos precisamente
el estudio del modelo HFM definido en una red unidimensional una estructura compleja de
conexiones, caracterizada por una distribucion de grpddely de potencia que lleva en cuenta la
distancia euclidea entre rotadores, y que ademas tienegéedad de mundo pequefio.

El principal objetivo de este capitulo sera estudiar lapipades del modelo HMF definiéndolo
sobre una red compleja que se encuentra embebida en uncespadileo undimensional. Para ello,
generaremos una red libre de escala con un exporepiera la distribucion de grado la cual es
embebida en una dimensién mediante el método definido emp#ulal. Cada uno de los sitios
de la red estara ocupado por un rotador que se comporta segimamica del modelo HMF. La
complejidad de este modelo, al compararlo con la versid@inaii del HMF, hace imposible realizar
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calculos analiticos tanto en el ensamble candnico como sricebcandnico. Por ello, estaremos
restringidos en este capitulo a analizar el comportamiesttitico y dinamico del modelo mediante
la integracion numérica de las ecuaciones de movimientsisteima.

Como es sabido, un sistema unidimensional con interacgienge vecinos proximos no pre-
senta una fase ordenada a temperatura finita. Sin embarg@mmeosos que es posible, complejizan-
do la estructura de la red de conexiones, obtener un sisteidianensional que presenta una fase
ordenada a bajas temperaturas e incluso presenta algulessas®malias dinamicas observadas en
el modelo HMF original.

3.2. El modelo HMF Embebido

En esta seccién introduciremos una nueva version del madidB utilizando el proceso de
embebido definido en el capitulo 1. Nuestro objetivo es éatla dinamica del modelo HMF en
una red compleja unidimensional y para ello trabajaremosioanillo deN rotadores y con condi-
ciones de contorno periédicas. Cada particula es descopt@ siempre por su posicion (angulo)
6 y su momento conjugadp, y cuya dinamica esta gobernada por el Hamiltoniano (2.1).

Observemos que el modelo HMF original (tipo Curie-Weisspsede pensar como una red en
la cual los rotadores se encuentran completamente coonsdfzatla rotador interacciona con todos
los otros) y, por consiguiente, se mueve bajo la accién depogproducido por todos sus vecinos
(un campo medio). Si en cambio ahora pensamos en una redajargpe se encuentra embebida
en un espacio euclideo unidimensional, cada rotador sécBEMpo generado por los vecinos con
los cuales mantiene una conexioén. En este Ultimo caso laauién ya no es global. De esta forma,
pensamos que cada particula genera una fuerza sobre atrsi sdlre ellas existe una conexion.
Teniendo en cuenta esto, la dinamica del sistema esta galaepor el siguiente Hamiltoniano:

ol S p-2+i S (1—cos(6 — 6))) (3.1)
PRNETPP 0

dondeV; denota el conjunto de sitios a los cuales esta conectadaaglord (la vecindad de) y

(k) es la conectividad media de la red. Recordemos que el gradeédieno sitio ek, es decir, la
cantidad de conexiones que tiene el sitio. Por ello, la swheeda vecindad del sitio(V;) tendra
ki términos. Por otro lado, la conectividad media de la red sera

1 N
(k) = N;“‘ (3.2)

Notemos que, a diferencia del modelo HMF original, en el iBongorrespondiente a la energia
potencial la suma no corre sobre todos los pargys 6ino solamente sobre aquellos que efectiva-
mente interaccionan. Este hecho se refleja en la segunda gquemaorre sobre todos los sitigs
desde 1 hastl, los cuales son los conectados al siti@tra diferencia con el modelo HMF presen-
tado en el capitulo anterior es la normalizacién del térndim@nergia potencial del Hamiltoniano.
Como ya mencionamaos en dicho capitulo, para que el modedenuiesun correcto comportamiento
en el limite termodinamico, la energia potencial debe estealada poN. En el caso embebido,
la energia potencial esta correctamente normalizada svildindos por la cantidad promedio de
vecinos que tiene un sitio, esto es la conectividad médide la red. Este es el nimero promedio
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de interacciones de un sitio cualquiera. El valofklese puede calcular analiticamente segun (1.4),
o bien numéricamente realizando promedios sobre distiathes.

Como todo sistema hamiltoniano, las ecuaciones de movimm derivan de (3.1) y estan
dadas por:

: oH
8 = ap =P (3.3)
. oH 1 .

Ademas, la aceleracion de la particute define como,

1 .
a; _—®j;sm(9.—ej). (3.5)

Al igual que en el modelo HMF original, el comportamiento guiébrio y fuera de él se puede
obtener integrando numéricamente las ecuaciones de mentn(i3.3) y (3.4). Este andlisis se hara
en la siguiente seccioén.

3.3. Resultados numéricos

Con el modelo construido segun lo descripto en la secciéeriant nos concentraremos en
estudiar la propiedades termodindmicas del sistema elibeiguy fuera del mismo. Para ello rea-
lizaremos simulaciones numéricas que nos permitan inté@gaecuaciones de movimiento (3.3)
y (3.4). En nuestras simulaciones realizamos la siguiastiear una vez contruida y embebida
la red en un espacio euclideo unidimensional (segun laaelzta en el capitulo 1), imponemos
condiciones iniciales al sistema y lo dejamos evoluciorgiis el hamiltoniano (3.1). A cada paso
de tiempo integramos las ecuaciones de movimiento (3.34Y.(3

Debido a que nuestro sistema es conservativo, el métoddedgranion utilizado debe garanti-
zar la conservacion de la energia. Para tal fin, en todasrasestulaciones empleamos el método
simpléctico de ¥ orden con pasos de tiemp fijos. Los pasos de tiempo empleados son tipi-
camentedt = 0.02, seleccionados de tal forma que el valor de la energia séenga constante
dentro de un error relativaE /E ~ 10-° [49]. En cada uno de estok calculamos las magnitudes
necesarias para estudiar el comportamiento dinamicostehsa, tales como la magnetizacion y la
energia cinética.

Con respecto a las condiciones iniciales, trabajaremotosmiguientes estados del sistema:

= Condicion inicial cercana al equilibripescogemos los momentos al azar con una distribucion
gaussiana, en tanto los &ngulos se fijan todos iguales aesedzcir,6(0) = 0 para todad.
En este caso, la magnetizacion inicial del sistem@/g8)| = 0.

= Condicion inicial lejos del equilibrioescogemos las llamadas condiciones water bag, en la
cual los momentos son escogidos al azar con una distribucidorme, entanto los angulos
se fijan todos iguales a cero, es de6if0) = 0 para todd. En este caso, la magnetizacion
inicial del sistema egVI(0)| = 0.
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Veamos en detalle como preparamos al sistema en la condveitar bag, muy lejos del equi-
librio. Se fijan todos los &ngulos iniciales en cero y se saat@zar el valor del moments de cada
particula, usando una distribucién uniforme entrky 1. Esta condicién inicial tendra por lo tanto
una energia inicial aleatoria. Luego, a fin de obtener unfigromcion inicial con la energia interna
deseadal, se reescalean todos los momentos. Para ello, se multgaitap; por una constantg
adecuadamente escogida. Esta constante resulta ser,

(3.6)

dondeu y v son, respectivamente, la energia media y la energia patqrani particula deseadas.
Para el caso en que ademas el sistema se encuentra ordenddoirecon magnetizacidi | =

1, elegimosv = 0 en (3.6). Con todo esto, el valor del momento deé-ésima particula queda
determinado de la siguiente forma:

pi = VYbi i=1,...,N. (3.7)

Podemos definir, en su defecto, otro tipo de configuraciéeiainen la cual los momentos son
equidistribuidos de acuerdo a la regla:

24(u—v) i1
(N+DH(N+2) 77

dondeu es la energia media por particula deseadagyla energia potencial por particula, la cual ha
sido previamente determinada. Este Ultimo conjunto pdaiicle condiciones iniciales se denomi-
nanwater bag perfectadNotemos que en ambos casos existe una degeneracion jfiretael vec-
tor magnetizacién iniciali (0) puede apuntar en cualquier direccién arbitraria. Adene&sydemos
que por tratarse de una dinamica hamiltoniana la energipgticulau se mantendra, dentro de
cierto intervalo de confianza controlable, constante.

: (3.8)

La integracion de las ecuaciones de movimiento nos da lai@ool temporal del sistema, es
decir, las posiciones y momentos de todas las particulas el len cada instante. Con esta infor-
macién construiremos la curva calérica y magnética paiicgrsi esta modificacién en el modelo
HMF conserva la transicion de fase, y de ser asi en qué valenémyia ocurre. En el caso en
gue el sistema se inicializa fuera del equilibrio querenmygstigar la presencia de estados casi—
estacionarios. Por otro lado, en el limite de muchas conegiel modelo tiene que reproducir los
resultados del modelo HMF original.

3.3.1. El equilibrio termodinamico

En esta seccion analizaremos el comportamiento de eduitilet sistema, recreando la cur-
va caldrica, dada por la temperaturacomo funcién de la energia interna por particula, tal cual
mostraramos en el capitulo anterior para la version ofligiggHMF. Como trabajamos con simu-
laciones microcanonicas, definiremos la temperatura skelrsa como:

< E; >

T:ZT:2<eC>. (3.9

Si bien la mayoria de los resultados que mostraremos a tawstén se obtuvieron usando, en el
proceso de embebido, un exponente de la distribucién dedgyotenciasy = 2.11, resultados

INo usamosx = 2 pues se trata de un caso marginal.
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similares se encuentran para otros mayores del expooematcomo se mostrara a modo de com-
paracion en algunos casos.

Comenzaremos analizando lo que sucede con la termodind&®licaodelo cuando la conec-
tividad media de la red es relativamente alta. Para ello bestemido trabajar aqui con una red de
N = 500 rotadoresq = 2.1y tres combinaciones del minimo nimero de conexiomg&l maximo
namero de conexiondd, que se corresponden con tres valores diferentes de cadadtmedia, a
saber:

= < k>=494, conM =500 ym =490,
= <k>=199,conM =350ym=125y

= <k>=172, conM =250 ym= 125.

En la figura 3.1 mostramos las curvas cal6ricas (figura supgrimagnéticas (figura inferior) obte-
nidas cuando el sistema fue preparado con condicionesdagisdximas al equilibrio termodinami-
co. Para garantizar que el sistema alcanzé el equilibrmoddinamico, en cada simulacion hemos
dejado al sistema evolucionar cierto transitorio (que egomeuando mas cerca de la transicion de
fase estamos) sin medir, para luego calcular un promedipdehtanto de la temperatura micro-
candénica como de la magnetizacion. Cada punto graficado ezses\el promedio configuracional
obtenido sobre muchas simulaciones realizadas con diésr@ondiciones iniciales (tipicamente
100).

Podemos comparar ahora estos resultados con los mostragbsapitulo anterior correspon-
dientes al HMF original, por ejemplo en la figura 2.2, y obaewiertas analogias. Para poder hacer
una comparacion directa, en los mismos graficos se inclug@ria que se obtiene tedricamente
(linea continua) en la version original del modelo. Obse® que las curvas tanto magnética
como caldrica se superponen bastante bién con la curvadedndicando que el sistema tiene
basicamente el mismo comportamiento que en caso en quettmes@stan totalmente conecta-
dos. Veremos pronto que esto es asi gracias al alto gradodetimdad (alta conectividad media).
Notemos que, al igual que lo que sucede en el modelo HMF atigia transicién de fase ocurre
en los tres casos en un valor cercanw-a 0.75, independientemente del valor de la conectividad
media de la red. M&s aun, las transiciones parecen ser tammidinuas o de segundo orden. En
la curva magnética, ademas, se observa claramente el dfeldimmario finito de la red en la fase
desordenada, como también se pudo observar en el modelmge caedio.

Como paso siguiente, vamos a analizar cudl es el rol quentieagparametros de embebido de
la red. Para ello analizaremos al efecto de cambiar el expee la ley de potencias= 2.1 por un
lado, y las cantidades de conexiones maximas y minimas fidaspor otro (o sea, la conectividad
media). El primero de los andlisis se muestra en la figuraAlRse encuentran graficadas las
curvas caldricas correspondientes a diferentes valores dgando el resto de los parametros estan
fijos enN = 500,m= 125 yM = 250, y por ende< k >= 172= 0.35N. En todos los casos, las
condiciones iniciales elegidas fueron cercanas al egiliho que se observa claramente es que
no existe ninguna diferencia apreciable entre las curvacqguesponden a distintos exponentes, a
sabera =2.1,25y 30.
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Figura 3.1: Curvas calérica (figura superior) y magnética (figura imfigmpara una red embebida Me= 500 sitios, con

a = 2.1. Se grafican distintos valores de conectividades maknyaninimam, lo que es equivalente a distintos valores
de conectividad media k >, tal como se indica en cada caso. Observar la superposidés dervas y transicion de fase
en un valor cercano@a= 0.75. La curva en linea continua corresponde a la soluciortexket modelo HMF original.

A continuaciéon estudiamos cémo se modifica la curva cal@licariar la conectividad media,
variando la cantidad de conexiones maxima y minima por. diola figura 3.3 se muestran las
curvas caléricas pafd = 500 con cantidades maxima de conexiones por sitio fijMea 250 y
minimas variable, a saber

= M=8y<k>=26=0.052,
= Mm=16y<k>=45=0.09N,
s M=32y<k>=73=0.146N,
" M=64y<k>=116=0.232,
s M=125y< k>=172=0.35N,

= M=175y<k>=209= 0.418N.
En todos los casos se ha inicializado al sistema con coméisicercanas al equilibrio. En esta
figura se puede observar que a medida ¢gue> decrece, las curvas caldricas se apartan de la

correspondiente a la version original del HMF. De hechondoan = 8 ambas curvas caléricas se
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separan desde valores muy pequefios de energia. Tampoapoeladta que valor de k > sigue
sobriviendo la transicion de fase, la cual parece habepdesaido ya paren= 16.

1 T T T T T T T T T a‘
s
- o o=3.0 o
o o=2.5 a
0.8 o=2.1 o” -

0,6
2<%>

0,4

0,2

Figura 3.2: Curvas caldricas para redes embebida con diferentes salere, a saber = 2.1, 25 y 3.0. Todas corre-
sponden & = 500,m= 125 yM = 250 (< k >= 175= 0.35N), con condiciones iniciales cercanas al equilibrio.
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i 'x;// i
. './
‘.. ,
0,8 L -
. ',////
%
ARy
0,6 — o - 4 |
R //4""
| NCPre Pl 4
2<ec> ,.",” ’r’
Rt e
0,4 Ll P ]
e — HMF clasico teorica
L D cees m=8 1
B -= m=16
0.2 e m=32 i
‘,J/ —- m=64
| - m=125 -
-=- m=175
0 1 | 1 | 1 1 1 1
0 0,2 0,4 0,6 08 1
u

Figura 3.3: Curvas caldricas para redes embebidas de taiafb00 cona = 2.1, M = 250 y diferentes valores de
m=8, 16, 32, 64, 125 y 175 (lo cual implica valores de conectiggs medias diferentes y crecientes). En todos los
casos la condiciones iniciales son cercanas al equilibe@urva en linea continua corresponde a la solucién exatta d
modelo HMF clésico.

Resumiendo lo visto en esta seccion, es posible constrisistema unidimensional con inter-
acciones locales y dependientes de la distancia, el cus¢éqmeae aun la transicion entre una fase
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ordenada de bajas temperaturas y una fase desordenadasdemperaturas. Mas aun, esta tran-
sicion parece ser siempre de segundo orden, aunque la cacifimde esta sospecha requeriria un
considerable esfuerzo numeérico que esté fuera del interéstd capitulo.

3.3.2. Comportamiento fuera del equilibrio

Ahora veamos qué ocurre con estas curvas en el caso en qoadksianes iniciales impuestas
son del tipo water bag, es decir, condiciones muy alejadbsqgigélibrio. Recordemos que estas
son precisamente las condiciones iniciales que producesngbortamiento anémalo en el modelo
HMF original, por lo cual estamos interesados en analizan €l caso embebido ocurre el mismo
tipo de fendmeno. En particular, como vimos, cuando el nooghlmente conectado es preparado
en estas condiciones, para valores de energia internan@®x la transicion de fase, el sistema
gueda atrapado por siempre en soluciones casi—estacioifiagra del equilibrio.

En la figura 3.4 graficamos las curvas cal6ricas correspotadiaa las dos condiciones iniciales,
lejos y cerca del equilibrio, para una redNe= 500 sitios,a0 =2,1,M =250,m=125y< k >=
175= 0.35N. Recordemas, de la seccion anterior, que para esta cadadtisnedia el sistema se
comporta, termodinamicamente, como el modelo HFM origimadsentando una transicion de fase
para un valor critico de proximo au = 0.75. Para la condicion water bag también se encuentran
superpuestos los datos para tamaRoes 1000 y 2000. A modo de comparacion, hemos incluido
también la curva teédrica correspondiente al modelo HMRmalgEN este caso omitimos mostrar la
curva magnética, la cual presenta el mismo comportamier@@quel mostrado en la figura 3.1. En
esta figura se puede apreciar que, para condiciones isicikdgdas del equilibrio, la curva calérica
se aparta de la curva de equilibrio y de la prediccion tedqréza el modelo original cerca del punto
critico. En cambio, si el sistema se inicializa en condieoercanas al equilibrio, la curva calérica
coincide con la esperada para el caso de campo medio (lid@)sBlotemos, sin embargo, que las
curvas de ambas condiciones iniciales coinciden para iasenguy bajas y muy altas, separandose
s6lo en la zona de transicion de fase, en valores cercanos @.75. Este comportamiento nos
recuerda al mostrado en las figuras 2.2 y 2.3 del modelo deacaragio. Si bien no verificamos un
valor negativo del calor especifico, si observamos un plageda curval vs. u justo debajo de la
transicion, comportamiento que suele obsevarse en lacimees de la curva caldrica de procesos
de multifragmentacion nuclear [35].
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Figura 3.4: Curvas caléricas redes con= 2.1, m= 125 yM = 250 (< k >= 175= 0.35N). Para condiciones iniciales
cercanas al equilibrio la curva obtenid&Na= 500. En cambio, para las condiciones iniciales fuera delibga (wa-
ter bag) se superponen los resultados para tres tamifie500, N = 1000 yN = 2000. La curva en linea continua
corresponde a la solucién exacta del modelo HMF original.

Las curvas caléricas recién mostradas parecen indicar ml@& sona de energias justo por
debajo de la transicion de fase ocurre algun tipo de comp@tdo andémalo. Recordemos que
en el modelo HMF original para estas condicones inicialeseqen estados casi—estacionarios, en
los cuales el sistema se queda atrapado por un cierto tieguieodfverge corN) en una solucién
gue no corresponde al valor de temperatura de equilibricc &dé, este valor es inferior al de la
temperatura de equilibrio.

Basandonos en estas ideas, a continuacion mostraremesidisidos de la evolucion temporal
de la temperaturd = 2 < E; > /N de un sistema de rotadores embebidos en un espacio euclideo
unidimensional cuya dinamica evoluciona segun las ecnaside movimiento (3.4). En la figu-
ra 3.5 se encuentran graficados los resultados de la temmzeeat funcion del tiempo para dos
muestras individuales. El sistemalde= 10000 rotadoresy = 2.5, M = 250 ym= 120 fue inicial-
izado con condiciones water bag. Si bién se muestran sotardes realizaciones para una cierta
combinacion de parametros, hemos podido observar que esteornomportamiento se repite para
otros casos en estas condiciones inicfalkas curvas de la figura 3.5 muestran como evoluciona la
temperatura del sistema que tiene energia interna pocylarti= 0.67, justo por debajo del valor
de la transicion de fase, que es donde aparecen las caticasrandmalas del modelo. Lo que se
puede ver es gue en los primeros pasos de tiempo la tempedaisistema desciende hasta llegar
a un cierto valor, en el cual permanece por un dado periodemad (entre los tiempas= 100
y t = 10000). Luego de mantenerse durante un lapso en un valocarastante, la temperatura del
sistema vuelve a ascender, presumiblemente hasta llegaaios de equilibrio (el cual no podemos
calcular analiticamente). Esta descripcion correspotaer@sencia de un estado de casi—equilibrio
de caracteristicas similares a los encontrado en el moddle ¢tiginal. Notemos la similitud con
la parte b) de la figura 2.3 del capitulo 2 donde se mostré laieidm temporal d§ para el modelo

2Cabe destacar que estas curvas son costosas en cuantgaltieresario para completar la simulacion de cada una
de ellas.
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HMF en su version de campo medio.
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Figura 3.5: Evolucién temporal de la temperatura del sistema de rotadoaira el modelo HMF embebido. Los datos
corresponden a una red de tam#fie 10000 coro = 2.5,M =250 ym= 125 (< k >=175=0.0175N) con condiciones
iniciales water bag. Las curvas corresponden a dos reaizecindividuales.

Por dltimo, mostraremos las distribuciones de momentomdéeklo para diferentes tiempos y
ambas condiciones iniciales, de equilibrio y fuera de dinl. Los dos graficos de la figura 3.6
muestran el histograma de momentos del modelo HMF embelsido yn sistema dil = 5000
sitios,a = 2.1, M = 2500 ym= 1250  k >= 1718= 0.343@N) para diferentes tiempos, a saber,
t=0, 4,8, 16, 32,64, 128 y 256. El cuadro de arriba correspormgadiciones iniciales gaussianas
(cercanas al equilibrio), mientras que en el de abajo @mistse inicializé con condiciones tipo
water bag (alejadas del equilibrio). En ambos casos, setrauss promedio de 10 realizaciones.
Lo que se puede observar es un comportamiento diferenteditriducion de momentos segin se
inicialize al sistema con condiciones gaussianas o watgrtala figura superior se aprecia que el
histograma de momentost & 0 es una gaussiana y permanece con esta misma forma para todos
los tiempos mostrados. En contraste, la evoluciéon de lésdreanas para condiciones iniciales tipo
water bag (abajo) muestran un panorama totalmente disfihtiempo inicialt = 0 la distribucion
tiene la forma water bag (circulos negros). En un instamtediatamente posterior, la distribucion
se deforma hacia una curva que se asemeja a una parabalaamarcual se mantiene hasta tiempo
t = 128. A medida que el tiempo transcurre la distribucién prestormas cada vez mas complejas,
tal como se puede apreciar al tiemipe 256. La forma de la distribuciobn de momentos para este
ultimo instante recuerda a la figura 2.6 del Capitulo 2, d@ed@ostré que a medida que el tiempo
crece las distribuciones de momentos para condicioneal@sdipo water bag en el modelo HMF
original se vuelve cada vez mas compleja, presentandosvaidos.
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Figura 3.6: Distribuciones de momentos para diferentes tiempos y caus iniciales de equilibrio (arriba) y de no
equilibrio (abajo). Los parametros usados en la generatgda red soMN = 5000 cona = 2.5, M = 2500 ym = 1250.

3.4. Conclusiones del capitulo

En este capitulo introdujimos una nueva version del modéts-tdonde losN rotadores que
conforman el sistema se encuentran ubicados en los nodesmdedicompleja embebida en un es-
pacio euclideo unidimensional. El cambio fundamental emrasevo modelo reside en que los rota-
dores del sistema sienten el potencial ejercido solamemterpconjunto de vecinos con los cuales
interacciona, en contraste con la interaccion tipo CurigisgVque existe en la versioén original. En
la nueva version del modelo la conectividad de cada rotastérgobernada por un distribucién de
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ley de potencias. Ademas, consideramos que la red de retadstd embebida, lo que introduce la
nocién de distancia geografica como un nuevo ingredientesiderar en el modelo.

Mediante la integracion de las ecuaciones de movimientsisieima, usando los mismos méto-
dos numéricos que en el modelo HMF original, realizamos @fisie de las propiedades dinamicas
del modelo. Para ello, calculamos las curvas caléricas yngtags para dos condiciones iniciales
diferentes, una cercana y una alejada de la condicion déteiudel sistema. Hicimos un estudio
de tamafio finito, graficando varias curvas para diferenteafias de redes y distintos pardmetros
de embebido de las mismas, pudiendo verificar diferentepodamientos del sistema segun la
condicion inicial utilizada. Tal como ocurre en el modelo AMriginal, si el sistema se inicializa
con condiciones cercanas al equilibrio la curva cal6ricgegeda numéricamente se superpone con
la curva tedrica del modelo HMF original, siempre y cuandodaectividad media sea suficiente-
mente alta. En cambio, cuando la red de rotadores se iaeiali condiciones iniciales alejadas del
equilibrio (las condiciones conocidas como water bag) leacgalérica del modelo embebido se
aparta del comportamiento de la curva obtenida con lasiargercondiciones iniciales (y por ende
se aparta de la curva teérica del modelo original) en la zerendrgias levemente inferiores a la de
transicion de fase del modelo. Ademas, se pudo observarl goenportamiento es independiente
del exponenteax de la red compleja, pero que si depende de la cantidad deiopasxnaxima y
minima de los sitios, y por ende el mismo puede deberse a kctradad media de la red. Mas
aun, parece haber un limite en la conectividad media de la padtir de la cual se empiezan a ob-
servar los comportamientos mencionados. O sea, para yaiang bajos de la conectividad media,
el sistema pierde la transicion de fase y pasa a comportanse an sistema unidimensional con
interacciones entre vecinos proximos.

El resultado destacable de este estudio es que se pudoaramralgunas de las caracteristicas
andémalas que se observan en el modelo HMF pero en un sist@dimensional con interacciones
complejas. Es decir, pudimos observar ciertas caradtadgstle un modelo de campo medio con
interacciones de largo alcance en uno de corto alcanceatadntones complejas y con un nimero
pequefio de conectividad media (en relacion al tamafio dehsas.
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capituLo 4

El modelo de Hopfield

4.1. Introducciéon

Unared neuronal artificiales un arreglo de unidades conectadas entre si. Estos ebsireetds
gue llamaremoseuronas artificialesson dispositivos matematicos descriptos usualmenteuper f
ciones muy sencillas que caracterizan sus estados, l@satahbian autbnomamente dependiendo
de que las sefales entrantes superen un valor umbral dedeloniEn este sentido, estas unidades
tratan de imitar los rasgos mas importantes de las neurdolagibas, las cuales son células capaces
de disparar, recibir, procesar y enviar informacion. Lakeseneuronales sirven, por lo tanto, como
modelos para el estudio del comportamiento cooperativolgsgdpropiedades computacionales ex-
hibidas por los sistemas nerviosos de los animales. Si bemeldes neuronales constituyen una
simplicacién de la neuro-biologia, estos modelos simpesipen estudios sistematicos y ayudan
a entender los principios subyacentes en los mecanismamggutacion que utilizan los sistemas
biolégicos [50].

El estudio de lasedes neuronalesomo un campo particular dentro del area de la inteligencia
artificial, ha merecido un sorprendente incremento deéstpor parte de la comunidad cientifica en
los ultimos 20 afos. Este interés ha provenido de las méadearidisciplinas, tales como la fisica,
la neurobiologia, la matematica, la psicologia y la ingéajeentre otras. A la vez que permitié
comenzar a estudiar las funciones mentales a partir de o®datematicos y computacionales,
el estudio de las redes neuronales artificiales trajo amegn su corta historia el desarrollo de
técnicas muy sofisticadas, tanto analiticas como numédoasnos permiten hoy analizar una gran
variedad de problemas complejos.

Las redes neuronales se basan esuposicion conectivisticasegin la cual la capacidad del
cerebro biolégico para desarrollar actividades sofistisgéhcluyendo operaciones mentales), re-
side en la intrincada y compleja arquitectura de sus conegiginapticas. Tal arquitectura esta
determinada tanto por la topologia de la red (quién estécta@ con quién) como por la matriz
de pesos sinapticos (cuan eficiente es el acoplamientodmgreeuronas conectadas). La mayoria

55



4.2 Desde las neuronas hasta las redes neuronales

de los trabajos presentados en la literatura han explostdaitima propiedad, mientras que se le
ha prestado poca atencién a la primera. En el caso de lasdéeamades atractoras, mayormente
utilizadas para modelar el problema de memoria asociatas, todos los esfuerzos se han con-
centrado en el estudio de redes totalmente conectadastor@eente diluidas (grafos aleatorios).
De hecho, estos estudios han demostrado la relevancia algolagia, probando que un adecuado
proceso deoda de las conexiongaiede producir un mejoramiento sustancial en el desempafio d
sistema. Recientemente los fisicos han tenido en cuenézlebtde que la topologia de la red puede
jugar un papel fundamental, mediante la incorporacion tei@aras sinapticas mas sofisticadas.
En particular, el uso de redes de mundo pequefio y/o libresa#dag han mostrado cuan relevante
es la arquitectura para el desempefio del sistema nervioso.

Por otro lado, es importante notar que casi todos los irgetidomodelar cerebros biolégicos
se han hecho utilizando redes en donde la distancia entreelasnas no juega ningun rol en la
conformacion de la conectividad sinaptica (redes de aécamfnito). Sin embargo, los sistemas
neuronales biologicos se encuentran embebidos en un espatdideo de baja dimensionalidad.
Y a pesar del hecho de que las neuronas pueden eventualmbritedéstancias muy grandes, sin
ninguna duda la distancia entre neuronas juega un papettiamp® en el desarrollo del sistema
neuronal. Por otro lado, existe en la actualidad un sofaticaerpo de evidencias experimentales
gue sugiere que las redes sinapticas de cerebros realesnpigeer las propiedades de mundo
pequefio y libre de escala.

El objetivo de nuestro trabajo es juntar estos dos ingrésienomplejidad y baja dimensionali-
dad, en un modelo neuronal para memoria asociativa, sigmiglproceso de embebido descripto en
el capitulol. El objetivo es verificar si la combinacién deggropiedades topolégicas puede mejo-
rar la capacidad de reconocimiento de las redes. A fin de iicaplel problema, consideraremos
el modelo conocido commodelo de Hopfield51], introducido en el afio 1982 para modelar el
proceso de reconocimiento de patrones por asociacion. @& plessu aparente simplicidad, este
modelo (como asi también todas sus variantes) logra capisralementos escenciales necesarios
para modelar el problema de la memoria asociativa en sistamaonales reales, a saber, unidades
no lineales, comportamiento cooperativo y competitivayemtivismo y dinamica de asociaciones
tipo entrada—salida.

En la primera parte del presente capitulo introduciremascelelo de Hopfield para memoria
asociativa en su version original, con el objetivo de wiliestos conceptos en el desarrollo original
gue se mostrara en la tltima parte del capitulo. Alli anedires dicho modelo en un arreglo regular
bidimensional con topologia de conexiones complejas.

4.2. Desde las neuronas hasta las redes neuronales

Hoy en dia existe una gran cantidad de modelos que pretengicae diferentes aspectos de
la dindmica de los sistemas neuronales. Una buena razéelfmes la existencia de varios niveles
de descripcion y de abstraccion en el ambito de la neurafiml@barcando desde el modelado
de neuronas individuales hasta el modelado de las mas cadiasi funciones mentales, pasando
por un sinnimero de problemas intermedios. Otro motivo eslgwomunidad relacionada a las
redes neuronales es muy amplia e interdisciplinaria, abdctanto la biologia, la psicologia y la
farmacologia, como la matematica, la fisica tedrica, lapuarcion y la ingenieria. Claramente, las
motivaciones, los interrogantes y las técnicas son biematifes en cada una de estas areas. Por lo
tanto, los modelos disefiados para abordar un problema dadgih propiedades y caracteristicas
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4.2 Desde las neuronas hasta las redes neuronales

muy particulares que no seran representativas de otrokeprab.

En esta seccién describiremos muy brevemente la propieda@icas de las neuronas que,
junto con las células gliares, constituyen las componentesimportantes del sistema nervioso de
los mamiferos. Esta descripcidn esta orientada a reconoélas son las caracteristicas que se usan
en el modelado de redes neuronales.

El cerebro de un mamifero contiene del orden dé h@uronas o células nerviosas. La principal
funcion de una neurona consiste en recibir, procesar yrridininformaciéon en forma de impulsos
eléctricos. Si bien existen diferentes tipos de neuromsasnatomia de la mayoria de ellas consiste
de tres regiones morfoldgicamente bién definidasdirdritas el cuerpo celulary el axén (ver
figura 4.1) [52].

hucleo

Nuckzolo
Ramificaciones
Dendritas terminales
— Céluda de Schwann

Yaina de migling

Cuerpo celular

Figura 4.1: Representacion esquematica de la morfologia de una netipizeade un vertebrado. Extraido de [52].

El cuerpo celularo somaes el centro metabdlico de la célula. Desde el cuerpo calslaal-
mente salen dos tipos de extensiones:dsdritasy el axén La mayoria de las neuronas tienen
varias dendritas, que se ramifican en forma de arbol y sireeroda principal via de entrada de las
sefales provenientes desde otras células nerviosas. Eastendesde el cuerpo celular emerge un
Unico axoén, que es la principal unidad de conduccion de lpsiisos nerviosos en la neurona [52].

La sefial eléctrica que se propaga a través del axén se dempaténcial de acciéridisparoo
simplementesefia). Esta sefial constituye un impulso nervioso a todo o nadde@s una vez que
se supera un cierto umbral, se produce el disparo de la sefijptgceso continda hasta completarse.
El potencial de accién tiene una amplitud de unosmi@0una duracién de aproximadamentasl
y se propaga a una velocidad de unosrm9[52].

Pero, ¢como fluye la informacion dentro de una neurona y aeleirsistema nervioso? Para
gue se produzca un dado comportamiento, cada neurondjeaTt&E genera una secuencia de cuatro
tipos distintos de sefiales dentro de la célula: una sefialtoeda, una sefial integradora, una sefial
conductora y una sefal de salida. Para entender este pegesgesario conocer las propiedades
eléctricas de las células. En reposo, las neuronas mamtieree diferencia de potencial de unos
65mV entre el interior y el exterior de la membrana celular. Edferehcia de potencial, conocida
comopotencial de membranas producida debido a la concentracion desigual de ioriesjpal-
mente sodio (N&) y potasio (K'). EI Na" se encuentra en mayor concentracion afuera que adentro
de la célula, mientras que elkse encuentra en mayor concentracion en el interior que etesiar
de la membrana celular.

En una neurona en estado de reposo no fluye ningln tipo demterentre una parte y otra de la
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célula, siendo el potencial de membrana siempre el mismaeblronas sensoriales, el flujo de co-
rriente se inicia tipicamente en una region especializada deuronaquperficie receptivia donde
existen ciertas proteinas que son sensibles a estimulssrsges. Alli, un estimulo externo (sefial
de entrada) puede producir la apertura abrupta de los sadaleos sensibles al Naproduciendo
un ingreso de Naal interior de la célula, y ocasionando una depolarizac@étadnembrana. Si el
potencial de membrana resultante excede un cierto umief@l(s1tegradora), se genera un poten-
cial de accion que se transmite a lo largo del axén. En la neLebpotencial de accion se produce
principalmente en el segmento inicial del axon, el primaiio de Ranvieo elmonticulo del axon
gue son las regiones de la célula con mayor concentraciéarddes idnicos sensibles al NeEs
en esta zona donde todos los potenciales sinapticos o oeege suman y la neurona decide si
disparar 0 no uno o varios potenciales de accion. Luego deagqédula se despolariza, la misma se
debe repolarizar nuevamante para poder generar un nuevuciatde accion. Este proceso es con-
trolado mediante el ingreso de iones Kl interior de la célula. Luego del mismo, existe un tiempo
durante el cual la neurona no es capaz de excitarse nuevgroenbcido comgperiodo refractario
El equilibrio inicial de concentracion de iones Ng K~ se restituye nuevamente mediabtenbas
iGnicas

El potencial de accidn generado se propaga a lo largo de hadémamas del axén de una neu-
rona (neurongre—sinaptica transmiten las sefiales a otras (neurgmasi—sinapticasen un sitio
llamadosinapsis mediante la emision de ciertas sustancias quimicas lasnagurotransmisores.
En esta region, la seiial se transforma para poder ser ttadesmiotras unidades. Las ramas de un
solo axén, tipicamente, pueden formar sinapsis con oti@d@ Aéuronas [52].

La propagacion de los impulsos eléctricos, tanto dentroadmisma neurona como desde
una neurona a otra, s un proceso extremadamente compiaibceal intervienen innumerables
agentes y reacciones quimicas. Estas interaccionestogestia base del procesamiento de la in-
formacion del cerebro. Los modelos neuronales intentaeaeciertos aspectos del funcionamiento
del cerebro, utilizando solamente sus caracteristicawigdes sin tener en cuenta todos los detalles
del mismo. Es decir, se usa la premisa de la fisica estaisigUn la cual no todos los detalles
microscépicos de un sistema son relevantes a la hora déldiesarcomportamiento macroscoépico.
Es por ello que los modelos neuronales utilizan como ungladeeuronas artificiales sumamente
simples. A continuacién describiremos algunos de los nosdi# neuronas que se usan en el estudio
de las redes neuronales.

4.2.1. Las neuronas de McCulloch y Pitts

Los primeros intentos por modelar el funcionamiento deéloer usando neuronas formales
simples datan del afio 1943, cuando Walter Pitts y Warren Matu[53] propusieron una red de
elementos de dos estados capaz de realizar ciertas opeadigicas. Segun ellos, unaurona
formal es una variable binaria que puede estar en dos estaded: on; = 0. En el primer caso, la
neurona esta activa, es decir, esta disparando un pulsatraseue el segundo estado corresponde
a una neurona que esté en reposo.
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Figura 4.2: Representacion esquematica de una neurona biol6gicka(ayruna artificial (abajo).

En este modelo el estado de una neurona esta dado por unaesewia jple las entradas prove-
nientes de otras neuronas, de acuerdo a la siguiente regla:

ni(t+At):G) ZWijnj('[)—& , 4.2)
J

donde®(x) es la funcion escalon definida como:

o={7 o (42)

En la expresion (4.1), los pesus; representan la eficacia de la sinapsis entre la neuronanaési
(pre-sinaptica) y la i-ésima (post-sinaptica). Esta maitiede contener valores positivos, en caso
de que la sinapsis sea excitatoria, negativos, en caso da gimapsis sea inhibitoria, o cero, en el
caso de que no exista una conexién entre ambas neuronas snta @s$té totalmente atrofiada. El
parametrof es el umbral de activacion de la i—ésima neurona, el cual siebsuperado para que
se produzca un disparo.

La suma de las entradas provenientes de otras neuronasse comaotencial post—sinaptico
h = ZWij nj,
]
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4.2 Desde las neuronas hasta las redes neuronales

y la representamos con2oen la parte inferior (neurona artificial) de la figura 4.2. Beadorma, el

estado de la neurona se determina por comparacidnate el umbral de activaciog:
0 sihj < 6

" _{ 1 sih > 8. (4.3)

Se puede demostrar que, combinando neuronas de este tipedanpmplementar las operaciones
l6gicas NOT, AND, OR y XOR, si se eligen adecuadamente laitecfura, los valores de los pesos
y los valores de los umbrales.

Estas neuronas introducidas por McCulloch y Pitts se pulkedegr mas complejas hasta obtener
un comportamiento tan realista como se desee. En partienld962 Hodking y Huxley recibieron
el Premio Nobel de Medicina precisamente por haber condegunodelar en forma muy detallada
la dinamica del potencial de accion de una neurona utilizamdconjunto pequefio de ecuaciones
diferenciales acopladas. En el medio, es posible imagimaimnimero de modelos de complejidad
intermedia. En esta tesis nos limitaremos a utilizar neasdrinarias levemente diferentes a las
introducidas por McCulloch y Pitts pero totalmente eq@nsds, en las cuales el estagld se
reserva para neuronas que disparan y el estddpara neuronas en reposo.

En 1949 el psicologo Donald Hebb [54] propuso que los sistengaironales pueden apren-
der y formar asociaciones a través de modificaciones seleafie sus conexiones sinépticas. Este
fendbmeno, conocido conaasticidad sinapticaes la base del llamadgmradigma conectivistd_a
hipo6tesis de Hebb establece que cuando las neuronas ett@s @ un determinado patrén, su
propia actividad induce cambios en sus coeficientes sowplv;) de forma tal que refuerza la
estabilidad de ese patrén de actividad.

Una vez definido el modelo de neuronas, se establece la rednaécomo un conjunto dd
neuronas artificiales conectadas mediante una matriz diooes sinapticag/, cuyas eficacias
sinapticas estan descriptas por las componemiesn otras palabras, definir una red neuronal es,
de acuerdo al llamado paradigma de Hebb [54], definir la tequira de conexiones del conjunto
de neuronas.

4.2.2. La memoria asociativa

El estudio de redes neuronales ha permitido analizar dieeseproblemas de las ciencias cogni-
tivas, de los cuales los dos méas importantes corresponderlarhadogaradigma de aprendizaje
y paradigma de memoria asociativa

El aprendizajese refiere a la capacidad que tienen los organismos vivostdecaganizarse
en base a las interacciones con el mundo exterior, de folrda &daptar su comportamiento a un
medio ambiente cambiante [55].

Lamemoria asociativas la capacidad que tienen algunos organismos de recupiranacion
previamente almacenada a partir del conocimiento pardraperfecto de dicha informacion.

El problema de la memoria asociativa ilustra de un modo dlranera en que el computo
colectivo de unidades simples puede dar lugar a un compiengmncomplejo, similar al observa-
do en cerebros biol6gicos. En una computadora convengiehalmacenamiento de informacion
se realiza mediante una direccion que hace alusion a unfisizr en el cual se almacena la in-
formacion. A diferencia de esto, el cerebro de un mamifevo,epemplo, es capaz de almacenar
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4.3 Descripcion del modelo de Hopfield

informacion sobre un objeto 0 un sonido sin necesidad de siainele esta fisicamente guardada la
informacion.

En término de redes neuronales, se puede plantear el pmleda memoria asociativa de la
forma que mostraremos a continuacion. Supongamos que ¢sngma red neuronal, definida por
un conjunto déN neuronas caracterizadas cada una por una variable b{mada{ —1,1}}i—1 N,

mas un conjunto de pesos siapti§es; € R} j—1.. N . Cada neurona ademas debe poseer una regla

de actualizacion dinamica, como por ejemplo la de McCuloPittg. Dado que existel neuronas
binarias, el sistema tiene un conjunto dec@nfiguraciones accesibles. Entonces, almacenar en for-
ma asociativa consiste en seleccionar un conjuntp irones o memoria&i"izLMN}uzlw.,p de
forma tal que cuando el sistema es inicialmente preparado@ionfiguraciofn;(t = 0)} = {¢}

dada (que asumiremos modela el estimulo que recibe la std)espondera evolucionando auténo-
mamente al patroféH' } que mas se asemejg & }. Es decir, el sistema debe relajar dinamicamente
en forma autbnoma a la configuracifm} = {&!'} 0 a una muy parecida a ella. Cuando esto sucede,
decimos que la red reconocié a la configurac{@n como un ejemplo deli—ésimo concepto al-
macenado.

Dada la dinamica de McCulloch y Pitts, el problema se redotEnees a encontrar una eleccion
adecuada de lofw;j }, de modo tal que el proceso de relajacion antes descriptoosea se pre-
tende. Es decir, se pretende quepax)nfiguracioneét{fi“}i:1 “““ N }u=1,..,p S€an atractores estables
de la dindmica del sistema.

Deseamos resaltar que en este capitulo nos abocaremosasallizar el problema de la memo-
ria asociativa. A continuacion, explicaremos la solucideada por Hopfield en lo que se conoce
hoy comoel modelo de Hopfield

4.3. Descripcion del modelo de Hopfield

El modelo de Hopfield es un modelo mecanico—estadistico deresh neuronal, basado en
neuronas binarias, que tiene la propiedad de almacenauge® informacion en forma asocia-
tiva. El mismo consiste dBl neuronas binarias representadas por las variables de &$tgde
pueden tomar valores-1 (neurona activa) y-1 (neurona en reposo). Notemos que, por conve-
niencia matematica, hemos realizado un cambio de variphlespasar de las variables binarias de
McCulloch y Pittsn; = 0,1 a variables del tipo Isin§ = +1. Esto nos permitra, en ciertos casos,
realizar analogias con el modelo de Ising para sistemasétiags La dinamica del sistema viene
dada ahora por la siguiente regla de actualizacién de lasmas artificiales:

St+1) =Sgn<ZWiij(t)—9|> ; (4.4)
J

dondesgnx) es la funcién signo. Notemos que con esta nueva elecciévaloses que pueden
tomar los patrones almacenados seran tamgférs- +1. Asumiremos ademas que los patrones
almacenados son variables aleatorias independienteslgsjumbraleg 6 } son todos nulos.

La regla de actualizacion para el estado de las neuronastifjga al modelo es la conocida
como secuencial, porgue en cada tiempo se elige una neurararay se actualiza su estado de
acuerdo a la regla (4.4). La eleccion de los pesos sinaptigasdoptada por Hopfield [51] en su
trabajo del afio 1982 es la siguiente:
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2l

p
Wij = z fi“fj“o (4.5)

u=1

Esta eleccién corresponde a una forma particular de la degldebb, ya que la eficacia sinaptica
entre dos neuronas depende de la actividad entre ellas ypeodie de la actividad del resto. Note-
mos que la matriz de acoplamientos sinapticos definida pxgdeesion (4.5) es simétrica, es decir
quew;; = w;i. Esto implica que si la neuronasta conectada con Jaentonces lg esta conectada
con lai con la misma eficacia. Se puede demostrar que bajo ciertascimoes, esta elecciéon de
w;j implica que los patrones memorizados (u otros muy parecgmsconfiguraciones estables de
la dinamica del sistema, es decir, si el sistema alcanzaeinatds configuraciones almacenadas, se
mantendra en esta misma configuracion por siempre.

El modelo de red neuronal con unidades binarias para modetaoblema de memoria aso-
ciativa que usa la regla de Hebb (4.5) con actualizaciorcasiica (secuencial) que acabamos de
describir recién es lo que se conoce camadelo de HopfieldExiste otra formulacion del modelo
gue se basa en la funcién de Liapunov o energia del sistemmacpo no sera (til a los fines de
nuestro trabajo, la omitiremos en esta tesis.

4.3.1. La capacidad de almacenamiento del modelo de Hopfield

Es sabido que los sistemas biolégicos tienen una capaciddfara almacenar patrones dife-
rentes. Es mas, sabemos que esta capacidad es bastamatédisiise la compara con la capacidad
de almacenamiento de las computadoras modernas. Cabeenfmeguntarse, ¢cuantos patrones
es capaz de almacenar la red neuronal de Hopfield? Un estediénico estadistico realizado por
Daniel Amit, Hanoch Gutfreund y Haim Sompolinsky en 1987,[58] resolvio definitavemente
esta cuestion de forma muy elegante y sofisticada. De aquiasncansideraremos solamente el
caso en que los patrones almacenados son configuraciomégriake elegidas entre si en forma
independiente. En otras palabras, el valor de cada una derables aleatoriag’ se obtiene de
una distribucion de probabilidad que tiene la forma:

PEY) = 5 (1 &)+ 2(1+ &), (@.6)
en tanto, la probabilidad del conjunto de patrones viena gad:
PHE"D =TT p&")- (4.7)

Aprovechando que el modelo de Hopfield tiene acoplamienodtscos y que la dinamica del
mismo puede ser asociada facilmente a la dindmica Mont® @arln modelo de vidrio de espin
en la aproximacién Curie—Weiss (donde cada espin interaxixl todos los otros espines de la red
mediante una interaccién aleatoria y competitiva cuyansitiad no depende de la distancia entre
los momentos magnéticos) ellos fueron capaces de encoutitezando el truco de las réplicas,
la funcion particién del modelo. Este calculo, realizadoapaidades neuronales estocasticas, les
permitié acceder a la solucién del problema deterministanclimite de ruido cero), obteniendo
dos regimenes diferentes:

= si el nUmero de patrones es mayor que cierto valor crftigg entonces la red no funciona

como dispositivo de almacenamiento asociativo, puestastates de la dindmica del sistema
no estan correlacionados con los patrones almacendos;

62



4.3 Descripcion del modelo de Hopfield

= Si el nimero de patrones es menor @y la red evoluciona hacia uno de los patrones
almacenados o, en su defecto, a una configuracion muy ceqicgin@n términos de distan-
cia de Hamming). En otras palabras, la red funciona comasityo de almacenamiento
asociativo, y lo hace muy bien, pues reconoce con poco error.

El valor pmax €scala con la conectividad media de la red, que en el casoytartde Hopfield
esN — 1. Es mas, se puede ver que:

Pmax=> 0.138 N — 1) ~ 0.138N

Cuando la relaciorp/N alcanza el valor critic®max/N, el sistema sufre un cambio abrupto. En
términos mecanico-estadisticos decimos que el sistemamud transicion de fase de primer orden
entre un estado de reconocimienfiy | < pmax/N) y otro de no reconocimient@(N > pmax/N).

La forma de caracterizar la capacidad de reconocimientmadeead particular (definida para un
dado conjunto de patrones almacenados) es medir la su@dpade una configuracion tipica del
estado estacionario final de la red (usualmente obtenid@ eonpromedio temporal en el estado
estacionario) con el patrén mas cercano al que ha conselipgdn. Mas aun, por ser simétricos los
acoplamientos del modelo de Hopfield, es facil mostrar gelestados estacionarios estan restringi-
dos a ser puntos fijos de la dindmica del sistema. Supongaonasipnomento que colocamos la
red inicialmente en una configuracién aleatoria y dejamobieionar el sistema hasta alcanzar una
configuracién punto fijo atractm{eﬁf}. Supongamos también gque esta configuracion final tiene co-
mo patrén mas proximo a la memoria (a la configuracion alnsdad &,” }. Entonces definimos la
superposicion entre el estado final wlaésima memaoria como:

1N f.,
mf:NZS &' . (4.8)

Notemos ahora que si; es igual a uno, esto quiere decir que la configuracién finalctaé en
todas las neuronas conwelésimo patrén almacenado. Es mas, a medida que ambas cacifigis
comienzan a discrepar en mas y mas neuronas, el valof demienza a decaer. En particular, para
ms = 0 podemos afirmar que ambas configuraciones estan totaloesterrelacionadas.

A fin de analizar como se degrada la capacidad de reconod¢onitzh modelo de Hopfield
necesitamos conocer como varia el valor de la cantida@ medida que cambia el valor ¢e
Como ya hemos mencionadgmax escala con el nimero total de neuronas de ld\reghtonces es
de esperar que; dependa dey deN a través del parametyp= p/N recientemente introducido.
O sea, debemos encontrar la funcrén(y).

En 1987, Amit y sus colaboradores [57] fueron capaces dengmracouna solucién analitica
para este problema, donde (y) surge, en el limite termodinamico y en el limite determaisiel
siguiente sistema de ecuaciones algebraicas:

C = iexp —ﬁ (4.9)
oyr 2yr

C o (1_1(:)2 (4.10)

_ _ M
mi = erf( 2yr>’ (4.11)
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er I \/_ u dU. .

Observemos que la soluciébn que mostramos recién es validaepdimite termodinamico,
es decir, para un sistema donde— «. Otra forma de construir numéricamente la curva de re-
conocimiento del modelo de Hopfield es realizar una sim@tadie un sistema de tamafio finito.
Para ello, se utiliza el siguiente protocolo:

1. Se prepara al sistema inicialmente en uno de los patrétmesenados y se lo deja evolucionar
hasta alcanzar un punto fijo.

2. Unavez que el sistema lleg6 al punto fijo, calculamos einddm; para esa simulacion.

3. Repetimos esta operacién un ndmero grande de vecesuftignte 100) y calcularmos el
valor medio dem;.

4. Variamos el valor d@ dejandoN fijo hasta completar la gréafica der vs. p/N.

En la figura 4.3 mostramos la llamada curva de reconocimidaetanodelo de Hopfield. En
linea continua azul presentamos la curva calculada ar@atignte (correspondiente al limite ter-
modinamico) resolviendo el sistema de ecuaciones algatsradiescripto recientemente. Los puntos
fueron obtenidos mediante simulaciones numéricas paraegndeN = 1000 neuronas. Como ve-
mos, para valores pequefios piéN la curva tedrica y la obtenida numéricamente coinciden muy
bien. No obstante, en la curva numérica nunca observamasda drastica predicha por la teoria.
Esto se debe apenas a efectos de tamafio finito. Si uno resl@anesma curva numérica para
valores crecientes d¢ puede verificar que, para valores N < pmax/N, los valores promedios
de m; no dependen fuertemente tig en tanto para valores d&/N > pmax/N estos promedios
dependen fuertemente ey tienden a cero a medida que el tamafio del sistema crece.

Resumiendo, hemos visto que el modelo de Hopfield funcionabian como dispositivo de
almacenamiento de memoria asociativa siempre y cuandajeérabs dentro del rango de valores
de p (numero de patrones almacenados) yNdénimero de neuronas) tal queN < 0.138....
Como ya mencionamos, estos resultados se restringen acage los patrones almacenados son
tomados al azar, sin correlaciones entre neuronas ni egitiengs (se puede ver, aunque esta fuera
del interés de esta tesis, que a medida que los patroneseslatixs se correlacionan entre si, la
capacidad de reconocimiento se degrada, o sea, el valmr 4\ decae drasticamente).

Dos limitaciones importantes del modelo de Hopfield se mfiel hecho de que la matriz de
conexiones sinapticas es simetrieg; (= wj;) y totalmente conectada (cada neurona interacttia con
todas las otras neuronas). Desde el punto de vista biol&gigoclaro que estas dos restricciones
estan lejos de acercarse a lo que sucede en sistemas realés,ell niUmero promedio de conex-
iones por neurona es muchos 6rdenes de magnitud menor atmioed de neuronas. Ademas,
éstas son fuertemente asimétricas, al punto tal de que enajjesnla sinapsis existe en una direc-
cion, no existe en la otra. Por otro lado, desde el punto emtaputacional estas dos propiedades,
simetria y conectividad extrema, son muy dificiles y cassade implementar en un dispositivo de
almacenamiento artificial.
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Figura 4.3: Curva de reconocimientm; vs. p/N para el modelo de Hopfield. En linea continua se muestra éniufat
analiticamente para el caso determinista y en el limiteddimamico N — ) y en circulos rojos la obtenida numérica-
mente para una red dé= 1000 neuronas.

Desde la resolucion analitica del modelo de Hopfield en ell®&Y, ha habido un creciente
interés de la comunidad cientifica en encontrar modificasida mas simples posibles al mismo,
capaces de mejorar su capacidad de reconocimiento. Estogois apuntaron en dos direcciones
diferentes: algunos sugirieron modificar la regla de Hoghfielra construir los acoplamientos sinap-
ticos, en tanto otros apostaron a preservar la regla y madifiitcamente la topologia de conexiones
mediante el proceso de poda o dilucion, o sea, eliminandgsis con alguna prescripcion. Como
los resultados originales en esta parte de tesis apunteisgmente a mejorar la capacidad de re-
conocimiento del modelo mediante la eliminacion de comesoy a los fines de poder comparar
diferentes resultados de la literatura con los obtenidassentrabajo, en la proxima seccion intro-
duciremos brevemente dos variaciones del modelo de Hogfieldncrementan notablemente su
capacidad de reconocimiento (el valor glgax/N).

4.3.2. Variaciones del modelo de Hopfield con dilucion asimétrica
El modelo de Hopfield ultra-diluido

En la red de Hopfield, las conexiones son simétrigas= w;i) y cada neurona esta conectada
con todas las otras, mientras que en las redes biolégicasresdnocido que las conexiones son
asimétricas y en promedio cada neurona esta conectada sol@equefia fraccion = 1076 de
las restantes 1. Derrida [58] introdujo estas caracteristicas diluyenda ted de Hopfield en la
cual losw;j fueron construidos previamente siguiendo la regla de H&bp Este modelo consiste
deN neuronas tipo Ising = +1, cuyas interaccionel; dependen d patrones almacenados. Por
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definicion del modelo, los valores dg vienen dados por:
P
Ji=Cji ) ghel, (4.13)
u=1

y losGjj son variables aleatorias independientes que diluyendgsis original cuandGj; = 0. Para
cada pafi, j), Cij y Cji son elegidos aleatoriamente de acuerdo a la distribucigmatebilidades:

p(GCij) = %5((:”‘ -1)+ (1— %) o(Gij). (4.14)

Notemos que las interaciondg y J;; son escogidas independientemente, existiendo una pliebabi
dad no nula de que sean diferentes. En otras palabras, seduaido también asimetria en la red
de conexiones.

Para este modelo se pueden considerar dos dindmicas thferen

1. Dinamica paralela, para la cual a cada tiemptodas las neuronas son actualizadas si-
multaneamente segun la ley definida por las ecuaciones:

+1 con probabilidad1+ exg—2h;(t)/To))

ait+A0) :{ —1 con probabilidad1+ exp(2h;(t)/To)). (4.15)

donde
hi(t) = ZJijUj('[), (4.16)

El parametrdly que aparece en (4.15) es una temperatura ficticia que coedralido en la
dinamica. Para la dindmica paralela la escala de tiempo es,

At=1 (4.17)

2. Dinamica secuencial aleatoria, para la cual a cada tierspelige una neurorial azar entre
las N y se actualiza dicha neurona segun la ley definida por lasiecies (4.16) y (4.15).
Como para cada paso de tiempo sélo una neurona es actuaglenos la siguiente escala
de tiempo:

A= (4.18)
Los resultados a continuacién valen sélo en el limite teindodicoN — o« y para el caso de
dilucion extrema o fuerte, que corresponde al caso paati€@H In (N). Consideraremos la evolu-
cion de una configuraciofio;(t)} que tiene Unicamente superposicion macroscépica (no $& anu
al tomar el limite termodindmico) con un patrén almacenddaptada comm(t), y superposicion
microscépica (se anula al tomar el limite termodinamica) ks otrosp — 1 patrones aleatorios
almacenados. Como en el modelo original de Hopfiel, la sogandnm(t) esta definida como,

N
me) = 3 (& (o). (4.19)

Es posible determinar analiticamente la curva crifigas p/C, T*(p/C), tal que por debajo
de ella el sistema almacena y por encima no. En particula| Emite deterministalo =0y en el
limite termodinamico, el valor critico de= p/C es

Ve = 721 ~ 0.6366 (4.20)
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4.3 Descripcion del modelo de Hopfield

y la transicion es de segundo orden~ (y; — y)%. Uno puede ver que palg=0yy— 0

m :1-,/%’5%. (4.21)

Vemos entonces que este modelo asimétrico diluido estmdiiewe una transicion de segundo
orden, a diferencia de la de primer orden para el modelo déi¢ldpAdemasy, es mayor aqui,
indicando que es posible almacenar mas patrones con el nasimerzo computacional. Se puede
ver ademas, aunque esta fuera del interés de esta tesisy qatutaleza del atractor es también
muy diferente de lo observado en el caso de Hopfield, y questensa visita un atractor caotico
muy préximo a la memoria almacenada. Finalmente, es imptertdestacar que, pese a la gran
restriccion que impone la dilucion fuerte, estos resubiaaioaliticos concuerdan muy bien, salvo
diferencias por efectos de tamario finito, con las simulasamumeéricas realizadas en sistemas
mucho mas realistas, para los cudes N, conforme se mostré en [59] y [60].

El modelo de Hopfield ultra-diluido en una red compleja campo medio

Este modelo, que consiste basicamente en el modelo de Hiogdiizhido sobre una red dirigida
y generada con el algoritmo de Barabasi-Albert, fue intcabuen [62].

El modelo se basa en tres caracteristicas importantes degdeto de vista topologico:

1. Dilucion preferencial y asimétrica de las sinapsial como sucede en el modelo de poda
selectiva [43], es deseable que la dilucidn no sea puranaézdeoria.

2. Distribucion ley de potencias del grado de conectividad aterleuronasEsto quiere decir
gue deseamos que, una vez construida la red neuronal, n@ poaesscala de distancias
sinapticas caracteristica [63].

3. Evolucién de la reden este modelo se pretendié emular, en forma simplificagepeéso de
desarrollo del sistema nervioso, el cual consta de al meymstdpas bien marcadas: una eta-
pa embrionaria, donde la red de conexiones esta principiédnfaunque no exclusivamente)
sujeta a condiciones genéticas, y una segunda etapa deatiaduen la cual la red nerviosa
se tiene que adaptar al medio ambiente. Esta segunda efaljiaita existencia de una regla
dinamica de crecimiento y reconectado de la red, que a laevperimita responder correc-
tamente al medio ambiente cambiante. En este sentido, &lides conseguir una regla de
crecimiento de la red de conexiones que permita a la vez tiygaamas propiedades 1y 2
anteriormente descriptas. Para ello, el modelo utilizadaas introducidas por Barabasi y
Albert [14], con el cual ellos obtienen, mediante una regl&ablucién, una red que presenta
fuerte dilucién y distribucion de grado tipo ley de potescia

Como es usual, se analiza numéricamente la capacidad deeslamiento del modelo. La
complejidad de la matriz sinaptica impide cualquier arsbsalitico. A fin de caracterizar el re-
conocimiento, se mide como siempre el parametro

1
mi=—Y &S, (4.22)
PN
donde{S} corresponde a una configuracion estacionaria de la din&elcaodelo.
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4.4 El modelo Hopfield embebido en una red compleja

La dinamica es exactamente igual a la del modelo usual de éfidpfion actualizacién asin-
cronica y aleatoria de los estados de las neuronas de aau&xdegla:

S(t+1) =signah;), con h = ZWiij . (4.23)
]

En [62] se realizaron simulaciones numéricasrdess y = p/(k), donde(k) es la conectividad
de la red final. Los resultados obtenidos se muestran en la figd.
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Figura 4.4: ms vs. p/(k) (que el autor denominé con la leteg para el modelo Hopfield con dilucién y complejidad
definido en [62]. Las curvas corresponden a diferentes tasnaél sistema. Extraido de [62]

4.4. El modelo Hopfield embebido en una red compleja

En las secciones anteriores introdujimos el modelo de Hdpfera memoria asociativa y dis-
cutimos no solo sus propiedades, sino también algunassies introducidas en la literatura,
orientadas todas a mejorar su capacidad de reconocimotdaberse originado en el estudio de
vidrios magnéticos, el modelo de Hopfield posee muchas gedggedades que los fisicos estadis-
ticos usualmente atribuyen a los modelos de la fisica de tarrmacondensada. En particular, hay
dos propiedades importantes del modelo de Hopfield que, tmmms visto, estan lejos de imitar
lo que sucede realmente con los sistemas neuronales loidddin primer lugar, el modelo asume
una conectividad total, o en términos mas biolégicos, catdmama recibe estimulos y a la vez es-
timula a todas las otras neuronas. Esta propiedad tienefanerventaja de facilitar notablemente
el calculo matematico de las propiedades estacionarianatiglo, pero sin embargo esta muy lejos
de representar lo que sucede en un sistema nervioso reaglada limitacion seria del modelo
consiste en el hecho de que las interacciones son siempé&risas. En otras palabras, la sinapsis
entre la neurona presinaptica A y la neurona postsinaptiea iBual a la sinapsis entre la neurona
By la neurona A.

Si bien los trabajos realizados con redes totalmente catesthan arrojado resultados muy in-
teresantes en el modelado de los sistemas neuronales, hstoogue introducir elementos toma-
dos de la naturaleza, como la dilucién y la asimetria, mejeststancialmente la capacidad de
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reconocimiento del modelo, al aumentar el nimero maximoati®pes que se pueden almacenar
con un numero fijo de neuronas. Pero existen otras propisdafleridas a la topologia de la red
de conexiones sinapticas que han mostrado ser muy impestaatsélo a la hora de modelar redes
neuronales realistas, sino también a la hora de mejoraluaiéo al problema de memoria asociati-
va. Una de ella se refiere a la forma particular en que las nasrge conectan entre si. Son muchos
los estudios experimentales que muestran que la protedbiie que una neurona tomada al azar
tenga una dada conectividad (de entrada o sdtigaja caracterizada, al menos en un amplio rango
de valores dé, por un decaimiento como ley de potencia. Esto quiere deeiy § bien hay pocas
neuronas fuertemente conectadas, estas pocas neuronasysémportantes y determinantes a la
hora de calcular los momentos de dicha distribucion de jititbad. En particular, lo que se ha
observado es que muchas regiones cerebrales tienen lagadpie ser libres de escala y mundo
pequefio a la vez, introduciendo un grado de complejidaddga inusual en el modelado de la
arquitectura de conexiones. Y en este sentido, existe ya lgeratura trabajos que abordan el es-
tudio del modelo de Hopfield en redes libres de escala [64]re@es de mundo pequefio [65]. En
ambos casos, los autores muestran cdmo estas dos progiedejdean sustancialmente la capaci-
dad de la red, apoyando una vez mas la tesis de que los elentdrservados en la naturaleza, o
sea, aquellas propiedades topolégicas creadas por losismos de seleccion a lo largo de cientos
de miles de afios, mejoran el desempefo de este modelo pamimasociativa. En otras palabras,
dilucién, asimetria y complejidad parecen ser tres ingrgds fundamentales tanto para modelar un
sistema real, como al proponerse desarrollar un dispogitiwvironal artificial capaz de almacenar
eficientemente memoria por asociacion.

Sin embargo, hay una propiedad muy importante que todos esidelos asumen, ya sea el
modelo de Hopfield original [51, 56, 57], 0 sus versionesidds, tanto en redes aleatorias [58],
Optimas [61], mundo pequefio [65] o libres de escala [64].t4 peopiedad la podemos catalogar
como el caracter campo medio de todos ellos. Esta caraat#Enzcomo modelos tipo campo medio
surge de la analogia con la fisica estadistica de la matendeasada, y se refiere al hecho de
gue, independientemente de la conectividad media del m@delea, de su grado de dilucién), las
vecindades o conjuntos de neuronas que interaccionaratirente con una dada neurona (tanto de
entrada como de salida) son elegidas al azar con igual gholaab En otras palabras, la distacia
topoldgica entre neuronas no juega absolutamente nindgéemria construccion o definicion de
la red de conexiones sinapticas. Desde el punto de vistagitol es claro que en los sistemas
neuronales naturales, a diferencia de lo que sucede en mnwlteriales, las interacciones de largo
alcance son no solo frecuentes, sino también relevantgsinA$ neuronas en particular tiene la
propiedad de alcanzar con sus axones neuronas postsiasapticy lejanas, y aun asi transmitir
sefales en forma muy eficiente. Sin embargo, a nadie puegigagspie los sistemas nerviosos estan
inmersos o embebidos en un espacio euclideo tridimensipgak la distancia entre neuronas tiene
un rol relevante en el desarrollo del mismo, ya que en gepeeshlecen las conexiones de corto
alcance por sobre las de largo alcance. En otras palabtamjassahora agregando un elemento
biolégico novedoso, usualmente olvidado (quiz& por lo @pyi cuyas consecuencias no habian
sido exploradas hasta ahora en la literatura.

A partir de la presente seccion presentaremos un estudiénuorde la capacidad de almace-
namiento de una red neuronal de Hopfield definida en una reidaljlasimétrica, mundo pequefio,
libre de escala y ademas embebida en un espacio euclideqaddim@nsionalidad. Y debido a
gue la mayoria de las capacidades mentales mas relevartesipatan en el neocortex cerebral,
restringiremos nuestros estudios a redes en un sustratoedpisional, usando el concepto de redes
embebidas en una red cuadrada, tal como lo definimos en élicapi
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Es importante destacar que, hasta donde conocemos, tedegidancias previas en relacién
al uso de redesegulares(vecinos proximos o corto alcance en general) de baja didgrempara
el modelo de Hopfield indican un claro deterioro en la cagatide almacenamiento cuando se lo
compara con el modelo de Hopfield totalmente conectadoi¢vensiginal). Como quedara claro en
el desarrollo de esta seccion, el principal objetivo de tnaegvestigacion es mostrar como el uso
de redes diluidas, asimétricas, complejas y embebidas espatio euclideo bidimensional puede
mejorar drasticamente el comportamiento del modelo de Eldpfiomo dispositivo de memoria
asociativa, alin cuando se lo compare con arquitecturdstoite conectadas o grafos aleatorios.

Observemos que en el modelo de Hopfield las neuronas se ém@cuennectadas todas con
todas, es decir que es un modelo de campo medio, y sus coesxson simétricas. Al considerar
gue las neuronas de Hopfield se encuentran ubicadas en ueabsibida, el cambio sustancial
gue estamos introduciendo es el hecho de que cada neurard@@siectada solamente con algunas
vecinas, segun la distribucion de ley de potencias (caiaatia con el exponenie). Si bién en el
desarrollo original del método de embebido se pens6 en tmmgpadireccionado [4, 5], en este caso
las conexiones serdn salientes y no simétricas, es dduijaramos con un grafo direccionado.

Como primer paso en la construccién del modelo, generamasathtal como se explicé en
el capitulo 1. En particular, se generard una red complegcimizada por un exponente con
valores maximo y minimo para la cantidad de enlaces pemsifidr sitio (ny M respectivamente),
gue estard embebida en un espacio euclideo bidimensiosialelXamafio o nimero de neuronas
de la red esta definido comid = L x L, dondeL es el largo del area del neocortex que se desea
modelar. A cada nodo de este reticulado asociamos una reebnaaria (tipo Ising)S, que puede
tomar los valorest1 (si la neurona dispara un pulso}-d (si la neurona esta en reposo). En este
caso, para cada neurondefinimos el nimeré; de conexionesalientesel cual debe decaer como
ley de potencia a medida géeaumenta,

P(k) =Ck °.

Por dltimo, a cada conexion direccionada se le asigna uriarefia sinapticay; ; dada por la receta
usual del modelo de Hopfield:

dondeEi“ =#1(coni=12,...,.Nyu=12,...,p) son lasp configuraciones almacenadas elegi-
das al azar y en forma independiente.

En definitiva, nuestro modelo de Hopfield bidimensional y pt@jo esta caracterizado por ape-
nas tres parametros, a saber:M y a. Sin embargo, nos interesa, como vimos en el capitulo
anterior, como decae la capacidad de reconocimiento desdnzon estas propiedades topoldgicas
a medida que aumenta el nUmegrde patrones almacenados mientras se mantiene fijo el nddnero
de neuronas.

4.5. Resultados numéricos

En esta seccion presentaremos los resultados originalesidds numéricamente sobre la ca-
pacidad de reconocimiento del modelo de Hopfield cuandalldeeconexiones sinapticas se cons-
truye sobre una red compleja embebida en un espacio eudbligietensional.
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Como primer paso, mostraremos el histograma de gradosidbsgpara esta red embebida no
direccionada, con el objetivo de corroborar el valor delomgmtea de la ley de potencias. En
la figura 4.5 mostramos el grafico de la distribucién de gradnsdoble escala logaritmica, para
una red corlL = 40 y para tres valores paw, a saber, 4, 30 y 4.0. En estos graficos se han
usado los parametros de med= 4 y M = N = 1600. Hemos comprobado que en todos los casos el
exponente resultante luego del proceso de embebido (dadia pendiente de la recta en el grafico
logaritmico) conserva el valor especificado inicialmente.
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Figura 4.5: Funcion distribucion de gradé¥k) para una red embebida tle= 40x 40= 1600 nodos construida con los
siguientes parametrosi=4,M =Ny a =2.1,3y4.

45.1. La conectividad media

En términos de computabilidad, un pardmetro muy relevaaia ted es la conectividad media
por neurongk), que es funcion de los tres parametros que definen laoreah,y M. En la figura
4.6 hemos graficado dicha conectividad media por neurona éamcion deM, el maximo ndmero
de conexiones por sitio, para diferentes valores del exgere manteniendo fijo el valom = 4,
el minimo nimero de conexiones por sitio.

Es importante destacar qe no depende en absoluto Nelo que constituye una caracteristica
biologica relevante, ya que es bien sabido que la coneatividedia medida en sistemas neuronales
reales no depende del tamafio tipico del cerebro de la esplatEmos que la conectividad media
decrece cuando el valor del exponentese incrementa, efecto que es mas pronunciado cuanto
menor esM.
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Figura 4.6: Conectividad media por neurona en funcién del méximo nurderconexiones permitidd para diferentes
valores del exponente = 2.1y 3, todos cornm = 4 fijo.

4.5.2. La capacidad de almacenamiento

En esta seccion analizaremos la capacidad de almacenard&nnhodelo de Hopfield diluido
y asimétrico definido sobre la red compleja descripta endei®@e anterior. Para ello seguiremos la
receta usual, incrementando secuencialmente el nimeratmes almacenadgsy evaluando la
superposicion final:

1 N
Me = NZI£|H<S>>

donde(...) denota promedios tanto temporales, una vez que la red aledm=stado estacionario,
como configuracionales. Notemos que el subindibace referencia a que estamos calculando la
capacidad de almacenamiento en el estado estacionargm tesun cierto transitorio. En cada
simulacion inicializamos el sistema en una de las configomas almacenadas, a fin de evaluar la
estabilidad de estos patrones. Aguse refiere a la memoria méas préoxima al estado estacionario del
sistema.

En este caso, nos interesa analizar el comportamiento égézidad de almacenamiento de la
red en funcion de la cantidad de patrones almacenpa@smalizado segln la conectividad media
de lared, es decip/(k). En la figura 4.7 graficamase en funcion dep/(k) paraa =2.1,m=4y
M = 1600, y para diferentes tamafos lineales del sistémad0, 60 y 80. En esta figura hay dos
puntos importantes a destacar. En primer lugar, podem@s\aiyain decaimiento muy suave g
amedida qug/(k) se incrementa, indicando un buen desempefio en la recupedinformacion
del modelo, sobre todo cuando lo comparamos tanto con ellmddeHopfield original como con
la versién diluida en una red aleatoria. En segundo lugalemos confirmar que las propiedades
de almacenamiento son practicamente independientesnuiafitade la red y escalan corpg(k),
como de hecho ocurre cuando el modelo se define sobre unansedildida aleatoria [58, 59]. Por
lo tanto, de ahora en adelante nos restringiremos a anelizasoL = 40.

72



4.5 Resultados numéricos

»s
0,2+ ®2em nate _

O’O 1 | 1 | 1 | 1 | 1

Figura 4.7: Parametrare vs. [/ (k) para redes embebidas en un espacio euclideo bidimensmmal-€ 40, 60 y 80,
a=21,m=4yM=1600 (k) ~ 21).

En la figura 4.8 hemos representado los mismos datos quenfoswetrados en la figura 4.7,
pero ahora usando doble escala logaritmica. Este gréfidoroanque la superposiciéme, para
valores grandes dp/(k), decae como una ley de potencias 0 aun mas lentamente. Esie he
resulta visible en forma grafica observando que los punessie caen por encima de la linea de
trazo, que representa un comportamiento ley de potencielsgeéfico en escala doble logaritmica.
Este resultado es sorprendente, puesto que indica quena @@senta, hasta donde alcanzamos a
calcular, una transicién hacia una fase de no reconocimiémt otras palabras, aparentemente se
puede recuperar informacion por asociacion para cualgaler finito dep/ (k).

Por ultimo, en la figura 4.9 mostramos una comparacion derlacene en funcion dep/ (k)
para diferentes valores @g a saber, 4, 30y 4.0. El resto de los parametros de embebido estan
fijos en los siguientes valorek:= 40, m= 15 y M = N = 1600. El gréafico esta representado en
doble escala logaritmica, y se puede observar que las tregscno son coincidentes entre si, lo
cual indica que existe una influencia, no muy importanteegpbnente de la ley de potencias en el
comportamiento den. A pesar de ello, se sigue cumpliendo que la capacidad deairamiento
no decae a cero para ningun valor explorad@gdg). Nuevamente, la linea de trazo representa un
comportamiento tipo ley de potencias, por lo cual se evideglcdecaimiento de todas las curvas
de forma mas lenta que una ley de potencias.
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Figura 4.8: Gréfico de la figura 4.7, pero usando doble escala logaritinédénea de trazo representa un comportamiento
del tipo ley de potencias. Observar que todos los puntosceatran por encima de esta linea, indicando un decaimiento
de ley de potencias 0 mas lento.
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Figura 4.9: Pardmetrame vs. [/ (k) para redes embebidas en un espacio euclideo bidimensmmahcametros de red
L=40,m=15yM = 1600 y tres valores de, a saber, 4, 30y 4.0. La linea de trazo representa un comportamiento
del tipo ley de potencias. Observar que todos los puntoscs®rtran por encima de esta linea, indicando un decaimiento
de ley de potencias o mas lento.

4.5.3. Comparacion con otros modelos

Finalmente, en esta seccibn compararemos nuestros desultan aquellos descriptos previa-
mente para otras versiones del modelo de Hopfield, a saber,
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4.5 Resultados numéricos

= el modelo de Hopfield original, simétrica y totalmente cdado [51];
= el modelo de Hopfield ultra-diluido en un grafo aleatorio pammedio [58];

= el modelo de Hopfield ultra-diluido en un grafo complejo (mdampequefio y libre de escala)
campo medio [62].

Recordemos aqui que el atributampo medidace referencia al hecho de que en los procesos de
dilucién no se tiene en cuenta la distancia entre neuronas.

En la figura 4.10 comparamos la capacidad de almacenmierdolgsamodelos de Hopfield
embebido (triangulos azules) y en su version original (dd rojos). Para el modelo embebido
hemos usadd = 80,a = 2.1, m=4 y M = 1600. Para el modelo de Hopfield original usamos
N = 1000.
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Figura 4.10: Parametrane vs. p/(k) para el modelo de Hopfield embebido (triangulos azules)aen3.0, L = 80,
m=4yM = 1600 y para el modelo de Hopfield en su version original (&dctojos) corN = 1000.

En la figura 4.11 comparamos los mismos resultados de la régl@da pero ahora con el
modelo de Hopfield ultra-diluido en una red aleatoria. Anmedgs fueron construidas con la misma
conectividad media por neurona y huevamente graficamaan funcion dep/(k). Los triangulos
azules corresponden al modelo en la red embebidé eo80,a0 =2.1,m=4yM = 1600, en tanto
gue los rombos morados corresponden a una red ultra-dédgdaoria corN = 20000 neuronas.
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Figura 4.11: Parametrane vs. p/(k) para el modelo de Hopfield embebido (triangulos azules)aen2.1, L = 80,
m=4yM = 1600 y para el modelo de Hopfield en la red ultra-diluida aléat{rombos morados) cdw = 20000.

Realizamos ahora la misma comparacion con el modelo cadiltrcion en una red compleja
campo medio [62] y los resultados se presentan en la figuta #idngulos azules corresponden
al caso de embebido bidimensional con= 2.1, L =80, m=4 y M = 1600, en tanto que los
cuadrados celestes fueron obtenidos con el modelo ultratalien la red compleja para una red de
N = 10000 neuronas. En ambos casos se utilizé la misma comlectimedia por neurona.
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Figura 4.12: Pardmetrame vs. p/(k) para el modelo de Hopfield embebido (triangulos azules)aen2.1, L = 80,
m=4yM = 1600 y para el modelo de Hopfield ultra-diluido en una red dejagampo medio (cuadrados celestes) con
N = 10000.
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4.6 Conclusiones del capitulo

Finalmente, y a modo de resumen de esta subseccion, en ka 4igu® graficamos simultanea-
mente los resultados obtenidos para los cuatro modelosepatoble escala logaritmica: el modelo
de Hopfield embebido (triangulos azules) aor= 2.1, L =80,m=4 y M = 1600, el modelo de
Hopfield ultra-diluido en una red compleja campo medio (cadds celestes) cad = 10000, el
modelo de Hopfield en la red ultra-diluida aleatoria (romimasados) comMN = 20000 y el modelo
de Hopfield en su version original (circulos rojos)dér= 1000. Podemos apreciar que el modelo
embebido bidimensional tiene un mejor desempefio que las s versiones. Junto al modelo en
la red compleja campo medio comparte la virtud de presemtalegaimiento tipo ley de potencia
(o mas lento) de la superposicion final a medida que el ninepattones aumenta manteniendo
la conectividad media fija. Los otros dos modelos en cambiestnan una nitica transicion a una
fase de no reconocimiento para grandes valorgs/de, la cual puede ser reproducida y estudiada
en forma analitica.
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Figura 4.13: Parametrare vs. [y (k) para cuatro versiones diferentes del modelo de Hopfield:oelefo de Hopfield
embebido (tridngulos azules) can= 2.1, L = 80, m= 4 y M = 1600; el modelo de Hopfield ultra-diluido en una
red compleja campo medio (cuadrados celestes\con10000; el modelo de Hopfield en la red ultra-diluida aleatori
(rombos morados) coN = 20000; el modelo de Hopfield en su version original (cicutdgs) conN = 1000.

En la proxima seccién analizaremos las principales coiueias de el estudio descripto en este
capitulo.

4.6. Conclusiones del capitulo

En este capitulo hemos introducido muy brevemente los elf@sdasicos del modelado de
redes neuronales, haciendo especial hincapié en el pralidenalmacenado y reconocimiento de
informacion por asociacién (problema de memoria asoaptidemos descripto con cierto grado de
detalle el modelo introducido en 1982 por John Hopfield [8&]ando las cuentas mas engorrosas
para que el lector consulte la bibliografia sobre el temaddé cémo se mide la capacidad de
reconocimiento, mostramos como surgié la solucién analttel modelo para el caso particular en
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4.6 Conclusiones del capitulo

gue las memorias almacendadas son totalmente indepeasgl@nrite si y comparamos los resultados
analiticos con los resultados numéricos. Estos confirmarpgta valores pequefios @ la red
funciona muy bien como dispositivo almacenador, pero gfre sina transicion drastica (transicion
de primer orden o discontinua) cuan@o= pmax~ 0.138N, de forma tal que par@ > Pmax €l
sistema no funciona mas como dispositivo capaz de recopoc&sociacion.

A continuacién presentamos dos variaciones del modelénafige Hopfield, previamente es-
tudiadas por otros autores en la literatura, almacenaedopse patrones descorrelacionados. Estas
variaciones supusieron preservar la regla de construdgdios acomplamientos sindpticos pero
introdujeron diferentes formas de diluir aleatoriamemteniatriz de conexiones, todas incluso en
el limite de ultra-dilucién, en el cual la conectividad megor particula se mantiene fijo entanto
N puede crecer indefinidamente. En el caso del modelo ultteeali[58] definido en un grafo to-
talmente aleatorio con conectividad me@ia In (N), vimos que la capacidad de reconocimiento
aumenta con respecto a la versién original del modelo, endblas acomplamientos son simétri-
cos y cada neurona interactlia con todas las otras. El sistefreaahora una transicion continua
a una regiéon de no-reconocimiento para valorepde pmax = 2C/ 1~ 0.636C, sensiblemente
mayor al encontrado en el modelo totalmente conectado dédthpAdemas, como ventaja adi-
cional podemos mencionar que en este modelo los acompla®mison asimétricos, lo cual le da
mas sentido biolégico. Por ultimo vimos el desempefio delatoode Hopfield definido en una red
tipo Barabasi-Albert (libre de escala), con un muy buen migsgio también a la hora de analizar la
capacidad de reconocimiento.

La parte original de este capitulo se presenté en la secceviap donde hemos analizamos
el mismo problema de reconomiento de patrones en formaatisacpero ahora en un modelo de
Hopfield definido sobre una red bidimensional y complejadlitte escala y mundo pequefio). Este
tipo de topologia, que se observa ya en varios experimenitiglzos, permite mejorar sustancial-
mente la capacidad de reconocimiento de la red de Hopfieldy dersion ultra—diluida, sugiriendo
una posible explicacion evolutiva para la aparicién desessiructuras tan complejas en cerebros
naturales. Fue posible observar que el modelo embebidméidiional tiene un mejor desempenio
gue las otras tres versiones que fueron presentadas. M#a eajpacidad de reconocimiento de la
red embebida compleja decae mas lento que una ley de patemmdiacando que la red es capaz
de reconocer patrones en un rango mas amplio. Por otro ladagrposible observar una transion
de fase desde una fase de reconocimento a una de no reca@rmocirmdmo ocurre en el modelo
original de Hopfield o en el grafo aleatorio.
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CAPITULO D

Introduccion al fendmeno de la sincronizacion

5.1. Introduccion

El términosincronizaciénse refiere al hecho, ampliamente observado en la naturaleza)
cual dos 0 mas componentes de un sistema dado pueden evanttegabperar al unisono. El uni-
verso esta lleno de bellos y sorprendentes ejemplos de ctanpento sincronizado, tan variados
gue van desde escalas moleculares hasta astronémicagtiEnlga la misma existencia de la vida
esta sustentada en la habilidad que tienen los organismas para coordinar sus ritmos internos
con los ciclos del ambiente que estan regidos por los mowtwsedel planeta tierra.

Como ocurre siempre con los fendmenos emergentes, la &siglic mas basica de la sin-
cronizacion reside en la capacidad que tienen los elemeetes dado sistema para interactuar,
a veces incluso muy débilmente, y por medio de esas intersesimponer al conjunto un compor-
tamiento cooperativo y correlacionado que da lugar a la@parde un ritmo ciclico gobal. Lo que
hace a la sincronizacion particularmente sorprendente ebisuidad, debida principalmente a la
gran variedad de interacciones que son capaces de imponemportamiento global organizado a
los componentes individuales un sistema.

La historia de la sincronizacibn comienza en el afilo 1665ddehilas observaciones reali-
zadas por el cientifico danés Christian Huygens. Estandwraofpudo observar desde su cama el
movimiento de dos relojes de péndulo que colgaban de und gardea habitacién. Huygens observo
gue ambos péndulos oscilaban de tal forma que siempre samoWién en el mismo sentido (en
fase) o bién en sentidos opuestos (en anti—fase), aun cmadceventualmente pertubados. Al
describir este fendmeno, que él llasitnpatia de los relojedHuygens sent6 las bases de lo que hoy
conocemos comsincronizacion mutuge6, 67].

La sincronizacion no se limita al caso de los péndulos mutméensincronizados. Los bidlo-
gos, por ejemplo, han encontrado sincronizacién en lom@ages vivos. Paraddégicamente fue un
astronomo, Jean-Jacques Dortous de Mairan, quien en 1@R&rel primer experimento crono-
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biolégico documentado de disefio espectacularmente leefjsiblo necesité una planta y un ar-
mario!). De Mairan observé que las vainas de cierta plamisithesl se movian hacia arriba y hacia
abajo siguiendo el ciclo diario del dia y la noche. Mas aumpién descubrié que estas vainas se
seguian moviendo cumpliendo un ciclo de aproximadament®gs en un armario oscuro, sin la
influencia de la luz solar. Desde aquel descubrimiento sedaizado estudios que revelan la exis-
tencia de un reloj bioldgico interno que regula el ritmoaitiand (diario) de los organismos vivos.
En ausencia de influencias externas (como la luz del sol,jpomdo), estos relojes pueden diferir
muy levemente de un ciclo de 24 horas, pero en condicionesates se encuentran sincronizados
con el ciclo externo de luz-oscuridad [66, 68].

Luego de las observaciones fenomenologicas pioneras dgedsiyen el siglo XVII, los fisi-
cos han tratado de entender el origen microscopico de leosizacion. Sin embargo, esto no fue
posible hasta las contribuciones realizadas por Wiener78Py Winfree [71] ya en el siglo XX,
guienes sentaron las bases mateméticas que rigen el modelda sincronizacion. A mediados de
los afios '70, y siguiendo las ideas introducidas por Winfkegamoto desarrollé por primera vez
una aproximacion a los mecanismos estadisticos que rigeprblema [7, 8]. A pesar de la sim-
plicidad de su modelo, Kuramoto fue capaz de explicar comomapentecia entre las frecuencias
propias de los componentes del sistema y una interaccidmalghouy pequena pueden dar lugar a
una transicion entre una fase desordenada (caracteripadénpos individuales no correlaciona-
dos) y una fase ordenada (donde todos los componentesnasmil@ierto grado de unisidad). Desde
entonces, el modelo conocido coivtmdelo de Kuramotda atraido la atencién de una creciente
comunidad cientifica, incluyendo no sélo fisicos, sino tiémbidlogos, ingenieros, quimicos, entre
otros.

El estudio de la sincronizaciéon se enfoca en encontrar lesaniemos basicos que son respon-
sables del comportamiento sincrénico colectivo entre leshros de una dada poblacion. Ya sea
gue este comportamiento se origine mediante fuentes asterinternas al sistema, y cualquiera
sea su origen (fisico, bioquimico, etc) y grado de commejido que se pretende es encontrar la
esencia de la sincronizacién con unas pocas leyes basicas.

En este capitulo se introducirdn los conceptos generadegeruo especial hincapié en el mo-
delo de Kuramoto. Se mostraran las propiedades del modsioersion original (campo medio) y
algunos resultados del estudio del modelo en un arregldéareguadrado. Usando las bases sentadas
en este capitulo, en los dos proximos analizaremos la dosédel modelo de Kuramoto en una red
compleja embebida en un espacio euclideo bidimensionaldiferentes tipos de interacciones.
En el capitulo 6 estudiaremos el fendmeno de sincronizasidine una red compleja cuando las
interacciones entre sitios son constantes, en tanto quecapitulo 7 se analizara el caso en que la
fuerza de las interacciones entre vecinos es competitiepgritle de la distancia entre ellos.

5.2. Definiendo la sincronizacion

Antes de comenzar con el estudio del modelado de procesdsadenszacion, es conveniente
hacer un paréntesis para entender algunos conceptos ciefas que usaremos en adelante.

1Conocida como la mimosa pudica, la sensitiva, morivivi axdlmma

2E| término circadiano proviene del latiirca, alrededor ydies dia; significa literalmente “cerca de un dia”. Larama
de la biologia que estudia los ritmos temporales de los @ggars vivos tales como el diario, el semanal, el estacianal,
el anual es lzronobiologia
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La pregunta natural que surge es: ¢qué entendemos pornéaa@ion? En la literatura se
pueden encontrar definiciones tales comimcronizacion es el ajuste de los ritmos de objetos os-
cilantes debido a la interaccién débil que existe entres&6]. Asi, se dice que unonjunto de
osciladores esté sincronizado cuando la frecuencia de caede ellos se ha blogquedo en la misma
frecuencia de todas las restant&s, 72].

Llamamosobjetos oscilantes ciertos sistemas cuya oscilacion esta conducida mediaate
fuente de energia y sus oscilaciones son estables anteflasqoerturbaciones. Cuando hablamos
de sincronizacion, los objetos bajo estudio son capacesdilarmsolos, es decir, sin una fuente de
energia externa. Este tipo de osciladores se conocen osailadores auto—sustentaddSuando
tenemos un grupo de dos o mas de estos objetos oscilantdenpaurrir interacciones entre ellos.

Cuén facilmente se puede sincronizar un grupo de talesadscéds dependera de cuan diferen-
tes son entre si las frecuencias naturales de los mismasisiifulencia del resto de los osciladores.
Como veremos mas adelante, fescuencias naturaleson las que tiene cada oscilador cuando se
encuentra aislado del resto y se obtienen generalmenteadgaria distribucion aleatoria (gaussia-
na, lorentziana, entre otras). Por lo tanto, una buena mefticcuan distintas son las frecuencias
naturales puede ser el ancho de esta distribucién. Existango de anchos de la distribucion
de frecuencias naturales para las cuales es posible guetarszacion ocurra. Ya dentro de estos
parametros, es el acoplamieno que modela la interacciém@his el que entra en juego y eventual-
mente puede hacer que todas las frecuencias de los osedadsulten ser idénticas y constantes.

Para describir el comportamiento de los osciladores, Ebaderlo en el contexto delspacio
de las fasesRecordemos que el espacio de fases de un sistema esta doporadn conjunto de
variables que describen su estado. Asi, un punto en el espadas fases representa un estado del
sistema en un determinado tiempo; y en la medida que el sistawiuciona temporalmente, se
genera una curva o trayectoria en dicho espacio. Para eldeaks osciladores auto—sustentados
la curva descripta en su evolucion temporal tiene una foramticplar, que resulta ser una curva
cerrada conocida comaclo limite Como nuestros osciladores deben ser estables ante psquefia
perturbaciones, los osciladores auto—sustentados t@cdes limites estables en el espacio de las
fases. Esto quiere decir que las trayectorias cercanada@lionite se aproximan hacia él, o equiva-
lentemente, cualquier pertubacion que haga salir al sistewemente de su ciclo limite lo llevara
de regreso a su ciclo original [73].

En este contexto es posible definir dos conceptos impostaneferidos a un oscilador auto—
sustentado: s€ase y sufrecuencia naturakv. La fase se define de tal forma geavanza en
el tiempo y se incrementa em2adianes cada vez que da una vuelta completa en el ciclelimit
La frecuencia natural es la tasa de cambio de la fase dehdecien ausencia del resto. O sea, la
frecuencia natural nos dice cuan rapidamente viaja elausmilalrededor de su propio ciclo limite
cuando esta aislado [66, 74].

A un conjunto de osciladores como los recién descriptos guewseven en un ciclo limite
atractivo global de amplitud constante se lo conoce coomjunto de osciladores de faseonjunto
de osciladores de ciclo limitéddemas, podemos asegurarnos de que una perturbacioneerter
los apartara de este ciclo limite global si le incluimos uopdeEmiento débil. En esta situacion, es
necesaria solo una variable, la fase global, para destaibiinamica del sistema. Sabemos ahora
gue este no es el Unico enfoque posible para abordar el @sdadios osciladores mutuamente
acoplado$, pero es el mas (til para describir nuestro trabajo.

30tra posibilidad es pensar esciladores de pulso acoplados
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5.3. Un poco de historia: de Wiener a Kuramoto

El modelo de Kuramoto fue originalmente motivado por el fardo de la sincronizacion colec-
tiva, en la cual un enorme nimero de osciladores se bloqueanafrecuencia comun, a pesar de
las diferencias entre las frecuencias naturales de logdeogs individuales [75].

El primero en estudiar matematicamente la sincronizacifectva fue Wiener [69, 70]. El fue
guien especul6 que tal fendmeno deberia estar presentgemdeacion de ritmos alfa en el cerebro.
Si bién la matematica que propuso era muy dificil de traténéf reconocio la ubicuidad del feno-
meno en el mundo natural. Las oscilaciones macroscopicedgepuemerger de la sincronizacion
mutua de un gran nimero de procesos individuales mas elal@®ntos mecanismos que gobier-
nan la sincronizacién espontanea de tales elementos smtaulos y pueden ser muy diferentes
para sistemas distintos. Sin embargo, todos estos sisfmmden ser fenomenoldégicamente repre-
sentados como ensambles de elementos dinamicos inter@stuauya evolucién individual esta
dada por un ciclo.

Posteriormente, en el afio 1967, Winfree [71] planted ellproa en términos de una poblacion
de osciladores de fase interactuantes. El propuso unadgesieroximaciones que hacian al proble-
ma mas facil de tratar y construy6 su modelo suponiendo gies fos osciladores son casi idénticos
y que todos ellos estan débilmente acoplados. Si ademaargegluna division en la escala tem-
poral, la matematica se simplifica tremendamente. En ureleesemporal rapida los osciladores
relajan rapidamente a sus ciclos limites si las perturbasi@jercidas por otros osciladores son pe-
guefas; aqui cada oscilador nunca se aleja demasiadolddirite por lo que su estado puede ser
aproximado por su fase. Luego, en una escala temporal gsgnpleede hablar del cambio de fase
gue sufre cada oscilador debido a la presencia del rest@ dsdiladores. Asi, la matematica resulta
mucho mas féacil de tratar, debido a que la Unica variable egojes la fase de cada oscilador.

Como simplificacién adicional, Winfree consideré que cadeilador estaba acoplado a un
ritmo colectivo generado por el resto de la poblacién, Id caastituye una aproximacién de campo
medio. Con todos estos elementos se obtiene que la tasa b®oadaria fase ddlésimo oscilador
6 esta dada por una combinacion de su frecuencia natucaln el estado colectivo del resto de los
osciladores. La sensibilidad de cada oscilador hacia&flestolectivo esta dada por una funcn
y su propia contribucién al ritmo colectivo esta especificadr medio de la funciéX. Asi, para
cada oscilador, la ecuacién de movimiento esta dada por:

_ N
J; j

donde el sistema consta Neosciladores de fase.

Por medio de simulaciones numéricas y calculos analititirsree encontré que los osciladores
de su modelo pueden sufrir el andlogo temporal de una tiéngie fase. Cuando el rango de fre-
cuencias naturales es grande comparado con el acoplam@rdistema se comporta de forma
incoherente, con todos sus osciladores andando con swagdrepuencia natural. Si se reduce el
rango de frecuencias naturales el estado incoherentesgehsista que el acoplamiento cruza un
cierto umbral a partir del cual un grupo de osciladores agighte entran en sincronia.

Al parecer, este fendmeno cooperativo causé una profundasiiad en Yoshiki Kuramoto,
guien comenzd a trabajar en este tema en el afio 1975. Sigu@nttabajos hechos anteriormente
por Winfree, el primer trabajo de Kuramoto [7] fue una breesatipcién de algunos resultados
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exactos de lo que luego comenzaria a conecerse ddouelo de KuramotoEn trabajos poste-
riores [8, 76]-[79], Kuramoto fue refinando sus resultadgdanteando al mismo tiempo nuevos
interrogantes.

5.4. El modelo de Kuramoto

Kuramoto usé las mismas suposiones que postuld Winfreelwcoriscion, pero ahora les di6é
un fundamento matemético firme. Usando un método pertudbdé promedios, Kuramoto probo
[8] que la dinamica de largo plazo de cualquier sistema déadsces de fase casi idénticos y
débilmente acoplados puede ser descripto mediante ebsigsistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias:

. N
=1

donderj; (x) es la funcion de interacccion que determina la forma en qescgentran acoplados
el osciladori con el osciladoy.

Observemos que este paso representa una simplificacion ramgegdel modelo. Pero adn asi
estas ecuaciones son muy dificiles de tratar de maneraafiemaes la funciém puede tomar una
forma totalmente arbitraria y la topologia de las conexiame se encuentra especificada.

Tal como lo hizo Winfree, Kuramoto asumio6 que cada oscilpdede ser afectado por cualquier
otro, es decir trabajo con el caso de osciladores globaéretplados (campo medio). Ademas,
supuso que los acoplamientos entre cualquier par de cs@adienen el mismo peso y que de-
penden sinusoidalmente de la diferencia entre las fasesidesa Con esto, para un sistemaNie
osciladores, la funcién de acoplamiento tiene la forma:

Tij =Vﬁv3in(91—9.), Lj=1,...,N, (5.3)

i

dondeW es la constante de acoplamiento y el fac%opermite gue el sistema tenga el compor-
tamiento deseado en el limite fie— . En este punto estamos en condiciones de presentar la
forma que toma el modelo clasico de Kuramoto.

5.4.1. Ecuaciones de movimiento

El modelo de Kuramoto describe la dinamicaNlesciladores de fase de frecuencias naturales
w gque se encuentran acoplados entre si con una interacciboaippo medio. S es la fase del
osciladori y @ es su frecuencia natural, la evolucién temporali¢fdimo oscilador esta dado por
las siguientes ecuaciones de movimiento:

: w N :
G.zaH—NJleer(ej—G.),|:1,...,N, (5.4)

dondeW es la contante de acoplamientdyes el tamafio del sistema.

Las frecuencias naturales generalmente son elegidas de acuerdo a una distribgéionque
es simétrica alrededor de una cierta frecuengiges decirg(w + w) = g(wp — w). Usualmente se
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usa una distribucion gaussiana y la frecuencia media senfijay e- 0, con lo cualg(w) = g(—w)
(observemos que esto es equivalente a trabajar en un sigtenrata con frecuenciay). De esta
forma se logra una importante simplificacion sin modificardauaciones de movimento.

Lo que hace tan interesante al modelo de Kuramoto es que idepinabajar analiticamente y
encontrar de forma exacta la transicién de fase. Ademasegar ple ser extremadamente simplifi-
cado, el modelo logra reproducir comportamientos obsé&sate sincronizacion colectiva.

5.4.2. El pardmetro de orden

Para comprender la dindmica del sistema es util definir uémpetro de orden complejo:

N
rel¥ = el (5.5)
>

Zl-

que constituye una medida macroscopica que se puede @tterpomo el ritmo colectivo producido
por la poblacién completa de osciladores.

De esta forma, podemos pensar a nuestro sistema de oseflattbfase como un enjambre de
puntos moviéndose alrededor de un circulo unitario en eloptaamplejo. Podemos imaginar que
(5.5) es una flecha que nace del centro de tal circulo, tal genirdica en la figura 5.1. EI médulo
del parametro de ordanes una medida de cuan colectivo es el comportamiento dehmstcuan
sincronizado es el movimiento), mientras gues una fase promedio del conjunto de osciladores.
Por ejemplo, si los osciladores se encuentran “despar@sten todo el circulo, entonces las os-
cilaciones individuales se suman de forma incoherente yodugen una oscilacién macroscoépica;
luegor ~ 0. La situacién contraria se produce cuando todos los dscééa se encuentran “apifia-
dos”en un solo grupo que gira en el circulo comportandoseaongran oscilador, conx 1.

OO

|=0.18 Ir|=0.44 |r|=0.91 |r|=0.99

Figura 5.1: Representacion gréafica de la nocion del parametro de ordeple del modelo de Kuramoto. De izquierda
a derecha, el valor absoluto de r|gls=0.18, 044, 091y 0.99.

Las ecuaciones de movimiento (5.4) se pueden reescribéramntos del parametro de orden
(5.5). Para ello multipliquemos a ambos miembros de la é@udb.5) pore %, de donde obtene-
mos:

z

rei(w*a) - ei(ejfel).

1

Zl-
0

Igualando las partes imaginarias tenemos:

rseny — 6) = sern6; — 6).

Zl -
Mz

1
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Reemplazando este ultimo resultado en (5.4) tenemos:
6 =w+Wrsen(yy—8),i=1,...,N. (5.6)

De este resultado resulta evidente el caracter de camp® meldinodelo, pues la interaccién entre
los osciladores puede se descripta solamente en términas dantidades y . El término de
interaccion nos esta diciendo que la fase de cada oscilatiosiendo llevada hacia la fase prome-
dio del sistema completo en vez de hacerlo hacia sus freiaseimclividuales. Mas aun, la fuerza
efectiva con la cual esto ocurre es proporcinal Ror lo tanto, cuando la poblacién se hace mas
coherenter aumenta, lo cual induce un aumento en el acoplamiamaen (5.6) que trae como
consecuencia que mas osciladores se sincronicen. Estsprpaede continuar en la medida que
méas osciladores entren en sincronia, o de lo contrario gaedalimitado. En este proceso estamos
hablando de sincronizacién espontanea.

5.5. Resultados analiticos y numéricos

En esta seccion repasaremos brevemente los resultad@ticasalbtenidos por Kuramoto en
su primer trabajo. Luego mostraremos algunos resultadtenidlos por medio de simulaciones
numeéricas de las ecuaciones de movimiento.

Originalmente, Kuramoto buscd las soluciones estaciasael modelo, es decir, aquellas en las
cualesr (t) es constante y(t) rota uniformemente con frecuenaig. Sin pérdida de generalidad,
podemos pararnos en el sistema de coordenadas que rota misma frecuenciaw y elegir el
origen del sistema de forma tal q@e= 0. Esta situacion corresponde a una configuracion en la cual
el vector parametro de orden no esta rotando ni cambiandagnitad. Con estas suposiciones, las
ecuaciones de movimiento (5.6) se simplifican a la forma:

6 =w—Wrsen8), i=1,...,N. (5.7)

Ya que hemos asumido ques constante en (5.7), luego todos los osciladores solivefeente
independientes. La idea es resolver estas ecuaciones dimiemo para todos los osciladores, en
donder interviene sélo como un parametro, usando alguna condé@@uto—consistencia.

Se pueden encontrar soluciones con dos comportamientasydeplazo distintos, dependiendo
de la magnitud déw | en relacion avr. De la ecuacion (5.7) se puede ver que es posible encontrar
una solucién estética de la formla= 0 si|w| <Wr, cuando

w =Wrsen8), (5.8)

con|6| < /2. En este caso los osciladores se aproximan a un punto fijplesSe dice que estos
osciladores de han frenado (o blogueado) en una frecuepdéimial a la del sistema de coordenadas
original, y su movimiento es estacionario. Por otro lads dsciladores cuyas frecuencjag| >Wr

no seran capaces de frenarse en esta frecueheia)), y por lo tanto permaneceran moviéndose en
el circulo unidad de manera no uniforme. Se dice que estidads®es quedan a la deriva o vagando
con frecuencias tanto mayores como menores que la de loseguansfrenado. Los osciladores
frenados corresponden al centro de la distribugi@m) y son los que se encuentran sincronizados,
mientras que los osciladores que quedan a la deriva sondossgéin en la cola de la distribucion y
estan desincronizados.
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En este punto pareciera haber una contradiccion, debide &amxistencia de osciladores que
vagan parece ir en contra de la suposicion original derquey son constantes. Para evitar este
problema, Kuramoto impuso ademas que los osciladores tfue @&$a deriva tengan una distribu-
cion estacionaria en el circulo unidad aunque los oscitedimdividuales se estén moviendo. Para
asegurarse de que esta distribucion sea independientierdpbt la misma debe ser inversamente
proporcional a la velocidad de los osciladores@erDe esta forma, en los lugares en que haya
pocos osciladores éstos deben estar moviéndose rapidanpatener un nimero de osciladores
constante. Se define entonces la densidad de osciladofes), la fraccion de osciladores con
frecuencia naturab que estan entr@ y 6 + d6, como:

C

P(8,0) = —Wrsen(@)|

(5.9)

La constante de normalizaciéhes tal que/™ p(0,w)d6 = 1, lo cual implica que:

1
C=_——\/w?—(Wr)2
o (Wr)
A continuacién haremos uso de una condicion de auto—censiat la solucién del parametro
de orden que encontremos debe ser compatible con la defir{iei). Ya que hemos dividido la

poblacién de osciladores en dos partes, podemos decir quablacion total de osciladores es la
suma de ambas, luego:

<e|6> = <eie>frenados+ <ei9>deriva7 (5.10)

donde los promedios se realizan sobre la poblacion de deods. Ya quapy = 0, luego(€9) =
re'¥ =r, con lo cual la ecuacién anterior se transforma en:

r= <ei9>frenados+ <eie>deriva- (5.11)

Ahora es necesario conocer la contribucion de ambos tésn@nda ecucion de consistencia.
De forma sencilla es posible abordar estos célculos usardkfihicion de la densidad de poblacion
de osciladores (5.9) y haciendo consideraciones de sanEiréletalle de los calculos se puede ver,
por ejemplo, en [75]. Se encuentra que la contribucion diéadlsces de deriva es nula. La ecuacion
de auto—consistencia tiena la contribucion de la parte@iimada que da como resultado:

r :Wr/n//z2 cog(0)g(Wrserd)do. (5.12)

La ecuacion (5.12) tiene una solucion trivial= 0, que corresponde a un estado totalmente
incoherente cop (8, w) = 1/2m para todof y w. La solucion no trivial viene dada por

1= W/ cog0g(Wrserd)d6. (5.13)
/2

Se encuentra que esta rama es no nula a partir de un ciertocviloo de la constante de
interacciénW =W, dada por:

W, = o0 (5.14)
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Esta expresion constituye la solucion analitica que dicaKuato para el valor de la constante
de interaccion a partir de la cual el sistema comienza amimmarse. Haciendo una expansion de
(5.13) en serie de potencias dse puede obtener una expresion aproximada del comportamien
der cerca del valor de transicion [75, 80]:

~16
rw\/W(W—WC). (5.15)

Notemos que en la transicion de fase el parametro de ordemgeocta coma ~ (W — W) /2
para cualquier distribuciég(w) simétrica con un maximo suave en en el origgh @) # 0). En-
tonces el sistema sufre una transicion es de segundo oreédmexponente critico /2 caracteriza
a este tipo de transiciones en la aproximacién de campo medgcalculos que acabamos de
describir han sido realizados para situaciones mas gesearah distribucioneg(w) simétricas no
centradas en el origen y hasta incluso no simétricas, @tdose resultados similares. El lector
interesado debe dirigirse, por ejemplo, a los trabajos§ap,

Sin la forma exacta dg(w), ésta es la maxima informacion que se puede dar del sistema.
Usualmente, aln cuando se cuente con la formg, d&s imposible resolver exactamemi&V),
como ocurre con la distribucion Gaussiana, por ejemploo,Rerando la distribucion es del tipo
Lorentziana o de Cauchy es posible hallar la expresiéna@tgtier como funcion d&V. Kuramoto
se percatd de este hecho y resolvidé exactamente el problemagte caso. Si

4

g(w) = )’ (5.16)

la solucion de la ecuacion de consistencia (5.13) es:

re 1o e (5.17)

paraW > W.

Simulaciones numéricas

Consideremos por ejemplo el caso en que la distribucioneteiéncias naturales es una gau-
. -? -
ssiana o normal de la forngw) = e—ﬁ/z (cxn = 0). De la ecuacion (5.14) podemos obtener el valor
critico de la constante de interaccion, simplemente reerapbog(0) = 1//7. Se obtiene que la

transicion del estado desordenado al sincronizado ocarea\y ~ 1.596%.

Por otro lado, es posible hacer un analisis mas detalladsigiema por medio de simulaciones
numeéricas. Los resultados que se muestran a continua@domnfobtenidos mediante la integracion
numeérica de las ecuaciones de movimiento de Kuramoto (5edfiante el método de Euler con
paso de tiempdt = 0.02. Las frecuencias naturalesfueron elegidas de la distribucién gaussiana
recién mostrada y las fases iniciales de los osciladorés dgttribuidos al azar entre<00 < 27t

La figura 5.2 muestra la evolucion temporal del parametro rderor para un sistema de
N = 1000 osciladores con diferentes intensidades de acopitoni€odas las curvas correspon-
den a un promedio sobre 10 muestras. En todos los casos sgaohse el sistema, luego de un

4Para este caso, es posible obtener una expresion implcidarelacion entrey W [80].
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cierto transitorio (tipicamente menor a 10 pasos de tieplfggja a un valor estacionario. El va-
lor estacionario de es mas cercano a cero pakapequefios (sistema no sincronizado), mientras
gue a medida que el acoplamiento crece se aproxima a su maalordl (sincronizacién global).
Ademas, se puede apreciar que la curva es mas ruidosa cevedodele transicion\, ~ 1.596.

Figura 5.2: Evolucion temporal del parametro de ordgrara el modelo de Kuramoto con una distribucion de frecasnci
naturales normal. Las curvas corresponden a un promedie $6bmuestras y distintos valores de acoplamiento.

En la figura 5.3 se grafica el parametro de ordem funcion de la constante de acoplamiento
W para distintos tamafios del sistema. El valor de toma como el promedio temporal sobre varias
muestras de la curvdt) luego de cierto transitorio, es decir cuando ya ha alcangad@lor esta-
cionario (ver figura 5.2). Observemos que la transicion de fara esta distribucion de frecuencias
naturales ocurre e, ~ 1.596 (linea vertical). Se pueden observar claramente ge&eaxéfectos
de tamafio finito, por lo cual la parte de la curva corresponelia la fase no sincronizada nunca es
cero, aungque se aproxima cada vez mas a medida que el taniaigiataa crece.
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N=100
N=500 .
N=1000
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Figura 5.3: Parametro de ordanen funcion de la constante de acoplamiamara el modelo de Kuramoto de campo

medio. En este caso comparamos ensambles de distintososipea@ una distribucion de frecuencias naturales gaassian
—w?/2
€

g(w): VT

La fase de cualquier oscilador individual describe unawsioh complicada, tipicamente cadti-
ca. En general, las frecuencigsde los osciladores en un tiempo dado difieren de sus freagenci
naturaleswy. Por ello, es de utilidad definir el promedio temporalBidlamadafrecuencia efectiva
o frecuencia media

1T
Q;=lim = [ @t (5.18)

En la figura 5.4 se encuentra graficado, para un tédel valor de la fecuencia media tempoal
(para tiempos largos) en funcién de la frecuencia natralara cada uno de los osciladores de un
sistema de tamafid = 100.

Observando con atencién las figuras 5.3 y 5.4 podemos apsta@amportamiento tipico de
los osciladores de fase del modelo de Kuramoto. Recordem®elgralor absoluto del parametro
de orden nos dice cuan sincrénico es el movimiento colecligniendo esto en mente vemos que
para acoplamientos pequefid¥ pequefia) no se produce sincronizacién. Esto se evidenah en
valor nulo (si despreciamos efecto de tamafio finito} de la figura 5.3. En la figura 5.4 esto se
ve reflejado en el hecho de que cada oscilador conserva sigffitcia natural para tiempos grandes
(Qj = w). Alaumentar el valor d&/, existe un determinado valor critico para el cual los odoilas
comienzan a acoplarse unos con otros. Es decir, aparecéamesgdo formado por una fraccion
de osciladores que tienen frecuencias efectivas idénticaartir de este momento cada vez mas
osciladores se sincronizan al ritmo colectivo (se sumaiglahzerado) hasta que, para valores su-
ficientemente grandes &, todos ellos se encuentran oscilando en una misma freeueogiun,
llamadafrecuencia de sincronizacioresto se pone de manifiesto en el valor creciente ldasta
llegar a 1 en la figura 5.3. En la figura 5.4 observamos el atii@#o de todas las frecuencias de
los osciladores en un valor comuUn. Por la simetria de lallisiion inicial de frecuencias, este valor
esQ; = 0 para toda.
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Figura 5.4: Frecuencia media tempor@} en funcion de la frecuencia natural para cada osciladay correspondiente
a un sistema dbl = 100 osciladores con una distribuciéon normal de frecuenmaagales.

5.6. Estados casi—estacionarios

En trabajos recientes [82] se ha abordado el estudio de wwsowomportamiento no esperado
para el modelo de Kuramoto. De forma similar a Io que ocuried erodelo Hamiltoniano de Campo
Medio (HMF) descripto en el capitulo 2 se ha encontrado lsgreia de estados casi— estacionarios
cerca de la transicion del modelo de Kuramoto de campo medio.

La figura 5.5 muestra un ejemplo de este comportamiento. w&sg corresponden a la evolu-
cion temporal de parametro del ordemara valores d&/ muy cercanos a la transicion de sin-
cronizacion, con un promedio sobre 10 muestras para umsisieN = 1000 osciladores. En este
caso, las frecuencias naturales del sistema fueron atedéana distribcion uniforme2 < w < 2,
por lo queW; =~ 2.55 (segun (5.14)). Inicialmente las fases estan ditritsuiddre 0< 6 < 2, por lo
quer(0) = 0. Lo que se observa es que, para tiempos largos, el sistettegaa un valor de equi-
librio, sino que presenta estados meta—estables sim#ddossobservados en el modelo HMF cerca
del valor de transicién de fase. La duracion de estos estinados casi—estacionarios parece
depender del tamafio del sistema, analogamente a lo que @aurrel modelo HMF. La clave de
la aparicion de estos estados parece ser nuevamente lasi@oesl inicales que se le imponen al
sistema.
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Figura 5.5: Evolucién temporal de para valores d&V cercanos &\;. El sistema consta dd = 1000 osciladores de
Kuramoto y las curvas son un promedio de 10 muestras.

Podemos mencionar algunas analogias entre ambos mod&jlos fisar de que las ecuaciones
de movimiento del modelo de Kuramoto no tienen un caracteniltzniano como las del modelo
HMF, ambas pueden considerarse como casos particularasededcion de un péndulo genérico.
La ecuacion de movimiento de tal pédulo esta dada por:

AB+BO+Csin(6) =T, (5.19)

dondeB es la constante de amortiguamiento viscoso, mientra®\gue son constantes que depen-
den de la masa, la fuerza y la longitud. Observemos que siree@® = ' = 0 (caso conservativo)
en (5.19), recuperamos las ecuaciones de movimiento deflmbid/IF. En este caso, las ecuaciones
guedan escritas en términos de la magnetizacion del sidéerea el caso de que el angulo global
del sistema esb = 0 y considerando que cada rotador (que en este caso es urnq)éselesta
moviendo en un potencial de campo medio determinado postl de los rotadores o péndulos:

6 = —Msin(@), i=1,...,N. (5.20)

Si, en cambio, consideramos las ecuaciones de un péndule-sohortiguado (cuanda es
despreciable con respecto al coeficiente de fricBirobtenemos las ecuaciones de movimiento
del modelo de Kuramoto escritas en términos del parametooddsr con una fase global nula:

6 =w—Wrsin(8), i=1,...,N. (5.21)
En este caso las frecuencias naturablepiegan el rol de la constante de friccibn

Las similitudes formales que acabamos de analizar le darsusésnto a la posibilidad de en-
contrar una explicacion comun de la meta—estabilidad. Adenesalta el importante rol que tienen
dinamica y la eleccion de las condiciones iniciales en glesridel fenémeno, que ocurre en estos
sistemas totalmente acoplados.
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5.7. El modelo de Kuramoto definido en la red cuadrada

El modelo de Kuramoto que describimos en la seccion anteai@ido modificado en una gran
variedad de formas. Es asi que en la literatura se puedentesg@or ejemplo, el modelo de Ku-
ramoto de campo medio con ruido blanco, con desorden, cquiaagi@ntos temporalmente retar-
dados, con campos externos, con ruido multiplicativo, o@ncia o incluso modelos de Kuramoto
definidos en redes de diferentes topologias [80, 81, 83)skHtimos casos son de nuestro particular
interés, ya que se vinculan con los trabjos que presentaremel resto de esta tesis.

En la literatura se pueden encontrar también trabajos cgiezam el modelo de Kuramoto en
redes unidimensionales, bidimensionales o multidimerdés. En estos casos el alcance de la in-
teraccién juega un rol fundamental a la hora de determirglrsistema es capaz de sincronizarse o
no.

Consideremos ahora un arreglo regular cuadrado (bidimeai¥ide tamafidN = L x L con
condiciones de contorno periddicas. Cada uno de los nodiesrdé esta ocupado por un oscilador
de fase de Kuramoto y cada sitio interactla solamente conugaiso primeros vecinos. En otras
palabras, cada oscilador de la red esta conectado con snss/etas cercanos mediante una in-
teraccion constante. La evolucion del sistema esta dadéapacuaciones de movimiento (5.4)
adaptadas a este nuevo sistema. Asi, la ecuacion de motorpima el i—ésimo oscilador es:

9.:@+VZVZsen(9j—9.),i:l,...,N. (5.22)
nn

Notemos que la suma corre sobre los cuatro primeros vecm@#tidi y ya no sobre todos
los osciladores, pues en este caso las interacciones samtdealcance. Ademas, la constante de
normalizacion ya no e sino que es la cantidad de vecinos del sitio.

Integrando numéricamente las ecuaciones de movimienposiisle observar el comportamien-
to resultante del sistema. Al igual que antes, hemos usaaételdo de Euler con paso de tiempo
ot = 0.02 para la integracion de las ecuaciones (5.22). Se irséiali sistema con una distribucién
normal de frecuencias naturales y fases elegidas al azaatmes 0< 6 < 21T.

En la figura 5.6 se muestran curvas del parametro de ardemo funcién de la constante de
interaccionw para diferentes tamanos de redes. El parametro de ordetieglstfpor la la ecuacion
(5.5). En los gréficos se puede observar que, a diferencia gleel ocurre con el modelo de campo
medio,r no alcanza nunca su maximo valor, aln para grandes valokwgcemparar con la figura
5.3). Mas aun, a medida que el tamafio del sistema aumentaviader (W) se despega cada vez
menos del valor nulo que tiene inicialmete, indicando queldimite termodinamico el sistema es
incapaz de ordenarse.

A pesar de que no ocurre una sincronizacion de las fase deddadores de la red, es posible
gue se observe cierto grado de orden local. Para analizgp@sibilidad es util realizar un grafico de
la frecuencia media tempor&); (5.18) en funcion de la frecuencia natural de cada oscil&ttola
figura 5.7 se muestra este grafico para el caso de una redxde0lL§itios (pero resultados similares
se encuentran para tamafios mas grandes). Se puede apuecrg valores dé&/ pequefios las
frecuencias medias temporales de cada oscilador se paaexenfrecuencias naturales, tal como
ocurre para el modelo de campo medio. Pero cuando el valar ihéekaccion se incrementa los
osciladores tratan de sincronizarse y sus frecuenciasasisdiaproximan a cero. A diferencia de lo
gue ocurre para el modelo de campo medio, los osciladoresrdd hunca llegan a formar un Unico
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aglomerado donde todos se mueven con una frecuencia camhdagto se vera mas claramente en
la siguiente figura.

Las figuras 5.8 son tres fotos instantaneas de un sistema oediamas caracteristicas que todos
los anteriores, pero dd = 100x 100 osciladores. Cada punto de la figura representa, eraescal
de grises, el valor de la frecuencia angular del sitio cpaediente. Cada figura corresponde, de
izquierda a derecha, a valores de la constante de acoplariien 2, W =5 yW = 10. Observe-
mos como para el caso de la menor constante de acoplamiedistribucion de frecuencias es
aleatoria, es decir, cada sitio se encuentra oscilanddiatdifecuencia que el resto. A medida que
el acoplamiento crece, se empiezan a observar ciertosgdeosciladores que estan a la misma
frecuencia, es decir hay un cierto grado de sincronia lotal sistema. Pero aun para valores muy
altos déW no es posible apreciar una sincronizacién global de la red.

Del analisis de este conjunto de graficos se puede inferinquexiste un valor suficientemente
grande déVN capaz de producir un cambio de fase en el sistema desde o efgsordenado a
uno globalmente sincronizado. Si se observa, en cambi@riaation de ciertos grupos de os-
ciladores espacialmente préximos que logran producirtarorcomun. El estado de sincronizacion
global, lejos de mejorar, empeora a medida que el tamafored aumenta. Este resultado, que a
primera vista puede parecer desalentador, sirve sin emparg modelar diferentes sistemas natu-
rales donde se observan aglomerados localmente sinadosiza

08l |o0—oL=100 i
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| |00 L=60 i
L=10
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Figura 5.6: Parametro de ordenen funcion de la constante de interaccion para el modelo daniato definido en una
red cuadrada con interacciones a primeros vecinos. Se ranigistintos tamarfios linealésde las redes. Se usé una
distribucion de frecuencias naturales normal.
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Figura 5.7: Frecuencia media tempor&); en funcion de la frecuencia natur@ para cada osciladarpara distintos
valores daV. Los gréaficos corresponden a una red cuadradd €€10x 10 osciladores con una distribuciéon normal de
frecuencias naturales e interacciones a primeros vecinos.

Figura 5.8: Configuracion espacial de una red cuadrada dex1000 sitios con interacciones a primeros vecinos para
tres valores de la constante de acoplami®ite 2, 5y 10. Se us6 una distribucién de frecuencias naturalesato

5.8. Sincronizacion en redes complejas

Los sistemas naturales formados por ensambles de elenstpkdos estan caracterizados
por arquitecturas de interacciones complejas. Las fuatedas interacciones entre dos elemen-
tos cualquiera puede variar fuertemente de un par a otroprnfisntras algunos pares pueden estar
acoplados, puede que otros ni siquiera interactien. Uesa dlamodelos con interacciones comple-
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jas bien conocido son lasdes neuronalegle las cuales pueden emerger comportamientos colec-
tivos que hacen recordar a las funciones propias de losisrgas biolégicos. Del mismo modo que
las redes neuronales, se puede pensar que un conjunto @mesracoplados con interacciones he-
terogéneas estan ocupando los nodos de una red, dondedossattan presentes entre aquellos
elementos que potencialmente pueden interactuar. Lachitede sitios donde los elementos estan
localizados y los enlaces entre ellos conforman el grafa ded [80].

Fue entonces que la necesidad de entender la sincronizawiéhcontexto de las redes neu-
ronales biolégicas promovi6 los primeros estudios de sirizacion de osciladores acoplados po-
niendo en consideracion las redes de interacciones et kbs primeros estudios en esta di-
reccion fueron realizados por Strogatz y Mirollo en 1988] [Bduego por Niebur et al. en 1991
[85], ambos orientados al estudio de la sincronizacionctiwbe de osciladores no lineales con fre-
cuencias naturales aleatorias en diferentes esquemasparaentos en arreglos bidimensionales.
A pesar de que la concepcion actual de complejidad es dieréas topologias estudiadas por
Niebur se pueden considerar como una primera aproximaciénayela coémo la complejidad en
las conexiones puede afectar las propiedades de sinaramiziel sistema. En este trabajo se usé un
arreglo cuadrado bidimensional como soporte para tre$apias de conexiones diferentes: cuatro
primeros vecinos, conectividad gaussiana truncada a gtendia de @, y finalmente conexiones
aleatorias de alcance infinito. Como resultado, encomtrgrge las conexiones de largo alcance
aleatorias permiten una sincronizacion mas rapida y ralyst la topologia de primeros vecinos o
esquemas de conexiones localmente densos.

En el afio 1998, Watts y Strogatz [1] presentaron un modelplside estructura de una red que
originalmente pretendia introducir un sustrato de comegoen el problema de la sincronizacion
del canto de un conjunto de grillos, que mostraban un altdogde coordinacién adn a distancias
grandes (lo que llevé a pensar que estaban conectados a& aianera no visible). Paraddgica-
mente, este trabajo no significé una gran contribucion ereel de la sincronizacion, pero si sentd
las bases de la teoria moderna de redes complejas, al ictr@diconcepto deedes de mundo
pequefip propiedad que ya habia introducido Milgram [2] en su famesggerimento de loseis
grados de separacion

Los primeros estudios sobre la sincronizacién en topadogdaplejas, donde se considera que
cada nodo es un oscilador de Kuramoto, fueron hechos satee de mundo pequeiio ([86, 87]) y
en grafos del tipo de Barabasi-Albert ([88]).

Podemos citar también el trabajo realizado por Gleiser.€f88], donde se estudio la sin-
cronizacion de osciladores de fase que se encuentran eediigae evoluciona con el tiempo. La
red inicialmente es aleatoria y se reconecta de forma deefe@p la sincronizacion mutua entre
los osciladores. Lo que se encontré fue que tal red evoladiatia una estructura de tipo mundo
pequefio.

Ademas, existen en la literatura trabajos que utilizanrehfdismo que se conoce corimcion
maestra de estabilidacEn este sentido, podemos citar los trabajos de Fink et #2066 [90] y
Pecora y Carroll de 1998 [91].

Existe en la literatura un trabajo realizado por Aregiasl.[83], que constituye un resumen mas
completo de todos los trabajos relacionados en esta avétanios al lector interesado a consultarlo,
asi como a las referencias que alli se incluyen.

Para pensar el modelo de Kuramoto en topologias complajaoesario reformular las ecua-
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ciones de su dindmica de la siguiente forma:

. N
9.:oq+ZGija;jsin(9j—9.),i:l,...,N, (5.23)
=1

dondegd;; es la constante de acoplamiento entre el par de sitios eutustt, ) y a; es la matriz de
conexiones. Luego, el modelo original de Kuramoto (ecusesd5.4)) se recupera tomargjp=1,
Vi#jy o =W/N,Vi,j.

El primer problema que surge es el de determinar la dinaneidateraccion de forma apropiada.
Al contrario de lo que ocurre con el caso de campo medio,exigarias formas de establecer la
topologia de conexiones y la constante de acoplamientou&mt@ a la constante de acoplamiento
las posibilidades son las siguientes:

» 0;; =W/N al igual que en el caso de campo medio.
» 0;j =W/k;, conk; el grado del nodden cuestion.

= 0;j =W/C, dondeC es una constante, como podria ser la conectividad mediareld (&), o
el grado maximo de la reldnay, por ejemplo.

Para nuestros resultados originales que mostraremos dodasapitulos subsiguientes elegire-
mos una topologia de conexiones complejas embebida en anieguclideo bidimensional con
constante de acoplamiento normalizada segun el gradoaw@bsitio ;). Es importante observar
que, como consecuencia del proceso de embebido que seid@ecribl capitulo 1, obtenemos un
sistema de osciladores de fases de Kuramoto que operan egducan las siguientes caracteristicas
particulares:

= Cada oscilador tiene una ubicacién geografica determinamamo consecuencia, las distan-
cias entre sitios estan perfectamente determinadas.

= Cada oscilador esta conectado con una cierta cantidadiai gpite no son sus primero ve-
cinos, ni son todos sus vecinos, ni tampoco una selecci@toake de los mismos. Por el
contrario, cada oscilador sentira la interaccion de lodamkares segun una topologia com-
pleja.

Vale destacar que no existen demasiados trabajos en &uditerque se dediquen al estudio de
la sincronizacion en este tipo de sistemas embebidos enpaciesuclideo, que como ya hemos
mencionado en el capitulo 1, representan mejor a la mayeriesdproblemas del mundo natural.
Algunos de los trabajos de este estilo que podemos menaondos de Wang et al. [92] y Yin et al.
[93] quienes han estudiado la sincronizacion colectivastdarlores sobre redes de mundo pequefio
uni y bidimensionales, en las cuales la constante de ac@itordepende de la distancia geografica
entre nodos. Lo que ellos encontraron fue una fuerte depeiadde la sincronizabilidad con la
distancia geografica de las conexiones agregadas en foeatarid. Aquellos trabajos resaltaron el
rol importante que juega la distancia geogréfica en la sniwacion de la red.
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5.9. Conclusiones del capitulo

En este capitulo hemos introducido los conceptos basidasiorados con el fenomeno de
sincronizacién. En particular, hemos presentado el cdpogiodelo de Kuramoto que explica la
sincronizacién mutua de un conjunto Meosciladores de fase que interaccionan todos con todos.

Ademas, y como se puede ver en la amplia literatura dispmrébinodelo de Kuramoto puede
ser adaptado a distintos tipos de situaciones, dependeladide la topologia de conexiones que
se implemente. Debido a nuestro particular interés en rfgideanensionales, hemos estudiado las
propiedades del modelo en una red cuadrada con interascgomeros vecinos, con el objeto de
comparar estos resultados con los que veremos en el cagifjulente en el cual las interacciones
surgirdn de una arquitectura compleja. El principal residten este sentido es que, a diferencia de
lo que ocurre con el modelo de campo medio, el sistema bidiimeal no se sincroniza en forma
global cuando la interacciones son de corto alcance.
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CAPITULO O

Sincronizacién en una red bidimensional compleja con
Interacciones uniformes

6.1. Introduccion

Como en cualquier fendmeno critico, la aparicién del cogpoiento sincrénico a través de
unatransicién de fase tiene lugar en unas pocas formagsalies, dependiendo de algunos detalles
microscépicos del sistema, tales como la naturaleza y gbrde las interacciones, el nimeros de
grados de libertad de cada componente y la topologia de tesicmes de la red. En este sentido,
un gran corpus de libros y publicaciones cientificas se hditado a analizar en detalle el rol de
cada uno de estos ingredientes en el comportamiento mapiosalel sistema como un todo. De
entre todos los aspectos ya analizados, en esta instateiaossinteresados solamente en el rol de
la geografiay de latopologiade las conexiones de la red. En este contexto, es importaarie m
cionar que es posible encontrar en la literatura de las @dtidécadas el estudio de una variedad
muy grande de topologias que van desde versiones de campm (ar&dlisis original de Kuramoto)
hasta redes de baja dimensionalidad con interaccionemanms vecinos para modelar situaciones
mas realistas [94], tal como vimos en el capitulo anteriaraRBituaciones intermedias se ha he-
cho un gran esfuerzo para entender el fenémeno de la sinaodim en redes complejas, ya sean
naturales o artificiales, estudiando el modelo de Kuramotestructuras de mundo pequefio y/o
libres de escala [81, 83]. Un ejemplo de particular inteesldrabajo de McGraw y Menzinger
[95], quienes analizaron el efecto de la manipulacion deficientes de clustering en redes libres
de escala sin cambiar la distribucion de grados, concluyemé el clustering de la red promueve
la sincronizacion de los nodos mas conectados.

Como ya hemos mencionado en capitulos anteriores, la ndeidistancia geogréficas ig-
norada usualmente en estudios de las redes complejaspdghidh a las muy engorrosas com-
plicaciones matematicas y numéricas que implica esta@enagiion. Por el contrartio, la mayoria
de las redes complejas analizadas son del tipo campo medil, sentido que los mecanismos
de conexién y reconexidn no tienen en cuenta ninguna no@distancia entre las unidades. Sin
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embargo, el mundo esta lleno de ejemplos de redes compfejagan naturales o artificiales, en
donde la nocién de distacia juega un rol fundamental. Adessias redes suelen estar embebidas
en un espacio euclideo de baja dimensionalidad, preserdpiegades de mundo pequefio y tienen
distribuciones libres de escala.

El cerebro de los mamiferos es un sistema complejo por exaaleEs una combinacion uni-
ca de varios tipos de células unidas por humerosas conexismapsis) que forman columnas,
circuitos y areas. Durante los ultimos afios se han hecho noso®esfuerzos para avanzar en el
entendimiento del cerebro, abordando el problema deséesdis puntos de vista [96, 97]. En par-
ticular, estudios recientes realizados con técnicas amaesia magnética funcional (fRMN) han
revelado que la red funcional de conexiones en el cetaxitibe caracteristicas del tipo mundo pe-
guefio con distribucion de conectividades tipo ley de paefi®, 63]. Ademas, la sincronizacion
de la actividad distribuida del cerebro ha sido propuestaocono de los principales mecanismos
de procesamiento de la informacion neuronal [98, 99, 100].

En este y en siguiente capitulo mostraremos los resultadgimales del estudio de la sin-
cronizacion en una red compleja. El objetivo principal ée eapitulo, cuyos resultados se encuen-
tran publicados en [101], es analizar los efectos del erdbetm la sincronizacion de un conjunto
de osciladores de fase no lineales de Kuramoto e invesiighihecho de usar una red embebida
puede facilitar la sincronizacién en comparacion con udaeriivalente pero no embebida. Para
ello consideraremos dos topologias diferentes. Por undadsideraremos una red embebida en
un espacio euclideo bidimensional y la compararemos coreguizalente en la cual no se tiene
en cuenta la longitud de las conexiones. Esta Ultima cagstitina version de campo medio de la
embebida y, tal como se explicé en el capitulo 1, se obtieswedii el mismo exponente de la ley de
potencia pero eligiendo al azar la vencidad de cada sitidesier en cuenta la distancia euclidea.
Primero analizaremos el comportamiento del pardmetrodienadle Kuramoto para luego estudiar
el comportamiento de la frecuencia media de los oscilademefsincion de su frecuencia natural
para ambos tipos de redes. Mostraremos que, a diferenctaqies locurre con las redes no embe-
bidas, en donde se observa un comportamiento de tipo camglio cagacterizado por la presencia
de un Unico grupo de osciladores sincronizados, en las ezdbsbidas se puede observar la pres-
encia de diversidad de grupos sincronizados a diferentesesale frecuencias medias. Finalmente,
considerando el comportamiento de la frecuencia mediareidu del grado de la red, estudiare-
mos el rol de los hubs en las propiedades de sincronizaci@istiema. Por su parte, en el capitulo
7 abordaremos el estudio de las propiedades de sincrafrizdeiosciladores de fase de Kuramoto
en una red compleja embebida en un espacio bidimensionarefeda fuerza de las interacciones
depende de la distancia entre sitios. Este estudio estertasto al modelado de la formacién de
patrones que emergen en el cortex visual del cerebro de losfaras.

6.2. El modelo

En esta seccién analizaremos los resultados numéricosidisedel estudio de una red com-
pleja embebida en un espacio euclideo bidimensional de&dsoes de fase de Kuramo (0 <
6 < 2m). Para observar cual es el efecto del embebido de la red,aran@mnos con una version no

1La red funcional de conexiones del cerebro describe laglemiones temporales entre eventos neurofisiolégicos
(espacialmente cercanos o distantes). Por su parte, lanetdnaica se puede definir como el conjunto de todas las
conexiones fisicas o estructurales entre neuronas, gdgoguronas o areas del cerebro en un instante determinado
[63, 97].

100



6.3 Resultados numéricos

embebida y de campo medio de la misma red. Los detalles desasubatrucciones se han especi-
ficado en el capitulo 1. En ambos casos, la dindmica globalisteina esta regida por el siguiente
conjunto de ecuaciones diferenciales de Kuramoto:

. 1 .

6=w+WY) —senf;—6),i=1,...,N, (6.1)

JEVS ki

dondew es la frecuencia natural del osciladgW es la constante de acoplamienfpes la vencidad
del sitioi y k; es su grado. La vecindad del sitio queda especificada luégoateso de generacion
de la red, ya sea en su version embebida como en la version mebata. Observemos que ahora
el subindicel de cada sitio representa la posicion del mismo en un arreglaar cuadrado, por
lo que esta compuesto de dos coordenddak). Notemos que la constante de acoplamiéfites
independiente de la distancia de cada sitio.

En cuanto a la constante de normalizacion en las ecuaciemasyimiento, se pueden encontrar
en la literatura sobre el tema una variedad de elecciorler® se discutié en el capitulo 5. Asi,
algunos trabajos usan la conectivadad media de la red, wdess un valor constante y otros usan
la conectividad del sitio. Para nuestros trabajos, elegimsar la conectividad del sitio, aunque
las pruebas realizadas usando la conectividad media del lnoresugieren cambios cualitativos
apreciables en los resultados.

6.3. Resultados numéricos

Para las simulaciones numéricas que mostraremos a casifinuse usaron redes tie=L x L
nodos corl = 100. Inicialmente, las fases se eligen al azar dentro defvialio 0< 6 < 21T. Las
frecuencias naturaleg también se eligen al azar de un distribucion gaussiana émyarl y media
cero, es decir una distribucién normal:

_ exp(—w?/2)

N (6.2)

g(w)

Nos concentraremos en tres casos diferentes:

m g =25conm=4yM =400.
= 0 =30conm=4yM =100.

» g =50conm=4yM =40.

Recordemos qué es el exponente de la ley de potencia que caracteriza legiapdéd conexiones
compleja,my M son la minima y maxima cantidad de conexiones posibles @afa sitio yA
caracteriza el radio maximo de alcance de los enlaces (tab e definié en el capitulo 1). La
eleccion dan = 4 garantiza que para valores grandes del exponente de le [gytenciasr, la red
se aproximara a una red regular cuadrada de corto alcannda@uencion de evitar la formacion
de estructuras auto—similares dentro de las redes, ussiedmalorA = 10 en los tres casos, lo cual
fija el valor deM segun el valor de elegido [4].
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6.3.1. El parametro de orden

Consideremos la evolucién temporal del pardmetro de ordemddelo, previamente definido
en el capitulo 5, dado por:
1N
=55 dli® (6.3)

N &

Recordemos que € r(t) < 1 es una medida de la coherencia de los osciladores. Patdacdic
evoluciéon temporal del sistema integramos las ecuacioeeaavimiento (6.1) usando el método
de Euler con un paso de tiempb= 0.02.

La figura 6.1 muestra precisamente las curvas gt para redes de distintos tamafios en sus
versiones embebida (e) y no embebida (ne). Los casos mositadesponden@a = 2.5 conm=4
y M =400 con un valor de acoplamierifé = 3.0. Las curvas fueron realizadas con un promedio
sobre 100 muestras, donde en cada muestra se genera unavead/rtambién se sortean condi-
ciones iniciales nuevas. En todos los casos exploradosngamos comportamientos similares a
los observados en esta figura. Lo que se observa claramamteasiportamiento diferente entre las
redes embebidas y no embebidas. Las redes no embebidaatskzest rapidamente en su estado
estacionario en un valor danayor que el correspondiente a la embebida. Ademas, estaadle-
pende del tamafio de la red. Por el contrario, el valor estadimde las redes embebidas presentan
un efecto de tamarnio finito, y en todos los casos es menor quelalabrrespondiente no embe-
bida. Este comportamiento nos recuerda a lo que ocurre eéadas con interacciones a primeros
vecinos, en donde no ocurre una sincronizacion global deadlagrcomo consecuencia el parametro
de orden nunca llega a la unidad. Basandonos en los resaltidestas curvas, hemos consider-
ado que el sistema se encuentra en un estado estaciongodeadranscurrido un transitorio de
t =100 at = 200. Todos los gréaficos que mostraremos a continuaciénrfuesdizados eliminando
un transitorio de este orden, a fin de asegurarnos de queezhaise encuentre estacionario.
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Figura 6.1: Evolucion temporal del pardmetro de ordepara redes de distintos tamafios en sus versiones embebida
(linea continua) y no embebida (linea de trazo). En todogdsssa = 2.5 conm=4y M =400 conW = 3.0y la

curva corresponde a un promedio de 100 muestras. Obsewmgagitres curvas correspondientes al caso no embebida se
superponen.

En la figura 6.2 hemos graficadpel valor estacionario del parametro de ordgén, como fun-
cion de la constante de acoplamieWara tres valores del exponemtea sabero = 2.5 (arriba),
a = 3.0 (medio) ya = 5.0 (abajo). Estas curvas corresponden a un promedio realsaole 50
realizaciones con diferentes fases iniciales aleatoridi$eyentes frecuencias naturales. En todas
las figuras hemos graficado ambos tipos de redes no embethigiaa(tes) y embebidas (circulos).
Paraa = 5 también se han incluido los resultados correspondientes aed cuadrada regular del
mismo tamafio con conexiones a primeros vecinos. En estfisogrée puede verificar que, inde-
pendientemente del valor de el emebebido de la red dificulta la sincronizacion globasgtema.
Sin embargo, tanto para el casoade- 2.5 como parax = 3.0, para un valor suficientemente grande
del acoplamiento la red compleja bidimensional logra cademen un estado sincronizado. Al con-
trario, parao = 5.0 se puede ver que, como es de esperarse, la red embebidametacrasi como
un modelo de primeros vecinos, sin alcanzar el estado desinacion global.
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Figura 6.2: Valor estacionario del parametro de ordevs. la constante de acoplamiemibpara redes libres de escala
no embebidas (diamantes) y embebidas (circulos). ®areb.0 también se ha graficado el caso de una red cuadrada
regular con interacciones a primeros vecinos (triangutps) es casi coincidente con la red embebida. Observarria fue
dependencia del parametro de orden con el exponertepaea todas las redes embebidas [101].

6.3.2. El efecto de la conectividad media

A continuacion exploraremos como depende el comportamiitmodelo con la conectividad
media de la red. En la figura 6.3 mostramos curvas d& W para diferentes configuraciones de
red que tienen la misma conectividad medH) = 6.8, todas ellas d&l = 100x 100 sitiog. Esta
conectividad media fue obtenida con los siguientes parasde redo = 3.0 conm=4,M = 100
(linea continua); ya = 4.0 conm=5 y M = 200 (linea de trazo). Para estos dos casos, hemos
analizado una red embebida (circulos) y otra no embebidan@ites).

2Recordemos que en el capitulo 1 se mostré que la conectimigdih esta determinada por una combinacién de los
parédmetros de la red, dado por la ecuacion (1.4).
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Figura 6.3: Valor estacionario del pardmetro de ordevs. la constante de acoplamieMibpara redes cofK) = 6.8,
todas ellas dé&l = 100x 100 sitios. Los pardmetros de las redes son: 3.0 conm= 4, M = 100 (linea continua);
ya=40conm=5yM =200 (linea de trazo). Se muestran los casos de red embelfidalds) y no embebida
(diamantes).

En la figura 6.3 podemos ver como a igual conectividad medigoelelo se sincroniza mas en
el caso no embebido. Para redes no embebidas (diamantegjJas correspondientes a diferentes
parametros de la red se superponen, y no son visibles difagesignificativas entre ellas. Esto
nos dice que el comportamiento de las redes no embebidaspeadizde los parametros de red
especificos: a igual conectividad media igual curva (té¢). Por otro lado, en el caso de las redes
embebidas (circulos) se puede observar una fuerte depeadam los parametros de la red,
my M, es decir, de la topografia de la misma. Aunque ambas restentia misma conectividad
media, estas se diferencian en la disposicion espacialsdendaces, lo cual influye fuertemente en
el comportamiento global del modelo. Estos resultados trareque el grado de sincronizacion no
depende solamente de la conectividad media de la red y dedbbgia de la red, sino también de su
geografia. De hecho, vemos que las redes con la misma d@éibde grados y la misma conectivi-
dad presentan un comportamiento diferente cuando se gpeistsobre una estructura tipo campo
medio o sobre una estructura embebida en un arreglo de agmsionalidad. El punto mas im-
portante aqui es que podemos inferir que las redes embdhidascen la formacion de grupos
geogréaficamente localizados de nueronas sincronizadasniendo, las estrucutas complejas em-
bebidas permiten la aparicion de grupos de neuronas ladakzgoegraficamente que no pueden
observarse en estructuras de campo medio. Por otro ladafignila 6.2 pudimos ver que ademas
las redes embebidas mejoran la capacidad de sincronizemmparadas con las redes regulares de
corto alcance.
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6.3.3. La frecuencia media

Con el objetivo de obtener informacién mas detallada aceecéa presencia o ausencia de
clusters sincronizados en el sistema, consideraremosdadncia media de oscilaci@®) de cada
oscilador en un intervalo de tiemfqg luego de un cierto transitiorio. Calcularemos esta cadtid
tal como se definid en la capitulo 5, ecuacion (5.18). Pam lmsiresultados que mostraremos en
esta seccion hemos usado un transitbro100 y un tiempo de promedids= 500.

Figura 6.4: Frecuencia medi® para una red no embebida (arriba) y una embebida (abajosacolba = 2.5,W = 3.0,
m=4,M = 400 yA= 10 [101].
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En la figura 6.4 se compara el comportamientddentre una red no embebida (arriba) y una
embebida (abajo) ambas canr= 2.5 y acoplamient® = 3.0. Se puede ver claramente la presencia
de clusters de nodos con la misma frecuencia media en la feebédia, mientras que no se observan
dichas estructuras en la red no embebida. Estas redes smistaas que fueron analizadas en el
capitulo 1 en el contexto de la distancia quimica. Recomléasifiguras 1.9 se puede apreciar como
el proceso de embebido introduce correlaciones que juegpapel importante en la formacion de
patrones de sincronizacion.

En la figura 6.5 hemos graficado la frecuencia meelide cada oscilador en funcion de su
frecuencia naturato para una red compleja no embebida (arriba) y una red comgiefzebida
(abajo), ambas con exponerde= 2.5 y para cuatro valores de acoplamienté= 1.0, 20, 30
y 4.0. En estos gréficos, la presencia de clusters de sincratizae ponen en evidencia a través
de lineas horizontales, que indican que ese conjunto diads@s han cambiado sus frecuencias
naturales por una misma frecuen€la Para ambas redes se puede ver que para valores bajos de
acoplamiento, por ejempM/ = 1.0, los osciladores presentan apenas una leve desviaciamsde s
frecuencias naturales. En el otro extremo, para acoplansiggrandes\V = 4.0 por ejemplo, casi
todos los osciladores estan sincronizados y presentan ismanfrecuencia media. También en
ambos tipos de redes los Ultimos nodos en sincronizarsegseti@s que estan cerca de los extremos
de la distribucion de frecuencias naturales.

Para valores de acoplamiento intermedios, en cambio, gdadamiento de ambas redes difiere.
La red no embebida recuerda muy fuertemente al modelo deccaragio, donde se forma un solo
cluster de sincronizacién que va creciendo a medida quenstanate de acoplamiento crece. Por
otro lado, en lared embebida se observa una dispersioredtvedel valor medio de sincronizacion,
y solo se observa un unico cluster si el valor de la constamticdplamiento es muy grande. Para
analizar este efecto con mas detalle hemos realizado lafj6r En esta figura mostramos en
detalle la frecuencia media en funcion de la frecuenciarabtle cada nodo para ambos tipos de
redes, esta vez paca= 3.0 yW = 3.0. Aligual que en el caso anteriar & 2.5), lared no embebida
presenta un unico cluster de sincronizacion (figura supeyita red embebida (figura del centro)
presenta dispersion alrededor del valor medio. Como ergmhkrarse a partir del comportamiento
der observado en la firgura 6.2, la dispersion en las frecuemctexe a medida que aumenta el
exponentea. El recuadro inferior de la figura es un detalle ampliado dehgortamiento de
alrededor de la media. Este detalle revela una caractertgtie evidentemente se aparta del modelo
de campo medio: se pueden observar con claridad una cadtddgisters sincronizados a diferentes
frecuencias. Cada uno de ellos corresponden a osciladeldegates geogréaficos alejados que han
llegado a sincronizarse entre si (recordar también la fifj®a Observar que las frecuencias a las
cuales estos clusters se sincronizan son muy parecidgs, tuando la constante de acoplamiento
se incrementa, los clusters se pueden sincronizar entivesitualmente, para acoplamientos lo
suficientemente grandes, aparece un Unico cluster comassevolen la figura 6.5.
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Figura 6.5: Frecuencia medif en funcion de la frecuencia naturalpara redes no embebidas (cuatro graficos superi-
ores) y redes libres de escala embebidas (cuatro grafieoires) con exponentes= 2.5, m=4,M =400,A=10y
cuatro constantes de acoplamieWaliferentes [101].
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Figura 6.6: Frecuencia medi& en funcién de la frecuencia natural para una red no embebida (arriba) y para una
red embebida (figura media) con constantes de acoplamért3.0, o = 3.0,m=4,M =100 yA = 10. En la figura
inferior se muestra un detalle ampliado del caso embebiddelse observa la presencia de clusters sincronizados a
diferentes frecuencias medias [101].

6.3.4. Elrol de los hubs

Por Gltimo, analizaremos el efecto que tiene el embebidd papel que juegan los hubde la
red. Para ello, en la figura 6.7 graficamos la frecuencia nedia funcion de la conectividadde

3Un hub es un nodo con un nimero muy grande de conexiones
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cada sitio de una red no embebida (superior) y embebidaifinfeEn ambos casos usamms-= 2.5

y cuatro valores diferentes para la constante de acoplémiea figura esta representada en escala
logaritmica debido a la gran amplitud del rangokd&n ambos casos observamos el mismo com-
portamiento cualitativo: los nodos con mayores conedilés son los primeros en sincronizarse
al orden global, mientras que aquellos con conectividadasones se sincronizan cuando la con-
stante de acoplamiento es lo suficientemente grande. BEétmdiEando que el rol de los hubs en la
sincronizacién no tiene una dependencia demasiado fuamteldhecho de que la red se encuentre
embebida [95].
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Figura 6.7: Frecuencia medi@ en funcion de la conectividakdpara una red no embebida (cuatro graficos superiores)
y embebida libre de escala (cuatro gréaficos inferiores) coexponenter = 2.5, m= 4, M = 400, A = 10 y cuatro
constantes de acoplamiento diferentes [101].
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6.4. Conclusiones del capitulo

En este capitulo hemos analizado los efectos del embebitis dedes en las propiedades de
sincronizacion de un sistema de osciladores de fase nddmda Kuramoto, resultados que fueron
publicados en [101]. A partir de la comparacion de los radals obtenidos en una red embebida
libre de escala con los anélogos en una red no embebida psdemoapaces de discernir de qué
forma la presencia de estructuras complejas locales erttzm@interaccion afecta al parametro de
orden y alas correlaciones espaciales del modelo. Tal ceraspera, la baja dimensionalidad de la
red embebida dificulta la sincronizacion global. Sin embaeg posible la formacion de estructuras
sincronizadas, cosa que no se observa en los modelos noidotmhdbs importante mencionar que
en ambos casos, redes embebidas y no embebidas, los nodosmeémdos de la red (los llamado
hubs) juegan un rol fundamental. De hecho, los nodos corctivitlkades mas altas se sincronizan
primero, y a medida que la constante de acoplamiento vaeoeise van sumando al orden global
los nodos con conectividades mas pequefias.

Resumiendo, en esta parte de la tesis hemos presentado @ondedKuramoto en una red
embebida geograficamente. Este modelo incluye muchos denggortamientos observados en los
sitemas reales, tales como baja dimensionalidad, distéibude grado tipo ley de potencias, carac-
teristicas de mundo pequefio y un cierto grado de localideudk etros. Nuestros resultados resaltan
el rol de las estructuras embebidas no solo en la apariciamdd®m en redes de baja dimensionali-
dad, sino también la aparicion de parches de unidades lengdsincronizadas.
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CAPITULO

Sincronizacién en una red embebida bidimensional con
interacciones dependientes de la distancia

7.1. Introduccion

El proceso de desarrollo del cerebro conlleva la formac®&mpairones por medio de auto-or-
ganizacion, o sea, mediante mecanismos dinamicos autdadeg [102]. Dado el gran namero
de neuronas presentes en un cerebro, y a su vez, la granachdgdconexiones que entre ellas
se establecen en el proceso de desarrollo, se debe excligtezinismo genético como Unica
posibilidad explicativa de la compleja arquitectura deexttones. En lugar de esto, parece existir
un conjunto de reglas y procedimientos que guian el proaefarchacion de las conexiones. A dife-
rencia de lo que sucede en sistemas fisicos, en los sistéohagidos la estructura auto—organizada
no surge a partir de estados inicialmente inhomogéneasagiartir de estimulos externos que son
almacenados en patrones espacio—temporales. Y esteqromdtiante el cual la informacion fluye
del mundo exterior hacia el interior del cerebro (que esloste llamado, en términos de redes
neuronales, proceso de aprendizaje no supervisado), aladug auto—organizacion.

Uno de los problemas que ha sido mas investigado en tornaehroees la formacion de pa-
trones en la corteza visual, a cuyo estudio nos avocaremestercapitulo. Existe una serie de
experimentos que sugieren que los elementos importanégemguvienen en estos procesos no es-
tan pre—especificados, sino mas bién que emergen duranteagsp auto—organizado [103]-[106].
Ciertos experimentos de registros electrofisiolégicoad®iteza visual de gatos y monos revelaron
gue existen ciertos patrones que forman las neuronas deessdviis aln, los patrones espaciales
gue se generan por la estimulacion del ojo derecho formadasagque estan entrelazadas con las
bandas de neuronas que han sido estimuladas por el ojordgUyiE)7]. Estas son ldsandas de
dominancia oculary la explicacion de las mismas les vali6é el Premio Nobel a.[Htbel y T.N.
Wiesel en 1981 [103]. Otro fendmeno que ha sido también muylieslo experimentalmente en los
ultimos afios es la presencia de oscilaciones altament®sinadas en la corteza visual del cerebro
de los gatos [108, 109, 110, 111].
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7.2 Propiedades de la corteza visual

Desde aquellos experimentos, la comunidad cientifica hiicadb diversos trabajos que inten-
tan modelar la formacion de patrones en la corteza visuabslenamiferos. Por ejemplo, Niebur
et al. [85] se inspiraron en esta clase de fendbmenos para invediginamica de arreglos bidi-
mensionales de osciladores de Kuramoto acoplados a travdifecentes esquemas de conexiones.
En este trabajo se observé que, a igual constante de aceplangiobal, el acoplamiento mas dis-
perso permite una sincronizacion en fase mas rapida y loust si la topologia de conexiones
es a primeros vecinos o localmente densa. Es importanteion@ngjue este tipo de esquema de
conexiones captura algunos de los elementos de la anatorticak Existe un trabajo desarrollado
por Cho y Kim [6] en el cual estamos interesados particulateng que analizaremos mas adelante
en este capitulo, en el que se propone un modelo dinamicantenaéciones de largo alcance del
tipo sombrero mexicanpara explicar diversos fenébmenos relacionados a la fodmate mapas
visuales. Aunque en aquel trabajo se logré reproducir dedarualitativa ciertos patrones corti-
cales de la corteza estriada de los monos, se usé una apeixintle campo medio. Segln esta
aproximacion, cada neurona de la corteza visual, ubicadiasesitios de un arreglo bidimensional
cuadrado, siente la influencia del resto de las neuronaslelEpunto de vista biolégico es sabido
gue las neuronas del cerebro no interaccionan con todagsimas, sino que lo hacen con algunas
de ellas. Ademas, se sabe que la red de conexiones del cteglerpropiedades complejas, son de
tipo mundo pequefio con distribucion de conexiones del &épaé potencias [63], y que la distancia
geografica entre ellas juega un rol fundamental.

Inspirados en las propiedades de la corteza visual de logfaras) en este capitulo mostraremos
los resultados de un estudio numérico sobre la capacidamhatersizacion de un conjunto de os-
ciladores de Kuramoto que oscilan en una red compleja eideln un espacio euclideo bidimen-
sional. Para ello, usaremos el método de embebido intrddwci el capitulo 1. Cada oscilador tiene
su frecuencia natural, que caracteriza su comportamiadteidual, y ademas esta conectado con
un cierto nimero de vecinos con los cuales interacciona.éibao de embebido garantiza que la
vecindad de cada sitio es tal que la red entera es de mundefeguibre de escala. Como primer
paso, introduciremos las principales caracteristicaa derteza visual de los mamiferos para poder
entender como se forman los patrones en ella. A continuastéeduciremos y analizaremos los
resultados del modelo de Cho y Kim [6] que servira de puntoadigda para el desarrollo de nuestra
version. Posteriormente, introduciremos nuestra prapyesa el modelados de los patrones de la
corteza visual, que incluye dos variaciones de nuestroipmpdelo. Las dos Ultimas secciones
estaran dedicadas a mostrar los resultados originaleses¢rodrabajo.

7.2. Propiedades de la corteza visual

Un ejemplo muy estudiado e importante de auto—organizagidivel del cerebro de los ma-
miferos es el sistema visual. Una vez finalizado el procesoatturacion del individuo, las fibras
nerviosas que emergen de la retina se proyectan, via eldalaon area especifica del cerebro lla-
madacorteza visual primarigtambién conocida coméarea 17 area V1o corteza estriadg452]).
Esta region debe ser capaz de procesar todos los posibhesnites que una escena natural pueda
contener: contornos, texturas, colores, sombras, difgmes y movimientos. La corteza cerebral
se organiza mediante segregacion lateral y especializaediferentes regiones que estan involu-
cradas en la deteccién y procesamiento de ciertas comgsndeitina imagen, o en la combinacién
de varias de estas componentes, dando lugar a la formacipatimes espaciales llamadog-
pas corticalesHoy es aceptado que estos mapas surgen de un proceso gatizano y que son,
al menos en un grado importante, aprendidos a partir de leriexgia visual. Si bien original-
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mente se cuenta con una estructura rudimentaria ain endacasle experiencia visual, se sabe
gue es necesaria una adecuada estimulacion visual a fin da gogeza obtenga su capacidad
de procesar informacién. Los experimentos han mostraddagueduracion continta aun después
del nacimiento y que la organizacion final depende fuertéende los patrones percibidos. No

obstante, existe cierta controversia sobre el grado dertampmma del proceso de aprendizaje en la
organizacion final [102].
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Figura 7.1: Capas anatdémicas de la corteza visual primaria, cada unidadma sus conexiones caracteristicas. A) Se
muestra como la mayor parte de las fibras aferentes proesddgitniicleo geniculado lateral terminan en la capa 4 (que,
a su vez, esta dividida en varias subcapas). B) Se muessrdistmtos tipos de neuronas que existen en la cortezalvisua
Las células estrelladas espinosas y las piramidales, atobatendritas espinosas, son exitatorias. Las céluladladas
lisas son inhibitorias. Las células piramidales se prayebiacia el exterior de la corteza, mientras que los dos tipos
células estrelladas son neuronas locales. C) Se muestrgoetil informacién basado en las conexiones anatomicas.
Extraido de [52]

La corteza cerebral de los primates es un capa delgada dasc@e aproximadamente 2 cm
de espesor) que cubre la mayor parte de la superficie delroe&ilbien la corteza puede dividirse
histolégicamente en seis capas de células, la capacidadsgaesta de las neuronas varia sélo
lateralmente y parece ser aproximadamente la misma en leglaapas. Siguiendo esta premisa,
la mayoria de los modelos de organizacion cortical se basasteucturas bidimensionales. Y esta
descripcion, a pesar de su simplificacion, parece ser capaaptar los ingredientes esenciales de
la organizacion cortical. Si se avanza mas en la descrigtedas diferentes capas, se observa que
la capa IV recibe la corriente de sefiales de entrada de largonca, procedentes de la retina y del
nucleo genicular lateral del tAlamo, y envia sefales aniente a las capas Il y Ill. Las sefales
de salida parten de las capas V y VI hacia el tAlamo y otrasatstas neuronales. En la figura 7.1
se muestra en forma esquematica el flujo de informacion &sreapas anatémicas de la corteza
visual primaria.
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Figura 7.2: En la figura de la izquierda se muestra el campo visual conaeszmonoculares y binoculares. La figura
de la derecha muestra un diagrama simplificado del recadgdas proyecciones desde la retina hasta las areas visuales
del tAlamo, el nacleo geniculado lateral, donde van a p&i@0 % de los axones retinianos y es la principal estructura
subcortical encargada de transportar la informacion Veslecorteza cerebral. Extraido de [52]

Las fibras nerviosas originadas en las células gangliordgda retina se proyectan, via el
talamo, a la corteza visual primaria de manera topografigaréi7.2). De esta manera, regiones
cercanas en la retina se proyectan en regiones vecinas ddgdaa Este tipo de patron de conec-
tividades se conoce commapa topograficoEl factor de magnificacion del mapa, conocido como
factor de magnificacion corticalaria segun la localizacién. La proyeccion del talamo exolteza
es débilmente divergente, de tal forma que cada neurona d®tira recibe los inpulsos prove-
nientes de una pequefia zona de la retina. Sin embargo, siéamieestimulo que se representa
en el centro de esta regién, conocido cooampo receptivprovoca una respuesta medible. Los
campos receptivos son el resultado de la dinamica coled¢iva gran nimero de células. Ususual-
mente, se adopta una descripsibn mesoscépica que utiizealapos receptivos no de una sola
célula, sino de un pequefio volumen de células,anhamna

Dos propiedades importantes de las células de las regienksabrteza estriada responsable
por la percepcion visual son kelectividad orientacionaSO) y ladominancia oculafDO). La
primera se refiere a una tendencia pronunciada de la mayoléa deuronas corticales a responder
maximamente a estimulos visuales orientados (barras dsasno bordes) dentro de un rango finito
y bien definido de orientaciones. La selectividad oriewiaali de una neurona esta descripta por una
funcion de estimulo (tuning curve) que tipicamente exhibpico. Esta funcién puede ser descripta
en forma sencilla con dos parametros: la orientacion paééal, que denota la orientacion del
estimulo visual que maximiza la respuesta, por un lado, yiftaethcia entre en la magnitud de
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la respuesta obtenida cuando el estimulo tiene la oriémtgareferencial y cuando el estimulo es
ortogonal a la misma. La segunda, dominancia ocular, seaedfita diferencia de respuesta a un
mismo estimulo visual presentado a ambos ojos. Vale desjaedas células que estan ubicadas
en regiones correspondientes de ambos 0jos proyectan aladerimisma area de la corteza. Una
regién se denomina monocular si responde al estimulo pgeskea un ojo en particular, y se dice

binocular si responde igualmente bien a un estimulo pradera ambos ojos.

La corteza visual primaria esta organizada en moédulos duatés, de modo que las neu-
ronas con campos receptivos similares forman columnaas Estructuras orientadas verticalmente
cruzan las capas de la corteza visual, cuyas células camfpolrciones retinianas casi idénticas. La
corteza visual primaria se dispone en estrechas columada (@lumna tiene tiene un ancho de 30
a 100um y una profundidad de 2 cm). Existen al menos tres sistemesldenas [52]:

1. Columnas de orientacigrgque descomponen cada parte del campo visual en segmentos
neales cortos de orientacion diferente. Este es el prims® ga un proceso aparentemente
necesario para la discriminacién de la forma

2. Regiones llamadamanchas en donde tiene lugar el procesamiento del color. Estamegio
contiene células que no poseen selectividad de orientacion

3. Columnas de predominio oculadonde se combinan las aferencias procedentes de ambos
0jos, paso necesario para la percepcion de la profundidad.

Por lo tanto, ademas del circuito de capas, las células detieza visual se organizan en sistemas
funcionales orientados verticalmente (conteniendo m&ge@on propiedades similares de respues-
ta). A su vez, las diferentes columnas se encuentran un@asopexiones horizontales. De esta
forma, la informacién fluye en ambas direcciones.

Los patrones espaciales de preferencia orientacional yuaendncia ocular en la corteza es-
triada de los macacos han sido ampliamente estudiadosaiggericas Opticas de imagenes. En
particular, la distribucion anatomica de las columnas dentacion diferente se pueden visualizar
directamente en la corteza cerebral viva. Mediante un aotersensible al voltage o mediante di-
ferencias inherentes de la dispersion de la luz en las sélévas e inactivas, una cadmara de gran
sensibilidad puede detectar el patrén de orientacion deolasnnas activas o inactivas cuando el
estimulo presentado es una barra de luz con un eje de or@n&specifico, tal como se muestra en
la figura 7.3. Las desviaciones sisteméaticas entre una calynta siguiente se ven interrumpidas a
veces por las manchas.
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Figura 7.3: Patron de las columnas de diferentes orientaciones entkzearerebral de un mono. En este experimento,
Gary Blasdel aplicé un colorante sensible al voltage a léezarestriada de un mono y estimulé el campo visual con
barras de distintas orientaciones, una tras otra, mietnaaba las imagenes con técnicas de television. Luegogasan
técnicas computacionales, se visualizaron los resultadmbante la asignacion de un mismo color a las regiones que
se habian iluminado con cada orientacién. Para una regiguefia cualquiera los bloques de orientacion son franjas
paralelas. Extraido de [112].

Una seleccion de columnas funcionales de células de lazeovfisual posee la maquinaria
nerviosa para analizar una region separada del campo vigugide considerarse como un modulo
funcional. En la figura 7.4 se muestra la relacion entre lasnmoas de orientacion, las columnas
de predominio ocular y las manchas dentro de un médulo. Cadalmcontiene un conjunto com-
pleto de columnas de orientacién, un conjunto de columnasetiominio ocular (ojos derecho e
izquierdo) y varias manchas. La totalidad del campo visuatp representarse en la corteza visual
por el agrupamiento regular de estos modulos.

La figura 7.5 muestra los patrones de dominancia ocular fdomean la corteza estriada de un
macaco. Se ha observado la tendencia a la formacion deEajda.siguientes secciones analizare-
mos distintos modelos tendientes a reproducir este tipatlernes observados en la corteza estriada
de los mamiferos. En particular, examinaremos los resagtddl modelo propuesto por Cho y Kim
[6], que logra reproducir estos patrones mediante un @alisnérico. A continuacién, haremos lo
propio con el modelo de Kuramoto sobre una red de osciladméebido en un espacio bidimen-
sional con interacciones dependientes de la distancia.
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Figura 7.4: A) Imagen de un rectangulo de 9x12 mm de la superficie cortiealin mono mientras veia contornos
de distintas orientaciones. Las areas mas activas dupiesentacion de una orientaciéon concreta se indican con el
color elegido para representar la orientacion (barras derecha). B) Muestra un aumento del area denofinillo. C)
Organizacion tridimensional de las columnas de oriented®la corteza visual primaria. Extraido de [52].

Figura 7.5: Organizacion de las columnas de orientacion y de predoriitar, asi como de las manchas de un médulo
funcional de la corteza visual primaria. Extraido de [6].

7.3. Elmodelo de Cho y Kim

A partir de este punto, analizaremos el modelado de las nasirde cierta region de cerebro
(la corteza visual), usando el formalismo de los oscilagldefase. Pero, ¢,cémo es posible mode-
lar el comportamiento de una neurona en la forma de un oscHadara responder esta pregunta
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pensemos en un conjunto de osciladores y supongamos quiidaatritmica de cada elemento

esta descripta en funcién de una variable fisica que ewladiegularmente en el tiempo. Cuando
esta variable alcanza un cierto umbral, el elemento emitpulso que se transmite al resto del
sistema. Luego, un mecanismo vuelve al sistema a su estiadd, ig el ciclo se repite. De esta

forma, cada elemento se comporta como un oscilador. Asinpogi@ensar que el pulso emitido

altera a los vecinos modificando sus periodos. Esta visiérremuerda al comportamiento de las
neuronas bioldgicas [81]. Es asi que podemos modelar uiw ciemportamiento de las neuronas
del cerebro pensandolas como objetos oscilantes.

En el afio 2003 Cho y Kim [6] presentaron un modelo dinamicosdaxlores o rotores para
modelar la formacién de patrones de preferencia oriematigue ocurren en la corteza visual del
cerebro de los mamiferos. Recordemos la estructura de nakigue recién describimos, segun
la cual cada columna de prefencia orientacional de la @néial estda formada por un grupo
de neuronas que tienen el mismo angulo de orientacion pref@t (zonas que se activan bajo
un estimulo de esta misma orientacion, por ejemplo una lmieatada). Segun este modelo, la
variacion en el angulo preferencial deésimo grupo de neurongs(0 < @ < 1), cuando existe
un estimulo lateral en las columnas de preferencia oriemialc esta descripto por las siguientes
ecuaciones diferenciales:

a2q oo .

a0 = Zszl(ri,rj)ser‘(Z(pJ —2@)—2uBisen2p—¢), i=1,...,N. (7.1)
Los parametros y u son la tasa de cambio del estimulo provenientes de célutaalks y células
del nicleo geniculado lateral (NGL), respectivamente,ntréess queB y ¢’ son la intensidad y la
fase del estimulo.

Por su parte, la funcioh(ri,r}) representa la interaccion lateral con la vecindad, depateli
de la distancia entre los sitiasy j. Es sabido que las neuronas en el cerebro se activan o no
dependiendo del estimulo, ya sea excitatorio o inhibifayiee reciben de sus pares vecinas. Estos
estimulos pueden ser recibidos desde neuronas que se nimsaalla de su vecindad geogréfica,
es decir, mediante una interaccion de largo alcance [1G5t& iBteraccion puede ser positiva, 1o
cual introduce actidad, o negativa, que la inhibe. Una fimgue modela estas caracteristicas es la
conocida com@ombrero mexicano

I B2
o IFi — 1l IFi — 1l
I(ri,rj) - 1—C? eXp —T (72)
Como se puede ver en la figura 7.6, esta funcion tiene la pfagide ser atractiva a distancias
cortas y repulsiva para vecinos mas alejados, decayenduesisidad para distencias grandes. Los
rangos en que la funcién se comporta como atractiva y/os@puy las intensidades de tales com-
portamientos se puede ajustar con la ayuda de los paranaetras Cabe aclarar que la distancia

entre dos sitiog; y rj es la distancia euclidea en un espacio bidimensional, ydasi por:

7= Fil= /06 —x))2+ (%~ yy)2. (7.3)
donder; = (X, Y;) son las coordenadas del sitio. Para mayor comodidad poddemisficar Z = w:

W(F,Fj) = 2el (77, 7j) = WI(F, 7).

1En el modelo de Cho y Kim, los &ngulos son elegidos entretddebido a que las respuestas medidas a estimulos
orientacionales tienen sentido solo en este rango.
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Figura 7.6: Funcion de interaccion dependiente de la distancia debktipabrero mexicano. Los parametros usados aqui
sonc=1lyo=1.

Luego, la funcién de interaccién toma la siguiente forma:

o ri —ril® Iri —ril®
W(ri,rj):W 1—C? eXp —?._2 (74)

Al observar las ecuaciones de movimiento, nos resultanicptmente familiares. Si en (7.1)
tomamosu = 0 (estimulo de las células del NGL constante), obtenemezlggciones de movimien-
to del modelo de Kuramoto para osciladores con frecueneatasaies nulasi§ = 0) y acoplamiento
dependiente de la distancia dado é(ri,rj) = wi(fi,rj). En este caso debemos tener en cuenta
gue la fase de cada oscilador esta dadagper 2@, por lo que nuestra variable angular se movera
enelrango X g < 1.

En el trabajo de Cho y Kim se pens6 en una red regular cuadtadde cada sitio representa al
i—ésimo grupo de neuronas. Cada sitio de la red no tienecastres en la cantidad de vecinos con
los que puede interactuar, en este sentido se trata de uhadedeampo medio. La restriccion viene
impuesta por la intensidad de la conexion que se va delibtgyn de forma repulsiva) para sitios
gue se encuentran muy lejanos espacialmente, debido anta fmisma de la funcién sombrero
mexicano. Cabe destacar que, si bien este tipo de intensscies mas representativa de lo que
ocurre en el cerebro (en donde las conexiones pueden seretaritatorias como inhibitorias y la
fuerza de la sinapsis depende de la distancia fisica entremes, siendo mas débil para neuronas
alejadas), la suposicion de que todas las neuronas pudgeacimar con todo el resto constituye
una simplificacion de lo que ocurre en el cerebro.

El modelo Cho y Kim logra reproducir cualitativamente lanfiacion de patrones que se obser-
van en la corteza visual de los mamiferos. Para el caso ylartien queu = 0 se pueden obtener
patrones como los que se muestran en las figuras 7.7. En estadegrepresenta el valor de la fase
@ de cada sitio del arreglo en diferentes tonalidades, segesthla de colores mostrada en la figura
7.8. Se puede observar la formacion de fajas de sitios camikygos valores de fases (igual color
en la figura). Estas figuras fueron obtenidas a partir de dugien numérica de las ecuaciones de
movimiento (7.1) usando el método de Euler con paso de tie¥hpo0.02. Inicialmente, las fases
@ de los osciladores fueron elegidas de forma aleatoria &ngra. En todos los casos se trata de
arreglos deN = 60 x 60 sitios. Se muestra la evolucion temporal del sistemancen0.02 y tres
valores dec, a saberc = 0.1, c = 0.3 y ¢ = 1.0 respectivamente de arriba hacia abajo. De izquierda
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a derecha el tiempo va aumentando dasd®,t = 15,t = 50 hasta = 100. Se puede observar que
para el valort = 0.1 no se forma ningun patrén para tiempos grandes. A partivalet c = 0.3 se
comienza a observar la aparicion de patrones a partir yaihgptis pequefios, y estos patrones van
evolucionando en el tiempo.

Figura 7.7: Fasesy del modelo de Cho y Kim de campo medio para distintos tiemg@szquierda a derecha= 0,

t =15,t =50,t = 100. El tamafio de la red &= 60x 60, mientras que los parametros de la funcién de acoplamient
(7.4) sonw = 0.02 y 02 = 6 conc variable. Las figuras de la primera fila corresponden=a0.1, la de la segunda a
c=0.3ylas de latercera@a= 1.0.

Figura 7.8: Escala de colores. De izquierda a derecha la escala va d&.0 a 2

Teniendo en cuenta las salvedades del caso, podemos dedasgecuaciones de movimiento
(7.1) del modelo propuesto por Cho y Kim para el caso engue0 no son otra cosa que las
ecuaciones de movimiento del modelo de Kuramoto para dscéa con frecuencias naturatgs=
0 para todoi, con intracciones que dependen de la distancia entre ios.dMuestra propuesta
ahora consiste en introducir un elemento mas al modelorrefgécripto: una topologia compleja
de interacciones entre osciladores. En las seccionegsidrgies se analizaran dos modelos, uno en
el cual tomaremos los mismos pardmetros del modelo de Chaenyykitro donde introduciremos
un parametrar de la funcién de interaccién que varia de un sitio a otro.
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7.4. El modelo embebido

El modelo de Cho y Kim que acabamos presentar constituye noxiagacion de campo medio
al modelado del problema de la formacion de patrones en tazzovisual del cerebro de algunos
mamiferos. Si bien usualmente en la literatura se abordantips de aproximaciones donde to-
das las neuronas sienten la influencia de todo el resto, es que constituye solo una primera
aproximacién al problema y que dista bastante de lo que ezdéocurre en la naturaleza.

Existen numerosas evidencias que indican que la red de iooesxen las distintas areas del
cerebro es compleja. Mas aun, algunos trabajos indicanagueeluronas del cerebro estan conec-
tadas siguiendo una distribucién del tipo de ley de potengique constituyen una red de mundo
pequefio [63]. Si bien existen numerosos trabajos que astutistintos aspectos del cerebro en
forma de una red neuronal compleja, otro ingrediente qugajue rol fundamental en el cerebro es
la ubicacion fisica de las neuronas, y es un punto que usotgme es tenido en cuenta.

En vista de estos hechos, para lograr una representaciémeaiésta de la formacién de pa-
trones en la corteza visual del cerebro de los mamiferogndeb tener en cuenta los siguientes
ingredientes:

1. Arquitectura de interacciones compleja: red de mundog@qy libre de escala.
2. Ubicacion geografica de las neuronas.

3. Interacciones entre las neuronas dependientes de #malest atractivas a corto alcance y
repulsivas a largo alcance.

Las dos primeras caracteristicas se pueden implemeniaamndio una red compleja embebida en
un espacio euclideo, que en caso de la corteza visual dddroegstd bien representeda por un
arreglo bidimensional (recordar los conceptos introchieh la seccion 7.2). Por su parte, la Gltima
caracteristica se puede consiguir utilizando una funcemt&raccion dependiente de la distancia
del tipo sombrero mexicano.

Inspirados en el modelo de Cho y Kim, en esta seccién estmd@s un modelo para la forma-
cioén de patrones en la corteza visual que mezcle los ingredigue acabamos de describir. De esta
forma modelaremos el problema con mas realismo, tratandoeatearnos a lo que ocurre en la na-
turaleza. Como veremos a continuacion, este problema esbapie al estudio de la sincronizacién
de un conjunto de osciladores de fase que se encuentramobiea los nodos de una red compleja
embebida en un espacio euclideo bidimensional y que ewolacisegun la dinamica de Kuramoto
con ciertas especificaciones: frecuencias naturales patastodos los osciladores y constante de
acoplamiento dependiente de la distacia entre sitios.

Pensemos en una red compleja embebida en un espacio edulideensional (nuevamente
generada segun las especificaciones del capitulo Z)}-é8Imo grupo de neuronas se encuentra
ubicado en cada uno de los nodos de tal red, y su respectiutodhgpreferencia orientacional esta
dado por6. Supongamos gque la variabfieevolucionara de acuerdo a la siguiente regla:

g — %W(ri,ﬂ)ser\(ej—&), i=1,...,N. (7.5)
JEV;

Este conjunto de ecuaciones diferenciales correspondaero@tlo de Cho y Kim corg = 2¢
(0< 6 <2m), u=0yW(ri,rj) = wl(ri,rj). Observemos que el cambio sustancial respecto de las
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ecuaciones de movimiento originales de Cho y Kim (7.1) eslag®seima ya no corre sobre todos
los sitios de la red, sino que apenas se consideran laslzaritmes de la vecindad de cada siip
dada por la topologia compleja de conexiones de la red endngbdondek; es el grado de-ésimo
sitio.

Ahora podemos observar claramente que las ecuaciones dmiemo (7.5) son parecidas a
las correspondientes a la dinamica del modelo de Kuramai) garaw = 0. Apenas difieren en
gue la interaccioWV no se puede factorizar, ya que no sera la misma para todosides En este
trabajo consideramos la interaccidn dependiente de kst con la forma funcional del sombrero
mexicano (7.2).

El angulo de preferencia orientacional defsimo grupo de neuronas se comporta como un
oscilador de fase de Kuramoto. Por consiguiente, el prabldenestudiar la formacion de patrones
en la corteza visual es equivalente a un problema de sizaion de un grupo de osciladores. Es
por ello que de ahora en adelante, estos dos conceptos iseeins en forma equivalente.

Una vez planteadas las reglas del modelo, el primer desadieenos presenta consiste en elegir
la forma especifica de la funcién de acoplamiento tipo sorabrexicano. Es claro que existe un
gran nimero de posiblilidades al respecto, pero analizzserpenas dos de ellas. La eleccion mas
inmediata es usar los mismos pardmetros que utilizaron ®&imn su trabajo, para analizar si los
patrones que ellos encontraron siguen apareciendo auteeveesion compleja de su modelo. Otra
opcién es elaborar algun tipo de regla que nos permita dié&e el alcance de las interacciones
segun el sitio. La diferencia fundamental entre estas daxiehes de parametros es que Cho y
Kim fijaron la funcion de acoplamiento y es la misma para tddesitios, lo cual es razonable ya
gue en la version de campo medio todos los sitios de la redgavedentes. En cambio, la segunda
opcién se condice con el hecho de que en la red compleja ilos st son todos equivalentes entre
si, lo que resulta mas plausible desde el punto de vistagiaden donde las neuronas no tienen
ni las mismas conexiones ni el mismo alcance.

Como primer paso, reproduciremos las condiciones impsi@sta el modelo de campo medio
de Cho y Kim, pero ahora usando una version de la red que sgalajanton el objetivo de com-
probar si se pueden observar el mismo tipo de patrones. IRarsesefectia la integracion numérica
de las ecuaciones de movimiento (7.5) usando la interactada en (7.4), nuevamente usando el
método de Euler con paso de tiempb= 0.02. Para poder comparar de forma directa, usaremos
redes de igual tamafio que las analizadas en el caso de cardjpo(lhe: 60 x 60) y con los mismos
parametros del sombrero mexicano. Las redes estan caradtey pornr = 2.1 y A= 10 (parametro
relacionado al alcance de las interacciones) con distirailoses de las cantidades maximas y min-
imas de conexiones por siti¥) y m respectivamente. La eleccion de= 2.1 se debe a que es
el valor que mas se aproxima al comportamiento de campo meelidro de los valores posibles
gue permite el algoritmo de embebido (recordar que el misat® paraa > 2 [4, 5]). Ademas,
la manipulacion de las cantidades minima y maxima de conegipor sitio nos permite generar
redes muy cercanas al campo medio (cuamd®M ~ N) o muy préximas a una del tipo primeros
vecinos (cuanden=4 ym< M), ambas muy importantes desde el punto de vista tedricaedes
intermedias entre estos dos extremos son precisamentedkasepresentativas desde el punto de
vista biolégico.

Para explorar la formacién de patrones, analizamos el cdaerpiento del modelo para distintos
pardmetros. En las figuras 7.9 se muestran las fases dehaistelistintos tiempos. Los paradme-
tros de la funcién de interaccion tipo sombrero mexican®)(§onw = 0.02, 0 = 6 ¢ = 1.0, para
mantener la eleccion de Cho y Kim. Los parametros del embatgda red somr = 2.1, A= 10,
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m= 100 yM = 500. De izquierda a derecha, las figuras correponden@®t = 15,t = 50,t = 100.
Se puede apreciar que la red, que inicialmente tiene unébdi=bn aleatoria de fase® entre O

y 211, permanece sin formar ningdn tipo de patrén en su evolugidieenpo. Es asi que aun para
t = 100 (dltima figura) la red presenta el mismo aspecto cuabtafue al tiempo inicial (primera
figura).

Figura 7.9: Fasesp del modelo de Cho y Kim embebido para distintos tiempos, geiézda a derecha:= 0,t = 15,

t =50,t = 100. Los parametros de la red sdfi= 60x 60, a = 2.1, A= 10, m= 100 y M = 500. La funcién de
interaccion esta caracterizada poe= 0.02, 02 = 6 y c = 1.0. Las fases iniciales fueron elegidas aleatoriamente éntr
y 271

En las figuras 7.10 hemos graficado las fases del sistemarpiensificando la interaccion por
medio del incremento en la variable Se muestran las figuras equivalentes a las anteriores para
w=5.0. Comparando ambas figuras, se puede observar que un imtoezne/ hace que aparezcan
patrones. Notemos que hemos utilizados valores d&s grandes que los usados en el modelo de
campo medio, debido a que en el caso embebido las interascémtan normalizadas segun el valor
de la conectividad de cada sitio, dando una interacciértiedepor sitio un tanto mas pequena.
Nuevamente, se han usado condiciones iniciales aleatmias 0 y 21 para las fase$ y redes
deN = 60x 60. La primera figura muestra el estado inicial de la red, ede®e puede apreciar
la eleccién de la condicion inicial. En el segundo cuadre cprresponde al tiemgo= 15, ya se
evidencia la aparicion de una cierta estructura en la reelsgthace aun mas evidente en los dos
tltimos ¢ = 50 yt = 100). Notemos que la figura correspondiente al tietnpdl5 nos recuerda a
una ya mostrada anteriormente en esta capitulo. Volvammsection 7.2 y observemos la figura
7.3 que muestra el patron de columnas de orientacion entizeoterebral de un mono, obtenido
experimentalmente por Blasdel. La similitud entre amba&gienes que se ve a simple vista es
un muy buen indicio del funcionamiento de este nuevo modetingtroduce un ingrediente del
comportamiento biologico y reproduce bien un patron medigmerimentalmente.
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Figura 7.10: Fasesy del modelo de Cho y Kim embebido para distintos tiempos, geiézda a derecha:= 0,t = 15,
t =50,t = 100. Los parametros de la red sdi= 60x 60, a = 2.1, A= 10, m= 100 y M = 500. La funcién de
interaccion esta caracterizada poe=5.0,02 =6 yc=1.0.

Por ultimo, en las figuras 7.11 y 7.12 mostramos las fésee las redes a un mismo tiempo
t = 100 para distintos parametros de embebido. Los pardmetréss fdncion de intraccién (7.2)
sono =6,w=5.0yc=1.0. Las figuras 7.11 correspondermra= 2.1 con diferentes valores de
my M. La primera foto muestra el estado de un sistema donde laladnninima y maxima de
conexiones permitidas por sitio sam=4 y M = 6. Estas cantidades hacen que la red se aproxime
a una con conexiones de primeros vecinos, que si bién no esilges desde un punto de vista
biolégico, resulta Gtil para fines tedricos. Se puede obsdavaparicion de ciertos grupos de os-
ciladores sincronizados, visualizados como manchas detto color, muy similares a las figuras
5.8 mostradas en el capitulo 5 cuando analizamos la siza@an en un arreglo regular con in-
teracciones a primeros vecinos. La ultima figura tambiéresponde al caso extremo opuesto, con
m= 3590 yM = 3600, que se aproxima a una red con conexiones de campo rhedjae obser-
vamos en este caso es la aparicién de un cierto patrén, simeide a lo que ocurre en el modelo
original de Cho y Kim. Las segunda y tercera figuras corredpoi casos intermedios entre los dos
extremos descriptos recién, a satvet 4 y M = 3600,m= 100 yM = 500, respectivamante. Como
ya hemos mencionado, estos son los casos que nos interesale &dintemplar caracteristicas mas
similares a las bioldgicas. Resulta claro en este caso qgbasaeiecciones no originan el mismo
tipo de estrucutra espacial, siendo la figura ooa 100 yM = 500 la que mas se asemeja al tipo
de patrones que queremos modelar.

Figura 7.11: Fasesy del modelo de Cho y Kim embebido para tiempe 100. De izquierda a derecha las figuras
correspondenm=4yM =6, m=4yM = 3600,m= 100 yM = 500, ym= 3590 yM = 3600. En todos los casos, los
parametros de lared sad:= 60x 60,a = 2.1, A=10,m= 100 yM = 500. La funcién de interaccién esta caracterizada
porw=5.0,02=6yc=1.0.

Las figuras 7.12 muestran el estado del sistema a tigrap@00 de tres redes con distintos
parametros de embebido, que han sido elegidos idénticos ashkdos en el capitulo 6 cuando
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analizamos interacciones constantes. De izquierda aldgres parametros de embebido son:
25conm=4yM =400,a0a =3.0conm=4yM =100, ya =5.0 conm=4yM = 40. En todos

los casos se trata de redesNle= 60 x 60 sitios con condiciones iniciales de las fases aleatorias
entre 0 y 2t. En los tres casos se aprecia una cierta estructura esgati@bo de aglomerados,
pero no aparecen las estructuras observadas en los patootiesles.

®
k p
3.
Figura 7.12: Fases@ del modelo de Cho y Kim embebido para tiempe 100. De izquierda a derecha las figuras

corresponden a = 2.5 conm=4yM = 400,00 = 3.0 conm=4yM = 100, ya =5.0 conm=4yM = 40. En todos
los casos, el tamafio de la redMs- 60 x 60 La funcidn de interaccion esta caracterizadawer5.0, 02=6 yc=1.0.

Las figuras 7.9, 7.10, 7.11 y 7.12 muestran que si bien no seeagpposible la formacién de
patrones en este modelo existe cierta elecciéon de paranuptedfacilita la aparicion de la estructura
espacial presente en los mapas corticales. Ademas, eaneagsvalor de interaccién lo suficien-
temente grande para lograrlo, tal como lo revela las fotostradas en 7.9 y 7.10. En la siguiente
seccién abordaremos el caso en que la eleccién de los panardetla funcion sombreo mexicano
tiene en cuenta que los sitios de la red embebida no son &nies

7.5. El modelo embebido con alcance de las interacciones depen-
dientes del sitio

La formacion de patrones espacio temporales como los qgersen la corteza visual de los
mamiferos surgen también en numerosos sistemas naturalegmente a raiz de la interaccion
competitiva entre fuerzas atractivas de corto alcancergfiseepulsivas de largo alcance que decaen
lentamente sobre sustratos bidimensionales. Tal es epcagjemplo, de la formacion de patrones
de magnetizacién observados en peliculas magnéticasdétgmdas sobre un sustrato metalico no
magnético, donde la competencia entre las interaccion@geteambio ferromagnéticas de corto
alcance compiten con las complejas interacciones dipgdoladde largo alcance, dando lugar a
sofisticados patrones de magnetizacion que forman fajalyjas y laberintos, dependiendo de
ciertos parametros del sistema, tales como la temperatirancho de la pelicula [113, 114].

En el modelo original de Cho y Kim todos los sitios son eqergds, pues al ser de campo
medio, cada uno de ellos siente la influencia del resto deslcitadores de igual forma. Es por ello
que al usar la interaccion del tipo sombrero mexicano, cadaador interactla con el resto con
la misma intensidad, tanto los que lo hacen en forma ateactivno los que interaccionan repul-
sivamente. Cuando, en cambio, usamos una red compleja Elalebun espacio bidimensional,
estamos introduciendo una cierta estructura espacial kexiomes que rompe la uniformidad del
campo medio, tal como se mostr6 en el capitulo 1. Como coeseiay cada sitio ya no es equi-
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valente al resto. Es por ello que el hecho de usar una misne#fude interaccién para todos los

osciladores de la red no necesariamente garantiza la idpadie los patrones observados en el mo-
delo de campo medio. Es necesario entonces replantear@dgpqule interacciones tienen sentido
en este caso.

Para generar la competencia necesaria para la formaci@atrde@s pensaremos en una funcion
del tipo sombrero mexicano para la cual, del alcance totatigb de las interacciones, la mitad sean
positivas y la otra mitad negativas. Para ello definiremasdistancias tipicas de la funcidn:sera
el radio hasta donde las distancias son postivassgra el radio total efectivo de la interaccion. La
distanciar, esta deteminada por los ceros de (7.4):

ri=—. (7.6)

, 0°
17 ¢
En cuanto a5, la definiremos como la distancia a la cual la funcién decasarcantidad igual
a 1/e, lo cual nos da que
r3 =202 (7.7)

La condicion que fijamos para asegurar la competencia detErsicciones es entonces:
ro =2ry,

lo cual implica que
c=2

Una vez fijo el parametro, nos resta analizar el rol que ejerce la cantidatia expresion (7.7)
nos dice ques determina el alcance efectivo de las interacciones, masiallcual podemos con-
siderarlas nulas. Basados en la observacion de que losmsitison equivalentes en la red compleja,
concluimos de que este pardmetro no debe ser igual paraatoeld. IMas aun, debera depender del
alcance de las conexiones del sitio en cuestion. Teniendoema la forma en la cual los enlaces
de la red se construyen (privilegiando primeros los sitids gercanos y eventualmente llegando a
sitios alejados), parece factible usar el alcance maximasieonexionesmax como medida de;.

El radio rmax = rmax(ki), definido en el capitulo 1, es una distancia caracteristieadgpende de
la conectividad de cada sitio. Ya que tipicamente las conesi del sitio llegaran a una distancia
menor que la maxima permitida, elegiremos:

o2(i) = mak). (7.8)

V2

Con esta eleccién de pardmetros nos estamos asegurandbrgungoede conexiones de cada
sitio con sus vecinos conectados tenga mitad de interaxipositivas y mitad de negativas. Cabe
destacar que esto no ocurria con la eleccion anterior, yparados sitios con una cantidad pequefa
de conexiones todas las interacciones pueden resultaraetivas, lo cual reprime la competencia
y desfavorece la formacion de patrones.

Resumiendo, construimos un modelo para osciladores dedasateracciones dependientes de
la distancia considerando una red compleja embebida enpaciessuclideo bidimensional. Cada
uno de los sitios representa un oscilador cuya fageam frecuencia natural = 0 que evoluciona
de acuerdo a la dinamica de Kuramoto dada por las ecuaciérigsCada sitio interactlia con sus
vecinos conectados, siguiendo una distribucién de condaties tipo ley de potencias, donde el
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exponente de la red esta determinado en la construccion de la red. Tanto lasioketh como

el signo de las interacciones dependen de la distanciadeaatiedida a partir de cada sitio con la

forma funcional dada por (7.2). El rango de alcance de lasdantiones depende del radio de alcance
de conexionesnax ki), el cual determina el valor del parametriajue, por ende, dependera del sitio.

Para asegurar la competencia entre las interaccionesivasag repulsivas de cada oscilador se fija
el parametro de la funcibn sombrero mexicane 2.0. Esto garantiza que la mitad del rango de
conexiones seran atractivas y la otra mitad repulsivas.rlimaacion mostraremos los resultados

obtenidos usando redes con diferentes parametros.

Andlisis de los parametros de embebido

Analicemos los resultados de las simulaciones numéricasdosesta nueva definicion de las
interacciones. Nuevamente, se integraron las ecuacienemdmiento (7.5) collV dado por (7.2)
usando el método de Euler con paso de tiemips: 0.02.

Las figuras 7.13 muestran los valores de las fésasando la escala de colores mostrada en la
figura 7.8. Inicialemente las fas@sson aleatorias entre 0 yi2Se muestra el estado del sistema
al tiempot = 50 para distintas elecciones en las cantidades maxima ynaidé conexiones por
sitio para redes dd = 60x 60,0 = 2.1 y A= 10. La intensidad de las interacciones de la funcion
sombrero mexicano es = 5.0. Estas figuras se corresponden con las tres primeras dauta fig
7.11, asabemn=4yM =6, m=4y M = 3600,m= 100 yM = 500. Podemos observar que
las primeras dos fotos de ambas figuras son similares entalsele que para ambos modelos se
forman grupos de osciladores sincronizados con sus faselsngismo valor. En la tercer imagen
de ambos modelos, que correspondaa 100 yM = 500 aparece un cierto patron de fajas. La
diferencia entre ambos patrones es que el correspondidatéigara 7.13 presenta un patrén de
franjas mas anchas.

Figura 7.13: Fasesy del modelo de Cho y Kim embebido a tiemipe 50. De izquierda a derechm=4yM =6,m=4

y M =3600,m= 100 yM = 500, todas colN = 60x 60,a = 2.1 y A= 10. Los parametros de la funcién de interaccién
tipo sombrero mexicano sam= 5.0 y c = 2.0, cono dependiente del sitio. Las fases iniciales se eligen aiaatente
entre Oy 2r.

La figura 7.14 muestra el efecto de la intensidad de la int&aev. Todas las figuras son fotos
de las fases del sistema de%80, a = 2.1, A= 10 conm= 100 yM = 500 al tiempat = 100.
De izquierda a derecha, el valor deaumenta, a sabew = 0.02, 01, 0.5 y 1.0. Observemos que
manteniento fijos todos los demas parametros, el aument@ idéehsidad de la interaccion trae
aparejado la aparicion de patrones en la red. De hecho, paralar pequefio de no se aprecia
la formacién de ningln tipo de estructura, tal es el casw ¢e0.02 y 0.1. Pero a medida que se
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intendifica la interaccion, por ejemplova= 0.5 y 1.0, comienzan a aparecer ciertas estructuras
hasta que finalmente, para unlo suficientemente grande es clara la formacion de un pa&on d
fajas. Esto ocurre cuando la intensidadres 1.0, como se puede ver en la Gltima foto de la figura
7.13. Hemos podido observar que a partir de alli, un auments ealor dew no produce ningun
cambio en el patrén que aparece en la red.

Figura 7.14: Fasesy del modelo de Cho y Kim embebido a tiemipe: 50. De izquierda a derecha:= 0.02,w = 0.1,
w= 0.5 yw= 1.0, todas coro dependiente del sitio g = 2.0. Los parametros de la red sdw:= 60x 60, a = 2.1,
A=10,m=100 yM = 500. Las fases iniciales se eligen aleatoriamente entrerd y 2

La figura 7.15 muestra el estado del sistema al tiemp@00 de tres redes diferentes, siguiendo
la eleccion de parametros usados en el capitulo 6 cuandaamak sistemas donde el peso de las
interacciones son las mismas para todos los sitios. Dedatpiia derechay = 2.5 conm=4y
M =400,a0 =3.0conm=4yM = 100,a = 3.0 conm=4yM = 40, todas cor = 10 yw = 5.0.
Nuevamente, las condiciones iniciales para las fases satodhs entre 0 y72 mientras que las
figuras muestran el estado del sistema al tietpdl00. En estas tres figuras se pueden observar
grupos de osciladores que tienen la misma fase, lo cualdermia en forma de manchas del mismo
color. Sin embargo, no se aprecia la aparicion de las fraijecs que se ven en los patrones del
cortex visual.

Figura 7.15: Fases; del modelo de Cho y Kim embebido a tiempe 100. De izquierda a derecha:=2.5 (m=4y
M =400),a =3.0m=4yM =100) ya = 5.0 (m=4 y M = 40). Los parametros usados g¥r- 60x 60,w = 5.0,
¢ = 2.0y o dependiente del sitio. Las fases iniciales se eligen aieatente entre 0 y722

Segun los resultados obtenidos a partir de la variacion sipdoametros del embebido de la
red y de la intensidad de las interacciones, elegiremos iz gonjunto de valores para continuar
nuestra investigacion en lo que resta de este capitulold&@esd compleja adoptaremos los valores
a=21,A=10,m= 100 yM = 500. Los parametros de la funcién de intereccion los fijaseem
c=2,0 =6yw=5.0. A continuacién mostraremos el analisis realizado sokiles de tamario
60 x 60 utilizando diferentes condiciones iniciales para d¢egis.
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El efecto del estimulo externo

Experimentalmente se ha podido observar que el estimulixterno es determinante en
el posterior desarrollo de los patrones de la corteza viéirakl caso de los monos, por ejemplo,
el proceso inicial para la formacién de mapas corticalesieara justo después del nacimiento y
se completa a las seis semanas de edad [107]. Existen egp&wsren los cuales se ha podido
observar que la formacion de los patrones se puede alterapse y cuando los mismos no estén
completamente formados [103]. Por ejemplo, la remociéreaeide un ojo durante las siete se-
manas posteriores al nacimiento causa la disminucién akloade las bandas de los patrones de
predominio ocular que reflejan las sefiales provenienteal agat en tanto que las bandas que se
relacionan con el ojo no obstruido se ensanchan. Si ambessojovendados, el efecto sobre las
franjas del patron parace ser muy pequefo, siempre queeestalice dentro de un cierto periodo
critico. Si estos experimentos se llevan a cabo después @ateses de edad, cuando la generacion
de patrones ya se ha completado, parece no haber efectogatroal Hubel et al. [103], sugirieron
que la formacién de estos patrones se produce durante etalleseomo consecuencia de la com-
petencia entre las terminales de los ojos en la corteza.sAsha region esta dominada por las
sinapsis del ojo derecho, éstas inhiben el establecim@mtas sinapsis del ojo izquierdo. De esta
forma, si se cierra un 0jo, no habra inhibicién sobre las itesitas del otro ojo y por lo tanto no se
formaran patrones.

En el caso de nuestro modelo, el estimulo externo esta egpeel® por las condiciones iniciales
en las fases que se le aplica a la red. Segun el ejemplo quanagslile mencionar, es de suma
importancia el analisis del efecto que tienen las condasoniciales impuestas al sistema en el
posterior desarrollo de los patrones. En los resultadodratts en la seccion anterior nos hemos
limitado solo a un tipo de condiciones iniciales, en dondddaes son elegidas al azar entre Oty 2
A continuacién exploraremos otras variantes en la eleagbestimulo externo, a saber:

= CI1: Se eligen las fase® en forma aleatoria entre 0 y2
= Cl2: Se eligen las fase en forma aleatoria entre Ory.

= CI3: Todas las fases d& = 0 para todd, excepto una linea (la columha2) de osciladores
gue son aleatorios entre 0 yr2

= Cl4: Todas las fases d& = 0 para todd, excepto dos lineas (las columrig&t y 3L/4) de
osciladores que son aleatorios entre Oty 2

= CI5: Mitad de los osciladores tienen sus fages- 0 (mitad izquierda de la red) y la otra
mitad tienen fases aleatorias entre Ory(Bhitad derecha).

Recordemos que nos restringeremos al caso de una midd=deé0 x 60 sitios, con parametros
de reda = 2.1, A=10,m= 100 yM = 500. En primera instancia, calcularemos el parametro de

ordenr, tal como fue definido en el capitulo 5 y luego veremos el estatantaneo de las fases del
sistema.

El parametro de orden

En esta seccién exploraremos el comportamiento del pamutebrderr en funcién del tiem-
po, donder esta definido por la ecuacién (6.3). En la figura 7.16 se naedtresultado de la
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integracion numérica det) para una red que evoluciona segun las ecuaciones movin{izgjo
En el mismo gréfico se muestran las curvas correspondiemtissirtas condiciones iniciales para
las fases del sistema, previamente definidas, usando ehg@icade acoplamientar = 1.0 en la
funcién de interaccién del tipo sombrero mexicano.

— CI1 7
-- Cl2
=+ CI3 —
P C|4
--- CI5

_—

1000 1500 2000 2500 3000
t

Figura 7.16: Evolucién temporal del parametro de orden para 2.1 conm= 100 yM = 500. Se muestran las condi-
ciones iniciale<I1 a laClI5 con acoplamientav = 1.0.

La figura 7.17 muestra los resultados analogos paza5.0. Observemos que la curva que
corresponde a I&€I1 tiene un valor inicialr(t = 0) = 0, debido a que las fases estan totalmente
descorrelacionadas inicialmente. En cambio, las curiigscon CI3 y Cl4 comienzan desde un
valor cercano a 1, debido a que inicialmente casi todas f&s faenen el mismo valor (excepto
una o dos filas de osciladores cuyas fases son aleatoriasprijportamiento intermedio se puede
apreciar en los cas@l2 y Cl5en los cuales & r(t = 0) < 1.
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Figura 7.17: Evolucién temporal del parametro de orden para 2.1 conm= 100 yM = 500. Se muestran las condi-
ciones iniciale€lI1 a laCI5 con acoplamienta = 5.0.

En todos los casos, las curvasrdauestran una tendencia a estabilizarse luego de un cirte ti
po a un valor pequefio. Es necesario notar que la fungidres un indicador de la sincronizacion
gobal del sistema. Por lo tanto, el hecho de gtene un valor muy pequefio nos dice que no todos
los osciladores de la red se encuentran oscilando con laaxfese, pero no es un indicador de la
presencia de patrones. Para explorar este aspecto, eaneobservar estados instantaneos de las
fases del sistema, tarea que realizaremos a continuacion.

Las fases del sistema

Nos concentraremos ahora en el estado instantaneo de dasdigissistema. Para las distintas
condiciones iniciales, veremos fotos de las fases de lamdses en diferentes tiempos. Recorde-
mos que nos restringiremos al andlisis de redel ée60 x 60 cona =2.1, A=10,m= 100y
M = 500. Ademas, en esta seccion fijaremos el valor del acoptbongaw = 5.0.

Las figuras 7.18 muestran la evolucién temporal de las fadesssema, con la escala de colores
7.8. Los cuadros corresponden a fotos instantaneas dedaaedo inicialmente (primera imagen)
la fases son elegidas al azar entre Gty@sea con condiciones inicial€$l. De izquierda a derecha
y de arriba hacia abajo, se muestran los tienped®, 3, 7, 10, 15, 20, 40 y 100. En este figura se
puede observar como, partiendo de una condicién iniciat@lia, la evolucion del sistema lo lleva
a un estado final donde claramente aparece un patron deldipardias. A tiempo cero las fases
tienen valores al azar, pero rapidamte al paso de tiemap@ se comienza a visualizar una cierta
estructura que va cambiando hasta formarse franjas dadss sincronizados (aproximadamente
al tiempot = 50). Finalmente, al paso de tiempe- 100, la estructura de bandas de estabiliza y
segun hemos observado en nuestras simulaciones el pagstab#iza con esta forma. Basandonos
en esta observacion, en las proximas figuras mostraremasadle el estado inicial y el final
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del sistema, tomando este Ultimo a tientpe 100 para asegurarnos de que el patréon ya se ha
estabilizado.

Figura 7.18: Fase®; del modelo de Cho y Kim embebido a distintos tiempges:0, 3, 7, 10, 15, 20, 40 y 100. Todas las
fotos correspondenwa = 5.0 cong dependiente del sitio g= 2.0. Los parametros de la red st= 60x 60,a = 2.1,
A=10,m= 100 yM = 500. Las condiciones iniciales son dadas @ti.

La figura 7.19 muestra también las fotos instantaneas dadas flel sistema que se ha iniciado
con condicione<CI1. En este caso, las figuras superiores corresponden altmstacialt = 0
y la linea inferior de figuras muestran el estado final de lassfalel sistema &l= 100 para la
correspondendiente condicién inicial. Es decir, si biérapados los casos el sistema se inicializa
con fases aleatorias entre Ox,Z2ada una de las imagenes de la fila superior es una configuGei
fases diferente Lo que se puede observar es que si bién cada condicion ifegia la formacion
de un patrén de fajas, cada uno de estos estados es difdresgtoaEs decir que cada eleccién de
las fases iniciales conlleva a la formacion de un patronainic

2Cada configuracion inicial diferente se logra cambiandcetaikia del generador de niimeros aleatorios que uti-
lizamos en nuestras simulaciones.
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Figura 7.19: Fases del modelo de Cho y Kim embebido a distintos tiempes:0 (superior) y 100 (inferior) Se usaron
cuatro elecciones distintas de la configuracion aleatoiizai, siempre usando la condicion iniciall. Todas las fotos
corresponden & = 5.0 con g dependiente del sitio g = 2.0. Los parametros de la red sdd:= 60x 60, a = 2.1,
A=10,m= 100 yM = 500.

En la figura 7.20 se muestran los resultados anélogos a lesaaas pero cuando se inicializan
la fases con condiciones inicial€d2. Esto es, la figura superior muestra el instante inicial de la
fases del sistema, y la inferior el instante final al tierhpe100. Al igual que en el caso cddil,
en el instante final la red presenta un cierto patron de bas@aitios que oscilan con la misma
fase, siendo cada patrén Unico. Esto nos dice que una \@rianilos valores de las fases, elegidos
en forma aleatoria entre 0§ lleva al sistema a un estado final distinto, pero en todosdes<
aparecen patrones del tipo de los observados en la corza diel cerebro de los mamiferos.

Figura 7.20: Fases; del modelo de Cho y Kim embebido a distintos tiempos:0 (arriba) y 100 (abajo). Se usaron
cuatro elecciones distintas de la configuracion aleatoiizai, siempre usando la condicion inicial2. Todas las fotos
corresponden & = 5.0 con g dependiente del sitio g = 2.0. Los parametros de la red sdd:= 60 x 60, a = 2.1,
A=10,m=100 yM = 500.

Los resultados de las simulaciones numéricas correspundia las condiciones inicial€33y
Cl4 se muestran en las figuras 7.21y 7.22 respectivamente. Eosaragos, las imagenes superiores
muestran el estado inicial del sistema en cinco situacigias inferiores muestran el estados final
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de la correspondiente configuracion de tal red. Las figurpergues difieren una de la otra en la
eleccién de las fases de las lineas de osciladores gie ea aligzar, estando el resto de la red con
fases nulas. En ambos casos podemos observar el mismo tquongertamiento, y lo que ocurre
es que los patrones de bandas se siguen formando al tiempadim&zuando la mayoia de los
osciladores se encuantran con sus fases iniciales identimas nulas. Es notable ademas que, al
igual que en las anteriores condiciones iniciales anaizadna configuracién inicial distinta lleva
al sistema a un estado final distinto. Esto se evidencia escldde que no se forman dos patrones

iguales a partir de dos condiciones iniciales distintas.

Figura 7.21: Fases5 del modelo de Cho y Kim embebido a distintos tiemgos:0 (arriba), y 100 (abajo). Todas las

fotos correspondenwa = 5.0 cong dependiente del sitio g= 2.0. Los parametros de la red sdti= 60x 60,a = 2.1,
A=10,m= 100 yM = 500. Las condiciones iniciales son dadas @t8.

Figura 7.22: Fases; del modelo de Cho y Kim embebido a distintos tiempos: 0 (arriba) y 100 (abajo). Todas las
fotos correspondenwa = 5.0 cono dependiente del sitio g= 2.0. Los parametros de la red sdti= 60x 60,a = 2.1,
A=10,m= 100 yM = 500. Las condiciones iniciales son dadas @bt.

En la figura 7.23 se muestra la evolucion de las fases de laiegdio es inicializada con condi-
cionesCI5. Las figuras de arriba muestran el instante initial O para cinco elecciones distintas
para las fases del sistema. La figura inmedita inferior maettestado final de la redta= 100, al
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igual que las figuras anteriormente mostradas. Se puedeiapde la aparicion de un patrén dife-
rente para cada uno de los cuadros superiores. Los patroaesdorman son del tipo de bandas,
al igual que para las condiciones iniciales anteriores.

Py

Figura 7.23: Fases; del modelo de Cho y Kim embebido a distintos tiempos:0 (arriba) y 100 (abajo). Se usaron
cuatro elecciones distintas de la configuracion aleatoitgal, siempre usando la condicién inicial5. Todas las fotos
corresponden % = 5.0 con g dependiente del sitio g = 2.0. Los parametros de la red sdw:= 60x 60, o0 = 2.1,
A=10,m= 100 yM = 500.

Por ultimo, y a modo de comparacion, en la figura 7.24 mostsdeevolucion temporal de las
fases de la red usando otra eleccion para el estado inidialsiemna. De izquierda a derecha, las
figuras corresponden a distintos instantes, a sabed, 5, 10 y 15. En este caso, la condicion inicial
consiste en la mitad izquierda de la red con fases nulas yéalrderecha con fases todas iguales a
1. Esta condicion inicial es similar a @I5, pero quitando la aleatoriedad de la mitas derecha de la
red. Al contrario de todos los casos mostrados anterioenahtranscurrir el tiempo la imagen no
evoluciona hacia algun patrén, por el contrario, todasdass permanecen estéticas en el tiempo.
Este ejemplo nos recuerda a algunos de los resultados mgueales obtenidos para los macacos,
tal como mencionado al comienzo de esta seccion. Segunegieamentos, si se le remueve 0
cierra uno o ambos o0jos al mono durante las primeras semanadal(que son un periodo critico
en la formacién de los mapas corticales) el efecto que sewvabes la disminucién del ancho de las
bandas del ojo correspondiente o la ausencia total de patreegun el caso. Es decir, la ausencia de
un estimulo inicial externo ocaciona el deterioro o la nonfacién de los patrones corticales. Este
hecho se condice con los resultados de nuestro modelo er tmias los casos analizados parecen
indicar que la aparicion de los patrones de bandas estéadsaogiun cierto grado de aleatoriedad
(un cierto estimulo) en el estado inicial de la red.
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Figura 7.24: Fasesf; del modelo de Cho y Kim embebido a distintos tiemgos:0, 5, 10, 15. Todas las fotos corre-
sponden av= 5.0 cono dependiente del sitio g = 2.0. Los parametros de la red sdh:= 60x 60, a = 2.1, A= 10,
m= 100 yM = 500. Las condiciones iniciales son: la mitad izquierda dedeconf = 0 y la mitad derecha cofi = 1.

7.6. Conclusiones del capitulo

En el presente capitulo hemos estudiado el modelado dev@aéidn de patrones que ocurren en
la corteza visual del cerebro de los mamiferos. Para ellalieshos el fendmeno de sincronizacion
en una red compleja embebida en un espacio euclideo bidonahsionde la intensidad de las
interacciones entre los osciladores depende de la diatenciidea entre ellos, con el objetivo de
analizar si es capaz de producir este tipo de fendmenos.Eimara parte del capitulo analizamos
las ideas introducidas por Cho y Kim [6], quienes introdujeun modelo dindmico de rotores
gue evolucionan segln un conjunto de ecuaciones que pueddievadas a las ecuaciones de
movimiento del modelo de sincronizacion de osciladoresade fle Kuramoto. Si bien el trabajo
de Cho y Kim logré modelar la apariciéon de patrones de fraojaditativamente similares a lo
gue se pudo observar experimentalmente en la corteza dslLeérebro de los macacos, el mismo
constituye una simplificacion de la estructura de las neagrdel cerebro. En aquel trabajo se utilizd
una arreglo cuadrado bidiemensional de neuronas quedntenan de acuerdo a una funcién que
depende de la distancia entre sitios de forma atractivalpsikgcinos cercanos y repulsiva para los
mas lejanos, lo cual es representativo de lo que ocurre csindgsis en el cerebro. Sin embargo,
en ese modelo todas las neuronas pueden sentir el efectdafel&s restantes, lo cual constituye
una aproximacion de campo medio poco realista desde el pentista bioldgico.

Partiendo de las ideas introducidas por Cho y Kim, presanearg un modelo original en el
cual la corteza visual esta representada por una red cangnigjebida en un espacio euclideo bidi-
mensional. Cada sitio de este arreglo representa a unan@ededb cortex cerebral, cuya dindmica
esta modelada como un oscilador de fase de Kuramoto quadntena segun la conexiones de esta
red compleja con una fuerza que depende de la separaci@nséits conectados con una forma
funcional del tipo sombrero mexicano. Esta nueva versibmaelelo es mas realista, pues cada
neurona no siente la influencia de la totalidad de sus vedimas solamente de aquellas que estan
conectadas con ella de acuerdo a una ley de potencia conrtmesiponentex, puesto que ciertos
trabajos indican que las redes de conexiones del cerebentista propiedad.

Consideramos dos variaciones de este modelo: uno en elazigardmetros de la funcion
interaccion es fija y otro en el cual estos parametros vaggarsla conectividad de cada sitio de
la red. En todos los casos vimos que con una cierta eleccidosdgarametros de embebido es
posible encontrar patrones de franjas del tipo que se abservla corteza estriada de los mamife-
ros. Ademas, al estudiar el efecto del estimulo externo &ra@acion de patrones, hemos podido
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verificar que una variacion en la condicén inicial conllevia aparicion de un patrén diferente.
Con esto pudimos corroborar que al introducir caractedstinas plausibles desde el punto de vista
biolégico al modelado de los patrones de la corteza vissahosible reproducir tales patrones
cualitativamente en forma exitosa.
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CAPITULO 8

Conclusiones

La estructura de esta Tesis refleja la cronologia de su déeapues al abordar el problema
de modelar la sincronizacién neuronal a nivel de la corte&zahtal con interacciones sinapticas
competitivas (excitatorias e inhibitorias coexistiendm requiere incluir simultdneamente muchos
ingredientes a nivel celular. Sin embargo, como ocurresieran Fisica Estadistica, discernir el rol
qgue cada elemento juega en el comportamiento global dehsastequiere un cuidadoso andlisis
secuencial, a fin de poder tener al final un modelo completo penfiable. El hilo conductor de
este trabajo fue la hipdtesis de que la topografia de la rethsca es importante a la hora de
analizar el comportamiento de sistemas neuronales, tattwates como artificiales, siendo éste
un ingrediente que no se llevaba en cuenta en la comunidadsiba [Estadistica, a pesar de la
evidencia empirica acerca de la complejidad y baja dimaabidad de las redes de conexiones
sindpticas observadas en sistemas reales. Esto es artiente valido en la corteza visual, donde
el proceso de reconocimiento se da mediante la formaciémiengs de actividad neuronal muy
complejos (fajas, defectos, laberintos, burbujas, etc).

Sabemos que, en general, es usual encontrar complejidadlgaoblal en sistemas totalmente
conectados, pero es raro observarla en sistemas de bajasihmaidad. El desafio de esta Tesis
fue mostrar que se puede tener comportamiento complejalglmomacion de patrones espaciales,
creacion de multiples cuencas atractoras y existenciatddasscasi-estacionarias (QSS) de tiempo
de vida medio infinito) en sistemas de baja dimensionalidattrclando adecuadamente la arquitec-
tura de conexiones. Y es importante aclarar que estas estsicurgen principalmente en sistemas
biolégicos, los cuales son moldeados por procesos de attaptst no en sistemas fisicos inertes.

Como primera etapa nos propusimos analizar el efecto dpdatafia en el modelo HMF, que
es sin duda el modelo mas simple que presenta comportansiemiglejo, estd mecanicamente bien
definido y admite soluciones exactas en ciertos limitesnipéndonos entonces ver cémo la geo-
grafia afecta a un modelo carente de cualquier otra congicaPero ademas nos sirvié porque
desde el inicio quisimos modelar la corteza cerebral coron@s de Kuramoto, y éstas son dinami-
camente similares a los rotores del modelo HMF. Usamos naarde Kuramoto también porque
tratamos de modelar procesos de sincronizacion. Pudimuduiioque la topografia preserva la
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complejidad global que hasta entonces sélo se habia obdseevamodelos de dimension infinita
(totalmente conectados), dando lugar a estados casiieestaas, faciles de manipular (a diferencia
de los estados de equilibrio) pero robustos en términosdderaedia (pues es infinita).

En segundo lugar quisimos analizar como la topografia ogjm@fecta el comportamiento
colectivo de una red neuronal con interacciones compagitvpara eso usamos el modelo de Hop-
field, nuevamente porque entendemos que es, en términos éstadisticos, el modelo neuronal
paradigmatico de sistema simple con comportamiento cgmeidimos entonces verificar que
la topografia efectivamente ayuda a reforzar el compogdatmicooperativo de un sistema que, en
términos sinapticos, es muy similar al modelo final usadoa @z, conseguimos entonces verificar
gue un sistema de baja dimensionalidad puede presentasrabrtipo de comportamiento (creacion
de multiples cuencas atractoras) observado en sistenziméotte conectados. Y la existencia de
muliples cuencas es fundamental para que el sistema puacd® e®mo dispositivo de computo.

En la tercera parte quisimos analizar el efecto de la tofiiagea la sincronizacion, y usamos el
modelo de Kuramoto, ya que es el que usariamos para modelaguaonas de la corteza cerebral.
Nuevamente verificamos que una red con arquitectura coanphlig baja dimensionalidad permite,
no solo preservar la sincronizacion global observada eemkimn infinita, sino también preservar
la creacion espontanea de patrones espaciales ausentesnaarhos.

Finalmente, una vez que analizamos como la topografiasafecada elemento por separado,
juntamos todos los ingredientes en el capitulo 7, dondeept@nios un modelo dinamico para la
corteza cerebral.

En términos de conclusiones, en cada capitulo hemos idaamab los resultados parciales mas
significativos. Como lo explicita el titulo, el objetivo pdipal ha sido el modelado de un sistema
neuronal de baja dimensionalidad, orientado al estudi@a @ierinacion de patrones de preferencia
orientacional observados en la corteza visual del cerebnmamiferos, introduciendo elementos
gue lo hacen mas realista. Este tipo de patrones son insiaglesistemas modelados por redes
totalmente conectadas, por redes aleatorias o por redgderiente regulares. Fue por eso que
decidimos abordar el rol de complejidad (distribucién dadgrtipo ley de potencia y propiedad
de mundo pequefio) en un sistema de baja dimensionalidad looson los sistemas neuronales
reales.

Hemos usado para tal fin un método de embebido de redes camplejin espacio euclideo de
baja dimensionalidad (en particular, uni y bidimensiogpietroducidos por Rozenfelgt al [4, 5],
cuyas caracteristicas, como asi también las propiedadas deles resultantes han sido explicadas
en el capitulo 1. Mediante métodos de simulaciones nungrieanos implementado este método
que, como resultado final, genera una red libre de escala yuddampequefio cuyos nodos estan
ubicados espacialmente en un arreglo regular (en pamiautaanillo o una grilla cuadrada con
condiciones de contorno periédicas), quedando perfectznuefinida la nocion de distancia eu-
clidea entre sitios. Hemos dividido nuestro estudio engrasdes partes, en cada una de las cuales
hemos analizado las propiedades relacionadas a diverstslosemblematicos de la mecanica
estadistica, que pasaremos a repasar a continuacion.

En la primera parte de la Tesis, en los capitulos 2 y 3, estudidas propiedades del modelo
Hamiltoniano de campo medio (HMF). Este modelo constituyparadigma de sistema complejo,
pues a pesar de la simplicidad del Hamiltoniano que gobmurdinamica microscopica, se pueden
observar fendmenos emergentes que resultan de las intereeentre sus particulas constituyentes.
Para este modelo se realizaron dos tipos de analisis, uacepaaso del modelo HMF original y
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otro para la versién embebida del mismo.

Con respecto a la version original del modelo HMF realizammosinalisis desde el punto de
vista topologico, continuando con los estudios realizawsanterioridad en [39]. Aquel estudio
se concentré en la topologia de la superficie definida por ¢agém potencial en el espacio de
configuracion, analizando el comportamientoldg), el moédulo de la méas grande de Mslerivadas
deV /N respecto & . Teniendo en cuenta que cada vez que el sistema toca la siglolaghcritica el
parametrol se hace cero, pudimos identificar cuatro tipos de compoeteos diferentes [42]. En
la fase desordenada (energias grandes) el sistema visgddipamente la sub—variedad=1/2y
el periodo decrece en forma de una ley de potencias cudpidcaumenta. Algo distinto ocurre en
la fase ordenada (bajas energias), en donde se observaartesrtamientos diferentes de acuerdo
al valor de la energia por particula, a saber, para valosés por debajo de la transicion de fase el
sistema queda atrapado en la variedad critica visitancdofarena no periddica; para valores muy
bajos de energia el sistema nunca visita dicha variedadiréa que para valores intermedios el
sistema es atraido hacia la variedad critica para evergngdnescapar de ella. En [41] analizamos
cémo la topologia de la funcién energia potencial afectariaibn distribucion de probabilidad de
ambos, angulos y momentos del modelo HMF original de camptianEn aquel trabajo se mostré
gue luego de una configuracién inicial muy ordenada, laidigtiton de momentos comienza a
desordenarse, incrementandose su complejidad en la neptidmanscurre el tiempo. Ademas, se
ha verificado también que el sistema visita puntos critictis largo de toda la trayectoria casi—
estacionaria y no sélo en el régimen de tiempos cortos.

En tanto, en el capitulo 3 implementamos una version del lnétdF en donde cada rotador se
encuentra ubicado en los nodos de una red compleja (caradizmpor un exponenie) embebida
en una cadena lineal con condiciones de contorno periédicasste caso analizamos como influye
la estructura de interacciones complejas en el compontamel modelo. Usando las mismas téc-
nicas de integraciéon numéricas que para el modelo de camgio hrvestigamos las propiedades
dinamicas de esta nueva version. El resultado destacabiealeapitulo es que pudimos corroborar
gue algunos de los comportamientos anémalos siguen espaasientes aun cuando el modelo no
es de campo medio. Mas auln, pudimos observar que la curvéceai@ne dos comportamiento
distintos segun se inicialice el sistema en un estado ce@#rjano a la condicién de equilibrio. Se
puede ver el apartamiento de la curva caldrica cuando secosaiiciones iniciales del tipo water
bag, tal como ocurre en el modelo original. Cabe destacagspeecomportamiento no ha sido antes
observado para un sistema de alcance finito tal como el queshimtnoducido. Se pudo observar
gue el comportamiento es independiente del exponerite la red compleja, pero que si depende
de la cantidad de conexiones méaximay minima de los sitiogr gipde de la conectividad media de
la red, existiendo un limite en la conectividad media dedarpartir del cual se empiezan a obser-
var los comportamientos mencionados. Complementarianeatrealizé un estudio de la funcion
distribucion de momentos del modelo embebido para los tipandiciones iniciales.

En la segunda parte de esta Tesis, en el capitulo 4, hemadadboel estudio del modelo de
Hopfield que modela el problema de la memoria asociativa @gsreeuronales artificiales. Luego
de introducir los conceptos basicos relacionados a estayate describir el modelo de Hopfield y
sus propiedades, introdujimos una nueva version de dicldelmdaciendo uso del embebido de
redes complejas en un espacio euclideo bidimensional réoos que en el modelo de Hopfield,
las interacciones entre neuronas son del tipo campo mexiagtcon todas). Por lo tanto, nuestra
principal modificacion a dicho modelo es introducir la nooile topografia inexistente en el modelo
original. La red ya no es totalmente conectada, y las inteaes tienen propiedades topoldgicas
complejas: libre de escala y de mundo pequefio, tal como spbdaado recientemente que ocurre

143



8 Conclusiones

en las redes funcionales del cerebro. Ademas, si tenemagataaue algunas regiones de cerebro
(como lo es la corteza visual) se pueden considerar lamasshidimensionales, la red embebida
le aporta dos elementos que le dan propiedades plausiblégibamente al modelo. Para esta nueva
versién compleja del modelo de Hopfield se analiz6 la capddail almacenamiento con el objetivo
de compararla con la de la versién de campo medio. En tantogb@aso de campo medio la red
funciona muy bien como dispositivo almacenador para valpegiuefios dgb/N sufriendo una
transicion drastica (cuandy’N = p./N = 0.138...) de forma tal que parp/N > pc/N el sistema

no funciona mas como dispositivo de memoria asociativa @lanodelo embebido encontramos un
panorama distinto. En este caso, fue posible observar qued#lo embebido bidimensional tiene
un mejor desempefio que las otras versiones del mismo. E$tocapacidad de reconocimiento de
la red embebida compleja decae mas lento que una ley de @stencdicando que laredes es capaz
de reconocer patrones en un rango mas amplio. Por otro ladagerposible observar una transion
de fase desde una fase de reconocimento a una de no reca@rmocirmdmo ocurre en el modelo
original de Hopfield.

Finalmente, en la uUltima parte de la presente Tesis nosatedg al estudio del fenomeno de
sincronizacion, a travez del analisis del modelo de Kurantegte modelo explica la sincronizacion
mutua de un conjunto de osciladores de fase que interaccionan todos con todogjtogaadose
en un modelo de campo medio. En el capitulo 5 introdujimos adeto original de Kuramoto y
analizamos sus propiedades, asi como las caracterisgoastel mismo modelo cuando se aplica
a una grilla cuadrada bibimensional con interacciones deepos vecinos. En los dos Ultimos
capitulos se estudié este mismo modelo cuando se encuenirebiElo en un espacio euclideo
bidimensional, abordandolo de maneras distintas.

El objetivo dltimo de la Tesis fue modelar el proceso de faidra de patrones de la corteza
visual de los mamiferos, con las particularidades obsasjaabregandole ingredientes que hagan
de este modelo uno mas representativo de las propiedadégités del problema. En el capitulo 6
estudiamos como influye el embebido de las redes complejis @nopiedades de sincronizacién
de un sistema de osciladores de fase no lineales de Kuracoota, partir de la comparacion de los
resultados obtenidos en una red embebida libre de escalascanalogos en una red no embebida.
Si bien la baja dimensionalidad de la red embebida difical&iricronizacién global (como era de
esperar), es posible la formacién de estructuras sin@dag que no se evidencia en los modelos
no embebidos. Estos resultados originales resaltan ekr@dsiestructuras embebidas no solo en
la aparicion de orden en redes de baja dimensionalidad,t@mbién la aparicion de parches de
unidades localmente sincronizadas. En este paso afadimogynediente al modelo de campo
medio de Kuramoto: un sustento fisico bidimensional a ladedsciladores (que en este caso
representan neuronas de la corteza visual) que forman dndereonexiones compleja (mundo
pequefio y libre de escala). Este paso se acerca un poco mamoktda del problema ya que la
corteza visual puede ser considerada funcionalmente consoperficie bidimensional y ademas
las propiedades complejas de la red de conexiones es unteaieservado en la redes neuronales
del cerebro biologico.

Finalmente, en el capitulo 7 consideramos el mismo moddkaudemoto definido sobre una red
compleja embebida en un espacio euclideo bidimensional gbera las conexiones entre neuronas
Nno son constantes sino que esta determinada por la disemceellas, de acuerdo a la llamada
funcidbn sombrero mexicano. Esta funcién determina que ada deurona interaccione en forma
atractiva con sus vecinos mas cercanos y en forma reputsivids mas lejanos, decayendo a su vez
con la distacia al sitio en cuestion. Partimos de la baserainiento presentado por Cho y Kim
[6], en el que se propone un modelo dindmico con interacsidedargo alcance del timmmbrero
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mexicangpara explicar la formacién de patrones corticales de lazaréstriada de los monos. En
aguel trabajo se us6 una aproximacion de campo medio, sagtiral cada neurona esta ubicada
en los sitios de un arreglo bidimensional cuadrado y sieniafluencia de todas y cada una de
las restantes neuronas. En esta Tesis consideramos uita@riebida de tal modelo, y ademas
tuvimos en cuenta dos variaciones: una en el cual los pam@sm la funcion interaccion es fijay
otra en el cual estos parametros varian segun la conectidielgaada sitio de la red. Hemos podido
observar que una cierta eleccion de parametros del modalew® a la formacion de patrones
de franjas, y que ademas son diferentes acorde a las dderelgcciones del estimulo externo.
Este punto es sensiblemente importante. Si el modelo nopez & producir una multiplicidad
de atractores diferentes, dependiendo de las preparatdial idel sistema, entonces no tendria
capacidad de realizar computos, o al menos no tendria dagade categorizar los estimulos que
le llegan a la region. Pues en términos fisicos un estimulesrmas que la preparacion del sistema
en estados bien determinados por complejos mecanismogpi®pesado.

Concluyendo, hemos presentado un modelo neuronal cadstipoer una red compleja de in-
teracciones que tiene en cuenta las propiedades geogmddidasorteza visual que es un sistema
escencialmente bidimensional. Estas caracteristicamésrplausibles desde el punto de vista bio-
l6gico que las que usualmente se usan para el modelado dépestie sistemas. Con estas inno-
vaciones hemos conseguido reproducir los patrones detlezeaorisual cualitativamente en forma
exitosa. Esto indica que el hecho de que las redes realesaratiebidas en un espacio euclideo
no solo es importante sino que es factible de ser tenido arnaea el modelado de tales sistemas,
teniendo en cuenta tanto la topologia de las conexiones sardistribucion espacial.

En el camino hemos dedicado gran esfuerzo al estudio debefetembebido en cada una de
las propiedades por separado. El estudio del modelado detéza visual en mamiferos, punto final
de la Tesis, continuar4 como parte del trabajo de invesfigatel grupo deTeoria de la Materia
Condensadale esta Facultad. Sin duda son muchos los aspectos que aest@ar, pero ahora
se puede realizar a partir del profundo conocimiento detieotada ingrediente importante en el
comportamiento del sistema como un todo.
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