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Resumen

Se disenan arquitecturas de redes neuronales para los problemas de suma de n nimeros,
multiplicacién de dos nimeros, problema de corrimiento de bits y problema de paridad
obteniéndose exactamente el conjunto completo de pesos sinapticos que hacen que la
red compute estas funciones para nimeros de precision arbitraria. La construccion de
arquitecturas resulta de interés tanto para estudios de tipo tedrico, interesados en las
propiedades de aprendizaje y generalizacién y en conocer el tamano minimo necesario de
una arquitectura para poder implementar una dada funcién, como para posibles aplica-
ciones practicas en circuitos masivamente paralelos.

Las arquitecturas implementadas para los tres primeros problemas son todas 6ptimas
en cuanto al nimero de capas que poseen y el nimero de neuronas en cada capa estd
acotado polinomialmente, comparandose favorablemente con anteriores implementaciones.

En el caso del problema de paridad se construye una familia de arquitecturas modulares
caracterizadas por el nimero maximo de conexiones por neurona permitido (fan-in max),
el cual regula el grado de modularidad de las arquitecturas.

Se estudian las propiedades de aprendizaje y generalizacion de las redes neuronales
construidas, a través del cdlculo del minimo nimero de ejemplos necesario para obtener
generalizacién total (MNEFG), asi como usando simulaciones numéricas. E1 MNEFG es
obtenido a partir de un andlisis detallado de las ecuaciones de los ejemplos para redes
pequenas para luego generalizar los resultados a redes de tamano arbitrario. Para el caso
del aprendizaje de la funcion de paridad en una red de méaxima modularidad se presentan
evidencias de una transicion de fase de memorizacién a generalizacién perfecta cuando el
nimero de ejemplos en el conjunto de entrenamiento es del orden del MNEFG.

A partir del estudio de los ejemplos que conforman el MNEFG se deriva un criterio
general para la seleccion de ejemplos independiente de la arquitectura. Se construye
un algoritmo de seleccién de ejemplos basado en el criterio anterior, el cual es probado
con éxito con funciones aleatorias implementadas en arquitecturas con campos receptivos
locales. A partir de los resultados obtenidos para el problema de paridad implementado en
diferentes arquitecturas monoliticas y modulares se observa que la habilidad de generali-
zacion es sustancialmente mejorada con la modularidad.

Se propone el MNEFG como pardmetro para medir la complejidad de funciones y se

discuten diversas cuestiones relacionadas con la capacidad de generalizacién de redes.



Abstract

We design new feed forward multilayered neural networks which perform different
arithmetic operations, such as addition of n numbers, multiplication of two numbers,
bit-shifting and parity, obtaining exactly the whole set of synaptic couplings that allow
the networks to compute the mentioned functions for arbitrary precision numbers. The
design of architectures is a complex task involving both theoretical and practical issues.
The resulting architectures could be used as platforms for the study of learning properties
and for testing learning algorithms. Also they could be implemented in massively parallel
microcircuits, being the size of the networks one of the most important concerning from
a practical and theoretical point of view.

The first three architectures are all optimal in depth (number of layers) and the number
of neurons in every layer is polinomially bounded, comparing favorably with previous
designs.

For the parity function we construct a family of modular architectures characterized
by the maximum number of connections per neuron allowed (fan-in max). Through this
parameter the modularity of the architectures could be controlled.

We study learning and generalization properties of the architectures constructed through
the analytic calculus of the minimum number of examples needed for full generaliza-
tion(MNEFG) and also through numerical simulations. The MNEFG is obtained from
small network equations written for the examples, to later generalize the results to ar-
bitrary size networks. In the parity network with extreme modularity (fan-in max=2)
we found evidence of the existence of a phase transition from memorization to perfect
learning when the number of examples in the training set approach the MNEFG.

Through the study of the set of examples constituting the MNEFG we derive general
criteria for selecting examples in a general architecture and also we construct an algorithm
based in the previous criteria which is tested using random functions in local receptive
fields networks. From the results obtained in different architectures implementing the
parity function it is observed a great improvement in the generalization capacity when
using modular networks.

We propose the MNEFG as a parameter to measure the complexity of functions and

we discuss many questions related to the generalization abilities of neural networks.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Origen y Desarrollo de los Modelos de Redes
Neuronales

El interés por las redes neuronales proviene histéricamente de intentos en: 1) modelar
matematicamente el funcionamiento del sistema nervioso de organismos vivos, como por
ejemplo el cerebro humano, y 2) construir maquinas capaces de resolver tareas complejas,
como una alternativa a las computadoras convencionales tipo maquina de von Neumann,
esto es, maquinas digitales, en las cuales la informacién es procesada secuencialmente
mediante un intercambio entre una CPU y una memoria RAM.

Podemos citar como antecedente fundamental en la historia del modelado de sistemas
neuronales el trabajo de [McCulloch and Pitts, 1943] en el cual la neurona es modelada
como una unidad de cémputo que puede tomar valores bien definidos 0 6 1, en funcién
de los valores de entrada que recibe provenientes de otras neuronas. Otro hecho de
gran significacién dentro de las redes neuronales lo constituye el trabajo de Donald Hebb
en el cual se propone que el aprendizaje tiene lugar mediante modificaciones sindpticas.
Este mecanismo de aprendizaje se conoce hoy como plasticidad sindptica y representa
un concepto fundamental tanto en la neurofisiologia como en el desarrollo de las redes
neuronales. El mismo establece que el cambio en el valor de las conductancias efectivas de
las sinapsis es proporcional a las correlaciones entre las actividades pre y post sinapticas
[Hebb, 1949]. En la jerga de las redes neuronales este mecanismo se conoce como regla de
Hebb.

Frank Rosenblatt extendiendo las ideas de McCullogh y Pitts inventa el perceptron en
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1957 y con la ayuda de Charles Wightman entre otros, construyen la primer computadora
neuronal capaz de procesar una funcion util: el Mark I Perceptron que funcionaba como
un reconocedor de caracteres [Rosenblatt, 1958], [Rosenblatt, 1962]. Las limitaciones
computacionales del perceptron simple (dado que solo puede computar las funciones lla-
madas linealmente separables) son usadas por Minsky and Papert en su libro Perceptrons
como prueba de que las redes neuronales eran incapaces de computar ciertas funciones
simples. Esta conclusion errénea, ya que el problema de cémputo puede ser solucionado
agregando una capa intermedia en la arquitectura del perceptron, provoca que el tema de
redes neuronales sea fuertemente frenado en el periodo 1967-1982. [Minsky and Papert,
1969], [Hecht-Nielsen, 1989].

John Hopfield en 1982 aplica la regla de aprendizaje hebbiana en las redes neuronales
en un modelo de memoria asociativa conocido como modelo de Hopfield renovando el
interés en las redes neuronales, especialmente dentro del dmbito de la fisica [Hopfield,
1982], [Hopfield, 1984], [Amit et al., 1989].

A mediados de los afios 80 las aplicaciones de las redes neuronales a problemas
practicos como reconocimiento de patrones, reconocimiento de voz, clasificacion de datos,
prediccién de series temporales, compresién de imagenes, etc., comienzan a hacerse posi-
ble debido al gran avance en la construccién de computadores cada vez més veloces [Hertz
et al., 1991], [Hecht-Nielsen, 1989], [Sejnowski and Rosenberg, 1987], [Pomerleau, 1989].
A la par se desarrola el estudio fundamentalmente tedrico y con base matematica en la
mecénica estadistica de las propiedades de las redes neuronales [Derrida et al., 1987],
[Amit et al., 1985], [Watkin et al., 1993, [Solla, 1991].

Un avance de significativa importancia se produce con la introduccién del algoritmo de
aprendizaje conocido como ”back-propagation” o método de retro-propagacién de errores
que permite realizar el aprendizaje en redes multicapas con gran éxito, convirtiéndose en
el algoritmo de aprendizaje méas utilizado [Rumelhart et al., 1986a].

Hoy en dia el tema de redes neuronales se encuentra bastante desarrollado, aunque
persisten cuestiones fundamentales sin aclarar [Toulouse, 1989]. El estudio de las redes
encuentra su ambito de estudio y desarrollo en dos areas claramente diferenciadas: un
area principalmente interdisciplinaria llamada neurociencia computacional con interés en
modelar funciones analogas a las del cerebro de organismos vivos y un area de lo que

llamariamos redes neuronales artificiales mayormente dedicada a las aplicaciones.
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_..____\ Dendritas
Figura 1.1: Esquema simplificado de una neurona bioldgica.

1.2 Redes Neuronales

En un sentido amplio, las redes neuronales son sistemas constituidos por un conjunto de
unidades a las cuales denominaremos neuronas, interconectadas a través de conexiones
que llamaremos sinapsis o pesos sinapticos.

El funcionamiento de neuronas biolégicas es bastante complejo, involucrando compli-
cados procesos quimicos en la transmisién de los impulsos y en la computacion de los
mismos. Un esquema simple de neurona bioldgica se muestra en la figura 1.1. Los impul-
sos nerviosos procedentes de las neuronas aferentes generan potenciales eléctricos en las
uniones sinapticas que son transmitidos a través de las dendritas hacia el soma o cuerpo
celular. En caso que el potencial total en el soma exceda un determinado umbral propio
de cada neurona, se genera un potencial de accién que se transmite por el axén hacia
otras neuronas, y en este caso decimos que la neurona ha disparado. Luego de este pro-
ceso la neurona debe permanecer un tiempo inactiva (periodo refractario); si en cambio
el potencial de membrana no alcanza el valor umbral, éste decae hasta el valor de poten-
cial de reposo. La neurona actia como un dispositivo integrador, sumando los impulsos
provenientes de otras neuronas y emitiendo o no un potencial de accién dependiendo de
si la suma de impulsos supera o no un valor umbral.

El proceso quimico que se produce entre las sinapsis de distintas neuronas es altamente
complejo y esta fuera del alcance de este trabajo. Referiremos al lector interesado a
[Kuffler and Nicholls, 1984], [Mac Gregor, R.J. (1987)], [Levine, D.S. (1991)].

No obstante, en lo que respecta al modelado de neuronas, solo se consideran ciertos
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Figura 1.2: Esquema de una neurona de McCullogh y Pitts.

aspectos funcionales esenciales: la neurona como dispositivo de dos estados (en reposo
y activada), la cual integra los impulsos provenientes de otras neuronas. Estos modelos,
si bien ultra simplificados, contienen elementos suficientes para dar cuenta de diversas
funciones cerebrales, tales como memoria asociativa, aprendizaje y generalizacion.

En 1943 McCullogh y Pitts propusieron un modelo simple de neurona, en el cual el
estado de la neurona puede tomar dos valores: (1) estado activado, la neurona dispara, (0)
estado desactivado, la neurona se encuentra en reposo. El estado S; en que se encuentra
una neurona dependerd del valor que alcance la suma de los impulsos que recibe a través
de los pesos sinapticos desde otras neuronas. Si esta suma supera un cierto valor umbral
1 la neurona se activa, i.e. S; =1, y en cambio si esta suma es menor que el valor umbral

la neurona estara inactiva, i.e., S; = 0:

s={5 3 nIRmGz )
i j Wijoj i
h; simula un potencial de membrana efectivo, w;; serdn los valores de las conexiones
sindpticas entre neuronas y u; representa el valor umbral de la neurona.
En la figura 1.2 se muestra un esquema del modelo de neurona de dos estados de
McCullogh y Pitts.

A las neuronas cuyo estado toma valores discretos las denominaremos neuronas discre-
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tas o neuronas booleanas y son las que en mayor medida usaremos en este trabajo. Otra
clase muy usual de neurona también simple es la llamada neurona sigmoidal, cuyo estado
de activacion dependera a través de una funcién de tipo sigmoidea de las entradas que
recibe, pudiendo entonces tomar valores continuos, normalmente restringidos al intervalo
[0,1].

Segun la manera en que acomodemos las neuronas y de las caracteristicas de las
conexiones sinapticas obtendremos distintos tipos de redes neuronales. Podemos decir
que existen principalmente 2 clases de modelos de redes neuronales: redes recurrentes o
con atractores y redes de tipo feedforward o sin retroalimentacion.

Las redes con atractores han surgido como un modelo para el problema de memoria
asociativa, el cual consiste en almacenar una serie de patrones de forma tal que cuando a
la red neuronal se le presente un patron cualquiera la red recupere a través de su dinamica
el patrén almacenado que més se le asemeje [Muller and Reinhardt, 1989]. Un modelo
de fundamental importancia dentro del desarrollo de las redes neuronales y que pertenece
a esta clase de arquitecturas lo constituye el modelo de Hopfield basado en la regla de
aprendizaje de Hebb. Esta regla determina el valor de los pesos sindpticos (wj;) entre

neuronas en funcién de los patrones que deseamos almacenar:

1 p
Wij = += z @Hffa (1-2)
NM:1

donde N es el nimero de neuronas, p es el nimero de patrones que deseamos almacenar
y & es la componente 7 del patrén p, el cual tendrd tantas componentes como nimero de
neuronas, i.e., N.

La aplicacién de la regla de Hebb permitird que los patrones almacenados sean recupe-
rados si un patrén relativamente cercano es presentado a la red. En una idea esquematica
podemos ver que esto corresponde a la creacion de una superficie de energia cuyos minimos
corresponderan a los patrones almacenados y la propiedad de recuperacion de patrones
cercanos la visualizamos como las cuencas de atraccién que rodean a los minimos [Hop-
field, 1982a], [Amit, 1984], [Hertz et al. 1991], [Montemurro, 1999] (ver figura 1.3).

Las redes de tipo feedforward se diferencian de las redes de atractores en que el flujo de
informacién posee una direcciéon determinada. En esta clase de modelos se distribuyen las
neuronas en capas, las cuales segiin su ubicacion podran ser: capa de entrada, encargada de

recibir la informacién a procesar; capas intermedias, encargadas de procesar la informacién
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Figura 1.3: Representacién esquemaética de la superficie de energia asociada al almace
namiento de dos memorias (A, B)
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y capa de salida, de donde leeremos el resultado del cémputo.

Las redes ordenadas en capas con conexiones de tipo feedforward (sin retroalimentacién)
son las llamadas perceptrones y son las que usaremos a lo largo de esta tesis. En estas, el
estado de activacién de una neurona en una capa dada depende unicamente del estado de
de neuronas en capas anteriores. Es decir, no existen conexiones sindpticas, ni hacia atras,
ni dentro de una misma capa. El nimero de neuronas en cada capa es absolutamente
arbitrario. De esta manera, los perceptrones permiten llevar a cabo asociaciones entre
patrones de informacién de diferente naturaleza (heteroasociacién), en tanto que las redes
con atractores solo permiten asociaciones entre patrones del mismo tipo (autoasociacién).
Las redes con atractores son especialmente eficientes para el reconocimiento asociativo de
patrones, especialmente visuales. En el caso de los perceptrones, la heteroasociacion per-
mite la implementacién de tareas complejas, tales como reconocimiento de interlocutores
a partir de patrones de voz [Bennani, 1994], prediccién de series temporales [Petridis and
Kehagias, 1998], reconocimiento de estructuras en datos estadisticos [Haykin, 1995|, entre
muchas otras. Una de las propiedades mas importantes de los perceptrones es que per-
miten una implementacion relativamente sencilla de algoritmos de aprendizaje mediante

ejemplos, tal como se detalla en las secciones siguientes.

1.2.1 Perceptrones

La estructura mas simple dentro de las redes tipo perceptron lo constituye el perceptron
stmple cuya estructura consta de un cierto nimero N de neuronas en la capa de entrada y
una tnica neurona de salida. Esta arquitectura no posee capas intermedias y la encargada
de procesar la informacién sera la neurona de salida.

Las limitaciones computacionales del perceptron simple fueron advertidas por [Min-
sky and Papert, 1969], ya que esta clase de arquitecturas no pueden computar funciones
llamadas linealmente no separables, siendo un ejemplo clasico de ellas la funciéon booleana
XOR [Hertz et al., 1991], [Muller and Reinhardt, 1987]. A pesar de sus grandes limita-
ciones el perceptron simple ha sido objeto de numerosos estuidos que han permitido cono-
cer propiedades y caracteristicas interesantes de las redes neuronales en general [Watkin
et al., 1989].

Los problemas de computabilidad del perceptron simple pueden superarse facilmente

agregando capas ocultas y més ain, puede demostrarse (ver [Muller and Reinhardt, 1987],
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[ ] ® ® @ capa de entrada

\x // capa intermedia

capa de salida

Figura 1.4: Arquitectura de una red neuronal tipo feedforward (perceptron) con una sola
capa oculta. Las conexiones representadas por vectores indican el sentido del flujo de la
informacién

[Denker et al., 1987]) que cualquier funcién booleana puede ser computada con un percep-
tron de una unica capa oculta siempre y cuando exista un nimero suficiente de neuronas
en esta capa, en general exponencial con el nimero de entradas. Si bien este resultado
reviste gran importancia desde el punto de vista tedrico, no resulta demasiado préctico
a la hora de las aplicaciones debido a la dependencia exponencial en el nimero de neu-
ronas. Normalmente se recurre a agregar mas capas ocultas y de esta manera reducir el
nimero de neuronas aunque incrementando la profundidad de la red. La profundidad de
una red estd definida como el numero de capas que posee una red sin contabilizar la capa
de entrada cuyas neuronas no realizan ninguna funcién de cémputo, sino que solamente
proveen a la red de los valores a considerar. En la figura 1.4 se muestra una arquitectura
de una red neuronal correspondiente a un perceptron con una capa oculta (profundidad
2).

Dependiendo de como organicemos las conexiones entre las neuronas de distintas ca-

pas obtendremos distintas clases de perceptrones. La estructura obtenida se denomina
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arquitectura de la red.

El aprendizaje en una red neuronal se realiza a través del ajuste de sus pardametros
libres (intensidades sindpticas) mediante algoritmos de aprendizaje, basados en procesos
de modificacién sindptica.

Las diversas clases de algoritmos de aprendizaje guardan una intima relaciéon con la
arquitectura de red que utilicemos y en este contexto podemos dividir los algoritmos de
aprendizaje en dos clases principales: supervisados y no supervisados. Los primeros van
modificando los valores de las sinapsis segun la respuesta obtenida por la red para un
ejemplo dado o un conjunto de ejemplos. La respuesta obtenida por la red es comparada
con la respuesta correcta (conocida) y en funcién a esta comparacién se modificard el
valor de las sinapsis.

Los algoritmos de aprendizaje supervisado involucran en general la optimizacion de
una funcién costo o funcion error que podra definirse de acuerdo al problema y dentro
de ciertos criterios. Estos algoritmos son en general del tipo descenso por el gradiente,
donde la funcién a optimizar serd alguna funcién que mida la discrepancia (distancia)
existente entre la salida o respuesta obtenida con la respuesta deseada; una opcién usual
para la funcion error es utilizar una funcién cuadratica. No obstante, como todo algoritmo
basado en el descenso por el gradiente, el mismo presenta la desventaja quedar atrapado
en minimos locales.

Dentro de los algoritmos de aprendizaje supervisado podemos citar el algoritmo de
Back-propagation (Retro-propagacién de errores) [Rumelhart et al., 1986a] el cual ha
demostrado una gran utilidad, siendo el algoritmo de mayor uso.

El algoritmo de ”simulated annealing” (recocido simulado) introducido por [Kirck-
patrick et al., 1983], y que debe su nombre a la analogia con el proceso de enfriado lento
de un material con el fin de que el mismo llegue a una configuracién de equilibrio, ha
demostrado una gran practicidad. Este algoritmo realiza una busqueda aleatoria en el
espacio de configuraciones adoptando aquellas en las cuales el error va disminuyendo. Sin
embargo, dependiendo de una temperatura auxiliar que ird descendiendo con el paso de
las iteraciones, configuraciones con aumento del error son accesibles, permitiendo que el
sistema escape de posibles minimos locales y pueda llegar al minimo global de la funcién
error que coincidird con el objetivo de la tarea propuesta [Franco, 1995].

Por otro lado, los algoritmos de aprendizaje no supervisado involucran la definicion
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a priori de una regla de aprendizaje, que determinara el futuro valor de las sinapsis en
funcién de la distribucién de patrones de entrada exclusivamente. Dentro de esta clase
encontramos por ejemplo la regla de Hebb [Hopfield, 1982] que ha proporcionado muy
buenos resultados, en el problema de memoria asociativa. A través de estos algoritmos es
posible dotar a la red de una superficie de error con minimos locales y cuencas de atraccion
alrededor de ciertos patrones que deseamos almacenar, de forma tal que cuando le en-
tregamos a la red un patrén de entrada similar a alguno almacenado la propia dindmica
de la red nos lleva a obtener el patrén anteriormente almacenado o memorizado [Haykin,
1994], [Hertz, 1988]. Algoritmos de aprendizaje no supervisado también son usados para
problemas de clasificacion o ”clustering”, donde se pretende clasificar de acuerdo a algu-
nas caracteristicas (a veces no conocidas previamente) una cierta cantidad de datos con
el fin de agruparlos y tipificarlos.

En esta tesis nos restringiremos a algoritmos de aprendizaje supervisados en los cuales
ciertos ejemplos, que formaran parte del conjunto de aprendizaje, son ensefiados a la red.
Un ejemplo es una relacién entrada-salida, un par {Z,d} definido por un conjunto de
valores o vector de entrada Z y una respuesta correcta y conocida d, asociada al valor de
entrada. Por ejemplo, en las redes que usaremos en el capitulo 3 para sumar nimeros el
vector de entrada estard definido por los nimeros a sumar y la respuesta correspondiente
serd el resultado correcto de la operacion de suma.

El error de aprendizaje se define como la suma de los errores cuadrdticos cometidos
por la red para los ejemplos que constituyen el conjunto de aprendizaje. Una cantidad
relacionada y muy util para evaluar la perfomance de la red es el error de generalizacion
que se obtiene al sumar los errores cometidos por la red pero en todos los ejemplos
posibles ( nimero de ejemplos finitos como en el caso de entradas binarias) o en un
gran numero de ejemplos mayor que los pertenecientes al conjunto de aprendizaje. El
error de generalizacion suele evaluarse una vez que la red ha aprendido con éxito el
conjunto de ejemplos de entrenamiento, es decir una vez que el error de aprendizaje es
cero 0 menor a un cierto valor pequeno predeterminado. Los ejemplos que componen
el conjunto de entrenamiento determinaran, conjuntamente con la funciéon usada para
computar el error entre la respuesta de la red y la respuesta correcta, la superficie de
error. Esta superficie, de dimension igual al nimero de sinapsis que posee la red, sera

de fundamental importancia para el éxito de los algoritmos de aprendizaje, pues puede
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contener minimos locales, mesetas, etc., que dificultan la convergencia hacia el o los
minimos globales determinados por los valores que hacen que la red compute con éxito
los ejemplos del conjunto de aprendizaje.

La capacidad de generalizacién es la propiedad de que una red neuronal compute
correctamente ejemplos que no le han sido ensefiados previamente, siendo una de las
propiedades mas interesantes de las redes neuronales. Hasta el momento no existe una
teoria completa para entender este fenémeno, el cual es influenciado por tres factores
principales: tamano y propiedades del conjunto de entrenamiento, arquitectura de la red

y complejidad del problema a tratar [Haykin, 1994].

1.3 Diseno de Arquitecturas

El problema de diseno de arquitecturas es un problema abierto y de gran interés actual,
siendo un proceso que involucra la consideraciéon de diversos factores como complejidad
de la funcién a implementar, cantidad de capas ocultas, nimero de neuronas en cada
capa, conexiado, etc. Existen algunos algoritmos para la construccion de redes, entre los
que podemos destacar de acuerdo a su naturaleza los algoritmos de tipo ”pruning” o de
eliminacién de sinapsis y algoritmos de crecimiento o "network growing” [Haykin, 1994],
[Hertz et al., 1991]. Los algoritmos de tipo pruning se basan en monitorear el valor de los
pesos sindpticos e ir eliminando o reemplazando aquellos cuyos valores son muy pequenos
o que no se modifican a lo largo del aprendizaje [Sejnowski and Rosenberg, 1987], [Hassibi
et al., 1993]. En otra palabras, dada una funcién a aprender, se parte de una arquitectura
redundante que asegure la computabilidad de la misma y se eliminan sistematicamente
conexiones y neuronas hasta alcanzar un tamano minimo que resuelva el problema.

Los algoritmos de crecimiento partiendo de una arquitectura minima van agregando
neuronas en diferentes capas hasta alcanzar una arquitectura capaz de computar la funcion
deseada [Marchand et al, 1990]. El algoritmo de tiling [Mézard and Nadal, 1989] consiste
en agregar capas a la arquitectura que cada vez contendran un niimero menor de neuronas
y de esta manera el algoritmo convergerd a una tnica neurona de salida. El éxito del
algoritmo se basa en obtener en cada capa una representacion fiel de los patrones de
entrada, esto es si dos patrones de entrada diferentes producen salidas diferentes, sus

representaciones internas (estados de las neuronas intermedias) deberan ser diferentes en
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cada capa. La idea del algoritmo consiste en comenzar cada capa con una unidad maestra
que computard de la mejor manera posible la funciéon deseada y luego agregar unidades
auriliares hasta lograr una representacion fiel.

Si bien los algoritmos de diseno de arquitecturas han demostrado cierta confiabilidad,
la heuristica y el conocimiento a priori de las propiedades y simetrias de la funcién a
implementar contintan siendo elementos muy importantes a la hora de la construcciéon
de una arquitectura.

Un modelo de arquitectura usual muy utilizado en los primeros desarrollos de redes
neuronales y alin en el presente, consiste en conectar totalmente las neuronas entre capas
adyacentes. Este esquema de tipo monolitico tiene como principales desventajas poseer
un gran nuimero de conexiones lo que involucra para su implementacién una gran capaci-
dad de memoria y largos tiempos de computo para el proceso de aprendizaje. También es
frecuente observar, con esta clase de conexionado, una pobre capacidad de generalizacién
y un problema de sobreespecializacién en algunos ejemplos conocido como ”overfitting”
[Boers et al., 1993], [Haykin, 1994]. Esto puede entenderse si pensamos el aprendizaje
como un proceso de ajuste no lineal de funciones, donde los pardmetros de ajuste son las
sinapsis. De esta manera, un exceso de parametros tendra como consecuencia un mejor
aprendizaje de los ejemplos de entrenamiento (puntos del ajuste) a costa de un empo-
brecimiento en la capacidad de generalizacién (extrapolacién e interpolacién), tal como
se muestra en la figura 1.3 donde se observan los ejemplos (conjunto e entrenamiento),
la funcién implementada por la red y la funcién que se desea implementar. [Haykin,
1995]. La manera més evidente de disminuir este efecto indeseado sin perder capacidad
de cémputo consiste en disminuir el numero de sinapsis de cada neurona, haciendo que
las mismas se conecten solo a un subconjunto reducido de neuronas de la capa siguiente.
Estos subconjuntos se denominan campos receptivos locales. Un tipo particular de ar-
quitectura con campos receptivos locales son las arquitecturas modulares. En éstas la
informacién se procesa en paralelo en moédulos neuronales sin conexiones laterales entre
si cuyas salidas se combinan en alguna capa o médulo posterior. Los diferentes médulos
pueden entrenarse independiente o simultdneamente, dependiendo de la aplicacién par-
ticular. Las arquitecturas modulares en comparaciéon con las arquitecturas totalmente
conexas han demostrado tener una mejor capacidad de generalizacién, mayor velocidad

en el aprendizaje y una mayor adaptabilidad a modificaciones de la tarea original [Haykin,
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conjunto de aprendizaje
funcion deseada
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funcion implementada
entrada

Figura 1.5: Representacion esquematica de un proceso de aprendizaje con sobreespeciali-
zacién (”overfitting”) en algunos ejemplos obteniéndose una mala generalizacién de la
funcién que se desea implementar
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1994], [Bennani, 1994|, [Franco and Cannas, 2000b]. Por otra parte estructuras modu-
lares resultan de gran interés en el modelado de sistemas neurolégicos como por ejemplo
en areas de la corteza visual [Houk, 1992], [Van Essen et al., 1992] y han mostrado efi-
ciencia en diversas aplicaciones tales como reconocimiento de voz e imdgenes [Bennani,
1994], [Haykin, 1994], prediccién de series temporales [Petridis and Kehagias, 1998|, entre

muchas otras.

1.4 Seleccién de Ejemplos y Generalizacion

La cuestién de elegir y conocer el tamano adecuado del conjunto de entrenamiento es un
problema de un gran interés practico y tedrico [Kinzel and Rujan, 1987], [Jung and Opper,
1996]. Uno de los resultados mds generales e interesantes es el obtenido por [Baum and
Haussler, 1989] con ejemplos seleccionados al azar en una red tipo perceptron con una
capa oculta. El resultado obtenido permite conocer el nimero N necesario de ejemplos

para obtener generalizacién en funcién de una tolerancia permitida para el error, e:

32W  32M
In(
€ €

N> ) (1.3)

donde W denota el nimero de pesos sinapticos, M es el niimero de neuronas en la capa
oculta y In(x) es la funcién logaritmo natural. En la practica, en primera aproximacién
suele considerarse que del orden de

W

N > - (1.4)

ejemplos son necesarios para obtener generalizacion. Asi, si permitimos un error de gen-
eralizacién del 10 %, necesitaremos un nimero de ejemplos de diez veces el nimero de
sinapsis existentes en la red para obtenerlo. El uso de ejemplos al azar como conjunto
entrenamiento a menudo resulta poco eficiente, ya que muchos de los ejemplos presen-
taran informacion redundante o insuficiente acerca de la funcién a aprender. Esto implica
en general la necesidad de un numero elevado de ejemplos para obtener un grado ade-
cuado de generalizacién, asi como un elevado tiempo de computo para el entrenamiento.
Sin embargo, en muchos casos ocurre que un subconjunto reducido de ejemplos contiene
toda la informacién acerca de la funcién objetivo. Una seleccién adecuada del conjunto
de entrenamiento deberia por lo tanto resultar en un proceso de aprendizaje mas rapido

y eficiente. Asi en los ultimos afios se desarrollaron diversos algoritmos de seleccion de
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ejemplos, recibiendo diversos nombres en la literatura tales como aprendizaje activo (”ac-
tive learning”) [Cohn et al., 1994], [Plutowski and White, 1993], [Jung and Opper, 1996]
6 aprendizaje por preguntas (”query learning”) [Baum, 1991], [Sollich, 1994], [Hancock et
al., 1994), [Kinzel and Rujdn, 1990]. No obstante, la teoria general de seleccién de ejem-
plos y su relacion con la capacidad de generalizacién continta siendo un problema abierto
y serd una de las cuestiones centrales en esta tesis. Es claro que la seleccién de un conjunto
reducido de ejemplos que garantice un grado adecuado de generalizacién depende tanto
de la complejidad de la funcion a aprender como de la arquitectura de la red. Resulta asi
importante definir cantidades que permitan relacionar la capacidad de generalizacion de
una red con el tipo y nimero de ejemplos utilizados en el entrenamiento. Un parametro
importante en este sentido es la llamada dimension VC, en honor a sus creadores Vap-
nik y Chervonenkis [Vapnik and Chervonenkis, 1971]. Este pardmetro ha demostrado
tener una relacion fundamental en la determinacion de la habilidad una arquitectura de
generalizar y estd relacionado con la capacidad de la red de implementar diferentes fun-
ciones binarias. Consideremos el caso de una clasificacién binaria de patrones, es decir la
posible respuesta d a la clasificacién de un patrén de entrada es bivaluada: d € {0, 1}.
Definiremos una dicotomia como una regla de decisién binaria. Si F denota la familia de

dicotomias implementadas por una arquitectura, es decir:
F={F(z,w):weW,F: R —{0,1}} (1.5)

donde x es un vector de entrada de dimension p y w representa los pesos sinapticos
pertenecientes al espacio de pesos W. Si definimos £ como un conjunto de N puntos que
pertenecen al espacio p-dimensional X de vectores de entrada, entonces una dicotomia
implementada por la arquitectura separara el conjunto £ espacio X en dos subespacios

Ly y L1 de manera que:

0 st zeLy
F(x,w)—{ 1 si zeLly (1.6)

para un conjunto de valores w fijo. Diremos que L es cubierto por F si todas las dicotomias

de £ pueden ser inducidas por funciones en F.

La dimension VC de una familia de dicotomias F es la mdzrima cardinalidad de cualquier

conjunto de puntos L pertenecientes al espacio de entrada X que es cubierto por F.

Consideremos el siguiente ejemplo para tratar de comprender el concepto de dimensién

VC: Tomemos una arquitectura tipo perceptron con N neuronas de entrada, una capa
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intermedia con N neuronas y una neurona de salida. Una funcién binaria o dicotomia
consistird en definir un valor binario (0) o (1) de respuesta de la red correspondiente
a un conjunto de valores de entrada z (este vector define un punto en el espacio N
dimensional). Si definimos solamente un cierto nimero de puntos, p, podemos ver que
exisitiran a lo sumo 2P distintas funciones binarias. La dimension VC serd entonces el
mayor valor de p para el cual la arquitectura es capaz de computar todas las 2”7 funciones
posibles cualquiera sea el conjunto de p ejemplos [Hertz et al., 1991], [Haykin, 1994]. La
dimensiéon VC es un parametro dependiente exclusivamente de la arquitectura. De su
definicién vemos que, dada una arquitectura, es imposible garantizar cualquier grado de
generalizacion si el tamano del conjunto de entrenamiento es inferior a la dimensién VC,
para cualquier funcién computable por la red. No obstante su utilidad, el calculo de la
dimension VC resulta sumamente engorroso en los casos practicos. Por otra parte, dada
una funcién especifica, el tener un nimero de ejemplos superior a la dimensién VC es

condicion necesaria pero no suficiente para obtener generalizacion.

1.5 Estructura de la tesis

En el capitulo 2 se muestra la construcciéon de arquitecturas 6ptimas en profundidad
para implementar distintas operaciones aritméticas: suma de N numeros, producto de
dos numeros y corrimiento de bits, todas operaciones usuales en microprocesadores,
obteniéndose expresiones explicitas para los valores de pesos sinapticos que permiten
computar exactamente la funcion deseada para niimeros de precision arbitraria. También
se construyé una familia de arquitecturas modulares para implementar la funcién de pari-
dad basada en la arquitectura usual completamente conexa para computar la paridad
de N bits. Se analizan las propiedades de estas arquitecturas en términos de nimero de
capas ocultas, nimero de conexiones, etc. En el capitulo 3 se analizan las propiedades
de generalizacion de las redes construidas en el capitulo 2 y de otras arquitecturas mas
generales. Para ello introducimos el concepto de minimo nimero de ejemplos necesarios
para generalizacién total (MNEFG, ”Minimum Number of Examples for Full Generaliza-
tion”), el cual es calculado en cada caso para tamanos arbitrarios de redes mediante un
método de calculo desarrollado al efecto. Este parametro se propone como un estimador

de la complejidad de las funciones. A partir del método usado para calcular el MNEFG
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derivamos un algoritmo general para seleccionar ejemplos independientemente de la arqui-
tectura y de la funcién elegida. El algoritmo es probado con éxito en funciones aleatorias
implementadas en una arquitectura con campos receptivos locales. Las capacidades de
generalizacion de la familia de redes modulares que implementan la funcién de paridad
es analizada, observandose una verdadera mejora en las habilidades de generalizacion a
medida que la modularidad de la red es incrementada. Se analiza también la capacidad de
computo de las arquitecturas modulares antes mencionadas, mediante el calculo numérico
de la entropia de informacion de estas redes. Finalmente en el capitulo 4 se discuten los

resultados obtenidos y se presentan las conclusiones.



Capitulo 2

Diseno de Arquitecturas

2.1 Introduccion

Un problema central en el tema de Redes Neuronales es el diseno de arquitecturas para
resolver un problema especifico. La implementacion 6ptima de una red tipo ” feed-forward”
requiere el andlisis de diversas cuestiones: complejidad del problema, profundidad de la
red (nimero de capas ocultas), nimero de neuronas en cada capa, tipo de neuronas
(binarias, sigmoidales, etc), tipo de sinapsis (continuas, discretas), convergencia de los
algoritmos de aprendizaje, capacidad de generalizacion, etc.

En este capitulo presentaremos un conjunto de arquitecturas disenadas para la imple-
mentacién de redes neuronales para computar los problemas de Suma de N ntimeros,
Multiplicacién de dos nimeros, Corrimiento de bits (Bit-Shifting) y Paridad.
Consideraremos redes compuestas por neuronas binarias, las cuales pueden tomar dos
estados: activada (uno), desactivada (cero). La actividad de una neurona o;, vendrd
determinada por una funcién de activacion lineal con umbral de la forma:

0; = © , (21)

> 1S =T
j

donde O(x) es la funcién de activacién, que serd 1 si z > 0 y 0 en otro caso, J;; son los
pesos sindpticos, S; = {0,1} son las entradas que la neurona recibe, ya sea del exterior
(si estan en la capa de entrada) o de otras neuronas, y T; es el umbral de activacién de
la neurona ;. Es decir, cada neurona computa una funcién booleana de los valores que

recibe dependiente de los pesos sinapticos y de su umbral de activacion.

18
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La red mas simple que uno podria proponer para resolver un determinado problema
seria un perceptron simple, consistente en una capa de entrada con N neuronas todas
conectadas a una tinica neurona de salida. El primer problema que uno enfrenta a la hora
de resolver problemas con estos simples circuitos es el de la computabilidad, es decir nos
preguntamos si con esta clase de arquitecturas podemos computar la funcién deseada.

Existen una gran clase de problemas, llamados linealmente inseparables que no pueden
ser resueltos por perceptrones simples, siendo la funcién booleana XOR uno de los mas
simples y famosos [Rumelhart,1986, Hertz et al., 1991, y Haykin, 1994] y en general
cualquier problema méas o menos no trivial cae dentro de esta categoria. La solucion
usual a esta falta de computabilidad de los perceptrones simples consiste en agregar capas
intermedias, también llamadas capas ocultas. Puede demostrarse que cualquier funcion
booleana puede ser computada usando una red con una sola capa oculta conteniendo un
nimero de neuronas que crece exponencialmente con el nimero de neuronas de la entrada
[Muller et al., 1991]. La dependencia exponencial de este resultado lo torna totalmente
impractico desde el punto de vista de las aplicaciones y ademéas una red con un nimero
exponencial de neuronas tendra una muy mala capacidad de generalizacién (Ver capitulo
3, [Boers et al., 1997], [Haykin, 1994]). De esta manera, una cuestién importante a la
hora de implementar una red neuronal es el de conocer el minimo niimero de capas ocultas
necesarias para poder computar un dado problema con la restricciéon de que el nimero
de neuronas en cada capa esté acotado polinomialmente con el numero de neuronas
en la capa de entrada, esto es el nimero de neuronas en cada capa intermedia serd una
funcion polinomial del nimero de neuronas de entrada. Definiremos la profundidad de
una red como el numero de capas que posee sin tener en cuenta la capa de entrada, la
cual no realiza funcién alguna excepto la de proveer los valores de entrada.

Existen ciertos resultados matematicos sobre la profundidad minima que deben tener
las redes tipo ”feed-forward” para computar algunas funciones aritméticas. Por ejemplo
para el caso de la suma de N nimeros A. Hajnal et al. [Hajnal et al., 1987], probaron
que esta operacién puede ser computada con redes de profundidad 2, mientras que la
multiplicacién requiere al menos profundidad 3. Estos dos problemas estian muy rela-
cionados, pues es casi trivial pasar del primero al segundo. Aparte de la profundidad de
la red, otro factor muy importante a tener en cuenta es el maximo ”fan-in” del circuito,

definido como el maximo nimero de entradas que una neurona puede recibir. Ambas
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caracteristicas (profundidad y ”fan-in”) son de gran importancia a la hora de su posible
implementacién en microcircuitos. La profundidad total del circuito estara relacionada
con el tiempo total de procesamiento paralelo y por otro lado la tecnologia pone una cota
sobre el numero de conexiones permitidas.

En cuanto a la cuestién relacionada con el aprendizaje de la funcién deseada dada la
arquitectura, cabe senalar que no existe un teorema general para ningun algoritmo que
asegure la convergencia del aprendizaje; pese a esto podemos senalar que algoritmos
como el de ”back-propagation” o del tipo ”"simulated annealing” han demostrado ser muy
exitosos en el aprendizaje de funciones en redes de tipo feed-forward. De cualquier manera
en este capitulo nos centraremos en demostrar la computabilidad de ciertas funciones
y no de su aprendizaje, tema que serd tratado en los siguientes capitulos.

Atn en casos en los cuales los algoritmos de aprendizaje son exitosos la teoria general
de aprendizaje y generalizacion esta lejos de ser totalmente comprendida, existiendo una
serie de problemas abiertos, como por ejemplo: ;Cual es el nimero de capas ocultas
necesarias para resolver un dado problema?, ;Cuantas neuronas poner en cada capa?,
., Cudntos ejemplos son necesarios para el aprendizaje?, ;Cémo depende la generalizacién
de la arquitectura elegida?, etc.

El hecho de poseer soluciones exactas para problemas no triviales como los conside-
rados aqui, ayuda considerablemente en el anélisis de las cuestiones planteadas anterior-
mente, sirviendo como plataformas con las cuales experimentar distintos algoritmos de
aprendizaje. Por otra parte estas soluciones podrian servir para revelar nuevas carac-
teristicas de las redes neuronales tal como ocurre con soluciones exactas obtenidas en el
campo de la mecanica estadistica.

En este capitulo obtendremos modelos de redes que resuelven el problema de adicion
de N numeros, multiplicacién de dos nimeros, corrimiento de bits y paridad. Las ar-
quitecturas construidas para los tres primeros problemas son todas éptimas (minimas)
en profundidad, mientras que para el problema de paridad construimos una familia de
soluciones modulares. Analizamos en todos los casos la estructura de la red en términos
de tamano, niimero de conexiones, etc.

Las funciones de suma, producto y corrimiento de bits son funciones bésicas en el
funcionamiento de procesadores de computadores y ahi radica gran parte del interés en

la construccién de ellas, sobre todo a medida que la tecnologia incrementa la posibilidad
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de construir circuitos paralelos. El problema de corrimiento de bits posee un interés adi-
cional, pues esta clase de circuitos ha sido propuestos para explicar el flujo de informacién
entre grupos de neuronas pertenecientes a diferentes niveles de la estructura visual de or-
ganismos vivos [Anderson et al., 1987]. Respecto de la funcién de paridad podemos decir
que es una de las funciones booleanas mas usadas para testar algoritmos de aprendizaje,

dada su simple definicién y su gran complejidad.

2.2 Red de profundidad dos para la adicién de N
numeros

En esta secciéon mostraremos la construccion de una red neuronal de tipo ”feed-forward”
de profundidad 2, compuesta por neuronas de tipo lineal con umbral con un nimero
polinomial tanto de neuronas como de conexiones, para computar el problema de sumar
N niimeros de p bits de longitud [Franco and Cannas, 1998]. Fue probado por Hajnal et
al. [Hajnal et al., 1987] que la suma de N niimeros puede ser computada por una red
neuronal de tamafio polinomial de profundidad 2. La prueba es no constructiva y hasta
el momento una red con estas caracteristica no ha sido construida. Siu & Roychowdhury
mostraron que es posible construir una red de profundidad 2 [Siu et al., 1994].

Este problema estd muy relacionado con el de multiplicacién de dos niimeros, poten-
ciacién, etc. La mayor dificultad a la hora de la construccién de una red para sumar
viene dado por la dificultad de computar el acarreo que resulta de la suma de los bits
con menor valor relativo. En casi todos los disenos previos el procedimiento consiste en
transformar la suma de N nimeros en la suma de dos nimeros usando técnicas como el
modelo de Dortmunder [Hofmeister et al., 1991] y Suma con reduccién de acarreo (” Carry
Save Addition”) [Patterson et al., 1990, y Lauwereins et al., 1991]. Estos procedimien-
tos introducen al menos dos capas de neuronas intermedias sobrepasando la cota 6ptima
conocida de profundidad 2. Presentaremos a continuacién la construccion de una red en
la cual todos los niimeros son sumados en una sola operacién.

La arquitectura de la red consta de una capa de entrada con Np neuronas correspon-
dientes a los N niumeros de p bits a sumar; la capa de salida contiene M = log,(N (27 —
1) 4+ 1) neuronas suficientes para expresar el resultado que a lo sumo puede ser igual a

N(2P — 1)(Asumimos que la operacién log entrega un valor entero mayor o igual que el
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resultado exacto de la operacién logaritmo). Cada nimero a sumar S; (j = 1,...,N)
estard representado por un conjunto de p neuronas binarias: S; = Sf_l, S;-’_Q, cee S]Q. La
capa de entrada consiste en p grupos de N bits cada uno, acomodados segin su valor
relativo, es decir, las neuronas estdn acomodadas en el siguiente orden:

St gkl L SPT eReR gk S8, 8% 4, ..., 8% El valor relativo de un
bit S} es 2' y puede tomar los valores uno y cero, i.e., S; = {0,1}. Las neuronas de salida
las denotaremos por S, i, S%_9,-..,57. De esta manera el nimero total de neuronas
quedard totalmente determinado por el nimero de neuronas que ubiquemos de la capa
oculta, ya que tanto la capa de entrada como la de salida estan claramente definidas
por el problema en cuestién. Las neuronas de la capa intermedia las acomodaremos en
M grupos. El grupo k£ tendrd N neuronas, cuya salida serd conectada solamente a la
neurona de la capa de salida Sj.

Analizaremos cada bit de la capa de salida independientemente, comenzando por el
bit de menor valor relativo S9 (correspondiente al valor 2°). El procedimiento para este
caso merece particular atencion pues el resto de la estructura, correspondientes a los otros
bits, serd similar. El bit con menor valor relativo, es decir el bit de salida S§, debe ser

uno si el resultado de la suma H de los bits de entrada (SY),
N
H=Y S (2.2)
i=1

es par (incluyendo el cero), y cero si H es impar:

1 si H es impar
Sg = (2.3)

0 si H es par
En otras palabras, este bit computa la paridad de H. Podemos computar esta funcién
en la siguiente manera: ponemos en la capa intermedia Ny = N neuronas, o) = 0,1
(1=0,..., Ny — 1), que perteneceran al grupo £ = 0. Las conexiones sindpticas entre estas
neuronas y el grupo £ = 0 de la entrada seran elegidas de tal manera que mas de la mitad
de las neuronas intermedias estén prendidas (o) = 1) cuando H sea impar mientras que
menos de la mitad de las neuronas estardn activadas (o) = 0) cuando H sea par. ;Cémo
seleccionamos los valores de las sinapsis? Dado que en el problema de paridad todos los

bits tienen el mismo peso, es razonable poner todas las sinapsis que conectan las neuronas
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H=Resultado Suma | N, | Neuronas ON | Neuronas OFF | S§
impar par (No/2) +1 (No/2) — 1 ON
impar impar | (N, +1)/2 (N, —1)/2 ON

par par N,/2 N,/2 OFF
par impar | (N, —1)/2 (N,+1)/2 | OFF

Tabla 2.1: Nimero de neuronas prendidas(ON) y apagadas(OFF) en el grupo intermedio
(k=0: 09 i=0,...,Ny — 1), para diferentes combinaciones de Ny y de la suma de
bits de entrada H (Ec. 2). La tltima columna indica el valor requerido para computar la
paridad de H (Ec. 3).

. .. o 0,0
de entrada con las intermedias iguales a un tnico valor w;”". Por lo tanto tenemos que,

N
=0 (w?"’ > S)— T) =0 (w?’OH — T) . (2.4)
=1
Seleccionamos entonces los valores de los pardmetros {w;’} y {T;} de la siguiente
manera: ( )
N +(Ng —2), Ny si Ny es impar
(T} = {:I:l, 3,45, 4 (N 1) i N, es par (2.5)
y
0,0 1 siT;>0
L _{ -1 siT; <0 (2:6)

Notemos que para valores pares de H, las neuronas intermedias cuyos umbrales tienen
el mismo valor absoluto |7;| estdn una prendida y una apagada. En el caso en que H
es impar esto también se cumple para todos los pares de neuronas con valores absolutos
iguales excepto para aquellas para las cuales |T;| = H, las que estardn ambas prendidas
(recordemos que con la definicién de ©(z) utilizada ©(0) = 1). En el caso en que N es
impar la neurona con umbral 7; = N estd apagada para todos los valores pares de H. De

esta forma, tenemos que

et { > Ny/2 if H es impar 2.7)

2 =Y N2 s H
~ < Ny/2 si H es par

para todos los valores de Ny, tal cual era lo deseado (ver tabla 2.1).

Finalmente, podemos ver de la tabla 2.1 que ajustando los valores de las sinapsis

del grupo intermedio (k¥ = 0) hacia la neurona de salida S§ todas iguales a uno, i.e.,
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CAPA DE ENTRADA
S3 S Si S Sy S
0 o

Capa
Intermedia

O O O

53 53 SY 50
CAPA DE SALIDA
Figura 2.1: Estructura de una red para computar la suma del bit menos significativo, con

valor 2°, para el caso de tres nimeros S; (j = 1,2,3). Los valores dentro de los circulos
indican el valor del umbral de la respectiva neurona

S¢=6 (vazoo_l o) — TO), y tomando
No/2 <Ty < (No+1)/2, (2.8)

S§ computa el problema de paridad para todos los valores de N. En la figura 2.1 se
muestra un ejemplo de la estructura para el bit de salida con menor valor relativo.

La solucién encontrada es una solucion particular y simple; una solucién mas general
puede obtenerse a partir de la anterior permitiendo que los umbrales {7;} tomen un rango
de valores en lugar de un valor definido. De esta forma los umbrales que en la solucién
simple tomaban los valores de m (m = 41,+3,...) , ahora pueden tomar cualquier
valor arbitrario en el intervalo (m — 1,m|. Por ejemplo, el umbral que anteriormente
tenia el valor T; = 1 ahora puede tomar cualquier valor en el intervalo(0, 1] y el anterior
umbral 7; = —1 ahora puede tomar cualquier valor perteneciente al intervalo (—2, —1]. El

resto de las sinapsis y umbrales mantienen sus antiguos valores, aunque también pueden
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encontrarse rangos de valores para ellos, ain cuando esto involucra una relaciéon un poco
mas complicada entre diferentes sinapsis y umbrales. De cualquier manera lo interesante
de destacar es que los valores de umbrales y sinapsis tienen en general un rango de valores
dentro del cual pueden computar la funcién deseada y por lo tanto no requieren una
precisién extrema para su ajuste. Este tipo de consideraciones resultan de importancia
a la hora de hallar estas soluciones mediante el algoritmo de aprendizaje. Soluciones al
problema con valores puntuales de las intensidades sindpticas estaran representadas por
un conjunto de medida nula en el espacio de parametros.

Consideremos ahora el resto de los bits de salida. Para computar el segundo bit
con menor valor relativo SY, tenemos que computar la suma de N bits de entrada
pertenecientes al grupo k& = 1 (con valor relativo 2!) més el valor del acarreo producto de
la suma de los N bits de entrada del grupo k¥ = 0 (valor relativo 2°). Procederemos de la
misma manera que en el caso anterior pero considerando que son necesarios dos bits con
valor relativo 2° para formar un bit con valor relativo 2! y de esta forma estaremos con-
templando el acarreo. Consecuentemente, los bits con valor relativo 2° estardn conectados
a neuronas intermedias por sinapsis que tendran un valor igual a la mitad del valor que
tienen las sinapsis que conectan la capa intermedia con neuronas de valor relativo 2!. Pro-
cedemos como si estuvieramos sumando Ny = N + int(IN/2) bits, por lo que pondremos
ese nimero de neuronas intermedias en el grupo k£ = 1, y repetimos el procedimiento
usado en el primer caso (La operacién int toma la parte entera del argumento).

Tendremos entonces, que

N N
o =0 wil’IZS}—i-wil’OZS?—ﬂ (2.9)
7j=1 7j=1
parat=20,...,N; — 1, con
B +(N1; —2), Ny si N; es impar
{T;} = {11,13, +5, ..., (N, — 1) §i N, es par (2.10)
y
1 .
.17]' _ =7 S1 7-; >0 .
w; { _ﬁ ST <0 (7=0,1) (2.11)

Este procedimiento puede ser generalizado para cualquier bit de salida. Cuando k£ < p,

el bit de salida S} proviene de la suma de N bits de entrada del grupo k, mas el acarreo
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de los £ — 1 grupos de entrada. Esta operacién es equivalente a la adiciéon de N, ntimeros,

con
Ny =Int(N+N/2+---+N/2") =

=2N — Int [2%]

para £k < p. Cuando p < k < M — 1, el bit de salida S} dependera sélo del acarreo de

los p grupos de entrada dado que no hay grupos de entrada con &' > p. De esta forma, el

nimero de neuronas intermedias en el grupo k sera

2N—Int[2%] sik<p
Ny = Ny _ N 1 ;
W—Int [2k,p(1—w)j| SlkZp
y
k N
of=0 Y w'y s -1,
1=0 j=1
parat=20,..., Ny — 1, con
_ +(Ng —2), Ny, si Ni es impar
{Ti} = {:I:l,:l:3,:|:5, T E (N — 1) si N, es par
y

1 .
o= o SIT>0
" _{ — e siT <0 (1=0,....,k)

El numero total de neuronas en la capa intermedia sera:

= N N 1
N=Y% {2N — Int [ﬁ] } + é Int [—2M(1 - —2p+1)] ~

N 1
~ ONp— 2+ Int |~ —
p—2t ”t[zp 2p—1]

Finalmente en
Ni—1

Sk=0() of - T5)
=0
ponemos
Ni/2 < T§ < (Np+1)/2

para k=0,...,M — 1.

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

La estructura completa de una red de suma de N nimeros de p bits cada uno tendra

O(3Np) neuronas y un nimero de sinapsis O(N?p?). Como se mostrd, todo el procedi-

miento de suma puede ser computado simplemente conociendo la manera de computar
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ENTRADA

Figura 2.2: Estructura de una red para computar la suma de tres nimeros de dos bits

cada uno. Los valores dentro de los circulos indican los valores del umbral de la respectiva

)

neurona (Ver el texto por detalles
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Tamano (N, p) | Neuronas | Sinapsis | Profundidad | Fan-in Max
(4,4) 50 352 2 15
(8,8) 195 5016 2 63

(16,16 ) 772 73936 2 255
(32,32) 3077 1121664 2 1023
(N,p) O(3Np) | O(N*p?) 2 Np—1

Tabla 2.2: Algunos pardmetros de una red neuronal para computar la suma de N niimeros.

el problema de paridad y ajustando las sinapsis segun el valor relativo de los bits de
entrada y poder asi computar el acarreo.

La estructura completa de una red para el caso de N = 3 p = 2 se muestra en la figura
2.2 y algunos parametros de las arquitectura obtenida para diferentes valores de N y p

son presentados en la tabla 2.2.

2.3 Multiplicador Neuronal de profundidad 3

El multiplicador de dos niimeros de n bits consiste en una red neuronal de 3 capas in-
termedias [Franco and Cannas, 1998]. La operacién de multiplicacién se realiza en dos
etapas: la primera consiste en transformar el producto del multiplicador y multiplicando
de la capa de entrada en una suma de n nimeros de 2n — 1 bits; en la segunda etapa se
sumaran los n nimeros obtenidos. La primera etapa es simplemente una multiplicacién
bit a bit, de la misma forma que uno multiplica dos nimeros a mano (en este caso niimeros
binarios); ver ejemplo en la figura 2.3. Para realizar esta operacién no necesitamos ca-
pas intermedias dado que el producto de dos bits es equivalente a efectuar la operacion
booleana AND, la cual es linealmente separable [Hertz et al., 1991]. De esta forma, la
primera etapa puede ser efectuada por un perceptron simple, obteniendo n nimeros de
2n — 1 bits para sumar, que acomodaremos en la primer capa intermedia. Notemos que
de los 2n — 1 bits de cada niimero solamente n de ellos son diferentes de cero, lo que
permitird reducir el niimero de neuronas en esta capa de 2(n? — n) a n?. Las neuronas
de esta primera capa intermedia estan conectadas por medio de dos sinapsis a la capa
de entrada, una conectada a un bit del multiplicando y otra a un bit del multiplicador.

Los valores de las sinapsis y umbrales pueden ser elegidos en una manera muy simple,
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Tamafo | Neuronas | Sinapsis | Profundidad | Fan-in Max
4x4 60 341 3 16
8x8 216 4743 3 64
16x16 816 70539 3 256
32x32 3168 1087763 3 1024
nxn | 3(n*+n) | O(n*) 3 n?

Tabla 2.3: Algunos pardmetros de la red construida para multiplicar dos nimeros para
ciertos tamanos clasicos.

ponemos todas las sinapsis iguales a +1 y todos los umbrales iguales a +2. Esta solucién
simple puede extenderse, siguiendo la misma filosofia de la seccién anterior, a una forma
mas general consistente en poner cada umbral(7) a un valor positivo y las dos sinapsis

correspondientes (Wy, Ws) tales que:

Wl, Wy < T < W, +W,. (219)

Entonces esta primera etapa involucra 2n neuronas en la capa de entrada, n? neuronas
en la primera capa oculta y 2n? sinapsis conectando ambas capas. La segunda y tltima
operacién consiste en sumar los n nimeros de 2n — 1 bits obtenidos en la primera etapa.
En la seccion anterior resolvimos este problema en una forma mas general en la cual
construimos una red para sumar /N niimeros de p bits. En este caso, en el cual los niimeros
provienen de considerar un producto de dos nimeros podemos realizar una reduccién en
el nimero de neuronas, debido a que n—1 bits de cada niimero son iguales a cero. De esta
forma, la segunda etapa necesitard 2n? —n neuronas en la segunda capa oculta que junto
con las 2n neuronas de la capa de salida totalizan 3(n? + n) neuronas y el niimero total
de conexiones serd n*. La estructura de una red para multiplicacién de dos nimeros de 2
bits se muestra en la figura 2.3 y en la tabla 2.3 se muestran ciertos pardmetros (nimero
de neuronas, nimero de conexiones, etc.) para el caso de redes de tamafios clésicos, asi

también como para el caso general.

2.4 Red para corrimiento de bits (”bit-shifting”)

Dado un niimero de entrada de M bits S = Sy_1Sy_2...-515, con S; = {0,1}, un

corrimiento de 1 bit a la izquierda consiste en obtener un nuevo nimero de M bits en el
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1 0
O'a Ja O-I;L
Entrada @ O ®
operacién AND hi =0, %0, @ hi=o0)xo0;

bit a bit

Capa de Suma, O

Salida O o ®

1_ 1y 0 0_ 0y 0
ht=olxa) () h)=0?x%o}

1 0 = O¢
X
1 1 = 0Oy
1 0 = aaxag:ho
1 0 = aaxa(}:hl

0 1 1 0 =

S

Figura 2.3: Estructura esquematica de una red para computar el producto de dos ntimeros
de 2 bits: 0, = g0y y oy = g403 (0l = 0,1), donde 0° = g, X 0y es la salida. Cada
neurona en la primer capa oculta realiza el producto binario de un bit del multiplicando
0, y un bit del multiplicador o,. Las capas restantes estan disefiadas, como se describid
en la secciéon 2 para computar la adicién de los nimero resultantes. Circulos llenos y
vacios indican neuronas activas (ON) e inactivas (OFF) respectivamente. En este ejemplo
particular los nimeros de entrada o, = 10 y 0, = 11 son transformados en los niimeros
h, =10 y hy = 100, los cuales son sumados para obtener la respuesta igual a S° = 0110.
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cual todos los bits del niimero original han sido corridos un lugar a la izquierda y un cero
ocupa el lugar dejado vacio, mientras que el bit méas hacia la izquierda es simplemente
descartado (Ver figura 2.4). La generalizacion de este procedimiento a un corrimiento de
¢ bits es directa, corremos todos los bits de entrada c lugares a la izquierda y ponemos
ceros en los ¢ lugares vacios a la derecha, mientras que los ¢ bits Sy;_1,...,Sy—c son
descartados. Construimos una red de profundidad 2 que puede computar esta operacion,
la cual es 6ptima en el numero de capas dado que el problema es linealmente inseparable.
La estructura de la red es la siguiente: La capa de entrada contiene los M bits del
nimero inicial S mas K = logs(M + 1) neuronas que indicardn el nimero ¢ de lugares
a correr ¢ < M), ie, ¢ = S%_; ... S{S§. La capa de salida contendrd M neuronas
correspondientes al resultado S° = 5%,_; ...S57S§. En nuestro modelo la capa intermedia
actia como un conjunto de compuertas que deja pasar el correspondiente valor de entrada,
dependiendo del valor que posean los bits de corrimiento. Acomodaremos las neuronas
de la capa intermedia en M grupos cada uno correspondiente a una neurona de salida .
Esta red es facilmente generalizable al caso de corrimiento de bits en ambas direcciones,
permitiendo corrimientos a izquierda y derecha en una tunica y simple estructura. Para
entender el funcionamiento de la capa intermedia comenzaremos con el caso mas facil del
corrimiento de un unico bit hacia la izquierda. Esta estructura luego la generalizaremos

para el caso del corrimiento de ¢ bits [Franco and Cannas, 1998].

2.4.1 Corrimiento de un bit

Para el caso del corrimiento de un tnico bit es suficiente con poner una sola neurona
indicadora de corrimiento, S¢ = S§. Cuando S5 = 0 la salida debera ser igual a la
entrada, i.e., S? = S; Vi (no hay corrimiento), mientras que para S§ = 1 habra que correr
todos los bits de entrada un lugar, i.e., S = S5;_1 parai=1,...,M —1y 5§ = 0. Vemos
que el estado de la neurona de salida S depende solamente de los valores S;, S;_1 y S§;
por lo tanto, ponemos solamente dos neuronas intermedias ;9 y 0,1 en cada grupo ¢
(ver figura 2.4) coni =1,..., M — 1 (el caso i = 0 lo consideraremos luego). La neurona
ubicada més hacia la izquierda, o0; o transportard el valor de la neurona de entrada S; hacia
la neurona de salida S7, dejando pasar su valor segun el estado de la neurona indicadora
S¢. De esta forma, la neurona o, estard conectada solamente con S; (a través de la

sinapsis u; ;) y con S§ (a través de v),). Por otro lado, la neurona o; ; llevard informacién
b
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53 SQ Sl SO
ENTRADA @

0

SALIDA Q

53 53 S7 S0

Figura 2.4: Representaciéon esquemadtica de una transformacién para el corrimiento de 1
bit. En el ejemplo el nimero de entrada S = 5355515y (S; = 0,1) es transformado en el
nimero

S° = 59595758 con SY = S5;_1 parai=1,2,3y S§ = 0.

acerca del estado de la neurona S,_; hacia Sy , y entonces estard conectada solamente
con S;_; (a través de u;;_1) y con S§ (a través de la sinapsis v;,). Denotando por T ; los

umbrales de las neuronas o;; (j = 0,1) tenemos que:

0ij =0 [uii;Sicj + 00,86 —Thy]  (i=1,...,M—1;j=0,1) (2.20)

El grupo intermedio 7 = 0 debe ser considerado por separado. Dado que hay un solo bit

a considerar necesitamos una unica neurona intermedia oy = © [uo,OSO + v87058 — T070].
Finalmente, ambas neuronas o; y 0; 1 estardn conectadas con S; a través de sinapsis w;

y w;a:

S,io = @ [wi’oa'i’o -+ wi,lai,l — T;] (221)

En la figura 2.5 se muestra una figura esquemaética de un grupo i. La estructura
funciona de la siguiente manera: cuando S5 = 0 tenemos que 0,90 = S; y 0,1 = 0 Vi.
Cuando S§ = 1 tenemos que 0,0 =0y 0,1 = S;_y parat=1,..., M — 1, es decir, las dos
neuronas intermedias nunca estan activas al mismo tiempo, en cualquier caso al menos
una de ellas es cero y la otra se encarga de transmitir el valor correcto desde la entrada
hacia la salida. Estos resultados se muestran en la tabla 2.4 y si los reemplazamos en la

Eq.(2.20) encontramos que

Ui > ,Ti,O >0 (222)
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Sg 0;.0 O'i,l SZO
S; 0 S;
1|0 | Sz | Sia

Tabla 2.4: Estados de activacidon de las neuronas intermedias asociadas con el bit de salida
S?Y para un corrimiento de 1 bit.

vio < Tio— U (2.23)
parat=0,....,. M -1y
0<wuii-1 < Tjp (2.24)
0<wvy, < Ty (2.25)
Uji—1 + Ugl > Tiq (2.26)

para i =1,...,M — 1. De la tabla 2.4 vemos que S; debe satisfacer S} = 0, si S5 = 0
y S§ = 0,1 81 S§ = 1. Dado que 0,0 y 0;1 no pueden ser nunca ambas iguales a uno (al
mismo tiempo), la condicién anterior es satisfecha si SY = (0,0 OR ;1) (operacién légica

OR). Esta tltima operacién puede ser realizada tomando 7; > 0 y

wij > Ti (7=0,1) (2.27)

para todo i.

De esta manera completamos la construccion de la red para el caso del corrimiento
de un bit, obteniendo para el caso de M bits de entrada una estructura compuesta por
4M — 1 neuronas, 6 M — 3 pesos sinapticos y un nimero maximo de dos conexiones por

neurona.

2.4.2 Corrimiento de c bits

Consideremos ahora el caso mds general de corrimiento de ¢ bits, que permite correr entre
0 y M bits, siendo M el numero total de bits del nimero de entrada. Serd necesario
poner K = logy(M + 1) bits indicadores de corrimiento lo que totalizarda N = M + K
neuronas en la capa de entrada. En este caso el grupo intermedio 7 tiene que poder llevar

informacién de cualquiera de las i + 1 neuronas de entrada {S;, S;_1,...,S1,So} hacia
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Figura 2.5: Esquema de conexiones asociadas con la i-ésima neurona de salida S; para la
operacion de corrimiento a izquierda de 1 bit.
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la neurona de salida S7, dejando pasar solamente el valor S; .. Ponemos, entonces en
este grupo ¢ + 1 neuronas o0;; con 7 = 0,...,%, lo que da un nimero total de neuronas
intermedias M (M + 1)/2; o;; estard conectada con S;_; a través de la sinapsis u;; ; y
con las K neuronas indicadoras Sf a través de v ; (I=0,...,K — 1):
K-1
l c . Lo .
0i; =0 |ugi—Sicj+ Y v St —Ti;| (i=1,...,M—1;7=0,...,7). (2.28)
1=0
Las sinapsis {u;;_;, v} j} tendran valores tales que, en un corrimiento de c bits, en cada
grupo 4, 0;; =0 para j #cy 0ic = Si_c.

Comencemos con el andlisis de la primer neurona intermedia de cada grupo ;. Te-

nemos que
(S siSss=0W
9i0 = { 0 en otro caso. (2.29)
Reemplazando en Eq.(2.28) encontramos que
wg > Tig >0 2.30)
v < Tho—uy VI (2.31)

para ¢ =0,..., M — 1. Notemos que todas las sinapsis son inhibitorias excepto u; .
Consideremos ahora el resto de las neuronas intermedias. Dado que o0;; = 0 V5 > 0 si
Sf = 0 VI, encontramos usando Eq.(2.28) que T;; > 0 para todos los valores de i y j, y

que:
Ui j—j < TZL',]' Vi >0 (232)
Para la segunda neurona de cada grupo o;; tenemos que

siSE=1ySe=0VI#0

] Sia
i1 = { 0 en otro caso (2.33)

parai=1,..., M — 1. Reemplazando en la Ec.(2.28) encontramos que

vy < Tj (2.34)
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Ui + v?’l >Tiq (2.35)

Tiq — (uiie1 +v5y) > ), VI#0. (2.36)

De las Ecs.(2.32), (2.34) y (2.35) vemos que u;;—1 > 0y vy; > 0, i.e., ambas sinapsis
son excitatorias mientras el resto son inhibitorias. Notemos que obtenemos un conjunto
similar de desigualdades para las sinapsis asociadas con cualquier neurona intermedia que
pueda estar prendida solamente cuando el bit indicador S} esté encendido, i.e., cuando
c=2"conm =0,1,..., K — 1. En otras palabras, para cualquier grupo ¢ con 7 > 2™

tenemos que:

Gizm = { giZm esri f‘frllro:calsg e Am (2.37)
y por lo tanto
0 < vfom < Tiom (2.38)
Ui gm + Vjgm > Tjom (2.39)
Tiom — (Wii—gm + v]ym) > vl VI # m. (2.40)

En todos los casos solamente las sinapsis u;;_om y vj5m serdn excitatorias y menores
que sus respectivos umbrales, mientras que el resto de las sinapsis seran inhibitorias de
acuerdo con (2.39) y (2.40).

El procedimiento anterior puede ser aplicado a cualquiera de las neuronas intermedias.
Entonces, dado o, j, suponemos que hay p bits Sf = 1 cuando ¢ = j. Sea {l1,...,[,} el

conjunto de indices para los cuales Sf = 1. Luego

0<vl; <Ti; VI€{l,....l,} (2.41)

wij+ vl > Ty Vie{l,. ...} (2.42)
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Tamano | Neuronas | Sinapsis | Fan-in Max
4 21 40 4
8 56 144 8
16 177 544 16
32 297 2112 32
M>1| OM?) |2(M*+M) M

Tabla 2.5: Algunos parametros para una red de corrimiento de bits de profundidad 2 para
tamafios cldsicos.

E,j - (ui,j + z U,Ll-,j) > Uf:m Vll ¢ {ll, ey lp} (243)
VIE{lelp}
Finalmente, vemos que para cualquier valor de ¢ sélo la neurona o,. = S;_. puede

estar activa (si S;_. = 1) para cada grupo i > ¢, mientras que el resto de las neuronas
intermedias 0; ; = 0 Vj # c. Podemos entonces calcular el estado de la neurona de salida
S? como S? = (050 OR 0,1 OR... 0;,-1 OR 0;;). Esta operacién puede ser computada
si ponemos T; > 0 Vi y w;; > T; para j =0,...,1.

De esta forma el procedimiento conduce para el caso de una red que computa el
corrimiento de M bits a una estructura con 2 capas ocultas y un total de neuronas del
orden O(M?), 2(M?+ M) sinapsis y un niimero méximo de conexiones por neurona (fan-in
max) igual a M.

Una red para el caso de M=3 se muestra en la figura 2.6, y algunos pardmetros para

distintos tamanos son mostrados en la tabla 2.5.

2.4.3 Corrimiento de bits en ambas direcciones

Las redes previamente disenadas pueden ser generalizadas para el caso de un corrimiento
bidireccional. El funcionamiento sera esencialmente el mismo pero habra que adicionar
neuronas en la capa intermedia para posibilitar el nuevo corrimiento hacia la derecha. Una
red disenada exclusivamente para correr bits hacia la derecha tendra la misma estructura
descripta en la subseccién anterior, con la diferencia que las neuronas intermedias estaran
ordenadas al revés: las neuronas intermedias correspondientes al primer bit tendran que

ser intercambiadas con las correspondientes al ltimo bit y asi sucesivamente. Finalmente,
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SQ Sl SO Sf Sg
Entrada .

Salida

Figura 2.6: Arquitectura de una red neuronal para computar el corrimiento de bits para
un nimero de entrada de 3 bits S = 55515,. El niimero de bits a correr es indicado por
las neuronas S¢ = S{S§.(ver el texto por més detalles)
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ambas estructuras pueden ser combinadas para obtener un corrimiento bidireccional, con
el agregado de una nueva neurona indicadora Sy, la cual indicard si el corrimiento es
hacia la derecha Sy, = 0 o0 a la izquierda Sy, = 1. De esta forma, cada grupo de la capa
intermedia contendrd M neuronas que estaran conectadas a una neurona de entrada y a
todas las neuronas indicadoras de corrimiento S;. La neurona indicadora de la direccién
del corrimiento Sy, tendra conexiones inhibitorias con todas las neuronas intermedias
encargadas de dejar pasar valores desde su izquierda, ya que que cuando S es 1 los valores
que pasardn provendran de la derecha. Las neuronas encargadas de transmitir valores de
neuronas de entrada hacia su derecha tendran conexiones excitatorias provenientes de la
neurona S, y también su umbral serd incrementado respecto del valor calculado en la
subseccién anterior de manera de evitar su funcionamiento cuando Sy, = 0.

Las neuronas intermedias ;¢ seran las Unicas no conectadas con Sy, dado que ellas
solamente llevan informacién hacia la neurona de salida 5S¢ cuando ningin corrimiento
es realizado. De esta forma la red poseerd M? neuronas intermedias y un total de
M3 + M?%(log,(K) + 2) sinapsis. En la figura 2.7 se muestra un ejemplo de una red
para el corrimiento bidireccional de bits para el caso de M = 5 neuronas de entrada (las
conexiones entre la entrada y la capa intermedia no estan representadas por una cuestion
de claridad). En el ejemplo de la figura 2.7, el ntimero en la entrada es 01010 y como las
neuronas indicadoras marcan un corrimiento de un bit a derecha la salida correspondiente
es 00101.

2.5 Una familia de arquitecturas para el problema de
paridad

Distintas medidas de complejidad han sido propuestas para clasificar las funciones booleanas,
tales como orden de predicado, criterio de entropia, tamano de la red, etc.,[ver Denker et
al., 1988, Carnevali y Patarnello, 1987, Parberry, 1994). La funcién de paridad es clasi-
ficada como una funcion dificil usando cualquiera de aquellas medidas, siendo la clave
de esta dificultad el hecho de que el cambio de cualquier bit de la entrada produce un
cambio en la salida (al cambiar la paridad del nimero de neuronas prendidas). Debido
a este hecho, a su facilidad de definicién y a algunas otras razones histéricas la funcién

de paridad es una de las funciones mas estudiadas y més usadas para testear algoritmos
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ENTRADA Bit de signo Bits indicadores
| | \
0 1 0 1 0

0 1 1
O ® © @ O e

NN
RS

—_

SALIDA

Figura 2.7: Ejemplo del corrimiento de 1 bit a derecha con una red para corrimiento
bidireccional. Circulos llenos y vacios indican neuronas activas (ON) e inactivas (OFF)
respectivamente. En el ejemplo el nimero de entrada es 01010, S;, = 1, y §¢ = 01,
indicando el corrimiento de 1 bit a derecha.
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de aprendizaje. Dentro de los trabajos donde la funcién de paridad es estudiada y anal-
izada podemos citar [Minsky y Papert, 1969, Rumelhart y McClelland, 1990, Hertz et
al., 1992, Haykin, 1994, Denker et al., 1994, Van de Broeck y Kawai, 1990]. La cuestién
acerca de cual es el tamano minimo necesario para computarla usando neuronas lineales
con umbral, ha sido analizada dentro de lo que llamariamos el area de ”Complejidad de
Circuitos” [Parberry, 1994]. Dentro de esta linea [Impagliazzo et al., 1990] encontraron
que la funcion de paridad con N bits de entrada necesita una capa oculta con al menos
Nz neuronas, mientras que hasta el momento la red de menor tamano construida tiene
del orden O(NN) neuronas.

La solucién conocida més simple para la funcién de paridad de N bits (ver [Rumelhart y
McClelland, 1986]) usando neuronas lineales con umbral consiste en una red de tres capas,
esto es una capa de entrada con N neuronas, una capa oculta conteniendo N neuronas,
las cuales estan totalmente conectadas tanto con la entrada como con la tnica neurona
de salida. Esta arquitectura funciona eligiendo los valores de las sinapsis y umbrales en
una forma muy simple: todos los pesos conectando la entrada con las neuronas de la capa
oculta valen 1, los umbrales de las neuronas intermedias son los niimeros semi-enteros
comprendidos en el rango % y N — %; las conexiones desde las neuronas intermedias hacia
la Unica neurona de salida son valuadas alternadamente a 1 y -1 y el valor del umbral
de la neurona de salida es % De aqui en mas nos referiremos a esta arquitectura como
la ”arquitectura bésica o standard”. En la figura 2.8 se muestra un ejemplo de esta
arquitectura para el caso de 4 neuronas de entrada, N = 4.

Veamos como funciona la red con esta eleccién de pesos y umbrales: cuando ¢ de las
N neuronas de entrada estédn prendidas, i de las neuronas intermedias (las que tienen um-
brales menores que 7) estardn prendidas. Como los pesos sindpticos conectando neuronas
intermedias con la neurona de salida tienen valores alternados 1 y —1, sélo cuando un
nimero impar de neuronas intermedias estén prendidas la suma de sus respectivos pesos
que las conectan a la neurona de salida, excedera el valor % del umbral de esta neurona de
salida y consecuentemente estara activa. Un niimero par de neuronas de entrada prendi-
das resultara en un nimero par de neuronas intermedias activadas y por lo tanto la suma
de sus pesos se cancelard resultando igual a cero y la neurona de salida quedara apagada.

Usando como base la soluciéon anterior introduciremos una familia de arquitecturas,

que resolveran la funcién de paridad [Franco and Cannas, 2000b]. Las arquitecturas estan
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Entrada

Figura 2.8: Estructura de una red neuronal para computar la funcién de paridad de 4 bits
de entrada usando la arquitectura basica con una tnica capa oculta. Los valores de los
umbrales estan indicados dentro de las neuronas mientras que los valores de las sinapsis
estan indicados con lineas s6lidas para sinapsis con valor 1 y con lineas cortadas para los
valores -1.
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construidas teniendo en cuenta la propiedad de que la suma de dos niimeros pares o dos
impares da como resultado un nimero par, mientras que la suma de un nimero par con
uno impar es impar. Entonces, la paridad de un nimero arbitrario de bits puede ser com-
putada dividiendo las neuronas en grupos y computando la paridad de estos grupos en
forma independiente y repitiendo este mismo procedimiento con los resultados obtenidos
hasta obtener un unico bit de salida. La funcién de paridad puede ser computada en cada
etapa con la arquitectura basica presentada anteriormente existiendo diversas maneras de
agrupar los bits en cada etapa, cada una asociada con una arquitectura particular. Una
de estas maneras es construir los grupos, mientras sea posible, con un mismo nimero de
neuronas m. Esta eleccién genera una estructura modular donde la arquitectura basica
con m bits es repetida recursivamente. Ilustremos la idea con un ejemplo simple para el

caso m = 2. Considereremos por simplicidad que N, el nimero de neuronas de entrada, es

N

del tipo 2% (k > 0) y dividamos las neuronas en = % grupos de m = 2 neuronas. Com-

putando la paridad de estos pares obtenemos % salidas binarias, que volvemos a agrupar
N

m2

paridad de N-bits en & = log, NV etapas involucrando un nimero total de 2k — 1 capas

en % pares y asi hasta obtener una tunica salida. Esta arquitectura computara la
ocultas. Un ejemplo para el caso N = 4 se muestra en la figura 2.9. La generalizacion
al caso de tener N # 2* es directo: cada vez que necesitemos computar la paridad de un
nimero impar de neuronas, dejamos una neurona suelta, computamos la paridad de las
restantes de la manera descripta y en la etapa siguiente incluimos la neurona sin com-
putar. Escribiendo N = 2¥ — [ (con | < 2F71), el problema de paridad correspondiente
puede ser resuelto por una arquitectura con 2k — 1 capas ocultas. La estructura contendra
neuronas conectadas a través de sinapsis que saltean capas, las cuales pueden ser elimi-
nadas agregando neuronas en la capa salteada cuya tunica funcién serd la de propagar
el valor de la neurona que no intervino en el computo y las cuales no tendran sinapsis
salteando capas. Esta estructura tendrda un nimero maximo de sinapsis que entran en
una neurona (fan-in max) de m = 2.

Podemos generalizar facilmente este procedimiento al caso m > 2 usando la estructura
bésica con m bits. Analizaremos los casos donde N = mF, ya que cuando N # mF los
podemos tratar con el mismo andlisis anteriormente mencionado. En el caso N = m*

obtenemos una estructura modular que resulve la funcién de paridad en k£ = log,, N
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Entrada
1 P 1y

SIS

Q O Q O

Salida S

Figura 2.9: Estructura de una red neuronal para computar la funcién de paridad de 4
bits de entrada con f,,.; = 2. Primero se computa la paridad de pares de bits de entrada
y luego la paridad de los resultados usando el mismo procedimiento.
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etapas con 2k — 1 capas ocultas, un nimero total de neuronas igual a

N -1
N,=14+2m——, (2.44)
m—1

y un numero total de pesos sinapticos

N, = mm ;’nlz(iv mil) (2.45)

El nimero maximo de conexiones entrantes, f.., serd igual a m, sirviendo este
pardmetro para medir o ajustar el grado de modularidad de las redes: el caso m = N
correspondera la arquitectura basica de tipo monolitica, mientras que para m = 2 obten-
dremos la arquitectura con la mayor modularidad posible. Notemos que tanto N, y N,
crecen linealmente con el nimero de entradas N. Para valores grandes de m, N,, se torna
casi independiente de m mientras que N, se incrementa linealmente con m: en redes con
un gran nimero de entradas el nimero de sinapsis puede ser reducido usando pequenos
m que aseguran solamente un pequeno incremento en el niimero total de neuronas, siendo
estas consideraciones importantes a los efectos de su posible implementacién en hardware.
En la figura 2.10 se muestra una estructura de red que permite computar la paridad de

N =9 entradas con m = 3.

2.6 Conclusiones del capitulo

Presentamos en este capitulo la construccién de 4 arquitecturas neuronales que permiten
implementar los problemas de suma de N ntimeros, multiplicacién de dos niimeros, corri-
miento de bits y problema de paridad en forma modular. El diseno de las tres primeras
arquitecturas puede compararse favorablemente, en relacion al niimero de capas y nimero
de neuronas, con los disefios previos existentes para estas funciones [Lauwereins y Bruck,
1991], [Hofmeister et al., 1991], [Anderson y Van Hessen, 1987], con la destacable ventaja
de reducir el nimero de capas a la profundidad éptima de 3,4 y 3 capas respectivamente.

La red de suma presenta conexiones hacia atrds, i.e., neuronas de un grupo ¢ estan
conectadas con neuronas intermedias de grupos 7 con j < 7. Los correspondiente pesos
sindpticos tienen valores que decaen exponencialmente con el valor de i — j (ver ec. 2.15).
Esta estructura proviene del efecto de acarreo de la suma de bits y ha sido encontrada

anteriormente en un problema relacionado [Cannas, 1995].
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Entrada
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Figura 2.10: Estructura de una red neuronal para computar la funcién de paridad de 9
bits de entrada con un f,,.; = 3. Ver texto por detalles.
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Método Neuronas Sinapsis Fan-in Max | Profundidad
Block Save Addition (BSA) O(N3) | O(N'logN) | O(N?) 3
BSA optimizado y Dortmunder | O(N?) | O(N3logN) | O(NlogN) 3
Nuestro O(N?) | O(N%) O(N?) 2

Tabla 2.6: Comparacién entre las principales caracteristicas correspondientes a los dife-
rentes métodos utilizados para construir una red neuronal que computa la suma de N
numeros de N bits.

Diferentes caracteristicas de estas redes para sumar N nimeros de p bits por distintos
métodos se muestran en la tabla 2.6.

Se mostré también la construccién de una estructura para permitir el corrimiento bidi-
reccional de bits con profundidad 2 independientemente del valor del corrimiento, siendo
esta arquitectura, dentro de nuestro conocimiento, la primer solucion a este problema con
esta caracteristica, ya que la red propuesta por [Anderson y Van Hessen, 1987] tiene una
profundidad dependiente del nimero de neuronas en la capa de entrada.

Las misma ideas expuestas en la construccién de la arquitectura para el corrimiento
de bits pueden extenderse para el caso de dos dimensiones, lo cual resulta de interés tanto
para el procesamiento artificial de imagenes como para la comprensién de mecanismos de
correccién en circuitos visuales. Vale la pena notar que siendo el problema de corrimiento
de bits linealmente no separable, la construccion de una arquitectura con una sola capa
oculta asegura que estamos en el 6ptimo en cuanto a la profundidad.

Las tres funciones anteriormente citadas, son operaciones usuales en microprocesado-
res y tienen entonces un interés adicional desde el punto de vista de la construcién de
procesadores neuronales o paralelos.

Respecto de la familia de arquitecturas modulares para computar la funciéon de pari-
dad, estas serdn usadas para estudiar las propiedades de generalizacién y seleccién de
ejemplos en redes modulares que trataremos en el capitulo siguiente. Estas arquitecturas
estan basadas en la arquitectura basica para computar la funcién de paridad, pero nos
permitiran analizar los efectos de la modularidad en el aprendizaje. La modularidad
aparece como un principio muy importante en la arquitectura de los sistemas nerviosos
de vertebrados, mientras que redes totalmente conectadas son rara vez encontradas en la
naturaleza [Haykin, 1994].
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Las arquitecturas disenadas sirven como plataforma de entrenamiento para estudiar
propiedades de aprendizaje y generalizacién de redes neuronales, las cuales serdn analiza-
das en el capitulo siguiente y también son ttiles para comparar la eficiencia de distintos

algoritmos de aprendizaje.



Capitulo 3

Generalizacion y Seleccién de
Ejemplos

3.1 Introduccion

En este capitulo estudiaremos como la seleccién de ejemplos influye en el proceso de
aprendizaje en una red neuronal booleana (compuesta por neuronas binarias) analizando
su relacion con la complejidad de la funcién estudiada y su arquitectura.

Estudiaremos la capacidad de generalizacién en el aprendizaje de diferentes funciones
a través del cdlculo analitico del minimo nimero de ejemplos necesarios para obtener
generalizacion total,(i.e., error de generalizacién cero), en diferentes arquitecturas. El
analisis de los conjuntos de entrenamiento asociados con ese pardmetro nos permitira
proponer un criterio general para seleccionar ejemplos independiente de la arquitectura.
Este criterio es chequeado por medio de simulaciones numéricas en distintas funciones con
arquitecturas particulares disenadas al efecto (ver capitulo anterior), asi como también con
funciones aleatorias en perceptrones con campo receptivo sin solapamiento (NORFP). En
todos los casos los resultados son satisfactorios, obteniéndose una mejora en la capacidad
de generalizacién de la red comparada con la obtenida usando ejemplos seleccionados al
azar.

También mostraremos que para el caso de la funcién de paridad (implementada en la
arquitectura bdsica), uno de los problemas més usados para testar algoritmos de apren-
dizaje, es necesario el uso de la totalidad de los ejemplos en el conjunto de aprendizaje

para asegurar generalizacion total. Veremos que esta dificultad puede ser superada usando

49
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una arquitectura modular para computarla.

Hoy en dia no existe todavia una teoria general que explique el proceso completo
de aprendizaje y generalizacion en redes neuronales, existiendo pocos resultados generales
especialmente en el tema de la generalizacién, siendo la mayoria de lo resultados existentes
para problemas y arquitecturas particulares. Un problema interesante es el de encontrar
o seleccionar un conjunto limitado de ejemplos que pueda mejorarnos la habilidad de
generalizacion; cuando seleccionamos u obtenemos ejemplos al azar, la mayoria de las
veces la informacién es redundante; es entonces importante tener algin criterio con el
cual poder seleccionar ejemplos. Desde un punto de vista mas amplio el problema es
también de interés para las ciencias cognitivas, ver por ejemplo [Anderson, 1998], donde
entre otras muchas cuestiones es interesante conocer que clase de arquitecturas pueden
utilizarse para aprender las funciones aritméticas y también cuales ejemplos son mas utiles
para el aprendizaje.

La cuestion de seleccion de ejemplos ha sido previamente estudiada dentro del con-
texto de las redes neuronales donde es conocida bajo el nombre de aprendizaje activo
(“active learning”), o aprendizaje basado en preguntas (“query-based learning”). En
un sentido general estas definiciones se refieren a cualquier forma de aprendizaje en las
cuales los algoritmos de aprendizaje tienen algin control sobre los ejemplos usados para
el entrenamiento.

Diferentes enfoques han sido desarrolladas para abordar la cuestién de obtener criterios
para seleccionar ejemplos en distintos tipos de redes, desde perceptrones simples [Kinzel
and Rujdn, 1990] y clasificadores lineales [Jung and Opper, 1996] hasta redes multicapas
con salidas continuas. Entre otros, podemos mencionar los trabajos de [Plutowski and
White, 1993], [Cohn et al., 1994], [Cohn, 1996] en los cuales redes parcialmente entrenadas
son usadas para determinar regiones de incerteza alrededor de las cuales los ejemplos seran
seleccionados. Otra manera de tratar el problema es el introducido por [Baum, 1991] quien
propuso un algoritmo basado en las respuestas de los ejemplos (” query-based algorithm”)
para buscar iterativamente las regiones de clasificacién en el conjunto de entrada.

Una pregunta importante, relacionada con el problema de la seleccion de ejemplos es:
i, Cudl es el nimero minimo de ejemplos que asequre generalizacion total en el proceso
de aprendizaje? Por generalizacién total, entendemos error de generalizacion cero en el

caso de redes booleanas (como es en este trabajo) o un error menor que alguna constante
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positiva para el caso de redes con neuronas de salida continua. Este conjunto minimo
de ejemplos contiene toda la informacion acerca de la funcién a aprender y nos dard una
cota minima para el nimero de ejemplos necesarios para obtener generalizacién total en
cualquier proceso de seleccion de ejemplos (dada la funcién y usando una arquitectura
fija). Usualmente se puede el calcular el minimo nimero promedio de ejemplos necesarios
para obtener generalizacién con ejemplos seleccionados al azar [Baum and Haussler, 1989];
en este caso la dimensién ”VC” (Vapnik-Chervonenkis), (ver por ejemplo [Haykin, 1994],
capitulo 1) juega un papel importante para determinar la capacidad de generalizacién de
una cierta arquitectura y para cualquier funcién en general.

A pesar de que el minimo numero de ejemplos necesarios para obtener generalizacion
total (MINEFG, Minimum Number of Examples for Full Generalization) est4 relacionado
con la complejidad intrinseca de la funciéon a computar, también depende de la arqui-
tectura de la red (redes incorrectamente disenadas no podran usar toda la informacién
contenida en el conjunto de aprendizaje necesitando un mayor nimero de ejemplos). En
este sentido el MNEFG resulta un parametro mas especifico que la dimension VC, ya que
estd relacionado con la complejidad combinada de la arquitectura y la funcién , mientras
que la dimension VC esta relacionada exclusivamente con la arquitectura. De hecho el
MNEFG es una cota superior para la dimensién VC.

Primero analizaremos tres diferentes funciones booleanas implementadas en diferentes
arquitecturas usando neuronas lineales con umbral y obtendremos cotas minimas para el
MNEFG. La esencia del método es la siguiente: supongamos una red booleana con N
neuronas de entrada, una tnica neurona de salida y una funcién a implementar. Como
la red es booleana, el ntimero de ejemplos posibles es finito y serd 2. Cada uno de
estos 2"V ejemplos puede representarse como un conjunto de restricciones (inecuaciones)
que deben satisfacer los pesos sindpticos. En general los 2V conjuntos de restricciones no
seran independientes, sino solamente un subconjunto de ellos. Dado que cada ejemplo estd
relacionado con ciertas restricciones, el subconjunto independiente nos permitira conocer
el minimo niimero de ejemplos que asegurard el aprendizaje de todos los ejemplos.

Los problemas que estudiaremos son: suma de dos nimeros, corrimiento de bits y
funcion de paridad, implementadas en arquitecturas en las cuales su computabilidad esta
asegurada. Mas aun, para cada uno de estos problemas existe un conjunto exacto de

soluciones (ver [Cannas, 1995] para el primer caso, [Franco and Cannas, 1998] para el
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segundo y [Franco and Cannas, 2000a] para el dltimo caso). Todas las arquitecturas
tienen un solo bit de salida para poder comparar los resultados, por lo que en los dos
primeros casos solo el bit con mayor valor relativo sera considerado. Los tres problemas
son linealmente no separables, por ello las arquitectura minimas (respecto del nimero de
capas) para computar los problemas serdn arquitecturas con una sola capa oculta. En
nuestro analisis obtendremos que en estas arquitecturas 6ptimas en profundidad el
MNEFG escala polinomialmente con el numero de bits de entrada /N, para el caso de los
problemas de suma y paridad y exponencialmente en el caso de la funciéon de paridad.
Desde el punto de vista de las arquitecturas, la diferencia entre la arquitectura usada para
implementar la funcion de paridad respecto de las otras, es que esta contiene N neuronas
en la capa intermedia totalmente conectadas, mientras que en los otros dos casos hay un
nimero menor de neuronas ocultas que estan parcialmente conectadas con las neuronas
de entrada. La topologia de las redes parcialmente conectadas utilizadas en estos casos
responde a un conocimiento a priori de las simetrias de los problemas correspondientes
[Cannas, 1995], [Franco and Cannas, 1998]. Analizamos también la computabilidad (en
el sentido del niimero de funciones que pueden implementarse) de las redes utilizadas.

La presencia de campos receptivos locales y de un menor niimero de neuronas ocultas
puede pensarse como una solucion particular de una red totalmente conectada con un
conjunto de sinapsis iguales a cero. De esta forma el MNEFG obtenido puede conside-
rarse como una cota minima a este valor cuando la funcién sea implementada en redes
totalmente conectadas.

Dado que los tres problemas analizados tienen en principio diferente complejidad, el
MNEFG aparece como un parametro interesante para clasificar la complejidad de
funciones y estudiar su interrelacién con la arquitectura en la cual la funcién es
implementada.

A partir del andlisis de los subconjuntos de ejemplos que determinan el MNEFG de-
sarrollamos un criterio para la seleccién de ejemplos. Este primer criterio se probé usando
una funcién particular en una arquitectura de tipo NORFP (Non-Overlapping Receptive
Field Perceptron, ver [Hancock, 1994]) y a partir de este ejemplo pudimos refinar las
ideas iniciales para proponer un criterio general para la seleccion de ejemplos en redes
booleanas. Este criterio es chequeado con funciones aleatorias a través de simulaciones

numéricas, obteniéndose una considerable mejora en la capacidad de generalizacion com-
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parada con la obtenida usando ejemplos al azar, especialmente en lo que concierne a la
probabilidad de obtener generalizacion total.

Mostramos también algunas simulaciones numéricas para el caso de suma y corrimiento
de bits implementadas en redes pequenas.

El caso de la funcién de paridad es analizado en detalle tanto para sinapsis binarias
+1 como continuas. Se estudia primero la funcién de paridad en la arquitectura standard
totalmente conectada, obteniéndose el resultado de que un nimero exponencial de ejemplos
es necesario para obtener generalizacién total en el caso de sinapsis continuas, hecho que
no es observado en el caso de sinapsis binarias. Continuamos el estudio analizando la
misma funcién pero implementada en una familia de arquitecturas modulares, disenadas
al efecto (ver capitulo 2), mostrando como la capacidad de generalizacién es notoriamente
incrementada con el uso de estas arquitecturas modulares, tanto para sinapsis continuas

como binarias.

3.2 Seleccién de Ejemplos en el problema de Suma

Estudiaremos las propiedades de generalizacién de una red construida para computar la
operacién de suma de dos nimeros de N bits cada uno. La arquitectura elegida [Ca-
nnas,1995| posee una unica capa oculta y dado que el problema de suma es linealmente
no separable estamos en presencia de una arquitectura 6ptima en cuanto al nimero de
capas (profundidad). La red estd compuesta por 2N neuronas binarias en la capa de
entrada, correspondientes a los dos ntimero de N bits a sumar, /N neuronas intermedias y
N neuronas de salida. Con el fin de simplificar el andlisis y permitir la comparacién con
cualquier funcién que tendra al menos una neurona de salida, estudiaremos solamente un
bit de salida, en este caso aquel con el mayor valor relativo. La generalizacién al caso
de N bits de salida es directa dado que el bit con mayor valor relativo fijara las sinapsis
compartidas en la estructura completa a los valores correctos. Asi el resto de las sinapsis
podran ser fijadas por un conjunto independiente de ejemplos seleccionados por el mismo
procedimiento.

Lared, para computar el bit con mayor valor relativo, poseerd unicamente dos neuronas
intermedias, una totalmente conectada a las 2NV neuronas de entrada y la otra conectada a

2N —2 bits de entrada (todos menos los dos bits con mayor valor relativo); ver figura 3.1a.
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Existirda también conexién directa desde los dos bits de entrada con mayor valor relativo
hacia la neurona de salida. Un ejemplo de una red para el caso N = 3 se muestra en la
figura 3.1a, donde se muestra la arquitectura para el bit con mayor valor relativo. Podemos
ver que la arquitectura es casi totalmente conexa, no existiendo conexién tinicamente entre
dos bits de entrada y una de las dos neuronas intermedias. Esta simplificacion esta basada
en el conocimiento previo de la funcién de suma, en la cual existe una asimetria producida
por el acarreo de bits, que siempre ocurre desde los bits de menor valor relativo hacia los
de mayor valor(Cannas, 1995). Esperamos, dado que la red es casi totalmente conexa, que
la arquitectura sea lo bastante general como para computar un gran nimero de funciones,
por lo menos aquellas que comparten la propiedad de asimetria.

A los fines del anilisis, la red puede simplificarse aiin mas usando propiedades de la
funcion de suma; sabemos que los bits de igual valor relativo tendran un impacto similar
en el resultado y por lo tanto es razonable buscar soluciones en las cuales las sinapsis
que surgen de estos pares de bits con igual valor relativo tengan un mismo valor. Esta
simplificacién puede visualizarse como otra red con N neuronas de entrada, en lugar de
las 2N previas, las cuales podrén tomar los valores {0,1,2} en vez de ser binarias. De esta
manera , por ejemplo, el par de entradas [11-10-00:0], [11-01-00:0] se transforman en un
tinico ejemplo [2-1-0:0] en la arquitectura simetrizada.

Comenzaremos nuestro estudio con el caso de suma de dos niumeros de 3 bits para
luego generalizar el resultado al caso de numeros de N bits. En la figura 3.1b se muestra
la arquitectura correspondiente al caso con sinapsis simetrizadas.

La neurona de salida, S, recibe conexiones directas de las 2 neuronas intermedias
D, FE = 0,1 a través de las sinapsis d;, e; y desde la neurona A, a través de la sinapsis ag,

y computa la siguiente funcion:

S = 0{aoA + dlﬂ[alA + blB + ch' — Td] + 619[b2B + 020 — Te] — Ts} (31)

donde A, B,C =0,1,2; f(x) es la funcién escalén de Heaviside y T,, (o = d, e, s) son los
valores de los umbrales.

Los valores de la sinapsis ag y de los umbrales 7; y 7, han sido restringidos a la
condicion de ser mayores que cero con el fin de reducir las posibles representaciones
internas a una tnica (ver capitulo 1).

El requerimiento de que la red compute el conjunto completo de 27 ejemplos puede
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Entrada

Salida

Salida

Figura 3.1: Estructura de una red neuronal para computar el bit de mayor valor relativo
para la funcién de suma de dos nimeros de tres bits. a) Estructura general para sinapsis
arbitrarias b) En este caso las sinapsis correspondientes a bits de entrada con igual valor
relativo han sido simetrizadas de modo que los 6 bits de entrada pueden ser reemplazados
por tres neuronas de entrada (denotadas por A, B, C), que podrian tomar los valores

{0,1,2}
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expresarse en las siguientes condiciones necesarias y suficientes:

Ty> ar > % (3.2)

a, +2by > Ty, > 2b + 2 (3.3)
a+bi+20> Ty >a+b+a (3.4)
200 > T, > 2c (3.5)

by +2co > T, >by+cy (3.6)

ee> Ty >0 (3.7)

a> T, >2a+d; (3.8)

200 +dy +e; > Ty, >ap+d+e; (3.9)

Mostraremos que si la red es capaz de computar un conjunto seleccionado de 12 ejem-
plos las condiciones anteriores seran satisfechas y la red sera capaz de computar eficien-
temente todos los ejemplos y por lo tanto la red adquirird generalizaciéon total con
menos de la mitad de todos los ejemplos (64). Denotaremos cada ejemplo escribiendo
entre corchetes los tres valores correspondientes a cada uno de los bits de entrada y a

continuacion separado por un punto y coma el valor de salida. De este modo:
e Del ejemplo [000 : 0] obtenemos la parte derecha de la Ec. (3.7).
e De los ejemplos [100 : 1] y [200 : 0] obtenemos:
di < —ag (3.10)
y por lo tanto se verifican las Ecs. (3.2) y (3.8)

e Del ejemplo [020 : 1] obtenemos:

d19[2b1 — Td] + 619[2b2 — Te] > TS

que conjuntamente con T > 0 y la Ec.(3.10) verifican la parte izquierda de la
Ec.(3.7) y la parte izquierdade la Ec.(3.5).

e Del ejemplo [120 : 0] obtenemos la parte izquierda de la Ec.(3.3) junto con la parte
derecha de la Ec.(3.9).
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De los ejemplos [111 : 1] y [112 : 0] obtenemos la Ec.(3.4) y también que ¢; > 0.

De los ejemplos [011 : 0], [012 : 1] y [002 : 0] obtenemos la Ec.(3.6) y la parte derecha
de la Ec.(3.5).

Del ejemplo [222 : 1] obtenemos la parte izquierda de la Ec.(3.9).

Finalmente, del ejemplo [022 : 1] obtenemos la parte derecha de la Ec.(3.3) y con-

secuentemente la verificacién del conjunto completo de Ecs.(3.2-3.9).

Para el caso més general con N bits de entrada, podemos ver que por cada bit que
agregamos en la entrada es suficiente agregar cuatro ejemplos para obtener generalizacién
total. Por ejemplo, para el caso N = 4 tomamos los doce ejemplos correspondientes al caso
de 3 bits, convertidos para el caso de 4 bits agregando un cero en el bit ubicado mas a la
derecha; veamos esta conversién con un ejemplo: el ejemplo[112:0] correspondiente al caso
de 3 bits estard representado en el caso de 4 bits por el ejemplo [1120:0]. También, como
mencionamos, es necesario agregar 4 nuevos ejemplos, 2 pares de ejemplos con respuestas
opuestas relacionados con el nuevo bit. Para el ejemplo considerado, N = 4 estos dos
pares de ejemplos son {[0111:0] [0112:1]} y {[1111:1] [1112:0]}. El mismo procedimiento
se repite a medida que aumentamos el nimero de bits de entrada, obteniendo el resultado
general de que con 4N ejemplos puede obtenerse generalizacion total para este problema.
Si consideraramos el caso de N bits de salida, el numero total de ejemplos requerido se
eleva a 2N(N + 1). Vemos que el MNEFG crece polinomialmente con N, en tanto que el
nimero total de ejemplos crece siempre exponencialmente. En la tabla 3.1 se muestran
estos resultados conjuntamente con los obtenidos para otras funciones que trataremos a

continuacién.

3.3 Selecciéon de Ejemplos para la funcién de Corri-
miento de Bits

La funcién de corrimiento de bits (”bit-shifting”) es una operacién bésica en circuitos
de computadoras siendo también usada para modelar circuitos biolégicos de visién. (Ver
[Franco and Cannas, 1998] y referencias alli citadas). La estructura para computar esta
funcién ya fue descripta en detalle en el capitulo 2 y esencialmente consta de tres capas:
una capa de entrada con N + logs(IN + 1) bits, N neuronas en la capa intermedia y N
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‘ H Suma ‘ Corrimiento de bits ‘ Paridad(pesos continuos) ‘

Nimero de sinapsis || 2N +4 | N(2 + loga(N + 1)) N%+ N
Numero total
de ejemplos 3N 2N(N +1) 2N
MNEFG AN N 1172 02"

Tabla 3.1: Algunas caracteristicas de las redes usadas para computar los problemas de:
suma de dos nimeros, corrimiento de bits y paridad.

neuronas de salida. Para simplificar el estudio y poder comparar con otra redes anali-
zaremos un unico bit de salida. Comenzaremos nuestro andlisis con el caso de una red
con N = 3, es decir 5 bits en la capa de entrada, 3 bits correspondientes al niimero a
correr o numero de entrada, mas dos bits indicadores de corrimiento. Estos resultados
particulares seran luego generalizados para el caso de un nimero de entrada de cualquier
tamano. La estructura para el caso de 3 bits de entrada, 2 bits indicadores y una tnica
neurona de salida se muestra en la figura 3.2, donde la neurona de salida S computa la
funcién:
S = O[JaH(alIl + a9S1 + a3Sy — Ta) + JbH(b112 4+ by S1 + b3Sy — Tb)-l-

+J09(01I3 + 951 4+ ¢3S0 — TC) - T] (3.11)

I, 15,13 = 0,1 son los bits de entrada a correr; Sy,S1 = 0,1 son los bits indicadores ,
Ja, Jp, J. son las sinapsis conectando las neuronas intermedias A, B,C y la neurona de
salida S,y a;, b;, ¢; son las sinapsis entre las respectivas neuronas intermedias (A, B,C) y
los bits de entrada e indicadores.

Del mismo modo que en la seccién anterior, impondremos condiciones sobre los um-
brales de las neuronas intermedias 7, Ty, T,, restringiendo sus valores a ser mayores que
cero con el fin de reducir las posibles representaciones internas a una tinica representacion.
También para simplificar la generalizacion al caso de tener N bits en la entrada las sinap-
sis Jy, Jp v J. tendran que ser mayores que el umbral de la neurona de salida 7. Estas
restricciones no producen grandes cambios en los resultados finales siendo su funcién la
de simplificar la obtencién de los resultados.

Las Ecs. de los 32 ejemplos posibles pueden expresarse en las siguientes condiciones

necesarias y suficientes que deben cumplir los pesos y umbrales:

T> 0 (3.12)
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T)S
Salida

Figura 3.2: Estructura de una red neuronal para computar el bit de salida ubicado mas
a la izquierda para una operacion de corrimiento de bits, donde I, I, I3 son los bits de
entrada y S1,.Sp son los bits indicadores de corrimiento.

a > T, >a +as (3.13)

artay < T, (3.14)

by < Ty (3.15)
bitbs> T, > b (3.16)

by +by+b3< Ty (3.17)
a< T (3.18)
ci+e> T, >c (3.19)
cotet+ez< T, (3.20)

Denotaremos los ejemplos escribiendo entre corchetes los tres bits de entrada mas los
dos bits indicadores y el bit de salida correspondiente separado por dos puntos.

Al igual que se mostré en la seccién anterior para la red de suma, se puede verificar que
los diez ejemplos siguientes aseguran el cumplimiento de las inecuaciones anteriores por lo
que su aprendizaje producird generalizacién total: {[000— 00 : 0],[100—00 : 1], [100— 01 :
0], [100 — 10 : 0],[010 — 01 : 1],[010 — 11 : 0],[010 — 00 : 0],[001 — 00 : 1],[001 — 10 :
1],[001 — 11 : 0]}. Por ejemplo, del ejemplo [000 — 00 : 0] derivamos 7" > 0 Ec.(3.12); del
ejemplo [100—00 : 1] obtenemos el lado izquierdo de Ec.(3.13). Siguiendo con el resto de los
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ejemplos mencionados se verifican el resto de las inecuaciones. Notemos que este conjunto
de ejemplos involucra todos aquellos ejemplos con un bit de entrada prendido (i.e., igual
a 1) y todas las combinaciones posibles para el estado de los bits indicadores. Desde
el punto de vista del aprendizaje podemos ver que a partir del aprendizaje del ejemplo
[000 — 00 : 0] que fijara el valor del umbral 7" a algin valor positivo, cada ejemplo con un
bit prendido y alguna combinacién de bits prendidos y apagados en los bits indicadores
van fijando ciertas sinapsis a sus valores correctos. Por ejemplo el aprendizaje del ejemplo
[100 — 00 : 1] fijara la sinapsis conectando el bit de entrada I; con la neurona intermedia
A a un valor mayor al valor del umbral 7, y en el mismo modo el resto de los ejemplos
irdn fijando el resto de las sinapsis.

La extensién de este resultado al caso de un nimero de entrada con N bits involucra
todos los ejemplos que poseen un solo bit de entrada prendido junto con todas las com-
binaciones posibles de bits indicadores, mas los ejemplos con todos los bits de entrada
apagados (i.e., iguales a 0) con todas las combinaciones de los bits indicadores. Este
procedimiento conduce al resultado de que para el caso de N bits de entrada es suficiente
la ensefianza de (N + 1)? ejemplos a fin de obtener generalizacién total. En la tabla 3.1
se muestran ciertas caracteristicas de esta red y el nimero de ejemplos necesarios para

obtener generalizacién conjuntamente con los resultados para otras arquitecturas.

3.4 Seleccién de ejemplos y modularidad en el pro-
blema de Paridad

La funcién de paridad es una de las funciones mas usadas para testear algoritmos apren-
dizaje debido a su simple definicion y su gran complejidad dado que el cambio de un bit
en la entrada produce un cambio de salida (Rumelhart and McClelland, 1986; Tessauro
and Janssens, 1988). Analizaremos a continuacién la influencia de la seleccién de ejem-
plos en el aprendizaje de la funcién de paridad en diferentes arquitecturas, siguiendo los

procedimientos de las secciones anteriores.

3.4.1 Selecciéon de Ejemplos en la Arquitectura Standard

La funcién de paridad posee una tinica neurona de salida que tendra que activarse cuando

el nimero de bits de entrada prendidas sea impar mientras que deberd estar apagada
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Salida

Figura 3.3: Estructura de una red neuronal totalmente conexa compuesta por una unica
capa oculta para computar la funcién de Paridad de 6 bits de entrada.

cuando el nimero de bits prendidos en la entrada sea par. Analizaremos primero la
seleccion de ejemplos en la arquitectura que denominamos ”arquitectura basica” y que
fue detalladamente analizada en el capitulo 2.

Aligual que hicimos en las secciones anteriores primero analizaremos un caso particular
con 6 neuronas de entrada para luego generalizar al caso de N bits de entrada. En la figura
3.3 se muestra una arquitectura standard para computar esta funcion.

El funcionamiento standard de esta red (ver [Minsky and Papert, 1969], [Rumelhart
and McClelland, 1986], y [Hertz et al., 1991]) se basa en el siguiente comportamiento de
las seis neuronas de la capa intermedia: el niimero de neuronas en esta capa que tienen
que estar prendidas es igual al nimero de bits prendidos en la entrada. Como vimos
en la seccién 2.6, las neuronas intermedias estdn conectadas a la neurona de salida P, a
través de sinapsis con valores alternados +1 y —1, de forma tal que cuando el nimero

de neuronas prendidas en la capa de entrada (y por lo tanto en la intermedia) es par,
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sus contribuciones sobre la capa de salida son canceladas debido a la alternancia de los
valores sindpticos; pero cuando el nimero es impar todas menos una contribucién (la cual
es positiva) se anulan, permitiendo activar la neurona de salida.

El funcionamiento correcto de las neuronas intermedias puede obtenerse considerando

las siguientes condiciones:

1. La neurona intermedia A, tiene que estar prendida cuando una o mas bits de entrada

estén prendidos, en otro caso A tiene que estar apagada.

2. La neurona intermedia B, tiene que estar prendida cuando dos o mas bits de entrada

estén prendidos, en otro caso B tiene que estar apagada.

3. La neurona intermedia C, tiene que estar prendida cuando tres o mas bits de entrada

estén prendidos , en otro caso C tiene que estar apagada.

4. La neurona intermedia D, tiene que estar prendida cuando cuatro o mas bits de

entrada estén prendidos, en otro caso D tiene que estar apagada.

5. La neurona intermedia E, tiene que estar prendida cuando cinco o mas bits de

entrada estén prendidos, en otro caso E tiene que estar apagada.

6. La neurona intermedia F, tiene que estar prendida cuando seis bits de entrada estén

prendidos, en otro caso F tiene que estar apagada.

Claramente permutando el orden de las neuronas intermedias obtenemos otros mo-
dos de funcionamiento de la red, pero que son totalmente equivalentes, en cuanto solo

involucran cambios en el ordenamiento de la red y no en la estructura de funcionamiento.
Denotaremos con P = 0,1 el valor de la neurona de salida y tendremos entonces que
P computa la siguiente funcién:

6 6 6
P=6 {aB lZ(aiIi —T,)| + 60 > (bI; = Tp)| +cb | (ail; = T.) | +
i=1 =1 i=1
6 6 6
+do Z(dzjz — Td) + el Z(eifi — Te) + f0 Z(']%I2 — Tf)] — T} (3.21)
i=1 i=1 i=1

donde I; = 0,1(: = 1,...,6) son los valores de las neuronas de entrada.
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De las condiciones 1-6 obtenemos el siguiente conjunto de inecuaciones para los valores

de las sinapsis que aseguran el correcto funcionamiento de la red.

a; > T, Vi (3.22)

bi+b; <Ty Vi, j (3.23)

cit+ci+e>1, Vi, gk (3.24)

di+dj+dy+d <Ty Vijk,l (3.25)
eitei+e+e+e,>T, Vi jkl,m (3.26)

fit fi 4 Fet fit ft fo < Ty Vi gk, lym,n (3.27)
(3.28)

Si fijamos los valores de los umbrales 15, Ty, T, T4, 1., T, obtenemos un conjunto de
26 — 1 inecuaciones independientes para los valores de las sinapsis {a;},{b;},-..,{fi}-
Por otro lado, el nimero total de ejemplos es 2% y, dado que cada ejemplo asegura el
cumplimiento de una sola inecuacion, serd necesario para obtener generalizacién total el
aprendizaje de todos los ejemplos excepto el ejemplo mdas simple [000000 : 0], el cual
determina el signo del umbral de la neurona de salida. De esta manera no es posible
obtener generalizacién usando un subconjunto cualquiera de ejemplos.

Finalmente, la generalizacién de este resultado para el caso de la funcién de paridad con
N entradas es directa, porque en tal caso tendremos 2% ejemplos y 2V — 1 desigualdades.

El analisis previo estuvo basado en una representacion interna particular, ya que la
red presentada admite otras representaciones internas para computar la funcién de pari-
dad, como por ejemplo la representacién usada en [Franco and Cannas, 1998] para la
construccion de una red de suma, resultado mostrado en el capitulo 2. En estos casos
siguiendo el mismo andlisis que el realizado previamente puede mostrarse que si bien no
es necesario el aprendizaje de todos los ejemplos, si son necesarios del orden O(2"). Este
resultado sugiere que para el caso de usar la arquitectura bédsica para computar la funcién
de paridad el minimo nimero de ejemplos para obtener generalizacién total es siempre de
orden exponencial en el nimero de entradas, y se corrobora en simulaciones numéricas en

redes pequenas.
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3.4.2 Seleccion de Ejemplos en Arquitecturas Modulares

En la subseccion anterior vimos que es casi imposible obtener generalizacion total en el
problema de paridad implementado en la arquitectura standard (arquitectura totalmente
conexa) dado que es necesario el uso de casi todos los ejemplos para que la red generalice.

Calcularemos ahora una cota superior M, para el minimo nimero de ejemplos para
obtener generalizacién total en las arquitecturas modulares construidas en el capitulo 2
para computar la funcién de paridad [Franco and Cannas, 2000b]. Este niimero depende
tanto de la funcién a implementar (en este caso la funcién de paridad) como de la arquitec-
tura elegida y podemos calcularlo analiticamente analizando directamente las ecuaciones
obtenidas a partir de los ejemplos, del mismo modo que hicimos en las secciones anteriores.

Para empezar el cédlculo, restringiremos los valores de los pesos sinapticos a valores
discretos y finitos, en particular tomaremos J;; = {£1} y posteriormente extenderemos
los resultados al caso de pesos continuos. Sabemos de las soluciones obtenidas en el
capitulo 2 que estos valores de pesos alcanzan para computar la funciéon de paridad.

Analicemos primero un caso similar al de la subseccién anterior, arquitectura basica
N = m, y tomemos un caso particular con N = m = 4, tal como el que se muestra en la
figura 2.8. Sean I; = {0,1} (i =1,2,3,4) los 4 bits de entrada,

hi=© i=1,2,3,4 (3.29)

4
> Jili =T
7j=1

es la actividad de las neuronas intermedias, T; son los umbrales de estas neuronas, los
cuales no estan restringidos, y .J;; = =1 son las sinapsis conectando las neuronas de

entrada con las neuronas intermedias. La salida de la red S vendra dada por:

S=6 [fj wihy — T] (3.30)

k=1
donse T’ es real y sin restricciones en su rango de valores, y wy = £1 son las conexiones
entre las neuronas de la capa intermedia y la neurona de salida.

Diferentes elecciones de los umbrales {7}, T} permiten obtener diferentes soluciones al
problema de paridad, cada una de ellas asociada con una diferente representacién interna,
i.e., diferentes estados de activacién de las neuronas intermedias {h;} para cada ejem-
plo de entrada (ver [Rumelhart and McClelland, (1986)], [Franco and Cannas, (1999)]).
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Elegiremos los umbrales de la misma manera que hicimos con pesos no restringidos (con-
tinuos) en la subseccién anterior: T'=0.5y T; = 0.5,1.5,..., N — 0.5, parai =1,..., N.
Puede verse que con esta eleccion de umbrales existe una sola representaciéon interna posi-
ble para el cémputo de la funcién de paridad, excepto por permutaciones triviales en el
orden de las neuronas intermedias.

Denotaremos los ejemplos, escribiendo entre corchetes los valores de las neuronas de
entrada y separado por dos puntos la salida correcta correspondiente a ese ejemplo. Con
nuestra eleccién de umbrales el ejemplo [0000:0] es automdticamente computado por la
red. Consideremos ahora el ejemplo [1000:1]. Dado que todos los umbrales son positivos
y en particular T, T3, Ty > 1, tendremos que hy = hg = hy = 0 y la Ec.(3.30) con S =1
requirird w; = h; = 1. De la Ec.(3.29)obtenemos que Ji; = 1. Del mismo modo el
aprendizaje de todos los ejemplos con un solo bit prendido: [1000:1], [0100:1], [0010:1] y
[0001:1] implicaran las condiciones: wy = Jy; =1, j =1,2,3,4.

Si ahora consideramos los ejemplos con dos bits prendidos, por ejemplo el [1100:0],
vemos que h; =1y de la Ec.(3.30) obtenemos hy wy + 0.5 < 0, lo cual implica we = =1y
ha = 1. De la Ec.(3.29) obtenemos Jo; = Joy = 1. Repitiendo este procedimiento con el
resto de los ejemplos con dos bits prendidos obtenemos Jy; = 1, 7 = 1,2, 3, 4, pero notemos
que solo 2 de los 6 ejemplos posibles que cumplen esta condicién son necesarios para hacer
cumplir la condicién Jo; = 1, siempre que los bits encendidos en los dos ejemplos sean
todos distintos, (por ejemplo podemos tomar: [1100:0] y [0011:0]).

Usemos también los ejemplos con tres bits de entrada prendidos, viendo que dos de los
cuatro ejemplos posibles son suficientes y necesarios para determinar que wz = Jy; = 1,
j = 1,2,3,4. Finalmente tomando el ejemplo con todos los bits prendidos, [1111 : 0],
obtenemos wy = —1y Jy; =1, para j = 1,2, 3,4.

De esta forma, vemos que es posible para el caso N = 4 y pesos discretos (+1), tomar
9 ejemplos seleccionados entre los 16 ejemplos posibles, para obtener generalizacion total.
Recordemos que para el caso de pesos continuos necesitamos casi todos los ejemplos para
obtener generalizacién total.

La generalizacion de este resultado al caso de N bits de entrada es directa: acomodamos
los 2V ejemplos posibles en i grupos que contienen los ejemplos que tienen 4 bits prendidos
y de cada grupo tomamos el minimo niimero de ejemplos que asegura que cada bit de

entrada aparece al menos una vez encendido en los ejemplos seleccionados. Esto nos lleva
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a que el nimero de ejemplos necesarios para obtener generalizacion total sea:

M= Int, (%) , (3.31)

i=1
donde Int,(x) es igual a x si = es entero e igual al entero mayor més préximo a z si  no
es entero. Para valores grandes de N, este nimero escala como M o« Nlog(N), bastante
menor que el nimero total de ejemplos 2V y que el ntimero total de sinapsis N2 + N.

Analicemos ahora una red modular con fmax = m, y m < N y tomemos un caso
particular con N = 9, m = 3 correspondiente a la arquitectura mostrada en la figura
2.10 . Esta red tiene una estructura modular derivada de la arquitectura basica con
N =m = 3.

Como se explico anteriormente, el funcionamiento de las redes modulares para el
cémputo de la funcién de paridad (ver Capitulo 2) es el siguiente: los tres médulos de
entrada (indicados con I, IT y III en la figura 2.10 computan independientemente la pari-
dad de los correspondientes bits de entrada, mientras que el médulo de salida computa la
paridad de los resultados obtenidos por los médulos de entrada S, So y S3 . Una eleccion
natural para la selecciéon de ejemplos es comenzar con todos los sub-ejemplos necesarios
para aprender la funcion de paridad en cada uno de los moédulos; esto es, seleccionamos
los ejemplos usados en el caso de la arquitectura standard para cada uno de los médulos,
por lo que en esta arquitectura esos ejemplos consistirdn en bits de entrada que tienen
el sub-ejemplo a usar en la entrada correspondiente al médulo y cero en los bits de los
otros médulos (por ejemplo, si queremos ensenarle al médulo I el ejemplo [xxx:y|, en esta
arquitectura ese ejemplo serd el [xxx 000 000:y]). En este caso las neuronas intermedias
S1, So y S3, respuestas de los respectivos médulos, estaran prendidas a lo sumo una a
la vez. Necesitamos entonces 3 Y5_, Int, (%) = 18 ejemplos para fijar todos los pesos
sinapticos de los modulos de entrada I, IT y III y las sinapsis asociadas con la primer
neurona oculta del médulo de salida (neurona con umbral %)

Una vez realizado el aprendizaje de estos ejemplos, cada médulo actuard como una
unidad, computando eficientemente la funcién de paridad de los bits de entrada corres-
pondientes a cada moédulo. Para fijar los restantes pesos sindpticos del médulo de salida,
consideraremos este médulo como una red del tipo standard pero en la cual las entradas
seran los valores de las neuronas (S, S2,S3), que son las neuronas de salida correspondi-

ente a los médulos I, IT y III. De esta forma utilizaremos un nuevo conjunto de ejemplos
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similar al utilizado en cada médulo de entrada, pero notando que los ejemplos correspon-
dientes a un solo bit prendido, en este caso correspondiente a las neuronas (Si, Sz, S3),
ya han sido considerados. Entonces seran necesarios 2 ejemplos con dos bits prendi-
dos en las neuronas S;, como por ejemplo los ejemplos [111 111 000:0] con valores para
las neuronas S;: (S; = 1,8y = 1,53 = 0) y el ejemplo [111 000 111:0] con neuronas
Siw (S1 = 1,5 = 0,53 = 1). Todavia nos falta un ejemplo correspondiente al caso
(S1 = Sy = S5 = 1) que puede ser el ejemplo [100 010 001:1]. Vemos entonces que con
M = 21 ejemplos seleccionados de un total de 2° = 512 es posible asegurar el aprendizaje
de la funcién de paridad en esta arquitectura con pesos +1. Recordemos que para la ar-
quitectura basica con pesos discretos hacen falta M = 29 ejemplos, valor que obtenemos
de la Ec.(3.31) con N =m = 9.

La generalizacién de este resultado al caso general N = m* es directo: vamos tomando
conjuntos de ejemplos que nos aseguran el aprendizaje de los pesos sinapticos del primer
grupo de m*~1; luego le ensefiamos a la red los ejemplos para aprender los pesos corres-
pondientes al segundo grupo de m*~2 mddulos y asi sucesivamente hasta considerar el
ultimo moédulo de salida.

El niimero de ejemplos necesarios para el aprendizaje de la funcién de paridad en los

m*~1 médulos de entrada es:

mF1 i[nh (@) =N +mF! f:lnt+ (T) .

i=1 t = ?
Una vez que el aprendizaje de estos ejemplos se ha realizado, necesitamos ejemplos para
el segundo conjunto de moédulos pero con la salvedad que ejemplos con un bit prendido
para cada médulo ya estan considerados en el aprendizaje del grupo de médulos anterior,

por lo que necesitamos:
UC m
mF=2 Z Int, (—)
i=2 t

ejemplos seleccionados para fijar el resto de los pesos sindpticos correspondientes a estos
modulos. Repitiendo este procedimiento para los restantes conjuntos de mddulos obtene-

mos el numero total de ejemplos necesarios:

M(N) = N+

][5 0s (2)
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m

- N+ % > Int, (?) (3.32)
para N = mF. Notemos que para valores grandes de N y una gran modularidad m < N,
M (N) escala linealmente con N en lugar del comportamiento M (N) ~ Nlog(N) cuando
m~ N.

Extender estos resultados para los casos en que N = m* —1, con | < m*¥~!, es un poco
mas complicado, pero puede ser resuelto con la construcciéon de una red modular con
mF bits de entrada y entrenar esta red con ejemplos donde los [ bits extras son tomados
iguales a cero. Una cota maxima al nimero de ejemplos necesarios para entrenar esta red
es entonces M (m* — ) < M(m*), donde M (m*) estd dada por la Ec.(3.32).

Consideremos ahora el caso de redes modulares pero implementadas con pesos J;;
continuos. Nuevamente utilizaremos la estructura modular de las redes para realizar
nuestro analisis recursivamente a partir de las propiedades de los moédulos.

Para pesos continuos las restricciones impuestas por el aprendizaje de K ejemplos
aparecen en la forma de K inecuaciones simultdneas que deben satisfacer los valores
de los pesos sindpticos. En una seccién previa vimos que para la arquitectura basica
con m bits de entrada y con valores de umbrales elegidos del mismo modo que ahora,
la generalizacién total implica el cumplimiento de 2™ — 1 inecuaciones independientes:
solamente el aprendizaje de todos los ejemplos asegura la generalizacion total con esta
arquitectura.

Seguiremos los mismos pasos que en el procedimiento usado en el caso de pesos dis-
cretos para N = mF y m < N. En una primera etapa le ensefiamos a la red los N
ejemplos con un solo bit prendido. Esto fijara las sinapsis del primer grupo que conectan
la entrada con neuronas que tienen valor de umbral 1/2. Para fijar el resto de las sinapsis,
debemos ensefiarle a la red todos los m*~ 1 7, ( i ) ejemplos conteniendo mas de un
bit prendido en cada uno de los médulos de entrada y cero en el resto (( " ) denota el
coeficiente binomial z'(lez)') Para las capas sucesivas, notemos que los ejemplos con un
bit prendido ya han sido ensenados, por lo que para fijar los restantes pesos sinapticos del
j-6ésimo conjunto de médulos necesitaremos m*~7 3", ( v ) ejemplos. De esta forma el

nimero total de ejemplos serd
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Nimero Nimero Ejemplos necesarios para generalizacién M
de de Profundidad Pesos Pesos continuos
neuronas sinapsis N, restringidos +1 (no restringidos)
14 2mi=l | MotV | 910g N | N4+ Ty pgm | N4 N=om gy 1)

~ O(N) param < N ~ O(N) param < N
~ O(NlogN) param ~ N | ~O(2V) param ~ N

Tabla 3.2: Algunas caracteristicas de las redes modulares usadas para computar la funcién
de paridad de N bits con un fan-in max igual a m. Referirse al texto por la definicion de
la funcién Int, (z)

N -1
= N+ ——2"-m-1 3.33
+o @ —m—1) (3.3

para una red modular con pesos continuos y N = mF. El resultado es similar al obtenido
para el caso de pesos discretos (Ec. 3.32), pero debemos reemplazar el término Int (%)

por (
Como antes, M(N) en Ec. 3.33 nos da una cota superior para el caso N = mF — [.

T ) Para m = N recuperamos el resultado previamente obtenido de M = 2™ — 1.

Vemos que param < Ny N > 1, M(N) escala linealmente con N para pesos continuos.
Los resultados obtenidos para las arquitecturas modulares para computar el problema
de paridad, en cuanto a sus caracteristicas y nimero de ejemplos necesarios paa obtener

generalizacion total son mostrados en la tabla 3.2.

3.4.3 Simulaciones Numéricas en el problema de Paridad

Realizamos simulaciones numéricas en redes de tamano N = 8 con pesos discretos, £1,
para implementar la funcién de paridad y usando simulated annealing como algoritmo
de aprendizaje. Los pardmetros del algoritmo de simulated annealing (i.e., temperatura
inicial, descenso de la temperatura, etc.) fueron mantenidos constantes en todas las si-
mulaciones. Los valores de los umbrales fueron fijados a los valores citados anteriormente.
También realizamos pruebas con valores de umbrales libres obteniendo similares resultados
pero observando una mayor lentitud en la convergencia de los algoritmos de aprendizaje
[Franco and Cannas, 2000b].

Con el fin de estudiar el efecto de la modularidad comparamos tres redes diferentes
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con frarz = 2 (m = 2, modularidad maxima), fn. = 8 (m = N = 8, arquitectura
bésica monolitica) y el caso intermedio fp., = 4. Este tltimo caso es una arquitectura
mixta en el sentido que consta de dos modulos de entrada con m = 4 y un moddulo
de salida con m = 2. Calculamos para estas tres redes las curvas de aprendizaje: el
error de generalizacién promedio €, versus la fraccién de ejemplos p, = N./2", siendo
N, el numero de ejemplos seleccionados aleatoriamente en el conjunto de aprendizaje.
Los resultados fueron promediados sobre diferentes conjuntos de /N, ejemplos y diferentes
configuraciones iniciales aleatorias de pesos sindpticos {J;; = +1}. Tamanos tipicos de
muestras van entre 50 y 100 realizaciones. El entrenamiento de la red para cada condicién
inicial y cada conjunto de ejemplos es realizado hasta que el error de aprendizaje llega
a cero y entonces el error de generalizacién es calculado sobre todo el conjunto de 2V
ejemplos.

En la figura 3.4 comparamos las curvas de aprendizaje para las tres redes. Para el
caso fmez = 8, observamos que el error de generalizacién, €;, decae muy lentamente
aproximdndose a €, = 0 asintéticamente a medida que p, se aproxima a 1, mostrando una
falta de generalizacién que es a menudo encontrada en redes neuronales sobredimensio-
nadas en el nimero de conexiones [Boers et al., 1993]. Una mejora sistemdtica se observa
a medida que incrementamos la modularidad, ocurriendo un dramatico cambio de com-
portamiento cuando f.; = 2. En este tltimo caso observamos que €, se mantiene casi
constante €, ~ 0.5 mientras que N, < M, pero decae abruptamente a cero con unos cuan-
tos ejemplos més, sugiriendo una transicién de fase de un estado de memorizacion a uno
de aprendizaje perfecto o generalizacion. Este efecto ya habia sido indicado por [Patar-
nello and Carnevali, 1987] para redes neuronales compuestas por unidades booleanas con
un fnee = 2. Pareciera que la transicién es un efecto de la extrema modularidad ya que
para fmae = 4, €, decae suavemente a cero, anuldndose para p ~ 0.5.

A fin de obtener una idea sobre la relacion entre la transiciéon anteriormente men-
cionada y la modularidad analizamos como el proceso de aprendizaje afecta a los dife-
rentes modulos constituyentes de la red a medida que incrementamos p, para f.. = 2.
Para N = 8 la red resultante posee tres conjuntos de médulos, que denotaremos como: de
entrada, intermedio y de salida. Calculamos la probabilidad de aprender los valores co-
rrectos de los pesos sindpticos en un dado mddulo (recordemos que dado que los umbrales

son fijos, existe un dnico conjunto correcto de pesos). Las simulaciones numéricas fueron
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Fraccion de Ejemplos

Figura 3.4: Error de generalizacion vs. Fraccion de ejemplos aleatorios para tres redes que
implementan la funcién de paridad con 8 bits de entrada usando diferentes arquitecturas.
En negro los resultados correspondientes al caso de una arquitectura con una sola capa
oculta con f,,., = 8, en gris oscuro resultados correspondientes a una arquitectura con
tres capas y un fp. = 4 y en gris claro los resultados para una red con 5 capas y un

fmaw =2.
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llevadas a cabo sobre muestras de tamano 1000, verificando primero que mdédulos en una
misma capa tuvieran la misma probabilidad tal como se espera por simetria. En la figura
3.5 comparamos las probabilidades obtenidas como funcién de la fraccion de ejemplos p,
para moédulos en diferentes capas. Observemos que el aprendizaje ocurre desde las capas
de salida hacia las de entrada: a medida que incrementamos p. las probabilidades de
aprendizaje para los modulos de entrada e intermedios se mantienen en valores muy bajos
(~ 10%) mientras que la probabilidad para el médulo de salida se incrementa en forma
constante. Cuando p, alcanza un valor de p, ~ 0.06 ~ M /2" siendo la probabilidad del
modulo de salida alrededor del 40%, la probabilidad de los médulos de entrada e interme-
dios experimenta un brusco crecimiento, volviéndose sus valores aproximadamente iguales
y convergiendo conjuntamente con la probabilidad del médulo de salida rapidamente a
uno. Podemos interpretar estos resultados de la siguiente manera: dada la estructura
jerarquica de estas redes modulares, el aprendizaje correcto de un dado moédulo tiene
mayor influencia en el proceso global de aprendizaje, cuanto mas cerca de la salida se
ubique el mismo. En otras palabras, no es posible el aprendizaje de moédulos cercanos a
la entrada en tanto las sinapsis de los médulos en capas subsiguientes no estén fijados a
sus valores correctos. El uso de un nimero de ejemplos del orden del MNEFG asegura
el aprendizaje del médulo de salida (el méds importante) con alta probabilidad (~ 50%.
Una vez que esto ocurre el proceso se repite recursivamente en los médulos de las capas
anteriores. No obstante, para las subredes anteriores el nimero de ejemplos necesarios
para su aprendizaje serd menor que el requerido si fueran entrenadas independientemente,
ya que cierto numero de sinapsis en dichas subredes ya habian sido fijadas a los valores
correctos durante el aprendizaje del médulo de salida. De esta manera, se genera un efecto
en cascada en el cual, una vez aprendido el médulo de salida, bastan unos pocos ejemplos
mas para producir generalizacion perfecta. Esperariamos entonces que este efecto sea mas
marcado cuanto mayor sea N, generando una transicion de fase, posiblemente discontinua.

Con el fin de establecer la ventaja préactica de las redes modulares, medimos el tiempo
promedio de computo necesario para aprender un nimero N, de ejemplos suficiente para
que €, < 0.05. Para ser mas precisos, hicimos simulaciones numéricas con N, fijo hasta
un determinado nimero maximo de iteraciones, repitiendo este procedimiento con dife-
rentes condiciones iniciales y diferentes conjuntos de N, ejemplos. En algunas corridas el

aprendizaje no es exitoso, es decir el algoritmo no converge a error de aprendizaje nulo.
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Figura 3.5: Probabilidad de generalizacién vs. fraccién de ejemplos calculada para los
distintos médulos (de entrada, intermedios y de salida) de una red modular con N =8y

fmaw =2.

Computamos, entonces, el tiempo total de cémputo (en ms) necesario para obtener K
corridas de aprendizaje exitosas (incluyendo los casos en que la red no aprende) y luego
dividimos por K (K = 50 fue suficiente para estabilizar el promedio).

En la figura 3.6 mostramos una comparacion para los tiempos de computo para las tres
redes modulares aqui consideradas con N = 8, para conjuntos de ejemplos seleccionados y
al azar. Mientras que para el primer caso la mejora es considerable y crece monétonamente
a medida que f,,q, disminuye, en el caso de ejemplos elegidos al azar una gran habilidad
de generalizacién con f,,; = 2 es obtenida al costo de una muy baja eficiencia (notar la
escala logaritmica en el eje de las ordenadas en la figura 3.6 ). Sin embargo el tiempo de
coémputo en este ultimo caso no se incrementa mondétonamente con f,,.,, siendo minimo
fmae = 4.

También analizamos la influencia de la seleccién de ejemplos en la capacidad de apren-

dizaje de redes modulares. En la figura 3.7 comparamos los valores de €, vs N./2V
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Figura 3.6: Tiempo de céomputo utilizado en el aprendizaje de la funcion de paridad
implementada en tres diferentes arquitecturas con f., = 2,4 y 8 usando conjuntos de
ejemplos seleccionados y aleatorios.
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(N = 8) para ejemplos aleatorios en el conjunto de aprendizaje y para ejemplos selec-
cionados dentro del conjunto de ejemplos que aseguran generalizacion total. Resultados
para foe = 2,4 y 8 se muestran en las figuras 3.7 a,b y ¢ respectivamente. Vemos que
para fme: = 2 la influencia de la modularidad es tan fuerte que poco se obtiene con la
seleccion de ejemplos. En cambio para el caso no modular (f,.. = N = 8) observamos
que la seleccién de ejemplos conduce a una gran mejora en la habilidad de generalizacién
pero al costo de una baja eficiencia (ver figura 3.6).

Finalmente, analizamos el la relacion entre el minimo nimero de ejemplos necesarios
para obtener generalizacion total M, con el nimero de sinapsis Ny;. De la tabla 3.2
puede verse que para redes modulares (m < N) M escala linealmente con Ny, M ~
a(m) Ny, tanto para pesos discretos como continuos. En el primer caso a(m) disminuye
lentamente con m. Este comportamiento lineal ha sido observado en el niimero de ejemplos
aleatorios necesario para obtener generalizacién en redes totalmente conectadas [Haykin,

1994]. Para redes no modulares (m ~ N) observamos un comportamiento totalmente

diferente: mientras que para pesos discretos NM ~ In-Ys para pesos continuos obtenemos
s 3
2N

1
que M ~ 2N¢

3.5 Algoritmo para la seleccion de ejemplos

En las secciones anteriores analizamos tres problemas problemas: suma de 2 nimeros,
corrimiento de bits y paridad. Si bien no existe una definicién concreta o completamente
aceptada de como medir la complejidad de un dado problema, es bastante claro que la
funcién de paridad es uno de los problemas mas dificiles de aprender, al menos con redes
de profundidad 2. Los resultados, en estas clase de arquitecturas se muestran en la tabla
3.1.

El minimo niimero de ejemplos para obtener generalizacién total (MNEFG) obtenido
en los casos considerados puede ser tomado como una cota minima en el numero de
ejemplos para el problema correspondiente implementado en una arquitectura fija, como
podria ser una red de dos capas totalmente conectada, con el mismo nimero de neuronas
intermedias; de esta forma los resultados pueden ser comparados, resultando el MNEFG
un parametro posible para clasificar la complejidad de las funciones bajo estudio.

A partir de un detallado analisis de los ejemplos seleccionados para el caso de los
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Figura 3.7: Error de generalizacion vs. fracciéon de ejemplos seleccionados y aleatorios
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problemas de suma y de corrimiento de bits, pudimos ver que la mayoria de ellos pueden
ser agrupados en pares consistentes en ejemplos muy similares difirendo en un bit de
entrada y con salida distinta. Es decir, seleccionamos los pares més cercanos (considerando
la distancia de Hamming entre sus entradas) ubicados a ambos lados de un limite de
clasificacién, esto es un hiperplano separando ejemplos con distinta respuesta. Asi esto
aparece como un criterio simple y general para la selecciéon de ejemplos.

En la figura 3.8 se muestran resultados de las simulaciones numéricas realizadas cal-
culando el error de generalizacion en funcién del nimero de ejemplos seleccionados con
el criterio descripto anteriormente. Estos resultados son comparados con el error de
generalizacion obtenido a través de ejemplos seleccionados aleatoriamente. En la figura
3.8a la comparacion es realizada con una red para el problema de corrimiento de bits con
3 bits de entrada (arquitectura mostrada en la figura 3.2) y en la figura 3.8b se mues-
tran los resultados correspondientes a una red que implementa la funcién de suma de dos
nimeros de 4 bits (arquitectura del tipo de la que se muestra en la figura 3.1). Todas las
simulaciones fueron realizadas usando ”"recocido simulado” (simulated annealing) como
algoritmo de aprendizaje y los resultados fueron promediados sobre diferentes conjun-
tos de ejemplos y diferentes configuraciones iniciales para los pesos sindpticos. Tamafios
tipicos de muestras van entre 25 y 100.

Con el fin de chequear el funcionamiento del criterio obtenido para la seleccién de
ejemplos en una arquitectura general consideraremos a continuacién una red neuronal
conocida como perceptron con campos receptivos sin solapamiento (Non Overlapping Re-
ceptive Field Perceptron: NORFP) cuya estructura consta de varios perceptrones simples
conectados a una unica neurona de salida. En términos de complejidad de arquitectura
podemos ubicarlos a mitad de camino entre los perceptrones simples y las redes con una
capa oculta totalmente conectada y en este sentido han sido elegidas en el pasado como
las candidatas naturales para continuar con el estudio comenzado en perceptrones sim-
ples.(Ver Copelli M. et al., 1995). Un ejemplo de estas arquitecturas con dos neuronas
en la capa intermedia y N = 6 neuronas de entrada se muestra en la figura 3.9. Algu-
nas propiedades de estas arquitecturas pueden encontrarse en [Hancock T. et al., 1994 y
referencias citadas| y en [Priel A. et al., 1994].

De todas las funciones que estdn arquitecturas pueden computar [Priel, A. et al.,

1994], seleccionamos una funcién simple de analizar y cuya computabilidad estd asegurada:
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Figura 3.8: Comparacién entre el error de generalizacién obtenido con seleccion de ejem-
plos y con ejemplos aleatorios en una red neuronal para computar la funcién de corri-
miento de 3 bits (parte a) y para una red que computa la suma de dos niimeros de 4 bits
(parte b). El error de generalizacién para el caso de usar ejemplos aleatorios fue calculado
asegurando la no repeticion de ejemplos.
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Figura 3.9: Perceptron con campo receptivo sin solapamiento (NORFP) con N = 6
neuronas de entrada y dos neuronas en la capa intermedia.

consideremos el caso de N par y dividamos los bits de entrada en dos grupos de N/2 bits;
la salida de la red debe ser 1, si y solo si hay dos o mds bits activados en cada grupo
al mismo tiempo. Llamaremos a esta funciéon F,. Es facil ver que estd funcién serda
implementable por esta arquitectura tipo NORFP con dos neuronas intermedias, como
la mostrada en la figura 3.9: el problema de determinar si dos o mas bits de entrada
estan prendidos entre un conjunto de N/2 es linealmente separable y por eso puede ser
implementado con una de las neuronas intermedias y por lo tanto el problema total puede
resolverse con dos de estas neuronas acopladas a una neurona en la capa de salida que
computa la funciéon booleana AND, que también es linealmente separable.

De la definicion de la funcion puede verse que el niimero de ejemplos que difieren
en un bit de entrada y que poseen diferentes salidas escala como O(N?2N/2) para N
grande, por lo que no esperamos que un conjunto de ejemplos seleccionados con este
criterio mejore la capacidad de la red comparado con un conjunto aleatorio. Verificamos
esta hipétesis a través de simulaciones numéricas. Sin embargo, no todos ejemplos son
necesarios para asegurar generalizacion total. Siguiendo con el método utilizado en las

secciones anteriores podemos encontrar un conjunto de ejemplos reducido con el cual
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Figura 3.10: Comparacion entre el error de generalizacion obtenido con seleccion de ejem-
plos y con ejemplos aleatorios en una red neuronal tipo NORFP con 6 neuronas de entrada
(ver figura 3.9) construida para realizar el aprendizaje de la funcién F, (ver el texto para
su definicién).

obtener el MNEFG, el cual consistird en los siguientes pares de ejemplos: un ejemplo
con dos bits prendidos en un grupo y solo uno en el otro grupo y el ejemplo teniendo los
mismo ejemplos prendidos mas otro en el segundo grupo. Por ejemplo, para el caso de
N = 6 que se muestra en la figura 3.9, un posible par es el formado por los ejemplos [110-
100:0] y [110-110:1]. Un simple conteo muestra que el MNEFG escala en este caso como
O(N?) para N grande. En la figura 3.10 se muestra un grafico del error de generalizacién
obtenido a través de simulaciones en funciéon del niimero de ejemplos en el conjunto de
aprendizaje seleccionados con el criterio mencionado y en el mismo grafico se compara la
perfomance obtenida con ejemplos seleccionados en forma completamente aleatoria.
Este ultimo resultado nos lleva a proponer el siguiente criterio general para la se-
leccion de ejemplos en redes booleanas: seleccionar al azar pares de ejemplos que difieren

solamente en un bit de entrada y que tengan respuesta diferente, pero seleccionando con
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mayor probabilidad aquellos pares con una menor cantidad de bits de entrada prendi-
dos. Criterios relacionados han sido implementados conjuntamente con otros métodos de
aprendizaje activo [Baum and Haussler, 1989],[Kinzel and Rujdn, 1990].

Verificamos este ultimo criterio en la red tipo NORFP de la figura 3.9 para funciones
aleatorias. Con el fin de asegurar que las funciones analizadas sean computables, las
construimos sorteando aleatoriamente los pesos sindpticos y observando que funciones
implementa la red. Los resultados fueron promediados usando diferentes funciones y dife-
rentes condiciones iniciales para las sinapsis. Tamafios de muestras van entre 100 y 1000.
Los ejemplos fueron seleccionados con una probabilidad proporcional a o< 1/n?, donde
ng €s el nimero de bits prendidos en la entrada y 8 > 0 es algin exponente arbitrario.
Se usaron valores de (3 alrededor de 3, no observandose una variaciéon importante en los
resultados al variar 3. Los resultados obtenidos se muestran en la figura 3.11 donde
son comparados con los resultados correspondientes con ejemplos seleccionados aleatori-
amente. Cabe notar que en redes booleanas generalizacién total siempre puede ser obte-
nida con un ndmero suficiente de ejemplos. Observemos que obtuvimos una mejora en el
error de generalizacién (figura 3.11a), pero més impresionante es el comportamiento de la
probabilidad de obtener generalizacién total (figura 3.11b), para la cual obtenemos una
probabilidad finita (del orden del 10%) con un 10% de los ejemplos, alcanzando un valor
de mas del 80% para la mitad de los ejemplos. Una comprobacién similar fue realizada
para las arquitectura usadas para los problemas de suma y corrimiento de bits mostradas
en las figuras 3.1 y 3.2. Los resultados son cuantitativamente similares a los obtenidos con
NORFP, especialmente en lo que concierne a la probabilidad de obtener generalizacion
total. Observemos que el comportamiento de la generalizacién con respecto a la seleccién
de ejemplos segun el criterio propuesto estd bastante relacionada con lo obtenido para el
MNEFG. En el caso de la funcién de paridad con la arquitectura standard mostramos que
el MNEFG escala exponencialmente con el niimero total de ejemplos, lo que es coincidente
con que el criterio de seleccién de ejemplos no funcione mejor que la seleccion aleatoria en
este caso. Este resultado nos muestra como la capacidad de generalizacién depende tanto
de la funciéon considerada como de la arquitectura utilizada. La estructura standard para
implementar la funcién de paridad es la arquitectura mas simple que puede implementarla
y tiene una capacidad de generalizacion muy pobre. En cambio cuando modularizamos

las arquitecturas la capacidad de generalizacién aumenta considerablemente.
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Figura 3.11: Comparacién en el aprendizaje de funciones aleatorias usando seleccién de
ejemplos versus ejemplos aleatorios en una red tipo NORFP con N = 6 (ver figura 3.9). a)
Error de generalizacion promedio vs. fracciéon del nimero total de ejemplos en el conjunto
de aprendizaje b) Probabilidad de obtener generalizacién total (error de generalizacién
Cero).
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Corrimiento de bits F, Paridad

Selecc. | Aleatorios | Selecc. | Aleatorios | Selece. | Aleatorios

Fraccién de Ejemplos 0.28 |0.28]0.81 0.4 0.4 1 0.43 | 043 0.68

Error de Generalizacién 0.0 0.26 | 0.02 0.0 0.15 | 0.02 0.0 0.4 | 0.0

Tiempo de CPU [sec.] 7.0 02 | 1.1 7.7 9.0 {933 | 160 | 8.8 | 332

Tabla 3.3: Tiempo promedio de cémputo (tiempo de CPU) utilizado por los diferentes
métodos de seleccion en el aprendizaje de las funciones de corrimiento de bits, F5 y funcion
de paridad con diferentes fracciones de ejemplos en el conjunto de aprendizaje. El error
promedio de generalizacion se muestra para su comparacion.

También calculamos el tiempo de cémputo (tiempo de CPU en una computadora per-
sonal Pentium II a 300 Mhz) necesario para realizar el proceso de aprendizaje para tres
funciones distintas: #) corrimiento de bits con N = 5 usando la arquitectura de la figura
3.2; 1) funcién F; function (N = 6) en una arquitectura tipo NORFP (ver figura 3.9) y
#44) funcién de paridad (N = 4) en la arquitectura de la figura 3.3.Los resultados obtenidos
se muestran en la tabla 3.3. En todos los casos calculamos el tiempo de computo nece-
sario para obtener error de generalizacién cero con ejemplos seleccionados. A fin de poder
comparar la perfomance con el aprendizaje usando ejemplos aleatorios calculamos dos
tiempos de cémputo en este caso: primero calculamos el tiempo de aprendizaje usando
la misma fraccién de ejemplos que en el caso seleccionado (lo que da un error de gen-
eralizacién distinto de cero) y segundo calculamos el tiempo necesario para obtener un
error de generalizacién cercano a cero (lo que involucra un conjunto de ejemplos bastante
mayor que en el caso seleccionado).

Observamos que en el peor caso (problema de corrimiento de bits) el tiempo promedio
necesario para obtener error de generalizacion cero con ejemplos seleccionados es cerca
de siete veces mayor que el correspondiente usando ejemplos aleatorios. Sin embargo,
vale la pena notar que generalizacién total es siempre alcanzada (i.e., con probabilidad
uno) usando solamente una fraccién de los ejemplos, mientras que en el segundo caso atin
usando un gran numero de ejemplos la probabilidad de aprendizaje es menor que uno. De
esta forma, obtenemos una mayor capacidad de generalizaciéon aunque a un mayor costo
computacional. En los otros dos casos el tiempo de computo es menor para el caso de

ejemplos seleccionados que con ejemplos al azar.
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3.6 Computabilidad de redes modulares y compleji-
dad de funciones

El estudio de la capacidad de computo de redes neuronales se basa en conocer la cantidad
de funciones que una arquitectura puede computar tratando de conocer cudles o qué clase
de funciones pueden ser implementadas.

Una arquitectura de una red neuronal es capaz de computar diferentes funciones en
funcién de los valores que posea de pesos sindpticos y umbrales. Este conjunto de funciones
es en principio restringido sobre todo para redes con un nimero polinomial de neuronas
(tanto para el caso de valores de sinapsis restringidas a valores discretos como continuos)
de manera que existen una gran cantidad de funciones que no pueden implementarse con
una dada arquitectura. Para el caso de redes booleanas el niimero total de funciones

N es el ntimero de ejemplos

posibles para una red con N entradas binarias es de 22% 9
posibles para una arquitectura con N entradas booleanas y la especificacién del valor de
salida (respuesta de la red) para cada uno de los ejemplos determina una dada funcién. El
numero total de funciones posibles 22" 10 obtenemos de considerar las posibles maneras en
las que se pueden otorgar los valores 0 y 1 a los 2% diferentes ejemplos. Una medida 1til
relacionada con la computabilidad de las arquitecturas es la capacidad o dimensién VC de
una arquitectura (ver capitulo 1 para su definicién) y si bien no nos da una medida precisa
del numero de funciones que una arquitectura puede computar, muestra una relacion de
esta propiedad entre diferentes arquitecturas. Otra cantidad utilizada, més directamente
relacionada con la computabilidad es la denominada entropia de informacién de una ar-
quitectura [Shannon, 1948|, [Denker et al., 1987], [Haykin, 1995], estando relacionada con
la variabilidad de funciones que una arquitectura puede implementar y el volumen en el

espacio de configuraciones que cada funcién ocupa. Esta definida como :
S=- Zpi 10g2 Di, (334)
i

donde p; es el volumen ocupado por una dada funcién ¢ en el espacio de configuraciones,
es decir, es la fraccion del espacio de pesos sindpticos que implementan esa funcién. Para
el caso de pesos discretos p; es la fraccién de configuraciones que implementan la funcién
deseada en relacién al nimero total de configuraciones de sinapsis (£2), que es lo mismo
que la probabilidad de que una cierta configuracion aleatoria de sinapsis de la red imple-

mente la funcién 7. Puede verse que esta entropia es mayor cuanto mayor es el nimero de
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funciones implementadas, estando su valor acotado entre 0 y log, 2. El valor log, 2 se ob-
tiene en el caso de que cada configuracion implemente una funcién distinta, mientras que
el valor igual a 0 es obtenido si todas las configuraciones implementan una tnica funcion.
Para el caso de pesos continuos también puede calcularse la entropia y el volumen que
ocupa cada funcién [Sprinkhuizen-kuyper and Boers, 1986] aunque puede resultar més
facil reemplazar los pesos continuos por pesos discretos sin alterar la computabilidad de
las redes y aplicar el andlisis anterior. Puede demostrarse que la computabilidad de re-
des conteniendo neuronas que implementan una funcién lineal con umbral, como es en
los casos tratados en este trabajo, no se modifica si reemplazamos los valores continuos
por un conjunto finito de valores discretos [Parberry, 1996], [Schmitt, 1994]. Desgracia-
damente el computo de entropias requiere de una gran cantidad de célculos dado que
es necesario conocer la probabilidad de obtener cada funcién y sélo es posible calcularla
exactamente en muy pocos casos [Sprinkhuizen-Kuyper and Boers, 1996]. Por otra parte,
dado que el nimero de funciones booleanas crece como 22N, solo es posible obtener resul-
tados numeéricos en redes pequenas. A continuacién analizamos la capacidad de computo
de algunas redes similares a las utilizadas a lo largo de este trabajo intentando com-
parar la capacidad de las redes modulares con campos receptivos locales con la de redes
monoliticas totalmente conectadas. Comparamos la capacidad de computo de tres arqui-
tecturas diferentes con N = 4 neuronas de entrada y una unica neurona de salida. Las

arquitecturas que consideraremos seran:

e Una red totalmente conectada (monolitica) con una sola capa oculta con 4 neuronas

y un total de N? + N = 20 pesos sindpticos (ver figura 2.8).

e Una red del tipo modular como la usada para implementar la funciéon de paridad en
el capitulo 3. La red posee tres capas ocultas con 4, 2 y 2 neuronas respectivamente,

y un total de 18 sinapsis (ver figura 2.9).

e Una red tipo NORFP con campos receptivos locales con una sola capa intermedia

conteniendo 4 neuronas y un total de 6 pesos sindpticos (similar a la figura 3.9).

Se usaron pesos sindpticos con valores discretos restringidos a 1, -1, mientras que en el
caso de los umbrales, los correspondientes a las neuronas de capas internas fueron fijados

a valores iguales a los usados en las diferentes implementaciones (secciones 3.2, 3.3 y 3.4)
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‘ Arquitectura ‘ # de config. ‘ # de funciones | entropia | neuronas
Perceptron monolitico 221 5280 0.339 5
Arquitectura modular 219 520 0.1534 11

Perceptron tipo NORFP 27 68 0.657 3

Tabla 3.4: Numero de funciones computables, entropia y algunas caracteristicas de 4
diferentes arquitecturas.

pero se permitié al umbral de la neurona de salida tomar solamente los valores {0.5 y
—0.5 }. Para estas tres arquitecturas calculamos por enumeracién exhaustiva la cantidad
de funciones que cada arquitectura puede computar y la entropia relativa de cada arqui-
tectura obtenida al dividir el valor de la entropia absoluta definida por la ec. 3.34 por su
valor maximo log, €). Los resultados obtenidos se muestran el la tabla 3.4. Vemos que
la entropia relativa del NORFP es considerablemente mayor a la de la red monolitica,
en tanto que la de la red modular es menor. Esto indica un mayor aprovechamiento
en la implementacion de diferentes funciones de las diferentes configuraciones sindpticas
disponibles. Respecto del nimero total de funciones computadas, vemos que el NORFP
computa muchas menos funciones que las otras redes. Esto es resultado del nimero
pequeno de sinapsis disponibles. En este sentido la mas ineficiente resulta ser la arqui-
tectura modular. No obstante, estos resultados son extremeadamente dependientes del
tamano pequeno de las redes consideradas y debemos tener cuidado en extrapolarlos a
redes grandes. Por ejemplo, para N = 4 vemos que la arquitectura monolitica dispone
de un numero de configuraciones sindpticas superior al nimero de posibles funciones
booleanas 2'® (no obstante lo cual tampoco es capaz de computarlas a todas). Esto no
ocurre para N grande, ya que el nimero de sinapsis crece polinomialmente con N, y por
lo tanto se espera que la computabilidad sea considerablemente menor. Por otra parte, la
entropia nos da una medida exclusivamente acerca del nimero de funciones computables,
sin ninguna informacioén acerca del tipo de funciones que computa la red. De hecho una
gran cantidad de funciones booleanas son altamente triviales y por lo tanto sin interés
practico. Pensemos, por ejemplo, en todas aquellas funciones que asignan el valor 1 a una
tinica entrada y cero a las 2 — 1 restantes. Siguiendo con esta linea de razonamiento

podemos considerar que una funcién serd mas compleja (y por lo tanto de mayor interés)
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cuanto mayor sea el porcentaje de pares de entradas a las cuales asigne valores diferentes.
Este criterio de complejidad de funciones es consistente con el utilizado en el algoritmo
de seleccién de ejemplos introducido en la seccion anterior. En este sentido las funciones
mas complejas serdn aquellas que asignan el valor 1 a la mitad de sus valores de entrada
(2V~1) y cero a la otra mitad (la funcién de paridad se encuentra en esta dltima cate-
goria). A fin de analizar esta cuestién calculamos el nimero de funciones computadas con
1 bits de salida prendidos y el resto cero. Dada la simetria de la funcién de activacion
(ec. 2.1) con la eleccién de pesos y umbrales utilizados este nimero serd igual al nimero
de funciones computables con i bits apagados (0) y 2¥~! — 4 bits prendidos (1). En la
figura 3.12 mostramos la fraccion entre esta cantidad y el numero total de funciones com-
putables para cada una de las tres arquitecturas analizadas. A los fines de analizar estos
resultados es importante tomar en cuenta que el nimero de funciones booleanas eristentes
con 1 bits prendidos tiene una fuerte dependencia con %, siendo igual C(2",4) = (2%%
Asi en la figura 3.13 mostramos la fraccién entre el niimero de funciones computadasy el
nimero de funciones posibles con i bits prendidos. Para el caso del NORFP vemos que, si
bien este computa una cantidad relativamente alta de funciones, la mayoria son funciones
relativamente simples. En los otros dos casos vemos que la distribucion de funciones
es semejante para ambas arquitecturas, computando una cantidad relativamente alta de

funciones complejas (notar la escala logaritmica en los graficos).

3.7 Analisis y Conclusiones del capitulo

Analizamos en este capitulo la capacidad de generalizacion en el aprendizaje de tres fun-
ciones booleanas: suma de dos niimeros, corrimiento de bits y paridad, implementadas en
redes neuronales de tipo feed-forward. Basamos nuestro andlisis en el cdlculo analitico del
minimo nimero de ejemplos para obtener generalizacién total (MNEFG) y de su compor-
tamiento (propiedades de escala) en relacién con el niimero de bits de entrada N y con
el nimero de sinapsis presentes en la red. Obtuvimos los valores del MNEFG a través
de un analisis detallado, para redes pequenas, de las inecuaciones en términos de los pe-
sos sinapticos de la red que pueden escribirse para los posibles ejemplos y seleccionando
entre ellas un conjunto minimo, a partir del cual pudieran ser derivadas el resto de las

inecuaciones. El comportamiento de MNEFG para valores grandes de N se obtuvo de
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Figura 3.12: Fraccién de funciones implementadas en relacién al nimero total de fun-
ciones implementadas por cada arquitectura en funcién del nimero de bits prendidos 6
bits apagados en tres arquitecturas diferentes con 4 neuronas de entrada a) NORFP, b)
Modular, ¢) Totalmente conexa.
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la generalizacién de los resultados para redes de tamano arbitrario. El MNEFG aparece
como un parametro de complejidad interesante, consistente con la nocién intuitiva de que
a mayor complejidad de problema, mayor la dificultad de su aprendizaje. Nuestros re-
sultados muestran como la interrelacién funciéon-arquitectura puede ser estudiada con
este parametro. En el caso de redes con profundidad dos, minimas en cuanto al nimero
de capas posibles, para funciones relativamente simples como la suma de dos numeros y
corrimiento de bits el MNEFG escala polinomialmente con el numero de bits de entrada,
mientras que para el caso de la funcién de paridad escala exponencialmente, mostrando
la complejidad de esta funcién. Este ultimo resultado es muy interesante si consideramos
que la funcién de paridad con la arquitectura considerada es una de las redes mas usada
para probar algoritmos de aprendizaje. También mostramos como este comportamiento
no deseado (falta de generalizacién) puede ser superado si consideramos estructuras con
un mayor niimero de capas, con campos receptivos locales. En efecto, mostramos como en
una familia de arquitecturas modulares la capacidad de generalizacion es mejorada sus-
tancialmente a medida que el grado de modularidad de la red es incrementado, tanto para
el caso de un conjunto de entrenamiento con ejemplos seleccionados como con ejemplos
aleatorios. Mas atin encontramos evidencia de la existencia de una transicion de fase de
memorizacién a generalizacién total para el caso de modularidad extrema. Con respecto
a la computabilidad de estas redes modulares mostramos, que si bien la misma se reduce
considerablemente comparativamente con la de las redes monoliticas, la distribucién de
funciones computables de acuerdo a su complejidad es semejante en ambas redes. Una
observacién minuciosa del conjunto de ejemplos que determina el MNEFG en los diferen-
tes casos nos llevo a proponer un criterio muy simple para poder seleccionar ejemplos que
conlleven a una mejora en las propiedades de generalizacion de la red: seleccionar ejemplos
con entradas muy similares (una distancia de Hamming lo menor posible entre sus bits
de entrada) pero que posean una respuesta correcta con valores opuestos. Los ejemplos
son elegidos en esta forma y privilegiando a los ejemplos con menor nimero de bits de
entrada prendidos. Este criterio, independiente de la arquitectura, no siempre asegura
obtener generalizacion total, como ocurre con la funcién de paridad implementada en una
red de profundidad dos con pesos continuos. Aqui es donde entonces comienza a jugar
el rol de la arquitectura y su relacion con la funcién elegida. Nuestros resultados sugie-

ren que el criterio funciona bien cuando MNEFG escala polinomialmente con N, y esto
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parece ocurrir solamente (en el caso de pesos continuos) cuando tenemos en la red campos
receptivos locales (no conectividad total). A partir del criterio obtenido se construyé un
algoritmo para seleccionar ejemplos, el cual fue probado con éxito en funciones aleatorias
implementadas en arquitecturas con campo receptivos locales tipo NORFP (Ver seccién
3.5).



Capitulo 4

Conclusiones

En la primera parte de esta tesis (capitulo 2) hemos construido arquitecturas de redes
neuronales que implementan diferentes funciones. El problema de construccion de arqui-
tecturas es un problema central dentro del marco de las redes neuronales.

En primer lugar, obtuvimos soluciones ezactas para arquitecturas que implementan
diferentes operaciones aritméticas con nimeros enteros de tamano arbitrario (la extensién
de los resultados obtenidos a nimeros reales es directa usando la representacion de punto
flotante), a saber: suma de N nimeros de p bits, multiplicacién de dos nimeros y problema
de corrimiento de bits (”bit-shifting”). Estas funciones son usuales en los microprocesa-
dores de computadoras secuenciales, por lo que las arquitecturas disenadas pueden ser de
gran utilidad a la hora de implementar un circuito andlogo pero masivamente paralelo, que
en estos momentos encuentra limitaciones tecnélogicas principalmente respecto a la canti-
dad de conexiones por neurona que involucran (ver tablas 2.2, 2.3 y 2.5). Sin embargo, en
aplicaciones concretas que necesitan una sobreespecializacién en ciertas funciones, como
por ejemplo en tareas de compresion de imagenes o cdlculos de transformacién de coorde-
nadas que involucran productos y sumas matriciales, las arquitecturas disenadas pueden
implementarse en circuitos programables. En particular la funcién de bit-shifting ha sido
utilizada para modelar circuitos de sistemas visuales de organismos vivos. [Anderson and
Van Essen, 1987]

Por otra parte, las arquitecturas diseiadas sirven como plataforma de prueba y analisis
para los algoritmos de aprendizaje y para estudiar cuestiones relacionadas con sus propiedades
de aprendizaje y generalizacion tal como se hizo en esta tesis en el capitulo 3.

Notemos que las arquitecturas construidas para estos tres problemas son 6ptimas en
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cuanto al nimero de capas, dado que las funciones de suma y de corrimiento de bit
son linealmente no separables y por lo tanto arquitecturas con una sola capa intermedia
constituyen arquitecturas minimas en este sentido. Para el caso de la red de producto es
posible demostrar, si bien el andlisis es complejo, que una arquitectura conteniendo dos
capas ocultas es la estructura minima necesaria con un nimero polinomial de neuronas
que puede computar esta funcién [Siu and Roychowdhury, 1994].

La profundidad minima de una red para computar una dada funcion se relaciona con
la complejidad de esta ultima. De hecho la profundidad minima puede ser usada como
una medida de complejidad de una funcién [Hofmeister et al., 1991], [Siu et al., 1993],
[Paterson et al., 1990].

Finalmente, en relacion al nimero de neuronas y sinapsis, las redes aqui presentadas se
comparan favorablemente en relacién a disefios pre-existentes para las mismas funciones.

También en el capitulo 2 se construyé una familia de arquitecturas para computar la
funcién de paridad, la cual constiutye una de las funciones mas estudiadas por razones
de complejidad e histéricas; recordemos que en el caso de dos bits de entrada la funciéon
de paridad es equivalente a la funciéon booleana XOR. Las arquitecturas obtenidas en la
seccién 2.6, a partir de la arquitectura clasica completamente conexa para computar este
problema, tienen como caracteristica principal la de ser modulares y el hecho de que esta
modularidad es controlada a través del niimero de conexiones por neurona (fyqz, ~fan-in
max”). Notemos que en estas arquitecturas tanto el nimero de neuronas como el nimero
de sinapsis crece linealmente con el nimero de neuronas en la capa de entrada para una
modularidad fija (fm.:=cte); para el caso en que el niimero de entradas est4 fijo el nimero
de sinapsis crece linealmente con el f,,.;, 0 sea que a mayor modularidad (menor f,,;)
el numero de conexiones es menor, en tanto que el nimero de neuronas en la red es casi
independiente del f,,q..

Las redes modulares han demostrado ser sumamente ttiles y eficientes en diversas
aplicaciones como reconocimiento de voz, prediccién de series temporales, aproximacion
de funciones, etc. El gran éxito de las redes modulares parece basarse en su capacidad para
captar tanto detalles globales como locales, pudiendo los diferentes médulos dedicarse a
distintas tareas haciendo més fécil su implementacién y més veloz su aprendizaje [Jacobs
et al., 1991]. La interpretacién de los datos representados por una red es una tarea

muy dificil y en ese sentido las redes modulares aparecen como una soluciéon al permitir
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descomponer una tarea compleja en miltiples tareas més simples [Rueckl et al., 1989].

Desde el punto de vista bioldgico la modularidad aparece como un concepto de funda-
mental importancia tanto por cuestiones de tipo estructural, cantidad de espacio disponible,
como por cuestiones relacionadas con el aprendizaje de diferentes tareas, permitiendo una
mayor optimizacién de algunos médulos y también una mejor codificacién. La existencia
de estructuras modulares parece evidente en ciertas dreas de la corteza visual de organis-
mos vivos [Haykin, 1994], [Van Essen, 1985].

En el capitulo 3 analizamos las propiedades de generalizacién de algunas de las arqui-
tecturas mencionadas anteriormente y de algunas otras como por ejemplo las de una red
para sumar 2 nimeros [Cannas, 1995], calculando el nimero minimo de ejemplos necesa-
rios para obtener generalizacién total (MNEFG). Este pardmetro introducido en [Franco
and Cannas, 2000a] es obtenido a partir de un estudio analitico de las ecuaciones que
impone el conjunto de ejemplos de redes pequenas. A través de un método inductivo ob-
tenemos el comportamiento del MNEFG para redes de tamanio arbitrario, constituyendo
uno de los pocos resultados analiticos que existen en este sentido.

En el caso de redes con campos receptivos locales (no totalmente conectadas) el
MNEFG escala polinomialmente con el nimero de entradas N de la red, mientras que
en el caso de una red totalmente conexa, implementando la funcién de paridad en una
arquitectura con una unica capa oculta y sinapsis continuas, el MNEFG escala en forma
exponencial (ver tabla 3.2). Este tltimo resultado demuestra una mala capacidad de
generalizacion en esta red atribuible a lo inadecuado de una arquitectura de este tipo para
implementar una funcién tan compleja como la funcién de paridad. El uso de sinapsis
discretas modifica este comportamiento, haciendo que el MNEFG escale polinomialmente
con N. No obstante, simulaciones numéricas en redes pequenas con ejemplos tomados
al azar muestran que la red continta siendo incapaz de obtener generalizacion perfecta.
Este efecto desaparece con el uso de redes modulares, donde el MNEFG escala como
N log N, lo cual refuerza las expectativas existentes sobre las redes modulares. Mas atin
las simulaciones numéricas con ejemplos tomados al azar muestran que cualquier grado
de modularizaciéon permite obtener generalizacion perfecta con s6lo una fraccién del total
de los ejemplos. Este efecto se vuelve mas marcado al aumentar la modularidad, llegando
a manifestarse en una transiciéon de fase de memorizacion a generalizacion total en el caso

de modularidad extrema (f.; = 2). Esta transicién, posiblemente discontinua, ocurre
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cuando el tamano del conjunto de entrenamiento es aproximadamente igual al MNEFG.
En contraposicion, mostramos que los tiempos de cémputo se vuelven elevados en el caso
de modularidad extrema. Nuestros resultados sugieren que los tiempos de computo en-
cuentran un valor 6ptimo para valores intermedios de modularizacién. En el caso de
ejemplos seleccionados dentro de un subconjunto de maxima informacién (esto es, entre
aquellos de los cuales se derivé el MNEFG) los tiempos de cdmputo son minimos en el
caso de modularidad extrema.

En funcién de los resultados obtenidos surge la pregunta de conocer la cantidad de
funciones que las arquitecturas modulares pueden computar; este tema fue analizado en la
subseccién 3.5.1 mostrandose que si bien hay una gran reduccién debido al incremento de
la modularidad esto esta relacionado con el hecho de que cuanto mas modulares las arqui-
tecturas menor es la cantidad de pesos sinapticos que poseen y obviamente su capacidad
de computo se ve reducida (ver tabla 3.4). En compensacién, la distribucién de funciones
computables por las redes modulares de acuerdo con su complejidad es semejante a la de
las redes monoliticas. En otras palabras, si bien las redes modulares computan menos
funciones que las no-modulares, el porcentaje de funciones complejas es semejante. Por
otra parte, cabe mencionar que la estructura de los mdodulos aqui utilizada esta deter-
minada por simetrias globales de la funcién paridad. El mismo tipo de criterio puede
aplicarse en el diseno de los médulos para computar funciones con otras simetrias, donde
podemos esperar que este tipo de estructuras presenten una alta computabilidad dentro
de subconjuntos de funciones que comparten las misma simetrias. A partir del andlisis
de los conjuntos de ejemplos que constituyen el MNEFG pudo elaborarse un criterio para
seleccionar ejemplos en problemas generales. El criterio se basa en tomar para el con-
junto de entrenamiento pares de ejemplos similares, es decir que difieren solamente en
pocos bits de salida (distancia de Hamming pequefa), pero con respuestas diferentes y
privilegiando a los ejemplos que contienen una menor cantidad de bits prendidos. Con
esta idea desarrollamos un algoritmo de seleccién de ejemplos que fue probado con éxito
utilizando funciones aleatorias en diferentes arquitecturas con campos receptivos locales,
obteniéndose una mejora sustancial respecto de las propiedades de aprendizaje observadas
utilizando conjunto de ejemplos seleccionados aleatoriamente. Uno de los puntos centrales
de esta tesis ha sido la relacion entre las propiedades de generalizacién de perceptrones y

la complejidad de las funciones a ser aprendidas. La complejidad de una funcién es un
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concepto difuso, de dificil definicién y que va més alld del area de las redes neuronales.
Diferentes medidas de complejidad han sido propuestas en diferentes &reas [Parberry,
1996], [Denker et al., 1987], [Parisi, 1992]. Es probable que no sea posible encontrar
una unica cantidad que cuantifique de manera consistente la complejidad de cualquier
funcion, siendo necesario combinar diferentes cantidades de acuerdo a cada contexto es-
pecifico. Creemos que los resultados presentados en este trabajo constituyen un aporte
importante al desarrollo de medidas de complejidad en el contexto de aprendizaje en per-
ceptrones, como discutiremos a continuacion. Una primera medida de complejidad de una
funcion puede ser la arquitectura minima de red necesaria para computarla. Tomemos
por ejemplo un perceptron de /N entradas con una unica capa oculta conteniendo h neu-
ronas completamente conectadas a la capa de entrada. Para h = 1 esta arquitectura
s6lo puede computar funciones linealmente separables (consideradas simples). A medida
que aumentamos h esta arquitectura computard un nimero creciente de funciones hasta
computar las 22" posibles cuando h sea de orden exponencial en N. De esta manera
el h minimo necesario para implementar una funcién nos dara una primera idea de su
complejidad. Ahora bien, dada una arquitectura fija y un conjunto de funciones pode-
mos comparar su complejidad considerando la capacidad de generalizacion de la red en
el aprendizaje de cada una de ellas. Funciones mas complejas requieren de un numero
mayor de ejemplos para ser aprendidas. Hemos mostrado en este trabajo la existencia de
conjuntos minimos de ejemplos que contienen toda la informacion acerca de una funcion.
Estos ejemplos pueden agruparse en pares de ejemplos con respuestas diferentes cuyas en-
tradas presentan una distancia de Hamming minima. La cardinalidad de estos conjuntos
es el MNEFG, el cual surge entonces como una medida posible de complejidad, a través
de su dependencia asintética con el nimero de entradas de la red N. El aprendizaje de
los ejemplos contenidos en uno de estos conjuntos nos garantiza la generalizacién total
por medio de cualquier algoritmo de aprendizaje que se utilice y de esta manera nos esta
dando una idea de la cantidad de informacion total que hay que suministrarle a una dada
arquitectura para aprender la funciéon. Una medida usual de la capacidad de aprendizaje
de una arquitectura es la dimensién VC, la cual es independiente de la funcién a imple-
mentar. El MNEFG depende tanto de la arquitectura como de la funcién. Dado que
la generalizacion so6lo es posible cuando el nimero de ejemplos supera la dimensién VC

el MNEFG calculado para cualquier funciéon computable por la red constituye una cota
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superior para la primera. Vemos asi que en un proceso de aprendizaje, al ir aumentando
el tamano del conjunto de entrenamiento la generalizacién comienza cuando se alcanza la
dimensiéon VC y termina cuando se alcanza el MNEFG. Por otra parte, la dimensién VC
es en general sumamente dificil de calcular en cualquier arquitectura de tamano y com-
plejidad mediana. El cdlculo de las propiedades asintéticas del MNEFG es més sencillo
que el de la dimensién VC [Mitchinson and Durbin, 1989], [Kowalczyk, 1997] a través del
método aqui presentado, si bien requiere de informacion detallada acerca de la funcion
utilizada. Esto lo convierte potencialmente en un instrumento teérico valioso para el es-
tudio de propiedades de generalizacién. Una extensiéon interesante del presente trabajo
es la siguiente: es sabido que el uso de campos receptivos locales es fundamental para
obtener una buena capacidad de generalizacion. En particular hemos mostrado como las
redes modulares pueden presentar una alta capacidad de generalizacién (bajo MNEFQG)
en el aprendizaje de funciones complejas. El problema que se presenta en situaciones
practicas, es que en general no se dispone de informacion suficientemente detallada acerca
de la funcién a aprender que permita el diseno de una red modular eficiente. Una posibil-
idad interesante es el desarrollo de algoritmos de construccién de arquitecturas (tanto de
crecimiento como de ”pruning”) en los cuales las unidades bésicas anadidas o eliminadas
durante el aprendizaje sean distintos tipos de médulos, en lugar de neuronas o sinapsis
aisladas. En estos algoritmos los conjuntos de entrenamiento podrian escogerse de acuerdo
con el criterio de seleccién aqui introducido, lo cual tenderia a optimizar la capacidad de

generalizacion para cada tipo de médulo, a la vez de disminuir los tiempos de cémputo.
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