Sistemas de pocos cuerpos en un entorno del umbral
del continuo: estados ligados, resonancias, estados
Borromeanos y de Efimov

por
Federico Manuel Pont

Presentado ante la Facultad de Matematica, Astronomia y Fisica como

parte de los requerimientos para la obtencién del grado de

Doctor en Fisica
de la

Universidad Nacional de Cordoba

Marzo de 2010
©FaMAF- UNC 2010

Director: Dr. Pablo Serra



II




Resumen

En esta Tesis se presenta un estudio de varios sistemas cuanticos cuyo comun de-
nominador es que poseen uno o mas estados ligados cerca del umbral de energia
del continuo. En este aspecto se analizaron los diagramas de estabilidad de varios
sistemas de dos y tres particulas ligadas por diferentes potenciales centrales, tanto
externos como de interaccion entre particulas, determinando las zonas en que los
sistemas son capaces de ligar tres, dos, una, o ninguna particula. Se hace particular
énfasis en sistemas de cargas que presentan enlace Borromeano o Efecto Efimov
en cierta region de los parametros donde son capaces de ligar tres particulas pero
no dos. Se demuestra mediante calculos variacionales de alta precision que algu-
nos sistemas de particulas cargadas inmersas en plasmas, en la aproximacion de
Debye-Hiickel, presentan Efecto Efimov y enlace Borromeano. Se analizaron tam-
bién sistemas con estados ligados cuya energia cruza el umbral del continuo al
variar los parametros del Hamiltoniano. En general estos estados son absorbidos
por el continuo o generan una resonancia que tiene energias por arriba del valor de
umbral. Se investigaron sistemas de una particula tipo pozo barrera que presentan
resonancias utilizando métodos variacionales y escaleo complejo. En un modelo de
punto cuantico con dos electrones se analizé como varian la densidad de estados,
vida media y distintos observables con la intensidad de la interaccion Coulombiana
entre electrones. Se propuso una definicion de la entropia de informacion (von Neu-
mann) que puede asignarsele a una resonancia y se desarrollé un método basado
en dilataciones analiticas para calcular el valor de las entropias.

Palabras Clave: Mecanica Cuantica, Aproximaciones Variacionales, Estados ligados,
Resonancias, Efecto Efimov, Entropia de von Neumann.

Clasificaciones: 03.65.Ge, Solutions of wave equations: Bound states.

03.67.Mn, Entanglement measures, witnesses, and other characterizations.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Sistemas débilmente ligados

Los sistemas débilmente ligados normalmente pierden sus cualidades particulares
y entran en un régimen de comportamiento universal clasificado por unas pocas
variables globales del problema como la dimensidn, el momento angular, etc.

El concepto de estado ligado en mecanica cuantica esta relacionado con uno de los
rasgos que mas la diferencian de la mecanica clasica. Sin embargo, en muchas situaciones
las dos teorias se comportan en forma similar. En un sistema clésico de varias particulas
interactuando suele ocurrir que las mismas se mantienen localizadas en una region del
espacio. Aqui el concepto de localizacién espacial va acompanado intrinsecamente de la
nocién de tiempo, ya que, aunque no lo hemos especificado, las particulas debe perma-
necer localizadas ad infinitum. Lo que ocurre normalmente es que la interaccién entre
particulas define un pozo de potencial en el cual quedan atrapadas. La configuracién del
sistema tiene menor energia que las barreras del pozo, y la particulas se mantienen lo-
calizadas dentro del mismo. La situacién equivalente en mecanica cuantica tiene algunas
similitudes. Como es bien sabido, la energia del sistema ( para estados localizados ) es un
parametro que podemos incorporar exteriormente en la forma de un estado inicial. Sin
embargo para que el sistema permanezca localizado, el estado debe poder descomponerse
completamente como una combinaciéon de estados especiales: los autoestados o estados
ligados. Los estados ligados corresponden a configuraciones que permanecen localizadas
por tiempo infinito y conservan la energia. Vemos entonces que un estado localizado es
una combinacién lineal de estados ligados. Esto es cierto siempre y cuando el sistema evo-
lucione el tiempo suficiente. Si lo hacemos, las posibles contribuciones del estado inicial
sobre configuraciones no ligadas pierden coherencia y solo restan las contribuciones sobre
estados localizados. Estas contribuciones, al igual que los modos normales en una cuerda
vibrante, no interfieren entre si y conservan coherencia por tiempo infinito.

Quizas la diferencia méas popular entre el problema clasico y cuantico sea la probabi-
lidad no nula de atravesar una barrera de potencial en mecanica cuantica. Las particulas
confinadas en una regién del espacio por barreras de potencial pueden escapar atin cuando
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Figura 1.1: Esquema de un pozo de potencial: (a) Con un estado ligado y (b) uno de la
misma forma, pero que no tiene la profundidad suficiente para ligar un estado. El caso
(b) en mecanica cldsica tiene estados localizados, si estos tienen energias por debajo de
cero y arriba de —Vj.

su energia es menor que la de la barrera. Este tema es realmente muy interesante y en la
presente Tesis nos encontraremos con él al calcular resonancias en puntos cuanticos. El
concepto de Resonancias aparece en muchas ramas de la fisica de modo que hacemos un
rapida definicion para orientar las ideas, dejando una descripcion mas completa para el
capitulo correspondiente. Dentro de los que venimos explicando, llamaremos resonancias
a ciertos estados cuanticos del sistema que, si bien no son estados ligados, se mantienen
localizados en alguna regién del espacio un tiempo finito, luego del cual se considera que
el sistema puede describirse como dos sistemas por separado. Este tiempo es basicamente
el tiempo que demora el sistema en atravesar las barreras que lo mantenia localizado.
Las resonancias en fisica cuantica son elementos complejos de analizar por su caracter
dependiente del tiempo de evolucion del sistema.

Otra particularidad en la que se quiere hacer incapié en esta introduccién es el hecho
de que el sistema cudntico puede no soportar estados ligados. Evidentemente esto también
es posible en mecanica clasica, si no tenemos ningtin pozo o barrera que impida que las
particulas se separen infinitamente. Lo interesante del caso cuantico es que esto puede
ocurrir ain cuando exista un pozo de potencial con valores de energéticos por debajo
de cero (siendo cero la energia de las particulas infinitamente separadas). La conclusién
general es que para que el sistema soporte estados ligados los pozos de potencial tienen que
ser lo suficientemente atractivos como para lograr localizar las particulas constituyentes
(ver Figura 1.1).

Durante el desarrollo de la Tesis estudiaremos varios tipos de sistemas cuanticos, en
muchos de los cuales las capacidad de soportar estados ligados depende de las variables
del problema. La linea conductora que une los capitulos de la Tesis son las propiedades de
los estados y energias de un sistema cuantico cuyas variables son sintonizadas a valores
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— Energia de un estado débilmente ligado
---- Umbral de Energia
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Figura 1.2: Energia de un estado ligado como funcién de un pardmetro del Hamiltoniano.

criticos. Los valores criticos son aquellos en que la configuracion del sistema tiene una
energia muy cercana a la energia de uno o varios subsistemas del mismo. En esta idea
global un subsistema puede consistir en un subconjunto de particulas del sistema original
o también a todas ellas por separado (energia cero). En esta situacién de degeneracidn,
la fisica nos indica que la configuracién menos energética es la més estable. Una pregunta
que surge es : ;Como ocurre la transicion entre el sistema completo y el sistema separado
en subsistemas 7. Sin duda que las respuestas posibles a esta pregunta son muchas y
trataremos de encontrarlas, al menos parcialmente, a lo largo de la Tesis.

La situacion recién descrita puede ser minimamente formalizada considerando que
un sistema cuantico en general estd descripto por un Hamiltoniano H, el cual tiene un
parametro A que modifica las interacciones. Este parametro nos indica la profundidad de
los pozos de potencial involucrados en el problema. El valor de A entonces modifica el
sistema de forma que aumenta o disminuya la cantidad de estados ligados y sus energias.
En particular, focalizaremos la atencién en los casos en que un estado ligado alcanza
una energia de umbral F,,p.q, correspondiente a un subsistema. Cuando esto ocurre, el
estado cambia su caracter de localizado o no. En este proceso los estados ligados siempre
tienen asignada una energia que llamaremos de ionizacion o disociacion Zy = F\ — Eumbral
(ver Figura 1.2) . El valor umbral podemos definirlo, como la energia de uno o varios
subsistemas con menor cantidad de particulas. Lo que sucede entonces es que al alcanzar,
o superar, el umbral de energia la configuracién mas favorable para el sistema (la de
menor energia) es separarse en subsistemas. Puede suceder que algunas particulas queden
ligadas y otras libres o directamente todas ellas se separan infinitamente.
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Nos referiremos entonces como débilmente ligados a los estados ligados del sistema
cuya energia esta cerca del valor umbral de energia. Existe mucha literatura referida a los
distintos fenémenos que ocurren cuando un estado esta débilmente ligado [1, 2, 3, 4, 5, 6].
Desde el punto de vista mas formal, la funciéon de onda de tales estados sufre cambios
muy profundos a tal punto que puede dejar de ser normalizable en el sentido usual de
la mecénica cuantica. Sin embargo, y desde un punto de vista mas pragméatico, muchos
sistemas se mantienen localizados el tiempo suficiente como para ser medidos y caracteri-
zados antes que el sistema deje de ser una sola entidad (resonancias). El comportamiento
de la energia cerca del umbral es también un tema que ha sido atacado desde muchos
angulos. Normalmente la energia de ionizacién del sistema se hace no analitica cerca del
umbral y puede definirse una forma asintética,

I)\ = EA — Eumbral ~ —a|)\ — )\c|o¢ A— >‘c_ (11)

en donde ). indica el valor de A\ para el cual la energia de ionizacién se hace cero. La
notaciéon A — A indica que nos acercamos al valor critico desde la regién con estados
ligados. La energia de umbral E,,;-o; puede ser también una funcién de \. Los exponen-
tes de los términos dominantes (v en este caso) de estas expansiones son cruciales para
clasificar a los sistemas. De manera similar a lo que ocurre que en mecanica estadistica,
los exponentes definen la clase de universalidad del sistema cerca al umbral. Veremos
luego que esta comparacion con la mecanica estadistica no es casualidad y que las simi-
litudes no terminan alli . En el caso de la mecanica cuantica los parametros que definen
la universalidad incluyen la dimension del problema, el momento angular, la cantidad de
particulas involucradas, la forma de las interacciones (corto o largo alcance), etc. Parti-
cularmente podemos decir que el comportamiento critico cerca del umbral en potenciales
esféricamente simétricos de una particula ha sido estudiado en detalle. La dependencia
con la dimensién espacial fue tratada por Klaus y Simon [3], mientras que respecto del
momento angular (como un pardmetro continuo), por Lassaut et al [1].

Las condiciones para la existencia de estados ligados en sistemas de pocos cuerpos
también ha sido un tema de investigacién relevante desde hace ya muchas décadas|7, 8,
9, 10, 11, 12]. Hoy en dia la existencia de un estado ligado y el comportamiento cerca
de la energia de umbral en sistemas de un cuerpo en potenciales externos, esta bien
documentado. Cotas superiores e inferiores al nimero de estados ligados para sistemas de
una particula se vienen obteniendo en forma sistematica desde los trabajos pioneros de
Jost y Pais [13] y Bargmann [14]. En referencia a las energias de los sistemas de pocos
y N-cuerpos, podemos decir que hay una cantidad considerable de trabajos realizados 8,
7, 9] ( y referencias alli citadas ) para obtener cotas superiores e inferiores a las mismas.
El ambito numérico ha hecho también un gran aporte al area con métodos para evaluar
las energfas y los valores de los pardmetros criticos para un cuerpo [15] y para pocos
cuerpos [16, 6].

1.2. Estados Borromeanos

Un sistema de varias particulas presenta estados ligados Borromeanos cuando tiene
al menos un estado ligado y todos los posibles subsistemas son inestables.
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Figura 1.3: Paraddjicamente, el escudo herdldico de la Familia Borromeo representado
en el jarrén de la fotografia (tomada en el castillo de la familia en isla Bella, lago
Maggiore, lItalia), no representa la topologia correcta. Varios estudios estiman que los
alfareros no realizaban el logo con la topologia correcta por las dificultades técnicas que
implica entrelazar tres anillos en forma Borromeana sobre un plano. De hecho esto es
estrictamente imposible si los anillos son planos también.

Figura 1.4: Vista 3D de los anillos borromeanos que muestra la topologia de los mismos.

El Nombre de estos estados cuanticos viene dado por el escudo Heraldico de la fa-
milia italiana Borromeo ( Figura 1.3 ). Los anillos representaban la unién de la familia
Borromeo con otras dos familias que gobernaban el norte de Italia, la Visconti y Medici.
Curiosamente, muchos de los escudos de la familia, representados en jarrones, monedas y
demas articulos no presentan la topologia correcta de los anillos (Figura 1.4). Sin embargo
no es el unico lugar en donde estos anillos han aparecido a lo largo de la historia, hay
datos de ellos desde los vikingos (Figura 1.5) hasta los tiempos contemporéneos (en forma
de logos de empresas (Figura 1.6)), pasando por obras de arte de reconocidos artistas de
la talla de Boticelli o Miguel Angel ( Figura 1.7). En la mayoria de los casos la motivacién
para su uso ha sido la sinergia representada por los tres anillos enlazados de forma tal
que, si uno se corta los dos restantes quedan libres o pierden su poder conjunto.

El mundo de la fisicos, como parte de la sociedad, claramente no ha quedado libre de
caer en la tentacion y utilizar el atractivo concepto topologico de los anillos para describir
algunos sistemas. Los primeros sistemas cudnticos de pocos cuerpos descubiertos que
presentaban enlace Borromeano se encontraron en fisica nuclear. Més especificamente
el estudio de Halos [17] en nucleos débilmente ligados fue el d&mbito en que nacié la
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W

Figura 1.5: Una de las mads antiguas apariciones de los anillos en las runas nérdicas,
el Valknut. Esta es una imagen de la piedra de Store Hammar en la que se representa
un sacrificio. Hay varias teorias sobre el significado del Valknut, una de ellas sostiene
que los anillos simbolizaban al dios Odin y su poder de confundir la mente de guerreros,
como también la capacidad de regalarles dones para las batallas.

Figura 1.6: Muchas empresas contemporaneas escogen variaciones del los anillos como
representacion de alguna idea subyacente a su producto.

denominacién de estos estados. Un halo, de su definicion, es un circulo de luz difusa
en torno de un cuerpo central luminoso. Un halo cuantico es equivalente pero el papel
de la luz lo juega la densidad de probabilidad de las particulas del sistema. Uno de los
sistemas en los que aparecen halos es el niicleo *He. Este nicleo es estable con respecto
a la disociacién mientras que el nticleo més liviano He decae espontdneamente en “He
y un neutrén. El nicleo de °He puede describirse, debido al cardcter Borromeano, como
una particula a central y dos neutrones delocalizados orbitando muy alejados de ella.
Si despreciamos la estructura del nicleo, esto significa que el sistema (a, n,n) es estable
cuando los sistemas (a,n) y (n,n) no lo son. Claramente el °He es un sistema con enlace
Borromeano. Otro ejemplo es el del 'Li, que posee una conformacién similar, con halos
de neutrones, pero con una estructura central diferente [17]. Otro fenémeno relacionado
con los estados Borromeanos son los agregados de 3He. Se sabe que la molécula de 3He,
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Figura 1.7: En la obra Pallas y el Centauro de Sandro Boticelli pueden observarse anillos
Borromeanos en la vestimenta de la mujer.

no es estable, sin embargo el Helio liquido si existe y es estable. Debe existir entonces un
ntimero critico N para el cual el agregado Hey es estable. Resultados en este aspecto han
sido encontrados con métodos tipo Monte Carlo [18], sin embargo quizas el més relevante
sea la cota [19] de 35 4tomos como minimo para que el sistema sea estable.

Enfocando un poco maés a los problemas que se tratan en esta Tesis, podemos citar
el caso de la molécula de Hidrogeno con interacciones apantalladas. Las interacciones
apantalladas son normalmente resultado de teorias de campo medio en el que las interac-
ciones entre particulas se ven reducidas debido a las condiciones del medio. Un ejemplo
son los plasmas de Debye, en que se utiliza un potencial tipo Yukawa (e_rw) para simular
las interacciones entre particulas en los plasmas ionizados térmicamente [20, 21, 22|. Las
diferentes condiciones del plasma son ajustadas con el nivel de apantallamiento o'. Para,
el caso de la molécula de Hidrégeno, se logré probar en 2004 [23] que la misma presenta
estados Borromeanos. Los estados Borromeanos se encuentran cuando el valor del apanta-
llamiento es suficiente como para desestabilizar los Hidrégenos que componen la molécula,
pero esta sigue siendo estable (ver Figura 1.8). Este notable resultado tuvo su gran apor-
te para el rumbo de la presente Tesis, ya que fue el impulsor de una gran parte de los
problemas aqui encarados. Otros resultados similares para sistemas con interacciones tipo
Yukawa han sido encontrados recientemente también en Condensados de Bose [24]. Se
ha propuesto que en los condensados de Bose se pueden generar auto ligaduras a través
de interacciones con campos electromagnéticos inducidos por un laser externo. En este
esquema las interacciones entre particulas de tipo 1/r se ven modificadas o apantalladas
por la intensidad del laser.

Finalmente, diremos que los estados Borromeanos atéomicos y moleculares no han sido
objeto de tantos trabajos como los sistemas nucleares. Hay sin embargo un creciente interés

'La forma de obtener la interaccién apantallada tipo Yukawa, se puede encontrar en el capitulo 3
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Figura 1.8: Esquema que muestra como la variacion de energia en funcién de un pardme-
tro (\), como el apantallamiento nuclear, puede llevar a un sistema a ser Borromeano.
La linea vertical de trazos indica el valor para el cual los subsistemas dejan de ser estables
(E = 0) mientras que la energia del sistema completo sigue siendo estable.

en estos estados para los sistemas embebidos en plasmas [20, 21, 22, 25]. Mucho es lo que
resta por hacer en este area para establecer conexiones con resultados de experimentos
en los que las propiedades colectivas, emergentes de las interacciones fundamentales, son
claves para comprender la fisica involucrada.

1.3. Resonancias

Probablemente el fenomeno mas sorprendente en todo el rango de experimentos
de dispersion sean las resonancias. John R. Taylor. [26]

Las resonancias sobre las que hablaremos en esta tesis son las asi nombradas en la
teorfa de dispersién [26, 27]. Un problema tipico de dispersién consiste en un proyectil
que se hace incidir en un blanco. Los proyectiles y los blancos pueden ser electrones,
particulas elementales, atomos o moléculas. Muchas veces se utilizan iones o particulas
cargadas debido a la posibilidad de darles impulso y direccién cuando se encuentran bajo
la accion de campos electromagnéticos. Dentro de los experimentos de dispersion también
podemos encontrar los que tienen como blanco a superficies solidas.

Los procesos de dispersion pueden ser naturalmente encasillados en dos grupos: elasti-
cos o inelasticos. En los elasticos la energia inicial del proyectil se conserva durante todo el
proceso. No hay intercambio de energia con el blanco. Por otro lado en el caso inelastico, si
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Figura 1.9: La figura muestra un potencial efectivo entre una particula . y el nicleo
en un proceso de decaimiento-c.

lo hay. Dentro de la dispersién elastica podemos a su vez considerar tres casos. El primero
consiste en que el proyectil queda atrapado por el blanco. Otro posible caso es el opuesto,
el proyectil se deflecta en el blanco sin demorar un tiempo considerable durante la interac-
cion. El tercer y mas interesante caso, para esta tesis al menos, es el que da el nombre a las
resonancias. Diremos que el sistema Proyectil-Blanco tiene una resonancia si el conjunto
forma un estado de vida media larga (detectable) que tiene suficiente energia como para
romperse en dos subsistemas. Claro que esta definicién carece de rigurosidad matematica,
pero funciona a la perfeccién para establecer una idea conceptual del problema.

El decaimiento-a de un ntucleo radiactivo es quizas el problema de resonancias mas
estudiado y tal vez también el primero, ya que fue resuelto en 1928 por el fisico ruso
George Gamow [28, 29, 30]. Esto se puede modelar mediante un potencial esféricamente
simétrico que representa la interaccion de la particula o con el nicleo. Una forma tipica
de este potencial se muestra en la Figura 1.9. En la figura se incluyen las energias de
un estado ligado Ejy y una resonancia Eg. El tiempo caracteristico de decaimiento del
nucleo esta relacionado con el tiempo que demora la particula o en atravesar la barrera
de potencial cuando esta en el estado 1. Este tiempo de vida es siempre una funcién
inversamente proporcional del valor de la energfa del estado E?. Esto quiere decir que
la vida media de una resonancia muy cercana al umbral es muy larga. La dependencia
de la vida media con la energia cinética de la particula o esta expresada por la ley de
Geiger-Nuttall, corroborada posteriormente por los calculos de Gamow. Veremos que esto
tiene su origen en que las resonancias de forma surgen de un estado ligado que atraviesa

2En realidad de la diferencia con el umbral Er — Fy,. Pero aqui el umbral es cero.
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el umbral al modificar los pardmetros del potencial. En la Figura 1.9 podemos pensar que
hacemos el pozo de potencial mas profundo y la energia Er se hace cada vez mas cercana
al umbral hasta que lo cruza.

En una mirada mas técnica las resonancias se obtienen como polos de la matriz de
dispersién definida en el plano complejo de vectores de onda k ( % = E). Los polos en
el cuarto cuadrante ( Re(k) > 0 ; Im(k) < 0 ) son los que corresponden a las resonancias
y tienen energias complejas E,., = Er — zg La parte imaginaria de esta energia es
inversamente proporcional al tiempo de vida media de la resonancia. Esta relacion del
tiempo de vida con una energia imaginaria motivé que muchos métodos para analizar las
resonancias incluyan extensiones analiticas al plano complejo. Otra importante propiedad

de los estados de resonancia es que cumplen la ecuacion
H¢res = Eresd)res (12)

pero no son autoestados de un problema Hermitiano y claramente FE,.; no puede ser
una autoenergia ya que es compleja. Sin embargo, veremos que el estado .5 no es nor-
malizable y esto hace que el Hamiltoniano deje de ser Hermitiano permitiendo energias
complejas. Esta simple ecuacién de pseudo-autovalores da cuenta de lo interesante que
son estos estados que aparecen al considerar espacios de funciones no acotadas dentro del
dominio del Hamiltoniano. En un problema de una particula en un potencial central, las
funciones 1., son divergentes para r — oo. La integral de la densidad de probabilidad
hasta una distancia rg fija tiende a cero con el paso del tiempo, para cualquier rq que eli-
jamos. Esto claramente va de la mano con la idea intuitiva que tenemos de una resonancia
como un estado localizado por tiempo finito que luego escapa al infinito.

Las resonancias que pueden describirse como un proceso de tunneling® través de una
barrera de potencial son llamadas resonancias de forma. Estas resonancias tienen origen
puramente cudntico y desaparecen si consideramos el mismo problema en el limite clasico
h — 0. Este tipo de resonancias es el que estudiaremos a lo largo de esta Tesis. Otro
tipo de resonancias son las conocidas como resonancias de Feschbach. Estas se deben, por
ejemplo, a la dependencia angular de las interacciones proyectil-blanco. Si pensamos en
un blanco con simetria cilindrica, el potencial de interaccion con el proyectil sera diferente
seglin sea la direccién en que se acerque. Si lo hace en forma radial (perpendicular al eje
de simetria) no serd lo mismo que si lo hace a lo largo del eje de simetria. Lo interesante
del caso es que la energia correspondiente a un estado ligado e una direccién puede ser una
energia de resonancia para la otra direccion. Este tipo de resonancia es el que se presenta
por ejemplo en la interaccién de moléculas diatémicas (simetria cilindrica) con superficies
planas. Como veremos a continuacién las resonancias de Feshbach tienen un importante
papel en la deteccién experimental de los estados de Efimov en atomos ultrafrios.

3Lamentablemente no hay un vocablo en castellano aceptado para describir el pasaje a través de
regiones clasicamente prohibidas. La mejor opcién, desde le punto de vista del autor, es decir que en un
proceso de tuneleo las particulas tunelean.
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1.4. Efecto Efimov

Forty years of Efimov physics: How a bizarre prediction turned into a hot topic.
Physics 3, 9 (2010).

N

Figura 1.10: Esquema de las energias de estados de Efimov (T) y la energia umbral de
los subsistemas de dos particulas (D). El eje horizontal es la inversa de la longitud de
dispersion a de los subsistemas.

El efecto Efimov fue descubierto por el fisico ruso de nombre homoénimo en el ano
1970 [31]. Remarcamos la palabra descubierto por que la medicién del efecto propuesto
teoricamente por Efimov demord nada menos que 36 anos en ser comprobada. El efecto
propone la existencia de infinitos estados ligados de tres particulas cuando la interaccion
de pares se hace resonante. Supondremos que de alguna forma se puede sintonizar las
interacciones entre ellas, haciéndolas mas o menos atractivas. Si las interacciones son de
corto alcance, y se disminuye gradualmente la atraccién, los subsistemas formados por
pares de particulas (por ahora todos ellas iguales) ya no son capaces de tener estados
ligados y se expresa diciendo que la interaccion de a pares es resonante. Aun cuando los
pares de particulas no forman estados ligados, las tres particulas en conjunto si lo hacen.
El efecto Efimov consiste en la aparicién de infinitos estados ligados de tres particulas,
cuando las interacciones son sintonizadas al valor exacto (valores criticos) en que los pares
se hacen inestables (Figura 1.10). Algunas particularidades de estos estados incluyen un
punto de acumulacién en el umbral del continuo con un espectro geométrico en el cual,

BB = em/so (1.3)

con E7 el enésimo estado ligado por arriba del fundamental y so = 1,00624 es una cons-
tante universal del efecto Efimov para bosones idénticos. La constante universal sy es
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diferente si las particulas son distinguibles entre si y es funciéon del cociente de masas
si estas no son iguales. Es claro que los infinitos estados no aparecen discontinuamente
cuando la interaccién se hace resonante. Recordamos aqui que la longitud de dispersion
comienza a divergir cuando la interaccién de a pares se acerca a la zona resonante. Los
estados de Efimov comienzan a aparecer antes de alcanzar la divergencia y lo hacen de
una manera universal, independiente de la forma particular de las interacciones. En la
Figura 1.10 puede verse que sobre la linea de trazos la cantidad de estados de Efimov es
solamente dos. En 1970 Efimov [31] logra determinar que la cantidad de estados ligados
cerca de la divergencia esta dada por

N — %ln@ @ — 00 (1.4)

en donde a es la longitud de dispersion de los pares de particulas y [ es una longitud
caracteristica de la interaccién. Como vemos en (1.4) para que el efecto tenga lugar es
necesario que la longitud de dispersiéon de un sistema de dos particulas debe hacerse
infinita (o muy grande) respecto de la longitud caracteristica .

La longitud de dispersion es el coeficiente del término con [ = 0 de la amplitud de
dispersién en un desarrollo en ondas parciales. Si la energia del proyectil es muy baja la
dispersién es isotrépica y la tnica escala del problema es a. Si el estado ligado esta cerca
del umbral (energia baja), la longitud de dispersién diverge y salta discontinuamente a
menos infinito cuando el estado es absorbido por el continuo. Es decir, que para longitudes
de dispersion negativas no tenemos estados ligados de dos particulas, mientras que para
las positivas si. Tenemos entonces que si las longitudes de onda son negativas los estados
de Efimov son estados Borromeanos ya que no existen subsistemas estables.

El origen del caracter universal del efecto Efimov esta relacionado directamente con
el alcance de las interacciones. Para analizar la posibilidad de existencia del efecto en un
sistema cuantico, es necesario determinar algunas escalas. Una de ellas es el alcance de
la interaccién entre particulas [. Podemos visualizarla facilmente si pensamos un pozo de
potencial de profundidad Vj y radio /. Evidentemente en este caso el alcance es [. Otra
escala es la longitud de dispersion a, que caracteriza las interacciones cerca del umbral. La
tercera escala que utilizaremos es la del tamano de los estados, o las distancias relativas
entre las particulas ;. Las interacciones solo juegan un papel importante cuando las tres
particulas se encuentran dentro de un volumen de orden 3. Vimos que si la interaccién
de pares se hace resonante, la energia de los pares alcanza el umbral del continuo y
la longitud de dispersion a diverge. Ahora, es sabido también que en ese caso crece el
tamano de los estados de dos particulas 7;;, y las interacciones de corto alcance pueden
ser despreciadas ya que 7;; > [. Lo interesante es que el otro pardmetro dimensional del
sistema, la longitud de dispersién a, es mucho mayor que las r;;. Entonces no existe una
escala caracteristica del sistema ya que | < 1;; < a y los resultados son universales e
independientes del potencial involucrado. Las interacciones en esta regiéon solo dependen
de la simetria de las permutaciones entre las particulas, el momento angular total y la
paridad de las soluciones.
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Una condicién para que el efecto Efimov se haga visible se desprende del parrafo
anterior, la longitud de dispersion debe ser grande respecto a [,

a> 1. (1.5)

En este sentido podemos definir dos limites para los cuales se ha demostrado que el
efecto ocurre,

» Limite resonante (a — oo, [ fijo)
» Limite de escala (I — 0, a fijo)

En caso de hacer solo el limite resonante, obtenemos el espectro geométrico con punto
de acumulacién en el umbral, acotado por debajo como mencionamos anteriormente. Si
ademés hacemos [ — 0, el espectro no es acotado por debajo y no existe un estado
fundamental. Si solamente hacemos el limite de escala, también tenemos infinitos estados
arbitrariamente profundos, pero no tenemos un punto de acumulacién en el umbral®.

Desde la publicacién del trabajo de Efimov hasta el presente ano, ha habido bastantes
intentos por medir dichos estados. Los éxitos han sido nulos hasta 2006 en que el grupo
de Rudolf Grimm [33] logré medir uno de los estados en dtomos de Cesio ultrafrios. Este
trabajo desperto en el ambito de la fisica de los atomos frios un recalcado interés que
tuvo como resultado varias publicaciones reportando diferentes sistemas que presentan el
efecto [33, 34, 35]. Los atomos de Cesio ultrafrios se enfrian mediante un sistema ldser
que consiste en trasmitirle impulso solamente a los dtomos con mas energia cinética. El
efecto es que la cantidad de atomos con energia cinética muy cercana a cero aumenta, y
la temperatura disminuye considerablemente (~ 10nK). Como recalcamos en los parrafos
anteriores, el efecto aparece si la longitud de dispersion dtomo-atomo diverge. Para lograr
esto con un sistema fisico se utilizan las resonancias de Feschbach que nombramos en la
seccion 1.3. La base para la existencia de las resonancias de Feshbach es tener interacciones
con diferentes simetrias moleculares, las cuales tienen energias asintéticas muy diferentes
para distancias grandes [36]. Esto hace que para una dada energia hay estados ligados en
una simetria y en la otra una region de energia continua. Vale decir que dos particulas que
colisionan con energia F cercana al umbral en un canal abierto, se ven acopladas con el
estado ligado de igual energia en la otra simetria o canal cerrado. La consecuencia es que
la longitud de dispersiéon aumenta notablemente, logrando las condiciones para medir el
efecto. Para poder sintonizar las energias en juego se utilizan campos magnéticos o lasers
cuyo efecto depende de la simetria, con lo cual los estados de cada simetria varian de
diferente forma. La cuestion no trivial es el hecho absolutamente notable de que puedan
manipular la fuerza de la interacciéon entre los atomos y con ello cambiar la longitud de
dispersién del sistema [36].

Lo que se mide para asegurar la existencia del efecto es la longitud de recombinacion.
Esto es una medida de cuantos dtomos se acoplan de a tres, como funcién de la longitud

4El llamado efecto Thomas [32], descubierto en 1937 mucho antes que el efecto Efimov, es bsicamente
lo que ocurre en limite de escala
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de dispersién. Se espera y se predice de la teoria que la longitud de recombinacién muestre
una resonancia cuando un estado de Efimov intersecta el umbral del continuo. Esto es
l6gico porque los atomos libres, que tienen energia muy baja, ficilmente se acoplan para
formar un trimero con energia cerca del umbral del continuo, lo que genera un pico de
recombinacion.

1.5. Aportes realizados en esta Tesis

El capitulo 2 estd enfocado a las propiedades criticas de sistemas de dos particulas
en campos externos. El tratamiento es netamente matemaético, con resultados rigurosos
generales y particulares para algunos casos de interés. Se obtuvieron resultados sobre
las propiedades de diagramas de estabilidad de estados fundamentales que conectan la
existencia de lineas criticas con el alcance de las interacciones. Se hace particular énfasis
en la existencia de lineas criticas que separan regiones con 2 particulas ligadas de las
regiones con ninguna particula ligada ( doble ionizacion ). Se hizo también un andlisis de
los exponentes criticos sobre las lineas criticas en estos diagramas.

Los capitulos 3 y 4 estan dedicados al anélisis de sistemas de particulas cargadas con
interacciones apantalladas por el potencial de Yukawa (Plasmas de Debye). El capitulo 3
esta dedicado a sistemas con cargas unitarias y configuraciéon (+1, 41, F1), es decir dos
de ellas tienen carga de signo opuesto a la tercera. El acercamiento utilizado difiere de los
realizados anteriormente ya que no incluye simulaciones estocéasticas [23], ni ecuaciones
de tipo Fadeev [37]. Consiste en un acercamiento puramente variacional que permite
obtener cotas superiores para las energias de los estados ligados y construir diagramas de
estabilidad de estados fundamentales en forma sistemética. Se describen los diagramas de
estabilidad del estado fundamental de sistemas con diferentes valores de apantallamiento,
haciendo énfasis en la existencia de estados Borromeanos. Mediante las cotas variacionales
se logré obtener una expresion analitica que permite evaluar si un determinado sistema
es Borromeano o no. Dentro del conjunto de sistemas simétricos que presentan estados
Borromeanos, se analiza la existencia del Efecto Efimov en funcién de las masas relativas
de las particulas. Utilizando escaleo de tamafio finito (FSS) para mecénica cudntica se
logra determinar exponentes criticos en las lineas criticas de los diagramas de estabilidad
y mejorar los resultados variacionales obtenidos para dichas lineas.

En el capitulo 4 se realiza un analisis de las propiedades de sistemas simétricos con
cargas no unitarias. Como caso limite se analiza en detalle las propiedades criticas de
un sistema de dos particulas idénticas no interactuantes en el campo atractivo de una
tercera de signo opuesto y masa finita. Se obtienen las energias del Helio y el ién Li+ con
interacciones apantalladas y de los iones moleculares tipo Hej' analizando la existencia
de efecto Efimov y estados Borromeanos.

Finalmente el capitulo 5 esta integramente abocado a las resonancias de forma de
dos electrones en potenciales externos. Los sistemas pueden describirse como un pozo
de potencial forma variable sintonizada externamente. Este tipo de modelo se utiliza
para describir electrones en puntos cuanticos en la aproximacion de masa efectiva. El
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cambio de forma del potencial que permite llevar la energia de los electrones hasta el
umbral del continuo donde nace una resonancia, tal como se describié en esta introduccién.
En el principio del capitulo 5 se dan algunas nociones de como detectar resonancias en
sistemas de una particula. Se analizan los espectros variacionales de Rayleigh-Ritz en
la presencia de resonancias y se aplica el método de escaleo complejo para obtener las
energias y tiempos de vida media. En resto del capitulo 5 abarca el problema de dos
electrones en un punto cuantico en el rango en que aparecen resonancias. Se propone un
método alternativo para encontrar las energias de las resonancias, la doble ortogonalidad,
basado en los estados variacionales. También se utiliza por primera vez una herramienta
de teoria de la informacion para la deteccién de resonancias, la fidelidad. Completando
investigaciones realizadas anteriormente [38, 39], se estudia la entropia de Von Neumann
de una resonancia mediante el analisis de las entropias variacionales y se propone por
primera vez una definiciéon basada en el método de escaleo complejo.

Para concluir se hace un recuento de los distintos avances logrados durante el trabajo
de Tesis y sobre la perspectiva de trabajos futuros en esta linea de investigacion.

Para quienes identifican desarrollo con crecimiento economico, y en particu-
lar industrializacion, la ciencia se justifica en la medida en que puede ayudar
a dicho proceso. Esta vision es tan difundida como miope. Desgraciadamen-
te no hay pocos cientificos que la comparten o simulan compartirla: unos
cuando se averguenzan porque sus investigaciones no contribuyen a resol-
ver los problemas sociales, y otros cuando alegan desvergonzadamente que
sus nvestigaciones, por basicas y abstractas que sean, poseen también un
tremendo valor prdctico. Unos y otros le hacen un flaco favor al desarrollo
cientifico: los primeros por ignorar que el atraso cultural es uno de los gran-
des problemas de los paises en desarrollo, y los sequndos por dar una imagen
utilitaria de la ciencia bdsica como mero instrumento para fines ulteriores.

Mario Bunge, “ Ciencia, Técnica y Desarrollo”.
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Capitulo 2

Sistemas de 2 particulas idénticas en un
potencial externo

En este capitulo analizaremos la estabilidad del estado fundamental de sistemas
conformados por dos particulas idénticas en un potencial externo. Los casos que
trataremos consisten en particulas con interaccion repulsiva y un potencial externo
es atractivo. Daremos algunas pautas sobre la existencia de estados en el umbral
y del valor del exponente de la energia para potenciales de corto y largo alcance.
Probaremos que en algunos sistemas existe la posibilidad de doble ionizacion si-
multdnea. El resultado mas relevante de este capitulo es que para una atraccion
de largo alcance y repulsion de corto alcance, existen regiones en el espacio de los
parametros en que el aumento de la magnitud del potencial atractivo provoca la
inestabilidad del sistema.

2.1. Introduccién y Definiciones

El trabajo realizado aqui es sobre la existencia de un estado fundamental como funciéon
de los pardametros del Hamiltoniano en sistemas tipo atomos de dos electrones. Decimos
tipo por que los sistemas consisten en dos particulas idénticas que se repelen entre ellas y se
ven atraidas por un potencial externo. Si todas las interacciones son todas Coulombianas,
estamos describiendo una aproximacién de Born-Oppenheimer (masa nuclear infinita) de
un atomo con dos electrones, en la que el potencial externo es la atraccion del nicleo.
Aqui extendemos los sistemas permitiendo que la interaccién repulsiva entre electrones
sea de varios tipos y, ain mas relevante, no es igual a la atraccién ejercida por el nicleo.

Las unidades con las que trabajaremos en este capitulo y en toda la Tesis son las
atomicas. Estan definidas con los valores numéricos h =1 ;e = —1 ; m, = 1. En los
capitulos 3 y 4 daremos alguna explicaciéon mas detallada para la eleccién de las unidades
de masa cuando trabajemos con 3 masas de diferente magnitud.

Los Hamiltonianos para dos particulas que estudiaremos tienen la siguiente forma

H()\l,)\g) = HQ()\l,l,Q) + )\2 W(1,2), (21)
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en donde Hy(A1; 1, 2) es un Hamiltoniano de dos particulas no interactuantes y W(1,2) = W (rs)
es la interacciéon entre particulas que depende de la distancia entre ellas r15. Los parame-
tros A1, Ao son ambos positivos. El Hamiltoniano H, tiene la forma

Ho(M;1,2) = h(A)(1) + h(A1)(2), (2.2)

en donde h representa el Hamiltoniano de una particula
1
h(\) = —§V2 + A o(r), (2.3)

Consideraremos que la interaccién externa v(r) es siempre més atractiva que repulsiva,
pudiendo tener cambios de signo con la distancia r. Con estos solo queremos asegurar
que exista un valor )\gc) > 0 tal que si aumentamos la constante de acople por arriba
de él (A > Aﬁc’ ), entonces h(A;) soporta un estado ligado. Igualmente importante es
que si A\; < )\gc) entonces h no tiene estado ligados. Las interacciones entre particulas
idénticas que tendremos en cuenta consisten en potenciales W (r12) puramente repulsivos.
Asumimos también que la repulsion debida al potencial es tal que para A; fijo, el sistema
de dos particulas no soporta un estado ligado si Ay es suficientemente grande.

La estabilidad del estado fundamental y el comportamiento de la energia cerca del
umbral para potenciales radiales de una particula esta estudiada con mucho detalle y por
varios autores [1, 3, 6, 10, 11, 15, 40]. Las condiciones para la existencia de un estado
ligado en el umbral y los valores asintéticos de la energia cerca de )\gc) son bien conocidas
también [1, 3, 6].

Antes de analizar el problema de la estabilidad, estableceremos algunas hipdtesis acerca
de los potenciales de una y dos particulas:

1. h(A1) es autoadjunto para A; > 0y H(A1, A2) es autoadjunto en la regién (A; > 0, Ay > 0).

2. v(r) y W(ri2) no tienen parametros libres, por lo que el Hamiltoniano (2.1) depende
solo de A1 y As.

3. Ambos potenciales, de unay dos particulas son radiales, esto es v = v(r) y W(1,2) = W (ra).

4. Los potenciales decaen en el infinito, es decir que lim, o, v(r) = 0y lim,, oo W(r12) = 0.

5. v(r) es suficientemente atractivo como para que 30 < A{ < oo tal que la ecuacién
de autovalores para el estado fundamental del sistema de una particula, dada por

h(A)o(A;7) = Eo( M) Yo(A1s7) (2.4)

tiene una solucién acotada, E(A1) < 0y |[o(A1)]| =1 VA > Aﬁc). Hacemos notar
que €O(A§C>) = 0 puede o no ser un autovalor.
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6. W es completamente repulsivo W (rjs) > 0V rip > 0.

) en donde

7.3\ > )\gc) tal que para )\gc) < A1 < Ap se tiene que 2&(N\y) > & (A
= 0 si h(A;) solo

E1(A\1) es la energia del primer estado excitado de h(A;) (E1(\)
tiene un estado ligado).

8. El potencial entre particulas W cumple que
(tho(1), ¢o(2)[W (1, 2)|1ho(1), ¢h0o(2)) > 0, (2.5)

en donde [¢y(1),0(2)) representa el estado fundamental de Hy para Ay =0 .

La razén de requerir algunas estas condiciones sera aclarada cuando hagamos uso de
ellas, sin embargo vale la pena hacer aqui algiin comentario al respecto. Las condiciones
(7) v (8) condiciones suficientes para asegurar que a valores grandes de Ay no existen
estado ligados. Estas condiciones no restringen considerablemente el rango de aplicacion.
Por ejemplo, la condicién (7) es véalida para potenciales atractivos de corto alcance, que
satisfacen 7% v(r) — 0 para r — oo. Esto se debe a que el valor critico del acople \; para
estados excitados es estrictamente mayor que el valor )\gc) para el estado fundamental.
Esto quiere decir se puede hacer el valor de energia del primer estado excitado tan chico
como se desee, manteniendo la del estado fundamental con un valor finito. En el caso de
potenciales de largo alcance, puede recalcarse que el potencial Coulombiano cumple la
condicién (7) V Ay > 0, por lo que A1 = oo. La condicién (8) excluye potenciales W que se
anulan a partir de un radio determinado, como un pozo o una barrera cuadrada. El limite
Ay — 00 representa en esos casos particulas de tamano finito ( del ancho de la barrera ),
que si tienen estados ligados si v(r) es un potencial Coulombiano. Eso es justamente lo
que queria evitarse con la condicion.

La ecuacién de autovalores para el estado fundamental del sistema de dos particulas
esta dada por

H(A1, A2) Wo(A1, Aos 71,2, m12)x = Eo(Ar, A2) Wo(A1, Aos 71,72, 112) X (2.6)

Los Hamiltonianos considerados son independientes del espin, de modo que las varia-
bles de espin en el espinor x se toman en cuenta solamente a través de la simetrizacion de
la parte espacial de la funcion de onda. Es mas, siempre podemos elegir la parte espacial de
la funcién de onda en forma simétrica y los resultados seran validos tanto para fermiones
como para bosones ya que solo debemos cambiar la simetria del espinor en consecuencia.

La principal razon de este capitulo es caracterizar los diagramas de estabilidad de esta-
dos fundamentales como funcién de los pardmetros (Aq, Ay). Debemos entonces demostrar
cuales son los dominios en donde existe un estado fundamental, esto es, Eg(A1, A2) < En(A1)
Y [[Po(As, Ag) || = 1.

La linea critica esta definida implicitamente por la condicién de umbral

Eo(M\, AP (A1) = &) (2.7)
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La forma asintdtica de la energia de ionizacion Z = Ey(A1, Aa) — & (A1), define un expo-
nente critico @ cuando se anula [6] y cumple la Ec. (2.7). Con el fin de esclarecer esto
primero analizaremos el caso de una particula. El exponente oy, para la energia del estado
fundamental de una particula puede definirse como

EN) ~ —e(A — AN 1 for A — AT (2.8)

en donde e es una constante positiva. En las referencias [3, 1, 6] pueden encontrarse
expresiones para los exponentes criticos «y, de una clase de potenciales atractivos (corto
alcance) esféricamente simétricos.

En el caso de dos particulas, la definicién es un mas engorrosa de escribir, pero el con-
cepto es el mismo. La energia de dos particulas depende de dos parametros y la energia
de umbral corresponde a la del estado fundamental de una particula. El exponente critico
g se define con el comportamiento asintético de la energia cerca de un punto critico
(A0 = )\gc)()\?)). Este comportamiento puede obtenerse en una direccién arbitraria ex-
cepto la direccién tangente a la linea critica ( a lo largo de esta el exponente es siempre
mayor que az). Por conveniencia utilizamos uno de los ejes coordenados como la direccién
de célculo

E0(>\1,)\2) —50()\1) ~ —a|)\lo _)\i|04H X fOl" )\z — )\?_ ; Z: ]_,2 (29)

donde la linea Ay = A} /1 1o es tangente a la linea critica y a es una constante positiva.

Aqui); — A\~ significa que el limite debe hacerse desde adentro del dominio en donde
existe un estado fundamental de dos particulas.

Simon [41] probé que, para un dado Hamiltoniano, o = 1 si y solo si la energia del
umbral corresponde a un autovalor con soluciéon acotada. La importancia del exponente
critico gy reside entonces en que su valor determina si la linea critica pertenece al dominio
ligado (ayy = 1) o no (az > 1).

2.2. Resultados Generales sin especificar potenciales

En esta seccién se demuestra cuales los posibles escenarios para el diagrama de esta-
bilidad de diferentes potenciales, y también algunos resultados generales validos para una
clase grande de interacciones de una y dos particulas. Se asume que los Hamiltonianos
que escribimos aqui satisfacen las condiciones (1-8) de la seccién anterior.

El operador W es definido positivo, de modo que H(A;, A2) no puede tener estados
ligados si A\; < Aﬁc). Esto se debe a que si A\; < Aﬁc’ el Hamiltoniano Hy no tiene estados
con energia negativa y agregarle la repulsiéon W aumenta la energia del sistema. Otro re-
sultado 1til sobre el espectro [42], es que las autoenergias fundamentales del Hamiltoniano
H (A1, A2) son funciones céncavas crecientes de Ay, para A\; > AP.

Utilizando algunos resultados descriptos en [42], pueden obtenerse cotas inferiores para
la energia del sistema en la region donde el parametro Ay cumple

A2 < Aa(M), (2.10)
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en donde
fo(h) = 261 (M) — Eo(M) <%>0 , (2.11)

y £1(A1) es la energfa del primer estado excitado del Hamiltoniano A(\;) de una particula.
En particular la desigualdad que utilizaremos es

260(0) + Ao (n(D0o(D)] 7 Wo(1)o(2) ™ () < Bolhw, ). (212)

Reemplazando Ay por su valor limite S\Q(Al), y utilizando la condicién (7) se obtiene
(M) < 265 (M) < Eo(A, ha) . (2.13)

lo que muestra que Ay(A;) es un cota superior para la curva critica )\gc)(kl) definida por
la Ec. (2.7).

Una cota inferior para )\gc)(kl) la puede obtenerse a partir del siguiente lema,

Lema 1.V > Al? | 35> 0 tal que si 0 < Xy < A} entonces
H(A1, A2) soporta al menos un estado ligado.

Prueba. Usando el principio variacional con la funciéon de prueba

Do(A151,2) = ho(A1;71)o(A1;72), se tiene
Eo(A1, A2) < (H(A1, A2))o = 2E0(A1) + Ao (W)o(A1). (2.14)

De acuerdo con el principio variacional, la existencia de un estado ligado esta asegurada
si encontramos una funcién de prueba tal que el valor medio de H(\1, A2) esta debajo del
umbral de energia E(A;). Si pedimos que (2.14) cumpla esto, tenemos

go()\l) + A9 <W>0<)\1) <0 (215)
de donde podemos definir A5 como

1E0(M)]

M= o)

> 0. % (2.16)

Al analizar un problema puede entonces encontrarse cotas superiores e inferiores a la
curva critica

() < AP0 < Aa(). (2.17)

Quizéas lo mas importante de estas cotas sea que son una prueba de la existencia de la
linea critica y que la misma no es idénticamente nula o infinitamente grande.
Describiremos a continuacion los posibles escenarios para los diagramas de estabilidad
del estado fundamental. Dentro del diagrama pueden existir tres dominios posibles en que
H (A1, A2) soporta estados con 0, 1, o 2 particulas ligadas. El primer caso ocurre cuando
h(A1) no tiene estados ligados. En el segundo caso h()\;) tiene al menos un estado ligado
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pero H(A1, A2) no posee ninguno. Finalmente, en el tercer caso ambas particulas estan
ligadas si H tiene al menos un estado ligado. Las lineas criticas entre estas regiones seran
denotadas como la linea 1 — 0, la linea 2 — 1 y la linea 2 — 0.

Con estos conceptos en mente, podemos clasificar los diagramas de estabilidad en tres
casos, mostrados cualitativamente en la Figura 2.1.

Caso 1: linea 2-0 inexistente.

El caso se muestra en Figura (2.1.a). Para A > 0 la ionizacién ocurre siempre en la
secuencia 2 — 1 — 0 particulas, por lo que no existe doble ionizacién para Ay > 0 en este
caso.

Caso 2: linea 2-0 de extension finita.

La Figura (2.1.b) muestra un grafico cualitativo de este caso. 3 Ag’”c) > 0 tal que para
Ay < Ag’“) el sistema de dos particulas tiene al menos un estado ligado para A\; > Aﬁc),
pero no hay estados ligados en un entorno de A§C) para Ay > )\;mc). La linea \; = A§C) es
una linea 2-0 para Ay < A{™.

Caso 3: linea 2-0 infinita.

Podemos ver un ejemplo de este caso en la Figura (2.1.c). Este caso se puede obtener
del caso 2 cuando A" — oco. La linea A; = A\ es una lfnea 2-0 en todo su extension.
Vale la pena notar, aunque lo haremos més adelante en detalle, que en este caso el sistema
puede perder un estado ligado de dos particulas aumentando la atraccion del potencial
externo.

I I I
l (@) l (b) l (c)
I | I
l L 16 l
l 0e i l

A Oé: I : .

2
16 At : A
I 2 2e I
I I
I 1 -
! 2¢ ! 2e
I I
)\(f) 7\1 )\(1C) )‘1 )\(f) )\1
Case 1 Case 2 Case 3

Figura 2.1: Diagramas de estabilidad cualitativos. Muestran los tres posibles escenarios
para el diagrama de estabilidad. Dos de ellos presentan lineas de doble ionizacién 2-0.
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2.2.1. Existencia de la linea 2-0

La existencia de la linea 2-0 esta determinada por las propiedades de los potenciales
involucrados en el problema, v(r) y W(ri2). Al estudiar la cota (2.16) se observa que si
A — )\ECH, la cota inferior para la linea critica puede ser finita, infinita o cero, dependien-
do del comportamiento asintético de la energia Ey(A\1) y (W)o(A1). Suponemos entonces
la expansion asintética

Wo(A1) ~ w (A — AN for A — AT (2.18)
con w > 0. Analicemos entonces los comportamientos de la cota (2.16) cuando \; — )\ECH,

» Siw > qp , de acuerdo con (2.16), la cota inferior se va a infinito indicando que el
diagrama es del tipo 3.

» Para w = a4, la cota inferior es finita, entonces el diagrama es del tipo 2 o 3.

s Siw < oy, la cota inferior tiende a cero. Para este caso puede obtenerse una expansion
perturbativa de la energia, a primer orden en As, del sistema de dos particulas

Eo(A1, A2) — Eo(A1) ~ Eo( A1) + Ao (W)o(A1) + O(AD). (2.19)
para Ay ~ 0,y Ay — )\gc), la energia de ionizacién Ey(A1, A2) — (A1) es positiva por

que & (A1) decae mas rapido que (W)o(A1). Por lo tanto la energia de ionizacién se
anula para A\; > AP* y el diagrama es del tipo 1.

A continuacién se incluyen estos conceptos en forma de lema para resumir lo obtenido
hasta ahora.

Lema 2. Si el comportamiento cerca del umbral de (W (r12))o
estd dado por (2.18), entonces el diagrama de estabilidad para la
energia del estado fundamental de H(A1, A2) corresponde a

1. caso 1 st w < ay,

2. caso 2 0 3 st w = qyp,

3. caso 3 st w > qy.

En lo que sigue, probaremos que si el potencial de una particula es de corto alcance el
diagrama de estabilidad puede ser de cualquiera de los tres tipos, es decir, todos los casos
son posibles. Un potencial v(r) se define como de corto alcance si lim, ., r*v(r) = 0. Mas
aun, en este caso, el umbral de energia & = 0 no es un autovalor y el exponente critico
de la energia para el estados fundamental es ay, = 2 [3, 6].



26 Sistemas de 2 particulas idénticas en un potencial externo

Teorema 1. El diagrama de estabilidad para potenciales v(r) de
corto alcance puede ser de tipo 1, 2 0 3.

Prueba. Los potenciales de corto alcance se tienen un comportamiento cerca del
umbral que es universal y no depende de la forma particular del potencial. El resultado
que utilizamos aquies sobre la funcién de onda, de una particula, que tiene la forma
universal 1A + 1) ~ €/2 (e r) con 1(0;7) > 0 Vr > 0.

Por otro lado, de (6) puede verse que I[a,b] tal que W(r2) > 0 en [a,b]. Sea
Winin = Ming ,ejan W (r12), entonces

<W>0 > 62‘/Vmin/‘ wg<r1) 1/18<T2)d3371 dB.I‘Q > a€2 ya > 0. (220)
r12€[a,b]

Luego cuando \; — )\gc)Jr, (Who ~w (A — Af’)w con w < 2. Entonces segin el lema 2
esto implica que el diagrama de estabilidad puede ser del tipo 1,2 0 3. &

2.2.2. Exponente oy

La existencia de la linea 2-0 estd determinada, de acuerdo a lo analizado en la seccion
anterior, por los comportamientos asintéticos relativos del potencial externo y la interac-
cion repulsiva entre particulas. En esta seccion estudiamos el exponente critico aqy sobre
la linea 2-0.

Lema 3. Si la linea 2-0 existe, entonces ay = « sobre esta
linea.

Prueba. La linea critica 2-0 esta definida por (A, = Aﬁc),/\g) con Ay < Ag’“) y
EO(){C), Ag) = 50()\§C)) = 0. Dado que la energia Ey(A1, A2) es una funcién creciente de g
se tiene que

Eo(A,X2) > Ep(A,0)
= 2&(\) (2.21)

Luego de la Ec. (2.8), para A\; — AP*, se obtiene
Eo(A, Ag) > —2e(Ay — Alyon (2.22)
y utilizando la Ec. (2.9), se obtiene
ay > Q. (2.23)
Luego, dado que la linea 2-0 existe, las energias cumplen

EQ()\l,)\Q) < 50()\1), (224)
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y en la regién \; — )\ECH esta ecuacion se convierte en
Eo(A, X)) < —e(Ar — A =y < . (2.25)
A partir de la Ec. (2.23) y Ec. (2.25) se concluye entonces que
ay =qap o (2.26)

En el siguiente lema se prueba que la existencia de un estado ligado de una particula
en el umbral prohibe que el diagrama tenga una linea critica 2 — 0.

Lema 4. Si oy, = 1, entonces no existe una linea 2 — 0.

Prueba. a;, = 1 = 3¢ : |[Lo(\?)]| = 1, donde ¢ es una autofuncién de h(A\?)
con energfa nula. Luego el valor medio de W esta bien definido en A\” y (W)o(A?) > 0.
Haciendo una expansion perturbativa a primer orden se obtiene,

Eo(A1; A2) — Eo( A1) ~ Eo( A1) + Ao (W) (A1), (2.27)

para Ay ~ A y Ay ~ 0. El hecho de que & — 0 cuando Ay — A y que (W), (\Y) > 0
implica que A — 0, porque de otra forma la energfa de ionizacién Eo(A?, Ay ~ 0) — &(A?)
es positiva.

Un argumento mas a favor es que la derivada ‘g—fg = (W), ()\gc)) en el punto (Af’, Ay =
0) es positiva. Aplicando ahora el teorema de la funcién implicita a la ecuacion Ey(Ar, Ay) —

A (AL

& = 0, obtenemos el valor de g ) en Ay =0,

NN & — B 1

= (2.28)
Oy O\ g%
<U>0
= — > 0, 2.29
), (2:29)

(©) (y ()
entonces 0 < 8/\287/@) < o0 en el punto ()\gc), Ao =0) &

Los lemas 3 y 4 pueden ser incorporados en una conclusién sobre el exponente sobre
la linea 2 — 0.

Teorema 2. Si existe una linea 2-0, entonces ay = ay > 1
sobre esta linea.

Los mostrados hasta aqui son los conocimientos sobre el exponente critico de la energia
para una linea 2-0 que se obtuvieron. En la préxima seccién se mostrara como son posibles
los diferentes escenarios para los diagramas de estabilidad si las propiedades relativas entre
la repulsién y la atraccion son las adecuadas. En la seccién 2.4 nos abocaremos de lleno
a potenciales Coulombianos atractivos de una particula.
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2.3. Ejemplos de los tres tipos de diagramas

Utilizando un ejemplo simple puede demostrarse que los tres tipos de diagramas son
posibles si se escoge un potencial externo v(r) de corto alcance y se cambia la repulsién
entre particulas W(r2) ( Teorema 1 ). Para el potencial externo se utilizé el potencial

de Hulthén [43],

-r

v(r) = — = (2.30)

Este potencial puede resolverse exactamente para ondas s, y las energias y autofun-
ciones tienen expresiones analiticas. Las energias tienen la forma

Ea(\) = _(2)\18_(71(7151) Lm0 [\/ﬁ— 1] , (2.31)

y particularmente, para el estado fundamental,

(20 — 1)
8

Esta expresiéon muestra que el exponente critico de la energia es ay = 2, que es lo
esperado para un potencial de corto alcance. Al trabajar en regiones con A\; ~ )\gc), es

1
A9 = 2 (2.32)

Eo(A1) = — 5

conveniente escribir A, = A9 + €/2 = (1 + €)/2. Utilizando esta notacién la funcién de
onda del estado fundamental tiene la forma

Yol r) = ﬁC’(e) e_ET/Qw; Cle) = \/g (14+€)(2+¢). (2.33)

r

En esta expresion puede verse que la dependencia con € es la utilizada en la prueba
del Teorema 1, 1y(e;7) ~ €*/2¢)(e; 7). Los resultados generales se utilizan para realizar
predicciones sin necesidad de conocer todos los detalles del potencial y para casos en que
los resultados exactos no son conocidos (la gran mayoria de ellos).

Los tres tipos de diagramas pueden ser obtenidos con v(r) dado por el potencial de
Hulthén cambiando el rango de .

Interaccién de corto alcance: La repulsion entre particulas que se escogié aquies una
tipo d (notar que este potencial no cumple con todas las condiciones (1-8), pero estas son
suficientes y no necesarias),

LS Lo 1
W(Z),25) = 6(F) — @) = 3 d(ry —12) 0(cos By — cosby) 6(p1 — p2) . (2.34)
1

Con este tipo de repulsiéon el valor medio del potencial se puede calcular facilmente

<W>0()\) = /dsl’l /dsl’z "Lpg(E, 7’1) "Lpg(E, 7’2) 5(5(?1 — fz)
= 47 (5In2 —3In3) e + O(e). (2.35)
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A partir de este resultado y de la Ec.(2.17) puede obtenerse una cota inferior A\j para
la linea critica )\éc)()\l),

AP (A1) >N =1/87(5In2 — 31n3). (2.36)

Luego segtn el lema 2, esto prueba que el diagrama es del tipo 2 o 3.

Interaccién de Largo alcance: Como un ejemplo tipico de potencial de largo alcance
se escogio una repulsién Coulombiana,

1
W(Tlg) = —, (237)
T12
con este potencial se obtiene,
(Who(A1) = Inde (2.38)

entonces segin Teorema 1 el diagrama es del tipo 1.

El hecho de que el diagrama sea del tipo 1 y no exista linea 2-0 en el ejemplo anterior
estd relacionado con el largo alcance de la interaccion. Si bien este ejemplo lo hicimos
para Coulomb, el resultado no depende de la forma particular del potencial. De hecho,
podemos entender el mecanismo en una forma cualitativa. Es conocido que la funcién de
onda de una particula se deslocaliza cuando \; — Af). Si ahora encendemos el acople
repulsivo Ay, vy W es de corto alcance, las particulas estan tan alejadas que no sienten la
repulsion y el sistema puede tener un estado ligado para Ay > 0 cerca de A\; ~ Aﬁc). Para
el caso de largo alcance la situacion es exactamente opuesta. La interaccion repulsiva es
suficientemente larga como para separar al sistema para todo Ay > 0 cerca de \; ~ Aﬁ”.
Este razonamiento es en realidad valido atn cuando la atraccién del potencial externo es
de largo alcance, como se mostrard en la secciéon 2.4.

Teorema 3. Si v(r) es de corto alcance, ap, = 2 y st W es un

potencial Coulombiano repulsivo, entonces el diagrama de esta-
bilidad es del tipo 1.

Prueba. Para potenciales de corto alcance puede definirse una constante R tal que
v(r) ~ 0 for r > R. Entonces la forma asintética de la funcién de onda cerca del umbral

€s
VoML P)po ~ 2 (_\/2—5”), (2.39)

r

que es exacta si v(r) es de soporte compacto!. Esta expresién es valida para r > R de

'El soporte es basicamente la regién en donde no es nulo el potencial, supp v(r) = {r € R : v(r) # 0}.
Si esta regién es compacta (cerrada y acotada, normalmente esto significa finita, como en el pozo de
potencial discontinuo), el soporte del potencial es compacto
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modo que puede escribirse

N (A7) if r<R
Yo(Ai;r) = (2.40)
N <O B)E exp (—/285 (r— B) if > R,

en donde AV es una constante de normalizacién dada por ||i|| = 1. Como la funcién ¢ es

finita y sin discontinuidades ni divergencias en A\ = )\gc), la excluimos del comportamiento
critico. La norma puede ser elegida arbitrariamente, por ejemplo

R
47r/ VI r)ridr = 1 (2.41)
0

de lo que se obtiene,

1/2
V&

Ne) = [ V2 (27 V2 + U2 )

~ Aty oAl (2.42)

donde A > 0 es una constante, € = \; — Aﬁc’ v ¥2(\1; R) es estrictamente positivo y finito

ain para \; = Aﬁc). Como no se conoce la forma del potencial cerca del origen, el valor
< (A1; R) esta indeterminado ( se necesita la condicién de continuidad en la derivada de
la funcién de onda en r = R para obtenerla).

Aqui solamente interesa el valor de la condicién de continuidad en el limite € — 0.
Por un lado se sabe que ¥~ (\;; R) no se anula, luego el coeficiente en la Ec. (2.40) para
r > R es positivo y no nulo para r = R, entonces puede escribirse la funcién de onda en
la forma

exp (—v/2&or)
r

o(A1;1) = N(e) Cle) donde C(e=0)=Cy >0 (2.43)

Una vez que obtenida la forma de la funcién de onda, se puede comenzar a estudiar
el comportamiento asintético de (W), (A1):

<W>0()\1) = 47T2 / dTl ™ "Lpg()\l,rl) / d'f’z T 1/18()\1,7“2) X (244)
0 0
r1+r2
/ d?"lg T12 W(T‘lg) (245)
r1—ra

Hasta aqui no se ha utilizado el hecho que W es un potencial de Coulomb. Reempla-
zando entonces W (r12) = 1/r12 en la expresién para (W)o(A1) y resolviendo la integral
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en 7y, analiticamente
W) = 206m? [ drre i) [ drert v -
= ampat { [Cannvze) [T aotiteo s
C(e)? /°° dr- exp (—2v/2&r~.) {/R drory2(ro) +
0

R r>

C(e)? / N dro exp (—2 250r>)]} (2.46)

Solo debe analizarse el término dominante de la integral al hacer ¢ — 0. La primera
integral en (2.46) se encuentra en la regiéon r < Ry por lo tanto es una constante positiva
al evaluar en € = 0. Respecto de las integrales entre corchetes, puede verse que la primera
es igual a uno y la segunda es de orden e ®+/2. Entonces la segunda integral es la domi-
nante. Para reducir el tamafio de las ecuaciones se define 5 y A como 2v/3& ~ [Be*/? ;
A =2 (4m)? A* C§/B > 0. Reemplazando en la integral se obtiene

<W>0<)\1) ~ A€ x (247)
o exp (—Be/?r.) [exp (—Be*/2R) — exp (—p%/%ers)
e )
= A [exp (—Be*/*R) E\(Be"*/*R) — E1(2Be*/*R)] €*/?, (2.48)

en donde F(x) es la integral exponencial [44], que diverge en z = 0, pero las divergencias
se cancelan en la Ec. (2.47), lo que resulta en
11'1% [exp (—Be*/?R) Ey(Be*/*R) — El(Zﬁeo‘h/QR)} = In2 (2.49)

Entonces,
(W(1,2))0(A1) ~ /% for € — 0 (2.50)

por lo tanto, de acuerdo con el lema 2, el diagrama es del tipo 1 &

2.4. Potenciales Coulombianos de una particula

En esta seccién se mostraran ejemplos en los que v(r) es un potencial Coulombiano
y se calcularan los distintos diagramas con diferentes potenciales repulsivos. Si bien se
utilizé el potencial Coulombiano, los resultados son validos para potenciales de largo
alcance en general. Largo alcance significa que v(r) es tal que v(r) — 0 cuando r — oo,
y lim, o, v(r)r? — oo. Los potenciales de largo alcance tienen un acople critico igual a
cero, A\ = 0.

La solucién completa para el Hamiltoniano de una particula con el potencial v(r) = —1/r
esta explicada en muchos libros de texto sobre mecanica cuantica, por ello se la incluye
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sin dar muchos detalles de su obtencion. La funcion de onda del estado fundamental y la
energia de h(1) 4+ h(2) son

1
Wy (A1, 0571, 72, m12) = Po(A1;71) Yo(A1;72) = - A emhtra) BN Ay = 0) = —A2.

(2.51)
Como interaccion repulsiva se escogid, como un primer ejemplo, el potencial de corto
alcance tipo Yukawa
exp(—ria)

12

W (1) = (2.52)

El primer paso para estimar el diagrama consiste en calcular (W), utilizando la ¥ de
la ec. (2.51). La parte esférica de la repulsién tiene la forma

r1+r2
W(ry,re) = / drisria W(ryp) = 2 e "™ sinhr. (2.53)
|

r1—ra|

entonces, para (W), se obtiene

o0 r>
— 6 —2M\17 —2\17r -r :
(W) = 16X / rsdrs e > / redree < e ™ sinhr.
0 0

(1+ 8\ +2002)
= AT 2.54
(1 + 2)\1)4 1 ( )

Luego, a partir de este resultado, la energia del sistema tiene una expansiéon a primer
orden en Ay de la forma

(14 81 + 20)})
(14 2X)*

Eo(A1, A9) = —AT + XA + O(X3) (2.55)
Inmediatamente, el atento lector habra notado que, segiin el lema 2, el diagrama es
del tipo 3 ya que aj, = 2 (lo cual se ve claramente en la Ec. (2.51)).

Es conveniente, para convencerse de que es un diagrama de tipo 3, observar la forma
de la cota inferior A\5(\;) descripta en la Ec. (2.17),

T+22)' 1 1
o~ A — 0 2.56
201+ 8\ +2002) A, o DA (2:56)

AN > As) =

y se obtiene Ay = 0o como cota inferior, lo que nos dice que )\éc) — 00 para A\; — 0.

Una posibilidad, aunque poco comun, puede ser que la linea critica en realidad no
exista, es decir el potencial nunca se capaz de ligar las dos particulas. Para asegurar su
existencia se calculd la cota superior Ay(A;) para la linea critica de la Ec. (2.17). Primero
se control6 que se cumple la condicién (7), es decir 2E1(Ay) > Ey(A1). De hecho

A

28,(\) =-2 2t 1)

(2.57)
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para n = 1, 26 = —\}/4 > —\}/2. El potencial de Yukawa también satisface la condi-
cién (8) de modo que puede calcularse \y(\),

3

~ ., 3(3 — 36\ + 140)\?
)\2:)‘51“6 >0:)‘51) ( - 1)-

2(1—2)\)8

(2.58)

Puede verse que la cota superior se va a infinito para A\; — 1/2, y la cota inferior lo
hace para \; — 0. Esto sugiere que en el rango 0 < A\; < 1/2 siempre existen estados
ligados, no importa cuan grande sea Ay. Sin embargo, en el limite esto no es cierto lo que
hace sospechar que la divergencia es solo producto de que la cota no es muy ajustada. La
Figura 2.2 muestra las cotas variacionales superior e inferior.

20
15
)\2 10_
5_
0 l | l |
of 5 10 1
A M
)\1 1 )\1

Figura 2.2: Diagrama de estabilidad variacional )\gv)()\l) en el caso en que h es un

Hamiltoniano hidrogenoide y W es un potencial de Yukawa usando la funcién de onda
variacional de la ec. (2.59) con 3 = A1, y varios valores de c. También se muestra la
cota superior de la ec. (2.58). La curva critica exacta yace entre las dos lineas continuas,
la cota superior y la mejor cota inferior (¢ = o).

Se pueden obtener cotas inferiores méas precisas utilizando funciones variacionales que
incluyen correlacion entre las particulas, como por ejemplo

834
/862 + 353c + 48¢2
en donde 3 y ¢ con parametros variacionales. Para esta funcion se obtiene,

(862 + 250¢ + 32¢?) 3
832 + 350¢ + 48¢?

e PE) (1 4 eryy) (2.59)

’l/}U<T17 T2, Tl?) =
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A(40% + 158c + 18¢2) 3

(Wy|v(ry) +v(ra)ahy) = — 7 350 482

(2.61)
y

(oW (r12)hs) = 4 5° (2.62)
{ (4853 +2) + 1)(26 + 1) +4(28(168 + 5) + 1)c(28 + 1)
(264 1)5 (8032 + 35¢3 + 48¢?)

2(46(353 + 9) + 3)c?
(26 + 1)8 (802 + 35¢3 + 48¢2) } '

n (2.63)

El calculo de los parametros § y ¢ que minimizan la energia no se pudo obtener
analiticamente, de modo que se eligio 3 = A\ y se grafico la linea critica para diferentes
valores de ¢ € (0,00) en la Figura 2.2.

Observando el diagrama de estabilidad de la Figura 2.2, y sus cotas, pueden obtenerse
algunas conclusiones sobre la linea critica exacta. Por ejemplo, todos los sistemas con
Ao < miny, A3(A;) tienen al menos un estado ligado por debajo del umbral. La linea critica
exacta debe tener entonces al menos un minimo Ag’”i") en algin punto Aﬁo) entre A" y
AM | que estédn definidos como,

AT = {Ir)l\in A1 2 A3 (M) = min XQ(Al)} (2.64)
1 1
y
M — {mAaX A1 2 A3 (M) = min Xg(Al)}. (2.65)
1 1

. . 0 e . .2
Este hecho implica que cerca de )\g ) la curva critica tiene una expansion

) () (e)
)\gc)()\l) ~ Ag’””‘) + l&()\l — Aﬁo))Q, con 223~ = 0. El sistema muestra un comporta-

2 0A2 o2
miento interesante cerca de este punto.
Para un valor dado de \y > )\gmm), al disminuir \; desde \; = oo el sistema cruza las

cotas en la secuencia ordenada inferior-superior. Como la linea exacta esta en la region
comprendida entre las dos cotas, entonces el sistema se hace inestable al disminuir \; (la
atraccién) como era de esperar. Por otro lado si se aumenta A; desde )\gc), el sistema cruza
las cotas en el mismo orden inferior-superior. Por lo tanto, pierde el estado ligado cuando
aumenta el acople atractivo del potencial de una particula A;. La Figura (2.3) muestra un
dibujo explicativo del proceso descrito aqui. Desde el punto 2 disminuyendo \; el sistema
se hace inestable, y desde el punto 1 aumentando \; el sistema también se hace inestable!

Una explicacion fisica de este comportamiento puede hacerse en términos de los alcan-
ces de los potenciales involucrados. Si \; es suficientemente grande, y A, es fijo, el sistema
es capas de ligar dos particulas, no importa cuan repulsivo sea W. Con un menor acople
A el sistema pierde el estado ligado debido a que la repulsion W es muy fuerte frente a la
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Figura 2.3: Dibujo explicativo del comportamiento para los diagramas de tipo 3. Las
curvas de lineas y puntos son cotas superiores e inferiores a la linea critica exacta. Los
puntos 1 y 2 representan sistemas con estados fundamentales ligados que se desligan
cuando A1 aumenta o disminuye, respectivamente.

atraccion. Pero, cerca de )\gc), a partir del comportamiento critico de sistemas débilmente
ligados, la funcion de onda se deslocaliza y la distancia entre particulas diverge. De hecho,
(r12)0 ~ 1/A1, con lo cual la repulsién de corto alcance W se hace despreciable y puede
ser ignorada por que la distancia entre particulas es mayor que el alcance del potencial
repulsivo. El sistema se estabiliza nuevamente debido a la atraccion Coulombiana de largo
alcance.

Si W es de largo alcance, este argumento no es valido. Es mas, para W (ryy) > 1/ la
cota superior de la linea critica prohibe este comportamiento. Por otro lado, si W = exp(—or)/r
con o > 0, el sistema siempre muestra la reentranza cerca de )\gc) = 0, porque la cota in-
ferior A} diverge como 1/\;.

Resultados en otros potenciales:

1. Como W = 1/ri5 es un potencial homogéneo, puede obtenerse la forma funcional
de la linea critica [2] )\;c) = C' A\ ~ 1.1);. No hay una linea 2-0, por lo tanto el
diagrama es del tipo 1. El estado fundamental es normalizable en Ay = A (A1) [2],
por lo que el exponente de la energia es oy = 1.

2. Las cotas superiores e inferiores para el potencial de Yukawa se pueden usar para
probar, con argumentos variacionales, que las lineas criticas para otros potencia-
les repulsivos existen, manteniendo el mismo potencial atractivo. Supongamos que
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tenemos 2 potenciales W, y W, tal que W, > W,. Sean los Hamiltonianos corres-
pondientes

M, =h(1) +h(2) + X W, v=a,b (2.66)

y |7) el estado fundamental de H.,, entonces

E.(A1,22) < (b|H,|b)

= Ep(A, Ag) + Ao (D], — Wy |b)

< Ep(A, Ag). (2.67)
Esta relaciéon para las energias implica que )\;C)(a) > )\gc)(b), lo que significa que
si existe una cota superior(inferior) para )\;C)(a) ()\éc)(b)), entonces esta es tam-
bién una cota superior(inferior) para )\éc)(b)()\gc)(a)). Utilizando el punto anterior,
si W > 1/rVr, no existe una linea 2-0, y el diagrama es del tipo 1 (esto no incluye
potenciales 1/r™ con n > 1, salvo que el decaimiento del potencial se cambie por

1/r).

3. Para W =1/rf y 2 < 3 < 3 puede verse que (W), ~ A’ El diagrama es del tipo 3
para 3 > 2y del tipo 2 0 3 para 3 = 2. Para § — 3, (W), — oo para todo ;.

4. Si W tiene un decaimiento repulsivo de corto alcance y un comportamiento 1/7? en
el origen, (W), ~ A}, y el diagrama es del tipo 3.

El dltimo punto muestra que el comportamiento en r = 0 de la repulsiéon es también
importante en el comportamiento de (W), cuando A\; — 0.

Finalmente estudiamos el caso de un potencial en el cual las dos cotas son finitas para
todo A1, y por lo tanto el diagrama es del tipo 2. En este caso se cambié el método y en
realidad se investigé como debe ser el potencial para que esto ocurra, basandonos en los
resultados obtenidos. Se buscé un potencial acotado que cumpla W(r) < 1/r, de modo
que la linea critica estd por arriba de la que corresponde a W = 1/r. Por otro lado, para un
potencial con decaimiento 1/r? el diagrama es del tipo 2 o0 3 con lo cual una modificacién
de este potencial es un buen candidato. La propuesta, que cumple con lo requerido, es

W = (—g + g) O(l—r)+ T%@(r —1). (2.68)

Este potencial cumple con la condicién (7), de modo que pueden calcularse las cotas
superior e inferior como se muestra en la Figura 2.4. Los valores limites de las cotas son

L &) 4

Jim ) = Jim, St = 26
, = L 1 9

Jim, (M) = Jim 2(&1(M) — Eo(A1)) <W>o =3 (2.70)
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Figura 2.4: Cotas superiores e inferiores para el potencial repulsivo W de la Ec. (2.68).
Se muestran, para comparar, las cotas obtenidas con W = 1/r.

2.4.1. Existencia de lineas criticas para una gran clase de po-
tenciales W

En las secciones anteriores se probé que si W(r) = e™"/r, entonces existe una linea
critica, al menos para A\; > 1/2. Si se hace una dilataciéon r — 7r en el Hamiltoniano, y
reescaleamos la energfa H — H72, se obtiene que

H()\l,)\g) — H()\l/T, )\2/7’) (271)
entonces la cota obtenida para el potencial de Yukawa ahora se convierte en

N = AT
() = M), (2.72)

que es una cota superior para e 7" /r. Cuando 7 — 0 se observa que la cota superior
(2.58) tiende a 105\ /64, lo que corresponde a la cota obtenida para W(r) = 1/r. La
cota mantiene la divergencia en \; = 7/2 V 7 > 0, y desaparece para 7 = 0.

Utilizando esta familia de cotas superiores puede probarse la existencia de lineas criti-
cas para muchos potenciales. Por ejemplo, potenciales de la forma 1/r™ con n > 1 satis-
facen la condicién 1/r™ > =™ /1 con 7(n) > (n — 1)/e, de modo que existen las lineas
criticas para estos potenciales. De hecho, para Ay = 0 siempre existe por lo menos un
estado ligado. Luego, de la continuidad de la energia en A\, concluimos que existe una
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region con A\ > 0 debajo de la cota superior donde el sistema soporta un estado ligado
normalizable.
La existencia de la linea 2—1 también puede probarse para potenciales de corto alcance

finitos en el origen. Para lograr esto se utilizé6 un potencial exponencial e™", cuya cota
superior tiene la forma
~ 3 3(1—10A; + 32)})
A= A= (), = A L 2.73
2 14<6 >O 1 4(2)\1_1)5 ( )

Al igual que en el caso del potencial de Yukawa, esta cota permite obtener una para

—T7r

el potencial e ",

A = AP ) (2.74)

La cota es en realidad una herramienta que puede utilizarse para probar la existencia
de las lineas criticas de todo potencial que cumpla las siguientes condiciones

W) >1; W'(0)
7> 0. (2.75)

30

25
A, 20
15
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Figura 2.5: E/ grdfico muestra las cotas superiores dadas por (2.58) y (2.73) para el
potencial exponencial y el potencial Coulombiano (trazos y puntos). También se muestra
dos cotas para dos exponenciales (trazos) e~ con T = 0.8, 1.2 obtenidas de (2.74).
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2.5. Conclusiones del capitulo

En este capitulo hemos introducido los conceptos e ideas para definir el comporta-
miento de sistemas cerca del umbral. Los aplicamos a sistemas de dos particulas idénticas
que se ven atraidas por un potencial externo que puede o no, ser generado por un ntcleo
atémico. El trabajo en su mayoria consistié en descifrar cuales son los escenarios posibles
para los diagramas de estabilidad del estado fundamental cerca del umbral de energia co-
rrespondiente. Dentro de este ambito discutimos también el valor que toma el exponente
critico de la energia en las diferentes lineas criticas del diagrama.

Los diagramas de estabilidad fueron clasificados en tres tipos, de acuerdo a lo mostrado
en la Figura 2.1. Algo digno de destacarse es que los tres tipos de diagramas son posibles
si la interaccién atractiva es Coulombiana.

El resultado mas relevante del capitulo es la reentranza que puede ocurrir en algunos
sistemas de dos particulas cuando se disminuye la constante de acople atractiva. El efecto
es consecuencia directa de la competicién existente entre el potencial atractivo de largo
alcance y la repulsién de corto alcance entre las particulas idénticas. Si el exponente critico
de la energia de una particula es mayor que 1, los estados fundamentales de una particula
aumentan considerablemente su tamano cerca del umbral. Al disminuir la constante de
acople y acercarnos al umbral, el sistema aumenta su tamano y la repulsion de corto
alcance entre particulas idénticas deja de ser relevante.

Respecto del comportamiento critico logramos probar que oy > 1 sobre una linea 2—0,
y por lo tanto la funcién de onda se extiende cuando A\ — AP‘ para Ay < Ag’”c) fijo. De
todas formas, hay varios puntos que quedaron sin respuesta. Uno de los més relevantes es
el valor del exponente sobre la linea critica 2 — 1. No hemos logrado demostrar en forma
rigurosa cudl es el valor de este exponente, pero podemos argumentar que ay = 1, y luego
existe una funcién normalizable de dos particulas sobre dicha linea. Sobre la linea 2 —1 el
Hamiltoniano de una particula tiene un estado fundamental bien definido y cuya energia
es negativa. Por otro lado, dos particulas idénticas en un estado fundamental poseen el
mismo juego de ntimeros cuanticos espaciales. La funciéon de onda del estado fundamental
de un sistema de dos particulas no puede entonces transformarse continuamente ( exten-
diéndose ) en un estado correspondiente a una particula ligada y una libre, de modo que
el exponente critico tiene que valer 1 sobre la linea critica 2 — 1. Es decir, no existe en
el Hamiltoniano una diferencia entre las particulas que provoque la separacién de una de
ellas mas que la otra. El sistema mantiene las dos particulas ligadas hasta valores muy
cercanos al critico y luego pierde una particula al atravesar la linea.

En los capitulos siguientes ( 3y 4 ) estudiaremos algunos sistemas que incluyen particu-
las distinguibles. Veremos que el comportamiento critico depende sensiblemente de las
propiedades de simetrizacion y del umbral de energia. Una pregunta abierta que no res-
pondimos en este capitulo es cudl es el valor del exponente critico en el punto (AP, )\gmc)),
si el diagrama es del tipo 2. En el capitulo 3 investigaremos sobre sistemas que incluyen
puntos en el diagrama de estabilidad en los cuales las lineas 2 — 1 se transforma en una
2 — 0. El punto en que esto sucede es equivalente al (Af’, )\émc)) estudiado aqui y veremos
que su comportamiento critico cambia notablemente.
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... Y cudl es el papel que me has destinado en tu plan, El de martir, hijo
mio, el de victima, que es lo mejor que hay para difundir una creencia y
enfervorizar una fe. Las dos palabras, mdrtir, victima, salieron de la boca
de Dios como si la lengua que dentro tenia fuese de leche y miel, pero un
subito hielo estremecio de horror a los miembros de Jesus, parecia que la
niebla se hubiese cerrado sobre €él, al mismo tiempo que el Diablo lo miraba
con expresion enigmdtica, mezcla de interés cientifico e involuntaria piedad.
Me digiste que me darias poder y gloria, balbuceo Jesus, temblando aiun de
frio, Y te los daré, te los daré, pero recuerda lo que acordamos en su dia, lo
tendrds todo, pero después de la muerte, Y de que me sirven poder y gloria si
estoy muerto, Bien, no estards precisamente muerto, en el sentido absoluto
de la palabra, pues siendo tu mi hijo estardas conmigo, o en mi, aun no lo
tengo decidido de manera definitiva, En ese sentido que dices, qué es no
estar muerto, Fs, por ejemplo, ver, siempre, como te veneran en templos y
altares, hasta el punto, puedo adelantdartelo ya, de que las personas del futuro
olvidaran un poco al Dios inicial que soy, pero eso no tiene importancia, lo
mucho puede ser compartido, lo poco no. Jesus miro a Pastor, lo vio sonreir,
y comprendid, Ahora entiendo por que esta aqui el Diablo, si tu autoridad se
prolonga a mds gente y a mds paises, también se prolongard su poder sobre
los hombres, pues tus limites son sus limites, ni un paso mds, ni un paso
MENOoS, ...

José Saramago, “ El Evangelio segtin Jesucristo”.



Capitulo 3

Tres cargas unitarias con interacciones
apantalladas

En este capitulo estudiaremos sistemas de tres particulas inmersos en plasmas de
Debye. La particularidad de estos sistemas es que las interacciones entre ellas se
ven apantalladas. Veremos que este cambio en la forma de las interacciones funda-
mentales entre particulas genera una cascada de nuevas propiedades y fenémenos
que no estan presentes cuando las interacciones son del tipo Coulombiano. En
particular haremos énfasis en la existencia de estados borromeanos y del efecto
Efimov. Incluimos también un analisis del comportamiento critico de la energia y
los diagramas de estabilidad para el estado fundamental.

3.1. Introduccion

El plasma es un estado de la materia que puede describirse como un conjunto de
electrones con un fondo uniforme de carga positiva. A pequena escala el sistema se deberia
poder describir como un conjunto de muchas colisiones de dos cuerpos, sin embargo en
una escala mayor esto no es asi. Si, por ejemplo, en algin punto del espacio aparece
un exceso de carga positiva los electrones se veran atraidos hacia ese punto ( venciendo
la repulsién entre ellos )y neutralizarédn el exceso. En forma colectiva esto da origen a
las oscilaciones en los plasmas, que es practicamente una rama de la fisica actual. Las
oscilaciones también tienen el efecto de reducir el alcance de la interaccién Coulombiana
entre electrones, algo que nosotros utilizaremos aqui.
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La interaccion apantallada en los plasmas

Se puede hacer una derivacién rapida de cual es la forma de las interacciones
apantalladas a partir de un modelo electrostatico. Como dijimos, un plasma es
una coleccién de electrones en un fondo de cargas positivas. Vamos a suponer que
en equilibrio térmico el potencial electrostatico al que se ven sometidos es ®. De
acuerdo con esto la distribucion de electrones esta dado por el factor de Boltzmann
67}7&;}, en donde —e® es la Energia potencial de un electrén. La densidad espacial
de electrones es entonces e

n(x) = ng e 7 (3.1)
en donde ng es la densidad uniforme de fondo. Para determinar el potencial de
interaccién vamos a utilizar la ecuacién de Poisson. Planteamos entonces cual es el
potencial que sufre una carga de prueba ubicada en el origen debido a la densidad

electrénica eng y el fondo uniforme de iones positivos. Tenemos que
V20 = —47 Zed(x) — 4meng {e% - 1] . (3.2)

Si la energia térmica es suficiente para remover los electrones de los posibles pozos

de potencial que puedan existir, podemos asumir que }fi{f es pequeno. La Ec. (3.2)

se puede linearizar (e”" ~ 1 —r), y se obtiene

V20 — 02® = —41 Zed(x) (3.3)
en donde )
41w nge

U% = KT (3.4)

La Ec. (3.3) tiene la solucién esféricamente simétrica

e~ DT

B(r) = Ze (3.5)

r

lo que muestra que los electrones se mueven de una forma en que el campo Coulom-
biano de una particula se ve apantallado a una distancia del orden de al_)l.

Las interacciones Coulombianas entre las particulas dentro del plasma se ven apanta-
lladas por la presencia del mismo. Una forma simple de describir este apantallamiento es
la de reemplazar las interacciones Coulombianas de largo alcance por interacciones tipo
Yukawa exp (—or)/r. El pardmetro de apantallamiento o simula plasmas de diferente tipo,
desde o = 0 para vacio, hasta grandes valores de o para plasmas ionizados térmicamente.

Algunos sistemas de tres cargas unitarias que ya han sido estudiados en plasmas son
H ppp=, Ps—, H™ [23, 20, 21, 22]. Para el H; se encontré que el estado fundamental si
es Borromeano [23], siendo este resultado la razén de nuestro estudio de estos sistemas.

Uno de los fendmenos que aparece cuando las interacciones son heterogéneas (de corto y
largo alcance) son los llamados estados Borromeanos. Un sistema de N particulas tiene un
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estado ligado Borromeano cuando todos los posibles subsistemas son inestables. Inestable
aqui significa que ninguno de los subsistemas soporta un estado ligado con energia por
debajo del correspondiente umbral del continuo. Para N = 3 podemos poner dos ejemplos:
el anion H~ (+M,—m,—m) o la molécula ionizada H, (+M,+M,—m). Diremos que
cualquiera de los dos sistemas es Borromeano si el tinico posible subsistema, el atomo de
hidrégeno H (+M, —m) no tiene estados ligados. Recordemos que esto es posible ya que
las interacciones son apantalladas y el espectro del atomo de hidrégeno no posee un punto
de acumulacion de energias en el cero, como en el caso puramente Coulombiano.

El campo de estudio en el que nacieron los estados Borromeanos fue el de la teoria
nuclear. La principal razon es que en algunos casos experimentalmente comprobables los
estados Borromeanos presentan halos cuanticos en los nicleos atéomicos. La inversa, sin
embargo, no es cierta, muchos sistemas nucleares presentan halos sin poseer estados Bo-
rromeanos [17]. El nombre de estos estados fue tomado por la relacién que existe entre
ellos y los anillos Borromeanos. Una interesante cantidad de iconos, logos, escudos heraldi-
cos e interrelaciones de historias pueden encontrarse en la web. Es por ello que incluimos
algo sobre la epistemologia del nombre adoptado para estos estados en la seccién 1.2 de
la introduccién. Como dijimos anteriormente, el hecho de que la molécula de hidrégeno
ionizada (H,) presenta estados Borromeanos al estar inmersa en un plasma, nos motivé a
tratar de determinar la estabilidad del estado fundamental de este tipo de sistemas. Es-
tudiamos la estabilidad frente a cambios en el plasma (cambiando el apantallamiento o)
con las masas constituyentes fijas y también la estabilidad de otros sistemas, tomando a
las masas constituyentes como parametros continuos.

3.2. Hamiltoniano de tres particulas

El Hamiltoniano de un sistema inmerso en un plasma de Debye debe ser tal que repre-
sente las interacciones efectivas que ocurren dentro de él. Como explicamos anteriormente
la forma de representar las interacciones apantalladas por el plasma es reemplazar el
potencial Coulombiano entre cargas por un potencial de Yukawa. Los sistemas que estu-
diamos en este capitulo son del tipo H~, H;", por lo tanto una de las cargas tiene el signo
opuesto a las otras dos. Para el caso de cargas unitarias el Hamiltoniano tiene la siguiente
forma,

6—0\771—772\ 6—0|F2 — 73] 6—0\771—773\

1 1
H=-——Ve —Vi-
2m1 L 2m2 2

1v§+ﬁ ———————— (3.6)
2m3 |7’1—T2| ‘T’Q—Tg‘ |7’1—T3|
Recordamos aqui que utilizamos unidades atémicas a lo largo de esta Tesis. En el
Hamiltoniano podemos reconocer los términos de energia cinética para cada una de las
cargas y las interacciones entre pares de cargas. Notar que hemos enumerado con 3 a
la carga de signo opuesto a 1 y 2. Tampoco utilizamos los términos positivo y negativo
para denominar el signo de las cargas. Esto se debe a que el sistema tiene una simetria
que permite cambiar el signo todas sus cargas y lo deja invariante. Este hecho no es

tan sorprendente, ya que la denominacién positivo y negativo de una carga carece de
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significado si la misma no esta en presencia de otra. Aun asi solo es relevante el signo
relativo.

Continuando con el analisis del Hamiltoniano, con el fin de reducir la dimension del
espacio de trabajo realizamos la transformacion usual al centro de masa y referimos las
posiciones de las particulas 1 y 2 a la posicién de 3,

T1 RCM
F2 e Fl—F3—>F
T3 Ty — T3 — T

Omitiendo el término de energia cinética correspondiente al centro de masa, podemos
reescribir el Hamiltoniano en la forma,

1 1 1 e eI T2
H=——Vi—-—Vi—-—V.Vy— — + ) (3.7)
211 212 mg3 1 ) T12
en donde hemos definido la nueva variable r5 = |1} — 75| y las masas reducidas de 1
y 2 respecto de 3, p; = n’;’ff;;”S ;i =1,2 . Debido a la transformacién aparece también el

término V,.Vy, llamado de Hughes-Eckart o de polarizaciéon de masas. Tras el andlisis
de resultados y algunos indicios analiticos veremos que este término juega un importante
papel en la formacién de estructuras. La ecuaciéon de Schrodinger para el sistema es

H‘I’o(’f’h T2, 7’12) = Eo(lh, M2, M3, O-)\IIO(Tlu T2, 7’12) ) (3-8)

en donde ¥y es la parte espacial de la funcién de onda. Como explicamos en el capitulo 2 el
espinor puede ser elegido de forma de asegurar la simetrizaciéon correcta. Resolver la Ec. 3.8
nos permitird encontrar la energia Fy de los sistemas (£my, =mq, Fms; o), en donde los
signos delante de las masas indican el signo de las cargas. Para estudiar la disociacién' de
este y cualquier otro sistema, debemos conocer o establecer cual es la energia de umbral
relevante (en adelante, el umbral) para cada eleccién de las masas constituyentes. El
umbral es la menor energia de los estados fundamentales de los dos posibles subsistemas
(£mq, Fms;0) y (£mg, Fms; o). Cuando la energia de las tres particulas es mayor que
la de umbral, el sistema se disocia por que existe una configuracién menos energética, un
atomo y una particula libre. El Hamiltoniano de dos particulas es

1

L@ ; _

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que m; > mo, lo que implica pu; > po.
Usando el principio variacional podemos probar que para un valor fijo de apantallamiento

LAqui se podria decir ionizacién en lugar de disociacién, sin embargo el verbo ionizar, segin la Real
Academia Espanola de Lenguas, se utiliza cuando el producto del proceso quimico incluye iones. Los
productos de las reacciones estudiadas aqui son iones si pensamos en el proceso de adquirir una carga.
Por lo tanto utilizaremos ambos indistintamente.
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o, el estado fundamental del Hamiltoniano A" tiene menor energia que el de h®. La
prueba es,

1 1 1
) < 1 = &+ 57 (- ) < el (3.10)

en donde Séi) .1 = 1,2 son las energias de los estados fundamentales de los Hamiltonianos
en la Ec. (3.9) y (hM), es el valor medio del Hamiltoniano (") en el estado fundamental
de h®. Vemos entonces que el umbral corresponde a la energfa del subsistema con mayor
masa. Esta informacion la podemos utilizar para escoger una escala apropiada para las
masas. Si my; > my y fijamos apantallamiento o, el umbral solo depende de 1 y entonces
escogemos la escala con la condicién p; = 1 de modo que el umbral solo depende de o,

&o(0) = &o(1,0). En esta escala puede verse que my = 1 + 72 por lo tanto mjz € [1,00].
m_'i)
mimz T 1

La masa reducida py puede escribirse como , v dado que my/mgy > 1 el intervalo

de valores de s es [0, 1].

El umbral, como dijimos anteriormente, es la energia del estado fundamental del sub-
sistema con mayor masa. Esto es cierto siempre y cuando exista un estado fundamental
de dos particulas. Si ninguno de los dos subsistemas soporta estados ligados, la energia
de umbral es cero. Lo que sucede es que la energia del estado fundamental disminuye con
el aumento del apantallamiento, hasta que alcanza el cero de energia. La existencia de
una constante de acople critica, para la cual &/(d.) = 0, fue probada por Klaus y Simon
[3] para potenciales de corto alcance. El valor de &, ya ha sido obtenido anteriormente
en forma numérica [16, 45, 46] para el potencial de Yukawa. Aqui utilizamos el método
variacional de Rayleigh Ritz, descripto en [16], con polinomios de Laguerre hasta orden
n = 1400 para calcular (o), y obtuvimos 6, ~ 1.1904. Si el apantallamiento reescaleado
o/ es mayor que . entonces no existen estados ligados de dos particulas. En este punto,
si el sistema de tres particulas es capaz de ligar un estado diremos que es Borromeano.
A continuacién daremos una breve explicacién de los metodos utilizados para calcular las
energias.

3.3. Meétodo variacional de Rayleigh-Ritz

Para estimar las energias del estado fundamental utilizamos el método variacional de
Rayleigh y Ritz con una base no ortogonal del espacio de Hilbert [47]. Trabajamos con el
conjunto de funciones base tipo Hylleraas,

(I)S;/v‘;) — 67(7r1+5r2) Tll'Tg'f’]fQ ;o= 17 ) M<N)

;o 4,0,k =0,--- N. (3.11)
en donde (, §) son parametros no lineales que mantenemos fijos. El ntimero M(N) = (N +1)3
es el tamano de las matrices en el caso de particulas distinguibles. Si las particulas son
idénticas (m; = my) las funciones de base deben ser simetrizadas y el tamano de las ma-
trices se reduce a M(N) = (N + 1)*(N + 2)/2 (ver Apéndice A). Para un dado conjunto
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base {®;} de tamaifio M, la aproximacién éptima para la energfa del estado fundamental
esta dada por el minimo autovalor del siguiente problema de autovalores generalizado,

HM ™) = X\ MM )| (3.12)

en donde

(HM)y = (@ H D)), M = (0])) . (3.13)

Su correspondiente funcién de onda es la representada por el autovector del minimo
autovalor. Basicamente resolvemos la ecuacién de Schrodinger dentro del subespacio de
dimensién M expandido por el conjunto base. Las aproximaciones a la energia y la funcion
de onda son,

M(N)
Ey < BV =min{\} 1 T >0 = Y Vo, (3.14)
j=1
en donde {\;} son los autovalores de H™), y c(()N) es el autovector correspondiente a

EM.

La matriz de solapamiento M ( la matriz de overlap ), es igual a la identidad si la
base es ortogonal y el problema generalizado Ec. (3.12) se convierte en uno comun. Ese
no es nuestro caso y debemos mapear el problema generalizado a uno comtun aplicando
una descomposicién de Cholesky a la matriz de solapamiento M [48].

Los pardmetros no lineales de la base fueron elegidos de forma tal que minimicen
la energia en regiones de interés del espacio de parametros lineales. La minimizacion
se realizo con algoritmos de minimizacion estandar para mas de una dimension obte-
nidos de [48]. La misma se realizé con tamano de base N = 4 dando como resultado
(v =10.36,6 = 0.13). Para todos los tamands de base mayores, se utilizaron los mismos
valores ya que realizar una minimizacion es computacionalmente muy costoso, inclusive
para N = 4 (75 funciones de base). La razén mas importante es que para cada conjunto
de parametros no lineales se deben calcular integrales y realizar la descomposicion de
Cholesky con muchas cifras significativas ( &~ 180 ) para no perder precisién.

El conjunto de funciones base puede tener problemas numéricos para algunas regiones
del espacio de pardmetros del Hamiltoniano. Para chequear nuestros resultados, calcula-
mos también la energia usando una combinacién lineal de 10 funciones exponenciales de
la forma exp (—ayry — Birg — Yir12) ; ¢ = 1,...,10. Con esta base utilizamos el método de
Ritz en conjunto con el método de pivoteo para realizar una optimizacién global [49] y
obtener los valores de los 30 parametros variacionales no lineales.

Todas las integrales necesarias para la evaluacién de los elementos de matriz las ob-
tuvimos en forma cerrada y como expresiones analiticas, ver [50] y el apéndice A.1. Para
poder evaluar las integrales y realizar la descomposicién de Cholesky en forma correcta
hasta 16 cifras significativas, desarrollamos un cédigo en FORTRAN que trabaja con pre-
cisién arbitraria utilizando FORTRAN multiprecisién [51]. FORTRAN multiprecisién es
una extensiéon de FORTRAN 90 que permite establecer un ntimero arbitrario de cifras
significativas para trabajar, con una ventaja notable en rapidez de calculo sobre aplicacio-
nes mas complejas como MAPLE o MATHEMATICA. Una vez calculadas las integrales,
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el problema de autovalores se resuelve usando precisiéon doble, algo estandar en un codigo

FORTRAN.

T I T I T I T I T
@ i
N=1 =

- -0.02

- -0.04

- -0.06

- -0.08

Figura 3.1: Energia del estado fundamental del H," inmerso en plasma como funcién
del apantallamiento o. Las mismas fueron obtenidas con el método de Rayleigh-Ritz
utilizando la base de la Ec. (3.11). (a) Las bases utilizadas corren de N =1, ... ,17.
También se muestra la energia del estado fundamental del H, el tinico subsistema del
H;r . (b) Las primeras 15 autoenergias del espectro de Ritz obtenidas con una base de
N = 17. Los puntos rojos indican la energia del H.

La Figura 3.1 muestra la energfa del estado fundamental del H,” inmerso en plasma,
obtenida con diferentes tamanos de base. La masa relativa utilizada para los calculos
fue 72 = 1836.1527 obtenida del sitio web del National Institute for Standars and Te-
chnology?. Se observa una buena convergencia de las curvas de energfa obtenidas con N
creciente. El i6n molecular H, tiene un estado fundamental Borromeano y es estable atin
cuando el Hidrégeno inmerso en plasma H (el tinico subsistema posible) es inestable. En
la parte (b) de la figura, se ve como las primeras 15 energias que entrega el método de
Ritz se adensan en el umbral del continuo, que corresponde a la energia del Hidrégeno.
Claramente, el H,™ no solo tiene un estado Borromeano, sino que presenta muchos estados
por debajo de cero cuando el Hidrogeno ya no es estable. Esto, veremos luego, se debe a
la presencia del Efecto Efimov para el H .

3.4. Diagramas de Estabilidad

En un diagrama de estabilidad se muestran las lineas criticas del estado fundamental
(lineas criticas, de ahora en adelante). Una linea critica es la que divide el diagrama en

Zhttp://physics.nist.gov
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dos dominios, uno en donde los sistemas ( de tres particulas ) poseen un estado ligado
con energia por debajo del umbral y otro en el que no.

Aqui utilizaremos un diagrama triangular, o en coordenadas Baricéntricas, para repre-
sentar los sistemas de tres particulas. En varios trabajos previos a esta Tesis [52, 53] (para
interacciones Coulombianas), se han utilizado los diagramas en coordenadas baricéntricas
en la inversa de las masas para representar los posibles sistemas de tres particulas. En la
opinién del autor esto ha sido tanto por razones de simplicidad en la comprension grafica,
como por la estética triptica, en muchos casos mistica y ancestral, con la que el hombre
siempre a tratado de representar los conjuntos de tres cuerpos o entes cualesquiera fueran
ellos. La definicién de las coordenadas es la siguiente,

N 1/m1 + 1/m2+ ]_/mg

L i=1,2,3, (3.15)

i
notar que solo dos de estos parametros son independientes ya que

a1+ Qo + g = 1. (316)

Las coordenadas baricéntricas son especialmente ttiles para las interacciones Coulom-
bianas, ya que el potencial Coulombiano es una funcién homogénea. A causa de esto el
diagrama de estabilidad es invariante ante un reescaleo global de las tres masas por una
constante. Ciertamente esta particularidad hace del potencial Coulombiano uno bastante
especial. La interaccién de Yukawa, por su parte, no es invariante ante ese reescaleo. Las
lineas criticas son, en cambio, invariantes ante la trasformacion simultanea

m; — pfm; ; o—oa/f ; r—pr (3.17)
Tomando (= 1/u1, podemos ver que los siguientes sistemas son equivalentes

(,ulnu27m37o-) — (17M2/M17m3/l’b17#10-)~ (318)

De modo que, sin perder la generalidad en el andlisis, podemos fijar 1; = 1 y estudiar
los diagramas de estabilidad en coordenadas baricéntricas para diferentes valores de o.

El diagrama de estabilidad para un valor fijo del apantallamiento o esta representado
por un triangulo equilatero de altura 1, como podemos ver en la Figura 3.2. Los pardme-
tros a; corresponden a las distancias que existe entre un punto dentro del triangulo y cada
uno de los lados del mismo. Ahora es claro por que la ecuacién Ec. (3.16) debe cumplirse,
ya que un punto en el tridangulo esta univocamente determinado por dos distancias sola-
mente. Cada lado del tridngulo representa un sistema con una masa igual a infinito. En
consecuencia, un vértice representa un sistema con 2 particulas de masa infinita. El eje
de simetria (linea de trazos) en el medio del tridngulo representa los sistemas en que las
particulas con la misma carga son idénticas. De modo que sistemas muy conocidos como
He, Hy ,ppp~, ttu~, e~ e~ e™, etc. son representados por un punto en esta linea.

Dado que tenemos dos particulas con la misma carga, el diagrama de estabilidad
serd simétrico con respecto a el eje de simetria mostrado en la Figura 3.2. Demostraremos
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9 o

Figura 3.2: Grafico triangular de coordenadas baricéntricas. El tamafio relativo de las
esferas numeradas indica cual particula es la de mayor masa en las cercanias de ese
punto del tridngulo. Indicamos las coordenadas del punto que corresponde al sistema
exdtico (p*,dT,p™).

dos propiedades més de las lineas criticas, validas también para interacciones Coulombia-
nas [52], que son ttiles para tener un esquema de la forma de los diagramas.

(i) La linea critica es cruzada solo una vez si trazamos una linea
desde un vértice al eje de simetria.

La prueba para el caso Coulombiano dada en [52] solo incluye la energia cinética, de
modo que es valida para interacciones de cualquier tipo.

(i) El dominio de inestabilidad es convezo.

Para este segundo punto incluimos la prueba en el recuadro titulado Prueba de
convexidad. Si bien la prueba sigue los pasos del caso Coulombiano, la interaccién apan-
tallada no es homogénea y debemos chequear que todos los pasos sean validos.

La informacion sobre las lineas criticas mostrada hasta aqui solo hace referencia a
la existencia de estados ligados. No hemos establecido ain ninguna informacién sobre la
existencia de estados ligados Borromeanos. La primera y mas basica informaciéon es una
condicién necesaria para la existencia de estos estados. La condicién se obtiene directa-
mente del Hamiltoniano. Aplicando el principio variacional al Hamiltoniano de la Ec. (3.7)
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con p; = 1 obtenemos

6—0'7’12 1
EO = <H>‘I’0 > 50(0') + 50(,&2,0') + < T > - % <V1.V2>\PO y (319)
L)
—O0T12 1
E() — 50(0') > 50(,&2, O') + <€ > - — <v1'v2>\110 . (320)
e /g, ™3

en donde ¥ es la autofuncion del estado fundamental del sistema de tres particulas. Tam-
bién utilizamos que <h(i)> o > &y. Para que un sistema pueda tener estados Borromeanos,
todos sus posibles subsistemas deben ser inestables. Esto nos dice que debemos considerar
valores del apantallamiento mayores a ., en donde los dos posibles subsistemas no tienen
estados ligados. Con la eleccion p; = 1 basta con elegir 0 > 6. ya que las energias de los
dos subsistemas se anulan &(pg, o) > &(1,0) = 0. Entonces para un estado fundamental
Borromeano

e o2 1
E 0 Ey > - ) ) 21
0 <0y ko= < - >\I/0 s (V1i.Va)y,. (3.21)
Claramente
<V1'V2>\Ilo > 0, (322)

es una condicién necesaria para la existencia de un estado Borromeano. La condicion
(3.22) muestra la importancia de los términos de correlacién en funciones de prueba
para describir el enlace Borromeano. Basta notar que si utilizamos funciones de prueba
descorrelacionadas de la forma ¢15 = ¢(r1)¢(r2), obtenemos (V1.Va), = 0.

El paso que sigue es conseguir informacion de los resultados numéricos obtenidos con
el método variacional. Una vez calculada la energia variacional del sistema, la linea critica
esta implicitamente definida por

Eo(o) sio <a.
E(](l,,uQ,mg, O') = Eth 3 donde Eth = (323)
0 sioc > o..

Podemos ver en las Figuras 3.4 y 3.6 las lineas criticas para dos valores de apantalla-
miento.

A partir de los calculos variacionales podemos derivar una cota analitica, a costa de
perder algo de precisién. Si recorremos el lado 2—3 (m; = co) desde el vértice 2 al 3, existe

*
un valor critico (2—2) (o) para el cual el sistema se vuelve inestable. A este valor critico

le corresponde un valor (o). En la figura 3.4 para ¢ = 1.1, se muestra el punto «j(1.1)
en azul sobre el eje de simetria. Como la linea critica variacional es una cota estrictamente
inferior a la exacta, de acuerdo con la figura 3.4 todos los sistemas con az > af(c) son
estables si mantenemos el valor de apantallamiento o fijo.
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Prueba de convexidad
Denominemos momenténea-
mente x; a las inversas de las
masas T; = mi La transforma- 3
cién de escalas a1 +ag+agz =1 o taytaz=1 p =1
y 1 + x3 :,ufl =leneles = &
pacio de las z, se puede pensar N A ¥ T
como una proyeccion de un By
plano sobre otro y por lo tanto
conserva las lineas rectas (ver ~ /  TTell
Figura 3.3). De este modo una o T
prueba de convexidad para
las x,is es valida como prueba
de convexidad para los a;s_ Figura 3.3: Representacién de una linea
Supongamos que dos puntos en las dos normalizaciones 1 = 1 y
{«!} y {z;} pertenecen a la 2io=1.
linea critica. El umbral para
el sistema es (o), entonces Ep(z;) = Eo(z;) = & (o) por definicién de linea
critica. De acuerdo con las elecciones que hemos realizado, para todos los puntos
en la linea x(n) = {(1 — n)z; + nz}; n € [0,1] el umbral es el mismo. Es méds,
Hn) = H(A—n)zi+n) (3.24)
= (1= n)H(x:) + nH(zy). (3.25)
y del principio variacional, utilizando la funcién de prueba ¥(n), tenemos que
Eo(n) > (1 —n)Eo(x;) +nEo(z;) = E(0). (3:26)
Entonces el dominio de inestabilidad es convexo en los diagramas de estabilidad
para el estado fundamental de tres particulas con interaccién de Yukawa. En pocas
palabras, al trazar una linea recta entre dos puntos de la linea critica solo pasamos
por sistemas con energias mas grandes que el umbral, y por lo tanto pertenecen
al dominio de inestabilidad. &
Entonces de la Ec. (3.15) puede verse que todos los sistemas que cumplen con
msz [y 1
— | —+1)< ” -1, (3.27)
my \ Mo ak(o)

son estables. Desde luego este resultado es aplicable a cualquier valor de o, hasta para
o = 0, aunque es mas preciso para o 2 &.. La regién de estabilidad representada por la
Ec. (3.27) es el tridngulo formado con el vértice 3 y base igual a la linea de trazos con el

punto azul en la Figura 3.4.

En la Figura 3.5 mostramos la funcién o(a}) que se obtiene de invertir la relacién aj(o).
Si aplicamos la cota con el apantallamiento critico, resulta en que todos los sistemas que
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3 o m3:1.2
e a,=0.780

2 1
Figura 3.4: Diagrama de estabilidad para ¢ = 1.1 calculado con una base
de tamano N = 14. La linea de trazos y puntos es una recta que corres-
ponde a m3 = 1.2 y ps cambiando de 0 a 1. El punto azul corresponde a

(al = 1720{3,042 = Q1,03 = Oé?;(ll) = 0780)

cumplan con (3.27) poseen estados Borromeanos. En ese caso obtenemos aj(6.) = 0.880,
de modo que aquellos sistemas que cumplan

msz ([ Ty
— <— + 1) < 0.136 (3.28)
mi \Ma2

tienen un estado fundamental Borromeano cuando el valor del apantallamiento es el criti-
co. Claramente, si aumentamos el valor de o la cota cambia pudiendo dejar fuera algunos
sistemas. De todas formas, la continuidad de los valores de (o) con o nos asegura que
un sistema que cumple con (3.28) es también Borromeano en un entorno de o > o, siendo
la tnica excepcién un sistema que cumpla la igualdad exacta en la cota.

En la Figura 3.4 puede verse que el eje de simetria es estable para ¢ = 1.1. Si la
interaccién se apantalla ain mas, el dominio de estabilidad se reduce hasta que la tnica
region estable es el vértice superior (una molécula simétrica con dos nicleos infinitamente
pesados y una particula liviana). La Figura 3.6 muestra la reduccién del dominio de es-
tabilidad cuando el valor de apantallamiento es el critico. De esta forma construimos un
grafico ( Figura 3.7 ) que muestra la linea critica o(a3) que define los apantallamientos
criticos para todos los sistemas simétricos. En la Figura 3.7 puede verse que existe un
valor (%?(’e apantallamiento por arriba del cual todos los sistemas simétricos son inestables,

o> oY = 1.369. Sobre este valor existen resultados previos optimizados para sistemas
+

simétricos. En [23] obtuvieron el valor o) = 1.373(4), para la molécula ionizada de
hidrégeno H, , utilizando un método de Montecarlo Cuéntico No Adiabatico. Este resul-
tado acuerda con el nuestro dentro del error estadistico reportado. En realidad este valor
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Figura 3.5: La funcién o(ag) para la cual los sistemas (m; = oo,mg,mg = 1)
se vuelven instables, obtenida de cdlculos variacionales. También se muestra el punto
aj(o = 0), obtenido para el limite Coulombiano con Optimizacién Global, y el punto

aﬁg) para el cual todos los sistemas de tres particulas son inestables.

critico es valido para los sistemas simétricos y también para los asimétricos. Esto se debe
a que el valor de aﬁ?’) corresponde al apantallamiento tal que la linea critica llega al vértice
3 en el grafico triangular. La condiciéon de convexidad nos asegura entonces que ol es
igual o menor para los sistemas simétricos .

En las seccién 3.6 veremos como calcular el comportamiento critico de estos sistemas
utilizando Escaleo de Tamano Finito (FSS, de sus siglas en inglés Finite Size Scaling).
Con este método podemos obtener un valor més preciso de la linea critica, haciendo uso de
las propiedades de escaleo de la base truncada. La linea critica obtenida con FSS también
se muestra en la Figura 3.7. Esta linea indica que todos los sistemas simétricos con tres
masas iguales, como el Ps™, son Borromeanos para ¢ = .. De este modo FSS nos da
una fuerte evidencia numérica de la existencia de sistemas Borromeanos, que extiende los
resultados del método variacional.

Es sabido que para las interacciones Coulombianas (o = 0) todos los sistemas que
yacen sobre el eje de simetria, son estables [54, 55]. En las Figuras 3.6 y 3.7 se observa
que si el valor de apantallamiento es el critico existen sistemas inestables sobre el eje de
simetria. Queda claro entonces que existe un valor de apantallamiento 0 < ¢* < &, por
debajo del cual el eje de simetria se vuelve estable. Una estimacién variacional para ese
valor es o* ~ 1.1661. Si aumentamos infinitesimalmente el apantallamiento, aparece una
brecha en la estabilidad del eje de simetria. Esto significa que la inestabilidad no aparece
en ag = 0, sino que lo hace para un valor finito. Con valores alrededor de a3 = 0.02
los sistemas son inestables, pero para as = 0 son estables. Los sistemas desde el vértice
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3 e a",=0.880

— N=140 = 1.1906
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2 1

Figura 3.6: Diagrama de estabilidad para ¢ = 11906 =~ &, calculado
con una base de tamafio N = 14 (para los sistemas simétricos los resulta-
dos son hasta orden N = 17). El punto azul corresponde a la coordenadas
(a1 = 152 ay = ay, a3 = a(1.1906) = 0.880). También mostramos la linea critica

para el limite Coulombiano o = 0, calculada con un algoritmo de Optimizacion Global

[49].
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Figura 3.7: La linea critica o(ag) para sistemas simétricos. En el detalle se muestra
un dominio muy pequeno alrededor de a3 = 0, en el cual puede verse una brecha de
inestabilidad en el eje de simetria (ver el texto para mds detalles).
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superior hasta az = 0.02 también son estables®.

En las investigaciones realizadas con interacciéon Coulombiana se sugiri6é [54] que al
variar la carga de las particulas la regién de estabilidad se separa en dos islas, una cerca
de a3 = 0 y la otra en el vértice superior. En el modelo apantallado un incremento
muy pequeno del apantallamiento hace que la isla cercana a a3 = 0 desaparezca. Esta
sensibilidad al parametro de apantallamiento puede estudiarse mediante la fraccion de
ligadura, g = % La Figura 3.8 muestra la fraccién de ligadura para un apantallamiento
o = 1.1. Vemos que cerca de a3 =~ 0.02 se observa un minimo que esta ampliado en el
detalle. Si se aumenta ligeramente el valor de o por arriba del valor critico ¢*, la primera

region que se hace inestable es la que corresponde a a3 ~ 0.02.

8 T T T T T T T T ]

= l 1 l 1
0 02 04 06 08 1
u3

Figura 3.8: Fraccién de ligadura obtenida para una longitud de apantallamiento de Deb-
ye 0 = 1.1. Las curvas corresponden a diferentes tamanos de la base N = 12, ... ,16.
El detalle muestra que el sistema esta mas cerca de la inestabilidad para ag =~ 0.02

La linea critica obtenida aqui es una cota inferior numérica a la exacta, la brecha
podria no existir realmente. La existencia o no de esta isla de estabilidad es un punto
que merece un estudio detallado desde un punto de vista mas analitico que el realizado
en esta tesis. Como punto de partida puede acotarse que, como se ve en la Figura 3.7,
el término de polarizaciéon de masas se anula en el punto en que aparece la brecha. Esto
también fue observado con interacciones Coulombianas [56], pero la variable utilizada en
ese caso fue la carga relativa de las particulas.

3Por ejemplo, el i6n exético u~, 1, tT que se obtiene de reemplazar los electrones por muones posee
un valor ag =~ 0.0185, con lo cual es inestable (segiin la aproximacién variacional). Por otro lado el i6n
H~ con masas relativas mas pequefias ( ag =~ 0 ) es estable, al igual que el ién Ps™ con las tres masas
iguales (ag =0.33).
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3.5. Efecto Efimov

El efecto Efimov esta presente en muchos sistemas de tres cuerpos, aunque el mas
conocido de todos es el compuesto por tres bosones idénticos [31, 57, 58, 59, 60, 61].
Muy recientemente se midié experimentalmente el primer estado de Efimov en atomos
de Cesio ultrafrios [33]. Evidentemente, a partir de este resultado ha habido un impulso
considerable en las investigaciones sobre el tema e inclusive algunas controvesias. Por
nombrar un ejemplo, en [62] Lee et al sostienen que el estado observado no es de Efimov,
sino que es un estado ligado molecular Borromeano. Hoy en dia es aceptado por toda
la comunidad que los estados observados en la resonancias de Feschbach de los atomos
ultrafrios, son de Efimov.

El efecto, como explicamos en la introduccion, consiste en la aparicién de un conjunto
universal de estados ligados de tres particulas, cuando la longitud de dispersion a de dos
cuerpos diverge. La longitud de dispersion diverge cuando la energia de un estado ligado de
dos cuerpos se hace igual al umbral del continuo. Esto puede ocurrir cuando sintonizamos
algin parametro del Hamiltoniano para que las interacciones sean resonantes. Entonces,
la divergencia de la longitud de dispersion es un fenémeno natural en las cercanias del
umbral que, en nuestro caso, corresponde a llevar el apantallamiento a su valor critico
o.. El conjunto de estados de Efimov de tres particulas satisface las conocidas relaciones
geométricas [31, 57],

Ey
—E:Lrl = e /%0, (3.29)
con so = 1,00624. Mediante el formalismo de las ecuaciones de Fadeev utilizado para

sistemas de tres particulas uno puede obtener una descripcién universal del efecto. La
idea basica es que la divergencia de la longitud de dispersién lleva a una interaccion
atractiva y efectiva que decae como %, en donde R? = 1%, +r3; +r3,. En el recuadro
mostramos rapidamente como se llega a la interaccion efectiva y el desarrollo completo se

encuentra en el apéndice B.

La energia de un estado de Efimov se hace igual al umbral del continuo en un entorno
de la divergencia de a. El umbral del continuo es la energia del estado ligado de dos
cuerpos para a > 0 y es igual a cero para a < 0, que corresponde a tres particulas libres.
El niimero de estados ligados tiene un comportamiento universal en un entorno de la
divergencia que fue obtenido por Efimov [31]

N 22p (3.30)

en donde [ es la escala natural de longitud, relacionada con el rango de las interacciones.
En nuestro caso la escala de longitud es de orden % La Ec. 3.30 muestra otra posibilidad
para obtener infinitos estados ligados, en lo que se llama el limite de escala [ — 0, pero
aqui nos concentraremos en la divergencia de a solamente.
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De la ecuacién de Fadeev de baja energia® a la interaccién efectiva %

rij = V2Rsenay, ; Thij = \/3/2Rcos o : T

1.2 , 2.2
R =37 + 5755 ar 20 =1 ar < 2

ol

Las ecuaciones de Fadeev son una forma de resolver la ecuacién de Schrédinger utilizando coordenadas
hiperesféricas ( definidas en las Figuras ). La mismas se utilizan para encontrar soluciones de la forma
U(ry,re,r3) =1 + 12 + 13, en donde los subindices de v indican la eleccién de coordenadas hiperesféri-
cas. Las tres ecuaciones se pueden reducir a una utilizando un operador integral ( R ), que proviene de
transformar las funciones con las coordenadas a2 y a3 a las coordenadas con «1. En el caso de tres
particulas idénticas con momento angular total nulo y tomando en cuenta solo subsistemas con ondas S,
la ecuacion tiene la forma

(TR + Tay — E)Y(R, a1) = =V (V2sena1) R [¢(R, a1)] (3.31)

en donde

R [Y(R, )] = Y(R, a) + (R, o/ )do! (3.32)

4 /7r/2—\7r/6—o¢\ sen 2a’
3Jr

S

/3—a sen 2«

El subindice 1 indica que elegimos las coordenadas con la particula 1 diferenciada.
Una forma de resolver esta ecuacién es la de utilizar una expansion hiperesférica. Para cada valor de R
la funcién (R, ) se expande en una base completa de funciones ¢y (R, o) del hiperdngulo «,

1
R5/2 sen 20

(R, ) = > fa(R)én (R, a) (3.33)

n

La divergencia que se observa en el prefactor de la suma para « = 0 y o = 7/2 impone que ¢n (R, «)
debe anularse en los puntos extremos. Las ¢, (R, ) son soluciones de la ecuacién integro-diferencial en
una sola variable «,

2 m 2
[76% - An(m} on(B,0) = ~ 2"V (VAR sen )R [on (R, ) (3:34)

En esta ecuacién la variable R es un pardmetro y los autovalores A, (R) son funciones de dicho
pardmetro. Los autovalores An(R) definen los potenciales para cada canal de la variable hiperradial

Vn(R) = [Mn(R) — 4] 27:2122, en donde el término —4 proviene del operador T.. Este procedimiento es
completamente andlogo al que se realiza en la aproximacién de Born-Oppenheimer de una molécula
diatémica. Allf se resuelve el Hamiltoniano electrénico y se obtienen las energias £, (R) como funcién
de la distancia entre los nicleos atémicos R. Las energias obtenidas luego representan los potenciales de
interaccién entre los nicleos, definiendo diferentes canales de interaccién Vi, (R).
El dltimo paso que nos resta para llegar a una interaccién efectiva que va como % es suponer que los
autovalores A, (R) varfan muy lentamente con R. Si estos no dependieran en absoluto de R, entonces las
autofunciones hiperesféricas son independientes de R, ¢n (R, a) = ¢n(e) y las ecuaciones para las fn(R)
quedan desacopladas. Podemos entonces suponer que para regiones de R en que los autovalores A, (R)
varian lentamente los diferentes canales n se desacoplan y las soluciones pueden ser bien aproximadas
por la ecuacién

h? 9?2 15

o (Car * 1 ) + VR 1) = B (). (3.35)

2m
En el apéndice B.3 puede verse que las soluciones para los potenciales % atractivos presentan el espectro
tipico del Efecto Efimov. La forma particular de las constantes de acople y potenciales de cada canal
serd dependiente de las masas y cargas relativas.

%Todo lo desarrollado aqui esta explicitamente resuelto en el apéndice B.
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Figura 3.9: Los autovalores de menor energia obtenidos del método variacional de
Rayleigh-Ritz con N = 17 para sistemas simétricos con (a) mi/ms = 10, (b)
m1/mg = 198,and (c) my/mgz = m,/m. = 1836.15, como funcién del apantallamiento
escaleado o. Claramente no hay trimeros de Efimov para mi/ms = 10 [58].

Para sistemas de dos fermiones idénticos interactuando con una particula diferente,
hay algunos resultados previos [57, 58]. Una de las diferencias entre este tipo de sistemas
y el compuesto por bosones, es que la constante universal e~™/*° es ahora una funcién de
21 Mas atn, el efecto desaparece para 2—; < 13.6 cuando la constante de escala e™/*°
diverge. En el otro extremo, cuando ™ — 00, la constante de escala tiende a 1. En todos
los trabajos previos nunca se ha tenldo en cuenta las interaciones repulsivas entre las
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particulas, como hemos hecho aqui , sin embargo el comportamiento universal no debiera
verse afectado por los términos repulsivos.

Lo que nosotros obtuvimos es una evidencia numérica de la existencia del efecto,
como se ve en la Figura 3.9. La misma muestra las curvas de energia, reescaleadas, para
los cocientes de masas m; /mg = 10,198 y m,,/m. = 1836.15. Las constantes de escala que
se obtuvieron para estos estados son e™/*° & 0o, 1.76,1.45 y para m1/ms = 100 se obtuvo
e™/%0 =~ 2.0. El valor infinito de la constante de escala indica que existe solamente un
estado ligado por debajo de cero, por lo tanto g—? — 00. Mas aun, el efecto solo aparece si
las particulas 1y 2 son idénticas. Si las tres particulas son distinguibles hay tres longitudes
de dispersién (a;; 4,7 = 1,2,3), que corresponden a los tres subsistemas posibles de dos
particulas. Estd claramente expresado en [57], que el efecto no aparece si solo una longitud
de dispersion diverge. En general, méas de una longitud de dispersiéon debe diverger para
observar el efecto.

La longitud de dispersion a5 corresponde al subsistema de particulas repulsivas y es
por ello irrelevante en nuestro analisis, ya que nunca tendra un estado ligado. Esto nos
deja con dos longitudes reelevantes a3 y as3, que divergen cuando los correspondientes
apantallamientos 6; = o/p; ; @ = 1,2 son ambos iguales a su valor critico .. La condicién
11 = 1 que utilizamos hasta aqui , implica que ; = o, de modo que a3 diverge solo para
o = 0.. Luego, para que las dos longitudes diverjan, es necesario que py también sea la
unidad.

12

10

bound

— N=17
— N=14
21— = 2.69 In[0.20/|0-1.1904]
| — 2.691In[lal /] )

Figura 3.10: Ndmero de estados ligados de H2+ mi = mgy = my,, como funcién de o
para dos tamanos de base. El nimero de estados es maximo cerca de G.. También se
muestra la funcién universal nimero de estados ligados, Ec. (3.30), utilizando los valores
s0/T ~ 2.69 y 5, = 1.1904.
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En la Figura 3.10 puede verse el ntimero de estados ligados como funcién de o para la
molécula de Hidrégeno ionizada Hy ', my = my = m, y ms = m,. El ntimero de estados
crece notablemente alrededor del valor critico de apantallamiento, lo que da un fuerte
indicio de la existencia del Efecto Efimov en este sistema. En la misma Figura hemos
incluido dos curvas que corresponden a la funcién universal de la Ec. (3.30). En ambas
curvas utilizamos el valor de 22 = 2.69 obtenido de las curvas de energia. La linea de
trazos es el resultado de suponer que el alcance es [ « 1/0 y la longitud de dispersién
como a x 1/(c — 7.), ademds se ajusté a las curvas numéricas incluyendo el factor 0.2
dentro del logaritmo. La necesidad de este factor indica que la proporcionalidad se cumple,
pero el valor la constante no tiene significado fisico. Con el fin de no ajustar parametros,
calculamos la longitud de dispersién a para el potencial de Yukawa como una funcién de
ot (Figura 3.11 ). El alcance del potencial de Yukawa es usualmente tomado como %, sin
embargo aqui consideramos otro valor. El valor de r tomado como alcance® es tal que la
energia potencial integrada de 0 a r tiene un valor de 17‘—6; R 0(%, que corresponde a
un 60 % del total de energia potencial 1/0?. Elegimos el factor 1/e por la misma razén
que se elije el alcance como 1/0, que es considerar el decaimiento a un tercio del total.
Integrando el potencial y resolviendo numéricamente se puede encontrar que el alcance es
lo = Zlf‘fﬂ. La curva azul en la Figura 3.10 corresponde a tomar este valor para el alcance.
Esta curva no tiene parametros ajustados y esta en acuerdo con los resultados numéricos,
considerando que la aproximacién variacional es una cota inferior para el nimero de
estados.

3.6. Comportamiento critico cerca del umbral

En esta seccién analizaremos el comportamiento de la energia del estado fundamental
en las cercanias de la linea critica. Podemos definir un exponente critico o para la energia
[6] de la siguiente forma

Bo(\) = By~ —e (e — AD%, A — AT (3.36)

en donde A representa uno de los parametros del Hamiltoniano (usz, ms or o), Ey, es la
energia del umbral, y A — A7 significa que el limite se toma desde adentro del dominio
estable.

La existencia de un estado ligado en el punto critico esta directamente relacionado con
el exponente de la energfa . Simon [41] mostré que para una clase bastante grande de
Hamiltonianos de /N particulas el exponente critico « es igual a uno si y solo si el Hamil-
toniano tiene una autofuncién normalizable en el umbral. Si el Hamiltoniano no soporta

4Para calcular la longitud de dispersién resolvimos la ecuacién de Schrédinger a energfa cero.Luego,
puede probarse que a = ¢(r)/y’'(r) — 1, para r — oo.

5Si bien este método puede parecer rebuscado, funciona mejor que determinar el alcance como la
distancia en que el potencial decae a e~ !. De hecho, para un potencial Coulombiano podemos determinar
un alcance r = e, aun cuando el potencial es de largo alcance. Utilizando el método descrito aqui, la
integral de energia total diverge para el potencial Coulombiano, dejando en claro que es un potencial de
largo alcance.
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Figura 3.11: Longitud de dispersion de dos particulas para el potencial de Yukawa y
su inversa. En un entorno de o. = 1.1904 la inversa de longitud de dispersion es lineal
con o.

un estado ligado en el umbral, entonces o > 1. La existencia de un estado normalizable
(localizado) en el punto critico caracteriza las propiedades de dispersién con energias cer-
ca del umbral. En este capitulo nos limitaremos a obtener el valor de los exponentes y
dejaremos el analisis para el siguiente capitulo, en donde estos resultados sumados a otros
nos permitiran formar una vision mas completa.

Para calcular el exponente critico a y el apantallamiento critico o, utilizamos FSS [6].
Este método a sido utilizado con éxito para obtener el exponente de la energia en sistemas
de una, dos y tres particulas (ver [6] y referencias ); en el cdlculo de exponentes criticos
para el entrelazaminento cercano al umbral en sistemas de dos electrones [39, 63] y para
el estudio de la estabilidad de cuasi moléculas tipo Hidrégeno-AntiHidrégeno [64].

La base de FSS es el ansatz que asume la existencia de una funcién de escala tal que

(O)Y) & (0), Fo(N|x = AJ"), (3.37)

donde <(9>§\N) es el valor medio de orden N del operador O evaluado en la base truncada.
Se asume ademas que el exponente de escaleo v es tinico para todos los operadores y que
existe una funcién de escala F» distinta para cada operador. Como aqui queremos estudiar
el exponente de la energia, O serd el Hamiltoniano. La metodologia para calcular los
exponentes estd explicada en detalle en [6]. Aqui daremos solamente una breve explicacién
operacional. Primero calculamos la energfa y el valor medio (2%) utilizando dos tamaiios

B2
de base diferentes N y N’. Luego, definimos la funcién

(B /EXN)

(BB = In (G /(5907)

To(X\ N, N') =

(3.38)
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que es independiente de N y N en A = A\, y su valor es el exponente critico «,
Lo(Ag; N, N') = a. (3.39)

En el caso de dos particulas idénticas o = 1 y el pardmetro A se eligi6 igual a m% En
la Ec. (3.7) puede verse que esta es la constante de acople del término de polarizacion de
masas o de Hughes-Eckart. El comportamiento asimptotico de la energia, para o fijo, es
entonces

Eo(my", ) = &(0) ~ —e (mg" = [m§? (o)) 7). (3.40)
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Figura 3.12: El exponente critico de la energia, o como funcién del apantallamien-
to o para sistemas simétricos obtenido del método de FSS con bases de tamafo
N =14,15,16. La linea azul es el valor de apantallamiento o = &, en que la energia de
dos cuerpos se anula y divide los estados Borromeanos de los no Borromeanos.

La Ec. (3.40) muestra que « puede ser una funcién del apantallamiento. La dependen-
cia con o es esperarble ya que la energia de umbral tiene un punto critico para o = 7.,
Eo(o) ~ —e(o — G.)?, lo cual modifica el comportamiento cerca del umbral. Para valores
o < &, el umbral es negativo y existe una funcién de onda normalizable para el sistema
de dos particulas. Si el apantallamiento es mayor que . la energia de umbral es cero, y
no tenemos ningun subsistema estable. Entonces un cambio en el comportamiento critico
del sistema de tres particulas puede ser detectado en el exponente a como una funcion
del apantallamiento o. El cambio del exponente critico @ como funcién de o se muestra
en la Figura 3.12. El pico en 0 = 7, puede ser debido al cambio del estado fundamental
al pasar de Borromeano a coman.

En el apéndice B.3 se realiz6 un analisis de los estados y exponentes criticos del
potencial atractivo 1/R?. All{ se prueba que el exponente de la energfa va a infinito a — oo,
si el acople es justo —1/8. Lamentablemente, no se pudo comprobar rigurosamente la
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conexion entre esa divergencia y la presentada en la Figura 3.12, pero creemos que existe.
Las sospechas estdn basadas en que —1/8 es el valor que separa la regién de estados tipo
Efimov de la regién de estados normales. De hecho, para bosones idénticos el potencial
efectivo que da origen al efecto Efimov es _Y 8;12_50 ~ Y 8*}'%2'006, muy cercano al valor
en el que o — 0.

Si las particulas 1 y 2 son distinguibles uy # 1, y el pardmetro utilizado en la Ec. (3.38)
para este caso fue A = i, *, mientras que el apantallamiento y la masa ms se dejaron fijas.
La Figura 3.13 muestra el exponente de la energia como funcién de la masa ms para
diferentes elecciones del apantallamiento ¢. En algunos puntos se muestra el valor de puo
sobre la linea critica. El exponente cambia de 2 a 1 al pasar de configuraciones comple-
tamente asimétricas a las casi simétricas pus ~ 1. Este comportamiento no es extrano ya
que el valor & = 1 es esperado para ps = p1 [5], y @ > 1 para otras configuraciones. Una
sugerencia sobre esto la hicimos en las conclusiones del capitulo 2. Si las particulas son
distinguibles (masas diferentes) una de ellas forma el subsistema con menor energia. En
las cercanias de ese umbral menos energético, el sistema de tres particulas comienza natu-
ralmente a tener configuraciones que consisten en el subsistema y la otra particula mucho
mas alejada. Justo en el umbral, la segunda particula se va al infinito ( indicando a > 1),
sin embargo en el origen la densidad de probabilidad tiende a la del subsistema estable.

2| p,=0.72 —0=1.1906 |
I =ug=1.18 E
~— g=0.7

Figura 3.13: E/ exponente critico de la energia o como funcién de la masa mg para
sistemas asimétricos con diferentes apantallamientos. Se muestran resultados para bases
de hasta N = 14. Los valores de o sobre las lineas criticas se muestran en algunos
puntos.
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3.7. Conclusiones del capitulo

La presencia de estados Borromeanos en sistemas con apantallamiento de Yukawa fue
comprobada en 2006 [23] para el Hy y el Hy . A lo largo del capitulo se logré extender
estos resultados a una gran cantidad de sistemas de tres particulas mediante el andlisis
de los diagramas de estabilidad del estado fundamental. Concretamente se comprobé la
existencia de estados ligados Borromeanos para ppu~, pdu~, ptu~, dtp~ y también para
los mismos sistemas intercambiando p~ por un electréon e~ . Encontramos también fuertes
evidencias de que el ién de Positronio Ps~ tiene al menos un estado Borromeano. Dado
el caracter variacional de los métodos utilizados, la estabilidad del Ps~ implica la exis-
tencia de estados Borromeanos de todos los sistemas simétricos (fmq, £ms, Fms) con
mg/m1 S 1.

El analisis de los estados variacionales obtenidos mostré que existen sistemas simétri-
cos capaces de ligar muchos estados en la region Borromeana. Esto nos llevo a intentar
analizar la existencia del Efecto Efimov en sistemas simétricos. La divergencia simultanea
de las longitudes de dispersién de dos subsistemas es condicion necesaria para la existen-
cia de dicho efecto, esto impide que sistemas no simétricos lo presenten. De acuerdo a los
resultados obtenidos, consideramos que el efecto esta presente para sistemas con Z—; > 100
y desaparece para 2—; < 10. Estos resultados tienen buen acuerdo con resultados previos
para fermiones idénticos [58] con interacciones resonantes, pero sin potenciales repulsivos.
Esencialmente la repulsion entre las particulas idénticas se hace irrelevante si es alcance
menor que 1/7%. Recordemos aquf la explicacién utilizada para la reentranza en el capitu-
lo 2. Alli vimos que la cercania del umbral causa que el sistema sea muy extendido, con
lo cual solo los potenciales atractivos de largo alcance tienen influencia en las particu-
las. Aqui las particulas idénticas también se encuentran extendidas, pero su extension
es regulada por el cociente de masas Z—; Como los potenciales tienen el mismo alcance,
necesitamos un cociente de masas suficientemente grande para lograr que el sistema sea
extendido y el efecto sea visible. El tamano finito de la base utilizada en la aproxima-
cién variacional es un factor que también debemos tener en cuenta para la deteccion del
fenémeno, ya que nunca observaremos infinitos estados ligados.

El comportamiento critico de la energia para sistemas simétricos y asimétricos fue
analizado a partir de los resultados numéricos. Dejaremos el final de esta discusion para
el siguiente capitulo, como ya expresamos anteriormente, y solo discutiremos algunos
resultados. Los sistemas simétricos mostraron que el exponente critico es igual a uno
tanto para la regién Borromeana como para la no Borromeana. También notamos un
pico en la regién de transicién, probablemente debido al potencial efectivo 1/7? entre
las particulas. Los resultados en sistemas asimétricos, lejos de la zona critica ¢ ~ 7.,
mostraron que el exponente esta mas cerca a 2 cuanto mas asimétrico es el sistema. En
el caso casi simétrico pus =~ 1 el exponente vale 1. Estos resultados concuerdan con los
argumentos esgrimidos en las conclusiones del capitulo 2.



Capitulo 4

Sistemas simétricos de tres particulas
cargadas con interacciones apantalladas

En el capitulo 3 analizamos como el apantallamiento en sistemas de tres car-
gas unitarias causa la aparicion del efecto Efimov y estados Borromeanos. En
este capitulo estudiaremos como se modifican estos efectos si se consideran dos
particulas idénticas con carga diferente a la restante. Haremos una revision glo-
bal del comportamiento critico cerca del umbral relacionandolos con resultados
obtenidos anteriormente. Dentro de los sistemas estudiados podemos encontrar
He, Lit, Bet*, etc. y algunos mds exdticos como el ién molecular He3t. Com-
probaremos que en iones moleculares tipo Hel" puede existir efecto Efimov y que
el atomo de Helio muestra indicios de la existencia de un estado Borromeano.

4.1. Hamiltoniano reescaleado

El Hamiltoniano de un sistema de tres particulas de carga unitaria que interactian a
través del potencial de Yukawa, escrito en la Ec. (3.7), tiene la forma

1 1 1 e=TL e g
He VP — V2 v, v, - ¢ , 41
2[[11 ! 2,&2 2 ms ! 2 ™ () 12 ( )

Las coordenadas elegidas en la Ec. (4.1) se toman relativas a la particula 3 cuya carga
es de signo opuesto a la de 1 y 2. Los sistemas simétricos que consideraremos corresponden
a masas reducidas p; = s = 1 y ademads las cargas de las particulas son (g1, g2, ¢3). Con
estos parametros el Hamiltoniano toma la forma,

—orq 670'7‘2 6*0'7‘12

+ q2q3 + q1q2 ; (4.2)
1 T T12

1 1 1
H = —év% — §V§ — m—3V1.V2 + q1q3

en donde los signos de las interacciones estdn dados por las cargas (q1, g2, ¢3). Estudiamos
sistemas simétricos con particulas 1 y 2 idénticas de carga ¢; = g2 = ¢ y una particula
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3 de carga unidad g3 = —1. Para realizar los calculos se reescale6 el Hamiltoniano de la
Ec. 4.2 con r — ro y H — Ho?. Utilizando las cargas indicadas se obtiene
1 1 1 e " e T2 e T2
H=—-Vi—-Vi—-—V,.Vo+s5 |- — . 4.3
DI R ms 1.V2+ 0 ] T2 Jrq’f’12 (43)

en donde 5 = 2.

Dentro de esta aproximacion puede considerarse que la energia del Hamiltoniano es
funcién de tres pardmetros : (6 = %, q, az). Utilizamos la definicién de ag de la Ec. 3.15,

que en el caso simétrico es ag = Considerados como parametros independientes

se puede estudiar el limite ¢ — 0 en el cual las particulas idénticas no interactian. Los
parametros del 4tomo de Helio He y el i6n de Litio Lzt con apantallamiento o son
(20, 1/2, 7 x107%) y (30, 1/3, 4 x 107°), donde se observa que a3 es muy pequefio.

De la misma manera que en los casos simétricos del capitulo 3, el umbral de energia
es la energia de ligadura del subsistema compuesto por una de las cargas idénticas y la
carga unidad de signo opuesto. El Hamiltoniano de cada subsistema es

h(1,0/q) = —%V? — &*er— Coi=1,2. (4.4)
La Ec. 4.4 muestra que el umbral no cambia su energia! £(5) si el pardmetro ¢ = 7
se mantiene constante.
El Hamiltoniano de la Ec. (4.3) depende linealmente de la carga relativa ¢. La carga
q es el acople del término de repulsién que es definido positivo, luego la energia es mono-
tonamente creciente con el valor de g [42]. Entonces, los sistemas con apantallamiento &
y pardametro ag fijos cumplen

Eo(0,03,q1) < Eo(0,03,¢2) 5 siqn < g (4.5)

La monotonia de la energia como funcién de la carga ¢ implica que si un sistema con
carga () soporta un estado ligado, entonces los sistemas con carga ¢ < ) también soportan
estados ligados. En particular, si un sistema con carga () posee estados Borromeanos,
los sistemas con ¢ < () también presentaran ligadura Borromeana. Esta relacion entre
la estabilidad de sistemas de cargas distintas es valida para todo par de parametros
(6,a3). La regién estable de un sistema con carga ¢ esta siempre incluida en la regién
estable de sistemas con () > ¢. Las regiones estables tienen entonces un area inversamente
proporcional a la carga q.

4.2. Dos particulas no interactuantes ligadas a un
nucleo de masa finita

En el limite ¢ — 0 la Ec. 4.3 representa el Hamiltoniano de dos particulas idénticas
no interactuantes, ligadas a una tercera mediante una interaccion atractiva. La atraccion

1Utilizamos la misma notacién del capitulo 3 para la energfa de una particula & (o).
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Figura 4.1: Linea critica los valores de carga ¢ = 0.001 y ¢ = 1 ( equivalente a
Figura 3.7 ) de las particulas iguales ( limite no interactuante y tres cargas unitarias
respectivamente ). La linea de trazos-punto-punto marca el valor de & en el cual el umbral
se hace cero. La linea critica obtenida utilizando FSS (linea azul con circulos) soporta
que todos los sistemas tres particulas (no interactuantes) de masa finita presentan enlace
Borromeano.

ejercida por la particula de signo opuesto es responsable de mantener el sistema ligado. Si
se considera que tiene masa infinita, el sistema es separable con energia igual a 2£y(7). En
este caso existe un estado ligado con energia menor que la de umbral si el apantallamiento
es menor que el critico de dos particulas ¢ < 6. ~ 1.1906. Si la particula 3 tiene masa finita
de, el valor critico es funcién del parametro as.

La Figura 4.1 muestra el diagrama de estabilidad del estado fundamental de sistemas
simétricos, donde 59 (a3) es la linea critica. Se muestra también la linea critica con ¢ = 1,
tal cual fue obtenida en el capitulo 3 para sistemas de carga unitaria. Comparando las
curvas se observa que la region de ligadura aumenta en el caso con ¢ = 0. Esto se debe a
que la energia potencial entre particulas idénticas es menos repulsiva que en el caso ¢ = 1
y confirma que el area es inversamente proporcional a la carga, como se aclaré al final de
la seccion anterior.

La linea marrén de la Figura 4.1 es la aproximacion variacional a la linea critica. Si
a3 = 0 el problema es completamente separable (mz — 00). La funcién de onda del estado
fundamental de 3 particulas es de la forma, particularmente simple, Vo = (1)1 (r2),
donde vy(r) es la funcién de onda del estado fundamental de dos particulas. La energia
del estado es Ey = 2&y(A), por lo tanto el punto (6 = &, a3 = 0) pertenece a la linea
critica 6(°) y el exponente critico de la energfa en ese punto es igual al de dos particulas
a =2
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Si ag # 0 las particulas idénticas se acoplan a través del término de polarizacion de
masas. La Figura 4.1 muestra que la regién de estabilidad aumenta con as. En otras
palabras, la masa finita de m3 hace mas estable el sistema. La estabilidad del estado
ligado en algunos sistemas se extiende a valores ¢ > &, por lo tanto poseen estados
Borromeanos. La aproximacién variacional a la linea critica en a3 = 0, 6,(az = 0), es
cota inferior del valor exacto (°(0) = &. denotado con la linea de trazos. La aproximacién
variacional &,(a3) indica que existe un valor az ~ 0.25 por arriba del cual los sistemas
atémicos presentan estados Borromeanos. Las cotas variacionales para la energia son cotas
superiores y por lo tanto las regiones de estabilidad variacionales son més pequenas que la
region de estabilidad exacta. Luego, &, (ag) siempre encierra una menor area de estabilidad
que la exacta. Utilizando el método de FSS los resultados mejoraron considerablemente,
como puede verse en la Figura 4.1. La regién de estabilidad Borromeana se extiende hasta
a3 = 0 e incluye a todos los sistemas (a3 € (0,1]) y se aproxima mucho més al valor
exacto en a3 = 0. Este andlisis sugiere que: Todos los sistemas de tres particulas de masa
finita compuestos por dos cargas idénticas (no interactuantes) ligadas a la tercera a través
del potencial de Yukawa, soportan estados ligados para 6 < 6. y en particular soportan
estados ligados Borromeanos si ¢ = 7.

El Ps™ (e, €% €%, con electrones no interactuantes, tiene un estado ligado Borro-
meano por arriba de 7. =~ 1.1906. La Figura 4.2 muestra la energia variacional del estado
fundamental del ién Ps™, junto con dos sistemas maés exéticos. El Ps™ tiene una pequena
regiéon Borromeana que es indistinguible en la figura. El panel derecho de la Figura 4.2
muestra las diferencias del valor medio de V5 en sistemas con mayor regiéon Borromeana.
Si se consideran sistemas con ¢ < 0, 3 particulas atractivas, puede verse que el area de
ligadura directamente proporcional a |q|. Los sistemas de tres particulas atractivas (con
interaccién de Yukawa) tienen entonces estados son Borromeanos en todo el rango de
masas. Este resultado no es tan sorprendente, ni novedoso [65]%, porque al incluir una
particula atractiva en un sistema de dos atractivas, la estabilidad esta asegurada. No se
investigd en esta tesis el caso de interaccion entre particulas nucleares, como protones y
neutrones, o de atomos en condensados de Bose-Einstein, pero sabemos que las interac-
ciones entre ellas son atractivas en el largo alcance.

Por otro lado, el potencial de Yukawa es también un modelo de potencial para inter-
acciones nucleares. Un ejemplo de nicleo con estados Borromeanos es el isétopo de Helio
6He (a,n,n), debido a que el >He es inestable.

4.2.1. Analisis del comportamiento critico

Analizaremos aqui el exponente critico de la energia y algunas propiedades del sistema
cerca del umbral. Se hace la suposicion, al igual que en la seccién 3.6, que la energia posee
un comportamiento asintotico en un entorno de la linea critica. La diferencia respecto del
andlisis realizado en 3.6 es que se estudiaron sistemas a as fijo se obtuvo el exponente
dominante de la energia en funcién del apantallamiento. La energia posee entonces una

2Ver también referencias allf citadas.
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Figura 4.2: (a) Energias de algunos sistemas exdticos. La linea de trazos azul es el
umbral de energia correspondiente a un sistema de dos particulas. Notar que las energias
de los dos sistemas con 1 <3 /my < oo (a3 = 0.33,0.0533) no son muy sensibles a
este cociente. Por otro lado, el sistema con mgz/my ~ 0.033 (a3 = 0.9357) sufre un
cambio considerable en energia y el valor critico del apantallamiento es mucho mayor.
(b) El valor medio de V15 = e;;” calculado en el estado fundamental. El sistema con
ms/my =~ 0.033 tiene un salto abrupto en el valor critico.

forma asintética o
a(6'(as)) (46)
en donde se aclara explicitamente que «a(G.) es, en principio, una funcién del apantalla-
miento critico, el cual a su vez depende del valor?® de as.

El exponente a(&) exacto puede obtenerse en el limite s — 0 (mz* — 0). El sistema
es separable y la energia del estado fundamental es 2 & (¢), donde &(7) es la energia del

sistema de dos particulas. La energia de ionizacién de dicho sistema es

Ey(6) — By~ —e |6 — 69 (a3)]

Ey — &(0) = &(5) ~ —e (5 —5'9)?, (4.7)

en donde e es una constante positiva. La Ec. (4.7) indica que el valor critico del apantalla-
miento del sistema de tres particulas es el mismo que para dos particulas, 5 = &, = 1.1906,
y ademas el exponente « tiene valor 2.

El calculo del exponente critico se realizé utilizando FSS como se hizo en la seccién 3.6.
Utilizando la definicion de la funcién I', dada en la Ec. 3.38, se debe encontrar los valores
de ¢ en los cuales

Lo(6W); N —2,N)=T,(6"™);N,N +2)=a® (4.8)

3 Ambas parametrizaciones del exponente a, con &, o a3, son ttiles. Una de ellas relaciona el exponente
con la cercania del umbral de 2 particulas mientras que la otra lo conecta con el valor de la masa relativa
del sistema.
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Figura 4.3: Las funciones T, (6,N,N') para N'=N+2y N =5,7,9,11,13,15. Las
curvas corresponden a un valor de aus = 0.25. Las lineas de trazos indican las coordenadas
del cruce entre las curvas con N = 15 y N = 13, indicando el valor aproximado del
exponente critico @ y el apantallamiento critico 6.. La linea de trazos y puntos indica

el apantallamiento critico 5£2p ) para el sistema de dos particulas.

El método de FSS entrega mejores resultados si las bases elegidas para calcular las
funciones I',(6; N, N’) tienen valores lo més cercanos posible. Por razones de paridad en
la base, aqui se tomo N' = N + 2.

La Figura 4.3 muestra las funciones I',, calculadas con varios pares (N, N + 2) y
un valor de a3 = 0.25. El método de FSS permite construir una secuencia de puntos
(™) M) (los cruces de las curvas I'y a diferentes N ) a partir de los cuales pueden
extrapolarse los valores de 6(© y el exponente critico a. Aqui se chequeé que los cortes
mostraban a convergencia, y se tomé el cruce entre las curvas con mayor N como el
par de valores para o y .. La aproximacién variacional para el sistema con ag = 0.25
mostrado en la Figura 4.3, no predice estados Borromeanos. Las funciones I', muestran
una discontinuidad ( un plateau en la figura ) si la energia variacional del sistema es
igual al umbral®. Las discontinuidades de la Figura 4.3 se encuentran por debajo del valor
de apantallamiento critico de dos particulas 6, = 1.1906. Sin embargo, los cruces de las
curvas I', ocurren en (¢ > &, entonces el valor de 5 es mayor que o..

La dependencia del exponente critico con las masas relativas ( o con el valor de la
linea critica 5©) ), se obtiene de graficos como los mostrados en la Figura 4.3 realizados

4La discontinuidad proviene de que el argumento del logaritmo en la Ec. (3.38) es negativo en ciertos
puntos y la funcién no esta bien definida.
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Figura 4.4: Exponente critico de la energia como funcién del apantallamiento sobre
la linea critica de la Figura 4.1. Los dos graficos corresponden a las series crecientes
de tamanos de base pares e impares. Vemos que se predice un exponente 2 cuando el
apantallamiento es el critico de dos particulas o., esto corresponde al sistema separable
que tiene Qegacto = 2. Para la zona Borromeana o > o., el exponente disminuye a uno,
indicando otro tipo de transicion para ese umbral.

con muchos valores diferentes de «3. La Figura 4.4 muestra los valores del exponente «
en funcion del apantallamiento critico. En un entorno del valor 6. =~ 1.1906 los resultados
indican fuertemente un exponente 2. Si 5® toma valores mayores que el valor critico &,
el exponente critico disminuye abruptamente a 1.

Este resultado es interesante, porque segin un resultado estandar en sistemas cerca
del umbral de ionizacion, si @ = 1 existe un estado normalizable en el umbral de ioniza-
cién [41]. El trabajo de Klaus y Simon [3] considera constantes de acople de potenciales
de corto alcance para dos particulas y aqui estudiamos tres particulas. Los resultados son
altamente dependientes de la dimension del espacio del problema. La dimensién de un
problema de dos particulas es la dimension del Laplaciano en coordenadas reducidas, por
ejemplo en el problema Coulombiano del dtomo de Hidrégeno la dimensién es 3 (R'*3).
Los sistemas de dos particulas en dimensiones mayores que tres tienen una relacion direc-
ta con los problemas en 3 dimensiones. Las ondas s de problemas radiales en dimension
D = 2] + 3 tienen un mapeo exacto a ondas de momento angular [ en dimension 3.

Un trabajo posterior de los mismos autores [4], publicado solo meses después de [3], es-
tudia en detalle uno de los tres posibles casos en sistemas de tres particulas. En un sistema
de tres particulas pueden considerarse 3 casos del comportamiento cerca del umbral®.

La energia del umbral del continuo puede ser

5En el capitulo 3 se explicé que el umbral puede ser cero o la energia del subsistema m4s masivo.
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Figura 4.5: E/ valor medio de la repulsion en el estado fundamental para un sistema en
el limite ¢ = 0 y con as = 0.9. Se muestran las curvas obtenidas variacionalmente con
N =8, ..., 17. El salto abrupto en un entorno del valor critico (linea de trazos) es un
indicio de un exponente igual a 1.

1. Cero. Corresponde a un umbral de 3 particulas salvo que ¢ = &,.

2. La energia del tinico subsistema posible, en el caso de particulas idénticas. Umbral
de 2 particulas doble.

3. La energia del subsistema mas masivo, en el caso de sistemas asimétricos. Umbral
de 2 particulas simple.

Los casos investigados en [4] son del tipo 3, en que el umbral de energia corresponde a
un unico sistema de dos particulas. Una hipétesis utilizada en la referencia [4] es que los
potenciales de interaccion entre particulas son atractivos. Sin embargo, los autores aclaran
que la mayoria de los resultados deberian mantenerse si alguna interaccién es repulsiva.
El umbral de energia depende del apantallamiento (ver Ec. 3.23) y puede ser igual a &(5)
o a cero. En la referencia [4] se prueba rigurosamente que para el caso 3 el problema se
reduce efectivamente a dimensién 3 ( R'3 ). El exponente de la energfa para el estado
fundamental se obtiene en forma exacta y vale 2 ( al igual que para dos particulas ).

En esta Tesis hemos estudiado los 3 casos posibles. En la secciéon anterior se en-
contré que el umbral es de tres particulas, porque los sistemas son Borromeanos V as. En
el capitulo 3 se analizaron también casos en que el umbral no era tnico porque habia
dos subsistemas con la misma energia £(7), que corresponden a sistemas con particulas
idénticas.

Si el umbral es de tres particulas (caso 1), no tenemos conocimiento de resultados
rigurosos como los expuestos en [4] en los otros casos. Sin embargo en [4] se hace explicita
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Figura 4.6: Exponente critico de la energia en funcién de as para un sistema de dos
particulas idénticas no interactuantes. Los sistemas con dos masas muy grandes ag ~ 1
tiene un exponente igual a 1.

la sospecha que si el umbral es de tres particulas, puede interpretarse que la dimensién
reducida del problema es R?*3. Si eso es cierto el término dominante de la energia es
siempre o = 1 [3]. Los resultados con dos particulas idénticas no interactuantes ( Figu-
ra 4.4 ) muestran que el exponente es igual a 1, si el sistema esta lejos del umbral de dos
particulas. Al analizar el exponente en funcién de la variable ag ( Figura 4.6 ), se observa
que los sistemas con o &~ 1 son aquellos con configuraciones tipo molécula ionizada az ~ 1
(MY, M*,m™).

Un exponente 1 también puede detectarse con cambios abruptos en los valores medios
cuando la energia del sistema alcanza la de umbral. La Figura 4.2 muestra el valor medio
del potencial repulsivo en algunos sistemas, que otorga una idea del comportamiento
de la distancia entre las particulas idénticas. La Figura 4.5 muestra el comportamiento

asintético de las curvas (Vi2), cerca del valor critico, para varios valores del tamano de
base N.

Los trabajos sobre tres particulas con resultados rigurosos utilizan la hipétesis de po-
tenciales atractivos, con la aclaracion de que los resultados tienen validez para potenciales
con cambios de signo. La repulsion entre las particulas idénticas indica que el problema
no cumple con las hipétesis planteadas en [4]. Es posible entonces aportar informacién
cualitativa de los exponentes criticos, al menos desde el punto de vista numérico, cuando
existen potenciales repulsivos o, aun mas interesante, en casos de umbrales dobles para
particulas idénticas. Algunos resultados sobre estos casos fueron expuestos en el capitu-
lo 3 y haremos una conexién con los resultados rigurosos. La Figura 3.12 corresponde a
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sistemas simétricos y se observa que a ambos lados del apantallamiento critico 1.1906, el
exponente de la energia es igual a 1. El argumento en favor de este valor se debe a la
simetria del Hamiltoniano con particulas idénticas. Si la energia de tres particulas cruza
la energia de umbral, una de las particulas idénticas queda localizada formando un es-
tado ligado con la particula de signo opuesto. Sin embargo, teniendo en cuenta que las
particulas son idénticas, en un entorno por debajo de la energia de umbral ninguna de las
dos particulas puede encontrarse mas localizada que la otra. Esto hace que la densidad
electrénica de una particula® permanezca localizada hasta valores de energia muy cerca-
nas a la de ionizacion. Si la energia supera la de umbral la densidad electrénica de una
particula presenta dos picos que describen una particula localizada y la otra alejada del
origen, lo que corresponde a un exponente o = 1.

La idea presentada en [4] sobre la dimensién reducida de los sistemas de tres particulas,
puede también utilizarse para argumentar un exponente o = 1 en el caso 2. Si el umbral
es Doble (5© < 1.1906 ), la dimensién reducida que corresponde, segtin el argumento
esgrimido en [4], es 6 y por lo tanto o = 1.

Si se rompe la simetria de las particulas idénticas reduciendo la masa de una de ellas,
el umbral que corresponde es simple y estamos en el caso 3. La Figura 3.13 muestra el
valor del exponente de la energia como funcién de la masa de la particula de signo opuesto.
Los valores de o incluidos en el grafico indican la diferencia de masas entre las particula
con la misma carga (us = 1 idénticas ; ps < 1 asimétricas ). La curva que corresponde a
o = 0.7, lejos del valor critico ., muestra como el sistema cambia su comportamiento.
Puede observarse que si pio =~ 1 el exponente es 1, de acuerdo a lo explicado para particulas
idénticas. Por otro lado, si s < 1 el exponente sube a 2 cuando el umbral de energia se
hace simple. Los resultados obtenidos no son directamente comparables con los de [4],
debido a que los potenciales no son todos atractivos, pero otorgan una idea cualitativa
del comportamiento. Las curvas con 6 ~ &, en la Figura 3.13 muestran también un
comportamiento similar. Sin embargo, la cercania del apantallamiento al valor critico
0. ~ 1.1906 modifica las condiciones del problema y no es claro cual es la dimensiéon
reducida en ese caso.

El analisis realizado en este capitulo y el anterior puede resumirse en el siguiente
cuadro

6La densidad electrénica de una particula es p(r1) = r? [ |¥(ry,r2)|?d?rs.
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El exponente critico de la energia del estado fundamental de los siste-
mas de tres particulas, interactuando con potenciales de corto alcance,
depende en gran medida de cual sea la energia umbral ( o fondo del
continuo ). Sin considerar los casos con energia dos particulas cercana
a cero, los resultados obtenidos sugieren que:

1. Si el umbral es de tres particulas, o = 1 (Dimensidn equivalente
en dos cuerpos RO).

2. Si el umbral es de dos particulas degenerado (doble), o =1 (RS).

3. Si el umbral es de dos particulas simple, a =2 (R3).

4.3. Dos particulas idénticas de carga ¢

Los sistemas de tres particulas cuyo parametro g ( Ec. 4.3 ) es menor que 1 representan
sistemas en los cuales la particula de signo opuesto ( m3 ) es la méas cargada de las tres.
Algunos sistemas simétricos con ¢ < 1 son el He, el catién Li*, el doble catién Be?*,
etc. Si las particulas idénticas tienen una carga mayor, entonces ¢ > 1 y algunos ejemplos
ex6ticos son los iones moleculares Hejt", Li5™. Si la carga relativa ¢ es menor que la
unidad es dificil encontrar sistemas moleculares con particulas idénticas masivas ( tipo
H3 ) menos cargadas que la particula liviana. La relacién entre cantidad de masa y carga
en nucleos atémicos se modifica en los diferentes isétopos nucleares, pero normalmente la
cantidad de protones es inferior a la de neutrones’. Los problemas de interacciones entre
iones y atomos seguramente incluyen situaciones en que se contemplen estos casos, sin
embargo no es ese el objetivo de la presente Tesis. En el otro extremo, si el pardmetro g
es mayor que 1 no existen sistemas atéomicos con nicleos menos cargados que sus pseudo-
electrones. Teniendo en cuenta estas salvedades, la clase de analisis que se realizo en esta
tesis sobre la estabilidad de estados fundamentales del Hamiltoniano permite recorrer
todo el rango de valores de masas ( a3 ) y cargas ¢ del diagrama de estabilidad. De
modo que los diagramas de estabilidad del estado fundamental de sistemas con carga q se
confeccionaron en todo el rango de valores de as.

La Figura 4.7 muestra el diagrama de estabilidad del estado fundamental para sistemas
con diferente cantidad de carga. Se observa como el aumento de la carga de las particulas
idénticas (¢ > 1) resulta en una disminucién del drea de estabilidad. A diferencia de los
diagramas para cargas ¢ = 0 y ¢ = 1, aparecen regiones de inestabilidad en zonas de
apantallamiento mas pequeno. Por ejemplo, las curvas obtenidas para sistema de carga
q = 2 y parametro az ~ 0 muestran que es inestable cerca de 6 = 0, se estabiliza entre
0~ 1.10 y 0 = 1.153 y es nuevamente inestable para ¢ > 1.153.

Las particulas en un sistema con ¢ = 0 interacttan con un potencial Coulombiano.
Si ademds el pardmetro ag = 0, el Hamiltoniano corresponde un ién (tipo H~) con un

"Siendo el 3 He una excepcién importante.
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Figura 4.7: Diagrama de estabilidad para el estado fundamental de sistemas con 2
particulas idénticas con cargas ¢ = 0,1,2,3,4 y 10. Por arriba de la linea de trazos-
punto-punto el subsistema de dos particulas no es ligado. Los sistemas con cargas q > 2
presentan dos lineas criticas 5§:L)]c(q) y 5£Z)p(q). La regién de estabilidad es la contenida

entre estas dos curvas.

nucleo de masa infinita y carga 1/q. Este sistema fue estudiado muy en detalle por varios
autores [2, 6, 66]° con el fin de determinar el maximo valor critico de ¢ con que el sistema
es capas de soportar dos electrones. El mismo problema fue investigado también desde un
punto de vista analitico utilizando series de potencias en ¢ para expresar la energia del
sistema [67]. El radio de convergencia de la serie encontrada coincide con el valor critico
de la carga [68], y el valor mas preciso obtenido es geou = 1.09766079 [69].

Los sistemas con apantallamiento ¢ no nulo, también muestran que existe un valor
q.(7). Dado que los diagramas de estabilidad estudiados aqui fueron construidos mante-

niendo la carga ¢ fija, es mas natural definir la relacién inversa &Z.(fl)f(q, az) 'y 6§Z)p(q, ag).

Los resultados previos obtenidos en el caso Coulombiano indican que 6§Z)]c(qcoul, 0)=0y
ademas que 6%}((], 0) > 0 si ¢ > Geow- Las lineas criticas variacionales encierran un area
de estabilidad menor a la exacta, lo cual puede utilizarse para argumentar que la regiéon
de inestabilidad variacional en los diagramas, es debida a una mala aproximacién varia-
cional. El analisis riguroso del caso Coulombiano da un fuerte sustento a la existencia de
la region de inestabilidad en sistemas apantallados, como la que muestran los diagramas
de la Figura 4.7.

La region de estabilidad intermedia puede relacionarse con lo investigado en el capitu-
lo 2. En Los sistemas estudiados alli se mostré que el aumento del acople correspondiente
al potencial atractivo causa la inestabilidad del sistema. El problema estudiado en este

8Ver referencias dentro de [6] también.
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Cuadro 4.1: Energias ( Hartree x1072 ) del ion Lit y el He con apantallamiento
o =1.11074.

N He Lit

11 -0.17831 -0.19615
13 -0.178365 -0.196191
15 -0.178377  -0.196197
17 -0.1783789 -0.1961982

capitulo es mas complejo, porque ¢ modifica el apantallamiento de ambos potenciales,
atractivos y repulsivos. La region de estabilidad intermedia es entonces algo no trivial,
ya que no puede deducirse a partir de la forma de los potenciales, que en este caso son
ambos de corto alcance.

El analisis realizado en sistemas Coulombianos para encontrar el valor de .., pue-
de hacerse con interacciones apantalladas en el limite a3 = 0. Los sistemas de carga ¢ y
parametro asz fijo, son estables en una regién acotada por lineas criticas (&Z(Z)f (q,as), 6§Z)p(q, as)).
El objetivo es establecer una cota inferior del valor de carga gy, definido implicitamente
por

& (@yun 0) = 6, (@yur. 0)- (4.9)

A causa del carédcter variacional de los métodos utilizados, se obtuvo una cota para g,
tal que si g < q?y;;:), existe una region de estabilidad (Eri(z)f(q, as), 6§§)1!;(q, a3)). Observando
la Figura 4.7 puede deducirse que el valor critico se encuentra entre ¢ = 3 y ¢ = 4, con
una cota inferior qéﬁ” = 3. Al realizar un andlisis con més precisiéon se obtuvo la cota

Qyuk > Qo) = 3.5. (4.10)

4.3.1. Energias y Apantallamientos criticos para LiT y He

En esta seccion estudiaremos en més detalle las energias calculadas para el He y el
ion Li™. La Tabla 4.1 muestra las energias calculadas para ambos sistemas con el mismo
apantallamiento ¢ cercano al valor critico. El valor de la energia de umbral en ese punto es
Ey (6 = 1.11074) = —0.001438064 por lo que los dos sistemas soportan un estado ligado
para ese valor de apantallamiento.

Las energias variacionales obtenidas para los sistemas He y Li* indican que los mis-
mos presentan estados Borromeanos. La parte (a) de la Figura 4.8 muestra las energias
variacionales del Helio y puede verse que la energia de umbral correspondiente cruza la
energia del He en valores negativos. Esto indicaria que el Helio no soporta estados ligados
Borromeanos. Sin embargo, utilizando FSS se logré obtener un valor de apantallamiento
critico mayor que el apantallamiento critico de dos particulas &, ~ 1.1906. La parte (b)
de la Figura 4.8 muestra las funciones I',, calculadas con diferentes tamanos de base y
puede observarse que los cruces se dan en puntos por arriba del apantallamiento critico.
En las secciones previas se probd que el diagrama de estabilidad de un sistema con carga
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() siempre se encuentra dentro de la regién estable de los diagramas de sistemas con carga
q < Q. La regién de ligadura Borromeana del Helio estd limitada entonces por la linea
critica obtenida en el limite ¢ — 0 y el valor critico 7.. La Figura 4.1 muestra que esta
region es muy reducida, de modo que la existencia de un estado Borromeano en el He, si
existe, resultaria dificil de probar variacionalmente.

0.002— ;‘ 67:I.%17906 | 1.19(;7 1.:‘LQ d 26
I 196 )
I~ 1.953- 2.4
0.003 i 1A946;—/ 1
19397 2.2
E o ra 2
N=6 )
-0.001- * —11.8
E —11.6
-0.002 (b) ]
E ‘ ! ‘ | ‘ | ‘ L 11.4
1.185 1.1875 1.19 1.1925 1.195

A

Figura 4.8: (a) Energia del He con interacciones apantalladas para diferentes tamafios
de la base. (b) Las funciones T, obtenidas con los mismos pardmetros que en la parte
(a). El método de FSS sugiere que el He presenta un estado Borromeano.

4.4. Efecto Efimov

En el capitulo anterior se estudio el efecto Efimov en sistemas apantallados. Las ca-
racteristicas de los sistemas que presentan efecto Efimov, como se ha explicado en la
seccién 3.5, son la existencia de un umbral doble ( o degenerado ) y un cociente de masas
suficientemente grande my/mg 2 13.6 [57]. El umbral es doble en un intervalo finito (no
puntual) del apantallamiento solamente si las particulas son idénticas, como en los casos
considerados aqui. El cociente entre masas indica que los sistemas candidatos a mostrar
el efecto deben ser tipo moléculas ionizadas ( H,, Hej' etc. ). Con el fin de mostrar la
presencia del efecto en sistemas de este tipo, se calcularon las energias variacionales de tres
moléculas exdticas: el Hel™ y las moléculas que se obtienen a partir de esta reemplazando
el electrén por las particulas entre los paréntesis Hey ™ (=) y Hed™ (p™).

La Figura 4.9 muestra las energias de los tres iones moleculares indicados anterior-
mente. La cantidad de estados ligados en los tres iones aumenta en forma directamen-
te proporcional al cociente entre masas de las particulas interactuantes m,/m,. El i6n
He3'(p~) tiene un cociente de masas mgq/m, = 3.972599, que es menor que el valor
minimo necesario para que exista el efecto Efimov. La cantidad de estados ligados del
He3'(p~) en la Figura 4.9 es 1, mostrando que no hay efecto Efimov, pero muestra una
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Figura 4.9: Energias variacionales de los sistemas Hes™ He3'(u™),HeS™(p~). La
particula entre paréntesis es la que reemplaza al electrén en los sistemas indicados.
El cociente m,,/m, entre la masa de la particula « en los niicleos y la particula liviana
disminuye de izquierda a derecha (7294.299, 35.27765, 3.972599). La linea de trazos es
el umbral de dos particulas y la linea de puntos vertical indica el valor critico de dos
particulas.

pequefia regién Borromeana. En el otro extremo, el ién He3' tiene un cociente de masas
Mea /M, = 7294.299 mayor que el minimo necesario y se observa claramente que soporta
muchos estados ligados.

El valor minimo del cociente de masas para que el efecto tenga lugar indica la aparicién
del efecto, pero la constante universal que lo caracteriza e™/* es una funcién del cociente
de masas. En el limite m,/m, — oo se probd que la constante universal tiende a 1 [57].
La constante puede calcularse realizando el cociente de energias entre las energias de los
niveles ligados mas altos, como se hizo en el capitulo anterior. Aqui se analizaron todos los
cocientes entre energias consecutivas como funcion del apantallamiento y se comprueba
que existe un escaleo en los cocientes cuando hay efecto Efimov. La Figura 4.10 muestra

el escaleo de las funciones
1/2
BN
<—> ~ e/, (4.11)

N
B

en donde n indica el nivel variacional. El panel de la izquierda en la Figura 4.10 muestra
los cocientes calculados para el Hej". El primer cociente, que corresponde a n = 1, no
parece ser parte del mismo escaleo que los otros cocientes. No realizé un analisis extensivo
del escaleo en muchas situaciones, sin embargo esto puede indicar que el nivel fundamental
no es un trimero de Efimov. Los siguientes niveles muestran un escaleo hasta n = 15 que
parece tener un punto critico en e™*0 ~ 1.17. No hay una teorfa que sustente la eleccién
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del pardametro de Efimov como el cruce de todas las curvas, pero los indicios apuntan a
ello en estos sistemas.

El panel de la derecha en la Figura 4.10 muestra los cocientes para el ién Hel" (p7)
que no presenta efecto Efimov. La diferencia en el escaleo de las curvas parece indicar la
ausencia del efecto en este sistema, en particular no existe un punto en que los cruces de
las curvas muestren convergencia.

[E /E_. 1"
1/2
[ En/ E‘n+1:| ‘

-11.1

= &

= = = F | o 1
1.08 111 114 117 1.2

(0}
V) 1/2
Figura 4.10: Escaleo de las curvas <%> como funcién del apantallamiento. Los
n+1

dos paneles fueron obtenidos con una base de tamafno N = 17. El panel de la izquierda
corresponde al ion H e§+ mientras que el de la derecha al ion H e%* (p~). Elisn H e§+
presenta el efecto Efimov y el escaleo de las curvas es notablemente diferente.

4.5. Conclusiones del capitulo

Este capitulo es un extension de las investigaciones que se mostraron en el capitulo 3
a sistemas con cargas no unitarias. Dentro de los sistemas estudiados en el capitulo 3
nos limitamos a los simétricos con dos particulas idénticas. Se calcularon diagramas de
estabilidad y analizaron las regiones en que existen estados Borromeanos y se mostro que
algunos sistemas cargados presentan efecto Efimov.

El anélisis del Hamiltoniano su dependencia con los parametros q y ag mostré, tanto
en forma numérica como analitica, que el area de estabilidad es inversamente proporcional
al valor de la carga relativa ¢ > 0. En el caso particular de ¢ = 0 el método de FSS indica
que para todo el rango de masas existen estados Borromeanos con ¢ ~ 1.1906. La prueba
variacional puede lograrse optimizando los valores de la base para cada eleccién de as.
Sin embargo, probamos que el punto (¢ = G.,a3 = 0) pertenece a la linea critica, de
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modo que aliin con una mejor cota variacional los sistemas con a3 ~ 0 tienen una region
Borromeana muy reducida. En particular, para sistemas con ¢ = 1/2 como el Helio, el
método de FSS también predice una regién de ligadura Borromeana muy pequena.

La capacidad de ligadura del ién H~ como funcién de la carga nuclear fue objeto de
muchas investigaciones [2, 6, 66]. Aqui mostramos que en el caso apantallado también
existe una carga critica nuclear g,,; para la cual los sistemas atémicos con ¢ < qyui
soportan un estado ligado en un intervalo de apantallamientos. La cota variacional que se
obtuvo para este valor es ¢, > 3.5 con un estado ligado en el intervalo & € (1.136,1.145).

El comportamiento critico de los sistemas cargados con ¢ = 0 fue explicado en de-
talle utilizando algunos resultados del capitulo 3. La discusion realizada esta resumida
en el cuadro de la seccién 4.2.1. Algunos resultados confirman investigaciones anterio-
res [4], como en el caso de un umbral de energia simple al que corresponde o = 2. Los
aportes en los otros dos casos posibles sustentan algunas predicciones realizadas [4], si
los valores criticos de apantallamiento para los sistemas de dos y tres particulas no son
similares. Los sistemas con un umbral doble y apantallamiento critico distinto del de dos
particulas tienen un exponente o = 1. Sin embargo, en el caso de dos particulas en un
potencial externo estudiado en el capitulo 2, mostramos que el exponente toma el mismo
valor que el de dos particulas si los apantallamientos criticos son iguales. Al considerar
la masa finita de la tercer particula los sistemas son diferentes a los del capitulo 2, pero
el exponente critico muestra también un comportamiento anémalo si los apantallamien-
tos son similares. La masa finita sintoniza también la aparicion del efecto Efimov y la
constante universal e™/*0. El potencial efectivo de decaimiento cuadratico que ocurre en
el efecto Efimov tiene una constante de acople que depende de sy, lo que sugiere que el
exponente critico puede depender continuamente del cociente de masas como se muestra
en el apéndice B.3. A lo largo del capitulo se hizo notar que los resultados de exponentes
criticos son cualitativos y estan limitados por razones numéricas, pero permiten obtener
un escenario del comportamiento critico de los sistemas apantallados.

Un resultado interesante que se encontré para el efecto Efimov es el escaleo de las
energias variacionales. Un desarrollo mas profundo de este aspecto puede ser una herra-
mienta 1util en la deteccién del efecto Efimov en aproximaciones variacionales.

... tenia que cuidarme por miedo al dolor y a las nduseas, pero lo que yo habia
olvidado era algo que no debia haber olvidado, y ahora me dieron ganas de
acabar de una vez. Era que eso brachnos doctores habian dispuesto las cosas
de modo que cualquier musica que me emocionara tenia que enfermarme,
lo mismo que st videara o quisiera recurrir a la violencia, y esto porque
todas esas peliculas de violencia tenia maisica. Y recordé especialmente la
horrible pelicula nazi con la Quinta de Beethoven, ultimo movimiento. Y
ahora descubria que el hermoso Mozart se habia convertido también en algo
horrible.

Anthony Burgess, “ La naranja mecanica”.
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Capitulo 5
Resonancias en sistemas dos electrones

Las resonancias cuanticas de forma estan presentes en muchos sistemas atémi-
cos y moleculares. En este capitulo analizaremos las que aparecen en sistemas
dos electrones dentro de un potencial externo. Comenzaremos con una descrip-
cion detallada de algunos conceptos de resonancias en sistemas de una particula.
Explicaremos en detalle el método de escaleo complejo utilizado para obtener la
energia y la vida media de las resonancias en sistemas de una y dos particulas. A
continuacion calcularemos las energias de estados ligados y de resonancias de dos
electrones en un potencial externo que sirve de modelo para un punto cuantico.
Los métodos de calculo que utilizaremos son el escaleo complejo y el calculo de
la densidad de estados, ademds la parte real de la energia de las resonancias la
calcularemos también con dos nuevos métodos alternativos desarrollados aqui. El
entrelazamiento de los electrones en las resonancias sera estudiado analizando la
entropia de Von Neumann de estados variacionales de Rayleigh-Ritz. Finalmen-
te, propondremos una definicion para la entropia de una resonancia haciendo una
extension natural de los conceptos utilizados en escaleo complejo.

5.1. Resonancias en sistemas de una particula

5.1.1. ;Qué es una resonancia?

En la introduccion de esta Tesis se incluyeron algunas ideas conceptuales sobre una
resonancia en un problema de dispersion. La bibliografia sobre resonancias es muy grande
y abarca muchas areas de la fisica, siendo la dispersién de ondas y particulas una de las més
amplias. Dos libros fundamentales sobre resonancias en dispersion de sistemas cuanticos
son los de Taylor [26] y Newton [27]. Brevemente, en un experimento de dispersién se
se lanzan proyectiles con diferentes energias hacia un blanco, que consideraremos fijo.
Las resonancias corresponden a los casos en que la energia del proyectil es tal que este
interactia un tiempo finito 7 con el blanco y luego vuelve a alejarse del mismo. El tiempo
finito 7 es la vida media de la resonancia, y la energia del proyectil es la energia de la
resonancia FE,.
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Las funciones de onda correspondientes a resonancias son esencialmente soluciones de
la ecuacién de Schrodinger que corresponden a empalmar una solucién en un entorno del
origen ( dependiente del potencial ) con otra en la que el proyectil estd muy alejado del
blanco. En esta Tesis solo trataremos con interacciones de corto alcance, consideraremos
por lo tanto que el potencial se anula si el proyectil estd muy alejado. Los potencia-
les proyectil-blanco que presentan resonancias normalmente tienen una forma como la
mostrada en la Figura 1.9. Para fijar ideas diremos que H = Hy + Av(r), en donde H,
representa un pozo de potencial y Av(r) una barrera de altura variable con el pardmetro
A. Las soluciones lejos del origen son de la forma

(r — 00) = A(k)e™ ™" + B(k)e™ " ~ e 4 §(k)e T (5.1)
en donde r es la separacion entre el proyectil y el blanco, y F = % La solucion es

una combinacion de ondas planas entrantes y salientes, y el cociente entre las amplitudes
S(k) es la matriz de dispersién. El problema de dispersién consiste en unir suavemente
las soluciones exteriores e interiores en un radio de tamano caracteristico del sistema y de
esta forma establecer la relaciéon entre el corrimiento de fases originado en la dispersién y
la energia del proyectil.

La matriz de dispersién puede tener polos en dos casos [26, 27]:

1. Si B(k) tiene un polo. Estos son llamados polos falsos y no estan relacionados con las
resonancias. Ademas son independientes del potencial y existen atin cuando A — 0.

2. Si la amplitud A(k) de las ondas entrantes se anula. Si el polo se encuentra en
el eje imaginario positivo del plano complejo k, entonces corresponde a un estado
ligado y no es relevante para la dindmica. Los polos asociados a las resonancias son
aquellos que se encuentran en el cuarto cuadrante del plano complejo (Re(k)>0 ;
Im(k)<0). También pueden existir polos en la parte negativa del eje imaginario que
corresponden a estados virtuales o antiligados, de los cuales no haremos aqui mas
referencia.

Desde el punto de vista dinamico, las resonancias son estados temporalmente locali-
zados que al cabo de un tiempo se deslocalizan. Un autoestado ¢,, de un Hamiltoniano
independiente del tiempo tiene como evolucion temporal la funcién

Dn(r,t) = dulr)e 7 Bt (5.2)

en donde F, es la energia del estado ¢,. La densidad de probabilidad para este estado,
como funcién del tiempo tiene la forma

[on(r, OF = [¢a(r)[* (5-3)

y es constante en el tiempo. Entonces, claramente las resonancias no pueden ser autoes-
tados con energias reales, por que deben deslocalizarse luego de un tiempo. Lo cierto es
que las resonancias (o estados de Gamow o Siegert) son estados que cumplen

r
H(bres = Eres(bresu Eres - Er - Z§7 (54)
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es decir son estados cudnticos con energia compleja, razén por la cual los polos de S(k) en el
plano complejo k estan en el cuarto cuadrante. Sin embargo, los autovalores de un operador
Hermitiano, como el Hamiltoniano, son reales. La Ec. (5.4) no esta en contradicciéon con
esto, sino que debemos tener en cuenta que la Hermiticidad del Hamiltoniano también
depende el dominio de aplicaciéon del operador. En el caso unidimensional H = —aa—;g +AV,
con V real, podemos escribir que un operador es Hermitiano si cumple

/_ " f@)Hg(o)dr = / " f@)H g(a)da (5.5)

para todo par de funciones f(x), g(z) en el dominio de aplicacién. Haciendo una integra-
cién por partes se puede reescribir como

9(z) 'de)

La Ec. (5.6) se cumple si las funciones estan en el espacio de Hilbert, ya que f(+o0) =
0, g(+00) = 0. El Hamiltoniano H es entonces Hermitiano si opera sobre un espacio de
Hilbert. En el caso més general, la Ec. (5.6) se cumple si las funciones f(z) y g(z) son
acotadas. Un caso comtn es el de las ondas planas correspondientes al continuo. Si las
funciones f(x) y g(x) crecen indefinidamente y no pueden ser acotadas de ningin modo,
como el caso de ¢"* (ver Ec. (5.1)), entonces el operador H no es Hermitiano. La Ec. (5.4)
tiene ahora un sentido mas claro, ya que al ser H un operador no Hermitiano, tiene la
posibilidad de tener autovalores complejos.

La evolucién temporal de ¢™* se obtiene también de la Ec. (5.2), pero la energia es
compleja y la densidad de probabilidad toma la forma

o0 e}

- )| 42

= 0. (5.6)

—00

[ (r, ) = | ()P e 7 (5.7)

La densidad de probabilidad a r fijo decae a cero a tiempos largos. La integral de la
densidad normalizada adecuadamente es igual a la cantidad de particulas dentro de la
regién de integracién. La Ec. (5.7) puede interpretarse entonces como un sistema en que
la cantidad de particulas dentro de una esfera de radio R disminuye con el tiempo hasta
desaparecer. Si deseamos mantener constante la cantidad de particulas dentro de la esfera,
el radio debe crecer con el tiempo. Claramente esto induce a relacionar una resonancia
con un estado que se expande al transcurrir el tiempo.

5.1.2. Resonancias en el espectro variacional de Rayleigh-Ritz

La deteccion y caracterizacion de resonancias en mecanica cuantica tiene en su haber
una larga lista de métodos computacionales. En su mayoria los métodos para determinar
el espectro y las autoenergias se basan en, o utilizan, la Hermiticidad del Hamiltoniano.
Como consecuencia se asume que sus autofunciones son normalizables y acotadas, y que
sus energias son reales. Al estudiar resonancias el Hamiltoniano puede no ser Hermitiano y
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las autofunciones no acotadas. Por otro lado, la parte real de la energia F, de la resonancia
siempre toma valores que se superponen con el espectro continuo del Hamiltoniano, lo que
presenta una posible degeneracién no contemplada en métodos computacionales.

En esta seccién utilizaremos el método variacional de Rayleigh-Ritz, con funciones base
en L2, para estudiar el comportamiento del espectro de un problema de una particula cuyo
Hamiltoniano presenta resonancias de forma. El método consiste, como ya hemos explicado
en capitulos anteriores, en seleccionar una base completa para expandir el espacio de Hilbert
y obtener resultados aproximados truncando la base a un tamano finito. Enfatizamos la
frase sobre el espacio de Hilbert por que debemos tener en cuenta que las resonancias no
pertenecen a este espacio.

El problema modelo que utilizaremos esta descrito por el Hamiltoniano

2

H= —g Voe "+ e (5.8)

en donde los parametros Vj y (3 serdn especificados en breve. El potencial (5.8) es similar
al ejemplo utilizado en la introduccién para modelar la interaccién entre un niucleo y una
particula «. La Figura 5.1 muestra el potencial evaluado en algunos valores especificos de
los parametros Vp, 6y A.

0.3- =15 1
i 51 | o\
A2l o -2 E(20)

0.2+ - E(1)]

v O TN
| A—

V=(-5 exp(- r)A exp(- 1/2))

| | | | ]

!
0 2 4r6 8

Figura 5.1: E/ potencial de la Ec. (5.8) graficado para 3 = 1/2, Vi =5 y tres valores
de A = 1.8, 2.0, 2.1. También se muestra el valor de la energia Eqy para el dnico estado
ligado con A = 1.8 (linea de puntos) y los valores de la parte real de la energia de la
resonancia E, para A = 2.0,2.1 ( linea de trazos y de trazos-puntos respectivamente ).
Los valores de energia de la resonancia se obtuvieron con el método de escaleo complejo
descrito en la seccion 5.1.3.
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Los elementos de base que utilizaremos son,

1
Xn(r) = re’r/QLf) (r), (5.9)

\/(n+ 1)(n+2)

en donde L son polinomios asociados de Laguerre de grado n. Las funciones (5.9) estén
ortonormalizadas. Los elementos de matriz para el potencial exponencial e en esta
base pueden encontrarse en el apéndice C. Las funciones de la Ec. (5.9) no incluyen la
dependencia angular ( armonicos esféricos ), porque son un base para la ecuacién radial
reducida del Hamiltoniano. Solo daremos ejemplos con ondas S ( | = 0 ) para estudiar la
estabilidad del estado fundamental tinicamente.

La Figura 5.2 muestra el espectro variacional de Rayleigh-Ritz para un tamano de
base de 70 funciones. Lo que se muestra son los autovalores de la matriz del Hamiltoniano
como funcién del pardmetro A. Claramente la energia es creciente con A, por que es el
acople del término definido positivo e ?". Las energfas mayores que cero aproximan el
continuo de ondas planas modificadas por el potencial. Alrededor de A < 1.95 el sistema
tiene un estado ligado por debajo de la energia de umbral. Si A > 1.95 la energia del estado
ligado parece meterse en el continuo y seguir por arriba de cero. El efecto en el espectro
es que aparece una serie de cruces evitados ( o avoided crossings ) entre los autovalores
que simulan la continuidad de la curva de energia por arriba de cero. Los cruces evitados
son los puntos en la Figura 5.2 donde dos energias parecen cruzarse, pero cuando estan
muy cercanas se esquivan, como muestra el detalle de la figura.

La Figura 5.2 muestra indicios de la existencia de una resonancia que pueden utilizarse
para cuantificar la energia de la misma. Cederbaum [70], propuso obtener la energia de
una resonancia en los A en que dos energias del espectro muestran un avoided crossing.
El esquema utilizado aqui es diferente del ejemplificado en [70] en donde el potencial se
encerrd dentro de una caja esférica y los cruces evitados ocurren al cambiar el tamano
R de la caja. El procedimiento, sin embargo, es aplicable aqui en los \’s que presentan
cruces evitados. Se define entonces

Aaw = m/\in(AEn), (5.10)

en donde AFE,, = F,,.1 — E,. En estos valores especificos de A la energia de la resonancia
esta dada por [70]

E E
B = St lia (5.11)
2
1
r = §7Tp(E)(AE)2 (5.12)

La Ec. (5.12) se deduce facilmente de la regla de oro de Fermi, donde los niveles inter-
actuantes son F, v E, 1. Uno de ellos representa un estado del continuo, mientras que el
otro uno metaestable que se deslocaliza en un tiempo 7 = 1/I". El valor de AFE es idéntico
(en un problema de dos niveles) a la interaccién entre dos estados debido a un Hamil-
toniano de interaccién. La densidad de estados en la Ec. (5.12) corresponde al sistema
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Figura 5.2: Espectro de energias obtenido con el método de Rayleigh y Ritz para un
sistema de una particula descrito por el Hamiltoniano de la Ec. (5.8). El tamafio de la
base es N = 70 y los pardmetros elegidos para el potencial son Vo =5 y 3 = 0.5. El
detalle muestra como en algunos valores de A los niveles se esquivan y muestran cruces
evitados ( avoided crossings ).

sin resonancias, es decir debemos aproximar la densidad subyacente que corresponde al
continuo. En [70] se utiliz6 como densidad p(E) = m, que es un valor bastante
crudo. En La Tabla 5.1 muestra los valores de la resonancia obtenidos con este método y
con el de escaleo complejo ( explicado en la seccién 5.1.3 ).

Los valores en la Tabla 5.1 revelan alguna informacién sobre los dos métodos. El
método de la densidad de estados definido por la ecuacién (5.12) da mejores resultados
mientras menor es el ancho de la resonancia, como se observa comparando el valor dado
por la Ec. (5.12) con el correspondiente a # = 7/10 con escaleo complejo. El origen de
esto es que en el limite AE — 0 la resonancia nace del umbral y tiene por lo tanto I' = 0.
El método de escaleo complejo, que analizaremos en detalle en la secciéon 5.1.3, muestra

una mejor convergencia si la resonancia es mas ancha.

5.1.3. Escaleo complejo

Como comprobamos en la secciéon anterior existen métodos que permiten obtener la
energia de una resonancia a partir del espectro variacional de Rayleigh-Ritz. Sin embargo,
el método variacional fue concebido para aproximar funciones normalizables y determinar
el espectro discreto de un operador Hermitiano. En principio, la solucién a la Ec. (5.4) no
puede encontrarse por estos métodos.

En esta seccién estudiaremos el método de escaleo complejo (complex scaling o rota-
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Cuadro 5.1: Energias de la resonancia.

A E, (5.11) T/2 (5.12) 0 E, (esc. complejo) TI'/2

2.002 /200 0.026 -0.00047

2.002 /100 0.0257 -0.00067

2.002 7/40  0.02569511 -0.000518

2.002 /30  0.02569515 -0.0005177

2.002 7/20  0.025695157 -0.0005176859

2.002 0.02568 -0.00042 7/10  0.025695157 -0.00051768577
1.95348 7/40  0.0022745 -8.8x107°
1.95348 7/30 0.0022768 -7.73x107°
1.95348 7/20  0.0022779 -7.288%x107°
1.95348  0.002287 -6.396x107° 7/10 0.0022781961 -7.2289x107°

tion), que permite analizar las resonancias como estados normalizables de un operador
no-Hermitiano. La mayor parte de lo que explicaremos fue extraido de [71]. El método
consiste en aplicar una transformacion de similaridad, mediante la cual las autofunciones

correspondientes a las resonancias se convierten en funciones £2. Es decir, transformamos
la Ec. (5.4) con §

A A 1A "\ 4
SHS'S¢res = (E - 2'5) Sores (5.13)
en donde la transformacién S es tal que
S¢res — 0 cuando 7 — oco. (5.14)

Ligeramente hablando, Sqﬁ’;fs pertenece a un espacio de Hilbert. Las transformaciones
de similaridad S no son tnicas, muchas cumplen con la Ec. (5.14) y pueden ser elegidas
de acuerdo a las necesidades del problema [72, 71].

El operador de similaridad utilizado en escaleo clasico esta dado por,

S=el"ir, (5.15)
y la accién sobre una funcién analitica f(r) es

S’f(r) = f(re"). (5.16)

La accién del operador es reescalearlas distancias en funciones analiticas y en el Hamil-
toniano. El operador utilizado en escaleo complejo es exactamente igual, solo que después
de aplicar la transformacion, prolongamos el parametro v al plano complejo v — 6, con
0 > 0;0 € R. Muchas veces se pasa por alto que primero debe aplicarse la trasformacion
de similaridad con pardametros reales y luego hacer la prolongacion analitica. Normalmente
se escribe

S = o, (5.17)
Sf(r) = f(re?). (5.18)
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En muchos casos esto puede hacerse sin mayores complicaciones, aunque es bueno
tener presente los pasos matematicamente correctos para llegar a ello, y evitar futuras
complicaciones. La transformacién definida en la Ec. (5.17) no es unitaria y en particu-
lar modifica el espectro del Hamiltoniano. Es mas, las modificaciones que ocurren en el
espectro en realidad favorecen a nuestros objetivos.

La funcion correspondiente a una resonancia de una particula tiene la forma asintética
¢ (r — oo) = B(k,)e*". Escribiremos el vector de onda como k,, = |k,|e~*". Aplicando
la transformacién S a esta funcién se obtiene

S¢TGS<T _ OO) _ B<kn)€i\kn|e:vp(i(€f<pn))r (519>
B(ky)elonre T (5.20)
en donde
a, = ap(cosf —tanp,sinf), (5.21)
Bn = ap(sinf — tan g, cosh), (5.22)
1/4
21)1/2 r, 2
a, = ( Mh) (Eer (?) ) COS py, (5.23)
t 2 (5.24)
n = arctan . :

@ arcta E,

Si @ = 0 observamos en la Ec. (5.22) que 3, = —an% > 0. Aumentando el va-

lor de € existe un valor a partir del cual 3, es positivo. En ese caso de la Ec. (5.20),
S¢"*(r — 00) — 0 exponencialmente. El valor critico 6. a partir del cual se normaliza la
funcion de la resonancia es

0. = p, = arctan

5.25
5 E. (5.25)

De este modo, el escaleo complejo logra que la funcién correspondiente a una resonancia
sea L2,

La accién de la transformacién sobre el espectro del Hamiltoniano puede explicar-
se cualitativamente observando su efecto sobre un Hamiltoniano de una particula con
simetria radial H = —%2 + V(r),

. N ve:

SH=Hy=—c"% - + V() (5.26)
en donde Vy = V(re ). El potencial debe ser de dilatacién analitico, es decir que al
aplicar el escaleo no aparecen polos o regiones de no-analiticidad que impidan tratar el
problema !. Si el potencial es homogéneo de grado v, como el Coulombiano (v = —1), el
potencial escaleado tiene la forma Vp = €% V(r). En este caso los calculos se simplifican
considerablemente ya que podemos obtener los elementos de matriz de Hy a partir de los
de 'H multiplicando por los factores complejos.

1Un ejemplo conocido es V(r) = M, que no es analitico en r. Este potencial es conocido como

Wigner-Von Neumann y se destaca por poseer un estado ligado embebido en el continuo
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Figura 5.3: E/ espectro de energias obtenido con el método de Rayleigh-Ritz para
el Hamiltoniano reescaleado Hy ( Ec. (5.26) ). La figura muestra los cdlculos con el
potencial de la Ec. (5.8) y Vj = 5.0, 8 = 0.5 y A = 2.0. El dngulo utilizado para la
rotacion compleja es @ = 7/10. El efecto del escaleo complejo sobre el umbral es una
rotacion en un angulo o ~ 26, de alli el nombre rotacién que cominmente se le da al
método. El detalle muestra la resonancia descubierta al rotar el umbral, junto con los
valores de E, y T'/2.

La Figura 5.3 muestra el espectro de Hy ( con H de la Ec. (5.8) ) obtenido con un
método variacional utilizando la base de la Ec. (5.9). La modificaciones realizadas al
método de Rayleigh-Ritz para aplicarlo al Hamiltoniano escaleado solo se deben a las
propiedades de la matriz en la base utilizada. Si la base es real, puede verse que la matriz
correspondiente a Hy es simétrica [71], es decir H,,,(0) = H,,,(0)?. Para trabajar con
matrices simétricas deben utilizarse algoritmos adecuados, ademés deben modificarse los
programas para permitir trabajar con algebra compleja.

En la Figura 5.3 se observa que el umbral del continuo es rotado en un angulo aproxi-
madamente igual a 2 6. Esto tiene su origen en la dependencia con 6 de la energia cinética

2No entraremos aqui en detalle sobre las propiedades de las matrices simétricas. Sin embargo, en el
préximo capitulo haremos uso de algunos resultados sobre sus autovectores, para definir un producto
interno alternativo para los Hamiltonianos simétricos. Debido a esto el apéndice F discute algunas de
dichas propiedades
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en la Ec. (5.26). El factor multiplicativo =2’ es lo que hace rotar el valor de todos los
autovalores variacionales en ese angulo. Esta relacién también impone un limite superior
para el valor de 6, ya que no puede ser mayor que 7. Los problemas numéricos comienzan
a notarse mucho antes de ese valor, en general para 26 = /2 el espectro de Hy deja
de representar a H. Recordemos que la transformacion S no es unitaria y modifica el
espectro del operador. El teorema de Baslev-Combes [73] asegura que los estados ligados
mantienen su energia real luego de aplicar la transformacion S, siempre que el pardmetro
f sea menor que un valor maximo 6,,,., que depende del potencial. En algunos casos
particulares puede encontrarse analiticamente el valor de este dngulo, en la practica basta
con analizar las energias de los estados ligados y observar que la parte imaginaria se anule
( dentro del esquema numérico). El teorema asegura en realidad que el espectro discreto,

estados ligados y resonancias, son independientes del parametro 6 para 6 < 0,,,,.

x
NP — -0.000495

-0.025 | | R B
0.01 0.02 0.03 0.040.05
Re(E)

-

Figura 5.4: E/ espectro de energias obtenido con el método de Rayleigh-Ritz para el
Hamiltoniano reescaleado Hy ( Ec. (5.26) ). La figura muestra los cdlculos para el
potencial de la Ec. (5.8) y Vj = 5.0, f = 0.5 y A\ = 2.0 y los valores del pardmetro
0 = 7/10,7/20,7/30,7 /40,7 /100, 7 /200. Para dngulos cercanos a 0., definido en la
Ec. (5.25), la resonancia es perturbada y depende de 6. Si 0 es suficientemente grande
el valor del polo se hace independiente del dangulo.

La independencia de la energia de la resonancia respecto de 6 es también notable
en la practica. La Figura 5.4 muestra como el umbral del continuo cambia su angulo,



5.1 Resonancias en sistemas de una particula 93

mientras que la resonancia es invariante ante los cambios en ¢. El angulo minimo para
que la resonancia se estabilice es mayor que el mostrado en la Ec. (5.25). Si estamos muy
cerca de 6. el umbral perturba el valor de la resonancia y se ve desplazada. Por ejemplo,
si @ = 7/200 la resonancia es la cruz que se ve separada respecto de las otras.

En casos en que un operador posea varios umbrales (ej. el H~ tiene uno por cada
estado ligado del H), todos los umbrales rotan con la transformacién. Supongamos que en
ese caso existe una resonancia entre dos umbrales. El primer umbral deja al descubierto
la resonancia cuando # supera 6., pero la resonancia puede ser nuevamente cubierta por
la rama del segundo umbral si el dngulo es lo suficientemente grande.

I T I T Y T I T I
\ ‘ 0
B )\=18 9
. 3 | -0.001
EI_J( \ io 7
El b r=2.3-"|70:002
- -0.003
- A -0.004
[ B R R
-0.06 -0.03 0 0.03 0.06
Re(E)

Figura 5.5: E/ espectro de energias obtenido con el método de Rayleigh-Ritz para el
Hamiltoniano reescaleado Hy ( Ec. (5.26) ). La figura muestra los cdlculos con los
mismos parametros Vy y (3 de la Figura 5.3. El pardmetro \ corre de 1.8 a 2.3 al igual
que en la Figura 5.2.

La Figura 5.5 muestra el espectro variacional de Hy, con los mismos parametros Vj y
0 de la Figura 5.3 pero variando el parametro A. El gréafico es equivalente al mostrado en
la Figura 5.2 con el Hamiltoniano ‘H no rotado, solo que A parametriza los valores de E,. y
['/2. La curva descrita por la resonancia en el plano complejo es a veces llamada la cuerda
de la resonancia [74]. En el detalle se observa que la cuerda de la resonancia se separa en
forma abrupta del eje imaginario. Esto no es asi para todas las resonancias, de hecho en
el capitulo 5 notaremos que I' crece suavemente cuando la energia cruza el umbral. Con
el fin de comparar el espectro real del Hamiltoniano H con el del operador rotado Hy,
puede graficarse la parte real de la resonancia conjuntamente con el espectro variacional
de H ( ver Figura 5.6 ). La parte real de la resonancia se obtiene e los autovalores de Hy
eligiendo aquel que no varia con 6.

El detalle muestra claramente como la resonancia atraviesa los niveles variacionales
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Figura 5.6: E/ espectro de energias obtenido con el método de Rayleigh y Ritz para el
Hamiltoniano H de la Ec. (5.8) y las partes real ( linea roja con puntos ) e imaginaria
( linea de trazos azules ) del autovalor de Hy correspondiente a la resonancia. El grdfico
muestra los cdlculos con los mismos pardmetros Vo vy 3 de la Figura 5.3. El detalle
muestra que la parte real de la energia de la resonancia cruza las energias variacionales
en un punto entre dos cruces evitados.

y en los cruces evitados toma el valor aproximado £, = M dado en la Ec. (5.11).
Notese que la energia de la resonancia es exactamente igual a cada uno de los autovalores
del espectro real en un valor especifico de A que se encuentra entre dos cruces evitados. Esto
nos impulsa a investigar que tal vez se pueda desarrollar algiin método que pueda indicar
cual ese valor deX. En las préximas secciones se mostrard que esto no solo es posible, sino
que se obtienen muy buenos resultados inclusive en un sistema de dos electrones.
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5.2. Entrelazamiento y puntos cuanticos

En los tltimos anos la aplicaciéon de algunos conceptos de informacion cuédntica a
problemas antiguos llevé a una mejor comprensién de ellos [75] y, como consecuencia, a la
formulacién de nuevos métodos para buscar sus soluciones. La informacion contenida en
un estado cudntico se puede calcular utilizando distintas cantidades como por ejemplo el
entrelazamiento de formacion [76], la fidelidad [77], varios tipos de entropias y testigos de
entrelazamiento. El problema a tratar determina cudl de todas las cantidades es la mas
adecuada, o accesible, para el calculo.

La entropia de Von Neumann es una cantidad natural para calcular el entrelazamien-
to en sistemas atémicos de pocos cuerpos con grados de libertad continuos. Algunos
problemas que han sido estudiados incluyen atomos tipo Helio [39, 63], generacién de
entrelazamiento a través de una dispersion [78] y entrelazamiento en el dtomo de Hooke
de dos electrones [79].

Los puntos cudnticos son estructuras confeccionadas con materiales semiconductores
en las que se puede confinar un nimero pequeno de electrones dentro de una reducida
regién espacial [80]. Son también llamados dtomos artificiales debido a las similitudes de
la estructura electréonica con la de &tomos naturales. La mayoria de los estudios realizados
en puntos cuanticos utilizan la aproximacién de masa efectiva que consiste en localizar
electrones dentro de un potencial, el que a su vez se encuentra dentro de un potencial
armonico. Las geometrias y dimensiones de los modelos pueden ser muy variadas [81]. Los
electrones interactian entre ellos a través de un potencial Coulombiano. La aproximacién
de masa efectiva asume que las interacciones entre bandas de un cristal son despreciables
y el efecto del potencial periddico del cristal es la reduccién de la masa de los electrones.
Una diferencia fundamental de los puntos cuanticos respecto de los dtomos, es que en los
primeros se puede sintonizar las propiedades del confinamiento. Los métodos desarrollados
en esta Tesis pueden entonces ser utilizados para investigar las propiedades de los sistemas
de dos electrones en puntos cuanticos, en la aproximaciéon de masa efectiva. Los estudios
no solo se limitan a estados ligados, sino que también se han analizado resonancias de dos
electrones en puntos cudnticos [82, 38].

Los puntos cuanticos también han sido objeto de estudios en informacién cudntica.
La mayoria estan apuntados a calcular la cantidad de entrelazamiento de los autoesta-
dos [83, 84] o la controlabilidad del sistema [85]. El objetivo de estos dos enfoques es el
mismo: lograr utilizar un punto cudntico como un qubit. [86]. Ademds de las investiga-
ciones sobre informacion cuantica, hay propuestas de utilizar los puntos cuanticos como
fotodetectores [87]. La propuesta se basa en utilizar resonancias debido a las propiedades
intrinsecas de estas, como una gran seccién eficaz de dispersion.

Recientemente en este grupo de investigacién [38] se realizé un estudio sobre el com-
portamiento de la entropia de Von Neumann de estados £? asociados con resonancias
en puntos cuanticos de 2 electrones. Las resonancias estudiadas alli fueron resonancias de
forma, como las mostradas en la seccién 5.1. Estas ocurren cuando la energia de un estado
ligado cruza el umbral de energia al sintonizar un parametro A del Hamiltoniano. Desde
el punto de vista critico, el comportamiento de la energia corresponde a un exponente
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a = 1. En [38] se mostré que la entropia de los estados variacionales provee un método
para encontrar la parte real de la energia de la resonancia. El método, al igual que al-
gunos de los que presentaremos aqui, solo provee la energia de la resonancia para ciertos
puntos \; determinados a posteriori. Més alla de esto, Ferron et al [38] conjeturaron que
existe una funcién S(E,), la entropia de Von Neumann de la resonancia, cuyo valor esta
definido para toda energia de la resonancia. Aqui encontramos una posible definicién de
la funcién S(E,), utilizando los resultados del escaleo complejo aplicado a las resonancias
en los puntos cuanticos de de dos electrones.

5.3. Modelo para un Punto Cuantico

En los ultimos anos se han desarrollado muchos modelos de puntos cuanticos, los cuales
incluyen diferentes tipos de simetrias e interacciones [38, 81, 82]. En este capitulo conside-
raremos un modelo esféricamente simétrico, con dos electrones interactuando a través del
potencial Coulombiano. El potencial que simula el punto cuantico es uno de corto alcance,
aunque la forma particular del mismo no deberia afectar el comportamiento general del
sistema. En el capitulo 2 se ha explicado en detalle los argumentos que sustentan este
hecho. Se probé en algunos casos particulares que el alcance (y no la forma) de los poten-
ciales involucrados en un sistema, determinan el comportamiento critico cerca del umbral
(exponentes criticos de la energia y otros observables). Para modelar el punto cuantico
utilizamos un potencial en el que sea factible realizar un escaleo complejo. Teniendo en
cuenta estas consideraciones propusimos el siguiente Hamiltoniano para el sistema

h? h? e

A v v s
H = 2mVr1 var2+V(r1)+V(r2)+ (5.27)

vy — 1|’

en donde V(r) = —% exp (—r/rg), y r; es el operador posicién del electrén i = 1,2,
0

Vo > 0, y g es el alcance del potencial del punto cuantico. El Hamiltoniano de la Ec. 5.27

expresado de una manera mas compacta si se realiza el escaleo r — r/rg, y se utilizan

unidades atomicas,
A

|F2—r1|’

1 1
H = _§v§1 — §v§2 — Voe ™ — Ve " + (5.28)

en donde A\ = ry. Para obtener la Ec. 5.28 también se realizé la transformacion del
Hamiltoniano H — %

El potencial ech;)nencial tiene varias ventajas desde el punto de vista analitico. Es
suave y las energias de las resonancias pueden calcularse mediante escaleo complejo. El
potencial permite entonces obtener las energias de las resonancias de forma independiente
al método que desarrollaremos aqui. La energia del umbral del Hamiltoniano Ec. (5.28),
que denotaremos ¢, es la energia del estado fundamental de una particula en el potencial
exponencial. Las energias de ondas S del potencial exponencial pueden ser calculadas en

forma exacta [88] resolviendo la ecuacién

Doy (VW) =0, (5.29)
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en donde J,(x) es la funcién de Bessel. Los valores criticos de V{ son dados por los ceros
de Jo(x).

El espectro discreto y las resonancias del modelo correspondiente a la Ec. (5.28) pueden
aproximarse utilizando funciones variacionales del tipo £? [82], [89]. Si |¢;(1,2)) son las
autofunciones exactas, aqui las aproximaremos con

M

05(1,2)) =~ [9;(1,2) = Y @), = (D) ; j=1,-- M. (5.30)

i=1

en donde |®;) son las funciones de una base £? del espacio de Hilbert y M es la cantidad
de elementos de la base que utilizamos en la expansion.

Para estudiar el comportamiento cerca del umbral de ionizacién del estado fundamen-
tal, utilizaremos como base los singletes de onda S dados por

D) = |1, m2; 1) = (G (11) Py (r2)), Voo (R, Q2) X (5.31)

en donde ny < nqy, [ < no, X, es el espinor singlete, y los :)7670((21, y) estan dados por

l

> (1) ™Y (2) Yo (). (5.32)

m=—I

(=1
Vo1

y(l)7(]<Ql7 Q2) =

es decir, son autofunciones del momento angular total con autovalor igual a cero. Las fun-
ciones Y},,,(Q2) son los arménicos esféricos. Notar que las Y (€1, ) son funciones reales,
porque son simétricas en el indice de las particulas. El término radial (¢, (11)Pn,(72))s
también tiene la simetria apropiada para un estado singlete,

_ ¢n1(rl)¢n2 (TQ) + gbm (T2)¢n2 (Tl)
[2 (14 (m1|n2)?)]"?

(¢n1 (T1)¢n2 (7‘2))5 (533)

en donde

(malna) = / 2 (P ua(r) dr (5.34)

0

y los ¢, fueron elegidos de forma tal que satisfagan (n|n) = 1. Los resultados numéricos
de este capitulo fueron obtenidos utilizando orbitales de tipo Slater

a2n+3

1/2
B (r) = {m] e (5.35)

en donde « es un parametro no lineal de la base. En términos de las funciones definidas
en la Ec. (5.31), las autofunciones variacionales pueden expresarse como

)\pga’(1,2)> =3 D il (5.36)

ninal
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en donde n; > ny > [ > 0, entonces el tamano de la base es

M:Zii1 = é(N+1)(N+2)(N+3). (5.37)

n1=0n2=0 [=0

La Ec. (5.36) muestra o como un indice de la base para indicar que la autofuncién va-
riacional es a-dependiente. Los elementos de matriz de la energia cinética, la repulsion
Coulombiana entre los electrones y otro detalles matematicos de las funciones |ny, no; [; a)
estan en el apéndice D y alternativamente en [90], [91].

0

—

Figura 5.7: (a) La figura muestra el comportamiento de los autovalores variacionales
E](a)()\) (lineas negras) para N = 14 y un valor o« = 2 del pardmetro no lineal. La linea
de trazos roja corresponde al umbral de energia ¢ ~ —1.091. Notar que los avoided
crossings (o cruces evitados) entre los niveles variacionales practicamente no se ven
cerca del umbral. (b) La figura muestra los mismos niveles variacionales que en (a)
(lineas negras) y la energia calculada utilizando escaleo complejo (linea verde) para un
valor del pardmetro de ¢ = 7/10.

Las propiedades del espectro variacional y la relacion con la energia de resonancias
fueron explicadas en detalle en la seccién 5.1. Resumimos aqui las principales caracteristi-
cas. Los estados de resonancia tienen autovalores complejos aislados FE,.s = E, — iI'/2,
con I' > 0. Las autofunciones correspondientes no son de cuadrado integrable y son con-
siderados estados cuasi-ligados de energia E, y tiempo de vida media I'. Las energias de
las resonancias del Hamiltoniano de la Ec. (5.28) pertenecen al intervalo (g,0) [92], en
donde ¢ es la energia del estado fundamental del Hamiltoniano de 1 particula. Los estados
pueden analizarse utilizando el espectro obtenido con una base de funciones £2? (ver [38]
y referencias alli citadas). Los niveles con energia mayor que la de umbral tienen varios
cruces evitados o avoided crossings que “rodean” la parte real de la energia de la resonan-
cia. La presencia de una resonancia se hace evidente solamente mirando a los autovalores
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obtenidos en forma numérica. La Figura 5.7 muestra un espectro tipico obtenido con el
método variacional, en donde se observa el comportamiento de autovalores variacionales
E](O‘) en funcion del pardametro \. Los resultados se obtuvieron con una base de tamano
N = 14 y parametro a = 2.0. El valor de « se escogié de forma tal que la energia del estado
ligado, en las regiones de A\ donde existe, sea estable ante los cambios de este parametro
no lineal. En la figura se observa que para A < )y, =~ 1.54 solo hay un estado ligado.
Arriba del umbral la aproximacion variacional provee un ntimero finito de soluciones con
energia menor que cero. En esta region de energias no existe un criterio a prior: de estimar
cual valor de « es mejor que otro. De todas formas, es posible obtener la energia de la
resonancia F, () calculando E](a) con muchos valores del pardmetro variacional (ver Kar
v Ho [93]).)

I I [ I
-- 0=2.0 -- 0=2.0
04 |7 350 (@) . 560 (0)
L ETES E
-0.6F
E1 r
0.8~
_1%
| | | |
1 15 25 3 1 15 25 3

Figura 5.8: (a) Energia del primer estado variacional vs X\, para diferentes valores del
pardmetro variacional «.. De abajo hacia arriba o aumenta desde o = 2 (linea de trazos
azul) a o = 6 (linea de trazos naranja). También se muestra la parte real de la energia
de resonancia (linea verde). (b) Lo mismo que en (a) pero para la energia del segundo
estado. calculada utilizando escaleo complejo

Las Figuras 5.8 (a) y (b) muestran los resultados numéricos obtenidos para el primer
y segundo autovalor respectivamente, con diferentes valores del pardametro variacional
a. También se muestra la energia del estado fundamental (por debajo del umbral) y la
parte real de la energia de la resonancia calculada utilizando escaleo complejo (por arriba
del umbral), esta curva sera utilizada como referencia. El comportamiento del menor
autovalor variacional Efa)()\) es bastante claro. Debajo del umbral Efa)()\) es insensible
a los cambios en «, las diferencias entre E\°= () y E\*=¥()) son indistinguibles en la
escala de la figura. Arriba del umbral el comportamiento es diferente, una curva con «
fijo tiene dos regiones bien definidas separadas por un cambio abrupto en la tangente de
la curva. El cambio abrupto ocurre en valores alrededor de E,.(\).
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El segundo nivel de energia Eéa)()\), muestra tres regiones. Cada region esta separada
por un cambio abrupto en la derivada de la energia, y Eéa)()\) es aproximadamente una
linea recta con pendiente diferente en cada regién. Observando la Figura 5.8 (b), puede
notarse que para un valor de A fijo la densidad de niveles por unidad de energia no es
uniforme. La comparaciéon es valida teniendo en cuenta que las curvas E](ai)()\) fueron
graficadas con valores de «; equiespaciados entre 2 y 6. Esto hecho fue notado con an-
terioridad por otros autores pero fue Mandelshtam et. al. en 1993 [94] los que lograron
plasmar esto en una expresion para la densidad de estados. El mecanismo por el cual se
puede obtener la densidad de estados lo desarrollaremos en la siguiente seccion.

5.4. Densidad de Estados en un entorno de una re-
sonancia

Introduciremos la idea de estabilizacién a través de un problema de una particula
para simplificar la explicacién. Nuestro problema consiste entonces en un potencial de
una particula que tiene una resonancia. El potencial consiste en un pozo con profundidad
Vo (debajo del cero de energia) en el origen y una barrera de alto A ubicada a una distancia
Ry del origen, como el ejemplo de la Ec. (5.8)

Para estudiar el sistema se utilizan N autofunciones de onda plana, correspondientes
a una caja esférica de radio R,

Pn(r) = \/21?% sin (ng> r<R (5.38)

Las condiciones de contorno en la caja requieren que mas alld de R la funcion se anule.
Si se grafica la energia de N de estas funciones en funcion del tamano de la caja R, se
observa que las energias son mondtonamente decrecientes con R. Es mas, estas se adensan
en el cero de energia porque es un punto de acumulacién para R — oo.

El mismo procedimiento de aumentar el radio de la caja puede hacerse con un potencial
con pozo y barrera dentro de ella. Utilizando la matriz correspondiente al Hamiltoniano
de 1 particula en la base de ondas planas, puede obtenerse un espectro variacional. La
Figura 5.9 muestra un gréafico de estabilizacién tipico (un ejemplo publicado se encuentra
en [70] ). La energia correspondiente a cada estado es decreciente con R, pero no monéto-
namente. Existe una regién de energia estable en la cual cambia muy lentamente con R.
Ese valor de energia es la de la resonancia. La estabilizaciéon ocurre debido a que la re-
sonancia es un estado mas localizado que las ondas planas, aproximadamente de tamano
Ry. Si R > Ry la resonancia practicamente no es afectada por la presencia de la caja y
su energia es estable con R.

En el problema de dos electrones en punto cuantico ocurre algo similar, aunque de
manera mas sutil. El parametro « es la inversa de la longitud caracteristica de la base
Ec. (5.35), y por lo tanto cumple el rol del tamano R. Las funciones radiales tienen su
maximo en ro = %", de modo que una base con a = 0.1 = ry = 20 n, la aproximacién de



5.4 Densidad de Estados en un entorno de una resonancia 101

Figura 5.9: Diagrama de estabilizacion tipico para un potencial dentro de una caja de
tamafio R con una resonancia alrededor de la energia marcada con las flechas.

estados localizados en un radio » < 20, no es muy buena en esta base. La tnica funcién
con derivada no nula en el origen es la correspondiente a n = 1, el maximo de ésta es
entonces muy relevante para obtener una buena aproximacion.

El problema que analizamos tiene dos escalas, la localizada correspondiente a la re-
sonancia y los estados ligados, y la escala de los estados del continuo. De esta forma, se
define una densidad de estados bipartita

pr(E) = p3(E) + ppL(E) (5.39)

en donde los superindices Q y P indican las regiones localizada y extendida respectiva-
mente.
La densidad de estados presenta un pico Lorentziano en las cercanias de una resonan-
cia,
A r/2
™ (B, — E)?+ (I/2)*
La forma funcional puede obtenerse a partir del andlisis de p en los alrededores de un
polo de la matriz de dispersién, una breve explicaciéon sin muchos detalles se encuentra
en [71] pag. 220. Por completitud también incluimos la misma en el apéndice G.
La densidad de estados de un sistema dentro de una caja de tamano R puede escribirse

o pr(E) = 8B — E) (5.41)

pg — (5.40)

Esta es la densidad ezxacta, ya que la presencia de la caja discretiza el espectro. La
férmula no es til para trabajar, porque no es una funcién, sino una densidad ( en el
sentido matematico de la palabra ) y es mas compleja de manejar. De acuerdo con lo
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explicado, si R > @ (regién localizada) entonces p%(E) no cambia mucho si variamos R.
Siguiendo lo desarrollado en la referencia [94],

1 R+¥
on(B) =57 [ oe(E)aR (5.42)
y utilizando que® [o(f — f(z))dz = ‘%};(195):,“ se obtiene
/1 —1
1 dg™
(pr(E)) = =~ (5.43)
AR ; S

J

en donde la suma corresponde a las Ej(»R)

centrado en R,

que intersectan a la energia E en el intervalo AR

EM =E,R € (R~ @,Jﬂﬁ
2 2
El parametro R es equivalente a « en el sentido que modifica el alcance de las funciones
base y representa una pared suave. Un desarrollo méas completo en esta relacién puede
verse en [93], aunque el inico punto clave es que la resonancia sea estable respecto del

parametro de integracion. La aproximacién que se realiza para la densidad es

p°(E) = (pa(E)) (5.45)

El método propuesto en [93], utilizado con éxito en varios sistemas atémicos y molecu-
lares, propone calcular la densidad en un entorno de la resonancia calculando la derivada
de alguna de las ](a) en la Ec. 5.43 y ajustar la Lorentziana a esta curva. La aproximacion
para la densidad de estados es entonces

) (5.44)

-1

OB
(R(E)) = | (5.46)
En el problema numérico, se calcula la Ec. 5.46 en la forma
(@it1) (@i-1) -1
, E: (N —E; (N
E(az) ) = J J 5.47
p(EL (V) e (5.47)

La Figura 5.10 muestra un comportamiento tipico de p;(E) = p(E](ai)()\)) con varias
autoenergias 7 y A = 2.25. Las partes real E,.()\) e imaginaria I' de la energia de la
resonancia pueden obtenerse haciendo un ajuste no lineal con la funcién de la Ec. 5.40.
Este método permite obtener en forma alternativa al escaleo complejo, la energia F,..;.

Un problema del método es que otorga varios valores de p;(E) para cada A (uno
para cada nivel variacional) y cada uno provee un valor para E7(\) and IV()\). En [93]

3Esta ecuacién es vélida si f — f(z) tiene solo un cero en la regién de integracién y ademds f/(xq) # 0.
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Figura 5.10: Densidad de estados p(FE) para A = 2.25 y tamafio de base N = 14.
Los resultados fueron obtenidos utilizando Ec. (5.46) y corresponden, de arriba a abajo,
al segundo (linea negra), tercero (roja), cuarto (verde) y quinto (azul) nivel respectiva-
mente.

resolvieron este problema tomando como valor de la resonancia el de la densidad que
mejor ajusta la Lorentziana (menor x?). Aqui conservamos los valores de los diferentes
niveles para compararlos entre ellos. Los resultados obtenidos con escaleo complejo y la
densidad de estados son coherentes y , dentro de las limitaciones de los métodos utilizados,
dan resultados equivalentes para la resonancia (ver Tabla 5.2).

5.4.1. Densidad y tamano de la base

El método para obtener la densidad de estados descrito, es un método que obtiene las
energias en forma variacional. En el capitulo 4 se mostraron gréficos tipicos de las curvas
de energia de un sistema variacional para diferentes tamanos de la base (ver Figura 4.8). El
escaleo mostrado por las curvas permite utilizar el método de escaleo finito para extrapolar
y mejorar los resultados obtenidos. A nuestro conocimiento, no hay trabajos hasta el
presente en que se investigue las curvas de densidad de estados en funcién del tamano
de la base [95]. Los estudios de convergencia existentes se realizan sobre los pardmetros
obtenidos del ajuste no lineal a la Ec. 5.40.

La forma funcional de una distribucién Lorentziana ( Ec. 5.40 ) indica que el pico de
la densidad se ubica en F = E, y la altura del pico es inversamente proporcional al ancho
de la resonancia

mar —

P = p(E,) (5.48)

Ml =
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Figura 5.11: (a) Densidad de estados calculada para una resonancia con A\ = 2.5625. Se
utilizé un método de estabilizacion con tres tamafios de Base N = 10,12, 14 (circulos,
cuadrados y diamantes respectivamente) y con cuatro niveles variacionales n = 2,3,4,5
(negro, rojo, verde y azul respectivamente). (b) Las mismas curvas de (a) reescaleadas
( colapso de datos o data collapse ) con el tamafio de base, como se indica en la leyenda.
El colapso de las curvas en el pico de la distribucion es muy bueno.

La Ec. 5.48 sugiere que los picos de la densidad de estados con diferentes tamanos de
base N pueden presentar escaleo. Cada tamano de base otorga varios niveles variacionales
y la densidad puede calcularse con cada uno de ellos. La Figura 5.11 muestra las densidades
de estados calculadas para varios niveles y el escaleo en la altura del pico. La leyenda del
grafico muestra el escaleo propuesto con el tamano de la base N

P(Nmy O an N (5.49)

en donde n corresponde al nivel variacional y 7, es el exponente que depende del nivel
utilizado. Para obtener los exponentes para cada nivel, se grafican las inversas de P(Nm)
como funcién del tamano de base en escala logaritmica. Tomando logaritmos a ambos

lados de 5.49 puede verse que
In [p?}\?fl)] =Ina, +7,In N (5.50)

La Figura 5.11 indica en la leyenda los valores ajustados de 7, para cada nivel varia-
cional. En el caso particular del tercer nivel variacional la Figura 5.12 muestra un ejemplo
del ajuste a la relacién de la Ec. 5.50 y el valor de energia E, para cada tamano de base.
Se observa que la variacién en la energia es muy pequena ~ 0.003, si se compara con el
cambio en la altura de la densidad.

El objetivo de realizar un escaleo con el tamano de la base es extraer informacién sobre
el sistema, que no sea dependiente de N. Para el caso particular del pico de la densidad
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Figura 5.12: (a) Ajuste realizado al pico de la densidad en funcién del tamafio de la
base utilizando la relacion propuesta en la Ec. 5.50. (b) E, del maximo de la densidad
de estados para cada tamafio de base N como funcién de la inversa 1/N. Los cdlculos
corresponden a un parametro A\ = 2.25 y se utilizaron bases de N = 10,12, 14,16, 18.

de estados, la Ec. 5.48 sugiere que el valor escaleado debe ser proporcional a la inversa de
I'. Utilizando conjuntamente la energia E,. en la que se centra el pico y la altura escaleada
del mismo puede obtenerse la energia compleja de la resonancia £ = E,. — I'/2. No fue
posible obtener el factor de proporcionalidad a partir del escaleo solamente. En su lugar
se compararon las energias de las resonancias obtenidas de la forma explicada aqui, con
las obtenida por escaleo complejo. Realizando esto para muchos valores del parametro A
se logra construir una cuerda de la resonancia, como las mostradas en la secciéon 5.1.3. La
comparacion entre las cuerdas permite obtener un solo factor de proporcionalidad para
corregir la cuerda calculada con un nivel variacional.

La Figura 5.13 muestra como las cuerdas de la resonancia obtenidas con escaleo del
tamano de base y con escaleo complejo coinciden muy bien. El panel de la derecha en la
figura muestra la diferencia entre las energias calculadas a través de los dos métodos. El
error relativo en el rango calculado de energias es menor del %10.

Este método que utiliza el tamano finito de la base para obtener informacién de la
resonancia provee un comienzo para intentar obtener la energia compleja sin realizar
ajustes no lineales. También utiliza en forma conjunta la informacién de varios tamanos
de base N y no solo el mayor. El paso siguiente en este ambito es intentar remover la
degeneracion de la densidad de estados con los niveles variacionales. El objetivo es lograr,
de la misma manera que aqui, un escaleo con los diferentes niveles variacionales y obtener
un unico valor para el pico de la densidad.
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Figura 5.13: Cuerda de la resonancia calculada utilizando los métodos de escaleo
complejo y escaleo con el tamano de la base. El exponente utilizado es un promedio del
que se obtiene para cada valor de E,()\). El panel de la derecha muestra la diferencia
entre las energias calculadas a través de los dos métodos con un error relativo menor al
%10 en todo el rango calculado. El nivel utilizado fue n = 3.

5.5. Fidelidad y Doble Ortogonalidad

Desde los trabajos de Zanardi et al. [77, 96] ha habido un creciente interés por el
estudio de la fidelidad como un medio para estudiar las transiciones de fase cudnticas
[77], la geometria diferencial de teoria de la informacién [96] o el modelo XY cudntico
desordenado [97]. En todos estos casos la fidelidad ha sido utilizada para detectar cambios
en el comportamiento de estados en sistemas cuanticos. Por ejemplo, si A es el pardametro
externo que lleva un sistema a un transicién de fase cuantica, la fidelidad esta definida
como la superposicion

F = (WA — 6A), WA+ 6N)), (5.51)

en donde () es el estado fundamental del Hamiltoniano con pardmetro \. La funcién F
es una herramienta util en la deteccion de comportamiento critico en sistemas ordenados
[77] v desordenados [97].

En esta seccion probaremos que los niveles de energia calculados con la aproximacién
variacional muestran comportamiento critico en un entorno de la energia de la resonancia.
El resultado es que la curva de la resonancia E,.(\) puede obtenerse a partir de la fidelidad.
Con el fin de obtener una mejor representacién de los datos definimos la funciéon G,, como

G,=1—F, con  F,=[(T,(\),¥,(A+N)], (5.52)

en donde ¥, es el enésimo autoestado obtenido con la aproximacion variacional. La funcion
G, tiene sus ventajas para poder presentar los resultados en escala logaritmica, pero posee
ademads un sentido geométrico explicado en el apéndice E.
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Figura 5.14: La figura superior muestra el comportamiento de G,,, paran =1,...,7

( linea negra, roja, verde, azul, amarilla, marrén y gris, respectivamente ). Cada funcién
G,, tiene dos picos, excepto paran = 1. Como uno de los picos de G,, coincide con uno
de los de G, 11, solo uno de los picos de cada nivel n es visible. La figura inferior muestra
los autovalores variacionalesn = 1, ...,7 (con la misma convencién de color utilizada en
la figura superior), y E,(\) (linea de trazos verde). Las lineas de trazos negras conectan
las figuras y muestran los valores de A en donde se ubican los minimos )\£ de cada G,.
Los puntos rojos en el panel inferior corresponden a En()\ﬁ)

La Figura 5.14 muestra el comportamiento de G. El valor muy pequeno, excepto cerca
de los cruces evitados, donde el valor de G se incrementa réapidamente (al menos para
n pequeno). Esto se debe a que en un entorno de un cruce evitado la superposicién

[{(T,(N), U, (A + 0A))|> — 0. En realidad, (¥, (\), ¥,,(A+ dA))|> — 0 en los puntos en

que ET(LQ)()\) tiene un comportamiento no analitico. La fidelidad es un buen detector de
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transiciones de fase cudnticas [77, 96, 97| por esta razén. En una transicién de primer orden
la energia del estado fundamental es no analitica, y en una de segundo orden el espacio
entre el estado fundamental y el primer excitado va a cero en el limite termodinamico.

El argumento expuesto indica que G tiene un solo pico, mientras que todas las otras
funciones G,, tienen dos picos, porque el niimero de picos es el niimero de cruces evitados de
cada nivel. Sabemos que la energfa de la resonancia E,(\) intersecta a cada nivel E,(La)()\)
en algtin punto A/ entre los cruces evitados de cada nivel. Es natural entonces investigar si
la fidelidad muestra alguna caracteristica funcional entre los cruces evitados que capture
esto. Lo que se observa es que A/ es el valor de A en el cual G, tiene un minimo local. La
Figura 5.14 muestra los puntos F,(\/). La Tabla 5.2 muestra la parte real de la energia
calculada utilizando escaleo complejo, fidelidad y Densidad de Estados (DOS), para cinco
valores de A/ mostrados en la Figura 5.14. Los valores numéricos obtenidos utilizando
la fidelidad y el método de la Densidad de Estados ( explicado en la seccién 5.4 ) son
idénticos hasta cinco cifras significativas. El error relativo entre las energias obtenidas es
menos del 0.25 %.

La idea de detectar la energia de la resonancia con funciones construidas a base de
productos internos la llevamos un paso mas alla y consideramos las funciones

DO,(N) = (T, (A1), U A2+ (T, (AR), Un(A) 2 con A < A < Ag (5.53)

en donde A\, y Ag son valores de la constante de acople, uno a la izquierda (L) y otro
a la derecha (R) de la resonancia. Un estado W,, posee los cruces evitados localizados
aproximadamente en A\{” y A%, donde L (R) significa el cruce evitado de mas a la izquierda
(derecha). Se elige entonces Ar, y Ag de forma que A\, < Y < A} < Ag. Para un dado n,
DO, (X\) mide cuanto difiere W, (\) de los estados extendidos ¥, (Ag) v W, (AL).

Los estados con DO,, minimo, de la misma manera que con la fidelidad, son aquellos
en que E.(A\}g) >~ E,(AN}p), donde A}, esta definido por DO,,(\},,) = miny DO, (A). La
Figura 5.15 muestra el comportamiento de DO,, obtenido con los mismos parametros que
la Figura 5.14. Comparamos también los valores de energia E, (\},,) con los obtenidos
por escaleo complejo en la Tabla 5.2. Las curvas en la Figura 5.15 muestran que fuera
de la region (Ap, Ag) los estados ¥,, cambian muy poco con A y DO,, ~ 1. Dentro de la
regién de resonancia, (A, A\%'), las funciones DO,, cambian abruptamente.

Las funciones DO, son practicamente independientes de la eleccion de A\p v Ag, v la
localizacion del minimo lo es méas aun. La Figura 5.16 muestra la DO calculada para un
nivel de energia y varias elecciones de Az y Ar. Se observa que la localizaciéon del minimo
es muy poco variable, salvo con la eleccién A\p, = A}’ y Arp = A%

Observando la Tabla 5.2 y la Figura 5.15 es claro que la fidelidad y la DO proveen
valores de F,.(\) con distintos acoples A, sin embargo todos ellos pertenecen a la misma
curva. Los dos métodos otorgan los mismos resultados cuando |Ay — A’| — 0. Con N
finito la fidelidad mide cuan répido cambia el estado si A — A+ A\ (ver apéndice E). La
DO mide cuanto difiere un estado de los estados extendidos localizados a ambos lados de
la region de resonancia.
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Figura 5.15: E/ panel inferior muestra los niveles de energia E,(\) paran=1,...,7
( linea negra, roja, verde, azul, amarilla, marrén y gris, respectivamente ); E,.(\) (linea
de trazos verde oscuro); E,(\}) (puntos azules) y En()\fb) (puntos rojos). El panel
superior muestra el comportamiento de DO,, vs A\ paran =2,...,7. La convencién de
color para las E,, es la misma que la usada en el panel superior. Las lineas verticales de
trazos negros muestran la posicion de los puntos A, .

5.6. Entropia de una resonancia

Si pd es el operador densidad reducida de un electrén [38], entonces la entropfa de
Von Neumann S esta dada por

S = —tr(ﬁred 10g2 Ared)’ (554>
y la entropia lineal Sy, por [83]
Siin = 1 —tr [(p1)?], (5.55)
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Figura 5.16: La DO, vs. X calculada para n = 4 y varias elecciones de
los puntos (Ag,Ar). El nivel n = 4 presenta cruces evitados en A}’ =1.97 y
Mg = 2.15. De arriba hacia abajo las curvas corresponden a las elecciones de los puntos
(1.97,2.18),(1.92,2.23),(1.77,2.38) y (1.67,2.48). La linea de trazos vertical indica la
posicién del minimo de las tres curvas inferiores ( indistinguibles tomando un espaciado
AN =~ 0.0025 ), la linea de trazos y puntos el minimo de la superior.

en donde el operador densidad reducida se define como
(g, 1)) = trg | W) (V] (5.56)

aqui la traza es tomada sobre un electrén, y |¥) es la funcién de onda total de dos elec-
trones. Las dos entropias, Ec.(5.54) y (5.55), pueden utilizarse para analizar la cantidad
de entrelazamiento que posee un estado cudntico. La eleccién de una u otra entropia se
toma de acuerdo a la conveniencia particular del problema. La Figura 5.17 muestra las
dos entropias calculadas para el punto cudntico y puede verse que el comportamiento
cualitativo es el mismo.

En este capitulo utilizaremos la entropia lineal. Una discusiéon més detallada sobre las
similaridades de ambas se encuentra en [83] y referencias alli citadas.

La funcién de onda de dos electrones no puede obtenerse en forma exacta, en su lugar
utilizaremos la aproximacién variacional de la Ec. (5.36). En el caso de dos particulas
la funcion ¥ puede factorizarse en componentes espacial y de espin, por lo que ambas
contribuciones a la entropia son separables (ver [39] y referencias alli citadas). El anélisis
del comportamiento de la entropia se reduce entonces al de la parte espacial S, porque la
contribucion de espin es constante.
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Figura 5.17: Las entropias lineal (negra) y de Von Neumann (roja) vs. la repulsion
electrénica en un punto cudntico con dos electrones. Cualitativamente las dos entropias
muestran un comportamiento similar por encima del umbral. Los minimos estan locali-
zados en los mismos valores de .

red(

Si ¢(r1,r2) es la funcién de onda espacial de dos electrones y p"*¢(ry,r]) es

pred(ry, 1) = /90*(1'1, ry)(r], 1) drs, (5.57)
entonces la entropia lineal Sy;, puede calcularse como

Sin=1-Y A}, (5.58)
en donde los \; son los autovalores de p*?. Los autovalores se obtienen de la ecuacién

/ (e, ) di(x) drh = Ag(ra). (5.59)

Para resolver la ecuacion Ec. (5.59) se hizo una expansién de las autofunciones ¢;(r) en
la base de una particula® de la Ec. (5.35). Al igual que para encontrar los autovalores del
Hamiltoniano de la Ec. (5.28). Para realizar el cdlculo se necesita la matriz correspondiente
para p"? en la base de una particula. Utilizando las autofunciones del Hamiltoniano
obtenidas anteriormente, se puede calcular la matriz de la densidad reducida a partir de
la Ec. (5.57). Mas detalles acerca de la forma particular de la expansién se encuentran en

la referencia [90].

4Esta es solo la parte radial, la parte angular corresponde a un arménico esférico.
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Figura 5.18: Comportamiento de Slin(lf§a)), en donde \Ifga) son los autoesta-
dos variacionales que corresponden a los primeros siete niveles de energia mostra-

dos en la Figura 5.7 para N = 14 y o = 2.0. Todas las curvas Shn(\I/ga)), excep-
to por las correspondientes a Shn(\Ilga)), poseen un solo minimo ubicado en )\JS , e

Siin(TS (M) = miny Sy (W (V) . Sii < j entonces A < AY.

La Figura 5.18 muestra el comportamiento de la entropia lineal de varios niveles va-
riacionales. El significado de cada curva fue extensamente discutido por Ferrén et al. [38],
y en lo que sigue incluimos una breve discusion sobre los resultados.

Sintonizando el valor de A se logra que la energia del estado fundamental cruce el
umbral y el punto cudntico pierde un electrén. El estado fundamental del sistema por
arriba del umbral puede describirse como un electréon ligado al punto cuantico y uno libre
infinitamente lejos. La funcién de onda se escribe entonces como un producto simetrizado
de funciones de un electrén y por lo tanto Sy, = S. = 1/2. Entonces, si solo se consi-
deran estados ligados y del continuo, la entropia muestra una discontinuidad cuando la
energia cruza el valor umbral. El escenario cambia considerablemente si se incluyen las
resonancias en el analisis. Las resonancias pueden mantener los dos electrones localizados
por un tiempo finito atn con energias por encima del umbral. El tiempo de vida de una
resonancia es la mitad de la inversa de la parte imaginaria de la energia. Ferrén et. al. [38]
sugirieron que es posible construir una funcién suave S(E,.(\)) que interpole los minimos
de las funciones S(¥;) mostradas en la Figura 5.18. Esta asuncién se basa en argumentos
similares a los presentados aqui, i.e. si A\ es valor de A en donde S(¥,,) posee un minimo,
entonces E,(\) es aproximadamente igual a la curva E,.(\). En [38] se utilizaron bases
con un solo valor del parametro variacional «, por lo que la elecciéon de los minimos de
S(W¥,,) como signo de la presencia de resonancia resulté algo natural.
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La parte real de la energia F,.(\) puede aproximarse por autovalores variacionales en
un entorno de A. Los autovalores que aproximan la energia F,(\) pueden corresponder
a diferentes valores del pardmetro variacional E,(\) ~ E,(LO‘)()\) ~ E,(ﬁ/)()\) (donde el su-
perindice « indica que corresponden a diferentes valores de a y o’ ). Un autovalor exacto
puede aproximarse con diferentes autovalores variacionales. Sin embargo, la aproxima-
cién de la entropia (y otros observables) puede presentar inconvenientes con autovalores
diferentes. En general S(¥{”(\)) no tiene un valor similar a S (\I/gf/)()\)). Esto ya fue
destacado en [98], en donde se muestra que un método numérico puede dar buenos resul-
tados para calcular el espectro de un sistema cuantico, pero ser completamente impreciso
para calcular entrelazamiento. Los sistemas de pocos cuerpos muestran evidencia de una
fuerte correlacion entre el entrelazamiento y la repulsion Coulombiana entre componentes
del sistema [39, 79, 83, 90]. A causa de esta correlacién investigamos cuidadosamente el
comportamiento de la repulsion Coulombiana entre los electrones.

Si ¢ € L£? es un autovector del Hamiltoniano de la Ec. (5.28) con autovalor E, el
teorema de Hellman-Feynman indica que

oFE

o = Wl—1v). (560

Utilizaremos ambos lados de la Ec. (5.60) con el fin de analizar la aproximacién va-
riacional para valores medios de observables diferentes al Hamiltoniano. La parte derecha
de la Ec. (5.60) estd bien definida si utilizamos funciones £? como autofunciones varia-
cionales.

Para evaluar la parte izquierda de la Ec. (5.60) utilizaremos la parte real de la energia
obtenida, en forma independiente, con escaleo complejo. La Figura 5.19 muestra el com-
portamiento de dET y la repulsion Coulombiana entre los electrones, <$)n, donde (e),

significa que el Valor medio fue calculado con ¥ El valor medio (-L),, tiene un maxi-

T12
mo donde la entropia lineal de ' tiene un minimo. Este comportamiento inverso de la

entropia y la repulsién Coulombiana ha sido observado previamente [83, 90].

Si « esta fijo y observamos un curva con n pequeno, (é)n notamos que el maximo se

encuentra muy cerca de la curva df;f. Ademas, la forma de las dos curvas en un entorno
del maximo de <$>n es muy similar, en este sentido el método variacional provee una
buena aproximacion de la energia E,.()\) y su derivada cerca del umbral.

Las curvas con mayor n muestran que el maximo de < ) se separa de la derivada df;f,
y la forma de las curvas en un entorno de este maximo es muy diferente. Se intenté mejorar
esto cambiando el pardametro « observando que sucede con las curvas. Se obtuvo una
buena aproximacion de dET hasta cierto valor que denotaremos por \,,. Puede decirse

que con valores de A menores que \,p, existe un par n, o tal que <r12>n04 es localmente
dET

una buena aproximacién de y la pendiente de las dos curvas es la misma (salvando
errores numéricos), ver Figura 5 20.

Aparentemente, no puede obtenerse una mejor aproximacién que la mostrada en la
Figura 5.20 a partir de métodos variacionales, por lo menos utilizando la misma familia
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> N

Figura 5.19: Valores medios de la repulsin Coulombiana para los estados variacionales

\Ifgla), n=1,...,8 con N =14 y a = 2,0. También se muestra la curva 8£f obtenida

de la energia compleja con el método de escaleo complejo.

monoparamétrica de bases. La dificultad es intrinseca del problema, y no una limitacion
del método utilizado. Esto puede aclararse utilizando el método de escaleo complejo.
Sea ¢? un autovector tal que

H(0)¢’ = E,esd”, (5.61)

en donde H(#) es el Hamiltoniano obtenido de la transformacién de escala compleja
descrita en la seccién 5.1, y 6 es el &ngulo de rotacion compleja. El autovector ¢? depende
de 6, pero si 0 es suficientemente grande el autovalor E,., no depende de 6.

En la seccién 5.1 no se hizo mencién de como se calcula el valor medio de un operador
con autovectores rotados ¢°. La definicién utilizada para el producto interno debe modi-
ficarse para los operadores H(f), que son simétricos y no Hermitianos ( ver apéndice F ).
En su lugar se utiliza la siguiente definicién: Solo deben conjugarse los términos de los
bra, o vectores a izquierda, que son complejos aun antes de hacer la transformacion de
escala compleja. Los términos que se hacen complejos a causa de la transformacion no
deben conjugarse. Si las autofunciones ¢ se expanden en una base de funciones reales,
como hemos hecho aqui, no deben conjugarse las funciones a izquierda en el producto
interno ya que todo el aporte complejo proviene de la transformacion. La ortogonalidad
de las autofunciones de H(f) se expresa entonces como

((@0.)%| D) = Onim (5.62)
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Figura 5.20: Valor medio <1/r12>§a) vs. A con un tamafo de base N = 14 y
a=2,...,3.5 en pasos de 0,1 y para a« =4, ... ,5.5 en pasos de 0.5 (lineas negras).
También se muestran las partes real (cian punteada) e imaginaria (linea naranja) de
(1/r12)p y la derivada de la parte real de la energia obtenida con escaleo complejo.

La ecuacién (5.62) se cumple con casi todos los valores de 6 salvo en puntos discre-
tos y aislados en los cuales el producto interno se anula si n = m (ver [71] pag. 258).
Numéricamente es dificil utilizar accidentalmente esos valores de 6, salvo que el objetivo
sea encontrarlos. El valor medio de un operador se define como

0" = ()| 0(6) |¢") . (5.63)

De acuerdo a lo remarcado por Moiseyev [71], la parte real del valor medio (5.63) es
la cantidad fisicamente medible, mientras que la parte imaginaria es la incerteza de medir
la parte real. La cantidad fisicamente medible debe ser independiente de 6, porque este
es un parametro del método y no tiene un significado fisico. Un ejemplo de esto es E,..

El autovector ¢ puede normalizarse como®

((@")l¢") = 1. (5.64)
Si ¢ esta normalizado, se obtiene que
OF, . g €0 < 1 >
_ * ={—=) 5.65
S =l = () (5.69

5El avisado lector habra notado que el producto implicitamente definido en la Ec. 5.64, no cumple las
propiedades de un producto escalar. Esto trae aparejado algunas complicaciones, por ejemplo el producto
de la Ec. 5.64 puede anularse para un vector no nulo. Esta y otras derivaciones del producto interno
generalizado se tratan con detalle en [71] pdg. 250. Un indicio del origen de la definicién, puede verse en
el apéndice F.



116 Resonancias en sistemas dos electrones

en donde se utilizé que la transformacion de escala compleja de la repulsion es

1 67119
—_ é

12 12

, (5.66)

y se defini6 la cantidad <$> . Este teorema generalizado de Hellman-Feynman es véalido
0

para estados de Gamow [99], que describen a las resonancias.

La Figura 5.20 muestra el comportamiento del valor medio <$> como funcion de
0

1

A. La parte real del valor medio <E> coincide exactamente con 2E-
0

o+ La parte imagi-

naria de <é> es distinguible de cero cuando el parametro A alcanza valores por arriba
0

del valor critico, aproximadamente en el valor \,.,. Esto nos llevé a concluir que no es

posible aproximar adecuadamente la repulsiéon Coulombiana de una resonancia, o su en-

tropia, solamente trabajando con funciones variacionales reales £2 , més alld de los buenos

resultados que se obtuvieron para el espectro.

Definimos aqui el operador densidad complejo de la resonancia como

o = 16 ()] (5.67)
v la entropia lineal compleja
S" =1~ tr(prea)’. (5.68)
en donde
Prea = trap’, (5.69)

v ¢’ es el autovector de la Ec. (5.61). La definicién fue motivada por el hecho de que el
operador densidad es un proyector sobre el espacio expandido por }gb9>. La normalizacién
utilizada ( Ec. (5.64) ) implica que el bra debe conjugarse, entonces p es el proyector
adecuado.

La normalizacién de la Ec. (5.64) también indica que trp? = trp? , = 1 ain teniendo
en cuenta que ambos operadores tienen autovalores complejos.

La Figura 5.21 muestra que la parte real de S? se mantiene cerca de la envolvente
que contiene los minimos de las funciones S(,,) hasta cierto valor de . La entropfa S’
no depende de 6 si 0 es suficientemente grande. Si A toma valores lejos del umbral, el
escaleo requiere angulos méas grandes para descubrir la energia resonancia y el método
se vuelve inestable con angulos 6 ~ 7 /4. La evidencia numérica muestra que la entropia
calculada por Ferrén et al. es correcta en un entorno del umbral, pero si el parametro A
es muy grande el entrelazamiento de la resonancia debe caracterizarse con S? y no con

las S(,,).
5.7. Conclusiones del capitulo

Los electrones dentro de puntos cuanticos pueden modelarse mediante la aproximacion
de masa efectiva. La misma consiste en describir el punto cuantico con un potencial de
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Figura 5.21: (a) La entropia lineal para los mismos valores de la Figura. 5.18 (lineas
de trazos magenta). También se muestra la parte real de la entropia compleja con
varios valores del dngulo de rotacién ¢ = %, {5, 55, 35> 10 (negra llena, puntos rojos,
cuadrados verdes, tridngulos azules, puntos amarillos vacios). (b) Parte imaginaria de la

entropia compleja con los mismos valores que en (a).

corto alcance en el cual los electrones poseen una masa reducida. En este capitulo realiza-
mos calculos numéricos para caracterizar estados ligados y resonancias de dos electrones
en un punto cuantico, dentro de la aproximacién de masa efectiva.

El espectro variacional de estados ligados no muestra cambios apreciables si modifica-
mos la base utilizada o los parametros no lineales de la misma. La region correspondiente
al continuo es, en contraste, muy dependiente de estos factores. Si el Hamiltoniano tiene
resonancias de forma en el espectro continuo, el método variacional permite detectarlas
analizando el espectro. El andlisis del espectro se realizé utilizando la fidelidad y la doble
ortogonalidad. La fidelidad ha sido utilizada extensivamente en la deteccion de transicio-
nes de fase cudnticas y esta es la primera vez que se utiliza en la deteccién de resonancias y
caracterizacion del espectro variacional. La doble ortogonalidad DO,,(\) es una cantidad
que hemos definido por primera vez en esta Tesis, aportando una nueva herramienta para
analizar el espectro variacional. Los resultados numéricos mostraron que puede obtenerse
E,.(\) con gran precisién, para algunos valores selectos de A, sin emplear ningtin método
de estabilizacién. La funcién doble ortogonalidad DO, ()\) logra detectar los cambios en
los estados variacionales e identifica la energia de la resonancia con la misma precision que
la fidelidad. Los dos métodos utilizados para calcular E,.(A) no dependen de la eleccién
particular del modelo ni del método variacional utilizado, sino que se basan en la capaci-
dad de los autoestados de detectar los cambios no analiticos en el espectro. En particular,
los métodos pueden utilizarse en sistemas de todo tipo de dimensionalidad porque estan
basados en normas de los autoestados. La fidelidad y la DO proveen la parte real de la
energia de la resonancia utilizando funciones variacionales reales sin parametros libres,
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como en los métodos de estabilizacion usuales[22, 21, 20]. La Tabla 5.2 muestra que la
fidelidad y la doble ortogonalidad dan valores de E,.(\) en forma tan precisa como el
método de la densidad de estados, con menos esfuerzo numérico.

La entropia de Von Neumann en sistemas atémicos esta estrechamente relacionada
con el entrelazamiento entre los electrones. Se mostré que la misma también esta ligada
a la distancia entre electrones del punto cudntico. Los estados ligados del Hamiltoniano
tienen una entropia continua hasta la energia de umbral, en donde muestran una discon-
tinuidad. Si se consideran las resonancias en un entorno del umbral, la entropia puede
calcularse con los primeros estados variacionales por encima del mismo. En las regiones
mas alejadas del umbral se propuso una definicion de la entropia de un resonancia basada
en la extensién compleja de la definicién usual para estados ligados. La extensién implica
que el operador densidad reducida no es Hermitiano y tiene autovalores complejos, resul-
tando una entropia compleja. Se comprobd que las partes real e imaginaria de la entropia
compleja son independientes de 6, como lo debe ser el valor medio de un observable [71].
La independencia de 6 soporta la interpretaciéon de la parte real de la entropia compleja
como una medida de la cantidad de entrelazamiento de un resonancia.

Cuando se iba, doctor, cuando mi viejo se iba, en la puerta, porque lo acom-
pane hasta la puerta, me abrazo de nuevo y me dijo otra vez al oido: “Me
equivoqué, Marquitos. Vos no le erraste de carrera. Vos no le erraste”. Porque
todos los de acd, que se acercaron a apoyarlo, a reconfortarlo, a apuntalarlo,
lo hicieron y creo que no me equivoco, doctor, porque era mi viejo, y por-
que me quieren. Porque que me quieren a mi. ; Me entiende ? ;O no? ; O
no, doctor ? Y esta noche por ahi vuelve de nuevo mi viejo, con la Lolita.
Y hasta en una de esas los hago bailar y todo. Si el tango se puede bailar
hasta cualquier edad. No es el breakdance 50 no? ;s O no, doctor ? No es
el breakdance.

Roberto Fontanarrosa, “ El Rey de la Milonga ”.



Cuadro 5.2:

Energia de la Resonancia obtenida por cuatro métodos diferentes. El tamano de base es N=14

Fidelidad y Densidad de Estados

A Do Cé)égﬁ%?é{ n=2 n=3 n=4 n=> n==~6
1.755 B -0.99075 -0.99098 -0.99011 — — — —
@ 2.0 2.0 1.560 — — — —

1.8625 B -0.93427 -0.93452 -0.93434 -0.93383 -0.93303 — —
@ 2.0 2.0 2.448 1.787 1.414 — —

2.02 D) -0.85498 -0.85556 -0.85581 -0.85564 -0.85531 -0.85486 —
@ 2.0 2.0 3.339 2.435 1.906 1.519 —

2.255 E -0.74329 -0.74538 -0.74518  -0.74527 -0.74519 -0.74521 -0.74514
@ 2.0 2.0 4.262 3.098 2414 1.936 1.574

2.61 E -0.58276 -0.59077 -0.58825 -0.58910 -0.58942 -0.58965 -0.58979
Q@ 2.0 2.0 0.248 3.799 3.799 2.373 1.936

ojnydeo jap sauoisnjouo) /G
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Capitulo 6

Conclusiones y Perspectivas

Las investigaciones realizadas en esta Tesis son un intento por describir varios fenéme-
nos que ocurren en sistemas cuanticos de pocos cuerpos. La gran mayoria estos ocurren
debido a que la energia del estado fundamental de un sistema cuantico tiene una energia
préxima a la energia de umbral donde comienza el espectro continuo.

A lo largo de la Tesis se trabajé con sistemas de tres particulas tanto el la aproxi-
macién de masa infinita como con masas finitas, con cargas unitarias y no unitarias de
interacciones apantalladas y se estudiaron las resonancias en un modelo de punto cuantico.

El capitulo 2 es 1til para comprender la complejidad del comportamiento critico de
sistemas cuanticos cerca del umbral. Se intenté establecer los conceptos e ideas globales
del area mediante la presentacion de resultados originales para sistemas compuestos por
dos particulas idénticas en un campo externo. El trabajo publicado [5] sobre los resultados
presentados alli intenta descifrar cuales son los posibles escenarios para los diagramas de
estabilidad del estado fundamental en funcién de las particularidades de las interacciones.
Un diagrama de estabilidad es un esquema ( normalmente bidimensional ) en cual se puede
ubicar todos los posibles sistemas representados por un Hamiltoniano, que se divide en
regiones donde los sistemas soportan o no soportan estados ligados. Las divisiones en los
diagramas son las denominadas lineas criticas.

Los Hamiltonianos utilizados en el capitulo 2 para representar particulas idénticas en
potenciales externos poseen dos pardmetros positivos'. Uno de ellos regula la atraccién
ejercida por el potencial externo y el otro la repulsion entre las particulas. Los pardmetros
del Hamiltoniano modifican la magnitud de la atraccién o la repulsién, pero no modifican
el alcance de ninguna de las interacciones. Esto es clave, ya que se probd en el capitulo 2
que existen tres tipos de diagramas de estabilidad ( ver Figura 2.1 ) y la ocurrencia de
uno u otro tipo depende del alcance de las interacciones.

Algunos resultados del capitulo 2 son dignos de remarcar en estas conclusiones finales.

e Los sistemas con potenciales Coulombianos atractivos son capaces de presentar los
3 tipos de diagramas de estabilidad segun sea el alcance del potencial repulsivo.

'En realidad los Hamiltonianos analizados en todos los capitulos constan de dos o mds pardmetros
que regulan la magnitud de las interacciones.
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e La reentranza de los diagramas tipo 3. En toda investigacion en curso se busca probar
resultados que la intuicién fisica indica como plausibles y otros resultados surgen de las
investigaciones, que muchas veces parecen ir a contracorriente de lo cotidiano o estandar.
Este ultimo caso describe los diagramas de tipo 3. La razén de esto es que los sistemas
con diagramas tipo 3 poseen regiones en que el aumento del acople atractivo causa la
inestabilidad del sistema. La explicacion cualitativa, dentro de una renovada intuicion
fisica, es que hay regiones del diagrama en que la atraccion de largo alcance es tan débil
que la distancia media de las dos particulas idénticas es muy grande. En esta situacion,
una repulsién de corto alcance no aporta suficiente energia para romper la ligadura y el
sistema se mantiene estable. El hecho de aumentar la magnitud de la atraccién requiere
que las particulas disminuyan su distancia media, lo que aumenta la energia de repulsion.
En este esquema de interacciones competitivas, un aumento suficiente de la atraccion
hace que la energia de repulsién supere la de ligadura y el sistema se vuelva inestable. Por
supuesto, la vieja intuiciéon no estaba del todo equivocada, si se continiia aumentando la
magnitud de la atraccion, el sistema eventualmente vuelve a ser estable.

e El exponente critico de la energia en una linea critica 2 — 0 de doble ionizacién es
siempre mayor que 1. La importancia de este resultado yace en que los exponentes criticos
obtenidos en los capitulos 3 y 4 muestran comportamientos anémalos en puntos en que
las lineas 2 — 0 se convierten en lineas 2 — 1.

Los nuevos interrogantes que genera una investigacion son ciertamente muchas mas que
las que responde. Una pregunta muy interesante, que proviene del analisis de los resultados
del capitulo 2 y los posteriores en los capitulos 3 y 4, es si existe alguna relacién entre los
diagramas de tipo 3 y el Efecto Efimov en sistemas con masas finitas. La pregunta surge
de la divergencia de la linea critica en los diagramas tipo 3 y en el hecho que los estados
de Efimov también nacen del umbral de energia en un entorno del valor de acople critico
( de una particula ). Otra interrogante es que ocurre en la regién de inestabilidad en los
diagramas tipo 3. Los sistemas solo soportan 1 particula ligada pero pueden presentar
resonancias de dos particulas que no han sido estudiadas como se hizo en el capitulo 5.

Los sistemas analizados en el capitulo 2 pueden interpretarse como atomos con un
nicleo de masa infinita. En casos en que el alcance de los potenciales involucrados es
el mismo, los resultados de este capitulo no otorgan mucha informacién. El problema
es mas complejo aun si consideramos sistemas de tres particulas con masas finitas. Los
capitulos 3 y 4 consisten en un compendio de resultados numéricos, y unos pocos exactos,
sobre sistemas de tres particulas interactuando a través de un mismo potencial de corto
alcance. La motivacion del estudio de sistemas apantallados con el potencial de Yukawa
surgi6 de un trabajo publicado en 2006 [23], donde se logré demostrar que el Hy y el i6n
molecular H; con interacciones apantalladas soportan estados Borromeanos. Los estados
Borromeanos son estados ligados de N particulas en regiones del diagrama de estabilidad
en las que todos los posibles subsistemas son inestables. En el capitulo 3 se realizé un
estudio en detalle de sistemas de tres cargas unitarias con interacciones apantalladas, con
el fin de extender el resultado obtenido para el i6n molecular H, a sistemas con dife-
rentes configuraciones de masas. En particular se logré probar la existencia de estados
Borromeanos en los iones moleculares ppu~, pdu~, ptp~, dtp™ y también para los mismos
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sistemas intercambiando p~ por un electron e”. Utilizando el método escaleo de tamano
finito FSS ( Finite Size Scaling ) se encontraron fuertes evidencias que indican la exis-
tencia de un estado Borromeano también para el catiéon de Positronio Ps~. Un esfuerzo
numérico extra, sin duda llegara a comprobar este resultado en forma rigurosa mediante
cotas variacionales en un futuro préoximo. Este resultado es 1til porque, de comprobar-
se, implicaria la existencia de estados Borromeanos para todos los sistemas simétricos
(£my, £mq, Fms) con mg/my < 1.

Uilizando las cotas variacionales se logré obtener una desigualdad para testear la
existencia de estados ligados Borromeanos en sistemas asimétricos,

s (@ + 1) < 0.136.

my \Ma

Si las masas de un sistema con cargas unitarias (+1, &1, F1) cumplen la desigualdad
entonces soportan al menos un estado ligado Borromeano para el valor de apantallamiento
critico del potencial de Yukawa (1.1906).

En el capitulo 4 se calcularon diagramas de estabilidad para el estado fundamental de
sistemas cargados. El area estable en los diagramas de estos sistemas es inversamente pro-
porcional a la carga de las particulas idénticas. Esto se probé analizando el Hamiltoniano
y comprobdé numericamente con el método variacional. Los sistemas cargados también
presentan estados Borromeanos debido a esta propiedad, ya que todos los sistemas de
cargas unitarias con estados Borromeanos los siguen manteniendo para cargas menores
que uno. Desde un andlisis espectral esto tiene un interés intrinseco muy importante, sin
embargo encontrar sistemas fisicos reales con estados Borromeanos es muy diferente. Se
investigd la existencia de estados Borromeanos en iones moleculares y se probé que los
sistemas Heyt, Hest(u™) y He3t(p~) tienen estados Borromeanos. Utilizando el méto-
do de FSS se encontré que el atomo de Helio también puede llegar a tener un estado
Borromeano. Lamentablemente, el método de FSS no provee una cota variacional, por
lo que para probar esta afirmacién debemos optimizar los calculos para este sistema en
particular. Los intentos para probar esta afirmacién no han dado atn resultados positivos.
La region de ligadura Borromeana para el Helio, si existe, es muy pequena debido a que
esta acotada por el valor critico de dos particulas g. ~ 1.1906 y la linea critica obtenida
para el limite ¢ = 0.

La capacidad de ligadura del ion H~ como funciéon de la carga nuclear en sistemas
Coulombianos fue objeto de muchas investigaciones [2, 6, 66]. En el capitulo 4 se realizé un
analisis similar para el caso apantallado. De acuerdo con los resultados, también existe
una carga critica nuclear g, para la cual los sistemas atémicos con g < gy, soportan un
estado ligado en algtin intervalo de apantallamientos. La cota variacional obtenida para
este valor es gy, > 3.5 con un estado ligado en el intervalo 6 € (1.136,1.145). Si la carga
toma el valor critico gy, el intervalo se reduce a un tinico valor de apantallamiento, como
se mostré en el desarrollo del capitulo 4.

El efecto Efimov es una caracteristica que presentan los sistemas de tres particulas
con interacciones de corto alcance. El proceso fisico que le da origen es, en cierto aspec-
to, similar a lo que ocurre en los sistemas con diagramas tipo 3 del capitulo 2. En 1970
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Efimov[31] publicé un trabajo sobre la existencia infinitos estados ligados en sistemas de
tres particulas atractivas, que en estos dias es calificado como una prediccion bizarra[35].
Actualmente el efecto se mide en condensados de atomos frios utilizando campos magnéti-
cos para sintonizar los parametros de las interacciones. La base de los experimentos es
lograr sintonizar la energia de una resonancia de Feshbach lo suficientemente cerca del
umbral del continuo en un canal abierto para obtener una longitud de dispersion muy
grande.

El efecto ocurre en sistemas con al menos dos particulas idénticas, por lo que se
estudiaron los sistemas simétricos. Los resultados publicados [100] sobre Efecto Efimov
resultaron los primeros en utilizar métodos variacionales para detectarlo. Se comprobé que
el efecto puede detectarse con cocientes de masas % > 100 y deja de ser notable para
Z—; < 10. Estos resultados concuerdan con resultados obtenidos a través de aproximaciones
analiticas de campo efectivo para fermiones idénticos [58]. En el capitulo 4 se estudié el
efecto en los iones moleculares Hej ", Hes™ (u~) y Hey™(p~). El efecto Efimov es muy
notorio en Hey" mientras que esta ausente en el Hej ™ (p~). El en el caso del ién Hes ™ (p™)
se prueba que soporta 2 estados ligados aunque no se puede determinar si los estados
corresponden o no a trimeros de Efimov. El analisis de los cocientes de energias de los
diferentes niveles variacionales muestra que es posible detectar la presencia del efecto a
través del escaleo de las curvas. Evidentemente se necesita desarrollar una metodologia
que sustente los resultados, pero los indicios apuntan a que el analisis de ese escaleo puede
permitir la deteccién del efecto en aproximaciones variacionales.

El comportamiento critico cerca del umbral en sistemas de pocas (1, 2 y 3) particulas
con interacciones de corto alcance es un tema de investigacién que se ha estudiado desde
dos frentes. Los primeros trabajos sobre exponentes y parametros criticos se realizaron
desde la fisica matematica, mientras que el aporte numérico comenzé solo con estimaciones
de parametros criticos. El método de escaleo finito en mecanica cudntica para el cdlculo
numérico de exponentes criticos (Finite Size Scaling, FSS) recién fue desarrollado en
1997 [101]. Este método se utiliz6 en los capitulos 3 y 4 para estimar los exponentes
y pardmetros criticos en sistemas de tres particulas con interacciones apantalladas ( en
unos pocos casos se pudo deducir exactamente el valor de los exponentes ). Los resultados
obtenidos mostraron un acuerdo muy bueno con los trabajos rigurosos preexistentes [3, 4].
Se encontraron inclusive algunos resultados para casos no investigados en profundidad,
que aportan informacién para un estudio detallado de estos sistemas. Un resumen de los
resultados de encuentra en el cuadro de la seccion 4.2.1.

Los resultados se dividen de acuerdo al umbral de energia que corresponde a un dado
sistema. En casos en que el umbral es simple, un solo subsistema con la energia de umbral,
el exponente a & 2 obtenido concuerda con el exacto [3, 4]. La concordancia es mejor en
regiones del diagrama alejadas de los cambios de umbral donde la linea critica pasa de 2—1
a 2—0 ( con el significado dado en el capitulo 2 ). Pequenas diferencias del exponente ov = 2
en estas regiones pueden deberse a la aproximaciones numéricas de tamano finito. Sin
embargo, en puntos del diagrama donde ocurren los cambios de umbral, el comportamiento
critico no ha sido investigado con mucha profundidad y los comportamientos anémalos
encontrados aqui pueden ayudar a comprenderlo. Los puntos en los que el umbral simple se
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transforma en cero ( tres particulas libres ) son multicriticos ya que, como se comprobé en
los capitulos 3 y 4, el exponente de un umbral cero es a = 1.

Los sistemas con particulas idénticas tienen umbrales dobles a los que corresponde un
exponente o = 1. Este resultado implica que existe un estado ligado en el umbral que
caracteriza la forma en que el sistema ioniza. Brevemente puede decirse que la indistin-
guibilidad de las particulas causa que ambas se mantengan localizadas para energias muy
cercanas y hasta iguales a la de umbral. Superando la energia de umbral, el sistema se
ioniza en forma abrupta y solo mantiene una de sus particulas localizadas. El diagrama
para particulas idénticas también presenta comportamientos anémalos en el exponente
critico. Esto ocurren en un entorno de los puntos donde el umbral doble se transforma
en cero. A ambos lados del punto, el exponente es uno, pero en un entorno del mismo
el exponente muestra un comportamiento anémalo en el andalisis numérico. Estos puntos,
guardan cierta semblanza con el punto multicritico de los diagramas tipo 2 ( )\gc), Ag’“) )
del capitulo 2. La linea 2 — 0 definida en dicho capitulo también se relaciona con este caso,
porque coincide con el valor critico de 1 particula en los sistemas estudiados.

El trabajo que queda por hacer respecto a exponentes criticos es considerable. A lo
largo de esta Tesis se sugirieron varias conexiones entre uno y otro caso de diferentes
sistemas, e incluso con el efecto Efimov. Un punto particularmente interesante es deter-
minar las regiones en que los exponentes cambian de 2 a 1. Este cambio en sistemas con
potenciales de decaimiento cuadratico ocurre en forma continua, e incluso el exponente
crece hasta infinito dando lugar al efecto Efimov. Los resultados en sistemas apantallados
muestran que los exponentes toman valores en completo acuerdo con las interpretaciones
fisicas, salvo en regiones donde ocurren cambios fundamentales del sistema. Es vélido
preguntarse entonces si las variaciones de los exponentes ocurren en forma continua o
discreta. Anticipar un resultado de este tipo es mas factible desde la fisica matematica,
dado el caracter discreto que puede ocurrir en el cambio.

Los sistemas con exponentes criticos igual a la unidad tienen estados ligados nor-
malizables con la misma energia que el umbral. Superando el umbral estos sistemas se
ionizan, pero pueden existir estados embebidos en el continuo que modifican la dinami-
ca de la ionizacion. Las resonancias son fendémenos tan interesantes como complejos de
analizar, que ocurren en muchas dreas de la fisica. Las investigadas en esta Tesis son las
denominadas asi en la teoria de dispersiéon cuantica no relativista. Dentro de éstas, nos
limitamos a estudiar las resonancias de forma que ocurren en sistemas con dos electrones
en un potencial externo que sirve de modelo para un punto cudntico. Los electrones dentro
de puntos cuanticos pueden modelarse mediante la aproximacion de masa efectiva, que
consiste en describir el punto cuantico como un potencial de corto alcance en el cual los
electrones poseen una masa reducida. En el capitulo 5 se caracterizaron los estados ligados
y resonancias de dos electrones en un punto cuantico, dentro de la aproximacién de masa
efectiva.

El Hamiltoniano de un sistema con resonancias de forma en el espectro continuo tiene
un espectro variacional muy particular que muestra cruces evitados, indicando la pre-
sencia de las resonancias. El andlisis del espectro se realizé6 mediante la fidelidad y la
doble ortogonalidad [102]. La fidelidad ha sido utilizada extensivamente en la deteccién
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de transiciones de fase cuanticas y esta es la primera vez que se utiliza en la deteccion
de resonancias y caracterizacion del espectro variacional. La doble ortogonalidad DO,,())
es una cantidad especialmente definida en esta Tesis, aportando una nueva herramienta
para analizar el espectro variacional. Los resultados numéricos muestran que puede obte-
nerse F,.(\) con gran precision. La funcién doble ortogonalidad DO,,()) se construyé para
detectar los cambios en los estados variacionales e identificar la energia de la resonancia.
Los dos métodos utilizados para calcular E,.()\), no dependen de la elecciéon particular
del modelo ni del método variacional utilizado, sino que se basan en la capacidad de los
autoestados en detectar cambios no analiticos en el espectro.

Una ventaja de los métodos es que pueden utilizarse en problemas con otra dimensio-
nalidad porque estan basados en la norma de los autoestados. En este sentido el trabajo
futuro incluye comprobar la utilidad de las dos aproximaciones, La fidelidad y la DO, en
sistemas con otras caracteristicas. Un punto clave que resta por investigar, por el momen-
to, es la posibilidad de establecer una relacién entre la vida media y las caracteristicas de
la DO y la fidelidad.

Los otros métodos utilizados para computar las energias de las resonancias, tanto la
parte real como la imaginaria, fueron el de estabilizacion y de escaleo complejo. El método
de estabilizacion permite calcular la densidad de estados en un entorno de una resonancia
a partir del espectro variacional. El trabajo aportado por esta Tesis para el desarrollo del
método es el escaleo que presentan las curvas de densidad de estados obtenidas con los
diferentes tamanos de base. Utilizando esta informacion creemos que se puede obtener
el ancho de la resonancia sin realizar ajustes no lineales. Los indicios mostrados en el
capitulo 5 de este hecho, indican que esta puede ser una herramienta muy ttil para
extraer toda la informacién de una resonancia [95].

El dltimo tema que se investigo en esta Tesis es la entropia de Von Neumann en siste-
mas atémicos. La entropia esta estrechamente relacionada con el entrelazamiento entre los
electrones y se comprobd que la misma también esta ligada a la distancia entre electrones
en un punto cuantico. Los estados ligados del Hamiltoniano tienen una entropia suave que
muestra un discontinuidad en el umbral del continuo. La entropia de una resonancia que
nace de un estado ligado absorvido por el continuo, puede calcularse con los primeros es-
tados variacionales con energias sobre el umbral. En las regiones méas alejadas del umbral
se propuso una definicién de la entropia de un resonancia basada en la extension compleja
de la definicion usual para estados ligados. La extension implica que el operador densidad
reducida no es Hermitiano y tiene autovalores complejos, resultando una entropia com-
pleja. Las partes real e imaginaria de la entropia compleja son independientes de 6, lo que
soporta la interpretacion de la parte real de la entropia compleja como una medida de la
cantidad de entrelazamiento de una resonancia.

La definiciéon propuesta para la entropia de una resonancia es producto de la teoria
desarrollada para cantidades observables en rotaciones complejas [71]. En la Tesis se hizo
una extrapolacion natural de los conceptos manejados para observables al caso de reso-
nancias. El mayor sustento de los resultados numéricos es el acuerdo con las definiciones
propuestas en [38] para una entropia continua en la regién continua del espectro. La teoria
y los resultados obtenidos numericamente para la entropia de una resonancia deben ser
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analizados y aplicados en otros problemas con el fin de comprobar su utilidad como una
medida de entrelazamiento. Un anélisis matemético profundo, en lo que se refiere a defi-
niciones rigurosas de la entropia compleja, es una meta para un futuro préximo también.

Este descubrimiento me asombro al principio; pero acabé por acostumbrar-
me a tales cambios periodicos. Sin embargo, llego un dia en que empecé a
avergonzarme de ser el unico hombre sin alas, viéndome obligado a guardar
yo solo la ciudad con las mujeres y los ninos. Y por mucho que pregunté a los
habitantes sobre el medio de que habria de valerme para que me saliesen alas
en los hombros, nadie pudo ni quiso contestarme. Y me mortifico bastante
no ser mds que Sindbad el Marino y no poder anadir a mi sobrenombre la
condicion de aéreo.

Anénimo , “ Las mil y una noches”.
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Apéndice A

Elementos de matriz con potencial
de Yukawa en base tipo Hylleraas

Damos aqui los elementos de matriz utilizados para el Hamiltoniano de tres particulas,

V? V? 1 670'7‘1 670’7‘2 670'7‘12
H=——1 -2 —V,.Votaqg + 4243 + q1¢
2#1 2#2 ms (1 () 12

(A1)

que utilizamos en dos capitulos de esta Tesis. Un reescaleo del Hamiltoniano en la forma
r — or y H — H/o? nos permite escribirlo como
Vi V3 1 e " e e "2

H=————-——-——Vi.Vot+aqg + G243 + G162
2[&1 2,&2 ms ™ () 12

(A.2)

T
en donde vemos que solo necesitamos calcular los elementos de matriz para V?, para i—' y
1

para 2
ST

Ttrabajaremos con una base tipo Hylleraas de la forma,

W(i, 5, k, v, 0) = rirjri,e M=o (A.3)

En el caso en que dos particulas sean idénticas debemos simetrizar la base, se toman
entonces como elementos de la misma las funciones simétricas

(i, j, k,7,6) = ¥(i, 5, k, 7, 6) + (5,4, k,6,7). (A.4)
Observemos algunas propiedades simples de las 1, como por ejemplo,
V(7 KA (L Gk, 0) =0 + 0,5+ 5K+ ko 7,00 +0). (A.5)
Pueden también obtenerse reglas similares respecto de la diferenciaciéon de las 1,

a—mw<27j7k7775) = Zw(,l_17.77]{;7775)_71/}(%.77]{;7775) (A6>

0 . o
a—¢(27j7k7775) = kw(lajak:_ 17775) (A7)
712
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y pueden obtenerse de esta forma el resultado de operar con los elementos del Hamil-
toniano. Expresaremos todos los términos del Hamiltoniano como combinacion de las
funciones de la base. Las integrales correspondientes a las funciones base se encuentran
en la seccion A.1. Los elementos de matriz de la energia cinética en el caso simétrico son

(I)('L.,a jla kj/afyla 5/) [vﬂ (I)(Zaja k) s 5) =
= F<i17j/7 klu /7/7 5/7 iaju ku Y 5) + F(i/uj/7 klu /7/7 5/7j7 iu ku 57 7) +
F(jla 'L.la kla 5/7 7,7 'L.a ja ka Y 5) + F(jla ila kla 5/7 ’Ylaja 'L.a ka 57 7)7 (A8)

en donde las funciones F' estan definidas por,

F@ ' Ko, 0 0,5, k7, 0) = i(i+k+ D@ +i—2,5" + 5,k + kv +7,8 +0)
Y200+ 1) + k(' +i— 1,5 + j, K + kv +7,0 +0)
A2 i, 5K kY ey, 8+ 6)
+h(k+i+ D)@ +4,7 + 5, +k =29 +~,0 +0)
k(@ + i+ 1,5 + 5K +k—2,9 +7,8 +9)
—kiy(i +i—2,5 + 5+ 2, +k—29+7,8+0)
k(i +i— 1,7+ 7+ 2,k + k=27 +7,8 +)(A.9)

Para el término cruzado Vi .V, en el caso simétrico tenemos algo de similar comple-

jidad,

O@', ' K, 8 [V Vo] @i, 4, k,v,0) = (A.10)
= F2(i/7.j,7 k/”}/,’ 5,7i7j7 kaf}/u 5) _'_FQ(?:/?.]-,’ k/”}/,’ 5,7j7i7 k? 57 7) +(A'11)
F2(j’7 ,l:,7 k:/’ 5/’ 7,77:717.7 k?’y? 5) +F2(]’7 ,l:,7 k:/’ 5/7 7,7‘77,[:7 k? 57 /y)? (A']‘2)
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con la definicién para F'2

F2(¢,5 k', +, 84,5, k,7,6) =
=—k[(i+7)/2+ (k+ )] +4,7 + 5, +k—2,9+~,0+0)
+hy /20 + i+ 1,7 + 4,k + k=29 +7,8 +9)
+k6 /20 + 0,5+ + LK +k—2,9 47,0 +9)
+i(i— k)20 +4,7 +5 -2,k + kA +~,0 +0)
+i(] — k)20 +i— 2,7 + 5,k + kv +7,8 +0)
+o(k — i) /20 (7 +4,7 +j— LK + kv +~,0 +9)
+y(k— )20 +i— 1,7+ 4, + kv + 7,8 +9)

—v/20 (@ + i+ 1,7 + 5 =2, K + kA +7,0 +0)
—i0/20(" +i—2,7 +j+ LK + kA +7,0 +9)
+6/2¢0( +i+ 1,5+ — LK + kA +7,8 +9)
+76/2¢( +i— 1,7+ 5+ LE + kv +7,0 +0)
+kj/20(i +i+2,7 + -2,k +k—2,9 +7,8 +9)
+ki/20(i +i— 2,7 + i+ 2,k + k=29 +7,8 +0)
—k6 /20" + i+ 2,5+ - LK+ k=29 47,8 +06)
—ky/20(@ +i— 1, + 7+ 2, K +k—2,7 47,8 +9)
—ij /20 +i—2,7 +j—2,K +k+2,7 +7,8 +9)
+i6 /20 +i— 2,5+ - LK+ k+2,9 +7,8 +06)
+iv/20( +i— 1,5+ =2,k +k+2,9 +7,8 +0)
6 /2¢0(i +i— 1,5+ — LK+ k+2,9 +7,0 +9). (A.13)

e "1
T1

La interaccién de las particulas distinguibles en el caso simétrico puede escribirse

(i, 5K, A, 0") Vi) @(i, 4, K, vy, 0) =
=@ +i— 1,7+, K+ kv +v+1,8+0)
+p(i' + =1, 7+ 0,k + kY +0+1,0 +7)
+(j +i— 1,7 + 5K + k0 +y+ 1,9 +9)
+(f + 57— 1L, + i, K+ k8 + 0+ 1,9 + 7). (A.14)

La interaccién entre particulas idénticas toma la forma

O, 5K, 0 [Vie] (4, 4, k, v, 0) =
=@ +i,j +j, K +k—1,7"4+~,0"+0)
+o(i' + 5,7 + i,k + k=17 460 +7)
+(5 + 6,7 + 4,k + k=10 +7,7 +9)
+ip(f + g, i i K+ k—, 0 46,9 +7)]e "2 (A.15)
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Elementos de matriz con potencial de Yukawa en base tipo Hylleraas

En el caso no simétrico, en que las tres particulas son distinguibles entre si, no se
simetriza la funcién de onda. Utilizamos las ¢ como funciones de base y obtenemos para

la energia cinética

(i, § kY 8) [Vi v, 5, k., 6)
(i, § K, 8) [V3] v, 4, k., 6)

Para la interaccién de Yukawa se tiene

e "

(i, j' KA, 0 l
rr |

e "2

(5K, 8) [

7"2_

—7r 7
e 12

w(ilv jla kla 7,7 5,) |:—

12 |

w(i7j7 k? 77 5) -
w(i7j7 k? 77 5) -

w(i7j7 k? 77 5) -

= F<i/7j/7k,77/75/7i7j7 k7775) (A16>
= w(ilajla kl) 7/7 5/) [v%] ?/1(]7 ia k) 57 7)
= F<il7jlak/7717517j7i7 k757 /7) <A17)

VA +i—1,7 + 5,k + ko +v+1,8 +0)
w(ll+27j,+]_17k,+k377/+7a5/+5+1)

VA i, + 5K k=19 47,0 + e
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A.1. Integrales de funciones tipo Hylleraas

Analizaremos aqui algunas propiedades de integrales de las funciones de base ¢ en el
espacio de dos particulas

IF(v.0,x) = /d3r1/d3r2w(i,j,k,%5) e X2 (A.18)
— /d3T1/d3T2 67(7r1+5r2+xr12)rl74]7,11€2 (A19>

Reescribiendo la integral anterior, como una integral triple en las variables rq, 1o, 712,
se tiene

r1+72
I#;(7. 8, x) = 8n / dry / dry /| drig e (ritdratamz) it L F Lkl (A 90)
T1—T2

Las integrales de la Ec. (A.20) pueden obtenerse partir de una sola integral base y de
sus derivadas. La integral en cuestion es

r1+72
[:117_1(’)/,5,)() = 871' / d’f’l/ dT'Q/ d7’12 e (yr1+9r2-+x712) (A21)

r1—72|

- T LGS (422)

La forma de obtener las demas integrales es muy simple. Al derivar respecto a 7,0 o x
se logra que aumente el indice de 71,15 0 715 respectivamente. La relacién que encontramos
entre la integral de la Ec. (A.21) y las demas es

[fj(%& ) = (_1)z+j+k+18§+1a§+1a§+1[:11771(%5’ X). (A.23)

Para evitar calculos de integrales innecesariamente largos, puede hacerse un pequeno
truco. Si en (A.20) se realizan los cambios de variables r; — yry, ry — Y7y y 712 — Y712,
se obtiene la siguiente relacion

k — k
507, 0,x) = W[i,j<17777C)7 (A.24)

en donde n = §/v y ¢ = x/7v. Con lo cual podemos obtener Ifj(%é, X) a partir de
k; — T — . . ~ /— o == .

I7;(7,0,X), en donde n = 6 /v = 6/7 y ¢ = x/v = X/7- Podemos movernos en el. espacio

de los parametros a 1 y ¢ constantes, ya que segin (A.24) la relacién que se obtiene es

5 i+j+k+6 B
L5(v,0,x) = (;) (7,6, %)- (A.25)

Otras relaciones ttiles que pueden obtenerse son

IF (7, 8, x) (i + j + k4 6) = yIf (7,6, X) + 6151 (7.0, x) + xIf (v.0,x)  (A.26)
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Esta misma ecuaciéon puede escribirse en forma diferencial utilizando (A.23), de los
que se obtiene

o o 9 0
(v, 6,0)(i + j + k +6) = — (7% +oos+ X@) L35(7,0,). (A.27)

la cual tiene solucién haciendo separacién de variables. Se tiene

Ii]fj(’Ya(S) X) = Z a_caﬁ—cﬁc—cc Bijk(Ca,Cﬁ,CC) (A28)
Ca,C3,C¢

en donde a = (y+9), B = (v+ x), ¢ = (§ + x). También se debe cumplir la condicién
Co+Cs+ Cr =i+ j+ k+ 6. En breve se vera que los coeficientes B;;x(C,, C3, C¢) son
enteros. Para encontrar la solucién, o sea los coeficientes, hicimos uso de (A.23), segin la
cual

OIE (7,6, x) = —Ify (7,6, %), (A.29)

y utilizando (A.28) pueden obtenerse las relaciones de recurrencia para los coeficientes

Bit1j1(Ca, Cs,C¢) = (Co —1)Bijr(Co — 1,05, C¢) + (Cp — 1) Biji(Co, Cp — 1,C¢)
Biji1x(Ca, Cp,Cc) = (Co —1)Biji(Coq — 1,C3,C¢) + (C¢ — 1) Biji(Ca, Cp, C¢ — 1)
B;jk41(Cas Cs,C¢) = (Cs—1)Byu(Ca, Cp — 1,C¢) + (C¢ — 1) Bijp(Co, Cp, Cc — 1)

Esta forma de expresar las integrales como relaciones de recurrencia en algunas oca-
siones da mejores resultados y convergencia que el calculo directo de las integrales ( si es
que se puede realizar el calculo directo ). Para esta Tesis sin embargo resulté mas practico
utilizar la forma exacta de los coeficientes que se puede obtener si caemos en la cuenta de
que,

Oy LE5(7,0,X) = Bl (7,6, X) + OpI (7. 6,%), (A.30)

luego, reescribiendo la Ec. (A.23) se obtiene

i+1 j+1 k+1 . .
k _ i+j+k+1 i1\ T+ (k+1
R A 95 30 3l (S [ (AR [

=0 m=0 n=0
agé—’—1+l_maé+1+n_la§+l+m_nl:1l7_1('Y, 5’ X)
pero por otro lado 1= _(v,d,x) = aLBC’ y notando que 9%(1/a) = ";(;—Hn se obtiene el
resultado
i+1 41 k41, :
& B i+ 1\ [(J+1\ [k+1

=0 m=0 n=0
G+14+1l—m)i+14+n—-D(k+1+m—n)!
Qi+ 2Hl—m Git 2+ n—lCk+2Fm—n
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Otra forma de escribir lo anterior es sacar fuera de los signos de sumatoria a los factores
que no dependen de ellos. De esta forma, se evita calcular productos innecesariamente.

1 i+1 1 ﬁ 1 Jj+1 41 . m
toan = e () (5) K Jorret-mr () -

=0 m=0

%</<;Z1)(¢+1+n—z)!(k+1+m_n)! <%)n

n=0
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Apéndice B

Ecuaciones de Fadeev y el Efecto
Efimov

En este apéndice nos abocaremos a la derivacion analitica por medio de la cual se
puede llegar a explicar la aparicion del Efecto Efimov en sistemas de tres particulas.
Para lograrlo necesitaremos varias herramientas como las coordenadas hiperestéri-
cas, las ecuaciones de Fadeev y el analisis del espectro energético de una particula
en potenciales con decaimiento cuadratico (' %2 ). Las dos primeras secciones estdn
dedicadas a las coordenadas hiperesféricas y la ecuacion de Fadeev de baja energia
y fueron obtenidas casi en su totalidad de [57]. La dltima seccién sobre potencia-
les con decaimiento cuadratico es en parte un extracto de [1] y contiene también
contribuciones originales, sobre todo en el caso atractivo que es el de mas interés
para el efecto Efimov.

B.1. Coordenadas Hiperesféricas

Trij = V2R senay, ; Tkij = \/3/2R cos ay,

_ 1,2 2.2
R= 517+ 37545

Figura B.1: Coordenadas Hiperesféricas.
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e
{ e

Figura B.2: Relacion entre las distancias y los hiper-dngulos ;.

B.2. Ecuaciones de Fadeev

Las ecuaciones de Fadeev se utilizan en fisica nuclear para sacar ventaja de algunas
simplificaciones que aparecen en sistemas de tres cuerpos. Aqui haremos un Tour de force
para llevar al lector desde las ecuaciones de Fadeev hasta la interaccién efectiva % que
da origen al Efecto Efimov. Seguiremos muy de cerca el trabajo de Fedorov et. al. [37].

Como suposicion ligeramente restrictiva usaremos que
V(ry,ra,r3) = V(riz) + V(res) + V(ra). (B.1)

Las ecuaciones de Fadeev son un conjunto de ecuaciones que generan soluciones para
la ecuacién de Schrodinger de 3 cuerpos de la forma [37]

‘*I’(I'h Iy, 1'3) = w(l)(rzzsa 1'1,23) + 1/1(2) (1'317 1"2,31) + w(B)(Pu, 1"3,12)- (B-Q)

Las ecuaciones de Fadeev son
2

A
(TR + Ty + ﬁ) G+ V(o) (01 + 9+ 9) = By (B.3)

junto con las obtenidas permutando ciclicamente los indices. Los operadores T + T}, ¥

A7 b e s .
s gz corresponden a la energfa cinética y el momento angular generalizado en coordenadas

hiperesféricas ( ver [57] ). La suma de las tres ecuaciones es claramente la ecuacién de
Schrédinger original. Si ademds ocurre que ¥® = ¥® = 0 y tomamos a ¥ como una
funcién solo de rio, entonces la ecuacién (B.3) es la de dos particulas para 1y 2. Esto
muestra que las ecuaciones de Fadeev son capaces tener en cuenta las correlaciones de dos
particulas en los casos en que 1 y 2 se encuentran ambas juntas y lejos de 3.

Para resolver las ecuaciones planteamos la descomposicién en armonicos esféricos, pero
para simplificar las cuentas solo tendremos en cuenta los términos con [ = 0. Con esta
suposicién la funcion de onda tiene la forma

\I/(I'l,rg,rg) = ’QZ)(R, Ozl) +?/}(R, Oég) +’I7Z)(R, Ozg) (B4)
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Las ecuaciones (B.3) toman entonces la forma més simplificada, sin momento angular,
(Tr + Toy, — E)U(R, o) + V(V2Rsen oy (R, o) + (R, as) + (R, a3)] = 0. (B.5)

Las ecuaciones obtenidas al permutar ciclicamente los indices en (B.5), trabajan sobre
coordenadas diferentes (ver apéndice B). Si trabajamos con una sola ecuacién para o
tenemos que obtener las coordenadas as y a3 como funcién de la 1. Esto se hace con el
siguiente operador integral que permite expresar ¥(R, as) v (R, ag) como funcién de oy,

9 [T/2Im2=¢=enl gop 90/
V3 by sen 2«

en donde ¢ es un parametro que depende de las masas. Para el caso de masas iguales vale
7/3. Utilizando esto en (B.5) obtenemos lo que se conoce como la ecuacion de Fadeev de
baja energia

Vo(R, 1) = P3(R,a1) = (R, o/)do/ (B.6)

w/2—|7/6—a1| 20/
(T + Ty — E)p(R,a) = —V(vV2sena) [¢(R,a)+ —/ ensa (R, a')da/

/3—an sen 2«

(B.7)

Una forma de resolver esta ecuacion es la de utilizar una expansion hiperesférica. Para
cada valor de R la funcién ¢ (R, «) se expande en una base completa de funciones ¢, (R, «)

del hiperangulo «,
V(R o) = S — E Ja(R)on(R, ) (B.8)
Y = RS2 sen 2a " nifh & '

La divergencia que se observa en el prefactor de la suma para a« = 0y a = 7/2
impone que ¢, (R, a) debe anularse en los puntos extremos. Las ¢, (R, @) son soluciones
de la ecuacion integro-diferencial en una sola variable «,

0? 2m R?
{—W—M )} On(R.0) = ——TV(V2ZRsena) | 6u(R.a) +
4 [m/2=Im/6=aal gon 9¢/ N
_/7T/3_a1 SenQal(bn(R,a)da . (B.9)

En esta ecuacién la variable R es un pardmetro y los autovalores A, (R) son funciones
de dicho pardmetro. Luego, los autovalores A, (R) definen los potenciales para cada canal
de la variable hiperradial,

h2
2m R?

Este procedimiento es completamente analogo al que se realiza en la aproximacion de
Born-Oppenheimer de una molécula diatémica. Alli se resuelve el Hamiltoniano electroni-
co y se obtienen las energias &,(R)como funcién de la distancia entre los nicleos atémi-
cos R. Las energias obtenidas luego representan los potenciales de interacciéon entre los
ntcleos, definiendo diferentes canales de interaccién V,,(R).

Vo(R) = [M(R) — 4] (B.10)
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El lector habra notado que el operador integral en la parte derecha de la Ec. (B.9) hace
que el Hamiltoniano no sea Hermitiano. A causa de esto las autofunciones a diferentes
autovalores no son ortogonales' y sus productos internos definen la matriz,

/2
Gom(R) = /O &% (R, @)dm(R, @)da. (B.11)

Finalmente, insertamos la expansiéon de ¢ mostrada en la Ec. (B.8) en la Ec. (B.7),
proyectamos sobre ¢! (R, «) y multiplicamos por la inversa de G,,,(R) para obtener el
conjunto de ecuaciones acopladas,

L (A Viu( Z 2P, R)=Ef,R
(B.12)
en donde los potenciales de acople estan definidos por,
P.o(R) = ZGnk / oi(R gbm(R a)da, (B.13)
» &
Qum(R) = _% zk: G-L(R) /0 (R, @) 5z 6m (R, 0)dar (B.14)

El dltimo paso que nos resta para llegar a una interaccién efectiva que va como % es

suponer que los autovalores \,,(R) varian muy lentamente con R. Si estos no dependieran
en absoluto de R, entonces los potenciales de acople P, (R) ¥y Qpnm(R) se anulan. Podemos
entonces suponer que para regiones de R en que los autovalores A\, (R) varfan lentamente,
las soluciones pueden ser bien aproximadas por la ecuacion

W o 15 Vo (R R)~ FE f.(R B.15
(1) + )| 2R = B 1) (B.15)

En el apéndice B.3 puede verse que las soluciones para los potenciales atractivos con
interacciones de largo alcance de la forma # presentan el espectro tipico del Efecto
Efimov. La forma particular de las constantes de acople y potenciales de cada canal
serd dependiente de las simetrias del problema (masas relativas y cargas), y estas son las
que determinan si el efecto esta presente o no.

ﬁl\)| =

B.3. Potenciales unidimensionales con alcance

La ecuacion de Schrodinger para una particula en un potencial de la forma r% no
soporta estados ligados si A > 0 y el Hamiltoniano no es acotado por debajo si A < 0.
Estos dos comportamientos son causados por la divergencia en el origen. En este apéndi-
ce estudiaremos el comportamiento de las soluciones de la ecuacién de Schrodinger con
potenciales que decaen como A si r — oo pero son finitos en el origen.

'En el apéndice F se trata este problema para matrices no Hermitianas con un poco més de detalle.
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B.3.1. Caso repulsivo: A >0

El potencial tiene la forma

MV (r) st r<R
v(r) = (B.16)
7% si r>R,

en donde V' (r) es un potencial atractivo (< 0) y acotado. La ecuacién radial reducida de
Schrodinger para la region r > R es entonces

en donde k = /2| E|. Utilizando la parametrizacién A = v(v + 1)/2 se obtiene
d? 1
|:_ B (l/(l/ + ) + k2):| w><l€7“) =0 o> R. (B18)

dr? r2

En la Ec. (B.18) identificamos a v con el momento angular [ de una onda plana libre
(si v toma valores enteros ). Las soluciones de la Ec. (B.18) tienen la forma /72,12 (ikr)
en donde Z son funciones de Bessel de primer, segundo o tercer tipo. La tnica solucion
que tiene decaimiento exponencial para r — oo es la funcién K de Bessel,

s (kr) = NVrKypip0(kr) ; r>R (B.19)

Si la solucién corresponde a un estado ligado debemos verificar que sea normalizable,
lo que requiere que la integral

/ KgH/Q(kr) rdr, (B.20)
R

no diverja. El comportamiento de KV+1/2(]€T) en el limite r — oo,

efkr

K1/ ~ 7 © o — 00, (B.21)

es independiente del valor de v > 0 y por lo tanto es normalizable para todo valor de
k > 0. El caso particular con k = 0 debe ser estudiado por separado. La Ec. (B.18) puede
resolverse facilmente en el caso k = 0 y las soluciones son de la forma 1/r” y r**1. La
solucién 7+ diverge en el limite r — oo, entonces la funcién de onda toma la forma
V- (E=0,1r)= N La condicién de normalizacién para esta funcién

rv’

TQV

<1
/ —dr <oco, = v>1/2 (B.22)
R
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Este resultado fue obtenido con anterioridad [3, 1], para potenciales de corto alcance
las ondas s no soportan estados ligados en el umbral, pero se tienen ondas de momento
angular [ (I > 1).

El comportamiento asintotico de la energia, para k — 0, define el exponente «. Si
v < 1/2, el estado normalizable en el umbral asegura que v = 1 [3]. Si v < 1/2, nece-
sitamos més informacion sobre el potencial V' (r) para obtener la forma asintética de la
energia. Sin embargo, como hemos recalcado a lo largo de esta Tesis, asumimos que el
comportamiento critico ( exponentes ) cerca del umbral esta determinado por el alcance
del potencial. Haciendo uso de esta hipdtesis elegimos un potencial V' (r) = —1 para obte-
ner resultados de aplicacion general. Entonces, la solucién de la ecuacién de Schrodinger
para r < R toma la forma

Y (kr) = Csin(kr) ; k= +2M+E) (B.23)
en donde se pide que
B sin (kR)
VRE,1/2(kR)
para que la funcién de onda sea continua en 7 = R. Como A > 0y V(r) < 0 solo pueden
existir estados ligados para EF > —A;, de modo que k esta bien definida. A partir de la
continuidad de la derivada en r = R puede obtenerse una ecuacién trascendental para F

(B.24)

sin (kR) (Ky+1/2(kR) )
Kk cos (kR) = +kVRK, kR
( ) \/RKerl/Q(kR) 2@ +1/2< )
o, utilizando relaciones estandar para funciones de Bessel y sus derivadas,
kR kR KV+3/2(]{3R)
_— = 1 — B.25
tan (kR) v K, 41/2(kR) (B-25)

Para poder estudiar el comportamiento asintético de la energia se necesita la expansion
de K, (z) para x — 0,

o o e (B T PEm e e )] e e
K,(x) HM() P*Mnm *wu—m+0(’ ﬂ ' (B%

de la que se obtiene,

k:R Ky+3/2(kR)
KV+1/2(]€R)

2rv+1)I'(1/2—-v)
4H0(1/2 + v)

~ (2v+1) [1 + (kR)* 1 + O(kQ)} para k — 0.
(B.27)

El valor critico de la constante de acople )\gc), esta dado por la solucién de la Ec. (B.25)
con k=0

229 R

tan ( 2 )\EC)R)

— (B.28)
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Aqui recalcamos que )\gc) depende del potencial V' (r), pero el exponente « es universal.
Para estudiar el comportamiento de la energia en un entorno de )\gc) es 1til definir

M= A e s k= ke
y expandir la Ec. (B.25) en una serie de potencias de €. El orden cero es la Ec. (B.28), y

el siguiente orden en ambos lados es

1 1 R
5 kQR - € =

2 )\gc) tan < 2 APR) sin? < 2 APR)

_ 2v+1)2T(1/2 -v)

koR 2v+1 a(2u+1)/2. B.29
P2 ) Rl (B.29)
Igualando las potencias de € se tiene
2

En el caso v = 1/2 debe procederse con cuidado por que la Ec. (B.26) no es vélida
para i = 1, de modo que reemplazamos la Ec. (B.27) por

kR K»(kR)

KRy~ 2~ (RRY In(kR) + O(K) para & —0. (B.31)

A partir de esta ecuacién se obtiene |E|In(|E|) ~ e. Invirtiendo esta relacién resulta
en |E| ~ ¢/In(e), de modo que para v = 1/2

alv=1/2) = 1.

B.3.2. Caso Atractivo: A <0

Utilizando la misma parametrizacion que el caso repulsivo, se tiene el siguiente mapeo

v € [-1/2, 0] = A € [-1/8,0]
vel[-1/2, —-1/2+ib] = A€ [—oc0,—1/8]

con b > 0. El mapeo se muestra en la Figura (B.3).
Las soluciones en las dos regiones para k > 0y r > R son

?/}>(k37“) = N\/;Ky_i_l/g(k??“) vV & [—1/2, 0]
s (kr) = NrK(kr) v e [-1/2, =1/2+i]

La condicién de normalizacién se cumple ain para v = —1/2 porque el comportamien-
to r — oo es independiente de v y se excluye el origen. Para k = 0 (E = 0), realizamos



144 Ecuaciones de Fadeev y el Efecto Efimov

Planov PlanoA

\Im{v} [-1 Im{A} F1

N I I

“

N

N 0.5 0.5

N\

N L L

N Re{v} Re{A}

)

"—v—b 0 ‘ . ‘ :> 0 ‘
-1 -0.5 ) 0.5 1 18 D 18

--0.5 --0.5
1 -1

Figura B.3: E/ mapeo A « v

el mismo analisis que en el caso repulsivo pero trabajando con las dos regiones de v por
separado.
Las soluciones a la ecuacién para k = 0 son las mismas en ambas regiones

Vs (kr) = {i , r”“} (B.32)

r

Para v € [—1/2, 0] ambas soluciones divergen cuando r — oo, de modo que no hay
estados ligados en el umbral.
Para v € [—1/2, —1/2 4 i ] las soluciones pueden reescribirse en la forma

@Z)>(k:r) — \/; {e—iln(r)b’ 6iln(r)b} (B33)

Nuevamente no existe una funcién de onda normalizable para k = 0 y por lo tanto no
los hay para toda la regién atractiva A < 0.

Veamos que sucede con el exponente « estudiando las dos regiones de v por separado.

Para v € [—1/2, 0] es andlisis que se hizo en el caso repulsivo sigue siendo célido, de
modo que el exponente se comporta como

2
a = = a(r=0)=2; alv) — ocoparav — —1/2. (B.34)
El caso particular de v = —1/2 debe estudiarse por separado y corresponde a la

solucion Ky(kr), la que tiene un comportamiento Ko(kr) ~ —In (k) cuando k — 0.
Reemplazando esto en la Ec. (B.29) se obtiene

ko~ e for £ — 0.
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Este comportamiento puede relacionarse con a@ = oo, ya que decae mas rapido que
cualquier potencia de €.
Parav € [—-1/2, —1/2+1ib] utilizamos otra expansién de K, (x) ya que p es imaginario.

Para z — 0
Kip(z) ~ /m sin [b In (z/2) — arctan (7)]

- oy — (DA +ib) —T(1 —ib)
v = arg([(1+1b)) = —i <F(1+ib) +I(1 —ib))'

También se necesita evaluar el comportamiento asintético de Ki44(2),

K .(z)_w_b@)"b !
e 2 \z) T(1+) sinh(nd)

Utilizando estas relaciones en la Ec. (B.25), se obtiene la ecuacién trascendental

2 SN b 2 \" 1 1
tan (kR) ! sinh (mb) \K R/ T(1+4b)sin[bIn(K R/2)— arctan (v)]

(B.35)
Dado que el lado izquierdo es siempre real, entonces la parte imaginaria del lado
derecho debe anularse. Esto puede chequearse evaluandola

- 3 sin ( arg (ﬁ)lbﬁ
(i) = T m b g <K{R/2> = afrctefn}?w .

en donde

pero como,
(2)“) : b1 (KR)+ tam (7)
ar —— 7 = —bln | — arctan (7y),
“1\\KR) T+ 2 !
y DL+ ) = gty [44], se obtiene §( 5ty ) = 0.
Para la parte real se tiene que
kR b
— =1/2 B.37
tan (kR) /2 + tan [b In (K R/2) — arctan ()] ( )

Luego, utilizando la relacion T'(az + ¢) ~ V27 %% (a2)¥*+°"V/2 para arg(z) <
7 [44], con z = ib,a = 1,¢ = 1, se obtiene

T(1+ib) ~ v2rbe t™/2ibUn =+ /8,

Esto permite calcular v = arg (I'(1 +ib)) = b(In(b) — 1) + 7/8, y reemplazando en
la Ec. (B.37) se obtiene la ecuacién final

kR
tan (kR)

b
=2 T (B = 1) = /8] (B.38)
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Esta expresion tiene muchas divergencias para |E| — 0 en el lado derecho. En el lado
izquierdo, el limite esta bien definido

lfm kR N V 2 )\1 R
El—otan (kR)  tan (V2MR)

aun para Ay — 0, donde vale 1.

Para mayor simplicidad trabajaremos con A\; € (—oo,|A|/R?]. Para \; — —oo0, el
lado izquierdo de la Ec. (B.38) tiende a \/m . Por otro lado, las energias donde ocurren
las divergencias del lado derecho tienen la forma

E| - 20° 7 (8n+1)/(4b)+2

|En] = H2 € . (B.39)
De modo que para todo b, en un entorno de estas divergencias, se tienen soluciones de

la Ec. (B.38). Esto es cierto atin con Ay — —o0. Si b # 0, esto implica que los estados

nunca son absorbidos por el umbral del continuo |E| = 0, y hay un punto de acumulacién.
Analicemos que sucede si b — 0. Las soluciones a la Ec. (B.38) siempre se encuentran

en un entorno de las energias |E,|, aunque estas no pueden tener energias menores que el

a1 AL 14402
fondo del potencial 5 = 5

de b,
2 16 b2 8

Para b — 0 se obtiene que n < —1. En un entorno de b ~ 0, n < —1, y las energias
|E,| tienen un decaimiento exponencial, como se ve en la Ec. (B.39). Esto significa que
aun cuando el lado derecho de la Ec. (B.38) tiene muchas soluciones para un dado Ay, si
b — 0 todas ellas son absorbidas por el umbral del continuo con un exponente o = oo, y
229 R

. Esta relaciéon restringe los valores de n para cada valor

)\gc) dado por la ecuacién = 1/2. El diagrama de estabilidad se muestra en la

Figura (B.4).

tan (1/2 )\gc) R)
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Apéndice C

Elementos de Matriz modelo de 1
particula

Calculamos aqui los elementos de matriz utilizados en el modelo de una particula del
capitulo 5.1. El Hamiltoniano para el modelo tiene la forma
2

H= —% — Voe "+ Ae (C.1)

Para construir la matriz del Hamiltoniano en una base solo se necesita conocer la
., 2 _ .
representacion de —% y de e7P". Los elementos de la base que utilizaremos son,
3/2

o n —1/212)
Xunl1) = e e L ), (€2

en donde L son los polinomios asociados de Laguerre de grado n. Las funciones (5.9)
estan normalizadas y son ortogonales. Las funciones de la Ec. (C.2) no incluyen la de-
pendencia angular ( arménicos esféricos ), porque son un base para la ecuacién radial
reducida del Hamiltoniano. Los elementos de matriz para el Laplaciano se encuentran
en [103], pero los incluimos aqui por completitud

1 [ d?
Tm,n — —5 ; Xmmwxnmdr (Cg)
) (2m?® +9m? + 13m + 6)

12¢/(n+ 1)(n +2)(m + 1)(m + 2)
Los elementos de matriz para la exponencial son
Vo P T(m+n+3)

o nimly/(n+ 1)(n+ 2)(m + 1)(m + 2)
ﬁm—l—n ,’72

en donde F'[n,m;k; z] es la funcién hipergeométrica de Gauss(ver [104] pag. 1065).
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Apéndice D

FElementos de Matriz para el
Modelo de punto cuantico

La matriz que corresponde a la energia cinética en la base representada en la Ec. (5.31),
solo tomando los términos correspondientes a una particula |n,[), tiene la forma
1
12 (l(l +1) = ((n— n)? = (n+1)— (0 + 1))) oL

(n,1 ’_QV
(D.1)

El término de repulsion Coulombiana lo podemos expandir utilizando el desarrollo en
polinomios de Legendre y armdnicos esféricos,

1 > AT ri 0 , , , ,
P = T Y, (0,6) ;re =min(r,r") ; rs =max(r,r"). (D.2)
- >

k=0

2 a?(n+n')!

MJ>:2K%AQNQW+QM

Utilizando esta expansion, pueden calcularse los elementos de matriz

<n,l

X lié (n+n'+2)l+ (@R)* ' T(n+n' —k+2aR) —T(n+n' +k+3;aR)
(@R)F1 [(2n +2)! (20! + 2)1]/2

I
|7 — Rk|

MJ>::a¢@L+U@p+n X
(D.3)

k=[1—1'|

en donde I'(m, z) es la funcién Gama incompleta [44]. Los elementos de matriz del poten-
cial exponencial en la base de la Ec. (5.35) tienen la forma

—r | 7 OO —r 2 a i (2+n+n’)!
(n]e }n>:/0 e " Ou(r)du (r)r dr:<1+a) NCTEDICES (D.4)
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Apéndice E

Significado Geométrico de la
funcion ¢

El problema variacional de Rayleigh-Ritz se resuelve diagonalizando la matriz Hermi-
tiana del Hamiltoniano H(\) en una base en particular de tamano N. Los autovectores de
este problema son entonces una base ortogonal del espacio expandido de tamano N. Uno
pide normalmente la condicién de normalizacién para los autovectores ¢y, (ox] @) = 1,
para todos los valores del parametro A. De esta forma los autovectores son vectores uni-
tarios en un espacio de dimension N que pueden ser representados por puntos en una
hiperesfera de radio 1.

Al modificar el parametro A los autovectores se modifican pero vuelven a ser una base
ortogonal de vectores unitarios. En esta forma, la conexién entre bases a diferente \ es
una rotacion en el espacio de dimensién N. Por lo tanto la variacion local ’g—f> de un
autovector es tangente al vector |¢,) (ver figura E).

Ahora si los cambios ocurren en pasos d A finitos (como para los célculos numéricos)
la variacién es casi normal a los vectores. Esto lo podemos expresar si consideramos el

vector %L)\A R~ W como la variaciéon, y se desprende que
oloN (Da] Pavar) — 1
~ E.1
(o] 52 o) L (B.1)

en donde podemos ver que la funcién G = 1 — |(da| dassn)|” queda relacionada directa-
mente con la ortogonalidad en las variaciones de ¢.
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-
OA+6)

Figura E.1: Cuando la norma se conserva los cambios son rotaciones que son ortogonales
a los vectores en todo punto (% L ¢). Si los cambios tienen un tamafo finito 6 A
entonces la diferencia entre ellos es casi ortogonal (vector rojo).



Apéndice F

Autovectores a Izquierda, Matrices
simétricas y producto-C

Cuando uno trabaja con autoestados o estados normalizables en sistemas cuanticos
escribe, casi sin darle importancia, algunas ecuaciones en notacién bra-ket que tienen
muchas suposiciones por detrés. Por ejemplo, es comun escribir las siguientes igualdades

Hlo) = Elp) = (¢|H=E(¢| (F.1)
las cuales llevan implicito que H es Hermitiano, por lo tanto H = H' y E = E*. También
en la notacién esta implicito que (¢| representa la funcién ¢* y es un autovalor a izquierda
de ‘H. Tratemos entonces de explicar el por qué de todas estas suposiciones para operadores
Hermitianos H = H' y veremos como las trasladamos a operadores simétricos H = H".
Las cuentas que haremos en este apéndice son validas en realidad para las matrices que
representan estos operadores en alguna base, sin embargo los resultados son generalizables
a operadores. Para un dado operador H siempre podemos definir los autovalores a derecha
e izquierda,

t ~ t
Ho" = E¢"  (¢%) H=E(¢") . (F.2)
Réapidamente podemos ver que si transponemos la ecuacién para los autovalores a
izquierda obtenemos que

HiPr = EoF, (F.3)
por lo que los autovalores a izquierda de H son los autovalores a derecha de H'. Ademads,
haciendo un paralelismo con matrices podemos ver que el determinante de H! es igual al

de H entonces los autovalores a izquierda E son iguales a los a derecha E. Entonces la
ecuacién (F.3) la podemos reescribir como

t L L

Ho™ = E¢”. (F.4)

Veamos ahora que propiedades tienen estos autovalores a izquierda respecto de los

de derecha. Para tal fin vamos a recurrir nuevamente a pensar en H como una matriz.
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Definimos ademés Xz como la matriz que tiene por columnas a los autovectores a derecha
de modo que se cumple

HXR:XR-diag(El,... 7En>7 <F5)

en donde diag(F, ..., E,) es la matriz que tiene en la diagonal a todos los autovalores.
Por lo pronto, vamos a suponer también que los autovalores no son degenerados. Para los
autovectores a izquierda podemos escribir una ecuacién similar

XL'H:diag(El,... ,En)'XL, <F6)

siendo X una matriz que tiene por filas a los autovectores a izquierda. Si ahora multipli-
camos a izquierda la ecuacién (F.5) por X y la (F.6) a derecha por Xg y las restamos,
se obtiene que

diag(Ey,... ,E)) X, - Xp= X, - Xgdiag(Ey, ..., E,). (F.7)

Luego si una matriz conmuta con una matriz diagonal que tiene todas sus entradas
diferentes, esta también es diagonal. Por lo tanto la ecuacién (F.7) nos dice que Xy, - Xg es
diagonal. Esto indica que los autovectores a izquierda y derecha de diferentes autovalores
son ortogonales. Los autovectores pueden ser normalizados de modo que ( volviendo a lo
notacién en autovectores de H)

(Qbﬁ)t : ¢ﬁ = 5n,m- (FS)
Esta es una relacién que vale para todos los autovalores a izquierda y derecha de ope-
radores con autovalores no degenerados. El caso degenerado tiene dos posibles resultados.
El més benévolo es que para obtener la ortogonalidad (F.8) de los autovalores a izquierda
y derecha debamos realizar una combinacién lineal de los diferentes autovectores a un
mismo autovalor. El caso mas patolégico es que los autovectores sean incompletos y no
expandan todo el espacio de funciones. Normalmente para una matriz de tamano N x N
sucede que la dimensién del espacio expandido es N — 1. Pero no vamos a profundizar mas
en estos temas por ahora. Dicho todo esto sobre los autovalores a izquierda y derecha,
veamos que sucede cuando H es Hermitiano. Si lo es, entonces H' = H* y los autovalores
son reales. Utilizando esto en la ecuacién (F.4) y conjugdndola obtenemos que

H(on)" = En(03)", (F.9)
y comparando con (F.2) vemos que (¢X)* = ¢F. De ahi que al escribir (¢, || ¢,) en
mecéanica cudntica (en donde los operadores son casi todos Hermitianos) queremos decir
(¢n)" - ¢n, €l producto escalar de un vector con su conjugado. Ahora si en lugar de un
operador Hermitiano, tenemos un operador simétrico H* = H ( como los que se obtienen
al realizar dilataciones analiticas a los Hamiltonianos Hermitianos ) vemos directamente
de la ecuacién (F.4) que ¢¥ = ¢*. Esto nos dice que la relacién de ortogonalidad con los
autovalores a derecha se cumple al utilizar ¢,, en lugar de ¢;. Vale decir que el producto
correcto en este caso es
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El avisado lector ya habrd notado que la ecuacién (F.10) define un producto entre
funciones del espacio, pero no es un producto escalar. De hecho puede anularse, tomar
valores complejos y ser negativo. De todas formas el producto complejo cae dentro de los
productos internos generalizados y es muy usado en la teoria de rotaciones complejas.
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Apéndice G

La densidad de estados cerca de la
resonancila

En el comienzo del capitulo 5.1 se observo que las resonancias estan asociadas a polos
en la matriz de dispersién. Los polos k, se encuentran en el cuarto cuadrante (Re(k,) ;
Im(k,)) del plano complejo k (vector de onda). En un entorno de un polo &, la matriz de

dispersion toma la forma,
1

O(k;—kn'

S(k) (G.1)
Luego si esta es la tnica dependencia en k, la derivada logaritmica es exactamente
igual a

Jln S(k) 1

ok  k—k, (G2)
Im(k)
C
[
) ) N} Re(K)
X
X . Xy N
X

Figura G.1: Contorno de integracion en el plano complejo k.
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Supondremos ademas que los polos de la matriz, ademas de k,,, estdn todos en una
region acotada y pueden ser encerrados por un semicirculo en el cuarto cuadrante (ver

Figura G.1 ). Utilizando el teorema de los residuos, la integral en el plano complejo de
d1n S(k)

5% sobre el contorno del semicirculo es,

1 [ 9lnS(k)
=5 b 7k (G.3)

en donde N es el nimero de polos en el cuarto cuadrante. Si todos los polos estan en una
region acotada, puede hacerse el radio del semicirculo de integracién tan grande como se
desee y la integral sobre este se anulara. La integral de la Ec. (G.3) se realiza sobre el eje
real positivo, por lo que puede escribirse

ON _ 1 9S(k)

4
ok 2mi Ok (G4)
La densidad de estados es por definicion p = ﬁg , v puede reescribirse como
ON Ok
p(k) = Ok OF

_p 0S(k)

- 2mik2k Ok (G5)
en donde se utilizé que £ — Eyp,, = (—u Escribiendo explicitamente la forma de as(k de
la Ec. (G.2) y tomando la parte real de p se obtiene,

— k

Re(p) = E ! (G.6)

21?2k [(k — kg)? + k2]
en donde k = kg + 7 k7. La forma funcional es una Lorentziana que tiene el pico centrado
en k = kg, cuya altura esta dada por

Re(pmax(k = kR)) = 27_1.22 [lekl] : (G7)

Luego por definicion, la energia asociada al vector de onda viene dada por El(,%n) +1 E}n
de modo que el pico de la densidad de estados vale

Re(pas (k) = ———

27TE§n).
Debido a la forma lorentziana también se cumple que el ancho total a altura mitad,

Iy, es igual a ', = —1—. Con esta relacién podemos hacer la conexién entre la parte
) 7 Re(pmaz)

imaginaria de la energia y el ancho de la Lorentziana I',,, de la Ec. (G.8) se obtiene que

r,=-2Em" (G.9)

(G.8)

Este resultado es el que dice que el ancho de los picos en la densidad de estados es
directamente proporcional a la parte imaginaria de la energia. Como la parte imaginaria
de la energia esta a su vez ligada al tiempo de vida media, el ancho en los picos es una
medida directa del tiempo de vida de una resonancia.

) - Ethr




Apéndice H
Publicaciones

1. Ground-state stability diagrams for two identical particles in an external
potential

F. M. Pont and P. Serra, Journal of Physics A: Math. Theor. 41, 275303 (2008).

Abstract:

We study the stability of the ground state of a two identical particles system in
an external potential. We consider a repulsive interaction between particles and
an attractive external potential. The existence of a bounded ground-state as a
function of the strength Hamiltonian parameters is studied for long and short range
potentials. The possible existence of single or double ionization is discussed. Criteria
for the existence of a threshold-energy bound state and the energy critical exponent
are given. In particular, we show that for the case of an attractive long-range
external potential with short-range repulsive inter-particle interaction, a bound
system can become unstable increasing the strength of the attractive potential.
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2. Stability Diagrams of plasma embedded three-unit-charge systems: Efi-
mov effect and Borromean states.

F. M. Pont and P. Serra, Physical Review A 79, 032508 (2009).

Abstract:

The stability of the ground state of three-unit-charge q; = +1,+1 F 1, interacting
through a statically screened Coulomb potential, has been studied as a function of
the values of the constituent masses for different values of the screening parameter.
General conditions are given and accurate variational calculations have been per-
formed to determine the region where the three-body ground state is Borromean.
The possible existence of Efimov states when the screening parameter is equal to
the two-body critical screening parameter is discussed. The critical exponent for
the energy in different regions of the stability diagram has been also calculated.

3. Entropy, fidelity, and double orthogonality for resonance states in two-
electron quantum dots

Federico M. Pont, Omar Osenda, Julio H. Toloza and Pablo Serra, Physical Review A
(2010). Enviado a publicar.

Abstract:

Resonance states of a two-electron quantum dot are studied using a variational
expansion with both real basis-set functions and complex scaling methods. The
two-electron entanglement (linear entropy) is calculated as a function of the elec-
tron repulsion at both sides of the critical value, where the ground (bound) state
becomes a resonance (unbound) state. The linear entropy and fidelity and double
orthogonality functions are compared as methods for the determination of the real
part of the energy of a resonance. The complex linear entropy of a resonance state
is introduced using complex scaling formalism.
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4. The density of state's scaling in systems with resonance states

Federico M. Pont, Omar Osenda and Pablo Serra, Physica Scripta (2010). Selected pa-
pers originated from the workshop on quantum nonstationary systems in Brasilia. Enviado
a publicar.

Abstract:

Resonance states of a two-electron quantum dot are studied using a variational
expansion with both real basis-set functions and complex scaling methods. We
present numerical evidence about the critical behaviour of the density of states
in the region where there are resonances. The critical behaviour is signaled by a
stong dependence of some features of the density of states with the basis set size
used to calculate it. The complex resonance energy is obtained using the scaling
properties of the density of states

Symmetrical systems of three charged particles in Debye plasmas

Abstract:

Manuscrito en preparacion ( contendrd los resultados del capitulo 4.)
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