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Resumen

En este trabajo presentamos el estudio detallado de la estabilidad del estado fundamental
de sistemas moleculares pequenos utilizando distintos métodos numéricos. El objetivo principal
de este trabajo es la obtencion de diagramas de estabilidad del estado fundamental en funcion
de los parametros del Hamiltoniano molecular, mostrando las distintas regiones de estabilidad e
inestabilidad separadas por lineas criticas (ionizacién y disociacion).

En primer lugar desarrollamos un método completamente analitico para el calculo de integrales
de dos electrones en presencia de dos centros Coulombianos incluyendo potencias de la correlacién
(distancia interelectrénica) explicita en la funcién de onda. Este método nos permitié realizar el
estudio de distintos sistemas moleculares con dos particulas obteniendo resultados nuevos, precisos
y confiables.

Comenzamos con el estudio de las moléculas diatémicas con dos electrones. Se obtuvo el
diagrama de estabilidad del estado fundamental completo para estos sistemas moleculares. En
este diagrama se pueden observar los distintos regimenes de estabilidad y las lineas de ionizacién
y disociacion que los separan. Se obtuvieron resultados numéricos y analiticos que permiten un
mejor entendimiento de las propiedades criticas de estos sistemas.

La posibilidad de encontrar moléculas multipolares capaces de ligar uno o dos electrones extras
(aniones y dianiones) es un tema al cual se le dedicé gran parte de este trabajo de tesis doctoral.
Realizamos calculos de los parametros criticos de molécuals cuadrupolares y dipolares con uno y
dos electrones. Obtuvimos el diagrama de estabilidad del estado fundamental para los dianiones
moleculares en el cual se pueden observar los distintos regimenes de estabilidad y las lineas de
ionizacion que los separan. También realizamos un estudio exhaustivo del comportamiento critico
de estos sistemas mediante el calculo de exponentes criticos.

Otro sistema molecular de gran interés que fue estudiado en esta tesis es la cuasimolécula
formada por un &tomo hidrogenoide y su correspondiente antidtomo (Z — Z). Obtuvimos el
diagrama de estabilidad de este sistema en el espacio de los parametros del Hamiltoniano Z
(carga nuclear) y R (distancia internuclear). En este diagrama vemos las regiones donde el sistema
atomo-antiatomo es estable y donde el sistema no es capaz de ligar el par electrén-positron.
Estas dos regiones estan separadas por la linea de ionizacion calculada numéricamente. El calculo
de la probabilidad de aniquilacién lepténica (electrén-positrén) muestra un comportamiento
peculiar para valores de la carga nuclear Z > 2 que no se encuentra presente en el caso del
hidrégeno-antidrégeno (Z = 1). Podemos observar para los casos Z = 2y Z = 3 que la
probabilidad de aniquilaciéon alcanza un méaximo en funcién de la distancia internuclear y luego
decae exponencialmente para valores grandes de R. Esperamos que estos resultados tengan gran
impacto en el estudio de la estabilidad de sistemas formados por materia y antimateria.

En la ultima parte de este trabajo presentamos el analisis de sistemas moleculares pequenos
en le limite de dimension infinita. Podemos observar que los cédlculos en este limite son mucho més
simples que en D = 3 y ademas permiten la obtencion de diagramas de estabilidad cualitativamente
correctos.

Todos los resultados presentados en esta tesis doctoral son resultados nuevos y originales que
representan un claro avance en el estudio del estado fundamental y la estabilidad de sistemas
moleculares pequenos.



Abstract

In this work we present a detailed study of the stability conditions of small molecular systems
using different numerical approaches. The stability diagrams of these molecular systems obtained
as a function of the Hamiltonian parameters show bound and unbound regions separated by critical
lines (ionization and dissociation lines).

First we present a new analytic treatment of two electron integrals over two centre including
correlation (interelectronic distance) explicitly in the wave function. This method allows us to
study different two particle systems with great accuracy.

We start with the study of two electron diatomic molecules. A complete ground state stability
diagram for these molecular system is obtained. In this diagram we observe the different stability
regimes separated by ionization and dissociation lines. Analytical and numerical results that help
us to understand the near threshold behavior of these systems are presented.

The posibility of binding electrons by multipolar molecules is investigated in this Phd thesis.
We perform calculations of the critical parameters for binding one and two electrons to quadrupolar
an dipolar molecules. A complete ground state stability diagram for the dipole-bound dianion is
obtained using accurate calculations. We also study the near threshold behavior of the ground
state energy by calculating their critical exponents.

Another interesting two particle system is the hydrogen-antihydrogen like quasimolecule. The
stability diagram of the nuclear charge Z as a function of the internuclear distance R shows
bound and unbound regions separated by a critical or ionization line. Calculations of the leptonic
annihilation rate shows a peculiar behavior for nuclear charges Z > 2 which was not observed for
hydrogen-anihydrogen quasimolecule, it goes through a maximum before it decays exponentially
for large interhadronic distances. This might have a practical impact on the study of stability of
matter-antimatter systems.

Finally we present an interesting analysis of small molecular systems at the large dimension
limit. We find that calculations at this limit are much simpler that for D = 3, and yield similar
results for the critical parameters and the stability diagrams.

All the original results (numerical and anlytical) presented in this Phd thesis represents a clear
advance in the understanding of the ground state and near threshold behavior of small molecular
systems.
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Capitulo 1

Introduccion

Desde el nacimiento de la Mecdnica Cudntica a principios del siglo pasado, el estudio de
sistemas atomicos y moleculares ha sido un tema de vital importancia en diferentes campos de
la Fisica y la Quimica. Una vez resuelto el &tomo de hidrégeno comenz6 una carrera vertiginosa
por encontrar, desarrollar e implementar métodos que permitieran estudiar sistemas atémicos y
moleculares significativamente mas complicados. Como sabemos, el caso del atomo de hidrogeno
se puede resolver en forma analitica [1, 2] mientras que el caso del helio no. Si bien el atomo
de helio, o el 4tomo de dos electrones (d&tomo de carga nuclear Z con dos electrones) es el més
simple de los modelos atémicos que no se puede resolver en forma enteramente analitica, existen
numerosos trabajos en los que se realizan aproximaciones para calcular el espectro del mismo. Se
tiende a creer, por la aparente simplicidad del problema, que todos los trabajos relacionados con el
atomo de helio datan de principios del siglo pasado. Esto no es asi, y atin hoy se siguen estudiando
algunas propiedades de los dtomos de dos electrones, incluso de su estado fundamental [3, 4].
El primer trabajo numérico relevante sobre este sistema data efectivamente de la tercera década
del siglo pasado. Este es el famoso trabajo de Hylleraas [5], que no solo es uno de los primeros
en los cuales se realizan célculos precisos en sistemas atémicos, sino que sirvié de inspiraciéon
para muchos otros trabajos dentro del campo de la Fisica Atomica y Molecular y la Quimica
Cuéntica. Trabajos como el de Hylleraas y el avance tecnoldgico de las herramientas de cédlculo
han permitido que muchos autores como Drake [3] realicen célculos extremadamente precisos para
sistemas atomicos con dos electrones. Cada electrén que se agrega genera complicaciones técnicas
a la hora de realizar calculos numéricos. A pesar de esto, el atomo de tres electrones, o atomo
de litio en el caso de Z = 3, ha sido estudiado por diversos autores usando los resultados de
Hylleraas [6, 7, 8]. Claramente el estudio de los sistemas atémicos se vuelve técnicamente més
complejo a medida que aumentamos el nimero N de electrones. Si bien es imposible obtener
resultados precisos para valores grandes de N se han desarrollado distintos métodos que permiten
estudiar algunas propiedades de estos sistemas en forma satisfactoria. Cabe destacar que, a pesar
de los grandes avances en el calculo de propiedades electronicas de atomos multielectrénicos, atin
hoy existen muchas propiedades interesantes y desconocidas en los sistemas atémicos con dos
electrones.

El estudio de sistemas moleculares presenta, ademas de claras complicaciones extras a la hora
de realizar calculos numéricos, un panorama considerablemente mas rico que los sistemas atémicos.
La evolucion de los resultados numéricos en sistemas moleculares estda muy relacionado con el de
los sistemas atomicos. Los primeros calculos ab initio precisos en sistemas moleculares fueron
realizados por James y Coolidge en la década del 30. El trabajo de estos autores [9], en el que se
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estudia la molécula de hidrogeno, esta inspirado en el trabajo de Hylleraas y sirvio a su vez de base e
inspiracién para muchos trabajos posteriores incluyendo parte de esta tesis doctoral [10, 11, 12, 13].
De la misma forma que en el caso atémico, estos sistemas se vuelven mas complicados de estudiar
a medida que aumentamos el nimero de componentes. Tanto la ciencia basica como la industria,
han puesto un esfuerzo considerable en el estudio de sistemas moleculares grandes. Como dijimos
anteriormente es muy dificil obtener resultados precisos cuando los sistemas son muy complicados,
pero se han desarrollado métodos como la teoria de densidad funcional [14] que permitieron y
permiten obtener resultados para moléculas extremadamente grandes ayudandonos a comprender
la fisica que esconden dichos sistemas. Al igual que en el caso atémico, el estudio de sistemas
moleculares pequenos estda muy lejos de ser un tema agotado. Existen muchas propiedades de
sistemas moleculares con uno o dos electrones que contintian atrayendo el interés de muchos
fisicos y quimicos. Seréan estos tultimos sistemas, las moléculas pequenas y su estabilidad, el eje
principal de este trabajo.

Dentro del universo formado por los sistemas moleculares existe un subgrupo de moléculas
de particular interés para este trabajo. Este subgrupo es el formado por los iones moleculares
negativamente cargados. En 1939 Wildt [15] propuso que la opacidad de la atmésfera solar al
rojo y el infrarrojo, eran debidas a la absorcién producida por el ion H~. Si bien muchos autores
dudaron que algo tan importante como la distribucién espectral de la radiacion solar estuviese
determinada por un elemento tan fragil como el ion negativo del hidrégeno, trabajos posteriores
[16, 17] le dieron la razén a Wildt. El trabajo de Wildt despierta un interés renovado en el estudio
de los iones negativos que no habia existido desde su descubrimiento por Thompson [18], 30
anos antes. Los iones negativos son importantes en distintas areas de la Fisica, la Quimica y,
recientemente, también en la industria [19].

La existencia de iones cargados negativamente ha sido un tema de gran importancia tedrica y
experimental en las tultimas décadas. El caso de los cationes atomicos es mucho mas simple. Estos
sistemas, aislados, son completamente estables ya que la tnica forma de que pierdan su carga
positiva es atrapando un electrén. Los multicationes moleculares también pueden existir, pero
normalmente fragmentan en dos o més cationes moleculares estables (Explosiéon de Coulomb) [20].
La situacién en los aniones atémicos y moleculares es completamente distinta ya que estos pueden
estabilizar por la emision espontdnea de uno o mas electrones. Con el avance de los métodos
espectroscopicos y la capacidad de calculo numérico, se han encontrado iones estables con una
afinidad electrénica pequenia como el Ca™ y el Sr~ [21, 22]. Podemos asegurar que la mayoria de
los elementos son capaces de formar aniones atémicos estables [20] y existen pocas excepciones,
entre ellas el helio, el nitrégeno, el berilio y el magnesio. El caso de los dianiones atémicos es muy
diferente. Los resultados indican que estos sistemas no existen como compuestos aislados estables
y es muy poco lo que se sabe sobre la existencia de dianiones atémicos metaestables como el O?~,
el S*7, el B*™ y el Al*>~ cuyos tiempos de vida media son del orden de algunos femtosegundos [20].
En los anos 60 y 70 se reportaron experimentos que aparentemente mostraban la existencia de
atomos con exceso de dos electrones, pero estos resultados fueron descartados a la luz de nuevos
experimentos realizados en los 80. La existencia de sistemas moleculares con doble carga negativa
(dianiones moleculares) es un tema abierto y motivo de controversia. En el caso de los sistemas
moleculares, a diferencia de los atomos, es evidente que podemos encontrar moléculas grandes
con carga neta —2e como cadenas de dicarboxylate [23] y el fullereno Cg [24], aunque tampoco
este 1dltimo caso queda exento de controversias [25]. La repulsién Coulombiana entre los electrones
adicionales de los multianiones es la culpable de que estos sistemas no sean estables. Obviamente
la repulsion electrostatica disminuye con el aumento del tamano de los sistemas moleculares, y es
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por esta razén que resulta mucho més simple encontrar dianiones en el caso de moléculas grandes.
Entonces es interesante hacer la siguiente pregunta: ;Cudl es el dianién molecular estable mas
pequeno? No se conoce respuesta a esta pregunta y hasta ahora el dianion molecular més pequeno
conocido es el AX3™ (A= Li, Nao Ky X = F o Cl) predicho por Cederbaum [26] y que atin
no ha sido observado en forma experimental. Con los resultados que encontramos en la literatura
podemos decir que no quedan dudas de la existencia de grandes moléculas o clusters de moléculas
pequenas doble o multiplemente ionizadas negativamente [25] y que resulta de gran interés el
estudio de sistemas moleculares pequenos con exceso de uno o dos electrones. Para que se forme
un i6n molecular es evidente que la molécula neutra debe ser capaz de ligar un electron extra.
Es de gran interés actual estudiar como estas moléculas neutras son capaces de ligar electrones
a través de los momentos multipolares. Dedicamos un capitulo entero de esta tesis al estudio de
iones moleculares dipolares y cuadrupolares con exceso de 1 y 2 electrones.

Otros sistemas de interés, mucho menos estudiados, son las moléculas exdticas. Experimentos
recientes [27, 28] en la produccién de antihidrégeno (antiprotén y positrén) han despertado gran
interés en el estudio de las interacciones entre dtomos y antidtomos. La molécula exdtica mas
simple es la formada por un hidrégeno y un antihidrégeno y ha sido tema de estudio en las tltimas
décadas [29]. También existen trabajos en la literatura que estudian la interaccién entre el helio y
el antihidrégeno [30, 31]. La formacién de estos sistemas tiene aspectos interesantes que no estan
presentes en ninguna de las moléculas convencionales. Agregar un electréon a una molécula neutra
con el objetivo de fabricar un i6n negativo es un problema que esta relacionado con la capacidad de
ligar electrones que tenga el potencial multipolar de la misma. Agregar un positrén a una molécula
o un atomo es un proceso que debe tener en cuenta distintos factores. El primero es similar al
problema anterior y consiste en ver si el sistema formado por la molécula o el a&tomo y el positrén
es capaz de formar estados ligados. El otro factor, completamente distinto, es el problema de
aniquilacion del par electron-positron. Este tltimo aspecto genera un panorama extremadamente
rico y diferente al de las moléculas convencionales. El interés en este tipo de sistemas ha crecido
vertiginosamente en los tltimos anos acompanado por la posibilidad de realizar experimentos
sorprendentes [27, 28, 32]. Dedicamos en este trabajo un capitulo completo al estudio de todos
los aspectos y fenémenos mencionados, para la molécula exdtica formada por un atomo de un
electrén y carga nuclear Z y el antidtomo correspondiente (molécula Z — 7).

1.1. Estabilidad de Sistemas Atomicos y Moleculares

A lo largo de este trabajo estudiamos distintos sistemas moleculares pequenos como los
descriptos anteriormente. Si bien a esta altura muchos aspectos de sistemas moleculares pequenos
ya han sido estudiados, existen muchas propiedades de estos que atin son desconocidas. El principal
objetivo de este trabajo es el estudio de la estabilidad del estado fundamental de estos sistemas.
Dados los parametros que definen el sistema molecular, estamos interesados en determinar las
condiciones en las cuales estos son estables y en cuales no. Ademas estudiamos en detalle la
forma en la que estos sistemas pierden la estabilidad. Es decir que el presente trabajo se centra
en el estudio del comportamiento critico de problemas de pocos cuerpos en mecanica cuantica
[33]. Para entender a que nos referimos con comportamiento critico imaginemos que tenemos una
molécula con un nimero N, de electrones y N de atomos. Supongamos que podemos variar algunos
parametros de dicha molécula como la carga nuclear de sus atomos o la distancia internuclear (en la
aproximacién de masa nuclear infinita). Si como resultado de esto la configuracién de la molécula
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deja de ser estable, esta debera modificar sus caracteristicas para retornar a una situacion de
equilibrio. Esto puede suceder de diferentes formas. Las mas conocidas son la ionizacién y la
disociacion. La primera corresponde a modificar el nimero N, y lo que normalmente ocurre es
que la molécula pierde un electrén. La segunda esta relacionada con el nimero Ny y lo que
suele ocurrir es que la molécula se fragmenta en dos o mas subsistemas moleculares estables. Es
interesante notar que en el caso de un atomo, a diferencia del caso molecular, la tinica posibilidad
es la ionizacion. El valor del parametro, ya sea carga nuclear o distancia internuclear, para el
cual esto sucede, se denomina parametro critico. Este punto caracteristico es el que nos interesa
encontrar cuando estudiamos la estabilidad de un sistema atémico o molecular. Por estudio del
comportamiento critico nos referimos al estudio de los distintos observables del sistema, como por
ejemplo la energia alrededor de dicho punto.

Para un dtomo de carga nuclear Z existe un valor critico Z, ~ 0,911 [34] que es el minimo
valor de la carga positiva necesaria para ligar dos electrones. Si suponemos que Z es una variable
continua y nos acercamos a este valor critico desde valores mayores, llega un momento en que
el atomo ioniza, es decir, pierde uno de los electrones. Entonces podemos empezar a responder
la primera pregunta para este caso en particular. Un atomo de carga nuclear Z = 1 puede ligar
dos electrones y es este resultado el que explica porque el ion H™ es estable. Para el caso de tres
electrones el valor critico de la carga nuclear es aproximadamente Z. ~ 2,0 [35], lo cual concuerda
con el hecho experimental de que el ion He™ es inestable.

En el caso de moléculas, el estudio de estabilidad es técnicamente mas complicado que en
el caso atomico, no solo porque se pierden simetrias, sino también porque ademas del umbral
de estabilidad de ionizacién, aparecen distintos umbrales de disociacién (dependiendo de la
configuracion nuclear). Para moléculas simples con un electrén se puede ver que Z. ~ 1,228 y
de esto podemos concluir que el H; es un ién molecular estable.

1.2. Perspectivas y Organizacién del Trabajo

Si observamos las referencias citadas en la seccién anterior, veremos que muchas de estas
corresponden a trabajos actuales, y esto es lo que nos da una evidencia de que todavia hay
mucho por hacer en este tema, ya sea mejorando los resultados existentes hasta el momento, como
encontrando nuevos. A continuacion y a modo de observacién citaremos algunos de los problemas
mas interesantes que se pueden encontrar al estudiar estabildad de sistemas moleculares.

= Obtener cotas para para el maximo niimero de electrones que se pueden agregar a un sistema
atémico o molecular sin que este pierda la estabilidad (N.), en particular para sistemas
moleculares fuera de la aproximacién de Born-Oppenheimer.

= Calcular los diagramas de estabilidad de sistemas moleculares en funcién de los pardmetros
que describen el mismo.

» Estudiar el comportamiento de la energia y otras magnitudes (valores de expectacion,
probabilidades de aniquilacién, etc...) cerca del umbral para estos sistemas.

Son estos dos ultimos puntos los que mas nos interesan a nosotros y los que seran tratados en
mayor detalle en este trabajo. Muchos autores como H. Hogreve y B. Simon siguen estudiando el
problema de la estabilidad de sistemas atémicos y moleculares desde el punto de vista formal y
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riguroso. Como ya hemos mencionado, las herramientas de cédlculo disponibles en estos tiempos
son un factor fundamental a la hora de tratar de explicar el comportamiento de sistemas cuanticos.
Entre los sistemas atémicos pequenos, muy estudiados hasta el momento y los sistemas moleculares
grandes para los cuales es muy complicado obtener resultados satisfactorios, existen las moléculas
pequenas, que son el eje principal de este trabajo. Es poco lo que se ha descubierto hasta
el momento en cuanto a la estabilidad de estos pequenos sistemas. A lo largo de esta tesis
doctoral haremos un estudio detallado de la estabilidad de sistemas moleculares diatémicos con
dos electrones.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera. En el capitulo 2 hacemos una recopilacion
de los resultados rigurosos mas relevantes sobre estabilidad de sistemas atémicos y moleculares,
centrandonos en el problema de la maxima ionizacion y las cotas para N.. En el capitulo 3 hacemos
una introduccién tedrica al tema donde presentamos los resultados més importantes y ttiles para
el estudio del estado fundamental y el cédlculo de propiedades criticas en sistemas atémicos y
moleculares. En el capitulo 4 mostramos el desarrollo de un método original y eficiente para
el calculo de integrales de dos electrones en presencia de dos centros Coulombianos que luego
utilizamos en la mayoria de los calculos realizados en este trabajo. En el capitulo 5 presentamos
el estudio de las propiedades criticas de moléculas hidrogenoides o moléculas diatémicas con
dos electrones. Estudiamos detalladamente dos fenémenos muy diferentes, la ionizacién y la
disociacién. El capitulo 6 estd dedicado al estudio de la estabilidad de moléculas dipolares y
cuadrupolares con uno y dos electrones. Aqui comprobamos la posibilidad de que un sistema
molecular de carga neta nula sea capaz de ligar dos electrones extras gracias a su potencial
dipolar. En el capitulo 7 estudiamos las propiedades criticas de una molécula exdtica. Es interesante
analizar, desde el punto de vista fisico y matematico, el comportamiento de un sistema formado por
un atomo y un antiatomo. El estudio de la interaccion entre la materia y la antimateria nos presenta
algunos conceptos nuevos, ya no solo podemos tener ionizacion y disociacién, aqui las particulas
que conforman el sistema se pueden aniquilar entre si. En el capitulo 8 realizamos el estudio de
estos sistemas moleculares utilizando una aproximacién semiclasica mas simple y comparamos
los resultados con los obtenidos en los capitulos anteriores. Finalmente en 9 desarrollamos las
conclusiones de esta tesis doctoral.



Capitulo 2

Estabilidad de Sistemas Atémicos y
Moleculares: Resultados Rigurosos

Es mucho lo que ain no se sabe sobre el comportamiento critico de sistemas pequenos
como atomos y moléculas. Una de las preguntas mas resonantes en el presente de la fisica
atomica y molecular es 7;Cuédntos electrones se pueden agregar al sistema sin que se pierda
la estabilidad?” (Méxima ionizacién del sistema). Existe un esfuerzo muy grande por tratar de
encontrar una respuesta satisfactoria a esta pregunta. El problema que descubre este interrogante
es altamente no trivial y resulta casi imposible tratarlo en forma general. Vemos en este capitulo
algunos de los intentos mas acertados por tratar de entender el problema. Otro tema de gran
interés, y sobre el que hay menos resultados aun en la bibliografia, es qué sucede en el momento
que la estabilidad se pierde.

A continuacién hacemos una recopilacién de resultados formales [36, 37] y otros no tanto que
intentan explicar el problema de la maxima ionizaciéon negativa de dtomos y moléculas. Todos los
resultados expuestos en esta seccion y en el resto del trabajo fueron obtenidos en la aproximacion de
masa nuclear infinita (Born-Oppenheimer orden cero). En esta aproximacion los nicleos atémicos
se encuentran fijos en posiciones R;, y estudiamos las soluciones de la ecuacion de Schrodinger
para los electrones en presencia del potencial generado por los nicleos.

2.1. Atomos

Para la descripcién de un atomo necesitamos dos parametros, la carga nuclear Z y el nimero de
electrones N. Entonces un dtomo de N electrones se puede modelar por el siguiente Hamiltoniano
en unidades atémicas (ua), es decir h = |e] = m, =1

N N

1
H(Z,N) = hi(Z) +ZF’ (2.1)
i=1 i<j Y
donde
1 Z
hi = =p; % — =, 2.2

es un operador de una particula que tiene en cuenta la energia cinética del electrén y la energia
Coulombiana de interaccién con el nicleo. El segundo término del Hamiltoniano consiste en la

16
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suma de los términos de interaccion electréon-electrén.
El espectro de este Hamiltoniano o(H), como el de cualquier otro operador autoadjunto [1],
es un subconjunto de la recta real y se puede descomponer en dos partes disjuntas

o(H) = o4(H) Uo.(H). (2.3)

La primera corresponde al espectro discreto y es donde se encuentran los autovalores de H
que tienen multiplicidad finita. En la segunda parte se encuentra el resto del espectro, dentro de
esta estdn, entre otros, los estados de scattering (espectro continuo). El estado fundamental del
sistema de N electrones se puede definir como:

E,(Z,N) = inf o(H(Z,N)), (2.4)

y la energia del umbral del sistema

&, =nfo.(H). (2.5)

Si estudiamos el comportamiento del estado fundamental de un atomo de N electrones en funcion
del parametro Z podemos encontrar el valor de Z (Z,) para el cual Ey(Z.) = &,. Este valor de la
carga nuclear es el valor critico para el cual el &tomo ioniza.

Ahora presentaremos los resultados més destacados para los atomos

Teorema 1 [38] Sea H un Hamiltoniano de la forma (2.1), entonces se cumple
s Cualquier autovalor de 'H diferente al umbral es de multiplicidad finita
= Los autovalores solo se pueden acumular en el umbral, y sélo desde abajo

» El conjunto {E € o(H)/ E es un autovalor o el umbral de H} es cerrado y numerable

Este teorema nos provee informacion sobre las caracteristicas principales del espectro de nuestro
sistema. El siguiente resultado nos da informacion sobre el comportamiento de ionizacién del
sistema

Teorema 2 [39] Para el Hamiltoniano definido en la ecuacion (2.1) se cumple que

Uc<H(Z> N)) = [EU(ZaN - 1)700)7 (26)

donde Ey no es necesariamente un estado ligado.

Este teorema establece que para ionizar un sistema debemos invertir suficiente energia para
remover el electron mas debilmente ligado.

Ahora nos centraremos en la siguiente pregunta: ”;Cuantos estados ligados tiene H(Z, N)?.
La respuesta general a esta pregunta puede ser una de las siguientes tres

= Infinitos estados ligados
» Un ntimero finito de estados ligados

» Ningtn estado ligado
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El primer resultado que veremos es consecuencia de hacer una simple observacién, el electron mas
externo ve la carga apantallada Z — (N — 1) debida al nucleo y a los otros N — 1 electrones.
Entonces si definimos v,; como el nimero de estados ligados de H(Z, N) podemos escribir el
siguiente resultado

Teorema 3 Si N < Z + 1 entonces v, = 0.

Este resultado responde nuestra incognita para los atomos con suficiente carga positiva. Veamos
ahora un resultado un poco menos evidente

Teorema 4 [/0] Para todo nimero positivo a eziste un valor de la carga nuclear Z, tal que si
Z > Z,y N >aZ, entonces para algunas constantes b >0 y c > 0 se cumple

Ve (N, Z) < ca™*(log Z)*. (2.7)

Volvamos ahora a una de nuestras primeras preguntas. Estamos interesados en cuantos
electrones puede tener un dtomo, es decir, queremos encontrar el ndmero critico N.(Z) de
electrones para el cual existen estados ligados de H(Z, N..) y el espectro discreto de H(Z, N. + 1)
es el conjunto vacio. La definicién rigurosa de N, es la siguiente

Ne(Z) = min {(No/oa(H(Z, No + 1)) = 0}, (2.8)

de la misma forma podemos definir un valor critico para la carga nuclear Z., algo que nos sera de
mucha utilidad a lo largo de los capitulos siguientes,

Z.(N) = inf {(Zy > 0/04(H(Zy, N)) # 0}. (2.9)

En el campo de resultados rigurosos lo nico que existe para estos valores criticos son cotas.
Veamos los siguientes resultados

Teorema 5 [/1] Para valores de Z >> 1 el valor critico N. se comporta de la siguiente manera

N(Z)=7Z+ O(Z), (2.10)
donde a < 1 es una constante positiva

De este teorema se desprende el siguiente resultado

lim Ne(2)

Z—00 A
Y evidentemente no es mucha la informacién que estos resultados proveen. Veamos ahora uno de
los resultados matematicamente mas elegantes que hay en este tema. Este teorema fue demostrado
por E. Lieb en 1984 [42] y es, hasta el dia de hoy, la mejor cota rigurosa para el valor de N,

-1 (2.11)

Teorema 6 [/2] En un sistema estable el mdximo nimero de electrones que puede tener un dtomo
de carga nuclear Z se puede acotar de la siguiente manera

N.(Z) < 2Z + 1. (2.12)

Este resultado es, desde el punto de vista matematico, totalmente impecable. Pero en la practica
no es de gran utilidad. Por ejemplo, en el caso del helio (Z = 2), este teorema nos dice que el
numero de electrones va a ser menor que 5, y se sabe que el He™ es un ion inestable, o sea que no
puede tener mas de dos electrones.
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2.2. Moléculas

El problema de sistemas moleculares es aiin mas complicado que el caso atémico. Para empezar
el problema se divide en dos

» Estabilidad electrénica (Ionizacion)
» Estabilidad nuclear (Disociacion)

Tratamos a los sistemas moleculares en la aproximaciéon de Born-Oppenheimer. Supongamos
que tenemos K ntcleos en la posicién Ry y de carga nuclear Z; con k = 1,2, ..., K. El Hamiltoniano
sera,

N

~ - AYA
MR 2} N) = Mol{Buo 2} M) + 30 (2.13)
i<y (]
donde
N K T4 7 N
S — k}
MR 2N =3 [t - By L 219
j=1 k=1 |7 — Ryl i<y |1

El teorema (1) para el caso atémico sigue valiendo en el caso de moléculas y tiene exactamente la
misma forma [38]. El segundo teorema se debe modificar un poco, veamos

Teorema 7 [39] Para el Hamiltoniano definido en la ecuacion 2.13 y para R; # ﬁj se cumple

N
, o 77,
gc{H({Rkv Zk}f:lv N)) = [EO({Rkv Zk}f:l? N — 1) + Z |é JR» ‘700) (2'15)
i<j (L

Debemos notar que en el caso molecular el nimero de estados ligados que tiene un aniéon varia
con la distancia que separa a los nicleos, y esto es un concepto nuevo que introduce una gran
diferencia con el caso atémico. El teorema (2) también vale en el caso molecular [39], es decir que
si

K
N <> Z+1, (2.16)
k=1
tenemos infinitos estados ligados.
Podemos definir el valor critico de N de la misma forma que en el caso atémico

No({ Br, Ze Y1) = min{ No/oa(H({ By, Zk}iy, No + 1)) = 0}. (2.17)
Se puede probar que la cota de Lieb sigue valiendo [43]

Teorema 8 El nimero mdzimo N.({Ry, Zx}I,) de electrones tal que H({Ry, Z,}K_,, N.) sigue
teniendo un estado ligado, se puede estimar de la siguiente forma

K
N({ R, Zi}isy) <2) Zi+ 1, (2.18)

k=1
para todo ﬁk, k=1,2,.. K.
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Lo que se observa en esta cota es que es independiente de la configuracion de los ntucleos, con
lo cual es evidente que para el caso molecular es una cota ain peor que para el caso atémico.
Recapitulando podemos ver que los resultados que hemos presentado para sistemas moleculares
son de mucha menor utilidad que los existentes para el caso atémico. A esto debemos sumar el
hecho de que los calculos numéricos se vuelven méas complicados.

A pesar que los resultados rigurosos que hemos visto no sirven para obtener conclusiones
de gran utilidad, en la practica sabemos que, como mencionamos anteriormente, hoy en dia la
capacidad calculo numérico nos brinda la oportunidad de encarar estos problemas de otra manera.
Los métodos existentes, como Hartre-Fock [1| y Teoria de Funcional Densidad [14] combinados
con las herramientas de calculo actuales nos permiten obtener muy buenos resultados. Como
ejemplo podemos citar el caso del Ca~ [44] considerado, inicialmente, como un ion inestable.
Tiempo después y simultaneamente, cdlculos numéricos y resultados experimentales verificaron la
existencia del ion C'a™. En los tltimos tiempos se pudo determinar el valor de Z,. para distintos
casos. Entre los mds destacados se encuentran la determinacién de Z, para N = 10 [43] y la
verificacién de que el dianién Te?~ (N = 54) es inestable [43]. A fines del siglo pasado se
logréo demostrar la estabilidad de algunos dianiones moleculares utilizando métodos numéricos
y distintas técnicas experimentales. Entre los mas conocidos se encuentran [20] los dianiones de
silicio y carbén como el SiC5~, los de berilio y carbén como los BeCy, (n =2 —7) y los BeyC?~
(n = 6,10) y algunos otros estructuralmente mas complicados como el O(BN)3~. En el caso
de los trianiones es mucho menos lo que se sabe hasta el momento. Recientemente en un trabajo
teérico de Cederbaum [45] se obtuvieron algunas evidencias de la existencia del trianién N(BF3); .
Finalmente, no existen evidencias en la literatura de la existencia de tetraaniones aislados estables.



Capitulo 3

Propiedades Criticas en Mecanica
Cuantica

Nuestro principal objetivo es el entendimiento del comportamiento critico de sistemas
moleculares pequenos. Cualquier sistema molecular esta caracterizado por un conjunto parametros
{A\i} que pueden representar distancias internucleares, cargas nucleares, momentos dipolares o
cuadrupolares, etc. Por lo tanto nuestro interés se reduce al estudio del comportamiento critico de
un Hamiltoniano H(\y, ..., ;) como funcién de los pardmetros {);}. Entendemos por punto critico
los valores de los parametros {)\;} para los cuales el sistema molecular pierde su estabilidad. Esta
pérdida de estabilidad puede ocurrir de diversas formas. Entre las mas comunes se encuentra la
ionizacion del sistema en la cual un atomo o una molécula pierden uno o méas electrones. Otra forma
en la cual sistemas moleculares pueden perder la estabilidad es por el mecanismo de disociacion.
Aqui encontramos que para ciertos valores de los parametros al sistema le conviene fragmentarse
en dos o mas subsistemas. Finalmente existen algunas formas un poco méas extranas de que un
sistema molecular pierda estabilidad. En el caso de moléculas exéticas, formadas por particulas y
antiparticulas, existe la posibilidad de la aniquilacién como mecanismo de pérdida de estabilidad.

Para graficar en forma simple el estudio de las propiedades criticas en sistemas cuanticos
supongamos que tenemos un atomo de carga nuclear (o nimero atémico) Z con N electrones.
En este caso es evidente que nuestro Hamiltoniano tiene un solo parametro, la carga nuclear 7,
y el inico mecanismo posible para perder la estabilidad es la ionizacion. Estamos interesados en
el estudio del estado fundamental de este sistema E¥(Z) en funcién del pardmetro Z. Nuestro
primer objetivo es encontrar cuando el estado fundamental alcanza el fondo del continuo, y esto
ocurre cuando el estado fundamental del sistema con N electrones iguala la energia del umbral,
es decir, la energia del sistema con N — 1 electrones.

Ey(Z.) = Ey ~'(Z) (3.1)

La ecuacion (3.1) nos permite definir de manera univoca el pardmetro critico Z., es decir el valor
de la carga del atomo para la cual el sistema ioniza o el estado fundamental alcanza el fondo
del continuo. Ademads de encontrar el punto critico, o los puntos criticos en casos un poco mas
complejos que el ejemplo citado, también estamos interesados en estudiar como se comporta el
sistema cerca de dichos puntos. Para esto se introduce el concepto de exponente critico. Para cada
observable del sistema se puede definir un exponente critico que caracteriza el comportamiento
de dicho observable cerca del punto critico. La definicién rigurosa y la forma de calcular estos
exponentes sera discutida en forma detallada en la seccion 3.2.

21
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En este capitulo desarrollamos los métodos generales que utilizamos para el estudio de
las propiedades criticas de sistemas moleculares pequenos. Estos métodos son completamente
generales y pueden ser aplicados a cualquier sistema que se pueda describir a través de un
Hamiltoniano. Ademas, algunos de estos métodos no son especificos para el estudio de propiedades
criticas, y son tutiles para el calculo de cualquier propiedad electronica en sistemas atémicos y
moleculares.

3.1. EIl Método Variacional

El método variacional es uno de los métodos mas conocidos y utilizados para la obtencién
de resultados aproximados en mecéanica cuantica. Supongamos que nuestro sistema atémico o
molecular esta bien descripto por un Hamiltoniano H. La ecuacién de Schrodinger independiente
del tiempo que debemos resolver para obtener los autoestados del sistema es

HY, = E,V,, (3.2)

donde el minimo atuovalor de H, Ey, corresponde al estado fundamental (V).
Sea ¢ cualquier funcién normalizada, bien comportada y que obedece las mismas condiciones
de contorno que ¥y, entonces el principio variacional establece que

A = (o[H[d) = Eo. (3.3)

donde la igualdad se cumple si y solo si ¢ = Wy. La funcién ¢ es conocida como funcién de prueba
y no tiene mas restricciones que las ya mencionadas. Es de esperar que mientras mejor se elija
esta funcién (mas parecida a la real) mejor serd el resultado obtenido.

Una forma de la funcién de prueba muy utilizada es la siguiente

N

donde {®,} es una base completa del espacio de Hilbert en el que estamos trabajando. Como
podemos ver en (3.4) hemos realizado la expansion de la funcién de prueba utilizando N funciones
linealmente independiente que definen un subespacio de nuestro espacio de Hilbert. Las funciones
®; no necesariamente deben ser ortogonales entre si y por lo tanto necesitamos definir la integral
de ’overlap’

Sy = (@,]®,). (3.5)

Adema4ds definimos

Hij = (®i|H|®;), (3.6)

y entonces, de la misma forma que en (3.3) , podemos escribir

N
iy aiaH

A= SN ara;S;;
i,j T AjRig

(3.7)
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La idea de este método, conocido como el método variacional de Rayleigh-Ritz, es minimizar la
expresion (3.7) con respecto a los coeficientes a;. Es facil ver que esto es equivalente a la resolucion
del problema generalizado de autovalores

det (H — AS) = 0. (3.8)

Al resolver este problema algebraico se obtienen N autovalores y autovectores. La mejor cota para
la energia del estado fundamental de nuestro sistema esta dada por la minima raiz de la ecuacion
(3.8) (minimo autovalor del problema generalizado de autovalores). La resolucién del problema
generalizado de autovalores merece algunos comentarios, ya que serd de gran importancia en el
resto del trabajo. El problema a resolver es el siguiente

H'XZ‘:AZ'S'XZ‘, (39)

donde x; son los autovectores y A; los autovalores. Si la matriz S es no singular, podemos hacer
lo siguiente

Si1 HXZ :Azxz (310)

En el caso de los sistemas atémicos y moleculares H y S son matrices reales y simétricas, y S es
definida positiva. El problema es que la matriz S™'-H no es simétrica. Para recuperar el problema
de autovalores simétrico es conveniente realizar la descomposcicién S = L - LT, conocida como la
descomposicién de Cholesky. Haciendo esto y multiplicando la ecuacién (3.9) por L™! obtenemos

donde

C=L"'H (LY. (3.12)

La matriz C es simétrica y tiene los mismos autovalores que el sistema (3.9), pero los autovectores
deben ser multiplicados por (L7)~! para recuperar los originales. Resumiendo, la idea es elegir
una base, calcular los elementos de matriz (3.6) y (3.5) y realizar la descomposicién de Cholesky
para obtener la matriz C. Finalmente diagonalizamos la matriz C y nos quedamos con el minimo
autovalor que es la mejor cota del estado fundamental.

El método variacional ha sido utilizado para la estimacion de la energia del estado fundamental
de muchos sistemas atomicos y moleculares. La calidad de los resultados que se obtienen dependen
principalmente de dos factores. El primero esta relacionado con la base que elegimos para realizar
el estudio de nuestro sistema. Es conveniente hacer una inspeccién de las simetrias del problema a
encarar y tratar que la base refleje las mismas. Como dijimos al principio de esta seccién, mientras
mas parecida a la funcién de onda real del sistema, mejor seran nuestros resultados aproximados.
El segundo factor esta relacionado con detalles mas técnicos. Es evidente, por completitud, que
si podemos utilizar los infinitos elementos de nuestra base el resultado que vamos a obtener es el
exacto. Claramente esto no es posible, pero mientras mas elementos de la base podamos utilizar
mas cerca del resultado exacto estamos. Este ultimo factor estd intimamente relacionado con la
capacidad de célculo, ya que mientras mas elementos de la base utilicemos mayor sera la matriz
que debemos diagonalizar. En este trabajo lo que se intenta es una combinacién de ambos factores,
es decir, tratamos de elegir buenas bases para la descripcién de nuestros sistemas e intentamos
utilizar el mayor nimero de elementos de la base que podamos. Es interesante destacar que el
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método variacional no es una aproximacion controlada. Sin embargo podemos sistematizar el
estudio mediante esta técnica, en funcién del nimero de funciones de la base que se utilizan para
realizar el calculo variacional, para obtener una aproximacién controlada. Si A(()N) es el minimo
autovalor del problema variacional (3.8) con N funciones de la base, lo inico que podemos asegurar
es que este valor es una cota superior para el estado fundamental exacto. Se puede demostrar que
si N’ > N entonces

AN > AN > By (3.13)

)

y ademads, como la base es completa, sabemos que A(()N_’Oo — Fj. Por lo tanto podemos construir

% N s . .
una sucesion de valores A(() ) en funcién de N y analizar su convergencia para obtener valores
aproximados de la energia del estado fundamental del sistema. Esta tltima observacion es la base
del método que estudiamos en la seccién siguiente.

3.2. Ecuaciones de F'SS en Mecanica Cuantica

Desarrollamos aqui el método conocido como Escaleo de tamano finito (del ingles Finite Size
Scaling - FSS) para el célculo de propiedades criticas en sistemas atémicos y moleculares. Por
tamano finito nos referimos al niimero de elementos de una base completa usados para expandir
la funcién de onda exacta de un Hamiltoniano dado. Como podemos observar en el tltimo parrafo
de la seccion anterior, somos capaces de obtener valores aproximados del estado fundamental
del sistema estudiando el comportamiento de las cotas variacionales en funciéon del tamano de
la base. De la misma forma, si queremos encontrar el valor del parametro critico A, y truncamos
nuestro Hamiltoniano a orden N, lo que encontramos es un valor aproximado del parametro critico
)ng) que, en el limite N — oo, asumimos debe converger al valor exacto. Esta técnica es lo que
conocemos como escaleo de tamano finito (FSS) en mecénica cuantica.

La idea en esta seccién es desarrollar un método que nos permita calcular parametros y
exponentes criticos para sistemas atémicos y moleculares. Proponemos Hamiltonianos de la forma

H=Hy+ Vi, (3.14)

donde Hj es independiente del pardmetro A. Definimos el punto . como el punto donde un estado
ligado alcanza el fondo del continuo. Suponemos, sin pérdida de generalidad que el Hamiltoniano
(3.14) tiene un estado ligado E) para A > A. y que E)_, = 0. El objetivo principal serd la obtencién
del punto critico A. y el exponente critico a de la energia definido de la siguiente manera

Ey ~ (A= MX)" para A — \. (3.15)

Un método muy utilizado para la obtencién de soluciones aproximadas de la ecuacién de
Schrodinger es el método variacional de Rayleigh-Ritz que describimos en la seccién anterior. Sea
{®,} una base completa independiente de A, entonces el estado fundamental se puede escribir
como en (3.4)

Uy =Y an(N),, (3.16)

n

donde n hace referencia a un conjunto de niimeros cuanticos. Para obtener los resultados exactos
debemos escribir (3.16) con infinitos términos. Como en la practica esto no es posible, debemos
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truncar esta serie a orden NN, con lo cual obtenemos soluciones aproximadas. En este caso el
Hamiltoniano se reemplaza por una matriz H™) de dimensién M (N) x M(N), donde M (N) es el
nimero de elementos de la base truncada a orden N. Si aplicamos el método variacional obtenemos
la aproximacién a orden N para la energia del estado fundamental de la siguiente forma

B = min{A™}, (3.17)
donde {AZ(N)} son los autovalores de la matriz H™) y la funcién de onda truncada que aproxima
la autofuncién (3.16) viene dada por la expresién

M(N)

v =3 aMNe,, (3.18)

donde los coeficientes a%N) corresponden a las componentes del autovector del estado fundamental

de H™). De la misma forma podemos escribir el valor de expectacién de cualquier operador O a
orden N

M(N

)
O =" ™\l (N O, (3.19)

donde O,, ,,, son los elementos de matriz del operador O en la base {®,}. En general el valor de
expectacion del operador O no es analitico en el punto critico A., y podemos definir un exponente
critico peo para el mismo mediante la relacion

(O)y ~ (A=A )H° para X — \F. (3.20)

A diferencia de (O),, la cantidad ((’)>§\N) si es analitica en A = A.. Esto se debe a que (O)(AN)
es una suma finita de términos analiticos, y evidentemente esto no puede tener singularidades a
menos que tomemos el limite N — oo. Ahora vamos a asumir la existencia de una funcién de
scaling F» para las magnitudes truncadas tal que

OV ~ (O)\Fo(NIA = AJ) (3.21)

con diferentes funciones Fp para cada operador, pero con un unico exponente v. Como ((’))()\N) es
una funcién analitica en A podemos obtener el comportamiento asintético de Fp a partir de las
ecuaciones (3.20) y (3.21)

Fo(x) ~ 2 rolv, (3.22)

Finalmente para valores grandes de N, las ecuaciones (3.21) y (3.22) implican que

(O)M ~ NV (3.23)

Ahora veamos como calcular los exponentes criticos. Empecemos por definir la siguiente funcion

n ()" /10){")
In(N'/N) ’

Ao\, N,N') = (3.24)
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resulta evidente de (3.23) que

Ao\, N, N') = “70 (3.25)

Esta expresion es independiente de los valores de N y N’, entonces para cualquier valor de N, N’
y N” las curvas definidas por la ecuacion (3.24) se cortan en el punto critico, es decir

Ao(Ae, N,N') = Ao(Ae, N,N") ¥ N,N’,N". (3.26)

Usando estos resultados podemos obtener el exponente critico a correspondiente a la energia. Para
esto hacemos O = H en la ecuacién (3.25) con pp = « y entonces

Ap(Ne, N, N') = % (3.27)
Para obtener el exponente a debemos eliminar el exponente v de la ecuacién (3.27). Podemos usar
el teorema de Hellmann-Feyman,
0E 0 oV,
9B, _ <_H> _ <_A> ‘ (3.28)
O\ o/, o/,
de la ecuacion (3.15) vemos que
E
% ~ (A= X)*t para A — AT, (3.29)
Por lo tanto si hacemos O = 9V, /O en la ecuacién (3.25) obtenemos
a—1
Aoy, joa(Ae, N, N') = s (3.30)

que junto a la ecuacién (3.27) nos permite calcular tanto el exponente o como el exponente v.
Definamos una nueva funcion
!
[o(A, N, N') = An(A N, N) : (3.31)
Ar (A, N, N') = Aoy, jor(A, N, N7)
que es independiente de N y N’ en el punto critico A. y que ademéds nos proporciona el valor del
exponente critico «,

a=T4,A,N,N'). (3.32)
El exponente v se obtiene en forma trivial a partir de la ecuacién (3.27)
a F )\ N”, N///
_ _ a( ) ) ) (3' 33)
Ay (A, N, N") Az (A, N, N")
A esta altura del trabajo ya estamos en condiciones de calcular los exponentes criticos. Debemos
tener en cuenta que todas estas ecuaciones son vélidas como expresiones asintéticas (N — o0),

v

pero cuando truncamos la base obtenemos valores tinicos de )\EN), a®™) y ) Podemos entonces
calcular dichos valores para distintos valores de N y analizar la convergencia de la sucesion para
obtener resultados aproximados de los exponentes y parametros criticos. Estudios anteriores en
mecénica estadistica [46] han demostrado que la convergencia es més rapida cuando la diferencia
entre N, N' y N” es lo mas pequena posible. En este trabajo se determinaran los valores del
parametro critico A\. y del exponente « para distintos sistemas moleculares.
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3.2.1. Extension a mas de un Parametro

Veamos como se modifican algunas de las ecuaciones cuando trabajamos con sistemas
moleculares cuyos Hamiltonianos estan descriptos por més de un parametro. En la mayoria de los
sistemas atémicos y moleculares la energia del umbral (£,) no es nula. Asi que incluimos en esta
seccion las modificaciones necesarias para trabajar con &, # 0. La generalizacién es directa, pero
hacemos referencia a estas ya que la mayoria de los sistemas que tratamos estan descriptos por
mas de un parametro y &, # 0.

Ahora queremos estudiar el Hamiltoniano H(Aj,---,Ax) en funcién de un conjunto de
pardmetros {\;}.

H = Ho + V(A Aayoess M) (3.34)

donde Hy es independiente de ;. Lo que hacemos en todos nuestros calculos es mover uno de
los pardmetros )\; manteniendo constante \;.;. Asumimos sin pérdida de generalidad que el
Hamiltoniano (3.34) tiene un estado ligado E(\i, Ag, ..., Ax) para A; > A Vi, que alcanza el
fondo del continuo en A\; = A{. De la misma forma que para un solo pardmetro, el comportamiento
asintético de E(Aq, A, ..., A\x) cerca de ¢ define el exponente critico «;. En el caso de sistemas
con uno o dos electrones en la aproximacién de Born-Oppenheimer existe un solo umbral y por lo
tanto a; = a ;1 =1,---, k. El caso de la disociacién en la aproximaciéon de masa nuclear infinita
se trata de una manera diferente y lo veremos en forma detallada en el capitulo 5.

E(/\17 A27 ceey )\k') - gu(/\h AQ, ceey )\k) ~ <>\z — )\;::)oz Aj#i Constante, (335)
A — xSt
donde &, es funcién de un subconjunto de los pardmetros {A, g, ..., A\t }. Siguiendo el mismo
procedimiento de la seccién anterior elegimos una base completa {®,} independiente de los
parametros \; para expandir el estado fundamental

Uiy = Y an(M, Aoy M) @ (3.36)

n

(N)

El menor autovalor de la matriz H que surge de la expansiéon (3.36) es cota para la

energia del estado fundamental EéN)()\l, Ao, ..., Ar) y los elementos del autovector correspondiente

aglN) (A1, A2, ..., Ag) son los necesarios para evaluar la funcién de onda del estado fundamental \I’é]{\&)}

. . I N
Ya estamos en condiciones de calcular los pardmetros criticos ()\f( ))

[ENY O, Mgy oy M) = Eu(A Ly Ay oo Ae)] 0. (3.37)

A=A -
Y de esta forma podemos obtener el diagrama de estabilidad del estado fundamental en el espacio
de k dimensiones.

De aqui en adelante hacemos explicito solo el parametro \; que variamos, todos los otros
parametros A; se mantienen fijos tal que A\; > AS Vj # 4.
Definimos nuevamente la siguiente funcién

In(I(N, )/ I(N', \i)
In(N'"/N)

Ap(Ai; N, N') = : (3.38)
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In (OI(N, \;)/ON; | OI(N', \;)/ON\;)

A (N\:N,N = .
87‘{/8/\1( iy 4V, ) In (N//N) ) (3 39)
donde
I(N,A) = ESV O, Agy o Ay o Ak) = EulA, Azs o Ay s M) S (3.40)
usando (3.38) y (3.39) definimos
L. !
Io(Ai; N,N') = An(dis NV, N') (3.41)

A (N Ny N = Agpgon (Ai; Ny N7

que resulta independiente de N y N’ en el punto critico A\; = A{. El valor particular de I', en
Ai = XS es el exponente critico a para la energia del estado fundamental (3.35).

a = To(N = A;N,N'). (3.42)

En este caso las ecuaciones (3.41) y (3.42) también son expresiones asintéticas. Para distintos

valores de N, N’, N” las curvas I',(\;, N) como funciones de \; se intersectan para los valores de
)\C(N)

T = XY N N) = Ta(h = XY N, N (3.43)
y permitiéndonos obtener también el exponente critico

a™ = L (A N) | (3.44)

Procediendo de esta forma podemos calcular parametros y exponentes criticos para cualquier
sistema cuantico, en particular, para cualquier sistema molecular.

3.2.2. Colapso de los Datos
Recordemos que para desarrollar la teoria de FSS asumimos
(O)Y) ~ (O)Fo(NIA = AJ), (3.45)

. . o N
con diferentes funciones F» para cada operador, pero con un tnico exponente v. Como ((’))()\ ) es
analitico en A\ y

((’))A ~ (>\ — )\C)“O , A — )xj , (3.46)
entonces
Fo(z) ~ z7rolv, (3.47)
y
(OYM(\,) ~ N7HOIV, (3.48)

para valores de N grandes. Debido a que el argumento de analiticidad vale también para las
derivadas de los valores de expectacién truncados [47], tenemos que
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dm<0>(N)

o ~ N~(ho=m)/v (3.49)

A=Ae

(OYMN)(X) es una funcién analitica de A y por lo tanto su expansién de Taylor se puede escribir
[48]

(O)M(A) ~ N7Hl"Go(NVY (A = A,)) . (3.50)

Esta expresion equivalente para el scaling de un valor de expectacion, tiene la forma correcta
para el estudio del colapso de los datos con el objetivo de verificar las hipdtesis de F'SS en sistemas
cudnticos de pocos cuerpos. Si esta ecuacién o (3.22) son vélidas, entonces cerca del punto critico las

cantidades fisicas deben colapsar en una sola curva universal cuando se grafican en las cordenadas
apropiadas (O Nro/v vg N1v(X = A,).



Capitulo 4

Integrales de Dos Electrones

Luego de leer los capitulos introductorios de esta tesis algo que deberia haber quedado claro es
que el estudio de sistemas moleculares con dos electrones ha sido, es y seguira siendo por mucho
tiempo un tema de gran interés en distintos campos de la Fisica y la Quimica. Es mucho lo que
podemos encontrar en la bibliografia sobre el cdlculo de propiedades del estado fundamental y los
estados excitados para sistemas moleculares estables. A la hora de realizar calculos en sistemas
debilmente ligados, o tratar de entender que ocurre con el estado fundamental para valores de los
parametros en los cuales el sistema molecular pierde la estabilidad, no es tan simple encontrar
resultados relevantes. El calculo de las propiedades electronicas de sistemas moleculares cerca de
los umbrales de ionizacién o disociacion presenta complicaciones técnicas que no se encuentran
presentes en el estudio de sistemas estables. Muchas veces la pérdida de estabilidad de un sistema
molecular implica que la funcién de onda del mismo deja de ser de mddulo cuadrado integrable
(L?). Realizar cdlculos bajo estas condiciones es claramente un desafio numérico que debe ser
tratado con algunos cuidados que en otros casos no son necesarios. En la bibliografia encontramos
muchos trabajos destinados a la realizacion de calculos ab initio en sistemas moleculares diatomicos
con dos electrones [9, 10, 11, 12, 13]. Los primeros trabajos de Kolos y Roothaan [10, 11] basados
en el trabajo de James y Coolidge [9] son los mas completos e interesantes. En estos trabajos
se muestra en detalle el cdlculo de las integrales de dos electrones y su aplicacién al calculo
de la energia de la molecula de hidréogeno. Muchas de estas integrales son obtenidas en forma
analitica, pero el método requiere de la integracion numérica de algunos términos. Teniendo en
cuenta nuestro objetivo de obtener resultados precisos en regiones de los pardametros moleculares
donde los calculos se vuelven complicados, debemos tratar de evitar métodos como la integracion
numérica. Por esta razén dedicamos mucho tiempo al estudio de los métodos existentes para la
realizacion de calculos ab initio en sistemas moleculares con dos electrones. La conclusion a la
que llegamos es que ninguno satisfacia en forma completa nuestras expectativas. Por esta razon
desarrollamos un método nuevo para el calculo de estas integrales basandonos en trabajos previos,
principalmente en los de James, Coolidge, Kolos y Roothaan [9, 10, 11].

A lo largo de este capitulo de la tesis vemos el desarrollo de un método para calcular,
en forma totalmente analitica, todas las integrales necesarias para el célculo de la energia de
cualquier sistema de dos particulas cargadas en presencia de dos centros Coulombianos fijos (masa
nuclear infinita). Con el objetivo de testear el método aplicamos el calculo de las integrales a la
evaluacién del estado fundamental de la molécula de hidrégeno y comparamos con los resultados
mas destacados existentes para dicho sistema.

El método desarrollado en este capitulo, ademés de ser original, mostré ser de gran utilidad

30
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para el cédlculo de propiedades electrénicas en sistemas diatémicos con dos electrones [49] (ver
punto 2 del apéndice D).

4.1. Introduccion

El Hamiltoniano para cualquier sistema de dos particulas cargadas en presencia de dos centros
Coulombianos fijos puede escribirse, en unidades atémicas, de la siguiente forma

2
1
H=Y [--Vi- qu‘: — un: 4 (4.1)
Py 2 |7i — R/2| |+ R/2| r12

donde los valores de \;,, \jp ¥ A2 dependen del sistema molecular especifico que estemos estudiando.
Aia ¥ Ay corresponden a la interaccién entre los dos centros Coulombianos o nicleos (a y b) y las
dos particulas (i = 1,2), mientras que Ay da cuenta de la interaccién entre las dos particulas
livianas i. Por ejemplo, el Hamiltoniano de la molécula de hidrégeno corresponde a (4.1) con
Aia = A\ip = A9 = 1. Es importante aclarar que el término correspondiente a la interaccién entre
los nicleos no esta incluido en el Hamiltoniano (4.1). En los siguientes capitulos veremos distintos
sistemas moleculares que se pueden modelar con este Hamiltoniano.

Como vimos en la seccién 3.1, si queremos evaluar el estado fundamental de este sistema o
cualquier propiedad relacionada con el mismo, debemos calcular

Hi; = (dil H|¢;)  Sij = (¢ildj) (4.2)
donde {¢;} es una base completa del espacio de Hilbert generado por las autofunciones de H.
Como ya mencionamos mas de una vez, el primer trabajo en la literatura que realiza este tipo
de calculos en Hamiltonianos de la forma 4.1 con funciones correlacionadas es el famoso trabajo
de James y Coolidge [9]. Estas funciones, que son las que usamos en nuestro trabajo, incluyen
explicitamente potencias de la coordenada interparticula r15. James y Coolidge realizaron una
extension del método utilizado por Hylleraas para el cdlculo de las energias del dtomo de helio [5]
para la molécula de hidrégeno. Luego de esto, muchos autores han utilizado las expansiones de
James-Coolidge o variantes de la misma para el calculo de propiedades de sistemas moleculares
diatémicos con dos electrones [11, 12, 13, 50]. Ningtn trabajo en la literatura ha desarrollado un
método completamente analitico para el calculo de los elementos de matriz (4.2) calculados con la
expansion de James-Coolidge. Uno de los trabajos més importantes en este sentido es el de Kolos y
Roothaan [10], en el cual resuelven las integrales en forma analitica para el caso de potencias pares
de la coordenada r5. El caso de las potencias impares no logra ser resuelto completamente en
forma analitica y debe completarse con integrales numéricas. Las funciones que utilizaron James y
Coolidge [9] en el ano 1933 para la expansion del estado fundamental de la molécula de hidrégeno
son de la forma

On = Ce 72 (mnin gy + & &8 ng") 1y (4.3)

donde & = (ro+1m) /Ry n = (ro—m) /R y el dangulo azimutal ¢ son coordenadas proladas
esferoidales [51, 52, 53]. Estas resultan ser las coordenadas naturales para trabajar en sistemas
moleculares con dos centros. r, y 7 son las distancias a los centros Coulombianos y R la distancia
que separa a ambos centros. 'y 3 son parametros variacionales, r15 es la distancia interelectrénica
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y las potencias de las coordenadas son ntimeros enteros tales que p,, gn, n, Sn, My, > 0. Todo estos
aspectos seran estudiados con mucho mas detalle en la siguiente seccion de este capitulo.

El problema principal se reduce al célculo las integrales (4.2) con las funciones (4.3) y el
Hamiltoniano (4.1). Para realizar cualquier tipo de célculo es necesario, en primer lugar, escribir
nuestro Hamiltoiniano (4.1) en coordenadas proladas esferoidales, que son las coordenadas en las
que trabajamos. El laplaciano, necesario para escribir el operador Energia Cinética se escribe de
la siguiente forma

1 0 0 0 0 1 1 0?
e A G R (e R e e O

Mucho mas simple es escribir el potencial producido por los centros Coulombianos

)= A&

R(& —n?)
Y, finalmente, el potencial de repulsion entre las particulas no requiere ser expresado en
coordenadas proladas esferoidales, debido a la presencia de r;5 como coordenada en la funcion
de onda. Utilizando estas coordenadas se puede probar que todas las integrales presentes en el
célculo de (4.2) se pueden reducir a una tnica integral que es la que resolvemos en el transcurso
de este capitulo.

V(r; (4.5)

4.2. Integrales de dos Electrones en Presencia de dos
Centros Coulombianos

Absolutamente todas las integrales que debemos resolver para cualquier molécula diatéomica

de dos electrones cuando utilizamos la expansién de James-Coolidge para el estado fundamental
son de la forma [11]

3 3 e—(a§1+ﬁ£2)
m = / Py e (4.6)
& —m

donde, como ya dijimos anteriormente, la integral estd expresada en coordenadas proladas
esferoidales (&,71,¢) [52, 53|. r12 es la distancia interelectrénica y o y [ son pardmetros
variacionales. Las potencias de las coordenadas son numeros enteros tales que p,q,r,s > 0y
m > —1.

Empecemos por introducir la siguiente integral auxiliar

5 e—(ad1+06¢2) b der Seikrlz
ne() = [ Pt et (47)
1 1

Utilizando esta expresion auxiliar podemos reescribir la ecuacién (4.6) de la siguiente forma

1 ot

pqrs = ngpqrs(k) (48)

k=0
De esta forma nuestro problema queda restringido entonces a la resolucién de la integral de la
ecuacién (4.7). Para esto hacemos uso de la conocida expansién de la funcién de Green del operador
de Helmholtz en coordenadas proladas esferoidales [49, 52, 53].
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1kT12 2l+1 )' 1 k 1 k m(p1—p2
12 = 4 kZ l+m 85712(5’771)37(712(5,772)6 019 jer, l( £<)heml( &) (49)

Las funciones que aparecen en esta expansiéon son las funciones de onda esferoidales (spheroidal
wave functions) [54]. Reemplazando la expresion (4.9) en la ecuacién (4.7) e integrando sobre las
variables angulares ¢; y ¢9 obtenemos

. L n, k
Spra() = 470k 3 (21 +1) [ Eoinas) (s o)
RO E ROk @k i1
0l <§7£<) 0l (§a€>)+l 0l (§a€>) qurs(€177717§2an2)a ( . 0)
donde
e—(afl-‘rﬁfg) P4 ¢T o0y S
qurs(flan17€2>772) = D) 512771§2772 (411)
& —m
jeale.€) = Ry (c,€) (4.12)
hea(c, &) = R (¢, €) +iRY (¢, €), (4.13)
y d*x; = (& — n7)dEdn;.
Ahora, definiendo otras dos integrales auxiliares
& 2, 2 ok o)k
qursl(k) = d"x1d x2SOl (ganl)SOl (§7TI2>
k k
R(()}) (57 £<)R(()})<§7 §>)qurs(£17 i, 527 772) (414)
y
K@ 2, 2o ok o) R
pqrsl(k) = d"x1d xZSOl (57771)501 (57772)
k k
R(()}) (57 £<)R$)<§a £>)qurs(€1> m, 525 772) . (415)
la ecuacién (4.10) se puede escribir de la siguiente forma
Gpars (k) = 4%k Y (20 + 1)(K ) (k) + i K2 (k) (4.16)

=0

Con el objetivo de realizar las derivadas de la ecuacién (4.8) expandimos la expresién (4.16) en
potencias de k usando las correspondientes expansiones en potencias de las funciones esferoidales.
Unas expansiones muy ttiles para las funciones esferoidales son las siguientes [55]. Para la funcién
angular de primera especie
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P2 =m0 ahrae ] (5) (@.17

7=0 \ k=b_2jx,

para la radial

Ry (k/2,2) = 6§ (k/2)S5) (k/2, 2) (4.18)
donde

W (-1)'ll ZQO%

0l (C) = 22[+1 dOl ‘ (419)

Zk 0 KT (—1— k+1/2)

Las expresiones para las funciones de segunda especie son un poco mas complicadas. Para la
angular tenemos

ko—2
St (k/2,2) = > &R P (2) + Z &Y (k) Quik(z (4.20)
k=—o00 k=ko

y finalmente la radial de segunda especie

R (k/2,2) = 68 (k/2) (iTS5) (k/2,2) + 5§ (k/2,2)) | (4.21)
donde los coeficientes son
( 1)k 0l

(2) - 22l+1< )l+1 Zk 0 Wl—lﬁ-zli/Q)
KJOZ (C) - Cl+1l! .

(4.22)
> heo T _zfig/m

Para todas estas expresiones Y indica que la suma se realiza solo sobre los valores pares de
los indices. P1x(2) y Qi+x(2) son los polinomios y funciones de Legendre [51], b;; = max(i, j),
ko = 1 mod(2) — | y las relaciones de recurrencia para los coeficientes a% se encuentran en el

apéndice B. De la referencia [55] podemos obtener también la expansién para dy' (k) en potencias
de k,

-1
az;1,2;52 /

20+ 1 L
(d5'(c Z Z Y. %km(@%lﬂz) , (4.23)

J1=0 j2=0 k=—a2j1 2;2

donde a; ; = min(i,j). Y finalmente

—d:?’bi?)z) =Y ke k<i-1-2, (4.24)

donde & = Imod(2) y las relaciones de recurrencia para los coeficientes a% se encuentran en el

apéndice B.
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Todas las propiedades y expansiones de las funciones utilizadas en este trabajo se encuentran
estudiadas en gran detalle en la tesis de doctorado de P. Falloon [55].
Las integrales auxiliares definidas anteriormente se pueden escribir de la siguiente manera

W o 2 (TR ak/2Y 1
B = <Z°° A@-ﬂ<k/2>2<i”>> (ZN o 7h (k270 )

(4.25)
D (k220 / P17 (01 )18 (1) 59 GV (E5) Fogra (1.1, E2.712) |
31,52,53,j4=0
donde
ag; 25 /
’ 20+ 1
I ol 0l
Tij = Z aikajkm s (426)
k=—az; 2;
j —2k
4.27
k:‘F l—k+3/2)’ ( )
i 25 012ka01
z im
D=2, ) KID(—1 — k + 1/2) (4.28)
k=0 m=-2j
y
25 1
/yl] Z a]k:B-Fk (429>
k=b_2k,
de la misma forma realizamos la expansién de K ngz,sl(k)
e 2 >0 830:0(k/2)20H) 1
parst k Z?ii2,i3,i4:0 Ai2,il,lAi4,i3,l(k/2)2(21+i2+i3+i4) Zjl 0 m(k/2) (49
(4.30)
Z (k/2)2(j1+j2+j3+j4) /d2$1d2$2%(j11) (771)’71(]12) (772)%(]13) (£<)71(]242 (€>)qurs (517 M, 627 772) )
31,52,53,j4=0
donde
5jl - J: 5 (431)
(-] —
prt ET(=l—k+1/2)
{ 25 1 ol ol
X az 2k:ajm
Ay = 4.32
! :Z KT(l—k+3/2)° (432)
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y
akg—2,-25 / 25 1
2 ~
WE =Y AP @)+ Y adiQual?). (4.33)
k=—2j k=bpq,—2;

Las integrales presentes en las ecuaciones (4.25) y (4.30) no dependen de la variable k. Tenemos
tres integrales diferentes para resolver.

1
qu - Pm Id 5 4.34
, / 1 (m)ndn (4.34)
annlk(o"ﬁ) = /dgldé?Pm(£<)Pn(£>)d£§€a&eﬁ& ) (4.35)

y
Wfrmlk(a»m = /d§1d52Pm(f<)@n(§>)fi€§€_o‘&e_ﬁ§2 ) (4.36)

Las integrales (4.34) y (4.36) fueron resueltas en la década del 70 por McEachran y Cohen [56].
Los autores obtienen en este trabajo, expresiones de recurrencia analiticas suficientes para generar
estas integrales. El caso de las integrales de la ecuacién(4.35) no fue estudiado por McEachran y
colaboradores, pero se pueden resolver utilizando los mismos argumentos que ellos utilizan para
resolver la integral (4.36). Los detalles de la resolucién de las integrales se encuentran en el apéndice
A y en [56].

Finalmente obtenemos la expresién para g,qs(k)

0 Z(l')Q k 2(k+e+n+t+l+N)+1
gquS(k) = 87T2 Z (2l + 1) mhéN‘]lientpqrs (5) +
lkentN=0
N L 2(k+e+n+t+N)
hlZNYklentpqrs (5) ) (437)
donde
2k 1 2e 1 2n 7 2t 1
Jllcentpqrs = Z Z Z Z Akl,k27k3,k4<lv k? €, n, t)Bl+k1,q
k1=b_op ko k2=b_2¢,kq k3=b_2n Ky kK4=b_2t 1,
[Zlg+k3,l+k4,p,r+2(a7 B)Biyra,s — Zl£+k3,l+k4,p,r(a7 5)Bl+k2,s+2] ) (4.38)
y

2k 1 2e / 2n / Aky—2,2t

— Z Z Z Z At gk pa(ly by e,n, 1) Brigr g

k‘lzbfgkyko k2=b,251k0 k‘3=b,2n7k0 kd=-2t

l
Y;centpqrs

3 3
Zl+k3,flfk471,p,r+2(a> B)Biikas — Zl+k3,flfk4fl,p,r(a7 B)Biyka,sta| +
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2k /1 2e /1 2n 1 2t 1

Z Z Z Z Akl,klk’&k‘l(l’ k,e,n, t>Bl+kl,q

k1=b_op ko k2=b_2¢,kq k3=b_2n ko k4=b_2¢
3 3
|:I/Vl+k3,l+k4,p,r+2<a7 ﬁ)BHk?,s - m+k3,l+k4,p,r(a7 ﬁ)Bl+k2,s+2 ) (4-39>

donde los coeficientes A son

o ol ol ol
A rokspa(l, By e,n,t) = ag g Qe ko 130 14

Akl,klk?’,k‘l(lv kv €, n, t) = agl,m@g,lmag{k?)@glm : (4'40)
Los coeficientes bl y ﬁﬁv presentes en la ecuacién (4.37) se obtuvieron reagrupando los términos
en las ecuaciones (4.25) y (4.30).

Es interesante notar que cuando reemplazamos la ecuacién (4.37) en la expresion (4.8) todas
las sumas se vuelven finitas. Cuando en la ecuacién (4.6) m es impar, en la ecuacion (4.8) m + 1
es par, y solo el segundo término en (4.37) sobrevive. En este caso la suma sobre los indices
k,e,n,t, N se trunca por la condicién 2(k+e+n+t+ N)=m+ 1. En el caso de la suma sobre
[ debemos analizar detalladamente la ecuacion (4.39). Es facil mostrar que B,,,, = 0 para m > g,
por lo tanto la suma sobre el indice [ es truncada por la condicién [ + k; < g. Para valores pares
de m, m+ 1 es impar y solo el primer término sobrevive en la ecuacion (4.37) y la suma sobre los
indices k,e,n,t, N, se trunca por la condicién 2(k+e+n+t+ N +1) = m.

4.3. Implementacion y Tests Numéricos

En la seccion anterior desarrollamos un método para resolver integrales de dos electrones
en forma completamente analitica. Si el objetivo es aplicar dicho método para céalculos
variacionales en sistemas de dos electrones debemos, en primer lugar, desarrollar cédigos que
nos permitan la evaluacién numérica de las relaciones de recurrencia obtenidas. Una vez realizada
la implementacién numérica del método debemos realizar pruebas en sistemas conocidos para
verificar el funcionamiento y alcance del mismo.

Es sabido que la evaluacion de relaciones de recurrencia es numéricamente inestable. Este es
un problema muy conocido en el campo del Anélisis Numérico, y se sabe que se puede llegar a
perder una cifra significativa por cada iteracion. Evidentemente si no se toman precauciones a
la hora de realizar las evaluaciones numéricas, este problema se puede convertir en el principal
limitante de la precision con la que obtenemos nuestros resultados. Para evitar los efectos de la
inestabilidad numeérica todos los codigos desarrollados para la evaluacion de las integrales fueron
realizados usando el paquete MPFUN (Multi Precision Fortran). Este es un paquete desarrollado
en Fortran-90 [57] que nos permite trabajar con precisiéon arbitraria. Es sabido que en la version
estandard de Fortran-90 podemos trabajar en simple precision (8 cifras significativas), en doble
precision (16 cifras significativas) o en cuddruple precisién (32 cifras significativas). Gracias a la
utilizacion del paquete MPFUN nosotros trabajamos con un niimero mayor de cifras significativas,
normalmente entre 50 y 200, dependiendo de los célculos que se quieran realizar y la precision
final que se quiera obtener. Este paquete ha sido utilizado en forma exitosa en cédlculos de mucha
precisién en problemas de pocos cuerpos en mecanica cuantica por su creador y otros autores
[58, 59]. A continuacién mostramos algunas pruebas del funcionamiento de nuestro cédigo realizado
en Fortran-90 con el paquete MPFUN.
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4.3.1. Estabilidad Numeérica

Con el objetivo de evaluar la estabilidad numérica del método calculamos una de las integrales
definidas en (4.6), I)7 .., con distintos niveles de precision. Es decir, mediante el uso del paquete
MPFUN, variamos el numero de cifras significativas con las que calculamos el valor de I

rSs*
En la figura 4.1 se puede observar el nimero de cifras correctas obtenidas en funciénp(fiel
nivel de precision utilizado (en palabras, 1 palabra = 7 cifras significativas) para I} con
p=12,q = 12, r = 10, s = 10, m = 7. La forma en la que realizamos la figura 4.1 es la
siguiente: Variamos la precision de nuestros calculos desde 1 a 14 palabras y los comparamos
con los resultados obtenidos con 42 palabras (300 cifras aproximadamente). Consideramos que
los célculos realizados con 300 cifras significativas tienen, como minimo, 100 cifras significativas
correctas. Es realmente interesante notar que los resultados obtenidos utilizando 3 palabras de
precision de trabajo no tienen ninguna cifra significativa correcta. Esto nos permite concluir que
no es posible utilizar doble precision estandard en Fortran-90 para realizar estos calculos. También
podemos observar que en caso de utilizar cuddruple precisiéon (méxima precisiéon posible en fortran
estandard) obtenemos solo 9 cifras significativas correctas. Queda claro que si luego de obtener
estas integrales se debe seguir trabajando numéricamente, la precision obtenida es completamente
insuficiente. Una vez evaluadas las integrales, estas son utilizadas en el célculo de las energias del
sistema mediante el método variacional de Ritz descripto en la seccion 3.1 y en cualquier libro de
de texto de mecdnica cudntica [1, 52, 53]. La base de James-Coolidge no es ortogonal y por esto

debemos resolver el problema generalizado de autovalores [60]

Det(H— ES) =0. (4.41)

La solucién numérica de estos sistemas lineales puede ser otro problema para la precision de los
resultados. En este caso en particular la base se vuelve linealmente dependiente en forma numérica
cuando la precisién de trabajo no es suficientemente alta. Este es un problema muy comun en el
campo de los calculos ab-initio. Una forma de solucionar esto es obtener los elementos de matriz que
utilizamos para resolver (4.41) con un buen nimero de cifras significativas correctas. Por ejemplo,
Frolov y Bailey [58] en el estudio de sistemas de tres particulas comprobaron que debian trabajar
con 84 — 100 cifras significativas para obtener resultados con 30 cifras correctas. En este trabajo
comenzamos nuestros calculos con 100 cifras significativas, lo que nos asegura la obtencion de los
elementos de matriz con 70 cifras significativas correctas. El problema generalizado de autovalores
se resuelve utilizando la Descomposicion de Cholesky que vimos en forma resumida en la seccion
3.1 [60]. Los cédigos para realizar dicha descomposicién también son construidos utilizando el
paquete MPFUN. Esto nos asegura que los elementos de matriz transformados y listos para ser
diagonalizados en la forma usual tienen, como minimo, 16 cifras significativas correctas. La parte
final de los calculos, la obtencién de los autovalores y autovectores, se realiza en doble precision.

Como hemos visto a lo largo de esta seccion de la tesis, la parte numérica es de gran importancia
y es determinante a la hora de la obtencion de resultados confiables. La utilizacion del paquete
creado por Bailey [57] permite llevar a cabo célculos que de otra manera no serfan de posible
realizacién. El ntiimero de funciones de James-Coolidge que podriamos emplear para el calculo
de energias en cuadruple precisiéon seria mucho menor que el que utilizamos a lo largo de los
distintos calculos que realizamos en esta tesis. La utilizacién de este paquete es realmente de gran
utilidad para los cédlculos que queremos realizar. El tinico problema es que, aumentar el numero
de cifras significativas con las que se quiere trabajar no es gratis, algin costo debemos pagar.
Este costo esta relacionado con los tiempos de cédlculo y la cantidad de memoria que necesitamos
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Figura 4.1: Precision de los resultados obtenidos en funcion de la precision con la que se realizan los

cdlculos (1 palabra = 7 cifras significativas) para I} con p =12, ¢ =12, r =10, s =10, m = T.

para realizar los calculos. A medida que se aumenta el ntimero de cifras significativas de trabajo
el tiempo de célculo crece en forma no lineal y la memoria RAM requerida para almacenar las
matrices también. Por lo tanto, y como casi siempre, debemos hacer un balance entre el tiempo de
calculo y la precisién con la que queremos obtener nuestros resultados. El problema de la memoria
es mas simple y nos deja menos capacidad de eleccién. Podemos aumentar la precision hasta que
la capacidad de nuestras maquinas nos lo permita.

4.3.2. Calculo de Energias

Por ultimo calculamos la energia del estado fundamental de distintos sistemas moleculares
ya estudiados y comparamos con los resultados obtenidos por otros autores. Empecemos por
calcular la energia de la molécula de hidrégeno en la aproximacion de Born-Oppenheimer. El
Hamiltoniano correspondiente a este sistema es equivalente al que vimos anteriormente (4.1) con

Ma=Ap =X =1

2
H:Z(—%Vf— - L - L >+i+l. (4.42)
P |7 — R/2| |ri+ R/2| re R
donde ademé&s hemos tenido en cuenta el término correspondiente a la repulsién entre los ntcleos
de la molécula. Este término es el responsable de la existencia de un minimo en la energia de la
molécula en funcién de la distancia internuclear R. El valor de R para el cual la energia es minima
es considerado la posicién de equilibrio Re,.
Para realizar el calculo del estado fundamental de este sistema usaremos una simplificacion de
la base (4.3) utilizada anteriormente
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ER=1,4)

“1,16148298433
“1,17443513087
“1,17447515580
“1,17447570000
117447571187
“1,17447571300

W. Kolos (1994)[12] | -1,174475686
H. Nakatsuji (2004)[50] || -1,174475703

OT»-ROO[\D%—‘OE

Cuadro 4.1: Energia variacional del estado fundamental, en unidades atémicas, de la molécula de
hidrégeno con los siguientes valores maximos de las potencias p =5, g =5,r=5,s=5

¢n = Ce_a(£1+£2) (é’{’nni]négnn;n + é’{nnf'négﬂngﬂ) Tgn , (443)

donde C' es una constante de normalizacion y la inica modificacién que se hizo fue la de eliminar
un parametro variacional. Es facil comprobar que la funciéon de onda correspondiente al estado
fundamental de cualquier molécula Homonuclear (A, = Ay;) es invariante a inversiones con
respecto al plano de simetria de la molécula. Esta simetria del sistema se traduce en la restriccion
qn + Sn par en (4.43).

Antes de realizar los célculos definitivos debemos optimizar el parametro « de la funcién de
onda. Para esto se realizaron cédlculos del estado fundamental utilizando una funcién de onda con
1710 términos de James-Coolidge (4.43). El valor éptimo que obtuvimos para el parametro fue
a=1,2.

Para realizar el calculo definitivo del estado fundamental de la molécula de hidrogeno utilizamos
una funcién de onda con 2052 términos en la cual los nimeros cudnticos de (4.43) pueden tomar
valores entre 0 y 5. El valor para la distancia de equilibrio obtenido es R., = 1,40108 y la
energia (Estado Fundamental) correspondiente Ey(R.,) = —1,1744759302 ua. En la tabla (4.1)
observamos el valor de la energia del estado fundamental para R = 1,4 para distintos valores
de la potencia de la correlacion m. Estos valores estdn comparados dentro de esta tabla con
algunos de los mejores resultados variacionales obtenidos en la literatura por otros autores [12, 50],
confirmando que nuestro método permite la obtencién de excelentes resultados. Cabe destacar que
todas son aproximaciones variacionales, y la aproximaciéon variacional es cota superior del valor
exacto, por lo tanto el valor mas chico es el méas preciso.

Para terminar esta seccién calculemos ahora, con la misma funcién de onda luego de optimizar
nuevamente, la energia del doble catiéon HeHett. El Hamiltoniano de este catiéon molecular
corresponde a (4.1) con A\, = Ay, = 2y Ay = 1. El término correspondiente a la repulsion
entre los nicleos es, en este caso, 4/R. En la figura (4.2) podemos observar el estado fundamental
del doble catién en funcién de la distancia internuclear calculada por nosotros (linea negra) y la
calculada anteriormente por Wolniewicz [13] (puntos rojos). Estos tltimos resultados terminan de
verificar lo que hemos dicho anteriormente. El método desarrollado para el calculo de integrales de
dos electrones funciona de forma excelente y su aplicaciéon a la evaluacién del estado fundamental
de distintos sistemas moleculares diatémicos aparenta ser exitosa. Esto ltimo sera corroborado a
lo largo de los siguientes capitulos de este trabajo.
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Figura 4.2: Energia del estado fundamental (ua) del doble cation HeHe™  en funcién de la
distancia internuclear R. La linea negra muestra nuestros calculos con 2052 términos y los puntos
rojos son resultados de Wolniewicz.



Capitulo 5

Mboleculas Diatomicas con dos
Electrones

La molécula de Hidrégeno es el sistema molecular con dos electrones mas simple presente en
la naturaleza. Como vimos anteriormente, muchos autores han realizado estudios tedricos sobre
las propiedades electrénicas de este sistema [9, 10, 11, 12, 13]. Un sistema atn mds simple es
el ion positivo de la molécula de Hidrégeno H, . Consideremos un sistema formado por dos
nicleos de carga Z y un electron. Este es claramente el sistema molecular mas simple en el
cual podemos realizar estudios de estabilidad. Tristemente, en la aproximacion de masa nuclear
infinita, se puede verificar que el sistema es estable ante la ionizacion. Para cualquier valor de
Z > 0 el sistema presenta estados ligados. Si bien esta conclusién puede disminuir el interés que
podamos tener en este sistema, es interesante estudiar que sucede para valores grandes de la carga
nuclear. El sistema molecular formado por dos nicleos de carga Z, y Z, (molécula heteronuclear)
con un electréon no es capaz de ionizar para ningin valor de las cargas nucleares pero si puede
disociar. En la aproximacion de masa nuclear infinita consideramos que el sistema disocia cuando
la configuracion mas estable o de menor energia es la correspondiente a los nicleos separados
por una distancia infinita. Veremos una definicién més formal de disociacién en la aproximacion
de Born-Oppenheimer de orden cero en la seccién 5.2. Hogreve [61] calculé en forma completa
el diagrama de estabilidad para el estado fundamental de este sistema. En el mismo se pueden
ver las regiones de los pardametros Z, y Z, donde la molécula es estable, metaestable e inestable
frente a la disociacién. Este trabajo, de una simpleza extraordinaria, sirvié de inspiracién para la
realizacion de gran parte de los calculos que encontramos en este capitulo.

El estudio de sistemas moleculares con dos electrones presenta un panorama mucho mas rico
que el mencionado anteriormente. En primer lugar el sistema si puede ionizar para valores chicos
de la carga nuclear en la aproximacién de masa infinita. Ademaéas estas moléculas presentan un
escenario mucho mas interesante en el caso de la disociacion. En cuanto a la ionizacién y disociacion
de sistemas moleculares Hidrogenoides es muy poco lo que encontramos en la literatura [62, 63, 64].
Uno de los trabajos més interesantes es nuevamente un trabajo de Hogreve [64] en el cual estudia
en forma detallada la estabilidad del estado fundamental de una molécula diatémica homonuclear
con dos electrones. En [64] Hogreve y Ackermann establecen en forma numérica los valores de las
cargas nucleares criticas, verificando que la molécula de hidrégeno es un sistema estable mientras
que el doble catién Hes " es metaestable. Nosotros repetimos este estudio con un método que
permite obtener resultados mucho mas precisos que los obtenidos por estos autores, y ademés
extendemos los resultados para sistemas heteronucleares. El caso de sistemas heteronucleares
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presenta un panorama mucho maés interesante que el caso homonuclear debido a la existencia
de mas de un umbral de disociacion.

En este capitulo de la tesis realizamos un estudio completo de la estabilidad del estado
fundamental de moléculas diatémicas con dos electrones. Analizamos primero en forma detallada la
ionizacion de sistemas homonucleares y finalmente hacemos un estudio exhaustivo de la estabilidad
de sistemas moleculares diatémicos con dos electrones lo mas generales posibles [65] (ver punto 3
del apéndice D).

5.1. Propiedades Criticas en Moléculas Diatémicas
Homonucleares

En esta seccion del trabajo estudiamos el comportamiento critico de dos electrones en presencia
de dos centros Coulombianos (en la aproximacién de masa infinita) de igual carga nuclear
Z separados por una distancia R. El Hamiltoniano electrénico correspondiente a este sistema
molecular, en unidades atémicas, es

2
1 Z Z 1
H(R,Z)=Y |--Vi- . - _ +—. (5.1)
2 |ri — R/2|  |ri+ R/2| 12

=1

Nuestro principal objetivo es estudiar la estabilidad del estado fundamental del sistema molecular
descripto por este Hamiltoniano. Recordando lo expuesto en el capitulo 3 es conveniente fijar
alguno de los pardmetros. En este caso vamos a fijar el valor de la distancia internuclear R y variar
la carga nuclear Z. El valor critico de la carga nuclear Z. sera aquel para el cual la energia del
estado fundamental del sistema con dos electrones se vuelve degenerada con la energia del umbral,
es decir, con la energia del estado fundamental del sistema de dos centros Coulombianos con un
electron. Realizando esta operacién para distintos valores de R podemos definir la linea critica
Z.(R) que divide el plano Z vs R en una zona donde el sistema es estable con dos electrones y en
otra en la que no lo es. Esto es lo que llamamos diagrama de estabilidad del estado fundamental.
Antes de realizar los calculos numéricos aplicando método desarrollado en 4, estudiamos algunos
limites que permiten la obtencion de resultados analiticos.

5.1.1. Resultados para R Grande

En el limite R — oo el Hamiltoniano (5.1) corresponde al Hamiltoniano de dos atomos
hidrégenoides (dtomo de un electrén con carga nuclear Z). Calculemos entonces la energia del
sistema con perturbaciones a primer orden [1, 2]. Sea 7 el vector posicién de un electrén respecto
al nicleo a y ¥ el vector posicién del otro electrén respecto al nicleo b (Llamamos a y b a los
ntcleos con el objetivo de identificarlos, ver figura (5.1)). De esta forma 7 — R es el vector posicién
del primer electrén respecto al nicleo by @5+ Resel correspondiente al segundo electrén respecto
al nicleo a. La distancia interelectonica en estas coordenadas es x1o = |Zy — &1 + ]%| Para entender
bien las coordenadas utilizadas ver el esquema de la figura (5.1). El Hamiltoniano (5.1) en estas
coordenadas se puede escribir

H=H,+ H,, (5.2)
donde
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Z (a) R Z (b)

Figura 5.1: Esquema de la molécula diatémica con dos electrones. Se pueden observar las
coordenadas adecuadas para trabajar en el limite R — oo

- 1, Z Z
HO_Z (—§Vz’) T 1 (5.3)

y
1 Z Z
H = —— = — — — — — = (5.4)
|.Z‘2 — T + R| |l‘2 + R| |I1 — R|
En el limite, R >> 1 H; resulta
1 27

H=—-—, R>>1. 5.5
1 R R 3 ( )

También es posible conservar algunos otros términos en la serie de 1/R" lo que posibilita, en el
caso Z = 1, obtener las expresiones de Van der Waals [2]. En este caso, para los calculos que
queremos realizar, con los términos de orden 1 es suficiente.

Realizando los calculos perturbativos para el estado fundamental obtenemos

_ 1 27
2e” 2
EOp = —Z —|— E — f (56)
-z Z

La ecuacién (5.6) corresponde a la expansién perturbativa a primer orden del estado fundamental
del sistema de dos electrones mientras que la ecuacién (5.7) es el equivalente para la energia
del umbral. Manteniendo fijo el valor de R >> 1 y moviendo los valores de la carga nuclear

Z podemos encontrar la linea critica o linea de ionizacién Z.(R) definida por la relacion
Egy (Zo(R), R) = Egy (Ze(R), R).
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iy — Ly /L2
ZP(R) = stV m TR (5.8)
Estamos interesados también en obtener informaciéon del comportamiento de la energia del
estado fundamental cerca del umbral. Para esto debemos calcular el exponente critico o de la
energia como vimos detalladamente en el capitulo 3 de esta tesis y como podemos ver en algunos

trabajos recientes (ver por ejemplo [33]). Recordemos que

I(Z,R) ~(Z = Z.)*, Z— Z7, (5.9)

donde I(Z, R) = E3¢ (Z,R) — E}* (Z, R). Para calcular el exponente critico en esta aproximacién
debemos expandir I,(Z, R) = E§S (Z,R) — EjS (Z, R) alrededor de Z. para un valor fijo de la
distancia internuclear Ry >> 1

mzmphé-u+mmw—apwnzy Z- 7, (5.10)

Conservando solo el término dominante concluimos que el exponente critico de la energia es

a(R)=1, R>>1. (5.11)

Hemos encontrado en esta seccion resultados analiticos que describen el comportamiento critico
de moléculas diatémicas homonucleares con dos electrones en el limite R >> 1. Veamos en la
siguiente seccién que ocurre en el limite de R muy pequeno.

5.1.2. Resultados para R Pequeno

Analicemos ahora el limite R — 0. Sabemos que la energia del sistema con dos electrones sobre
la linea critica es igual a la energfa del sistema con sélo un electrén (energfa del umbral). Por lo
tanto conocemos una expresion analitica para la energia de nuestro sistema sobre la linea critica
en este limite. Esta expresién es conocida como la energfa en el Limite de Atomo Unido (LAU)
[66].

8 16
Erav(Zo(R),R) = —27% + gR2zg1 — §R3Zc5 + O(RY), (5.12)

Es posible derivar esta expresion de la energia sobre la linea critica. Por definiciéon de derivada
direccional

dBE(Z(R),R) _ 0B(ZR) | 9B(Z,R) dZ.(R)

Dz.E(Z, R) = dR OR 07 dR

(5.13)

Z.(R),R Z.(R),R

Podemos obtener informacion de las derivadas parciales con la ayuda del Teorema de Hellmann-
Feynman [1, 2, 52, 53, 67]

aE(af%’ B) G Rn(R), m(R) > 0. (5.14)
OEWZR) _ . (R). ~.(R)>0. (5.15)
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La derivada total sobre la linea critica se obtiene de la derivacién directa de (5.12)

dE(Z.(R),R) dz. 16 4 32 o, dZ. 9 5
—_— = 47—+ —RZ —R*Z, —16R*Z?, 5.16
dR dR + 3 e T 3 dR ¢ ( )
de donde
dz. Z. —16/323

dR  32/3R:Z.+.(R) — 16R2Z5 — 47,

Teniendo en cuenta que vz(0) y 77(0) son constantes positivas y acotadas y Z.(R = 0) = 2ZH¢ ~
0,911 [34, 68] podemos asegurar que

dZ.(R)
d

Ademas, teniendo en cuenta que cuando tomamos el limite de R — 0 tenemos un atomo de Helio
de carga nuclear 27, podemos concluir que Z.(R = 0) = 0,455514 y o(R = 0) = 1 [34, 68].
Realizar calculos en este limite es claramente mas complicado que para R >> 1. A pesar de esto,
hemos podido encontrar algunos resultados interesantes que describen el comportamiento de estos
sistemas en el limite de R pequeino.

—0. (5.18)

R=0

5.1.3. Diagrama de Estabilidad del Estado Fundamental

Obtener resultados analiticos para valores de R intermedios no es posible. En esta parte del
trabajo mostramos los cdlculos numéricos de la linea critica y el exponente correspondiente usando
los resultados de los capitulos 3 y 4. Vamos a expandir el estado fundamental del sistema de dos
electrones en presencia de dos centros Coulombianos de la siguiente manera

V(7 R, Z) = Y an(R, 2)0, (%, %), (5.19)
donde

, = Ce MO (ehpinggrs + &8 ng") " (5.20)

Las coordenadas, constantes y potencias fueron definidas en el capitulo 4. Nuevamente, al igual que
en el final del capitulo 4, tenemos la restriccién sobre las potencias de las variables n;, ¢, + s, debe
ser par. Esto es debido a que una molécula diatémica homonuclear es invariante ante inversiones
con respecto al plano de simetria de la molécula. Usando el método variacional podemos obtener
una cota superior para la energia del estado fundamental del sistema Egei(N) (R, Z), donde el valor
de N depende de los valores donde se trunca la serie (5.19), en este caso N = 0,1,2,3,4,5 tal
que p+q+1r+s+m < N. El cilculo de la energia del umbral es mucho més simple y preciso.
El sistema es exactamente soluble y se reduce a la evaluacién numérica de fracciones continuas.
Podemos entonces definir la linea critica en esta aproximacion numérica de la siguiente forma

By ™M(ZM(R),R) = E* (Z™M(R),R). (5.21)

C

En la figura 5.2 podemos observar el diagrama de estabilidad del estado fundamental obtenido
de esta forma junto con los resultados analiticos de las secciones precedentes. Podemos ver en
esta figura una linea negra continua que representa el valor de la carga nuclear critica en funcién
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Figura 5.2: Diagrama de estabilidad del estado fundamental para una molécula homonuclear
hidrogenoide. La linea negra continua muestra los resultados numéricos obtenidos con el método
desarrollado en 4. La linea discontinua muestra los resultados asintéticos validos para R >> 1y
el circulo representa el valor de la carga nuclear critica del atomo de dos electrones (R = 0).

de la distancia internuclear. Esta linea estd calculada numéricamente para valores de N = 5.
Antes de realizar los cédlculos definitivos realizamos la optimizacién de las funciones (5.19). Es
decir, encontramos el valor de 3 éptimo para el calculo de la energia del estado fundamental. Esta
operacion es simple y consiste en calcular la energia en funcién del pardmetro 3 y utilizar para
los célculos definitivos el valor del pardmetro variacional que nos provee la menor energia. En la
figura 5.2 podemos ver ademas de los resultados numéricos una linea discontinua que representa
los resultados asintéticos para R >> 1. Es notable como para valores de R grandes (R > 15)
ambos resultados, numérico y asintético, coinciden. Por tltimo podemos observar en el grafico un
punto negro que representa el valor critico de la carga nuclear de un atomo con dos electrones de
carga 27. Este valor corresponde al limite de R — 0 en una molécula hidrogenoide. También es
interesante ver como la linea calculada numéricamente converge con pendiente nula a este valor
para R — 0, confirmando los resultados obtenidos anteriormente en este limite.

Finalmente, utilizando los resultados de la seccién 3.2, calculamos el exponente critico de la
energia del estado fundamental del sistema para distintos valores de la distancia internuclear
(0,4 < R < 6,0). Obtuvimos, como era de esperar, « = 1,00 £ 0,01. Si bien no hemos calculado
el exponente critico para todos los valores de R los resultados obtenidos sugieren fuertemente que
a(R) = 1,00VR.
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5.2. Estabilidad de Moléculas Diatodmicas

Estudiamos en esta seccién la molécula diatémica més general posible en la aproximacion de
masa nuclear infinita. El problema a estudiar aqui es similar al que vimos en la seccién anterior
pero es fisicamente mucho mas interesante debido a que representa en forma mas adecuada como
se comportan las moléculas reales. Ademas de esto aparecen algunos fenémenos que en el caso
anterior no estaban presentes como la disociaiéon. El sistema consiste en dos cargas nucleares
fijas (Masa Infinita) con cargas Z, y Z, separadas una distancia R. El caso Z, = Z, (Molécula
diatémica Homonuclear) ha sido estudiado parcialmente en la seccién anterior. E1 Hamiltoniano
correspondiente, en unidades atémicas, es

2
]' Za Zb 1 ZaZb
H(R, Za, 2) = -5 Vi . — L 5.22
22 = 2 ( 2 T E R !Fi+R/2\> e R (522

donde se tiene en cuenta también el término de repulsion entre los niicleos. Para estimar el estado
fundamental de este sistema debemos seguir el mismo procedimiento que en la seccion anterior
teniendo en cuenta que ya no es valida la restriccién sobre los indices ¢, y s, debido a que se
pierden la simetria de inversiéon de la molécula homonuclear. La expansion del estado fundamental
se realiza de la misma forma

V(79 R, Za, Z) = Y an(R, Za, Z3) (1, 72) (5.23)

n

donde

P, = O~ othes) (ehafreymmse + ey ") iz (5.24)

donde p4+q+1r+s+m < N y la restricciéon g, + s, par solo se aplica en el caso Z, = Z;,. Teniendo
en cuenta que la presencia del término de repulsion nuclear introduce el concepto de posicién de
equilibrio, el estado fundamental del sistema esta determinado de la siguiente forma

Ey* " (Za, Zy; Rey) = min(EY (Za, Z; R)) (5.25)

donde E(()N)(Za, Zp; R) es una cota superior de la energia del estado fundamental del Hamiltoniano
(5.22) calculada mediante el método variacional de Ritz usando las funciones (5.24).

Esta totalmente claro que la energia del estado fundamental de una molécula diatéomica
con dos electrones es una funciéon continua de las cargas nucleares. A medida que variamos
los valores de dichas cargas nucleares, las llamadas Curvas de Energia Potencial (PECs) sufren
continuas deformaciones. El objetivo principal de esta parte del trabajo es identificar las PECs
con configuraciones moleculares estables o inestables y determinar los distintos regimenes de
estabilidad del sistema.

Tratemos de entender el diagrama de estabilidad del estado fundamental en el plano Z,— 7. En
este diagrama debemos poder identificar cuatro regiones. La primera de estas es la correspondiente
a la zona en la cual los valores de Z, y Z, permiten que la molécula diatémica sea completamente
estable con dos electrones. Es en esta zona donde vive la molécula de Hidrégeno (Z, = Z, = 1).
Para valores muy chicos de las cargas nucleares el potencial producido por los dos centros
Coulombianos es incapaz de ligar dos electrones. La linea que divide a estas dos regiones es
la linea critica o de ionizacién de la molécula de dos electrones. En la zona de cargas pequenas
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la molécula diatémica con dos electrones es inestable, y la configuracién estable corresponde al
sistema de un electrén en presencia de dos centros Coulombianos. Es muy diferente la situacion que
se presenta para valores de la carga nuclear grande. La repulsion nuclear aumenta desestabilizando
el sistema. Aumentando el valor de las cargas nucleares llegamos a una situacion en la que si bien
el sistema sigue teniendo estados ligados y funcién de onda de moédulo cuadrado integrable, la
ecuacion (5.25) no tiene solucién para valores finitos de la distancia internuclear. En este caso
el sistema ”prefiere” que las cargas nucleares del sistema se encuentren lo mas alejadas posibles.
Este fenémeno se conoce como disociacion de un sistema molecular en la aproximacién de masa
nuclear infinita. El régimen de disociacion esta dividido en dos. El régimen Metaestable en el cual
existe un minimo en la energia en funcién de R (finito) pero este es un minimo local. Y finalmente
el régimen completamente inestable en el cual las PECs no tienen ningin minimo para valores
finitos de la distancia internuclear. Ademéds es importante notar que la forma en la que disocia
la molécula puede ser distinto dependiendo de que tan asimétrica es la molécula. Para moléculas
muy asimétricas es conveniente que los dos electrones se vayan con el niicleo méas grande mientras
que cuando el sistema es mas simétrico un electron se quedara con cada ntcleo.

Finalmente debemos calcular en forma numérica las lineas criticas (Ionizacién y disociacién)
que dividen las distintas zonas del diagrama de estabilidad del estado fundamental. Para esto
debemos tener claras las siguientes definiciones.

» Linea de Ionizacién

El sistema es estable con respecto a la ionizacién cuando la energia del estado fundamental de
la molécula diatémica con dos electrones Ei'> es menor que la energfa del estado fundamental

+
del sistema de un electrén y dos centros (Energia del Umbral Eéq ). Entonces la linea de
ionizacion esta definida a partir de

Hy

El2(Za, Z; RM2) — By (Z4, Zy; REZ) = 0. (5.26)
» Linea de Disociacién

e Linea Estable-Metaestable (EM)

El sistema es completamente estable respecto a la disociacién para valores de las cargas
nucleares para las cuales las PECs poseen un minimo global para valores finitos de
la distancia internuclear. Mientras que el sistema se vuelve metaestable frente a la
disociacién cuando las PECs continuan teniendo un minimo para valores finitos de la
distancia internuclear, pero este minimo es local. El minimo global se encuentra en
R = oo. Definimos la linea FM como la linea que divide la zona donde el sistema es
estable de donde es metaestable. Es decir

E(Z,, Zy; Rf;) — min[EZ¢(maz|Z,, Z,)) , EF(Z,) + EX(Z,)] =0, (5.27)

donde El'¢(Z) es la energfa del estado fundamental de un &dtomo con dos electrones y
carga nuclear Z y El1(Z) la energia del estado fundamental de un 4tomo de un electrén y
carga nuclear Z. Como mencionamos anteriormente la disociacion es asimétrica cuando
el umbral de la misma es Ef¢(Z) y es simétrica en el otro caso.

Estas situaciones pierden algo de sentido cuando se estudian en el limite de masa
nuclear infinita. Los estados metaestables que estudiamos en este sistema pueden estar
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Figura 5.3: PECs para una molécula diatémica Heteronuclear con dos electrones (Z, = 2,0). La
curva azul presenta un minimo local y por lo tanto corresponde a una situacién metaestable. La
curva roja claramente perdié el minimo y para estos valores de la carga nuclear el sistema es
inestable.

relacionados con resonancias o estados de vida media finita cuando se los estudia fuera
de la aproximacion de Born-Oppenheimmer.

e Linea Metaestable-Inestable (MI)

Finalmente la transicién mas facil de definir es la transicién de metaestable a inestable.
El sistema se vuelve completamente inestable cuando el minimo local, presente en la
zona metaestable, no se encuentra més en las PECs para valores finitos de R (ver figura
5.3). En la configuracién completamente inestable las curvas tienen un solo minimo en

R = 0.

Los detalles técnicos en esta parte del trabajo resultaron ser parte importante del mismo. En
primer lugar observamos que las funciones utilizadas (5.24) poseen dos pardmetros variacionales a
diferencia de las que empleamos en secciones anteriores. Esto permite obtener mejores resultados
para sistemas moleculares asimétricos. Esta ventaja esta acompanada por dos complicaciones. La
primera es que ahora para N = 5 el niimero de funciones que debemos utilizar es mucho mayor que
en el caso de las moléculas homonucleares. La segunda es que la optimizacion de los parametros
es un problema mas complejo y que insume mucho mas tiempo. Ademés es desconocido el hecho
de que las coordenadas proladas esferoidales estdn mejor preparadas para trabajar con valores
intermedios de ZR [13] y para sistemas simétricos. Claramente esto es un problema a la hora
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de querer calcular cantidades relacionadas a la disociacién (ver figura 5.3). Con el objetivo de
corroborar los resultados obtenidos con nuestro método en algunas regiones de los pardametros del
Hamiltoniano desarrollamos un codigo simple para el calculo de energias moleculares utilizando
la técnica conocida como Quantum Diffusion Monte Carlo (QDMC) [69, 70]. Desarrollamos un
QDMC con muestreo pesado (importance sampling) usando

P(R) = f(r12)g(m)g(72) , (5.28)
como funcién guia, donde f(r) es el factor de correlacién de Jastrow[69].
o) = | 55 (529
r) =ex ; :
P 2(1+ pr)
y g(7) es la funcién de una sola particula
g(r) = el 4 70" (5.30)

Los parametros a, y «p son determinados para que se cumpla la condicion de cuspide y ( es
un parametro variacional calculado con la ayuda de una simulacién variacional por Monte Carlo
(VMC)[69].

Una descripcién detallada de métodos Montecarlo Ab Initio aplicados a problemas cuanticos
se puede encontrar en el libro de texto de Hammond, Lester y Reynolds [69].

Si bien en general QDMC es mucho menos preciso que el calculo variacional, este método
asegura precision uniforme en toda la regiéon de los parametros del Hamiltoniano. Por eso cuando
trabajamos con valores grandes de ZR o con sistemas muy asimétricos testeamos nuestros
resultados con QDMC.

En la figura (5.3) se pude observar como se modifican las PECs a medida que variamos una de
las cargas nucleares. En este caso fijamos Z, = 2,0 y variamos Z, desde la regiéon donde la molécula
es metaestable hasta donde finalmente pierde la estabilidad. Estos resultados en particular,
obtenidos para N = 5 y con (3; éptimo fueron comparados satisfactoriamente con resultados
obtenidos utilizando QDMC. Como ya mencionamos en sistemas moleculares asimétricos el método
variacional comienza a fallar para valores grandes de la distancia internuclear. Como sabemos este
método nos provee una cota superior de la energia y por lo tanto mientras mas grande sea R
mayor sera el valor de la energia que obtenemos. Esto puede producir minimos en la energia
en funcién de R fisicamente incorrectos, debidos al mal funcionamiento de nuestra aproximacion.
Consideramos que los calculos realizados con QDMC sirven para descartar que este tipo de errores
estén presentes en nuestro trabajo.

En la figura 5.4 vemos el resultado de los calculos numéricos que realizamos para la obtencién
del diagrama de estabilidad del estado fundamental de la molécula diatémica. Las distintas lineas
criticas estan especificadas en el recuadro dentro de la figura. Podemos ver que en algunas zonas de
la linea M1 encontramos unas barras de error, estas representan los calculos realizados con QDMC
que corroboran nuestros resultados en las zonas mas complicadas. Los cdlculos variacionales fueron
realizados con N = 5 y optimizando los dos pardmetros variacionales en las distintas regiones de
los pardametros Z, y Z.

En la figura 5.4 se pueden identificar las cuatro zonas mencionadas anteriormente. La regién
I donde el sistema es estable con los dos electrones. La region IT donde el sistema ionizé, es decir
que los dos centros son capaces de ligar solo un electrén. Estas zonas estan separadas por la linea
de ionizacién (punto-raya). La zona III en la cual el sistema es metaestable. Esta zona se separa
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Figura 5.4: Diagrama de estabilidad del estado fundamental para moléculas diatémicas con dos
electrones. Se pueden observar la linea de ionizaciéon entre la zona I y la zona II, la linea de
disociacién Estable-Metaestable (EM) entre las zonas I y III y la de disociacién Metaestable-
Inestable (MI) entre la zona III y la IV.
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de la estable (II) por la linea de disociaciéon Estable-Metaestable. La linea continua representa la
disociacién del sistema en un atomo de dos electrones mas un nticleo y la linea de trazos representa
la disociacién en dos atomos hidrogenoides. Por ltimo la zona de completa inestabilidad, la zona
IV, separada de la anterior por la linea de disociacion Metaestable-Inestable (puntos). En la
figura se pueden observar algunos sistemas moleculares reales representados por puntos. En la
zona estable tenemos dos moléculas, la molécula de hidrégeno (circulo lleno) y el cation HeH™
(cuadrado). En la regién metaestable encontramos solo el doble catién de Helio molecular He He ™
(punto vacio). Todos los otros sistemas moleculares diatémicos con dos electrones son inestables.



Capitulo 6

Iones Moleculares Negativos

La posibilidad de que moléculas neutras sean capaces de ligar uno o dos electrones es un tema
de investigacién abierto en diversas areas de la fisica y la quimica. Entre los casos ”limites”de
aniones y dianiones moleculares grandes observados experimentalmente [25] y los aparentemente
inexistentes dianiones atémicos, se encuentran las moléculas pequenas. Estos tltimos sistemas
son los que estudiamos en este capitulo de la tesis. Cabe destacar que resulta adecuado modelar
sistemas moleculares simple o doblemente ionizados como 1 o 2 electrones en presencia de centros
moleculares, los cuales pueden representar nicleos atoémicos, o mas generalmente, fragmentos de
un sistema mayor. El caso méas simple que estudiamos en esta parte del trabajo es la posibilidad
de que moléculas lineales neutras sean capaces de ligar un electron extra a través de su momento
dipolar o cuadrupolar. Esta clase de sistemas siguen siendo estudiados y atin hoy existen cuestiones
no resueltas. Garrett recopila en un articulo muy reciente [71] los resultados mas interesantes sobre
aniones cuadrupolares lineales. El caso de moléculas polares capaces de ligar dos electrones extras
resulta atin més interesante. Poco es lo que se sabe, atin en la aproximacion de Born-Oppenheimer,
acerca de sistemas multipolares capaces de ligar débilmente dos electrones. El modelo mas simple
para el estudio de estos sistemas consiste en 2 electrones en presencia de 2 centros Coulombianos.
Los célculos tedricos realizados por el grupo de Sarasola [72, 73] y muchos otros existentes en la
literatura fueron realizados utilizando software comercial para el cdlculo de energias (por ejemplo
GAUSSIAN, GAMESS, etc). Estamos convencidos que estos programas, que resultan muy precisos
en cierto tipo de calculos, pueden ser particularmente inadecuados para calcular propiedades
de interés cerca del umbral del continuo. En este capitulo hacemos un estudio completo de las
propiedades criticas de un dianién dipolar utilizando el método desarrollado en el capitulo 4
obteniendo resultados precisos y confiables [74] (ver punto 4 del apéndice D.)

6.1. Aniones Moleculares

En esta seccion inicial estudiaremos la posibilidad de que moléculas de carga neta nula sean
capaces de ligar un electrén a través de su momento dipolar o cuadrupolar. En ambos casos vamos
a mostrar resultados obtenidos utilizando la técnica de FSS desarrollada en el capitulo 3. En el
caso del anion dipolar resumiremos resultados obtenidos por Pablo Serra y Sabre Kais en el 2003
[75]. Para los aniones cuadrupolares mostraremos los primeros resultados obtenidos en este trabajo
de tesis, parte de los cuales forman parte de trabajos previos a la misma [76].

o4
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6.1.1. Anion Cuadrupolar

Vamos a estudiar un electrén en el campo generado por tres cargas alineadas. Coloquemos una
carga de magnitud Z en el origen de coordenadas y dos de magnitud —Z/2 en las posiciones Rk
y —Rk. El caso del potencial generado por el cuadrupolo puntual merece algunas observaciones.
Simons y colaboradores [77] estudiaron la estabilidad de moléculas cuadrupolares con exceso de un
electrén y llegaron a la conclusion de que este sistema es estable para cualquier valor del momento
cuadrupolar. Esto, como veremos més adelante y como demostramos rigurosamente en [76], no es
es correcto. El error de los autores radica en la utilizacion del potencial generado por el cuadrupolo
puntual

Q) P(cos0)

r3

Vor(r) = — : (6.1)

Se puede demostrar que el Hamiltoniano para un electrén en presencia del potencial Vgp no
admite soluciones fisicas [52, 53|. Este Hamiltoniano no esta acotado por debajo y tiene soluciones
de moédulo cuadrado integrable con energias negativas, arbitrariamente grandes, para cualquier
valor de (). Claramente esta patologia en las soluciones de la ecuacién de Schrodinger conducen a
las conclusiones erréneas de Simon. Una forma simple de solucionar este problema es cambiar el
comportamiento del potencial (6.1) para r — 0 [76]. Otra forma de obtener soluciones fisicamente
aceptables, que es la que nosotros vamos a emplear, es trabajar con un cuadrupolo finito. En primer
lugar confirmemos que el sistema neutro formado por tres cargas alineadas puede ser considerado
una molécula cuadrupolar. La distribucién de cargas para este sistema es

p(F) = Z8(2)8(y) {—% (6(z— R)+6(2 + R)) + 5(2)} . (6.2)

El potencial electroestatico generado por este sistema de cargas es

Z 7 1 1
Vir)=——-— — + -, 6.3
") ro 2 <|F—|— REK| |F—Rk|> (6.3)

y lo podemos reescribir de la siguiente manera

L Z I rl

,l
V(r) P (Tl—ilPl(cos(H)) + F(—l)le(COSW))) ) (6.4)
=0 > >
Se puede ver en (6.4) que el potencial se divide en dos, uno que actia dentro de una esfera de

radio R y otro fuera de la misma, es decir

Z_ Zy =0 R’[—LPZ(COS(Q)) r<R
V(r) = ,
-7 Z?:aTZQ %PZ(COS(Q)) r>R

Se puede ver en la ecuacién (6.4) que, tanto el momento monopolar, como el dipolar son nulos.
Es decir que el momento multipolar no nulo mas bajo es el cuadrupolar, y por lo tanto podemos
considerar a nuestro sistema un cuadrupolo. El Hamiltoniano correspondiente a un electrén en
presencia de este sistema cuadrupolar en unidades atémicas es
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1 /AA 1 1
H(ZR) = -V - =+ | ——+—+—| . (6.5)
2 r 2 \|[F— Rk| |F+ Rk|
Este Hamiltoniano se puede escalear en cualquiera de las variables Z o R
1
H(Z,R) = Z*H(1,Z R) = ﬁﬂ(z R,1). (6.6)

Es evidente luego de la transformacion de escala que sélo necesitamos un parametro para describir
el sistema. Este parametro es ¢ = Z R y el Hamiltoniano en esta variable toma la forma

1 q q 1 1
Hy(q) = —=V*— =+ 2 — + — 5. 6.7
@ 2 r 2{|F—k| |F+kz|} (6.7)

Es interesante ver que

[Hy(q),L.] =0 and [H,(q),11.] = 0, (6.8)

donde L, es el momento angular en la direccién del eje z y II, es el operador inversion para el
eje z, IL®(x,y,z) = ®(x,y,—2). Por lo tanto concluimos que el estado fundamental no tiene
dependencia en el angulo azimutal y es una funcién par en la coordenada z. Para la realizacion
de los calculos en este sistema debemos expandir el estado fundamental de la siguiente manera

Oo(7,q) = D balg)n(F) . (6.9)

y la base {1, } corresponde en este caso a las funciones de Slater, muy utilizadas en célculos de
propiedades electronicas de sistemas atémicos y moleculares.

A 62m+3
(An+1)(2m +2

1/2
Yn(7) = )l} e P2 () . m=0,1,... ;n:0,1,...,[%} (6.10)

donde [ es un parametro variacional. Todos los elementos de matriz necesarios para el
estudio del estado fundamental se pueden obtener en forma analitica. Los elementos de matriz
correspondientes a la normalizacion son

(m+m' +2)!
[(2m + 2)1(2m’ + 2)1]'/2

Los correspondientes a la energia cinética son

(m,n|m',n") = St - (6.11)

B (m +m)! 1 2
roonN _ = —_m? _ — ! '
(m,n|T|m',n") = 2@ £ 2)1(2n £+ D)7 2n(2n + 1) 4[(m m)*—(m+1)—(m' +1)] | dnw .
(6.12)
Y finalmente los elementos de matriz del potencial cuadrupolar
1, , B(m+m'+1)!
p— pr— 571 TL/ 6.].3
<m’" r‘m"> [(2m + 2)12m’ + 2)72 ™ (6.13)
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)

Figura 6.1: Célculos de las funciones para el estado fundamental del anién cuadrupolar con

N = 28, 30, ...,90.

y
kpar=2|n+n'|
1 4 D(4n' +1 ? 2
m.n ) = gy Unt DR+ 1) Y T (6.14)
|7+ k| (2m + 2)1(2m/ + 2)! b3 ,|2n+2n’+k’—|—1
par=«|t—N

(m+m'+k+2)!+ 8% T (m+m' —k+2,8) —T(m+m'+k+3,0)
6k+1 ’

donde I'(n, z) es la funcién gama incompleta [51].

Teniendo en cuenta las simetrias mencionadas esta claro que debemos considerar sélo valores
pares de n. Entonces si truncamos la base a un valor maximo de m, m = 0, ..., N el nimero de
funciones que utilizaremos para expandir el estado fundamental sera

N244N+3

7} N impar

M(N) =

(352" N par

Para los célculos realizados utilizando FSSS con la ecuacién (3.31) se tomé N’ = N + 2 debido
a los efectos de paridad [78]. En la figura 6.1 se pueden observar los resultados de los célculos de
las funciones I'y para valores pares de N = 28,30, ....,90. Cuando truncamos la base a orden N
obtenemos valores tnicos de ch), a®) de los cortes de estas funciones.
En la figura 6.2 vemos el calculo de los parametros criticos qEN) y la extrapolacién correspondiente

que permite obtener un valor estimado del pardmetro ¢ = 1,4696+0,0005 ua. De la misma forma
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Figura 6.2: Célculos F'SS del parametro critico para el estado fundamental del anién cuadrupolar.
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Figura 6.3: Calculos F'SS del exponente critico para el estado fundamental del anién cuadrupolar.

obtenemos valores para el exponente critico en funcién de 1/N en la figura 6.3 y extrapolando
aler) = 1,98 +0,03.

Algo que debemos tener en cuenta es que el comportamiento oscilatorio de las curvas de qéN) y
a™) en funcién de 1/N hace mas complicada y menos confiable las extrapolaciones a N — oo.
En la mayoria de los calculos realizados con esta técnica para sistemas atomicos y moleculares se
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(N) ,a/v
E, N

b5 | 0 | 0.5
(g-q) N

Figura 6.4: Colapso de los datos para el estado fundamental del aniéon cuadrupolar para v = 1,
a=2yq.=1470.

obtienen curvas monétonas [75, 33] lo que simplifica mucho el procedimiento de extrapolacién. Una
forma de corroborar los resultados anteriores es verificar el colapso de los datos [33] con o =2y
v = 1 dejando ¢. como parametro libre. Debemos obtener el valor de ¢, tal que las curvas EéN) Ne/v
en funcién de (¢ — g.)'/” colapsan en una misma curva universal. Entonces calculamos la energia
del estado fundamental para distintos valores de N y minimizamos la distancias entre dichas
curvas. En la figura 6.4 vemos el colapso de los datos para el valor del paramentro que minimiza
las distancias ¢. = 1,470 que esta en total acuerdo con el valor previamente obtenido. En [76] se
pueden observar cédlculos con una base en coordenadas elipticas que, si bien no son recomendables
para este sistema, permite obtener curvas mondtonas crecientes (decrecientes) para el exponente
critico (pardmetro critico). Estos resultados son menos precisos para cada valor de N, pero el
comportamiento monétono permite una mejor extrapolacion. Los resultados obtenidos con esta
base son ¢¢** = 1,4697 & 0,0001la.u. y a'®*) = 1,84 + 0,04. Finalmente uno puede concluir que
el sistema cuadrupolar estudiado aqui es capaz de ligar un electrén para valores del parametro
q > 1,470 y que la energia del estado fundamental se aproxima a cero en forma cuadrética (o = 2).
Este ultmo resultado implica que no existe funcion de onda de médulo cuadrado integrable en el
umbral [79].

6.1.2. Anion Dipolar

La posibilidad de que el campo eléctrico producido por un dipolo finito sea capaz de ligar un
electrén es un problema que ha sido estudiado desde los anos 40 [80, 81, 82, 83, 75]. El dipolo
finito consiste en dos centros Coulombianos de cargas Z y —Z separados por una distancia R. El
Hamiltoniano correspondiente a un electrén en presencia de este dipolo finito, en la aproximacion
de Born-Oppenheimer y en unidades atémicas, es
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1 1 1
H(Z,R) = —-V*-Z|-———|. 6.15
(Z.R) = — ( ,F_RM) (6.15)
Este Hamiltoniano se puede escalear en cualquiera de las variables Z o R
1
H(Z,R) = Z2H(1, 1) = 2 H(.1). (6.16)

Es evidente luego de la transformacion de escala que sélo necesitamos un parametro para describir
el sistema, p = Z R (momento dipolar) y el Hamiltoniano sobre el cual trabajamos es

Hy(p) = _%VQ—M (l— ! ) (6.17)

T |7 — k|

Pablo Serra y Sabre Kais realizaron un estudio detallado usando el método FSS para estudiar
las propiedades criticas de los aniones dipolares [75]. En este trabajo encontraron, empleando la
misma base que utilizamos para el aniéon cuadrupolar, que un campo eléctrico dipolar es capaz
de ligar un electréon para valores de > 0,655 ua. Ademas verificaron que la energia del estado
fundamental se aproxima a cero en forma exponencial cuando u — p. = 0,655 ua, es decir a = 0o
[81]. Entre otras implicancias, esto iltimo significa que el anién dipolar no posee funcién de onda
de médulo cuadrado integrable en el umbral [79].

6.2. Dianion Molecular: dos electrones en un campo
eléctrico dipolar

En esta seccion estudiamos el comportamiento critico de dos electrones en presencia de un
campo electrico producido por un dipolo finito. El dipolo finito, al igual que en la seccién anterior,
consiste en dos centros Coulombianos de cargas Z y —Z separados por una distancia R. Trataremos
de entender a lo largo de esta parte del trabajo, como este sistema de carga neta nula, es capaz
de ligar dos electrones a través de su momento dipolar.

El Hamiltoniano correspondiente a dos electrones en presencia de este dipolo finito, en la
aproximacién de Born-Oppenheimer y en unidades atémicas es

2
H(Z,R,7) =) —lvf—z L1
i=1 2 7 — R/2| |7+ R/2|

donde los nucleos de carga Z y —Z (Z > 0) estan ubicados sobre el eje z en R/2 y —R/2
respectivamente. A diferencia del caso de las moléculas hidrogenoides estudiadas en el capitulo 5,
en este caso es conveniente realizar una transformacion de escala simple [33] como la que utilizamos
en los aniones dipolares y cuadrupolares. Esta transformacién del Hamiltoniano (6.18) se puede
realizar sobre la variable R o la variable Z. En este caso elegimos, en forma totalmente arbitraria,
realizar la transformacion de escala sobre la variable R, obteniendo

1
+—, (6.18)

T12

1
H(Z, R.7) = 5 Hs(M e T/R) (6.19)

donde \y = ZR, s =Ry



6.2. Dianion Molecular: dos electrones en un campo eléctrico dipolar 61

2

1 1 1 A
Ho=> |-=Vi-h|—r - —— + =2 (6.20)
- 2 |7 —k/2| |7+ k)2 r12

1

Es necesario hacer una pequena aclaracién. La transformacién de escala que hemos realizado en
este Hamiltoniano es valida para cualquier valor finito de Z y R # 0 pero el limite R — 0 estd bien
definido. Independientemente de esto puede resultar interesante estudiar el comportamiento del
Hamiltoniano (6.20) en Ay = 0.

De la misma forma que en el capitulo 5 donde estudiamos moléculas hidrogenoides, debemos
tener identificado el umbral del sistema. En este caso no tiene sentido hablar de disociacion.
El término de interaccién nuclear que en las moléculas hidrogenoides nos permitia hablar de
una posible disociaién, es en este caso atractivo. Por lo tanto la inclusion de este término en
el Hamiltoniano dipolar (6.18) no nos permite obtener informacién interesante sobre la fisica del
sistema. Volviendo a la identificacién del umbral de ionizacion del sistema, esta claro que la pérdida
de un electrén se producira cuando el sistema de dos cargas Z y —Z separadas por una distancia
R sea mas estable con un solo electréon. El umbral de ionizacién es entonces el anion dipolar,
estudiado en forma detallada por muchos autores [75, 80, 81, 82, 83] y sobre el cual hicimos una
breve discusién en 6.1.2. Identificando el umbral de ionizacién en (6.20) escribimos

A
Ho = h(A, 7)) + h(A, ) + — | (6.21)

712
donde A es el hamiltoniano de un electron en presencia de un campo eléctrico dipolar, es decir el
anion dipolar,

h(\,7) = eV Ay ( CHN ) : (6.22)
2 |7 —k/2| |7+ k/2|
Donde lo unico que cambié con respecto a (6.17) son las posiciones de los centros Coulombianos
y que g = Aj. Es posible demostrar que para A\; > p,. existe A5(A;) > 0 tal que para Ay < A§
el sistema es capaz de ligar dos electrones [84]. En caso de querer ser consistentes con la seccién
3.2 deberfamos definir Ay = 1/R, pero esto no es necesario ya que es una eleccién completamente
arbitraria y resulta mucho mas adecuada desde el punto de vista fisico la definicién Ay = R.
Hasta ahora somos capaces de determinar, en el espacio de los parametros del Hamiltoniano
(6.21), la regién donde el sistema es capaz de ligar al menos un electrén (ver seccién 6.1.2). Es
interesante notar que en este caso, el umbral del sistema es capaz de ionizar para ciertos valores
de los parametros, a diferencia del sistema de un electron del capitulo 5 que es estable para
cualquier valor de los mismos. De la misma forma que en capitulos anteriores estamos interesados
en estimaciones numéricas del estado fundamental de este sistema. La ecuacién de Schrodinger
para el dipolo de dos electrones que estudiaremos aqui es

Hs(A1, A2) Yo7, T2, A1, A2) = Eo(A1, A2) Yo7, 72, A1, A2) (6.23)

donde H; fue definido en la ecuacién (6.20). Teniendo en cuanta lo desarrollado en los capitulos
4 y 5, la funcién de onda de prueba es de la forma

\IJO(FlaFZ;AlaAZ) = Z an(Al,Az)(I)n(Fl,Fz) . (6-24)

n
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donde

B, = Ce M) (erpinggrnst + &g ngt) iy (6.25)

exactamente igual que para el caso de la molécula diatémica con dos electrones (molécula
hidrogenoide) estudiada en el capitulo 5. C' es la constante de normalizacién, (§,n,¢) son las
coordenadas proladas esferoidales y 3 es un pardametro variacional. Las potencias son ntimeros
enteros tal que p,, Gn, Tn, Sp, My > 0.

Debemos calcular también la energia del estado fundamental del anién dipolar (umbral del
sistema). En este caso la ecuacién de Schrédinger correspondiente es

h(A1) ¢o(7, A1) = Eo(M) do(T, A1) (6.26)

donde h estd definido en la ecuacién (6.22) y la funcién de onda de prueba es de la forma
Go(F A1) = D ba(M)en(7) - (6.27)

y la base {1} utilizada en este caso es la compuesta por las funciones de Slater de la misma
forma que en el caso del aniéon cuadrupolar pero sin las restricciones impuestas por la simetria de
inversion.

En este caso la funcién de onda aproximada para el dipolo de dos electrones (6.24) es truncada
para un valor maximo N tal que p, + ¢, + 7, + S, + m, < N, y por lo tanto el nimero M (N) de
funciones utilizadas para realizar la expansién es

55N +2)(N +3)(N +4)(10+ N(N +6)) N par
M(N) =

L(N+1)(N+3)(N+5)13+ NN +6)) N impar

Antes de realizar los calculos definitivos debemos optimizar el parametro variacional (.
El pardmetro 6ptimo varia para cada regién de los pardmetros del Hamiltoniano (6.20) A\; y
Ag. Los resultados numéricos que veremos en esta seccion del trabajo estan realizados usando
6 =1,0,0,9;0,4;0,2;0,15.

Algo que merece ser destacado es el contraste entre el nimero de funciones ) que se pueden
ver en la figura 6.5 para el dipolo con dos electrones y las que se observan en la figura 6.1 para el
anién cuadrupolar, o las que se pueden obtener en el caso del anién dipolar [75]. Esto claramente
es debido a las limitaciones numéricas que surgen a la hora de trabajar con dos electrones. Por
ejemplo el caso N = 8 implica M = 671 funciones para el caso del dianién dipolar y M = 25
funciones para el anién cuadrupolar estudiado en la seccion 6.1.1.

6.2.1. Estabilidad del Estado Fundamental del Dianion Dipolar

En la figura 6.5 podemos observar los calculos realizados utilizando la técnica FSS explicada
en la seccién 3.2 mediante la ecuacién (3.31).
Estos cédlculos fueron realizados manteniendo Ay (Ay = 1,0) fijo y usando un méximo de 1036
funciénes de la base, es decir que N < 9. Como claramente se explicé en la seccién 3.2 las curvas

F((IN) se cortan para distintos valores de N permitiéndonos calcular el parametro critico /\i(FSS) =
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Figura 6.5: Calculo de parametro y exponente critico utilizando FSS. Ay = 1,0, /\i(FSS) =

2,7794 £0,0001 y o = 1,0044 £ 0,0002

2,7794 £ 0,0001 y el exponente critico de la energia del estado fundamental o = 1,0044 4+ 0,0002.
Es posible también calcular el valor del parametro critico del sistema utilizando sélo el método
variacional (ver seccién 3.1); en este caso obtenemos )\(lz(vm) = 2,7801 £ 0,0001. Realizando este
procedimiento para distintos valores del parametro Ao podemos obtener la linea critica o linea de
ionizacion del dianién dipolar A{(Aq).

En la figura 6.6 podemos observar el diagrama de estabilidad del estado fundamental completo
para este sistema. Ademas de los calculos realizados hemos hecho uso de los resultados conocidos
para el anién dipolar [75, 80, 81, 82, 83]. Estd claro en la figura 6.6 que en este diagrama de
estabilidad existen tres zonas diferentes. Veamos en qué consisten dichas zonas empezando desde
la izquierda. La primera es la regién donde el sistema es incapaz de ligar un solo electrén. En el
medio, encontramos la zona donde el sistema es estable con un electréon, es decir la zona donde
vive el anién dipolar. Estas dos regiones estan divididas entre si por una linea de ionizacién simple.
Sobre esta linea no existe funcién de onda de médulo cuadrado integrable. Por iltimo encontramos
la regién donde el sistema es capaz de ligar dos electrones, la zona donde el dianion dipolar es
estable. Esta zona estd separada de la regién del anién dipolar por otra linea de ionizacién simple.
Nuestro calculos son capaces de mostrar que para As > A5 > 0 el exponente critico de la energia
del estado fundamental del dianién dipolar es @ = 1 y por lo tanto existe funciéon de onda de dos
electrones de mddulo cuadrado integrable [79] en el umbral (sobre la linea de ionizacién). Ademés
es muy facil ver que para Ay = 0 (electrones no interactuantes) tenemos que \{ = p., « = 0 y
por lo tanto estamos en presencia de una doble ionizaciéon. Todos los célculos para el sistema de
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Figura 6.6: Diagrama de estabilidad del estado fundamental del dianién dipolar.

dos electrones en la figura 6.6 fueron realizados con 671 funciones, es decir N < 8 y con varios
pardmetros variacionales (.

En la figura 6.7 podemos observar una ampliacion de la regién del diagrama de estabilidad
para valores de Ay — 0. Ya dijimos que A\;(0) = 0,655 y en este gréafico podemos observar que la
linea roja estd més cerca de respetar este limite. En la zona Ay — 0 los célculos se hacen mas
complicados numéricamente porque nos acercamos al umbral del anién dipolar (a« = 0o) donde las
funciones de onda no son de médulo cuadrado integrable y hay una delocalizacion de los electrones
muy fuerte. Esto confirma que los resultados obtenidos con el método FSS son mucho mas precisos
que los obtenidos con métodos variacionales para el calculo de propiedades criticas [33]. A pesar
de que numéricamente no lo podemos verificar en forma precisa, todos los resultados sugieren que
el inico punto para el cual existe doble ionizacién es Ay = 0 y que @ = 1 para todo A\ > 0. Por lo
tanto existe funciéon de onda de médulo cuadrado integrable para el dianién dipolar para cualquier
valor de Ay > 0.
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Figura 6.7: Ampliacién de la zona Ay — 0 del diagrama de estabilidad del estado fundamental del
dianién dipolar. Calculos por FSS (Rojo) y calculos variacionales (Verde)



Capitulo 7

Moléculas Exoticas

En este capitulo de la tesis hacemos un estudio de la estabilidad de moléculas exdticas, mas
especificamente, moléculas formadas por atomos y antiatomos. El estudio de las propiedades
de la antimateria y su interaccion con la materia han sido temas muy importantes de
investigacion durante muchos anos [85, 86]. Los recientes experimentos exitosos en la produccién
de antihidrégeno y su potencial aplicacién para el estudio del principio de invarianza de Carga-
Paridad-Tiempo (CPT) han resucitado el interés en el estudio de la interaccién entre atomos y
antidtomos [28, 27].

Ademas de la posible ionizacién del sistema que ya de por si justifica este capitulo, estos
sistemas generan un nuevo concepto a la hora de estudiar estabilidad. Al estar formado por
particulas y antiparticulas es posible estudiar la estabilidad del sistema respecto a la aniquilaciéon
de las particulas y antiparticulas. El caso de las cuasimoléculas formadas por hidrégeno y
antihidrégeno ha sido estudiado por diversos autores en los tltimos anos [30, 31, 87, 88, 89].
Los trabajos mas recientes realizan un estudio de las condiciones de estabilidad de estos sistemas
estableciendo que la distancia minima que debe haber entre el protén y el antiprotéon para que
existan estados ligados es de R, ~ 0,744 ua. Ademas calculan la probabilidad de aniquilaciéon del
par electrén-positron de este sistema para distintos valores de la distancia internuclear R. Algunos
de estos autores realizan el estudio del estado fundamental y los estados excitados [88] de este
sistema. Ninguno de los trabajos existentes plantea la posibilidad de estudiar este tipo de sistemas
para distintos valores de la carga nuclear, por ejemplo ver qué ocurre en el caso de una molécula
formada por Het y He . Ademés de esto consideramos que atn quedan muchas preguntas sin
responder acerca de la estabilidad de estos sistemas, incluso para el caso del H — H. En este
capitulo realizamos un estudio detallado de la estabilidad de moléculas exéticas diatémicas en
general, teniendo en cuenta también el caso H — H en particular [90] (ver punto 5 del apéndice

D).

7.1. Estabilidad del Sistema Atomo-Antidtomo

La molécula formada por el sistema atomo-antidtomo esta constituida por cuatro particulas,
dos hadrones (protén, con carga Z y antiprotén , con carga —Z) y dos leptones (electrén y
positrén). El Hamiltoniano lepténico para la molécula formada por un dtomo de carga nuclear
Z > 0 con un electrén y un antidtomo de carga nuclear —Z con un positrén, en la aproximacién
de Born-Oppenheimer, se puede interpretar como el Hamiltoniano de un par electron-positrén en
presencia de un dipolo finito de cargas Z y —Z separadas por una distancia R. Observemos que si
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no tenemos en cuenta la interaccién entre los leptones el sistema que estamos estudiando es igual
que el dipolo de dos electrones no interactuantes. Si bien, en el caso del positrén el dipolo apunta
en direccién contraria a la del electron, se puede mostrar que los resultados son equivalentes. El
Hamiltoniano de la molécula en unidades atémicas es

S S, 1
H = hZ,R;7-) + h(—Z,R;Tr) — — (7.1)
12
donde 7,- y 7.+ representan las coordenadas del electron y el positron respectivamente, 15 es la

distancia interlepténica y h(Z, R; ) es el Hamiltoniano del dipolo de un electrén (6.22)

7~ R/2| |F+ R/2|
donde los centros de cargas nucleares Z y —Z (Z > 0) correspondientes al atomo y al antidtomo
estdn ubicados sobre el eje z en R/2 y —R/2 respectivamente.

En el limite R >> 1 el estado fundamental del sistema es el de un 4tomo hidrogenoide mas el
de un antihidrogenoide y esta energia es equivalente a la de dos atomos hidrogenoides. Entonces
la energia del estado fundamental del sistema en el limite de 4tomo separado es —Z2 u.a. En el
limite de atomo unido R — 0 la carga nuclear Z y la antinuclear —Z se cancelan entre si. En
este caso el estado fundamental es el de un par electrén-positron libre cuya energia es —1/4 ua.
La energfa de atraccién de los hadrones —Z%/R no serd tenida en cuenta por las mismas razones
que en el capitulo 6.

Debemos identificar, como hicimos para las demés moléculas estudiadas en esta tesis, cual es
el umbral del sistema. Usando la funcién de onda del anién dipolar (dipolo finito con un electrén)
como funcién de prueba para el Hamiltoniano (7.1) podemos demostrar que el anién dipolar nunca
es el umbral del sistema

MZJam::—%v%—z< ! ! ), (7.2)

Ey(Z, R) < (00(71)¢0(72) [ H|9o(71)d0(72)) = 2EpEp(Z, R) — v < Epp(Z, R), (7.3)
donde v > 0y Epg(Z, R) es la energia del estado fundamental del anién dipolar. El umbral del
sistema es el par electrén-positrén libre, y por lo tanto la energia del umbral es £, = —1/4ua.

Este argumento nos permite obtener una cota superior para la linea de estabilidad o linea critica.
El sistema atomo-antiatomo es estable si

1
EDE(Z, R) <&, = —Z, (74)

Es facil probar que por la simetria elemental de la materia-antimateria Epp(Z, R) = Epp(Z, R),
donde Epp(Z,R) es la energia del estado fundamental del dipolo con un positrén. Para la
realizacion de los calculos numéricos expandimos la funcién de onda del estado fundamental

\II(F6_7F€+) = Z Cln<Z, R>(I)n(7?e‘7fe+) 5 (75)
{n}
donde [91]
®, = Cpe PEHe) (Poplrglrpsr + (= 1)@ ongmyinehrnd™) vy (7.6)

donde debemos notar que a diferencia de los otros capitulos la funciéon no es simétrica. Cuando
estudiamos dos electrones estabamos en presencia de particulas idénticas y en este caso un electréon
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y un positrén son particulas distinguibles. Mediante el método variacional de Ritz (ver seccién
3.1) evaluamos una cota superior de la energia del estado fundamental del Hamiltoniano (7.1)
E(SN)(Z, R) y los correspondientes coeficientes a'l) necesarios para evaluar la funcién de onda
del estado fundamental (7.5). La linea critica o linea de ionizacién del sistema Z.(R) se obtiene
igualando la energia del estado fundamental obtenida de los célculos variacionales a la energia del

umbral (€, = —1/4).

N
V@R -l .= (77)
3 ] | I | |
’ \
\ e FsS
. \ — Variacional
— \ -+-- Umbral Anion dipolal ]
: \ - — Cota Superior
2_
Z |
1
0 | | | | |
0 1 2 3

Figura 7.1: Diagrama de estabilidad del estado fundamental para la molécula exética Z — Z.

En la figura 7.1 podemos observar el diagrama de estabilidad del estado fundamental para el
sistema Atomo-Antidtomo calculado con el método variacional (linea sélida) y por el método FSS
(puntos). Es notable y satisfactorio el acuerdo que hay entre los dos métodos de calculo. Podemos
ver también en este diagrama la curva correspondiente al umbral del dipolo (Epgp)(Z, R) = 0) de
un electrén (positrén) y la cota superior obtenida anteriormente de la ecuacién Epg(Z, R) = —1/4.
Es muy interesante observar que la curva Epppy(Z,R) = 0 (que es cota inferior) se acerca
significativamente a la curva variacional para valores Z ~ 3, lo que muestra que nuestros calculos
son muy precisos para valores grandes de la carga Z.

La distancia critica para la molécula de hidrégeno-antihidrégeno R.(Z = 1) puede ser calculada
utilizando nuestro método al igual que en la figura (7.1) obteniendo RY®" = 0,7745 con calculos
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variacionales, RF®S = 0,7599 utilizando el método FSS. Estos resultados estdn en gran acuerdo
con resultados previos obtenidos por otros autores [89, 87].

7.2. Probabilidad de Aniquilaciéon y Exponente Critico

Este trabajo se realizé integramente en la aproximacién de nicleos de masa infinita y por lo
tanto no existe la posibilidad de que los hadrones se aniquilen entre si. La densidad de probabilidad
condicional P,(R) de que un electrén y un positron se aniquilen dado que los hadrones se mantienen
a una distancia R viene dada por [92]

P,(Z;R) = (0(F,- —Tut)) = / B, / Paor [Wo(Z, R T, 7ot )|? 6(Foe — Tot) . (7.8)

Es evidente que para el caso del par electron-positron libre esta probabilidad no puede depender
de los pardmetros hadrénicos del sistema (Z y R). Podemos calcular la densidad de probabilidad
condicional para el par electron-positron libre, obteniendo

Pi(Z; R < R(Z)) = [o(0)]* = 1/(8) , (7.9)

donde 1y(7) corresponde a la funcién de onda del estado fundamental de un dtomo hidrogenoide
con masa reducida p = 1/2.

7.2.1. Resultados Asintéticos para R Grande

Para R — oo, la interaccion atomo-antiatomo puede ser despreciada y la energia del estado
fundamental del sistema es, como vimos anteriormente, Ey(Z, R = c0) = —Z2. Por lo tanto es
evidente que el sistema se vuelve metaestable para Z* = 1/2, donde la energia se vuelve degenerada
con la del par electrén-positrén libre. La regién metaestable Z < Z* = 1/2 puede corresponder
a estados resonantes de vida media finita cuando el sistema se resuelve sin la aproximacién de
Born-Oppenheimer.

Para valores grandes de R el estado fundamental de nuestro sistema se puede aproximar por
el producto de funciones de onda hidrogenoides centradas en los hadrones.

Uo(Z, R — 00;Fam, Tt ) = o(Foe — R/2) Uo(For + R/2). (7.10)

y en esta aproximacion es posible calcular en forma analitica la densidad de probabilidad
condicional P,(Z; R)

Z* R?
6

Las ecuaciones (7.9) y (7.11) muestran que la funcién P,(Z; R) es discontinua en Z = Z.(R)para
valores de R >> 1. El exponente critico de la energia o también puede calcularse en forma
analitica para valores de R grandes. Usemos la funcién de onda (7.10) para calcular la energia del
estado fundamental a segundo orden. El Hamiltoniano de nuestro sistema se puede escribir como
la suma de tres términos. El primero correspondiente a un atomo hidrogenoide, el segundo a un
antiatomo hidrogenoide y por ultimo un término perturbativo V' correspondiente a la interaccion
entre la materia y la antimateria.

P.(Z;R) ~ e 248 < - O(R)) R—o0; Z >Z(R). (7.11)
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Figura 7.2: Esquema de la molécula Z — Z. Se pueden observar las coordenadas adecuadas para
trabajar en el limite R — oo

H = ho(p,e”) + ho(p,e™) +V, (7.12)
donde
YA 7 1
V = — + — — , (7.13)
R—#.| |R+7 R+ —7,

donde R es el vector que une el nicleo con el antintcleo, 7_ es la posicion del electron con respecto
al niucleo y 7, la posicién del positron respecto al antintcleo. En la figura 7.2 se puede ver un
esquema que ayuda a entender el sistema de coordenadas utilizado.

Realizando una expansién de Taylor en las variables 7 /R y 7y /R obtenemos

1 1-Z7
V = 7 {2Z 1+ 7

El primer término corresponde a la interaccién monopolo-monopolo y es el responsable de la
contribucién a primer orden Eél) = (2Z — 1)/R. En todos los otros términos de la expansién
completa de V no hay contribuciones al primer orden. En segundo orden en perturbaciones,
en lugar de tener la interaccién dipolo-dipolo correspondiente a Van der Waals [2], tenemos la
interaccién monopolo-dipolo de orden 1/R?* (que se anula para Z = 1). Veamos la expansién a
segundo orden de este término. Usando a la notacién estandar (n,l,m) del &tomo de hidrégeno
tenemos que los términos no nulos son (n > 1,1 =1,m = 0)

(2 — m} + O(1/R?). (7.14)

(1-2) > (L5, 1z | 5D + [(n, 15 1]2_[1;1)]]

(2 _
By = R4 E§0) _ g0

, (7.15)
n#l

por simetria
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(2) _ In,l,llz ;1)) |n 1]z+]1
Eo Z 50 Z (7.16)

n#l n#l 1
Ahora veamos cada término del denominador y del numerador. Empecemos por el numerador (no

ponemos el subindice a las coordenadas):

2
Amr 4 2
1R = [t 11/ TG, 0| = T / Ruo(r) Rua(r)rdr| | (7.17)
usando la expresion estandar de las autofunciones:
2 n' * 1)(22 2 ’
|{n, 1]2z|1)|" = D02 |, e~ (HNRZr/MI2 13 97y In)(2Zr n)* (2Z7"/n)' ,
(7.18)
finalmente obtenemos
8(7’L _ 1)n4(n + 3)2n74
mientras que el denominador es
1 1 Z? (n?—1
EY—EO = _7z24 7° — ) = -= . 2
! " * 27 o 2 n2 (7.20)
Y el resultado final
2 (1-2)2
donde C es una constante positiva. Para valores de R >> 1
2(Z —1/2 —7)?
Ey = 7% — ( /2) c< ) + O(1/R?). (7.22)

R ZARA
En esta expresién podemos ver que la energia del estado fundamental en Z = 1/2 sigue estando
por debajo de la energia del umbral para valores de R >> 1 finito y por lo tanto la carga critica
es menor que 1/2. Como Z. — 1/2 para R — oo podemos asumir la siguiente forma

1 A
Z, = 5 para R — o0, (7.23)

con A y 3 constantes positivas. Esta expresién junto con (7.22) nos permite escribir

=4 ; A=4C. (7.24)

Utilizando la definicién estandar del exponente critico de la energia o podemos obtener su valor
estudiando el comportamiento de Fy — &, para valores de la carga cercanos pero mayores que Z.,

Eo(Z,R) — &, ~ <— g + 0(1/R4)) (Z —Z,) para R — oco. (7.25)

Este comportamiento lineal de la energia cerca del umbral nos permite concluir que o = 1 para
valores grandes de R
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7.2.2. Probabilidad de Aniquilacién

Numéricamente hemos sido capaces de calcular los coeficientes de la expansion del estado
fundamental, y por lo tanto estamos en condiciones de realizar el calculo de la probabilidad
condicional de aniquilacién definida en (7.8). En la Figura 7.3 podemos ver la distribucién de

probabilidad de aniquilacién lepténica en funcion de la distancia interhadrénica R para distintos
valores de Z =1, 2, 3.

Q
0.08—— | T
," ® c¢-¢
— = 5 |
I \ — 722
I ! - = Z=3
006_| “ A Sharipov —
|
\
.
— \ —
I |
|
A
P,0.04-, —

0.02

Figura 7.3: Probabilidad de aniquilacién leptonica en funcién de la distancia interhadrénica R
para distintos valores de Z. El punto negro representa el par electréon-positron.

Para Z = 1 reproducimos resultados anteriores [88]. Para Z = 2 la probabilidad muestra un
maximo para valores cercanos del R. que esta completamente ausente para el caso neutro de la
molécula H — H [88]. Finalmente para Z = 3, molécula Li*+ — Li~ | la probabilidad muestra
un maximo mucho més pronunciado en R ~ 2,1R.. Es evidente que para valores de Z grandes
(Z > 2) existe un fenémeno fisico nuevo. Podemos observar en esta figura que en todos los casos,
para R < R, la P, es igual a la correspondiente al par electron-positrén libre como era de esperar.

Veamos que sucede con la distancia interleptonica en estos sistemas. En la figura 7.4 se
puede observar el valor medio de la distancia electrén positron < ri5 > en funciéon de R para
Z = 0,8;1;2;3. El fenémeno interesante que se observa en las probabilidades de aniquilacién
también parece estar presente aqui. Para valores grandes de Z es clara la existencia de un minimo
en la distancia interparticula < 15 >. Este minimo desaparece para Z = 0,8 y es casi indistinguible
en Z = 1. Para terminar de observar este fenémeno graficamos la curvas de nivel de la densidad
lepténica del estado fundamental en el plano (z/R,z/R) (Los hadrones se encuentran ubicados
en el eje z) para Z =1y Z = 3. Esto se puede observar en las figuras 7.5 y 7.6.
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Figura 7.4: Valor de expectacion de la distancia interlepténica para distintos valores de Z en
funcién de R. El punto negro representa el par electrén-positron.
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Figura 7.5: Curvas de nivel de la densidad electrénica del estado fundamental para Z =1y Z = 3.
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Es interesante observar en estas figuras que para el caso Z = 1 la densidad lepténica es
practicamente idéntica a la correspondiente a un atomo de hidrégeno aislado. Claramente esto no
ocurre en el caso Z = 3. Es notable la desviacién de la simetria esférica en el caso de la molécula
Litt — Li"~ para los mismos valores de R/R, que en H — H.

Z=1.0 Z=3.0
AT T 71 4
L i i R=1.25R
2 — 2
o \
2 — 2
1 ] 1 ] 1 ] 1 - 1 ]
4 2 0 2 4 4-4 2
T I T I T I T 4 T I
L 4 L R=2 &
2 — 2
o P
X 0 -—@\/) — (o]
2 — 2
1 I 1 I 1 I 1 1 I 1 I 1 I 1
44 2 0 2 4 4-4 2 0 2 4
z/R zIR

Figura 7.6: Curvas de nivel de la densidad electrénica del estado fundamental para Z =1y Z = 3
y distintos valores de R.

En la figura 7.6 se puede observar que para valores de la distancia internuclear mas cercanos a
R, el fenémeno es mucho mas notable. Incluso se puede observar una pequena desviacién de la
simetria en el caso del H — H como ya lo habfa reportado Saenz [87]. Las ultimas cuatro figuras
son totalmente consistentes entre si y confirman la existencia de un fenémeno fisico desconocido
hasta ahora para valores de la carga nuclear grandes. Es claro que el overlap para Z = 3 es el
responsable del maximo en la distribucién de probabilidad de aniquilacion. Tratemos de entender
que estd sucediendo para valores de Z grandes. Como vimos en la secciéon anterior la linea critica
Z.(R) (figura 7.1) se aproxima asintéticamente a la curva correspondiente a la linea critica del
anion dipolar para valores de Z grandes. Ademéas vimos que para Z = 2 y Z = 3 el valor medio
de la distancia interlepténica tiene un minimo para R ~ 1 y R ~ 0,7 respectivamente (figura
7.4). Cerca de estos minimos el overlap entre la densidad electrénica y la positrénica aumenta
con el valor de Z como vemos en la figura 7.5 proporciondndonos el méximo en P,(Z, R). Los
leptones no estan alrededor de cada ntucleo, si no alrededor de los dos hadrones. Los leptones
estan ligados muy débilmente a los nicleos y la funciéon de onda se aproxima a una funcion de
onda de simetria esférica similar a la del electron-positron libre, pero con el centro de masas
débilmente ligado al campo dipolar. Cuando los nicleos estan alejados, los leptones estan cada
uno en su nucleo correspondiente. Cuando acercamos los niicleos hay una especie de transicién en
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el caso de Z grande. Pasamos de tener un atomo y un antiatomo interactuando a tener un par
electréon-positron débilmente ligado a una molécula dipolar. En el caso de Z chico, este fenémeno

no se alcanza a ver porque ioniza antes de que esta transicion ocurra.



Capitulo 8

Propiedades Criticas en Sistemas
Moleculares Pequenos en el Limite de
Dimensién Infinita

A lo largo de esta tesis tuvimos la oportunidad de ver que el estudio de sistemas moleculares
es un tema de gran importancia e interés dentro de diversos campos de la fisica y la quimica. En
el area de resultados numéricos se invierte un gran esfuerzo en el desarrollo de nuevos métodos o
en la mejora de otros ya existentes para la resolucién aproximada de la ecuacion de Schrodinger.
Estos métodos normalmente no son de simple aplicaciéon y como en nuestro caso requieren la
disponibilidad de herramientas computacionales. Resulta razonable entonces pensar en encontrar
algin método que permita la obtencién de resultados en forma simple y rapida. Obviamente no
podemos esperar que los resultados obtenidos de esta forma tengan el mismo nivel de precision
y confiabilidad que los que hemos obtenido a lo largo de esta tesis. Teniendo en cuenta esta
ultima observacion, resultaria de gran utilidad encontrar un método de estas caracteristicas y
evaluar los resultados obtenidos mediante comparacién con métodos ab initio. En esta parte del
trabajo realizamos el estudio de las propiedades criticas de algunos de los sistemas moleculares
ya estudiados, en el limite de dimension infinita, LDL (Large Dimension Limit) [93, 94, 95]. El
limite de dimensién infinita es una aproximacién semicldsica, distinta del método WKB [67].
Si la dimension se considera una variable mas del sistema molecular, es posible observar que a
medida que aumenta, los electrones localizan cada vez mds [96]. En el limite de dimensién infinita
las posiciones de los electrones estan fijas de tal forma que minimizan el Hamiltoniano clasico
apropiado.

En este limite todos los calculos que debemos realizar para el estudio de las propiedades
electronicas de sistemas moleculares son mucho mas simples que en dimensién 3. Este método,
muy estudiado por D. R. Herschbach en la década del 80 [93], ha vuelto a acaparar la atencién de
muchos fisicos y quimicos a partir de trabajos muy recientes [95, 97]. La idea de este capitulo es
realizar el estudio de las propiedades criticas de sistemas moleculares pequenos en la aproximacion
LDL y luego comparar con resultados obtenidos en D = 3 [98] (ver punto 6 del apéndice D).

Los sistemas moleculares que estudiamos en esta parte del trabajo, en la aproximacién LDL, son
los mismos que estudiamos en los capitulos 6 y 7. Ambos sistemas pueden considerarse como dos
particulas cargadas interactuando con un dipolo finito. Como hemos visto, el dipolo finito consiste
en dos centros Coulombianos de carga +7 ubicados sobre el eje z en R/2 y —R/2 respectivamente.
En el caso de que las particulas sean electrones estamos en presencia del dianién dipolar estudiado
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en el capitulo 6. Mientras que si una particula es un electrén y la otra un positrén, el sistema
corresponde a la cuasimolécula Z — Z (formada por un dtomo y un antidtomo) que estudiamos en
detalle en le capitulo 7. Ambos sistemas poseen simetria cilindrica y la funcién de onda del estado
fundamental se puede escribir de la siguiente forma

‘110(51752) = \I’0<,017Z1;P2,Z27COS (9012))7 (8-1)

donde (15 es el angulo que forman los vectores posicion de las particulas. Antes de comenzar a
trabajar con el limite de dimension infinita es conveniente realizar la siguiente transformacion

1
U(Zy,7s) = —= (21, 7), (8.2)
vI
donde J = (p; p2)P2 (sin (p12))P~3 es el Jacobiano en coordenadas cilindricas y dimensién D.
El Hamiltoniano efectivo en dimensién D se puede ver en la referencia [93].En el apéndice C
mostramos en forma resumida la obtencién del mismo. Tomando el limite de dimensién infinita
obtenemos

1 11
T = o i (o) (ﬂ_? i p_%> + Vi pn, 21) + Va(Mispa, 22) + Ao W(ria) (8:3)

donde el potencial V; corresponde al de una particula en un potencial dipolar y W representa
la interaccion entre las particulas, que puede ser atractiva o repulsiva dependiendo del sistema
molecular que estemos tratando. Es interesante destacar que todos los operadores diferenciales de
la energia cinética desaparecen al tomar el limite D — oo. Las variable Ay = Z Ry A = R son
las mismas que utilizamos para el estudio del dianiéon dipolar en 6.

Se puede ver [94] que el estado fundamental del sistema molecular en el limite de dimensién
infinita esta determinado por

Eo(A1, A2) = min Hoo (A1, 5 A2; 1, 21, P2, 22, P12) - (8.4)

{p1,21,p2,22,012}

Por lo tanto el problema de calcular el estado fundamental del sistema molecular se reduce a
encontrar el minimo global del Hamiltoniano efectivo H, (8.3).

8.1. Electrones en un Campo Dipolar

En esta seccién reproducimos los principales resultados del capitulo 6 en la aproximacién LDL.
Dividimos esta parte del trabajo en dos. La primera parte, donde realizamos el estudio del aniéon
dipolar en el limite de dimensién infinita comparando con resultados en D = 3 [75] y la segunda,
donde en la misma aproximancién, realizamos el estudio de la estabilidad del estado fundamental

del dianién dipolar y comparamos con los resultados obtenidos en la seccién 6.2 y publicados en
[74].

8.1.1. Anioén Dipolar en LDL

Este es uno de los sistemas, junto con el aniéon cuadrupolar, mas simples que se han presentado
en este trabajo. Ya mencionamos en el capitulo 6 que el estudio numérico de las propiedades
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criticas de este sistema han sido realizadas por diversos autores [75, 80, 81, 82, 83]. Ademas es
posible encontrar en forma analitica [81] el valor critico del momento dipolar u. = 0,63931 u.a.
(,ugFSS) = 0,655 w.a.). Recordando lo que hicimos en 6.1.2 y 6.2, podemos escribir el Hamiltoniano

del anién dipolar en el limite de dimension infinita de la siguiente manera

1 1 1
H - —2 - )\1 = = - = . (85)
2p 7= k/2] [P+ k/2|
Es simple ver que la ecuacién (8.4) con el Hamiltoniano (8.5) se puede resolver en forma

analitica. El problema se reduce a un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas. Una vez que
encontramos la energia del estado fundamental podemos calcular el valor del parametro critico \{

33
4

A = = 1,2990381 ... . (8.6)

Como dijimos anteriormente el valor critico exacto para el aniéon dipolar en D = 3 es u((;3) =
0,63931 ... [81] y el obtenido por Serra y Kais utilizando FSS ;"% = 0,655 [75]. Es evidente que
la aproximaciéon LDL no nos permite obtener una buena estimacién del momento dipolar critico
para un electrén en presencia del campo producido por un dipolo finito. Como mencionamos en el
capitulo 6 para D = 3 la energia del anion dipolar se aproxima a cero en forma exponencial para
A1 — A{ y la funcién de onda del electréon se encuentra muy delocalizada cerca del umbral del
continuo. Es razonable que una aproximacion clasica como LDL, donde el electron se encuentra
localizado, no dé buenos resultados. Ademas se puede ver que la energia del estado fundamental
del anién dipolar en la aproximacion LDL alcanza el fondo del continuo en forma cuadrética.
En la figura 8.1 comparamos la energia del estado fundamental en esta aproximacion con la
obtenida mediante cdlculos variacionales en [75]. Es interesante ver cémo los resultados para
ambas aproximaciones coinciden en zonas alejadas al umbral del continuo. Podemos concluir,
sorpresivamente, que el método LDL permite la obtenciéon de resultados cualitativamente correctos
y cuantitativamente razonables para sistemas moleculares con un electron en regiones de los
parametros para los cuales el sistema es estable.

8.1.2. Dianién Dipolar en LDL

Estudiar sistemas moleculares con dos electrones es significativamente més complicado desde
el punto de vista técnico. Por lo tanto seria de gran utilidad que un método simple como LDL
permitiera obtener resultados cualitativamente correctos. Este sistema fue estudiado en D = 3 en
6.2. En el limite de dimensién infinita el Hamiltoniano de dos electrones en presencia del campo
eléctrico generado por un dipolo finito se puede escribir de la siguiente manera

1 1 1 1 1 1 A2
H:T —2+—2 —)\1 . = - 3 = +_’ = - < +—,

2sin 12 \p1 P2 |/ —k/2| |4 k/2] ra—k/2]  |ra+ k)2 12
(8.7)
donde r19 = \/p% + p3 — 2p1pa cos 12 + (21 — 22)2. De la misma forma que en D = 3, podemos
obtener el Hamiltoniano para el dianién dipolar en la aproximacién de Hartree-Fock (HF) [1, 2]
dimensién infinita (LDL-HF). Existen trabajos en la literatura en los cuales se han realizado
estudios de sistemas atémicos y moleculares en la aproximaciéon LDL-HF [62, 99]. En este caso la
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Figura 8.1: Energia del estado fundamental del anién dipolar para D = 3 y D = oco. El punto
representa el valor exacto del dipolo critico. En el recuadro se puede observar una ampliacion de
la region cercana al umbral.
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aproximacién consiste en encontrar el minimo de la ecuacién (8.4) fijando la variable ¢1o = /2.
Recientemente Svidzinsky, Scully y Herschbach [97] propusieron la siguiente transformacién

(T, T2) = (p1p2)" 72 ©(T, 7s) (8.8)

Esta funcién difiere de la utilizada originalmente en (8.2) ya que no tiene dependencia angular
explicita en el Jacobiano. Utilizando esta transformacién y tomando el limite D — oo el
Hamiltoniano del dianién dipolar se puede escribir de la siguiente manera

1 /1 1 1 1 1 1 A
HSSH:—<—2+—2>—>\1 - = - — = + - ~ - — — +—2.
2\pi P M —k/2] |4 k/2] |- k2] |+ k)2 712
(8.9)

Figura 8.2: Energia del estado fundamental del dianién dipolar para D = 3y D = oo (exacto,
SSH y HF) para Ay =1

Es interesante observar que la diferencia entre los Hamiltonianos (8.7) y (8.9) es que el factor
sin™ 15 en la energia cinética estd ausente en la version SSH. Esto no es un detalle menor, ya
que como consecuencia de esto la energia cinética del sistema molecular vuelve a ser la suma de
las energias cinética de cada particula. Por esta razon Svidzinsky y colaboradores [97] sugieren
que la solucién de LDL-SSH es la que se debe utilizar para realizar la aproximacion en sistemas
con dos electrones. Svidzinsky y colaboradores muestran en este trabajo que para el caso de la
molécula de hidrégeno la aproximacion LDL-SSH da resultados mucho mejores que los obtenidos



8.2. Molécula Exdética Z — 7 en LDL 81

con LDL exacto. En la figura 8.2 se puede observar la energia de ionizacién para el dianién dipolar
para Ay = 1 obtenida por el método variacional en el capitulo 6 y con las apropximaciones LDL,
LDL-HF y LDL-SSH.

Finalmente en la figura 8.3 se puede observar el diagrama de estabilidad del estado fundamental
para el dianion dipolar obtenido en el capitulo 6 y los resultados usando la aproximacién LDL y

LDL-SSH.

2.5 | : | | | | |
: — 2e-1e D=3 (FSS
i ! — 26-1€ LDL
o ! — 2e:- 1e: LDL-SSH
! --- le- Oe exacta
i ! - le-0Oe LDL
1.5+ s
Oe | €
)\2 - -
- -
0.5 -
OO 1 2 3 4
)\1

Figura 8.3: Diagrama de estabilidad del dianién dipolar para D = 3 calculado con FSSy D = o
(Exacto y SSH). La linea cortada representa la linea de ionizacién para el anién dipolar en D = 3
y la linea de puntos en D = oo

8.2. Molécula Exética Z — Z en LDL

En esta tultima seccién estudiamos en la aproximacién LDL el sistema del capitulo 7. Este
sistema es similar al dianiéon dipolar, pero en lugar de dos electrones, estudiamos un electréon y un
positron en presencia del campo eléctrico dipolar. El Hamiltoniano de esta molécula exética en el
limite de dimensién infinita se escribe de la siguiente manera

11 1 1 1 1 Ay
H = — |3 1T =] A1 = Er— - —= + — - —.
2sin” 1 \p1  P3 1 —k/2| |+ k2] ra—k/2] |73+ k)2 712
(8.10)




8.2. Molécula Exdética Z — 7 en LDL 82

Figura 8.4: Energia del estado fundamental de la molécula Z — Z para D = 3y D = oo. El
recuadro muestra la zona cercana al umbral.
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En este caso el sin™2 ()5 en la energia cinética es esencial para la obtencién de una solucién
estable en el limite de dimensién infinita. La aproximacion de Svidzinsky y colaboradores (SSH)
es imposible de aplicar en este sistema debido a que la atraccion entre los leptones siempre da
un minimo con energia —oo. El caso de LDL exacto, como podemos ver en la figura 8.4 para
Ay = 1 reproduce los resultados D = 3 adecuadamente excepto para valores cercanos al umbral
del continuo. Finalmente en la figura 8.5 podemos observar el diagrama de estabilidad del estado
fundamental para la molécula exética Z — Z en el limite de dimensién infinita comparado con los
resultados obtenidos en 7 y publicados en [90]. Debemos aclarar que tanto en el capitulo de esta
tesis como en el trabajo [90] el diagrama de estabilidad fue presentado en variables distintas (Z
y R). Nuevamente es notable como esta aproximacién, extremadamente simple, permite obtener
resultados cualitativamente correctos,

2 T

15—

0.5

Figura 8.5: Diagrama de estabilidad del estado fundamental de la molécula Z — Z para D = 3 y
D = oo. Los puntos negro y rojo representan el punto critico para el anion dipolar en D = 3y
D = oo respectivamente. La linea punteada representa el H — H (Z = 1).

Estos tltimos cédlculos en los cuales es imposible aplicar la aproximacién LDL-SSH ponen en
duda algunas de las conclusiones que los autores exponen en [97] y muestran que la aproximacién
LDL-exacta permite obtener resultados adecuados en sistemas moleculares pequenos.



Capitulo 9

Conclusiones

A lo largo de los capitulos que componen este trabajo hemos abordado el estudio tedrico de
las propiedades criticas de sistemas moleculares pequenos. Realizamos estudios detallados sobre la
estabilidad de sistemas formados por dos niicleos atémicos (estos nicleos pueden modelar clusters
o fragmentos moleculares mayores) y dos leptones o particulas cargadas (electrones, positrones o
combinaciones de ambos).

Los sistemas moleculares diatémicos con dos electrones han sido estudiados por diversos
autores con diversas técnicas experimentales y numéricas. Si bien al momento se conocen muchas
propiedades de estos sistemas, es muy poco lo que existe en la literatura sobre las propiedades
criticas o la estabilidad del estado fundamental de los mismos (Ionizacién, Disociacién, etc).

Para el estudio de las propiedades criticas de sistemas moleculares pequenos utilizando las
técnicas desarrolladas en 3.1 y 3.2 debimos, en primer lugar, estudiar el problema técnico de como
realizar los calculos numéricos. Si bien en el campo de la Quimica Cudntica y la Fisica Atomica
y Molécular existen diversos trabajos de calculos ab initio en este tipo de sistemas, ninguno de
los trabajos consultados por nosotros resolvia el problema de realizar cdlculos numéricos precisos
cerca del umbral del continuo. Por esta razén e inspirados en los trabajos pioneros de Kolos,
Roothaan, James y Coolidge [9, 11] desarrollamos un método original que nos permite calcular las
integrales necesarias para el calculo de cualquier propiedad electronica de estos sistemas en forma
totalmente analitica [49] (punto 2 del apéndice D). Este método, junto con el c6digo que permite
la evaluacién de dichas integrales con gran precisién fue ampliamente probado, dando resultados
muy satisfactorios. Este método fue utilizado con éxito en la mayoria de los calculos realizados en
este trabajo.

El primer sistema que se estudié fue el de la Molécula Diatéomica con dos electrones. Se
estudié en forma detallada la Ionizaciéon y la Disociacion de las moléculas Hidrogenoides. Se
obtuvo un diagrama de estabilidad del estado fundamental completo para estas moléculas donde
se pueden identificar zonas donde el sistema es estable, metaestable e inestable [65] (punto 3 del
apéndice D). Algunos problemas técnicos debieron ser tratados con mucho cuidado en esta parte
del trabajo. El método desarrollado anteriormente no asegura resultados confiables para moléculas
diatomicas heteronucleares muy asimétricas. Esto nos obligd a desarrollar un método alternativo
para asegurarnos que los resultados obtenidos eran correctos. Se desarrollo un cédigo Montecarlo
para el calculo de propiedades electronicas que terminé verificando que nuestros resultados son
confiables incluso en estas regiones de los pardmetros del Hamiltoniano. El diagrama de estabilidad
aqui obtenido permite la identificacién de distintos sistemas moleculares reales con sus condiciones
de estabilidad o inestabilidad, resultado que esta en total acuerdo con datos experimentales.
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En el capitulo 6 se trabajé con un sistema molecular que fue el principal motivador del trabajo.
Se estudié la posibilidad de ligar uno o dos electrones a moléculas cuadrupolares o dipolares.
Estas moléculas son representadas, a los fines practicos, por un cuadrupolo y un dipolo finito.
Se encontraron los valores del momento cuadrupolar necesarios para que la molécula sea capaz
de ligar un electrén [76] (punto 1 del apéndice D). Se obtuvo el diagrama de estabilidad del
estado fundamental para el caso dipolar, donde se puede determinar para que valores del momento
dipolar eléctrico el sistema es capaz de ligar dos, uno o cero electrones [74] (punto 4 del apéndice
D). Adema&s se obtuvieron conclusiones interesantes sobre la forma en la que ioniza el dianién
dipolar. Es imposible tener una doble ionizacién excepto en el caso de que los electrones sean
no interactuantes. Era conocido el resultado de que el anién dipolar (dipolo con un electrén) no
tiene funcién de onda con modulo cuadrado integrable en el umbral del continuo. En este trabajo
pudimos concluir que en el caso de electrones interactuantes existe funcion de onda de modulo
cuadrado integrable en el umbral para el dianién dipolar.

Finalmente en el capitulo 7 estudiamos un sistema menos convencional que los anteriores.
Realizamos el cdlculo de las propiedades criticas para una molécula exética formada por un atomo
y un antidatomo. Se obtuvo el primer diagrama de estabilidad del estado fundamental para este
sistema de la misma manera que en los dos capitulos anteriores. Este sistema nos regalé un nuevo
concepto en propiedades criticas que no habiamos estudiado nunca hasta aqui. Ademas de ionizar,
este sistema, al estar formado por particulas y antiparticulas, puede perder la estabilidad debido
a la aniquilacién de las mismas. Es aqui donde encontramos tal vez el resultado mas curioso de
la tesis. Obtuvimos un maximo en la probabilidad de aniquilacién de los leptones (positrén y
electrén) en funcién de la separacién entre los Hadrones (nicleo y antinticleo) para valores de la
carga nuclear Z > 2. Este fenémeno no habia sido observado nunca y no se encuentra presente en el
tinico sistema para el cual es posible realizar experimentos (H — H) [90] (punto 5 del apéndice D).
Debido a la curiosidad del fenémeno se realizaron pruebas suficientes para asegurar que no fuera
ningun efecto proveniente de las aproximaciones numéricas. Una vez confirmado esto, se realizé el
estudio de diferentes observables cerca de las regiones de los pardmetros donde aparecieron los
maximos en la probabilidad de aniquilacion. Todos estos calculos confirmaron la existencia de un
fenémeno fisico nuevo para estos sistemas. A nuestro entender este fenémeno es el resultado de una
transicién en el comportamiento del sistema para valores grandes de la carga nuclear. Para estos
valores de Z la ionizacion ocurre muy cerca de los valores para los cuales ioniza el anién dipolar.
Para valores grandes de la distancia interhadrénica el sistema se comporta como un atomo y un
antiatomo interactuantes, pero cuando estos se acercan suficiente pasan a comportarse como un
par electrén-positron en presencia de un dipolo finito para finalmente ionizar. El caso de Z < 2
no observamos dicha transicion debido a que el sistema ioniza antes de que esto pueda ocurrir.

Cerrando esta tesis, en el ultimo capitulo, realizamos un estudio de sistemas moleculares
pequenos en el limite de dimensién infinita. En este limite la obtencién de resultados es mucho
mas rapida y simple que en el caso D = 3. La cuestion que motivé este capitulo es corroborar
si este limite, ademés de obtener resultados en forma simple, captura la fisica que describe el
sistema. Se realizaron calculos de la propiedades criticas en el limite de dimensién infinita para
los sistemas moleculares estudiados en 6 y 7. La comparacion entre los resultados obtenidos en
D = ooy D = 3 nos permitieron concluir, a diferencia de lo que esperabamos inicialmente, que
esta aproximacion semiclésica resulta muy 1til para obtener resultados cualitativamente correctos,
e incluso cuantitativamente correctos en ciertas regiones de los pardmetros del Hamiltoniano [98]
(punto 6 del apéndice D).

Atin quedan muchos aspectos de la estabilidad de sistemas moleculares pequenos pendientes
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de ser estudiados. Muchos de estos nos hubiese gustado tratarlos en este trabajo, pero por razones
de tiempo, fue imposible. A continuacién mencionamos algunos que, a nuestro entender, resultan
mas atractivos.

» El estudio de dtomos artificiales (puntos cudnticos) permite mayor flexibilidad a la hora
mover parametros de los Hamiltonianos. El problema de que la carga nuclear Z es un ntimero
entero no se encuentra presente en estos sistemas, muy estudiados en los ultimos anos. En
este momento estamos estudiando la estabilidad en puntos cuanticos con dos electrones.
Ademas de estudiar el comportamiento del estado fundamental también estamos prestando
atencién a las resonancias, estados ligados de vida media finita.

= El estudio de la estabilidad de sistemas moleculares pequenos con tres electrones
puede resultar particularmente atractivo. Estos sistemas pueden presentar mecanismos de
ionizacién y disociacién mas complejos que en el caso de dos electrones. Claramente el
poblema resulta mucho méas complicado de estudiar y por lo tanto los detalles técnicos del
estudio numérico pueden resutar interesantes en si mismos.

= El estudio de sistemas moleculares en campos magnéticos es un tema que despierta el interés
de muchos fisicos y quimicos en la actualidad. Puede resultar muy interesante estudiar
la estabilidad de moléculas pequenas en funcién de parametros externos como el campo
magnético. Ademas de las transiciones que analizamos en esta tesis, como la ionizacién y la
disociacién, en estos casos podemos observar transiciones muy diferentes como la transicién
singlete-triplete.



Apéndice A
Integrales Auxiliares

Para obtener las expresiones analiticas de las integrales de dos electrones en presencia de
dos centros Coulombianos se requiere la resolucion de muchas integrales de distintas funciones
especiales y combinaciones de estas. Son estas integrales las que denominamos integrales auxiliares,
y ahora veremos como se pueden resolver.

La mas simple de las integrales auxiliares es la integral Angular y fue resuelta, entre otros, por
McEachran y Cohen [56]

1
Bmg = / P (m)n*dn, (A1)

1

Ademas, es una integral extremadamente simple de resolver y no serd necesario dar detalles de la
resolucion de la misma en este trabajo.

Las otras dos, un poco mas complicadas, son las integrales Radiales. Una de ellas también se
encuentra resuelta en forma detallada en el trabajo de McEachran [56].

Woun(0,0) = [ dEdeaPa(€)Qu(E: el 0e e (A.2)

Por ultimo resta una sola integral que no se encuentra resuelta en el trabajo citado y no
encontramos en la literatura ningin trabajo en el que se resuelva. Veremos en este apéndice que
realizando algunas modificaciones en el argumento utilizado en [56] para resolver (A.2) podemos
encontrar la solucién de esta tercera integral

Zinla ) = [ 6P (€ PE ke (A3)

Veamos los principales pasos que se deben seguir para resolver las integrales (A.2) y (A.3).
Definamos las siguientes integrales auxiliares

e &1
S%l@(%ﬁ) :/ d&1Qm (&) fe_aél/ A&y P, (&) €L e (A.4)
1 1
y
o &1
S, 0) = [ daPa(@lete s [ P (@)ge (A.5)
1 1
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Entonces podemos escribir las integrales A.2 y A.3 haciendo uso de A.4 y A.5 de la siguiente
manera.

W (@, B) = SH@ (a, B) + SHA(B, a) (A.6)
Z5 (. B) = SEP) (a, B) + SEE) (3, ) (A7)

A.1. Ecuaciones de Recurrencia para S* (a, 3)

Escribamos las integrales (A.4) y (A.5) de la siguiente forma.

oo &1
Stula ) = [ destulgle s [ deaPi(@)e (A8)
1 1
donde f,,(£) puede ser @,,,(§) para el caso (A.4) o P,,(§) para (A.5). Sea
G() = fn(&1)€re™ (A.9)
entonces
00 &1
St ) = [ daGhie) [ dePi(@)ge (A10)
1 1

Por lo tanto el problema de la integrales radiales se resuelve si somos capaces de encontrar una
solucion para esta ultima integral. Estudiemos la ecuacion A.10 para distintos valores de n

s n=20

Para n = 0 la ecuacién A.10 toma la forma

S &
Sto(a,0) = [ deiGlfa) [ deathe e (A11)

1 1

e integrando por partes obtenemos

/51 deyelee — 1 leﬁsl+i+l/él de,el-1e0e (A12)
oo e 6 8L |

Si definimos

Us (1) = / (O PA()€7 (A.13)

1

Entonces obtenemos la siguiente ecuacién de recurrencia para n = 0

SH () = ésf,;é—%a, 5) - % s o+ 6) — e AU o(o)] (A.14)
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sn=1
Para n = 1 tenemos la ecuacion A.10 toma la forma
0o &1
Sih(d) = [ daGhe) [ dagre s (A.15)
1 1

y por lo tanto la ecuacién de recurrencia para n = 1 se obtiene en forma trivial.

Shi(a, 8) = Sy (a, ) (A.16)

s n>1

Para n > 1 la ecuacién de recurrencia es algo mas complicada. Haciendo uso de las
propiedades de las funciones y los polinomios de Legendre @Q,,,(€) y Pn(€) [51] y realizando

trabajo algebraico uno puede obtener la siguiente ecuacion

2n —1
anln(a7 5) = /6 Sﬂ,n—l(O[?ﬁ) + Sfrf,n—2(aaﬂ) +
) 1

i okt
E [Svl:@'fz I(Oé,ﬁ) Sm,n—Q(a76)i| ﬁ

(Uil (@ +8) = Uy,

m,n—2

(A.17)

(a+p)]

Hemos obtenido una ecuacion de recurrencia que nos permite obtener en forma analitica las
integrales (A.4) y (A.5) en funcién de las integrales UZ  (t). Falta entonces resolver estas iltimas
integrales como ecuaciones de recurrencia para cumplir con el objetivo de este apéndice.

A.2. Ecuaciones de Recurrencia para U!  (t)

Para finalizar vamos a obtener las relaciones de recurrencia para los UZ, (t) definidos en la

ecuacion (A.13)
Utalt) = [ deu@PaO)c7
1
Veamos la siguiente relacién de recurrencia para los polinomios de Legendre

(m A+ 1) fmir(2) = Cm+ Dz fin(2) = mfna(2)

Utilizando esta relacién en la ecuacién (A.18) podemos escribir

m+1_ m _
O
n—1 2n—1
Ugln(t) - - n ng,n—2<t> + TUTqr;"}—l

Reemplazando (A.20) en el segundo término de (A.21) llegamos a la siguiente
recurrencia

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)

ecuacion de
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n—1 2n — 1
9 () = — q t

(m + 1)U7?’L+1,7L71 + ngmfl,nfl} (A.22)

Ya tenemos las ecuaciones de recurrencia para las integrales UZ, (¢) y solo resta conocer los
términos o condiciones inciales para poder evaluar numéricamente las mismas. Para ver las
condiciones iniciales debemos tener en cuenta los casos por separados.

. UZD (1)

Los resultados para el caso de f,, = Q,, estan resueltos en [56]. Para n = 0 tenemos

2m —1 2m — 1 q _ _
Un(0) = === Ui 0(0) + URGa(0) - s ho(0) + 3 Ui 9 0) - Ui 0
(A.23)
y
1
Ugo( )= ) [Kq(t) - Jq(t)] ) (A.24)
Ulo(t) = Use™ () = L (1) (A.25)
donde
Io(t) = / dggt, e (A.26)
1
It = [ dgern (e~ 1,07 (A.27)
1
y
K,(t) = / dEEIn (€ + 1)e (A.28)
1
Estas integrales se puen generar en forma recursiva de la siguiente forma (¢ > 1)
1,(t) = L1,1(8) + o) (A.29)
+t —1 1
Jot) = =T () = = da (071 () (A.30)
y
qg—1 q—1 1
Kq(t) = TKq_l(t) + TKq_Q(t)Z[q_1<t) + 21n[[0(t)] (A31)
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= USH ()

Queremos resolver

U0 = [ depn(enere (A.32)
1
Utilizando la ecuacion
! “ !
&) = [ daPege (A:33)
1
podemos escribir
Uno (1) = I(00) (A.34)
Integrando por partes y haciendo uso las propiedades de los polinomios de Legendre
obtenemos
2m —1 q _ _
U (0) = —=—Ua0 o) + U0 + 1 Ui e - i 0 0] (a8
En este caso las condiciones iniciales son triviales
U (t) = BRI (A.36)
se puede ver que
q. g
U (t) = U "7 () + Usg ' (8) (A37)
donde
0(P) e’
Ademaés se cumple
s (6) = Ugo " (¢) (A.39)

Finalmente estamos en condiciones de obtener todas las integrales auxiliares necesarias a partir
de ecuaciones de recurrencia analiticas.



Apéndice B
Formulas de Recurrencia

En esta seccion veremos las ecuaciones de recurrencias necesarias para la implementacién de
los métodos de evaluacion de las integrales de dos electrones en dos centros Coulombianos. La
informacion detallada en este apéndicea se encuentra en mayor detalle en el trabajo de Falloon

[55] (pagina 107).

B.1. Ecuaciones de Recurrencia para los Coeficientes oz%

La ecuacién de recurrencia que cumplen los a% es la siguiente.

1 A
ol o ol ol ol ol
oGy, = 00 [E :li—&-laj—i—l,k — (@001 gyo + Boiket_q g + YOy o)
(I+k)(I+k+1)—1§ P
(B.1)
donde

— I+k+1D)(1+k+2)
OF (20 4 2k + 3) (20 + 2k + 5)’

1 1
50”“_5(1+(2l+2k—1)(2l+2k+3)>’ (B3)

I+ k)(I+k—1)

= B.4
Tk =01 1 2k — 3) (20 + 2k — 1) (B-4)
B =101+1), (B.5)
l?l = 60[07 (B6>
y
l?l = &0100491_1,2 + 70100491_17_2 Jj=>2 (B.7)

Algunas propiedades muy 1tiles de los coeficientes a% que seran utilizadas la hora de realizar los
célculos numéricos son [55]
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L odh=1

2. a0 =07#0

3. a0 =0k#0

4. a% =07 <|kl/2

B.2. Ecuaciones de Recurrencia para los Coeficientes o?%

Los coeficientes a9, vienen dados por [55] (pagina 109)

0,l+p
~ ; ik
a% = 1lfm % —
J p—0 p

la ecuacién de recurrencia para estos coeficientes es la siguiente

i—1
1 J
~0l __ 0l ~0l ~ 0l ~ 01 ~01
R (Y 5y Sy gy [;0: L @G i1 g = (G010 gy + Bk g, + VOIkO‘jl,kﬂ] (B.9)

para k =kqg— 2,y

1 e
a% = 6%, — (agwa? aY aY
ik (l—f—k})(l—f—k?—l— 1) _ l8l [; i+1%5—i—1k ( 0lk ]—1,k+2+60lk ]—1,k+70lk J—l7k—2)]
(B.10)
para k = ko — 4, kg — 6, ......
Donde
G = lim 2oteko—2 (B.11)
p—0 p

recordemos que ko = ['mod(2) — [. Usando la ecuacién (B.2) obtenemos la siguiente relacién para
los coeficientes ag;

G~ lm (l+p+ko— 1)1+ p+ ko)
O T 20 p(2(L+ p) + 2(ko — 2) + 3) (20 + 2k + 5)
(p+ko+1—1)(p+ko+1)

=1 B.12
pli% pl(2p+ 2(ko + 1)) — 1] ( )
que se reduce a
ag = 1 1 par (B.13)
1
ag, = 3 [ impar (B.14)



Apéndice C

Hamiltonianos en la Aproximacion de
Dimensiéon Infinita

Veamos, en forma resumida, como se obtiene el Hamiltoniano de un sistema molecular con
dos electrones en la aproximaciéon de dimensién infinita. El Hamiltoniano en dimensién D [93]
para dos electrones en presencia de M centros Coulombianos. Supongamos que los M centros
Coulombianos estan en un subespacio de dimension d, entonces

Hp =Tp + Vi (2, 75) (C.1)

En la aproximacién de masa nuclear infinita los centros Coulombianos se encuentran en posiciones
fijas y definen un subespacio de dimension d < D. Entonces la energia cinética es

1 [ K o2 A 1 1 2
Tp = 3 ZZ 022 + f(pi) — (,0_% + ?> L gy (C.2)

i=1 n=1 2

donde x;, es la n—esima coordenada del electrén ¢ dentro del subespacio de dimensién d y p; es
la distancia del electréon ¢ a dicho sub espacio

Ademds
. 1 0 0
fpi) = 57— (pf’_d_l—) C.4
y el momento angular generalizado
1 0 0 L?
12 R S O p-d—2 9 \  YD-d-2 5
D=d-1 = §in(4)D—42 9 (51n(¢) (‘3¢) sin(¢)? (C:5)
la posicién del i—esimo electron viene dada por
d
n=1

donde n son versores (y una base ortonormal para el subespacio de dimensién d) y
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p1-P2 = p1pa cos(¢) (C.7)

Realizando la siguiente transformacion sobre la funciéon de onda

V(i T) = % B(F1, 7) (C.8)

donde J = (p1 p2)P~%! (sin (p12))P %2 es el Jacobiano en dimensién D y tomando el limite
D — oo obtenemos

1 1 1
Ho=g-5-|>3+> Vi C.9
2sin2¢(p%+p%>+ . (C.9)

y Vi se puede escribir

2 M 7. 1
V=YY = +— (C.10)

i=1 j=1 |Rij| T2

donde I%Z-j es la posicién del electrén ¢ respecto al centro Coulombiano j de carga Z; y

d
o = > (zj— 2j2)” + pi + p3 — 2p1p2 cO8 & (C.11)
j=1
Finalmente, la energia del estado fundamental en el limite de dimension infinita viene dada por

Ey({\;}) = { min Ho({N\},{z1, -, xa, plis {cos ¢}) (C.12)

L1, q,p}i,{cos ¢}

donde {\;} representa un conjunto de pardmetros del Hamiltoniano (cargas, distancias entre los
centros Coulombianos, etc..). En el limite de dimensién infinita el problema de dos electrones en
presencia del potencial generado por un conjunto de centros Coulombianos se reduce a encontrar
el minimo de (C.9). El nimero de variables sobre las que debemos minimizar estd directamente
relacionado con las simetrias de la molécula. En los casos estudiados en esta tesis todas son
moléculas lineales y por lo tando d = 1 y el niimero de variables se reduce a dos en el caso de un
electron y a cuatro en el caso de dos electrones.



Apéndice D

Publicaciones Resultantes de Este
Trabajo de Tesis Doctoral

1. A. Ferr6n, P. Serra, S. Kais,
Finite Size Scaling for Critical Conditions for Stable Quadrupole-Bound Anions,
Journal of Chemical Physics, 120, 8412 (2004).

Abstract

We present finite-size scaling calculations of the critical parameters for binding an electron
to a finite linear quadrupole field. This approach gives very accurate results for the critical
parameters by using a systematic expansion in a finite basis set. The model Hamiltonian
consists of a charge ) located at the origin of the coordinates and k charges —Q)/k located
at distances R; ;1 = 1,..., k. After proper scaling of distances and energies, the rescaled
Hamiltonian depends only on one free parameter ¢ = @) R. Two different linear charge
configurations with ¢ > 0 and ¢ < 0 are studied using basis sets in both spherical and prolate
spheroidal coordinates. For the case with ¢ > 0, the finite size scaling calculations give an
extrapolated critical value of ¢. = 1,46970 + 0,00005 a.u. by using basis set with prolate
spheroidal coordinates. For the quadrupole case with ¢ < 0, we obtained an extrapolated
critical value of |g.|] = 3,98251 £ 0,00001 a.u. for stable quadrupole bound anions. The
corresponding critical exponent for the ground state energy a = 1,9964 + 0,0005, with

E~ (q - QC)a'

2. A. Ferrén, P. Serra,
Evaluation of Two Center Two Electron Integrals
Journal of Chemical Theory and Computation, 2, 306 (2006).

Abstract

We present a new analytic treatment of two electron integrals over two centre including
correlation (interelectronic distance) explicitly in the wave function. All the integrals needed
for the evaluation of the matrix elements of any diatomic two electron molecule are obtained
as analytic recursion expressions. As an application of this method in molecular physics we
calculate the value of the ground state energy and equilibrium internuclear distance of the
hydrogen molecule in the Born-Oppenheimer approximation.

96



97

3. A. Ferrén, P. Serra,
Stability of two-electron diatomic molecules |,
Journal of Physics B: At. Mol. Opt. Phys., 40, 995 (2007).

Abstract

We present a detailed study of the ground state behavior of two electron diatomic molecules.
The ground state stability diagram for diatomic molecules in the Born-Oppenheimmer
approximation is obtained and the behavior of the ground state near the stability line is
studied. Two different cases are analyzed, the homonuclear two center two electron molecule
with the internuclear distance as a free parameter and the diatomic two electron molecule
(in this case the internuclear distance is determined by equilibrium conditions). Analytical
and Numerical results for these systems are presented.

4. A. Ferrénm, P. Serra, S. Kais,
Critical conditions for stable dipole-bound dianions,
Journal of Chemical Physics, 128, 044307 (2008).

Abstract

We present finite-size scaling calculations of the critical parameters for binding two electrons
to a finite linear dipole field. This approach give very accurate results for the critical
parameters by using a systematic expansion in a finite basis set. A complete ground state
stability diagram for the dipole-bound dianion is obtained using accurate variational and
finite size scaling calculations. We also study the near threshold behavior of the ground state
energy by calculating its critical exponent.

5. A. Ferrén, P. Serra, S. Kais,
Stability conditions for hydrogen-antihydrogen—like quasimolecules,
Physical Review A, 77, 052505 (2008).

Abstract

We present a detailed study of the stability conditions of the hydrogen-antihydrogen like
quasimolecules using both variational and finite-size scaling calculations. The stability
diagram of the nuclear charge Z as a function of the internuclear distance R shows bound
and unbound regions separated by a first-order critical line. Calculations of the leptonic
annihilation rate shows a peculiar behavior for nuclear charges 7 > 2 which was not
observed for hydrogen-anihydrogen quasimolecule, it goes through a maximum before it
decays exponentially for large interhadronic distances. This might have a practical impact
on the study of stability of matter-antimatter systems.
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6. A. Ferrén, P. Serra, S. Kais,
Dimensional Scaling for Stability of Two Particles in a Dipole Field,
Chemical Physics Letters, 421, 127 (2008).

Abstract

We present dimensional scaling calculations for the critical parameters needed to bind one
and two-electrons to a finite linear dipole field and the stability diagram for the Hydrogen-
Antihydrogen like molecules. We find that calculations at the large-D limit are much simpler
that D = 3, yet yield similar results for the critical parameters and the stability diagrams.
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