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Resumen

Las superficies singulares son una herramienta muy utilizada en la inves-
tigacién de propiedades generales de las ecuaciones de Einstein en presencia
de materia y en el modelado de ciertos sistemas que abarcan desde capas de
estrellas en cimulos globulares hasta la totalidad del universo visible. Por un
lado, representan un tipo de aproximacién matematicamente consistente que
simplifica el anélisis de sistemas que suponemos muy delgados en alguna de
sus dimensiones; por el otro, se utilizan en la construccién de “toy models”
para ganar intuicién en problemas tedricos generales, como la caracteriza-
ci6n de mecanismos de emisién de radiacién gravitatoria, o la conjetura del
censor coHsmico.

Los sistemas de Einstein-Vlasov son sistemas de particulas no colisio-
nantes y autogravitantes. Pueden representar a cualquier sistema astrofisico
compuesto por miultiples constituyentes de dimensiones mucho menores al
sistema en su conjunto (particulas) y con baja probabilidad de colision entre
los mismos. En particular, se utilizan como modelo de materia para estudiar
la dindmica de ctimulos de estrellas, de galaxias, y del universo entero en
ciertos estadios de su evolucion.

En este trabajo de tesis estudiamos principalmente sistemas que consis-
ten en superficies singulares con materia de Vlasov en diversas simetrias,
haciendo particular énfasis en la estabilidad y en la existencia de familias
de configuraciones cuyo limite cuando una de sus dimensiones tiende a cero
sea uno de estos sistemas, para asi encontrar criterios para determinar la
plausibilidad de los mismos. Descubrimos aspectos no triviales en conexién
con la falta de unicidad en la evolucién de datos iniciales distribucionales
que tendrian consecuencias en modelos astrofisicos y cosmologicos de interés
actual. En primer lugar, analizamos la dindmica de cascaras en simetria es-
férica, donde encontramos inestabilidades ante separacién de componentes y
soluciones que representan cascaras que se fragmentan en dos o mas cascaras.
En segundo lugar, demostramos que cascaras estables estaticas son limites de
familias de configuraciones tridimensionales. Luego, extendemos este anélisis
de estabilidad a dimensiones arbitrarias, a modelos de materia méas genera-
les y a otras simetrias, para interpretarlos en el contexto de cosmologia de
branas. Por dltimo, encontramos soluciones completas y a nivel linearizado
en simetria cilindrica con propiedades de “back-reaction” antiintuitivas en
donde describimos la radiacién gravitatoria resultante y su relacién con el
problema de los valores iniciales y la nocién de modos cuasinormales.
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Abstract

Singular hypersurfaces are a commonly used tool in the research on gene-
ral properties of Einstein equations and for constructing models for certain
systems from shells of stars in globular clusters to the entire visible universe.
On the one hand, they represent a kind of mathematically consistent appro-
ximation that simplifies the analysis of systems which we suppose very thin
in one of their dimensions. On the other hand, they are useful for the cons-
truction of toy-models that help to gain intuition about general theoretical
problems, like the characterization of gravitational radiation mechanisms, or
the cosmic censorship conjecture.

The Einstein-Vlasov systems are collisionless and self-gravitating parti-
cle ensembles. They can represent any astrophysical system composed of a
multiplicity of constituents whose sizes are much smaller than that of the
entire system, and whose direct collision probabilities can be neglected. In
particular, they are used as a matter model to study the dynamics of stellar
clusters, galaxies, and the entire universe at certain stages of its evolution.

In this thesis we mainly study singular surfaces made of Vlasov matter
in different symmetries, making emphasis in the stability problem and the
existence of families of configurations that have a representative of this kind
of system as a limit when one of their dimensions goes to zero. In doing so we
can find criteria that constraint the plausibility of these systems. We disco-
vered non-trivial aspects related to the lack of uniqueness in the evolution of
distributional initial data, that may have consequences for relevant astrophy-
sical and cosmological models. In the first place, we analyze the dynamics of
shells in spherical symmetry, and find instabilities against separation of the
constituents as well as solutions that represent shells that split into two or
more shells. In the second place, we show that static and stable shells are
limits of families of three-dimensional configurations. Then, we extend this
instability analysis to an arbitrary number of dimensions, more general mat-
ter models and other symmetries, in order to interpret them in the context
of brane-world cosmologies. Finally, we analyze full and linearized solutions
in cylindrical symmetry with counter-intuitive back-reaction properties, in
which we describe the resulting gravitational radiation and its relation to
the initial value problem and the notion of quasinormal modes.






Prologo

En esta tesis se exponen resultados de investigaciones realizadas a lo largo
de cinco anos, desde 2007 a la actualidad, y que constituyen un compendio
de tépicos variados, pero con algunos ejes en comin, los cuales surgieron tal
vez mas a posteriori que como parte de un plan de trabajo preestablecido.
La mayoria del contenido de esta tesis fue expuesto en diversas reuniones
cientificas de alcance nacional e internacional, y se encuentra publicado en
los trabajos [1], [2]. [3], [4], [5] v [6]-

El objetivo general de este trabajo es el de contribuir al entendimiento
de las propiedades de las ecuaciones de Einstein, en presencia de materia
fenomenolégica, y analizar la adecuacion fisica de modelos de interés actual
con superficies singulares.

Podemos distinguir dos grandes teméticas que atraviesan de distinta ma-
nera este trabajo de tesis. La primera es la caracterizacion de espacio-tiempos
con superficies singulares (seccion 1.1). Estas superficies pueden ser una idea-
lizacién de objetos que son, en tltima instancia, suaves y tridimensionales,
donde una de sus dimensiones caracteristicas resulta muy pequena en rela-
cion a las otras dos; o pueden también representar objetos fundamentales,
como ser, por ejemplo, el universo visible en el contexto de cosmologia de
branas (seccion 1.1.3). Mas alla de su representatividad para con sistemas
existentes en la naturaleza, las superficies singulares probaron ser modelos
fisicamente razonables para elaborar ejemplos relativamente simples que re-
sultan tutiles en la investigacién de temas tedricos de interés actual, como
la conjetura del censor césmico, o los mecanismos de emisiéon de radiacién
gravitatoria.

La segunda tematica relacionada a este trabajo es el analisis de siste-
mas de Einstein-Vlasov (seccion 1.2), haciendo énfasis en distintos tipos de
estabilidad para los mismos. Estos sistemas constituyen modelos de mate-
ria relevante por su relativa simpleza, robustez matemaética, y adecuacion a
diversos sistemas astrofisicos.

Parte de lo aqui vertido tiene que ver con la interseccién de estos te-
mas: materia de Vlasov en superficies singulares (secciones 2.2, 2.3, 2.4, y
4.2). Construimos una amplia gama de modelos de este tipo que exhiben
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distintas propiedades de interés. Los anélisis de estabilidad son algo a tener
en cuenta para dilucidar en qué medida pueden tener sentido fisico. Encon-
tramos que existen situaciones en las que estos modelos resultan robustos;
como situaciones en las que no, en las que las particulas constituyentes de-
berian comportarse de una manera diferente a la necesaria para constituir
una superficie singular.

En relaciéon més especifica con el primer tema, analizamos la plausibilidad
de un conjunto de modelos con superficies singulares con diverso contenido
de materia y de diversa dimensionalidad (secciones 2.2, 2.4, y particular-
mente el capitulo 3). Extendemos el analisis de estabilidad realizado con
materia de Einstein-Vlasov en cuatro dimensiones a superficies singulares
en D dimensiones con contenido de materia mas general. Extendemos los
criterios de estabilidad para estas situaciones, sugiriendo un mecanismo de
inestabilidad que seria relevante y no trivial para superficies singulares con
cualquier contenido de materia. El andlisis de estabilidad ante separacidn de
componentes es algo caracteristico de esta tesis, y es una herramienta nueva
para discutir la robustez, representatividad y significado fisico de soluciones
con superficies singulares. En particular, mostramos que éstos criterios impo-
nen restricciones para los parametros que caracterizan diversos modelos de
cosmologia de branas, mostrando una de las posibles implicancias que éste
anélisis de estabilidad tendria en modelos cosmolégicos de relevancia actual.

Distinto al problema de la estabilidad, pero relacionado con el mismo,
analizamos también ciertas propiedades de este tipo soluciones, que podrian
arrojar luz sobre cuestiones ain no del todo comprendidas de la teoria. En
particular, observamos que la emisién de radiacion gravitatoria en el caso de
una cascara en simetria cilindrica (seccion 4.2) puede exhibir propiedades an-
tiintuitivas. Investigamos en particular la aparicién de modos cuasinormales
(capitulo 4.2.7) y su conexion con el problema de los valores iniciales.

Los casos analizados sirven para ganar intuicién acerca de las propiedades
que pueda tener una formulacién de valores iniciales cuando se tienen super-
ficies singulares (capitulo 5). Este problema tiene una conexion profunda con
la inestabilidad en el sentido amplio y la existencia de modos cuasinormales.

La estructura de este trabajo de tesis es la siguiente. En la introduccién
expondremos brevemente generalidades sobre las superficies singulares, la
cosmologia de branas, los sistemas de Einstein-Vlasov, y la nocién de modos
cuasinormales. No se describira alli ningtin resultado nuevo. Los temas ex-
puestos en ese capftulo se pueden encontrar en libros clasicos del area como
[7], el mas reciente de Choquet-Bruhat [8] y en los reviews y papers citados
en el texto. En el segundo capitulo hablaremos de distintos tipos de sistemas
de FEinstein-Vlasov en simetria esférica, donde se expondran algunos resul-
tados propios publicados en [1], [2] ¥ [3]. En el tercer capitulo expondremos
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lo que se encuentra desarrollado en el trabajo [5], donde hablamos de su-
perficies en simetria esférica de un nimero arbitrario de dimensiones y con
una familia mas amplia de modelos de materia, para asi extrapolar parte
del analisis hecho en el capitulo anterior a la cosmologia de branas. En el
cuarto capitulo hablaremos de modelos en simetria cilindrica, a partir del
contenido de los trabajos [4] y [6], haciendo particular énfasis en el problema
de la “backreaction” de la materia en la interaccion con ondas gravitatorias,
que se presenta con caracteristicas peculiares en el modelo que consideramos,
y en la caracterizacién de modos cuasinormales. En el dltimo capitulo, y a
manera de conclusiéon, planteamos el problema de Cauchy para datos que
contienen superficies singulares.
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Capitulo 1

Introduccion

En la teoria de la Relatividad General, se propone la existencia de una
entidad geométrica denominada espacio-tiempo en la cual todo lo que eziste,
existio, y existird tiene asidero. Se la entiende como una entidad dinamica,
ya que interactiia y se transforma junto con las entidades que viven en él.
La idea fundacional de la teoria es que la geometria de esta entidad depende
de la distribuciéon de materia y energia en la misma, y que esta geometria se
manifiesta ante nuestros sentidos como interaccion gravitatoria.

Vivimos en un mundo tridimensional, lo que quiere decir que interpre-
tamos naturalmente que los objetos ocupan un lugar en un espacio de tres
dimensiones. La geometria se puede definir como el estudio del espacio, o
podriamos decir el estudio de los espacios. Los conceptos a los que nos suele
remitir la palabra geometria, en primera instancia, suelen ser los de puntos,
rectas, planos, poligonos, poliedros, y sus reglas de “armado”. Podriamos de-
cir que estas reglas son la geometria ', ya que dan cuenta en algtn sentido de
la estructura del espacio. La geometria usual, la que parece ser la geometria
de nuestra cotidianeidad, se llama geometria euclideana y es sélo un tipo de
las muchas geometrias que a los matematicos se les fueron ocurriendo a lo
largo de los siglos. Decir que nuestro espacio no es euclideo, si no que es otro,
pero que a escala humana se percibe como euclideo, es una idea mas antigua
que la Relatividad. De todas maneras, el mas profundo quiebre conceptual
que la teorfa propuso en su momento, mas que la consideracién de geometrias
no-euclideanas para el espacio, tiene que ver con la nocién de espacio-tiempo.

., Qué quiere decir entonces la geometria del espacio-tiempo? La idea de
caracterizar ambas nociones (intuiciones a priori, desde Kant), como as-
pectos de una tnica entidad fue tal vez la mas revolucionaria de las ideas
de Einstein. Podriamos decir que lo que motivé la postulaciéon de una en-

!Como ejemplo clésico en los textos de Relatividad, se suele mencionar que siempre
que se arme un triangulo en el espacio “cotidiano”, los &ngulos internos del mismo sumaran
180°, algo que un lector con papel, regla, lapiz y transportador puede comprobar.
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tidad de estas caracteristicas, fue el descubrimiento de que las distancias y
los intervalos de tiempo, y en particular la nocién de simultaneidad, no son
magnitudes o propiedades que estén definidas univocamente para un par de
eventos dados, si no que dependen de en qué condiciones se las mida, de-
penden del observador, es decir, son relativas. Parte del espiritu de la teoria
consiste en la busqueda de leyes para las cuales no hay a priori observadores
preferenciales, marcos de referencia que con sus laboratorios den cuenta de
las “verdaderas” leyes. Si éstas nociones, fundamentales y absolutas para la
concepcion Newtoniana del espacio, no estan univocamente definidas, enton-
ces no resultan tutiles para escribir las leyes de la fisica desde la concepcién de
que no hay un marco de referencia preferencial como el de los observadores
inerciales en la fisica Newtoniana. En este contexto surgio el espacio-tiempo,
como el dominio en la cual estas leyes podian ser escritas de manera muy
abstracta, pero absoluta, y hacer de la teoria de la Relatividad la teoria de lo
que no es relativo, categoria que no incluye a las distancias ni a los intervalos
de tiempo.

La Relatividad General se sintetiza en un conjunto de ecuaciones, escritas
en lenguaje tensorial, denominadas ecuaciones de campo de Einstein,

Gap = 87Ty, (1.1)

donde el lado izquierdo, G, llamado tensor de Einstein, es un objeto geo-
métrico relacionado con la curvatura espacio-temporal, mientras que el lado
derecho, Ty, llamado tensor de masa-energia, es un objeto que da cuenta
de la distribucion de materia y energia en el espacio-tiempo. A diferencia de
Gap, €l tensor Ty, no se define de manera univoca para cualquier situacion, y
es caracteristico de los modelos de materia que uno quiera implementar para
un contexto particular. Lo mas oscuro de la teoria estd en este punto, ya
que para caracterizar Ty, necesitamos de otras teorias fisicas que modelen la
materia y los campos, y llevarlas al lenguaje de la Relatividad, asunto que en
muchos casos es altamente no trivial. En general, las magnitudes intervinien-
tes en T, tienen sus propios grados de libertad y ecuaciones de evolucién, las
cuales se acoplan a las de la geometria del espacio-tiempo a través de (1.1),
por lo que el andlisis de las propiedades matematicas del sistema resultante
depende fuertemente del modelo utilizado, y resultan frecuentemente dificiles
los resultados generales, en los cuales sélo se impongan condiciones generales
para la materia, como las asi lamadas condiciones de energia por mencionar
algunas condiciones tipicas.

Hace casi cien anos que Einstein dié a conocer su teoria, y atn hoy
existen puntos oscuros desde lo teérico, asi como también fenomenologia
asociada aun no testeada experimentalmente. En este contexto resulta atun
pertinente proponer simplificaciones para (1.1), como ser simetrias especificas
y/o modelos de materia simples, para analizar cuestiones como la conjetura

2
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del censor césmico por mencionar el mas clasico de los problemas atin abiertos
en el area.

1.1. Superficies singulares

Cuando hablamos de entidad geométrica en el contexto del apartado an-
terior, hablamos més precisamente de una variedad. Es la nocién matematica
de variedad la que formaliza la nocién de “continuidad” o “suavidad” del con-
junto abstracto de puntos que son los eventos del espacio-tiempo, y la idea de
que, localmente, los mismos se pueden caracterizar como si fueran un abierto
de R*.

Definicién: llamamos variedad a un conjunto X tal que existe un atlas
(i.e. pares (Ur, ¢1) , siendo los Ur un cubrimiento de X y las ¢ biyecciones
entre Uy y un abierto uy de R™) tal que en las intersecciones Uy N Uy las
funciones ¢ o¢31 son biyecciones continuas. Si las ¢ o¢31 son C* llamamos
a la variedad una wariedad diferenciable de clase C*.

En general, suponemos que las variedades de la fisica son siempre C'.
Inclusive para la nocién de superficie singular que definiremos mas adelante,
que tiene que ver con la existencia de objetos no regulares en algin sentido,
no resulta necesario considerar variedades que no sean C*°, ya que hablamos
de la estructura misma del “tejido” del espacio-tiempo, y la falta de suavidad
se va a dar en los objetos definidos sobre este tejido.

Podemos definir subvariedades de dimensién menor dentro de una varie-
dad. Una superficie es justamente ésto en el contexto de las variedades. La
idea de que la subvariedad es “suave” en relacién a la variedad méas grande
se formaliza con la idea de embedding:

Definicion: llamamos subvariedad de M a un subconjunto S C M tal
que sea variedad con un atlas inducido por el atlas de M, lo que quiere decir
que los pares (SN Ur, ¢r|snu,) definen un atlas en S.

Definicion: llamamos embedding a una funcion f : N — M, donde N
es una variedad de dimension menor a la de M, tal que f(N) resulta una
subvariedad de M, y que representa un difeomorfismo entre Ny f(N) C M.

En general, cada vez que hablemos de superficies hablamos de embed-
dings. La idea de una superficie singular en una variedad tiene que ver con
promover a distribucién algiin campo sobre la misma, de manera tal de que
las entidades fisicas resulten representadas por funciones regulares en todas
partes, salvo en una superficie. En una teoria de campos, las ecuaciones de
campo suelen ser tales que si las fuentes son “suaves” en algun sentido (C™),
el campo también lo va a ser (tipicamente C™** donde k es el orden de
las ecuaciones de campo). Concretamente, la idea de superficie singular esté
asociada a fuentes “concentradas” en la superficie.
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Para hablar de tensores distribucionales, debemos definir primero la no-
cion de campo de prueba, siguiendo a [9]:

Definicion: llamamos campo de prueba a una densidad tensorial suave
ty 5 de peso —1y de soporte compacto.

Estos campos de prueba van a cumplir el rol que cumplen las funciones
de prueba en la definicién de distribucidn. Definimos entonces

Definicion: llamamos distribucion tensorial a todo mapa lineal entre el
conjunto de campos de prueba de un dado orden (n, m) y los reales, los cuales

notamos como a(t) = af-bm "ty ;z) que cumple con la siguiente condicion

de continuidad. Dada una secuencia de campos de prueba ;5! " tal que si
(i) los soportes de ;t estan contenidos en un mismo conjunto compacto, y (ii)
la secuencia ;t converge uniformemente a ¢, como asi también sus respectivas
derivadas; entonces la secuencia a(;t) converge en «a(t).

En particular, todo tensor suave ,u “wm tiene asociado una distribucion

definida por,
~b bm — m
'uall -Gn (tbl bm) = /]\/[ Mal antzf bm (12)

que deja en claro el motivo por el cual adoptamos estas definiciones. Por
supuesto, no toda distribucién sale de un campo tensorial suave. Decimos en
particular que un campo tensorial p de rango (n, m) es localmente integrable,
si para cada campo de prueba ¢ de rango (m,n), la densidad escalar pu(t) es
medible e integrable (Lebesgue). De la definicion de arriba, vemos que todo
campo tensorial localmente integrable tiene una distribucién asociada.

Consideremos ahora una distribucién a que tenga soporte en una hiper-
superficie 3, que es la imagen de un embedding en la variedad, lo que quiere
decir que para todo campo de prueba £ cuyo soporte no intersecte 3 tene-
mos a(f) = 0. Si a representa la fuente de algtin campo, podemos decir que
la fuente esta concentrada en X, siempre que las ecuaciones correspondien-
tes tengan sentido como ecuacién entre distribuciones. La nocién de fuente
concentrada se hace més precisa si imponemos la existencia de un campo
tensorial A definido en X, y asociado a «, tal que,

= /EAgb*f (1.3)

donde ¢ : ¥ — M es el embedding correspondiente a X, ¢* es el pullback
asociado, y A tiene que tener la estructura de indices apropiada para que
contraido con ¢*t constituya una densidad escalar en . Se puede demostrar
que la expresion subintegral de arriba resulta ser de peso —1 en X. De esta
manera, podemos promover las ecuaciones para el campo cuya fuente es «
como ecuaciones entre distribuciones. Tipicamente estas ecuaciones van a
constituirse en relaciones, para cada punto de X, entre los valores que toma
el campo y algunas de sus derivadas (de un lado y del otro de la superficie),

4



1. Introduccion 5

y el valor de A en ese punto. Relaciones como éstas se suelen denominar
condiciones de empalme para la teoria de campos.

Consideramos a continuacion, para ganar intuiciéon para cuando hablemos
de Relatividad, el caso del campo electromagnético.

1.1.1. Condiciones de empalme en electromagnetismo

Las ecuaciones de Maxwell estan definidas de manera tal que se puede
caracterizar las fuentes del campo mediante el 4-vector de corriente 5°

V. F® = —dnj® (1.4)
VieFrg = =0.

Encontrar condiciones de empalme significa describir el campo en un
entorno de una superficie y relacionar los valores que toma el mismo de un
lado de la superficie con los del otro lado v con las fuentes concentradas
en la misma, si las hubiera. Si la distribucién de las fuentes es suave en el
espacio, las condiciones de empalme resultan, tipicamente, equivalentes a la
continuidad del campo. En cambio, estas condiciones resultan no triviales
cuando tenemos fuentes “concentradas” en una superficie X, esto es, cuando
las fuentes se representan mediante una distribucién como la que describimos
en el ultimo parrafo de la subseccién anterior.

Como mencionamos, la idea es promover los tensores F% y j® como dis-
tribuciones. Vamos a suponer que tanto F% como j® son campos tensoriales
localmente integrables, y, en particular, que en entornos que no intersectan
con Y tenemos j¢ = 0, y F% suave. En particular, VF, como distribucion,
se define mediante la expresion

VF(t)) = — / FOF oty (1.6)
M

Como j® tiene soporte en 3, la ecuacion (1.4) se escribe

/ FO = dr / o, = dr / Jogt, (1.7)
M M b

donde J? es un vector definido en T'Y que representa la densidad superficial
de corriente, y forma parte de la definicion de fuente concentrada.

Consideramos coordenadas gaussianas en un entorno de ¥, y una regién
cerrada infinitesimal Op, de la forma dS x [—¢, €], donde —e < 7 < ¢, siendo
1 la coordenada normal, y que esta centrado en p € dS C X; y un campo
de prueba t, = \/—gn, de soporte O, siendo n® = (9/9n)®. En el limite
cuando O, se reduce al punto p, las integrales de arriba implican,

[Fny) = —4mJ? (1.8)
5
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donde [A] = Al,—o+ —Al,—o- - Eligiendo en cada punto una tetrada adaptada

a la superficie (e§, e}, e$,n*), definimos E, = abeg, B, = —1/262%ch68.
Escribiendo J* = [0, J!] en la base de la tetrada, la expresién de arriba
resulta,

[E'n;] = 4no , €9%n;[By] = 4nJ’ (1.9)

que son justamente las condiciones de borde para el campo electromagnético
que aparecen en cualquier texto clasico de electromagnetismo.
Podiamos haber escrito, dando un sistema coordenado arbitrario z*,

= JHS(S(z®)) (1.10)

donde la expresion S(z®) = 0 representa a X en este sistema. Esta forma de
escribir las fuentes concentradas puede resultar mas intuitiva, por la fami-
liaridad que envisten las deltas de Dirac. Pero en definitiva, si tenemos que
definir la operacién entre una distribucion escalar como la delta, y un tensor,
la expresion que definirfa a ¢ como distribucién vectorial seria,

o(ty) = /Mgb*J“(S(S)taE /E Jig, (1.11)

donde ¢, es el pushforward de vectores. En este sentido, la expresiéon 1.3
puede formalmente escribirse o = a, donde a = AJ(5).

La discusién anterior se hizo sélo para ilustrar mediante un ejemplo sim-
ple las nociones de fuente concentrada y de superficie singular. Esta tesis
trata especificamente de fuentes concentradas en Relatividad General, que
es lo que trataremos a continuacién.

1.1.2. Condiciones de empalme en Relatividad General

El problema de caracterizar superficies singulares fue considerado consis-
tentemente en términos geométricos, es decir, independientemente de siste-
mas coordenados, ya en la década de los 60’ por Israel [10]. En el paper citado
se desarrolla un formalismo general que, brevemente, consiste en lo siguiente:
consideremos una 3-superficie orientable, un embedding en el espacio-tiempo,
consideremos un campo vectorial n,, de médulo unidad (41) normal a la hi-
persuperficie (campo que debe existir en un entorno de la misma) y definamos
su curvatura extrinseca o segunda forma fundamental:

K;U/|n:0 = vunu‘n:() (112)

Tomando coordenadas gaussianas en un entorno podemos calcular el ten-
sor de Riemmann en funcién de la curvatura extrinseca y la 3-métrica induci-
da en la 3-superficie, de alli podemos calcular el tensor de Einstein obteniendo
las denominadas ecuaciones de Gauss-Codacci contraidas :

6



1. Introduccion 7

1 -
Guntn’|p—g = §(K2—Ki]—K”—(n“nu) 5R) (1.13)
Guein’|y—o = K,;—Ki, (1.14)

siendo 3R el escalar de Ricci para la 3-métrica (de ahora en mas todas las
o
i
normales tangentes a la superficie y los indices ¢jk componentes con respecto

cantidades que provengan de la 3-métrica se indican asi), e!' vectores orto-

a estos vectores ortonormales.
La componente restante Guyefe]”» toma la forma:

B,
Guele?! = 3Gy — (nan®) %(Kij — 9iiK)
1 9 1j ki
+KKij = 5795 K7 = 579i K Ky (1.15)

donde 1, como en el inciso anterior, es la coordenada gaussiana normal, por
lo que n* = (9,)*.

Si suponemos materia concentrada en la 3-superficie, el tensor de masa-
energia correspondiente, que es el objeto que cumple el rol de fuente en las
ecuaciones de Einstein, puede escribirse de la forma,

T (%) = Sy (2%)0 (5 (2%)) (1.16)

donde S(z%) y §(S(z%)) son los objetos que definimos en el apartado ante-
rior. Con un 7}, distribucional de estas caracteristicas, podemos realizar un
procedimiento analogo al que realizamos para encontrar las condiciones de
empalme en electromagnetismo. Evaluamos T}, y G, como distribuciones
en una sucesiéon de funciones de prueba \/jgegée%, donde e, es un elemen-
to de la tetrada conformada por los e; y n, cuyo soporte sea de la forma
dS x [—e€, €] en coordenadas gaussianas. Haciendo colapsar este soporte a un
punto sobre X, tomando en particular dos vectores tangentes \/—796?62’- para
las funciones de prueba, y teniendo en cuenta (1.15), obtenemos,

€
Gueyeldn = —(n“nq) ([Kyj) =3 gi[tr(K))) = KSuveye] = kS (1.17)
—€
donde aparecen nuevamente los corchetes que simbolizan el “salto” de la
discontinudad de los objetos evaluados en la superficie. Vemos entonces que
para que haya un S;; no nulo necesitamos de una discontinuidad en las
curvaturas extrinsecas. Como queremos que la métrica inducida esté bien
definida, la métrica debe ser continua, lo que resulta discontinuo es por lo
tanto la conexidn en X. En términos de la métrica la discontinuidad esta en
sus primeras derivadas, en particular en las derivadas con respecto a 7.

7



1. Introduccion 8

Por otra parte, de las ecuaciones (1.13) y (1.14), y considerando campos
de prueba de la forma /—gnn® y \/—gn“eé’,

las otras condiciones de empalme,

respectivamente, obtenemos

SYKily = K[Tuntn"] (1.18)
Sl = (nna)[Tumte!] (1.19)

donde la ultima ecuacién expresa la conservacion de la fuente, y es conse-
cuencia de las identidades de Bianchi. Las expresiones (1.17), (1.18) y (1.19)
son las asi llamadas condiciones de empalme (junction conditions) de Israel-
Darmois.

Cabe destacar que, siguiendo a Geroch y Traschen [9], las fuentes con-
centradas de codimension uno parecen ser las tinicas bien definidas, sin tener
que agregar mas estructura a la teoria, en términos de distribuciones en Rela-
tividad General. Como objetos bien definidos, mediante los cuales se pueden
encontrar una multiplicidad de soluciones para las ecuaciones de Einstein, las
superficies singulares sirven como herramienta para elaborar ejemplos atiles
en la discusion de problemas teéricos relacionados con la interaccién entre
materia y campo gravitatorio. Resulta en varios casos més sencillo elaborar
ejemplos donde la dindmica de la materia tiene menos grados de libertad,
al estar “condensada” en una superficie 2 + 1, y donde las ecuaciones para
el campo resultan ser las de vacio con condiciones de empalme. Son estas
condiciones las que dan cuenta de la interaccién del campo con la materia,
ya que relacionan la métrica y sus primeras derivadas en la superficie sin-
gular con el contenido de materia-energia de la misma. Este problema de
condiciones de borde dindmicas, o moving boundary problem, dista mucho
de ser sencillo en si mismo, pero frecuentemente resulta mas tratable, y més
proclive a las soluciones exactas, que un problema dindmico analogo pero
con materia distribuida en las tres dimensiones espaciales. Por ello se han
utilizado shells de materia para poner a prueba distintos enunciados de la
conjetura del censor césmico (por ejemplo, [11], y referencias alli citadas),
como asf también, como vamos a ver en el capitulo 1.2.2, para evaluar la asf
llamada conjetura de hoop, ([12],[13],[14]), por dar algunos ejemplos.

Pero mas alla de ser ttiles para la construccién de toy models, las superfi-
cies singulares son de utilidad para modelar diversas situaciones astrofisicas.
Por ejemplo, en el anlisis de la dindmica de ctimulos globulares fuera del
equilibrio, se pueden modelar “capas” individuales de materia como super-
ficies singulares moviéndose en un campo gravitatorio con simetria esférica
generado por el cimulo en su conjunto ([15],[16],[17]). Podemos mencionar
también el estudio de posibles interfaces entre distintas fases en el univer-
so temprano, en el contexto de modelos de inflacion ([18], [19]). Un tipo
particular de superficie singular, las superficies nulas, que requieren de un

8



1. Introduccion 9

formalismo diferente al aqui expuesto, resultan ttiles para modelar ondas de
choque, es decir emisiones violentas de radiacion [20] que tendrian lugar en
ciertos procesos astrofisicos como ser una explosién de supernova.

La siguiente subseccién trata de cierta “aplicacién” particular de la teoria
de superficies singulares, consistente en modelos cosmol6gicos inspirados en
teorias de cuerdas.

1.1.3. Cosmologia de Branas

Una aplicaciéon de interés actual de la teoria de superficies singulares
la encontramos en el contexto de cosmologia de branas (ver por ejemplo
[21] y referencias alli citadas). En estos modelos, la superficie singular no
es una aproximacion, si no que representa una entidad fundamental que es
el universo visible de cuatro dimensiones?. La idea general es que toda la
materia e interacciones, salvo la gravitatoria, estarfan confinadas en esta
superficie, llamada universo-brana, que contiene todo lo que percibimos con
nuestros sentidos, v que es un embedding en un espacio-tiempo de dimensién
mayor a cuatro al que llamamos espacio-tiempo ambiente o bulk.

La existencia de dimensiones “extras” es una hipotesis de larga data en
fisica tedrica. Comenzando por el modelo de Kaluza-Klein, que buscaba uni-
ficar el electromagnetismo con la gravedad en un tinico marco tedrico mo-
delando un espacio-tiempo de cinco dimensiones, la existencia de éstas di-
mensiones invisibles se han hipotetizado en una pluralidad de teorias fisicas,
generalmente por motivos teéricos formales, como la btisqueda de un marco
unificador para las interacciones fundamentales.

La cosmologia de branas como tal surge en el contexto de teorfas de
cuerdas. En este marco tebrico que intenta unificar todas las interacciones
fundamentales, es necesaria la existencia de dimensiones espaciales extras
como requisito para su consistencia [22]. Para poder describir algtn tipo de
fenomenologia resulta necesario modelar la naturaleza de estas dimensiones
extras; en particular, dar una justificacién de su “invisibilidad”. Previo a la
aparicion de la nocién de brana, se solia suponer que las dimensiones extras
eran todas compactas y de dimensiones caracteristicas del orden de la lon-
gitud de Planck. Se suele citar como uno de los puntos de partida para la
cosmologia de branas un trabajo de Horava y Witten [23] donde se muestra
que la asf llamada teorfa de cuerdas heterética Eg x Eg en diez dimensiones,
tiene como cierto limite de acoplamiento fuerte y en bajas energias una teo-
rfa de supergravedad en once dimensiones, donde una de estas dimensiones
es compacta y con simetria Zs (un orbifold), y donde los puntos fijos de esta
simetria conforman dos hipersuperficies en las cuales se encuentran confi-

2En algunos modelos puede haber mas de una superficie singular, las que se pueden
interpretar como universos paralelos
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nados los campos de gauge Fg. Mas tarde, Witten [24] argumenté que seis
de las once dimensiones en esta teoria pueden estar compactificadas y ser
de tamano mucho menor a la distancia entre las hipersuperficies singulares.
FEn este limite, el espacio-tiempo se ve como de cinco dimensiones, con dos
universos-branas de cuatro dimensiones [25] que viven en él, lo que conforma
una imagen que ya contiene los principales ingredientes de lo que luego se
iba a denominar cosmologia de branas.

En este contexto aparecieron los trabajos de Randall y Sundrum ([27] y
[26]), donde se proponen los primeros modelos cosmoldgicos de mundos-brana
como tales. En [27] se propone un bulk anti de Sitter de cinco dimensiones,
AdSs, con simetria Zo y topologia S! para la quinta dimensién, y con dos
mundos-branas, cuya geometria intrinseca es Minkowski, en los puntos fijos
de esta simetria. La motivacién para esta construccién no sélo radicaba en
los resultados de Horava y Witten, si no que a su vez se proponia una so-
lucién para el asi llamado problema de la jerarquia, problema que consiste
en una peticién de principio que explique la discrepancia entre la escala de
energia de Planck (10" GeV), y las escalas de energia relevantes para las
demads interacciones, como por ejemplo la electrodébil (100 GeV). No expli-
caremos aqui de qué manera se puede resolver este problema con la hipétesis
de dimensiones extras, pero la idea basica es que la gravedad en dimensiones
mayores tiene que “repartirse” en todas las dimensiones, mientras que las de-
mas interacciones, las cuales suponemos confinadas en la brana, lo hacen en
cuatro dimensiones, por lo que si bien las constantes de acoplamiento pueden
ser comparables para el espacio entero, la constante “efectiva” cuadridimen-
sional para la gravedad resultaria mucho menor. Aparte de [27], referimos
también a [28], donde se utiliza un modelo més simple e ilustrativo para este
mismo fin.

Pero el modelo del cual se desprenden la mayoria de los desarrollos en
cosmologia de branas es el del segundo trabajo de Randall y Sundrum [26],
en el que se propone una Unica brana en un espacio-tiempo ambiente AdSs
no acotado y con simetria Z5 centrada en la brana. También en ese trabajo
se supone que la geometria intrinseca de la brana es Minkowski, y también
se hace necesario, como en [27|, imponer la existencia de tension en la bra-
na, que es como una energia de vacio, andloga a la constante cosmolégica,
pero definida solo en esta hipersuperficie. En [26] se obtuvo concretamente
una solucién estitica, para una brana sin materia, donde la tensiéon resul-
ta fijada por la constante cosmoldgica negativa del bulk anti de Sitter, a la
que llamamos As. Vamos aqui a considerar la version “cosmoldgica” de este
modelo (que suele denominarse RS2), con materia en la brana, ademas de
la tensién, y tal que la geometria intrinseca de la misma es la de un uni-
verso FRW plano. En coordenadas gaussianas en un entorno de la brana, la

10
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métrica toma la forma
ds? = —f(r,n)dr? + dn* + a(7,n)?6;;dx dx? . (1.20)

Mediante la condiciéon de empalme (1.17) en n = 0 podemos obtener una
ecuacién de movimiento. Cabe destacar que la forma de las condiciones de
empalme (1.17) es la misma para espacio-tiempos de mayor dimensién con hi-
persuperficies singulares, como se puede ver a partir de expresiones analogas
a (1.13,1.14 y 1.15) para dimensiones arbitrarias [29]. Describimos el con-
tenido de materia en la brana mediante el tensor S;;, que por las simetrias
cosmologicas puede escribirse como

I = diagl—p(7), p(7), p(7), p(7)]. (1.21)

De esta manera, se puede mostrar que las dos ecuaciones independientes en
(1.17) se pueden escribir para este caso como,

SN\ 2 2 92
a KEp As
H? = [Z2) =282 42 1.22
<a> 36 + 6 ( )
3p+2p 5 | As
- = —-—— — 1.2
36 K5p + 6 (1.23)

donde notamos la constante de acoplamiento como k5 para destacar que la
misma no tiene que estar relacionada con la correspondiente a la gravedad
en cuatro dimensiones.

La tensién en la brana aparece en el tensor SZ como un término —béj-,
donde b es una constante que se denomina tension de brana (brane tension).
De esta manera escribimos p = pp, + by p = pimy, — b, donde p,, ¥ pm, s0n la
densidad y la presién asociadas a la materia en la brana. Reemplazando en
(1.22) podemos escribir,

2 212
Kb Pm Kb As
B =2, (14 20) + 50 4 22 1.24

U ) T3 T (1.24)
de donde se puede ver que esta expresién tiende a la ecuacién de Fried-
mann para un universo plano (k = 0) en el limite p,, < b si hacemos las
identificaciones

487G = K2b (1.25)
12A, = KEV? 4 6A5 (1.26)

De ahora en mas tomamos estas identificaciones como definiciones para As
y ks en funcién de las constantes “experimentales” G y Ay, y la constante
b, la cual mediante observaciones sélo se puede acotar. Resulta interesante
destacar que para p,, lo suficientemente grande (para tiempos lo suficiente-
mente tempranos en el marco de la teoria del Big Bang), esta expresion no

11
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coincide con la de la cosmologia estdndar, por lo que en los primeros esta-
dios del universo tendriamos una evolucién diferente, pero también con una
singularidad inicial.

De (1.24) podemos distinguir los items més importantes que debemos
tener en cuenta para compatibilizar un modelo cosmolégico de branas con la
cosmologia estdndar. La abundancia relativa en el universo de los elementos
primordiales (ver por ejemplo [30], y referencias alli citadas) nos sugiere la
adecuacion de la ecuacion de Friedmann incluso para tiempos muy cercanos a
la nucleosintesis. Esto sugiere la cota b >> pp, (2nucr), donde 2y, es el redshift
correspondiente a la nucleosintesis, lo que en unidades naturales de la fisica
de particulas se puede escribir como b > (1MeV)%. Obtenemos cotas drés-
ticamente maés restrictivas para b si consideramos cotas experimentales para
desviaciones de la ley de gravitacion universal a escalas lo suficientemente
pequenas, que se dan tipicamente en los modelos de branas. No hablaremos
del mecanismo que genera estas desviaciones, nos limitaremos a decir que
estd relacionado con el problema de la jerarquia, y que los experimentos su-
gieren que no existen desviaciones significativas de la ley de gravedad por lo
menos hasta escalas submilimétricas [31], lo que implica b > (1TeV)*. To-
mando esta tltima cota, obtenemos mediante (1.25) una cota superior para
K5, mientras que de (1.26) vemos que A5 tiene que ser necesariamente nega-
tivo y del mismo orden de magnitud que 87 Gb, ya que este tltimo término
resulta al menos 33 é6rdenes de magnitud superior a la constante cosmolégica
A4 compatible con las observaciones segun el modelo de concordancia [74].

Por otra parte, la otra ecuacién independiente en la condicion (1.17)
implica,

%:—? <pm <1+2’;’">+3pm (1+2?)>+/;4 (1.27)
donde también se ve claramente la coincidencia la segunda ecuacién de Fried-
mann en el limite p,, < b.

El modelo RS2 es el modelo més simple de los que tienen como limite
de bajas energias la cosmologia y la gravedad estdndar. No es el tinico con
esta propiedades, ya que se pueden encontrar espacio-tiempos bulk con geo-
metrias mas generales, que admiten universos-brana de curvatura positiva
o negativa (los otros dos tipos de universo FRW), y/o sin simetria Z,, por
mencionar algunas posibles extensiones. Consideremos ahora el conjunto de
los espacio-tiempos bulk vacios con constante cosmolégica que admiten una
foliacién de hipersuperficies espaciales con algtan tipo de isotropia tridimen-
sional (esférica, planar o hiperbolica). Se puede demostrar que éstas son las
asf llamadas variedades Schwarzschild - Anti de Sitter de cinco dimensiones
[32], que son variedades asintoticamente AdS, y que se caracterizan mediante
la constante cosmoldgica As, un parametro de masa M, y el de curvatura k.

12
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La métrica se puede escribir como,
ds? = —Fdt* + F'dr® 4+ r?g;;dz'da? (1.28)

donde F = k — 2M/r? — A5r2/6, vy gi; es la métrica para la 3-variedad
de curvatura constante correspondiente al indice k. Vemos que para el ca-
so k =1y As = 0, la solucion se reduce a la de Schwarzschild en cinco
dimensiones, mientras que si k = 0y M = 0, la métrica describe un espacio-
tiempo AdSs. En la seccion 3.3 consideramos distintas maneras de construir
universos-brana con estos espacio-tiempos, y analizamos las ecuaciones de
Friedmann correspondientes para los distintos casos. Cabe destacar la apari-
cién de un fenémeno tipico de los modelos de branas cuando se tiene “masa”
en la variedad ambiente, que es la asi llamada radiacidn oscura. Se trata
de un término en las ecuaciones de Friedmann que evoluciona como si fuera
radiacién, pero que no corresponde a materia en la brana, si no que es un
efecto netamente geométrico. También resulta interesante destacar que en
modelos que no tienen simetria Z, centrada en la brana, aparece un término
en las ecuaciones que induciria una etapa inflacionaria en los primeros es-
tadios del universo. Estos fenémenos, que surgen, tal vez inesperadamente,
a partir de construcciones inspiradas en ideas que no estan relacionadas a
priori con los mismos, constituyen aspectos relevantes a la hora de buscar
rastros observacionales distintivos para esta familia de cosmologias.

Luego de esta breve introduccién a las superficies singulares y a la cos-
mologia de branas, trataremos ahora otro de los grandes temas que atraviesa
esta tesis, que es los sistemas de Einstein-Vlasov.

1.2. Sistemas de Einstein-Vlasov

Un sistema de Einstein-Vlasov consiste en un conjunto o ensemble de
particulas no colisionantes y autogravitantes (que generan en su conjun-
to curvatura espacio-temporal), las cuales se mueven siguiendo trayectorias
geodésicas [33].

Tal modelo resulta pertinente en la medida que describe con buena apro-
ximacién ciertos sistemas astrofisicos en donde se tiene un conjunto de nu-
merosas entidades gravitacionalmente relacionadas, y donde la estructura
interna de cada una de ellas resulta irrelevante para la dindmica del sistema,
en su conjunto, como para poder ser pensadas como “particulas’, y donde
el orden de magnitud del “camino libre medio” de estas entidades constitu-
yentes es mayor al de las dimensiones del sistema, lo suficiente como para
justificar la ausencia de colisiones entre las mismas.

Los sistemas de Finstein-Vlasov fueron utilizados extensamente para mo-
delar plasmas, materia oscura, cimulos globulares, camulos de galaxias, cier-
tos aspectos de la dindmica de galaxias e incluso el universo entero (ver por
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1. Introduccion 14

ejemplo [35], o [36]). En cada caso cada “particula” del sistema representa
objetos totalmente diferentes; desde protones o atomos de hidrégeno, hasta
estrellas enteras, galaxias o cimulos de galaxias. Por otra parte, estos siste-
mas son también de interés puramente teérico, ya que representan uno de los
modelos mas sencillos de materia que no recurre a una ecuacién de estado, si
no que se fundamenta directamente en la Teorfa Cinética Relativista, y que
resulta fisicamente apropiado para una pluralidad de situaciones. Por este
motivo se lo ha utilizado como materia de prueba para encontrar pistas para
problemas teéricos importantes, como ser la conjetura del censor césmico
(por ejemplo, [37]), o el rol de la materia oscura en la evolucion del universo.

Tenemos una variedad (M,gq) lorentziana, y orientable en el tiempo.
Nuestro sistema es un ensemble de particulas idénticas no colisionantes, las
cuales siguen trayectorias geodésicas. Escribimos una funcion f(z%, p®), defi-
nida en la “mass-shell” del fibrado tangente de M, que representa la densidad
de particulas por unidad de volumen propio de la mass-shell. Esta funcién
debe satisfacer una ecuacién de Liouville, que en coordenadas (¢, %) se ex-
presa,

of P Of i o p0f
_J - F’L a —_
at + O 8 i abp p 8pz

=0 (1.29)

donde p’ son las componentes espaciales de p® que coordinatizan la mass-
shell. Esta es la llamada ecuacidn de Vlasov, y denota simplemente que la
funcién f permanece invariante ante el “flujo hamiltoniano” provocado por
el movimiento geodésico de las particulas.

De la Teoria Cinética Relativista (ver, por ejemplo, [34]) podemos escribir
el tensor de masa-energia

i a dpl dp2 dp3
—/fmpmpW—gm). (1.30)

Las ecuaciones de Einstein, junto con (1.29) y (1.30) forman un conjun-
to de ecuaciones integro-diferenciales que definen el sistema. En particular,
asumiendo que f es de soporte compacto se puede ver que T es autoconser-
vado como consecuencia de la ecuacion de Vlasov, lo que por las identidades
de Bianchi es una necesidad dindmica. También se puede ver que T, cum-
ple con las tres condiciones de energia més comunes: la débil, la fuerte y
la. dominante; lo que constituye una de los motivos por el cual decimos que
este modelo se comporta bien. Analogamente, el vector flujo de particulas se

escribe como,

dp1 dpzdp

/fxpp¢ (1.31)

que es siempre temporal futuro y también de dlvergenma nula, lo que implica
conservacion de la cantidad total de particulas.
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El otro motivo, tal vez el méas fundamental, por el cual decimos que este
modelo tiene buenas propiedades matematicas, es que el sistema de ecua-
ciones integro-diferenciales esta bien puesto (well-posed) [39], lo que quiere
decir que dando un dato inicial (h;j, K;j, f(z° = 0,27, p')) en una superficie
de Cauchy S que satisfaga ciertos constraints dados por las mismas ecua-
ciones, existe y es tinica la solucién en un entorno de S, y ademds el mapa
entre el conjunto de datos y el conjunto de soluciones es continuo en cierta
topologia.

Pero el teorema central en [39] no brinda informacion acerca de la exis-
tencia global de soluciones para estos modelos, y por lo tanto tampoco acerca
de la estructura causal de las soluciones, ni del colapso y su relacién con la
conjetura del censor césmico. Fl estudio sistemético de este problema se vie-
ne dando desde hace un par de décadas, comenzando por los trabajos de G.
Rein y A. Rendall (por ejemplo [40], para una revision ver [41] y referencias
alli citadas). Resultados sobre la existencia global s6lo se han podido obte-
ner para espacio-tiempos con determinadas simetrias, algunos de los cuales
mencionaremos més adelante. Nos vamos a concentrar ahora en el tipo de si-
metria mas simple para un espacio-tiempo asintéticamente plano: la simetria
esférica.

1.2.1. Modelos con simetria esférica

En una 3-variedad riemanniana definimos simetria esférica como la exis-
tencia de un grupo de isometrias isomorfo a SO(3). Con frecuencia se pide
también en la definiciéon que la topologia de la variedad sea R?® — B, siendo
B una bola cerrada, lo que esta relacionado a la existencia de coordena-
das esféricas estindar [8]. Cuando hablamos de espacio-tiempos, que son
4-variedades pseudoriemannianas, utilizamos la definicién,

Definicién: Decimos que una variedad lorentziana (M, gqp) es esféri-
camente simétrica, si existe una foliacién espacial donde cada superficie es
esféricamente simétrica, y donde el lapse y el shift de la misma sobre cada
superficie es invariante ante la accién del grupo de isometrias.

El elemento de linea en las asf llamadas coordenadas estdndar se escribe

ds? = —e2*r) gt + 28D qr2 4 12(d6% + sen® 0dg?). (1.32)

Podemos ver que en estas coordenadas el tensor de masa-energia (1.30) re-
sulta diagonal, por lo que de ahora en adelante escribiremos sus componentes
como,

TI;I = diag[_p(t? T)a p(t7 T)va(ta T>7pT(t7 7”)] (133)

donde p es la presion radial y pr la tangencial.
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1. Introduccion 16

Para esta simetria en particular se demostré en primer lugar la existencia
de un criterio de continuacion para la evolucion de un dato inicial [40]. Dando
un dato inicial en ¢ = 0, si la funcion Q(t) definida por,

Q(t) = sup{|p'|/f(r,2",p") #0 , 0<7 <t} (1.34)

es acotada en [0,7), entonces podemos extender globalmente la solucion.
Esto esta relacionado con el hecho de que si la funcion f es de soporte
compacto en p’, tanto p, como p y pr resultan acotados. Este primer resultado
es central en el estudio de las propiedades globales de la evolucién de un dato
inicial en simetria esférica. En particular, se puede demostrar con este criterio
la existencia global de soluciones para el problema de Cauchy con datos
iniciales pequerios [40], y que el espacio-tiempo resultante es geodésicamente
completo y, por lo tanto, no se forman singularidades.

Criterios de continuidad como éste también pueden encontrarse para f
con decaimiento apropiado en el limite |p’| grande [42], y para otros casos
particulares no acotados [43|. Podemos mencionar que cuando se tiene un
dato inicial que representa materia saliente, sin necesidad de que el mismo
sea pequeno, también se puede obtener evolucion global y un espacio-tiempo
sin singularidades [44]. Otra situacion en la que se demostro existencia global
es para datos iniciales generales de soporte compacto ((hsj, K;;) no triviales
s6lo una region acotada de S) con la condicion que a lo largo de la evolucion
no haya materia en un entorno del centro de simetria [45]. Resulta interesante
este resultado porque sugiere que las singularidades, si se forman, “emanan”
desde el centro, ya que, sin importar qué tanta materia haya concentrada en
alguna regién que no incluya el centro de simetria, si en este ltimo no hay
materia no se forman singularidades.

Este resultado de existencia global “fuera” del centro de simetria, fue
obtenido en otro sistema coordenado, con las asi llamadas double null coor-
dinates [46], que resulta conveniente para analizar la estructura causal ya
que es un sistema que si puede cubrir el desarrollo mdzimo de Cauchy para
estos datos iniciales. De esta manera se confirmé la idea de que las primeras
singularidades emanan desde el centro. Por otra parte, en [47] se muestra que
para modelos de materia que satisfagan ciertas hipotesis en simetria esférica,
la formacién de una superficie atrapada implica la versién débil de la conje-
tura del censor cosmico. La hip6tesis mencionada es anédloga a la idea de que
las primeras singularidades “emanan” desde el centro, y es justamente lo que
se probo en [46], mostrando de esta manera que si un dato inicial arbitrario
evoluciona siempre ya sea en un espacio-tiempo geodésicamente completo, o
resulta en la formacidn de una superficie atrapada, o de una superficie mar-
ginalmente atrapada, entonces vale la version débil de la conjetura del censor
cdsmico para materia de Vlasov en simetria esférica.
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1. Introduccion 17

Por otra parte, se sabe que se forman superficies atrapadas para ciertos
datos iniciales ([37],]50]). Como asi también se ha estudiado directamente
para ciertos otros datos iniciales la formacion de agujeros negros [51]. Apar-
te de esto, se ha investigado numéricamente para ciertas familias de datos
iniciales la ocurrencia de fendmenos criticos, donde se busca distinguir un
threshold en la concentracién de materia para la formacién de superficies
atrapadas ([52],[53],[54]). Los distintos estudios resultan consistentes entre
sf, ya que todos sugieren la validez de la versién débil de la conjetura del
censor cosmico y que la materia de Vlasov es de tipo I[55], lo que quiere decir
que existe un gap para la masa del agujero negro, esto es un valor minimo,
que se forma con la concentracién threshold de materia.

Esta ennumeracién de propiedades de los sistemas de Einstein-Vlasov
en simetria esférica no pretende ser en absoluto exhaustiva, si no mas bien
ilustrar la cantidad de investigacién que se viene desarrollando en el tema, y
las bondadosas propiedades del modelo. Ahora nos dedicaremos a presentar
brevemente otra situacién de mucha simetria, pero con caracteristicas més
complejas: la simetria cilindrica.

1.2.2. Modelos con simetria cilindrica

En el espacio euclideo, la simetria cilindrica resulta una idea bastante in-
tuitiva. Hace referencia a una situacion donde existe un eje de simetria, y a
su vez existe simetria traslacional en la direccién paralela al mencionado eje.
Esta idea no es tan sencilla de traducir al lenguaje de las variedades, aunque
lo fundamental resulta claro: existen dos vectores de Killing ((S&), 5&)) orto-
gonales y que conmutan (en particular definen una familia de 2-superficies
tangentes), donde las érbitas del primero resultan curvas cerradas, mientras
que las del segundo se extienden indefinidamente. Las sutilezas aparecen
cuando uno quiere definir el eje (un lugar donde el vector §a¢ no esta defini-
do) y cuando queremos implementar esta idea en una 4-variedad lorentziana
para definir un espacio-tiempo cilindricamente simétrico [56], ya que no hay
una unica manera de caracterizar a la familia de 2-superficies 6rbitas del
grupo de isometrias en esta variedad. En este trabajo vamos a entender a la
simetria cilindrica como la asi llamada whole cylindrical symmetry definida
en [57]:

Definicién: Decimos que un espacio-tiempo tiene simetria cilindrica
completa si ademéas de los campos de Killing (f&)),g?z)), existe simetria an-
te reflexiones en cualquier plano que contenga al eje y en cualquier plano
perpendicular al mismo.

Se puede demostrar que esta condicién implica en particular que los cam-
pos de Killing son ortogonales a una familia de 2-superficies [58]. Para este
tipo de simetria cilindrica, la métrica siempre se puede escribir en las asi
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llamadas coordenadas estandar [59],
ds? = 207 (—dt*? + dr*?) + e~V d2?% + o?e?Vdg? (1.35)

donde v, ¥ y « son funciones de r* y t* solamente. Teniendo en cuenta
las ecuaciones de Einstein, se puede ver que si T + T[: = 0 en algin
sistema estandar, esta igualdad se cumple también en cualquier otro sistema
estandar, y que ademdas existirian las asi llamadas coordenadas candnicas
(t,r) donde la métrica toma la forma

ds? = 207V (—dt? + dr?) + e 7 dz? 4 r2e® dg?. (1.36)

Este tiltimo sistema es el que usaremos en el capitulo 4.2 para describir las
regiones vacias a ambos lados de una céscara de materia.

Lo interesante de la simetria cilindrica es que, a pesar de su simplicidad,
el campo gravitatorio tiene grados de libertad radiativos [60], lo que la dife-
rencia fundamentalmente de la simetria esférica. A pesar de que representa
una situaciéon que no es fisica, resulta 1til para ganar intuicién acerca de
procesos radiativos, y como primer paso para estudiar sistemas con simetria
axial, siendo esta tltima verdaderamente relevante para el estudio de una
pluralidad de situaciones astrofisicas.

Volviendo a los sistemas de Einstein-Vlasov, este tipo de simetria, al no
representar situaciones fisicas, ha sido muy poco estudiada en comparaciéon
con el caso esféricamente simétrico. Podemos por ejemplo mencionar que
se pudo demostrar que, para un dato inicial asintdticamente plano en las
direcciones perpendiculares al eje, si se forma una singularidad, la misma
“emana” del eje de simetria [61], analogamente al caso con simetria esférica.
Otro aspecto que se estudio, fue la existencia de soluciones estaticas [62].

En este trabajo de tesis, en el capitulo 4.2 se estudiard una situacién
dindmica muy idealizada, donde en el universo sélo existe una cascara fina
compuesta por materia de Vlasov que orbita exclusivamente en planos per-
pendiculares al eje de simetria. Tal idealizacién se hace con el fin de estudiar
efectos de backreaction para el movimiento de la cdscara ante la interaccién
con modos radiativos del campo gravitatorio en el vacio. Parte del analisis
que se hara en la mencionada seccidn tiene que ver con el concepto de modo
cuasinormal.

1.3. Modos Cuasinormales

En mecanica clasica de medios continuos es comtn encontrar familias
particulares de soluciones que resultan periédicas en el tiempo, las cuales
suelen denominarse modos normales. Con frecuencia, estas soluciones apa-
recen naturalmente en sistemas de ecuaciones linearizados alrededor de una
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solucién estéatica. Imponiendo condiciones de borde, el sistema adquiere la
forma de un problema de Sturm-Liouville, cuyos autovalores representan las
frecuencias de estas soluciones periddicas, constituyendo un espectro de fre-
cuencias que resulta tipicamente discreto. El principio de funcionamiento de
los instrumentos musicales tiene que ver con ésto: si las frecuencias de los
modos normales resultan predominantemente multiplos de una frecuencia
fundamental, el instrumento, ante una perturbacién, vibra, transmite esta
vibracién al aire que lo circunda, y el sonido que llega a nuestros oidos se
percibe como una nota musical bien definida, correspondiente a la frecuen-
cia del modo fundamental o a algtin armdnico (frecuencia multiplo de la
fundamental) de la misma.

La nocién de modo cuastnormal muchas veces surge de una considera-
cibn més realista del medio con el cual interactda un sistema que exhibe
modos normales. Se entienden como modos de decaimiento o dispersién de
un sistema que estd en interaccién con un medio que le absorbe energia, y
se caracterizan con frecuencias complejas, cuya parte imaginaria representa
la taza de decaimiento de los modos vibrantes. Pero la nocién abstracta de
modo cuasinormal es méas general, y tiene que ver con soluciones formales
linearizadas de frecuencia compleja, definidas en un espacio donde existe una
nocién de infinito, que satisfacen una condicién de onda saliente en la regién
de interés (lo que a grandes rasgos quiere decir que no “vienen” contribucio-
nes desde el infinito hacia la mencionada region). Para los modos normales
imponemos una condicién de borde que involucra a los valores de la solucién
y/o sus derivadas en el borde mismo; en cambio para los modos cuasinor-
males imponemos que la solucién en el borde pertenece al subespacio de
soluciones salientes, lo que se interpreta como que no hay “influencia” exter-
na a la regién, y como que las soluciones representan procesos de dispersién
que emanan exclusivamente de la region de interés.

Cabe destacar que en general los modos cuasinormales no representan
soluciones fisicas, ya que suelen diverger en el infinito, o en algunas de las
dos direcciones (pasado o futuro) de la evoluciéon temporal. Si bien ninguna
solucién fisica es un modo cuasinormal, estas frecuencias complejas aparecen
en la evolucién de datos arbitrarios, marcando oscilaciones y decaimientos
caracteristicos. El fenémeno de las oscilaciones amortiguadas que en efecto
se obtienen al evolucionar un dato, se denomina ringing cuasinormal. Si el
sistema admite una descomposicion en modos (soluciones periodicas), y los
mismos forman una base completa del espacio de soluciones, la evolucién de
un dato inicial resulta determinada por transformadas de Fourier, que son
los coeficientes de ese dato en la base en cuestion. Las integrales intervinien-
tes se hacen sobre frecuencias reales, pero se pueden pensar como integrales
en el plano complejo haciendo extensiones analiticas de los integrandos. Te-
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niendo en cuenta el teorema de los residuos, las frecuencias complejas de los
modos cuasinormales resultan ser polos para las expresiones subintegrales,
cuya contribucion caracteristica en el calculo de la integral sobre el eje real
es justamente lo que “genera” el ringing cuasinormal.

En Relatividad General, los modos cuasinormales aparecen en todo sis-
tema astrofisico del cual “emanen” ondas gravitatorias®, por lo que en el
contexto actual del area, en la cual existe mucha expectativa puesta en la
posible préxima deteccion directa de ondas gravitacionales, resultan de par-
ticular relevancia. Los modos cuasinormales se pueden interpretar como el
sonido caracteristico [87] de objetos compactos, codificado en las ondas gra-
vitatorias que de los mismos emanan. Su importancia radica en el hecho
de que la forma del ringing cuasinormal suele depender exclusivamente de
los paradmetros del sistema que lo gener6, por lo que contendria informacién
precisa acerca del mismo.

Para todo sistema astrofisico en el cual existan modos normales de vibra-
cién de acuerdo a la mecanica Newtoniana, las versiones relativistas de estos
modos, que deben dar cuenta del acoplamiento con el campo gravitatorio,
tienen que ser necesariamente modos cuasinormales. Sin embargo, resulta
mas interesante desde el punto de vista teérico la existencia de modos cuasi-
normales que no tienen andlogo Newtoniano, posiblemente importantes para
estrellas de neutrones y agujeros negros, ya que los mismos estan asociados
a grados de libertad que son exclusivos del campo gravitatorio, cuyo origen
se puede interpretar en la no-linealidad de las ecuaciones de Einstein, y que
se pueden entender como una expresién de la interaccién del campo consigo
mismo.

3Para una resefia del concepto de modos cuasinormales en Relatividad General ver [87]
y referencias alli citadas.
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Capitulo 2

FEinstein-Vlasov en simetria
esférica

2.1. Configuracidén estatica

Empezaremos la exposicion del trabajo original de esta tesis considerando
lo que probablemente sea la situacién mas simple con materia de Einstein
- Vlasov que se pueda tener: simetria esférica estdtica. La métrica (1.32) se
escribe en este caso

ds? = —e20)ge? 4 280 gp2 4 2 (d02 + sen? 9d¢2). (2.1)
Por su parte, el tensor de masa-energia es simplemente
Ty = diag[—p(r), pr(r), pe(r), pe(7)]. (2.2)
Las ecuaciones de Einstein entonces resultan,

2rf'(r) — 1 — 87TT2p(T‘)626(r) =0 (2.3)
2ra/ (1) + 1 — 87r2p,(r)e?P) =
(p(r) + (1) (r) + pr(r) + 2(pr (1) — pe(r)) =
donde las primeras dos ecuaciones pueden reescribirse como,

dm

s 42 p(r) (2.6)
da m(r) + 4713 p,(r)
dr r(r —2m(r)) (27)
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2. Einstein-Vlasov en simetria esférica 22

Como las particulas siguen trayectorias geodésicas, en esta simetria deben
conservarse la energia y el momento angular a lo largo de estas trayectorias.
Podemos escribir estas cantidades como sigue,

2 2
2 = r* [(p9> +sen29<p¢>} (2.8)
B = eQa(r)pt
— ol \/ p? + €280 (pr)2 4+ 12 [(p?)? + sen? 0(p?)?]

L2
— ea(r) \/MQ + 62,8(7‘) <p7")2 + 7,,72 (29)

siendo L el médulo del momento angular.

Para escribir el tensor de masa-energia nos conviene hacer un cambio de
variable (p?, p?) — (L, x), siendo x = arctan(sen(6)p?/p?). En virtud de las
simetrias del problema, la ecuacion (1.30) para este caso se escribe,

Blr)—edr) L dL dy dp"
e
R R L e SR CAT)
r p
con f tal que satisface la ecuacion (1.29), que en este caso resulta
PO f — L p"pP 8, f = 0. (2.11)

Proponemos cierto ansatz para f tal que se satisface automaticamente la
ecuacion de Vlasov

fr,p",L)=®(E,L)o E(r,p", L). (2.12)

Este tipo de ansatz ha sido utilizado extensamente en la literatura (ver
por ejemplo la tltima seccion de [48], y referencias alli citadas)! ya que
nos permite construir familias concretas de soluciones de las ecuaciones de
Einstein-Vlasov con un claro significado fisico. Dando una forma especifica
para ®(E, L), resulta posible resolver las integrales (2.10) y convertir el sis-
tema integro-diferencial en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

para m(r) y a(r).

2.1.1. Sistemas con un espectro discreto de momentos angu-
lares

En la literatura existen muchos modelos que dan formas particulares a
®(E, L), como por ejemplo las asi llamadas soluciones politrépicas (¢(E, L) =
(Eo — E)*L!, con E < Ep), o también ®(E,L) = ¢(E/Ey)(L3 — L?)" con

!Se puede demostrar que no todas las soluciones de la ecuacién de Vlasov tienen la
forma (2.12) [63], algo que si ocurre en la version Newtoniana de este sistema.
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2. Einstein-Vlasov en simetria esférica 23

E < Eyy L < Ly utilizado, por ejemplo, en [49]. Vamos a proponer una dis-
tribucién tal que haya un conjunto discreto de momentos angulares posibles,
lo que nos va a resultar util mas adelante,

L)=) ®(E)O(E)—E) (L — L) (2.13)

siendo O(x) la funcién de Heaviside, que expresa que en cada conjunto de
particulas con el mismo médulo de momento angular L;, existe un méximo
para la energia Eg. En este capitulo daremos el nombre de componentes a
cada uno de estos conjuntos. Lo expuesto en esta subseccién son resultados
propios, parte de los cuales estan en [2] y en [3]. En particular, los teoremas de
necesidad de existencia de una cota maxima para la energia y de compacidad
de las céscaras estan referenciados en [3], pero sus demostraciones no fueron
atn publicadas.
El tensor de masa-energfa se expresa,

4 B(T) i(mazx
por) = ZLi / " B 2 + L2 + €290 (pr)2r2dyf
: 0

r3

pe(r) = dme” Z /“’”‘”) '(B)(p")? i
\/M2T2+L?+ezﬁ(r)(pr)2rz

6(7‘) p; max Q)l
pi(r) = 27T632L§’/ e (E) dp” (2.14)
r P 0 \/u2T2+LZ2+625(7')(pT)2742

donde los p’,

i (maz) estan dados por

r —B(r) i2 ,—2a(r) 2 L?
Pi(maz) = € e 2 (2.15)

Para simplificar las expresiones definimos (anélogamente a las h,, de Rein
y Rendall en [48]),

hl (u) = /E d(E)(E? — u?)™dE (2.16)

con u € [0, E}] para cada 4. Definimos también,
Hyp () = u™ B DR o (u) +u” G D o () (2.17)

Reemplazamos entonces en (2.14), con lo que obtenemos

p(r) = ZL (u + )H <a(” u2+f§> (2.18)

2
pr(r) = ZL h1/2 ( e+ f;) : (2.19)
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Necesidad de un maximo para las energia de las particulas

Que exista una cota superior para la energia en cada componente no es
una hipétesis arbitraria. Podemos demostrar que es consecuencia necesaria
de suponer que la masa ADM del sistema es finita.

En primer lugar, mostramos que a(r) tiene que tener limite finito para
r — oo. Llamamos M a la masa ADM del sistema. Para r > 4M nos queda
(teniendo en cuenta que p,(r) < p(r)),

dao m(r)

<
dr r2

M1,
+ dmrp(r) < 2t m4ﬂ'7° p(r) (2.20)

entonces,
o o

M
Qo < a(4M)+/ —d

5+ —— 4ms’p(s)ds < oo (2.21)
aM S AM [y

por lo que « tiene limite en el infinito .
Supongamos ahora que no hay cotas Eé para las energias. La masa ADM
se expresa,

M = 477/ r2p(r)dr
0

— 162 /OO s /Oo > (E)rE® dE
o e £\ | jmtigr iz \/r2E2 — e20(r) (L2 + p2r?)

v

e20c0 E2 — Iu2€2a(7‘)

Leoo —_—
F 202000 .2

2
Las integrales (2.22) estan evaluadas en la region E > 1/e2¥(u? + %)
del plano (E,r). La tltima de estas integrales esta evaluada en la subregion
L;

/E2e—2000 —p? '

2
E > \/e2aeo(u? 4+ f—g), la que también se puede escribir r >

La integral,

o 1
dr (2.23)
— 1;1 . E2 — M2€2a('r)
RV e 400 —

diverge, ya que E£ > pe®> en esa subregion, por lo tanto para que M no
diverja debemos tener ®;(F) = 0 para todo i y todo E > pe®>=.

Compacidad del sistema

También podemos mostrar para una amplia familia de distribuciones que
el sistema debe ser acotado, es decir, que existe un radio méximo. Este

24
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resultado es analogo al teorema central en [48] pero para un conjunto discreto
de momentos angulares.

Llamamos entonces Ej al supremo del soporte de ®(E), se cumple E} <
e Tenemos que hi (u) = 0 cuando u > Eé, lo que implica que el soporte
de T? es la unién de las regiones de positividad de las funciones

) .2
e(r) = E(Z)z — 2l <,u2 + 7';> . (2.24)

Vemos que si se cumple Eé < €% para todo i, entonces el sistema debe
tener un radio méaximo. De esta manera, para estudiar la posibilidad de que
la distribucién de particulas llegue al infinito suponemos

» By =mar{E}} = pe®>.

FEl comportamiento asintético de la presiéon y la densidad estd dado por cémo
se comportan las funciones h! (u) cuando u — Ej.

» Suponemos que las funciones ®(E) admiten alrededor de E =
E} (del lado E < E}) un desarrollo del tipo,

O'(E) ~ 26, E(EL — EX)Fi 4+ O((E2 — E2)kito (2.25)
con §; >0, k; > —1 y al menos un k; < 1/2 con i/E} = Ey

Cuando F — Ej, tenemos para aquellos i tales que Eé = Fy,

OUE) =~ 2E(E2 — E*)F + O((EZ — E*)kito) (2.26)
. EO
= hl(u) ~ / 2¢; E(E2 — E?)% + O((EZ — E?)FH00))(E? — u?)™dE
~ ek, m)(EG — o) 4 O((EF — u?)MHmHoethy (2.27)

con y(a,b) =T (a+1)I'(b+1)/T'(a+b+2). La densidad y la presion cuando
u — Fy resultan,

L Ar ki+1/2
plr) ~ 5 Y Lieoy(ki,—1/2)ei(r) (2.28)
i/Ei=E,
Ame =200 kit3/2
p(r) =~ - Z Liciy(ki, 1/2)e;i(r) (2.29)
i/ Ei=Eo
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por lo que las ecuaciones (2.6) y (2.7) se escriben,

d | o641 /2 ke
T ox 16n® S cLiy(ki, —1/2)ef T g oo 2k )

dr ,
i/El:EO
~16r2 Y a2 (2.30)
i/Ei=Eq
_ ki+3/2
dov ~ M 162e 20 Z’/Eé o i ZV(k“l/Q) : O ki+0i+3/2
a 7472—1_ , + (Ei /T)
ki+3/2
M l6mie 2N i o bie
S /By =Fo (2.31)
T r

donde a; = Csz’Y( 1/2) ybi=c Z’V(k'za 1/2)

Vemos que para que la masa ADM sea finita debe cumplirse ZZ/EZ — B, alek i+1/2

— 0 si r — oo. Como en ese limite ¢; — 0 para todo ¢ podemos ver

ial 2 i
Z bie k+3/2 - Z Maief’+3/2 (2.32)

12 Fit3/2
_ ase 2.33
T2 hrap (2.3)
i/Ei=Ey
_ € kit1/2
= r E 2ki+3a16’ . (2.34)
i/ Ei=E,

Como k; > —1 para todo ¢, y como para r lo suficientemente grande todos
los €; son menores que un dado real positivo K, tenemos

, k +3/2 , kit1/2

lim r Z bie < Tll)rrolo Kr Z age; (2.35)

7—+00 -
i/ Ei=FEq i/ Ei=Ejq

k+3/2 _
= lim r > bie = 0. (2.36)
i/Ei=Eq

Esto implica que (2.31) toma la forma,

d M 2M
d—i N3 2 g 20 (1 - r> (2.37)
entonces,
2M L? 2M i’ E,
e(r) ~ E2—E? (1 - > <,u2 7“;> 'l: 0

kit 1 2 a-(2M,u2E2)ki+1/2
=T Z i€ / Z : rkifl(;Z (2.38)
i/E§=F i/E§=F

y como habiamos supuesto que existe algun i tal que k; > 1/2 llegamos a la
conclusién,
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= = Si k; < 1/2 para algtin i/E} = Ey = el sistema no puede
llegar al infinito con masa ADM finita = debe ser acotada.

Consideramos ahora algunas formas concretas dentro de esta familia de
ansdtze para ®(E, L).

Cascaras con un tinico momento angular

La expresion (2.24) indica que si min{L;} > 0 debe existir un radio
minimo para el sistema, por lo que si la distribucién cumple ademas con
(2.25), entonces el sistema es una thick shell o cdscara gruesa. Planteamos en
este apartado especificamente un sistema de Einstein-Vlasov cuyas particulas
se mueven todas con el mismo mdédulo del momento angular. Para simplificar
las ecuaciones proponemos el ansatz

» ®(E,L) = QEO(Ey — E)§(L — Ly).

Este ansatz es un caso particular de la familia (2.25), por lo que debe existir
un radio maximo al que llamaremos r,; y si ademas Ly # 0 también debe
existir un radio minimo, al que llamaremos r;. Las ecuaciones de Einstein se

escriben,

dm _ Qu[2(L+ i) + 2 ER) iPER — (13 + gt

dar (2.39)

dr r3e20

do m . Q2 [r?E§ — (L + p?r?)e?] 3/2 (2.40

dr = r(r—2m) 2ar3(r — 2m) -
siendo Qo = 1672LoQ/3.

El soporte de la cascara son las raices de la expresién
E(r) = r*E§ — (L§ + pr?)e* ). (2.41)

Podemos ver como construir un dato para resolver las ecuaciones dando r;
arbitrariamente. Haciendo Q)2 = 0, confirmamos que la solucién tiene que
ser Schwarzschild dentro y fuera de la cascara, como lo dicta el teorema de
Birkhoff. Es claro que la regularidad en el origen implicaria m(r;) = 0, pero
vamos a relajar esa hipétesis para asf incluir un eventual agujero negro en el
origen de masa M; < r;/2. Escribimos entonces,

2 12
20(ry) _ i EO

_ N = M 2.42
L%"‘HZTZZ ;o m(rq) : ( )

e

donde ademas, para que r; sea un borde interno, debe cumplirse

,ule-riQ

!/ ) L2 .
5(T1)>0:> O>77“¢—3Mi

(2.43)
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En virtud de las ecuaciones podemos ver que «(r) y sus primeras dos deri-
vadas deben ser continuas en r;, pero no asi la tercera derivada. Analoga-
mente, también m(r) y su primera derivada son continuas en r;, pero no asi
su segunda derivada. Por lo tanto, para dar ejemplos numéricos concretos
de soluciones del sistema (2.39, 2.40) utilizando métodos de integracion tra-
dicionales, tenemos que dar un dato (m(rg),a(rg)) donde r; < ro < 710, ya
que dando el dato en uno de los bordes, como resulta natural, tendriamos
problemas por éstas discontinuidades.

Planteamos entonces un desarrollo en serie para r > 7; alrededor de r;
en potencias de \/r — r;. La compatibilidad con (2.6,2.7) implica,

22— By+ Bi(r —r;) 4 Ba(r — )2 + Bs(r — 1)’ /2 + Rp
m(r) = M+ My(r—r;)*? + Ms(r — r)** + Ry, (2.44)

donde los coeficientes se expresan (eligiendo €2(") =1 — 2M; /r;),

2M;
By = 1-—=—
Ty
2M;
Bi=
2M;
B =~
2v/2Qs (L + MQT?)\/(H — 3M;) L — p*Mir?
M, = . (2.45)
e

(2

y expresiones andlogas para M3y Bs. De esta manera, dando r;, M;, Q y Lo
podemos construir un dato inicial para rg muy cercano a r; e integrar numé-
ricamente. Vemos que segin (2.45) es necesario r; > 3M; como condicion de
integrabilidad, restriccion que se suma a la del momento angular (2.43).

Para ilustrar lo anterior tomamos los parametros r; = 7, M; = 1, Ly = 4,
Ey =1y Q2 =0,1. Usando estos valores y (2.44), despreciando los términos
RB Y Rom, obtenemos €2(7:0001) — (7538 . v m(7,0001) = 1,0000.. 2, lo que
utilizamos como dato para integrar numéricamente el sistema para r > 7;
utilizando un integrador de Runge-Kutta. Los resultados estan representados
en las figuras 2.1 y 2.2.

Céascaras con dos momentos angulares

Analogamente al inciso anterior escribimos ahora

» ®(E,L) = Q1EO(E} — E)S(L — L1) + Q2EO(E2 — E)§(L — L).

%los calculos fueron realizados con 30 digitos
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Figura 2.1: Grdfico de e**(") (linea sdlida), m(r) (de puntos), and 30(dm/dr) (de
barras), como funciones de r para r; = 7,0, M1 =1,0, Lo =4, Ey =1 y Q2 =0,1.
El limite superior del dominio en el grifico es ro, = 14,1098..., con €2*(") = 0,9256...

y M, =m(r,) = 1,2306...

4e-05 / p
{ \
3e-05 |
/
|
|
2e-05 | |

te-os | |f e

Figura 2.2: Grifico de p(r) (solida, curva mds alta), 4p.(r) (de barras, curva del
medio), y 40p,-(r) (de puntos, curva mds baja), como funciones de r para r; = 7,0,
M; =10, Lo =4, Eg =1 y Q2 = 0,1. El limite superior del dominio es v, =

14,1098..., con €2*(m) = 0,9256... y M, = m(r,) = 1,2306...
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Las ecuaciones de Einstein toman la forma,

dm C1 [2(L3 + p?r?)e®™ + r2E2] \/r2E? — (L2 + p?r2)e2e
W - 7“3620‘
+C’2 [2(L3 + p?r?)e2 + r2E3] /12EZ — (L3 + 2r2)e2e
T362a
da m
dr— r(r—2m)
4 [’I”QE% — (L3 + M2T2)62a]3/2 Cy [T2E§ — (L3 + ,U27“2)62a] 3/2
e2or3(r — 2m) + e2er3(r — 2m)

(2.46)

donde C; = 16m%L;Q;/3, i = 1,2.

Resulta necesario analizar por separado las contribuciones a la densidad y
a la presion de cada uno de los conjuntos de particulas con distinto momento
angular. Escribimos en particular las contribuciones para la densidad de cada
componente como

C1 [2(L3 + p?r?)e®™ + 12 B3] \/r2E7 — (L2 + p?r2)e2e

pi(r) = Arde2e
o) = QLB+ + P B] /r2BG - (L 4 pr?)e
2 4rrde2e '
(2.47)
Definimos para este caso,
&i(r) = r2E? — (L2 + p%r?)e? () (2.48)

con ¢ = 1,2. Cada una de estas funciones define una “céscara” por s{ misma,
donde viven las particulas con el momento angular correspondiente. Para que
tenga sentido hablar de una tnica ciscara, debemos tener un regiéon donde
ambas funciones sean positivas. Los limites de la cascara van estar dados por
raices de alguno de los &; tales que en todo el rango comprendido entre éstas
al menos una de las dos funciones sea positiva. En el caso de estar en un rango
de r en el que s6lo una de las §; es positiva, interpretamos C; = 0 con j # 1,
por lo que nos quedan las ecuaciones de una ciscara de particulas con un
inico momento angular. Vamos a considerar ahora particularmente céscaras
en las que ambas componentes (la determinada por & y la determinada por
&) tengan el mismo radio interno r;. Esto quiere decir,

2772 2 7712
2a(r;) _ r B i B

— = 2.49
L3+ p2r? L34 p2r? (2:49)
Como en el caso anterior debemos tener,
2 2
/ 2 H Miri
(ri) >0= L5 > ——— 2.50
fl(rl) > [ ri — 3M1 ( )
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Figura 2.3: Grdfico de p(r) (sdlida), pi(r) (de puntos), y p2(r) (de barras), en
funcion de v para r; = 7,0, My = 1,0, Ly =5, Ly = 6,5, E? = 1,51..., E2 = 1,86..,
C, =5 y Cy = 3. El limite del dominio es r, = 7,4764..., con e**(") =1,0606... y
My = m(r,) = 2,1338...

Damos ahora un ejemplo. Utilizamos el mismo método de integraciéon
que para el caso con un Unico momento angular, teniendo en cuenta que
los coeficientes de (2.44) toman formas méas complejas que involucran los
parametros de ambas componentes. Tomamos L1 = 5, Ly = 6,5, ; = 7,
Cy =5,Cy =3y M; = 1. También fijamos por simplicidad a(r;) = 0, por
lo que Ef = 1,510.. y E3 = 1,862... Los resultados obtenidos indican que
las particulas con Ly = 5 estan contenidas en la regién 7,0 < r < 7,2682..,
mientras que para Lo = 6,5 el rango correspondiente es 7,0 < r < 7,4764... El
valor de la masa externa resulta M, = 2,1338... En la figura 2.3 mostramos
la densidad total p, y la contribucién a la densidad de cada componente p;

Y pa-

2.1.2. Cascaras de Einstein

Las céscaras de Einstein [64] son el caso especial de Einstein-Vlasov esta-
tico en simetria esférica donde las particulas siguen trayectorias netamente
circulares. Se puede ver que la ecuacién de geodésica para estas particulas
implica,

3 !/
urea (r)
L*(r) = ————~ 2.51
() 1—ra(r) (2:51)
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por lo que la funcién de distribucién f se puede escribir directamente como
funcién de r, ya que r determina por completo el médulo de la 3-velocidad,
que ya sabemos tangencial, de las particulas. La ecuacion (1.30) se escribe,

™ = Mn2(7?;) /u“u”dx (2.52)

donde n(r) es proporcional al nimero de particulas por unidad de volumen
propio. Resolviendo, nos queda,

L2
Ttt = —TL(T) <M2 + 7“2> = —p (253)
0 _ ~n(r)L?
T = Ty = 5z =D (2.54)

con T = p, = 0.
Las ecuaciones de Einstein (2.6,2.7) quedan de la forma,

C;—T: = dan(r) (@ + L2 (r))
da m(r)
dr r(r—2m(r)) (2.55)
por lo que obtenemos, ,
L2(r) = % (2.56)

que muestra que 7 > 3m(r) resulta una condiciéon para que el sistema tenga
sentido fisico.

Vemos que dando una funcion, ya sea n(r), m(r) o L(r), quedan todas las
demés determinadas exactamente o a menos de constantes de integracion.

2.2. Cascara fina

Como se expuso en la introduccién, tiene sentido imaginar materia con-
finada a una superficie. Modelando la materia de esta manera se consigue
simplificar considerablemente las ecuaciones. En el contexto de esta tesis,
este modelo nos va a servir para poder estudiar analiticamente soluciones di-
namicas de las ecuaciones de Einstein. Lo escrito en esta seccién se encuentra
en [1].

Imaginemos que la materia estd concentrada en todo momento (para
toda foliacion de superficies espaciales) en una esfera de cierto radio, siendo
este radio no necesariamente constante. Siendo mas precisos, se trata de una
3-superficie temporal singular orientable X (z%) = 0. Definiendo coordenadas
(r,0,¢) y un tiempo global T', podemos escribir la ecuacion de la superficie
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como X(r—R(T')) = 0. Llamamos region ITar > R(T) y region Tar < R(T).
Fuera de la superficie tenemos vacio, por lo que al tener simetria esférica,
por teorema de Birkhoff, la métrica es Schwarzschild en ambas regiones,

ds® = —Fy rrdt] rp + Fy dr? +1°d° (2.57)

con Frrr = 1—2Mj/r. Escribimos t7j; ya que estas coordenadas no
coinciden en la cascara si la superficie es singular, como quedard explicito
mas adelante.

La métrica inducida en la superficie se puede escribir,

ds®|s, = —d7? + R(7)%dQ? (2.58)

siendo 7 el tiempo propio de un observador que se mueve con la céscara
siguiendo trayectorias radiales (0 = cte, ¢ = cte).

Las ecuaciones de movimiento se obtienen mediante la condicién de em-
palme (1.17), por lo que calculando la curvatura extrinseca en funcion de
R(7) y sus derivadas obtenemos,

K B R?R+ My gp (2.50)
T(I,II) — A .
R\/ R(RR2? + R — 2My 1;)
. 2M
0 _ ? 2 _ 1,11
K = K3 0o \/R +1 i (2.60)

y la condicion (1.17) se escribe

2 . 2Mp; \/ 2M;
= 241 —\JR24+1-""5 = kST (261
\/R + 7 R? + 7 kST (2.61)
R’R+RR*+R— My R*)R+RR?>+ R— M; g
. - , = 0
R\/R(RR2 + R — 2Mpp) R\/R(RR2 + R — 2Mj)
= kS).(262)

En virtud de la simetria del problema, se espera poder escribir ST =
—p(R) y de ahi despejar R(7) en (2.61) como funcion de los parametros
My 1y de R(7), obtienendo asi un “potencial efectivo” para el movimiento
de la céascara.

Ahora escribimos el tensor de masa-energia en la cascara suponiendo que
la misma estd compuesta por particulas idénticas no colisionantes que se
mueven en orbitas de momento angular constante (i.e. que siguen geodésicas
de la métrica inducida). Tal sistema representa materia de Einstein-Vlasov
confinada a una 3-superficie que representa la historia de la céascara. Escri-
bimos entonces una ecuacion andloga a (1.30) para una variedad 2 + 1,
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du? du®

Ur

Sg = —,u/f(m“,u“)uiuj\/jh (2.63)
siendo p la masa propia de las particulas, u® vectores velocidad en el fibrado
tangente de X y h la métrica inducida en 3.

Para valuar estas integrales, hacemos un cambio de variable (uf,u?) —
(L, x) donde L es el médulo del momento angular por unidad de masa de
una particula con velocidad u® y x = arctan(sen(f)u?/u’). Por la simetria
del problema podemos escribir en la integral f(7,L). Como las particulas
no colisionan, tiene que haber conservaciéon del namero de particulas con un
dado momento angular L, lo que se escribe de manera anéaloga a (1.31)

N7(r) = / f(@®, u®)V=hdu® du® = / f(T,L)R(L7_)2deX

2T
- R(T)/f(T,L)LdL (2.64)
(L) — /: N (ro, L) R(70)2sen(0)dfde — 8x2Lf (o, L).

Vemos que f resulta funcién sélo de L, por lo que la ecuacién de Vlasov
(1.29) se cumple autométicamente.
El tensor S entonces se puede escribir,

7 8m2R | I? + R2

los vectores velocidad se escriben,

u' (L, x)u? (L, x)dLdy (2.65)

i B L? L sen(yx) L
u'(L, x) = 1+ ﬁ>COS(X)ﬁ7 sen(0) R? (2.66)
con lo que obtenemos
. M R
i S — L)\/L? 2dL
Si1) = g peyading |~ [ n(0) VI RGP
2 2
/ UL (L)L L. (267
2,/L? + R(7)? 2/L? + R(1)
Podemos ver que,
L)
—ST 280 =~ / n( dL 2.68

por lo que —ST > 25§. Definimos o = S§/(—57),

B 1 n(L)L?
T TaL)VIE T RRdL / N (2.69)
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que cumple 0 < o < 1/2, siendo a = 0 en el caso del polvo (n(L) = (L)), y
a =~ 1/2 en el limite ultrarrelativista (L — 00), lo que puede verse tomando
n(L) de soporte compacto con centro en Ly > R.

De la ecuacion (2.62) obtenemos la expresion,

. 1
R="3r

. oM oM
1+R2—(4a+1)\/1~|—R2—RI\/1+R2—RH] (2.70)

y teniendo en cuenta que para un dado n(L) obtenemos a(R), (2.70) se puede
ver como una ecuacion diferencial ordinaria para R(7).

Por otro lado, de (2.61) obtenemos lo que seria una integral primera para
(2.70) como puede verificarse explicitamente

. 2M . 2M 2
\/R2+1— RH—\/R2+1—I = 22 [ (@)V/R? + L2dL.

R " R3

2

(2.71)
Definiendo f(R) = [n(L)vR? + L2dL, nos queda una expresion para R con
la forma de una ecuacién de movimiento para una particula moviéndose en
un potencial unidimensional

1.
532 +V(R) = 0 (2.72)
V(R) = 1 Mip+M;  p*f(R? (M — Mp)*R?
2 2R SR* 2u2f(R)?

Esta expresion es una generalizacion de la ecuacion (2.35) en [66] encon-
trada por Evans. En ese trabajo se desarrolla un andlisis de casi el mismo
sistema, pero con la restriccion de que todas las particulas tienen el mismo
modulo de momento angular. De todas formas, los posibles movimientos que
se desprenden de la expresion (2.72) son cualitativamente los mismos que
los analizados por Evans. Podemos en particular analizar el comportamiento
asintotico de V(R), que resulta,

R—0 = f(R)— N(L) (2.73)
f(R)—=0
2N2 L 2
V(R - - 8R<4>
R— >~ = f(R)— RN (2.74)
f(R)— N
2N2_ Mir— M 2
v - =
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donde N es el numero total de particulas y (L) el valor medio de L. La

(M[]*M])27/J,2N2
2 N2

cantidad es positiva, la céscara puede expandirse indefinidamente; si es ne-

. Si esta

“energia de ligadura por particula” es la cantidad

gativa, existe un punto de retorno donde la cascara frenard su expansion y
empezard a contraerse. Como veremos mas adelante, también existen solu-
ciones con un punto de retorno con V/(R) < 0, lo que representa un radio
minimo, y ademas, entre éstas, existen soluciones oscilantes.

2.2.1. Soluciones estaticas

Las soluciones estaticas serian aquellas que satisfacen R = R = 0, por lo

que (2.61,2.62) se escribirian
2Mir \/ 2M; 21 /
1-— @\l =—= L)/ R + L2dL 2.75

R[) - M[[ Ro - M[ _ 2,u n(L)L2

Ro\/Ro(Ro — 2Myr;)  Roy/Ro(Ro —2M;) Ry /RZ+L?

A partir de estas ecuaciones obtenemos Ry en funcién de My, Myr, v de los

2
Ry

dL. (2.76)

parametros que definen a n(L).
Vamos a considerar dos ejemplos concretos y simples que nos van a ser
utiles mas adelante:

= n(L) = N§(L — Lo)

Este es el caso de las soluciones estéticas en [66]. Las ecuaciones de arriba
nos permiten escribir N y Lg como funciones de Ry, M; y My, como sigue

12 _ (RO — /Ry — 2M /Ry — 2MH)R%

2 = 2.77)
3v Ry — MRy — 2M11 — Ry

(VRo — 2M; — /Ry — 2Mp)

2p\/Ro — 2M71+/Ro — 2M;
Ro\/6\/R0 — 2M;\/Ry — 2M;; — 2R. (2.78)
L] n(L) = N15(L — Ll) + NQ(5<L — Lg)

En este caso podemos despejar las cantidades Ny y No en funcién de los
parametros Ry, My, Myy, L1 y Lo, como sigue,

2072 _ 12 2172 IM 2M
p(Rg + Lg)(Ls — LY) Ro Ro
2072 _ 12 2172 IM 2M
Ny = R§(Ly g)\/fo+22 \/1_1_\/1_ L) (2.80)
pw(R? + Lg)(Ls — L7) Ro Ro
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siendo Lo la expresion (2.77) entendida como una mera funcién de los pa-
rametros My, Mir y R. Para que tengan sentido estas expresiones, Lg tiene
que tomar un valor entre L1 y Lo, de otra manera algiin N; no seria positivo,
lo que no tiene sentido fisico ya que representan la cantidad de particulas
con momento angular L;.

= (L) =305 Nib(L — Ly)

En este caso tenemos 2n + 3 pardmetros y sé6lo dos ecuaciones. Podemos
sin embargo mostrar que tienen que existir (4, j) tales que L; < Loy L;j > Ly.
Suponemos que todos los L; son distintos entre si, y elegimos los indices de
manera tal que Ly < Lo < .. < L,. De (2.75) y (2.76) para este caso

obtenemos,
n
N\/L3+R3 = > Ni\/L?+ R3 (2.81)

=1
n

NIL2 3 N;L?

vV RG+ L i=1 \/R%2 + L?

siendo N la expresion (2.78) entendida como funcion de My, My y R. Vemos

(2.82)

que (2.81) implica,

NR? " N;R?
_NHy . Nifig (2.83)
VR + L5 I\ /R2+ L2
por lo que si suponemos Ly > L, de (2.81) obtenemos,
n
Ny + 13 <\ R+ 13N (2.84)
i=1
mientras que de (2.83) podemos escribir,
NR2 RZS" N,
0o Mol (2.85)

VR:+ L JRE+ L3
lo que es una contradiccién, por lo tanto Ly > Li. Andlogamente se puede
demostrar que L,, > Ly.

2.3. Limite de cascara delgada para familias de cas-
caras gruesas de Einstein-Vlasov
Una objeciéon valida que se puede hacer a lo desarrollado arriba es que no

existen, en principio, objetos puramente bidimensionales. Tal abstraccién re-
sulta valida si acaso existe un limite adecuado, formalmente bien establecido,
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para una familia de objetos tridimensionales donde una de sus dimensiones
caracteristicas tiende a cero. El objetivo de esta seccién es mostrar que exis-
ten familias de cascaras gruesas de particulas no colisionantes que tienden
precisamente a algunas de las cascaras finas estaticas del apartado anterior.
También podemos demostrar que existe un limite de cascara fina para cas-
caras de Einstein que define una forma particular para la distribucién limite
n(L). En esta seccién expondremos tnicamente resultados propios, siendo
este tipo de limite el tema central de [2]|, donde se encuentran publicados
los desarrollos de las primeras dos subsecciones. La tercera subseccién sobre
cascaras de Einstein se encuentra publicada en el anexo de [1].

2.3.1. Cascara con un tinico momento angular

Volvamos a escribir las ecuaciones de Einstein para el ansatz que habfa-
mos considerado

dm Q2 [2(L§ + pPr)e* + r?Eg) €2 (r)
am_ (2.86)
dr r3e2a
3/2
dr r(r—2m) = e2r3(r —2m)

Consideremos una céscara con cierto radio interno r; y parametro de masa

interno M;. Sabemos que &(r;) = 0y &£'(r;) > 0, y que, por el teorema de

compacidad, debe existir al menos una raiz en r > r; a la que llamamos 7.

Si tomamos el limite () — oo de manera tal que la masa ADM se mantenga

finita, da/dr puede diverger o no, segin como se comporte £(r). Podemos

demostrar por el absurdo que tomando un limite de estas caracteristicas

resulta 7¢ — 7, por lo que el mismo representa un limite de cdscara fina.

Escribimos,
e2a(r) — TQE(% — XQ(T)
L% + M2T2

donde x(r) = /&(r). Podemos despejar m(r) de la ecuacion (2.87) y re-

emplazar en (2.86) para obtener una expresion que solo dependa de a(r) y

de sus primeras dos derivadas. Reemplazando «a(r) con la ecuacion (2.88) y
desarrollando a primer orden en 1/@Q2 nos queda,

2 2\,.372
X(r) = ; (32Lo 2"” )T 50 5
Q2(L§+ r?) (3L + r2)

y si a su vez reemplazamos esta expresion en (2.88), y de ahi en (2.86), y en

(2.88)

+0(Q5%) (2.89)

(2.87) despejada para m(r), nos queda respectivamente,

dm (3L —r?)L§ 1 _3
. (BL[Q)TQ)Q -+ Q*%%(T) +0(Q37) (2.90)
dm  (3LE-r)LE 1 _3
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siendo ¢1(r) # ¢2(r). Por lo tanto, si suponemos que en el limite @ — oo
tenemos £(r) > 0 en un semientorno r > r;, llegamos a una contradiccién en
la forma funcional que tomaria dm/dr en ese entorno, con lo que concluimos
que T¢ — 1.

Ahora que podemos definir en qué consiste el limite de céscara fina en
términos de un parametro del sistema que podemos controlar (@ — o),
resulta posible analizar sus propiedades. La clave estd en tener en cuenta
las condiciones de borde para la céscara (en r; y en r, = r¢). Por un lado,

&(r;) = &(rp) = 0 implica

20(r;) T12E3 . J2a(re) T%Eg
e =555 € =55 (2.92)
L§ + p2r; L§ + p2rg
A su vez, de la ecuacion (2.87) tenemos,
d M; d M
dal M odol M
r |,—,., ri(ri — 2M;) dr,._,. — To(ro—2M,)

siendo M, = m(r,) el parametro de masa para la variedad Schwarzschild
que tenemos fuera de la cascara (r > r,). Escribimos entonces

[fay o) )M
r dr? - dr|,_,, =~ dr r—r, Cro(reo — 2M,)  7i(ri — 2M;)
"o dm
—dr = M, — M;. 2.94
|G (2.0)

De aqui vemos que en el limite r, — r; las funciones subintegrales de (2.94)
deben tender a distribuciones del tipo delta de Dirac por un factor que
depende tnicamente de los parametros r;, M, y M;. Manipulando (2.86) y
(2.87) podemos escribir,

1 dm r(E*? 4+ 2B(LE + r?)) d*B
—om dr B 2
r2mdr [r(ZEz + (2 + Lg)B)‘fT +2(4E% 4 (212 - r2)B)] dr
T
N 4(E*r? + 2B(L3 + r?)) [r(r — 2m)4E — mB]
dB
r(r —2m) [r(2E2 + (r2 + L(%)B)E + 2(4E2r2 + (2L3 — TQ)B)]

donde B(r) = ¢2*(")_ En el limite 7, — 74, las condiciones (2.92), junto con la
positividad de da/dr, implican que B(r) ~ R2E$ /(L + u?R?) = By, siendo
R algtn ntmero tal que r; < R < r,. Podemos escribir entonces,
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To To 5 ? ’
L TG S T
ro=i J. — m(r) T T Jp R(R2 + L%))% + 2(R2 + 2L(2))B0 T
(2.96)

por lo que resolviendo las integrales tomando R constante, y haciendo luego
ri =1, = R, nos queda

R—2M,; (R-—2M;)(R®+2RL3 - 3M,L%— M,R?)

= . (2.97)
VR—2M, (R—-2M,)(R®+2RL:—3M;L% — M;R?)
Despejando L obtenemos finalmente,
R*(R — /R —2M;\/R —2M,
2 FE=-V v ) (2.98)

07 3VR—-2M,VR—2M,— R

que es exactamente la expresion (2.77) para el caso de una cascara fina
estética.

Podemos ilustrar la existencia de este limite con un ejemplo numérico.
En la figura 2.4 se encuentran detallados los parametros del ejemplo. Se
observa que aunque hay una diferencia del 30 % entre la masa de un lado
de la cascara y la del otro, el grosor de la misma es de menos del 0,3 % de
su radio. Podemos ver la adecuacién aproximada de los pardmetros de esta
céscara con los de una céscara fina. Para ello, despejamos M, de (2.98),

R [2(R — 3M;)R?L3 + (4R — 9M;)Lg — M;R*|
(R—2M;)(R2 + 3L32)? '

M, = (2.99)

y reemplazamos los valores de R, M; y Lg con los de este ejemplo. Obtenemos
M, ~ 1,2997, lo que estd en muy buen acuerdo con nuestra integracion
numeérica.

2.3.2. Cascaras de dos momentos angulares

Volvamos a escribir las ecuaciones de Einstein para este caso,

dm 12003+ p*r)e* + 2B 6 (r)
am- _ .
dr 320
Cs |2 L2 2,2\ p2a 2E2 1/2
4L« [2(L3 + pPr )3@ 2a—|—r 21 &/ (r) 2100
ree
3/2 3/2

do o m G W Gl g
dr r(r—2m) | e2or3(r — 2m) | e2or3(r — 2m)
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o N

7 7.002 7.004 7.006 7.008 m 7.012 7.014

v

Figura 2.4: Grdfico de m(r) (de puntos, curva mds alta), ¢**(") (sélida, curva

del medio), y 10p (de barras, curva mds baja), como funciones de v para r; = 7,0,
M; =10, Lo =4, Eg = 1 y Q2 = 800. EIl limite del dominio es r, = 7,0155...,
donde ¢**(7o) = 0,7546... y M, = m(r,) = 1,2999...

donde &(r) = r?E? — (L? + p*r?)e*® con i = 1,2.

Para el caso de dos momentos angulares es mas complicado encontrar
un procedimiento general, andlogo al anterior, para demostrar la existencia
de un limite de céscara fina y dilucidar sus propiedades. La complicaciéon
radica en el hecho de tener dos funciones, & v &2, cuyos soportes suponemos
que se intersectan, pero que no son en general iguales. Para tomar un limi-
te, digamos C7 y (5 tendiendo a infinito, tenemos que especificar cémo se
relacionan los soportes de estas funciones para que el limite tenga sentido.
No vamos a abordar en esta tesis este problema en general, pero si vamos a
construir ejemplos numéricos de céascaras de dos componentes que efectiva-
mente tienden a una céscara fina, cuyos parametros son consistentes con los
que obtuvimos mediante el formalismo de superficies singulares.

En primer lugar escribimos,

M, — M; = AM = Amq + Amgo (2102)

donde,
Amy :/47rr2p1dr , Amg = /47r7“2p2d7" (2.103)

con las funciones p; y p2 definidas en (2.47). Proponemos un radio interior
comin r; para cada componente. Teniendo en cuenta que la eleccion de
parametros debe ser coherente con (2.49) y (2.50), podemos construir un
ejemplo numérico con C y Cs lo suficientemente grandes como para que el
grosor de la céscara resulte varios 6rdenes de magnitud menor al radio de
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la misma. La manera de comparar la distribucién gruesa resultante con una
cascara fina estatica de dos componentes, va a ser calculando Amg/Am,
para la primera, y el cociente de las contribuciones de cada componente en
—ST para la segunda. Como se puede ver a partir de (2.75) con n(L) =
N16(L — Ly) + N2d(L — Ls), tenemos

o = =Sl =o01+02
_ H / 2 2 | p2 2

Utilizando las ecuaciones (2.79) y (2.80), la relacion que vamos a corroborar

se escribe, ~
Amo ~ o1(Ro) _ (L§ — %%)(R(Q) +L3) (2.105)
Ami " oa(Ro) (L3 — L2)(R2 + L?)

donde Lg es la expresion (2.77) entendida como funcion de My, Miry Ry.

Tomamos, como en el ejemplo anterior de dos componentes, L; = 5,
Ly =65, r, =7, M; =1y a(r;) =0, pero esta vez elegimos C; = 800,
Cy = 240. La figura 2.5 representa las funciones p(r), p1(r) y p2(r) para
estos parametros. Podemos ver que la céscara se extiende sélo en la regiéon
7,0 < r < 7,020.., por lo que su grosor es de menos del 0,4% de su radio.
Por otro lado, la masa se incrementa por un factor cercano a 2, ya que
M, = 2,022...

Integrando, obtenemos para este ejemplo Am; = 0,4545.. y Ame =
0,5708... Reemplazando Ry = 7 en (2.105) y en (2.77), resulta Ly = 5,8079..
y Lo = 5,8386.. respectivamente. La discrepancia es del orden del cociente
entre el grosor y el radio, lo que consideramos una buena concordancia.

42



2. Einstein-Vlasov en simetria esférica 43
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899 6.995 7 7.005 7.01 r7.015 702 7025 7.03 7035

Figura 2.5: Grdfico de p(r) (sdlida), p1(r) (de puntos), y p2(r) (de barras), como
funciones de v para r; = 7,0, My = 1,0, Ly =5, Ly = 6,5, E? = 1,51.., E3 = 1,86..
y C1 = 800, Cy = 240. El limite del dominio es r, = 7,020..., con e**(") =1,0026...
y My, =m(r,) = 2,022...

2.3.3. Cascaras de Einstein

Las ecuaciones de Einstein para este caso son,

W~ () + ()
da m(r)
dr r(r—2m(r))

donde L% = p2r%m(r)/(r — 3m(r)).

Consideramos céscaras de soporte compacto y llamamos, como en los
casos anteriores, r; al radio interno, y r, al externo. La idea es hacer tender
ro — r; manteniendo M, = m(r,) y M; = m(r;) constantes. En primer
lugar, escribamos la derivada de L?(r),

dL? r3 dm rm(r — 6m
___pr dm | prm(r —6m) (2.106)
dr  (r—3m)? dr (r — 3m)?
en la cual nos va a ser atil notar que si dm/dr es lo suficientemente grande,
dL?/dr resulta positivo en toda la region. En el limite de cascara delgada
dm/dr debe tender a infinito, por lo que podemos considerar dL?/dr > 0.
De esta manera, para cascaras lo suficientemente finas podemos escribir
2 2
i g Tolo
r; —3M; — ~r,—3M,
43
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Consideremos ahora la funciéon n(r) definida como la cantidad total de
particulas entre r y r + dr

9 -1/2 12
47rpr2 <1 — m(r)) =n(r)\/pu? + T2 (2.108)
r r
Como asumimos dL?/dr > 0, podemos escribir,
dr
ATy~

donde 7(L?) ahora representa el ntimero de particulas con momentos angu-
lares entre L? y L? + dL?. Por otro lado, consideremos,

L?r

mir) = 553 (2.110)

y derivemos esta expresion con respecto a L? para asi escribir,

dm r3 dr
_ o == 2.111
dL? (312 +r2)2 + (dL2> ( )

donde tuvimos en cuenta el hecho de que dr/ dL? — 0 en el limite r, — 7.
De (2.108) y (2.111), y tomando el limite r; — r, — Rp, podemos finalmente
escribir,

R4
n(L?) = 0 (2.112)
n(3L% 4+ R3)3/2(L? + RY)
donde L? esta restringido al rango
M <JI?< ﬂ (2.113)
Ry —3M; — ~ Ro—3M;r ’

Demostramos entonces que, si el limite existe, el mismo corresponde a una
cascara fina con una distribucion de momentos angulares dada por (2.112).

2.4. Estabilidad de las cascaras finas

Vimos en la seccién 2.2 que existen soluciones de las ecuaciones de Eins-
tein que representan cascaras dindmicas con distribuciones arbitrarias para
el momento angular de sus particulas. Cabe la pregunta si estas soluciones
resultan “robustas” ante perturbaciones, lo que nos hablaria de su relevancia
para la fisica. Lo expuesto en esta seccién son resultados propios, y consti-
tuyen el tema central de [1].

El primer anéalisis de estabilidad que vamos a considerar corresponde a
la posibilidad de que haya “evaporacién” de particulas que constituyen la
cascara. En segunda instancia, trataremos la inestabilidad ante separacién
de componentes para una cascara con dos momentos angulares.
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2.4.1. Estabilidad de las 6rbitas de particulas individuales

Pensemos en el movimiento de las particulas dentro de la céscara fina.
Si trazamos las trayectoria que las mismas describen, que son geodésicas de
la métrica inducida, se puede ver que en general no siguen geodésicas de
la métrica ambiente segin ninguna de las dos conexiones inducidas en la
céscara por la métrica de las regiones (I, I1) respectivamente. Hablamos de
inestabilidad en este contexto si existen geodésicas de la métrica ambiente
que partan de un punto de la céscara y cuya tangente en ese punto sea la
4-velocidad de alguna particula constituyente. La particula cuya 4-velocidad
sea esa, bajo la hipdtesis de que no hay fuerza alguna mas que la gravedad,
no tendria a priori motivos para no seguir esa geodésica, lo que implicarfa
la “evaporacién” de dicha particula.

Para analizar este fenémeno consideramos un sistema coordenado gaus-
siano alrededor de la céscara, y llamamos n a la coordenada normal a la
misma. El posible apartamiento con respecto a la cascara de las particu-
las con momento angular L se puede describir calculando la “aceleracién”
d?>n/do? que tendrian, siendo o el tiempo propio de las mismas, si éstas
siguieran geodésicas de la métrica ambiente. Tenemos,

d*n o
WRI’I]) = —F?julu] (2114)

- Mrr+ R°R L e R R—3Myp — R2R
R\JR(RR? + R—2Myr)  R3\JR(RR? + R —2My 1)

Y

donde (4, j) son indices coordenados de la cascara.

Habria estabilidad sélo si a lo largo de las trayectorias de las particulas se
cumple d?n/do?|; > 0y d*n/do?|;; < 0. Pero, a partir de (2.114), podemos
ver que eso puede no ser asi: si por ejemplo R<0 v R > 3Mj;, tendria-
mos para L lo suficientemente grande d?n/do?|;; > 0, lo que implicaria la
existencia de un L, tal que toda particula con L > L, deberia salir de la cas-
cara y meterse en la region I1. Podemos también observar a partir de estas
expresiones que si R es lo suficientemente positivo (negativo), las particulas
resultan estables ante evaporacion hacia el lado I (I) independientemente
de su momento angular.

Las expresiones para d?n/do?| 1,11 pueden colocarse como funciones de R
y de L reemplazando Ry R por medio de (2.72) y (2.70). Esto nos definiria,
para un dado n(L), regiones de estabilidad e inestabilidad en el plano (R, L).
La cascara resulta estable ante evaporacién de particulas siempre que para
un dado Ry = R(7p) el soporte de n(L) se encuentre completamente conte-
nido en la regién de estabilidad para ese Ry. Se puede mostrar que ambas
condiciones de estabilidad son compatibles en el sentido de que no pueden
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cumplirse al mismo tiempo d?n/do?|; < 0y d?n/do?|;; > 0. Se da una ines-
tabilidad o la otra, no las dos simultaneamente. En general, considerando
la evolucion R(7) para una céscara dada, la misma va a devenir en algin
momento a una situacién en la que las particulas fuera de cierto rango de
momentos angulares deban abandonar la cascara, resultando en un “engro-
samiento” de la misma en el caso de n(L) continuo, o en una “division” de
la céscara en dos o mas céscaras si pensamos en una distribucién discre-
ta para los momentos angulares. Para esta ultima posibilidad (separacion
de componentes de distinto momento angular cuando se tiene una distribu-
cion discreta) conviene hacer un analisis de estabilidad directo, planteando
una separacion infinitesimal para las distintas componentes, como vamos a
realizar en la siguiente subseccidn.

2.4.2. Estabilidad ante fragmentacién de la cascara

Consideremos una separacién infinitesimal de cierto conjunto de parti-
culas, definido como aquellas particulas cuyo momento angular se encuentra
en un dado rango L, < L < L3, con respecto al resto de la céscara.

Cascara con dos momentos angulares
L] TL(L) = Nl(S(L — Ll) + NQ(S(L — Lg)
En este caso vamos a considerar una separaciéon entre las N particulas

con L; y las Ny particulas con L, como ilustra la figura 2.6. Escribimos
nuevamente la ecuacion (2.70),

d’R 1 5 \/ 2M7 \/ 2Mpr
o= —(da+1)J1- =Ly Ry /1 - 22 e
= 5T +R°— (4da+1) 7 +R 7 +R

donde, para este caso

1 N, L? N, L2
o= 1 272 | (2.115)

2ANIVRE+ L3+ No/R2+12) | VR2+ 12 JR2+1I3

Una separacién de las componentes implicaria un espacio-tiempo donde

existen dos cascaras, cada una de un tnico momento angular (con parame-
tros (N1, L1) v (N2, Lo) respectivamente), que coinciden como subvariedades
hasta el instante de separacién. Entre las ciscaras que se separan habria una
nueva regién de vacio en simetria esférica, por lo tanto Schwarzschild, a cuyo
parametro de masa llamaremos M;,;. La idea es calcular las aceleraciones
que tomarian estas cdscaras una con respecto a la otra. Si el signo de esta
aceleracion es opuesto al de la separacion, consideramos estable al sistema;
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Figura 2.6: Esquema ilustrativo de las funciones R(7), Ri(T) y Ra(7) en una
situacion de splitting o separacion de componentes.

caso contrario, una perturbacién de este tipo provocaria el desmembramiento
de la céscara.

Suponemos sin pérdida de generalidad que la cdscara de parametros
(Na, L) es la que se aparta hacia la region 1. La ecuacion (2.70) se es-
cribe para esta cascara,

d2R2 1 - 2 \/ 2Mmt . 2\/ 2M1[ - 2
— =——|14+Ry — (4 )4/1——+R 1-— R
ir? SR + Ro (4az + 1) R + fi2 o + fia
(2.116)
donde
711% 2.117
TR+ 13 (2.117)
Anélogamente, escribimos para la cascara con (N, Lq),
d’Ry 1 ;2 \/ 2M; . 2 \/ 2Mint 5 2
—=——|14+R; — (4 1)4/1————+4+R 1-— R
i = o, | et R, % R, 1
(2.118)
con )
L
o 1 (2.119)

C2ARPH L)

Llamamos 7y al momento de la separacién, y sincronizamos 7o y 71 con
7 en ese momento. Tomamos como condicién de suavidad en el punto de
bifurcacion R(ry) = R1(10) = Ra(70), que resulta equivalente a pedir que los
espacios tangentes de cada superficie coincidan en ese punto. Esta condiciéon
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2. Einstein-Vlasov en simetria esférica 48

nos va permitir calcular M;,; de manera univoca por medio de las ecuacio-
nes (2.71) aplicadas a ambas céascaras. Por otra parte, se puede demostrar,
también mediante (2.71), que

d’Ry /dri (1) < d*R/dr?(10) < d*Ry/dr3(mp)

d’Ry/dr3(10) < d*R/dr*(10) < d*Ry/dri(10).

Teniendo esto en cuenta, podridmos pensar que la condicién de estabilidad
seria,

d’Ry/dr3 (1) < d*R/d7? (1) (2.120)

pero ésto no es una conclusién légica, ya que se trata de derivadas con res-
pecto a tiempos diferentes. Sin embargo, podemos mostrar que (2.120) es en
efecto la condicion correcta. Podemos mostrar esto calculando las derivadas
con respecto a un mismo tiempo, como ser la coordenada t;;. En primer
lugar, para la ciscara original tenemos,

( dr )2 _ (R(r) — 2M;;)? : (2.121)
W) R(r)2 — 2R(r) My + R(r)? (52

mientras que derivando R(t;7) nos queda

d*R(t;) R dr \* d®R(7)
dt%] N R —2Mjyr \ dtys dr?
My dr \? dr \?
- \R—oM;;+R|— QR —4M; + R — ) |.
+R3(R—2Mn) 1t <dt11) 1+t (dtn>

(2.122)

Podemos realizar el mismo procedimiento para 7o y asi obtener las mis-
mas formulas (2.121) y (2.122), pero estando reemplazados 7 por 72 y R(7)
por Ra(m2). Las condiciones en la interseccion implican que dr/dtrr(m) =
dre/dt 1(70), por lo tanto, como se puede ver en (2.122), la condicién d? Ry /d73 (7o) <
d?R/dr?(0) se cumple si y solo si d®Ry/dt?;(m0) < d*R/dt%;(70), lo que de-
muestra que (2.120) es la condicién de estabilidad correcta.

La condicion critica es d?Ry/dti(ro) = d*R/dm*(10) = d*Ry/dr2 (7).
Manipulando las expresiones (2.116), (2.118) y (2.71) obtenemos

3L2 + R? 2M;; dR\? (3L% + R? 2M; dR\?
2 1— +(—=) === (==
R2 4+ [2 R dr R2 + L? R dr |
2 1
(2.123)

Los lados de esta ecuacién son monétonos crecientes con respecto a Lo y
Ly respectivamente. Reemplazando R mediante la ecuacion (2.72) y dando,
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2. Einstein-Vlasov en simetria esférica 49

por ejemplo, los parametros (R, L1, My, M;y), obtenemos mediante (2.123)
un méximo para Ls. Analogamente, dando Lo en vez de L; esta ecuacién
nos define un minimo para L;. En particular, queda explicito que si Lo < L4
la cascara resulta estable. Notamos que, calculando R(7), podemos escribir
estas cotas como L1,,in(7) ¥ Lomae (7). También de aqui podemos ver que si
Ly = Ly = Lo (céscara de un tnico momento angular, como las de [66]), las
cotas que se desprenden de acé cumplen siempre Lq,,;,(7) < Lo < Loymae(T),
lo que significa que toda cdscara fina cuyas particulas tienen todas el mismo
mddulo del momento angular, es estable ante separacion de sus constituyentes
a lo largo de toda su evolucion.

Otro resultado interesante se obtiene tomando el limite R — oo. Las
cotas para L y Lo se escriben en ese caso

My — M My (M — M

L2 Ly 5 (M I)+O(Pf1) (2.124)
2(1 + R?) (1+ R2)2
My — M My (M — M

L2, = ——“H2 - "Tpi12- 1(Mir ’)+O(R—1)(2.125)
2(1 + 1?) (14 R?2)2

Como R es finito en el limite R — oo, esto implica que toda céscara con
(L1, Lo) dado se vuelve estable para R lo suficientemente grande.

En general, dando una configuracion inicial R(79) que resulte inicial-
mente estable al satisfacer las cotas impuestas por (2.123), puede ocurrir,
dependiendo de los pardmetros de la cascara, que en algtin tiempo posterior
71 las condiciones de estabilidad dejen de satisfacerse. Vamos a comprobar
explicitamente que esto ocurre con un par de ejemplos.

Ejemplo 1: M; = 0,45, My = 1, u = 0,5, L1 = 2,8, Ly = 3,7, Ny = 0,3119,
y Ny = 0,8044

Estos son parametros que permiten tener un movimiento periédico, como
el que se observa en la figura 2.7 que representa a R(7). En la figura 2.8 se
ilustran las derivadas segundas de R(7), y los lados derechos de (2.116) y de
(2.118) respectivamente, tomando Ry = Ry = R, y Ry=R,=R.

Ejemplo 2: M; =0,6295, My =1, 0 = 0,5, L1 = 10,Ly = 11, Ny = 0,2,
and N, =0,3

Estos pardmetros corresponden a una céscara capaz de tener movimiento
no acotado. La figura 2.9 que representa a R(7) ilustra esa situacion en los
alrededores del punto de retorno R = 8. Las figuras 2.10 y 2.11 muestran
las mismas funciones que la figura 2.8 para estos parametros. Vemos que en
este caso hay dos puntos criticos que definen regiones de estabilidad y de
inestabilidad ante separacion de las componentes.
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2. Einstein-Vlasov en simetria esférica 50

50—

5 ' ' 500 < 7000
Figura 2.7: R(7) como funcion de T para M; = 0,45, My =1, p = 0,5, L; =
2,8,Ls = 3,7, Ny = 0,3119, y Ny = 0,8044. El movimiento es periodico y acotado.

R

150

Figura 2.8: La curva a (linea sdlida) corresponde a la aceleracion d*R/dr?* de
la cdscara; la curva b (linea de puntos) corresponde a d*Rs/dr2, calculada como
el lado derecho de (2.116) en una situacion de separacion de las componentes;
y la curva c (linea de barras) corresponde a d*Ri/dr?, calculada andlogamente
a partir de (2.118). Unicamente estd representada la region donde el sistema se
vuelve critico ante separacion de componentes. El valor critico de T corresponde al
de la interseccion de las curvas. A la derecha de este punto tenemos d?Ry/dri <
d’R/dr? < d’Ry/dr?, y la cdscara es estable. Tenemos la situacion opuesta del
lado izquierdo. Una unidad vertical de este grdfico corresponde a 1075,
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400

300 -

200 =

0 ‘ I ‘ 1‘00 : I.c I 250 ‘ 3[‘)0 ‘
Figura 2.9: R(7) como funcién de 7 para M; = 0,6295, M;; = 1, p = 0,5,
L, =10,Ly = 11, Ny = 0,2, y Ny = 0,3. Existe un punto de retorno en R = 8,

donde la cdscara rebota para volver a expandirse indefinidamente.

52 T T T T
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443 4 5 6 T 7 8 9

Figura 2.10: La curva a (linea sélida) corresponde a la aceleracion d>R/dr? de
la cdscara; la curva b (linea de puntos) corresponde a d*>Rg/dr3, calculada como
el lado derecho de (2.116) en una situacion de separacion de las componentes; y
la curva c (linea de barras) corresponde a d*Ry/dr?, calculada andlogamente a
partir de (2.118). Representamos inicamente la region cercana al punto critico en
7 =~ 6,03.... El valor critico de T corresponde al del punto de interseccion de las tres
curvas. A la izquierda de este punto tenemos d*Ry/drs < d*R/dr?* < d*>R;/dr3,
por lo que la cdscara es estable. La situacion opuesta ocurre del lado derecho (hasta
llegar al punto critico posterior, representado en la figura 2.11). La unidad vertical
de este grdfico corresponde a 1073.
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Figura 2.11: La curva a (linea de puntos) corresponde a d*Ry/dr3 — d*R/dT?, y
la curva b (linea de barras), a d*Ry/drs — d*R/d7?, calculadas como en la figura
2.10. Representamos unicamente la region cercana al punto critico en T ~ 2325.
El valor critico de T corresponde al del punto de interseccion de las tres curvas. A
la derecha de este punto tenemos d?Rg/drs < d*R/dr? < d?Ry/dr%, por lo que la
cdscara es estable. La situacion opuesta ocurre del lado izquierdo (hasta llegar al
punto critico anterior, representado en la figura 2.10). La unidad vertical de este
grifico corresponde a 1077,
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Capitulo 3

Superficies singulares isétropas
en dimensiones arbitrarias

Las inestabilidades que encontramos para cascaras finas dinamicas, tan-
to la posible evaporacién de particulas como la separacién o “splitting” de
constituyentes de la cdscara, no tienen a priori por qué ser fendomenos parti-
culares de la simetria esférica y/o de los sistemas de Vlasov. En este capitulo
mostraremos que se pueden construir soluciones de las ecuaciones de Einstein
que representan superficies singulares que se separan en varias superficies,
también para variedades de dimensién arbitraria, con simetrfas algo més
generales, y con contenido de materia mas general.

Como mencionamos en la introduccion, una de las motivaciones de interés
actual para investigar superficies singulares es el desarrollo de la cosmologia
de branas. Extendiendo los anélisis de estabilidad hechos en la seccién 2.4
para escenarios tipicos dentro de esta familia de cosmologias, podemos contri-
buir en la discusién acerca de las propiedades matematicas de estos modelos,
construir posibles variaciones, y tal vez decir algo sobre su robustez matemé-
tica. Dentro de la extensa literatura dedicada a la cosmologia de branas (ver
por ejemplo [21] y referencias alli citadas), no encontramos anélisis analogos
a los realizados en la seccién 2.4, por lo que nos parecid relevante investigar
hasta qué punto pueden éstos extenderse a universos-brana. También resulta
de particular interés dilucidar en qué medida la falta de unicidad en la evolu-
cion de un dato inicial correspondiente a una superficie singular se extiende
a modelos de materia y simetrias distintos a los del capitulo anterior. Inves-
tigar si existe esta falta de unicidad en otros contextos nos ayuda a ganar
intuicién para analizar de manera general el problema del valor inicial con
fuentes concentradas, que es lo que trataremos especificamente en el capitulo
5.
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3. Superficies singulares is6tropas en dimensiones arbitrarias 54

3.1. Superficies singulares en espacio-tiempos de D =
n + 2 dimensiones con simetria esférica

Vamos ahora a considerar una superficie orientable X embedded en un
espacio-tiempo vacio de D dimensiones con simetria esférica. Decimos que
un espacio-tiempo de n + 2 dimensiones es esféricamente simétrico si existe
un grupo de isometrias isomorfas al grupo SO(n + 1) y un slicing espacial
invariante ante la accién del grupo [8|. Definiendo coordenadas ortogonales
(zo,x1) en el espacio de las érbitas, la métrica se escribe,

ds®> = —f(zo, l‘l)dl‘% + h(xo, a:l)dx% + 7 (=0, xl)Qin (3.1)

donde df2,, es el elemento de linea para una n-esfera de radio unitario.
Por otra parte, en un entorno de la superficie X siempre se pueden definir
coordenadas gaussianas (7,7). En este sistema la métrica se expresa,

ds® = —f(r, n)d7'2 + al772 + r(T, n)Qin (3.2)

donde f(7,0) = 1. La curvatura extrinseca en estas coordenadas se escribe,

i 10f 10r 10r
KL = d —_—— | — — — = cey — T/ | m=— .
j tag 2 877 |77—0) r 8,’7‘71—07 ' 6n|77—0 (3 3)
siendo la métrica inducida,
ds%, = —dr* + R(1)%d02 (3.4)

con R(1) =r(1,0).

Puede demostrarse que las condiciones de empalme de Israel-Darmois
(1.17, 1.18 y 1.19) mantienen la misma forma en espacio-tiempos de di-
mensiones arbitrarias, con superficies singulares de codimensién uno. Para
poder extraer informaciéon de las mismas, es conveniente calcular la curvatu-
ra extrinseca en términos de parametros caracteristicos de 3 y su variedad
ambiente. En un espacio-tiempo vacio con simetria esférica vale el teorema
de Birkhoff, que nos asegura que en cada region vacia (de un lado y del otro
de la superficie X) existen coordenadas (¢,r) donde la métrica se expresa,

ds* = —F(r)dt* + F(r)"'dr® + r?dQ2 (3.5)

siendo F(r) = 1—2M/r"~1. En este caso M, como cuando n = 2, representa,
la masa newtoniana efectiva “dentro” de la érbita de menor radio. Como no
estamos interesados en analizar situaciones de colapso, vamos a suponer en
general R(7)""! > 2M.
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La curvatura extrinseca (3.3) puede entonces escribirse,

P = a_In=0 - ) PR
! on 2/ 12 + F(R) r r
(3.6)

por lo que dando M y especificando si 17 crece o decrece con r, podemos
escribir la curvatura extrinseca como funcion de R(7) y sus primeras dos
derivadas.

Por otra parte, como vimos en la introduccién, el tensor de masa-enegia
para una superficie singular se escribe,

Tup = 8(3)Sus (3.7)

donde S es un tensor definido en 3. En virtud de la simetria del problema,
el tensor S puede escribirse,

S; = diag[—p(7),p(7), ..., p(7)] (3.8)

lo que resulta equivalente al tensor de masa-energia de un fluido perfecto de
n dimensiones, donde las lineas de flujo coinciden con las trayectorias de los
observadores coméviles para con la superficie. Explicitamente,

SY = ph" + (p + p)u'? (3.9)

donde u® = (9/97)%. Si p y p resultan funciones de R(7), la ecuacion (1.19)
se escribe J ( )
p  nlp+p

— 4+ —==0. 3.10

iR R (3.10)

De esta ecuacion podemos resolver p(R) dando p(R) y viceversa. En particu-
lar, si hubiera una ecuacién de estado f(p,p) = 0, quedarian ambas funciones
determinadas.

Para escribir las ecuaciones de movimiento resultantes, vamos a analizar
por separado varias estructuras diferentes para el espacio-tiempo ambien-
te. En primera instancia, proponemos dos regiones interiores Schwarzschild
idénticas, donde X es el borde de las mismas, pegadas con simetria Zs centra-
da en la superficie. Esta construccién es tipica de modelos de branas, como
mencionamos en la introduccién, y esté inspirada en resultados en teoria de
cuerdas (ver, por ejemplo, |23]). En segunda instancia, relajamos la simetria
Zsy, por lo que las masas de las regiones Schwarzschild a ambos lados de la
céascara son diferentes. Consideramos dos posibilidades dentro de los mode-
los sin simetrfa Zs: por un lado analizamos el caso en el que ambas regiones
vacias son interiores, y por el otro el caso en el que una es interior y la otra
exterior. Esto dltimo es equivalente a considerar el espacio-tiempo ambiente
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3. Superficies singulares is6tropas en dimensiones arbitrarias 56

como una variedad con simetria esférica estdndar, en el sentido de que r
resulta una coordenada global para el espacio de las 6rbitas, constituyendo
una generalizacién para dimensiones arbitrarias de las variedades tratadas
en las secciones 2.2 y 2.4.

3.1.1. Simetria Z; centrada en la superficie

En este caso r siempre decrece al alejarnos de X, lo que implica que
decrece con n hacia el lado n > 0, y crece con 7 simétricamente hacia la
direccion opuesta 1 < 0. Los parametros M de cada lado son idénticos, y las
condiciones de empalme (1.17) se escriben,

—%"\/RMF = —Kp (3.11)

PR 2 et E (3.12)
VR +F R

De la primera de estas ecuaciones obtenemos la ecuacién de movimiento,

1., 1 M k?p*R?
— = =-— — 1
SE+VIR)=0 , Vi(R) =3 Fni 2 (3.13)

que nos permite, dando p(R), describir los posibles movimientos de la céscara
de manera andloga a los de una particula en un potencial unidimensional.
Por otra parte, de la segunda podemos escribir,

R:n(a+1)—1<1+R2 2M)(n—1)M (5.14)

R Rnfl Rn

donde, como en la seccion 2.2, a = p/p.

3.1.2. Sin simetria 7,

Para el caso en el que ambas regiones vacfas son interiores, r decrece
hacia ambos lados de la superficie y los parametros M son diferentes. Si en
cambio tenemos que el espacio-tiempo ambiente admite  como coordenada
global, una regién vacia debe ser exterior y la otra interior, lo que implica
que 7 crece con 7 (o decrece) en ambos sentidos, y el parametro M de la
regién exterior tiene que ser mayor que el de la region interior!. Elegimos
V% apuntando hacia la regién de mayor M, y vamos a denotar con el indice
I ala region n < 0, y con el indice IT a la region n > 0 (M;; > Mj). Las

!Esto es consecuencia de suponer p > 0, como se puede ver en (3.15).
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condiciones de empalme (1.17) se escriben,

n . .
R(:I:\/R2+1—F[[—\/R2+1—F[) = —KRp
(3.15)
F!. 4+ 2R F' +2R —1 : :
II+ _ ]‘+ +7’Z (i\/R2+FII_\/R2+FI> = Kp
WR2+F; 2VR2+ Fy R

(3.16)

donde F; = 1—2M;/R" ! y el signo + es + cuando la regién IT es externa
y — cuando es interna.
La ecuacién de movimiento sale de la primera igualdad y se escribe,
1 M+ My 712(M]]—M])2 /<52p2R2
2 2Rl 2k2p2R2 8n2
(3.17)

constituyendo una generalizacién para dimensiones arbitrarias y para cual-

1.
5RZH/Z(R):() . Va(R)

quier modelo de materia de la ecuacion (2.72). Vemos que, como cuando
tenemos simetria Z3, dando p(R) la ecuacién de movimiento es como la de
una particula en el potencial unidimensional Va(R). De todas formas, para
obtener (3.17) hubo que tomar cuadrados en (3.15), por lo que existen so-
luciones espiureas (soluciones de (3.17) que no son soluciones de (3.15)). La
condicién para que una solucién no sea esputrea se escribe,

+(n*(F; — Fr1) — 6°p*R*) > 0 (3.18)

por lo que para un dado conjunto (n, s, Ry, p(Ro), M1, Myr) sélo una de las
dos situaciones (region I1 interna o externa) es posible. De esta manera, dar
estos parametros constituye una forma de caracterizar la region I1. Podemos
ver que no hay inconsistencia en esta caracterizaciéon, ya que los puntos
criticos n?(Fy — Fi) — k2p?R? = 0, si los hay, se encuentran siempre en una
region prohibida Vo(R) > 02, lo que implica que a lo largo de la evolucién
de un dato inicial que no resulte en colapso, el lado izquierdo de (3.18) no
cambia de signo. Podemos sintetizar esta disyuntiva escribiendo,

. /{pR ’I’L(F] —F]])
+ 2+ Fyp=-— 1
\/ R*+ Fpp on + 2R (3.19)

donde el signo + queda determinado por el lado derecho de esta expresion.
Anélogamente, de la segunda ecuacién escribimos,

. 2 . 2M . 2M
1+R2:F<nla+1)\/1+R2— I\/1+R2— ot
—

n—1

R=-=g

Rn—1 Rn—1
(3.20)
*No consideramos situaciones de colapso (Fr,;;7 < 0). En ese caso existe un punto

critico Re > 0, y como r resulta una coordenada temporal, r/9n puede cambiar de signo
arbitrariamentente.
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que es una generalizacion de (2.70).

3.1.3. Modelos de materia y ecuaciones de movimiento

Las regiones permitidas para cada caso (R/V;(R) < 0) dependen fun-
damentalmente de la forma de p(R). Una condicién fisicamente razonable
que se le puede imponer al “contenido energético” (p y p) de las céscaras
es que cumpla con la condicion de energia dominante, que consiste en pedir
que el vector flujo de energia —Tl;lub sea siempre temporal y apunte hacia el
futuro, para cualquier observador con velocidad u®. Esto es equivalente en
este contexto a pedir —1 < a < 1. La ecuacion (3.10) implicaria,

d(ln(p))
—2n < iy <0 (3.21)

por lo que dando el valor de la densidad de energia a cierto radio p(Rp),
podemos escribir las desigualdades

R 2n
R> Ry Po (RO> < p(R) < po (3.22)
RO 2n
R < Ry po < p(R) < po =) (3.23)

En esta subseccidon vamos a analizar el comportamiento asintético de
V(R) para los distintos tipos de espacio-tiempo ambiente, y vamos a comen-
tar sobre la estructura de las regiones permitidas para algunos modelos de
materia concretos. Para R lo suficientemente grande, vamos a denotar a la
potencia dominante en p(R) como —k, y escribir p ~ C/R¥, donde, por la
condicién de energia dominante, 0 < k < 2n.

Simetria Z; centrada en la superficie

Podemos ver de la expresion (3.13) que si R — 0, entonces Vi (R) — —o0.
Esto quiere decir que siempre existen soluciones “colapsantes” para (3.13),
independientemente de la naturaleza de p y p. Pero lo que nos interesa en
este capitulo, ya que no vamos a considerar situaciones de colapso, es el otro
extremo asintético R — oo. Las posibilidades para este limite son miltiples
segin la potencia —k que domine en p(R):

8n?
no acotadas para R(7) dando un dato inicial R(7) lo suficientemente

grande.

n0<k<1l=Vi(R)~ _ K2’ R x —R2(=Fk), siempre hay soluciones
)

2 212 2 2,2 .
= k=1=Vi(R)~1- ”é’nf — 4n 57 €7 hay soluciones no acotadas

si (solo si) kKC' > 2n (kC > 2n).
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= 1 <k <2n= Vi(R) — i: existe una cota superior para R(7) dada

por la raiz mas grande V) (Ryqaz) = 0.

Sin simetria Z-

Para tomar limites asintdticos para Va(R) tenenemos que tener en cuenta
que la desigualdad (3.18) nos indica que si p? R"*! — 0 la regién IT resulta
exterior, mientras que si p? R"T! — oo la misma resulta interior. Observamos,
analogamente al caso anterior, que de (3.17) resulta V5(R) — —oo cuando
R — 0. También en este caso siempre tenemos soluciones de colapso para la
ecuacion (3.17) independientemente de p y p, pero con la diferencia que no
siempre son éstas soluciones de (3.15) si caracterizamos a priori a la region
I1. Para el otro extremo asintético R — o0, el que nos incumbe, vamos a
separar los distintos casos segun el valor de k. Por un lado, si k < (n+1)/2,
la regién I1 para R lo suficientemente grande seria interior, y los posibles
limites son:

8n?

s 0<k<1= VR~ PR R21-k), siempre hay soluciones
no acotadas para R(7) dando un dato inicial R(7y) lo suficientemente

grande.

2 2p2 2 2,2 .
»k=1=V(R)~1— “éonQR — 4n o €7 hay soluciones no acotadas

si (solo si) kKC > 2n (kC > 2n).

» 1 <k<(n+1)/2= Vo(R) — 3: existe una cota superior para R(r)

dada por la raiz mas grande Va(Ru4z) = 0.

En el caso k = (n+1)/2, el signo de 2n?(My; — M;) — k*>C? determinaria
a la region I1. Sin importar cuél sea este signo, tenemos que Va(R) — %, v
por tanto siempre hay una cota superior para el radio. Cabe destacar que en
todos los casos donde debe existir una cota superior, el caracter de la regién
11 no esta necesariamente determinado por k, ya que puede no tener sentido
tomar el limite R — oo en (3.18). Con esto en mente, consideramos ahora
k > (n+1)/2, que son casos donde la region I para R lo suficientemente
grande seria exterior, si es que ese R no se encuentra en una zona prohibida
por la ecuacién de movimiento. Los posibles limites son:

» (n+1)/2 <k <n= Va(R) — % existe una cota superior para R(1)
dada por la raiz més grande Vo(Ryaz) = 0.

1  n*(Mp—Mp)? k2C%?—n?(Mp—Mp)? .
s k=n= V2(R) ~ 35— 552Z2R2n]) — 2,520121 1) : hay solucio-

nes no acotadas si (s6lo si) M — My > kC/n (M — M; > kC/n).
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s n < k < 2n = WR) = —% o« —R2k=n): siempre hay
soluciones para R(7) no acotadas dando un dato inicial R(7) lo sufi-

cientemente grande.

Fluido con ecuacién de estado p = wp

Vamos a analizar c6mo seria el comportamiento asintético de las funcio-
nes V;(R) para R — oo cuando imponemos una ecuacion de estado p = wp.
Dentro de esta familia de modelos estéan incluidos el “fluido constante cosmo-
logica” o tension (w = —1), el polvo (w = 0), y el fluido de fotones (w = 1/n).
La ecuacion (3.10) implica,

n(l+w)
R°> (3.24)

o(R) = po <R

donde vemos que, para estos modelos, k =n(l+w)y C = pgRg(Hw).
En el caso con simetria Z5 tenemos
M k2C?
Rn—1 o 8n2 R2(n(1+w)-1) "

Vi(R) = (3.25)

1
2
Para los casos particulares que destacamos arriba tenemos los siguientes
comportamientos asintoticos:

» Fluido constante cosmolégica: w = —-1=k=0= Vi(R) — —%.
Siempre hay soluciones no acotadas, y para ciertos parametros (n, M, kC)

puede no haber regiones prohibidas.

= Polvo: w = 0 = k = n = Vi(R) — 1. Existe una cota superior para
R(7) y, como Vi(R) resulta monoténica con R, todas las soluciones
colapsan.

= Fluido de fotones: w = 1/n = k = n+1 = Vi(R) — 3. Cualitativa-
mente idéntico al caso anterior.

Por otra parte, sin simetria Zs tenemos

1 M +M 2(Myr — Mp)?R*™ 202
Va(R) = & - Mt Mu oMy = M) R . (3.26)
2 2Rn—1 2202 8n2 R2(n(1+w)—1)
La expresion cuyo signo determina el caracter de I (3.18) se escribe,
on?(My; — Mp)RPUIF2) =1 _ 202 (3.27)

que es una funciéon de R monoétona creciente si w > —(n — 1)/2n, constante
siw = —(n—1)/2n, y decreciente si w < —(n — 1)/2n. Por lo tanto, para
w# —(n—1)/2n, (3.27) tiene una tnica raiz.

Particularizando para los casos que mencionamos arriba, tenemos:
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» Fluido constante cosmologica: w = -1 = k =0 = V5(R) =~ —%

Siempre hay soluciones no acotadas, y para éstas la region I1 tiene
que ser interior. Para ciertos parametros (n, M,xC) puede no haber

regiones prohibidas.
2 _ 2
» Polvo:w =0=k=n= Va(R) > 3 - "SL71 (A;[éécém)
no acotadas si y soélo si My — M; > kC/n, y para éstas la region I1

. Existen soluciones

resulta exterior. Como V5(R) es monotoénica con R, todas las soluciones
que no se expanden indefinidamente colapsan.

» Fluido de fotones: w=1/n=k=n+1= Va(R) = —MMQE—(W.

Siempre hay soluciones no acotadas donde la regién I es exterior.
También en este caso, para ciertos parametros (n, My, My, kC) puede
no haber regiones prohibidas.

Materia de Vlasov

En este apartado vamos especificamente a generalizar la secciéon (2.2)
para materia de Vlasov en n+ 1 dimensiones. Las ecuaciones (1.30) y (1.31)
se escriben para este caso

y dpt.dp™ . dp!..dp™
R N e
Po Po
(3.28)
Anélogamente a como hicimos para n = 2, para evaluar estas integrales
nos conviene realizar un cambio de variable (p, ..., p%) — (L, X1, ..., Xn—1),
donde L es el mdédulo del momento angular por unidad de masa para una

particula con velocidad u®, y donde

n

k—1
> (JIsen?@0))(u)?

k=i+1 l=i

Xi = arctan (3.29)

ufi

Por la simetria del problema, podemos escribir de ahora en mas f(z*,p') =
f(r,L). Como las particulas no colisionan, tenemos que tener conservacion
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de la distribuciéon en L del niimero de particulas. Escribimos,

N™(r) = /NT T,L)dL = /f T, L <Hsen” 1= Z()@)d}@) dL
= N"(r,L)= ;’Z(Tl) f(r,LyL™ 1 (3.30)

n(L) = / N7 (10, L)R(7o)" (Hsen”—i(ei)d9i> = SpSp1 L (L)
(3.31)

donde S, es la superficie de una n-esfera de radio unitario. Queda explicito
que f resulta ser s6lo funcién de L, por lo que se cumple automaticamente
la ecuacion de Vlasov (1.29). Ahora podemos calcular las componentes del
tensor S como integrales que involucran a la funcion n(L)

w n(L)L?
R L)\ R?+ L2dL dL
(3.32)

De aqui podemos ver que 0 < a(R) < 1/n. En particular, en el limite R — oo
resulta o — 0, lo que implica k = 0, por lo que el comportamiento asintético
de las funciones V;(R) es el mismo que para el caso de una cascara de polvo.
Definiendo, como en el caso n = 2, f(R) = [n(L)VR?+ L?dL, el po-
tencial para el caso con simetria Z5 se expresa,
1 M CRf(R)

Vi(R) = 9 Rn-1 8n2ZR2n (3.33)

donde C,, = ku/S,. Si suponemos n(L) de soporte compacto, las asintotas
somn,

CAN*(L)?

R—0 i(R —
- 1(R) — Sn2 R2n

(3.34)

R — 0o Vi(R) — (3.35)

NN

donde (L) es la media del médulo del momento angular, y N es el nimero

total de particulas. Podemos ver que V;(R) es monotona, por lo que todas

las soluciones que no se expanden indefinidamente colapsan.
Para el caso con simetria esférica estandar tenemos,

1 M7+ Mjp n2(M1[ —M[)2R2 C%f(R)2

VBl =5 = S~ 2C2f(R)2  8n’R?"

(3.36)
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que es una generalizacion en dimensiones arbitrarias de la expresion (2.72).
Las asintotas son, también suponiendo n(L) de soporte compacto,

C2N?(L)?
C2N? —n2(M;; — M;)?
R — 00 Va(R) — —" 20(2N’2] ) (3.38)

donde vemos que la condicién para que haya movimiento no acotado en
R es (M — Mj) > CpN/n. Analizando las derivadas de (3.36) se puede
demostrar que soluciones estdticas u oscilantes existen sélo si n = 2, que es
precisamente el caso analizado en las secciones 2.2 y 2.4. También podemos
ver que si no hay colapso, la condicién (3.19) para las céscaras de materia
de Vlasov implica que la regién I debe ser exterior.

3.2. Estabilidad ante separacién de componentes
no interactuantes en simetria esférica

Supongamos ahora que tenenemos una superficie singular cuyo contenido
de materia puede separarse en dos partes no interactuantes, tales que cada
una de ellas es esféricamente simétrica. Podemos escribir,

SY = (p1 + p2)h" + (p1 + p2 + p1 + p2)u's/ (3-39)

donde la conservacion de la energia (1.19) vale por separado para cada com-
ponente, por lo que tenemos

dpi  n(pi + pi)

=0. 4
iR 7 0 (3.40)

Vamos a proponer una separacién infinitesimal para estas componentes,
y calcular la aceleracion relativa que tendrfan las componentes separadas, de
manera analoga a lo que hicimos en la seccién 2.4. Para el caso con simetria
Zo propondremos una separacion diferente a la realizada en aquella seccién,
ya que queremos que la simetria Zs se conserve para poder interpretar este
proceso en el contexto de cosmologia de branas. Vamos a construir para
ello una fragmentacién en tres partes, donde una permanece en el centro de
simetria, y las otras dos se despegan simétricamente del centro.

3.2.1. Separacién en tres partes con simetria 7,

Para este caso propondremos una fragmentacion como la ilustrada en
la figura 3.1. Llamamos M al parametro de masa del espacio-tiempo antes
de la separacion, y M’ al correspondiente a las regiones entre las céscaras
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“salientes” y el centro de simetria. Vamos a reescribir (3.39) con la notaciéon
p=po+pyp=po+p, donde py y po son la densidad y la presién co-
rrespondientes a la superficie que permanece en el centro de simetria. Siendo
mas precisos, la componente p tiene que ser en realidad dos componentes no
interactuantes idénticas para que la construcciéon pueda hacerse de manera
anédloga a lo realizado en la secciéon (2.4).

Vamos a imponer continuidad en las velocidades (R) de cada parte al
momento de fragmentacién, lo que equivale a imponer suavidad de cada
superficie como embeddings en la variedad ambiente. Podemos escribir esta
condicion como R(t = 79) = Ro(m0) = R(F = 79), donde 7 es el tiempo
propio de la superficie “central” (tanto antes como después de la separacion)
y T es el tiempo propio de las céscaras “salientes”. Utilizando las ecuaciones
(3.13) y (3.17) para la superficie resultante central y para una de las salientes
respectivamente, podemos mostrar que la imégen es consistente, lo que quiere
decir que la densidad de materia de cada una de las superficies “salientes”
tiene que ser precisamente p/2, y que el parametro M’ queda univocamente
determinado por los demas parametros de la construccién. Podemos escribir
las aceleraciones que tendrian cada cascara al momento de la separacién por
medio de las ecuaciones (3.14) y (3.20),

= n—1 9 2n . 2M . 2M' V

Ry = St L ) - (a1 ¢1+R2<m>— RS_MHR?(TO)—S_J
. n(ag+1)—1 o 2M’ (n—1)M'

- _ 1 - — 41

Ro(To) R < + R (7‘0) Rg_l RS ) (3 )

donde ag = po/po y & = p/p.

Como en la seccion 2.4, la inestabilidad tiene lugar cuando el signo la
aceleracion relativa es el mismo que el de la separacion relativa, de otra ma-
nera la configuracion resultarfa estable. Como en el desplazamiento tenemos
Ro(10) > R(79), la estabilidad se darfa cuando d?Ro(m)/dt? < d?R(ro)/dt?,
tomando las derivadas en alguna coordenada temporal definida en las dos
cascaras. Resulta natural elegir la coordenada temporal estandar de las re-
giones M’ colindantes al centro de simetria luego de la fragmentacion, a la
que llamamos ¢. Las expresiones de arriba son derivadas en tiempos propios
diferentes, por lo que tenemos que expresarlas en términos de derivadas en
t. Podemos ver que se cumple,

dr\? F?
l F+ Ry

~ !/ o . ., L ~
donde FF=1-— én—]\{l, v que podemos escribir una expresién aniloga para 7.
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Figura 3.1: Representacion esquemdtica de un splitting en tres partes que preserva
simetria Zs. Las flechas sueltas indican la direccion de Vr en cada region.

La derivada d? Ry /dt? al momento de la separacion se escribe,

?Ro(r0) 1 [dr\* F' o~ [dr\? - (dr\?
P 2 <dt> om0) + o F <dt) (dt)
) (3.43)
y también puede escribirse una expresiéon analoga para d>R(7g)/dt?. De estas

expresiones se desprende, por continuidad de R, que la condicién de estabi-
lidad es equivalente a

R(r9) — Ro(m0) > 0. (3.44)

Manipulando esta altima desigualdad por medio de las componentes tem-
porales de las condiciones de empalme (3.11) y (3.15), obtenemos la condi-
cion,

(2na+n—1)(po + p) + (2nag +n —1)pg > 0 (3.45)

que también puede ser escrita de la forma,
2n(po + po) +2(na — 1)po + (2na@+n—1)p >0 (3.46)

donde en particular vemos que si & > 1/n la configuracion resulta estable.
Como vimos en la seccion 1.1.3, en el contexto de cosmologia de bra-
nas necesitamos que haya tensidn en la superficie para poder reobtener
las ecuaciones de Friedmann en el limite de bajas energfas. Vamos a con-
siderar que existe tensién en la superficie que constituye el centro de sime-
tria, lo que es equivalente a tener un “fluido constante cosmoldgica” donde
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pr = —pr = cte = b. Escribimos entonces pg = b+ pm, po = —b + pm, defi-
nimos Qun = P/ Pm, € imponemos que 0 < oy, < 1/ny 0 < & < 1/n, siendo
estas tltimas desigualdades siempre satisfechas por toda materia constitui-
da por particulas. En este caso, en el régimen de bajas energias (que en el
contexto de cosmologfa de branas tiene lugar desde la nucleosintesis por lo
menos), tenemos b >> p,, y b >> p, por lo que R(79)—Ro(79) < 0, lo que sig-
nifica que estas superficies resultan tipicamente inestables ante la separacion
de componentes no interactuantes. Como también mencionamos en la intro-
duccién, falta un ingrediente importante para que esta superficie singular
represente una cosmologfa: necesitamos que exista una constante cosmologi-
ca para el espacio-tiempo ambiente. Queda por analizar si esta inestabilidad
también tiene lugar si el “bulk” es vacio con constante cosmolégica, y si las
brana posee simetria planar o hiperbélica en vez de esférica. Esto dltimo es
el tema de la siguiente seccién.

3.2.2. Separacion en dos partes sin simetria 7,

En esta subseccion generalizamos el proceso de separacién de compo-
nentes analizado en la seccién 2.4 para modelos de materia mas generales
y dimensiones arbitrarias. La estructura del espacio-tiempo para este tipo
de contruccion es diferente segun sea la region I exterior o interior, como
ilustra la figura 3.2 en donde se distinguen tres casos. Las tres posibilidades
son,

» A: region 11 exterior y V% en la region intermedia apunta hacia la
region I1.

= B:region II interior y V% en la regiéon intermedia apunta hacia la
region 1.

= (' region I1 interior y V% en la region intermedia apunta hacia la
region I.

Distinguimos con el indice 2 a la cascara resultante que separa la regién
intermedia de la regién 1. Cabe destacar que para cualquier caso concreto,
los signos de 2n?(My;— M) —k2p*(Ro) Ry, 2n (M — M) — k% p3 (Ro) Ry !
v 2n2(My; — Mipg) — HQp%(RQ)RBH_l son los que determinan la estructura.

Region I1 exterior

Consideramos en primera instancia la situacion A, donde la region I1 es
exterior. Para ese caso tenemos que Ry(7p) es infinitesimalmente mayor que
R1(79). Como en las situaciones analizadas previamente, vamos a imponer
continuidad para las velocidades de las cascaras: R(19) = Ri(m1 = 1) =
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Figura 3.2: Representacion esquemdtica de un splitting general en dos partes. Las
flechas sueltas representan las posibles direcciones de V®r en cada region. Se distin-
guen en el grifico tres casos (que llamamos A, B y C) con distintas combinaciones
para las orientaciones

Ry(m2 = 719), donde 7; es el tiempo propio de la cascara i. Mediante la ex-
presion (3.17) aplicada a cualquiera de las dos céscaras resultantes, podemos
despejar el parametro M;,:, que a su vez resulta univocamente definido, por
lo que la construccion es consistente. Las aceleraciones de cada cascara al
momento de la separacién estdn dadas por,

. n—1 - 2n . 2My : 2Mins
S 1 - 1) 1+ R2(r0) — 1+ R2(r) —
Ry (10) 9Re + R*(70) <n T > \/ + R*(7o) Ri1 \/ + R*(7o) Ri1 _
. n—1 ) 2n . 2Mint . 2M[[
S 1 - 1) )1+ RB2(ro) — 14+ R2(rp) — =211
Ry (7o) sk, |1 R(70) (n — 02+ ) \/ + R?(70) R \/ + R*(m0) R
(3.47)

donde o; = p;/pi-

Anélogamente al caso anterior, tenemos que comparar estas aceleraciones
utilizando una misma coordenada temporal para las derivadas. Como en
este caso tenemos Ra(79) > Ri(70), la condicién de estabilidad debe ser
d?Ry (1) /dt? < d?Ry(70)/dt?. Una opcion natural para la coordenada ¢ serfa
la coordenada temporal estandar de la region Schwarzschild entre las cascaras
que se separan, t;,;. Las relaciones entre d>R;(7o)/dt? y dr;/dtn; se escriben
reemplazando en las expresiones(3.42,3.43) Ro(t) por Ri(m) y (F,t) por
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(Fint, tint), por lo que la condicion de estabilidad resulta simplemente
RQ(T(]) — Rl (To) < 0. (3.48)

Manipulando esta expresion utilizando las condiciones de empalme
(3.15,3.16), obtenemos que la desigualdad anterior es equivalente a,

/-€2(p1 +p2)2R”+1(n(a1 “+ap + 1) — 1) — 2n3(M]] — M])(O&Q — 041) > 0. (3.49)

donde en particular podemos destacar que si los fluidos son idénticos (g =
a1 =a) ya > —(n—1)/2n, entonces la configuracion es siempre estable. Te-
nemos también el resultado, tal vez inesperado, de que si ambas componentes
son idénticas con a < —(n — 1)/2n, el sistema es inestable. Esto implicaria
que si tenemos un campo material con o de estas caracteristicas, y tiene
sentido separar el tensor de masa-energfa en dos partes no interactuantes
de igual «, entonces la configuraciéon resultaria siempre inestable. También
podemos ver que si a; > 0, lo que se cumple para los campos materiales méas
comunes, la inestabilidad tiene lugar sblo si s — a1 es lo suficientemente
grande.

Region I] interior

Procediendo anédlogamente, escribimos las aceleraciones de las cascaras
al momento de la separaciéon para los casos By C:

.. n—1 . 2n . 2M . 2M;y,
0 0o |
. n—1 9 on . 2Mznt . 2M[[
= — 1 + 1 1 2 — 1 2 —
RQ(T()) 5Rq + R (7’0) (n — 1a2 + ) \/ + R (7’0) Rg_l \/ + R (To) Rg_l
(3.50)

donde + es + para el caso B y — para el caso C. El desplazamiento in-
finitesimal es Ra(70) > Ri(70) para el caso B, y Ra(19) < Ri(70) para el
caso C. Siguiendo un razonamiento andlogo a el de los casos anteriores, las
condiciones de estabilidad para cada caso resultan

+(Ra(70) — Ri(10)) <0 (3.51)

Utilizando el signo correspondiente en (3.50), y utilizando las ecuaciones
(3.15, 3.16) correspondientes a cada cascara resultante, obtenemos que para
ambos casos las condiciones de estabilidad se escriben,

B =k (p1+ p2)? R (n(ar + ag + 1) — 1) — 203 (My; — M7)(az — aq) > 0.
(3.52)
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lo que idéntico a la condicion (3.49). La condicion de estabilidad en términos
de (p1,p2,a1,02,M1,Mr1,R) se escribe de la misma manera para cualquiera
de los casos (A, B, C). De esta manera, lo que comentamos para el caso A es
en realidad valido para todo tipo de splitting de dos partes no interactuantes.
Ahora consideraremos algunos modelos de materia especificos.

Fluidos con ecuacién de estado p; = w;p;

Consideramos ahora que las componentes no interactuantes son dos flui-
dos con ecuaciones de estado p; = w;p;, con we > wy. En este caso, (3.49)
toma la forma,

(CyR™™Fw1) L 0y RN 2 R (1 () 4 wp +1) 1) =20 (M7 — M) (wa—w1) > 0
(3.53)

donde vemos que si wy > —(n — 1)/2n, entonces la cdscara resulta inestable

para R lo suficientemente grande.

Como mencionamos en la seccién anterior, cuando R es grande, el fluido
con wy domina p(R), y el comportamiento asintotico en el limite R — oo
queda determinado por k = n(1 + wy), por lo que existirian soluciones no
acotadas si, por ejemplo, w; > 0. De esta manera estamos demostrando que
con estos modelos de materia también podemos construir superficies que son
soluciones de las ecuaciones de Einstein, pero que resultan inestables ante
separacion de componentes. Mostraremos mediante un ejemplo concreto que
ademés existen configuraciones que son inicialmente estables y que, como
consecuencia de su evolucién, se vuelven inestables. Son éstos los casos que
hacen posible la construcciéon de soluciones que representan una superficie
que se separa en varias superficies, como lo ilustrado en la figura 3.2.

= Ejemplo 1: n =2, k = 8r, w; =0, wy = 0,001, Cy, = 0,01, Cy = 0,02,
My=1, My =2

En este ejemplo Vo(R) es tal que no existen regiones prohibidas, por lo
que si el sistema estd inicialmente expandiéndose lo hard indefinidamente.
Como n < k < 2n, para estos pardmetros la region 11 tiene que ser exterior.
Pero, como se ilustra en la figura 3.3, en R ~ 35,27 tenemos un punto critico
a partir del cual (R > 35,27) la céscara resulta inestable. En ese punto
podemos construir un splitting tipo A, calculando M;,; por continuidad de

R.

Materia de Vlasov

Ahora vamos especificamente a generalizar lo que realizamos en la seccién
2.4. La materia de Vlasov queda caracterizada por la funcién n(L), y puede
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R

Figura 3.3: La curva sdlida representa a R% en funcién de R para la cdscara de
dos fluidos no interactuantes con pardmetros n = 2, Kk = 8w, w1 = 0, wy = 0,001,
C1=0,01, Cy=0,02, My =1 y My; = 2. La curva de puntos representa a 10008.
El punto critico estd en R =~ 35,27, a partir del cual la cdiscara resulta inestable.

separarse en dos partes no interactuantes que preserven la simetria esférica
simplemente escribiendo n(L) = ni(L)+na(L). Esto es equivalente a separar
el conjunto total de particulas en dos ensembles cuyos tensores de masa-
energia correspondientes resultan esféricamente simétricos. Para cada parte
escribimos,
. 1 nZ(L)LQ
~ [ni(L)WRZ+L2dL ) nVRE+ L2
donde vemos que 0 < o < 1/nm.

Mencionamos que para materia “normal” la inestabilidad aparece cuando

(3.54)

(&7

ag — o es lo suficientemente grande. Esta diferencia podria realizarse si, por
ejemplo, no(L) comprendiera aquellas particulas con L mayor a cierto valor,
como vamos a ilustrar con el siguiente caso particular.

Analizamos tal vez el caso més simple que puede exhibir inestabilidad,
como en la seccién 2.4, que es el de una céscara de dos componentes con
ni(L) = N;6(L — L;). La condicién (3.49) se escribe,

C2f(R)?*[(n+1)LIL3+nR*(L3+L3)+(n—1)RY—2n>R" "3 (M —M;)(L3—L3) > 0
(3.55)
de donde vemos que en el limite R — co:

» n = 2, la cascara es estable (recuperamos lo obtenido en la seccion
2.4),
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= n = 3, la cdscara es estable si y sélo si K2u?N? — 3674 (M — M) (L3 —
L}) > 0,

= 1 > 3, la céscara es inestable.

Como mencionamos en la seccién anterior, existen céscaras con movi-
miento no acotado si Mj; — M; > C, N/n. Entonces una céscara cuyos
parametros satisfagan esta desigualdad con n > 3, 0 n = 3 y que a su vez sa-
tisfaga k22 N? < 36m*(My; — Mp)(L3 — L?), seria solucién de las ecuaciones
de Einstein y a la vez inestable ante separacién de componentes. Daremos
también para este modelo un ejemplo en el que la céscara es inicialmente
estable, pero como resultado de su evolucién se vuelve inestable, lo que per-
mite construir una solucién que representa una superficie que se fragmenta
en dos superficies.

= Ejemplo 2: n =3,k =1, My =1, My = 3, uN1 = 30, uNy = 23,
L1=2 1Ly=2]1

En este ejemplo la region 11 debe ser exterior. Vo(R) también es tal que
no hay regiones prohibidas, como se ilustra en la figura 3.4, por lo que si
el sistema estd inicialmente expandiéndose lo haré indefinidamente. Encon-
tramos un punto critico para la expresion (3.49) en R =~ 27,98, por lo que
para R > 27,98 tenemos inestabilidad. En ese punto podemos construir un
splitting tipo A, donde las particulas con Ly = 2,1 se desprenden de aquellas
con Lj = 2 como se ilustra en la figura 3.5.
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Figura 3.4: Vo(R) paran =3, k =1, My =1, M;; = 3, uN, = 30, uNy = 23,
Ly =2, Ly =2]1. En este caso no existen regiones prohibidas, y la curva estd muy
cerca de su asintota ya en R =~ 20.
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Figura 3.5: La curva de puntos representa Va(R; p1, My, M) —Va(R; p, M1, My1),
mientras que la de rayas representa Vao(R; p, My, Mi1) — Va(R; pay Mine, My1). Se
puede construir una solucion que exhiba un splitting como el de la figura 2.6, donde
la separacion ocurriria en R ~ 27,98, punto a partir del cual la cdscara con L = 2,1
empezaria a expandirse mds rapido que la cdscara con Ly = 2.
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3.3. Branas en bulk Schwarzschild — AdSs

Como mencionamos en la secciéon 1.1.3, las teorfas de cuerdas promue-
ven escenarios donde todos los campos y particulas del modelo estandar se
encuentran confinados en una superficie temporal de cuatro dimensiones, y
donde las dimensiones extras estan todas compactificadas, con la posible ex-
cepciéon de una de ellas. De aqui surgié la idea de los universo-branas, como
una alternativa a la compactificacién con la que, de paso, se podia resolver el
problema de la jerarquia [27], entre otras propiedades interesantes. También
en la introduccién vimos que los modelos de branas requieren tipicamente
de una constante cosmoldgica en el bulk para que haya un limite de bajas
energias que coincida con la gravedad y cosmologia estdndar efectivas dentro
de la brana. En particular, vimos que la constante de gravitaciéon universal
G y la constante cosmoldgica Ay efectivas en la superficie cuadridimensional
resultan funciones de la tensién en la brana b, la constante cosmoldgica en
el bulk As, v la constante de acoplamiento k; por lo que si b es del orden
de magnitud necesario como para que al tiempo de la nucleosintesis valga
el limite de bajas energias, necesitamos que —As ~ Gb para evitar una dis-
crepancia de al menos 33 6rdenes de magnitud con respecto a la constante
cosmologica observada en el marco del modelo estdndar A-CDM.

Vamos a considerar especificamente que la superficie es un embedding en
un espacio-tiempo Schwarzschild-Anti de Sitter de cinco dimensiones. Como
comentamos en la introduccién, este es el espacio-tiempo vacio con constante
cosmolégica més general donde existe un slicing espacial con isotropia tri-
dimensional, especificamente esférica, planar o hiperboélica [32]. La métrica
puede escribirse,

dx2

2 _ 2 —14.2 2
dS ——th +F d?“ +r 1_7]{%2

+ x2d0? (3.56)

donde F =k — 27"—1\2/[ + Z—;, k es el indice de curvatura (—1,0,1) y 2 = —6/As.

La brana es una superficie cuya geometria intrinseca es la de un univer-
so FRW. Para cualquiera de los tres indices de curvatura posibles, la brana
queda descripta por una funcién X(r,t) = r — R(t) = 0 en el espacio de las
orbitas del grupo de isometrias correspondiente. En este sentido el sistema
es totalmente andlogo a los de las secciones anteriores, donde consideramos
superficies esféricas en un espacio-tiempo esférico vacio. También en este
caso, para encontrar ecuaciones de movimiento tenemos que escribir la cur-
vatura extrinseca y utilizar las condiciones de empalme (1.17). Los lados
derechos de las condiciones (1.18) y (1.19) siguen siendo idénticamente cero,
ya que suponemos una tnica constante cosmolégica As para ambos lados de
la brana.
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Podemos ver que para este caso la curvatura extrinseca también se cal-
cula mediante la expresion (3.6), por lo que la dependencia de la misma con
el indice de curvatura y A5 queda contenida en F(R) = k—2M/R?+ R% /(2.
También la ecuacién de conservacion tiene la misma forma que (3.10) parti-
cularizada para n = 3.

3.3.1. Ecuaciones de Friedmann
Simetria Z> centrada en la superficie

Las condiciones de empalme toman la misma forma que (3.11) y (3.12)
con F(R) =k —2M/R? + R?/¢%. De alli se desprende el potencial efectivo
kM R* k?p’R?
Vi(R) = 2 — = 4+ o = B

2 R 4 72
La ecuacién de movimiento puede expresarse como una ecuacién de Fried-

(3.57)

mann de la siguiente forma,

N\ 2
R K2p?  2M 1 k
2 _
H” = (R) 736 + 7R4 - ﬁ - 7R2 (358)

que es una expresion que, reemplazando p = b + pn,, nos permite explicitar

el limite con la cosmologia estandar
2 272

Kb Pm k. 2M kb 1

H? = —— ( —)—— — + — - =. 3.59

s\ T TR TR 36 R (3.59)

Definiendo como en la introduccion 487G = k2b y 12A4 = x2b% 4 6As,

escribimos,

H2

:%m( pm) Bo2M M (3.60)

3 1+ %) R + Ri + 5
donde distinguimos, ademés de un término cuadratico, un término de cur-
vatura, otro de “radiacién oscura”, y otro de constante cosmolégica. De aqui
podemos recuperar en particular el modelo de una brana de Randall y Sun-
drum [26] haciendo M = k = 0 (el espacio-tiempo ambiente es simplemente
AdSs), pero en coordenadas no gaussianas.

Por otra parte, la otra componente independiente de las condiciones de

empalme (3.12) arroja la relacion

3042 5, 2M R
R-_ 3.61
36 P RP 2 (3.61)

Reemplazando con las constantes que definimos mas arriba, podemos

B

reescribir esta expresién como,

R 4G 20m Pm Ay 2M
e 7 L m (14 22 =2 62
R 3<p<+b>+3p(+b)>+3 i (362)

donde también queda explicita la coincidencia con las ecuaciones de Fried-
mann estandar en el limite b >> py,.
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Sin simetria 75

Este modelo de universo-brana fue analizado en trabajos anteriores como
[72] o [73]. En este caso, las condiciones de empalme estan dadas por (3.15)
y (3.16). El potencial efectivo resulta

k Myr+ My R? 9(M]]-M[)2 ﬁ2p2R2

WR)=-——>F—+— — — 3.63
2(R) =3 2R 20 T T 2k 2RO 5 (3.63)
Escribiendo esta expresiéon como una ecuaciéon de Friedmann tenemos,
2p? M — Mp)? M+ M 1k
g2 e, 9(Myr — My) G MMy 1k (3.64)

36 k2p?R8 R4 2 R?
y, teniendo en cuenta las definiciones que dimos anteriormente, dejamos ex-
plicito el limite con la cosmologia estandar al escribir,

C 871G Pm ko Mp+ M Ay
1 —) BT et R Y E W
(om/b+ D2RS T 73 p’”( ) T mt Tty B6)
donde C= 3(M[;— Mj)?/167Gb. Como podemos ver, en este caso aparece un
término mas para la ecuacién de Hubble que para cuando tenemos simetria

H? =

Z5. Es un término que en el limite p,, << b va como R~%, mientras que en
el limite p,,, >> b tiende a una constante (suponiendo un universo dominado
por la radiacion), lo que implica que seria responsable de un proceso inflacio-
nario en los primeros estadios del universo. Por otra parte, este término tiene
que ser despreciable por lo menos desde la nucleosintesis para que haya coin-
cidencia con la cosmologia estandar. Por ésto, y por su rapido decaimiento,
resultaria absolutamente “invisible” salvo en estadios muy tempranos, como
en lo que se cree que seria la época de la inflacidon. Sin embargo, como se de-
muestra en [73], la expansion inflacionaria que este término podria generar
cae muy por debajo de la magnitud necesaria para resolver los problemas
de la cosmologia estandar. Cabe destacar que en este contexto, la region I7
tiene que ser interior, ya que, teniendo en cuenta los 6rdenes de magnitud de
los parametros, el lado derecho de (3.19) resulta negativo, salvo para épocas
muy tempranas dentro del “horizonte” del bulk?.
Por otra parte, de (3.16) podemos escribir,

.. 1 2R2 o . .
R=-5lk+=5+R +(3a+1)\/R2+FI\/R2+Fu] (3.66)

expresion que, luego de reemplazar las expresiones que involucran a R me-
diante la ecuacién de movimiento, puede escribirse

3a+2 M;+M R 27a(Mjp; — M;)?
0‘32 g Mt M R 2aMuy - Mi)” g o

R=- R3 Iz #2p2 R

3La singularidad inicial en este contexto seria una singularidad de agujero blanco para
el bulk
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Finalmente, hacemos explicito el limite p,, << b escribiendo

R 4G 2pm Pm A4 MI + MII 3(1 B pm/b)c
A e (1P pap (14 Pm) )2 _ .
R 3 (p < T >+ P ( T >>+3 R (1+ pm/b) R

(3.68)

3.3.2. Inestabildad ante separacién de componentes no in-
teractuantes

Simetria 75

Consideramos ahora una separacion de componentes como la que se ilus-
tra en la figura 3.1 para este caso particular. Un razonamiento totalmente
andlogo al de la subseccion 3.2.1 nos lleva a escribir la condicién de estabili-
dad también como R — Ry > 0. Escribiendo por un lado la expresion (3.67)
con los parametros (M, M') y las funciones (&, p/2); y por el otro la expre-
sion (3.61) con parametro M’ y funciones (o, po); obtenemos como criterio
de estabilidad,

(3ag + 1)po + (3& +1)(p+ po) > 0 (3.69)

que es la misma expresion que para un bulk Schwarzschild con n = 3. Co-
mo vimos en la seccién anterior, en el extremo b >> p,,, la condicién de
estabilidad es equivalente a (3& — 1) > 0, por lo que si & < 1/3 la configu-
racion resulta inestable. De aqui podemos decir que esta familia de modelos
de universo-brana resulta tipicamente inestable ante separacion de compo-
nentes no interactuantes. Las componentes de menor &, como por ejemplo
una componente de polvo sin interaccién con el resto del universo, son las
mas propensas a “escapar” de la brana. Esta inestabilidad senala la posibi-
lidad de construir soluciones completas que exhiban esta separacién, como
ilustraremos en la siguiente subseccion.

Sin simetria 75

En el caso de tener una separacién como la ilustrada en la figura 3.2,
la condiciéon de estabildad serfa +(Ry — R;) < 0. Escribimos la expresion
(3.66) con parametros (M, Mrr) v con las funciones (ag, p2), y a esto le
restamos la misma expresion con parametros (M7, M;,;) y funciones (a1, p1).
La condicién de estabilidad se escribe finalmente,

54(Mp — M) (o — ay) — 62p2RY(3(a1 + an) +2) < 0 (3.70)

que es justamente la expresion (3.49) con n = 3. En el contexto de cosmologia
de branas, tenenemos que suponer que existe una tensién b en la superficie
original de dos componentes, y también en una de las superficies resultantes
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de la separacion infinitesimal. Escribimos sin pérdida de generalidad p; =
pm + b, por lo que si b >> p,,, a1 = —1, por lo que en ese limite tenenemos

k22RY (3 — 1) — 54(Myp — M) (g +1) > 0 (3.71)

. Si suponemos 0 < ap < 1/3, tenemos que también esta familia de universos-
branas resultan tipicamente inestables. Como el 6rden de magnitud de (M —
M7y)/R* tiene que ser, por cotas observacionales, mucho menor que el de x2b?
desde al menos la nucleosintesis, la condicién de estabilidad serfa equivalente
simplemente a ag > 1/3, como en el splitting con simetria Zs. También como
en ese caso, resultaria posible construir soluciones completas que representen

superficies que se separan en varias partes.

3.3.3. Universos-branas que se dividen en varios fragmentos

Vamos a construir un ejemplo inspirado en pardmetros cosmolégicos ac-
tualmente conocidos, de acuerdo a una serie de observaciones recientes in-
terpretadas en el marco del modelo A-CDM. De esta manera, ilustraremos
cOmo pueden ser tenidas en cuenta estas inestabildades a la hora de cons-
truir modelos compatibles con las observaciones. Daremos un ejemplo que
ilustre un splitting con simetria Zo, pero teniendo en cuenta que otro ejemplo
con parametros semejantes y el mismo modelo de materia, pero a la manera
de la figura 3.2, también es posible. En nuestro universo idealizado tenemos
unicamente materia en forma de polvo y radiacién, en proporciones idénticas
en principio a las de nuestro universo. Escribimos entonces,

pm = pe(Qe + Q) (14 2)3 + € (1 + 2)* (3.72)

donde p. = 3H§/87TG, Q. v p son las proporciones de materia oscura y
barionica respectivamente en el universo actual, y €] es la densidad de radia-
cion en la época actual. Vamos a suponer por simplicidad k = M = 0, por lo
que no hay originalmente radiaciéon oscura. Este escenario es una versién con
materia en la brana del modelo de Randall y Sundrum en [26]. La ecuacion
de Friedmann (3.60) puede escribirse,

H? = Hj [((Q + Q)1+ 2)° + ;3(1 + z)4> <1 + W) + QA}
’ (3.73)

donde reemplazamos p,, en el término cuadratico por la componente de
radiacion, que es la que tiene preponderancia antes de la nucleosintesis. En
estadios bien posteriores a la igualdad materia-radiacién, la ecuacién toma
la simple forma, coincidente con la del modelo estandar Lambda-CDM,

H? = HZ((Qe 4+ ) (1 + 2) + Qy) (3.74)
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donde queda explicita la relacion Q. + Qp + Qp = 1.

Vamos a proponer una fragmentacion en la época actual (z = 0) en
la que la materia oscura se despega del resto formando dos superficies Zo-
simétricas, a la manera de la figura 3.1. No esperamos que una construccion
semejante tenga algtin grado de realidad, si no que queremos dar un ejemplo
con cierto grado de representatividad para con modelos de interés actual que
ilustre la multiplicidad de evoluciones que puede tener un mismo dato inicial
cuando existe inestabilidad ante separacion de componentes. La ecuacion de
Friedmann que tendria la cdscara de polvo resultante estd dada por (3.64),
la cual se puede escribir para este caso como,

~ 871G 2b€4 ™G Ay — 4A7Gh
m*=""¢, (1 S+ ———— 3.75

Bed,( ﬁ2) sy . (3.75)
donde 87Géy./3 = M'/R* representa la densidad efectiva asociada al tér-
mino de radiacién oscura. Para esta cascara tendriamos p = p.Q.(1 + 2)3,
siendo Z = Rp/R — 1. Como al momento de la separacion tenemos p << b,
despreciamos el término cuadrético en p y escribimos,

- 20Q4, b
Qup (1 + 2) (1 + d) + 0 ] (3.76)

H? = H? -
’ peS2(1 + 2)? 2pc

donde Qg = €ar(Ro)/pe- Toda la informacion que necesitamos para calcular
las ecuaciones de Friedmann para cada superficie esta contenida en er, pa-
rametro que podemos encontrar planteando continuidad de H al momento de
separacion. Igualando (3.74) con (3.76), y despreciando términos cuadraticos
en p./b obtenemos,

~ 02 /p
2 I ¢
05, ~ 1 ( , (2% + Q) + 1) (3.77)

por lo que (3.76) se puede escribir

_ b Q. o Qe N
H2:H§[< ++Qb> (1+z)2+7(1+z)4+QA—

2t b } (3.78)

2pc
Finalmente, despreciando términos en los paréntesis obtenemos,

~ b >
i =n? [1 +os (1 + ;)} (3.79)

donde se observa claramente que para Z ~ —p./b, H? se hace 0, lo que
implica un casi inmediato “rebote” de la cascara de materia oscura luego
de la separacion: R comienza a decrecer y, como ocurre con las céscaras
de polvo en simetria esférica, eventualmente forma un horizonte de eventos
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y colapsa en un tiempo propio finito. Los términos que despreciamos para
escribir (3.79) se hacen relevantes sélo muy cerca del colapso, por lo que
esta ecuacién es una excelente aproximacion a lo largo de la mayoria de la
evolucién de la cascara.

Por otra parte, la ecuacién de movimiento para la brana central resultante
es (3.60) con parametro M’, por lo que teniendo en cuenta la continuidad de
H escribimos,

H? = H§ [ (1 + 2)* + Qe(1+ 2)* + Q4] (3.80)

donde z < 0. De esta manera, la dindmica de la superficie central queda
descripta por (3.74) para z > 0, y por (3.80) para z < 0. Resulta interesante
destacar que el efecto que tendria la “desaparicién” de la componente de
materia oscura en la dindmica de la brana central es el de “convertirse” en
radiacion oscura, ya que este término efectivo en la ecuacién de evolucion
corresponderia inicialmente a una radiacién con la misma densidad efectiva
que la que tenia la materia oscura al salir de la brana.

En la figura 3.6 ilustramos H/Hj en funciéon de z para la superficie cen-
tral, con pardmetros cosmologicos que resultan el best fit del cruce de datos
obtenidos por mediciones del CMB, supernovas de alto red-shift, y BAO [74]
(Qp = 0,045,Q, = 0,227, Qx = 0,728); y con b/p. = 1035, que es un valor
que aproxima muy bien (3.73) a las ecuaciones de Friedmann estandar des-
de antes que la nucleosintesis. Notamos la discontinuidad de la derivada de
H(z) al momento de la separacion.

Resulta interesante destacar que la razon por la cual no ilustramos H es
el hecho de que toma valores muy grandes apenas ocurre la separacion, dado
que H exhibe una discontinuidad muy fuerte. Como mencionamos antes,
colapsa muy rapidamente dejando un universo brana moviéndose en un bulk
con agujeros negros. Esto contrasta fuertemente con los ejemplos que dimos
en la seccién anterior, donde la separacion se hacia con R continuo, por darse
justo al momento en el cual se cumple la condicién critica. En nuestro ejemplo
de universo-brana esta condicién se cumplié en estadios muy tempranos, para
z mucho mayor al de la nucleosintesis, lo que implica que la evolucién de las
componentes ha sido inestable, y cada vez maés inestable, a lo largo de casi
toda su evolucién. Un splitting suave en este contexto sélo podria darse
en el universo muy temprano; escenario que resulta abierto a la especulacién
acerca de las consecuencias que podria tener que haya habido materia que “se
fue” del universo-brana central hacia la dimensién extra, dejando radiacién
oscura remanente.
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Figura 3.6: Curva que representa H/Hy en funcion de z para la brana central,
imponiendo una separacion entre la materia oscura y el resto de la materia en
z = 0. Se observa una discontinuidad en la derivada de H en ese punto, donde la
dindmica cambia como si la materia oscura se convirtiera en energia oscura.

3.3.4. Comentarios finales

Otra manera de interpretar estas inestabilidades seria sugerir que en el
universo-brana debe actuar alguna fuerza que ligue las distintas componen-
tes supuestas no interactuantes para evitar el splitting. Podriamos considerar
por ejemplo un campo escalar en el bulk ademas de una constante cosmolé-
gica, lo que ademés es un escenario bastante estudiado en la literatura [21],
principalmente porque puede hacerse consistente con la inflacién. Tal vez el
acoplamiento con este campo, o con otros que pudiera haber en el bulk, pue-
da ser el origen de la interaccién que “previene” el splitting. Otra situacion
a tener en cuenta seria considerar gravedad de Lovelock [75] en el bulk, que
es una extension de la Relatividad General para espacio-tiempos de dimen-
siones arbitrarias que admite ecuaciones de campo que no son lineales con
respecto al tensor de curvatura. Todos estos escenarios son posibles lineas fu-
turas de investigacién. En cualquier caso, la posibilidad de un splitting entre
componentes no-interactuantes resulta un argumento que puede favorecer o
desfavorecer a los diversos modelos. Resulta una herramienta nueva que ha-
bla de la estabilidad de ciertas configuraciones, y como tal, en el marco de
una teoria dada, define un criterio de plausibilidad a tener en cuenta.

Pero tal vez antes que considerar el splitting entre componentes definidas
artificialmente, tendriamos que considerar una situacién “mejor definida”, co-
mo ser una extension del primer analisis en la seccién 2.4, en la que particulas
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individuales se “evaporan” de la brana, proponiendo que una de las compo-
nentes del universo sea materia de Vlasov. En el contexto cosmoldgico, la
nociéon de particula puede tener méas sentido fisico que la de “componente no
interactuante”. Podemos intuir, por analogfa con los resultados en la seccién
2.4, que existen geodésicas de la métrica ambiente que “salen” de la cascara,
v que habria una “velocidad minima” para que las particulas no se evaporen.
Las particulas correspondientes a las velocidades tangenciales mas “bajas”
en el ensemble de particulas, esto es, aquellas particulas que estan “més en
reposo” con respecto a los observadores isotrépicos, “caerian” hacia los bulks
con agujeros negros. Pero debemos tener en cuenta que, en relacién con el
hecho de que las regiones del bulk son ambas interiores, en este escenario
puede ocurrir que ambas condiciones de inestabilidad (las correspondientes
a cada lado de la brana) se cumplan simultaneamente. Esto es, pueden haber
dos geodésicas distintas para una dada 4-velocidad inicial tangente a la bra-
na', cada una “yendo” hacia regiones opuestas del bulk®. Esta ambigiiedad
requiere de una interpretacién diferente a la de la seccién 2.4.

En relacién a esto, debemos mencionar que el problema de las geodésicas
en modelos de branas fue considerado por Anderson y Tavakol en [76], en
donde se expone una interesante discusién sobre las implicancias tedricas que
tiene imponer la existencia de dos clases distintas de lineas de mundo para
las particulas en caida libre: geodésicas del bulk por un lado, y geodésicas
de la métrica inducida en la brana por el otro. Esta es una suposiciéon que
se suele hacer, muchas veces implicitamente, en la literatura de cosmologia
de branas, y que resulta en conflicto directo con el principio de equivalencia,
que es uno de los principios fundacionales de la Relatividad General. De
esta manera, ante la ambigiiedad de tener dos geodésicas del bulk posibles
para la misma 4-velocidad inicial, en |76] se considera la conexién “promedio”
(se promedian las curvaturas extrinsecas) en la brana, lo que favorece a los
modelos con simetria Z2, ya que en ellos, en este sentido, las “geodésicas”
del bulk coinciden con las de la métrica inducida. Resulta discutible esta
consideracion, ya que en una teoria no-lineal como la Relatividad no tiene
sentido por lo general “sumar” contribuciones. De todas maneras, es un tema
para reflexionar, y lo apuntamos como otra posible linea de investigacion a
futuro.

Por otra parte, tampoco hemos demostrado que las soluciones de split-
ting sean “robustas” ante perturbaciones que se “salgan” del alto grado de
simetria de estos modelos. Como comentaremos en el ultimo capitulo, no

4Claramente con simetria Z» o no hay ninguna o hay dos, con excepcién de un conjunto
de situaciones de medida nula, cuando d*n/do? = 0.

5En la seccién 2.4, como no podia darse el caso de dos soluciones para una dada 4-
velocidad inicial, deciamos que la particula permanecia en la cascara si no habia geodésica,
y que se evaporaba si la habia.
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vemos @ priori argumento alguno que nos indique que en una situacién me-
nos idealizada, que siempre va a tener grados de libertad radiativos, tales
soluciones no se puedan construir. Podemos establecer analogias con cier-
tos sistemas de ecuaciones que tienen soluciones que representan ondas de
choque (shock waves), que son a su vez superficies singulares en el sentido
general que tratamos en la introduccién, para las cuales se ha demostrado la
falta de unicidad [77] en la evolucién de un dato inicial que contenga shocks.

La no existencia de modos radiativos en estos casos es, tal vez, el principal
“defecto” que tienen estas simetrias. En el préximo capitulo vamos a volver
a las cuatro dimensiones usuales, pero vamos a tratar la simetria mas simple
que a su vez permite ondas gravitatorias en el vacio, simetria que en sf es
bastante menos representativa de la naturaleza que las de este capitulo, pero
que resulta conveniente como primer paso hacia el andlisis de los modos
radiativos: la simetria cilindrica.
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Capitulo 4

Cascaras finas en simetria
cilindrica

4.1. Ecuaciones de campo y condiciones de empal-
me

Analogamente al caso de la cascara fina en simetria esférica, podemos
escribir la variedad de estudio como M = M~ UX U MT™, donde M~ y
M™ son variedades cilindricamente simétricas con borde, los cuales estan
identificados con la 3-variedad X, que a su vez representa la historia de una
distribucién cilindrica de materia. Llamamos M~ (M™) a la region de vacio
interior (exterior) al cilindro.

Como vimos en la introduccion, existen varias maneras de definir simetria
cilindrica, y en nuestro caso vamos a adoptar whole cylindrical symmetry. En
el vacio, y también si hay s6lo radiacién, existen las asi llamadas coordenadas
cilindricas candnicas (t,r,z,®) (ver la subseccion 1.2.2), donde la métrica
toma la forma [59]

dst = 2772 (dr? — di}) + V= d2? + eV rPdg?. (4.1)

Fn esta expresion dejamos explicito que las coordenadas canénicas ¢ no tienen
que coincidir en la superficie, como asi tampoco las funciones . En cambio,
la funcién 1 y las coordenadas (r, z, ¢) si resultan continuas en la superficie
en virtud de sus interpretaciones geométricas: los moédulos de los campos
de Killing &, y &4 se escriben en términos de ¢ y r, mientras que (z,¢)
coordinatizan las 6rbitas del grupo de simetria.

Para cada region de vacio My, las ecuaciones de campo de Einstein se
escriben

Y+ Ty = =0 (4.2)
Yt = QT@Z},rw,t y Yo =T [(w,r)z + (7!),15)2] . (43)
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Notamos en particular que la ecuacion (4.2) es justamente la condicién de
integrabilidad de las ecuaciones (4.3). De aqui podemos interpretar (¢, r)
como el anélogo relativista del potencial newtoniano para este problema.
Las soluciones dependientes del tiempo de (4.2) representan ondas gravita-
cionales [60]. Las condiciones de borde para este sistema serfan por un lado la
suavidad de la geometria en el eje de simetria r = 0, lo que implica y(¢,0) = 0
y ¥(t,0) finito, y por el otro algin decaimiento asint6tico apropiado para el
limite r — oo.

Si la superficie ¥ es una superficie singular como las descriptas en la
seccién 1.1, requerimos continuidad de la métrica en ¥, y discontinuidad de
la curvatura extrinseca K% de acuerdo a (1.17). La métrica inducida en X
se escribe,

ds% = —dr? + €2¥=d2? + e V= R%d¢? (4.4)

donde ¥x(7) = Y4 (R(7),t4(7)) = Y_(R(7),t_(7)). La evolucion de la cas-
cara esta caracterizada por R(7), que es la coordenada radial r de la cascara
al tiempo 7, que a su vez esta definido como el tiempo propio de un obser-
vador comovil con ¥ (con coordenadas z y ¢ constantes).

Escribimos el tensor de masa-energia efectivo en la superficie en las coor-
denadas (7, ¢, z) como

Sji» = diag[—p, p, pz)- (4.5)
Ahora podemos escribir las condiciones de empalme en términos de saltos

de las derivadas de las funciones de la métrica ¥ y -y, v de las derivadas de
(t,r) con respecto a (7,7). Definimos en primer lugar

Oty

or
Teniendo en cuenta que la ortogonalidad de (0/0r)® con (0/0t)* implica,

or or at:t or .
877’77:0 = sgn (697]’”0> X+, (977]’77:0 = sgn <8n’n0> R (4.7)

Xt =TF — 1 Ve20e-vn) 4 B2, (4.6)

las condiciones de empalme finalmente se escriben,

o]
| = —4 . —p) (4.8
[877_ m(p+pz—p) (4.8)

1

= [X] = —8mp (4.9)

87 or . . L]
[377 + sgn (an\no> 20X R~ RX)_ = 8mp (4.10)
donde, como antes, [A] = AT|,—9 — A™|;=0. De acuerdo con la nociéon de

simetria cilindrica estdndar, Or/0n|,—o debe tener el mismo signo hacia am-
bos lados ya que r es una coordenada global, por lo que de ahora en méas
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tomamos por convencién r creciente con 7. Las derivadas en las condiciones
de empalme por lo tanto se escriben

A ln=0 = ATl X ™ + AFly—oR. (4.11)

Por otra parte, la ecuacion (1.19) se escribe,

(p+pR
R

de donde se puede ver que en el caso de un fluido ¢sotrdpico, la ecuacién

p+ = Us(p—ps) (4.12)

coincide con la ley de conservaciéon para un fluido unidimensional en un
anillo de radio R.

4.2. Cascara fina de particulas contrarrotantes

Vamos a considerar una cascara fina de particulas contrarrotantes, como
la analizada por Apostolatos y Thorne en [12]'. Se puede argumentar que,
en algin sentido, son éstos los sistemas maés simples con materia fisicamente
razonable que exhiben acoplamiento con los modos radiativos del campo
gravitatorio en un sentido preciso. Lo discutido en esta seccién se encuentra
publicado en los trabajos [4] y [6].

Se trata de una superficie singular cuyo contenido de materia consiste en
un ensemble de particulas no interactuantes, un sistema de Einstein-Vlasov,
donde las mismas siguen exclusivamente trayectorias con z constante dentro
de la superficie, con momento angular por unidad de masa propia J, y donde
se tiene la misma cantidad de particulas moviéndose en cada sentido (0/0¢)
y (—0/0¢)*, respetando de esta manera la whole cylindrical symmetry.

Este sistema fue analizado en [12] en el contexto de la conjetura del cen-
sor cosmico (imposibilidad de formacion de singularidades desnudas en el
colapso gravitatorio), y, en particular, en relacion a la asi llamada conjetu-
ra de “hoop”, que consiste en suponer que la formacién de agujeros negros
se da tnicamente en el colapso de objetos lo suficientemente compactos en
todas sus dimensiones. Esta conjetura despert6 a principio de los 90’ un re-
novado interés, ya que se habfan obtenido resultados [78] que sugerian la
formacién de singularidades desnudas ante el colapso de objetos lo suficien-
temente “alargados” en una direccion. Justamente, el punto central de [12] es
la conclusién de que si las particulas constituyentes poseen algo de momento
angular (J # 0), es decir presion tangencial, se hace imposible el colapso;
lo que contrasta con el caso del polvo J = 0 (|79],[80]), donde el mismo es
inevitable. Sin embargo, el anélisis que hacen para la dindmica general de
la cascara requiere de las hipotesis de que las mismas parten de condiciones

'En la literatura se denomina frecuentemente a este sistema Apostolatos- Thorne shell.
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iniciales llamadas “momentarily static radiation free” (MSRF') (se especifi-
card mas adelante su significado) y de que, ademads, la cascara debe tender
asintéticamente para tiempos lo suficientemente grandes a otra configuracion
del tipo MSRF. Esta dltima suposicién no quedd demostrada, y de hecho ha
sido més recientemente cuestionada en los trabajos [86] y [88].

Consideramos por lo tanto que ain no se ha hecho un anélisis general
de la dindamica de este tipo de céscara, lo que nos motiva a decir que los
resultados que vamos a exponer en esta seccién resultan relevantes. Expon-
dremos basicamente tres aspectos no analizados previamente en la literatu-
ra. En primera instancia, encontramos una familia de soluciones donde el
espacio-tiempo en el interior de la céscara resulta plano. Dentro de esta fa-
mila existen soluciones periédicas, lo que denota una interaccién interesante
con los modos radiativos del campo gravitatorio del exterior de la céscara.
En segunda instancia, analizamos el problema linearizado alrededor de una
configuracion estatica. Encontramos que el movimiento de la cascara admite
modos de frecuencia arbitraria, contrariamente a la intuicién newtoniana que
nos sugiere la existencia de una frecuencia caracteristica para pequenas os-
cilaciones de la céscara, independiente de los modos del campo gravitatorio.
Fsto denota una interaccién compleja entre la cascara y los modos radiativos
del campo. Finalemente, estudiamos para las ecuaciones linearizadas el pro-
blema del valor caracteristico, la estabilidad de las configuraciones estaticas,
y la existencia de modos cuasinormales y ringing cuasinormal ante la accién
de un pulso proveniente del infinito. Pudimos encontrar una base completa
para describir este problema, con la cual demostramos que en general este
sistema exhibe ringing cuasinormal, y que, a nivel linearizado, las soluciones
estaticas para la Apostolatos-Thorne shell resultan todas estables.

4.2.1. Ecuaciones de movimiento

Las compomnentes del tensor de masa-energfa para este modelo se deducen
tanto en [12] como en [84]. Podemos ver que las condiciones de empalme (4.8)
y (4.9) se pueden escribir para este caso como,

2
+ - =
i wﬂ] - /R2 T e20n 2 (4'13)
INERZ £ 205 J2
Xt x- = AV RS (4.14)

R

donde las constantes A y J son, respectivamente, la masa propia del cilindro
por unidad de longitud de Killing y el momento angular por unidad de masa
propia de las particulas. Reemplazando en (4.10) con las otras dos ecuaciones
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de empalme, obtenemos la ecuacién de movimiento,

d’R - : -
= Rds—R[We)?+ w5
R, X~ AR?X - J2ez XXt
+R2 4 e2¥s J2 B (R2 + e2wgJ2)3/2 + R(R? + e2¥= J2)

(4.15)

que expresa el acoplamiento entre el campo y el movimiento de la cascara.

Las ecuaciones (4.13, 4.14, 4.15), junto con (4.2, 4.3) determinan la evo-
lucién de la céscara y del campo gravitatorio al cual estd acoplada. Las
funciones R(7), ¥* (tx,r), vy 7 (tx,7), satisfacen un sistema complejo de
ecuaciones diferenciales ordinarias y a derivadas parciales, que deben sa-
tisfacer condiciones de empalme para 1@[] vy 7+ en (&t = to(1),r = R(1))
acopladas al movimiento de la cascara. Es por esta complejidad que en [12],
si bien se estudiaron propiedades mas o menos generales del movimiento, no
se obtuvieron soluciones dinamicas explicitas. También fue esta complejidad
la que llevo a que en [84], ademés de la introduccion de una segunda céscara
por otras razones técnicas, se utilice una aproximacion que conlleva un des-
acoplamiento efectivo de (4.15), evitando de esta manera tratar el problema
de condiciones de borde dinamicas para la ecuacion de onda (4.2). En este
trabajo, en cambio, empezaremos por considerar en la siguiente subseccién
algunas soluciones analiticas dindmicas.

4.2.2. Un conjunto particular de soluciones

Una soluciéon completa del problema deberia dar cuenta de la evoluciéon
de datos iniciales arbitrarios que satisfagan los constraints que imponen las
ecuaciones de campo. Claramente éste es un problema muy complejo. Sin
embargo, podemos plantear una restricciéon para el conjunto de soluciones
que, sin que las soluciones que la cumplen dejen de exhibir el acoplamiento
de la céscara con los modos radiatiativos del campo gravitatorio, permite
simplificar considerablemente el sistema de ecuaciones haciendo posible un
andlisis completo de su evolucion y del significado fisico de la misma.

Soluciones estaticas

Vamos a considerar primero la soluciones estaticas donde la cascara tiene
un radio constante Ry. Se puede ver que, asumiendo regularidad en el origen,
las ecuaciones de onda para la regién interior implican v = 0 y ¥_ = cte.
Vamos a elegir sin pérdida de generalidad - = 0, lo que en particular
implica ¥y, = 0. De esta manera, el campo exterior nos queda,

YT (r) = —kln(r/Ro) , ~T(r) =0+ K2 In(r/Ryp) (4.16)
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con
Xt(ry=e™ |, X =1. (4.17)

Como Ry =0, ¢s; = 0, y ¢, =0, tenemos,
J2

92—
R

K =

, Y0 =2Wn[(R§+2J%)/Rj] (4.18)

Y

J?Ry+\/J? + R3
A= 5 (4.19)
(2% + R3)?
Esta ltima ecuacién en particular implica que toda soluciéon estética debe
cumplir A < 0,15879..., (ver [84]).

Soluciones dindmicas con un interior plano

El resultado anterior indica que, al menos para el caso estatico, existen
soluciones donde la regién interior a la céscara es plana. Como vimos en los
capitulos anteriores, en el caso de una shell de materia con simetria esférica
existen soluciones donde el radio de la cascara cambia con el tiempo mientras
la region interior permanece plana. Para ello la hipdtesis de simetria esférica
es crucial, ya que implica que no existen modos radiativos para el campo
gravitatorio y que en particular vale el teorema de Birkhoff: en una region
vacfa con simetria esférica la métrica siempre es Schwarzschild; por lo que
si el centro de simetria es regular y estd en una region vacia, la métrica alli
debe ser Minkowski. No existe un teorema anélogo en el caso de la simetria
cilindrica, y de hecho uno no esperarfa que en una situacién dindmica gene-
ral el interior permanezca plano, ya que los modos gravitatorios radiativos
correspondientes a un ¥* no estético penetrarian la region interior, porque
de otra manera las condiciones de empalme no podrian ser satisfechas. De
todas formas, dado que las soluciones estaticas poseen un interior plano, es
interesante explorar hasta qué punto, si hubiera alguno, puede esta condi-

cion ser generalizada para soluciones dindmicas. Asumimos entonces 7~ = 0,
Y~ =0, lo que a su vez implica s =0, ¢, =0,y X~ =4/1+ (R)2. En la
cascara tenemos
Xt =\/14+(R)?2 - 2 (4.20)
VR? + J?
Usando esta ecuacién, y el hecho que 1/}2 = 0, encontramos
BR (1+ (R)2)J2 1+ (R)2(R*+2J%)) w21)

dr?  R(R?+J?) R2(R?% + J2)3/2

La primera caracteristica inesperada que podemos distinguir en esta ecua-
cién es que no contiene informaciéon alguna sobre ¢, si no que es una ecuaciéon
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auténoma, completamente desacoplada de los modos gravitatorios. Igual-
mente inesperado a primera vista, es que admite una primera integral senci-
lla, dada por,

A ANJ2 VRZEJ? [/dR\*
C=—5n (R + %) + 205 - s < >+1 (4.22)

R2 R dr

donde C es una constante. Esto puede ser escrito también de la forma,

2 ANJ? — AR?2In(R2 + J?) — 2CR?)?
dR\" n(R+ J°) o (4.23)
dr ARZ(RZ + J?)

Por lo tanto, el movimiento de la céscara serfa totalmente anédlogo al de una
particula de masa unidad moviéndose en una dimensién en el potencial,

(4.24)

VIR) =3 AR%(R? + J?)

1 !1 [4\J? — AR2In(R? + J2) — 2CR?)”
con energia total cero. Notar que C no es esta “energia”’ y que, por lo tanto,
la forma de V(R) va a ser diferente para soluciones diferentes. Cabe destacar
que (4.23) implica que si existen elecciones apropiadas para los parametros
tales que el potencial V(R) posea un minimo negativo, la cascara podria
moverse periodicamente.

La forma relativamente compleja de V(R) con respecto a sus parametros
hace dificil un analisis general de los movimientos posibles basados en (4.23).
De todas formas podemos en particular notar el comportamiento asintético
de V(R),

V(R) = —(AIn(R) + C)*/2+ O(R%) , R — o (4.25)

V(R)= —2XR?+0O(R" , R—0 (4.26)

que implica la existencia de movimientos no acotados en el espacio para R

lo suficientemente grande, v de colapso para R lo suficientemente chico. Por
)

otra parte, la ecuaciéon

ANT? — AR*In(R? +J*) —2CR* =0 (4.27)

tiene una raiz real R,, para cualesquier J, C'y A > 0 reales. Tenemos que
V(R,,) = 1/2, que es el méaximo valor posible para V(R), lo que implica que
las regiones de colapso y movimiento no acotado se encuentran separadas
por al menos una regiéon “prohibida”. Dependiendo de los parametros, V (R)
puede llegar a tener dos regiones disjuntas “prohibidas” donde V(R) > 0, y
es en esos casos donde resultan posibles movimientos peridédicos entre estas
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Figura 4.1: Imdgen de V(R) como funcion de In(R). Tomamos J =1 y A = 0,1
en todos los casos. La curva sélida, con C' = —1,3, contiene una region donde son
posibles los movimientos periddicos. No hay movimientos periddicos posibles tanto
para la curva punteada (C = —1,1) como para la curva de rayas (C = —1,5). En
todos los casos tenemos una region de colapso para R lo suficientemente chico, y
una region de movimiento no acotado para R lo suficientemente grande.

dos regiones. La figura 4.1 ilustra algunos ejemplos explicitos de estos casos,
los cuales seran estudiados con detalle mas adelante.

Es importante notar que la ecuacion de evolucion (4.21) posee la siguiente
propiedad de escala: introduciendo la funcién R(n),

R(n) = SR(Jn) (4.28)

tenemos que,

d2}2~2+ (Cfl]s)2+l(fz+2>2)\_ ~(Cflifs)Q—i_l —0 (4.29)
i (72 +1) " o (R +1)

por lo tanto, los movimientos posibles quedan determinados por el pardmetro
adimensional A a menos de una transformacién de escala.

Compatibilidad con las ecuaciones de campo

Hasta ahora sé6lo hemos considerado la ecuaciéon (4.21). El conjunto com-
pleto de ecuaciones de campo incluye también 1, v y las condiciones de
empalme, y no hay a priori garantia de que haya soluciones de (4.21) com-
patibles con las otras ecuaciones ademés de las soluciones estaticas. En par-
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ticular, la condicién ¥y = 0 implica,
GH(R(T), (7)) R+ 45 (R(r),t7(r) X T =0 (4.30)

lo cual, junto con (4.11) y (4.20), determina ¢ (R(7), ¢+ (7)) y ¢F (R(7),t (7))
en funcion de R(7). Luego de algunas simplificaciones, usando también (4.23,)
encontramos

A4AJ? + 8AR? + AR?In(R? + J?) + 2CR?]
R(R? 4+ J?)[1 +4X21n(R2 + J2) + 8AC + 16)?]

2AR
VRZ + J2[1 4 4X21In(R? 4 J2) + 8AC 4 16)2]
(4.31)

YL(R(r),t7 () = —

Vi (R(r),t7(1)) =

Anélogamente, de (4.20) obtenemos
1
Y F(R(7),t7 (7)) = —5In[1+ AN (R4 J?) +8AC +16)2].  (4.32)

A partir de esta expresién podemos calcular,

dy* +7 + v+

—— =R X (4.33)

dr ' ’
donde comprobamos que si se reemplaza (4.3) en el lado derecho, y luego
se utiliza (4.31), obtenemos la misma expresion que la que obtendriamos
resolviendo el lado izquierdo por medio de (4.32). Concluimos que la hipétesis
de un interior plano es compatible con la dindmica de v en la céscara.

En principio, tenemos ya lo que se necesita para calcular ¥ (y luego
7v) en la region externa. Suponiendo que R(7) satisface ciertas condiciones
apropiadas que vamos a explicitar luego, podemos ver que si imponemos
s, = 0, considerando R(7) como una funciéon dada, obtenemos para 1) una
ecuacion de onda con una condicién de borde bien definida. Para analizar este
problema observamos que en (4.2) podemos considerar r como la coordenada
“tiempo” y t como una coordenada “espacial”’, como se ilustra en la figura
4.2. Podemos pensar esta situacién como un problema de Cauchy donde se
analiza la “evoluciéon” en r para un dato inicial (¢y, = 0, ) en la superficie
unidimensional S, que representa la historia de la céscara en el plano (r,t;),
mas precisamente,

ty =n , r=R(7(n)) (4.34)
donde 7 es un parametro, y 7(t4) se obtiene invirtiendo (4.20). El problema
estd “bien puesto” sdlo si S es una superficie de Cauchy, lo que requiere que
el vector tangente a S sea “espacial” en este contexto, o sea que (dt/dn)? —
(dr/dn)? > 0, lo que se escribe como

(XH)? > (R). (4.35)
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Figura 4.2: Resolvemos 1, (t,r) dando un “dato inicial” (¢|s = 0,9 ,|s) en la
curva (r = R(7),t =t,(7)), representada por la curva gruesa en la figura (en este
caso ilustramos una solucion oscilante). Evolucionamos v (t,r) hacia la region
“sobre” la curva.

Vemos que segun (4.6) esta relacion se satisface siempre. Pero ademés es
también necesario que el dato v, (R(7)) no sea singular, y es ésta la con-
diciéon que puede fallar, como se puede ver en (4.31), ya que el factor [1 +
4XN?In(R%+ J?) +8AC +16)?] en los denominadores de (4.31) puede volverse
cero para algiin R # 0. Observemos que si resolvemos (4.27) para In(R2,+.J?)
obtenemos

(Rm® + J2) A2

= (4.36)

1+ 422 In(R%, + J?) +8\C + 16)% = 1 + 16
Como el lado izquierdo es una funcién monétona creciente de R, el factor
en cuestién es siempre positivo para R > R,,, por lo tanto este problema no
aparece para las soluciones no acotadas. Para esos casos entonces el problema,
de Cauchy resulta well-posed, por lo que ¥ resulta univocamente definido
en el “dominio de dependencia” de S.

Por otra parte, movimientos peridédicos son sblo posibles si el potencial
tiene, aparte del de R = R, otro maximo, digamos en R = R,,, con V(R,,) >
0. Para este maximo debemos tener,

dv F\Fy

av . L — =0 4.37

AR |p_p, AR3(R* + J?)? | p_p. (4.37)
donde,

Fi = AR?In(R? + J?) + 2CR? — 4)\J* (4.38)
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F=RAIn(R*+J*)J?+2X 2"+ R") +2R*J*(C+4)). (4.39)

El primer factor en (4.37), Fi, se hace cero para R = R,,. Podemos
comprobar que este es el tinico cero de este factor teniendo en cuenta que,

dF, A B 27

— = 0 4.40
dR |p_p, R (Rn?+ J?) g (4.40)

lo que implica que F; puede tener una tnica raiz en R > 0. Por lo tanto,
cualquier extremo de V(R) distinto del de R = R,,, debe venir de una raiz
del segundo factor Fh. Se puede demostrar que F> puede no tener raices,
tener una sola o tener dos, dependiendo de los parametros; y que cada raiz
R, debe cumplir R, < R,,. Si F5 no tiene raices o tiene una sola, V(R)
tiene s6lo un méximo (en R,,, la eventual raiz de F; representaria un punto
silla) y no existen soluciones periddicas. Si Fy tiene dos raices, V(R) tiene
dos méximos, y un minimo entre estos maximos (un maximo y un minimo
en las raices de Fy y otro méaximo en R,,). En este dltimo caso podemos
tener soluciones periddicas sélo si ademas V' > 0 en el primer maximo y
V' < 0 en el minimo, lo que depende no trivialmente de los parametros del
problema. Podemos obtener de todas formas un resultado tutil como vemos
a continuacion. En toda raiz R, de F> tenemos,

2J'+ R,*+4R,*J?  C
2 2\ _ P P
In (R,* + J?) = -2 R -2 (4.41)
por lo que nos queda
1 M(R2 +2J%)4
V(Ry,) =< |1- L 4.42
(Fy) 2 < JARZ(R2 + J?) (442)
Si V(R,) es un maximo positivo podemos escribir,
JR,? (R, + J?
y2 = 1Ty (B + ) (4.43)

(R, +2.2)"

con 0 < n < 1. Reemplazando en el factor critico de los denominadores de
(4.31) podemos escribir

J2 (R + J%) (Ry* +2R)?J* +2J%) 1

144X In (R,* + J?)+8CA+16A% = 1-8 L
(Ry? +2J?)

(4.44)

Vemos que el lado derecho de (4.44) es una funcién lineal de 1 que resulta

igual a 1 para n = 0 e igual a R,®/(R,? + J?)* para n = 1. Como el lado
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izquierdo de (4.44) es una funcién mondtona creciente de R, resulta positiva
para cualquier maximo positivo de V(R); y teniendo en cuenta también que
las soluciones oscilantes se dan siempre en R > R, (luego del primer maximo
positivo), concluimos que las condiciones de borde (4.31) estéan bien definidas
y son finitas para cualquier movimiento periddico que sea solucion de (4.23),
y por lo tanto las mismas son compatibles con el sistema de ecuaciones
completo.

Como indicamos anteriormente, existen también soluciones colapsantes
de (4.23). En esos casos encontramos que ¢+ (R(7),t% (7)) puede resultar
singular para algin R # 0 finito. Podemos comprobar que ademaés estas
singularidades ocurren a un 7 y ¢t* finitos. Como las soluciones son simétricas
ante inversion temporal, tendriamos en definitiva singularidades para cierto 7
finito tanto en el pasado como en el futuro, lo que implica que éstas soluciones
s6lo pueden extenderse por causalidad a una region acotada en r. No las
analizaremos ya que, por esto Gltimo, no parecen fisicamente relevantes.

4.2.3. Soluciones linearizadas

Como discutimos anteriormente, el sistema en cuestiéon es un conjunto
de ecuaciones diferenciales a derivadas parciales y ordinarias acopladas, con
condiciones de empalme. Tenemos por un lado las ecuaciones de campo (4.2)
y (4.3), siendo esta ultima no lineal; y por el otro las condiciones de em-
palme (4.13), (4.14) y (4.15) que son no lineales en (¢, 75, R, Y, Us). Es
un sistema complejo que, si bien ha sido anteriormente analizado en varios
trabajos, hasta el momento no se ha logrado una caracterizacién completa
del conjunto de soluciones. Por ello proponemos analizar las ecuaciones a
nivel linearizado, suponiendo que tenemos una situacién “cercana’ en algin
sentido a un solucién estatica. Un andlisis de este tipo daria cuenta del com-
portamiento de las configuraciones estaticas ante pequenias perturbaciones,
y en particular de su estabilidad, como veremos a continuacion.

Escribimos para cada variable dinamica,

R(t) = Ro+eé&(r)
v (t—,r) = exi(t—,r) (4.45)
YH(ter) = —kln(r/Ro) + e xalts,v)
V) = enit,) (4.46)
Y (te,m) = o+ w2 In(r/Ro) + ey (ty,7) (4.47)
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con Y; soluciones de las ecuaciones,

Px1 *x1 10xa
a2 o ror (4.48)
Px2  Px2  10xo
8t3 Or? r Or

0 (4.49)

siendo estas tltimas expresiones validas a todo orden de aproximaciéon. La
idea es expandir todas las ecuaciones de campo y las condiciones de empalme
a primer orden en e. En particular, las ecuaciones de campo (4.3) a este orden
se escribirian,

2
K
V= —2eKXt 5, Vr= P 2¢ K X,r (4.50)
siendo x = x1 0 X = X2 segun corresponda; de esta manera escribimos
V() = O (4.51)
vH(te,r) = o+ r*I(r/Ro) — 2¢ £ xa(ty,r) + ¢

Por otra parte, expandiendo las expresiones para X obtenemos

a0 (4.52)
dr

e _ et 0.

dr

La forma explicita de los términos de orden € no resulta necesaria, ya que
genera correciones de orden €2, para obtener una relacién entre las coordena-
das temporales que nos permita evaluar las distintas variables en la cascara.
FEligiendo apropiadamente las constantes de integracién escribimos,

t_(r) = 7+0(¢) (4.53)
ti(r) = e 74 0(e)

que son las expresiones que vamos a utilizar para evaluar las variables inter-
vinientes en las condiciones de empalme.

Ahora expandimos a primer orden en € las condiciones (4.13), (4.14) y
la condicién de continuidad de ¢ en 3. Obtenemos c;“ = 0 y dos ecuaciones
para X1, X2, sus derivadas con respecto a r en r = Ry, y £(7), que pueden
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escribirse como,

2J% (6 Ro*J? + 4J* 4+ 3Ro")

= §(7)
(Ro® + J2) (272 + Ry?)® Ry*
2Ry J* ox1 (1,7
- 2 > 5 7 X1 (T, RO) s (7) (454)
(Ro? + J2) (2J2 + Ro?) o =g,
2J2 (4J% 4+ Ry? Ry* Oxo (e 707, r
_ ( . 20 )X2 (6_707', RO) + 0 — X2 ( ) ’
(22 + Ry?)" Ry (272 + Ro?) or r=Ro
2J* -
0 = Ff (1) 4+ x1 (1, Ro) — x2 (e Yor, RO)
0
mientras que la ecuacion de movimiento para £(7) (4.15) a primer orden en
€ resulta
d? J% (475 + 6Ry*J* + 5J2Ry* + 2R°)
W& (1) = - (1)

(22 + Ro®)? (Ro® + J2)* Ry
J2Ro? (3J% + 2Ro?)
(2J2 + Ro®)” (Ro? + J?)
(472 + Ro*) RoJ?
(Ro® + J2) (2J2 + Ro?)

Ry? oxi (7,7)
Ry?+J2  Or  |._p

5 X1 (T7 RO) +

sX2 (e77°7, Ry) . (4.55)

Soluciones linearizadas con un interior plano

Consideramos ahora el caso particular de una perturbacion de la solucion
estatica tal que el interior permanezca plano, lo que implica que x1 = ¥y = 0.
La ecuacion (4.55) se escribe,

d%¢ [2RY — (R2 + 2J%)J?)J?

s _ 4.56
dr? R3(R% + J?)%(R: + 2J2)§ (4.56)

por lo que las soluciones para este caso tienen que tener la forma,
§(7) = &e™ T (4.57)

donde se entiende que & es complejo y que se toma la parte real del lado
derecho, mientras que €y estd definido como

2R} — (R2 + 2J%)J?)J?
RZ(R3 + J?)2(R3 +2J2)

02 = (4.58)

Buscamos ahora soluciones de yo que exhiban la misma periodicidad que
R(7), algo que resulta necesario para que se cumplan las condiciones de
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empalme a nivel linearizado. Teniendo en cuenta (4.48), la solucién general
periédica para v es de la forma,

2J2 .
Pt r) = _T}]z In (; ) + (A2 Jo(Qar) + BaYo(Qar)) €21 (4.59)
0 0

donde Ay y Bs son constantes, Jg, e Yy son funciones de Bessel, y

R§ +2J°)?
0
Las condiciones de empalme en la superficie y la condicién ¢y, = 0, a primer
orden en &y, implican

J*(4J%R2 + 4J* — R} Qo(R2 + 2J2%)?
o = o [P B+ M
0 0 0
J2(4J2R2 + 4J* — RY) Qo(R2 + 2J2)?2
By, = wJ? 0 0JQR+0JQR].
2 m [ R+ )Rl 0(Q22Ro) I 1(22Ro) | &o

(4.61)

En resumen, vemos que dando valores apropiados para Ry y J pode-
mos encontrar una solucién, a nivel linearizado, donde tanto el movimiento
de la cascara como los modos radiativos de los campos son periédicos con
frecuencia angular Q (tomando 7 como coordenada temporal global). Para
este tipo de soluciéon el periodo es funcién tnicamente de Ry y J, lo que
se corresponde con la idea de una “perturbacién” del equilibrio, a la manera,
newtoniana, donde el apartamiento con respecto al mismo se encuentra dado
por un parametro £y que se supone “pequeno” en algtin sentido. Finalmente,
destacamos que en el limite J? << R(Q) tenemos,

02~ (4.62)

que es justamente el valor de la frecuencia de pequenas oscilaciones para el
anélogo newtoniano de este sistema. A primera vista puede parecer que ()
deberia ser la frecuencia natural de oscilacion de la cascara, v que el efecto
del acoplamiento con los modos de radiacién gravitatoria deberfa introducir,
a nivel linearizado, sélo un pequeno apartamiento, por ejemplo un amorti-
guamiento, con respecto al comportamiento newtoniano. Sin embargo, como
mostraremos en la préxima seccion, esto es s6lo un caso especial que resulta
de la hipétesis arbitraria de que el interior es plano, ya que el comportamiento
del sistema es en general muy diferente a éste.

97



4. Cascaras finas en simetria cilindrica 98

Soluciones linearizadas periodicas con un interior regular

Consideremos ahora la situacién mas general donde el interior es vacio
pero no necesariamente plano. Vamos a buscar en este apartado soluciones
periédicas linearizadas, como las que encontramos antes, pero para una si-
tuacién general, con la idea de encontrar una base de modos para el campo
gravitatorio. Teniendo en cuenta la regularidad en el eje r = 0, las soluciones
periodicas de x1 se pueden escribir como

V() = A Jo(Qor)eStt (4.63)

La continuidad de 1 en la cdscara nos indica que R(7) y T (t*,r) tienen
que tener la misma periodicidad que ¥~ (¢, r), por lo que si escribimos,

R(7) = Rg + &e™¥™ (4.64)

y también,

2.J? '
() = = Zos I (= ) + (Ao Jo(Qar) + BaYo(Qar)) €21 (4.65)
R; Ry
que son las expresiones periddicas mas generales para una funciéon de una
variable y para una solucion arbitraria de (4.48) respectivamente, la conti-
nuidad de v implica Q =Q_ y
(R§ + 2J%)
Qy = TQ = Q. (4.66)
Reemplazando ahora en (4.13), (4.14), y (4.15), y expandiendo a primer
orden, encontramos un conjunto de tres ecuaciones lineales independientes
para Aj, As, Bs, vy &. Resulta conveniente para tratar estas ecuaciones
introducir un parametro « definido mediante la expresién,
A - R2(R% 4+ 2J%)(R2 + J?)2Q2% + J?(2J% — 2R3 + Rgﬁ)a
Q?R%+1
R§(R§ + 2J%)(R§ + J%)*(Q* — )

_ 4.67
OPR2+ 1 “ (4.67)

donde 2 esta dado por (4.58).

Podemos entonces expresar las cuatro constantes que caracterizan la so-
lucién linearizada en términos de «, €2, Ry y J. Encontramos en particular
que & se expresa

(Ro(R2 + 2J2)(R3 + J*)QJ1(QRg) — J*(2J2 + 3R3) Jo(QRo)) R} .
Q’RZ+1

§o =
(4.68)
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De la misma manera, Ao y By se expresan como

Ay = — HQ (R02 + 2J2)2 (RO2 (Rg i J2)2QQ _J2 (J2 i 2R3)) Yi (22R)
+2.J%Yy (QRo) Ry (R + J?) ((4J* + 6R3J* + R3) Q* — 2J2)] Jo (QRy)

_ [Yo (Q2Ro) ((R?) +27%)° (Rg (B3 +J%)° 0 - J4> - 2J2R8)

—2°RoQ (B3 + J2) (B2 + 27%)* 1y (QQRO)} g (QRQ)]

By = —[(-2J%Y(Q2R0) Ro (Ro® + J%) (4" + 6 Ro>J? + Ry*) Q> — 2.J7)

m(R% +2J%)a
2R3(R2O? +1

0 (Ro? +2%)" (Ro? (Ro® + J2)" 0% = J* (J2 4+ 2 Re®) ) Y (22 RRo) ) Jo (2 Ro)

+J1 (2 R0) @ (Yo (2R0) ((Ro® +27%)" (Ro? (Ro® + J2)° 0% = J*) = 2°R,")

7 (Ro®>+2J%) a

~2 2 RoQ (Ro® + J%) (Ro® +2%)" Vi (2R0) )|

La tinica razén para explicitar estas expresiones engorrosas es la de ilustrar
que para cualquier conjunto (Rp, J, ), los coeficientes A, As, Bs v & que-
dan determinados a menos de un factor comun «, y que son siempre finitos,
por lo que siempre existe una solucién linearizada. Tomando (R, J) como
dato, enfatizamos la existencia de una solucién no trivial periédica de las
ecuaciones linearizadas para todo valor de 2. Asi encontramos que, al me-
nos perturbativamente, no podemos asignar una frecuencia particular a los
movimientos “cercanos” a soluciones estaticas, como ocurre en la dinamica
newtoniana. El periodo del movimiento resulta a prior:i arbitrario, y depende
directamente de la configuracién para el campo que se elija. Desde un punto
de vista fisico, esto puede ser entendido mediante la observacién de que mien-
tras el radio de la cascara cambia, el cambio en la parte estética del campo
(los términos con In(r)) es del mismo orden de magnitud que la amplitud de
los modos radiantes asociados a este movimiento. De esta manera, a medida
que la céscara se aleja de su configuacion estatica, el movimiento es conduci-
do en similar medida tanto por la parte estatica como por la parte dindmica
del campo gravitatorio. Es por esto que podemos decir que el acoplamiento
entre la céscara y el campo gravitatorio es, en algin sentido, lo mds fuerte
posible. Esta peculiaridad indica que la dinamica de este sistema no puede
ser aproximada mediante la newtoniana més correciones post-newtonianas,
como si sucede en otros modelos més realistas con materia confinada a una
regiéon acotada.

Habiamos analizado anteriormente el caso especial donde el campo en
el interior de la cascara es nulo. Alli encontramos que eso es so6lo posible
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para un valor particular de €2, el cual corresponde en este contexto a la
solucion particular con A; = 0. De hecho es sencillo demostrar que si toma-
mos €2 = g, las expresiones para As v By se reducen precisamente a las del
apartado anterior. Existen también otros tipos de soluciones particulares que
exhiben comportamientos muy diferentes y curiosos, como las que tratamos
a continuacion.

Antiresonancias

El radio fisico de la céscara esta dado por Ry(7)e~¥=("). Para perturba-
ciones alrededor de una solucién estéitica a orden lineal tenemos

Ro(1)e ¥=(7) = Ry + (&0 — A1 RoJo(QRp)) €Y. (4.70)

Usando (4.67) y (4.68) podemos escribir

&o — AlR()J()(QR()) = [R()SQ J1 (Q RO) — (J2 + R()2Q2 (R02 + JQ)) Jo (Q Ro)]
2 9 2 2 2
" Ry (Ro + 2J )(R() +J )Ct‘ (4.71)
Ry 02 +1

A partir de esta expresién vemos que para ciertos valores de el radio
fisico de la céscara permanece constante a primer orden. A este fendmeno lo
denominamos antiresonancia, que se da para todo € solucién de la ecuacién

Ry*QJ1 (Q Ro) — (J2 + Ro*Q? (Ro? + J?)) Jo (2 Ry) = 0. (4.72)

Es facil comprobar que (4.72) tiene una secuencia infinita de soluciones. Re-
sulta curioso que, para estas frecuencias, el acoplamiento entre el movimien-
to de la cascara con el campo interior y el exterior a la misma se compensa
exactamente a primer orden, de manera tal que la ciscara permance esen-
cialmente quieta, mientras que el campo oscila con ciertas frecuencias.

4.2.4. El problema del valor inicial para el sistema lineariza-
do

Un problema importante relacionado con el sistema que estamos anali-
zando es el siguiente. Supongamos que tenemos un dato inicial que difiere
levemente del dato que corresponde a una solucién estéitica. En ese caso es-
peramos que la evolucién correspondiente a este dato permanezca cerca de
la solucion estatica, esto es, esperamos que la solucién estatica sea estable, vy
que, por lo tanto, un tratamiento linearizado serfa adecuado. En este punto
notamos que una superposicion lineal arbitraria de las soluciones periédicas
linearizadas va a ser también una solucién del problema linearizado, aunque
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ya no periédica. Podemos escribir estas superposiciones en general como,

YTt ) = —f*fln("”/Ro)Jr/OOO [a2(Q4) Jo (4 r) + ba(Q4) Yo (Qpr)] e H+1+d 0,

Yt r) = 0+ k% In(r/Ro) — 2“/ [az(Q24) o (e r) 4 ba(Q4) Yo (Qyr)] 1+ a2,
0

v (tT,r) = /Ooal(Q)Jo(Qr)emtdQ
0
v~ = 0
R(T) = Ro+ /0 £(Q)e™ 7 d

donde los coeficientes aj, ag, ba, y & son funciones complejas de sus argu-
mentos, y se entiende que tomamos las partes reales de los lados derechos de
(4.73). Como cada valor de € es independiente de los otros, podemos usar
los resultados del inciso anterior para resolver as, b, £ v a1 en términos de
diferentes a para cada €). Por lo tanto, podemos elegir una funcién compleja
arbitraria a(€) que determina junto con los parametros (Rp,.J) todos los
coeficientes de (4.73). En particular, considerando el comportamiento asin-
totico para r grande de las funciones de Bessel Jy e Yy, podemos ver que,
con un decaimiento apropiado para a(f2) en el limite 2 — oo, podemos con-
trolar el decaimiento correspondiente para r — oo de ¥t y 4T, ya que la
dependencia con €2 de as y b esté relacionada linealmente con la de . Como
las expresiones para ¥ y 7y tienen la forma de transformadas de Fourier-
Bessel, las partes radiativas deberian decaer para |t| grande. De acuerdo a
este argumento, estas expresiones representarian una evolucién tal que para
tiempos grandes negativos ¢ la cascara es estacionaria, resulta luego pertur-
bada por radiacién gravitatoria entrante, que luego eventualmente rebota
y se aleja, dejando la cascara nuevamente en un estado estacionario para t
grande positivo.

De todas maneras no resulta claro como podemos utilizar el conjunto de
soluciones periddicas para resolver el problema del valor inicial para nuestro
sistema. En primer lugar, si por ejemplo damos como dato ¥ (0,r), como el
rango de valores para r no es 0 < r < 00, y no podemos imponer condicio-
nes de borde a priori en r = Ry, pareciera que no habria un procedimiento
bien definido para invertir (4.73) y calcular, por ejemplo, as y ba. De to-
das maneras, como «, as y by son funciones complejas, tenemos en realidad
dos funciones reales arbitrarias de €24 disponibles para la construcciéon de
YH(0,7) y 9T 4(0,7), por lo que parece factible hacer que las superposicio-
nes de modos satisfagan datos iniciales arbitrarios. Debemos notar que, sin
embargo, si damos «(f2), no so6lo ag y by quedan establecidos, si no también
a1, por lo que el dato dentro de la cascara quedaria también determinado,
cuando el mismo en principio debe ser, por causalidad, independiente del da-
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to fuera de la misma. La respuesta a esta aparente incompatibilidad esta en
que la expresion para ¢+ (0,7) en el lado derecho de (4.73) es sobrecompleta,
va que 1 (0,7) esta definida en el dominio Ry < r < oo. Para hacer las
antitransformadas pertinentes necesitamos dar también la funcién a trans-
formar en el rango 0 < r < Ry, lo que puede hacerse de manera arbitraria sin
alterar la expresion para 1™ (0, 7). Dicho de otra manera: como la expresion
en (4.73) define a v (0,7) también en la region 0 < r < Ry, tiene que haber
un conjunto infinito de pares de funciones as y ba que reproducen el dato en
Ry < r < oo (un par por cada funciéon definida en el dominio 0 < r < Ry
compatible con las condiciones de borde). Por lo tanto, habria en principio
espacio para datos arbitrarios ¢~ (0,7) en 0 < r < Rp. Aunque esto parece
pausible, no tenemos una prueba de que haya en efecto “espacio suficiente”
para cualquier dato definido a ambos lados de la cascara. La dificultad para
probar esto radica en la falta de una formulacién autoadjunta para el pro-
blema del valor inicial con bordes dindmicos, que es lo que la dindmica de
nuestro sistema plantea.

Un ejemplo

Para ilustrar lo considerado en esta seccién, incluimos como ejemplo el
caso de un pulso que viene desde el infinito, del cual vamos a calcular su
interaccién con la céascara, y su eventual rebote luego de esta interaccion.
Tomamos Ry = 4, J = 1, lo que implica A = 0,0509... v Qy = 0,0770....
También tomamos,

Ro® (Q2Ry® + 1) Qe 422

a(Q) =2 (oL (4.74)

con @ = 107°. Reemplazando en (4.73) obtenemos expresiones explicitas
para las variables dindmicas del problema, a partir de las cuales podemos
obtener la evolucion del sistema. Elegimos 7, ¢t~ y t* de manera tal que 7 = 0
corresponde a t+ = ¢t~ = 0 en la céscara. La solucion para este a(f2) esté
ilustrada en las figuras 4.3, 4.4 y 4.5. En la figura 4.3 tenemos un gréfico
de R(7) — Ry, que muestra una region de pulso entrante, para 7 < 0, y una
region de pulso saliente para 7 > 0. La céscara se encuentra esencialmente
en equilibrio tanto para 7 << —10 como para 7 >> 10. La figura 4.4 ilustra
Y~ (t7,r) en la region (0 < r < Ry = 4,—10 < ¢t~ < 10). Observamos
la propagacién de un pulso entrante, una zona intermedia de interferencia
formada por ondas entrantes y salientes, y el eventual decaimiento del pulso
mientras se propaga hacia afuera. En la figura 4.5 tenemos un grafico de
(¢, r) en la region (Ry = 4 < r < 15,20 < t* < 20). Podemos ver la
propagaciéon del pulso entrante a través de la céscara, una regién cerca de
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Figura 4.3: Grifico de (1) = R(1) — Ry en la region —10 < 7 < 10. La region
7 < 0 se encuentra dominada por el pulso entrante, mientras que para T > 0 se
encuentra dominada por el pulso saliente que resulta del rebote del pulso en el eje
de simetria. La cdscara estd esencialmente en su radio de equilibirio Ro tanto para
T << —10 como para T >> 10.

t* = 0 donde el pulso se encuentra esencialmente del otro lado de la cascara,
y su rebote y propagacioén saliente en ¢+ > 0.

Para cerrar esta seccién nos preguntamos cudl es la relacién entre esta
construccion, los datos iniciales que la misma implica, v los datos iniciales
“momentarily static radiation free” definidos en [12] (ver también [86] para
un andlisis diferente sobre la evolucién de este tipo dato). Un dato MSRF
consiste en tomar 1 (0, 7) = t44(0,7) = R(0) = 0, lo que implica que (0, )
y 7(0,7) tienen las formas que corresponde a una configuracion estatica, pero
con las excepciones de que A\ es una constante independiente, y que kK y Yo
resultan funciones de A, R y J. Para evaluar cémo evolucionaria un dato

de estas caracteristicas cerca de la superficie de Cauchy, escribimos para un

entorno de la misma (t4 =t_ =7 =0 ) las expresiones,
R(t) = Ri+Ry7%/2+...
Y (t7,7) Pi(r)t2 +...
(T, ) = Gi(r)tE 4. (4.75)
YAt r) = —kln(r/R1) + Pa(r) 13 + ...
APt r) = K2In(r/Ri) + 0 + Ga(r) 3 + ...

donde Py, P», G1,y G2 son algunas funciones de r que se determinan median-
te las ecuaciones de evolucion, mientras que los puntos representan términos
de mayor orden (en 7 y t¥). Reemplazando estas expresiones en las ecuacio-

103



4. Cascaras finas en simetria cilindrica 104

Figura 4.4: Grdfico de ¢~ (t,r) en la region 0 < r < Ry = 4, —10 < ¢t~ < 10.
Se observa la propagacion del pulso entrante, una zona intermedia de interferencia
formada por la suposicion de ondas entrantes y salientes, y el eventual decaimiento
del pulso mientras se propaga hacia afuera

Figura 4.5: Grdfico de ¢y (t,r) en la region 4 < r < 15, =20 < t* < 20. Se
observa la propagacion del pulso entrante hacia la cdscara, una zona alrededor de

tT = 0 donde la mayoria del pulso atravesd la cdscara, y el rebote y propagacion
del pulso hacia afuera de la cdscara en t™ > 0.
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nes generales de movimiento encontramos

2\ Ry 2
RiVR?+J2 —4X (R + J?2)
(Rl —AXVRZ+ J2>
Y% = —1In

7 (4.76)

2P+ R A= PVRE+ PR

(Ri®+ 2)** R,

Ry =

Hasta este punto, las expresiones aqui obtenidas valen para cualquier dato
inicial MSRF. Ahora vamos a suponer que el dato estd “proximo” en algun
sentido a un dato correspondiente a una solucién estatica. Como menciona-
mos anteriormente, dando parametros A < 0,15879 y J, existen una o dos
soluciones Ry para la ecuacion (4.19). Suponemos que Rp estd muy cerca de
una de estas raices, por lo que escribimos

Ry = Ro + €€. (4.77)

Reemplazando (4.19) y (4.77) en (4.76), y expandiendo a primer orden en e,
obtenemos

J? J* (Ro* — 4 J?R¢* — 4J%)

— 2249
" R? Ro” (Ro> + %)

e+ 0 (ee)

J4
Yo = —4 In (R()) + 2 In (2 J2 + R(]Q) —4 Fﬁg =+ O (Ee) (478)
0

2 —9 4 2 2 9 4
Ry — J ( Ry* + J*Ry +2J)€f—|—(9(€€).
(2J2 4+ Ro?) (Ro* + J2)" Ry®

De esta manera, a este orden podemos escribir,
d*¢

i

YH(0,r) = %Z)(T(T)—(?

oo = 03 (4.79)

J* (Ro* — 4 J%Ry* — 4 J%) J?
Ry" (R02 + J2) n(r/Ro) + Qng ¢
JO (Ro* —4J?Ry? — 4J%)
Ry (Ry* + J?)

YO = A+ (4 1n<r/Ro>> €€ (4.80)
donde Qg esta definido por (4.58), es decir (4.79) coincide con (4.56), y donde
Yd (r) v v (r) son los correspondientes a la solucién estética con R = Ry.
De la expresion (4.80) vemos que una perturbacion de este tipo, a la que
vamos a denominar perturbacion MSRF, resulta en general no acotada en r
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para € no nulo. Incluso en el caso especial R3 = 2(1 + V2)J?, donde la per-
turbacién resulta acotada, tenemos que la misma no es de soporte compacto
ni decae para r — oo, por lo que, en particular, no puede ser expresada
como superposicion de modos de la forma (4.73). Concluimos que una per-
turbacion MSRF no es suceptible de ser analizada como una perturbaciéon
propiamente dicha, ya que no es acotada en el espacio. En este contexto
podemos comentar sobre el trabajo [86], donde se realiza un analisis de la
evolucién para este tipo de dato inicial, llegdndose a la conclusién de que, en
ciertos casos, el sistema no puede devenir en un estado estacionario como la
intuicién newtoniana sugerirfa, por lo que ciertas configuraciones MSRF de-
ben ser inestables. En particular, algunas de estas configuraciones inestables
estarian “arbitrariamente cerca” de las configuraciones estaticas, en el senti-
do de que corresponden a un € arbitrariamente pequefio. Esto puede parecer
contradictorio con nuestros resultados, pero, en realidad, el argumento que
sugiere que las céascaras estaticas son tipicamente estables ante perturbacio-
nes lineales no entra en contradiccién con el analisis de [86] ya que se tratan
de dos tipos de “perturbaciones” excluyentes; un dato MSRF distinto al dato
estatico nunca puede ser tomado como una “perturbacién” en el sentido es-
tricto, por lo que una perturbacion MSRF bien podria no evolucionar hacia
una configuracién estatica.

Aunque hemos argumentado acerca de la estabilidad de las soluciones
estaticas, como no demostramos la completitud de los modos en (4.73), nues-
tro razonamiento no resulta concluyente. En la siguiente subseccién vamos a
analizar el problema por medio de otra base de soluciones, que luego nos va
a permitir analizar la estabilidad de las cascaras estaticas (siempre a nivel
linearizado) en un sentido preciso.

4.2.5. El problema del valor caracteristico

Vamos ahora a describir el conjunto de soluciones linearizadas peri6di-
cas con una base diferente, para tratar el asi llamado problema del valor
caracteristico. Consideramos una soluciéon de la forma,

inltior) = F 0 [ (i) + g2 Vo0 s

donde F' es una constante. En el limite r — oo, esta solucién tiende a,

1 . QQ Q)
in(ty,r) = o ——— (1 — i) e2(t+F7) 4.82
w (-‘rvr) 7_‘_7,‘92‘ < Z‘QQ‘>€ ( )
lo que representa una onda entrante. Analogamente definimos,
4 0
Yout(t+,7) =G eShat+ {J0(|Qg\r) — ZQ;YOUQQ\T)] (4.83)
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que tiene por limite asintético r — oo la expresion,

1 - Qo (£0 —
out(te, 1) ~ G 1 W22+ =) 4.84
@Z) t( + T) 7TT|Q2| ( +Z’Q2|> € ( )

que representa una onda saliente. Es facil ver que estos dos tipos de solucio-
nes forman una base que coincide con la que consideramos anteriormente.
Escribimos la suma,

%M“fﬂwm@%ﬂ—ﬁF+GMﬁmvaQQW—Gnamwvamm

€22
(4.85)
y vemos que claramente se puede asimilar a una solucion (4.65) para o™ (¢, r)
donde

Ay = F+G
Q

By, = i—>(F—-@). (4.86)
€22

Reescribimos entonces la expresion (4.65) de la forma

r

wﬂunvz—nm<Ro

> + ¢in(t+7 ’I") + ¢out(t+, T)- (487)

Anélogamente, podemos escribir v como

Y (ts,7) =70+ K In <};0> — 26 (Yin(t1,7) + tout (t4, 7)) + T (4.88)

Utilizamos las mismas soluciones (4.63) para la region interior, y para el
movimiento de la céscara (4.64). Como con la base anterior, las condiciones
de empalme linearizadas junto con la continuidad de 9 en la céscara, implican
c? = 0 y tres relaciones para los cuatro coeficientes caracteristicos Ay, F, G
y &- Reemplazando (4.86) en las expresiones (4.67), (4.68) y (4.69), podemos
escribir,

H
Al - 61F
Hy
= —F 4.
G = (4.89)
Hj
= 22F
€o D

donde las H; son funciones acotadas y regulares de (€, Ry, J), mientras D
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se expresa

D = —[2(Ro*+J%) J?Ro ((4J* + 6 Ro®J* + Ro*) Q° — 2.J%) Jo (I Ro)
— (Ro? (207 + Ro?)? (Ro? + 72)* Q2 = I (2 R® + 2 (2% + Ro?)”) ) 1 (10 Ro)|
(12] Jo (|€22| Ro) — Q2 Yo (|22] Ro))
— [(Ro? (Ro? + 7%)* @2 = 12 (2Ro* + J%) ) Jo (192 Ro)
+2J°QR, (Ro® + J%) J1 (1] Ro)] @ (272 + Ro®)’
(€2 J1 ([€22] Ro) — |2 Y1 (|Q22] Ro)) - (4.90)
A pesar de su aparicencia complicada, no es dificil mostrar que D no tiene

raices para {2 real. Para toda raiz de D, la parte imaginaria de la siguiente
expresion debe anularse,

1] Jo (|Q2] Ro) — i2 Y0 (|22 Ro)

; 4.91
Q1 (] Ro) — 119V (] Ro) 90
lo que es equivalente a la anulacién de,
_ Jo([€22[ Ro)Yi (|22 Ro) — J1(|€22| Ro)Yo(|€22|Ro) 2
J1(|2|Ro)? + Y1 (|Q2|Ro)? 7”Rolﬂz\(«]l(|92\Ro()2 +)Y1(|Q2|Ro)2)
4.92

que es una expresion que claramente no tiene raices para 2 real. Este re-
sultado es muy importante ya que implica que si F' es una funcién regular
de Q, las soluciones obtenidas usando (4.89) estan bien definidas para todo
Q real. De esta manera, podemos escribir soluciones mas generales toman-
do combinaciones lineales arbitrarias de los modos caracterizadas por F'(2).
Explicitamente, podemos escribir,

+oo . 9]
binltar) = [ F@ (i) + i Vo9l a0 (499

donde F(2) es una funcion compleja arbitraria, la cual asumimos de cua-
drado integrable. El resto de las variables dindmicas se escriben (4.89)

oo H, iQt
Y_(t_,r) = o F ()™= Jo(|82r)d
+oo . 0
bou(ti,r) = / 22 5 ()i | Jo(1Qa]r) — 12 Yo (|Qa]r) | 40
D ||
+oo 1 )
&r) = / ﬁF(Q)eZQTdQ. (4.94)

El motivo por el cual consideramos este conjunto de soluciones en parti-
cular es el de poder analizar el problema del valor caracteristico, que consiste
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a grandes rasgos en caracterizar la evolucién del sistema ante la accién de
un pulso entrante de forma arbitraria proveniente del infinito. La imégen
que tenemos es la siguiente, en una regién grande del espacio-tiempo que
incluye al eje de simetria y a la céscara, tenemos una configuracion estatica.
En otras palabras, a un tiempo dado 7 = tT = ¢t~ = 0, tenemos en r < R,
una configuracién estética, con Rg >> Ry, siendo Ry el radio de la céscara
estatica. Por otra parte, para r > R existe una region donde 1, (t7,r) es
distinto de cero, lo que representa un pulso entrante que viene del infinito
nulo pasado. Para decir esto de manera més precisa, recordemos que en el
limite r — oo, una solucién de la ecuacién de onda que representa una onda
entrante tiene la forma,

1
SV

donde f(u) es una funcién de soporte esencialmente compacto?. Comparando

Yin(t4, 1) ft++7) (4.95)

esta expresion con la forma asintética para r grande de (4.93) podemos
escribir,

! e L
Gl [ ren oo (1 0

lo que resulta convenientemente invertible

) e 2+ g0 (4.96)

_ |(22|3/2 oo —iQ2u
F(Q)_Qﬁ(’w_i%) /_OO f(u)e ™24y, (4.97)

De esta manera, encontramos una relacién uno a uno entre F'(2) y el

conjunto de datos caracteristicos dados para » — oo, t© — —oo. En este
sentido probamos el siguiente resultado: el conjunto de modos dado por las
expresiones (4.89), (4.93) y (4.94) es completo para el problema del valor
caracteristico, y, en particular, (4.93) y (4.94) determinan la evolucion de
las correspondientes variables dindmicas para datos caracteristicos arbitrarios
provenientes del infinito.

Con este resultado podemos discutir ahora la estabilidad de las solucio-
nes estaticas, y la presencia de modos cuasinormales y ringing cuasinormal
asociado.

4.2.6. Estabilidad de las soluciones estaticas

Decimos que una configuracion es estable si ante pequenas perturbaciones
el sistema tiende a la misma configuracion sin perturbar. Podemos en este

?Para algunas aplicaciones basta con que sea de cuadrado integrable
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contexto analizar, a nivel linearizado, el comportamiento de la céscara ante
un pulso arbitrario proveniente del infinito. Cada uno de estos pulsos esta
univocamente caracterizado por una funcion F(€2). Concentrandonos en la
expresion para (7) tenemos,

Hj Jo (1] Ro) — (Ro® + J?) J1 (|| Ro)

™

402 Ry [ J? (277 4+ 3 Ry?)
B QRo(2J2 + Ry?)

(4.98)
donde, usando (4.90), podemos ver que para 2 lo suficientemente grande
podemos escribir,

2v/2R,7/? cos (AR + 7 /4)
VT (202 + Ro?) (Ro* + J?)

1
[RE

~

Hs
4.99
‘ D ( )

mas términos de orden || ~/2. Por lo tanto, teniendo en cuenta (4.94) y las
hipotesis que asumimos para F'(Q2), £(7)) es una transformada de Fourier de
una funcion de cuadrado integrable para todo (Ro, J), por lo que &(7) — 0
para T — 00, lo que implica que todas las configuraciones estdticas resultan
estables. Explicitamente, mostramos que todo pulso gravitacional finito pro-
veniente del infinito puede ser descripto por una funcién apropiada F(Q), y
que existe una correspondencia uno a uno entre esta funcion y la forma del
pulso para r grande. Mostramos también que existe una tinica evolucién pa-
ra cada F'(Q). Esta evolucion es tal que las variables dindmicas estan dadas
esencialmente por transformadas de Fourier o de Fourier-Bessel de funciones
de cuadrado integrable y, por lo tanto, son ellas mismas también funciones de
cuadrado integrable, por lo que deben tender a 0 en el limite |7| — oo. Esto
es equivalente a decir que toda solucion estatica perturbada eventualmente
va a volver a la configuracion estatica original, y por lo tanto son, en este
sentido, todas estables.

Vimos que para un céscara con parametros (A, J) dados puede haber una,
dos o ninguna solucién estatica. Se ha sugerido en algunos trabajos ([84] y
[4]) que cuando se tienen dos soluciones estaticas (A < 0,15879..), una de
ellas es estable y la otra inestable. En el presente anélisis no encontramos
diferencia cualitativa alguna entre soluciones estaticas, independientemente
de los parametros que las caracterizen. Parece haber, de todas maneras, una
diferencia més sutil entre las soluciones cuando las analizamos en detalle.
Esta diferencia tiene que ver con la presencia de modos cuasinormales, que
es lo que consideramos en la siguiente subseccién.

4.2.7. Modos cuasinormales

Como vimos en la introduccion, los modos cuasinormales (QNM) apare-
cen en sistemas acoplados a un campo que admite una descomposicién en
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ondas salientes y entrantes. Son soluciones no triviales donde la componente
de onda entrante se anula, y que tipicamente representan una situaciéon en
la que el sistema emite energia hacia el infinito en forma de ondas “mono-
crométicas” salientes. Esto requiere tipicamente de un valor complejo para
la frecuencia angular w, lo que implica que, en general, las correspondien-
tes amplitudes de onda saliente y otras amplitudes relacionadas resultan no
acotadas en el espacio-tiempo, por lo que no son soluciones fisicamente razo-
nables. En nuestro caso particular, vimos que las funciones que caracterizan
el sistema, distintas de F'(2), se escriben mediante expresiones de la forma
H;F/D, por lo que los posibles QNM (soluciones no triviales con F' = 0)
pueden darse Unicamente para valores de () tales que D = 0. Vimos ante-
riormente que D no se anula para valores reales de €2, lo que fue clave para
mostrar la completitud de los modos y la estabilidad de las soluciones es-
taticas, pero bien podria anularse en ciertos puntos del plano complejo si
hacemos una extension analitica. Como &, ¥~ v ¥yt estan dadas por trans-
formadas de Fourier o de Fourier-Bessel (4.94) de expresiones que pueden
contener polos complejos, podrian existir contribuciones caracteristicas de
estos polos en el calculo de la integral sobre el eje real. Estas contribuciones
son justamente las amplitudes de ringing cuasinormal (QNR) asociadas a
los QNM.

Por lo tanto, para encontrar los QNM tenenemos que encontrar raices
complejas de D, tarea que puede parecer sencilla, pero dada la complejidad
de la expresion (4.90), que involucra funciones de Bessel de distinto tipo y con
distintos argumentos, estos polos sélo se pueden encontrar numéricamente, y
atin un calculo numérico preciso de estas raices resulta una tarea algoritmi-
camente compleja. En este trabajo sélo haremos un célculo no muy fino de
las raices més cercanas al eje real, ya que éstas serfan las que corresponden
al QNR maés visible.

Para este calculo volvemos a la expresion (4.90) y definimos © = J/Ry y
¥ = QRy. La ecuacion D = 0 puede ser escrita de la forma

0 = [2(1+2%)2% (2% (42" +62°+1) —22%) Jo (|2))
% (22 (222 +1)" (1+2%)" = 2% (42" + 24 27 + 425) ) 1y (3]
(- [ Jo (|2| (227 + 1)2) LYY, (|2| (227 + 1)2)) (4.100)
- <2 7 (\zy (22 + 1)2) — |3 Yy (\zy (222 + 1)2))
[(22 (1+22)% — 22 (a2 + 2)) Jo (IZ)) + 2822 (1 + 22) Jy (\E|)} s (222 +1)°.

Como estamos buscando ceros cerca del eje real, para la extension analitica
podemos reemplazar |X| = ¥ si buscamos en la region R(Q) > 0,y |X]| = —X
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si lo hacemos en la region R(Q2) < 0. En cualquier caso, la expresion de
arriba implica que las frecuencias de los QNM deben satisfacer la invariancia
de escala,

Qonm = Q <Ro> (4.101)

donde @ es alguna funcion compleja, que puede no ser tnica, de argumento
real.

Para encontrar estas raices utilizamos dos procedimientos diferentes. En
el primer procedimiento, reemplazamos en primer lugar || por £X segtn co-
rresponda, luego despejamos la mayor potencia de X (£2), que para R(X) > 0
se escribe,

o= [(2(1+2%) (42’ +627+1)22 —227) Jo(2) — J1 (£)E (42" + 24 2% + 42F))
(o (= 222 +1)%) = i%p (= (202 +1) 2))
— (251 (D)2 1+2%) = Jo(8) (2* +2))
(i (2 e +1)%) - (2 22 +1)%)) (29: +1)7] 22 (4.102)

by
(M (5 a2 +1)") = (2 222 +1)) ) o (
+ (Jo (E (29:2-1—1)2) —iYo< (21‘ +1) )) ) (2:1c2+1)2 (1—!—9:2)2}71

y resolvemos esta ecuacién mediante un esquema iterativo como sigue. In-
gresamos un valor para X en el lado derecho de (4.102), sacamos una raiz
ctubica (la mas cercana al eje real) del numero obtenido, y luego la ingresa-
mos nuevamente en lado derecho para asf obtener un “mejor” valor para X.
Comprobamos que este procedimiento converge para valores de x lo suficien-
temente pequenos, x <~ 0,5, pero deja de converger para valores mayores
de x. Para x >~ 0,5 utilizamos otro método mas directo pero menos preciso,
en donde consideramos nuevamente (4.100), fijamos un valor para x, y grafi-
camos la parte real y la imaginaria de (4.100), como funciones de R(X) para
algin (X) fijo. De esta manera visualizamos las posibles raices comunes de
las curvas y ajustamos, por prueba y error, los mejores valores para R(X) e
¥(X). Encontramos mediante este método que hay raices de D por lo menos
en el rango 0 < x <~ 2, y posiblemente haya para valores mayores de =z.
Encontramos raices tanto para $(3) > 0 como para R(X) < 0, algunas de
las cuales se muestran en el Cuadro 4.1.

Lo primero que notamos es que todos estos ceros tienen parte imaginaria
positiva, que es lo que uno esperaria teniendo en cuenta los argumentos de
estabilidad expuestos en la subseccion anterior. Sin embargo, al ser D(X)
una funcion real definida en R — 0 y analitica en su dominio, su extension
al plano complejo debe ser tal que si ¥y € C es una raiz con R(Xg) # 0,
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X R(E) >0 R(XE) <0
0.10 | 0.1396+ 0.00004i | - 0.1408+ 0.000151
0.20 | 0.2685+ 0.00101i | - 0.27604 0.0035i
0.30 | 0.37724 0.005751 | - 0.3939+ 0.017751
0.40 | 0.4612+ 0.01722i | - 0.48404 0.0479i
0.50 | 0.5202+ 0.03661 | - 0.5410+ 0.0910i
0.60 | 0.55704 0.0628i | - 0.5676+ 0.13998i
0.70 | 0.57504 0.0938i | - 0.5704+ 0.1887i
0.80 0.5780+ 0.127i - 0.5552+ 0.23371
0.90 | 0.5704+ 0.161251 | - 0.5305+ 0.273i
1.00 | 0.5535+ 0.1943i - 0.4970+ 0.3071
1.20 | 0.5010+ 0.25421 | - 0.4200+ 0.3588i
1.40 | 0.43504 0.30331 - 0.3330+ 0.3951
1.60 0.3590+ 0.342i -0.23504 0.4201i
1.80, | 0.2736+ 0.371751 | - 0.0960+ 0.4378i
2.00 | 0.1708-+ 0.39471 - -

Cuadro 4.1: Los ceros de D.

entonces Yo también debe serlo. Esto implica que para cada una de estas
raices existe un “modo inestable” con parte imaginaria negativa, pero que
posiblemente no cumpla ningtn rol en las integrales (4.94), ya que, como
veremos mas adelante, no encontramos evidencia alguna de los mismos en
ninguna de las integraciones que realizamos.

En relacion a esto, recientemente en un trabajo de Nakao y Kurita [88] se
analizé este mismo sistema, planteando también una aproximacién lineari-
zada alrededor de una solucién estatica. El analisis realizado alli es diferente
al nuestro, pero resulta interesante destacar que, en este otro andlisis, los
modos que cumplen con una condicion de onda saliente (que es lo que defi-
ne los QNM) pueden tener s6lo ciertos valores de z para un x dado, donde
z es asimilable con —3, algunos de los cuales se encuentran codificados en
la expresion (4.69) f(z) = 0 de ese trabajo. Observamos que si R(z) > 0,
f(z) = h(2)D(z), por lo que las raices con parte real positiva de D deben
ser también raices de f. De hecho, hay una razonable coincidencia entre los
datos de la columna izquierda del Cuadro 4.1 y las asi llamadas “soluciones
de primera clase” expuestas en la Figura 2 de [88] en el rango z < 2 (y < 2 en
la notacion de ellos). Llama la atencion esta coincidencia, ya que hay una di-
ferencia de signo entre la definicién de w en [88] y la de 2 en nuestro trabajo
(las partes temporales de los modos evolucionan con e~*7), por lo que uno
esperarfa que nuestras raices aparezcan en todo caso con el signo opuesto.
Mas alla de esta incongruencia, existe de todas formas una diferencia funda-
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mental en la interpretacion de estos modos, ya que en [88] se argumenta que
la existencia de raices con J(w) = —(2) > 0 implican la inestabilidad de
la configuracion estitica. Como mencionamos arriba, esto no tiene que ser
necesariamente asf, y no se demuestra que haya relacién entre estos modos y
la evolucién del sistema ante una perturbacion arbitraria. Si bien no tenemos
una demostracién de lo contrario, que la evolucién de datos caracteristicos
arbitrarios no muestre signos de inestabilidad alguna es un indicio de que
tales modos inestables no influirian en las integrales (4.94).

Volviendo a nuestras raices en particular, los ceros con ®(X) > 0 y con
R(X) < 0 aparecen sin relacion entre ellos, con partes imaginarias diferentes y
|R(X)| también distintos. (X) crece con x, y los modos resultan fuertemente
amortiguados para x >~ 1. Desafortunadamente, la estructura analitica en
el plano complejo 2 de los integrandos en (4.94) es muy complicada, por
lo que la relacién precisa entre estas raices y la evolucién de las variables
dindmicas es dificil de establecer de forma general. Para ganar intuicion sobre
el fenémeno de QNR en nuestro sistema, hemos integrado numéricamente
&(1), para ciertas funciones concretas y simples F(€2). En estos ejemplos se
observa la existencia de QNR con parametros préximos a los correspondientes
a las raices de D aqui obtenidas.

Dos ejemplos

Los ejemplos que vamos a considerar corresponden a un F'(£2) de la forma,
|Q2|3/2
(|Q0] —if22)

lo que corresponde a un pulso entrante que para r — oo queda caracterizado
por

F () = exp(—0?/6) (4.103)

Flts +7) = VBexp(— [t + ). (4.104)

En primer lugar tomamos Ry = 0,25 y J = 0,125. Esto corresponde a
x = 0,5y, por lo tanto, esta dentro del rango considerado “estable” en [84].
La variable £(7) se encuentra representada en la figura 4.6. Podemos ver en
ella la forma caracteristica de un QNR, que es una oscilacién amortiguada.
Como suele ocurrir en este tipo de fenémenos, la forma caracteristica a la
que hicimos referencia se expresa con mayor claridad si graficamos, como
en la figura 4.7, @ = In |[£(7)| como funciéon de 7 (curva gruesa). También
mostramos en la misma figura el fit aproximado In(|cos(w,7+ ¢)|) —w;T + ¢,
donde w, = 2,08, ¢ = 0,01, w; = 0,16 y ¢ = 4,28; aunque en la figura,
para mayor claridad, tomamos ¢ = 2 para evitar la superposicién de las dos
curvas. Estos pardmetros estan en buen acuerdo con los correspondientes al
QNM con R(Q2) > 0 para x = 0,5 ilustrado en el cuadro 4.1.
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Figura 4.6: &(7) como funcion de T para un pulso entrante de la forma (4.104),

con Ry =0,25 y J =0,125
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Figura 4.7: o = In|{(7)| para un pulso entrante de la forma (4.104), con Ry = 0,25
y J = 0,125 (curva gruesa). La curva fina es el fit In(| cos(2,087 4+ 0,01)|) — 0,167+
4,28. Notar que esta ltima curva fue desplazada hacia abajo en 2.5 unidades para

evitar la superposicion.
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Figura 4.8: £(7) como funcion de T para un pulso entrante de la foma (4.104),
con Ry = 0,25 y J = 0,25, lo que implica x = 1,0. Es remarcable el fuerte amorti-
guamiento de las oscilaciones luego de la llegada del pulso entrante.

Como segundo ejemplo tomamos Ry = 0,25 y J = 0,25. Esto corresponde
a z = 1,0 y, por lo tanto, esta fuera del rango considerado “estable” en [84].
El &(7) resultante esta ilustrado en la figura 4.8. Nuevamente vemos una
forma caracteristica de QNR, pero en este caso, a diferencia del anterior,
se trata de un oscilacién sobreamortiguada. Este resultado también estad en
buen acuerdo con el hecho de que el QNM para = = 1,0, que podemos ver
en el Cuadro 4.1, corresponde a una oscilacién fuertemente amortiguada.
Remarcamos nuevamente que la estructura analitica de los integrandos en
(4.94) esta lejos de ser simple, y que, aunque las principales frecuencias
de los QNM pueden ser establecidas con relativa exactitud, su efecto en
las amplitudes resultantes no es facil de establecer. De todas maneras, las
integrales en (4.93) y (4.94) se toman en el eje real, por lo que son en si
independientes de la extensiéon analitica de los integrandos al plano complejo,
donde se encuentran los polos correspondientes a los QNM.

En la préxima subseccién analizamos el problema linearizado mediante
un enfoque diferente, ya que planteamos el problema de valores iniciales sin
hacer expansién en modos. Es posible formular los datos iniciales e implemen-
tar un esquema para resolver numéricamente la evoluciéon de las ecuaciones

(4.48), (4.49) y (4.50), con las condiciones de empalme (4.54) y (4.55).

4.2.8. Integracién numérica de perturbaciones arbitrarias

En esta subseccién, en lugar de realizar una descomposicién en modos pa-
ra encontrar soluciones para el sistema linearizado, implementamos un esque-
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ma numérico sencillo que nos permite resolver la evoluciéon de un dato inicial
(x1(0,7), x2(0,7), (Ox1(7,7)/O7) =0, (Ox2(7, 1)/ OT)|7=0, £(0),(d&(T) /dT)|=0).
En primer lugar, elegimos una tnica coordenada temporal para ambas
regiones M™*, concretamente 7, el tiempo propio de la cascara, cuya relacion
con t+ a orden linearizado esta dada por (4.53). Teniendo esto en cuenta,
en lugar de x2(t4,7) vamos a introducir una nueva funcion y3(7,r) definida
por,
x3(T,7) = x2(e7 07, 7) (4.105)

que debe satisfacer la ecuacion

(2J% + R3)* 0*x3(7,7) N &*xa(T,7) i 10xs(r,7)
R§ 72 or? roor

= 0. (4.106)

De esta manera todas las variables dindmicas evolucionan directamente en
términos de 7, y no necesitamos dos mallas separadas para r < Ry y r > Ry
respectivamente.

Podemos ahora comprobar que el sistema (4.48), (4.54), (4.55), y (4.106),
reemplazando apropiadamente y2 por x3 donde corresponda, puede ser uti-
lizado para formular y resolver numéricamente un problema de valores ini-
ciales. Para algun 7 = 79, damos valores arbitrarios £(79), (d€(7)/dT)|r=ry;
X1(70,7), (Ox1(T,7)/0T)|r=7,, en el intervalo 0 < r < Ry;y x3(70,7), (Ox3(7,7)/0T)|r=r0,
en el intervalo r > Ry; sujetos al constraint x1(7,0) = 0 y a las condiciones
de empalme (4.54,4.55).

El procedimiento de integracién consiste en un método de diferencias
finitas para actualizar x; en 0 < r < Rp, y x3 en Ry < r < r,, donde
ro >> Ry es un borde exterior elegido apropiadamente. Los valores de £ son
actualizados mediante un simple esquema leapfrog para la ecuacion (4.55).
Una vez que se realizan estas actualizaciones, utilizamos las condiciones de
empalme (4.54) para actualizar x1 y x3 en r = Ry. La integracion se realiza
desde 7 = 0 hasta 7 ~ 7,/2, de manera tal que la eleccion de alguna condicion
de borde en r = r, resulta irrelevante.

Un primer ejemplo de los resultados de esta integracién numérica para
&(7) esta ilustrado por las figuras 4.9 y 4.10. El dato inicial utilizado fue

(e X3 100R3(r — 1) _so(r 12
0, _ 50(r—1)2 : — o\ 2 —50(r—1)
xs(0,7) = e o7 |,y @I +R32C
Ix1
x1(0,r) = 05 ——| =0 (4.107)
or 7=0
d§
£€0) = 0 ; 5720_0
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0.4+

Figura 4.9: £(7) como funcion de T para un dato inicial de la forma (4.107), con
Ry =0,25 y J = 0,125, por lo que x = 0,5.

con Ry = 0,25y J = 0,125, lo que corresponde a x = 0,5. En la figura 4.9 gra-
ficamos la evolucion de (7). Este dibujo corresponde claramente a una evo-
lucion dominada por QNR, aunque un anélisis més detallado muestre una pe-
quena contribucién no oscilante para 7 lo suficientemente grande. En la figura
4.10 ilustramos In(|£(7)|) (curva gruesa) en la region dominada por el modo
amortiguado. La curva fina corresponde al fit In(|cos(2,187—1,4)|) —0,147T,
aunque el grafico del mismo fue desplazado hacia abajo para mayor claridad.
Podemos ver nuevamente la clara senial de una oscilacién amortiguada, con
frecuencia y decaimiento muy similares a los de la figura 4.7, lo cual implica
cierta robustez para el presente analisis ya que ambos resultados fueron ob-
tenidos utilizando métodos y formas de pulso entrante totalmente diferentes.
Es posible que la concordancia entre la integraciéon numérica directa y la des-
composicién en modos mejore con la implementacién de un método numeérico
mas elaborado que el aqui desarrollado. De todas maneras, no fue nuestro
proposito optimizar el procedimiento numérico completo, si no més bien mos-
trar que incluso con una implementacién sencilla podemos aproximadamente
resolver el problema de Cauchy para la dindmica de perturbaciones alrededor
de una solucién estatica, y asf obtener resultados que concuerdan muy bien
con los de la expansiéon en modos.

Como segundo ejemplo, consideramos nuevamente un dato inicial de la
forma (4.107), pero tomando Ry = 0,25y J = 0,25 (z = 1), lo que se ilustra
en la figura 4.11. En este caso, y en consonancia con nuestro analisis sobre
los QNM, obtenemos oscilaciones fuertemente amortiguadas, de forma muy
similar a lo ilustrado en la figura 4.8 para los mismos valores de Ry y J, pero
siendo esta curva el resultado de una integracion completamente diferente a
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24
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Figura 4.10: oo = In|{(7)| para un dato inicial de la forma (4.107), con Ry = 0,25
y J = 0,125 (curva gruesa). La curva fina es el fit aproxzimado In(] cos(2,087 —
1,4)|) — 0,1477. Notar que el grifico de este fit estd desplazado hacia abajo 0,5
unidades, para evitar la superposicion de las curvas

la de aquella figura.

4.2.9. Comentarios finales

En esta seccién presentamos un andlisis de la dindmica de una céasca-
ra fina autogravitante compuesta por particulas contrarrotantes. Obtuvimos
varios resultados nuevos y, en cierto sentido, inesperados. En primer lugar,
demostramos la existencia de una familia de soluciones donde el interior de
la céscara permanece plano a lo largo de toda la evolucion. Para esta familia,
la ecuaciéon de movimiento de la cascara se desacopla de los modos radiati-
vos. Encontramos una integral primera de esta ecuaciéon y mostramos que la
misma resulta equivalente a la de una particula moviéndose en un potencial
unidimensional independiente del tiempo, con cierta energia determinada.
La ecuacién de movimiento admite soluciones de colapso, peridédicas, y no
acotadas, segtin la eleccién de pardmetros. Mostramos que en particular las
soluciones peridédicas y las no acotadas son consistentes con las ecuaciones de
campo, por lo que representan auténticas soluciones del sistema completo.

En segundo lugar, analizamos la dindmica del sistema linearizado alre-
dedor de una solucién estatica. El primer resultado inesperado fue el de
encontrar soluciones peridédicas no triviales del sistema linearizado de fre-
cuencia arbitaria. La frecuencia correspondiente a las pequenas oscilaciones
newtonianas es meramente el limite newtoniano de las familia de soluciones
con interior plano. Llegamos a la conclusiéon de que el sistema no posee una
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Figura 4.11: £(7) como funcion de T para un dato inicial de la forma (4.107), con
Ry =0,25 y J = 0,25, por lo que x = 1,0. Resulta destacable el fuerte amortigua-
miento de las oscilaciones luego de la llegada del pulso.

frecuencia “natural” de oscilacion, la cual pueda verse levemente alterada y/o
amortiguada por el acoplamiento con los modos raditativos, si no que, por
lo contrario, tenemos un sistema donde este acoplamiento es “lo mas fuer-
te posible”, y es determinante para la dindmica de la cascara. Encontramos
también en particular una familia infinita de “antiresonancias”, donde la cas-
cara permanece estatica (a primer orden) mientras que el campo a ambos
lados oscila. Vimos que posiblemente la familia de soluciones peridédicas que
encontramos sea completa y nos permita resolver el problema del valor ini-
cial para el sistema linearizado, pero no encontramos una forma de invertir
las expresiones (4.73).

En tercer lugar, describimos el problema en términos de otra base que
nos permite distinguir entre componentes “entrantes” y “salientes” para ¢,
y de esta manera plantear el problema del valor caracteristico. Encontramos
que para este problema la base de soluciones periddicas resulta completa, y
que ademads, en particular, todas las soluciones estaticas son estables ante
perturbaciones acotadas en el espacio-tiempo, lo que no coincide con lo suge-
rido en [84], ni con el anélisis hecho en [88], pero que a su vez no contradice
el resultado de inestabilidad ante perturbaciones MSRF que se sugiere en
[86]. Mostramos mediante ejemplos concretos que existe ringing cuasinormal
para este sistema, y que los QNM correspondientes son raices de la expresion
(4.90).

Por ultimo, desarrollamos otro método, en términos de perturbaciones
de forma arbitraria, mediante el cual pudimos resolver problemas de valores
iniciales. Desarrollamos una implementacién numérica y la utilizamos pa-
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ra estudiar la evolucién de algunos casos concretos. Pudimos reobtener los
mismos rasgos cualitativos para la evolucion que con el método anterior (es-
tabilidad y ringing cuasinormal), ademéas de una muy buena concordancia
para con las frecuencias y tazas de decaimiento del QNR.
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Capitulo 5

El problema del valor inicial
con superficies singulares

En los capitulos anteriores observamos que es posible construir diferentes
soluciones de las ecuaciones de Einstein con superficies singulares, que repre-
sentan la historia de objetos bidimensionales, o n dimensionales en espacio-
tiempos de n + 2 dimensiones. En el capitulo 2 en particular, tratamos dos
aspectos que nos brindan informacién acerca del grado de representatividad
fisica. de estos modelos, para el caso en el que la materia en la superficie
es materia de Vlasov: uno de ellos es la estabilidad ante la separacién o
evaporacion de sus constituyentes; y el otro es la posibilidad de que sean
configuraciones que representen un limite para familias de sistemas tridi-
mensionales en el espacio. Podemos ver que todos los casos analizados en la
seccion 2.3, los cuales resultan efectivamente limites de familias de solucio-
nes “gruesas”’ estaticas, cumplen a su vez con el requisito de estabilidad ante
separacion de componentes. En primer lugar, la cascara estatica de un dnico
momento angular resulta siempre estable ante separacién de componentes,
como comentamos al final de la seccién 2.4. En segundo lugar, el ejemplo
de céscara de pequeno grosor de dos componentes se corresponde con una
céscara fina estatica cuyos componentes cumplen con la condicion (3.55).
Analogamente, la céscara fina estéatica con n(L) dado por (2.112), que co-
rresponde al limite de céscara delgada de familias de céscaras de Einstein,
resulta estable ante evaporacion de particulas, ya que el soporte de n(L) esté
enteramente contenido en el rango estable de momentos angulares. De acuer-
do a esta observacion, todas estas superfices singulares resultan “fisicas” en
ambos sentidos, lo que nos permite conjeturar lo siguiente: tal vez todas las
cdscaras que resultan estables ante separacion de componentes sean limites,
en algin sentido, de familias de soluciones con fuentes regulares.

Vimos que, cuando alguna de las condiciones de estabilidad no se cum-
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ple, es posible construir soluciones que representen una céscara que se divide
en fragmentos, o que pierde particulas por evaporacién. Como ilustran los
ejemplos en las secciones 2.4 y 3.2, existen soluciones que representan proce-
sos de splitting que se dan en el punto donde el sistema compuesto se vuelve
inestable ante la separacién de sus componentes. Esta construccién se logra
encontrando primero los pardmetros de la region (o regiones) del espacio-
tiempo que se formaria entre las céscaras resultantes, imponiendo que los
espacios tangentes a las cascaras en el punto de separacién coincidan para
que asi todas las superficies estén bien definidas como embedddings'; y luego
resolviendo desde ahi las ecuaciones de movimiento de cada céascara por se-
parado. En cada uno de estos casos existen al menos dos evoluciones posibles
para un mismo dato inicial: una con splitéing y otra sin el mismo.

Es de esperarse entonces que para un dato inicial correspondiente a algu-
na de las configuraciones estables la evolucion sea univoca. Como menciona-
mos en la introduccién, los sistemas de Einstein-Vlasov son well-posed, por
lo que si la unicidad que se tiene para fuentes regulares se perdiera al tomar
un limite de cdscara fina en familias de soluciones regulares, tendriamos un
problema en la definiciéon de este limite. Nuestra interpretacion del origen de
la pérdida de unicidad es que al colapsar algunos de los grados de libertad
del sistema, aparecen “soluciones espireas”, que no estan “cerca” de ninguna
solucién con fuentes regulares, y que son permitidas por la “pérdida de infor-
maciéon” que implica el paso a una configuracién con una dimensién menos.
Si es correcta esta interpretacion, que se basa en la hipotesis que las shells
que no admiten splitting son siempre limites de familias de soluciones con
fuentes requlares, las céscaras inestables no serian representativas de situa-
ciones fisicas, no sélo por razones a andlogas a las que explican el hecho de
que las lapiceras nunca quedan en equilibrio paradas de punta, si no también
porque no servirfan como idealizaciones de configuraciones suaves.

En lo que respecta al capitulo 2, podriamos argumentar también que el
uso de una funcién de distribucién f para el ensemble de particulas que no
es regular, si no que a su vez estd concentradae en superficies L = cte. en
el espacio de las fases, podria romper con las buenas propiedades que po-
seen los sistemas de Einstein-Vlasov, y por ello invalidar la unicidad que uno
esperaria para los mismos [89]. Pero en el capitulo 3 vimos que las inestabi-
lidades pueden darse para cualquier par de componentes no interactuantes
que uno pueda definir en la superficie. Por otra parte, la expresion 3.49 impli-
carfa igualmente inestabilidad si tomaramos n(L) suave, pero con picos bien
marcados en Ly y Lo, y eligiéramos las dos componentes no interactuantes
separando el ensemble en dos partes: por un lado las particulas con L > Ly,

'Lo que es equivalente a considerar continuidad de la métrica y del vector normal a las
superficies.

124



5. El problema del valor inicial con superficies singulares 125

y por el otro las con L < Ly, siendo L1 < Ly < Lo.

Entonces vemos que el problema de Cauchy para un dato que represente
una superficie singular no seria well-posed, salvo tal vez para situaciones que
satisfagan ciertos criterios de estabilidad. En particular, para sistemas de
Einstein-Vlasov en simetria esférica con distribuciones arbitrarias n(L), la
inestabilidad por ewvaporacion tendria tipicamente lugar en algtin momento
de la evolucion, cuando el soporte de n(L) deje de estar en el intervalo estable
de momentos angulares, intervalo que se puede encontrar como funciéon de
R y de los paramétros de la cascara. Teniendo en mente esta situacion,
vemos que la ambigiiedad en la evolucién puede ser peor si combinamos los
analisis de estabilidad ante ewvaporacion de particulas con los de separacion
de componentes. Se puede mostrar que en el caso de tener una distribucién
discreta de momentos angulares, el criterio de inestabilidad ante separacion
de componentes es siempre mdas restrictivo que el de la evaporacion de las
particulas individuales |1]. Pero cuando se tiene una distribucion continua,
resulta ambigiio elegir qué componentes van a separarse, y uno esperaria
que las condiciones de evaporacién para las particulas cuyos L estdn en los
extremos del soporte de n(L), sean las primeras condiciones de estabilidad
que eventualmente dejen de cumplirse. La expectativa es que estas particulas
paulatinamente conformen, desde el momento que se hacen suceptibles a
la evaporacion, una atmdsfera alrededor de la shell. Pero si bien éste es el
escenario que nos resulta intuitivamente més realista, formalmente también
pueden existir soluciones que plantean un splitting entre dos componentes
definidas arbitrariamente, como por ejemplo eligiendo un Ly perteneciente
al soporte de n(L) que divida en dos al ensemble (n(L) = ni(L)O(Lo— L)+
na(L)O(L — Ly)), siendo estas ultimas, las de evaporacion, y la de la cascara
entera sin desmembramientos, todas soluciones posibles correspondientes a
un mismo dato inicial.

Pero como mencionamos en los comentarios finales del capitulo 3, puede
existir una analogia entre una situacién con superficies singulares en Relati-
vidad General y la formacion de shocks para ciertos modelos de materia [85].
En el epilogo del trabajo de Christodoulou sobre shocks en fluidos ideales
[77], se menciona que luego de la formacion de shocks, la cual se puede dar a
partir de datos iniciales suaves, la unicidad en la evolucion se rompe. Pero de
todas formas, resulta posible recuperarla con una condicién para la entropia,
que impone una flecha de tiempo, y que permite distinguir la evolucion fisica
de entre las evoluciones matematicamente posibles ;Se podréa afirmar algo
como esto en este contexto? Los splittings que ilustramos en las secciones
2.4, 3.2 y 3.3 sugieren que éstas son soluciones “maés fisicas” que las solu-
ciones sin splitting para estos casos, ya que las superficies que evolucionan
enteras son inestables, y, por lo general, cada vez més inestables, ante cual-
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quier perturbacién que pudiera, por casualidad, separar infinitesimalmente
sus componentes. Lo mismo podriamos decir, y tal vez con més razén ya
que la naturaleza de las posibles perturbaciones parece ser méas clara, cuando
consideramos la estabilidad ante ewvaporacién para materia de Vlasov con
una distribucién continua n(L) en simetria esférica. Como ocurre con un gas
confinado en un recipiente que de pronto se abre, podemos intuir que, sea
cual sea la definicién precisa de entropia que tomemos para estos sistemas,
la misma ha de ser méaxima para aquella solucién donde las particulas del
ensemble ocupen el mayor volumen en el espacio de las fases que puedan
ocupar, por lo que el escenario de la formacidn de una atmdsfera parece ser
el fisicamente pausible.

Por otra parte, serfa interesante buscar soluciones tipo splitiing en si-
tuaciones con simetria cilindrica. Tratar de construir soluciones anélogas a
las de la seccién 2.4 para materia de Vlasov en esta simetria es otra posible
direccion para futuras investigaciones, que resultaria interesante para esta-
blecer comparaciones, y ganar intuicién acerca de la injerencia que podrian
tener los grados de libertad radiativos en estos procesos. La dificultad de
una construccién analoga para simetria cilindrica estd justamente en la no
existencia de un teorema de Birkhoff, por lo que no podemos caracterizar el
espacio-tiempo que se formaria entre las componentes que se separan con un
conjunto finito de pardmetros: tendriamos que dilucidar el problema de los
valores iniciales para estas configuraciones, o imponer condiciones ad hoc que
nos permitan obtener soluciones particulares. Ademas, particularmente para
el caso del modelo de materia que consideramos en la seccién 4.2, particulas
contrarrotantes moviéndose en planos perpendiculares al eje de simetria con
el mismo médulo del momento angular, no tenemos criterio alguno que nos
permita seleccionar dos ensembles distinguibles dindmicamente, y tal que
cada uno preserve la simetria del sistema. La Apostolatos- Thorne shell re-
sultaria estable ante separacién de sus constituyentes por la misma razén
por la que también lo es una céscara fina de un tnico momento angular en
simetria esférica: cualquier perturbacion que preserve la simetria afectaria a
todas las particulas por igual. Por lo tanto para construir splittings anélogos
a los de la seccién 2.4 en simetrfa cilindrica, tendriamos que proponer una
distribucion n(J) para las particulas en el espacio de momentos angulares.

De todas formas, sin necesidad de hablar de splitting, como vimos en
la seccidon 4.2, no resulta obvia la existencia de una formulacién de valores
iniciales siquiera para el problema linearizado alrededor de una Apostolatos-
Thorne shell estatica. Pero en definitiva, el motivo por el cual existe esa
dificultad es en esencia independiente del modelo de materia en la céscara,
ya que radica en el hecho que el moving boundary problem que representa no
parece admitir una formulacién autoadjunta. De todas maneras, el tamano
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de la base de soluciones periodicas, y la unicidad para el problema del valor
caracteristico en la aproximacion linearizada, son en defintiva argumentos
a favor de la unicidad para el problema de los valores iniciales asociado a
una, Apostolatos-Thorne shell. Comparando con los resultados de la seccién
2.3 sobre situaciones esféricas andlogas, es posible que las ciscaras estéticas
cilindricas que analizamos en la seccién 4.2 sean limite de configuraciones
tridimensionales, algo que serfa interesante de investigar ya que serfa otro test
para la conjetura que establecimos en el primer parrafo de este capitulo. Por
otra parte, en la literatura existen procedimientos numéricos para integrar
shells de polvo (J = 0) en simetria cilindrica (|80],[90]), que resultan estables
y que arrojan resultados fisicamente consistentes. Esto puede tomarse como
otro argumento a favor de la well-posedness de la Apostolatos-Thorne shell.

En definitiva es posible que ignorando todo tipo de ewvaporacion o split-
ting, las condiciones de empalme de Israel-Darmois junto con las ecuaciones
de Einstein en el vacio, o con algin campo que “se comporte bien”, admitan
una formulacién de valores iniciales. Por ejemplo, en la literatura de cosmo-
logia de branas existe mucho trabajo que evidencia una buena formulacién
de valores iniciales para perturbaciones arbitrarias en el bulk (|91],[92],[21]),
alrededor de soluciones como las de la seccién 3.3, y de otras anélogas que
incluyen un campo escalar en el bulk. Resulta probable que el problema de
Cauchy para datos con superficies singulares pueda ser well-posed bajo la
restriccion de que la cdiscara no intercambia materia con el ambiente. Preci-
samente, en el contexto de cosmologia de branas hay indicios de ésto no sélo
a nivel perturbativo [93], aunque la simetria Z5 parece ser fundamental para
que el problema sea tratable, ya que convierte las condiciones de empalme
en condiciones de Neumann dindmicas (el valor de ciertas derivadas de la
métrica en la brana resulta funcion de la masa-energia en la misma). La
hipétesis del no intercambio de materia-energia se puede interpretar como
un vinculo que restringe el espacio de configuraciones, y que convierte a la
dindmica de la shell en un moving boundary problem. De todas maneras, uno
puede objetar este tipo de vinculos, ya que resultan teleoldgicos en algin
sentido: la informacion de que la céscara va a evolucionar como un sistema
cerrado con respecto al ambiente, no esti contenida en un dato inicial si no
que es impuesta a posteriori.

., Cémo caracterizar entonces una formulacién de valores iniciales con su-
perficies singulares? Vamos a ilustrar la forma que tendrfan los datos iniciales
en cierta superficie espacial, dado que el espacio-tiempo contiene una super-
ficie singular temporal 3. Si tenemos un embedding en el espacio-tiempo, en
un entorno del mismo siempre se pueden definir coordenadas gaussianas. En
esas coordenadas, la métrica toma la forma,

ds* = —f(r,m,2")dr? + dn?® + 2h(7,n, 2*)drdz’ + 291‘;’(7, n,a’)dx'da? (5.1)
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donde los indices (i, j) toman valores en 1,2, f(7,0,2%) = 1y hy(7,0,2%) = 0,
siendo T el tiempo propio de la cascara®. Por simplicidad, vamos a tomar co-
mo parte de una superficie de Cauchy S a la superficie 7 = 0, la cual esta
tipicamente definida s6lo en un entorno de 3, hasta donde las geodésicas
normales que parten de la subsuperficie 7 = 0 en ¥ empiezan a intersec-
tarse. Un dato inicial consistiria en un par (hgp, Fyp) sobre S, donde hgyp se
corresponde con la métrica inducida en S, y Fy es un tensor simétrico que
se corresponde con la curvatura extrinseca de S. A partir de lo que sabemos
de superficies singulares, podemos afirmar que hgp tiene que ser continuo en
n = 0, mientras que Fyp, que involucra primeras derivadas de la métrica, po-
dria tener discontinuidades alli. Podemos ver que en la superficie se cumple
Fly=0 =0, Fjlp=0 = Ki|-=0 y F;]nzo = Firj‘(n=0,r=0)- Este par de tensores
tiene que satisfacer constraints dados por las expresiones (1.13) y (1.14), que
para este caso pueden escribirse como,
1(F2 — FuF® + 3R) = —kST4(
. " 10 (5.2)
Fo—Fgy, = —rS;0(n) (5.3)

donde 3R es el escalar de Ricci para la métrica hgpy. Podemos inferir de la
expresion (5.2) que *R debe contener una delta de Dirac, ya que los F tienen
a lo sumo una discontinuidad en n = 0. Por otra parte, la expresion (1.15)
se escribe en este caso como,
0
Suehepd(n) = 3Gap + a (Fap — hap F')
1

1
+FFop = ShapF? = ShapF* Foa (5.4)

donde x es la coordenada normal a S, que en n = 0 coincide con 7. El lado
izquierdo de esta ecuacion es nulo si e, 0 e, es 9/9n, por lo que la §(n) solo
juega un papel para las componentes denotadas con los indices (7, 7). Para
esas componentes, la delta de Dirac en el lado derecho debe estar contenida
en 3Gij, ya que F ; y su derivada en 7 tienen como mucho discontinuida-
des en 7 = 0. Resulta interesante observar que las condiciones de empalme
(1.17) estan repartidas aqui en las tres expresiones (5.2), (5.3) y (5.4). Las
componentes diagonales de la curvatura extrinseca tienen que aparecer en
las componentes diagonales de 3Gij, y en 3R, asi como las extradiagonales
K; tienen que aparecer en las extradiagonales de 3Gij.

Vemos que, asi planteado, el movimiento de la shell es un problema de
propagacion de singularidades [85], analogo en algun sentido al de la pro-
pagacion de shocks. Resulta dificil a partir de estas expresiones ver déonde

?La existencia de un tiempo de estas caracteristicas (global y ortogonal a hipersuper-
ficies en X) no se da en cualquier variedad 2 + 1, y es lo que define a las asi llamadas
superficies sincronas [94].
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puede encontrarse la informacidn, si la hubiera, acerca de un posible splitting
en algin momento de la evolucién de la cdscara. Basandonos en lo expuesto
en esta tesis, podemos intuir que en todo caso esa informacion estd en los
grados de libertad de la materia confinada en la shell. En el momento de la
separacion, si la hubiera, las condiciones (1.18) y (1.19) serian no triviales, ya
que, desde las perspectiva de una de las superficies resultantes, alrededor de
la cual definimos las coordenadas gaussianas, tendriamos materia “saliendo”
de la misma. Siguiendo de esta manera a una de las cascaras resultantes,
tenemos que la materia “saliente” estaria concentrada en una hipersuperficie,
mientras que el tensor de masa-energia S, resultaria discontinuo en el punto
de bifurcacion, por lo que la expresion,

S8 5 = [Tun'el] (5.5)

puede entenderse como una ecuacién entre distribuciones, donde de un la-
do tenemos derivadas temporales de S, que divergen por la discontinuidad
mencionada, y del otro tenemos materia concentrada.

Para concluir con observaciones algo méas precisas, interpretamos ahora
en este contexto las soluciones tipo splitting que tratamos en esta tesis. Vimos
que la ecuaciéon de movimiento para la cdscara en simetria esférica se obtiene
a partir de la condicion de empalme (1.17), la cual, al escribir las curvaturas
extrinsecas en términos de parametros y de una funcion R(7) que define
la superficie, se expresa finalmente mediante las ecuaciones (3.15,3.16). El
hecho de caracterizar la evolucién de una dada superficie mediante una anica
funcién es lo que nos permitié encontrar una amplia variedad de soluciones.
Observamos que los splittings de las secciones 2.4 y 3.2 tienen que ver con
una discontinuidad para R al momento de la separacion; a diferencia del de
la seccion 3.3 (un splitting que no es suave), donde la discontinuidad esté
directamente en R. En este contexto, el tensor F en una superficie 7 = cte.

toma la forma,
1 or 1 Or

n— i = bl
Ey = diag |0, fY2r 077 f12r 01

(5.6)

por lo que en la ecuacion (5.4) va a aparecer R. De esta manera, para split-
tings suaves, la discontinuidad se vislumbra si derivamos (5.4) con respecto
a 7, y damos para las derivadas de las componentes S5 la informacién perti-
nente para el splitting, compatible con (5.5). De acd podemos ver que, aunque
St sea discontinuo, R no tiene que serlo ya que la delta de Dirac del lado
derecho de (5.4) esté en 3Gz~j. Pero podria serlo de todas formas, y es en ese
caso cuando decimos que el splitting no es suave, como ocurre en el ejemplo
de la seccién 3.3. En esas situaciones tendriamos que R contribuye con una
delta en la derivada en 7 del lado derecho de (5.4), por lo que el salto de R
resulta relacionado con el salto en S/ en el momento de la separacion.
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Lo expuesto en este capitulo no intenté abarcar toda la complejidad que
conlleva el problema de los valores iniciales para datos con superficies singu-
lares. Nuestra intencién era sobre todo la de ilustrar cémo el conocimiento de
familias de soluciones exactas o linearizadas nos brinda una intuicién clara
sobre el problema, al punto que nos permite conjeturar algunas de sus pro-
piedades. En particular, no parece en principio haber nada especial con la
simetria esférica en relacién a la posibilidad de construir soluciones de split-
ting, mas alla de la conveniencia técnica de disponer del teorema de Birkhoff,
ya que la clave parece estar en la construcciéon de soluciones que tengan sen-
tido como distribuciones para la ecuacion (5.5), lo que a su vez dependeria
fuertemente del modelo de materia en la shell.
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