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RESUMEN

En esta tesis, se muestran y desarrollan las estructuras geométricas subyacentes en
cierta clase de ecuaciones diferenciales que estan intimamente relacionadas a aque-
llas que dan origen a la formulacion de superficies nulas de la relatividad general.
Se estudia en particular, como a partir de cierta clase de ecuaciones a derivadas
parciales (EDPs) de segundo orden que satisfacen ciertas condiciones conocidas
como condiciones de Wiinschmann, puede ser construida una geometria conforme
Lorentziana que convierte al espacio solucion de las EDPs en el eventual espacio-
tiempo de relatividad general. Se da ademéas un claro significado geométrico de las
condiciones de Wiinschmann. También, se estudian otras ecuaciones diferenciales,
y la geometrias Riemanianas y Lorentzianas que ellas generan sobre el espacio
solucion. En particular se describe como obtener la formulacién de superficies nu-

las de relatividad general en n-dimensiones a partir de un sistema de EDPs.

Palabras Claves: Conexién de Cartan, Relatividad General, Formulacién de su-

perficies nulas.
Pacs: 02.40.-k Geometria, geometria diferencial, y topologia; 04.20.Cv Problemas

fundamentales y formalismo general.

ABSTRACT

In this thesis, we show and develope the geometric structures underlying in cer-
tain class of differential equations which are intimately related to those that give
origin to the null surface formulation of general relativity. In particular, we show
how from certain class of second order partial differential equations (PDEs) which
satisfies some conditions known as Wiinschmann conditions, can be constructed
a conformal Lorentzian geometry that convert the solution space of these PDEs
into the eventual space-time of general relativity. We also give a clear geometrical
meaning to the Wiinschmann’s conditions. On the other hand, we study other
differential equations and the Riemannian and Lorentzian geometries that they
generate on the space solution. In particular, we describe how to obtain the null

surface formulation of general relativity in n-dimensiones from a system of EDPs.

Key Words: Cartan’s connection, General Relativity, Null surface formulation.
Pacs: 02.40.-k Geometry, differential geometry, and topology; 04.20.Cv Fundamen-

tal problems and general formalism.
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Introduccion

Esta tesis, la cual trata sobre la Relatividad General (RG) desde una perspec-
tiva no convencional, tiene varios objetivos independientes.

Uno de ellos, es adquirir una nueva comprension sobre la naturaleza geométrica
de la Formulacién de Superficies Nulas de Relatividad General.

Otro es mostrar y desarrollar las ricas estructuras geométricas que subyacen
ocultas dentro de una gran clase de ecuaciones diferenciales.

Algunas de estas estructuras son conocidas desde hace mucho tiempo [1, 2, 3],
mientras que otras son nuevas.

Hacia el fin del siglo IXX, y principios de los XX, Tresse, Wiinschmann, Lie,
Cartan y Chern ([2-7]), estudiaron la clasificacién de Ecuaciones Diferenciales Or-
dinarias (EDOs) de segundo y tercer orden de acuerdo a sus clases de equivalencia
bajo una variedad de transformaciones, y las geometrias resultantes inducidas sobre
el espacio solucién. En particular, tanto Cartan ([4-6]) como Chern [7], encontraron

que de una cierta subclase de EDOs de tercer orden,

d3u du d*u

E _F<U,%,@,S) )
puede ser construida de manera natural, una tinica métrica conforme Lorentziana
sobre el espacio solucién. Esta subclase fue definida por la anulacién de un inva-
riante relativo especifico, I[F| = 0, definido a partir de la ecuacién diferencial y
obtenido por primera vez por Wiinschmann [8]. Este es ahora conocido como in-

variante de Wiinschmann. En un trabajo mucho més actual, Tod [29] mostré como

todos los espacios Einstein-Weyl pueden ser obtenidos de esta clase particular de
EDOs.

Mas recientemente (ano 1983), una nueva formulacién de la Relatividad Gene-
ral, llamada Formulacién de Superficies Nulas (o NSF brevemente), presenté un
punto de vista radicalmente diferente de la Relatividad General, donde el énfasis
se trasladaba de un tensor métrico sobre una variedad 9t 4-dim, a superficies de
nivel y ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) en dos dimensiones. En NSF, el

espacio-tiempo conforme, i.e., una variedad 4-dim equipada con una estructura

IX



X INTRODUCCION

conforme, surge de soluciones de un par de EDPs en un espacio 2-dimensional
representando la esfera de direcciones nulas [9]. Una condicién necesaria para la
existencia de una métrica conforme es la “condicion de metricidad”, cuyo signifi-

cado geométrico en aquel entonces, era desconocido.

En este enfoque, los objetos fundamentales son dos funciones, Z(z%,s,s*) y
Q(x% s, s*), dependientes de los puntos del espacio-tiempo z® y parametrizadas
por puntos sobre la esfera; esto es, son funciones definidas sobre 9t x S? (el fibra-
do esférico sobre el espacio-tiempo). La primera de estas funciones, Z(z%,s, s*), la
cual codifica toda la informacion conforme del espacio-tiempo, describe una fami-
lia de superficies a través de cada punto del espacio-tiempo. Es a partir de estas
superficies, que una métrica conforme puede ser construida. La segunda funcién,
Q(x? s,s"), la cual juega el rol de factor conforme, convierte a esta métrica en una
especifica de la clase conforme. Las superficies de nivel de Z(z%, s, s*) en 9, para
cada valor fijo de (s, s*), son superficies nulas con respecto a la métrica. Cuando
(s,s*) toman diferentes valores sobre S?, mientras se mantiene fijo a ¢ en 9, los

vectores normales a las hipersuperficies nulas generan al cono de luz de x®.

Para establecer este nuevo enfoque, dichos autores comenzaron con una va-
riedad Lorentziana 4-dimensional, i.e., una variedad ya conteniendo una métrica

Jap, v Una integral completa a la ecuacién de la Eikonal,

9" (x")\V, 2V Z = 0. (1)
Una integral completa, expresada como,
u=Z(z%s,s"), (2)

contiene las coordenadas del espacio-tiempo, x%, y los dos parametros necesarios

(para una integral completa) (s, s*). Construyendo las cuatro funciones,
0" = (u,w,w*, R) = (Z,0,7,05 Z, 055 7), (3)
de la Ec. (2) y sus derivadas, y eliminando x%, via la inversion algebraica
" = X%s, s, 0, (4)

ellos encontraron que u = Z(z% s, s*) satisface ademés de la Ec.(2), un par de

ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) de segundo orden en s, s*, de la forma

O0ssZ = NZ,052,05 7,055 2, 8,5,
as*s*Z = A*(Z, aSZ, 88*Z, 053*2, S,S*). (5)
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Los z%, en la solucién de la Ec. (5), aparecen ahora como constantes de inte-
gracién. Los roles de z* y (s, s*) han sido intercambiados. Notar que la métrica
ha desaparecido de las ecuaciones.

La pregunta en aquel entonces fué, ; podria este procedimiento ser revertido?.
i, Podria uno comenzar con un par de EDPs de la forma, (5), y de alli encontrar
la ecuacién de la Eikonal, (1), con una métrica g®(z%)?

Como veremos, si las funciones (A, A*) satisfacen una condicién de integrabili-

dad, una desigualdad débil, y cierto conjunto de condiciones diferenciales,
WIA, A" = WH A, A" =0,

(la condicién de metricidad o las condiciones de Wiinschmann), el procedimiento
puede ser revertido.

En esta tesis, nos proponemos demostrar, que soluciones a este par, no so-
lamente determinan una métrica conforme Lorentziana 4-dimensional, sino que
ademds, inducen estructuras geométricas imprescindibles para la formulacién co-
variante conforme de la Gravedad como un par de EDPs. También demostraremos
que no solo es posible encontrar un significado geométrico a las condiciones de
metricidad W[A, A*] = W*[A,A*] = 0, sino también, de las mismas W[A, A*] y
WA, A*].

Otro objetivo de esta tesis, es ir un poco mas alla para demostrar que es-
tas EDPs parecieran estar solo en la punta de un iceberg donde existen distintas
ecuaciones diferenciales, cada una induciendo variadas geometrias en variadas di-
mensiones. En particular, demostraremos que se puede desarrollar un formalismo
similar al de NSF, a partir de sistemas de EDPs en n dimensiones. También vere-
mos que se pueden inducir geometrias no tan solo Lorentzianas, si no también
geometrias riemannianas con condiciones tipo Wiinschmann, las cuales como vere-
mos en el capitulo 5 para un caso particular, tienen el mismo significado geométrico
que en NSF.

Es un hecho notable, y al mismo tiempo sorprendente, el que uno pueda codi-
ficar todas las geometrias Riemanianas, Lorentzianas y conformes en ciertos sis-
temas de ecuaciones diferenciales, independientemente de la dimension del espacio
donde estas métricas viven.

Finalmente, dejamos las puertas abiertas, para realizar nuevos estudios sobre
geometrias de ecuaciones diferenciales, y sobre todo, para la codificaciéon en un par

de EDPs de las ecuaciones de Gravedad Conforme.
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Organizacion de la Tesis

En los primeros dos capitulos damos las herramientas basicas necesarias para
la codificacién de geometrias en ecuaciones diferenciales. La intencién de ambos
capitulos es la de dar una rapida y comprensible introduccién de distintos obje-
tos de geometria diferencial, siendo desarrollados casi en su totalidad de manera

heuristica.

En los capitulos 3 y 4, desarrollamos la geometria asociada a una cierta clase
de EDPs de segundo orden. En el capitulo 3, demostraremos como obtener todas
las geometrias conformes a partir de un sistema de dos EDPs. También obser-
varemos el significado geométrico de la condicion de metricidad. En el capitulo
4, generalizaremos estos resultados, y veremos el porqué de la existencia de estas
geometrias en estas EDPs. Ademdas comprenderemos aun mas el significado del

invariante de Wiinschmann.

Los capitulos 5 y 6, demuestran que existen otras clases de ecuaciones diferen-
ciales que contienen variadas geometrias y que en cierto sentido, son muy similares
a las ecuaciones provenientes de la formulaciéon de Superficies Nulas de Relativi-
dad General. Como veremos, estas ecuaciones se encuentran en dualidad con la

ecuacion de Hamilton-Jacobi.

En el capitulo 7, veremos que la formulacién NSF de RG, no es tnica a va-
riedades de 3 y 4 dimensiones, sino que siempre se pueden codificar métricas con-

formes en un sistema de EDPs.
Finalmente, desarrollamos conclusiones generales sobre lo tratado en esta tesis
y comentamos posibles caminos de investigacion, tanto en ramas de indole pura-

mente matematica como en aspectos con una fuerte naturaleza fisica.

Como resultado de esta investigacién surgieron los trabajos [22, 36, 37, 38, 39].



Capitulo 1

Herramientas de Geometria

Diferencial

81. Introduccion

Una de las herramientas geométricas mas potentes utilizadas hoy en dia en
teorias fundamentales de la Fisica, es la que se deriva de la teoria geométrica
de conexiones. El primer uso sistematico en Fisica de una conexion, provino de
la Teoria General de la Relatividad debido a su naturaleza intrinsicamente geo-
métrica. Dicha conexion, es conocida como conexién de Levi-Civita, y basicamente
permite transportar objetos geométricos de un punto a otro del espacio a lo largo
de una curva, de tal forma que se preservan las longitudes, y en caso de transporte
paralelo, también los angulos. Pronto surgieron generalizaciones de estas cone-
xiones de origen métrico. De éstas, podemos citar a las conexién de Weyl, caracte-
rizada por no preservar longitudes, o a la teoria de Weyl-Cartan, que ademaés tiene
torsién no necesariamente nula. La teoria que utiliza a la conexion de Weyl tuvo
como objetivo original, unificar a la gravedad con la teoria electromagnética de
Maxwell. La segunda, ademas permitia que el espacio tuviese torsiéon, y por lo tanto
que materia con momento angular intrinsico o spin, pudiese afectar torsionalmente
a la geometria donde se hallaba inmersa.

La segunda gran revolucion del uso de conexiones no surgio de teorias métri-
cas, sino de teorias que compartian caracteristicas muy similares con las mismas.
Fue un hecho notable el que dichas conexiones estaban siendo creadas por los
matematicos cuando casi simultaneamente aparecian en fisica (aunque sin saber-
lo los fisicos) en teorias conocidas hoy en dia como teorias de tipo Yang-Mills.
Justamente fue Yang, quien al tener contacto con el matemaético James Simons
que investigaba en teorias de conexiones, observo que sus teorias fisicas quedaban

bellamente formuladas como teorias de conexiones sobre ciertos fibrados conocidos
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como fibrados principales. Todas estas conexiones son agrupadas hoy en dia dentro
de las conexiones de Ehresmann.

Cabe mencionar sin embargo, que no fue Ehresmann el primero en desarrollar
el estudio de conexiones sobre espacios que generalicen al euclideo. Por un lado,
estaba Georg Riemann, quien introdujo métricas no euclideas generando lo que
hoy en dia se conocen como geometrias Riemannianas. Por el otro Felix Klein,
quien observo que varias de las geometrias no euclideas descubiertas hasta la fecha
podian ser vistas como ejemplo de cocientes de grupos de Lie G/H. Sin embargo
parecia no haber relacién entre las geometrias de Riemann y las geometrias de
Klein.

Pero hacia 1920, Elie Cartan, demostré que ambas teorias tenian una genera-
lizacion comun. El llamo a estos espacios “espacios generalizados”, y hoy en dia
son conocidos como geometrias de Cartan. Estas geometrias de Cartan tienen
grandes aplicaciones hoy en dia, como por ejemplo en teoria de Twistors, o como
veremos en esta tesis, en gravedad conforme. Sin embargo, en su momento fueron
ignoradas por la mayoria de los matematicos, primero porque era muy dificil seguir
o comprender el lenguaje utilizado por Cartan' y segundo porque hacia 1950,
Ehresmann, desarrollé su teoria de conexiones, que generaliza a la de Cartan, y
que ademas estaba desarrollada en un lenguaje moderno comprensible para los
matematicos. Hoy en dia, las conexiones de Cartan pueden ser escritas con el
mismo lenguaje formal que se utiliza para desarrollar la teoria de conexiones de
Ehresmann.

Con el fin de comprender aun mas el uso de estas conexiones, nosotros haremos
una breve sinopsis de una manera mas bien heuristica, sobre la teoria de cone-
xiones geométricas. Presentaremos las definiciones basicas, y algunos teoremas sin
demostracion, ya que la intencion de éste y el capitulo siguiente, es la de tan solo
revisar los conceptos bésicos necesarios para el desarrollo posterior de los temas
pertinentes a esta tesis. Para ello en la seccion 2, daremos las herramientas bésicas
de fibrados principales, en la seccion 3, explicaremos la conexién de Ehresmann
y en la secciéon 4 culminamos, introduciendo la conexién de Cartan y como la
misma ayuda para expresar a la Gravedad Conforme como condiciones algebraicas
y diferenciales sobre esta conexion.

La bibliografia en estos temas es muy amplia. Libros recomendables que con-
sidero amenos y claros para alguien con formacién en fisica, son:

I) “Geometry, topology and physics”. Mikio Nakahara. Graduate Student Series in

!Citando al matemético Robert Bryant, “You read the introduction to a paper of Cartan and
you understand nothing. Then you read the rest of the paper and still you understand nothing.
Then you go back and read the introduction again and there begins to be the faint glimmer of

something very interesting”
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Physics.

II) “Geometry of Manifolds”. R.L. Bishop, y R.J. Crittenden. Academic Press,
New York and London.

II1) “Differential Geometry, Cartan’s Generalization of Klein’s Erlangen Program”.

R.W. Sharpe. Graduate Texts in Mathematics. Springer.

§2. Fibrados Principales

Muy frecuentemente en teorias fisicas, tenemos la posibilidad de hacer trans-
formaciones en cada punto del espacio tiempo sin cambiar las predicciones, ni los
objetos medibles fisicamente. A estas transformaciones, cuando provienen de un
grupo de Lie, G, se las conoce generalmente como transformaciones de gauge. Por
ejemplo, en electromagnetismo existe la posibilidad de cambiar el cuadri-vector
potencial, suméandole el gradiente de una funciéon arbitraria del espacio-tiempo
Vp(x), sin alterar las cantidades fisicamente medibles, esto es, el campo elec-
tromagnético. Como veremos mas adelante, estas transformaciones provienen de
transformaciones de gauge con grupo G = U(1).

Podremos decir entonces, que a cada punto de un espacio-tiempo 9t (suponga-
mos por el momento con topologia R*), le podemos asignar suavemente todo el
grupo G, obteniendo un espacio P = 91 x G, que contiene tanto la informacién
del espacio-tiempo, como la de las transformaciones permisibles que no alteran los
observables fisicos. Al espacio 9 lo llamaremos espacio base.

Si consideramos un punto p arbitrario de este espacio P, entonces el grupo G

tiene una accién natural sobre el mismo:

Definicién 1.1: Sea p € P con p = (x,g), un punto de P, donde x € M, y
g € G. Entonces dado cualquier a € G definimos la accion a derecha de G sobre P,

R, : P — P por R,(p) = pa = (x, ga).

Esta accién es libre, esto es R,(p) = p <& a = e, donde e es el elemento
unidad de G. Ademsés, R, define una relacién de equivalencia entre puntos de P:
p~gq < Jac€Gtal que ¢ = R,(p). Es facilmente visto entonces, que cada
punto de esta clase de equivalencia puede ser puesto en correspondencia uno a
uno con puntos del espacio 9. En otras palabras, podemos hacer la identificacién
M ~ P/G. Es mas, la relacién de equivalencia define una proyeccién natural en

P:

Definicién 1.2: Definimos una proyeccion canonica w: P — I por w(x,g) = x.
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Claramente, 7(z,g) = 7(z, ga) = x, i.e., dos puntos sobre la misma clase de equi-

valencia, proyectan al mismo punto sobre el espacio base.

Notar que el conjunto de puntos 7~ !(z) es isomorfo a G, i.e., tiene toda la
informacion del grupo, a excepcion de la nocién de cual es el elemento unidad e.
Al conjunto de puntos 7~!(x), se lo llama fibra sobre .

Al cuadruplete (P, 9, G, ) se la conoce como un caso particular de fibrado
principal trivial. Fibrado porque a cada punto del espacio-tiempo le agregamos
una fibra; principal porque dichas fibras provienen de una identificacién con un
cierto grupo, y trivial porque no siempre uno puede escribir globalmente a P como
el producto cartesiano de M y G.

Ocurre a menudo, que uno puede escribir al espacio P como 9 x G solo local-
mente, y ademds, en general la topologia de 9 no es R*.

Como un ejemplo tipico, podemos considerar a la cinta de Mdbius, donde 9
tiene la topologfa de una esfera 1-dimensional S' y G consiste solo de dos elementos
{0,1} que se unen a M de manera muy especial.

Esto nos lleva a la siguiente definicién general de un Fibrado Principal:

Definicién 1.3: Sea P una variedad y G un grupo de Lie, entonces un Fibra-
do Principal Diferenciable sobre el espacio M, es un cuadruplete (P, M, G, ), tal
que:

a) G tiene una accion libre a derecha sobre P, i.e., sip € P ya € G, entonces
R.(p) € P.

b) M se puede identificar con el cociente P /G, y la proyeccion candnica m : P — I
es diferenciable.

c) P es localmente trivial, i.e., todo x € M tiene una vecindad V', tal que 7= (V)

es isomorfo®* a V x G.

El espacio P es conocido como espacio total, el grupo G, grupo de estructura,

y I espacio base.

Ejemplo 1.1: El Fibrado de Marcos

Como ejemplo tipico y muy 1til de fibrado, definiremos lo que se conoce como
fibrado de marcos. Sea 9t una variedad C*° n-dimensional y F(90t) el conjunto de
marcos sobre 9, i.e., un elemento b de F(9M), es de la forma b = (x, ey, €9, ..., €,),
con {eq, eg, ..., €, } una base del espacio tangente 7,0 a 9 en m.

Sea m : F(IM) — M, dado por 7(z,eq,es,...,e,) = x. Notar que el grupo de

2El isomorfismo es como sigue: existe un difeomorfismo ® : 7=1(V) — G, tal que ®(p) =
(m(p), ¢(p)), donde ¢ : 7= 1(V) — G es tal que ¢(R4(p)) = ¢(p)-a paracadape n~ (V) ya€g.
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transformaciones lineales reales Gl(n,R) actia naturalmente a derecha, a saber,
si identificamos a un elemento g € GI(n,R) con una matriz g = g;;, entonces
Ryb = (x, gir€i, ...gine;). Entonces puede demostrarse facilmente que nosotros te-
nemos todas las propiedades de un fibrado, con fibras isomorfas a Gl(n, R) (que es
el grupo de estructura), espacio base 91, proyeccion 7 y espacio total F(901). Este
fibrado, se denotara en lo sucesivo simplemente como F ().

Ahora, si nosotros asignamos a cada punto del espacio base, solo uno de los
posibles elementos del grupo que se encuentran sobre su fibra, entonces podriamos

decir que tenemos una seccion del fibrado.

Definicién 1.4: Una seccion global de un fibrado principal (P,9M, G, ), es un
mapa o : M — P, tal que o o(x) = x para todo x € M. Si nos restringi-
mos a una vecindad V, C IM de x, entonces todo mapeo o, : Vo, — P tal que

w(o(x)) =z, YV x €V, serd dicho que es una seccion local.

Observacion 1.1: A partir de ahora a un fibrado (P,G,m,0M), lo escribiremos

simplemente como P, salvo que hagamos explicito al grupo G del cual se esta hablan-

do.

A todo fibrado principal se le puede asociar un fibrado con fibra I, de la siguiente

manera:

Definicién 1.5: Sea una fibrado principal (P,9M,G,7), y sea F una variedad
sobre la cual G actia a izquierda. Sea E = P x F, y consideremos la accion a
derecha de G sobre E definida por (p, f)g = (pg, g~ ' f), conpe P, fEFygeg.
Entonces € = E/G es un espacio fibrado sobre MM con fibra F llamado fibrado
asociado a P.

La proyeccion ©' : € — M se define como 7' ((p, f)G) =7(p); y sim €M, y U es
una vecindad de m, entonces al mapeo ¢y : 7 H(U) — G, le asociamos el mapeo
Fy : 7 YU) — F dado por Fy((p, f)G) = ou(p)f. Si requerimos que estos homeo-
morfismos sean difeomorfismos, entonces resulta que £ es una variedad localmente
difeomorfa a U X F.

Al fibrado & asociado a P con fibra estandar F' también se lo denota £ = P xg F.

§3. Conexiones de Ehresmann

Hemos visto que cada fibra de P, es isomorfa al grupo de estructura G del

fibrado. Sin embargo, no existe hasta ahora, con los objetos introducidos, relacién
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candnica entre las fibras. El objetivo de una conexion es justamente el de introducir
tal estructura, con el fin de conectar puntos sobre P.

Como veremos, si nosotros fijamos un punto p perteneciente a la fibra asociada
a un r € I, entonces una vez introducida una conexioén, tendremos que para
cada curva uniendo dos puntos x e y sobre el espacio-base, habra una unica curva
bien definida, que une al punto p con un punto ¢ que se encuentra en la fibra
de y. De esta manera tendremos un isomorfismo entre las distintas fibras de P.
Por ejemplo, en el caso de un fibrado de marcos, si pudiésemos introducir una
conexion, y elegimos un marco dado e, en un punto x, entonces por intermedio de
la conexién podremos conectarlo con otro marco e, en un punto y, y de tal forma
también podremos definir transporte paralelo de vectores tangentes a 91 : seran
aquellos que tengan las mismas componentes en ambos marcos.

Antes de definir una conexion, notar que todo vector en el espacio tangente T, P
en un punto p € P, puede ser descompuesto en una componente que es tangente a
la fibra asociada a p (la llamaremos componente vertical), y otra que es transversal
a la misma (llamada horizontal). La primera puede ser definida de manera univoca,
mientras la segunda solo si uno introduce el concepto de conexion, es decir aquella
que decide cuales vectores son puramente horizontales, y cuales no.

Antes de definir un campo vectorial vertical y uno horizontal (dado por la

conexion) recordemos ciertas propiedades de grupos de Lie.

83.1. Acciones naturales sobre grupos de Lie

Sea G, un grupo de Lie. Hay dos acciones naturales de G sobre si mismo. La
accién a derecha R, definida por R;h = hg, V{h,g} € G, y la accién a izquierda
Lgh, definida por L,h = gh, V{h,g} € G. La tltima accién, induce el mapeo
Ly : Th(G) — T,n(G), entre los espacios tangentes asociados a g y gh (de igual
manera hay un mapeo inducido por la accién a derecha).

Por un campo vectorial V invariante a izquierda, entenderemos a todo campo

tal que
Lg*V|h == V‘gh.

Notar que todo campo vectorial invariante a izquierda forma un algebra de Lie de
G, frecuentemente denotada como g. Pero como, debido a la invariancia a izquierda,
el campo V es especificado por su valor en el elemento unidad e de G, resulta que
existe un isomorfismo entre g y 7.(G), i.e., g ~ T.(G).

Otra accion naturalmente definida sobre G, es la denominada accidn adjunta,
ad, : G — G, definida por ad,(h) = ghg™'. Esta accién induce un mapa en el

espacio tangente a g, llamado mapa adjunto, Ady : T5,(G) — Tyn,—1(G).
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Para uso posterior, también definiremos una 1-forma conocida como forma de

Maurer-Cartan.

Definicién 1.6: Sea G un grupo de Lie. Una I-forma invariante a izquierda de
— —
Maurer-Cartan, es una I-forma wg : T(G) — g definida por wa(V') = Ly-1.(V),
ﬁ
para todo V. € T,(G).

§3.2. La conexién como espacios horizontales

Antes de introducir una conexién, veamos como definir un espacio vertical VP
en cada punto p € P. Este espacio, sera un subespacio de T},(P), tal que es tan-
gente a la fibra F), que pasa por p. Para construir este espacio, notemos que existe
un isomorfismo entre campos vectoriales tangentes a F),, y elementos del algebra

g, del grupo de estructura G:

Sea v un elemento de g, entonces en cada punto p € P, nosotros podemos

trazar una curva
bt = Rexp(tn)p =p eXp(tU>7

que estd completamente contenida en F),, puesto que m(p) = 7 (p exp(tv))) = z. A

H
partir de esta curva, podemos definir el vector Vi € T,(P) dado por

— d
Vr = Ef(p exp(tv))|i=o,

con f : P — R una funcién arbitraria suave. De la definicién, vemos que el
vector I7>F es tangente a Fj,, y por lo tanto ‘7F> € T,(G). De igual modo, definimos
un vector X7F>|q en cada punto ¢ contenido sobre la misma fibra, obteniéndose un
campo vectorial Vg, generado por v € g. Dicho campo vectorial es conocido como
campo vectorial fundamental asociado al elemento v perteneciente a g. Por lo tanto,
resulta claro que existe un isomorfismo entre g y el espacio vertical de todo punto
VuP.

El espacio horizontal H,P de un punto p € P , es el espacio complemento
de V,P, pero es definido de manera univoca, solamente después de definir una

conexién sobre P.

Definicién 1.7: Sea P un fibrado principal. Una conexion de Ehresmann es una
tnica separacion del espacio tangente T,P, en un subespacio vertical V, P y un

subespacto horizontal H,P, tales que:

(a) T,P = H,P & V,P
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(b) Todo campo vectorial suave A es separado en una parte vectorial suave
horizontal, A" € H,P y una suave vertical AV € V,P como A = A" + AV,

(¢c) HyyP = Ry«H,P para todop e P ygeg.

La ultima condiciéon, solo establece como se relacionan los subespacios hori-
zontales en los puntos p y pg, i.e., el campo horizontal en el punto pg, puede ser
obtenido por el mapeo Ry-. En otras palabras, una vez que conocemos el subespa-
cio H, en un punto p, lo conocemos en toda la misma fibra a la cual p pertenece.
Esta condicién es un requisito necesario si uno desea que una vez que p sea propa-

gado paralelamente (a ser definido en breve), también lo haga pg.

Si bien la definiciéon parece totalmente natural, y se ve rdpidamente su natu-
raleza geométrica, a fines de hacer cédlculos, resulta mucho mas eficiente una defini-
cién algebraica, donde uno define una 1-forma, que contiene toda la informacion

de cuales subespacios de T),(P), son horizontales, y cuales no.

§3.3. La conexién como una 1-forma

Introduzcamos una 1-forma w sobre T'(P), tal que en vez de tomar valores en
R, toma valores en el dlgebra de Lie de G. En otras palabras, w € g @ T*(P).

Definicién 1.8: Una I-forma conezrion w € g @ T*(P) es una proyeccion de
T,(P) sobre la componente vertical V,(P) =~ g, tal que la misma tiene las si-

gquientes propiedades,

— —
(a) w(Vr) = v, donde Vi es un vector del campo vectorial fundamental induci-

do por el elemento v perteneciente a g.
(b) R;w = Adg—lw.

Ahora definimos al subespacio horizontal H,P en p € P, como el kernel de w,
ie.,

H,P = {A € T,P |w(A) =0}. (1.1)

Es facil ver entonces, que ambas definiciones son equivalentes, o mas precisa-

mente, la 1-forma conexién w induce subespacios horizontales que satisfacen todas

las condiciones de la definicién 1.7. Notemos en particular, que los espacios H,P

dados por la Ec.(1.1), satisfacen
RyH,P = Hp,P.
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_)
En efecto, debido a la definicién de w, si tomamos un A € H,P, y a partir de ¢él,

construimos Rg*z € T,P, de (b) de la definicién 1.8 encontramos que,

w(RyA) = Riw(A) = Adyw(A) = g 'w(A)g =0,

— —

debido a que hemos asumido que H,P,y por ende que w(A) = 0. En otras

€
H
palabras, si A € H,P, entonces Ry A € Hp,P, es decir hemos recuperado a la

tercera condicién de la definicion 1.7.

§3.4. La 1-forma conexién local o potenciales de gauge

Sea {V,} una coleccién de vecindades del espacio base 9, y {o,} respectivas
secciones locales definidas en cada V. Entonces definimos a las 1-formas locales

A, sobre cada V,, y valuadas en g, como:
A =0iw € g2 QY(V,),

donde Q'(V,,) es el conjunto de 1-formas sobre V.

Lo interesante, es que dado un conjunto local de formas A,, uno puede recons-
truir una tnica forma conexion, cuyo pull-back por o, es A,.

Mas precisamente, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.1: Dada una coleccion de g-valuadas 1-formas A, definidas en ca-
da V,, y secciones locales o, : V,, — 7 1(V,,), entonces existe una tnica 1-forma

conexion w sobre P, tal que oiw = A, V A,.

En fisica, donde en general el espacio base 9N, es el espacio-tiempo, a las 1-
formas A,, se las conoce como potenciales de gauge. Es mas, si uno cambia de una
seccién oy (x), a una seccién o9(z) = o1(x)g(z) en la misma vecindad V', entonces
los potenciales de gauge (o 1-formas conexién locales) en cada seccién se relacionan

por intermedio de la formula:
Ay =g Arg + g7y, (1.2)

0, en componentes
Az = g Avig + g 0ig. (1.3)

Por ejemplo, sea P un fibrado principal sobre el espacio-tiempo 91, con grupo
de estructura G = U(1), esto es, un elemento de U(1) serd de la forma g = ¢*. Por

lo tanto, si pasamos de una seccién oy (z) donde el potencial es A;, a una secciéon
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02(x) = 01(2)g(x) = o1(2)e**™, donde el potencial es A, tendremos que ambos
potenciales se relacionan por la Ec.(1.2), es decir:

Ay = e @ 4 @ 4 efi¢(w)d(ei¢(:v))’
= A, +ido(z), (1.4)
o en coordenadas,
Aoy = Ay + Z&gﬁ(l’)

Esta forma local se transforma de la misma manera que el potencial vector ZZ
del electromagnetismo, es mas, ambos solo difieren en el factor ¢ que proviene del
algebra de Lie de U(1), A, = 21?;

Como se verd pronto, el tensor de Maxwell F;;, no es ni mas ni menos que la

curvatura asociada a esta conexion.

83.5. Transporte paralelo, curvatura y torsién

Transporte paralelo:

Antes de definir transporte paralelo, definamos lo que es conocido como el

levantado® de una curva v C 9.

Definicién 1.9: Sea v C M, una curva C* a tramos sobre el espacio base IN,

entonces un levantado de v, es una curva 7y, C* a tramos sobre P, tal que:
(a) 7 es horizontal, i.e., V. es horizontal.
(b) mory =1.
Entonces uno puede demostrar el siguiente teorema:

Teorema 1.2: Sea v una curva C* a tramos sobre M, ~v : [0,1] — M. Sea

p € m1(7(0)). Entonces existe un tinico levantado 5 de v, tal que 5(0) = p.

Como un corolario de este teorema surge lo que se entiende por transporte paralelo
de 7(0) a y(1).

Corolario 1.1: §i H es una conexion sobre p € P, y v una curva C* a tramos
sobre MM, entonces existe un difeomorfismo I, de 7=(v(0)) a 71 (y(1)), llamado

transporte paralelo de v(0) a (1), a lo largo de . Es mds, ', es independiente de

3Lift en inglés
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la parametrizacion de v y satisface I'y o Ry = Ry 01", Por otro lado, siy y 3 son

dos curvas tales que $(0) = (1), entonces I'yg =TgoT,.

Para ver mas claro el significado de transporte paralelo, veamos como éste se
acomoda a la definicién usual de transporte paralelo definido en el espacio tangente
T,, 9 de una variedad 991 utilizado en teorias métricas, como por ejemplo, en el
transporte paralelo de Levi-Civita.

Supongamos que P, es el fibrado de marcos F () sobre 9. Entonces, una
conexion en este espacio es conocida como una conexion afin. Cualquier conexién
en un subfibrado de F (), también es conocida como conexién afin, debido a que
esta puede ser extendida por la accién a derecha del grupo GL(n,R) a todo F(9MN).

Ahora, sea 7 una curva en M, y = T.»,9, con m = ~(0). Entonces nosotros
podemos transportar paralelamente a T alo largo de v como sigue: elegimos
cualquier b € F(9M) con m(b) = m, y tomamos la unica curva horizontal 7 que
es el levantado de = pasando por b. Entonces si Y(s) = (7y(s),e1(s), ..., en(s)),
y T = t'e;(0), definimos el transporte paralelo de T alo largo de v hacia el
punto final n = y(u), a ser v lu= tie;(u), i.e., aquel vector que tiene las mismas
componentes en la base e;(u), que las que tenia T en e;(0). Es facil ver que este
transporte es independiente de la eleccién de b € P sobre m € 9.

Del mismo modo, podemos definir una geodésica sobre 91, como aquella curva
cuyo vector tangente se transporta paralelamente a si mismo.

Tener en cuenta que en general, una conexién H no sera integrable, es decir
la 1-forma conexién no sera cerrada cuando es evaluada en vectores horizontales
(ver capitulo 2). Esto implica, que si nosotros comenzamos con una curva cerrada
v en M trazada en un punto inicial = (igual al punto final de la curva), entonces
si bien su levantado comienza y termina en la misma fibra sobre x, no lo hara en
general en el mismo punto. Por lo tanto, si nosotros transportamos paralelamente
un vector ¢ a lo largo de v, cuando este regrese a su punto de partida, (por el
hecho de tener las mismas componentes t’, pero al estar éstas expresadas en otra
base e;(u)) no apuntard en la misma direccién que la inicial, concepto que uno

toma como indicativo de la curvatura del espacio.

Curvatura:

En general, sin necesidad de trabajar con una conexién afin uno define la 2-

forma curvatura de la siguiente manera:

Definicién 1.10: Sea w una 1-forma conexion sobre P. Entonces definimos la
2-forma curvatura € por Q = Dw(A;, Ay) = dw(Al AL, donde Ay y Ay son
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vectores en el espacio tangente de P, y A{{, Ag sus respectivas componentes hori-
zontales. La operacion d, es el diferencial exterior estdndar definido en P, y el
operador ® = d o H, es conocido como derivada covariante exterior. Notar que
Qe D(P)®g, con Q*(P) el conjunto de 2-formas sobre P.

Definicién 1.11: Sea ¢ = (* ® ¢, una g-valuada p-forma con ¢* € QP(M) y
¢, una base para g, y sea n = n* @ e, una g-valuada g-forma con n* € QI(M).

Entonces se define el conmutador de ¢ y n por

[¢:m] = (An— (=1 A(
= ety A — (—1)Mepean” A
= leg o) ®CTARY
= C%e.®C* AP (1.5)

a

Con ayuda de esta definicién, se puede demostrar el siguiente importante teo-

rema

Teorema 1.3: Sean X e 7, dos wvectores en T,(P), entonces la 2-forma cur-
vatura 2 y la 1-forma conexion w satisfacen la (sequnda) ecuacion de estructura
de Cartan,

AX,Y) = dw(X, V) + [w(X),w(Y)).

o lo que es lo mismo, debido a la definicion del conmutador entre g-valuadas for-

mas,

Q=dw+wAw. (1.6)

Del mismo modo que definimos las 1-formas locales de conexién, podemos
definir la forma local F de la curvatura por F = ¢*(), donde o es una seccién
local en una carta V' del espacio base 1.

De la Ec.(1.6) uno puede demostrar, que la 2-forma de curvatura local F se

expresa Ccomo:

F=dA+AAA. (1.7)

Entonces, si nosotros expresamos localmente a A y F, como A = A;da!, y

F = %Ejdzi A dx’, entonces obtenemos que,
f.ij = 81./4] — aj.AZ + [Aza A]] (18)

Por ejemplo, en el caso en que el fibrado P = U(1) (un grupo abeliano),

—
identificando la 1-forma conexién local A con el cuadri-potencial A, vemos que
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el tensor de Maxwell, no es ni mas ni menos que la curvatura asociada a esta

conexion.

Torsion:

Concentrémosnos ahora en el fibrado de marcos F(90t) sobre una variedad 91,
n-dimensional. Sea t € T, F(901), un vector en el punto b = (x, ey, ey, ..., €,).

Definamos ahora, a las denominadas I1-formas fundamentales, o 1-formas sol-
dadura® 0° : T,F(OM) — R™, como aquellas que aplicadas a ?, dan las componentes
del vector (en la base {e;}) obtenido de la proyeccién de t sobre T, »(9N) a través

de 7. Més precisamente, se tiene:

A partir de ellas, tenemos el concepto de torsion:

Definicién 1.12: La Torsion de una conexion afin w es una R™-valuada 2-forma
sobre F(IM), obtenida por hacer actuar la derivada covariante exterior, a las 1-

formas fundamentales 0. Mds precisamente,

— —
T(t, %) =D0(t, ) = do(t! tt]),
donde
01
92
9 pr—
en
Se puede verificar entonces que
T=di0+wANb.

A esta ecuacion se la conoce como primera ecuacion de estructura.

A partir de esta 2-forma, se puede construir un tensor sobre 91, definido como
sigue. Sea b = (z, ey, €3, ..., €,), un punto de F(M), y «, = T, F (M), entonces,
ﬁ
a la forma T le hacemos corresponder el vector T g € T, 9, definido por:

—

T,=-T(%,T)e. (1.9)

ﬁ
La interpretacién del vector T 4 asociado a la 2-forma torsion es la siguiente.

— — . — —
Sean s* y t*, dos vectores no colineales sobre T, 9 tales que mg(t) = t*,

3Solder forms, en inglés
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Tw(5) = s*. Con ayuda de la conexion, tracemos una geodésica en la direccion
#* desde un punto xg, hasta una distancia paramétrica u; llamemos xq, al punto
final obtenido, y traslademos paralelamente al vector s* hasta alli. Desde el punto
x1, trazamos una geodésica en la direccion de ?, nuevamente por una distancia
paramétrica u, llegando a un punto x,. Entonces, transportamos paralelamente a
+* hasta el punto x5 a lo largo de ésta geodésica. Estando en x5, nos movemos
en la geodésica generada por —F, y transportamos paralelamente a ?, llegando
a un punto xrs. Finalmente, desde x3, se traza la geodésica en la direccion —?,
nuevamente por una distancia u, terminando en un punto z4. En general, si el
espacio tiene una 2-forma torsiéon no nula, x4 no coincide con el punto de inicio z;
es decir, no se pueden cerrar paralelogramos en un espacio con torsién. El vector
?st, es el vector tangente a la curva que se genera por los puntos finales x4 (u)

obtenidos por variar continuamente el parametro u.

84. Conexiones de Cartan

Ahora definiremos lo que es conocido como conexién de Cartan. Esta, no es
una conexiéon en el sentido usual, pero tiene muchas particularidades que la hacen
tan interesante en fisica como en matematica. En primer lugar, como veremos, esta
conexion tiene en el caso de fibrados de marcos, codificada en su curvatura, no tan
solo la informacién de la curvatura estandar, si no también la de la torsion.

Una conexion de Cartan, es la que permite generalizar las ideas de Klein, sobre
como estudiar geometrias. La idea de Klein, fué analizar geometrias a través del es-
tudio del grupo de movimientos que preservan las propiedades que las caracterizan.
Por ejemplo, para geometria euclidea, las propiedades a estudiar son los angulos
y longitudes de figuras, y el grupo de movimientos, es el grupo de movimientos
rigidos, que preserva a estas propiedades, también conocido como grupo euclideo.
Klein, considerd que una geometria se constituye de un grupo de Lie G, una va-
riedad suave 91, y una accién efectiva, y transitiva de G sobre 9. El estudio de
dicha geometria es el estudio de las propiedades de objetos, que se preservan ante
la accion de G. Ahora bien, el punto central de la idea de Klein, es darse cuenta
que uno puedo olvidarse del espacio 9, y capturar su informacién en G. En efecto,
sea xo un punto de 9, entonces como G actua transitivamente sobre 901, tenemos
que todo punto de 9, puede ser obtenido por su accién sobre x(, ahora, si te-
nemos en cuenta que la accién de G no es uno a uno, ya que en general el grupo
estabilizador H es no vacio, vemos que si consideramos el cociente G/H, este se
encuentra en correspondencia uno a uno con 9. La geometria de Klein entonces,
consiste de un grupo G, actuando sobre el espacio G/H. Esto permite definir un

fibrado H — G — G/H. Notar que sobre G, hay una 1-forma que toma valores
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en g naturalmente definida, a saber la 1-forma wg de Maurer-Cartan. Observar
ademas que wg satisface
dwg + wg ANwg = 0. (110)

Si pensamos a wg como una l-forma conexién sobre G, (notar sin embargo
que no es exactamente una conexién, ya que toma valores en g en vez de en b, y
ademés solo se anula en 0 € T »P), entonces de la Ec.(1.10), podriamos pensar a
estas geometrias como planas (curvatura nula).

La idea de Cartan, fue generalizar a estas geometrias, es decir, solo localmente
se tiene una geometria de Klein, y la conexién de Cartan, (la cual es el andlogo de

wg), es una medida de cuanto uno se aleja de dicho modelo local.

Por otro lado, desde el punto de vista fisico, hay una correspondencia natural
entre ciertas conexiones de Cartan y conexiones Twistors [17], es decir la teorfa
Twistor puede escribirse como una teoria con una conexién conforme normal de
Cartan. Esta misma conexion también aparece naturalmente para escribir a las
condiciones que un espacio con métrica Lorentziana debe satisfacer para ser con-

formalmente relacionado a un espacio Einstein.

8§4.1. Definicion y relaciéon con la conexién de Ehresmann

Sea G un grupo de Lie, y H C G un subgrupo de Lie cerrado de G. Sea 99t una
variedad de dimensién n, y ademds también sea dim [G/H] = n. A las élgebras de

Lie de cada grupo las denotaremos g y h respectivamente.

Definicién 1.13: Sea (P,9M,H, ) un fibrado principal con grupo de estructura
‘H, entonces una conexion de Cartan es una g-valuada 1-forma w tal que:

(a) Para cada p € P, el mapeo lineal w, : T,P — g, es un isomorfismo;
(b) Riw = Ad(h™")w V h € H;

(c) w(VF)) =vVoebhydonde 171; es es campo vectorial fundamental generado

por V.

Notar, que si bien esta definiciéon de conexion de Cartan, se ve muy similar a
la de la definicién de la conexion de Ehresmann, hay ciertas diferencias notables.

Primero, la 1-forma no es valuada en el algebra de Lie del grupo de estructura
‘H del fibrado, sino en la de un grupo mayor.

Segundo, esta 1-forma, solo se anula en el vector 0 € TP, debido a la condicién

(a) de la definicién. Sin embargo, se puede llegar a ver que esta 1-forma, da origen
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a una conexion de Ehresmann, si nosotros tomamos el fibrado asociado P Xy G
a P, donde la forma de Cartan w tiene una extensién natural a una conexion
de Ehresmann. (Ver [16] y [33]). En este fibrado asociado, la condicién (a) de
la definiciéon 1.13, si interpreta como la condicién de que los planos horizontales
definidos por w no sean tangentes a las subfibras generadas por H de P

Uno puede también definir una 2-forma curvatura sobre P, también g-valuada,

por una expresion similar a la de la curvatura de Ehresmann, dada por:
Q=dw+wAw.

Se puede ver, que esta curvatura es horizontal, en el sentido de que se anula
cuando se aplica a vectores tangentes a fibras sobre 1.
Sin embargo, como veremos en el siguiente ejemplo, esta curvatura contiene

mas informacién dentro de si, que la curvatura estandar.

Ejemplo 1.2: Consideremos el modelo Kleiniano de la geometria euclidea n-
dimensional de una variedad 991 real. En tal caso G es el grupo euclideo, y H

es el subgrupo que fija el origen:

Q:Eucln(R):{<i Z) \vE]R"yAEO(n)},

H:{(é Z) |A€(’)(n)},

con respectivas algebras de Lie dadas por

g:euc[n(R):{<0 0 ) ]veR”yAJrAT:O},
v A

f,:on@m:{(g 3),A+AT:0}.

Resulta, por lo tanto que G/H ~ 99t y uno puede ver, que toda conexién de Cartan,

0 0
w = ,
9 wb

con ¢ una 1-forma valuada en R", y wy, una 1-forma valuada en . Su curvatura

0 0
W = s
T Q

con T' = df + wy N0, y Qy = dwy + wy A wy. Por lo tanto, si interpretamos a la

tendré la forma

() asociada se lee,

1-forma ¢ como la forma soldadura, y wy como una conexién Levi-Civita, vemos
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que la curvatura contiene a la torsion 7' como una de sus componentes, y por otro
lado, a la curvatura de Riemann estandar.

En general uno puede demostrar lo siguiente:

Teorema 1.4: Sea (P, MM, H,n) una geometria de Cartan con grupo de estruc-
tura H, y w una g-valuada conexion de Cartan, tal que g = p® b, con p un dlgebra
de Lie complemento de . Sea wy la proyeccion sobre b de w. Entonces wy es una

conexion de Ehresmann sobre P.

Del Teorema 1.4, vemos que ahora podemos definir un espacio horizontal (y a

partir de el, transporte paralelo), simplemente como el espacio formado por vec-
— —

tores V € T(P), tales que wy(V) = 0.

Nosotros trabajaremos con élgebras de Lie que pueden ser | k |-gradadas, i.e.,

con algebras de Lie g = p & bh que pueden ser descompuestas como
=91 D - Dg1DYgoDg1-- D g,

donde h =go D g1+ DB g, vy ademds [g;, g;] C iy

Ejemplo 1.3: Sea g = so(m + 1,n + 1,R), el dlgebra de Lie asociada al grupo
especial ortogonal SO(m+1,n+1,R) de signatura (m+1,n+1), que preserva una
métrica (m+n+2)-dimensional Q 4, (i.e., g7 Q-g = Q, con g € SO(m+1,n+1,R))
dada por

0 O1x (m+n) -1
Qap = O(m-l—n)xl [7]] (m4n)x (m+n) 0(m+n)xl )
—1 O1x (m+n) 0

donde 7 es una métrica (m + n)-dimensional de signatura (m,n).
Entonces tenemos que

g=9-1Dgo D g1,

con
971 — Rm+n7
g0 = co(m,n,R)=s0(m,n,R)dR,
g1 = R(m—‘rn)*
Explicitamente,

0 01>< (m+n) 0
2f(m+n)><1 0(m+n)><(m+n) 0 €g-1,
0 —tTy 0
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—C O1><(m—&-n) 0

O(ern) x1 A(ern) X (m+n) 0 € 9o,

0 0 c

0 tix(m—‘rn) 0
O(m+n) x1 O(ern) X (m+n) _nt*T € g1,

0 0 0

con A € SO(m,n,R), t € R") y ¢+ ¢ RM7)* Eg f4cil ver entonces que:

[9-1.00] C g-1,
[90,80] C o,
[90,01] C g,

g-1,81] C g0

§4.2. La conexién conforme normal de Cartan SO(4,2) y

Gravedad Conforme

El Grupo SO(4,2) y su homomorfismo con el grupo conforme C,(3,1)

Estudiaremos ahora, ciertas conexiones de Cartan definidas sobre un fibrado
P 15-dimensional con espacio base 91, 4-dimensional, y con grupo de estructura
H=CO(3,1) ®, T*, donde CO(3,1) es el grupo conforme de Lorentz, y T** las
traslaciones especiales 4-dimensionales, actuando sobre la variedad 91 isomorfa a
S0(4,2)/{CO(3,1) @, T**}.

Esta conexién de Cartan tomard valores en el dlgebra de Lie s0(4,2), y como
veremos en el Capitulo 3, nos permite codificar toda la estructura conforme que
se encuentra oculta en un par de ecuaciones diferenciales parciales.

Antes de definir a dicha conexién mostraremos el homomorfismo que existe
entre los grupos SO(4, 2) y el grupo de transformaciones conformes 15-dimensional.

Sea £ un espacio 6-dimensional con coordenadas X4 = (u,z%v), con a €
{1,2,3,4} y A€ {0,1,2,3,4,5}, y se Qap una métrica sobre €& dada por

Q = —2du ® dv + ngupdx® ® dzb = QABdXA ® dXP,

con
0o 0 -1
QAB - 0 Nab 0 ’
-1 0 0

y donde 714, es una métrica Minkowskiana 4-dimensional. Notar que la métrica @)

tiene signatura (4,2). Por lo tanto el grupo de transformaciones en este espacio,
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que deja a la métrica invariante es el grupo SO(4,2), i.e., para cualquier elemento
g € SO(4,2) se debera tener

9 -Q-9=0Q.

Consideremos ahora todos los vectores L4 € T,(€) (el espacio tangente a &€ en

el origen) de la forma,

1
LA = k(z%) z° = kl%, (1.11)
%nabxamb
con k(x*) una funcién arbitraria de las cuatro coordenadas z*. Es decir para cada
z® tendremos un rayo L* = kl* en T,(E)

La particularidad de todos estos vectores (o rayos) es que son nulos, i.e.,
QABLALB = 07

por lo tanto, pertenecen al cono nulo del origen de £.

Como se ve, cada uno de estos rayos esta en correspondencia con las cuatro co-
ordenadas z¢, i.e., todos estos rayos generan una subvariedad M de £ de dimensién
4.

Veamos ahora, cual es la métrica inducida por ) sobre esta subvariedad. Dicha

métrica se obtiene del pullback de la métrica @), es decir

OLA OLE

2
dsy = oz Oxb

Qapdr® ® da’ = k(x)*(nupdr® ® da®) = k*ds3;, (1.12)
con ds3, la métrica de Minkowski 4-dimensional. Esto es,

La métrica inducida sobre la subvariedad j-dimensional M es una métrica con-

forme a la métrica de Minkowski.

Por lo tanto, los vectores L# permiten mapear a un par de direcciones nulas
sobre &, (cada direccién correspondiente al signo de k(z%), es decir k(z%) > 0 o
k(x*) < 0), a puntos de un espacio conforme a Minkowski .

Notar que SO(4,2) deja invariante al cono nulo de £, y por lo tanto podemos
estudiar cual es el efecto que un elemento arbitrario g € SO(4,2) induce sobre
la subvariedad M. Como ya hemos recalcado, dicho elemento g debera satisfacer

g" - Q- g= Q. Entonces si uno hace actuar este elemento a L4, se tendré:

LV (@) = LA@") = g+ LA,
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y por lo tanto de la Ec.(1.12), resulta:
ds} = k?ds%, = k*dsy, = dsj,

es decir,

ds, = Q*ds3,, (1.13)

con Q) = k' 'k.

De la Ec.(1.13), vemos que el efecto de cada elemento de g € SO(4,2) es
inducir una transformaciéon conforme sobre M. Sin embargo la correspondencia
entre un elemento g € SO(4,2) y un elemento h € Cy(3,1) (con Cy(3,1) el grupo
conforme conectado al elemento unitario), no es uno a uno, ya que si g estd en
correspondencia con h, también lo estarda —g, debido a que hay dos direcciones
nulas que definen el mismo punto z* € M. La correspondencia resulta entonces
de 2 a 1. Notar también que si bien los vectores L* generan a M, no todos los
vectores nulos de E pueden ser generados por puntos de M, i.e., existen direcciones
nulas que no se pueden escribir de la forma Ec.(1.11). Por todo lo dicho, podemos
considerar al espacio de Minkowski M, como el espacio proyectivo generado por los
LA con larelacién de equivalencia LA ~ L' sf y solo si, L4 = kL4 para algin k(x).
Las coordenadas homogéneas de este espacio las tomaremos con u = 1, i.e., todo
punto del espacio 2% de Minkowski sera representado por el punto (1, 2%, ngr®z’/2)
de &.

Hallemos ahora el grupo de isotropia H asociado a SO(4,2) que deja fijo la
direccién asociada al punto (1,z* = 0,0), i.e., aquellos elementos del grupo que
visto desde la subvariedad M dejan fijo al origen ¢ = 0. Para eso, veamos cual
es la forma mas general que tiene un elemento h € H C SO(4,2) cuando actia
sobre £.

Si escribimos a h € H como

a bT
h=|d A f
g hT i

con {a,c,g,i} € R, A una matriz 4 x 4, {d,f} vectores 4-dim y {b* h™} re-

presentando la transpuesta de los vectores b y h respectivamente, entonces la

condicién
a bT 1 1
h=1d A f 0| =k
g hT i 0 0

implica que necesariamente se deba tener: a =k, d =0y g =0.
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Por otro lado, de la condicién de que h € SO(4,2), i.e., h'-Q-h = Q, deducimos

que
_ g (1.14)
© = gy ‘
ik = 1 (1.15)
ibT = fTpA (1.16)
AThA = 7, (1.17)
ht = o0 (1.18)

resultando entonces que cualquier elemento h € H C SO(4,2) es de la forma:

ko kETpA LTyt
h=|0 A f
0 0 =

y donde A € O(3,1) debido a la Ec.(1.17).

Como en breve describiremos como codificar a las ecuaciones de Einstein con-
formes en condiciones sobre una conexién de Cartan SO(4,2), haremos algunos
leves cambios de notacién sobre ciertas variables, con el fin de utilizar la misma no-
tacion que en [20]. Al término f¥nA lo denotaremos £, y al término k, lo escribire-
mos como k = e~?. Entonces, la forma general de un elemento h € H C SO(4,2)
se puede reescribir,

e ¢ e T Jem¢Tng
0 A An~i¢ . (1.19)
0 0 e?

h

Antes de finalizar, veamos cual es la accion que induce un elemento A del
grupo de isotropia de SO(4, 2) sobre la subvariedad de Minkowski 4-dim M. Debe
resultar claro de antemano, por todo lo dicho anteriormente, que dichos elementos
deben estar en correspondencia 2 a 1, con el grupo CO(3,1) ®, T*; esto es, con
el producto semi-directo entre el grupo conforme de Lorentz que contiene a las
rotaciones y dilaciones; vy el grupo de traslaciones especiales T%*. Estas son las
tinicas transformaciones que mantienen fijo al origen, no asi las traslaciones T*.
Veamos como es la accion en detalle.

Como primer punto observar que el término e~?, es el culpable de las dila-
ciones, (recordar que e™® = k y que k* = Q?). Aplicando h a un punto X =
(1, 2%, nepr®z®/2) = (1,x, 2%/2) obtenemos un punto X’ = hX dado por

1

e 0 et geMe | [ 1
e A N R R )
0 0 e? 12 20 9

2 2;57
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entonces vemos como la métrica se re-escalea por un factor e~2¢, mientras que

sobre el punto x € M actia una dilacién

X — ex,

una rotaciéon de Lorentz (parametrizada por las 6 componentes que la definen)
x — Ax,

y una traslacion inversa parametrizada por el vector 4-dimensional &,

X + x?n71E/2

621.2 N

1+&0 x4+ 5

Vemos entonces que el grupo H es un grupo 11-dimensional (1 dilacién, 6
rotaciones de Lorentz, y 4 traslaciones especiales). Los 4 pardametros extras que
contiene un elemento del grupo 15-dimensional SO(4,2) y que no aparecen en
H son las traslaciones estandar. Entonces, siguiendo las ideas de Klein, podemos
identificar al espacio M con SO(4,2)/H ~ SO(4,2)/(CO(3,1) @, T*). Como se

sigue del ejemplo 1.3, al dlgebra de Lie de H la podremos descomponer como:

[) :go@gfl, (120)

con
go =c¢0(3,1) =s0(3,1) & R*,

g_1 el algebra de Lie de los generadores infinitesimales de las traslaciones especiales.
Para finalizar esta seccién, cabe destacar, que si bien hemos trabajado con el
espacio plano de Minkowski, en cualquier punto de un espacio-tiempo curvado
puede hallarse un conjunto linealmente independiente de 4 1-formas 68* que formen
una base y tal que la métrica del espacio curvado pueda escribirse ds? = 14,0 ® 6°.
Entonces, sobre cada punto de tal espacio, podemos reproducir localmente todos

los resultados de esta seccidn.

La coneccién conforme normal de Cartan SO(4,2)

Ahora que ya hemos visto la correspondencia entre el grupo SO(4,2) y el
grupo conforme, podemos definir una conexién de Cartan SO(4, 2) sobre un fibrado
principal H — P — M con M una variedad 4-dimensional, ya que como hemos
visto, se tiene que dim [SO(4,2)/H] = dim[M] = 4. Sean entonces 6% cuatro
1-formas linealmente independientes definidas sobre M, y tales que ds? = 1,,0%6°.

Entonces una 1-forma localmente definida en M con valores en so0(4,2) esta
dada por:

0 0
ga Ta  gery, | . (1.21)
0 Mt 0

&
I
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Ahora bien, a partir de un elemento h € H podemos elevar esta 1-forma @ a

una 1-forma w sobre M x H, por intermedio de la relacién
w = h"'Oh + hdh,
y si ahora escribimos al h de la Ec.(1.19) en componentes,
€_¢ €_¢£a %€_¢£a£bnab
0 Ab Abpn“ifd , (1.22)

0 0 e?

con
AacAbdnab = MNed

obtenemos que la 1-forma w se escribe

—3A w0
w= 0" FIIZz nbcl/}é )
0 0n. 3A
donde
0" = e ?A 97 (1.23)

A = 26,0+ 2do,
F/b — A—lbdchAca 4 A_lbddAda 4 elbga o gbnadeld’

1
W= ePPy A, — E AT DA+ 3 (e7n el sthh N, — £ A)
‘|‘d£a - geA_leddAda'

Notar que I}, toma valores en el algebra de Lie de O(3,1), que las 6"* son
las formas de soldadura definidas en M x H, y que la 1-forma A depende de las
traslaciones especiales £,. La forma w es una conexion de Cartan, pero hasta ahora
no ha sido definida de manera univoca.

Si nosotros definimos a las [}, tales que

A9 + T NG =T =0,
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entonces podremos determinar univocamente a las 1-formas I}, y resultaran en
las 1-formas estandar que definen la conexién de Levi-Civita.

La curvatura €) asociada a la 1-forma w, es:
0 (D)) 0

Q=dwt+wAw=|T"=0 C®%, %Dy, |,

0 0 0
donde
C/ab - A—lCLCCCdAdb (124)
(DY) = e®DP, A% — E A0 N,
y

1
C% = 5C%a0 N0 = dT%+ 60" Ay + T AT+ 9" A, (1.25)

1
D, = 5%1,09” ANO° = dipg + 1y AT?,. (1.26)

Si nosotros requerimos que la 2-forma C’%, tenga traza nula, entonces, como
veremos en el Capitulo 3, la conexion de Cartan queda definida univocamente, y
se la denomina conexion conforme normal de Cartan.

En el Capitulo 3, también veremos que la curvatura €2 de esta conexién, tiene
como ingredientes, no tan solo a la torsiéon estdndar, si no también al tensor de
Weyl (tensor asociado a la 2-forma C” ), y el tensor de Cotton-York (asociado
a la 2-forma D1,). Se puede demostrar también, que la corriente asociada a esta
curvatura, es el tensor B de Bach, i.e. © xQ = B [18].

Las ecuaciones de Einstein conformes y la Conexién SO(4,2) de Cartan

En 1985, Kozameh, Newman y Tod, [21] pudieron establecer un conjunto de
condiciones necesarias y suficientes para que un espacio sea conforme a un Espacio
Einstein.

Por definicién, un espacio £ con métrica g, es Einstein si y solo si

1
Sab = Rab - ZRgab = 07

y se dice que otro espacio CE con métrica ¢, estd conformalmente relacionado
a un espacio Einstein si existe un una funcién ¢, tal que el espacio con métrica

g = e ¢ es Einstein.
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Las condiciones necesarias y suficientes para la existencia de tal factor con-
forme, que convierte una métrica de tipo Lorentziana en una métrica Einstein,

fueron escritas en [21] como

1
Buy = V"V Conaim + 5 R Conaim = 0, (1.27)
Neay = Cefgh[cefghvdccdab - 4deefgdCchab] = 07 (128)

con Cf, el tensor de Weyl, y donde se asume que C? = ClpsC®4 £ 0.

La primera condicién, es la solicitud de que el tensor de Bach, sea nulo. Como
dijimos en un pérrafo anterior, y demostrado recientemente en [18], se puede ver
entonces, que la primer condicion equivale a requerir la anulacién de la corriente

tipo Yang-Mills, para una conexién conforme normal de Cartan SO(4,2), i.e.,
D xQ=0.

Lo interesante, es que la segunda condicién, también puede escribirse como una
condicion sobre la curvatura del tensor de Weyl, como también fue demostrado
recientemente en [20]. Sin embargo esta condicién es de origen algebraico en la
curvatura y se lee:

@)+’ =0,
con Q° una expresion algebraica cubica en la curvatura de Cartan €,

o3 1 a c
Qur = §QAEQEBangf6QCchn b0 n o',

=3 ., .
v (27)T su expresién transpuesta. En efecto, Kozameh, Nurowski y Newman, de-

mostraron que

0 0 0
— — 1
@) +0' = 7¢7 [0 0 e"AY Noegl° A G4 |, (1.29)
0 e_¢A“bNacd90 NCA VN eat© N 6¢
donde A
Va — @(vdcdefb)caefb . e—qbgdA—ldenea’ (130)

con O? = CapeaC%? y N,y dado por la Ec.(1.28). ( Para detalle, ver [20]).
Como nosotros seremos capaces de construir esta conexién de Cartan SO(4,2)

a partir de un par de EDPs, tendremos a dispocisién una herramienta para poder

capturar a los espacios Einstein como originados en el espacio solucién de un par

de ecuaciones a derivadas parciales.
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Capitulo 2

Geometrizando ecuaciones

diferenciales

§1. Introduccién

En general, uno estd acostumbrado a pensar sobre ecuaciones diferenciales,
como relaciones que deben existir entre funciones a determinar y sus derivadas.
Sin embargo, a veces resulta més 1til tener una interpretacién geométrica del
significado de una ecuacion diferencial. El propdsito de este capitulo es dar una
exposicion de esa imagen geométrica. La misma serd utilizada en su totalidad en

lo que resta de la tesis.

§2. Sistemas diferenciales y sitemas Pfaffianos

Antes de introducirnos en la geometria de ecuaciones diferenciales, haremos
un breve resumen sobre sistemas diferenciales, los cuales resultaran el lenguaje en
donde se codificard toda la informacion geométrica de una ecuacion diferencial.

Por un sistema diferencial, entenderemos un conjunto de formas diferenciales
{w!,w? ...} definida sobre una variedad m-dimensional M.

Una subvariedad N C M sera llamada una subvariedad integral, si ésta aniquila
a todas las formas diferenciales w’, i.e., si w'|y = 0. El problema consiste entonces
en, una vez dado un sistema diferencial, hallar (si existe) una subvariedad integral
N C M de una dimension previamente prescripta.

Ahora, es claro que si N es una subvariedad integral de un sistema diferencial,
y v es una forma no necesariamente en el sistema, entonces el producto exterior
v Aw', con w' siendo una de las formas del sistema diferencial, también se anu-
lara sobre N. Esto nos lleva, a no solo considerar al sistema conformado por las

formas w?, sino méas bien, a tener en cuenta el ideal completo que ellas generan.

27
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Definicién 2.1: Un ideal exterior I, es una coleccion de formas diferenciales
sobre una variedad M, tal que: a) Si w y @ son dos formas del sistema, entonces
también lo es su suma; b) Si w € T y v es cualquier forma diferencial, entonces
yAweT.

Con esta definicién en mente, tendremos que,

Teorema 2.1: Una subvariedad N C M, es una subvariedad integral del sistema
diferencial determinado por el ideal I, si y solo si I se anula sobre N, i.e. para
toda w € T, w|y = 0.

Nosotros diremos que un conjunto de formas {w',w?, ...} generan un ideal, si toda

forma 6 € 7 se puede escribir como una combinacién lineal finita de la forma
0= Z VAW,
J

donde las 77 son formas arbitrarias tales que grad [f] = grad [y/] + grad [w’], con
grad [w] significando el grado de la forma w.

En particular, cuando el ideal es generado por 1-formas, diremos que Z es sim-
plemente generado. En tal caso, al sistema diferencial de 1-formas que genera al

ideal, se lo conoce como sistema pfaffiano.

Definicién 2.2: Un ideal exterior I, es llamado cerrado, si siempre y cuando
w €T, entonces dw € T.

Sea N C M, una subvariedad integral n-dimensional del sistema Z. Entonces el
espacio tangente T'N, en un dado punto x € N, serd un subespacio n-dimensional
del espacio T'M,. Como las formas diferenciales del ideal Z, se anulan sobre N,
tenemos que, consideradas como mapeos multi-lineales, se deberd cumplir que para

toda k-forma w € Z,
w(?l, ?2, cee 7]& =0 donde {?1,72, e ?k} € TN,.

Esta es una condiciéon necesaria que el espacio tangente de una potencial subva-

riedad integral debera cumplir.

Definicién 2.3: Un subespacio S C TM,, n-dimensional, serd llamado un ele-
mento integral del ideal I, si todas las formas diferenciales de I aniquilan a S,

i.e., st para toda k-forma en Z,

w(V'1, Vo, ., V) =0 donde {7V, Vs,..., Ui} €S.
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Luego, se tendra lo siguiente:

Teorema 2.2: Una subvariedad N es una subvariedad integral del ideal I, si y

solo si, TN, es un elemento integral de I.

Observacion 2.1: Puesto que toda 1-forma en I, se debe anular sobre el espacio
tangente T'N, de una subvariedad integral N, el subespacio del espacio cotangente
T*M, generado por las 1-formas en I, tendrd a lo sumo dimension m —n. A este

nimero r(x), lo llamaremos el “Rango” del ideal.

Ahora bién, los objetos duales a formas diferenciales, son campos vectoriales, de
alli, el problema de hallar integrales a un sistema diferencial, se traduce en la inte-
gracion de sistemas de campos vectoriales, i.e., campos vectoriales que forman un

espacio lineal bajo adiciéon y multiplicaciéon por funciones suaves.

Definicién 2.4: Una subvariedad N C M, es llamada una subvariedad integral
del sistema de campos vectoriales V si y solo si, TN, estd contenido en V,, para
todo v € N.

En general diremos que un sistema de campos vectoriales es llamado integrable, si
a través de todo x € M, pasa una subvariedad integral de dimension n = dimV,.
Al niimero n también lo denominaremos rango de V.

Notar que si ¥ es un campo vectorial tal que es tangente a toda subvariedad
integral, entonces éste necesariamente pertenece a V. Por lo tanto, si w es otro
campo con esta propiedad, también lo deber4 ser su bracket de Lie [0, w].

Un sistema vectorial V tal que se tiene que cuando v, W € V entonces tam-
bién lo hace [7", w], es llamado involutivo. El siguiente teorema, es uno de los méas

poderosos de geometia:

Teorema de Frobenius: Sea V un sistema de campos vectoriales suaves, de

rango constante n. Entonces V es integrable, si y solo si, éste es involutivo.

Ahora bien, sea dado un sistema de campos vectoriales de rango constante r(z) =
n, denotemos por Z! el espacio dual de 1-formas que se anulan en el sistema, i.e.,
w(?') = 0 para todo w € T' y ¥ € V. Entonces diremos que el ideal Z, simple-
mente generado por Z!, es el ideal exterior dual a V. Notar que el rango de Z, es
r(z) =m —n.

Uno puede demostrar lo siguiente,
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Teorema 2.3: Un sistema de campos vectoriales V es tnvolutivo, si y solo st,

el ideal exterior dual es cerrado.
Con lo cual tenemos la formulacion dual del teorema de Frobenius:

Teorema de Frobenius (Formulacién dual): Sea Z un ideal simplemente gene-
rado de rango constante r = m — n. Entonces T es n-integrable, si y solo si, I es

cerrado.

Como veremos a partir de la siguiente seccién, nuestras ecuaciones diferenciales,
podran ser escritas como sistemas pfaffianos sobre ciertos espacios que caracterizan

a las ecuaciones.

83. (Geometrizacion de ecuaciones diferenciales

§3.1. Motivacion

Con el fin de motivar la intepretacién geométrica de una ecuacién diferencial,

comencemos a analizar el siguiente caso simple. Sea una EDO de primer orden,

y =F(z,y), (2.1)

donde z es una variable independiente definida en un conjunto X, e y es la variable
dependiente definida en un conjunto Y. Aqui, ¢’ significa la derivada de y con
respecto a .

Soluciones a esta ecuacién, seran funciones f : X — Y, tales que y = f(x)

satisfaga
f(@) = F(z, f(z)).

Consideremos ahora, un espacio J'(X,Y) de dimensién 3, con coordenadas
(z,y,9") en donde 3’ es considerada como una variable independiente, es decir, no
tiene connotacién por el momento, de una derivada asociada a y.

Entonces, a la relacién Ec.(2.1), podemos interpretarla como una superficie ¥ (una

subvariedad) embebida en J!. Por lo tanto,

Una EDO de primer orden, puede ser interpretada como una superficie Y sobre

un cierto espacio J'.

Ahora, interpretemos geométricamente, a las soluciones de la EDO original. Es
obvio que si uno tiene una solucién y = f(z), entonces la curva C' : X — J* defini-

da por los puntos (z, f(z), f'(x)) estard completamente contenida en la superficie
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>.. Por lo tanto,

Toda solucion de la ecuacion diferencial Ec.(2.1), estd en correspondencia con

ciertas curvas trazadas sobre la superficie 3.

Pero debe resultar claro, que no toda curva Cy sobre ¥ serd una solucion de
la Ec.(2.1). Para que lo sea, serd necesario que la proyeccién I de una dada pero

arbitraria curva C7 = (z,y(x), p(x)) sobre el espacio X X Y con coordenadas (x,y),

II:C = (z,y(x),p(x)) — Cy = (z,y(x)),

sea tal que la curva Cj generada en la proyeccién, defina a una funcién y = f(z),
dependiente del pardmetro x y ademds que f'(z) = p.

Entonces, uno debe agregar mas estructura, ademas de definir la superficie 3,
si se desea codificar geométricamente la informacién de cuales curvas deben ser
interpretadas como soluciones a la Ec.(2.1), y cuales no.

Esta estructura extra, como veremos en breve, es provista por un sistema dife-
rencial (més precisamente, por el ideal generado por un cierto sistema pfaffiano
sobre X)), y es conocida como una estructura de contacto.

Esta idea puede obviamente ser generalizada para EDOs y EDPs de cualquier
orden. Por ejemplo, sea una ODE de orden n,

du™ du du®  du™t
o = (u, T dg2 W),
conz € X, euel.

En una notacién mas compacta, escribiremos
u™ = F(z,u, uM u("_l)). (2.2)

Con esta ecuacién en mente, construimos un espacio denotado J"(X,Y) con
coordenadas locales (z,u,u™™,u® ... w1V u™) ie. un espacio (n + 2)-dimen-
sional.

Entonces, como en el caso de una ODE de primer orden, podemos considerar
que la ODE, Ec.(2.2), es definida como una hipersuperficie ¥ sobre J", y las
soluciones estaran en correspondencia con ciertas curvas sobre .

En general, si el espacio X, tiene dimensién n > 1, i.e., hay més de un parametro
independiente, ya no podremos hablar de curvas sobre X, pero las soluciones, aun

se veran como subvariedades n-dimensionales contenidas en Y.

§3.2. [Espacios Jet y estructuras de contacto

Nuestro propédsito, es geometrizar completamente a estas ecuaciones y a sus

soluciones, para ello, observemos lo siguiente:
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Si bien hemos dicho que la Ec.(2.2) puede ser considerada como una hipersu-
perficie embebida en J", debe resultar claro, que nosotros podemos estudiar a esta
hipersuperficie de manera intrinsica, es decir, sin hacer referencia a un espacio de
dimensiéon mayor.

Esto es, nosotros podemos considerar a esta superficie coordenatizada local-
mente por (z,u,u™, u®, ..., u"V). A este espacio lo denotaremos, en coherencia
con la definicién anterior, J" (X, Y). Dichos espacios, son conocidos con el nom-

bre de Espacios Jets.

Una solucion de la ODE original, inducird una subvariedad 1-dimensional en
este espacio, y por ende, si conocemos una solucion en el espacio X x Y dada por
s1 = (z, f(z)), (a menudo conocido como grafo de f(z)), la misma generard una

curva sobre J™ 1 dada por

p" VIS = (2, f(2), f (), fP (), o [0 (@)

Diremos que esta curva, es la prolongacién sobre J"=1 de f(z).

Nuestro préximo objetivo, es saber como reconocer si una curva en J™ 1 es
la prolongacién de alguna funcién (y por ende una solucién de la ODE original) o
no.

Para ello, introduciremos la idea de estructura de contacto.

Definicién 2.5: Una 1-forma diferencial 6 sobre el espacio Jet J™V es llamada
una forma de contacto, si ésta es aniquilada por todas las funciones prolongadas.
Es decir, siu = f(z), tiene prolongacion suave sobre J™=D pr=V[f] : X — Jr=1)
entonces el pull-back de 6 a X, via PC~V[f] se anula: (p™~V[f])*0 = 0.

Ejemplo 2.1: Consideremos el caso de J!, con coordenadas x,u,p; = u,. Una

1-forma genérica toma la forma coordenada
0 = adx + bdu + cdp; .

Con a, b, ¢ funciones de (z,u, p1). Una funcién v = f(z), tiene primer prolongacién
pV[f] = (z, f(2), f'(x)), y por lo tanto

(POLf)0 = la(z, f(2), f'(@)) + bz, f(2), f'(2)) (@) + (2, f(x), '(2)) f"(2)]da.

Esta 1-forma se anulara para toda f, si y solo si, ¢ = 0, y a = —bpy, por lo

tanto debemos tener que

0 = b(du — p1dz) = b(du — u,dx) = bb.
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A la forma de contacto 0y = du — u,dz, la llamaremos forma de contacto bdsica.

Ejemplo 2.1 bis: Del mismo modo, sobre J?, con coordenadas (x,u,pi,p2),

(p2 = Uygy), una 1-forma
0 = adx + bdu + cdp, + edpo,
serd una forma de contacto, si y solo si,
0 = by + cb,

donde 6; = du, — u,,dz es la préxima forma de contacto basica.

Observacién 2.2: La notacién J"1(X,Y), no es exclusiva a EDOs, por ejemplo,
si estudiamos EDPs, J""1(X,Y), significard el espacio con coordenadas (x,y, Dy),
conx € X,y € Y y Dy denotando a todas las derivadas posibles hasta orden
(n—1) de y con respecto a los pardmetros x. En general, tanto X como Y, serdn
espacios de dimension mayor que uno. Por ejemplo, para una sistema de dos EDPs

de sequndo orden de la forma:

Upyr — Fl(ZL’, Y, Uy, Vy Ugy Uy Uy Vyy Ugeyyy Uggyyy Uiy sz),

Vyy = FZ(‘Ta Y, Uy Uy Uy, Uy, Vg, Uy, Ugy, Uyy, Vzy, v:m:)a

con {z,y} € X, las variables independientes, y {u,v} € Y, las variables depen-
dientes, resulta

1
JH = (2, Y, U, 0, Ug, Uy, Vg, V).
Ejemplo 2.2: Teniendo en cuenta la observacién anterior, en el caso de dos varia-
bles independientes, y una dependiente, habra una 1-forma bésica sobre J1,
Oy = du — uzdr — u,dy.
Dos 1-formas bésicas sobre J2,

0 = duy — Uppdr — ugydy,

Oy = duy — ugydr — uy,dy,
etcetera.
Lo interesante, es que las formas de contacto, caracterizan completamente a las

subvariedades de J™~1) que provienen de la prolongacién de una funcién como lo

establece el siguiente teorema:
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Teorema 2.4: Una subvariedad arbitraria F : X — J0=1,

F(l‘) = ($,U($),p($), "-7p(n—1)<37)>7

sobre el espacio Jet J™V | es la prolongacidn de alguna funcion u = f(x), siy

solo si, F aniquila a todas las formas de contacto sobre J™ 1),

F*0; = 0. (2.3)

En otras palabras, la subvariedad es una prolongacién de u = f(z), si y solo si, es
una subvariedad integral del sistema pffafiano generado por las formas basicas de

contacto 6;.

Observacién 2.3: También podemos pensar a F' como una seccién sobre J" 7, ya
que, utilizando la jerga del capitulo anterior, podemos considerar a J™ Y, como
un espacio fibrado  : J*~* — X. En tal sentido, F : X — J" Y es una seccion
sobre este fibrado Jet.

Nosotros no daremos la prueba general aqui, pero si veremos ciertos casos espe-
ciales, de donde resultara clara la idea de la prueba general. Como primer ejemplo,
sea X S Ry Y € R. Sea F una curva sobre J! descrita por un par de funciones,
u = f(z), ;1 = g(x), ie., F(z) = (z, f(z),g(x)). Esta seccién aniliquilara a la

forma basica de contacto 6y = du — pdx, siempre y cuando
0= F"0p = df — gdz = [f'(z) — g(z)]dz,

i.e., siy solosig(x) = f'(z). Por lo tanto, F' deberd ser necesariamente la prolon-
gacién de una funcién f(x).
Del mismo modo, si F' = (z, f(z),g(z), h(z)) es una seccién sobre J2, entonces

se debera cumplir:

0 = F*0y=F"(du— pidx), (2.4)

De la Ec.(2.4) deducimos nuevamente que g(x) = f'(x), y de la Ec.(2.5) tenemos
que
0 = F*(dp; — podx) = dg — hdz = [¢'(x) — h(x)]dx.

Por lo tanto, se deberd tener, h(z) = ¢'(x) = f"(z).
De alli, nuevamente F' = (x, f(z), f'(z), f"(x)), y por ende, es la prolongacién

de una cierta funcién f.
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Con ayuda de esta estructura, ya tenemos a nuestra disposiciéon una manera de
caracterizar geométricamente a EDOs y EDPs de orden arbitrario, como veremos

en la siguiente seccién.

83.3. Geometrizacion de ecuaciones diferenciales en ejem-

plos

Ahora que ya tenemos toda la maquinaria para codificar geométricamente a
ecuaciones diferenciales, daremos algunos ejemplos sencillos. En el caso de una

ODE de primer orden, podremos pensar que resolver la ecuacién,

y = F(z,y),

es equivalente a encontrar subvariedades 1-dimensionales del espacio J° = (z,v),

que sean integrales del sistema generado por la tunica 1-forma basica
0y = dy — F(x,y)dx.
Del mismo modo, una EDO de orden n,
u™ =F (z,u, ...,u(”_l)) ,

tiene asociado al espacio Jet J"~! (X, U), con coordenadas locales (a:, w, v, . u(”*l)),

y un ideal Z, generado por el sistema pfaffiano,

0y = du—u'dx,

0, = du —u'dx,

Oty = du"Y — Fdz,

Hallar subvariedades 1-dimensionales integrales de este sistema, es equivalente a
encontrar soluciones de la EDO original.

Diferentes casos de sistemas pfaffianos asociados a EDOs y EDPs, seran ana-
lizados en los siguientes capitulos, donde se utilizara esta imagen geométrica de
las ecuaciones, para poder introducir més estructuras extras, como métricas y

conexiones.
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Capitulo 3

Conexiones de Cartan a partir de
EDPs

§1. Introduccién

Aqui, nos concetraremos en la geometria asociada con un par de EDPs de
segundo orden con dos variables independientes y una dependiente. Via la es-
tructura emergente, la discusién serd acotada a una clase especial de ecuaciones
conocida como la clase de Wiinschmann generalizada. Entonces, describiremos la
geometria diferencial que es inducida por estas ecuaciones sobre el espacio solu-
cion 4-dimensional de estas EDPs. Esta geometria incluye la existencia de todas
las métricas conformes Lorentzianas, tanto como todas las conexiones conformes
normales de Cartan. Puesto que todas la métricas conformes Lorentzianas pueden
ser construidas a partir de algun par de EDPs de segundo orden, se infiere que, en
particular, todas las métricas conformalmente relacionadas a métricas Einstein de
vacio, son incluidas dentro de este contexto o discusion.

Como segundo objetivo entonces, queremos preparar las estructuras bésicas
necesarias para codificar a las ecuaciones de Einstein (o més precisamente, las ecua-
ciones de Einstein conformes) dentro del formalismo de pares de EDPs. Primero,
recordemos que existen dos usos para el término de ‘ecuaciones de Einstein con-
formes’; en un caso solo son dadas ecuaciones diferenciales para la clase conforme
de métricas Lorentzianas tales que existe un factor conforme, cuya elecciéon con-
vierte a la clase a una unica métrica de vacio que es solucion de las ecuaciones de
Einstein; en el otro caso, las ecuaciones diferenciales envuelven tanto a la métrica
como al necesario factor conforme. Nuestro interés en el presente, es solo en el
primer caso.

Veinte anos atras, fue introducido el formalismo de Superficies Nulas de Re-

latividad General (RG) [9, 11, 13, 15, 32] como una herramienta alternativa para

37
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estudiar RG, y en particular, para capturar los grados de libertad conforme. Lo
novedoso de este enfoque, consistié en usar superficies nulas como las variables prin-
cipales de la teoria. Las superficies en si mismas, fueron obtenidas como soluciones
de un par de EDPs de segundo orden integrables, para secciones de un fibrado de
linea sobre la 2-esfera con una funcién compleja A jugando un rol andlogo al de F’
en la ODE de tercer orden. (Aqui, usaremos S en vez de A.) El espacio solucién
4-dimensional de estas ecuaciones, emergié como el espacio-tiempo en si mismo.
Luego, fue derivado un método algebraico explicito para construir métricas con-
formes provisto de que cierta condicién diferencial sobre A fuera satisfecha. Tal
condicién, conocida entonces como condicién de metricidad, y escrita W = W[A],
resulté esencial para la formulacion de NSF. En aquel entonces, se pudo construir
explicitamente objetos tipo el tensor de Weyl, el tensor de Riemman, la conexién
de Levi-Civita, etc. Aun cuando no fue muy elegante mezclar conexiones no corfor-
malmente invariantes con superficies nulas para la construccion de estos objetos,
en aquel tiempo no resultaba claro como producir una formulacién invariante con-
forme de la Relatividad General.

Nosotros intentamos aqui, llenar este vacio. Comenzando con un par de EDPs
que definen a nuestras variables principales, y sin ninguna asuncién a priori sobre
el espacio-tiempo, construiremos lo que es conocido como conexién conforme de
Cartan sobre el espacio solucién asociado a estas ecuaciones. Una tetrada (nula),
definida a partir del par de EDPs, es entonces introducida sobre el espacio solu-
cion. El requisito de torsiéon nula univocamente fija la conexion asociada e impone
una condicion diferencial sobre la clase de EDPs consideradas. El formalismo es
conformalmente covariante por construccion; la parte no trivial de su curvatura
son los tensores de Weyl y de Cotton-York. El tensor de Ricci es codificado dentro
de la 1-forma de la conexién conforme normal de Cartan.

Las ecuaciones de Einstein conformes, en este nuevo lenguaje, resultan condi-
ciones diferenciales impuestas sobre el par de EDPs que definen a las superfi-
cies caracteristicas. Estas son encontradas luego de imponer condiciones sobre la
curvatura conforme de Cartan; una condicién algebraica cibica y una condiciéon
diferencial, equivalente a la anulacion del tensor de Bach.

En la seccion 2, describimos ciertas ideas preliminares y revisamos resultados
previos. Nuestros resultados principales, son presentados en la seccién 3, donde
demostramos como, a partir de la primera ecuacién de estructura de Cartan, se
encuentra una conexién conforme y una restriccién sobre la clase de EDPs consi-
deradas, llevando a una subclase conocida como clase de Wiinschmann generaliza-
da. Muchas de las expresiones explicitas y sus pruebas, son relegadas a Apéndices
debido a su longitud. En la secciéon 4, discutimos la segunda ecuacién de estructura

de Cartan y las tensores de curvaturas de Cartan. Para claridad, en la secciéon 5
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damos una breve sinopsis de las secciones previas. La seccién 6 unifica todo el ma-
terial dentro de la conexion conforme normal de Cartan. Finalmente, en la seccién

7, discutimos como obtener las ecuaciones de Einstein conformes.

§2. Preliminares

Sobre un espacio 2-dimensional con coordenadas (s, s*) consideremos el si-

guiente par de EDPs

Zss = S(Z7ZS7ZS*7ZSS*7S7S*)7 (31)
Zs*s* = S*(Z)Z8728*7ZSS*7S’S*)7

donde los subindices denotan derivadas parciales y Z es una funcién real de (s, s*).
Aun cuando seria igualmente posible tratar a (s,s*) como un par de variables
reales, resulta ser mas 1til considerar a las mismas como un par complejo conju-
gado. En tal caso, la segunda ecuacién es simplemente la complejo conjugada de

la primera.

Observacion 3.1: Notar que la seqgunda ecuacion (en el caso que (s,s*) sean
variables complejas conjugadas), contiene informacion no trivial, ya que estamos

considerando que Z debe ser una funcion real.

En lo sucesivo, entonces, (*) denotard la operacién de tomar el complejo con-
jugado. Asumiremos ademads, que las funciones S y S* satisfacen las condiciones
de integrabilidad. Se sigue entonces, que soluciones Z = Z(s, s*), son 2-superficies

en el espacio 6-dimensional J2, con coordenadas
(ZWW* R, s,5%) = (4, Zg, Zge, Zsg, S, 8"). (3.2)

Para una funcién arbitraria H = H(Z, W, W* R, s, s*), las derivadas totales en

sy s* son por definicién

% = DH=H,+WHz+ SHy + RHw- +THg, (3.3)
jg = D'H=H,+W"Hz+ RHw + S*Hy~ + T"Hg, (3.4)
donde
T = D*S, (3.5)
T = DS™.

Tanto T como T son funciones explicitas de (Z, W, W* R, s, s*) que son obtenidas
de la siguiente manera. Haciendo H = S* en la Ec.(3.3) y H = S en la Ec.(3.4),
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nosotros obtenemos dos ecuaciones conteniendo 1"y T . A partir de ellas, encon-

tramos

S« + W*Sy + RSw + S*Sw~

T = .
1 — SgrS; (3:6)
+SR(S;‘ +WS% + SSy, + RSyy)

1 — SpSh

Notar que D y D* son en esencia, los vectores coordenados e, yeq«, respectiva-

mente. Es decir,

d 0 0 0 0 0
. d 0 .0 0 ) )

A menudo, para calculos detallados, las siguientes identidades resultaran muy
utiles. Para H = H(Z,W,W* R,s,s*) ey € {Z,W,W* R,s,s"}

D(H,) = (DH),,—(S,Hy +T,Hp + dw,Hz + 0p,Hy), (3.8)
D*(H,) = (D*H),, —(S:Hw- + T Hp+ Sw+yHy + 65y Hw),

donde d,,, es el simbolo de Kronecker.

Con las definiciones de D y D* las condiciones de integrabilidad de (3.1) son
D?S* = D*S. (3.9)
Ademas, se asume que las funciones S y S* satisfacen la desigualdad débil
1—SgrSE > 0. (3.10)

De esta desigualdad y del teorema de Frobenius, uno puede demostrar [10] que
las soluciones dependen de cuatro parametros x%, definiendo la variedad espacio-

tiempo, MM*, como el espacio solucién de estas EDPs. Podemos entonces escribir

Z = Z(x%s,s"), (3.11)
W = W(z%s,s"),
W = W*(2%s,s"),

R = R(z%s,s").

Observacién 3.2: El espacio J? es foliado por las curvas integrales de D 7y
D* las cuales son etiquetadas por x®. Las relaciones precedentes, pueden ser in-

terpretadas como transformaciones de coordenadas dependientes de (s, s*), entre

(Z, W, W* R) y x*.
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Las derivadas exteriores de (3.11),

dZ = Zudx" +Wds+ W*ds”, (3.12)
dW = W,dx® + Sds + Rds”,
aw* = W7idx" + Rds + S*ds™,
dR = Rudx"+Tds+T"ds",

pueden ser re-escritas como el sistema Pfaffiano para cuatro 1-formas,

3 = dZ - Wds — W*ds* = Z,,dx*, (3.13)
BT = dW — Sds — Rds* = W,, dz*,
67 = dW*— Rds — S*ds* = W*,, dz*°,

Bt = dZ —Tds—T*ds* = R,, dz".

La anulacién de las cuatro 3' es equivalente al par de EDPs, Ecs.(3.1), lo cual
motiva sus definiciones. Para un uso posterior, elegiremos el conjunto equivalente

de 1-formas,

00 = o3, (3.14)
0" = da(fT +067),
0~ = da(f” +b°3"),

08 = OB+ aft +a* B +cpY).

Nos referiremos al conjunto (a, b, b*, a,a*,c) como pardmetros tetrddicos y a ®
como un parametro conforme. Por el momento, estos parametros son funciones
indeterminadas de (.S, .5*) y sus derivadas. Mds tarde, nosotros determinaremos de
manera univoca a («,b,b*,a,a*, c) en términos de (5,5*) e impondremos condi-

ciones sobre ®.

Observacién 3.3: Notar que uno puede generalizar los 0° por incluir mds
pardmetros, i.e., por tomar combinaciones lineales de los 6*. Nosotros, no haremos
esto asi, ya que para nuestros propositos, las definiciones de arriba son suficientes.
Sin embargo, como veremos en el proximo capitulo, en el estudio del problema de
equivalencia de Cartan para un par de EDPs de sequndo orden, los otros pardme-
tros son necesarios. En cualquier caso, no obstante, 3° debe ser preservado salvo
una escala. Nosotros retornaremos a la cuestion de los otros pardmetros también
en este capitulo (seccion 5) cuando tratemos la conexion conforme normal de Car-

tan.
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Observaciéon 3.4: Nosotros impondremos dos condiciones diferentes sobre ®:
(1) Para uso intermedio o transitorio en la visualizacion de expresiones compli-
cadas, usaremos ® = 1 y nos referiremos, en este caso, a 0's como 5’3; (2) Una
eleccion mas basica es que ® satisfaga una cierta ecuacion diferencial que sim-
plifica la estructura de la métrica conforme que pronto definiremos. ( Para esta

eleccion ver seccion 3). De aqui, tenemos que
o' = ", (3.15)

para un ® no trivial.

De la Ec.(3.14), los vectores base duales, ¢;, son

o = O 10z — cOp), (3.16)
_ 8W — b*aw* — (CL — a*b*)@R
= ¢!
“ (1 — bb¥)
1 Ow+ — bOw — (a* — ab)Og
_ = ¢!
‘ )
€1 = @’183.
De la Ec.(3.15),
€;, = 71@. (317)
Por agregar las 1-formas
0° = ds, (3.18)
0 = ds,

(las cuales son duales a los vectores ey, es, Ec.(3.7)), a las cuatro 6" definidas
arriba, nosotros tenemos una base de 1-formas sobre el espacio 6-dimensional
(Z,W,W* R, s,s*). Nos referiremos a 6°, 87 | 0=, y 6! como el conjunto de 1-
formas del espacio-tiempo, y llamaremos a #* y 0°" las 1-formas de las fibras. A
las 1-formas del espacio-tiempo, les asociaremos indices latinos en minuscula, 7, j,
etc., y a todas las seis 1-formas las denotaremos con indices latinos en mayuscula
I, J, etc. Por lo tanto,

0 ¢ {6°07,07,0', (3.19)
o' € {0°,67,07,60",6°,6°}. (3.20)
Notar que, en general, una p-forma tendra componentes en las 6 dimensiones. Por

ejemplo, la 1-forma H; y la 2-forma Y* tendran las respectivas expansiones

I, = I 0% =11°,0F + I, ,6° + 11", .07, (3.21)

J

: 1.
T = S0 A0,

s s*

= éT’»k(‘)J A 6F + TZjSQJ NG +T 00 N0° + T
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Para su uso posterior, construyamos una métrica tal que los 6 formen una

tetrada nula

g(Z,W,W* R,s5,8") = 0" +0'06° -0t 260 —0- 20", (3.22)

Esto define la matriz de coeficientes constantes n;; como

01 0 0
10 0 o0
o 3.23
T 00 0 -1 (3.23)
00 -1 0

De la Ec.(3.10), se sigue [9, 10] que la métrica g es Lorentziana.
También definimos los tensores simétricos G;; y Gj; a partir de las derivadas

de Lie de la métrica en las direcciones e, y egx:

Leg = Gyt @07 (3.24)
£eng = GO R,

y las derivadas exteriores de la base de 1-formas por
. 1 .
do' = SN gx07 NO. (3.25)

De ésto y de
£..0" =e,] db, (3.26)

tenemos que los G;; y los A" jx estdn relacionados por

donde
A =N k. (3.28)

Las expresiones de G;; y A" j, en términos de S, S*, @, los pardmetros tetrddicos

y sus derivadas pueden ser encontradas en el Apéndice B.

§3. La Primera Ecuacion de Estructura

Comencemos por insertar las 1-formas, 6 € {0° 07, 60~,0'}, dentro de las

primeras ecuaciones de estructura de Cartan libres de torsion,

o'+ w'; N O7 = 0. (3.29)
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Nuestro objetivo, es ahora resolver estas ecuaciones para las 1-formas de la conexién,
w' ;. Con tal fin, escribimos
do' = %NJK@J A O, (3.30)
Wi = W@'jKeK; (3-31)
definiendo A" ji¢ v wijx. Notar que
W = nijwjk, (3.32)

donde 7;; es la matriz definida de la Ec.(3.23). Las ecuaciones de estructura en-

tonces se leen,
%AZ JKQJ A ‘gK + T]ijokLeL A Hk =0. (333)
Puesto, que nosotros estamos realmente interesados en la geometria conforme
contenida en las ecuaciones de estructura, requeriremos que las 1-formas conexién

sean conexiones de Weyl generalizadas (“generalizadas” debido al grado extra de

libertad en las direcciones de las fibras, s y s*):

wij = W] + Wij), (3.34)
wi) = Nij4,
donde la 1-forma
A=A = A0+ AG° + An0% (3.35)

es la 1-forma (generalizada) de Weyl.

En las Ecs.(3.14) nosotros expresamos las %, en términos de S, S*, los pardme-
tros tetradicos no especificados, (a, b, b*,a,a*,c) y ®. De aqui, nosotros podemos
explicitamente computar los A’ ;i en términos de S, S*, los pardmetros tetrdadi-
cos, @ y sus derivadas. (Las expresiones explicitas para los A%, son dadas en el
Apéndice B.)

Nosotros usaremos las Ecs.(3.33) para hallar los coeficientes de la conexién,
wijk, en términos de los A ;i v los indeterminados A;. Al hacer esto, encon-
traremos varios resultados: i) las cuatro componentes espacio-temporales de la
1-forma de Weyl, A;, se mantienen arbitrarias; ) la parte antisimétrica de
la conexién, wyj, y las partes fibrosas de la 1-forma de Weyl, Ay y Ay, son
univocamente determinadas como funciones de S, S*, A;y ®; iii) los parame-
tros tetradicos son univocamente determinados como funciones de S y S*; y iv)
deben existir restricciones sobre la clase de EDPs de segundo orden a las cuales
Sy S* pertenecen. Las condiciones de (iv) son conocidas como las condiciones de
Wiinschmann (generalizadas). Estas condiciones son ecuaciones diferenciales com-
plejas en las seis variables de nuestro espacio 6-dimensional, (Z, W, W* R, s |

s*).
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Comencemos por desdoblar las ecuaciones de estructura dentro de sus compo-
nentes fibra-fibra, tetrada-fibra, y tetrada-tetrada.

A. Las componentes fibra-fibra no contienen ninguna informacién, puesto que
los términos w;;jx0% A 67 no tienen parte fibra-fibra, (esto resulta de un cdlculo

directo y de las condiciones de integrabilidad)
Ao = 0. (3.36)
B. La parte fibra-tetrada de las ecuaciones de estructura son

wijs = Aijsa (337)

Wijsw = D jjer.
Una observacién importante a hacer es que
Nije = A ijs =127 DO, (3.38)
donde A ¥, es definida por

do' = %&JK@’ N O¥. (3.39)

Simetrizando (7, j) en la Ec.(3.37) y usando las Ecs.(3.34) y (3.38) resulta
nijAs = A (i)s = A
miAe = D=4

(iiys — Mi; @ DO, (3.40)
ij)sr — My @D,

mientras que la parte antisimétrica da

wigs = Digls = Dilss (3.41)
Wiglss = Digle = D figlse

Las Ecs.(3.40), univocamente determinan Ay y A« en términos de S, S*, y &

CcOomo
A, = }lN ps = Ay, — 1D, (3.42)
A, = }lAk ksx = 121\5* — &7 'D*0,
A, = iﬁ’“ ks- (3.43)

Por otro lado, la parte libre de traza de las Ecs.(3.40),

1 _ 1 -
A = gD ks = D igys = 7m0 ks =0, (3.44)
1 _ 1 -
D (igyse — Z%‘Ak AN Z%‘Ak ks = 0,
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impone condiciones sobre S, S* y determina univocamente los parametros tetradi-
cos, mientras que ¢ se mantiene indeterminado. Alternativamente, de la Ec.(3.27),

ie., Gij = =2 j)s, y por la definicién
Gij = =20 i), (3.45)

obtenemos
Gij = Gij + ;@' DO, (3.46)

de los cual es facilmente visto que
GIF = GIM =, (3.47)

donde TF denota la parte libre de traza.
Los detalles para el andlisis de las Ecs.(3.47) son bastante complicados y son
dados en el Apéndice C.

Teorema 3.1: De las Ecs.(3.40) y la relacion entre los A’;-S y los Gyj, i.e., de
las Ecs.(3.27), tenemos que

Leg = —2A40, (3.48)
"Ee *g = _QAS*g‘

Se sigue de este teorema, que la métrica 6-dimensional definida en la FEc.(3.22)
nos lleva a una métrica conforme 4-dimensional en el espacio solucion, ( con los

movimientos a lo largo de eg 0 e generando un re-escaleo conforme de la métrica.)

Corolario 3.1: Hasta este punto, el factor ® se mantiene indeterminado. Sin

embargo, existe, via la Ec.(3.42), una manera candnica de elegirlo, a saber,

1~
D® — ZN p® = 0, (3.49)
1~
D*® — ZN pee® = 0,

haciendo Ay = Ay = 0. Tenemos entonces que

Le,g = 0, (3.50)
Leng = 0.

Observacion 3.5: Notar que la libertad en la solucion de la Ec.(3.49) para @,
es una funcion arbitraria multiplicativa (referida como el factor conforme) w tal

que Dw = D*w = 0, i.e., w es una funcion arbitraria sobre el espacio de fibras
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(y de alli, sobre el espacio solucidn, M* ). La solucidn, es de aqui, de la forma

P = wdy, con
1 —~ -
o = B[S, S*] = exp Z</ AP pods + AP peeds™).

donde la integral es tomada a lo largo de un camino arbitrario desde algin punto
inicial hasta algin punto final (s,s*). Las condiciones de integrabilidad necesarias

2

son satisfechas. La multiplicacion de la métrica por w* es una libertad conforme

ordinaria, g = w?g.

C. Retornando a las partes tetrada-tetrada de las ecuaciones de estructura,

tenemos que,

A" i + 1 (Winm — Wimn) = 0, (3.51)
© 1

De la identidad tensorial,
Wijl = Wik — Wikyi T Wikiyj T Wiljk] — Whlig) T Wjlki], (3.53)
y de las Ecs.(3.34) y (3.52), obtenemos los coeficientes tetrada-tetrada de la cone-
Xion;
1
wijk = Nij Ax — Njpdi + M Ay + §(nmiAm ik = kA" i+ 0mg A" k). (3.54)
Esto se descompone naturalmente, dentro de una parte Levi-Civita v;;; (la cual es

independiente de A;) més una parte de “Weyl”, @;;, i.e.,

Wijk = Yijk T Wijk, (3.55)
1 m m .

Vijk = 5(77m7;A ik = Dk A" 5 A D A™ ki), (3.56)

@i = Mg Ak — MjrAi + M4y (3.57)

Para hacer mas clara a la exposicion, analicemos donde las diferentes variables
estdn ocultas. Primero, notemos que 2\;,,, puede ser descompuesto, al igual que
en la Ec.(3.38), como

Aimn = A imnq)_l + 2/6\[171(1) " Tin] iq)_2a (358)

donde A smn €S la misma expresion que 2\, pero con ® = 1. Los A imn dependen
solamente de (5, S*). Esto significa que 7;j;, Ec.(3.56), también se descompone en
términos que dependen de (5, 5*) y ®.
Notar que ® = wd([5, S*], con w = w(z?), una funcién arbitraria de z*. Este
gauge o libertad conforme serd discutido mas tarde.

En resumen, nosotros hemos demostrado que las Ecs.(3.37) y (3.54) comple-
tamente determinan los w;;x en términos de los A’ jx y la parte indeterminada

espacio-temporal de A, i.e., A;.
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§3.1. Un Teorema

Para culminar esta seccién, retornemos a la anulacién de la parte libre de
traza de A (;5), 0 a la parte libre de traza de A (ij)s> 1-€., a la Ec.(3.44). Estas son
nueve ecuaciones complejas para la determinaciéon de los parametros tetradicos,
(v, a,a*,b,b* ). De aqui, deben existir varias identidades y/o condiciones a ser
impuestas sobre Sy S*. Después de explicitamente resolver estas ecuaciones, (ver

Apéndice C), los resultados pueden ser sintetizados en el siguiente teorema:

Teorema 3.2: La condicion libre de torsion sobre la conexion:

1. Univocamente determina la conexion w;;, via Ecs.(3.54 )y (3.37).

2. Univocamente determina los pardmetros tetrddicos en termino de S y S*,
(ver abajo).

3. Impone una condicion (compleja), la anulacion del invariante de Wiins-

chmann, sobre S y S*, (ver abajo) con las componentes tetrddicas dadas por

14+ JT= 55
b= - F R (3.59)
R

1+ bb*
2

a = b7 (1 —bb*) 21 + bb*){b*2 (= Db + bSy — Sy+) (3.61)
+b(—=D*b* +b*Siy. — Sy}

Da + D*a* + Tw + Ty« aa*(1 + 6bb* + b*b*?)

© - 4 2(1 + bb*)? (3.62)
(14 0b*)(bS3 +b*Sz) N a(2ab — b*Sw+) + a*(2a*b* — bSyy)
2(1 — bbr)? 2(1 + bb*) ’

y la condicion de Wiinschmann impuesta sobre S y S* es

Db+ bD*b + Sy« — bSy + b2Sjy. — bS5y

W= 1— bb*

= 0. (3.63)

84. Las Curvaturas de Cartan

En la seccién previa, fueron usadas las primeras ecuaciones de estructura,
Ec.(3.29), con el fin de hallar algebraicamente a las componentes de la conexion
libre de torsion

wij = W] + Nij A, (3.64)
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de manera univoca en términos de (.S, S*) y los indeterminados A; y w.

Nuestro préximo objetivo es computar la 2-formas de la curvatura, ©;;, definida
por la seqgunda ecuacion de estructura:
) ) . 1 .
dw’j +kaAwkj :@Zj == é@leMHL/\QM. (365)

Si derivamos exteriormente a la primera ecuacién de estructura, Ec.(3.29), y
tenemos en cuenta a la segunda ecuaciéon de estructura, Ec.(3.65), obtenemos las

primeras identidades de Bianchi:
O A0 =0 <& O = 0. (3.66)

Si desdoblamos estas identidades, en su parte tetrada-tetrada, tetrada-fibra, y

fibra-fibra, observamos que

Oijkm + Oikmj + Oimjr = 0, (3.67)
@ijss* = 0; (369)

Las dos ultimas relaciones se deben al hecho de que los primeros dos indices de
©;;rm son 4-dimensional, mientras que los ultimos dos son 6-dimensional.

Ahora calcularemos los 6;; como funciones explicitas de(S, S*) y de los indeter-
minados A; y w. Para ello, notemos en primer lugar, que de las Ecs.(3.64) y (3.65),
surge directamente, que los ©;; heredan la simetria de los w;;, y de aqui pueden
ser escritas como

con

A = %(dA)LMeL A OM. (3.71)

(Esto define a las componentes (dA) )

Desdoblemos ahora, a las componentes ©;;ry; en su parte tetrada-tetrada,
Oijkm, y sus partes tetrada-fibra, ©;;zs. (las partes fibra-fibra se anulan idénti-
camente como consecuencia de las primeras identidades de Bianchi). Calculemos
primero los ©;jxm, los cuales pueden ser desdoblados en términos que provienen de
la parte Levi-Civita de su conexién y en términos proviniendo de la parte Weyl de

su conexién. Estas partes serdn denotadas $(;jkm) ¥ éij[km], respectivamente
st = Rpggibml + Ot (3.72)
Reigikm] + Ofigim] + i (AA) rom

Los R}j[km) son las componentes estandar del tensor Riemann asociado a la conexién

(Levi-Civita) 7.
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Los (:)[ij”km] dependen de A y de sus derivadas. Denotando a la derivada co-
variante asociada con la parte Levi-Civita de la conexién «;;;, por V;, tenemos
que

Vid; = ei(4;) — mu AL, (3.73)

O[ijkm) Puede entonces, ser re-escrita como

1 -
5 O%m) = Mk Vom)As = ik Vi) Aj + A4 (3.75)
+ ANk Am) — AinjipAm),

donde A% = A™A,,.
Definiendo
Rjm = 1% Oijtem, (3.76)

y usando las Ecs.(3.72) y (3.75), obtenemos
Rim = Rijm) = jmVpA” = 2{V(mAj) + njmA* — AjAn} + 4V Ay, (3.77)

donde las R;n,) son las componentes del tensor de Ricci de 7.
Si ademas hacemos
R=9"Rjn, (3.78)

entonces, de la Ec.(3.77), surge que
R=%R—6{V,A47 + A%}, (3.79)

en donde R representa al escalar de Ricci estandar.
La parte fibra-tetrada de O,

@ijks = 772'j<dA)ks + 77ik<dA)js - njk(dA>1'57 (3-80)

sera derivada en la préxima seccién.

84.1. La Primer Curvatura de Cartan

La 2-forma de la primera curvatura de Cartan, es definida por
Qij = @ij + \Ifl N n]kek + nzkek VAN \I/j — ’I7U\Ifk VAN Qk, (381)
en donde las 1-formas (Ricci) ¥; son apropiadamente elegidas, tales que

1
Qi = §QMM9L AOM, (3.82)



§4. LAS CURVATURAS DE CARTAN 51

satisface a las siguientes condiciones

Qijkzm = Q[ij]kma (383)
" Qijkm = 0, (3.84)

Notar que, €2;; también satisface a la primera identidad de Bianchi, Ec.(3.66), i.e.,
Qi NO7 = 0. (3.86)

Es directo demostrar que las condiciones Ecs.(3.83), (3.84) y (3.85), son univo-

camente satisfechas por la 1-forma

Uy = U0 = U607 + U0° + U0, (3.87)
con
1 1 1
Wiy = =7 Ry — 5 (Bap) — ¢ i) (3.88)
y
Uioe = —(dA)js-.

De las Ecs.(3.89), (3.81) y (3.85), encontramos la Ec.(3.80), i.e.,

Oijks = i (dA) ks + Min(dA) js — 1jk(dA)is.
Haciendo uso de las Ecs.(3.77) y (3.79), obtenemos
1

con

1 1
Sij = _5(%(@) - 63%77@)- (3.91)

Usando la Ec.(3.90), podemos insertar la expresién de arriba dentro de la Ec.
(3.81), resultando

Qijem = Rijem — M Sim + MeiSigm — MmiSjix + Nmj Sk, (3.92)

expresion que es independiente de los A;. Es mds, usando la Ec.(3.91), nosotros

recuperamos la definicién estandar del tensor de Weyl,

Qijem = Cijim. (3.93)
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84.2. La Segunda Curvatura de Cartan

Finalmente, nosotros definimos la segunda curvatura de Cartan (con la derivada

covariante ®) y ¥, como
Q = AU+ T A, =D, (3.94)
1
- §QZ’]K9J A\ HK

haciendo uso de la Ec.(3.87) en la expresién de arriba, obtenemos, después de un

largo calculo, los simples resultados

Qimn = VjC’ijmn + AjCijmn; (395)
y
Qiss* = 0.

V7 es nuevamente la derivada covariante de Levi-Civita.
En la seccion 6, las dos curvaturas de Cartan seran usadas para construir la

curvatura de una conexién conforme normal de Cartan.

85. Sinopsis

Puesto que muchas diferentes cantidades y simbolos han sido introducidos,
daremos algunos comentarios pedagogicos concernientes a la localizacién de dife-
rentes variables y donde la transformacion conforme actia.

En primer lugar, retornemos a las definiciones de los ¢, i.e., a las Ec.(3.14), y

escribamos a las mismas (y a sus duales asociados) como

g = O, (3.97)
e, = 7', (3.98)

o~

observemos que A’ N s v su interrelacién, Ecs.(3.38) y (3.58), provienen de
40" = % A 0INOE & df = %EJK NS (3.99)
La accion de @, tomando i = 6%, induce la transformacién métrica
G=n,0 @6 => g =%, (3.100)

donde tanto g como g dependen, en general, de (s,s*). Sin embargo, cuando

nosotros tomamos la eleccién especial & = wdq, Ec.(3.49), la g resultante, es



§5. SINOPSIS 53

entonces una funcién sobre 9M* solamente. Lo que aun se mantiene, es la liber-
tad conforme estandar que viene dada por la eleccién de w(xz®). Cada vez que en

alguna expresién, w(z®), es cambiado,
w(z?) = f(z) w(x?), (3.101)

tal cambio constituye el efecto de una transformacion conforme.

Todas las demds cantidades geométricas (la conexién y diferentes curvaturas)
desarrolladas y definidas via las ecuaciones de estructura, contienen a las siguientes
cantidades: nuestras variables bésicas (5,S5*), las cuatro componentes espacio-
temporales arbitrarias de la 1-forma de Weyl A = A;0%, donde A, = 0, y al factor
conforme w(x®).

Daremos un breve sumario de donde estas cantidades aparecen:

a. Todos los ﬁiﬂ( y A;js dependen solamente de (S,5*), mientras que A;j
depende de (5, 5*,w). Es una tarea facil ver como A, se transforma cuando @
es cambiado.

b. Puesto que w;;s = A;js, se concluye que estos solo dependen de (S, S*).

c. Todas las cantidades (S, S*, A;, w) aparecen en las 1-formas de la conexién

wijk, las cuales pueden ser desdobladas como
Wijk = Yijk T Wijks (3.102)

donde la parte de Levi-Civita, 7, solo depende de (S, S*, w) mientras que @;jj
depende solo de A;.

d. La curvatura ©jj(i, se desdobla en dos partes
Oijtkm] = Riijjfkm) + Ok (3.103)

donde la curvatura de Riemann (estdndar) Rp;jkm) depende solo de (S, S*, @) y
(:)ij[km} depende de todo.

e. La primera 2-forma de curvatura de Cartan, €2;;, es el tensor de Weyl, Cjyn,
y depende solo de (S, S*, w).

f. La segunda 2-forma de curvatura de Cartan,

1 .
Q; = §{Vmcimjk + A" Cipji }67 N 6, (3.104)

depende de todo, aun cuando los A; aparecen explicitamente solo en los términos
lineales.

g. Aun cuando las 1-formas de Ricci,

U, = U600 + U,.0° + U, .07 (3.105)
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dependen de todo, sus partes separadas no lo hacen. ¥, depende solamente de A;.
De

1
U, =Sy — Vi) — 2{V4, + §mjA2 — A A}, (3.106)

tenemos que J;; depende solamente de (S, S*, @) mientras que los términos res-
tantes dependen de todo.

Siempre y cuando una cantidad geométrica depende solamente de (S, S*, w)
podremos decir que depende de la conexién de Levi-Civita obtenida de la métrica

g = @@ 7, Ec.(3.22), y referirnos a dicha cantidad como covariante conforme.

§6. Unificacion: La Conexién Conforme Normal
de Cartan

A partir de un par de EDPs de segundo orden satisfaciendo la condicién de
Wiinschmann, hemos derivado una rica estructura geométrica sobre el espacio solu-
cion 4-dimensional de las EDPs. Esta estructura incluye: una métrica conforme,
una conexion libre de torsion y diferentes tensores de curvatura. Aun cuando no es
obvio, y el punto de partida es completamente diferente, nosotros estamos siguien-
do el desarrollo de Kobayashi [16] de la teoria de conexiones conformes normales
de Cartan via las tres ecuaciones de estructura, Ecs.(3.29), (3.65), (3.94) y las
1-formas de Ricci, Ec.(3.87).

Mostraremos ahora, que bdsicamente, nosotros hemos, de hecho, recuperado
un fibrado principal (15-dimensional) P sobre 9* con grupo H = CO(3,1) ®, T*
y una conexion conforme normal de Cartan con valores en el algebra de Lie de
0O(4,2). El grupo H = CO(3,1) ®s T* es un subgrupo 11-dimensional O(4,2) [16]
con T™ el grupo de traslaciénes especiales 4-dimensional. Mas especificamente,
hemos recuperado un subfibrado 6-dimensional, J2, de este fibrado 15-dimensional
de Cartan. El espacio base consiste del espacio solucién 4-dimensional 9* y las
fibras 2-dimensionales son construidas a partir de curvas integrales de D y D*.

Al inicio, se comenzé con un par de EDPs de 2% orden (que satisface la condi-
cién de Wiinschmann) y sus cuatro 1-formas asociadas, 6, ademéas de las dos
1-formas asociadas a las direcciones de las fibras, (ds,ds*), sobre el espacio 6-

dimensional J2. Entonces fue encontrada la conexién
wij = Wiij) + Anig,
satisfaciendo la primera ecuacién de estructura (libre de torsién)

o’ +w'; N6 =0, (3.107)
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donde A, = Ay« = 0 y los cuatro A; son arbitrarios. Luego, fue hallada la primera

curvatura de Cartan, via la segunda ecuacién de estructura

Qij = dwij + nklwik A wlj + 771'[(9[ A \I/j + \Ijl N Hlnﬂ — UZ]\Ifk A ek (3108)
1
= 5Cijmt' A O™, (3.109)

con una eleccién apropiada de las 1-formas de Ricci ¥;, Ec.(3.87). Finalmente, fue

introducida la ultima ecuacién de estructura y la segunda curvatura de Cartan

Q;

1 . .
= é(vjcijmn + A7 Cijmn ) 0™ N O™ (3.111)
La cuestion que surge es la siguiente: jcual es el significado de estas estructuras
resultantes?

Estas ecuaciones pueden ser unificadas de la siguiente manera: en primer lugar,

agrupemos las quince 1-formas
w= (0", wyj, A, ), (3.112)

en un objeto llamado la “Conexién de Cartan”, representado por la matriz 6x6 de

1-formas,
—A U, 0
wh = | ¢ nropy 70 | (3.113)
0 nijé’j A

luego, hagamos lo mismo con las 2-formas de curvatura, (77 es la torsién nula)
R=(T"=0,Q;,Q), (3.114)

formando la “curvatura de Cartan”, representada por la matriz 6x6 de 2-formas,

0 Q; 0
Ry =0 Q, 79Q; (3.115)
00 O

Se puede ver entonces, por un calculo directo, que notablemente las tres ecuaciones
de estructura Ecs.(3.107), (3.108) y (3.110) son todas abarcadas en una tnica

ecuacion de estructura de Cartan
Ry = dwy +wE AuS. (3.116)

Uno encuentra entonces, que las matrices de 1-formas y 2-formas w’ y R, toman

sus valores en el algebra de Lie del grupo 15-dimensional O(4,2) [16], aun cuando,
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como formas, ellas “viven” en el espacio 6-dimensional J2. El dlgebra de Lie de
O(4,2) es gradada como
0(4,2)=9_1® g0 O o

con

07 ¢ g1 (3.117)
(A, k) & OF, € go,

Aparte del hecho de que el conteo de la dimensién no es correcto, i.e., las fibras
son 2-dimensionales y no tienen las 11 dimensiones necesarias, nosotros tenemos
todas las condiciones para una conexién conforme normal de Cartan O(4,2) [16].
Ademas del algebra de Lie correcta, nosotros tenemos: las tres ecuaciones de estruc-
tura, Ecs.(3.107), (3.108) y (3.110), torsién nula, una primer curvatura de Cartan
libre de traza €2;; (el tensor de Weyl) y una segunda curvatura de Cartan €; con
la estructura correcta, i.e., con parte fibrosa nula. Es claro entonces, que estamos
tratando con un subfibrado 6-dimensional del Fibrado 15-dimensional. Las fibras
deberfan ser coordenatizadas por el subgrupo 11-dimensional H = CO(3,1) ®,T*
de O(4,2). La pregunta es, jdonde estan y cuales son las coordenadas perdidas
necesarias para describir H?

Las once coordenadas (o parametros) deben ser tales que, cuando actian so-
bre la métrica conforme, Ec.(3.22), ésta es dejada conformalmente inalterada. En
realidad, nosotros ya tenemos siete de estos parametros, a saber (s,s*, w, A;); pues
nosotros tenemos de la Ec.(3.50), que variaciones en s y s* o multiplicaciones por
w dejan a la Ec.(3.22) conformalmente inalterada. Los A; no tienen relacién con
la métrica.

Los otros cuatro parametros pueden ser elegidos como sigue:

a) Re-escaleando 07 y 0~ respectivamente, por e® y e~ vemos que la Ec.(3.22)
no cambia. (Los pardmetros (s, s*,1) describen transformaciones de O(3).)

b) Uno puede tomar tres parametros, (v,7*, 1), y con ellos formar combina-
ciones lineales de los cuatro € que constituyan transformaciones de Lorentz las

cuales no alteran la métrica. Por ejemplo, podrfamos tener el boost (6°, 6'),
00 =pub°, 0 = ptet, (3.118)

y las rotaciones nulas dadas por,

0% = ¢, (3.119)
0+ = 6% +46° (3.120)
0~ = 0+~ (3.121)
0 = '+ 40 + 40" + 47700t (3.122)
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Los siete parametros (s, s*,1,7v,7v*, u, @) parametrizan el grupo conforme de
Lorentz, CO(3, 1) mientras que A; parametriza T*4. Con la excepcién de (s, s*), to-
dos los pardmetros restantes, (¢, v,v*, u, @, A;), son elegidos funciones arbitrarias
de 9.

Deberfa haber sido posible, comenzar con la versién generalizada de los '
[ver observacién 3.2] tal que los once pardametros aparezcan desde el principio.
En el presente capitulo nosotros hemos tomado, efectivamente, un subfibrado 6-
dimensional (con fibras 2-dimensionales) por la eleccién v =v* =1 =0, u = 1, con
o una arbitraria pero dada funcién de 9?* y A; cuatro funciones arbitrarias sobre
J?. Puesto que los A; son arbitrarios, es posible (y probablemente més atractivo)
elegirlos también como funciones sobre 9M*. Solamente, (s, s*) pueden variar sobre
cada fibra.

§7. Conclusion

En este capitulo, vimos como una geometria diferencial conforme 4-dimen-
sional puede ser codificada dentro de un par de EDPs de segundo orden. Mas
especificamente, hemos mostrado como todas las conexiones conformes normales
de Cartan O(4,2) pueden ser construidas. Un objetivo de fondo, sin embargo,
serfa ir mas alla, y saber como codificar a las ecuaciones de Einstein dentro de tales
pares de EDPs. Esto deberia significar condiciones extras, aparte de la condicién de
Wiinschmann, sobre la eleccién de S y S*. Aun cuando en el presente no conocemos
los detalles de estas condiciones ‘extras’, resulta clara la estrategia a seguir para
su determinacion.

Pareciera que ellas pueden ser expresadas como la anulacién de dos (o tres) fun-
cionales diferentes S(Z, Zs, Zg, Zssr, 8, 8%) v S™(Z, Zs, L, Zgsr, 5,8). Estas fun-
cionales, pueden ser derivadas de la anulacién del tensor de Bach [18] y una res-

triccién algebraica sobre la curvatura de Cartan R4 [20], i.e., de
1
V"'V Crapn + ERm"Cmabn = 0, (3.123)
CHMCogh VCoriar — 4V CepgaCenar) = 0. (3.124)

Es sabido, como ya vimos en el primer capitulo, que la anulaciéon conjunta del
tensor de Bach, Ec.(3.123), y la restricién sobre la curvatura de Cartan, Ec.(3.124),
nos llevan a métricas que son conformalmente relacionadas a las métricas de vacio
Einstein. Surge como muy probable, que en el contexto de la conexién de Car-
tan, estas ecuaciones tensoriales, puedan ser reducidas a simplemente dos (o tres)
ecuaciones para S y S*.

Hasta el momento, el problema resulta algebraicamente formidable sin embar-

go, con algebra de computadora, quizéas resulte manejable.
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Capitulo 4

Método de equivalencia de

Cartan y co-marcos nulos en NSF

81. Introduccion

La construccion de la versiéon 3-dim de NSF, un problema técnicamente mas
simple que su andlogo 4-dim [23], resulté ser la clave para una comprensiéon més
profunda del formalismo. Puesto que esta construccién revelé una conexién muy
fuerte entre Relatividad General y el método de equivalencia de Cartan, resulta

relevante realizar un sumario del modelo 3-dim.
Dada la siguiente EDO

u" = F(u,u',u", s), (4.1)

(donde las primas denotan derivadas con respecto al pardmetro s) es facil ver que
su espacio solucion es 3-dimensional. Denotando por z® a las coordenadas locales

en el espacio solucidn, la solucién a (4.1) puede ser escrita como
u=Z(z%s), (4.2)
Es mds, uno puede construir el Pfaffiano 6" asociado con (4.1) como
(Whw? w?) = (Z,,ds", 7' o da®, 2", dz®)
junto a una familia uni-dimensional de métricas (etiquetadas por s)
g(s) = 0'0° + 6°0" — 6°6°.

donde 0' = W', 62 = w? y 62 es una combinacién lineal de los w's.
Por construccién, las superficies de nivel de (4.2) son nulas. De aqui, excepto

por el hecho de que la métrica inducida depende del parametro s, la construcciéon de

59
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un espacio-tiempo y su estructura conforme, es contenida en la solucion Z(z%, s).
Puede ser demostrado, que cuando la funcion F' satisface una condicion diferencial
I[F]=0, la métrica g(s) satisface
dy(s)
ds

dando, por lo tanto, una tnica estructura conforme al espacio-tiempo x®. La condi-

o g(s),

cién de metricidad I[F]=0 es la andloga tridimensional de la ecuacién mucho més
complicada obtenida en 4 dimensiones.

Fue una gran sorpresa, el enterarse de que la condicién diferencial I[F] habia
sido obtenida originalmente por Wiinchsmann en 1905, y que la construccién geo-
métrica mencionada arriba, habia sido ya obtenida por E. Cartan en 1942, donde
el demostraba que dos EDOs de tercer orden que son equivalentes bajo transforma-
ciones puntuales dan nacimiento a dos geometrias en sus espacios de soluciones que
son isométricas [4]. Para obtener estos resultados, Cartan introdujo una estructura
geométrica en un espacio fibrado 4-dim, con coordenadas (z%, s), e impuso condi-
ciones algebraicas y diferenciales sobre la denominada conexién métrica normal.
Debido a que este enfoque es completamente diferente al Método de FEquivalencia
(uno de los métodos algoritmicos estandar hoy en dia, para estudiar equivalencia),
resulta 1util mostrar la relacién entre el enfoque original de Cartan, y el conjunto
de condiciones necesarias y suficientes que provienen cuando el Método de Equi-
valencia es aplicado a estas EDOs. Es también digno de mencién, que el enfoque
de la conexién métrica normal fue publicado en una revista matematica de muy
poco impacto, y que fue ignorado por la comunidad matematica puesto que es-
ta técnica no fue desarrollada y usada para otras EDOs o EDPs. A consecuencia
de esto, es muy dificil para un lector promedio, ver porqué la construccién de la
asi llamada conexién métrica normal, esta relacionada con EDOs de tercer orden
modulo transformaciones puntuales. Solo muy recientemente, la construccién ple-
na de la estructura geométrica via el Método de Equivalencia ha sido completada
para EDOs de tercer orden (ver [24] y la seccién 3) y, como se hard aqui, el enfoque
puede ser extendido al problema mucho mas complicado de 4-dim.

Puesto que nuestra motivacion principal, es comprender la estructura geométri-
ca 4-dimensional derivada de un par de EDPs relacionadas a NSF, nosotros apli-
caremos el Método de Equivalencia para desarrollar la geometria asociada con
estas EDPs. Los temas principales a los que apuntan este capitulo son: obten-
cion del grupo de simetria asociado con el problema, la construccién explicita de
una tetrada nula, los invariantes asociados y la conexion asociada. En particular,
mostraremos que la asi llamada condicion de metricidad, no es ni més ni menos que
la anulacién de un invariante relativo en el Método de Equivalencia. La mayoria de

los resultados aqui presentados, extienden a resultados previos obtenidos utilizan-
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do un enfoque diferente [15], proveyendo una construccién con un claro significado
geométrico. También generaliza nuestro trabajo reciente sobre una conexion libre
de torsién con un invariante generalizado de Wiinchsmann nulo [22](ver capitulo
anterior). Esta construccion incluye un tensor de torsion, construido a partir de
los invariantes relativos del problema de equivalencia. Sin embargo, por razones
histéricas y pedagdgicas, brevemente desarrollaremos el caso 3-dim, antes de ir

hacia el técnicamente méas complejo 4-dim.

En la seccién 2, brevemente revisamos el Método de Equivalencia de Cartan.
En la seccion 3, aplicamos este método para ecuaciones diferenciales ordinarias de
tercer orden que son equivalentes bajo transformaciones puntuales, construyendo
los invariantes que seran necesitados para desarrollar las estructuras geométricas.
Entonces relacionaremos estos resultados con los de la Formulacion de Superficies
Nulas de Relatividad General en tres dimensiones ([11, 15, 23]), y mostraremos
que la condicién de metricidad es la anulacion de uno de los invariantes asociados
al problema de equivalencia de estas EDOs. En la seccién 4 obtenemos los invari-
antes relativos de un par de EDPs que inducen métricas Lorentzianas en cuatro
dimensiones. Entonces usaremos los invariantes para construir una conexion métri-
ca normal y demostraremos que cuando el invariante generalizado de Wiinchsmann

se anula, recuperamos NSF.

§2. Método de Equivalencia de Cartan

El Método de Equivalencia de Cartan, permite a uno, encontrar condiciones
necesarias y suficientes para la equivalencia entre co-marcos en variedades n-
dimensionales M y N respectivamente. (ver [25]).

Sea 91 una variedad de dimensién n, y F(M) un Fibrado de Marcos sobre 9 con
grupo de estructura GL(n,R). Por una G-estructura G, entenderemos un subfibra-
do de F (M) sobre N con grupo de estructura G C GL(n,R).

Localmente se tiene que G ~ I x G.

Definicién 4.1: Sea w y w dos co-marcos en variedades n-dimensional I y N
respectivamente. El problema de equivalencia G-valuado, para estos dos co-marcos
consiste en determinar si existe un difeomorfismo local ® : N — N y funciones

G-valuadas g - N — G y g : N — G tales que ®* [g(7) @] = g(x)w.

Una clase particular de problemas de equivalencia, proviene de ecuaciones dife-
renciales de orden n, con s variables independientes y r variables dependientes.

Concentrémosnos ahora, en una tnica EDO de orden n. En este caso, s =r =1y
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la EDO se lee

W) = F (5,00 a0,

donde s es el pardmetro independiente y u(™ denotando la n-sima derivada del
pardametro dependiente u con respecto a s (s y u toman valores en conjuntos X y
U respectivamente).

En este caso, M es el espacio (n — 1)-Jet J"! (X, U), con coordenadas locales

(s, w, v, .., u(”*l)), y su co-marco asociado w (su sistema pfaffiano), resulta
1 !
w = du—uds,
w? = du —u"ds,

W' o= du™Y — Fds,

Wt — (s,

Existen principalmente, tres transformaciones asociadas al problema de equivalen-
cia de EDOs:

e Las transformaciones de contacto ® : J'(X,U) — JY(X,U), (s,u,u’) —

(3,7, u'), con prolongacién asociada p ™ D® a Jr—! (X, U).

e Las transformaciones puntuales ® : J*(X,U) — J*(X,U), (s,u) — (5,u),

con prolongacién asociada p ™ Vd a J ! (X, U).

e Las transformaciones preservando la fibra, las cuales son un subconjunto de
las transformaciones puntuales, donde el nuevo pardmetro independiente s solo

depende del parametro s.

El problema de equivalencia para EDOs se traduce entonces en saber si dada
otra ODE de la forma

W = F (5,0, 1Y)

existe alguna transfomacién de un tipo previamente prescripta (i.e., de contacto,
puntual, preservando fibra, etc) que transforme una ecuacién en la otra.
El Método de Equivalencia, intenta dar una respuesta a esta problema, ayudandose

de las propiedades de los co-marcos asociados a las ecuaciones.

Es una tarea facil entonces, demostrar que las transformaciones de contacto,
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dan origen al problema de equivalencia (p ("_I)Q*)g =0,

aq 0 e e e 0 wl
asg as 0 e e 0 wz
0 = gw = Qy as ag 0 ... 0 , (43)
. . . . . . L
Ar2ints Qp24nya 0 ... ... G p2ints wn+1
2 2 2

con todas las componentes diagonales diferentes de cero. Es decir, dos ODEs seran
equivalentes ante transformaciones de contacto, si y solo si, existen funciones a;,

tales que se satisface la relacién (p (”_I)QD*)g =0.

En el caso de transformaciones puntuales, a,2.,,4 = 0, y en el caso preservando
2

fibra, tenemos ademas que a,2,,., = 0.
2

Computemos ahora df y de.

dd = dg Nw+gdw
= dgg'Agw+gdw

= TIAO+Tyu0 A&7, (4.4)
donde los coeficientes T;; son conocidos como elementos de torsion, y IT = dg g~ ! es
la matriz de formas de Maurer-Cartan 7, la cual puede ser escrita IT¢, = O} 74,

con C} , coeficientes constantes. En esta notacién, los indices latinos en mintuscula
corren de 1 a n mientras que los indices en mayusculas, corren hasta la dimensién

del grupo. Usando notacién indicial, (4.4) puede ser escrita como
do° = Ciam* NO* +T),67 NO". (4.5)
De una manera similar, se tiene
A0 = Ci 7" NO* +Ti07 Ao, (4.6)

Notar que hemos escrito C} , en vez de 5,2 4 debido a que los parametros del

grupo entran de manera idéntica en g y g.

La idea en el Método de Equivalencia consiste en obtener tantos coeficientes de
grupo ¢ (g) como sea posible, funcionalmente dependientes del sistema Pfaffiano
asociado w (w) con el fin de obtener lo que es denominado un co-marco rigido,
donde la solucién al problema de equivalencia es directa [25].

El primer paso en la solucion del problema de equivalencia consiste en notar que

sif = 0, entonces d = df, donde hemos omitido los pull-backs por simplicidad.
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Se sigue entonces, que
(Cialr =7 + (T~ T ) /| A 6" =0, (4.7)
Es més, debido al lema de Cartan, existen funciones fi; = f; tales que
(Cialr* =7 + (T - Th ) 00| = fi60. (4.8)
La ecuacién de arriba, implica que existen funciones A\ tales que

7 = 4 4 gk (4.9)

Ti = Th, + Ciu\ — CLN (4.10)

Las Ecs. (4.9) y (4.10), pueden ser usadas para eliminar el maximo ndimero
posible de componentes de torsién T;k Esta técnica, una de las fundamentales en
el Método de Equivalencia de Cartan, es conocida como absorcién de la torsion.

Supongamos ahora, que ninguna absorcién maés, es posible. Entonces (4.5) se lee
A" = Cham* A" + U6 A 6", (4.11)

donde los 7 son las nuevas formas formas re-definidas de Maurer-Cartan médulo
0",y U, = Uj(x,g), son las componentes no absorbidas de la torsién, conocidas
como torsiones esenciales. Este nombre, es justificado si notamos que, después de
la absorcion, ellas son linealmente independientes de las formas de Maurer-Cartan,
y por lo tanto,

Por ende, las componentes esenciales de la torsion, son invariantes del problema,
para cualquier eleccién de los pardametros de grupo.

La segunda técnica en el algoritmo de Cartan, es conocida como normalizacién.
Siempre y cuando sea posible, nosotros podemos normalizar cada invariante a una
constante (generalmente cero o uno) y usar este procedimiento para eliminar uno
de los parametros del grupo. De esta manera, reducimos el grupo de estructura
por el nimero de parametros “eliminados” y obtenemos un nuevo co-marco nor-
malizado. A este procedimiento, se lo llama un lazo* en el método de Cartan.
Si los invariantes (4.12) no dependen explicitamente de los pardmetros del grupo,
entonces los mismos resultan verdaderos invariantes del problema y proveen condi-
ciones necesarias para la equivalencia de los dos co-marcos dados. Podemos contin-
uar aplicando las técnicas de absorcion y normalizacién al co-marco normalizado,

hasta que alcancemos uno de dos posibles escenarios. En el primer caso, podemos

4Loop en inglés
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exitosamente normalizar todos los parametros del grupo, y el problema, es reduci-
do a una {e}-estructura (i.e una estructura donde G tiene como unico elemento a
la Identidad). En tal caso, hemos obtenido un co-marco invariante, y puede ser de-
mostrado (ver [25]) que de los invariantes verdaderos y de sus derivadas, se puede
construir un conjunto maximal de invariantes funcionalmente independientes que
forman un conjunto de condiciones necesarias y suficientes para la resolucion del
problema de equivalencia.

En el segundo caso, después de un nimero finito de lazos en el método de Car-
tan, finalizamos con un sistema donde algunos parametros no son determinados,
aun cuando ya no es posible ninguna otra normalizacién. En este caso, debemos
usar lo que es conocido como test de involucién de Cartan [25]. Tal test, decide,
si el problema de equivalencia en cuestién, tiene un grupo de simetria subyacente
de dimensién infinita (decimos entonces, que el sistema esté en involucién), o si el
problema tiene un grupo de simetria finita. En el tltimo caso, podemos aplicar el
método conocido como prolongacion.

Asumamos, que hemos sido capaces de determinar a todos los 74 médulo al-

gunos /\JA, i.e., los 7 pueden ser escritos como
T =+ 250+ At (4.13)

donde los )\gj son determinados por el procedimiento de absorcién y los )\’P‘lj (fun-
ciones libres) no son determinadas por tal procedimiento.

Se puede demostrar entonces, que resolver el problema original, a saber, encon-
trar el grupo de simetria junto a un conjunto maximal de invariantes asociados al

problema de equivalencia, es equivalente a resolver un problema asociado donde,

1. los parametros libres de G se vuelven coordenadas de un espacio base am-
pliado MW =M x G, y

2. las funciones libres )\}‘}j pasan a ser pardmetros de un grupo ampliado G,
Primero extendemos al co-marco original, por la inclusién de nuevas formas
Y =74 A0, (4.14)

luego, sobre el espacio base M) consideramos al sistema {67, k*}, con el grupo de

I
GO = ; , (4.15)
AT

donde I es la Identidad del espacio respectivo.

estructura dado por

Si nosotros estudiamos a este problema prolongado, podemos en principio, nor-

malizar algunas de las funciones libres, (quizas, luego de aplicar la prolongacion
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més de una vez), y de esta forma, encontraremos invariantes necesarios y sufi-
cientes para el problema de equivalencia. Para mas detalles y aplicaciones de este

método nosotros referimos al libro de Olver [25].

83. La EDO de tercer orden

En esta seccion aplicaremos el Método de Equivalencia de Cartan, para en-
contrar la clase de equivalencia de EDOs de tercer orden bajo transformaciones
puntuales. Este es un problema no trivial, y el conjunto de condiciones necesarias y
suficientes para tal clase ha sido obtenida recientemente por P. Nurowski [26]. (Un
problema similar, para transformaciones de contacto y preservando fibra, ha sido
atacado en la literatura([7, 24, 27, 28]). Los resultados dados en esta seccién han
sido derivados independientemente y en un contexto mas restringido para mostrar
los pasos explicitos que se generalizaran més tarde a 4 dimensiones.

Nosotros diremos que la ecuacion
" = F(u,u',u”", s), (4.16)

es equivalente a

= P, ", 3), (4.17)

si existe una transformacion puntual

con prolongacién

Vs + wih, ww, + ws + riﬁw)

(S,U,wﬂ“) - (ga aa @,F) = (5(8’u>’¢(8’u)7 fs + wfu ’ wgu + gs

la cual transforma una ecuacién dentro de la otra. Notar que hemos hecho uso de

la siguiente notacién

~ o~ o~

(s,u, v/, u") = (s, u,w, ), y (s, u, 0 ,u") = (5,u,w,T), (4.20)

para etiquetar coordenadas de J?(R, R). Cuando sea apropiado, nosotros usaremos

también la siguiente notacion

x = (s,u,w,r),

X = (s,u,w,r),

w = (Whow?w?wh),
6 = (6',0%6° 0%
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El sistema Pfaffiano P asociado a la ecuacién (4.16) es

w' = du—wds, (4.21)
w? = dw—rds, (4.22)
w? = dr —F ds, (4.23)
wt = ds, (4.24)

y soluciones locales de (4.16) estédn en correspondencia uno a uno con curvas inte-
grales v : R — J?(R,R) o P satisfaciendo v* ds # 0. Estas curvas son generadas
por un campo vectorial sobre J*(R,R) dado por

eS:D:%va%—irra%—l—F%. (4.25)

Nosotros restringiremos el dominio de definicién de F' a una vecindad abierta

U de J*(R,R) donde F es C* y el problema de Cauchy es bien planteado. Se

sigue entonces, del teorema de Frobenius, que el espacio de soluciones 9 es una

variedad 3-dimensional C'*°, parametrizada por las constantes de integracién z® =
(zt, 22, 23).

La solucién de la Ec. (4.16), u = Z(s,x*), induce un difeomorfismo ¢ : M x R —

J*(R,R) dado por (s,z%) — (s, Z, Z', Z"). Sobre M X R el pullback de las formas

Pfaffianas w’ esta dado por

ﬁl = Zad.’ﬂa,
B2 = Zdat,
F = Zlde,
gt = ds.

Estudiemos ahora, el problema de equivalencia de la Ec.(4.16) bajo transfor-
maciones puntuales ® : J° — J° Este problema da origen al siguiente problema

equivalente de G-estructuras, (p2®*)0 = 6, con

‘91 aq 0 0 0 wl
62 0 O 2
| ® Y, (4.26)
03 as as; ag O w3
‘94 ar 0 0 as w4
y una expresion similar para 0. En notacién compacta escribiremos a (4.26) como
0 = gw.
Diferenciando 6, obtenemos
dd = dg Nw+gdw (4.27)
= dgg ' ANgw+gdw (4.28)

= HAO+T,0 NG, (4.29)
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donde T;;60" N07 = g dw y

7t 0 0 0
1 ™ 1 0 0
™ m 7 0
7 0 0 =x®
con
1 da1 2 dCLQ da3a2 3 da3
T = —7 i = —_—— , e — ,
ay 3] a1as as

7T4 o dCL4 da5a2 daﬁ(—agag, + CL4(13)

Y

aq ajas a1a30¢

5 da5 da6a5 6 da6 7 dCL7 da8a7 S dag
= y = = - » T= ’
as asae Qe ay aas as

Primer lazo: De w = ¢g~16, obtenemos las siguientes ecuaciones de estructura

d0' = 7' NG+ TLO> NG+ TLO% A6+ TLO" A6, (4.30)
do* = TN+ TN+ THO? A O + T50% A6

+TLOM N0+ T20° AN O* + T26° N6, (4.31)
d* = T AP+ TN+ TN+ TE0° A0

+T5,0* NO' + T30 N O + T5,0° N0 + T5,0° NG, (4.32)

do* = 7 A+ TN TLOP N0+ THOP NG+ THLO NG (4.33)

Usando la libertad 74 — 74 + Af@j , muchos de los coeficientes de torsién
pueden ser absorbidos. Por ejemplo, eligiendo A} = —T4, vy A\ = T}, es facil
notar que Ty; = T}, = 0. Omitiendo los™ para simplicidad notacional, las nuevas

ecuaciones se leen

ot = 7 AO'+T),0% N OY, (4.34)
do* = TN+ TN+ THOP A0 (4.35)
do®* = AN TN+ 7O N0, (4.36)
do* = 7T ANO'+ TP A0N (4.37)
con Ty, = —% y T3, = —%. Normalizando Ty, = —1 y Ty, = —1, determi-

namos ag v ag. Las matrices g y II se reducen a

aa 0 0 O
Qg as 0 0
o 2
g - a, as % 0 9 (438)
aq a
az 0 0 —
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0 0
- w2 73 0

7w 2md — gl

0 0

0
0

7T1—7T3
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Segundo lazo: Con la nueva matriz ¢ computemos nuevamente a las ecuaciones

de estructura. Luego de usar la libertad en los 7% para eliminar coeficientes de

torsion, obtenemos

Aot = A6t — 0% A6,

do? = TN+ TP N0 — 03 A6,
de® = 7t ANO + 70 A0 + (278
do* = 7" AO'+ (n! =) NG

3asa; + agFr — 3aqas

con T3, = —
azay
namos as. Las matrices g y II se reducen a

— YNNG+ T5,0° A 64,

a 0 0 0
(e5) as 0 0
_ 2F 2
g = ta a3a9 _ Qs Ly % 0 ,
aq 3@1 aq a
ar 0 0o =
as
y
! 0 0
2 w3 0 0
IT = d(F,
T - ag—() omd — il 0
3]
vl 0 0 al — 73

. Normalizando al invariante T5, = 0 determi-

(4.43)

(4.44)

Tercer lazo: Aplicando el método de Cartan una vez mas, y luego de una

nueva absorcién de la torsién obtenemos

AN+ TN+ (270 — ) A O+ T 02 N6,

dot = At — 0% A6,

d6?> = N0+ T3 N60% — 03 N6,

dg® =

do* = T AO (7t — 7)) A0+ TH,07 A0,

(2a3F? — 9a% + 18a4a; — 3aiDF, +

9F,a3)

3

con 1y, = —
24

9a?

(6aras —

4
vT24__
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Normalizando Ty = Ty, = 0 los elementos a4 y a7 en las matrices g y II en las

ecuaciones (4.43), y 7 y 77 en (4.44) se vuelven

2 2 2,2 2
a0 = asDF,  Fyay  Flag = a3
- )

6@1 2@1 9@1 2@1
alFrr
ay; =
as
4  (2a3F, — 3az)azd(F,)  ajd(F,) N asd(DF,)
9a? 2a} 6a? '
T = d<Frr).
6&3

Cuarto lazo: Luego de absorber las componentes no esenciales de la torsion, los

df se leen
dot = w' NGt —0* N6, (4.49)
do* = TN +TPA07— 03 NG, (4.50)
do* = m AN+ (27 — 7)) AP+ 10T N6, (4.51)
do* = (7' =7 A0+ L2 A0+ L6° A0 (4.52)
donde

as F.DF, F.F, 2F%  DF, D?F,
I _ 3 Fu i r rtw ro w r ’ 4.53
! a§< 5 T3 T > 76 > (4:53)
1 FT‘T"I‘F’F F2 az
L, = — | Fe ) — =1, 4.54
2 a§ ( * 3 * 6 ) aq 3 ( )
ai
I3 = —F,..,. 4.55
5 6a; (4.55)

Hasta aqui, tenemos tres invariantes cuya anulacion no depende de los parametros
del grupo. Para resolver el problema de equivalencia, uno debe estudiar diferentes
ramas del problema, i.e., diferentes valores posibles de los invariantes. Uno entonces
sigue un procedimiento conocido como prolongaciéon con el fin de encontrar un

conjunto maximal de invariantes los cuales univocamente caractericen el problema
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de equivalencia. Este problema fue resuelto en [26], obteniéndose

Aot = mwt A6t — 0% A6,

do* = A+ TN — 0P NG,

do® = m A0+ (27 — ) AOP 4+ 1,00 N6,
do* = (m' =7 )N+ LOP A0+ LOP NG

drt = —mANP LN+ 00 NP + 1600 NO* — 567 NG, (4.56)
dr? = (P —mHYAT+ LN + IO NP + 1,00 A0

+100* NP + 1, 6% N6,
dr® = #91/\92%([5—110)9%0%InelAe‘*

—2150* N\ 6°.

con [, - I;; funcionales explicitas de F.

§3.1. La conexién métrica normal

Siguiendo a Cartan [4], en ésta seccién introduciremos estructuras geométricas
que son naturalmente inducidas por el sistema Pfaffiano asociado con le EDO de
tercer orden. Estas nuevas estructuras dieron a Cartan un método alternativo para
mostrar la equivalencia entre EDOs que son relacionadas por una transformacion
puntual.

Vale la pena nuevamente enfatizar, que el método usado por Cartan en [4],
es muy diferente en apariencia del ya descripto Método de Equivalencia. Solo al
culminar esta seccién, notaremos que ambos métodos son equivalentes.

Primero, introduciremos una clase de métricas sobre el espacio solucién, y luego
una conexion generalizada con ciertas condiciones impuestas sobre su torsion y
curvatura.

Recordemos, que luego de completar los cuatro lazos, tenemos las siguientes

formas pfaffianas equivalentes a las originales:

o' = aw', (4.57)
0 = aww' + asw? (4.58)
3 a; a3 \ o (0302 a5\ 5 45 g
6> = (——i——a)w +<——i——b)w + —=w?, (4.59)
201 aq ai ai ai
0 = 2w +wh), (4.60)
as
con
1 1 1 1
a=—-F,—-F*+_-DF,, b=—-F, c=—F,,
2 9 6 6
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y donde ay, as, az son funciones arbitrarias sobre J?(R, R).

Siguiendo a Cartan, definimos la siguiente base

0 = W', (4.61)
02 = W (4.62)
02 = aw' +bw?+ W, (4.63)
6 = cw'+wh (4.64)

Notar que esta base, solo depende de la EDO de tercer orden asociada. En este
sentido, es una base invariante con respecto al subgrupo de G con parametros aq,
a2, y as.

Las formas (4.57-4.60) pueden ser escritas como

08 = a0, (4.65)
2 2, @2
0 = ag|0.+—10,|, (4.66)
as
3 aj |1 (a ’ 1, 92 g2 93
1 3 3
0= Lot (4.68)
as

Usando las tres 1-formas 0!, 6%, 6% podemos construir una forma cuadrética dife-
rencial sobre J?(R,R),

h(x) =200 © 0¥ — 6% @ 6% = n,;0' @ 67, (4.69)
donde
0 0 1
1 0 O

El mapa ¢ : Mx R — J%(R,R) discutido en la seccién 3, introduce una forma

cuadratica sobre M x R, a saber
h(z®, s) = (" h. (4.70)

Esta forma, puede ser interpretada como una familia uni-paramétrica (s siendo

pardmetro) de métricas conformes Lorentzianas sobre 9. Es més, definiendo
hc(l‘a, S) = C* (77”(92 & Hg) s (471)

tenemos que

h(z?, s) = C* [a3 he(x)] = Q% ho(2°, 5). (4.72)
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Por lo tanto, podemos interpretar los ¢* 6 como una familia de triadas nulas
las cuales viven en el espacio solucion 9t asociada a la EDO de tercer orden. Mas
aun, podemos ver que ai, as, az constituyen parametros en un grupo G que juega

un rol similar al grupo de Lorentz conforme CO(2,1):

e a; juega el rol de un boost A en la direccién del vector nulo e; dual a 6.

az
as

e a3 es un factor conforme (2 aplicado a la triada.

es una rotacion nula vy alrededor de e;.

més tarde veremos que si I; = 0, entonces se tendrda que G = CO(2,1), con el
parametro s siendo un rotacion tipo espacial aplicada a las triadas las cuales for-

man métricas conformes una a otras.

Observacion 4.1: En lo sucesivo, con el fin de simplificar las expresiones, no

escribiremos el pull-back C*. Por ejemplo, escribiremos 0 en vez de (* 0.

Hasta aqui hemos construido una familia uni-paramétrica de métricas con-
formes sobre el espacio solucién de una EDO de tercer orden. Vayamos més alla, y
adicionemos mas estructuras geométricas compatibles con esta familia conforme de
métricas. En particular, definiremos de una manera univoca una conexion gene-
ralizada sobre J?(R,R) asociada con las formas nulas 6* con i = 1,2,3 que ca-
racterizan la EDO de tercer orden bajo transformaciones puntuales. Esta conexiéon

generalizada satisface tres condiciones:

I) Es una conexion tipo Weyl, i.e:
Wij = mkwf = wpij] + NijA, (4.73)

con A una 1-forma

A=A 0"+ Ay 0" (4.74)

IT) Su torsién asociada tiene una proyeccion sobre el espacio base, (con coorde-
nadas z%).

IIT) Su parte fibrosa (coordenatizada por los pardmetros s) depende solamente

de los invariantes no triviales del problema de equivalencia, i.e.,
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T" = df' +w; NOT =0, (4.75)
T? = d6* 4w NnE’ =0, (4.76)
T° = d® +w! NP =10 N6 (4.77)

El lector deberia distinguir entre la torsién de la conexiéon introducida en las
ecuaciones precedentes, y los coeficientes de torsién definidos en las secciones pre-
vias. Estos no tienen relaciéon inmediata, pero reciben el mismo nombre en la

literatura matemaética.
Observacién 4.2: Notar que los wj- tienen componentes en todos los 64, i.e.:

wh = w0" 4+ w0 (4.78)

Por lo tanto, estamos tratando con una conexion no estindar sobre M.

Observacion 4.3: Todos los invariantes pueden ser escritos en términos de a, b, ¢

como sigue:
a3
L, = —=2(F,+2ab+ Da), (4.79)
ay
1
L, = — (cw — b+ 02) — %]3, (4.80)
as ay
L = 2, (4.81)
as

De hecho, pueden ser escritos solamente en términos de a y b, pero usando a,b y

¢, las expresiones lucen mds compactas.

Puesto que aq,as, a3 parametrizan al grupo G, la conexién puede ser escrita
modulo un gauge inducido por este grupo. Si tomamos ay; = 0y a1 = a3 =
1, entonces la correspondiente 1-forma de la conexién, serda denotada por w. Si

quisiéramos escribir la conexion en algiin otro gauge, usamos
w=g-lwg+ g dg, (4.82)
donde g es un elemento de G. En este gauge, los invariantes se leen:

I, = —(F,+2ab+ Da), (4.83)
I, = cp—cb+c?, (4.84)
I = c. (4.85)
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La conexién que satisface estas tres condiciones esta dada por,

Wpz = (=by —3ca+ay —a.b) by + (cb+ A1) 02 + (c+ Az) 02 + a6y,
wpz = (ay, —2cb— Ay) 0 — 02 + A3 02 + b0,
Opa) = (—2c—A2)0; — A3 07 + 0,
A = A0+ A 02+ A30° + b0 (4.86)

Notar que las componentes espaciales de A se encuentran aun indeterminadas,
v que los restantes invariantes Iy, I3 (que aparecen en df*) todavia necesitan ser
incluidos en la geometria. De la expresién de arriba para wy;) es facil ver que la

Correspondienl e 2-forma de curvatura
i ij ik i

incluird I, I3. Entonces, imponiendo

523 = d&23 + n3ic~uih A (,Ndhg (487)
= LOPNO.+ L6° N6, (4.88)
inmediatamente obtenemos A; = D¢ — 2¢b + a,, Ay = —2¢, A3 = 0.

En resumen, nosotros hemos construido de manera univoca una conexion wj;

tal que

T = 0,

T = 0,

T3 = LO'AOL,

Qus = LOPAO + 1,6° A6

La parte antisimétrica de esta conexién se lee,

Wpg = (=3ca+ ay —ab —by) 0 + (—cb+ Dc+a,) 0> —c0? +ab?,
wpy = —De 0 —cO>+b02,

con la forma de Weyl,

A= (Dc+a, —2cb) 0} —2c0? + bo2. (4.94)
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El conjunto completo de formas de torsién y curvatura puede ser re-escrito como

T = 0,

T2 = 0,

T = L' NG,

Qas = LN+ L6076,

Qs = LO'ANP+I508 NP+ Ts0" AN O* — 1302 N6, (4.95)
Qo = LA+ 0" NP+ 190" AO* + 1o 0> AP + 1,1 62 A 64,

~ Is+1

QQZ = %91/\&2—’—2(15—]10)01A03+]1101A94—2]302A03.

Esta conexién fue introducida por primera vez por Cartan en ([6]), y fue llama-
da conexion métrica normal. En dicho trabajo, los pasos seguidos para construir
tal conexién no fueron claros a priori, solo a posteriori, uno podia ver su signifi-
cado intrinsico. Ahora, con la ayuda del Método de Equivalencia de Cartan y sus
invariantes asociados (ver Ec. 4.56), resulta claro que la conexién métrica normal
estd en correspondencia uno a uno con EDOs de tercer orden que son equivalentes
ante transformaciones puntuales.

En particular, la anulacién del invariante I, conocido como invariante de Wun-
schmann [8], nos lleva a una clase especial de EDOs que estédn relacionadas a
Gravedad Conforme, como es demostrado en la formulaciéon de Superficies Nu-
las de Relatividad General([9, 10, 13, 15, 23, 32]) o a espacios Einstein-Weyl en

3-dim [29], como brevemente resumiremos en la préxima seccién.

83.2. NSF y espacios Einstein-Weyl en 3-dim

Ahora, brevemente revisaremos algunos casos especiales de estas geometrias
asociadas a las EDOs.
Calculemos la derivada de Lie de h. en la direccién de e,. Si tenemos un espacio
con una conexion métrica, es facil demostrar que podemos re-escribir la derivada
de Lie como:
Lo he = =2A4he + 20 TH,0" ® 07, (4.96)

Entonces, en el caso de una conexion métrica normal, como la presentada en

la seccién precedente, tenemos
Lo he=—2bh.+ 1,6} ® 6 (4.97)
y si restringimos la clase de EDOs a aquellas que satisfacen

d
I, = F, + 2ab + d—“ =0, (4.98)
S
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tendremos un espacio solucién donde todas las métricas Lorentzianas g = (¢™1)*h
en la familia uni-paramétrica son equivalentes entre si, i.e., es posible elegir al

factor conforme © = ((!)*az como
DO = —[(¢ Y19, (499

y tendremos entonces que h = Q2h satisface

s

£oh=0. (4.100)

En tal caso G = CO(2,1). La condicién diferencial I; = 0 provee la cinematica de
la formulacion de Superficies Nulas de los espacios Weyl. Esta condicién es cono-
cida como “condicién de metricidad” e I; es conocido como invariante de Wun-
schmann [8]. Soluciones F(u,w,r,s) a la condiciéon de metricidad nos permiten
construir una clase difeomorfa de métricas conformes Lorentzianas, y soluciones
u = Z(x%s) au” = F(u,w,r,s), tienen la propiedad de que sus superficies de
nivel Z (2, s) = const, son superficies nulas de estas métricas conformes. En par-
ticular, podemos seleccionar una conexién Levi-Civita si requerimos que F' sea tal

que podamos encontrar una funcién f tal que A; = grad f, 1 =1,2,3.

Finalmente, fue probado por Tod [29] siguiendo a Cartan que si se requiere que
las superficies nulas sean totalmente geodésicas, entonces se tendra otra condicion
(ademés de I; = 0) sobre la EDO tal que a partir de cualquier solucién de estas
condiciones podemos construir automaticamente todos los espacios Einstein-Weyl.

Esta nueva condicién sigue de

es 1dA =0, (4.101)
y se lee
dc d
Fy=2—+ — —b, = 0. 4.102
J(F) 73 +ds (by) — b, =0 (4.102)

Soluciones particulares a estas EDOs que nos llevan a espacios Einstein-Weyl
pueden ser encontradas en [29]. En particular, Tod demostré que si F,,., = 0,
entonces dA = 0, y de esto, tenemos todos los espacios Einstein conformes. Es
importante observar que si hubiésemos usado transformaciones de contacto en vez
de transformaciones puntuales, entonces deberiamos haber obtenido una conexién
conforme normal de Cartan([11]). El mismo resultado es obtenido en el caso de
transformaciones de contacto si comenzamos con un par de EDPs de segundo orden
y en tal caso obtenemos todas las geometrias conformes de tipo Lorentz-Weyl en
4-dim [22], como vimos en el capitulo anterior y extenderemos en las siguientes

secclones.
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84. Par de ecuaciones diferenciales parciales

En esta seccion estudiaremos la geometria asociada con el siguiente par de

ecuaciones diferenciales

Zss = S(Z, Zsa Zs*7 Zss*73a 5*)7

(4.103)
Zs*s* - S*<Z, 237 Zs*a Zss*u S, S*>)

donde s es una variable compleja y S(Z, Zs, Zg, Zss, 8, 8*) satisface la condicién
de integrabilidad

D?S* = D*28, (4.104)
y la desigualdad débil

1 — SpSs > 0. (4.105)

Los simbolos D, D* en las expresiones de arriba denotan derivadas totales en las

direcciones s y s* respectivamente y su accién sobre una funcién arbitraria H =

H(Z,W,W* R,s,s*), es definida como

dH

—— =DH = H, + WHy + SHy + RHy- + THp, (4.106)
S

dH

o =D'H=He + W'Hy + RHy + S Hy + T"Hp, (4.107)
S

donde
T =D"S, T = DS*.

Del teorema de Frobenius, se puede demostrar que soluciones Z = Z(x“, s, s*)
de (4.103) dependen de cuatro pardametros, x*. Por lo tanto el espacio solucién (el
espacio de constantes de integracién) es un espacio 4-dimensional.

Consideremos ahora el problema de equivalencia de EDPs de segundo orden
bajo transformaciones puntuales.

Seax = (4, Zg, Lge, Zsge, 8, 8") = (Z,W,W* R, s,s*). Como fue hecho en la sec-
ci6én precedente, identificaremos los espacios (z%) < (Z, W, W*, R) para cualquier
valor de (s,s*) y trataremos a esta relacién como una transformacién de coorde-

nadas entre los dos conjuntos. Sus derivadas exteriores

dZ = Z,dx®* + Wds + W*ds™,
AW = W,dz" 4+ Sds + Rds",

dW* = W7rdz" + Rds + S*ds",
dR = Rudz® + Tds +Tds",

(4.108)
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pueden ser re-escritas como las formas Pfaffianas de seis 1-formas
w' =dZ — Wds — W*ds*,
w® = dW — Sds — Rds",
w3 = dW* — Rds — S*ds*,

(4.109)
w'=dR — Tds — T*ds",
w® = ds,
Wb = ds*.

La anulacién de las cuatro w’,i = 1 — 4 resulta equivalente a las EDPs de las Ecs.

(4.103). La transformacién puntual X = ¢(x) da § = g w, donde

ag 0 0 0
Q2 az a4
ay ay az 0

9= X
as ag Qg ar

o o o O
o O o O

as 0 0 0 g ay10

* ko X
ag 0 0 0 aj, ag

con ay,as vy ay funciones reales. Diferenciando 6, obtenemos

dd = dg Nw+gdw (4.110)
= dgg ' ANgw+gdw (4.111)
= TIIAO+Ty0 ANE7, (4.112)
donde T;;6" N 07 = g dw,
0 0 0 0 0
w2 7 a0 0 0
7T*2 7T*4 71_*3 O O 0
II=d 1 —
99 R S S B A | 0
™ 0 0 0 x2 g0
7T*8 O 0 O 71_*10 *9

Luego de absorber ciertas componentes de torsién, obtenemos
bt = AL PN L PN+ 0PN — I 02 N6,
d6?> = AN +TANP+T NP+ L0 NS — 1, 0 A 65,
d* = 72N+ TPIANP NP+ L0 N0 — T 0 N6,
do* = 7T AP+ TP A+ TN+ TN (4.113)
d® = 7N+ 1ONG + 7P A6Y
d¢° = TN +TONE + A0



80 METODO DE EQUIVALENCIA DE CARTAN Y CO-MARCOS NULOS ...

con

ai(asag + azaly)

(a5ag — aroaip)(ajas — ajas)’

ay(agaro + asag)

(a5ag — aroaip)(ajas — alas)’

]1: _[2:

a4Q19 — A309 + a3a109R — AsA9STh
I = I, =

* * * * *
asay — asajy + azagSp — asaiy Sk
* * Y .
az(afag — ajpaty)

az(ayag — ajpaty)

Normalizando los invariantes Iy = I3 = 0 e I, = I, = 1, la matriz g viene dada

por

a;, 0 0 0 0 0
as a3 asb 0 0 0
ay; azb* a3y 0 0 0
7= as ag  ag 23—231 0 0 ’
ag 0 0 0 a3 (zlzlblb*) a3 =
ag 0 0 0 & (1afbb*) agﬁb iczizl)*)

V1—=5rS; -1 *
donde b = s 2 L+ 00

s U (e TE

Entonces, 7, 77, 7 y 7' resultan funcionales de a1, as, as, y S.

Después de absorber los coeficientes de torsiéon no esenciales, el segundo lazo

da las siguientes ecuaciones de estructura

A9t = TN -3 NG — 02 N6°,

d6? = AP +TNAP -0 NOC +LONP + TP NP +1; 03 AN 6°,

d* = 72N+ TN -0 N+ O NG+ I 0P N0+ I 07 N6,

d0* = - AN+ TN+ TN+ TN+ TN NG
215 0° N O* + 216° A 6,

A’ = T NP —a3NP + 7N+ 0N+ 0P N0+ T 0* NG°
+196% A0S,

do® = AP —TPANE TN S LEONP TN+ 30PN G
+1I50* N6 (4.114)
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Los invariantes son

a10%bp
L= — AR
(a3)*(1 — bb*)

I - 1 ag agb a(1—bb") as(a” — ab)

T 1w \at al a a ’
]7 = _ag )/1)7
Lo as a?b, N biyb = biy. | a®bp(a* —ab)  af

ST (a3)2(1—bb*) as(1—0b*)2 " ag(1—0bb*)?  ay
I CLQOéQbR bwb - bW* a3a2bR(a* - (lb)

9 =

@2 (=0 T =) @G —b)?

donde

Db + bD*b* + (b*)2Db + b*D*b
0 = b Sy +bSy + 2D F C)Db+ IDT
-
1

W= s (Db bSw + Sw- +b(Db+ bSjy. — 1°Siy)) -

La expresién W es conocida como invariante de Wiinschmann generalizado.

Eligiendo I = Is = 0 obtenemos

aazay + azas + b*azas

ag = )
ai
v — ara; a’bp ar(by+b* —bw)  aia®bg(a — a*b*)
ST (@)1 —=bbY)  ai(1—bb*)? aj (1 — bb*)?2

Entonces las ecuaciones de estructura pueden ser escritas como

do* = 7 AO -3 NG — 0% A6°,

d6? = WA +TNP -0 NP + ;0 N3+ 1, 62 A 6°,

do®* = TN+ TN — 0 NO° 4 120N N OP 4 12 07 NP, (4.115)
Aot = - AP+ BN+ TN+ TN+ TN+ 7O NGB

d® = 7TIANP —a3ANP N+ 00 N0° + 1,6 A 65,

di® = TANP —TPANE AL O N I3 02 NG

El reemplazo ag y ag en la matriz g fija 7% y 7.
Computando el tercer lazo, luego de la absorcion de la torsion, surgen las
siguientes ecuaciones de estructura para las df*, i = 1...4 (las derivadas exteriores

restantes han sido omitidas puesto que ellas no seran usadas para obtener la tetrada
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nula y el tensor torsién),
Aot = TEAO— 03 A0 — 02 A6,
d? = TN +T3NANPP -0 NP + ;00 N0+ 1; 03 N 6°,
d* = 72N+ TN — 0PN+ O NP+ I 0P NG, (4.116)
dot = 1A+ TN+ TPAP + TN+ TP A+ T A
+ Lo P N+ N0+ 103 NO° 4 T7, 0% N6,

donde
as G205 G305 )
[10 = 2 (a_l - 7 - QQG% C) —|—21m[[10], (4117)

5a3 (1 — bb* 3 50" (a* —ab
Ly o= GO e Ay gy (a; - %bb;)) , (4.118)

con ¢ una funcién real
Da+ D*a* + Tw + T}y aa*(1 + 6bb* + b*b*?)

4 2(1 + bb*)2
(14 06b*) (bS5 +b*Sz)  a(2ab — b*Sy+) + a*(2a*b* — bS};,)
2(1 — bb+)? 2(1 + bb*)
ot [20* (a — a*b*) W + 2b (a* — ab) W*], (4.119)

y Im[I¢], la parte imaginaria de Iy,
iTm[Lo] = “3“30‘ 2b* (@ — a’b*) W — 2b (a* — ab) W* (4.120)
af

+ (1 =) (T —T7) —2(1— (bb")?) (A — bA™)], (4.121)

en donde A y I' son funciones explicitas de W, W* y sus derivadas, a saber

A = —a®bWW* +2(1+bb") " {p(1 — bb*) + v]a*b* + a(l — bb* — b°b*?)]
+ 0 (1 — bb*) + b* v [ab + a*(1 — bb* — b°b*%)] }
' = —b"[4p+ 2v(2abb* + a*b* + 3a)],
con
0[2 * * *2 * * *
L_ W
1= (bb*)?

De (4.117) y teniendo en cuenta que as debe ser un pardmetro real, podemos
resolver para as demandando que la anulacién de la parte real de Iy, i.e., haciendo
Re [I19] = 0. Encontramos entonces, que

1 . . asas
as = a—l (CLQCLQ -+ (]{2 C> . (4122)
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Observacion 4.4: Notar que con esta eleccion de as, tenemos que tanto I1g como

111 dependen solamente de W, W* y sus derivadas.

Observacion 4.5: Luego del tercer lazo, hemos logrado fijar algunos pardametros,

pero otros aun se mantienen libres. Los pardmetros libres son ay,aq, a3, as,as, y

los fijos:
agy = bas,
1 . asajy
as = @ (a2a2 + o2 c) ,
_aagal + o (azaz + b*alasy)
asajs
aw = o;ag’
1
aal a’bp ar(bw+b* — bw)  ay a*br(a — a*b*)
a —=
s (az)2(1 —bb*) ' a% (1 — bb*)? ag (1 — bb*)?2
—ba1
ag = ———————
’ ai(1— bb*)’
ai
_ . 4.123
o= (1 — o) (4.123)

Podriamos continuar aplicando el Método de Equivalencia de Cartan, prolon-
gando y estudiando las diferentes ramas, pero para nuestros propositos, esto no

sera necesario.

Observacion 4.6: Es importante enfatizar, que con el método de Cartan, hemos
demostrado que YW es un invariante relativo bajo transformaciones puntuales (un
subconjunto de las transformaciones de contacto). Se sigue también de nuestra
construccion, que YW es un invariante relativo ante transformaciones de contacto
puesto que la prueba es idéntica hasta el lazo presentado en este capitulo.(Para
una prueba diferente ver [10]).

Notar que a; es un parametro real, mientras que as y az son complejos. Su

significado geométrico, puede ser aclarado si ellos son re-escritos como

ay = p, as = nyew, az = Qae”.

con parametros reales p, 2 y ¢ y uno complejo, 7.
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§5. Co-marcos nulos

Siguiendo a la dltima seccién, escribiremos

ay = i, as = Qe a3 =Qae", a;;onze“”b,

0? 0? 02
as=— (" +¢), ag=— (ay+aby+a), az = —.
pu f [
Definiendo

0, = W', (4.124)
0? = afw?+bw?), (4.125)
02 = a(w®+bw?),
0 = W't awt+aW Few (4.126)

podemos escribir las formas 6 de una manera similar a lo hecho en 3-dim,

0" = by,

0> = Qe (62 +40)),

0 = Qe (62 +476L),

2

Q
0 = n (67 + 62 + 702 +7%0?) .

Nosotros definimos la forma cuadrética sobre J?(R? R),

h(x) =200 @ 6% —20@ @ 69 = ;0" @ 07, (4.131)
con
0 100
100 0
o 4.132
s 0 00 1 (4132)
0 010

Esta forma cuadratica, induce una familia bi-paramétrica de métricas con-

formes Lorentzianas en el espacio solucién 9. Las formas #° dan origen a una

tretada nula, y los parametros €, u, v y v adquieren significado geométrico:

e 1 juega el rol de un boost en la direccién del vector nulo e; dual a 6.

e v ay " parametrizan una rotacion nula alrededor de e;.

e c™ es una rotacién tipo espacial alrededor de un eje fijo en la esfera celeste.
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e () es un factor conforme aplicado a la tetrada.

Observacion 4.7: Usando la definicion de la forma cuadrdtica junto a las deriva-

das exteriores de los 0%, es directo demostrar que
Le,hoch+ FIW W], Lech o< h+ FX W, W7, (4.133)

donde el tensor F es una funcional de W y sus derivadas, que se anula cuando
W = 0. Entonces, si W = W* = 0, G se reduce al grupo de Lorentz conforme
CO(3,1), con s y s* pardmetros de rotacion. Todas las métricas en la familia, son

conformes entre si.

De forma equivalente al problema 3-dimensional, podemos introducir una cone-
xion con torsion asociada, satisfaciendo los requerimientos I, II y III. Resulta di-

recto, demostrar que tal torsion, tiene la forma
T = 0,
T = I; 9 NE°,
T = PN,
T = Lo NP+ 1,03 NP + 1,03 N° +I7,0% N6, (4.134)

Observacion 4.8: Se sigue de las ecuaciones precedentes, que la anulacion de WV,
el invariante de Winschmann generalizado, nos da una conexion libre de torsion.

Es mas, usando la observacion 4.7, recuperamos NSF.

Notar, que como en el caso 3-dim, la parte antisimétrica de la conexién es com-
pletamente determinada de (4.134). También podriamos, en principio, determinar
la parte de Weyl de la conexion siguiendo un procedimiento similar al utilizado en
el caso 3-dim. Asociado con los cinco a; indeterminados, tendremos los correspon-
dientes ;. Las siete 2-formas (dm;, df5, dfs) pueden ser usadas para construir las
siete componentes de la curvatura (), dA). En tal caso, la restriccién algebraica
sobre las componentes de la curvatura, proviene de los invariantes contenidos en
(df5,dfs) de una manera equivalente a la Ec.(4.88). Asumiendo que este progra-
ma puede ser llevado a cabo, deberiamos entonces tener el resultado de que una
conexion métrica normal en 4-dim se halla en correspondencia uno a uno con pares
de EDPs de la forma (4.103) que son equivalentes bajo transformaciones puntuales.

Notar también que si consideramos el problema de transformaciones de contacto
deberiamos finalizar con un grupo de estructura de mayor dimensién, que incluye
a las traslaciones especiales. En este ultimo caso, la parte espacial de la forma de

Weyl quedara completamente indeterminada.
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§6. Conclusiones

En este capitulo hemos usado el potente método desarrollado por Cartan para
estudiar el problema de equivalencia de EDOs de tercer orden, y de pares de
EDPs bajo transformaciones puntuales. A partir de primeros principios, hemos
obtenido las tetradas nulas, le métrica conforme y la conexiéon métrica normal
asociada con estas ecuaciones. Estos resultados complementan y dan una maés
clara comprension sobre el origen de la geometria conforme subyacente en estas
ecuaciones diferenciales.

En particular, se sigue de esta construccion que toda geometria conforme de
un espacio-tiempo en tres y cuatro dimensiones, es contenida en una subclase
de ecuaciones diferenciales definidas por la anulacion de un invariante relativo
conocido como invariante de Wiinschmann. En este caso particular, las tetradas
asociadas a las dos EDPs son relacionadas por una transformacién conforme y de
aqui, esta estructura conforme es tnica.

Resulta interesante y sorprendente al mismo tiempo, que la Relatividad Ge-
neral, o més precisamente la Gravedad Conforme, estan contenidas en una subclase
especial de ecuaciones diferenciales, i.e., aquellas con invariante de Wiinschmann
nulo. Notar, que desde este punto de vista, el espacio-tiempo emerge como el espa-
cio solucién de las ecuaciones diferenciales. Claramente, esta es una prescripcion
no estandar de la Relatividad General.

Uno podria preguntarse cual es el significado fisico de estas ecuaciones dife-
renciales de partida sobre un espacio fiducial. Al menos en NSF nosotros sabemos
la respuesta. La interseccion de un cono de luz futuro de un punto en un espacio
asintoticamente plano con la frontera nula, es llamado el corte de luz en la infinidad
nula. Puede ser demostrado, que este corte satisface las ecuaciones diferenciales
presentadas aqui y que los puntos del espacio fiducial, son los puntos de la frontera
nula[9]. Usando estos resultados, podemos facilmente mostrar que soluciones de
las ecuaciénes del corte del cono de luz definida salvo transformaciones de punto o
de contacto, nos llevan a una tnica estructura conforme sobre el espacio-tiempo.

Finalmente, deberia ser muy interesante investigar todas las ramas del proble-
ma de equivalencia asociado a estas ecuaciones. De esta manera, podriamos encon-
trar todas las simetrias de estas EDOs y EDPs, y tendriamos a nuestra disposicién
una potente técnica para generar nuevas soluciones a estas ecuaciones, de solu-

ciones ya conocidas.



Capitulo 5

Geometrias 2-dim a partir de

EDOs de segundo orden

81. Introduccion

Ya hemos visto, como se oculta la geometria conforme 3-dimensional, dentro
de una ecuacion diferencial de tercer orden, y la geometria 4-dimensional dentro
de un par de EDPs. A simple vista, uno podria pensar que estos son casos excep-
cionales, y que es dificil encontrar geometrias métricas en diferentes dimensiones
obtenidas de otras ecuaciones diferenciales. Sin embargo, en un par de trabajos
recientes, Garcia-Godinez, Newman y Silva-Ortigoza (GNS), presentaron las geo-
metrias (pseudo)-riemannianas que subyacen ocultas en cierta clase de ecuaciones
diferenciales (aquellas que satisfacen una condicién tipo Wiinschmann, Igys = 0).
En el primero de estos trabajos [30], ellos estudiaron como obtener todas las métri-
cas Riemannianas y Lorentzianas a partir de EDOs de segundo orden. Y en [31],
ellos extendieron su trabajo previo y mostraron como se pueden obtener todas las
métricas 3-dimensionales a partir de cierta clase de tres EDPs de segundo orden
y también de una clase de EDOs de tercer orden. De ahora en adelante, diremos
que estas ecuaciones se encuentran el la clase GNS.

Una caracteristica especial de estas EDOs y EDPs, es que ellas se encuentran
en dualidad con la ecuacién de Hamilton-Jacobi. Por ejemplo, si tenemos una EDO

de segundo orden en la clase GNS,

u’" = A(u,u', s), (5.1)

y si conocemos una solucién u = Z(x%,s), con 2% = (z!,2?) constantes de inte-

gracion, entonces, esta solucion automaticamente satisface la ecuacién de Hamil-
ton-Jacobi 2-dimensional:
9N IV =1, (5.2)

87
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donde V, significa una diferenciacién con respecto a z% y ¢, es una métrica
(pseudo)-riemanniana construida a partir de A y sus derivadas.

Todos estos problemas comparten caracteristicas similares al problema de la
formulacion de Superficies Nulas de la Relatividad General en tres y cuatro dimen-
siones([9, 23]). Como ya hemos visto en capitulos anteriores, en NSF, a partir de
cierta clase de ecuaciones diferenciales, conocida como la clase de Wiinschmann,
uno puede construir todas las métricas Lorentzianas conformes 3 y 4-dimensionales.

Estas ecuaciones, también estan en dualidad con otra ecuacién, a saber, la

ecuacion de la Eikonal,

9“2V Z = 0. (5.3)

y las superficies de nivel de la solucién u = Z(x% s) en el caso 3-dim, o u =
Z(x% s,s*) en 4-dim, son superficies nulas de las respectivas métricas que ellas
generan.

En NSF, la condicién de Wiinschmann puede ser obtenida de varias maneras |9,
15, 32, 22]. Dos de estas, fueron usadas por GNS para obtener una condicién tipo
Wiinschmann para las ecuaciones diferenciales en dualidad con la ecuaciéon de
Hamilton-Jacobi. Un tercer método es el que fue presentado en el capitulo 3 de
esta tesis, el método de conexion libre de torsion, y del cual uno puede obtener no
solo la clase de Wiinschmann y sus métricas respectivas, sino también estructuras
geométricas extras, en particular todas las conexiones conformes normales de Car-
tan [11, 22]. En este capitulo, mostraremos que dicho método puede también ser
aplicado con éxito al problema de métricas (pseudo)-riemannianas discutidas por
GNS. En particular, mostraremos que la condicion de conexion libre de torsion,
restringe la clase de EDOs de segundo orden a aquellas que pertenecen a la clase
GNS y tal que no solo se obtienen naturalmente todas las métricas 2-dimensionales
Riemannianas y Lorentzianas sino también sus respectivas conexiones de Cartan.

En la seccién 2 brevemente presentamos la geometria de estas EDOs de segundo
orden. En la seccién 3, mostraremos como se puede obtener la clase GNS a partir

de la condicién de torsién nula, y construimos las conexiones de Cartan asociadas.

§2. la EDO de segundo orden
Sea una EDO de segundo orden
u' = Au,u, s) (5.4)

donde s € R es la variable independiente, y las “primas” denotan derivadas de la

variable dependiente u con respecto a s.



§3. GEOMETRIAS RIEMANNIANAS Y LORENTZIANAS DE EDOS 89

Sobre el espacio jet J!' con coordenadas locales (s, u, u’) consideremos el sistema
Pfaffiano P

w' = du—ds, (5.5)
w? = du — A ds. (5.6)

Soluciones locales de (5.4) estan en correspondencia uno a uno con curvas
integrales v : R — J! de P satisfaciendo v* ds # 0. Estas curvas son generadas

por el campo vectorial sobre J! dado por
ecs=D=—+u—+A—. (5.7)

Nosotros, restringiremos el dominio de definiciéon de A a una vecindad abierta
U de J! donde A es C* y el problema de Cauchy es bien planteado. Entonces,
se sigue del teorema de Frobenius, que el espacio solucién 9 es una variedad 2-
dimensional C*°; y denotaremos a un dado sistema de coordenadas locales sobre
este por x% = (2!, 2%). Esto significa, que podemos construir un mapa Z : M xR —
R, u = Z(x% s), tal que para un dado x¢ € M el mapa u = Z(z§, s) es una solucién
de (5.4).

Entonces, si sobre 91 x R definimos un sistema pfaffiano S generado por

gt = Z,dz,
B = Z! dz®,

(donde “primas” significan derivadas con respecto a s, y Z, = 0,7), se sigue que
existe un difeomorfismo ¢ : J' — 9 x R que permite un pull-back del sistema

pfaffiano § sobre el sistema P, i.e.
¢S="P. (5.8)

Nosotros, haremos uso de este difeomorfismo mas tarde.

§3. Geometrias Riemannianas y Lorentzianas de
EDOs

De w!, w?, (generadores el sistema pfaffiano P), construyamos las siguientes

1-formas:
o' = (w' + aw?), (5.9)

(w' —aw?), (5.10)

Sl =Sl
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donde a = a(s,u,u’) es una funcién no nula a ser determinada. Como préximo

paso, construyamos una métrica degenerada sobre J?,

h(u, o, s) = 201 © 6% = ;0" @ 67, (5.11)

(o1
M= 0 )

Notar que si a® > 0, entonces 6' y #? se comportan como vectores nulos reales,

donde

y si a® < 0, ellos son vectores nulos complejos.
Sea w? una conexién tal que:
A. La conexién es antisimétrica
wij = Wi, (5.12)
donde Wij = nzkwk]

B. Las 1-formas 6! y 6? satisfacen las primeras ecuaciones de estructura de Cartan
libre de torsion,

T'=df' +w'; N =0. (5.13)

Ahora, establecemos y probamos el siguiente teorema:
Teorema 5.1: La condicion libre de torsion sobre la conexion antisimétrica:
1. Univocamente determina a la conexion, con la unica componente no nula dada

por

1 1 1
Wpg = —E(ln a) 0 + E(ln a),0? + ads. (5.14)

2. Univocamente determina a la funcion a en términos de A:
a’ = —. (5.15)
3. Impone una condicion tipo Wiinschmann sobre A:

Ions = Da+ al,y = 0. (516)
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Prueba: De (5.9) y (5.10) tenemos:

1 1
ot = _Ea“el NG — o (14 Da + a’Ay + aly) 0" A ds
1
~5 (=1 = Da+a’A, — aly) 6% Ads, (5.17)
a
1 1
AP = 0 WO+ o (<14 Dat oAt a) 04 A ds
1
—|—2— (1 — Da+ a’A, — aly) 6% A ds. (5.18)
a

La condicién de torsién nula (5.13) se escribe

df" — wpg A O =0, (5.19)
d6* + wpg A 6% =0, (5.20)

y, resolviendo estas ecuaciones obtenemos:

1 1 1
wpy = —E(ln a)y 0" + E(ln a)0* + % (1 + Da + a®A, + aAu/) ds,
(5.21)
junto a las tres condiciones:
(-1=Da+a*A, —ahy) = 0, (5.22)
(=14 Da+ a’A, + ahy) = 0, (5.23)
(Da+aA,) = 0. (5.24)

Finalmente, de (5.21), y las condiciones (5.22), (5.23), (5.24) obtenemos los resul-

tados establecidos en el teorema. Q.E.D.

Notar ahora, que con la ayuda del mapa ¢ : J' — 9 x R discutido en la sec-
cién 2, tenemos una familia uni-paramétrica de métricas (pseudo)-riemannianas
sobre el espacio soluciéon 9 (riemannianas si resultase A, < 0, y Lorentzianas si

A, > 0), i.e., tenemos la siguiente familia de métricas:

g(xav 8) = (4_1)* h, (525)

o escritas en coordenadas:
1

g(z%s) =B @ B — Ai e p?= {ZaZb iy ZC/LZ,;] dada®. (5.26)

Es mas; todas ellas son equivalentes, debido a que es facil probar que h satisface:

£o.h=0. (5.27)
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Finalmente, coleccionemos las 1-formas 6° y wj- dentro de una 1-forma valuada

matricialmente
0 0 0
We = 91 —Wn 0 )
92 0 w[m]

y estudiemos dos casos posibles:

a). A, > 0 : En tal caso, tenemos una métrica Lorentziana, y w. toma sus valores
en el dlgebra de Lie de SO(1,1) x R2.

La 1-forma matriz-valuada puede ser considerada como una SO(1,1) x R?
conexién de Cartan [33] sobre el fibrado principal SO(1,1) — P — 9% con cur-

vatura asociada €2, = dw. + w. A w. dada por

0 0 0 0 0 0
Q.= 7 o o |=|0-r 0 (5.28)
T 02 Q2 0 0 R

donde ) = dw! + wj, A wWF es la curvatura estandar, y

e a0 N 62 (5.29)
a

b). A, < 0: En este caso, tenemos una métrica riemanniana, y w,. toma sus valores
en el dlgebra de Lie de SO(2) x R%.

Esta construccién da una SO(2) x R? conexién de Cartan sobre el fibrado
principal SO(2) — P — 91 con curvatura asociada €. = dw, + w. A w. dada por

una férmula similar a (5.28).

84. Conclusiones

Hemos visto, que como sucede en NSF, se pueden obtener todas las métricas
2-dimensionales tanto Lorentzianas como Riemannianas, a partir de la condicién
geométrica de conexién libre de torsiéon. Es maés, al igual que en [22] se pueden
construir las respectivas conexiones de Cartan.

Cabe destacar, que el estudio de geometrias pseudo-riemanianas provenientes
de ecuaciones en dualidad con la de Hamilton-Jacobi, fue generalizado reciente-
mente no solo al caso 3-dim [31], sino también a 4-dim en [35]. Como veremos en
el proximo capitulo, esto puede inclusive ser generalizado a cualquier variedad de
dimension arbitraria.

Seria interesante poder estudiar todos estos problemas utilizando el método

de Cartan [25, 37]; en tal caso, las transformaciones permisibles para estudiar
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equivalencia de ecuaciones, serian las transformaciones canénicas. Con este método
algoritmico en mano, el grupo de simetria subyacente y los invariantes relacionados,
pueden ser obtenidos sin mas suposiciones que decir cuales transformaciones son

permisibles en el estudio de equivalencia.
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Capitulo 6

Geometrias N-dim y Relatividad
General a partir de EDPs

81. Introduccion

Luego de haber analizado los casos 2-dim y 3-dim, Newman, Silva-Ortigoza
y Montiel-Pina, presentaron una extension del trabajo de ecuaciones en dualidad
a H-J en bajas dimensiones, al caso de 4-dim [35], resultando un nuevo enfoque
a la Relatividad General 4-dimensional, el cual comparte muchas caracteristicas
similares a NSF, pero en donde ahora, en vez de usar una integral completa a la
ecuacion de la Eikonal, se utiliza una integral completa a la ecuacién de Hamilton-
Jacobi. El objetivo de este capitulo es generalizar dichos resultados al caso de

espacios N-dimensionales.

En la seccién 2, comenzamos con una variedad n-dimensional, 91, sin ninguna
estructura extra, y entonces investigamos familias (n — 1)-paramétricas de super-
ficies 3 dadas por

u = constante = Z (2%, s"). (6.1)

Las 2% son coordenadas locales sobre 9 y los s* parametrizan las familias y pueden
tomar valores sobre una vecindad abierta de una variedad N de dimensién (n—1).
Mas especificamente, nosotros queremos saber cuando tales superficies, definen una

métrica n-dimensional, g, (%), tal que
9V Z (2%, s\ Z (27, ") = 1. (6.2)

Aqui, hemos tomado la masa en la ecuacion de H-J a ser igual a 1, o alterna-
tivamente, se ha absorbido en la definicién de g (como un factor).
Tomando derivadas con respecto a (s') de la Ec.(6.1) y eliminando las x°, de-

mostraremos que u = Z(z% s') debe satisfacer un sistema de @ EDPs de

95
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segundo orden

Disi Z = Nij(u,w', s") = Nij(u, 047, s"), (6.3)
donde los A;;, son restringidos a satisfacer ciertas condiciones de metricidad o
condiciones tipo ‘Wiinschmann’.

Aqui Oy, denota la derivada parcial con respecto a los pardmetros s*. Observar
que en las soluciones a las Ecs. (6.3) u = Z(z¢, %), las % son n constantes de inte-
gracién para las Ecs. (6.3), mientras que los ‘s’ son n— 1 constantes de integracién
para la Ec. (6.2). Notar que u = Z(z%,s') es una integral completa a la ecuacién

de Hamilton-Jacobi (6.2).

En esta seccién, también observaremos que la métrica n-dimensional g,,(z%)
asociada al sistema de ecuaciones diferenciales parciales, (6.3), es invariante ante

un subconjunto de transformaciones de contacto de las ecuaciones diferenciales.

En la secciéon 3, revisamos el caso 4-D debido a su potencial aplicacion fisica, y
como ejemplo, veremos como obtener el sitema de EDPs, y la familia de superficies

asociadas a la solucién de Schwarzschild.

En la seccion 4, presentaremos una nueva formulacién de la Relatividad Ge-
neral n-dimensional. Para este propdsito, sustituiremos la métrica n-dimensional
ya obtenida en la seccion 2, dentro de las ecuaciones de Einstein. De nuestros re-
sultados, concluiremos que las ecuaciones de Einstein, en n dimensiones pueden ser
reformuladas como ecuaciones para familias de superficies (n — 1)-dimensionales

dadas por las superficies de nivel de u = Z(x¢, s").

Como en cuatro dimensiones, este nuevo punto de vista, puede ser dado en dos

n(n—1
2

versiones. En la primer version, las variables son las ) funciones, A;;, de las

K
2n — 1 variables (u,w’, s%), i.e., el lado derecho de las Ecs. (6.3). Estas funciones
deben satisfacer cuatro conjuntos de ecuaciones; las condiciones de integrabilidad,
las condiciones de signatura Lorentziana, las condiciones tipo Wiinschmann, y

una condicion extra obtenida de las ecuaciones de Einstein. La métrica, sobre una

n(n—1)
2

funciones y sus derivadas. No hay necesidad de utilizar el conjunto de Ecs. (6.3).

variedad n-dimensional, puede ser escrita directamente en términos de estas

En la segunda versién, uno usa el mismo conjunto de las A;; en el lado derecho
de las Ecs. (6.3) y resuelve para los Z(z% s'). La métrica, es entonces escrita en
términos de las Z (2%, s') y sus derivadas.

La ventaja de la primera versién es que uno no necesita resolver las Ecs. (6.3),
pero uno tiene que extraer (algebraicamente) la n-variedad de las (u, 0;u), mien-

tras que en la segunda versién, la n-variedad es explicitamente dada por las cuatro
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constantes de integracion, z.

Es importante destacar, que ninguna proclamacion es hecha, de que este en-
foque a las ecuaciones de Einstein en n-dimensiones, brinde obvias ventajas sobre
el enfoque métrico usual. Este, sin embargo, da cierta comprensién matematica

sobre la geometria diferencial asociada con Relatividad General en n dimensiones.

§2. Meétrica N-dim y las condiciones tipo Wiins-

chmann

Comencemos con una variedad n-dimensional 9t (con coordenadas locales
2® = (20, ...,2" 1)) y asumamos que son dadas una familia (n — 1)-pardmetrica de
funciones u = Z(x%,s"). Como ya hemos dicho, los pardmetros s' pueden tomar
sus valores sobre una vecindad abierta de una variedad N de dimensién (n — 1).
Asumamos ademds, que para valores fijos de los pardmetros s, las superficies de
nivel

u = constante = Z (2%, s"), (6.4)

folian localmente a la variedad 9 y que u = Z (2%, s*) satisface la ecuacién H-J
g (Vo Z (2%, s\, Z (2, ") = 1, (6.5)

para alguna métrica desconocida gqp(x®).

La idea bésica es ahora, resolver la Ec. (6.5) para las componentes de la métri-
ca en términos de V,Z(z%, s'). Con tal fin, consideremos un nimero de derivadas
en los parametros de la condicién (6.5), y entonces manipulemos tales derivadas,
obteniendo simultdneamente la métrica n-dimensional, el sistema de ecuaciones
diferenciales definiendo las superficies y las condiciones a las cuales estas EDPs
deben obedecer. Estas ultimas serdn referidas como condiciones de metricidad o

condiciones tipo Wiinschmann.

Observacion 6.1: La notacion serda como sigue: habra dos tipos de diferen-
ciacion, una con respecto a las coordenadas locales x* de la variedad M, denotada

por V4 0 “coma a,” la otra, con respecto a los pardmetros s' denotada por Oy = 0;.

De la existencia asumida de u = Z(x%, s*), definimos n escalares parametrizados
9 )

64 de la siguiente forma

04 = (Z,w') = (Z,0,7). (6.6)
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Observacidn 6.2: Para cada valor de s', Ecs. ( 6.6) pueden ser pensadas como

transformaciones de coordenadas entre las x* y (u, w*).

También definiremos los siguientes @ importantes escalares
]\ij = (‘%Z(xa, Si). (67)

En lo que sigue, asumiremos que las Ecs. (6.6) pueden ser invertidas, i.e., re-
sueltas para x%;

7" = X*(u,w', s").
Las Ecs. (6.7) puede entonces, ser re-escrita como
az'jZ = Aij(“) wi7 Si)' (68)

Esto significa que la familia de (n — 1)-pardmetros de superficies de nivel, Ec. (6.4),

puede ser obtenida como soluciones del sistema de @ EDPs de segundo orden

(6.8). Notar que A;; satisface las condiciones de integrabilidad
DskAij == DSiAkj = DSjAM, (69)

donde

Definicién 6.1: La derivada total s' de una funcion F = F(u,w’,s") es definida
por

D F = Fu + leAlk. (6.10)

El espacio solucién de las Ecs. (6.8) es n-dimensional. Esto puede ser visto de
la siguiente forma. El sistema de EDPs (6.8) es equivalente a la anulacién de las
A= (W0

n 1-formas, w ,wh)

W= du—wlds',

W' = dw' — Ajpds™. (6.11)

Un simple cdlculo, usando las condiciones de integrabilidad de A;;, nos lleva a
dw? = 0 (mddulo w?) de lo cual, via el teorema de Frobenius, nos hace concluir

que el espacio solucién de las Ecs. (6.8) es n-dimensional.

De los n escalares, 0, tenemos su base gradiente asociada 64 , dada por

04 0 = Vo0t = {Z o, 0}, (6.12)
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y su base dual vectorial 64, tal que
04707 o =648, 04907, =65, (6.13)

Es mas facil para llevar a cabo nuestros objetivos, trabajar con las componentes
de le métrica n-dimensional en la base gradiente en vez de la base coordenada
original. Es mas, es preferible utilizar las componentes contravariantes de la métrica

en vez de las componentes covariantes; i.e., queremos determinar
AB(,.a i ab(,.a\pA B
g (2, 8") = g™ (x")0" 07, (6.14)

Las componentes de la métrica y las condiciones tipo Wiinschmann son obtenidas

por operar repetidamente con 0; sobre la Ec. (6.5), la cual, por definicién es,
9° =9"Z .2y = 1. (6.15)
Aplicando 9; a la Ec. (6.15) resulta ;9% = 2¢%0,Z,, Z,, = 0, i.e.,
g0 =0. (6.16)
Un computo directo muestra que
aji(QOO/Q) = gabajizaa Zw+9"0 7. 0; 2
= 9"NijaZy+g7 = 0. (6.17)
Puesto que debido a la asumida independencia lineal de (Z,,,0;72,, ),
Nija = MuZ,a +0j kO Z s (6.18)
la Ec. (6.17), usando las Ecs. (6.15)-(6.18), es equivalente a
97 = —Niju- (6.19)

Por lo tanto, el resultado final es

s (10
(g"7) = <0 A ) (6.20)

Observacién 6.3: Nosotros requerimos que det(g”) = A sea diferente de cero,

con

Finalmente, las condiciones de metricidad o tipo Wiinschmann, son obtenidas
de las derivadas terceras, i.e., de 9;;;9"° = 0. Por un cédlculo directo, obtenemos
que

Dy [Annu] = MnuNimawt + MmN o1 - (6.22)
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n(n?-1)
6

ejemplo, para n = 2 tendremos una EDO de segundo orden, (ver capitulo anterior)

En n dimensiones, con n > 2, habra

condiciones tipo Wiinschmann. Por

y una condicion tipo Wiinschmann, para n = 3 tenemos un sistema de tres EDPs
de segundo orden y cuatro condiciones de Wiinschmann y para n = 4 tenemos un

sistema de seis EDPs de segundo orden, y diez condiciones de Wiinschmann.
En resumen:

a) Si comenzamos con una integral completa, u = Z(z%, s%) de la ecuacién H-J,
(6.5), entonces, ésta satisface un sistema de @ EDPs de segundo orden (6.8),
con A;; satisfaciendo las Ecs. (6.9) y las condiciones tipo Wiinschmann(6.22). En
otras palabras, en el espacio solucién de las Ecs. (6.8) existe una métrica natural-
mente definida

9" = g"*P6%0%, (6.23)

donde g% esta dada por la Ec. (6.20).

b) Si comenzamos con un sistema de "("T_l) EDPs de segundo orden (6.8),
donde los A;; satisfacen las Ecs. (6.22) y las condiciones de integrabilidad, (6.9),
entonces, en el espacio solucién existe una métrica natural n-dimensional dada por
la Ec. (6.20). Aun cuando podria parecer que las componentes de la métrica depen-
den de los pardmetros s, las condiciones tipo Wiinschmann garantizan que ellas
realmente no lo hacen. Es més, las soluciones u = Z(z% s') satisface la ecuacién
H-J

gV Z (2, sV Z (2%, 5") = 1,

con la métrica recién determinada, Ec. (6.23).

Observacién 6.4: De los resultados precedentes, concluimos que resolver la
ecuacton de Hamilton-Jacobi n-dimensional, en un espacio tiempo de background
. . . . -1
n-dimensional, es equivalente a resolver un sistema de % EDPs de sequndo

orden.

En trabajos previos sobre la ecuacion de la Eikonal en tres y cuatro dimen-
siones, y como vimos en el capitulo precedente, se puede demostrar que la clase
de métricas conformes asociadas a EDOs de tercer orden y pares de EDPs de se-
gundo orden satisfaciendo las condiciones de Wiinschmann, es preservada cuando
las ecuaciones diferenciales son transformadas por una transformacion de contac-
to. Para nuestro caso presente, existe un resultado analogo dado por el siguiente

teorema:
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Teorema 6.1: Sean las Ecs. (6.8) un sistema de @ EDPs de seqgundo orden,

con N;j satisfaciendo las condiciones (6.9) y (6.22), y sea

aijZ - Aij (ﬂ, @i, gi), (624)

”("2_1) localmente equivalente a las Ecs. (6.8)

un sistema de EDPs de sequndo orden
bajo un subconjunto de transformaciones de contacto generado por la funcion ge-

neratriz

H(s,s*, v,u,55,7,1) =uFu—G(s,3). (6.25)

Entonces bajo este subconjunto de transformaciones de contacto, la métrica dada

por las Ec. (6.23) es preservada.

La prueba de este teorema es exactamente la misma que la presentada en la
Ref. [10] para un sistema de dos EDPs de segundo orden tal que sobre su espa-
cio de soluciones existe una tnica métrica conforme 4-dimensional, g%, tal que
g%u 4uyp = 0. La justificacién de la forma de la funcién generatriz (6.25) puede ser
establecida como en las Refs. [30, 31, 35].

Antes de dar por terminada a esta seccién, notemos que para, n =2 y n = 3,

nuestros resultados generales se reducen a los reportados en Refs. [30, 31, 36].

83. El caso 4-dimensional

Como un caso particular, veamos como se leen las ecuaciones en el caso 4-dim.
Estas, fueron obtenidas por primera vez en [35]. Notar que en n = 4, tendremos 4 —

1 = 3 pardmetros, s', s? y 5. Ademds nuestro sistema de EDPs estara conformado

4(4—1 :
por % = 6 ecuaciones de segundo orden.

Con el fin de utilizar la misma notacién de [35], re-denominaremos a las distintas

variables que aparecen el la teorfa. Los parametros s* se etiquetaran:
sT=s, s =5, s =n7.
y con ellas tendremos a las w':

w' = w=0,Z,
w? = w*=0,27,
w? = R= 0,Z.
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Las funciones A;; se denotaran:

A = A,
Ny = A%,
Asz = Y,
A = 2,
Ay =,
Aoy = U

Por lo tanto, nuestro sistema de EDPs (Ecs.(6.8)), se escribira:

0ssZ = A(u,w,w*, R, s,s",7), (6.26)
OgsZ = N(u,w,w*,R,s,s",7), (6.27)
02 = Y(u,w,w*, R,s,s",7), (6.28)
Oss+Z = ®(u,w,w*, R, s,s",7), (6.29)
0svZ = VY(u,w,w",R,s,s",7), (6.30)
Osen 2l = U*(u,w,w*, R,s,s",7). (6.31)

Las condiciones tipo Wiinschmann necesarias para la existencia de una métrica

sobre el espacio solucién surgen de las Ecs.(6.22):

Aus + N0 + Ny A + Ay @ + Ayg U = 2[ALA, + Ay Dy + ARW, ],
Ause + A 0* + Ao ® + Ayur A" + Ayg 0 = 2[®, A, + e D, + PRY,
No+N w4+ AP+ A AFA LY = 2[D,-A) + PN, + PRV
A+ AL+ AN+ AL D+ AT = 2NN AN+ AL D, + ARTT,
Ay + A R+ AoV 4 Ay W + AygY = 20,0, + W @, + WRWT, ],
[V
[ ]
[

)
I
ul;
)
AL, + AR+ ALY+ ALY+ ALRY = 20U A, + U D, + W
Vus + Yuu + VA + Vi ® + Vur¥ = 2[V, Wy + Vo W + VeV,
Yy + YR+ MoV + Vouorr U + VurY = 2V Uy + Vo UL, + VeV,
Vst + VuuW™ + Vo ® + Vo A + Yur V" = 20V V5 + W0, + VRV,
DV =V, A+ A+ T Ay + OV, + AU + VU,
Luego, si nosotros comenzamos con un sistema de EDPs cuyas A, A*, &, ¥* &
y Y satisfacen las condiciones de metricidad, (y por supuesto, las condiciones

de integrabilidad) sabemos que sobre el espacio solucién existe una familia tri-

paramétrica de méricas todas difeomorfas entre si:

A [(A* Vu — ( u)2>w,aw,b + (‘I’u‘I’Z - yuq)u)(w,aw:kb + w,*awb)
(A — ) whwy + (D0 — As,) (weRy + Raw)y)

(2,0, — AU (Wi Ry + Rowhy) + (AAL — D2)R R ).

Gab = aub+
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§3.1. Ejemplo: El espacio-tiempo de Schwarzschild

Como ejemplo, reproduciendo a [35], veamos como construir el sistema de
EDPs asociados a una métrica de Schwarzschild. La ecuacién de H-J para una

particula de masa m inmersa en un espacio-tiempo de Schwarzschild es:

1 uf T u2 u?
e B G T A v e B 6.32
m? | (1—"2) ( r Jur r2  r2sen2d ’ ( )

Una integral completa a esta ecuacién, obtenida por el método estdandar de

separacion de variables es:
u=Zx% o, 0,7) = —yt+Po+ / Va2 — (3% csc? 0do

/ \/fy r3 — (m2r2 + a?)(r — rQ)dr, (6.33)

r(r—ry)?

con «, 3y v tres constantes de integracién (interpretadas como la energia, el mo-
mento angular sobre el eje polar, y el médulo del momento angular total, respec-
tivamente).

Nos proponemos obtener el sistema de EDPs dual a dicha ecuacién de H-J.
Con tal fin, hagamos el cambio de variables « = s+ s* y # = —i(s — s*). Entonces

la integral completa, parametrizada ahora por s, s* y v se lee

u=Z(x%s,s,y) = —yt—i(s—s")p+ / V(s 4 5%)2 + (5 — s)2 csc? 0d
/ \/ e G Esf)s Pr=ra) g (630

de la cual podemos deducir,

T / —(s 4+ s*)dr
VP = Tm2r? + (s + 572 (r — 1)
[(s+ s*) + (s — s*) csc? 0]do B .
V(s + 52 + (s — 5*)2 csc2f (6.35)
wt = / —(s+ s")dr
VP — [m?r? + (s + s)2(r — 1)
[(s+s*) — (s — s*) csc? 0]do ;
V(s +5%)? + (s — s%)%csc? 0 g (6.36)
32y dr
= 6.37
t +/ (r = rg) /7?8 = [m?r® + (s + 5°)?|(r — 1) (637
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Es a partir de estas ecuaciones entonces, que resolviendo para r,t,6, ¢ en fun-
cion de u,w, w*, R uno obtiene el sistema de EDPs. Mas concretamente, primero

uno calcula

assZ = A(Ta875*7’7

)
as"‘s*Z = A(T7878*77> S2B<97 878*)7
02 = C(r,s,s",7),
Oss+Z = A(r,s,s",v) —ss*B(0, s, s"),
0s,Z = D(r,s,s",7),
OsnZ = D(r,s,s",7), (6.38)
donde
—r32[y2r — m2(r —r,)]dr
A ) = . :
(7,5,5",7) / (V23 — [m2r2 + (s + )2 (r — 7‘9)]3/2 (6.39)
—r3/24 csc? 6do
B(0,s,s") = :
,8,5") / s+ 5%)2 + (s — s%)2 csc2 §]3/2 (6.40)
(
. —r32[m?r? 4 (s + s*)?]dr
C(r,s,5%,7) = / 728 = [m2r® + (s + )2 (r — ry) 32 (6.41)
r3/2(s + s*)ydr
D * — ) )
(Tu 5,8 77) / [727,.3 _ [mQ,’,.Q _|_ (8 + 5*)2] (,r. _ ,rag)]3/2 (6 42)

Entonces, si de las Ecs.(6.37), uno resuelve para r,t,6, ¢,

r = r(u,w,w", R,s,s", ) (6.43)
t = tlu,w,w*,R,s,s" ) (6.44)
0 = O(u,w,w*,R,s,s",7) (6.45)
¢ = olu,w,w* R, s,8",7) (6.46)
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se puede obtener el sistema final de EDPs (a partir de las Ecs.(6.38)),

8882 =A= A(T(U,U),’UJ*,R,S,S*,’}/),S,S*,’Y)
+52B(0(u, w,w*, R, 5,5%,7), 5, 5%), (6.47)

OgsoZ =N = A(r(u,w,w*, R, s,s",7),s,5",7)

+52B(0(u, w, w*, R, s,5%,7), 5,5, (6.48)
0,2 =YY= C(r(u,w,w*,R,s,s",7),s,5,7), (6.49)
OsssZ =0 = A(r(u,w,w*,R,s,s",7),s,5,7)

—ss*B(0(u,w,w", R, s,s%,7),s,5%), (6.50)
0svZ =V = D(r(u,w,w*,R,s,s",7),s,s,7), (6.51)
OgnZ =V*= D(r(u,w,w*,R,s,s",7),s,5,7), (6.52)

Por construccién, A, A*, Y, ¥, U* y &, satisfacen las condiciones de integrabilidad,

y las condiciones tipo Wiinschmann.

Uno podria entonces, reconstruir la métrica de Schwarzschild a partir de este
sistema de EDPs. Si bien es cierto que uno no ha calculado explicitamente a las fun-
ciones A, B,C'y D, para la obtencién de la métrica, dichas expresiones explicitas,

no son necesarias, ya que lo que uno necesita computar es A, A%, V,,, V,,, V* vy &,,.
Por ejemplo,

A _OAOr  0AOb

i + 90 ou (6.53)
con
or Ve — [m?r? 4 (s + %)% (r — 1)
ou _\/ mir3 ’ (6.54)
(6.55)
o0 (s 4+ s*)2 4+ (s — s*)%csc? 0
55__—¢ o . (6.56)

Con expresiones similares a ésta en mano, uno puede obtener las componentes
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tetradicas de la métrica:

@0 = 1, (6.57)
¢t =0, (6.58)
@ =0, (6.59)
@' =0, (6.60)
s*2f(r,0,s,s*) — h(r, s, s*,7)
g = — : (6.61)
_ Ss*f(T’0’87S*) + h(T7 878*77)
g = — : (6.62)
+1 r(s+s)y
_ 6.63
A (e RN PRy o0
M= —r[m3r? + (s + s*)?] (6.64)
m?[y?rd — [m?r? + (s + )| (r — rg)]’ '
g = (g7 (6.65)
gt = g™ (6.66)
con
4 2
f(r,0,s,57) = csc’f (6.67)

(s 4 s%)2 4 (s — s*)2csc? 6§’
2 2
. vr —m*(r —ry)
h = . .
(r,s,5%7) Y2rd3 — [m2r? 4+ (s + s*)2(r — ry) (6.68)

Por tltimo, a partir de la Ec.(6.34) y Ec.(6.37), podemos obtener

du = udz" =

203 _ [)2y2 2] (g —
i+ V23 — [m?r? 4 (s + s)?|(r rg)dr
r(r—ry)?

+/ (5 + 572+ (s — 5%)2 csc2 0d — i(s — s*)dg, (6.69)

dw = woda® — (s + ) dr — ido

R R TR CE D R [ Car
(s +5*) + (s — s*) csc? 0

; 6.70
V(s +8%)2+ (s —s%)2csc? (6.70)
dw* = wode® = — (s+5) dr + idé
VR T T (s T oI = 7y)
(s 4 s*) — (s — %) csc? | (6.71)
V(s+5%)2+ (s — s*)2csc2 0
3/2
dR = R.dz® = —dt+ i dr,

(r — 1) /7?r — (22 1 (s + s — 1)
(6.72)
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con las cuales podemos re-obtener la métrica de Schwarzschild a partir de las
EDPs,

ds® = gudr®dz® = m?

d 2
(1 _ E) a2 — (1# — r2(d6? + sin? 0d¢?) | . (6.73)

AN
84. Las ecuaciones de Einstein

Ahora, adoptaremos un nuevo punto de vista hacia la geometria de una va-
riedad n-dimensional. En vez de una métrica Lorentziana g®°(z®) sobre 9, como
la variable fundamental, nosotros consideraremos como variable bésica de la teoria,
a una familia de superficies sobre 9 dadas por u = constante = Z(x°, s') o, preferi-
blemente, sus derivadas segundas con respecto a si. De este punto de vista, estas
superficies son basicas, y la métrica es un concepto derivado. Encontremos en-
tonces, las condiciones sobre u = Z(z% s') o mds precisamente, sobre el sistema
de ecuaciones de segundo orden, tal que la métrica n-dimensional, Ec. (6.20), sea

una solucién de las ecuaciones de Einstein.

Comencemos con las ecuaciones de Einstein en n dimensiones, las cuales son

dadas por (ver por ejemplo [40, 41]).

1
Rab = 87TG <Tab — —gabT> s (674)
n—2
con el tensor de Ricci dado por
Ry, = Li(rc V—9) — 8—21n\/— —Te,rd (6.75)
ab — /—_g axc ab g &Eaaxb g adt bes .

g = det(gq) vy donde

1
c cd <agda + agdb o agab) : (676)

ab = 9 Oxb oz Ozd

son los simbolos de Christoffel.

Como en la formulacién de superficies nulas de la Relatividad General, en el

caso presente, las ecuaciones de Einstein son dadas por

T
R"Z .7, = 8nG (Tabz,az,b - 2) : (6.77)

Esto es, para obtener las ecuaciones de Einstein en este caso, necesitamos com-
putar R = R*®Z ,Z,, 1a cual es una de las componentes de RAZ = R®919%. De

la Ec. (6.20) tenemos que R% = Ry. Usando la métrica dada por la Ec. (6.20) con
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coordenadas 04 = (0°,6%) en la Ec. (6.75) computando Ry, encontramos que la
Ec. (6.77) es equivalente a

1 1 1 T
AQu - ZAch,uAdl,ughd,uglc,u = 81 (TabZ,aZ,b - —2) , (678)
b n _

Ay —

2A 2A2
donde las componentes covariantes de la métrica gn. = gne[Amn.] son obtenidas
como funciones de A;;’s a partir de la Ec. (6.20).

n(n+1)
2

componentes de las ecuaciones de Einstein. Sin embargo, la Ec. (6.78) es valida

A primera vista, pareciera que la Ec. (6.78) no puede ser equivalente a las

para cualquier valor de los s'. De aqui, si sumamos a la Ec. (6.78), la condiciones
de metricidad, obtenemos un conjunto de ecuaciones consistentes equivalentes a
las ecuaciones estandar de Einstein en n dimensiones.

Las ecuaciones finales se leen

1 1 1 T
— Ay — —A% — A i NdiwOhdubien = 8TG | T?Z 7 — ——
oA o2 T T gt dl,uhd,uYic, T ( ,a4b n—2>’
Dsk [Amn,u] - Aln,uAkm,wl + Alm,uAkn,wla (679)

mas las condiciones de integrabilidad, Ec.(6.9).

Como fue dicho en la introduccién, podemos ahora ver a las ecuaciones de
Einstein de dos maneras intimamente relacionadas:

ecuaciones

Por un lado, podemos considerar a las Ecs. (6.79) como w

diferenciales (de alto orden) para la unica funcion Z. En este caso, las condi-

ciones de integrabilidad no son relevantes. Alternativamente, las ecuaciones de

. . 1)(n+2
Einstein pueden ser consideradas como las %

n(n—1)
2

ecuaciones, Ecs. (6.79), para
las variables independientes A;;. En este caso, las condiciones de integra-
bilidad, Ec. (6.9), deben ser incorporadas, pero el orden de las ecuaciones es mucho

mas bajo.

85. Conclusion

En la primera parte de este capitulo, hemos demostrado que las ideas y proce-
dimientos desarrollados en trabajos recientes [30, 31, 35, 36], sobre la ecuacién de
H-J pueden ser generalizados a la ecuaciéon H-J n-dimensional sobre una variedad
arbitraria 9. Esto es, hemos mostrado que sobre una variedad n-dimensional 91,

una métrica definida o no definida, g.;, es equivalente a una familia de foliaciones
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3, dependiente de (n—1) pardmetros s’, descriptas por u = Z(z%, s') que satisfacen
las condiciones tipo Wiinschmann, Ecs. (6.22). Es més, de las Ecs. (6.22) observa-
mos que uno puede adoptar otros puntos de vista, donde los A;; son las variables
basicas y u = Z(z% s') es una variable auxiliar. De este segundo punto de vista,
las Ecs. (6.22), son méas simples, pero requieren que se agreguen las condiciones de

integrabilidad (6.9) para que exista una Z.

En la segunda parte de este capitulo, hemos reformulado a las ecuaciones de
Einstein en n dimensiones como ecuaciones para familias de superficies. Si Z es
tomado como la variable bésica, entonces las ecuaciones de Einstein son equiva-
lentes a a las Ecs. (6.78). Pero si los A;; son las variables bésicas, las ecuaciones de
Einstein son equivalentes a las Ecs. (6.78) y (6.9). En ambos casos, las ecuaciones

de Wiinschmann son necesarias.

Para establecer nuestros resultados principales, hemos usado una integral com-

pleta de la ecuacion de H-J sobre una variedad n-dimensional.
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Capitulo 7

Hacia NSF en N dimensiones

§1. Introduccién

El propédsito de este capitulo, es demostrar, que la formulacién de Superficies
Nulas de Relatividad General, no es intrinsica a 3 y 4 dimensiones. En particular,
demostraremos, que a partir de cierto sistema de EDPs, siempre pueden ser cons-
truidas métricas conformes no definidas,(en particular de tipo Lorentzianas), que
se encuentran en dualidad con la ecuacion de la Eikonal.

Para lograr este objetivo, usaremos la misma técnica que fue desarrollada en
1983 por Kozameh y Newman para obtener NSF en su versién 4-dim.

Solo presentaremos los resultados esenciales y veremos como por imponer las
ecuaciones de Einstein al sistema, se obtiene una tnica métrica n-dimensional. Y
si bien, via la construccién emergente, se puede inferir la existencia de conexiones
conformes de Cartan asociadas a estas ecuaciones, el programa de su construccion
explicita, pareciera que solo es posible en principio, ya que a los fines practicos los

calculos se vuelven tediosos.

§2. Meétricas conformes N-dimensionales

Comencemos, con una variedad n-dimensional 9% (con coordenadas locales % =
(2°, ..., 1) y asumamos que son dadas un conjunto de funciones dependientes
de (n — 2)-parametros, u = Z(x%,s,s*,9™), con m = 1, ..., (n — 4). Los parametros
s, s* y v™ pueden tomar valores sobre una vecindad abierta de una variedad A de
dimensién (n — 2). Asumiremos también, que para valores fijos de los pardmetros

s, s* y 4™, las superficies de nivel

u = constante = Z(z%, s, s*,y™), (7.1)

111
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folian localmente a M, y que Z(z%, s, s*, ™) satisface la ecuacién de la Eikonal
g (VL Z (2%, 5,55, /™) Vo Z (2%, 5,5%,4™) = 0 (7.2)

para alguna métrica g, (x*) aun desconocida.

La idea bésica, al igual que en el capitulo anterior, es resolver la Ec. (7.2) para
las componentes de la métrica en términos de Z(z% s,s*,7™). Con tal fin, con-
sideraremos un nimero de derivadas en los pararmetros de la condicién (7.2), y
entonces por medio de manipulacion de dichas derivadas obtendremos no sola-
mente la métrica n-dimensional sino también, [n(n —3)]/2 ecuaciones diferenciales
parciales de segundo orden, definiendo las superficies, y ademas las condiciones que
estas ecuaciones deben satisfacer. Nuevamente, nos referiremos a estas condiciones

como condiciones tipo Wiinschmann.

Observacién 7.1: Como en capitulos anteriores, diferenciacion con respecto a
x®, serdn denotadas por V, o “coma a,” y aquellas con respecto a los pardmetros

8, S*} y /ym; Se denota’l”dn aS; 85* y a,ym = am

De la asumida existencia de Z(z?, s, s*,~7™), definimos los n escalares parametri-

zados 64, con (A = 0,+, —, R,m), de la siguiente manera

0 = u=272,

0t = wh =0,Z.

0 = w =0s7,

%" = R=0,-2,

0" = w" =0mZ = OpZ. (7.3)

Observacién 7.2: Nuevamente, para cada valor de s, s* y ~™, las Ecs.(7.3)

pueden ser pensadas como transformaciones de coordenadas entre las x® y las 4.

También definimos los siguientes escalares

( ) = OssZ(a",s,5"9"),
( ) = OgeZ(x% 5,8,9™),
A (2, 5,55, 9™) = OgnZ(2% 5,5 ,4™),
( ) = OemZ(x%s,57,9™),
( ) = OmZ(z%s,s",9™). (7.4)
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En lo que sigue asumiremos que las Ecs. (7.3) pueden ser resultas para las z%
esto es,
7% = X*(u,w,w™, R,w™, s',s?),
de tal forma que el sistema de EDPs dual a la ecuacion de la Eikonal esta dado

por

0ssZ = Apy(u,wt,w, Rw™, s, s",9™),
Opes«Z = A__(u,wt,w™, R,w™,s,s"7y™),
Osm”Z = Apm(u,wt w™, Rw™, s, s%,9™),
Osm” = A _p(u,w",w™, R,w™, s, s*9™"),
Om”Z = Npp(u,wt,w™, R,w™, s,s%,9™). (7.5)

Esto significa que la familia (n—1)-paramétrica de superficies de nivel, Ec. (7.1),
pueden ser obtenidas como soluciones al sistema de n(n — 3)/2 EDPs de segundo
orden (7.5). En este caso (A, A, Ay, A, Ajy,) autométicamente satisfacen

condiciones de integrabilidad, por ejemplo:
DssA—— — Ds*s*A++ (76)

Definicién 7.1: Las derivadas totales en s, s* y v* de una funcion F =

F(u,wr,w™, R,w™, s, s*, ™) son definidas por

D,F = F,+Fuw "+ FaAy +F, R+ FgT + FynA i,
DoF = Fo+Fw +F,-A__+F,+R+ FrT* + Fyn/A_,,,
D,F = F,+Fw"+ Fy+Aip+ Fy-A oy + Fpp A, + FRQ™. (7.7)

respectivamente, donde
T = ( A++S* + A++uw_ + A++w7A__ + A++w+R

FA s A+ A (A__s FA T+ A i Ay

YA R+ A,,wmAer)] , (7.8)
Q" = Apms + Apmat0™ + M- A+ At B+ AT
+A Lk Ak, (7.9)
con B . 10
1T ApyrA g .

El espacio solucién de las Ecs. (7.5) es n-dimensional. Esto puede ser visto de la
misma manera que se observo en el capitulo anterior para el caso de ecuaciones en

dualidad con la de Hamilton-Jacobi.
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A partir de los n escalares, 4, podemos construir su base gradiente asociada
64 , dada por

HA,a = VaeA = {Z,aa asZ,aa as*Z,m ass*Z,aa amZ,a}y (711)
y su base vectorial dual 6; ¢, tal que
04707 o =648, 04907, =6" (7.12)

Prosiguiendo de la misma manera que en 3-dim y 4-dim, puede ser visto, que
es mas facil encontrar las componentes de la métrica n-dimensional en la base gra-
diente, en vez de la base coordenada original y también resulta preferible trabajar
con las componentes contravariantes en vez de las covariantes de la métrica; esto

es,
gAB(a:“, s, 8%, 4™) = g“b(x“)HA,QHﬁ. (7.13)

Las componentes de la métrica, y las condiciones tipo Wiinschmann son obteni-
das por operar repetidamente con 0y, g« y Oy, sobre la Ec. (7.2). Por definicién, se

tiene

g =g*Z Z 4 =0. (7.14)
Aplicando 9, a la Ec. (7.14) resulta 0,¢%° = 2¢%°0,Z,, Z,, = 0, i.e.,
g™ =0. (7.15)

Del mismo modo, obtenemos que ;- g% = 290, Z,, Z;, = 0,
Y Omg® = 2¢%0,,Z.o Z, = 0. Por lo tanto,
g° =0, (7.16)
g™ = 0. (7.17)

Computando las segundas derivadas parciales, obtenemos que

0ss(9™/2) = ¢"°(2")0ssZ.aZp+ ™02 00,7y = 0

= A++,R9R0 +gt=0 =gt = —A++,R9RO (7.18)
055 (9%/2) = ¢"(2")s-Z0Zp + 905" 24057, = 0

| N P (7.19)
Ons(9%/2) = 9™V msZaZp+ 9" OnZ.40,Zy = 0

= Appg™@+g™ =0 =g =-A,rg"™| (7.20)
Oms(9%/2) = g™(x") s Z0aZp + g0 Z 405 Zp = 0

= A prg®P4+g =0 =|g"=—-A_,rg™ (7.21)
Onm(9%/2) = ¢ (2")0umZaZp+ 9"°ONZ 002y = 0

= Mumrg™+ g™ =0 =|g"" = —Aumrg™ | (T.22)
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Para realizar estos calculos, hemos usado el hecho de que
S,a = SuZ,a + Sw+asZ,a + Sw—as* Z,a + SwmamZ,a + SRass*Z,a- (723)

De las derivadas terceras Osss<(g%/2) y Oss5+(g%°/2), obtenemos respectiva-

mente

(TR - /\—l——&-,uﬁL - A++,w*A——,R - A++,wmAm—,R)90R + 29+R + A++,R9_R =0
(TE — A__7w— — A__7w+A++7R — A,,,wmAm+’R>g0R + 2g7R + A,,’RQ+R — 0

y por lo tanto encontramos que,

OR

gt = TA_ A+g+,RA__7R 2(Th — Ay — M- Am g — At wm Ao R)
A (T —A - — A A R — A ym Ay R)] (7.24)

g = Tu_ AijA = 2T = A = Ay A g — A ym At R)
FA(Tr— At —Aepw A — A A 1) ] (7.25)

Computando 0y« (g°°/2) encontramos g™%,

gt = _Amf,Rg+R - Am+,R97R - QOR(QTEL — Ayt — A w-A— R

_Am+,w”An—,R - Am—,w+A++,R - Am—,w* - Am—,w"An-i-,R) (726)

Finalmente, de Qs+ (g% /2) resulta la titima componente de la métrica gi%,

1
gRR = — (_UR + 2Tw+ + QwaA__ R+ QTwmAm_ R
2 - A++’RA,,7R ’ ’

2T Ay g+ 2T 4 2T i N R)g° + 2TRg ™ — 2T gt
F9 Ao (7.27)

con U = DT, y los indices griegos (a, 3) = {0, +, —, m}.

Con esto, hemos sido capaces de hallar todas las componentes contravariantes
de la métrica, a excepcién de un factor conforme g"% = Q2.

La métrica obtenida tiene la forma:

0 0 0 0 1

0 —Aiig —1 ~Aimr BTE

0 -1 —A__ —A_,, g hE
el I o T gy

: : : [—Apm.R) : :

0 —Aimr —Anr ~Npm.g B

1 htE h~f e pmE pRE
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Como veremos en la siguiente seccién el termino Q? puede ser obtenido por

imponer las ecuaciones de Einstein sobre gg.

Si computamos el resto de las derivadas parciales terceras, obtenemos rela-
ciones que automaticamente son satisfechas por Z, pero si nosotros comenzamos
con el punto de vista de que queremos construir una métrica conforme a par-
tir del sistema de EDPs, entonces estas relaciones son convertidas en condiciones
tipo Wiinschmann, las cuales deben ser satisfechas por nuestro sistema con el fin
de asegurar la existencia de la métrica conforme sobre el espacio solucién. Estas
condiciones se leen (siguen de aplicar Osss, O sx s+, Opmns Os*s*m Ossms Osmns O nm &
9%)

)

Os[Ayy - 21+ 2[Ayy - 0,2] =

O [N - Z]+2[A_ -0 7] =
Ol A - Z) + [Mm - 0 Z] + [Akn - O Z]
OmlA__ - Z) + 2[Apm_ - 0 Z] =
Om[Asy - Z) + 2[Amns - OZ]
Os[Ann - Z] + [Apn - OnZ] + [Any - O Z]
O [Mmn - Z) + [Ape - 00 Z] + [Ae - O Z] = (7.29)

Ademas, si uno aplica las derivadas d,, 9, d,, a la componente g°% = Q? de la

métrica, i.e., al factor conforme, se obtendran ecuaciones del tipo

asQ = FS(A++7A——a~-'7Amn)Qa
0 = Fe(Apry Ay M),
0 = Fn(Ap Ay A2, (7.30)

con Fy, Fy, F,, funcionales de los A,,,,, y sus derivadas. Nuevamente, si comenzamos
con el punto de vista de que queremos construir una métrica conforme a partir del
sistema de EDPs, estas resultan en relaciones a satisfacer con el fin de asegurar la

existencia de métricas conformes.

Si nosotros proseguimos aplicando derivadas de mayor orden sobre g%, en-
tonces, como sucede en la version 4-dim de NSF, no se obtiene ninguna nueva
informacion. De estas derivadas solo obtendremos identidades automaticamente

satisfechas debido a las relaciones previas.

Observaciéon 7.3: Cabe aclarar, que las métricas construidas, pueden ser del

tipo Lorentzianas o incluso de cualquier otra signatura (salvo Riemannianas). Si
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uno quisiera restringir aun mds las métricas con el fin de obtener solo métricas
Lorentzianas, entonces uno deberia al igual que en 4-dim imponer condiciones so-
bre los A\;j. Por ejemplo en 4-dim, dicha condicion se lee 1 — SgpSy > 0, la cual

proviene de solicitar que det(g®) < 0.

De este modo, hemos probado que todo espacio-tiempo n-dimensional, puede
ser considerado como proveniente del espacio solucién a un sistema de n(n — 3)/2
EDPs. Notar que en el caso 4-dim, el sistema es relativamente simple comparado
a su cercano de 5-dim donde uno ya debe considerar un sistema de 5 EDPs.

Uno puede llegar a construir las ecuaciones de Einstein (como se verd en la
siguiente seccién), a partir de la condicién R% = 0. Estas ecuaciones determinan
el factor conforme necesario para convertir a los distintos espacios conformes en
espacios fisicos.

De manera analoga, se podrian construir las conexiones conformes normales de
Cartan relacionadas a estas EDPs, y a partir de ellas, poder reducir el sistema,
a aquellas ecuaciones que nos llevan a Espacios Einstein. Sin embargo, si bien
en principio dicha generalizacion es directa; en la practica pareciera que resulta
bastante ardua la tarea de manipulacién algebraica de las ecuaciones, incluso para

programas como Maple.

83. Las ecuaciones de Einstein

Adoptaremos entonces, un punto de visién global hacia la geometria de una
variedad n-dimensional. En vez de considerar a una métrica conforme g®°(z¢) so-
bre M, como la variable fundamental, nosotros consideraremos como variables
basicas, a una familia de superficies sobre M dadas por u = constant = Z(z%, s*)
o preferiblemente, sus derivadas segundas con respecto a (s, s*,7"). De este nuevo
punto de vista, estas superficies son fundamentales, y la métrica es un concepto
derivado. Ahora, hallemos las condiciones que u = Z(2%, s') o mas precisamente,
el sistema de EDPs de segundo orden, debe satisfacer, con el fin de que la métrica

n-dimensional, sea una solucién de las ecuaciones de Einstein.

Como se vio en el capitulo anterior, las ecuaciones de Einstein en n dimensiones,

vienen dadas por
1
Ry, = 871G <Tab — —gabT> , (7.31)
n—2

con
1 9 c / 82 / c d
= \/_—g e (Fab _g) - Oredxd In —g— Fadrbw (732)
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g =det(gap) ¥

1 0Gsa  O9ar  OGap
re, = —g« — 7.33
@ = 59 (833” T e T 9t ) (7.33)

los simbolos de Christoffel.

Al igual que en 4-dim, las ecuaciones de Einstein se reducen a
R*Z .2y, =8rG (IT"Z,2,). (7.34)

Es decir, para obtener las ecuaciones de Einstein, se requiere computar solamente
R = R*Z,Zy, la cual es una de las componentes de R = R*9407. De la
Ec. (7.28) se ve que R = Rppg.

Antes de calcular la ecuacién para el factor 2, haremos la siguientes conven-

ciones:

1) A las componentes contravariantes de la métrica g* la escribiremos g% =

Q%h del mismo modo escribiremos gq, = Q0 2hap.

2) Indices latinos a, b...k, etc. pertenecen al conjunto {0, +, —, m, 7}, mientras

que los indices pertenecientes a {4, —, m} serdn del tipo griego:{«, 3, k}.

3) Nosotros descompondremos los determinantes de g*° y go como:

det(g™) = Q%q, (7.35)

1
det(ga) = Q*Q”a = Q*"A, (7.36)

4) A la derivada a%t la denotaremos D.

Dicho esto, pasemos a calcular Rgg:

1 0 . .
Rpr = \/—_—g%(FRRV —g) — D? [hl A% —g] - FRdF%’,c’ (7.37)
Ahora, notar que el tnico termino no nulo de 'y, es TR, = —2%9. por lo tanto

el primer termino de Rgp resulta:

1 0 D?*Q  DQ DA DO)?
__g%(F%R\/—_g):—Q a " a A +2(n—|—1)(92>. (7.38)

Para el segundo termino tenemos:

D2} (DQ)? DA (DA
2 — = — —
D? [Iny/=g] =5 +n 02 + 5 oAz (7.39)
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Finalmente, calculemos los términos restantes de Rgp, i.e.:
T3l ke = Tl fo + Tal R + Thal - (7.40)

Debido a que uno puede ver que 'Y, = T'%, = 0 y que el tinico termino no nulo de

la forma I'%, es T'E . dicha expresién se reduce a
F?%drgl%c - F%ﬁrlﬂ%a + (FgR)2 : (7.41)

Utilizando la descomposicién g% = Q2h%, g, = O~ 2hg,, uno encuentra que:

o DQ o 1 (67,
Entonces se tiene:
D)2 DO
P = (=22 B sy LD D . (743)

Juntando todos estos términos resulta:

2
D Q DO (DAA D) haﬂ)

DA (DA 1
+ = DI[h™| D[hP* 44
A+ gas 1 PP hsehar, (7.44)

RRR = (n—2

notar que el segundo termino es nulo, ya que como es bien sabido de propiedades

de determinantes,
DA

—+ D[h*P)hgp = 0.
A partir de la Ec.(7.44), obtenemos finalmente las ecuaciones de Einstein, (ecuacion
que determina a 2): con el fin de comparar con el caso ya descrito en la literatura
de 4-dim, hemos reemplazado A por 1/q,
1(Dq)* D?*q 1

Too + = —D? Aol D*[As ) hgehar | © A4
— 87TG00‘|‘2 = 2q+4 [Aael D7[Apilhg , (7.45)

D*Q =

donde se uso el hecho de que h* = —DI[A,].
Como caso particular de esta ecuacion, citamos al caso ya conocido de NSF en

4D, en donde uno tiene un sistema de 2 ecuaciones,

_ =+ — m * m
0ssZ = Apy(u,w™w™, Rw™, s, s*,4™),
. -+ - m * m
OgsnZ = A__(u,w™,w™, Rw™,s,s",9™),

(Notar que las Ay, y A__, son las funciones que en los capitulos 3 y 4 llamamos

Sy S* respectivamente.)
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Las componentes contravariantes de la métrica tienen la forma

0 0 0 1
0 a -1 0
ab 21 ab
= O%h = , 7.46
g 0 —1 a* b* (7.46)
1 b b c
cona=—NAi  pya*=—A__ g (las otras expresiones no son necesarias para
escribir las ecuaciones de Einstein).
De la forma de la métrica y de Ec.(7.45), se obtiene
1 1(Dq)* 1DaDa*
—D?*[Auedl D*[Agi]hgehos = = = 7.47

cong=1—A; pA__p.
De esta ultima ecuacion, recuperamos la ya conocida ecuaciéon para el factor
conforme obtenida por primera vez (con un error en un factor —1) en [13], (ver

también la respectiva correccién en la ecuacién (5) del erratum [14]).

DQQ — 47GT + §(Dq>2 . 1D2q 1D2[A++]D2[A**]
VTS 2 42 4 q

Q. (7.48)

Esta ecuacién en conjunto a las dos condiciones de metricidad que se desprenden de
las Ec.(7.29) y a las dos relaciones a las que también debe satisfacer €2 obtenidas
a partir de las relaciones Ec.(7.30) constituyen un sistema equivalente a las 10

ecuaciones de Einstein para la métrica ggp.



Capitulo 8
Resumen y comentarios finales

En los distintos capitulos de esta tesis, hemos visto como se pueden codificar

distintas geometrias en variadas ecuaciones diferenciales.

Esto es un hecho notable, y quizas con profundas implicaciones fisicas. Por
ejemplo, hemos visto que el espacio-tiempo de Relatividad General (una variedad
con una métrica de tipo Lorentziana), puede ser vista como proveniente de una
variedad desnuda (sin estructuras geométricas a priori extras) codificada en el
espacio solucién de ciertos sistemas de EDPs.

Esto implica, entre otras cosas, que en vez de considerar a la métrica como un
concepto basico y local; se la vea como un concepto secundario, y donde la variable
fundamental de la teoria estd en las superficies Z que folian todo el (candidato a)
espacio-tiempo.

Como estas superficies pueden ser imaginadas como conos de luz de puntos
del espacio tiempo, significa que en una presunta teoria cuantica de las Z, los
vertices de estos conos apareceran no definidos absolutamente, i.e., en general se
tendra un espacio-tiempo donde sus puntos no conmutan, o como se lo suele llamar,
un espacio-tiempo difuso.

También hemos visto, que no solo es posible reconstruir un espacio-tiempo con-
forme a partir de foliaciones nulas, sino también un espacio-tiempo completo, a
partir de foliaciones de tipo temporal y/o espacial. Esto no es del todo sorpren-
dente. Por un lado, las superficies nulas definen la estructura conforme de cualquier
espacio tiempo. De alli, la sospecha de que si uno pudiera reconstruir una métrica
a partir de foliaciones no nulas, estas tendrian toda la informacion de la métrica,
sin ninguna libertad conforme. Uno también podria intentar cuantizar estos for-
malismos, pero en tales casos, los pasos a seguir y su interpretacion parecieran ser
menos claros que en NSF.

En cuanto a aspectos técnicos, hemos dado por primera vez, un significado

geométrico a las condiciones de metricidad (invariantes de Wiinschmann nulos).

121



122 RESUMEN Y COMENTARIOS FINALES

En el momento en que éstas fueron halladas por primera vez, aparecieron como
condiciones que uno sospechaba que debian existir, pero no habia manera de encon-
trarle un significado geométrico directo. Nosotros vimos, como dichas condiciones
se comprenden por el hecho de que el espacio Jet asociado a las EDPs sea libre
de torsion (esta misma restriccién aparece en el estudio de ecuaciones en dualidad
con la de Hamilton-Jacobi, que también definen métricas del tipo Riemannianas).
Dos EDPs asociadas por una transformacién de punto, daran origen al mismo
espacio-tiempo. En el caso de espacios asintéticamente planos, las transforma-
ciones puntuales pueden ser consideradas como transformaciones de coordenadas

en Scri.

Por otro lado, notamos que si uno no se restringe a tal condicién de torsién
nula, entonces la torsion asociada se puede escribir solamente en términos de los
invariantes de Wiinschmann. Es mas, siguiendo la construccion de la conexién
métrica, uno puede obtener todos los invariantes relacionados al problema. Y es-
tos invariantes resultarian muy ttiles con el fin de encontrar las simetrias asociadas

a las distintas ecuaciones.

Futuros caminos a seguir

Como futuros temas de investigacion, y tareas pendientes a desarrollar, planteamos:
1). Escribir las ecuaciones de Einstein Conformes en 4-dim como un par de EDPs.

2). Hallar todos los invariantes asociados al par de EDPs que nos llevan a to-

das las métricas 4-dimensionales, y utilizarlos para el analisis de simetrias.

3). Encontrar todas las conexiones conformes normales de Cartan asociadas a

sistemas de EDPs en n-dim que determinan métricas conformes.

4). Construir a partir de estas conexiones, las Ecuaciones de Einstein Conformes,

y poder asi, codificar toda la informacién de dichos espacios, en sistemas de EDPs.

5). Comenzar a analizar una cuantizaciéon de las variables bésicas asociadas al

problema de EDPs, y analizar sus implicancias sobre el espacio-tiempo fisico.

6) Realizar un anédlisis mas exhaustivo de la formulacién n-dimensional de NSF,
ya que hay ciertas diferencias notables entre el caso 4-dim y el de dimensiones
mayores. Por ejemplo, en 4-dim, si los A son nulos, entonces uno obtiene métricas

conformalmente minkowskianas, pero en dimensiones mayores, éste no es el caso,
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(se obtienen métricas degeneradas). Esto se puede deber a que no se estan eligien-
do adecuadamente las pardmetros libres que entran en la integral completa. Por
ejemplo, si bien es cierto que en 4 dimensiones, si uno usa la coordenadas estereo-
graficas entonces las A para Minkowski son cero, podria no serlo si uno elige dos

parametros reales. Uno de estos casos es

a _ / 2 2
Z(x%, 81,82) =t — 512 — S9y — /1 — 87 — 32,

con $; y So son reales.

Por ultimo, vale la pena destacar que si bien hoy en dia, las condiciones de
Wiinschmann parecieran complicadas de resolver para proveer casos de gran interés
fisico, no implica que, ya sea utilizando técnicas perturbativas, o andlisis extras
de estos sistemas de EDPs, no se pueda algin dia tener a mano otra herramienta

potente para estudiar Relatividad General.
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Apéndices

§1. Apéndice A

Las expresiones para los A's, los G's y los w's son facilmente expresadas a
través de sus contraparte con ‘sombrero’. Las relaciones entra las cantidades con

y sin ‘sombrero’ son dadas por:

JARTH Aijs — nijq)71D®7 (8.1)
YA ijk A Z'jkq)_l + 26[]‘(1) 7’]]@} iq)_Q, (82)
Gy = Gy +20,,®7' DO, (8.3)

Wijk = &)\ijkq)—l + Q/ébq) : ka (I)_2, (84)
Wijs = Wijs — Th'jq)le‘I); (8.5)

~ —1 *
Wijss = Wijgr — NPT DD,

- 1 b* Sy — 2ab @ (1 + 6bb* + b2b2)

A = = A, = 0. )
‘ Wt TGy T 2ty A0 B9
A = A0 (8.7)

Ellas son facilmente derivadas de sus definiciones, (Secs. 2 y 3 del Cap. 3)
usando las dos diferentes elecciones de @, (& = 1y & = wd;). Notar que de la

ecuacién diferencial para ®, Ec.(3.49), tenemos que
1~
DO = ZN k-

En el proximo apéndice, las cantidades con ‘sombrero’ (ﬁ, G , @) son explicita-
mente desplegadas como funciones de (S, S*, ﬁz), resultando posible entonces,

expresar (A, G, w) in términos de (.5, S*, fAli,w).
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82. Apéndice B

Definiendo a las cantidades

o~
I

1 —bb",
a—b*a”,
ar — b aj.

h+ = é+ + b*é,,

APENDICES

(8.11)

(notando que A~ JK'Y @fj pueden ser obtenidas por conjugacién compleja) te-

nemos los tres conjuntos, (A, G, ©):

I. Los A ’s:
A o+ = Aoo =A001=£003:£005*=£0+7
£0+1 = &0—1:&018:&018*28088*:07
AO +s - AO —g* — _—1
ary
—~ b*
AO +s* = 3
Qry
Ao, = L
—S a/y?
R bre(b
Bty = eolina) - 20,
Y
~ ¢o(b
A+ 0— - 60( )7
7
AJF 01 = 07
Atos = albe—éy(9)),
Atog = afc—bég(S*)),
AT, = hi(b) é_(Ina),
Y
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b*Db — aryé(S) + bo

Aty = —D(Ina) + ,
v
~ *D* _ 5 *
At .. = —D*(lna)—f—b b— avybé, (S )+a’
Y
~ b
A+ —1 - _R7
Y
A+ _ —Db—ayé_(S) + bo*
—S8 ’}/ )
R+  —D*b—aybe_(S*) +o*
—S ,y I
A+ 1s = —Ck(b + SR),
At = —a(l+0bS%),
£+ ss* = 07
R N —bré(a*
Rig, = —e,(c)+ 20 =teld) (5.13)
ay
. 5o(a*) — bé
Ay = —é_(e)+ Sol’) eo(a)7
ary
Aoy = —cg,
Al Os = —DC+(I*C— éo(T) - aé()(S),
Aloe = —Dic+ac—éo(T) — aie(S*),
A @)@
+- oy )
Al +1 = __C7
ay
N . . b*Da* — Da — c+ a*o
Ay = —(64(T) +aéy(9)) + o ;
~ I . b*(D*a* +c¢) — D*a+ ao
Ao = — (e (T*) +are(SY)) + ( ) :
ay
ﬁl -1 = _C )
ay
AN, = (e (T)+ae_(S)) + (Date)—Da’+da'o :
ay
Bl = —(e-(1) +ate(s7) +
ay
Al 1s = —(Tp+a"+ aSg),
Ay = —(Th+a+a*Ss),
Al ss* . = 0

1. Los G ’s:
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Goo = 2(Dc+aSz+ Tz —c(aSg+Tr+a")), (8.14)
Gor = o 11 —0bb")"Ha?(1 —bb*)[c(1 +b*Sg) — b*Sy]
—b*(Da* — aa*Sg + aSw+ — (a*)? + Ty — a*Tg)
+Da + ¢+ Ty + aSw — aTr — a*Sg — aa*},
Goo = a (1 —=bb")" a1 —bb")[e(b+ Sg) — Sy
—b(c+ Da — aTr — aa* — a®Sg + aSw + Ty)
+Da* + Ty« + aSw+ — a*Tr — aa*Sg — (a*)?},

Gon = a"+aSp+ Ty,
Gip = —2(1—b0") b (a* = b*Sw- + a*b*Sg — aSk + Sw) + Db* — a},
G = o M1 =0 (1 —bb")[ea* — Sw + aSg) — 2Da] + aD(bb*)},
G = a '(1—0b") {1 —a®(1—bb")(1+b"SR)},
G__ = —2(1—bb")"{blab—a* + aSkr — Sw) + Db — a*Sk + Sw-},
G = o '(1=bb") " {=b—a’(1—bb*)(b+ Sk)},
Gu = 0.
ITI. Los @ ’s:

~ . boe(a®) = eoa)yzy 7 ¢y €075y
- -5 c?) 1
Wo+ {€+(C) + ay }9 + {A+ 2@’}/}9 + ’y 0 (8 5)
o, 280(06) +ar’(hi(a”) = h-(a), 5
A 0
Ao+ 29(1+ bb") }
ye—b*Sz(1+bb*)~, b ye+ SH(1 4 bb*) A
+ 5 0° — 5 6,
ay ay
<'/‘30— - (ZJO-F)*:

_ Y P .
Dol = c%@)+{A++%}6++{A,+2M}9 + 24,6

124,0° + 24,0,

W10 = —Wo1 + 24,
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bee(b) — beo(b*)  any(h_(a) — hy(a®))

o =Ao+ 2y ) )
Dby — bhr A ho(b*) (34 Db*)éy (bb*)  ~
JA R R — +
it = LA 2v(1 + bb*) 1o
ho(b)  (3+bb%)e_(bb*) .~ ~
—{- 2A_16
{ ¥ 29(1 + bb*) * }
_{7(5W +2A,) +a"(340b")  ab(l 4 3bb) V7
4 2(1 + bb*)
Vi + (@ — 24, )(3+bb)  a*b*(1 + 3bb%) | .-
a 4 2(1 + bb*) A
@_4_ — —@+_ - 2;{,
~ n C v brp n (b )r A
= {—A,+ =300 — Bpt (A + —~—— 2= 1)
W1 { ++ 204’}/} ~ { 1+ ’)/(1—{—bb*)}
n Y G ayb* .

1+bbr  1+bb*
&3,1 == (@Jrl)*.

83. Apéndice C

En este apéndice, el cual es largo y complicado, pero dado para com-
pletitud, obtenemos los parametros tetradicos y las condiciones sobre S y S* que
univocamente determina nuestra condicién de torsion nula. La anulacién de la

parte libre de traza de A (ij)s> 1.€., las condiciones ( 3.47), nos dan

G +G. = Gy+G_=0, (8.16)
Gy = Gg=0, for (i,j) £{(0,1),(+ —)}. (8.17)

Las expresiones explicitas para @ij dadas en el apéndice previo, son usadas para
i) encontrar los pardmetros tetrddicos y i) derivar la condicién de Wiinschmann.
En lo que sigue, a menudo encontraremos pares de ecuaciones que son una
el conjugado de la otra. En tales instancias, solamente escribiremos una de las
ecuaciones e implicaremos a la otra. Cuando queramos referirnos a la conjugada
de la ecuacion listada, escribiremos el numero de referencia de la ecuacion listada

con un superindice (*).
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Comencemos con las ecuaciones G =0, G_; =0, G}, =0,y G*; =0, las
cuales solo dependen de b, b*, y . Estas son cuatro ecuaciones para tres variables

que satisfacen una identidad. De §+1 =0y G* 1 = 0, tenemos que
b*Sr = bS,. (8.18)

Luego, usando @*_1 =0y @_1 = ( para eliminar o, obtenemos

—1+ /1— 5%
po BoR. (8.19)

Sk

(hemos elegido a la raiz positiva, puesto que queremos que b se anule cuando S lo
hace.) Uno ve que b* es el complejo conjugado de b. Es ttil invertir a las Ecs.(8.19)
y (8.19%), resultando

—2b

. —2b*
% = T
De la Ec.(8.20) y G, = 0, encontramos
1+ bb*
2 _

Las cuatro ecuaciones, {@H =0, G, = 0, @il =0, @*_1 = 0}, son automatica-
mente satisfechas por Ecs.(8.19), (8.19%) y (8.21).

Nuestro proximo paso, es determinar a, a*, y la condicién de Wiinschmann
de las ecuaciones @01 + CA¥+_ = 0, (A¥++ = 0, G__ = 0, y sus conjugadas. De
este conjunto de seis ecuaciones, seremos capaces de determinar (a, a*), encontrar
restricciones sobre (.S,.S*) y obtener identidades extras.

Primero establezcamos algunas relaciones utiles. Tomando D de la Ec.(8.21)

obtenemos luego de algunas simplificaciones,

aD(bb*)(3 + bb*)
Da = . 22
T o o) (1 — b (8:22)
Luego, (ver Ec.(3.5)) encontramos T = Tg[Db, Db*, b, S|y T}, = T}[Db, Db*, b, S|.
Tomando primero D* de la Ec.(8.20) y D de la Ec.(8.20%), i.e.,

—2b

. oo —2b

y entonces usando, la Ec.(3.8), para conmutar la R-derivada y la fibra-derivada,
obtenemos dos ecuaciones conteniendo T y T}, . Después de simplificar con las
Ecs.(8.20), se tiene
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Ab(Db* — b*2Db)  2(B2D*b* — D*b+ 2b2S3,)

T = Ty e (1= b0 )? (8.24)
Sw(1+65) 201+ b6) (5 Sw- + bSyy-)
(1= bb)? (1= bb7)?

Estamos ahora, en condiciones de hallar a, a*, y la condicién de Wiinschmann.
Primeramente, de 601 + @Jr_ =0y égl + G = 0, resolvemos para a y a*. Con
la ayuda de las Ecs.(8.22), (8.24) y sus conjugados, obtenemos

(14 bb*)[b*2Db + Db* + D*(bb*) + (1 — bb*)(b*Sw + bSy/)]

a= DE : (8.25)

Cuando ellos son insertados dentro de G__ = 0, encontramos que S debe obedecer
a la condicion diferencial
Db+ bD*b + Sy~ — bSw + b3S}, — V2S5, B

W= 1— bbr

0, (8.26)

donde b es la expresion conocida en términos de S y S*. La expresion W =
WI[Db, D*b, b] es el invariante de Wiinschmann generalizado. Su anulacién, es una
condicién sobre S y S* i.e., el requisito que el par original de EDPs debe satisfacer
para la existencia de una conexién libre de torsion.

Esta condicién, nos dice entonces que el invariante se debe anular, si nosotros
queremos encontrar una conexién libre de torsién no trivial. Substituyendo Db*,
del invariante de Wiinschmann y su conjugado, por las Ecs.(8.25) y (8.25%), nuestra

expresion para a resulta

a = b1 —bb*) 2 (1 4 bb*){b*(W — Db+ bSw — Sw+)  (8.27)
+b(W* — D*b* 4+ b*Sjre — Siyy) }-

o, con W= W*"=0,

a = b1 —bb*) 2 (1 4 bb*){b**(bSw — Db — Sy+) (8.28)
+b(b* Sjye — D*b* — Siip) ).

Resumiendo los resultados hasta aqui; hemos obtenido los cinco pardmetros
tetradicos, (b, b*, a, a,a”), tanto como la condicién de Wiinschmann en términos
de S y S*. La busqueda para el dltimo pardmetro, i.e., ¢, es la mas interesante, y
al mismo tiempo la parte mas dificultosa de la construccion.

Existen cuatro ecuaciones, a saber, @0+ =0, CA}'O_ =0, @S+ =0,y Gr = 0,

para c. Como veremos mas abajo, tres de estas ecuaciones resultan identidades una
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vez que resolvamos algebraicamente para c. Sin embargo, resulta instructivo man-

tener el invariante de Wiinschmann diferente de cero mientras resolvamos a estas

ecuaciones. Entonces, demostraremos explicitamente como su anulacion, nos lleva

a una unica solucién para c. De aqui, para calculos subsecuentes, YV es mantenida

en las ecuaciones. Comencemos por escribir

b(1 — bb*)(ab — a*)

1+ bb* ’

(1 —bb*)(a — a*b*)

1+ bb* '

Entonces, insertemos los lados izquierdos de las Ecs. (8.29), (8.30), y sus con-

jugados dentro de las Ecs.(8.24) y (8.24%) para encontrar Tp = Tgla,b;W] v

T} = Tx[a,b; W]. El resultado es

2(3ab — b*Sy+)  2a*(1 + 4bb* + b*b*?)
1+bb (1 4 bb*)2 ’

donde 7 = 7[W)] (el cual se anula con W) es dado abajo.

Db = W +bSw — Sy + (8.29)

Db = b (b"Sw- — Sw) — bW* + (8.30)

Th = (7 + Sw) + (8.31)

Tercero, usando la condicién de integrabilidad, uno muestra que los vectores D

y D* conmutan. En particular,

DD*b = D*Db, (8.32)
DD*b* = D*Db".
Por lo tanto, tomando las apropiadas fibra-derivadas de las cuatro ecuaciones
Ecs.(8.29), (8.29%), (8.30), y (8.30*), simplificando con Ecs.(3.8), (8.29), (8.30),
y sus conjugados, y usando a las Ecs.(8.32), obtenemos dos ecuaciones contenien-

do Da, D*a, Da*, y D*a*. Ellas pueden ser resueltas para Da* = Da*[Da, D*a*]

y D*a = D*a[Da, D*a*] para encontrar

1 27 %2 22 *
D(l* — <T+G*SW—G*2—Tw*)+SZ( +bb )+ bSZ

(8.33)

(1= bb)?
+b(Da — D*a* + Tw — T}y« + 4aa™) — 2a*b* Sy«
(1+0b*)
aSy«(1+ 0*0*%) + 2b*(2a* + a*Sy)
- (1 4 bb*)? '

El término T = Y[DW, D*W, W], el cual se anula con W, es dado abajo. Final-
mente, aparte de la Ec.(8.33) de arriba, podemos usar la condicién de integrabili-
dad para derivar otra identidad sobre las fibra-derivadas a y a*. Comencemos por
tomar D* de la Ec.(8.31):

2(3ab — b*Sy+)  2a*(1 + 4bb* + b2b*?)
D*(Tg) = D* — . 34
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Sobre el lado izquierdo, usamos las Ecs.(3.8%) para conmutar la R -derivada y

la fibra-derivada de tal manera que obtenemos el término Ug = Or(D*T'), donde

U= DT = D**S = D*S* = DT* (8.35)

denota la condicion de integrabilidad. Podemos entonces resolver a esta ecuacion
Ur. Nos referiremos a Ug obtenida de esta forma como U 1(%1). De una manera similar,
podemos obtener U g) por tomar D de la Ec.(8.31%). Entonces igualamos U g) y
U 1({2), de lo cual encontramos una identidad sobre Da y D*a*. Con el uso de las
Ecs.(3.8), (8.20), (8.29), (8.30), (8.33), y sus conjugadas, esta identidad se lee

2(1 + bb*) (bS}, — b*S;)

I' =T"+ Da— D*a* + Tw — T}y«
( + Da a* + Ty ) + 1= 0)?

(8.36)

+4(a*2()* — a®b) + 2(ab* Sy~ — a*bS}y,)

= 0.
1+ bb*

Los términos I' = T'[DW, D*W, W] y sus conjugados se anulan con W y son
dados mas abajo. Estamos ahora en posicion de hallar ¢ de las cuatro ecuaciones
éo+ =0, @0_ =0, @SJF =0,y 63, = 0 . Resolvamos algebraicamente para c cada
una de estas cuatro ecuaciones ¢, llamando a cada solucién ¢?. Préximamente,
reemplacemos Sg , o, Tk, y Da* por las Ecs. (8.20), (8.21), (8.31), y (8.33), y
usemos la Ec.(8.36) para simplificar. Finalmente, separemos cada c® dentro de
una pieza que contenga todos los términos con el invariante de Wiinschmann y sus
fibra-derivadas, digamos £¢®, y otra pieza que no contenga términos Wiinschmann,

a saber C' asf que ¢ tiene la forma
D =00 4 O,

para todo i. Es una tarea directa verificar que los cuatro C® son reales e iguales.
Imponiendo la condicién de Wiinschmann, W = W* = 0, de tal forma que ¢

=0, resulta C¥ = ¢V = ¢, y tenemos nuestra expresién final para ¢, a saber

Da+ D*a* +Tw + Ty aa*(1 4+ 6bb* + b*b*?)

‘- 1 T 2 b2 (8.37)
(14 bb°)(bS +b°Sz)  a(2ab — b*Sy) + a*(2a*b* — bSjy)
2(1 — bb")? 2(1+ bb") '

Habiendo determinado todas los parametros tetradicos, aun tenemos que veri-
ficar que @00 =0y @(’;0 = 0. Por inspeccién, vemos que estas ecuaciones contienen
fibras-derivadas de c¢. De hecho, por tomar explicitamente derivadas en las fibras
de ¢, encontramos que Ggy = 0 y @30 = 0 son idénticamente satisfechas. Vemos
ésto, de la siguiente forma:

De las Ecs.(8.33), (8.33%), (8.36 ) y (8.37), encontramos
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2a*(2ab — b*Syy+)

Da* = a*Sw — aSw+ — Ty~ + e (8.38)
Sz(14+bb*)%  a*2(1 + 6bb* + b2b*2)
(1—0bb*)2 (1 + bb*)? ’
Da = —(2c+Tw)+ 2a(26;b+ bZ*SW*) (8.39)
2*Sz(1+bb*)  aa*(1+ 6bb* + b2b*2)
(I—bb*)2 (1 + bb*)?

Tomando D* de la Ec.(8.38) y D de la Ec.(8.39%), substrayéndolas entre si, y

usando la conmutatividad D y D*, tenemos que

2c¢(2ab — b*Sy+)  ca*(1 + 6bb* + b*b*?)

DC:CSW—Tz—aSZ+ (l—l—bb*) - (1+bb*)2 5

(8.40)

la cual es equivalente a Gog = 0.
Notar que en el analisis de arriba, hemos usado las siguientes expresiones, las

cuales se anulas cuando W = W* =0

T = 2(b'v — b*v),
= 2bp+2(1+ bb*) M u(l — bb*) + v[a*b* + a(l — bb* — b*b*?)]
+02 0 (1 — bb*) + b*v*[ab + a*(1 — bb* — b*b*?)]},
' = —b"[4p+ 2v(2abb™ + a*b* + 3a)],

1
G = &G =b{ =) + b+ 5" (3 - 26°5) — ab]}

1
—i—ib*u(a —a’b"),

1 1
S = &= E{M(l —bb*) + bp + Ey[a@ + b — 2b2b*2) _ a*bb*Q]}

1
—|—§b1/*(a* — ab),

donde
po= 2711 —bb*) 73 (1 4 bb*){(b*DW + D*W)
FW(H2 Sy — 26* Sy — 265, + S )},
p = =271 —=bb*)"2(1 + b )WW*,
v = (1—0bb")" (1 +00")"'W.
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