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Resumen

En este trabajo se estudian dos aspectos basicos del problema de Cauchy de sistemas de
ecuaciones en derivadas parciales de primer orden; estos son el limite parabdlico y la estabilidad
de soluciones cercanas a equilibrio. Este estudio es de interés en fisica debido a que muchos
procesos disipativos estan descriptos mediantes sistemas ecuaciones hiperbdlicas cuasi lineales
y, bajo ciertos regimenes, los mismos procesos estan bien descriptos por ecuaciones parabdlicas.
En la primera parte de este trabajo se estudia el limite parabdlico del sistema hiperbdlico de
conduccién de calor dado por las ecuaciones de conservacion de la energia y la ecuacion de
Cattaneo. Se prueba, en el caso lineal, que las soluciones hiperbdlicas tienden suavemente a las
parabdlicas de la teoria usual de Fourier, cuando el tiempo de relajacién 7 de la ecuacién de
Cattaneo tiende a cero. En el caso cuasi lineal (ecuaciones de Coleman, Fabrizio y Owen) se
obtiene un resultado analogo pero de validez solo local en el tiempo. En segundo lugar, utili-
zando un funcional energia similar al introducido por Matsumura, se prueba existencia global y
decaimiento exponencial a equilibrio de las soluciones del sistema cuasi lineal de conduccién de
calor de Morro y Ruggeri. Hasta este punto del trabajo, los estudios se centraron en sistemas
de ecuaciones particulares. En la tltima parte del trabajo se estudia la existencia global y
estabilidad cercana a equilibrio para sistemas generales, cuasi lineales, disipativos, de primer
orden. Se introduce una condicién de estabilidad tal que el problema de Cauchy para el caso
de coeficientes constantes es una contraccién en una norma equivalente a la norma Ls. Luego
se encuentran condiciones de suficiencia bajo las cuales se puede construir, con el auxilo de
la teoria de operadores pseudo diferenciales, una norma H tal que el problema Cauchy para
el caso de coeficientes variables es una contracciéon en esta norma. Finalmente, a partir de
los resultados previos, se trata el caso cuasi lineal general y se obtiene un teorema que puede
considerarse una generalizacién al caso de derivadas parciales del teorema de estabilidad de
Lyapunov.
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1 Introduccidn

Uno de los principios fundamentales de la fisica es el principio de causalidad. Este principio
establece que toda teoria de la fisica que describa procesos de evolucién debe ser consistente
con las nociones de “pasado”, “presente” y “futuro”. Mas formalmente, una teoria que pre-
sente ecuaciones de evolucién para un conjunto de campos fisicos debe respetar la estructura
causal del espacio tiempo. Hasta principios de este siglo se creia que la estructura causal del
espacio tiempo era la presentada por mecanica Newtoniana y, en este contexto, los sistemas
de ecuaciones que describian evolucion de distintos campos fisicos eran basicamente elipticos
(ecuacién de Poisson para la gravedad Newtoniana), parabélicos (ecuacién de difusién del calor)
e hiperbdlicos (ecuacion de ondas).

A partir de la formulacién de las ecuaciones del campo electromagnético (ecuaciones de
Maxwell) y la posterior formulacién de las teorias de la relatividad especial y general, quedd
claramente establecida una nueva estructura causal para el espacio tiempo [1], [2]. Cualquier
teoria fisica que describa la evolucién de un campo fundamental, y que sea consistente con este
nuevo marco teérico, debe presentar ecuaciones de evolucion de tipo hiperbdlico.

Por otro lado, innumerables procesos fisicos, cuando son estudiados desde un punto de vista
macroscopico, presentan disipacién (por ejemplo: conduccién de calor, movimiento de fluidos,
etc.). Cuando las ecuaciones que describen tales procesos son hiperbdlicas, la consistencia con
los principios de la termodindmica resultan en la no linealidad (en general cuasi linealidad) de
las mismas (ver por ejemplo: [3], [4], [5], [6], [7], v el apéndice de este trabajo).

A la luz de lo antes dicho, queda clara la importancia de comprender todos los aspectos
relacionados al problema de valores iniciales para sistemas hiperbdlicos cuasi lineales. En el
presente trabajo se encara un estudio de dos aspectos fundamentales de este problema: el
limite parabdlico y la estabilidad de soluciones cercanas al equilibrio. Mas concretamente, en la
primera parte del trabajo se estudia el limite parabdlico de sistemas hiperbédlicos de conducién
de calor. Mientras que en la segunda parte se estudia la existencia global y estabilidad de
sistemas cuasi lineales hiperbdlicos. Estos estudios se realizan, en primer término y como un
ejemplo simple de interés fisico, para un sistema de conducién de calor, y en segundo término
para sistemas hiperbdlicos disipativos cuasi lineales en general que, entre otros, contienen al
ejemplo anterior.

A continuacion describimos mas detalladamente los problemas a estudiar en cada capitulo
del presente trabajo. Comenzamos dando una introduccién de los sistemas hiperbdlicos de
conduccién del calor y una motivacion para el estudio su limite parabdlico.

Normalmente se entiende que la propagacion del calor en un sélido esta gobernada por la
ley de Fourier

7= —k(T)VT, (1.1)

donde ¢ es el flujo de calor, T es la temperatura absoluta y k es la conductividad térmica del
medio. Si suponemos que la densidad de energia interna e depende sélo de la temperatura
de forma tal que de = ~odT, donde 7, es el calor especifico del cuerpo, y que k es constante,



entonces la conservacién de la energia

de

—=-V-q 1.2
o q (1.2)
combinada con la ley de Fourier resultan en la ecuacién para la temperatura (comunmente
conocida como ecuacién del calor)

‘Z = kV°T, (1.3)

donde k = k/v es la difusividad térmica.

La ecuacion (1.3) es una ecuacién parabdlica y consecuentemente tiene la propiedad de que
la informacién se propaga a velocidades arbitrariamente grandes. Por ejemlo, si resolvemos el
problema de Cauchy para la ecuacién (1.3) en la recta real con dato inicial de soporte compacto
en t = (, entonces la solucién no sera de soporte compacto para ningin ¢ > 0. El primer intento
para resolver este problema fué llevado a cabo por Cattaneo [8] quién sugirié reemplazar la ley
de Fourier por una ley mas general que hoy se conoce como la ecuacion de Cattaneo,

oF | .

T(T)a +q=—k(T)VT, (1.4)
donde 7 es un tiempo de relajacion que depende del material y del mecanismo de transporte del
calor. Esta ecuacion introdujo una idea nueva, la de considerar al flujo de calor como una nueva
variable independiente, idea que mas tarde se formalizaria bajo el nombre de Termodinamica
Extendida (ver por ej. [6], [7]).

En un caso simple, en el que 7 y k son constantes y la densidad de energia e depende de T’
linealmente, la conservacién de la energia (1.2) combinada con (1.4) nos conduce a la llamada
ecuacion telegrafica (o del telegrafista) para la temperatura,

1827 19T _,

Esta ecuacién es hiperbdlica y ¢ = W es su velocidad caracteristica. Las soluciones de (1.5)
son disipativas, en el sentido de que sus soluciones decaen a equilibrio, y de tipo ondulatorio en
el sentido de que la informacién en un dado tiempo no puede propagarse con velocidad superior
a c. Por ejemplo, si resolvemos el problema de Cauchy para (1.5) en la recta real con datos de
soporte compacto, la solucién tendra soporte compacto para todo ¢t > 0. Esta propiedad no
es exclusiva de la ecuacién (1.5), sino que es una propiedad del sistema (1.2) - (1.4) el cual,
cuando se elige una densidad de energia e con sentido fisico, es hiperbdlico. Esto constituye
una diferencia importante entre los problemas de Cauchy de la ecuacién (1.3) y el sistema (1.2),
(1.4).

Otra diferencia importante entre los problemas de Cauchy de la ecuacién (1.3) y del sistema
(1.2) - (1.4) se refiere a los datos iniciales. Para que el problema de Cauchy de (1.3) esté correc-
tamente formulado, es decir que exista una solucion, ésta sea tinica y dependa continuamente de



los datos iniciales (en alguna norma apropiada), uno tiene que dar una sola funcién como dato
inicial, T'(t = 0). Mientras que para que el problema de Cauchy del sistema (1.2) - (1.4) esté
bien formulado uno tiene que dar cuatro funciones iniciales, T'(t = 0) y ¢(t = 0). Fisicamente
esto significa que si uno fuera a preparar un experimento (no estacionario) en el cual la tem-
peratura fuese una variable relevante, entonces uno deberia controlar no sélo la temperatura
inicial sino también el flujo de calor inicial en la muestra. Esto no seria necesario si uno supiera
que este dato inicial “extra” no tiene influencia apreciable en la evolucién temperatura de la
muestra.

Seria interesante, de acuerdo a lo antes expuesto, estudiar la relacion existente entre las
soluciones del sistema (1.2) - (1.4) y la solucién de su limite parabdlico; como asi también
entender que ocurre con el dato “extra”, ya que es bien sabido que ecuaciones parabdlicas como
la (1.3) ajustan muy bien los resultados experimentales en una amplia gama de situaciones.
Esto ayudaria también a entender por qué solo bajo circunstancias muy especiales se ha logrado
detectar ondas de temperatura (soluciones hiperbélicas) (ver [9], [10]).

En el capitulo 2 realizamos un estudio que proporciona algunas respuestas a estas cuestio-
nes para el caso simple en que el sistema (1.2) - (1.4) es lineal y para un caso fisicamente més
interesante en que dicho sistema es no lineal. La forma en que estudiamos este problema es la
siguiente. Pensamos en el sistema (1.2) - (1.4) como una familia monoparamétrica de sistemas
hiperbdlicos, donde 7 juega el rol del parametro, de forma tal que dicha familia recupera el
limite parabdlico cuando 7 — 0. En dicho limite la ecuacién de Cattaneo se reduce a la ley de
Fourier. Para realizar estos estudios utilizamos técnicas energéticas como las normalmente uti-
lizadas para tratar problemas de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones en derivadas
parciales.

El ejemplo lineal que trataremos sera la teoria hiperbdlica lineal mas simple, cuyas ecua-
ciones son las (1.2) - (1.4) con coeficientes constantes y una densidad de energia lineal en la
temperatura. Probaremos para este caso que, dados datos iniciales arbitrarios para la tem-
peratura y el flujo de calor, la solucién del sistema hiperbélico converge uniformemente a la
solucién de la ecuacién parabdlica limite (con igual dato inicial para la temperatura) cuando el
parametro tiende a cero. Mas aun, dado cualquier valor del parametro, se encontrara una cota
para la diferencia entre las soluciones en términos del dato inicial y el tiempo. Se vera ademés
como el dato extra para el sistema hiperbdlico se compone de dos términos, uno que decrece
exponencialmente cuando t crece y otro que es siempre pequeno.

Algunos de los resultados mencionados para el caso lineal fueron obtenidos con anteriori-
dad. Caffarelli y Virga [11] obtuvieron resultados limitados utilizando funciones de Green para
representar las soluciones generales de (1.5); Geroch usé series de Fourier [12]. La ventaja
de utilizar técnicas energéticas reside en que pueden emplearse también para ecuaciones no
lineales. Esto es importante porque, como puede verse en el apéndice, la compatibilidad con la
termodinamica de una teoria de propagacion del calor conduce necesariamente a ecuaciones no
lineales.

Muchos autores estudiaron teorfas no clésicas (que no obedecen la ley de Fourier) de pro-
pagacién del calor y la aparicién de ondas de temperatura (ver por ejemplo [10]). Distintas



motivaciones, tales como obtener una teoria causal o estudiar el fenémeno conocido como se-
gundo sonido, promovieron estos estudios. Junto con el surgimiento de las primeras ideas de
la termodindmica extendida surgieron algunas teorias de propagacién del calor en sélidos. En
1982 Coleman, Fabrizio y Owen [13] propusieron una teoria que respetara las ecuaciones bésicas
(1.2) - (1.4) e impusieron restricciones sobre la relacién constitutiva e = e(T, §) con el objeto
de compatibilizar la teoria con los principios de la termodindmica. Obtuvieron de esta for-
ma una teoria hiperbdlica cuasi lineal consistente con la termodindmica (que de ahora en més
identificaremos con la sigla CFO).

En el capitulo 2 introducimos la teoria de CFO y realizamos un estudio de su limite pa-
rabdlico. Se probard que, dada una solucién cercana a equilibrio (¢ = 0 y T = const.) del
sistema parabdlico limite, existe siempre una solucién del sistema hiperbdlico que permanece
cerca de la solucién dada durante un intervalo de tiempo finito. Mas ain, se probara que du-
rante este intervalo de tiempo, la diferencia de las soluciones converge uniformemente a cero
cuando 7 — 0. En este caso los datos iniciales del sistema hiperbdlico se eligen inicializados
[14], [15]. Esto significa que los datos extra en la teoria hiperbdlica no se eligen arbitrariamen-
te, sino en coincidencia con los valores iniciales de las variables correspondientes de la teoria
parabdlica limite.

Diversas teorias han sido propuestas para tratar la propagacién hiperbdlica del calor. En
el apéndice del presente trabajo, siguiendo trabajos de Liu [3] y otros que culminaron con uno
de Geroch y Lindblom [5], realizamos una deduccién de las teorias hiperbdlicas mas simples
de tipo divergencia que describen la propagacién del calor en sélidos y son consistentes con
los principios de la termodinamica extendida. Este apéndice formaliza las ideas de Morro y
Ruggeri [16] que propusieron una teoria cuyas ecuaciones son la conservacién de la energia y
otra ecuacién vectorial que no es la de Cattaneo.

En el capitulo 3 introducimos la teoria de Morro y Ruggeri (de ahora en mas MR), y estu-
diamos la existencia y estabilidad de soluciones al problema de Cauchy asociado. No es dificil
ver que el sistema de ecuaciones de MR es genuinamente no lineal [17]. Esto significa que si
el sistema de ecuaciones no tuviese términos disipativos, las soluciones desarrollarian singulari-
dades (ondas de choque) en un tiempo finito ain para datos iniciales pequenos. Sin embargo,
como estas ecuaciones son disipativas, es posible probar existencia global de soluciones. En
particular, probamos que dados datos iniciales suficientemente cerca de los datos de equilibrio,
la solucién existe globalmente y converge exponenciamente a equilibrio cuando ¢t — oo.

El problema de valores iniciales para las teorias de CFO y las de MR fue estudiado por
Coleman, Hrusa y Owen [18] y por Franchi y Morro [19] respectivamente, quienes demostraron
la existencia de soluciones globales y la estabilidad (convergencia de las soluciones a equilibrio
cuando t — o0) para datos iniciales pequenios. Ambos trabajos realizan la prueba acotando
un funcional energia que involucra integrales en espacio y en tiempo de las soluciones y sus
derivadas espaciales y temporales. De esta forma obtienen una cota para la energia en término
de los datos iniciales la cual implica la convergencia de las soluciones a equilibrio (cuando
t — o0) sin implicar mayores detalles sobre la rapidez de tal convergencia. La diferencia
fundamental entre nuestra prueba, basada en un trabajo de Matsumura [20], y las recién citadas



estriba en que el funcional energia que usamos en el capitulo 3 es equivalente a una norma
de Sobolev sobre las variables espaciales en la cual el tiempo aparece como un parametro.
El trabajo principal es probar que, cuando los datos iniciales son suficientemente cercanos a
equilibrio, la derivada temporal de tal energia (que denotamos por E) puede acotarse en la
forma E < —(1/7)E. De aqui se deduce que existen soluciones globales y que estas convergen
exponencialmente a equilibrio cuando ¢ — oo.

En el capitulo 4 del presente trabajo estudiamos la estabilidad lineal y no lineal de las
soluciones cercanas a equilibrio de sistemas cuasi lineales hiperbdlicos disipativos generales. Hay
numerosos ejemplos en fisica de tales sistemas. El ejemplo que motivé principalmente nuestro
interés en este problema es el de los fluidos disipativos relativistas [3] [5], cuya complejidad de
estructura no permiten una generalizacion de los resultados de los capitulos anteriores. Los
resultados del capitulo 4 tiene gran generalidad y pueden ser aplicados a diversos sistemas que
aparecen en fisica.

Nos interesa estudiar el problema de Cauchy para sistemas hiperbdlicos cuasi lineales de la
forma:

g: = jzlAj(v)@a;j + B(v)v,
(1.6)
u(t =0) = g(z)
donde v es funcién (vector columna) de las variables espaciales reales z!, ..., 2" y el tiempo t,
con componentes v!, ..., v5. A7 j=1,... ny B son matrices s x s, funciones suaves (C*) de

v.

Claramente el sistema (1.6) tiene soluciones de equilibrio (estacionarias) vy = const., vy €
kerB(vg). Si el sistema (1.6) es “disipativo”, es de esperar que sus soluciones de equilibrio sean
estables, es decir, que cuando los datos iniciales g son suficientemente cercanos a los datos gg
correspondientes a vy en alguna norma (por ejemplo en la norma Ls), el problema de Cauchy
para (1.6) posea soluciones globales (para todo tiempo) las cuales, luego de un intervalo de
tiempo transitorio, decaigan a equilibrio (en la misma norma) cuando el tiempo crece.

Para estudiar la estabilidad de (1.6) es conveniente introducir un pardmetro de pequenez &
que regule la pequeniez de g — go. Escribimos pues, v(t = 0) = go + € f(z) e introducimos una
nueva variable u tal que v = vy + eu. Suponiendo por simplicidad que B(vy + eu)vg = 0, el
problema de Cauchy para u es:

(21; = ;Aj(vo + eu)gz + B(vy + cu)u,
(1.7)
u(t =0) = f(x).
Como las matrices A7 y B son diferenciables, pueden ser escritas en la forma:
Al(eu) = A} + Al (eu) y B(eu) = By + By (cu),



donde A} = A’(vy) y By = B(vy) son matrices constantes. Las técnicas a utilizar permiten
estudiar sistemas ligeramente mas generales que (1.7). Estudiaremos pues el problema de
Cauchy:

=" (A) + e Al (z,t, 510)522—%(Bo%—efﬁ(x,ue,u)ﬁ%
j=1

u(t = 0) = f(x),

donde las matrices A} (x,t,e,u) y Byi(x,t,e,u) son funciones suaves de todos sus argumentos.
En el capitulo 4 se define una condicién de estabilidad genérica para estos sistemas y se prueba
que tal condicién implica, para € suficientemente pequeno, la estabilidad lineal y no lineal para
sistemas simétrico hiperbdlicos y fuertemente hiperboélicos. La idea fundamental de la prueba
consiste en construir una norma, equivalente a la norma Lo, con el auxilio de la teoria de
operadores pseudo diferenciales, y probar que el problema de Cauchy es una contracciéon en
dicha norma.

Paralelamente a estos trabajos se ha realizado otro [21], en el que se aplica un método
similar a sistemas mixtos simétricos hiperbdlicos-parabdlicos que incluyen las ecuaciones de
Navier-Stokes. En este caso la norma fue construida explicitamente, sin estar esta construccién
basada en una condicién de estabilidad genérica como hacemos en el presente trabajo.

Notacién. A lo largo del presente trabajo denotaremos por ||ul|, a la norma en el espacio de
Sobolev H"(2), si u : 2 — RP. Asimismo ||u|| denotara la norma L.



2 Comportamiento de soluciones de sistemas hiperbdlicos de conduc-
cidon de calor en el limite parabdlico

2.1 Teoria hiperbdlica de conduccién de calor

Coleman, Fabrizio y Owen [13] (ver Apéndice) mostraron que la ecuacién de Cattaneo (1.4) es
compatible con los principios de la termodinamica si la densidad de energia interna e es funcién
no solo de la temperatura sino también del flujo de calor, obteniendo:

Z(T) _ Z(T)
T 2
con Z(T) =7(T)/k(T). De acuerdo a esto las ecuaciones de conservacién de la energia (1.2) y
de Cattaneo (1.4) quedan,
o(T) +d(T)¢)T +2a(T)G- G+ V - 7= 0 (2.2)
7(T)§+ k(T)VT + 7= 0. (2.3)
donde vo(T") = e((T') es el calor especifico de equilibrio.

Para realizar el estudio del limite parabdlico comenzamos con un caso simple en que las
ecuaciones (1.2) y (1.4) son lineales. Luego se estudiara el caso més general de las ecuaciones

(2.2) v (2.3).

e=eo(T) + a(T)q?, donde a(T) = (2.1)

2.2 Ejemplo lineal y limite parabdlico

Consideraremos el problema de propagacién del calor en el cilindro S'xR™ dadopor0 <z < L
con 0 y L identificados, y t > 0. Las ecuaciones para este ejemplo lineal son la conservacion de
la energia (1.2) y la ecuacion de Cattaneo (1.4) con todos los coeficientes constantes, juntamente
con una energia lineal en la temperatura. De esta forma las ecuaciones quedan:

or  0Oq
o T T o
dq oT
T— = —k— —
ot or L
donde g es el calor especifico del sélido, k es su conductividad térmica y 7 es un tiempo de
relajacién. Definiendo las variables u =T y v = —q /o, €l sistema de ecuaciones queda:
U = Vg (24)
1
fvy = Uy — —, (2.5)
K

donde k = k/vg es la difusividad térmica y ¢ = /7/k es la reciproca de la velocidad carac-
teristica del sistema. El sistema (2.4) y (2.5) puede ser pensado como una familia monopara-
métrica de sistemas simétrico hiperbdlicos, donde € > 0 juega el rol del pardmetro. El limite
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€ — 0 es el limite parabdlico. En este limite el sistema se convierte, eliminando v, en la ecuacion
usual de calor con coeficientes constantes:

1 0 0
0 — =0 2.6
KUt uxm ) ( )

donde u° denota la temperatura parabdlica usual.

Consideremos ahora los problemas de Cauchy para el sistema (2.4) - (2.5) y la ecuacién (2.6).
La ecuacion (2.6) requiere una tnica funcién como dato inicial, mientras que el sistema (2.4) -
(2.5) requiere dos funciones. Para estudiar la relacién entre ambas soluciones, considerando a
€ como un parametro de pequenez, bastara con elegir datos iniciales iguales a orden, hasta un
orden &2, para ambas temperaturas (u y u°) y tomar arbitrariamente el dato restante para el
sistema hiperbélico; es decir:

u(t = 0) = f(x) o(t = 0) = g(a) (2.7)
Wt = 0) = f(&) + re(ga(x) — K fuu(a). (2.8)

Los resultados obtenidos se resumen en el siguiente teorema.

Teorema 2.1 Sea f € C""2(S') y g € C"™(S') con n > 2. Entonces, las soluciones (u,v) y
u® de (2.4)- (2.5) y (2.6) satisfacen:

u = u’ — ke A, exp(—t/ke?) + ug (2.9)
= rud + A exp(—t/ke®) +vg (2.10)
donde A(z) = g(x) — kf.(z) € C"T(Sh), y

(i) Las normas de Sobolev de ur y vg pueden acotarse en términos de las normas de Sobolev
de los datos iniciales como sigue:

3
HuRHEn + 62||UR||$n < et <||fm||i + 52§||Aﬂcos||$n + 54’€2||Aﬂcm”gm> (2-11)

con0<m<n—-2yVt>0.

(ii) Cuando n > 3, ugp = O(&?), vg = O(e) puntualmente y u,v € C"3(S') aiin en el
limite ¢ — 0.

Prueba. Siempre se puede escribir la solucién de (2.4)-(2.5) como se hizo en (2.9)-(2.10); hay
que probar que las propiedades (i) y (ii) del teorema valen. Para hacer esto primero obtenemos
las ecuaciones para ug y vg:

Upi = URs (2.12)

1
g = uRm—EvR+52p, (2.13)

!Diremos que una funcién F(z,t,¢) es de orden e? en H™ (F = O(gP)), si 0 # lim._ [e PF(x,t,e)] € H™.

O(1) = O(=0).



donde p = —k (Azzexp(—t/ke?) + ul,). Definimos ahora la energia para (ug, vg):

L
Br= 1 [ ((wn)? + 20 do = gl + <ol

Derivando Er obtenemos:

. 2 rL
ER = Z/() (UR URt+€2UR URt) da:,

1
= Z/ (uRVR: + VRUR: — —(VR)® + €°pUR) dx.
0 K

(2.14)

Los primeros dos términos del integrando se cancelan integrando por partes, de forma que:

. 2 (L, 1 9 9
Erp = E/o (—E(UR) +e pvR) dz.

Si desechdramos el término definido negativo obtendriamos Ex < %ER +T fOL dxp?, pero esta

cota puede mejorarse; completando cuadrados obtenemos:

: K

E. — / YR _ 2, VE 2 4.2\ g
R 7 3 Yy Vel )
< — [ d
< <y /0 aa
y la cota obtenida es de orden £*. Integrando esta desigualdad obtenemos
4 E ! 24/ /
En(t) < En(0) + =15 [ l*(?,2) at'

Debido a la eleccién del dato inicial ug(t =0) = 0y vg(t = 0) = —?Kk%A,,, entonces
Ep(0) = °K" || Aga

y la cota para la energia queda

Ba(t) < Ot AP+ 65 [ plP(2, <) ar.

p = O(1) y por lo tanto Exr = O(g?). De la definicién de la energfa se deduce que ||ug||* =

v |lvr|* = O(£?). Recordando la definicién de p obtenemos

1 )
> [l = L/ﬁ/ Aggerp(~t [k?) +uly) da
T / dt/ )exp( 2t’/1€€2)+(u2t,)2) dx

IN

(2.15)

(2.16)

(2.17)

O(e")

(2.18)



donde hemos usado la desigualdad (a + b)? < 2(a? + b?). Realizando la integral temporal en el
primer término y desechando los términos negativos obtenemos

dt’ oz ) exp(—2t' /Ke?) dax < —_— L(Am)2 dx.
fa [ |

Usando la ecuacién limite (2.6) obtenemos para el segundo término en (2.18)

t L t L
/dt// () dr < Ii/ dt// ulul, . dv
0 0
ef [t
[ R )2] dz
0

K /0 (foa)? + €02 (Da)?) dar.

IA

IN

Asi, reemplazando en (2.17), obtenemos
3
Jurll + <ol < <t (el + 2 Nl + 7 D). (2.19)

Esta es la desigualdad buscada para la norma de L,. La validez de la desigualdad para normas
H™ sigue de la linealidad de las ecuaciones como se explica a continuacion. Las derivadas
primeras (ug,, Vg, ) obedecen las mismas ecuaciones (2.4) - (2.5) reemplazando p por p,; luego,
usando una energia Ej = |lug.||® + €2||vrs||*> obtenemos la misma desigualdad (2.19) pero
con todas las funciones derivadas una vez respecto de z. Sumando 1/L? veces esta tltima
desigualdad a (2.19) obtenemos la desigualdad (2.11) para m = 1. El mismo proceso puede
continuarse para todo m tal que el lado derecho de (2.11) permanezca finito; lo cual ocurre,
de acuerdo a la diferenciabilidad de los datos iniciales, para 0 < m < n — 2. Esto prueba la
afirmacién (i). Finalmente, la afirmacién (ii) es consecuencia directa de la afirmacién (i) y el
teorema del embedding de Sobolev. O

Analicemos ahora el significado del teorema 1. Supongamos que se resuelven los problemas
de Cauchy para el sistema (2.4)-(2.5) y la ecuacién del calor (2.6) con datos iniciales iguales,
a menos de términos de orden €2, y suaves para las temperaturas u y u°, y un “dato extra”
arbitrario pero suave para el flujo de calor hiperbdlico v. La ecuacién (2.9) juntamente con la
afirmacién (i) dice que la “temperatura hiperbdlica” u es igual a la temperatura usual «° mas
términos de orden £? que tienden suavemente a cero en el limite parabdlico; mientras que el
“flujo de calor hiperbdlico” v es igual al término correspondiente a la ley de Fourier mas dos
términos suaves; uno de orden cero en € que tiende a cero exponencialmente cuando ¢ crece y
que aparece debido a que el dato inicial para esta componente es arbitrario, y el otro de orden

g2.
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Como vemos, el “dato extra” tiende a cero exponencialmente con tiempo de decaimiento
corto 7. Para entender mejor el significado fisico de esta afirmacién consideremos lo siguiente.
Dividamos la desigualdad (2.11) para m = 0 por la energia inicial de Sobolev y escribamos esto

Ccomo E 9
R T
< 2.20
Er(0) — (2.20)

2

d
donde 7, es un tiempo construido a partir de los datos iniciales. Para el caso en que g(z) =
Kfz(x), (A =0), tenemos

o _ 2 | fIP + 7l fol

TR | fwl
Supongamos que el dato inicial esté caracterizado por una longitud tipica [, por ejemplo f(z) ~
fosin(3tz), entonces

(2.21)

Td ~ W’ (222)
y por lo tanto
Er 72 N (27)472 kK2

Er(0) 737 2 (2.23)
Como ejemplo para un material en condiciones normales consideremos un trozo de hierro a
temperatura ambiente; entonces k ~ 2.1 X 10_“;:62, £~ m ~ 2.0 x 10_6%, y por
lo tanto 7 = €%k ~ 8.4 x 107!? sec. Concluimos que para que las perturbaciones cercanas al
equilibrio (temperatura constante) se comporten en forma apreciablemente distinta a la que
predice la disipacién usual, deben tener una longitud tipica [ < 2.2 x 107 em.

Para otras configuraciones iniciales se pueden establecer estimaciones similares para los
6rdenes de magnitud. Hay que notar que mientras el flujo de calor hiperbdlico v y su contra-
partida en la teorfa de Fourier ku’ aproximan el estado de equilibrio T' = constante y ¢ = 0 con
tiempo de decaimiento 74, su diferencia tiende a cero (o valores de orden ¢) con el tiempo de
decaimiento mucho mas corto 7. El teorema pues, no dice simplemente que “las cosas tienden
a equilibrio”, sino mas precisamente “el defecto de la ley de Fourier se hace pequeno en un
tiempo mucho mas corto que el tiempo tipico en que se establece el equilibrio”.

La solucién (u,v) de un sistema hiperbélico como el (2.4)-(2.5) tiene cierto grado de diferen-
ciabilidad que depende de la diferencialbilidad de los datos iniciales. La afirmacién no trivial
del teorema 1 a este respecto es que la diferenciabilidad se preserva aun en el limite parabdlico,
es decir la solucion es regular en el parametro . Mas atn, si n > 3, la temperatura hiperbdlica
u tiende uniformemente a la temperatura parabdlica u° cuando € — 0, ya que

0] lup — ke*Agexp(—t/re?)| < |up| + ke?|Aglexp(—t/ke?)
< V2([luglly + Rl Ay Lexp(—t/re?))

3
< VEPR(R(I s} 4 & SN0l + 1Al D2 + [ Asllacap(—t/5e) )

lu —u

donde el factor entre paréntesis es regular en ¢.
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2.3 Limite parabdlico en el caso cuasi lineal

Al igual que en el caso lineal, cosideramos la conduccién de calor en un cilindro S* x R dado
por 0 < z < L con 0 y L identificados, y t > 0. Consideremos las ecuaciones de Coleman,
Fabrizio y Owen (2.2) y (2.3) para la temperatura T y el flujo de calor ¢, que al ser escritas
como un sistema simétrico hiperbdlico quedan

(1) +d'(T) | T, = —qu+ 2% T, + Qj_g; e (2.24)
;g; @ = —1Ip— k<1T)q, (2.25)

donde 7o(T") > 0 es el calor especifico, k(T') > 0 es la conductividad térmica, 7(7") > 0 es un
tiempo de relajaciéon y a(T) = —T?(7/T?k)’'/2. Introducimos ahora el pardmetro ¢ haciendo
7(T) = &27(T); de forma tal que 7(T) = O(e*) y 7(T) = O(1). Luego, a(T) = £*a(T) con
a(T) = —T?*(7/T?k)' /2. Las ecuaciones (2.24)-(2.25) pueden ser escritas de la siguiente forma:

ak a
Cr Ty = —g+2— ql+2- 7 (2.26)
) 1
donde ~
- T
(T, q) = v + %@ ¢°, r,(T) = o (2.28)

Las ecuaciones (2.26)-(2.27) constituyen una familia monoparamétrica de sistemas que en el
limite € — 0 conducen a un sistema parabélico. Llamando (77, ¢") a la solucién de este sistema
obtenemos,

WI) T = —¢ (2.29)
1
0 — _T;;—k(TO)qO. (2.30)

Como ¢° es en este limite una variable dependiente, podemos escribir equivalentemente
WI) TP = [K(T°) T;).. (2.31)

Para ambos sistemas (2.26)-(2.27) y (2.29)-(2.30), (T' = constante, g = 0) es un solucién de
equilibrio. Mostraremos que dada una solucién T de la ecuacién parabdlica, suficientemente
cercana a equilibrio, siempre existe una solucién (7', ¢) del sistema hiperbdlico que aproxima
a (TY, —kT?) durante un cierto intervalo de tiempo. Escribiremos el dato inicial para (2.31)
como sigue

_ 1 /L
T =0 = TO + f(2) con T0 = Z/ dz T—o > 0 (2.32)
0

12



Elegiremos el dato inicial para (2.26)-(2.27) como

_ df
T‘t:[) = T0’t20 =70 + f(.ﬁE) y q’t:O =—k % (233)
Esta eleccién de los datos iniciales se conocen como proceso de inicializacion [14] [15]. A
continuacion restringiremos el estudio al caso k = constante para simplificar algunas cuentas,

pero esta no es una restriccion necesaria.

Teorema 2.2 Sean vo(T) y 7(T') funciones suaves definidas positivas mientras T > 0. Sea T°
una solucién de (2.31) con dato inicial (2.32) donde ||f||s < CT® y C' > 0 es suficientemente
pequena. Existe un intervalo de tiempo [0, ty], to > 0 es independiente de ¢, tal que la solucion
(T, q) de (2.26)-(2.27), con datos iniciales (2.33), satisface

T=T"+Tg y q=—kT° + qg t €10, (2.34)
donde T = O(£?) y qr = O(e) en el sentido de H?.
Prueba. La solucién (T, q) siempre puede puede escribirse como se hizo en (2.34). Tenemos que

probar que Tr = O(?) y qr = O(e) en el sentido de H?.
Usando las ecuaciones (2.26)-(2.27) y (2.31) encontramos las ecuaciones para (Tg, qr),

Ty T = —qae + QFEqTRx 4 zkrﬂqu — 2T R+ H (2.35)
q q
1
62 Fq qrt = _TR:E - %QR + 52quT£t (236)

donde

H(T) = ~[(T) = 7(T°)] T
Derivando (2.35) y (2.36), y usando las mismas, se obtienen las ecuaciones para (Try, qrz) ¥
(TRez, Qrzz)- La eleccion de los datos iniciales implica que Tg|i—o = Trelt=0 = Trezlt=0 = 0y

qRlt=0 = qRz|t=0 = QRxx’t:Oj 0.
Escribimos T°(xz,t) = T0 4+ T°(z,t) y vemos que

TP = k(T T K(T°) = (2.37)

—_—— >0
'YO(TO+TO)

con dato inicial T|—g = f(z). Es sabido que la solucién T° de una ecuacién fuertemente
parabdlica como (2.37) satisface las estimaciones (ver [22])

ITOs(t) < P(||5lls, |1 Ti=olls,t) <00 t>0 s=3,4,5,... (2.38)

donde P es una funcién regular de todos sus argumentos que se anula cuando ||7°),—o||s — 0.
Podemos tomar s = 5 en (2.38) de forma tal que si C' en la hipdtesis que acota la norma H®°

13



de f es suficientemente pequena, obtenemos que durante un intervalo de tiempo finito [0, ],
IT° < V2||T°||; < T°/3 y en consecuencia,

2 4

gTO <Tx,t) < §T0 t € 10,ty]. (2.39)
Para construir la estimacion de la energia tomamos 0 < € < £, donde gy se fijara mas abajo,
y hacemos las siguientes suposiciones a priori:

(i) Existen dos constantes positivas Kt y K, tales que I'r > Kr y I, > K.
Esta suposicién nos permite definir el funcional energia para (Tg, qgr) como sigue:

1 L
Ent.e) = o7 [ T [(T0) + L(The)? + L (Trea)?] do +

1 L
T oo /0 I [(QR)Q + L*(qra)” + L4(QR:{:J:)2:| dx (2.40)

donde n es no negativo. Una consecuencia directa de la suposicién (i) es que

&
Tr|? ) 2.41
|Tr; < i b (2.41)
(n—2)
2 9
< Enp. 2.42
lgrll; < K, ¥ (2.42)

Estas desigualdades juntamente con el Teorema del Embedding de Sobolev implican

[2
Tr| < V2|Tall2 < ?TEH/Q\/ER (2.43)
\/§ 9 En/2
Tre|l < — [[LTRellt < /7 E 2.44
Trel < - M Twelly <oV Er (2.44)
2
lqr| < ﬁHqRHQS\/;e‘"‘z)/Q\/ER (2.45)

q
\/§ D) 8(71—2)/2
< — ||L < (| — \/ Eg. 2.4
|qu| = 7 || QR:cHl_ Kq i R ( 6)

(ii) Supondremos que

— 2

Ky (T0
Eplt.e) < )
R(’8>—253<3>

Esta suposicién nos permite reescribir las cotas (2.43)— (2.46) en términos de 79, ¢, g9 Kr y
Ky

e\V2TO
T < — — 2.47
| R| B <€0) 3 ( )
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e\"/2T0
Tl < (&) = 2.48
Tral < ( ) 3L (2.48)

€0
Ky /2 70
lgrl < (| —7 & (2.49)
K, 2 3
KT 8(n_2)/2 ﬁ
1< BT e 2.50

Notemos que (2.39) y (2.47) implican que 0 < 7°/3 < T < 5T9/3 y por lo tanto 1/T < 3/T° <
oco. 7(T) > 0y 1/7(T) son funciones suaves de T en este rango.

La tarea principal de la prueba consiste en encontrar una estimacién (cota) para la energia
que sea regular en €. Esta estimacién se obtendra a partir de una desigualdad diferencial que
obedece Fr. Comenzamos derivando (2.40) con respecto a t,

1 L
Erp = €”L/o I'ry {(TR)2 + LQ(TR%)2 + L4(TRM)2} dr +
1 L
_'_5(”_72)[//0 Lyt [(QR)2 + L (qra)” + L4(QR22>2} dx +
2 L
+€”7 /O 1—WT {TR TRt + LQTRx TRJ:t + L4TRI$ Twati| dz +

9 L
+75(”—2)L /0 I, [QR qrt + L*Qre Qrot + L*Qros qut} dx (2.51)

Usamos ahora las ecuaciones para Tg, Try,Tryz: @Ry QR Y Qraz ¥ 1as definiciones de I'p and I’y
para, luego de realizar integraciones por partes para cancelar los términos simétricos y ciertos
arreglos algebraicos, obtener

1

Er(t) = = /OL {Q1 (Tr)* + Q2 L? (Tgs)” + Q3 L* (Tsz)ﬂ dx +

1 L
+m/0 [PLTo+ Py L Ty + Py IP Troa| da +

1 L

+m/0 [sz (qr)* + Qs L? (qre)* + Qo L* (QRm)Q} dr +
1 L

+m/0 [Rl gr+ Ry L qr, + Ry L? QRm] dx +

1 /L
_|_7/ {sz qr + Rs L qps + Rg L? QRm} dx —
enL Jo

1 /L
= /0 1 (qr)? + Sz L*(qre)? + S5 L' (qres)?| dac (2.52)

donde ; parai=1,...,6, P, y R; para i = 1,2, 3 son funciones suaves de Tr, Trs, qr, qrz Y €.
R; para i = 4,5,6 son de la forma

R = RiTr + RioTry + RisTRax
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donde R;;, j = 1,2,3. Cabe aclarar aqui que no damos explicitamente las expresiones de
las funciones @;, P; y R; por no estar univocamente determinadas y no ser necesario para
la continuidad de la prueba, siendo su tunica propiedad relevante la dependencia suave en las
variables como indicé. Por el contrario damos explicitamente las expresiones de S;,

S = 1Ty + AL L*T? — AT LTS+ 2(AT )2 LY (T?, )2 + 2(AD ) L*TTY  +

]{7 q TTTIT T xxx
1dAT, , dAT, 40820 dAT, 4 irONA
L T
2dTL<T)+4dTL(T)T + 2 T (T))* +
dAFq 4 0 dAFq 4010 dAFq 4 0
dTAFL( )T 4dTLT‘””T””"” 3dTL(T)
— S 2.
+2dT LAF(T)+6dT L*AT (T )T T ( ) (2.53)
1 3 3dAT
= 2|24 AT L*T° —2(AT ) LA(T%)?% + = 41.2(T%?2 2.54
S = ©l2e darer aan a2 m] 254
donde
1’\/
Al (T) = F—q (2.56)

q
La ecuacién (2.52) da una expresién exacta para la derivada de Er. Comenzamos ahora a
acotar los distintos términos en (2.52). La primera linea se acota como sigue

en], /OL |:Q1 (TR)2 + Q2 L2 (TR:B)2 + Qg L4 (TR:mv)2:| dx S
”TRHQ

n

(|Q1|oo + ‘QQ'OO + |Q3|oo)

(2.57)

Las normas en L™ se entienden tomadas mientras las variables satisfacen (2.47) - (2.50) y
e < g9. La segunda linea en (2.52) se acota como sigue

1 L
6("_72)[//0 {PlTR+P2LTRm+P3L2TRm} dr =

buk e (8- ) e 1)

oy | P+ (Pa) do +
L 1 2 4 2
— 2L/ 2+ L2(Tp,)? + LM (Tee)?] da
m SR
€ R
<5 t<|Pf|oo+|P§|oo+|P§|oo>+27 €n|2 (2.5%)
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donde hemos usado la desigualdad elemental ab < %(a + b?). La constante ¢ tiene unidades

de tiempo y se elige tal que minimice la cota en (2.58). La tercera linea en (2.52) se acota
analogamente a la primera

1 L
7 |, (@1 (an)? + Qs L? (aro)? + Qo L* (qrer)?] di <

< (@il + Qe + Qo) 12212, (2.59)

Para acotar las lineas cuarta, quinta y sexta acotamos primero las funciones S; y Ss

zzm|_

1
Sz {2—!AFqIL2ng?mI—|AF | LY T e — 2T LY T, [* — 2| AT LY T ||

k
1 |dAT, 012 dAT, dAT
__ L4T02 ) q L4T04—
LTl o 4|0 s - 2|40
dAT, dAT, dAT,
el a AF L4 TO 2 TO o L4 TO o L4 TO 2
o[ e lar L repire. o[ S5 e - 3|50 oz,
d*AT d*AT A3 AT
-9 q L4 AT TO 4 q L4 AT TO 2 TO . q L4 TO 4
(2.60)
1 3 3 |dAT,
Sy > k{2—2\AFq\L2| T? | — 2|AT |2 L*|T?? — ‘ T L2|T0|2} (2.61)

Puesto que estas expresiones involucran hasta derivadas cuartas de 7°, requerimos que la
constante C' del enunciado del teorema sea suficientemente pequena tal que el teorema del
embedding de Sobolev y la ecuacién (2.38) garanticen que

AT |oc Lid;fio = 210 P
Ji0 iT0
d?;q chil; L]d;;' < 210 i+j<4
ol g o

durante el intervalo de tiempo [0, ¢;]. Con estas condiciones, (2.60), (2.61) implican que

S >—>0 (2.63)

?v\H
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1
Sy > x > 0. (2.64)
Adems3s 5

Estas tres cotas para las S; nos dicen que la sexta linea en (2.52) es definida negativa. Acotamos
las lineas cuarta, quinta y sexta como sigue

1 L
5(”—72%/0 [Rl qr + Ry L qro + Rs L* QRmx} dx +

L
"L/ Ry qr+ Rs L qrs + Rs LQqR]}Z‘:| dx —

2 4 2
gnL 2+ Sy L*(qre)? + S5 L (qRea) } dr <

enL/o (5 Ry + Ry) qr + (5232 + R5) L qra+

1, ., L* ., 2L

%(qjﬁf) _?(QRI) —k(qu)Z] dx

IN

+(5233 + Re) L qprus —

IN

1
EnL {8 R1+R4)2+(82R2+R5)2+2(€2R3+R6)2} dx
gl=m) L1 S 1 [r1 ) s 1.
- /0 (R + (B 4 SR |+ o [ (R0 + (Rs)? + ()
T 2 Lo ] L =3 2 2 1 2 2
5 |1l + RSl + 51R | + 7[5 { | (Raa)? + (Bo)? + 5 (Rau)?| (T)*+

{R@ + (oo + 5 (Rea)?| (T + I [ (R + (Bss)? + 3 (Rew)?)| (Tiaa)?
—n)

IN

el

IN

IA

1 1 3 1
(1Bt 1B+ SR+ 2 (1R B e+ SR ot
|7l

ETL

1
+ !R32|oo + | Raloo + §|R§2|m + | Risloo + [ Bsloo + 51 Rl

(2.66)

donde hemos usado (2.63), (2.64) y (2.65) para obtener la primera desigualdad; completamos
cuadrados y tiramos los términos negativos para obtener la segunda.
Usamos ahora las cotas (2.57), (2.58), (2.59) y (2.66) juntamente con (2.41) y (2.42) para
obtener
Eri(t) < 4 ™P(t e) + Q(t,e)Eg (2.67)

donde P(t,e), Q(t,e) = O(1) estan dadas por

P(te) = o[t (IPle + | P5loc + [P5lnc) + [Riloc + [R5loc + [R5 oc]

DN | —
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Q) = [@ulo + 1@k + 1@l + 1@l + 1@ + [ Qo + 5+

3 1

5 (1Rl + 1R oo + 5 R oo + [ Fialoe + | Raloct
1 1

+ 5 koo + | Rislos + [ Rl + 5 Ry

A partir de (2.67) es obvio que el maximo valor de n en (2.40) para que la cota de la energia
sea regular en € es n = 4. Concluimos que la energia Er esta acotada por la solucién de una
ecuacion diferencial ordinaria de la forma

y(t,e) = F(y,t,¢), Ylt=o = Er(t =0,6) =0 (2.68)

donde F' es una funcién regular de todas las variables. Por lo tanto, existe un intervalo de
tiempo finito durante el cual la solucién de esta ecuacién existe y es regular (suave) en t y e.
Para concluir la prueba sélo falta verificar que las suposiciones a priori (i) y (ii) valen. La
positividad de ~g|;=¢ implica que existe una constante positiva Kr tal que vgli=o > 2K7 > 0;
por lo tanto existe £ > 0 suficientemente pequeno tal que I'r|;—g > (3/2)Kr. Por otra parte
la positividad de 7/k|—¢ garantiza la existencia de K, > 0 tal que I'y|;—o > (3/2)K,. Ademés
Egr(t = 0) = 0. Todo esto asegura las suposiciones a priori (i) y (ii) valen inicialmente (en
t =0). Ademéds como la solucion de (2.68) es suave en un intervalo finito de tiempo, existe otro
intervalo no mayor [0, o] (to < t1) tal que las suposiciones (i) y (ii) valen y por lo tanto Eg es
una funcién suave de t y € durante ese intervalo. El resultado del teorema sigue entonces de
las desigualdades (2.41) y (2.42). O
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3 Existencia global y decaimiento exponencial para sistemas simétrico
hiperbdlicos cuasi lineales de conduccién de calor

3.1 Conceptos previos

Morro y Ruggeri encontraron un sistema hiperbélico de ecuaciones (alternativo al de CFO) para
describir la conduccién de calor en sélidos consistente con los principios de la termodinamica
(ver apéndice). Nos interesa estudiar la estabilidad de las soluciones del problema de Cauchy
para dicho sistema de ecuaciones. Las variables mas convenientes para escribir este sistema
son la densidad de energia e y el flujo de calor ¢. Con estas variables la conservacién de la
energia (1.2) es, en este caso, una ecuaciéon lineal. Al igual que en el capitulo 2 estudiaremos
el problema de valores iniciales en el caso unidimensional y periddico, es decir, para e(x,t) y
q(x,t) con (z,t) € S' x R. En este caso las ecuaciones de MOrro y Ruggeri, (A.36) y (A.37),
escritas como un sistema simétrico hiperbélico, quedan:

e = —(Qa (3.1)
1
S0 = —ex—;q+5qqz, (3.2)

donde v = v(e) > 0 es la velocidad de las ondas de temperatura, k = r(e) > 0 es la difusividad
térmica y 0 = d(e) es funcién del calor especifico del sélido.

Es facil ver que (e, q) es una solucién de equilibrio (estacionaria) de (3.1)-(3.2) si y solo si
e = const. y ¢ = 0. Ademas la ecuacién (3.1) es una ley de conservacién, por lo tanto:

1 L
é:—/ e(z,t) dr = const.
L Jo

Redefinimos la variable e restando de la misma é; de esta forma la unica solucién de equilibrio
para el sistema de ecuaciones es (e = 0,¢ = 0). Esta suposcién es técnicamente conveniente ya
que, si e tiene integral espacial igual a cero, valen las desigualdades de Poincaré (ver [23] y [24])

lelloe < L [lex]|. (3:3)
Ademés, como |le|| < |le]|re, (3.3) implica
lell < Lile]l- (3-4)

Supondremos que £(e) y v(e) son funciones positivas y continuas si e € [—eq, eg], 9 > 0.
Definimos

Kmin := min{k(e)}, Umin := min {v(e)}
e <o lel<eo

Fmaz := max{r(e)}, Umae = max{v(e)}.
le|<eq le|<eo
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3.2 Ejemplo lineal y construccién de la energia

Consideraremos ahora un ejemplo lineal simple que ilustrara la idea de la prueba de estabilidad
y motivara la definicién de la energia que usaremos en el caso no lineal. Las ecuaciones en este
ejemplo son (3.1) y (3.2) donde v y k son constantes y 0 = 0:

e = —(g, (3.5)
L L (3.6)
—q = —e;— —q. .
UQQt o q

El funcional energia para un sistema simétrico hiperbélico como el (3.1) - (3.2) o el (3.5) -
(3.6) se define normalmente como,

L? L*

E = 2L/0 (€ + L*(ex)* + L'(zn) + 50+ (@) + (%) | da. (3.7)

V2

Notemos que E es equivalente a la norma en H? al cuadrado, E = %(||e||§ + U%||q||§> La
solucién de equilibrio tiene energia igual a cero.
Con esta definicién de energia podemos probar facilmente existencia global de soluciones.

Proposicién 3.1 Para el sistema (3.5) - (3.6), E(t) < E(t =0), t > 0.

Prueba. Si (e, q) es una solucién de (3.5) - (3.6) entonces:

dE 1L 1
1 1
L2x_:m:_*z L4xm_xmz_*xx d
+q(e Rq)+ q(e qu)}x
1 L1
= —— [ =+ L%(¢)* + L*(qus))dz < 0, (3.8)
LJo K
donde se ha usado la simetria del sistema (3.5) - (3.6) y la periodicidad del problema para
cancelar seis términos mediante integracién por partes. O

La proposicién 3.1 implica que existe una solucién global y acotada (e, q) € H?(S!) para el
problema de Cauchy de (3.5) - (3.6), siempre que los datos iniciales esten acotados en H?(S').
Este resultado, aunque importante, no es completamente satisfactorio ya que no implica el
decaimiento de la solucién a equilibrio. Mas atn, usando E, la proposicién 3.1 no puede ser
generalizada al sistema no lineal (3.1) - (3.2); pues ciertos términos nuevos (que provienen de
las nolinealidades) rompen la no positividad de dE /dt. Por lo tanto, usando E. lo méximo que
uno puede obtener para el caso no lineal es existencia local.

Para obtener existencia global y decaimiento exponencial a equilibrio, seguimos un idea de
Matsumura [20] e introducimos una nueva energia.
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Definicién 3.1 Sea (e, q) una solucién de (3.1) - (3.2) o (3.5) - (3.6), y 0 < A < 1. La energia
E de (e, q) se define como,

Lot 1 L? L
E = E/O |:e2 + L2(6x)2 —+ L4(€xx)2 + 2q _'_ <qx) + ﬁ(qlx)Q +

L L3
+2X\—qe, + 2/\—qxem] dx. (3.9)
v v

Establezcamos primero la equivalencia entre F y el cuadrado de la norma H?(S?).

Lema 3.1 Siv,,;, > 0, entonces:

(52 (el + ) <2< (FE0) (el +

Prueba. La energia F puede escribirse en la forma:

:)-

mzn

= 2L/ e + +)\)(q/v+Lex)2+;(1—)\)(q/v—Lex)2+

+ (1 + M)(qu/v + Legs)® + [é(l — N)(qs/v — Leg)* + i;(qm)ﬂdx. (3.10)

Por lo tanto,

E 1 1 i, I, 1211+ ,
T—x (1—)\)2L/o €+ )’ )de 57 | l2<1—A>(Q/U+L6x)+

1 L (1+ )\ L?
+ =(q/v — Ley)* + — —rA (qu/v + Lege)? + —(qu/v — Leg,)? | do(3.11)
2 2 \1-2A\ 2
Ahora bien, como 1/(1 —A) > 1y (1+A)/(1 —X\) > 1, obtenemos:
E 1 rL 1 L? L4
> 2 L2 2 L4 2 = 2
5 2 2L/0 [e + L7(ey)” + L (e4e)” + 2q +3 5 () +U2(qm)}dx
1 2 2
> 5 (llell3 + 2). (3.12)

max

Concluimos que £ > ?)‘(H |13 + 3) Un calculo similar muestra que E < %(HeH% +

) :
:). 0

Probamos ahora otra propiedad de E que sera util para construir la estimacion para la
energia. En lo que sigue utilizaremos la hipdtesis Kpmee < LU, que impone una cota inferior
para la longitud del intervalo L. Cabe aclarar que si bien esta hipdtesis se introduce por su
conveniencia técnica, no constituye una limitacién seria desde el punto de vista fisico. Por
ejemplo, para un trozo de hierro a temperatura ambiente /v ~ 10~%cm; mientras que para un
cristal de NaF' a temperaturas entre 10K y 18.5K (condiciones para las cuales se detectaron
ondas de temperatura), fmaz/Vmin =~ 107 8cm.
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Proposicién 3.2 Si kae < LUmin, A = (2 4+ 4LVmaz/Kmin) L ¥

dF 1
R G
dt — LJo

con A, B, C, D, F > «, entonces E(t) < E(0)exp(—t/T) ¥t > 0, con

L1 L? L*
[quA + ;(qx)QB + ?(Qxx)QC + ALv(e,)*D + )\Lgv(em)zF} dz, (3.13)

1 L mazx L?
= (83— +4°

o Umin Umin Kmin

Prueba. (3.4) y (3.13) implican,

dE 1 /L1 L? L4

i i - 2

o S mop [ a0+ (a)”
AV o2 ALv 3 9

Cada término entre corchetes puede acotarse de forma tal que (3.14) implica,

dE 1 L1 (14+X) 1 (1+)\)
< — .2 AP 2 2
dt — 2L Jo L—e + - qu + ——"L"(e )
(1+A) L2 (1+)\) 114
S (@) + T L ) + 5 (0)? d, (3.15)

donde 7 = é (3 L | Avmes L ) Finalmente, las desigualdades

Umin Umin Kmin

1 L
@qQ + L2(en)* + 20—ge, < (14 1)

2q 2+ L (e,)? ] :

y
L? L3 L?
5(2)" + L (era)” + 22— gpear < (14 ) [Uz(qgg)2 + L4(em)2]
implican dE/dt < —(1/7)E. O

Utilizando la energia E podemos probar existencia global y decaimiento exponencial a equi-
librio.

Teorema 3.1 Si (e, q) es una solucién de (3.5) - (3.6) y & < vL, entonces

1 7 1
e ) + s llaC 1B < £ (Ile 03 + 5 lla¢, 0l3) exp(—t/r); Ve 20, (3.16)

16 L2
_|_77

3 kK °

con T :4%

23



Prueba. Supongamos que e y ¢ son soluciones de (3.5) - (3.6), entonces

L* Lv
_ -2 = = 2 L 2 Y o
dt L/ q qx) —(e0)” = ALv(en)” = A——ges
L3 L3
v

donde hemos usado la simetria del sistema de ecuaciones. Luego integramos por partes el altimo
término en (3.17) y usamos las desigualdades:

Lv )\UT A3 L )\ )\L3
)\ x < — —(€r 2 —)\ Tz Tx 2
L3v T L ALSv
— < 2
y A —sas S q + T (€xs)”,

donde T es una constante positiva arbitraria con unidades de tiempo, la ecuacién (3.17) se
convierte en:

NWT Ay o, L2 AT )
dt L/ [_ L5 map) - 50)@)
I [ e VA R O &
—AL*v(1 - iT)(exx)Z] dz. (3.18)

Ahora elegimos T'=2L?/k >0y A\ = (2 + 4%)71 (notemos que A < 1/6 ya que k < Lv). Asi
(3.18) se convierte en:

dE 31 Ll L? Lt K K

= <« g i 24 e )+ =12 2\ dz. 1

TS A0y T T @ () (e + 5L o) e (3.9)
La proposicién 3.2 implica que E(t) < E(0) exp(—t/7) con 7 = 4£ + 13—6%2 Finalmente, el lema
3.1 con Vpmazr = Umin = vy A < 1/6 implica (3.16). O

3.3 Existencia global y decaimiento exponencial

Sera tutil para lo que sigue, tener cotas para |e|, |es|, |q| ¥ |¢.| en términos de la energia E.
Integrando la desigualdad
1

(e < 5 [S04 Nfafv+ Lea)? + 50— N(afo — Leay]
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y usando la desigualdad de Poincaré (3.3) obtenemos:

o] < F VE. (3.20)

o] < 2 = VE (3.21)

Analogamente obtenemos:

g < ﬁ””;” E. (3.22)

Para acotar |¢| aplicamos el Teorema del Embedding de Sobolev,

2 L
al? <2lqlf = T [ 6* + L%(q.)")de

y obtenemos

2
< Vpay——o-'E. 3.23

A continuacién enunciamos y probamos el principal resultado de este capitulo.

Teorema 3.2 Si k, v, 0 € H>*([—eo,e0]) ¥ Kmae < LUpmin; entonces existe una constante
positiva C' < (5/7)e?, tal que, si los datos iniciales para (3.1) - (3.2) satisfacen |le(-,0)||5 +
vr2 llg(-,0)||5 < C, existe una solucién global (e(z,t), q(z,t)) € H*(S') cuya norma tiende a
cero exponencialmente segiin se indica a continuacion,

7
e Ol +— a0l < 5 (e DI + a0l exp(—t/r), ¥e=0. (324
L mazx L2
donde T=26 +8U
Umin Umin Kmin

Prueba. Supongamos que |e| < eg. Para construir la desigualdad energética tomamos derivada
temporal de (3.9) y usamos (3.1) y (3.2). La simetria del sistema de ecuaciones y la periodicidad
del problema permiten cancelar varios términos integrando por partes. Asi obtenemos:

dE 2 2 L4 2 2 3 2
& el ~ AL AL
== L[ { 7 = ) - B avle, - Atu(en
/ !
(5 + ) e — 2[/2%%0(61)2 + L*gqq.e. + L* fq(q.)%e, + L? (5 + ;) (¢2)” +
!
+L%0qq ey + L*69Qreuze + L* <35 + ;) G2 (Quz)? 6L4 . CollaaCan —
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N v 2
R <> (e2)’que + L* 402 QenCrr + 2L f(qr)*€2qus +

v (%

,U/
+2L* fqe,(¢uz)® + L' 99Quu€on + 2L" gque1Guy + L* (f’ + 2Uf> 4Gz (€x)*qus +
T v’ 9 v’ v
+L% (g + 2—g q(€r) qus + )\Lﬁquex — )\quex + ALvdqque, —

_>\ qQIz + )\L3 (qz) Crx — )\LS qxe:cx - 2>\L3 /(e:c) Cxz + >\L3U9q€x€m +

51
+ AL fqgpes€sn + ALP06(q,) €0 + ALP06qqup€y — AL memxw} dx (3.25)
v
donde f = 0"+ 2%5, g= % (’% — 2%) y las cantidades primadas estan derivadas respecto de e.
El tinico término en (3.25) que contiene derivadas terceras de ¢ se integra por partes,

L L L4 L L4
0 0 0

Usando la desigualdad algebraica ab < (1/2)(Ta* + v*/T) a,b,T € R, T > 0 acotamos todos
los términos de (3.25) que no son definidos negativos. Asi obtenemos:

Cif < —2 dx [ FA+— L (qx)2B + I:(qm)20 + ALv(e,)*D + )\Lgfu(em)QF] (3.26)
donde
A = 1_¥_;—5<2|51+; v ) |qx\—g<L\g\+)\v\5|+)\vT|g|+2 Z) lea] —
—L;H g’+21;,g (ex)? (3.27)
B = 1_§’g_n<\51+MT15|+ A L >|qx|_ﬁ<:£ S Ly
A ) e = (5 +1) s -

Ll g (329
3K KT 1
¢ = 15057 (+ ) |qr—m(3|6\+v

2Lv
) ea] —

Ul

T
L v

lqllex| — LIfIIfJII%:\ — L#| fllgzllex| —

A v
+L‘9‘2Lv

or=?
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/

v Lk
g +2—g|+T lea|* — =
v 2

2
" v
— 4+ [ —
(% v
/

) L
—|lea| — —=
v

|:L2
_l{/ R
2

L2 L2
D = 1—— —[=+1L
2KT </\UT+>

,U/
225 el (3.29)

V" v 2
v v

3
T le)? (3.30)

L L2 1 Ul
Fo=1-g=-5r 6) 2 = ) el -
= o (S lol + 191) 1dl 2T(||+UQ U)|q,
3L | o L2 12 12
—L|—|— e = = g n .
(m o o +2T'9|> &2l = g lallae] = 371 fllalle.] (3.31)

El siguiente paso consiste en acotar A, B, C', D y F por una constante positiva para poder
utilizar la proposicién 3.2. Eligiendo T' = 2L?/kpin ¥ A = (244 L0maz/Kmin) ~+ < 1/6, acotando
todas las funciones de e en (3.27) - (3.31) por sus normas L™y |e,|, |¢.| ¥ |¢| con las cotas (3.21),
(3.22) y (3.23) en términos de E'/2, obtenemos, luego de algunas manipulaciones algebraicas,
que todos los coeficientes A, B, C', D y F estdn acotados por expresiones de la forma 3/4 —
C E'V? — C4E — C3E®?. Las constantes Cy, C, y C3 son cotas para las normas L de las
diversas funciones de e, y que involucran hasta derivadas segundas de v, k y §. Estas constantes
son finitas, en virtud de Teorema del Embedding de Sobolev, pues v,k,d € H?([—eo, eq]).
Concluimos que existe una constante C' tal que E(t) < C implica A, B,C, D, F > 1/2. Como
Kmaz < LUmin, la proposicién 3.2 implica que E(t) < £(0) exp(—t/7) con 7 = 6 L + 8 Zmes HLQ, )
Finalmente, la cota (3.20) y el lema 3.1 con A < 1/6 implican que existe una constante 0 <
C < (5/7)ed tal que (3.24) y la suposicién a priori hecha al comienzo de la prueba valen V¢ > 0.
Dada la estimacién (3.24) para la energia, la solucién del sistema (3.1) - (3.2) se puede construir
con un proceso iterativo estandar (ver por ejemplo [14]). O

Cabe enfatizar que, bajo las hipétesis del teorema 3.2, la solucién de (3.1) - (3.2) tiende
uniforme y exponencialmente a cero, lo cual se deduce de (3.24) y las desigualdades (3.20) y
(3.23).
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4 Estabilidad de sistemas hiperbdlicos cuasi lineales disipativos

4.1 Enunciado del poblema y resultado principal

En este capitulo queremos estudiar la estabilidad lineal y no lineal de las soluciones estacionarias
al problema de Cauchy de sistemas de ecuaciones en derivadas parciales que describen evolucién.
La estabilidad de tales sistemas estara caracterizada mediante una condicién impuesta a los
autovalores del simbolo asociado al sistema de ecuaciones.

Consideremos el problema de valores iniciales para el siguiente sistema cuasilineal de primer
orden (utilizamos la convencién de suma sobre los indices repetidos),

ou

Uy = (A% + 8A{($, t,u, 8))@ + (Bo +eBy(x,t,u, 5))u
(4.1)
u(z,0) = f(x).
Donde u es una funcién (vector columna) de las variables espaciales reales (z',...,2") y el
tiempo ¢t con componentes uq, ..., Us. Af) y By son matrices s X s constantes. Ajl y By son

matrices s X s suaves como funcién de todos sus argumentos y € es un parametro de pequenez.
f(z) es una funcién vectorial de las variables espaciales.

Vamos a estudiar el problema periédico en = de periodo 27; aunque los resultados son
generalizables al espacio R" completo (cambiando las series de Fourier por transformadas de
Fourier).

Necesitamos especificar mas precisamente la condicion de regularidad de los coeficientes de
(4.1).

Condicién 4.1. Para todop = 0,1,2,3,... y todo ¢ > 0, existe una constante K, tal que la
norma supremo de las p—ésimas derivadas de A{, By con respecto a x,t,e y u son acotadas por
K, si se cumple |u| < c. Para f(x) se cumplen las cotas correspondientes.

Definicién 4.1 Diremos que el sistema (4.1) satisface la condicién de estabilidad si existe
una constante § > 0 tal que, para todo w € R" los autovalores A del simbolo

Py(iw) + By := iA)w; + By (4.2)

satisfacen
Re )\ < 6. (4.3)

Debemos definir lo que entendemos por estabilidad para el sistema (4.1)

Definicién 4.2 El sistema (4.1) es estable si, para toda f, existe un g tal que para 0 < ¢ < &,
la solucién de (4.1) converge a cero para t — 0o, y existe un entero p, tal que €y depende solo
de las constantes K, con p < pj.>

2Nos referimos aquif a convergencia uniforme.
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En este trabajo buscaremos condiciones de suficiencia bajo las cuales la condicién de esta-
bilidad 4.1 implica estabilidad.

Estudiaremos el problemas en tres etapas. Primero consideraremos el problema en el caso
de coeficientes constantes (¢ = 0). Construiremos entonces un operador autoadjunto definido
positivo Hy tal que todas las soluciones del problema (4.1) satisfagan:

i(u,Hou) < —0(u, Hou),

dt

siempre que el problema de valores iniciales esté correctamente formulado en Ly y se satisfaga
la condicion de estabilidad. Diremos entonces que el sistema de ecuaciones es una contraccion
en la nueva norma definida por H,.

Luego consideraremos el problema de coeficientes variables, es decir cuando A{ y B; depen-
den de z y ¢ pero no de u. Procederemos entonces a construir un operador H (para definir una
nueva norma) utilizando la teoria de operadores pseudo diferenciales. Es decir, construiremos
un sfimbolo H (x,t,w) y definiremos el operador H mediante la expresion:

Hu=> e H(x b, w)i(w) para todo u=>e“rgw).
El simbolo H dependera de los simbolos,

Po(z'w) =y A%iwj, pl(x,t,e, w):=>_ A{(x,t,é)iwj,
=1 :

Jj=1

y de la matriz Bj.

Para poder utilizar los resultados del dlgebra de operadores pseudodiferenciales, necesitamos
que el simbolo H sea funcién suave de todos sus argumentos. Probaremos que este es el caso
si vale alguna de las siguientes condiciones.

Condicién 4.2. El sistema (4.1) satisface la condicién de estabilidad, el simbolo Py(iw') +
5151(35, t,e,iw') tiene un conjuto completo de autovectores y la multiplicidad de sus autovalores
no depende de x,t,u', ¢; donde |w'| = 1.

Condicion 4.3. Los coeficientes Ag v A{, j=12,...,n, v By son matrices hermiticas y el
sistema (4.1) satisface la condicién de estabilidad.

En la tercera etapa consideramos el sistema no lineal completo (4.1) y probamos el resultado
principal de este capitulo, expresado en el siguiente teorema.

Teorema 4.1 Si las condiciones 4.1 y 4.2 o 4.3 se satisfacen entonces, para ¢ suficientemente

pequeno, el problema es una contraccion en una norma H apropiada y el sistema (4.1) es
estable.
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En una seccién final de este capitulo se relaja la condicién de estabilidad de forma que el
teorema sea aplicable a ciertos problemas fisicos de interés (tales como los fluidos disipativos
relativistas).

Notacién: Dada una matriz cuadrada A, definimos

1
Re A := §(A + A").
4.2 Sistemas de coeficientes constantes

Nos concentraremos ahora en el problema de Cauchy para sistemas de coeficientes constantes
(sistema (4.1) con € = 0)

s, 0
Yy = Aéaijj + Boy =: (Po(%) + Bo)y,
(4.4)
y(z,0) = f(x).

Se dice que el problema de Cauchy (4.4) esta bien puesto, en el sentido de Lo, si para toda
constante 7" existe otra constante K (7") tal que las soluciones del mismo satisfacen la estimacion

Iy O < KMy, 0)ll, 0<t<T.

Se puede caracerizar a los problemas bien puestos mediantes condiciones algebraicas sobre el
simbolo Po(iw). Es un resultado conocido (ver [14], Capitulo 2, en particular el Lema 2.3.5
y el Teorema 2.4.1) que el problema (4.4) estd bien puesto si y solo si el sistema de ecuacio-
nes es fuertemente hiperbdlico, es decir, si los autovalores del simbolo Po(iw) son imaginarios
puros y, para todo ' = w/|w|, existe un conjunto completo de autovectores ti,...,ts que es
uniformemente linealmente independiente, es decir, existe una constante K tal que V o’

’Tﬁl|+|T‘§K7 T:(tlu"'7ts>'
Expandiendo la solucién de (4.4) en serie de Fourier
yla,t) =D jlw,t)e’ ™, (4.5)
podemos considerar el sistema transformado
i = (i4w; + Bo )i =: (Po(iw) + Bo ). (4.6)

Supongamos ahora que el sistema (4.4) es fuertemente hiperbdlico y que satisface la condi-
cién de estabilidad. Nos proponemos construir una nueva métrica H(w) en el espacio de Fourier
tal que el problema transformado sea una contraccion en la norma correspondiente. Usaremos,
para construir H(w), algunos resultados de Kreiss y Lorenz ([14], Cap. 2). Como el sistema
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(4.4) es fuertemente hiperbdlico, y por lo tanto tiene el problema de Cauchy bien puesto, se

cumple que
Py (iw)+Bo)t

‘e< <K, Vt>0.

Por lo tanto, de acuerdo al Teorema 2.3.2 de [14], existen dos constantes C; y C5 tales que para
todo w existe S(w) tal que

[S()|+[S7Hw)] < O (4.7)
y
)\1 b12 bls

o 0 A ... by

ST W)(P(iw) + Bo)S(w) = .

0 As

con la diagonal ordenada Re{A1} > Re{X2} > ... > Re{A;} y con los b;; que satisfacen

|bij| < CsRe{\;} j > i. Utilizamos ahora una idea de Lyapunov para achicar los b;;. Sea
G = diag(1,7,...,7* ), con0 <y <1y~y<1/(sCy). Entonces

C(w) == G'S™Y(W)(P(iw) + By)S(w)G (4.8)
* )\1 Cl2 ... Cig
0 )\2 ... Cog
Clw) =
0 s

Re{ \; Re{\; .
|Cz‘j|§7|bz‘j|:| {S }’S| ij}’, J >,

donde hemos usado que la diagonal esta ordenada. Ahora bien, para todo v € R®,

(v, Cv) Z)\ P40 ',

i >t

y por lo tanto,

(v, (C+CMw) = ZZRe{)\ PP+ D0 (e + Eji)v'e?

i >t

Z2R6{A} 07+ 32 3 le (' + 7). (4.9)

ig>1

IN

Pero,
>3 lellF < $(s - o Rl e

i >
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DD el P <3 (- 1)‘Re{s)\i}‘|vi|27

i J>1 )

y por lo tanto (4.9) queda

(.(C+Ch) = Y (RefAd + T Re(A)) [ofF

< —5{v,v), (4.10)

donde hemos usado la condicién de estabilidad. La arbitrariedad de v implica C' + CT < —4§1.

Definimos ahora
Hw) = ((Sw)D)™)

Utilizando lo hecho anteriormente podemos establecer dos importantes propiedades de H (w).
Por un lado, usando (4.10),

" (S(w)D).

2Re{ H(w)(Poliw) + Bo)} = ((S@)D)™)'(Cw) +CHw))(S@)D)
< —0H(w). (4.11)

Por otro lado, para todo v € R*, y de acuerdo a (4.7) y (4.8)

~

(v, H(w)v)

(v, (57" (W) G257 w)o)
G2[1S (W)l

ct
72(3—1)

IA

IN

lv|?. (4.12)

Ademas (4.7) implica (S(w)u, S(w)u) < C%{u,u); y, ecribiendo u = S~ (w)v,

(0, Bw)v) > (u,u) > 0112<v,v>. (4.13)
Por lo tanto, usando (4.12) y (4.13), obtenemos
i[g H(w)<KI, con K= Cli . (4.14)
K ~2(s=1)
Usando la serie de Fourier de u(z,t) podemos definir un operador H mediante
Hu=> H(w)i(w)e), (4.15)

Utilizando la realcién de Parseval



podemos probar las siguientes propiedades de H.
1) H es hermitico. Pues, como H(w) es hermitico,

~

(u, Hv) = (i(w), H(w)d(w)) = Z(ﬁ(w)u(w),@(w» = (Hu,v). (4.16)

w w

2) 2Re{H(Py + By)} < —dH. Pues para toda u con desarrollo de Fourier, usando (4.11),
(u, 2Re{H(Py + Bo)}u) = Y (iu(w), 2Re{ H(w)(Py(w) + By) pii(w))

< =6 (iu(w), Hw)i(w)) = —0(u, Hu). (4.17)

3) (u, Hv) define un producto interno cuya norma es equivalente a la norma L. En efecto,
de acuerdo con (4.14),

K- ul? = K713 {a(w), a(w)) < 3 (a(w), Hw)i(w)) = (u, Hu) < Kllul®. (4.18)

Llegado este punto podemos probar el siguiente teorema.

Teorema 4.2 Supongamos que el sistema de ecuaciones (4.4) es fuertemente hiperbélico y que
el simbolo Py(iw) + By satisface la condicién de estabilidad. Entonces, el problema de Cauchy
(4.4) es una contraccion en una norma H equivalente a la norma L.

Prueba. Como ya se menciond, el problema de Cauchy de (4.4) estd bien puesto en Ly. Podemos,
por lo tanto, construir un operador H con las propiedades (4.16), (4.17) y (4.18). Utilizando

la norma H, ||u|lg = (u, Hu)'?,
d
oW Hy) = 2Re(y, H(Po + Bo)y)
= (y,2Re{H(Ry + Bo)}y)
< —0(y, Hy) (4.19)
y el problema (4.4) es una contraccién en la norma H. O

Veamos ahora que ocurre con una norma de Sobolev de y. Para ello introducimos el operador
pseudo-diferencial AP, 4
APy = Z(l + \w\z)p/zﬁ(w)e““’m.

w

De esta forma AP es un operador acotado de H"(T™) en H"P(T"), y la norma de Sobolev de
H"™(T™) puede escribirse como

|ull = (Aru,Aru)l/Q.
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Usando la norma H, podemos definir
wll g = (A"w, HA™u)Y2.

Esta norma, de acuerdo a (4.18), es equivalente a la norma H". Es facil ver que [H,A"] =0,y
por lo tanto (4.19) implica:

d

9l < —0llyllz (4.20)
El problema (3) es pues una contraccion en cualquier norma || - ||g,. Notemos que (4.20)
implica:

lyO 7z < IF 110

y usando la equivalencia (4.18)
ly @I < K2 f]7e™".

Podemos observar, a modo de conclusion, que la condicién de estabilidad garantiza que la
solucién del sistema hyperbdlico (4.4) no solo existe globalmente y es tnica, lo cual es bien
sabido, sino que ademés converge exponencialmente a equilibrio (y = 0) en cualquier norma de

Sobolev.

4.3 Sistemas lineales de coeficientes variables
En esta seccion generalizaremos los resultados de la seccion previa a sistemas de la forma:

. . ou
up = (A +eAi(z,t,e)) 5 T (Bo + eBi(x,t,¢))u. (4.21)

Al igual que en el caso de coeficientes constantes construiremos un norma H tal que el
problema (4.21) sea una contraccién en esta norma. Para ello construiremos un operador
pseudo diferencial H de la forma:

H(t)=Hoy+ S +ecH(t) (4.22)
con las siguientes propiedades.

(1) Ho, S, H(t) son operadores hermiticos acotados. Hy y S no dependen de ¢t. dH;/dt existe
y es también un operador acotado. Es decir, existe una constante K tal que:

dH
[Holl+ 151+ I (0] + 12 < K

(2) Hyp + S es definido positivo con K tal que
1Ho + S|+ [|(Ho + S)7'|| < K.

(3) 9Re HyPy = HyPy + Pl H, = 0.
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(5) S es un operador de regularizacién, es decir

ISP < K.

(6) |IRe(Hy +eHy(t))(Po +ePy)|| = ¢||Re(Ho Py + Hi Py + e H,1 P)|| < eK.

Una vez construido tal operador , es facil probar que el problema (4.21) es una contraccién
en la norma H. Establecemos este resultado en el siguiente teorema.

Teorema 4.3 Supongamos que existe un operador H de la forma (4.22) con las propiedades
(1)—(6). Entonces, para ¢ suficientemente pequeno, el producto escalar (u, Hv) define una
norma que es equivalente a la norma Ly y el sistema (4.21) es una contraccion en dicha norma.

Prueba. Las propiedades (1) y (2) implican que (u, Hv) define una norma equivalente a la
norma L. Podemos acotar la derivada temporal de la norma H de wu.

0
o (s Hu) = e(u, Hyu) + 2Re(u, (Ho + S +eHy)(Py + Bo + £(Py + B1))u)

= (u, Hyu) + 2Re(u, (Ho + S)(Py + Bo)u) + 2Re(u, (Ho + ¢Hy)(Py + e Py)u)

+2eRe(u, (HoBy + S(Py + By) + Hi(By +€B1))u)
< —(0+0(e))(u, Hu).

Por lo tanto, para e suficientemente pequeno, (4.21) es una contraccion. O

Para probar que el sistema (4.21) es una contraccién fue necesario disponer de los teore-
mas del algebra de los operadores pseudo diferenciales. De aqui que, a diferencia del caso de
coeficientes constantes donde no se presentaban problemas de suavidad del simbolo H (w), es
necesario construir los operadodores Hy, Sy H; como operadores pseudo diferenciales. En la
construccion de los stmbolos Ho(z,w), S(z,w) y Hy(z,w,t) la mayor dificultad que se presenta
es la obtencion de la suavidad.

Probaremos en primer lugar el siguiente resultado.
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Teorema 4.4 Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones:
a) Existe una matriz hermitica definida positiva Hy(w') que es una funcién suave de w' = w/|w|
tal que:

9Re Hy(w') Py(iw) = Ho(w') Pyliw) 4+ Py (iw)Hy(w') = 0. (4.23)

b) Para |w| > C, C suficientemente grande, existe una matriz hermitica S = S(w',1/|w|) que
es funcién suave de w' y 1/|w| tal que:

2Re(Holw) + Wlléw, /) (el Bolie) + Bo) < —(Holw) + |i|5<w” Vo)) (4.24)

mientras que para |w| < C + 1, existe una matriz hermitica definida positiva SM(w) que es
funciéon suave de w tal que:

2ReS™M (W) (P(iw) + By) < =08V (w), |w| < C+1. (4.25)
¢) Existe una matriz hermitica Hy(x,t,w',¢) que es funcién suave de x,t,u’, e tal que:
2Re([§i0(w’) + eHy(z,t,0, 5)) (Po(iw') + ePy(x,t, iw’)) = 0. (4.26)

Entonces podemos construir el operador pseudo diferencial (4.22) con las propiedades (1)—(6).
Ademas existe un entero pg tal que la constante K depende solo de las primeras pg derivadas

de los coeficientes de (4.21). Por lo tanto, el problema (4.21) es una contraccién en la norma
H.

Prueba. Construimos los simbolos de los operadores pseudo diferenciales
Hou = Y e Ay(w)a(w),
Su = > @) §(w)i(w), (4.27)
Hyu = Zei<‘“’x>ﬁ1(9€,t,w, e)u(w),

donde Hy(w), S(w) no dependen de z,t, de la siguiente forma.
Sea p(|w|) € C*° una funcién mondtona de corte (cut- off) tal que:

(|w|)—{1 for lw| > C +1,
v L0 for jw| < C.

Definimos
Hy(w) = @(jw|) Ho(w'),

$(w) = “Oﬂjj')éw, LD + (1= ()P w).
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Notemos que los simbolos Py(iw), Ho(w) y S(w) son funciones suaves de w € R". Ademés,
recordando la definicién de las clases de Hormander (ver por ejemplo [25] y [26]), Py(iw) €
Sios Hy(w) € Stoy S(w) € Sio. Por lo tanto, aplicando los teoremas del producto y adjunto
de operadores pseudo diferenciales, no es dificil ver que Hy y S satisfacen las propiedades (1)—(5)
si se elige C suficientemente grande. Como By, PO, H, y S no dependen de z,t, las propiedades
(1)—(4) pueden verificarse directamente usando la relacién de Parseval (para esto es importante
notar que tanto w’ como 1/|w| toman valores sobre conuntos compactos). Por otra parte el
simbolo

g0(|w|)(1:lo(w') + €ﬁ1(w',x,t)>

define un operador pseudo diferencial Hy + eHy; € OPSY,, (no autoadjunto). No obstante,
usando una vez mas los resultados del algebra de operadores pseudo diferenciales, se puede ver
que el operador hermitico

£
Hy+cH, =H0+§(H11+HI1) (4.28)

satisface las propiedades (1) y (6). Finalmente, los mismos resultados sobre el dlgebra de
operadores pseudo diferenciales garantizan que la constante K puede acotarse como indica el
teorema. U

A continuacién veremos dos casos concretos de como construir los simbolos de las condiciones
(a),(b) v (c) del teorema 4.4 a partir de distintas condiciones algebraicas sobre los stmbolos Py,
P y By. Estos son los dos casos en que podemos probar que el sistema (4.21) es una conraccién
en la noram H. El primer caso esta enunciado en el siguiente teorema. Notemos que podemos
escribir Py(iw) + e Py (x, ¢, iw) = |w|By(iw') + ePy(z, t,iw’) con o’ = w/|w|.

Teorema 4.5 Si el sistema (4.21) satisface la condicién de estabilidad, el simbolo Py(iw') +
€P1<J], t,iw’) tiene un conjuto completo de autovectores y la multiplicidad de sus autovalores no
depende de x,t,w', e; entonces pueden construirse los simbolos del teorema 4.4 cuyas derivadas
pueden acotarse en términos de las derivadas de los coeficientes de (4.21). Por lo tanto, para e
suficientemente pequeno, (4.21) es una contraccion.

Prueba. Para construir los simbolos separamos la construccién en dos partes, |w| < C + 1y
|w| > C, donde la constante C' serd elegida mas abajo.

Sea w = wy, |wg| < C'+ 1. Existe una matriz unitaria Uy que lleva a jf’o(z'wk) + By a forma
triangular superior (Lemma de Schur, ver por ejemplo [27]). Asi obtenemos

)\lk Cl2 ... Cig
N O /\Qk ... Cog

Ul (Py(iwy,) + Bo)Uy = '
0 0 Ask
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Luego, siguiendo una idea de Lyapunov, realizamos una transformacién de semejanza con una

matriz diagonal D = diag(1,c,...,a*™ '), 0 < a <1y obtenemos:
ME Qacpa ... o e
D'US(Py(iwg) + Bo)Uy D = 0 A - e
0 0 | Ask

= diag(Mg, ..., dsk) + @A),

donde Ag(w) es una matriz (s — 1)-nilpotente regular en «. Definiendo la matriz hermitica
S, = (UxD)™H" (U,D)~! obtenemos, para todo v € R?,

(v, 2Re{Sk(Py(iw) + Bo)}v) = (v, (UxD) ™)' (D ' Uf(Po(iwr) + Bo)UiD) (UxD) "0}

+C.C.
< 2((UyD) 'v,diag(ReAy, . . ., Redg) (UpD) " 10)
+a{(UpD) o, (Ar(@) + AL () (U D)) (4.29)

La desigualdad de Cauchy-Schwarz nos permite acotar el segundo término

(U.D) v, Ap()(Up D) ") + C.C. < ((UyD) v, (UyD) ! )1/2
(Ak(a)(UxD)~ vAk< )(U.D) )2 4+ C.C.
< 2|Ak(@)P{(UxD) o, (Up D)~ M0)
< 2|Ak(a)*{v, Spv).

Por lo tanto, usando la condicién de estabilidad, otenemos
(v, ((Poliwr) + Bo) Sk + Se(Po(iw) + Bo) Jv) < =2(6 — o Ax(a)]*) (v, Skv);

y elegiendo « suficientemente pequenio obtenemos
5 A 3
(Py(iwy) 4+ Bo) 'Sk + Si(By(iwg) + By) < — 505k (4.30)
Notemos ademas que Sy = UkD*ZU,Z, y como Uy es hermitica obtenemos,

I <5 < e

. (4.31)

Ahora bien, la continuidad de By(iw) + By nos permite extender (4.30) a un entorno (bola)
By = {w : |w — wg| < 7y} suficientemente pequeno de wy. Es decir, existe rp > 0 tal que

(Py(iw) + Bo) Sk + Sk(Py(iw) + By) < —6Sk. ¥ |w — wi| < . (4.32)
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Como B = {w : |w| < C + 1} es un subconjunto compacto de R", (por el teorema de Heine-
Borel) pueden elegirse una cantidad finita de wy’s con sus correspondientes entornos By’s tal
que el conjunto {By} cubre B. Para cada wy se obtiene la correspondiente matriz Sy que
satisface (4.32). Existe una particién de la unidad (ver [28]) adaptada a este cubrimiento de
B. Es decir, un conjunto de funciones {tx(w)} tal que:

i) 0 <Y(w ) < 1 para todo k;

i) Yr(w) € C§°(By) para todo k;

iii) > ¥r(w ) =1 para todo w € B.
Usando esta particién de la unidad definimos:

g(l)(w) = Z z/z(wk)Sk

k

Claramente, por las propiedades de los S; y de la particiéon de la unidad, este simbolo es
hermitico y suave como funcién de w. Ademds, de acuerdo a las propiedades i) y ii), la des-
igualdad (4.32) puede ser multiplicada por 1 (w) en ambos miembros y (4.32) vale ahora para
todo w € B. Por lo tanto,

2ReSM (W) (Py(iw) + By) = Z% ) (By(iw) + Bo)'Sy 4 Sk (Py(iw) + By)

< Z% —6Sy,)
< —55 D (w).

Haciendo un calculo similar se obtiene, apartir de (4.31), I < SM(w), V |w| < C + 1. De esta
forma la SM(w) satisface lo requerido por la condicién (b) del teorema, 4.4.

Consideremos ahora el simbolo Py(iw) + By = |w|Py(iw’) + By para |w| > C' en un entorno
del punto wj € S™7'. Sean \,...,\, los autovalores distintos de Py(iw'). Es conocido que,
debido a la constancia de la multiplicidad de los autovalores de Py(iw’), (ver por ej. [29]) existe
una transformacién suave, no singular Ty(w’) tal que

Ay 0
Ty Y (W) Py (i) To(w') = . : (4.33)
0 A,

donde todos los autovalores de A; son iguales a ); y, como hay un conjuto completo de auto-
vectores,

es diagonal.
Ty no es unica, podemos reemplazarla por

Tou 0
Ty =Ty ; (4.34)
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donde las Tj; son sub-matrices arbitrarias no singulares que oportunamente elegiremos como
matrices constantes. De (4.33) obtenemos

Ay 0 By -+ By
15 (lw| Po(iw") + Bo)Tp =: |w| e
0 A, By -+ By,
Mientras que de (4.34) obtenemos:
To'BuTon B By,
Ay 0
Ty (|w| Po (i) +Bo) Ty = || N R (4.35)
0 A, = x ~
Brl Br2 e To;lBrrTOT

Para C grande (y por lo tanto |w| grande) podemos considerar a la segunda matriz en (4.35)
como una perturbacién de la primera. Por lo tanto, (ver [14]), existe una matriz T3 (w’, 1/|w]),
funcién suave de w' y 1/|w|, tal que

1 . 1
(I + mTl)_lTO_1(|w|Pg(zw’) + Bo)To(I + mTl)

Tor' BuTo + 5 Bu 0
Ay 0
= |w| +
0 A,

0 To;IBM‘TOr + ﬁérr

La condicion de estabilidad implica que los autovalores de Bjj tienen partes reales negativas.
Por lo tanto podemos elegir las Tp; tales que

- 30
2Re(Ty,' Bj;To;) < —?I, para |w’ — wy| suficientemente pequeno.

Las matrices

Ho = (T, )Ty

Y

- 1 - 1 1\ ! 1 -1
Hy + ms = (((I—i— —Tl)T()) ) ((I + 7T1)T0> )

jwl wl

satisfacen (4.23) y (4.24) para C suficientemente grande y v’ = w(,. Como w’ se mueve en un
conjunto compacto, podemos utilizar el argumento de la particion de la unidad para extender
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las definiciones de Hy y S a todo «’ en forma suave. De esta forma las condiciones (a) y (b) en
el teorema 4.4 se satisfacen.
Consideremos ahora el simbolo matricial

~

Py(i) + ePy(x, t,1u"). (4.36)

Como los autovalores de (4.36) son imaginarios puros y sus multiplicidades no cambian pode-
mos encontrar una matriz de transformacion Ty(x,t,w’, ), que es funcién suave de todos sus
argumentos, tal que

Al 0 A1 0
(I + €T2)71T071(P0 + €P1)T0([ -+ ETQ) = T +é . . (437)

donde /~\j = 5\]-]. Definiendo H,(z,t,w',¢) de la forma
Hy+cH, = (THIT™', T =Ty(I+<cT),

vemos que tiene la propiedad (4.26) y la condicién (c) en el teorema 4.4 se satisface. Por lo
tanto, el teorema 4.5 es consecuencia del teorema 4.4. O

El segundo caso en que podemos mostrar que el sistema (4.21) es una contraccién es mas
simple. Es el caso de los sistemas simétrico hiperbdlicos. Si la condicién 4.3 se satisface, la
condicion de estabilidad, para w = 0, implica

ReB, < —4 1, (4.38)

y por lo tanto
R‘e(u7 (PO + BO)U> < —5(1,6, U),

en consecuencia, podemos mostrar que (4.21) es una contraccién en la norma Ly (H = I).
Otro caso, no contenido en el anterior, en que se demuestra que (4.21) es una contraccién en la
norma Lo, es cuando (4.38) se satisface y By no es simétrica, (la unica diferencia en este caso
es que (4.38) no es consecuencia de la condicién de estabilidad). En la seccién 4.5 relajaremos
la condicién de estabilidad a ciertos casos de interés fisico donde la condicién (4.38) no vale.
Por lo tanto nos interesa dar aqui una demostracién, que no dependa de tal condicion, de que
(4.21) es una contraccién. Para hacer esto construiremos un H # I, y a tal fin utilizamos la
condicién 4.3 completa (incluyendo la hermiticidad de By).

Teorema 4.6 Si los coeficientes A}, A{, j =1,2,...,n, y By pero no necesariamente By son

matrices hermiticas y el sistema (4.21) satistace la condicién de estabilidad; entonces valen los
resultados del teorema 4.5

41



Antes de probar este teorema probaremos uno analogo al teorema 4.4.

Teorema 4.7 Supongamos que, para |w| suficientemente grande, existe una matriz hermitica
Hw)=1+ ﬁS donde S = S(w',1/|w|) es una funcién suave de ' y 1/|w| tal que

9ReH (w)(|w|By(iw') + By) < —6H (w). (4.39)
Entonces, para ¢ suficientemente pequerio, el sistema (4.21) es una contraccion.

Prueba. No escribiremos la prueba ya que es totalmente andloga a la del teorema 4.4 aun-
que, en este caso, es mucho mas simple pues se construye un operador pseudo diferencial H,
independiente del tiempo, de la forma:

H=1+S5

el cual tiene las propiedades requeridas por el teorema 4.3. O

Prueba del Teorema 4.6. Consideremos el simbolo |w|Py(iw') + By para |w| grande. Sea w' = w),

fijo. Como los coeficientes A} son matrices hermiticas, existe una matriz de transformacién
unitaria tal que

Bll BlQ Tt Blr
Ay 0 S ~
() D (i) / : . Bi;, By Bs,
U*(wh) (| Po(iewg) + Bo)U(wh) = ilw] - +| L (440
\ E L
O " BikT B:—l’r BT’T
donde
Aj - /\]I

son matrices multiplo de la matriz identidad con autovalores distintos. Como las Bjj son
también hermiticas, podemos suponer que son diagonales. De lo contrario, aplicando una
transformacion unitaria diagonal por bloques, podemos llevarlas a esta forma. Para |w| grande
consideramos la segunda matriz en (4.40) como una pequena perturbacién de la primera. Por
lo tanto podemos construir una transformacion I + ﬁT(wé) tal que

1 -1 s 1
(r+ MT(w{))) U™ (wp) (Jw| Poliwh) + Bo) U (wh) (T + MT(%))
Ay 0 B 0 1 =
0 Ar 0 Brr
= ilw|A+ B+ mé
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La condicién de estabilidad implica que éjj < =4I para todo j y, para |w| suficientemente
grande,

~ 1 = 3
9Re(ilw|A + B+ —B) < —241.
jwl 2

Mostraremos ahora que existe un entorno de wj, donde la matriz H(w) de (4.39) estd dada por

1 -~ 1
L) Ut ) = 1+ 5, |

jwl jwl w|

H(w) = Uy + T (wh) ™ +

o )

Tenemos que
2Re H(w)(|w|Py(iw') + By)
= 2Re I:I(w/)(|w|P0(iw6) + By) + |w|2Re H(w) Py (i(w' — wp))

3 11
< _° o L VP i — o
< 25H(w) + |w] |w|2ReS(u)o, |w|> o(i(w — wyp))

3 ~
< (—55 + const.|w' — w6|)H(w).
Por lo tanto, para |w' — wj| suficientemente pequetio, la desigualdad (4.39) se satisface. Nueva-

mente, utilizando el argumento de la particién de la unidad, podemos construir el H(w) para
todo W' y el teorema 3.4 es consecuencia del teorema 3.5. a

4.4 Sistemas cuasi lineales

Consideraremos ahora el sistema no lineal completo (4.1). Comenzaremos considerando el caso
en que las matrices A}, A}, j =1,...,n, son reales simétricas y

ReBy < —41. (4.41)

Los argumentos aqui desarrollados siguen aquellos en [14] (Capitulos 5,6) y se supone al lector
familiarizado con este material.

Deduciremos estimaciones a priori usando las siguientes notaciones: j = (ji,...,7n), Ji
multi-indice de nimeros naturales; |j| = >, j;, D? = 97*/dz7' - - 3’ /Ozi» denotan derivadas
espaciales y

2 _ 7,002
lully = > 107wl
l71<p

denota la norma de Sobolev de orden p.
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Para comenzar supondremos que € = 0 y deduciremos las estimaciones para

ou 0
(P4 B
or = (Pugy) + Bo)u
(4.42)
u(z,0) = f(z).
Diferenciando (4.42) obtenemos
. 0 ) )
(D’u)y = Py(==)D’u+ ByD’u.
ox
Por lo tanto, por (4.41),
QHDJUHQ = 2Re(D’u Po(g)Dju) + 2Re(Du, ByDiu)
ot 0 . ’
= 2Re(D?u, ByD’'u) < —25|| D7 ul?.
Sumando estas desigualdades para todo j con |j| < p obtenemos, para todo p,
2 2
el < —20]wll;, (4.43)

ie.,
lul Ol < e lul-, 0)]3.

Consideraremos ahora los sistemas no lineales (4.1) y deduciremos una estimacion para el caso
p > s+ 2. En este caso hay resultados bien conocidos de existencia local. Existe un intervalo
0<t<T, T >0, donde la solucién existe y

lu-, Ol < 2[lul-, 0)]f5. (4.44)
Caben dos posibilidades:
Obien T=00 o T <ooy [u(-,T)|2=2u(,0)|. (4.45)

Mostraremos ahora que, para ¢ suficientemente pequeno, 7' = oo y que el problema de valores
iniciales es una contraccion.
Derivando el sistema (4.1) obtenemos

. 0 , 0 ,
(D’u)y = (Po(%) + Bo)(DJu) +ePy(z,t, u, %)(D]u) +eR;,
donde R; denota términos de menor orden, es decir con derivadas hasta orden |j|. Por lo tanto,
. . 0 .
2 — -
ID7ul} = 2Re(Du, (Po(ax) + By ) D'u)
. 0 4 .
+2Re€(D]u, Pi(z,t,u, a—)D%) + 2eRe(Du, Ry). (4.46)
x
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Por (4.41),

3} :
2Re(D7u (Pol ) + Bo)D’u) < —20[|D7ul. (4.47)
Integrando por partes obtenemos:
. AN 1 0A:
J —~\DI — _(pI L i
Re(D7u, Py(x,t,u, 5-)D u) = (D o ZD )
< const. Kl( | )HDJuH2
< Myfulf?. (4.48)
Los M; son polinomios en ||u||, de grado |j| cuyos coeficientes dependen solo de las constantes
Ky, ..., K}j de la condicién 4.1. Usando las desigualdades de Sobolev obtenemos las cotas
1(D7u, R))|| < Mj]Jull3. (indices no sumados)

Sumando todas estas desigualdades obtenemos,
0
2 < =28l + Ml M = max M.
Asi, para todo € con 0 < e < gg y ¢ suficientemente pequeno, obtenemos
0
Sellullz < ),

Por lo tanto T" = oo y el problema de valores iniciales es una contraccion.

Consideramos ahora el caso general suponiendo que las condiciones del teorema 4.5 o el
teorema 4.6 se satisfacen. Comenzamos nuevamente con el caso € = 0. Entonces, existe un
operador pseudo diferencial

H=Hy+S

que define una norma equivalente a la norma Lo tal que,

0 0
o llullf = 5, (. Hu) = 2Re(u, H(Py + By)u) < —0(u, u) 5.
Asi,
lu(, ) < e lu(,0)[1%
y por lo tanto también se cumple
lul, O, < e luC 07, lul, = D 1Dl

l71<p

Consideremos ahora el sistema general (4.1). Procediendo en la misma forma que el caso
previo obtenemos las estimaciones para p > s + 2. La unica diferencia es que las estimaciones
se obtienen en la norma H.
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También es este caso la existencia local es bien conocida y existe un intervalo 0 < ¢t <
T, T' > 0 donde

2 2
luls Ol < 20ul 0)lz,

Para T, la alternativa (4.45) vale. En este intervalo podemos estimar la solucién y sus derivadas
hasta orden p—[s/2]—1 en la norma supremo en términos de [|u(-, 0)|% ,- Porlo tanto, podemos
pensar en el sistema (4.1) como en un sistem lineal y construir el opérador pseudo diferencial
(4.22) y estimar la solucién y sus derivadas en la norma H que difiere de la H solo en términos
de orden e. El simbolo depende de la solucién pero, por el teorema 4.4, si p es suficientemente
grande, entonces la constante K del teorema 4.3 también puede ser estimada en términos de
|| (-, O)H%p. El resto de la prueba continia como antes. Tomando derivadas espaciales de (4.1)

obtenemos, en la norma H,

0 ) ) ) .
o (D7 HD'u) = e(u, Hyu) + (D7u, H((Py + Bo + £(Py + By)) D'u)
+2eRe(D7u, HR;).

Usando el teorema 4.3 obtenemos la desigualdad (4.4) pero esta vez en la norma H. Hemos
probado de esta forma el teorema principal 4.1.

4.5 Relajacién de la condicién de estabilidad

En esta seccién relajaremos la condicion de estabilidad 4.1 al caso en que algunos de los autova-
lores de By tienen parte real igual a cero. Llevamos a cabo esto solo para el caso 2r—periddico.

Definicién 4.3 Diremos que el sistema (4.1) satisface la condicién de estabilidad relajada
si satisface las siguientes condiciones: R
1) Existe una constante 6 > 0 tal que los autovalores A del simbolo Py(iw) + By satisfacen

Rel < =9 (4.49)

para todos los w = (wy, ..., wy,) # 0, w; entero.
2) Los autovalores A\(0) de By satisfacen ReA(0) < —d o A = 0. Ademas, si la multiplicidad
del autovalor cero es r, entonces le corresponden r autovectores linealmente independientes.
3) El niicleo de By contiene al niicleo de By.

Podemos encontrar una transformacion S tal que

By 0

1 .
S BOS—< oo

) ,  Boi nonsingular. (4.50)
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Si By es simétrica, podemos elegir S unitaria. Por lo tanto podemos suponer que el sistema
(4.1) ya estd escrito en una base tal que By ya tiene la forma (4.50). Entonces, por la tercera
parte de la suposicién, B tiene la forma

/By 0)
B — (Bm o) (4.51)
a' (0, i(ws)
u(z,t) = (QH<(0 t))> + 3 nq(w, b).
? w#0

Aqui la particién de 4(0,t) corresponde a la de By y B;. Denotemos por ) la proyeccién

Qu(x,t) = <ﬁ”(00,t)> ‘

Ahora bien, introduciendo la notacion:

Qu(z,t) =: u(o)(t), (I — Q)u(z,t) = v(z,1),

podemos escribir el sistema (4.1) como sigue:

W =Q(Py + Bo)(u® +v) + eQ(P; + By)(u® + v)
:€Q(P1 + Bl)U. (452)

ve=(I = Q)(Po+ Bo)(u” +v) + (I = Q)(Py + By)(u” +v)
= (P + Bo)v+e(I = Q)(Pr + Bi)v. (4.53)

Al igual que antes, s6lo es necesario considerar el caso lineal. Entonces, (4.53) se desacopla
completamente de (4.52). Este es un sistema de ecuaciones en el subespacio (I — Q)L,. Los
resultados de las secciones anteriores pueden aplicarse y dicen que, para e suficientemente
pequeno, v converge exponencialmente a cero. Ademds, como

WO (1) = u®(0) + & /Ot Q(Py + By)u(z, €)dt,

concluimos también que u(?)(¢) converge para t — oo.
Resumimos los resultados de esta seccién en el siguiente teorema.

Teorema 4.8 Supongamos que se cumple la condicion 4.1 y la condicion 4.2 o la 4.3 pero,
en ambos casos, con la condicion de estabilidad reemplazada por la condiciéon de estabilidad
relajada. Entonces, para ¢ suficientemente pequeno, el problema es una contraccion, en una
norma H apropiada, para la parte no trivial v de la solucién de (4.1) y u®) — const. cuando
t — oo. El sistema (4.1) es por lo tanto estable en este sentido generalizado.
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5 Conclusiones

Resumimos aqui brevemente los aspectos mas importantes de los resultados hallados en los
capitulos 2, 3 y 4. Mencionamos también algunos problemas relacionados a este trabajo cuya
solucion esta todavia pendiente.

En el capitulo 2 se estudié el limite parabdlico de las teorias hiperbdlicas lineales y cuasi
lineales de conduccién del calor dadas por la ecuacién de conservacion de la energia (1.2) y la
ecuaciéon de Cattaneo (1.4).

En el caso lineal se probd que cualquier solucién del sistema hiperbdlico converge a la
solucién de la ecuacion del calor usual (obtenida de (1.2) y la Ley de Fourier (1.1)), con el
mismo dato inicial para la temperatura, cuando el tiempo de relajacion de Cattaneo 7 tiende
a cero. La convergencia mencionada tiene lugar en cualquier cualquier norma de Sobolev H"
con n suficientemente grande. Por lo tanto, la convergencia también vale puntualmente para
las soluciones y sus derivadas espaciales de cualquier orden. Utilizado este resultado se muestra
ademas como la correccién que la ecuacién de Cattaneo introduce a la Ley de Fourier se hace
despreciable, en circunstancias ordinarias, en un tiempo mucho mas corto que el tiempo tipico
en que se establece el equilibrio. Se destaca, ademas que para que los efectos hiperbolicos sean
apreciables, es necesario dar datos iniciales cuyas variaciones espaciales tengan una longitud
tipica del orden de ¢/, donde ¢ es la velocidad de propagacién de las ondas de temperatura
(del orden de la temperatura del sonido en el medio [10]).

El resultado principal del capitulo 2, expresado en el teorema 2.2, establece que las soluciones
del sistema hiperbdlico cuasi lineal de CFO [13] convergen, cuando 7 — 0, a la solucién del
sistema parabdlico limite de la teoria usual de Fourier, siempre que los datos iniciales del sistema
hiperbdlico estén inicializados y sean suficientemente pequenos. Una limitaciéon importante a la
que estan sujetos estos resultados es el hecho de que el analisis del limite parabdlico es véalido solo
durante un tiempo finito. Esto se debe a que el funcional energia utilizado no permite obtener
una cota global para la solucién debido a la no linealidad de las ecuaciones. Los resultados de
este capitulo dieron origen a una publicacién en el J. Math. Phys. [30]. Cabe aclarar, como se
muestra mas adelante, que el limite parabdlico puede ser pensado de una manera mas general,
y pueden obtenerse, como consecuencia de los resultados del capitulo 4, resultados més fuertes.

En el capitulo 3 de este trabajo se estudié la estabilidad del sistema cuasi lineal de conduc-
ci6én del calor de Morro y Rugeri [16]. Siguiendo un trabajo de Matsumura, introdujimos una
energia dependiente del tiempo con la cual se prob6 que, cuando los datos iniciales son suficien-
temente cercanos a los datos de equilibrio, el sistema de Morro y Ruggeri es una contraccion
en esta nueva norma. De aqui se concluyé que no solo que existen soluciones globales estables
cercanas a equilibrio (lo cual ya fue probado por Franchi y Morro [19]), sino también que la
convergencia a equilibrio es exponencial. Cabe destacar que la tinica condicién que el teorema
impone sobre los datos iniciales es su cercania a los datos de equilibrio, no siendo necesario que
estén inicializados. Por otro lado, en una comunicacion personal el profesor R. Geroch nos hizo
notar que la idea de la energia de Matsumura no puede ser generalizada a sistemas tales como
los de fluidos disipativos relativistas de tipo divergencia. Por lo tanto, para atacar con éxito
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los problemas anteriores, en el caso de estos fluidos, fue necesario usar nuevas ideas.

En el capitulo 4 se estudi6 el problema de la estabilidad cercana a equilibrio, para sistemas
cuasi lineales de primer orden, mediante la introduccién de una norma que permitié tratar
sistemas muy generales (sin la limitacién antes mencionada para el tratamiento con la energia
de Matsumura), tanto como para incluir a los fluidos disipativos relativistas, por lo menos en
el casos en que el dominino es acotado con condiciones de contorno peridédicas.

El resultado principal de este trabajo esta enunciado en los teoremas 4.1 y 4.8, y constituye
una generalizacion al caso de sistemas en derivadas parciales del teorema de estabilidad de
Lyapunov para ecuaciones diferenciales ordinarias. Muchos sistemas disipativos que aparecen
en fisica son sistemas compuestos por leyes de conservacion y ecuaciones disipativas. Para tales
sistemas la relacion de estabilidad 4.1 no se satisface. No obstante dichos sistemas satisfaceran,
en general, la condicién de estabilidad relajada y por lo tanto, en muchos casos de interés fisico
podemos aplicar el teorema 4.8. Los resultados expuestos en el capitulo 4 fueron realizados en
colaboracién con H.O. Kreiss y O.A. Reula y dieron origen a un trabajo que fue enviado para
su publicacion.

Para realizar una comparacion directa entre la estabilidad obtenida mediante el uso de la
energia de Matsumura y los resultados del capitulo 4, aplicaremos aqui el teorema 4.8 a la
teoria de conduccion de calor de MR que estudiamos en el capitulo 3.

Consideramos el problema de Cauchy, en el caso L-periédico, para el sistema (3.1), (3.2),

(o) () =00 w0 ) (o) (6 20 ) (5)

Donde v, § y & son funciones suaves de e y ¢, con v,k > 0. Este sistema puede ser tratado
con el caso simétrico del teorema 4.8, redefiniendo el producto para vectores de s componentes
usando la matriz en frente de la derivada temporal. No obstante, nosotros usaremos aqui, con
proposito ilustrativo, el caso no simétrico del teorema reescribiendo el sistema en la forma:

()~ i) () -8) () e

Debemos verificar que la matriz
i 0 1 W'
—v? v%q

tiene un conjunto completo de autovectores y que sus autovalores son imaginarios puros y tienen
multiplicidad constante. Calculando los autovalores obtenemos,
1
ay = §(v2(5qw’ +1/(v20q)% + 02).

Puesto que w’ toma solo los valores £1 y que v # 0, simpre existen dos autovalores distintos,
imaginarios puros, y dos autovectores linealmente independientes. Debemos ahora verificar
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que se satisface la condicién de estabilidad relajada. Una solucién de equilibrio es de la forma
e = eg = const. y ¢ = 0. Por lo tanto el simbolo del sistema en equilibrio es:

Po(iw) + Bo = iu)Ao + BO = < 0 o ) 3

2, 2
—vgiw  —ug /Ko

donde w puede tomar los valores 27n/L, n € Z. Los autovalores de este simblo matricial son:

1 vg vE\2 5 o

Para acotar los autovalores, para w # 0, hay que distinguir dos casos.

2

_2”70O si vl < 4mkyg.
Re{A:} < —6= vZ v2\2 2 ; (5.2)
_% (JE, _ \/(K((J)) — 4v8 (%’T) ) si voL > 47kKg.

Segun lo dicho en el capitulo 2, los casos de interés fisico satisfacen vL > k, por lo que tenemos
que considerar el segundo caso en (5.2). Para datos iniciales suficientemente pequernios el tiempo
de decaimiento puede considerarse igual a 2/6 con lo que obtenemos 74 ~ L?/(27%K) mientras
que el tiempo de decaimiento obtenido en el capitulo 3 (ver teorema 3.2) es 74 > 8L?/kgy. Una
comparacion directa nos indica que el tiempo obtenido a partir del teorema 4.8 es unas 150
veces menor que el dado por el teorema 3.2.

Consideremos ahora el limite parabdlico de las teorias hiperbdlicas de conduccién del calor.
En el capitulo 2, el estudio del limite parabdlico se realiz6 comparando en forma directa la
solucion del sistema hiperbdlico con la solucién del sistema parabdlico limite. Es decir, se estudio
la evolucién temporal de la variable ¢ —¢° = ¢+ kT, que, en términos de la densidad de energia
parabdlica €°, se puede expresar ¢ — ¢° = q + kel. Este método es apropiado para tratar casos
simples como las ecuaciones de conduccion del calor, sin embargo no puede ser generalizado a
casos mas complejos como el de las ecuaciones del fluidos disipativos relativistas. El problema
béasico que se presenta en este caso es que el sistema parabdlico limite (Ecuaciones de Eckart) no
tienen un problema de valores iniciales correctamente formulado [5], y en consecuencia, carece
de soluciones con las cuales realizar una comparacion.

Para ilustrar como debe procederse en estos casos, consideraremos el sistema de conduccién
dado por la conservacion de la energia (1.2) y la ecuacién de Cattaneo (1.4), que puede ser
escrito, en el caso unidimensional, en términos de la densidad de energia e y el flujo del calor ¢

€t = —(qy

(5.3)
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Definamos la variable s = g+ ke, (“campo de relajaciéon”, comparar con ¢— gy dado mas arriba).
En el limite parabdlico, s es identicamente cero. Ahora bien, el conjunto de observaciones
(experimentos) que confirman a la ecuacién limite (ecuacién del calor, en el caso lineal) como
apropiada para describir procesos de conduccion puede ser pensado, en vez de una verificacién
de las soluciones de la ecuacion limite, como un conjunto de cotas para el campo de relajacion.
Uno estarfa conforme con el sistema (5.3), en lo que hace a su limite parabdlico, si la evolucion
temporal que predice para los campos e y ¢ es tal que garantice que s decae rapidamente a cero
(al menos bajo “condiciones normales” en que se realizan los experimentos). Estudiemos pues
la evolucién de s. La ecuacion que satisface s es

1
St = ——S8 — RK(Qgg — K//qxex, (54)
T

y es facil ver que la norma Ly de s satisface,
1 /
Islle < =—lIsll + (llcgze || + 5" geall), (5.5)

donde 7, es una cota superior para 7(e). Lo que (5.5) nos dice es que, si e y ¢ existen y se
mantienen cercanos a equilibrio durante un tiempo suficientemente largo, de manera que el
segundo término en (5.5) sea pequeno (ya que es cero en equilibrio), entonces el primer término
en (5.5) garantiza que s, aunque su valor inicial sea “grande”, decaiga con tiempo de decaimiento
T, hasta que la norma de s sea “pequena” es decir, del orden de 7,,(|k @z || + ||5'qz€z|]). Ahora
bien, como ya se discutié en el capitulo 2, bajo condiciones normales 7, es un tiempo de
relajacion muy pequeno comparado con el tiempo de decaimiento a equilibrio 74 de la solucién
completa de (5.3), por lo que podemos obtener conclusiones similares a las obtenidas en el
capitulo 2 para el caso lineal, pero ahora para el sistema no lineal completo. Para normas de
Sobolev superiores, se pueden obtener cotas analogas a (5.5).

Los resultados del capitulo 4 son importantes, a la luz de lo antes dicho, porque garantizan
que la solucién de (5.4) exista durante un tiempo suficientemente largo (en realidad para todo
tiempo) y permanezca cerca de equilibrio (de forma tal que el segundo término en (5.5) sea
pequeno), como para que el razonamiento antes dado sea aplicable. Los resultados del capitulo
3 y la discusién recién dada dieron origen a un trabajo en colaboraciéon con G.B. Nagy y O.A.
Reula que fué enviado para su publicacién.

Estudios similares, mediante la introducciéon de campos de relajacion, para las teorias de
fluidos disipativos relativistas fueron llevados a cabo por Geroch [31] y Lindblom [32], quienes
dejaron pendiente el estudio de la existencia global y la estabilidad de tales sistemas. Recien-
temente y en colaboracién con H.O. Kreiss, G.B. Nagy y O.A. Reula, se ha logrado aplicar los
resultados del capitulo 4 del presente trabajo a estas teorias de fluidos disipativos relativistas
para el caso de espacio-tiempos compactos y planos, mostrando la existencia global y estabi-
lidad de las soluciones. Este resultado es importante en si mismo y cobra mayor importancia
aun a la luz de lo antes expuesto. No obstante su discucién merece un capitulo completo y no
serd presentada como parte de este trabajo.
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6 Apéndice: Teorias de conduccidn de calor de tipo divergencia

En este apéndice daremos una formulacion general de las teorias tipo divergencia de conduccién
de calor en un medio en reposo. Este tema ha sido estudiado por diversos autores [3], [13], [16],
[5]. Usaremos aqui las ideas bésicas de la termodindmica extendida [6] [7]. Nuestra deduccién
generaliza ligeramente a la de Morro y Ruggeri y sigue los lineamientos de [5].

En este apéndice supondremos que las propiedades del medio estan bien descriptas por un
tensor métrico (simétrico y definido positivo) denotado por h;;. Los indices 4, j, k, ... recorren
las componentes espaciales y supondremos que vale la convencién de suma sobre los indices
repetidos. Como es usual en geometria, h”7 denotard la inversa de la métrica (h”h; ), = d}.).

Las teorias a considerar satisfaceran los siguientes postulados.

(i) Las variables dindmicas de estas teorfas son un campo escalar y un campo vectorial
(por ejemplo, la temperatura absoluta T y el flujo de calor ¢') y todos los campos fisicos son
funciones algebraicas de estas variables dinamicas y del tensor métrico.

(ii) Una de las ecuaciones sera la conservacién de la energia

é+Vig' =0, (A1)
y la restante serd una ecuacion vectorial de tipo divergencia:
Al 4V HI = T, (A.2)

donde, de acuerdo al postulado (i), los cinco tensores e, q', A7, H* y I/ son funciones de las
variables dinamicas.

(iii) Existe una densidad de entropia s y un vector flujo de entropfa s que satisfacen, como
consecuencia de las ecuaciones (A.1) y (A.2), la ley de entropia:

5+ Vs =o, (A.3)
donde o es una funcién no negativa de las variables dinamicas.

Definicién 6.1 Se Ilama estados de equilibrio a aquellos que tienen o = 0 (es decir a aquellos
que tienen produccién de entropia igual a cero).

Estudiemos ahora a las consequencias de estos postulados. Para que (A.3) sea consecuencia
de (i) y (ii), y que o sea funcién algebraica de las variables dindmicas, $ + V; s’ tiene que ser
combinacién lineal de los miembros izquierdos de (A.1) y (A.2). Denotando los coeficientes de
tal combinacion con —§ v —¢&;,

$+Vis'=—Ee+ Vi) — &G(A + v HT).

Las ecuaciones (A.1)-(A.2) nos dicen que 0 = —&I' > 0. De ahora en mas pensaremos en
{£,&:} como el conjunto de las variables dindmicas.
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Consideremos los tensores y v x* definidos mediante

X =s+&e+ A, (A.4)
X'=s"+& +GHY. (A.5)

Note que  tiene unidades de densidad de entropia, x* tiene unidades de flujo de entropia, y &
tiene unidades de 1/7T. Ademaés,

ox

;o' ,_ Ox i _ OX'

= =, ql = -, i = y HZ‘] == —. (A6)
29 23 9&; 9E;

Como todos los campos fisicos son funciones algebraicas de £, §; y el tensor métrico, cualquier

escalar debe ser funcién de € y p = h;;€°€7 /2. Ademds todos los campos vectoriales deben ser
proporcionales a £, y en consecuencia proporcionales entre si. Por lo tanto,

A= X&) ¢ (A7)
Por 1ltimo, el tensor H¥ puede solo tener la forma
HY = (& 1) 7 + (&, ) €€ (A-8)

por lo que HY es necesariamente un tensor simétrico. (A.6) y (A.7) implican que

) ox ) 8Xi
og ~ M Vo
pero x = x(§, i), entonces,
e A.
¢ =N out (A.9)

Ahora bien, la ecuacién (A.8) implica

OH' 9y, .

= Zleied
o€ o€ + 8§§£ ; (A.10)
mientras que las ecuaciones (A.6) y (A.9) implican
OHY  9*x'
9¢ 393
_ 9 (LOxu
95 \ )\ oy
= LOxp . 9 (LOX) sy
= /\a,uh + o (Aalu)ﬁ& . (A.11)
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comparando concluimos que:

0 (1) 0y _ 10

= —_— = —=. A.12
o0& Opu \Aou o8 Aou ( )

Como consecuencia de las ecuaciones (A.4) y (A.6) obtenemos para una variacién de la
entropia .
ds = —Ede — £,d A (A.13)

Esta ecuacion sugiere identificar a —1/¢ con la temperatura absoluta 7. Suponiendo esto, la
transformacion entre las variables dindmicas {&,&;} y las variables fisicas {T', ¢’} estd dada por

1 , 1 Ox
T=—- q g A.14
El flujo de entropia s* puede escribirse
- ' — 2uné’ A1
=x'—¢ 655 vE' — 2umé (A.15)

derivando respecto de ¢ y usando (A.12) obtenemos,
ds' 87 :
e = o G )¢

(éafer? *)5 +f(w) € (A.16)

Derivando ambas (A.15) y (A.16) con respecto a &/ y comparando los resultados obtenemos las
identidades:
_ v

_@.

Integrando,

flp) =0 and (A.17)

Usando esto, (A.16) queda

87/ o i
aF) v/ 85
Pero, como en estas teorias no hay movimiento de materia, el flujo de entropia y el flujo de
calor deben estar relacionados mediante:

s'=—&q' — (A.18)

y como hemos elegido & = —1/T', (A.18) implica 0v/0u = 0. Podemos extraer algunas conse-
cuencias de este hecho. En primer lugar, la ecuacién (A.17) nos dice que n = 0 y por lo tanto
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el tensor métrico H es proporcional al tensor métrico A%, lo cual simplifica la estructura de
la ecuacién (A.2). En segundo lugar como 9%y/0ud¢ = 0, de (A.12) obtenemos

ox
o A&, 1)B(E),
para alguna funcién §(&). Integrando,
X(6:€) = BO) [ ME ) dit +x0(©). (A.19)

Asi, cualquier teorfa particular se obtiene dando tres funciones xo(&), A(&, 1) v B(€) y un
vector I'(£,£Y). Note que la densidad de entropfa estd dada por

dx ox
s=x 585 2M0u (A.20)

6.1 Teorias cuadraticas

Consideraremos aqui las teorias dadas por las funciones generatrices y mas simples posibles.
Evidentemente no podemos tomar x independiente de p (ver (A.6). Podemos, no obstante,
elegir x lineal en p (A independiente de p), o sea cuadrética en ¢'. Obtenemos:

X = xo(§) + A(§) B(E) p- (A.21)
Usando esta y, los campos fisicos quedan:

o — dXxo + d(Aﬁ)

e T P ¢ =p&, At = \p¢
g g d d(A
HY =t s =g — €00 e,
st = —£0¢".
De manera que las ecuaciones de evolucion quedan:
d2X0 dQ()\ﬁ) : dO\ﬁ) 2 i
' d(\
ABE + (df)g’é + BhIN € —T" = 0. (A.23)

95



i) Teorfas de Coleman, Fabrizio y Owen [13].

Las teorias de Coleman, Fabrizio y Owen surgen de estas teorias cuadraticas si uno elige
A = const., de forma tal que (A.22) y (A.23) se reducen a,

82)(0 )\026 ﬁ
(8@ 2@@§5>5+A35&5+W7WS> (A.24)
. 0B .. 3 ‘
AT+ AgeEe+ BTN E = I =0, (A.25)

Las ecuaciones de la teorfa de CFO quedan fijas una vez dadas la conductividad térmica k(T"),
la densidad de energia de equilibrio eo(T") y el tiempo de relajacién 7(7) [13], mediante la
eleccién o, B e I' en la forma

K(-1/8) LN K1)
ey Y T 527% 2ot (A2

donde hemos supuesto que la densidad de energia es cero para T = 0. A partir de estas
definiciones se obtienen las ecuaciones en términos de T'y ¢ (usando la notacién de [13])

3
w©) = [ el-1/¢) S, B =

e =eo(T) + a(T)qd', (A.27)
s = 50(T) +b(T)qiq’ (A.28)
donde
Mﬂ__zgv_zgx
so(T) = ATeif)dr+-%gT)

con Z(T) = 7(T)/k(T) y donde la prima denota derivacién respecto de T'. Note que s((T") =
eo(T)/T como podria esperarse. Las ecuaciones de evolucién quedan,

vo(T) + a (T)q:¢'|T + 2a(T) i’ + Vig' = 0 (A.29)
7(T)g + k(T)h7N, T + ¢ = 0. (A.30)
donde 7o(T") = e((T) es el calor especicifo. La fuente de entropia satisface la no negatividad,

%4’

T2k — =0

o=-I'¢ = 2
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ii) Teorias de Morro y Ruggeri [16].

Las teorias de Morro y Ruggeri surgen de las teorias cuadréticas dadas antes cuando A\ = 1.
En este caso las ecuaciones (A.22) y (A.23) quedan,

d2X0 : fi .
et TV (A> -0 (A.31)
é+iW%§—F:0 (A.32)

Estas ecuaciones pueden ponerse explicitamente eln la forma dada por [16] si se elige xo, A e I’
en términos de la conductividad térmica, el calor especifico 7(T") y la velocidad de los pulsos
de calor Uy(T) en la siguiente forma:

¢ 7 (=1/¢) £ i £%¢’

= d ——22d AE) = I'=——————.

wO=[an [ B MO g Wh(=1/¢)
(A.33)

De forma tal que los campos fisicos pueden ser escritos como,
T
o(T) = eo(T) = /0 o(r) dr, (A.34)
, T dy v 1 (T iq;

S(T, ) = /O @ /0 20(r) dr + /0 (r) dr = 5 (T)QU% T (A.35)

Las ecuaciones (A.31) y (A.32) quedan:

W(T)T + Vg =0 (A.36)

KT\ d [ ¢ y |
Bl L ERINT +¢" =0 A.37
<Uo\/_’70> dt (Uﬂ\/%) s (A.37)

Finalmente, note que o satisface la condiciéon de no negatividad

By’
q4iq >0

U:—SZ’Iz:T2k -~ U.

De acuerdo a la definicién 6.1, para ambas teorias (CFO y MR), los estados de equilibrio
estan caracterizados por la condicién ¢* = 0.
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