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Resumen

En esta tesis se abordan tres tematicas principales: el uso de modelos geométricos para la des-
cripcién de sistemas astrofisicos [BM16al, el desarrollo de un nuevo formalismo en la teorfa de lentes
gravitacionales que extiende las ideas presentadas en [GMT1] al contexto cosmolégico [BM16b] y, por
ultimo, la cuestién de cémo realizar promedios en el marco de la relatividad general [BM15, BM16¢].
Todas ellas estan relacionadas con el estudio del contenido de materia en el Universo y pretenden
contribuir a la discusiéon que se suscita entorno a dos de los problemas més desconcertantes en la
descripcién del Universo en sus escalas méas grandes. Ellos son, por un lado, el llamado problema de
la masa faltante en el Universo a raiz del cual se ha postulado la existencia de un tipo de materia
‘oscura’ (DM) [PSS96}, ISLTT07] no interactuante con la radiacién. Esta se manifiesta en sistemas as-
trofisicos de diversas escalas, ademds de ser necesaria dentro del modelo cosmolégico actual (ACDM
“concordance cosmology”) que se usa para describir numerosas y variadas observaciones cosmol4gi-
cas [Dod03} [EIl12]. Por otro lado, se encuentra el problema de la interpretacién del diagrama de
Hubble (magnitud vs. redshift) a redshifts altos (z ~ 1), basado en la observacién de supernovas
[R798, IPT99, [RT04]. Este tema, conjuntamente con observaciones de los picos actisticos en el es-
pectro de potencias de anisotropfas del fondo césmico de microondas (CMB), ha reforzado la idea
de que el Universo en su etapa tardia se encuentra en una fase de expansion acelerada. Corrien-
temente, este hecho, se suele interpretar debido a la presencia de una componente desconocida de
energia: la asi llamada energia oscura cuyo efecto es compatible con un valor no nulo de la constante
cosmoldgica A [Dod03, [Ell12]. Sin embargo, la naturaleza misma de ambas componentes al dia de
hoy resulta totalmente evasiva dentro del marco tedrico de la fisica [Sum02al [Car01]. Ello constituye
un problema ineludible teniendo en cuenta que componen la parte mas abundante del contenido de
materia-energia del Universo.

En este trabajo indagamos nuevas posibilidades de descripciéon de la fenomenologia asociada a la
DM, presentando nuevas herramientas desde el drea de la teoria de lentes gravitacionales sobre un
fondo cosmoldgico. Las mismas permiten la consideracién de fuentes de materia-energia mucho mas
generales que las usualmente empleadas y que solamente tienen en cuenta la densidad de materia.
Ejemplo de ello son aquellas donde el tensor energia-momento tiene componentes espaciales no
despreciables respecto de las temporales. El formalismo que aqui presentamos tiene, también, el
atractivo de incluir el movimiento de la lente respecto del conjunto de observadores fundamentales
de la cosmologia de una manera directa en contraste con otros tratamientos [KS99| [Fri03, (WS04].
Complementariamente, construimos modelos geométricos para diversos sistemas astrofisicos con
simetria esferoidal lo cual, a su vez, constituye una generalizacién no trivial de los modelos usuales
con simetria esférica. En las aplicaciones que presentamos, los hemos empleado para el cdlculo tedrico
de los escalares Opticos para ilustrar las ventajas y diferencias con los tratamientos convencionales
[SKWO06l, [SEF92].

Finalmente, presentamos una definicién para promediar tensores y sus derivadas en relatividad
general que intenta ser de uso practico en diversos sistemas de interés. Una de las principales motiva-
ciones para ello ha sido la de investigar el posible origen de componentes espaciales no despreciables
en el tensor energia-momento, las cuales podrian surgir como términos adicionales que se obtendrian
luego promediar las ecuaciones no-lineales de campo. Sin embargo, la necesidad de contar con un
formalismo para realizar promedios de cantidades tensoriales tiene, ademads, un interés intrinseco en
la descripciéon que uno hace de la gravedad en escalas cada vez maés grandes. En particular, en el
problema de cémo los modelos geométricos y la descripcion del contenido de materia en sus escalas

v



més grandes (tipicamente en términos de un fluido) surgen como consecuencia de la presencia de
estructuras menores en escalas pequenas [EBO5, [CELUTI].

Palabras Clave: Lentes gravitacionales, Promedios de tensores, Modelos geométricos, Geometrias
esferoidales, Masa faltante.
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Abstract

This doctorate thesis deals with three main topics: the use of geometric models for the des-
cription of astrophysical systems[BM16a], the development of a new formalism within the theory
of gravitational lensing which improves and generalize the ideas already present in [GMI11] to the
cosmological context[BM16b] and, finally the problem of how to perform averages in the conceptual
framework of general relativity[BM15], BM16c|. All of them are related to the study of the content
of matter in the Universe and they intend to contribute to the discussion that arise around two of
the most disconcerting problems in the description of the Universe on its large scales. They are, on
the one hand, the so-called problem of the missing mass in the Universe which has given origin to
the concept of ‘dark’ matter (DM): an speculative kind of matter that does not interact with the
radiation[PSS96] ISLTT07]. This manifests itself in astrophysical systems of diverse scales, besides
being necessary within the current cosmological model (ACDM) (“concordance cosmology”) which
is used to describe numerous and varied cosmological observations[Dod03, [EII12]. On the other
hand, there is the problem of interpretation of the Hubble diagram (Magnitude vs. redshift) to high
redshifts (z ~ 1), based on the observation of supernovae|R798} [PT99l [R™04]. This topic, together
with observations of the acoustic peaks of the temperature power spectrum of the cosmic microwave
background (CMB), has reinforced the idea that the Universe in its late stage is in a phase of acce-
lerated expansion. This fact is usually interpreted in terms of the presence of an additional unknown
energy component: the so-called dark energy whose effect is compatible with a non-zero value of
the cosmological constant A [Dod03l [EIl12]. However, the very nature of both components today is
totally evasive within the theoretical framework of physics [Sum02al, [Car0OT]. This is an inescapable
problem considering that they constitute the most abundant matter-energy content of the Universe.

In this work we investigate new possibilities of description of the phenomenology associated to
DM presenting new tools from the area of weak gravitational lens theory on a cosmological back-
ground. These allow the consideration of sources of matter-energy much more general than those
usually employed which only take into account the density of matter. Of particular interest are
those where the energy-momentum tensor has non negligible spacelike components with respect to
the timelike one. The formalism presented here also has the appeal of including the movement of
the lens from the set of cosmological fundamental observers in a straightforward way in contrast
to other treatments [KS99, [Fri03, WS04]. In addition, we construct geometric models for different
astrophysical systems with spheroidal symmetry which, in turn, constitutes a non-trivial generaliza-
tion of the models with spherical symmetry. In the applications we present, we have used them for
the theoretical calculation of scalars to illustrate the advantages and differences with conventional
treatments [SKWO0G6, [SEF92).

Finally, we present a definition of average of tensors and their derivatives in general relativity
which intends to be of practical use in diverse systems of interest. One of the main motivations for
this has been to investigate the possible origin of non negligible spacelike components in the energy-
momentum tensor; they could arise as extra terms after averaging the nonlinear field equations.
However, the need for a formalism to perform averages of tensor quantities it also has an intrinsic
interest in the description of gravity when one regards bigger and bigger scales. In particular, it plays
a role in the problem of how the geometric models and the description of the content of matter on
their larger scales (typically taken to be a fluid) arise as a consequence of the presence of smaller
structures on small scales[EB05] [CELUTT].

VII



VIII



Indice general

|Agradecimientos| 111
[Resumenl \Y%
(1. Introduccion| 1

|12. Lentes gravitacionales en el contexto cosmologico|

[2.2.2. La congruencia de geodésicas nulas| . . . . . . .. ... o000
2.2.3. La ecuacion desviacion de geodésicas| . . . . . . . . . . ... ..

© 00 O O ot G

[2.3.1. Kl cono pasado de luz de los observadores fundamentales y la tetrada nula |

| as0CIAdal . . . . . . e e e 10
12.3.2. Kl vector desviacién para una congruencia radial nula] . . . . . .. ... ... 13

2.4. Diferentes nociones de distanciasl . . . . . . . . ... oL 13
2.4.1.  El redshift o corrimiento al rojof. . . . . . . . . ... ... . L. 14
12.4.2. Distancia geométrica o distancia atin normalizada . . . . . .. .. ... ... 14
[2.4.3. Distancia diametro angular y distancia angular futural . . . . .. ... .. .. 14
[2.4.4. El teorema de Etherington y el corolario de reciprocidad|. . . . . . . . .. .. 16
12.4.5.  Distancia luminosa y la relacion de dualidad entre distancias| . . . .. .. .. 16

[2.5. La métrica de Robertson-Walker como una lente gravitacionalf. . . . . . . ... ... 17
12.5.1. Los conceptos fundamentales en el contexto cosmoldgicol . . . . . . . . . ... 18
[2.5.2.  La convergencia cosmologica] . . . . . . . .. ... o 18
12.5.3. Magnificacion y magnificacion cosmological . . . . . . . . ... oL 18
12.5.4.  Las magnificaciones de intensidad| . . . . . ... ... ... ... ... ..., 19
12.5.5. Ejemplo 1: El universo de Milne| . . . . . . . .. ... . 0oL 21
12.5.6.  Ejemplo 2: Universos de Friedman| . . . . . ... ... ... ... ..., ... 21
12.5.7. Valores tipicos para la convergencia cosmoldgica y las tunciones de magnificacion| 22

[2.6. La presencia de una lente adicional sobre la cosmologial. . . . . . . . ... ... ... 25
2.6.1.  Resolviendo la ecuacion matriciall . . . . . . . . ..o 000000 27
2.6.2. Escalares opticos| . . . . . . .. .. e 28
2.7. Bl caso axialmente simetricol. . . . . . . ..o 29
2.8. La aproximacion de lente final . . . . . . . . . ... ... oL oL 30
[2.8.1.  Expresion alternativa para el factor Dy . . . . . . .. . ... 31
12.8.2.  Integracion sobre la curvatura para lentes en movimiento| . . . . . . .. . .. 32

[2.9. Lentes finas en movimiento cuya geometria es estacionaria y esféricamente simétrica] 33
2.9.1. Ejemplos| . . .. ... .. 34
[2.10. Comentarios sobre este capitulo|. . . . . . . . . . . .. ... oL 36




INDICE GENERAL

3. El formalismo de lentes gravitacionales en una configuracion que contiene varias |
L__lentes finas| 39
13.1. Un arreglo de varias lentes finas|. . . . . . .. ... ... ... ... ... ..., 39
3.1.1.  Arreglos con dos y tres lentes finas| . . . . . .. ... ... ... ... ... . 41

13.2. Una configuracion de dos lentes estéricamente simétricas en movimiento| . . . . . . . 42
B.2.1. Dos cumulos de galaxias| . . . . . . ... ... o o 43

13.2.2. Un camulo de galaxias y un void compensado . . . . . . ... ... ... ... 45

8.2.3. Dos voids cuasi-alineadosl . . . . . . . ... 47

13.3. Comentarios sobre este capitulo| . . . . . . .. ... ... ... ... ... . . ... 48

4. Nuevas geometrias esferoidales para el estudio de sistemas astrofisicos| 49
4.1, Introduccionl. . . . . . . .o 49
4.2, Esferoides en el espacio Euclideo| . . . . . . .. ... oo o 00000 49
4.2.1. Sistema de coordenadas prolado| . . . . . . . ... L oL 50

4.2.2, Sistema de coordenadas obladol . . . . . . ..o oo 50

4.3. Espaciotiempos con simetria esteroidall . . . . . ... ..o oo oL 51
4.4. Geometrias estaticas con simetria proladal . . . . . . . ... ... L. 51
4.4.1. Tensor energia-momento| . . . . . . . . . ..o u e e e 52

4.5. Algunos modelos particulares| . . . . . . .. ... oo oo 53
4.5.1. Solucidn anisotropica sin masal . . . . . . .. ..o 53

4.5.2. Geometria peculiar con perfil de masa i1sotérmico| . . . . . . . . .. ... 54

4.5.3. Geometrias con perfil de masa NF'W| . . . . .. ... ... 0000 56

4.6.  Comentarios sobre este capitulof. . . . . . . ... .. ... Lo oo 57

[6. Lentes débiles en geometrias esferoidales] 59
b, Introduccionl. . . . . . . . oL 59
B2, Esferoides rotadosl . . . . . . ... 59
15.3. Lentes débiles en geometrias esferoidales estaticas|. . . . . . . . ... ... ... ... 61
5.3.1.  Geodésicas nulas exactas en las geometrias esferoidales|. . . . . . .. ... .. 61

b.3.2. Tetrada nula adaptada a la trayectoria no perturbada de los fotones| . . . . . 62

5.3.3.  Los escalares de curvatura oo vy Wo| . . . . . . . . ... oL 63

5.4. Escalares opticos| . . . . . . . . e 64
b.4.1. Geometria prolada sinmasal . . . . . . . ... ... ... ... . ..., 64

(.42, Geometrfa oblada sin masal . . . . . .. .. ... oo 66

5.4.3.  Geometria prolada con perfil de masa isotérmico| . . . . . . . . .. ... ... 68

5.5.  Comentarios sobre este capitulof. . . . . . . . .. .. ... oL 70

6. Modelos geométricos para sistemas astrofisicos con simetria esferoidal inmersos |
[_en R-WI 73
6.1. Introduccionl. . . . . . . . . . 73
16.2. Preliminares geométricos|. . . . . . . . . .. e 74
16.2.1.  Los espaciotiempos de R-W en coordenadas esferoidales| . . . . . . . .. ... 74

16.3. Modelos exactos de espaciotiempos para sistemas esferoidales inmersos en R-W| . . . 75
6.3.1.  Geometria con simetria proladal. . . . . . . ... ... L oL 75

6.3.2.  Geometria con simetria obladal . . . . . . . ... ... o 0oL 75

16.4. Un modelo geométrico exacto para voids con simetria esferoidalf . . . . . . . ... .. 76
[6.5. Tentes débiles en voids esferoidaled . . . . . . . . ... ... oo 0oL 7
16.5.1.  Escalares dpticos para un void prolado que se encuentra inclinado a lo largo |

| delavisuall . . . . . .. 77
16.6. Comentarios sobre este capitulof. . . . . . . . . ... ... L L oL 79




INDICE GENERAL

|7. Promedios en relatividad general| 81
[(.1. Introduccion|. . . . . . . . . L 81
I3 Promediod. . . . . . . . . 81

[7.1.2.  Las dificultades en relatividad general . . . . ... ... ... ... ...... 81

[713 Nuestro trabajol. . . . . . . o o o i 82

[7.2. Problemas y motivaciones que sustentan la necesidad de promedios en relatividad |
............................................ 83
[7.2.1. Promedios en la estructura en gran escala del espaciotiempo|. . . . . . . . .. 83

[7.2.2. Bl problema de la materia oscural . . . . . ... ... ... .00 83

|(23 La cuestion de promediar la métrica mismaf . . . . . .. ... ... L. 84
[724. Promedio del tensor energia-momento| . . . . . . . . . o v v v v i 85

[(.2.5. Promedio de la conexionl. . . . . . . . . .. .. ... L o 85

[7.3. Definicion de promedios para campos tensoriales| . . . . . . .. ... ... ... ... 86
[7.3.1. Elcasogenerall . . . ... ... ... ... ... . ... . ... ... 86
[7.3.2.El caso con regiones de integracién (n — 1)-dimensional] . . . . . . . ... .. 87

[7.4. Derivada de los promedios| . . . . . . . . ... 87
[(.4.1. Derivada covariantel . . . . . . . . . . ... 88

[[42. DerivadadeLid. . . . . . . . . . . . . . . . . 89

[7.4.3. Derivadas de promedios sobre regiones (n — 1)-dimensionales| . . . . . .. .. 89

[7.5. Comparacion con otros trabajos en la literatural . . . . . .. ... ... .. ... .. 89
[7.6. Comentarios SOBIe €ste Capittlo] . . « « « « v v o v v i e e 90

| C {os Finales 93
A 97
A.1. Formula para la derivada del promedio de cantidades escalares| . . . . . . . ... .. 97
A.2. El caso de regiones de integracion (n — 1)-dimensionales| . . . . . . .. ... ... .. 98
B.] 99
IB.1. Geometria en término de la tetrada nula asociada al sistema de coordenadas adaptado |

| al cono pasado de los observadores fundamentales|. . . . . ... ... ... ... ... 99
[B-T.1. Conexidn y curvatura en términos de la tetrada nula asociada a la funcion |

| nula wl . .. e e e e e e e 99
B.2. Ecuaciones de Friedmanl . . . . . . . . . . . . .. e 100
IB.2.1. Parametros de densidad| . . . . . . . . . ... 100

[B.3. Una fuente distribucional de curvatura en la ecuacion de desviacion de geodésicas|. . 101
[B-3.1. Rederivacidn de las expresiones de lente fina sobre una cosmologia R-W| . . . 102

105
|IC.1. Calculo de los escalares opticos para un arreglo de lentes finas|. . . . . ... ... .. 105
D.] 109
ID.1. Curvatura de las geometrias esteroidales| . . . . . . . ... ... ... .. 109
[D.1.1. El tensor de Finstein para las geometrias proladas| . . . . .. ... ... ... 109

1.2, tensor de REinstein para las geometrias obladas|. . . . . . . . ... ... .. 110

E] 111
|[E.1. Transformacion de coordenadas entre los sistemas esferoidales y el Cartesiano| . . . . 111
[ET.1. El caso del sistema de coordenadas prolado] . . . . . . . v v v v v v i vt 111

E.1.2. Bl caso del sistema de coordenadas obladol. . . . . . ... ... oL 112

XI



INDICE GENERAL

XII



Capitulo 1

Introduccion

La presente tesis doctoral se encuadra dentro del marco conceptual de la relatividad general y
la astrofisica tedrica, siendo el punto en comun que motiva este trabajo el estudio del contenido de
materia en el Universo.

Las cuestiones que aqui se tratan son imperantes en el contexto de sistemas de gran escala tales
como galaxias, cimulos de galaxias, voids, etc., asi como también a nivel cosmolégico. Es precisamen-
te en esas escalas, cuando al inferir la cantidad de materia presente en tales sistemas, se encuentran
discrepancias significativas entre los resultados que proporcionan las distintas observaciones. Para
entender el origen de esta situacién conviene notar que existen diversos métodos de donde se extrae
esta informacién pero que se basan en principios distintos. Por un lado, estdan aquellos métodos que
predicen el contenido de materia a base de la cantidad de luminosidad que proviene de los siste-
mas; esto es, partiendo de relaciones conocidas entre la masa de los objetos que los componen y la
luminosidad tipica que ellos emiten, se obtiene una estimacién de la materia alli presente. Por otro
lado, se encuentran los métodos que predicen el contenido de materia a base de medidas indirectas
del campo gravitatorio en esas escalas, como por ejemplo a través de observaciones en la dindmica
de los constituyentes de esos sistemas o mediante la técnica de lentes gravitacionales que es uno de
los ejes en este trabajo. Sucede, entonces, que la cantidad de materia necesaria para explicar las
observaciones del segundo método sobrepasa por mucho a la que se infiere por la radiaciéon que se
mide usando el primero de los mencionados. Esta diferencia es lo suficientemente grande como para
tener una injerencia significativa incluso a nivel cosmol4gico[OPY74]. Una caracteristica notable de
esta situacion es que se manifiesta en observaciones independientes, en diferentes sistemas y en va-
rias escalas; y todas ellas concuerdan con valores consistentes entre si sobre la densidad de materia
que haria falta para explicar esta discrepancia. La evidencia resulta entonces muy concluyente por
lo que se conoce esta situacién como el problema de la masa faltante y ha llevado a gran parte de
la comunidad cientifica a postular la existencia de la asi llamada materia oscura (DM): una nueva
componente de la materia no interactuante con la radiacién.

El desconcierto surge, sin embargo, al tratar de explicar el origen y la naturaleza misma de tal
componente.

De tratarse efectivamente de un nuevo tipo de materia, al nivel fundamental, seria natural buscar
una respuesta dentro de la teoria cuantica de campos. Por tal motivo, existen al dia de hoy, numerosas
propuestas que intentan extender el modelo estandar de particulas fundamentales a fin de incluir una
nueva componente de la materia con propiedades que den cuenta de la fenomenologia asociada con la
DM [BHS05]. Un ejemplo interesante son las llamadas particulas masivas débilmente interactuantes
o mas comunmente WIMPs por sus siglas en inglés, las cuales serian particulas neutras y muy
masivas solamente afectadas por la interaccién débil y la gravedad [Sum02b]. Por otra parte, no han
faltado alternativas que intenten explicar las observaciones planteando la posibilidad de que uno
deba considerar modificaciones tanto en las ecuaciones de campo de Einstein como en la gravedad
Newtoniana[FM12, MR13| en escalas muy grandes. Tales propuestas, sin embargo, no estdn exentas
de dificultades desde el punto de vista tedrico, y todos los intentos experimentales que se han
disenado para detectarlas no han conseguido arrojar resultados hasta el presente.



Una cuestién muy significativa, y que no suele ser lo suficientemente enfatizada, es el hecho de
que, a priori, en este tipo de enfoque subyace la idea de una descripcién macroscépica Newtoniana
de la materia. Con esto queremos significar que tnicamente se suele tener en cuenta la densidad
de energia de la materia y despreciar otras contribuciones provenientes del tensor energia-momento
que podrian actuar como fuentes adicionales.

Teniendo en cuenta lo elusivo que ha resultado ser el problema hasta el momento esta obser-
vacién no constituye ninguna nimiedad; muy por el contrario, ella abre la posibilidad de explorar
alternativas mas amplias y tal vez mas apropiadas para la descripcién de las fuentes. Ejemplo de ello
son modelos donde las componentes espaciales del tensor energia-momento no son despreciables. En
la literatura se encuentran varios trabajos que exploran la descripcion de DM recurriendo a modelos
con estas caracteristicas como por ejemplo [GM12] asi como también aquellos que proponen mo-
delos en términos de un campo escalar[NSS01, [ALS03, [MGNO0]. Soprendentemente estos trabajos
sugieren fuertemente que una tal descripcion puede dar cuenta de la fenomenologia asociada a DM.

En esta tesis hemos tratado de evitar especulaciones acerca de la posible naturaleza de la llamada
materia oscura y por ello presentamos ideas que nos permitan estudiar el problema desde una 6ptica
mas amplia.

En este sendero, el aporte del trabajo que aqui presentamos es una contribucién en el desa-
rrollo de nuevas herramientas; las cuales tienen la virtud de permitirnos estudiar aspectos de esta
fenomenologia sin recurrir a ideas preconcebidas acerca de las propiedades del contenido de materia.

Por un lado aqui hemos trabajado con la técnica de lentes gravitacionales la cual se ha convertido
en uno de los instrumentos teéricos méas poderosos para indagar en el terreno de la DM utilizado
en cualquier teoria geométrica de la gravedad donde los rayos de luz se propaguen por geodésicas
nulas; esto es, no sélo en relatividad general. En esta linea de trabajo, exponemos ideas que con-
tindan la linea comenzada en [GMII] y generalizan la discusién al caso de lentes inmersas en una
cosmologia del tipo Robertson-Walker (RW). Las nuevas expresiones que obtenemos permiten la
consideracién de fuentes completamente generales; esto es, estan escritas en términos de la curvatu-
ra de la geometria de la lente y por lo tanto contemplan la totalidad del tensor energia-momento de
la distribucién que hace de lente. Vale destacar también que las ecuaciones obtenidas son aplicables
a lentes compactas, entre las cuales estdn, las més frecuentemente consideradas, lentes finas. El
formalismo que utilizamos para ello es nuevo y cuenta, al mismo tiempo, con dos notables ventajas
respecto de los tratamientos convencionales. Por un lado, contiene intrinsecamente el movimiento
de la lente respecto del flujo de observadores fundamentales que caracterizan la cosmologia. Por
otro, demuestra que el cardcter de los dos tipos de distorsiones posibles en las imdgenes (expansién
y shear) corresponden a contribuciones de distinto origen (Ricci y Weyl respectivamente, un hecho
que parece pasar inadvertido en los tratamientos convencionales sobre lentes gravitacionales. Como
ejemplo de esta situacion presentamos modelos con simetria esférica que no pueden ser estudiados
mediante el tratamiento convencional[SSE94bl [SEF92], el cual se basa solamente en una descripcién
Newtoniana del contenido de materia.

En el tratamiento de lentes sobre un espaciotiempo curvo general también hemos introducido
variantes a las nociones usuales de magnificacion que nos permiten relacionar de manera directa las
magnitudes observadas con los escalares 6pticos de lentes gravitacionales en un contexto completa-
mente general. Tales relaciones resultan de especial interés en el estudio de sistemas complejos de
lentes tal como se produce en el caso de lentes alineadas asi como también en la interpretacion de las
relaciones entre distancia y flujo que se encuentra por ejemplo en el diagrama de Hubble. Esto per-
mite estudiar entre otras cosas la manera en la cual la presencia de inhomogeneidades en el Universo
afecta las relaciones esperadas entre magnitudes y distancias en un modelo cosmoldgico homogéneo
e isotrdpico. Debido a ello surge también la motivacion de presentar un formalismo extendido para
lentes que sea adecuado para lidiar con un arreglo de distribuciones alineadas a lo largo de la visual
que contempla lentes totalmente generales en movimiento relativo respecto del observador.

Por otro lado, en el estudio de sistemas astrofisicos es necesaria la utilizacién de modelos para
la descripcién de los mismos. La opcién méas explorada a tal fin ha sido el modelado a través
de la geometria esférica parcialmente debido a que se observa un gran ntmero de objetos que
pueden ser considerados consistentemente esféricos en una primera aproximacién como, por ejemplo,
los cimulos de galaxias. Sin embargo, también se debe aducir una motivacién desde el punto de
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vista practico y es que desviaciones de la simetria esférica involucra mayores complicaciones que
dificultan el andlisis. Esto es especialmente cierto en el caso de modelos geométricos que intentan
proveer de una caracterizacién mas integral de las formaciones que observamos en el Universo.
Mencionemos aqui los Voids: regiones de muy baja densidad respecto de la media cosmolégica que
se generan en la distribucién observada de galaxias y que comprenden, en volumen, la mayor parte
del espaciotiempo. Tales estructuras no poseen, en general, una forma bien definida; a pesar de
eso, una mejor caracterizacién parece estar dada en términos de distribuciones elipsoidales|[FNQ9,
TKO06, vdWP1I]. De acuerdo a nuestro conocimiento, no nos consta que en la literatura existan
métricas con tal simetria para el estudio de estas situaciones. Por tal razon, hemos construido una
familia de métricas con simetrias esferoidales (obladas y proladas) que generalizan de una manera
sencilla, aunque no trivial, el caso esférico. Para el caso de las estructuras méas grande como los
Voids, las nuevas geometrias estan inmersas de una manera suave dentro de la cosmologia; mientras
que para sistemas mas chicos como sistemas binarios, galaxias o cumulos de galaxias, presentamos
también modelos més sencillos que obvian la inmersién dentro de la cosmologia. Estas construcciones
las hemos empleado en el célculo de los escalares 6pticos de lentes gravitacionales para diversos
casos de interés. Para ello hemos implementado la construccion tedrica de lentes numéricamente
para computar estos observables en los modelos que presentamos. Cuando son aplicadas a Voids,
observamos que incluso en modelos que suponen pequenos apartamientos de la geometria esférica y
pese a la baja amplitud de la sefial que uno mide, se encuentran complejos mapas de distorsiones; en
particular, el campo vectorial que cuantifica las distorsiones (shear) no copia la forma que proyectaria
el esferoide en el plano de la lente.

Como tercer eje de este trabajo, ademds del estudio de lentes gravitacionales y el uso de modelos
geométricos para la descripcién de estructuras en el Universo, hemos abordado otra cuestién rele-
vante relacionada con el problema del contenido de materia. Se trata de la descripcién del campo
gravitatorio y de sus fuentes cuando consideramos sistemas cada vez mas grandes en el Universo
que estan constituidos a su vez por pequenos subsistemas regidos también por la gravedad. En las
escalas més grandes uno suele recurrir a modelos que considera apropiados para dar cuenta de las
observaciones en ese régimen donde, usualmente, se asume implicitamente que la métrica que ca-
racteriza el sistema en su conjunto es una suerte de geometria promedio sobre la totalidad de los
subsistemas menores. Sin embargo, esta suposicién implicita requiere de un estudio detallado ya que
sus implicaciones no son al dia de hoy completamente entendidas y podrian tener una influencia
significativa en la interpretacién de las propiedades del sistema en gran escala. Tenemos en mente
por ejemplo, el caso del modelo cosmolégico estandar en donde la geometria se asume homogénea
e isotrépica en las escalas més grandes y donde la dindmica de la métrica estd determinada por las
ecuaciones de Einstein. En tal caso surge la pregunta de cémo tratar la curvatura y el contenido
de materia en ambos lados de la ecuacién de Einstein cuando estamos utilizando promedios ya que
la no-linealidad de las ecuaciones daria origen a términos que podrian afectar la dindmica a gran
escala[EBO5, [EII11]. En los tltimos afios se ha suscitado el debate de si este tipo de consideraciones
podria arrojar nuevas luces sobre la aparente necesidad de incluir la contribuciéon de un tipo de
energia oscura totalmente desconocida para explicar algunas observaciones cosmolégicas. El énfasis
en este sentido se ha hecho tanto en la manera en que uno debe realizar este tipo de promedios
asi como en la forma en que las inhomogeneidades afectan las observaciones basadas en modelos
con muchas simetrias tal como es el caso de Robertson-Walker. Nosotros hemos construido una
definicién de promedios adecuada para campos tensoriales sobre espaciotiempos curvos que intenta
ser de aplicacién fécil y directa en diversas situaciones de interés junto con una definicién de deri-
vadas para los campos promedios que resulta necesaria a la hora de trabajar con las ecuaciones de
campo. Aprovechamos también para discutir de una manera mas amplia el alcance de promedios en
relatividad senalando, también, algunas cuestiones que consideramos muy importantes y que en la
literatura no se le ha prestado demasiada atencién tal como la cuestién del promedio de la conexién
que interviene en el comportamiento de las geodésicas nulas de la geometria.

Para finalizar esta introduccién al trabajo quizés sea pertinente resaltar que la visiéon que subyace
detras de la busqueda de nuevas herramientas es la de explorar maneras alternativas pero a la vez
complementarias de encarar el estudio del contenido de materia en nuestro Universo. Debido a la
naturaleza de las componentes oscuras del Universo resulta ser sumamente elusiva en el presente,



es que consideramos valioso destinar esfuerzos en perfeccionar técnicas que permitan un abordaje
mas amplio para allanar el camino hacia un mejor entendimiento libre de prejuicios en nuestra
descripcion. Este es esencialmente el marco que engloba la biisqueda y constituye la amalgama de
las diferentes propuestas que aqui discutimos.

No obstante, dado que las herramientas que tratamos aqui guardan cierta distancia entre si,
hemos creido conveniente anteceder a cada capitulo una introduccién particular a cada tema.



Capitulo 2

Lentes gravitacionales en el
contexto cosmoloégico

2.1. Introduction

En este capitulo generalizamos los resultados de la referencia [GMII] al marco cosmolégico en
el cual la geometria de R-W domina la estructura en gran escala del espaciotiempo. Presentamos
nuevas expresiones para los escalares dpticos explicitamente en términos de la curvatura local gene-
rada por una distribuciéon inmersa en la cosmologia y, para el caso de lentes esféricamente simétricas,
expresamos los escalares directamente en términos de las componentes de materia. Las nuevas expre-
siones admiten un tensor energia-momento completamente general debido a que no queremos hacer
suposiciones a priori sobre la naturaleza de la lente. En particular, ellas exhiben la contribucién
de componentes de la distribucién de materia-energia que han sido ignoradas en trabajos previos
[SEF92| [SSE94al Wammbl Bar1q].

Los resultados que presentamos en este capitulo constituyen una herramienta til para estudiar
con mas detenimiento el problema de la masa faltante porque nos permiten describir lentes mas
generales en marcado contraste con la descripcién Newtoniana usual de los fenémenos de materia
oscura. En relacién a esto existe evidencia muy sugerente que la inclusién de las componentes
espaciales del tensor energia-momento, hasta ahora ignoradas, resultan importantes para el estudio
de materia oscura en sistemas astrofisicos [GMI2].

En este estudio también presentamos nuevas expresiones para el caso de lentes en movimiento
y mostramos que el formalismo utilizado constituye una mejora a la hora de tratar esta situaciones
va que la contribucién proveniente del movimiento de la lente estd completamente contenida en
nuestra discusién; sin necesidad de recurrir a sofisticadas elaboraciones que tratan el problema
separadamente del caso estacionario[KS99 [Fri03, WS04].

En varias referencias estandar en la literatura se ha sugerido que cuando uno describe los escala-
res Opticos de lentes gravitacionales en el contexto cosmolégico uno solamente necesita reemplazar
en la discusion sobre un espaciotiempo plano cualquier apariciéon de las distancias por distancias
de 4rea|SKW06]. Esto constituye sélo una suposicién, aqui mostramos que esto impone varias res-
tricciones sobre la clase de sistemas que uno puede tratar y proveemos con las férmulas generales.
Nuestra manera de encarar el problema ha sido deducir las ecuaciones més generales que puedan
ser usadas en el contexto cosmoldgico. En este intento es esencial revisar los conceptos principales
ligados al problema de lentes gravitacionales de tal forma de derivar las cantidades sin asumir sim-
plificaciones iniciales. Por esta razén dedicaremos un espacio para revisar estas cuestiones que nos
llevan a afirmar por ejemplo que la nocién adecuada de distancia que uno deberia usar para tratar
los observables de lentes gravitacionales es la distancia afin definida por el observador. Esto no con-
tradice el uso de la distancia de area en las discusiones de lentes gravitacionales, pero contrasta con
la afirmacién que uno deberia usar solamente distancias de area en los computos de lentes débiles
en el contexto cosmoldgico. Por ello, enfatizaremos a lo largo de la presentacion que los conceptos
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derivados en los efectos de lentes se refieren siempre a comparaciones a igual distancia afin.

Este proceder nos condujo a definir también el concepto de magnificaciéon de intensidad que
presentamos en la seccion . No hemos encontrado una presentacién similar en la literatura y
discutimos su la relaciéon con la magnificacién angular estandar. Esta relacién resulta importante
pues nos permite conectar los escalares opticos con las observaciones de flujo usual en términos del
modulo de la distancia en el caso de espaciotiempos generales. En particular discutiremos su relacién
a la observacién de supernovas.

2.2. Lentes gravitacionales

2.2.1. Preliminares

La primera cosa que haremos es la de especificar el lenguaje que emplearemos para describir los
efectos en lentes gravitacionales. La idea bésica que uno tiene en mente estd diagramada en la figura
Alli se ilustra la situacién de un observador, situado en la parte baja del dibujo, recibiendo luz
desde una fuente localizada en la superficie méas alejada; en el medio la lente gravitacional afecta la
trayectoria de los rayos.

Figura 2.1: Este grafico muestra las variables angulares basicas y familiares en términos de una
geometria plana. La letra s denota a las fuentes mientras que la letra [ denota la lente. El observador
se asume situado en el vértice donde convergen los rayos.

En la discusion de los efectos producidos por lentes gravitacionales en un espaciotiempo ho-
mogéneo uno deberia notar que la cosmologia misma actiia como una lente de forma peculiar en
el sentido que su efecto es de una lente que no esta situada a una distancia particular ya que la
totalidad del espaciotiempo actiia como una lente. A pesar de esto, uno puede retener las nociones
bésicas para el dngulo de observacién 6 y el angulo 8 que el astrofisico esperaria observar si no
existiera efecto de lentes gravitacionales y por ende tampoco curvatura.

Ademds, uno también puede utilizar las definiciones de convergencia y deformacidn (shear) que
provienen de la relacion de esos angulos.

Dado un par de estas direcciones, representadas por los dngulos (3,6) uno puede considerar
pequenos apartamientos de ellos de tal forma que la diferencia esté dada por una relacion lineal. En

6
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la esfera de direcciones, ellas pueden ser expresadas como:
5B = A9 660", (2.1)

donde la matriz A% estd dada por

ab:<1f’~71 72 >; (2.2)

2 I—rk+m

y, donde los escalares épticos k, 71 ¥y 72, son conocidos como la convergencia x y las componentes
del shear {v1,72}, respectivamente. En los mismos esté codificada la informacién de la distorsién
de la imagen de la fuente debido a los efectos de lente. En particular, el shear es normalmente
representado por la cantidad compleja v = v1 + i».

Aqui deberfa ser enfatizado que la definicién de 68% y §0° estén referidas a dos geometrias
diferentes; lo cual conlleva a que uno deba decir a qué distancia estd la fuente en ambos casos.

Los célculos de lentes gravitacionales son llevados a cabo usando la distancia afin A (ver seccién
(2.4.2)) como variable fundamental[GM11]. Hacemos esta aclaracién para distinguirla de la nocién
de distancia didmetro angular que también aparece en la discusién ya que ella estd relacionada
con el tamano de las fuentes observadas. Ya que las nociones de distancia juegan un papel muy
importante, estas serdn discutidas con mas detalle luego ; por el momento usaremos la nocién
que una barra con longitud &l observada subtendiendo un angulo d¢ define una distancia didmetro
angular D 4 dada por:

0l = D 46¢. (2.3)

Entonces para cada espaciotiempo uno tiene una nocién de distancia didmetro angular observada.
En la ecuacién de arriba uno asume que el objeto observado tiene un tamafo dl; por lo que uno
tendria

8l = Da(n)dB; (2.4)

0l = D a(g)d0; (2.5)

donde 7 representa la métrica plana y g la métrica fisica real.

En el espaciotiempo de Minkowski la distancia didmetro angular coincide con la distancia afin:
D4(n) = A. En un espaciotiempo general, con métrica g, uno tiene la fuente a una dada distancia
afin A4, por lo que para hacer la comparacién en la ecuacién uno toma Ay = A.

2.2.2. La congruencia de geodésicas nulas

Consideremos una funcién escalar u tal que sus superficies de nivel u =cte. demarcan una familia
de hipersuperficies nulas. Definamos el campo vectorial £* a partir de la 1-forma

Ly = Vau = (du)g; (2.6)
la cual satisface
%4, =0, (2.7)
y también
00V 00 = 0. (2.8)

Entonces, existe un pardmetro afin ‘radial’ » dado por

o= (2) )

Notemos que por construccién esta congruencia generada por ¢* no tiene ‘twist’.
En nuestra construccion u =cte. caracterizard el cono pasado de luz del observador.

7
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La forma en la cual u crece a lo largo de la linea mundo del observador es normalmente establecida
mediante la condicién
v, = 1; (2.10)

donde v* es 4-velocidad del observador. Esta condicién implica que estamos eligiendo £* apuntando
hacia el futuro y que hemos fijado la libertad de escala en la parametrizacién afin. Permanece, no
obstante, la libertad asociada a la eleccion del origen o, equivalentemente, la posibilidad de realizar
una traslacién en el valor de r para cada direccién nula en la congruencia. Nosotros escogeremos la
eleccion natural que corresponde a tomar r = 0 en el vértice del cono.

En lo que sigue, serd ttil referir la discusién a una tetrada nula adaptada al cono de luz pasado
del observador. El primer vector nulo de la tetrada serd £* definido previamente. Los otros vectores
seran: dos vectores de caracter espacial m® y m® que seran tangentes a las superficies r =cte. y
u =cte. y que deben satisfacer:

mimg = —1. (2.11)

El ultimo vector seréa denotado por n® el cual es elegido ortogonal a m® y m® satisfaciendo ademaés

nly = 1. (2.12)

ol

\l
/‘SV

[Pl

Figura 2.2: La figura muestra el cono pasado de un observador situado en el punto “0” con su
4-velocidad v y la trayectoria de un fotén con vector tangente nulo /.

2.2.3. La ecuacion desviacion de geodésicas

El objeto fundamental que cuantifica las distorsiones en las imagenes es el vector desviacion de
geodésicas, ¢%, el cual describe el comportamiento de la congruencia registrando la separacion local
de las diferentes geodésicas. Por definicién satisface la condicion

L <" =0; (2.13)

es decir, su derivada de Lie a lo largo de ¢* se anula.
La ecuacién que nos provee la informacion de cémo las imdgenes se distorsionan debido a la
curvatura es la ecuacion desviacion de geodésicas para el vector ¢* a lo largo de £%:

0V ((°Vps?) = Ry 06 ee, (2.14)

donde R, * denota el tensor de Riemann como se estila habitualmente.
En términos de una tetrada nula (2.2.2) el vector desviacién se puede expresar como

a

<@ = ¢in® 4 sm*. (2.15)
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Sin embargo, para el trabajar usaremos la siguiente descripcién equivalente en términos de un
vector X construido a partir de las componentes {¢,$} de la ecuacién (2.15)); esto es:

X = <<> . (2.16)
S
De esta manera la ecuacién (2.13]) toma la forma

X)=—-PX, (2.17)
donde la matriz P viene dada del siguiente modo
pP= <p U) ; (2.18)
a p
p 'y o son los coeficientes de spin en la notacién del formalismo GHP[GHPT3] que se corresponden

respectivamente con la expansién y el shear de la congruencia de geodésicas nulas.
La matriz P satisface

UP) =P +Q; (2.19)
donde @ es la matriz
[ DPoo o\ .
Q - (\I/O q)OO) ) (220)
cuyos elementos son las componentes de la curvatura
1
By = fiRab VAN (2.21)
y
\I/() = Cabcd A mb L° md ] (222)

donde R, es el tensor de Ricci y Cupeq €l tensor de Weyl.
Esto nos permite escribir la ecuacién de desviacién de geodésicas como

LX) = —QX . (2.23)

La ventaja de trabajar directamente con esta ecuacion es que estd explicitamente en término de las
componentes de la curvatura.

2.3. Geodésicas nulas en la métrica de Robertson-Walker

Como bien se sabe las métricas de R-W son geometrias homogéneas e is6tropas [Rob33|, Wald4l
Wal84] y juegan un papel fundamental en nuestra descripcién estdndar del Universo en su escala
mas grande.

El elemento de linea puede ser escrito de la siguiente manera:

ds* = dt* — A*(t)dL3; (2.24)

donde t es el tiempo cosmoldgico, esto es, el tiempo propio asociado a la familia de observado-
res fundamentales que perciben la isotropia y, dL? es el elemento de linea para las superficies de
homogeneidad ortogonales a la familia de observadores fundamentales. Como consecuencia de las
simetria dLZ debe ser una de las tres posibles métricas Riemannianas de curvatura constante en
tres dimensiones. Como es usual, las distinguiremos por el subindice k que puede tomar los valores

k=1,k =0y k= —1 que se corresponden respectivamente con una 3-esfera, un plano en 3-D y un
3-hiperboloide. Suele ser 1til tener en cuenta las siguiente tres formas de escribir dL3:
dL} = dx* + fE(x)dx?, (2.25)
dL} = ——— + r?dx? 2.26
1— kr? tr ’ ( )
1
AL} = ————— (dr* +r?dx?); (2.27)
(47
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donde en la ecuacién (2.25)) fi(x) estd dada por

sinh(x), fork=-1, 0< x < o0,
Fr(x) =4 x for k=0, 0<x<oo, (2.28)
sin(y), fork=1, 0<x

Para el elemento de linea bi-dimensional d¥? que corresponde a la métrica de la 2-esfera unidad uno
frecuentemente encuentra que es conveniente expresarlo en una de las siguientes dos maneras:

dx? = d6* + sin®(0)d¢?, (2.29)
4 S .

d¥? = ———d¢d¢ = = dcdc; 2.30

1100 ¢dg P2 ¢dg (2.30)

donde (6, ¢) son las coordenadas angulares usuales y (C ¢ ) son coordenadas estereogréficas complejas
sobre el plano complejo C.

2.3.1. El cono pasado de luz de los observadores fundamentales y la te-
trada nula asociada

Todos los observables en el cono pasado de luz son construidos a partir de las geodésicas nulas
que alcanzan el observador. Por tanto es necesario tener a disposicién una descripcién adecuada del
mismo para los observadores fundamentales.

Asociado a cualquier observador uno puede considerar su tiempo propio 7, el cual para obser-
vadores co-méviles coincide con la coordenada t. La 4-velocidad del observador, entonces puede ser

expresada de la siguiente manera:
8 a

A continuacién introduciremos un sistema de coordenadas apropiado para la discusion de esta
subseccion. Comenzamos considerando la funcién u que toma valores constantes sobre los conos
pasados de luz del observador. En particular, esto indica que los valores de u pueden estar dados
por el tiempo propio 7; esto es, podemos tomar

du _y, (2.32)
dr

sobre la linea mundo del observador; sin embargo, uno también puede usar otra especificacion para
u que no esté basada en la sincronizacién con el tiempo propio del observador. Haremos uso de esta
posibilidad debajo, en , donde presentaremos una definicién basada en la estructura conforme
de la métrica.

En cualquier caso, la congruencia de geodésicas nulas relevantes fisicamente puede ser expresada
en términos de esta funcién nula por .

La funcién nula conforme avanzada u
Aqui introducimos una funcién nula que resulta 1til para varios célculos en las geometrias de

R-W[1

Definamos @ a partir de

donde el uso de ‘tildes’ es para diferenciar de la eleccién natural mencionada en la seccién anterior
y que serd presentada luego.

IEsta eleccién es apropiada también para estudio del comportamiento asintético de la geometria[Mor90] ademds
de ser de ayuda en varios cédlculos a diferencia de la eleccién u = 7.

10
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Lo siguiente es completar el sistema de coordenadas poniendo coordenadas sobre cada dono de
luz. En este proceso una tetrada nula asociada a esta puede ser seleccionada.
Consideremos el vector £* determinado por la 1-forma

{ = du; (2.34)

el cual es geodésico y parametrizado afin. Sea, pues 7 el pardmetro affn a lo largo del cono asociado
a {* y comenzando desde el observador. Esta serd nuestra segunda coordenada. Entonces, selec-
cionaremos un par de vectores complejos nulos m® y m® de la forma indicada en , esto es,
tangentes a las superficies u =cte. y ¥ =cte. y satisfaciendo

memg = —1. (2.35)

Para completar nuestro sistema de coordenadas utilizaremos las coordenadas estereograficas
(C , C) para designar los generadores del cono pasado de luz. Finalmente, elegiremos nuestro ultimo

vector nulo como dijimos antes (2.2.2)):
n%mg =0, (2.36)
7% =1. (2.37)

En términos de las coordenadas usuales (¢, x, ¢, (), el campo vectorial que genera las congruencias
nulas sobre el cono pasado se escribe explicitamente como:

=1 () ~ 7w (o) (2:3%)

mientras que los otros vectores de la tetrada:

=9 YOI PO (i) (2.39)
™ A 0500 s, i (32) (240)
=y Kf%)* 3w (30)) (24D)

Expresemos ahora el elemento de linea (2.24) que tiene la eleccién ([2.25) en términos del nuevo
sistema de coordenadas (ﬂ,f, ¢, §). Haremos esto en varios pasos intermedios; usando la ecuacion
(2.33]) uno puede expresar la geometria en términos del sistema de coordenadas (@, x, ¢,¢) y hallar

ds* = A*(t) (da® — 2dadx — frdS?); (2.42)

donde aqui serd importante notar que el vector £ es expresado como

=) o) (243)

Y, ya que £ = §7 tenemos también la relacion
T

ox 1
= 2.44
oF ~ A (i)’ -
de tal forma que uno toma
X t(a,x)
F= —/ A% (t(a, ) dx' = / A(t)at'. (2.45)
0 t(a,x=0)
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2.3. GEODESICAS NULAS EN LA METRICA DE ROBERTSON-WALKER

Esta es la relacion que necesitamos para lograr escribir el elemento de linea en las coordenadas
(@,7,¢,¢) ya que ahora podemos diferenciar para obtener

dr = (A2 (t(@,x)) — AQ(tO)>da — A%(t(a, x))dx; (2.46)
donde la notacién A(ty) significa
Alto) = A(t(a, x = 0)). (2.47)

Notemos que tg = t(@, x = 0) no es necesariamente el tiempo presente como seria sugerido habitual-
mente sino el la coordenada ¢ evaluada en el origen.
De esta forma uno arriba a la expresion deseada para la métrica:

ds? = (2,42 (to) — A2(t)> di? + 2dadi — A*(t) f2(x)dx?. (2.48)

Para finalizar aqui incluiremos por completitud las relaciones entre los diferenciales del viejo
sistema de coordenadas en término de las nuevas coordenadas:

dt :AAE:;’)daJr A}t)df, (2.49)
dx = (1 - ’22(;;))>da ROk (2.50)

La funcion nula inercial avanzada u

Consideremos aqui la eleccién u = 7 la cual serd expuesta de manera similar a como tratamos
la funcién nula conforme avanzada . Esto ayudara en la lectura asi como también nos permitird
llegar a los expresiones principales de una manera sencilla utilizando lo de arriba.

En efecto, encontremos la relacién entre ambas funciones notando que

j— da .
Cdu’
a lo largo de la linea mundo de un observador fundamental. Luego, debido a que u esta normalizada
con t en el origen, usando (2.33)) uno obtiene

du = A(to)da = A(t(a, x = 0))di; (2.52)

v () (2.51)

y nos conduce a definir el primer vector nulo ¢ como
{ = du. (2.53)

Esto nos da una congruencia de geodésicas nulas dirigidas hacia el futuro, parametrizadas afin que
alcanzan al observador. El pardmetro afin en este caso sera indicado por r y constituye nuestra
segunda coordenada. Las coordenadas estereograficas denotaran a los generadores de la congruencia
como antes.

El vector nulo ¢ puede ser expresado de la siguiente manera:

431(2) 45 ()

mientras que los demds vectores de la tetrada pueden ser tomados de la siguiente forma

_ V2R (0
KTOTA (a<> ’ (2:55)
V2R 0
™= A0 R0 (a€> ’ (2.56)

= 2y (@) * 1 (ax)] @

12



CAPITULO 2. LENTES GRAVITACIONALES EN EL CONTEXTO COSMOLOGICO

La métrica en las coordenadas avanzadas (u, X, ¢, C) adquiere la siguiente expresion

ds* = A%(t) (;;Z:O) - 2% — f,f(x)d22>. (2.58)
El parametro afin r asociado a £ y el diferencial dr se ve que son
1 t(u,x)
() = /t A (2.50)
’ A2 (u, x) A?(u, x)
TR (l TR TH“O)) e (260

donde hemos introducido en este lugar la funcion de Hubble sobre la linea mundo del observador

1 dA(t(u,x =0))

H(t()) = A(to) du

. (2.61)

Uno puede, finalmente transformar a un sistema de coordenadas en el cual la coordenada radial
es r en vez de x; de forma tal que ahora t = t(u,7) y x(u,7). Notemos, en particular, que ahora
to = t(u, = 0). Reuniendo todas estas expresiones uno obtiene la métrica en coordenadas (u, r,(,C ):

A%(t)
2A2(t)

ds* =2 <1 — + rH(to)> du® + 2dudr — A?(t) f2 (x)dx>. (2.62)

2.3.2. El vector desviacion para una congruencia radial nula

En las geometrias de R-W el comportamiento del vector desviacion de geodésicas es facilmente
hallado considerando solamente la ecuacién ([2.13)) sobre el cono nulo pasado:

UX) = —pX. (2.63)

Notemos que en este caso uno puede usar £* 6 £* como campo vectorial tangente a la congruencia
debido a que la descripcion es independiente de la parametrizacion afin.
En las coordenadas (u,r) presentadas en (2.3.1]) la convergencia p toma la sencilla expresion:

1
p= —mﬁ(z‘l(t)h(x)) (2.64)

Esto significa que el vector desviacién de geodésicas esta dado por:
X = A(t) fr(x)Vo; (2.65)

donde la constante de integracién VYV tiene el significado del dangulo medido por el observador
fundamental subtendido por una pequena porciéon de la imagen subtendida entre dos geodésicas
nulas vecinas.

Este factor aparecera frecuentemente, por lo cual lo definiremos como

Da(t,x) = Alt) fe(x); (2.66)

y luego serd identificado con la distancia didmetro angular.

2.4. Diferentes nociones de distancias
Debido a que las nociones de distancia juegan un rol central en la discusion de lentes gra-

vitacionales incluiremos aqui una revisiéon de las diferentes nociones que usualmente aparecen en
espaciotiempos curvos.
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2.4. DIFERENTES NOCIONES DE DISTANCIAS

2.4.1. El redshift o corrimiento al rojo

El observador o define el redshift asociado con el evento s por la expresién

1"va),
o) (2.67)

donde [* es el vector tangente a la geodésica nula conectando los dos eventos y v® es la 4—velocidad
de la fuente s o la del observador o segin como se indica.

A pesar de que el redshift es un indicador de diferencia en las medidas de tiempo propio, es
también usado como indicador de distancia cuando existe familia de observadores preferenciales tal
como es el caso de R-W. Cuando la fuente y el observador son ambos observadores fundamentales
en R-W uno tiene que

14+2z=

A(to)
1+2z= . 2.68
A (2.68)
En otras palabras, el redshift puede ser usado como una nocién de distancia si uno tiene a disposicién
una dada familia de objetos cosmoldgicos cuyo movimiento es conocido.

2.4.2. Distancia geométrica o distancia afin normalizada

Dado un observador con una 4-velocidad v®, existe una nocién natural de distancia: A definida
sobre cualquier geodésica nula pasada y sobre cualquier espaciotiempo; ésta es identificada con el
parametro afin que tiene en cuenta la normalizacién y se anula en la posicién del observador.
En el caso que nos compete de R-W, esta distancia esté relacionada con la coordenada afin r definida

previamente:
A=—r (2.69)

Para diferenciarla de las otras definiciones de distancia la llamaremos en este trabajo distancia
geométrica 6 distancia afin normalizada. Por definicién, su valor incrementa monoténicamente a lo
largo de toda direccién nula pasada desde el observador.

Como mencionamos en en el estudio de lentes gravitacionales es crucial comparar las
imagenes en la presencia de lentes con la situacién en la cual la misma no se ve afectada. Y esta es
esencialmente la razon por la cual la definicion de distancia es importante; nosotros afirmamos que la
nocién apropiada para el tratamiento de lentes gravitacionales es la que definimos en esta subseccién.
Este es el concepto que aparece como pardmetro dindmico en la ecuaciéon fundamental y puede
ser aplicado a cualquier espaciotiempo en cualquier situacién. En consecuencia remarcaremos su uso
en el formalismo que desarrollamos en nuestro trabajo.

2.4.3. Distancia diametro angular y distancia angular futura
Distancia diametro angular y distancia de area

La ‘distancia didmetro angular’, D4, estd definida como
dl = D ydb,; (2.70)

donde dl es el tamano proyectado en la direccion perpendicular a la visual, en el lugar del emisor,
del objeto que se observa y, df es el angulo subtendido que mide el observador en su cielo.

Esta definicion estd estrechamente relacionada a la distancia de drea, la cual es definida mediante
la siguiente relacién:

dA = |D,D_|dS (2.71)

donde dA es el area proyectada en la direcciéon perpendicular a la visual, en el lugar del emisor, del
objeto observado; Dy y D_ son las distancias diametro angular correspondientes a las direcciones
principales del drea [Per04] y dQ) es el dngulo sélido que ve el observador. La distancia de drea se

define entonces como
Direa = V |D+D7|§ (272)
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de tal forma que uno ahora puede escribir

dA = D?

area

dq. (2.73)

Notemos que esta medida de distancia no depende de la velocidad peculiar del emisor aunque si
depende de la 4-velocidad del observador|[Per(4].

En los espaciotiempos de R-W, la distancia de area coincide con la distancia didmetro angular;
por esta razoén a lo largo del trabajo usaremos solamente D 4 (= Dgyea) para denotar ambas distancias
en el caso de R-W.

Para observadores fundamentales sobre R-W esta nocién de distancia toma la forma explicita

presentada en la ecuacion (2.66]):
Da = A(t(u, 7)) fir (x(u, 7). (2.74)

Partiendo de la definicién uno nota que la distancia de area esta relacionada con la expansion de
un manojo de geodésicas que parten desde el observador y alcanzan la fuente; en R-W uno puede
ver esto explicitamente observando la ecuacién (2.64). En este particular caso uno tiene

dD 4

- D N 2. 5
/ PLA; ( / )
junto con la ecuacion de segundo orden
72 = —®yoD (2 36)
2 00/ A- .

En general, se ve que p tiene un valor r* en el cual se anula y a partir de ahi cambia de signo.
Entonces, el valor de D4 alcanza un valor estacionario en 7*; el cual es un méaximo, ya que ®gq es
positiva cuando las condiciones de energia usuales se consideran validas.

Por esta razén esta nocién de distancia no es realmente una distancia; ya que, en particular,
tiende a cero cuando la fuente se encuentra muy lejana; como por ejemplo, cerca del comienzo del
Universo donde A — 0. De todas formas, es un concepto 1til que aparece en la discusién de lentes
gravitacionales.

Distancia diametro angular futura y distancia de area futura

Existe también una nocién de distancia didmetro angular futura da, que estd relacionada a la
distancia didmetro angular calculada por el emisor para alcanzar un objeto de tamano proyectado di,
perpendicular a la direccion de la trayectoria de los fotones y situado en la posicién del observador.
Mas concretamente, uno define d4 por la relacion

dl, = d df; (2.77)

donde df; es el dngulo medido por un observador fiduciario en la fuente con la mismas 4-velocidad
que la fuente.
Uno puede generalizar esta nociéon a la de distancia de drea futura; la cual se define a partir de:

dA, = |dd_|dS; (2.78)

donde dA, es el drea proyectada del objeto en el sitio del observador y d€s es el dngulo sélido
generado en la posicién de la fuente; d y d_ son las distancias didmetro angular futuras a lo largo
de las direcciones principales del drea y, la distancia de area futura daye, es entonces definida por

daren = \/|dod_|. (2.79)

En el caso de R-W la distancia de area futura coincide con la distancia didmetro angular futura,
por lo cual en lo sucesivo utilizaremos d4 (= darea) para denotar ambas nociones en R-W.
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En la siguiente subseccion discutiremos la relacién existente entre la distancia de area
futura da y la distancia de drea D,4. Aqui, queremos aprovechar para mencionar que en el caso
mas general de una fuente radiante no-isotrépica y no resoluble a redshift z emitiendo con una
luminosidad L(6s, ¢) en la direccién (05, ¢s) que apunta hacia el observador uno predice que el flujo
F(0,, d,) medido por el observador estd dado por E|

1

j(ooa ¢0) dAo = m

L(6s, ¢s) d€2s. (2.80)

La igualdad es esencialmente consecuencia de la conservacién de energia. En efecto, el lado izquierdo
es la expresién para la energia medida por el observador por unidad de tiempo en la direccién de la
fuente (6,, ¢,), la cual es recibida en el elemento de superficie dA,; el lado derecho es la expresién
para la energfa emitida por la fuente por unidad de tiempo (local) en la direccién del observador
dentro del angulo sélido d€)4 y, donde el factor de redshift toma en cuenta las diferencias de tiempos
propios y las medidas locales de energia.
Notemos entonces que utilizando en la siguiente forma
dAy = d2,q, ds; (2.81)

area

uno tiene

L(0s, ¢s)
(1+2)" dea(N)

area

F(\z)= ; (2.82)
donde estamos enfatizando que el flujo depende de la distancia A y del estado de movimiento de la
fuente, caracterizado en este caso por el fator de redshift de la expresién .

Para finalizar aqui notemos nuevamente que es valida en un espaciotiempo general y que lo
que nosotros llamamos distancia didmetro angular futura es lo que otro autores usualmente llaman
‘corrected luminosity distance’[Per04]. Sin embargo, aqui preferimos usar esta terminologia ya que
resulta mas natural en la discusién del teorema de reciprocidad que presentamos debajo.

2.4.4. El teorema de Etherington y el corolario de reciprocidad

Es importante senalar que las definicion de distancia de area D, y distancia de area futura dayea
han sido presentadas para un espaciotiempo cualquiera. Y en este caso general existe un resultado
puramente geométrico debido a Etherington[Eth33] que establece lo siguiente|EII71]:

dA, dQ = (14 2)° dAdQ; (2.83)

el cual es conocido como el teorema de Etherington. Un corolario interesante de este resultado se
deriva de (2.73)) y (2.81)), en la que uno prueba la siguiente relacién entre distancias

darea = (1 + Z) Darea~ (284)

Esto constituye una relacién fundamental entre la distancia de drea futura d..., y la distancia
de drea Dgren (oObservada); la misma se conoce como la relacidn de reciprocidad y es deducida
solamente a partir de consideraciones que involucran un manojo de geodésicas conectando la fuente
con el observador.

Este corolario estd intimamente relacionado a la méas conocida relacion de dualidad entre
distancias que repasamos a continuacion.

2.4.5. Distancia luminosa y la relacién de dualidad entre distancias

Retomemos la relacién entre el flujo observado % (0,, ¢,) y la luminosidad L(fs, ¢5) para una
fuente que no se puede resolver mostrada en la ecuacién (2.82)). Esta relacién da origen a la nocién

2Para clarificar la notacién, remarquemos que si llamamos con Lg la luminosidad total y la fuente radiara isotrépi-
camente entonces uno tendria L = Lo/(4m).
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de distancia luminosa Dy, la cual se define andlogamente a como se conoce en el espacio plano, esto
es:

L(0s, ¢s)
Dy = —"—"=%; 2.85
LN T (00 00) (283)
de aqui uno puede ver que:
Dy, = (1+ z) darea- (2.86)

Aunque lo hemos definido para fuentes que no son resolubles, las estimaciones de distancias para
fuentes extendidas pueden ser basadas en el mismo principio. En tales casos el problema de inferir
distancias involucra la consideracién de las nociones de intensidad y brillo superficial.

Relacién de dualidad entre distancias

La combinacién de la ecuacién ([2.86|) junto con el corolario de reciprocidad establecido por (2.84))
permiten deducir la relacion de dualidad entre distancias:

Dr(z) = (14 2)° Darea; (2.87)

que vincula la distancia luminosa con la distancia de drea.

Nuevamente remarquemos que esta relacion es valida para cualquier espaciotiempo y ha sido
derivada a partir de unas pocas hipdtesis; ellas son: que el nimero de fotones es conservado a lo
largo de su trayectoria y que la misma es a través de geodésicas. Ya que el movimiento geodésico
de los fotones estd fundamentado en el principio de equivalencia, cualquier desviacién de la relacién
deberia ser atribuida en principio a la no-conservacion del nimero medio de fotones a lo largo
de geodésicas nulas|[BK04].

2.5. La métrica de Robertson-Walker como una lente gravi-
tacional

Senalemos nuevamente que la nocién bésica de una lente gravitacional estd contenida en la
ecuacién donde el angulo de desviacién §3% esta referido a un espaciotiempo sin efecto de
lentes y por tanto Minkowski; mientras que el dngulo de desviacién 66° se refiere al espaciotiempo
real; que en este caso serd R-W. Entonces, cuando uno considera esta geometria como una lente
gravitacional, uno nota que ésta no se sittia a una distancia particular, en cambio comprende todo
el espaciotiempo. Es por esta razéon que uno tiene que ser muy cuidadoso con la interpretacion de
los escalares opticos definidos en por la ecuacién (2.2).

Aqui, estamos pensando en el caso de un observador dentro de una geometria R-W que, cuando
estime dngulos de desviacion, él debe relacionar el &ngulo observado d0* con el dngulo no perturbado
04® cuando la fuente se encuentra situada a la ‘misma’ distancia. Por lo tanto, es crucial tener un
claro entendimiento de la nocién de la distancia que uno debe usar. De todas las nociones de
distancia que son empleadas en la literatura y que mencionamos anteriormente en la secciéon ,
la mas fundamental de todas y que a su vez requiere de un minimo de estructura es la distancia
geométrica \; ya que solamente usa la informacion de la 4-velocidad del observador y la geodésica
nula que proviene de la fuente. De hecho puede ser aplicada a cualquier espaciotiempo y a cualquier
geodésica nula pasada ademas de ser el pardmetro dinamico en la ecuacion . En consecuencia
constituye la nocién natural de distancia en tal contexto.

Entonces, para una fuente de tamano X a distancia A a lo largo del cono pasado de luz, este
observador esperaria ver, en ausencia de efectos gravitacionales, que la fuente subtenderia un dngulo

05:

X
= —. 2.
5= (2.89)
Sin embargo, en R-W la ecuacién (2.65)) nos dice que
X = A(t) fr(x)d0. (2.89)

17



2.5. LA METRICA DE ROBERTSON-WALKER COMO UNA LENTE GRAVITACIONAL

Entonces, de la ecuacién ([2.66)) uno tiene la relacién
D
68 = T“Cse. (2.90)

La relacién entre el angulo observado 06 y §3 es entendida como el efecto de lente producido por
la cosmologia. En el lenguaje usual de lentes débiles esto constituye una lente muy peculiar ya la
que lente no estd a una distancia dada. Ademads, para la lente de R-W no existe nocién de dngulo
de desviacion debido a que se trata de un Universo homogéneo e isotrépico. A pesar de esto uno
obtiene una nocién de los escalares 6pticos no trivial.

Es conveniente remarcar esto ya que es fuente de confusién normalmente. Por ejemplo, el diagra-
ma de la figura[2.1] proviene de la situacién habitual que uno encuentra para una lente gravitacional
localizada. Sin embargo, en el caso donde el espaciotiempo actiia como lente (la cual es no locali-
zada) el diagrama debe ser entendido en forma conceptual usando las definiciones de §3 y 06 como
angulos medidos sin lente y con lente, respectivamente. Esta cuestiéon no es usualmente mencionada
en los enfoques que se basan en el concepto de dngulo de desviacién[SEF92l [SKW0G].

Otro punto importante que debe se notado es que las ecuaciones (2.89) y (2.90) son vélidas
también para valores grandes de §6. Esto significa que uno puede considerar la lente de R-W en una
forma no perturbativa [FKNOOD], [FKN0Oa].

2.5.1. Los conceptos fundamentales en el contexto cosmolégico

2.5.2. La convergencia cosmolégica

La ecuacién (2.90]) estd indicando que no existe el efecto de shear cosmolégico en R-W y que la
convergencia cosmoldgica, k., puede deducirse de

08 = (1— k) d0; (2.91)
de tal forma que uno obtiene
D
ke =1— A/\(/\). (2.92)

Recordemos nuevamente que esta convergencia k. no puede ser definida usando el esquema usual
de lentes gravitacionales basado en el concepto de dngulo de defleccién.

En general, la desigualdad D4()\) < A se cumple para todos los valores de A\ y para objetos
cercanos uno tiene que k. < 1. De hecho, esta es la situacién més comin que uno encuentra en la
discusion de lentes débiles, en la cual los valores de los escalares 6pticos son siempre mucho menores
que 1 y la ecuacion representa una aproximacién para desviaciones angulares pequenas. Sin
embargo, como se indicé arriba, en las geometrias de R-W la convergencia cosmoldgica estd dada
exactamente por la cual se aproxima al valor unidad cerca de la singularidad inicial.

El comportamiento de k. cerca del observador puede ser investigado tomando una expansién de
D4 en términos de A; donde encontramos:

e =N+ kPN + 0 (A1) (2.93)
con las definiciones
kY = lq’oo ; (2.94)
3! A=0
2
k(Y = —=0(Poo) (2.95)
4! A0

2.5.3. Magnificacién y magnificacién cosmolégica

En un espaciotiempo general la magnificacion p es definida como el cociente entre el &ngulo sélido
subtendido por la imagen ‘lenteada’ y la imagen sin ‘lentear’. Usando las direcciones principales de
la imagen uno tiene las siguientes relaciones

0 =(1—r—")d6_, (2.96)
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y
0B+ = (1 — K +7) 004 (2.97)
de donde uno puede también deducir que
__ (2.98)
SENCEEEE ‘

siendo v el médulo del shear.
Para la mayoria de las situaciones astrofisicas uno tiene k << 1 y v << 1. Multiplicando
por A un obtiene
dl-=Xp_ = X1—-k—7v)00_=D_60_, (2.99)

y de manera similar con el caso con “+”. Entonces, uno deduce que

= (ijm)Q; (2.100)

va que la distancia de area en el espaciotiempo plano es \. Esta expresién es valida para espacio-
tiempos generales y coincide con la ecuacién (42) de la referencia [Per04].
Para la magnificacion cosmoldgica pi., se tiene que

”:<Lim2:<D§m>? (2101

Como uno puede ver . diverge cuando la fuente es considerada cerca de la singularidad inicial,
lo cual indica a su vez que k. se aproxima al valor unidad y en consecuencia no puede ser considerada
pequena para grandes distancias.

2.5.4. Las magnificaciones de intensidad

En esta subseccién presentamos la magnificacion de intensidad fisica que denotaremos con fi y
que llamaremos simplemente magnificacion de intensidad. Ademas introduciremos la magnificacion
de intensidad cosmoldgica pl(z) que resulta conveniente por su empleo en estudios astrofisicos.

Denotemos nuevamente con % el flujo observado de un objeto no resoluble a distancia A y
movimiento relativo determinado por el redshift z en un espaciotiempo general. Usaremos %y para
designar el flujo que uno esperaria colectar proveniente del mismo objeto a la misma distancia A y
con el mismo movimiento relativo en Minkowski.

Entonces, definimos la magnificacién de intensidad i como el cociente de esos dos flujos:

Definicion 2.5.1 Magnificacién en Intensidad

} B tQ*(/\vz) . darea (>‘) 2.
f(A) = yo()\)z) N <dare:(/\) > 7

donde tomando en cuenta la ecuacién uno puede ver que i depende solamente de la distancia
A. Notemos que estamos usando el subindice 0 para referirnos a cantidades en Minkowski.
Senalemos que la definicién es consistente con la misma filosofia que uno aplica a las nociones
bésicas de lentes gravitacionales en la ecuacién donde uno compara angulos en la esfera de
direcciones entre la situacién ‘lenteada’ y la situacién sin lente (el caso plano).
El corolario de reciprocidad que vimos en nos permite probar el siguiente teorema véalido
en un espaciotiempo general:

(2.102)

Teorema 2.5.1 La magnificacion de intensidad coincide con la magnificacion angular usual; es
decir:

i = (2.103)



2.5. LA METRICA DE ROBERTSON-WALKER COMO UNA LENTE GRAVITACIONAL

Prueba: Recurriendo al corolario de reciprocidad podemos reemplazar, en la expresion para la mag-
nificacién de intensidad, las distancias de area futura por las distancias de drea observadas:

~ DareaO()\) 2 >\ 2
MN=|—""""2) =———) =u 2.104
0= (Z25) = (o) = (2104
donde hemos usado la ecuacién (2.100)).

En el caso particular de una cosmologia de R-W la definicién y el teorema nos permiten escribir
la igualdad

. 1 A2
“C:u—nc)?:(m(x)) e (2:105)

Dado que en la practica corriente, trabajar con distancias afines no suele ser lo usual es 1util
definir otra nocién de magnificaciéon que involucre el cociente de los flujos en funcién del redshift tal
como se acostumbra en los trabajos observacionales. Por eso definimos la siguiente:

Definicién 2.5.2 Magnificacién en Intesidad Comsoldgica
4
) =2 (12) <DAo<z>)2
¢ cg.l\/[ihﬂe(z) 1+ 2 DA(Z)

donde en este caso, més especificamente, uno utiliza el modelo de Universo plano de Milne de tal
forma de tener una relacién \(z).

Remarquemos que aunque esta definicién involucra el mismo cociente de flujos, la definicién
da una funcién diferente debido a que posee una parametrizacién distinta de los escalares.
Es por ello, que el lado derecho de no coincide con la magnificacién p. de .

En particular, esto es evidenciado por el hecho que uno hace uso del modelo de Milne, ya uno
necesita una relaciéon entre la distancia A y el redshift z en el espaciotiempo plano.

La razén por la cual uno introduce la magnificacién de intensidad i es debido a que esta direc-
tamente relacionada a las observaciones a través de las medidas relativas de magnitudes aparentes
[Bra04] :

(2.106)

a5
mo — My = —g 1og j?i (2107)
El aparato colector normalmente no recibe todos los fotones sino solamente aquellos limitados en una
dada banda. Por razones de simplicidad en la discusién asumiremos que uno mide todo el espectro,
ya que de todos modos uno puede generalizar esos conceptos en una situacién realista.
Para obtener informacién intrinseca, uno también puede usar la llamada magnitud absoluta M,
la cual esta definida como la magnitud del objeto si estuviera situado a una distancia estandar de
10 parsecs. La relacién de la magnitud aparente y la magnitud absoluta esta dada por

ar
m—M:—§1og F(.2)

— 1 _=5log Dr(A.2)
350\10, 2’10) DL(>\10(2'10), 210)
_ §1o < FNz) FoAz) Fo(Mo, Z1o))
Fo(N, z) Fo(Aro, 210) F (A0, 210)
A1+ 2)2
Ao >

[\V]

(2.108)

(G200 N}

—210gﬂ()\)+510g< ;
donde el primer término en la tltima linea corresponde al primer factor en el logaritmo; el segundo
término corresponde al segundo factor en logaritmo y, donde hemos despreciado la contribucién
proveniente del cociente F o) VA que la incidencia de la curvatura cosmoldgica para distancias

del orden de 10pc puede ser ignorada completamente.
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El lado izquierdo de la ecuacién (2.108) se conoce también como el mddulo de la distancia y
puede ser expresado completamente en término de los escalares dpticos de lentes gravitacionales
como consecuencia del teorema [2.5.1] Esto es, podemos escribir:

2
m— M = —glogu()\) +5log <A(1A+Z)) (2.109)
10

donde la magnificacién p(A) puede ser entendida en términos de las ecuacién o , validas
para un espaciotiempo general. Debe notarse por lo tanto que el segundo término en el lado derecho
de posee informacion cinematica y no tiene ninguna referencia a modelo cosmoldgico alguno.

Ahora procedamos de forma similar y expresemos la relacién entre las magnificaciones cuando

el redshift es usado como variable para denotar distancias. La expresién previa que contiene la
magnificaciéon absoluta serd ahora:

7 (A2), 2) Dr(A(2),2)

m— M =— —log = 5log

5
2% Z(Mo(z10), z10) Dr.(Mo(210), 210)
_ 5log< F(A(2), 2) Filne(A(2), 2) «?Milne()\m(zm),zm))
2 FMilne(A(2), 2) Ptilme(A10(210), 210)  F (A10(210), 210)
5
2

= — ; log i (z) + 5log (AMHHE(Z/:\)HE o );

(2.110)

donde nuevamente, hemos despreciado los efectos cosmolégicos a la distancia cercana de 10pc. Vemos
aquf la aparicién de la magnificacién de intensidad u’(z).

El comportamiento de las magnificaciones que hemos presentado aqui sera discutido mas abajo,
luego de la introduccién de un par de ejemplos representativos.

2.5.5. Ejemplo 1: El universo de Milne

Como una ilustracion sencilla de la familia de lentes cosmoldgicas del tipo R-W consideraremos
el caso mas simple que corresponde al Universo de Milne ya que se trata de una cosmologia vacia.
La misma se puede interpretar como el caso limite de un modelo de polvo cuya densidad de energia
tiende a cero. Debido a esto, el Universo de Milne, es idéntico desde el punto de vista de la geometria
a una porcién del espaciotiempo de Minkowski. El elemento de linea estéd caracterizado por k = —1

y A(t) =
En términos de coordenadas co-moviles las distancias relevantes para la discusién de lentes son:

1 A%(tg) — A%(t) 1+
3w

Dy = A, (2.112)

2
Dy = (1?4((?))) \; (2.113)

las cuales producen como resultado que la convergencia cosmolédgica se anule tal como es esperado:

AMilne = (2.111)

ke =0, (2.114)
fe = fie = 1t = 1. (2.115)

2.5.6. Ejemplo 2: Universos de Friedman

En esta subseccién nos concentraremos en los Universos de Friedman que involucran solamente
polvo, radiacién y una constante cosmoldgica. En los apéndices el lector podrd encontrar
algunas relaciones conocidas sobre las geometrias de Friedmann junto con otras cantidades basadas
en el uso del formalismo GHP[GHPT73].
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Por conveniencia, en esta seccion y en todos nuestros resultados finales reintroduciremos las
contantes universales apropiadamente.

En general, expresiones analiticas para las cantidades 6pticas no pueden ser obtenidas; sin embar-
go nos contentaremos con el estudio del comportamiento de ellas en una vecindad de los observadores
fundamentales.

Necesitaremos pues conocer la componente ®gy y su derivada respecto a /¢, las cuales pueden
comprobarse que son:

Qg = 4:2G fg(( )) <@(t) + PC(;)> ; (2.116)
T 3
£ @) = T [flf T >(g< )+ 2 (j))} (2.117)

donde G es la constante de la gravitacion, c la velocidad de la luz, o(t) y P(t) la densidad de energia
y la presién del fluido césmico respectivamente y H(¢) es la taza de expansién de Hubble definida

como:
1 dA

)= ———.
®) A(t) dt
Todas las funciones geométricas, como por ejemplo H(t), y las cantidades caracterizando los

fluidos pueden ser escritas en términos de los pardmetros de densidad (Qy,, Q-, Q) (Ver apéndice
(B.2)) y la densidad critica oy

(2.118)

_ A%(to) A'(to)
o(t) = ocr (Qm (1) +Q, yom) + QA>, (2.119)
P(t) Q, Al(to)

2 Ger <3 ) Qn ), (2.120)

H2(t) A2 (t) A3(to) A(to)
T = - - — . 2.121
(1) Qr+ (1 —Qp — Q. — Qp) A2(0) +Q,, () +Q, AL (D) ( )

Esto nos permite obtener lo siguiente
o 47TGQCT AS( ) 4 A(to)

Doy = Qn, + Qr am ) (2.122)

2 A1)
(t

47TGQCTA6 0) A(to)
o ()(59 +8Q, A(t)) (2.123)

Entonces, la convergencia cosmoldgica, k., se comporta en la vecindad del observador en la
siguiente manera:

£(®gp) =

4G cr 4 8rG cr
Ke (M) = 7;'765 (Qm + 397«) A2 4 z!cg Hy (mm + SQT> X o(\h). (2.124)

Notemos aqui un hecho que resulta interesante tener en cuenta: el tinico escalar 6ptico que aparece

en la caracterizacién de R-W como una lente gravitacional es independiente de la contribucién
proveniente de la constante cosmoldgica.

2.5.7. Valores tipicos para la convergencia cosmoldgica y las funciones de
magnificacion

Los ejemplos anteriores nos permiten estimar el efecto de los espaciotiempos de R-W como lentes
gravitacionales de manera directa. Por lo tanto en esta subseccién presentaremos los valores de la
convergencia cosmoldgica y las funciones de magnificaciéon en algunos modelos representativos. Uno
de ellos esta basado en los datos reportados por la colaboracién Planck mientras que el otro proviene
de valores que tienen en cuenta céalculos de nucleosintesis primordial.
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Valores con los datos de la colaboraciéon Planck

Los siguientes valores, reportados por la colaboracién Planck|A™14], fueron usados para compu-
tar las diferentes cantidades asociadas a los efectos de lentes:

Q,, = 0,314 + 0,020, (2.125)
Qx = 0,686 £+ 0,020, (2.126)
km

Hy=67,44+1,4

; 2.127
s - Mpc’ ( )

conjuntamente con la asuncién k = 0. Debajo, en la tabla presentamos estos resultados.

Cuadro 2.1: Modelo ACDM Planck

A [MPC} 20 z Re ,[Lc = Hc M/c
43.95 0.010 0.01 7.85 x 107% 1.00002 0.99481
169.55  0.040 0.04 0.00013 1.00025  0.98043
395.164 0.103 0.10 0.00078 1.00157  0.95642
591.27  0.167 0.16 0.00200 1.00401  0.93785
788.85 0.245 0.23 0.00411 1.00826  0.92189
935.68 0.314 0.29 0.00647 1.01307 0.91231
1179.06 0.459 0.41 0.01266 1.02581 0.90235
1311.31 0.561 0.49 0.01776 1.03649 0.90127
1474.92  0.722 0.61 0.02668 1.05557  0.90624
1735.04 1.131 0.88 0.05107 1.11055  0.93905
1915.09 1.680 1.18 0.08261 1.18821  0.99991

2121.16 3.629 1.85 0.15795 1.41034 1.19321

En la lista de arriba hemos incorporado los valores correspondientes para zg; esto es, el valor que
tomaria el redshift si el Universo fuera Milne, para una dada distancia geométrica .

Resulta curioso que mientras la magnificacién de intensidad astrofisicamente conveniente
muestra un comportamiento mas atenuado para este rango de valores, en acuerdo con las observaciones|R798,
P799, [RT04], la magnificacién de intensidad més fisica (geométrica) ji, implica un comportamiento
més brillante para le mismo rango de valores. Por tanto esto enfatiza el hecho que las nociones de
‘més atenuado’ o ‘mas brillante’ que son comunes en el lenguaje observacional son bastantes relativas
debido a que dependen de la configuraciéon que uno esté asignando a esos conceptos.

Valores con datos de calculos basados en nucleosintesis

Aqui consideraremos el conjunto de pardmetros que provienen sélo de calculos basados en nu-
cleosintesis primordialc y observaciones independientes del pardmetro de Hubble; los mismos son:

Q= 0,042569, (2.128)

Q, = 4,7647 x 1075, (2.129)

Qp =0, (2.130)
km

Hy =172 2.131

0 sMpc’ ( )

k=—1. (2.132)

En la tabla debajo presentamos los resultados del célculo de las diferentes cantidades asocia-
das a los efectos de lentes usando estos valores:
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Cuadro 2.2: Modelo con materia bariénica y baja densidad

A [Mpc] 20 z Ke He = pe ,u/c
41.04 0.010 0.01 1.06 x 10=% 1.00000 1.00021
157.07  0.040 0.04 0.00002 1.00003  1.00087
361.12  0.100 0.10 0.00010 1.00020 1.00223
560.36  0.170 0.17 0.00028 1.00057 1.00391
748.05  0.249 0.25 0.00059 1.00118 1.00592
884.86 0.319 0.32 0.00093 1.00187 1.00776
1114.46  0.467 0.47 0.00189 1.00378 1.01191
1232.04 0.565 0.57 0.00266 1.00534 1.01483
1379.10 0.720 0.73 0.00409 1.00824 1.01969
1619.77 1.121 1.15 0.00872 1.01767 1.03341
1793.70 1.684 1.77 0.01701 1.03491  1.05540
1913.14  2.503 2.77 0.03215 1.06754 1.09353

Como es de esperar, este modelo que estd practicamente desprovisto de materia, presenta un
comportamiento con pequenas desviaciones del Universo plano de Milne. Aqui, la magnificacion de
intensidad p!, siempre es mds grande que uno en todo el rango del pardmetro afin.

Graficos de los modelos previos

En esta parte se presentan los graficos que ilustran el comportamiento de la magnificacién de
intensidad i, = p. en términos de la distancia geométrica junto aquél de la magnificacién de

intensidad p..(z) més apropiada en los trabajos astrofisicos.

Hc(A)
o

— Planck Hy=67.4
— Baryonic Hg=72.0

0
0

500

1000 1500

2000

A

Figura 2.3: Magnificacién cosmolégica para ambos modelos. Ya que en general A > D 4()) la mag-
nificacién cosmoldgica es mas grande que uno y divergen cerca de la singularidad inicial, excepto en

el caso trivial de espaciotiempo plano.
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H'e(2)
207 Planck Ho=67.4

18 — Baryonic Ho=72.0

L6l — k=-1,0,=0.314, Hy=720

[ —— Milne
141

12}

1.0k
08l
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Figura 2.4: La magnificacién ‘astrofisica’ ul(z) es exhibida para los modelos antes discutidos y
que hemos identificado como ‘Planck’ y ‘Baryonic’. El modelo de Milne y un Universo abierto con
conteniendo solamente materia, §2,, = 0,314, son también mostrados.

Uno puede ver claramente aqui que las nociones de ‘méas atenuado’ o ‘méas brillante’ dependen
de la forma en que los datos observacionales son estudiados.

2.6. La presencia de una lente adicional sobre la cosmologia

En las secciones previas hemos visto que un espaciotiempo de R-W puede ser visto como una
lente gravitacional y hemos calculado los escalares épticos sin recurrir al concepto de angulo de
desviacion. En la presente seccion trataremos con lentes adicionales con esta geometria de fondo.

Entenderemos por esto, la alteracién de la completa homogeneidad e isotropia de la cosmologia,
en escalas mucho mas pequenas que las escalas cosmoldgicas donde asumiremos que se encuentra
la lente, ya que de otra manera uno estaria cambiando la cosmologia que uno esta discutiendo.
Esto significa que normalmente el tiempo de vuelo de los fotones a través de la lente adicional serd
considerablemente menor respecto al tiempo de vuelo total. Por tiempo de vuelo nos referimos maés
precisamente a la cantidad de distancia geométrica recorrida.

Para computar las distorsiones debido a la presencia de inhomogeneidades consideraremos la
ecuacion sobre la cosmologia de fondo junto con un apartamiento en la curvatura de fondo;
esto es:

((E() = — (Qp + Q) X; (2.133)

donde hemos optado por utilizar el subindice B para denotar cantidades de la geometria de base y
donde §Q es la matriz conteniendo la desviacién a los escalares de curvatura de @, la cual toma
la forma:

5Q = (5‘1300 NO) (2.134)
oWy 6Py /) ’

Con el objetivo de entender el significado de estas desviaciones en la ecuacién quizéd sea
conveniente remarcar una diferencia importante con la discusion de lentes gravitacionales en el caso
de un espaciotiempo plano de fondo. Si la métrica total g*® es expresada como g?° = n®® + h® para
una métrica plana 1n?’, entonces uno se enfrenta con el problema de gauge en el cual uno podria
también expresar de manera equivalente g®® = 7/? + h/2. Por esta razén, en tal caso uno trabaja
con cantidades que resultan invariante de gauge [GM11] ya que involucran solamente la curvatura.
En la discusién sobre espacios curvos, en contraste nosotros asumiremos que la métrica de fondo
g% es obtenida idealmente a partir de observaciones cosmoldgicas como por ejemplo observaciones

provenientes del CBM. Esto significa que uno puede expresar la métrica completa como g% =
g%b + h% sin dar lugar a ninguna posible transformacién de gauge. Es debido a esta razén que
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eventualmente uno puede permitir expresiones en las cuales aparezca la conexién de la cosmologia
de fondo. En particular, haremos uso del marco de referencia utilizado en la métrica de fondo ya
que calcularemos efectos de primer orden sobre las cantidades comprendidas en 6Q).

Notemos que la ecuacion es una ecuacion exacta vélida a lo largo de la nueva trayectoria
perturbada de los fotones. Sin embargo, de tal manera de hallar soluciones debemos recordar que
en los cédlculos de lentes débiles a lo largo de distribuciones compactas mucho mas pequenas que
las escalas cosmoldgicas, uno realiza la integracién a lo largo de la trayectoria no perturbada del
espaciotiempo de fondo. Esto se debe a que los efectos lineales estdn contenidos en esta clase de
inhomogeneidades de la curvatura. Desde el punto de vista fisico, uno integra la ecuacién
desde la posicién del observador a lo largo del cono pasado nulo. Entonces, aunque uno podria co-
menzar con valores finitos de X', en realidad uno esta interesado en solamente en condiciones iniciales
que tengan informacién del cono pasado y por tanto nuestro X’ comenzara con un comportamiento
divergente dictado por el dngulo de observacion. Por este motivo buscamos soluciones de la forma

X = MDAV, (2.135)

done M es una matriz cuadrada 2 x 2 bien comportada y Vg tiene el mismo significado que antes:
corresponde al angulo observado que subtiende la imagen: Vo = §6.

Es interesante también aqui senalar que en el régimen de lentes débiles la matriz M puede ser
relacionada a la matriz de los escalares 6pticos A mencionada en ya que teniendo en cuenta
Ad5 = X uno obtiene:

A= %M — (1= ko) M. (2.136)
En otras palabras, la lente gravitacional total combina la convergencia cosmoldgica global k. con el
efecto ‘local’ de lentes contenido en M.

Debemos notar que al escribir la ecuacién hemos cambiado la base en la cual la matriz
A estd representada; ya que la matriz A% de la ecuaciones y estén referidas a una base
en la esfera de direcciones, mientras que A en se supone escrita en la base asociada a las
componentes complejas de X.

La conexién entre ambas representaciones se obtiene dando la relacion explicita de los vectores
complejos m y m en términos de las direcciones tangentes a la esfera de observacién. Para fijar
ideas, consideremos la expresién del elemento de linea para las superficies de homogeneidad
y pensemos que un haz de luz viene viajando desde la direccién positiva y de un marco de referen-
cia conforme a uno Cartesiano. Entonces, en cualquier punto de la trayectoria tenemos a nuestra
disposiciéon una tetrada ortonormal con respecto a las direcciones del marco Cartesiano conforme.
Utilizando este marco podemos tomar la siguiente elecciéon que utilizaremos en nuestros célculos:

1% =(1,0,-1,0),
me :%(0,1,0,1),
o :%(0,1,0, ), (2.137)
1
n® =2(1,0,1,0).

Ahora, para comparar con las expresiones usuales donde aparecen los escalares 6pticos k,7y; y
~a, recordemos que los mismos estdn definidos por (2.1) y (2.2)); dado que son entonces relaciones
ineales los vectores desviaciéon también estan relacionados de la misma forma; esto es:
lineales 1 t d tamb t 1 dos de 1 f ; est

s = ALchs (2.138)
donde {c?, ¢2} son los vectores espaciales asociados con {cs, ¢, } respectivamente.

El significado de los indices (%, j) esta vinculado con las direcciones espaciales que determinan
)
el plano de las imédgenes. Nosotros identificaremos la primer componente con la direccién x y la
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segunda de ellas con la direccién z. Entonces ahora podemos escribir explicitamente las componentes
del vector espacial ¢J: ¢, ¥ g5 en términos del sistema Cartesiano. En el caso de ¢S se tiene

So =Som™ + Gom*

1

= (55(0,1,0,—i) + (0, 1,0,
75 (ol )+l )
1

B e (2.139)
=7 07 So + So 70aZ So — So
7 (0, ( ), 0, i( )
2
:\ﬁ (07 SoR> 07 §01) ;
y de manera similar uno obtiene una expresién semejante para gZ.
Reemplazando luego en la ecuacion (2.138)) se obtiene
sr = (=K —=7)%R — V2%, (2.140)
Ss1 = —Y25Rr+ (1=K +71)Sor; (2.141)

lo que permite una interpretacién fisica directa del plano de las imagen; esto es la componente real
representa la direcciéon horizontal mientras que la componente imaginaria representa la direccién
vertical.

Fijar esta convencién resulta crucial a la hora de analizar los mapas de shear que obtendremos
luego en los modelos de lentes.

La ecuacién que satisface M puede encontrarse teniendo en cuenta :

((L(MD4Vo)) = £(¢(M)DaVo+ ML(DaVy))
=((0(M))DaVo + 20 (M) L(DaVy)
+ Me(¢(DaVo))
= (¢(¢(M)) —2¢(M) Pg) DaVy
- MQpDaVy
= —(Qp +6Q) MD4Vy;

(2.142)

la cual se simplifica a
g(ﬁ(M))*QE(M)PB*FéQM:O. (2.143)

Ahora, usando el hecho de que en R-R uno tiene la siguiente igualdad

((D3),

Pg=1p=-I
B 14 2D?47

(2.144)

uno arriba a la ecuacion final:
¢(D%¢(M)) +6Q DZM = 0. (2.145)
2.6.1. Resolviendo la ecuacién matricial

Previamente a efectuar la integracién de la ecuacién matricial ([2.145)) especificaremos las condi-
ciones iniciales que ésta debe satisfacer. Uno puede ver que las apropiadas a nuestro problema son
las siguientes:

(DA UM))|,_, =0, (2.146)
M| _ =1 (2.147)

Usando la primera de las condiciones iniciales obtenemos

(M) = —Diz/o 8Q D M dr'; (2.148)
A
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mientras que en el siguiente paso se encuentra que

Ts 1 ’I’"
M=1I- / <DQ/ 6Q D3 M dr”) dr'; (2.149)
0 A JO

donde 7 indica la posicién del la fuente emisora.

Recordemos que el parametro afin r toma valores negativos cuando se aproxima a la fuente; por
este motivo resulta preferible utilizar la distancia afin A para parametrizar la geodésica. Con este
cambio reescribiremos la ecuacién anterior del siguiente modo:

As N
<1
M:}I—/ (DQ/ 5QD?4Md/\”> dXN. (2.150)
0 A JO

Ahora, ya que estamos suponiendo que 0@ es ‘pequeno’ uno puede resolver por iteraciones esta
ecuacion integro-diferencial en érdenes de la perturbacién de curvatura. El primer orden puede

comprobar que es:
)\ ’
(1
M=1- / <D2/ 5Q D3 d>\”> dxN. (2.151)
0 A JO

Esta es la ecuacién principal que nos permite describir las distorsiones a primer orden generadas
por distribuciones aisladas sobre el fondo cosmolégico aqui considerado.

2.6.2. Escalares 6pticos

Como dijimos previamente, la matriz A que contiene los escalares épticos estda dada por:

A= (1= ko) M, (2139)

y junto con la ecuacién nos permitird obtener expresiones explicitas para los mismos. Esta

tarea se lleva a cabo maés facilmente trabajando con las partes reales e imaginarias del vector

desviaciéon de geodésicas ¢; esto es ¢ = ¢gr + is; que se corresponde con utilizar una base real

para expandir el plano de la imagen como discutimos en la seccién anterior. Serd necesario también

descomponer el escalar de curvatura de Weyl en sus partes reales e imaginarias: Wy = dWor+i dWq;.
Como resultado uno encuentra la siguiente estructura para la matriz éptica

1—kr—mcL —Y2L
—(1—r, ; 2.152
A=1-x )< —Y2L 1—/€L+’YlL> ( )

donde los escalares dpticos intrinsecos de la lente adicional (kr,7y1r,Y2r) son explicitamente

A A
(1
Ky = / <D2 / §®oo D% dX’) dN, (2.153)
0 A JO
As 1 N
ML = / — / §Wor D4 dN | dX, (2.154)
0 DA 0

A N
(1
Yor, = /0 <D2 /0 §Wo; D% dX’) dXN. (2.155)
A

El subindice L es introducido aqui para distinguir cantidades en las que intervienen las inhomo-
geneidades aisladas en contraposicién a las cantidades en que tinicamente interviene la cosmologia,
tal como en k..

Los escalares Opticos para el sistema compuesto de la lente adicional y la cosmologia R-W puede
verse que son entonces:

k= (1= ke) KL + Ke, (2.156)
11 = (1= Ke) N, (2.157)
2 = (1 = Ke) YL (2.158)

28



CAPITULO 2. LENTES GRAVITACIONALES EN EL CONTEXTO COSMOLOGICO

Asi, la contribucién de la cosmologia es doble; por un lado, esta presente en los escalares 6pticos
intrinsecos a través de la distancia geométrica y la distancia de area y, por otro lado, aparece por
medio del factor (1 — k).

Las expresiones de arriba son las generalizaciones que hemos encontrado para los escalares 6pticos
de una lente en el contexto cosmolégico.

En los casos sencillos de Minkowski o Milne, en donde D 4 = A, uno recupera las expresiones ya
conocidas que fueron presentadas en [GMII]:

— 7/ (As — A) 6®g0 dN, (2.159)
_ = / \) 6Wog dN, (2.160)
Y2 = I / A)6Wor dX'; (2.161)

donde la integral doble ha sido reducida a una sola por medio de una integraciéon por partes.

2.7. El caso axialmente simétrico

Las expresiones que hemos obtenido en la tltima secciéon no contienen ninguna suposicién sobre
la naturaleza y la geometria de las fuentes. En esta seccién, en cambio, discutiremos modelos con
simetria axial en los cuales el eje de simetria yace a lo largo de la linea de la visual pasando a través
de la region central de la distribucién.

Estamos interesados, por tanto, en el estudio de un fotén viajando a lo largo de la direccién
paralela al eje de simetria con un pardmetro de impacto J respecto del centro de la lente. Para este
propdsito tomaremos un sistema de coordenadas apropiado a tal situacién de manera similar a la
descrita en , en la cual las direcciones x y z, mutuamente ortogonales serdn consideradas y el
foton viaja en la direccién y.

Debido a la simetria de la lente sera util también trabajar en términos del angulo ¢ entre el eje
z y la trayectoria del foton.

Figura 2.5: Variables utilizadas en el plano de la imagen para la descripcién de un lente axialmente
simétrica.
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Entonces con tal configuracion de la lente uno nota que la componente 6P es una cantidad real
de peso de spin cero y depende solamente de las coordenadas (J, A\) mientras que la componente 6¥g
es una cantidad compleja con peso de spin dos y por tanto tiene la siguiente dependencia funcional

SWo = |§W|ei0FPhase, (2.162)

donde la fase contiene una libertad de ‘gauge’.
Como se menciona en [GMII], es comun definir la cantidad real 64, (J, A) asociada a la contri-

bucién del Weyl mediante: '
SUo (J,\,0) = =8 (J, \) €2, (2.163)

Con esta definicién uno escribe para los escalares épticos intrinsecos de la lente

As N
(1
RL(J):/ —2/ §®oo(J, \)D3dN" | dN, (2.153)
0 DA 0

As N
. s 1
Yer(J,0) = —e2¥? /O <D2 /0 Stbo (J,\) Di,dA”) dN'; (2.164)
A

donde el shear complejo estd normalmente expresado en términos de sus partes real e imaginaria:

YeL = M1L + i72L-
De manera similar la forma compleja del shear nos invita a definir la cantidad real 7y, (J) como:

('71L + z'ng)(J, P = —vy (J) e, (2.165)
y por tanto
A !
s 1
v (J) = / — / sl (J) DA dN" ) dX'. (2.166)
0 D%" Jo

2.8. La aproximacion de lente fina

Una de las situaciones mas comunes en el escenario cosmolégico es aquella donde el tamano
tipico §; de la lente es mucho maés chico que la distancia desde el observador a la lente A; y que la
distancia desde la lente a la fuente \;s. Tal configuracién es referida como una lente fina.

Siguiendo las lineas presentadas en el articulo [GMI1I] asumiremos que las perturbaciones a
los escalares de curvatura {§®gg, %}, los que denotaremos genéricamente como 6C' estardn muy
concentrados alrededor de \; donde estd localizada la lente. Esto implica que debe valer la siguiente
aproximacion
0, VA< N =6 .

), : (2.167)
6C, YA> XN+

A
SC(N) z/ SC(NdN = {
0
donde 6 < Ai, 6 < As y 01 < Mg (Mis = As — o).
Haremos uso de esta suposicion para simplicar el integrando dentro de los paréntesis en las
ecuaciones (2.153] [2.154] [2.155). Notemos pues lo siguiente

[ —~ 1 [*dD% .
—2/ 6C’D?4d>\’:60——/ d ASC(N)dN
DA 0 0

D2 Jy ax
—  &C
=50 — D% <D§1 - Di(Al)) (2.168)
A
_ @Di(j\l)’
DA

donde )\; < A. Entonces, tomando otra integral uno arriba a la expresién reducida para los escalares

opticos:
/)\s 1 //\/ 2 " ’ % 2( As dX )
—_ 0C D5 dN" | dN = 6C D5 (X / —; 2.169
. \D2ow Jy 2P A [ by (

1
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en donde se han despreciado términos de orden & (%)

El factor que aparece en la ultima ecuacién serd recurrente en lo que sigue por lo que para
simplificar la notacién definiremos:

As /
Dy, = D4(\) g‘A,. (2.170)
Al DA(A )

Luego los escalares 6pticos intrinsecos de la lente adquieren una forma muy simple:

kr, = Dy, (2.171)
p = Dis0Vop, (2.172)
YoL = Dlsg\ioj; (2173)

y para los escalares opticos del sistema completo:

k= (1= kic) Dyud®og + ke, (2.174)
= (1 - ke) DisdWor, (2.175)
2 = (1 — #) D16 Wpr; (2.176)

donde estamos usando consistentemente que:

As
5By = / 5Bood N, (2.177)
0

As
§Ug = / SWodN. (2.178)
0

Msés adelante (seccién (2.9.1)) veremos la conexién de las expresiones que hemos obtenido con las
férmulas presentes en la literatura. Por el momento, notemos que, cuando la curvatura del fondo
cosmoldgico tiende a cero uno tiene que D4 converge a A y

A s

S

Dy — ; (2.179)
de forma tal que uno arriba a las expresiones usuales encontradas en los estudios de lentes sobre un
espaciotiempo plano|GMTI].

Senalemos un detalle importante que nos servira para considerar lentes en movimiento sobre la
cosmologfa. Las expresiones ([2.171))-(2.173) estdn construidas a partir de dos factores distintos: Dy,
y las cantidades con circunflejo 5C que contienen la curvatura de la lente fina. El primer factor no
depende en absoluto de las caracteristicas de la lente pues sélo depende de la cosmologia. En cambio
las cantidades 6C' dependen del estado de movimiento de la lente. En las siguientes subsecciones nos
concentraremos en ambos factores de forma separada.

2.8.1. Expresion alternativa para el factor Dy,

El término D;; que solamente depende de la cosmologia puede integrarse analiticamente en el
caso general y reescribirse en una forma maés transparente. Para ellos usaremos las coordenadas
(u, x) discutidas en (2.3.1). Esto permite ver facilmente que el integrando en la ecuacién €s
una derivada total a lo largo de désica nula.

Notemos que de la ecuacién ([2.60)) y el hecho que 8% = —/ uno tiene la siguiente relacién
A2
in= A (2.180)

Alto)
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que implica

_ Dila) [ dx
P =) L, 700
_ DAilxa) fulxs — x1) (2.181)
Alto) fre(xs) fe(xa)
_ 1 Dalxs —x0)Dalu)
(1+2) Da(xs) ’

donde z; es el redshift cosmoldgico en el sitio de la lente y D4(xs — xi) es la distancia didmetro
angular medida por un observador fundamental que se situarfa en las coordenadas (u, x;)

Dalxs —x1) = Au, Xs) fis(xs — x)- (2.182)
En lo que sigue utilizaremos la siguiente notacién reducida:
1 Da, Dy

= —_— 2.183

b 142 Da, ( )

Notemos que la presencia del factor de redshift 1 + z; podria causar confusién si uno considera
el caso de un Universo de Milne donde D4 = A pero z; # 0 ya que en este caso pareceria que
uno no recuperaria la expresién . Esto es sélo aparente ya que en tal caso uno tiene que la
ecuacion resulta ser (1 + z;)(As — A;) como uno puede comprobar. Equivalentemente esto es
consecuencia del hecho que la distancia de drea depende del movimiento del observador. En otras
palabras, en el Universo de Milne uno tiene

Dy, — ;\S - j\s = (1 + Zl)(/\s - )\Z)Q (2.184)

donde \ representa el pardmetro afin definido por la ecuacién (2.10) respecto a la linea mundo del
observador co-movil.

2.8.2. Integracion sobre la curvatura para lentes en movimiento

En principio, las expresiones (2.177) y (2.178) tienen toda la informacién que uno necesita para
completar el calculo completo de los escalares épticos. Sin embargo, en el caso de lentes en movi-

miento es deseable referir el cémputo de las expresiones al marco de referencia en reposo de la lente.
Para ello, uno puede pensar en dos posibilidades: dejar fijo la tetrada nula y calcular la curvatura
de la geometria en movimiento 6 alternativamente uno puede pensar en considerar la geometria de
la lente en ‘reposo’ y cambiar el marco de referencia de observacién apropiadamente por un boost.
Apelando al formalismo GHP[GHP73|] uno ve que ambos integrandos tienen peso de boost igual a 2.
En consecuencia, si tenemos en cuenta el cambio del parametro afin al pasar al marco de referencia
que cambiamos por un boost, uno deduce que para una porcién local y estacionaria del espacio-
tiempo que se mueve relativa al observador con una 4-velocidad v®, las expresiones y (2.178])
estan relacionadas con respecto al caso en que no hay movimiento por el factor

1
— =14 2,. 2.185
K ) v ( )
Remarquemos que z, no necesita coincidir con z;.

Se puede ver entonces que las expresiones (2.171))-(2.173)) tienen la misma estructura; esto es, si
o1, es el escalar 6ptico para una lente con velocidad v uno puede expresar

Orv = Dlsgav
= Dls(l + ZU)SE'
(1+2) Da.Da 57 (2.186)
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donde la notacién aqui es @v para la lente en movimiento y 5C para la lente en reposo en el marco
de referencia del observador.

La simplicidad de la ecuacién y su derivacién no deberia opacar lo notable que resulta
esta expresion ya que sintetiza todo lo que uno necesita tener en cuenta en el movimiento de las
lentes. En esta forma nuestro tratamiento simplifica trabajos previos en la literatura que tratan con
la cuestion de lentes en movimiento y generalizamos su aplicacion al escenario cosmolégico.

Observacién respecto a X..: Llegado este momento, nos gustaria tomar la oportunidad de
comentar acerca de la nocién de densidad de masa critica usada en varios trabajos y en libros texto.

Hemos notado antes que la contribucién a los escalares épticos que aparece en (2.171)-(2.173)
esta compuesta de dos factores distintos que involucran la contribucién de la cosmologia y de la
lente respectivamente. Cuando comparamos con el contenido en libros de textos[SEF92, [SKW06]
basados en el factor de distancia ¥/%.., nosotros deberfamos relacionar nuestro D;s con 1/%.,. y
SE’U con Y. Sin embargo, en un sentido estricto, nosotros hemos encontrado que D4 no coincide con
1/%,., tal como es definido en[SKW06]

1 471G D a(xs — x1)Dalxi)
Zcr c? DA(XS) ’

(2.187)

ya que, salvo el factor numérico con las constantes fisicas, vemos que el factor de redshift de la
lente es ignorado. Este detalle es importante debido a que en referencias muy conocidas en el area
[SKWO6|] se afirma que en los calculos de lentes finas en el contexto cosmoldgico uno ‘solamente’
necesita reemplazar las distancias del espacio plano por distancias angulares.

Observacién respecto a X:  Ademsds, en el mismo libro de texto[SEF92], podemos ver cerca de
las ecuaciones (4.19) y (4.20), que se argumenta que el dngulo de defleccién no se ve afectado por
efectos a primer orden en el movimiento de la lente. Entonces como la cantidad ¥ usada en estas
referencias es linear en el angulo de defleccién, uno deduciria que ¥ no cambia por el movimiento
de la lente. Aqui hemos mostrado que eso no es correcto.

Esto significa que resulta equivocado generalizar las expresiones usuales que aparecen corrien-
temente los estudios de lentes débiles en el caso de una espacio de fondo plano a uno cosmoldgico
solamente cambiando las distancias por distancias didmetro angular. Cuando presentemos algunos
ejemplos debajo retomaremos esta cuestion.

2.9. Lentes finas en movimiento cuya geometria es estacio-
naria y esféricamente simétrica

Consideremos el caso de una lente gravitacional que, localmente estd representada por un ele-
mento de linea estacionario y esféricamente simétrico. Entonces, en un entorno de la lente, podemos
establecer un sistema de coordenadas donde el elemento de linea de la geometria puede ser expresado
como:

dr?
1_ 2M@)

r

ds? = e2®™gt? - — 17 (d6® + sin*(0)d¢?) ; (2.188)
el cual estd completamente determinado por las funciones M (r) y ®(r).

Es importante senialar que en esta situaciéon uno puede aplicar la aproximacién de lentes finas tal
cual estd dada por las expresiones —. Cuando esto es hecho uno nota que la informacién
provista por la cosmologia de fondo aparecerd tinicamente a través del factor que contiene
las distancias didmetro angular y el redshift.

Ademas, comparando las ecuaciones (2.171))-(2.173) con las ecuaciones (78)-(80) de la referencia
[GM1I] y, percatdndose que en la aproximaciéon de lentes finas lo que importa es el pardmetro
de impacto J, uno puede ver que toda la discusién de la seccién V de [GM11] puede ser aplicada
también al escenario cosmolégico teniendo en cuenta el movimiento de la lente discutido previamente.
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ESFERICAMENTE SIMETRICA

Esto implica que podemos expresar los escalares épticos en términos de las componentes del tensor
energia-momento y de la funcién M(r) del siguiente modo:

()= o a) [ o+ H 4 (R - o) | 2
y
L (J) = gDZS(l + ) /_ Z ;%2 [3]\1{3@ - (@(r) + Ptc(f) - Prcgr))]dy; (2.190)

donde ¢ denota la densidad de energia de la distribucién y P.(r) y P;(r) son las componentes
espaciales del tensor energfa-momento. La variable de integracién y estd definida como en [GMTI]:

r? = J% 442 (2.191)

Hemos omitido aqui las §’s para simplificar la notacién en la expresion de la curvatura ya que
en la aproximacion de lente fina la contribucion a la curvatura no necesita ser pequena.

Notemos que las expresiones obtenidas contienen la contribucién de las componentes espacia-
les del tensor energia-momento, en contraste con las suposiciéon convencional que desprecia dichas
componentes.

Las ecuaciones v (2.190) son expresiones tutiles que nos permiten escribir de manera
simple la relacién entre los escalares épticos y el contenido de materia de la lente. A su vez, ella son
las generalizaciones del par de ecuaciones (183) de [GMII] al contexto cosmoldgico.

En la aproximacién de lentes finas uno debe remarcar que la perturbaciéon dC' no necesita ser
pequenia. Como puede demostrarse, el hecho de que la perturbacién 6C esté altamente concentrada, le
permite a uno puede integrar la ecuacién exactamente en el caso de una fuente distribucional
de curvatura (ver section ) Este es de hecho, la razén por la cual el tratamiento de lentes débiles
en la aproximacion de lentes finas permite una buena descripciéon de grandes distorsiones tales como
arcos y anillos. En la literatura tales situaciones son usualmente referidas como eventos de lentes
fuertes. Esta nomenclatura resulta un poco confusa dada que su derivacién es presentada en base a
la aproximacién de lentes débiles de centros dispersores puntuales[SEF92]. Cuando una distribucién
de estos centros puntuales de dispersién es considerada se suele recurrir a la superposicion lineal
de sus efectos individuales aduciendo que uno esta trabajando con el orden lineal en el calculo de
las deflexiones. Esto es razonable en el régimen de campo débil, sin embargo uno puede ver que
esta suposiciéon hace bien su trabajo en el caso de arcos y anillos debido a que la lente estd muy
localizada.

2.9.1. Ejemplos

En esta subseccién aplicamos las expresiones generalizadas que hemos encontrado para los esca-
lares 6pticos a tres casos: una lente de Schwarzschild, una distribucién de masa con perfil isotérmico
y otra lente que tiene la geometria presentada en [GM12]. En este dltimo caso aprovechamos para
senalar una relaciéon importante que mantiene esta geometria peculiar con el modelo isotérmico.

Schwarzschild

Consideremos aqui el caso de una distribucién monopolar de masa caracterizada por M =cte.; la
cual podria estar moviéndose con velocidad v respecto del observador. Para una lente sencilla como
esta uno obtiene:

kg =0, (2.192)
4G M

entonces la convergencia y el shear totales son:

K = Ke, (2.194)

34



CAPITULO 2. LENTES GRAVITACIONALES EN EL CONTEXTO COSMOLOGICO

4G M
y=(1- ”C)CTDZS(l + 2y)

J2
4G (1— ko) DA, Da, M
-= : 1 —=.
2 (1+2z) Da (+ZU)J2

(2.195)

s

El perfil isotérmico

El modelo isotérmico es un perfil de masa caracterizado por una funcién radial de la forma:
2

or) = 55— (2.196)

Esta distribucién aparece en varios estudios astrofisicos en los cuales es usado para modelar la
dindmica estelar y para el estudio de la rotacion diferencial en galaxias con materia oscura entre
otras aplicaciones. El pardmetro v = /20 tiene unidades de velocidad y se encuentra que satisface
v < ¢; lo cual implica que las presiones en este modelo son despreciables. Por lo tanto, el contenido
de materia para esta lente viene dado por:

202
M(r) = ?r, (2.197)
Py(r) = Py(r) ~ 0; (2.198)

junto con la ecuacion ([2.196)).

Los escalares épticos intrinsecos dan como resultado entonces lo siguiente:

Dls 271'0'2
KL= —3 (1+ ZU)T’ (2.199)
Dls 271'0'2
=g (4 2) = (2.200)
y si incluimos la contribucién de la cosmologia las expresiones son:
D, 2o
k=(1- k) é (1+zv)£+,{c
! ! (2.201)
L= te) DD (1+ )2m2 + '
- Zv) T3 Key
(14+2z) 2Da, Ni
Dls 271'0'2
V= =k (L4 2)——
(1 — Ke) Da,,Da, 1+ )gmz (2.202)
= Zv -
(14+2z) 2Da,

Solucién anisotrépica peculiar

Este ultimo ejemplo es una solucién exacta de las ecuaciones de Einstein que describe muy bien
la fenomenologia de materia oscura en sistemas astrofisicos y fue presentada en [GMI2]. Posee un
tensor energia-momento poco convencional cuyas componente son

o(r) =0, (2.203)
C4

P(r)= — S 2.204

) ArGr? In <7> (2.204)

P,(r) = 0; (2.205)

con p una constante de caracterizando la distribucién. La solucién satisface las condiciones de energia
débil y fuerte y posee una masa total M(r) igual a cero.

En diferentes aplicaciones de esta geometria a problemas involucrando materia oscura se encontrd
que en el rango de interés Inr era siempre mucho méas pequefio que —Inpu. Esto significa que
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para todos los fines practicos el factor log es una constante; en otras palabras uno podria tomar

AN? = ﬁ Entonces, usando la ecuaciones (2.189) y (2.190) uno obtiene:

r
m

D,, 97 A2

K (J) = cé (1+ZU)LJ ; (2.206)
D,, 27 A2

v (J) = c; (1+2,) WJ . (2.207)

Por lo tanto, observemos que este tipo de modelos se comportan como un perfil isotérmico con
velocidad de dispersién v = v/2A cuando son considerados como modelo de lente gravitacional El
shear y la convergencia total son:

Dy, 2
k=(1- k) cé (1+ v)ﬂ' + ke
- (1—,‘60) DAsLDAl(1+Z )27TA2 L (2208)
= (1 +Zl) CQDAb (W (3]
Dls 2’/TA2
v=(1-Ke) 2(1 v) 7
(1 — K¢ DAaIDAz 27TA2 (2.209)

Este ejemplo es notable porque muestra claramente la diferencia del punto de vista adoptado aqui
y las limitaciones del tratamiento convencional basado en el uso de la densidad de masa proyectada
Y /Y. Siuno fuera a utilizar el formalismo usual uno obtendria que todos los escalares Gpticos se
anularfan ya que en este caso X = 0.

Observacion respecto de los ejemplos Estos ejemplos nos permiten mostrar las principales
diferencias de nuestras expresiones con el formalismo basado en el cémputo del angulo de defleccién
y en el cociente entre la densidad de masa proyectada y la densidad de masa critica ¥/%;.

Los primeros dos ejemplos muestran que nuestras expresiones incluyen la contribucién de la
cosmologia contenida en el factor de la convergencia cosmoldgica k. y la contribucién de la velocidad
de la lente que involucra un factor de redshift z,. Para lentes que son co-méviles con los observadores
fundamentales uno obtiene la cancelacién de este factor con el otro factor de redshift que aparecen
en el denominador y que estd solamente asociado a la cosmologia. En tal caso sin embargo todavia
permanece la contribucién k., de tal forma que nuestros resultados todavia extienden los que se
encuentran en el formalismo usual basado en la prescripcién X/%,.

Mencionemos que en las discusiones usuales basadas en el paradigma /Y., que estamos ge-
neralizando, el problema del movimiento de la lente es totalmente omitido; y por lo tanto no se
mencionan los dos efectos que producen los dos factores que hemos visto.

Finalmente, el tercer ejemplo demuestra notablemente que mediante el uso de las férmulas con-
vencionales no se pueden tratar geometrias que son utiles para la descripcién de los fenémenos de
materia oscura.

2.10. Comentarios sobre este capitulo

En este capitulo hemos presentado un estudio detallado y sistematico de los escalares 6pticos
para lentes gravitacionales dentro del contexto cosmolégico.

Nuestros resultados ofrecen nuevas expresiones que permiten considerar modelos de lentes que
poseen un contenido de materia-energia completamente general: ecuaciones —; al mis-
mo tiempo contempla las correcciones que deben ser tenidas en cuenta cuando la lente esti en
movimiento relativo respecto del marco de referencia del observador (seccién )

En este tratamiento de lentes gravitacionales encaramos la discusién desde una perspectiva li-
geramente distinta. Hemos elegimos hacer la comparacion de los efectos de lentes respecto de un
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espaciotiempo que no tiene curvatura a diferencia del abordaje usual en donde la comparacién se
hace respecto del modelo cosmolégico asumido. De esta forma, incluimos explicitamente la contribu-
cion de la cosmologia a los efectos de lentes. Esto fue discutido en la seccion donde mostramos
que la geometria de R-W puede ser caracterizada como una lente gravitacional ‘gruesa’ que produce
convergencia k. pero no shear. Vimos asi mismo que la validez de los escalares 6pticos en este caso
tienen significado incluso para extensiones angulares arbitrariamente grandes.

En este anilisis fue necesario revisar el lenguaje que uno estd usando y la interpretacion de
las observaciones; lo cual fue hecho en la seccién . En particular, senalamos que la nocién
fundamental de distancia en la discusién de lentes gravitacionales es la de distancia afin A.

Mencionemos que en la derivacion de las nuevas expresiones no es necesario recurrir a la nocién
de angulo de defleccion, el cual no es un observable en lentes débiles.

Sin embargo, la diferencia més significativa con otros trabajos y con referencias estandar en la li-
teratura es que nuestras expresiones no estan restringidas a distribuciones basadas en una descripcion
Newtoniana de la materia; ellas permiten tener en cuenta la totalidad del tensor energia-momento de
la lente y por ello constituyen una herramienta muy 1til e interesante para estudiar el problema de la
masa faltante en sistemas compactos. Esto es una cuestion clave ya que a pesar de que existen exce-
lentes referencias en la literatura [SEF92) [SKWO06] que presentan de manera bastante completa y en
forma pedagogica el tema de lentes gravitacionales, ellas descansan en simplificaciones que limitan
la investigaciones de situaciones astrofisicas desde una perspectiva mas general. Aqui, hemos genera-
lizado expresiones que aparecen en libros de textos[SEF92, [SKW06], articulos de resena (“reviews”)
[Wammbl, [BS01, Bar10] y en premisas de articulos de investigacién|[KF08| [LLC™ 16, [HBAT6].

Ademaés, consideramos importante senalar que el efecto producido por el movimiento de la lente
estd totalmente integrado en nuestro formalismo y aparece de una manera sencilla y clara como
puede constatarse comparando con otros trabajos conocidos[KS99, [Eri03, [WS04] en los cuales el
algebra es mucho més complicada. En la seccién calculamos explicitamente los escalares pticos
exhibiendo estas propiedades en el caso de lentes que localmente tienen una geometria estatica
y esféricamente simétrica (ecuaciones y (2.190)). Con ellas mostramos que hay modelos
geométricos de lentes que no pueden ser tratados si no se tiene en cuenta toda la estructura del tensor
energia-momento; estos modelos resultan sumamente 1itiles para una descripcién de las observaciones
de materia oscura (ver por ejemplo|[GM12]). Estas novedades han sido explicitamente ilustradas en la
aproximacién de lentes finas en donde hemos notado la aparicién un factor que involucra el redshift
de la lente, como se indica en la ecuacién , el cual no ha sido mencionado previamente. Esto en
particular indica que no es correcto intercambiar distancias Euclideas utilizadas en el caso de lentes
sobre un espaciotiempo de fondo plano por distancias angulares en el caso de un fondo cosmoldgico
como el de R-W tal como se sugiere en [SKWOG].

Con nuestro lenguaje también presentamos nuevas formulas para la relacion de las magnitudes
observadas con los escalares épticos a través de las magnificaciones en intensidad que definimos en
la subseccion . Esta conexion con las magnitudes observadas se hizo de dos formas diferentes:
introduciendo la magnificacién de intensidad i definida en términos de los flujos y a través de la
definicién de la magnificacién de intensidad astrofisica p. La primera de ellas, estd contenida en
las ecuaciones y y surge de comparar flujos a igual valor del parametro afin A; la
segunda, hace contacto con la forma en que la comunidad astrofisica describe el comportamiento
del médulo de la distancia como funcién del redshift.

En este sentido es importante destacar que la magnificacion de intensidad ‘fisica’ i sélo depende
de la distancia afin y que coincide con la magnificacién angular x4 como consecuencia del teorema de
Etherington . Por lo tanto, cuando expresamos el médulo de la distancia, valido para espacio-
tiempos generales, éste solo depende de los escalares de lentes y de datos cineméticos. En cambio,
cuando lo expresamos en término de p’,, esto requiere de la suposicién de un modelo cosmolégico de
tal forma que una relacién distancia-redshift pueda ser aplicada.

Es debido a esta razén que algo curioso ha pasado con la manera en que los datos de supernovas
han sido estudiados. En efecto, una inspeccién de las ecuaciones y muestra que las
observaciones de los flujos de las supernovas no dependen de una posible constante cosmolégica ya
que en el célculo de los escalares 6pticos sélo interviene la parte sin traza del tensor de Ricci y
el tensor de Weyl en la cual A no aparece. Sin embargo, en trabajos famosos como [RT98, [PT99)
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los autores han estudiado la relacién entre el comportamiento de los flujos de las supernovas con
el redshift por medio de la ecuacién (2.110). Se asume alli un modelo cosmolégico y se argumenta
que la explicacién més favorecida de las observaciones requiere de la presencia de una constante
cosmolégica.

Esta curiosidad estd relacionada también a lo siguiente: si nos referimos a las tablas y
uno puede ver que la intensidad en magnificacién fi es siempre mas grande que 1; si aplicamos pues
para describir la luminosidad observada de las supernovas uno dirfa, contrariamente, que
son m4s brillantes que en el caso plano. Sin embargo, en el andlisis [R798) [PT99| la afirmacién es
que la luminosidad observada es més tenue (See table de lo esperado como funcién del redshift
y por lo tanto una constante cosmoldgica es requerida.
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Capitulo 3

El formalismo de lentes
gravitacionales en una
configuracion que contiene varias
lentes finas

3.1. Un arreglo de varias lentes finas

En esta seccion consideraremos un arreglo de N subsistemas compactos dispuestos a lo largo
de la visual, cada uno de ellos actuando como una lente gravitacional fina. Las configuraciones que
trataremos seran tales que las distancias entre los subsistemas vecinos es suficientemente grande
como para que el tamafio caracteristico §; de cada lente puede ser despreciado en frente de las
separaciones relativas. Ya que estamos interesados en lentes finas, la contribucién a la curvatura en
la ecuacién desviacién de geodésicas es solamente significativa en un entorno local de cada una de
ellas. Esto significa que podemos considerar la nocién de lentes finas que empleamos en la seccién
pero ahora extendida al caso de varias lentes que estdn cuasi-alineadas a lo largo de la visual
(figura . Mas precisamente consideraremos un arreglo que satisface:

0, 0< A< A, — 01
\ 5/\011, - Al 6 S A< N\, — 02
SC(\) = / 6C (N dX = { 6C, +6C,, A, +02 S A< Ny — 63, (3.1)
0 . .
<§5l1+...+(5/511\,, Ay +on < A

donde & < A, con Ai,, = A, — A, vy donde recordemos que usamos 6C' para denotar los
escalares {0®gg, 0Wp}.
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3.1. UN ARREGLO DE VARIAS LENTES FINAS

Galaxies

. %P & Cl b '-/ > A
— SN, h

Observer

Lens Array

Figura 3.1: Esquema de la disposicién observacional del arreglo de lentes finas.

Notemos que en general, como sugiere la figura[3.1] el arreglo no tendré ninguna simetria respecto
del eje de la visual. Esto sera asi, incluso en el caso en que cada lente esté descrita por una geometria
axialmente simétrica cuyo eje de simetria esté alineado con el eje de la visual.

Para calcular los escalares 6pticos de la configuracion dada por necesitaremos hacer uso
entonces de las ecuaciones generales (2.153] [2.154l [2.155)) presentadas en el capitulo[2| Por la estruc-
tura que tienen las férmulas que alli presentamos, recordemos que podemos escribir genéricamente
para las contribuciones intrinsecas lo siguiente:

_ A 1 A 2 " /
oLy = 5z [ 0CDAAN" | dN. (3.2)
0 A JO

Entonces, mediante un calculo cuidadoso siguiendo los mismos pasos que presentamos en la
seccién (12.8]) hemos encontrado la siguiente férmula general:

—

Oy = 5011

2 2
DAll DAl2l1 B DA12 - DAzl DA512
1+ 2, DAS 14 2z, DASDALQ

DAlz DA1311 D%ls B D’2412 DA

1+ Zl, DAS 1+ 2l DAS DAZ3 (3-3)

slg

+ (5511 + 5512)

+...
DAZN DAslN
142, Da, ’

+ (%t |

La notacién reducida que hemos usado para las distancias angulares es la siguiente: D Ay, denota
la distancia angular desde lente /; hasta [ medida por un observador fiducial situado en el lugar de la
lente [; que se mueve con la misma 4-velocidad que los observadores preferenciales de la cosmologia.

El calculo de la férmula no presenta mayores dificultades y por ello hemos relegado los
detalles de la derivacion al apéndice

Del aspecto que tiene la expresién para los escalares 6pticos uno puede notar que cuando dos o
mas lentes son consideradas el efecto neto del arreglo no corresponde a la superposicién lineal de los
efectos individuales que tendria cada una de las lentes por separado. Esto es completamente analogo
a lo que sucede en los instrumento épticos construidos con varias lentes tal como un telescopio o
unos prismaticos.

En el caso que exista solamente una lente esta expresién se reduce a las ecuaciones

2.172} [2.173)) presentadas en la seccién |j simplemente tomando gé’ll =...= (5/5'le1 =0y
0C, =0C.
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CONFIGURACION QUE CONTIENE VARIAS LENTES FINAS

La expresién es totalmente general, en el mismo sentido que hemos destacado anteriormente:
los términos gE’lj permiten considerar lentes con un tensor energia-momento no trivial e incluyen la
informacién sobre el movimiento de las lentes.

Existen muchas situaciones en las cuales se requieren estudios considerando arreglos de lentes
finas; por ejemplo en el estudio de la magnificacién de supernovas [BRNT02, ?] asi como también
en el caso menos explorado de un arreglo de ciimulos de galaxias a lo largo de la visual. Teniendo
en mente esta ultima situacion en la siguiente seccién presentamos las expresiones para un arreglo
de dos y tres lentes junto con aplicaciones usando los modelos ya discutidos de lentes.

3.1.1. Arreglos con dos y tres lentes finas

En esta subseccién queremos ilustrar el uso de la férmula general en los casos més sencillos
donde el nimero de lentes es reducido. Tales situaciones podrian encontrarse en el caso de grandes
sistemas que se encuentren aproximadamente alineados como el caso de cimulos de galaxias [J15].
Aqui presentaremos las expresiones completas en el caso de dos y tres lentes; y en la siguiente seccién
las aplicaremos a lentes modeladas con las geometrias ya discutidas anteriormente.

Dos lentes finas

Este es el caso mds simple y de acuerdo a la ecuacién (3.3) cuando solamente dos lentes estan
presentes obtenemos lo siguiente:

KL = e <DA[211 e > 500 nt L DayDas, %0 las (3.4)
DAZ2DAS 14 2, 14 2z, 14 2z, DAS
DAll DALQllDAZQ DAllDA I \ 3 1 DAl DAz o
; = . o 2" 2 50 ,,; 3.5
L+ L Da,Da, ( 14 2z, 1+ 2z, ) outy +z1,  Da, ot (35)

Debido a que los factores de distancia que acompanan a las cantidades 56’11 y 56’52 son distintos
quizéas es interesante notar aqui que éstas férmulas dependen sensiblemente del orden en el cual
estan dispuestas las contribuciones (5/5’11 y 55’12. Esto es, en general, uno obtendra valores distintos
si intercambia 55’11 por 5512 en las expresiones de arriba.

Tres lentes finas

En el caso de tres lentes obtenemos lo siguiente:

2
. :DAll DA1211 4 DAl3l1 4 DAsl3 DA12 DA12 I DASZ2 DAzl 1— D124l2 g(i)OOll
DAS 1+ 2, 1+ 2, 1+ 2z, .DAL3 DAzl 14 2z, DA,2 DA,1
DAL2 DAlgll DASL3 DA12 5’&)0(” + DA13 DASL3 /CIJOOZ
Da, |1+ 2, 142, DA13 2 Dy, 1+ 2z, 37
(3.6)
Da, |[D D Da,. D D Da,, D D7 —
ML +iverL = ! Aaty Aign | Ay T A Aip | Ay ZAn g 12412 0Wo i,
DAs 1+ 21, 1+ 2, 1+ 2z, DAL3 DAll 1+ 21, DA12 DAll
DAz2 DA13l1 DASlg DA12 (@Ol T DAz3 DA513 5\01 ’
DAS 14 2z, 14 2z, l)Al3 2 DAS 14 2z, 3

donde hemos reagrupado los sumandos de tal forma de exhibir explicitamente el hecho que el efecto
total no es el que produciria la suma de las contribuciones aisladas de cada lente.
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3.2. UNA CONFIGURACION DE DOS LENTES ESFERICAMENTE SIMETRICAS EN
MOVIMIENTO

Tanto en el caso de dos lentes como en este que corresponde a tres lentes uno puede entrever
una propiedad que es importante senalar y que se da en la situacién general: las magnificaciones
producidas por el sistema de lentes dista de ser igual al producto de las magnificaciones individuales
que producirian las lentes por separado.

3.2. Una configuracién de dos lentes esféricamente simétri-
cas en movimiento

Para lentes cuya geometria es estatica y esféricamente simétrica vimos que las contribuciones a
la curvatura 6@, y 6Wo, tienen la forma:

— e e P.(r;, J?
Shoor, = o (1+2) | [Qmi) + 20 e () - P,.mi))] dy,  (33)

— 00 l;

=%

—~ G o0
6o, = _6211%7 (1+ zvi)/

c N

[

I‘l C

3M<rli) 15 (rli> P (rli)
[3 — | o(ry,) + R — dy; (3.9)
donde las cantidades o(r;,), Pr(r;;) v P:(r;,) son la densidad energia, las componentes radial y
tangencial de la presién respectivamente; mientras que M (r;;) denota la masa total de la geometria.
Como la notacién lo indica la variable r;, estd asociada con la coordenada radial usual de la geometria
local de la lente:

dr}

1 _ QM(I‘H)

ds* = a(ry,)dt* — —rj (d6? +sin(0)*d¢?) ; (3.10)

rli
y los parametros J;, y ¥, corresponden, respectivamente, al parametro de impacto del fotén respecto
del centro de la distribucion I; y al angulo que éste forma con el eje ‘2’ del plano correspondiente a
la lente [;. Uno puede ver ([GM11]) que J;, y ¥, satisfacen:

Jp=r1i =y, (3.11)

_ At (3.12)

Ahora bien, en el caso de varias lentes finas puede ser conveniente describir el plano de la imagen
respecto de un sistema de coordenadas (X, Z) que no esté centrado en ninguna de las distribuciones
que se observan a lo largo de la visual. Sin embargo, es conveniente elegir para la descripcién uno
de los planos que estan asociados a alguna de las lentes que componen el arreglo. Sin pérdida de
generalidad asumiremos aqui que sera la lentes més cerca al observador (primera lente) y, asociaremos
entonces este plano de referencia con las coordenadas (X, Z).

Dado que estamos suponiendo que el arreglo comprende una regién muy pequeno del cielo ob-
servado, la relacién entre el plano de la lente I; descrito por las coordenadas (z;, z;) y el sistema
(X, Z) estd dada simplemente por una traslacién, tal como se ilustra en la figura En la figura la
primera lente se encuentra en el origen y la lente I; se sitiia en las coordenadas (X;, Z;) las cuales se
interpretan como las distancias transversales respecto del eje que pasa por el observador y el centro
del plano X-Z. Notemos que en general uno trabaja con dngulos por lo que las coordenadas (X;, Z;)
dependen de la distancia en profundidad a la cual se sitia la lente [;.
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V4

Figura 3.2: Geometria en el plano de la imagen.

De manera analoga, a como procedimos en el caso de una unica lente aqui también es conveniente
escribir la dependencia funcional de los escalares épticos en términos de dos variables J y ¥ definidas
respecto del sistema de coordenadas (X, Z). La relacién entre estas variables y las correspondientes
a una lente I; que tiene una ubicacién proyectada a lo largo de la visual en (X;,Z;) es la siguiente:

Je' = (Z; +iX;) + Jp, e (3.13)

Notemos entonces que por construccién las cantidades J y ¥ representan, respectivamente, el
parametro de impacto de los fotones respecto la primera lente y el dngulo que forma la trayectoria
de los mismos con el eje Z.

Estas son las relaciones que necesitamos para construir los mapas de shear y estudiar las mag-
nificaciones producidas por un arreglo de lentes.

3.2.1. Dos ciimulos de galaxias

Aqui mostraremos los resultados para dos ciumulos de galaxias. Los mismos estan modelados por
un perfil isotérmico, donde las contribuciones individuales a la curvatura estan dadas por:

= 1 2702

0®oo 1, = (1 + Zvli) Pol (3.14)
K]

- 1 2n0? .,

tal como vimos en la seccién .

El arreglo que consideramos ilustra la situacién de ciimulos con masas del mismo orden; por ello
hemos tomado para ambos perfiles una velocidad de dispersién igual en ambos casos de 5001%“. Las
lentes hemos asumido por simplicidad que se mueven con el flujo de observadores cosmoldgicos en
un Universo de Friedman con los pardametros reportados por la colaboracién Planck (ver seccién
(2.5.6))) y poseen los siguientes redshifts: z;, = 0,06 y 2z, = 0,17.
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MOVIMIENTO

Los gréaficos siguientes muestran los escalares Opticos para distintas valores de apartamiento
relativo respecto de la visual. En el caso del shear se grafica en mapas de contorno el valor del
modulo del mismo conjuntamente con las curvas tangentes al campo de shear sobre el plano de
referencia.

Notemos que al plano de referencia correspondiente a la primera lente se le ha efectuado una
traslacién de manera de centrar la imagen; por tal motivo los centros de las lentes se encuentran
situados a lo largo del eje Z en las coordenadas (0,Z;) y (0, —Z;).

(a) Convergencia £r.. (b) Mapa de shear.

Figura 3.3: Escalares 6pticos para dos cimulos esféricos con perfil de masa isotérmico situados en
las coordenadas (X; = 0,Z; = £2Mpc).

(a) Convergencia k.. (b) Mapa de shear.

Figura 3.4: Escalares épticos para dos cimulos esféricos con perfil de masa isotérmico situados en
las coordenadas (X; = 0,Z; = £5Mpc).
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m-0.0015

+0.0010

(a) Convergencia k. (b) Mapa de shear.

Figura 3.5: Escalares épticos para dos cumulos esféricos con perfil de masa isotérmico situados en
las coordenadas (X; = 0,Z; = +8Mpc).

En los graficos siguientes podemos ver la caracteristica general de este tipo de lente compuesta. En
ellos podemos distinguir tres regiones en el plano de la imagen que presentan distintas caracteristicas:
una region inmediatamente cercana a la posicién de los centros de las distribuciones en la cual las
curvas integrales del shear forman curvas cerradas que contienen a una de las dos lentes; otra
regién intermedia donde las lineas integrales del shear son curvas cerradas en forma de 6valos que
contienen en su interior ambos focos y, finalmente una regién asintética donde las curvas integrales
son circunferencias.

3.2.2. Un cimulo de galaxias y un void compensado

En este caso nos ocupamos de la situacién en la cual tenemos un void alineado con un ctimulo
de galaxias. El cimulo estara caracterizado por una distribucion con perfil isotérmico, en tanto que
para el void usaremos el modelo sencillo de Amendola [AFW99] para un void compensado.

Dado que la senal que uno esperaria obtener por medio del efecto de lentes débiles en void es muy
baja resulta interesante estudiar si por la presenciad de otros sistemas tal como un cumulo estos
efectos podrian magnificarse. Aqui utilizamos nuevamente las férmulas para computar
los mapas de shear en una situacién donde el void se encuentra entre el observador y el cimulo.
Presentamos aqui, los resultados para dos sistemas con valores tipicos: en el caso del cimulo hemos
tomado o = 5001%11 mientras que el void ha sido elegido con radio R = 10Mpc, una pared de tamano
d = 1Mpc y una densidad de energfa en su interior del 5% con respecto a la media cosmoldgica.
El modelo cosmolégico usado ha sido el presentado en la seccion y las distancias a la cual
ambas se sitdan son las mismas descritas anteriormente en (3.2.1)).

En este caso el plano de referencia es el correspondiente al void el cual estd situado en el origen
de coordenadas.
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(a) Convergencia Kr.. (b) Mapa de shear.

Figura 3.6: Escalares 6pticos para un cimulo y un void perfectamente alineados. Para valores tipicos
se ve claramente que la senal es dominada por la presencia del cimulo.
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(a) Convergencia £r. (b) Mapa de shear.

Figura 3.7: Escalares épticos para un cimulo y un void quasi-alineados. El cimulo se encuentra
situado en las coordenadas (X; = —5,5Mpc, Z; = —5,5Mpc) respecto del centro del void en el plano
de referencia.

En todos ellos observamos que la senal estd dominada por el ciimulo lo cual es esperable; por
lo que para obtener senales comparables, que pudieran enriquecer la estructura observable que
se muestra tanto en los mapas de shear como en el gréfico de la convergencia uno deberia tener
configuraciones bastante particulares. Uno deberia poder encontrar alineaciones donde

Da, (DA%DA,2 N DAIIDAW) 5. ~ 1 Da,Dag, 5Cy; (3.16)
DAl2 DAS 1+ 2l L+ Zl 1+ Zl Da

s

donde las contribuciones 5/5’11 ~1073y 5512 ~ 1076 corresponden al cimulo y al void respectiva-
mente.
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3.2.3. Dos voids cuasi-alineados

Mostramos aqui también el caso de dos voids con el mismo perfil de masa dado por [AFW99].

Se trata de dos voids idénticos que estan dispuestos en configuraciones que involucran distancias
que hemos considerado en casos los casos anteriores; es decir, los factores de distancias que intervie-
nen en las ecuaciones y son los mismos que en los casos anteriores dado que la intencién
aqui es exhibir el comportamiento general que presentan estos arreglos sencillos.

En completa analogia con el caso de los dos cimulos (3.2.1)) aqui nuevamente hemos trasladado
el plano de referencia de tal forma que la imagen resulte simétrica; los voids los hemos situado por
tanto a lo largo del eje Z en una traslacién del plano de referencia tal como se explicé en (3.2.1)).

Uno puede observar claramente el caracter divergente que tiene este tipo de lente en los gréaficos
de los escalares 6pticos. Se ve también que el efecto de la lente es simétrico respecto del eje Z aunque
se debe notar una pequena asimetria de la senal respecto del eje X producto de la separacién de las
lentes.

+-0.00008

+-0.00004

o
.5 «108
0.00001

10

(a) Convergencia Kr,. (b) Mapa de shear.

Figura 3.8: Escalares 6pticos para dos voids cuasi-alineados dispuestos sobre el eje Z del plano de
la imagen. El radio de ambos voids es de 10Mpc y los centros de ambos sistemas se hallan en
Z; = +2Mpc.

47



3.3. COMENTARIOS SOBRE ESTE CAPITULO

+-0.00008

+0.00004

g =108

A - 0.0000q

(a) Convergencia £r. (b) Mapa de shear.

Figura 3.9: Escalares épticos para dos voids idénticos, cuasi-alineados, dispuestos sobre el eje Z del
plano de la imagen. El radio de ambos voids es de 10Mpc y los centros de ambos sistemas se hallan
en Z; = +5Mpc.

3.3. Comentarios sobre este capitulo

En este capitulo hemos extendido la discusién de lentes finas al caso de una disposicién cuasi-
alineada de un nimero arbitrario de lentes a lo largo de la visual usando el formalismo desarrollado
en el capitulo . Esto constituye a su vez una generalizacién de las expresiones ya conocidas
en el mismo sentido que fue senalado en el capitulo : nos permiten trabajar con geometrias
completamente generales teniendo en cuenta a su vez el movimiento de cada lente individual. Al
mismo tiempo resalta nuevamente el origen propio de las distorsiones que sufre la imagen; esto es,
un tensor de Ricci no nulo produce la convergencia mientras que la curvatura de Weyl gobierna el
shear. Si bien, los ejemplos que presentamos poseen simetria de reflexién respecto al eje queconecta
los centros de las distribuciones; configuraciones més con un ntimero mayor de lentes constituirian
un primer caso sencillo donde uno puede estudiar lentes que no poseen ninguna simetria en absoluto.
Como ilustracién del uso de estas expresiones hemos presentado tres configuraciones con sistemas
tipicos en los que podrian ser utilizadas estas herramientas. En este sentido es importante notar
que tales sistemas han sido poco estudiados en la literatura tales como el caso de dos ctimulos de
galaxias alineados o el caso de la alineacion de voids. Por otro lado, el estudio de la magnificacion
producida por un conjunto de inhomogeneidades a lo largo de la visual es sumamente 1til a la hora
de estudiar las relaciones entre distancias y luminosidad que por ejemplo aparecen en los trabajos de
supernovasﬂm. La férmula junto con la expresién que relaciona las magnitudes
con los escalares Opticos son las expresiones generales que nos permiten llevar a cabo este tipo de
analisis en el contexto cosmoldgico.
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Capitulo 4

Nuevas geometrias esferoidales
para el estudio de sistemas
astrofisicos

4.1. Introduccion

En este capitulo introducimos nuevas familias de geometrias que son generalizaciones de las métri-
cas esféricamente simétricas. Las mismas describen distribuciones esferoidales (proladas y obladas)
y constituyen un primer intento en la descripcién general de este tipo de sistemas por medio de
espaciotiempos exactos. Dentro del contexto de esta tesis, la motivacién para considerar modelos
geométricos estd fundada en la sospecha de que la descripcion del contenido de materia de los
sistemas astrofisicos podria requerir que se deba tener en cuenta la totalidad de la curvatura pro-
ducida por el campo gravitacional. Esto contrasta con lo que sucede en los enfoques basados en una
concepcion Newtoniana de la materia en la cual solamente la densidad de energia del tensor energia-
momento es relevante. Entonces, el enfoque que aqui tenemos es de considerar estas geometrias
como herramientas practicas para el estudio y modelado del campo gravitatorio de estructuras as-
trofisicas. Por ello, en nuestra presentacion, no discutiremos modelos de materia especificos para
el tensor energia-momento compatible con estas geometrias; sino que mostraremos que dichas geo-
metrias pueden ser utiles, ademas de adecuadas, para el estudio de varios sistemas considerando
algunas geometrias concretas. La construccién de un modelo particular para los campos de materia
para cada sistema de interés constituye un problema que debe ser considerado en una instancia
posterior.

En otro aspecto, esta buisqueda de geometrias més generales se complementa con el formalismo
de lentes gravitacionales que hemos presentado en los capitulos y ya que el mismo tiene
la virtud de permitir el uso de modelos geométricos exactos para la descripcion de la lente. La
combinacién de estas dos herramientas es por lo tanto potencialmente muy 1til e interesante en el
estudio observacional de sistemas no esféricos que puedan ser descritos de manera mas adecuada
por medio de distribuciones esferoidales.

4.2. Esferoides en el espacio Euclideo

Antes de introducir las nuevas geometrias que aqui reportamos serd de ayuda para la presentacién
revisar sisteméticamente algunas nociones bésicas de esferoides en el espacio Euclideo R3.

Existen dos clases de sistemas de coordenadas esferoidales: prolados y oblados; los cuales son
generados a partir de las coordenadas elipticas en el plano Cartesiano R? [MSS88|. Las coordenadas
esferoidales son obtenidas normalmente de forma tal que su coordenada radial describe un conjunto
de esferoides confocales. El sistema de coordenadas prolado es obtenido rotando las curvas de nivel
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4.2. ESFEROIDES EN EL ESPACIO EUCLIDEO

correspondientes a las elipses confocales a lo largo del eje que une los dos focos. En cambio, las
coordenadas obladas son generadas rotando las mismas elipses de manera perpendicular al eje que
une los focos; esto es luego de la rotacion los focos dibujan un anillo en el espacio.

Para fijar la notacién que usaremos, debajo introduciremos ambos sistemas de coordenadas de
la manera usual: estableciendo su relacién con las coordenadas Cartesianas (x,y,z) en el espacio
Euclideo R3.

4.2.1. Sistema de coordenadas prolado

Denotaremos por {r, 6, ¢} las coordenadas del sistema prolado, las cuales toma valores en los
rangos:

r— [07 0), (4.1)
0 — 10,7, (4.2)
¢ — [Ov 27T];

y estdn relacionadas a las coordenadas Cartesianas usuales (x,y,z) de la siguiente manera:

donde la constante 7, tiene el significado de la distancia a los focos desde el origen de coordenadas
del sistema Cartesiano.
Uno puede ver que las superficies r =cte. son esferoides prolados con sus focos situados a lo largo
del eje z, y por tanto satisfacen:
72 X2 +y?
2+ r2

=1; (4.7)

donde el valor » =cte. corresponde a la longitud del semieje menor de la elipse, mientras que el
tamano del semieje mayor es igual a m .

En estas coordenadas el elemento de linea de la métrica Euclidea en R® adquiere la siguiente
expresion:
dr?

ds* = (r* + ri sin(6)?) ( T2

+ d92> + r?sin(0)? d¢?. (4.8)

4.2.2. Sistema de coordenadas oblado

Las coordenadas obladas son usualmente denotadas por los mismo simbolos {r, 8, ¢} empleados
en el caso prolado. El rango que tiene es también el mismo especificado anteriormente por (4.1,

2, @3).

Su definicion a partir de las coordenadas Cartesianas es la siguiente:

= /7?2 + 12 sin(0) cos(9), (4.9)
y = /7% + 12 sin(0) sin(¢ (4.10)

z = rcos(6). (4.11)

En este caso el pardmetro r, corresponde al radio descrito por los focos de la elipse cuando son
rotados alrededor del eje z para generar el esferoide tal como antes se mencion6 anteriormente.
Notemos que las superficies 7 =cte. describen esferoides oblados con el eje z como el eje de
simetria; esto es expresado por: , ,
XY (4.12)
T re+rs
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Los términos 4/r2 + 7‘,% corresponden al radio mayor del esferoide y r al semieje menor en com-

pleta analogia con el caso prolado.
La expresién del elemento de linea del espacio Euclideo R3 en estas coordenadas resulta ser:

d 2
ds® = (17 + 12 cos(0)?) (r2+’"r2 + d02> (2 4 12) sin(0)2dg?. (4.13)
m

4.3. Espaciotiempos con simetria esferoidal

En esta seccion presentaremos una clase bastante general de geometrias que poseen simetria
esferoidal. Las mismas estdn construidas de una forma muy natural que se asemeja a la manera en
que uno encuentra habitualmente las geometrias esféricas y por tanto son una generalizacién directa
de éstas tltimas.

En analogia con la forma usual del elemento de linea con simetria esférica, consideramos funciones
a(t,r) y b(t,7) que acompaiian a los diferenciales dt*> y dr? y proponemos las siguientes:

ds* =a(t,r)dt* — (r2 + ri sin? (9)) ( Z(j’_r)g dr® + d92) —r?sin?(0)de?, (4.14)
T T
m
ds* =a(t,r)dt* — (r2 + TZ cos2(0)) < b2(:,_r)2 dr?® + d92> - (7"2 + ri) sin?(0)d¢?; (4.15)
rZ4r
m

las cuales corresponden respectivamente a una geometria con simetria prolada y otro con simetria
oblada.

Uno puede ver que se trata de geometrias que pueden tener una dindmica no trivial pero que
tienen momento angular J = 0. Nuestro objetivo es usarlas como herramientas para estudiar sistemas
astrofisicos de interés; como mostraremos mas adelante.

Notemos también que en el limite r, — 0 uno recupera la expresién usual més general en la
que suele encontrar la métrica de un espaciotiempo esféricamente simétrico [Car04]. Por otra parte
si uno toma a(t,r) = b(t,r) = 1 entonces obtiene el espaciotiempo de Minkowski expresado en
coordenadas esferoidales.

Para el andlisis de estas geometrias es conveniente trabajar con la siguiente redefinicién de la
funcién b(t, r):

r? + ri

b(t = :
) 7“2—27“M(t,r)—|—7ﬁ’

(4.16)

la cual resalta atin més su cercania con el caso esféricamente simétrico. Entonces, los elementos de
linea adquieren la siguiente forma:

1
r2 =2rM(t,r) +r
1

ds* =a(t,r)dt* — (7"2 + ri sinz(e)) ( 5 dr® + d92> —r?sin?(0)d¢?, (4.17)

m
5 dr® + d92> - (7“2 + ri) sin?(0)d¢?.
m

ds> :a(t,r)dt2 _ (7"2 + ri 0052(9)) (T2 —2rM(t,7) +r

(4.18)

En el apéndice hemos colectado las expresiones para la curvatura, las cuales necesitaremos

tanto para estudiar su contenido de materia via las ecuaciones de Einstein como para el estudio de
lentes débiles que presentaremos en el siguiente capitulo.

4.4. Geometrias estaticas con simetria prolada

A continuacién discutiremos geometrias estaticas. Presentaremos una descripcion analitica del
tensor energia-momento asociado para el caso de distribuciones proladas que ilustra, por un lado la
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estructura del mismo y por otro el hecho que un tratamiento relativamente sencillo se logra siguiendo
analogias con el caso esférico.
Consideraremos en particular geometrias que son estaticas; es decir que son de la siguiente forma:

dr?
r2 —2rM(r) + rl%

ds® =a(r)dt* — (r* + ri sin®(6)) ( + d02) — r?sin?(0)d¢?; (4.19)

donde la funcién M (r) estd muy relacionada a la componente Gy del tensor de Einstein tal como
veremos a continuacién.

4.4.1. Tensor energia-momento

De las componentes del tensor de Einstein (apéndice uno puede leer las componentes
no nulas del tensor energia-momento mas general T,;, compatible con las simetrias de la geometria
prolada con las funciones independientes del tiempo a(r) y M(r).

Usando la analogia con las variables macroscépicas que caracterizan un fluido perfecto escribire-
mos estas componentes en términos de tres funciones o (r,0), P, (r,0) y P; (r,0) las cuales tendrian
el significado de la densidad de energia y de las componentes de la presion respectivamente. Sin
embargo, ya que no hemos especificado un modelo de materia para las fuentes de la geometria uno
debe tener presente que esto constituye solamente una nomenclatura.

Las siguientes definiciones son generalizaciones ttiles de aquellas que provienen de la situacién
esféricamente simétrica

Ty =a(r)o(r,0), (4.20)
r? + r2 sin®(0)
r2 —2rM(r) + 12
Ty = r?sin®(0) Py(r, 0). (4.22)

T = P.(r,0), (4.21)

Por medio de las ecuaciones de campo entonces encontramos que estas funciones estan relacionadas
a las funciones métricas en la siguiente manera:

2 sin?(0) (512 4 r2 sin?(0 2r? 4 r2sin?(0)  dM
o(r,0) =- ) ( B § ) M(r) + : 2( ) 5= (4.23)
87 (r2 4 72 sin®(6)) 87 (r? 4 72 sin®(0)) dr
2r2 + 72 sin?(0)) Y(r) + rM(r
Pr(r7 9) :( K ( )) (2) 2 ( ) (424)
4r? (r2 + 12 sin®(0))
dM 7% —3r2sin?(0
Py(r,0) = - 5 | =T+ #J)M(T)
87 (12 + r2 sin®(0)) dr— r?+rjsin”(0)
1 dYy
+ T(r) +r— 4.25
Ar (r2 + r2 sin®(0)) { (r)+r dr ] (4.25)
2r M M
- — v [— (T)—d—ﬂ(r)];
4m (r2 4 72 sin®(0)) (r2 — 2rM(r) +13) r dr
donde por conveniencia introducimos la funcién Y(r) definida asf:
2 —2rM(r) + 72 da
Y(r) = E—. 4.2
(r) 4ra(r) dr (4.26)
Adicionalmente, uno encuentra que las componentes 7,9 y Tpg toman la siguiente forma:
. 2 2 2 2 .
- ~r r2sin(6) cos(0) [477 (r? +r2sin®*(0))" P.(r,0) rM(r)} | (4.27)

w2 ez sin?(0) (20 + 2 sin®(9)) (2 — 20 M () + 77)

52



CAPITULO 4. NUEVAS GEOMETRIAS ESFEROIDALES PARA EL ESTUDIO DE
SISTEMAS ASTROFISICOS

1 r2sin?(0)  [dM 3r% —r2sin®(0) M(r)
T — (92 + 2.4in2(0)) P ,0) — Y SN N il ® . 4.28
vo = (r* + 1y, sin*(0)) Pu(r,0) 82 412 sin?(0) | dr r2 +r2 sin?(9) r (4.28)

Es interesante ver en este caso M = 0 < Gy = 0; lo cual constituye una diferencia con respecto
al caso esféricamente simétrico donde uno tiene que M = 0 = Gy = 0 ya que en general Gy =
0 = M = 0, tal como sucede con la métrica de Schwarzschild. Sin embargo, notemos también
que en el limite 7, — 0 uno vuelve a obtener las ecuaciones de campo para el caso de un fluido
esféricamente simétrico. Existe ademas otra peculiaridad que aparece en estas geometrias respecto
del caso esférico: la condiciéon P. = 0 implica M = 0 y Y(r) = 0; la cual a su vez tiene como
consecuencias que ¢ = P, = 0 y a(r) =cte.; esto es, uno obtiene Minkowski pidiendo solamente que
P, = 0. Esto no ocurre en general en simetria esférica.

Finalmente, para la ecuacidon de conservacién en estas geometrias uno encuentra que toma la
siguiente expresion:

OP, _ o+ Prda 2% +1isin®(0) P, — P,

or 2a dr (r2+r2 sin®()) 7
4.29
e sin?(#) 3r? 472 sin®(0) M(r) dM ' (4.29)
87 (r2 412 Sin2(9))4 r2 4 r2sin®(0) v dr )’

la cual nuevamente uno puede ver como una generalizacion de la ecuacién andloga en el caso esférico

[GMTI].

4.5. Algunos modelos particulares

4.5.1. Solucién anisotrodpica sin masa

La geometria que aqui consideramos es una generalizacion de la solucién anisotrépica peculiar
reportada en [GMI2] la cual permite describir de manera notable varias observaciones del fenémeno
de materia oscura.

La solucion se obtiene si uno requiere que tanto la componente tangencial de la presién como la
densidad de energia sean cero:

o(r,0) =0, (4.30)
Py(r,0) = 0; (4.31)

esto implica en particular que
M(r)=0. (4.32)

De esta forma, en ambos tipos de geometrias proladas y oblada, la métrica queda completamente
determinada por la funcién a(r) que tiene la siguiente forma funcional:

r r2
C+ln| —+,/1+ -

Ty s
con ag y C' dos constantes arbitrarias de integracion.

Para las métricas proladas, la funcién P.(r,6) que determina el tensor-energia momento de la
distribucién resulta:

P9y = L 2 FTasin’(0) e : (4.34)
ST e s 0) [+ (2 + 1 5)] |

mientras que para la métrica oblada uno obtiene

2

a(r) = ag ; (4.33)

L1 (P e eos(0) r
S s (1 4 2 eo(®) [0+ (£ 4\ /1 5]
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Pr(x2) P (x,2)

101078

(a) Geometria prolada. (b) Geometria oblada.

Figura 4.1: Componente P,(r,d) para geometrias esferoidales sin masa (M (r) = 0) y P,(r,6) = 0.
Ambas geometrias graficadas han sido elegidas con el valor r, = 3Mpc.

Los gréaficos muestran la forma tipica de los perfiles que tiene la componente P, (r) para las
distintas geometrias. En ellos se observa que las superficies de nivel copian de manera bastante
aceptable la forma de los esferoides.

4.5.2. Geometria peculiar con perfil de masa isotérmico

Resulta claro que si queremos describir més apropiadamente los estructuras que vemos en el
Universo necesitamos considerar también un tensor energia-momento con ¢ # 0. Consideremos
pues un modelo méas general que el presentado anteriormente en la seccién ; en este caso
utilizaremos la siguiente funcién del perfil de masa que tiene la misma dependencia que en el caso
esférico; esto es:

M(r) = —r; (4.36)

y consideraremos una componente temporal en la métrica, a(r), dada por la ecuacién (4.33).

Entonces en estos modelos podemos calcular la densidad de energia correspondiente; en el caso
de geometrias proladas uno encuentra que:

1 M* . 2 2 9 . 2
o(r,0) = r? + 72 sin?(0))” + 2r?r2 sin(6)?|; (4.37)
4r (r2 + r2 SinQ(O))3 T ( : ) .
en tanto que en el caso oblado se tiene:
1 M, |72 (r? 4+ r2 cos?(6 % (r2 + 272
o(r,0) = 3 ( £ ©) 2( “) + 27“27”3 cos(0)?]. (4.38)
Ar (r2 472 cos?())” T+ (r2+1r2)

En las figuras siguientes ilustramos la forma tipica que tiene p(r,6); en las cuales podemos ver
que en las inmediaciones de los focos la distribucién presenta una estructura muy interesante. En el
caso prolado la densidad de energia se vuelve muy concentrada en la posicién de los focos, tal como
uno esperaria para un sistema binario por ejemplo. Por otra parte en el caso oblado las curvas de
nivel de p(r,#) muestran formas mds complejas en la regién central mientras que en la zona lejana
las curvas de nivel semejan la forma elipsoidal que uno desearia.
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2(x,z)

(a) Geometria prolada. (b) Geometria oblada.

Figura 4.2: Densidad de energfa p(r, ) para geometrias esferoidales con una funcién perfil de masa
isotérmico. El valor del pardmetro r,, caracterizando los esferoides fue tomado r, = 3Mpc.

Respecto de las componentes espaciales del tensor energia-momento asociado, uno puede calcular
también facilmente las expresiones para las funciones P, (r,6) y P.(r,0) en ambas geometrias. En
general uno puede ver que se tiene P.(r,0) > Pi(r,0) por lo cual serd interesante observar el
comportamiento de la funcién P.(r,0) del tensor energia-momento; la misma se muestra en los
siguientes graficos:

P (x,z)

(a) Geometria prolada. (b) Geometria oblada.

Figura 4.3: Componente P,.(r, #) para geometrias esferoidales con una funcién perfil de masa isotérmi-
co y a(r) dada por ecuacién (4.33). Los esferoides son tales que 7, = 3Mpc.

Uno puede ver que en el caso prolado nuevamente las curvas de nivel de P.(r, ) semejan elipses
mientras que para las métricas obladas uno tiene un comportamiento mas rico. Se observa una
zona central en la cual la funcién es muy concentrada y la presencia de 16bulos a lo largo del eje z
que luego desaparecen en la region lejana donde las superficies de nivel se vuelven esféricas. Este
comportamiento en el caso oblado pareceria introducir complicaciones no esperadas.

Los casos graficados corresponden a los modelos de nuestro interés donde las componentes espa-
ciales del tensor energia-momento son del mismo orden que la densidad de energia. Son justamente
es tipo de modelos los que consideramos tutiles por su sencillez y que serian interesantes contrastar
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con sistemas astrofisicos concretos en casos apropiados

En estos modelos con un perfil de masa no nulo es interesante también ver cémo la componente
temporal de la métrica a(r) interviene en la funcién P,.(r,0) (ya que la p(r,8) no se ve alterada).
Para ello es natural considerar la eleccién trivial a(r) = 1 con la cual se obtiene el comportamiento
ilustrado por las figuras siguientes:

P (x,2) 2y

(a) Geometria prolada. (b) Geometria oblada.

Figura 4.4: Componente P,(r, §) para geometrias esferoidales con una funcién perfil de masa isotérmi-
coy a(r) = 1. El valor del pardmetro r, caracterizando los esferoides fue tomado r, = 3Mpc.

4.5.3. Geometrias con perfil de masa NFW

Mencionemos finalmente otro modelo que puede ser de interés en el estudio de sistemas astrofisi-
cos. Se trata de modelos en los cuales la funcién perfil de masa tiene la forma asociada con el perfil
de densidad de Navarro-Frenk-White (NFW):

T
M(r) = 4dmp,rd lln (1 + rL) 1 _: -1 (4.39)

T

donde 7. y ps« son dos parametros que tienen unidades de distancia y densidad de energia res-
pectivamente. La misma aparece en el estudio de la formacién de estructura cuando se emplean
simulaciones numéricas con un gran numeros de particulas no-relativistas para la descripcion de la

materia oscura[NFW96].

Para esta clase de modelos la densidad de energfa p(r,0) tiene el siguiente aspecto:
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Plx,z)

Figura 4.5: Densidad de energia p(r,) para geometrias proladas con una funcién perfil de masa
NFW y r, = 0,4Mpc.

0.00020
0.00015
0.00010
0.00005

oooo00 4

Figura 4.6: Densidad de energfa p(r, #) para geometrias obladas con una funcién perfil de masa NFW
y ru = 0,4Mpc.

Vemos nuevamente que con la sola introduccién de una funcién radial M (r) se consiguen dis-
tribuciones con densidad de masa que pueden representar muy bien sistemas esferoidales. Si uno
tiene en cuenta la componente temporal de la métrica uno posee ademés un conjunto mas amplio
de distribuciones con las cuales esperaria poder describir diversas observaciones en sistemas que se
desvien, al menos ligeramente de la simetria esférica.

4.6. Comentarios sobre este capitulo

En este capitulo hemos propuesto una nueva clase de geometrias para el modelado de sistemas
astrofisicos con simetria esferoidal prolada u oblada. Las métricas y son modificaciones
de las geometrias con simetria esférica las cuales estdn caracterizadas por dos funciones radiales a(r)
y M(r), ademés del parametro r,, que esta relacionado con la posicién de los focos de los esferoides.

Si uno piensa, al menos formalmente, a las geometrias esféricas como modificaciones de la métri-
ca plana en un sistema de coordenados apropiado (el esférico), donde dichas modificaciones son
introducidas por medio de funciones radiales a(r) y M (r) en las componentes temporal y radial de
la misma, respectivamente; entonces uno puede ver que las geometrias que aqui presentamos son una
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generalizacién en este mismo sentido para el caso esferoidal. Esto es, para su construccién, hemos
escrito la métrica plana en coordenadas esferoidales y luego introducimos las funciones radiales que
mencionamos. Sin embargo, uno deberia notar que no resulta nada trivial el hecho de que a priori
uno pueda obtener de esta construccién un modelo que pueda describir distribuciones esferoidales.
En esta seccién se consideraron concretamente geometrias estaticas y hemos mostrado con varios
ejemplos que efectivamente esto se puede lograr con solamente la introduccién de estas dos funciones
radiales; donde M (r) regula lo que uno interpretaria como la densidad de energia de la distribucién
mientras que la funcién a(r) permite controlar la contribucién de las componentes espaciales del
tensor energia-momento asociado a estas geometrias via las ecuaciones de Einstein.

En particular hemos presentado una generalizacién al caso esferoidal de la geometria sin masa
[GM12], la cual ha demostrado describir muy bien varios aspectos de la fenomenologia de materia
oscura. Para tratar casos mas realistas en los cuales uno debe incorporar una densidad de energia
no nula hemos discutido métricas esferoidales en las cuales la funcién perfil de masa M(r) tiene
la misma dependencia que en modelos usuales empleados en simetria esférica como lo son el perfil
isotérmico y el de NFW. Hemos considerado en detalle el caso de esferoides prolados al cual hemos
dedicado maés tiempo en el tratamiento de las expresiones analiticas. La diferencia en el tratamiento
entre un caso y otro es arbitraria; sucede que el caso prolado fue el primero que hemos considerado
cuando en una primera instancia perseguiamos el objetivo de hallar expresiones analiticas para
los escalares 6pticos en términos de las componentes de materia asociadas a estas geometrias. En
efecto uno puede hacer llevar a cabo esta laboriosa tarea y encontrar expresiones analiticas tal como
mostraremos en el siguiente capitulo; sin embargo las férmulas se vuelven demasiado extensas como
para proveer de un analisis sencillo en el caso de lentes débiles. Para estos casos entonces serd mas
apropiado la implementaciéon por cémputo numérico.

Teniendo en mente la aplicacion a lentes gravitacionales, estos modelos estdn pensados para
estudiar varios sistemas astrofisicos de una forma que resulta practica a la vez que 1util en distri-
buciones que se desvian de la usual suposicién de geometria esférica. En general esto suele hacerse
caracterizando las distribucion de materia del sistema. Aqui el enfoque es considerar la geometria
exacta y su contenido de materia resultante.
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Capitulo 5

Lentes débiles en geometrias
esferoidales

5.1. Introduccion

Este capitulo constituye la primera aplicacién de cierta complejidad del formalismo de lentes pre-
sentado en el capitulo . Aqui presentamos los resultados de emplear las geometrias anteriormente
propuestas como lentes gravitacionales débiles en la aproximacién de lentes finas. En particular pre-
sentamos los mapas de shear para las geometrias peculiares que generalizan la solucién [GM12]. El
computo de los escalares Opticos sobre distribuciones que poseen simetria axial nos obliga a tener
en cuenta la posible orientacion del eje de simetria con respecto a la perpendicular del plano de la
imagen. Por este motivo incluimos las expresiones necesarias para la construccion de los escalares de
curvatura en un sistema de coordenadas en la cual el sistema de referencia natural de las geometrias
esferoidales se encuentra rotado.

Los resultados obtenidos fueron realizados numéricamente y son un primer paso en el estudio
sistematico de observaciones por medio de modelos geométricos exactos de mayor generalidad.

5.2. Esferoides rotados

Consideremos dos sistemas de coordenadas Cartesianas (z,y, 2) y (X,y,2). El segundo de ellos,
es una rotacion del primera alrededor del eje z y denotaremos el dngulo de rotacién con la letra ¢.
La relacién entre ambos sistemas de coordenadas es, por lo tanto, la siguiente:

x =z, (5.1)
y = ycos(t) + zsin(e),
z = —ysin(L) + z cos(1); (5.3)
y la transformacién inversa por:
T =X, (5.4)
y =ycos(t) — zsin(e), (5.5)
z =ysin(c) + z cos(t). (5.6)

En esta parte del trabajo, adoptaremos la siguiente convencion: el sistema de coordenadas
(x,y,2) corresponderd a un sistema rigido al esferoide (prolado u oblado); en otras palabras el eje
z serd el eje de simetria axial sobre el cual se sitian los focos. El sistema de coordenadas (z,y, 2),
por otro lado corresponderd al marco de referencia utilizado por el observador en su configuracion
observacional tal como hemos descrito en la seccién .
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5.2. ESFEROIDES ROTADOS

Una nueva transformacion de coordenadas nos permite particularizar las relaciones de arriba
para conectar las coordenadas esferoidales con el sistema de coordenadas (z,y, z) empleado por el
observador. En el caso del sistema prolado obtenemos

x = rsin(f) cos(¢), (5.7)
y = rsin(0) sin(¢) cos(¢) — /72 + 17 cos(f) sin(v), (5.8)
z = rsin(0) sin(¢) sin(¢) + /7?2 + 12 cos(f) cos(v); (5.9)

mientras que para el sistema oblado la relacién es:

\/msm(@) cos(¢), (5.10)
\/7? + 12 sin(0) sin(¢) cos(z) — 7 cos(f) sin(v), (5.11)
\/7? + 72 sin(0) sin(¢) sin(z) + 7 cos(6) cos(¢). (5.12)

xTr =
y:
z =

Figura 5.1: Esferoides prolados y oblados inclinados respecto del eje z. Los fotones viajan aproxi-
madamente a lo largo de la direccién y que corresponde a la linea de la visual del observador.

Las relaciones inversas pueden ser escritas del siguiente modo; en el caso prolado uno tiene

1 [\/1132 +(y—ru sin(L))2 +(z+71y, COS(L)>2+
r= 5 2 5 (513)
+\/x2 +(y+ru sin(1))? + (2 — Ty cos(1))?| — 4r?

1 2 ; 2 2
/22 + (y — +(z+ —
o 1| B = rsin) + (4 cos(0) s

— g2+ (g + rsin(0)” + (2 =y cos(2))”
¢ = tan™" (yCOS(L) + zsin@)) ; (5.15)

T

60
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en el caso oblado las relaciones son las siguientes:

(\/acg + (y cos(t) + zsin(L)>2 + ru> + ( — ysin(e) + ZCOS(L))2+

r=— 2 , (5.16)
2

- 2
+ <\/x2 + (y cos(t) + 2z sin@)) — Tu) + ( —ysin(e) + ZCOS(L)) —4r?

2&,,, <\/$2 + (y cos(v) + ZSin(b))Q + m) + ( — ysin(L) + zcos(L)>2—

0 = cos™! 5 , (5.17)
,% <\/x2 + (y cos(t) + ZSiH(L))2 - T,L> + ( —ysin(t) + ZCOS(L))2
6 = tan—1 (ycos(L) ;r ZSiH(L)) ' (5.18)

5.3. Lentes débiles en geometrias esferoidales estaticas

5.3.1. Geodésicas nulas exactas en las geometrias esferoidales

Aunque en los célculos de lentes débiles uno solamente necesita conocer la trayectoria no pertur-
bada de los fotones para obtener los escalares épticos, es muy 1til tener a disposicién la informacién
exacta sobre el comportamiento de las geodésicas nulas cuando atraviesa la lente. En el caso de las
geometrias que hemos presentado, uno tiene acceso a esta informacién en una forma relativamente
sencilla. Haremos uso de la simetria axial y del caracter estatico de la distribucién para expresar las
componentes del vector £¢, tangente a las geodésicas nulas, en término de las cantidades conservadas
E y J, alo largo de la trayectoria del fotén. En la geometria prolada uno tiene:

= —%7 (5.19)
0? = 7%1{12(9) (5.20)

2 9 0 2 T2—2TM(T)+T?L E2 J?
(74 (% = 2eM ) 4 13) (€)= =5 ) <a<T> e sin2(9)> | (5:21)

En el caso oblado uno puede ver que se obtiene:

o/t = _@7 (5.22)
Jz
= (r? +r2) sin®*(6)’ (528)
2 2 _ ) 9277"2727"M(r)+ri E? B J?
(") 4 (r* —2rM(r) +r3,) (£°)" = 4 2 cos?(0) (a(r) ) Sin2(9)> . (5.24)

Las dos cantidades conservadas estan relacionadas con las condiciones iniciales asintéticas de la
trayectoria del fotén. La constante de movimiento F esté asociada con la energia del fotén, en tanto
que J, tiene el significado del parametro de impacto con respecto al eje de simetria del esferoide. Si
denotamos por x( esta condicién inicial entonces uno tiene que J, = xy.
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5.3. LENTES DEBILES EN GEOMETRIAS ESFEROIDALES ESTATICAS

5.3.2. Tetrada nula adaptada a la trayectoria no perturbada de los fotones

Para el cémputo de los escalares dpticos de lentes débiles necesitaremos considerar la tetrada
nula asociada a la congruencia de geodésicas nulas no perturbadas de la geometria local de la lente.
a a 4 A a 4 ] 3
Esta tetrada que denotaremos por (¢4, m%,m%,n%) es la que estd asociada en el espacio plano a
una congruencia de fotones representando una onda plana. La misma toma la siguiente expresién
general:

0 = % 62_ }%Jr%aﬁ +€%%+€?%, (5.25)
m‘};—\}i(iaﬁx (,i)m}aa+ %889+ ?aaqs’ (5.26)
g = % —z‘i+§z> :mp%+m%a%+m‘f;a%, (5.27)
n%:—% <88t+6ay> ZH%%-F”TF; +nF§9 +”Faa¢ (5.28)

Nosotros necesitaremos conocer las componentes de la tetrada en la base de las coordenadas
esferoidales ya que es en esta base donde sera conveniente computar los escalares de curvatura que
son fuente de los escalares pticos.

Para las geometrias proladas hayamos que las componentes estdn dadas de la siguiente forma:

b =2nt. = —1, (5.29)

Up = —2n = Y r [ \/r A+ r cos(f SIH(L)] , (5.30)

r (r2 + rﬁ Sin

1 ——
0% = —onf = 0 (2 + - 2(0)) [y cos(0) + /7 + 12 SIH(L):| , (5.31)
cos?(¢) cos(v)

0p = —anfp = = (5.32)
y
T =7 1 V r + TZ - 2
mp=m'p = ot (@ 412 n2(0)) [(zx +z) /7% + 712 — 1), cos(0) cos(L)} , (5.33)
— 1 1
0 _ =6  _— _— (s 5 2 2 S
mp=mp 25in(0) (2 + 12 Sn2(0)) [ (iz + z) cos(0) + /1% + 12 COb(L)] , (5.34)
- 1 2 - i .
mﬁ, =y S 1 cos*(¢)sin(r) —isin(¢) cos(qzﬁ). (5.35)
V2 x
Para el caso de las geometrias obladas uno debe utilizar las siguientes expresiones:
0 =2t = —1, (5.36)
/7"2 +T2 .
0 = =2nl = PR ,; Yy /T3 i — TZ cos(6) cos(v) (y cos(t) + zsin(v)) ,  (5.37)
r(r? 417 sin®(6)) \/.’1}2 + (ycos(t) + zsin(1))?
1 .
0 = _onf = S — \/TTTI% cos(t) (ycos(t) + zsin(¢)) —yeos(d)|
sin(6) (12 + r2 sin®(0)) \/x2 + (ycos(t) + zsin(1))?
(5.38)
2 5
04 = _ont, — cos*(¢) COb(L); (5.39)

X
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. 2+ (m . Z) m - ri oo (8) iz + sin(e) (y cos(t) + 2z sin(L))

Ver (r2+r7 sin®(6)) \/3:2 + (ycos(t) + zsin(1))?

(5.40)
_— 1 \JTEET (y cos(t) + z sin(L))

mp=mlp = (iy + z) cos(6) — -
\/902 + (y cos(t) + zsin(e))

V2sin(0) (r2 + 12 sin(6)) (i cos(t) +sin(e)) | ,

(5.41)

—  cos(9) (Z sin(¢) — cos(e) sin(L)). (5.42)

¢ _ = _
mi =mp = o

Las relaciones de arriba son el resultado de computar el mapa diferencial entre los sistemas de
coordenadas esferoidales y el Cartesiano (,y, z) (ver apéndices y )

5.3.3. Los escalares de curvatura ¢, y ¥,

Con las férmulas para la tetrada nula y las componentes de la curvatura uno ahora estd en
condiciones de calcular los escalares de curvatura que intervienen en las expresiones de los escalares
opticos.

Uno puede ver que las expresiones vienen dadas por:

Do = % (Gull € 4+ Gl 07 4 2G 700 + Gl + Gygt?1?) (5.43)
wo = ()" {RW (m")* + Ruoro ( (m)” + sin®(0) (m¢)2> + 2Ry meﬂ + 4
+ Rrgro (€'m® = m")? + Rygrs (€'m® —m7 %) + Rogag (m® — 2m?)*

Uno puede obtener expresiones analiticas en funcién de las componentes de materia, en com-
pleta analogia con la expresiones y . Sin embargo, en estos casos el andlisis resulta

mucho més complicado dada la extensién que presentan las formulas. Solamente a modo de ejemplo
presentaremos la expresion del escalar de curvatura ®gg en el caso de la simetria prolada.

Oy =4TE? (Q(r, ) + P.(r, 9))

r (i + (st 0) (8)°) (R0 - P00)

2 sin”(0)
1 rﬁ sin?(9) ( 0 )2 dM 3r? — ri sin?(6) M(r) (5.45)
272 412 sin?(6) * © dr r2+7r2 sin?(9) r
4 (r? + r2 81112(0))2 Pp(r,0) —rM(r)

(2r2 + 7"2 sin2(9)) (r2 + rﬁ)

m
72 4+ rfL sin2(9)

r2 sin(f) cos(d) =,
r FtFr

Las expresiones ya conocidas en el caso esférico [GM11] se recuperan cuando tomamos el limite
r, — 0; en tal caso uno tiene

o(r,8) — o(r), (5.46)
Py (r,0) — P(r), (5.47)
Pt(’l“, 9) — Pt(’l“), (548)
' J? J?
(7‘2811122(9)—"_ (T2+TZSIH2<9))) — ’er (549)
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5.4. ESCALARES OPTICOS

5.4. Escalares 6pticos

En las secciones anteriores hemos presentado todos los elementos que necesitamos para llevar a
cabo el cédlculo de los escalares 6pticos en lentes débiles para las familias de modelos geométricos
dados por los elementos de linea y . Aqui presentamos los resultados que hemos obtenido
de la implementacién numérica de las férmulas ([2.171} R.172] 2.173) para estas geometrias en los
casos de lentes estaticas. Para realizar la integracién numérica se han probado varios métodos; sin
embargo, en los resultados obtenidos no hemos apreciado cambios visibles en la resolucién de los
graficos cuando variamos entre uno y otro para los casos considerados.

5.4.1. Geometria prolada sin masa

Optical scalar 4;(x,z)

Figura 5.2: Grafico de la convergencia k, para una geometria prolada sin masa M (r) = 0. Se muestra
los resultados para esferoides rotados un dngulo + = 7 y valores C' = 23025, r, = 3Mpc.
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Optical scalar pi(x,z)

0.020

0015

0.005

Figura 5.3: Gréficos del mddulo del shear 7, para una geometria prolada sin masa M(r) = 0. Se
muestra los resultados para esferoides rotados un angulo ¢ = 7 y valores C' = 23025, r,, = 3Mpc.

De los graficos para la convergencia y el médulo del shear aqui arriba uno puede observar como
la curvas de nivel de la convergencia copian la forma de esferoides en el plano de la lente mientras
que el comportamiento del médulo del shear es mucho méas complejo; tal como se manifiesta en la
forma que tienen las curvas de nivel en la regién cercana a los sitios donde proyectan los focos del
esferoide en el plano de la lente.

Este comportamiento en el médulo del shear se debe a que, en general, en las lentes que no estan
dispuestas axialmente simétricas existe una dependencia mucho més complicada en el escalar 6W;
en efecto, en tal situacién uno no tiene la dependencia dada por la ecuacién (2.163]) sino que se
tendra:

6Wo = —8¢o(J, A, 0)e2V0). (5.50)

donde en este caso 9 tiene una relacién no trivial con la coordenada angular 6 en el plano de la
lente.
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Figura 5.4: Mapa del shear para una lente con simetria prolada sin masa M (r) = 0. El esferoide ha
sido rotado un dngulo ¢ = 7 y la geometria posee los siguientes pardmetros: C' = 23025, r, = 3Mpc.

En este mapa de shear uno puede notar que el patrén que surge indica que el efecto de las
distorsiones sobre iméagenes extendidas tiende a deformar la imagen de la fuente sobre curvas que
semejan elipses.

5.4.2. Geometria oblada sin masa

En este caso presentamos los mismo graficos de la convergencia, el médulo del shear y el mapa
de shear para la solucién prolada sin masa (4.5.1]).
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Optical scalar &p(x,z)
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0.004
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Figura 5.5: Grafico de la convergencia xj, para una geometria oblada sin masa M (r) = 0. Se muestra
los resultados para esferoides rotados un dngulo ¢ = 7 y valores C' = 23025, r, = 3Mpc.

Optical scalar y(x,z)

0.o1o

0.00xs

Figura 5.6: Gréficos del médulo del shear 7, para una geometria oblada sin masa M (r) = 0. Se
muestra los resultados para esferoides rotados un angulo ¢ = 7 y valores C' = 23025, r,, = 3Mpc.

Nuevamente uno puede observar la forma en que las curvas curvas de nivel en la convergencia
semejan la forma de los esferoides proyectados en el plano de la lente mientras que el shear presenta
un comportamiento mucho mas complicado. El correspondiente mapa de shear también se muestra
y en el se pueden distinguir también que las distorsiones reflejan la forma de la lente.
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Figura 5.7: Mapa del shear para una lente con simetria oblada sin masa M (r) = 0. El esferoide ha
sido rotado un dngulo ¢ = 7 y la geometria posee los siguientes pardmetros: C' = 23025, r, = 3Mpc.

5.4.3. Geometria prolada con perfil de masa isotérmico

En estos gréaficos hemos considerado el caso de una lente prolada dada por la geometria presen-
tada en la seccion . Las caracteristicas que presentan los graficos de los escalares épticos en
este caso varian poco respecto de los ejemplos anteriores donde hemos usado valores que proveen
contribuciones de orden similar en las cantidades computadas.

Esto es de esperar, ya que en el caso esférico hemos mostrado que en sistemas astrofisicos, el

modelo isotérmico es indistinguible respecto del modelo sin masa desde el punto de vista de lentes
gravitacionales.
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Optical scalay ap(x, 1)
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Figura 5.8: Gréfico de la convergencia sy, para una geometria prolada con perfil de masa isotérmico
s

y a(r) dada por la ecuacién (4.33)). Se muestra los resultados para esferoides rotados un dngulo ¢ = §
y valores C'= 8 x 10°, 0 = 500<* y r, = 3Mpc.

Optical scalar ypix,z)
00006
00004

00002

Figura 5.9: Gréfico de la convergencia k1, para una geometria oblada con perfil de masa isotérmico y
a(r) dada por la ecuacién (4.33). Se muestra los resultados para esferoides rotados un dngulo ¢ = §

y valores C'= 8 x 10°, 0 = 500=<* y r, = 3Mpc.
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Figura 5.10: Mapa de shear para una geometria prolada (r, = 3Mpc) con perfil de masa isotérmico
y a(r) dada por la ecuacién (4.33). La inclinacién del esferoide es ¢« = 7 y los pardmetros de la

geometria empleados son: C =8 x 10° y 0 = 500%’“.

5.5. Comentarios sobre este capitulo

En este capitulo, hemos ilustrado la utilizaciéon de los modelos geométricos introducidos ante-
riormente en el cdlculo de los observables de lentes débiles.

Dado que en general, el eje de simetria axial de las geometrias esferoidales no coincide con la
linea de la visual, la disposiciéon observacional de las lentes esferoidales no es axialmente simétrica.
Para tener en cuenta este hecho incluimos en el andlisis, la descripcion en términos de esferoides
cuyo eje de simetria estd inclinado sobre la linea de la visual.

Con el objetivo de computar los escalares de curvatura ®qy y Vg, presentamos las expresiones
que toman las componentes de la tetrada nula que uno debe utilizar en el célculo de lentes débiles.
Las mismas fueron utilizadas en el desarrollo de un c6digo numérico que implementa la integracién
a lo largo de la visual de las cantidades ®o9 y ¥y de acuerdo a las férmulas (2.171] 2.172] 2.173))
obtenidas en el capitulo (2).

Los resultados que presentamos corresponden a los modelos discutidos en las secciones y
(4.5.2)). En ellos podemos ver las diferencias que surgen con los casos esféricos: es interesante notar
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que pese a que los mapas de shear producen patrones que semejan la forma de elipses en el plano
de la imagen el médulo del shear no copia estas formas en la regién cercana a los focos. Ello parece
esta relacionado con el hecho de que en este caso el comportamiento de la fase que aparece en shear
debido a que ¥y tiene peso de spin 2 tiene una dependencia mucho mas complicada que en el caso
esférico. Recordemos que cuando la lente es esférica uno puede extraer esta fase de la integral que
da el shear complejo (ver ecuacién ); sin embargo esta propiedad no puede ser trasladada al
caso esferoidal, excepto cuando el eje de simetria del esferoide coincide con la visual.

Por otra parte, notamos que el comportamiento de la convergencia xr, si muestra la forma
caracteristica de lo que se esperaria para distribuciones esferoidales. Asi mismo vemos nuevamente
que cuando las geometrias no tienen masa, el resultado no es cero ya que el campo gravitacional es
no trivial.
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Capitulo 6

Modelos geométricos para sistemas
astrofisicos con simetria esferoidal
inmersos en R-W

6.1. Introduccién

En el modelado tedrico de las estructuras presentes en la distribucién césmica de materia, el uso
de modelos esféricamente simétricos ha sido la primera opcion natural para el estudio de las mismas.
De manera notable, muchos objetos astrofisicos tales como los cimulos de galaxias y la mayoria de
los voids son descritos usando esta opcién ( ver por ejemplo [HSWT4] [S07]). Ejemplo de ello, son
también, varios de los ejemplos que hemos visto en la secciéon . En una cosmologia homogénea e
isotropica, a priori, seria natural esperar que uno encuentre estructuras con forma esférica debido
a que no existen direcciones preferenciales en tal geometria. Sin embargo, en nuestro Universo una
gran variedad de formas son observadas; en particular esto es muy notable en el caso de los voids.

Los voids son regiones de muy baja densidad respecto de la densidad césmica media ¢ del
Universo y comprenden una de las clases de sistemas mads interesantes de objetos en la estructura en
gran escala debido a su predominante presencia en el Universo. Andlisis de los sondeos de galaxias
2dF Galaxy Redshift Survey y Sloan Sky Digital Survey [HV04, [PVH™12] han revelado que la mayor
parte del universo esté ocupada con voids; aproximadamente el 40 % del volumen total lo conforman
voids con radios del orden de 15Mpc [HV04].

A pesar de que habitualmente no presentan formas bien definidas, ha sido sugerido que una
caracterizacion mas apropiada para la morfologia de los voids puede ser obtenida por medio de
elipsoides [FNQ9, [TKO06l vdWP11]; sin embargo, la mayoria de los trabajos que buscan voids han
asumido simetria esférica en sus algoritmos.

Trabajar con modelos que incluyen desviaciones de la geometria esférica nos enfrenta a un incre-
mento considerable de la complejidad en la descripcién de los sistemas; no obstante, existen estudios
analiticos[PL0O7] usando esta clase de geometrias. Pero, los trabajos presentes en la literatura evitan
el uso de una descripcién métrica detallada para el modelado de estas configuraciones susceptibles
de ser tratadas como elipsoidales. Una clase de modelos de este tipo son necesarios por varias ra-
zones ademads: si se tiene en cuenta, una vez mdas, que la mayoria de los modelos del contenido de
materia descansan sobre una descripciones Newtonianas, una de ellas es que ofrecerian la posibilidad
de explorar sistemas desde un punto de vista mas general en términos de la totalidad del tensor
energia-momento. Ademads, teniendo a mano geometrias exactas que describen estructuras como
los voids seria relevante para el estudio de aspectos dindmicos en el problema de la evolucién y
formacién de estructura en el Universo.

Desafortunadamente, son escasas las métricas para describir configuraciones elipsoidales y en
consecuencia la cantidad de trabajos estudiando modelos mas sofisticados y sus implicaciones no es
abundante en la literatura.

73



6.2. PRELIMINARES GEOMETRICOS

Esta parte de nuestro trabajo pretende ser una contribucién en esa direcciéon. Aqui, presentamos
una familia de métricas para modelar el espaciotiempo de estructuras con simetria prolada y oblada
inmersas en R-W. Esto significa que no son modelos perturbados; ellos poseen dos regiones bien
definidas: una interior que describe una familia bastante general de distribuciones esferoidales y
otra regién exterior que puede ser elegida para que coincida apropiadamente con R-W. De esta
manera, constituyen una generalizacion directa de modelos esféricamente simétricos circundados
por un ambiente cosmolédgico. Las métricas que aqui presentamos pueden ser usadas para describir
estructuras en gran escala tales como cimulos de galaxias y void; sin embargo nos concentraremos
aqui en el caso de voids.

En particular, presentamos un modelo que void que es una generalizacién adaptada del modelo
utilizado por [AFW99] para el estudio de la probabilidad de deteccién de lentes débiles en presencia
de voids. Inspirado en este trabajo usaremos este modelo de void para computar los escalares 6pticos
utilizando esta geometrias y las técnicas desarrolladas en el capitulo 2]

No hemos encontrado en la literatura articulos que hagan uso de métricas esferoidales en el
contexto cosmoldgico para describir voids. Aunque estas geometrias constituyen una pequena mo-
dificacion a sistemas esféricamente simétricos; ellas resultan ser bastante sofisticadas ya que por
ejemplo permiten la inclusién de componentes del tensor energia-momento habitualmente ignora-
das. La razon para considerar esta amplia generalidad proviene también del hecho que los voids son
unos de los mejores candidatos para el estudio de la distribucién del contenido de materia-energia
del Universo; (ver por ejemplo [GLKHO03, IMSS™14]).

6.2. Preliminares geométricos

6.2.1. Los espaciotiempos de R-W en coordenadas esferoidales

Ya que la geometria exterior a la estructura esferoidal queremos que sea la métrica de R-W serd
conveniente, antes de presentar los modelos, introducir una descripcion de la cosmologia en términos
de las coordenadas esferoidales previamente discutidas.

Entre las diferentes expresiones equivalentes que presentamos en la seccién para la métrica
dLZ de la parte espacial de la métrica:

ds* = dt* — A(t)*dL3; (6.1)

nosotros elegiremos aquella que exhibe explicitamente el hecho que dLi es conforme a la métrica
Euclidea en 3 dimensiones; es decir tomaremos

dI? — (Hlk)Q (a7 + 72 (487 + sin(0)%d?) | (6.2)
4

Preferimos esta version pues sacaremos provecho de su naturaleza conforma usando las coordenadas
proladas y obladas para reescribir la métrica plana dentro del paréntesis.

Esta forma del elemento de linea constituye la base de los modelos generalizados que presentamos
a continuacion.

El elemento de linea de R-W en coordenadas proladas

Usando el elemento de linea (4.8)) junto con la relacién

P=xlty*+22=r’+ ri cos(0)?; (6.3)
la cual es vélida para coordenadas proladas, obtenemos para la métrica de R-W (6.1])
A(t)?
ds® =dt* — () 5
{1 + %(7‘2 +r cos(9)2>} (6.4)
x | (r* +r2sin(0)?) _at +d6* ) 4 r*sin()? do?
I3 r2 + T,L2L :
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SIMETRIA ESFEROIDAL INMERSOS EN R-W

El elemento de linea de R-W en coordenadas obladas
En este caso es inmediato también ver que se cumple la siguiente relacién
P=xl+y’+22=r+ ri sin(0)?; (6.5)
y junto con el elemento de linea uno obtiene
A(t)?
{1 + %(1"2 +72 sin(9)2)] ’

x {(rz-i-ricos(Q)Q)( dr?

2 2
r +r#

ds® =dt® —

(6.6)

+ d€2> + (r*+ ri) sin(0)? do? |.

Hasta aqui, s6lo hemos hecho un cambio de coordenadas y por lo tanto las ecuaciones (6.4) y
representan la misma geometria que R-W (homogénea e isotrépica) en los menos convencionales
sistemas de coordenadas esferoidales.

6.3. Modelos exactos de espaciotiempos para sistemas esfe-
roidales inmersos en R-W

Ahora estamos en condiciones de presentar nuestros modelos para sistemas astrofisicos con si-
metrias prolada u oblada inmersos en una cosmologia estandar.

6.3.1. Geometria con simetria prolada

Es posible generalizar la métrica homogénea e isotrépica de R-W para describir una distribu-
cion de materia con simetria esferoidal. Esta simetria tiene que estar reflejada en la geometria del
espaciotiempo correspondiente. Haremos esto introduciendo dos funciones nuevas que alteran el ele-
mento de linea de R-W en una regién limitada pero que son compatibles con el requisito de simetria
esferoidal.

Para el caso de estructuras con simetria esferoidal prolada el elemento de linea que proponemos
es:

A(t)?
ds* =F(r)dt* — ®) 5 X
k
[1 + 7 (7"2 +r2 cos(@)Q)}

(6.7)
dr?

(r* +1r2sin(0)?) ( + d92> + 72 sin(9)2d¢2] .
! r? — 721\/1&) (7"2 + 72 sin(0)2) + 72

X

6.3.2. Geometria con simetria oblada

Aplicando la misma metodologia al caso de simetria oblada, proponemos el siguiente elemento
de linea:

2
ds* =F(r)dt* — A) X

[1 + % (T2 +r2 sin(9)2)} ’

(r2 + ri 608(0)2) <

dr?

r2 — 721\1(7«) <r2 +r2 cos(0)2> + 12

X

+ d92> + (r? +77) sin(0)*d¢? | .

(6.8)

Uno observa que las modificaciones respecto de la métricas y (6.4)) estdn dadas por la
presencia de las funciones radiales M (r), en la componente g, de la métrica, y la funcién F(r) en
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la componente temporal g;;. Notemos que ambas funciones guardan mucho parecido con la forma
en que aparecen las funciones que a(r) y M(r) en el elemento de linea (2.188). En particular, nos
referiremos a la funcién M(r) en las ecuaciones y (6.4) como la funcién del perfil de masa
debido a su parecido con la funcién de masa usual en simetria esférica.

El espaciotiempo, descrito de este modo, estd foliado por hipersuperficies espaciales (t = cte.)
que poseen simetria esferoidal. Ademds, es claro que tomando M (r) =0y F(r) = 1 en una regién
exterior al esferoide dada por r > rg con rg =cte., la métrica coincide exactamente con la de
R-W y, por lo tanto la dindmica del factor de escala A(t) estd determinada por las ecuaciones
de campo en esta region. En la regién interior uno tiene un amplio rango de modelos posibles
con simetria esferoidal que pueden ajustarse de manera tal de describir diversas distribuciones de
materia-energia. Para ello uno cuenta con cierta intuicién ya que la funcién del perfil de masa M (r)
es una generalizacién natural de la funcién de masa en simetria esferoidal. El otro grado de libertad
que uno puede usar, F(r) puede ser empleado para introducir componentes espaciales del tensor
energia-momento y por tanto pueden resultar ttiles en la descripcién del contenido de materia no
visible como hemos tratado de enfatizar a lo largo de esa tesis.

Entonces, los elementos de linea y (6.8) constituyen una familia no trivial de geometrias
para el estudio practico de distribuciones esferoidales en el contexto cosmoldgico.

Mostraremos su utilidad en el caso especial de regiones de muy baja densidad como los voids. Y
las utilizaremos luego en el célculo numérico de los escalares épticos de lentes débiles.

6.4. Un modelo geométrico exacto para voids con simetria
esferoidal

En esta seccién presentamos un modelo simple para voids esferoidales; esto es, una geometria
cuyo tensor energia-momento asociado a través de las ecuaciones de Einstein tiene una componente
temporal, T}, que en la regién r < 79 es menor que la densidad césmica media de la cosmologia en
la regién exterior r > rq.

Si consideramos la eleccién F(r) = 1 en todo el rango de la coordenadas radial, entonces la
funcién del perfil de masa M (r) més sencilla que uno podria considerar para nuestros fines seria
aquella usada en el trabajo [AFW99):

%’Tgintr?’ for r<R
M(r) = M(R)+ % opor (r* — R®) forR<r<R+d (6.9)
0 for R+d<r;

donde oing v 0Ovor estan relacionadas a los valores de la densidad media fuera del void, pg, y a los
pardmetros R y d de la siguiente manera:

Oint = —po€ (with e<1), (6.10)

P (with e<1). (6.11)
(1+4)" -1

El pardametro R esta asociado con el ‘radio’ del void mientras que el parametro d esté relacionado
con el tamano de la pared del void, la cual es necesaria para que el void esté compensado.

En simetria esférica, como vimos, este perfil tiene la propiedad que la masa contenida en la pared,
compensa exactamente la masa que le falta al void para que la densidad en esa region sea igual a
la cosmologica. El valor de la densidad py dicta por tanto la evolucién del pardmetro de expansién
A(t) a través de las ecuaciones de Friedman:

dA\?
— | +k
Las componentes del tensor energia-momento de las geometrias pueden ser facilmente calculadas
con ayuda de algun software y en general resultan ser bastantes complejas en cuanto a su extension.

Obor =

3
A(t)?

= 8mpo. (6.12)
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Por tal motivo, en vez de presentar aqui complicadas féormulas analiticas para el tensor energia-
momento decidimos mostrar el gréaficos de la densidad de energia en la figura[6.1] y senalar que las
componentes espaciales resultan despreciables respecto de ésta, tal como uno esperaria. Puede verse
que este modelo simplificado provee con una descripcién muy buena para una regién que se podria
interpretar como un void y que a su vez tiene simetria esferoidal.

0.010

Figura 6.1: Grafico de la densidad de energia, relativa a la densidad césmica media para un void
compensado con simetria prolada inmersa en R-W. El eje de simetria yace a lo largo del eje z por
lo cual en el grafico hemos obviado una de las direcciones perpendiculares que resulta redundante.
Los pardmetros usados han sido elegidos de la siguiente manera: d = 0,3R, € = 0,9, r, = 0,1R, con
un radio R correspondiente a un tamano fisico de 22Mpc.

6.5. Lentes débiles en voids esferoidales

Aqui presentaremos los resultado del computo numérico de los escalares épticos cuando conside-
ramos al void como una lente débil. Haremos uso del formalismo desarrollado en el capitulo[2|con la
suposicion adicional que el void puede considerarse como una lente fina; es decir, emplearemos las
formulas (2.171} [2.172] [2.173)).

6.5.1. Escalares 6pticos para un void prolado que se encuentra inclinado
a lo largo de la visual

En nuestro calculo tomamos en cuenta la posibilidad que la geometria esferoidal esté inclinada
con respecto a la linea de la visual un angulo . Ademds, adoptamos la convencién de que el plano
de la lente estd situado a la distancia cosmolégica A; que corresponde al plano y = 0 en el marco de
referencia local en el cual el esferoide se encuentra inclinado respecto del eje vertical z tal como se
muestra en las figuras [5.1]

El trabajar con la aproximacién de lentes finas es consistente con la suposicién de que el tiempo
de vuelo de los fotones dentro del void es mucho menor que la distancia recorrida en la geometria
de R-W. Entonces, para todos los fines practicos uno puede considerar la geometria del esferoide
como estatica; en otras palabras consideraremos que mientras el fotén recorre el void el pardmetro
de expansién tiene el valor constante A .

Un detalle importante que hemos incorporado en el calculo de lo efectos de lente es que con-
sideraremos una componente temporal de la métrica F'(r) # 1. La funcién que empleamos es una
versién adaptada de aquella que aparece en el elemento de linea de la geometria peculiar sin masa
que presentamos en ; la misma estd dada por:

2
C+ln<r+ 1+7“2>
Ty r2

7

2

F(r)=F ; (6.13)
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donde Fy y C son parametros constantes. Si estas constantes se eligen apropiadamente uno puede
obtener componentes espaciales del tensor energia-momento con una contribucién significativa en
los efectos de lentes que se veran reflejadas luego en los cédlculos. La seleccién de constante C' en
fue hecha de tal manera de asegurar que 7," sea del mismo orden que la densidad media pg.

Los siguientes resultados corresponden a un esferoide prolado que esté inclinado un angulo ¢ = %
con respecto a la visual. Los parametros que hemos usado para describir el void son los mismos
que utilizamos para testear la descripcién de nuestro modelo en la seccién anterior. El tamano es
tipicamente del orden de magnitud de los encontrados en catdlogos de galaxias (como por ejemplo en
[HV04]). La cosmologia empleada fue un modelo ACDM con los pardmetros cosmolégicos reportados
por la colaboracién Placnk [AT16] y el factor de distancias Dy, fue elegido ~ 220Mpc.

Debajo mostramos los graficos de los escalares 6pticos k1, Y11, Yor ¥ €l médulo del shear « para
este modelo. Recordemos que la relacién entre las componentes del shear y su médulo esta expresada
por:

1 + iy = —yet??; (6.14)

donde la fase ¥ tiene el significado de un angulo en el plano x — z de la lente. Para este tipo de
geometrias esferoidales la fase 9 tiene un comportamiento complicado en términos del pardametro
de impacto en el plano de la lente que puede ser comprobado inspeccionando las componentes
individuales del shear (71, 72).

Optical scalar &p(x,z) Optical scalar yp(x,z)

L -3
6 107"
sxlo?

451078

o=
2Ix107°

%1078

Figura 6.2: Graficos de los escalares 6pticos en términos de las coordenadas del plano de la lente

para un void prolado cuya inclinacién es « = 7 respecto de la visual. Izquierda: Convergencia .

Derecha: Médulo del shear 7.

Optical scalar 3y p(x,z2) Optical sealar 32p(x,z2)

ol
2x107°

—4x1078

—25%107¢

Figura 6.3: En este grafico puede verse que las componentes del shear muestran un comportamiento
complejo dentro del void. En la region exterior el efecto desaparece tal como debe ocurrir. Izquierda:
Componente real del shear ;. Derecha: Componente imaginaria del shear vo,.
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Uno puede ver que la magnitud de los escalares 6pticos para el caso tipico de un void inmerso
tratado con estas geometrias es muy baja en acuerdo con andlisis previos [AFW99].

Podemos observar que el comportamiento del shear muestra una rica estructura; en particular
ni las componentes del shear ni su médulo copian la forma cuasi-eliptica de un esferoide proyectado
en el plano de la lente. En cambio cuando uno observa el comportamiento de la convergencia, en la
figura , puede verse una dependencia mucho mas sencilla.

6.6. Comentarios sobre este capitulo

En este capitulo sobre geometrias exactas con simetria esferoidal que estan inmersas apropiada-
mente en una cosmologia estandar hemos presentado una amplia clase de métricas: las ecuaciones
y . Las mismas resultan ser herramientas ttiles para la descripcion de distribuciones con
sobre-densidades tanto como para regiones de baja densidad como los voids tal como mostramos en
la seccién . El espaciotiempo que ellas describen esta caracterizado por dos funciones ‘radiales’
que pueden ser ajustadas apropiadamente para que en el rango r > 7¢ (con ry un radio co-mdvil
fijo) la geometria sea la de R-W. La regién interna r < rg en cambio, se puede interpretar como
un sistema esferoidal cuyo tamano crece con el pardmetro de expansiéon A(t). Estas dos funciones
escalares tienen una interpretacion fisica directa: la funcién M(r), la cual se eligi6é de tal forma que
en el limite , — 0 coincide con la masa usual en simetria esférica, tiene aqui también una estrecha
relacién con la densidad de energia de la distribucién esferoidal como puede verse también a través
de la figura La funcién F(r) ha sido usada para introducir en una manera sencilla aunque no
trivial componentes espaciales en el tensor energia-momento no despreciables.

Debido a que no hemos encontrado en la literatura otras presentaciones de geometrias exactas
que representen voids esferoidales inmersos en cosmologia, hemos construido un modelo de void con
esas caracteristicas que ademds admite en su interior (r < r¢) un tensor energia-momento no trivial.
Este modelo es una extensién del perfil radial utilizado en el trabajo[AFW99] para el estudio de la
deteccién de lentes gravitacionales en voids esféricos.

Como una aplicacién interesante que se encauza dentro de las lineas de esta tesis, implementamos
numéricamente el calculo de lentes débiles en la aproximacion de lente fina en el caso mas general de
un void inclinado a lo largo de la visual con un tensor energia-momento con componentes espaciales
significativas dentro del void.

Hemos visto que para un void tipico la sefial que uno observaria es muy baja tal como se ha
sugerido previamente en la literatura. Los mapas de shear que obtenemos muestran un patrén no
trivial; en particular no recrean la forma cuasi-eliptica de un esferoide proyectado sobre el plano de
la lente tal como uno esperaria.

Esperamos que estas geometrias sean ttiles en el estudio concreto de sistemas que requieren
un modelado més sofisticado y completo que aquel que se logra mediante la suposicién de simetria
esférica; especialmente en el caso de voids donde estos requerimientos parecen ser mas demandantes.
Aqui hemos desarrollado e implementado todas las herramientas necesarias para describir lentes
gravitacionales con estas geometrias.

En el futuro planeamos aplicar este tipo de modelos para la descripcién de observaciones con-
cretas en sistemas astrofisicas.
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Capitulo 7

Promedios en relatividad general

7.1. Introduccion

7.1.1. Promedios

Parece ser un hecho ineludible que toda descripcion de los sistemas fisicos y de las leyes que los
rigen estd siempre asociada con una determinada escala de validez.

En aquellos sistemas que poseen varios niveles de descripcion es frecuente que los constituyentes
en una pequena escala (micro) influencien fenémenos que se distinguen a nivel global en una escala
mayor (macro). Naturalmente, esto nos lleva a indagar la manera en que las observaciones registran
los campos presentes en escalas mas grandes. La nocién de promedio aparece entonces en este
contexto ya que usualmente la respuesta proviene de pensar que a través de ellos uno podria vincular
los campos en la escala macro con aquellos de la escala micro.

Una caracteristica comun en cualquier nocién de promedios es que ésta se encuentra asociada
al concepto de linealidad. Mas precisamente, la nociéon basica de promedios involucra, en general,
la aplicacién de cierto operador lineal (-) a las cantidades micro para producir las macro. Esto
corresponde, comunmente, a la integracién de alguna cantidad Q sobre un dado dominio X:

(Q) /Z Qds. (7.1)

Este es el caso de varios campos definidos sobre el espaciotiempo plano; tal como por ejemplo sucede
en electrodindmica|LBK"13] o en mecénica de fluidos[LL9I].

En lo que concierne a la gravedad podriamos pensar en el Universo como un todo, en el cual
identificamos un amplio rango de escalas jerarquicamente organizadas en las cuales se manifiestan
diversas estructuras: el sistema solar, los cimulos de estrellas, las galaxias, los cimulos de galaxias,
supercumulos, etc. Ademds a todas ellas, podemos asignarles una geometria dada; de lo cual pa-
rece derivar que uno podria recurrir a una nocién de promedio para lograr conectar la descripcion
geométrica de las diferentes escalas[CELUTI].

Si bien, hasta ahora, tal programa no ha sido llevado a cabo, la importancia de contar con
un procedimiento de este tipo ha sido enfatizada reiteradas veces, sobre todo en el contexto cos-
molégico|EIT [EBOS].

7.1.2. Las dificultades en relatividad general

En el caso de la gravitacion, las dificultades surgen debido a que uno esta confrontado a una rica
estructura geométrica en la cual varios tensores estan relacionados por intermedio de operadores
diferenciales (por ejemplo, la métrica gq, del espaciotiempo con la curvatura de Riemann Rabcd).
Por lo tanto, surgen sutilezas no presentes en el caso habitual de campos sobre una métrica plana
de fondo.
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Un aspecto no trivial a tener en cuenta es determinar qué campos tensoriales uno deberia prome-
diar y cudl es la relacién entre los tensores promediados. Concretamente, consideremos la geometria
Jab; entonces en general uno esperaria que el tensor de curvatura asociado a una métrica prome-
diada, R, [(g)], difiera del promedio del tensor de curvatura asociado a una métrica en la escala
micro, (R,,.%[g]); esto es

abc

Jab # (gav) = (Rape [9]) # Rape" [{9)], (7.2)

[EII11]. Esto también permite considerar varias opciones; por ejemplo uno podria partir de las
ecuaciones de campo y promediar primero el tensor energia-momento y luego integrar para encontrar
la métrica correspondiente. Notemos de igual modo que aqui tampoco cabe esperar que esto coincida
con el promedio de la métrica en la pequena escala.

Otros aspectos no triviales tienen que ver con la eleccién de las regiones de integracién y, por
supuesto, con la definicién misma de promedio. Debido a que en espacios curvos el transporte paralelo
depende de la trayectoria esto trae aparejado el hecho de que no hay una forma univoca de tomar
promedios.

7.1.3. Nuestro trabajo

Con esta introduccion lo que deseamos senialar es que esas diferencias serdn sensibles a la defini-
cién de promedios que uno decida usar; las cuales, resulta claro, son muy numerosas. Seria deseable,
por tanto, que una definicién concreta sea tan simple como sea posible y a la vez de aplicacién
practica, de tal manera de alcanzar una clara interpretaciéon en su uso.

A pesar de que existen en la literatura sugerencias de como realizar promedios de tensores
[Zal04, [BHC10, Beh08), [GWTI]; no hemos encontrado una que colmara nuestra expectativa de ser
simple y de inmediato uso practico. Por ello, nuestra intencién aqui es salvar esta brecha y proveer
una definiciéon de campos tensoriales y sus correspondientes derivadas, la cual pueda ser usada en
una variedad de situaciones de interés y requiriendo un minimo de estructura geométrica adicional.

Con tal objetivo, hemos decidido basar la nocién en la integraciéon de cantidades escalares cons-
truidos a partir de una base de vectores previamente especificada. La eleccion de esta base vendra
normalmente dictada por la naturaleza del problema que uno esté considerando. En la siguiente
seccion consideraremos en mas detalles algunos ejemplos; sin embargo, subrayemos que la elec-
cién de la base mas apropiada es una cuestion que estd mds alld del objetivo de este trabajo. En
cambio, aqui solamente nos concentraremos en los aspectos matematicos de como uno puede tratar
la nocién de promedios de tensores y sus derivadas en forma concreta para que sea una herramienta
practica para todas las situaciones en donde este concepto sea necesario.

Es importante mencionar que usualmente la nocién de promedio estd asociada solamente a la
regién de integracion donde se computa. Aqui, hemos elegido asociar los promedios a un punto del
espaciotiempo; esto es, nuestra definicion de promedios de tensores producirda campos tensoriales.
Consistentemente, todos nuestros ejemplos que motivan este estudio tienen en mente de manera
implicita la aplicacién de promedios asociados a un punto del espaciotiempo.

La forma en que introducimos esta estructura es partiendo de la suposiciéon que en cada punto p
uno tiene a disposicién un mapa que especifica una regién de integracién X(p), como serd explicada
en mas detalle debajo. Esta estructura es esencial para cualquier intento de definir una derivada de
promedios.

La importancia también de contar con una definicién de derivada de promedios es que nos
permitira tratar problemas en los cuales aparezcan las ecuaciones de campo.

A continuacién introduciremos la motivaciones que animan esta parte del trabajo mencionando
las principales situaciones donde la nocién de promedios demanda una atencién especial. Algunas
de ellas han sido senaladas por otros autores tiempo atréas, otras son motivaciones propias que no
hemos visto discutidas en la literatura. Todas ellas constituyen nuestra guia principal para el estudio
de promedios en el contexto de la relatividad general.
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7.2. Problemas y motivaciones que sustentan la necesidad de
promedios en relatividad general

Nuestra intencién en esta seccion es dejar planteadas las preguntas y probleméticas que surgen
en diferentes situaciones astrofisicas y cosmolégicas en torno a la descripcién de los sistemas con
varias escalas. Esencialmente, lo discutido aqui es nuestro preambulo para la formulacién de las
definiciones que aqui proponemos.

7.2.1. Promedios en la estructura en gran escala del espaciotiempo

Como dijimos anteriormente, el bosquejo actual que uno posee acerca del Universo incluye la
presencia de estructuras en un amplio rango de escalas jerarquicamente organizadas. Asumiendo
que la interaccién gravitacional estd presente en todas las escalas del Universo uno se ve conducido
a asignar una dada geometria en cada escala caracteristica. Y, por lo tanto indica ser una situacion
natural en la cual recurrir a una nocién de promedios.

En el caso de escalas suficientemente grandes en el Universo la idea basica es que si uno piensa
en volumenes cada vez mas y mas grandes, la incidencia de la distribucién de materia en gran escala
sobre la dindamica en la pequena escala, resulta equivalente al efecto que produciria una distribucion
suave (en el sentido de la continuidad de los valores que toma el campo).

Ademsds, aqui uno tiene la informacién que a tiempos césmicos tempranos la materia se encon-
traba a temperaturas excesivamente altas y la distribucién de la misma puede ser apropiadamente
descrita como un fluido homogéneo suave, tal como lo indican las observaciones del CMB.

En el marco de referencia cosmolédgico que corresponde a la escala méas grande de representacién,
uno asume que la geometria es descrita adecuadamente por la métrica de Robertson-Walker (R-W).
De hecho, la mayor parte de nuestro conocimiento sobre cosmologia proviene de un estudio detallado
de esta geometria, la cual tiene la siguiente propiedad:

Ray # 0, Cp2 = 0; (7.3)

donde Rgp y Cabcd denotan como es usual al tensor de Ricci y al tensor de Weyl, respectivamente.
Sin embargo, en escalas mucho mas chicas uno observa altas concentraciones de materia circundadas
por espacio vacio. Entonces, el uso de las ecuaciones de Hilbert-Einstein en la escala méas pequena
indicaria, que para un evento tipico, el tensor de Ricci deberia ser trivial, mientras que el tensor de
Weyl tendria que ser no nulo:

Ry = Oa Cabcd 7& Oa (74)

es decir que, llamativamente, uno obtiene la situaciéon opuesta a la que resulta de considerar el
supuesto basico utilizado en el marco tedrico cosmoldgico.

La dificultad aqui radica en que no existe una nocién sencilla de promedios que produzca un
resultado no nulo a partir de un tensor de Ricci nulo. Esto enfatiza, por tanto, la necesidad de un
estudio detallado en contraposicién de la rapida adopciéon de una cosmologia homogénea desde el
principio. Debemos mencionar que este problema ha sido el objeto de estudio por largo tiempo|EII’4]
y refleja de qué manera se ha hecho un uso implicito de una nocién de promedios en el contexto
cosmologico para abordar la descripcién geométrica del espaciotiempo y su curvatura.

Luego de haber notado este problema uno se pregunta si es correcta la idea de promediar el
tensor energia-momento y luego postular las ecuaciones de Hilbert-Einstein; ya que es de este modo
cémo se determina el tensor de Ricci en tales situaciones.

En este sentido una definicién precisa ayudaria a ganar un mejor entendimiento acerca de la
manera en la cual uno arriba a una descripcién global donde las subestructuras se ven difuminadas.

7.2.2. El problema de la materia oscura

Nuestro punto de partida para sugerir el uso de promedios para indagar en el problema de la
materia oscura es que se conocen geometrias que permiten describir algunas de las observaciones
que caracterizan este fenémeno. Por ejemplo, en la referencia [MGNO0] se propone una métrica con
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simetria esférica que describe las curvas de rotaciéon observadas en galaxias. Mas detalladamente,
en [GM12] se presenta una solucién a las ecuaciones de Einstein que explica varios de los efectos
observados de materia oscura no solamente en galaxia sino también en ctimulos.

Este tipo de geometrias presentan la peculiaridad de que en ellas aparece una contribucién no
trivial de las componentes espaciales del tensor energia-momento. Estas construcciones que satisfacen
las ecuaciones de Hilbert-Einstein, pero que son no-Newtonianas en su naturaleza, refuerzan por
un lado la sospecha acerca de si el empleo de un punto de vista Newtoniano es apropiado en la
descripcion de sistemas astrofisicos y cosmolégicos.

Otros modelos con caracteristicas similares proponen una descripcién en términos de campos
escalares[NSS01l [ALS03]. El tensor energia-momento de un campo escalar satisface naturalmente
esta caracteristica que mencionamos; sin embargo no se da ninguna explicacion acerca del origen de
tal posibilidad.

Esta situacién dispara la siguiente pregunta: ;de qué manera uno podria entender las componen-
tes espaciales del tensor energia-momento que hasta ahora no han sido tenidas en cuenta? ;Podria
ser, por ejemplo, que la presencia de componentes espaciales no despreciables del tensor energia-
momento surjan luego de algin proceso de promedio realizado en un sistema compuesto por una
gran cantidad de pequenos constituyentes?

Estamos pensando aqui, en la situacién donde uno posee una métrica g, que describe exacta-
mente la escala micro y satisface las ecuaciones de Hilbert-Einstein:

Gab[g] = I{Tab. (7.5)
Luego el promedio formal de este sistema estaria dado por

<Gab[g]> =K <Tab> ; (76)

el cual puede ser visto como
Gavl(9)] + Eap = £ (Tup) ; (7.7)

donde hemos reescrito el lado izquierdo en términos del tensor de Einstein Ggp[(g)] para la métrica
promedio (g) y un término adicional E,, que da cuenta de la diferencia con (Ggpg])-

Por tanto uno podria investigar si el término E,; que surge luego de un proceso de promedios
podria dar cuenta significativa de componentes espaciales en el lado derecho de ([7.7)).

7.2.3. La cuestion de promediar la métrica misma

La métrica claramente es uno de los candidatos inmediatos para promediar debido a que, tanto
mediciones de longitudes y tiempo estan determinadas a partir de ella, asi como también porque
juega un papel esencial en la descripcién de los campos de materia presentes en una dada escala a
través del tensor energfa-momento.

En el caso de un gran sistema compuesto por numerosos subsistemas uno podria considerar
la idea de que su tamano y evolucién temporal estarian apropiadamente determinados por una
geometria promediada en la cual los detalles internos del sistema son suavizados.

Esto es de hecho lo que sucede en cosmologia, donde la hipdtesis basica de trabajo, es que la
métrica en su escala mas grande es homogénea e isotrépica.

Maés precisamente, uno podria contemplar el caso de dos escalas tipicas dentro una jerarquia
multi-escala del sistema en cuestién. Una opcién posible, que parece razonable considerar en este
caso, es descomponer la métrica del sistema total, de la siguiente forma:

Jab = Gab + hay; (78)

donde g, corresponderia a la métrica ‘promediada’ del sistema mas grande y hqp a aquella adecuada
para describir la pequena escala y que serfa una perturbacién de la primera; en otras palabras uno
esperaria tener lo siguiente

<gab> =gab Y <hab> =0. (79)
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Por ejemplo, la aplicacién de esta idea a un cumulo de galaxias que en su escala mas grande
parece tener una forma esféricamente simétrica nos induciria a tomar g,; dentro de la familia que
son esféricamente simétricas y usar h,p, para describir la estructura interna remanente. Sin embargo,
en tales casos el procedimiento no sigue un esquema preciso de como realizar los promedios.

Esto es una propuesta que resulta interesante en vista a futuras aplicaciones; a pesar de ello,
uno debe subrayar que nuestra sugerencia es sélo una entre muchas otras diferentes en las cuales
uno podria atacar el problema de promediar la métrica. Esto es, no existe un tratamiento universal
para esto y en consecuencia hay muchos abordajes posibles. Por lo tanto, seria deseable que el factor
comun de todas estas técnicas sea el hecho de que provean con una definicién practica y precisa de
promedios; con el fin de que puedan ayudar a una interpretacion clara y concreta luego de aplicarlas.

7.2.4. Promedio del tensor energia-momento

También, una opcién natural seria considerar una técnica para promediar el contenido de materia
previo al uso de las ecuaciones de campo en vez de la métrica. En este caso, si uno denota por tg el
tensor energia-momento de los subsistemas en la escala micro entonces, parece haber pocas opciones
para considerar un tensor energia-momento macroscépico, Ty, que no sea el siguiente:

TQB == VL/ ta[;e dQ, (710)
= Jy
donde con letras griegas denotamos las componentes en una base apropiada.

Un ejemplo importante, en que esto se podria aplicar, es en el caso en que uno quisiera abordar
el problema de la descripciéon macroscopica de materia en el Universo a través de la distribucién de
galaxias. Si la materia estuviese solamente concentrada con la materia visible entonces en puntos
intermedios entre galaxias uno tendria que el tensor energia-momento es nulo mientras que su
promedio produciria un resultado distinto de cero.

Los detalles para un célculo como este dependeran de la manera en que uno decida cémo atacar
el problema y, en particular de la eleccion de las regiones de integraciéon. Normalmente la carac-
terizacion del sistema incluird la eleccién de una base particular en la cual el calculo tenga una
interpretacién fisica inmediata.

7.2.5. Promedio de la conexion

Cuando sistemas astrofisicos son considerados uno encuentra muy a menudo modelos convenien-
tes que consideran el movimiento de pequenos cuerpos sobre una dada geometria que predomina en
escalas grandes. En un cimulo de galaxias, uno podria obtener informacion de la dindmica de cada
galaxia individual asumiendo que las mismas son cuerpos de prueba sobre la geometria de fondo.
Conjuntamente, teniendo en cuenta el paso de los fotones a través del cimulo, uno podria obtener
informacién complementaria a partir de observaciones de lentes débiles. Este tipo de comportamien-
tos estd descrito en términos de la ecuacion de geodésicas, la cual tiene registro de la conexion en
vez de la métrica y la curvatura.

Esto sugiere por ende que en algunos casos podria ser relevante considerar promedios de la
conexion sobre una geometria de referencia. Esto también podria ser posible en términos de tensores
ya que si uno tiene una métrica g.p, que describe en detalle el sistema, y alguna otra de fondo ggp
entonces la diferencia entre las conexiones asociadas a ellas puede ser descrita en términos de un
tensor; es decir, uno puede escribir:

Vat® = av” +7," 0% (7.11)

donde V, y 9, son las derivadas covariantes métricas de gq; y gqp respectivamente; y 7,7, es un
tensor.

Teniendo a mano una definicién de promedios uno podria ademaés relacionar el promedio de la
conexién con su curvatura correspondiente.

La construccién que proponemos en este capitulo se ajusta a este propodsito para esta clase de
estudios.
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7.3. Definicién de promedios para campos tensoriales

7.3.1. El caso general

Consideremos una variedad diferencial M n-dimensional. Asumiremos que en cada punto g € M
una base de vectores e junto con su respectiva base dual w,* ha sido dada; esto es:

a B _ 5 B.
eqgwh =194, (7.12)
donde hemos usado, para nuestra notacién, el alfabeto griego para los indices numéricos de la base,
es decir, o, 8 = 1,...,n, mientras que para denotar indices abstractos empleamos a, b, ....
Denotaremos entonces las componentes de un campo tensorial arbitrario A%~?_ . en esta base
como Aa"'ﬁ%.a de tal forma que en esta notacion se tiene

At = Aa”ﬁ%.é e(f...eé’ wc'y...wd‘s. (7.13)

Las componentes son campos escalares para las cuales la operacién usual de promedios en términos
de integrales puede ser aplicada.

Escojamos entonces un punto de referencia p y una asignaciéon que le haga corresponder una
regién de integracién m-dimensional, la cual denotaremos como ¥(p). Dicha asignacién es en princi-
pio arbitraria pero, una eleccién apropiada de ¥ (p) dependerd en principio de las caracteristicas del
sistema a promediar. La suposicién de dicho mapa p — X jugard un rol importante en la definicién
de las derivadas del promedio de campos tensoriales.

La definicién que proponemos para el promedio de campos tensoriales es la siguiente:

Definicién 7.3.1 (Promedios) El promedio del campo tensorial A%~?_ . en el punto p sobre la
regién de integracién X(p), el cual denotaremos por <Aa“'bc__'d>2(p), es el nuevo tensor

) _ a... b )
<Aa c...d>z(p) = <A 7".5>Z(p) o€ W Wy, (7.14)
asignado en el punto p; donde
1
A% = / AP, 7.15
< 7"'5>Z(p) VE(p) () y...0 P ( )

y donde d2, es el elemento de volumen de X(p) y Vs, es el volumen de dicha regién.

Aplicando dicha definicién a todo punto p de M uno obtiene un campo tensorial promediado
sobre la variedad.

La definicién trae implicadas algunas propiedades algebraicas que pueden ser inmediatamente
deducidas y las cuales resulta 1til tener en cuenta, como por ejemplo: el promedio de cualquier
elemento de la base es trivial

(ea)s(p) = €as (7.16)
(Wa ) s(p) = Wa - (7.17)
Los promedios no conmutan con el producto tensorial, esto es:
b b
<AaB >2(p) #+ (Aa>2(p) <B >2(p) . (7.18)
Por otra parte es interesante notar que para la delta de Kronecker uno tiene
(0" )5y = O (7.19)

de tal manera que la contraccién de un campo tensorial promediado coincide con el promedio de la
contraccién:

b _ b
" (AL >2(p> = (6, A, >E(p) . (7.20)
La propuesta que presentamos es deliberadamente sencilla y esta construida en una forma directa

con la intencién de maximizar su aplicabilidad teniendo en mente la variedad de ejemplos que hemos
presentado en la introduccién.
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7.3.2. El caso con regiones de integracién (n — 1)-dimensional

Teniendo en cuenta las situaciones que hemos discutido en la introduccién, podemos esperar que,
en varias ocasiones, las regiones de integraciéon a considerar tengan dimension n — 1. En particu-
lar, este parece ser el caso mas apropiado cuando uno quiera enfrentarse al problema de promediar
observables sobre el cono de luz pasado de un observador en el cual uno desearia describir el compor-
tamiento efectivo de los fotones en su paso a través de la geometria en pequena escala. Este hecho
es precisamente nuestra principal justificacién para ahondar en mas detalle sobre promedios en hi-
persuperficies, si bien la discusion siguiente aplica a los tres posibles caracteres que puede presentar
la hipersuperficie X(p): temporal, espacial o nula.

Esencialmente, repasaremos aqui cuestiones de integracién que necesitaremos luego para el
computo de las derivadas del promedio (seccién ) y senalaremos las sutilizas que existen en
la integracién sobre superficies nulas ademads de sentar la notaciéon que utilizaremos en lo siguiente.

Comencemos asumiendo que una métrica y su correspondiente forma de volumen ¢,, ,, han sido
dadas sobre el espaciotiempo; entonces para realizar una integracién sobre ¥ (p) necesitamos trabajar
con una forma de volumen (n — 1)-dimensional inducida sobre tal hipersuperficie que escribiremos
simplemente como €,,..4, ,- La especificacién de esta forma de volumen presenta sutilezas en el
caso nulo a diferencia de los casos temporales y espaciales donde su determinacién es natural.

Si ¥(p) es una hipersuperficie nula, la eleccién de €, .. 4, , puede ser hecha de la siguiente forma:
dentro del subespacio de 1-formas definido sobre ¥(p) que aniquilan todos los vectores tangentes a
¥ (p) escojamos un elemento, 6, y definamos €4, . 4, , como

€ay...an = ne[aleag...an]‘ (721)

Notemos que la libertad en esta eleccion es un factor multiplicativo de 6,. Conviene introducir,
también, una normal a la hipersuperficie denotada por N%; entonces uno tendria

0y = gap N°. (7.22)

Por ejemplo, consideremos el caso del cono nulo (pasado o futuro) de un punto en el espaciotiempo
de cuatro dimensiones, el cual estd generado por el campo vectorial nulo ¢; entonces el vector normal
N% es

N =1(°, (7.23)

y en esta notacién uno tiene
0y = 4. (7.24)

Ademds, usando una tetrada nula (£%,n% m®,m*) uno tomaria los tres vectores (£*,m®,m®) tan-
gentes a X(p).

En los casos temporal y espacial tenemos una tnica eleccién natural para 6, dada por la ecua-
cién e imponiendo la normalizacién N%0, = +1 segin corresponda. En consecuencia existira
una unica forma de volumen €,,. 4, , en estas situaciones. En el caso general usaremos la notacién
A% para referirnos a un vector saliente de la hipersuperficie; de esta manera la forma de volumen
€ay...a,_, S€rd proporcional a la contraccién de .4® con €, .. 4,. Por consistencia con lo dicho an-
teriormente siempre escogeremos este vector de forma tal que 4®6, = 1. Concretamente, en el
ejemplo anterior tendriamos 4% = n®, mientras que si X(p) es temporal o espacial uno tomaria
A% = +£N?* segtin corresponda.

Hasta aqui hemos tratado de resaltar de manera lisa y llana la estructura métrica en la integracion
sobre hipersuperficies, sin embargo uno podria preferir destacar la estructura asociada a un sistema
de coordenadas adaptado a X(p); esto es, uno podria tomar la coordenada x1 a ser constante sobre
Y (p) de tal forma que el vector % apunte en la direccién saliente; es decir A% = 8%' De hecho, es
habitualmente de esta forma tal como se suele presentar en la literatura (ver por ejemplo [Poi04]).

7.4. Derivada de los promedios

Como se menciond en la introduccién, uno de los objetivos principales en cualquier formalismo de
promedios es el de obtener las ecuaciones que satisfacen las cantidades macro. Con esa finalidad, en

87



7.4. DERIVADA DE LOS PROMEDIOS

esta seccién proveemos de una definicién natural de derivadas para campos tensoriales promediados
que solo requiere de técnicas conocidas.

A la hora de tomar derivadas en un punto p es necesario que los campos estén definidos en un
entorno de p. Entonces, si consideramos una derivada covariante V, sobre M, ella puede ser aplicada
directamente sobre un campo que ha sido previamente promediado. El campo debe ser suave por lo
que resultan fundamentales las caracteristicas de la asignacién p — X(p).

Respecto de esta correspondencia asumiremos que existe un mapa ¥, : U — X(p) que va desde
una regién d-dimensional U C R% a ¥(p) (d < n). Los detalles especificos del mapa dependeran de
la estructura disponible alrededor del punto p € M. Por ejemplo, para fijar ideas, en el caso de un
espaciotiempo cuadridimensional la estructura podria estar dada por el campo de velocidades v
de observadores cosmoldgicos y sus conos de luz pasados. Alrededor de cualquier punto uno puede
referir puntos en un entorno por medio de las coordenadas angulares canénicas (6, ¢) y la distancia
afin A definida univocamente respecto de v®. Entonces a cada punto p uno podria asignarle la regién
3 (p) definida por el mapa: (6, ¢, A < A*) — (todo puntos en el cono nulo pasado de p).

Por lo tanto, ya que en el computo de derivadas uno compara el valor del tensor promedio en p
con otro calculado en un punto ‘cercano’ ¢, uno necesita la informacién de cémo cambia la regién
Y (p) cuando uno se mueve desde p a gq. Caracterizaremos el movimiento de p a ¢ por una curva ~(s),
con vector tangente £%. Vemos asi que la asignacién p — 3(p) y la curva « a través de p generan
curvas ' para cualquier otro punto p’ € 3(p). En otras palabras, la congruencia de curvas 7' estd
completamente determinada por el mapa generador ¥,, mencionada arriba.

En el ejemplo anterior, las curvas v son generadas manteniendo fijo los valores de (6, ¢, \)
mientras se pasa de p a q.

Esta construccién produce por tanto, para asignacién p — X(p) y para cada curva v un campo
vectorial w® tangente a las curvas 4’ con la siguiente dependencia funcional sobre 3(p):

w® = w(p, £Y). (7.25)
Este campo aparece naturalmente en las definiciones que presentamos debajo.

7.4.1. Derivada covariante

Consideremos una conexién arbitraria V, sobre M, entonces podemos definir la derivada cova-
riante en la direccién del vector £* como sigue:

Definicién 7.4.1 (Derivada covariante para el promedio de tensores)

geve <Aambcmd>§](p) E§ (<Aai5> ) eo(él"'eﬁb wcv"‘wd(s
=(p)
+ <Aa"ﬂ > T elefwl . w)
75 © ? !
+ .+ <Aa"'im5>2(p) §UFU€56()‘}...62 wcv...wd‘; (7.26)
— (AP > el..ef €T wr.wf
< 5...0 S(p) B g d
a... a o 6 €
- <A i"'5>z(p) €n ...eé’ T w)ewg;
donde e 2Vqe} =T Ysel y eaVaw,)” = -T,° w,.

Claramente, esta constituye la nocién mas natural y directa de derivada aplicable que es consis-
tente con la asociacién p — 3(p).
Podemos observar que la informacién acerca de cémo la regién de integraciéon X(p) cambia esta

solamente contenida en el primer término del lado derecho que posee el factor & ( <AO"”[,£Y 5> ( )).
/50
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Esta derivada puede ser expresada en términos del campo vectorial w® discutido antes. Hemos
preferido relegar los detalles de este cdlculo a los apéndices donde computamos el siguiente

limite .
§ (<A”'“i”_5>z(m> = lim — (<Aami...5>z(q) - <Aami...5>z(p)>? (7.27)

donde s es el pardametro a lo largo de la curva ~ conectando p con ¢y £ = %. Allf mostramos que
el mismo adquiere la siguiente expresion alternativa:

: (<Aamg---5>2(p)) B Vzl(p) /E(p) b (Aami...é qu(S))

donde £,, denota la derivada de Lie a lo largo del campo vectorial w® y ||X(p) indica la proyeccién
al espacio tangente de X(p). Esta condicién es necesaria cuando la dimensionalidad de la regién de
integracién es menor que n.

Aa...,B
B < 7"'5>z<p> ¢ (Vo) s (729)

1) Vs

7.4.2. Derivada de Lie

Dado un campo vectorial z* podemos también considerar la derivada de Lie de tensores de-
finidos como promedios segun . Nuevamente, notamos que podemos aplicar las técnicas
usuales[KNG63|; definiremos la derivada de Lie de tensores promedios haciendo uso de la derivada
covariante:

Definicién 7.4.2 (Derivada de Lie para el promedio de tensores)

£z <Aambc.“d>§;(p) :Zeve (<Aambc.“d>§](p)) o <Aembc...d>g(p) Veza - <Aa...ecmd>2(p) vezb

PSS N Tt (AT, Yy Ve,

(7.29)

Advirtamos que en general, el campo z° serd diferente de aquel utilizado para mover la regién
de integracién X(p) a pesar de que ambos campos deben coincidir en p.

7.4.3. Derivadas de promedios sobre regiones (n — 1)-dimensionales

En este apartado deseamos completar la discusiéon de derivadas presentando un resultado que
permite computar los tensores definidos previamente en el caso en que los promedios sean definidos
sobre regiones (n — 1)-dimensionales. La siguiente expresién cuya prueba relegamos al apéndice
es completamente general en el sentido que contempla las tres posibilidades para 3(p), bien
sea espacial, temporal o nula.

Como puede verse de las definiciones anteriores lo que uno necesita esencialmente conocer es
la accién de la derivada sobre el promedio de campos escalares. En el caso en que X(p) es una
hipersuperficie la derivada de un campo escalar general A puede ser expresado como:

£w<A>Z(p) :/2( |
p

donde aqui estamos empleando la notacién introducida en (7.3.2)).

Ve (Aw®) + A0f (wV /T — 4V w?) | dQy; (7.30)

7.5. Comparacién con otros trabajos en la literatura

Para poner en perspectiva nuestro trabajo nos parece pertinente aqui relacionar nuestra definiciéon
de promedios de tensores con trabajos previos en la literatura subrayando similitudes y diferencias.
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Citemos, por ejemplo el trabajo de Buchert[Buc00]; uno de los primeros en la materia en el cual
se discute una nocién de promedios motivada por el problema de explicar la expansién acelerada en
cosmologia a través del concepto de ‘backreaction’. En el mismo solamente se emplea una nocién
de promedios aplicada a las cantidades escalares que encontramos en la formulacién 3 + 1 de la
ecuaciones de Einstein. El autor aplica las técnicas de promedios sobre hipersuperficies espaciales
a las ecuaciones en la que sélo estos escalares intervienen; sin embargo el alcance del método alli
expuesto solo pretende ser de uso para promediar modelos cosmolégicos inhomogéneos. En nuestro
caso hemos preferido ampliar la atencién a la nocién de promedios de tensores la cual abarca éste
como caso particular. El mismo autor presenta ademas reglas de conmutacién para las derivadas
temporales y los promedios, en cambio aqui hemos optado por presentar una definicién general de
derivadas de promedios de tensores.

En un articulo inspirado en el recién citado, Gasperini y colaboradores [GMNV11] aplican pro-
medios a cantidades escalares sobre el cono de luz pasado haciendo uso de una particular eleccién
de coordenadas observacionales en las aplicaciones que ellos sugieren. Este tratamiento ilustra las
circunstancias en la cual una base puede ser extraida para realizar promedios de tensores; y al mismo
tiempo constituye un ejemplo de la clase de estructura que naturalmente aparece en el estudio de
ciertos problemas especificos. En nuestro trabajo, esta base estd explicitamente materializada en la
definicién.

Otros trabajos que solamente consideran el promedio de cantidades escalares fueron propuestos
por Coley [Coll0], y Kaspar y Svitek [KS14]. Ambos estdn esencialmente enfocados con el problema
de promedios en el contexto cosmolégico y inicamente admiten promedios de escalares definidos a
partir de la curvatura.

Por otro lado, esquemas generales, aplicables a cualquier campo tensorial fueron propuestos
por Zalaletdinov([Zal93| [Zal04, [Zal92l [Zal0§| los cuales estén basados en el uso de bitensores para
transportar tensores de un punto a otro dentro de la regiéon de integracién. En esta forma el autor
propone evitar el problema de la dependencia del transporte paralelo para tensores. Uno puede ver
que el uso de bitensores puede ser relacionado a la especificaciéon de una base en cada punto de
la variedad; en nuestro caso la prescripcién de una base sobre la regién de integraciéon implica la
existencia de un bitensor W.b(p, ¢) naturalmente asociado de la siguiente manera:

WY (p,q) = wi (p) e (q); (7.31)

el cual puede ser usado en el abordaje de Zalaletdinov. Los promedios en este caso son solamente
discutidos sobre regiones que de igual dimensién que la variedad y son aplicados para promediar
las ecuaciones de Einstein; sin embargo el empleo del contenido total de las ecuaciones de Einstein
en tal derivacién merece un estudio mas detallado segiin ha sido apuntado oportunamente en otros
trabajos[GW13].

Mencionemos también otras propuestas y definiciones usadas para promediar campos tensoriales
que difieren en naturaleza de la nuestra tal como la de Green y Wald [GWI1I, [GW13| [GW16] y la
de Behrend [Beh0§|. La primera de ellas se basa en la existencia de un limite de alta frecuencia para
los campos y la han aplicado a las ecuaciones de Einstein.

Esta pequena lista no pretende ser una revisién de todos los esfuerzos que se encuentran en la
literatura sobre trabajos que tratan con definiciones de promedios de tensore sobre una variedad
general; es sélo una seleccién personal que intenta dar una idea de la naturaleza de los diferentes
esquemas explorados en la materia. Nuestro acercamiento en este &mbito trata de emplear un minimo
de estructura que permita un uso préactico de promedios aplicados a tensores. Aspiramos también a
que nuestra propuesta nos permita mantener un maximo de claridad al abordar problemas concretos,
por lo cual hemos optado por un método sencillo. Asi mismo esperamos que resulte tutil al tratar
explicitamente con ecuaciones diferenciales para los campos.

7.6. Comentarios sobre este capitulo

Hemos presentado aqui una nueva definicién de promedios aplicable a campos tensoriales de
completa generalidad sobre una variedad n-dimensional. La misma estd basada en la integracién de
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escalares construidos con el uso de una base adecuada a la situacién particular que se desee tratar;
esto es uno deberd prescribirla de acuerdo a la naturaleza del problema en que se desea aplicar.
Las técnicas usadas para la definicién si bien no involucran nuevos desarrollos estan disenadas para
ser de amplia aplicacién en diversas situaciones. Hemos preferido este enfoque que nos permite
recurrir solamente a la estructura mas simple presente en los sistemas a estudiar. Contrariamente a
esquemas mas elaborados confiamos que nuestra propuesta permitird una implementacién préactica
y directa. Complementariamente esta construcciéon provee una definicién simple de derivadas para
los promedios en comparacién con otros trabajos como por ejemplo [Zal04].

Diversos escenarios posibles han sido discutidos y constituyen nuestras motivaciones preliminares.
A través de ellos hemos intentado argumentar que el rango de aplicabilidad es bastante amplio y
alcanza sistemas en escalas astrofisicas tanto como cosmolégicas en las cuales la explicacién de
la fenomenologia asociada con las llamadas materia oscura y energia oscura podria requerir de
técnicas que contemplen de forma adecuada promedios de los campos fisicos. Es de hecho, en el caso
cosmolégico donde uno normalmente encuentra este tipo de discusiones que recurren implicitamente
a nociones de promedios. Sin embargo, consideramos también que es importante destacar que una
definicién de promedios de tensores podria ser muy relevante para el estudio de sistemas astrofisicos,
esto es, en escalas menores como por ejemplo cimulos de galaxias o galaxias individuales donde el
problema de la materia oscura no es bien comprendido.

Otro punto importante que vale remarcar es que existen diversas situaciones donde podria ser
interesante considerar promedios de la conexién con respecto a algin espaciotiempo de fondo debido
a que varias observaciones proveen informacion acerca de la ecuacién de geodésicas. Es llamativo
que esta ultima posibilidad no haya sido vislumbrada anteriormente y esta técnica aplicada.

Este trabajo ha sido confinado al aspecto puramente tedrico, nuestra expectativa en el futuro
inmediato es hacer uso de estas herramientas en el estudio de las ecuaciones de campos en sistemas
astrofisicos en general y en el problema de promediar observables en el contexto cosmolégico.
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Capitulo 8

Comentarios Finales

En esta tesis nuestra motivacion ha sido la de abordar la problematica que existe en el estudio
del contenido de materia del Universo. El problema en si mismo es muy complejo pues se manifiesta
en diversas escalas que van desde galaxias hasta el nivel cosmolégico y, por lo tanto, su incidencia se
extiende a cuestiones que guardan cierta distancia entre si también: como por ejemplo la descripcién
de la dindmica de las estrellas en una galaxia y la explicacion del crecimiento y formacién de
estructuras en el Universo. Sin embargo, el gran desconcierto quiza sea que el modelo cosmolégico
estandar ha sido capaz de describir un ntimero importante de observaciones e incluso poder predecir
otras: tal como por ejemplo la presencia de los picos actisticos en el espectro de anisotropias del
CMB. A pesar de esto, permanece la incégnita sobre la naturaleza misma de las componentes maés
abundantes requeridas dentro del cuadro tedrico que se ha elaborado: las llamadas materia oscura
y energia oscura.

En lo que respecta al caso de la materia oscura la mayoria de los modelos que se utilizan
para describir distintos sistemas astrofisicos solamente tienen en cuenta la densidad de energia
como fuente del campo gravitatorio; sin embargo, en el marco tedrico de las teorias de campo de
la gravedad, como la relatividad general uno dispone del tensor energia-momento; en el cual, la
densidad de energia es s6lo una de sus componentes. Debido a esta observacién y al hecho que
existen geometrias donde las componentes espaciales del tensor energia-momento han demostrado
ser de utilidad para la descripcién de aspectos observacionales del fenémeno de materia oscura, es
que nuestro enfoque ha sido el de no trabajar a priori con suposiciones acerca de la misma, sino
buscar medios que permitan una aproximacién desprejuiciada para abordar su estudio. La ruta
que hemos tomado para ello fue el de perfeccionar y construir nuevas técnicas que nos permitan
responder a la pregunta: jcuédl es la forma més apropiada de descripcién de la materia oscura? Aqui,
hemos proporcionado nuevas herramientas que nos permiten lidiar con este problema desde una
perspectiva mas amplia. El trabajo que aqui presentamos se ha desarrollado en un nivel puramente
tedrico, sin embargo estas herramientas son un medio util para estudios observacionales concretos
y en el futuro cercano planeamos aplicarlas a sistemas especificos.

Para concluir este trabajo y poner en perspectiva lo realizado hasta aqui sintetizaremos las
principales contribuciones que presentamos y que se encuentran discutidas en detalle al final de
cada capitulo que componen esta tesis.

Hemos comenzado el trabajo con una discusién acerca de la necesidad de considerar promedios
en relatividad general ya que es posible que la forma en que uno da cuenta del contenido de materia
esté relacionado a la manera en que normalmente tratamos con inhomogeneidades en cosmologia.
En particular, ello podria dar origen a términos que no son tenidos en cuenta en las ecuaciones
de campo y podrian contribuir como fuentes adicionales. Dado que una nocién de promedios para
campos en espacios curvos involucra varios desafios uno debe considerar el problema en detalle;
esto fue hecho en el capitulo dos en el cual dejamos planteadas estas cuestiones y discutimos las
distintas cantidades de interés que podrian ser susceptibles de promediar; en particular, senalamos la
importancia de considerar promedios de la conexién, un tema que no es frecuentemente mencionado
en la literatura.
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Dada la amplitud de posibles aplicaciones en las cuales es necesario tener un buen entendimiento
de las consecuencias derivadas luego de recurrir a una nocién de promedios es que hemos propuesto
una definicion de promedios que sea de suficiente generalidad pero, a la vez sencilla y de uso préactico.
La misma se aplica a campos tensoriales de cualquier rango y da como resultado campos tensoriales
del mismo rango definidos sobre la misma variedad; lo cual es esencial para luego definir una nocién
de derivada que sea apropiada para lidiar con las ecuaciones de los campos. Nuestra definicion
hace uso de la menor estructura adicional posible a diferencia de otros trabajos en la literatura y
contiene a varios de ellos como casos particulares. Esté construida a partir de la prescripcion de una
base de vectores con la cual se toman las componentes de los tensores que uno desea promediar y,
donde la especificacién de esta base estd dictada segtn las particulares de cada problema, tal como
hemos ejemplificado en la discusién. En el futuro esperamos aplicar estas técnicas a situaciones
concretas que son de especial interés para nosotros tal como por ejemplo en el problema de promediar
observables en el contexto cosmoldgico y en la obtencién de ecuaciones de campos para los campos
promediados en la cual también interviene nuestra definicién de derivada de promedios.

La segunda novedad que introducimos en este trabajo tiene que ver con la extension de las ideas
presentadas en [GMII] al contexto cosmoldgico. En esta parte del trabajo presentamos el nuevo
formalismo de lentes débiles partiendo desde primeros principios para un espaciotiempo de fondo
arbitrario y luego particularizando a una cosmologia estandar. Para realizar las comparaciones entre
las situaciones en que existe una lente gravitacional y en la cual no hemos utilizado el espaciotiempo
plano como referencia lo cual nos permite tener en cuenta los efectos producidos por el espacio
cosmolégico de fondo. Esto nos ha llevado a senalar varias sutilezas que surgen en el caso en que lentes
son consideradas sobre espaciotiempos curvos. Nuestro tratamiento sélo hace uso de los escalares
opticos ya que son ellos los observables que uno dispone en el estudio de lentes débiles; en otras
palabras, hemos evitado en la discusién hacer referencia al angulo de desviacién que es el punto de
partida de la gran mayorfa de articulos en la literatura. Las férmulas (2.153} [2.154] [2.155)) que hemos
obtenido son nuevas y de una gran generalidad ya que estan escritas en términos de la curvatura de la
lente y por tanto tienen en cuenta todas las componentes del tensor energia-momento. En particular,
esto nos permite trabajar con modelos geométricos para la lente en contraste con las descripciones
usuales que sélo consideran la densidad de materia del sistema. En la seccién y hemos
mostrado el caso general de lentes finas caracterizadas por geometrias estéticas y esféricamente
simétricas. En esta aproximacién, que suele ser la mas usual en las situaciones observacionales,
hemos corregido un error conceptual que aparecen frecuentemente en libros de texto basados en el
paradigma de X/X.,., a saber: que no es correcto intercambiar distancias Euclideas por distancias
angulares en las expresiones de los escalares Opticos en la aproximacién de lentes finas cuando
uno pasa al contexto cosmolégico. Hemos mostrado que en una derivacion maés cuidados aparecen
dos términos de redshift de diferente origen que modifican las expresiones usuales; los cuales sélo
se anulan en el caso de que el movimiento de la lente coincida con el que tendria un observador
preferencial de la cosmologia. Ello surge debido a que nuestras expresiones contienen de manera
intrinseca el posible movimiento de la lente y de hecho nuestra presentacion incluye de manera
natural el efecto de lentes en movimiento en contraste con trabajos mucho més extensos que tratan
este aspecto de manera separada al caso de lentes en reposo. Otro punto de importancia es que
con los ejemplos presentados en la seccién queda claro conceptualmente que los efectos
de convergencia y shear estan asociados a distintos componentes de la curvatura: la convergencia
responde al tensor de Ricci mientras que el shear tiene su origen en el tensor de Weyl. Es este hecho
justamente el que nos permite considerar geometrias peculiares como la solucién anisotrépica sin
masa discutida en 7 la cual es imposible de tratar con las férmulas derivadas a partir del
cociente X /¥.;.

Dentro del lenguaje de lentes también presentamos nuevas férmulas para la relacién de las magni-
tudes observadas con los escalares Opticos a través de las magnificaciones en intensidad que definimos
en la subseccién . Mostramos alli que la magnificacion de intensidad ‘fisica’ 1 s6lo depende
de la distancia afin y coincide con la magnificacion angular p como consecuencia del teorema de
Etherington . Esto implica que uno puede expresar el mdédulo de la distancia como funcién
de los escalares épticos y de datos cineméticos. Nos referimos aqui a un concepto mas ‘fisico’ ya
que se basa en la comparacion de flujos a igual valor del parametro afin y por tanto es adecuado
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para espaciotiempos generales. En cambio, cuando lo expresamos en término de p.,, esto requiere de
la suposicién de un modelo cosmolégico de tal forma que una relacion distancia-redshift pueda ser
aplicada.

Hemos mencionado la relacion de este hecho con la observacién de supernovas ya que si uno
observa las tablas[2.1] y puede notar que la intensidad en magnificacion fi es siempre mas grande
que 1. Si hacemos uso de , esto implica que las luminosidades observada son maés brillantes
que en el caso plano. Sin embargo, en el analisis usual basado en los trabajos [R798, [PT99] se afirma
que las luminosidades observadas son més tenues (ver tabla de lo esperado como funcién del
redshift y luego se aduce la presencia de una constante cosmoldgica. Esto estd en marcado contraste
si uno considera la situacién mas general en la cual no se requiere asumir de un modelo para explicar
las observaciones ya que las observaciones de luminosidad no son sensibles a la presencia de una
constante cosmoldgica en este caso tal como lo revelan las ecuaciones y ya que en ellas
solo intervienen las partes sin traza del tensor de Ricci y el tensor de Weyl.

En relacién a este punto también resulta sumamente interesante el estudio de la magnificacién
producida por un conjunto de inhomogeneidades a lo largo de la visual. Para ello hemos desarrollado
en el capitulo el formalismo de lentes finas para configuraciones de varias lentes que se encuentran
cuasi-alineadas a lo largo de la visual el cual es una extensién del formalismo presentado en el capitulo
@.

Por dltimo, en las secciones finales nos hemos concentrado en construir modelos geométricos,
esto es espaciotiempos exactos, para la descripcion de sistemas astrofisicos con simetria esferoidal
(prolada y oblada); los cuales hemos utilizados como lentes en el calculo de los escalares épticos y
donde hemos visto aplicaciones no triviales de lentes que no exhiben simetria axial.

Los nuevos modelos que presentamos son de dos tipos: en el capitulo hemos presentado mo-
delos que son generalizaciones de espaciotiempos esféricamente simétricos que estdn pensado para la
descripcién de sistemas compactos mientras que en el capitulo @ hemos propuestos modelos esfe-
roidalmente simétricos que estdn inmersos dentro de la cosmologia de R-W y por tanto, parecerian
mucho més adecuados para la descripcion de estructuras muy grandes tal como es el caso de voids.
Las generalizaciones en ambos casos estan construidas a partir de la introduccién de dos funciones
radiales, una de ellas que estrechamente relacionada a la masa de la distribucién mientras que la otra
permite controlar de una forma relativamente sencilla la contribucion de las componentes espaciales
del tensor energia-momento.

En el capitulo hemos considerado varios ejemplos especificos en los casos prolados y obla-
dos vimos que las distribuciones describen de manera apropiada lo que uno esperaria observar en
sistemas con estas simetrias; en particular hemos presentado las generalizaciones al caso prolado
y oblado la solucién peculiar [GM12] y hemos visto que las geometrias proladas parecen describir
muy bien sistemas binarios. En las aplicaciones a lentes gravitacionales vimos que se presentan
comportamientos complejos en el médulo del shear.

En el capitulo @ por otro lado la principal contribuciéon ademds de la familia de geometrias
inmersas fue su utilizacién para la construccion de un modelo que describe de manera muy buena
lo que seria un void cdésmico el cual es una generalizacién de la geometria utilizada por [AFW99).

En ambos casos estas geometrias son modelos geométricos exactos con grados de libertad que
nos permiten explorar con cierta intuicién modelos ttiles para el estudio de sistemas astrofisicos
debido a la relacién que posee la funcién M (r) con densidad de energfa de las distribuciones. Al
mismo tiempo, estos modelos contemplan la inclusion de componentes espaciales del tensor energia-
momento de acuerdo a las motivaciones generales de esta tesis.

La utilizacion de estos modelos exactos nos permitié realizar calculos numéricos de los efectos
de lentes gravitacionales, usando las nuevas ecuaciones que presentamos en esta tesis. Consideramos
esta contribucién como un primer paso en un estudio sisteméatico de las observaciones que nos dan
informacién de la estructura en gran escala del espaciotiempo. Es nuestro deseo el aplicar estos
estudios y herramientas en casos concretos de observaciones astrofisicas en el futuro inmediato.
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Apéndice A

A.1. Foérmula para la derivada del promedio de cantidades
escalares

Consideremos el punto p, el cual tiene asociado la regién de integracion X(p) y recordemos que
hemos denotado con df2, el elemento de volumen de esta regién. Consideremos, ademds, una curva
v(s) conectando p con una punto vecino ¢(s), que tiene también su propia regién de integracién
asociada: ¥(g(s)) con su elemento de volumen df2y(s). Tomaremos v(0) = p y asumiremos 7(s)
diferenciable en p con el correspondiente vector tangente en p denotado por £%. El cambio de la
region, desde X(p) a X(g(s)) genera un flujo @, : X(p) — X(g(s)) que es completamente determinado
por el mapa ¥ mencionado antes y la curva . El campo vectorial w®, es entonces tangente a este
flujo y satisface en p: w* = £%.

Aqui, nos interesan los casos en que las regiones de integracién son (n — 1)-dimensionales y n-
dimensionales. Comenzaremos tratando el caso general y luego y veremos cémo resultan las férmulas
en el caso (n — 1)-dimensional.

Nuestro objetivo es entonces computar el siguiente limite

1 1
lim ~ / AdQys) — AdQ
520 5 | Va(g(s)) Ju(q(s)) ! Ve Jom) '
1 1 1
=lim — [ ] AdQy,
s—0 8 =(p)

Vs@ae)  Veo
1

1
30 5 Vi(g(s)) [ sy sy

1 1% B, 74
S, { S(4(s) z(p)] 449,
V() 570 8 =(p)
11
+ lim — / Aqu(s) 7/ Adﬂp ;
Va@p) 5705 | Js(q(s)) =(p)

donde el escalar A es cualquier escalar que proviene de la contraccién del tensor Aa"'bcm 4 con la
. a «
base {e 2, w%}.

El factor principal en el segundo término sobre el lado derecho es:

1
lfim = / AdQys) — / AdQ,
s205 | Js(q(s)) S(p)

= / h’ml[sz (AdQys)) — AdQ,] = / Lo (AdQy(s) ;
=(p) =(p)

s—0
U s 1 (p)

“tim [ @ (Ady) - Ad2,)

s—0 8§ 2(17)

(A.2)

donde ||X(p) denota la proyeccién del espacio tangente deX(p), % denota el ‘pull-back’ del flujo P,
y £, denota la derivada de a lo largo del campo vectorial w®.
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A.2. EL CASO DE REGIONES DE INTEGRACION (N — 1)-DIMENSIONALES

Esta es la expresién que nos permite computar el limite (A.1]) en término de la integral sobre
Y(p). Este limite es equivalente a la ecuacién (7.28]) de la seccién ([7.4.1)).

A.2. El caso de regiones de integracion (n — 1)-dimensionales

Siguiendo con el algebra anterior, uno puede ver que: en el caso particular en el cual las regiones de
integracién son subvariedades de dimensién (n— 1) del espacio de n dimensiones, como consecuencia
de la regla de Leibnitz se obtiene

Lo (AdQy(0)) = (£,A) dQp + ALy, () ; (A.3)

donde
LA =wV A, (A.4)

£w (qu(s)) = (‘Ewebag...an)f/’/b + €bay...an (OEwe/Vb)

I1%(p)

1= (p)

= (Vew®) €pag...an- V"’ + €baz...ap (WV el — NV w)

1=() (A.5)
= (Vew®) €pay...a, N +0f (weVEJVf — JVeVewf) €bag...a, N ?

— [(vewe) + 05 (WYt T — ¥V w0l |dQ,

donde A4® es el vector que apunta fuera de X(p) y 0, la 1-forma asociada que mencionamos en la sec-
cién y que satisface 4?0, = 1. La férmula de arriba es valida para cualquier hipersuperficie
sin importar su naturaleza, ya sea ésta temporal, espacial o nula

Entonces hemos obtenido que

L (AdSY,) = | Ve (Aw®) + A0y (wV et — oV 0T) | dy; (A.6)
y por lo tanto
!
£w<A>Z(p) = hm — / Aqu(S) — Ade
5708 {5 (q(s)) S(p)
(A7)

Ve (Aw®) + Afy (wV e — # eV w!) | d,.

a /E(p)
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Apéndice B

B.1. Geometria en término de la tetrada nula asociada al
sistema de coordenadas adaptado al cono pasado de los
observadores fundamentales

Presentamos aqui una lista de cantidades geométricas que hemos empleado para la descripcion
de las geometrias de R-W en términos del formalismo GHP[GHPT73] y que consideramos tiles como
material de consulta.

Consideramos aqui la tetrada nula de la subseccién (2.3.1)) que es la mds relevante a nuestras
necesidades. Por simplicidad, presentamos las expresiones en términos de las coordenadas co-moviles.

La geometria de los espacios de R-W esté caracterizada solamente por su conexién y por su
tensor de Ricci ya que debido a que son conformemente planas el tensor de Weyl es cero.

B.1.1. Conexién y curvatura en términos de la tetrada nula asociada a
la funcién nula u

Coeficientes de spin

P~ (Hc(t) o >> | (B
=~ (Hc(t) o )> | (2
p=— A(g)ffk(x)’ B3
= T )
-
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B.2. ECUACIONES DE FRIEDMAN

Escalares de curvatura de Ricci

0= S (s B (). (B.6)
0= 1 D, ®.7)
= T B
A= 4%2 (:20;) + H*(t) — q(t)H2(t)) : (B.9)

B.2. Ecuaciones de Friedman

La evolucién dindmica del factor de escala A(t) satisface las llamadas ecuaciones de Friedman
cuando las ecuaciones de Einstein son impuestas:

Gab + Agab = _kTab; (BlO)
aqui A es la constante cosmoldgica y k = 8:20 otra constante que involucra cantidades universales.

El tensor energia-momento para u fluido perfecto compatible con la geometria tiene la forma
P(t
Top = o(t)vavy — % (gab — vavb); (B.11)

donde o(t) y P(t) denotan la densidad de energia y la presién isotrépica medida por la familia de
observadores preferenciales.
Las ecuaciones de campo en la forma de Friedman son

1 (dA\? &G k2 A

A2(t) <dt> =3 o) - ORISR (B.12)
1 d?A 47G 3P(t A

At) diz 3 (Q(t) * 02( )> +3- (B.13)

Debido a la conservacién del tensor energia-momento uno debe también considerar la ecuacién:

dAs

d
2 3 — 0
o (gA ) + P(t)— - = 0; (B.14)

la cual complementada con una ecuacién de estado para el fluido permiten cerrar el sistema.

B.2.1. Parametros de densidad

Para un fluido cosmoldgico compuesto de radiacién y particulas de polvo uno introduce los
llamados pardmetros de densidad que son cantidades adimensionales en términos de los cuales uno
puede parametrizar el espacio de soluciones.

En términos de la constante de Hubble H (tg) y la densidad critica o,

3H2(to)

0 B.1
e (B.15)

Qcr =
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APENDICE B.

los parametros de densidad son definidos como

q, = &) (B.16)
QCT

Q'H’L = Qm(t0)7 (B.l?)
QCT’
A

donde ¢,-(t) y 0m(t) son respectivamente la densidad de energia correspondiente a las componentes
de radiacién y polvo.
En este caso uno puede escribir las ecuaciones de Friedman en la siguiente forma compacta:

H2(t) 3 kc? At(to) A3(to)

- _ Q, Qrn Qa, B.19
T2(t)  8nG po AZ AR T sy T (B-19)

H?(t) At(to) | D A%(to)
t) = Q, I Z 0O ); B.20
1) = T ( Ad) T2 Ay (B-20)

donde hemos usado la definicién del pardmetro de desaceleracion q(t) en la segunda ecuacién:
1 dPA

)= ————sr—5- B.21
i) =~ T ae (B.21)

Notemos que evaluando (B.19) al tiempo presente uno tiene
TSR N T (B.22)

de done uno puede calcular A(ty) en término de las abundancias césmicas a ty para los casos k = +1;
mientras que en el caso k = 0 uno tiene una libertan en la eleccién del valor A(tg) el cual puede ser
tomado como A(ty) = VDR

B.3. Una fuente distribucional de curvatura en la ecuacién
de desviacion de geodésicas

En este apéndice deducimos las férmulas para los escalares épticos en la aproximacién de lente
fina presentadas en la seccién partiendo de una fuente distribucional de curvatura en la ecuacion
desviacion de geodésicas.

Comencemos pues considerando la ecuacion de desviacion de geodésicas y una fuente de curvatura
a lo largo de la geodésica nula de la siguiente forma:

(L(X)) =—(Qp +0Q) X; (B.23)

donde un término perturbativo, §Q) con respecto a la curvatura de fondo @ g, es considerado. Como
vimos esta descomposicion es especialmente adecuada para describir lentes finas sobre un espacio-
tiempo curvo de fondo. En la seccion utilizamos un método aproximativo para encontrar las
expresiones en este caso particular.

Aqui en cambio integraremos exactamente la ecuacién desviaciéon de geodésicas en el caso de un
término distribucional dC de la forma

0Q = f(0,0)0 (A= N); (B.24)

donde § (A — \;) denota la delta Dirac centrada a una distancia afin A; desde el observador y, f(6, ¢)
es la matriz cuyas componentes son funciones angulares definidas sobre la esfera de direcciones del
observador.
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B.3. UNA FUENTE DISTRIBUCIONAL DE CURVATURA EN LA ECUACIQN DE
DESVIACION DE GEODESICAS

La integracién directa de la ecuacién (B.23)) desde el sitio de la fuente en s hasta el lugar del
observador con las condiciones iniciales

X|,_, =0, (B.25)
C(X)] =g = Vo; (B.26)

dan el siguiente resultado:

>\S
0

X()\S) :VO )\S—f(H,qS) X‘)\l ()\s_)\l)_/ </ QBXd)\”> d)\/; (BQ?)
0
donde uno ha usado como paso intermedio que la primera integracién es

A
C(X) =Vo— £(0,0) X[y, © (A~ \) — / QuX dN; (B.28)

aqui © (A — ;) denota la funcién escalén de Heaviside que toma el valor unidad para A > A; y es
cero en otro caso.

Notemos que la solucién es véalida para un espaciotiempo de fondo arbitrario ya que no hemos he-
cho ninguna suposicién sobre la geometria; excepto por la forma particular en la que descomponemos
la curvatura en la ecuacion y el caracter distribucional especificado por .

B.3.1. Rederivacion de las expresiones de lente fina sobre una cosmologia
R-W

En R-W uno tiene que la contribucién de la curvatura Qp, en la ecuacién (B.23) estd dada por:
1
Q) = —5-L (L (DA, (B.29)
A

donde I es la matriz identidad 2 x 2. Entonces en los rangos A < A\; y A\; < A donde §C = 0, uno
puede ver que las ecuacién desviacién de geodésicas (B.23]) puede ser reescrita como

¢ (Di,z (;4)) =0. (B.30)

La solucién a esta ecuacién con las condiciones iniciales apropiadas (B.25)) y (B.26) es:

(B.31)

{DA()\>VO for A < )\l;
X =

Da(N) (FL+ K0 3 85) for A<
Notemos el uso del simbolo < en lugar de < en el resultado de arriba debido a la continuidad
requerida por la funcién X; 6 en otras palabras cuando A = A; uno debe tener lo siguiente: X'(\;) =
X = Dy, Vy. Esto clarifica el significado de X;; respecto de la constante K; que aparece en la
segunda linea de la ecuacién de arriba, uno nota que es la constante de integracion que resulta luego
de la primera integracién de la ecuacién . Uno puede ver que

X X
K; = lim D? <> = D? ()
: A=A A Daj|, A Dy A\

=Dy, ((X)],, — X1 £(Da)l,, (B.32)
=D, [ L), — (D), Vo

y haciendo uso de la ecuacién (B.28)) se obtiene finalmente

K1 = —£(0,6) DA Vo. (B.33)
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Finalmente la integral que multiplica la constante K; en la ecuacién (B.31]) es igual a

A aN 1 Dya,

22— L B.34
A\ Di 1+ 2z DASDAZ ( )
tal como hemos visto en la seccién (2.8.1)).
Esto significa que en el sitio del emisor, en A = \,, uno tiene
1 Da,Da
X;=|1- —= L f(0, D s Vo; B.35
1= 2P 6,0)] Dave (8.35)
es decir que uno vuelve a obtener los resultados de la seccién (2.8)):
1 Da,Da
A=1- —L 2L (0, ¢); B.36
T (00 (B.36)

la cual contiene el factor de redshift (1 + z;)~! no reportado en la literatura.

Sélo resta notar que la matriz que contiene la perturbacién en la curvatura f(6,¢) puede ser
escrita como

5By O
F(0,0) = (20 00, (B.37)
5T oo
donde \
5Bgy = / 5DgodN, (B.38)
0
— )\5
5Ty = / SWodN . (B.39)
0
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B.3. UNA FUENTE DISTRIBUCIONAL DE CURVATURA EN LA ECUACIQN DE
DESVIACION DE GEODESICAS
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Apéndice C

C.1. Calculo de los escalares opticos para un arreglo de lentes
finas

Este apéndice contiene el cémputo detallado de la férmula (3.3)). El cdlculo es directo ya que
involucra la integracién de la desviacién en la curvatura dC' que se asume estd dada por la expresion
(3.1). Recordemos primeramente que los escalares épticos estan dados por la siguiente expresién:

A ’
s 1
oL :/ <D2/ 6CD?4d)\”> N, (C.1)
0 A JO

Entonces comencemos notando que la primera integral en el lado derecho de la ecuacién de arriba
toma la siguiente forma:

| _ 1 [adpy
- D2 I _ o A / /
e /O 5C' D% AN = 6C(\) e /O - OC(X)d

_ 500 — = AdD:Z“/(SCX (O (N) =0 (N =\ +61) |dN—
A JO o

1 [dDp%y -
——2/ A SCNYO N =N, +61) —O N =N\, — &) |[dN—
D2 Jy AN i

DY dx

1 [*aD%
/ d—Aac(A') [@ (N = Ay 4+ 02) —O (N =\, — 02) [dN —
0

- DY dx

]
! /A D5 S [O (N = Ay —81) — O (X = Ay + 62) | ax'—
; _
]
]

1 [*apy . ., ) / /
_D7124 0 aN 6C(>‘)|:@()‘ _)\l2_62)_®()\ —)\13+(53> d\' —

LM 3‘lcsci*(X){@(fo —5 )fG)(A’fA)]dX-
D2 Jy ax v T ON ’
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C.1. CALCULO DE LOS ESCALARES OPTICOS PARA UN ARREGLO DE LENTES FINAS

la cual en un segundo paso resulta ser

1 A _
— / §C'D% dN = §C(\) — 0—
DA 0

1 [raD?y ., , , )

~p7 | GO [O (N = A, +61) = O (N = x, — 1) AN
30,

~ 2 (g (PR = DA +00) [0 0= A =00~ O (= x +02) | -
5C,

(D30, = 62) = DA, +60)) [0 (A=, +62) |-

- DA
1 [*dDy

o ~ / I _ o B ’
or [ S ac0n[e (¢ w6 - O (0~ x, — )|
g(\jllJrgélQ

- W(Di(k) — Dy +62)) [© (A= Ay = 2) = O (A= Ay, + ) | -

_ 6/6(11 + 5/(\}12
DA(N)

(D,an()\lg —d03) — D5 (M, + 52)) {@ (A= Xi; +93) } -

_(S/é'll—l-...—‘r(s/&’llv

(D30 = D3y +6w)) [O (= iy — 6w) |

DA
(C.3)
Ahora notemos que debido a que d; < A, donde A\, = Ay, — Ais, Uno tiene que
DA\, +8) = DA(N,) + 6 (5): (C.4)
y
Lot dD‘%‘/cSC’()\’)d)\’ _ o). (C.5)

D% Jy, s AN D2

lo cual ayuda a simplificar la primera integral para obtener:

D1% /0A §C'DY dN = §C(N) — 1;5/?45([,1\) (Djo\) — D4\, + 51)) {@ A=Ay —301) —O (A=A, + 52)}_
- lf;(l;) (D3 = 62) = DA(A, +01)) [0.(A = A, +82) |-
_ m (D3() = DA, +82)) [0 (A= Ny = 83) = O (A= Ay, +85) | -
_ W(Di(% —d5) = D3 (\i +62)) [© (A= Ay, +65) |-

B géll +...+(5/5le
DA(N)

(DA = DA +6n)) [0 (A =y —3w) |.
(C.6)
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Luego, de esta manera procedemos a computar la segunda integral la cual uno puede ver que toma
la forma:

o —/As <1 /A 5C D2 dX’) %
Lv — D2 A
0 A JO

_ /0A e 3, | - <1 ) Di(m) (00 =2~ 6 =) o

ALy D124/
A I
_ A
—6C, (Di(Alz) - Di@\h)) /A D7
la A
— — As D2 C.7
— (8Cy, +5C1,) / (1 _ # (O = N,) -0 (N = A) ax (C.7)
ALy DA
A /
— - dA
— (8Cy, +5C4,) (DAO) - D3 (W) =
i3 A
- /\ As D2 ()
_(5cl1+...+5clN)/ (1_A(2}1) O — A Jan;
)‘ZN ‘DA

donde hemos despreciado los 6rdenes §;.

Para arribar a la expresion final, aqui uno nota que las integrales que aparecen en el lado derecho
de la ecuacién anterior son:

As 3 e e .
/ SCNYAN = 8Ch, (Ay — M) + ...+ (5011 ot 5C’ZN) e — M) +0(6;),  (C8)
0
Mdyo 1 e dy 1 fileoxg) 1 Day, (C.9)
At D,24/ Alto) X1, fe(xX)?  Alto) f (xs) fx (le) 1+ 2, DASDAzj ’ :

As D2 A AljJrl d)\/
[ (=B ) Jo o ) e = xu) Ja = (v, = v) = DO [
A DA

51 )‘lj D124l
2
=Ny —Ny) — DA[J‘ Daiy,
= (Al lj 1+ 21, DAsDAzj
DAU‘ DALJ+1ZJ
= (/\lj+1 _)\l,-) “1+2. Da

(C.10)

Reuniendo entonces las ecuaciones (C.8]), (C.9) y (C.10) dentro de la ecuacién ((C.7]) uno final-
mente obtiene la ecuacién (3.3)):

2 2
o :6/5 DAll DAL211 _ DA12 - DAll DASLQ
Lv “I1142, Da. 1+z, DaDa,
2 2
+ ((@ + 5C ) DAZ? DAlsll _ DAls B DAlz DAsl‘s
b 2) 11+ 2, Da. 1+z, DaDua, (C.11)
+..
_ —~ Dy, Dg
5Cs, +...+6C ) v TS |
+( [P i ] OF |:1+ZlN Da.
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Apéndice D

D.1. Curvatura de las geometrias esferoidales

En este apéndice listamos las componentes del tensor de Einstein. Las expresiones fueron compu-
tadas con el uso de la funcién M (¢, r) definida en la seccién . El calculo de la curvatura se realizo
con la ayuda del paquete zAct disenado para el computo del dlgebra de tensorial en Mathematica
(http://wuw.xact.es/|).

D.1.1. El tensor de Einstein para las geometrias proladas

r2 sin?(6) (572 + 2 sin?(0 2r2 + r25in2(0) OM
Gtt :a(t,r) £ ( ) ( £ 3( )) M(t,T‘) + . ( )27 9 (Dl)

r(r24r2 sin®(6)) (r2+r2 sin®(0)) or

o 2r% + 72 sin(6)* oM
tr = a; D.2
(r2 +r2 sin(9)2) <r2 —2rM(t,r) + rﬁ) ot (D-2)
o 71 sin(6) cos () OM
9 = — a7 D.3
(r2 +72 sin(@)z) (7‘2 —2rM(t,r) + 7‘5) ot (D:3)
o 1 (2r* + 17 sin®(6)) Da 2rM(t,r) (D.4)
" (r2+72 sin®(6)) 2ra(t,r) or  (r2—=2rM(t,r)+r2) |’ ’
r2 sin @ cos 0 1 Oa

Gro =—£ — 1, D.5
T r2 sin?(#) <2a(t7 7) 37’) (D-5)

oM r?—r sin?(6) M(t, )
or 2 4r2sin ( )

Goyg = — +( —QTM(t 7’) 2)

L #a (1 oey’
2a(t,r) Or? 2a(t,r) Or

r s1112(0) (r? —2rM(t,7) +r2) 1 Oa
~ M(t,r) — L ga
o (&) r (r2 +r2sin®()) (Qa(t,r) 87“)
N r(r* +rsin(0 da0M _ O*M _ 6r <8M>2
2a(t,r) (7“2 —2rM(t,r)+ 7“2 ) ot ot ot (r2 —2rM(t,r)+ rﬁ) ot
(D.6)
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~ rZsin®(0)
o0 (r2+r2 sin®(6))

72 sin®(f)

sy (05 (i)

72 sin®(6) 1 @ B 1 da 2
(r2 +r2 sin® (9)) 2a(t,r) Or? 2a(t,r) Or

7 sin(6)? [ 1 da0M 282M B 6r <8M)2]
2a(t,r) (r2 —2rM(t,r) + ri)

2 _ 352 gj 2 0 2
r(r 77, sin®( )2) Mt,r) — — ;" _ oM
(7“24—7“3 sin2(9)) (r + 12 sin (9)) or

(7"2 —2rM(t,r) + ’l"i)

+

a(t,r) Ot Ot ot? r2 —2rM(t,r) + ri

D.1.2. El tensor de Einstein para las geometrias obladas

r2 + TZ) + (7“2 + 7“3 COS<9)2> 87M
(r2 + rﬁ) (r2 + rﬁ cos(¢9)2)2 or
) (r*+72 COS(0)2)2 (r? + 72 cos(6)?)

Gy =a(t,r)r? (

rrﬁa(t, r)

sin(6)? + 4 COS(G)Z] M(t,r)

(r2+r2 cos(6)?)’ (r2 + rﬁ)Q ()
(D.8)
G = r? (r2 + 7"3) + (r2 + ri 005(0)2) OM (D.9)
TR o M(tr) — rho(r24r2) (r2+ r2 cos(9)?) Ot '
o 12 sin(f) cos(6) oM
to = YRR D.10
(7"2 + 72 005(9)2> <r2 —2rM(t,r) — ri) ot ( )
_ r (2 +72) + (2 +72cos(0)’) da 22 M(t,r)
T (r2402) (r2 412 cos(6)?) 2a(t,r) or  (r2—2rM(t,r)—r2) |’
(D.11)
r2 sin(6) cos(6) 1 da
__ K -
Gro = 72 + 12 cos(0)? <2a(t,r) 87’) ’ (D-12)

212 cos(6)? r2—r2\ M(t,r) oM
r2 4 rﬁ cos(0)?  r2+ rﬁ r + or
L Fa (1 an)’
2a(t,r) Or? 2a(t,r) Or
1 0OadM 82M>
a(t,r) (r2 —2rM(t,r) + r2

“)2 l(ﬁ —2rM(t,r) +17) <2a(t,r)atat — Gz ) (8;\154)2]

r [7‘2—27'M(t,r)+r3 (2 r2+7ﬁ ) B <8M B 7”2—7‘3 M(tgﬁ)] da

+ (7“2 —2rM(t,r) + ri)

N r (7‘2 + TZ cos(9)2)

+ 2a(t,r) r2 4 rﬁ 2y 7“3 cos(6)? or r2 4+ ri r or

or’
(D.13)
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Apéndice E

E.1. Transformacion de coordenadas entre los sistemas esfe-
roidales y el Cartesiano

E.1.1. El caso del sistema de coordenadas prolado

En el capitulo , para llevar a cabo los céalculos de lentes débiles necesitamos conocer la tetrada
nula asociada a las geodésicas no perturbadas en la base coordenada esferoidal. Esto se debe a que
la curvatura de las geometrias esferoidales la hemos computado respecto del sistema de coordenadas
esferoidal.

Para la derivacién de las componentes de la tetrada en la base coordenada esferoidal necesitamos
recordar la relacién entre las coordenadas esferoidales en funcion de las Cartesianas. En el caso
prolado las mismas son:

P = ;\/(@+ 5)2—4@3, (E.1)
6 = cos~! [21 (@_@)}, (£.2)

Ty
6 = tan~! <ycos(L) + zsin(L)> ; (E.3)
x
con las siguientes definiciones de las cantidades E% y =~:
Et=2+(y—r, sin(1))? + (z + Ty cos(1))?, (E4)
57 =%+ (y — rusin(e)’ + (z — rucos(1)’. (E.5)

Para el calculo de las derivadas parciales que nos permiten encontrar la relaciéon entre las com-
ponentes de vectores en uno y otro sistema de coordenadas resulta 1til tener en cuenta las siguientes

igualdades:
VET+VE™ =2/r2 +12, (E.6)
VE+Y —VE- =2r,cos(8), (E.7)
VETVE- =12+ ri sin?(9), (E.8)
2
47“3 — (\/ gt — \/E‘) = 47“3 sin2(9); (E.9)

las mismas nos permiten reescribir las expresiones en una forma compacta como se presentan debajo.
Uno puede comprobar entonces que la diferencial del cambio de coordenadas estd dada por:
or r? 412
Frie 5 5 = 5 x, (E.10)
z o (r?+r2sin®(0))
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E.1. TRANSFORMACION DE COORDENADAS ENTRE LOS SISTEMAS ESFEROIDALES Y
EL CARTESIANO

\JT2 42
or / [y /12 + 12 + 1] cos(6) sin(L)} ) (E.11)

dy (r2+72 sin®(6))

or \/m {Z\/m — 1% cos(6) COS(L)} ; (E.12)

9z r (r2 42 sin®(9)) .

@ _ cos(6) .
Or  sin(0) (r2 +72 sin? (9)) ’
00 1 .
@ - sin(f) (7“2 + Tl% sinz(e)) [y cos(d) + \/TTTELSHI(L)} , (E.14)
00 1 2 02 enafs)] -
9z sin(9) (r? + 2 sin’(6)) [Z cos(0) = m“’b(’/)] ; (E.15)
Jd¢ _ sin(¢) cos()

(E.13)

A (E.16)
¢  cos®(¢) cos(t)
R — (E.17)
¢ cos®(¢)sin(c)
% . (E.18)

E.1.2. El caso del sistema de coordenadas oblado

El caso del sistema de coordenadas oblado es analogo al anterior; uno puede ver que las ecua-

ciones 5.17 [5.18)) del capitulo que relacionan las coordenadas obladas en funcién de las

Cartesianas presenta la siguiente estructura:

r= J(VE e vE) - (E.19)
0 =cos™! [271”# (@— E)] , (E.20)

5 tant (ycos(b) + zsm(L)) | (E21)

xT

donde en este caso las definiciones de &+ y £~ son las siguientes:

2

2
=t — (\/:ﬂ + (y cos(t) + zsin(L))2 + ru> + ( —ysin(e) + 2z cos(L)) , (E.22)

n

T = (\/ﬂ + (y cos(t) + zsin(L)>2 - 7"“) + ( —ysin(e) + 2 COS(L))Q. (E.23)

De la misma forma que en el caso prolado uno tiene las siguientes relaciones ttiles que permiten
expresar las derivadas parciales en una forma compacta:

VE+ 4+ VE- :2,/7“2—1—7“2,
VEY —vVE- =2r,cos(d),
VETVE- =42 Jrri sin?(9),

47‘5 — (@— E)Z = 47“2 sin?(6).
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Luego uno puede ver que la diferencial del cambio de coordenadas se puede escribir de la siguiente

forma:

or

dy

or
0z

00

-

00

&:

/72 +r2

or _

7% cos(6)

or r (r2 + rﬁ sin®

\J T2 [
= y,/r2—|—r2—r cos(f

r(r24r2 sin®(6))

,/rQ—H"a

r (r2 + rﬁ sin? (9))

z,/r2+r2 —7’ cos(f

7 [

)+ z SHI(L))2] ,

(y cos(

cos(/,) (y cos(t) + zsin(e))
\/a:2 + (ycos(t) + ZSiH(L))Q_

sm(L) [y cos(t) + zsin(¢)]
\/352 + (ycos(t) + zsin(L))Q_

o sin(0) (r? + r2 sin*(9)) \/;CQ + (ycos(t) + zsin(r))?

1

- cos(ﬁ)]

) (y cos(t) + zsin(¢))

cos(t
2 2
re+r T

&

sin(6) (r2 412 sin? (9))

(ycos(1) + zsin(z))?

(y cos(t) + zsin(e))

— zcos(f)

1 sin(e
_ [r? 4 12
sin(0) (r? + 2 sin® (9)) A \/xg

(y cos(t) + zsin(c))?

d¢  sin(¢)cos(e)
a= T
¢  cos®(p) cos(t)
dy e
d¢  cos?(¢)sin(r)
9z x
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(E.28)

(E.29)

(E.30)

(E.31)

(E.32)

(E.33)

(E.34)

(E.35)

(E.36)



E.1. TRANSFORMACION DE COORDENADAS ENTRE LOS SISTEMAS ESFEROIDALES Y
EL CARTESIANO
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