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reconocido innumerables veces como un gran y verdadero maestro a lo largo de estos años.

De manera también especial, a mis padres que alumbran con gran luz, mi familia, a Nadia, a

mis amigos, todos ellos que son una fiesta...

A mis profesores y colegas...

Que la gran luz del amor siempre nos encuentre para construir.

Finalmente, quisiera dejar expĺıcito mi agradecimiento a las insituciones que permitieron mi

formación y realizan d́ıa a d́ıa el ideal de una educación pública y al alcance de todos; en particular

a CONICET, la gente de FaMAF y el Observatorio de Córdoba.
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Resumen

En esta tesis se abordan tres temáticas principales: el uso de modelos geométricos para la des-
cripción de sistemas astrof́ısicos [BM16a], el desarrollo de un nuevo formalismo en la teoŕıa de lentes
gravitacionales que extiende las ideas presentadas en [GM11] al contexto cosmológico [BM16b] y, por
último, la cuestión de cómo realizar promedios en el marco de la relatividad general [BM15, BM16c].
Todas ellas están relacionadas con el estudio del contenido de materia en el Universo y pretenden
contribuir a la discusión que se suscita entorno a dos de los problemas más desconcertantes en la
descripción del Universo en sus escalas más grandes. Ellos son, por un lado, el llamado problema de
la masa faltante en el Universo a ráız del cual se ha postulado la existencia de un tipo de materia
‘oscura’ (DM) [PSS96, SLT+07] no interactuante con la radiación. Esta se manifiesta en sistemas as-
trof́ısicos de diversas escalas, además de ser necesaria dentro del modelo cosmológico actual (ΛCDM
“concordance cosmology”) que se usa para describir numerosas y variadas observaciones cosmológi-
cas [Dod03, Ell12]. Por otro lado, se encuentra el problema de la interpretación del diagrama de
Hubble (magnitud vs. redshift) a redshifts altos (z ∼ 1), basado en la observación de supernovas
[R+98, P+99, R+04]. Este tema, conjuntamente con observaciones de los picos acústicos en el es-
pectro de potencias de anisotroṕıas del fondo cósmico de microondas (CMB), ha reforzado la idea
de que el Universo en su etapa tard́ıa se encuentra en una fase de expansión acelerada. Corrien-
temente, este hecho, se suele interpretar debido a la presencia de una componente desconocida de
enerǵıa: la aśı llamada enerǵıa oscura cuyo efecto es compatible con un valor no nulo de la constante
cosmológica Λ [Dod03, Ell12]. Sin embargo, la naturaleza misma de ambas componentes al d́ıa de
hoy resulta totalmente evasiva dentro del marco teórico de la f́ısica [Sum02a, Car01]. Ello constituye
un problema ineludible teniendo en cuenta que componen la parte más abundante del contenido de
materia-enerǵıa del Universo.

En este trabajo indagamos nuevas posibilidades de descripción de la fenomenoloǵıa asociada a la
DM, presentando nuevas herramientas desde el área de la teoŕıa de lentes gravitacionales sobre un
fondo cosmológico. Las mismas permiten la consideración de fuentes de materia-enerǵıa mucho más
generales que las usualmente empleadas y que solamente tienen en cuenta la densidad de materia.
Ejemplo de ello son aquellas donde el tensor enerǵıa-momento tiene componentes espaciales no
despreciables respecto de las temporales. El formalismo que aqúı presentamos tiene, también, el
atractivo de incluir el movimiento de la lente respecto del conjunto de observadores fundamentales
de la cosmoloǵıa de una manera directa en contraste con otros tratamientos [KS99, Fri03, WS04].
Complementariamente, construimos modelos geométricos para diversos sistemas astrof́ısicos con
simetŕıa esferoidal lo cual, a su vez, constituye una generalización no trivial de los modelos usuales
con simetŕıa esférica. En las aplicaciones que presentamos, los hemos empleado para el cálculo teórico
de los escalares ópticos para ilustrar las ventajas y diferencias con los tratamientos convencionales
[SKW06, SEF92].

Finalmente, presentamos una definición para promediar tensores y sus derivadas en relatividad
general que intenta ser de uso práctico en diversos sistemas de interés. Una de las principales motiva-
ciones para ello ha sido la de investigar el posible origen de componentes espaciales no despreciables
en el tensor enerǵıa-momento, las cuales podŕıan surgir como términos adicionales que se obtendŕıan
luego promediar las ecuaciones no-lineales de campo. Sin embargo, la necesidad de contar con un
formalismo para realizar promedios de cantidades tensoriales tiene, además, un interés intŕınseco en
la descripción que uno hace de la gravedad en escalas cada vez más grandes. En particular, en el
problema de cómo los modelos geométricos y la descripción del contenido de materia en sus escalas
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más grandes (t́ıpicamente en términos de un flúıdo) surgen como consecuencia de la presencia de
estructuras menores en escalas pequeñas [EB05, CELU11].
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esferoidales, Masa faltante.
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Abstract

This doctorate thesis deals with three main topics: the use of geometric models for the des-
cription of astrophysical systems[BM16a], the development of a new formalism within the theory
of gravitational lensing which improves and generalize the ideas already present in [GM11] to the
cosmological context[BM16b] and, finally the problem of how to perform averages in the conceptual
framework of general relativity[BM15, BM16c]. All of them are related to the study of the content
of matter in the Universe and they intend to contribute to the discussion that arise around two of
the most disconcerting problems in the description of the Universe on its large scales. They are, on
the one hand, the so-called problem of the missing mass in the Universe which has given origin to
the concept of ‘dark’ matter (DM): an speculative kind of matter that does not interact with the
radiation[PSS96, SLT+07]. This manifests itself in astrophysical systems of diverse scales, besides
being necessary within the current cosmological model (ΛCDM) (“concordance cosmology”) which
is used to describe numerous and varied cosmological observations[Dod03, Ell12]. On the other
hand, there is the problem of interpretation of the Hubble diagram (Magnitude vs. redshift) to high
redshifts (z ∼ 1), based on the observation of supernovae[R+98, P+99, R+04]. This topic, together
with observations of the acoustic peaks of the temperature power spectrum of the cosmic microwave
background (CMB), has reinforced the idea that the Universe in its late stage is in a phase of acce-
lerated expansion. This fact is usually interpreted in terms of the presence of an additional unknown
energy component: the so-called dark energy whose effect is compatible with a non-zero value of
the cosmological constant Λ [Dod03, Ell12]. However, the very nature of both components today is
totally evasive within the theoretical framework of physics [Sum02a, Car01]. This is an inescapable
problem considering that they constitute the most abundant matter-energy content of the Universe.

In this work we investigate new possibilities of description of the phenomenology associated to
DM presenting new tools from the area of weak gravitational lens theory on a cosmological back-
ground. These allow the consideration of sources of matter-energy much more general than those
usually employed which only take into account the density of matter. Of particular interest are
those where the energy-momentum tensor has non negligible spacelike components with respect to
the timelike one. The formalism presented here also has the appeal of including the movement of
the lens from the set of cosmological fundamental observers in a straightforward way in contrast
to other treatments [KS99, Fri03, WS04]. In addition, we construct geometric models for different
astrophysical systems with spheroidal symmetry which, in turn, constitutes a non-trivial generaliza-
tion of the models with spherical symmetry. In the applications we present, we have used them for
the theoretical calculation of scalars to illustrate the advantages and differences with conventional
treatments [SKW06, SEF92].

Finally, we present a definition of average of tensors and their derivatives in general relativity
which intends to be of practical use in diverse systems of interest. One of the main motivations for
this has been to investigate the possible origin of non negligible spacelike components in the energy-
momentum tensor; they could arise as extra terms after averaging the nonlinear field equations.
However, the need for a formalism to perform averages of tensor quantities it also has an intrinsic
interest in the description of gravity when one regards bigger and bigger scales. In particular, it plays
a role in the problem of how the geometric models and the description of the content of matter on
their larger scales (typically taken to be a fluid) arise as a consequence of the presence of smaller
structures on small scales[EB05, CELU11].
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A.1. Fórmula para la derivada del promedio de cantidades escalares . . . . . . . . . . . . 97
A.2. El caso de regiones de integración (n− 1)-dimensionales . . . . . . . . . . . . . . . . 98

B. 99
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D.1. Curvatura de las geometŕıas esferoidales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
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Caṕıtulo 1

Introducción

La presente tesis doctoral se encuadra dentro del marco conceptual de la relatividad general y
la astrof́ısica teórica, siendo el punto en común que motiva este trabajo el estudio del contenido de
materia en el Universo.

Las cuestiones que aqúı se tratan son imperantes en el contexto de sistemas de gran escala tales
como galaxias, cúmulos de galaxias, voids, etc., aśı como también a nivel cosmológico. Es precisamen-
te en esas escalas, cuando al inferir la cantidad de materia presente en tales sistemas, se encuentran
discrepancias significativas entre los resultados que proporcionan las distintas observaciones. Para
entender el origen de esta situación conviene notar que existen diversos métodos de donde se extrae
esta información pero que se basan en principios distintos. Por un lado, están aquellos métodos que
predicen el contenido de materia a base de la cantidad de luminosidad que proviene de los siste-
mas; esto es, partiendo de relaciones conocidas entre la masa de los objetos que los componen y la
luminosidad t́ıpica que ellos emiten, se obtiene una estimación de la materia alĺı presente. Por otro
lado, se encuentran los métodos que predicen el contenido de materia a base de medidas indirectas
del campo gravitatorio en esas escalas, como por ejemplo a través de observaciones en la dinámica
de los constituyentes de esos sistemas o mediante la técnica de lentes gravitacionales que es uno de
los ejes en este trabajo. Sucede, entonces, que la cantidad de materia necesaria para explicar las
observaciones del segundo método sobrepasa por mucho a la que se infiere por la radiación que se
mide usando el primero de los mencionados. Esta diferencia es lo suficientemente grande como para
tener una injerencia significativa incluso a nivel cosmológico[OPY74]. Una caracteŕıstica notable de
esta situación es que se manifiesta en observaciones independientes, en diferentes sistemas y en va-
rias escalas; y todas ellas concuerdan con valores consistentes entre śı sobre la densidad de materia
que haŕıa falta para explicar esta discrepancia. La evidencia resulta entonces muy concluyente por
lo que se conoce esta situación como el problema de la masa faltante y ha llevado a gran parte de
la comunidad cient́ıfica a postular la existencia de la aśı llamada materia oscura (DM): una nueva
componente de la materia no interactuante con la radiación.

El desconcierto surge, sin embargo, al tratar de explicar el origen y la naturaleza misma de tal
componente.

De tratarse efectivamente de un nuevo tipo de materia, al nivel fundamental, seŕıa natural buscar
una respuesta dentro de la teoŕıa cuántica de campos. Por tal motivo, existen al d́ıa de hoy, numerosas
propuestas que intentan extender el modelo estándar de part́ıculas fundamentales a fin de incluir una
nueva componente de la materia con propiedades que den cuenta de la fenomenoloǵıa asociada con la
DM [BHS05]. Un ejemplo interesante son las llamadas part́ıculas masivas débilmente interactuantes
o más comúnmente WIMPs por sus siglas en inglés, las cuales seŕıan part́ıculas neutras y muy
masivas solamente afectadas por la interacción débil y la gravedad [Sum02b]. Por otra parte, no han
faltado alternativas que intenten explicar las observaciones planteando la posibilidad de que uno
deba considerar modificaciones tanto en las ecuaciones de campo de Einstein como en la gravedad
Newtoniana[FM12, MR13] en escalas muy grandes. Tales propuestas, sin embargo, no están exentas
de dificultades desde el punto de vista teórico, y todos los intentos experimentales que se han
diseñado para detectarlas no han conseguido arrojar resultados hasta el presente.
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Una cuestión muy significativa, y que no suele ser lo suficientemente enfatizada, es el hecho de
que, a priori, en este tipo de enfoque subyace la idea de una descripción macroscópica Newtoniana
de la materia. Con esto queremos significar que únicamente se suele tener en cuenta la densidad
de enerǵıa de la materia y despreciar otras contribuciones provenientes del tensor enerǵıa-momento
que podŕıan actuar como fuentes adicionales.

Teniendo en cuenta lo elusivo que ha resultado ser el problema hasta el momento esta obser-
vación no constituye ninguna nimiedad; muy por el contrario, ella abre la posibilidad de explorar
alternativas más amplias y tal vez más apropiadas para la descripción de las fuentes. Ejemplo de ello
son modelos donde las componentes espaciales del tensor enerǵıa-momento no son despreciables. En
la literatura se encuentran varios trabajos que exploran la descripción de DM recurriendo a modelos
con estas caracteŕısticas como por ejemplo [GM12] aśı como también aquellos que proponen mo-
delos en términos de un campo escalar[NSS01, ALS03, MGN00]. Soprendentemente estos trabajos
sugieren fuertemente que una tal descripción puede dar cuenta de la fenomenoloǵıa asociada a DM.

En esta tesis hemos tratado de evitar especulaciones acerca de la posible naturaleza de la llamada
materia oscura y por ello presentamos ideas que nos permitan estudiar el problema desde una óptica
más amplia.

En este sendero, el aporte del trabajo que aqúı presentamos es una contribución en el desa-
rrollo de nuevas herramientas; las cuales tienen la virtud de permitirnos estudiar aspectos de esta
fenomenoloǵıa sin recurrir a ideas preconcebidas acerca de las propiedades del contenido de materia.

Por un lado aqúı hemos trabajado con la técnica de lentes gravitacionales la cual se ha convertido
en uno de los instrumentos teóricos más poderosos para indagar en el terreno de la DM utilizado
en cualquier teoŕıa geométrica de la gravedad donde los rayos de luz se propaguen por geodésicas
nulas; esto es, no sólo en relatividad general. En esta ĺınea de trabajo, exponemos ideas que con-
tinúan la ĺınea comenzada en [GM11] y generalizan la discusión al caso de lentes inmersas en una
cosmoloǵıa del tipo Robertson-Walker (RW). Las nuevas expresiones que obtenemos permiten la
consideración de fuentes completamente generales; esto es, están escritas en términos de la curvatu-
ra de la geometŕıa de la lente y por lo tanto contemplan la totalidad del tensor enerǵıa-momento de
la distribución que hace de lente. Vale destacar también que las ecuaciones obtenidas son aplicables
a lentes compactas, entre las cuales están, las más frecuentemente consideradas, lentes finas. El
formalismo que utilizamos para ello es nuevo y cuenta, al mismo tiempo, con dos notables ventajas
respecto de los tratamientos convencionales. Por un lado, contiene intŕınsecamente el movimiento
de la lente respecto del flujo de observadores fundamentales que caracterizan la cosmoloǵıa. Por
otro, demuestra que el carácter de los dos tipos de distorsiones posibles en las imágenes (expansión
y shear) corresponden a contribuciones de distinto origen (Ricci y Weyl respectivamente, un hecho
que parece pasar inadvertido en los tratamientos convencionales sobre lentes gravitacionales. Como
ejemplo de esta situación presentamos modelos con simetŕıa esférica que no pueden ser estudiados
mediante el tratamiento convencional[SSE94b, SEF92], el cual se basa solamente en una descripción
Newtoniana del contenido de materia.

En el tratamiento de lentes sobre un espaciotiempo curvo general también hemos introducido
variantes a las nociones usuales de magnificación que nos permiten relacionar de manera directa las
magnitudes observadas con los escalares ópticos de lentes gravitacionales en un contexto completa-
mente general. Tales relaciones resultan de especial interés en el estudio de sistemas complejos de
lentes tal como se produce en el caso de lentes alineadas aśı como también en la interpretación de las
relaciones entre distancia y flujo que se encuentra por ejemplo en el diagrama de Hubble. Esto per-
mite estudiar entre otras cosas la manera en la cual la presencia de inhomogeneidades en el Universo
afecta las relaciones esperadas entre magnitudes y distancias en un modelo cosmológico homogéneo
e isotrópico. Debido a ello surge también la motivación de presentar un formalismo extendido para
lentes que sea adecuado para lidiar con un arreglo de distribuciones alineadas a lo largo de la visual
que contempla lentes totalmente generales en movimiento relativo respecto del observador.

Por otro lado, en el estudio de sistemas astrof́ısicos es necesaria la utilización de modelos para
la descripción de los mismos. La opción más explorada a tal fin ha sido el modelado a través
de la geometŕıa esférica parcialmente debido a que se observa un gran número de objetos que
pueden ser considerados consistentemente esféricos en una primera aproximación como, por ejemplo,
los cúmulos de galaxias. Sin embargo, también se debe aducir una motivación desde el punto de
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vista práctico y es que desviaciones de la simetŕıa esférica involucra mayores complicaciones que
dificultan el análisis. Esto es especialmente cierto en el caso de modelos geométricos que intentan
proveer de una caracterización más integral de las formaciones que observamos en el Universo.
Mencionemos aqúı los Voids: regiones de muy baja densidad respecto de la media cosmológica que
se generan en la distribución observada de galaxias y que comprenden, en volumen, la mayor parte
del espaciotiempo. Tales estructuras no poseen, en general, una forma bien definida; a pesar de
eso, una mejor caracterización parece estar dada en términos de distribuciones elipsoidales[FN09,
TK06, vdWP11]. De acuerdo a nuestro conocimiento, no nos consta que en la literatura existan
métricas con tal simetŕıa para el estudio de estas situaciones. Por tal razón, hemos construido una
familia de métricas con simetŕıas esferoidales (obladas y proladas) que generalizan de una manera
sencilla, aunque no trivial, el caso esférico. Para el caso de las estructuras más grande como los
Voids, las nuevas geometŕıas están inmersas de una manera suave dentro de la cosmoloǵıa; mientras
que para sistemas más chicos como sistemas binarios, galaxias o cúmulos de galaxias, presentamos
también modelos más sencillos que obvian la inmersión dentro de la cosmoloǵıa. Estas construcciones
las hemos empleado en el cálculo de los escalares ópticos de lentes gravitacionales para diversos
casos de interés. Para ello hemos implementado la construcción teórica de lentes numéricamente
para computar estos observables en los modelos que presentamos. Cuando son aplicadas a Voids,
observamos que incluso en modelos que suponen pequeños apartamientos de la geometŕıa esférica y
pese a la baja amplitud de la señal que uno mide, se encuentran complejos mapas de distorsiones; en
particular, el campo vectorial que cuantifica las distorsiones (shear) no copia la forma que proyectaŕıa
el esferoide en el plano de la lente.

Como tercer eje de este trabajo, además del estudio de lentes gravitacionales y el uso de modelos
geométricos para la descripción de estructuras en el Universo, hemos abordado otra cuestión rele-
vante relacionada con el problema del contenido de materia. Se trata de la descripción del campo
gravitatorio y de sus fuentes cuando consideramos sistemas cada vez más grandes en el Universo
que están constituidos a su vez por pequeños subsistemas regidos también por la gravedad. En las
escalas más grandes uno suele recurrir a modelos que considera apropiados para dar cuenta de las
observaciones en ese régimen donde, usualmente, se asume impĺıcitamente que la métrica que ca-
racteriza el sistema en su conjunto es una suerte de geometŕıa promedio sobre la totalidad de los
subsistemas menores. Sin embargo, esta suposición impĺıcita requiere de un estudio detallado ya que
sus implicaciones no son al d́ıa de hoy completamente entendidas y podŕıan tener una influencia
significativa en la interpretación de las propiedades del sistema en gran escala. Tenemos en mente
por ejemplo, el caso del modelo cosmológico estándar en donde la geometŕıa se asume homogénea
e isotrópica en las escalas más grandes y donde la dinámica de la métrica está determinada por las
ecuaciones de Einstein. En tal caso surge la pregunta de cómo tratar la curvatura y el contenido
de materia en ambos lados de la ecuación de Einstein cuando estamos utilizando promedios ya que
la no-linealidad de las ecuaciones daŕıa origen a términos que podŕıan afectar la dinámica a gran
escala[EB05, Ell11]. En los últimos años se ha suscitado el debate de si este tipo de consideraciones
podŕıa arrojar nuevas luces sobre la aparente necesidad de incluir la contribución de un tipo de
enerǵıa oscura totalmente desconocida para explicar algunas observaciones cosmológicas. El énfasis
en este sentido se ha hecho tanto en la manera en que uno debe realizar este tipo de promedios
aśı como en la forma en que las inhomogeneidades afectan las observaciones basadas en modelos
con muchas simetŕıas tal como es el caso de Robertson-Walker. Nosotros hemos construido una
definición de promedios adecuada para campos tensoriales sobre espaciotiempos curvos que intenta
ser de aplicación fácil y directa en diversas situaciones de interés junto con una definición de deri-
vadas para los campos promedios que resulta necesaria a la hora de trabajar con las ecuaciones de
campo. Aprovechamos también para discutir de una manera más amplia el alcance de promedios en
relatividad señalando, también, algunas cuestiones que consideramos muy importantes y que en la
literatura no se le ha prestado demasiada atención tal como la cuestión del promedio de la conexión
que interviene en el comportamiento de las geodésicas nulas de la geometŕıa.

Para finalizar esta introducción al trabajo quizás sea pertinente resaltar que la visión que subyace
detrás de la búsqueda de nuevas herramientas es la de explorar maneras alternativas pero a la vez
complementarias de encarar el estudio del contenido de materia en nuestro Universo. Debido a la
naturaleza de las componentes oscuras del Universo resulta ser sumamente elusiva en el presente,
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es que consideramos valioso destinar esfuerzos en perfeccionar técnicas que permitan un abordaje
más amplio para allanar el camino hacia un mejor entendimiento libre de prejuicios en nuestra
descripción. Este es esencialmente el marco que engloba la búsqueda y constituye la amalgama de
las diferentes propuestas que aqúı discutimos.

No obstante, dado que las herramientas que tratamos aqúı guardan cierta distancia entre śı,
hemos créıdo conveniente anteceder a cada caṕıtulo una introducción particular a cada tema.
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Caṕıtulo 2

Lentes gravitacionales en el
contexto cosmológico

2.1. Introduction

En este caṕıtulo generalizamos los resultados de la referencia [GM11] al marco cosmológico en
el cual la geometŕıa de R-W domina la estructura en gran escala del espaciotiempo. Presentamos
nuevas expresiones para los escalares ópticos expĺıcitamente en términos de la curvatura local gene-
rada por una distribución inmersa en la cosmoloǵıa y, para el caso de lentes esféricamente simétricas,
expresamos los escalares directamente en términos de las componentes de materia. Las nuevas expre-
siones admiten un tensor enerǵıa-momento completamente general debido a que no queremos hacer
suposiciones a priori sobre la naturaleza de la lente. En particular, ellas exhiben la contribución
de componentes de la distribución de materia-enerǵıa que han sido ignoradas en trabajos previos
[SEF92, SSE94a, Wammb, Bar10].

Los resultados que presentamos en este caṕıtulo constituyen una herramienta útil para estudiar
con más detenimiento el problema de la masa faltante porque nos permiten describir lentes más
generales en marcado contraste con la descripción Newtoniana usual de los fenómenos de materia
oscura. En relación a esto existe evidencia muy sugerente que la inclusión de las componentes
espaciales del tensor enerǵıa-momento, hasta ahora ignoradas, resultan importantes para el estudio
de materia oscura en sistemas astrof́ısicos [GM12].

En este estudio también presentamos nuevas expresiones para el caso de lentes en movimiento
y mostramos que el formalismo utilizado constituye una mejora a la hora de tratar esta situaciones
ya que la contribución proveniente del movimiento de la lente está completamente contenida en
nuestra discusión; sin necesidad de recurrir a sofisticadas elaboraciones que tratan el problema
separadamente del caso estacionario[KS99, Fri03, WS04].

En varias referencias estándar en la literatura se ha sugerido que cuando uno describe los escala-
res ópticos de lentes gravitacionales en el contexto cosmológico uno solamente necesita reemplazar
en la discusión sobre un espaciotiempo plano cualquier aparición de las distancias por distancias
de área[SKW06]. Esto constituye sólo una suposición, aqúı mostramos que esto impone varias res-
tricciones sobre la clase de sistemas que uno puede tratar y proveemos con las fórmulas generales.
Nuestra manera de encarar el problema ha sido deducir las ecuaciones más generales que puedan
ser usadas en el contexto cosmológico. En este intento es esencial revisar los conceptos principales
ligados al problema de lentes gravitacionales de tal forma de derivar las cantidades sin asumir sim-
plificaciones iniciales. Por esta razón dedicaremos un espacio para revisar estas cuestiones que nos
llevan a afirmar por ejemplo que la noción adecuada de distancia que uno debeŕıa usar para tratar
los observables de lentes gravitacionales es la distancia af́ın definida por el observador. Esto no con-
tradice el uso de la distancia de área en las discusiones de lentes gravitacionales, pero contrasta con
la afirmación que uno debeŕıa usar solamente distancias de área en los cómputos de lentes débiles
en el contexto cosmológico. Por ello, enfatizaremos a lo largo de la presentación que los conceptos
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derivados en los efectos de lentes se refieren siempre a comparaciones a igual distancia af́ın.

Este proceder nos condujo a definir también el concepto de magnificación de intensidad que
presentamos en la sección (2.5.3). No hemos encontrado una presentación similar en la literatura y
discutimos su la relación con la magnificación angular estándar. Esta relación resulta importante
pues nos permite conectar los escalares ópticos con las observaciones de flujo usual en términos del
módulo de la distancia en el caso de espaciotiempos generales. En particular discutiremos su relación
a la observación de supernovas.

2.2. Lentes gravitacionales

2.2.1. Preliminares

La primera cosa que haremos es la de especificar el lenguaje que emplearemos para describir los
efectos en lentes gravitacionales. La idea básica que uno tiene en mente está diagramada en la figura
2.1. Alĺı se ilustra la situación de un observador, situado en la parte baja del dibujo, recibiendo luz
desde una fuente localizada en la superficie más alejada; en el medio la lente gravitacional afecta la
trayectoria de los rayos.

β

θ

α̂

l

s

l
2

1

1
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2

d

d

d
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s

Figura 2.1: Este gráfico muestra las variables angulares básicas y familiares en términos de una
geometŕıa plana. La letra s denota a las fuentes mientras que la letra l denota la lente. El observador
se asume situado en el vértice donde convergen los rayos.

En la discusión de los efectos producidos por lentes gravitacionales en un espaciotiempo ho-
mogéneo uno debeŕıa notar que la cosmoloǵıa misma actúa como una lente de forma peculiar en
el sentido que su efecto es de una lente que no está situada a una distancia particular ya que la
totalidad del espaciotiempo actúa como una lente. A pesar de esto, uno puede retener las nociones
básicas para el ángulo de observación θ y el ángulo β que el astrof́ısico esperaŕıa observar si no
existiera efecto de lentes gravitacionales y por ende tampoco curvatura.

Además, uno también puede utilizar las definiciones de convergencia y deformación (shear) que
provienen de la relación de esos ángulos.

Dado un par de estas direcciones, representadas por los ángulos (β, θ) uno puede considerar
pequeños apartamientos de ellos de tal forma que la diferencia esté dada por una relación lineal. En
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la esfera de direcciones, ellas pueden ser expresadas como:

δβa = Aab δθb, (2.1)

donde la matriz Aab está dada por

Aab =

(
1− κ− γ1 −γ2

−γ2 1− κ+ γ1

)
; (2.2)

y, donde los escalares ópticos κ, γ1 y γ2, son conocidos como la convergencia κ y las componentes
del shear {γ1, γ2}, respectivamente. En los mismos está codificada la información de la distorsión
de la imagen de la fuente debido a los efectos de lente. En particular, el shear es normalmente
representado por la cantidad compleja γ = γ1 + iγ2.

Aqúı debeŕıa ser enfatizado que la definición de δβa y δθb están referidas a dos geometŕıas
diferentes; lo cual conlleva a que uno deba decir a qué distancia está la fuente en ambos casos.

Los cálculos de lentes gravitacionales son llevados a cabo usando la distancia af́ın λ (ver sección
(2.4.2)) como variable fundamental[GM11]. Hacemos esta aclaración para distinguirla de la noción
de distancia diámetro angular que también aparece en la discusión ya que ella está relacionada
con el tamaño de las fuentes observadas. Ya que las nociones de distancia juegan un papel muy
importante, estas serán discutidas con más detalle luego (2.4); por el momento usaremos la noción
que una barra con longitud δl observada subtendiendo un ángulo δφ define una distancia diámetro
angular DA dada por:

δl = DAδφ. (2.3)

Entonces para cada espaciotiempo uno tiene una noción de distancia diámetro angular observada.
En la ecuación de arriba uno asume que el objeto observado tiene un tamaño δl; por lo que uno
tendŕıa

δl = DA(η)δβ; (2.4)

y

δl = DA(g)δθ; (2.5)

donde η representa la métrica plana y g la métrica f́ısica real.
En el espaciotiempo de Minkowski la distancia diámetro angular coincide con la distancia af́ın:

DA(η) = λ. En un espaciotiempo general, con métrica g, uno tiene la fuente a una dada distancia
af́ın λs, por lo que para hacer la comparación en la ecuación (2.1) uno toma λs = λ.

2.2.2. La congruencia de geodésicas nulas

Consideremos una función escalar u tal que sus superficies de nivel u =cte. demarcan una familia
de hipersuperficies nulas. Definamos el campo vectorial `a a partir de la 1-forma

`a = ∇au = (du)a; (2.6)

la cual satisface

`a`a = 0, (2.7)

y también

`a∇a`b = 0. (2.8)

Entonces, existe un parámetro af́ın ‘radial’ r dado por

`a =

(
∂

∂r

)a
. (2.9)

Notemos que por construcción esta congruencia generada por `a no tiene ‘twist’.
En nuestra construcción u =cte. caracterizará el cono pasado de luz del observador.
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La forma en la cual u crece a lo largo de la ĺınea mundo del observador es normalmente establecida
mediante la condición

va`a = 1; (2.10)

donde va es 4-velocidad del observador. Esta condición implica que estamos eligiendo `a apuntando
hacia el futuro y que hemos fijado la libertad de escala en la parametrización af́ın. Permanece, no
obstante, la libertad asociada a la elección del origen o, equivalentemente, la posibilidad de realizar
una traslación en el valor de r para cada dirección nula en la congruencia. Nosotros escogeremos la
elección natural que corresponde a tomar r = 0 en el vértice del cono.

En lo que sigue, será útil referir la discusión a una tetrada nula adaptada al cono de luz pasado
del observador. El primer vector nulo de la tetrada será `a definido previamente. Los otros vectores
serán: dos vectores de carácter espacial ma y m̄a que serán tangentes a las superficies r =cte. y
u =cte. y que deben satisfacer:

mam̄a = −1. (2.11)

El último vector será denotado por na el cual es elegido ortogonal a ma y m̄a satisfaciendo además

na`a = 1. (2.12)

v

l

s

v

o

Figura 2.2: La figura muestra el cono pasado de un observador situado en el punto “o” con su
4-velocidad v y la trayectoria de un fotón con vector tangente nulo `.

2.2.3. La ecuación desviación de geodésicas

El objeto fundamental que cuantifica las distorsiones en las imágenes es el vector desviación de
geodésicas, ςa, el cual describe el comportamiento de la congruencia registrando la separación local
de las diferentes geodésicas. Por definición satisface la condición

L` ς
a = 0; (2.13)

es decir, su derivada de Lie a lo largo de `a se anula.
La ecuación que nos provee la información de cómo las imágenes se distorsionan debido a la

curvatura es la ecuación desviación de geodésicas para el vector ςa a lo largo de `a:

`a∇a
(
`b∇bςd

)
= R d

abc `
aςb`c, (2.14)

donde R d
abc denota el tensor de Riemann como se estila habitualmente.

En términos de una tetrada nula (2.2.2) el vector desviación se puede expresar como

ςa = ςm̄a + ς̄ma. (2.15)
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Sin embargo, para el trabajar usaremos la siguiente descripción equivalente en términos de un
vector X construido a partir de las componentes {ς, ς̄} de la ecuación (2.15); esto es:

X =

(
ς
ς̄

)
. (2.16)

De esta manera la ecuación (2.13) toma la forma

`(X ) = −PX , (2.17)

donde la matriz P viene dada del siguiente modo

P =

(
ρ σ
σ̄ ρ̄

)
; (2.18)

ρ y σ son los coeficientes de spin en la notación del formalismo GHP[GHP73] que se corresponden
respectivamente con la expansión y el shear de la congruencia de geodésicas nulas.

La matriz P satisface
`(P ) = P 2 +Q; (2.19)

donde Q es la matriz

Q =

(
Φ00 Ψ0

Ψ̄0 Φ00

)
; (2.20)

cuyos elementos son las componentes de la curvatura

Φ00 = −1

2
Rab `

a `b , (2.21)

y
Ψ0 = Cabcd `

amb `cmd ; (2.22)

donde Rab es el tensor de Ricci y Cabcd el tensor de Weyl.
Esto nos permite escribir la ecuación de desviación de geodésicas como

` (` (X )) = −QX . (2.23)

La ventaja de trabajar directamente con esta ecuación es que está expĺıcitamente en término de las
componentes de la curvatura.

2.3. Geodésicas nulas en la métrica de Robertson-Walker

Como bien se sabe las métricas de R-W son geometŕıas homogéneas e isótropas [Rob33, Wal44,
Wal84] y juegan un papel fundamental en nuestra descripción estándar del Universo en su escala
más grande.

El elemento de ĺınea puede ser escrito de la siguiente manera:

ds2 = dt2 −A2(t)dL2
k; (2.24)

donde t es el tiempo cosmológico, esto es, el tiempo propio asociado a la familia de observado-
res fundamentales que perciben la isotroṕıa y, dL2

k es el elemento de ĺınea para las superficies de
homogeneidad ortogonales a la familia de observadores fundamentales. Como consecuencia de las
simetŕıa dL2

k debe ser una de las tres posibles métricas Riemannianas de curvatura constante en
tres dimensiones. Como es usual, las distinguiremos por el sub́ındice k que puede tomar los valores
k = 1, k = 0 y k = −1 que se corresponden respectivamente con una 3-esfera, un plano en 3-D y un
3-hiperboloide. Suele ser útil tener en cuenta las siguiente tres formas de escribir dL2

k:

dL2
k = dχ2 + f2

k (χ)dΣ2, (2.25)

dL2
k =

dr2

1− kr2
+ r2dΣ2, (2.26)

dL2
k =

1(
1 + k

4 r2
)2 (dr2 + r2dΣ2

)
; (2.27)

9
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donde en la ecuación (2.25) fk(χ) está dada por

fk(χ) =


sinh(χ), for k = −1, 0 6 χ <∞,
χ, for k = 0, 0 6 χ <∞,
sin(χ), for k = 1, 0 6 χ 6 π.

(2.28)

Para el elemento de ĺınea bi-dimensional dΣ2 que corresponde a la métrica de la 2-esfera unidad uno
frecuentemente encuentra que es conveniente expresarlo en una de las siguientes dos maneras:

dΣ2 = dθ2 + sin2(θ)dφ2, (2.29)

dΣ2 =
4(

1 + ζζ̄
)2 dζdζ̄ ≡ 1

P 2
0

dζdζ̄; (2.30)

donde (θ, φ) son las coordenadas angulares usuales y
(
ζ, ζ̄
)

son coordenadas estereográficas complejas
sobre el plano complejo C.

2.3.1. El cono pasado de luz de los observadores fundamentales y la te-
trada nula asociada

Todos los observables en el cono pasado de luz son construidos a partir de las geodésicas nulas
que alcanzan el observador. Por tanto es necesario tener a disposición una descripción adecuada del
mismo para los observadores fundamentales.

Asociado a cualquier observador uno puede considerar su tiempo propio τ , el cual para obser-
vadores co-móviles coincide con la coordenada t. La 4-velocidad del observador, entonces puede ser
expresada de la siguiente manera:

va =

(
∂

∂τ

)a
. (2.31)

A continuación introduciremos un sistema de coordenadas apropiado para la discusión de esta
subsección. Comenzamos considerando la función u que toma valores constantes sobre los conos
pasados de luz del observador. En particular, esto indica que los valores de u pueden estar dados
por el tiempo propio τ ; esto es, podemos tomar

du

dτ
= 1; (2.32)

sobre la ĺınea mundo del observador; sin embargo, uno también puede usar otra especificación para
u que no esté basada en la sincronización con el tiempo propio del observador. Haremos uso de esta
posibilidad debajo, en (2.3.1), donde presentaremos una definición basada en la estructura conforme
de la métrica.

En cualquier caso, la congruencia de geodésicas nulas relevantes f́ısicamente puede ser expresada
en términos de esta función nula por (2.6).

La función nula conforme avanzada ũ

Aqúı introducimos una función nula que resulta útil para varios cálculos en las geometŕıas de
R-W 1.

Definamos ũ a partir de

dũ =
dt

A(t)
+ dχ; (2.33)

donde el uso de ‘tildes’ es para diferenciar de la elección natural mencionada en la sección anterior
y que será presentada luego.

1Esta elección es apropiada también para estudio del comportamiento asintótico de la geometŕıa[Mor90] además
de ser de ayuda en varios cálculos a diferencia de la elección u = τ .
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Lo siguiente es completar el sistema de coordenadas poniendo coordenadas sobre cada dono de
luz. En este proceso una tetrada nula asociada a esta puede ser seleccionada.

Consideremos el vector ˜̀a determinado por la 1-forma

˜̀= dũ; (2.34)

el cual es geodésico y parametrizado af́ın. Sea, pues r̃ el parámetro af́ın a lo largo del cono asociado
a ˜̀a y comenzando desde el observador. Esta será nuestra segunda coordenada. Entonces, selec-
cionaremos un par de vectores complejos nulos m̃a y ˜̄ma de la forma indicada en (2.2.2), esto es,
tangentes a las superficies ũ =cte. y r̃ =cte. y satisfaciendo

m̃a ˜̄ma = −1. (2.35)

Para completar nuestro sistema de coordenadas utilizaremos las coordenadas estereográficas(
ζ, ζ̄
)

para designar los generadores del cono pasado de luz. Finalmente, elegiremos nuestro último
vector nulo como dijimos antes (2.2.2):

ñam̃a = 0, (2.36)

ña ˜̀
a = 1. (2.37)

En términos de las coordenadas usuales (t, χ, ζ, ζ̄), el campo vectorial que genera las congruencias
nulas sobre el cono pasado se escribe expĺıcitamente como:

˜̀=
1

A(t)

(
∂

∂t

)
− 1

A2(t)

(
∂

∂χ

)
; (2.38)

mientras que los otros vectores de la tetrada:

m̃ =

√
2P0

A(t)fk(χ)

(
∂

∂ζ

)
, (2.39)

˜̄m =

√
2P0

A(t)fk(χ)

(
∂

∂ζ̄

)
, (2.40)

ñ =
A(t)

2

[(
∂

∂t

)
+

1

A(t)

(
∂

∂χ

)]
. (2.41)

Expresemos ahora el elemento de ĺınea (2.24) que tiene la elección (2.25) en términos del nuevo
sistema de coordenadas

(
ũ, r̃, ζ, ζ̄

)
. Haremos esto en varios pasos intermedios; usando la ecuación

(2.33) uno puede expresar la geometŕıa en términos del sistema de coordenadas (ũ, χ, ζ, ζ̄) y hallar

ds2 = A2(t)
(
dũ2 − 2dũdχ− f2

kdΣ2
)

; (2.42)

donde aqúı será importante notar que el vector ˜̀ es expresado como

˜̀= − 1

A2 (t(ũ, χ))

(
∂

∂χ

)
. (2.43)

Y, ya que ˜̀= ∂
∂r̃ , tenemos también la relación

∂χ

∂r̃
= − 1

A2 (t(ũ, χ))
; (2.44)

de tal forma que uno toma

r̃ = −
∫ χ

0

A2 (t(ũ, χ′)) dχ′ =

∫ t(ũ,χ)

t(ũ,χ=0)

A(t′)dt′. (2.45)

11
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Esta es la relación que necesitamos para lograr escribir el elemento de ĺınea en las coordenadas(
ũ, r̃, ζ, ζ̄

)
ya que ahora podemos diferenciar para obtener

dr̃ =

(
A2
(
t(ũ, χ)

)
−A2(t0)

)
dũ−A2

(
t(ũ, χ)

)
dχ; (2.46)

donde la notación A(t0) significa
A(t0) ≡ A

(
t(ũ, χ = 0)

)
. (2.47)

Notemos que t0 = t(ũ, χ = 0) no es necesariamente el tiempo presente como seŕıa sugerido habitual-
mente sino el la coordenada t evaluada en el origen.

De esta forma uno arriba a la expresión deseada para la métrica:

ds2 =

(
2A2(t0)−A2(t)

)
dũ2 + 2dũdr̃ −A2(t)f2

k (χ)dΣ2. (2.48)

Para finalizar aqúı incluiremos por completitud las relaciones entre los diferenciales del viejo
sistema de coordenadas en término de las nuevas coordenadas:

dt =
A2(t0)

A(t)
dũ+

1

A(t)
dr̃, (2.49)

dχ =

(
1− A2(t0)

A2(t)

)
dũ− 1

A2(t)
dr̃. (2.50)

La función nula inercial avanzada u

Consideremos aqúı la elección u = τ la cual será expuesta de manera similar a como tratamos
la función nula conforme avanzada ũ. Esto ayudará en la lectura aśı como también nos permitirá
llegar a los expresiones principales de una manera sencilla utilizando lo de arriba.

En efecto, encontremos la relación entre ambas funciones notando que

v (ũ) =
dũ

du
; (2.51)

a lo largo de la ĺınea mundo de un observador fundamental. Luego, debido a que u está normalizada
con t en el origen, usando (2.33) uno obtiene

du = A(t0)dũ = A
(
t(ũ, χ = 0)

)
dũ; (2.52)

y nos conduce a definir el primer vector nulo ` como

` = du. (2.53)

Esto nos da una congruencia de geodésicas nulas dirigidas hacia el futuro, parametrizadas af́ın que
alcanzan al observador. El parámetro af́ın en este caso será indicado por r y constituye nuestra
segunda coordenada. Las coordenadas estereográficas denotarán a los generadores de la congruencia
como antes.

El vector nulo ` puede ser expresado de la siguiente manera:

` =
A(t0)

A(t)

[(
∂

∂t

)
− 1

A(t)

(
∂

∂χ

)]
; (2.54)

mientras que los demás vectores de la tetrada pueden ser tomados de la siguiente forma

m =

√
2P0

A(t)fk(χ)

(
∂

∂ζ

)
, (2.55)

m̄ =

√
2P0

A(t)fk(χ)

(
∂

∂ζ̄

)
, (2.56)

n =
1

2

A(t)

A(t0)

[(
∂

∂t

)
+

1

A(t)

(
∂

∂χ

)]
. (2.57)
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La métrica en las coordenadas avanzadas
(
u, χ, ζ, ζ̄

)
adquiere la siguiente expresión

ds2 = A2(t)

(
du2

A2(t0)
− 2

dudχ

A(t0)
− f2

k (χ)dΣ2

)
. (2.58)

El parámetro af́ın r asociado a ` y el diferencial dr se ve que son

r(u, χ) =
1

A(t0)

∫ t(u,χ)

t(u,χ=0)

A(t′)dt′, (2.59)

y

dr = −A
2(u, χ)

A(t0)
dχ−

(
1− A2(u, χ)

A2(t0)
+ rH(t0)

)
du; (2.60)

donde hemos introducido en este lugar la función de Hubble sobre la ĺınea mundo del observador

H(t0) ≡ 1

A(t0)

dA(t(u, χ = 0))

du
. (2.61)

Uno puede, finalmente transformar a un sistema de coordenadas en el cual la coordenada radial
es r en vez de χ; de forma tal que ahora t = t(u, r) y χ(u, r). Notemos, en particular, que ahora
t0 = t(u, r = 0). Reuniendo todas estas expresiones uno obtiene la métrica en coordenadas

(
u, r, ζ, ζ̄

)
:

ds2 =2

(
1− A2(t)

2A2(t0)
+ rH(t0)

)
du2 + 2dudr −A2(t)f2

k (χ)dΣ2. (2.62)

2.3.2. El vector desviación para una congruencia radial nula

En las geometŕıas de R-W el comportamiento del vector desviación de geodésicas es fácilmente
hallado considerando solamente la ecuación (2.13) sobre el cono nulo pasado:

`(X ) = −ρX . (2.63)

Notemos que en este caso uno puede usar `a ó ˜̀a como campo vectorial tangente a la congruencia
debido a que la descripción es independiente de la parametrización af́ın.

En las coordenadas (u, r) presentadas en (2.3.1) la convergencia ρ toma la sencilla expresión:

ρ = − 1

A(t)fk(χ)
` (A(t)fk(χ)) . (2.64)

Esto significa que el vector desviación de geodésicas está dado por:

X = A(t)fk(χ)V0; (2.65)

donde la constante de integración V0 tiene el significado del ángulo medido por el observador
fundamental subtendido por una pequeña porción de la imagen subtendida entre dos geodésicas
nulas vecinas.

Este factor aparecerá frecuentemente, por lo cual lo definiremos como

DA(t, χ) ≡ A(t)fk(χ); (2.66)

y luego será identificado con la distancia diámetro angular.

2.4. Diferentes nociones de distancias

Debido a que las nociones de distancia juegan un rol central en la discusión de lentes gra-
vitacionales incluiremos aqúı una revisión de las diferentes nociones que usualmente aparecen en
espaciotiempos curvos.
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2.4.1. El redshift o corrimiento al rojo

El observador o define el redshift asociado con el evento s por la expresión

1 + z =
(lava)s
(lava)o

; (2.67)

donde la es el vector tangente a la geodésica nula conectando los dos eventos y va es la 4−velocidad
de la fuente s o la del observador o según como se indica.

A pesar de que el redshift es un indicador de diferencia en las medidas de tiempo propio, es
también usado como indicador de distancia cuando existe familia de observadores preferenciales tal
como es el caso de R-W. Cuando la fuente y el observador son ambos observadores fundamentales
en R-W uno tiene que

1 + z =
A(t0)

A(t)
. (2.68)

En otras palabras, el redshift puede ser usado como una noción de distancia si uno tiene a disposición
una dada familia de objetos cosmológicos cuyo movimiento es conocido.

2.4.2. Distancia geométrica o distancia af́ın normalizada

Dado un observador con una 4-velocidad va, existe una noción natural de distancia: λ definida
sobre cualquier geodésica nula pasada y sobre cualquier espaciotiempo; ésta es identificada con el
parámetro af́ın que tiene en cuenta la normalización (2.10) y se anula en la posición del observador.
En el caso que nos compete de R-W, esta distancia está relacionada con la coordenada af́ın r definida
previamente:

λ = −r. (2.69)

Para diferenciarla de las otras definiciones de distancia la llamaremos en este trabajo distancia
geométrica ó distancia af́ın normalizada. Por definición, su valor incrementa monotónicamente a lo
largo de toda dirección nula pasada desde el observador.

Como mencionamos en (2.2.1) en el estudio de lentes gravitacionales es crucial comparar las
imágenes en la presencia de lentes con la situación en la cual la misma no se ve afectada. Y esta es
esencialmente la razón por la cual la definición de distancia es importante; nosotros afirmamos que la
noción apropiada para el tratamiento de lentes gravitacionales es la que definimos en esta subsección.
Este es el concepto que aparece como parámetro dinámico en la ecuación fundamental (2.23) y puede
ser aplicado a cualquier espaciotiempo en cualquier situación. En consecuencia remarcaremos su uso
en el formalismo que desarrollamos en nuestro trabajo.

2.4.3. Distancia diámetro angular y distancia angular futura

Distancia diámetro angular y distancia de área

La ‘distancia diámetro angular’, DA, está definida como

dl = DAdθ; (2.70)

donde dl es el tamaño proyectado en la dirección perpendicular a la visual, en el lugar del emisor,
del objeto que se observa y, dθ es el ángulo subtendido que mide el observador en su cielo.

Esta definición está estrechamente relacionada a la distancia de área, la cual es definida mediante
la siguiente relación:

dA = |D+D−|dΩ; (2.71)

donde dA es el área proyectada en la dirección perpendicular a la visual, en el lugar del emisor, del
objeto observado; D+ y D− son las distancias diámetro angular correspondientes a las direcciones
principales del área [Per04] y dΩ es el ángulo sólido que ve el observador. La distancia de área se
define entonces como

Darea =
√
|D+D−|; (2.72)
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de tal forma que uno ahora puede escribir

dA = D2
area dΩ. (2.73)

Notemos que esta medida de distancia no depende de la velocidad peculiar del emisor aunque śı
depende de la 4-velocidad del observador[Per04].

En los espaciotiempos de R-W, la distancia de área coincide con la distancia diámetro angular;
por esta razón a lo largo del trabajo usaremos solamente DA(= Darea) para denotar ambas distancias
en el caso de R-W.

Para observadores fundamentales sobre R-W esta noción de distancia toma la forma expĺıcita
presentada en la ecuación (2.66):

DA = A (t(u, r)) fk (χ(u, r)) . (2.74)

Partiendo de la definición uno nota que la distancia de área está relacionada con la expansión de
un manojo de geodésicas que parten desde el observador y alcanzan la fuente; en R-W uno puede
ver esto expĺıcitamente observando la ecuación (2.64). En este particular caso uno tiene

dDA

dr
= −ρDA; (2.75)

junto con la ecuación de segundo orden

d2DA

dr2
= −Φ00DA. (2.76)

En general, se ve que ρ tiene un valor r∗ en el cual se anula y a partir de ah́ı cambia de signo.
Entonces, el valor de DA alcanza un valor estacionario en r∗; el cual es un máximo, ya que Φ00 es
positiva cuando las condiciones de enerǵıa usuales se consideran válidas.

Por esta razón esta noción de distancia no es realmente una distancia; ya que, en particular,
tiende a cero cuando la fuente se encuentra muy lejana; como por ejemplo, cerca del comienzo del
Universo donde A → 0. De todas formas, es un concepto útil que aparece en la discusión de lentes
gravitacionales.

Distancia diámetro angular futura y distancia de área futura

Existe también una noción de distancia diámetro angular futura dA, que está relacionada a la
distancia diámetro angular calculada por el emisor para alcanzar un objeto de tamaño proyectado dlo
perpendicular a la dirección de la trayectoria de los fotones y situado en la posición del observador.
Más concretamente, uno define dA por la relación

dlo = dA dθs; (2.77)

donde dθs es el ángulo medido por un observador fiduciario en la fuente con la mismas 4-velocidad
que la fuente.

Uno puede generalizar esta noción a la de distancia de área futura; la cual se define a partir de:

dAo = |d+d−|dΩs; (2.78)

donde dAo es el área proyectada del objeto en el sitio del observador y dΩs es el ángulo sólido
generado en la posición de la fuente; d+ y d− son las distancias diámetro angular futuras a lo largo
de las direcciones principales del área y, la distancia de área futura darea es entonces definida por

darea =
√
|d+d−|. (2.79)

En el caso de R-W la distancia de área futura coincide con la distancia diámetro angular futura,
por lo cual en lo sucesivo utilizaremos dA(= darea) para denotar ambas nociones en R-W.
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En la siguiente subsección 2.4.4 discutiremos la relación existente entre la distancia de área
futura dA y la distancia de área DA. Aqúı, queremos aprovechar para mencionar que en el caso
más general de una fuente radiante no-isotrópica y no resoluble a redshift z emitiendo con una
luminosidad L(θs, φs) en la dirección (θs, φs) que apunta hacia el observador uno predice que el flujo
F (θo, φo) medido por el observador está dado por 2

F (θo, φo) dAo =
1

(1 + z)2
L(θs, φs) dΩs. (2.80)

La igualdad es esencialmente consecuencia de la conservación de enerǵıa. En efecto, el lado izquierdo
es la expresión para la enerǵıa medida por el observador por unidad de tiempo en la dirección de la
fuente (θo, φo), la cual es recibida en el elemento de superficie dAo; el lado derecho es la expresión
para la enerǵıa emitida por la fuente por unidad de tiempo (local) en la dirección del observador
dentro del angulo sólido dΩs y, donde el factor de redshift toma en cuenta las diferencias de tiempos
propios y las medidas locales de enerǵıa.

Notemos entonces que utilizando (2.78) en la siguiente forma

dAo = d2
area dΩs; (2.81)

uno tiene

F (λ, z) =
L(θs, φs)

(1 + z)
2
d2

area(λ)
; (2.82)

donde estamos enfatizando que el flujo depende de la distancia λ y del estado de movimiento de la
fuente, caracterizado en este caso por el fator de redshift de la expresión (2.67).

Para finalizar aqúı notemos nuevamente que (2.82) es válida en un espaciotiempo general y que lo
que nosotros llamamos distancia diámetro angular futura es lo que otro autores usualmente llaman
‘corrected luminosity distance’[Per04]. Sin embargo, aqúı preferimos usar esta terminoloǵıa ya que
resulta más natural en la discusión del teorema de reciprocidad que presentamos debajo.

2.4.4. El teorema de Etherington y el corolario de reciprocidad

Es importante señalar que las definicion de distancia de área Darea y distancia de área futura darea

han sido presentadas para un espaciotiempo cualquiera. Y en este caso general existe un resultado
puramente geométrico debido a Etherington[Eth33] que establece lo siguiente[Ell71]:

dAo dΩ = (1 + z)
2
dAdΩs; (2.83)

el cual es conocido como el teorema de Etherington. Un corolario interesante de este resultado se
deriva de (2.73) y (2.81), en la que uno prueba la siguiente relación entre distancias

darea = (1 + z)Darea. (2.84)

Esto constituye una relación fundamental entre la distancia de área futura darea y la distancia
de área Darea (observada); la misma se conoce como la relación de reciprocidad y es deducida
solamente a partir de consideraciones que involucran un manojo de geodésicas conectando la fuente
con el observador.

Este corolario (2.84) está ı́ntimamente relacionado a la más conocida relación de dualidad entre
distancias que repasamos a continuación.

2.4.5. Distancia luminosa y la relación de dualidad entre distancias

Retomemos la relación entre el flujo observado F (θo, φo) y la luminosidad L(θs, φs) para una
fuente que no se puede resolver mostrada en la ecuación (2.82). Esta relación da origen a la noción

2Para clarificar la notación, remarquemos que si llamamos con L0 la luminosidad total y la fuente radiara isotrópi-
camente entonces uno tendŕıa L = L0/(4π).
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de distancia luminosa DL la cual se define análogamente a como se conoce en el espacio plano, esto
es:

DL ≡

√
L(θs, φs)

F (θo, φo)
; (2.85)

de aqúı uno puede ver que:
DL = (1 + z) darea. (2.86)

Aunque lo hemos definido para fuentes que no son resolubles, las estimaciones de distancias para
fuentes extendidas pueden ser basadas en el mismo principio. En tales casos el problema de inferir
distancias involucra la consideración de las nociones de intensidad y brillo superficial.

Relación de dualidad entre distancias

La combinación de la ecuación (2.86) junto con el corolario de reciprocidad establecido por (2.84)
permiten deducir la relación de dualidad entre distancias:

DL(z) = (1 + z)
2
Darea; (2.87)

que vincula la distancia luminosa con la distancia de área.
Nuevamente remarquemos que esta relación es válida para cualquier espaciotiempo y ha sido

derivada a partir de unas pocas hipótesis; ellas son: que el número de fotones es conservado a lo
largo de su trayectoria y que la misma es a través de geodésicas. Ya que el movimiento geodésico
de los fotones está fundamentado en el principio de equivalencia, cualquier desviación de la relación
(2.87) debeŕıa ser atribuida en principio a la no-conservación del número medio de fotones a lo largo
de geodésicas nulas[BK04].

2.5. La métrica de Robertson-Walker como una lente gravi-
tacional

Señalemos nuevamente que la noción básica de una lente gravitacional está contenida en la
ecuación (2.1) donde el ángulo de desviación δβa está referido a un espaciotiempo sin efecto de
lentes y por tanto Minkowski; mientras que el ángulo de desviación δθb se refiere al espaciotiempo
real; que en este caso será R-W. Entonces, cuando uno considera esta geometŕıa como una lente
gravitacional, uno nota que ésta no se sitúa a una distancia particular, en cambio comprende todo
el espaciotiempo. Es por esta razón que uno tiene que ser muy cuidadoso con la interpretación de
los escalares ópticos definidos en por la ecuación (2.2).

Aqúı, estamos pensando en el caso de un observador dentro de una geometŕıa R-W que, cuando
estime ángulos de desviación, él debe relacionar el ángulo observado δθa con el ángulo no perturbado
δβa cuando la fuente se encuentra situada a la ‘misma’ distancia. Por lo tanto, es crucial tener un
claro entendimiento de la noción de la distancia que uno debe usar. De todas las nociones de
distancia que son empleadas en la literatura y que mencionamos anteriormente en la sección (2.4),
la más fundamental de todas y que a su vez requiere de un mı́nimo de estructura es la distancia
geométrica λ; ya que solamente usa la información de la 4-velocidad del observador y la geodésica
nula que proviene de la fuente. De hecho puede ser aplicada a cualquier espaciotiempo y a cualquier
geodésica nula pasada además de ser el parámetro dinámico en la ecuación (2.23). En consecuencia
constituye la noción natural de distancia en tal contexto.

Entonces, para una fuente de tamaño X a distancia λ a lo largo del cono pasado de luz, este
observador esperaŕıa ver, en ausencia de efectos gravitacionales, que la fuente subtendeŕıa un ángulo
δβ:

δβ =
X
λ
. (2.88)

Sin embargo, en R-W la ecuación (2.65) nos dice que

X = A(t)fk(χ)δθ. (2.89)
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Entonces, de la ecuación (2.66) uno tiene la relación

δβ =
DA

λ
δθ. (2.90)

La relación entre el ángulo observado δθ y δβ es entendida como el efecto de lente producido por
la cosmoloǵıa. En el lenguaje usual de lentes débiles esto constituye una lente muy peculiar ya la
que lente no está a una distancia dada. Además, para la lente de R-W no existe noción de ángulo
de desviación debido a que se trata de un Universo homogéneo e isotrópico. A pesar de esto uno
obtiene una noción de los escalares ópticos no trivial.

Es conveniente remarcar esto ya que es fuente de confusión normalmente. Por ejemplo, el diagra-
ma de la figura 2.1 proviene de la situación habitual que uno encuentra para una lente gravitacional
localizada. Sin embargo, en el caso donde el espaciotiempo actúa como lente (la cual es no locali-
zada) el diagrama debe ser entendido en forma conceptual usando las definiciones de δβ y δθ como
ángulos medidos sin lente y con lente, respectivamente. Esta cuestión no es usualmente mencionada
en los enfoques que se basan en el concepto de ángulo de desviación[SEF92, SKW06].

Otro punto importante que debe se notado es que las ecuaciones (2.89) y (2.90) son válidas
también para valores grandes de δθ. Esto significa que uno puede considerar la lente de R-W en una
forma no perturbativa [FKN00b, FKN00a].

2.5.1. Los conceptos fundamentales en el contexto cosmológico

2.5.2. La convergencia cosmológica

La ecuación (2.90) está indicando que no existe el efecto de shear cosmológico en R-W y que la
convergencia cosmológica, κc, puede deducirse de

δβ = (1− κc) δθ; (2.91)

de tal forma que uno obtiene

κc = 1− DA(λ)

λ
. (2.92)

Recordemos nuevamente que esta convergencia κc no puede ser definida usando el esquema usual
de lentes gravitacionales basado en el concepto de ángulo de deflección.

En general, la desigualdad DA(λ) < λ se cumple para todos los valores de λ y para objetos
cercanos uno tiene que κc � 1. De hecho, esta es la situación más común que uno encuentra en la
discusión de lentes débiles, en la cual los valores de los escalares ópticos son siempre mucho menores
que 1 y la ecuación (2.1) representa una aproximación para desviaciones angulares pequeñas. Sin
embargo, como se indicó arriba, en las geometŕıas de R-W la convergencia cosmológica está dada
exactamente por (2.92) la cual se aproxima al valor unidad cerca de la singularidad inicial.

El comportamiento de κc cerca del observador puede ser investigado tomando una expansión de
DA en términos de λ; donde encontramos:

κc = κ(2)
c λ2 + κ(3)

c λ3 + O
(
λ4
)

; (2.93)

con las definiciones

κ(2)
c =

1

3!
Φ00

∣∣∣∣
λ=0

, (2.94)

κ(3)
c = − 2

4!
` (Φ00)

∣∣∣∣
λ=0

. (2.95)

2.5.3. Magnificación y magnificación cosmológica

En un espaciotiempo general la magnificación µ es definida como el cociente entre el ángulo sólido
subtendido por la imagen ‘lenteada’ y la imagen sin ‘lentear’. Usando las direcciones principales de
la imagen uno tiene las siguientes relaciones

δβ− = (1− κ− γ) δθ−, (2.96)
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y

δβ+ = (1− κ+ γ) δθ+; (2.97)

de donde uno puede también deducir que

µ =
1

(1− κ)2 − γ2
; (2.98)

siendo γ el módulo del shear.
Para la mayoŕıa de las situaciones astrof́ısicas uno tiene κ << 1 y γ << 1. Multiplicando (2.96)

por λ un obtiene

dl− = λδβ− = λ (1− κ− γ) δθ− = D−δθ−, (2.99)

y de manera similar con el caso con “+”. Entonces, uno deduce que

µ =

(
λ

Darea(λ)

)2

; (2.100)

ya que la distancia de área en el espaciotiempo plano es λ. Esta expresión es válida para espacio-
tiempos generales y coincide con la ecuación (42) de la referencia [Per04].

Para la magnificación cosmológica µc, se tiene que

µc =
1

(1− κc)2 =

(
λ

DA(λ)

)2

. (2.101)

Como uno puede ver µc diverge cuando la fuente es considerada cerca de la singularidad inicial,
lo cual indica a su vez que κc se aproxima al valor unidad y en consecuencia no puede ser considerada
pequeña para grandes distancias.

2.5.4. Las magnificaciones de intensidad

En esta subsección presentamos la magnificación de intensidad f́ısica que denotaremos con µ̃ y
que llamaremos simplemente magnificación de intensidad. Además introduciremos la magnificación
de intensidad cosmológica µ′c(z) que resulta conveniente por su empleo en estudios astrof́ısicos.

Denotemos nuevamente con F el flujo observado de un objeto no resoluble a distancia λ y
movimiento relativo determinado por el redshift z en un espaciotiempo general. Usaremos F0 para
designar el flujo que uno esperaŕıa colectar proveniente del mismo objeto a la misma distancia λ y
con el mismo movimiento relativo en Minkowski.

Entonces, definimos la magnificación de intensidad µ̃ como el cociente de esos dos flujos:

Definición 2.5.1 Magnificación en Intensidad

µ̃(λ) ≡ F (λ, z)

F0(λ, z)
=

(
darea0(λ)

darea(λ)

)2

; (2.102)

donde tomando en cuenta la ecuación (2.82) uno puede ver que µ̃ depende solamente de la distancia
λ. Notemos que estamos usando el sub́ındice 0 para referirnos a cantidades en Minkowski.

Señalemos que la definición es consistente con la misma filosof́ıa que uno aplica a las nociones
básicas de lentes gravitacionales en la ecuación (2.1) donde uno compara ángulos en la esfera de
direcciones entre la situación ‘lenteada’ y la situación sin lente (el caso plano).

El corolario de reciprocidad que vimos en (2.4.4) nos permite probar el siguiente teorema válido
en un espaciotiempo general:

Teorema 2.5.1 La magnificación de intensidad coincide con la magnificación angular usual; es
decir:

µ̃ = µ. (2.103)
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Prueba: Recurriendo al corolario de reciprocidad podemos reemplazar, en la expresión para la mag-
nificación de intensidad, las distancias de área futura por las distancias de área observadas:

µ̃(λ) =

(
Darea0(λ)

Darea(λ)

)2

=

(
λ

Darea(λ)

)2

= µ; (2.104)

donde hemos usado la ecuación (2.100).
En el caso particular de una cosmoloǵıa de R-W la definición y el teorema nos permiten escribir

la igualdad

µ̃c =
1

(1− κc)2 =

(
λ

DA(λ)

)2

= µc. (2.105)

Dado que en la práctica corriente, trabajar con distancias afines no suele ser lo usual es útil
definir otra noción de magnificación que involucre el cociente de los flujos en función del redshift tal
como se acostumbra en los trabajos observacionales. Por eso definimos la siguiente:

Definición 2.5.2 Magnificación en Intesidad Comsológica

µ′c(z) ≡
F (z)

FMilne(z)
=

(
1 + z

1 + z

)4(
DA0(z)

DA(z)

)2

=

(
λMilne(z)

DA(z)

)2

;

(2.106)

donde en este caso, más espećıficamente, uno utiliza el modelo de Universo plano de Milne de tal
forma de tener una relación λ(z).

Remarquemos que aunque esta definición involucra el mismo cociente de flujos, la definición
(2.102) da una función diferente debido a que posee una parametrización distinta de los escalares.
Es por ello, que el lado derecho de (2.106) no coincide con la magnificación µc de (2.101).

En particular, esto es evidenciado por el hecho que uno hace uso del modelo de Milne, ya uno
necesita una relación entre la distancia λ y el redshift z en el espaciotiempo plano.

La razón por la cual uno introduce la magnificación de intensidad µ̃ es debido a que está direc-
tamente relacionada a las observaciones a través de las medidas relativas de magnitudes aparentes
[Bra04] :

m2 −m1 = −5

2
log

F2

F1
. (2.107)

El aparato colector normalmente no recibe todos los fotones sino solamente aquellos limitados en una
dada banda. Por razones de simplicidad en la discusión asumiremos que uno mide todo el espectro,
ya que de todos modos uno puede generalizar esos conceptos en una situación realista.

Para obtener información intŕınseca, uno también puede usar la llamada magnitud absoluta M ,
la cual está definida como la magnitud del objeto si estuviera situado a una distancia estándar de
10 parsecs. La relación de la magnitud aparente y la magnitud absoluta está dada por

m−M =− 5

2
log

F (λ, z)

F (λ10, z10)
= 5 log

DL(λ, z)

DL(λ10(z10), z10)

=− 5

2
log

(
F (λ, z)

F0(λ, z)

F0(λ, z)

F0(λ10, z10)

F0(λ10, z10)

F (λ10, z10)

)
=− 5

2
log µ̃(λ) + 5 log

(
λ(1 + z)2

λ10

)
;

(2.108)

donde el primer término en la última ĺınea corresponde al primer factor en el logaritmo; el segundo
término corresponde al segundo factor en logaritmo y, donde hemos despreciado la contribución

proveniente del cociente F0(λ10)
F(λ10) ; ya que la incidencia de la curvatura cosmológica para distancias

del orden de 10pc puede ser ignorada completamente.
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El lado izquierdo de la ecuación (2.108) se conoce también como el módulo de la distancia y
puede ser expresado completamente en término de los escalares ópticos de lentes gravitacionales
como consecuencia del teorema 2.5.1. Esto es, podemos escribir:

m−M = −5

2
logµ(λ) + 5 log

(
λ(1 + z)2

λ10

)
; (2.109)

donde la magnificación µ(λ) puede ser entendida en términos de las ecuación (2.98) ó (2.100), válidas
para un espaciotiempo general. Debe notarse por lo tanto que el segundo término en el lado derecho
de (2.109) posee información cinemática y no tiene ninguna referencia a modelo cosmológico alguno.

Ahora procedamos de forma similar y expresemos la relación entre las magnificaciones cuando
el redshift es usado como variable para denotar distancias. La expresión previa que contiene la
magnificación absoluta será ahora:

m−M =− 5

2
log

F (λ(z), z)

F (λ10(z10), z10)
= 5 log

DL(λ(z), z)

DL(λ10(z10), z10)

=− 5

2
log

(
F (λ(z), z)

FMilne(λ(z), z)

FMilne(λ(z), z)

FMilne(λ10(z10), z10)

FMilne(λ10(z10), z10)

F (λ10(z10), z10)

)
=− 5

2
logµ′c(z) + 5 log

(
λMilne(z) (1 + z)2

λ10

)
;

(2.110)

donde nuevamente, hemos despreciado los efectos cosmológicos a la distancia cercana de 10pc. Vemos
aqúı la aparición de la magnificación de intensidad µ′c(z).

El comportamiento de las magnificaciones que hemos presentado aqúı será discutido más abajo,
luego de la introducción de un par de ejemplos representativos.

2.5.5. Ejemplo 1: El universo de Milne

Como una ilustración sencilla de la familia de lentes cosmológicas del tipo R-W consideraremos
el caso más simple que corresponde al Universo de Milne ya que se trata de una cosmoloǵıa vaćıa.
La misma se puede interpretar como el caso ĺımite de un modelo de polvo cuya densidad de enerǵıa
tiende a cero. Debido a esto, el Universo de Milne, es idéntico desde el punto de vista de la geometŕıa
a una porción del espaciotiempo de Minkowski. El elemento de ĺınea está caracterizado por k = −1
y A(t) = t.

En términos de coordenadas co-móviles las distancias relevantes para la discusión de lentes son:

λMilne =
1

2

A2(t0)−A2(t)

A(t0)
= A(t0) z

1 + z
2

(1 + z)2
, (2.111)

DA = λ, (2.112)

DL =

(
A(t0)

A(t)

)2

λ; (2.113)

las cuales producen como resultado que la convergencia cosmológica se anule tal como es esperado:

κc = 0, (2.114)

µc = µ̃c = µ′c = 1. (2.115)

2.5.6. Ejemplo 2: Universos de Friedman

En esta subsección nos concentraremos en los Universos de Friedman que involucran solamente
polvo, radiación y una constante cosmológica. En los apéndices (B.2) el lector podrá encontrar
algunas relaciones conocidas sobre las geometŕıas de Friedmann junto con otras cantidades basadas
en el uso del formalismo GHP[GHP73].
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Por conveniencia, en esta sección y en todos nuestros resultados finales reintroduciremos las
contantes universales apropiadamente.

En general, expresiones anaĺıticas para las cantidades ópticas no pueden ser obtenidas; sin embar-
go nos contentaremos con el estudio del comportamiento de ellas en una vecindad de los observadores
fundamentales.

Necesitaremos pues conocer la componente Φ00 y su derivada respecto a `, las cuales pueden
comprobarse que son:

Φ00 =
4πG

c2
A2(t0)

A2(t)

(
%(t) +

P (t)

c2

)
; (2.116)

` (Φ00) =
4πG

c3
A3(t0)

A3(t)

[
d%

dt
+

1

c2
dP

dt
− 2H(t)

(
%(t) +

P (t)

c2

)]
; (2.117)

donde G es la constante de la gravitación, c la velocidad de la luz, %(t) y P (t) la densidad de enerǵıa
y la presión del fluido cósmico respectivamente y H(t) es la taza de expansión de Hubble definida
como:

H(t) ≡ 1

A(t)

dA

dt
. (2.118)

Todas las funciones geométricas, como por ejemplo H(t), y las cantidades caracterizando los
fluidos pueden ser escritas en términos de los parámetros de densidad (Ωm,Ωr,ΩΛ) (Ver apéndice
(B.2)) y la densidad cŕıtica %cr:

%(t) = %cr

(
Ωm

A3(t0)

A3(t)
+ Ωr

A4(t0)

A4(t)
+ ΩΛ

)
, (2.119)

P (t)

c2
= %cr

(
Ωr
3

A4(t0)

A4(t)
− ΩΛ

)
, (2.120)

H2(t)

H2(t0)
=ΩΛ + (1− Ωm − Ωr − ΩΛ)

A2(t0)

A2(t)
+ Ωm

A3(t0)

A3(t)
+ Ωr

A4(t0)

A4(t)
. (2.121)

Esto nos permite obtener lo siguiente

Φ00 =
4πG%cr
c2

A5(t0)

A5(t)

(
Ωm +

4

3
Ωr
A(t0)

A(t)

)
, (2.122)

` (Φ00) = −4πG%cr
c3

A6(t0)

A6(t)
H(t)

(
5Ωm + 8Ωr

A(t0)

A(t)

)
. (2.123)

Entonces, la convergencia cosmológica, κc, se comporta en la vecindad del observador en la
siguiente manera:

κc (λ) =
4πG%cr

3!c2

(
Ωm +

4

3
Ωr

)
λ2 +

8πG%cr
4!c3

H0

(
5Ωm + 8Ωr

)
λ3 + O

(
λ4
)
. (2.124)

Notemos aqúı un hecho que resulta interesante tener en cuenta: el único escalar óptico que aparece
en la caracterización de R-W como una lente gravitacional es independiente de la contribución ΩΛ

proveniente de la constante cosmológica.

2.5.7. Valores t́ıpicos para la convergencia cosmológica y las funciones de
magnificación

Los ejemplos anteriores nos permiten estimar el efecto de los espaciotiempos de R-W como lentes
gravitacionales de manera directa. Por lo tanto en esta subsección presentaremos los valores de la
convergencia cosmológica y las funciones de magnificación en algunos modelos representativos. Uno
de ellos está basado en los datos reportados por la colaboración Planck mientras que el otro proviene
de valores que tienen en cuenta cálculos de nucleośıntesis primordial.
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Valores con los datos de la colaboración Planck

Los siguientes valores, reportados por la colaboración Planck[A+14], fueron usados para compu-
tar las diferentes cantidades asociadas a los efectos de lentes:

Ωm = 0, 314± 0, 020, (2.125)

ΩΛ = 0, 686± 0, 020, (2.126)

H0 = 67, 4± 1, 4
km

s ·Mpc
; (2.127)

conjuntamente con la asunción k = 0. Debajo, en la tabla 2.1 presentamos estos resultados.

Cuadro 2.1: Modelo ΛCDM Planck

λ [Mpc] z0 z κc µ̃c = µc µ′c

43.95 0.010 0.01 7.85 × 10−6 1.00002 0.99481
169.55 0.040 0.04 0.00013 1.00025 0.98043
395.164 0.103 0.10 0.00078 1.00157 0.95642
591.27 0.167 0.16 0.00200 1.00401 0.93785
788.85 0.245 0.23 0.00411 1.00826 0.92189
935.68 0.314 0.29 0.00647 1.01307 0.91231
1179.06 0.459 0.41 0.01266 1.02581 0.90235
1311.31 0.561 0.49 0.01776 1.03649 0.90127
1474.92 0.722 0.61 0.02668 1.05557 0.90624
1735.04 1.131 0.88 0.05107 1.11055 0.93905
1915.09 1.680 1.18 0.08261 1.18821 0.99991
2121.16 3.629 1.85 0.15795 1.41034 1.19321

En la lista de arriba hemos incorporado los valores correspondientes para z0; esto es, el valor que
tomaŕıa el redshift si el Universo fuera Milne, para una dada distancia geométrica λ.

Resulta curioso que mientras la magnificación de intensidad astrof́ısicamente conveniente µ′c
muestra un comportamiento más atenuado para este rango de valores, en acuerdo con las observaciones[R+98,
P+99, R+04], la magnificación de intensidad más f́ısica (geométrica) µ̃c implica un comportamiento
más brillante para le mismo rango de valores. Por tanto esto enfatiza el hecho que las nociones de
‘más atenuado’ o ‘más brillante’ que son comunes en el lenguaje observacional son bastantes relativas
debido a que dependen de la configuración que uno esté asignando a esos conceptos.

Valores con datos de cálculos basados en nucleośıntesis

Aqúı consideraremos el conjunto de parámetros que provienen sólo de cálculos basados en nu-
cleośıntesis primordialc y observaciones independientes del parámetro de Hubble; los mismos son:

Ωm = 0, 042569, (2.128)

Ωr = 4,7647× 10−5, (2.129)

ΩΛ = 0, (2.130)

H0 = 72
km

s Mpc
, (2.131)

k = −1. (2.132)

En la tabla 2.2 debajo presentamos los resultados del cálculo de las diferentes cantidades asocia-
das a los efectos de lentes usando estos valores:
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Cuadro 2.2: Modelo con materia bariónica y baja densidad

λ [Mpc] z0 z κc µ̃c = µc µ′c

41.04 0.010 0.01 1.06 × 10−6 1.00000 1.00021
157.07 0.040 0.04 0.00002 1.00003 1.00087
361.12 0.100 0.10 0.00010 1.00020 1.00223
560.36 0.170 0.17 0.00028 1.00057 1.00391
748.05 0.249 0.25 0.00059 1.00118 1.00592
884.86 0.319 0.32 0.00093 1.00187 1.00776
1114.46 0.467 0.47 0.00189 1.00378 1.01191
1232.04 0.565 0.57 0.00266 1.00534 1.01483
1379.10 0.720 0.73 0.00409 1.00824 1.01969
1619.77 1.121 1.15 0.00872 1.01767 1.03341
1793.70 1.684 1.77 0.01701 1.03491 1.05540
1913.14 2.503 2.77 0.03215 1.06754 1.09353

Como es de esperar, este modelo que está prácticamente desprovisto de materia, presenta un
comportamiento con pequeñas desviaciones del Universo plano de Milne. Aqúı, la magnificación de
intensidad µ′c siempre es más grande que uno en todo el rango del parámetro af́ın.

Gráficos de los modelos previos

En esta parte se presentan los gráficos que ilustran el comportamiento de la magnificación de
intensidad µ̃c = µc en términos de la distancia geométrica junto aquél de la magnificación de
intensidad µ′c(z) más apropiada en los trabajos astrof́ısicos.

Planck H0=67.4

Baryonic H0=72.0

0 500 1000 1500 2000
l0

2

4

6

8

m
c
HlL

Figura 2.3: Magnificación cosmológica para ambos modelos. Ya que en general λ > DA(λ) la mag-
nificación cosmológica es más grande que uno y divergen cerca de la singularidad inicial, excepto en
el caso trivial de espaciotiempo plano.
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Planck H0=67.4

Baryonic H0=72.0

k=-1, Wm=0.314 , H0=72.0

Milne

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
z
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Figura 2.4: La magnificación ‘astrof́ısica’ µ′c(z) es exhibida para los modelos antes discutidos y
que hemos identificado como ‘Planck’ y ‘Baryonic’. El modelo de Milne y un Universo abierto con
conteniendo solamente materia, Ωm = 0,314, son también mostrados.

Uno puede ver claramente aqúı que las nociones de ‘más atenuado’ o ‘más brillante’ dependen
de la forma en que los datos observacionales son estudiados.

2.6. La presencia de una lente adicional sobre la cosmoloǵıa

En las secciones previas hemos visto que un espaciotiempo de R-W puede ser visto como una
lente gravitacional y hemos calculado los escalares ópticos sin recurrir al concepto de ángulo de
desviación. En la presente sección trataremos con lentes adicionales con esta geometŕıa de fondo.

Entenderemos por esto, la alteración de la completa homogeneidad e isotroṕıa de la cosmoloǵıa,
en escalas mucho más pequeñas que las escalas cosmológicas donde asumiremos que se encuentra
la lente, ya que de otra manera uno estaŕıa cambiando la cosmoloǵıa que uno está discutiendo.
Esto significa que normalmente el tiempo de vuelo de los fotones a través de la lente adicional será
considerablemente menor respecto al tiempo de vuelo total. Por tiempo de vuelo nos referimos más
precisamente a la cantidad de distancia geométrica recorrida.

Para computar las distorsiones debido a la presencia de inhomogeneidades consideraremos la
ecuación (2.23) sobre la cosmoloǵıa de fondo junto con un apartamiento en la curvatura de fondo;
esto es:

` (` (X )) = − (QB + δQ)X ; (2.133)

donde hemos optado por utilizar el sub́ındice B para denotar cantidades de la geometŕıa de base y
donde δQ es la matriz conteniendo la desviación a los escalares de curvatura de QB , la cual toma
la forma:

δQ =

(
δΦ00 δΨ0

δΨ̄0 δΦ00

)
. (2.134)

Con el objetivo de entender el significado de estas desviaciones en la ecuación (2.133) quizá sea
conveniente remarcar una diferencia importante con la discusión de lentes gravitacionales en el caso
de un espaciotiempo plano de fondo. Si la métrica total gab es expresada como gab = ηab + hab para
una métrica plana ηab, entonces uno se enfrenta con el problema de gauge en el cual uno podŕıa
también expresar de manera equivalente gab = η′ab + h′ab. Por esta razón, en tal caso uno trabaja
con cantidades que resultan invariante de gauge [GM11] ya que involucran solamente la curvatura.
En la discusión sobre espacios curvos, en contraste nosotros asumiremos que la métrica de fondo
gabB es obtenida idealmente a partir de observaciones cosmológicas como por ejemplo observaciones
provenientes del CBM. Esto significa que uno puede expresar la métrica completa como gab =
gabB + hab sin dar lugar a ninguna posible transformación de gauge. Es debido a esta razón que
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eventualmente uno puede permitir expresiones en las cuales aparezca la conexión de la cosmoloǵıa
de fondo. En particular, haremos uso del marco de referencia utilizado en la métrica de fondo ya
que calcularemos efectos de primer orden sobre las cantidades comprendidas en δQ.

Notemos que la ecuación (2.133) es una ecuación exacta válida a lo largo de la nueva trayectoria
perturbada de los fotones. Sin embargo, de tal manera de hallar soluciones debemos recordar que
en los cálculos de lentes débiles a lo largo de distribuciones compactas mucho más pequeñas que
las escalas cosmológicas, uno realiza la integración a lo largo de la trayectoria no perturbada del
espaciotiempo de fondo. Esto se debe a que los efectos lineales están contenidos en esta clase de
inhomogeneidades de la curvatura. Desde el punto de vista f́ısico, uno integra la ecuación (2.133)
desde la posición del observador a lo largo del cono pasado nulo. Entonces, aunque uno podŕıa co-
menzar con valores finitos de X , en realidad uno está interesado en solamente en condiciones iniciales
que tengan información del cono pasado y por tanto nuestro X comenzará con un comportamiento
divergente dictado por el ángulo de observación. Por este motivo buscamos soluciones de la forma

X = MDAV0 (2.135)

done M es una matriz cuadrada 2× 2 bien comportada y V0 tiene el mismo significado que antes:
corresponde al ángulo observado que subtiende la imagen: V0 ≡ δθ.

Es interesante también aqúı señalar que en el régimen de lentes débiles la matriz M puede ser
relacionada a la matriz de los escalares ópticos A mencionada en (2.1) ya que teniendo en cuenta
λ δβ = X uno obtiene:

A =
DA

λ
M = (1− κc) M. (2.136)

En otras palabras, la lente gravitacional total combina la convergencia cosmológica global κc con el
efecto ‘local’ de lentes contenido en M .

Debemos notar que al escribir la ecuación (2.136) hemos cambiado la base en la cual la matriz
A está representada; ya que la matriz Aab de la ecuaciones (2.1) y (2.2) están referidas a una base
en la esfera de direcciones, mientras que A en (2.136) se supone escrita en la base asociada a las
componentes complejas de X .

La conexión entre ambas representaciones se obtiene dando la relación expĺıcita de los vectores
complejos m y m̄ en términos de las direcciones tangentes a la esfera de observación. Para fijar
ideas, consideremos la expresión (2.27) del elemento de ĺınea para las superficies de homogeneidad
y pensemos que un haz de luz viene viajando desde la dirección positiva y de un marco de referen-
cia conforme a uno Cartesiano. Entonces, en cualquier punto de la trayectoria tenemos a nuestra
disposición una tetrada ortonormal con respecto a las direcciones del marco Cartesiano conforme.
Utilizando este marco podemos tomar la siguiente elección que utilizaremos en nuestros cálculos:

la =(1, 0,−1, 0),

ma =
1√
2

(0, 1, 0, i),

m̄a =
1√
2

(0, 1, 0,−i),

na =
1

2
(1, 0, 1, 0).

(2.137)

Ahora, para comparar con las expresiones usuales donde aparecen los escalares ópticos κ, γ1 y
γ2, recordemos que los mismos están definidos por (2.1) y (2.2); dado que son entonces relaciones
lineales los vectores desviación también están relacionados de la misma forma; esto es:

ςis = Aijς
j
o ; (2.138)

donde {ςis, ςio} son los vectores espaciales asociados con {ςs, ςo} respectivamente.
El significado de los ı́ndices (i, j) está vinculado con las direcciones espaciales que determinan

el plano de las imágenes. Nosotros identificaremos la primer componente con la dirección x y la
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segunda de ellas con la dirección z. Entonces ahora podemos escribir expĺıcitamente las componentes
del vector espacial ςao : ςo y ςs en términos del sistema Cartesiano. En el caso de ςao se tiene

ςao =ςom̄
a + ς̄om

a

=
1√
2

(ςo(0, 1, 0,−i) + ς̄o(0, 1, 0, i))

=
1√
2

(0, (ςo + ς̄o), 0, i(ς̄o − ςo))

=
2√
2

(0, ςoR, 0, ςoI) ;

(2.139)

y de manera similar uno obtiene una expresión semejante para ςas .
Reemplazando luego en la ecuación (2.138) se obtiene

ςsR = (1− κ− γ1)ςoR − γ2 ςoI , (2.140)

ςsI = −γ2 ςoR + (1− κ+ γ1)ςoI ; (2.141)

lo que permite una interpretación f́ısica directa del plano de las imagen; esto es la componente real
representa la dirección horizontal mientras que la componente imaginaria representa la dirección
vertical.

Fijar esta convención resulta crucial a la hora de analizar los mapas de shear que obtendremos
luego en los modelos de lentes.

La ecuación que satisface M puede encontrarse teniendo en cuenta (2.133):

`
(
` (MDAV0)

)
= `
(
` (M)DAV0 +M` (DAV0)

)
= `
(
` (M)

)
DAV0 + 2` (M) ` (DAV0)

+M`
(
` (DAV0)

)
=
(
`
(
` (M)

)
− 2` (M)PB

)
DAV0

−MQBDAV0

= − (QB + δQ)MDAV0;

(2.142)

la cual se simplifica a
`
(
` (M)

)
− 2` (M)PB + δQM = 0. (2.143)

Ahora, usando el hecho de que en R-R uno tiene la siguiente igualdad

PB = I ρ = −I
`
(
D2
A

)
2D2

A

; (2.144)

uno arriba a la ecuación final:
`
(
D2
A` (M)

)
+ δQD2

AM = 0. (2.145)

2.6.1. Resolviendo la ecuación matricial

Previamente a efectuar la integración de la ecuación matricial (2.145) especificaremos las condi-
ciones iniciales que ésta debe satisfacer. Uno puede ver que las apropiadas a nuestro problema son
las siguientes: (

D2
A `(M)

)∣∣
r=0

= 0, (2.146)

M |r=0 = I. (2.147)

Usando la primera de las condiciones iniciales obtenemos

` (M) = − 1

D2
A

∫ r

0

δQD2
AM dr′; (2.148)
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mientras que en el siguiente paso se encuentra que

M = I−
∫ rs

0

(
1

D2
A

∫ r′

0

δQD2
AM dr′′

)
dr′; (2.149)

donde rs indica la posición del la fuente emisora.
Recordemos que el parámetro af́ın r toma valores negativos cuando se aproxima a la fuente; por

este motivo resulta preferible utilizar la distancia af́ın λ para parametrizar la geodésica. Con este
cambio reescribiremos la ecuación anterior del siguiente modo:

M = I−
∫ λs

0

(
1

D2
A

∫ λ′

0

δQD2
AM dλ′′

)
dλ′. (2.150)

Ahora, ya que estamos suponiendo que δQ es ‘pequeño’ uno puede resolver por iteraciones esta
ecuación integro-diferencial en órdenes de la perturbación de curvatura. El primer orden puede
comprobar que es:

M = I−
∫ λs

0

(
1

D2
A

∫ λ′

0

δQD2
A dλ

′′

)
dλ′. (2.151)

Esta es la ecuación principal que nos permite describir las distorsiones a primer orden generadas
por distribuciones aisladas sobre el fondo cosmológico aqúı considerado.

2.6.2. Escalares ópticos

Como dijimos previamente, la matriz A que contiene los escalares ópticos está dada por:

A = (1− κc)M, (2.136)

y junto con la ecuación (2.151) nos permitirá obtener expresiones expĺıcitas para los mismos. Esta
tarea se lleva a cabo más fácilmente trabajando con las partes reales e imaginarias del vector
desviación de geodésicas ς; esto es ς = ςR + iςI que se corresponde con utilizar una base real
para expandir el plano de la imagen como discutimos en la sección anterior. Será necesario también
descomponer el escalar de curvatura de Weyl en sus partes reales e imaginarias: δΨ0 = δΨ0R+i δΨ0I .

Como resultado uno encuentra la siguiente estructura para la matriz óptica

A = (1− κc)
(

1− κL − γ1L −γ2L

−γ2L 1− κL + γ1L

)
; (2.152)

donde los escalares ópticos intŕınsecos de la lente adicional (κL, γ1L, γ2L) son expĺıcitamente

κL =

∫ λs

0

(
1

D2
A

∫ λ′

0

δΦ00D
2
A dλ

′′

)
dλ′, (2.153)

γ1L =

∫ λs

0

(
1

D2
A

∫ λ′

0

δΨ0RD
2
A dλ

′′

)
dλ′, (2.154)

γ2L =

∫ λs

0

(
1

D2
A

∫ λ′

0

δΨ0I D
2
A dλ

′′

)
dλ′. (2.155)

El sub́ındice L es introducido aqúı para distinguir cantidades en las que intervienen las inhomo-
geneidades aisladas en contraposición a las cantidades en que únicamente interviene la cosmoloǵıa,
tal como en κc.

Los escalares ópticos para el sistema compuesto de la lente adicional y la cosmoloǵıa R-W puede
verse que son entonces:

κ = (1− κc)κL + κc, (2.156)

γ1 = (1− κc) γ1L, (2.157)

γ2 = (1− κc) γ2L. (2.158)
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Aśı, la contribución de la cosmoloǵıa es doble; por un lado, está presente en los escalares ópticos
intŕınsecos a través de la distancia geométrica y la distancia de área y, por otro lado, aparece por
medio del factor (1− κc).

Las expresiones de arriba son las generalizaciones que hemos encontrado para los escalares ópticos
de una lente en el contexto cosmológico.

En los casos sencillos de Minkowski o Milne, en donde DA = λ, uno recupera las expresiones ya
conocidas que fueron presentadas en [GM11]:

κ =
1

λs

∫ λs

0

λ (λs − λ) δΦ00 dλ
′, (2.159)

γ1 =
1

λs

∫ λs

0

λ (λs − λ) δΨ0R dλ
′, (2.160)

γ2 =
1

λs

∫ λs

0

λ (λs − λ) δΨ0I dλ
′; (2.161)

donde la integral doble ha sido reducida a una sola por medio de una integración por partes.

2.7. El caso axialmente simétrico

Las expresiones que hemos obtenido en la última sección no contienen ninguna suposición sobre
la naturaleza y la geometŕıa de las fuentes. En esta sección, en cambio, discutiremos modelos con
simetŕıa axial en los cuales el eje de simetŕıa yace a lo largo de la ĺınea de la visual pasando a través
de la región central de la distribución.

Estamos interesados, por tanto, en el estudio de un fotón viajando a lo largo de la dirección
paralela al eje de simetŕıa con un parámetro de impacto J respecto del centro de la lente. Para este
propósito tomaremos un sistema de coordenadas apropiado a tal situación de manera similar a la
descrita en (2.6), en la cual las direcciones x y z, mutuamente ortogonales serán consideradas y el
fotón viaja en la dirección y.

Debido a la simetŕıa de la lente será útil también trabajar en términos del ángulo ϑ entre el eje
z y la trayectoria del fotón.

ϑ

J

x

z

Figura 2.5: Variables utilizadas en el plano de la imagen para la descripción de un lente axialmente
simétrica.
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Entonces con tal configuración de la lente uno nota que la componente δΦ00 es una cantidad real
de peso de spin cero y depende solamente de las coordenadas (J, λ) mientras que la componente δΨ0

es una cantidad compleja con peso de spin dos y por tanto tiene la siguiente dependencia funcional

δΨ0 = |δΨ0|e2iϑ+phase; (2.162)

donde la fase contiene una libertad de ‘gauge’.
Como se menciona en [GM11], es común definir la cantidad real δψ0 (J, λ) asociada a la contri-

bución del Weyl mediante:
δΨ0 (J, λ, ϑ) = −δψ0 (J, λ) e2iϑ. (2.163)

Con esta definición uno escribe para los escalares ópticos intŕınsecos de la lente

κL(J) =

∫ λs

0

(
1

D2
A

∫ λ′

0

δΦ00(J, λ)D2
Adλ

′′

)
dλ′, (2.153)

γcL(J, ϑ) = −e2iϑ

∫ λs

0

(
1

D2
A

∫ λ′

0

δψ0 (J, λ) D2
Adλ

′′

)
dλ′; (2.164)

donde el shear complejo está normalmente expresado en términos de sus partes real e imaginaria:
γcL ≡ γ1L + iγ2L.

De manera similar la forma compleja del shear nos invita a definir la cantidad real γL (J) como:(
γ1L + iγ2L

)
(J, ϑ) ≡ −γL (J) e2iϑ; (2.165)

y por tanto

γL (J) =

∫ λs

0

(
1

D2
A
′

∫ λ′

0

δψ′′0 (J)D2
A
′′
dλ′′

)
dλ′. (2.166)

2.8. La aproximación de lente fina

Una de las situaciones más comunes en el escenario cosmológico es aquella donde el tamaño
t́ıpico δl de la lente es mucho más chico que la distancia desde el observador a la lente λl y que la
distancia desde la lente a la fuente λls. Tal configuración es referida como una lente fina.

Siguiendo las ĺıneas presentadas en el art́ıculo [GM11] asumiremos que las perturbaciones a
los escalares de curvatura {δΦ00, δΨ0}, los que denotaremos genéricamente como δC estarán muy
concentrados alrededor de λl donde está localizada la lente. Esto implica que debe valer la siguiente
aproximación

δC̄(λ) ≡
∫ λ

0

δC(λ′)dλ′ ∼=

{
0, ∀λ < λl − δl
δ̂C, ∀λ ≥ λl + δl

; (2.167)

donde δl � λl, δl � λs y δl � λls (λls = λs − λl).
Haremos uso de esta suposición para simplicar el integrando dentro de los paréntesis en las

ecuaciones (2.153, 2.154, 2.155). Notemos pues lo siguiente

1

D2
A

∫ λ

0

δC D2
Adλ

′ = δ̂C − 1

D2
A

∫ λ

0

dD2
A

dλ′
δC̄(λ′)dλ′

= δ̂C − δ̂C

D2
A

(
D2
A −D2

A(λl)

)
= δ̂C

D2
A(λl)

D2
A

;

(2.168)

donde λl 6 λ. Entonces, tomando otra integral uno arriba a la expresión reducida para los escalares
ópticos: ∫ λs

0

(
1

D2
A(λ′)

∫ λ′

0

δC D2
Adλ

′′

)
dλ′ = δ̂CD2

A(λl)

∫ λs

λl

dλ′

D2
A

; (2.169)
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en donde se han despreciado términos de orden O
(
δl
λl

)
.

El factor que aparece en la última ecuación será recurrente en lo que sigue por lo que para
simplificar la notación definiremos:

Dls ≡ D2
A(λl)

∫ λs

λl

dλ′

D2
A(λ′)

. (2.170)

Luego los escalares ópticos intŕınsecos de la lente adquieren una forma muy simple:

κL = Dlsδ̂Φ00, (2.171)

γ1L = Dlsδ̂Ψ0R, (2.172)

γ2L = Dlsδ̂Ψ0I ; (2.173)

y para los escalares ópticos del sistema completo:

κ = (1− κc) Dlsδ̂Φ00 + κc, (2.174)

γ1 = (1− κc) Dlsδ̂Ψ0R, (2.175)

γ2 = (1− κc) Dlsδ̂Ψ0I ; (2.176)

donde estamos usando consistentemente que:

δ̂Φ00 =

∫ λs

0

δΦ00dλ
′, (2.177)

y

δ̂Ψ0 =

∫ λs

0

δΨ0dλ
′. (2.178)

Más adelante (sección (2.9.1) veremos la conexión de las expresiones que hemos obtenido con las
fórmulas presentes en la literatura. Por el momento, notemos que, cuando la curvatura del fondo
cosmológico tiende a cero uno tiene que DA converge a λ y

Dls →
λlλls
λs

; (2.179)

de forma tal que uno arriba a las expresiones usuales encontradas en los estudios de lentes sobre un
espaciotiempo plano[GM11].

Señalemos un detalle importante que nos servirá para considerar lentes en movimiento sobre la
cosmoloǵıa. Las expresiones (2.171)-(2.173) están construidas a partir de dos factores distintos: Dls

y las cantidades con circunflejo ˆδC que contienen la curvatura de la lente fina. El primer factor no
depende en absoluto de las caracteŕısticas de la lente pues sólo depende de la cosmoloǵıa. En cambio
las cantidades ˆδC dependen del estado de movimiento de la lente. En las siguientes subsecciones nos
concentraremos en ambos factores de forma separada.

2.8.1. Expresión alternativa para el factor Dls

El término Dls que solamente depende de la cosmoloǵıa puede integrarse anaĺıticamente en el
caso general y reescribirse en una forma más transparente. Para ellos usaremos las coordenadas
(u, χ) discutidas en (2.3.1). Esto permite ver fácilmente que el integrando en la ecuación (2.170) es
una derivada total a lo largo de la geodésica nula.

Notemos que de la ecuación (2.60) y el hecho que ∂
∂λ = −` uno tiene la siguiente relación

dλ =
A2(u, χ)

A(t0)
dχ; (2.180)
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que implica

Dls =
D2
A(χl)

A(t0)

∫ χs

χl

dχ

f2
k (χ)

=
D2
A(χl)

A(t0)

fk(χs − χl)
fk(χs)fk(χl)

=
1

(1 + zl)

DA(χs − χl)DA(χl)

DA(χs)
;

(2.181)

donde zl es el redshift cosmológico en el sitio de la lente y DA(χs − χl) es la distancia diámetro
angular medida por un observador fundamental que se situaŕıa en las coordenadas (u, χl)

DA(χs − χl) = A(u, χs)fk(χs − χl). (2.182)

En lo que sigue utilizaremos la siguiente notación reducida:

Dls =
1

1 + zl

DAlsDAl

DAs

. (2.183)

Notemos que la presencia del factor de redshift 1 + zl podŕıa causar confusión si uno considera
el caso de un Universo de Milne donde DA = λ pero zl 6= 0 ya que en este caso pareceŕıa que
uno no recuperaŕıa la expresión (2.179). Esto es sólo aparente ya que en tal caso uno tiene que la
ecuación (2.182) resulta ser (1 + zl)(λs − λl) como uno puede comprobar. Equivalentemente esto es
consecuencia del hecho que la distancia de área depende del movimiento del observador. En otras
palabras, en el Universo de Milne uno tiene

DAls → λ̄s − λ̄s = (1 + zl)(λs − λl); (2.184)

donde λ̄ representa el parámetro af́ın definido por la ecuación (2.10) respecto a la ĺınea mundo del
observador co-móvil.

2.8.2. Integración sobre la curvatura para lentes en movimiento

En principio, las expresiones (2.177) y (2.178) tienen toda la información que uno necesita para
completar el cálculo completo de los escalares ópticos. Sin embargo, en el caso de lentes en movi-
miento es deseable referir el cómputo de las expresiones al marco de referencia en reposo de la lente.
Para ello, uno puede pensar en dos posibilidades: dejar fijo la tetrada nula y calcular la curvatura
de la geometŕıa en movimiento ó alternativamente uno puede pensar en considerar la geometŕıa de
la lente en ‘reposo’ y cambiar el marco de referencia de observación apropiadamente por un boost.
Apelando al formalismo GHP[GHP73] uno ve que ambos integrandos tienen peso de boost igual a 2.
En consecuencia, si tenemos en cuenta el cambio del parámetro af́ın al pasar al marco de referencia
que cambiamos por un boost, uno deduce que para una porción local y estacionaria del espacio-
tiempo que se mueve relativa al observador con una 4-velocidad va, las expresiones (2.177) y (2.178)
están relacionadas con respecto al caso en que no hay movimiento por el factor

1

` · v
= 1 + zv. (2.185)

Remarquemos que zv no necesita coincidir con zl.
Se puede ver entonces que las expresiones (2.171)-(2.173) tienen la misma estructura; esto es, si

oLv es el escalar óptico para una lente con velocidad v uno puede expresar

oLv = Dlsδ̂Cv

= Dls(1 + zv)δ̂C

=
(1 + zv)

(1 + zl)

DAlsDAl

DAs

δ̂C

=
(1 + zv)

(1 + zl)
oL;

(2.186)
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donde la notación aqúı es δ̂Cv para la lente en movimiento y δ̂C para la lente en reposo en el marco
de referencia del observador.

La simplicidad de la ecuación (2.186) y su derivación no debeŕıa opacar lo notable que resulta
esta expresión ya que sintetiza todo lo que uno necesita tener en cuenta en el movimiento de las
lentes. En esta forma nuestro tratamiento simplifica trabajos previos en la literatura que tratan con
la cuestión de lentes en movimiento y generalizamos su aplicación al escenario cosmológico.

Observación respecto a Σcr: Llegado este momento, nos gustaŕıa tomar la oportunidad de
comentar acerca de la noción de densidad de masa cŕıtica usada en varios trabajos y en libros texto.

Hemos notado antes que la contribución a los escalares ópticos que aparece en (2.171)-(2.173)
está compuesta de dos factores distintos que involucran la contribución de la cosmoloǵıa y de la
lente respectivamente. Cuando comparamos con el contenido en libros de textos[SEF92, SKW06]
basados en el factor de distancia Σ/Σcr, nosotros debeŕıamos relacionar nuestro Dls con 1/Σcr y

δ̂Cv con Σ. Sin embargo, en un sentido estricto, nosotros hemos encontrado que Dls no coincide con
1/Σcr tal como es definido en[SKW06]

1

Σcr
≡ 4πG

c2
DA(χs − χl)DA(χl)

DA(χs)
; (2.187)

ya que, salvo el factor numérico con las constantes f́ısicas, vemos que el factor de redshift de la
lente es ignorado. Este detalle es importante debido a que en referencias muy conocidas en el área
[SKW06] se afirma que en los cálculos de lentes finas en el contexto cosmológico uno ‘solamente’
necesita reemplazar las distancias del espacio plano por distancias angulares.

Observación respecto a Σ: Además, en el mismo libro de texto[SEF92], podemos ver cerca de
las ecuaciones (4.19) y (4.20), que se argumenta que el ángulo de deflección no se ve afectado por
efectos a primer orden en el movimiento de la lente. Entonces como la cantidad Σ usada en estas
referencias es linear en el ángulo de deflección, uno deduciŕıa que Σ no cambia por el movimiento
de la lente. Aqúı hemos mostrado que eso no es correcto.

Esto significa que resulta equivocado generalizar las expresiones usuales que aparecen corrien-
temente los estudios de lentes débiles en el caso de una espacio de fondo plano a uno cosmológico
solamente cambiando las distancias por distancias diámetro angular. Cuando presentemos algunos
ejemplos debajo retomaremos esta cuestión.

2.9. Lentes finas en movimiento cuya geometŕıa es estacio-
naria y esféricamente simétrica

Consideremos el caso de una lente gravitacional que, localmente está representada por un ele-
mento de ĺınea estacionario y esféricamente simétrico. Entonces, en un entorno de la lente, podemos
establecer un sistema de coordenadas donde el elemento de ĺınea de la geometŕıa puede ser expresado
como:

ds2
L = e2Φ(r)dt2 − dr2

1− 2M(r)
r

− r2
(
dθ2 + sin2(θ)dφ2

)
; (2.188)

el cual está completamente determinado por las funciones M(r) y Φ(r).
Es importante señalar que en esta situación uno puede aplicar la aproximación de lentes finas tal

cual está dada por las expresiones (2.171)-(2.173). Cuando esto es hecho uno nota que la información
provista por la cosmoloǵıa de fondo aparecerá únicamente a través del factor (2.183) que contiene
las distancias diámetro angular y el redshift.

Además, comparando las ecuaciones (2.171)-(2.173) con las ecuaciones (78)-(80) de la referencia
[GM11] y, percatándose que en la aproximación de lentes finas lo que importa es el parámetro
de impacto J , uno puede ver que toda la discusión de la sección V de [GM11] puede ser aplicada
también al escenario cosmológico teniendo en cuenta el movimiento de la lente discutido previamente.
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Esto implica que podemos expresar los escalares ópticos en términos de las componentes del tensor
enerǵıa-momento y de la función M(r) del siguiente modo:

κL (J) =
4πG

c2
Dls(1 + zv)

∫ ∞
−∞

[
%(r) +

Pr(r)

c2
+

J2

c2r2

(
Pt(r)− Pr(r)

)]
dy, (2.189)

y

γL (J) =
G

c2
Dls(1 + zv)

∫ ∞
−∞

J2

r2

[
3M(r)

r3
−
(
%(r) +

Pt(r)

c2
− Pr(r)

c2

)]
dy; (2.190)

donde % denota la densidad de enerǵıa de la distribución y Pr(r) y Pt(r) son las componentes
espaciales del tensor enerǵıa-momento. La variable de integración y está definida como en [GM11]:

r2 ≡ J2 + y2. (2.191)

Hemos omitido aqúı las δ’s para simplificar la notación en la expresión de la curvatura ya que
en la aproximación de lente fina la contribución a la curvatura no necesita ser pequeña.

Notemos que las expresiones obtenidas contienen la contribución de las componentes espacia-
les del tensor enerǵıa-momento, en contraste con las suposición convencional que desprecia dichas
componentes.

Las ecuaciones (2.189) y (2.190) son expresiones útiles que nos permiten escribir de manera
simple la relación entre los escalares ópticos y el contenido de materia de la lente. A su vez, ella son
las generalizaciones del par de ecuaciones (183) de [GM11] al contexto cosmológico.

En la aproximación de lentes finas uno debe remarcar que la perturbación δC no necesita ser
pequeña. Como puede demostrarse, el hecho de que la perturbación δC esté altamente concentrada, le
permite a uno puede integrar la ecuación (2.133) exactamente en el caso de una fuente distribucional
de curvatura (ver section (B.3)). Este es de hecho, la razón por la cual el tratamiento de lentes débiles
en la aproximación de lentes finas permite una buena descripción de grandes distorsiones tales como
arcos y anillos. En la literatura tales situaciones son usualmente referidas como eventos de lentes
fuertes. Esta nomenclatura resulta un poco confusa dada que su derivación es presentada en base a
la aproximación de lentes débiles de centros dispersores puntuales[SEF92]. Cuando una distribución
de estos centros puntuales de dispersión es considerada se suele recurrir a la superposición lineal
de sus efectos individuales aduciendo que uno está trabajando con el orden lineal en el cálculo de
las deflexiones. Esto es razonable en el régimen de campo débil, sin embargo uno puede ver que
esta suposición hace bien su trabajo en el caso de arcos y anillos debido a que la lente está muy
localizada.

2.9.1. Ejemplos

En esta subsección aplicamos las expresiones generalizadas que hemos encontrado para los esca-
lares ópticos a tres casos: una lente de Schwarzschild, una distribución de masa con perfil isotérmico
y otra lente que tiene la geometŕıa presentada en [GM12]. En este último caso aprovechamos para
señalar una relación importante que mantiene esta geometŕıa peculiar con el modelo isotérmico.

Schwarzschild

Consideremos aqúı el caso de una distribución monopolar de masa caracterizada por M =cte.; la
cual podŕıa estar moviéndose con velocidad v respecto del observador. Para una lente sencilla como
esta uno obtiene:

κL = 0, (2.192)

γL =
4G

c2
Dls(1 + zv)

M

J2
; (2.193)

entonces la convergencia y el shear totales son:

κ = κc, (2.194)
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γ = (1− κc)
4G

c2
Dls(1 + zv)

M

J2

=
4G

c2
(1− κc)
(1 + zl)

DAslDAl

DAs

(1 + zv)
M

J2
.

(2.195)

El perfil isotérmico

El modelo isotérmico es un perfil de masa caracterizado por una función radial de la forma:

%(r) =
σ2

2Gπr2
. (2.196)

Esta distribución aparece en varios estudios astrof́ısicos en los cuales es usado para modelar la
dinámica estelar y para el estudio de la rotación diferencial en galaxias con materia oscura entre
otras aplicaciones. El parámetro v ≡

√
2σ tiene unidades de velocidad y se encuentra que satisface

v� c; lo cual implica que las presiones en este modelo son despreciables. Por lo tanto, el contenido
de materia para esta lente viene dado por:

M(r) =
2σ2

G
r, (2.197)

Pr(r) = Pt(r) ≈ 0; (2.198)

junto con la ecuación (2.196).
Los escalares ópticos intŕınsecos dan como resultado entonces lo siguiente:

κL =
Dls

c2
(1 + zv)

2πσ2

J
, (2.199)

γL =
Dls

c2
(1 + zv)

2πσ2

J
; (2.200)

y si incluimos la contribución de la cosmoloǵıa las expresiones son:

κ = (1− κc)
Dls

c2
(1 + zv)

2πσ2

J
+ κc

=
(1− κc)
(1 + zl)

DAslDAl

c2DAs

(1 + zv)
2πσ2

J
+ κc,

(2.201)

γ = (1− κc)
Dls

c2
(1 + zv)

2πσ2

J

=
(1− κc)
(1 + zl)

DAslDAl

c2DAs

(1 + zv)
2πσ2

J
.

(2.202)

Solución anisotrópica peculiar

Este último ejemplo es una solución exacta de las ecuaciones de Einstein que describe muy bien
la fenomenoloǵıa de materia oscura en sistemas astrof́ısicos y fue presentada en [GM12]. Posee un
tensor enerǵıa-momento poco convencional cuyas componente son

%(r) = 0, (2.203)

Pr(r) =
c4

4πGr2 ln
(

r
µ

) , (2.204)

Pt(r) = 0; (2.205)

con µ una constante de caracterizando la distribución. La solución satisface las condiciones de enerǵıa
débil y fuerte y posee una masa total M(r) igual a cero.

En diferentes aplicaciones de esta geometŕıa a problemas involucrando materia oscura se encontró
que en el rango de interés ln r era siempre mucho más pequeño que − lnµ. Esto significa que
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para todos los fines prácticos el factor log es una constante; en otras palabras uno podŕıa tomar

4∆2 ∼= c2

ln ( r
µ )

. Entonces, usando la ecuaciones (2.189) y (2.190) uno obtiene:

κL (J) =
Dls

c2
(1 + zv)

2π∆2

J
, (2.206)

γL (J) =
Dls

c2
(1 + zv)

2π∆2

J
. (2.207)

Por lo tanto, observemos que este tipo de modelos se comportan como un perfil isotérmico con
velocidad de dispersión v =

√
2∆ cuando son considerados como modelo de lente gravitacional El

shear y la convergencia total son:

κ = (1− κc)
Dls

c2
(1 + zv)

2π∆2

J
+ κc

=
(1− κc)
(1 + zl)

DAslDAl

c2DAs

(1 + zv)
2π∆2

J
+ κc,

(2.208)

γ = (1− κc)
Dls

c2
(1 + zv)

2π∆2

J

=
(1− κc)
(1 + zl)

DAslDAl

c2DAs

(1 + zv)
2π∆2

J
.

(2.209)

Este ejemplo es notable porque muestra claramente la diferencia del punto de vista adoptado aqúı
y las limitaciones del tratamiento convencional basado en el uso de la densidad de masa proyectada
Σ/Σcr. Si uno fuera a utilizar el formalismo usual uno obtendŕıa que todos los escalares ópticos se
anulaŕıan ya que en este caso Σ = 0.

Observación respecto de los ejemplos Estos ejemplos nos permiten mostrar las principales
diferencias de nuestras expresiones con el formalismo basado en el cómputo del ángulo de deflección
y en el cociente entre la densidad de masa proyectada y la densidad de masa cŕıtica Σ/Σcr.

Los primeros dos ejemplos muestran que nuestras expresiones incluyen la contribución de la
cosmoloǵıa contenida en el factor de la convergencia cosmológica κc y la contribución de la velocidad
de la lente que involucra un factor de redshift zv. Para lentes que son co-móviles con los observadores
fundamentales uno obtiene la cancelación de este factor con el otro factor de redshift que aparecen
en el denominador y que está solamente asociado a la cosmoloǵıa. En tal caso sin embargo todav́ıa
permanece la contribución κc, de tal forma que nuestros resultados todav́ıa extienden los que se
encuentran en el formalismo usual basado en la prescripción Σ/Σcr.

Mencionemos que en las discusiones usuales basadas en el paradigma Σ/Σcr que estamos ge-
neralizando, el problema del movimiento de la lente es totalmente omitido; y por lo tanto no se
mencionan los dos efectos que producen los dos factores que hemos visto.

Finalmente, el tercer ejemplo demuestra notablemente que mediante el uso de las fórmulas con-
vencionales no se pueden tratar geometŕıas que son útiles para la descripción de los fenómenos de
materia oscura.

2.10. Comentarios sobre este caṕıtulo

En este caṕıtulo hemos presentado un estudio detallado y sistemático de los escalares ópticos
para lentes gravitacionales dentro del contexto cosmológico.

Nuestros resultados ofrecen nuevas expresiones que permiten considerar modelos de lentes que
poseen un contenido de materia-enerǵıa completamente general: ecuaciones (2.153)-(2.158); al mis-
mo tiempo contempla las correcciones que deben ser tenidas en cuenta cuando la lente está en
movimiento relativo respecto del marco de referencia del observador (sección (2.8.2)).

En este tratamiento de lentes gravitacionales encaramos la discusión desde una perspectiva li-
geramente distinta. Hemos elegimos hacer la comparación de los efectos de lentes respecto de un
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espaciotiempo que no tiene curvatura a diferencia del abordaje usual en donde la comparación se
hace respecto del modelo cosmológico asumido. De esta forma, incluimos expĺıcitamente la contribu-
ción de la cosmoloǵıa a los efectos de lentes. Esto fue discutido en la sección (2.5) donde mostramos
que la geometŕıa de R-W puede ser caracterizada como una lente gravitacional ‘gruesa’ que produce
convergencia κc pero no shear. Vimos aśı mismo que la validez de los escalares ópticos en este caso
tienen significado incluso para extensiones angulares arbitrariamente grandes.

En este análisis fue necesario revisar el lenguaje que uno está usando y la interpretación de
las observaciones; lo cual fue hecho en la sección (2.2). En particular, señalamos que la noción
fundamental de distancia en la discusión de lentes gravitacionales es la de distancia af́ın λ.

Mencionemos que en la derivación de las nuevas expresiones no es necesario recurrir a la noción
de ángulo de deflección, el cual no es un observable en lentes débiles.

Sin embargo, la diferencia más significativa con otros trabajos y con referencias estándar en la li-
teratura es que nuestras expresiones no están restringidas a distribuciones basadas en una descripción
Newtoniana de la materia; ellas permiten tener en cuenta la totalidad del tensor enerǵıa-momento de
la lente y por ello constituyen una herramienta muy útil e interesante para estudiar el problema de la
masa faltante en sistemas compactos. Esto es una cuestión clave ya que a pesar de que existen exce-
lentes referencias en la literatura [SEF92, SKW06] que presentan de manera bastante completa y en
forma pedagógica el tema de lentes gravitacionales, ellas descansan en simplificaciones que limitan
la investigaciones de situaciones astrof́ısicas desde una perspectiva más general. Aqúı, hemos genera-
lizado expresiones que aparecen en libros de textos[SEF92, SKW06], art́ıculos de reseña (“reviews”)
[Wammb, BS01, Bar10] y en premisas de art́ıculos de investigación[KF08, LLC+16, HBA16].

Además, consideramos importante señalar que el efecto producido por el movimiento de la lente
está totalmente integrado en nuestro formalismo y aparece de una manera sencilla y clara como
puede constatarse comparando con otros trabajos conocidos[KS99, Fri03, WS04] en los cuales el
álgebra es mucho más complicada. En la sección (2.9) calculamos expĺıcitamente los escalares ópticos
exhibiendo estas propiedades en el caso de lentes que localmente tienen una geometŕıa estática
y esféricamente simétrica (ecuaciones (2.189) y (2.190)). Con ellas mostramos que hay modelos
geométricos de lentes que no pueden ser tratados si no se tiene en cuenta toda la estructura del tensor
enerǵıa-momento; estos modelos resultan sumamente útiles para una descripción de las observaciones
de materia oscura (ver por ejemplo[GM12]). Estas novedades han sido expĺıcitamente ilustradas en la
aproximación de lentes finas en donde hemos notado la aparición un factor que involucra el redshift
de la lente, como se indica en la ecuación (2.181), el cual no ha sido mencionado previamente. Esto en
particular indica que no es correcto intercambiar distancias Euclideas utilizadas en el caso de lentes
sobre un espaciotiempo de fondo plano por distancias angulares en el caso de un fondo cosmológico
como el de R-W tal como se sugiere en [SKW06].

Con nuestro lenguaje también presentamos nuevas fórmulas para la relación de las magnitudes
observadas con los escalares ópticos a través de las magnificaciones en intensidad que definimos en
la subsección (2.5.4). Esta conexión con las magnitudes observadas se hizo de dos formas diferentes:
introduciendo la magnificación de intensidad µ̃ definida en términos de los flujos y a través de la
definición de la magnificación de intensidad astrof́ısica µ′c. La primera de ellas, está contenida en
las ecuaciones (2.108) y (2.109) y surge de comparar flujos a igual valor del parámetro af́ın λ; la
segunda, hace contacto con la forma en que la comunidad astrof́ısica describe el comportamiento
del módulo de la distancia como función del redshift.

En este sentido es importante destacar que la magnificación de intensidad ‘f́ısica’ µ̃ sólo depende
de la distancia af́ın y que coincide con la magnificación angular µ como consecuencia del teorema de
Etherington (2.5.1). Por lo tanto, cuando expresamos el módulo de la distancia, válido para espacio-
tiempos generales, éste sólo depende de los escalares de lentes y de datos cinemáticos. En cambio,
cuando lo expresamos en término de µ′c, esto requiere de la suposición de un modelo cosmológico de
tal forma que una relación distancia-redshift pueda ser aplicada.

Es debido a esta razón que algo curioso ha pasado con la manera en que los datos de supernovas
han sido estudiados. En efecto, una inspección de las ecuaciones (2.109) y (2.23) muestra que las
observaciones de los flujos de las supernovas no dependen de una posible constante cosmológica ya
que en el cálculo de los escalares ópticos sólo interviene la parte sin traza del tensor de Ricci y
el tensor de Weyl en la cual Λ no aparece. Sin embargo, en trabajos famosos como [R+98, P+99]
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los autores han estudiado la relación entre el comportamiento de los flujos de las supernovas con
el redshift por medio de la ecuación (2.110). Se asume alĺı un modelo cosmológico y se argumenta
que la explicación más favorecida de las observaciones requiere de la presencia de una constante
cosmológica.

Esta curiosidad está relacionada también a lo siguiente: si nos referimos a las tablas 2.1 y 2.2
uno puede ver que la intensidad en magnificación µ̃ es siempre más grande que 1; si aplicamos pues
(2.109) para describir la luminosidad observada de las supernovas uno diŕıa, contrariamente, que
son más brillantes que en el caso plano. Sin embargo, en el análisis [R+98, P+99] la afirmación es
que la luminosidad observada es más tenue (See table 2.1) de lo esperado como función del redshift
y por lo tanto una constante cosmológica es requerida.
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Caṕıtulo 3

El formalismo de lentes
gravitacionales en una
configuración que contiene varias
lentes finas

3.1. Un arreglo de varias lentes finas

En esta sección consideraremos un arreglo de N subsistemas compactos dispuestos a lo largo
de la visual, cada uno de ellos actuando como una lente gravitacional fina. Las configuraciones que
trataremos serán tales que las distancias entre los subsistemas vecinos es suficientemente grande
como para que el tamaño caracteŕıstico δl de cada lente puede ser despreciado en frente de las
separaciones relativas. Ya que estamos interesados en lentes finas, la contribución a la curvatura en
la ecuación desviación de geodésicas es solamente significativa en un entorno local de cada una de
ellas. Esto significa que podemos considerar la noción de lentes finas que empleamos en la sección
(2.8) pero ahora extendida al caso de varias lentes que están cuasi-alineadas a lo largo de la visual
(figura 3.1). Más precisamente consideraremos un arreglo que satisface:

δC̄(λ) ≡
∫ λ

0

δC (λ′) dλ′ ∼=



0, 0 < λ < λl1 − δ1
δ̂Cl1 , λl1 + δ1 ≤ λ ≤ λl2 − δ2
δ̂Cl1 + δ̂Cl2 , λl2 + δ2 ≤ λ ≤ λl3 − δ3

...
...

δ̂Cl1 + . . .+ δ̂ClN , λlN + δN ≤ λ

; (3.1)

donde δk � λl∆k con λl∆k = λlk+1
− λlk y donde recordemos que usamos δC para denotar los

escalares {δΦ00, δΨ0}.
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Observer

Lens Array

Galaxies

l

z

Figura 3.1: Esquema de la disposición observacional del arreglo de lentes finas.

Notemos que en general, como sugiere la figura 3.1, el arreglo no tendrá ninguna simetŕıa respecto
del eje de la visual. Esto será aśı, incluso en el caso en que cada lente esté descrita por una geometŕıa
axialmente simétrica cuyo eje de simetŕıa esté alineado con el eje de la visual.

Para calcular los escalares ópticos de la configuración dada por (3.1) necesitaremos hacer uso
entonces de las ecuaciones generales (2.153, 2.154, 2.155) presentadas en el caṕıtulo 2. Por la estruc-
tura que tienen las fórmulas que alĺı presentamos, recordemos que podemos escribir genéricamente
para las contribuciones intŕınsecas lo siguiente:

oLv =

∫ λs

0

(
1

D2
A

∫ λ′

0

δC D2
Adλ

′′

)
dλ′. (3.2)

Entonces, mediante un cálculo cuidadoso siguiendo los mismos pasos que presentamos en la
sección (2.8) hemos encontrado la siguiente fórmula general:

oLv = δ̂Cl1

[
DAl1

1 + zl1

DAl2l1

DAs

−
D2
Al2
−D2

Al1

1 + zl2

DAsl2

DAsDAl2

]

+
(
δ̂Cl1 + δ̂Cl2

)[ DAl2

1 + zl2

DAl3l1

DAs

−
D2
Al3
−D2

Al2

1 + zl3

DAsl3

DAsDAl3

]
+ . . .

+
(
δ̂Cl1 + . . .+ δ̂ClN

)[ DAlN

1 + zlN

DAslN

DAs

]
.

(3.3)

La notación reducida que hemos usado para las distancias angulares es la siguiente: DAlklj
denota

la distancia angular desde lente lj hasta lk medida por un observador fiducial situado en el lugar de la
lente lj que se mueve con la misma 4-velocidad que los observadores preferenciales de la cosmoloǵıa.

El cálculo de la fórmula (3.3) no presenta mayores dificultades y por ello hemos relegado los
detalles de la derivación al apéndice C.1.

Del aspecto que tiene la expresión para los escalares ópticos uno puede notar que cuando dos o
más lentes son consideradas el efecto neto del arreglo no corresponde a la superposición lineal de los
efectos individuales que tendŕıa cada una de las lentes por separado. Esto es completamente análogo
a lo que sucede en los instrumento ópticos construidos con varias lentes tal como un telescopio o
unos prismáticos.

En el caso que exista solamente una lente esta expresión se reduce a las ecuaciones (2.171,

2.172, 2.173) presentadas en la sección (B.3.1) simplemente tomando δ̂Cl1 = . . . = δ̂ClN−1
= 0 y

δ̂ClN ≡ δ̂C.
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La expresión (3.3) es totalmente general, en el mismo sentido que hemos destacado anteriormente:

los términos δ̂Clj permiten considerar lentes con un tensor enerǵıa-momento no trivial e incluyen la
información sobre el movimiento de las lentes.

Existen muchas situaciones en las cuales se requieren estudios considerando arreglos de lentes
finas; por ejemplo en el estudio de la magnificación de supernovas [BRN+02, ?] aśı como también
en el caso menos explorado de un arreglo de cúmulos de galaxias a lo largo de la visual. Teniendo
en mente esta última situación en la siguiente sección presentamos las expresiones para un arreglo
de dos y tres lentes junto con aplicaciones usando los modelos ya discutidos de lentes.

3.1.1. Arreglos con dos y tres lentes finas

En esta subsección queremos ilustrar el uso de la fórmula general (3.3) en los casos más sencillos
donde el número de lentes es reducido. Tales situaciones podŕıan encontrarse en el caso de grandes
sistemas que se encuentren aproximadamente alineados como el caso de cúmulos de galaxias [J+15].
Aqúı presentaremos las expresiones completas en el caso de dos y tres lentes; y en la siguiente sección
las aplicaremos a lentes modeladas con las geometŕıas ya discutidas anteriormente.

Dos lentes finas

Este es el caso más simple y de acuerdo a la ecuación (3.3) cuando solamente dos lentes están
presentes obtenemos lo siguiente:

κL =
DAl1

DAl2
DAs

(
DAl2l1

DAl2

1 + zl1
+
DAl1

DAsl2

1 + zl2

)
δ̂Φ00 l1 +

1

1 + zl2

DAl2
DAsl2

DAs

δ̂Φ00 l2 , (3.4)

γ1L + iγ2L =
DAl1

DAl2
DAs

(
DAl2l1

DAl2

1 + zl1
+
DAl1

DAsl2

1 + zl2

)
δ̂Ψ0 l1 +

1

1 + zl2

DAl2
DAsl2

DAs

δ̂Ψ0 l2 ; (3.5)

Debido a que los factores de distancia que acompañan a las cantidades δ̂Cl1 y δ̂Cl2 son distintos
quizás es interesante notar aqúı que éstas fórmulas dependen sensiblemente del orden en el cual

están dispuestas las contribuciones δ̂Cl1 y δ̂Cl2 . Esto es, en general, uno obtendrá valores distintos

si intercambia δ̂Cl1 por δ̂Cl2 en las expresiones de arriba.

Tres lentes finas

En el caso de tres lentes obtenemos lo siguiente:

κL =
DAl1

DAs

[
DAl2l1

1 + zl1
+

(
DAl3l1

1 + zl2
+

DAsl3

1 + zl3

DAl2

DAl3

)
DAl2

DAl1

+
DAsl2

1 + zl2

DAl1

DAl2

(
1−

D2
Al2

D2
Al1

)]
δ̂Φ00 l1

+
DAl2

DAs

[
DAl3l1

1 + zl2
+

DAsl3

1 + zl3

DAl2

DAl3

]
δ̂Φ00 l2 +

DAl3

DAs

DAsl3

1 + zl3
δ̂Φ00 l3 ,

(3.6)

γ1L + iγ2L =
DAl1

DAs

[
DAl2l1

1 + zl1
+

(
DAl3l1

1 + zl2
+

DAsl3

1 + zl3

DAl2

DAl3

)
DAl2

DAl1

+
DAsl2

1 + zl2

DAl1

DAl2

(
1−

D2
Al2

D2
Al1

)]
δ̂Ψ0 l1

+
DAl2

DAs

[
DAl3l1

1 + zl2
+

DAsl3

1 + zl3

DAl2

DAl3

]
δ̂Ψ0 l2 +

DAl3

DAs

DAsl3

1 + zl3
δ̂Ψ0 l3 .

(3.7)

donde hemos reagrupado los sumandos de tal forma de exhibir expĺıcitamente el hecho que el efecto
total no es el que produciŕıa la suma de las contribuciones aisladas de cada lente.
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Tanto en el caso de dos lentes como en este que corresponde a tres lentes uno puede entrever
una propiedad que es importante señalar y que se da en la situación general: las magnificaciones
producidas por el sistema de lentes dista de ser igual al producto de las magnificaciones individuales
que produciŕıan las lentes por separado.

3.2. Una configuración de dos lentes esféricamente simétri-
cas en movimiento

Para lentes cuya geometŕıa es estática y esféricamente simétrica vimos que las contribuciones a

la curvatura δ̂Φ00 li y δ̂Ψ0 li tienen la forma:

δ̂Φ00 li =
4πG

c2
(1 + zvi)

∫ ∞
−∞

[
%(rli) +

Pr(rli)

c2
+

J2
li

c2r2
li

(
Pt(rli)− Pr(rli)

)]
dy, (3.8)

y

δ̂Ψ0 li = −e2iϑli
G

c2
(1 + zvi)

∫ ∞
−∞

J2
li

r2
li

[
3M(rli)

r3
li

−
(
%(rli) +

Pt(rli)

c2
− Pr(rli)

c2

)]
dy; (3.9)

donde las cantidades %(rli), Pr(rli) y Pt(rli) son la densidad enerǵıa, las componentes radial y
tangencial de la presión respectivamente; mientras que M(rli) denota la masa total de la geometŕıa.
Como la notación lo indica la variable rli está asociada con la coordenada radial usual de la geometŕıa
local de la lente:

ds2 = a(rli)dt
2 −

dr2
li

1− 2M(rli )

rli

− r2
li

(
dθ2 + sin(θ)2dφ2

)
; (3.10)

y los parámetros Jli y ϑli corresponden, respectivamente, al parámetro de impacto del fotón respecto
del centro de la distribución li y al ángulo que éste forma con el eje ‘z’ del plano correspondiente a
la lente li. Uno puede ver ([GM11]) que Jli y ϑli satisfacen:

J2
li = r2

li − y
2, (3.11)

eiϑli =
zli + ixli

Jli
. (3.12)

Ahora bien, en el caso de varias lentes finas puede ser conveniente describir el plano de la imagen
respecto de un sistema de coordenadas (X,Z) que no esté centrado en ninguna de las distribuciones
que se observan a lo largo de la visual. Sin embargo, es conveniente elegir para la descripción uno
de los planos que están asociados a alguna de las lentes que componen el arreglo. Sin pérdida de
generalidad asumiremos aqúı que será la lentes más cerca al observador (primera lente) y, asociaremos
entonces este plano de referencia con las coordenadas (X,Z).

Dado que estamos suponiendo que el arreglo comprende una región muy pequeño del cielo ob-
servado, la relación entre el plano de la lente li descrito por las coordenadas (xi, zi) y el sistema
(X,Z) está dada simplemente por una traslación, tal como se ilustra en la figura 3.2. En la figura la
primera lente se encuentra en el origen y la lente li se sitúa en las coordenadas (Xi,Zi) las cuales se
interpretan como las distancias transversales respecto del eje que pasa por el observador y el centro
del plano X-Z. Notemos que en general uno trabaja con ángulos por lo que las coordenadas (Xi,Zi)
dependen de la distancia en profundidad a la cual se sitúa la lente li.
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CAPÍTULO 3. EL FORMALISMO DE LENTES GRAVITACIONALES EN UNA
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Figura 3.2: Geometŕıa en el plano de la imagen.

De manera análoga, a como procedimos en el caso de una única lente aqúı también es conveniente
escribir la dependencia funcional de los escalares ópticos en términos de dos variables J y ϑ definidas
respecto del sistema de coordenadas (X,Z). La relación entre estas variables y las correspondientes
a una lente li que tiene una ubicación proyectada a lo largo de la visual en (Xi,Zi) es la siguiente:

Jeiϑ = (Zi + iXi) + Jlie
iϑli . (3.13)

Notemos entonces que por construcción las cantidades J y ϑ representan, respectivamente, el
parámetro de impacto de los fotones respecto la primera lente y el ángulo que forma la trayectoria
de los mismos con el eje Z.

Estas son las relaciones que necesitamos para construir los mapas de shear y estudiar las mag-
nificaciones producidas por un arreglo de lentes.

3.2.1. Dos cúmulos de galaxias

Aqúı mostraremos los resultados para dos cúmulos de galaxias. Los mismos están modelados por
un perfil isotérmico, donde las contribuciones individuales a la curvatura están dadas por:

δ̂Φ00 li =
(

1 + zvli

) 1

c2
2πσ2

Ji
, (3.14)

δ̂Ψ0 li = −
(

1 + zvli

) 1

c2
2πσ2

Ji
e2iϑi ; (3.15)

tal como vimos en la sección (2.9.1).
El arreglo que consideramos ilustra la situación de cúmulos con masas del mismo orden; por ello

hemos tomado para ambos perfiles una velocidad de dispersión igual en ambos casos de 500km
s . Las

lentes hemos asumido por simplicidad que se mueven con el flujo de observadores cosmológicos en
un Universo de Friedman con los parámetros reportados por la colaboración Planck (ver sección
(2.5.6)) y poseen los siguientes redshifts: zl1 = 0,06 y zl2 = 0,17.
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Los gráficos siguientes muestran los escalares ópticos para distintas valores de apartamiento
relativo respecto de la visual. En el caso del shear se grafica en mapas de contorno el valor del
módulo del mismo conjuntamente con las curvas tangentes al campo de shear sobre el plano de
referencia.

Notemos que al plano de referencia correspondiente a la primera lente se le ha efectuado una
traslación de manera de centrar la imagen; por tal motivo los centros de las lentes se encuentran
situados a lo largo del eje Z en las coordenadas (0,Zl) y (0,−Zl).

(a) Convergencia κL. (b) Mapa de shear.

Figura 3.3: Escalares ópticos para dos cúmulos esféricos con perfil de masa isotérmico situados en
las coordenadas (Xl = 0,Zl = ±2Mpc).

(a) Convergencia κL. (b) Mapa de shear.

Figura 3.4: Escalares ópticos para dos cúmulos esféricos con perfil de masa isotérmico situados en
las coordenadas (Xl = 0,Zl = ±5Mpc).
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(a) Convergencia κL. (b) Mapa de shear.

Figura 3.5: Escalares ópticos para dos cúmulos esféricos con perfil de masa isotérmico situados en
las coordenadas (Xl = 0,Zl = ±8Mpc).

En los gráficos siguientes podemos ver la caracteŕıstica general de este tipo de lente compuesta. En
ellos podemos distinguir tres regiones en el plano de la imagen que presentan distintas caracteŕısticas:
una región inmediatamente cercana a la posición de los centros de las distribuciones en la cual las
curvas integrales del shear forman curvas cerradas que contienen a una de las dos lentes; otra
región intermedia donde las ĺıneas integrales del shear son curvas cerradas en forma de óvalos que
contienen en su interior ambos focos y, finalmente una región asintótica donde las curvas integrales
son circunferencias.

3.2.2. Un cúmulo de galaxias y un void compensado

En este caso nos ocupamos de la situación en la cual tenemos un void alineado con un cúmulo
de galaxias. El cúmulo estará caracterizado por una distribución con perfil isotérmico, en tanto que
para el void usaremos el modelo sencillo de Amendola [AFW99] para un void compensado.

Dado que la señal que uno esperaŕıa obtener por medio del efecto de lentes débiles en void es muy
baja resulta interesante estudiar si por la presenciad de otros sistemas tal como un cúmulo estos
efectos podŕıan magnificarse. Aqúı utilizamos nuevamente las fórmulas (3.4, 3.5) para computar
los mapas de shear en una situación donde el void se encuentra entre el observador y el cúmulo.
Presentamos aqúı, los resultados para dos sistemas con valores t́ıpicos: en el caso del cúmulo hemos
tomado σ = 500km

s mientras que el void ha sido elegido con radio R = 10Mpc, una pared de tamaño
d = 1Mpc y una densidad de enerǵıa en su interior del 5 % con respecto a la media cosmológica.
El modelo cosmológico usado ha sido el presentado en la sección (2.5.6) y las distancias a la cual
ambas se sitúan son las mismas descritas anteriormente en (3.2.1).

En este caso el plano de referencia es el correspondiente al void el cual está situado en el origen
de coordenadas.
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(a) Convergencia κL. (b) Mapa de shear.

Figura 3.6: Escalares ópticos para un cúmulo y un void perfectamente alineados. Para valores t́ıpicos
se ve claramente que la señal es dominada por la presencia del cúmulo.

(a) Convergencia κL. (b) Mapa de shear.

Figura 3.7: Escalares ópticos para un cúmulo y un void quasi-alineados. El cúmulo se encuentra
situado en las coordenadas (Xl = −5,5Mpc,Zl = −5,5Mpc) respecto del centro del void en el plano
de referencia.

En todos ellos observamos que la señal está dominada por el cúmulo lo cual es esperable; por
lo que para obtener señales comparables, que pudieran enriquecer la estructura observable que
se muestra tanto en los mapas de shear como en el gráfico de la convergencia uno debeŕıa tener
configuraciones bastante particulares. Uno debeŕıa poder encontrar alineaciones donde

DAl1

DAl2
DAs

(
DAl2l1

DAl2

1 + zl1
+
DAl1

DAsl2

1 + zl2

)
δ̂Cl1 ∼

1

1 + zl2

DAl2
DAsl2

DAs

δ̂Cl2 ; (3.16)

donde las contribuciones δ̂Cl1 ∼ 10−3 y δ̂Cl2 ∼ 10−6 corresponden al cúmulo y al void respectiva-
mente.
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3.2.3. Dos voids cuasi-alineados

Mostramos aqúı también el caso de dos voids con el mismo perfil de masa dado por [AFW99].

Se trata de dos voids idénticos que están dispuestos en configuraciones que involucran distancias
que hemos considerado en casos los casos anteriores; es decir, los factores de distancias que intervie-
nen en las ecuaciones (3.4) y (3.5) son los mismos que en los casos anteriores dado que la intención
aqúı es exhibir el comportamiento general que presentan estos arreglos sencillos.

En completa analoǵıa con el caso de los dos cúmulos (3.2.1) aqúı nuevamente hemos trasladado
el plano de referencia de tal forma que la imagen resulte simétrica; los voids los hemos situado por
tanto a lo largo del eje Z en una traslación del plano de referencia tal como se explicó en (3.2.1).

Uno puede observar claramente el carácter divergente que tiene este tipo de lente en los gráficos
de los escalares ópticos. Se ve también que el efecto de la lente es simétrico respecto del eje Z aunque
se debe notar una pequeña asimetŕıa de la señal respecto del eje X producto de la separación de las
lentes.

(a) Convergencia κL. (b) Mapa de shear.

Figura 3.8: Escalares ópticos para dos voids cuasi-alineados dispuestos sobre el eje Z del plano de
la imagen. El radio de ambos voids es de 10Mpc y los centros de ambos sistemas se hallan en
Zl = ±2Mpc.
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(a) Convergencia κL. (b) Mapa de shear.

Figura 3.9: Escalares ópticos para dos voids idénticos, cuasi-alineados, dispuestos sobre el eje Z del
plano de la imagen. El radio de ambos voids es de 10Mpc y los centros de ambos sistemas se hallan
en Zl = ±5Mpc.

3.3. Comentarios sobre este caṕıtulo

En este caṕıtulo hemos extendido la discusión de lentes finas al caso de una disposición cuasi-
alineada de un número arbitrario de lentes a lo largo de la visual usando el formalismo desarrollado
en el caṕıtulo (2). Esto constituye a su vez una generalización de las expresiones ya conocidas
en el mismo sentido que fue señalado en el caṕıtulo (2): nos permiten trabajar con geometŕıas
completamente generales teniendo en cuenta a su vez el movimiento de cada lente individual. Al
mismo tiempo resalta nuevamente el origen propio de las distorsiones que sufre la imagen; esto es,
un tensor de Ricci no nulo produce la convergencia mientras que la curvatura de Weyl gobierna el
shear. Si bien, los ejemplos que presentamos poseen simetŕıa de reflexión respecto al eje queconecta
los centros de las distribuciones; configuraciones más con un número mayor de lentes constituiŕıan
un primer caso sencillo donde uno puede estudiar lentes que no poseen ninguna simetŕıa en absoluto.
Como ilustración del uso de estas expresiones hemos presentado tres configuraciones con sistemas
t́ıpicos en los que podŕıan ser utilizadas estas herramientas. En este sentido es importante notar
que tales sistemas han sido poco estudiados en la literatura tales como el caso de dos cúmulos de
galaxias alineados o el caso de la alineación de voids. Por otro lado, el estudio de la magnificación
producida por un conjunto de inhomogeneidades a lo largo de la visual es sumamente útil a la hora
de estudiar las relaciones entre distancias y luminosidad que por ejemplo aparecen en los trabajos de
supernovas[BRN+02]. La fórmula (3.3) junto con la expresión (2.109) que relaciona las magnitudes
con los escalares ópticos son las expresiones generales que nos permiten llevar a cabo este tipo de
análisis en el contexto cosmológico.

48



Caṕıtulo 4

Nuevas geometŕıas esferoidales
para el estudio de sistemas
astrof́ısicos

4.1. Introducción

En este caṕıtulo introducimos nuevas familias de geometŕıas que son generalizaciones de las métri-
cas esféricamente simétricas. Las mismas describen distribuciones esferoidales (proladas y obladas)
y constituyen un primer intento en la descripción general de este tipo de sistemas por medio de
espaciotiempos exactos. Dentro del contexto de esta tesis, la motivación para considerar modelos
geométricos está fundada en la sospecha de que la descripción del contenido de materia de los
sistemas astrof́ısicos podŕıa requerir que se deba tener en cuenta la totalidad de la curvatura pro-
ducida por el campo gravitacional. Esto contrasta con lo que sucede en los enfoques basados en una
concepción Newtoniana de la materia en la cual solamente la densidad de enerǵıa del tensor enerǵıa-
momento es relevante. Entonces, el enfoque que aqúı tenemos es de considerar estas geometŕıas
como herramientas prácticas para el estudio y modelado del campo gravitatorio de estructuras as-
trof́ısicas. Por ello, en nuestra presentación, no discutiremos modelos de materia espećıficos para
el tensor enerǵıa-momento compatible con estas geometŕıas; sino que mostraremos que dichas geo-
metŕıas pueden ser útiles, además de adecuadas, para el estudio de varios sistemas considerando
algunas geometŕıas concretas. La construcción de un modelo particular para los campos de materia
para cada sistema de interés constituye un problema que debe ser considerado en una instancia
posterior.

En otro aspecto, esta búsqueda de geometŕıas más generales se complementa con el formalismo
de lentes gravitacionales que hemos presentado en los caṕıtulos (2) y (3) ya que el mismo tiene
la virtud de permitir el uso de modelos geométricos exactos para la descripción de la lente. La
combinación de estas dos herramientas es por lo tanto potencialmente muy útil e interesante en el
estudio observacional de sistemas no esféricos que puedan ser descritos de manera más adecuada
por medio de distribuciones esferoidales.

4.2. Esferoides en el espacio Eucĺıdeo

Antes de introducir las nuevas geometŕıas que aqúı reportamos será de ayuda para la presentación
revisar sistemáticamente algunas nociones básicas de esferoides en el espacio Eucĺıdeo R3.

Existen dos clases de sistemas de coordenadas esferoidales: prolados y oblados; los cuales son
generados a partir de las coordenadas eĺıpticas en el plano Cartesiano R2 [MS88]. Las coordenadas
esferoidales son obtenidas normalmente de forma tal que su coordenada radial describe un conjunto
de esferoides confocales. El sistema de coordenadas prolado es obtenido rotando las curvas de nivel
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correspondientes a las elipses confocales a lo largo del eje que une los dos focos. En cambio, las
coordenadas obladas son generadas rotando las mismas elipses de manera perpendicular al eje que
une los focos; esto es luego de la rotación los focos dibujan un anillo en el espacio.

Para fijar la notación que usaremos, debajo introduciremos ambos sistemas de coordenadas de
la manera usual: estableciendo su relación con las coordenadas Cartesianas (x,y, z) en el espacio
Eucĺıdeo R3.

4.2.1. Sistema de coordenadas prolado

Denotaremos por {r, θ, φ} las coordenadas del sistema prolado, las cuales toma valores en los
rangos:

r → [0,∞), (4.1)

θ → [0, π], (4.2)

φ→ [0, 2π]; (4.3)

y están relacionadas a las coordenadas Cartesianas usuales (x,y, z) de la siguiente manera:

x = r sin(θ) cos(φ), (4.4)

y = r sin(θ) sin(φ), (4.5)

z =
√
r2 + r2

µ cos(θ); (4.6)

donde la constante rµ tiene el significado de la distancia a los focos desde el origen de coordenadas
del sistema Cartesiano.

Uno puede ver que las superficies r =cte. son esferoides prolados con sus focos situados a lo largo
del eje z, y por tanto satisfacen:

z2

r2 + r2
µ

+
x2 + y2

r2
= 1; (4.7)

donde el valor r =cte. corresponde a la longitud del semieje menor de la elipse, mientras que el

tamaño del semieje mayor es igual a
√
r2 + r2

µ.

En estas coordenadas el elemento de ĺınea de la métrica Eucĺıdea en R3 adquiere la siguiente
expresión:

ds2 =
(
r2 + r2

µ sin(θ)2
)( dr2

r2 + r2
µ

+ dθ2

)
+ r2 sin(θ)2 dφ2. (4.8)

4.2.2. Sistema de coordenadas oblado

Las coordenadas obladas son usualmente denotadas por los mismo śımbolos {r, θ, φ} empleados
en el caso prolado. El rango que tiene es también el mismo especificado anteriormente por (4.1),
(4.2), (4.3).

Su definición a partir de las coordenadas Cartesianas es la siguiente:

x =
√
r2 + r2

µ sin(θ) cos(φ), (4.9)

y =
√
r2 + r2

µ sin(θ) sin(φ), (4.10)

z = r cos(θ). (4.11)

En este caso el parámetro rµ corresponde al radio descrito por los focos de la elipse cuando son
rotados alrededor del eje z para generar el esferoide tal como antes se mencionó anteriormente.

Notemos que las superficies r =cte. describen esferoides oblados con el eje z como el eje de
simetŕıa; esto es expresado por:

z2

r2
+

x2 + y2

r2 + r2
µ

= 1. (4.12)
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Los términos
√
r2 + r2

µ corresponden al radio mayor del esferoide y r al semieje menor en com-

pleta analoǵıa con el caso prolado.
La expresión del elemento de ĺınea del espacio Eucĺıdeo R3 en estas coordenadas resulta ser:

ds2 =
(
r2 + r2

µ cos(θ)2
)( dr2

r2 + r2
µ

+ dθ2

)
+
(
r2 + r2

µ

)
sin(θ)2dφ2. (4.13)

4.3. Espaciotiempos con simetŕıa esferoidal

En esta sección presentaremos una clase bastante general de geometŕıas que poseen simetŕıa
esferoidal. Las mismas están construidas de una forma muy natural que se asemeja a la manera en
que uno encuentra habitualmente las geometŕıas esféricas y por tanto son una generalización directa
de éstas últimas.

En analoǵıa con la forma usual del elemento de ĺınea con simetŕıa esférica, consideramos funciones
a(t, r) y b(t, r) que acompañan a los diferenciales dt2 y dr2 y proponemos las siguientes:

ds2 =a(t, r)dt2 −
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
)( b(t, r)

r2 + r2
µ

dr2 + dθ2

)
− r2 sin2(θ)dφ2, (4.14)

ds2 =a(t, r)dt2 −
(
r2 + r2

µ cos2(θ)
)( b(t, r)

r2 + r2
µ

dr2 + dθ2

)
−
(
r2 + r2

µ

)
sin2(θ)dφ2; (4.15)

las cuales corresponden respectivamente a una geometŕıa con simetŕıa prolada y otro con simetŕıa
oblada.

Uno puede ver que se trata de geometŕıas que pueden tener una dinámica no trivial pero que
tienen momento angular J = 0. Nuestro objetivo es usarlas como herramientas para estudiar sistemas
astrof́ısicos de interés; como mostraremos más adelante.

Notemos también que en el ĺımite rµ → 0 uno recupera la expresión usual más general en la
que suele encontrar la métrica de un espaciotiempo esféricamente simétrico [Car04]. Por otra parte
si uno toma a(t, r) = b(t, r) = 1 entonces obtiene el espaciotiempo de Minkowski expresado en
coordenadas esferoidales.

Para el análisis de estas geometŕıas es conveniente trabajar con la siguiente redefinición de la
función b(t, r):

b(t, r) =
r2 + r2

µ

r2 − 2rM(t, r) + r2
µ

; (4.16)

la cual resalta aún más su cercańıa con el caso esféricamente simétrico. Entonces, los elementos de
ĺınea adquieren la siguiente forma:

ds2 =a(t, r)dt2 −
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
)( 1

r2 − 2rM(t, r) + r2
µ

dr2 + dθ2

)
− r2 sin2(θ)dφ2, (4.17)

ds2 =a(t, r)dt2 −
(
r2 + r2

µ cos2(θ)
)( 1

r2 − 2rM(t, r) + r2
µ

dr2 + dθ2

)
−
(
r2 + r2

µ

)
sin2(θ)dφ2.

(4.18)

En el apéndice D.1 hemos colectado las expresiones para la curvatura, las cuales necesitaremos
tanto para estudiar su contenido de materia v́ıa las ecuaciones de Einstein como para el estudio de
lentes débiles que presentaremos en el siguiente caṕıtulo.

4.4. Geometŕıas estáticas con simetŕıa prolada

A continuación discutiremos geometŕıas estáticas. Presentaremos una descripción anaĺıtica del
tensor enerǵıa-momento asociado para el caso de distribuciones proladas que ilustra, por un lado la
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estructura del mismo y por otro el hecho que un tratamiento relativamente sencillo se logra siguiendo
analoǵıas con el caso esférico.

Consideraremos en particular geometŕıas que son estáticas; es decir que son de la siguiente forma:

ds2 =a (r) dt2 −
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
)( dr2

r2 − 2rM(r) + r2
µ

+ dθ2

)
− r2 sin2(θ)dφ2; (4.19)

donde la función M(r) está muy relacionada a la componente Gtt del tensor de Einstein tal como
veremos a continuación.

4.4.1. Tensor enerǵıa-momento

De las componentes del tensor de Einstein (apéndice D.1.1) uno puede leer las componentes
no nulas del tensor enerǵıa-momento más general Tab compatible con las simetŕıas de la geometŕıa
prolada con las funciones independientes del tiempo a(r) y M(r).

Usando la analoǵıa con las variables macroscópicas que caracterizan un fluido perfecto escribire-
mos estas componentes en términos de tres funciones % (r, θ), Pr (r, θ) y Pt (r, θ) las cuales tendŕıan
el significado de la densidad de enerǵıa y de las componentes de la presión respectivamente. Sin
embargo, ya que no hemos especificado un modelo de materia para las fuentes de la geometŕıa uno
debe tener presente que esto constituye solamente una nomenclatura.

Las siguientes definiciones son generalizaciones útiles de aquellas que provienen de la situación
esféricamente simétrica

Ttt ≡ a(r)% (r, θ) , (4.20)

Trr ≡
r2 + r2

µ sin2(θ)

r2 − 2rM(r) + r2
µ

Pr (r, θ) , (4.21)

Tφφ ≡ r2 sin2(θ)Pt(r, θ). (4.22)

Por medio de las ecuaciones de campo entonces encontramos que estas funciones están relacionadas
a las funciones métricas en la siguiente manera:

%(r, θ) =
r2
µ sin2(θ)

(
5r2 + r2

µ sin2(θ)
)

8πr
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
)3 M(r) +

2r2 + r2
µ sin2(θ)

8π
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
)2 dMdr , (4.23)

Pr(r, θ) =

(
2r2 + r2

µ sin2(θ)
)

Υ(r) + rM(r)

4πr2
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
)2 , (4.24)

Pt(r, θ) =
r

8π
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
)2
[
−r dM

dr
+
r2 − 3r2

µ sin2(θ)

r2 + r2
µ sin2(θ)

M(r)

]

+
1

4π
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
) [Υ(r) + r

dΥ

dr

]
− r2Υ(r)

4π
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
) (
r2 − 2rM(r) + r2

µ

) [1− M(r)

r
− dM

dr
− 2Υ(r)

]
;

(4.25)

donde por conveniencia introducimos la función Υ(r) definida aśı:

Υ(r) ≡
r2 − 2rM(r) + r2

µ

4r a(r)

da

dr
. (4.26)

Adicionalmente, uno encuentra que las componentes Trθ y Tθθ toman la siguiente forma:

Trθ =
r

4π

r2
µ sin(θ) cos(θ)

r2 + r2
µ sin2(θ)

[
4π
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
)2
Pr(r, θ)− rM(r)

]
(
2r2 + r2

µ sin2(θ)
) (
r2 − 2rM(r) + r2

µ

) , (4.27)
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Tθθ =
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
)
Pt(r, θ)−

1

8π

r2
µ sin2(θ)

r2 + r2
µ sin2(θ)

[
dM

dr
−

3r2 − r2
µ sin2(θ)

r2 + r2
µ sin2(θ)

M(r)

r

]
. (4.28)

Es interesante ver en este caso M = 0⇔ Gtt = 0; lo cual constituye una diferencia con respecto
al caso esféricamente simétrico donde uno tiene que M = 0 ⇒ Gtt = 0 ya que en general Gtt =
0 ; M = 0, tal como sucede con la métrica de Schwarzschild. Sin embargo, notemos también
que en el ĺımite rµ → 0 uno vuelve a obtener las ecuaciones de campo para el caso de un fluido
esféricamente simétrico. Existe además otra peculiaridad que aparece en estas geometŕıas respecto
del caso esférico: la condición Pr = 0 implica M = 0 y Υ(r) = 0; la cual a su vez tiene como
consecuencias que % = Pt = 0 y a(r) =cte.; esto es, uno obtiene Minkowski pidiendo solamente que
Pr = 0. Esto no ocurre en general en simetŕıa esférica.

Finalmente, para la ecuación de conservación en estas geometŕıas uno encuentra que toma la
siguiente expresión:

∂Pr
∂r

=− %+ Pr
2a

da

dr
−

2r2 + r2
µ sin2(θ)(

r2 + r2
µ sin2(θ)

) Pr − Pt
r

−
rr2
µ sin2(θ)

8π
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
)4
(

3r2 + r2
µ sin2(θ)

r2 + r2
µ sin2(θ)

M(r)

r
+
dM

dr

)
;

(4.29)

la cual nuevamente uno puede ver como una generalización de la ecuación análoga en el caso esférico
[GM11].

4.5. Algunos modelos particulares

4.5.1. Solución anisotrópica sin masa

La geometŕıa que aqúı consideramos es una generalización de la solución anisotrópica peculiar
reportada en [GM12] la cual permite describir de manera notable varias observaciones del fenómeno
de materia oscura.

La solución se obtiene si uno requiere que tanto la componente tangencial de la presión como la
densidad de enerǵıa sean cero:

%(r, θ) = 0, (4.30)

Pt(r, θ) = 0; (4.31)

esto implica en particular que
M(r) = 0. (4.32)

De esta forma, en ambos tipos de geometŕıas proladas y oblada, la métrica queda completamente
determinada por la función a(r) que tiene la siguiente forma funcional:

a(r) = a0

[
C + ln

(
r

rµ
+

√
1 +

r2

r2
µ

)]2

; (4.33)

con a0 y C dos constantes arbitrarias de integración.
Para las métricas proladas, la función Pr(r, θ) que determina el tensor-enerǵıa momento de la

distribución resulta:

Pr(r, θ) =
1

8πr

2r2 + r2
µ sin2(θ)(

r2 + r2
µ sin2(θ)

)2
√
r2 + r2

µ[
C + ln

(
r
rµ

+
√

1 + r2

r2
µ

)] ; (4.34)

mientras que para la métrica oblada uno obtiene

Pr(r, θ) =
1

8π

(r2 + r2
µ) + r2 + r2

µ cos2(θ)√
r2 + r2

µ

(
r2 + r2

µ cos2(θ)
)2 r[

C + ln
(
r
rµ

+
√

1 + r2

r2
µ

)] . (4.35)
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(a) Geometŕıa prolada. (b) Geometŕıa oblada.

Figura 4.1: Componente Pr(r, θ) para geometŕıas esferoidales sin masa (M(r) = 0) y Pt(r, θ) = 0.
Ambas geometŕıas graficadas han sido elegidas con el valor rµ = 3Mpc.

Los gráficos muestran la forma t́ıpica de los perfiles que tiene la componente Pr(r) para las
distintas geometŕıas. En ellos se observa que las superficies de nivel copian de manera bastante
aceptable la forma de los esferoides.

4.5.2. Geometŕıa peculiar con perfil de masa isotérmico

Resulta claro que si queremos describir más apropiadamente los estructuras que vemos en el
Universo necesitamos considerar también un tensor enerǵıa-momento con % 6= 0. Consideremos
pues un modelo más general que el presentado anteriormente en la sección (4.5.1); en este caso
utilizaremos la siguiente función del perfil de masa que tiene la misma dependencia que en el caso
esférico; esto es:

M(r) =
M∗
r∗
r; (4.36)

y consideraremos una componente temporal en la métrica, a(r), dada por la ecuación (4.33).

Entonces en estos modelos podemos calcular la densidad de enerǵıa correspondiente; en el caso
de geometŕıas proladas uno encuentra que:

%(r, θ) =
1

4π
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
)3 M∗r∗

[ (
r2 + r2

µ sin2(θ)
)2

+ 2r2r2
µ sin(θ)2

]
; (4.37)

en tanto que en el caso oblado se tiene:

%(r, θ) =
1

4π
(
r2 + r2

µ cos2(θ)
)3 M∗r∗

[
r2
(
r2 + r2

µ cos2(θ)
)2 (

r2 + 2r2
µ

)(
r2 + r2

µ

)2 + 2r2r2
µ cos(θ)2

]
. (4.38)

En las figuras siguientes ilustramos la forma t́ıpica que tiene ρ(r, θ); en las cuales podemos ver
que en las inmediaciones de los focos la distribución presenta una estructura muy interesante. En el
caso prolado la densidad de enerǵıa se vuelve muy concentrada en la posición de los focos, tal como
uno esperaŕıa para un sistema binario por ejemplo. Por otra parte en el caso oblado las curvas de
nivel de ρ(r, θ) muestran formas más complejas en la región central mientras que en la zona lejana
las curvas de nivel semejan la forma elipsoidal que uno deseaŕıa.
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(a) Geometŕıa prolada. (b) Geometŕıa oblada.

Figura 4.2: Densidad de enerǵıa ρ(r, θ) para geometŕıas esferoidales con una función perfil de masa
isotérmico. El valor del parámetro rµ caracterizando los esferoides fue tomado rµ = 3Mpc.

Respecto de las componentes espaciales del tensor enerǵıa-momento asociado, uno puede calcular
también fácilmente las expresiones para las funciones Pr(r, θ) y Pt(r, θ) en ambas geometŕıas. En
general uno puede ver que se tiene Pr(r, θ) � Pt(r, θ) por lo cual será interesante observar el
comportamiento de la función Pr(r, θ) del tensor enerǵıa-momento; la misma se muestra en los
siguientes gráficos:

(a) Geometŕıa prolada. (b) Geometŕıa oblada.

Figura 4.3: Componente Pr(r, θ) para geometŕıas esferoidales con una función perfil de masa isotérmi-
co y a(r) dada por ecuación (4.33). Los esferoides son tales que rµ = 3Mpc.

Uno puede ver que en el caso prolado nuevamente las curvas de nivel de Pr(r, θ) semejan elipses
mientras que para las métricas obladas uno tiene un comportamiento más rico. Se observa una
zona central en la cual la función es muy concentrada y la presencia de lóbulos a lo largo del eje z
que luego desaparecen en la región lejana donde las superficies de nivel se vuelven esféricas. Este
comportamiento en el caso oblado pareceŕıa introducir complicaciones no esperadas.

Los casos graficados corresponden a los modelos de nuestro interés donde las componentes espa-
ciales del tensor enerǵıa-momento son del mismo orden que la densidad de enerǵıa. Son justamente
es tipo de modelos los que consideramos útiles por su sencillez y que seŕıan interesantes contrastar
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con sistemas astrof́ısicos concretos en casos apropiados

En estos modelos con un perfil de masa no nulo es interesante también ver cómo la componente
temporal de la métrica a(r) interviene en la función Pr(r, θ) (ya que la ρ(r, θ) no se ve alterada).
Para ello es natural considerar la elección trivial a(r) = 1 con la cual se obtiene el comportamiento
ilustrado por las figuras siguientes:

(a) Geometŕıa prolada. (b) Geometŕıa oblada.

Figura 4.4: Componente Pr(r, θ) para geometŕıas esferoidales con una función perfil de masa isotérmi-
co y a(r) = 1. El valor del parámetro rµ caracterizando los esferoides fue tomado rµ = 3Mpc.

4.5.3. Geometŕıas con perfil de masa NFW

Mencionemos finalmente otro modelo que puede ser de interés en el estudio de sistemas astrof́ısi-
cos. Se trata de modelos en los cuales la función perfil de masa tiene la forma asociada con el perfil
de densidad de Navarro-Frenk-White (NFW):

M(r) = 4πρ∗r
3
∗

[
ln

(
1 +

r

r∗

)
−

r
r∗

1 + r
r∗

]
; (4.39)

donde r∗ y ρ∗ son dos parámetros que tienen unidades de distancia y densidad de enerǵıa res-
pectivamente. La misma aparece en el estudio de la formación de estructura cuando se emplean
simulaciones numéricas con un gran números de part́ıculas no-relativistas para la descripción de la
materia oscura[NFW96].

Para esta clase de modelos la densidad de enerǵıa ρ(r, θ) tiene el siguiente aspecto:
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Figura 4.5: Densidad de enerǵıa ρ(r, θ) para geometŕıas proladas con una función perfil de masa
NFW y rµ = 0,4Mpc.

Figura 4.6: Densidad de enerǵıa ρ(r, θ) para geometŕıas obladas con una función perfil de masa NFW
y rµ = 0,4Mpc.

Vemos nuevamente que con la sola introducción de una función radial M(r) se consiguen dis-
tribuciones con densidad de masa que pueden representar muy bien sistemas esferoidales. Si uno
tiene en cuenta la componente temporal de la métrica uno posee además un conjunto más amplio
de distribuciones con las cuales esperaŕıa poder describir diversas observaciones en sistemas que se
desv́ıen, al menos ligeramente de la simetŕıa esférica.

4.6. Comentarios sobre este caṕıtulo

En este caṕıtulo hemos propuesto una nueva clase de geometŕıas para el modelado de sistemas
astrof́ısicos con simetŕıa esferoidal prolada u oblada. Las métricas (4.17) y (4.18) son modificaciones
de las geometŕıas con simetŕıa esférica las cuales están caracterizadas por dos funciones radiales a(r)
y M(r), además del parámetro rµ que está relacionado con la posición de los focos de los esferoides.

Si uno piensa, al menos formalmente, a las geometŕıas esféricas como modificaciones de la métri-
ca plana en un sistema de coordenados apropiado (el esférico), donde dichas modificaciones son
introducidas por medio de funciones radiales a(r) y M(r) en las componentes temporal y radial de
la misma, respectivamente; entonces uno puede ver que las geometŕıas que aqúı presentamos son una
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generalización en este mismo sentido para el caso esferoidal. Esto es, para su construcción, hemos
escrito la métrica plana en coordenadas esferoidales y luego introducimos las funciones radiales que
mencionamos. Sin embargo, uno debeŕıa notar que no resulta nada trivial el hecho de que a priori
uno pueda obtener de esta construcción un modelo que pueda describir distribuciones esferoidales.
En esta sección se consideraron concretamente geometŕıas estáticas y hemos mostrado con varios
ejemplos que efectivamente esto se puede lograr con solamente la introducción de estas dos funciones
radiales; donde M(r) regula lo que uno interpretaŕıa como la densidad de enerǵıa de la distribución
mientras que la función a(r) permite controlar la contribución de las componentes espaciales del
tensor enerǵıa-momento asociado a estas geometŕıas v́ıa las ecuaciones de Einstein.

En particular hemos presentado una generalización al caso esferoidal de la geometŕıa sin masa
[GM12], la cual ha demostrado describir muy bien varios aspectos de la fenomenoloǵıa de materia
oscura. Para tratar casos más realistas en los cuales uno debe incorporar una densidad de enerǵıa
no nula hemos discutido métricas esferoidales en las cuales la función perfil de masa M(r) tiene
la misma dependencia que en modelos usuales empleados en simetŕıa esférica como lo son el perfil
isotérmico y el de NFW. Hemos considerado en detalle el caso de esferoides prolados al cual hemos
dedicado más tiempo en el tratamiento de las expresiones anaĺıticas. La diferencia en el tratamiento
entre un caso y otro es arbitraria; sucede que el caso prolado fue el primero que hemos considerado
cuando en una primera instancia persegúıamos el objetivo de hallar expresiones anaĺıticas para
los escalares ópticos en términos de las componentes de materia asociadas a estas geometŕıas. En
efecto uno puede hacer llevar a cabo esta laboriosa tarea y encontrar expresiones anaĺıticas tal como
mostraremos en el siguiente caṕıtulo; sin embargo las fórmulas se vuelven demasiado extensas como
para proveer de un análisis sencillo en el caso de lentes débiles. Para estos casos entonces será más
apropiado la implementación por cómputo numérico.

Teniendo en mente la aplicación a lentes gravitacionales, estos modelos están pensados para
estudiar varios sistemas astrof́ısicos de una forma que resulta práctica a la vez que útil en distri-
buciones que se desv́ıan de la usual suposición de geometŕıa esférica. En general esto suele hacerse
caracterizando las distribución de materia del sistema. Aqúı el enfoque es considerar la geometŕıa
exacta y su contenido de materia resultante.
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Caṕıtulo 5

Lentes débiles en geometŕıas
esferoidales

5.1. Introducción

Este caṕıtulo constituye la primera aplicación de cierta complejidad del formalismo de lentes pre-
sentado en el caṕıtulo (2). Aqúı presentamos los resultados de emplear las geometŕıas anteriormente
propuestas como lentes gravitacionales débiles en la aproximación de lentes finas. En particular pre-
sentamos los mapas de shear para las geometŕıas peculiares que generalizan la solución [GM12]. El
cómputo de los escalares ópticos sobre distribuciones que poseen simetŕıa axial nos obliga a tener
en cuenta la posible orientación del eje de simetŕıa con respecto a la perpendicular del plano de la
imagen. Por este motivo incluimos las expresiones necesarias para la construcción de los escalares de
curvatura en un sistema de coordenadas en la cual el sistema de referencia natural de las geometŕıas
esferoidales se encuentra rotado.

Los resultados obtenidos fueron realizados numéricamente y son un primer paso en el estudio
sistemático de observaciones por medio de modelos geométricos exactos de mayor generalidad.

5.2. Esferoides rotados

Consideremos dos sistemas de coordenadas Cartesianas (x, y, z) y (x,y, z). El segundo de ellos,
es una rotación del primera alrededor del eje x y denotaremos el ángulo de rotación con la letra ι.

La relación entre ambos sistemas de coordenadas es, por lo tanto, la siguiente:

x = x, (5.1)

y = y cos(ι) + z sin(ι), (5.2)

z = −y sin(ι) + z cos(ι); (5.3)

y la transformación inversa por:

x = x, (5.4)

y = y cos(ι)− z sin(ι), (5.5)

z = y sin(ι) + z cos(ι). (5.6)

En esta parte del trabajo, adoptaremos la siguiente convención: el sistema de coordenadas
(x,y, z) corresponderá a un sistema ŕıgido al esferoide (prolado u oblado); en otras palabras el eje
z será el eje de simetŕıa axial sobre el cual se sitúan los focos. El sistema de coordenadas (x, y, z),
por otro lado corresponderá al marco de referencia utilizado por el observador en su configuración
observacional tal como hemos descrito en la sección (2.6).
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5.2. ESFEROIDES ROTADOS

Una nueva transformación de coordenadas nos permite particularizar las relaciones de arriba
para conectar las coordenadas esferoidales con el sistema de coordenadas (x, y, z) empleado por el
observador. En el caso del sistema prolado obtenemos

x = r sin(θ) cos(φ), (5.7)

y = r sin(θ) sin(φ) cos(ι)−
√
r2 + r2

µ cos(θ) sin(ι), (5.8)

z = r sin(θ) sin(φ) sin(ι) +
√
r2 + r2

µ cos(θ) cos(ι); (5.9)

mientras que para el sistema oblado la relación es:

x =
√
r2 + r2

µ sin(θ) cos(φ), (5.10)

y =
√
r2 + r2

µ sin(θ) sin(φ) cos(ι)− r cos(θ) sin(ι), (5.11)

z =
√
r2 + r2

µ sin(θ) sin(φ) sin(ι) + r cos(θ) cos(ι). (5.12)

Figura 5.1: Esferoides prolados y oblados inclinados respecto del eje z. Los fotones viajan aproxi-
madamente a lo largo de la dirección y que corresponde a la ĺınea de la visual del observador.

Las relaciones inversas pueden ser escritas del siguiente modo; en el caso prolado uno tiene

r =
1

2

√√√√√√√
[√

x2 + (y − rµ sin(ι))
2

+ (z + rµ cos(ι))
2
+

+
√
x2 + (y + rµ sin(ι))

2
+ (z − rµ cos(ι))

2

]2

− 4r2
µ

, (5.13)

θ = cos−1

 1
2rµ

√
x2 + (y − rµ sin(ι))

2
+ (z + rµ cos(ι))

2−

− 1
2rµ

√
x2 + (y + rµ sin(ι))

2
+ (z − rµ cos(ι))

2

 , (5.14)

φ = tan−1

(
y cos(ι) + z sin(ι)

x

)
; (5.15)
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en el caso oblado las relaciones son las siguientes:

r =
1

2

√√√√√√√√√√√√


√√√√(√x2 +

(
y cos(ι) + z sin(ι)

)2

+ rµ

)2

+
(
− y sin(ι) + z cos(ι)

)2

+

+

√√√√(√x2 +
(
y cos(ι) + z sin(ι)

)2

− rµ

)2

+
(
− y sin(ι) + z cos(ι)

)2

2

− 4r2
µ

, (5.16)

θ = cos−1


1

2rµ

√√√√(√x2 +
(
y cos(ι) + z sin(ι)

)2

+ rµ

)2

+
(
− y sin(ι) + z cos(ι)

)2

−

− 1
2rµ

√√√√(√x2 +
(
y cos(ι) + z sin(ι)

)2

− rµ

)2

+
(
− y sin(ι) + z cos(ι)

)2

 , (5.17)

φ = tan−1

(
y cos(ι) + z sin(ι)

x

)
. (5.18)

5.3. Lentes débiles en geometŕıas esferoidales estáticas

5.3.1. Geodésicas nulas exactas en las geometŕıas esferoidales

Aunque en los cálculos de lentes débiles uno solamente necesita conocer la trayectoria no pertur-
bada de los fotones para obtener los escalares ópticos, es muy útil tener a disposición la información
exacta sobre el comportamiento de las geodésicas nulas cuando atraviesa la lente. En el caso de las
geometŕıas que hemos presentado, uno tiene acceso a esta información en una forma relativamente
sencilla. Haremos uso de la simetŕıa axial y del carácter estático de la distribución para expresar las
componentes del vector `a, tangente a las geodésicas nulas, en término de las cantidades conservadas
E y Jz a lo largo de la trayectoria del fotón. En la geometŕıa prolada uno tiene:

`t = − E

a(r)
, (5.19)

`φ =
Jz

r2 sin2(θ)
, (5.20)

(`r)
2

+
(
r2 − 2rM(r) + r2

µ

) (
`θ
)2

=
r2 − 2rM(r) + r2

µ

r2 + r2
µ sin2(θ)

(
E2

a(r)
− J2

z

r2 sin2(θ)

)
. (5.21)

En el caso oblado uno puede ver que se obtiene:

`t = − E

a(r)
, (5.22)

`φ =
Jz(

r2 + r2
µ

)
sin2(θ)

, (5.23)

(`r)
2

+
(
r2 − 2rM(r) + r2

µ

) (
`θ
)2

=
r2 − 2rM(r) + r2

µ

r2 + r2
µ cos2(θ)

(
E2

a(r)
− J2

z(
r2 + r2

µ

)
sin2(θ)

)
. (5.24)

Las dos cantidades conservadas están relacionadas con las condiciones iniciales asintóticas de la
trayectoria del fotón. La constante de movimiento E está asociada con la enerǵıa del fotón, en tanto
que Jz tiene el significado del parámetro de impacto con respecto al eje de simetŕıa del esferoide. Si
denotamos por x0 esta condición inicial entonces uno tiene que Jz ≡ x0.
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5.3.2. Tetrada nula adaptada a la trayectoria no perturbada de los fotones

Para el cómputo de los escalares ópticos de lentes débiles necesitaremos considerar la tetrada
nula asociada a la congruencia de geodésicas nulas no perturbadas de la geometŕıa local de la lente.
Esta tetrada que denotaremos por (`aF ,m

a
F , m̄

a
F , n

a
F ) es la que está asociada en el espacio plano a

una congruencia de fotones representando una onda plana. La misma toma la siguiente expresión
general:

`aF = − ∂

∂t
+

∂

∂y
= `tF

∂

∂t
+ `rF

∂

∂r
+ `θF

∂

∂θ
+ `φF

∂

∂φ
, (5.25)

ma
F =

1√
2

(
i
∂

∂x
+

∂

∂z

)
= mr

F

∂

∂r
+mθ

F

∂

∂θ
+mφ

F

∂

∂φ
, (5.26)

m̄a
F =

1√
2

(
−i ∂
∂x

+
∂

∂z

)
= m̄r

F

∂

∂r
+ m̄θ

F

∂

∂θ
+ m̄φ

F

∂

∂φ
, (5.27)

naF = −1

2

(
∂

∂t
+

∂

∂y

)
= ntF

∂

∂t
+ nrF

∂

∂r
+ nθF

∂

∂θ
+ nφF

∂

∂φ
; (5.28)

Nosotros necesitaremos conocer las componentes de la tetrada en la base de las coordenadas
esferoidales ya que es en esta base donde será conveniente computar los escalares de curvatura que
son fuente de los escalares ópticos.

Para las geometŕıas proladas hayamos que las componentes están dadas de la siguiente forma:

`tF = 2ntF = −1, (5.29)

`rF = −2nrF =

√
r2 + r2

µ

r
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
) [y√r2 + r2

µ + r2
µ cos(θ) sin(ι)

]
, (5.30)

`θF = −2nθF =
1

sin(θ)
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
) [y cos(θ) +

√
r2 + r2

µ sin(ι)
]
, (5.31)

`φF = −2nφF =
cos2(φ) cos(ι)

x
; (5.32)

y

mr
F = m̄r

F =
1√
2

√
r2 + r2

µ

r
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
) [(ix+ z)

√
r2 + r2

µ − r2
µ cos(θ) cos(ι)

]
, (5.33)

mθ
F = m̄θ

F =
1√
2

1

sin(θ)
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
) [− (ix+ z) cos(θ) +

√
r2 + r2

µ cos(ι)
]
, (5.34)

mφ
F = m̄φ

F =
1√
2

cos2(φ) sin(ι)− i sin(φ) cos(φ)

x
. (5.35)

Para el caso de las geometŕıas obladas uno debe utilizar las siguientes expresiones:

`tF = 2ntF = −1, (5.36)

`rF = −2nrF =

√
r2 + r2

µ

r
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
)
y√r2 + r2

µ − r2
µ cos(θ)

cos(ι) (y cos(ι) + z sin(ι))√
x2 + (y cos(ι) + z sin(ι))

2

 , (5.37)

`θF = −2nθF = − 1

sin(θ)
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
)
√r2 + r2

µ

cos(ι) (y cos(ι) + z sin(ι))√
x2 + (y cos(ι) + z sin(ι))

2
− y cos(θ)

 ,
(5.38)

`φF = −2nφF =
cos2(φ) cos(ι)

x
; (5.39)
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mr
F = m̄r

F =

√
r2 + r2

µ
√

2r
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
)
(ix+ z

)√
r2 + r2

µ − r2
µ cos(θ)

ix+ sin(ι)
(
y cos(ι) + z sin(ι)

)
√
x2 + (y cos(ι) + z sin(ι))

2

 ,
(5.40)

mθ
F = m̄θ

F =
1√

2 sin(θ)
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
)
(iy + z) cos(θ)−

√
r2 + r2

µ

(
y cos(ι) + z sin(ι)

)
√
x2 + (y cos(ι) + z sin(ι))

2
(i cos(ι) + sin(ι))

 ,
(5.41)

mφ
F = m̄φ

F = −cos(φ)√
2x

(
i sin(φ)− cos(φ) sin(ι)

)
. (5.42)

Las relaciones de arriba son el resultado de computar el mapa diferencial entre los sistemas de
coordenadas esferoidales y el Cartesiano (x, y, z) (ver apéndices E.1.1 y E.1.2 )

5.3.3. Los escalares de curvatura Φ00 y Ψ0

Con las fórmulas para la tetrada nula y las componentes de la curvatura uno ahora está en
condiciones de calcular los escalares de curvatura que intervienen en las expresiones de los escalares
ópticos.

Uno puede ver que las expresiones vienen dadas por:

Φ00 =
1

2

[
Gtt`

t`t +Grr`
r`r + 2Grθ`

r`θ +Gθθ`
θ`θ +Gφφ`

φ`φ
]
, (5.43)

Ψ0 =
(
`t
)2 [

Rtrtr (mr)
2

+Rtθtθ

((
mθ
)2

+ sin2(θ)
(
mφ
)2)

+ 2Rtrtθm
rmθ

]
+

+Rrθrθ
(
`rmθ − `θmr

)2
+Rrφrφ

(
`rmφ −mr`φ

)2
+Rθφθφ

(
`θmφ − `φmθ

)2
.

(5.44)

Uno puede obtener expresiones anaĺıticas en función de las componentes de materia, en com-
pleta analoǵıa con la expresiones (2.190) y (2.190). Sin embargo, en estos casos el análisis resulta
mucho más complicado dada la extensión que presentan las fórmulas. Solamente a modo de ejemplo
presentaremos la expresión del escalar de curvatura Φ00 en el caso de la simetŕıa prolada.

Φ00 =4πE2

(
%(r, θ) + Pr(r, θ)

)
+ 4π

(
J2
z

r2 sin2(θ)
+
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
) (
`θF
)2)(

Pt(r, θ)− Pr(r, θ)
)

− 1

2

r2
µ sin2(θ)

r2 + r2
µ sin2(θ)

(
`θF
)2 [dM

dr
−

3r2 − r2
µ sin2(θ)

r2 + r2
µ sin2(θ)

M(r)

r

]

+ 2r
r2
µ sin(θ) cos(θ)

r2 + r2
µ sin2(θ)

`rF `
θ
F

4π
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
)2
Pr(r, θ)− rM(r)(

2r2 + r2
µ sin2(θ)

) (
r2 + r2

µ

) ;

(5.45)

Las expresiones ya conocidas en el caso esférico [GM11] se recuperan cuando tomamos el ĺımite
rµ → 0; en tal caso uno tiene

%(r, θ) −→ %(r), (5.46)

Pr(r, θ) −→ Pr(r), (5.47)

Pt(r, θ) −→ Pt(r), (5.48)

y (
J2
z

r2 sin2(θ)
+
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
))
−→ J2

r2
. (5.49)
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5.4. Escalares ópticos

En las secciones anteriores hemos presentado todos los elementos que necesitamos para llevar a
cabo el cálculo de los escalares ópticos en lentes débiles para las familias de modelos geométricos
dados por los elementos de ĺınea (4.17) y (4.18). Aqúı presentamos los resultados que hemos obtenido
de la implementación numérica de las fórmulas (2.171, 2.172, 2.173) para estas geometŕıas en los
casos de lentes estáticas. Para realizar la integración numérica se han probado varios métodos; sin
embargo, en los resultados obtenidos no hemos apreciado cambios visibles en la resolución de los
gráficos cuando variamos entre uno y otro para los casos considerados.

5.4.1. Geometŕıa prolada sin masa

Figura 5.2: Gráfico de la convergencia κL para una geometŕıa prolada sin masa M(r) = 0. Se muestra
los resultados para esferoides rotados un ángulo ι = π

4 y valores C = 23025, rµ = 3Mpc.
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Figura 5.3: Gráficos del módulo del shear γL para una geometŕıa prolada sin masa M(r) = 0. Se
muestra los resultados para esferoides rotados un ángulo ι = π

4 y valores C = 23025, rµ = 3Mpc.

De los gráficos para la convergencia y el módulo del shear aqúı arriba uno puede observar cómo
la curvas de nivel de la convergencia copian la forma de esferoides en el plano de la lente mientras
que el comportamiento del módulo del shear es mucho más complejo; tal como se manifiesta en la
forma que tienen las curvas de nivel en la región cercana a los sitios donde proyectan los focos del
esferoide en el plano de la lente.

Este comportamiento en el módulo del shear se debe a que, en general, en las lentes que no están
dispuestas axialmente simétricas existe una dependencia mucho más complicada en el escalar δΨ0;
en efecto, en tal situación uno no tiene la dependencia dada por la ecuación (2.163) sino que se
tendrá:

δΨ0 = −δψ0(J, λ, θ)e2iϑ(J,θ); (5.50)

donde en este caso ϑ tiene una relación no trivial con la coordenada angular θ en el plano de la
lente.
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Figura 5.4: Mapa del shear para una lente con simetŕıa prolada sin masa M(r) = 0. El esferoide ha
sido rotado un ángulo ι = π

4 y la geometŕıa posee los siguientes parámetros: C = 23025, rµ = 3Mpc.

En este mapa de shear uno puede notar que el patrón que surge indica que el efecto de las
distorsiones sobre imágenes extendidas tiende a deformar la imagen de la fuente sobre curvas que
semejan elipses.

5.4.2. Geometŕıa oblada sin masa

En este caso presentamos los mismo gráficos de la convergencia, el módulo del shear y el mapa
de shear para la solución prolada sin masa (4.5.1).
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Figura 5.5: Gráfico de la convergencia κL para una geometŕıa oblada sin masa M(r) = 0. Se muestra
los resultados para esferoides rotados un ángulo ι = π

4 y valores C = 23025, rµ = 3Mpc.

Figura 5.6: Gráficos del módulo del shear γL para una geometŕıa oblada sin masa M(r) = 0. Se
muestra los resultados para esferoides rotados un ángulo ι = π

4 y valores C = 23025, rµ = 3Mpc.

Nuevamente uno puede observar la forma en que las curvas curvas de nivel en la convergencia
semejan la forma de los esferoides proyectados en el plano de la lente mientras que el shear presenta
un comportamiento mucho más complicado. El correspondiente mapa de shear también se muestra
y en el se pueden distinguir también que las distorsiones reflejan la forma de la lente.

67



5.4. ESCALARES ÓPTICOS

Figura 5.7: Mapa del shear para una lente con simetŕıa oblada sin masa M(r) = 0. El esferoide ha
sido rotado un ángulo ι = π

4 y la geometŕıa posee los siguientes parámetros: C = 23025, rµ = 3Mpc.

5.4.3. Geometŕıa prolada con perfil de masa isotérmico

En estos gráficos hemos considerado el caso de una lente prolada dada por la geometŕıa presen-
tada en la sección (4.5.2). Las caracteŕısticas que presentan los gráficos de los escalares ópticos en
este caso vaŕıan poco respecto de los ejemplos anteriores donde hemos usado valores que proveen
contribuciones de orden similar en las cantidades computadas.

Esto es de esperar, ya que en el caso esférico hemos mostrado que en sistemas astrof́ısicos, el
modelo isotérmico es indistinguible respecto del modelo sin masa desde el punto de vista de lentes
gravitacionales.
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Figura 5.8: Gráfico de la convergencia κL para una geometŕıa prolada con perfil de masa isotérmico
y a(r) dada por la ecuación (4.33). Se muestra los resultados para esferoides rotados un ángulo ι = π

4

y valores C = 8× 105, σ = 500km
s y rµ = 3Mpc.

Figura 5.9: Gráfico de la convergencia κL para una geometŕıa oblada con perfil de masa isotérmico y
a(r) dada por la ecuación (4.33). Se muestra los resultados para esferoides rotados un ángulo ι = π

4

y valores C = 8× 105, σ = 500km
s y rµ = 3Mpc.
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Figura 5.10: Mapa de shear para una geometŕıa prolada (rµ = 3Mpc) con perfil de masa isotérmico
y a(r) dada por la ecuación (4.33). La inclinación del esferoide es ι = π

4 y los parámetros de la

geometŕıa empleados son: C = 8× 105 y σ = 500km
s .

5.5. Comentarios sobre este caṕıtulo

En este caṕıtulo, hemos ilustrado la utilización de los modelos geométricos introducidos ante-
riormente en el cálculo de los observables de lentes débiles.

Dado que en general, el eje de simetŕıa axial de las geometŕıas esferoidales no coincide con la
linea de la visual, la disposición observacional de las lentes esferoidales no es axialmente simétrica.
Para tener en cuenta este hecho incluimos en el análisis, la descripción en términos de esferoides
cuyo eje de simetŕıa está inclinado sobre la ĺınea de la visual.

Con el objetivo de computar los escalares de curvatura Φ00 y Ψ0, presentamos las expresiones
que toman las componentes de la tetrada nula que uno debe utilizar en el cálculo de lentes débiles.
Las mismas fueron utilizadas en el desarrollo de un código numérico que implementa la integración
a lo largo de la visual de las cantidades Φ00 y Ψ0 de acuerdo a las fórmulas (2.171, 2.172, 2.173)
obtenidas en el caṕıtulo (2).

Los resultados que presentamos corresponden a los modelos discutidos en las secciones (4.5.1) y
(4.5.2). En ellos podemos ver las diferencias que surgen con los casos esféricos: es interesante notar
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que pese a que los mapas de shear producen patrones que semejan la forma de elipses en el plano
de la imagen el módulo del shear no copia estas formas en la región cercana a los focos. Ello parece
está relacionado con el hecho de que en este caso el comportamiento de la fase que aparece en shear
debido a que Ψ0 tiene peso de spin 2 tiene una dependencia mucho más complicada que en el caso
esférico. Recordemos que cuando la lente es esférica uno puede extraer esta fase de la integral que
da el shear complejo (ver ecuación (2.165)); sin embargo esta propiedad no puede ser trasladada al
caso esferoidal, excepto cuando el eje de simetŕıa del esferoide coincide con la visual.

Por otra parte, notamos que el comportamiento de la convergencia κL, śı muestra la forma
caracteŕıstica de lo que se esperaŕıa para distribuciones esferoidales. Aśı mismo vemos nuevamente
que cuando las geometŕıas no tienen masa, el resultado no es cero ya que el campo gravitacional es
no trivial.
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Caṕıtulo 6

Modelos geométricos para sistemas
astrof́ısicos con simetŕıa esferoidal
inmersos en R-W

6.1. Introducción

En el modelado teórico de las estructuras presentes en la distribución cósmica de materia, el uso
de modelos esféricamente simétricos ha sido la primera opción natural para el estudio de las mismas.
De manera notable, muchos objetos astrof́ısicos tales como los cúmulos de galaxias y la mayoŕıa de
los voids son descritos usando esta opción ( ver por ejemplo [HSW14, IS07]). Ejemplo de ello, son
también, varios de los ejemplos que hemos visto en la sección (2). En una cosmoloǵıa homogénea e
isotrópica, a priori, seŕıa natural esperar que uno encuentre estructuras con forma esférica debido
a que no existen direcciones preferenciales en tal geometŕıa. Sin embargo, en nuestro Universo una
gran variedad de formas son observadas; en particular esto es muy notable en el caso de los voids.

Los voids son regiones de muy baja densidad respecto de la densidad cósmica media %̄ del
Universo y comprenden una de las clases de sistemas más interesantes de objetos en la estructura en
gran escala debido a su predominante presencia en el Universo. Análisis de los sondeos de galaxias
2dF Galaxy Redshift Survey y Sloan Sky Digital Survey [HV04, PVH+12] han revelado que la mayor
parte del universo está ocupada con voids; aproximadamente el 40 % del volumen total lo conforman
voids con radios del orden de 15Mpc [HV04].

A pesar de que habitualmente no presentan formas bien definidas, ha sido sugerido que una
caracterización más apropiada para la morfoloǵıa de los voids puede ser obtenida por medio de
elipsoides [FN09, TK06, vdWP11]; sin embargo, la mayoŕıa de los trabajos que buscan voids han
asumido simetŕıa esférica en sus algoritmos.

Trabajar con modelos que incluyen desviaciones de la geometŕıa esférica nos enfrenta a un incre-
mento considerable de la complejidad en la descripción de los sistemas; no obstante, existen estudios
anaĺıticos[PL07] usando esta clase de geometŕıas. Pero, los trabajos presentes en la literatura evitan
el uso de una descripción métrica detallada para el modelado de estas configuraciones susceptibles
de ser tratadas como elipsoidales. Una clase de modelos de este tipo son necesarios por varias ra-
zones además: si se tiene en cuenta, una vez más, que la mayoŕıa de los modelos del contenido de
materia descansan sobre una descripciones Newtonianas, una de ellas es que ofreceŕıan la posibilidad
de explorar sistemas desde un punto de vista más general en términos de la totalidad del tensor
enerǵıa-momento. Además, teniendo a mano geometŕıas exactas que describen estructuras como
los voids seŕıa relevante para el estudio de aspectos dinámicos en el problema de la evolución y
formación de estructura en el Universo.

Desafortunadamente, son escasas las métricas para describir configuraciones elipsoidales y en
consecuencia la cantidad de trabajos estudiando modelos más sofisticados y sus implicaciones no es
abundante en la literatura.
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Esta parte de nuestro trabajo pretende ser una contribución en esa dirección. Aqúı, presentamos
una familia de métricas para modelar el espaciotiempo de estructuras con simetŕıa prolada y oblada
inmersas en R-W. Esto significa que no son modelos perturbados; ellos poseen dos regiones bien
definidas: una interior que describe una familia bastante general de distribuciones esferoidales y
otra región exterior que puede ser elegida para que coincida apropiadamente con R-W. De esta
manera, constituyen una generalización directa de modelos esféricamente simétricos circundados
por un ambiente cosmológico. Las métricas que aqúı presentamos pueden ser usadas para describir
estructuras en gran escala tales como cúmulos de galaxias y void; sin embargo nos concentraremos
aqúı en el caso de voids.

En particular, presentamos un modelo que void que es una generalización adaptada del modelo
utilizado por [AFW99] para el estudio de la probabilidad de detección de lentes débiles en presencia
de voids. Inspirado en este trabajo usaremos este modelo de void para computar los escalares ópticos
utilizando esta geometŕıas y las técnicas desarrolladas en el caṕıtulo 2.

No hemos encontrado en la literatura art́ıculos que hagan uso de métricas esferoidales en el
contexto cosmológico para describir voids. Aunque estas geometŕıas constituyen una pequeña mo-
dificación a sistemas esféricamente simétricos; ellas resultan ser bastante sofisticadas ya que por
ejemplo permiten la inclusión de componentes del tensor enerǵıa-momento habitualmente ignora-
das. La razón para considerar esta amplia generalidad proviene también del hecho que los voids son
unos de los mejores candidatos para el estudio de la distribución del contenido de materia-enerǵıa
del Universo; (ver por ejemplo [GLKH03, MSS+14]).

6.2. Preliminares geométricos

6.2.1. Los espaciotiempos de R-W en coordenadas esferoidales

Ya que la geometŕıa exterior a la estructura esferoidal queremos que sea la métrica de R-W será
conveniente, antes de presentar los modelos, introducir una descripción de la cosmoloǵıa en términos
de las coordenadas esferoidales previamente discutidas.

Entre las diferentes expresiones equivalentes que presentamos en la sección (2.3) para la métrica
dL2

k de la parte espacial de la métrica:

ds2 = dt2 −A(t)2dL2
k; (6.1)

nosotros elegiremos aquella que exhibe expĺıcitamente el hecho que dL2
k es conforme a la métrica

Eucĺıdea en 3 dimensiones; es decir tomaremos

dL2
k =

1(
1 + kr̄2

4

)2 [dr̄2 + r̄2
(
dθ̄2 + sin(θ̄)2dφ̄2

)]
. (6.2)

Preferimos esta versión pues sacaremos provecho de su naturaleza conforma usando las coordenadas
proladas y obladas para reescribir la métrica plana dentro del paréntesis.

Esta forma del elemento de ĺınea constituye la base de los modelos generalizados que presentamos
a continuación.

El elemento de ĺınea de R-W en coordenadas proladas

Usando el elemento de ĺınea (4.8) junto con la relación

r̄2 ≡ x2 + y2 + z2 = r2 + r2
µ cos(θ)2; (6.3)

la cual es válida para coordenadas proladas, obtenemos para la métrica de R-W (6.1)

ds2 =dt2 − A(t)2[
1 + k

4

(
r2 + r2

µ cos(θ)2
)]2×

×
[ (
r2 + r2

µ sin(θ)2
)( dr2

r2 + r2
µ

+ dθ2

)
+ r2 sin(θ)2 dφ2

]
.

(6.4)
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El elemento de ĺınea de R-W en coordenadas obladas

En este caso es inmediato también ver que se cumple la siguiente relación

r̄2 ≡ x2 + y2 + z2 = r2 + r2
µ sin(θ)2; (6.5)

y junto con el elemento de ĺınea (4.13) uno obtiene

ds2 =dt2 − A(t)2[
1 + k

4

(
r2 + r2

µ sin(θ)2
)]2×

×
[ (
r2 + r2

µ cos(θ)2
)( dr2

r2 + r2
µ

+ dθ2

)
+
(
r2 + r2

µ

)
sin(θ)2 dφ2

]
.

(6.6)

Hasta aqúı, sólo hemos hecho un cambio de coordenadas y por lo tanto las ecuaciones (6.4) y
(6.6) representan la misma geometŕıa que R-W (homogénea e isotrópica) en los menos convencionales
sistemas de coordenadas esferoidales.

6.3. Modelos exactos de espaciotiempos para sistemas esfe-
roidales inmersos en R-W

Ahora estamos en condiciones de presentar nuestros modelos para sistemas astrof́ısicos con si-
metŕıas prolada u oblada inmersos en una cosmoloǵıa estándar.

6.3.1. Geometŕıa con simetŕıa prolada

Es posible generalizar la métrica homogénea e isotrópica de R-W para describir una distribu-
ción de materia con simetŕıa esferoidal. Esta simetŕıa tiene que estar reflejada en la geometŕıa del
espaciotiempo correspondiente. Haremos esto introduciendo dos funciones nuevas que alteran el ele-
mento de ĺınea de R-W en una región limitada pero que son compatibles con el requisito de simetŕıa
esferoidal.

Para el caso de estructuras con simetŕıa esferoidal prolada el elemento de ĺınea que proponemos
es:

ds2 =F (r)dt2 − A(t)2[
1 + k

4

(
r2 + r2

µ cos(θ)2
)]2×

×

[ (
r2 + r2

µ sin(θ)2
)( dr2

r2 − 2M(r)
r

(
r2 + r2

µ sin(θ)2
)

+ r2
µ

+ dθ2

)
+ r2 sin(θ)2dφ2

]
.

(6.7)

6.3.2. Geometŕıa con simetŕıa oblada

Aplicando la misma metodoloǵıa al caso de simetŕıa oblada, proponemos el siguiente elemento
de ĺınea:

ds2 =F (r)dt2 − A(t)2[
1 + k

4

(
r2 + r2

µ sin(θ)2
)]2×

×

[ (
r2 + r2

µ cos(θ)2
)( dr2

r2 − 2M(r)
r

(
r2 + r2

µ cos(θ)2
)

+ r2
µ

+ dθ2

)
+
(
r2 + r2

µ

)
sin(θ)2dφ2

]
.

(6.8)

Uno observa que las modificaciones respecto de la métricas (6.6) y (6.4) están dadas por la
presencia de las funciones radiales M(r), en la componente grr de la métrica, y la función F (r) en
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la componente temporal gtt. Notemos que ambas funciones guardan mucho parecido con la forma
en que aparecen las funciones que a(r) y M(r) en el elemento de ĺınea (2.188). En particular, nos
referiremos a la función M(r) en las ecuaciones (6.6) y (6.4) como la función del perfil de masa
debido a su parecido con la función de masa usual en simetŕıa esférica.

El espaciotiempo, descrito de este modo, está foliado por hipersuperficies espaciales (t = cte.)
que poseen simetŕıa esferoidal. Además, es claro que tomando M(r) = 0 y F (r) = 1 en una región
exterior al esferoide dada por r > r0 con r0 =cte., la métrica coincide exactamente con la de
R-W y, por lo tanto la dinámica del factor de escala A(t) está determinada por las ecuaciones
de campo en esta región. En la región interior uno tiene un amplio rango de modelos posibles
con simetŕıa esferoidal que pueden ajustarse de manera tal de describir diversas distribuciones de
materia-enerǵıa. Para ello uno cuenta con cierta intuición ya que la función del perfil de masa M(r)
es una generalización natural de la función de masa en simetŕıa esferoidal. El otro grado de libertad
que uno puede usar, F (r) puede ser empleado para introducir componentes espaciales del tensor
enerǵıa-momento y por tanto pueden resultar útiles en la descripción del contenido de materia no
visible como hemos tratado de enfatizar a lo largo de esa tesis.

Entonces, los elementos de ĺınea (6.7) y (6.8) constituyen una familia no trivial de geometŕıas
para el estudio práctico de distribuciones esferoidales en el contexto cosmológico.

Mostraremos su utilidad en el caso especial de regiones de muy baja densidad como los voids. Y
las utilizaremos luego en el cálculo numérico de los escalares ópticos de lentes débiles.

6.4. Un modelo geométrico exacto para voids con simetŕıa
esferoidal

En esta sección presentamos un modelo simple para voids esferoidales; esto es, una geometŕıa
cuyo tensor enerǵıa-momento asociado a través de las ecuaciones de Einstein tiene una componente
temporal, T t

t , que en la región r < r0 es menor que la densidad cósmica media de la cosmoloǵıa en
la región exterior r > r0.

Si consideramos la elección F (r) = 1 en todo el rango de la coordenadas radial, entonces la
función del perfil de masa M(r) más sencilla que uno podŕıa considerar para nuestros fines seŕıa
aquella usada en el trabajo [AFW99]:

M(r) =


4π
3 %intr

3 for r < R

M(R) + 4π
3 %bor

(
r3 −R3

)
forR ≤ r < R+ d

0 for R+ d ≤ r;
(6.9)

donde %int y %bor están relacionadas a los valores de la densidad media fuera del void, ρ0, y a los
parámetros R y d de la siguiente manera:

%int = −ρ0ε (with ε ≤ 1), (6.10)

%bor =
ρ0ε(

1 + d
R

)3 − 1
(with ε ≤ 1). (6.11)

El parámetro R está asociado con el ‘radio’ del void mientras que el parámetro d está relacionado
con el tamaño de la pared del void, la cual es necesaria para que el void esté compensado.

En simetŕıa esférica, como vimos, este perfil tiene la propiedad que la masa contenida en la pared,
compensa exactamente la masa que le falta al void para que la densidad en esa región sea igual a
la cosmológica. El valor de la densidad ρ0 dicta por tanto la evolución del parámetro de expansión
A(t) a través de las ecuaciones de Friedman:

3

A(t)2

[(
dA

dt

)2

+ k

]
= 8πρ0. (6.12)

Las componentes del tensor enerǵıa-momento de las geometŕıas pueden ser fácilmente calculadas
con ayuda de algún software y en general resultan ser bastantes complejas en cuanto a su extensión.
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Por tal motivo, en vez de presentar aqúı complicadas fórmulas anaĺıticas para el tensor enerǵıa-
momento decidimos mostrar el gráficos de la densidad de enerǵıa en la figura 6.1 y señalar que las
componentes espaciales resultan despreciables respecto de ésta, tal como uno esperaŕıa. Puede verse
que este modelo simplificado provee con una descripción muy buena para una región que se podŕıa
interpretar como un void y que a su vez tiene simetŕıa esferoidal.

0.000

0.005

0.010

x

0.000

0.005

0.010

z

0.0

0.5

1.0

1.5

r

r0

0.5

1.0

1.5

Figura 6.1: Gráfico de la densidad de enerǵıa, relativa a la densidad cósmica media para un void
compensado con simetŕıa prolada inmersa en R-W. El eje de simetŕıa yace a lo largo del eje z por
lo cual en el gráfico hemos obviado una de las direcciones perpendiculares que resulta redundante.
Los parámetros usados han sido elegidos de la siguiente manera: d = 0,3R, ε = 0,9, rµ = 0,1R, con
un radio R correspondiente a un tamaño f́ısico de 22Mpc.

6.5. Lentes débiles en voids esferoidales

Aqúı presentaremos los resultado del cómputo numérico de los escalares ópticos cuando conside-
ramos al void como una lente débil. Haremos uso del formalismo desarrollado en el caṕıtulo 2 con la
suposición adicional que el void puede considerarse como una lente fina; es decir, emplearemos las
fórmulas (2.171, 2.172, 2.173).

6.5.1. Escalares ópticos para un void prolado que se encuentra inclinado
a lo largo de la visual

En nuestro cálculo tomamos en cuenta la posibilidad que la geometŕıa esferoidal esté inclinada
con respecto a la ĺınea de la visual un ángulo ι. Además, adoptamos la convención de que el plano
de la lente está situado a la distancia cosmológica λl que corresponde al plano y = 0 en el marco de
referencia local en el cual el esferoide se encuentra inclinado respecto del eje vertical z tal como se
muestra en las figuras 5.1.

El trabajar con la aproximación de lentes finas es consistente con la suposición de que el tiempo
de vuelo de los fotones dentro del void es mucho menor que la distancia recorrida en la geometŕıa
de R-W. Entonces, para todos los fines prácticos uno puede considerar la geometŕıa del esferoide
como estática; en otras palabras consideraremos que mientras el fotón recorre el void el parámetro
de expansión tiene el valor constante Av.

Un detalle importante que hemos incorporado en el cálculo de lo efectos de lente es que con-
sideraremos una componente temporal de la métrica F (r) 6= 1. La función que empleamos es una
versión adaptada de aquella que aparece en el elemento de ĺınea de la geometŕıa peculiar sin masa
que presentamos en (2.9.1); la misma está dada por:

F (r) = F0

[
C + ln

(
r

rµ
+

√
1 +

r2

r2
µ

)]2

; (6.13)
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donde F0 y C son parámetros constantes. Si estas constantes se eligen apropiadamente uno puede
obtener componentes espaciales del tensor enerǵıa-momento con una contribución significativa en
los efectos de lentes que se verán reflejadas luego en los cálculos. La selección de constante C en
(6.13) fue hecha de tal manera de asegurar que T r

r sea del mismo orden que la densidad media ρ0.
Los siguientes resultados corresponden a un esferoide prolado que está inclinado un ángulo ι = π

4
con respecto a la visual. Los parámetros que hemos usado para describir el void son los mismos
que utilizamos para testear la descripción de nuestro modelo en la sección anterior. El tamaño es
t́ıpicamente del orden de magnitud de los encontrados en catálogos de galaxias (como por ejemplo en
[HV04]). La cosmoloǵıa empleada fue un modelo ΛCDM con los parámetros cosmológicos reportados
por la colaboración Placnk [A+16] y el factor de distancias Dls fue elegido ∼ 220Mpc.

Debajo mostramos los gráficos de los escalares ópticos κL, γ1L, γ2L y el módulo del shear γ para
este modelo. Recordemos que la relación entre las componentes del shear y su módulo está expresada
por:

γ1 + iγ2 ≡ −γei2ϑ; (6.14)

donde la fase ϑ tiene el significado de un ángulo en el plano x − z de la lente. Para este tipo de
geometŕıas esferoidales la fase ϑ tiene un comportamiento complicado en términos del parámetro
de impacto en el plano de la lente que puede ser comprobado inspeccionando las componentes
individuales del shear (γ1, γ2).

Figura 6.2: Gráficos de los escalares ópticos en términos de las coordenadas del plano de la lente
para un void prolado cuya inclinación es ι = π

4 respecto de la visual. Izquierda: Convergencia κ.
Derecha: Módulo del shear γ.

Figura 6.3: En este gráfico puede verse que las componentes del shear muestran un comportamiento
complejo dentro del void. En la región exterior el efecto desaparece tal como debe ocurrir. Izquierda:
Componente real del shear γ1L. Derecha: Componente imaginaria del shear γ2L.
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SIMETRÍA ESFEROIDAL INMERSOS EN R-W

Uno puede ver que la magnitud de los escalares ópticos para el caso t́ıpico de un void inmerso
tratado con estas geometŕıas es muy baja en acuerdo con análisis previos [AFW99].

Podemos observar que el comportamiento del shear muestra una rica estructura; en particular
ni las componentes del shear ni su módulo copian la forma cuasi-eĺıptica de un esferoide proyectado
en el plano de la lente. En cambio cuando uno observa el comportamiento de la convergencia, en la
figura (6.2), puede verse una dependencia mucho más sencilla.

6.6. Comentarios sobre este caṕıtulo

En este caṕıtulo sobre geometŕıas exactas con simetŕıa esferoidal que están inmersas apropiada-
mente en una cosmoloǵıa estándar hemos presentado una amplia clase de métricas: las ecuaciones
(6.7) y (6.8). Las mismas resultan ser herramientas útiles para la descripción de distribuciones con
sobre-densidades tanto como para regiones de baja densidad como los voids tal como mostramos en
la sección (6.4). El espaciotiempo que ellas describen está caracterizado por dos funciones ‘radiales’
que pueden ser ajustadas apropiadamente para que en el rango r > r0 (con r0 un radio co-móvil
fijo) la geometŕıa sea la de R-W. La región interna r < r0 en cambio, se puede interpretar como
un sistema esferoidal cuyo tamaño crece con el parámetro de expansión A(t). Estas dos funciones
escalares tienen una interpretación f́ısica directa: la función M(r), la cual se eligió de tal forma que
en el ĺımite rµ → 0 coincide con la masa usual en simetŕıa esférica, tiene aqúı también una estrecha
relación con la densidad de enerǵıa de la distribución esferoidal como puede verse también a través
de la figura 6.1. La función F (r) ha sido usada para introducir en una manera sencilla aunque no
trivial componentes espaciales en el tensor enerǵıa-momento no despreciables.

Debido a que no hemos encontrado en la literatura otras presentaciones de geometŕıas exactas
que representen voids esferoidales inmersos en cosmoloǵıa, hemos construido un modelo de void con
esas caracteŕısticas que además admite en su interior (r < r0) un tensor enerǵıa-momento no trivial.
Este modelo es una extensión del perfil radial utilizado en el trabajo[AFW99] para el estudio de la
detección de lentes gravitacionales en voids esféricos.

Como una aplicación interesante que se encauza dentro de las ĺıneas de esta tesis, implementamos
numéricamente el cálculo de lentes débiles en la aproximación de lente fina en el caso más general de
un void inclinado a lo largo de la visual con un tensor enerǵıa-momento con componentes espaciales
significativas dentro del void.

Hemos visto que para un void t́ıpico la señal que uno observaŕıa es muy baja tal como se ha
sugerido previamente en la literatura. Los mapas de shear que obtenemos muestran un patrón no
trivial; en particular no recrean la forma cuasi-eĺıptica de un esferoide proyectado sobre el plano de
la lente tal como uno esperaŕıa.

Esperamos que estas geometŕıas sean útiles en el estudio concreto de sistemas que requieren
un modelado más sofisticado y completo que aquel que se logra mediante la suposición de simetŕıa
esférica; especialmente en el caso de voids donde estos requerimientos parecen ser más demandantes.
Aqúı hemos desarrollado e implementado todas las herramientas necesarias para describir lentes
gravitacionales con estas geometŕıas.

En el futuro planeamos aplicar este tipo de modelos para la descripción de observaciones con-
cretas en sistemas astrof́ısicas.
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Caṕıtulo 7

Promedios en relatividad general

7.1. Introducción

7.1.1. Promedios

Parece ser un hecho ineludible que toda descripción de los sistemas f́ısicos y de las leyes que los
rigen está siempre asociada con una determinada escala de validez.

En aquellos sistemas que poseen varios niveles de descripción es frecuente que los constituyentes
en una pequeña escala (micro) influencien fenómenos que se distinguen a nivel global en una escala
mayor (macro). Naturalmente, esto nos lleva a indagar la manera en que las observaciones registran
los campos presentes en escalas más grandes. La noción de promedio aparece entonces en este
contexto ya que usualmente la respuesta proviene de pensar que a través de ellos uno podŕıa vincular
los campos en la escala macro con aquellos de la escala micro.

Una caracteŕıstica común en cualquier noción de promedios es que ésta se encuentra asociada
al concepto de linealidad. Más precisamente, la noción básica de promedios involucra, en general,
la aplicación de cierto operador lineal 〈·〉 a las cantidades micro para producir las macro. Esto
corresponde, comúnmente, a la integración de alguna cantidad Q sobre un dado dominio Σ:

〈Q〉 ∝
∫

Σ

Q dΣ. (7.1)

Este es el caso de varios campos definidos sobre el espaciotiempo plano; tal como por ejemplo sucede
en electrodinámica[LBK+13] o en mecánica de fluidos[LL91].

En lo que concierne a la gravedad podŕıamos pensar en el Universo como un todo, en el cual
identificamos un amplio rango de escalas jerárquicamente organizadas en las cuales se manifiestan
diversas estructuras: el sistema solar, los cúmulos de estrellas, las galaxias, los cúmulos de galaxias,
supercúmulos, etc. Además a todas ellas, podemos asignarles una geometŕıa dada; de lo cual pa-
rece derivar que uno podŕıa recurrir a una noción de promedio para lograr conectar la descripción
geométrica de las diferentes escalas[CELU11].

Si bien, hasta ahora, tal programa no ha sido llevado a cabo, la importancia de contar con
un procedimiento de este tipo ha sido enfatizada reiteradas veces, sobre todo en el contexto cos-
mológico[Ell11, EB05].

7.1.2. Las dificultades en relatividad general

En el caso de la gravitación, las dificultades surgen debido a que uno está confrontado a una rica
estructura geométrica en la cual varios tensores están relacionados por intermedio de operadores
diferenciales (por ejemplo, la métrica gab del espaciotiempo con la curvatura de Riemann R d

abc ).
Por lo tanto, surgen sutilezas no presentes en el caso habitual de campos sobre una métrica plana
de fondo.
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Un aspecto no trivial a tener en cuenta es determinar qué campos tensoriales uno debeŕıa prome-
diar y cuál es la relación entre los tensores promediados. Concretamente, consideremos la geometŕıa
gab; entonces en general uno esperaŕıa que el tensor de curvatura asociado a una métrica prome-
diada, R d

abc [〈g〉], difiera del promedio del tensor de curvatura asociado a una métrica en la escala
micro,

〈
R d
abc [g]

〉
; esto es

gab 6= 〈gab〉 ⇒
〈
R d
abc [g]

〉
6= R d

abc [〈g〉] , (7.2)

[Ell11]. Esto también permite considerar varias opciones; por ejemplo uno podŕıa partir de las
ecuaciones de campo y promediar primero el tensor enerǵıa-momento y luego integrar para encontrar
la métrica correspondiente. Notemos de igual modo que aqúı tampoco cabe esperar que esto coincida
con el promedio de la métrica en la pequeña escala.

Otros aspectos no triviales tienen que ver con la elección de las regiones de integración y, por
supuesto, con la definición misma de promedio. Debido a que en espacios curvos el transporte paralelo
depende de la trayectoria esto trae aparejado el hecho de que no hay una forma uńıvoca de tomar
promedios.

7.1.3. Nuestro trabajo

Con esta introducción lo que deseamos señalar es que esas diferencias serán sensibles a la defini-
ción de promedios que uno decida usar; las cuales, resulta claro, son muy numerosas. Seŕıa deseable,
por tanto, que una definición concreta sea tan simple como sea posible y a la vez de aplicación
práctica, de tal manera de alcanzar una clara interpretación en su uso.

A pesar de que existen en la literatura sugerencias de cómo realizar promedios de tensores
[Zal04, BHC10, Beh08, GW11]; no hemos encontrado una que colmara nuestra expectativa de ser
simple y de inmediato uso práctico. Por ello, nuestra intención aqúı es salvar esta brecha y proveer
una definición de campos tensoriales y sus correspondientes derivadas, la cual pueda ser usada en
una variedad de situaciones de interés y requiriendo un mı́nimo de estructura geométrica adicional.

Con tal objetivo, hemos decidido basar la noción en la integración de cantidades escalares cons-
truidos a partir de una base de vectores previamente especificada. La elección de esta base vendrá
normalmente dictada por la naturaleza del problema que uno esté considerando. En la siguiente
sección (7.2) consideraremos en más detalles algunos ejemplos; sin embargo, subrayemos que la elec-
ción de la base más apropiada es una cuestión que está más allá del objetivo de este trabajo. En
cambio, aqúı solamente nos concentraremos en los aspectos matemáticos de cómo uno puede tratar
la noción de promedios de tensores y sus derivadas en forma concreta para que sea una herramienta
práctica para todas las situaciones en donde este concepto sea necesario.

Es importante mencionar que usualmente la noción de promedio está asociada solamente a la
región de integración donde se computa. Aqúı, hemos elegido asociar los promedios a un punto del
espaciotiempo; esto es, nuestra definición de promedios de tensores producirá campos tensoriales.
Consistentemente, todos nuestros ejemplos que motivan este estudio tienen en mente de manera
impĺıcita la aplicación de promedios asociados a un punto del espaciotiempo.

La forma en que introducimos esta estructura es partiendo de la suposición que en cada punto p
uno tiene a disposición un mapa que especifica una región de integración Σ(p), como será explicada
en más detalle debajo. Esta estructura es esencial para cualquier intento de definir una derivada de
promedios.

La importancia también de contar con una definición de derivada de promedios es que nos
permitirá tratar problemas en los cuales aparezcan las ecuaciones de campo.

A continuación introduciremos la motivaciones que animan esta parte del trabajo mencionando
las principales situaciones donde la noción de promedios demanda una atención especial. Algunas
de ellas han sido señaladas por otros autores tiempo atrás, otras son motivaciones propias que no
hemos visto discutidas en la literatura. Todas ellas constituyen nuestra gúıa principal para el estudio
de promedios en el contexto de la relatividad general.
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7.2. Problemas y motivaciones que sustentan la necesidad de
promedios en relatividad general

Nuestra intención en esta sección es dejar planteadas las preguntas y problemáticas que surgen
en diferentes situaciones astrof́ısicas y cosmológicas en torno a la descripción de los sistemas con
varias escalas. Esencialmente, lo discutido aqúı es nuestro preámbulo para la formulación de las
definiciones que aqúı proponemos.

7.2.1. Promedios en la estructura en gran escala del espaciotiempo

Como dijimos anteriormente, el bosquejo actual que uno posee acerca del Universo incluye la
presencia de estructuras en un amplio rango de escalas jerárquicamente organizadas. Asumiendo
que la interacción gravitacional está presente en todas las escalas del Universo uno se ve conducido
a asignar una dada geometŕıa en cada escala caracteŕıstica. Y, por lo tanto indica ser una situación
natural en la cual recurrir a una noción de promedios.

En el caso de escalas suficientemente grandes en el Universo la idea básica es que si uno piensa
en volúmenes cada vez más y más grandes, la incidencia de la distribución de materia en gran escala
sobre la dinámica en la pequeña escala, resulta equivalente al efecto que produciŕıa una distribución
suave (en el sentido de la continuidad de los valores que toma el campo).

Además, aqúı uno tiene la información que a tiempos cósmicos tempranos la materia se encon-
traba a temperaturas excesivamente altas y la distribución de la misma puede ser apropiadamente
descrita como un fluido homogéneo suave, tal como lo indican las observaciones del CMB.

En el marco de referencia cosmológico que corresponde a la escala más grande de representación,
uno asume que la geometŕıa es descrita adecuadamente por la métrica de Robertson-Walker (R-W).
De hecho, la mayor parte de nuestro conocimiento sobre cosmoloǵıa proviene de un estudio detallado
de esta geometŕıa, la cual tiene la siguiente propiedad:

Rab 6= 0, C d
abc = 0; (7.3)

donde Rab y C d
abc denotan como es usual al tensor de Ricci y al tensor de Weyl, respectivamente.

Sin embargo, en escalas mucho más chicas uno observa altas concentraciones de materia circundadas
por espacio vaćıo. Entonces, el uso de las ecuaciones de Hilbert-Einstein en la escala más pequeña
indicaŕıa, que para un evento t́ıpico, el tensor de Ricci debeŕıa ser trivial, mientras que el tensor de
Weyl tendŕıa que ser no nulo:

Rab = 0, C d
abc 6= 0; (7.4)

es decir que, llamativamente, uno obtiene la situación opuesta a la que resulta de considerar el
supuesto básico utilizado en el marco teórico cosmológico.

La dificultad aqúı radica en que no existe una noción sencilla de promedios que produzca un
resultado no nulo a partir de un tensor de Ricci nulo. Esto enfatiza, por tanto, la necesidad de un
estudio detallado en contraposición de la rápida adopción de una cosmoloǵıa homogénea desde el
principio. Debemos mencionar que este problema ha sido el objeto de estudio por largo tiempo[Ell84]
y refleja de qué manera se ha hecho un uso impĺıcito de una noción de promedios en el contexto
cosmológico para abordar la descripción geométrica del espaciotiempo y su curvatura.

Luego de haber notado este problema uno se pregunta si es correcta la idea de promediar el
tensor enerǵıa-momento y luego postular las ecuaciones de Hilbert-Einstein; ya que es de este modo
cómo se determina el tensor de Ricci en tales situaciones.

En este sentido una definición precisa ayudaŕıa a ganar un mejor entendimiento acerca de la
manera en la cual uno arriba a una descripción global donde las subestructuras se ven difuminadas.

7.2.2. El problema de la materia oscura

Nuestro punto de partida para sugerir el uso de promedios para indagar en el problema de la
materia oscura es que se conocen geometŕıas que permiten describir algunas de las observaciones
que caracterizan este fenómeno. Por ejemplo, en la referencia [MGN00] se propone una métrica con
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simetŕıa esférica que describe las curvas de rotación observadas en galaxias. Más detalladamente,
en [GM12] se presenta una solución a las ecuaciones de Einstein que explica varios de los efectos
observados de materia oscura no solamente en galaxia sino también en cúmulos.

Este tipo de geometŕıas presentan la peculiaridad de que en ellas aparece una contribución no
trivial de las componentes espaciales del tensor enerǵıa-momento. Estas construcciones que satisfacen
las ecuaciones de Hilbert-Einstein, pero que son no-Newtonianas en su naturaleza, refuerzan por
un lado la sospecha acerca de si el empleo de un punto de vista Newtoniano es apropiado en la
descripción de sistemas astrof́ısicos y cosmológicos.

Otros modelos con caracteŕısticas similares proponen una descripción en términos de campos
escalares[NSS01, ALS03]. El tensor enerǵıa-momento de un campo escalar satisface naturalmente
esta caracteŕıstica que mencionamos; sin embargo no se da ninguna explicación acerca del origen de
tal posibilidad.

Esta situación dispara la siguiente pregunta: ¿de qué manera uno podŕıa entender las componen-
tes espaciales del tensor enerǵıa-momento que hasta ahora no han sido tenidas en cuenta? ¿Podŕıa
ser, por ejemplo, que la presencia de componentes espaciales no despreciables del tensor enerǵıa-
momento surjan luego de algún proceso de promedio realizado en un sistema compuesto por una
gran cantidad de pequeños constituyentes?

Estamos pensando aqúı, en la situación donde uno posee una métrica gab que describe exacta-
mente la escala micro y satisface las ecuaciones de Hilbert-Einstein:

Gab[g] = κTab. (7.5)

Luego el promedio formal de este sistema estaŕıa dado por

〈Gab[g]〉 = κ 〈Tab〉 ; (7.6)

el cual puede ser visto como

Gab[〈g〉] + Eab = κ 〈Tab〉 ; (7.7)

donde hemos reescrito el lado izquierdo en términos del tensor de Einstein Gab[〈g〉] para la métrica
promedio 〈g〉 y un término adicional Eab que da cuenta de la diferencia con 〈Gab[g]〉.

Por tanto uno podŕıa investigar si el término Eab que surge luego de un proceso de promedios
podŕıa dar cuenta significativa de componentes espaciales en el lado derecho de (7.7).

7.2.3. La cuestión de promediar la métrica misma

La métrica claramente es uno de los candidatos inmediatos para promediar debido a que, tanto
mediciones de longitudes y tiempo están determinadas a partir de ella, aśı como también porque
juega un papel esencial en la descripción de los campos de materia presentes en una dada escala a
través del tensor enerǵıa-momento.

En el caso de un gran sistema compuesto por numerosos subsistemas uno podŕıa considerar
la idea de que su tamaño y evolución temporal estaŕıan apropiadamente determinados por una
geometŕıa promediada en la cual los detalles internos del sistema son suavizados.

Esto es de hecho lo que sucede en cosmoloǵıa, donde la hipótesis básica de trabajo, es que la
métrica en su escala más grande es homogénea e isotrópica.

Más precisamente, uno podŕıa contemplar el caso de dos escalas t́ıpicas dentro una jerarqúıa
multi-escala del sistema en cuestión. Una opción posible, que parece razonable considerar en este
caso, es descomponer la métrica del sistema total, de la siguiente forma:

gab = ḡab + hab; (7.8)

donde ḡab correspondeŕıa a la métrica ‘promediada’ del sistema más grande y hab a aquella adecuada
para describir la pequeña escala y que seŕıa una perturbación de la primera; en otras palabras uno
esperaŕıa tener lo siguiente

〈ḡab〉 = ḡab y 〈hab〉 = 0. (7.9)
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Por ejemplo, la aplicación de esta idea a un cúmulo de galaxias que en su escala más grande
parece tener una forma esféricamente simétrica nos induciŕıa a tomar ḡab dentro de la familia que
son esféricamente simétricas y usar hab para describir la estructura interna remanente. Sin embargo,
en tales casos el procedimiento no sigue un esquema preciso de cómo realizar los promedios.

Esto es una propuesta que resulta interesante en vista a futuras aplicaciones; a pesar de ello,
uno debe subrayar que nuestra sugerencia es sólo una entre muchas otras diferentes en las cuales
uno podŕıa atacar el problema de promediar la métrica. Esto es, no existe un tratamiento universal
para esto y en consecuencia hay muchos abordajes posibles. Por lo tanto, seŕıa deseable que el factor
común de todas estas técnicas sea el hecho de que provean con una definición práctica y precisa de
promedios; con el fin de que puedan ayudar a una interpretación clara y concreta luego de aplicarlas.

7.2.4. Promedio del tensor enerǵıa-momento

También, una opción natural seŕıa considerar una técnica para promediar el contenido de materia
previo al uso de las ecuaciones de campo en vez de la métrica. En este caso, si uno denota por tab el
tensor enerǵıa-momento de los subsistemas en la escala micro entonces, parece haber pocas opciones
para considerar un tensor enerǵıa-momento macroscópico, T̄ab, que no sea el siguiente:

T̄αβ =
1

VΣ

∫
Σ

tαβ dΩ; (7.10)

donde con letras griegas denotamos las componentes en una base apropiada.
Un ejemplo importante, en que esto se podŕıa aplicar, es en el caso en que uno quisiera abordar

el problema de la descripción macroscópica de materia en el Universo a través de la distribución de
galaxias. Si la materia estuviese solamente concentrada con la materia visible entonces en puntos
intermedios entre galaxias uno tendŕıa que el tensor enerǵıa-momento es nulo mientras que su
promedio produciŕıa un resultado distinto de cero.

Los detalles para un cálculo como este dependerán de la manera en que uno decida cómo atacar
el problema y, en particular de la elección de las regiones de integración. Normalmente la carac-
terización del sistema incluirá la elección de una base particular en la cual el cálculo tenga una
interpretación f́ısica inmediata.

7.2.5. Promedio de la conexión

Cuando sistemas astrof́ısicos son considerados uno encuentra muy a menudo modelos convenien-
tes que consideran el movimiento de pequeños cuerpos sobre una dada geometŕıa que predomina en
escalas grandes. En un cúmulo de galaxias, uno podŕıa obtener información de la dinámica de cada
galaxia individual asumiendo que las mismas son cuerpos de prueba sobre la geometŕıa de fondo.
Conjuntamente, teniendo en cuenta el paso de los fotones a través del cúmulo, uno podŕıa obtener
información complementaria a partir de observaciones de lentes débiles. Este tipo de comportamien-
tos está descrito en términos de la ecuación de geodésicas, la cual tiene registro de la conexión en
vez de la métrica y la curvatura.

Esto sugiere por ende que en algunos casos podŕıa ser relevante considerar promedios de la
conexión sobre una geometŕıa de referencia. Esto también podŕıa ser posible en términos de tensores
ya que si uno tiene una métrica gab, que describe en detalle el sistema, y alguna otra de fondo gab
entonces la diferencia entre las conexiones asociadas a ellas puede ser descrita en términos de un
tensor; es decir, uno puede escribir:

∇avb = ∂av
b + γ b

a cv
c; (7.11)

donde ∇a y ∂a son las derivadas covariantes métricas de gab y gab respectivamente; y γ b
a c es un

tensor.
Teniendo a mano una definición de promedios uno podŕıa además relacionar el promedio de la

conexión con su curvatura correspondiente.
La construcción que proponemos en este caṕıtulo se ajusta a este propósito para esta clase de

estudios.
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7.3. Definición de promedios para campos tensoriales

7.3.1. El caso general

Consideremos una variedad diferencialM n-dimensional. Asumiremos que en cada punto q ∈M
una base de vectores e aα junto con su respectiva base dual ω α

a ha sido dada; esto es:

e aα ω
β
a = δ β

α ; (7.12)

donde hemos usado, para nuestra notación, el alfabeto griego para los ı́ndices numéricos de la base,
es decir, α, β = 1, ..., n, mientras que para denotar ı́ndices abstractos empleamos a, b, ....

Denotaremos entonces las componentes de un campo tensorial arbitrario Aa...bc...d en esta base

como Aα...βγ...δ de tal forma que en esta notación se tiene

Aa...bc...d = Aα...βγ...δ e
a
α ...e

b
β ω

γ
c ...ω

δ
d . (7.13)

Las componentes son campos escalares para las cuales la operación usual de promedios en términos
de integrales 7.1 puede ser aplicada.

Escojamos entonces un punto de referencia p y una asignación que le haga corresponder una
región de integración m-dimensional, la cual denotaremos como Σ(p). Dicha asignación es en princi-
pio arbitraria pero, una elección apropiada de Σ(p) dependerá en principio de las caracteŕısticas del
sistema a promediar. La suposición de dicho mapa p→ Σ jugará un rol importante en la definición
de las derivadas del promedio de campos tensoriales.

La definición que proponemos para el promedio de campos tensoriales es la siguiente:

Definición 7.3.1 (Promedios) El promedio del campo tensorial Aa...bc...d en el punto p sobre la
región de integración Σ(p), el cual denotaremos por

〈
Aa...bc...d

〉
Σ(p)

, es el nuevo tensor〈
Aa...bc...d

〉
Σ(p)

=
〈
Aα...βγ...δ

〉
Σ(p)

eaα...e
b
β ω

γ
c ...ω

δ
d, (7.14)

asignado en el punto p; donde〈
Aα...βγ...δ

〉
Σ(p)
≡ 1

VΣ(p)

∫
Σ(p)

Aα...βγ...δ dΩp; (7.15)

y donde dΩp es el elemento de volumen de Σ(p) y VΣ(p) es el volumen de dicha región.

Aplicando dicha definición a todo punto p de M uno obtiene un campo tensorial promediado
sobre la variedad.

La definición trae implicadas algunas propiedades algebraicas que pueden ser inmediatamente
deducidas y las cuales resulta útil tener en cuenta, como por ejemplo: el promedio de cualquier
elemento de la base es trivial

〈e aα 〉Σ(p) = e aα , (7.16)

〈ω α
a 〉Σ(p) = ω α

a . (7.17)

Los promedios no conmutan con el producto tensorial, esto es:〈
AaB

b
〉

Σ(p)
6= 〈Aa〉Σ(p)

〈
Bb
〉

Σ(p)
. (7.18)

Por otra parte es interesante notar que para la delta de Kronecker uno tiene

〈δ ab 〉Σ(p) = δ ab ; (7.19)

de tal manera que la contracción de un campo tensorial promediado coincide con el promedio de la
contracción:

δ ab
〈
A b
a

〉
Σ(p)

=
〈
δ ab A

b
a

〉
Σ(p)

. (7.20)

La propuesta que presentamos es deliberadamente sencilla y está construida en una forma directa
con la intención de maximizar su aplicabilidad teniendo en mente la variedad de ejemplos que hemos
presentado en la introducción.
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7.3.2. El caso con regiones de integración (n− 1)-dimensional

Teniendo en cuenta las situaciones que hemos discutido en la introducción, podemos esperar que,
en varias ocasiones, las regiones de integración a considerar tengan dimensión n − 1. En particu-
lar, este parece ser el caso más apropiado cuando uno quiera enfrentarse al problema de promediar
observables sobre el cono de luz pasado de un observador en el cual uno deseaŕıa describir el compor-
tamiento efectivo de los fotones en su paso a través de la geometŕıa en pequeña escala. Este hecho
es precisamente nuestra principal justificación para ahondar en más detalle sobre promedios en hi-
persuperficies, si bien la discusión siguiente aplica a los tres posibles caracteres que puede presentar
la hipersuperficie Σ(p): temporal, espacial o nula.

Esencialmente, repasaremos aqúı cuestiones de integración que necesitaremos luego para el
computo de las derivadas del promedio (sección (7.4.2)) y señalaremos las sutilizas que existen en
la integración sobre superficies nulas además de sentar la notación que utilizaremos en lo siguiente.

Comencemos asumiendo que una métrica y su correspondiente forma de volumen εa1...an han sido
dadas sobre el espaciotiempo; entonces para realizar una integración sobre Σ(p) necesitamos trabajar
con una forma de volumen (n − 1)-dimensional inducida sobre tal hipersuperficie que escribiremos
simplemente como εa1...an−1 . La especificación de esta forma de volumen presenta sutilezas en el
caso nulo a diferencia de los casos temporales y espaciales donde su determinación es natural.

Si Σ(p) es una hipersuperficie nula, la elección de εa1...an−1
puede ser hecha de la siguiente forma:

dentro del subespacio de 1-formas definido sobre Σ(p) que aniquilan todos los vectores tangentes a
Σ(p) escojamos un elemento, θa y definamos εa1...an−1

como

εa1...an ≡ n θ[a1
εa2...an]. (7.21)

Notemos que la libertad en esta elección es un factor multiplicativo de θa. Conviene introducir,
también, una normal a la hipersuperficie denotada por Na; entonces uno tendŕıa

θa = gabN
b. (7.22)

Por ejemplo, consideremos el caso del cono nulo (pasado o futuro) de un punto en el espaciotiempo
de cuatro dimensiones, el cual está generado por el campo vectorial nulo `a; entonces el vector normal
Na es

Na = `a, (7.23)

y en esta notación uno tiene
θb = `b. (7.24)

Además, usando una tetrada nula (`a, na,ma, m̄a) uno tomaŕıa los tres vectores (`a,ma, m̄a) tan-
gentes a Σ(p).

En los casos temporal y espacial tenemos una única elección natural para θa dada por la ecua-
ción (7.22) e imponiendo la normalización Naθa = ±1 según corresponda. En consecuencia existirá
una única forma de volumen εa1...an−1 en estas situaciones. En el caso general usaremos la notación
N a para referirnos a un vector saliente de la hipersuperficie; de esta manera la forma de volumen
εa1...an−1

será proporcional a la contracción de N a con εa1...an . Por consistencia con lo dicho an-
teriormente siempre escogeremos este vector de forma tal que N a θa = 1. Concretamente, en el
ejemplo anterior tendŕıamos N a = na, mientras que si Σ(p) es temporal o espacial uno tomaŕıa
N a = ±Na según corresponda.

Hasta aqúı hemos tratado de resaltar de manera lisa y llana la estructura métrica en la integración
sobre hipersuperficies, sin embargo uno podŕıa preferir destacar la estructura asociada a un sistema
de coordenadas adaptado a Σ(p); esto es, uno podŕıa tomar la coordenada x1 a ser constante sobre
Σ(p) de tal forma que el vector ∂

∂x1 apunte en la dirección saliente; es decir N a = ∂
∂x1 . De hecho, es

habitualmente de esta forma tal como se suele presentar en la literatura (ver por ejemplo [Poi04]).

7.4. Derivada de los promedios

Como se mencionó en la introducción, uno de los objetivos principales en cualquier formalismo de
promedios es el de obtener las ecuaciones que satisfacen las cantidades macro. Con esa finalidad, en
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esta sección proveemos de una definición natural de derivadas para campos tensoriales promediados
que sólo requiere de técnicas conocidas.

A la hora de tomar derivadas en un punto p es necesario que los campos estén definidos en un
entorno de p. Entonces, si consideramos una derivada covariante ∇a sobreM, ella puede ser aplicada
directamente sobre un campo que ha sido previamente promediado. El campo debe ser suave por lo
que resultan fundamentales las caracteŕısticas de la asignación p→ Σ(p).

Respecto de esta correspondencia asumiremos que existe un mapa Ψp : U → Σ(p) que va desde
una región d-dimensional U ⊂ Rd a Σ(p) (d 6 n). Los detalles espećıficos del mapa dependerán de
la estructura disponible alrededor del punto p ∈ M. Por ejemplo, para fijar ideas, en el caso de un
espaciotiempo cuadridimensional la estructura podŕıa estar dada por el campo de velocidades va

de observadores cosmológicos y sus conos de luz pasados. Alrededor de cualquier punto uno puede
referir puntos en un entorno por medio de las coordenadas angulares canónicas (θ, φ) y la distancia
af́ın λ definida uńıvocamente respecto de va. Entonces a cada punto p uno podŕıa asignarle la región
Σ(p) definida por el mapa: (θ, φ, λ 6 λ∗)→ (todo puntos en el cono nulo pasado de p).

Por lo tanto, ya que en el cómputo de derivadas uno compara el valor del tensor promedio en p
con otro calculado en un punto ‘cercano’ q, uno necesita la información de cómo cambia la región
Σ(p) cuando uno se mueve desde p a q. Caracterizaremos el movimiento de p a q por una curva γ(s),
con vector tangente ξa. Vemos aśı que la asignación p → Σ(p) y la curva γ a través de p generan
curvas γ′ para cualquier otro punto p′ ∈ Σ(p). En otras palabras, la congruencia de curvas γ′ está
completamente determinada por el mapa generador Ψp mencionada arriba.

En el ejemplo anterior, las curvas γ′ son generadas manteniendo fijo los valores de (θ, φ, λ)
mientras se pasa de p a q.

Esta construcción produce por tanto, para asignación p → Σ(p) y para cada curva γ un campo
vectorial wa tangente a las curvas γ′ con la siguiente dependencia funcional sobre Σ(p):

wa = wa(p, ξa). (7.25)

Este campo aparece naturalmente en las definiciones que presentamos debajo.

7.4.1. Derivada covariante

Consideremos una conexión arbitraria ∇a sobre M, entonces podemos definir la derivada cova-
riante en la dirección del vector ξa como sigue:

Definición 7.4.1 (Derivada covariante para el promedio de tensores)

ξe∇e
〈
Aa...bc...d

〉
Σ(p)
≡ ξ

(〈
Aα...βγ...δ

〉
Σ(p)

)
e aα ...e

b
β ω

γ
c ...ω

δ
d

+
〈
Aα...βγ...δ

〉
Σ(p)

ξσΓ ε
σ α e

a
ε ...e

b
β ω

γ
c ...ω

δ
d

+ ...+
〈
Aα...βγ...δ

〉
Σ(p)

ξσΓ ε
σ βe

a
α ...e

b
ε ω

γ
c ...ω

δ
d

−
〈
Aα...βγ...δ

〉
Σ(p)

e aα ...e
b
β ξ

σΓ γ
σ ε ω

ε
c ...ω

δ
d

− ...−
〈
Aα...βγ...δ

〉
Σ(p)

e aα ...e
b
β ξ

σΓ δ
σ ε ω

γ
c ...ω

ε
d ;

(7.26)

donde e aα∇ae bβ = Γ γ
α βe

b
γ y e aα∇aω

β
b = −Γ β

α γ ω
γ
b .

Claramente, esta constituye la noción más natural y directa de derivada aplicable que es consis-
tente con la asociación p→ Σ(p).

Podemos observar que la información acerca de cómo la región de integración Σ(p) cambia está

solamente contenida en el primer término del lado derecho que posee el factor ξ

(〈
Aα...βγ...δ

〉
Σ(p)

)
.
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CAPÍTULO 7. PROMEDIOS EN RELATIVIDAD GENERAL

Esta derivada puede ser expresada en términos del campo vectorial wa discutido antes. Hemos
preferido relegar los detalles de este cálculo a los apéndices A.1; donde computamos el siguiente
ĺımite

ξ

(〈
Aα...βγ...δ

〉
Σ(p)

)
= ĺım
s→0

1

s

(〈
Aα...βγ...δ

〉
Σ(q)
−
〈
Aα...βγ...δ

〉
Σ(p)

)
; (7.27)

donde s es el parámetro a lo largo de la curva γ conectando p con q y ξ ≡ ∂
∂s . Alĺı mostramos que

el mismo adquiere la siguiente expresión alternativa:

ξ

(〈
Aα...βγ...δ

〉
Σ(p)

)
=

1

VΣ(p)

∫
Σ(p)

£w

(
Aα...βγ...δ dΩq(s)

) ∣∣∣∣
‖Σ(p)

−

〈
Aα...βγ...δ

〉
Σ(p)

VΣ(p)
ξ
(
VΣ(q)

)
; (7.28)

donde £w denota la derivada de Lie a lo largo del campo vectorial wa y ‖Σ(p) indica la proyección
al espacio tangente de Σ(p). Esta condición es necesaria cuando la dimensionalidad de la región de
integración es menor que n.

7.4.2. Derivada de Lie

Dado un campo vectorial za podemos también considerar la derivada de Lie de tensores de-
finidos como promedios según (7.3.1). Nuevamente, notamos que podemos aplicar las técnicas
usuales[KN63]; definiremos la derivada de Lie de tensores promedios haciendo uso de la derivada
covariante:

Definición 7.4.2 (Derivada de Lie para el promedio de tensores)

£z

〈
Aa...bc...d

〉
Σ(p)

=ze∇e
(〈
Aa...bc...d

〉
Σ(p)

)
−
〈
Ae...b c...d

〉
Σ(p)
∇eza − . . .− 〈Aa...ec...d〉Σ(p)∇ez

b

+
〈
Aa...be...d

〉
Σ(p)
∇cze + . . .+

〈
Aa...bc...e

〉
Σ(p)
∇dze.

(7.29)

Advirtamos que en general, el campo za será diferente de aquel utilizado para mover la región
de integración Σ(p) a pesar de que ambos campos deben coincidir en p.

7.4.3. Derivadas de promedios sobre regiones (n− 1)-dimensionales

En este apartado deseamos completar la discusión de derivadas presentando un resultado que
permite computar los tensores definidos previamente en el caso en que los promedios sean definidos
sobre regiones (n − 1)-dimensionales. La siguiente expresión cuya prueba relegamos al apéndice
(A.1) es completamente general en el sentido que contempla las tres posibilidades para Σ(p), bien
sea espacial, temporal o nula.

Como puede verse de las definiciones anteriores lo que uno necesita esencialmente conocer es
la acción de la derivada sobre el promedio de campos escalares. En el caso en que Σ(p) es una
hipersuperficie la derivada de un campo escalar general A puede ser expresado como:

£w〈A〉Σ(p) =

∫
Σ(p)

[
∇e (Awe) +Aθf

(
we∇eN f −N e∇ewf

) ]
dΩp; (7.30)

donde aqúı estamos empleando la notación introducida en (7.3.2).

7.5. Comparación con otros trabajos en la literatura

Para poner en perspectiva nuestro trabajo nos parece pertinente aqúı relacionar nuestra definición
de promedios de tensores con trabajos previos en la literatura subrayando similitudes y diferencias.
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Citemos, por ejemplo el trabajo de Buchert[Buc00]; uno de los primeros en la materia en el cual
se discute una noción de promedios motivada por el problema de explicar la expansión acelerada en
cosmoloǵıa a través del concepto de ‘backreaction’. En el mismo solamente se emplea una noción
de promedios aplicada a las cantidades escalares que encontramos en la formulación 3 + 1 de la
ecuaciones de Einstein. El autor aplica las técnicas de promedios sobre hipersuperficies espaciales
a las ecuaciones en la que sólo estos escalares intervienen; sin embargo el alcance del método alĺı
expuesto sólo pretende ser de uso para promediar modelos cosmológicos inhomogéneos. En nuestro
caso hemos preferido ampliar la atención a la noción de promedios de tensores la cual abarca éste
como caso particular. El mismo autor presenta además reglas de conmutación para las derivadas
temporales y los promedios, en cambio aqúı hemos optado por presentar una definición general de
derivadas de promedios de tensores.

En un art́ıculo inspirado en el recién citado, Gasperini y colaboradores [GMNV11] aplican pro-
medios a cantidades escalares sobre el cono de luz pasado haciendo uso de una particular elección
de coordenadas observacionales en las aplicaciones que ellos sugieren. Este tratamiento ilustra las
circunstancias en la cual una base puede ser extráıda para realizar promedios de tensores; y al mismo
tiempo constituye un ejemplo de la clase de estructura que naturalmente aparece en el estudio de
ciertos problemas espećıficos. En nuestro trabajo, esta base está expĺıcitamente materializada en la
definición.

Otros trabajos que solamente consideran el promedio de cantidades escalares fueron propuestos
por Coley [Col10], y Kaspar y Sv́ıtek [KS14]. Ambos están esencialmente enfocados con el problema
de promedios en el contexto cosmológico y únicamente admiten promedios de escalares definidos a
partir de la curvatura.

Por otro lado, esquemas generales, aplicables a cualquier campo tensorial fueron propuestos
por Zalaletdinov[Zal93, Zal04, Zal92, Zal08] los cuales están basados en el uso de bitensores para
transportar tensores de un punto a otro dentro de la región de integración. En esta forma el autor
propone evitar el problema de la dependencia del transporte paralelo para tensores. Uno puede ver
que el uso de bitensores puede ser relacionado a la especificación de una base en cada punto de
la variedad; en nuestro caso la prescripción de una base sobre la región de integración implica la
existencia de un bitensor W b

a (p, q) naturalmente asociado de la siguiente manera:

W b′

a (p, q) = ω γ
a (p) e b

′

γ (q); (7.31)

el cual puede ser usado en el abordaje de Zalaletdinov. Los promedios en este caso son solamente
discutidos sobre regiones que de igual dimensión que la variedad y son aplicados para promediar
las ecuaciones de Einstein; sin embargo el empleo del contenido total de las ecuaciones de Einstein
en tal derivación merece un estudio más detallado según ha sido apuntado oportunamente en otros
trabajos[GW13].

Mencionemos también otras propuestas y definiciones usadas para promediar campos tensoriales
que difieren en naturaleza de la nuestra tal como la de Green y Wald [GW11, GW13, GW16] y la
de Behrend [Beh08]. La primera de ellas se basa en la existencia de un ĺımite de alta frecuencia para
los campos y la han aplicado a las ecuaciones de Einstein.

Esta pequeña lista no pretende ser una revisión de todos los esfuerzos que se encuentran en la
literatura sobre trabajos que tratan con definiciones de promedios de tensore sobre una variedad
general; es sólo una selección personal que intenta dar una idea de la naturaleza de los diferentes
esquemas explorados en la materia. Nuestro acercamiento en este ámbito trata de emplear un mı́nimo
de estructura que permita un uso práctico de promedios aplicados a tensores. Aspiramos también a
que nuestra propuesta nos permita mantener un máximo de claridad al abordar problemas concretos,
por lo cual hemos optado por un método sencillo. Aśı mismo esperamos que resulte útil al tratar
expĺıcitamente con ecuaciones diferenciales para los campos.

7.6. Comentarios sobre este caṕıtulo

Hemos presentado aqúı una nueva definición de promedios aplicable a campos tensoriales de
completa generalidad sobre una variedad n-dimensional. La misma está basada en la integración de

90
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escalares construidos con el uso de una base adecuada a la situación particular que se desee tratar;
esto es uno deberá prescribirla de acuerdo a la naturaleza del problema en que se desea aplicar.
Las técnicas usadas para la definición si bien no involucran nuevos desarrollos están diseñadas para
ser de amplia aplicación en diversas situaciones. Hemos preferido este enfoque que nos permite
recurrir solamente a la estructura más simple presente en los sistemas a estudiar. Contrariamente a
esquemas más elaborados confiamos que nuestra propuesta permitirá una implementación práctica
y directa. Complementariamente esta construcción provee una definición simple de derivadas para
los promedios en comparación con otros trabajos como por ejemplo [Zal04].

Diversos escenarios posibles han sido discutidos y constituyen nuestras motivaciones preliminares.
A través de ellos hemos intentado argumentar que el rango de aplicabilidad es bastante amplio y
alcanza sistemas en escalas astrof́ısicas tanto como cosmológicas en las cuales la explicación de
la fenomenoloǵıa asociada con las llamadas materia oscura y enerǵıa oscura podŕıa requerir de
técnicas que contemplen de forma adecuada promedios de los campos f́ısicos. Es de hecho, en el caso
cosmológico donde uno normalmente encuentra este tipo de discusiones que recurren impĺıcitamente
a nociones de promedios. Sin embargo, consideramos también que es importante destacar que una
definición de promedios de tensores podŕıa ser muy relevante para el estudio de sistemas astrof́ısicos,
esto es, en escalas menores como por ejemplo cúmulos de galaxias o galaxias individuales donde el
problema de la materia oscura no es bien comprendido.

Otro punto importante que vale remarcar es que existen diversas situaciones donde podŕıa ser
interesante considerar promedios de la conexión con respecto a algún espaciotiempo de fondo debido
a que varias observaciones proveen información acerca de la ecuación de geodésicas. Es llamativo
que esta última posibilidad no haya sido vislumbrada anteriormente y esta técnica aplicada.

Este trabajo ha sido confinado al aspecto puramente teórico, nuestra expectativa en el futuro
inmediato es hacer uso de estas herramientas en el estudio de las ecuaciones de campos en sistemas
astrof́ısicos en general y en el problema de promediar observables en el contexto cosmológico.
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Caṕıtulo 8

Comentarios Finales

En esta tesis nuestra motivación ha sido la de abordar la problemática que existe en el estudio
del contenido de materia del Universo. El problema en śı mismo es muy complejo pues se manifiesta
en diversas escalas que van desde galaxias hasta el nivel cosmológico y, por lo tanto, su incidencia se
extiende a cuestiones que guardan cierta distancia entre śı también: como por ejemplo la descripción
de la dinámica de las estrellas en una galaxia y la explicación del crecimiento y formación de
estructuras en el Universo. Sin embargo, el gran desconcierto quizá sea que el modelo cosmológico
estándar ha sido capaz de describir un número importante de observaciones e incluso poder predecir
otras: tal como por ejemplo la presencia de los picos acústicos en el espectro de anisotroṕıas del
CMB. A pesar de esto, permanece la incógnita sobre la naturaleza misma de las componentes más
abundantes requeridas dentro del cuadro teórico que se ha elaborado: las llamadas materia oscura
y enerǵıa oscura.

En lo que respecta al caso de la materia oscura la mayoŕıa de los modelos que se utilizan
para describir distintos sistemas astrof́ısicos solamente tienen en cuenta la densidad de enerǵıa
como fuente del campo gravitatorio; sin embargo, en el marco teórico de las teoŕıas de campo de
la gravedad, como la relatividad general uno dispone del tensor enerǵıa-momento; en el cual, la
densidad de enerǵıa es sólo una de sus componentes. Debido a esta observación y al hecho que
existen geometŕıas donde las componentes espaciales del tensor enerǵıa-momento han demostrado
ser de utilidad para la descripción de aspectos observacionales del fenómeno de materia oscura, es
que nuestro enfoque ha sido el de no trabajar a priori con suposiciones acerca de la misma, sino
buscar medios que permitan una aproximación desprejuiciada para abordar su estudio. La ruta
que hemos tomado para ello fue el de perfeccionar y construir nuevas técnicas que nos permitan
responder a la pregunta: ¿cuál es la forma más apropiada de descripción de la materia oscura? Aqúı,
hemos proporcionado nuevas herramientas que nos permiten lidiar con este problema desde una
perspectiva más amplia. El trabajo que aqúı presentamos se ha desarrollado en un nivel puramente
teórico, sin embargo estas herramientas son un medio útil para estudios observacionales concretos
y en el futuro cercano planeamos aplicarlas a sistemas espećıficos.

Para concluir este trabajo y poner en perspectiva lo realizado hasta aqúı sintetizaremos las
principales contribuciones que presentamos y que se encuentran discutidas en detalle al final de
cada caṕıtulo que componen esta tesis.

Hemos comenzado el trabajo con una discusión acerca de la necesidad de considerar promedios
en relatividad general ya que es posible que la forma en que uno da cuenta del contenido de materia
esté relacionado a la manera en que normalmente tratamos con inhomogeneidades en cosmoloǵıa.
En particular, ello podŕıa dar origen a términos que no son tenidos en cuenta en las ecuaciones
de campo y podŕıan contribuir como fuentes adicionales. Dado que una noción de promedios para
campos en espacios curvos involucra varios desaf́ıos uno debe considerar el problema en detalle;
esto fue hecho en el caṕıtulo dos en el cual dejamos planteadas estas cuestiones y discutimos las
distintas cantidades de interés que podŕıan ser susceptibles de promediar; en particular, señalamos la
importancia de considerar promedios de la conexión, un tema que no es frecuentemente mencionado
en la literatura.
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Dada la amplitud de posibles aplicaciones en las cuales es necesario tener un buen entendimiento
de las consecuencias derivadas luego de recurrir a una noción de promedios es que hemos propuesto
una definición de promedios que sea de suficiente generalidad pero, a la vez sencilla y de uso práctico.
La misma se aplica a campos tensoriales de cualquier rango y da como resultado campos tensoriales
del mismo rango definidos sobre la misma variedad; lo cual es esencial para luego definir una noción
de derivada que sea apropiada para lidiar con las ecuaciones de los campos. Nuestra definición
hace uso de la menor estructura adicional posible a diferencia de otros trabajos en la literatura y
contiene a varios de ellos como casos particulares. Está construida a partir de la prescripción de una
base de vectores con la cual se toman las componentes de los tensores que uno desea promediar y,
donde la especificación de esta base está dictada según las particulares de cada problema, tal como
hemos ejemplificado en la discusión. En el futuro esperamos aplicar estas técnicas a situaciones
concretas que son de especial interés para nosotros tal como por ejemplo en el problema de promediar
observables en el contexto cosmológico y en la obtención de ecuaciones de campos para los campos
promediados en la cual también interviene nuestra definición de derivada de promedios.

La segunda novedad que introducimos en este trabajo tiene que ver con la extensión de las ideas
presentadas en [GM11] al contexto cosmológico. En esta parte del trabajo presentamos el nuevo
formalismo de lentes débiles partiendo desde primeros principios para un espaciotiempo de fondo
arbitrario y luego particularizando a una cosmoloǵıa estándar. Para realizar las comparaciones entre
las situaciones en que existe una lente gravitacional y en la cual no hemos utilizado el espaciotiempo
plano como referencia lo cual nos permite tener en cuenta los efectos producidos por el espacio
cosmológico de fondo. Esto nos ha llevado a señalar varias sutilezas que surgen en el caso en que lentes
son consideradas sobre espaciotiempos curvos. Nuestro tratamiento sólo hace uso de los escalares
ópticos ya que son ellos los observables que uno dispone en el estudio de lentes débiles; en otras
palabras, hemos evitado en la discusión hacer referencia al ángulo de desviación que es el punto de
partida de la gran mayoŕıa de art́ıculos en la literatura. Las fórmulas (2.153, 2.154, 2.155) que hemos
obtenido son nuevas y de una gran generalidad ya que están escritas en términos de la curvatura de la
lente y por tanto tienen en cuenta todas las componentes del tensor enerǵıa-momento. En particular,
esto nos permite trabajar con modelos geométricos para la lente en contraste con las descripciones
usuales que sólo consideran la densidad de materia del sistema. En la sección (2.8) y (2.9) hemos
mostrado el caso general de lentes finas caracterizadas por geometŕıas estáticas y esféricamente
simétricas. En esta aproximación, que suele ser la más usual en las situaciones observacionales,
hemos corregido un error conceptual que aparecen frecuentemente en libros de texto basados en el
paradigma de Σ/Σcr, a saber: que no es correcto intercambiar distancias Eucĺıdeas por distancias
angulares en las expresiones de los escalares ópticos en la aproximación de lentes finas cuando
uno pasa al contexto cosmológico. Hemos mostrado que en una derivación más cuidados aparecen
dos términos de redshift de diferente origen que modifican las expresiones usuales; los cuales sólo
se anulan en el caso de que el movimiento de la lente coincida con el que tendŕıa un observador
preferencial de la cosmoloǵıa. Ello surge debido a que nuestras expresiones contienen de manera
intŕınseca el posible movimiento de la lente y de hecho nuestra presentación incluye de manera
natural el efecto de lentes en movimiento en contraste con trabajos mucho más extensos que tratan
este aspecto de manera separada al caso de lentes en reposo. Otro punto de importancia es que
con los ejemplos presentados en la sección (2.9.1) queda claro conceptualmente que los efectos
de convergencia y shear están asociados a distintos componentes de la curvatura: la convergencia
responde al tensor de Ricci mientras que el shear tiene su origen en el tensor de Weyl. Es este hecho
justamente el que nos permite considerar geometŕıas peculiares como la solución anisotrópica sin
masa discutida en (2.9.1), la cual es imposible de tratar con las fórmulas derivadas a partir del
cociente Σ/Σcr.

Dentro del lenguaje de lentes también presentamos nuevas fórmulas para la relación de las magni-
tudes observadas con los escalares ópticos a través de las magnificaciones en intensidad que definimos
en la subsección (2.5.4). Mostramos alĺı que la magnificación de intensidad ‘f́ısica’ µ̃ sólo depende
de la distancia af́ın y coincide con la magnificación angular µ como consecuencia del teorema de
Etherington (2.5.1). Esto implica que uno puede expresar el módulo de la distancia como función
de los escalares ópticos y de datos cinemáticos. Nos referimos aqúı a un concepto más ‘f́ısico’ ya
que se basa en la comparación de flujos a igual valor del parámetro af́ın y por tanto es adecuado
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para espaciotiempos generales. En cambio, cuando lo expresamos en término de µ′c, esto requiere de
la suposición de un modelo cosmológico de tal forma que una relación distancia-redshift pueda ser
aplicada.

Hemos mencionado la relación de este hecho con la observación de supernovas ya que si uno
observa las tablas 2.1 y 2.2 puede notar que la intensidad en magnificación µ̃ es siempre más grande
que 1. Si hacemos uso de (2.109), esto implica que las luminosidades observada son más brillantes
que en el caso plano. Sin embargo, en el análisis usual basado en los trabajos [R+98, P+99] se afirma
que las luminosidades observadas son más tenues (ver tabla 2.1) de lo esperado como función del
redshift y luego se aduce la presencia de una constante cosmológica. Esto está en marcado contraste
si uno considera la situación más general en la cual no se requiere asumir de un modelo para explicar
las observaciones ya que las observaciones de luminosidad no son sensibles a la presencia de una
constante cosmológica en este caso tal como lo revelan las ecuaciones (2.109) y (2.23) ya que en ellas
sólo intervienen las partes sin traza del tensor de Ricci y el tensor de Weyl.

En relación a este punto también resulta sumamente interesante el estudio de la magnificación
producida por un conjunto de inhomogeneidades a lo largo de la visual. Para ello hemos desarrollado
en el caṕıtulo (3) el formalismo de lentes finas para configuraciones de varias lentes que se encuentran
cuasi-alineadas a lo largo de la visual el cual es una extensión del formalismo presentado en el caṕıtulo
(2).

Por último, en las secciones finales nos hemos concentrado en construir modelos geométricos,
esto es espaciotiempos exactos, para la descripción de sistemas astrof́ısicos con simetŕıa esferoidal
(prolada y oblada); los cuales hemos utilizados como lentes en el cálculo de los escalares ópticos y
donde hemos visto aplicaciones no triviales de lentes que no exhiben simetŕıa axial.

Los nuevos modelos que presentamos son de dos tipos: en el caṕıtulo (4) hemos presentado mo-
delos que son generalizaciones de espaciotiempos esféricamente simétricos que están pensado para la
descripción de sistemas compactos mientras que en el caṕıtulo (6) hemos propuestos modelos esfe-
roidalmente simétricos que están inmersos dentro de la cosmoloǵıa de R-W y por tanto, pareceŕıan
mucho más adecuados para la descripción de estructuras muy grandes tal como es el caso de voids.
Las generalizaciones en ambos casos están construidas a partir de la introducción de dos funciones
radiales, una de ellas que estrechamente relacionada a la masa de la distribución mientras que la otra
permite controlar de una forma relativamente sencilla la contribución de las componentes espaciales
del tensor enerǵıa-momento.

En el caṕıtulo (4) hemos considerado varios ejemplos especif́ıcos en los casos prolados y obla-
dos vimos que las distribuciones describen de manera apropiada lo que uno esperaŕıa observar en
sistemas con estas simetŕıas; en particular hemos presentado las generalizaciones al caso prolado
y oblado la solución peculiar [GM12] y hemos visto que las geometŕıas proladas parecen describir
muy bien sistemas binarios. En las aplicaciones a lentes gravitacionales vimos que se presentan
comportamientos complejos en el módulo del shear.

En el caṕıtulo (6) por otro lado la principal contribución además de la familia de geometŕıas
inmersas fue su utilización para la construcción de un modelo que describe de manera muy buena
lo que seŕıa un void cósmico el cual es una generalización de la geometŕıa utilizada por [AFW99].

En ambos casos estas geometŕıas son modelos geométricos exactos con grados de libertad que
nos permiten explorar con cierta intuición modelos útiles para el estudio de sistemas astrof́ısicos
debido a la relación que posee la función M(r) con densidad de enerǵıa de las distribuciones. Al
mismo tiempo, estos modelos contemplan la inclusión de componentes espaciales del tensor enerǵıa-
momento de acuerdo a las motivaciones generales de esta tesis.

La utilización de estos modelos exactos nos permitió realizar cálculos numéricos de los efectos
de lentes gravitacionales, usando las nuevas ecuaciones que presentamos en esta tesis. Consideramos
esta contribución como un primer paso en un estudio sistemático de las observaciones que nos dan
información de la estructura en gran escala del espaciotiempo. Es nuestro deseo el aplicar estos
estudios y herramientas en casos concretos de observaciones astrof́ısicas en el futuro inmediato.
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Apéndice A

A.1. Fórmula para la derivada del promedio de cantidades
escalares

Consideremos el punto p, el cual tiene asociado la región de integración Σ(p) y recordemos que
hemos denotado con dΩp el elemento de volumen de esta región. Consideremos, además, una curva
γ(s) conectando p con una punto vecino q(s), que tiene también su propia región de integración
asociada: Σ(q(s)) con su elemento de volumen dΩq(s). Tomaremos γ(0) = p y asumiremos γ(s)
diferenciable en p con el correspondiente vector tangente en p denotado por ξa. El cambio de la
región, desde Σ(p) a Σ(q(s)) genera un flujo Φs : Σ(p)→ Σ(q(s)) que es completamente determinado
por el mapa Ψ mencionado antes y la curva γ. El campo vectorial wa, es entonces tangente a este
flujo y satisface en p: wa = ξa.

Aqúı, nos interesan los casos en que las regiones de integración son (n − 1)-dimensionales y n-
dimensionales. Comenzaremos tratando el caso general y luego y veremos cómo resultan las fórmulas
en el caso (n− 1)-dimensional.

Nuestro objetivo es entonces computar el siguiente ĺımite

ĺım
s→0

1

s

[
1

VΣ(q(s))

∫
Σ(q(s))

AdΩq(s) −
1

VΣ(p)

∫
Σ(p)

AdΩp

]

= ĺım
s→0

1

s

[
1

VΣ(q(s))
− 1

VΣ(p)

] ∫
Σ(p)

AdΩp

+ ĺım
s→0

1

s

1

VΣ(q(s))

[∫
Σ(q(s))

AdΩq(s) −
∫

Σ(p)

AdΩp

]

=− 1

V 2
Σ(p)

ĺım
s→0

[
VΣ(q(s)) − VΣ(p)

s

] ∫
Σ(p)

AdΩp

+
1

VΣ(p)
ĺım
s→0

1

s

[∫
Σ(q(s))

AdΩq(s) −
∫

Σ(p)

AdΩp

]
;

(A.1)

donde el escalar A es cualquier escalar que proviene de la contracción del tensor Aa...bc...d con la
base {e aα , ωαa}.

El factor principal en el segundo término sobre el lado derecho es:

ĺım
s→0

1

s

[∫
Σ(q(s))

AdΩq(s) −
∫

Σ(p)

AdΩp

]
= ĺım
s→0

1

s

∫
Σ(p)

[
Φ∗s
(
AdΩq(s)

)
−AdΩp

]
=

∫
Σ(p)

ĺım
s→0

1

s

[
Φ∗s
(
AdΩq(s)

)
−AdΩp

]
=

∫
Σ(p)

£w

(
AdΩq(s)

) ∣∣∣∣
‖Σ(p)

;

(A.2)

donde ‖Σ(p) denota la proyección del espacio tangente deΣ(p), Φ∗s denota el ‘pull-back’ del flujo Φs,
y £w denota la derivada de a lo largo del campo vectorial wa.
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A.2. EL CASO DE REGIONES DE INTEGRACIÓN (N − 1)-DIMENSIONALES

Esta es la expresión que nos permite computar el ĺımite (A.1) en término de la integral sobre
Σ(p). Este ĺımite es equivalente a la ecuación (7.28) de la sección (7.4.1).

A.2. El caso de regiones de integración (n− 1)-dimensionales

Siguiendo con el álgebra anterior, uno puede ver que: en el caso particular en el cual las regiones de
integración son subvariedades de dimensión (n−1) del espacio de n dimensiones, como consecuencia
de la regla de Leibnitz se obtiene

£w

(
AdΩq(s)

)
= (£wA) dΩp +A£w

(
dΩq(s)

)
; (A.3)

donde
£wA = wc∇cA, (A.4)

y

£w

(
dΩq(s)

) ∣∣∣∣
‖Σ(p)

= (£wεba2...an) N b + εba2...an

(
£wN b

) ∣∣∣∣
‖Σ(p)

= (∇ewe) εba2...anN b + εba2...an

(
we∇eN d −N e∇ewd

) ∣∣∣∣
‖Σ(p)

= (∇ewe) εba2...anN b + θf
(
we∇eN f −N e∇ewf

)
εba2...anN d

=

[
(∇ewe) + θf

(
we∇eN f −N e∇ewf

) ]
dΩp,

(A.5)

donde N a es el vector que apunta fuera de Σ(p) y θa la 1-forma asociada que mencionamos en la sec-
ción (7.3.2) y que satisface N aθa = 1. La fórmula de arriba es válida para cualquier hipersuperficie
sin importar su naturaleza, ya sea ésta temporal, espacial o nula

Entonces hemos obtenido que

£w (AdΩp) =

[
∇e (Awe) +Aθf

(
we∇eN f −N e∇ewf

) ]
dΩp; (A.6)

y por lo tanto

£w〈A〉Σ(p) = ĺım
s→0

1

s

[∫
Σ(q(s))

AdΩq(s) −
∫

Σ(p)

AdΩp

]

=

∫
Σ(p)

[
∇e (Awe) +Aθf

(
we∇eN f −N e∇ewf

) ]
dΩp.

(A.7)
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Apéndice B

B.1. Geometŕıa en término de la tetrada nula asociada al
sistema de coordenadas adaptado al cono pasado de los
observadores fundamentales

Presentamos aqúı una lista de cantidades geométricas que hemos empleado para la descripción
de las geometŕıas de R-W en términos del formalismo GHP[GHP73] y que consideramos útiles como
material de consulta.

Consideramos aqúı la tetrada nula de la subsección (2.3.1) que es la más relevante a nuestras
necesidades. Por simplicidad, presentamos las expresiones en términos de las coordenadas co-móviles.

La geometŕıa de los espacios de R-W está caracterizada solamente por su conexión y por su
tensor de Ricci ya que debido a que son conformemente planas el tensor de Weyl es cero.

B.1.1. Conexión y curvatura en términos de la tetrada nula asociada a
la función nula u

Coeficientes de spin

ρ = −A(t0)

A(t)

(
H(t)

c
−
√

1− kf2
k (χ)

A(t)fk(χ)

)
, (B.1)

ρ′ = − A(t)

A(t0)

(
H(t)

c
+

√
1− kf2

k (χ)

A(t)fk(χ)

)
, (B.2)

β = −i
√

2

4

ζ

A(t)fk(χ)
, (B.3)

β′ = i

√
2

4

ζ̄

A(t)fk(χ)
, (B.4)

ε′ =
A(t)

2A(t0)

H(t)

c
. (B.5)
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B.2. ECUACIONES DE FRIEDMAN

Escalares de curvatura de Ricci

Φ00 =
A2(t0)

c2A2(t)

(
kc2

A2(t)
+H2(t) + q(t)H2(t)

)
, (B.6)

Φ11 =
1

4

A2(t)

A2(t0)
Φ00, (B.7)

Φ22 =
1

4

A4(t)

A4(t0)
Φ00 =

A2(t)

A2(t0)
Φ11, (B.8)

Λ =
1

4c2

(
kc2

A2(t)
+H2(t)− q(t)H2(t)

)
. (B.9)

B.2. Ecuaciones de Friedman

La evolución dinámica del factor de escala A(t) satisface las llamadas ecuaciones de Friedman
cuando las ecuaciones de Einstein son impuestas:

Gab + Λgab = −kTab; (B.10)

aqúı Λ es la constante cosmológica y k = 8πG
c2 otra constante que involucra cantidades universales.

El tensor enerǵıa-momento para u flúıdo perfecto compatible con la geometŕıa tiene la forma

Tab = %(t)vavb −
P (t)

c2

(
gab − vavb

)
; (B.11)

donde %(t) y P (t) denotan la densidad de enerǵıa y la presión isotrópica medida por la familia de
observadores preferenciales.

Las ecuaciones de campo en la forma de Friedman son

1

A2(t)

(
dA

dt

)2

=
8πG

3
%(t)− kc2

A2(t)
+

Λ

3
, (B.12)

1

A(t)

d2A

dt2
= −4πG

3

(
%(t) +

3P (t)

c2

)
+

Λ

3
. (B.13)

Debido a la conservación del tensor enerǵıa-momento uno debe también considerar la ecuación:

c2
d

dt

(
%A3

)
+ P (t)

dA3

dt
= 0; (B.14)

la cual complementada con una ecuación de estado para el fluido permiten cerrar el sistema.

B.2.1. Parámetros de densidad

Para un fluido cosmológico compuesto de radiación y part́ıculas de polvo uno introduce los
llamados parámetros de densidad que son cantidades adimensionales en términos de los cuales uno
puede parametrizar el espacio de soluciones.

En términos de la constante de Hubble H(t0) y la densidad cŕıtica %cr

%cr ≡
3H2(t0)

8πG
; (B.15)
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los parámetros de densidad son definidos como

Ωr ≡
%r(t0)

%cr
, (B.16)

Ωm ≡
%m(t0)

%cr
, (B.17)

ΩΛ ≡
Λ

3H2
0

; (B.18)

donde %r(t) y %m(t) son respectivamente la densidad de enerǵıa correspondiente a las componentes
de radiación y polvo.

En este caso uno puede escribir las ecuaciones de Friedman en la siguiente forma compacta:

H2(t)

H2(t0)
= − 3

8πG

kc2

ρcrA2
+ Ωr

A4(t0)

A4(t)
+ Ωm

A3(t0)

A3(t)
+ ΩΛ, (B.19)

q(t) =
H2(t0)

H2(t)

(
Ωr
A4(t0)

A4(t)
+

Ωm
2

A3(t0)

A3(t)
− ΩΛ

)
; (B.20)

donde hemos usado la definición del parámetro de desaceleración q(t) en la segunda ecuación:

q(t) = − 1

A(t)H2(t)

d2A

dt2
. (B.21)

Notemos que evaluando (B.19) al tiempo presente uno tiene

1 = − kc2

H(t0)2A(t0)2
+ Ωr + Ωm + ΩΛ; (B.22)

de done uno puede calcular A(t0) en término de las abundancias cósmicas a t0 para los casos k = ±1;
mientras que en el caso k = 0 uno tiene una libertan en la elección del valor A(t0) el cual puede ser
tomado como A(t0) = c

H(t0) .

B.3. Una fuente distribucional de curvatura en la ecuación
de desviación de geodésicas

En este apéndice deducimos las fórmulas para los escalares ópticos en la aproximación de lente
fina presentadas en la sección (2.8) partiendo de una fuente distribucional de curvatura en la ecuación
desviación de geodésicas.

Comencemos pues considerando la ecuación de desviación de geodésicas y una fuente de curvatura
a lo largo de la geodésica nula de la siguiente forma:

` (` (X )) = − (QB + δQ)X ; (B.23)

donde un término perturbativo, δQ con respecto a la curvatura de fondo QB , es considerado. Como
vimos esta descomposición es especialmente adecuada para describir lentes finas sobre un espacio-
tiempo curvo de fondo. En la sección (2.8) utilizamos un método aproximativo para encontrar las
expresiones en este caso particular.

Aqúı en cambio integraremos exactamente la ecuación desviación de geodésicas en el caso de un
término distribucional δC de la forma

δQ = f(θ, φ) δ (λ− λl) ; (B.24)

donde δ (λ− λl) denota la delta Dirac centrada a una distancia af́ın λl desde el observador y, f(θ, φ)
es la matriz cuyas componentes son funciones angulares definidas sobre la esfera de direcciones del
observador.
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B.3. UNA FUENTE DISTRIBUCIONAL DE CURVATURA EN LA ECUACIÓN DE
DESVIACIÓN DE GEODÉSICAS

La integración directa de la ecuación (B.23) desde el sitio de la fuente en λs hasta el lugar del
observador con las condiciones iniciales

X |λ=0 = 0, (B.25)

` (X )|λ=0 = V0; (B.26)

dan el siguiente resultado:

X (λs) =V0 λs − f (θ, φ) X |λl (λs − λl)−
∫ λs

0

(∫ λ′

0

QBX dλ
′′

)
dλ′; (B.27)

donde uno ha usado como paso intermedio que la primera integración es

` (X ) =V0 − f (θ, φ) X |λl Θ (λ− λl)−
∫ λ

0

QBX dλ
′
; (B.28)

aqúı Θ (λ− λl) denota la función escalón de Heaviside que toma el valor unidad para λ > λl y es
cero en otro caso.

Notemos que la solución es válida para un espaciotiempo de fondo arbitrario ya que no hemos he-
cho ninguna suposición sobre la geometŕıa; excepto por la forma particular en la que descomponemos
la curvatura en la ecuación (B.23) y el carácter distribucional especificado por (B.24).

B.3.1. Rederivación de las expresiones de lente fina sobre una cosmoloǵıa
R-W

En R-W uno tiene que la contribución de la curvatura QB , en la ecuación (B.23) está dada por:

QB(λ) = − 1

DA
` (` (DA)) I; (B.29)

donde I es la matriz identidad 2 × 2. Entonces en los rangos λ < λl y λl < λ donde δC = 0, uno
puede ver que las ecuación desviación de geodésicas (B.23) puede ser reescrita como

`

(
D2
A `

(
X
DA

))
= 0. (B.30)

La solución a esta ecuación con las condiciones iniciales apropiadas (B.25) y (B.26) es:

X =

{
DA(λ)V0 for λ ≤ λl,
DA(λ)

(
X l

DAl
+Kl

∫ λ
λl

dλ′

D2
A

)
for λl ≤ λ.

(B.31)

Notemos el uso del śımbolo ≤ en lugar de < en el resultado de arriba debido a la continuidad
requerida por la función X ; ó en otras palabras cuando λ = λl uno debe tener lo siguiente: X (λl) =
X l = DAlV0. Esto clarifica el significado de X l; respecto de la constante Kl que aparece en la
segunda ĺınea de la ecuación de arriba, uno nota que es la constante de integración que resulta luego
de la primera integración de la ecuación (B.30). Uno puede ver que

Kl = ĺım
λ→λ+

l

D2
A

(
X
DA

)∣∣∣∣
λ

= D2
Al

(
X
DA

)∣∣∣∣
λl

=DAl ` (X )|λl −X l ` (DA)|λl
=DAl

[
` (X )|λl − ` (DA)|λl V0

]
;

(B.32)

y haciendo uso de la ecuación (B.28) se obtiene finalmente

Kl = −f(θ, φ)D2
Al
V0. (B.33)
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Finalmente la integral que multiplica la constante Kl en la ecuación (B.31) es igual a∫ λ

λl

dλ′

D2
A

=
1

1 + zl

DAsl

DAsDAl

; (B.34)

tal como hemos visto en la sección (2.8.1).
Esto significa que en el sitio del emisor, en λ = λs, uno tiene

X s =

[
1− 1

1 + zl

DAslDAl

DAs

f(θ, φ)

]
DAsV0; (B.35)

es decir que uno vuelve a obtener los resultados de la sección (2.8):

A = 1− 1

1 + zl

DAslDAl

DAs

f(θ, φ); (B.36)

la cual contiene el factor de redshift (1 + zl)
−1 no reportado en la literatura.

Sólo resta notar que la matriz que contiene la perturbación en la curvatura f(θ, φ) puede ser
escrita como

f(θ, φ) =

(
δ̂Φ00 δ̂Ψ0

δ̂Ψ̄0 δ̂Φ00

)
; (B.37)

donde

δ̂Φ00 =

∫ λs

0

δΦ00dλ
′, (B.38)

δ̂Ψ0 =

∫ λs

0

δΨ0dλ
′. (B.39)
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DESVIACIÓN DE GEODÉSICAS
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Apéndice C

C.1. Cálculo de los escalares ópticos para un arreglo de lentes
finas

Este apéndice contiene el cómputo detallado de la fórmula (3.3). El cálculo es directo ya que
involucra la integración de la desviación en la curvatura δC que se asume está dada por la expresión
(3.1). Recordemos primeramente que los escalares ópticos están dados por la siguiente expresión:

oLv =

∫ λs

0

(
1

D2
A

∫ λ′

0

δC D2
Adλ

′′

)
dλ′. (C.1)

Entonces comencemos notando que la primera integral en el lado derecho de la ecuación de arriba
toma la siguiente forma:

1

D2
A

∫ λ

0

δC ′D2
A
′
dλ′ = δC̄(λ)− 1

D2
A

∫ λ

0

dD2
A
′

dλ′
δC̄(λ′)dλ′

= δC̄(λ)− 1

D2
A

∫ λ

0

dD2
A
′

dλ′
δC̄(λ′)

[
Θ (λ′)−Θ (λ′ − λl1 + δ1)

]
dλ′−

− 1

D2
A

∫ λ

0

dD2
A
′

dλ′
δC̄(λ′)

[
Θ (λ′ − λl1 + δ1)−Θ (λ′ − λl1 − δ1)

]
dλ′−

− 1

D2
A

∫ λ

0

dD2
A
′

dλ′
δC̄(λ′)

[
Θ (λ′ − λl1 − δ1)−Θ (λ′ − λl2 + δ2)

]
dλ′−

− 1

D2
A

∫ λ

0

dD2
A
′

dλ′
δC̄(λ′)

[
Θ (λ′ − λl2 + δ2)−Θ (λ′ − λl2 − δ2)

]
dλ′−

− 1

D2
A

∫ λ

0

dD2
A
′

dλ′
δC̄(λ′)

[
Θ (λ′ − λl2 − δ2)−Θ (λ′ − λl3 + δ3)

]
dλ′−

− . . .−

− 1

D2
A

∫ λ

0

dD2
A
′

dλ′
δC̄(λ′)

[
Θ (λ′ − λlN − δN )−Θ (λ′ − λ)

]
dλ′;

(C.2)
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la cual en un segundo paso resulta ser

1

D2
A

∫ λ

0

δC ′D2
A
′
dλ′ = δC̄(λ)− 0−

− 1

D2
A

∫ λ

0

dD2
A
′

dλ′
δC̄(λ′)

[
Θ (λ′ − λl1 + δ1)−Θ (λ′ − λl1 − δ1)

]
dλ′−

− δ̂Cl1
D2
A(λ)

(
D2
A(λ)−D2

A(λl1 + δ1)
)[

Θ (λ− λl1 − δ1)−Θ (λ− λl2 + δ2)
]
−

− δ̂Cl1
D2
A(λ)

(
D2
A(λl2 − δ2)−D2

A(λl1 + δ1)
)[

Θ (λ− λl2 + δ2)
]
−

− 1

D2
A

∫ λ

0

dD2
A
′

dλ′
δC̄(λ′)

[
Θ (λ′ − λl2 + δ2)−Θ (λ′ − λl2 − δ2)

]
dλ′−

− δ̂Cl1 + δ̂Cl2
D2
A(λ)

(
D2
A(λ)−D2

A(λl2 + δ2)
)[

Θ (λ− λl2 − δ2)−Θ (λ− λl3 + δ3)
]
−

− δ̂Cl1 + δ̂Cl2
D2
A(λ)

(
D2
A(λl3 − δ3)−D2

A(λl2 + δ2)
)[

Θ (λ− λl3 + δ3)
]
−

− . . .−

− δ̂Cl1 + . . .+ δ̂ClN
D2
A(λ)

(
D2
A(λ)−D2

A(λlN + δN )
)[

Θ (λ− λlN − δN )
]
.

(C.3)

Ahora notemos que debido a que δk � λl∆k donde λl∆k ≡ λl∆k+1
− λl∆k uno tiene que

D2
A(λlj + δj) = D2

A(λlj ) + O (δj) ; (C.4)

y

1

D2
A

∫ λlj+δj

λlj−δk

dD2
A
′

dλ′
δC̄(λ′)dλ′ =

O(δj)

D2
A

; (C.5)

lo cual ayuda a simplificar la primera integral para obtener:

1

D2
A

∫ λ

0

δC ′D2
A
′
dλ′ = δC̄(λ)− δ̂Cl1

D2
A(λ)

(
D2
A(λ)−D2

A(λl1 + δ1)
)[

Θ (λ− λl1 − δ1)−Θ (λ− λl2 + δ2)
]
−

− δ̂Cl1
D2
A(λ)

(
D2
A(λl2 − δ2)−D2

A(λl1 + δ1)
)[

Θ (λ− λl2 + δ2)
]
−

− δ̂Cl1 + δ̂Cl2
D2
A(λ)

(
D2
A(λ)−D2

A(λl2 + δ2)
)[

Θ (λ− λl2 − δ2)−Θ (λ− λl3 + δ3)
]
−

− δ̂Cl1 + δ̂Cl2
D2
A(λ)

(
D2
A(λl3 − δ3)−D2

A(λl2 + δ2)
)[

Θ (λ− λl3 + δ3)
]
−

− . . .−

− δ̂Cl1 + . . .+ δ̂ClN
D2
A(λ)

(
D2
A(λ)−D2

A(λlN + δN )
)[

Θ (λ− λlN − δN )
]
.

(C.6)
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Luego, de esta manera procedemos a computar la segunda integral la cual uno puede ver que toma
la forma:

oLv =

∫ λs

0

(
1

D2
A

∫ λ′

0

δC D2
Adλ

′′

)
dλ′

=

∫ λs

0

δC̄(λ′)dλ′ − δ̂Cl1
∫ λs

λl1

(
1− D2

A(λl1)

D2
A
′

)[
Θ (λ′ − λl1)−Θ (λ′ − λl2)

]
dλ′

− δ̂Cl1
(
D2
A(λl2)−D2

A(λl1)
)∫ λs

λl2

dλ′

D2
A
′

−
(
δ̂Cl1 + δ̂Cl2

)∫ λs

λl2

(
1− D2

A(λl2)

D2
A
′

)[
Θ (λ′ − λl2)−Θ (λ′ − λl3)

]
dλ′

−
(
δ̂Cl1 + δ̂Cl2

)(
D2
A(λl3)−D2

A(λl2)
)∫ λs

λl3

dλ′

D2
A
′

− . . .

−
(
δ̂Cl1 + . . .+ δ̂ClN

)∫ λs

λlN

(
1− D2

A(λl1)

D2
A
′

)[
Θ (λ′ − λlN )

]
dλ′;

(C.7)

donde hemos despreciado los órdenes δi.
Para arribar a la expresión final, aqúı uno nota que las integrales que aparecen en el lado derecho

de la ecuación anterior son:∫ λs

0

δC̄(λ′)dλ′ = δ̂Cl1 (λl2 − λl1) + . . .+
(
δ̂Cl1 + . . .+ δ̂ClN

)
(λs − λlN ) + O (δj) , (C.8)

∫ λs

λlj

dλ′

D2
A
′ =

1

A(t0)

∫ χs

χlj

dχ′

fk(χ′)2
=

1

A(t0)

fk
(
χs − χlj

)
fk (χs) fk

(
χlj
) =

1

1 + zlj

DAslj

DAsDAlj

, (C.9)

y ∫ λs

λl1

(
1− D2

A(λl1)

D2
A
′

)[
Θ (λ′ − λl1)−Θ (λ′ − λl2)

]
dλ′ =

(
λlj+1

− λlj
)
−D2

A(λlj )

∫ λlj+1

λlj

dλ′

D2
A
′

=
(
λlj+1

− λlj
)
−

D2
Alj

1 + zlj

DAlj+1lj

DAsDAlj

=
(
λlj+1

− λlj
)
−

DAlj

1 + zlj

DAlj+1lj

DAs

.

(C.10)

Reuniendo entonces las ecuaciones (C.8), (C.9) y (C.10) dentro de la ecuación (C.7) uno final-
mente obtiene la ecuación (3.3):

oLv =δ̂Cl1

[
DAl1

1 + zl1

DAl2l1

DAs

−
D2
Al2
−D2

Al1

1 + zl2

DAsl2

DAsDAl2

]

+
(
δ̂Cl1 + δ̂Cl2

)[ DAl2

1 + zl2

DAl3l1

DAs

−
D2
Al3
−D2

Al2

1 + zl3

DAsl3

DAsDAl3

]
+ . . .

+
(
δ̂Cl1 + . . .+ δ̂ClN

)[ DAlN

1 + zlN

DAslN

DAs

]
.

(C.11)
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Apéndice D

D.1. Curvatura de las geometŕıas esferoidales

En este apéndice listamos las componentes del tensor de Einstein. Las expresiones fueron compu-
tadas con el uso de la función M(t, r) definida en la sección (4.3). El cálculo de la curvatura se realizó
con la ayuda del paquete xAct diseñado para el cómputo del álgebra de tensorial en Mathematica
(http://www.xact.es/).

D.1.1. El tensor de Einstein para las geometŕıas proladas

Gtt =a(t, r)

[
r2
µ sin2(θ)

(
5r2 + r2

µ sin2(θ)
)

r
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
)3 M(t, r) +

2r2 + r2
µ sin2(θ)(

r2 + r2
µ sin2(θ)

)2 ∂M∂r
]
, (D.1)

Gtr =
2r2 + r2

µ sin(θ)2(
r2 + r2

µ sin(θ)2
)(
r2 − 2rM(t, r) + r2

µ

) ∂M
∂t

, (D.2)

Gtθ =−
rr2
µ sin(θ) cos(θ)(

r2 + r2
µ sin(θ)2

)(
r2 − 2rM(t, r) + r2

µ

) ∂M
∂t

, (D.3)

Grr =
1(

r2 + r2
µ sin2(θ)

) [(2r2 + r2
µ sin2(θ)

)
2ra(t, r)

∂a

∂r
− 2rM(t, r)(

r2 − 2rM(t, r) + r2
µ

)] , (D.4)

Grθ =
r2
µ sin θ cos θ

r2 + r2
µ sin2(θ)

(
1

2a(t, r)

∂a

∂r

)
, (D.5)

Gθθ =− ∂M

∂r
+
r2 − r2

µ sin2(θ)

r2 + r2
µ sin2(θ)

M(t, r)

r
+
(
r2 − 2rM(t, r) + r2

µ

) [ 1

2a(t, r)

∂2a

∂r2
−
(

1

2a(t, r)

∂a

∂r

)2
]

+

[
r −M(t, r)− r ∂M

∂r
+
r2
µ sin2(θ)

(
r2 − 2rM(t, r) + r2

µ

)
r
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
) ](

1

2a(t, r)

∂a

∂r

)

+
r
(
r2 + r2

µ sin(θ)2
)

2a(t, r)
(
r2 − 2rM(t, r) + r2

µ

)
 1

a(t, r)

∂a

∂t

∂M

∂t
− 2

∂2M

∂t2
− 6r(

r2 − 2rM(t, r) + r2
µ

) (∂M
∂t

)2
 ,

(D.6)
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Gφφ =
r2 sin2(θ)(

r2 + r2
µ sin2(θ)

) [r (r2 − 3r2
µ sin2(θ)

)(
r2 + r2

µ sin2(θ)
)2 M(t, r)− r2(

r2 + r2
µ sin2(θ)

) ∂M
∂r

]

+
r2 sin2(θ)(

r2 + r2
µ sin2(θ)

) (r −M(t, r)− r ∂M
∂r

)(
1

2a(t, r)

∂a

∂r

)

+
r2 sin2(θ)(

r2 + r2
µ sin2(θ)

) (r2 − 2rM(t, r) + r2
µ

) [ 1

2a(t, r)

∂2a

∂r2
−
(

1

2a(t, r)

∂a

∂r

)2
]

+
r sin(θ)2

2a(t, r)
(
r2 − 2rM(t, r) + r2

µ

) [ 1

a(t, r)

∂a

∂t

∂M

∂t
− 2

∂2M

∂t2
− 6r

r2 − 2rM(t, r) + r2
µ

(
∂M

∂t

)2
]
.

(D.7)

D.1.2. El tensor de Einstein para las geometŕıas obladas

Gtt =a(t, r)r2

(
r2 + r2

µ

)
+
(
r2 + r2

µ cos(θ)2
)

(r2 + r2
µ)
(
r2 + r2

µ cos(θ)2
)2 ∂M

∂r

+
rr2
µa(t, r)(

r2 + r2
µ cos(θ)2

)3
[

2

(
r2 + r2

µ cos(θ)2
)2(

r2 + r2
µ

)2 −
(
r2 + r2

µ cos(θ)2
)(

r2 + r2
µ

) sin(θ)2 + 4 cos(θ)2

]
M(t, r)

(D.8)

Gtr =
r2

r2 − 2rM(t, r)− r2
µ

(
r2 + r2

µ

)
+
(
r2 + r2

µ cos(θ)2
)

(r2 + r2
µ)
(
r2 + r2

µ cos(θ)2
) ∂M

∂t
, (D.9)

Gtθ =
rr2
µ sin(θ) cos(θ)(

r2 + r2
µ cos(θ)2

)(
r2 − 2rM(t, r)− r2

µ

) ∂M
∂t

, (D.10)

Grr =
r(

r2 + r2
µ

) (
r2 + r2

µ cos(θ)2
) [(r2 + r2

µ

)
+
(
r2 + r2

µ cos(θ)2
)

2a(t, r)

∂a

∂r
− 2r2M(t, r)(

r2 − 2rM(t, r)− r2
µ

)] ,
(D.11)

Grθ =−
r2
µ sin(θ) cos(θ)

r2 + r2
µ cos(θ)2

(
1

2a(t, r)

∂a

∂r

)
, (D.12)

Gθθ =− r2

r2 + r2
µ

[(
2r2
µ cos(θ)2

r2 + r2
µ cos(θ)2

+
r2 − r2

µ

r2 + r2
µ

)
M(t, r)

r
+
∂M

∂r

]

+
(
r2 − 2rM(t, r) + r2

µ

) [ 1

2a(t, r)

∂2a

∂r2
−
(

1

2a(t, r)

∂a

∂r

)2
]

+
r
(
r2 + r2

µ cos(θ)2
)

a(t, r)
(
r2 − 2rM(t, r) + r2

µ

)2
[(
r2 − 2rM(t, r) + r2

µ

)( 1

2a(t, r)

∂a

∂t

∂M

∂t
− ∂2M

∂t2

)
− 3r

(
∂M

∂t

)2
]

+
r

2a(t, r)

[
r2 − 2rM(t, r) + r2

µ

r2 + r2
µ

(
2−

r2 + r2
µ

r2 + r2
µ cos(θ)2

)
−

(
∂M

∂r
−
r2 − r2

µ

r2 + r2
µ

M(t, r)

r

)]
∂a

∂r
,

(D.13)
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Apéndice E

E.1. Transformación de coordenadas entre los sistemas esfe-
roidales y el Cartesiano

E.1.1. El caso del sistema de coordenadas prolado

En el caṕıtulo (5), para llevar a cabo los cálculos de lentes débiles necesitamos conocer la tetrada
nula asociada a las geodésicas no perturbadas en la base coordenada esferoidal. Esto se debe a que
la curvatura de las geometŕıas esferoidales la hemos computado respecto del sistema de coordenadas
esferoidal.

Para la derivación de las componentes de la tetrada en la base coordenada esferoidal necesitamos
recordar la relación entre las coordenadas esferoidales en función de las Cartesianas. En el caso
prolado las mismas son:

r =
1

2

√(√
Ξ+ +

√
Ξ−
)2

− 4r2
µ, (E.1)

θ = cos−1

[
1

2rµ

(√
Ξ+ −

√
Ξ−
)]
, (E.2)

φ = tan−1

(
y cos(ι) + z sin(ι)

x

)
; (E.3)

con las siguientes definiciones de las cantidades Ξ+ y Ξ−:

Ξ+ = x2 + (y − rµ sin(ι))
2

+ (z + rµ cos(ι))
2
, (E.4)

Ξ− = x2 + (y − rµ sin(ι))
2

+ (z − rµ cos(ι))
2
. (E.5)

Para el cálculo de las derivadas parciales que nos permiten encontrar la relación entre las com-
ponentes de vectores en uno y otro sistema de coordenadas resulta útil tener en cuenta las siguientes
igualdades:

√
Ξ+ +

√
Ξ− = 2

√
r2 + r2

µ, (E.6)
√
Ξ+ −

√
Ξ− = 2rµ cos(θ), (E.7)

√
Ξ+
√
Ξ− = r2 + r2

µ sin2(θ), (E.8)

4r2
µ −

(√
Ξ+ −

√
Ξ−
)2

= 4r2
µ sin2(θ); (E.9)

las mismas nos permiten reescribir las expresiones en una forma compacta como se presentan debajo.
Uno puede comprobar entonces que la diferencial del cambio de coordenadas está dada por:

∂r

∂x
=

r2 + r2
µ

r
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
)x, (E.10)
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∂r

∂y
=

√
r2 + r2

µ

r
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
) [y√r2 + r2

µ + r2
µ cos(θ) sin(ι)

]
, (E.11)

∂r

∂z
=

√
r2 + r2

µ

r
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
) [z√r2 + r2

µ − r2
µ cos(θ) cos(ι)

]
; (E.12)

∂θ

∂x
=

cos(θ)

sin(θ)
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
)x, (E.13)

∂θ

∂y
=

1

sin(θ)
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
) [y cos(θ) +

√
r2 + r2

µ sin(ι)
]
, (E.14)

∂θ

∂z
=

1

sin(θ)
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
) [z cos(θ)−

√
r2 + r2

µ cos(ι)
]

; (E.15)

∂φ

∂x
= − sin(φ) cos(φ)

x
, (E.16)

∂φ

∂y
=

cos2(φ) cos(ι)

x
, (E.17)

∂φ

∂z
=

cos2(φ) sin(ι)

x
. (E.18)

E.1.2. El caso del sistema de coordenadas oblado

El caso del sistema de coordenadas oblado es análogo al anterior; uno puede ver que las ecua-
ciones (5.16, 5.17, 5.18) del caṕıtulo (5) que relacionan las coordenadas obladas en función de las
Cartesianas presenta la siguiente estructura:

r =
1

2

√(√
Ξ+ +

√
Ξ−
)2

− 4r2
µ, (E.19)

θ = cos−1

[
1

2rµ

(√
Ξ+ −

√
Ξ−
)]
, (E.20)

φ = tan−1

(
y cos(ι) + z sin(ι)

x

)
; (E.21)

donde en este caso las definiciones de Ξ+ y Ξ− son las siguientes:

Ξ+ =

(√
x2 +

(
y cos(ι) + z sin(ι)

)2

+ rµ

)2

+
(
− y sin(ι) + z cos(ι)

)2

, (E.22)

Ξ− =

(√
x2 +

(
y cos(ι) + z sin(ι)

)2

− rµ

)2

+
(
− y sin(ι) + z cos(ι)

)2

. (E.23)

De la misma forma que en el caso prolado uno tiene las siguientes relaciones útiles que permiten
expresar las derivadas parciales en una forma compacta:

√
Ξ+ +

√
Ξ− = 2

√
r2 + r2

µ, (E.24)
√
Ξ+ −

√
Ξ− = 2rµ cos(θ), (E.25)

√
Ξ+
√
Ξ− = r2 + r2

µ sin2(θ), (E.26)

4r2
µ −

(√
Ξ+ −

√
Ξ−
)2

= 4r2
µ sin2(θ). (E.27)
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Luego uno puede ver que la diferencial del cambio de coordenadas se puede escribir de la siguiente
forma:

∂r

∂x
=

x
√
r2 + r2

µ

r
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
)
√r2 + r2

µ −
r2
µ cos(θ)√

x2 + (y cos(ι) + z sin(ι))
2

 , (E.28)

∂r

∂y
=

√
r2 + r2

µ

r
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
)
y√r2 + r2

µ − r2
µ cos(θ)

cos(ι) (y cos(ι) + z sin(ι))√
x2 + (y cos(ι) + z sin(ι))

2

 , (E.29)

∂r

∂z
=

√
r2 + r2

µ

r
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
)
z√r2 + r2

µ − r2
µ cos(θ)

sin(ι) [y cos(ι) + z sin(ι)]√
x2 + (y cos(ι) + z sin(ι))

2

 ; (E.30)

∂θ

∂x
= − x

sin(θ)
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
)


√
r2 + r2

µ√
x2 + (y cos(ι) + z sin(ι))

2
− cos(θ)

 , (E.31)

∂θ

∂y
= − 1

sin(θ)
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
)
√r2 + r2

µ

cos(ι) (y cos(ι) + z sin(ι))√
x2 + (y cos(ι) + z sin(ι))

2
− y cos(θ)

 , (E.32)

∂θ

∂z
= − 1

sin(θ)
(
r2 + r2

µ sin2(θ)
)
√r2 + r2

µ

sin(ι) (y cos(ι) + z sin(ι))√
x2 + (y cos(ι) + z sin(ι))

2
− z cos(θ)

 ; (E.33)

∂φ

∂x
= − sin(φ) cos(φ)

x
, (E.34)

∂φ

∂y
=

cos2(φ) cos(ι)

x
, (E.35)

∂φ

∂z
=

cos2(φ) sin(ι)

x
. (E.36)
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