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Resumen

La presente tesis engloba distintos proyectos de investigacion, cuyo eje comun es la teoria
de ecuaciones en derivadas parciales (EDP) y su aplicacién, tanto analitica como numérica, a la
dindmica de ciertos campos clasicos sobre espacios curvos. Estos trabajos podrian ser agrupados
en tres proyectos preliminares y un proyecto central. Los proyectos preliminares corresponden a
diferentes colaboraciones, cuyos contenidos seran resenados brevemente a continuacion. Mien-
tras que el proyecto central retine, en el abordaje de un tinico problema astrofisico, las distintas
herramientas incorporadas a lo largo del doctorado: relatividad general, magnetohidrodindmi-
ca, lenguajes de programacién (C), lenguajes simbdlicos (Mathematica), y la formulacién del
problema de valores iniciales/contorno para EDP, particularmente para sistemas hiperbdélicos.

El primer proyecto tiene que ver con la continuacién de mi trabajo final de licenciatura:
el estudio de nuevos sistemas tipo Skyrmions estabilizados mediante una interaccién con un
campo vectorial de mesones. Es sabido que la inclusién de dicho campo vectorial en tres dimen-
siones logra estabilizar el modelo sigma no lineal sin la necesidad de un término cuértico en las
derivadas del campo de piones o “término de Skyrme”. El modelo resultante comparte muchas
de las propiedades de la teoria de Skyrme usual, pero con una mejora matematica sustancial:
las ecuaciones de evolucién constituyen ahora un sistema semi-lineal, cuyas velocidades carac-
teristicas no dependen de la solucién. En este trabajo [1], hemos hallado numéricamente las
soluciones multi-solitonicas estaticas de dicha estabilizacién alternativa, para el caso en que el
espacio de partida es una 2-esfera. Se analiz6 la relacién entre la carga topoldgica y la energia
de estas configuraciones. Asimismo, se estudid la estabilidad de las soluciones, introduciendo
pequenas perturbaciones a la evolucién del sistema dindmico completo.

El segundo proyecto se relaciona con el estudio de fluidos relativistas conformes, en el con-
texto de la denominada gravity/fluid duality. Lo que el escenario hologréfico plantea, es la
existencia de un mapa entre soluciones de las ecuaciones cldsicas de Einstein con constante
cosmolégica negativa (en cualquier dimensién), y fluidos conformes en una dimensién menos.
En dos trabajos sucesivos |2, 13], se implementé numéricamente la evolucién correspondiente a
esta clase especial de fluidos. Partiendo de configuraciones estacionarias que se corresponden
con soluciones de agujeros negros asintéticamente AdSy, se examinaron las propiedades de esta-
bilidad asociada a los modos cuasi-normales hidrodinamicos del agujero negro. Se encontré que
para numeros de Reynolds suficientemente grandes, la soluciéon desarrolla turbulencia y produce
una cascada inversa hacia mayores longitudes de onda, dando lugar a la formaciéon de grandes
estructuras de tipo vértices. Esto sugiere un nuevo e interesante comportamiento de perturba-
ciones sobre agujeros negros en espaciotiempos asintéticamente Anti-de-Sitter (AAdS), que no
era capturado por el andlisis usual de modos cuasi-normales.

El tercer proyecto consiste en un estudio tedrico sobre la formulacién de valores iniciales de
la denominada electrodindmica no lineal. En este trabajo [4], se ha logrado enmarcar a aquellas
teorias de electrodindmica no lineales provenientes de Lagrangeanos generales, dentro del for-
malismo de R. Geroch para el tratamiento de ecuaciones en derivadas parciales. De esta forma
se consiguid caracterizar, mediante un criterio geométrico —y algebraico— muy simple, cudndo
una realizacion particular de la teoria es simétrica hiperbdlica.



En el proyecto central de la tesis, el sistema que nos interesa en concreto es un plasma tenue
en las cercanias del horizonte de eventos de un agujero negro rotante. En estas regiones as-
trofisicas, los campos magnéticos dominan la dindmica —en relacién a la materia que constituye
dichos plasmas— y dan lugar a una descripcién desacoplada para el electromagnetismo cono-
cida como electrodinamica force-free. El proyecto se divide en tres grande partes. La primera
consiste en una formulacién de valores iniciales alternativa para la electrodinamica force-free
[5] mediante el uso del formalismo co-variante de Geroch. La segunda parte, tiene que ver con
el desarrollo de una implementacién apropiada de las condiciones de contorno para las ecua-
ciones de evolucién halladas. Por ultimo, se describen algunos detalles de la implementacién
numérica y, fundamentalmente los resultados obtenidos y su anélisis. Se intenta comprender
aqui los estadios estacionarios alcanzados por los campos electromagnéticos, en relacién a la
posible extraccién de energia de rotacién del agujero negro, y las condiciones necesarias para el
lanzamiento de los denominados “jets”.
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Capitulo 1

Introduccion

La presente tesis se constituye en base al abordaje de cuatro problemas fisicos distintos, y

representa la culminacién de un proceso de formacién més amplio: el doctorado.
Los problemas que aqui se presentan corresponden, todos ellos, a sistemas de evolucién no
lineales sobre espacios curvos; esto en general significa que muy poco puede obtenerse desde
un frente puramente analitico, ya que suelen ser escasas las soluciones exactas que pueden
hallarse, y son frecuentemente muy limitadas en cuanto a su alcance o generalidad. Estas
dificultades, sumadas al gran crecimiento en recursos computacionales, motivan la busqueda
de respuestas por medio de simulaciones numéricas. Una implementacién numérica, por su
parte, requiere muchas veces un estudio detallado de la estructura matematica subyacente al
sistema en cuestién. Y en particular, en lo que respecta a su formulacién de valores iniciales y de
contorno (a nivel del continuo), que debe garantizar la existencia y unicidad de las soluciones;
asi como la continuidad respecto de los datos iniciales. Luego, la discretizacién trae aparejados
ademads sus propios desafios, que deben asegurar en ultima instancia la estabilidad de todo el
esquema numérico en su conjunto.

Identificamos tres instancias o aspectos fundamentales entre los diferentes proyectos de in-
vestigacion que conforman el cuerpo de esta tesis: un aspecto tedrico, que involucra el estudio
de la estructura matemaética del sistema correspondiente; un aspecto practico, que representa
los detalles técnicos que hacen a la implementaciéon numérica; y un aspecto fisico del problema,
donde deben formularse las preguntas apropiadas y llevarse a cabo la extraccién/exploracién
de los resultados, junto con sus implicancias fisicas.

El proyecto central de la tesis gira en torno a un problema astrofisico: el lanzamiento de jets.
Los jets son flujos colimados de particulas y campos electromagnéticos, que se originan en las
cercanias de objetos compactos como estrellas de neutrones o agujeros negros, entre otros. Estos
procesos son extremadamente energéticos, al punto tal que la energia extraida representa una
fraccién considerable de la masa total del sistema. Se cree, por lo tanto, que esa energia debe
ser gravitacional en origen. Por otra parte, se sabe que la presencia de campos magnéticos muy
intensod] da lugar a la conformacién de un plasma tenue en las cercanias de la regién central
de dichos sistemas conocida como “magnetosfera”’. En estas regiones, los campos magnéticos
dominan la dindmica —en relacion a la materia que constituye dichos plasmas— y dan lugar a una
descripcién desacoplada para el electromagnetismo conocida como electrodindmica force-free.
Asi, los campos obedecen una versién modificada —no lineal- de las ecuaciones de Maxwell,
mientras que el plasma sélo interviene acomodandose al campo electromagnético para cancelar
localmente la fuerza de Lorentz.

En un trabajo fundacional, Blandford y Znajek [6] sugirieron un mecanismo anélogo al pro-
ceso de Penrose, mediante el cual el plasma da origen a una configuracién del campo de Maxwell

ISoportados por un disco de acrecién en el caso de agujeros negros, o por la magnetizacién de la propia
estrella en el caso de las estrellas de neutrones.
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que es capaz de extraer electromagnéticamente la energia de rotacion del agujero negro. Este
mecanismo sento las bases sobre las cuales comprender la extraccién de energia del objeto com-
pacto central en un escenario medianamente realista. Actualmente existen ya muchas evidencias,
en particular numéricas, que verifican el mensaje primario de estas ideas. Sin embargo, hemos
notado que muchas de las simulaciones que evolucionan la dindmica force-free, no cuentan con
una implementacién del todo convincente de las condiciones de contorno. Es claro que, en un
escenario en donde lo que se busca son configuraciones estacionarias, las condiciones de borde
juegan un rol crucial y pueden afectar los resultados fisicos significativamente. La intencién de
este proyecto es entonces lograr una evolucién tridimensional de la electrodindmica force-free,
que involucre principalmente una mejor aproximacién al problema de contornos.

Podria decirse que la “espina dorsal” de esta tesis es una infraestructura computacional

desarrollada en su gran mayoria por mi director, Oscar Reula. Esta infraestructura [7], que
describiremos en algin grado de detalle en el Apéndice A, permite representar un dominio
con la topologia S2 x RT. Es decir, propone una discretizacién del espacio tridimensional en
forma de capas esféricas concéntricas, lo cual da origen a su nombre informal: onion (cebolla).
Esta estructura, como veremos, se adapta perfectamente a la geometria de nuestro problema
astrofisico y en particular facilita el tratamiento de los contornos.
Para generar un dominio computacional de esas caracteristicas es ineludible la utilizaciéon de
multiples grillas, que deben comunicar y trasferir informacién adecuadamente entre si. Esto es
posible gracias a un método denominado multi-block [T], que es compatible con la utilizacién
de diferencias finitas y permite garantizar la estabilidad del esquema en su conjunto mediante
el método de energia y la técnica de penalizaciones (ver Apéndice A).

Una reduccién natural a dos dimensiones del cédigo tridimensional consiste en considerar
un tnico cascarén esférico, v asi obtener un dominio con topologia S?: la esfera unidad. Esta
version bidimensional del cédigo ha sido empleada en los primeros proyectos incluidos en esta
tesis, Capitulos 2 y 3.

El primero de esos proyectos tiene que ver con una continuaciéon de mi trabajo final de
licenciatura, y representé mi primer acercamiento al cédigo y al lenguaje de programacion C.
El problema especifico consistié en hallar las configuraciones de minima energia de un sistema
de tipo “Skyrmions”, bajo una estabilizacién alternativa (propuesta por otros autores) donde
se incluye un campo vectorial. Este tipo de modelos, constituyen en general mapas entre dos
espacios (en este caso de S? a S?) que determinan una estructura topolégica no trivial, caracte-
rizada en muchos casos por un nimero entero denominado carga topolégica o winding number.
Esta propiedad es la que otorga a las soluciones un “caracter de particulas”, que las convir-
tié en candidatos atractivos para representar nucleones en la década del 70. En la actualidad
son en general consideradas teorias efectivas de interés en el contexto de teoria de cuerdas, y
son utilizadas también en algunas aplicaciones en materia condensada.

Para buscar las soluciones de minima energia mencionadas, se recurrié a un sistema pa-
rabdlico auxiliar cuya relajacién derivaba en las soluciones del problema eliptico en cuestion.
Luego se verificé la validez y estabilidad de dichas soluciones mediante la evolucién del sistema
hiperbdlico completo. Mi aporte en este proyecto tuvo que ver principalmente con el trabajo
numérico: la exploracién del espacio de pardametros, asi como la extracciéon y el anélisis de los
resultados, que fueron publicados en [1].

El segundo proyecto se inicia ante la posibilidad de un viaje a Canadéd, en el marco de un
programa para estudiantes de doctorado ofrecido en el Perimeter Institute. Alli comenzamos una
colaboracién con el Dr. Luis Lehner, en el contexto de la denominada “gravity/fluid duality”.
Lo que esta dualidad plantea es la existencia de un mapa entre soluciones de las ecuaciones
clésicas de Einstein —asintéticamente Anti-de Sitter (AAdS)— en cualquier dimensién, y fluidos
relativistas conformes en una dimensién menos. El punto de partida es una simple y bien
conocida observacion respecto del comportamiento de turbulencia en fluidos Newtonianos en
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dos dimensiones espaciales. Especificamente en tal caso, el fenémeno de turbulencia induce una
cascada inversa de energia, de longitudes de onda cortas hacia longitudes de onda mayores.
Esto contrasta con la cascada directa de energia de largas a pequenas escalas que caracteriza al
fenémeno de turbulencia en tres o mas dimensiones. La pregunta que Luis tenia en mente era
entonces la siguiente: ;se comportan los fluidos (conformes) relevantes a la dualidad de la misma
manera que los fluidos usuales en dos dimensiones? Y de ser asi, jcudles serian las implicancias
para la teoria gravitatoria dual?

El problema puede pensarse tanto para horizontes esféricos en coordenadas globales, como

para el caso de horizontes planos (black branes) en coordenadas de Poincaré. En el primer
caso, el dominio de la teoria hidrodindmica (en dos dimensiones) es entonces la esfera unidad.
Por ello, y para responder a la primer pregunta, se estudié el problema de fluidos conformes
utilizando la infraestructura bidimensional antes mencionada.
En esta primera colaboracion |2], se consider6 el fluido perfecto (es decir, sin términos viscosos),
y encontramos que efectivamente el flujo, luego de atravesar un régimen turbulento, desarrolla
estructuras de gran escala (vértices) y verifica la cascada inversa de energia. En ese trabajo mi
aporte fue también principalmente numérico: derivé las ecuaciones de evolucién y su estructura
caracteristica asociada, necesaria para la técnica de penalizaciones que utiliza el cdigo. Ademas,
fue necesario realizar una descomposicién de las soluciones en arménicos esféricos (espectro de
potencias) para poder analizar cuantitativamente el fenémeno de la cascada inversa. Asimismo,
contribui con la derivacién de una prueba para la conservacion de una cantidad denominada
enstrophy (ver Apéndice B), que se cree que desempeiia un papel clave en la diferencia cualitativa
en el comportamiento de turbulencia en dos y tres dimensiones espaciales. Esta cantidad se sabe
conservada en los fluidos Newtonianos bidimensionales, pero no se conocia —hasta donde yo sé—
una version de esta cantidad para fluidos conformes.

En una segunda instancia, y a razén de una segunda visita al Perimeter Institute, comenza-
mos una colaboracién con un estudiante postdoctoral de Luis, el Dr. Stephen Green. El proyecto
ahora apuntaba en direccion a la segunda pregunta: cuales serian las contrapartidas gravitato-
rias de los efectos hallados anteriormente. Resultaba fundamental entonces incluir los términos
disipativos en la teoria hidrodinamica, para poder correlacionarlos con el decaimiento de las
perturbaciones sobre agujeros negros. En el trabajo [3] se examinaron las propiedades de es-
tabilidad de shear-flows que corresponden a modos cuasi-normales hidrodinamicos del agujero
negro; halldndose que para nimeros de Reynolds suficientemente grandes, la solucion desarrolla
turbulencia y produce nuevamente la cascada inversa. Esto implica un nuevo e interesante com-
portamiento de perturbaciones sobre agujeros negros en espaciotiempos A AdS. Concretamente,
la naturaleza inestable de ciertos modos cuasi-normales de larga vida, indica que el decaimiento
de una black brane suficientemente perturbada puede diferir significativamente de la imagen
que sugiere la teoria de perturbaciones usual. En esta oportunidad quien estuvo a cargo de
las simulaciones numéricas fue Stephen, que fueron desarrolladas utilizando la geometria plana
(parche de Poincaré). Mi participacion en este proyecto fue mds analitica, intentando relacionar
propiedades de las soluciones de fluido en términos de cantidades geométricas del lado gravi-
tatorio. Los resultados al respecto fueron algo modestos: utilizando un desarrollo que permitia
extender la teoria hidrodindmica del borde hacia el interior del espaciotiempo (definida sobre
hipersuperficies r = cte), logré mostrar que el concepto de enstrophy no sélo podia definirse y
resultaba conservada en cada hipersuperficie, sino que ademas los valores de estas cantidades
coincidian entre si, y con el valor original de esntrophy definido sobre la frontera. Ademds, se
consideraron algunas cantidades geométricas definidas para una solucién de fluido con el perfil
de un vértice. La impresién general es que en estos ordenes més bajos de validez la dualidad,
el mapa béasicamente traslada la dinamica del borde en estructuras de tipo tubulares hacia la
regién interior del espaciotiempo.

2 Ver desarrollos complementarios en el Apéndice A.
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El tercer proyecto de esta tesis nacié de una estadia del Dr. Erico Goulart en nuestra Facul-
tad. El habia trabajado previamente en una clase de teorias que surgen como generalizaciones
del electromagnetismo usual, y estaba particularmente interesado en estudiar la formulacién de
valores iniciales para estas teorias. Asi surgié una colaboracién entre Erico, Oscar y dos de sus
estudiantes: el Lic. Fernando Abalos y yo. Este trabajo abarcé un aspecto exclusivamente teéri-
co, y el enfoque fue desde el inicio enmarcar el problema en la elegante formulacién co-variante
para el tratamiento de sistemas de ecuaciones en derivadas parciales de Robert Geroch [g].

Se logroé caracterizar, mediante un criterio geométrico muy simple, cudndo estas teorias son
simétrico hiperbélicas@. Tales propiedades geométricas estan vinculadas directamente con los
conos de propagacién fisicos de la teoria: esencialmente se hallé que el sistema es bien puesto
cuando los dos conos de propagacién tienen intersecciéon no vacia. Por otro lado, mostramos
que esta propiedad geométrica se refleja en la positividad de una cierta funcién escalar. Esto
proporciona un criterio algebraico complementario de gran utilidad que permitié, por ejemplo,
aplicar los resultados a distintos modelos concretos como los de Born-Infeld, Gauss-Bonnet y
Euler-Heisenberg. Puede decirse que los resultados que obtuvimos, publicados en 4], fueron
muy generales y cerraron el problema planteado al inicio del proyecto.

Mi participacién en esta colaboracién se dio a la par de la Fernando, ambos orientados
permanentemente por nuestro director en los aspectos conceptuales. Erico construyé el sime-
trizador del sistema, y con Fernando nos abocamos a probar la positividad del mismo. Esto
significé extender algunas nociones ya conocidas sobre los aspectos geométrico de estas teorias,
para poder conectarlos con la hiperbolicidad de las mismas. Asimismo introdujimos el cémpu-
to simbdlico, con Mathematica, lo que resulté ser una pieza clave para la construccién de las
demostraciones.

Retornamos ahora al problema astrofisico que, como se ha dicho, representa el proyecto
central de la tesis. Es “central”, en la medida que engloba los tres aspectos que destacamos
al comienzo: tedrico/practico/fisico. Ademds porque incorpora, en su desarrollo, muchas de las
herramientas adquiridas a lo largo de los proyectos previos.

El aspecto tedrico surgié casi accidentalmente a comienzo de 2015. Teniamos practicamente
todo listo para comenzar a simular la dindmica de un plasma force-free, cuando caimos en la
cuenta de una observacién que ya habia sido hecha dos afos antes por Pfeiffer en [9]: el problema
caracteristico de una “formulacion directa” de la electrodinamica force-free produce un proble-
ma mal puesto. La estructura caracteristica asociada a una tal formulacién presenta en general
una base completa de autovectores, pero para ciertas configuraciones de los campos esto deja de
ser ciertdd. Esto significa, en otras palabras, que el sistema de evolucion es débilmente-hiperbdli-
co. Afortunadamente pudimos hallar una hiperbolizacién de la teoria siguiendo el formalismo
de Geroch, lo que permitié dar con un sistema de evolucién con las propiedades de estabilidad
deseadas. Estos resultados mateméticos obtenidos se encuentran actualmente publicados en [5].

En el aspecto numérico, por su parte, este proyecto significé el salto hacia el cédigo tridi-
mensional, lo cual involucra algunos nuevos desafios. Uno de estos desafios, es la necesidad de
imponer condiciones de bordd’. La implementacién de condiciones de contorno que prevengan
el ingreso de violaciones a los vinculos y que prescriban correctamente las atribuciones fisicas
que uno busca, es en general delicado. Nuestro cddigo cuenta con una infraestructura de pe-
nalizaciones destinadas a transferir informacién entre las distintas grillas. Esta infraestructura,
sumada a topologia de nuestro dominio numérico (y en particular de la frontera exterior), faci-
lité mucho el tratamiento del problema de contornos.

El proyecto implicé también la necesidad de algunos desarrollos numéricos complementarios,
entre los que pueden contarse funciones para realizar transformaciones de coordenadas, o calcu-
lo de flujos, entre otros. Quizé lo mas significativo dentro de estos desarrollos fue la separacién

3 Caracteristicas deseables para todo sistema de ecuaciones que apunte a describir un problema fisico.

4 Notar que al tratarse de una teorfa no lineal, tanto la parte principal como el sistema caracteristico dependen
de las soluciones punto a punto.

5Que no existia en el caso bidimensional, por tratarse la esfera de una variedad compacta sin bordes.
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de la evolucién primaria del sistema, del procesamiento posterior de las soluciones. A tal fin, se
confecciond un codigo independiente que permitié optimizar considerablemente los tiempos de
computo y esfuerzo humano. La evolucién, que es la parte computacionalmente costosa, sélo
se efectiia una vez. Luego pueden explorarse las soluciones obtenidas con corridas de s6lo unos
escasos minutos. Parte de ese post-proceso incluye también un script de Mathematica para
producir distintos gréaficos.

Finalmente, diremos respecto al aspecto fisico, que hemos logrado reproducir algunos resul-
tados previos de otros autores con una implementacién novedosa en cuanto a las ecuaciones de
evolucién utilizadas, y por sobre todo, en cuanto al tratamiento de las condiciones de borde.
Entre estos resultados estd la generaciéon de un flujo de Poynting colimado y la extraccién de
energia de rotacién del agujero negro. El terreno esta abierto, sin embargo, para seguir explo-
rando la fisica de este escenario y aprovechar més intensivamente la implementacién numeérica
desarrollada hasta aqui.

Antes de continuar, quizd sean convenientes algunas aclaraciones y/o advertencias al lector.
Cada problema, de los cuatro que conforman esta tesis, posee su contexto particular, su marco
tedrico propio, etc. Aventurar, por tanto, una introduccién detallada (y a un nivel muy general)
de cada tematica derivaria sin dudas en un texto por deméds extenso. Podria perderse asimismo el
hilo conductor que nuclea los proyectos, y posiblemente se diluirian o confundirian los aportes
propios con los ya establecidos en la literatura. Hemos optado entonces por introducir sélo
aquellos aspectos esenciales de cada tema, orientdndolos a presentar las ideas y resultados
principales de cada proyecto. De esta forma, mantendremos el foco sobre los elementos de la
teoria de ecuaciones en derivadas parciales y las implementaciones numéricas desarrolladas,
asi como en los aportes producidos en las distintas lineas de investigacion.

La mayoria de los contenidos de la presente tesis se encuentran ya publicados [1H5]. El
criterio que se siguié al incluirlos es el siguiente: se busca brindar los elementos generales del
tema y las motivaciones que derivan en el problema concreto que se analiza; luego se detallan
las implementaciones o estrategias adoptadas; se describen los resultados principales obtenidos;
y finalmente, se discuten sus implicancias y las perspectivas dentro del area. Mantendremos la
cantidad de detalles técnicos los més acotada posible, trasladandolos hacia distintos apéndices
o refiriendo al lector interesado —llegado el caso— a la publicacién correspondiente.

La estructura de la tesis es muy simple: en los cuatro capitulos que siguen a continuaciéon
se presentan en mas detalle los proyectos descriptos; el Capitulo 6 intenta retomar las lineas
generales desarrolladas hasta aqui y dar un cierre global a la tesis, mientras que en los apéndices
se incluye toda aquella informacion complementaria de relevancia. En algunos casos el material
de los apéndices contiene produccién propia, y en otros, simplemente se resenan fragmentos de
trabajos ajenos importantes para el desarrollo de un dado capitulo. En particular, el Apéndice A
contiene los detalles més relevantes referidos a la infraestructura e implementaciones numeéricas.
Parte de ese material corresponde a los desarrollos de mi director (y colaboradores), y otra parte
alude a desarrollos complementarios propios. El Apéndice B, incluye la derivacién matematica
de una cantidad conservada conocida como enstrophy, que corresponde a un aporte realizado en
el contexto del estudio de fluidos conformes del Capitulo 3. En el Apéndice C, se consignan las
definiciones y conceptos fundamentales del formalismo geométrico de Geroch [8] para ecuaciones
en derivadas parciales, relevante para los desarrollos teéricos de los Capitulos 4 y 5. Por dltimo,
el Apéndice D, contiene algunos detalles de una implementacién alternativa a las condiciones
de contorno del Capitulo 5.

Se utilizan, a lo largo de esta tesis, unidades en donde la velocidad de la luzesc =1y
la constante gravitacional de Newton, G = 1. Para las ecuaciones de Maxwell, por su parte,
se emplean las unidades de Heaviside-Lorentz. Se utilizan indices latinos a, b, ¢, .. para denotar
indices tensoriales abstractos, y se sigue la notacién de Einstein de suma sobre indices repetidos.



Capitulo 2

Solitones Topologicos

2.1. Introduccion

En los anos 60 y principios de los 70, una aproximacién novedosa a la teoria cuantica de
campos se desarrollé y popularizé. Fisicos y mateméaticos comenzaron a estudiar las ecuaciones
de campos clasicos en su forma no lineal completa, e interpretaron algunas de las soluciones como
candidatos a particulas de las teorias. Estas nuevas particulas eran diferentes de las particulas
elementales que se derivan de la cuantizacion a las excitaciones (ondulatorias) de los campos. La
caracteristica central y novedosa de éstas, es el cardcter no trivial de su estructura topolégica.
En muchos casos, dicha estructura es capturada por un simple ntimero entero B, denominado
carga topoldgica o winding number. Estas soluciones fueron agrupadas genéricamente bajo el
nombre de “solitones topolédgicos” (ver [10] para una introduccién més detallada).

Un modelo sigma es una teoria de campo, en donde los campos toman valores sobre una
variedad Riemanniana. Es decir, un mapa ¢ de un espaciotiempo (M, gq) hacia un espacio de
llegada (N, Hap). El modelo sigma no lineal, construido a partir de la accién

1

S(9) =5 /E 9*'V a* VP H s pdV (2.1)

es uno de los sistemas més simples que admite soluciones topoldgicas estaticas, caracterizadas
por el grado del mapa,

T 4r

B = deglg] = — /E Qi (2.2)

donde Qg := %VagbAngzSBsAB es simplemente el pull-back del elemento de volumen sobre M.
Identificando este mapa con un campo de piones en tres dimensiones espaciales, las diferentes
soluciones estaticas pueden ser interpretadas como bariones.

Sin embargo, estas configuraciones resultan dindmicamente inestables, y el modelo requiere
la incorporacién de nuevos términos en la accién para lograr su estabilizacién. Considerando
solo los grados de libertad del campo de piones, la modificacién resulta en la inclusién de un
término cudrtico en derivadas (término de Skyrme), que conduce al bien conocido modelo de
Skyrme [11]. Dentro de esta teoria, un “solitén” con carga topoldégica B = 1, apropiadamente
cuantizado, constituye un modelo para representar a un nucleén.

Varios anos mas tarde, se estableci6 que era posible estabilizar el modelo sigma no lineal sin la
necesidad de incluir el término de Skyrme, por medio de la inclusién de un campo de mesones w
acoplado a la corriente bariénica |12]. Este modelo, ademds de estar fisicamente bien motivado,
posee algunas ventajas matemadticas significativas, al constituir un sistema semi-lineal cuyas
velocidades de propagacién no dependen de la solucién. Por el contrario, el modelo de Skyrme
es un sistema cuasi-lineal en donde velocidades de propagacion dependen de la solucién y dan
lugar —para algunos datos iniciales— a velocidades imaginarias que destruyen la predictibilidad

11
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de la teoria.

En este trabajo, se estudia esta estabilizacion alternativa del modelo sigma no lineal en su
version bidimensional sobre la esfera. Concretamente esto significa que la variedad de partida
es M =R x S? y el espacio de llegada, N = S2. El nuevo Lagrangeano se lee,

1 1
L:=L,+V(d)+ §Vawb(vawb — Vhw®) + §M2wawa + gw, B (2.3)

donde L, corresponde al modelo sigma, y V' es un potencial que sélo depende del campo ¢4.
Por su parte, w, es el campo vectorial de mesones y ha sido acoplado al campo de piones a
través de la corriente:

1
B® = ——¢%cQ,, 2.4
47r6 b ( )

Se buscan numéricamente las soluciones estaticas de este modelo, para luego ser comparadas
con aquellas obtenidas en el mismo escenario para la teorfa usual de Skyrme [13].
2.2. Implementacion

Luego de computarse las ecuaciones de movimiento provenientes de la variacién de la accién
asociada a ([23]), se pueden expresar las ecuaciones de evolucién de la siguiente manera:

oV
ooy = HD{ 5 O (V/=a0"?) & e 00" Fiud? +(5¢B¢ o = o )}—qb%?qbw
el = o}

WE; = ¢*Vi(e;F) + M3w; +gB;

dwo = g7Viw, (2.5)
oF = eijajEi

Ow; = Owy— E;

sujetas a los dos vinculos,

GFVLE; — M*wy —gBy = 0 (2.6)
F— eijaiwj = 0 (27)
Notamos que el sistema fue llevado a primer orden por medio de las variables ¢ = J,¢%;

F= —e”FU y Ei = Fyo (con Fyp := Vigwy)).
Para estudiar las posibles soluciones estaticas se adopta la siguiente estrategia:

1. Se observa que asumir una situacién estdtica (es decir, donde todas las derivadas tempo-
rales son puestas a cero en (2.1])), determina el siguiente sistema eliptico:

H) {A¢D+ %GDBCGij(bB(aiW)(anﬁC)‘F( ¢B¢ o" 56(;/ )} = 0 (238

Aw—M?*w—gBy = 0 (2.9)
2. Para resolver este nuevo sistema se considera un flujo parabdlico dado por,

O™

H {A¢D + %TGDBCeijQﬁB(&w)(@jqﬁc) + (5¢B¢ o" (2/ )} (2.10)

dw = Aw— M?3w—gBy (2.11)
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Cuando el flujo (ZI0)-(ZTI) disipe parte de la energia inicial y el sistema alcance un
régimen estacionario, esto significard que se satisfacen las ecuaciones elipticas (Z.8)-(2Z9);
y por tanto, que dichas configuraciones son soluciones estaticas de la teoria.

En este estudio se han utilizado dos cédigos numéricos distintos, ambos adaptados a la
geometria particular del problema. Uno implementa la dindmica completa a través de la evo-
lucién del sistema hiperbdlico ([25]), mientras que el otro es utilizado para la busqueda de las
posibles configuraciones estédticas mediante la evolucién del sistema parabdlico (ZI0)-(2IT). La
idea es que se utilizara la solucién hallada luego del proceso difusivo (cédigo parabdlico) como
dato inicial para la evolucién de la dindmica (c6digo hiperbélico). De esta forma se puede deter-
minar si la configuracién encontrada es realmente una solucién estatica estable de la teoria, o no.

Para méas detalles vinculados a los c6digos referimos al lector interesado al Apéndice A.

2.3. Resultados

Para el caso en que no hay potencial (V' = 0), se obtienen las configuraciones estdticas para

los sectores topolégicos 2 < B < 16, como se muestran en la Figura 2.1l Lo que se grafica es
la distribucién angular de densidad de carga topoldgica; es decir, los valores de la densidad de
carga topoldgica sobre cada punto de la esfera (dominio numérico) determinan una distribucién
angulaill. El sector topolégico B = 1 (ausente en la figura) es el unico en el cual se preserva
el grupo de simetria completo O(3) de la teorfa. La solucién para B = 2 resulta axialmente
simétrica (i.e. pertenece al grupo O(2)); mientras que el resto de las soluciones correspondientes
a cargas topoldgicas mayores presentan subgrupos de O(3) de simetrias discretas. Es interesan-
te notar que los sectores B = 3, B =4 y B = 7, exhiben algunas de las llamadas “simetrias
platonicas”: tetraédrica, cibica e icosaédrica, respectivamente.
La forma en que han sido representadas las soluciones estdticas en la Figura 2.1 desnuda la
intima relacién que guardan con las distribuciones de carga topolégica del modelo de Skyrme
tridimensional. Esta conexién entre el modelo bidimensional en la esfera y el modelo tridimen-
sional fue sugerida en [13], donde se argumenta que las simetrias del modelo de Skyrme 3D estdn
determinadas solamente por la dependencia angular del campo de piones, y que el modelo 2D
sobre la esfera puede ser pensado como el modelo tridimensional con una coordenada radial
“congelada”. Las similitudes entre las soluciones halladas en este trabajo y las obtenidas para
el modelo con el término de Skyrme en [13] son asombrosas, no sélo a un nivel cualitativo sino
también a un nivel cuantitativo. En el Cuadro 2] se comparan las energias (normalizadas por
47 B) de ambas teorias, utilizando pardmetros apropiados a tal fin.

Luego, se considerd la inclusién de un potencial de la forma

V(g) =m?*(1— ¢3) (2.12)

motivado en analogia con el tradicionalmente empleado en el modelo de Skyrme 3D, y en donde
el nombre sugestivo del parametro m proviene de la identificacién con un término de masa para
el campo de piones. Se sabe que la inclusién del potencial proporciona a los solitones una escala
espacial caracteristica (dependiente de los pardmetros). Al considerarse la teoria sobre una esfera
de radio finito (esfera unidad), existe asimismo una escala natural fija asociada al espacio. Por
lo tanto, la inclusién de este potencial posibilita una interrelacién entre estas dos escalas y
la idea de una “densidad” de solitones. En particular, hallamos que esta nocién de densidad
es capturada por una combinacién particular de pardmetros, 8 := /=%:. Esta combinacién
representa el cociente entre la nueva escala propia de los solitones y la escala natural del espacio.

La soluciones “multi-soliténicas” pueden ser clasificadas bdsicamente en una fase de bajas
densidades (8 < 2) y en una fase de alta densidad (8 = 3). La transicién entre estos dos

1 Cabe mencionarse aqui, que la densidad de energfa presenta distribuciones angulares muy similares a éstas.
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(¢) B=4

(1) B=13

(m) B =14 (n) B=15 (n) B=16

Figura 2.1: Caso V = 0. Soluciones estdticas para los sectores topoldgicos 2 < B < 16, con

pardmetros g = 18 y M ~ 6,4 (k? = (3%7)? = 0,05 ).
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Cuadro 2.1: Energias y grupos de simetria para los modelos de mesones vectoriales y para el

modelo baby-Skyrme. k* = ($47)* = 0,05 (con g = 18, M ~ 6,4). * datos tomados de [13]

Carga Baby Skyrme * Mesones Vectoriales
B E/4nB | Simetria | E/4rB | Simetria
2 1.071 Doon 1.068 Doon
3 1.105 Ty 1.099 Ty
4 1.125 Oy, 1.117 Oy,

) 1.168 Doy 1.155 Dyq
6 1.194 Dyq 1.179 Dyq
7 1.209 I 1.193 I

8 1.250 Ded 1.229 D
9 1.281 Dyq 1.256 Dyq
10 1.306 Dyq 1.278 Dyg
11 1.337 D3, 1.306 D3y,
12 1.360 Tyq 1.328 Ty

13 1.386 On 1.352 On
14 1.421 Do 1.383 Dyq

regimenes parece no estar definida de forma abrupta, y como fue notado en [14], no corresponde
a una transicién de fase en el sentido usual. La principal diferencia cualitativa que se observa
es que en el primer régimen, los solitones estan localizados en el espacio, individualmente o
agrupados de a pares (anillos); mientras que en la fase densa, los solitones se esparcen por toda
la esfera formando configuraciones altamente estructuradas.

2.4. Conclusiones y perspectivas

En este trabajo se ha estudiado la estabilizacién alternativa del modelo sigma sobre la
esfera unidad, mediante una implementacién numérica del problema que permitié hallar las
soluciones multi-soliténicas estaticas de la teoria, asi como también garantizar dindmicamente
la estabilidad de dichas soluciones. Las configuraciones encontradas para el caso V' = 0 revelan
una intima conexién con las correspondientes soluciones del modelo de Skyrme tridimensional,
asi como observan una gran similitud cualitativa y cuantitativa con sus analogos en la esfera,
pero para la estabilizacién usual mediante el término de Skyrme.

Asimismo, se exploraron en este proyecto la inclusién de un término potencial, y la inter-
relacién generada entre la nueva escala espacial introducida y la escala natural provista por
la esfera unidad. Se identific el pardametro relativo a la densidad de solitones y se observo la
clasificacién general entre dos regimenes o fases diferentes. La fase de bajas densidades produce
soluciones localizadas que permiten recrear el caso plano sobre la esfera; mientras que la fase
de altas densidades presenta distribuciones de carga topoldgica muy similares a las del caso
V =0, pero ligeramente distorsionadas. En particular, se entiende que el potencial implica la
ruptura de la simetria original O(3), y por tanto, las simetrias puntuales para las soluciones
multi-soliténicas son ahora subgrupos de O(2).

Una posibilidad interesante para continuar este trabajo, seria la exploracién de los aspectos
dindmicos de la teoria utilizando estas soluciones localizadas (de baja densidad) y aprovechan-
do el hecho de contar con un cédigo capaz de simular la dindmica completa del sistema. De
particular interés, seria el andlisis de los procesos de scattering (solitén/solitén) y aniquilacién
(solitén/anti-solitén), como los estudiados en [15, [16].



Capitulo 3

Fluidos Conformes

3.1. Introduccion

La denominada “gravity/fluid duality” |[17H19], relaciona dos importantes sistemas no li-

neales: relatividad general (ecuaciones de Einstein) y dindmica de fluidos (ecuacién de Navier-
Stokes). En principio, esta conexién aparece como un limite particular dentro de un 4&mbito més
general conocido como la correspondencia AdS/CFT [20], que propone una sorprendente cone-
xion entre gravedad cudntica en d41 dimensiones y teoria cuantica de campos en d dimensiones.
Sin embargo, se ha notado que ciertas formas mas precisas de esta dualidad entre gravedad e
hidrodindmica pueden ser derivadas de una manera independiente y puramente cldsica (ver [1§]
para la derivacién original y [3] para una versién mds compacta). Las ecuaciones hidrodindmicas
que gobiernan las perturbaciones de baja frecuencia en torno a un estado de equilibrio, surgen
término a término en una expansién que proviene de perturbar determinadas geometrias de
agujeros negros asintéticamente Anti-de Sitter (AAdS). Esto permite un mapeo explicito entre
soluciones de una teoria en la otra, y en particular, proporciona un nuevo e interesante método
de andlisis basado en la correlaciéon de fenémenos conocidos de un lado de la dualidad con sus
contrapartidas en la teoria dual.
Esta idea ha sido utilizada para enmarcar preguntas correspondientes a la dindmica de fluidos
en términos de la teoria gravitatoria. Por ejemplo, en [21] se explord la relacién entre la de-
sigualdad de Penrose (que permite detectar, por medio de la conjetura del censor césmico, la
aparicién de singularidades desnudas en relatividad general) y el problema de las singularidades
a tiempo finito en las soluciones hidrodindmicas. En [22], fue sugerida la posibilidad de utilizar
un dual gravitatorio para comprender el complejo fenémeno de turbulencia. Asimismo, muchas
simulaciones numéricas han sido realizadas para comprender los procesos de isotropizacién y
termalizacién de sistemas que empiezan lejos del equilibrio (e.g. [23-25]).

En este trabajo se considerd, en cambio, la ruta opuesta: estudiar las implicaciones que
el fenémeno de turbulencia puede tener en nuestra comprensién de la relatividad general. El
punto de partida es una simple y bien conocida observacion respecto del comportamiento de
turbulencia en fluidos Newtonianos en dos dimensiones espaciales. Especificamente en tal caso,
el fenémeno de turbulencia induce una cascada inversa de energia, de longitudes de onda cortas
hacia longitudes de onda mayores (e.g. [26]). Esto contrasta con la cascada directa de energia de
largas a pequenas escalas que caracteriza al fendmeno de turbulencia en tres o mas dimensiones.
La pregunta obvia es entonces si este efecto aparece en los fluidos relativistas conformes relevan-
tes para la dualidad, y de ser asi, cual es su interpretacién en la teoria gravitacional. Lo que se
estudiard concretamente es el comportamiento de un tipo de fluidos especificos, que son duales
a perturbaciones de agujeros negros de Schwarzschild y Kerr en AdSy. Se analizard el problema
para horizontes esféricos en coordenadas globales, asi como el caso de horizontes planos (black
branes) descriptos por coordenadas de Poincaré.

16
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3.1.1. Turbulencia

La turbulencia es una propiedad ubicua de los fluidos observada en la naturaleza [27].
Cualitativamente, puede ser pensada como un régimen de flujos caracterizados por un com-
portamiento cadtico o estocastico. La mayor parte de nuestro conocimiento tedrico acerca de
este fenémeno proviene del estudio de fluidos incompresibles no relativistas. Ciertamente no se
tiene un conocimiento acabado del complejo fenémeno de turbulencia, pero si existen algunos
resultados sélidos: para el caso no viscoso en dos dimensiones espaciales un teorema global de
regularidad ha sido probado, junto con teoremas de unicidad y existencia de soluciones [2§],
implicando la imposibilidad de que el campo de velocidades desarrolle singularidades en tiempo
finito. Para el caso tridimensional en cambio, todavia no ha podido establecerse un resultado
analogo, y resolver esa pregunta constituye uno de los grandes problemas abiertos en la actua-
lidad (ver e.g. [29]). Es sabido sin embargo, que cualitativamente la turbulencia en dos y tres
dimensiones exhibe profundas diferencias, atribuidas a la existencia de una cantidad conservada
clave en el caso bidimensional. Se ha argumentado que esta cantidad, denominada enstrophy,
determina un cambio radical en la cascada de energia respecto del caso tridimensional [30]. Se
incluye en el Apéndice B una derivacién de esa conservacién para el caso concreto de fluidos
relativistas conformes.

Un objeto importante en la teoria de turbulencia es el campo de vorticida, que mide
la magnitud y orientacién de los remolinos (eddies). Mientras que en tres dimensiones este
campo representa un pseudo-vector w' := €%9;uy; en dos dimensiones se reduce a un campo
pseudo-escalar definido por,

w = €9 0;u; (3.1)

Otro concepto clave en este contexto es el niimero de Reynolds, que constituye una cantidad
adimensional usada para predecir la estabilidad de los flujos (ver e.g. [31]). Este, basicamente
cuantifica la relacion entre los términos no lineales y los viscosos en las ecuaciones de Navier-
Stokes. Para valores suficientemente bajos del nimero de Reynolds, el fluido es estable respecto
a pequenas perturbaciones y es conocido como “flujo laminar”; mientras que para valores altos
de este coeficiente, el flujo se vuelve inestable y da origen al fenémeno de turbulencia.

3.1.2. Modos cuasi-normales

Los modos cuasi-normales son en esencia los modos caracteristicos de sistemas disipativos.
Las perturbaciones de espaciotiempos que constituyen agujeros negros son intrinsecamente di-
sipativas debido a la presencia de un horizonte de eventos, dando lugar a modos cuasi-normales.
Estos, aparecen como soluciones formales a las ecuaciones linealizadas de Einstein que descri-
ben las perturbaciones alrededor de una soluciéon de agujero negro. El andlisis y clasificacién
del espectro de modos cuasi-normales implica la resolucién de un problema de autovalores —no
Hermitiano— asociado al sistema lineal de ecuaciones diferenciales. Estos modos poseen en gene-
ral frecuencias complejas, cuya parte imaginaria se relaciona al decaimiento de la perturbacién.

Los modos cuasi-normales de las soluciones de agujero negro AAdS relevantes para la dua-
lidad pueden ser agrupados en tres “canales”, de acuerdo a las propiedades de transformacién
ante rotaciones: los canales sound, shear y scalar. Aquellos modos de “larga vida” dentro de las
familias sound y shear son, a su vez, denominados modos hidrodindmicos [32]. El fluido dual
captura el comportamiento asociado a este grupo hidrodindmico de modos cuasi-normales. Sin
embargo, es importante destacar que el fluido responde a ecuaciones no lineales, mientras que los
modos cuasi-normales corresponden —como se dijo— a perturbaciones gravitatorias linealizadas.

Para analizar el tipo de decaimiento sugerido por los modos cuasi-normales en el contex-
to de la dualidad, serda fundamental por tanto incorporar los términos disipativos a la teoria
hidrodindmica dual. Tales incorporaciones seran discutidas en la proxima seccion.

IEste campo serd utilizado para reflejar alguno de los resultados de este trabajo (Figuras Bl y B.3).
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3.2. Implementacion

La construccién perturbativa del mapa mencionado, proporciona el tensor energia-momento
del fluido conforme —orden por orden en las derivadas de las variables correspondientes:

T =aT? ((gab + 3uqup) — %Uab + O(T2)> (3.2)

donde u® es la cuadri-velocidad del fluido y T —la temperatura del agujero negro—, esta asociada
con su densidad de energia local. Mientras que gqp es la métrica en la subvariedad (de borde)
donde estd definida la teoria hidrodindmica, y «, 8 son coeficientes adimensionales que carac-
terizan al fluido. El primer término en la expansiéon corresponde a un fluido perfecto, mientras
que o4y (shear) describe la contribucién viscosa a primer orden, y O(T ~2) representa las contri-
buciones de ordenes mas altos. Como puede notarse, la participacion de los términos disipativos
puede suprimirse arbitrariamente al incrementar la temperatura 7'.

Este proyecto consta de dos instancias. La primera [2], se restringe a estudiar la dindmica
al orden maés bajo en la expansion, i.e. fluido perfecto. Se encuentra que, al igual que los fluidos
Newtonianos, estos fluidos conformes también desarrollan una cascada inversa de energia.

En una segunda instancia [3], se incluyeron los primeros ordenes disipativos al fluido. Esto
permite comparar el comportamiento del flujo, con el decaimiento esperado en la teoria dual
de acuerdo a la descripcion de modos cuasi-normales.

3.2.1. Fluido perfecto en la esfera

Se implementan las ecuaciones resultantes de la conservacion del tensor energia-momento en
B2) a orden de fluido perfecto. Es sabido que éste constituye un sistema simétrico hiperbdlico,
y por tanto, su problema de Cauchy es bien puesto.

Los estados de equilibrio para un fluido conforme sobre la esfera unidad corresponden a un
fluido rotando rigidamente,

uw =0 , u® = ywo , T=~T (3.3)

donde v = (1—w? sin®())~/? es el factor de Lorentz. Los dos pardmetros wg y 7, corresponden
respectivamente a la velocidad angular y a la temperatura local medida por observadores co-
rotantes. Siguiendo [33, 134], la solucién relevante desde el punto de vista gravitatorio es en
este caso el agujero negro de Kerr AdSy. Los pardmetros asociados a esta métrica, a y r4,
representan el momento angular por unidad de masa y el radio del horizonte. La conexién
entre las soluciones en el limite de 74 grandes, implica la siguiente correspondencia entre los
pardmetros (ver [33]),

wo < a, (3.4)
T 4 —. (3.5)
Por lo tanto, la configuracién estatica del fluido (wp = 0) es dual a Schwarzschild AdSs, mientras

que las rotantes (wp # 0) son duales a la geometria de Kerr AdSy, para agujeros negros de gran
tamafio (temperaturas altas).

Las perturbaciones que se consideraran como datos iniciales son de la forma,
’LL¢ — ud) = ’Y(WO + 6wp(95 ¢)) ) (36)

para algin valor pequeio § y una perturbacién angular w,, generalmente elegida entre los
elementos de la base de arménicos esféricos, Y, (6, ¢).
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3.2.2. Fluido disipativo

En este caso se consideran las ecuaciones que surgen de la conservacién de ([B.2), ahora
incluyendo no sélo los términos viscosos de primer orden sino también algunos de segundo orden.
La razon para ello, tiene que ver con que las formulaciones de primer orden de fluidos relativistas
disipativos, como la de Eckart [35], llevan a propagaciones no causales y son generalmente mal
puestos |36]. Incluyendo algunos términos de segundo orden de manera adecuada, resulta posible
construir un sistema hiperbdlico [36-39]. Para una discusién més detallada de este asunto y para
ver las ecuaciones finales, referimos al lector a [3] (y las referencias ahi contenidas). Asimismo,
aclaramos que en este caso se ha utilizado la descripcion en las coordenadas de Poincaré, en
donde la geometria del horizonte resulta plana (black branes). Por lo tanto, la métrica en (B.2)
corresponde a Minkowski (i.e. g, = 1u) v el dominio numérico para el fluido es un toro.

Los datos iniciales se eligen de forma tal que se correspondan con los modos cuasi-normales
hidrodindmicos de tipo shear del agujero negro. Por lo tanto se toman,

p(t = 0) = pp = constante (3.7)

us(t = 0) = vo sin (27;;“”) (3.8)

mientras que todas las demas componentes de la velocidad son fijadas a cero. Se consideran
distintos valores para la densidad de energia pg, la amplitud de la velocidad vy, el ntimero de
modos n y el tamatio del toro [0, D]2. Se incluye ademaés una pequena perturbacién aleatoria
al campo u;, y se estudian los efectos de esta perturbacién para analizar la estabilidad del
decaimiento de modos cuasi-normales puros.

3.3. Resultados

3.3.1. Fluido perfecto en la esfera

Tanto los casos rotantes como los no rotantes, asociados a sendas perturbaciones de Kerr
y Schwarzschild, presentan un comportamiento cualitativo similar. Por ello, y a los fines de
mantener razonable la extensién de esta tesis, no serd discutido aqui el caso rotantdd. Se puede
clasificar la dindmica del sistema en cuatro estadios distintos. En la Figura Bl se presenta el
campo de vorticidad para cuatro instantes representativos. La primera instancia corresponde
a un periodo en donde la configuracion inicial aparenta permanecer inalterada por un tiempo.
Una inspeccién maéas detallada, sin embargo, revela que una dindmica no trivial comienza a
manifestarse y a dar lugar a un crecimiento exponencial de algunos modos (ver Figura B.2]).
A medida que estos modos se vuelven lo suficientemente grandes (aproximadamente conmen-
surables a la magnitud de la perturbacién inicial), la simetria original del sistema se rompe
dando lugar a la aparicién de una cierta cantidad de eddies que comienzan a moverse por la
esfera. Ese instante puede interpretarse como el comienzo de la turbulencia (Figura|3.1(b)]). A
medida que la dindmica continia, los eddies gradualmente se tornan vortices individuales y se
comportan en forma cadtica, durante una instancia que sera referida como turbulencia comple-
tamente desarrollada (Figura. Con los vértices propagéndose en la esfera, los encuentros
de vortices del mismo signo van dando lugar a estructuras cada vez mas grandes. Durante este
periodo, gobernado por los efectos no lineales, la energia es transferida desde los modos ¢ més
altos a los mas bajos. El proceso continta hasta que s6lo quedan cuatro vortices: dos de cada
signo (Figura(3.1(d)).

En la FiguraB.2lse muestran algunos modos representativos del espectro correspondiente a la
vorticidad. Los modos £ = 9y ¢ = 11 dominan el espectro inicial, de acuerdo con la perturbacién
considerada en este caso (i.e. w, ~ Y{)). El resto de los modos exhibe un crecimiento exponencial
desde el inicio de la evolucién, como ya fue mencionado. A medida que la turbulencia se dispara,

2Fl lector interesado puede acudir a [2].
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Figura 3.1: Campo de vorticidad a distintos instantes de la dindmica: (a) Configuracién inicial,
(b) inicio de turbulencia, (¢) turbulencia completamente desarrollada, (d) estado final.
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Figura 3.2: Amplitud de algunos modos representativos en el espectro del campo de vorticidad
(para una perturbacién w, = Y{§) y 6 = 0,2). Se observa un crecimiento exponencial inicial de los
modos mas bajos; al volverse conmensurables, los distintos modos atraviesan una fase compleja;
y derivan finalmente en una solucién dominada por los modos mas bajos, en particular £ = 2.
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(e) t=2500 (f) t= 7000

Figura 3.3: Campo de vorticidad a distintos instantes de la dindmica: la cascada inversa puede
notarse con claridad, derivando en dos vértices contra-rotantes finales que decaen lentamente.

y luego de un corto estadio de gran complejidad en la estructura de modos, los modos iniciales
decrecen mientras que los més bajos crecen y gradualmente dominan el flujo. Particularmente
el moﬁo { = 2, que representa la contribucién cuadripolar, parece ser el que domina a tiempos
largod.

3.3.2. Fluido disipativo
Se considera el numero de Reynolds,

pvL

p (3.9)

donde p, v, L y 1 son los parametros caracteristicos asociados a la densidad de energia local,
fluctuaciones en la velocidad, escala espacial y viscosidad del fluido, respectivamente.

Se determiné numéricamente —teniendo en cuenta las perturbaciones aqui consideradas— un
valor critico para el nimero de Reynoldsﬁ,

3\ 1/3
R, ~ <§) 67 x 0,7(1+0,07n), (3.10)
a partir del cual se verifica la aparicion de inestabilidades en los flujos.

Se describen a continuacién las tres fases de un flujo turbulento: el crecimiento inicial de
las inestabilidades, la cascada inversa de energia, y el decaimiento exponencial final. Este com-
portamiento tipico es ilustrado en la Figura B3] donde se observan capturas de la vorticidad a
distintos instantes de tiempo.

En la Figura[3.4] se muestran las normas Ly correspondientes a la vorticidad y las distintas

3Es importante notar que los vértices finales permanecen en un estado cuasi-estacionario dado que no se
incluyen términos disipativos, lo que ciertamente afectaria el comportamiento a tiempos largos de las soluciones.

4Esta definicién del nimero de Reynolds es no relativista por naturaleza. Sin embargo, en este estudio hemos
adoptado esta definicién dado que lidiamos con velocidades de flujo pequenas.

5Referimos al lector interesado a [3], donde se deriva este resultado en detalle.
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Figura 3.4: Normas Lo de (a) vorticidad, y (b) u;, como funcién del tiempo para un flujo
turbulento. En (a) hay un decaimiento exponencial inicial, seguido de una ley de potencias
durante la cascada inversa, seguida de un nuevo decaimiento exponencial (mds lento que el
inicial). En (b), u, crece exponencialmente hasta que alcanza una magnitud similar a la de .

componentes de la velocidad. Se observa que inicialmente, tanto la vorticidad como la compo-
nente u,, decaen exponencialmente como es esperable para shear flows. Sin embargo durante
ese mismo intervalo de tiempo, ||uy||2 transita un crecimiento exponencial hasta alcanzar apro-
ximadamente el mismo valor que ||uz||2. Esto lleva a la solucién a un estado de equi-particién
de la energia entre u, y u,. Y a partir de este punto, el decaimiento inicial se detiene y el
régimen turbulento comienza.

Como se observa en la Figura [3.3(c)} el flujo inicial es completamente distorsionado y el
campo de vorticidad exhibe una cierta cantidad de eddies turbulentos. El decaimiento expo-
nencial de la vorticidad en la Figura se detiene y es reemplazado por un decaimiento en
ley de potenciasﬁ.

Durante el decaimiento en ley de potencias, los eddies se funcionan en vértices y esto se
va repitiendo dando lugar a estructuras cada vez mayores (Figuras [3.3(d)H3.3(e)]). Vértices del
mismo signo se fusionan mientras que aquellos con sentidos de rotacién opuestos se repelen,
analogamente al caso no viscoso. A tiempos largos, los vértices remanentes continian decayendo
en amplitud hasta que finalmente desaparecen. La solucién final es entonces la superposicién
de los modos shear y sound (de grandes longitudes de onda), que decaen exponencialmente.

Como resultado de la cascada inversa de energia, la tasa de decaimiento a tiempos largos es
menor que la del decaimiento inicial. Por lo tanto, puede decirse que la aparicién del régimen
turbulento, y en particular la cascada inversa, demoran drasticamente el tiempo que tarda la
perturbacion inicial en relajar hacia el flujo uniforme.

N

3.4. Conclusiones

En este trabajo se estudié numéricamente la dindmica de fluidos relativistas conformes en
dos dimensiones espaciales.En una primera instancia se consideré un fluido perfecto, lo que
permitié verificar que el fenémeno de turbulencia tiene lugar en las teorias hidrodindmicas
relevantes para la dualidad. Ademds se logro comprobar, que andlogamente a los fluidos New-
tonianos incompresibles, la dindmica turbulenta genera una cascada inversa de energia [2]. En
una segunda instancia se incorporaron los términos viscosos que siguen en la expansién (ec.
B2)) de acuerdo a la dualidad, y se observé que —a partir de un valor critico del nimero de
Reynolds— las soluciones desarrollan turbulencia y dan lugar nuevamente a una cascada inversa.

6 Se observé tipicamente |jw||2 oc t~%, con o =~ 1,2 4 0,2.
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La presencia de los términos disipativos permiten ahora relacionar de manera mas concreta los
resultados del frente hidrodindmico —a través de la dualidad— con los comportamientos espe-
rados para las perturbaciones sobre agujeros negros AAdSy; en particular, con la descripciéon
que provee el estudio de modos cuasi-normales. Encontramos que el caso laminar se correspon-
de efectivamente con el decaimiento usual del modo cuasi-normal hidrodindmico de la black
brane. Mientras que para R > R, la inestabilidad del flujo senala una inestabilidad del modo
cuasi-normall; una vez que el modo creciente se vuelve conmensurable al modo (perturbacion)
original, el decaimiento inicial es interrumpido y el comportamiento general es drasticamente
modificado por la aparicién de turbulencia.

Se concluye que la teoria de perturbaciones ordinaria sobre agujeros negros AAdS4 no es
el método mds adecuado para capturar estos efectos analiticamente. La naturaleza inestable
de ciertos modos cuasi-normales sugiere que el decaimiento de una black brane suficientemente
perturbada difiere significativamente de la imagen que brinda la teoria de perturbaciones usual.
Fisicamente, la razén es que para black branes de alta temperatura, los modos cuasi-normales
decaen muy lentamente. Entonces, para una dada perturbacién, los términos viscosos (lineales)
se vuelven pequenos comparados con los términos no lineales de la ecuacién de Einstein. De
esta forma, el régimen de aplicabilidad de la teoria de perturbaciones lineales es empujado
hacia perturbaciones de la métrica mas pequenas. Del lado hidrodindamicos, esas propiedades
son convenientemente capturadas por el nimero de Reynolds; seria por tanto muy interesante
obtener un andlogo geométrico del niimero de Reynolds, que permitiera predecir de alguna
manera la presencia de turbulencia en gravedad [40)].

Se concluye asimismo que los agujeros negros AAdS perturbados se comportan de una mane-
ra fuertemente dependiente de la dimensionalidad, tanto a nivel cualitativo como cuantitativo.

7Enfatizamos que esto no implica una inestabilidad del agujero negro, dado que persiste en todo momento
un decaimiento neto.
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Flectrodimamaica no lineal

4.1. Introduccién

La electrodindmica no lineal (NLE, por sus siglas en inglés) engloba genéricamente aquellas
modificaciones no lineales a la teoria usual de Maxwell. En la mayoria de los casos, estas teorias
provienen de un principio variacional que involucra un Lagrangeano construido a partir de
los dos invariantes del tensor electromagnético, y han demostrado ser relevantes en diversas
areas de la fisica. Por ejemplo, en algunos materiales dieléctricos y cristales la interaccién
entre las moléculas y los campos electromagnéticos externos puede ser modelada mediante una
teoria no lineal efectiva, tipicamente observada a intensidades de luz muy altas generadas por
pulsed lasers |41),142]. En electrodindmica cudntica, la polarizacién del vacio lleva naturalmente
a efectos no lineales que son descriptos por un Lagrangeano de Euler-Heisenberg (e.g: [43]).
Asimismo, posibles consecuencias de NLE han sido exploradas en cosmologia y astrofisica, en
particular, se cree que las no linealidades juegan un rol muy importante en la descripcién del
“sector oscuro” del Universo (e.g: [44-47]), o en la fisica de agujeros negros cargados (e.g:
[48-50]). Finalmente, el modelo de Born-Infeld [51-53] posee conexiones matematicas con la
teorfa de cuerdas (ver e.g: [54]). En general, las teorfas NLE atraen atencién porque ofrecen un
acercamiento en la comprensién de la propagacién de luz en el marco de la relatividad, tanto
en estudios experimentales como tedricos.

Una primera pregunta ante cualquiera de estas generalizaciones del electromagnetismo, es
si su problema de valores iniciales es bien puesto. Esta propiedad hace al poder de predictibi-
lidad de una teoria, asegurando que las soluciones existen localmente, son Unicas, y dependen
continuamente del dato inicial. Esto resulta fundamental y constituye un requisito bésico para
que un dado modelo matematico pueda ser dotado de un sentido fisico genuino. La teoria ma-
tematica para lidiar con la formulacién de valores iniciales se encuentra bien desarrollada, y en
este caso, consiste en verificar si el sistema de ecuaciones en derivadas parciales (cuasi-lineal) de
primer orden es hiperbdlico. En el contexto de teorias de campo sobre espaciotiempos curvos,
las ecuaciones de evolucién dependen en general de la descomposicion 341 del espaciotiempo.
Mas aun, frente a la presencia de vinculos como es el caso de las teorias NLE, las ecuaciones
de evolucién no estan definidas univocamente y el analisis referido a hiperbolicidad resulta mas
sutil. Una definicién de sistemas simétrico hiperbdlicos, asi como las herramientas para tratarlos
(y lidiar con los vinculos) en forma co-variante, fue desarrollada por Geroch en [g].

En este trabajo, se utiliz6 el formalismo co-variante de Geroch para desarrollar un criterio
simple que permita decidir cudndo una teoria NLE (proveniente de un Lagrangeano general)
da lugar a un sistema de evolucién bien puesto. El criterio hallado tiene una interpretacién
geométrica interesante, asi como una caracterizacion algebraica muy ttil, que resultan equiva-
lentes entre si. La interpretaciéon geométrica nos dice que el sistema es simétrico hiperbdlico,
si y s6lo si, los dos conos de propagacién (de la teoria NLE particular) tienen una interseccién
no vacia. Mientras que por otro lado, puede probarse que esta propiedad geométrica se traduce
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en la positividad de una cierta funcién escalar. Este escalar se construye explicitamente a partir
del Lagrangeano y sus derivadas, y depende unicamente de los valores de los dos invariantes de
Lorentz.

4.2. Aspectos Generales

Se presentan aqui las consideraciones generales respecto a las teorias de electrodindmica no
lineal provenientes de un principio variacional. Se introduce la formulacién bésica y la notacién,
asi como varios aspectos bien conocidos de las teorias NLE. En particular, las relaciones de
dispersion y las métricas efectivas que surgen de ellas, poniendo el énfasis en su contenido
geométrico.

4.2.1. Lagrangeano y ecuaciones de movimiento

Sea un espaciotiempo (M, g) bajo la convencién de signatura (4, —, —, —). Se definen los
dos invariantes de Lorentz escalares como,

F:=F®F, G := F*F? (4.1)

Fgap es el tensor electromagnético, y Fy, = %eabchCd denota su dual. Se consideran entonces

aquellos modelos NLE que provengan de una accién,

S = /E(F, G)v/—g d'z, (4.2)

donde el Lagrangeano L(F, G) es una funcién arbitraria de los invariantes, y g := det(gap).
El sistema de ecuaciones de primer orden correspondiente se 1eeﬂ,

Vo (LrF™ + LeF™) =0 ViaFpg =0 (4.3)
donde se ha denotado Lx := g—f(. También se definen por futura conveniencia las cantidades,

51 = 2£FF/£’F7 52 = 2ﬁpg/ﬁp, 53 = 2£GG/£F- (4.4)

4.2.2. Superficies caracteristicas y métricas efectivas

Es bien sabido que las perturbaciones de alta frecuencia sobre una solucién de fondo de las
ecuaciones (€3] son controladas por dos métricas efectivas (ver e.g. los trabajos de Boillat |55] y
Plebanski [56] a principio de los afios 70). Obukhov y Rubilar [57] notaron luego que el sistema
[#3) puede verse como una instancia particular de electrodindmica dentro de un medio material
descripto por relaciones constitutivas no lineales generales. Si ¥ es una superficie caracteristica
descripta por f(z%) = const, los vectores de onda k,, := O, f estan dados por los ceros de un
polinomio (en el fibrado co-tangente T*M),

P*(x, k) := & (x) kokpkokg = 0. (4.5)

Fisicamente, (@3] juega el rol de las relaciones de dispersién para las ondas linealizadas y da
lugar a una especie de “ecuacién de Fresnel co-variante” |58, [59].

Para la clase de teorias NLE a las que se restringe este trabajo (i.e. las que provienen de la
acciéon (£2), el polinomio de cuarto orden (£3]) se factoriza en el producto de dos superficies
cuadraticas,

a4% () ko Ky = 0, a5° (2)koky = 0, (4.6)

1La primera ecuacién proviene de variar la accién [@2]) (respecto del potencial vector A,), mientras que la
segunda —ecuacion de Faraday— ha sido asumida de arranque.
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donde las métricas efectivas (inversas) g¢® y g4® pueden expresarse,

g% = ag® b FOF (4.7)
g5 = g+ (ba/a)FoLF" (4.8)

de acuerdo a las siguientes definiciones:

a:= (14 &G — &F — RG?/16) (4.9)
Q:=2(& +& — RF/4) (4.10)
Ri=4 (&6 - &) (4.11)

bli

Q+VA
==TV2

2

Como fue notado en |55, las raices en los coeficientes b; siempre existen en virtud de,

- %, A= Q?— 4aR. (4.12)

A=4(N2+N2)  con Ny:=(& —&)— RF/4, Ny:=2¢ — RG/A. (4.13)

Asimismo, fue observado por Obukhov y Rubilar, que las métricas efectivas son ambas Loren-
tzianas siempre que la métrica de fondo también lo sea.

4.2.3. Estructura geométrica: los conos

Las métricas efectivas estan definidas a menos de transformaciones conformes. Sin embargo,
poseen una propiedad geométrica intrinseca, invariante ante estas redefiniciones conformes: sus
conos. Estos seran denotados por Cy, v representan el conjunto de todos los vectores temporales
(orientados futuros) respecto de las métricas g;. Por su parte, sus conos duales (o co-conos) se
definen como Cj, := int ({na € Ty M| n,v* >0, Vo® € C, }).

Se estudian aqui algunas relaciones geométricas entre estos conos, relevantes para el estudio
de la hiperbolicidad que se desarrollara en la préxima seccién. A tal fin, distinguiremos entre
dos casos distintos, de acuerdo a la naturaleza del tensor electromagnético de fondo: i) caso
general, cuando F? 4+ G? # 0; ii) caso nulo, cuando F? + G? = 0.

Caso general

Una 2-forma general Fy, (en un dado punto), posee dos vectores nulos asociados k% y [°.
Estas direcciones son las llamadas “direcciones principales nulas” [60-62], y juegan un rol clave
en nuestra construccién en [4]. Mayormente, sirvieron en el armado de una base que permitié una
simplificacién considerable de todos los céleulodd. Aqui sélo se presentan las ideas cualitativas,
que reposan sobre la siguiente observacion: los vectores k® y [* son nulos respecto de las tres
métricas, es decir, la métrica de fondo y las efectivas. Puede decirse entonces que todos los conos
(sus clausuras en realidad) comparten estas direcciones principales nulas, y el plano expandido
por estas dos direcciones constituye el objeto geométrico esencial del sistema.

Esto significa que existen sélo tres configuraciones posibles para los conos efectivos, las
cuales han sido ilustradas en la Figura[£1l Los tres conos se intersecan (Figura ; no hay
interseccién comun entre los conos de las métricas efectivas como se ve en la Figura m o
bien los dos conos efectivos se intersecan entre si, pero no con el cono asociado a la métrica

fisica (Figura[4.1(c)).

Caso nulo

Para un campo electromagnético nulo, las dos direcciones nulas colapsan en una sola. Nue-
vamente puede verse ahora que esta direccion es nula respecto a las tres métricas, y por lo tanto,

2 Ver [] (y en particular el Apéndice A de este trabajo) para més detalles sobre este punto.
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(a) (b) (c)

Figura 4.1: Caso general: las posibles configuraciones para las superficies nulas de las métricas
gl (rojo); g2, (azul); gap (gris).

hay en principio dos posibilidades: o los conos de las métricas efectivas no se intersecan, o bien
uno esta incluido dentro del otro. Usando una base conveniente, se pudo deducir el siguiente
resultado que jugara un rol importante en la hiperbolizacion de la teoria.

Proposicion 1 Cuando Fp es nulo, los conos efectivos siempre se intersecan entre si y con la
métrica de fondo, i.e. Cy NCy NCy # 0.

Este resultado se prueba en M], y permite aqui dar una idea cualitativa de las distintas
configuraciones posibles, como se ilustra en la Figura

(a) (b) (©)

Figura 4.2: Caso nulo: las posibles configuraciones para las superficies nulas de las métricas
gl, (rojo); g2, (azul); gap (gris).

4.3. Hiperbolizacion

Se trabajard ahora con el sistema ([@3) siguiendo el formalismo propuesto por Geroch [§].
Para hacer esta tesis lo méds autocontenida posible, y dado que necesitaremos nuevamente estas
herramientas en el capitulo siguiente, se incluyen las ideas y definiciones fundamentales de dicho
formalismo en el Apéndice C.

El primer paso es escribir el sistema (@3] en la forma,

K™ (2, )V @ + Ja(z,®) =0 (4.14)
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Se identifican entonces los campos, ®* — F¢ y el simbolo principal puede escribirse,
* *1M * 1 m
KAma — (_ [gambc + Fam(é-lFbC +€2Fbc) +Fa (€2Fb0 +§3Fbc)] ) 5611 bc) (415)

CON Gabed = %(gacgbd - gadgbc)-

De acuerdo a la Definicién [ del Apéndice C, la primera tarea es hallar un simetrizador h*,,
tal que la contraccién h?, K A+ sea simétrica en los indices o y . Identificando una variacion,

6%, con un tensor anti-simétrico arbitrario (i.e. §&* = X ) se tiene,
K my008 = (_ [Xam +Ag F,™ + BxFam} , X;m) (4.16)
donde se han definido,
Ag =[0F-X)+&EF-X)] By = [LF-X) + &(F-X)] (4.17)

y se denota la contraccién de tensores, X - Y = XY,

Se construy6 un simetrizador dado por la siguiente férmula:
hA,60% = (X9 , —X*% — AxF*% + BxF%) (4.18)

Al igual que el simetrizador para la teoria usual de Maxwell, notamos que éste depende li-
nealmente de un campo vectorial t?. Esto significa que en realidad no se trata sélo de un
simetrizador, sino de toda una familia de simetrizadores, parametrizada por el campo vectorial.

Luego de algunas manipulaciones algebraicas, se puede escribir:
5D°hA K f 300 = (M,™ + N,™ + L") 1 (4.19)
con
m ay m > a m 1 % m
M,™=(X,"X," +X,"X, )+§(X-X)5q
N,™ = —(Ag X, + AxX")) F,™ — (Bg X", + Bx X" ) F,™
1 < * < * W * * m

L™ = S{aF - X)(F - X) + &[(F"- X)(F - X) + (F* - X)(F - X)] + &(F - X)(F - X)}4,
Puede verse entonces que la contraccion resulta simétrica ante el intercambio X &= X , Yy por
tanto se verifica la primer condicién en la Definicién [l Ademads, puede notarse que este resul-
tado no depende de la forma especifica del Lagrangeano y es valido por tanto para cualquier
teoria NLE. Se observa asimismo, que la parte del simetrizador que no depende del campo elec-

tromagnético de fondo (parte lineal de la teorfa) coincide con el simetrizador correspondiente
al caso de Maxwell.

Ahora sélo resta verificar la segunda condicién de la Definicién [l Para ello definimos la

siguiente forma bi-lineal,
Hap(t,w) == b (1) K )"y, (4.20)

Lo que se quiere verificar es que exista al menos un par (t7, w,, ), tal que Hyg(t, w) sea definida

positiva. Esto es,
6B Hop(t, w)d®° > 0 (4.21)

para cualquier variacién no trivial @<,



Capitulo 4. FElectrodindmica no lineal 29

. Cusdles son las condiciones sobre una teoria NLE (y la solucién de fondo) para que exista
al menos un par (%, w,,) que cumpla (LZI])?7. Dentro de aquellos casos, jcuél es el conjunto de
todos los vectores t* (simetrizadores) posibles y los conos de propagacién asociados?.

Las respuestas a estas preguntas se condensan a continuacién bajo la forma de dos teoremas.
Se bosquejaran luego las ideas y pasos centrales para sus demostraciones, mientras que para
ver los detalles completos de la prueba remitiremos al lector interesado a [4].

Teorema 1 FEl sistema es simétrico hiperbdlico, si y sdlo si, los conos (co-conos) efectivos
. . -, . . * * 4
tienen interseccion no vacia, i.e. Cy, NCyq, # 0 (Cy NCy, # D). Este serd el caso, toda vez que

1
1+§ ((FN1+GN2) — \/N12+N22\/F2+G2) >0 (4.22)

La estrategia para demostrar este teorema empieza al expresar Ha,g(t, w) en una represen-
tacién comvenienteﬁ7 y construir a partir de ella una matriz T°% tal que,

Hap = par T’ (4.23)

donde p,~ es algin producto interno Riemanniano en RS. Luego, se busca la positividad de
todos los autovalores de T'%, que es esencialmente equivalente a que H,s sea definida positiva@.
El an4lisis de este conjunto de autovalores, {\;}$_;, revela finalmente que su positividad impone
una restriccién sobre los posibles valores de los invariantes y de las teorias (a través de ;). Esa
restriccién es precisamente [A22]), y ademds se puede probar que es equivalente la condicién

que los conos de las métricas efectivas se intersequen entre si.

Teorema 2 Una teoria que satisface [A22), admite una coleccion de simetrizadores parame-
trizados por vectores t*, tales que: t* € Cy, NCy,. Independientemente de la eleccion particular,
el cono de propagacion resultante Cy, estard dado por (la clausura de) la unidn de los conos
efectivos, i.e: Cy = Cg, U Cy,.

El punto de partida para la demostracion de este segundo teorema es la construccién de un
par (2, w?) explicito que satisfaga la condicién de positividad. Luego se muestra que esta pareja
necesariamente debe pertenecer a la interseccién de los conos (co-conos) efectivos. Entonces,
analizando la expresion para el determinante de 7%, hallada en Mathematica,

det (T%) = Qo (97waws) (95" waws) (wat®)? (gbst*t?) (g2,t") (4.24)
A 2. Ag

es posible argumentar respecto de cuanto es posible extender el vector t& sin “perder” la posi-
tividad de los autovalores. Resulta que el limite para extenderlo es precisamente la clausura de
las interseccién postulada en el teorema: t* € Cy, NCy,. Siguiendo el mismo camino se obtienen
el conjunto de los posibles co-vectores w,, y a partir de ahi resulta sencillo computar el cono
de propagacién C. De acuerdo a la Definicién 2] (Apéndice C), éste resulta Cy = Cy, U Cl, .

3 Las direcciones principales nulas introducidas en la Seccién EL2.3] nos permitieron construir un frame donde
la métrica de fondo es Minkowski, los campos eléctrico y magnético resultan paralelos entre si, y los cédlculos se
simplifican de manera considerable. Por supuesto esta elecciéon es irrelevante desde un punto de vista conceptual,
pero muy importante desde lo operacional.

4 La razén para introducir Pa~ €s de cardcter practico, ya que permite trasladar el problema de positividad a
uno de autovalores. Puede sonar como un detalle técnico en principio, pero resulta que no hay una forma tnica
(o natural) de subir el indice en este contexto. Existe una arbitrariedad inherente en la eleccién del producto
interno y los autovalores no estardn definidos de forma invariante en general (se introduce implicitamente una
dependencia en la base utilizada). Sin embargo, la positividad de los autovalores si resulta invariante y garantiza
la positividad de H,g como forma bi-lineal, siempre que pn~ sea efectivamente un producto interno.
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El lector puede hallar una demostracién completa de estos dos teoremas en |4], asi como tam-
bién una buena lista de ejemplos donde se han aplicado los resultados aqui presentados. Entre
estos ejemplos se encuentran los modelos de Born-Infeld, Gauss-Bonnet y Euler-Heisenberg.

4.4. Vinculos

Siguiendo la Definicién [3 del Apéndice C, se obtiene que las teorias NLE poseen un espacio
lineal de vinculos caracterizado por vectores (z,y) en R?, de la forma: ¢4 = (xg®", yg®"). Para

verificar que ¢A” satisface de hecho (C.2]), simplemente se contrae éste con el simbolo principal

1 > *nm C *x0C 1 nmoc
AMK S, =~ {59"7”[)6 + FUEFY + G F0) + F (G P 4 &P )} +3ve b (4.25)

que resulta claramente anti-simétrico en los indices n y m. Los vinculos son ademéas completos
en el sentido que la dimensién de las ecuaciones de evolucién mas la dimensién del espacio de
vinculo, resulta igual a la dimensién del espacio de ecuaciones original.

De acuerdo a la Definicién d] debemos ver que,

0
okl

ATK MYV, 00V,0° =0 4.26
( A« ( )

sea una consecuencia algebraica de las ecuaciones de movimiento. Para ello se reescribirdn las
ecuaciones ([d3)) en la forma,
m o\
Vo (K ™,2%) =0 (4.27)

con K,™ — % (E F 9, + Lo e, e, ) Aplicando ¢A"V,, a la expresién anterior, y
notando que ¢A™ conmuta con las derivadas, se obtiene que el lado izquierdo de (@ZT) es

Vo Vi (A K ™ &%) (4.28)

Pero dado que ¢ K 4™, es anti-simétrico en n y m, esta cantidad es idénticamente cero.
Entonces la ecuacién ([@26]) se satisface trivialmente, y por tanto, los vinculos son integrables.

4.5. Conclusiones

En este trabajo se ha estudiado la formulacién de valores iniciales correspondiente a aque-
llas teorfas de electrodindmica no lineal provenientes de una accién ([{2)). Para ello, se utilizé el
enfoque co-variante provisto por Geroch [8], que significé la construccién explicita de un sime-
trizador general para estas teorias. Ademads, se ha profundizado en algunos aspectos conocidos
de las teorias NLE, en particular, sobre la estructura geométrica derivada de sus relaciones
de dispersiéon. Esto permitié la conexién entre estos aspectos geométricos de las teorias y su
hiperbolicidad, que fueron plasmados en la forma de dos teoremas. Estos teoremas encierran
los resultados centrales de este proyecto, y aqui sélo se han incluido los esquemas béasicos de
sus demostraciones.

Ademsds del criterio geométrico mencionado, se hallé un criterio algebraico equivalente que
resulta de gran utilidad a la hora de considerar ejemplos concretos. Es importante destacar que
la condicién para que un determinado sistema resulte o no hiperbélico, depende en general no
sélo de la teorfa particular sino también de los valores de los campos (el valor de los invariantes,
mas precisamente) en cada punto. Por lo tanto, durante la evolucién es factible que una solucién
perfectamente bien comportada pueda derivar en un escenario donde el sistema deje de ser bien
puesto. Utilizando la condicién algebraica, uno podria caracterizar en principio aquellas teorias
en donde la hiperbolicidad sea vélida para todos los valores del campo: ese conjunto de teorias
debiera ser preferido por sobre las demas.
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Como fue mencionado, el andlisis realizado involucré la construccion explicita de simetri-
zadores (ver expresiéon ([@I8)). Al momento de evolucionar estas teorfas, el simetrizador pro-
porciona un sistema de ecuaciones que pueden ser evolucionadas con seguridad. Los conos de
propagacion de estos simetrizadores coinciden con el mas pequeno de los conos efectivos, y por
lo tanto, se recupera las mismas propiedades de causalidad que el sistema original. En ese sen-
tido puede decirse que los simetrizadores hallados son éptimos, y permiten todas las posibles
hipersuperficies donde el dato inicial puede ser dado.

Asimismo, hemos mostrado aqui que los vinculos en estas teorias resultan, en todos los
casos, completos e integrables en el sentido de GerocHl. Esto significa que si son satisfechos
por los datos iniciales y el sistema es hiperbdlico, entonces seguirdn satisfaciéndose durante
la evolucién (siempre que el sistema continie siendo hiperbdlico) dentro del correspondiente
dominio de dependencia.

5 Esto es asi porque que su estructura es muy cercana a la de los vinculos en Maxwell.



Capitulo 5

FElectrodinamica force-free

5.1. Introduccion

En la actualidad ya es ampliamente aceptada la idea de que los agujeros negros son comunes
en el universo, y que juegan un papel protagdnico en algunos de los eventos astronémicos
méas violentos como nicleos galacticos activos y gamma-ray bursts. Estos eventos aparecen
frecuentemente en forma de flujos colimados de particulas y campo electromagnético, conocidos
como “jets”. Una de las caracteristicas mas espectaculares de los jets, es que su extension supera
en muchos ordenes de magnitud el tamano del objeto compacto alojado en la region central.
Ademsds, se observa que la cantidad de energia liberada durante estos eventos es enorme; ésta
puede tener en principio dos origenes: por un lado, puede ser energia gravitacional del material
que estd acretando el agujero negro (o en el colapso gravitatorio que da origen a uno), o bien,
la energia de rotacién del propio agujero negro siendo extraida por medio de algiin mecanismo.

La electrodindmica force-free (FFE, por sus siglas en inglés) describe un régimen particular
de plasmas magnéticamente dominados que juega un rol clave en la fisica de estos eventos.
En tales regimenes, los campos magnéticos dominan la dindmica —en relacién a la materia que
constituye dichos plasmas—y dan lugar a una descripcién desacoplada para el electromagnetismo
conocida como electrodinamica force-free. Asi, los campos obedecen una versién modificada —no
lineal- de las ecuaciones de Maxwell, mientras que el plasma sélo interviene acomodandose al
campo electromagnético para cancelar localmente la fuerza de Lorentz. Existen dos condiciones
centrales para que esta aproximacion sea una descripcién adecuada para una situacion astrofisica
particular: en primer lugar, es necesario justificar la presencia del plasma en los alrededores del
objeto central; y en segundo lugar, debe verificarse que la densidad de masa del plasma sea
mucho menor (varios ordenes de magnitud menor) que la densidad de energfa electromagnética.
Tales requerimientos son de hecho satisfechos en ciertos escenarios astrofisicos realistas.

En un articulo pionero, Goldreich y Julian |63] analizaron la solucién de vacio para una
estrella de neutrones rotante y con un momento magnético dipolar alineado al eje de rotacién.
Ellos argumentaron que el campo eléctrico inducido rotacionalmente era lo suficientemente
intenso como para “arrancar” particulas cargadas de la superficie estelar, y de esa forma, generar
un plasma en los alrededores de la estrella. Continuando con estas ideas y motivados por una
observacién de Wald [64], que mostré que un agujero negro rotante sobre un campo magnético
de prueba daba origen a un campo eléctrico con E-B # 0, Blandford y Znajek [6] argumentaron
que un mecanismo de produccién de pares (electrén-positrén) podria operar para producir una
magnetosfera force-free cerca de un agujero negro rodeado de un disco de acreciéon. Mas aun,
argumentaron que las soluciones de vacio serian inestables ante una cascada de creacién de
pares, bajo circunstancias astrofisicas tipicas.

La idea es que este mecanismo que genera el plasma se regula a si mismo: las cargas pro-
ducidas actuardn para apantallar la componente de campo eléctrico a lo largo de las lineas de
campo magnético, eventualmente apagando la produccién cuando E - B se vuelva lo suficiente-

32
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mente pequeno. Esto permite estimar una densidad caracteristica de particulas —la denominada
densidad de Goldreich-Julian [63]—, y por tanto inferir que (bajo condiciones tipicas) los efectos
inerciales del plasma debieran ser despreciables. Esta conclusiéon fue luego avalada por simula-
ciones numéricas del sistema magnetohidrodindmico completo (ver e.g. [65H68]), que sugieren
que la densidad de plasma es muy baja lejos del disco de acrecion y especialmente en la region
del jet, por lo cual la dindmica es efectivamente force-free.

Blandford y Znajek [6] consideraron en detalle el problema de una magnetosfera force-free
axi-simétrica y estacionaria alrededor de un agujero negro de Kerr, y construyeron pertur-
bativamente —en el pardmetro de espin— una solucién valida para agujeros negros que rotan
lentamente. Lo interesante de dicha solucién, es que exhibe un flujo saliente de energia y mo-
mento angular electromagnético, cuya potencia estimada es lo suficientemente alta como para
dar cuenta de las observaciones de radiogalaxias y quéasares. El mensaje central de estos resul-
tados es que un agujero negro, inmerso en un plasma tenue y magnéticamente dominado, puede
transferir energia de rotacién al campo electromagnético y ésta puede escapar a infinito como
un flujo de Poynting. Se utiliza en la actualidad “mecanismo de Blandford-Znajek” para referir
a cualquier proceso de extraccion de energia rotacional por medio de campo electromagnético.
Sugerimos al lector, el capitulo 5 de [69] para una resenia més acabada acerca de jets y [70] para
una formulacién co-variante (muy completa) de la electrodindmica force-free; mientras que para
una discusién mds amplia respecto al mecanismo de Blandford-Znajek referimos a e.g. [71-73].

A pesar de que las ecuaciones FFE existen desde hace ya varios afios, su estructura causal
s6lo ha comenzado a revelarse recientemente [9, [74, 75]. Ahora sabemos que este sistema de
ecuaciones no sélo es fuertemente hiperbdlico, sino también simétrico hiperbdlico, dado que ha
sido encontrado [9] un sistema adecuado para una descomposicién (3+1) particular. En este
capitulo se presenta una hiperbolizacién para el sistema FFE (Seccién [(.3)), siguiendo el for-
malismo co-variante de Geroch [§]. El interés no es s6lo matemadtico, sino fundamentalmente
préactico, dado que este conocimiento era necesario para implementar el sistema numéricamente.
Luego, en la Seccién [5.4] se dan algunos detalles de la implementaciéon numérica. En especial,
destacamos la discusion en torno a las condiciones de contorno y los métodos utilizados para
lidiar con ellas. Finalmente, se analizan los resultados obtenidos: la generacién de jets y la
extraccion de energia del agujero negro por medio de configuraciones electromagnéticas estacio-
narias. Se verifican ademads el correcto funcionamiento de las condiciones de borde y el control
de los vinculos en todo el dominio numérico.

5.2. Formulacion de la FFE

El punto de partida son las ecuaciones de Maxwell,

va*ab — 0
vaab _ ja

—~
(SN
(NI

N

donde Fy;, es el campo electromagnético y F); el tensor de Faraday. Cuando las susceptibilidades
eléctrica y magnética del medio son cero, como es el caso tanto del vacio como de plasmas
altamente ionizados, el tensor de Faraday es simplemente el dual de Hodge del tensor de Maxwell
(ver e.g. [18]),

1 ,
F:zkb = §6abchCd (53)

I Hasta donde sabemos, su formulacién de valores iniciales/contorno no ha sido atin muy desarrollada, y la
mayor parte de lo que se hace respecto a las condiciones de contorno utiliza la estructura caracteristica de la
teoria de Maxwell, en vez de la que corresponde a un sistema genuinamente force-free (ver e.g. |76, [77]).
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donde €gpcd = V/—9 €aped €s €l elemento de volumen asociado a la métrica, y egped, €l simbolo
de Levi-Civita. El tensor de energia momento estd dado por,

TaEb]M = Fachc - igachdFCd (54)
El intercambio de energia con la materia se expresa como VbTab;M = —F,,j%, donde F,;,5° define
la fuerza local de Lorentz. La electrodinamica force-free describe al campo electromagnético en
un régimen donde la transferencia de energia y momento entre el campo y el plasma puede
ser despreciada, no porque la corriente sea insignificante sino porque la energia y el momento
electromagnético dominan sobre aquellos del plasma (i.e. Ty, = TEM + Tflf“sm“ ~ TEM),

La teoria es por tanto gobernada por las ecuaciones de Maxwell modificadas por la condicién,

Faj® =0 (5.5)

Puede notarse que esta condicién, para una corriente j* # 0, implica que el tensor de
Maxwell es degenerado (i.e. no invertible). Esto puede expresarse como,

G:=F®F% =0 (5.6)

En efecto, det %, = G? por lo que cuando G = 0, el kernel de F%, tiene dimensién dos o
cuatro. En el caso de interés fisico, es decir, cuando el campo magnético es mayor que el campo
eléctrico se tiene:

F:=F%F,; >0, (5.7)

La condicién G = 0 significa que existe un vector temporal u® (proporcional a j%) que
cumple Fyu? = 0. Esto es, constituye un frame donde el campo eléctrico es cero. Por lo tanto
existe un cuadri-vector v?, tal que:

a

F*b = QU[aub] (58)

Es importante notar, sin embargo, que cualquier combinacion lineal de u® y v* puede ser utiliza-
da para definir F); —siempre que alguna condicién sobre sus normas relativas se mantenga fija—.
Esto refleja que no son estos vectores individuales lo importante, sino el plano que definen. En-
tonces, en el caso degenerado, el campo de Maxwell corresponde geométricamente a un 2-plano
en el espacio tangente. Resulta ademds que esto puede extenderse a un anélisis local: cuando
un campo es degenerado, localmente bien comportado, y satisface la ecuacién de Faraday (5.1,
entonces el kernel de Fy;, resulta integrable, i.e. tangente a una subvariedad bidimensional. La
prueba de esta observacién se basa en el teorema de Frobenius y permite una interpretacion
geométrica interesante de estas superficies. En el caso magnéticamente dominado, estas subva-
riedades son temporales y su interseccion con una hipersuperficie espacial determina las lineas
de campo magnético definidas por los observadores ortogonales a dichas hipersuperﬁcieﬁﬁ.

Es usual considerar el vector temporal u® normalizado, i.e. u®u, = —1, y tomar v* (el campo
magnético en ese frame) perpendicular a u®, mediante la definicién v® := — F*%yy,

5.2.1. Sistema restringido

Sucede que en un régimen force-free (i.e. G =0y F > 0), el campo electromagnético puede
ser evolucionado auténomamente. Esto se logra eliminando la corriente asociada al plasma j¢,
al combinar las ecuaciones (5.2) y (&5,

FYWV F* =0 (5.9)

La doble degeneracién del tensor de Maxwell implica que (5.9]) representa sélo dos ecuaciones.
Por su parte, (5.I]) representa tres ecuaciones de evolucién y un vinculo (a saber, V- B = 0).

2 Para un desarrollo completo referimos principalmente a [70] (basado a su vez en estudios anteriores [7d, 80])
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Este sistema proporciona entonces la evolucién para los cinco grados de libertad de un tensor
electromagnético restringido por ([.G]), y serd denominado en consecuencia, sistema restringido.

5.2.2. Sistema aumentado

Para evolucionar todo el tensor de Maxwell es necesario agrandar el sistema, y la idea es
hacerlo de forma tal que al menos sobre la subvariedad G = 0 el flujo de la evolucién se mantenga
tangente a la misma. La estrategia natural parece ser entonces promover el vinculo algebraico
(E.6) a una ecuacién diferencial como V,G = 0. Esto es lo que esencialmente se hace en [74], y
constituye lo que ellos han denominado sistema aumentado. Por tanto, se considera:

F®V°Fy,. = 0 (5.10)
VyF*b = 0 (5.11)
F*VeF, = 0 (5.12)

Remitimos al Apéndice B de [5] para una discusién sobre los vinculos de este sistema.

5.2.3. Sistema extendido

En una simulacién numérica, los vinculos nunca seran satisfechos de manera exacta, y por
ello resulta necesario extender el sistema mds alld de la subvariedad del vinculo (G = 0).
Al hacerlo sin embargo, no se quiere alterar drasticamente la estructura de las ecuaciones y
vinculos: la sutileza aparece en la ecuacién (5.I0]), donde puede notarse que la extensién a un
entorno de la superficie del vinculo no es en absoluto trivial.

Cabe mencionarse que hay una significativa libertad en la construccién de una extension,
dado que fisicamente, las ecuaciones tinicamente son relevantes sobre la subvariedad. Se quiere
garantizar dos cosas importantes en esta extension: preservar la co-variancia de forma que sean
siempre las mismas ecuaciones, independientemente de la descomposiciéon 3+1 usada para evo-
lucionarlas; y ademads, se quiere mantener las ecuaciones bien puestas, para garantizar que se
pueden evolucionar de forma tnica y controlada.

Comenzamos por definir la siguiente extension para el campo de fondo,

- G
Fop =Fp+oFy ; 0=—r—=x
’ ’ ’ F+VF? + G2

No es dificil notar que sobre la subvariedad G = 0 coincide con el campo original. Ademas,
vemos que este campo es ahora degenerado y magnéticamente dominado por construccién. En
efecto, usando que F))f = —Fyp, y F;bF*“b = —F,, F'* se puede ver que,

(5.13)

2F2 2
2FHE) ke
F+VF?+G?

Al igual que antesﬁ, se pueden definir ahora vectores (4%, 0) que satisfacen,

G=F"FY =0 ; F=F%,=

Fau’ =0 ; %, =-1 ; 9,=—Fna" ; F} =204y (5.14)

Luego, el sistema extendido puede escribirse explicitamente como,

F®VFy,. = 0 (5.15)
VoF* = 0 (5.16)
F**VeF,., = 0 (5.17)

3Siempre que el campo original sea magnéticamente dominado, i.e. F' > 0.
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Este es el sistema que nos interesa a los fines de una implementacion numérica, y se procederd en
la seccién que sigue a la construccién de una hiperbolizacién apropiada del mismo.

5.3. Hiperbolizacién

En esta seccion, se construye una familia de simetrizadores para el sistema extendid(ﬁ, en
las mismas lineas del capitulo anterior; es decir, utilizando el formalismo co-variante de Geroch
[8], que ha sido consignado brevemente en el Apéndice C de esta tesis.

Antes de comenzar, se discute la inclusién de un nuevo campo escalar ¢, que se incorpora al
sistema (B.I5)-(G.IT) para controlar el vinculo asociado a la divergencia del campo magnético.
Esta forma de lidiar con este vinculo es estdndar en la actualidad (ver e.g. |72, [78, [81], 182]),
y se adapta muy bien al formalismo co-variante que aqui utilizaremos. La idea es no forzar el
vinculo de manera exacta, sino promover una evolucién que mantenga al sistema cercano a la
superficie del vinculo. La ecuacién (BI0) se modifica de acuerdo a,

Vi F*® £ Ve = kné (5.18)
Y se sabe que tanto V-B , como la nueva variable ¢, satisfacen una ecuacién del tipo “telegrafica”,
O¢ + kO =0 (5.19)

que determina tanto la propagacion como el decaimiento de dichos campos, y se asegura asi el
cumplimiento del vinculo de manera dindmicall.

Se escribird, como primer paso, el sistema (G.15),([EI8),(EI7) en la forma (CIJ). Los campos
son entonces ahora ®* = {F, ¢}, y el simbolo principal puede leerse,

~ 1 ~
sza o {(Fa[bgc]m , 56ambc , F*bcgam> , (0 , gam , 0)} (520)

donde los paréntesis dividen distintas componentes del indice de ecuaciones A, y los corchetes
distinguen las componentes de los indices a que senalan los campos. La corriente es por su
parte,

Ja+< (0, —kn%,0) (5.21)
Al igual que en el capitulo anterior, se construye aqui una familia de simetrizadores con un

parametro vectorial t*, que contraido con una variaciéon arbitraria 6®* = {Xab, (5¢} se lee,

. - - = b 1y = 1, -, &
50%h,A = <X;bF*thC , X5, PPote — Pyt®so , — 5XabF*bctc — Sta(E” ~X)> (5.22)

4Esta construccién puede hacerse también para los sistemas restringido y aumentado (ver [H]), pero no serdn
incluidas aqui. El sistema extendido es el que en definitiva nos interesa para realizar la implementacién numérica.

5 Se observa que, contrariamente a lo que sucede en magnetohidrodindmica ideal por ejemplo, la inclusién
de este campo no es esencial para la hiperbolizacién en si. Hiperbolizaciones para el sistema original pueden ser
facilmente recuperadas fijando ¢ = 0, junto con algunos reajustes menores adicionales.
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donde se ha definido Pél = %1:“ op + FecF, . Luego, la contraccién completa resulta en:
. . . . 1 -
50 ho  Kywn 007 = t*P, w, [X”"ch + X Xep — 5 (X X)&Tg]
1 - ~ 5 . ~ 1 ~ o=
—5t"Flyn [Xbm(F* - X) 4 Xbm (R -X)} — 5t wa (B X)(F* - X)
S+ Pyt [X*maéqa n X*ma&&} (OB, w868 (5.23)

que es claramente simétrica ante el intercambio §® = §® (ver Definicién [I1).

Para estudiar la positividad (Definicién[I}2), fijaremos un simetrizador particular por medio
de t* = 4* (recordar las relaciones en (5.14).
De esta manera, si se considera ademds el co-vector w, = g, la expresién (B.23) —para una
Unica variacién §®— se reduce significativamente:

1 - 1 1 -
50 ho K ynm 0P = 5Ffﬂab 2Xa Xpe = 5(X - X)gap | + §F5q§2
1~
= SF (6E® + 6B + 6¢°) (5.24)
donde se han definido 6E, := Xoa° v 6B, = —X;bﬂb. Ciertamente ésta es una cantidad po-

sitiva para cualquier variacién no trivial §®<, y por lo tanto, el sistema es simétrico hiperbdlico.

Por completitud, se escribe el sistema “simetrizado” resultante (ver ecuacién (C4)):

€abed [0°17 + 020D = Bjary + FRutre (5.25)
PUgp® = 0 (5.26)
donde se ha denotado,
1= F°V8(Fy) 5 p* = Ve(F*®) + V% — kn® 5 14 = F*V,Fye

5.3.1. Descomposicion 3+ 1

A los fines de obtener un sistema apropiado para la discretizaciéon numérica y posterior
evolucién, seguiremos bésicamente una descomposicién 3+1 estandar (ver e.g. [83]). Se considera
una region del espaciotiempo foliada por las hipersuperficies de nivel de una funcién suave ¢,
{X¢}ier, y un campo vectorial t* (siempre transversal), que sera normalizado de manera que
t*V,4t = 1. Dado cualquier parche coordenado local en Yo, {z'}, éste puede ser extendido a
{¥t},cr propagando constantemente los valores de las coordenadas en X a lo largo de las
curvas integrales de %. Esto es,

0 - 0 . ;
- v = _— - J = ‘7
T dx' =0, By dx 0;

De esta forma, se obtiene un sistema de coordenadas completo {t, zi}, para el cual las coorde-
nadas “espaciales” son preservadas a lo largo del campo vectorial t* := (9;)®. La normal a la
hipersuperficie se obtiene al promover V,t a un vector con la métrica del espaciotiempo,

n® := —ag®(dt),
donde la normalizacién « se denomina lapse function. Y es util definir, asimismo, el shift vector:

Ba = 1% _ an®
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En este sistema de coordenadas asi construido, la métrica puede expresarse como:
ds? = (6% — a?)dt* + 2B;dx'dt + hyjda'da? (5.27)

donde h;; es la métrica espacial inducida en las hipersuperficies ;. Notamos por tltimo, una
relacién 1til que surge de la construccién anterior,

V=g = avh

y se expresan las componentes del vector normal en estas coordenadas como,

Ng = (705507050) 5 n® =

Qlr

i
(1,-5").
Ahora utilizaremos el vector normal n® como frame para descomponer al campo en sus

componentes eléctrica y magnética, i.e.

E, := Funb (5.28)
B, —F5nt (5.29)

De donde pueden deducirse las siguientes relaciones inversas,

Fup = 2n,Ey + €apeanBY, (5.30)
vy = 2Bany + €qpean®EY. (5.31)

Asimismo, definimos el vector de Poynting como:
5% := n.e“*FyB,. (5.32)

Definiciones idénticas E*, B%, S, aplican para la descomposicién del tensor electromagnético
F,p,. Pero en este caso, dado que F, es siempre degenerado (por construccién), estos tres
vectores espaciales resultan ortogonales entre si. Por lo tanto, junto con la normal n®, éstos
conforman una tetrada ortogonal que sera muy importante en lo que sigue. Las relaciones entre

los vectores con y sin tilde se leen,

E' = E'—-0oB, (5.33)
B' = B'+oF, (5.34)
St = (1+02)8". (5.35)

En términos de la “base tilde”, es posible expresar los vectores u® y v* de forma univoca,

Ga 5 1 - 2B2
@ i= M| n%+ 5 , 7% = —F*bg, = — B9, A=) —
B2 A F

siendo A\ un factor adimensional para imponer la normalizacién, u,u% = —1.

5.3.2. Ecuaciones de evolucion

La tarea ahora es extraer, de las expresiones (5.28)-(5.26), las ecuaciones de evolucién para
los campos (E*, B*, ¢). La idea es extraer sus componentes utilizando la tetrada {n®, E*, B*, 5°}.
Luego de una cuenta tediosa pero directa, se obtiene finalmente el sistema de evolucién:
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o = Lo —aPdj(B/a) — ard — gﬁkm 5.36
! F
O (E'/a) = (% -5 ) [8°d; (B [a) + dj(F™)] — 7o (B [0)
B[ wkj - j g ok
JFE Ekdj(F ) — Egdj(B /o) + %Tk + E% 0 (5.37)
i *ij i j Lok, 7 E Gk ij
O (B'/a) = —d;j(F*)+ p'd;(B’ /o) + 7 7By, + FBQS r,—hY0;0  (5.38)
donde )
re = % (0:(G/0?) + 00;(F/a?)) (5.39)
Ademds, se ha denotado é7% = n,e?*°? al elemento de volumen inducido en la hipersuperficie, y

el operador diferencial, d;(-) = ﬁaj(\/—_g - ). Por supuesto, F' y F*/ pueden ser reescritos
en funcién de los campos eléctrico y magnético, de acuerdo a las ecuaciones (530)-(B.31]). Debe
destacarse de las ecuaciones finales, que todas las derivadas actian sobre campos sin tilde;
mientras que la estructura no lineal se escribe en términos de las variables tilde.

5.3.3. Estructura caracteristica

Se realiza la descomposicién caracteristica de las ecuaciones de evolucién obtenidas, respecto
a una direccién de propagacién genérica k, = (A, m;) asociada a un frente de ondas. Es decir, se
consideran las perturbaciones linealizadas (qg, E’i, BZ) sobre una solucién de fondo (¢, E¢, BY), y
sus campos tilde asociados. A tal fin, se introducen antes algunas definiciones convenientes:

Ap =miAb Afg =A—A,m' ; A= mkekijAj (5.40)
para cualquier vector A* dado.
De esta forma el sistema caracteristico se lee,

Em = 21 = =
(A=Bm)/a ¢ =—By, — F(EkB’“ + BLE")
Bi 5” .

(= /e B' = ~Bi+ = |BuBl - il + Bud) - 2B
()‘_Bm)/aB :Eg_E BZ—EE (EkB +BkE)—m¢

donde A := /B2 — E2,

La solucién a este problema de autovalores/autovectores resulta:

+E, - E, = _
Uf =41, —=2—B! , —"——BjFm' . M =8.%a
(B2+S,) 77 (B2+Sn)
th:{o,E;iB;;,B;iEg} L M =fnta
vF = {0, B~ 0% (S AB) L Si£AB} N =B —ach

U4={o,éi,—E"} )\4:6m—a%—m,
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donde af = %(ﬁm + Aém), y se han expresado los autovectores como U = {qg , E , BZ}

El primer conjunto de autovectores no representa ningin modo fisico: corresponde a los
modos asociados con la divergencia de B y al campo ¢. El segundo par se identifica con los
modos magneto-sonicos rapidos y pertenece al mismo subespacio anterior, con propagaciones a
la velocidad de la luz. El tercer conjunto, corresponde al limite force-free de los modos Alfvén de
la magnetohidrodinamica; mientras que el dltimo modo estéd relacionado al vinculo algebraico
G = 0, y por tanto, tampoco representa un modo fisico.

Genéricamente, los autovalores correspondientes a los distintos subespacios son diferentes
entre si, y el sistema anterior conforma una base completa para espacio tangente.
La co-base asociada es en este caso,

1 En - E -
+ m m
@15{1, :FFBiv:FFEi:Fmi}
o=t B p e v (BB b | - Byt B
2 2(Eg+Bgi2$m) ’ A2 7 pt 7 A2 7 7 pi 7
1 - B, ~ ~ B, o~ o~
Gi EmzA % _mBz Ezz_m ziBz
3 )2) {IF m; + A F Lo A e}

T oAB2(1- (oF
B}

donde han sido definidos, a® := % y bt == (B, + o).

@:é{o,éi,

Degeneraciones

Aqui se analizan en detalle aquellos casos en que alguno de los subespacios caracteristicos
se degeneran y mezclan entre ellos. Esto es, los casos donde dos (o més) autovalores de dife-
rentes subespacios coinciden, y sus autovectores asociados se vuelven singulares o linealmente
dependientes. Dado que el sistema es simétrico hiperbdlico, y por tanto fuertemente hiperbdlico,
sabemos que debe existir en cada punto un conjunto completo de autovectores. Sin embargo,
como los subespacios se cruzan o se vuelven singulares, una eleccién diferente de base puede ser
necesaria.

Las tres degeneraciones posibles son:

__ S
1. UX:(TA:B—Z
2. of =41 6 o, ==+1
JF

3. o4 =21 y o, =7F1 (simultdneamente)

= |

1. Aqui el subespacio de Alfvén colapsa internamente y a su vez, con el modo Uy (vinculo
algebraico). Como estamos considerando campos de fondo que son magnéticamente do-
minados, A > 0, esta degeneracién sélo ocurre si B, = 0. Es facil de ver, de la expresién
general de los autovectores, que los vectores correspondientes continian siendo linealmen-
te independientes en este limite. Por lo tanto, existe la base completa de autovectores y
no es necesario en este caso redefinirla.

2. La segunda posibilidad es que una de las velocidades de Alfvén coincida con uno de los
modos magneto-sénicos rapidos. Puede verse que los dos autovectores correspondientes
colapsan a cero en cualquiera de los cuatro casos posibles.
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Comenzaremos el andlisis de la siguiente observacién general:
+12 1 & AB)2
1*(0'14) :E(Spi Bp)
Entonces, usando la ortogonalidad de Ei Bt S (y la dominacién magnética), cada vez
que hay una coincidencia de autovalores se sigue que:

_ i »Y] 2 p2 D
En=0 , EZLB ., E2=B2 y A=|B,

En todos los posibles casos de coincidencia, puede hallarse la siguiente estructura comin
para el sistema caracteristico,

. 1
UfF ={1,0, Fm'} 5 OF =-{1,0, Fmi}
. . 1 - -
+ i 7 . + . .
U2 *{OvBév:FBp} 3 @QQB%{()’BZZ,:FBPZ}
. . 1 - -
U4:{0,Bz,—E1} : 64:~—{0,B1-,Ei}
B,

mientras que los dos autovectores (y co-vectores) remanentes pueden ser organizados en
dos grupos diferentes:

i)oi=1 6 o,=1

1 pi i 1 1 5, >,
Ué):{O,Bp,Be} : @g>:ﬁ{o,3m,3&}+
p

2 1 pi i 1 5 i Hi i 2 1 o 5
U = = {0, By Biy 4 = {0 Bum' + B B} oY =5 {0, ~ By Buf
p m

2B2,

n2
con autovalores )\él) =Bn—a vy )\g2) =Bm —a(l — Q%ﬂ;), respectivamente.

ii)ok=-1 6 o5 =-1
. 1 . . _ .
vV ={o, ~ By Bi} i 6 =——{0, = By, Bu}+ = {0, Bumi+B:, Bu
282 282,
2 1 A B 1 A i Bi Di 2 1 5 5
U§>:§{O,BP,BK}+B_2{0,meme ,Be} : eg>:§{o,3m,3h}
D m

n2
con autovalores )\gl) =fm+a y )\gQ) = Bm +a(l — Q%ﬂ;), respectivamente.

3. El ultimo caso es cuando las dos degeneraciones anteriores se dan simultaneamente, es
decir que cada modo de Alfvén colapsa con uno de los modos rapidos. No es dificil de
ver que este caso s6lo es posible cuando E = 0 y B;) = 0. Pero entonces, la estructura
resultante es exactamente aquella de la teoria de Maxwell, i.e. modos transversales a la
velocidad de la luz. Mientras los modos no fisicos restantes, asociados a los vinculos,
propagaran sobre las direcciones normales.
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5.4. Implementacion

Se evoluciona el sistema (G.36)-(5.38) sobre la infraestructura numérica detallada en el
Apéndice A, que representa una cierta foliacion del espaciotiempo de Kerr. Los dominios que
se han considerado van desde el interior del horizonte de eventos hasta radios entre 17 a 65 M,
empleando para ello tipicamente dos resoluciones distintas: 21x21x81 y 41x41x161, para cada
uno de los 12 parches que cubren la regién. Para el tratamiento de las interfaces discutido en la
Sec. [A.3] se utiliza la informacién del sistema caracteristico que fue introducida en el apartado
anterior. Se brindan a continuacién algunos detalles importantes referidos a la implementacion.

5.4.1. Hoja de corriente

Las dos condiciones algebraicas que debe cumplir la FFE, como se mostré al comienzo de
este capitulo, son G =0y F > 0. De la primera se habl6 extensamente, y es en principio una
propiedad que es preservada por la evoluciéon. En cambio, esto mismo no puede decirse respecto
de la segunda condicién, usualmente referida como “dominacién magnética”. De hecho, es sabido
que la dindmica force-free desarrolla genéricamente regiones en las cuales ésta deja de cumplirse.
En particular, en el escenario astrofisico que nos interesa, esto sucede sobre el plano ecuatorial
(especialmente dentro de la ergoesfera) donde se establece una hoja de corriente. Esto no deberia
ser muy sorprendente teniendo en cuenta que el modelo surge como un limite de una teoria mas
general, a saber: magnetohidrodindmica resistiva. Y por lo tanto, estas situaciones deben leerse
simplemente como un indicador que senala el fin de validez de la aproximacién. Incluso, como
se vio en el analisis del sistema caracteristico, la violaciéon de esta condicién marca también un
quiebre matematico de la teoria, en el sentido que ésta deja de ser bien puesta.

Existe sin embargo una salida a este conflicto; Komissarov |78], argumentando sobre ba-
ses fisicas, plantea que en estas hojas de corriente se da lugar a una resistividad finita que
disipard campo electromagnético y mantendrd las magnitudes de E* y B® muy préximas, i.e.
F ~ 0. Esto permitié6 a Komissarov proponer un tratamiento fisicamente consistente —aunque
matematicamente no muy atractivo— para resolver estas regiones dentro de la FFE; esencial-
mente se introduce una resistividad finita que actia para reducir el campo eléctrico toda vez
que éste se acerca en magnitud al campo magnético.

En este trabajo hemos seguido una prescripcién muy similar a la propuesta en [72], en donde
se “recorta” campo eléctrico cada vez que éste supera un umbral respecto del campo magnético.
La tnica diferencia es que hemos suavizado un poco aqui la manera de realizar dicho recorte.
Concretamente, se implementa a cada paso temporal:

E'—= f <— E*
Bl
donde f(x) es una funcién suave construida a tramos, que vale uno para x <1 — 2 (con € un

pardmetro pequeno); estd dada por un polinomio en z (quinto orden) para el tramo intermedio
1—2e <z <1-—¢;y finalmente, f ~ % para valores mayores.

5.4.2. Condiciones de contorno

Las condiciones de contorno son de dos tipos: unas tienen que ver con la restriccién del
ingreso a posibles violaciones de los vinculos, y otras tienen que ver con la condicién fisica que
se desea imponer, de acuerdo al problema particular.

Control de los vinculos

Se comenzard por el control de la divergencia del campo magnético. Recordamos que en
los puntos interiores se ha utilizado el método de divergence-cleaning (ver discusién en torno a
la ecuacién ([B.I8)). Para restringir el ingreso de posibles violaciones desde la frontera externa
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seguiremos el método propuesto en [82]. La idea es estudiar un sistema subsidiario que describe
la dindmica del vinculo, e imponer la condicién “no entrante” sobre esos modos. Esa condicion
a los modos del sistema subsidiario se traducird finalmente en una correccién a las ecuaciones
de evolucion para los puntos del borde.

El sistema de evolucién de primer orden para el vinculo, se obtiene a partir de la definicién
de las variables D := ﬁaj(\/ﬁBj) y 0; == 0;9,

_ gk D o sraiy Y5 Shsiy _ gk Ry i
oD =3 akD+\/Eaj(\/E5) \/Eaj(\/ﬁa) 60ka+\/ﬁaj(\/EZ)

0160 = 9'(B*01) — ("D + k6%) — (D + k)0 e — O'W
donde se uso que Z¢ = < 7k By + %gkrk} yW = %Ekrk.
Su sistema caracteristico se reduce luego de algunas manipulaciones a,
(A= Bm)D = —abp,
(A = Bm)d" =

—aDm'

Con lo cual la condicién “no entrante” resulta,

e
S
I

(6 — D) =0 (5.41)

Despejando finalmente D y §,, de las ecuaciones de evolucién (generales) e imponiendo la
condicién (B.41]), se obtiene la correccién al lado derecho de las ecuaciones para los puntos del
borde:

000 = @10)° + o | =0, (V) - midyo) (5.42)
O = (OB~ Jam [ J-0,(ViB!) — mi0yo] (5.43)

donde m' es la direccién (unitaria) de propagacién, normal a la superficie del borde.

Para considerar el vinculo algebraico (G = 0) en el borde exterior, lo primero es identifi-
car cudles son los modos caracteristicos asociados. Como ya se vio en la Seccién B.3.3] éstos
corresponden al autovalor A4 y es posible escribir el proyector de dicho subespacio como,

0 0 0
0 BB, BE
0 BB —EE

P4EU4®4: F

La idea es entonces que cuando este modo sea entrante (i.e. Ay > 0), se le remuevan a las
ecuaciones de evolucion sobre la frontera la componente en dicho subespacio. Es decir,

&gU — 8tU — Py (&gU)

Con lo cual se obtienen las siguientes correcciones a las ecuaciones de evolucién sobre el borde:

) ) 1 . _

OE" = (0, E")° + N (ﬂk - %Sk) Tk (5.44)
. ) 1 -, -

WB' = (B~ 5 B <ﬂ’“ - %Sk> - (5.45)

Sin embargo, es importante notar que debido a la extensién que se hizo del sistema fuera
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de la subvariedad G = 0, lo que propaga este modo es en realidad la combinacién G + oF', y
no G. Por esta razoén, el “no ingreso” de violaciones al vinculo algebraico estard garantizado en
la medida que éste (y por tanto o) se mantenga controlado en el interior del dominio. Sobre
este punto recordamos que en nuestra construccion del sistema G deberia mantenerse pequeno
durante la dindmica, y no necesitamos a priori ningin mecanismo extra. Aun asi, se agrega a
las ecuaciones de evolucién (jen los puntos interiores!) un término de damping,

(ExB*)

OB = (OE") - ab 3

B’ (5.46)
donde el pardmetro § nos permite un mayor control sobre este vinculo. Esta estrategia fue
adoptada en [75], y representa una mejora respecto de otra variante ampliamente utilizada, que

consiste en remover la componente de campo E? a lo largo de B’ luego de cada paso temporal
(ver e.g. 72, 84-86]).

Condicién fisica

El escenario fisico que se considera aqui, es el de un disco de acrecién muy lejano (~ 103M)
originando una corriente circular que proporciona (sobre nuestra regién computacional) un
campo magnético aproximadamente uniforme y alineado con el eje de simetria. La idea es que
la presencia del plasma en las cercanias del agujero negro modifique la dindmica en el interior
de esa zona force-free, y a medida que nos alejemos, la solucién se acerque a la configuracién
de campo uniforme generada por el disco de acrecion.

Para representar tal escenario se hard uso de la infraestructura de penalizaciones que posee
nuestro c6digo (Seccién [A3)), que a grandes rasgos, corrige las posibles discrepancias entre los
valores que toman los campos caracteristicos a uno y otro lado de una interfase. Lo que hace,
es tomar la diferencia entre los campos interno y externo, y proyectarla sobre los subespacios
caracteristicos positivos, i.e. modos entrantes (ver expresién (A2H]). La idea es entonces es-
tablecer ese campo externo como el campo magnético uniforme antes descripto, y aplicar sélo
aquellas proyecciones que se correspondan con modos fisicos.

Conviene pensar esta condicién de contorno como una especie de “bano térmico” que rodea
al sistema force-free, que no afecta sus modos salientes pero si influye sobre los modos fisicos
que ingresaran al sistema —acorde a la presencia de dicho campo exterior—. Notamos que esta
prescripcién no fija (ni busca fijar) la solucién interior a los valores del campo exteriot%.

En cuanto a la condicion sobre el borde interior, recordamos que éste es colocado dentro del
horizonte de eventos externo y fuera del interno. Esto determina que todos los modos resultaran
salientes, y no es por tanto necesario prescribir nada sobre dicha superficie. Notamos que siempre
es posible ubicar el borde numérico entre ambos horizontes, como se ilustra en la Figura 5.1

5.4.3. Dato inicial

Se considera como dato inicial un campo magnético uniforme alineado con el eje de simetria
del agujero negro,
1
. z _
i B = \/WBO (5.47)
donde se ha expresado el campo en coordenadas Kerr-Schild “cartesianas”, y h’ representa el
determinante de la métrica espacial en dichas coordenadas. Notamos que tal factor es incluido

para que el dato inicial respete el vinculo, es decir: \/Lh—,&-(\/ R B%) = 0. Por su parte, B, repre-

B* =BY=0

senta la magnitud del campo magnético, cuyo valor serd fijado en el proximo apartado.

6 Esa otra posibilidad se exploré, sin embargo, en una implementacién de la electrodindmica force-free
alternativa (cuya estructura caracteristica es considerablemente mds simple) y se presenta en el Apéndice D.
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Ergoesfera Interna

—— Horizonte Interno

—— Borde Numérico
—— Horizonte Externo

—— Ergoesfera Externi

Figura 5.1: Distintas superficies relevantes para un espaciotiempo de Kerr (plano y = 0). Este
caso corresponde al pardmetro a = 0,9, y el borde interno ha sido colocado en r = 1,35M.

En este caso, que es lo suficientemente sencillo, es posible escribir explicitamente el dato en
nuestras coordenadas internas “cubito” (ver la transformacién de coordenadas, Seccién [ALL3)).
Resulta:

2 _ 2 2

by (NN e (SR s (0

(0-3) = 71 ) W= 7o |~ ’ 6) = Jnph
vhD* \ . VhD* . DY\ .

donde ahora h es el determinante de la métrica espacial pero en coordenadas cubito, y los
subindices (j) representan los distintos parches de la esfera.

Unidades y magnitudes

Los tnicos pardmetros fisicos relevantes de nuestro problema numeérico son la masa y el
espin del agujero negro, y el campo magnético asintético del plasma. Para lograr simulaciones
que sean razonables desde una perspectiva astrofisica, sera por tanto necesario “calibrar” estas
cantidades de manera adecuada. El escenario que nos interesa en particular, es el de un agujero
negro de masa m ~ 105710 y un campo magnético del orden de B ~ 101~ “gauss” [87].
Sin embargo, en el cédigo todos los campos estan expresados en “unidades geometrizadas”: es
decir, donde la constante gravitacional G y la velocidad de la luz ¢ han sido fijadas a uno. Todas
las cantidades que tienen dimensién expresable en términos de longitud L, tiempo Ty masa M
en unidades convencionales, tendréan en unidades geometrizadas dimensién de longitud (a una
cierta potencia). Siguiendo el Apéndice F de [62], vemos que es sencillo convertir de unidades
ordinarias a unidades geometrizadas mediante simples factores de conversién, que basicamente
reponen los valores de las constantes omitidas G y c¢. Buscamos entonces encontrar una rela-
cién entre la masa y el valor del campo magnético asintético en las unidades geometrizadas del
c6digo, que guarde la correlacién del escenario fisico realista.

Lo primero que notamos es que el campo magnético tiene unidades ordinarias M/2L~3/2,
que representa en unidades geometrizadas: [B] ~ L~1. Mientras que la masa del agujero negro,
tiene unidades geometrizadas [m] ~ L'. Por lo tanto, resulta natural tomar el producto para
obtener una cantidad adimensional que codifique la informacién de la proporcionalidad entre
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estas dos cantidades. Aplicando los factores de conversién apropiados vemos que,

donde hemos denotado con y sin hat las cantidades en unidades geometrizadas y en unidades
ordinarias, respectivamente. Eligiendo ahora los valores fisicos,

my = 10""Mg ~ 2 x 10*°Kg
By =10'G~Kg C's7!

Obtenemos lueg(ﬂ,

c

3
. R G
mB ~ 1msBs = mysBy <\/_> ~4x107° (5.48)

Por lo tanto, dado que en el cédigo se ha fijado m = 1, la magnitud del campo magnético que
se considera para los datos iniciales (y condiciones de contorno) serd de B ~ 107°.

5.4.4. Cantidades de monitoreo
Energia, momento angular, y sus respectivos flujos.

Es bien sabido que dado un tensor de energfa-momento conservado, 7%, y un campo vec-
torial de Killing £, entonces se puede construir una corriente conservada j¢ := T¢,. Luego,
aplicando el teorema de Stokes:

0 = /(vaj“),/—gd‘*x:/ j*dS,
S

oS
/ .7 dsa /
I >

°dS, + /

puede interpretarse que existe una cantidad —definida en las hipersuperficies ¥;— que resulta
preservada, a menos de un flujo que abandona (o ingresa) el dominio (ver Figura [(.2)).

jedS, - / jedS,

o ext int

Considerando los bordes como superficies esféricas r = cte, los elementos normales son:
dSq = naVhd®z = —(dt)o/—g d*x
dS, = No\/ —hdt d®z = (dr)/—g dt d*x

La condicién force-free supone que el tensor energia-momento electromagnético (ec. (5.4))
es conservado. Asimismo, en el espaciotiempo de Kerr existen dos vectores de Killing k% y m®
asociados con la estacionariedad y la simetria axial, respectivamente. Por tanto, existen dos
conservaciones que son identificadas con la energia y el momento angular del sistema.

Se define el cuadri-momento,
p® = =Tk, (5.49)

observando que el vector de Killing coincide con el campo t* usado en la descomposicion 3 + 1,

7 Se recuerdan los valores de las constantes G = 6,67 x 1078cm3 g1 s72 y ¢ = 3 x 10%cm s~1. Ademss

se ha usado la siguiente relacién para pasar de unidades en SI a Gaussian-cgs: 1statC = gl/2 em3/2 s=1 =
3,335 x 10710C.
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d 9,

Figura 5.2: Conservacién y flujos: teorema de Stokes.

y por tanto, k, = ang + B,. Luego,
1
Pt = —§(E2 + B*)k® + [a(E® 4+ B?) 4+ S,| n” + (E,E* + B,B*) — a.S* (5.50)
donde se han denotado las contracciones A, = 5;A*. Entonces la energia a tiempo t se define,

E(t) ::/E EVhdiz

con £ := —png = %(E2 + B?) + S, representando la densidad de energia.
De acuerdo al teorema de Stokes, tendremos por tanto que la diferencia de energia en un
intervalo de tiempo estara dado por el flujo neto a través de las superficies interna y externa:

AE = E(t) — E(t,) :/ e dtszf/ g dt d*x

ext int

donde al campo ®¢ := /—g p", se lo identifica usualmente como “flujo de Poynting”.

De manera completamente andloga, pero utilizando ahora el vector de Killing axial m® :=

a
( 61) , pueden definirse tanto el momento angular a tiempo ¢,
»

L(t) := SamVhd*x

3¢

como el flujo radial de momento angular, dado por la expresién @, := /—g T",m*.

Frecuencia de rotacién

Otra cantidad muy ttil en el contexto del mecanismo de extraccién de Blandford-Znajek es
la “frecuencia de rotacién”,
_ Fig

Qp =
F 7

(5.51)

que en el caso de un campo estacionario y axi-simétrico captura la nocién de “velocidad angular
de las lineas de campo magnético” (ver e.g. [6, [72, [78]).
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5.5. Resultados

Todas las soluciones, luego de una transiciéon dindmica inicial, alcanzan estadios estacionarios
que exhiben flujos colimados de energia, conocidos como jets. En la Figura 5.3l puede verse un
ejemplo de esta estructura final (para el caso a = 0,9); mientras que en la Figura[5.4] se muestra
en mas detalle la dependencia angular para distintos radios. El flujo neto, integrado sobre una
esfera (en principio arbitraria) arroja una cantidad positiva, y esto es interpretado como la
extraccion de energia de rotacién del agujero negro por parte del campo electromagnético. Es
sabido que este tipo de configuraciones no son posibles en electro-vacio, y que la presencia de
cargas y corrientes en el modelo force-free constituyen la diferencia crucial que permite generar
los flujos de Poynting y en definitiva la extraccién de energia.

15
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Figura 5.3: Flujo de Poynting colimado correspondiente a una solucién force-free a t = 150M ,
para un agujero negro rotante con a = 0,9. Se representa asimismo la configuracién de las lineas
de campo magnético poloidales. Se muestra el plano y = 0 (en unidades de M), donde la linea
punteada demarca la ergoesfera; la continua, el horizonte de eventos; y la regién interior blanca
no pertenece al dominio.

Encontramos asimismo (Figura[B.3]), que todas las lineas de campo magnético que atraviesan
la ergoesfera adquieren una frecuencia de rotacién consistente con estudios previos ﬂﬁ, @, ]
Notamos que en configuraciones estacionarias y axi-simétricas como las estudiadas en el trabajo
original de Blandford y Znajek ﬂa], el flujo de energia posee una dependencia,

(I)g X QF(QH — QF)
y por lo tanto el valor Qr = 0,5 Qg representa el flujo maximo.

Resulta interesante ademas notar la generacion de cargas eléctricas, entendiendo la densidad
de carga como aquella definida por p = V- E. En la Figura[5.06] puede observarse la distribucién
de cargas de la solucién estacionaria hallada, junto con las corrientes inducidas. Las corrientes
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Figura 5.4: Se representa la dependencia angular del flujo de energia, para distintos radios
proximos al horizonte: r = 2,39M; r = 3,35M y r = 5,35M.

(a)

Figura 5.5: Velocidad angular (relativa) de las lineas de campo magnético, g—fl (a) se muestra
el plano y = 0, donde puede notarse como las lineas que penetran la ergoesfera son “forzadas”
a co-rotar con el agujero negro. (b) distribucién angular para distintos radios: r = 2,39M;
r=2335M yr=>535M.

fluyen en la direcciéon del eje de simetria: hacia el agujero negro en toda una franja cercana al
eje, vy en el sentido contrario sobre un cascarén cilindrico mas delgado, que nace de la zona que
marca el fin de la ergoesfera sobre la hoja de corriente ecuatorial. Esto es también consistente
con resultados ya establecidos cualitativa y numéricamente (e.g. [72, [78]).

La principal diferencia de nuestra implementacién numérica, ademads del sistema de evolu-
cién utilizado, radica en el tratamiento de las condiciones de contorno. Hasta donde sabemos,
los estudios de evolucion force-free tridimensionales utilizan condiciones de contorno “méaxima-
mente disipativas”. En términos fisicos —y matemédticos—, esto establece que nada (ningtin modo
caracteristico) puede ingresar al sistema desde el borde exterion. Ademas, se utiliza en muchos
casos incluso la estructura caracteristica de Maxwell y no la genuinamente force-free (ver e.g.
76, [77)). En [72] por ejemplo, se coloca el borde exterior (en la direccién de simetrfa) a una
distancia de 100M y se analizan las soluciones a un tiempo ¢ = 100M. Esto significa que las

8 Mientas que los modos salientes (jnada puede prescribirse sobre ellos!) son libres de abandonar el dominio.
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Figura 5.6: Distribucion de las cargas eléctricas y de las corrientes inducidas sobre el plano
y = 0, correspondiente a la solucién estacionaria con a = 0,9.

senales que inicialmente salen desde la regién cercana al horizonte, apenas si pueden encontrar-
se cruzando el borde exterior, y viceversa. Es decir, el contacto causal entre estas dos regiones
es minimo. Es por eso que se utiliza alli la expresién “cuasi-estacionarias” para describir las
configuraciones obtenidas.

Utilizando las condiciones de borde discutidas en la Seccién [£.4.2] hemos hallado soluciones
“verdaderamente” estacionariad]. Esto puede notarse directamente en el comportamiento de
todos los campos dindmicos. Como indicador de ello, se muestra en la Figura [5.7] la energfa y
momento angular en funcién del tiempo de una corrida tipica.
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(a) Energia (b) Momento Angular

Figura 5.7: Comportamiento de la energia y el momento angular del sistema para dos resolu-
ciones diferentes, con el borde externo colocado a radio 17,35M.

9 Como ya fue mencionado, hemos ubicado la frontera exterior en radios de entre 17M y 65M; mientras que
los tiempos de evolucién fueron en general de ¢ = 200M.
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Ademas, se presentan los flujos netos correspondientes a una esfera de radio r, = 5,35M
para un mismo escenario, pero con el borde externo colocado a distintas distancias (Figura[5.8]).

Esto muestra que el jet, y la estructura general de la solucién, no es afectada significativamente
por la ubicacion de la frontera numérica exterior.
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Figura 5.8: Flujo de energia neto, integrado sobre una esfera de radio r, = 5,35M (fijo), para
simulaciones en donde el borde numérico ha sido colocado a distintas distancias.

Respecto de las condiciones de contorno, encontramos que las lineas de campo asintéticas
mantienen la alineacién inicial con el eje de simetria, salvo en la regién del jet, donde aparece

una componente toroidal significativa en el campo magnético. En la Figura se grafica el
cociente,

(B*)* + (BY)?

(B*)?
sobre la esfera que representa el borde. Por otra parte, midiendo el cociente entre la magnitud del
campo magnético simulado y el inicial (i.e. B?/B2), observamos que sélo se da un incremento
de aproximadamente 27 % (esencialmente) uniforme en toda la esfera exterior del dominio.
Asimismo, advertimos que no se verifica un crecimiento excesivo del campo magnético, ni ain
en las regidn del jet préximas al agujero negro donde alcanza un crecimiento cercano al 87 %.

(=

Figura 5.9: Valores del coeficiente ¢ sobre la frontera exterior, representando la intensidad
relativa del campo magnético entre sus componentes ortogonales/alineadas al eje de simetria.
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En la Figura [5.10] se ilustra la configuracién de la hoja de corriente, cuya formacién fue
discutida en la Seccién (.4l Observamos que ésta se da sobre el plano ecuatorial y dentro
de la ergoesfera, aunque afecta claramente las regiones circundantes. Resulta aparente de la
dindmica, que en esa regién es donde se generan las cargas y las corrientes, y pareciera ser en
gran medida responsable del flujo de Poynting. Komissarov sugirié que es el apantallamiento
del campo eléctrico dentro de la ergoesfera lo que implica la generacién de las corrientes poloi-
dales. Estas corrientes, a su vez, dan lugar a la aparicion de componentes toroidales de campo
magnético, y por lo tanto a un flujo de energia distinto de cero @] Ademas, la hoja de corriente
es el lugar donde acttia el mecanismo disipativo (ver apartadoB.4.1]) y eso implica que ahi no se
conserva el tensor de energia momento electromagnético. Eso podria estar actuando por tanto,
como fuente de energia y momento angular, y seria importante e interesante determinar hasta
qué punto el mecanismo numérico elegido para lidiar con estas regiones, afecta el resultado fisico.

T T T T T T

Figura 5.10: Se muestra el campo B2B_2E2 sobre el plano y = 0, que ilustra la configuracién de

la hoja de corriente ecuatorial tipica de estas soluciones.

Finalmente, hemos analizado el comportamiento de los vinculos. Se observa que no ingresan
violaciones a ninguno de ellos desde la frontera exterior, y se verifica ademds que éstos no desa-
rrollan crecimientos significativos dentro del dominio numérico. Para esto tltimo, se computan
la evolucién de la norma L2 para los distintos casos (apropiadamente normalizados), asi como
también del divergence-cleaning (i.e. campo ¢), hallindose resultados satisfactorios en todos los

casos (ver Figura [5.17]).

5.6. Conclusiones y perspectivas

En este trabajo se consider6 una aproximacién numérica novedosa al problema de la forma-
cién de jets y la extraccion de energia en sistemas force-free, en los alrededores de un agujero
negro supermasivo rotante, y con un campo magnético externo —justificado por la existencia de
un disco de acrecién—. La novedad radica en tres elementos principales: 1) la infraestructura
multi-block desarrollada por mi director (detallada en el Apéndice A), que permite un esquema
numérico estable sobre un dominio de topologia S? x R* que se adapta naturalmente al proble-
ma y facilita ademds el tratamiento de contornos. 2) la hiperbolizacién de la FFE desarrollada
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Figura 5.11: Se grafica la norma L2 como funcién del tiempo de los distintos campos asociados
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(c) se considera % utilizando distintos valores para el pardmetro § en la expresion (5.40]).

a los vinculos en una corrida tipica. (a) y (b) ||¢||2, para diferentes valores de k.

en este capitulo, que nos garantiza un sistema de evolucién bien puesto. 3) el andlisis e imple-
mentacion de condiciones de contorno estables que por un lado impiden el ingreso de posibles
violaciones a los vinculos, y por el otro, representan (creemos) una buena aproximacion el esce-
nario fisico deseado. Es decir, una region lejana dominada por un campo magnético uniforme
de magnitudes realistas alineado al eje de simetria.

Es importante enfatizar que la hiperbolizacién de la teoria no fue un “capricho” matemati-
co, sino una necesidad concreta que enfrentamos para llevar a cabo la evolucién del sistema,
especialmente teniendo en cuenta el “método de penalizaciones” utilizado para transmitir la
informacién entre las grillas. Desafortunadamente la FFE no pertenece a las teorias electro-
magnéticas no lineales estudiadas en el capitulo anterior; el motivo tiene que ver con con la
presencia del vinculo G = 0, que implica una estructura causal distinta y demandé por tan-
to, un tratamiento especial. Se logré extender el sistema —y la hiperbolicidad— mas alld de la
subvariedad de este vinculo algebraico, lo cual es crucial para una implementacién numérica.

Puede decirse que los resultados encontrados en este capitulo son atn preliminares, en el
sentido que sélo reproducen una fenomenologia ya establecida previamente por otros autores:
la extraccion de energia por medio de un flujo de Poynting muy potente y altamente colimado;
la presencia de la hoja de corriente sobre el plano ecuatorial; la induccién de un circuito de
corrientes; y la co-rotacion de todas aquellas lineas de campo que atraviesan la ergoesfera.
Podria agregarse a esta lista un estudio sobre la dependencia del flujo de Poynting respecto del
pardmetro de espin a, para luego compararla con aquella hallada en [72].

Si bien es cierto que los elementos novedosos de nuestra implementaciéon pueden agregar
algin valor a los resultados obtenidos, conviene considerarlos como un test satisfactorio del
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c6digo y la implementacion en general. Seria 1til orientar la busqueda hacia algin detalle
especifico del problema que no haya sido considerado en profundidad por otros autores, o
incluso hacia nuevas preguntas fisicas elegidas de acuerdo a la potencialidad de nuestro enfoque
numérico. Un primer paso para continuar en esta linea, consistird en el estudio del caso de un
campo magnético (inicial y exterior) no alineado a la rotacién del agujero negro. Esto sumaria
cierto grado de dificultad a la interpretacion de las condiciones de borde, y permitiria aprovechar
asimismo la tridimensionalidad del cédigo. En general seria deseable también estudiar otras
condiciones iniciales y de contorno, y ganar asi intuicién acerca de cudles son los factores claves
que determinan la solucién estacionaria finallJ. En particular, nos interesa considerar un campo
electromagnético externo que represente el movimiento del agujero negro no rotante respecto
de un campo magnético uniforme (en una direccién ortogonal al movimiento), a los fines de
analizar la posibilidad de extraer energia cinética —en vez de rotacional— del agujero negro y la
consecuente generacion de jets en ese contexto, como fuera observado en [89, [90].

Seria ademés muy interesante analizar con mas detenimiento el rol que juega el mecanismo
numérico utilizado en el tratamiento de la hoja de corriente. La primera impresion es que la
manera y la intensidad con la que se disipe efectivamente en esa zona, impacta de forma directa
sobre la potencia del flujo saliente. Una pregunta importante seria si el mecanismo de extraccién
tiene origen en la disipaciéon sobre la hoja de corriente —actuando como fuente de energia—, o si
en cambio, tiene que ver con un fenémeno estacionario mas cercano a un proceso tipo Penrose.
Por dltimo, podriamos observar en més detalle el efecto del pardmetro § (ver ecuacién (5.40]))
sobre la fisica de las soluciones, en vistas a una comparacién entre las ecuaciones implementadas
aqui y aquellas descriptas en el Apéndice D.

10 En caso de que exista tal configuracién final.
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Palabras Finales

En esta tesis se han abordado, con base en la relatividad general y la teoria de ecuaciones
en derivadas parciales, algunos problemas que corresponden a diversas dreas de la fisica. Entre
estas dreas tematicas distinguimos principalmente la dindmica de fluidos, el electromagnetismo
—junto con sus variantes no lineales—, y la magnetohidrodinamica. Del abordaje de los problemas
de evolucién aqui tratados, emergen algunos elementos o instancias comunes a destacar.

La primera instancia tiene que ver con un estudio analitico de los sistemas en cuestion, y en
particular, en lo que respecta a su formulacién de valores iniciales. El elemento matemaético re-
levante, en tal sentido, es el concepto de sistema simétrico hiperbdlico; propiedad que garantiza
la existencia y unicidad local de las soluciones, asi como la continuidad de las mismas respecto
del dato inicial. Esto es crucial para que la teoria tenga sentido fisico, y esencial al momen-
to de intentar un acercamiento numérica al problema. Una definicién particular de sistemas
simétrico hiperbdlicos, provista por Robert Geroch (resenada en el Apéndice C), fue utilizada
en los Capitulos 4 y 5. La ventaja principal de ésta, es que provee de un enfoque co-variante y
permite incluir los vinculos de la teoria de forma unificada. En el caso de las generalizaciones
no lineales del electromagnetismo, nos permitié construir un criterio simple y muy general para
decidir cuando estas teorias son simétrico hiperbélicas; para ello, fueron incorporados conceptos
geométricos en relacién a las superficies caracteristicas del sistema y sus conos de propagacién.
En el caso de la electrodindmica force-free, nos permitié hallar un sistema de evoluciéon bien
puesto para poder proceder a la implementacién numérica. Ademas se logré extender el sistema
fuera de la subvariedad de vinculo, de forma que contintie siendo simétrico hiperbélico atn alli;
esto es muy importante para la implementacion, ya que no es posible garantizar numéricamente
que el sistema permanecera dentro de dicha subvariedad durante la evolucion.

La segunda instancia tiene que ver con el aspecto practico asociado a la implementacion
numérica. Como fue mencionado en la introducciéon, la “espina dorsal” de la tesis fue una
infraestructura disefiada principalmente por mi director (descripta en el Apéndice A). La ca-
racteristica central de dicha infraestructura, es que permite obtener esquemas de discretizaciéon
estables sobre dominios constituidos en base a multiples grillas. Esta propiedad permitio re-
presentar la esfera unidad para el abordaje de los problemas en los Capitulos 2 y 3, asi como
también un dominio tridimensional de topologia S? x R, que posibilité un mejor tratamiento
de las condiciones de contorno en el problema del Capitulo 5. El elemento central de este esque-
ma “multi-malla” es la técnica de penalizaciones (Seccién [A3]), que asegura una comunicacién
adecuada entre las distintas grillas. Esta técnica reposa sobre la estructura caracteristica del
sistema, de evolucién particular; es por ello que en cada sistema considerado fue necesario estu-
diar en detalle su problema caracteristicd]. Mi principal aporte en el plano numérico tiene que
ver con el desarrollo de las condiciones de contorno para el sistema astrofisico del Capitulo 5;
alli se combinaron algunas herramientas analiticas (ver e.g. |1, (76, [82]) para lograr condiciones

L En el caso de la electrodindmica force-free el problema caracteristico resulté de particular complejidad,
principalmente debido a los distintos casos de degeneraciones posibles.
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de borde estables, que preservan los vinculos, y que representan adecuadamente el escenario
fisico que se queria simular (i.e. una regién exterior al dominio dada por un campo magnético
uniforme alineado al eje de rotacién). Asimismo, fueron necesarios en cada caso algunos desa-
rrollos numéricos complementarios@; entre estos aportes —resefiados en el Apéndice A—, destaco
la descomposiciéon en modos armonicos sobre la esfera que posibilito el estudio de la cascada
inversa en el problema de fluidos conformes, asi como las transformaciones de coordenadas y el
post-proceso de las soluciones construido para el Capitulo 5.

Como tltima instancia, resaltamos los aportes fisicos mas relevantes en las distintas lineas
de investigacién. En el caso de los solitones topolégicos (Capitulo 2), se hallaron numéricamente
las soluciones estaticas —a diferentes valores de carga topoldgica— para una estabilizacién alter-
nativa del modelo sigma mediante un campo vectorial. Las configuraciones encontradas revelan
una intima conexién con las correspondientes soluciones del modelo de Skyrme tridimensional,
asi como una gran similitud cualitativa y cuantitativa con sus andlogos en la esfera. Por su parte,
en el proyecto sobre fluidos conformes (Capitulo 3) se pudo verificar que los fluidos relevantes a
la dualidad se comportan de manera analoga a los fluidos Newtonianos en dos dimensiones: es
decir, desarrollan turbulencia y se da lugar a una cascada inversa de energfa. Esto implica, por
medio de la dualidad, un comportamiento diferente al que describe la teoria de perturbaciones
usual —en término de modos cuasi-normales— para perturbaciones sobre agujeros negros AAdS.
Finalmente, en el proyecto central de la tesis (Capitulo 5) se lograron reproducir algunos resul-
tados centrales del area, como la generacion de un flujo de Poynting colimado y la extraccién
de energia mediante una configuracion de campo electromagnético genuinamente estacionariaf.
Una de las preguntas mas importantes que surgen tiene que ver con el mecanismo de extraccion;
es la energia del jet producto de una configuracién estacionaria del campo (proceso andlogo al
de Penrose), o es energfa proveniente de la disipacién que tiene lugar en la hoja de corriente?
Para responder ese interrogante seria clave profundizar en el estudio de la hoja de corriente:
jen qué medida afecta la intensidad del flujo el método numérico utilizado para lidiar con ella?
Puede decirse que el c6digo que hemos desarrollado en este proyecto es una herramienta muy
valiosa, y que tenemos aun mucho terreno para explorar en términos de la fisica del problema.

2 En general orientados a extraer la informacién fisica relevante de las soluciones halladas.
3 Esto fue posible gracias a un tratamiento novedoso de las condiciones de contorno.



Apéndice A
Implementaciones Numeéricas

En este apéndice se presentan los detalles més relevantes de una infraestructura numeérica
comun a los distintos proyectos de esta tesis. Dicha infraestructura general, desarrollada casi en
su totalidad por Oscar Reula (director), ya se encontraba construida al momento de iniciarse
estos trabajos. Hay en esencia un esquema general y una estructura de grillas que son la base de
todas las implementaciones numéricas realizadas. Cada problema fue montado, con sus parti-
cularidades y sus requerimientos especificos, sobre este esqueleto central. Tanto en el problema
de los solitones topoldgicos como el de fluidos conformes (Capitulos 2 y 3, respectivamente),
demandaban un dominio numérico con la topologia de una 2-esfera. La estructura de grillas
que posibilita esa configuracién, asi como las estrategias para generar un esquema estable serdn
detalladas aqui. Luego, para el tratamiento de la electrodindamica force-free, se explica cémo esa
esfera original se extiende en forma de capas hacia un dominio tridimensional, que sera utilizado
para representar una foliacion apropiada del espaciotiempo de Kerr.

A.1. Esquema numérico general

A los fines de construir un esquema de diferencias finitas estables para nuestros problemas
de valores iniciales, se utiliza el “método de lineas” [91]. Esto significa que primero se discretizan
las derivadas espaciales (construyendo operadores en diferencias finitas), obteniendo un gran
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias para las funciones de grilla. A éste se lo conoce
como sistema semi-discreto.

Para garantizar la estabilidad del esquema numérico se utiliza el “método de energia” [92].
Primero, se debe corroborar que los problemas de valores iniciales a implementar sean bien
puestos en el continuo, y que las soluciones satisfacen una estimacion de energia que acote alguna
norma de la solucion. Luego, se eligen los operadores discretos de forma tal que satisfagan suma
por partes (SBP, por sus siglas en inglés) en la versién discreta de dicha norma —el equivalente
a integracién por partes—. Estos operadores, junto con los términos de penalizacién apropiados
en las interfaces entre grillas (Seccién [A3]), implican una cota para la energia que garantiza la
estabilidad del sistema semi-discreto. Finalmente, se discretizan las derivadas temporales. Si el
sistema semi-discreto es estable, es posible probar que la versién completamente discreta del
sistema también resultara estable, siempre que se elija un método de integracién apropiadcﬂ.
En todos los casos, se ha utilizado un algoritmo clasico de Runge-Kutta de cuarto orden.

1En el sentido que su regién de estabilidad sea acorde al problema particular que se quiere tratar.
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A.2. Esquema de grillas

La topologia del dominio computacional en los cédigos bidimensionales utilizados en los
Capitulos 2 y 3, es S? (la esfera unidad). Mientras que en las simulaciones tridimensionales
utilizadas en el Capitulo 5, el dominio numérico es S? x RT. Dado que no es posible cubrir la
esfera mediante un tnico sistema de coordenadas que sea regular en todas partes, se utiliza un
esquema de multiples parches.

Para resolver un problema de evolucién en un estructura de parches multiples, se debe
asegurar una adecuada transferencia de informacién entre las diferentes grillas. Utilizamos para
ello la técnica “multi-block” [T], que se aplica en casos donde no hay superposicién entre los
parches y s6lo los puntos sobre las fronteras son compartidos por mds de una grilla (Sec. [A3]).

Una estructura de parches y un sistema de coordenadas convenientes a tal fin, es aquel
definido por las coordenadas “cubito”: cada parche utiliza coordenadas {a, b, ¢}, que se descri-
birén en relacién a las coordenadas cartesianas usuales {z, y, z}. En todos los casos se tiene que
¢ = +/x2 + y2 + 22, mientras que a y b se definen para cada parche de la siguiente manera:

» Parche 0 (alrededor de z =1):  a=z/z, b=y/x

= Parche 1 (alrededorde y =1): a=2z/y, b= —z/y

= Parche 2 (alrededor de x = —1): a = —z/z, b=y/x

» Parche 3 (alrededor de y = —1): a= —z/y, b= —z/y

= Parche 4 (alrededor de z=1): a=—z/z, b=y/z

= Parche 5 (alrededor de z = —1): a = —x/z, b=—y/z
Y la transformacién inversa,

» Parche 0: z=c¢/D,y=cb/D, z=ac/D

= Parche I: x=-bc/D,y=c¢/D, z=ac/D

» Parche2: x=—-¢/D,y=—cb/D, z=ac/D

» Parche3: x=be/D,y=—c/D,z=ac/D

= Parche 4: == —ac/D,y=cb/D, z=c/D

» Parche5: x=ac/D,y=cb/D, z=—c/D

donde se ha definido, D := v/1 + a? + b2. Esto provee una estructura de tipo multi-block re-
lativamente simple para S?, donde cada parche constituye una grilla plana uniforme en las
coordenadas a y b, que se unen unos a otros como se muestra en la Figura[ATl

A.2.1. La esfera unidad

Para obtener la métrica de la esfera unidad en estas coordenadas puede procederse de la
siguiente forma. Primero se considera la métrica plana,

ds? = da? 4+ dy? + dz?
y se la transforma a coordenadas cubito. El resultado es el mismo para todos los parches:
ds® = dc® + 2D~ [(1 4 b%) da® + (1 + a®) db® — 2abda db] (A1)
Ahora se proyecta sobre la esfera unidad (definida por 2 4+ y2+ 2% = 1) y se obtiene finalmente,

d* = D7 [(1+b%) da® + (1 4 a®) db* — 2abda db] (A.2)
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Figura A.1: Coordenadas cubito: seis parches cartesianos que cubren la esfera.

Ademéds pueden escribirse los simbolos de Christoffel (distintos de cero),

a —2a —b —2b —a
aa:? ) ab_E ’ ng_ D ’ FZb_D

utilizados en la implementaciéon numérica del Capitulo 3.

A.2.2. La métrica de Kerr-Schild

La idea es extender el dominio a tres dimensiones espaciales al incluir ahora la coordenada
radial ¢, extendiendo cada una de las grillas bidimensionales anteriores a grillas cibicas unifor-
mes, como se ilustra en la Figura El espacio tridimensional quedard foliado entonces por
esferas concéntricas, tal como las capas de una cebolla, lo que da lugar al nombre informal del
c6digo: onion. Estas capas esféricas comienzan en algin radio interior y terminan en un radio
exterior, donde serd necesario imponer condiciones de borde apropiadas. La gran ventaja de
esta construccion es que por un lado evita la necesidad de escindir la singularidad del dominio
numérico, y al mismo tiempo resulta muy conveniente para tratar el problema de contornos.
Ademds permite correr en paralelo —para el caso de la Figura[A.2] por ejemplo, en 12 nicleos
distintos— mediante el uso de MPI (Message Passing Interface). S6lo los valores de los campos
sobre los puntos de las interfases deben ser comunicados entre las grillas a cada paso temporal.

Se considera en particular la adaptacion de esta estructura al espaciotiempo de Kerr. Para
ello comenzaremos por escribir la métrica de Kerr en la forma de Kerr-Schild, que tiene la
ventaja de ser regular a través del horizonte de eventos. El elemento de linea estd dado por,

ds® = (N + 2HL,L,) da*dz” (A.3)

donde 7, representa la métrica plana,

mr

a= r? + A2 cos? 0 (A4)
P o= - J (0 - A2y 4222 (A5)
p° = 2 ryi4 (A.6)

y 1 es un cierto vector nulo respecto de ambas métricas (la plana y la completa). En coordenadas
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Figura A.2: Dominio tridimensional: 12 grillas que representan la topologia S? x R™.

cartesianas el co-vector [ se lee,

re+ Ay ry — Azx z
l=dt d dy + =d A.
Jr7“2—1—142 er7“2—1—142 y+rz (A7)

Ahora se puede expresar tanto la parte plana de la métrica como el co-vector [, en coordenadas
cubito. La métrica plana se obtiene facilmente de la ecuacién ([AJ),

Nuvdatde” = —dt* +dc® + >D™* [(1 +b*) da® + (1 + a®) db® — 2abda db] (A.8)
mientras que el co-vector se escribe como,

c2aA?(a® — D?) 2 A(D?r + Aba?) c(D?r? 4 a2 A?)

Il = dt—- — db d hes 0-3
DAr(r2 + A2) “ D4r(r? 4+ A2) * D2r(r2 + A2) ¢ (parches 0-3)
c2A(D?rb + aA) c2A(raD? — Ab) c(D?*r? + A?)
Il = dt—- d db d he 4
D2+ A2) T Dz 1 A Do 4 Az) e (parche 4)
2 A(—D?rb + aA) 2 A(raD? + Ab) c(D?r? + A?)
Il = dt—- - db d h
DUGE A2 T DR A7) T DR g ap)de (parche S)

A.3. Condiciones de contorno y tratamiento de interfaces

Como se ha mencionado, utilizaremos un conjunto de miltiples parches donde sé6lo los puntos
sobre las fronteras son compartidos por més de una grilla. Esta técnica multi-block se describe
en forma detallada en [7], y aqui sélo incluiremos una breve resena para mantener la tesis
razonablemente autocontenida. Ademas, la exposicién de las ideas principales permitird luego
la discusién de las condiciones de contorno para el problema del Capitulo 5.

La estrategia bésica es discretizar las ecuaciones en cada grilla o bloque individual, dando a
los puntos en las fronteras un tratamiento especial. Estos puntos pueden ser “verdaderos” bordes
(en el sentido global del dominio), o bien, puntos que pertenecen a las interfases entre grillas.
En el dltimo caso, estos puntos comunes pueden pensarse como multi-valuados, y deberan ser
tratados de forma consistente y estable, para garantizar que las posibles diferencias converjan a
cero con la resolucion. El nicleo de esta técnica consiste en la adicion de términos de penalizacion
a las ecuaciones de evolucién en dichos puntos [93-95]. En el caso de sistemas hiperbdlicos, estos
términos penalizan las posibles discrepancias entre los valores que puedan tomar los campos
caracteristicos sobre las interfaces. Y para el caso de las condiciones de borde “genuinas”, se
penaliza la diferencia entre cada modo caracteristico entrante y la condicién de contorno que
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uno desea imponerle.

La idea general es la siguiente: en cada grilla individual existe una familia de energias
semi-discretas, definidas tanto por el simetrizador de la ecuaciones a nivel del continuo como
por un producto escalar discreto para el cual se verifique la SBP de los operadores en dife-
rencias finitas utilizados. Es posible definir una energia para todo el dominio, simplemente
sumando las diferentes energias correspondientes a cada grilla. El uso de los operadores que
satisfacen SBP permite obtener una estimacién de energia, a menos de los términos de borde
(contorno/interfase) que quedan luego de la suma por partes. Las penalizaciones permiten en-
tonces controlar estas contribuciones, y obtener asi una estimacién de energia para el sistema
completo. Para que esto sea posible, las penalizaciones dependen en términos generales de las
posibles discrepancias de los campos en esos puntos, las velocidades caracteristicas, el producto
escalar SBP utilizado, la resoluciéon de cada grilla involucrada, y por ultimo, de un parametro
libre que regula la intensidad de la penalizacién.

A.3.1. Ejemplo unidimensional

Se considera aqui un ejemplo sencillo en una dimensién espacial para ilustrar las ideas
presentadas. Optamos por un caso ligeramente més completo que el presentado en [7], para
tener una distinciéon mas clara entre modos entrantes y salientes, y entre las variables dindmicas
y caracteristicas (para introducir el concepto de proyecciones sobre subespacios caracteristicos).
El problema que se considera es la ecuacién de onda,

p= CQQOII (Ag)

siendo ¢ una constante. Los puntos indican diferenciacion respecto de ¢, y los subindices =,
respecto de x. El sistema es llevado a primer orden por medio de la siguientes definiciones:

e (A.10)
W= APy (A.11)

donde se ha denotado \ = v/c2 > 0. Con lo cual, el sistema de primer orden se lee:

= Awa (A.12)
0 = ATy (A.13)

Haciendo un nuevo cambio de variables podemos llevar al sistema a su forma diagonal, que
representa las ecuaciones de movimiento para una onda w propagandose hacia la izquierda y
otra v hacia la derecha:

Ui=w+m U= g

ViI=w—T V= =AU,

Consideraremos una discretizacién como la que se ilustra en la Figura[A.3l A izquierda se
tiene una grilla A que cubre el segmento (—o0, 0], y a la derecha, o bien una grilla B entre [0, 00)
—en el caso de una interfase— o bien una regién exterior. La razén para pensar los limites de las
grillas como infinito (con condiciones de decaimiento) es simplemente para facilitar el andlisis, y
s6lo concentrarnos en una unica frontera en x = 0. La extensién para nuevas fronteras, asi como
para mas dimensiones, resulta luego bastante natural.

Sea D un operador en diferencias finitas que satisface suma por partes con respecto al
producto escalar (definido por sus coeficientes oy;),

(w,z) = Ax Z Wi 2045 (A.14)

4,9



Apéndice A. Implementaciones Numéricas 62

A B,ext

e + + + + + + ) + + + + + + + -

Figura A.3: Esquema unidimensional. A la izquierda hay una grilla A, que cubre el segmento
(—00,0]. Mientras que a la derecha se tiene o bien una regién exterior, o bien otra grilla anélo-
ga B, abarcando el segmento [0,00). Los vectores u y v simbolizan los modos caracteristicos
entrantes y salientes, respecto de la frontera (x = 0).

La propiedad de satisfacer suma por partes significa concretamente,
(w, Dz) + (z, Dw) = (wz)]; (A.15)

para funciones de grilla w y z. Donde a y b son los puntos inicial y final, respectivamente.

Daremos ahora la prescripcion para las penalizaciones sobre el sistema diagonal, y luego
mostraremos la estimacién de energia correspondiente. Las ecuaciones semi-discretas sobre la
grilla A se corrigen de acuerdo a,

(9(t) — ug) (A.16)
v = —\Dv (A.17)

Una observacion fundamental es que U64 converge a g (a orden s+ 1) para un operador SBP de

precisién s sobre el borde (ver |7]).

En términos de las variables originales (c6digo), las ecuaciones quedarian:

Ado;

A A 01 A

A — ADwh + 2N (g(t) — Al

U A W + 20’00A1‘ (g(t) U’O) ( 8)
Ado;

oA = \Drf 2% —ud Al

W A U + 20’00A1‘ (g(t) U’O) ( 9)

= En el caso de una interfaz entre dos grillas A y B, el modo entrante u(jx sera dado
directamente por el modo saliente de la grilla vecina, i.e. g(t) = uf(t).
Expresiones andlogas a (A16) y (A7) se obtienen para la grilla B,

u? = ADuP (A.20)
Adoi
UooASC

@ZB = —)\va + (U()4 — véB) (A.21)
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La energia totald del sistema A-B viene dada por la suma E = EA + EB,

EAB) . (2(AB) 2(AB)y L ([(AB) (AB)) = ((AB) (AB)y | ((AB) 4 (A.B)y

Utilizando la propiedad ([(AT5]) y haciendo uso de las ecuaciones (AT16]), (A1), (A20), (A21),

pueden calcularse las variaciones de energia en cada grilla:

B4 = Auf)? = Mug)? + 2\ (ulf — ufug
BP = —\(uf)? + Aug)? + 2\ (v — o W

y por lo tanto la variacién total resulta,

B = A {(u) —ull)? + (o — o} <0 (A2

= En el caso de un borde externo, la idea es prescribir el modo entrante en funcién del
saliente, y alguna “fuente” adicional. Por ejemplo,

g(t) = Rug' + 2f(t) (A.23)
De modo que en nuestro ejemplo tendremos dos limites importantes,

(o) =) ={ 220 2T

N =

que permiten dar en este caso una interpretacién simple a la condicién de borde en térmi-
nos de las variables originales, i.e. wg = f y mp = f, respectivamente. Puede construirse
también aqui una cota para la energia asociada a la grilla A, pensando ahora la regién B
como ajena al dominio computacional. Se tiene para la variaciéon de la energfia,

EY = AMug)® = Aug)? +2M(g — ug up
= M)+ (g —9)*} + Ad?
< A

recuperandose la estimacién del continuo.

A.3.2. Generalizaciones

Partiendo del ejemplo anterior, podemos expresar:
a B

donde P(‘z) 5 representa el proyector en el subespacio del modo u y U® := < C; > el vector de

campos dinamicos en la base no diagonal. Esto puede entonces generalizarse a mas dimensiones
espaciales (y campos), y es lo que se implementa en el c6digo:

. . )\ a
0 = kDU + Y (2 ) i W8 -0 (29

El subindice “o” simboliza que se trata de un punto de la frontera (interfase/borde), el primer
término representa el lado derecho del sistema de ecuaciones (construido con los operadores

2Fsta se construye a partir de la energia en el continuo (en este caso, por ejemplo, F = f(7r2 + w?)dz),
proveniente de un simetrizador, utilizando luego la norma discreta para reemplazar la integral por la suma.
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discretos), mientras que la suma en el segundo término estd dada sobre todos los subespacios
de autovalores positivos (modos entrantes), A4 > 0.

Al igual que como sucedia en el ejemplo unidimensional, UZ* puede referirse al valor de
los campos sobre el punto compartido la grilla contigua (interfaz), o puede pensarse como un
campo externo, definido en término de los modos salientes de A (borde externo). Esto es,

o= RUS +2f° (A.26)
donde el operador R : V_ — V, es algiin mapa del subespacio negativo al positivo, que debe
construirse de acuerdo a lo que se necesite imponer. Lo mismo sucede con el vector f%, que se
puede acomodar de acuerdo a la condicién que se desea. De la expresién P(‘f‘l) 5 (Ueat — UA)B =0
surgiran las relaciones que van a imponerse en el borde, y los requisitos que deberdan cumplir
tanto R como f“ para posibilitarlo.

A.3.3. Ejemplo: ecuaciones de Maxwell

Tlustramos con un ejemplo concreto y mas cercano a lo que trabajamos en el problema
del Capitulo 5 (y en el Apéndice D). El ejemplo es desarrollar el tratamiento estable para las
condiciones de contorno exteriores asociadas a los modos fisicos en la teoria de Maxwell. La
idea es prescribir lo mas que se pueda el campo magnético sobre los puntos del borde.

Los modos fisicos en la teoria lineal, como es sabido, son transversales y propagan a la
velocidad de la luz. La base asociada al subespacio (4-dimensional) estd dada por:

oL (EY e L
A T 4e

donde “+” representa modos entrantes y salientes. Mientras que la co-base es,

1 . . 1 N
Of = —= (£é1,—&) ; OF = — (&,£é1)

V2 V2

donde €; son ambos espaciales y ortogonales a la direccién de propagacién m; ademds €5 :=
m X €1, y por lo tanto, ortogonales entre si y ambos unitarios.

La proyeccién en el subespacio transversal positivo puede escribirse como,

1/ 8. —mim,; myert
P =ufOF +ufel == J i J
+ 11 2 M2 9 *mkekzj 51]’ o mzmj

Buscamos ahora un mapa R del espacio transversal negativo al positivo; escribimos en forma
general entonces,

RT = Ruuf®f + nguf®§ + R21u5r®f + RQQU;@;
La idea es igualar el término de penalizacion a cero, i.e.
PL(RT(U)+2f-U)=0 (A.27)

y ajustar los coeficientes R;; y el vector (en el espacio de variables) f, para imponer las con-
diciones de borde deseadas. Este proceso nos deberia indicar cudles son las componentes de
nuestra solucién, U, que podremos fijar en el borde y cudles no. La ecuacién (A27) impone una
condicién sobre la componente u]” y otra sobre u3 . Si elegimos,

Rii=-1 ; Ria2=Ry1 =0 ; Ryp=1
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y las componentes del vector f como,
Fop=0 3 fi, =By

entonces podremos controlar la componente perpendicular del campo magnético en el borde,
ie.

B (borde) = B}’ (A.28)
Por lo tanto, el campo “externo” que necesitamos es:
Lo i oi Lo i
Uezt == §(Ep — B@) 5 2B — §(Eg + Bp) (A29)

con lo que resulta, ] ) _ _
pf (Uewt —U) = {B{' — B} , BY — B;}

Queremos ver cémo podemos controlar la norma al incluir la penalizaciéon sobre el borde
externo. Para ello, miramos la derivada temporal de la energia:

E =[P+ A [lUF|P + 20 .(U*, (UZ, — U™)) (A.30)

Esos son los términos de borde remanentes, donde el producto interno se define en este caso
como:

1 — — — —
(U, V)= 3 (EU -Ev + By - Bv) (A.31)
con lo cual esto puede reescribirse,
AE = A_C% — X\ C% +2), [(Rci +2B59).- C;} (A.32)

donde se ha definido, C%. := —E} + B;.

Si elegimos ahora R = 1 — 62, podemos acotar la energfa de la siguiente forma:
AE < Ao+ A (1-0%)] C2 = 6%CT + A 4(BS - Cy)

4
< [26m = MO C2 4+ A 5 BRI

Por lo tanto, siempre que se cumpla 62 > Qf—m =1+ i—*, tendremos bien controlada la energia.
+ +

I . 2 , . . e s
Eligiendo el menor valor posible, §2 = %, queremos ver cuanto nos alejamos de la condicién
m

que queriamos imponer. Consideramos entonces la diferencia,
2 2

o1 7 6 7 7 o1 7 6 7 7
b, —uUt = {Be —Bé-i-?(Be ~E)), B —Bp+3(EZ+Bp)}

y observamos que la condicién impuesta es consistente. Resulta:
Bl (B} + By) = A\ (B,, — ByY) (A.33)

Es importante notar que aunque la condiciéon de contorno que se deriva no es exactamente la que
queriamos, el valor de 62 se hace més y més chico al alejar la frontera hacia radios mayores. Y
por lo tanto, nos estaremos acercando a la condicién correcta a medida que alejamos la frontera.
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A.4. Desarrollos complementarios

A.4.1. Perturbaciones aleatorias

A los fines de garantizar que las configuraciones estéticas halladas en el Capitulo 2 no
eran influenciadas por los datos iniciales elegidos ni por la estructura de grillas utilizada, se
incluyé una perturbacién numérica artificial montada sobre el proceso de relajacién (cédigo
parabdlico). Este mecanismo consistia en la adicién, a todos los campos sobre cada punto de
grilla y cada paso temporal, de un niimero aleatorio elegido en el rango (—1, 1), multiplicado por
un coeficiente § (generalmente § = 1072). Mediante ese artificio numérico, fue posible mostrar
que el método para hallar las soluciones era robusto e independiente de la implementacién
particular. Se logré asimismo, como efecto colateral, acelerar el proceso de difusién.

A.4.2. Espectro de potencia

Para estudiar el fenémeno de la cascada inversa en el Capitulo 3, se realiz6 una descom-
posicién en arménicos esféricos hasta /=12 de los campos relevantes y calcular el espectro de
potencia asociado como funcién del tiempo (ver Figura B.2)). Este anélisis de procesamiento
de senales se deriva simplemente de una generalizacién del teorema de Parseval, que establece
que la potencia total de una funcién f definida en la esfera se relaciona con sus coeficientes
espectrales de acuerdo a,

= [ re.apa =3 o (A34)
™ Js2 —o
4
Cr(t) = Y A/’ (A.35)
m=—/{

donde Ay, son los coeficientes de la expansién de f en armonicos esféricos.

A tal fin, se construyé una librerfa con la base de arménicos esféricos, Y, ™(0,¢) (hasta
£=12). Luego, se generd una funcién que toma —a cada paso temporal- el campo f a analizar y
lo convoluciona, integrando sobre la esfera con los arménicos esféricos apropiados para obtener
asi los distintos coeficientes:

Apm = /S J(0.6)Y7(0,)d0 (A.36)

Finalmente, se computa la suma (A35]) para cada modo .

A.4.3. Transformaciones de coordenadas

En general es necesario transformar, ya sea un dato inicial (input) o un resultado obtenido
con el cédigo (output), entre un sistema de coordenadas dado y nuestras coordenadas inter-
nas. Pongamos como ejemplo el caso en que se quiera incorporar como dato inicial que viene
dado como un tensor de Maxwell en coordenadas Boyer-Lindquist, y debe ser llevado a un
campo eléctrico y magnético en coordenadas “cubito”. Todo este tipo de transformaciones han
sido incorporadas al cédigo mediante una serie de funciones. Aqui se incluirdn algunas de las
transformaciones més relevantes, simplemente a modo de informacién que puede ser de utilidad.

Dada una transformacién de coordenadas genérica {x®} — {2*}, vectores y 2-formas trans-

3 Se incluyen en realidad las funciones correspondientes a la parte real e imaginaria por separado.
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forman de acuerdo a:

s a 0z R
V(@) = SV ()
. dx¢ dx

Fab(i‘) = @@ cd(x(‘%))

. 7@ . .’
donde la matriz % se conoce como el Jacobiano de la transformacion.

Boyer-Lindquist a Kerr-Schild “cartesianas” ({t,r,0,p} — {t,z,y,2})

= t+2M?*f(r) + MIn(A)

= sin(0) ( cos(p + af (r)) — asin(p + af (1))
sin(8) (rsin(e + af (1)) + acos(e + af (1))

= rcos(f)

 fdr 1 ¢ r—M
f(T) = K = m arctan m

Para transformar el campo electromagnético se necesitara el Jacobiano de la transformacién
inversa,

SIS B
I

donde

t = t—2M?f(r) — MIn(A)

1/2
1 1
ro= <§(p2a2)+\/1(p2a2)2+a2z2>

/3 2
0 = arctan rvat+y”
2Vr? 4 a?

y a
¢ = arctan(=) — arctan(=) — af(r)
x T
1 _2Mr 9r _2Mr 9r _2Mr 9r
A Ox A0 A Oz
. 0 or or r
oz® oz oy y o 9z
0ze 0 %(J}r(r2+a2)+a2(x2+y2)%) %(yr(r2+a2)+a2(x2+y2)g—;) —(z,yi)(a%"-l—r?’ —a%:%
0 _ Yy _ 2aMr __ Or x _ 2aMr _ Or __2aMr Or
z2+4y2 (r2+a?)A 0z z2+4y2 (r24+a2)A 9y (r2+a2)A 9z

donde se ha definido v := /2% + y2Vr? + a2 [22(r? + a?) + r* (2 + y?)], ¥

or ra’ _ or 2(r? + a?)

ozt V(0 = a?)? + 4a222 ’ 0z ry/ (p2 — a?)? + 4a222

Cartesianas a “cubito” ({z,y,z} — {a,b,c})

Escribimos el Jacobiano para los diferentes parches,

—aD/c 0 Djc
(0)=| -bD/c DjJe 0
1/D  b/D a/D

0 —aD/c DJec
—DJ/c —bD/c 0O
~b/D  1/D /D

03
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aD/c 0 D/c aD/c  Djc

gzj(z): bD/c —Djc 0 |; gz] D/c bD/c 0
v -1/D —b/D a/D v b/D —1/D a/D
kg

8xj(4): 0 D/c —bD/c |; 8zJ 0 Djec bD/c

—a/D b/D 1/D a/D b/D —1/D

Asimismo se tiene que el Jacobiano inverso esta dado por,

—D/e 0 —aD/c ( D/ec 0 aD/c

2 2 2

Oc' ) _ L abe c(17+bca2) e | _ 1 e e o' ) e
~ = 73 - 3 : - 13 - -

0&? D c(1+0?) —abe  aD? 83@1 D c(1 +0?) —abc aD?

; be —-D? ; —abe  c(1+a?) bD?
oz' 1 ac 9 9 oz" 1 9
957 (2) = o5 abe , —c(l4+a”) —bl)2 b 9 3) = o5 ac be —D2

c(1+b%) —abe aD c(1+0b%) —abc aD

i —c(1 +b%) abe —aD? i c(1+0?) —abc aD?
gzj (4) = % —abc c(14+a* bD? ; ggJ (5) = % —abc  ¢(1+a?) bD?

—ac —be D? ac be —D?

A.4.4. Post-proceso

A los fines de optimizar los tiempos de cémputo, se creé para el cédigo onion utilizado
en el Capitulo 5, un cédigo complementario —post onion— que permite separar la evolucién de
los campos fisicos bésicos de su posterior andlisis. La idea es mantener la evolucién principal
separada y lo més simple posible, dado que ésta representa la parte computacionalmente costosa,
y diferir todo el procesamiento de los resultados a un programa secundario. Lo que este programa
secundario hace basicamente es leer los campos de evolucién primarios —cada cierto intervalo
de tiempo—, y calcular luego todo tipo de campos auxiliares asociados como puede ser densidad
de energfa y momento angular electromagnéticos (y sus respectivos flujos), densidad de carga y
corrientes, distintas cantidades de monitoreo, etc. Es decir, esta orientado a explorar y a extraer
toda la informacién de relevancia fisica de las simulaciones. La gran ventaja de esta modalidad es
que permite modificar, agregar y mejorar continuamente los elementos del analisis, en corridas
que demoran sélo unos minutos sin la necesidad de correr la evolucién completa una y otra vez.

Asimismo, esto fue complementado con la construcciéon de un script de Mathematica que
apunta a la generacién de imégenes como campos vectoriales y densidades escalares (ver por
ejemplo las Figuras [£.3] y B.6). Esto demostré ser una manera muy eficiente de visuali-
zar rapidamente los aspectos fisicos de interés de los resultados, y orientar de esta manera la
bisqueda numérica.



Apéndice B
Enstrophy

En este apéndice se presenta una ley de conservacién para fluidos relativistas perfectos en dos
dimensiones espaciales; esta conservacion es conocida en el contexto de los fluidos Newtonianos
bajo el nombre de enstrophy. Se extiende aqui esta nocién siguiendo la derivacién dada en [3],
la cual es ligeramente mds general que la presentada para el caso de fluidos conformes en [2].
Para ello, se utilizaron algunas ideas desarrolladas por Brandon Carter |96].

B.1. Introduccion

Un objeto importante en el contexto de turbulencia es el campo de vorticidad, que mide
la intensidad y la orientacién de los remolinos (eddies). En tres dimensiones espaciales éste es
un (pseudo)-vector & = V X @; mientras que en dos dimensiones, en cambio, es un (pseudo)-
escalar w = €9;u;. La enstrophy se define —en ambos casos— como la integral de la vorticidad

al cuadrado, i.e.
1

La diferencia fundamental es que en el caso bidimensional es una cantidad conservada, mientras
que en el caso tridimensional no lo es. Esta diferencia implica, de acuerdo a Kraichnan [30], un
escenario muy distinto en cuanto a cémo ﬂuy la energia entre las distintas escalas en uno y
otro caso. La conservacién de enstrophy en dos dimensiones es senalada como la responsable de
un fenémeno conocido como “cascada inversa”, en donde la transferencia de energia se da de
menores a mayores longitudes de onda.

B.2. Construccion para fluidos relativistas

Las ecuaciones relativistas de Euler surgen de las conservaciones,

V,N* =0 (B.1)
VaT% =0 (B.2)

siendo N® = nu® la corriente de particulas, y T% el tensor de energia-momento de un fluido
perfecto, i.e.

T = (p+p)uu’ + pg* (B.3)

I Este “fluir” entre escalas debe entenderse como las transferencias de energfa entre los distintos modos,
debido a la fuerte presencia de los términos no lineales durante un régimen turbulento.
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donde u® es un vector temporal que representa la velocidad del fluido y p, n son la densidad de
energia y de particulas, respectivamente. Las ecuaciones que describen la dindmica son:

uVen = —nVau® (B.4)

uVep = —(p+p)Vau" (B.5)

P®Vyp = —(p+p)uVus (B.6)

donde p = p(p,n) es la ecuacién de estado y P := ¢g® + u%® el proyector ortogonal a la

direccién del flujo. Notamos que las ecuaciones (B.) y (Bf) son las componentes, paralela y
ortogonal a u®, de la ecuacién (B.2)).

Nos restringimos a partir de ahora a los casos en que la ecuacién de estado es independiente
de la densidad de particulas, i.e. p = p(p). Notamos que de esta forma la ec. (B4) queda
efectivamente desacoplada del sistema y es posible “prescindir” de n como variable dindmica.
Esto nos permite reescribir la ecuacién (B.) en la forma de Lichnerowicz [97],

Qupu’ =0 (B.7)

Definiendo para ello la 2-forma Qg := 2V auy), y con a dado por:

’

a(p) o [p+ p(p))e” I 7 (B.8)

El exponente en la expresion esta dado por una integral indefinida, y asumiremos que se puede
resolver esa integracién una vez que se conoce la ecuacién de estado p = p(p).

Usando la identidad de Cartan, notamos que €1, es fuertemente conservada por el flujo, i.e.
£ =2u-d2+d(Au-Q)=0 (B.9)

donde X\ es un campo escalar arbitrario. Notar que el primer término en la expresién es cero
por tratarse de una forma cerrada (i.e. dQ2 = 0), y el segundo, debido a (B.7).

Motivada en la conservacién anterior se construye ahora una corriente de la forma:
J = A (B.10)
donde se ha denotado Q = Q,,Q%. La idea es que esta corriente pueda hacerse conservada
eligiendo adecuadamente el escalar A\. La expresion que proponemos para A es la siguiente:

dpo’

Ap) o e~ 7 (B.11)
Computando la divergencia se obtiene,
VaJ® = QAVau® +uVeA] + 200%5°0.Qp
= QAVau® +uVeA] — 4N (V,ub)
= QuV A= AV,u"
=0

La primera linea proviene simplemente de la definicién de la corriente y de tomar la divergencia.
Hemos usado la definicién de la derivada de Lie y la conservacién (B.9) para la segunda linea.
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La tercera, por su parte, sigue de la identidad?:

1
Qe = S0P (B.12)
Mientras que la tltima igualdad se sigue de la eleccién de A en (BI1) y de la ecuacién (B.A).

Por lo tanto, la expresion final (general) para la enstrophy resulta:
d ’
Z = / v (p+p)? e TR wapw™ dS? (B.13)
3¢

donde se ha definido la vorticidad, wqp := PachdV[cud].

Para el caso particular de un fluido conforme, la ecuacién de estado (en dos dimensiones)
estd dada por, p = %p. Con lo cual, la expresién anterior se reduce a:

Z:/ 5 wapw™ dS? (B.14)
P2

que es exactamente la misma que fuera derivada originalmente en [2].

2 En dos dimensiones espaciales y cuando vale la condicién (B), se puede escribir Q45 = Ceqpeu’. El factor
de proporcionalidad ¢ puede hallarse en términos de 2, y conduce finalmente a la identidad (B12).



Apéndice C
Formalismo Covariante

En este apéndice se incluyen los elementos y herramientas bésicas sobre la formulacién co-
variante de Robert Geroch para el tratamiento de sistemas de ecuaciones en derivadas parciales.
La idea es proveer al lector de las definiciones fundamentales que fueron utilizadas intensiva-
mente en los Capitulos 4 y 5, a los fines de tornar la presente tesis mas autocontenida. Por
supuesto, el lector interesado podrd explorar en el articulo original [8] muchos mds detalles de
este formalismo —junto con otros tantos conceptos que aqui se omiten—, y una variada cantidad
de ejemplos que ilustran la teorial.

C.1. Hiperbolizaciones

El punto de partida es escribir todo sistema cuasi-lineal de primer orden de manera unificada
como,

K" (2,®)V, @Y + Ja(x,®) =0, (C.1)

donde K ™ (z,®) es llamado “simbolo principal” y Ja(z, ®) representa las contribuciones semi-
lineales. Los indices latinos en maytscula representan las distintas ecuaciones tensoriales; los
indices latinos en minuscula, los indices de espaciotiempo; mientras que los indices griegos sim-
bolizan de manera compacta el conjunto de indices tensoriales que caracteriza a los distintos
campos presentes en la teorfa. Tipicamente, soluciones suaves a la ecuacién (C.]) son inter-
pretadas como secciones transversales ®*(z) sobre un fibrado B, con puntos k = (z%, ®*). Se
interpreta la fibra sobre un punto de la variedad, =%, como el espacio de estados fisicos permiti-
dos sobre x%; es decir, como el espacio de todos los posibles valores del campo en ese punto. En
el caso del campo electromagnético, por ejemplo, se tiene que k = (2%, Fpp) v dim(B) = 10. Una
seccién transversal sobre una subvariedad de M representa el campo electromagnético Fp(z)
sobre esa regién.

Definicién 1 Por una hiperbolizacidn de (CIl) sobre una subvariedad S € M, se entiende un
simetrizador suave h*t, tal que:

1. el campo hAaKAmﬂ es simétrico en o, [ sobre S;

2. existe un co-vector wy, € T*S tal que hAaKAmbm es positivo definido.

Si un sistema de primer orden admite un simetrizador que cumpla esas dos condiciones, en-
tonces diremos que es simétrico hiperbdlico.

I De particular interés para nuestro caso es el ejemplo de la teorfa de Maxwell, que resulta muy ttil para
comprender la mayoria de los conceptos.
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Se introduce a continuacién la nocién de propagacién fisica. Se denota por C}; a la coleccién
de todos los co-vectores w, que satisfacen la condicién (2.) anterior. Luego, C; es naturalmente
un cono convexo no vacio.

Definicion 2 Las “direcciones de propagacion” estardn dadas por todos aquellos vectores
tangentes p®, tales que: p®wg > 0, V w, € CF. El conjunto de p® forma un cono (no vacio)
cerrado y convezo denotado por Cy; es decir, el cono dual de C7;.

Estos conos en principio pueden depender de la hiperbolizacién seleccionadad. Sin embargo,
sucede que para la mayoria de los ejemplos fisicos, estos conos resultan esencialmente indepen-
dientes de la hiperbolizacién.

C.2. Vinculos

Definicién 3 Un vinculo en un punto k € B es un tensor ¢cA™ (en k), tal que:
ACK ™ =0 (C.2)

Notamos que los vinculos —en cada punto— constituyen un espacio vectorial.

La nocién de “suficientes” vinculos queda capturada por la siguiente definicién: los vinculos
se dicen completos si la dimensién de su espacio vectorial asociado (i.e. dim(cA™w,,)) sumada
a la dimension del espacio de campos, es igual a la dimensién del espacio de ecuaciones original.

Definicién 4 Un vinculo ¢A™

se dice integrable si,
V(MK ™ V@ +J4) =0 (C.3)

es una consecuencia algebraica de la ecuacién (CI)).

C.3. Existencia y unicidad (local) de soluciones

Dado un sistema de la forma (CIJ), y supongamos que existe un simetrizador h%, que
satisface ambas condiciones de la Definicién [[l Supongamos asimismo que sus vinculos son
completos e integrables, y sea ademds (S, ¢,) un dato inicial (%ue satisface dichos vinculos.
Entonces, mediante un teorema general de existencia y unicidad?, se concluye que existe una

tinica solucién U %5 B que satisface las ecuaciones de evolucién,
W (KA Vim®? + Ja] =0 (C.4)

con ¢|s = ¢,, donde U es algin entorno apropiado de la subvariedad tridimensional S.

2 Al parecer no hay una “receta” que permita sistematizar la construccién del simetrizador, o incluso que
permita decidir si una hiperbolizacién es a priori posible, o no. Y aun en los casos en que si es posible dicha
construccion, no implica en general que ésta sea unica.

3 Ver la Seccién 3 y el Apéndice A de [d].



Apéndice D
Implementacion FFE alternativa

En este apéndice se incluyen algunos detalles referidos a una implementacién alternativa de
la electrodindmica force-free que se realizé. Esta version de las ecuaciones ha sido muy utilizada
(e.g. [12,I71,198]), y se cimienta sobre la consideracién de una corriente efectiva en las ecuaciones
de Maxwell. Esto es, en lugar de considerar la corriente no lineal completa que resulta de la
teoria FFE, se toma s6lo una parte de dicha corriente y se prescribe el resto de una manera
efectiva que describiremos luego brevemente. De esta forma se evade el conflicto que suponia
una formulacién directa de la teoria completa, observado por [9], que conducia a un sistema
débilmente hiperbdlico. En cambio, esta formulacién alternativa sélo modifica ligeramente la
estructura caracteristica de la teoria lineal, y proporciona un sistema fuertemente hiperbélico.

Esta formulaciéon de la teoria nos sirvié como punto de partida para implementar luego
el sistema del Capitulo 5, dado que su problema caracteristico resulta considerablemente maés
sencillo. Esto nos permitid, entre otras cosas, experimentar con algunas posibles condiciones de
contorno que aqui se detallan brevemente.

D.1. Ecuaciones de evolucién

La corriente completa que surge de las condiciones force-free puede leerse (ver e.g. [9,99]),

J=q—+—|B-(VxB)—E-(VxE)

g é — — — —
T2 ™ g2 } (D.1)

donde g representa la densidad de carga eléctrica y se despeja de las ecuaciones de Maxwell,
1
= —0 VhEF D.2
0:= Z-o(VAE") (D2)
Siguiendo [72], se considera sélo la corriente en la direccién del vector de Poynting, mientras

que los términos a lo largo del campo magnético (que representan la condicién 9y (E - B) = 0)
se instrumentan de manera efectiva mediante la prescripcién siguiente:

%

, . B
El—>(6i,—

57 Bk) EF (D.3)

Esta proyeccién se aplica en cada punto del espacio y a cada paso temporal durante la evolucién.
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El sistema de evolucién que resulta es entonce,

8o = Bidid+ %ak(\/ﬁBk) — aké (D.4)
aE = o (mi)+ p-tauvrEr) + 2 Lo (ViEh (D.5)
t \/E 'j \/E k B2 \/E k .
) 1 . i .
OB = J=0,(GY)+ (010 -+ awo - 0u0) + ahoyo (D.6)
donde se han definido
HY = =g F9=VWE'B —F ")+ ae’*B,
G = =g« FY =Vh(B'S — B - ac* B,

D.2. Estructura caracteristica

La descomposicion caracteristica respecto a una direccién de propagacién genérica, k, =
(A, m;), se sigue de forma andloga a la desarrollada en la Seccién (.33l Para ello recordamos
las definiciones:

A, =m;Ab A; =A"—A,m' Aé = mkekijAj (D.7)
El sistema caracteristico puede escribirse entonces como,
(A =Bm)fad=Bm

(O )/ B = Bi+ 238,

(A= Bm)/a B' = —Ej+m'¢

Y la solucién al problema de autovalores/autovectores resulta:

Uf ={1,0", £m'} . M =B.*a
Uy ={0, £5, —Si} . Ay =PBmta
Uiy ={0,58;, £5.} . Af=Bmzta
S, S
— 2,1 m i % _ m
U4—{O,Bm—§5,54} s )\4—ﬁm+aﬁ,

v la co-base asociada,

1

@ifi 0 5712’ 4+ S S,
2 253 ’ (BQIFSm)m’L P 0i
1
+
O3 :2—5}%{0,5@, + Sy}

B2

O1= 3152

{0,m;, 0;}

INotar que se ha utilizado una convencién distinta a la del Capitulo 5, respecto a la definicién del campo
magnético. Aqui se utilizé que B, := F;bnb7 en lugar de (5:29)). Este signo relativo, si es trasladado consisten-
temente (aunque penoso) no afecta en absoluto los resultados, aunque s{ hay que tener cuidado con algunas
definiciones como, por ejemplo, la frecuencia de rotacién en (B.51).
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Como puede notarse, el espacio caracteristico estd dividido basicamente en dos: una parte
asociada al autovalor Ay = 8, £ @ (modos 1, 2 y 3), y otra a A\, = 3, + a% (modo 4). El
primer gran subespacio contiene modos longitudinales (modo 1) y modos transversales (2 y 3)
muy similares a la estructura de la teoria lineal, con la diferencia que aparece en el subespacio
transversal una direccién “privilegiada” determinada por el vector de Poynting de la soluc1on
de fondd3. El modo restante, que en la teoria de Maxwell esta asociado al vinculo V - E= P, €s
aqui interpretado como la propagaciéon de la densidad de carga eléctrica p.

La tnica degeneraciéon posible se da cuando A+ = ),, y eso sélo puede suceder si el campo
de fondo viola la condicién de dominacién magnética. Por lo tanto, mientras éste sea magnéti-
camente dominado, el sistema resultante es fuertemente hiperbélico. Observamos ademaés que
cuando S? = 0, el sistema se reduce a la teoria electromagnética usual. Esto puede verse direc-
tamente desde las ecuaciones de evolucion.

Definiremos a continuaciéon las proyecciones sobre los distintos subespacios.

D.2.1. Proyecciones

Se denota P a los proyectores asociados a los subespacios longitudinales,

1 1 0 imj
PE=— 0 0 0
Em* 0 m'm;

Por su parte, la proyeccion sobre el subespacio transversal puede escribirse,
0 0 0

1 7
Pl =(Pf), +2—82 0 +axSim; 0
0 —atSym; O

donde el proyector (PiT )0 representa la proyeccion transversal en la teoria de Maxwell,

0 0 0
(P, =50 ¢;- n};mj +mpét;
0 Fmye™, 8" —m'm;
donde recordamos €;;;, simboliza el elemento de volumen sobre la hipersuperficie espacial.
Por dltimo, la proyeccion sobre el subespacio asociado a la densidad de carga estd dada por:

e 0 0 0
Po=——— | 0 (Bmi-Sasm; 0
(B =55) \ o Sim, 0

D.3. Condiciones de contorno

Subespacio transversal

Seguiremos aqui un camino andlogo al presentado en la Seccién [A.3.3] para el caso de Max-
well. A los modos transversales se suma otro modo mas, que puede ser entrante o saliente segiin
sea el signo de A,:

ui — i igl . u:l: — i é'2 ug = C€3 — 5’ESp€1
VoA VG R N = S,

2 Mientras que en la teorfa lineal usual, los modos de propagacién no dependen de la solucién de fondo.
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mientras que la co-base es,

1 1 1
Of = — (418,83 £ &1, -E) ; OF = —=(&h,+&1) ; O3==(&,0
1 \/Q(a:t p€3 £ €1, —€2) 2 \/5(62 €1) 3 6(63 )
glES_Z : ggE;—: : E3=m aiz%(liéE) ; ¢c=B*(1-5%) ; 5‘EE%.

s Caso saliente A, < 0. Construimos la penalizacién con

Uear := R(U) + 2f

tomando R como algin operador que toma los modos salientes y devuelve algo en el
subespacio positivo, y f alguna inhomogeneidad que usaremos para fijar el valor exterior
del campo magnético. Al igual que antes construimos R partiendo de la expresién general,

R:= [Rllu;r + RQlu;] O + []%1211';r + R22U§r} 05 + [nguf + Rgg’u;] O3

que luego se particulariza a:

1
R="Z=

5ij —m'm; + a+SIi)mj —mkékij
2

cki iy S -
—mge™; —ay Symy 8% +m'm;

con lo cual el campo externo que necesitamos resulta
1 . . . . 1 . . .
Uept = {0 , §(E; - Bj+ayEpS,) , 2B” — E(E} + B, + a+EmS})} (D.8)
Notamos aqui que la penalizacién resultara en este caso igual a la de Maxwell, i.e.
Py (Ueot —U) ={0, By — B} , By’ — B},}

» Caso entrante A, > 0.

El mapa del subespacio negativo al positivo es en general,
R := [Ruu{ + Ro1ud + Raius] O + [Riaui + Rooud + Raaus| ©F
Mientras que el proyector al subespacio positivo viene dado por,

P, = uf@f + u;@; + u30s3

Es fundamental notar aqui, que la teoria es no lineal y que por tanto la estructura ca-
racteristica depende de una solucién de fondo (en este caso, la solucién interior sobre la
frontera). Esto hace que los coeficientes del mapa puedan en general depender de estos
campos de fondo. Permitiendo eso, logramos construir la condicién que buscamos de la
siguiente forma:

—V2|8,|

o BN —op)

[A*(146p)—2¢] 5 Ris Ry =1

T 2A2(1—5p)

mientras que los restantes son fijados a cero, Ris = R21 = 0. Con estos coeficientes se
obtiene,

1 7 7 7 7 o1 1 7 7 7
Uewt = {0 5By = Bi+ a_E S, +2Epm’) , 2B — 2 (Ej + B} — aEmSe)} (D.9)
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mientras que la proyeccién del campo interior es,

1 . ) ) ) 1 . ) )
P (U) = {0 , §(E;, + By +a_E;,S, +2E,m") , 5(3; —E;+ a_EmS;)}

Luego, en ambos casos estaremos implementando la misma condicién de borde. Es decir,

Bi = BY (D.10)

Subespacio longitudinal

Este subespacio es idéntico al de Maxwell. Aplicamos el mismo tratamiento para controlar
el ingreso de las violaciones del vinculo V- B = 0 de la Seccién[5.4.2] se obtienen llamativamente
las mismas correcciones. Esto es, aplicaremos las ecuaciones (5.42))-(5.43).

Ingreso de carga eléctrica

Nos resta prescribir atin el ingreso del modo asociado a A,. Lo que impondremos aqui, es
que no ingrese carga por la frontera externa. La idea fisica detras de esta eleccién es la asuncién
que en la region asintética de la magnetosfera el espacio es esencialmente vacio: no hay plasma,
y por tanto, no deberia ingresar carga desde la frontera exterior. Sin embargo, esto no es tan
claro si la frontera no estd situada lo suficientemente lejosﬁ.

Implementaremos esta restriccién de forma andloga a como fuera considerado el control de
vinculos en la Seccion Es decir, lo aplicaremos directamente sobre el lado derecho de las
ecuaciones. Para que no haya modo entrante simplemente debemos garantizar que 0;F,, = 0,
por lo tanto, proyectaremos las ecuaciones sobre la superficie exterior de la siguiente manera:
my kj )\p \/— 3
—h@j(H )—l——h@j( hE7) (D.11)

8tEZ = (GtEZ)O —m' \/_ \/_

D.4. Resultados y comentarios

La simpleza relativa del problema caracteristico de esta formulacion alternativa de la electro-
dindmica force-free, nos permitié explorar una condiciéon de contorno diferente a la utilizada en
el capitulo 5. Se intent6 fijar aqui el campo magnético sobre el borde, tanto como fuera posible,
al valor asintético que se supone corresponde al campo generado por el disco de acrecién. Vimos
que s6lo es posible fijar la componente tangencial a la superficie del borde (en nuestro caso una
esfera); mientas que la componente restante queda regulada a través de las restricciones a la
violacién de V - B = 0, y no tenemos mayor control sobre ella.

Lo que se observé como resultado de esta implementacién fue una oscilacién en la dinamica,
lo cual le impide al sistema alcanzar un estadio estacionario. Esto queda elocuentemente refle-
jado en la Figura[D.Il donde se compara la energia en funcién del tiempo para tres condiciones
de borde distintas. La primera (BC1) es andloga a la utilizada en el Capitulo 5, pero por su-
puesto empleando los modos propios de la presente formulacién. La segunda (BC3) corresponde
a la condicién discutida aqui. Ademads, se incluyé una tercera condicién (BC2) que representa
la denominada condicién “méximamente disipativa”, donde se colocan todos los modos fisicos
entrantes a cero. Hemos notado que la condicion BC1 se comporta de manera similar que en la
otra formulacion de la teoria, en cuanto a la configuracién de campo asintético que genera. Es
decir, se registra un incremento de la intensidad del orden del 27 % (respecto del campo exte-
rior) uniformemente distribuido sobre toda la esfera (borde). Y asimismo, las lineas de campo

3 Podria decirse que no es una condicién tan transparente como la del Capitulo 5, donde lo que se restringe
es el ingreso de violacién al vinculo G = 0.
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Figura D.1: Energia en funcién del tiempo, para las tres condiciones de borde exploradas.

asintdticas se mantienen alineadas con el eje de simetria, salvo en un pequeno anillo sobre los
polos donde la componente toroidal se vuelve relevante.

Por su parte, la condicién BC3 produce un comportamiento oscilatorio en la energia (apro-
ximadamente en torno al valor de la energfa final en BC1), que refleja el comportamiento de la
solucion. Este fenémeno puede entenderse en términos de la relacién entre los modos entrantes
y salientes. Esto es, para fijar la componente del campo tangencial se prescribieron los modos
entrantes utilizando la informacién de los salientes. Esto resulta de forma tal, que basicamente
la onda saliente termina reflejdndose (toda o parte) en la frontera y retornando al sistema. Esto
es andlogo a la “condicion de espejo” en electromagnetismo.

Puede notarse finalmente que con la condicién méximamente disipativa (BC2), como era
esperable, el sistema pierde rdapidamente gran parte de su energia.
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