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CAPITULO 6. CONVECCION HUMEDA

Figura 6.14: Campos de temperatura (arriba izquierda), contenido de agua (arriba derecha), humedad relativa (abajo izquier-
da) y velocidad (abajo derecha) para conveccién himeda en la celda triangular, para T'= 52°C, AT = 11,7°C, t = 0,00933t..
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CAPITULO 6. CONVECCION HUMEDA

Figura 6.16: Campos de temperatura (arriba izquierda), contenido de agua (arriba derecha), humedad relativa (abajo izquier-
da) y velocidad (abajo derecha) para conveccién himeda en la celda triangular, para T' = 53,5°C, AT = 11,0°C, t = 0,00819¢..
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que la sobredensidad generada por la creciente cantidad de agua liquida
permite la desestabilizacién de su frontera inferior.

Estos rasgos notables, al igual que el tamano de los vértices mas pequenos
(alrededor de 1cm) y las velocidades tipicas (del orden de las decenas de
cm/s), se hallan en concordancia con observaciones experimentales [1, 7, 21,
29].

Otra caracteristica notable, visible en todas las figuras 6.5 a 6.16, y que
es relevante para los rasgos mencionados anteriormente, es que el campo de
concentracién de agua es mucho mas difuso que el de temperatura. Esto se
explica porque, si bien la difusividad de la concentracion A y la difusividad
de la temperatura por debajo de la saturaciéon p_ son comparables, la difu-
sividad de la temperatura por encima de la saturacion puy llega a ser més
de un orden de magnitud menor que ambas, debido a que la presencia de
agua liquida hace a una parcela mucho mas dificil de calentar o enfriar. Las
regiones sobresaturadas tienden entonces a permanecer aproximadamente
isotérmicas, mientras difunden grandes cantidades de agua a las parcelas
circundantes, sobresaturandolas a su vez en un efecto de cascada que dis-
tribuye la concentracién de agua con una eficiencia mucho mayor que la
temperatura.

6.2.6. Flujo térmico y de masa

Consistentemente con la deduccién de las ecuaciones de transporte de
calor (3.26) y de concentracién (3.31), las corrientes difusivas de calor (sen-
sible) y de concentracién de agua se definen respectivamente como

jn=—KVT, (6.2)
juw=—DVa, (6.3)

donde de acuerdo a la aproximacién de Boussinesq trataremos la conductivi-
dad térmica K, la densidad p y el coeficiente de difusién D como constantes,
iguales a sus respectivos valores en el estado de referencia.

De acuerdo al modelo del Capitulo 3, en una frontera con CC de contacto
térmico perfecto todo el calor sensible que la atraviesa se deposita en ella.
La tasa de transferencia de calor sensible a través de una frontera es

Qs = —K/AVT - ds, (6.4)

donde ds es el diferencial de drea normal y A es el drea de la frontera. Kl
flujo térmico es entonces
_ Qs

A

Tomando en cuenta que en 2D la frontera es unidimensional, y realizando
la cadena de transformaciones de adimensionalizacién de la Seccién 3.2,

Js (6.5)
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Figura 6.17: Flujo térmico J numérico por calor sensible (azul), latente (rojo)
y total (negro) para conveccién himeda en la celda triangular a T'= 20°C,
AT =2,3°C, en funcion del tiempo.

tendremos para el flujo térmico (por calor sensible) a través de la cubierta
izquierda (z = 0) del destilador

KAT 1 [% )
= Te_/o Do (7 + O)._g 47, (6.6)

donde H es la altura del destilador, ¢, es la longitud de la cubierta izquierda
2’ = 0, y hemos vuelto a primar las variables adimensionales para impedir
confusiones.

Encontramos ahora, sin embargo, un serio problema: el flujo térmico a
través de una region de seccién triangular, con la base caliente y el techo
frio, es una integral divergente. Ello es debido a que las fronteras fria y
caliente convergen en el angulo, de modo que aun en el estado conductivo
el gradiente térmico diverge alli. La contribucién convectiva sera en cambio
finita, ya que el angulo es una zona de estancamiento.

Obviamente este problema no se presenta en la practica por multitud de
razones (la cubierta del destilador no apoya directamente sobre el agua, por
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Figura 6.18: Rendimiento numérico por condensacién de vapor (azul), de-
posicién de gotas (rojo) y total (negro) para convecciéon himeda en la celda
triangular a 7' = 20°C, AT = 2,3°C, en funcién del tiempo.

ejemplo), pero debemos encontrar una forma de evitarlo matematicamen-
te. Notemos que numéricamente, al estar los campos discretizados sobre la
grilla directa no tendremos una divergencia, pero igualmente las contribu-
ciones a Jg de regiones cercanas al angulo estaran “contaminadas” por una
contribucién conductiva dominante.

La solucién que implementamos consiste en limitar la integral de linea
en (6.6) a la porcién central del techo, lejos de las posibles zonas de estan-
camiento, reescribiendo

KAT 1 3%/
/
s — Tm/ am/(’r + 9)|m/:0 dz'. (67)
z/ o, /4
El coeficiente de transferencia térmica por calor sensible se define entonces
como

A
0T
donde 67" es la diferencia media de temperatura entre la frontera (' = T¢)
y el fluido lejos de ella (T' ~ T'), de modo que 6T = —AT/2.

hs (6.8)
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Figura 6.19: Flujo térmico J numérico por calor sensible (azul), latente (rojo)
y total (negro) para conveccién himeda en la celda triangular a T'= 35°C,
AT =9,6°C, en funcion del tiempo.

El coeficiente de transferencia de masa, por su parte, se define como

Qu
ke = —, .
104 (6.9)
donde
O = _D/vq - ds (6.10)

es la tasa de transferencia de concentracion a través de la frontera, y dq es la
diferencia media de concentracién entre la frontera (¢ = g.) y el fluido lejos
de ella (¢ ~ q), de modo que dg = —Agq/2. La corriente de concentracién
de agua puede a su vez separarse en una contribucion j; debida al agua
liquida, y otra j, debida al vapor. Siguiendo el mismo tratamiento definimos
los coeficientes de transferencia de masa total k., de vapor k., y de agua
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Figura 6.20: Rendimiento numérico por condensacién de vapor (azul), de-
posicién de gotas (rojo) y total (negro) para convecciéon himeda en la celda
triangular a T = 35°C, AT = 9,6°C, en funcién del tiempo.

liquida k.; como

2D 1 30, /4
ke = — » o d7 11
e R PR (6.11)

2D 1 30, /4
kcv = 77 ’ /= /7 12
5 H 52/2 /6\2/4 8 (7— + £)|m =0 dZ (6 )
kot = ke — keo. (6.13)

donde hemos definido el campo de concentracién de vapor

&(r,t) = min [x(r,t),0(r, t)]. (6.14)

Ahora bien, de acuerdo al modelo desarrollado en la Seccion 3.2, el agua
que fluiria por difusién a través de una frontera se deposita en ella. Podemos
calcular entonces la tasa de condensacién de vapor V, la tasa de deposicion
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Figura 6.21: Flujo térmico J numérico por calor sensible (azul), latente (rojo)
y total (negro) para conveccién himeda en la celda triangular a T'= 52°C,
AT = 11,7°C, en funcién del tiempo.

total de agua W y la tasa de deposicién de agua liquida U como

V = qspke (kgm_2 s_l), (6.15)
W = qspke (kgm~2s71), (6.16)
U=W-V. (6.17)

Por otra parte, el vapor de agua que condensa en la frontera deposita
alli su calor latente. Tendremos entonces una segunda contribucién J; al
flujo de calor en la forma de flujo de calor latente

Jy=1,V. (6.18)
El flujo de calor total sera entonces
Ji=Js + Jp. (619)

Si quisiéramos definir un coeficiente de transferencia térmica por calor
latente, sin embargo, seria dificil justificar una definicién como h; = J; /6T,
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Figura 6.22: Rendimiento numérico por condensacién de vapor (azul), de-
posicién de gotas (rojo) y total (negro) para convecciéon himeda en la celda
triangular a T' = 52°C, AT = 11,7°C, en funcién del tiempo.

ya que es facil imaginar situaciones en que tal definicién es patentemente
incorrecta: Por ejemplo si la base y la cubierta estan a la misma temperatura
con la base saturada pero la cubierta subsaturada, tendremos evaporacion
en la base y condensacién en la cubierta con la consiguiente transferencia
de calor latente entre ambas, a diferencia de temperatura cero, simplemente
por gradiente de concentracién (por supuesto la base debe entregar calor y
la cubierta eliminarlo, pero ello no necesita que sus temperaturas sean dis-
tintas). Otro caso es el enfriamiento evaporativo (por ejemplo en el proceso
de transpiracién), donde una atmosfera caliente pero seca puede enfriar una
superficie himeda aunque ésta esté mas fria que ella.

No intentaremos entonces dar una definicién de h; que tenga sentido,
sino que convertiremos los datos experimentales [1] de coeficiente de trans-
ferencia térmica a flujo de calor (total), y los compararemos con la prediccién
numérica. Aunque el coeficiente de transferencia de masa no sufre los mismos
problemas, en este caso no tenemos disponibles resultados experimentales
al respecto, por lo que la comparacién se hard entre resultados numéricos y
experimentales [4] de rendimiento de agua destilada.

Por brevedad sélo presentaremos una muestra representativa de los resul-

133



CAPITULO 6. CONVECCION HUMEDA

tados para flujo térmico y rendimiento de agua destilada. Las figuras 6.17
a 6.22 muestran los valores de flujo y rendimiento para las temperaturas
indicadas al pié de cada una. En todos los casos puede observarse un transi-
torio donde la cubierta del destilador inicialmente se enfria, sobre todo por
evaporacion, para sufrir luego un pico de calentamiento.

Por ejemplo para T = 35°C, AT = 9,6°C (figura 6.19) el enfriamiento
alcanza su maximo para t ~ 0,00025t., y el calentamiento para t ~ 0,0005¢...
Comparando con el campo de temperatura mostrado en la figura 6.4, vemos
que el pico de enfriamiento corresponde a los tiempos en que la intrusion
de la burbuja caliente y himeda ascendente fuerza al fluido més frio y seco,
que inicialmente se hallaba en la cuspide, a descender por el interior de la
cubierta (recuérdese que el fluido es incompresible). El pico de calentamien-
to en cambio, corresponde al tiempo en que dicha burbuja toma contacto
con la cubierta, invirtiendo la situacién. Tras este transitorio el flujo térmi-
co entra rapidamente en régimen, y ya no presenta rasgos notorios para
t > 0,002¢.. Se encuentra disponible una animacién [90] de este caso, la que
muestra los campos de temperatura, concentraciéon, humedad relativa y ve-
locidad en la misma disposicion que en la figura 6.9, para ¢t desde cero hasta
0,01t. a intervalos de 10™° y a 5 cuadros por segundo, lo que corresponde
aproximadamente a la evolucién en tiempo real del sistema. Se recomienda
su visualizacién, ya que resulta de gran ayuda para la comprension de la
dinamica.

También en todos los casos puede observarse que la contribucién del
calor latente al flujo térmico es dominante. Asimismo la mayor parte del
rendimiento de agua destilada corresponde a condensacién de vapor, aunque
a las temperaturas mas altas la deposicion de gotas es también significativa.

Otro rasgo notable es la gran variabilidad temporal tanto del flujo térmi-
co como del rendimiento en el estado de régimen. Este rasgo se corresponde
bién con lo observado en los experimentos [1]. Esta variabilidad se debe al
paso por la region de la cubierta donde se calcula el flujo y el rendimiento,
de parcelas de fluido con grandes diferencias de temperatura y concentracion
de agua, y es por lo tanto intrinseca.

Todos los rasgos mencionados para los resultados de flujo térmico y ren-
dimiento de agua mostrados en las figuras 6.17 a 6.22 son genéricos, repi-
tiéndose también para los casos no mostrados aqui.

La figura 6.23 muestra los valores experimentales [1] y numéricos de flujo
térmico total .J; para los valores de T'y AT simulados. Los valores numéricos
mostrados alli se obtienen haciendo estadistica de los valores instantaneos
en estado de régimen (en todos los casos para t > 0,002t.). Debe notarse que
las barras de error de los resultados numeéricos representan principalmente
su variabilidad intrinseca en el estado de régimen, de modo que estadisticas
sobre tiempos mds largos dificilmente las disminuyan; otro tanto ocurre con
los valores experimentales. El acuerdo entre los valores experimentales y
numéricos es bueno, aunque no excelente. A temperaturas bajas el modelo
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Figura 6.23: Flujo térmico total J experimental (azul) y numérico (rojo)
para conveccién hiimeda en la celda triangular, en funcién de la temperatura
de referencia T. Ambos valores se muestran con barras de error de una
desviacion standard; las cajas azules indican el rango de variacién de los
datos experimentales.

parece tender a sobreestimar el flujo térmico, mientras que lo subestima
a temperaturas intermedias. El peor desacuerdo ocurre alrededor de T =
40°C, donde el valor numérico es menor que el experimental en ~ 60 Wm™2,
un defecto del 27 %. Debemos destacar que por debajo de los 25°C el flujo
térmico (experimental) a través de la cubierta cae bajo el error de medicién,
e incluso puede ser negativo [1], circunstancia que no esta contemplada en
el modelo numérico. Los puntos experimentales para T = 18°C y T = 20°C
deben entonces tomarse con cierta cautela.

La figura 6.24 muestra los valores experimentales [4] y numéricos de
rendimiento para los valores de Ty AT simulados. Nuevamente los valo-
res numéricos mostrados se obtienen haciendo estadistica de los valores ins-
tantaneos en estado de régimen, y estan discriminados en la contribucién por
condensacién de vapor (azul), deposicién de gotas (rojo) y total (negro). El
acuerdo entre ambos es muy bueno, aunque los valores tanto experimentales
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Figura 6.24: Rendimiento de agua destilada experimental (verde) y numérico
(vapor en azul, gotas en rojo, total en negro) para conveccién himeda en la
celda triangular. Los valores numéricos se muestran con barras de error de
una desviacién standard.

como numéricos presentan una variabilidad relativamente grande.

6.2.7. Numeros de Nusselt y Sherwood

El niimero de Nusselt es una de las cantidades adimensionales mas uti-
lizadas y convenientes para comparar resultados de transferencia térmica
entre diversos experimentos y simulaciones. Una de sus definiciones usuales
es

Nu=— (6.20)

donde h es el coeficiente de transferencia térmica, L es una longitud carac-
teristica y K es la conductividad térmica del fluido. Un problema con esta
definicién es que la eleccién de L es en cierta medida arbitraria, pero en
nuestro caso lo decisivo es que no tenemos una definicién razonable de h.
Sin embargo podemos recurrir a la definicién alternativa

Flujo térmico convectivo

Nu (6.21)

Flujo térmico conductivo ’
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donde el numerador es el flujo térmico a través del sistema en el estado
convectivo, mientras el denominador es el flujo en el estado conductivo (u =
0) del mismo sistema con las mismas CC. Evidentemente esta definicién
es inaplicable en la practica a un sistema que, como el destilador, presenta
conveccién espontanea para cualquier diferencia de temperatura finita. Sin
embargo numéricamente disponemos del estado conductivo del sistema, que
es justamente el que hemos adoptado como CI.

Notemos que en este caso la divergencia del flujo térmico en la celda
triangular no constituye un problema insalvable, ya que la misma se presenta
tanto en el numerador como en el denominador, y en principio es posible
cancelarla. Sin embargo cualquier procedimiento de este tipo aun haria que
la contribucién divergente dominase ambos términos, y siendo ésta de origen
conductivo en ambos, obtendriamos siempre Nu = 1.

Adoptaremos entonces el mismo procedimiento que para el calculo pre-
cedente del flujo térmico, representado por la ecuacién (6.7). En ese caso el
nimero de Nusselt que estaremos definiendo sera hasta cierto punto local,
y los valores obtenidos pueden variar segin los detalles de la region de la
frontera elegida para el calculo del calor transmitido, pero ello es inevitable
con un sistema como el presente.

Otro problema es que el flujo térmico contiene en nuestro caso contribu-
ciones por transporte de calor sensible y latente. Debemos entonces definir
diferentes nimeros de Nusselt segin el fendmeno que nos interese describir.
Adoptaremos aqui las definiciones

Js(t)

Nu,(t) = 7.00)" Nu(t) = =%

~Jil()
— Ji(0)

donde los subindices indican por calor sensible (s), latente (1) y total (¢).

Dado que los numeros de Nusselt definidos asi dependen del tiempo, y
que el inicio de cada simulacién presenta un transitorio notable (ver figu-
ras 6.17 a 6.22), en la practica esperaremos a que el sistema entre en régimen
y de alli en adelante tomaremos un promedio temporal. Las definiciones que-
dan entonces

<Js (t) >régimon
J5(0)

Nuy(?) (6.22)

<Jl (t) >régimon
Ji(0)

<Jt(t)>régimon
Ji(0)
(6.23)
donde en todos los casos hemos considerado que el estado de régimen ya se
ha alcanzado a t = 0,002t.. Debe notarse que Nu; # Nug + Nu.

La figura 6.25 muestra los valores de los ntimeros de Nusselt obtenidos
en las simulaciones: Nug en azul, Nu; en rojo y Nu; en negro. Los puntos co-
rrespondientes a Nu; resultan imperceptibles por coincidir casi exactamente
con los de Nuy, debido a la pequenez relativa del flujo de calor sensible frente
al de calor latente. Sin embargo Nu, es consistentemente mas alto que los
otros dos.

Nug = , Nuy = , Nu, =
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Figura 6.25: Nuimero de Nusselt por calor sensible (azul), latente (rojo) y
total (negro) para conveccién humeda en la celda triangular.

Es dificil, si no imposible, encontrar en la literatura algin ejemplo con
el que establecer comparaciones; sin embargo un trabajo reciente [87] indica
que para conveccion de Rayleigh—Bénard seca 2D, el nimero de Nusselt
para R ~ 10% y I' = 1 es de entre 28 y 34 (celda cuadrada y con CC no-slip
horizontales y frees-slip verticales). La gran diferencia entre estos valores y
los presentados aqui tiene en principio dos origenes: la diferente geometria y
CC, y la presencia de agua. Aparte del efecto organizador de la circulacién
general mencionado en la Seccién 6.2.5, que produce una situacién menos
turbulenta que en una celda de Rayleigh-Bénard, la geometria triangular
también introduce un numero de Rayleigh “efectivo” menor, ya que éste
varia como el cubo de la altura y sobre buena parte de la celda triangular
ésta es apreciablemente menor que H, la altura en la cuspide. Por su parte
la presencia de agua hace al sistema mucho mas eficiente para transportar
calor en el estado conductivo: si bién la difusion de vapor de agua es lenta, su
gran calor latente hace que en el estado conductivo el flujo térmico sea entre
45 y 90 veces mayor que el del correspondiente sistema seco, dependiendo
de Ty AT.
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Figura 6.26: Numero de Sherwood por vapor (azul) y total (negro) para
conveccion himeda en la celda triangular.

El niimero de Sherwood es el equivalente al de Nusselt pero para difusion
de masa en lugar de calor. La definicién usual es

(6.24)

donde k. es el coeficiente de transferencia de masa, L es una longitud ca-
racteristica y D es la difusividad de masa. Aparte de adolecer de la misma
arbitrariedad que Nu en la eleccién de L, esta definicion se encuentra con la
misma dificultad que su equivalente (6.20) debido a que el estado conduc-
tivo también presenta una corriente difusiva de masa divergente, y por las
mismas razones: el gradiente de concentracién diverge en los angulos entre
el techo y la base de la celda. Recurrimos entonces a la definicién alternativa

Flujo de masa convectivo

Sh (6.25)

~ Flujo de masa conductivo ’
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que tras un tratamiento completamente equivalente nos lleva a

Shv _ <k‘c,v(t)>régimon’ Shl _ <k‘c,l(t)>régimon’ Sht _ <kc,t(t)>régimon’
ke (0) kc;(0) k. (0)
(6.26)

donde los subindices indican condensacién de vapor (v), deposicién de liqui-
do (1) y total (¢), y como antes consideramos que el estado de régimen ya se
ha alcanzado a t = 0,002t.. Debe notarse que Sh; # Sh,, + Sh;.

La figura 6.26 muestra los valores de los niimeros de Sherwood obtenidos
en las simulaciones: Sh,, en azul y Sh; en negro. No se muestran valores de Sh;
debido a que la pequeniez de k.;(0) (< 10719) en el estado conductivo hace
que ante la menor deposicion de gotas éste tome valores absurdamente altos,
claramente carentes de significado fisico. En cuanto a comparaciones con la
literatura, ha sido imposible hallar resultados publicados en este contexto.

6.2.8. Espectros de energia cinética

La energfa cinética FE(k) contenida en el modo de numero de onda k
puede definirse (salvo constantes de proporcionalidad) como

E(k) o |a(k)[?, (6.27)

pero a menudo es de interés eliminar la informacion direccional y definir

21
E(k) = E(k) kdby, (6.28)
0
donde asumimos que estamos en dimensién dos, y 6 es el angulo polar en
el plano (kz, k.). Un célculo aproximado de esta cantidad puede realizarse
mediante un simple algoritmo de bineado sobre la grilla conjugada, que no
describiremos aqui.
En dimensién tres y para turbulencia homogénea y estacionaria, el co-
nocido resultado de Kolmogorov [91, 92] afirma que

BE(k) o k%3 (6.29)

debido a la cascada de energia que la transfiere de los vortices mayores a los
menores. Sin embargo en dimensién dos la situacién es diferente [93, 94, 95],
con una cascada inversa que transfiere energia de la escala del forzamiento
hacia escalas mayores con exponente —%, y una cascada directa hacia las
escalas menores con exponente —3:

E(k) o< k73, (6.30)

No es nuestra intencién aqui proceder a un estudio extensivo de la tur-
bulencia en nuestro modelo de destilador, que excederia largamente los al-
cances de esta Tesis. Simplemente mostraremos algunos espectros de energia
cinética e intentaremos ver cudl, si alguna, de estas cascadas se manifiesta.
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Figura 6.27: Espectros de energia para conveccion htimeda en la celda trian-
gular a T = 35°C y AT = 9,6°C, a tiempos t = 0,00025¢. (arriba izquierda),
t = 0,0005¢. (arriba derecha), ¢ = 0,001¢. (abajo izquierda) y ¢t = 0,002¢,
(abajo derecha), sobre una grilla de 512 x 512 puntos. Las pendientes de las
rectas de ajuste (en rojo) son —4,69, —3,91, —4,13 y —4,22, en el mismo
orden.

La figura 6.27 muestra los espectros de energia cinética durante el co-
mienzo de la conveccién para T = 35°C y AT = 9,6°C, para los mismos
tiempos mostrados en la figura 6.4. Puede verse que a t = 0,00025t. hay
relativamente poca energia en los modos de nimero de onda grande, pero
con mucha dispersion; el ascenso de la burbuja central produce atin un flujo
relativamente ordenado, pero a escalas pequenas ya comienzan a aparecer
estructuras. A t = 0,00050¢. la energia de las estructuras menores ha aumen-
tado en casi dos 6rdenes de magnitud; este es el tiempo en que la burbuja
impacta la cuspide y se dispersa. A t = 0,001¢, las estructuras menores han
disminuido su energia al rango que conservaran en adelante. Finalmente a
t = 0,002t el transitorio inicial ha concluido, el sistema ha entrado en régi-
men, y tenemos un espectro de energia que podemos considerar tipico. Puede
observarse la presencia de una poblacién separada de estructuras pequenas
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con energias mayores. Fenémenos como este son transitorios y recurrentes, y
corresponden a la generacién de multitud de vértices pequenos en la estela
de uno mayor que asciende o desciende, o alrededor del extremo de columnas
ascendentes o descendentes (vortex shedding).

No hemos observado nada cualitativa ni cuantitativamente diferente en
una cantidad de espectros que hemos estudiado. La aparicién de la pobla-
cion secundaria de estructuras pequenas y energéticas y la estabilizacién del
espectro general en una ley de potencias con exponente ligeramente por de-
bajo de —4 se repiten para todas las temperaturas y tiempos, excepto para
T = 18°C y T = 20°C, donde lo escaso de los datos (debido al reducido
tamano de grilla) impide tener una estadistica minimamente confiable. El
exponente de las leyes de potencia observadas, significativamente menor a
—3, es probablemente debido [93] tanto a disipacién a las escalas mas gran-
des del sistema, como a la presencia de grandes vértices coherentes, los que
pueden observarse en los campos de velocidad de las figuras 6.5 a 6.12. Po-
demos ahora responder a una pregunta formulada en la Seccion 2.2.4: si bien
hay turbulencia, esta no es ni homogénea ni estacionaria.
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Capitulo 7

Discusién y perspectivas

En este capitulo final presentaremos un resumen y discusién de los prin-
cipales resultados obtenidos en esta Tesis, tanto en el analisis de los datos
experimentales como en la simulacién numérica del destilador. Procedere-
mos también a una critica del modelo termohidrodindmico desarrollado y
del método pseudoespectral implementado, deteniéndonos en lo que consi-
deramos sus principales falencias y logros. Finalmente plantearemos la po-
sibilidad de varios desarrollos futuros, los que discutiremos brevemente.

7.1. Discusidon de los resultados obtenidos

Repasaremos aqui los aspectos que consideramos mas relevantes de los
resultados obtenidos en esta Tesis, resumiendo en un mismo lugar conside-
raciones que en muchos casos ya hemos hecho en los pasajes pertinentes.
Sin embargo creemos que una presentacion unificada de los mismos puede
aportar una perspectiva global que, de otra manera, estaria ausente.

7.1.1. Analisis de los datos experimentales

El reanédlisis de los datos experimentales disponibles [1] realizado en la
Seccién 2.2 mostro no sélo que, efectivamente, éstos contenian informacién
relevante sobre la dindmica interna del destilador a la que el andlisis previo
no habia permitido acceder, sino que las técnicas de andlisis usuales eran
propensas a dar en ocasiones resultados mas confusos que esclarecedore.

La EMD de las series experimentales para h y r permitioé tener una vi-
sién de su evolucién temporal mas sencilla, y a la vez mas informativa, que
la proporcionada por el andlisis de Fourier. En particular permitié obtener
un parametro de control rg “limpio” de sus factores dindmicos intrinsecos
e incontrolables, y permitié separar la dindamica del coeficiente de transfe-
rencia térmica h en una parte lenta h, esclavizada a rg, y una rapida hy
determinada principalmente por los detalles de la dindmica interna del des-
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tilador. Se consiguié determinar asi que el comportamiento “anémalo” de h
estaba ligado a la segunda pero no a la primera, y sugiriendo que se debia a
situaciones de particular desorden de las estructuras convectivas.

La obtencion de un parametro de control limpio también permitié una
reconstruccién adecuada de la dinamica de h, para el cual fué critico el uso
de la HHT. Esta mostré que el comportamiento “anémalo” de hy estaba
ligado a un fenémeno de coherencia de fase de las componentes rapidas
sobre los distintos ciclos del forzamiento, sugiriendo que para esos valores del
forzamiento se daba un cambi del régimen convectivo dentro del destilador.

La construccion de espectros de Hilbert de h mostré que el espectro
de Fourier daba informaciéon confusa sobre su dinamica, descomponiendo
la oscilacion diaria, completamente periédica pero anarmonica, en una se-
rie de picos a baja frecuencia; también mostré que el espectro de potencia
esencialmente cafa a cero a frecuencias superiores a ~ 50dia~!, haciendo
sospechar que las colas largas en los espectros de Fourier eran debidas al
mismo fenémeno, actuando sobre las oscilaciones mas rapidas. Esto sugi-
rié que la estructura presentada por el espectro de Fourier de h, que pare-
ceria tipico de un sistema cadtico, era en buena parte un artificio debido a
dicho fenémeno. Los espectros de Hilbert también mostraron la presencia de
intermitencia y sugirireon la presencia, durante los periodos de gran activi-
dad, de estructuras convectivas con un amplio rango de escalas temporales
y, presumiblemente, espaciales.

La construccion de espectros instantaneos a partir del HAS permiti6 de-
terminar que éstos solo presentaban comportamientos de ley de potencia
intermitentemente y sobre rangos de frecuencia limitados. Junto con lo an-
terior esto sugirié que si existia turbulencia, ésta no era homogénea ni esta-
cionaria, sino intermitente.

En conjunto, consideramos que el reandlisis de los datos experimenta-
les proveyé informacion valiosa ausente en el andlisis inicial, a la vez que
demostro la utilidad de las herramientas de analisis elegidas.

7.1.2. Simulacién numérica del destilador

En la simulaciéon numérica del destilador se utilizé6 un modelo termohi-
drodinamico simplificado que, sin embargo, parece capturar las caracteristi-
cas esenciales de la conveccién hiimeda con transicién de fase liquido-vapor.
No se simulé el ciclo diario experimental de calentamiento y enfriamiento,
sino s6lo una docena de puntos a lo largo del mismo, para la configuracion
del destilador con angulo de la cubierta de 45°. La geometria, la escala y las
condiciones de contorno de la celda de simulacion se eligieron tan similares
a las del destilador real como fué posible sin una complicacién exagerada del
modelo.

La fenomenologia observada en las simulaciones coincide, dentro de lo
que es posible apreciar visualmente, con la observada en los experimentos co-
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rrespondientes [1] y en experiencias de visualizacién de flujos [22]. Un rasgo
sobresaliente que, de acuerdo a esto, es bien reproducido en las simulaciones,
es la presencia persistente de un esquema de circulacién general donde aire
frio desciende por dentro de las alas de la cubierta, circula sobre la batea
hacia el centro de la misma, y alli asciende como una columna sobresaturada
hacia el vértice de la cubierta. Otro es la formacién, bajo el vértice de la
cubierta, de una burbuja fria y hiimeda que va creciendo hasta desestabili-
zarse y crear corrientes descendentes sibitas. Un tercero es la variabilidad
temporal de las mediciones simuladas de flujo térmico y rendimiento de agua
destilada, que coincide cualitativamente, en amplitud y frecuencia, con la de
los datos experimentales.

La prediccién numérica del flujo térmico guarda una buena correspon-
dencia con los valores experimentales, aunque a las temperaturas intermedias
de funcionamiento el modelo subestima hasta en un 25 % el rendimiento. Es-
to puede deberse a dos factores: por un lado el modelo es 2D, mientras el flujo
en el destilador real es, obviamente, tridimensional; por otro lado no hemos
simulado el ciclo de calentamiento real, sino situaciones de calentamiento es-
tacionario en varios puntos a lo largo del mismo. Dado que el desacuerdo es
notable sobre todo alrededor de T = 40°C, que es aproximadamente donde
el coeficiente de transferencia térmico h experimental presenta su comporta-
miento “anémalo” (ver figuras 2.3 y 2.4), es posible que ambas circunstancias
se conjuguen: si bajo un forzamiento gradualmente creciente o decreciente
los patrones convectivos reales presentan una transicién relativamente sibi-
ta a esos valores de T, la circulacién real 3D puede ser alli notablemente
diferente de la simulada en 2D.

La prediccion numérica del rendimiento de agua destilada guarda una
correspondencia aun mejor con los valores experimentales, aunque debemos
notar que éstos tienen una dispersiéon notable que puede enmascarar hasta
cierto punto algin desacuerdo. Debe notarse que este resultado es esencial
si se pretende utilizar el modelo numérico desarrollado para predecir la in-
fluencia sobre el rendimiento de cambios en los parametros de diseno.

El céalculo de los ntimeros de Nusselt y de Sherwood puso en evidencia
problemas fundamentales a la hora de definirlos para un sistema con la geo-
metria del destilador, debido a la divergencia de los gradientes térmico y de
concentracién en los dngulos entre la cubierta y la batea. La definicién adop-
tada para el calculo numérico salva estos problemas, pero al costo de definir
estos nimeros de manera, hasta cierto punto, local, por los que los valores
reportados deben ser considerados con un cierto grado de escepticismo. Los
valores de Nu obtenidos numéricamente son bastante menores (en un factor
entre dos y tres) que los hallados para conveccién seca 2D en circunstancias
tan semejantes como pudimos hallar en la literatura. Sin embargo esto pue-
de explicarse, al menos cualitativamente, por el efecto ordenador del patrén
de circulacién general discutido maés arriba, por la diferente geometria que
resulta en una altura efectiva (y un nimero de Rayleigh) considerablemente
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menor, y por el hecho de que el estado de referencia para el calculo de Nu
corresponde a un sistema que transporta mucho més eficientemente el calor
que su equivalente seco.

Por ultimo los espectros de energia cinética calculados muestran, tras
la entrada en régimen del sistema, una ley de potencia con un exponente
sensiblemente menor al correspondiente al de la cascada directa 2D, que
sin embargo puede explicarse por la presencia de disipaciéon a las escalas
mas grandes del sistema y de grandes vortices coherentes, que en este caso
formarian parte del patrén de circulacion general mencionado. Los espectros
muestran evidencia, asimismo, de vorter shedding intermitente por parte de
estructuras convectivas mayores.

7.2. Critica del modelo termohidrodinamico y el
método pseudoespectral

Resaltaremos aqui los que son, a nuestro criterio, los principales puntos
fuertes y débiles del proceso de modelado del destilador, tanto fisico como
numérico, desarrollado en esta Tesis. Consideramos que esta discusion es
esencial para poner de relieve cuales son los aspectos menos confiables del
modelo obtenido, y poder corregirlos en un futuro, asi como para destacar
cudles son sus aciertos.

7.2.1. Critica del modelo termodinamico

El modelo termodinamico desarrollado en el Apéndice A, y resumido
en la Seccion 3.1, es a nuestro entender bastante sencillo, mas alla de las
apariencias debidas a lo trabajoso de sus detalles. En su mayor parte puede
ser obtenido por métodos elementales de célculo termodindmico, con solo
prestar cierta atencion a la consistencia de los procesos modelados con las
hipotesis subyacentes.

Una limitacién seria de este modelo, aunque no en el contexto del uso
al que lo aplicamos en esta Tesis, es que todas las funciones y coeficien-
tes termodinamicos obtenidos lo han sido, exclusivamente, para procesos
isobaricos. Si bien esto es adecuado a la descripcién del destilador solar,
o de cualquier otro proceso que se desarrolle en una celda pequena y no
herméticamente cerrada a la atmodsfera circundante, seria deseable contar
con un modelo mas general aplicable, por ejemplo, a procesos adiabaticos o
isotérmicos. Creemos sin embargo que éstos casos pueden ser desarrollados
en su mayoria, sin gran dificultad, con la guia de la deduccion presentada
aqui.

Uno de los puntos mas cuestionables, donde a nuestro entender el lec-
tor debe ejercer una saludable dosis de excepticismo, es el tratamiento del
aerosol de gotas de agua en la deduccion de los coeficientes de viscosidad
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dindmica (Apéndice A.10) y de conduccién térmica (Apéndice A.11). Si bien
ninguno de los argumentos alli expuestos es patentemente falso, incluyen una
cantidad de hipétesis ad hoc que pueden no ser validas en contextos ain li-
geramente diferentes del presente.

Somos conscientes también de que el modelo formulado ha dejado fuera
muchos aspectos que seria interesante incluir, como la interaccion detallada
del vapor y las gotas con la pelicula liquida interior a la cubierta, la coales-
cencia de gotas y los efectos de tension superficial. En la mayoria de los casos
hemos intentado argumentar la razonabilidad de las aproximaciones adop-
tadas, las que son parte inevitable del proceso simplificatorio de modelado
de un entorno fisico tan complejo.

Por otra parte, consideramos que los buenos resultados de las simula-
ciones numéricas en cuanto a reproducir cualitativa y cuantitativamente el
funcionamiento de un destilador real, dan testimonio del buen desempeno
de este modelo en su limitado campo de aplicacion.

7.2.2. Critica del modelo hidrodinamico

El modelo hidrodindmico desarrollado en la Seccién 3.2 intenta seguir en
lo posible las ideas fundamentales de la aproximacién de Boussinesq, es decir
que todos los coeficientes termodindmicos pueden ser aproximados por sus
valores en un cierto estado de referencia, salvo en el término de flotacién. En
el contexto presente esto presenta la complicacién adicional de que varios
de ellos son discontinuos a través de la curva de saturacion. Sin embargo los
trabajos que nos inspiraron a seguir esta linea [46, 49, 52|, pese a nuestras
criticas sobre algunos aspectos puntuales, muestran que este desarrollo es
viable.

Indudablemente muchas de las aproximaciones realizadas, como la in-
compresibilidad del fluido, el despreciar los términos de difusién cruzada
entre calor y concentracion, o el ignorar el calor producido por disipacién
viscosa, pueden no ser adecuadas en un contexto general. Sin embargo cree-
mos que en el contexto presente no restan validez al modelo formulado.

El aspecto mas positivo del modelo hidrodindmico es, a nuestro entender,
que pese a todas las simplificaciones introducidas, ain toma en cuenta los
efectos esenciales de la transicién de fase liquido-vapor, y del consiguiente
calor latente, a través del modelo termodindamico subyacente. Nuevamen-
te, a nuestro criterio la buena reproduccion cualitativa y cuantitativa del
funcionamiento del destilador real, es prueba de que el modelo es razonable.

7.2.3. Critica del método pseudoespectral

El método pseudoespectral seleccionado en esta Tesis, basado en la trans-
formada discreta de Fourier compleja, posee un conjunto particular de ven-
tajas y desventajas cuando se lo compara con otras alternativas.
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Entre las desventajas cabe mencionar la dificultad de aplicarlo a un pro-
blema con condiciones de contorno que, a diferencia de lo habitual, no son li-
bres. Ello nos obligé a desarrollar una cantidad de modificaciones ad hoc que
resultan hasta cierto punto engorrosas. Ademds, el método (por definicién)
sélo es aplicable a geometrias en principio rectangulares, con condiciones de
contorno periddicas.

Sin embargo, eligiendo adecuadamente el conjunto de variables hidrodi-
namicas conseguimos transformar esta desventaja en una ventaja, ya que las
condiciones de contorno homogéneas de Dirichlet que obedecen los campos
adimensionales son automaticamente periddicas. Esto nos permité ajustar
condiciones de contorno en una frontera, y conseguir automaticamente su
ajuste en la frontera opuesta, lo que nos dié la libertad de producir soluciones
capaces de ajustar condiciones de contorno de Cauchy.

Estas ultimas resultaron esenciales para lo que es, a nuestro criterio,
uno de los mayores logros del método adoptado: la resolucién esencialmente
analitica de la ecuacion de Laplace necesaria para imponer la condicién de
incompresibilidad (ver Apéndice B). El tratamiento de esta ultima median-
te una descomposicién de Helmholtz en la Seccion 4.4, con la consiguiente
desaparicién del campo de presion, es otro de los logros del método pseu-
doespectral. Por otro lado uno de sus mayores defectos es la dificultad a la
hora de imponer las condiciones de contorno a la solucién de la ecuacién de
Laplace en la celda cuadrada, que nos obligd a recurrir a un método iterati-
vo y aproximado. Sin embargo recientemente hemos conseguido avances en
esta direccién aprovechando las simetrias impuestas por el método de las
imagenes de la Seccién 4.6, que nos dan esperanza de resolver este problema
en un futuro préximo.

Por 1ltimo debemos decir que, si bien para la configuracién del destilador
utilizada en las simulaciones hemos conseguido adaptar el método pseudoes-
pectral con relativa facilidad tanto a la geometria como a unas condiciones
de contorno razonablemente realistas, simular por ejemplo la configuracién
con la cubierta a 20°, o inponer condiciones de contacto térmico imperfecto,
resultaria bastante mas dificil.

7.3. Perspectivas de desarrollos futuros

Finalizaremos esta discusién presentando algunas lineas posibles de desa-
rrollo futuro que, a nuestro criterio, resultan viables y de interés.

En primer lugar deseamos resaltar que los buenos resultados del modelo
numérico, en cuanto a reproducir los resultados experimentales para el flujo
térmico y, sobre todo, para el rendimiento de agua destilada, indican que
el modelo tiene poder predictivo. Podremos entonces aplicarlo para prever
el resultado de diversas modificaciones del disefio del destilador. El que las
simulaciones se hayan realizado en esta etapa inicial para condiciones de
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funcionamiento estacionario es un defecto subsanable ficilmente: sabiendo
ahora que atin para condiciones iniciales extremadamente lejos del equilibrio
como las utilizadas en la Seccién 6.2 el sistema entra en régimen a lo sumo
a t = 0,002t. (entre treinta y cuarenta segundos de tiempo de evolucién
simulado), podemos disenar un ciclo diario “comprimido” de calentamiento
y enfriamiento de pocas decenas de minutos en lugar de 24 horas, lo que
permitiria simularlo en un tiempo razonable. Las modificaciones necesarias
en los cédigos ya desarrollados son menores y sencillas de implementar, y
esta serd una de las primeras tareas a realizar tras la finalizacién de esta
Tesis.

Sin embargo para tener cierta libertad en la eleccién en las modificaciones
de diseno a ensayar, primero necesitaremos flexibilizar el modelo, por ejem-
plo para admitir otras geometrias con angulo de la cubierta distinto de 45°.
Esta puede parecer una propuesta dudosa a primera vista, ya que basandose
el método en la transformada de Fourier discreta pareceria estar restringido
a celdas y grillas rectangulares. Sin embargo éstas no son sino un caso par-
ticular (el mas sencillo) de redes de Bravais, de amplio uso en cristalografia
y fisica del solido. Las mismas técnicas utilizadas en difraccién por una red
cristalina pueden entonces adaptarse para formular un par transformada-
antitransformada adaptado a una grilla anisotrépica y no-ortogonal en una
celda por ejemplo romboidal, que aplicando el mismo método de las iméage-
nes de la Seccién 4.6 nos permitirian tratar una celda triangular de angulo
en principio arbitrario. De las extensiones mayores del modelo, esta es a
nuestro criterio la que deberiamos estudiar en primer término.

La segunda extensién mayor del modelo actual es pasar de 2D a 3D.
Esta extensién es sencilla en principio, ya que se dispone de versiones 3D
de la FFT en el paquete usado en el cédigo 2D actual, y el resto del cédigo
pseudoespectral deberia ser sencillo de reescribir. Sin embargo el proceso de
solucién analitica de la ecuacién de Laplace (Apéndice B) deberd ser desarro-
llado nuevamente, y la descomposicién de Helmholtz (Seccién 4.4) extendida
a 3D, debiendo posiblemente descomponerse la componente transversal de
los campos en componentes poloidales y toroidales. El aspecto no trivial
de la extensiéon a 3D es el aumento del tiempo de computo, lo que reque-
rird invertir un esfuerzo considerable en la paralelizacion del cédigo a fin de
ser ejecutado en un cluster. Por ello se ensayard primero todos los demas
desarrollos en 2D a fin de determinar si la extensién a 3D es realmente
necesaria.
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Apéndice A
Modelo termodinamico

En este apéndice desarrollaremos un modelo termodindmico adecuado
para el estudio del transporte covectivo de aire hiimedo, tanto por debajo
como por encima de la saturacién. En particular, desarrollaremos expresio-
nes para los coeficientes termodinamicos que necesitamos en las simulaciones
numéricas, como ser densidad, capacidad caldrica especifica, conductividad
térmica o viscosidad.

Adoptaremos la nomenclatura de aire himedo para la mezcla de aire y
vapor de agua, como es usual; sin embargo, para distinguirla de la mezcla
de aire, vapor y gotas de agua liquida que encontramos por encima de la
saturacion, llamaremos a ésta ultima aire mojado, reservando el nombre
de aire humedo para la mezcla no saturada. También llamaremos rango
de interés al rango de temperaturas y presiones tipicamente encontradas
durante el funcionamiento del destilador [1], aproximadamente 20°C < T' <
60°C y 600 mb < p < 1000 mb.

El modelo se construird principalmente en base a dos referencias. La
primera es el clasico libro de J. V. Iribarne y W. L. Godson [39], que utiliza-
remos como guia general, y al que muchas veces nos referiremos simplemente
como Iribarne. La segunda es un trabajo bastante reciente de P. T. Tsilingi-
ris [40], al que a menudo nos referiremos simplemente como Tsilingiris. Este
trabajo proporciona modelos precisos para una variedad de coeficientes ter-
modinamicos del aire seco, el vapor de agua y el aire hiimedo, construidos
en base al ajuste de una gran cantidad de datos experimentales. Por ese
motivo, en general preferiremos usar los modelos de Tsilingiris, siempre que
haya uno disponible.

A.1. Presion de saturacion

De acuerdo a la ec. (IV.52) (p. 67) de Iribarne [39], una buena apro-
ximacién para la presién de saturacién de vapor de agua bajo condiciones
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Tabla A.1: Coeficientes de la ecuacién (A.3) para ps.

Eo  0,7073034146 Es3 —4,662575642 x 10~°
E, —2,703615165 x 1072 Es  1,034693708 x 1076
E,  4,360882110 x 1073

250 ||||||||| T ||||||||| T ||||||||||||||||||
Iribarne p. 67
1 —— Formula de Magnus

20041 — Tsilingiris

150
= ]
E
2 100

50

0 +-—r—r—r—r—r—r—r—r1r—rrrrrrrr
20 30 40 50 60

Figura A.1: Comparacién de los modelos para la presion de saturacion ps.

atmosfericas ususales es
ps (T) = 10(9A04L=224) 1y o(21.654-522) (A1)

Una segunda aproximacién, mas precisa, conocida como férmula de Magnus,
es dada en la ec. (IV.53) (p. 68), como

10(2375470—%)

mb = mb. (A.2)

_ 10(23,5470-4,928310g T— 22372
. (T)_lo( : - 74,9283

En ambas expresiones T estd en K.
Por otro lado Tsilingiris [40], en base a un ajuste de numerosos datos
experimentales, algunos mucho mas recientes, propone la expresién polino-
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A.2. FRACCION MOLAR Y FACTOR DE AUMENTO

mial
ps (T) = (Eo + Ext + Eot? + Est® + Egt') kPa, (A.3)

donde
t=1T+ 273,15 (A4)

esta en °C; los valores numéricos de los coeficientes se muestran en la Ta-
bla A.1.

La figura A.1 compara las tres expresiones en el rango de interés. La
primera (A.1l) y segunda (A.2) férmulas de Iribarne se muestran en negro
y azul respectivamente, y en rojo la de Tsilingiris (A.3). Notando que el
dltimo término en la férmula de Tsilingiris es < 1074 incluso para t =
100°C, y que es por mucho méds reciente que las féormulas de Iribarne e
incluye mas datos experimentales, presumimos que es la més precisa de las
tres (Tsilingiris afirma una precisiéon de 1,5% a 25°C y 0,2% a 100°C).
Adoptaremos entonces la expresién (A.3).

A.2. Fraccién molar y factor de aumento

La fraccién molar de vapor de agua N, en una mezcla no saturada de
aire seco y vapor de agua, considerados como gases ideales, seria

Ty _ Pv

Ny = —
ng + Ny p

, (A.5)
donde n, y ng son los nimeros de moles de vapor y de aire seco, p, es la
presién parcial de vapor, y p = pg + p, es la presién (total), siendo pg la
presién parcial de aire seco. Para gases reales, Tsilingiris [40] muestra que
la expresion correspondiente puede escribirse como

sz@@%4 (A.6)

donde f(T,p) es el factor de aumento (enhancement factor), debido a la
interaccién de las moléculas en la mezcla de gases reales, para el que propone
el modelo

Inf (T, p) = (Ao + Art + Ast® + Ast?

s (T
—exp (Bo + Bit + Bat® + Bst®)) x (1 - %) . (A)

Los valores numéricos de los coeficientes de este modelo se muestran en la
Tabla A.2. Debe notarse que en la expresion correspondiente a la ec. (A.7)
Tsilingiris [40] escribe por error T' en lugar de t en las expresiones polino-
miales, lo que hemos corregido aqui.
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Tabla A.2: Coeficientes de la ecuacién (A.7) para f (T, p).

Ay 353624 x 1074 By —1,07588 x 10*
A 293228 x 1070 By 6,32529 x 1072
Ay 2,61474 x 1077 B, —2,53591 x 1074
Az 857538 x 107 Bs  6,33784 x 1077
1,004 4 T """""""""""""" -
1 | —— 1000 mb
—— 800 mb
1 | —— 600mb
1,003
1,002

f(T.p)

1 001 /

1,000 +—+———+—+—++—+—"1rr—r—+—r—"rrr Tt L
20 30 40 50 60

Figura A.2: Factor de aumento f (T, p) dado por (A.7).

La figura A.2 muestra el factor de aumento en el rango de interés. Vemos
que para nuestros propositos podemos poner con confianza

f(T,p)=1 (A.8)

con un error menor que 0,4 %.

A.3. Mezclas y factor de compresibilidad

La densidad de la mezcla binaria de aire seco y vapor de agua, conside-
rados como gases ideales, seria

M, M,
)= dPd + vpv7 (A.9)

RT

154



A.3. MEZCLAS Y FACTOR DE COMPRESIBILIDAD

Tabla A.3: Coeficientes de la ecuacién (A.12) para z, (N,, T).

Ci  0,7x10%Pa! K; 0,104 x 10714 Pa~2
Cy, —0,147184 x 1078 Pa~! Ky —0,335297 x 10717 Pa—2
Cy  173429K~1 Ks; 364509 K!
L O e S S A A S E R, .
0,999
0,998
= ]
z ;
NT 0,997 3
0,996
0,995 P i
20 30 40 50 60
t(°C)

Figura A.3: Factor de compresibilidad z,, (N,,T) dado por (A.11).

donde My y M, son las masas molares del aire seco y el vapor de agua,
respectivamente, y R es la constante universal de los gases ideales. Para gases
reales Tsilingiris muestra que la expresién correspondiente puede escribirse

Ccomo
1 Mapq + Myp,

zm (Ny, T) RT

donde z,, (N,,T) es el factor de compresibilidad para la mezcla de gases
reales, para el que propone el modelo

(A.10)

p:

Zm (Ny, T) = 1+ Ap, (T) + Bp? (T , (A.11)

donde
A=C1+ Coe®/T B =K+ Kyel3/T, (A.12)

Los valores numéricos de los coeficientes se muestran en la Tabla A.3.
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La figura A.3 muestra el factor de compresibilidad en el rango de interés.
Podemos ver que para nuestros propdsitos es suficiente tomar

2 (Np, T) =1, (A.13)

con un error menor que 0,5 %.

A.4. Mixing ratio

Siguiendo a Iribarne [39], Sec. IV.11, por debajo de la saturacién defini-
mos la tasa de mezcla (mizing ratio) r como

T_mv_epv_ EPv

= , (A.14)
mq yZe P — Do
donde m, y mg son respectivamente las masas de vapor y de aire seco en

una dada parcela, y
R
e= R—d = 0,62199 (A.15)

()
es el cociente entre las constantes especificas de los gases Ry para aire seco,
y R, para vapor. A la saturacion tenemos el mizing ratio de saturacion

eps (T')
re(T,p) = —————.
A=, (T)

Ahora bien, por encima de la saturacién queremos seguir definiendo el
mizing ratio como el cociente entre la masa de agua y la masa de aire seco,

pero ahora la masa de agua se compone de vapor saturado y agua liquida,
de modo que tendremos

(A.16)

T:%:wﬂﬁ@’ (A.17)
mq mq mq
donde m,, es la masa de agua en la parcela, m, s la masa de vapor saturado y
my la masa de agua liquida. Vemos entonces que por encima de la saturacién,
ya no tendremos una expresion para r que pueda escribirse sélo en términos
de presiones, sino que debemos especificar también el contenido de agua
liquida.
En cuanto a la nomenclatura, usaremos el nombre en inglés, que es la
convencion usual.

A.5. Humedad especifica

Siguiendo a Iribarne, Sec. IV.11, por debajo de la saturacion definimos
la humedad especifica como

My r EPy
— — = . A.18
4 mg+m, 14+r p—(1—¢)p, ( )
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A.6. DENSIDAD

Tabla A.4: Fracciones de masa por debajo y por encima de la saturacion.
fraccién de masa | aire vapor liquido
no saturado 1—gq q 0
saturado 1—gq s q—qs

A la saturacién tenemos la humedad especifica de saturacion

 rs(Typ) eps (T')
D) = T Ty~ p— (- (1) (4.19)

En el modelo hidrodindmico tratamos a ¢ como una concentracion y
escribimos una ecuacién de adveccion-difusion para ella, de modo que por
encima de la saturacién querremos definir ¢ como la fraccién (de masa) del
sistema (parcela) que consiste de agua, no sélo de vapor. Por ello por encima
de la saturacién definimos

My r

_ _ A.20
9= T (A.20)

que tiene la misma expresién que antes en términos del mizing ratio.

Notemos que por debajo de la saturacién la concentracién (fraccién de
masa) de vapor de agua es simplemente ¢, mientras que por encima de la
saturacion es ¢s. Analogamente, la concentracion de agua liquida es 0 por
debajo de la saturacion y ¢ — qs por encima de la saturacion. La Tabla A.4
clarifica los diferentes casos.

A.6. Densidad

Calcularemos primero el coeficiente mas “simple”, la densidad p, traba-
jando en orden creciente de complejidad.

A.6.1. Aire seco y vapor de agua

Para un gas perfecto simple (aire seco o vapor de agua) podemos calcular
la densidad a una dada presién p y temperatura 1" simplemente invocando
la ley de los gases perfectos

pV =mRT (A.21)
y poniendo
m _p
== A.22
P=v =FRT (A.22)
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A.6.2. Aire himedo

Ahora queremos conocer la densidad p,, del aire himedo a una presién
total p y temperatura 7. Tratando ambos, aire seco y vapor de agua, como
gases perfectos, tenemos

paV = mgRqT, p,V =m,R,T, (A.23)

donde pg y p, son la presiones parciales para aire seco y vapor de agua,
respectivamente. Notemos que cuando escribimos la ley de los gases perfectos
en términos de las presiones parciales, la temperatura 1" y volumen total V'
son los mismos en ambas ecuaciones. Esto es porque las presiones parciales
estan definidas como la presion que una dada componente de la mezcla
tendria si estuviera sola en el mismo volumen y a la temperatura comun [39].
Tenemos también las reglas de adicion de presiones y masas

P =DPd+ Pv, M =Mmg+ My, (A.24)

y las definiciones del mixing ratio r y la constante ¢,

My R, 1
= =C, A.25
T Ry (A.25)

Si ahora sumamos las leyes de gases perfectos de las componentes tendremos

pV = (mgRq + myRy) T, (A.26)

y si ésta debe ser la ley de gases perfectos para la mezcla, debemos definir
la constante especifica de los gases para la mezcla como

R

vily ) 1
:ded—l—mR :(1—q)Rd—|—qu:Rd+rR _ R, +7r/e

= A2
m 1+7r 1+7r ( 7)

de modo de obtener
pV =mRT. (A.28)

Ahora la densidad del aire himedo p,, puede calcularse simplemente de
la ley de los gases perfectos para la mezcla, como

m _p  (1+7)p

LY S Y B A.29
Pm =Y = RT ~ (Ry+rR,)T (A.29)

Esta expresion resulta muy conveniente, ya que entonces la densidad de aire
himedo saturado se escribe simplemente como

(1 —I—Ts)p
PR G ) A
Ps = Ryt rsR) T (A.30)
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A.6.3. Aire mojado

Para aire mojado, tenemos aire himedo saturado mas una masa my de
gotas de agua liquida. El imixing ratio es ahora

r=7rs+ — (A31)
d

y la masa total es
m=mgq+ Mysat +meg = (1+7)mg, (A.32)

pero el volumen total V' y la presion total p son las mismas (en muy buena
aproximacién) que para aire himedo saturado, ya que la contribucién del
agua liquida a la presiéon y al volumen es despreciable; el tinico efecto de su
presencia es mantener p, = ps (T). La ley de los gases perfectos para la fase
gaseosa sigue siendo

pV = (mg+ my) RT, (A.33)

pero ahora la densidad debe calcularse como

Mg+ Mysat My (1 + T) mgp (1 + T)p
P % (Mg +my) RT  (Rg+rsRo) T

(A.34)

A.6.4. Densidad a través de la curva de saturaciéon

Comparando las expresiones anteriores para la densidad por debajo, a y
por encima de la saturacion, podemos escribirlas de manera unificada como

B 14r P
 Rg+min(r,r) R, T’

p (A.35)

Vemos que p serd continua a través de la curva de saturacién, pero su deri-
vada sera discontinua.

A.6.5. Densidad en funcién de la concentraciéon

Los resultados anteriores pueden ser reescritos facilmente en términos de
la humedad especifica (fraccién de masa de agua), como sigue: por debajo

de la saturacion
1

p
1—q)Ry+qR, T’

p= ( (A.36)

y por encima

1—gqs 1 p
= = A.37
P 1_(](1_QS)Rd+QSRvT ( )
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A.7. Coeficiente de expansion térmica

Ahora deduciremos expresiones para los coeficientes de expansion térmi-
ca (g para aire seco, «,, para aire humedo no saturado, y o, para aire
mojado.

En lo que sigue necesitaremos el calor latente de vaporizacién [, a dife-
rentes presiones y temperaturas. Tsilingiris [40] no provee un modelo para él;
Iribarne [39], Ap. I (p. 246) proporciona una tabla de valores experimentales,
de la cual podemos ver que, por ejemplo,

l, = 2,4062 x 10% J kg™! (A.38)

a t = 40°C. Sin embargo a partir de la misma tabla vemos que [, cambia
hasta un 3 % entre los 20°C y los 50°C, asi que mas adelante desarrollaremos
un modelo més preciso.

A.7.1. Aire seco

El aire seco cerca de la presién y temperatura ambiente se comporta muy
aproximadamente como un gas perfecto, por lo tanto lo trataremos como tal.

El sistema a considerar es una masa mgy de aire seco, inicialmente a tem-
peratura 1"y presion p. Este sistema es llevado, a presién y masa constantes,
a una temperatura T + §7". De Iribarne [39], Cap. I, ec. (9), tenemos

pV =mqR4T, (A.39)

donde Ryq = 287,05 J kg=! K—! (Iribarne p. 13) es la constante especifica de
los gases para aire seco. Diferenciando a presion y masa constantes,

pdV = mqRqéT, (A.40)
es decir R
5V = sy (A.41)
p
El nuevo volumen es
V4oV =V (1 + ded5T> (A.42)
pV
o, usando la ley de los gases perfectos,
oT
V—|—5V:V<1—|—?>. (A.43)
Si escribimos el nuevo volumen como
V4+6V=V({1+ aqT) (A.44)
es inmediato que el coeficiente de expansién térmica para aire seco es
1
Qg = T s (A45)

que es un resultado bien conocido.
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A.7.2. Aire himedo

El aire himedo no saturado cerca de la temperatura y presién ambientes
también se comporta de forma muy aproximada a la de un gas perfecto (ver
por ejemplo [39], Cap. IV.10), y nuevamente lo trataremos como tal.

El sistema que consideramos ahora consiste de masas mg de aire seco y
m,, de vapor de agua (homogéneamente mezclados y por debajo de la satu-
racién), inicialmente a temperatura 7'y presion total p = pg + p,, donde py
y po son las presiones parciales del aire seco y del vapor de agua, respecti-
vamente. Este sistema es llevado a una nueva temperatura 7+ 07" a presiéon

total, masa y composicién constantes. La ley de los gases queda escrita ahora
como ([39], Cap. IV.11)

pV = mRT, (A.46)
con
m = mgq -+ my, (A.47)
la masa total y
R= M , (A.48)

donde R, = 461,5 J kg=* K~! ([39], p. 70) es la constante especifica de los
gases para el vapor de agua. Es evidente por inspeccién que, a pesar de estas
complejidades agregadas, el coeficiente de expansién térmica serd otra vez
el de un gas perfecto, esto es

(A.49)

Om = T )
con la misma aproximacion con que el aire hiimedo se aproxime a un gas
perfecto.

A.7.3. Aire mojado

El aire hiimedo sobresaturado es un sistema bicomponente (aire y agua),
bifase (gas y liquido) que consiste de una mezcla (idealmente homogénea)
de aire seco, vapor de agua y gotas de agua liquida. Algunas aproximaciones
bien justificadas [39] son:

» La presién de equilibrio del vapor de agua no esta influenciada por la
presencia de aire seco.

= La presién de equilibrio del vapor de agua no esta influenciada por el
tamano de las gotas (esto presume que las gotas submicrométricas no
son dominantes), de modo que a este respecto toda el agua presente
puede ser considerada como un solo cuerpo con una interfase plana
con la fase gas.

» La difusion de aire en el agua puede ser despreciada.
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= El volumen de la fase liquida es pequeno comparado con el volumen
total, y puede ser despreciado. Lo mismo vale para sus cambios de
volumen.

Con todo esto en mente, ahora consideramos un sistema compuesto por
una masa mgy de aire seco, una masa m, de vapor de agua, y una masa my de
agua liquida; la masa total de agua es entonces m,, = m, + my. El sistema
esta inicialmente a temperatura T y presién total p, y el vapor de agua
esta en equilibrio de saturacién con la fase liquida. El sistema es entonces
llevado a una temperatura 17"+ 07", a la misma presién total y a equilibrio de
saturacién, y manteniendo constantes la masa de aire seco y la masa total
de agua. Dado un volumen inicial V', queremos calcular el nuevo volumen
V 4+0V. Se asume que el entorno entrega o absorbe todo el calor y el trabajo
necesarios para todos los procesos involucrados.

Los estados de equilibrio termodindamico inicial y final son:

Estado inicial: Una masa my de aire seco que ocupa un volumen V a la
presién parcial pg y temperatura 7'; una masa m, de vapor de agua
que ocupa el mismo volumen V' a la presion parcial p, y temperatura
T'; y una masa my de agua liquida que ocupa un volumen despreciable
a temperatura T'.

Estado final: Una masa mg -+ dmg de aire seco ocupando un volumen V +
OV a la presién parcial pg + dpg y temperatura T+ 07; una masa
my + 0m, de vapor de agua ocupando el mismo volumen V + 6V a
presion parcial p, +0p, y temperatura 1'+671'; y una masa my-+dmy de
agua liquida ocupando un volumen despreciable a temperatura 7'+ 7.

Las restricciones sobre este proceso son:
= La masa de aire seco es constante: dmg = 0.

= La masa total m,, = m, + my de vapor de agua es constante: dm, +
omy = 0.

= La presion total p = pg+ p, de la fase gas es constante: dpg + dp, = 0.

= El vapor de agua esta en equilibrio de saturacién con el agua liquida
a lo largo de todo el proceso, de modo que de la ley de Clausius—
Clapeyron

Lups (T)

Pv = Ps (T) = 0py =
= La masa de agua evaporada mantiene el mizing ratio al valor de satu-

racion a lo largo de todo el proceso:

T
T:%:TS(T)_L():{;& = my=cDmg (A51)

ma Cp—ps(T)  pa Pd
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de modo que

0 0 0
5mv:5<ﬂ_pvzpd>md:€<1+&> ﬂmd
Pa by Pbd/) DPd

:»3(1-1- ps (T) > ps (T) mdlvéT

p—ps(T)) p—ps(T) R,T?
= (e + 15 (T)) s (T) gﬁz oT. (A.52)

Tratando el aire himedo como un gas perfecto tenemos
pV =myRT, (A.53)
donde mgy = mgq + m,, es la masa de la fase gas. Entonces
(pa +1pv) V = (mgRa+ myRy) T. (A.54)
Tomando la variacién de esta ecuacion, a primer orden, obtenemos

(0pg + 0py) V + (pa + pv) OV = (0mgRgq + 0myRy) T + (mgRg + myRy) 6T,
(A.55)
que usando las restricciones sobre el proceso, puede ser reescrito en la forma

pdV = dmy R,T + (mgRq + myR,) 0T

maly
= s)Ts TR, T vBRy) 0T
(e+rs)r RdT25 R, T + (mgRq+ myR,) §
maly pV
= $)Ts 1| =—0T. A.56
(e e ] (A56)
Entonces ; v
mqly
= s)Ts 1| =40T. A.
% [(z—:—l—r )r Ve + ] T5 (A.57)
Pero
paV = maqRqT, (A.58)

de modo que

ma _ L paV_pa 1 _p=py 1 _p=ps 1 _eps 1
pV  pV R p R,T p RJT p R4T rep R4T

(A.59)
Luego
Ps v V
= §) = 1| =0T, A.60
% (e—l—r)deT—l— T5 ( )
y usando
EPs Ts
s = = s = A61
pa— Ps= P (A.61)
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finalmente obtenemos

lyrs \ 'V
= —6T. A.62
oV (1—1— RdT> T5T (A.62)

Ahora podemos calcular el nuevo volumen, que resulta

lyr 1
— L) = . A.
V+ov=V [1 + (1 + RdT> T(ST] (A.63)

Si lo escribimos como
V46V =V (1+ auoT) (A.64)

vemos que el coeficiente de expansion térmica a presiéon constante para aire

mojado es
1 lv’ s 1 1 lv’ s ( A 65)
G RJT) T R,T G- ’

A.7.4. Coeficiente de expansiéon térmica a través de la curva
de saturaciéon

Agrupando las expresiones precendentes, podemos unificarlas como

1 lyTs

donde © es la funcién escalén de Heaviside. Vemos claramente que « es
discontinua a través de la curva de saturacién.

A.7.5. Coeficiente de expansién térmica en funcién de la con-
centracion

En términos de ¢ en lugar de r, tenemos

qs Ly
1—qs RyT |~

1
o= = 1+@(q_QS)

- (A.67)

A.8. Coeficiente de expansion masico

Acabamos de mostrar que la densidad del aire hiimedo y del aire mojado
dependen de la composicién a través del mizing ratio r, de modo que un
cambio de composicion a temperatura y presion constante puede resultar
en un cambio de densidad y por lo tanto de flotabilidad (buoyancy). Vamos
a deducir entonces expresiones para el cambio de volumen de una parcela
cuando su composiciéon cambia.
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A.8. COEFICIENTE DE EXPANSION MASICO

A.8.1. Aire himedo
Para aire hiimedo tenemos

14+r »p

- -t P A.
Rd—I—T’RvT’ ( 68)

p

de modo que manteniendo constantes p y T’

P \RitrR, (Rt rR)?) T

1 R,
= — . A.69
p(l—I—r Rd—l—’r’Rv>5T ( )

Escribiendo la nueva densidad en la forma

p+dp=p(l—pdr), (A.70)

op = —Bpdr, (A.71)
vemos que el coeficiente de expansion masico (3, para aire humedo es

. 1 1 1 1-
d - TS0 (AT2)

ﬁm:Rd—l—er_l—l—r:z—:—l—r_l—l—r e+r)(1+r)

La positividad de 3, corresponde al hecho bien conocido de que el aire
hiimedo (subsaturado) es mas ligero (menos denso) que el aire seco a la
misma temperatura y presion, debido a que el vapor de agua tiene un peso
molecular méas pequetio que el del aire seco. El aire himedo tiene entonces
flotabilidad positiva respecto del aire seco a la misma temperatura y presion.

El calculo puede ser reformulado, si es necesario, en términos de ¢q. Por
debajo de la saturacion tenemos

1 p
= — A.73
: (1-¢q)Rq+qR,T ( )
luego
—Rq+ R, p R;s— R,
0p = — —oq = 5 A.74
T R P T T TR, AT
y
Rd_Rv 1—¢ 1 1
m= = = —1)>0.
& (1—-¢ Ryg+qR, e+(1—¢)q 1—q<z—:—|—(1—z—:)q >

(A.75)
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A.8.2. Aire mojado

Por encima de la saturacion tenemos

14+7r »p
=== A.76
P =R I BT (A.76)
asi que ahora, manteniendo constantes p y T', obtenemos
1 P 1 1+7r p
op= ———=0r= =or = or, AT
P RatroR T ~ 1+rRy+ R T 147" (A7)

donde hemos usado que r4 depende sélo de T'y p (y no de r). El coeficiente
de expansiéon masico del aire mojado resulta entonces

Buw = < 0. (A78)

14
Esto es consistente con el hecho de que cualquier incremento del agua total
por encima de la saturacion incrementa la cantidad de gotas de agua, que
tienen un volumen despreciable (en buena aproximacién), pero no cambia
la densidad de la fase gas, que permanece saturada. La mezcla total resulta
asi mas densa. Esto es, el aire mojado tiene flotabilidad negativa respecto
del aire saturado a la misma temperatura y presion.

Este calculo puede también ser reformulado en términos de ¢. Por encima
de la saturacién tenemos

1—qs 1
= , A.79
P (1_qS)Rd+qu’l}1_q ( )
de modo que
1—qs 1 1

op = 0q=p——:>~ A.80
g (1_QS)Rd+QSRv(1—q)2 1 pl_q I ( )

Y 1
By =———<0. (A.81)

l—q

A.8.3. Coeficiente de expansién masico a través de la curva
de saturaciéon

Las expresiones anteriores pueden ser unificadas en la forma

1+7r

1 (@ (s — q) _ 1> : (A.82)

1—gq

Asi vemos que ( es discontinua a través de la curva de saturacion.
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A.9. CAPACIDAD CALORICA ESPECIFICA

Tabla A.5: Coeficientes de la ecuacién (A.85) para ¢, 4.

cao  1,03409 ca3 —0,4970786 x 10~
cq1 —0,284887 x 1073 cqr  0,1077024 x 10712
ca2  0,7816818 x 1076

1010 I T T T W T N N 1 I T T T W T N N 1 I T T T W T N N 1 I T T T W T N N 1
1009 -
< 1008 4
X ]
"o
=
= ]
= 1007 3
o°
1005 At —— s
20 30 40 50 60

Figura A.4: Capacidad calérica especifica a presion constante para aire seco
¢p,d dada por (A.85).

A.9. Capacidad calérica especifica a presion cons-
tante

Otra cantidad que necesitamos es la capacidad caldérica especifica del

aire himedo (aire seco + vapor de agua no saturado) y del aire mojado

(aire saturado + gotas de agua liquida). Otra vez procederemos en orden
creciente de complejidad.

A.9.1. Aire seco

Consideremos una masa my de aire seco calentado a presion constante
p desde una temperatura 7" hasta una temperatura 1"+ §7. Siguiendo a
Iribarne [39], Cap. II (p. 20), el calor 6Q)4 absorbido en el proceso puede ser
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escrito como

0Qq = cp amaoT. (A.83)

Tratando siempre el aire seco como un gas perfecto diatémico, obtenemos
de [39] Cap. IL.5 (p. 25)

— TRy =1005 T kg K A.84

Cpd = 5 4= g . (A.84)

Sin embargo Tsilingiris [40], en base al ajuste de numerosos datos experi-
mentales, propone el modelo polinomial

Cp,d = (Cd(] + e + Cd2T26d3T3 + Cd4T4) x 103 J kg_l K! , (A.85)

cuyos coeficientes se muestran en la Tabla A.5.
La figura A.4 muestra los valores de esta expresion en el rango de interés.
Vemos que, para nuestros propositos, podriamos adoptar el valor constante

cpa = 10085 J kg™! K (A.86)

con un error no mayor que el 0,2 %. Sin embargo, a la luz de lo que veremos
que ocurre con ¢,,, y dado el uso que le daremos posteriormente en la
Seccién A.9.8, consideramos mejor conservar el polinomio de Tsilingiris.

A.9.2. Vapor de agua

Consideremos una masa m, de vapor de agua calentada a presion cons-
tante p desde una temperatura 7' hasta una temperatura 7"+ 67'. El calor
0@, absorbido en el proceso puede ser escrito como

0Qy = cppymy0T. (A.87)

Tratando el vapor de agua como un gas perfecto (ver [39] Cap. IV.10, p. 70)
compuesto de moléculas no lineales triatémicas (en consecuencia con seis
grados de libertad), obtenemos el valor aproximado

Cpv =4R, = 1870 T kg ' K1, (A.88)

aunque éste depende ligeramente de la temperatura y la presién (ver [39]
Tabla IV-5, p. 77). Tsilingiris, nuevamente en base al ajuste de numerosos
datos experimentales, propone en cambio el modelo polinomial

oo = (Co0 + Cort + cuot?) x 10° T kg™t K! (A.89)

cuyos coeficientes se muestran en la Tabla A.6. La figura A.5 muestra los
valores de esta expresion en el rango de interés. Vemos que la adopcion de
un valor fijo

Cpv = 1895 J kg™ ! K1 (A.90)

introduciria un error de hasta 2,5 %. Conservaremos entonces el polinomio
de Tsilingiris.
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Tabla A.6: Coeficientes de la ecuacién (A.89) para c; .

co  1,86910989 cor  1,941058941 x 10~°
Co1  —2,578421578 x 1074

1950 o O O I L A U r
1925 4
‘Tx ]
"o 1900
g ]
2
Od /
1875 4
1850 et L
20 30 40 50 60
t (°C)

Figura A.5: Capacidad calérica especifica a presion constante para vapor de
agua ¢, dada por (A.89).

A.9.3. Aire himedo

Consideremos ahora una masa mg de aire seco y una masa m,, de vapor
de agua, uniformemente mezcladas y calentadas a presion constante p desde
una temperatura 7" hasta una temperatura 7'+ 67'. El calor d¢,, absorbido
por unidad de masa de esta mezcla serd (ver [39] Cap. IV.12, p. 77)

3Gm = madqq + mydq, = (1 — q) 0qq + qdqy , (A.91)

donde ¢ es la humedad especifica. Entonces, de [39], ec. (IV.87) (p. 77)
tendremos

C C T
= |1 PU_q =1 21 A.92
o [ " (Cp,d >q] pd [ " (Cp,d [ ( )

pero esta expresion resulta innecesariamente complicada si usamos los mo-
delos de Tsilingiris para ¢, q y ¢po-
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Podemos en cambio poner el calor total absorbido como

Cpd+r1e
6Qm = (Macp,a + MuCpw) 0T = (Cpa + 1Cpp) MadT = p7d1 +7r HEmmdT,
(A.93)
donde
My, = Mg +my, = (1+7)mg (A.94)
es la masa total de aire humedo. Entonces tendremos
Cp.d + TCpw
it B A.95
Cp7m 1 _|_,,,, ? ( )
y a la saturacion simplemente resultara
ey = AT o0 (A.96)

1+rg

A.9.4. Agua liquida

En este caso debemos basarnos directamente en los resultados experi-
mentales. De [39], Ap. I (p.246) tenemos muy aproximadamente ¢, = 4178
Jkg™! K= a 40°C y casi constante desde T = 20°C hasta 7' = 60°C dentro
de un 0,2 %. Podriamos entonces tomar simplemente el valor promedio

cpo=4180 J kg™ K (A.97)

Pero podemos obtener una aproximacion mucho mejor, ajustando los datos
de [39], Ap. I, (p. 246) por un polinomio. Usando solamente los datos de
0°C a 50°C obtenemos

cpo = 4217,93007 — 3, 84429t + 0, 15212t
—0,00292t% +2,23776 x 107°t* T kg™ K™!  (A.98)

con un error absoluto menor que 0,3 J kg=' K=! (que es un 0,01 %) sobre
este rango. Sin embargo, probablemente no seria prudente extrapolar este
modelo mucho mas alla de dicho rango.

A.9.5. Aire mojado

Ahora consideramos un sistema que consiste de aire himedo saturado
y gotas de agua homogéneamente mezclados, calentado a presién constante
p desde una temperatura 1 hasta una temperatura T + 07'. Los estados
termodinamicos inicial y final, y el proceso, seran los mismos que en la
derivacién precedente del coeficiente de expansién térmica (ver Seccién A.7).
En particular, la masa de agua liquida evaporada a lo largo del proceso serd

mgly

5mv = (8 + 'I"S) TSW

5T (A.99)
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y el calor absorbido por este proceso de evaporacién sera

maly o (A.100)

0Q; = l,dmy = (e +1g) 15 R.T?

El calor absorbido total tendra también una contribucién del calentamiento
del aire humedo saturado

Cp,d + TsCpw

Qs = cps (Mg +my) 6T = (14 rg)mg = (cpa+rscpp) Mma

1+ 7,
(A.101)
y una contribucion del calentamiento del agua liquida
0Q¢ = cpemydT. (A.102)

Asi el calor absorbido como energia interna de la parcela, a primer orden en
todas las variaciones, serd

2

i, | madT  (A.103)

my
5QU == (Cp7d + Tscp7’l)) + ijm_d + (6 + 7"3) Ts——5

Ahora, habiendo agua liquida presente, el mizing ratio adopta la forma

r=rs+ @ (A.104)
mq’
de donde m
L (A.105)
mq

y consecuentemente
l2
0Qu = [(cpa+Tscpy) + cpo(r—r5) + (e +15) T’SR T mgdT. (A.106)

Por otro lado, la masa total del sistema es

My = Mg+ my +mg =mg+rsmg+ (r—rs)mg=(1+r)mg, (A.107)

de donde m
- _v A1l
md = (A.108)
Yy
121 my,oT
0Qu = |:(C;D,d + 'r'sc;l?,v) + Cpe (r—rs)+(e+rs) Tsm] 1+r° (A.109)
que puede ser reescrita como
l2 M0
5QU = |:(Cp7d + Tcm,) + (T — TS) (C;,Lg — Cpﬂ,) + (6 + 7"5) R T2:| 1tr .
(A.110)
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Por otra parte, tendremos otra contribucion 0@y al calor absorbido,
correspondiente a la energia entregada por la parcela al entorno como trabajo
de expansion isobérica. De la expresién (A.62) para el cambio de volumen
de la parcela, este trabajo serd

l’l}S
5QW:p5V:<1+ ! >pV

—oT A111
o) T, (A111)

T
que empleando la ley de los gases ideales (A.26) para la mezcla aire-vapor, la
expresion (A.27) para la correspondiente constante especifica y las relacio-
nes de masas (A.105) y (A.108) para las componentes de la parcela, puede
reescribirse como

0Qw = (1 + Ram,oT. (A.112)

lyrs \ 1+ 1rs/e
R,T 1+7r

Sumando ambas contribuciones y dividiendo por m,,d1, la capacidad
caldrica especifica del aire mojado a presién constante resulta

Cpw = [(C:n,d +repn) + (1 —1s) (epe — cpo)

12 1 /Ry Iy, 1
s v - =4+ 2 , A11
+(e+rs)r (RdT2+€<TS +T>>]1—|—r ( 3)

donde hay dependencias adicionales (implicitas) del valor de la presion y la
temperatura a través de rg, las capacidades caldricas especificas y el calor
latente especifico.

Los valores de ¢, justo por debajo y por encima de la saturaciéon son
necesarios en el modelo hidrodindmico. Justo por debajo de la saturacién
tenemos

- Cp,d + TsCpw

P =Cs= T, (A.114)
mientras que justo por encima tenemos
2
" -~ (e+rs)rs Iz 1 /Ry I,
= 1 - —+= . A.115
P =% |+t Cpd+ Trscpy \ RiT? + e \ g + T ( )
A.9.6. Capacidad caldrica especifica a traves de la curva de
saturacion

Comparando las expresiones para ¢, por debajo, a y por encima de la
saturacion, éstas pueden ser unificadas en la expresion

_ Cpd T ey | O(r—r7y)
N 1+7r 1+7r

(1) e = ) e+ g+ (B e
X | (r—7s) (cpe — Cpo €+ 14)Ts rrz o\ T )
(A.116)

Vemos entonces que ¢, es discontinuo a través de la curva de saturacion.
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2500000 o SRS O 0 O O S S -
2450000 :

D 2400000 -
2 :
2350000 '
2300000 4+ -

20 30 40 50 60

Figura A.6: Calor latente especifico de vaporizaciéon del agua [, dado por
(A.123).

A.9.7. Capacidad caldrica especifica en funcién de la concen-
traciéon

Por brevedad omitiremos la expresién general, y sélo daremos las expre-
siones justo por debajo y por encima de la saturacién,

C;; = (1 - QS) Cp,d + 4sCpv 5 (A.ll?)
2
- qs lv l 1—gqs l_v
p —cp—|—<z—:—|—1_qs>qs (RdT2+€< m Rd—l—T . (A.118)

A.9.8. Calor latente especifico del agua

Estamos ahora en condiciones de formular un modelo para el calor latente
especifico de vaporizacién del agua. Tenemos de Iribarne [39], Ap. I (p. 246)
el valor de referencia

l, = 2,4062 x 10° J kg~! (A.119)
a 40°C. También de [39] Cap. IV.9 (pp. 68-69) tenemos

dl,

o = e Ot (A.120)
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Usando para ¢, €l modelo de Tsilingiris [40]
Cpv = 1869,10989 — 0,2578421578¢ +0,01941058941¢% J kg~ ' K1, (A.121)

ara ¢, ¢ nuestro modelo
yp D, )

cpo = 4217,93007 — 3,84429¢ 4 0,15212t% — 0,00292¢>
+2,23776 x 107°t* T kg™ K1, (A.122)

una simple integracién término a término y el uso del valor de referencia a
40°C resultan en la expresion

1, (T') = 2498704,276 — 2348,82018t + 1,793223921¢2
— 0,0442364702t% + 0,00073t* — 4,47552 x 1074 J kg™!. (A.123)

La figura A.6 muestra los valores de esta expresion en el rango de interés.
Comparando con los datos en Iribarne vemos que el error de este modelo es
menor al 0,05 % sobre dicho rango. De modo que el modelo es bueno, pero
su precisién no puede ser garantizada mas alla del rango 0°C-50°C

A.10. Viscosidad cinematica

A diferencia de los coeficientes precedentes, las viscosidades cinematica y
dindmica de las mezclas de gases no pueden ser derivadas de las de los gases
puros por medios “termodindmicos” que solo involucren el mixing ratio, sino
que dependen también de aspectos de la teoria cinética como las secciones
eficaces de las colisiones moleculares. En lo que sigue seguiremos el usual
enfoque semiempirico.

A.10.1. Generalidades

La teoria cinética de los gases predice que para un gas ideal simple la
viscosidad cinematica es

Y= %m (A.124)

donde @ es la velocidad media (térmica) de los &tomos o moléculas del gas y
A es su camino libre medio. Notemos que u depende de la temperatura pero
es independiente de la densidad p del gas, mientras que A escalea como p~'.

Asi el valor de la viscosidad dinamica
n=pv (A.125)

resulta independiente de la densidad y por tanto de la presién p, pero de-
pende de la temperatura T
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Tabla A.7: Coeficientes de la ecuacién (A.128) para 7.

nao  —9,8601 x 101 nas  1,2349703 x 1077
na1 9,080125 x 1072 Naa  —5,7971299 x 10~ 11
nae  —1,17635575 x 10~4

20,0 I T T T W T N N 1 I T T T W T N N 1 I T T T W T N N 1 I T T T W N N N 1
19,5
—_~
‘n ]
‘e 19,04
o
v
N
kel
[
18,5
g Yo J N O Ot
20 30 40 50 60

Figura A.7: Viscosidad dindmica del aire seco 1y dada por (A.128).

Una aproximacién bastante buena a la viscosidad dindmica n de una
mezcla binaria se obtiene considerandola como una solucion ideal:

(A.126)

|><
|><

1
a b
77a+77b

’[7:

donde x, y xp son las fracciones molares de las dos componentes (y por lo
tanto x, + xp» = 1). Esta relacién puede ser escrita més convenientemente
como .
Z_Xa Xb (A.127)
n Na b
Sin embargo no proseguiremos por este camino, ya que como veremos en-
seguida la no-idealidad del aire seco y sobre todo del vapor de agua son, a
este respecto, grandes.
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A.10.2. Aire seco

Tsilingiris [40], como siempre en base a una cantidad de resultados ex-
perimentales, da la expresiéon polinomial

na = (a0 + 11T + 12T + nasT> + nasT*) x 1070 kg m ™" s71 (A.128)

cuyos coeficientes se listan en la Tabla A.7.
La figura A.7 muestra los valores de esta expresion en el rango de interés.
Podemos ver que la variacién de 74 en ese rango es apreciable (un 10 %).

A.10.3. Vapor de agua

Una expresion de ley de potencia para la viscosidad dindmica del vapor
de agua ha sido dada por J. F. Crifo [96] en unidades cgs, como

T n
Ny = B (ﬁ) gem sl (A.129)

donde
B=(925+035)x107° n=11040,02 Tp=300K.  (A.130)
Substituyendo las constantes y convirtiendo a unidades MKS tenemos
N = 1,743 x 1078 T kg m™* 571, (A.131)
Otra vez, una mejor aproximacion es provista por Tsilingiris [40], que da
Mo = (M0 + Mo1t) x 1079 kg m™t st (A.132)

pero se debe tener cuidado ya que los coeficientes en [40] son demasiado
grandes en un factor 10; los coeficientes correctos se muestran en la Ta-
bla A.8.

La figura A.8 muestra los valores de la ley de potencia y del modelo
de Tsilingiris. Vemos que los dos modelos difieren al menos por 2,5 % so-
bre nuestro rango de interés. En lo que sigue adoptaremos el modelo de
Tsilingiris.

A.10.4. Aire himedo

Como siempre vamos a considerar el aire como un gas perfecto. En este
caso lo pensamos como una mezcla binaria de dos gases perfectos, aire seco
y vapor de agua. Mayormente por motivos de comparacién vamos a traba-
jar con dos modelos de viscosidad dindmica de mezclas, uno formulado por
Davidson [97] en 1993, y el otro el provisto por Tsilingiris [40]. La deduc-
cion de ambos modelos es larga y trabajosa, por lo que sugerimos al lector
interesado consultar estos trabajos y las referencias proporcionadas en ellos.
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Tabla A.8: Coeficientes de la ecuacién (A.132) para 7,,.

0 8,058131868 Mol 4,000549451 x 102
10,4
10.2 ] — Tsilingiris

Ley de potencia

10,0 A//////V
9,8

BT
S ]
é? 9,4
£ 92
9,0
8,8
8,6
20 30 40 50 60

Figura A.8: Viscosidad dindmica del vapor de agua 7, dada por (A.131) y
(A.132).

Usando la ec. (30) de Davidson [97] tenemos

37
1 w2 2 yaye (2T
—=dd g hgg (A.133)
noNd M VNane \ Mg + M,
donde
N/, N,/
dv - d vV (A.134)

Yad = ; Yo =
NavMy+ N,vM,” ™" Ngv/My+ N,v/M,

son las llamadas “fracciones de momentum” para aire seco y vapor, respec-
tivamente. Aqui IN; son las fracciones molares y M; los pesos moleculares
del aire seco y del vapor de agua. Notemos que todos los términos que in-
cluyen pesos moleculares no cambian si éstos se reemplazan por las masas
w; de las moléculas correspondientes. Notemos también que las fracciones
de momento g; son adimensionales.
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Los pesos moleculares para aire seco y vapor de agua son ([39] Ap. I, p.
245, [40])

My = 28,9635 g mol ™!, M, = 18,015 g mol L. (A.135)

Para un mizing ratio dado, las fracciones molares pueden obtenerse de las
relaciones

r= Z—Z - %Z%Z - 0,62199% - 5%, N, +Ng=1,  (A.136)
y resultan
Ny=—— Ny=-_"_. (A.137)
eE+r E+r
También, usando M, = M, resulta
. R ' .
M e Mg rEM Ve T e+ /AL, Ve
(A.138)
y
<%>07375 = <%>07375 = 0,98958 (A.139)
Mg+ M, 1+e¢ ’ ' ’
Substituyendo estas expresiones tenemos
T2 7y g VEr (A.140)

noonNd M NG

Por otro lado, Tsilingiris [40] propone para la viscosidad dindmica de la
mezcla la expresién

n= Ndnd + Nv'rlv
Nd<1>dd + Nv<1>dv Nd<1>vd + Nv<1>vv

La expresién general de los coeficientes ®;; para mezclas multicomponentes,
que necesitaremos mas adelante, es

W \V2 [y 1/4]2
<1>Z-j:[1+<m> () . (A.142)

(48]

En nuestro caso particular tendremos entonces

(A.141)

By = By = 1 (A.143)

B EIORNCON
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Usando Ny =¢/(e +7r), Ny, =r/(ec+r)y M, =M, resulta

ENd TNy
= A.145
n e+r<I>dv+e<I>vd—|-r’ ( )
con
1/2 2 1/2 2

Nd 1/4 v —1/4

L () e 1 ()]
By = Doy = . (A.146)

8L+ 81+

Notemos que a la saturacién @4, v ®,g conservan las mismas expresiones,
mientras que 7 queda expresado como

_ ENd TsTh
€+ 1sPay EDyg + 15 '

" (A.147)

A.10.5. Aire mojado

En este caso tenemos aire hiimedo mas un fino aerosol de gotas de agua
liquida, cuyo tamano en principio varia desde el micron hasta el centenar de
micrones, aproximadamente. Aqui introduciremos una aproximacion reco-
nocidamente rustica, consistente en considerar el aerosol de gotas como un
tercer gas, constituido por “moléculas” (las gotas) muy grandes y pesadas.

En el modelo de mezcla de Davidson [97] tendriamos entonces las frac-
ciones de momentum

i — Niv/M;
" Ng/My + NyW/M, + Noe/M;’
donde el indice i corresponde a aire seco (d), vapor(v) y gotas (£), siendo Ny

la “fraccién molar” y My el “peso molecular” de las gotas. Ahora, para una
dada masa my de agua liquida tenemos my = NyMy, asi que por ejemplo

my My
NV My = — K —

VM, VM,

ya que My > M, o My, pero las masas de las distintas componentes son

comparables. De este modo y4 e y, deberian ser aproximadamente las mis-
mas que para aire himedo, mientras que yy << 1. También tendremos

0,375 0,375
2V MM\ oV MM\
<#> <« 1, <7”£> «1. (A.150)

(A.148)

= Nov/M,, (A.149)

Md+M£ Mv‘i’MZ

Los términos que involucran agua liquida en la féormula de viscosidad de
mezclas de Davidson seran

2 o VLN %370 / oSN 0375
yg_|_2 Ydye (\/ d e> +2yyv (\/ ‘ v> ‘ (A.151)

e Ve \ Mg+ M, Ve \ My + M,
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Usando que yy escalea como 1/+/M; para un dado valor de my, estos términos
escalean como

y; 1
ne Mg
0,375
Ydye (2\/MdM£> o 1
Viane \ Mq + My MM
ylyy (2\/ MeMv>07375 o N (A.152)
Ve \ Mg+ M, M£’1875\/m

Por otro lado, para un gas de esferas rigidas un conocido resultado de la
teoria cinética afirma que [9§]

2

2

2 mkT

donde m es la masa y d el didmetro de las esferas; para esferas de densidad
dada y constante p tendremos

1 5 6m ) /3
m=pgm (g) = éwdsp = d= (W—TZ> , (A.154)

de modo que

o=

n=3 ocm” (A.155)

En nuestra imagen del aerosol de gotas como un “gas” de moléculas muy
pesadas, y en la medida en que el modelo de esferas rigidas sea aplicable,
el escaleo de su viscosidad dinamica con el “peso molecular” de las gotas

2 <7Tp>2/3 mkT

6m 73

deberia ser aproximadamente el mismo:

77£:Mg

o=

(A.156)

Entonces los términos que involucran agua liquida en la férmula de viscosi-
dad de las mezclas deberian escalear de acuerdo a

2
1 _5
Ye foe — =M, °,
e MZMg 6
0,375
o _Ydyt <2deM£> o 1 _ 060417
VTane \ Mg + M _r ’
Ndne d+ My M£,1875 MM, ®
0,375
9 yly, ([ 2+/ MM, o 1 = MIOSOT (g sy
Ve \ Mg+ M, 0,1875 Tt ' '
MO MM,
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A.10. VISCOSIDAD CINEMATICA

La conclusion es que incluso para gotas submicrométricas, su contribucién
a la viscosidad dindmica deberia ser despreciable, ya que sus pesos molecu-
lares son al menos nueve érdenes de magnitud superiores a los de las demas
componentes. Entonces la viscosidad dindmica del aire mojado deberia ser
aproximadamente

9 9 0,375 .
l_ e 4% 2( ‘/E> ver (A.158)

que es la misma expresion que para aire hiimedo, pero evaluada a la satu-
racion.
En el modelo de Tsilingiris tendriamos

n = Nd'rld + Nv'rlv
Ng®gq + No@Pay + NePar  NqPyqg + Ny@ooy + NPy
Neme
+ A.159
Nq®pg + Ny Py + NeDyy ( )
con
By =1 (A.160)
y
1/2 1/472 1/2 1/472
7 M, Ne My
et et
CM - - 1/2 = ) Zd — - 1/2 )
M, M,
8 (1 5)] 8 (1 3)]
1/2 1/472 r 1/2 1/472
v M e My
et et
vl — 1/2 ) v = — 1/2
M, M,
8 (1+4)] 8 (1+4)]
(A.161)

. . ) ~1/6
La viscosidad del “gas de gotas” deberia escalear otra vez como 7y = M, / ,
y tendrfamos Ny oc M, ! va que la masa de agua liquida es finita. Entonces
los términos de acople escalearan como

Dy oc M2, By oo M2 Do MY By o MV (AL162)
y las contribuciones a la viscosidad dinamica de la mezcla como

Nene
Ng®yq + Ny Py + NPy
Nyny - Nyny
Nd<1>vd + Nv<1>vv + N£<1>v€ N Nd<1>vd + Nv<1>vv’
Nana N Nana
Ng®gq + Ny@gy + Ne@ay ~ Na®Paq + Ny Py

ocMg_z/s,

(A.163)
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Vemos entonces que también para el modelo de Tsilingiris, la viscosidad
dindmica del aire mojado es muy aproximadamente la misma del aire hiime-
do saturado, para cualquier r > r¢ razonable.

A.10.6. Viscosidad cinematica a través de la curva de satu-
racion

De la relacion
v="1 (A.164)
P

y los resultados precedentes, vemos que en el modelo de Davidson podemos
escribir aproximadamente

Rg+min (r,rs) Ry T 1
v= —
L+r P e m?(r ) 2,2\ Emin (r, rs)
RNt +2 vembnty
Nd UE L+e VNd"w

(A.165)
donde podriamos usar por ejemplo las aproximaciones 7g = 4,093x 1077 T 2/3
y ny = 1,743 x 1078711, Podemos ver que v es continuo a través de la curva
de saturacion, con derivada discontinua.
En el modelo de Tsilingiris tendremos

L Rg +min (r,rs) Ry T ENd min (r,75) n, ]
147 p le+min(r,rs) ®gy  ePyg +min (r,ry) |’
(A.166)
y de nuevo v resulta continuo a través de la curva de saturacién, con derivada
discontinua.

A.10.7. Viscosidad cinematica en funcién de la concentra-
cién
Por brevedad daremos sélo la expresién para condiciones de saturacién,
que en términos de ¢ en lugar de r resulta

(1 —qs)eng qsMy

(1—gs)e+qsPay (1 —¢qs)ePug+qs]
(A.167)

u=[<1—q>Rd+qu]%

A.10.8. Una aproximacion relevante

Las féormulas de Davidson y de Tsilingiris para viscosidad de las mezclas
asumen en su deduccién colisiones elasticas entre moléculas de todos los ga-
ses en la mezcla, o al menos asumen que las transferencias de momento lineal
entre moléculas son estadisticamente las mismas que si las colisiones fueran
elasticas. Aunque esto es razonable para aire y vapor, para gotas de agua
esta hipotesis debe ser justificada, al menos aproximadamente. Proponemos
lo siguiente:
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Colision aire-gota: Recordemos que venimos despreciando la solubilidad
del aire en agua. Esto significa que las moléculas de aire que chocan
con gotas de agua, o bien rebotan inmediatamente o bien son transi-
toriamente adsorbidas en la superficie y después liberadas. En ambos
casos las moléculas de aire salientes son “emitidas” estadisticamente en
condiciones de equilibrio termondinamico, en el sentido de tener una
distribucion de velocidad de Maxwell-Boltzman a la temperatura de
equilibrio. De modo que en este caso la hipdtesis esta bien justificada
en el sentido de la transferencia de momento efectiva.

Colision vapor-gota: En este caso las moléculas de agua que chocan pue-
den integrarse a la gota por condensacién, pero bajo la hipdtesis de
que tenemos aire himedo saturado se debe liberar una cantidad igual
de moléculas a la fase gas, otra vez en condiciones de equilibrio termo-
dindmico. Para aire hiimedo no saturado, en cambio, ambos procesos
no se balancean, pero debemos tener presente que en nuestro modelo
termodindamico sélo consideramos la presencia de gotas si estamos por
encima de la saturacién. En cuanto al crecimiento de gotas por conden-
sacion, este proceso esta dominado por efectos de tension superficial,
que en general estamos despreciando. De modo que la hipdtesis vuelve
a estar bien justificada en este caso, o al menos es consistente con las
limitaciones de nuestro modelo.

Colision gota-gota: Excepto por coalescencia de gotas, también en este
caso la colisién entre gotitas puede ser inelastica, pero en promedio
esto no deberia alterar su distribucién de velocidades de Maxwell—-
Boltzman, sino por otra razén que su equilibrio termodindmico con las
otras componentes (vapor y aire). La prevalencia de la coalescencia en
colisiones entre gotitas puede descartarse sobre la base de la estabili-
dad relativa de nieblas y nubes que estamos asumiendo implicitamente:
si la coalescencia fuera un proceso dominante, o al menos importan-
te, llegariamos rapidamente a condiciones de precipitacién, que estan
mucho mas alla del alcance pretendido por nuestro modelo.

A.10.9. Seleccion del modelo

Como puede verse las expresiones para la viscosidad resultantes del mo-
delo de Tsilingiris son mas “simétricas” y algo mas sencillas de calcular que
las de Davidson, ademas de ser presumiblemente més precisas. Pero también
resulta conveniente su similitud estructural con las expresiones equivalentes
para conductividad térmica, que obtendremos en la Seccion siguiente. Por
todo ello adoptaremos el modelo de Tsilingiris.
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Tabla A.9: Coeficientes de la ecuacién (A.171) para K, .

Kg —2,276501 x 1073 Kg3  1,73550646 x 1010
Kg 1,2598485 x 1074 Kq1 —1,066657 x 10713
Kg —1,4815235 x 1077 Kgs  2,47663035 x 10~17
0020w b b b
—— Tsilingiris
0,028 1 —— Teoria cinética
<~ 0,027 ]
e J L
£ /I
S 0,026
x° 1
0,025 ]
0,024 I N R R NN I
20 30 40 50 60

Figura A.9: Conductividad térmica del aire seco K; dada por (A.172) y
(A.171).

A.11. Conductividad térmica

De nuevo trataremos al aire seco, el vapor de agua y el aire himedo como
gases perfectos. En este caso la teoria cinética dice que

5R* [4c¢,M 1 5 R* 5
K:__ _ p — f— —_—— = — Al
1 M"[w R* +3] 77<Cp+4M> 77(CY”JW1R> (A.168)

donde R* es la contante universal de los gases, M el peso molecular, y R =
R*/M es la constante especifica de los gases; ¢, y 7 son la capacidad calérica
especifica (a presion constante) y la visosidad dindmica, respectivamente.
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A.11.1. Aire seco

En este caso tenemos

Ry Rq7,, T

= —Cpa=—-Rj=-Ry=1005J kg ' K! A.169
Cp,d R;kl p,d R;kl 2 d 2 d g ) ( )
que insertado en la expresion general de teoria cinética da
19
K;= anRd. (A.170)

Sin embargo Tsilingiris [40], de nuevo en base a ajustar numerosos re-
sultados experimentales, propone un modelo polinomial més preciso (debe
notarse que su férmula tiene un factor espiireo 1073, corregido aqui), dado
por

Ky=Kj+EKnT+KpT*+ KT+ KT 4+ KgsT° Wm™ K™%, (A.171)
cuyos coeficientes se listan en la Tabla A.9.
La figura A.9 muestra los valores de esta expresién, que como puede

verse varia un 10 % en el rango de interés. Por comparacién, mostramos en
la misma figura la expresién de teoria cinética

19
Kq= ~—pnalg = 5580754338 x 107473 Wm™ K. (A.172)

Vemos que esta tltima difiere en un 4 % del modelo de Tsilingiris, que es el
que usaremos en adelante.

A.11.2. Vapor de agua

En este caso

Cpv =4R, = 1870 J kg~ ! K™! (A.173)
y la expresion general de la teoria cinética da
K, = %anv. (A.174)
Otra vez Tsilingiris provee un modelo mas preciso,
Ky = Ky + Kot + Kpt?) x 1072 Wm™ K™, (A.175)

cuyos coeficientes listamos en la Tabla A.10. La figura A.10 muestra los
valores de esta expresén. Vemos que la conductividad térmica del vapor de
agua varfa un 10 % dentro del rango de interés. Comparando con la expresién
de la teoria cinética

21
Ky = iRy = 5. 464760847 x 10774 Wm=! K! (A.176)

vemos de la misma figura que ésta difiere en un 50 %. Este es un error muy
grande y probablemente se debe a que la expresién de teoria cinética no tiene
en cuenta los fuertes efectos de polaridad del vapor de agua. En adelante
usaremos el polinomio de Tsilingiris.
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Tabla A.10: Coeficientes de la ecuacién (A.175) para K.

Ky,  1,761758242 x 10! K, 1663336663 x 10~*
Ky, 5,558941059 x 1072

01035 . T ........................... -
— Tsilingiris C
—— Teoria cinética //
0,030
‘Tw :
- 0,025
S ] :
=3 X
X~ :
1 - I
0,020
| R —
0,015 Tt F
20 30 40 50 60

Figura A.10: Conductividad térmica del vapor de agua K, dada por (A.176)
y (A.175).

A.11.3. Aire hiumedo

Como antes, consideraremos el aire himedo como un gas perfecto, en
este caso como una mezcla binaria de dos gases perfectos, aire seco y va-
por. Principalmente por motivos de comparacién vamos a trabajar con dos
modelos de conductividad térmica de mezclas, uno propuesto por Mason y
Saxena en 1958 [99], y el otro el adoptado por Tsilingiris [40]. De nuevo
la deduccién de estos modelos es larga y trabajosa, y sugerimos al lector
interesado consultar estos trabajos y las referencias citadas en ellos.

Usando las ecuaciones (20-22) de [99] tenemos

o Kd + Kv
1 +de%_2 1 +Gvd%_j

(A.177)
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donde, usando su ec.(2)

G, — L0651 Ly <%>1/4
2\/5 1_1_% L Tl Md | ’
M,
r 1/472
ETPE= L . P \ﬁ <%> " (A178)
2\/5 1+ % L Td Mv |
My

Como en la derivacién de la viscosidad, usaremos Ny = ¢/(e + ), N, =
r/(e+1r)y M, =My, y las expresiones de teoria cinética K4 = 19n,Rq/4
y K, = 21n,R,/4, para obtener

1 19’1’}de 21’1’}vRv
K= - A.179
4<1+deg+1+evd§> (8.179)

con

1,065 1 ]’
ST NN Y g
® V2 VIt [ T
1,065 1 o P
God = — 1+e 1/41/—] . A.180
d 2v/2 \/1—|—z—:[ 1d ( )

El modelo presentado por Tsilingiris [40] es también tomado de [99], pero
tras discutir diversas contribuciones se elige para el prefactor en (A.178) el
valor unidad, llegando a la expresién

Nde Nva

— A.181
Nd@dd + Nv@dv Nd@vd + Nv@vv ( )
con )
NL/2 /g 1/4
1
() G
0 = i (A.182)
8 (1+48)]
Se obtiene entonces
Odd = Opy =1 (A.183)
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expresiones completamente equivalentes a las de los coeficientes de mezcla
para la viscosidad. Esto tiene la ventaja de reducir el cdlculo de los coefi-
cientes de mezcla a una Unica instancia, comun a la viscosidad y la conduc-
tividad. Usando nuevamente Ny = ¢/(e + 1), Ny, = r/(e+ 1)y M, = eMy
obtenemos

“ven (155
y
][]
O mare T T Bata” (4150
A la saturacion simplemente tendremos
K=2 —ficé)dv " 6@7;2[{: Ts (8.187)

Por los mismos motivos expresados al final de la Seccion precedente, traba-
jaremos en adelante con el modelo de Tsilingiris.

A.11.4. Aire mojado

Dada la similitud con el modelo de viscosidad, podemos seguir el mismo
razonamiento para concluir que para aire mojado la conductividad térmica
es aproximadamente la misma que la de aire hiimedo saturado.

A.11.5. Conductividad térmica a través de la curva de satu-
racién
De las derivaciones precedentes concluimos que Oy, y 0,4 tienen la mis-
ma expresion por abajo y por encima de la saturacion, mientras que
eKy min (7, rg) K,

K A.188
£ + min (r,75) Ogy + €Oy + min (r,rg)’ ( )

siendo asi continua con derivada discontinua.

A.11.6. Conductividad térmica en funcién de la concentra-
cién
Nuevamente, por brevedad sélo presentamos el resultado a saturacion,
que es
(1 - qs) 6[(d qSK’U

K= .
(1 _QS)€+(]S@dv (1 _QS)e@vd +qs

(A.189)
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Tabla A.11: Coeficientes de la ecuacién (A.193) para D.

Dy —2,8118 x 107! Dy 16779 x 107°
Dy 45383 x 1073

A.11.7. Difusividad térmica

La difusividad térmica estd definida como [40]

K=—. (A.190)
PCp

La expresién que se obtiene de substituir los resultados para K, p y ¢, es
complicada y no demasiado 1til, de modo que la omitiremos. Sélo notaremos

aqui que k es evidentemente discontinua a través de la curva de saturacién,
debido a la discontinuidad de c,.

A.12. Difusividad de masa

El vapor de agua difunde en aire hiimedo de acuerdo al coeficiente de
difusividad de masa D. Para este coeficiente podriamos, como siempre,
usar simplemente la expresion de la teoria cinética. Sin embargo, Nellis y
Klein [41] afirman que hay una diferencia significativa (aproximadamente
un 15 %) entre estas expresiones y los mejores datos disponibles, los de Bolz
y Tuve [43], y dan un ajuste por regresion de estos datos como

D= —2775x 1075+ 4,479 x 10787 + 1,656 x 107197? m? s71  (A.191)

donde T esta en K.

Aunque no lo dicen explicitamente, del ejemplo 9.2.1 de Nellis y Klein [41]
es claro que este ajuste es para una presién de 1atm (esto es, 1,01325 x
10°Pa); y también a partir de las expresiones obtenidas de la teoria cinética
es claro que D, como toda difusividad, deberia depender de la presiéon como
p~!. Por lo tanto adoptaremos el modelo

1,01325 x 10°

p
(A.192)

con p en Pa. Absorbiendo el factor de conversién en los coeficientes, el modelo
queda

D = (=2,775 x 107° 4+ 4,479 x 10757 + 1,656 x 107'°T?) x

D = (Do + DiT + DoT?) p~! m* s, (A.193)

para T en K y p en Pa (para mb, tenemos que multiplicar por 1072). Los
coeficientes se listan en la Tabla A.11.
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A.13. Coeficientes en el estado de referencia

Para el modelo hidrodinamico de la Seccién 3.2 necesitamos los coeficien-
tes termodindmicos evaluados a una dada presién p y temperatura T' (estado
de referencia), a la saturacién para aquellos continuos a través de la curva de
saturacién, o justo por debajo (subindice —) y por encima (subindice +) de
la saturacién para aquellos discontinuos. Los listamos aqui como funciones
del mizing ratio de saturacién 74 en el estado de referencia, ya que estas
expresiones resultan mas simples. Los valores en funcién de la concentracion
de saturacion gs pueden obtenerse simplemente substituyendo

o s
° 1_(]5'

(A.194)

En lo que sigue asumimos que todas las funciones y modelos son evaludos
en el estado de referencia, con p en Pa y T en K, y usamos en todas partes
unidades MKS.

Expansién térmica:

1 1 lyTs
= =_—11 . A.195
Expansién masica:
1 1 1
- _ —— A.196
ﬁ 5+T5 1+"437 ﬁ—i— 1+Ts ( )
Calor especifico:
Cp,d + TsCp v e+ rg l%rs
= = CpH_ . A.197
Cp 1 + TS Y CZH- CP + 1 + Ts RdT2 ( )
Densidad: 14
rs P
=" - A.198
P Ry ¥R, T ( )
Viscosidad cinematica:
v="1 (A.199)
p
Viscosidad dinamica:
ENd sy
= + . A.200
g €+ 1rsPqy e@pq + 1 ( )
Conductividad térmica:
K K
= s (A.201)

— + )
e+ 1Py eDyg + 1
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Coeficientes de mezcla:

e, e )]

¢dv — ) ¢’l)d =
8(1+e 1) 8(1+e)]"?
(A.202)
Difusividad térmica:
K K
K_ = Ky = . (A.203)
PCp— PClp+
Difusividad de masa:
D = (Do + DiT + DoT%) p~'. (A.204)

Dy=—-28118x 107", Dy =4.5383x1073, Dy =1.6779x 107°.

A.14. Linealizaciéon de la humedad especifica de
saturacion

En el modelo hidrodindmico que desarrollamos en la Seccion 3.2, utili-
zamos una aproximacion lineal a la humedad especifica de saturacién gs(7")
como funcién de la temperatura, la cual simplifica notablemente tanto las
ecuaciones de conveccion himeda como el diseno de los algoritmos numeéricos
para integrarlas. Es sabido que la no linealidad de ¢s tiene algunas conse-
cuencias importantes en la atmdsfera terrestre [39], pero éstas se manifiestan
principalmente en la formacion de frentes climaticos, es decir en la dinamica
de la mesoescala; y atin asi esta aproximacion ha sido considerada aceptable
en trabajos recientes sobre conveccién himeda en la atmoésfera [46, 47, 49].
Dada la escala mucho mas reducida del interior de un destilador solar, no
prevemos que esta aproximacion deje de lado caracteriticas fundamentales
de su dinamica.

Pese a esto, consideramos deseable que la aproximacion lineal que em-
pleemos reproduzca con la mayor fidelidad posible la verdadera dependencia
de gs con T'. Sobre el rango de temperaturas de nuestro interés, que es apro-
ximadamente 20°C—-60°C, ¢s(7) muestra una curvatura notable, como se
muestra en la figura A.11. A primera vista esto parece indicar que ningu-
na aproximacion lineal estara exenta de serios errores en el valor de gs. Sin
embargo, al desarrollar el modelo hidrodindmico de conveccién hiimeda en
la Seccién 3.2 vemos que en una dada situacién las temperaturas dentro del
destilador estardn limitadas al rango mucho més estrecho T' 4+ AT /2 entre
las temperaturas de la base y el techo, rango que, como se muestra en la
Seccién 6.2, en el peor de los casos es menor a los 12°C. Por lo tanto una
primera mejora en vista a mitigar los errores de una aproximacién lineal, es
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Figura A.11: Humedad especifica de saturacién gs.

construir en cada caso una aproximacién limitada al correspondiente rango
de temperaturas.

La linealizacién usual de una funcién alrededor de un valor dado de su
argumento se limita a desarrollarla en serie de potencias alrededor de ese
valor, y truncar al primer orden. Sin embargo en un caso como el presente,
en que la curvatura de ¢s(7") es mondtona, ello hace que los errores (residuos)
sean relativamente grandes y del mismo signo (en este caso positivos), siendo
nulos sélo para T = T. Es deseable entonces realizar otra linealizacién,
una que minimice los errores sobre un intervalo dado. Esa es la idea que
desarrollaremos a continuacion.

Consideremos una funcién f (x) desarrollada en serie de potencias, por
simplicidad digamos alrededor de cero,

f(x)=a+bx+cx?+da®+ - (A.205)
donde
a=F0), b=7(0), c=g5f"(0), d=gi"(0).  (A206)

Supongamos que queremos aproximarla por una linealizaciéon
fiin (¥) = Alin + Bin (A.207)
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sobre el intervalo simétrico

—§ <z <4, (A.208)

con Ay v Bin elegidos para minimizar el residuo de cuadrados minimos

4
R= / (f (&) — fin (z))* dz . (A.209)

-6

Entonces debemos tener

OR J
0= it = /_5 ~2(f (2) — fin (2)) dov

1
= —46 [a + gc62 4+ = Ahn] (A.210)

5
0 on —/ 2z (f (z) — fin (z)) dz

" 9B s
— 4 Bb + écw? T %Bhn] , (A.211)
de donde es inmediato que
A= at 2o b= F(0)+ o (05 4 - (A.212)
Bin = b Sdi® 4= [ (0) 4 75 f (0) 8% + - (A.213)

Este tipo de linealizacién minimiza entonces los errores en el intervalo [—4, J]
en el sentido de cuadrados minimos. Podemos ver que si truncamos el desa-
rrollo de f a primer orden, recuperamos la linealizacion usual, A, = a 'y
Biin = b, pero 6rdenes méas altos del desarrollo proveen correcciones a estos
coeficientes; en nuestro caso truncaremos a tercer orden. También podemos
ver que los mismos resultados se extienden trivialmente a un desarrollo cen-
trado en otro valor, con un itervalo simétrico alrededor del mismo.

Para la humedad relativa de saturacion, el desarrollo estara centrado en
una temperatura de referencia 7', y el intervalo serd T + AT /2. Escribiendo

s € (1 — 6) Ps
= = A.214
s 1+rs (1—e)p—(1—¢)ps ( )
y definiendo
n €
ne=(l=eps,  me=o—o Gs = 7 Ms (A.215)
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Figura A.12: Humedad especifica de saturacién y linealizacién éptima para
T = 54°C, AT = 12°C, p = 1000 mb.

es sencillo obtener la recursiéon

m!. — n; (1+my)

9

D —MNs
" n;’ (1 + mS) + 2n;m;
S p _ ns bl
" — n (14 mg) + 3n/m/ + 371;771;/’ (A.216)

p—ns

donde ngi) =(1- z—:)pgi), y de donde las derivadas de g5 se obtienen simple-
mente multiplicando por /(1 — ¢). Las derivadas de ps se obtienen simple-
mente derivando el modelo polinomial (A.3) y evaluando a 7' = T Tendre-
mos asi la linealizacion

2
(A7) q“'<f>> (T T),

24 a0 *
(A.217)

_ AT)? , - _
tuan() = (0.0 + 57D ) + (1) +
6ptima sobre el intervalo T + AT/2.
La figura A.12 muestra la humedad especifica de saturacién para T =
54°C y AT = 12°C, con p = 1000 mb. Este caso es ligeramente peor que
el peor de los que encontramos en la aplicacién del modelo hidrodindmico.
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También muestra la correspondiente linealizacién 6ptima (A.217). Vemos
que aun en este caso el error maximo apenas llega al 3%, mientras que el
error maximo de la linealizacién usual llega al 6 %.

Podriamos obtener también la linealizacion éptima del mizing ratio de
saturacion pg sobre un dado intervalo, pero lo omitiremos ya que no hacemos
un uso directo del mismo en el modelo hidrodinamico. Debe ademads recor-
darse que la relacién entre ps y ¢s es no lineal, por lo que las linealizaciones
de una no pueden obtenerse sencillamente de la otra.
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Apéndice B
Ecuacién de Laplace

En este Apéndice mostraremos cémo obtener analiticamente la solucién
general de la ecuacién de Laplace en un dominio rectangular, discretizada
sobre la grilla nimero de onda. Trataremos solamente dos casos de nuestro
interés: el de una celda rectangular con condiciones de contorno (CC) dadas
(no-libres) en la base y la tapa, y periddicas (libres) en los lados; y el de una
celda cuadrada con CC dadas (no-libres) en los cuatro lados.

B.1. Celda rectangular
Comenzamos buscando una solucién general analitica del problema
Viu=0, 0<z<L, 0<z<H. (B.1)
Notemos primero que el problema
V=0 (B.2)

en un dominio infinito puede resolverse con facilidad por separacién de va-
riables: proponiendo

u(x,z) = X(x)Z(2) (B.3)
sustituyendo, y dividiendo por X Z, obtenemos

X// Z//

i S B.4

S (B.4)

donde X es una constante de separacion, que puede ser compleja. Para cual-
quier valor no nulo de A, entonces, existen soluciones de la forma

e:l:i)\me:l:)\z’ (B5)
y para A = 0 tenemos las cuatro soluciones

1, €, z, Tz (B.6)
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La solucién general tendra entonces la forma

u(z, 2) = Z exe e 4agg + aror + agiz + anzz, (B.7)
A

donde ¢y son constantes (posiblemente complejas).

Si las CC laterales son periddicas, es decir pedimos u(L, z) = u(0, z), es
claro que debemos tomar ajg = a13 = 0 y A = 27r/L con r entero. Esto
reduce la solucion a la forma

u(z,z) = Z cre 2/ Le=2mrz/L 4 g0 4 ag 2. (B.8)

s

Tendremos ademas que ajustar CC aun no especificadas en z = 0y z =
H. Por comodidad futura vamos a recombinar las exponenciales reales en
funciones con paridad definida respecto al plano medio horizontal z = H/2,
poniendo

, H
— —i2wrz/L hi2 r o
u(z, z) % e [ar oS ( T (z ) >>

b, sinh (%% <z - g))] + a1 <z - g) . (B.9)

donde hemos reemplazado ag1z por una funcién lineal impar respecto a
z = H/2 y hemos absorbido la constante resultante ag; H/2, y la constante
app, en agq.

Atn no hemos definido el rango del indice r. Vamos a hacerlo ahora, al
discretizar u(z, z) sobre la grilla coordenada, definiendo

Unm = U(Tn,y Zm), n=0,...,N, m=0,...,M. (B.10)

Consistentemente, restringimos el rango de r a la correspondiente grilla
numero de onda (simétrica), poniendo

N/2

, H
_ _Zkz, Tn _
Unm = E e P (ap cosh (k‘mm (zm 5 >>
p=—N/2

st (b (o 2))) o (20 2. 00

Es decir, restringimos r de modo de limitar los nimeros de onda a (la mitad
de) la frecuencia de Nyquist.

Ahora vamos a reescribir este campo discretizado en la forma de una
transformada discreta de Fourier (DFT) inversa,

N/2  MJ2

Uy, = E E ﬂpqe_ikz”’m”e_ikz’qz”, (B.12)

p=—N/2q=—M/2
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para lo cual necesitaremos calcular las DFTs

M2

H A —1 Zm
cosh (k‘mm (zm - 5>> = Z Cpge ™ kzazm (B.13)

q=—M/2

. H J —1 Zm
s (km’p (Zm - 5>> = D Spge T, (B.14)
H S S
(Zm B 5) - § : Lpge HF=amm (B.15)

que usando las férmulas de inversién “simétricas” (4.18) y (4.19), podemos
reescribir como

M
- 1 , H
Cpg = i g ek=azm cosh (k‘mm (zm - 5>> , (B.16)
m=0

M
- 1 , H
Spy = i g etk=a?m ginh (k‘mm (zm - E>> , (B.17)

m=0
M
- 1 . H
Ly = M Z e/k=asm (zm - 5) . (B.18)
m=0

Notemos que qu es independiente del indice p. Debe recordarse, aqui y
en adelante, que salvo nota en contrario todos los operadores suma son los
operadores “simétricos” definidos por (4.14) y (4.15), y el par transformada-
antitransformada es también el “simétrico” definido por (4.16) y (4.17).

En el caso de C’pq el argumento de la suma es par en z,,, de modo que
en términos de sumas usuales tendremos

M—1
~ 1 .
M Cpq = 5 E elkzqu’” (ekz’p(z’”_%) + e_kz’p(z’”_%)>
m=0

1 H M1 1 H M1
L Z elikzqthap)em | 2 okap Z o (ikz,q=ka.p)zm
2 2
m=0

m=0
1 M-1 mo 1 M-1 o
— _e—kz,p% § (e(ikz,q‘FkI,p)%) + _ekz,p% § (e(ikz,q—knp)%>
2 2
m=0 m=0
1, o ckerll 1 1, e hpll 1
= _e Fzpy - 7 + —e T,p 3 - =
9 elikzatkap)iy 1 2 elikza—kep)3r _

_ ’ P (B.19)
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iks g H

donde hemos usado que e =1y

1 1 sinh a
. — — = . B.2
eibta 1  gib—a _1  cosha — cosbh (B.20)

Para el caso particular p = ¢ = 0 tenemos en cambio
M-1 M-
MCy = Z ezkz,oZm cosh (k‘m’(] (Zm — —>> Z M. (B.Ql)
m=0 m=0

Para el caso de Sy, el argumento de la suma es impar en z,,, de modo
que las contribuciones en ambos extremos de la suma simétrica se cancelan
mutuamente; tenemos asi, en términos de sumas usuales, que

H
Z ikz,q2m ginh (k‘mp (zm — E>>

m=1
M-1
_ 1 ezkzq2m< kop(2m=5) _ g—hen(2 >+smh E
5 )
m=0
M—-1 1 M-1 m
kng Z ( (Zkzq‘l’kzp %) _ _ekng ( (Zkzq_kZP %)
m—0 m=0
H
+ sinh (km’p5> . (B.22)

Procediendo como en el caso anterior,
ekert 1

~ 1 H 1 k H
MS,, = e Fers — — ey —
PI = 5 olikzathap) s _ 1 2 elikza—kap)ir _ 1

+ sinh (kmmg)

inh (2 ! + ! +1
= sin —
i Y )\ Glkegtbon) T | ke k) & _

7 sin (kz7q%) sinh (km,p%)

e ket 1

— ) (B.23)
cosh (kap57) — cos (kzq17)
donde como antes usamos que eF=afl =1y
1 1 isinb
. . l=—————. B.24
eibtta — 1 * eib—a — 1 * cosha — cosb ( )

Este resultado corresponde al caso p # 0. Parap = 0, como k, o = 0 tenemos
en cambio

MSp, =0 (B.25)
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Finalmente, para el caso de L,, el argumento de la suma es nuevamente
impar, de modo que en términos de sumas usuales tenemos

M—1
N . H H
Mra ”“””Gm—a>—(—;>

H I~ @m%y HMA@MMW+H
= — m (e - = e —
M 2 2
H H
— 7 —|-—

= i ’ B.26
> T cos (b ) (520
donde hemos usado que
M-—-1 M M-—-1 M
1 1— —1
Zmam:aMM +a a 5 Zam:a , (B.27)
0 a—1 (a—l) 0 a—1
y que
1 1 1 2 ) i
Lol lesa isma gy
el —1 2 2 sina/2 21—cosa

Este resultado corresponde al caso ¢ # 0. En el caso ¢ = 0, de nuevo por
tener k.o = 0, tendremos )
MLy, =0. (B.29)

Resumiendo, hemos mostrado que la solucién general del problema (B.1)
con CC periddicas en la direccién horizontal, discretizada sobre la grilla
coordenada, es

i i - - -
Upm = E E g Hmpin g hzatm (apC'pq + bpSpq + 5;,,70&01qu> :

(B.30)
con
1 sinh (k‘mp%) sinh (k‘mp%)
~ il : ’ 0,0
Cro— 4 2 cosh (ka o 1) — con (kg 2] (p,q) # (0,0), (B.31)
1, (pa Q) - (070)7
] _i 7 8in (k‘z,q%) sinh (kmm%) P20
Spq = M cosh (ko piy) — cos (kzgtr) ’ (B-32)
0, p=0,
1 4sin (kz,qM) %
N S 0
Ly, = M1 — cos (k‘@q%) » 470 (B.33)
0, q=0.
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Podemos simplificar la notacién notando que el término 5p70f/pq puede ser
absorbido en S}, como caso particular para p = 0. La solucién discretizada
sobre la grilla coordenada queda entonces

N/2 M2

Unm = Z Z ¢~ ke p@n g=ikz,q2m (apé’pq + bpgpq> , (B.34)
p=—N/2q=—M/2

o equivalentemente, la solucién discretizada sobre la grilla nimero de onda
queda

lipg = apCpq + bpSpq, (B-35)
con
) i sinh (k‘m,p%) sinh (k‘rm%) (p,q) # (0,0)
Cpy = { M cosh (k‘m,p%) — cos (k;@q%) ' ’ V)5 (B.36)
1, (pa Q) = (070)7
1 isin (k‘z,q%) sinh (k‘m,p%) £0
M cosh (kmmﬂ) — COS (k‘z,q%) o ’
Spu=1{ 1 isin(k., )2 (B-37)
1 =0,q#0
Ml—COS(kz,q%)’ g arh
07 (pv q) = (070)

Notemos que Cp, v Spq son matrices (N 4 1) x (M + 1) que, para un dado
tamano de grilla, necesitan calcularse solo una vez.

Veamos ahora como podemos ajustar CC en z = 0y z = H usando estas
expresiones. Supongamos primero que debemos ajustar CC de Dirichlet

Upo = Ap, n=0,...,N—1, (B.38)
Uy = Al n=0,...,N—1. (B.39)

Pero recordando que debemos tener periodicidad en la direccién vertical,
vemos que debemos tener A! = A, es decir, la periodicidad impone que
las CC sean periddicas (en este caso en z), aunque no impone ninguna otra
restriccién (como ser, homogeneidad). Ambas CC son entonces idénticas, y
se reducen a una sola, que usando (B.34) podemos escribir

N/2 M2 N/2
Upo = Z ¢~ thapTn Z (apC’pq + bpSpq> = Z e heptn A — A
p=—N/2 q=—M/2 p=—N/2

(B.40)
donde hemos introducido la DFT unidimensional A4, de la inhomogeneidad
Ay. Notando que S, es impar en el indice ¢, vemos que

M2

> Sy =0, (B.41)

q=—M/2
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y usando la unicidad de la DFT obtenemos

M2

ap Z Cpg = Ay, (B.42)
q=—M/2

que puede invertirse inmediatamente para obtener

Ap

—_—. (B.43)
M/2
Zq:/_M/g Cpq

(Ip:

Notemos que la CC de Dirichlet s6lo ha determinado los coeficientes a,
de (B.34). Supongamos ahora que debemos ajustar CC de Neumann

(0.u)no = B, n=0,...,N—1, (B.44)
(O.u)nyr = B, n=0,...,N—1, (B.45)
donde (0,u)nm es la discretizacién de d,u en la grilla coordenada. De nuevo
la periodicidad en z impone que B!, = B, de modo que ambas CC son

idénticas y se reducen a una sola. Recordando que en la discretizacion de
los operadores diferenciales por DF'T

DFT ., .
(020) pm, — —ik glpq (B.46)

y usando (B.34), esta CC puede reescribirse

N/2 M2
(Dzu)no = Z e~ hewtn Z (—ikz,q) (%épq‘i'bpgpq)
p=—N/2 qg=—M/2
N/2
= Y e B, =B, (BAT)
p=—N/2

donde hemos introducido la DFT unidimensional Bp de la inhomogeneidad
B,,. Notando que Cp, es par en el indice ¢ mientras que k., es impar, vemos

que
M/2

> kegChg =0, (B.48)
qg=—M/2

y usando la unicidad de la DFT obtenemos

M2

by > (—ikzg) Spg = By, (B.49)
q=—M/2
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que puede invertirse inmediatamente para obtener
1By,

M/2 &
Zq:/_M/z k=094

by =

(B.50)

Vemos que en este caso la CC de Neumann sélo ha determinado los coefi-
cientes b, de (B.34).

Notemos que hemos podido ajustar las CC dadas en la grilla coorde-
nada, directamente en la grilla nimero de onda, aunque esto resulta mas
conveniente que sorprendente. Mas de destacar es el hecho de que la solu-
cién (B.34) de (B.1) con CC periddicas en la direccién horizontal, es capaz
de ajustar CC de Dirichlet y de Neumann simultdneas, esto es CC de Cau-
chy, sobre z =0y z = H ala vez. Ello se debe a que las CC en z = H, lejos
de ser independientes de aquellas para z = 0, son exactamente las mismas, y
aseguradas unas las otras se verifican automaticamente por la periodicidad
en z; de modo que en realidad sélo estamos ajustando CC en z = 0 a la
solucién de una ecuacién diferencial de segundo orden. Si exigimos las CC
de Cauchy

Upo = Ap, n=0,...,N—1, (B.51)
(O)no = Bp, n=0,...,N—1, (B.52)

la correspondiente solucion en la grilla niimero de onda se escribird
Cpq +iB Spq
M/2 c P~M/2 k. .8 )
Zq/:—M/2 pq’ Zq’:—M/Q 2,4’ 2pq’

Notemos que los cocientes en esta expresion son independientes de las CC
y pueden, al igual que las matrices Cpy y Spq, ser calculados de antemano.
Podemos entonces simplificar la notacién definiendo las “matrices normali-
zadas”

Upg = Ap

(B.53)

_ C _ S.
tr = —i173 L — Spa = 3173 i —, (B.54)
Zq/:—M/2 Cpg' Zq’:—M/Q kz.q' Spa'
y reescribir la solucién como
lpg = Apépg + B3y, (B.55)

Debemos destacar que el cdlculo de la solucién (B.53) a partir de los coefi-
cientes A, y B, es una operacién O(N).

B.2. Celda cuadrada

La solucién general analitica del problema

Viu=0, 0<z<L, 0<z<L (B.56)

204



B.2. CELDA CUADRADA

tiene de nuevo la forma (B.7) con A y ¢y complejos, pero por claridad es
ma&s conveniente en este caso asumir que A es o bien real o bien imaginario
puro, y escribir por separado ambas contribuciones. Tenemos asi

u(z, z) = g cre MmN 4 E dye M e + agg + arox + ag1z + ai1xz,

A W
(B.57)

donde ahora Ay p son ambos reales, y ¢y, d,, y a;; son constantes posiblemen-
te complejas. Como estamos buscando una solucién peridédica en 0 < z < L,
0 < z < L, restringiremos 1 y A a los valores

r s
:2 — :2 — .
A T K=21 (B.58)

con r y s enteros, y escribiremos

u (ZE, Z) _ § :Cre—z27rrm/Le—27rrz/L + § :dse—27rsm/Le—z27rsz/L
T S
+ app + a0 + ap1z + aj1xrz. (B.59)
Como antes, vamos a recombinar las exponenciales reales y funciones

lineales en funciones de paridad definida respecto del plano medio horizontal
z = L/2 o vertical x = L/2, segiin sea el caso. Obtenemos asi

u(z,z) = Z g~i2mra/L [ar cosh (27T%z/> + b, sinh <2w%z'>}
r#0
+ Z g i2msz/L [(‘13 cosh (271’%:E/> + b, sinh (2?%:17/)}
s#0
+ ago + a0z’ + ag 2’ + a2’ (B.60)

donde por brevedad hemos definido
(B.61)

y hemos usado que los términos correspondientes a r =0y s = 0 son
ag cosh (0) 4 by sinh (0) = ag, dg cosh (0) + bpsinh (0) = ag, (B.62)
que pueden absorberse en agg, para excluir estos valores de las sumas.
Vamos a definir ahora el rango de los indices r y s discretizando u (z, z)
sobre la grilla coordenada como

Unm = U (T, Zm) (B.63)
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y restringiéndolos consistentemente al escribir
N/2
Uy, = Z e thpTn [ap cosh (k‘pz;n) + by sinh (k‘pz;n)]
p=—N/2
p#0
N/2
+ Z ¢~ thazm g cosh (kqzy,) + by sinh (k)]
q=—N/2
q#0

+ ago + @107, + a1z, + 11T 2, (B.64)
donde hemos definido
Ty =Ty — — 2y = Zm — —- (B.65)

La reescritura de este campo discretizado en la forma

N/2  NJ2

Upm, = Z Z Tipge” Fron g~ ikazm (B.66)

p=—N/2q=—N/2

requiere el calculo de las DFT's

N/2 N/2
cosh Z Cpqe e~ thazm Slnh Z Spqe e~ thazm
q=—N/2 g=—N/2
(B.67)
para p # 0,
N/2 N/2
cosh (k Z Cpge hron, sinh (k Z S, e~ hrn
p=—N/2 p=—N/2
(B.68)
para ¢ # 0,y
N/2  NJ2

Z Z K g~ hotn e =ikazm (B.69)

p=—N/2q=—N/2
N/2  NJ2

2 = Z Z Qpge Fron g ikazm (B.70)
p=—N/2q=—N/2
N/2  NJ2

x, = Z Z X g hotn e =tkazm (B.71)
p=—N/2q=—N/2
N/2  NJ2

2 = Z Z Zpge” et g thazm, (B.72)

p=—N/2q=—N/2
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Los resultados obtenidos en la Seccion B.1 pueden adaptarse facilmente para
calcular las DFT (B.67)—(B.72). Las expresiones més sencillas se obtienen
para una grilla isotropica, es decir con Az = Az. En ese caso los niimeros
de onda satisfacen k; , = k., para todo valor del indice p, y podemos omitir
los subindices x y z. En definitiva, podemos expresar la soluciéon general
de (B.56), discretizada en la grilla nimero de onda, como

Upg = apChpq + bpSpq + aqépq + l_)quq + a0 Kpq + a10Xpg + a012pg + a11@pq

(B.73)
con
i sinh (k‘p%) sinh (k‘pé) 40
Cpg = { N cosh (k, %) — cos (k%) b7 (B.74)
0, p=0,
_i sin (k‘q%) sinh (k‘p%) 40
Spqg = N cosh (kp%) — cos (kg %)’ b7 (B.75)
0, p=0,
i sinh (k‘q%) sinh (k‘q%) 40
Cpg = { N cosh (kg %) — cos (k, %)’ 7% (B.76)
0, q=0,
_i sin (k‘p%) sinh (k‘q%) 40
Spy = N cosh (k%) — cos (kp %)’ 7% (B.77)
0, q=0,
y
Kpg = 0p,00q,0 5 (B.78)
k L
_i Sln(pN)L2 ’ p#o’
Xpg = 0q0 N1 —cos (k‘pﬁ) (B.79)
0, p=0,
L L)L
_i Sln(qN)L2 ’ q?é()’
Zpg =0poq N 1—cos(kg%) (B.80)
0, q=0,
1 sin (k‘p]%) % sin (k‘qN) %
—— 0 0
Qpq = N21 — cos (ky%) 1 — cos (k%) P#O0y 70, (B.81)
0, p=00qg=0.
Es importante recordar que siempre, en estas expresiones,
ap = ag = by = l_)(] = 0. (B.82)

Notemos también que las matrices Cpq, Spg ¥ Xpg son las transpuestas de
Chq, Spq ¥ Zpq, respectivamente.
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Supongamos ahora que queremos ajustar CC en los cuatro lados de la
celda cuadrada. Como antes, estas CC deberan ser periédicas, de modo que
las CCen x =0y x = L sean idénticas entre si, ylasCCen 2z =0y z =L
también. (Esto impone ademas la condicién de que las CC en z = 0 sean
periddicas en x y viceversa.) Podremos entonces, como antes, ajustar CC de
Cauchy en, digamos, x = 0 y z = 0, que escribiremos en la forma

Uno = An, n=0,...,N—1,
(0:u)no = B, n=0,...,N—1,
Uom = A, m=0,...,N—1,
(amu)Om:Bm, m=0,...,.N—1.

Introduciendo las DFT unidimensionales de estas CC

N/2 N/2
A, = Z e kot A B, = Z ethvinp (B.87)
p=—N/2 p=—N/2
N/2 ) N/2 )
A, = Z e_iqu’”/_lq, B, = Z e_iqu’”Bq, (B.88)
q=—N/2 q=—N/2

y utilizando como en la Seccién B.1 la unicidad de la DFT, obtenemos las
condiciones

N/2 N/2
ap Z Cpq + Z (@gCpq + bgSpg) + a000p,0 + a10Xp0 = Ay,
g=—N/2 q=—N/2
(B.89)
N/2 N/2

by Z kqSpq + Z kq (aqépq + l_)q :nq) + (a018p,0 + a11Xpo) d = iép )
q=—N/2 q=—N/2

(B.90)
N/2 N/2 )
Z (apCpq + bpSpq) + g Z épq + a000q,0 + a0120q = Aq )
p=—N/2 p=—N/2
(B.91)
N/2 N/2 -
Z kp (apCpq + bpSpq) + l_)q Z kpgpq + (a1004,0 + a11Zoq) d = qu )
p=—N/2 p=—N/2
(B.92)

donde hemos usado las paridades de las matrices respecto a sus indices y las
relaciones

Xpg = XpO‘SO,qv Zpg = 5:0,0Z0q ) Q:nq = XpoZog ; (B-93)
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y hemos definido

N/2 N/2
d= > kpXp= Y keZog. (B.94)
p=—N/2 q=—N/2

El sistema de ecuaciones (B.89)-(B.92) para los coeficientes ay, by, a4 y
by (que son 4 x (N — 1) en ntimero, ya que ag = dg = by = by = 0) més
los cuatro coeficientes agg, ag1, a19 y ai1, €s un sistema lineal inhomogéneo
de dimensién 4N. A diferencia de lo ocurrido en la Seccién B.1, en este
caso el sistema no es diagonal. Esto no representa en si un problema, ya
que la matriz de coeficientes del sistema es fija, y podriamos calcular su
inversa una Unica vez. La dificultad reside en que la matriz de coeficientes
del sistema (B.89)—(B.92) es altamente singular. Pese a ello, experimentos
numéricos realizados con versiones de dimensién reducida de este sistema
muestran claramente que para la clase de inhomogeneidades /Nlp, Bp, A,y By
encontrada en las simulaciones hidrodindmicas, el sistema es compatible (es
decir, el vector de inhomogeneidades no tiene proyeccién sobre el subespacio
nulo de la matriz de coeficientes).

Existen diversas técnicas para la resolucion numérica de sistemas de este
tipo. En principio lo ideal seria calcular una pseudoinversa [74] de la matriz
de coeficientes, ya que la multiplicacion del vector de inhomogeneidades por
ella serfa una operacién O(N'), aunque ya no O(N). Sin embargo nuevos
experimentos numéricos mostraron que el espectro de la matriz de coeficien-
tes contiene cantidad de autovalores muy similares, con autovectores casi
degenerados. Dado que en las simulaciones llegamos a tener N ~ 1000, esta
situacion origina una gran pérdida de precision numérica en el calculo tanto
de la pseudoinversa como de su producto con el vector de inhomogeneidades,
por lo que este método debid ser descartado.

Decidimos entonces implementar un método de resolucién iterativo [60],
similar en cierta forma a los métodos de gradiente conjugado [75, 76] (que son
relativamente inmunes a estos problemas), pero més directo y adaptado a la
estructura particular de nuestro sistema. Reescribiendo el sistema (B.89)—
(B.92) en la forma

0y = <o 2 O ¥ 0uSpu) T aoodyo + annXoo, (B.95)

Zq Cpq Zq Cpq
in Zq kq (aqépq + bqg:nq) + (a010p,0 + a11Xpo) d

b, = — ,  (B.96)
Zq kqSpq Zq kqSpq

a, — x‘_lq_ B Zp (apCpq + bpSpq) j‘ a000q,0 + aOlZOqj (B.97)
Zp Cpq Zp Cpq

= iéq Zp kp (apCpq + bpSpq) + (a108q,0 + a11Z0q) d

by = N _ ,  (B.98)
>_p kpSpq >_p kpSpq
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donde hemos asumido que p # 0 en (B.95) y (B.96), y que g # 0 en (B.97)
y (B.98), y comparando con (B.43) y (B.50), vemos que el primer término
de los lados derechos corresponde a un caso “desacoplado”, en que las CC
horizontales (z = 0) y verticales (z = 0) se ajustan por separado, y para
cada una se asume periodicidad (libre) en la otra direccién. Fisicamente
es de esperar que ésta sea una buena aproximacion inicial, ya que en una
simulacién hidrodindmica donde la capa limite tiene un espesor de unos
pocos puntos de grilla, el flujo instantaneo por ejemplo cerca de x = 0 no
deberia ser mayormente influido por el flujo cerca de z=0 0 z = L, salvo a
una distancia de las esquinas comparable al espesor de la capa limite. Esta
hipétesis ha sido comprobada mediante experimentos numéricos.

Debemos notar que esta aproximacién inicial s6lo determina valores para
los coeficientes ay, by, Gq ¥ l_)q; en ella los coeficientes agg, ag1, a19 y @11 se
asumen nulos. Para calcularlos debemos retornar al sistema original (B.89)—
(B.92) y evaluar los casos omitidos, p = 0y ¢ = 0, obteniendo

N/2
Z ((_qu(]q + qu(]q) + agy = Ay, (B.99)
g=—N/2
N/2 N/2
Z k‘q ((_qu(]q + qu(]q) + ap1 Z k‘qZ(]q =18y, (B.lOO)
q=—N/2 q=—N/2
N/2 i
Z (apC’po + bpsp(]) + agy = Ay, (B.l()l)
p=—N/2
N/2 N/2 i
Z kp (apCpo + bpSpo) + a1o Z kpXpo = iBo , (B.102)
p=—N/2 p=—N/2

lo que determina agg, ag1 v a19. Notese que la primera y tercera ecuaciones
determinan ambas, de forma independiente, el valor de agg. La consisten-
cia de ambas ecuaciones para las inhomogeneidades que encontramos en
las simulaciones hidrodindamicas, ha sido verificada reiteradamente, y es un
ejemplo de la consistencia del sistema (B.89)—(B.92). Para determinar ai;
podemos por ejemplo multiplicar (B.90) por k, y sumar sobre p, o multipli-
car (B.92) por k, y sumar sobre ¢, obteniendo

N/2  NJ2 N/2

ST > ki (0pSpg+ Spabg) kg +and® =i > kp,B,,  (B.103)
p=—N/2q=—N/2 p=—N/2

N/2  NJ2 N/2 )

ST > ki (0pSpg+ Spabg) kg +and® =i > kBy.  (B.104)
p=—N/2q=—N/2 q=—N/2

Nuevamente ambas ecuaciones determinan independientemente agy, y la
reiterada consistencia entre ambas para las inhomogeneidades encontradas
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en las simulaciones hidrodinamicas es otro ejemplo de la consistencia del
sistema (B.89)—(B.92).

Con la aproximacién asi obtenida para los 4N coeficientes de (B.89)-
(B.92), calculamos el segundo término de los lados derechos de (B.95)—(B.98)
y con ¢l una nueva aproximacion a ay, by, Gg y l_)q, e iteramos el procedimien-
to. Los experimentos numéricos realizados muestran que la convergencia es
rapida, bastando a lo sumo cinco iteraciones para obtener una soluciéon con
un error maximo relativo < 1074, més que suficiente para nuestros propdsi-
tos. Consistentemente con la interpretacién fisica expuesta, la convergencia
es fuertemente no-uniforme, siendo mucho mas lenta cerca de las esquinas
sobre un numero de puntos de grilla consistente con el espesor observado
de la capa limite; para puntos alejados de las esquinas el error relativo tras
cinco iteraciones llega a ser tan bajo como 1072, Cada iteracién sigue siendo
una operaciéon O(N).
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