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Resumen

El proceso de compilacion consiste basicamente en una traducciéon
que parte de un programa fuente escrito en algin lenguaje de progra-
macion y genera un programa objeto que frecuentemente esta escrito en
un lenguaje de bajo nivel, posiblemente cercano al lenguaje de maquina.
Idealmente, el programa fuente tiene definida su semantica (ya sea, de ma-
nera operacional o denotacional), y se espera que el proceso de traduccion
que realiza el compilador preserve esa semantica, es decir, se espera que
el programa objeto se comporte como lo indica la semantica del programa
fuente.

Sin embargo, como sucede con cualquier tipo de software, este proce-
so de traduccidn es propenso a errores. En principio, no se tiene ninguna
garantia de que el proceso de traduccién no introduzca algun error que
pueda resultar en cierto comportamiento inesperado por parte del progra-
ma objeto. El hecho de no contar con esa garantia debilita o resta impacto
a cualquier intento de establecer propiedades sobre los programas basado
en el analisis del codigo fuente.

El testing del programa objeto puede ayudar a encontrar errores de
compilacién, pero no puede garantizar la ausencia de los mismos. Las téc-
nicas de testing resultan insuficientes sobre todo cuando se trabaja con
sistemas criticos, que demandan mayores garantias de seguridad y confia-
bilidad.

Un enfoque mas ambicioso consiste en demostrar la correccion del com-
pilador, es decir, obtener una demostraciéon de que el proceso de traduc-
cion preserva la semantica del programa fuente. Desde que aparecieron
las primeras pruebas de correccién de compiladores [81, 84], han habido
ya numerosas contribuciones en el area. De destacada importancia es el
trabajo realizado por el proyecto CompCert [76], un compilador certifica-
do para el lenguaje C. En el caso de los lenguajes funcionales, se pueden
mencionar el trabajo de Chlipala [32], que presenta un compilador certi-
ficado para el calculo lambda tipado, y a Benton [15] donde el lenguaje
fuente es un lenguaje funcional con evaluacion estricta, y el lenguaje ob-
jeto es una variante de la maquina abstracta SECD [73].

Para probar que un compilador es correcto es necesario establecer
una relaciéon entre la semantica del lenguaje fuente y la semantica del
lenguaje objeto. En general, la seméantica del lenguaje objeto se describe
de manera operacional: se definen cuales son las instrucciones disponibles
en la maquina (que puede ser un microprocesador real o una maquina
abstracta) y como esas instrucciones modifican el estado a medida que se
ejecutan. Por otro lado, existen muchas maneras de describir la semantica
del lenguaje fuente, y el método utilizado determina significativamente
la estrategia de la prueba de correccién. Existen pruebas de correccion



basadas en semantica natural (big-step) [34, 78], seméantica de reduccion
(small-step) [10] o semantica denotacional [15, 32], entre otras.

Otro aspecto importante del lenguaje fuente es su estrategia de eva-
luacién. Existen lenguajes estrictos (como C) y lenguajes con evaluacion
normal (como Haskell). La enorme mayoria de los trabajos existentes en
el area de correccioén de compiladores han estudiado sélo lenguajes estric-
tos, dejando fuera del anélisis a los lenguajes con otro tipo de estrategia
de evaluacion.

En la tesis se analiza como aplicar las diferentes técnicas de demostra-
cién sobre lenguajes con evaluaciéon normal. Se consideran diferentes len-
guajes de programacioén funcionales, y para cada uno se demuestra la co-
rreccién del compilador empleando un método diferente. Como lenguaje
objeto se utilizan distintas variantes de la maquina de Krivine [71], exten-
didas apropiadamente con las instrucciones necesarias para implementar
las funcionalidades que provee cada lenguaje fuente. En particular, la tesis
presenta una prueba de correccion de un compilador basada en la semanti-
ca denotacional del lenguaje, utilizando técnicas como step-indexing [7, 11]
y biortogonalidad [94] para definir relaciones logicas que capturen la no-
cién de correccion del compilador de manera composicional. Ademas, se
desarrolla un enfoque basado en la nocién de realizabilidad [66, 72] pa-
ra demostrar la correccion del compilador en un lenguaje con evaluacion
lazy. Todas las pruebas de correccién presentadas en esta tesis estan for-
malizadas el asistente de demostraciéon Coq [3]. En la tesis se presenta el
analisis y los comentarios pertinentes sobre cada formalizacion.
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Introduccion

Un compilador es una herramienta que realiza esencialmente una traduc-
ciéon de un programa fuente a un programa objeto. El programa objeto usual-
mente esta escrito en un lenguaje de bajo nivel, cercano al lenguaje maquina.
En cambio, el programa fuente esta escrito en un lenguaje de alto nivel, que
es mas comprensible para el programador y le permite estructurar su tarea de
desarrollo modularmente y con abstracciones cercanas al dominio del proble-
ma.

Es usual que el programador asuma que el proceso de traduccién que realiza
el compilador se lleva a cabo sin errores, esto es, supone que el programa objeto
se comportara exactamente como lo indica el programa fuente. Sin embargo,
han existido casos de errores de traduccion, incluso en compiladores de nivel
industrial, que han dado lugar a cédigo objeto incorrecto [52, 118].

Los errores de traduccién son importantes puesto que pueden invalidar todo
tipo de analisis estatico que se realice sobre el programa fuente. Es decir, si se
utilizan métodos formales para demostrar que el programa fuente cumple con
cierta propiedad (por ejemplo, que su comportamiento coincide con el de su
especificacion) entonces un error de traducciéon puede invalidar esa propiedad
haciendo que el codigo generado se comporte de manera inesperada.

Para evitar esa discrepancia entre el comportamiento del programa fuente
y el programa objeto también es posible realizar un analisis dindmico (como
por ejemplo testing) sobre el programa objeto. Esto puede ser util para detectar
errores, tanto del programador como del compilador. Sin embargo, este tipo de
analisis no es suficiente cuando se consideran sistemas criticos con rigurosos
requerimientos de seguridad y confiabilidad.

Una manera de incrementar la confiabilidad en el compilador es demostran-
do su correccion. Esto es, dar una prueba formal (o certificacion) de que el pro-
ceso de traduccion preserva la semantica del programa fuente. A partir del sur-
gimiento de las primeras pruebas de correccion [81, 84], el area de certificacion



INTRODUCCION

de compiladores ha estado en constante crecimiento [79, 86]. El proyecto Comp-
Cert [76] es probablemente uno de los trabajos mas importantes en la actualidad,
donde se ha logrado certificar un compilador de un subconjunto del lenguaje C
a un lenguaje ensamblador; y se ha utilizado, por ejemplo, para compilar soft-
ware embebido desarrollado por la empresa aeronautica Airbus [14].

Es posible describir esquematicamente qué significa obtener una prueba de
correccion del compilador. Suponiendo que [ P] es la seméantica del programa
fuente P,y ( O) esla semantica del programa objeto O, demostrar la correcciéon
del compilador ( - ) consiste en probar que (P) = O = [P] ~ (O), para
todo Py O.

(-

(P) =0 P] ~ (O
] = [P] ~ (O) )

[P] = (0)

La definicion de la relacion ~ puede variar de acuerdo a la propiedad concre-
ta que se quiere demostrar, y de como estan definidas las funciones semanticas
[-]y (-).Lafuncién (-) usualmente describe el comportamiento operacio-
nal del entorno de ejecucion (definiendo como las instrucciones de un micro-
procesador o de una maquina abstracta modifican el estado computacional). En
cambio, la funcién [ _ | puede describirse operacionalmente (mediante reglas de
contraccion o de evaluacion) o también denotacionalmente (asociando el signi-
ficado de un programa con un objeto matematico que posee cierto contenido
computacional). Cuando [ - || es una descripcion operacional, la relacién =~ es-
tablece una correspondencia entre el valor final que surge de evaluar P con el
estado final obtenido al ejecutar O. Cuando [ - || se define de manera denotacio-
nal, la relacion =~ es usualmente una relacion logica que describe la correspon-
dencia operacional (o también observacional) entre el programa Oy el objeto
matematico || P]. Es claro entonces que la estrategia de prueba de correccion de
un compilador depende fuertemente de la seméantica del lenguaje, por lo que en
la tesis se explora tanto semantica operacional como denotacional.

Como un ejemplo de un compilador certificado basado en la semantica de-
notacional, podemos destacar el trabajo de Chlipala [32], un compilador del
calculo lambda tipado a un lenguaje ensamblador “idealizado” (con una canti-
dad infinita de registros y celdas de memoria). El compilador consta de varias
etapas de traduccion, donde se utilizan diferentes lenguajes intermedios, con



distintos niveles de abstraccion, hasta llegar al lenguaje ensamblador. La prue-
ba de correccidn se construye usando relaciones logicas indexadas por tipos que
capturan la correspondencia entre las etapas de la traduccion.

Otro ejemplo a destacar es el compilador certificado de Benton et al. [15],
que traduce términos de un lenguaje funcional a las instrucciones de la maqui-
na abstracta SECD [73]. Mediante la aplicacion de técnicas como step-indexing
[7. 11] y biortogonalidad [94], se definen relaciones logicas entre las configura-
ciones de la maquina y los objetos denotacionales que describen la semantica
del lenguaje.

Leroy [76] presenta un compilador certificado de C a lenguaje ensamblador,
cuya prueba de correccion se construye siguiendo un esquema de simulacion
operacional, esto es, cada transicion del programa fuente se corresponde con
una secuencia de transiciones del programa objeto que tiene el mismo compor-
tamiento observable y preserva ciertas invariantes con respecto al entorno de
ejecucion.

En la literatura se pueden encontrar muchas otras pruebas de correccion de
compiladores, donde el entorno de ejecucion tiene diferentes niveles de abstrac-
cién, que pueden variar desde lenguajes ensambladores concretos correspon-
dientes microprocesadores reales, lenguajes ensambladores idealizados y, con
mayor frecuencia, lenguajes de instrucciones correspondientes a una maquina
abstracta. Las maquinas abstractas proveen un modelo de ejecucion idealizado,
en general mas simple que una maquina real, ya que carecen de especificacio-
nes de bajo nivel que complicarian de otra forma el razonamiento y el analisis
del comportamiento de la ejecucion.

Existen diferentes tipos de maquinas abstractas, utilizadas en general como
lenguajes intermedios del proceso de compilacion, y son disenadas para lengua-
jes con diferentes caracteristicas como son los lenguajes funcionales, imperati-
vos u orientados a objeto. Referimos al lector a [49] para un relevamiento de
algunas las maquinas abstractas existentes en la literatura.

En la tesis utilizamos como entorno de ejecucion distintas variantes de la
maquina abstracta de Krivine [71], disefiada originalmente para evaluar el calcu-
lo lambda puro, pero que en este trabajo ha sido extendida para poder imple-
mentar lenguajes con un mayor nivel de expresividad. También utilizaremos
una variante de la maquina de Sestoft [111] cuando analizamos la estrategia de
evaluacion lazy (call-by-need).

La tesis explora funciones de compilaciéon que traducen directamente los
términos del lenguaje a instrucciones de una maquina abstracta. Dejamos afue-
ra del analisis a compiladores con multiples etapas, y a la generacion de coédigo
de bajo nivel correspondiente a microprocesadores. La mayoria de los trabajos
actuales en certificacion de compiladores parten desde la representacion abs-
tracta del lenguaje fuente y culminan en la generacion del codigo, sin adentrar
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en la verificacion del parser [64, 67] o la verificacion del hardware [28, 29, 43],
areas que tampoco se cubren en esta tesis.

Nos enfocamos en lenguajes con orden de evaluacion normal (call-by-name),
donde la evaluacién del argumento de una aplicaciéon se pospone hasta que su
valor sea necesario para obtener el valor final del término. La investigacion
respecto a la certificacion de compiladores para lenguajes con esta estrategia de
evaluacion se encuentra practicamente ausente en la literatura y consideramos
que esta tesis es un aporte en esa direccion.

En la tesis presentamos varios lenguajes de programacion basados en el
calculo lambda y utilizamos distintos métodos para definir su semantica: reglas
de contraccion (Capitulo 2), reglas de evaluacion (Capitulo 3) y semantica de-
notacional (Capitulo 6 y 7). La mayoria de los lenguajes que consideramos son
funcionales, pero también analizamos un lenguaje imperativo y definimos su
semantica usando un sistema de reglas de evaluacion (Capitulo 4). Este sistema
de reglas tiene la particularidad de expresar de manera explicita la disciplina de
pila inherente a los lenguajes Algol-like [99].

El aporte mas significativo de la tesis esta en las demostraciones de correc-
cion de compiladores con respecto a la semantica denotacional. Se define un
nuevo enfoque de realizabilidad (Capitulo 5) basado en la nocion usual de reali-
zabilidad de Krivine [72] que luego aplicamos para definir relaciones logicas de
aproximacion y demostrar la correcciéon del compilador (Capitulo 6), emplean-
do a su vez técnicas como step-indexing y biortogonalidad para definir esas re-
laciones de manera composicional y modular. Si bien técnicas similares se han
utilizado previamente para demostrar la correccion de compiladores [15, 16],
fueron aplicadas a lenguajes estrictos (call-by-value), dejando sin explorar los
lenguajes con evaluaciéon normal. Consideramos que, dado el cambio en estra-
tegia de evaluacion y el hecho de haber elegido la maquina de Krivine como
entorno de ejecucion, los métodos de demostracion que se han estudiado con
anterioridad no son aplicables y por lo tanto esta tesis resulta una contribucion
en ese sentido.

En la estrategia de evaluacion lazy (call-by-need), los argumentos de una
aplicacion se evaltian s6lo cuando cuando es necesario y a lo sumo una vez. La
maquina abstracta de Sestoft [111] es una adaptacién de la maquina de Krivi-
ne que utiliza un heap en la configuracion para evitar la repeticion innecesaria
de la ejecucion de cédigo. En la tesis se presenta un esquema de realizabilidad
aplicado a una variante de la maquina de Sestoft (Capitulo 7). Hasta donde sa-
bemos, esta tesis explora por primera vez la aplicaciéon de realizabilidad sobre
una maquina abstracta de evaluacion lazy.

Las publicaciones que respaldan los resultados de esta tesis son [105, 107]
para las demostraciones basadas en semantica big-step y [106] para las basadas
en semantica denotacional. En [104] presentamos un sistema de tipos para un
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lenguaje lazy y la prueba de preservacion de tipos (subject reduction) sobre la
maquina abstracta de Sestoft. El contenido del Capitulo 7, sin embargo, no esta
publicado aunque forma parte de un articulo en preparacion.

Los teoremas de correccion fueron formalizados en Coq [3], un asistente de
demostracion con tipos dependientes basado en el Calculo de Construcciones
Inductivas [41, 42]. La formalizaciéon completa esta disponible online’, y en el
Capitulo 8 se comentan algunos fragmentos importantes del codigo.

Para la formalizacion del Capitulo 6, se utiliz6 como base una libreria de
teoria de dominios desarrollada por Benton [19] que fue extendida de acuerdo
a los requerimientos especificos de nuestra formalizacion.

'https://cs.famaf.unc.edu.ar/~leorodriguez/tesis.html
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CariTULO 1

El Calculo Lambda y su
Semantica

En la tesis demostramos la correccion de compiladores para diferentes len-
guajes de programacion. El nicleo comun de cada uno de esos lenguajes es el
calculo lambda [36, 37], tanto en la definicion de la sintaxis como la semanti-
ca. En este capitulo haremos una presentacion breve del calculo lambda, con
la intencién de introducir algunos conceptos comunes que se desarrollaran a
lo largo de los siguientes capitulos, y al mismo tiempo fijar algunas notaciones
importantes.

A continuacion introduciremos la sintaxis del calculo lambda puro y presen-
taremos algunas de las formas mas usuales de describir su semantica.

1.1 Sintaxis

Comenzaremos con la definicion de los términos.

Definicién 1 (Términos). .

x, y, z € Var (Variables)
Lt € Term==x | Ax.t | tt (Términos)

Las meta-variables x, y y z denotan variables del lenguaje, que a su vez son
elementos del conjunto predefinido Var. De la misma forma, las meta-variables
ty t' denotan elementos de Term, el conjunto de términos del lenguaje.

En el calculo lambda, los términos pueden ser variables, abstracciones Ax. ¢
(donde al término ¢ se lo llama cuerpo de la abstraccion), o bien aplicaciones t ¢
(donde al término ¢ se lo llama operador y al término ¢’ se lo llama operando).
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1. EL CArcuLo LAMBDA Y SU SEMANTICA

A pesar de su simpleza, el calculo lambda tiene un enorme poder expresi-
vo que permite codificar distintos tipos de datos y funciones recursivas. Los
numeros naturales, por ejemplo, pueden representarse mediante los numerales
de Church [13, 59]. La recursion se codifica mediante la aplicaciéon de combina-
dores de punto fijo (por ejemplo, los combinadores de Curry [57] y de Turing
[115]).

Como es usual, las variables de un término pueden tener ocurrencias libres
o ligadas. En el calculo lambda, la inica forma de introducir una variable ligada
es mediante una abstraccion, pero en otros lenguajes existen otros tipos de tér-
minos ligadores (o en inglés, binders), algunos de ellos se veran en los siguientes
capitulos.

La nocion de variable libre y ligada se puede definir formalmente mediante
las siguientes funciones.

Definicion 2 (Variables libres y ligadas).

FV(x) ={x} BV(x) =10
FV(Ax.t) = FV(t) — { x} BV(Ax. t) = BV(t) U { x}
FV(tt') = FV(t) U FV(¢) BV(tt') = BV(t) UBV({)

Aqui FV(t) es el conjunto de variables libres del término ¢, y BV(¢) es el
conjunto de variables ligadas. Cuando un término t no tiene variables libres
(es decir, FV(t) = ()) se dice que ¢ es un término cerrado. En otro caso, cuando
tiene variables libres, se dice que t es abierto. De la definiciéon se deduce que
las variables libres de una abstraccién Ax. t son las variables libres de ¢ excepto
por la variable x, cuyas ocurrencias en ¢ son ligadas. Una variable libre de una
aplicacion puede ocurrir tanto en el operador como en el operando.

La semantica del calculo lambda se puede definir de diferentes maneras, y
a continuacion introduciremos algunas de ellas.

1.2 Semantica small-step

Comenzaremos con una descripciéon operacional, llamada semantica small-
step [95], en la cual se definen distintas reglas de contraccion que permiten
obtener paso a paso, y en caso de ser posible, una forma canénica a partir de un
término del calculo. Las formas canénicas son aquellos términos que se consi-
deran el resultado final o valor de una reduccion, en el caso del calculo lambda
puro sdlo las abstracciones se consideran formas canonicas.

A continuacién se muestra un conjunto de reglas de contraccién que per-
mite la reduccion de términos hasta una forma canénica débil (en inglés, weak
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1.2. Semantica small-step

head normal form), que quiere decir que la reduccion se detiene si se consigue
llegar a una abstraccion posiblemente sin haber reducido el cuerpo de la misma.

Definicion 3 (Reglas de contraccion).

t—t/
Do Virsree

Estas reglas de contraccion son suficientes si asumimos que el término que
se pretende reducir es cerrado, es decir, que no tiene variables libres. La regla
B realiza la contraccidén de un redex, es decir, un término de la forma (Ax. t) t.
El paso de reduccion consiste en sustituir en ¢ todas las ocurrencias libres de x
por el término ¢, operaciéon que denotamos t[x\¢'].

La operacion de sustitucion debe evitar la captura de variables libres. Por
ejemplo, si se realiza la sustitucion en el término (Ax. 1y.z)[z\y] la variable
libre y quedaria capturada en la abstraccién mas interna. Es claro que si ¢’ es
cerrado, entonces la sustitucion t[x\#'] no captura nombres de variables.

La regla v nos permite contraer el operador de una aplicacion. Usualmen-
te, esta regla se aplica repetidas veces hasta lograr reducir el operador a una
abstraccion, obteniendo de esa forma un redex, quedando entonces habilitados
para aplicar la regla fy continuar la reduccion.

Es importante notar que en la regla f§ la variable x se reemplaza por el tér-
mino ¢’ sin éste haber sido reducido. Esto se debe a que estamos considerando
un conjunto restringido de las reglas usuales de contraccion del calculo lambda
que definen una estrategia de evaluacion normal: los argumentos se reducen
s6lo cuando sea necesario para obtener la forma canénica. Por esa misma ra-
z6n la regla v sélo permite la reduccion contextual del operador, pero no la del
operando.

La interpretacion inductiva de la Definicién 3 define a — C Term x Term
como la menor relacioén cerrada por las reglas de contraccion. Dado que cada
regla de contraccién representa un paso en la reduccion de un término, es na-
tural tomar la clausura reflexiva-transitiva de la relacién —, que representara
la aplicacion sucesiva de las reglas de contraccion.

Definimos la clausura reflexiva-transitiva de manera general, para cualquier
relacion R C A x A. Las reglas *RerL y *STEp extienden a la relacion R agregando
los pares necesarios para asegurar respectivamente la reflexividad y la transiti-
vidad de la relacion.
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1. EL CArcuLo LAMBDA Y SU SEMANTICA

Definicion 4 (Clausura reflexiva-transitiva). Si R C A x A es una relacion,
entonces la relacion R* C A X A queda definida inductivamente con las si-
guientes reglas:

aRb bR c
(*STEP)

(*REFL)
aRa aRec

De esta manera, la clausura reflexiva-transitiva de — se escribe —*. En el
calculo lambda, la reduccién de un término cerrado ¢ consiste en encontrar una
abstraccion Ax. t' tal que t —* Ax.t'. No siempre es posible encontrar dicha abs-
traccion, por ejemplo, el término ¢ t donde t = Ax. x x no puede reducirse a una
forma canonica, veremos en el Capitulo 2 como se puede expresar ese hecho de
manera formal.

1.3 Semantica big-step

En la semantica small-step, las reglas de contraccion representan un inico
paso de computaciéon que permiten reducir el término inicial a una forma cano-
nica. En cambio, en la semantica big-step [65], se definen reglas de evaluacion,
donde cada regla representa la reduccion completa del término hasta obtener
el valor final. En el calculo lambda, los valores que se obtienen durante la eva-
luacién son Unicamente abstracciones.

Definicion 5 (Valores).

ve Val = Ax. t

Las reglas de evaluacion se describen con una relacion = C Term x Val,
cuyo dominio son todos los términos cerrados. Las siguientes son las reglas de
evaluacion normal para el calculo lambda.

Definicion 6 (Reglas de evaluacion).

t = Ax.t” [x\t] = v
(ABS) ——MM (Arp)
Ax.t = Ax. t tt = v

La regla ABs expresa que la evaluacion de una abstraccion tiene como valor
a la misma abstraccion. Por otro lado, la regla Arp expresa que para evaluar
una aplicacién t ¢, primero es necesario evaluar el operador t obteniendo un
valor de la forma Ax. t”, luego sustituir la variable x en ¢’ con el operando y
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finalmente evaluar el término resultante t’[x\t'], obteniendo asi el valor final.
Es importante observar que en la regla Arr la sustitucion de la segunda premisa
se realiza con el término ¢’ sin evaluar, debido a que nos enfocamos tinicamente
en la evaluaciéon normal.

1.4 Semantica big-step con entornos

Maés adelante veremos que para compilar términos del calculo lambda a las
instrucciones de una maquina abstracta resulta conveniente, por un lado, dar
semantica a términos que no sean necesariamente cerrados, y por otro, evitar
que en las reglas de evaluacion sea necesario utilizar sustituciones de variables
por términos. Esto se puede lograr introduciendo entornos en las reglas de eva-
luacioén. Intuitivamente, los entornos contienen la informacién necesaria para
evaluar cada una de las variables libres de un término.

Definicion 7 (Entornos y clausuras).

e € Env
(t, e) € Clos

Var — Clos (Entornos)

C
C Term x Env (Clausuras)

Los entornos son funciones de variables a clausuras que tienen dominio fi-
nito. Una clausura es a su vez un par de la forma (t, e) donde las variables libres
de t pertenecen al dominio del entorno e. Las reglas de evaluacion pueden refor-
mularse para usar entornos en lugar de sustituciones. Un valor de la evaluacion
es una clausura de la forma (Ax. t, e), es decir, una abstraccioén junto con un su
entorno.

Definicién 8 (Valores).

ve Val = (Ax. t, e)

Las reglas inductivas de evaluacion se describen con juicios de la forma
e = t = v, indicando que el término t evalia a v bajo el entorno e. A continua-
cion describimos el conjunto de reglas de evaluacion.
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1. EL CArcuLo LAMBDA Y SU SEMANTICA

Definicion 9 (Reglas de evaluacion con entornos).
(Ass) (V)e’l—t’:>v . ¢
N = (t,
o eFAx.t= (Ax. t, e) - el—x:>ve(x) )
eFt=(Axt",¢) x> (et =
(Arp)
et = v

La regla Ass indica que bajo el entorno e, la abstraccién evaltia a una clausu-
ra formada por la misma abstraccion y el entorno eintacto. La regla VAR permite
evaluar términos con variables libres: si queremos conocer el valor de una varia-
ble x bajo el entorno e es necesario evaluar la clausura asociada en ese entorno,
es decir e(x). La regla Arp indica que para evaluar una aplicacion ¢t t' bajo el
entorno e, primero debemos evaluar el operador ¢ bajo e y obtener un valor de
la forma (Ax. t”, €'); para luego evaluar el término ¢’ bajo el entorno extendido
¢ [x = (', e)] y obtener asi el valor resultante.

Notaciéon: Cuando fes una funcién de A en B se define la funcién extendida
flx + b] de dominio AU { x} e imagen BU { b} de la siguiente manera:

b z=x

flz) z#x .

Cuando una funcién fde A en B tiene dominio finito se la denomina mapeo;
en ese sentido un entorno es un mapeo de Vara Clos. Si fes un mapeo, escribi-
mos f— x al mapeo con dominio dom(f) — { x} que coincide con fen todos los
puntos de dicho dominio.

Es posible establecer una relacion entre la semantica big-step con entornos
y la semantica big-step sin entornos. Intuitivamente, toda clausura (¢, e) tiene
asociado un término que se obtiene de reemplazar todas las variables libres de
t por el contenido del entorno. Para formalizar esta idea se necesita que dicha
clausura sea bien formada en el sentido de que todas las variables libres de ¢
estén en el dominio de e, y que a su vez que todas las clausuras del entorno e
estén bien formadas. A la operacion que transforma una clausura en un término
la denominamos aplanamiento.

flx = bz =
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Definicion 10 (Aplanamiento de la clausura).

si dom(e) = ()

t
FE =\ flat (1 fla (¢, €] e— ) sieln) = (¢, )

Cuando el entorno e est4 bien formado, y la clausura (¢, e) también lo est4,
se puede demostrar el siguiente lema que conecta las dos formas de evaluacion.

Lema1. Siel t = (Ax.t, €') entonces flat (t, e) = flat(Ax.t, €').

En la Seccidn 8.2 comentamos la formalizacion en Coq de este lema. En esa
implementacion, la funcion flat (¢, e) se define recursivamente en la estructura
del entorno e que se representa mediante un tipo de datos inductivo.

1.5 Semantica denotacional

En las descripciones operacionales del calculo lambda, la semantica de un
término se obtiene mediante su evaluacién o reduccion hasta obtener un valor
o forma canénica. La semantica denotacional [108], por otro lado, describe la
semantica de un término asociandole un objeto matematico que describa su sig-
nificado. Existen muchos modelos denotacionales del calculo lambda, algunos
de ellos mas generales que otros [68, 82]. Aqui nos enfocaremos en el modelo de
los dominios y las funciones continuas. Aunque en el Capitulo 6 presentaremos
las definiciones basicas, referimos al lector a [5, 54, 109] para una introduccion
completa a la teoria de dominios.

Intuitivamente, la semantica de un término del calculo lambda se correspon-
de con una funcién matematica. Por ejemplo, el término Ax. x se corresponde
con la funcion identidad, y el término Az. Ax. z x se corresponde con la funciéon
aplicacion que toma como parametros una funcion y su argumento. Existen, sin
embargo, términos como Ax. x x cuyo significado intuitivo es menos claro. En
ese caso, el parametro x es una funcion que es aplicada a si misma. Cualquier
modelo del calculo lambda puro debe reflejar la capacidad de auto-aplicacion.
Por ello, la semantica de un término debe ser una funcién f: S — S tal que
f € S, es decir que el conjunto S debe cumplir S — S C S. Como muestra
Reynolds [100, pagina 208], un conjunto S con esas caracteristicas da lugar a in-
consistencias relacionadas con la existencia de puntos fijos: se puede demostrar
que todas las funciones f: S — S tienen un punto fijo (es decir, un elemento p
tal que fp = p) y a su vez se pueden encontrar contraejemplos de funciones
en S — S que carecen del mismo. A grandes rasgos, los dominios son conjun-
tos con cierta estructura adicional que garantiza la existencia de puntos fijos
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1. EL CArcuLo LAMBDA Y SU SEMANTICA

evitando la aparicion de dicha inconsistencia, por lo que las funciones denota-
das por el calculo lambda se limitan a funciones continuas f: S — Stal que S
es un dominio. Veremos la definicién formal de dominio y continuidad en el
Capitulo 6.

Para modelar el cilculo lambda usualmente se considera un dominio D, iso-
morfo con el espacio de funciones continuas [D — D], es decir, D ~ [D — D].
Se asume entonces la existencia de un isomorfismo ¢: D — [D — D],y
¥: [D — D] — D. Este isomorfismo permite modelar la auto-aplicacion, pues
sife [D — D] entonces f (f) € D. Para definir la semantica de los términos
sera necesario contar también con un dominio D* cuyos elementos se denomi-
nan ambientes. Los ambientes se utilizan para determinar la semantica de las
variables libres de un término, pues asignan a cada variable un elemento de D.
Usaremos la meta-variable p para denotar ambientes.

Definicion 11 (Ambientes).

pe D" =Var — D

La semantica denotacional queda determinada con la definicion de una fun-
cién [ ] : Term — [D* — D], cuyas ecuaciones se muestran a continuacion.

Definicion 12 (Semantica denotacional).

[Axt]p=y(Ad. [t](plx = d]))
[x]p=p(x)
[t 6]p=¢{[ulp)([]p)

Notaciéon: Escribimos (;1 d. _) para denotar una funcién en el meta-lenguaje
cuyo unico parametro tiene nombre d.

Esas ecuaciones describen formalmente la correspondencia intuitiva entre
los términos del calculo lambda y las funciones en [D — D). La semantica de
la abstraccion Ax. t bajo un ambiente p es el objeto en D que resulta de aplicar
ala funcién (Ad. [t] (p[x > d])). El resultado de esa funcién es la seméntica
del término t en un ambiente que extiende a p con el mapeo x — d.

1.6 Sistema de tipos

En general, los sistemas de tipos definen reglas que restringen el conjunto
total de términos del lenguaje seleccionando aquellos que cumplen con cierta
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propiedad o que poseen cierta estructura. En los lenguajes de programacion, los
sistemas de tipos se utilizan para evitar errores en tiempo de ejecucion y para
garantizar un manejo consistente de los datos.

En el calculo lambda puro con el sistema de tipos simple [38] todos los tér-
minos bien tipados pueden reducirse a una forma canénica. Existen términos
como la auto-aplicacion Ax. x x que no son tipables en ese sistema. Como vere-
mos, la semantica denotacional del calculo lambda puro con el sistema de tipos
simple puede definirse usando teoria de conjuntos, evitando la necesidad de los
dominios.

Introducimos a continuacion el sistema de tipos simple que posee un cons-
tructor de tipo basico by otro constructor para tipos funcionales.

Definicion 13 (Tipos).

0,0 € Type == b | 60— ¢

Definiremos reglas de tipado para términos del lenguaje que pueden ser
abiertos (es decir, pueden tener variables libres). Para poder asignar un tipo a
un término abierto es necesario tener un contexto que le asigne tipos a todas
las variables libres de dicho término. Los contextos se definen entonces como
mapeos de variables a tipos.

Definicion 14 (Contextos).

m e Ctx C Var — Type

Un juicio de tipado de la forma 7  t : 0 establece que bajo el contexto x
el término ¢ tiene tipo 0. Estos juicios aparecen tanto en las premisas como en
la conclusion de las reglas de tipado, definidas a continuacién.

Definicion 15 (Reglas de tipado).

A x> O Ft:0 v
(BS)HI—Ax.t:Q—>9' (AR)ﬁl—x
THt: 06 T+t :0

Tkttt @

m(x) =0

(Arp)

Laregla Ass establece que una abstraccion Ax. ttiene el tipo funcional 6 — ¢
bajo el contexto 7 si el cuerpo de la abstraccion t tiene tipo ¢ bajo un contexto
que extiende a 7 con el mapeo x = 0. Como indica la regla Vag, el tipo de una
variable se obtiene consultando en el contexto. Si una variable libre no esta en
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1. EL CArcuLo LAMBDA Y SU SEMANTICA

el dominio del contexto, entonces el término no estara bien tipado. Por tltimo,
la regla Arp establece que el tipo del operador de una aplicaciéon debe ser de la
forma 60— ¢ y el operando debe tener tipo 0 bajo el mismo contexto.

Combinando las reglas de tipado se pueden construir derivaciones de tipos
que demuestran que cierto juicio de tipado es verdadero. Por ejemplo:

Ejemplo 1 (Derivacion de tipo). Sea ©’ = n{x — 60— &'|[y — 0] entonces

() =00  ——— (3 =0
ZFxi0og " IT0 70" Y

x> 0—=0y— 0 Fxy: 0
x> 0—=0]F Ay.xy: 0—6¢
Tk AxAy.xy: (0—0)—=(0—0)

es una derivacion con conclusion t - Ax.Ay.xy : (0—6)— (0—6).

Del ejemplo anterior se desprende que un término puede tener distintos
tipos bajo el mismo contexto (cuando se fijan distintos valores para las meta-
variables 0y ). Es posible también encontrar dos derivaciones distintas que
tengan el mismo juicio como conclusion, como muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2 (Derivacion de tipo).

Ay Ox—= 6 —-0]Fy:0 aAy Ox—= Ol Fx: ¢
dy— 0 F ixy: (6 -6¢)—0 Ay 0 F Axx: 060
Ay 0 F (Ax.y) (Ax.x) : 0

Si definimos, por ejemplo, @ = b o bien & = b— b obtenemos derivaciones
diferentes con la misma conclusion.

Existen otros sistemas de tipos mas complejos y de mayor expresividad que
pueden definirse sobre el calculo lambda, por ejemplo, tipos polimorficos y ti-
pos recursivos [58, 83]. En la tesis, sin embargo, hemos utilizado unicamente
algunas variantes del sistema de tipos simple.

Veremos a continuacion coémo definir la semantica denotacional de términos
bien tipados.

1.7 Semantica intrinseca

Hasta ahora s6lo hemos considerado definiciones de la semantica del cilcu-
lo lambda que no tienen en cuenta el tipo de los términos. En particular, la
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semantica denotacional que presentamos anteriormente esta definida incluso
para términos que no son tipables en el sistema de tipos simple. Ahora describi-
remos una manera de definir semantica en la cual el tipo de los términos tiene
un rol relevante.

La semantica de los tipos puede definirse de manera extrinseca o bien de
manera intrinseca [102]. En la semantica extrinseca, cada tipo tiene asociado
un conjunto de valores que lo representa (por ejemplo, si tuviésemos el tipo int,
el conjunto de valores puede ser el de los numeros enteros). Ademas, para cada
tipo se tiene una relacién de equivalencia que identifica a aquellos términos
que denotan el mismo valor. Con este método, la semantica de los términos se
mantiene independiente del sistema de tipos.

En la semantica intrinseca, por otro lado, se describe el significado de las
derivaciones de tipos en lugar de los términos del lenguaje. Como consecuen-
cia, cuando se usa este método, inicamente tienen seméantica los términos bien
tipados. Nos enfocamos a continuacion en la semantica denotacional intrinseca.

La semantica denotacional intrinseca del calculo lambda con el sistema de
tipos simple puede definirse usando teoria de conjuntos. En el Capitulo 6 ve-
remos que al extender el lenguaje con un operador de punto fijo vuelven a ser
necesarios los dominios para definir la semantica.

Comenzaremos definiendo la semantica de los tipos. Cada tipo 6 tiene aso-
ciado un conjunto. Al tipo basico b es posible asociarle cualquier conjunto D,
y al tipo 60— @ se le asocia el espacio de funciones entre el conjunto de 0y el
conjunto de &'

Definicion 16 (Semantica de tipos).

[b] =D
[0—6]=[0] — [¢]

La semantica de un contexto 7 es un conjunto cuyos elementos son funcio-
nes que asignan a cada variable x € dom( ) un elemento en el conjunto [ 7(x) |.

Definicion 17 (Seméantica de contextos).

[2]= ]I [+»]
()

xEdom(r

Los elementos p € [ 7] se denominan ambientes, pues al igual que los ele-
mentos de D* de la Seccion 1.5, se utilizan para determinar la semantica de las
variables libres.

Por otro lado, la semantica de una derivacion de tipos cuya conclusion es el
juicio 7 b t : 0 se define mediante una funcién en el conjunto [ z] — [ 0].
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Definicion 18 (Semantica intrinseca).

[Ax.t], oy p=Ad. [t] g0 (Plx — d)
[x]: 00 = p(x)
[t ]op=1tlsome ([¥]:0p)

Esta semantica cumple con una propiedad llamada coherencia: todas las de-
rivaciones con la misma conclusion tienen la misma semantica. Por esta pro-
piedad, es posible utilizar sin ambigiiedad la notacién [¢], , para denotar la
semantica de todas las derivaciones con conclusion 7 - t : 6. Para profundi-
zar en el concepto de coherencia referimos al lector a [97].

1.8 Indices de De Bruijn

En los capitulos siguientes utilizaremos una notaciéon llamada indices de
De Bruijn [30] que permite representar los términos de un lenguaje sin utilizar
nombres de variables. Con esa notaciéon se pueden manipular sintacticamente
los términos del lenguaje sin preocuparse por la equivalencia de términos mo-
dulo renombre de variables. La conveniencia del método se ve reflejada, por
ejemplo, cuando se compilan los términos del calculo a las instrucciones de una
maquina abstracta, y también en la formalizacién del calculo en lenguajes con
tipos dependientes como Coq.

Con este método, la representacion de una variable del calculo lambda es un
numero natural que indica cuél es la abstraccion que produce su ligamiento. El
indice 0 indica que la variable est4 ligada por la abstracciéon mas interna que la
contiene. De la misma manera, el indice n + 1 estd asociado con la abstraccion
mas interna que contiene a las abstracciones asociadas con los indices desde o
hasta n. Utilizamos la notaciéon n para denotar a la variable con indice n.

Ejemplo 3 (Representacion usando indices de De Bruijn).

Ax. Ay.xy < /Uti_ﬁ_ -
(Ax. Ay.yx) (Ay.Az. Ax. (zy) (xy)) < (AA01)(AAA(12)(02))

Notemos que la traduccion descarta las ocurrencias ligadoras de las varia-
bles, es decir, el término Ax. x se presenta como A 0, y la primera ocurrencia de
x no se tiene en cuenta. Es claro también que dos términos sintacticamente dife-
rentes (como Ax. x y Az. z) pueden tener la misma representacion utilizando los
indices de De Bruijn. Es posible definir una operacion de sustitucién apropiada
para esta representacion de los términos [30]. Sin embargo, como se menciond
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anteriormente, la utilizaciéon de entornos de variables nos permite trabajar sin
necesidad de usar sustituciones sintacticas.

Respecto al sistema de tipos del calculo lambda, la forma en la que se estruc-
turan los juicios de tipado debe adaptarse a la representaciéon de De Bruijn. En
particular, los contextos pueden representarse usando listas de tipos (en lugar
de mapeos de variables a tipos). El tipo asociado a la variable n es el tipo en la
n-ésima posicioén del contexto. Las reglas de tipado pueden expresarse entonces
con las siguiente definicion.

Definicion 19 (Reglas de tipado, usando indices De Bruijn).
N O:m b t: ¢ Vaz) 0
(Bs)nl—/lt:9—>9' (ARﬂl—ﬁzeﬂ'n_
(A)ﬂl—t:9—>9' thHt:0
PP rhktt ¢

Notacion sobre listas: Como en el caso de los contextos, frecuentemente
usaremos listas de elementos y operaciones sobre las mismas. Se utilizara ||
para denotar la lista vacia y x:: xs para el constructor usual de listas donde x es
el primer elemento, y xs el resto de la lista. La longitud de la lista xs se escribe
|xs|. Cuando n < |xs| se usara xs - n para denotar al elemento que se encuentra
en la posicion n-ésima de xs, donde el primer elemento esta en la posiciéon 0.

Los indices de De Bruijn es sdlo uno de los varios métodos existentes pa-
ra codificar variables, que son utiles para facilitar la compilaciéon o bien para
formalizar el lenguaje en algin asistente de demostracion [17, 31, 33, 91]. En
general, para toda representacion de las variables, existen formas bien conoci-
das de traducir el lenguaje con variables nombradas a los términos de dicha
representacion.
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CariTULO 2

Compilacion Certificada Usando
Semantica Small-step

La prueba de correccidon de un compilador debe establecer una relacion entre
la semantica del lenguaje fuente y la semantica del lenguaje objeto. La definicion
de esta relacion dependera de la manera en que se describe la semantica del
lenguaje fuente, ya sea de modo operacional o denotacional.

Comenzaremos con una prueba de correccion del compilador basada en se-
mantica operacional small-step [95], también llamada semantica de transicio-
nes, o semantica de reducciéon. Cuando se usa este tipo de semantica se definen
diferentes reglas que describen cémo reducir paso a paso un término hasta ob-
tener, si fuese posible, un valor.

En este capitulo tomaremos como lenguaje fuente al calculo lambda con
evaluacion normal, cuya semantica operacional puede describirse por medio
del Calculo de Clausuras [44]. Aqui usaremos una variante de ese calculo que
fue propuesto por Biernacka y Danvy [24]. Los términos del calculo seran com-
pilados a una secuencia de instrucciones de la maquina de Krivine [71], y de-
mostraremos la correccion de esa compilacion.

2.1 El calculo de clausuras

El calculo de clausuras es una version del calculo lambda con sustituciones
explicitas. Esto significa que su principal diferencia con respecto a la presenta-
cion usual del calculo lambda es la manera en que se emplean las sustituciones.
En el calculo lambda puro, la sustituciéon es una operacion que pertenece al
meta-lenguaje, mientras que en el calculo de clausuras la sustitucion se integra
al lenguaje y se representa como un término equipado con un entorno.
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En particular, un término cerrado del calculo lambda se puede ver como una
clausura si lo equipamos con un entorno vacio. Como la sustituciéon se maneja
de forma explicita, se vuelve necesario incorporar nuevas reglas para lograr la
reduccion de un redex. A continuacién presentamos los términos del calculo de
clausuras.

Definicién 20 (Términos y clausuras).

t,t € Term == n|At| tt (Términos)
¢, €Clos == (te)|cc (Clausuras)
e € Env =[] | ce (Entornos)

Los términos son los usuales del calculo lambda donde se utilizan indices de
De Bruijn (Seccion 1.8) para representar variables. Una clausura puede ser un
término equipado con un entorno o bien la aplicacién de dos clausuras. En el
trabajo de Curien [44] sélo la primera produccion de la gramatica de las clau-
suras esta presente, la segunda fue una extension introducida por Biernacka y
Danvy [24] que facilita la definicion de la semantica operacional del lenguaje.

Por otra parte, un entorno puede verse como una lista de clausuras, y repre-
senta una sustitucion para todas las variables libres de un término. Por ejemplo,
en la clausura (t, e), las ocurrencias libres de la variable 0 en el término ¢ estin
asociadas con la primer clausura de la lista e.

A continuaciéon damos las reglas de contraccion del calculo de clausuras,
enfocandonos en aquellas que permiten la reduccion de una clausura siguiendo
la estrategia de evaluacion normal.

Definicion 21 (Reglas de contraccion).

B

(Arp)

(At e) c — (t, c::e) (tt',e) — (t,e) (t,e)

c—

(VAR) n < |e ()

(n,e) > e-n cd = ¢

La regla  contrae un redex colocando el operando como primer elemento
del entorno, asocidndolo de esta manera con las ocurrencias libres de la varia-
ble 0 en el cuerpo de la abstraccién. La regla App contrae una clausura cuyo
término es una aplicacion, produciendo una aplicaciéon de clausuras donde el
entorno inicial se propaga tanto al operador como al operando. En la regla Var
se contrae una clausura cuyo término es una variable n, produciendo como re-
sultado la clausura que se encuentra en la n-ésima posicion del entorno. Por
ultimo, la regla (v) permite reducir una aplicacion de clausuras hasta obtener
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2.2. Coinduccion y divergencia

un redex, admitiendo inicamente la contraccion del operador y no del operan-
do, respetando de esa manera la estrategia de evaluacion normal. Es facil ver
que este sistema de reglas es determinista:

Lema 2 (Determinismo). Si ¢ — ¢; y ¢ — c,, entonces ¢, = c,, para todas las
clausuras c, ¢, y c,.

Resulta de particular interés considerar aquellas reducciones que terminan
en una clausura bloqueante (es decir, una clausura a partir de la cual no es po-
sible aplicar ninguna de las reglas de contracciéon). En general, la nocion de
elemento bloqueante se puede definir para cualquier relacion R C A X A como
sigue.

Definicion 22 (Bloqueante). Si R C A X A, se dice que un elemento a € A es
bloqueante si no existe ningun b € A tal que a R b.

Cuando una clausura c se puede reducir a una clausura bloqueante ¢’, deci-
mos que ¢ converge a ¢’. Esta nocién también se define de manera general.

Definicion 23 (Convergencia). SiR C A X A, se dice que a converge a b, si
a R* b y b es bloqueante.

Dada nuestra relacion de contraccién —, a partir de la Definicion 4 podemos
obtener una nocion de reduccion finita —*. Aqui ¢ —* ¢’ establece que creduce
a ¢ en 0 0 mas pasos de contraccidn. Si quisiéramos exigir que la reduccion de
ca ¢ conste de al menos un paso de contraccién, podemos usar la clausura
transitiva —:

Definicion 24 (Clausura transitiva). Si R C A X A es una relacion, entonces
la relacion R™ C A x A se define como sigue:

aR" b siysolosi existea’ tal que aRa’ ya' R*b.

A continuaciéon veremos que, usando coinduccidn, es posible definir una
nocioén de reduccién infinita —.

2.2 Coinduccion y divergencia

Hasta aqui hemos usado frecuentemente definiciones inductivas basadas en
un sistema de reglas. Por ejemplo, en la Definicion 21, la relacion — fue defi-
nida como la menor relaciéon en el conjunto Clos x Clos cerrada por las reglas
de contraccion. Ademas de las definiciones inductivas, los sistemas de reglas
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permiten también una interpretacion coinductiva. Para introducir ese concepto,
consideremos el siguiente sistema de reglas:

leL,
JeL, a::lELAa

cA

La interpretacién inductiva de este sistema define a L, como el conjunto de
todas las listas finitas de tipo A. Intuitivamente, el conjunto L, contiene la mi-
nima cantidad de elementos que son necesarios para satisfacer ambas reglas.
Por otro lado, la interpretacion coinductiva define a L, como el conjunto de to-
das las listas (finitas e infinitas) de tipo A. En ese caso, L, es el mayor conjunto
consistente bajo ese sistema de reglas, es decir, es el conjunto mas grande tal
que todos sus elementos pueden obtenerse mediante la aplicacion sucesiva (y
potencialmente infinita) de cualquiera de las reglas. La existencia del “menor
conjunto cerrado” y del “mayor conjunto consistente” para ciertos sistemas de
reglas esta garantizada por el teorema de punto fijo de Tarski [114]. Referimos
a Aczel [6] para una formulaciéon matematica de la nocion de inferencia sobre
sistemas de reglas y a Leroy [78] o Jacobs et al. [63] para una introduccién méas
completa a la nocion de coinduccion.

De la misma manera en que las funciones recursivas “recorren” estructu-
ras finitas definidas de manera inductiva, las funciones corecursivas “constru-
yen” estructuras potencialmente infinitas definidas de manera coinductiva. Por
ejemplo, la lista infinita S(n) € Ly que contiene a todos los nimeros naturales
mayores o iguales que n se define mediante corecursiéon como sigue:

SN Ly
S(n) =n:=:S(n+1)

Para asegurarse de que una funcion corecursiva es efectivamente una bue-
na definicion, algunos lenguajes de programacion funcionales como Agda [2] y
Coq [3] solo permiten que las llamadas corecursivas aparezcan protegidas con
un constructor. Es decir, asi como las llamadas recursivas deben “decrecer” en
su argumento, las funciones corecursivas deben “extender” su resultado median-
te la aplicacién de un constructor. Por ejemplo, la llamada a S(n + 1) aparece
como segundo argumento del constructor de listas _ :: _ y de esa forma la lista
infinita S(n) es una extension de S(n + 1). Dado que hemos formalizado todas
las demostraciones en Coq, adoptaremos dicha restriccion en nuestras pruebas
coinductivas.

Regresando a la semantica small-step, usaremos coinducciéon para definir
el conjunto —* C Clos de clausuras divergentes. En realidad, la nociéon de

divergencia se puede definir para cualquier relacién binaria R como sigue.
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2.2. Coinduccion y divergencia

Definicion 25 (Divergencia). Sea R C A X A una relacion, entonces R® se
define de forma coinductiva por la siguiente regla.

Notacion: La linea punteada indica que la regla debe interpretarse de mane-
ra coinductiva.

A modo de ejemplo, demostraremos que la clausura (86, []) donde § = 10 0
pertenece a —*. Pero antes de eso demostraremos dos lemas necesarios para
la prueba.

Lema 3. Si aR"®, entonces a R®.

Prueba. La demostracion es coinductiva. Nuestra hipoétesis coinductiva es:
H : para todo a, si aR"® entonces aR™

que so6lo puede usarse de manera protegida, es decir, se debe aplicar la regla
coSTEP y usar H para construir su segunda premisa. Suponiendo a Rt*, sabemos
que existe b tal que aR" by bR®. Por definicion existe a’ tal que aRda’ y a’ R* b.
Como bR® y a’ R* b, se puede demostrar que a’ R"®. Por lo tanto, aplicando
ooSTEP ¥ H obtenemos:

a/R-‘roo
/ H / 00
aRa a R

aR®

]

Lema 4. Si (t, e) —* (5, €') entonces (0 0, (t, e):: €”) —1* (cualquiera sea la
eleccion de los entornos e, € ye”).

Prueba. La prueba se realiza por coinduccion. Sea ¢ = (¢, e). Es facil demostrar
que (00, c::¢”) —F ¢’ donde ¢ = (00, (0, c::¢”)::¢’). Como ademés se tiene
(0, c::e”) — ¢ —* (5, €), tenemos por hipétesis coinductiva ¢ —. Por lo
tanto aplicando (coSTEP) concluimos:
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Lemas. (56, []) —.

Prueba. Por Lema 3 alcanza con ver (6 6, []) —1%. Es sencillo demostrar que
(66, []) =T (00, (68 [])::[]). Por Lema 4 se tiene (0 0, (8, []) ::[]) =+ y por
lo tanto aplicando coSTEP Obtenemos (6 6, []) — 1. O

En la Seccion 2.5 usaremos coinduccion para demostrar la correccion del
compilador de clausuras divergentes. Nos enfocaremos ahora en describir la
compilacion de los términos y la ejecucion de las instrucciones resultantes en
una maquina abstracta.

2.3 La maquina de Krivine

La maquina de Krivine [71] es un modelo de ejecucion abstracto que per-
mite evaluar términos del calculo lambda siguiendo la estrategia de evaluacion
normal. Los términos del calculo de clausuras seran compilados a instrucciones
de la maquina; que luego pueden ejecutarse siguiendo una serie de reglas de
transicion. La ejecucion se detiene cuando no es posible aplicar ninguna de las
reglas. El valor final de la evaluacion se obtiene a partir de la configuracion final
de la maquina.

Continuamos con la definicion de las instrucciones de la maquina y de los
componentes de la misma.

Definicion 26 (Componentes).
i€ Code ::= Accessn (Codigo)
|  Grab » i
|  Pushi vi
a € MClos == (i,n) (Clausura de maquina)
ne MEnv == [] | a=n (Entorno de maquina)
s€ Stack == [] | as (Pila)
we Conf == (i, n,s) (Configuracion)

La maquina posee tres instrucciones, cada una se corresponde con uno de
los constructores del céalculo lambda (variable, abstraccion y aplicaciéon). Una
clausura (de maquina) es un par cuyo primer componente es codigo, y el se-
gundo un entorno (de maquina). Si bien tanto los entornos como las pilas son
listas de clausuras, tienen roles diferentes durante la ejecucion. La funcion del
entorno es almacenar la informacién correspondiente a las variables libres. La
pila se utiliza para almacenar temporalmente los operandos de una aplicacion
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hasta que sea necesario evaluarlos. La configuraciéon de la maquina incluye a
los tres componentes: codigo, entorno y pila.

La accion de las instrucciones sobre la configuracion de la maquina se des-
cribe con las siguientes reglas de transicion.

Definicién 27 (Transiciones).

(Access n7 ’77 s) — (i/7 ’7/7 S) Si n < "7| y’? T h= (i/7 ’7/>
(Grab v i, n, a::s) > (i, a:n, s)
(Push i > i, n,8) = (i, n, (i',n)9)

La instruccion Access n comienza la ejecucion de la clausura asociada con
la posicién n-ésima del entorno. La instruccién Grab » i toma una clausura
del tope de la pila y la inserta en el entorno, continuando con la ejecucién de i.
Finalmente, la instruccion Push i’ v iinserta la clausura (i’, ) (donde 7 es el
entorno actual) en el tope de la pila y continua con la ejecucion de i.

2.4 Compilacién

Los términos del calculo de clausuras pueden compilarse a instrucciones de
la maquina abstracta. La funcioén de compilacion ( - ) : Term — Code se define
por induccion estructural en el término.

Para demostrar algunas propiedades utiles de la maquina abstracta, nece-
sitaremos también trabajar con la inversa de la funcidon de compilacion, que
llamaremos funcién de decompilacion.

Definicién 28 (Compilacion y decompilacion de términos).

() :Term — Code Term{ _ |} : Code — Term
(n) = Access n Term{ Access n|} =n
(At) =Grab » (t) Term{ Grab v i[} = A Term{ i|}

(tt') =Push () » (t) Term{Pushi v il = Term{i]} Term{ i |

Extendemos de forma homomorfica la definicién de la funciéon de decompi-
lacion para clausuras y entornos de la maquina.
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Definicion 29 (Decompilacion de clausuras).

Clos{ _ |} : MClos — Clos
Clos{ (i, n)} = (Term{i]}, Env{n])

Definicién 30 (Decompilacion de entornos).

Env{ _|} : MEnv — Env

Emv{[]} = [
Env{a:n] = Clos{al::Env{n]

Es posible obtener un término del calculo de clausuras mediante la decom-
pilacién de una configuraciéon. La configuracién (i, #, s) se decompila a una
aplicacion donde el operador es el término Clos{ (i, n) |} y todas las clausuras
de la pila s se decompilan y se colocan como operandos.

Definicion 31 (Decompilacion de configuraciones).
Seas= a ::a,::...:: @[], entonces

{ (i, n, s) [} = Clos{ (i, ) |} Clos{ e, |} ... Clos{ «,, |} .

El objetivo es demostrar que la funcion de compilacion preserva semanti-
ca. Para lograr ese objetivo primero sera necesario probar algunas propiedades
utiles de la maquina abstracta.

2.5 Correccion del compilador

Antes de demostrar la correccién del compilador analizaremos algunas pro-
piedades conocidas de la maquina de Krivine respecto de la semantica small-
step del calculo de clausuras.

En primer lugar, se puede probar que una transicion de la maquina se co-
rresponde con una contraccion del calculo. Las clausuras involucradas en la
contraccion se obtienen mediante la decompilacion de las configuraciones co-
rrespondientes.

Lema 6. Si w+— W, entonces {{ wl} — { W |}.

Prueba. La demostracion se realiza por casos en la relaciéon — (Definicion 27).
Mostraremos la prueba para el caso (Push i’ » i, n, s) — (i, n, (i, n) ::s). Su-
pongamos s = qa :: &, :: ... :: , ::[], donde cada a; es una clausura de maquina,
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2.5. Correccion del compilador

entonces se tiene:

{ (Push i »i n,s)]
Clos{ (Push i’ » i, )} Clos{ a; |} ... Clos{ «,, |} =

(Term{ Push i’ > i}, Env{ n]}) Clos{{ &, |} ... Clos{ a,, |}

(Term{ i} Term{ ' [}, Env{ n}) Clos{ o, |} ... Clos{ «, |}

(Term{ i}, Env{{n]}) (Term{ i' |}, Env{ n]}) Clos{{ e, |} ... Clos{ e, |}
(Term{ i}, Env{{ n]}) Clos{ (i, n) [} Clos{ a, |} ... Clos{ «, |} =
Clos{ (i, n) [} Clos{ (i, n) |} Clos{ e, |} ... Clos{ «,, |} =
UG, ()8

Por lo tanto {| (Push i’ > i, n, s)} = { (i, n, (i, n) =) [ O

!

Por otro lado, una contraccién del calculo también se corresponde con una
transicion, en el sentido que establece el siguiente lema.

Lema 7. Si {{ w[} — ¢, entonces existe una configuracion w' tal que w — w'.

Prueba. La demostracion es un simple analisis por casos en la forma de la con-
figuracion w. A modo de ejemplo, supongamos w = (Grab v i, 1, s). Si s = ||
se tiene que {{ w[} = (ATerm{ i[}, Env{ n]}) es bloqueante (ya que no hay
contracciones que partan de una abstraccion), lo cual contradice la hipdtesis
{ w]} — (. Luego la pila s tiene la forma «:: s'. Es claro entonces que si defini-
mos W = (i, a:: 1, s') tenemos w — w'. O

Es posible demostrar una version mas fuerte del lema anterior, usando el
determinismo de las reglas de contraccion.

Lema 8. Si { w]} — ¢/, entonces existe una configuracion w' tal que w — w' y
/ /
{w]=c.

Prueba. Dado que { w]} — ¢/, por Lema 7 tenemos que existe una configura-
ciéon w' tal que w — w'. Luego por Lema 6 se tiene | w[} — { W' [}. Por Lema 2
concluimos {{ W' [} = ¢. O

Podemos demostrar un resultado analogo donde consideramos la clausura
reflexiva-transitiva de la relaciéon de contraccién y de transicion.

Lemao. Si{{ w[} —* ¢/, entonces existe una configuracion w' tal que w —* w'
/ /
y{wl]=c.

Prueba. La demostracion se realiza por induccién estructural en la reduccion
{ w]} —* (. Se analiza por casos cual fue la ultima regla de la Definicién 4 que
fue aplicada para construir dicha reduccion.
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« Caso (*Rerv). Es trivial ya que ¢ = { w]} y por lo tanto si tomamos w = w
queda demostrado el caso.

« Caso (*Step). En este caso tenemos que existe ¢” tal que { w]} — " y
¢’ —* ¢’. Por Lema 8 tenemos que existe w” tal que w+— w” y ade-
mas {{w' [} = ¢”. Por lo tanto {{ " [} = ¢” —* (. Por hipétesis induc-
tiva existe w' tal que W’ —* w' y { W' |} = /. Obtenemos entonces
wr— W —* Wy {w ]} = ¢ como queriamos demostrar.

]

Escribimos ¢ |* ¢ cuando ¢ converge a ¢’ respecto a la relaciéon —, y es-
cribimos w [* w' cuando w converge a w' respecto a la relacion — (véase
Definicion 23). Cuando la clausura ¢’ del Lema 9 es bloqueante, se puede ver
que la configuraciéon w' también lo es.

Lema 10. Si { w[ |* ¢/, entonces existe w' tal que w J* w y{{w' [} = (.

Prueba. Suponiendo {{ w[} —* ¢’ con ¢’ bloqueante, por el Lema 9 tenemos que
existe w tal que wr—* w' y { W' |} = ¢’. Si W es bloqueante, concluimos la
demostracion. Sino lo es, existe w” tal que w — w”. Por Lema 6 tenemos que
¢ ={{w] —{w],locual contradice el hecho de que ¢’ es bloqueante. [

El teorema de correccion del compilador establece una correspondencia en-
tre la reduccién de un término cerrado ¢y la ejecucion del codigo ( ¢ ). Si (¢, [])
converge a una clausura ¢’, entonces (( t ), [], []) converge a una configuracion
que decompila a ¢’.

Teorema1. Si(t, [|) |* ¢, entonces existe w' tal que (( t), [|, []) 7% W yademas
{w]=C.

Prueba. Se puede demostrar que { ((t], [], [|)} = (¢ []), por lo tanto este
teorema es un caso particular del Lema 10. O]

El Teorema 1 s6lo establece la correccion del compilador para términos ce-
rrados que convergen a una clausura bloqueante. Sin embargo, para demostrar
completamente la correccion del compilador, es necesario analizar aquellos tér-
minos cerrados ¢ tales que (¢, []) diverge.

Una clausura diverge si durante su reduccion es siempre posible aplicar al-
guna de las reglas de contraccion, y por lo tanto nunca se alcanza una clausura
bloqueante. Como un caso particular de la Definicion 25, cuando una clausu-
ra c¢ diverge con respecto a la relacion de contraccion, escribimos ¢ —%. De la
misma forma, si una configuraciéon w diverge con respecto a la relacion de tran-
sicion, escribimos w . El siguiente resultado establece que si {| w [} diverge,
también lo hace w.
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Lema 11. Si {{ w|} — entonces w +—.

Prueba. Procedemos por coinduccioén. La hipodtesis coinductiva es:
H : paratodo w, si { w[} — entonces w .

Como { w|} — existe ¢’ talque { w]} — ¢’ y ¢ —.Por Lema 8 tenemos que
existe w' talque w — w' y { w' |} = ¢’. Por lo tanto se cumple ¢ = {{w' [} —=*.
Aplicando coSTEP obtenemos:

fw] -

wh— W w —®

]

Finalmente, el siguiente teorema establece la correccion del compilador para
términos cerrados divergentes.

Teorema 2. Si(t, []) — entonces (( t), [|, [|) —>.

Prueba. Consecuencia directa del Lema 11 y de que ademas se puede demostrar

{Ced I, DI =& 1) =

Se puede observar que la funcion de decompilacion facilita la demostracion
de las propiedades de la maquina abstracta respecto a las reglas de contraccién
y por ende a la demostracion del teorema de correccién. Para otros lenguajes,
sin embargo, la funciéon de decompilacién no es facil de definir y puede ser
necesario establecer relaciones de bisimulacion entre la semantica operacional
y las reglas de transicion de la maquina abstracta [56, 103] si se desea obtener
una prueba de correccioén respecto a la semantica small-step.

Para lenguajes mas sofisticados, la semantica big-step ofrece pruebas mas
simples de la correccion de compiladores [78]. En capitulos siguientes usaremos
semantica big-step para demostrar la correccion del compilador de dos lengua-
jes: calculo lambda de evaluacion normal con operadores aritméticos estrictos,
y un lenguaje imperativo de alto orden.
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CariTULO 3

Compilacion Certificada Usando
Semantica Big-step

La semantica operacional de un lenguaje se define a partir de un conjunto
de reglas que describen como reducir un término hasta obtener un valor o una
forma canoénica. En la semantica small-step, cada regla describe un unico paso
de computacion, y la reduccion consiste en repetir sucesivamente esos pasos
hasta obtener, de ser posible, el valor del término. Por otro lado, en la semantica
big-step, las reglas describen la evaluacion completa del término, sin explicitar
los pasos intermedios involucrados en la reduccion.

En este capitulo se presenta una prueba de correcciéon de un compilador
basada en la semantica big-step del lenguaje fuente. Se ha utilizado un enfoque
similar al de Leroy [78], con la diferencia principal de que nuestro lenguaje tiene
evaluacion normal y el entorno de ejecucion es una variante de la maquina
abstracta de Krivine en lugar de la maquina SECD [73].

3.1 Sintaxis y semantica

El lenguaje que usaremos en este capitulo es el calculo lambda extendido
con constantes enteras y el operador de suma. A continuacion presentamos la
definicion de los términos del lenguaje.

Definicion 32 (Términos).

t, Y €Term :=n | At | tt | k| t+ 7V

Sélo consideramos el operador aritmético de suma para ilustrar el compor-
tamiento de la maquina abstracta durante la evaluacion. Es trivial extender los
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resultados a otros operadores aritméticos. En los capitulos siguientes, los ope-
radores aritméticos se presentaran de manera mas general.
Las clausuras y los entornos del lenguaje se definen de la siguiente forma:

Definicion 33 (Clausuras y Entornos).

c€ Clos = (t,e) e€Env == [] | c:e

A diferencia de la Definiciéon 20, notemos que aqui no hay aplicaciéon de
clausuras, esto es consecuencia de pasar de una semantica de reduccion, a una
semantica big-step, donde los valores intermedios de una computacién no pue-
den observarse. Los unicos valores observables son los resultantes de la evalua-
cion de un término, que en nuestro caso pueden ser una abstracciéon junto con
su entorno o una constante numérica.

Definicion 34 (Valores).

veVal == (At,e) | k

Definimos ahora la semantica big-step del lenguaje. Un juicio de la forma
e - t = vestablece que el término t evalia a v bajo el entorno e.

Definicién 35 (Semantica big-step).

A C _
s = (L o) (Const) e =k
eFt= (A, ¢) (f,e)=e 1t =wv
(Arp)
et = v
-t = et=k et = K
(VaR) ——— e-n= (¥, ¢) (ApD) -
eFn=wv ebt+ 1t =k+ k

Las reglas para la abstraccion y las constantes son triviales, ya que las formas
canoénicas evalian a si mismas sin cambiar el entorno. Notemos que en la regla
de la aplicacion el operando no es evaluado sino que forma parte del entorno
extendido bajo el cual se evalaa el cuerpo de la abstraccion.

En la regla Var observamos que para obtener el valor de una variable n se
debe evaluar la clausura en la n-ésima posicion del entorno. La regla de la suma
es bastante sencilla, uno primero debe evaluar los dos argumentos y finalmen-
te obtener el valor final sumando las dos constantes. [lustramos las reglas de
evaluacion con los siguientes ejemplos.
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Ejemplo 4 (Evaluacién de un redex).

eF(AAt) = (A1t e (f,e):eb- At=(At, (¥, €e)::e)
eF(AA) Y = (AL, (Y, e)::e)

En este ejemplo se reduce el redex (A1¢) ¢’ a una abstraccién At, cuyo en-
torno contiene la clausura (¢, e) en el primer elemento. El operando ¢ no es
evaluado, sino que es puesto directamente en el entorno, y la clausura (¢, e)
queda asociada con las ocurrencias libres de la variable 1 del término ¢, el cuer-
po de la abstraccion.

Ejemplo 5 (Evaluacién de una expresioén entera). Sea t = 0 + 3 entonces:
e-2=2
(2,e)e 0= 2 (2,e)::e-3=3
e At=(At, e (2,e):eF0+3=5
eF(At)2=5

En este ejemplo utilizamos todas las reglas de evaluacion para obtener el
valor del redex (1(0 + 3)) 2. El valor obtenido es la constante 5. Notemos
coémo al combinar varias reglas de evaluacion se obtiene un arbol o derivacion
que permite observar cada aplicacion de las reglas necesarias para obtener el
valor resultante.

A pesar de que en estos ejemplos se logra encontrar un valor final (una
abstraccién o una constante), existen otros términos que no son evaluables con
este sistema de reglas. En el siguiente ejemplo se muestra que al intentar evaluar
el término § § con § = 10 0 no se puede construir el arbol de evaluacién, ya
que siempre es posible aplicar alguna de las reglas:

Ejemplo 6 (Término no evaluable). Sea ¢’ = (J, e) :: e entonces:

¢ F0=(5e) (0, €):e00= _
e 5= (4 e €-00= _
e-d8=_

Los puntos suspensivos indican que el arbol de evaluaciéon podria crecer
indefinidamente, puesto que siempre hay reglas de evaluacion aplicables. Con
la notacién e - t = _ indicamos que el valor del término t es indeterminado,
es decir, que no es posible completar su evaluacion.
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Si al intentar evaluar un término el arbol de evaluacion es infinito (o crece
indefinidamente), se dice que el término diverge. Leroy [78] muestra que usan-
do coinduccidn es posible definir reglas que capturen la nocién de divergencia
de manera mas rigurosa. Para ello define varias reglas coinductivas para cada
uno de los constructores del lenguaje. Aqui definimos reglas similares, aunque
adaptadas para nuestro lenguaje con evaluacion normal. Escribimos el t = oo
para denotar la divergencia de un término ¢ bajo un entorno e.

Definicién 36 (Semantica big-step coinductiva).

ebt=o00 ebt=(At",¢) (', e)::eHt"=00
(App-1) —————— (Arr-R)
ettt = o0 ettt = o0

€t =00
(VAR) —————c¢-n=(t,¢)
e-n= o0

e-t= oo e-t=k et = o0
(ADD-1) (ADD-R) — ————————————
e-t+ ' = et + ' = o

Recordemos que la linea entrecortada indica que las reglas se interpretan de
manera coinductiva. Hay dos posibles razones por las que una aplicacion ¢ ¢
puede diverger, que fueron reflejadas en las reglas App-L y App-r. La primera
posibilidad es que el término t diverge. La segunda es que el término t evaltie a
una abstraccion (A", €’), pero la evaluacion del término ¢” diverge. Notar que,
dado que estamos usando evaluacion normal, no hacemos ninguna afirmacién
con respecto a si la evaluacién del argumento ¢’ diverge o no. La interpretacion
para el resto de las reglas es similar. A modo de ejemplo veamos que §  diverge
para cualquier entorno e.

Lema 12. e 6 6= 0.

Prueba. Si aplicamos App-r obtenemos:

el 5=(100, e (6, €)::el-0 0= 0
eFdd=

(Arr-R)

La prueba de (6, e):: el 0 0= oo es consecuencia directa del Lema 13. ]

Lema13. Sie' -t = (6, ¢”) entonces (', €):: e 0 0= 0.
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Prueba. Se demuestra usando coinduccion. Sea'e = (1, €') :: e, entonces obte-
nemos:

ert=(5¢€)
e 0=(5¢) (0,2)::¢"F00= 00

(VAR)

(App-R) g
eF00=o00
La prueba de (0, €) :: ¢’ -0 0 = oo se obtiene por hipétesis coinductiva a partir

del hecho de que e - 0 = (6, ¢”). N

Hasta aqui hemos presentado el lenguaje fuente y su semantica operacional
big-step, procedemos a continuacioén con la descripcion de la maquina abstracta.

3.2 La maquina abstracta

Extenderemos la maquina de Krivine con las instrucciones necesarias para
implementar las constantes enteras y la suma. La maquina de Krivine sigue la
estrategia de evaluacion normal, esto implica que el operando de una aplicacion
se evalta so6lo cuando se necesita. Pero si queremos incorporar operadores es-
trictos, como la suma, necesitamos una manera de forzar la evaluacién de los
argumentos antes de computar el resultado de la operacion. Para ello usaremos
una estructura de datos llamada frame, que se ha utilizado antes en otros traba-
jos, por ejemplo [110]. Esta estructura es util para almacenar el cédigo que se
necesita para computar el valor de cada argumento de los operadores. A conti-
nuaciéon mostramos los diferentes componentes de la maquina abstracta:

Definicion 37 (Componentes).
i, i € Code ::= Accessn (Cédigo)
|  Grab » i
|  Pushi vi
| Const k
| Add
a € MClos == (i, n) (Clausura de maquina)
neMEnv == [ | aunp (Entorno de maquina)
p € StackVal = a | {+ o a} | {4+ k o} (Valor de pila)
s € Stack = [] | p=s (Pila)
w € Conf = (i, n,s) (Configuracion)

Al igual que en la Definicion 26, una clausura es un par compuesto por c6-
digo junto con su entorno, donde el entorno es una lista de clausuras. Esta vez,
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la pila puede almacenar tanto clausuras como frames. El frame {+ ¢ «} almace-
na la clausura necesaria para computar el segundo argumento de la suma; esta
clausura permanece almacenada en la pila dentro del frame mientras se compu-
ta el valor del primer argumento. Cuando finalmente se conoce el valor k del
primer argumento, se lo almacena en un frame {4 k ¢} y se comienza con la
evaluacion del segundo. Intuitivamente, el simbolo e indica el lugar donde se
almacenara el valor del argumento que se esta evaluando. En el siguiente capi-
tulo generalizaremos la definicion de frames para soportar operadores estrictos
de cualquier aridad finita.

Recordemos que la Definicion 27 tiene una regla de transicion por cada ins-
truccion. Con el agregado de la suma, necesitamos, sin embargo, tres reglas
nuevas.

Definicion 38 (Transiciones).

(Access n, 1, s) — (7, 7, s)
sin<|plyn-n=(i,1n)

(Grab » i, n, a::s) (i, az:n, s)

(Push i’ v i, 1, s) — (i, n, (', ) =:s)

(Add, n, & :a::s) — (I, {+ e a}:s)
sid = (1, n)

(Const k, n, {+ « &}s) +— (I, 0/, {+ke}us)
siad = ( n)

(Const k, n, {+ K o} ::s) +— (Const (k+ K), n,s)

La instruccion Add espera en el tope de la pila una clausura para cada uno de
los argumentos de la suma. Esta instruccion coloca en el tope de la pila un nuevo
frame con la clausura del segundo argumento, y comienza con la ejecucion de
la clausura correspondiente al primero. Para el caso de la instrucciéon Const k,
hay dos nuevas reglas de transicion, que surgen de dos escenarios distintos:
cuando k es el valor del primer argumento de la suma, y cuando k es el valor
del segundo argumento. En el primer caso, se ejecutara el cédigo o almacenado
en el frame, y se actualiza el frame con la constante k. En el segundo caso, se
toma el valor del primer argumento k’ del frame y se ejecuta Const (k + k).

3.3 Compilacion
Continuamos con la definicién de la funcion de compilacion. Esta funcion

define una traduccion de los términos del lenguaje a instrucciones de la maqui-
na abstracta.
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Definicion 39 (Compilacion de términos).

(-): Term — Code
(n) = Access n
(At) =Grab » (t)
(tt') =Push () » (t)
(k) = Const k
(t, + t,) =Push (t,) » (Push (¢, ) » Add)

Los términos del calculo lambda se compilan de la misma forma que en
el Capitulo 2. La compilacion de un término k es simplemente la instrucciéon
Const k. La compilacion de una suma consiste en dos instrucciones Push con el
codigo de la compilacion de ambos argumentos, seguidos de la instruccion Add.
Durante la ejecucion, las instrucciones Push insertan el cédigo de los argumen-
tos de la suma en la pila, y la instruccion Add comienza a ejecutar el cédigo del
primer argumento, construyendo a su vez un frame que almacena el codigo del
segundo.

El enunciado del teorema de correcciéon del compilador (que veremos en la
siguiente seccién) establece una correspondencia entre la compilacion de un
término y el resultado de su evaluaciéon. Dado que la evaluacion de un término
depende de un entorno, resulta necesario definir una traduccién entre los en-
tornos de evaluacion y los entornos de maquina. Extendemos entonces la defi-
nicion del compilador para clausuras y entornos como sigue:

Definicion 40 (Compilacion de clausuras y entornos).

MClos( - |) : Clos — MClos
MClos( (t, e) ) = ((t]), MEnv(e))

MEnv( - ): Env — MEnv
MEnv( ] ) = |
MEnv(c::e) = MClos(c):: MEnv(e)

Aqui las funciones MClos( - |) y MEnv( - ) son mutuamente recursivas. La
compilacion de una clausura (a nivel del lenguaje fuente) es una clausura de
maquina, compuesta por el codigo del término y el cédigo del entorno. Por el
otro lado, la compilacion de un entorno se obtiene compilando cada clausura
que se encuentra dentro del mismo.

Para ilustrar como se ejecuta el codigo resultante de la compilacion, presen-
tamos los mismos términos de los Ejemplos 4 y 5, mostrando paso a paso la
ejecucion del codigo correspondiente.
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Ejemplo 7 (Ejecucion del codigo ( (AAt) £ )).

((AAt) ') =Push () > Grab » Grab > (t)

Push (') » Grab » Grab > (t)), 7, s)

H

(Grab » Grab v (t), n, (YD, n):=s)
H

(Grab > th, (qt/[)7’7)’7’ S)

Ejemplo 8 (Ejecucion del codigo ( (A (0 + 3)) 2)).

(20 +3)2) =
Push (Const 2) > Grab » Push (Const 3) > Push (Access 0) » Add

(Push (Const 2) v ..., n, )

s

(Grab > ..., 1, (Const 2, ;7) s S)
—

(Push (Const 3) » ..., n, s)

donden’ = (Const 2, n)::p

—

(Push (Access 0) > Add, n', (Const3,n'):s)
—

(Add, 7, )

donde s’ = (Access 0, /) :: (Const 3, /) =: s

—

(Access 0, n, {+ ea}:s)
donde a« = (Const 3, 1)

>

(Const 2, n, {+ ea}us)
—

(Const 3, n, {+2e}us)
—

(Const 5, n, s)

Tenemos entonces definida la funcion de compilacion, ahora nos enfocamos
en demostrar su correccion con respecto a la semantica big-step (inductiva y
coinductiva).
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3.4 Correccion del compilador

El Ejemplo 8 sugiere el siguiente comportamiento general de la maquina abs-
tracta: si un término tevaliia a una constante k, entonces, la ejecucion del codigo
( t) con la pila inicial s, alcanza una configuracién de la forma (Const k, 1, s)
para algin entorno 7’. De manera similar, el Ejemplo 7 se puede generalizar
como sigue: si un término t evaliia a una clausura (A¢, ¢') en un entorno e,
entonces, la ejecucién de ( t)) en el entorno MEnv( e ) alcanza la configuraciéon
(Grab » (¢ ), MEnv( €' ), s).

Este comportamiento puede expresarse de manera general con el siguiente
enunciado:

Teorema 3. Para cualquier e € Env,t € Term y v € Val, sie - t = v entonces
para todo s € Stack, se cumple:

e si v = k para alguna constante k, entonces
((t), MEnv(e)), s) —* (Const k, 1’ s)
para algin ' € MEnv,
e siv= (At €) paraalgint € Term y e € Env, entonces

((t), MEnv(e)), s) —*(Grab > ('), MEnv( €' ), s) .

El enunciado de este teorema puede simplificarse significativamente defi-
niendo una relaciéon > C Conf x Val que denominamos relacion de alcanzabi-

lidad.

Definicion 41 (Alcanzabilidad).
(a, s) — k si y sélo si
(a, s) —* (Const k, i/, s) para alginn’ € MEnv
)
(

— (At, e) siysolosi
a, s) —* (Grab > (t), MEnv(e), s) .

(a, s

Notacién: Cuando a = (i, ) € MClos escribimos (, s) € Confa la confi-
guracion (i, n, s).

Es trivial demostrar que la relacion de alcanzabilidad es cerrada por anti-
ejecucion:

Lema 14. Para cualquier a, &/ € MClos, s € Stack yv € Val, si (a, s) —* (&, s)
y(d,s) ¥ v, entonces (o, s) > .
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La relacion »— lleva a una prueba mas simple del Teorema 3, facilitando
también la generalizaciéon del enunciado en el caso de que se agregaran mas
valores al lenguaje (por ejemplo, valores booleanos) manteniendo el enunciado
del teorema sin cambios.

Teorema 4. Para cualquier e € Env,t € Term y v € Val, si e = t = v entonces
para todo s € Stack, (MClos( (¢, e) ]), s) > v.

Prueba. Elteorema se demuestra por induccion en la estructura de la derivacion
e = t = v. [lustraremos la demostracion en dos casos: para la regla Const y la
regla App (Definicion 35).

En el caso de la regla e - k = k, tenemos
(MClos( (k, e) ), s) = (Const k, MEnv( e]), s) —"* (Const k, MEnv( e)), s) ,

para todo s € Stack, y por lo tanto (MClos( (k, e) ), s) > k.
Ahora analicemos el caso de la aplicacion, recordemos la regla Are:

eFt= (A1, ¢) (t,e)ze -t =w

A
(Arr) et = v

Tenemos una hipoétesis inductiva para cada premisa de la regla. En este caso
tenemos:

(i) paratodo s’, (MClos( (t, e) ], s") > (At", €)
(i) paratodo s’, (MClos( (", (¥, e)::€')],s") »— v
Luego, por definiciéon de > y (i), obtenemos
(iii) paratodo s’, (MClos( (t, e)), s’) —* (Grab » (")), MEnv(e€'), s').

Usando el Lema 14, comenzaremos con la configuracion (MClos( (t ¥, e) ), s)
e intentaremos llegar a la configuracion (MClos( (", (¥, e)::€")), s) la cual
sabemos por (ii) que esta relacionada via > con v.

48
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(MClos( (tt, e)), s)
(—dtt/[), MEnv(e)), s)
(—Push(]t’D > (t), MEnv(e), s)
>
(qeD, MEnv(e), ((¢), MEnv(e))::s)
) (MClos( (1, €) D, (1), MEn( e)) + )
H*
(Grab > (t"), MEnv( € ), ((¢Y), MEnv(e))::s)
—
(¢, (07D, MEnv(e)):: MEnv( €'), s)
(—Q "), MClos( (¥, e)]) :: MEnv( €' )), s)
(_d "), MEnv( (¥, e):: € ), s)
- (MClos( (t, (¢, e)::¢€)), s) .

Y esto finaliza la prueba para la regla Arp. Para el resto de las reglas, la demos-
tracion es similar. [

Hay una tercera manera de enunciar la correccion del compilador que es
un poco mas intuitiva: se define la compilacion de valores y se demuestra que
la compilacion de los términos se ejecuta hasta alcanzar la compilacion de sus
valores. Veremos que el precio a pagar por obtener un enunciado mas intuitivo
sera cambiar una de las reglas de transicion.

Definicion 42 (Compilacion de valores).

Val(_): Val — MClos
Val( (At, e) ) = (Grab » (t)), MEnv(e))
Val( k) = (Const k, [])

La version alternativa del teorema de correccion se puede formular como
sigue:

Enunciado. Para todoe € Env,t € Termyv € Val, siel- t = v, entonces, para
todo s € Stack, (MClos( (t, e) ), s) +—*(Val( v], s) .
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La demostracion falla para el caso del término k, ya que (MClos( (k, e) ), s)
no necesariamente alcanza la configuracion (Val( k), s) por el hecho de que el
entorno e puede no ser vacio. Si se incorpora la siguiente regla de transicion
para vaciar el entorno, es posible completar la demostracion del teorema.

(Const k, a::m, s) — (Const k, [], s) .

Hasta aqui s6lo hemos demostrado la correccion de la compilacion de tér-
minos convergentes. Para completar la prueba de correccion, necesitamos ase-
gurarnos que, cuando la evaluacion de un término t diverge, la ejecucion de
( t) también lo hace. La definicién coinductiva de las secuencias infinitas de
transiciones se present6 en la Definicion 25.

Teorema 5. Para cualquier e € Env, t € Term, si el-t=> o0, entonces se tiene
(MClos( (t, e) ), s) —, para toda pila s € Stack.

Prueba. Aplicando Lema 3, basta con ver (MClos( (t, e) ), s) —"* para toda
pila s € Stack. Se demuestra usando coinduccion, analizando por casos la es-
tructura de la derivacion el t=> c0. Como ejemplo, consideremos el caso de la
regla App-r:

ebt=(At",¢) (f,e)u:eFt" =00

(Arp-R)
ettt = o0

Tomemos s € Stack, debemos demostrar que (MClos( (t ', e) ), s) —>"=. Es
facil verificar que (MClos( (t t', e)]), s) —> (MClos( (t, e)]), s’) donde s =
MClos( (¥, e) ] ::s.

Tenemos que (MClos( (t, e)]), s') —* (Grab » (t" ), MEnv( € ), s") por
Teorema 4. Luego (MClos( (¢t ¢, e)]), s) =T (MClos( (t’, (¥, e):: €')], s). Por
hipétesis coinductiva sabemos (MClos( (¢”, (¥, e)::€') ), s) —>1%. Por lo tan-
to obtenemos:

(MClos( (tt', €) ], s) —T (MClos( (", (¢, e)::€')), s)
(MClos( (¥, (£, ¢): €) ], 5) s+

(MClos( (tt, e)],s) —>T

(coSTEP)

]

En el siguiente capitulo seguiremos un enfoque similar pero incorporando
caracteristicas imperativas al lenguaje.
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CariTULO 4

Compilacion Certificada de un
Lenguaje Imperativo

En este capitulo extenderemos el lenguaje del capitulo anterior con cons-
trucciones imperativas, tales como la posibilidad de crear, modificar y leer lo-
calizaciones de memoria. Adaptaremos la maquina abstracta para poder imple-
mentar las extensiones en el lenguaje, y demostraremos la correcciéon del com-
pilador con respecto a la semantica big-step.

4.1 Sintaxis y semantica

El lenguaje incluye el calculo lambda, constantes enteras, operadores bina-
rios aritméticos, y varios constructores imperativos. El fragmento imperativo
del lenguaje incluye localizaciones (posiciones dentro del estado), un operador
de dereferenciacion (!), declaraciones de variables (newvar), composicion (;),
asignacion (:=) e inaccion (skip). Como antes, usaremos los indices de De Bruijn
para representar variables.

Definicion 43 (Términos).

v €Term == At | tf | n| k| t® Y (Términos)
| £ |'t| newvar t | t;t | t:=1 | skip
¢ € Loc =N (Localizaciones)

Elegimos como representacion concreta de las localizaciones a los nimeros
naturales. Esta representacion resulta conveniente puesto que de esa forma las
localizaciones se pueden usar como indices de una lista de valores, que sera
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la representacion elegida para el estado. Por simplicidad, las localizaciones de
memoria de nuestro lenguaje inicamente pueden almacenar valores enteros.

Como un ejemplo de como combinar los términos del calculo lambda con el
fragmento imperativo, consideremos el siguiente término:

Ejemplo 9 (Declaracion de variable y asignacion).

newvar
(10:0) (0:=!0 @ 1)

En este ejemplo, newvar crea una localizaciéon que queda ligada a la varia-
ble 0. La expresion ! 0 @ 1 es la aplicacién del operador & con el valor de dicha
localizacién y la constante 1. La asignacién 0 :=! 0 @ 1 aparece como argu-
mento de la abstraccién (10 0) cuyo cuerpo es la composicién 0 ; 0. Siguiendo
las reglas de evaluacion que veremos a continuacién se puede verificar que la
asignacion anterior se evalia dos veces debido a la composicion secuencial.

La definicion de clausura y entorno se mantiene sin cambios respecto al
capitulo anterior.

Definicion 44 (Clausuras y entornos).

¢ € Clos ::= (t, e) ec Env =[] | c:e

La evaluacion de un término del lenguaje imperativo depende del estado,
ya que el mismo contiene el valor de las localizaciones de memoria. Representa-
mos al estado como una lista de valores enteros, y las localizaciones son aquellas
posiciones validas de la misma. Esta representacion concreta del estado ayuda
a expresar facilmente en la semantica la creacion y liberacion de localizacio-
nes de memoria. Por conveniencia, la lista de valores crece hacia la derecha,
manteniendo en la ultima posicion la localizacion mas reciente que todavia se
encuentra en alcance (scope).

Definicion 45 (Estado).

o€ State == || | o1k

El valor final que se obtiene de la evaluaciéon de un término puede ser una
abstraccion (junto con su entorno), una constante entera, una localizacion o un
estado.
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Definicion 46 (Valores).

veE Val == (At, e) (Abstracciones)
|k (Constantes)
| ¢ (Localizaciones)
| o (Estados)

Dado que el estado debe formar parte de la evaluacion de los términos, nece-
sitamos una nueva notacion para las definir las reglas de evaluacion. Escribimos
(e, o) F t = vpara denotar que ¢ evalia a v bajo el entorno ey el estado o.

Las reglas de evaluacion de los términos que no forman parte del fragmento
imperativo (calculo lambda, constantes y operadores) son similares a las pre-
sentadas en la Definicion 35, excepto que todos los términos se evalian bajo un
estado inicial ademas del entorno.

Definicion 47 (Semantica big-step).

e Py R Py

(e, 0) Ft=(AV,¢€) (,e)=€e,0) "=
(e, 0) Ftt = v

(Arp)

(eo)Ft=k (eo)Ft=FK

BinO
Y I T Y Y T-Y

Notemos que las reglas Arp y VAR pueden producir un estado como valor
final. Esto es necesario para evaluar términos como el presentado en Ejemplo o,
donde se combina el calculo lambda con el fragmento imperativo. A continua-
cidn se muestran las reglas de evaluacion para el resto de los términos.

53



4. CoMPILACION CERTIFICADA DE UN LENGUAJE IMPERATIVO

Definicion 48 (Semantica big-step, fragmento imperativo).

. ' b (e, 0) Ft=1
Loo) e g F<ld e T = o)

S
(Srare) (e, 0) - skip = o

((£,e)::e,0:0)Ft= 0ok
(NEWVAR) £ =]
(e, 0) - newvar t = o

(o)Ft=d (ed)Ft =0

(Cou) (e, 0) Ft; ¢ = 0

(e, 0) Ft= 1 (e, 0) Ht =k
(e, 0) Ft: =1 = o[l K

(ASSIGN)

Un término £ evalua a la localizacion ¢ (puesto que todas las localizaciones
son valores). La condicién de que ¢ < |o] asegura que ¢ sea una posicion valida,
esto es, un numero natural menor a la longitud del estado. De hecho, se pue-
de demostrar que las localizaciones producidas por la evaluacion siempre son
validas respecto al estado inicial:

Lema 15. Si (e, 0) - t = { entonces { < |a].

Otra propiedad de la evaluacion es que nunca cambia de tamarfio el estado
final respecto del estado inicial. Esto es consecuencia de haber disefiado el len-
guaje con disciplina de pila, liberando las localizaciones al finalizar cada bloque.
La disciplina de pila es una caracteristica fundamental de los lenguajes impera-
tivos Algol-like [12, 99].

Lema 16. Si (e, 0) - t = o entonces |o] = |d’|.

Para evaluar el término ! ¢ primero se debe evaluar t obteniendo una locali-
zacion ¢, y luego se debe buscar el valor almacenado en esa localizacion dentro
del estado o (a ese valor lo denotamos o(¥)).

Las ultimas cuatro reglas tienen como valor final un estado que resulta de
realizar modificaciones en el estado inicial. En particular, el término skip de-
vuelve el estado inicial sin modificaciones.

El término newvar t crea una nueva localizaciéon ¢ = |o| donde o es el
estado inicial. El término t se evalia con un estado extendido o:: 0, indicando
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que el valor de la posicion £ es inicialmente igual a 0. El entorno también es
extendido, indicando que las ocurrencias libres de la variable 0 en el término ¢
estan asociadas con la localizacién /. La evaluacion de t produce un estado de la
misma longitud que o:: 0, pero con un valor potencialmente distinto en sus lo-
calizaciones. El tltimo valor se descarta al finalizar la evaluacion de newvar f,
indicando que la ultima localizacién ya no esta en alcance. La regla de evalua-
ciéon de newvar texpresa de manera explicita la disciplina de pila del lenguaje:
las variables declaradas dentro de un bloque son descartadas al finalizar su eje-
cucion.

Notemos es posible acceder a la nueva localizacion creada por newvar in-
directamente a través de la variable 0. Esto sugiere que el constructor £ no es
estrictamente necesario en el lenguaje, puesto que se puede conseguir la misma
expresividad prescindiendo del mismo.

La composicion ¢; ¢’ indica la evaluacion secuencial del término ¢ seguido
de t'. Primero se evalda t obteniendo un estado ¢’, que luego se utiliza como
estado inicial en la evaluacion de t'. A partir de esa dltima evaluacion se obtiene
el estado resultante.

La asignacion ¢ := t’ indica que el término ¢ debe evaluar a una localizaciéon
¢ cuyo valor en el estado es reemplazado por el resultado de evaluar . Escribi-
mos o] k| para denotar la operaciéon que reemplaza el valor almacenado en
la localizacion ¢ por el valor entero k.

Continuamos con la definicion de la semantica big-step coinductiva para
términos divergentes. Las siguientes reglas describen para cada constructor del
lenguaje los diferentes casos en los que la semantica del término puede diverger.

Definicion 49 (Semantica big-step coinductiva).

(6/,0'>|_lj:>00 /s <e70)|_t=>oo
(VAR) ————————e¢-n=(t,¢) (App-L) —————————
<370'>|_n:>oo (e7o—>|_tt/:>oo
oy (£ AL ) (g o) ¢ e
(e, 0) F t{ =0
(BOP-FST) (67 O—> Ft= o0
(6, 0) Fto ! = oo
(C;O')}_t:>k (e>0)'_t/:>oo
(Bop-sND) — > 00

(e,0) FtP® =00
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Definicién 50 (Semantica big-step coinductiva, fragmento imperativo).

(e, 0) F t= 00 (£, e)::€,0::0) F t=00
(DEREF) ———————— (NEWVAR)
(e, 0) F! t= (e, 0) F newvar t=

(e, 0) F t=00
(Comp-FsT)

(e, 0) Ft; ' = 0
(e, 0) Ft= 0o (e, o)t =00

(Comp-sND)
(e, 0) Ft; /=00

(e, 0) F t=00

(AsSIGN-LHS)
(e, 0) Ft: =1 =00

(e, 0) Ft= 1 (e, 0) ' = o

(ASSIGN-RHS)
(e, o) Ft:=1=00

Para ejemplificar como se interpretan estas reglas consideremos el caso de
la asignacion. La evaluacion de una asignacion t := t’ puede diverger por dos
razones: cuando el término t diverge (AssigN-LHS) o cuando t evaliia a una loca-
lizacion pero el término ¢’ diverge (AssIGN-RHS).

4.2 La maquina abstracta

Aqui mostraremos que la maquina de Krivine puede extenderse para po-
sibilitar la implementacion de las caracteristicas imperativas del lenguaje. A
diferencia de la maquina abstracta del Capitulo 3, aqui se generaliza el trata-
miento de los frames de manera que los operadores binarios, la asignacién y la
dereferenciacion pueden implementarse uniformemente. El estado pasa a for-
mar parte de la configuracion de la maquina, y se agregan nuevas instrucciones
que realizan modificaciones sobre el mismo.

Definicion 51 (Instrucciones).

i, i € Code ::= Accessn (Cédigo)
| Grab > i| Pushi »i| Constv
| Op&" | Frame &"
| Alloc » i | Dealloc | Cont

56



4.2. La maquina abstracta

Definicion 52 (Componentes).
a € MClos = (i,n) (Clausura de maquina)
n € MEnv =[] a:n (Entorno de maquina)
o" € Ops = @& |!I']:=2 (Operador)
vE Arg = k |/ (Argumento)
p € StackVal == a| {&"ve a} (Valorde pila)
s € Stack = [] | p=s (Pila)
o € State = [ | o2k (Estado)
w € Conf = (i, n, 0, 5) (Configuracion)

Notemos que la pila puede contener clausuras o frames. Un frame es una
estructura de datos de la forma {©" v « a} que contiene: (a) una operador &"
que puede ser una operacion aritmética, el operador de dereferenciacién o el
operador de asignacion, (b) una lista v que contiene algunos de los argumentos
del operador (constantes o localizaciones), y (c) una lista @ con las clausuras
requeridas para computar el resto de los argumentos. El simbolo e indica el
lugar donde se almacenara el valor del argumento que se esta computando. Si
un frame tiene la forma {©" v} (donde no aparece el simbolo ¢) se deduce que
ya se han sido computados todos los argumentos del operador y por lo tanto

V| = n.

A continuacidn se presentan las transiciones de la maquina abstracta:

Definicion 53 (Transiciones, continda en Definicién 54).

(Access n, 1, o, 3)

rab » i, n, o, a:s
(Grab » i, n )
(Push i’ > i, n, o, s)

(Frame &", n, o, & = a::s)

(Op 697 ’77 U? {@ k? k/}::

s)

(Op =, n, o, {:: ea k}::

Op !, m, 0 {! £} ::s)

s)

H (i/7 ,7/7 0-7 s)
sin<|pglyn-n= (1)

> (la 1, 0, s)

= (im0, ({,m) )

— (i, 0{9"0!} s)
sio/z(l n),n>0ylal=n—1

> (Const k, n, o, s)
dondek =k @ K

> (Cont, n, o, s)
donde o’ = ofl > K|
> (Const k, n, o, s)
donde k = o({)
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Definicion 54 (Transiciones, continuacion).

(Const v, n, o, {©"ve d,a}t:s) +— (I',1,0,{0"V, vea}:s)
donde o = (i, 1)

(Const v, 1, 0, {©"Ve}::s) — (Op &", n, o, {&" Vv, v}::s)
(Cont, n, o, a::s) — (i, 1, 0,5)
donde a = (i', 1)
(Alloc v i, 1, o, s) (i, a:p, 0::0,8)
donde a = (Const ¢, n), { = |o]
(Dealloc, n, o:: k, s) +— (Cont, n, o, s)

La instrucciéon Frame ©" espera n clausuras en el tope de la pila, corres-
pondientes a los n argumentos del operador. Se comienza a ejecutar la primera
clausura (que corresponde al primer argumento), y el resto se almacena en el
tope de la pila dentro de un frame.

La instruccion Const vactualiza el frame con el valor vy comienza a ejecu-
tar la siguiente clausura almacenada en el frame, si existe alguna. Una vez que
todos los argumentos hayan sido evaluados, se ejecuta la instrucciéon Op ©".
Esta instruccion espera un frame con todos los argumentos evaluados, y aplica
la operacion asociada con el operador ©". Por ejemplo, si &" es el operador de
asignacion (:=), entonces Op (:=) espera un frame de la forma {:= ¢, k} y
actualiza el estado en la localizacion ¢ con el valor k.

La accion de la instrucciéon Cont consiste simplemente en comenzar la eje-
cucion de la primera clausura de la pila. El entorno actual es reemplazado por
el entorno interno de dicha clausura.

Para crear y liberar localizaciones en el estado se utilizan las instrucciones
Alloc y Dealloc, respectivamente. Ambas instrucciones aparecen en la compi-
lacién del término newvar como se mostrara en la siguiente seccion.

4.3 Compilacion

A continuacion definimos la funciéon de compilacion ( - )): Term — Code
que traduce los términos del lenguaje a las instrucciones de la maquina abstrac-
ta. La compilacion del calculo lambda y los operadores aritméticos es similar a
la Definicion 39, y ahora se incorporan las traducciones para el fragmento impe-
rativo. En la siguiente seccion demostraremos la correccion de dicha traduccion
respecto a la semantica big-step.
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Definicion 55 (Compilacién de términos).

(At) =Grab » (t)
(tt') =Push () » (t)
(n) = Access n
(k) = Const k
(£) =Const /
(t® t') =Push () » Push (t) > Frame (&)
(!t) =Push (t) > Frame (!)
( newvar t)) = Push (Dealloc) » Alloc » (t)
(t; ¢ )=Push (¢) > (t)
(t:=1¢]) =Push () »Push (t) > Frame (:=)
( skip]) = Cont

El término ¢ se traduce a la instrucciéon Const ¢, cuya accion depende del
momento en que se ejecuta: puede insertar la localizacion ¢ en un frame o bien
ejecutar la instrucciéon Op ©" que realiza la operacion correspondiente al ope-
rador &". La compilacion de los términos del fragmento imperativo consiste en
una secuencia de instrucciones Push cuya accion es insertar en el tope de la
pila y en el orden adecuado todas las clausuras necesarias para realizar la ope-
racion correspondiente. La compilacién del operador binario & comienza con
dos instrucciones Push, una para cada argumento del operador, y finaliza con la
instruccion Frame @. Las dos instrucciones Push insertan los argumentos en el
tope de la pila en el orden correcto para que la instrucciéon Frame @ construya
el frame correspondiente. El término skip se compila a la instruccién Cont, cu-
ya unica accion es ejecutar la siguiente clausura en el tope de la pila sin realizar
cambios en el estado.

La funcion de compilacion puede extenderse para clausuras y entornos, co-
mo se indica a continuacion.

Definicion 56 (Compilacion de clausuras y entornos).

MClos( - ) : Clos — MClos

MClos( (t, e)) = ((t]),MEnv(e))
MEnv( - ): Env — MEnv

MEnv( [] ] =

MEnv(c::e) = MClos(c):: MEnv(e)

Esta definicién se mantuvo sin cambios respecto al capitulo anterior: pa-
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ra compilar una clausura se deben compilar cada uno de los componentes del
par. La compilacion del entorno consiste en compilar cada clausura dentro del
mismo.

4.4 Correccion del compilador

La prueba de correccion del compilador sigue la misma estrategia que el
Capitulo 3: se define una relacion > C Conf x Val de alcanzabilidad que in-
dica cudl es el valor asociado con una configuraciéon de la maquina y luego se
demuestra que la compilacion de un término alcanza el mismo valor que su
evaluacion.

Definicion 57 (Alcanzabilidad).
(a, 0,5) — k si y solo si
(a, o, s) —* (Const k, 1, o, s) para algin ' € MEnv
(a, 0, 5) > (At, e) siysolosi
(a, 0, s) —*(Grab > (t)), MEnv(e), o, s)
(a, 0, 8) — L si y solo si
(a, o, s) —*(Const £, i/, o, s) paraalginny’ € MEnv
(a, 0,8) — 0 si y solo si
(a, 0, s) —*(Cont, n’, o', s) para alginny’ € MEnv .

Notacion: Si @ = (i, n) escribimos («, o, s) a la configuracion (i, 1, o, s).
El siguiente teorema establece la correcciéon del compilador para términos
convergentes.

Teorema 6. Para todo e € Env, t € Term, o € State, v € Val, si (e, o) - t = v
entonces, para todo s € Stack, (MClos( (t, e) ), o, s) > W.

Prueba. La prueba se realiza por induccion estructural en la derivacion del jui-
cio (e, o) F t = v. Ilustraremos la demostracién para el caso de la asignacion:

(e, 0) Ft= 1 (e, 0) Ht =k
(e, 0) F t:=1 = o[l K]

(AssIGN)

Tenemos una hipétesis inductiva para cada premisa de la regla:
(i) paratodo s’, (MClos( (t, €)), o, ') »— £,

(i) paratodo s’, (MClos( (¥, e)), o,s) — k.
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Por lo tanto, por definiciéon de >, obtenemos:

(ili) para todo s’ € Stack, (MClos( (t, e)]), o, s') —* (Const ¢, n,, 0, ") pa-
ra algin n, € MEnv

(iv) paratodo s’ € Stack, (MClos( (¢, e)), o, s") —* (Const k, n,, 0, s") pa-
ra algin n, € MEnv.

Luego podemos obtener la siguiente secuencia de transiciones:

(MClos( (t:=1t,e)), o, s) =

((t:=1), MEnv(e), o, s) =
(Push (') » Push (t) » Frame (:=), MEnv(e), o, s)
(Push (t) » Frame (:=), MEnv( e, o, S) F—
donde s, = ((t' ), MEnv( e]))::s
(Frame (:=), MEnv(e)), o, s)
donde s, = ((t), MEnv(e))::s,
((t), MEnv(e), o, s,) =
donde s, = {:= o ((t' ), MEnv( e]))}::s

(MClos( (t, e) ), o, ;) F—=*
(Const ¢, M5 o, ;)
((t), MEnv(e), o, $;) =
donde s, = {:= fe}::s

(MClos( (¥, e) ), a, s;) F—=*
(Const k, My, o, $3)
(Op (::)’ N2> g, 34) —
donde s, = {:= ¢, k}::s
(Cont My, ol k|, s)

Con eso hemos probado que (MClos( (t :=t', e))), o, s) > o[+ k]. El resto
de los casos son similares. O

Es posible demostrar usando coinduccién que cuando un término ¢ diverge,
la ejecucion del codigo ( t)) también lo hace.

Teorema 7. Para todo e € Env, t € Term, o € State, si (e, 0) - t= oo, entonces
(MClos( (t, e) ), o, s) —* para todo s € Stack.

Prueba. Se demuestra usando coinduccion, analizando por casos la estructura
de la derivacion (e, o) - t= . O

A diferencia de otras formalizaciones de la semantica big-step de lenguajes
imperativos (e.g [21, 77]), en este capitulo se modela un lenguaje de alto orden
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que combina construcciones imperativas con aplicativas y las reglas de evalua-
cion describen de manera explicita la disciplina de pila manteniendo un alcance
local para todas las variables del programa. En comparacion con Leroy [78] don-
de se utiliza semantica coinductiva para un lenguaje funcional estricto, aqui
hemos usado evaluacion normal y hemos incorporando reglas de evaluacion
coinductiva para las construcciones imperativas.

Con este capitulo concluye nuestro analisis de la semantica big-step, a partir
del siguiente capitulo utilizaremos realizabilidad y semantica denotacional para
estructurar las pruebas de correccion.
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CariTULO 5

Realizabilidad de Krivine

En este capitulo introduciremos la nociéon de realizabilidad aplicada sobre
la maquina abstracta de Krivine. Como veremos, el esquema de realizabilidad
puede adaptarse para obtener la demostracién de la correccién del compilador.

El concepto general de realizabilidad consiste en la interpretacion de for-
mulas o términos de un sistema formal por medio de objetos matematicos con
cierto contenido computacional. La construccion del objeto matematico provee
evidencia de la veracidad de la férmula asociada, obteniendo en general mas
informacion de la que se adquiere mediante una prueba meramente sintacti-
ca o axiomatica. A este conjunto de objetos se los denomina realizadores de la
féormula o el término, segin el sistema formal que se considera.

La nocion de realizabilidad surgi6 en 1945 con Kleene [66], que utilizé fun-
ciones computables como realizadores de las formulas de la aritmética de Hey-
ting. Luego Kreisel [69] utiliz6 los términos del calculo lambda tipado como
realizadores, esta vez de la aritmética de Heyting de alto orden. Algunos auto-
res consideran ambos trabajos como formalizaciones de una idea anterior de-
nominada interpretacion de Brouwer—Heyting—Kolmogorov (por los autores que
la describieron) donde aparece por primera vez la nocién de funcion de A en
B como prueba de una implicacion A — B. En la famosa correspondencia de
Curry-Howard [45, 60], los términos del calculo lambda son realizadores de la
l6gica intuisionista, los tipos del calculo se corresponden con las féormulas, y los
términos con su demostraciéon. Mas recientemente, a partir del descubrimien-
to por parte de Griffin [55] de la correspondencia entre el operador de control
call/ccylaley de Pierce, Krivine [72] formaliz6 la nocién de realizabilidad pa-
ra la logica clasica y la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel. Para conocer
de manera mas detallada la evolucion histérica de la realizabilidad se refiere al
lector a [116]. Introduciremos primero la nocién de realizabilidad aplicada por
Krivine [72] y modificada por Jaber [61], y a partir de la Seccidn 5.3 presenta-
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mos una interpretacion propia del esquema de realizabilidad que resulta mas
adecuada para obtener la prueba de correccién del compilador que se mostrara
en el Capitulo 6.

5.1 Clausuras como realizadores de tipos

En la realizabilidad de Krivine, los términos del calculo lambda son realiza-
dores de los tipos del lenguaje. Aqui mostraremos una modificacion propuesta
por Jaber donde los realizadores son clausuras (en lugar de los términos), lo que
permite trabajar con términos abiertos. En esta seccion usaremos la maquina
abstracta de la Definicion 26, que tiene unicamente las instrucciones necesarias
para evaluar al calculo lambda.

La idea basica es que queremos asociarle un tipo a una clausura de maqui-
na, de acuerdo a si esa clausura se comporta o no como un valor de ese tipo. El
comportamiento que se analiza es la secuencia de transiciones que puede reali-
zar esa clausura cuando forma parte de una configuracion. Para cada tipo 6 se
define un conjunto de tests 7 (6) C Stack, que contiene las pilas con las cuales
se formaran esas configuraciones a analizar. La clausura debe “satisfacer” cada
uno de los tests en 7 (0) para ser considerada un realizador de tipo 6.

Para formalizar esta idea, tomamos un conjunto 1 de configuraciones cerra-
do por anti-ejecucion. Esto es, si w € Il y W — wentonces se cumple w' € 1.
A 1 C Confse lo denomina conjunto de observaciones. Una clausura o es un
realizador de tipo 6, que escribimos a € R(6), si al combinarla con cada uno de
los tests s € T (6) se cumple (a, s) € 1. Esto se puede expresar como sigue:

Definicion 58 (Realizadores de tipos).

R(0) = { a | paratodosc T(0) se cumple (a, s) € 1L }

Cuando s € T (0), se dice que «a satisface el test s si (@, s) € 1. El conjunto
T (0) se define por induccién en el tipo 6. La definicidn de los tests para el tipo
bésico b va depender de la elecciéon concreta del tipo, y de las constantes que
posea el calculo. Mas adelante, en este capitulo, consideraremos el tipo unit
como el tipo basico. Para los tipos funcionales, el conjunto de test de define de
la siguiente manera:

Definicién 59 (Tests para tipos funcionales).

T(O0—0)={ass| acR(O),seT(O)}
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La idea intuitiva de esta definicion es la siguiente: si una clausura realiza un
tipo funcional 0 — ¢ debe “aceptar como argumento” un realizador de tipo 0y
“producir como resultado” un realizador de tipo & (que por definicion satisface
todos los tests de tipo ¢'). En particular, la clausura (Grab » i, ) es un realizador
de tipo 06— & si (i, a:: ) es un realizador de tipo @ para cualquier clausura

ac R(0).
Lema 17. (Grab » i, ) € R(0— &) si para todo a € R(6), (i, a::n) € R(H).

Prueba. Para ver que (Grab » i, ) € R(6— ¢), por definicion de R(0— ¢)
debemos tomar una pila a::s € T(0— 0') (donde « € R(O) ys € T(¢))y
demostrar (Grab » i, , a::s) € L.

Por hipétesis sabemos que vale (i, a::n) € R(#), y como s € T () ob-
tenemos (i, a::7, s) € 1. Como 1 es cerrado por anti-ejecucion, y ademas
(Grab » i, n, a::s) — (i, a:: n, s), se tiene (Grab v i, n, a@::s) € 1L como que-
riamos demostrar. O

Asi como las clausuras son realizadores de tipos, podemos ver a los entor-
nos como realizadores de contextos, simplemente extendiendo punto a punto
la definicion de realizador de tipos, como se indica a continuacion.

Definicion 60 (Realizadores de contextos).

ne€R(n) siysdlosi n-né& R(xw- n) paratodon < |n| .

El siguiente lema establece que, cuando un término tiene tipo 6, se puede
obtener un realizador de tipo  mediante la compilacion de ese término. La fun-
cion de compilacion es la misma que en la Definicion 28. Repetimos las reglas
de tipado del calculo lambda (Definicion 19) para facilitar la lectura de la demos-
tracion.

Definicion 61 (Reglas de tipado).

A O:m b t: 0 v 0
Ao e YW aER et T
ThHt: 060 Tkt :0
(Arp)

Tkttt - @

Lema18. Sin € R(n) yx F t : Oentonces ((t), n) € R(6).

Prueba. La prueba se realiza por induccion estructural en la derivacion del jui-
cio F t : 6. Construiremos la prueba por casos:
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« Caso (ABs). Sea a € R(6). Como n € R(n) se tiene a::n € R(6:: x).
Luego por hipoétesis inductiva obtenemos (( t)), a::n) € R(6). Como
esto vale para cualquier a € R(6), podemos usar el Lema 17 para obtener

(Grab > (D, 1) = ((AtD, 1) € R(0— 0).

« Caso (VaRr). Debemos demostrar ((n)), ) = (Access n, n) € R(6). Sea
s € T(0), debemos ver (Access n, 1, s) € L. Como tenemos n € R(n),y
7 - n = 6, sabemos que 1 - n € R(6). Por lo tanto (1 - n, s) € 1. Como
1L es cerrado por ejecucion se sigue que (Access n, 1, s) € L.

« Caso (App). Debemos ver (( ¢ '), n) = (Push (¢ ) > (t), n) € R(O).
Sea s € T(#), debemos ver (Push (') > (t), n s) € L. Por anti-
ejecucidn, alcanza con ver ((t), n, ((¢']), n)::s) € 1. Por hipdtesis in-
ductiva sabemos (( '), n) € R(6), luego ((¢' ), n)::s € T(0— ¢ ). Te-
nemos, por hipétesis inductiva, que (( t)), n) € R(0— €¢), por lo tanto
podemos concluir (( t]), n, (( ¢ ), n)::s) € 1L como queriamos.

O

El Lema 18 esta muy relacionado con la prueba de correccion del compilador,
como veremos en el Capitulo 6. La idea basica es que la clausura (( t), 1), en
lugar de ser un realizador del tipo 6, sera un realizador de un valor denotacional
d € [ 0] que describe la semantica del término.

Como indica la Definicion 58, los realizadores de un tipo € son las clau-
suras « tales que para toda pila s € T(0), se cumple (o, s) € 1. Es posi-
ble abstraer esta cuantificacion sobre el conjunto 7 () utilizando un operador
()" : P(Stack) — P(MClos), como se muestra a continuacion:

R(0) =T(6)"
X" ={a| paratodos€ X, (a, s) € L } .

Aqui usamos P(A) para denotar las partes de A, es decir, el conjunto de todos
los subconjuntos de A. Las propiedades del operador ()" se pueden analizar
de manera general, como lo haremos en la siguiente seccion.

5.2 Biortogonalidad
Biortogonalidad es un concepto muy general que se ha utilizado en distin-
tas areas de las ciencias de la computacion tales como equivalencia de progra-

mas [94], realizabilidad [70] y correccion de compiladores [15, 62], entre otras
areas [25, 96]. La idea fundamental puede explicarse como sigue.
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Sean E'y T dos conjuntos, y F C E X T una relacion entre esos conjuntos.
Si pensamos a T como un conjunto de tests, y a F como una relacion de satis-
facibilidad, entonces € F 7 establece que € € E satisface el test 7 € T. Si T,
es un subconjunto de T, entonces denotamos T al conjunto de elementos que
satisfacen todos los tests en T,.

T, = {e € E | paratodot € Ty, e F 7} .

Como un ejemplo concreto, si T son la formulas y E son los modelos de una
légica particular, entonces T, es el conjunto de modelos que satisfacen todas
las formulas en T,. Podemos definir una operacién dual para obtener el conjunto
de tests que son satisfechos por todos los elementos de un subconjunto E, C E:

Ef ={r€ T | paratodoe € E,, e F 7} .

Las funciones (_)* : P(E) — P(T)y (-)" : P(T) — P(E) se denominan
operadores ortogonales. Para examinar las propiedades de estos operadores se
puede analizar su accién en los posets (P(E), C) y (P(T), C). Utilizamos la
notacién (P, <,) para denotar al poset formado por el conjunto Py el orden
parcial <,. En particular, el par de operadores ortogonales es una conexion de

Galois antitona [26, 89], cuya definicién mostramos a continuacion.

Definicién 62 (Conexién de Galois antitona). Sean (P, <p) y (Q, <) po-
sets. Supongamos f : P — Qy g : Q — P son un par de funciones tal
que para todo p € Py para todo q € Q se cumple,

q <q fip) siysolosi p <p glq) . (Gal)

Entonces el par (f, g) es una conexion de Galois entre los posets (P, <,) y

(0, <o)

Lema 19. El par de operadores ((_)*, (_)") es una conexion de Galois entre los

posets (P(E), C) y (P(T), ©).
Prueba. Debemos tomar E, C Ey T, C Ty demostrar
T, CEf siysolosi E,C T] .

Supongamos T, C E; y sea € € E,. Queremos ver que € € Ty, esto es, mostrar
que € F rparatodo 7 € Ty. Dado 7 € T, tenemos que 7 € Ey, y como € € E, se
tiene € F 7 por definicién de (_)*. La otra implicacién se demuestra de manera
simétrica. ]
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5. REALIZABILIDAD DE KRIVINE

Notar que la Definicién 62 es simétrica y por lo tanto los roles de fy g son
intercambiables. Es decir, si (f; g) es una conexion de Galois entre (P, <,) y
(Q, <p), entonces (g, f) es una conexion de Galois entre (Q, <,) y (P, <p).
Continuamos con la siguiente propiedad de las conexiones de Galois:

Lema 20. Si (f; g) es una conexion de Galois entre (P, <p) y (Q, <) entonces:

1. para todo p € P, p <p g(fip)) (andlogamente, ¢ <, flg(q)) para todo
q€ Q)

2. fes antitona: si p <p p’ entonces f(p") <, fip) (andlogamente, g es antito-
na),

3. fogo f= f(analogamente, go fo g = g).

Prueba. (1) Sea p € P, entonces f{p) <, fip) por reflexividad. Por lo tanto
obtenemos p <, g(flp)) aplicando (Gal) de la Definicion 62.

(2) Como p <, p’ se tiene, por transitividad, que p <, g(f(p’)). Luego por
(Gal) se obtiene fip") <, fip).

(3) Sea p € P. Queremos ver fig(f(p))) = flp); usando antisimetria de <,
demostraremos la desigualdad para ambos lados. Como p <, g(flp)) vy fes
antitona, tenemos fig(f(p))) <, fip). La otra desigualdad es una aplicacion de

(1) con g = fip), es decir, fip) <, flg(Ap)))- O

Cuando se componen los dos operadores ortogonales se obtiene una funcion
(_)*+ T : P(E) — P(E) que forma un operador de clausura del poset (P(E), C).
Mostraremos que una conexién de Galois entre (P, <p) y (Q, <) da lugar a
un operador de clausura del poset (P, <p).

Definicion 63 (Operador de clausura). Un operador de clausura del poset
(P, <p) es una funcién h : P — P tal que, para todo p, p’ € P,

e p <p h(p) (h es extensiva).
e sip <pp', entonces h(p) <p h(p") (h es monétona).

e h(h(p)) = h(p) (h es idempotente).

Lema 21. Supongamos (f, g) es una conexion de Galois entre los posets (P, <p) y
(Q, <p). entonces g o fes un operador de clausura para (P, <p).

Prueba. Sea h = g o f, entonces:

« h es extensiva: Directo por Lema 20 (1).
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« h es monoétona: Sea p <, p’. Por Lema 20 (2) sabemos que tanto fcomo g
son antitonas. Luego f(p") <, flp), y por lo tanto tenemos

h(p) = &(flp)) <p 8(A1p")) = h(p') -

« h es idempotente: Tenemos h = go f= go (fo go f) = ho h, aplicando el
Lema 20 (3).

]

Con estos resultados podemos concluir que (_)*" : P(E) — P(E) es un
operador de clausura para el poset (P(E), C), y que tanto (_)* y (=) son fun-
ciones antitonas respecto a la inclusion.

La utilidad principal de la biortogonalidad es que para un conjunto E, pode-
mos obtener un conjunto E; | que es una extension de E, y satisface todos los
tests en Ej. Esto es, el operador de clausura permite extender E, sin “perder”
ningun test y por lo tanto mantener la relacion de satisfacibilidad. En la siguien-
te seccion, presentamos un uso concreto de biortogonalidad que sera util para
demostrar la correccion de un compilador.

5.3 Un enfoque alternativo

Aqui presentamos una modificacion del enfoque de la Seccién 5.1 donde
aplicamos el concepto de realizabilidad en la maquina de Krivine. Esta modifi-
cacion resulta mas adecuada para obtener la demostracion de la correccion del
compilador que veremos en el siguiente capitulo, debido fundamentalmente a
que el uso de los operadores ortogonales otorga mayor flexibilidad en el disefio
de la maquina abstracta. Presentaremos la nueva definicion de realizadores y
tests, utilizando un lenguaje y una maquina abstracta ligeramente diferentes a
las usadas en la Seccioén 5.1.

El lenguaje que usaremos es el calculo lambda con una constante ¢ (deno-
minada unit). El sistema de tipos contiene el tipo unit y los tipos funcionales.

Definicion 64 (Términos).

t, ' € Term == At | n | tt | o (Términos)
0, 0 € Type ::= unit | 0— ¢ (Tipos)

Las reglas de tipado son las mismas de la Definicion 61, con el agregado de
una regla nueva para la constante ¢, que tiene tipo unit bajo cualquier contexto.
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5. REALIZABILIDAD DE KRIVINE

Definicion 65 (Regla de tipado de la constante ©).

(UNIT) ——M8M—
T ¢ unit

Utilizaremos la misma maquina abstracta que en la Definicion 26, excepto
que agregaremos una nueva instruccion para implementar la constante .

Definicién 66 (Codigo).

i € Code ::= Accessn
|  Grab » i
| Pushi »i
| Unit

Las transiciones seran las mismas que en la Definicion 27. La instruccion
Unit no tendra regla de transicion, puesto que necesitamos que si la ejecucion
llega una configuracion de la forma (Unit, 7, s), entonces la maquina se deten-
ga en ese punto (indicando que la clausura es un realizador de tipo unit, como
veremos en esta seccion).

Definimos ahora los operadores ortogonales que utilizaremos para definir
los realizadores. La relacion de satisfacibilidad (en el sentido de la seccion ante-
rior) se define en términos de un conjunto 1L C Confcerrado por anti-ejecucion.

Definicion 67 (Operadores ortogonales).

Xt ={a| paratodos € X se cumple (a, s) € 1}
Y" = {s | paratodo a € Y se cumple (a, s) € 1L }

Continuamos con la definiciéon del conjunto de realizadores de tipo 6, que
se denota R(0). Se define también un conjunto R,(60) de clausuras llamadas
realizadores primitivos de tipo 6, que son aquellas clausuras que por representar
un valor (o forma canénica) del tipo fse los considera naturalmente realizadores
del mismo tipo. Por ejemplo, una clausura (Unit, 5) se considera un realizador
primitivo de tipo unit pues representa al valor ©.
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Definicion 68 (Realizadores).

Rp(unit) = { (Unit, ) | n € MEnv}
Rp(0— 0) = {(Grab v i, ) | paratodo a € R(0)
se cumple (i, a::n) € R(¢)}
R(0) = Rp(60)" T

Los realizadores primitivos de tipo 8 — ¢ son aquellas clausuras de la forma
(Grab v i, n) tales que (i, a:: 1) es un realizador de tipo & para todo realizador
a de tipo 0. Esto es coherente con la intuicion de que los realizadores de tipos
funcionales 6 — @ deben ser capaces de “aceptar como argumento” realizadores
de tipo 0y “producir como resultado” realizadores de tipo . El hecho de que la
clausura « sea un realizador que no necesariamente es primitivo refleja el orden
de evaluacion normal que posee la maquina abstracta. Es decir, si exigiéramos
a € Rp(0) estariamos forzando que a represente un valor de tipo €; en cambio,
a € R(0) indica que la clausura realiza el tipo 0 pero no necesariamente se ha
computado aun el valor que representa.

El conjunto 7 (0) contiene aquellas pilas que combinadas con todos los rea-
lizadores de tipo 0 (formando una configuraciéon) pertenecen al conjunto de
observaciones 1i. Esto se puede expresar como se indica a continuacion usando
el operador ortogonal (_)* : P(MClos) — P(Stack).

Definicioén 69 (Tests).

De la extensividad del operador (_)* " de desprende que Rp(0) C R(6).
Mas aun, el conjunto R(6) es una extensién de R,(60) que satisface todos los
tests en Rp(60)~. En efecto, se puede demostrar el siguiente resultado.

Lema 22. 7(6) = Rp(0)".

Prueba. Por definicién se tiene 7(0) = R(6) = (Rp(6)* ")*. Por lo tanto
obtenemos 7 () = h(Rp(0)) con h = ()~ o (_)" o (_)*. Por Lema 20 (3)
sabemos h = (_)* como queriamos demostrar. O

Notemos que por lema anterior se tiene R(6) = Rp(0)* T = T(6)". En
efecto, para demostrar que @ € R(6) usualmente se aplica la definicion del
operador (_)', es decir, se toma una pila s € 7 () cualquiera y se demuestra
que (@, s) € 1. Esa estrategia de prueba no tiene pérdida de generalidad ya que,
si no existe s € T (0), entonces T () =0y R(0) =T (0)" =0T = MClos, con

lo cual la afirmacién @ € R(6) es trivialmente verdadera.
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5. REALIZABILIDAD DE KRIVINE

Como sucedia en la Seccién 5.1, los tests de tipos funcionales 6 — ¢ se ob-
tienen combinando un realizador a de tipo 6 con un test s de tipo ¢, formando
la pila a:: s.

Lema 23. Sia € R(0) ys€ T(0), entoncesa::s € T(0—0).

Prueba. Para demostrar a::s € T (60— 0'), podemos aplicar Lema 22 y tomar
o € Rp(0— @)y luego probar (¢, a::s) € 1. Por definicién de Rp(0— '),
la clausura o tiene la forma (Grab > i, n) para algun i € Codey n € MEnv. Mas
aun, como a € R(0) se tiene (i, a:: 1) € R(#). Luego, como s € T (6'), se tiene
(i, a:: m, s) € 1. Se obtiene entonces por anti-ejecucién que (o, a::s) € 1. [

Un entorno 7 puede verse como realizador de un contexto 7 (es decir, n €
R(r)) si en cada posicion n del entorno, se tiene 1 - n € R(x - n). Alternativa-
mente, se puede definir R(7) con las siguientes reglas inductivas:

Definicion 70 (Realizadores de contextos).

a € R(6) n € R(n)
[ e R([) a:n € R(6:: )

El siguiente resultado (denominado adecuacion, analogo al Lema 18) relacio-
na realizabilidad con el sistema de tipos del lenguaje.

Lema 24. Sin € R(x) yx b t : 6, entonces (( t), n) € R(6).

Prueba. Se demuestra por induccién en la derivacion del juicio 7 F t : 6. Pro-
cedemos caso por caso segun la ultima regla de tipado aplicada en la derivacion.

« Caso (ABs). Queremos ver que ((At]), n) € R(0— ¢). Probaremos en
su lugar que ((At), n) = (Grab » (t), n) € Rp(0— ¢), y para ello
aplicaremos la definicion de Rp(6— ). Sea o € R(0), como n € R(x)
se tiene que a::n € R(0:: 7). Luego aplicando hipdtesis inductiva se
obtiene ((t), a::n) € R(€). Como esto vale para cualquier @ € R(6),
concluimos por definiciéon de Rp(0— 0') que ((At), n) € Rp(0— &).

« Caso (Var). Debemos ver ((n)), n) = (Access n, n) € R(6). Como
R(0) = T(0)" aplicaremos la definicién del operador ortogonal () . Sea
s € T(0), debemos ver (Access n, 1, s) € L. Como tenemos n € R(n),y
7 - n = 6, sabemos que 1 - n € R(6). Por lo tanto (1 - n, s) € 1. Como
1L es cerrado por ejecucion se sigue que (Access n, 1, s) € L.
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« Caso (App). Debemos ver ((t t' ), n) = (Push (¢ ) > (t]), n) € R(&).
Seas € T(¢), veamos (Push (¢ ) > (t), 5, s) € I. Por anti-ejecucién
alcanza con ver ((t)), n, @::s) € Il donde a = (( '), n). Por hipdtesis
inductiva se tiene « € R(6). Luego, por Lema 23, a::s € T (60— ).
Dado que, por hipétesis inductiva, ((t]), n) € R(0— @) concluimos

((t), n, a::s) € L.
« Caso (Unrt). Este caso es trivial yaque (( ¢ ), n) = (Unit, n) € Rp(unit).
]

Se debe notar que el resultado anterior vale para cualquier eleccion del con-
junto 1L de observaciones, cuyo Unico requerimiento es que sea cerrado por
anti-ejecucion. A partir de ese resultado, se puede demostrar lo que se denomi-
na correccion operacional para términos cerrados de tipo unit:

Lema 25. Si[] & t : unit, entonces (( t), [], []) —* (Unit, n, []), para algin
entorno n € MEnv.

Prueba. Definimos I = {w | wr—*(Unit, n, []), paraalginn € Env}. Es
facil ver que el conjunto Il definido de esa manera es cerrado por anti-ejecucion.
Por lo tanto podemos aplicar el Lema 24 y obtener (( ¢)), []) € R(unit).

Por otro lado, es claro que [| € 7 (unit) = Rp(unit) '. Concluimos entonces
que ((t), [], []) € 1, que es lo que queriamos demostrar. O

Inclusion del punto fijo

Hasta aqui hemos analizado el concepto de realizabilidad aplicado sobre un
lenguaje tipado. Sin embargo, el sistema de tipos suprime gran parte de la ex-
presividad que posee el calculo lambda puro, de hecho, todos los términos bien
tipados pueden reducirse a una forma canoénica (el lenguaje es fuertemente nor-
malizable) y por lo tanto no hay posibilidad de escribir, por ejemplo, un término
divergente (en el sentido del Capitulo 2). Cuando se requiere un lenguaje con
mayor expresividad, resulta conveniente agregar un operador de punto fijo a
los términos del mismo. En lo que resta de este capitulo analizaremos cémo
aplicar realizabilidad en el calculo lambda con este operador incorporado.

Definicion 71 (Operador de punto fijo).

te Term == ... | rect

La regla de tipado de este operador se puede expresar como sigue:
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Definicion 72 (Regla de tipado).

Tk t: 0—0

(REC) ——
Tk rect: 0

Incorporamos una nueva instrucciéon a la maquina abstracta, que permitira
simular la recursion introducida por el operador de punto fijo.

Definicién 73 (La instrucciéon Fix y su regla de transicion).

i€ Code::= ... | Fix » i
(Fix » i, n,s) —> (i, n, (Fix » i, n)::s) .

En principio podriamos mantener intacta la definiciéon de realizadores y
tests, pero con esa definiciéon no se puede completar la prueba del lema de ade-
cuacion, al menos cuando se intenta demostrarlo por inducciéon en la derivacién
del juicio de tipado.

Enunciado. Sin € R(x) yn - t: 6, entonces ((t), n) € R(6).

Intento de demostracion. Caso (Rec).Sea a = (Fix » ( t]), 1), debemos ver que
a € R(0). Tomemos s € T (0) y veamos (@, s) € 1. Como 1l es cerrado por
anti-ejecucion alcanza con ver (( t)), 5, @::s) € 1.

Para ello, podemos probar ((t), n) € R(6—0) y a::s € T(0—6). Lo
primero es valido por hipotesis inductiva. Sin embargo, si se intenta aplicar
el Lema 23 para demostrar a:: s € 7 (60— 0), nos encontramos con que el lema
requiere la hipétesis « € R(6) que es justamente lo que queremos demostrar.

En lo que resta del capitulo veremos cémo adaptar la definiciéon de los rea-
lizadores y los tests para poder obtener un lema similar al de adecuacién en la
presencia del operador de punto fijo.

5.4 Relaciones indexadas

Hemos observado que la incorporacion del operador de punto fijo rompe
el esquema de realizabilidad aplicado sobre la maquina de Krivine. No obstan-
te, es posible aplicar un esquema similar utilizando relaciones indexadas (en
inglés, Step-indexing relations) que se utilizan usualmente para enfrentar las
dificultades que introduce en el razonamiento la incorporacion de operadores
recursivos. Este tipo de relaciones se han utilizado (a veces en combinacién con
biortogonalidad) para obtener pruebas de correcciéon de compiladores [16, 62],

74



5.4. Relaciones indexadas

equivalencia de programas [7, 51], proof-carrying code [11], entre otros topi-
cos [27, 25]. Mostraremos como se puede aplicar este método para adaptar el
esquema de realizabilidad sobre el calculo lambda tipado con operador de punto
fijo.

En esta seccion introducimos las relaciones indexadas y mostramos algunas
propiedades que surgen al combinarlas con operadores ortogonales. Una rela-
cion indexada sobre un conjunto X es simplemente una secuencia infinita de
subconjuntos de X.

Definicion 74 (Relacién indexada). Una relacion indexada sobre X es una se-
cuencia infinita R, de conjuntos tal que R, C X para todo r € N.

Esa secuencia de subconjuntos es ademas decreciente si se cumple
RROR DR DR, D..

o equivalentemente:

Definicion 75 (Relacion indexada decreciente). Una relacion indexada sobre
el conjunto X es decreciente si para todor € N, R, ; CR,.

Un ejemplo de relacién indexada decreciente sobre el conjunto de configu-
raciones de la maquina de Krivine se obtiene al fijar cada R, como el conjunto
de configuraciones a partir de las cuales se pueden realizar al menos r pasos de
transicion.

Retomemos el esquema general de biortogonalidad donde teniamos un con-
junto de elementos E y un conjunto de tests T sobre los cuales se definieron
operadores ortogonales. Dada una relacion indexada F, sobre E x T, definimos
la relacién binaria F C E x T sobre elementos indexados E = N x E y tests
indexados T= N x Tdela siguiente manera.

Definicion 76 (Relacion de sgtisfacibilidad). SeaF, una relacion indexada so-
bre E x T, entonces F C E X T queda definida como sigue:

(u, €) F (r, 1) si y solo si € F

min(u,r) T -

Cuando se cumple (u, €) F (r, 7) y la relacidén indexada F, es decreciente,
se tiene que € F,; rparatodo u’ tal que ¥’ < ryalavez v’ < u. Intuitivamente,
los indices u'y rdefinen una secuencia finita de relacionesF, ..., F donde
el elemento € satisface el test 7.

min(u, r)
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Definimos el operador ortogonal (_)* : PA(E) — P(T) donde la relacion de
satisfacibilidad se define en términos de F C E x T:

Xt = {(r, 1) | paratodo (u, €) € X, se cumple (u, €) F (r, 1)} .

Por definicién, para demostrar que (r, 7) € X", se debe verificar que todo
elemento (u, €) en el conjunto X esta relacionado con (r, 7) via F. Sin embargo,
cuando F, es indexada decreciente, se puede dar una definicién mas simple de
X" que permita verificar solamente un subconjunto de los elementos en X. Para
llegar a esa definicion necesitamos analizar cémo se comporta el operador (_)~+
para conjuntos completos.

Definicion 77 (Conjunto completo). Para cualquier conjunto E, decimos que
X C E es completo cuando (u, €) € X yu' < uimplica (v, €) € X.

Es posible demostrar que el conjunto X* es completo cuando F, es decre-
ciente:

Lema 26. Supongamos F, es decreciente. Entonces, para todo X C E, X es com-
pleto. Analogamente, para todo Y C T, Y' es completo.

Prueba. Sea (r, 1) € X' ysear < r. Veamos (¥, 1) € X*. Para ello tomemos
(u, €) € X. Como (r, 7) € X", se tiene € F(, » 7. Ademas, como 1 < r, es
facil ver que min(u, ) < min(u, r). Dado que F, es decreciente, se tiene que la

relacion F,,;,,, , estd incluida enF,;,, /). Luego concluimos € £, ) 7. U

En particular, el Lema 26 establece que cuando F, es decreciente, se tiene
que X T es siempre completo.

La importancia de los conjuntos completos radica en que facilitan la veri-
ficacion de qué elementos estan en el conjunto ortogonal. Si X es completo y
se quiere demostrar (r, 1) € X, sélo se deben verificar aquellos elementos
(u, €) € Xtales que u < r, como muestra el siguiente lema.

Lema 27. Si X C E es completo, entonces

Xt ={(r, 1) | paratodo (u, €) € X, u< rimplicae F, 7} .
Analogamente, si Y C 7‘, entonces

Y' = {(u, €) | paratodo(r, 7)€Y, r< uimplicae F, 7} .

Prueba. Demostraremos X+ C )_( y X+ D Xdonde X se define como el conjunto
{(r, 7) | paratodo (u, €) € X, u < rimplicae F, 7}.
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« X' C X Sea (r, 1) € X", veamos (r, 7) € X. Tomemos (u, €) € X con
u < r. Por definicién de (_)" se tiene € F 7. Como min(u, r) = u,
se tiene € F, T.

min(u, r)

« Xt D X Sea (r, 7) € X, veamos (r, 7) € X*. Sea (u, €) € X. Siu < r,
entonces se tiene € F, 7, y como min(u, r) = u obtenemos € me(u’ n T
Supongamos ahora u > r. Como X es completo, (r, €) € X. Luego, por
definicién de X, se tiene € F, 7. Por lo tanto, como min(u, r) = r, se

obtiene € £, » T

]

5.5 Realizabilidad usando indexacion

Usando relaciones indexadas se puede definir un esquema de realizabilidad
compatible con el calculo lambda tipado y un operador de punto fijo. De la
misma manera como en la Seccion 5.3 trabajamos con un conjunto 1l de confi-
guraciones, ahora tomaremos 1L, como una relacion indexada decreciente sobre
Conf con las siguientes propiedades:

Definicion 78 (Observaciones). I, es una relacion indexada decreciente so-
bre Conf tal que:

1. 1L, = Conf (conjunto total de configuraciones)

2w el ywr— w implicawe 1L, ;.

Es facil ver que con esas propiedades cada conjunto 1, es cerrado por anti-
ejecucion. Un ejemplo de relaciéon indexada decreciente que cumple (1) y (2) es
el siguiente:

I, ={(a, s) | se pueden realizar al menos r transiciones a partir de (&, s) } .

Aprovechando que los operadores ortogonales se aplicaran siempre a conjuntos
completos, podemos usar el Lema 27 para definirlos de la siguiente manera:

Definicion 79 (Operadores ortogonales).

Xt ={(r,s) | paratodo(u, @) € X, u < rimplica (e, s) € 1, }
Y' = {(u, @) | paratodo (r, s) € Y, r < uimplica (a, s) € 1L, }

Como antes, el conjunto de realizadores R (6) se define a partir del conjunto
de realizadores primitivos R (0).
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5. REALIZABILIDAD DE KRIVINE

Definicion 8o (Realizadores).

Rp(unit) = {(u, (Unit, n)) | u€ N, n € MEnv}
Rp(0—0) = {(u, (Grab > i, n)) | para todou’ < u,
(W, @) € R(0), se cumple (v, (i, a::n)) € R(0) }

R(6)

Rp((?)”

El conjunto de tests 7 (0) C N x Stack se define en términos del operador
ortogonal (_)* : P(N x MClos) — P(N x Stack).

Definicion 81 (Tests).

Es facil ver que el Lema 22 sigue siendo valido para la nueva definiciéon de
realizadores y test, por lo tanto 7 () = Rp(6)*. Como consecuencia, también
se cumple R(0) = Rp(0)* T =T(0)".

La definicion de los realizadores de contextos es una simple extension punto
a punto de los realizadores de tipos:

Definicion 82 (Realizadores de contextos).

(u, n) € R(n) siysdlosi (u, n-n) € R(x-n) paratodon < || .

La Definicién 79 es valida siempre que los operadores ortogonales se apli-
quen a conjuntos completos. Ahora demostraremos que los conjuntos R(0) y
R(0) son completos, y eso nos permitira usar esa definiciéon cuando necesite-
mos demostrar que cierto elemento (u, €) pertenece al conjunto R(6); para ello
s6lo sera necesario verificar que satisface todos los tests (r, 7) € T () tal que
r<u.

Lema 28. El conjunto Rp(60) es completo.
Prueba. Se demuestra por casos en el tipo 6.

« Caso unit. Es claro que R p(unit) es completo, puesto que (u, (Unit, ))
pertenece a R p(unit) para todo u € N.

« Caso 60— ¢. Tomemos (u, (Grab > i, n)) € Rp(0—0)y u' < u,y vea-
mos (v, (Grab > i, n)) € Rp(0—0).Sea v” < 'y (', @) € R(0).
Como u” < u,y (u, (Grab » i, n)) € Rp(60— &), entonces obtenemos
(u”, (i, a::m)) € R(O).

]
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El Lema 26 establece que el conjunto de realizadores también es completo.
Lema 29. El conjunto R(0) es completo.

Es facil ver que el conjunto R () es también completo, pues R () se define
posicionalmente en términos de R(0).

Otra propiedad de R(0) es que siempre incluye a los pares de la forma (0, «)
para cualquier & € MClos, esto es valido como consecuencia de la propiedad (1)
de la relacién 1L,.

Lema 30. (0, a) € R(0).

Prueba. Como R(6) = T(6)", debemos ver que para todo (r, s) € T(6) con
r < 0 se cumple (a, s) € 1L,. Esto fuerza que r = 0, y como 1I, = Conf'se tiene
(a, s) € 1,. O

De manera similar al Lema 23, se puede construir un test de tipo funcional
60— ¢ combinando un realizador de tipo 6 con un test de tipo ¢'.

Lema 31. Si (u, ) € R(6) y (u, s) € T(¢), entonces (u, a::s) € T(0—¢).

Prueba. Paraver (u, a::s) € T(0— @), tomemos (v, @) € Rp(0— &) tal que
u' < u,yveamos (&, a::s) € 1L,,. Por definicién de Rp(0— ¢') se tiene que &
tiene la forma (u’, (Grab » i, )) paraalgin i € Codey n € MEnv. Como R(0)y
T(¢') son completos, se tiene (v, @) € R(0)y (v, s) € T (). Por definicién
de Rp(0— ') se tiene que (v, (i, a::n)) € R(F). Por lo tanto obtenemos
(i, a::n, s) € 1L/, y como 1L,/ es cerrado por anti-ejecucion, podemos concluir
que (@, a::s) = (Grab » i, n, a::s) € 1. O

Finalmente podemos demostrar un lema similar al de adecuacién, excepto
que los realizadores y los tests estan indexados con nimeros naturales. La de-
mostracion para el caso del operador de punto fijo se logra haciendo induccion
en el indice, usando el Lema 30 en el caso base (cuando el indice es igual a 0).

Lema 32. Si(u, 1) € R(n) yn b t : 0, setiene (u, ((t), n)) € R(6).
Prueba. Procedemos por induccion en la derivaciéonde = = t : 6.

« Caso (Ass). Usando que Ry(0— ¢') C R(0— @) demostraremos que
se cumple (u, ((At), n)) = (u, (Grab > (t)), n)) € Rp(60— ¢). Sean
v <uy (u, a) € R(6), debemos ver (v, ((t), a::n)) € R(#). Como
R () es completo, se tiene (¢, ) € R(x). Por lo tanto, por definiciéon de
R(0:: ), se tiene (u', a::n) € R(0:: n). Luego, por hipdtesis inductiva,
obtenemos (v, ((t]), a::n)) € R(#) como queriamos.
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« Caso (Var). Debemos ver (u, ((n), n)) = (u, (Access n, 1)) € R(0),
donde 7 - n= 6.Como R(0) = T(0)", debemos tomar (', s) € T(0) tal
que ¥’ < uy demostrar (Access n, 1, s) € 1L,,. Como 1, es cerrada por
anti-ejecucion, basta con verificar que (5 - n, s) € 1. Dado que R(x)
es completo, se tiene (u', n) € R(n), y por lo tanto (v, - n) € R(0).
Como (', s) € T(0), se tiene (n - n, s’) € 1.

« Caso (Arp). Debemos ver que (u, (Push (¢ ) » (), n)) € R(€¢). To-
mamos (u',s) € T(0) tal que ¥’ < uy demostremos que se cum-
ple (Push (¢ ) » (t),n, s) € L,.Por anti-ejecucion, basta con ver
((t), n, azs) € L,y dondea= (( '), ). Como (v, 1) € R(nx), setiene
(v, ((t), n) € R(6— @) por hipétesis inductiva. Se obtiene también
por hipétesis inductiva que (u', @) € R(6). Luego, como (', s) € T(6'),
se tiene por Lema 31 que (v, a::s) € T (60— ). Concluimos entonces
que ((t], 7, az:s) € 1.

« Caso (Unrr). Trivial, ya que (u, (( <), 1)) = (u, (Unit, 1)) € Rp(unit)
por definicién de R p(unit).

« Caso (Rec). Veamos (u, ((rec t), n)) = (u, (Fix » (t), n)) € R(0).
Procedemos por induccién en el indice w.

— Caso 0. Directo por Lema 30.

- Casou+1.Seaa = (Fix » ( t)), n), queremos ver (u+1, a) € R(6)
asumiendo (u, @) € R(6). Como R(6) = T(0)", debemos tomar
(u',s) € T(0)tal que ' < u+1,ydemostrar (e, s) € 1L,.Siv' < u,
se obtiene directamente (a, s) € 1L,/ pues se asumi6 (u, a) € R(6).
Supongamos ahora u’ = u+1, debemos ver (a, s) € 1, ;. Tenemos
(u+1, s) € T(0),luego (u, s) € T(0) por ser T (6) completo, y por
lo tanto por Lema 31 tenemos (u, a::s) € R(6— 0). Por hipdtesis
inductiva tenemos (u, ((t), ) € R(6— 0), y por lo tanto obte-
nemos (( t), n, a::s) € 1L,. Como (a, s) — (( t), n, a::s), aplica-
mos la propiedad 2 de la Definicidén 78 para obtener (a, s) € 1L, ;.

]

A partir del capitulo siguiente aplicaremos este enfoque para demostrar la
correccion de la compilacion. En el Capitulo 6 lo aplicamos sobre un lenguaje
con evaluaciéon normal y la maquina de Krivine, mientras que en el Capitulo 7
usaremos la maquina de Sestoft modelando el orden de evaluacion lazy.
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CariTULO 6

Compilacion Certificada Usando
Semantica Denotacional

Hemos visto que la semantica de un lenguaje se puede describir operacional-
mente a través de reglas que especifican como evaluar un término hasta obtener
un valor. Una manera alternativa de definir semantica es asignar a cada término
del lenguaje un objeto matematico (llamado denotacion) que describa su signi-
ficado. La semantica denotacional provee una representacion abstracta de los
programas que puede resultar mas natural que una definicién operacional sobre
todo en lenguajes funcionales de alto nivel.

En este capitulo aplicaremos un esquema de realizabilidad sobre la maqui-
na de Krivine para obtener una prueba de correcciéon de la compilacion con
respecto a la semantica denotacional del lenguaje fuente. En lugar de definir
realizadores de tipos, como en el Capitulo 5, esta vez tendremos realizadores de
objetos denotacionales.

Usaremos relaciones logicas indexadas (step-indexing logical relations [7, 11])
y biortogonalidad [94] para capturar la nocioén de correcciéon de una manera
composicional y modular. Esas dos técnicas han sido utilizadas de manera com-
binada para obtener pruebas de correccion de compiladores [15, 16, 62] y tam-
bién en otras areas como equivalencia de programas [51].

A diferencia del trabajo realizado por Benton et al. [15, 16], que utiliza step-
indexing y biortogonalidad sobre lenguajes estrictos y diferentes variantes de la
maquina SECD [73], en este trabajo nos enfocamos en un lenguaje con evalua-
ciéon normal y utilizamos la maquina de Krivine [71] como entorno de ejecucion.

El enfoque que utilizamos se basa en el esquema de realizabilidad presentado
en el Capitulo 5, con las modificaciones necesarias para demostrar la correcciéon
respecto a la semantica denotacional.

Comenzaremos con la definicion del lenguaje fuente y su semantica denota-
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6. CoMPILACION CERTIFICADA USANDO SEMANTICA DENOTACIONAL

cional, luego presentaremos la maquina abstracta, el compilador y finalmente
introduciremos las relaciones 16gicas y la prueba de correccion.

6.1 Sintaxis
El lenguaje fuente que utilizaremos incluye los términos del calculo lambda

junto un operador de punto fijo, constantes enteras, operadores aritméticos de
aridad finita, pares, proyecciones y un condicional.

Definicion 83 (Términos).

teTerm == At | n | tt | rect]| k| ©"(t,...,t,)
| (t, t,) | fstt | sndt | ifzt. ¢

El dltimo constructor ifz t . ¥ es una proyeccion condicional, cuya seman-
tica se puede describir informalmente como sigue: de acuerdo a si el valor nu-
mérico de t es igual 0 o distinto de 0 se elije respectivamente la primera o la
segunda componente del par que resulta de evaluar t'. Elegimos esta forma de
condicional por conveniencia; un constructor mas tradicional del condicional
como ifzt thent, elset, se puede expresar como ifz t . (¢, t,). Escribimos &"
para representar cualquier operador aritmético con aridad n > 0, los opera-
dores se escriben de manera prefija y no pueden ser parcialmente aplicados.
Nuevamente utilizamos los indices de De Bruijn para representar las variables
del lenguaje.

El sistema de tipos consta del tipo int (que por simplicidad sera el inico tipo
béasico), tipos funcionales 6 — ¢ y tipos de producto 6 x 6.

Definicion 84 (Tipos).

0,0 € Type == int | 06 | Ox &

Si queremos conocer el tipo de un término, primero es necesario determi-
nar el tipo de cada una de sus variables libres. Como ya hemos observado, los
contextos son utiles para ese proposito, manteniendo en la n-ésima posicion el
tipo de la variable libre n en el término.

Definicién 85 (Contextos).

reCtx == [] | O=nm
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Como antes, utilizaremos juicios de tipado de la forma 7 - t : 0 que es-
tablecen que el término ¢ tiene tipo 6 bajo el contexto z. Las reglas de tipado
indican como construir derivaciones correctas de un juicio. Para el calculo lamb-
da y el operador de punto fijo, las reglas se mantienen sin cambios respecto a
las que utilizamos en el Capitulo 5. Se incorporan nuevas reglas para tipar los
operadores aritméticos, los pares, las proyecciones y los condicionales.

Definicion 86 (Reglas de tipado).

(As) O:mb1t: ¢ A )ﬂl—t:9—>9' rhHt:0
T YR Y PP bt 0
Tk t: 00
(VAR) —— 7-n=0  (ReQ) ——— "~
Tk n:6 Tk rect: 0
Tkt :int, Vje{1l, .., n
(ConsT) ———— (Op) ] jed - ;i
rk k:int Tk e (t,..,t,) : int
T t:0x ¢ T t:0x 0
(FsT) (Snp)
Tk fstt: 0 rh sndt: @

rkt:0 bt :0
Tk (t,t): 0x ¢
7k t:int kbt :0x6
rkifzt. t :0

(PAIR)

(Conb)

Notemos que la regla Op del operador aritmético ©" (4, ..., t,) exige que
cada término t, tenga tipo int. En el condicional ifz t . ', el término ' debe
tener tipo 6 X 6, esto es, ambos elementos del par deben tener el mismo tipo.
El tipo bool no fue incorporado al lenguaje, pero podemos modelar las compa-
raciones booleanas como operadores aritméticos que devuelven o o 1 segtin su
valor de verdad. Con el condicional y el operador de punto fijo contamos con
la expresividad suficiente para definir funciones recursivas no triviales.

Es importante observar que estas reglas de tipado permiten construir de-
rivaciones distintas para el mismo juicio de tipado (ver Ejemplo 2) y a su vez
permiten asociar mas de un tipo al mismo término (pensar por ejemplo en el
término identidad 10 que tiene infinitos tipos).
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6.2 Semantica

Definiciones elementales de teoria de dominios

La semantica del lenguaje se define usando dominios, que son basicamente
conjuntos parcialmente ordenados (posets) con cierta estructura adicional que
garantiza, entre otras cosas, la existencia de puntos fijos de funciones continuas
y que permite la interpretacion de operadores de recursion. Si bien no profun-
dizaremos en teoria de dominios, repasaremos las definiciones basicas que son
relevantes en este capitulo. Para una introduccion mas completa a la teoria re-
ferimos al lector a [5, 54, 100]. Comenzaremos con la definiciéon de cadena.

Definicion 87 (Cadena). Una cadena sobre el poset (P, C), es una secuen-
cia infinita p, de elementos de P tales que

pEPp P C

es decir, p, T p,., para todor € N.

El limite (o supremo) de una cadena p, sobre (P, C) es un elemento g € P
tal que

+ g es cota superior de p,, esto es, para todo r € N, se cumple p, C q.
« paratodo p’ € P, si p’ es cota superior de p,, entonces g T p'.

Es decir, el limite es la menor cota superior de la cadena p,. Cuando el limite de
la cadena p, existe, se lo denota |_|:2N D,

Definicion 88 (Predominio y dominio). Un poset (P, C) es un predominio
si toda cadena sobre (P, C) tiene limite. Si el predominio (P, C) tiene un

elemento distinguido | € P tal que 1. T p para todo p € P, entonces se lo
llama dominio.

Como ejemplos consideremos:

« Elposet (N, <) (donde < es el orden usual de los nimeros naturales) no
es un predominio pues no toda cadena tiene limite.

« El poset (N, >) es un predominio pero no es un dominio.

« El poset (X, C) donde X es un conjunto finito (y C es un orden parcial
sobre X) es un dominio.
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« Elposet (P(N), C) (el conjunto de todos los subconjuntos de N junto con
la inclusion) es un dominio.

« El poset (A, C) donde a T 4’ siy sblosi a = a’ es un predominio
(llamado predominio discreto).

Otro ejemplo de dominio es el denominado dominio llano:

Definicién 89 (Dominio llano). Dado un conjunto P, el dominio llano es el
poset (P, C) donde P, = {1,p| p€ P} U{ L}, yelordenC se define por
LupCopp siysolosip=p',2. L C ypparatodope P,3. L C L.

El producto cartesiano de dominios, donde el orden se define punto a punto,
también es un dominio:

Definicién 9o (Producto). Si (P, Cp) y (Q, C) son dominios, se define el
dominio (P x Q, C) donde

(pog) E (¢, q) siysdlosi pTpp'y qCo q .

Una funcién fde Pa Q es monotona (con respecto a Cpy L) si para todo
p, o' € P.p Cp p'implica fp T, fp’). Cuando p, es una cadena sobre (P, Cp)
y fes monotona, se tiene que g, = fp, es una cadena sobre (Q, C ). Una funcién
monoétona es ademas continua si preserva limites de cadenas:

Definicién 91 (Continuidad). Si (P, Cp) y (Q, Ty) son predominios, y la
funcion f: P — Q es monétona respecto a Zp y T, entonces f es continua si
se cumple

ﬂDMzﬂm,

reN reN

para toda cadena p, sobre (P, Cp).

El conjunto de funciones continuas entre predominios también forma un
predominio, donde el orden de las funciones se define de manera extensional.

Definicién 92 (Espacio de funciones continuas). Si (P, Cp) y (Q, E) son
predominios, entonces ([P — QJ, C) es el predominio de funciones continuas
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de P a Q, donde el orden C queda definido como:

fE g siysolosi paratodop € P, fp Ey, gp -

Si (Q, <) es un dominio, entonces [P — Q] también lo es: el menor ele-
mento es la funcién que asigna | € Qa todo elemento de P (estoes L(p) = L
para todo p € P).

El conocido teorema del punto fijo establece que todas las funciones conti-
nuas tienen un punto fijo:

Teorema 8. Si (D, C) es un dominio, y f es una funcién continua de D en D,
entonces

d=| |frL, dondefo=L1yf+l=fof,

reN

es el menor punto fijo de f (es decir fd = d y si fd' = d' entoncesd C d').

Denotamos con Y, fal menor punto fijo de fen el dominio D (el subindice
D se omite si queda claro del contexto donde se usa). El punto fijo de una fun-
cion es util para definir la semantica de funciones recursivas, como veremos a
continuacion.

Semantica del lenguaje

La semantica denotacional del lenguaje se define de manera intrinseca (en
el sentido de Reynolds [101]), esto es, se define la semantica de las derivaciones
de juicios de tipado en lugar de los términos del lenguaje, y esto implica que
solo tienen semantica los términos bien tipados. Comenzamos asignando un
dominio a cada tipo del lenguaje:

Definicién 93 (Semantica de tipos).

[6—0]=116] — [¢]]
[6x&]=[6] x[¢]

La semantica del tipo int es el dominio llano de los niimeros enteros junto
con un elemento distinguido L (ver Definicidn 89), la semantica del tipo 6 — ¢
es el espacio de funciones continuas entre [ 0] y [ € ], y por tltimo, la semantica
del tipo 0 x @ es el producto cartesiano [ 0] x [ ¢ ].

Es posible también asignar a cada contexto 7 un dominio [ 7], simplemente
tomando el producto cartesiano de todos los dominios [ 7 - n] para todo natural
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n < |n|. Esto se puede definir por induccién estructural en el contexto como
sigue:

Definicion 94 (Seméantica de contextos).

[0]=A{e}
[0:7] =[0] x [#]

Recordemos que los elementos p € [ 7] se denominan ambientes. Utiliza-
mos @ para denotar al ambiente vacio (correspondiente a una o-tupla).

La semantica de una derivacion de tipos con conclusion 7 + t : fes una
funcién continua de [ 7] en [ 6]. Dicha funcién se define induccion en la es-
tructura de la derivacion, especificando una ecuacioén por cada regla de tipado.

Definicion 95 (Semantica denotacional).

(At o 0P = Ad. [tly.. ¢ (d, p)
[[ﬁ]]ﬂ,Qp = p v N

[t7 ] 9p = ([t]r 00 p) ([7]40p)
[rect], op = Yoy ([tls 0—0p)
III—C]]ﬂ,intp = lTk

[[en (t17"' ) tn)]]n,intp = ejl_ (dla 7dn)
donde d; = [[tj]]n’ int P

Hf:?t t]]/r,gp = 4

0
donde (dy, dy) = [t g ¢ P
[sndt], ¢ p - 4
donde (dy, dy) = [t], g ¢ P
[ (%, t1>]]n, 0x0 P = ([ to]];r, 0P [[t1]]n, ¢ P)
lifzt. t/]];r,ep = IFZ,d(dy, d,)

donde d= [ 1] e p (dys d) = [7 ] 5 0P

Una propiedad de la semantica es que depende Gnicamente de la conclusion
de la derivacidn, esto es, dos derivaciones con la misma conclusion tienen la
misma semantica. Esta propiedad se denomina coherencia, y se ha demostrado
para lenguajes incluso mas grandes que el que usamos en este capitulo [97].
Debido a esa propiedad podemos escribir [ ¢], ,sin ambigiiedad para denotar
a la semantica de cualquier derivacion con conclusion 7 = ¢ : 6.

Hemos omitido aqui la demostracion de que [¢], 4 es efectivamente una
funcion continua. La prueba consiste en mostrar que [ ¢], 4 puede expresar-
se como composicion de funciones continuas, lo cual puede observarse en la
formalizaciéon en Coq que acompana a este capitulo.
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Para los términos del calculo lambda, la seméantica se define de la misma
manera como vimos en el Capitulo 1. La semantica del operador de punto fijo
[ rec t], gp es justamente el menor punto fijo de la funcion [ t], 4, p, que
siempre existe por el Teorema 8.

Para cada operador ©" se asume la existencia de una funciéon 6" : Z" — Z
(que justamente representa la operacion asociada con &"). Ademas, para cada
una de esas funciones, se define la funcién &} : Z'| — Z, como sigue:

Definicién 96 (Aplicacion de un operador n-ario).

) L siexister < ntalqued. = 1
el(d17 eee 7dn> — {

©"(ky, ..., k,) sid, = vk, paratodor < n.

Notemos que la aplicacion del operador se hace de manera estricta, esto
es, para obtener el valor de la aplicacion se debe conocer la constante k, para
todos los argumentos d, del operador, y si alguno de esos argumentos es igual
a_l € Z,,laaplicacion completa del operador también lo es.

Para definir la semantica de la proyeccion condicional hemos utilizado una
funcion IFZ, : Z | — [0 x 0] — [ 0] definida de la siguiente manera.

Definicién 97 (Proyeccién condicional).

1 sid=1
IFZy d (dy, dy) = { dy sid= 1,0
d sid=uvk k#0 .

La funcidn selecciona una de las componentes del par (d,, d,) de acuerdo
al valorde d € Z |, estoes, esiguala | sid = 1,igualad,sid= 10,0 bien
igual a d, en otro caso. P

Para cada derivacion con conclusion 7 + t : 0, definiremos una cadena
[ ]}, ¢ en el espacio de funciones [[z] — [0]]. El primer elemento de la ca-
dena [ t]) 4 es igual a L, para cualquier derivacién. Para r > 0 se define por
induccioén en la derivacion del juicio, como se indica a continuacion.
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Definicion 98 (Cadena semantica).

[t15 o0 = 1, paratodot € Term
[[/“]]Zré_)yp = Ad. [[t]];::mg/ (d, p)
[n]6p = pvon

[t? ;Téflp = ([t]} o9 2 ([£]5 60
[rect]; op = (I[t]7 0 0p) (Trectly 4p)
H]—C]];f_llntp = lTk

[e" (t, s t) [ = ©1(dy, ., d,)
donde d; = [[tj]]fn int P

[fset ;J,r(lap = dy

donde (dy, d,) = [[t]],rr’ ox o P
[sndt]™", p = d,

donde (dy, d,) = [[t]],rr’ ox o P
[ (2, t1>]]:r; «gP = ([[to]];rz,epa [[’H]],rr’g'l’)
[ifzt. t’]];j"lgp = IFZy d (d,, d)

donde d = [[t]];rr,intpy (dy, dy) = [[t,]]zrr,e x 0P

Como el espacio de funciones [[ 7] — [ €]] es un dominio, se tiene que la
cadena [ t]” , tiene limite. Ademas, se puede demostrar que ese limite es igual
a la semantica denotacional de la derivacion.

Lema 33. Para toda derivacion de w - t : 0 se tiene |_|:;N el o= [tl, o

Omitimos la demostracién de que [ t] , es efectivamente una cadena, y que
sulimite es [ ], 4. La prueba para el caso del término rec t utiliza el principio de
induccidn de punto fijo de Scott (e.g [117, pagina 166]). El lector puede verificar
la prueba completa en la formalizacion en Coq, junto con todos los resultados
auxiliares necesarios para completarla. La utilidad de la cadena semantica que-
daréa clara cuando definamos las relaciones logicas que establecen la correccion
del compilador.

6.3 La maquina abstracta

Nuevamente utilizaremos una variante de la maquina abstracta de Krivine
como entorno de ejecucion. Ademas de las instrucciones que corresponden al
calculo lambda, se incorporan nuevas instrucciones para implementar el opera-
dor de punto fijo, operadores aritméticos, pares y condicionales. A continuaciéon
se definen los distintos componentes que integran la maquina abstracta.
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Definiciéon 99 (Componentes).

i, i € Code ::= Accessn (Codigo)
| Grab o i | Pushi v i | Fix o i
| Constk | Frame &"

| Pair (i,i’) | Fst | Snd

a € MClos (i, n) (Clausuras de maquina)
ne MEnv == [] | au=n (Entornos de maquina)
©" € Ops (Operadores n-arios)
€ StackVal == a | {©"k e a} | (@ ) (Valores de pila)

s € Stack =[] | g=s (Pilas)

w € Conf m= (i, 1, s) (Configuraciones)

Respecto a las maquinas abstractas que hemos usado anteriormente, la defi-
nicién de clausura y entorno de maquina se mantienen intactas. Por otro lado,
tenemos tres clases de valores de pila: clausuras, frames y pares.

Los frames los habiamos utilizado antes en el Capitulo 3, y su funcionamien-
to en esta nueva version es similar. El frame {©" k ¢ } almacena los argumentos
del operador ©", el primer vector k contiene aquellos argumentos ya compu-
tados (es decir, se conoce su valor) y el segundo vector a contiene las clausuras
necesarias para computar el resto de los argumentos. Como invariante de eje-
cucién se cumple que | k| +| @| = n—1, el argumento restante (para completar
los n argumentos necesarios) es el que se esta computando en el momento en
que el frame se encuentra en la pila (y se utiliza el simbolo ¢ para indicar el
lugar donde se alojara el valor del mismo).

El valor de pila (@, ) contiene las clausuras necesarias para computar las
componentes de un par. Los pares no son estrictos, esto es, solo se ejecutara el
codigo de la clausura a si es necesario proyectar el par en la primer componente,
y de la misma forma con la clausura ' y la segunda componente.

A continuaciéon mostramos las reglas de transicion que definen el compor-
tamiento de la maquina. Estas reglas definen una relacion — C Conf x Conf,
y se puede demostrar que esa relacion es determinista.
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Definicion 100 (Transiciones).
(Access n, 1, s)
(Grab » i, 1, a:: )

(Push i’ v i, n, s)
(Fix » i, n, s)

— ({7,
sin<|nlyn-n=({,1n")
(i, a:p, s)

= (o, (75 m)s)
(i, g, @)

donde a = (Fix » i, n)

= (0 (o, @) 9)
sia=(i',n') ya, = (i, n)
(i, Mg 9)

si oy = (i, o)

> (ig, My 9)

si oy = (iy, my)

— (I, 7, {e" « a} :9)
sioy = (', ') yla|=n—1
— (7,1, {07k, ky o @} :s)
donde o/ = (', )

> (Const K/, n, s)

donde k' = o"(k, ky) y| k| =n—1
= (i s 3)

sia, = (i, n) yu=|ky#0]

/

(Pair (iy, iy), n, at::s)

(Fst, n, (&, &) :: 5)

(Snd, n, (&, &) :: 5)

(Frame ©", n, a; = a:: s)
(Const ky, n, {©"k « o, &} :: 5)
(Const ky, 1, {©"ke} =)

(Const ky, 1, (&, &) = 5)

La instruccién Pair (iy, i;) comienza la ejecucién de la clausura a que se
encuentra en el tope de la pila, e inserta en su lugar el par ((i, 1), (i, 1)),
donde n € MEnv es el entorno de maquina en el momento de la ejecucion. Las
instrucciones Fst y Snd se utilizan para ejecutar respectivamente la primera y
la segunda componente del par ubicado en el tope de la pila.

La instrucciéon Frame ©" es la encargada de crear un nuevo frame en el
tope de la pila, colocando en el mismo el codigo necesario para computar el
valor de todos los argumentos del operador, excepto el primer argumento, cuya
clausura comienza a ejecutarse de forma inmediata. Esas clausuras seran las
que completaran el frame con los valores de los argumentos cuando se haya
determinado su valor.

La instruccion Const k, tiene tres reglas de transicion que dependen del va-
lor que se encuentre en el tope de la pila. En la primera regla, el frame ubicado
en el tope contiene al menos una clausura @ que todavia no ha sido ejecutada
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(correspondiente a uno de los argumentos del operador). En ese caso la cons-
tante k, se almacena en el frame, y se continua con la ejecucion de la clausura
« . En la segunda regla, la constante k, corresponde con el valor del ultimo ar-
gumento que faltaba computar. Como se dispone de todos los argumentos, se
aplica el operador con el valor de los mismos y se ejecuta una nueva instruccion
Const k’, donde k’ es el resultado de esa aplicacion. Finalmente, en la tercera
regla, la constante k, se utiliza para elegir cual de las dos clausuras del par que
esta en el tope se debe continuar ejecutando. Se denota con | k, # 0 | al ntime-
ro cuyo es valor es 1 0 o dependiendo respectivamente si la expresion k, # 0
es verdadera o falsa. Ese niimero es el que determina la siguiente clausura a
ejecutar.

6.4 Compilacion

Se define a continuacion la funcién de traduccion de los términos del len-
guaje a las instrucciones de la maquina abstracta. Una diferencia respecto a las
definiciones anteriores de la funcidon de compilaciéon es que aqui compilamos
las derivaciones de tipos y no los términos. Se define de esa manera por compa-
tibilidad con la semantica intrinseca, esto es, necesitamos que los términos que
se compilan tengan semantica asociada. De todas formas, es claro que las ins-
trucciones que genera la funcion dependen solamente del término involucrado
en la derivacion.

Definicién 101 (Compilacion).

(nDy o = Access n

(At)rog = Grab > (t)g... ¢

(17D, ¢ — Push ((¥Dy0) > (), 0mp

(rect), q = Fix > (( )y -0

(kD int = Const k

(©" (ty s t)) Dy e = Pushi, >...> Pushi, > Frame ©"
dondei, = (t,), e conre{1,..,n}

( (to, 1) Dm0 & = Pair (( %)y 0 (11 )r o)

(fstth, o = PushFst > (), g ¢

(sndt), ¢ = Pushsnd > (t), g ¢

(]ith'tan,G = PUShthn,intbthDn,Gxe

En la compilacién del operador n-ario se debe observar que el orden de los
argumentos aparece invertido, esto se hace para lograr que la ejecucion de cada
una de las instrucciones Push termine por insertar en la pila cada clausura en el
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orden correcto. La instruccion Frame que se agrega al final se encarga de crear
en el tope de la pila el frame que contiene el codigo de los argumentos.

6.5 Relaciones de aproximacion

En el Capitulo 5 definimos el conjunto de realizadores de tipos, que basica-
mente esta compuesto por clausuras que interpretan, en cierto sentido opera-
cional, a los tipos del lenguaje fuente. Por ejemplo, la clausura (Grab > i, n)
realiza un tipo funcional 86— & si para cualquier clausura « que realiza a 0 se
tiene que (i, a:: n) realiza a 0. Se puede aplicar una idea similar para capturar
la nocidén de correccion del compilador: el cddigo generado por la compilacion
de un término se considera correcto cuando interpreta operacionalmente a la
semantica del mismo. Para describir rigurosamente esta nocioén de correcciéon
se definiran relaciones logicas entre las clausuras y los elementos del dominio
semantico del término involucrado. Especificamente, tendremos dos relaciones
légicas, la primera llamada “aproximacién denotacional” que describe cémo los
elementos del dominio aproximan a las clausuras, y la segunda, llamada “apro-
ximacién operacional” describe como las clausuras aproximan a los elementos
del dominio.

C MClos x [0] (Aproximacién denotacional)
<% C MClos x [0] (Aproximacién operacional)

El orden C del dominio [ 0] determina, de alguna forma, la precisioén de la
aproximacion (si @« »’dy d J d’, entonces d es una aproximacién “menos
precisa” de « con respecto a d). Operacionalmente, sin embargo, la precision
estara determinada por el indice r € N, un mayor indice indica mayor precision.
Esquematicamente, tendremos la siguiente situacion:

aw?d Jd 3.3 1L

dcd c..cd

r = 0 -

(Esto muestra que €’ es una relacién indexada decreciente, como veremos en
la Seccién 6.5). A continuacién comenzamos con la definicion formal de estas
relaciones.

Aproximacion denotacional

Para definir la relacion de aproximacion denotacional aplicaremos un esque-
ma de realizabilidad similar al del Capitulo 5. Esta vez no tendremos realizado-
res de tipos, sino que seran realizadores de objetos denotacionales (elementos
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de un dominio). Esto es, para cada d € [ 6], definiremos un conjunto R%(d) de
clausuras (llamadas realizadores de d con tipo 0).

Asumiremos un conjunto 1L C Conf de observaciones cerrado por anti-
ejecucion; ademas requerimos la existencia de una clausura “excluida”, esto es,
a € MClos tal que (a, s) ¢ 1 para toda s € Stack. Es facil ver que 1l puede
ser el conjunto de configuraciones que terminan (alcanzan una configuracion
bloqueante) o también las que divergen. En el primer caso, la clausura excluida
puede ser, por ejemplo, (i, [|) donde i = ( rec A0 D, int- En el segundo caso, la
clausura excluida puede ser (Access 0, []), que combinado con cualquier pila
da lugar a una configuracion bloqueante. Los realizadores se definen usando
biortogonalidad. El conjunto R%(d) se define en términos del conjunto RY(d)
(realizadores primitivos) usando el operador de clausura.

Definicion 102 (Realizadores).

RY(L) = MClos
Ry (k) = {(Constk, n) | ne MEnv}
’Rg_’d(f) = {(Grab v i, ) | paratodo a € R%(d),
se cumple (i, a:: n) € Rd(fd) }
RO* 7 ((dyy d)) = {(Pair (s i) 1) | (s 1) € R(dy),
(ir, ) € RY (dy) }

Los operadores ortogonales estan definidos de la misma manera que en la
Definicién 67. El conjunto de tests para d € [ 6] con tipo 6 se define 7%(d) =
R(d)*, pero como antes, se puede demostrar que 79(d) = RY(d)* (ver Le-
ma 22). La relacion de aproximaciéon denotacional se define directamente en
términos del conjunto de realizadores.

Definicién 103 (Aproximaciéon denotacional).

av?d  siysolosi ac Rd) .

Aqui a »? d se lee “d aproxima a & con tipo @”. Por la extensividad del opera-
dor de clausura, se tiene R9(d) € RY(d), por lo tanto, si « € RY(d) tenemos que
a »?d. Con la primera igualdad R9(_L) = MClos establecemos que L aproxi-
ma cualquier clausura (aunque esa aproximacion resulte, intuitivamente, poco
“precisa”). La constante entera 1 k aproxima a (Const k, 1) donde n € MEnves
cualquier entorno de maquina. La funciéon f € [ 0— @' | aproximaa (Grab » i, )
si para cualquier argumento d € [[ 8], cuando d aproxima a , se cumple que la
aplicacion fd € [ @ ] aproxima a (i, a:: ). Por otro lado, el par (d,, d,) aproxi-
ma a la clausura (Pair (iy, i,), n) si d, aproxima a (i,, 1) y d; aproxima a (i,, 7).
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Por supuesto, al tomar la extension usando el operador de clausura, existen mas
aproximaciones por cada tipo que las determinadas por los realizadores primi-
tivos.

El hecho de que & B | para cualquier clausura a se sigue de la extensividad
del operador de clausura:

Lema 34. Para todo o € MClos, a »° 1 (es decir, R%(_L) = MClos).

Prueba. Como RY(L) = MClos por definicién, y R9(L) € R L), se tiene
RO(L) = MClos. O

De la existencia de la clausura excluida en el conjunto de observaciones se
sigue que el conjunto de tests para L con cualquier tipo 0 es siempre igual al
conjunto vacio.

Lema 35. 7%(L) = 0.

Prueba. Como RY(L) = MClos, entonces T L) = MClos™. Luego, si vale que
s € T% L), se debe cumplir (e, s) € 1l para cualquier a, pero eso es imposible
ya que si @ es una clausura excluida, se tiene (@, s) ¢ 1. Luego, concluimos

TOL) = 0. O

Recordando la idea intuitiva de que C debe indicar la exactitud de la aproxi-
macion, debemos demostrar que cuando d € [[ 0] aproxima a una clausura «, y
ademas d' C d, entonces d’ es también una aproximacion de a. Primero demos-
traremos que esa propiedad es también valida sobre los realizadores primitivos.

Lema 36. Sid T d entonces RY(d) C RY(d).

Prueba. Se procede por induccién en el tipo 6. En la prueba usaremos que el
operador de clausura es monoétona respecto a la inclusion, y por lo tanto se
tiene que RY(d) C RY(d’) implica R%(d) € RY(d').

« Caso int: Notemos que si d = d’ la inclusién es verdadera por reflexividad
de la inclusién. Si d = 1, se tiene d' = 1. Si d = 1, k, puede darse d = d’
od = L (por definicién de C sobre [int]). En el caso d’ = L se tiene
RY(d') = MClosy la inclusién es trivialmente verdadera.

« Caso 0— @': Supongamos (Grab » i, n) € Rfﬁgl(f) y g C f, demos-
tremos (Grab v i, ) € Rfﬁd(g). Sea a € RY(d), por definicion de

Ry~ 4 (f) tenemos (i, a::n) € RY (fd). Por definiciéon de C tenemos
gd C fd Por hipoétesis inductiva (y la monotonia del operador de clausu-

ra) se tiene RY (fd) C RY (gd). Luego, (i, a::n) € RY (g d). Por lo tanto,
(Grab » i, 1) € R§~7(g).
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« Caso 0 x 6. Supongamos (Pair (iy,i,), n) € RS> 9/((d0, d,)) y tome-
mos (dj, d;) T (dy, d,). Sabemos (ip, 1) € RY(dy) y (iy, ) € RE (dy)
por definicién de RY* o ((dy, d;)). Por hipoétesis inductiva vale la inclu-
sion RY(d,) € RY(dy), luego (iy, n) € RY(dy). De la misma forma obtene-
mos (i;, n) € R4(d)), y por lo tanto (Pair (iy, ), n) € RS> d((d(’), d)).

O

Del resultado anterior se desprende la propiedad que queriamos demostrar
para la aproximacion denotacional.

Lema 37. Si«a »0d yd C dentonces a O d.

Prueba. Consecuencia directa del Lema 36 y la monotonia del operador de clau-
sura. [

Si conocemos que a »? d, y queremos demostrar que («, s) € 1L, una forma
de hacerlo es probar que s € 7?(d). Para ello es ttil contar con resultados que
permitan combinar tanto tests como realizadores para construir otros tests de
tipo 0. El Lema 38 permite obtener tests para tipos funcionales, los Lemas 39
y 41 para tipos de productos, y los Lemas 40 y 42 para el tipo int. Presentamos
esos resultados a continuacion.

Lema 38. Siav?dysc Te((fd) entonces a:: s € 7'9_”9/(f).

Prueba. Probaremos que para todo & € RY~ el(f), se cumple (&, a::s) € .
Notemos que T (fd) # (0 por hipétesis, luego fd # L,y porlo tanto f# 1. Por
definicion de Rg_’d(f), y como f# L, se tiene @ = (Grab » i, n) para algin

i € Code, n € MEnv. Mas aln, como « »’d se tiene (i, a::m) >9(fd. Como
(a, a::s) —> (i, @i, s) € 1, concluimos (@, a::s) € 1 por anti-ejecucion.
O

Lema 39 Sis € T%d,) entonces (Fst, n)::s € T9* 9/((d0, d,)). Similarmente,
sise TV (d,) entonces (Snd, ) ::s € T 9 ((d,, d,)).

Prueba. Notemos que d, # L pues T(d,) # 0 por hipétesis; luego tenemos
(dy, d,) + L.Sea @ € RE™ d((do, d,)), queremos ver (a, (Fst, n)::s) € L.
Por definicién de R ™ e,((do, d,)), se tiene que & = (Pair (iy, i), n’) donde
iy, i, € Code, i € MEnv. Mas atin, se tiene (iy, ') »°d, v (iy, 1) < d,. Por lo
tanto, como

(Pair (iy,i;), n', (Fst, n)::s) —
(Fst, '77 ((gs m')s (i 1)) 28) =
(iy, , S e,
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se tiene (Pair (iy,i;), ', (Fst, n)::s) € 1 por anti-ejecucion. O

Lema 40. Suponiendo que oy »°d,, a, »°d, y s € T(IFZ, d (d,, d,)), entonces
se cumple (&, o)) s € T™(d).

Prueba. Sea d = IFZ, d (d,, d,). Por hipétesis sabemos 7%(d’) no es vacio, por
lo tanto @’ # 1. Luego, d # | y en consecuencia d = 1k con k € Z. Para
demostrar (¢, &) ::s € T™ (1 k) debemos tomar (Const k, 1) € R (1, k) y
demostrar (Const k, 1, (&, &) ::s) € 1.

« Sik=0.Tenemos d = d, y (Const k, n, (@, &) ::s) +— (&, s) € L,

« Sik+# 0, Tenemos d = d, y (Const k, n, (&, &) ::s) +— (a;, s) € L.
En ambos casos se obtiene (Const k, n, (a,, ;) :: s) € 1L como queriamos. []
Lema 41. Si a »™d ys € T%IFZ, d (d,, d,)), entonces a::s € T°*9((d,, d,)).

Prueba. Sea & € R%* °((d,, d,)), debemos demostrar (&, a::s) € I. Defini-
mos d = IFZ, d (d,, d,); por hipétesis sabemos 7% d') no es vacio, por lo
tanto d # 1.Luego d, # L, d;, # L y en consecuencia (d,, d;) # L. Por
lo tanto « tiene la forma (Pair (i, i), ) con iy, iy € Code, n € MEnv. Por
definicion de RS> %((d,, d,)), se tiene (iy, n) »%d, y (i, n) »%d,. Por Lema 40
obtenemos (a,, ;) :: s € T™(d), donde a, = (iy, n) y a; = (i, ). Luego, co-
mo (Pair (iy,i;), 5, a::s) — (a, (&, &) ::s) € U, se obtiene (&, a::s) € 1L
como queriamos demostrar. O

Lema 42. Supongamos ©" es un operador aritmético de aridad n. Entonces para
todo k, a, d tales que

@)\ k| +|a|l=n—1, 2)|al=]|d|, (3)a »™d paratodor< |a|,

y para todo d’ € [int], s € T™((©"k), (d, d)) se cumple
{&"kea}=seTHd) .

Prueba. Para mostrar que {©"k » @} s € T™™(d') tomamos & € REY(d') y
demostramos que (@, {©"k » a}::s) € L. Sea d” = (©"k) | (d', d); dado que
T™(d") es no vacio, tenemos d” # L y en consecuencia d’ # L. Por lo tanto,
d = uk, para alguna constante k, € Z,y d" = (0" (k, k;)), d. Ademas, a
tiene la forma (Const kg, n) para algin n € MEnv. Veremos que se cumple
(@, {©"k « a} ::s) € L por induccion en el tamafio del vector a.

En el caso @ = [| obtenemos d = [] y | k| = n — 1. Por lo tanto se tiene
d” = 1 k' donde k' = ©" (k, k;). Es facil ver que (Const k', n) »'™ d”, y dado
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que (&, {©"ke}::s) — (Const k', 5, s) € I tenemos (& {©"ke}::s) € 1
como queriamos. ~ ~

Ahora asumamos @ = (¢, @, ). Tenemos d = (d,, d,) para algin d, € Z
tal que a,»™ d,. Como d” = (6" (k, k,)), (dy, d;) podemos aplicar hipétesis
inductiva para obtener {©" k, kys &, } :: s € T™(d,). Por lo tanto, dado que vale
(a, {&"keal:s) — (a,, {O"k, kyea;}::s) yluego (o, {©"kea}::s) €1l
como queriamos demostrar. O]

Definiremos una extension de la relacion de aproximacion denotacional
»" C [x] x MEnv, que describe cuando un ambiente p es una aproxima-
cién de un entorno de maquina 7, bajo un contexto . Esta relacion se define
punto a punto: la n-ésima proyecciéon del ambiente (esto es, p » n) aproxima
a la clausura ubicada en la n-ésima posicion del entorno 7 (es decir, 1 - n) con
el tipo 7 - n. Esto se puede definir por induccion estructural en el contexto r,
como se indica a continuacion.

Definicién 104 (Aproximacion denotacional para entornos).

I g

a:nw?7(d p) si y solo si av’d y n»p .

Si n »” p, entonces la proyeccién (Access n, 1) es una aproximacion de la
clausura p v n, como se demuestra a continuacion.

Lema 43. Sin»"pyn < | x|, entonces (Access n, n) ™" p « n.

Prueba. Sea 0 = n-nys € T%p v n).Comon »"pyn < || se tiene
(n-n,n) »p v n Luego (Access n, 1, s) — (- n, s) € 1. Por lo tanto
(Access n, 1, s) € 1. Como esto vale para todo s € T%p v~ n), se tiene
(Access n, n) »™"p v n. O

Supongamos que 7 = t : 0 es un juicio valido y que se tiene n »”" p. Si
se cumple (i, ) »O[t] =, o P> entonces por Lema 43 se puede demostrar que
(Access 0, (i, n) =) O t], gp. De esa forma, hemos construimos una apro-
ximacion de la semantica del término t a partir de otra aproximacion. Obser-
vemos que i no necesariamente es cédigo generado por un compilador, lo que
sugiere que la nocion de aproximaciéon puede usarse para analizar el compor-
tamiento del codigo (con respecto a un objeto denotacional) sin hablar de un
compilador especifico.

En efecto, aplicar el Lema 43 es s0lo una de varias maneras de construir nue-
vas aproximaciones a partir de otras, tal como indican los siguientes resultados.

Lema 44. Si (i, n) >9_’6(fy (', n) »°d, entonces (Push ' > i, 1) »0 fd.
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Prueba. Sea s € T7 (fd). Tenemos (i’, n):: s € Te_’el(f) por Lema 38. Luego
(Push i’ v i, n,s) — (i, n, (', ) =:s) € Ly (Push i’ > i, n, s) € 1.. Como esto

vale para todo s € T¢ (fd), se tiene (Push i’ > i, n) >6(fd. O
Lema 45. Si (i, ) »°7fy (Fix v i, ) »%d, entonces (Fix » i, n) »°fd.

Prueba. Sea a = (Fix » i, )y s € T%(fd). Por Lema 38 vale a::s € T?79(f).
Luego (Fix » i, n, s) — (i, n, a::s) € Ly (Fix » i, n, s) € 1. Como esto
vale para todo s € TY(fd), se obtiene (Fix v i, n)»?fd O

Lema 46. Suponiendo que (i,, ) »™ d, para todor € {1, ... ,n}, entonces se
cumple (Push i, > ... > Push i, > Frame ©", n) »™ o" (d,, ... ,d,).

Prueba. Sea s € T™(&" (d,, ... ,d,)), & = (i,, ) conr € {1, ... ,n}y sea

Y n r?

@ = (a,, ... ,a,). Por Lema 42 se tiene {©" » a}::s € T™(d,). Luego, como
(Push i, >... > Push i, > Frame &", 1, s) —*
(Frame ", N, Qay:..na,s)

(iy, n, {©"ea}:s) en,
se obtiene (Push i, »... > Push i; » Frame &", n, s) € L. O

Lema 47. Si (i, n) »%* 4 (dy, d,), entonces se tiene (Push Fst o i, n) »%d, y
ademas (Push Snd » i, 1) < d,.

Prueba. Sea s € T%(d,). Se tiene (Fst, n)::s € T9* 9’<(d0’ d,)) por Lema 39.
Luego (Push Fst » i n,s) — (i, , (Fst, n)::s) € 1. Obtenemos enton-
ces (Push Fst » i, 1, s) € 1 paratodas € 7%d,). Por lo tanto concluimos

(Push Fst » i, ) »Yd,. La prueba de (Push Snd » i, 7) o d, es analoga. [

Lema 48. Suponiendo que valen (i, n) »°* % (d,, d,) y (7', n) »™ d, entonces se
cumple (Push i’ > i, n) »? IFZ, d (d,, d,).

Prueba. Sea s € T%(IFZ, d (d,, d,)), entonces (7', ) ::s € T > %((d,, d,)) apli-
cando el Lema 41. Como (Push i’ > i, n, s) — (i, n, (i, ) :: s) € 1L obtenemos
(Push i’ v i, 1, s) € 1. Como esto es vélido para toda s € TY(IFZ, d (d,, d,)),
se obtiene (Push i’ » i, n) B’ IFZ, d (d,, d,). O

Suponiendo 7 - ¢ : 6, podriamos esperar que si n »" pentonces [ t], gpes
una aproximacién de (( t), 4, 7). Sin embargo, no se puede demostrar esa afir-
macion directamente, sino que tendremos que usar la cadena semantica (ver De-
finicién 98). Demostraremos que cada miembro de la cadena semantica [ t]], ,p
es una aproximacion de (( t]), 5, 17). Por el Lema 33, para aquellas cadenas se-
manticas que contengan su propio limite (por ejemplo, todas las cadenas del
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dominio [int]), es posible probar que |_|:;N [t], op = [t ¢p aproxima a
((tD, g 1), como queriamos originalmente.

El siguiente resultado relaciona la compilacion de un término con todos los
miembros de su cadena semantica.

Teorema 9. Si n»"pym = t : 0, entonces ((t]), o 1) » t]7. ¢p para todo
indicer € N.

Prueba. Se procede por induccién en la derivacion de 7 = ¢ : 6. A su vez,
en cada caso, se realiza una induccién en el indice r. Cuando r = 0 la prueba
es directa por Lema 34, puesto que [t]° ,p = L. Nos enfocamos en el caso
r=r +1

« Caso (ABs). Sea f= ﬂltﬂig;y p, debemos ver ((At), g, ¢, 1) béHe/f

Mostraremos que (6rab » ( ¢)g. 5 ¢ 1) = ((At), o ¢ 1) € REY (f).
Para ello tomemos a € R?(d). Como 1 »” p, obtenemos a:: 7 »%* " (d, p).
Luego, por hipotesis inductiva, tenemos

(D gumgr @i » [t]y. ,(d p) = [AL]L4),  pd=fd .
Como esto vale para todo a € RY(d), por definicién de R§~ 19/(f) se ob-
tiene (Grab » (t)g.., ¢, 1) € Rg”d(f) C Reﬁd(f).

« Caso (Var). Debemos demostrar
(7 0. 1) = (Access n, n) B[R], 5 p=p « n .
Yt

Como 7 - n = 0, se obtiene (Access n, n) »?[n]" ! p directamente del
Lema 43.

« Caso (Arp). Queremos ver ((t '), 4, 1) o [[tt’]]]’;z,l p. Por hipétesis in-
ductiva, (q tDn, 60— 6> ’7) ’9/ [[t]],rr’ 0= ¢ Py (q t Dr[, 0> ’7) ’9 [[ tj]]:r, 0 P- Lue-
go, por Lema 44, concluimos

(Push (), 0> (tDy oo m) » (L] oy 0) (712 4p)
= [t e
» Caso (Rec). Sea a = (( rec t), ¢, 1), d, = [rect]}; ,p, queremos demos-

trar a »? dy ;. Como hemos realizado inducciéon sobre r, podemos su-

poner a »%d /. Por hipétesis inductiva, (( t)r o0 1) » OOt 4, o
Luego, por Lema 45, concluimos

a=(Fix » (t), 90,1 >9([[t]]2,e%ep> dy = [rect Zﬁfpz dy iy -
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« Caso (Const). Como (Const k, n) € Rp* (1 k), se tiene
((K Dz, ies 1) = (Const k, ) wi™ k=[] 50 -

« Caso (Op).Sea d, = [[tu]]]’; ntPY i, = (t, ) mconu€ {1, ... n} que-
remos ver (( ©" (t;, ..., 1) Dr jne> 1) »™ ©1 (dy, ... , d,). Por hipdtesis
inductiva tenemos (i,, ) = ((t, ) jne» 1) »™ d,. Luego, por Lema 46,
obtenemos

(q en (t17"‘7tn> Dn’,int’ ’7) :'
(Push i, >... > Push i; > Frame ©", n) »™

S (d17 adn) = [[en (tlv R tn) ]];Etp .

+ Caso (Pamr). Para abreviar definamos d, = [[to]]]r; o di = [[tl]]:; g PY

ademas i, = ( Dn, oY i = (1 D;r, ¢ - Se tiene (iy, n) >’ dy y (iy, 1) > d
por hipétesis inductiva, luego concluimos

(¢ (ts 1) Dn,e « o> 1) = (Pair (i, i), n) € RJQJX f ((dy, dy)) -
Como (d,, d;) = [ (¢, t;) iglx y P> queda demostrado este caso.

« Caso (Fst). Sea (d,, d|) = [[t]]]r; o « ¢ P> pOr hipétesis inductiva tenemos

((tDroxesm) poxd (dy, d,), por lo tanto, por Lema 47, obtenemos

(QﬁttDm 0 ’7) = (PUSh Fst » (]tDn,G x 0 ’7) >edO = [[f:S't t]]:r,—glp ’

« Caso (Snp). Similar al anterior.

« Caso (Conp). Debemos ver ((ifzt. '), o, 1) »0 1FZ, d (d,, d,), donde
d=| t]],’; mt Y (do, dy) = [V ]]7’; o » opP- Por hipotesis inductiva, tenemos

(( tD/r, int> 71) pint dy (( Dn’, )] 0 e(d()a d; ). Luego, por Lema 48,
obtenemos

(Qifzt. ¥ Dy m) = (Push 1)y ine > (¥ Do oo m) B’ IFZg d (dy, dy).

]

A partir del hecho de que el Teorema 9 es valido para cualquier conjunto
de observaciones 1l (que cumpla las propiedades requeridas) se desprende el
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teorema de correccion del compilador para términos cerrados de tipo int cuya
semantica denotacional es una constante entera.

Veremos que en la prueba de ese teorema se elige una instancia concreta de
1l para lograr demostrar la propiedad deseada. La demostracion también depen-
de del hecho de que todas las cadenas del dominio [ int | contienen a su propio
limite, como es el caso en todo dominio 1llano.

Teorema 10. Supongamos [] b t : int, y ademds [t] ;0@ = 1k entonces
existe 1 € MEnv tal que (( t)(j int, [I; []) =" (Const k, n, []).

int>

Prueba. Supongamos [ t] i @ = 1 k. Definimos
L={w]| wr—*(Const k, n, []) cony € MEnv} .

Es claro que 1 es cerrado por anti-ejecucion y tiene clausura excluida. Por Teo-
rema 9 se tiene

(D, ines 1) >im[[t]][r],intg g

para todo r € N.
Por ser [int | un dominio llano, existe ¥ € N tal que

e}

L2072 = L] ([2]f ine @) = D] ime e = 1K

reN

Por lo tanto, tenemos ((] tD[L int> H) p int Y k.

Por otro lado, es facil ver que [] € RE* (k)" = T™(i k). Por lo tanto
(A tD, ine> [Js []) € L como queriamos demostrar. O

Para demostrar completamente la correccion del compilador, debemos ver
que cuando [ t] ;e @ = L, entonces (( ¢y ine, (], []) diverge. Para ello utiliza-
remos otra relacion logica de aproximacion.

Aproximacion operacional

Para definir la relaciéon de aproximacion operacional aplicaremos un esque-
ma de realizabilidad que utiliza relaciones indexadas decrecientes, similar al que
presentamos en la Seccidn 5.5.

Repetimos aqui las propiedades requeridas sobre el conjunto de observacio-
nes, que son las mismas que en la Definicion 78.
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Definicion 105 (Observaciones). 1., es una relacion indexada decreciente so-
bre Conf'tal que:

1. 1L, = Conf (conjunto total de configuraciones)

2. W el ywr— w implicaw e 1L,

De la misma forma, repetimos la definicion de los operadores ortogonales
para el esquema de realizabilidad usando indexacion. Recordemos que esa defi-
nicion es valida si el operador ortogonal se aplica solamente a conjuntos comple-
tos (ver Lema 27), por ello habra que demostrar que el conjunto de realizadores
lo es.

Definicion 106 (Operadores ortogonales).

Xt ={(r,s) | paratodo (u, @) € X, u < rimplica (e, s) € 1L, }
Y' = {(u, @) | paratodo(r,s) € Y, r < uimplica (e, s) € L, }

El conjunto de realizadores R%(d) contiene pares de la forma (u, &) donde
u € Ny a € MClos. Como antes, el conjunto R%(d) se define en términos de los
realizadores primitivos R%(d) utilizando el operador de clausura. El conjunto

de tests 7%(d) C N x Stack se define como R%(d)*+ = RY(d)*.

Definicién 107 (Realizadores).

Rp(L) = 0
R}?t(%k) = {(u, (Constk, n)) | ueN, ne€ MEnv}
ngﬁgl(f) = {(u, (Grab > i, )) | paratodou’ < u,
W, a) € RY(d), se tiene (v, (i, a:: 1)) € R‘/(fd)}

RE* ((dy, dy) = {(u, (Pair (ipsiy), 1) | (, (igs 1)) € R(dy),
y (u, (i, n) e RY(d,)}
Re(d) — R9<d)LT

Nuevamente se define la relacion de aproximacion en términos del conjunto
de realizadores.

Definicion 108 (Aproximacion operacional).

adld  siysolosi (u, @) € RYd) .
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Aqui o« d se interpreta como “a aproxima a d con indice u y tipo ”. Como
RO(d) € RYd) tenemos que (u, @) € RY(d) implica o 4% d. Intuitivamente,
los realizadores primitivos son aproximaciones directas a los objetos denota-
cionales, y tomando la extension via el operador de clausura obtenemos un
conjunto mas amplio de aproximaciones que depende de las observaciones ele-
gidas. En particular, requerimos R}?t(J_) = (), esto es, no existen realizadores
primitivos de L € Z |, aunque dependiendo de la eleccién de 1, puede suceder
R 1) = () (ver Lema 65).

Por definicion de R"(1, k) se tiene (Const k, n) € 1 k para todo u € N.

Para tipos funcionales tenemos (Grab v i, n) 42_>elfsi para todo v’ < u,y
de [0],si 0(43, dentonces (i, a:: 1) 45, fd.Por tltimo, para los pares, tenemos
(Pair (ig, ). 1) <G * " (dy, o) si iy, 1) €y (iy, 1) «{ di.

A partir del hecho de que R¥*(_L) = () se desprende el siguiente resultado
sobre 7™ (_L).

Lema 49. 7™(1) = N x Stack.
Prueba. Es trivial pues 7( 1) = Rit( 1)+ = )+ = N x Stack. O

Como mencionamos antes, queremos demostrar que <’ es indexada decre-
ciente ya que eso implica que el indice u se puede pensar como el nivel de
precision de la aproximacion.

Lema 50. La relacién <9 es indexada decreciente.

Prueba. Debemos ver que 45 C 43, cuando ¥’ < u, o equivalentemente que
a <% d implica 0(43, d. Por definicién, esa implicacion es a su vez equivalente
a (u, @) € RYd) implica (¢, @) € R%d), lo cual es lo mismo que demostrar
que RY(d) es completo. El Lema 26 garantiza que R%(d) es completo pues 1L, es
indexada decreciente. ]

Como consecuencia de que R%(d) es completo (Definicién 77), se tiene que
el conjunto de realizadores primitivos también lo es.

Lema 51. El conjunto RY(d) es completo.
Prueba. Se procede por casos en el tipo 6.

. Caso int. Si d = L se tiene R¥ (L) = () por definicion, y el conjunto
vacio es completo. Si d = 1, k, se tiene que (u, (Const k, 1)) pertenece a
R¥"(1, k) para todo u € Ny n € MEnv, por lo que R¥"(1, k) es trivialmen-
te completo.
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« Caso 0— €. Supongamos (u, (Grab v i, n)) € Rﬁﬁ“/(f) y u’ < u, debe-
mos ver (¢, (Grab » i, )) € Ry~ 4 (f). Para ello, aplicamos la definicién
de Rgﬁel(f). Sea (u”, a) € R%d) con u” < u'. Por transitividad de < se
tiene u” < u, y por lo tanto obtenemos (u”, (i, a:: n)) € RY (fd).

« Caso 0 x €. Supongamos (u, (Pair (iy, ), n)) € ((do, d)))y to-
memos ¥ < u. Tenemos (u, (i, n)) € Rg( )y( u, (11, n) € Rel(d)
Por Lema 26 se tiene que tanto R%(d,) y ( s
tanto, (', (iy, n)) € R%(dy) y (', (iy, ) € RY
ces (i, (Pair (i 1), ) € RE* 7 ((dy, i)

1) on completos. Por lo
(

d,). Concluimos enton-

]

Como la relacion € es decreciente, se tiene que 40 debe incluir a todas las
demés relaciones con u > 0. De hecho, se puede ver que 4! = MClos x [ 0].

Lema 52. Para todo a € MClos y d € [ 0], se cumple a«C d.

Prueba. Para demostrar (0, a) € R%d) = T d) " aplicaremos la definicién del
operador ortogonal. Sea (u, s) € TY(d). Como RYd) es completo, basta con
analizar inicamente el caso u = 0. Por lo tanto vale (a, s) € 1, = Conf. [

Respecto al orden C del dominio [ 0], se cumple la siguiente propiedad de
los realizadores primitivos. Como corolario se tiene que si a4’ dy d C d en-
tonces a4’ d’.

Lema 53. Si d C d’ entonces R5(d) C RY(d).

Prueba. Procedemos por induccion en 6. Usaremos que, por la monotonia del
operador de clausura respecto de la inclusion, se tiene R%(d) C R%(d’) cuando

Ry(d) € Ry(d).

« Casoint. Si d = 1, se tiene R™(d) = () y la inclusién es trivial. En otro
caso, cuando d = lTk, se tiene que d = d (por definicion de C en el
dominio [ int ]). Nuevamente la inclusion es trivial en ese caso.

« Caso 80— 0. Sea (u, (Grab » i, n)) € Rfﬁ%‘) y f € g Veamos que
(u, (Grab v i, n)) € Rgﬂd(g) aplicando la definicién de Rg”(’/(g). Sea
(v, @) € R%d) con v/ < u. Obtenemos (', (i, a::n)) € Ref(fd) por
definicion de RS~ 4 (f). Como fd C gd se tiene por hipétesis inductiva
que Rg (fd) C Rg (gd), y por lo tanto RY (fd) C RY (g d). Podemos
concluir entonces que (¢, (i, a:: 7)) € RY (gd).
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. Caso 0 x ¢.Supongamos (u, (Pair (iy, i,), )) € RE* d((do, d))) vy to-
memos (d,, d,) T (d), d). Por definicién de R ™ ‘9/((d0, d,)) tenemos
(u, (iy, 7)) € Rdy) v (u, (i}, 1)) € Rgl(dl). Por hipétesis inductiva (y
la monotonia del operador de clausura) tenemos R%(d,) C R%(d}), y por
lo tanto (u, (iy, 7)) € R%dj). De la misma forma (u, (i;, )) € R%d)).
Concluimos entonces (u, (Pair (iy, ), 7)) € RS> 6/((d6, d)).

]

Como hicimos en la relacion de aproximacion denotacional, demostraremos
algunos resultados que permiten construir tests a partir de la combinacion de
otros tests y de realizadores de diferentes tipos.

Lema s4. Sia<Sdy (u, s) € 'Te((fd) entonces (u, a::s) € 7'9—>9(0‘).

Prueba. Debemos demostrar (u, a::s) € T~ Hl(f) = RI‘P%‘)L. Para ello to-
memos (', (Grab v i, 7)) € RS 9,(]‘) con ' < u. Ya que hemos supuesto
a <4 d, por definicion de Rfﬁd(f) tenemos (v, (i, a::n)) € RY (fd). Por lo
tanto, como (v, s) € T (fd), obtenemos (i, a:: 1, s) € 1. Concluimos en-
tonces (Grab > i, n, a::s) € I, pues 1L, es cerrado por anti-ejecucion. L

Lema 55. Si (u, s) € T%(d,) entonces (u, (Fst, n)::s) € T y((do, d,)). Simi-
larmente, si (u, s) € T? (d,) entonces (u, (Snd, n)::s) € T¢* d((do, d,)).

Prueba. Veamos (u, (Fst, n)::s) € T9~ 9/((d0, d,)). Para ello tomemos un rea-
lizador (u', (Pair (iy, i), ') € RS> Y ((d,, d,)) con u/ < u. Por definicién de
Ry ((dy, dy)) tenemos (i, (iy, 1)) € R%(dy) y (, (i, ') € R¥ (dy). Por

lo tanto tenemos

(Pair (i07i1>7 ’7/7 (F5t7 ’7)::3> —
(Fst, n, (g, n'), (i, 1)) 2s)
(iy, n, s)el, .

Luego, (Pair (iy,i;), n’, (Fst, n)::s) € L. De manera similar se obtiene la
prueba de (u, (Snd, 7)::s) € 79~ d((do, d)). O

Lema 56. Si o, 4° dy, o, 4% d,, (v, s) € TUIFZ, d (d,, d,)), entonces se cumple
(u, (o, o) ::5) € T™(d).

Prueba. Sea d' = IFZ, d (d,, d,). Si d = L, la prueba es directa por Lema 49.
Supongamos d = 1, k, con k € Z. Tomamos (u', (Const k, 1)) € Ry*(d) con
u < u. Como TYd') es completo, (v, s) € Td'). Por lo tanto, obtenemos

106



6.5. Relaciones de aproximacion

« Si k = 0setiene d = d; y (Const k, n, (&, ;) ::5) > (@, 8) € 1L,
ya que o, €’ d, por hipotesis,

« Sik # 0setiene d = d; y (Const k, n, (@, ;) ::s) > (g, s) € 1y,
ya que o, €’ d, por hipétesis.

En ambos casos se obtiene (Const k, n, (¢, ;) ::s) € 1. Esta prueba vale
para todo (v, (Const k, 1)) € Ri¥(d) con u’ < u, por lo tanto concluimos
(u, (o, o) 22 s) € T™(d). O

Lema 57. Suponiendo a €™ d y (u, s) € TY(IFZ, d (d,, d,)), entonces se cumple
(u7 a:: S) S TQX 9<(d07 dl))

Prueba. Tomemos (v, (Pair (iy,i;), ) € RE*%(d,, d;)) con v’ < u. Se
tiene (iy, n) 42, dy y (i, 1) 43, d, por definicién de RY* ((d,, d,)). Como el
conjunto TY(IFZ, d (d,, d,)) es completo, (v, s) € TUIFZ, d (d,, d,)). Por

Lema 56 tenemos (v, {(iy, 1), (i;, 1)) 2 s) € T™(d).
Luego, como (Pair (iy, i), n, a::s) —— (&, {(iy, 1), (i;, 7)) ::s) € L, se
obtiene (Pair (iy, i;), , a::s) € 1. Concluimos (u, a::s) € T°*9((d,, d,)).
0

Lema 58. Supongamos ©" es un operador aritmético de aridad n. Entonces para
todou € N y k, a, d tales que
(3) &, <

Wkl +|al=n—1 (2)|a|=
y para todo d’ € [int], (u, s) € T™((©"k), (d, d)) se cumple
(u, {&"k e a}=:s) € T™(d) .

Prueba. Sid = 1 entonces la prueba es trivial por Lema 49. Supongamos ahora
d = [ ky, con k, € Z. Debemos demostrar, por induccién en el tamano de

a, que se cumple (u, {&"k « @} ::s) € T™ (1 ky). Para cada caso tomamos
(v, (Const ky, 1)) € “‘t( k,) con v’ < uy demostramos que se cumple

(Const ky, 1, {©"k » @} ::5) € IL,/. Para abreviar, definimos & = (Const ky, 1)
y d// = (en k)J_ (d/, d).

En el caso @ = [ obtenemos d = [| y |k| = n — 1. Por lo tanto te-
nemos d’ = u k' donde K = ©"(k, k;). Es facil verificar que se cumple
(Const k', ) <iu‘§t 1K',y dado que (g, {©"ke}::s) — (Const k', i, ) € 1L,
tenemos (&, {©"ke}::s) € 1, como queriamos.

En el caso @ = (a, ;) tenemos d = (d,, d,) para algiun d, € Z tal que
o € dy. Como d” = (8" (k, ky)), (dy, d;) podemos aplicar hipétesis inducti-
va para obtener (u, {©"k, ky » &;}::s) € T™(d,). Como T™(d,) es comple-
to, tenemos (u//, {9” k, ky » a,}::s) € T™(d,). Por lo tanto, obtenemos que
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(&, {©"k » &} ::5) — (0, {©"k, ky » @} ::5) € 1y, y entonces concluimos
(a, {&"k » a} ::s) € 1L,y como queriamos demostrar. O

Definimos a continuacion la relacion de aproximacién para entornos:

Definicién 109 (Aproximacién operacional para entornos).

<o
a::q{ﬁ””(d,p) si y solo si a{ﬁd y n<p.

A continuaciéon mostramos diversas maneras de componer aproximaciones
con el fin de obtener nuevas aproximaciones de diferentes objetos denotaciona-
les.

Lema 59. Sin<pyn < ||, entonces (Access n, n) <" p v n.

Prueba. Sea (v, s) € R9(p v n)donde ' < uy 0= 7 - n. Luego, como
ndipyn < | x| obtenemos (n - n, s) 4% p » n,y por lo tanto obtenemos
(Access n, n, s) — (n - n, s) € 1L;. Luego, (Access n, 1, s) € 1L . O

Lema 60. Si (i, 1) <ffglfy (7, n) 4% d, entonces (Push i v i, 17)<5fd.

Prueba. Sea (v, s) € ol (fd) con ' < u. Como R%d) es completo, tenemos
(i, n) 43, d, y por Lema 54 obtenemos (¢, (i, n)::s) € Te_’d(f). Luego, co-
mo (Push i > i n,s) +— (i, n, (i, ) ::s) € 1, podemos concluir que vale
(Push i’ > i, n, s) € 1Ls. Por lo tanto, (Push i’ v i, 17)<5fd. O

Lema 61. Si (i, n) 4% fentonces (Fix » i, n) <4 Yo f

Prueba. Sea d = Y[oy fy a = (Fix » i, 7). Queremos ver a4 d, procedemos
por induccién en u. El caso u = 0 es directo por Lema 52. Supongamos u = u'+1.
Sea (r, s) € T%(d) con r < u, veamos (a, s) € 1L,

Sir <, por hipétesis inductiva 0(42, dy por lo tanto (a, s) € 1,. Suponga-
mos ahora r = u = v’ + 1. Como d es un punto fijo de f, se tiene fd = d, luego
(u, s) € TYfd). Dado que T?(fd) es completo, se obtiene (v, s) € TY(fd). Por
hipétesis inductiva 43, d,y por Lema 54 se tiene (¢, a::s) € T~ %(f). En con-
secuencia, (@, s) — (i, n, a::s) € 1L,/. Por larestriccion 2 de la Definicién 105
se tiene (, s) € 1,/,,_, como queriamos. [

Lema 62. Suponiendo que (i,, n) 4™ d_ para todor € {1, ... ,n}, entonces se
cumple (Push i, » ... > Push i; > Frame ", ) <™ ©" (d,, ... ,d,).
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Prueba. Sea (v, s) € T™(&" (d,, ... ,d,)) con v’ < u, sea a, = (i,, ) donde
re{1l,..,n}yseaa = (a,, ... ,a,). Como R™(d,) es completo, se tiene
a, 4:? d,. Por Lema 58 obtenemos (u/, {©" ¢ a}::s) € T™(d,). Por lo tanto,

como

(Push i, >...> Push i, > Frame &", n, s) —

(Frame ©", My Q0 . @,S)

<i17 s {en ¢ 5{} ::S) S
obtenemos (Push i, > ... > Push i, > Frame &", n, s) € 1. N

Lema 63. Suponiendo que (i, n) 4®* 4 (dy, d,), entonces (Push Fst v i, ) 4% d,
y ademas (Push Snd » i, ) 45 d,.

Prueba. Sea (u',s) € T%d,) con &' < u. Como consecuencia del Lema 55
obtenemos (u/, (Fst, n)::s) € TOx d((do, d,)). Luego, obtenemos

(Push Fst o i, n, s) > (i, n, (Fst, n)=s) € Ly .

Por lo tanto, (Push Fst » i, n, s) € 1L/. La prueba de (Push Snd » i, ) 45 d
es analoga. [

Lema 64. Suponiendo que valen (i, n) 42> %(d,, d,) y (', n) 4™ d, entonces se
cumple (Push i’ » i, n) 4 IFZ, d (d,, d,).

Prueba. Sea d = IFZ, d (d,, d,). Tomamos (', s) € T%d) donde v/ < u.
Luego, como R™(d) es completo, se tiene (i, ) <iu‘}t d. Ademas, por Lema 57
se tiene (u/, (i', ) :s) € T°*9((d,, d,)).

Por lo tanto, (Push i > i, n, s) — (i, n, (', n)::s) € 1,. Concluimos en-
tonces (Push i’ v i, n) 4% d = IFZ, d (d,, d,). O

La diferencia mas importante de estos resultados respecto a los analogos
de la aproximacion denotacional es el Lema 61, donde se demuestra por induc-
cién en el indice u que (i, 7) 427 % fimplica (Fix v i, n) <§Yﬂeﬂf Dado que
es posible aproximar puntos fijos de forma directa, no sera necesario la cadena
semantica para demostrar la correccion del compilador. Aplicando los lemas
anteriores se puede demostrar que la compilacion de un término aproxima a su
semantica.

Teorema 11. Supongamosz = t : 6, entonces para todo u € N, si n < p entonces
6
((] tDﬂ, 0> ’7) <, [[ t]]ﬂ.’, 0P

Prueba. Se procede por induccion en la derivacionde 7 -~ t : 6.
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110

Caso (ABs). Veamos (u, ((At), 4,4, 1) € RY™ 9,(]‘) C 7'\’,9_’9/(}‘) don-
de f=[At], ¢ p- Sea (v, a) € R%d) con ' < u. Como n«py <
es indexada decreciente, se tiene n«”, p y por lo tanto a:: 7743,”” (d, p).
Luego, por hipoétesis inductiva, se obtiene

((] tDG::ﬁ,G” a:: ’7) 42/ [[t]]Q::n,G/ <d? p) :fd :
Concluimos, por definicién de RS~ e/(f), que ((At), o0, 1) <ffyf.

Caso (VAR). Como n <) p, n < | 7|y - n = 6, aplicamos Lema 59 para
obtener

((7Dy 0 1) = (Access n, n) 4Gp ¢ n=[n], 4p .

Caso (Aep). Sea f= [t], 4 ,¢ py d = [t'], op. Por hipétesis inducti-

va tenemos ((t), 4 ¢, 1) <Z_>9/fy también (( '), 4, 1) <} d. Por Le-
ma 60 obtenemos

((]tt/Dn,9/7 ’7):<PUShqtjD7r,9 > (]t[)n:,9~>9'7 T]){Zlfd:[[tt/]]me'p :

Caso (Rec). Sea f= [ t], g, 9p. Sabemos (( ), o_, 4 1) 457 ° fpor hipé-
tesis inductiva. Por Lema 61 tenemos

((rect), g m) = (Fix > (t), g g m) CYorf=[rect], gp -

Caso (Const). Como [k], iynep = tky (u, (Const k, n)) € Ry (1 k)
obtenemos

(QkDy ines 1) = (Const k, n) € k= [k], inep -

Caso (Op). Sea d, = [t ], i Py i, = (¢ Drineconre {1,..,n}, que-
remos ver ((©" (t;,...,t,) D ity 1) 4 O (dy, ..., d,). Por hipotesis
inductiva tenemos (i,, ) = (( ), ine» 7) 45 d.. Luego, por Lema 62,
obtenemos

((] en <t17"'7tn) Dn,int’ ’7) :.

(Push i, ©>...> Push i, > Frame ©", ) <™

o (dy; .., d,) =[e" (i t) I ime -

Caso (Pamr). Sea d) = [t], gpy d; = [t'], ¢ p. Por hipotesis inductiva
(0 tDr, 0. 1) 4idyy (£ Dy . 1) <] d, por definicion de RY*  ((dy, d))
obtenemos
(€& ) D g xgsm) = (Pair ((£Dy 6 (¥ Dy g)s 1)
e RELE oo p) -



6.5. Relaciones de aproximacion

« Caso (Fst). Sea (dy, d,) = [t], g« ¢ p- Por hipétesis inductiva obtene-
mos (( ), g ¢» 1) €4~ 4 (dy, d,). Luego, por Lema 63, tenemos

((fstty g n) = (PushFst > (t), g, ¢, n) dy=[fstt], 4p -

« Caso (Snp). Similar al anterior.

« Caso (Conp). Sean d = [ t], e py (dy; d) = [¥'], ¢ « ¢p- Por hipote-
sisinductiva tenemos (( ¢), . 1) € dy (1€ D, o . g 1) 40" * (dy. di).
Por Lema 64 obtenemos

(qith‘t/Dn,97 ’7) - (PUShthDn,inthtDﬂ,Hxéh ’7)
< Fz,d (4, d,) .

]

Antes de demostrar la correccion para términos divergentes, necesitamos el
siguiente resultado sobre las aproximaciones de tipo int.

Lema 65. Definimos
1L, = {w | sepueden realizar al menos r transiciones a partir de w} .

Entonces, si a 4™ | para todo u € N, se tiene (a, s) —* para toda s € Stack.

Prueba. Sea (N, s) € N x Stack. Por hipotesis tenemos a «4}' L, y ademas por
Lema 49, (N, s) € T™(L). Luego (&, s) € Iy, es decir, se pueden realizar al
menos N transiciones a partir de (¢, s). Como N es arbitrario, concluimos que
a partir de («, s) es posible realizar cualquier niumero de transiciones. Como
el sistema de transiciones de la maquina abstracta es determinista, se puede
demostrar que si a partir de w se puede realizar una cantidad arbitraria de tran-
siciones, entonces w diverge en el sentido coinductivo de la Definicion 25. [

Teorema 12. Si[] & ¢t : int y [t]y ine@ = L, entonces (( tDy e, []; )
para toda s € Stack.

Prueba. Definimos 1., como en el Lema 65. Luego, por Teorema 11 tenemos
(0 Dy, ine []) € L para todo u € N. Por lo tanto, por Lema 65, concluimos
((£Dg, int> [, $) F—* para toda s € Stack. O

De esa manera hemos probado la correccion del compilador para términos
convergentes (Teorema 10) y para términos divergentes (Teorema 12) a partir
de las relaciones de aproximacion denotacional y operacional respectivamente.
En la formalizacion en Coq presentamos también una relacion logica definida
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mediante la clausura admisible de la relacion de aproximacion denotacional (es
decir, la misma relacién pero cerrada por limites de cadenas) que no incluimos
aqui ya que no resultd necesaria para obtener el teorema de correcciéon para
tipos basicos. Un aspecto importante a considerar es la diferencia en el compor-
tamiento de la maquina de Krivine y la maquina SECD utilizada por Benton [15].
En la primera, el resultado de una computacion se deduce observando la con-
figuracion final de manera completa (analizando todos los componentes de la
configuracion). En la segunda, en cambio, el resultado final de una evaluacion
queda almacenado en el tope de la pila. La maquina SECD distingue claramen-
te entre valores y clausuras, modelando de manera mas natural la evaluacion
estricta. Por ese motivo, el enfoque de Benton es mas adecuado para lenguajes
estrictos pues distingue entre tres tipos de relaciones logicas destinadas especi-
ficamente a valores, expresiones y computaciones. Nuestro enfoque, en cambio,
se centra en la maquina de Krivine como entorno de ejecucion, logrando por
lo tanto capturar de manera mas clara e intuitiva la nocién de correccién para
lenguajes de evaluaciéon normal.
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CariTULO 7

Realizabilidad y Evaluacion Lazy

Hasta aqui hemos considerado distintas variantes de la maquina de Krivine
que modelan en su comportamiento el orden de evaluaciéon normal que posee
el lenguaje fuente. Una de las situaciones en la que se ve reflejado el orden
de evaluacion es en la ejecucion del codigo de una aplicacion. Para ver esto
recordemos la Definicion 101 para el caso de la aplicacion:

qtt/Dn,H/:PUSh (thDn,G) > (]t[)n:,9~>9/ :

Observamos que al ejecutar la instruccion Push, el coédigo que resulta de com-
pilar el argumento #’ se coloca en el tope de la pila y no es ejecutado a menos
que, eventualmente, sea invocado por una instruccion Access, indicando que
la evaluacion del argumento resulta necesaria para continuar la ejecucion. Sin
embargo, el mecanismo de la maquina de Krivine no impide que el argumento
se evalie mas de una vez cuando no es necesario. Por ejemplo, en un término
de la forma (1 @ (0, 0)) ', donde @ es un operador aritmético binario, el c6-
digo de ' sera ejecutado una vez por cada llamada a la instruccién Access 0.
Cuando el lenguaje es puramente funcional, es posible evitar esa repeticion de
la ejecucion. Alternativamente, podemos considerar una maquina abstracta con
evaluacion lazy, es decir, que mantenga el orden de evaluacion normal pero que
a su vez garantice que los argumentos se evaliien una unica vez. En este capi-
tulo aplicaremos realizabilidad sobre una variante de la maquina abstracta de
Sestoft [111], donde se utilizaran heaps para almacenar el valor de los argumen-
tos y de esa forma evitar la repeticion de la evaluacion. A partir del esquema de
realizabilidad se logra obtener un resultado acerca de la correccion de la com-
pilacion respecto de la semantica denotacional del lenguaje. Como veremos, la
presencia del heap dificulta considerablemente la aplicaciéon de realizabilidad
para lograr la prueba de correccién. Por esa razoén, limitamos el trabajo de es-
ta tesis a un lenguaje tipado sin recursion, y dejaremos la incorporacion del
operador de punto fijo como trabajo futuro.
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7.1 Sintaxis

El lenguaje de este capitulo es una variante del calculo lambda utilizado por
Launchbury [75] y Sestoft [111] en sus trabajos sobre evaluacion lazy. Ademas
de los términos del calculo lambda, se incorporan la constante ¢ y el término
let t in ' (lamado declaracion de variable).

Definicion 110 (Términos).

t, € Term == n | At| tn| o | lettint

Observemos que la aplicacion esta restringida pues el argumento solo puede
ser una variable. Como veremos, esta restricciéon asegura que el codigo del ar-
gumento se mantenga siempre dentro del heap, facilitando asi que su ejecucion
se realice a lo sumo una vez.

A diferencia de los trabajos de Launchbury y Sestoft recién mencionados, el
término let t in ¢’ que posee este lenguaje no puede usarse para definir términos
recursivos.

Otra diferencia es que aqui definiremos un sistema de tipos para el lenguaje.
De esa forma, obtenemos un lenguaje fuertemente normalizable, es decir, todos
los términos bien tipados pueden reducirse a una forma canoénica.

El sistema de tipos consta de tipos funcionales y del tipo unit.

Definicion 111 (Tipos).

0,0 € Type == 60— ¢ | unit

Las siguientes reglas permiten construir derivaciones de juicios de tipado.
Estas reglas son las usuales del calculo lambda, excepto que la aplicacion apa-
rece en su version restringida, y se incorpora ademas el término let t in t' y la
constante ¢ de tipo unit.

Definicién 112 (Reglas de tipado).

O t: 0 THt: 060
ABS App — T-n=20
Tk At: 6—=6¢ Tk tn: @
VAR ———g7-n=20 UNIT —MMMM—
Tk n:0 Tk ¢ : unit

ThHt:0 O+t O
b lettint : &

LET
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7.2 Semantica

Ante la ausencia del operador de punto fijo, no es necesario usar dominios
para definir la semantica del lenguaje, y utilizaremos en su lugar teoria de con-
juntos. Comenzamos definiendo la semantica de los tipos del lenguaje.

Definicion 113 (Semantica de tipos).

[unit] = {o}
[0—0]=1[0] — [¢]

El tipo unit esta asociado con el conjunto { @ } cuyo tnico elemento es @,
aunque podria elegirse cualquier conjunto de cardinalidad 1 (la unidad del pro-
ducto cartesiano). El tipo funcional 6 — ¢ esta asociado con el espacio de fun-
ciones totales de [ 0] en [ € ]. Por otro lado, la semantica de un contexto res el
conjunto de tuplas de la forma (d,, ... , d,) donde n = | 7| y cada d; pertenece
a[ - j]. Como antes, las tuplas p € [ 7] se denominan ambientes.

Definicién 114 (Semantica de contextos).

[0 ={2)
[0 x] = [6] x [x]

De la misma manera que en el Capitulo 6, la semantica denotacional del
lenguaje se define de manera intrinseca, asociando semantica a las derivaciones
de tipos en lugar de a los términos primitivos del lenguaje. A cada derivacion
de tipos con conclusién 7 = t : Ose le asigna una funcion total de [ 7] en [ 0].

Definicion 115 (Semantica denotacional).

[At] 00 p=2d.[t]g.r o (d p)
[n]rep=p v n
[tn]nep=1tlre0p(p v n)
[[0]]71, unitP = 9
[lettint ], g p=1[016.re¢ ([t]s0p P)

7.3 La maquina abstracta

La maquina abstracta de Sestoft [111] es una adaptacion de la maquina de Kri-
vine que incorpora a las configuraciones un nuevo componente llamado heap,
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cuya utilidad radica principalmente en evitar la ejecucion innecesaria de codigo.
Los componentes de la maquina se definen a continuacion:

Definicién 116 (Componentes).
i, i’ € Code = Access n (Cédigo)
| Grab > i| Pushn » i
| Unit | Letio» ¥
p, q € Pointer (Punteros)
I' A€ Heap = Pointer — MClos (Heaps)
a € MClos = (i 17) (Clausuras de maquina)
n € MEnv s= [ | p (Entornos de maquina)
s € Stack s= [ | p | tp::s  (Pilas)
w € Conf = (T, i, n, s) (Configuraciones)

A diferencia de la maquina de Krivine, tanto los entornos de maquina como
las pilas estan compuestas por punteros y no por clausuras. El heap es una fun-
cion de dominio finito que asocia a cada puntero una clausura de maquina. Las
pilas pueden contener ademas marcadores de la forma fip, que como veremos,
se utilizan para indicar que la clausura asociada a p dentro del heap debe ser
actualizada.

Frecuentemente necesitaremos referirnos al conjunto de todos los punteros
que forman parte del entorno (o también de la pila, la clausura o el heap). A con-
tinuacion definimos el operador ptr(_) que puede aplicarse a una componente
de la maquina, y devuelve el conjunto de punteros que ocurren en la misma.

Definicién 117 (Conjunto de punteros en componentes).

ptr(n € MEnv) = {p | existene N,n-n=p}

ptr(s € Stack) = {p | existene N,s- n=pobiens- n=1{p}
ptr((i, n) € MClos) = ptr( )

ptr(T € Heap) = dom(T) U { q | existe p € dom(T'), q € ptr(Tp) }

Notemos que ptr(I') incluye tanto a los punteros del rango como los del
dominio del heap I'. Para el caso de las pilas, ptr(s) contiene a todos los punteros
que ocurren en s, incluyendo también a los marcadores.

Continuamos con la definicion de las reglas de transicion que determinan
el comportamiento de la maquina abstracta.
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Definicioén 118 (Transiciones).

<r7 Grab > i7 ’77 p::s) — (r’ i7 p:: ’77 S)

(T, Grab > i, n, p::s) +— (C[p + (Grab » i, n)], Grab » i, n, s)
(T, Unit, n, tpss) > (T[p = (Unit, n)], Unit, . 5

(T, Access n, 1, s) — (T, 7, ', fp::s)

donden < |nl,p=n-n({',n)=Tp
(T, Pushn > i n,s) F— (T, i, n, p::s)
dondep=n-n
(T, Letiv> i, ns) — (T[p+ (i, )], I, p:=n,s)
donde p ¢ ptr(T) U ptr(n) U ptr(s)

La instruccion Grab » itiene dos reglas de transicion que corresponden a
los casos en los que, en el tope de la pila, se encuentre un puntero o bien un mar-
cador. Si en el tope hay un puntero, la transicion consiste en mover ese puntero
al entorno y continuar con la ejecucion de i. Por otro lado, cuando en el tope
de la pila hay un marcador fp, se est4 indicando que la clausura (Grab » i, n)
(donde 7 es el entorno actual) es en realidad el resultado de haber ejecutado el
codigo de la clausura T' p, y ahora debe actualizarse el heap en ese punto para
evitar que I' p sea ejecutada nuevamente. Con la notaciéon I'[p +— « denota-
mos al heap con dominio dom(I') U {p} tal que I'lp +— a]p = ay ademas
[[p = o q =T qcuando ¢ # p. Notemos que Unicamente las instrucciones
Grab v iy Unit realizan una actualizacion del heap, puesto que esas instruccio-
nes representan valores del lenguaje (respectivamente, a las abstracciones y la
constante ¢) y lo que se busca es evitar que la maquina compute nuevamente
esos valores de manera innecesaria.

La instruccion Access n comienza con la ejecucion del codigo de la clausu-
ra I' p donde p es el puntero ubicado en la n-ésima posicion del entorno. Ade-
mas, esta instruccién inserta un marcador fip en el tope de la pila indicando
que I' p debe actualizarse cuando la ejecucion llegue a una clausura de la forma
(Grab » i, n) o bien (Unit, n). Podria darse el caso en el que la ejecucion de T p
alcance una configuracion de la forma (A, Access n’, ') donde ' - n’ = py
A p =T p. Esa situacion se denomina black hole [85], pues produce la divergen-
cia de la ejecucion. La transicion de la instruccién Access n podria detectar el
potencial black hole eliminando el puntero p del dominio de I, es decir, siendo
(T, Access n, n, s) — (T—{p}, Tp, §p::s) (donde p = n - n)laregla alterna-
tiva para la instruccion Access. En ese caso, un eventual black hole produciria
el bloqueo de la maquina y no su divergencia. Sin embargo, los black holes no
pueden ocurrir cuando el codigo a ejecutar ha sido generado por el compilador
(definido en la siguiente seccion). Por ello, y para simplificar el razonamiento, se
decidi6 no incluir la deteccion de black holes en las transiciones de la maquina.
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La instruccion Push n » iinserta en el tope de la pila el puntero ubicado en
la n-ésima posicion del entorno. A diferencia de la instrucciéon homonima de la
maquina de Krivine, esta versiéon no introduce una clausura en el tope de la pila
sino una referencia (puntero) a la misma.

La instruccién Let i > i’ incrementa el tamano del heap insertando un pun-
tero nuevo p asociado con la clausura (i, n) donde 7 es el entorno actual. La
ejecucion del codigo i’ se realiza en el entorno extendido p:: 5. La condicion
p & ptr(T) U ptr(n) U ptr(s) asegura que el puntero p no ocurra en ningun
lugar de la configuracion. Como la eleccion de p se deja sin especificar, el siste-
ma de reglas de transicién es no determinista. Sin embargo, es posible evitar ese
no-determinismo eligiendo una representacion concreta para los punteros y de-
finiendo un algoritmo determinista de generacion de nombres nuevos. Sestoft
[111] demostroé que la generacion de punteros nuevos puede hacerse localmente,
es decir, analizando s6lo la configuracion actual y no la traza completa de la
ejecucion. Esto vale ain en el caso de incluir deteccion de black holes, donde
los punteros que estan en la pila o en el entorno no necesariamente ocurren en
el dominio del heap.

7.4 Compilacion

Continuamos con la definicion de la funcién de compilacion:

Definicién 119 (Compilacion).
(]AtDﬂ79*>9/ - Grab D(]tDH::ﬂ’Ql
(n)s o = Access n
(tn), ¢ = Pushn»> (1), 4.9
(]<>D”7 unit = Unit
(lettint'), g = Let (o> (¥ Dguryg

Aligual que en la semantica denotacional, la funcién de compilacion se defi-
ne para derivaciones de tipos y no para términos primitivos, aunque el resultado
final s6lo va depender del término involucrado en la conclusion de las deriva-
cion. Esta eleccion obedece al hecho de que, en la formalizaciéon en Coq, no se
define un tipo inductivo para los términos primitivos, sino que en su lugar se
define directamente el tipo inductivo de los “términos bien tipados”, que es un
tipo dependiente parametrizado por un contexto y un tipo (ver Seccién 8.6).
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7.5 Relacion de aproximacion

A diferencia del Capitulo 6, aqui sdlo tendremos una Unica nocién de apro-
ximacién, dado que no tenemos términos divergentes. En esta secciéon defini-
remos la relacion de aproximacion que permitira demostrar la correccion de
la compilacion. Comenzaremos presentando algunas operaciones sobre heaps
necesarias para definir la relacion de satisfacibilidad de los operadores ortogo-
nales.

Diremos que un heap es bien formado cuando todos los punteros que ocu-
rren en el heap estan también en su dominio. Por ejemplo, es facil ver que el
heapT = {p  (Unit, [q]) } no es bien formado pues q ¢ dom(T'). El predi-
cado wf(T') establece que I es bien formado, y su definicidn se extiende también
a pares de la forma (T, @) y (T, s) como sigue:

Definicion 120 (Heap bien formado).
wf(T) siysélosi ptr(T') = dom(T)

wfiT, a) siysélosi wfil) y ptr(a) C dom(T),
wf(T, s) siysélosi wfiT) y ptr(s) C dom(T) .

Es claro que si I es bien formado y p € dom(T), entonces el par (T, T p)
también es bien formado.

Lema 66. Si wf(T') entonces para todo p € dom(T'), wf(T, T p).

Los heaps I y A son compatibles si coinciden en los punteros comunes, o
equivalentemente:

Definicion 121 (Heaps compatibles). Los heapsT' y A son compatibles (escri-
bimos, T X A) si para todo p € dom(T') N dom(A) se tienel p = A p.

Cuando los heaps I' y A son compatibles, la uniéon de heaps I" U A esta bien
definida.

Definicion 122 (Unidén de heaps). CuandoI' X A, el heap unionI' U A con
dominio dom(I') U dom(A) se define como:

r j r
(T UA)p— P sz.pedom()
Ap sipé€ dom(A) .

De la definicion de la relacion } C Heap x Heap, se desprenden trivialmente
las siguientes propiedades:
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Lema 67. Propiedades de la relacion x:
1. ' T
2. SiT' } A entonces A X T,
3. Sil X Ayl x A" entoncesT X (A U A),
4. SiT x (A U A") entoncesT x A yT x A.

Es facil demostrar que U es conmutativa y asociativa. Ademas, cuando I'y A
estan bien formados, la union I' U A también lo esta. Notemos que la reciproca
del lema no siempre es verdadera.

Lema 68. Si wfil') y wf{A) entonces wfil' U A).

Antes de definir la relacion de satisfacibilidad, primero debemos describir
las propiedades del conjunto de observaciones Il C Conf. Esta vez necesitare-
mos imponer algunas condiciones adicionales al conjunto 1, ademas de requerir
que sea cerrado por anti-ejecucion.

Definicion 123 (Observaciones). Asumimos 1L es un conjunto de observacio-
nes cerrado por anti-ejecucion y ademas cerrado por las siguientes reglas in-

ductivas:
(T, i, n,8) €1
"TUA, i ns) €

(I i, n, ) €L
2 :

(T, i, n, fp::s) € 1

m wfiT'), T ™ A, ptr(n) U ptr(s) C dom(T)

I'p= (ia ’7)

Laregla O, indica que el heap puede extenderse con punteros que sean irre-
levantes a la ejecucion. Es decir, dado que ptr(n) U ptr(s) C dom(T) y wfT),
todos los punteros que ocurren en la configuracién (T, i, 1, s) estan en el do-
minio de I, y por lo tanto dom(A) — dom(T') es un conjunto de punteros que,
a pesar de estar formar parte del heap I' U A, no seran nunca referenciados
durante la ejecucion.

La regla O, permite incorporar nuevos marcadores a la pila de la configu-
racion. Si (T, i, n, s) € Ly I'p = (i, n) podemos incluir el marcador #p para
habilitar una eventual actualizacion de T p. Intuitivamente, esto implica que el
mecanismo para evitar la repeticion de la ejecucion de codigo, es una optimiza-
cion que en realidad no deberia afectar al conjunto de observaciones elegido.

Si bien omitimos la demostracion, se puede comprobar que, por ejemplo,
el conjunto de configuraciones que terminan (aquellas que alcanzan una con-
figuracion bloqueante) es una instancia valida de 1. Es claro que incorporar
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punteros irrelevantes no afecta a la terminacion, aunque si puede pasar que las
trazas de ejecucion sean diferentes segun cémo se defina el algoritmo de gene-
raciéon de nombres nuevos. Habilitar o no una actualizaciéon en el heap también
puede producir diferencias en las trazas, pero tampoco afecta en la terminacion.
Si no exigiésemos wf(T') en O,, tendriamos el siguiente contra-ejemplo cuando
1L es el conjunto de configuraciones que terminan:

({p + (Access 0, [q]) }, Access 0, [p], s) € 1L pero

({p+ (Access 0, [q])} U{q > (Access O, [q])}, Access 0, [p], s) & 1.

La relacion de satisfacibilidad F C (Heap x MClos) x (Heap x Stack), queda
definida como sigue:

Definicion 124 (Satisfacibilidad).

(T, @) E (A, s) siysdlosi
wfiT, a), wflA, s), T x A implica (T UA, a,s)€ 1L .

A diferencia de lo que sucede en la maquina de Krivine, donde una clausura
en si misma constituye un realizador, aqui el heap también debe formar parte
del mismo, dado que se necesita darle sentido a los punteros que ocurren en
el entorno de la clausura. Lo mismo sucede con el conjunto de tests, donde las
pilas deben estar acompafiadas por un heap. Cuando el realizador y el test se
unen para formar una configuracion, los heaps correspondientes a cada uno de
ellos deben combinarse con la operacion U, como lo indica la definicion de la
relacion F. Por lo tanto, se exige que ambos heaps sean compatibles, y también
bien formados. Con esa relacion de satisfacibilidad, los operadores ortogonales
se definen como sigue:

Definicion 125 (Operadores ortogonales).

X+ ={(A,s) | paratodo (T, a) € X se tiene (T, a) F (A, s) }
Y' = {(T, a) | paratodo (A, s) € Y setiene (T, @) F (A, s)} .

Los realizadores primitivos representan aproximaciones directas a objetos
denotacionales, y mediante el operador de clausura se lograr extender ese con-
junto de aproximaciones teniendo en cuenta la relacién de satisfacibilidad y el
conjunto de observaciones elegido.
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Definicion 126 (Realizadores).

Rp"(@) = { (T, Unit, n) | ptr(n) C dom(T) }
RI=9(f) = { (T, Grab » i, 1) | ptr(n) € dom(T),
para todod € [ 0], (T", &) € R%(d) tal que wfll’, &) yT x T”,
y para todo p € Pointer tal que (T UT') x {p — a},
secumple TUT U{pt a},ip:n) € Rd(fd)}
RY(d) = Rp(d)~ T .

El conjunto de tests se define como 79(d) = R%(d)* = Ré(d)*. La relacién
de aproximacion se define directamente en términos del conjunto de realizado-
res.

Definicion 127 (Relacion de aproximacion).

(T, a) w’ d siysélosi (T, a) € RYd) .

Por definiciéon de R%"*(2) tenemos (T, Unit, n) ="™* & para todo heap T

y n € MEnv tal que ptr(n) C dom(T'). Para ver (T, Grab > i, ) w6 f, debe-
mos mostrar que al extender el entorno con una aproximacion de un elemento
d € [ 0] obtenemos una aproximacién de fd € [ ¢ ]. Si suponemos que vale
(T, @) » d, como el entorno sélo puede extenderse utilizando un puntero,
debemos tomar p € Pointer y asociarlo en el heap con la clausura a. Para ello
necesitamos que (I' U I”) x {p — «}, dejando abierta la posibilidad de que
p sea un puntero que ya esté en el heap, o que, por el contrario, sea un punte-
ro totalmente nuevo, fuera del dominio de T' U I'". Luego se debe probar que
CTUT U{pt a}l,ip:=n) o’ fd

La estrategia para demostrar que (T, @) € R%d) = T%d)" es probar que
para todo (A, s) € T%d) se cumple (T, @) F (A, s). Para ello se usa la defini-
cién de larelacion F y se asume wfil', ), wflA, s) yI' X Ay luego se demuestra
que (T U A, a, s) € L. Como consecuencia de la regla O,, el heap de un reali-
zador se puede extender mediante la union con otro heap:

Lema 69. Suponiendo wfiT', a),T x A y (T, a) »’ dentonces (T U A, ) =’ d,

Prueba. Supongamos wfil' U A, a). Tomemos (A’, s) € T°(d) tal que wfiA’, s)
y (T UA) x A”.Queremos ver (T UA U A’ a, s) € 1.

Como (T U A) x A/, tenemosT X A"y A x A’. Luego, dado que se tiene
(T, a) % d, podemos concluir (T U A’, a, s) € 1. Por otro lado, como wfiT') y
wf{A"), tenemos por Lema 68 que wfil' U A”). Ademas se tiene (I' U A") x A
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yaquel X Ay A x A’. Por lo tanto, aplicando la regla O,, podemos concluir
TUA UA, a,s) € L. O

La relacion de aproximacion =" se define por induccion estructural en el

contexto 7, siendo una extensién punto a punto de la relacién =°.

Definicion 128 (Aproximacion de entornos).

T [) e,

(T, pisy) =07 (d, p) siysolos
p€dom(T), (T,Tp) w® dy (T,n » p.

Las siguientes son dos propiedades que se desprenden trivialmente de la
definicion de »™:

, y ptr(n) € dom(T).
S T(n-n) W™ " p v n

Lema 70. Si (T, ) =" pentonces|n|=|x

Lema 71. Si ([, n) =" p, entonces para todon < | n

Como consecuencia del Lema 69, la extension del heap también es valida
para los realizadores de ambientes, como se indica a continuacion.

Lema 72. Siwfil'),T x Ay (T, n) »" pentonces (I U A, n) =" p.

Prueba. Procedemos por induccioén en el contexto 7. El caso 7 = [] es directo
por definicién ya que (T U A, []) sl . Supongamos (T, p:: ) =7 (d, p)y
veamos (I' U A, p:: ) w97 (d, p). Por definicién de »%*” tenemos (T, 1) =" p
y (T, Tp) =% d Dado que wf(T'), por Lema 66 tenemos wfil', T p), por lo tanto
aplicando Lema 69 obtenemos (I' U A, T p) % d. Como (T, 1) »" p, por hipétesis
inductiva tenemos (I' U A, 1) " p. Luego, por definicién de =’ " concluimos
(T U A, pin) "7 (d, p). O

El siguiente resultado permite construir una aproximacion del ambiente
(d, p) € [0:: 7] a partir de una aproximaciéon de d € [ 0] y de una aproxi-
macién de p € [ r].

Lema 73. Suponiendo wfil'), wfiI", a),T x I", (I, &) »’ d, (T, ) =" pyademas
TUT) x {p+ a}, entonces(TUT U {p s a}, p:n) =7 (d p).

Prueba. SeaT” =T UT' U {p — a}. Por definicién de »** debemos ver que
(I”,T” p) =? d, y por otro lado, que (I'”, 1) =" p.

Como I p = a, debemos ver (I, a) 8’ d. ComoT" X TyI’" x {p = a},
tenemos I" ™ (T U {p — a}). Luego, como (I, ) =’ dy ademis wfil’, a),
por Lema 69 podemos concluir (I’ UT U {p = a}, ) = (T”, ) »° d. Por otro
lado, dado que (T, n) =" py wflT'), por Lema 72 obtenemos (I'”, n) " p. [
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De manera similar a como ocurria en el Capitulo 6, se pueden construir tests
para una funcién f € [ 60— 0] combinando un realizador de un argumento
d € [ 0] y un test para la aplicacién fd € [ 0'].

Lema 74. Supongamos (T, a) € R%(d), (A, s) € T (fd) y p € Pointer tales que
wfiT, @), wflA, s),T X A yademas (I U A) X {p + a}. Entonces se cumple
TUAU{p a}, pus)eT=9(p.

Prueba. Para abreviar definimosI” =T U A U {p — «}; mostremos que se
cumple (T’, p::s) € RS gl(f)L. Para ello tomemos (I'”, a) € Rfﬁe/(f) tal que
wfiT”, @) yI" x T”, y demostremos (I" UT”, @, p::s) € 1L

Por definicién de R%™ 4 (f) tenemos @ = (Grab » i, n) para algun i € Code,
n € MEnv. Ademas, comoI” x I, yI” UT x {p + a}, obtenemos por
definicién de RS Y (f) que (I” UT U {p — a}, i, p::n) € RY (fd).

SiA=T"UT U {p > a},es facil ver que A x A" y wf{A"). Luego,
como (A, s) € T (fd), tenemos (A" U A, i, p:: 1, s) € L. Se puede comprobar
facﬂmente que A" U A =T UT”. Luego, tenemos (I" UT” i, p::ny, s) € L.
Como 1L es cerrado por anti-ejecucion concluimos (I” UT” | @, p::s) € 1L como
queriamos demostrar. O

A partir de la aproximacion de un ambiente, se puede obtener una apro-
ximacion para cada una de sus proyecciones, como lo establece el siguiente
resultado.

, entonces (I', Access n, n) """ p v n.

Lema 75. Si wfil'), (T, n) =" p,

Prueba. Sea= - nyd=p » n.Tomamos (A, s) € T%(d)tal que wf(A, s)y
(F, I'q) »’ d dondeq=1- n
Por lo tanto, tenemos (TUA, ' g, s) € 1. Por definicion se tiene TUA) g =T g,
por lo que podemos aplicar la regla O, para obtener (I' U A, T'q, ig::s) € .
Luego concluimos (I' U A, Access n, 1, s) € 1l por anti-ejecucion. [

Teniendo la aproximacion de una funcién f € [ 6— ¢ |, y una aproximacioén
de p € [ ], podemos construir una aproximacion para f(p » n) € [¢],
siempre que se cumpla 7 - n = 6.

Lema 76. Si wfiT'), (T, n) =" p,n < |n|y (T, in) == m—¢ f, entonces se
cumple (T', Push n v i, n) uf flp v n).

n-nSea (A, s) € T (fd) tal que
pyn < |n|, por Lema 71 se tiene
I UA) x {q — Tq}. Luego por

Prueba. Sea0 = nm-nd=p v nq=
wflA, s) yT x A. Dado que (T, ) w”
(T, Tq) € R%d). Ademas, es claro que (
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Lema 74, obtenemos (I' U A, g::s) € TG_”Q,(]‘). Como (T, i, ) =0 f, se
tiene que (I U A, i, n, q::s) € 1. Luego (I U A, Push n » i, n,s) € Il por
anti-ejecucion. [

Finalmente, a partir de los resultados anteriores, podemos demostrar que la
compilacion de un término aproxima a su semantica. Esto es, suponiendo que

m =t : Oesun juicio valido, wAiT') y (T, n) =" p, se cumple que (( t), 4, 7)
aproxima a [ ¢], 4p.

Teorema 13. Supongamos wfil'), (T, n) =" p yademds s b t : 0, entonces se
cumple (r7 q tD;r, 0 l’]) n [[t]]n, 6P

Prueba. Procedemos por induccién en la derivacion de 7 - t : 6.

« Caso (Ass). Debemos ver que (T, Grab » ()., ¢, 1) € Rfﬁd@‘) donde
f = [2tl, ¢ ¢ p- Recurrimos a la definicién de Rg_”gl(f), y tomamos
d € [ 0], p € Pointer, (I, a) € R%(d) tal que wiT’, a),T x I" y ademés
TUT)x{pr a}.

Definimos I =T UT" U {p — a}; aplicando el Lema 73 obtenemos
(I, p::n) w97 (d, p). Ademas, es facil ver que wfiT”), por lo que pode-
mos aplicar hipétesis inductiva para obtener

(T, (D gom s pm) % [tlgung (d p)=fd .

Esto demuestra que (T, Grab > (t]4., ¢, 1) € Rgﬁgl(f) como queria-
mos.

« Caso (Var). Como (I, n) =" pyn < |x|=|n|, por Lema 75 tenemos:
(Fv (]ﬁ[)n, 0 ’7) = (r7 Access n, ’7) u’ p ¥ n= [[ﬁ]]n,ep :

Caso (Arp). Debemos ver (T, (tn), ¢, 1) uf [tn], ¢ p.Por hipétesis

inductiva tenemos (T, (t]), o, ¢, 1) =0 [t ¢ ¢ p donded=rx- n
Luego, por Lema 76, obtenemos:

(T, (t7D, g, m) = (T, Pushno (t), o, )= [t], e p(p ¢ n).

« Caso (Unrr). Es trivial, pues (T, Unit, n) € R"(g).

« Caso (Ler). Debemos ver (T, (let tin t']), o, 1) u’ [let tint], ¢p
Sead = [ 1], 0py & = [¥ g (d p). Luego [let t in ¢], s p = d.
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Tomemos (A, s) € Te((d’) tal que wf(A, s) yI' 1 A. Debemos demostrar
que TUA, Let (£D, 4> (D g» 1 5) € . Seac = (), g 1), por
anti-ejecucion alcanza con ver (' U A)[p = af, (¥ Dg... ¢, 1 S) € L,
donde p es un puntero nuevo: p ¢ ptr(l U A) U pir(n) U ptr(s).

Por hipétesis inductiva, tenemos (T, @) #’ d. ComoT x Ty ademas se
tieneT ™ {p  a}, obtenemos (T U {p =+ al, p::n) »%*7 (d, p) por
Lema 73. Luego se cumple (I' U {p = a}, (¢ Dg..p g, piin) o7 d
por hipétesis inductiva. Es claroque T U { p — a} X Ay ademas vale la
igualdad (T U A)[p = ol =T U {p — a} U A.Porlo tanto concluimos

(T UA)p = a, (¢ Dgng. . s) € L.
O

El Teorema 13 permite obtener la correcciéon del compilador respecto a la
semantica denotacional de los términos cerrados con tipo unit.

Teorema 14. Supongamos que wfil') y [| = t : unit, entonces [ t]; ynx® = @
y ademas se cumple (T, () ynir> []; []) =" (A, Unit, n, []) para algin heap
A € Heap y n € MEnv.

Prueba. Definimos
IL={we€ Conf | w+—*(A, Unit, n, []), A € Heap, n € MEnv} .

Omitimos la demostracion de que 1l es efectivamente una instancia valida pa-
ra el conjunto de observaciones. Como wfil') y (T, []) s! @, por Teorema 13
tenemos (ra (] tDH, unit» H) munit [[t]][],}lnitg = 2.

Ademas es claro que (T, []) € 7" (@). Luego (T, ( t), ynie> [, []) € L. O

Si se incorpora la detecciéon de black holes junto con la declaraciéon de va-
riables recursiva tal como aparece en la version original de la maquina de Ses-
toft [111], se pierde la compatibilidad con la definicién de heap bien formado
puesto que las transiciones no garantizan que todos los punteros de la configu-
racion ocurren en el dominio del heap. Entendemos que demostrar un teorema
similar al anterior para la version recursiva requerira de un analisis mas deta-
llado de las invariantes de la estructura del heap que permitan razonar sobre
las referencias circulares que pueden aparecer durante la ejecucion.

Durante el doctorado hemos trabajado con la version original de la maquina
y sobre la semantica big-step del lenguaje. En [104] definimos un sistema de
tipos alternativo y demostramos que las semantica big-step preserva los tipos
del lenguaje. También formalizamos en Coq un resultado [111, Lema 1] donde
Sestoft prueba que la generacion de punteros nuevos se puede lograr de manera
local (sin analizar el arbol completo de evaluacion). El coédigo se puede encontrar
junto con la formalizaciones que acompafian a esta tesis.
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CariTULO 8

Formalizacion en Coq

Coq [3] es un asistente de demostracion que se ha utilizado para formali-
zar teoremas matematicos, algoritmos, lenguajes de programacion y distintos
sistemas logicos en general. La confianza que el usuario puede depositar en los
teoremas demostrados con Coq se basa en las propiedades del Calculo de Cons-
trucciones Inductivas [41, 42], una teoria de tipos dependientes con un enorme
poder expresivo tanto para escribir programas como para demostrar propieda-
des sobre los mismos.

En el area de correcciones de compiladores, se ha utilizado tanto para de-
mostrar la correccion como para definir el compilador en si mismo, ya que el
mecanismo de extraccion que posee Coq permite generar cédigo en otros len-
guajes funcionales (como Haskell y OCaml) a partir de la formalizacion. Las
demostraciones de correccion pueden ser de gran tamafio dependiendo de cual
es el entorno de ejecucion y el lenguaje utilizado, por lo que el uso de un asis-
tente de demostracion permite construir las pruebas de manera incremental y
modular, contando a su vez con los mecanismos automaticos de busqueda y
generacion de pruebas que provee la herramienta.

Todas las demostraciones de correccion del compilador presentadas en esta
tesis han sido formalizadas en Coq. La formalizacion completa consta de apro-
ximadamente 5100 lineas de c6digo destinadas a especificaciones y 8600 lineas
dedicadas a demostraciones, segin indica la herramienta coqwc. En este capi-
tulo pretendemos brindar un panorama general de las formalizaciones y so6lo
comentamos algunos fragmentos relevantes del cédigo. Invitamos al lector a
consultar la formalizaciéon completa en el sitio https://cs.famaf.unc.edu.
ar/~leorodriguez/tesis.html. A continuacion daremos una breve introduc-
cién a Coq con el objetivo de facilitar la lectura de los fragmentos de codigo que
se muestran a lo largo del capitulo.
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8. FormaLizACION EN CoQ

8.1 Una breve introduccioén a Coq

Coq es una herramienta disefiada para escribir programas y demostrar pro-
piedades sobre ellos de manera interactiva con el usuario. Visto como un len-
guaje de programacion, Coq es un lenguaje funcional con tipos dependientes,
que como veremos, permiten escribir especificaciones completas de los progra-
mas y sus propiedades. En esta seccion introduciremos Coq sin adentrarnos en
su formalismo légico subyacente [41, 42].

Tipos de datos y funciones

Como un primer ejemplo, veamos la definicion en Coq del tipo de los nime-
ros naturales.

Inductive nat : Set :=
| 0: nat
| S: nat —>nat.

El tipo nat tiene dos constructores: 0O que representa el nimero 0, y S que repre-
senta el sucesor de otro numero natural. Por ejemplo, el nimero 3 se escribe
como S (S (S 0)).

En Coq, todas las definiciones tienen un tipo. El término 0 tiene tipo nat, y
a su vez nat tiene tipo Set. El tipo de un término se puede verificar usando el
comando Check.

Check o.

(* 0 : nat %)
Check nat.

(x nat : Set %)

Aqui mostramos con un comentario en el formato (x output ) a la salida que
produce la herramienta luego de ejecutar el comando.

Podemos definir el predecesor de un nimero natural usando pattern mat-
ching, separando la definicion en un caso por cada constructor del tipo nat:

Definition pred (n: nat) : nat:=
match n with

| 0=>0
| Sn=>n
end.

Otro ejemplo es la funcion factorial, que se puede definir recursivamente
usando Fixpoint de la siguiente manera:
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Fixpoint fact (n : nat) : nat :=
match n with

| 0=>1
| Sn=>=Sn"* factn
end.

Las definiciones de Coq deben ser totales, esto es, todo pattern matching de-
be ser exhaustivo (todos los constructores deben estar cubiertos) y debe existir
algiin parametro estructuralmente decreciente en todas las llamadas recursivas.
En el caso de fact, cuando el argumento es S n, la llamada recursiva se realiza
con el argumento n, luego el parametro n es decreciente. La restriccion de to-
talidad esta fuertemente vinculada con la capacidad de Coq para comportarse
como asistente de demostracion [46].

Jerarquia de tipos

Como habiamos adelantado, en Coq se pueden especificar proposiciones
sobre los términos y los tipos de datos. Las proposiciones se definen estipulando
las formas de probarla; asi, por ejemplo, la proposicion constantemente falsa no
tiene ningin constructor:

Inductive False: Prop:= .

mientras que hay una unica forma canénica de probar la proposiciéon cons-
tantemente verdadera:

Inductive True : Prop:= I : True.

Los conectivos logicos también estan definidos de esa manera (el lector intere-
sado puede tratar de pensar cuantos constructores tiene cada conectivo) y nos
permiten combinar proposiciones.

Definition propl: Prop:= True —> False.
Definition prop2:Prop:= True/\ propl.
Definition prop3:Prop:= propl\/ prop2.

Como otro ejemplo, consideremos la funcién is_positive que determina si
un nimero natural es o no positivo (mayor que 0).

Definition is_positive (n: nat) : Prop:=
match n with

| 0 =>False
| S_ =>True
end.

Check is_positive.
(* is_positive : nat -> Prop %)
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A grandes rasgos, el tipo Set puede pensarse como el tipo de todos los pro-
gramas, es decir, de todas las funciones o tipos de datos con algin contenido
computacional. El tipo Prop contiene a todas las proposiciones, que expresan
propiedades sobre los programas, pero no tienen contenido computacional. Tan-
to Set como Prop tienen tipo Type. El tipo Type es en realidad una jerarquia de
tipos Type(n) donde n es un nimero entero. Esta jerarquia infinita de tipos es
necesaria para evitar inconsistencias en la légica subyacente de Coq [39].

Tipos dependientes

Regresando a la funcidon pred, la definicion de pred 0 es dificil de justificar
desde un punto de vista intuitivo ya que no hay una definicioén natural para el
predecesor del nimero 0 dentro del rango de los nimeros naturales. Para evitar
ese inconveniente, podemos usar la funcion is_positive para definir la funcioén
predecesor sélo para nimeros positivos.

Definition pred_dep (n: nat) : is_positive n —>nat:=
match n with
| O =>fun zero_is_positive =>
match zero_is_positive with
end
| Sn=>fun_=>n
end.
Check pred_dep.
(x forall n : nat, is_positive n -> nat %)

El segundo argumento de pred_dep es una prueba de que el numero n es
positivo. La funcién pred_dep se define usando pattern matching sobre n, en
ambos constructores el tipo del resultado es is_positive n —> nat. En el caso
del constructor 0, el término zero_is_positive tiene tipo is_positive 0 que fue
definido como False. Como el tipo False no tiene constructores, hacer pattern
matching sobre zero_is_positive concluye la definicion, pues no es posible
construir una prueba de is_positive 0. En el caso del constructor S, la prueba de
is_positive (S n) es ignorada, por lo que se escribe el guidn bajo en el término
fun _ =>n.

El tipo de pred_dep es dependiente ya que justamente depende del valor de
n, esto es, el tipo del término pred_dep O es distinto al tipo de pred_dep 1. Los
constructores de un tipo inductivo también pueden tener tipos dependientes,
por ejemplo, el tipo le que define el orden usual de los nimeros naturales. La
proposiciéon le n m (cuya notacion es n <=m) establece que n es menor o igual
que m.
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Inductive le (n : nat) : nat —>Prop:=
| le_n: n<=n
| le_S: forallm: nat, n <=m —>n<=Sm.

Definition example_leq:2<=4:= le_S_ _ (le_S_ _ (le_n2)).

Sistema de tacticas

Los tipos dependientes permiten escribir una enorme variedad de propieda-
des que no son expresables directamente en otros lenguajes funcionales como
Haskell [1]. Como un ejemplo, el tipo dependiente forall n, pred (S n) = n per-
mite especificar la funcion pred para cualquier nimero positivo.

Lemma pred_prop : foralln, pred(S n) =n.

Proof.
intron.
(*
n : nat
pred (S n) =n
*)
simpl.
(*
n nat
n=n
*)
constructor.
Qed.

La demostracion de ese lema se construye de manera interactiva con el usuario.
Luego de la definicién del lema, la herramienta muestra el objetivo (o goal) de
la demostraciéon que en nuestro caso es:

(*

forall n, pred (S n) =n
*)

En la prueba usamos tres tacticas intro, simpl y constructor que operan (a
grandes rasgos) como se describe a continuacion. La tactica intro introduce
la hipoétesis n :nat eliminando la cuantificacion forall n. La tactica simpl in-
tenta simplificar el objetivo desplegando definiciones, en este caso pred (S n)
se puede igualar a n por definicion. La tactica constructor intenta aplicar un
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constructor para demostrar el objetivo; en este caso el nico constructor de la
igualdad es eq_refl:

Inductiveeq(A : Type) (x : A) : A —>Prop:= eq_refl: x = x.

La proposicion del lema anterior es lo suficientemente simple como para
que la tactica auto pueda completar la demostracion sin necesidad de mayor
interaccion:

Lemma pred_prop’: forall n, pred (S n) =n.
Proof.

auto.
Qed.

Como otro ejemplo de proposicion, podemos probar que ambas definiciones
de la funcién predecesor coinciden para niimeros positivos.

Lemma same_pred:
forall n, forall g:is_positiven, predn = pred_depng.
Proof.
intron.
case n.
introq.
contradiction.
introq.
simpl.
auto.
Qed.

Por brevedad, omitimos la explicacion especifica de cada tactica, que pueden
consultarse en el manual de usuario [4]. Las aplicaciéon de tacticas construye
internamente la definicion de un término que puede observarse usando el co-
mando Print.

Print same_pred.
(*
same_pred =
fun n : nat =>
match n as n@
return (forall q : is_positive n@, pred n@ = pred_dep n@ q) with
| @ => fun q : is_positive @ => False_ind (pred @ = pred_dep 0 q) q
| S q=> fun _ : True => eq_refl
end
*)
Sibien uno podria construir ese término manualmente, el sistema de tacticas
permite hacerlo de manera interactiva. Esta es una caracteristica distintiva de
Coq frente a otros asistentes de demostracion como Agda [2].
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Proposiciones y programas

A pesar de que un término de tipo Prop no tiene contenido computacional,
las proposiciones tienen su definicion analoga en el tipo Set. Este hecho esta
estrechamente relacionado con la correspondencia de Curry-Howard [45, 60],
que establece una equivalencia entre los programas y las pruebas. Por ejemplo,
podriamos definir una version en Set de la funcién is_positive,

Definition is_positiveT (n:nat) : Set :=
match n with

| 0 =>Empty_set

| S _ =>unit
end.

El tipo Empty_set, al igual que False, no tiene constructores. Por otro lado, el
tipo unit, al igual que True, tiene un Unico constructor.

Inductive Empty_set: Set := .
Inductive unit: Set := tt: unit.

La diferencia principal entre Set y Prop es que Prop es impredicativo, esto es, una
cuantificacion sobre términos en Prop es nuevamente de tipo Prop. En cambio,
una cuantificacion sobre Set tiene un tipo mas elevado en la jerarquia de tipos
Type. El hecho de que Coq provea el tipo Prop permite formalizar demostracio-
nes basadas en razonamientos impredicativos [8, 9]. Otra diferencia practica
entre los dos tipos esta determinada por el mecanismo de extraccion, que vere-
mos a continuacion.

Extraccion

El mecanismo de extracciéon de Coq permite traducir automaticamente pro-
gramas en Coq a otros lenguajes de programacion. Por ejemplo, la traducciéon
a Haskell de pred_dep se obtiene mediante los siguientes comandos:

Extraction Language Haskell.
Extraction pred_dep.
(* -- Haskell code:
pred_dep :: Nat -> Nat
pred_dep n =
case n of {
0 -> Prelude.error "absurd case";
S nd -> nod

*)
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Observemos que el parametro is_positive n ha sido eliminado completamente
en la version de pred_dep traducida a Haskell. Esto sucede porque is_positive
n tiene tipo Prop. En cambio, consideremos la siguiente funcion:

Definition pred_depT (n: nat) : is_positiveT n —= nat :=
match n with
| o =>Empty_set_rect _
| Sn=>fun_=>n
end.

Aqui usamos la version en Set de is_positive. La extraccion de esta funciéon
resulta en el siguiente programa:

Extraction pred_depT.
(*
-- Haskell code:
pred_depT :: Nat -> Is_positiveT -> Nat
pred_depT n =
case n of {
0 -> unsafeCoerce empty_set_rect;
Sno -> (\_ ->n0)}
*)

Notemos que el segundo argumento tiene tipo Is_positiveT, que resulta de la
extraccion de la funcién is_positiveT.

Coinduccion

En Coq también es posible trabajar con definiciones coinductivas [40]. Por
ejemplo, el tipo natinf es la interpretacion coinductiva de los constructores 0y
S

CoInductive natinf: Set :=
| 0: natinf
| S: natinf —> natinf.

Con el tipo natinf se representa al conjunto N U { oo } donde oo se puede
definir como la aplicacién infinita del constructor S.

CoFixpoint infty: natinf := S infty.

Asi como las llamadas recursivas de Coq deben tener un argumento estruc-
turalmente decreciente, las llamadas corecursivas deben extender el resultado
aplicando alguno de los constructores. En el caso de infty, la llamada corecur-
siva aparece como argumento del constructor S.

Combinando tipos coinductivos con tipos dependientes, definimos el tipo
le_inf, una version coinductiva del tipo le.
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CoInductive le_inf :natinf —> natinf —> Prop :=
| le_inf_n: foralln, n <co n
| le_inf_S: forallnm, n <com —>n=<oco Sm
where "n <com” := (le_inf n m).

Se puede demostrar que todo n : natinf es menor o igual a infty.

Lemma infty_le:
foralln, n <co infty.
Proof.
cofix.
(x ... %)
Guarded.
Qed.

La tactica cofix comienza una prueba por coinducciéon. Con (* ... *) indica-
mos que estamos omitiendo un segmento de la prueba. El comando Guarded
permite verificar que la hipotesis coinductiva siempre se utiliza como argumen-
to de un constructor de un tipo coinductivo. Se pueden encontrar mas ejemplos
de tipos coinductivos en [20].

En esta seccion solo hemos intentado brindar una breve introduccion al lec-
tor que no conozca Coq para facilitar la lectura de las secciones siguientes. Re-
ferimos a Bertot et al. [22], Chlipala [35] o Pierce et al. [92] para mayor infor-
macion sobre la herramienta.

8.2 El calculo lambda y su semantica

Con el objetivo de ilustrar como hemos traducido las definiciones de la tesis
a la sintaxis de Coq, comentaremos sobre la formalizacion del Lema 1, que es
una correspondencia entre la semantica big-step con entornos y la semantica
big-step con sustituciones. La representacion basica del calculo lambda puro,
con variables nombradas (sin usar indices de Bruijn) puede definirse usando un
tipo inductivo con tres constructores: variable, abstraccion y aplicacion.

Términos (Definicion 1)
Inductive term: Set :=
| term_var : var —> term
| term_abs : var —> term —> term
| term_app : term —> term —> term.

En nuestro caso, el tipo var es un sinénimo de nat, el tipo de los numeros
naturales. Sin embargo, en esta formalizacion, el tipo var podria definirse de
cualquier otra manera siempre y cuando se pueda demostrar que la igualdad es
decidible:
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Definition var_eq_dec: forall xy: var, {x =y} + {x <>y}
La notacion {A} + {B} se refiere al tipo sumbool A B:

Inductive sumbool (AB: Prop) : Set :=
| left: A —>{A} + {B}
| right: B —> {A} + {B}.

Observemos que demostrar var_eq_dec seria trivial usando logica clasica
mediante el axioma del tercero excluido. A pesar de que ese axioma podria pos-
tularse en la formalizacion, preferimos mantener las demostraciones puramente
constructivas restringiendo el razonamiento a la logica interna de Coq.

En var_eq_dec usamos la igualdad Logic.eq (igualdad de Leibniz) por com-
patibilidad con la libreria Ensembles, que utilizamos para representar conjuntos
de variables.

Definimos la funcién substi que representa la sustitucion de una variable
por un término cerrado. El término substi t x t@ es el resultado de reempla-
zar todas las ocurrencias libres de x en el término t por el término cerrado te.
Esta funcién se define de forma recursiva usando pattern matching sobre el tér-
mino t. Notemos que var_eq_dec se utiliza en el caso del constructor term_abs
para verificar sila variable a reemplazar es igual a la variable ligada por la propia
abstraccion. Se utiliza también en el caso term_var y para verificar si la variable
a reemplazar x es igual a la variable libre y.

Fixpoint substi (t: term) (x : var) (t@ : term): term:=
match t with
| term_absyt’ =>
match var_eq_dec x y with
| left_ =>term_absyt’
| right _ =>term_absy (t’ [x \ t0])
end
| term_app tl t2=>
term_app (t1 [x \ t@]) (t2 [x \ tO@])
| term_vary =>
match var_eqg_dec x y with

| left_ =>t0
| right _ =>term_vary
end

end
where "t [ x \ t' ]":=(substitx t’).

El tipo Ensemble de la libreria estandar se define como sigue:

Definition Ensemble (U: Type) := U —= Prop.
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Un término X : Ensemble U representa al conjunto de elementos e : U para los
cuales puede demostrarse X e. Es decir, X es un predicado sobre U que caracteriza
a los elementos del conjunto. Como un ejemplo, el conjunto de las variables
libres de un término se define como sigue:

Variables libres (Definicion z)
Fixpoint fv (t : term): Ensemble var :=
funy =>
match t with
| term_varx=>x=y
| term_absxt=>x <>y /A fvty
| term_apptlt2=>fvtly\V fvt2y
end.

El tipo dvalue representa a los valores que pueden ser el resultado de una
evaluacion, que en este caso son unicamente abstracciones. El primer parametro
del constructor es la variable ligada, y el segundo parametro es el cuerpo de la
abstraccion.

Valores (Definicion 5)
Inductive dvalue: Type :=
| dvalue_abs: var —> term —> dvalue.

El prefijo “d” en el nombre del tipo dvalue hace referencia a que la definicién
corresponde a la evaluacion directa usando sustituciones (versus la evaluacion
usando entornos).

El conjunto de evaluaciones se representa mediante una familia de tipos
indexada por el término inicial y su valor. Para cada regla de la Definicion 6
habra un constructor de esta familia.

Reglas de evaluacion (Definicion 6)
Inductive deval : term —> dvalue —> Prop :=
| deval_abs:
forall x t, term_abs xt = dvalue_absx t
| deval_app:
foralltl1t2y t’ v,
t1 = dvalue_absyt’ —>
t [y\ t2] = v —>
term_app tl t2= v
where "t = v" := (deval t v).

De manera similar, definimos las reglas de evaluacion big-step con entornos.
Esta vez, los valores son abstracciones equipadas con un entorno.
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Valores (Definicion 8)
Inductive value :=
| value_abs: var —> term —> env —> value.

Reglas de evaluacion con entornos (Definicion 9)

Inductive eval : env —> term —> value —> Prop :=
| eval_abst:
forall e x t,
e  term_abs xt = value_abs x t e
| eval_app:
foralley t1 t2t’ € v,
e - t1 = value_absyt’ e —>
(y—(t2,e) =€) Ht' =>v —
e  term_app t1 t2=-v
| eval_var:
forallex v t’ e,
forall (g : dom_env e x),
env_lookupexq ={t’, e} —>
e -t =v—
e ~ term_var x = v
where "e Ft =v" := (evale t v).

En el constructor eval_var, el término q : dom_env e x es una prueba de que la
variable x esta en el dominio del entorno e, y el término env_lookup e x q es la
clausura asociada con x en el entorno e.

El predicado fv_compat t e establece que todas las variables libres de t es-
tan en el dominio del entorno e. Usamos Ensemble.Include para representar la
inclusion de conjuntos.

Definition fv_compat (t :term) (e : env) : Prop
:= Included _ (fv t) (dom_env e).

Por otro lado, el predicado recursivo well_formed e establece que para toda
clausura (t, e0) en el rango de e se cumple fv_compat t ed y well_formed e®. Se
define por induccién estructural en el entorno:

Fixpoint well_formed (e: env) :=
match e with
{f} == True
| (y > (t, e@)) :: el =>well_formeded /\ well_formed el /\ fv_compat t €@
end.

La funcién flat realiza una sustitucion sucesiva de las variables libres de un
término, reemplazandolas por el contenido de su entorno. Cuando se cumple
fv_compat t e y well_formed e, el resultado de flat t e es un término cerrado.
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Aplanamiento (Definicion 10)
Fixpoint flat (t : term) (e : env) : term:=
match e with
) =t
| (v (), €0) = el =>
t[y\t #e0] # el
end
where "t # e" := (flat t e).

Lemma flat_fv_compat:
forall e, well_formed e —> forall t, fv_compat t e —> closed (t # €).

Es posible usar la funcién flat para convertir un valor de tipo value a un
valor de tipo dvalue:

Definition flat_value (v: value) : dvalue :=
match v with
value_abs x t e => dvalue_abs x (t # (env_delete e x))
end.

Notation "#[ v 1" :=(flat_value v)(at level 5, no associativity).

La funcién env_delete elimina una variable del dominio del entorno. En la
definicion de flat_value se usa para evitar la sustitucion de la variable ligada x
en el cuerpo de la abstraccion. El comando Notation permite definir notaciones
con distinto nivel de precedencia y asociatividad. También es posible definir
notaciones en simultaneo con la definicion de un tipo; para ello se utiliza where
al final de dicha definicion.

Ahora podemos enunciar el lema que relaciona la semantica big-step con
entornos y la semantica big-step directa.

Lema 1

Lemma eval_deval:
foralle t v,
e t=sv —>
well_formed e —>
fv_compat te —>
t4e= #v].

Proof.
induction 1.
(* ... %)
Qed.
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Aqui la tactica induction 1indica que la prueba se realiza por induccion estruc-
tural en las reglas de evaluacion. Los puntos suspensivos indican que se omite
el resto de la demostracion.

8.3 Semantica small-step

En esta seccion comentaremos la formalizacion de los Teoremas 1y 2, la
correccion de un compilador respecto a la semantica small-step del calculo de
clausuras, utilizando las instrucciones de la maquina de Krivine como lengua-
je intermedio. Los términos del calculo de clausuras se definen mediante los
siguientes tipos de datos inductivos:

Calculo de clausuras (Definicién 20)
Inductive term:=

| term_var : var —> term

| term_abs : term—> term

| term_app : term —> term —> term.

Inductive closure :=
| closure_term: term —> list closure —> closure
| closure_app : closure —> closure —> closure.

Notation "t [ e 1" :=(closure_termte) (at level 40, no associativity).
Definition env:= list closure.

Las variables se representan mediante indices de De Bruijn. Notar que el cons-
tructor term_var toma como argumento al indice de la variable (un numero
natural).

El constructor closure_term toma dos argumentos: el término y el entorno
de la clausura. El constructor closure_app representa la aplicacion de dos clau-
suras.

Las reglas de contraccion se definen con un tipo inductivo, donde cada cons-
tructor representa una de las reglas.

Reglas de contraccion (Definicion 21)

Inductive step: closure —> closure —=> Prop :=
| step_beta: forallte c,

closure_app ((term_abs t) [e]) ¢ — t [c == €]
| step_nu : forall c@cl c2,

co — cl —>

closure_app c@ c2 — closure_app c1 c2
| step_app : foralltt’ e,
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(term_app t t’) [e] — closure_app (t[e]) (t’ [e])
| step_var : forallnt’ ee ,

lookup e n = Some (t’ [€]) —=>

(term_varn) [e] — t* [€’]
where "¢ — c¢'":=(stepc ).

En step_var usamos el constructor Some del tipo option:
Inductive option (A: Type) := Some: A —=>optionA| None: optionA.

El tipo option se utiliza usualmente para definir funciones parciales dentro de
la 16gica de funciones totales de Coq (similar al tipo Maybe de Haskell). La pro-
posicion lookup e n = Some (t’ [e’]) establece que la clausura en la n-ésima po-
sicion de e esta definida y esiguala t’ [e’] . Esto es diferente a lo que usamos en
el constructor eval_var que vimos en la seccién anterior, donde el hecho de que
la clausura en la posicion n esta definida dentro del entorno viene demostrado
como en un argumento adicional de env_lookup.

A continuaciéon definimos las componentes de la maquina de Krivine (codi-
go, clausuras de maquina, entornos de maquina, pilas y configuraciones).

Componentes de la maquina de Krivine (Definicion 26)

Inductive code :=
| igrab: code —> code
| ipush: code —> code —> code
| iaccess: nat —> code.
Inductive mclosure :=
| mclosure_code : code —> list mclosure —> mclosure.

Definition menv := list mclosure.
Definition stack := 1ist mclosure.
Definition conf := mclosure * stack.

Las transiciones de la maquina abstracta (una para cada instruccién) se de-
finen como sigue:

Reglas de transicion (Definicion 27)
Inductive trans: conf —> conf —= Prop :=
| trans_grab:
forallie a (s : stack),
let ao := mclosure_code (igrab i) e in
let a1 := mclosure_code i (a:: e) in
(@0, a:xs) — (oa, s)
| trans_push:
foralli i’ e (s : stack),
let oo := mclosure_code (ipush i’ i) e in
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let a1 := mclosure_code i e in
let @ := mclosure_code i’ e in
(a0, s) — (a1, o ::'S)
| trans_access:

forallen a (s : stack),
lookup e n = Some a¢ —>
let ao := mclosure_code (iaccess n) e in
(a0, s) — (a, s)

where "w —w'" := (transw w’).

Sabemos que cada regla de transicion representa un tinico paso de ejecucion.
Sin embargo, necesitamos también alguna manera de representar secuencias
con multiples transiciones. El tipo inductivo star y el tipo coinductivo infseq
definen respectivamente secuencias finitas e infinitas donde los elementos con-
secutivos de una secuencia deben estar relacionados mediante R. En nuestro
caso, el argumento R sera el tipo step o el tipo trans para representar respecti-
vamente secuencias de contracciones o de transiciones. El tipo irr corresponde
con la nocién de elemento bloqueante (Definicion 22) y el tipo converges a la
nocion de convergencia (Definicion 23).

Section Sequences.
Variable A: Type.
VariableR: A —> A —> Prop.
Inductive star: A —> A —> Prop :=
| star_refl: forall a, stara a
| star_step: forallab c,
Rab —>starbc —>starac.

CoInductive infseq: A —= Prop :=
| infseq_step: forall ab,
Rab —>infseqb —> infseq a.
Definition moves a: Prop:= existsb, R a b.
Definition irr a: Prop:= ~ moves a.
Definition converges ab:=stara b /\ irrb.
End Sequences.

El mecanismo de secciones Section de Coq se utiliza usualmente para evi-
tar la repeticion de los parametros comunes de un conjunto de definiciones.
Nuestra definiciéon en Coq del tipo de las secuencias finitas esta basada en una
libreria escrita por Leroy [77]. En la formalizaciéon completa se demuestran algu-
nas propiedades de estas secuencias. La compilacién de los términos del calculo
de clausuras a las instrucciones de la maquina de Krivine se define mediante
una funcioén recursiva:
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Compilacion de términos (Definicion 28)
Fixpoint compile (t: term) : code :=
match t with
| term_abs t =>igrab (compile t)
| term_app t1 t2 => ipush (compile t2) (compile t1)
| term_var n=>iaccessn
end.

Por brevedad, omitimos la definicién en Coq de las funciones de decompi-
lacion (de términos, de clausuras y de configuraciones). Los siguientes son los
enunciados de los teoremas de correccion, tanto para términos convergentes
como para divergentes.

Teoremas1y 2
Theorem correctness_for_closed_convergent :
forall t c,
converges step (t [nil]) ¢ —>
existsw),
converges trans (init t) w /\ decompile_confw’ =c.

Theorem correctness_for_closed_divergent :
forall t,
infseqstep (t [nil]) —>
infseq trans (init t).

El término t se asume cerrado y por ello la clausura t [nil] tiene un en-
torno vacio. El primer teorema establece que si t [nil] converge a una clausu-
ra c entonces la ejecucion de init t := (mclosure (compile t) nil, nil) (tanto el
entorno como la pila estan inicialmente vacias) converge a una configuraciéon
que decompila a c. Por otro lado, cuando t [nil] realiza infinitas contracciones,
la configuracion init t realiza infinitas transiciones.

8.4 Semantica big-step

En el Capitulo 4 demostramos la correccion del compilador de un lenguaje
imperativo con respecto a la semantica big-step. Ilustraremos la formalizacion
correspondiente con algunos fragmentos del cédigo.

El tipo eval posee un constructor por cada regla de evaluacion, aqui mos-
tramos Unicamente el constructor correspondiente a la asignacion.

Semantica big-step inductiva (Definicion 47)
Inductive eval (e : env) (o : state): term —>value —> Prop:=
| eval_assign: forall t11 t2 Kk,
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e~o + t1 = value_locl —>

e ~o F t2 = value_natk —>

e ~ o F term_assigntl t2 =-value_state (replacecl k)

(*x ... %)
where"e ~ o Ft =v":= (evale o t v).

En la definicion de eval_assign, los constructores value_loc, value_nat y
value_state representan respectivamente a las localizaciones de memoria, las
constantes numéricas y los estados, vistos como valores resultantes de la eva-
luacion. El término t1 evaliia a una localizacion 1, y el término t2 evalda a una
constante k. La asignacion term_assign t1 t2 produce como resultado el estado
que se obtiene al modificar en o el valor de la posicion 1 por la constante k.

A continuaciéon mostramos los constructores correspondientes a las reglas
coinductivas de la asignacion:

Semantica big-step coinductiva (Definicion 50)
CoInductive diverges (e: env) (¢ : state): term —>Prop:=
| diverges_assign_fst:
forall t1t2,
e~ohk tl =00 —>
e ~ o F term_assigntl t2 =0
| diverges_assign_snd:
forall t11 t2,
e ~ok tl = value_loc1l —>
e~ohk t2 =00 —>
e ~ o I term_assign tl t2 =
(x ... %)

where"e ~ 6 +t =" = (divergeseoc t).

El constructor diverges_assign_fst representa el caso de una asignaciéon que
diverge debido a que el término del lado izquierdo diverge. Por otro lado, en el
constructor diverges_assign_snd, el término izquierdo converge a una locali-
zacion, y el término derecho diverge.

Los términos del lenguaje fuente son traducidos por el compilador a las
instrucciones de una maquina abstracta. En la Secciéon 4.2 presentamos una
extension de la maquina de Krivine que soporta construcciones imperativas.
A modo de ejemplo, presentamos la definicion en Coq de la regla de transicion
para el operador de asignacion.

Reglas de transicion (Definicion 53)
Inductive trans: conf —=> conf —> Prop :=
| trans_assign:
foralle o (s : stack) 1 k,
let ao := closure_code (iop operator_assign) e in
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let vs := value_loc1l: value_natk: nil in

let f := frame_op operator_assign vsnil in

let au := closure_code icont e in

(o, o, stack_val_framef: s) — (o1, replaceclKk, s)
where "w —» w'" := (transw w’) .

Recordemos que para lograr la implementacion de operadores estrictos uti-
lizabamos frames. La funciéon frame_op construye un frame para un operador
a partir de una lista de argumentos ya computados y una lista de clausuras
que deben ejecutarse para obtener el valor de los argumentos restantes. Dado
que el constructor trans_assign asume que ya se conocen los argumentos de
la asignacion, el altimo argumento de frame_op es una lista vacia.

Los teoremas de correccion (para términos convergentes y divergentes) se
definieron de la siguiente manera:

Teoremas 6 y 7
Theorem correctness_for_convergent :
foralleoc t v,
e~oc FHt=v—>
forall s,
let a := closure_code (compile t) (compile_env e) in
(a, o, s) = V.

Theorem correctness_for_divergent :
foralleo t,
e~oc FHt=oo—>
forall s,
let a := closure_code (compile t) (compile_env e) in
infseq trans (o, o, s).

En correctness_for_convergent hemos usado la relaciéon > de alcanzabi-
lidad (Definicion 57) cuya definiciéon en Coq hemos omitido. La definicion de
la funcion de compilacién se deja también para consultar en la formalizacion
completa.

8.5 Semantica denotacional

En el Capitulo 6 demostramos la correcciéon de un compilador usando rela-
ciones logicas de aproximacion. La formalizacion correspondiente ese capitulo
incluye la definicién de la semantica denotacional del lenguaje, la definicion de
las relaciones logicas, la demostracion de varias propiedades sobre esas relacio-
nes, y finalmente la prueba de correccion del compilador.
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Hemos utilizado como base de la formalizacion una libreria de teoria de
dominios desarrollada por Benton et al. [18, 19], a partir de la cual hemos forma-
lizado la semantica denotacional del lenguaje fuente. En esa libreria se definen
distintas estructuras matematicas siguiendo el estilo mixin [53] que permite
combinar de manera jerarquica los diferentes tipos y axiomas involucrados en
dichas estructuras. La libreria hace un uso intensivo de clases [113] y estructu-
ras canonicas [80] en Coq para lograr un mecanismo de coerciones automaticas
entre las distintas estructuras algebraicas.

A modo de ejemplo consideremos la formalizacion de de conjuntos preorde-
nados que brinda la libreria:

Conjunto preordenado (fragmento de la libreria)

Module PreOrd.

Definition axiomT (Ole: T —>T —= Prop) :=

forall x, Ole x x /\ forallyz, (Olexy —>0leyz —>0lex z).

Record mixin_of T:= Mixin{0Ole: T —>T —= Prop; _: axiomOle}.
Notation class_of := mixin_of (only parsing).

Lemma setAxiom T (c:mixin_of T)

: Setoid.axiom (funx y => Olec xy /\ Olecy x).

(x ... %)

Qed.

Structure type := Pack {sort :> Type; _ : class_of sort; _: Type}.
(x ... %)

End PreOrd.

Notation ordType := PreOrd.type.

Aqui el tipo T es el el tipo de los elementos del conjunto y Ole es la relacion de
orden. Como indica axiom, para demostrar que T es preordenado se debe probar
que Ole que es reflexivo y transitivo. El record mixin_of T combina la relacion
de orden Ole junto con la demostracion de axiom T Ole. La estructura type es
basicamente una version auto-contenida de mixin_of donde el parametro T pasa
a ser el miembro sort del record.

Laigualdad x ==y en T se define como Ole x y /\ Ole y x,y en setAxiom se
demuestra que es una relacion de equivalencia. La antisimetria de Ole respecto
a la igualdad == es trivial por definicién, con lo que podemos ver a T y Ole
como un poset. A partir de PreOrd se define el modulo CPO (por complete partial
order, que nosotros llamamos predominio en la Definicién 88) que demanda la
existencia del supremo para todas las cadenas.

Predominio (fragmento de la libreria)

Module CPO.

Definition axiom (T:ordType) (lub: (nat0=—>T) —>T):=
forall (c:nat0O=—>T)x n, (c n <=1lubc)
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/A ((foralln, ¢ n <=x) —> lub c <= x).
Record mixin_of (T:ordType): Type :=
Mixin{lub: (nat0=—>T) —>T; _: axiom lub}.
Record class_of (T:Type) : Type :=
Class {base :> PreOrd.class_of T; ext :> mixin_of (PreOrd.Pack base T) }.

Structure type : Type := Pack{ sort:> Type; _: class_of sort; _: Type}l
(* ... %)
End CPO.

Notation cpoType := CPO.type.

Aqui el tipo T es un conjunto preordenado, y lub es una funcién que asigna a
cada cadena de T su supremo. Las cadenas son representadas como funciones
monodtonas de nat@ a T donde nat@ es el conjunto preordenado de los nimeros
naturales junto con el orden usual. El record mixin_of combina la funcién lub
junto con la prueba de que lub c es efectivamente la menor cota superior de
toda cadena c.

De manera similar se puede definir el tipo cppoType de los dominios (pre-
dominios con menor elemento), aunque hemos omitido aqui el fragmento de
codigo correspondiente.

A partir de un predominio (P, <) se puede construir el dominio (P, <)

donde P, = {up|pePtU{Ll}y
« para todo p, p’ €EPup<) tTp' siysolosip < p/,
« paratodop € P, L <) npy
- L < L.

Claramente L es el menor elemento del P, . El dominio P, denomina lifting de
P. Es claro que toda cadena q, <, q; <, ¢, < ... de P, cumple una de las
siguientes condiciones:

1. paratodoie N, g, = L,

2. existe i € N, tal que para todo j > i, ¢; = 1 p; y ademas la secuencia
Pi < Pisr < Pipp < ... esuna cadena de P.

En el primer caso, el supremo de la cadena es L. En el segundo, el supremo
es u p donde p = |_|?2N p;- Lo anterior demuestra que P, es efectivamente un
predominio, aunque el razonamiento aplicado es clasico: el axioma del tercero
excluido se usa para determinar si vale 1 o bien 2. Esa situacién es explicita en
Coq cuando se intenta implementar a P, como option P donde None == L y
Some p == v, p, pues resulta necesario postular axiomas clasicos para completar
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las demostraciones [23]. Alternativamente, la representacion de P, se puede
lograr usando un tipo de datos coinductivo:

Streams (fragmento de la libreria)
Variable D: Type.
CoInductive Stream:=Eps: Stream —> Stream |Val: D —> Stream.
CoFixpoint DL_bot := Eps DL_bot.

El conjunto subyacente de P, se puede definir como Stream P. El menor ele-
mento L es representado con la secuencia infinita DL_bot, y los demas elemen-
tos 1, p € P, son secuencias finitas cuyo ultimo elemento es igual a Val p. Como
se muestra en [19], es posible obtener un método constructivo para computar
los supremos de todas las cadenas de Stream P. Dockins [50] desarroll6 otra li-
breria que logra representar constructivamente el lifting de un predominio sin
usar coinduccién.

Dada una funcién f: P — Q,, la extension estricta f, : P, — Q, esla
funcion tal que f) (1, p) = fpy ademés f| (L) = L. En Coq, la funcion f) se
puede definir como sigue:

Extension estricta (fragmento de la libreria)
Definition kleislit DE (f: D —> StreamE) :=
cofix k1 (1:StreamD) :=
match 1 withEps 1 =>Eps (kl 1) | Vald =>f d end.

(* ... %)
Lemma kleisli_Valeq: forall (D E:ordType) v (d:D) (f : D =—= lift_ordType E),

v ==Vald—>
kleislit fv == (f d:1ift_ordType E).

(*x ... %)
Lemma kleisli_bot: forall DE (f:D =—=E _BOT), kleisli f PBot == PBot.

Loslemaskleisli_Valeqykleisli_bot prueban quekleislit f es efectivamen-
te la extension estricta de f. La estructura 1ift_ordType se utiliza para construir
el lifting de un dominio, en este caso lift_ordType E es el lifting del conjun-
to preordenado E. Observemos que el parametro f tiene tipo D —> StreamE en
kleislit mientras que en kleisli_Valeq tiene tipo D =—>1ift_ordType E. Este
ultimo tipo es en realidad una estructura que contiene a la funcién propiamente
dicha junto con una prueba de monotonia. La coerciéon implicita de esta estruc-
tura al tipo D —> Stream E mantiene este hecho transparente en el cédigo. De
manera similar, la funcion kleisli que aparece en el lema kleisli_bot es una
version de kleislit acompanada con una prueba de continuidad.

Entre las extensiones que hicimos a la libreria podemos mencionar la fun-
cion GKL que es una generalizacion de la funcion kleisli donde la imagen de la
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funcion f puede ser cualquier dominio D, no necesariamente obtenido mediante
lifting.
Definition GKL (f : P —=>D): P _BOT —=>D.

Esta generalizacion es necesaria para definir la semantica denotacional de la
proyeccion condicional (Definiciéon 97). Las demostraciones de monotonia y
continuidad se pueden ver en el archivo PredomMore.v. También extendimos la
libreria con “morfismos n-arios” que permitieron definir la semantica de los
operadores aritméticos de cualquier aridad finita (ver PredomNary.v).

La representacion de los términos del lenguaje fuente es diferente a las que
hemos usado en el resto de las formalizaciones. En este caso los términos deben
estar bien tipados bajo un contexto ctx. Mostramos aqui s6lo los constructores
correspondientes al calculo lambda y el operador de punto fijo.

Términos bien tipados (Definicion 86)

Inductive term(ctx: context): type —> Type :=

| term_abs: forall 61 02, term (61 = ctx ) 02 —> termctx (61—+62)

| term_app: forall 61 02, termctx (61—+02) —> termctx 61 —> termctx 02
| term_var: foralln®, lookup ctxn = Somef —>termctx6

| term_fix: forall ®, termctx (6—0) —> termctx 0

(* ... %)

La funcion ty_denot define la semantica denotacional de los tipos:

Semantica de tipos (Definicion 93)
Fixpoint ty_denot (6: type) : cppoType :=
match 6 with
| ty_int =>natFlat
| 61—+02 => ty_denot 61 —=> ty_denot 02
| 61 x 02 =>ty_denot 61 * ty_denot 02
end.

Aqui natFlat es el dominio llano de los nimeros naturales. Por otro lado, el
dominio ty_denot 61 —=> ty_denot 02 es el espacio de funciones continuas de
ty_denot 01en ty_denot 02, y el dominio ty_denot 61 * ty_denot 62 es el produc-
to cartesiano ordenado punto a punto. La siguiente funcion define la semantica
denotacional de los contextos.

Semantica de contextos (Definicion 94)

Fixpoint ctx_denot (ctx: context): cppoType :=
match ctx with

| nil =>One
| 0 : ctx => ctx_denot ctx * ty_denot 6
end.

149



8. FormaLizACION EN CoQ

Aqui One es el dominio cuyo unico elemento se denomina tt, que hemos usado
para representar al ambiente vacio.

La semantica denotacional se define por recursion en la estructura del tér-
mino. Mostramos a continuacion el caso de la abstraccion y el operador de pun-
to fijo.

Semantica denotacional (Definicion 95)
Fixpoint term_denot ctx 6 (t : termctx 0) :
ctx_denot ctx =—> ty_denot 0 :=
match t in term_ 61 return (ctx_denot ctx =—> ty_denot 61) with
| term_abs __t =>exp_fun (term_denot t)
| term_fix _t => FIXP << term_denot t
(*x ... %)

end.

En el caso del constructor term_abs t, el término t tiene tipo term (61 :: ctx) 02
y term_denot t tiene tipo ctx_denot ctx * ty_denot 61 =—> ty_denot 02. Median-
te la aplicacion de exp_fun se obtiene la version currificada de term_denot t que
tiene tipo ctx_denot ctx =—> (ty_denot 61 =—> ty_denot 62). En realidad, en la
libreria se define a exp_fun en términos categoricos, pues es una funcién que
asigna a cada morfismo X * Y =—> Z su traspuesta X =—> (Y =—> Z) correspon-
diente al objeto exponencial Y =—> Z.

Por otro lado, en el caso de term_fix t, el término t tiene tipo term ctx (6—6)
y term_denot t tiene tipo ctx_denot ctx =—> ty_denot ( —6). Mediante la com-
posicion con FIXP se obtiene una funcion de tipo ctx_denot ctx =—> ty_denot 6
La funcién FIXP: (D =—> D) =—> D asigna a cada funcion continua en D =—> D
su menor punto fijo en D. La formalizacion de FIXP junto con la demostracion de
su continuidad pueden consultarse en el archivo PredomFix.v de la libreria [19].

El teorema de correccion para términos cerrados (convergentes y divergen-
tes) se enuncian como sigue:

Teoremas 10 y 12
Definition converges_to (w: conf) m : Prop :=
existsm, star transw ([ iconstm, n], nil).
Theorem correctness_int_convergent:
forall (t : termnil ty_int) m,
term_denot t tt ==Valm—>
converges_to ([compile t, nil], nil) m.

Theorem correctness_int_divergent:
forall t: termnil ty_int,
term_denot t tt == PBot —>
forall s, diverges ([compile t, nil], s).
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Dejamos para consultar en la formalizacion completa la definicion de las re-
laciones de aproximacion y la demostracion de todas sus propiedades. También
se omite la definicion de los operadores ortogonales, aunque en la siguiente
seccion se muestra una definicion alternativa que se us6 en la formalizacion del
Capitulo 7.

8.6 Evaluacion Lazy

Por ultimo comentaremos sobre la formalizacion del teorema de correccion
del compilador que se present6 en el Capitulo 7. El lenguaje fuente es una va-
riante del calculo lambda tipado, pero con una version restringida de la aplica-
cion (el operando solo puede ser una variable) y con el operador let t in t' que
permite declarar variables locales.

Términos bien tipados (Definicion 112)
Inductive var: ctx —> type —> Type :=
| zvar: forallc®, var (6 = c) 0
| svar: forallc®61 62, var c 61 —>var (02 :: ¢) 01

Inductive term(c: ctx) : type —> Type :=

| term_unit: termc tunit

| term_var: forall®, varc 6 —> termc®©

| term_abs: forall 61 02, term (01 :: c) 62 —> termc (61—+062)

| term_app: forall 61 02, termc (61—+02) —> var c 61 —> termc 02

| term_let: forall ©1 02, termc 61 —> term (01 :: c) 62 —> termc O2.

Aqui usamos una representacion fuertemente tipada [17] de las variables de un
término. Cada variable esta inherentemente asociada con un tipo, que a su vez
esta determinado posicionalmente de acuerdo al contexto donde ocurre. Con
zvar se construye una una variable cuyo tipo esta en la primera posicion del
contexto, mientras que con svar el tipo se encuentra en las posiciones subsi-
guientes del mismo.

El compilador traduce los términos bien tipados a instrucciones de de la
maquina abstracta de Sestoft [111]. A diferencia de la maquina de Krivine, esta
maquina incorpora un heap en la configuracion con el proposito de evitar la
repeticion innecesaria de evaluaciones. Mostramos a continuacion algunas de
las transiciones representadas en Coq:

Transiciones (Definicion 118)

Inductive trans: conf —> conf —> Type :=
| tgrab_apply: forallT'in p s,
(T, (igrabi, n), apus) — (T, (i, p= 1), s)
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| tgrab_update: forallTi n p s,

let v : MClos:= (igrabi, n) in

(T, (igrabi, n), # p:=s) — (Map.addp v T, (igrabi, 1), s)
| tlet: forallT i i’ nps,

fresh_forpI'ns —>

(T, (ileti i’, n), s) — (Map.addp (i, n) I, (i, p= 1), s)
(* ... %)

where "wl —w2" := (transwl w2).

El heap I' es un mapeo de punteros a clausuras. Fue implementado en Coq
usando los modulos Coq.FMapWeakList de la libreria estandar. Esos moddulos
fueron extendidos para soportar la nocion general de compatibilidad (Defini-
cion 121) y de union (Definicion 122) de mapeos. Los constructores tgrab_apply
y tgrab_update corresponden a las dos reglas de transicién de la instruccion
Grab. La primera transicion consiste en eliminar el marcador = p del tope de la
pila e insertar el puntero p en el entorno. La segunda transicion corresponde a
una actualizacion del heap: el marcador # p indica que el heap debe actualizarse
en el puntero p; la operacion Map.add p «T inserta el mapeo p — « al heap T,
sobrescribiendo el valor anterior de p si fuese necesario. Por otro lado, la tran-
sicion tlet parte de una configuracion con el codigo (ilet i i’, n),inserta un
nuevo mapeo p — (i, n) en el heap y continua la ejecucion de i’ bajo el en-
torno p :: n. La proposicion fresh_for establece que justamente p es un puntero
nuevo, es decir, que no ocurre en ningin componente de la configuracion.

La maquina abstracta fue formalizada usando un médulo parametrizado con
el tipo PointerType, el tipo de los punteros. Las dos condiciones para el tipo
son: la igualdad de Leibniz (Logic.eq) debe ser decidible y debe ser infinito. La
segunda condicidn es necesaria para poder elegir un puntero nuevo a partir de
cualquier conjunto finito de punteros.

Definition exists_fresh_pointer
= forallT n s, existsp, fresh_forpI'n s .

Continuamos con la definiciéon de Rp( 6 , d ), el conjunto realizadores pri-
mitivos de un valor denotacional d del conjunto ty_denot 6.

Los conjuntos son representados con el tipo Ensemble, en este caso necesi-
tamos un subconjunto de RType, que son pares de la forma (T, @) donde I es un
heap y « una clausura.

Realizadores (Definicion 126)

Fixpoint Primitives (0: type) : ty_denot 8 —> Ensemble RType :=
match © with
| tunit=>fun_ =>
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let on_iunit f :=
fun r == match r with
| (T, (iunit, n)) =>f Ty
| _ =>False
end
in
on_iunit (funT n =>env_ptrn Ckey_setT)
| 61—+62 => fun f =>
let on_igrab f :=
fun r =>match r with
| (T, (igrabi, n)) ==fT in

| _ =>False
end
in
let conditionTi n :=
foralldI” o,
(I, a) € R(O1, d) —>
rwf(I°, a) —>I'xI” —>
forallp, (T u ) xip —at—>
(addpa (F'u I, (i, p:=1n)) € R(B2, f d)
in

on_igrab (funT i n =>env_ptrn Ckey_setI' /\ conditionT'i n)
end
where "Rp( 0, d )" := (Primitives 6d)
and "R( 6, d )":= (PrimitivesOd LT ).

El tipo Primitives (0 : type) se define mediante recursion en la estructura del
tipo 6. En el caso del tipo tunit, s6lo los pares de la forma (T, (iunit, n)) pue-
den ser realizadores primitivos, siempre y cuando los punteros que ocurran en
n estén incluidos en el dominio del heap I'. En el caso del tipo 81—02 los reali-
zadores de una funcion f son pares de la forma (T, (igrab i, n)) que cumplen
con algunas condiciones. Al igual que antes, se requiere que los punteros de 7
estén incluidos en el dominio del heap. La otra condicion es una cuantificacion
universal sobre todos los realizadores (I’, a) € R(61, d) bien formados (Defi-
nicion 120) tales que I” es compatible con T y a su vez para todo puntero p tal
que la unién T u I” es compatible son el heap ip  af.

Los operadores ortogonales se definieron de manera genérica usando mo-
dulos paramétricos:

Module Type TstELt.

Parameter E1t : Type.

Parameter Tst: Type.

Parameter satif: E1t —> Tst —> Prop.
End TstELt.
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Module OrthogonalOperators (Import T: TstElt).
Notation "e F t" :=(satif e t) (at level 70, no associativity).
Definition btop (T: Ensemble Tst): Ensemble Elt :=
fune =>forallt, In_Tt —>eFt.
Definition bbot (E: Ensemble E1t): Ensemble Tst :=
funt =>foralle, In_E e —>ekF t.
Notation "X T" := (btop X) (at level 40, no associativity).
Notation "X L":= (bbot X) (at level 40, no associativity).
End OrthogonalOperators.

El parametro T es un modulo de tipo TstElt: debe contener un tipo E1t para los
elementos, un tipo Tst para los tests y una relacion de satisfabilidad. También
se definieron de manera modular la conexién de Galois (Definicién 62) y el ope-
rador de clausura (Definicion 63). Las propiedades de estos operadores pueden
encontrarse en la formalizacién completa.

Se omite la definicion del conjunto de observaciones con el cual posterior-
mente se da una definicion concreta de la relacion de satisfacibilidad. Ademas
de las reglas O, y O, (Definicién 123) se asume que el conjunto de observa-
ciones es cerrado por equivalencia de heaps. Dejamos para trabajo futuro la
demostracion en Coq de que ese conjunto de observaciones tiene instancias no
triviales (e.g configuraciones convergentes). El siguiente teorema establece que
la compilacion de un término se puede ver como un realizador de la semantica
denotacional del mismo.

Teorema 13

Theorem compiler_correctness:
exists_fresh_pointer —>
forall ctx a,
forall t: termctx a,
forall p : ctx_denot ctx,

forallT,
heap_wf T —> forall n,
(T, n) ep—>

(T, ((th.m) =[ t]p.

Los simbolos & y = hacen referencia respectivamente a las aproximaciones
de ambientes (Definicién 128) y de valores denotacionales (Definicién 127). La
primera hipoétesis del teorema puede eliminarse si se elige una representacion
concreta para los punteros que cumpla las condiciones mencionadas anterior-
mente, por ejemplo, los nimeros naturales.
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Conclusion y Trabajo Futuro

En la tesis analizamos como demostrar la correccion de la compilacion con
respecto a la semantica del lenguaje fuente usando como lenguaje intermedio
las instrucciones de distintas maquinas abstractas. Exploramos diferentes len-
guajes con evaluacion normal, cuya semantica se definié mediante tres métodos:
semantica small-step, semantica big-step y semantica denotacional.

Como modelo de ejecucion, usamos distintas variantes de la maquina abs-
tracta de Krivine [71], y para el caso de la evaluaciéon lazy, utilizamos la maquina
abstracta de Sestoft [111].

Comenzamos con un analisis de la reduccion small-step del calculo de clau-
suras [44], demostramos la correccidén de la funcioén de compilacion que traduce
los términos del calculo a las instrucciones de la maquina abstracta. Analizamos
tanto términos convergentes como divergentes, aplicando respectivamente in-
duccidén y coinduccién para completar las demostraciones.

Posteriormente consideramos la semantica de evaluacion big-step, primero
para un lenguaje puramente funcional, y luego para un lenguaje imperativo. En
ambos casos desarrollamos la prueba de correccion para términos convergentes
y divergentes. En el caso imperativo, la reglas de evaluacién modelan de manera
explicita la disciplina de pila caracteristica de los lenguajes Algol-like [99].

Desarrollamos un enfoque basado en la nocién de realizabilidad de Krivi-
ne [72] con el cuél logramos demostrar la correcciéon del compilador con res-
pecto a la semantica denotacional. Se definieron realizadores primitivos sobre
la maquina de Krivine y luego se utilizé biortogonalidad [94] para extender el
conjunto de realizadores mediante un operador de clausura. Ademas, aplicamos
step-indexing [7, 11] para definir un esquema de realizabilidad ante la presencia
del operador de punto fijo. Si bien Benton et al. [15, 16] aplica técnicas similares
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para demostrar la correccion de un compilador utilizando la maquina SECD [73],
al enfocarse en lenguajes estrictos, el método que propone no es aplicable sobre
la méaquina de Krivine ni sobre lenguajes con evaluacion normal.

Se present6 ademas un nuevo esquema de realizabilidad aplicable sobre una
maquina abstracta con evaluacion lazy, basada en la maquina de Sestoft [111]. Pa-
ra implementar esa estrategia de evaluacion, se utiliz6 un heap cuyo propoésito
es evitar la repeticion innecesaria de la ejecucion de clausuras. Si bien Jaber [61]
también explora el uso de heaps, el proposito de los mismos es implementar un
lenguaje con referencias (estados mutables) y no optimizar el orden de evalua-
cion; ademas el heap no forma parte de los realizadores ni de lo tests como si lo
hace en nuestro enfoque. Como continuacion de este trabajo, se planea investi-
gar como incluir el operador de punto fijo y otros constructores al lenguaje que
permitan extender su expresividad.

Todos las demostraciones de correccion fueron formalizadas en Coq. Una
de nuestras contribuciones con respecto a las formalizacion es la extension de
la libreria de teoria de dominios desarrollada por Benton et al. [19].

Como trabajo futuro, consideramos que el area de investigacion mas promi-
soria es la certificacion de compiladores para lenguajes funcionales con evalua-
cion lazy. Un lenguaje que adopta la estrategia de evaluacion es Haskell [1, 90],
considerado el lenguaje funcional mas utilizado en la actualidad. Sin embargo,
no existe un compilador certificado para ese lenguaje. Se pueden encontrar tra-
bajos en esa direccion, como por ejemplo la verificaciéon en Coq de la maquina
de reduccion de grafos STG [93], utilizada en el compilador GHC, pero que to-
davia estan muy lejos de conseguir el objetivo final.

En el doctorado se estudiaron también sistemas de generacion de codigo
donde la semantica de un término del lenguaje fuente se describe directamente
en términos de su compilacion. En particular, estudiamos la generacion de codi-
go propuesta por Reynolds [98] para lenguajes Algol-like utilizando semantica
funtorial [87, 88]. A grandes rasgos, la semantica del lenguaje se define con una
categoria funtorial cuyos objetos son funtores que aplicados a un estado produ-
cen codigo en un lenguaje intermedio. Es esperable que como el cddigo gene-
rado por el compilador se obtiene directamente de la semantica del lenguaje se
pueda demostrar con facilidad su correccion, sin embargo no se ha explorado
aun con profundidad este enfoque en el area de correccion de compiladores.

Dejamos también como trabajo futuro explorar el enfoque propuesto por
Danvy et al. [47, 48] en el cual, a partir de una serie de transformaciones, se lo-
gra derivar una maquina abstracta a partir de la semantica operacional del len-
guaje. La estrecha relacion entre la semantica y la maquina abstracta sugiere la
posibilidad de una prueba directa por construccioén de la correccién del compila-
dor. Un punto de partida es la formalizacion en Coq que desarroll6 Sieczkowski
et al. [112] de este mismo enfoque.
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En la tesis hemos investigado la certificaciéon de compiladores que generan
codigo ejecutable sobre maquinas abstractas, en particular utilizamos la maqui-
na abstracta de Krivine. Las maquinas abstractas son utiles como una represen-
tacion intermedia de muchos compiladores, porque permiten generar codigo
sin lidiar con los detalles de implementacion impuestos al utilizar un lenguaje
ensamblador de un microprocesador real. Sin embargo, para lograr un com-
pilador que sea util en la practica, es necesario generar cédigo objeto en una
representacion mas cercana al lenguaje maquina.

Un lenguaje intermedio ampliamente utilizado en la actualidad es LLVM
IR correspondiente al framework de compilacion LLVM [74]. Este framework
permite generar codigo objeto para diferentes arquitecturas de forma senci-
lla y transparente. Consideramos factible desarrollar un compilador certificado
utilizando como lenguaje objeto la representacion LLVM IR. Para construir la
prueba de correccién se podria utilizar una libreria desarrollada por el proyecto
VeLLVM [119, 120], que consiste de una formalizacién en Coq de la semantica
del lenguaje LLVM IR junto con un conjunto de resultados utiles para razonar
sobre el mismo.
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