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RESUMEN

Muchos problemas de la vida real presentan simetrias. Informalmente podemos
definir una simetria de un objeto discreto como una permutacién de sus compo-
nentes que mantiene invariante el objeto o algtn aspecto del mismo.

En razonamiento matemaético es una practica comun utilizar las simetrfas de un
problema para reducir la complejidad del razonamiento ya que uno puede analizar
en detalle uno de los casos simétricos y generalizar el resultado a los otros.

En el contexto de razonamiento automdtico, se puede definir como simetria
de una férmula a una permutaciéon de sus variables (o literales) que mantenga
su estructura y sus modelos. Si somos capaces de reconocer que una férmula
posee simetrias podemos guiar al algoritmo de buisqueda para que sélo busque
soluciones en las partes no simétricas del espacio de busqueda. Durante los ul-
timos afos, se ha investigado exhaustivamente sobre simetrias (como detectar-
las y como utilizarlas), principalmente en los contextos de SAT (légica proposi-
cional) [Sakallah, 2009] y de CSP (Constraint Satisfaction Problem) [Gent et al.,
2006]. También, aunque en menor medida, se ha investigado el uso de simetrias
en otras logicas [Audemard et al., 2004; Audemard et al., 2007b; Audemard, 2002;
Audemard et al., 2006].

En esta tesis investigamos el uso de simetrias en el contexto de loégicas modales
y de satisfacibilidad modulo teorias (SMT).

En primer lugar desarrollamos un marco tedrico para utilizar las simetrias de
una formula modal. Este marco tedrico nos permite trasladar resultados existentes
en otras légicas a las 16gicas modales. Debido a la gran variedad de 16gicas modales
existentes, desarrollamos el marco tedrico utilizando el marco de modelos modales
coinductivos [Areces and Gorin, 2010]. Esto nos permite obtener resultados gene-
rales que pueden ser aplicados a toda l6gica modal que pueda ser representada en
dicho marco.

A continuacién definimos algoritmos de deteccion de simetrias en férmulas en
forma normal conjuntiva. Estos algoritmos estdn basados en el problema de detec-
cion de automorfismos de un grafo coloreado [Fortin, 1996], el cual se crea a partir
de la férmula y permiten la deteccién de simetrias de literales de una formula. Lue-
go una variante de este algoritmo es presentado para SMT el cual permite detectar
simetrias de simbolos no interpretados en una formula. Todos los algoritmos son
evaluados experimentalmente, demostrando la existencia de un gran ntiimero de
simetrias en las férmulas investigadas.

Finalmente, presentamos una técnica para utilizar informacién de simetrias en
algoritmos de satisfacibilidad modal. La misma consiste en la incorporacién de
una condicién de bloqueo adicional a un cdlculo de tableaux modal de forma de
que solo se aplique la regla (O) a aquellas férmulas que no contengan una férmula
simétrica a la cual ya se haya aplicado la regla. Probamos la completitud del calculo
obtenido y evaluamos experimentalmente esta técnica en distintos conjuntos de
férmulas modales.
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Parte I

INTRODUCCION

“Symmetry as wide or as narrow as you may define its meaning, is
one idea by which man through the ages has tried to comprehend and
create order, beauty and perfection.”

Hermann Weyl. Symmetry. 1952






SIMETRIAS EN RAZONAMIENTO AUTOMATICO

La nocién de simetria es una nocién familiar: reconocemos una simetria cuando
la vemos. El término simetria es utilizado en un sentido muy amplio, no solo se
utiliza como una nocién matematica, sino también como un concepto que sirve
de puente entre diversas disciplinas, que, desde que fue utilizado por primera vez
por los antiguos griegos, se ha ido transformando en un proceso largo y lento
(ver [Brading and Castellani, 2013; Darvas, 2007; Hon and Goldstein, 2008] para
mas detalles sobre la evolucion del concepto de simetria).

En general, podemos hablar de la simetria de un objeto cuando “bajo algtn
tipo de transformacién al menos una propiedad del objeto permanece invariante”.
Sin embargo, es la definiciéon de simetria basada en teoria de grupos la que se ha
mostrado mads 1til, y sobre la cual trabajaremos en esta tesis.

En el contexto de la teoria de grupos, podemos definir informalmente una sime-
tria como “invariancia bajo un grupo especifico de transformaciones”. Esta defini-
cion revela una estrecha conexién entre los conceptos de simetria, equivalencia y
grupo: El grupo de simetrias induce una particién de los elementos que se intercam-
bian en clases de equivalencia, de manera tal que, los elementos intercambiados por
una simetrfa estdn relacionados mediante una relacién de equivalencia, formando
de este modo una clase de equivalencia.

El concepto de simetria tiene muchos usos. No sélo podemos estudiar las pro-
piedades simétricas de un objeto (geométrico, matematico, etc.) para comprender
su comportamiento, sino que también podemos derivar consecuencias especificas
en relacién con el objeto bajo estudio en funcién de sus propiedades de simetria,
utilizando “argumentos basados en simetria”.

Este tipo de argumentos es de uso comun en el razonamiento matematico. Las
pruebas matematicas suelen afirmar que cierta suposiciéon puede ser hecha “sin
pérdida de generalidad”. Esta frase sugiere que, aunque a primera vista sélo se
demuestra el teorema para un caso restringido, el argumento justifica el teorema
en general [Harrison, 2009].

La idea que subyace en este tipo de argumentos es que los problemas estructural-
mente similares (problemas simétricos) deben tener soluciones similares, es decir,
que una solucién para dicho problema debe respetar las simetrias del mismo.

Por lo tanto, si podemos identificar las simetrfas de un problema, podariamos
utilizarlas para reducir la dificultad del razonamiento analizando en detalle sélo
uno de los problemas simétricos (casos) y luego generalizando el resultado a los de-
mas. Esto es exactamente lo que tratamos de hacer cuando utilizamos las simetrias
de un problema en el contexto del razonamiento automaético.

Muchas clases de problemas, en particular, aquellas derivadas de aplicaciones
concretas, presentan un gran namero de simetrias. En razonamiento automaético, la
presencia de simetrias en el espacio de biisqueda de un problema puede aumen-
tar la dificultad para encontrar una solucién al forzar al algoritmo de busqueda
a explorar subespacios simétricos que no contienen soluciones. Si somos capaces
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de reconocer que existen estas simetrias, podemos utilizarlas para direccionar al
algoritmo de biasqueda para que busque soluciones sé6lo en regiones no simétricas
del espacio de busqueda, reduciendo asi la dificultad [Sakallah, 2009].

Ahora, ;qué queremos decir cuando hablamos de las “simetrias de un problema”
en el contexto del razonamiento automatico? Definiremos como simetria de un pro-
blema a una permutacién de sus variables (o literales) que preserve su estructura
(su forma sintactica) y, por lo tanto, su conjunto de soluciones (su modelos).

Dependiendo de qué aspecto del problema se mantiene invariante, podemos cla-
sificar una simetria como semdntica o sintdctica [Benhamou and Sais, 1992]. Una
simetria semdntica es una propiedad intrinseca de la funcién y por lo tanto es inde-
pendiente de cualquier representacion particular, en otras palabras, es una permu-
tacion de las variables del problema que no cambia el valor de la funcién en virtud
de cualquier asignacién de valor a las variables. Una simetria sintactica, por otro
parte, corresponde a la representacion algebraica especifica de la funcién, es decir,
es una permutacién de las variables (o literales) que no cambia la representacién
sintdctica del problema. Una simetria sintactica es una simetria semantica, pero lo
inverso no siempre se cumple.

Mientras que el interés en las simetrias seménticas fue motivado principalmente
por el deseo de optimizar el disefio de circuitos 16gicos y para acelerar su verifica-
cién, el interés en las simetrias sintdcticas surgi6 en el contexto de resolucién de
restricciones (constraint solving), en satisfacibilidad proposicional especificamente
(SAT).

La primer referencia a los potenciales beneficios de utilizar simetrias sintdcticas
en el razonamiento 16gico se atribuye a [Krishnamurthy, 1985] donde se introduce
el principio de simetria (o regla de simetria) para fortalecer un sistema de pruebas basa-
do en resolucién para la l6gica proposicional, y donde se demuestra que, con esta
regla, es posible reducir el tamafio de las pruebas para ciertas clases de problemas
matemadticos complejos (ej., rompecabezas, teorema de Ramsey y principio de los
nidos de palomas — pigeonhole principle [Urquhart, 1999]).

La intuicién que subyace al principio de simetria es que en el curso de una prue-
ba matematica, a menudo se utiliza un elemento arbitrario de un conjunto como
representante del conjunto, siempre que el conjunto sea simétrico, de modo que los
argumentos subsiguientes se aplican del mismo modo a los demas elementos del
conjunto. De forma similar, este principio reconoce que una tautologia permanece
invariante bajo ciertas permutaciones de nombres de variables y utiliza esa informa-
cién para evitar repetir derivaciones de férmulas intermedias que son meramente
variantes permutacionales la una de la otra.

En realidad [Krishnamurthy, 1985] presenta dos reglas de inferencia: la regla de
simetria global y la regla de simetria local. Dado un conjunto de cldusulas proposi-
cionales I' (es decir, un conjunto de conjuntos de literales proposicionales) y una
permutacién ¢ que mapea literales a literales, si derivamos una cldusula C a partir
de T, la regla de simetria global nos permite inferir la cldusula ¢(C) siempre que
o sea una simetria de I' (es decir, o(I') = TI). Por otro lado, la regla de simetria
local nos permite inferir o(C) bajo la condicién de que para cada cldusula A en T
utilizada en la derivacién de C, 0(A) también esté en T.

La diferencia entre las dos reglas reside en el hecho de que la primer regla re-
quiere que la permutaciéon mantenga invariante todo el conjunto de cldusulas T,
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mientras que la segunda sélo requiere que las cldusulas simétricas de las clausulas
utilizadas en una derivacién pertenezcan al conjunto de cldusulas I'. Por lo tanto,
la regla de simetria local puede ser aplicable incluso en casos en que la regla de
simetria global no lo es y, por lo tanto, es estrictamente mas fuerte que la regla de
simetria global [Arai and Urquhart, 2000].

A pesar de mostrar la utilidad de las reglas de simetria para algunos proble-
mas [Krishnamurthy, 1985] no presenta algoritmo alguno para realizar la deteccion
de simetrias de un conjunto de clausulas, y tampoco se discute en detalle coémo los
procedimientos de resolucion deben utilizar las reglas de simetria.

La primer referencia sobre el uso de simetrfas en un algoritmo de busqueda se
debe a [Brown et al., 1989]. En este trabajo, el algoritmo de btsqueda utiliza las
simetrias dindmicamente para restringir su biisqueda a la clases de equivalencia
inducidas por las simetrias de la férmula que se asume que son dadas al inicio de
la ejecucion.

En [Benhamou and Sais, 1992; Benhamou and Sais, 1994] se presentan un algorit-
mo de deteccién de simetrias y algoritmos de biisqueda que aprovechan la informa-
cién de simetrias del problema. La deteccion de simetrias se realiza directamente
en la formula de entrada derivando permutaciones de variables, que preserven la
férmula, de forma incremental. Una vez que las simetrias son detectadas, se mues-
tra como utilizarlas en dos algoritmos de busqueda: el algoritmo SLRI [Cubadda,
1988] (una variante del algoritmo de resolucién SL [Kowalski and Kuehner, 1972])
y el algoritmo de evaluacion seméntica [Oxusoff, 1989].

En ambos algoritmos, la clave, para sacar provecho de las simetrias durante el
proceso de deduccion, es una propiedad que establece que un literal / tiene un mo-
delo en un conjunto de cladusulas S (es decir, hay una valuacién v que satisface S tal
que V(I) = true) si y solo si para cada literal simétrico I’ (es decir, cada literal tal
que o(I) = I’, para una simetria o) existe un modelo v’ de S tal que v(l") = true. De
esta forma, en el caso de SLRI, en lugar de refutar cada literal por separado, utili-
zando simetrias es posible refutar los literales simétricos de forma simultdnea, por
ejemplo, sea C = {I1,l5,...,1i—1,1;,...,1,} una cldusula, y supongamos que los lite-
rales I1,1,...,li_1 ya han sido refutados y que /; es el literal que intentamos refutar.
Si I; es simétrico a uno de los literales ya refutados, entonces serd refutado direc-
tamente utilizando esta propiedad de simetria. Cuanto mas literales simétricos en
una cldusula, mayor es el recorte que podemos hacer en el arbol de resolucion. Del
mismo modo, en evaluacién semadntica, si el algoritmo asigna el valor verdadero o
falso a un literal y genera la cldusula vacia, entonces insertamos, en el modelo que
se estd construyendo, el valor opuesto al literal, junto con todos los demés opuestos
de sus literales simétricos.

En [Crawford, 1992] se presenta un enfoque diferente para la deteccién de sime-
trias. En este trabajo se demuestra que el problema de deteccion de simetrias en
férmulas proposicionales se puede reducir polinomialmente al problema de detec-
cién de automorfismos en grafos coloreados y se presenta un algoritmo para crear
un grafo coloreado a partir de una férmula proposicional en forma normal conjun-
tiva (CNF). Luego, el grupo de simetrias (en realidad, un subgrupo del grupo de
simetrias) de la férmula es detectado mediante la deteccién del grupo de automor-
fismos del grafo resultante. [Crawford, 1992] también muestra como evaluar los
efectos de la simetrias en el conjunto de asignaciones mediante el uso del Teorema
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de Polya [Polya and Read, 1987] para contar el niumero de clases de equivalencia
inducidas en el conjunto de asignaciones por un conjunto de simetrias de una fér-
mula dada. Sin embargo ningtn algoritmo préctico para utilizar las simetrias es
presentado.

En [Crawford ef al., 1996] un método para utilizar las simetrias es presentado. En
lugar de modificar el algoritmo de biisqueda para usar las simetrias, este método
modifica el problema a resolver mediante la adicién de un predicado de ruptura
de simetria— symmetry breaking preadicate (SBP) — para cada simetria. Estos pre-
dicados estdn construidos de forma tal que son verdaderos en exactamente una
de las asignaciones dentro de cada clase de equivalencia inducida por el grupo
de simetrias; la formula resultante es equisatisfacible a la original. Los predicados
se construyen de forma tal que son verdaderos s6lo en el modelo mds pequefio
(el lex-lider), dentro de cada clase de equivalencia, con respecto a un orden lexi-
cografico definido sobre el conjunto de asignaciones a partir de un ordenamiento
preestablecido en el conjunto de variables. Intuitivamente, podemos pensar en las
asighaciones como numeros binarios, y en los predicados como realizando una
comparacién bit a bit entre dos asignaciones y seleccionado la menor de las dos.

Dado que, en general, romper todos las simetrias en un grupo de simetrias puede
resultar en una férmula exponencialmente més grande que la original (debido al
tamafio del grupo de simetrias y a la presencia de clausulas redundantes en los
SBPs), los autores proponen romper sélo algunas de las simetrias mediante la poda
de un drbol de simetrias construido a partir del grupo de simetrias. Sin embargo,
esto no siempre evita cldusulas redundantes y tampoco asegura que la férmula
resultante sea s6lo polinomialmente mas grande que la original.

En [Aloul et al., 2003b] se presentan mejoras al trabajo de [Crawford, 1992; Craw-
ford et al., 1996]. En particular, se introducen nuevas construcciones de grafos con
las cuales es posible detectar mas simetrias que con las construcciones de [Craw-
ford, 1992; Crawford et al., 1996]. También se presentan mejoras en la generacion
de los predicados de ruptura de simetrfas. Al igual que en [Crawford ef al., 1996],
en [Aloul ef al., 2003b] se explora la ruptura parcial de simetrias mediante la cons-
truccion de predicados que no sélo seleccionen las asignaciones mdas pequefias
respecto de cierto orden lexicografico. Ya que los predicados se construyen para
cada simetria, lo que proponen es realizar dicha construccién sélo para un conjun-
to de generadores del grupo de simetria de la formula [Seress, 1997]. Al romper
solamente los generadores del grupo, no se rompen todas las simetrias, pero atin
se logra una poda significativa en el espacio de btisqueda. Otra variante propues-
ta, es la forma en la cual se construyen los predicados, ya que propone formular
los predicados en términos de los ciclos de un permutacién, es decir, para cada
ciclo individual en la simetrfa, en lugar de para todo el conjunto de variables. De
esta forma se generan predicados mds pequefios. Luego, en [Aloul et al., 20033;
Aloul et al., 2006], se presenta una construccién mds sistematica y eficiente de los
predicados. Esta construccién tiene en cuenta la estructura del ciclo de generadores,
que normalmente involucra muy pocas variables, lo cual permite reducir drastica-
mente el tamafio de los predicados generados.

Un enfoque diferente para la utilizaciéon de las simetrias de una férmula, se pre-
senta en [Sabharwal, 2005]. En este trabajo se introduce una modificacién al SAT
solver zChaff [Moskewicz et al., 2001] que le permite tomar decisiones sobre un
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conjunto de variables simétricas en lugar de hacerlo para cada variable individual-
mente. Por ejemplo, dado un conjunto {xi, x, ..., x¢ } de k variables simétricas, una
k + 1-decisién fija x1,...,x;en 0y x;j11,...,xc en 1 para cada i € [0,k]. Esto reduce
el nimero de asignaciones parciales que potencialmente deben ser exploradas de
2F a k + 1. La identificacion de las variables simétricas se supone que esta dispo-
nible a partir de descripciones de alto nivel del problema y son proporcionadas al
solver como informacion adicional.

En [Benhamou ef al., 2010] se presenta una técnica que combina el razonamiento
simétrico con aprendizaje de clausulas en SAT solvers CDCL [Een and Sérensson,
2003]. La idea es mejorar el proceso de aprendizaje de clausulas mediante la utili-
zacion de las simetrias del problema, de forma tal de poder aprender las clausulas
simétricas a la cldusula aprendida. Aqui el foco no estd en guiar al algoritmo de
btisqueda directamente, sino, en enriquecer un proceso complementario y asi pro-
porcionar més informacién al algoritmo.

Hasta el momento, hemos proporcionado una breve resefia de los trabajos mas
importantes en el drea de simetrias aplicadas a la satisfacibilidad proposicional.
Sin embargo, existe un gran cimulo de investigacién sobre este tema, al cual, en
lineas generales, podemos agrupar en dos categorias diferentes: ruptura dindmica
de simetrias (dynamic symmetry breaking) [Brown ef al., 1989; Benhamou and Sais,
1992; Benhamou and Sais, 1994; Sabharwal, 2005] y ruptura estitica de simetrias
(static symmetry breaking) [Crawford, 1992; Crawford et al., 1996; Aloul et al., 2003b;
Aloul et al., 2003a; Aloul et al., 2006].

En ruptura dindmica de simetrias la idea es utilizar las simetrias para restringir
dindmicamente el espacio de busqueda, mientras que en la ruptura estdtica de
simetrias, las mismas se eliminan del problema antes de utilizar el solver, es decir,
en una etapa de preprocesamiento. El primer enfoque depende del solver utilizado,
pero puede aprovechar las simetrias que emerjan durante la bisqueda, mientras
que el segundo enfoque se puede utilizar con cualquier solver. A pesar de sus
diferencias ambos comparten el mismo objetivo: identificar las ramas simétricas
en el espacio de busqueda y guiar al solver lejos de aquellas ramas simétricas ya
exploradas.

El uso de simetrias también ha sido ampliamente investigado, y con éxito, en
otros dominios. En Constraint Satisfaction Problem (CSP) [Gent et al., 2006] se reali-
zado mucho trabajo sobre simetrias, en particular, enfocado en proporcionar defini-
ciones correctas de lo que exactamente es una simetria de un problema CSP [Cohen
et al., 2005]. En Integer Programming, algoritmos han sido adaptados para explotar
grandes grupos de simetria [Margot, 2002; Margot, 2003]. En Planning, intentos de
integrar razonamiento simétrico a un planificador se han hecho en [Fox and Long,
1999; Fox and Long, 2002], y ha sido sefialado que la deteccion de simetrias durante
la bisqueda, y la presencia de gasi-simetrias", es un tépico muy importante en el
drea de planning debido a la naturaleza de los problemas de planificacién.

También se han realizado esfuerzos sustanciales en Model Checking [Clarke et
al., 1996; Ip and Dill, 1996; Sistla et al., 2000; Bosnacki et al., 2002]. Estos trabajos
asumen que los usuarios reconocen las simetrias, y se han limitado a lidiar con
casos sencillos de simetrias.

En el 4rea de Quantified Boolean Formulas (QBF), en [Audemard et al., 2004], se
presenta un enfoque hibrido que integra férmulas QBF y predicados de ruptura
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de simetria proposicionales. En el contexto de QBF, los predicados proposiciona-
les puros no pueden ser afiadidos conjuntivamente a la férmula original, porque,
ya que se cuantifican las variables, se pueden obtener cldusulas con todas sus va-
riables cuantificadas universalmente, y en consecuencia la QBF no puede ser vali-
da. Para evitar tal inconveniente, los autores proponen considerar los predicados
como independiente de la féormula QBF. Un solver hibrido es disefiado entonces
para trabajar simultineamente con la férmula QBF y los predicados de ruptura
de simetrias. También se presenta un algoritmo de deteccion de simetrias para for-
mulas QBF que extiende los algoritmos de deteccién basados en grafos utilizados
en problemas proposicionales. Una técnica mds practica de generacion de predi-
cados de ruptura de simetrias para QBF se presenta en [Audemard et al., 2007a;
Audemard et al., 2007b].

1.1 SIMETRIAS EN LAS LOGICAS MODALES Y EN SATISFACIBILIDAD MODULO
TEORIAS

En el caso de las l6gicas modales, se ha investigado la forma de utilizar simetrias
en el drea de chequeo de modelos para la l6gica temporal LTL [Clarke et al., 1996;
Donaldson and Miller, 2005; Miller et al., 2006; Donaldson, 2007], la l6gica temporal-
epistémica [Cohen ef al., 2009]. Sin embargo, hasta donde conocemos, el uso de
simetrias en satisfacibilidad y demostracién automdtica de teoremas para légicas
modales permanece en gran parte inexplorado.

La situacion en SMT es, de alguna manera, mejor, ya que se han realizado in-
tentos para utilizar las simetrias de un problema en chequeo de modelos basado
en SMT [Audemard et al., 2002] y en SMT solving [Roe, 2006; Déharbe et al., 2011]
(véase el Capitulo 4.1 para mas detalles). En particular, en [Déharbe et al., 2011] un
algoritmo para la deteccién y la ruptura de simetrias es presentado y puesto en
préctica en el solver veriT [Bouton et al., 2009]. Sin embargo, la técnica de deteccion
de simetria es bastante heuristica y la técnica de ruptura de simetrias s6lo funciona
para ciertas clases de problemas.

En esta tesis, tenemos dos objetivos principales. En primer lugar, nuestro objetivo
es proporcionar un presentacién completa sobre cémo utilizar simetrias en las 16-
gicas modales, proporcionando la base tedrica para utilizarlas, las algoritmos para
detectarlas, y técnicas para utilizarlas en un solver modal.

En segundo lugar, para SMT, nos centramos en mejorar el trabajo en [Déharbe et
al., 2011], mediante el desarrollo de una técnica de deteccién general que sea capaz
de detectar més simetrias que las detectadas por las técnicas conocidas hasta ahora.
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En el Capitulo 1 vimos que las simetrias han sido extensamente investigadas en
satisfacibilidad para légica proposicional y en otras légicas. Sin embargo, todavia
permanecen largamente inexploradas en el contexto de razonamiento automético
para las légicas modales. En este capitulo intentamos “completar” este vacio me-
diante el desarrollo de los fundamentos tedricos que permitan la utilizacién de las
simetrias en las loégicas modales. Lo haremos gradualmente, presentando primero
las definiciones y resultados para la légica modal bésica y luego extendiendo los
mismos al marco de los modelos modales coinductivos.

Comenzamos presentando el lenguaje modal basico y mostrando como las per-
mutaciones de literales pueden definir simetrias en férmulas modales en forma
clausal, y como, estas simetrias, comparten propiedades similares a las simetrias
definidas en el caso proposicional (Seccién 2.1). Luego extendemos los resultados a
un conjunto mas amplio de lenguajes modales (Seccién 2.2). Primero presentamos
el marco de los modelos modales coinductivos (Seccién 2.2.1). Luego, generaliza-
mos la nocién de simetria a férmulas modales en forma clausal para diferentes 16gi-
cas modales incluyendo la 16gica modal bésica sobre diferentes clases de modelos
(ej., modelos reflexivos, lineales o transitivos), y l6gicas con operadores adicionales
(ej., operador universal y operadores hibridos), usando el marco que nos proveen
los modelos modales coinductivos (Seccién 2.2.2). Finalmente, para los casos en los
cuales la légica posee la propiedad de modelo arbolar (tree model property), desa-
rrollamos una nocién mas flexible de simetria que nos permite encontrar simetrias
que no podrian ser encontradas de otra forma (Seccién 2.2.3).

Los resultados presentados en este capitulo fueron publicados en [Areces et al.,
2012].

2.1 SIMETRIAS EN LA LOGICA MODAL BASICA

En lo que sigue, asumimos conocimientos bésicos sobre las 16gicas modales clé-
sicas (por mas detalles ver [Blackburn et al., 2001; Blackburn et al., 2006]).

Definicién 2.1 (Sintaxis). Sea PROP = {py, pa, ...} un conjunto contable infinito de
variables proposicionales y MOD = {m, m"”, ...} un conjunto de simbolos de modalidades.
Denominamos como signatura modal al par S = (PROP,MOD). EI conjunto de las
férmulas modales bdsicas FORM sobre la signatura S se define como

FORM :=p | —¢ | oV ¢ | [m]g,

donde p € PROP, m € MOD, y ¢, € FORM. T y L representan una tautologia
arbitraria y la contradiccion, respectivamente. También utilizaremos los conectivos cldsicos
como N, — definidos de la forma usual. Por cada m € MOD tenemos un operador dual
(m) (diamante) definido como (m)p = —[m|—-¢. Cuando MOD es un singleton, es decir,
en el caso mono-modal, simplemente escribimos O y <.
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Dado que estamos interesados en las simetrias sintacticas de las férmulas moda-
les, normalizaremos su representacion sintactica.

Definicién 2.2 (Literales y CNF modal). Un literal proposicional I es una variable
proposicional p o su negacion —p. EI conjunto de literales sobre PROP es PLIT = PROP U
{=p | p € PROP}. Una férmula modal estd en forma normal conjuntiva modal (CNF
modal) si es una conjuncion de cldusulas en CNF modal. Una clausula en CNF modal
es una disyuncion de literales proposicionales y modales. Un literal modal es una formula
de la forma [m]C o =[m|C donde C es una cldusula en CNF modal.

Decimos que dos férmulas son equisatisfacibles si una férmula es satisfacible si
y solo si la otra también es satisfacible. Toda férmula modal puede ser transfor-
mada en una férmula en CNF modal equisatisfacible en tiempo polinomial [Patel-
Schneider and Sebastiani, 2003].

A partir de ahora, asumiremos que todas las férmulas estan en CNF modal. Tam-
bién representaremos a las férmulas en CNF modal como un conjunto de cldusulas
en CNF modal interpretado conjuntivamente, y a una clausula en CNF modal como
un conjunto de literales proposicionales y modales, interpretado disyuntivamente.
De esta forma, al utilizar la representacién como conjuntos, podemos ignorar el
orden y la multiplicidad de las cldusulas y literales que aparecen en la férmula.
Esto serd importante al momento de definir las simetrias.

Definicién 2.3 (Profundidad Modal). La profundidad modal de una férmula ¢ (no-
tacion md(¢@)) es una funcion que va de formulas a los niimeros naturales definida de la
siguiente forma:

md(p) = 0, para p € PROP
md(-¢) = md(e)

md(pV ) = méax{md(g),md(p)}
md([m]p) = 1+ md(g).

En otras palabras, la profundidad modal de una férmula es el maximo anida-
miento de operadores modales, e.j., md({m)(p Aq A p) A [m][m]-r) =2,y es una
medida de la complejidad de la férmula.

En este trabajo utilizaremos la semantica relacional de la l6gica modal basica,
también conocida como semantica de Kripke [Kripke, 1959; Kripke, 1963].

Definicién 2.4 (Modelos). Un modelo (o modelo de Kripke) M es una tripla M =
(W, {R"}memon, V) donde:

i) W, el dominio, es un conjunto no vacio. Los elementos de W se denominan puntos,
estados, mundos, efc.

ii) Cada R™ es una relacién binaria sobre W.

iii) 'V, la valuacién, es una funcién que asigna a cada elemento w € W un subcon-
junto V(w) C PROP. Informalmente, podemos pensar a V(w) como el conjunto de
variables proposicionales que son verdaderas en w.

Nota. De ahora en adelante trabajaremos con el caso mono-modal. Todos los resul-
tados presentados se extienden naturalmente al caso multi-modal.
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Definicién 2.5 (Modelos Puntuados). Un modelo puntuado es un modelo con un
elemento distinguido, e.j., dado un modelo M = (W,R,V) y un elemento w en W, el
modelo puntuado correspondiente es la tupla M = (w, W, R, V). Si un modelo puntuado
M satisface una férmula ¢ escribimos M = ¢.

Ahora definimos la semdntica para férmulas en CNF modal.

Definicién 2.6 (Semantica). Sea M = (w, W, R, V) un modelo puntuado y ¢ una for-
mula en CNF modal. Definimos inductivamente cuando una féormula ¢ es satisfecha en
M de la siguiente manera,

Mo sii  para todas las cldusulas C € ¢, M = C,
MEC sii  existe un literal | € C tal que M =1,
MEp sii p€V(w) para p € PROP,

M= -p sii p ¢ V(w) para p € PROP,

M EoC sii  (v,W,R,V) |= C, para todo v tal que wRv,
ME-oC sii M EoC.

Definicién 2.7 (Consecuencia Semdéntica). Una formula ¢ es una consecuencia se-
mantica de un conjunto de formulas X si para todo los modelos M y todos los puntos w
en M, si M,w = X entonces M,w = ¢, y en tal caso escribimos . |= ¢. En vez de

{9} = W escribimos ¢ = .

Dada una férmula ¢, Mods(¢) = {M | M = ¢} es la clase de todos los modelos
de ¢.

En las l6gicas modales, el concepto bésico para hablar de expresividad es el de
bisimulacién entre dos modelos.

La noci6n de bisimulacion fue formulada por primera vez en [van Benthem, 1977;
van Benthem, 1983], y establece que dos modelos relacionados por una bisimula-
cién son modalmente equivalentes, es decir, satisfacen las mismas férmulas.

Definicién 2.8 (Bisimulacién). Una bisimulacién entre modelos M = (w,W,R, V) y
M = (w',W',R', V') es una relacion no vacia Z C W x W' que satisface las sigquientes
condiciones:

i) wZw'. [Raiz]

ii) Si wZw' entonces p € V(w) sii p € V'(w'), para todo p € PROP. [Armonia
Atémical

iii) Si wZw' y wRv luego existe v/ € W' tal que vZv' y w'R'v'. [Zig]

iv) SiwZw'y w'R'v' luego existe v € W tal que vZv' y wRo. [Zag]

i existe una bisimulacion entre modelos ecimos que son bisimilares
S t b I t delos M y M’ d My M b 1

y escribimos M <> M. Dos estados w y w' son bisimilares si estdn relacionados por una
bisimulacion, en cuyo caso escribimos w <> w'.

Una consecuencia importante de que dos modelos estén relacionados por una
bisimulacién es que ambos modelos satisfacen las mismas férmulas, es decir, que
la satisfacibilidad modal es invariante bajo bisimulaciones [Blackburn et al., 2001].

11
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Proposicion 2.1 (Lema de Invarianza bajo Bisimulacién). Si M < M’ luego, M =
¢ siy solo si M |= ¢, para toda ¢.

En lo que sigue trabajaremos con conjuntos de literales proposicionales, por lo
cual necesitaremos las siguientes definiciones.

Definicién 2.9 (Conjunto Completo, Consistente y Generado de literales proposi-
cionales). Un conjunto de literales proposicionales L es completo si por cada p € PROP,
p € Lo —p € L. Es consistente si por cada p € PROP, p & L o =p ¢ L. Todo conjunto
completo y consistente de literales proposicionales L define una iinica valuacion proposicio-
nal v C PROP donde p e vsip € Ly p ¢ vsi —-p € L. Dado S C PROP, el conjunto
consistente y completo de literales proposicionales generado por S (notacién Lg) es
SU{=p|p e PROP\S}.

A continuacion presentamos las definiciones bésicas sobre teoria de grupos que
necesitaremos mas adelante (por més detalles sobre teoria de grupos ver [Fraleigh
and Katz, 2003; Seress, 1997].

Definicién 2.10 (Permutacién). Una permutaciéon de un conjunto A es una biyeccién
c:A— A

El conjunto de todas las permutaciones sobre un conjunto A forma un grupo
con la operacién de composicién de funciones como producto y la identidad como
elemento neutral.

Teorema 2.1 (Grupo de Permutacion). Dado un conjunto no vacio A, sea S 4 el conjunto
de todas las permutaciones de A. Luego S 4 es un grupo bajo composicién de funciones.

Dado n € Z>1 y una permutacion ¢, denotamos la composicién de ¢ consigo
misma 7 veces mediante 0. ¢° denota la permutacién identidad, c~! la permuta-
ci6n inversa de o, y 0", para n € Z>1 la composicién de ¢! consigo misma n
veces.

Toda permutaciéon ¢ de un conjunto A determina una particiéon de A en clases
de equivalencia con la propiedad de que a,b € A estdn en la misma clase de
equivalencia si y solo si b = ¢"(a) para alguna n € Z.

Definicién 2.11 (Orbitas de una permutacién). Dada una permutacion o de un con-
junto A, las clases de equivalencia en A determinadas por o son las 6rbitas de o.

Las permutaciones definidas sobre conjuntos finitos puede ser representadas uti-
lizando notacion ciclica.

Definicion 2.12 (Notacion Ciclica). Sea A un conjunto finito y sean ay, . . ., a, elementos
distintos de A. La expresion (ay ay ... a,) es un ciclo y denota la accion de mapear
ap — Az, a; «— as,...,Ay,—1 — ay, 4, — ay. Un elemento que no aparece en el ciclo se
considera como dejado fijo por el ciclo. Un ciclo que contiene solo dos elementos se denomina
una transposicion.

Dado que los ciclos definen permutaciones, pueden ser compuestos. Por lo tanto,
toda permutacion finita puede ser expresada como el producto de ciclos disjun-
tos [Fraleigh and Katz, 2003].

De ahora en mds trabajaremos exclusivamente con permutaciones de literales
proposicionales.
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Definicién 2.13 (Permutacién de literales proposicionales). Una permutacién de
literales proposicionales es una funcién biyectiva o : PLIT +— PLIT. Dado un conjunto
de literales proposicionales L, 0(L) = {o(I) | I € L}.

Nota. La Definicién 2.13 define permutaciones sobre el conjunto infinito PLIT. Sin
embargo, en la practica, solo trabajamos con permutaciones definidas sobre un sub-
conjunto finito A de PLIT, es decir, el conjunto de los literales proposicionales que
aparecen en la férmula con la cual estamos trabajando. Por lo tanto, podemos utili-
zar todos los resultados concernientes a permutaciones sobre conjuntos finitos que
se han introducido previamente. Podemos extender facilmente una permutacién
sobre un subconjunto finito A de PLIT a una permutacién sobre PLIT mapeando a
si mismo todo elemento no en A.

En lo que sigue, asumiremos que toda permutacién es una permutacién de lite-

rales proposicionales y las llamaremos simplemente una “permutacién”.

Definicién 2.14 (Permutacién de una férmula). Sea ¢ una férmula en CNF modal y o
una permutacion. Definimos o (@) recursivamente como

c(e) = {o(C)|Ce ¢} para ¢ una férmula en CNF modal
c(C) = {o(A)|AeC} paraCauna cliusula en CNF modal
c(oC) = oo(C)
c(-oC) = -oo(C).

Dado un conjunto de literales proposicionales, estamos interesados en aquellas
permutaciones del conjunto que son consistentes.

Definicién 2.15 (Permutacién Consistente). Una permutacion o es consistente si por
cada literal proposicional | tenemos que o(~I1) = ~o(l), donde ~ es una funcion que
retorna el complemento de un literal proposicional, es decir, ~p = —p y ~—p = p.

La condicién de consistencia de una permutacién garantiza que la misma inter-
actuard de forma correcta cuando es aplicada a un conjunto de literales proposi-
cionales, es decir, si tenemos un conjunto consistente de literales proposicionales,
se mantendrd consistente luego de aplicar una permutacién consistente al mismo.
Desde el punto de vista de la teoria de grupos, las permutaciones consistentes for-
man un subgrupo del grupo de todas las permutaciones sobre un determinado
conjunto, ya que la composicién de permutaciones consistentes da como resultado
una permutacion consistente.

Definicién 2.16 (Simetria). Sea ¢ una férmula en CNF modal. Una permutacion consis-
tente o es una simetria de ¢ si ¢ = (@), cuando las conjunciones y disyuncién en ¢ son
representadas como conjuntos.

Ahora presentamos el concepto clave para estudiar las simetrias: c-simulaciones.

Definicién 2.17 (0-simulacién). Sea o una permutacion. Una o-simulacién entre mo-
delos M = (w,W,R, V) y M’ = (w',W',R’, V') es una relacién no vacia Z C W x W’
que satisface las siguientes condiciones:

i) wZw'. [Raiz]

13
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ii) Si wZw' luego | € Ly y) siy solosi o(l) € Lys(y). [o-Armonia]
iii) Si wZw' y wRo luego existe v’ tal que w'R'v' y vZv'. [Zig]
iv) SiwZw'y w'R'v' luego existe v tal que wRv y vZv'. [Zag]

Decimos que dos modelos puntuados M y M’ son o-similares (notacion M -, M') si
existe una o-simulacion Z entre ellos.

Notar la semejanza existente con la definicién de bisimulacién (Definicién 2.8).
Una co-simulacién es, de hecho, una bisimulacién que relaja la condiciéon de ar-
monia atémica para incorporar el efecto de las permutaciones. Sin embargo, en
general, una ¢-simulacién no es una relacién simétrica: podemos tener M —, M’
pero no M’ -, M.

Si nos restringimos a permutaciones que puedan ser definidas como el producto
de transposiciones disjuntas entonces una o-simulacién es una relacién simétrica.

De la definicién de c-simulaciones se sigue que las mismas si bien no preser-
van la validez de las formulas modales (como es el caso de las bisimulaciones),
preservan la validez de las permutaciones de férmulas modales.

Proposicién 2.2. Sea ¢ una permutacion consistente, ¢ una férmula en CNF modal y
M = (w,W,R, V), M" = (w',W',R’, V') modelos tales que M =, M'. Luego M |= ¢
sit M' = o (g).

Demostracion. Ver [Orbe, 2014]. O

También necesitamos considerar el efecto de aplicar permutaciones a los mode-
los. Si ¢ es verdadera en un modelo M, intuitivamente queremos que o(¢) sea
verdadera en el modelo o(M).

Definicién 2.18 (Permutacion de un modelo). Sea o una permutaciéon y M = (w, W, R,
V') un modelo. Luego (M) = (w, W, R, V"), donde,

V'(w) = (Ly ) NPROP  para todow € W.

Ly ) es el conjunto de literales completo y consistente generado porV(w). Dado M un
conjunto de modelos, (M) = {o(M) | M € M}.

Una consecuencia de la definicién anterior es que M y ¢(M) son siempre o-
similares.

Proposicién 2.3. Sea o una permutacion consistente y M = (w, W, R, V) un modelo.
Luego M =, o(M).

Demostracion. Ver [Orbe, 2014]. O

Proposicion 2.4. Sea o una permutacion consistente, ¢ una férmula en CNF modal y
M = (w,W, R, V) un modelo. Luego M = ¢ si y solo si (M) = o(¢).

Demostracién. Se sigue directamente de las Proposiciones 2.2 y 2.3. O

Si o es una simetria de ¢ luego, para todo modelo M, M es un modelo de ¢ si
y solo si 0(M) también lo es. Esto es un corolario de las proposiciones anteriores
en el caso particular que ¢ es una simetria de ¢.
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Corolario 2.1. Si o es una simetria de ¢ luego M € Mods(¢) si y solo si (M) €
Mods(¢).

El Corolario 2.1 nos indica que, en la l6gica modal basica, las simetrias tienen el
mismo efecto que en la l6gica proposicional. El grupo de simetrias de una férmula
@ actuando sobre el conjunto de modelos lo particiona de forma tal que las clases de
equivalencia (6rbitas) contienen s6lo modelos que satisfacen ¢ o s6lo modelos que
no satisfacen ¢. Como consecuencia de esto, podriamos evitar buscar una solucién
en el espacio de modelos completos y enfocarnos solamente en los representantes
de cada clase de equivalencia, suponiendo que los podemos computar.

Ademads de particionar el espacio de modelos, las simetrias nos proveen un me-
canismo de inferencia.

Teorema 2.2. Sean ¢ y ¢ férmulas en CNF modal y sea o una simetria de . Luego ¢ |=
siy solosi ¢ = o(p).

Demostracién. Ver [Orbe, 2014]. O

El Teorema 2.2 nos provee de una mecanismo de inferencia que puede ser utili-
zado en toda situacion donde exista algtin tipo de consecuencia légica involucrada
durante el razonamiento modal automatico. Sin lugar a dudas, aplicar una per-
mutacién es computacionalmente mas “barato” que aplicar una expansiéon en un
tableaux o un paso de resolucién. Por lo tanto, las nuevas férmulas obtenidas de
esta forma pueden reducir el tiempo total de ejecucién de un algoritmo de inferen-
cia. En el caso de la légica proposicional este mecanismo de inferencia ha probado
su efectividad en [Benhamou et al., 2010]. En el caso modal todavia resta por de-
terminar cuando este mecanismo puede ser utilizado. Estudiaremos como usar las
simetrias de una férmula en el capitulo 5.

El Corolario 2.1 y el Teorema 2.2 son los resultados claves que permiten utilizar
las simetrfas de una férmula en la 16gica modal basica.

2.2 MAS ALLA DE LA LOGICA MODAL BASICA

Hasta ahora hemos trabajado con simetrias en la 16gica modal basica. A continua-
cion generalizaremos los resultados obtenidos a l6gicas modales més expresivas.

Para ello extenderemos nuestra teoria de simetrias al marco de los modelos moda-
les coinductivos.

Los modelos modales coinductivos fueron introducidos en [Areces and Gorin,
2010] para investigar formas normales para diversas logicas modales. Su principal
caracteristica es que permiten la representacién de diferentes l6gicas modales de
forma homogénea. Los resultados obtenidos para los modelos modales coinducti-
vos pueden ser extendidos facilmente a lenguajes modales concretos seleccionando
la clase de modelos apropiada.

A continuacién presentamos la sintaxis y la seméntica de los modelos modales
coinductivos. Para mds detalles sobre los mismos y ejemplos sobre como pueden
definir diferentes l6gicas modales referimos al lector a [Areces and Gorin, 2010].
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2.2.1  Modelos Modales Coinductivos

Comencemos por definir el lenguaje modal que utilizaremos.

Definiciéon 2.19 (Sintéxis). Sea ATOM = {ay,a,...} un conjunto contable infinito de
dgtomos y MOD = {m,m"”,...} un conjunto de simbolos de modalidades. El conjunto de
las formulas modales FORM sobre la signatura S = (ATOM, MOD) se define como

FORM :=a | —¢ | ¢V | [m]e,

donde a € ATOM, m € MOD, y ¢, € FORM. T y L representan una tautologia
arbitraria y la contradiccion, respectivamente. También utilizaremos los conectivos cldsicos
como A, — definidos de la forma usual.

Notar que el lenguaje definido es el mismo lenguaje que el definido para la l6gica
multi-modal bésica en la Definicién 2.1, sin embargo podremos modelar otras 16gi-
cas modales, como la l6gica modal hibrida, utilizando el mismo lenguaje. Como lo
hacemos, quedarad claro cuando presentemos las definicién de los modelos.

Por conveniencia trabajaremos con modelos puntuados (Definicién 2.5).

Definicién 2.20 (Modelos). Sea S = (ATOM,MOD) una signatura modal y W un
conjunto no vacio. Modsy, la clase de todos los modelos con dominio W, para la signatura
S, es el conjunto de tuplas (w, W, R, V) tales que:

i) wew.
ii) R(m,v) C Modsy param € MOD yv € W.
iii) V(v) C ATOM parav € W.

Mods denota la clase de todos los modelos sobre todos los dominios, es decir, Mods =
Uw Modsy.

Llamamos a w el punto de evaluacién, a W el dominio, a V la valuacién, y a R
la relacién de accesibilidad. Para M un modelo arbitrario escribimos | M| para repre-
sentar su dominio, w™ para representar su punto de evaluacion, VM para representar su
valuacion y R™ para representar su relacién de accesibilidad. Con succs™ (m) denotamos

el conjunto RM (m, w™) de m-sucesores de w™.

La principal diferencia entre la Definicién 2.4 (de los modelos de Kripke) y la
Definicién 2.20 se encuentra en como definimos los m-sucesores. En la dltima, para
cada modalidad m y cada estado w en el modelo, definimos R(m, w), los sucesores
de w a través de la modalidad m, como un conjunto de modelos (de ahi que la defi-
nicién sea coinductiva), mientras que en la primera la definimos como un conjunto
de puntos en el dominio.

En lo que sigue estamos interesados en trabajar con clases de modelos que sean
cerradas bajo relaciones de accesibilidad.

Definicién 2.21 (Extension de un modelo). Dado M € Modsy, sea Ext(M), la ex-

tension de M, el subconjunto mds pequefio de Modsy que contiene a M y es tal que si
N € Ext(M), entonces RN(m,v) C Ext(M) para toda m € MOD, v € W.
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Definiciéon 2.22 (Clase Cerrada). Una clase no vacia de modelos C es cerrada bajo
relaciones de accesibilidad (brevemente, la llamaremos clase cerrada) si siempre que

M € C implica que Ext(M) C C.

Como en el caso de la l6gica modal basica, trabajaremos con férmulas en CNF
modal.

Definicién 2.23 (Literales y CNF Modal). Un atomo literal I es un dtomo a o su
negacion —a. El conjunto de los literales sobre ATOM es ALIT = ATOMU {—a | a €
ATOM}. Una férmula modal estd en forma normal conjuntiva modal (en CNF modal
) si es una conjuncion de cldusulas en CNF modal. Una cldusula en CNF modal es una
disyuncion de dtomos literales y literales modales. Un literal modal es una férmula de
la forma [m]C o —[m]C donde C es una cldusula en CNF modal.

Definicién 2.24 (Semadntica). Sea ¢ una férmula en CNF modal y M = (w,W,R, V)
un modelo en Mods. Definimos |= como

Ml=a sii a € V(w) paraa € ATOM,

M ): il sii M l?é ®,
MEoeVvy si MEpoMETY,
M = [mle sii M |= ¢, para todo M’ € R(m,w).

Si C es una clase cerrada, escribimos C |= ¢ siempre que M = ¢ para todo M en C, y
decimos que Te = {¢ | C |= ¢} es la 16gica definida por C.

Inspeccionando la definicién anterior, vemos que la cldusula semantica que defi-
nimos para [m] es la misma que define un operador box [Blackburn ef al., 2001], sin
embargo, si nos restringimos a la clase de modelos apropiada, podemos asegurar
que [m] se comporta de diferentes formas, capturando la semantica de diferentes
operadores modales.

2.2.2  Una Teoria Generalizada de Simetrias

Como en el caso de la l6gica modal bésica, trabajaremos con conjuntos de (ato-
mos) literales completos y consistentes, y, como es de esperar, deberemos adaptar
nuestra definicién de permutaciéon ya que ahora trabajamos con dtomos literales.

Definicién 2.25 (Permutacion de dtomos literales). Una permutacion es una funcién
biyectiva o : ALIT — ALIT. Dado un conjunto de dtomos literales L, 0(L) = {o(I) | I €

L.

Dado que en nuestro lenguaje pueden ocurrir &tomos dentro de las modalidades,
como por ejemplo @;, debemos tener esto en cuenta al momento de aplicar una
permutacién a una férmula modal. Diremos que una modalidad es indexada por
dtomos si su definiciéon depende del valor de un dtomo. Si m es indexada por un
atomo a escribimos m(a).
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Definicién 2.26 (Permutacion de una férmula). Sea ¢ una formula en CNF modal y o
una permutacién. Definimos o (¢) recursivamente como

o(gp) = {o(C)|Ce ¢} para ¢ una férmula en CNF modal
c(C) = {oc(A)|AeC} paraC una cliusula en CNF modal
o([mC) = [o(m)]e(C)
o(=[m]C) = =fe(m)]e(C)
donde o(m) = o(m(a)) = m(o(a)) si m es indexada por a, y o(m) = m si no lo es.

Como en el caso de la l6gica modal bésica, nos restringiremos a trabajar con
permutaciones consistentes.

Definicién 2.27 (Permutaciones Consistentes y Simetrias). Una permutacion o es
consistente si por cada literal 1, o(~1) = ~0o(l), donde ~ es una funcion que retorna
el complemento de un dtomo literal, es decir, ~a = —a y ~—a = a. Una permutacion
o es una simetria de ¢ si ¢ = o(¢), cuando las conjunciones y disyunciones en ¢ son
representadas como conjuntos.

Ahora podemos generalizar los resultados obtenidos previamente al marco de
los modelos modales coinductivos. Empecemos por la nocién de o-simulacion.

Definicién 2.28 (o-simulacién). Sea o una permutacion. Una o-simulacién entre mode-
los M = (w,W,R,V)y M' = (w',W',R', V') es una relacion no vacia Z C Ext(M) x
Ext(M!) que satisface las siguientes condiciones.

i) MZM'. [Raiz]
ii) 1 € Ly(y) sii 0(I) € Lyr(u). [o-Armonia]
iii) Si MZM' y N € R(m,w) luego NZN' para algiin N' € R (c(m),w').  [Zig]
iv) Si MZM' y N € R'(m,w') luego NZN" para algiin N' € R(c~1(m),w). [Zag]

Decimos que dos modelos M y M’ son o-similares (notacion M -, M’) si existe una
o-simulacién Z entre ellos.

Notar que la definicién de o-simulacién tiene en cuenta el hecho de que existen
modalidades indexadas por atomos al considerar la permutaciéon cuando se accede
a los sucesores, e.j., R'(c(m),w").

Como en el caso de la l6gica modal basica, una o-simulacién preserva la validez
de las permutaciones de férmulas.

Proposicion 2.5. Sea o una permutacion consistente, ¢ una férmula en CNF modal y
M = (w,W,R, V), M" = (w',W',R’, V') modelos tales que M =, M'. Luego M |= ¢
siysolosi M' = o

Demostracién. Ver [Orbe, 2014]. O

Ahora definimos como aplicar permutaciones a los modelos modales coinducti-
VOS.
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Definicién 2.29 (Permutacién de un modelo). Sea o una permutacion y M = (w, W, R,
V') un modelo. Luego (M) = (w, W, R’, V'), donde,

V'(v) = o(Lyp)) NATOM paratodov € W, y,
R'(m,0) = {o(N)|N € R(c(m),v)} para toda m € MODyv € W.

Dado un conjunto de modelos M, c(M) = {c(M) | M € M}.

Ademas de modificar la valuacién, aplicar una permutacion a un modelo modal
coinductivo implica propagar la permutacién a todos los modelos accesibles.
Se sigue de la definicién anterior que M y 0(M) son o-similares.

Proposicién 2.6. Sea o una permutacién consistente y M = (w, W, V,R) un modelo.
Luego M =, o(M).

Demostracién. Ver [Orbe, 2014]. O

Proposicion 2.7. Sea o una permutacion consistente, M un modelo y ¢ una féormula en

CNF modal. Luego M |= ¢ siy solo si c(M) |= ().
Demostracién. Se sigue de las Proposiciones 2.6 y 2.5. O
Los resultados previos nos llevan al corolario deseado.

Corolario 2.2. Si o es una simetria de ¢ luego M € Mods(¢p) si y solo si (M) €
Mods(¢).

El Corolario 2.2 nos dice que las simetrias en el marco coinductivo tienen el
mismo efecto que para la l6gica modal bésica: particionan el espacio de modelos
en clases de equivalencia de forma tal que cada clase de equivalencia contiene
solo modelos que satisfacen la férmula o solo modelos que no la satisfacen. La
importancia de este corolario radica en que, ya que se ha probado en el marco
coinductivo, lo podemos aplicar a toda légica modal que se pueda representar
dentro de este marco.

Notar, que la nocién de o-simulacién en el marco de los modelos modales coin-
ductivos es lo suficientemente general para ser aplicada a un gran rango de légicas
modales. Sin embargo, la definicién de o-simulacién no asume nada sobre los si
los modelos en cuestién estdn dentro de la misma clase de modelos. Sin embargo,
cuando trabajamos con simetrias de una férmula esto no es un problema, y pode-
mos estar seguros de que ambos modelos estan dentro de la misma clase. Esto se
debe a que una simetria de una férmula es, implicitamente, una permutacién tipa-
da: solo mapea simbolos de forma tal de que la férmula resultante es una férmula
del lenguaje. Si este no es el caso, o la férmula no estd en el lenguaje de la l6gica o
la permutacién no es una simetria. Por lo tanto, podemos pensar que la definicién
del lenguaje restringe los mapeos posibles.

Ahora podemos probar que las simetrias pueden ser utilizadas como mecanismo
de inferencia en el marco coinductivo.

Teorema 2.3. Sean ¢ y ¢ formulas modales, sea o una simetria de ¢. Luego ¢ = ¢ si y
solo si ¢ = o ().

Demostracién. Ver [Orbe, 2014]. O
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2.2.3 Permutaciones en Capas

Ahora presentamos la nocién de permutaciones en capas (layered permutations) que,
en casos donde el lenguaje modal tiene la propiedad de modelo arbolar, nos per-
mite desarrollar una nocién mds flexible de simetria, donde la idea principal es
utilizar diferentes permutaciones a cada profundidad modal. De esta forma, pode-
mos encontrar simetrias que no serian encontradas de otra forma.

Comenzamos por definir la propiedad de modelo arbolar (tree model property)
[Blackburn ef al., 2001] para modelos modales coinductivos.

Definiciéon 2.30 (Caminos en un modelo). Dado un modelo M, un camino (finito)
con raiz en M es una secuencia 7 = (Mo, my, My, ..., mg, My), para m; € MOD
donde My = M, k >0,y M; € R(m;, le‘*l) parai=1,...,k Para un camino w =
(Mo, mq, My, ..., myg, My) definimos first(rt) = Moy, last(rt) = My, y length(rr) =
k. Para un camino w = (Mo, my, My,...,my, My), un modelo N' y una modalidad
m € MOD, tal que N' € R(m,w™*), con imN = (Mo, my, My, ..., mg, My, m,N)
denotamos la extensién de 7t por N a través de m. Denotamos con I1[M] al conjunto de
todos los caminos con raiz en M.

Un modelo arbolar coinductivo es una modelo que tiene un tnico camino hacia
todo modelo alcanzable (todo modelo en Ext(,M)). Formalmente podemos definir
la clase de los modelos arbolares coinductivos, Crye, con la siguiente condicion:

Ctiee := Priee(M) <> last : TI[M] — Ext(M) es biyectiva.

Por ejemplo, la construccién de desenredado (unraveling), en su versién para mo-
delos modales coinductivos, siempre define un modelo en Crye,.

Definicién 2.31 (Desenredado de un Modelo). Dado un modelo M = (w,W,R, V), el
desenredado de M, (notacion T (M), es el modelo modal coinductivo con raiz T (M) =
(M), TI[M], R, V") donde

V/(m) = V(@) para todo € TI[M],
R'(m,t) = {(n,II[M],R, V') | existe N € Modsy t.q. tmN = i/, # '},

para m € MOD, it € TI[M].

Es fécil verificar que, dado un modelo M, el modelo desenredado 7 (M) es un
arbol (T (M) € Cryee) y, como es de esperar, M y T (M) son bisimilares.

A continuacién, utilizaremos los drboles para definir un tipo mas flexible de
simetrias que llamaremos simetrias en capas (layered symmetries). La siguiente pro-
piedad nos da una condicién suficiente que asegura que las simetrias en capas
preservan la consecuencia logica.

Definicién 2.32 (Propiedad de clausura de modelos arbolares). Decimos que una
clase de modelos C estd cerrada bajo arboles si por cada modelo M & C existe un modelo
arbolar T € C tal que M < T.

De la Definicién 2.32 se sigue que una clase de modelos C cerrada bajo desenreda-
mientos (7 (M) € C para todo M € C) es también cerrada bajo arboles.
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Las légicas modales definidas sobre clases de modelos cerradas bajo arboles po-
seen una propiedad interesante: existe una correlacion directa entre la profundidad
modal sintdctica de una férmula y la profundidad en un modelo arbolar que la
satisface. En los modelos arbolares, una nocién de capa es inducida por la profun-
didad (distancia desde la raiz) de los nodos en el modelo. A su vez, en las férmulas
modales una nocién de capa es inducida por el anidamiento de los operadores mo-
dales. Una consecuencia de esta correspondencia es que los literales que ocurren
en diferentes capas de una férmula son semanticamente diferentes [Areces ef al.,
2000], es decir, un literal puede ser asignado diferentes valores en las diferentes
capas.

Esta independencia de los literales en las distintas capas nos permite definir una
nocién més flexible de permutacion que llamamos permutacién en capas. Clave para
esta nocidon de permutacién en capas es la nocién de secuencia de permutaciones.

Definicién 2.33 (Permutaciéon en Capas). Definimos una permutacién en capas &
como & = () (es decir, & es la secuencia vacia) 0 & = o : T con ¢ una permutacion y o, una
secuencia de permutaciones. Alternativamente podemos usar la notacion & = (o4, ..., 0y)
envezde o = oy:...:04:().

Sea |o| = n la longitud de & (() tiene longitud 0). Para 1 < i < n, escribimos &; para
la subsecuencia que comienza en i-ésimo elemento de 7. Para i > n, definimos &; = (). En
particular & = &1. Dada una permutacién en capas oy : G definimos head(oy : 02) = 01 y
head(()) = o014, donde 014 es la permutacion identidad. Decimos que una permutacion en
capas es consistente si todas sus permutaciones son consistentes.

Definicién 2.34 (Permutacion en capas de una férmula). Sea ¢ una formula en CNF
modal y & una permutacion en capas. Definimos 7 (¢) recursivamente como

Ole) = ¢
(1 :02)(1) = (1) paral € ALIT
(01:32)([m]C) = [o1(m)]a2(C)
7(C) = {6(A)| AeC} paraC una cliusula o una formula.

Notar que las permutaciones en capas estdn bien definidas atn si la profundi-
dad modal de la férmula es mayor que la longitud de la permutacién en capas.
Las permutaciones en capas nos permiten definir una permutacién distinta a cada
profundidad modal. Esto nos permite encontrar simetrias que no encontrarfamos
de otra forma.

De ahora en més podemos repetir el trabajo realizado en las secciones anteriores
para arribar a un resultado similar al Teorema 2.3 pero ahora sobre permutaciones
en capas, con una sola observacién: la extensién de la nocién de permutaciéon de un
modelo 0(M) a permutaciones en capas solo puede ser realizada si el modelo M
es un modelo arbolar. Esto implica que debemos considerar el requerimiento adi-
cional de que la clase de modelos C sea cerrada bajo arboles para que el resultado
sea vélido.

Definicién 2.35 (Permutacién en capas de un modelo). Sea & una permutacion en
capas y M = (w, W, R, V') un modelo arbolar. Luego (M) = (w, W, R', V'), donde,
V'(v) = head(7)(Ly()) NATOM paratodov € W, y,
R'(m,v) = {0a(N)|N € R(head(v)(m),v)} paratodom € MODy v e W.
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Para M un conjunto de modelos arbolares, (M) = {7(M) | M € M}.
Ahora podemos extender la nocién de o-simulacién a permutaciones en capas.

Definicién 2.36 (7-simulacién). Sea & una permutacion en capas. Una &-simulacién
entre modelos M = (w,W,R, V) y M’ = (w',W',R’, V') es una familia de relaciones
Zs, € Ext(M) x Ext(M’), 1 < i, que satisface las siguientes condiciones:

i) MZy, M. [Raiz]
ii) SiwZgw' luego | € Ly y,) sii head(;)(1) € Ly (.- [G-Armonia]
iii) Si MZsM' y N € R(m,w) luego N'Zs, N para algiin [Zig]

N € R (head(a;)(m), w'").

iv) Si MZs M’y N' € R'(m,w') luego N'Zs,,, N para algiin [Zag]
N € R(head(5;)~(m),w).

Decimos que dos modelos M y M’ son o-similares (notacion M —, M"), si hay una
g-simulacién entre ellos.

Notar que la definicién anterior no hace ninguna suposicién sobre el tamafio
de la permutacién en capas. De hecho, esta bien definida atin si la misma es la
secuencia vacia. En ese caso, se comporta como la permutacién identidad a cada
profundidad modal, por lo cual la relacién define una bisimulacién entre modelos.

Ahora podemos probar el resultado principal que vincula las simetrias en capas
y la consecuencia légica.

Teorema 2.4. Sean ¢ y ¢ formulas en CNF modal, sea & una permutacién en capas
consistente, y sea C una clase de modelos cerrada baja arboles. Si 0 es una simetria de
@ luego para toda ¢ tenemos que ¢ |=c P siy solo si ¢ =¢ ().

Demostracién. Ver [Orbe, 2014]. O



Parte 11

DETECTANDO Y UTILIZANDO SIMETRIAS

“Socrates: Then, if we are not able to hunt the goose with one idea, with three
we may take our prey; Beauty, Symmetry, Truth are the three...”
Plato. Philebus. 65a.






DETECCION DE SIMETRIAS PARA LOGICAS MODALES

El primer paso para utilizar las simetrias en cualquier l6gica es detectarlas. Mu-
cho trabajo ha sido realizado con este fin, resultando en diferentes técnicas de
deteccion. En este capitulo nos enfocaremos en detectar simetrias en férmulas en
CNF modal usando técnicas basadas en grafos.

La deteccién de simetrias basada en grafos es la técnica mds comtin para detectar
simetrias en férmulas y ha encontrado aplicacién en diferentes dominios [Sakallah,
2009)].

Su éxito se puede explicar en funcion de dos aspectos. Primero, es conceptual-
mente simple: la idea es construir un grafo a partir de una férmula, de forma tal,
que el grupo de automorfismos del grafo sea isomorfo al grupo de simetrias de
la férmula. Segundo, la disponibilidad de herramientas de deteccién de automor-
fismos de grafos muy eficientes, como ser Nauty [McKay, 2007], Saucy [Darga et
al., 2004; Darga et al., 2008; Katebi et al., 2012] y Bliss [Junttila and Kaski, 2007], y
que, ademads, pueden manejar grafos de gran tamario, facilita la implementacién e
integracion de este tipo de deteccion en los solvers actuales.

En este capitulo primero introducimos las definiciones y notacién necesarias (Sec-
cién 3.1). Luego presentamos un algoritmo para detectar simetrias globales, en for-
mulas en CNF modal, para un amplio abanico de l6gicas modales (Seccién 3.2).
Luego extendemos el algoritmo para detectar simetrias en capas en aquellas 16gicas
que tienen la propiedad de modelo arbolar (Secciéon 3.3). Finalmente, implemen-
tamos los algoritmos para la légica modal bésica y lo evaluamos sobre distintos
conjuntos de férmulas modales (Seccién 3.4).

Los resultados presentados en este capitulo fueron publicados en [Areces et al.,
2012; Areces and Orbe, 2013].

3.1 DEFINICIONES

A continuacién trabajaremos en el contexto de los modelos modales coinductivos
definidos en la Seccién 2.2.

A menos que se indique lo contrario, trabajaremos con férmulas en CNF modal,
considerdndolas como conjuntos de conjuntos (ver Seccién 2.1), aunque las escri-
biremos de la forma usual para mantener la claridad en la notacién. Con Sub(¢)
denotaremos al conjunto de subférmulas de ¢.

Definicién 3.1 (Atomos de una férmula). Sea ¢ una férmula en CNF modal. Con At(g)
denotamos al conjunto de dtomos que ocurren en ¢ independientemente de la profundidad
modal a la cual ocurren. Con At(¢,n), n € IN, denotamos al conjunto de dtomos que
ocurren en @ a profundidad modal n.

Definicién 3.2 (Clausulas top y cldusulas modales). Sea ¢ una formula en CNF modal.
Una clausula top de ¢ es una cldusula que ocurre a profundidad modal 0. Una cldusula
modal de ¢ es una cldusula que ocurre en un literal modal.
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Un aspecto clave en la construcciéon de un grafo coloreado es como colorear los
nodos. Para ello definimos una funcién de tipado

Definicién 3.3 (Funcién de Tipado). Sea s : MOD x {0,1} — IN\{0,1} una funcién
inyectiva y sea t : Sub(¢p) — IN una funcién parcial definida como:

1 si ¢ es una cldusula top .
Hy) =< s(m,0) siyp=[m]C.
s(m,1) siyp = -[m]|C.
La funcion de tipado t asigna un tipo numérico a toda cldusula (top o modal). Para las

cldusulas modales, el tipo esta basado en la modalidad y la polaridad del literal modal en la
cual ocurre.

De ahora en mas, llamaremos permutacion (simetria) global a una permutacién
(simetria) como las definidas en la Definicion 2.25, y permutacién (simetria) en capas
a una permutacién como las definidas en la Definicién 2.33.

3.2 DETECTANDO SIMETRIAS GLOBALES

Ahora presentamos un algoritmo para detectar simetrias globales en férmulas en
CNF modal. El algoritmo estd basado en el algoritmo MIN3C definido para férmu-
las proposicionales en [Aloul et al., 2003b].

Al igual que el algoritmo MIN3C, nuestro algoritmo construye un grafo colorea-
do a partir de una férmula en CNF modal, de forma tal que el grupo de automor-
fismos del grafo es isomorfo al grupo de simetrias de la férmula.

Definicién 3.4 (Algoritmo para Simetrias Globales). Sea ¢ una formula en CNF modal
y t una funcion de tipado. El grafo G(¢) = (V, E1, Ea) se construye de la siguiente forma:

i) Para cada dtomo a € At(¢@):

a) Agregar dos nodos de color (tipo) 0: uno para el literal positivo a y otro para el
literal negativo —a.

b) Agregar un arco Eq entre el literal positivo y el literal negativo para asegurar
consistencia Booleana.
ii) Para cada cldusula top C en ¢:
a) Agregar un nodo clausula de color t(C).

b) Para cada dtomo literal | que ocurre en C, agregar un arco Eq entre el nodo para
C y el nodo para l.

¢) Para cada literal modal [m|C’ (=[m]C’) que ocurre en C:

1) Agregar un nodo cldusula de color t([m]|C") (t(—[m]C")) para representar
la cldusula modal C'.

2) Agregar un arco Eq entre el nodo para C y el nodo para C'.

3) Sim estd indexada por un dtomo literal | agregar un arco E, entre el nodo
para C' y el nodo para el literal 1.
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4) Repetir el proceso desde punto ii)b por cada literal (dtomo o modal) que
ocurre en C'.

Para una férmula con A dtomos, C cldusulas top, M cldusulas modales, y R modalidades,
ésta construccion produce un grafo con 2 4 2R colores y (2| A| + C + M) nodos.

Ejemplo 3.1. Considere la formula
¢ = (aV[m](bV=[mlc)) A bV [m](aV =[m]c)).

La Figura 3.1 muestra su grafo G(¢) asociado construido usando el algoritmo de la Defini-
cion 3.4 (los colores estdn representados por las diferentes formas en la figura).

Figura 3.1: Ejemplo del algoritmo para simetrias globales.

El grafo tiene un automorfismo no trivial m = (A B)(C D)(E F)(a b)(—a —b) que se
corresponde con la simetria o = (a b)(—a —b) de ¢.

El siguiente resultado prueba que la construccion definida en la Definicién 3.4 es
correcta.

Teorema 3.1. Sea ¢ una férmula en CNF modal y G(¢) = (V, E, Ez) el grafo coloreado
construido a partir de la Definicion 3.4. Luego, toda simetria o de ¢ se corresponde uno-a-
uno con un automorfismo 7 de G(¢).

Demostracion. Ver [Orbe, 2014]. O

El Teorema 3.1 nos asegura que el algoritmo es correcto y por ende, que no
se detectaran simetrias esptreas, es decir, automorfismos del grafo que no son
simetrias de la férmula.

Dado que esta construccion esta desarrollada en el marco coinductivo y que la
misma no hace ninguna suposicién sobre la clase de modelos sobre la cual se inter-
pretan las férmulas, podemos pensarla como un algoritmo modelo a partir de la cual
derivar algoritmos para l6gicas modales concretas. Para algunas l6gicas modales,
como la 16gica modal basica, la derivacion es directa, y podemos utilizar el algorit-
mo tal como lo hemos definido. Para otras l6gicas, sin embargo, la derivacién debe
ser realizada con més cuidado. Por ejemplo, para légicas modales con modalida-
des indexadas por atomos, como las l6gicas hibridas, implementaciones précticas

27
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del algoritmo requieren necesariamente una modificacién del mismo ya que las
herramientas actuales de deteccién de automorfismos de grafo no pueden manejar
distintos tipos de arcos. En este caso, sin embargo, la modificaciéon es sencilla, ya
que podemos reemplazar los arcos E; por un nodo adicional (un nodo de indexado)
y dos arcos: uno entre el nodo del literal que indexa y el nodo de indexado y otro
entre éste nodo y la modalidad indexada.

3.3 DETECTANDO SIMETRIAS EN CAPAS

Ahora presentamos una extension al algoritmo presentado en la Definicién 3.4
que permite la deteccién de simetrias en capas para légicas modales que tienen
la propiedad de modelo arbolar. La observaciéon clave es, que en estas légicas, los
literales que ocurren a diferentes profundidades modales son semanticamente di-
ferentes y, por lo tanto, pueden ser considerados independientemente. Por lo tanto,
podemos definir permutaciones en capas que tengan diferentes permutaciones a
cada profundidad modal (ver Definicién 2.33).

Definicién 3.5 (Algoritmo para Simetrias en Capas). Sea ¢ una formula en CNF
modal con profundidad modal n y t una funcién de tipado. El grafo G(¢) = (V, E;, E2) se
construye de la siguiente forma:

i) Por cada dtomo a € At(¢@,i) con 0 <i < n:

a) Agregar dos nodos de color 0: uno para el literal positivo y otro para el literal
negativo. Etiquetar los nodos como a; y —a; respectivamente (el subindice i
indica la profundidad modal del literal).

b) Agregar un arco Eq entre el nodo del literal positivo y el nodo del literal negativo
para asegurar consistencia Booleana.
ii) Por cada cldusula top C en ¢:
a) Agregar un nodo clausula de color t(C).

b) Por cada literal dtomo I que ocurre en C, agregar un arco E; entre el nodo de C
y el nodo de I,,,4(c), donde md(C) es la profundidad modal a la cual ocurre C.

¢) Por cada literal modal [m|C’ (=[m]C’) que ocurre en C:

1) Agregar un nodo cldusula de color t([m]|C") (t(—[m]C")) para representar
la cldusula modal C'.

2) Agregar un arco E entre el nodo de C y el nodo de C'.

3) Si m es indexada por un literal dtomo I, agregar un arco E; entre el nodo
de C" y el nodo del literal 1,,,4cr.

4) Repetir el proceso desde el punto ii)b para cada literal (dtomo o modal) que
ocurre en C'.

Dada una férmula de profundidad modal n con A dtomos, C cldusulas top, M cldusulas
modales, y R modalidades, ésta construccién produce un grafo con 2 + 2R colores y a lo
sumo (2|A| x (n+1) + C + M) nodos.
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Este algoritmo difiere del presentado en la Definicién 3.4 en la forma en la cual
los atomos literales son manejados durante la construccién de G(¢): si un literal
ocurre a diferentes profundidades modales, el algoritmo trata cada una de estas
ocurrencias independientemente, agregando distintos nodos. De esta forma se in-
corpora la nocién de capas que se introdujo en el Capitulo 2.2.3.

Ejemplo 3.2. Considere la formula
¢ = (—aV [m]bV [m]=b) A (=bV [m]aV [m]-a).

La Figura 3.2 muestra su grafo coloreado asociado G(¢), construido usando el algoritmo
definido en la Definicion 3.5.

A= (—aV [m]bV [m]-b)
B = (=bV [m]aV [m]-a)
O © @» o @ & <
D = [m]|-b
(o )—) ()—Ca)  E=[m]a
F = [m]—a

Figura 3.2: Ejemplo del algoritmo para simetrias en capas.

El grupo de automorfismos del grafo es generado por los siguientes tres generadores:
= (C D)(bl _\bl)
Gens. Aut(G(¢)): m, = (E F)(a; —ay)
73 = (A B)(C E)(D F)(Elo bo)(—!ao —|b0)((11 bl)(—m —|b1).
Estos automorfismos se corresponden con las siguientes simetrias, las cuales son genera-
dores del grupo de simetrias de la formula ¢ (014 es la permutacion identidad):
1 = (014, (b D))
2 = (014, (2 —a))
3 = ((ab)(—a =b), (a b)(—a —b)).

Gens. Sym(¢):

Proposicién 3.1. Sea ¢ una férmula en CNF modal y G(¢) = (V, E1, E2) el grafo colo-
reado construido a partir de la Definicion 3.5. Luego, toda simetria & de ¢ se corresponde
uno-a-uno con un automorfismo 1 de G(¢).

Demostracion. Ver [Orbe, 2014]. O

3.4 EVALUACION EXPERIMENTAL

En esta seccién implementamos los algoritmos de deteccién para la 16gica modal
bésica, y los probamos en diferentes conjuntos de férmulas (benchmarks) modales.
Por simplicidad, nos restringimos al caso mono-modal, ya que la generalizacién al
caso multi-modal es directa. Para més informacién y referencias sobre las metodo-
logias de evaluacién experimental en 16gicas modales ver [Horrocks et al., 2000].
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3.4.1 Implementacion

Implementamos ambos algoritmos en la herramienta sy4ncl®. sy4ncl es una
herramienta de linea de comando, desarrollada en Haskell, que toma una férmula
de la légica modal bésica en formato intohylo, construye el grafo seleccionado
(global o en capas) y lo disponibiliza en formato Bliss o Saucy, junto con un
mapeo entre nodos y literales y estadisticas sobre el grafo.

Por cada férmula, generamos el correspondiente grafo usando sy4ncl. Luego,
realizamos la btisqueda de automorfismos usando la herramienta Bliss [Junttila
and Kaski, 2007]. Bliss toma la especificacion de un grafo y retorna un conjunto de
generadores para el grupo de automorfismos del grafo. Si el grafo tiene automor-
fismos no triviales, entonces reconstruimos las simetrias de la fé6rmula utilizando
el mapeo entre nodos y literales generado por sy4ncl.

De ahora en mas llamamos algoritmo de deteccién global (en capas) o simplemen-
te deteccion global (en capas) a la combinacién del algoritmo global (en capas) de
generacion del grafo y la herramienta de detecciéon de automorfismos.

Ejemplo 3.3. Considere la formula ¢ = (pV —0Op) A (qV —0q). La Figura 3.3a) muestra
su representacion en formato intohylo. La Figura 3.3b) muestra el contenido del archivo de
mapeo generado por sy4ncl. Este archivo mapea los literales en la férmula con los nodos
en el grafo. La Figura 3.3¢) muestra el grafo generado en formato Bliss. La Figura 3.3d)
muestra las estadisticas sobre el grafo. La Figura 3.3e) muestra la salida generada por
Bliss para el grafo correspondiente a ¢. La misma, muestra que Bliss ha encontrado un
generador. Usando este generador y el archivo de mapeo podemos reconstruir la simetria

(p q)(—p —q) de la férmula.
3.4.2  Conjuntos de Formulas

Para la pruebas utilizamos dos conjuntos de férmulas, uno estructurado y uno
aleatorio. El conjunto de férmulas estructurado contiene 4492 férmulas: 378 for-
mulas provenientes del Logics Workbench Benchmark para K (LWB_K) [Balsiger
et al., 2000] (distribuidas en 9 clases) y 4113 férmulas provenientes de la QBF-
LIB [Giunchiglia et al., 2001] (distribuidas en 23 clases). Los problemas provenientes
de la QBF-LIB, fueron traducidos a la l6gica modal basica usando la herramienta
gbf2ml>. Usamos dos traducciones de Quantified Boolean Formulas (QBF) a l6gica
modal bésica: Collapsel y Collapse2. Estas traducciones son variantes de la traduc-
cion de Ladner [Ladner, 19771, que reducen la profundidad modal de las férmulas
resultantes, generando férmulas mas pequefias. La diferencia entre las traduccio-
nes Collapsel y Collapse2 reside en que la primera utiliza variables proposicionales
auxiliares mientras que la segunda no lo hace. Referimos al lector a [Orbe, 2014]
para una descripcién mds detallada de ambas traducciones.

El conjunto de férmulas aleatorio contiene 19000 férmulas generadas usando
la herramienta hGen [Areces and Heguiabehere, 2003]. Para generar las férmulas,
fijamos una profundidad modal méxima (D) y el tamafio de las clausulas en 3.
Luego, las instancias son distribuidas en 10 conjuntos. Para cada conjunto fijamos

1 Descargar desde: http://cs.famaf.unc.edu.ar/~ezequiel/resource/sy4ncl
2 Descargar desde:http://cs.famaf .unc.edu.ar/ ezequiel/resource/qbf2ml
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begin p edge 8 8
P1 v -[R1]P1; nlld
P2 v -[R1]P2 n24
end n34
ni43
a) Formato intohylo nb51
né6i4
<md> <node_id> <1it> n7a
026 ns3
012 e 2 3
0-13 e 192
0-27 e 14
e 4 2
b) Archivo de Mapeo e 6 7
e 56
Generator: (1,5)(2,6)(3,7)(4,8) I
Nodes: 3
Leaf nodes: 3 © 86
Bad nodes: 0 c) Grafo en formato Bliss
Canrep updates: 1
Generators: 1 Computation time: 0.00000 sec
Max level: 1 Color count:[2,0,2,4]
[Aut]: 2 INodes|: 8
Total time: 0.00 seconds |Edges|: 8
e) Salida de Bliss d) Estadisticas del grafo

Figura 3.3: Salida de la herramienta sy4ncl.

el niimero de variables proposicionales (N) (entre 10 y 500) y variamos el ntimero
de clausulas (L) para obtener diferentes valores para el ratio cldusulas-a-variables
(L/ N). Este ratio es un buen indicador del estatus de satisfacibilidad de la férmula:
férmulas con un valor pequefio de L/N usualmente son satisfacibles, mientras
que férmulas con un valor grande de L/N usualmente son no satisfacibles. Cada
conjunto contiene 100 férmulas para 19 valores diferentes del ratio L/ N (desde 0,2
a 35).

Todos las pruebas fueron ejecutadas en un Intel Core i7 2,93GHz con 16GB de
RAM y un timeout de 120 segundos para la creacién del grafo y la deteccién de
simetrias.

3.4.3 Resultados

La Tabla 3.1 presenta los resultados para el conjunto de férmulas LWB_K usando
ambos algoritmos de deteccién (global y en capas). Las columnas #In, #To y #Sy
representan el nimero de instancias en el conjunto, el nimero de instancias que
dieron timeout y el nimero de instancias con al menos una simetria (no trivial), res-
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pectivamente. Las columnas T y Ts representan el tiempo, en segundos, para crear
el grafo, y para buscar los automorfismos en todas las férmulas, respectivamente.

| #In | #T0 | #sy | To| T
Global 378 | 0 1351 9,83 | 1,18
En capas | 378 | 0 208 | 9,80 | 1,80

Tabla 3.1: Simetrias en el LWB_K.

La tabla muestra la existencia de muchas instancias simétricas en el LWB_K y
que el tiempo requerido para computar las simetrias (tiempo de construccién mas
tiempo de deteccién) es negligible. También confirma nuestra hipétesis de que la
deteccion de simetrias en capas detecta mds simetrias que la deteccién global. De
hecho, usando deteccién en capas, podemos detectar 73 instancias simétricas mas
que usando deteccion global.

La Tabla 3.2 muestra resultados detallados para el LWB_K. La columna M es la
mediana del niimero de generadores detectados en cada clase de problema. Este
valor da una idea aproximada de cuan simétricas son las instancias en una deter-
minada clase de problemas. Las clases de problemas terminadas en “_n” contienen
instancias satisfacibles, mientras que aquellas terminadas en “_p” contienen instan-
cias no satisfacibles.

La tabla muestra que el LWB_K presenta un comportamiento que se ajusta a
nuestras expectativas: la existencia de simetrias esta determinada por la codifica-
cién de cada clase de problemas. Muchas clases (k_branch, k_path, k_grz, k_ph y
k_poly) presentan un gran niimero de instancias simétricas, mientras que otras no
exhiben ninguna (k_d4, k_dum, k_t4p) o muy pocas (k_lin). También debe notarse
el efecto de usar detecciéon en capas. En algunas clases (k_branch, k_ph y k_poly)
ambos algoritmos de detecciéon detectan practicamente el mismo ntimero de ins-
tancias simétricas, con el algoritmo de deteccion en capas detectando algunas sime-
trias mas por instancia que el algoritmo global. Sin embargo, en las clases k_path y
k_grz, las diferencias son mds evidentes, ya que con el algoritmo de deteccién en
capas encontramos mds simetrias que con el algoritmo global.

Ahora nos concentramos en las férmulas provenientes de la QBF-LIB. La Ta-
bla 3.3 resume los resultados obtenidos en la QBF-LIB usando los dos algoritmos
para ambas traducciones.

La Tabla 3.3 muestra que el la QBF-LIB es altamente simétrica: usando la tra-
duccién Collapse2 con deteccién global obtenemos un 65 % de instancias con una o
més simetrias y 18 de 23 clases con al menos una instancia simétrica. Estos nimeros
suben hasta un 94 % de instancias simétricas y 23 de 23 clases teniendo al menos
una instancia simétrica cuando usamos la traduccién Collapsel con deteccién en
capas.

Esta tabla también muestra cuan sensible es la deteccion de simetrias a la codifi-
cacion de las formulas. Usando la traduccion Collapsel encontramos mds simetrias
usando la deteccién en capas que usando la deteccién global.

Por otra parte, en férmulas traducidas usando la traduccién Collapse2 ambos al-
goritmos detectan practicamente el mismo ntimero de instancias simétricas. Esto se
puede explicar por el hecho de que la traduccién Collapsel usa variables auxiliares
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Global || En capas
Clase #In | #Sy | M || #Sy | M
k_branch_n | 21 21 | 12 21 | 12
k_branch_p | 21 21 |11 || 21 | 11
k_d4_n 21 0 - 0 -
k_d4d_p 21 0 - -
k_dum_n 21 0 - -
k_dum_p 21 0 - -
k_grz_n 21 1 1 21 5
k_grz_p 21 1 1 21 3
k_lin_n 21 0 - 0 -
k_lin_p 21 1 1 1 1
k_path_n 21 4 |15 21 | 36
k_path_p 21 5 2 21 | 33
k_ph_n 21 18 18 1
k_ph_p 21 21 1 21 1
k_poly_n 21 21 | 16 || 21 | 19
k_poly_p 21 21 |16 || 21 | 17
k_t4p_n 21 0 - 0 -
k_t4p_p 21 0 - 0 -

Tabla 3.2: Simetrias en el LWB_K detalladas por clase de problema.

(para marcar los niveles en el modelo arbolar resultante), mientras que la traduc-
cién Collapse2 no lo hace. Como consecuencia, en las férmulas obtenidas con la
traduccion Collapsel existen mds variables proposicionales que pueden ser permu-
tadas. La tabla también muestra que, en términos de eficiencia, detectar simetrias
en capas es mas dificil que detectar simetrias globales en férmulas traducidas con
Collapsel, en particular en lo que respecta a la busqueda de automorfismos.

Las Figuras 3.4 y 3.5 muestran graficos de dispersion del tiempo de construccion
del grafo y del tiempo de blisqueda de automorfismos, para ambos algoritmos, en
instancias traducidas usando Collapsel. El eje x da el tiempo de deteccién para el
caso global, mientras que el eje y da el tiempo de deteccién para el caso en capas.
Cada punto representa una instancia y sus coordenadas horizontales y verticales
representan el tiempo necesario para construir el grafo (o buscar automorfismos) en
segundos. Puntos debajo de la diagonal representan instancias donde la detecciéon
en capas requiere menos tiempo que la deteccién global, mientras que los puntos
por encima de la diagonal representan instancias donde la deteccion global requiere
menos tiempo que la deteccién en capas. Los puntos en los extremos (superior y
derecho) representan timeouts. Notar que se utiliza una escala logaritmica, por lo
que una ganancia o degradacién mds hacia la derecha es exponencialmente mas
significativa.
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Collapsel Collapse2
#In || #T0 | #sy | Tg | Ts [ #10 | #sy | 1o | Tg
Global 4113 || 22 | 2678 | 7330,55 | 5769541 || 24 | 2676 | 6310,18 | 44022,18
En capas | 4113 || 20 | 3874 | 7596,48 | 65012,79 || 20 | 2680 | 6342,06 | 39370,36
Tabla 3.3: Simetrias en la QBF-LIB.
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Figura 3.4: Tiempo de construccién del grafo en férmulas Collapsel.

La Figura 3.4 muestra que en general no existen diferencias importantes en los
tiempos requeridos para la construccion de los grafos para ambos algoritmos en
férmulas traducidas usando Collapsel. La Figura 3.5, por otra parte, muestra que
la bisqueda de automorfismos es mas dificil en el caso de la deteccién en capas que
en el caso de la deteccién global. Esto esta en linea con el hecho de que la deteccién
en capas implica grafos mds grandes lo cual afecta directamente la performance
de la herramientas de deteccion de grafos. Sin embargo, la Tabla 3.3 muestra un
comportamiento diferente para férmulas traducidas usando Collapse2. De hecho,
en este caso, obtenemos mejor performance para la deteccion en capas que para
la deteccién global. Las Figuras 3.6 y 3.7 muestran graficos de dispersion para los
tiempos de construcciéon y de deteccién para ambos algoritmos usando la traduc-
cién Collapse2.

La Figura 3.6 muestra que, de forma similar a lo que pasa con férmulas Collapsel,
no existen diferencias importantes en los tiempos de construccién de ambos algo-
ritmos. Sin embargo, en la Figura 3.7, observamos que para un gran ntimero de
instancias, la detecciéon de simetrias en capas es menos costosa que la deteccion de
simetrias globales.

A primera vista, esto parece contradictorio ya que los grafos generados por el
algoritmo de deteccién en capas son mds grandes que los grafos generados por el
algoritmo global, y es de esperarse un comportamiento similar al que obtuvimos
para las instancias Collapsel. Sin embargo, este comportamiento puede ser expli-
cado por el hecho de que, para las férmulas Collapse2, los grafos generados por
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Figura 3.5: Tiempo de bisqueda de automorfismos en férmulas Collapsel.

el algoritmo en capa son mds dispersos (sparser) que los grafos generados por el
algoritmo global. Un grafo es disperso si el grado promedio de sus nodos es mucho
m’as chico que el niimero de nodos. En nuestro caso, para una férmula Collapse2,
su grafo en capas contiene mdas nodos que su grafo global, pero aproximadamente
el mismo nimero de arcos. Esto reduce el grado promedio de los nodos, haciendo
al grafo en capas més disperso que el grafo global, y es bien conocido que la perfor-
mance de las herramientas de deteccién de grafos estd directamente afectada por
la dispersion de los grafos de entrada [Junttila and Kaski, 2007; Darga et al., 2004;
Darga et al., 2008; Katebi et al., 2012].

Finalmente probamos los algoritmos de deteccién en conjuntos de férmulas alea-
torias para observar con que frecuencia obtenemos simetrias en ellas. Las Figu-
ras 3.8 y 3.9 muestran el porcentaje de instancias simétricas para cada valor del
ratio L/ N usando deteccién global y en capas respectivamente.

Estos grédficos muestran que para valores pequefios de L/N es facil encontrar
instancias simétrica atin en instancias aleatorias. A medida que incrementamos el
valor del ratio, el nimero de instancias simétricas decrece rdpidamente. De nuevo,
esto coincide con nuestras expectativas: grandes valores de L/ N resultan de la pre-
sencia de un gran ndmero de cldusulas en las férmulas, reduciendo la posibilidad
de simetrias.
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DETECCION DE SIMETRIAS PARA SATISFACIBILIDAD
MODULO TEORIAS

En el capitulo previo presentamos una técnica basada en grafos para la detec-
cién de simetrias en férmulas modales. En este capitulo extendemos esta técnica a
férmulas SMT.

Comenzamos por dar un breve repaso sobre simetrias en SMT (Seccién 4.1). Lue-
go introducimos las definiciones y notacién necesarias para el resto del capitulo
(Seccién 4.2). A continuacion presentamos el algoritmo para la deteccién de sime-
trias en férmulas SMT y probamos su correccién (Seccion 4.3). Finalmente evalua-
mos empiricamente el algoritmo en varios conjuntos de pruebas provenientes de la
SMT-LIB (Seccion 4.4).

En lo que sigue, asumimos conocimientos bésicos sobre SMT y referimos al lector
a [Sebastiani, 2007; Barrett et al., 2009] por mas detalles sobre el tema.

Los resultados presentados en este capitulo fueron publicados en [Areces ef al.,
2013].

4.1 SIMETRIAS EN SMT

Hasta donde conocemos, la investigacién sobre simetrias en SMT es reciente y
las mismas no son completamente explotadas en los solvers de SMT.

El primer intento por utilizar simetrias en SMT es el de [Audemard et al., 2002],
en el cual las mismas son utilizadas como una técnica de simplificacién en el che-
queo de modelos basado en SMT (SMT-based model checking).

En [Roe, 2006], un solver SMT introduce predicados de ruptura de simetrias en la
férmula de entrada en una etapa de preprocesamiento. Para ello, todos los pares de
variables simétricas son detectados. Dada una férmula ¢, un par de variables (4, b)
que ocurre en ¢ es un par de variables simétricas si cuando reemplazamos todas
las instancias en ¢ de a por b y las de b por a, obtenemos nuevamente ¢. Una vez
que un par simétrico es computado, pares simétricos de dtomos son identificados.
Dos dtomos p1 y p2 son simétricos si existe un conjunto de pares de variables simé-
tricos {(a1,b1),...,(an, by)} tal que p1 puede ser transformado en p, simplemente
reemplazando cada a; por b; y viceversa. Luego un grupo de predicados simétricos
es computado. Un grupo de predicados simétricos es un conjunto de dos o mas
atomos tales que cualesquiera dos 4tomos en el grupo son simétricos. Finalmen-
te, predicados de ruptura de simetrias, similares a los introducidos en [Aloul ef al.,
2003b], son agregados a la formula original. De acuerdo a lo que se reporta en [Roe,
2006], esta técnica sélo funciona para férmulas en la clase QF_UF, es decir, en for-
mulas sin cuantificadores construidas sobre una signatura con simbolos y tipos no
interpretados), sin embargo, no se proveen resultados experimentales para evaluar
su efectividad.

Recientemente, en [Déharbe et al., 2011], un algoritmo para detectar y romper
simetrias es presentado e implementado en el solver veriT [Bouton et al., 2009)].
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El algoritmo trabaja detectando grupos completos de simetrias de constantes no
interpretadas y agregando predicados de ruptura de simetrias.

Este trabajo se basa en la observaciéon de que, en SMT, una fuente frecuente de
simetrias se da cuando un término toma sus valores de un conjunto finito de ele-
mentos completamente simétricos. De esta forma, dada una férmula ¢, simétrica
(o invariante) con respecto a todas las permutaciones de un conjunto de constantes
no interpretadas cy, ..., ¢y, para cualquier modelo M de ¢, si el término ¢ no con-
tiene estas constantes y M satisface t = ¢; para algin i € {1,...,n}, luego debe
existir un modelo en el cual f sea igual a cy. De esta forma, mientras verificamos si
una férmula es no satisfacible alcanzaria con verificar solamente aquellos modelos
donde t y ¢y tengan el mismo valor.

La deteccion de simetrias se realiza primero “adivinando” una permutacién y
luego chequeando que la misma es una simetrfa de la férmula. Resultados experi-
mentales confirman el éxito de ésta técnica, en particular en problemas de la clase
QF_UF. Sin embargo, esta técnica es limitada en el sentido de que solo funciona
con grupos de simetrias completos, y que no toma en cuenta aquellas simetrias
que involucran otros tipos de simbolos, como simbolos de predicados, funciones,
simbolos interpretados o cuantificadores.

4.2 DEFINICIONES

Ahora definiremos el lenguaje que utilizaremos en el resto del capitulo. Es co-
mun introducir SMT usando un lenguaje de primer orden estdndar. Sin embargo,
los problemas en SMT (en particular aquellos en la SMT-LIB [Barrett et al., 2010b])
se expresan usualmente en un lenguaje de primer orden tipado (many-sorted). En
estos lenguajes, cada término esta tipado, y cada tipo es denotado con un simbolo
de tipo.

Definicién 4.1 (Signatura Tipada). Una signatura tipada (many-sorted signature)
es una tupla . = (S,V, F,ar,r) donde

- S es un conjunto contable no vacio de tipos disjuntos que contiene el tipo Bool.
- V es la unién (contable) de conjuntos disjuntos V. de variables de tipo T € S.

- F es un conjunto contable infinito de simbolos de funcién que contiene los simbolos
=,N\,7, V¢, y Ir para todo T € S.
- ar : F +— NN es una funcién total llamada aridad, y r : F — S" X S es una funcién
llamada rank tales que:
- r(A) = (Bool, Bool, Bool) y ar(A) = 2.
- r(=) = (Bool, Bool) y ar(—) = 1.
- (=) = (1,7, Bool) yar(=) =2 paratodot € S.
3¢) = (7, Bool, Bool) y ar(3) = 2 para todo T € S.
- r(f) € s(f) x § para todo f € F\{=,A,~,Vr, 3¢}

(=
(=
- r(V¥¢) = (T, Bool, Bool) y ar(Vr) = 2 para todo T € S.
- 1’(
(
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Notar que el rank de un simbolo de funcién especifica, en orden, los tipos espe-
rados para los simbolos de los argumentos y el resultado.

Como es usual, llamamos constantes a los simbolos de funcién con aridad 0.

En nuestro lenguaje los términos se construyen con variables de V y simbolos de
funcién de F.

Definicién 4.2 (X-términos). Sea ¥ = (S,V, F,ar,r) una signatura. El conjunto de
2-términos bien tipados, es el conjunto mds chico definido por:

Ty = x donde x € V
| f(t1,..., tn) donder(f) = (t,..., T, T)
yporcadai € {1,...,n},t; tiene tipo T.

Consideramos una variable como libre o acotada de la forma usual. Un término es ce-
rrado si no contiene variables libres, y es abierto en caso contrario. Un término es base
(ground) si no contiene variables, ya sean libres o acotadas.

Definicién 4.3 (X-férmulas). Sea £ = (S, V, F,ar,r) una signatura. EI conjunto de las
X-formulas se define como el conjunto de términos bien tipados con tipo Bool.

Notar que por simplicidad, el lenguaje definido no contiene simbolos légicos.
Los conectivos 16gicos para la negacién, conjuncién, el simbolo de igualdad y los
cuantificadores, son considerados como simbolos de funcién con un rank y tipo
predefinidos.

Asignamos un significado a las X-férmulas mediante X-estructuras.

Definicién 4.4 (X-estructura). Una estructura I para una signatura’¥. = (S, V, F,ar,r)
(0 Z-estructura), es un par T = (D, (_)*) donde D asigna un dominio no vacio D a cada
tipo T € Sy (_)* asigna un significado a cada variable y simbolo de funcién.

Por extensién una X-estructura define un valor Z[t] en D para cada término de
tipo 7, y un valor de verdad Z[¢] en {true, false} para cada férmula ¢.

Decimos que una X-férmula cerrada ¢ es satisfacible si existe una X-estructura 7
que haga verdadera a la férmula (notacién Z |= ¢). Decimos que ¢ es vdlida si para
todas las X-estructuras Z, Z |= ¢. Una X-estructura Z satisface un conjunto S de
Y-formulas (Z |= S) si Z |= ¢ para toda ¢ € S.

Al igual que en lenguajes mas convencionales, este lenguaje es en realidad una
familia de lenguajes parametrizados por una signatura X. Sin embargo, cuando
trabajamos en el contexto de una teoria 7, la signatura especifica es definida con-
juntamente por la declaracién de 7 mas todo tipo y simbolo de funcién adicional
contenido en la férmula. Un simbolo de funcién es interpretado si es definido por
T,ono interpretado en caso contrario.

Notar que, como se sigue de nuestra definicién de X-términos, los términos bien
tipados tienen un tinico tipo. Por lo tanto podemos definir una funcién de tipo que
nos devuelva el tipo de cada término y simbolo de funcién.

Definicién 4.5 (Funcion de Tipo). Sea ¥ = (S,V, F,ar,r) una signatura. Definimos
una funcién de tipo sort : VU F U Ts — S que mapea cada variable, simbolo de funcién
y X-término a su correspondiente tipo.

En lo que sigue, por simplicidad, omitiremos el prefijo ¥ para referirnos a los
términos, estructuras, fé6rmulas, etc. Ademads, nos referiremos a toda fé6rmula bien
formada en nuestro lenguaje de primer orden tipado como una férmula SMT.
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4.3 DETECTANDO SIMETRIAS

Ahora presentamos el algoritmo de deteccion de simetrias para férmulas SMT.
Este algoritmo, dada una férmula, construye el grafo sintactico dirigido, aciclico y
coloreado més algunos nodos adicionales. El coloreo del grafo es definido mediante
una funcion de tipado.

Definicién 4.6 (Funcion de Tipado). Sea ¥~ = (S, V, F,ar,r) una signatura y T una
teoria de primer orden sobre .. Con F7 y Fy denotamos los conjuntos de todos los simbolos
interpretados y no interpretados respectivamente. Sea D un conjunto contable infinito
Yy, sea e un elemento de D. Definimos las funciones inyectivasa : S — A, b : S" xS — B,
yc¢: Fr— C tales que A, B, y C son una particion de D\{e} (es decir, A,B y C son
no vaciass, ANBNC = @y AUBUC = D\{e}). Definimos la funcién de tipado
t: FUTzU{*} — D como:

e Si s = *.

(s) = a(sort(s)) sisesun término o un simbolo de constante no interpretado.
b(r(s)) si s es un stmbolo de funcion no interpretado con ar(s) > 0.
c(s) si s es un stmbolo de funcion interpretado.

Notar como la funcién de tipado maneja los diferentes elementos de una férmula.
Asigna un color a los términos y simbolos de constantes no interpretados basado
en el tipo de los mismos, a los simbolos de funcién no interpretados basado en
su rank, y a los simbolos interpretados un tinico color independientemente de su
tipo y rank. En lo que sigue, asumimos que los colores estan representados por
nameros naturales, es decir D = N y e = 0.

Definicién 4.7 (Algoritmo de Deteccién). Sea ¢ una férmula SMT, y t una funcién de
tipado. Sea F (@) el conjunto de simbolos de funcion que ocurren en ¢. El grafo dirigido
coloreado G(¢) = (V, E) se construye recursivamente de la siguiente forma:

i) Por cada simbolo s € F(¢):

a) Agregar un nodo simbolo de color t(s).

ii) Por cada término f(t1,...,t,), en @, de aridad n > 0O:
a) Agregar un nodo de ocurrencia de color t(f(t1,...,t,)).
b) Agregar un arco desde el nodo de ocurrencia al nodo simbolo de f.
¢) Sila funcion es conmutativa (e.j., \, V, <+, =, +, *):
1) Agregar un arco desde el nodo de ocurrencia al nodo raiz del grafo G(t;)
paral <i <n.
d) Si la funcién es no conmutativa:

1) Por cada argumento t;, agregar un nodo argumento de color t(x) y un
arco desde este nodo al nodo raiz de G(t;).

2) Agregar un arco desde el nodo arqumento de t; al nodo argumento de
tiv1 (1 < i < n). Estos arcos representan el orden de los argumentos
en f(ty, ... tn).
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3) Agregar un arco desde el nodo de ocurrencia al nodo argumento de t;.

iii) Por cada término Qx.t Q € {V,3}:

a) Proceder como si fuera un simbolo de funcién conmutativo, e.j., la funcién

Q(x,t).

Ejemplo 4.1. Considere la formula ¢ = f(a,b) V f(b,a) donde f, a, y b son simbolos
no interpretados tales que sort(a) = sort(b) = U y r(f) = (U, U,Bool). La Figura 4.1
muestra el grafo coloreado asociado G(¢), construido asumiendo que f es conmutativa (los
colores se presentan mediante las distintas formas de los nodos en la figura).

Figura 4.1: Grafo de f(a,b) V f(b,a) (f conmutativa).

Ejemplo 4.2. Considere la férmula del Ejemplo 4.1, pero ahora asumamos que f es no
conmutativa. La Figura 4.2 muestra el grafo coloreado asociado G(¢). Notar como los nodos
argumentos (nodos triangulares en la figura) son utilizados. Para el término f(a, b) el nodo
argumento de a, el primer arqumento, es directamente conectado al nodo de ocurrencia y
al nodo argumento correspondiente a b. Para el término f(b,a) esto se invierte. El nodo
argumento de b estd directamente conectado al nodo de ocurrencia y al nodo argumento

correspondiente a a.
<A
OBRO0

Figura 4.2: Grafo de f(a,b) V f(b,a) (f es no conmutativa).
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Ahora probamos que el algoritmo es correcto.

Teorema 4.1. Sea ¢ una férmula SMT y G(¢) = (V, E) el grafo coloreado construido a
partir de la Definicién 4.7. Luego, todo automorfismo de G(¢) es una simetria de la formula

.

Demostracién. La prueba se sigue por induccién estructural y las siguientes obser-
vaciones.

- El grafo G(¢) es al grafo sintdctico aciclico y dirigido de ¢ mas nodos adicio-
nales.

- Para términos, f(t,...,t,) de aridad > 0, el coloreo de los nodos, y la com-
binacién de los nodos raiz y los nodos simbolos, aseguran que solo nodos
simbolos del mismo tipo, es decir, de la misma aridad y con los mismos tipos
de argumentos, y con el mismo nimero de ocurrencias pueden ser permuta-
dos.

- Para términos sin argumentos (constantes y predicados), el coloreo de los
nodos simbolos y la existencia de nodos argumentos aseguran que solo sim-
bolos del mismo tipo y que ocurran el mismo niimero de veces en la misma
posicién como argumentos pueden ser permutados.

Finalmente, para reconstruir la simetria de la férmula a partir de un automorfismo
del grafo, solo tenemos que restringir el automorfismo a los nodos simbolos.  [J

Notar que la vuelta del Teorema 4.1 es falsa: la construccién propuesta no per-
mite detectar todas las simetrias de la férmula. Por ejemplo, considere la férmula
¢ = f(a,b) Ng(c,d) donde a,d son del mismo tipo y b,c de otro tipo (con tipos
apropiados para f y ). La permutacion ¢ = (f g)(a c¢)(b d) es una simetria de
¢. Sin embargo, no la podemos detectar en el grafo G(¢). Esto se debe al hecho
de que los nodos simbolo son coloreados en funcién al tipo del simbolo, lo cual
evita que se detecten automorfismos que permuten simbolos de distinto tipo. Sin
embargo, desde un punto de vista practico, las simetrias que permutan simbolos
de diferentes tipos son poco naturales y no ocurren frecuentemente.

4.4 EVALUACION EXPERIMENTAL

Ahora presentamos datos experimentales sobre la existencia de simetrias en f6r-
mulas SMT y cuan dificil es detectarlas.

4.4.1  Implementacion

Para realizar la evaluacién implementamos el algoritmo de la Definicién 4.7 en
la herramienta SyMT".

SyMT es una herramienta de linea de comando implementada en C. La misma
toma en cuenta la conmutatividad de la conjuncién, disyuncién, adicién, multipli-
cacion e igualdad. Dada una férmula SMT, SyMT crea un grafo coloreado y usando

1 Descargar desde: http://www.verit-solver.org/SyMT/
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un componente de deteccién de automorfismos, detecta el grupo de automorfismos
del grafo coloreado. En particular, SyMT usa Saucy 3.0 [Katebi ef al., 2012] como el
componente de deteccién de automorfismos. La integraciéon con Saucy es realizada
a través de su API de C

SyMT también provee servicios de simplificacién sobre la férmula de entrada,
algunos de los cuales involucran razonamiento en la teorfa (lo cual puede fallar
en instancias grandes). Simplificar la férmula de entrada es importante ya que se
pueden descubrir simetrias escondidas y a la vez remover simetrias triviales (es
decir, simetrias que no involucran simbolos no interpretados). Los servicios de
simplificacién incluyen reescritura simple, simplificacion de literales deducidos, y
normalizacién de términos y férmulas. En la herramienta estos servicios se activan
con la opcién -s.

Para mejorar la legibilidad del grupo de simetrias de la férmula de entrada, se
desarrollaron dos técnicas de post-procesamiento para identificar subgrupos que
sean grupos de permutacion completos sobre un subconjunto de los simbolos in-
volucrados en la simetria. La primer técnica esta basada en el algoritmo Schreir-
Sims [Seress, 2003; Rehn and Schiirmann, 2010], un algoritmo polinomial que, en-
tre otras cosas, hace posible verificar si una permutacién dada pertenece al grupo
generado por un conjunto de generadores. Usamos este algoritmo para verificar,
para cada Orbita, si el grupo completo de permutaciones de los elementos en la
Orbita es un subgrupo del grupo de simetrias. De hecho, para verificar si un grupo
admite como subgrupo al grupo completo de permutaciones de estos elementos,
alcanza con verificar la pertenencia de dos permutaciones, e.j., una permutacién
arbitraria entre dos elementos, y una permutacién ciclica que involucre a todos los
elementos en la 6rbita.

Aunque polinomial, la técnica descripta es usualmente extremadamente lenta.
Para solucionar este problema, desarrollamos una segunda técnica, basada en heu-
risticas. La misma, en esencia, particiona los simbolos (usando una estructura de
datos union-find) en clases tales que dos simbolos en la misma clase son simétricos.
Los generadores son usados para unir las clases en la particion, y la particién es uti-
lizada para simplificar los generadores. En la practica, esta técnica funciona bien en
la mayoria de los casos, aunque puede fallar en detectar subgrupos completos de
permutaciones en algunos casos. Estas técnicas de post-procesamiento se pueden
activar con las opciones -R y -r respectivamente.

Ejemplo 4.3. La linea de comando y la salida de SyMT para una féormula de la clase
QF_UF es la siguiente:

./SyMT -s -r smt-1ib2/QF_UF/NEQ/NEQOO4_size4.smt2

[c_0 c_1 c_2 c_3]

(p7 p9) (c12 c13)
SyMT encuentra los generadores para el grupo de simetrias. Luego detecta, usando las
técnicas de post-procesamiento descriptas, que existe un subgrupo completo de permutacio-

nes para las constantes ¢_0, c_1, c_2, c¢_3, y otra simetria que permuta los simbolos de
predicado binarios p7 y p9 junto con c12 y c13.
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4.4.2 Resultados

Probamos SyMT en 19 clases de problemas? de la SMT-LIB [Barrett ef al., 2010a]
para investigar la existencia de simetrias y evaluar la eficiencia de la herramienta.
Todos los tests fueron ejecutados en un Intel Xeon X3440 con 16GB. Se probaron
tres configuraciones diferentes de SyMT. La Configuracién 1 no tiene simplifica-
ciones: la férmula es parseada y convertida en un grafo para la deteccién de los
automorfismos. La Configuracién 2 usa simplificaciones sintacticas triviales. La
Configuracién 3 habilita simplificaciones méas potentes, usando el motor SMT, e.j.,
simplificaciéon de dtomos implicados por cldusulas unitarias. La Configuraciéon 2
puede fallar (sin reportar simetrias) dado que la complejidad en tiempo del algorit-
mo de simplificacién no es lineal con respecto al tamafio de la férmula de entrada.
Sin embargo, usualmente revela simetrias que estan escondidas por el ruido sin-
tactico que se remueve facilmente usando el procedimiento de simplificacién. La
Configuracion 3 es propensa a fallar en férmulas de gran tamafio, pero también
puede revelar simetrias escondidas. El proceso de simplificacion puede, a veces,
reducir una férmula a falso, en cuyo caso no se reportan simetrias. El timeout
(relevante para las configuraciones 2 y 3) se establece en 30 segundos.

De las 19 clases analizadas, tres (LRA, QF_UFLRA, QF_UFNRA) no presentan si-
metrias con SyMT. De las cinco férmulas en UFLRA, una tiene simetrias. Las otras
15 clases presentan un nimero significativo de simetrias en al menos una de las
configuraciones testeadas. La Tabla 4.1 resume los resultados obtenidos para estas
15 clases. Para cada clase reportamos el nimero de instancias (#Inst), el nimero de
instancias que tienen simetrias en las distintas configuraciones (#Sym[1], #Sym][2]
y #Sym[3]), el nimero de instancias que tienen simetrias en al menos una de las
configuraciones (#Sym[P]), el promedio del logaritmo en base 2 del tamafio del gru-
po de simetrias (Avg[GS]) para la Configuracién 1, y el tiempo total, en segundos,
requerido para analizar todas las instancias (Time) para la Configuracién 1.

La Tabla 4.1 muestra claramente que la SMT-LIB tiene muchas férmulas altamen-
te simétricas en la mayor parte de las clases que la componen. Ademds, un estudio
en profundidad de las simetrias detectadas, revela que éstas proveen informacién
que dependen fuertemente de la clase de férmulas en cuestién. Por ejemplo, mu-
chas de las simetrias en férmulas cuantificadas (e.j.,, AUFLIA) se deben a axioma-
tizaciones repetidas que no se usan. Mientras que las simetrias en los problemas
FISCHER (QF_LIA, QF_IDL), los cuales han sido automdticamente generados a par-
tir de algoritmos distribuidos de verificacion de modelos acotados, revelan que
algunos de los procesos son simétricos.

El tiempo acumulado para construir el grafo y detectar las simetrias es negligi-
ble en todas las clases. No presentamos los tiempos para las otras configuraciones
dado que existen timeouts y el time se gasta mayormente en los médulos de sim-
plificacién, por lo cual estos ntimeros proveen poca informacién sobre el tiempo de
deteccién de simetrias en si mismo.

2 Bit vectors no son soportados por nuestro parser.
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Clase | #inst | #Sym[1] | #Sym[2] | #Sym(3] | #Sym([P] | AvgIGS] | Time
AUFLIA 6480 | 6212 6231 | 5941 6258 | 134,00 | 378,79
AUFLIRA | 19917 | 15779 | 16475 | 12500 | 16476 108 | 913
AUFNIRA 989 985 985 923 985 1,00 | 041
QF_AUFLIA | 1140 2 71 77 78 1,00 | 072
QF_AX 551 2 2 2 2 1,00 | 037
QF_IDL 1749 348 526 683 756 | 1274543 | 327,95
QF_LIA 5938 728 | 1172 54 | 1200 | 104,55 | 486,19
QF_LRA 634 73 150 208 210 | 11049 | 29,06
QF_NIA 530 169 169 168 169 592 | 392
QF_NRA 166 9 13 13 43 1,00 | 023
QF_RDL 204 0 0 24 24 0,00 | 1013
QF_UF 6639 250 | 3638 375 | 3638 | 44,00 | 3458
QF_UFIDL | 431 19 175 186 189 1,00 | 2,70
QF_UFLIA | 564 0 198 198 198 0,00 | 045
UFNIA 1796 | 1062 | 1061 | 1058 | 1070 | 47,08 | 543,26

Tabla 4.1: Simetrias en la SMT-LIB.
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SIMETRIAS EN UN TABLEAUX MODAL

En este capitulo presentamos una técnica para utilizar informacion de simetrias
en un tableaux modal. La técnica consiste en un mecanismo de bloqueo que apro-
vecha la informacion de simetrias de la férmula de entrada para restringir la apli-
cacion de la regla ().

Comenzamos por presentar las nociones basicas sobre tableaux etiquetados para
la 16gica modal bésica (Seccién 5.1). Luego presentamos los fundamentos tedricos
del mecanismo de bloqueo y probamos su correccién (Secciéon 5.2). Finalmente
presentamos resultados experimentales que muestran la aplicabilidad de este me-
canismo (Seccién 5.3).

Los resultados presentados en este capitulo fueron publicados en [Areces and
Orbe, 2013].

5.1 TABLEAUX PARA LA LOGICA MODAL BASICA

En esta seccién presentamos un calculo de tableaux etiquetado para la l6gica
modal bésica [Blackburn et al., 2006].

El tableaux seméntico, o tableaux, es un procedimiento de prueba que decide
satisfacibilidad de una férmula basado en la satisfacibilidad de sus subférmulas.
Fue introducido en [Beth, 1959], y tom¢6 su forma actual de forma independiente
en [Lis, 1960] y [Smullyan, 1968]. Actualmente, es el procedimiento de prueba més
popular para las l6gicas modales debido a sus exitosas implementaciones y su
flexibilidad para adaptarse a diferentes 16gicas [D’Agostino, 1999].

Los sistemas de tableaux etiquetados para la 16gica modal bésica fueron introdu-
cidos en [Fitting, 1972; Fitting, 1983], pero tomaron su forma actual en [Massacci,
1994; Goré, 1999]. Los tableaux etiquetados estan fuertemente relacionados con los
tableaux proposicionales: son conjuntos de férmulas que describen parcialmente
un modelo. Sin embargo, en vez de tomar en cuenta los valores de verdad de los
simbolos proposicionales en “un solo mundo”, los consideran en un nimero ar-
bitrario de mundos conectados, y cada férmula es etiquetada con el mundo en el
cual debe ser verdadera.

Definamos ahora formalmente el tableaux modal. Sea PREF un conjunto infini-
to, no-vacio de prefijos. Aca consideramos PREF = IN. Asumiremos que todas las
formulas estdn en CNF modal (Definicion 2.2).

Definicién 5.1 (Férmulas prefijadas). Dada ¢ una férmula en CNF modal, C una cldu-
sula modal y & € PREF llamamos a a:¢ y a:C férmulas prefijadas. La interpretacién de
una férmula prefijada «:F es que F es verdadera en el estado denotado por «.

Definicién 5.2 (Declaraciones de Accesibilidad). Dados «,a’ € PREF llamamos a
aRa" una declaracién de accesibilidad. La interpretacién de aRa’ es que el estado deno-
tado por o es accesible desde o via R.
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Ty v "€ W) whec
€ €
«:C;, =9 wly | ... | acly, l
a:—0C a:0C, aRa’
= (O) — ()
aRa', a':~C, o :C
1 ~C es la CNF de la negacién de C. El prefijo #’ es nuevo en el tableau.

Figura 5.1: Calculo de tableaux etiquetado para la 16gica modal basica.

Un tableaux para una férmula en CNF modal ¢ es un arbol cuyos nodos estan
decorados con férmulas prefijadas y declaraciones de accesibilidad, tal que el nodo
raiz es 0:¢p. Ademads, requerimos que los nodos adicionales en el arbol sean creados
de acuerdo con las reglas de la Figura 5.1, donde ¢ es una férmula en CNF modal
y C una cldusula modal.

Las reglas se interpretan de la siguiente forma: si los antecedentes de una regla
aparecen en los nodos de una rama del tableau, la rama es extendida de acuerdo a
las formulas en el consecuente de la regla. Para el caso de la regla (V/), n sucesores
inmediatos del dltimo nodo en la rama son creados. En todos los otros casos, solo
un sucesor es creado, el cual es decorado con las férmulas indicadas. Para asegu-
rar terminacién, requerimos que los nodos sean creados solamente si agregan al
menos una férmula o declaracién de accesibilidad que no este presente en la rama.
Ademas, la regla (<) solo puede ser aplicada una vez a cada férmula de la forma
«:—0C en la rama.

Definicién 5.3 (Rama Cerrada, Abierta y Saturada). Una rama estd cerrada si contiene
al mismo tiempo a:p y a:—p, y esta abierta en caso contrario. Decimos que una rama estd
saturada si no se puede aplicar ninguna regla mas.

Sea Tab(¢) el conjunto de tableaux para ¢ cuyas ramas estan todas saturadas.
El siguiente resultado clasico establece que el célculo de tableaux definido es un
procedimiento de decisién para satisfacibilidad de férmulas en la légica modal
basica.

Teorema 5.1. Para toda férmula ¢ de la 16gica modal bdsica, todo tableau T € Tab(¢) es
finito. Ademds, T tiene una rama abierta y saturada si y solo si ¢ es satisfacible.

5.2 BLOQUEO SIMETRICO

El calculo de tableaux de la Figura 5.1 termina debido a que restringimos la
aplicacion de la regla (<) de forma tal que solo puede ser aplicada una vez a cada
férmula de la forma a:—0OC.

Estamos interesados en restringir atin mas la aplicacion de la regla (<) de forma
tal de que solo sea aplicable a una férmula x:—~OC si no ha sido aplicada anterior-
mente a una férmula simétrica. Llamamos a esta restriccion bloqueo simétrico.



5.2 BLOQUEO SIMETRICO

De ahora enmas, sea T € Tab(¢), y sea © una rama de T. En lo que sigue, trabaja-
remos con permutaciones en capas tal como fueron definidas en las Definiciones 2.33

y 2.34.

Definicién 5.4 (Distancia desde el prefijo raiz). Sea « € PREF un prefijo. Definimos
a depth(a) como la distancia desde el prefijo raiz al prefijo «, medida como el niimero de
declaraciones de accesibilidad que deben ser atravesadas para alcanzar el prefijo a desde el
prefijo raiz (en particular, si a es el prefijo de ¢ luego depth(a) = 0).

Dada una férmula prefijada a:¢ y una permutacion en capas &, definimos 7(a:¢)
= Q:0gepth(a)+1 (). Finalmente, dada una férmula modal ¢, definimos Vars(¢) co-
mo el conjunto de variables proposicionales que ocurren en ¢; para S un conjunto
de férmulas modales, sea Vars(S) = Uges Vars(¢).

Definicién 5.5 (Bloqueo Simétrico). Sea & una simetria en capas de ¢, y sea © una rama
en un tableau de ¢. La regla (<) no puede ser aplicada a a:5(—0) en © si ya ha sido
aplicada a a:—0y y Vars(o(—0Oy)) N Vars(T(a)) = @, paraT(a) = {y | a : O € O}
el conjunto de O-férmulas que ocurren en el prefijo .

Notar que el bloqueo simétrico es una condicién dindmica: luego de ser blo-
queada, una —~O-formula puede ser agendada nuevamente para su expansion si la
condicién de bloqueo falla en una expansion de la rama. Esto puede suceder ya que
el conjunto I'(w) crece monoténicamente a medida que el tableau avanza. También
Notar que esta restricciéon no afecta la terminacién del tableau ni la correctitud del
mismo, ya que estamos imponiendo atin mas restricciones sobre un método que se
sabe correcto, completo y que termina. Solo nos arriesgamos a perder completitud.

5.2.1  Completitud

Para probar la completitud de nuestro célculo con bloqueo simétrico vamos a
mostrar que podemos extender un modelo incompleto M®, construido a partir
de una rama abierta y saturada ©, a un modelo completo, ain cuando el bloqueo
simétrico es utilizado.

De ahora en més, consideramos que las ramas en Tab(¢) estan saturadas usando
bloqueo simétrico.

Definicién 5.6. Dada una rama abierta y saturada © del tableau T € Tab(¢), definimos
el modelo M® = (W®,R®, V) como:

WO = {a |« esun prefijo en @}
R® = {(a,a)|aa € WP yaRa € ®}
VO(a) = {pla:pec@}.

Notar que M® siempre es un arbol. Dado un modelo arbolar y una permutacién
en capas, construimos un nuevo modelo de la siguiente forma.

Definicién 5.7 (G-imagen de un modelo arbolar). Dado un modelo arbolar puntuado
M = (w, W, R, V) y una permutacion en capas 7. Sea depth(v) la distancia desde v a la
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raiz w (en particular depth(w) = 0). Definimos Mg = (w, W5, Ry, Vz) (la 0-imagen de
M) como el modelo idéntico a M excepto que

Ve (0) = Odepth(o) +1(Lv (o)) N PROP,

donde Ly v es el conjunto de literales completo y consistente generado por V(v) (Defini-
cion 2.9).

Dado un modelo M y un elemento w € W, W[w] denota el conjunto de todos los
elementos que son alcanzables desde w (a través de la clausura reflexo-transitiva de
la relacion de accesibilidad). Con M[w] = (w, W[w], RfW|[w], V[W|[w]) denotamos
el submodelo de M con raiz en w.

Dada una rama abierta y saturada ©, sea X el conjunto de prefijos agregados a
© por la aplicacion de la regla (<) a una ~O-férmula que tiene una —O-férmula si-
métrica bloqueada usando bloqueo simétrico. Intuitivamente, ¥ contiene las raices
de los submodelos que necesitan una contraparte simétrica cuando se complete el
modelo M.

Sea M[Z] = {M®[a] | « € Z}. Este conjunto contiene los submodelos para los
cuales necesitamos construir un submodelo simétrico. Con M[Z]; = {M®]a]; |
MP®[a] € MI[Z]} denotamos al conjunto de las F-imdgenes correspondientes al
conjunto de submodelos M[X]. Intuitivamente, M[X]5 es el conjunto de modelos
que necesitamos “pegar” al modelo M® para completarlo.

Definicién 5.8 (Extension Simétrica). Dada una rama abierta y saturada ©, un mo-
delo M® = (W®,R®,V®) y un conjunto de submodelos puntuados simétricos M[Z];.
Definimos la extension simétrica de M® como el modelo M2 = (W2, R?, VO) donde:

We = WOWWW
R = ROWWRU{(a 1) | (aa') € RO}
Vo) = VOwWV

para todo (T, W,R, V) € M[X]5, donde T, es el elemento correspondiente a o' en la union
disjunta.

Notar que estamos pegando los submodelos simétricos al modelo original agre-
gando un arco desde el elemento « a la raiz, 7,/, del submodelo simétrico si existe
un arco desde « a la raiz, &/, del submodelo original. Para estar seguros que la
construccion es correcta, debemos verificar que luego de agregar estos submodelos
al modelo original, las O-férmulas que valian en «, I'(«), siguen valiendo.

El siguiente lema es clave para probar la completitud de nuestro célculo. Primero
recordamos el siguiente resultado.

Proposicién 5.1. Sea ¢ una férmula modal y PROP un conjunto de variables proposicio-
nales tal que Vars(¢@) C PROP. Sea M un modelo tal que V : W — P(PROP). Luego
M, w |= ¢ sii M[Vars(¢),w = ¢.

Lema 5.1. Sea ¢ una férmula en CNF modal, & una simetria de ¢ y © una rama abierta y
saturada de T € Tab(¢). Sea a un prefijo tal que a:=0p € O y sea w:0(—~0OY) € O una
férmula bloqueada. Luego o () AT () es satisfacible.

Demostracién. Ver [Orbe, 2014]. O
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Ahora podemos probar la correspondencia entre férmulas en la rama © y su
validez en la extension simétrica de un modelo construido a partir de ella.

Lema 5.2. Sea © una rama abierta y saturada de un tableau T € Tab(¢) y & una simetria
de ¢. Para toda férmula o : 1 € © tenemos que M, a = .

Demostracion. Ver [Orbe, 2014]. O

Teorema 5.2. El cdlculo de tableaux con bloqueo simétrico para la 16gica modal bdsica es
completo.

Demostracion. Sea ® una rama abierta y saturada del tableau T € Tab(¢). Dado
que 0: ¢ € O, por el Lema 5.2 tenemos que ¢ es satisfacible. O

5.3 EVALUACION EXPERIMENTAL

A continuacién presentamos resultados experimentales sobre como se comporta
el bloqueo simétrico en conjuntos de férmulas modales.

5.3.1 Implementacion

Para verificar los efectos del bloqueo simétrico (SB) en un tableaux modal, lo im-
plementamos en el prover HTab [Hoffmann and Areces, 2007]. La implementacion
es directa: cuando hay una —O-férmula agendada para su expansion, el solver ve-
rifica si ya existe una férmula simétrica que ya haya sido expandida. Si este es el
caso, el solver bloquea la ~O-férmula y continua con la aplicacién de las siguientes
reglas. El solver solo verifica la condiciéon de bloqueo si obtiene una rama abierta
y saturada. Si la condicién de bloqueo se mantiene para todas las férmulas blo-
queadas, el solver termina. De lo contrario reagenda las férmulas, para las cuales
la condicién de bloqueo no se mantiene, para su subsiguiente expansién. La infor-
macién de simetrias es provista como una entrada adicional junto con la férmula.

5.3.2 Resultados

Nuestro conjunto de prueba incluye 954 férmulas simétricas provenientes del
Logics Workbench Benchmark for K (LWB_K) [Balsiger et al., 2000] y de la libreria
QBF-LIB [Giunchiglia ef al., 2001]. Los problemas provenientes de la QBF-LIB son
traducidos a la l6gica modal basica usando la herramienta gbf2ml" usando la tra-
duccién Collapsel, una variante de la traduccién de Ladner que genera férmulas
con menor profundidad modal y por ende mds pequefias. Todos los tests fueron
ejecutados en un Intel Core i7 2,93GHz con 16GB of RAM con un timeout de 600
segundos.

La Tabla 5.1 presenta los resultados con y sin bloqueo simétrico (HTab+SB y HTab,
respectivamente). Las columnas #Suc y #To representa el nimero de instancias pa-
ra las cuales el solver pudo establecer su estatus y el niimero de instancias para las
cuales el solver alcanzé el timeout respectivamente. Las columnas T; y T, son los
tiempos totales (incluyendo el tiempo de computo de simetrias), en segundos, en

1 Descargar desde:http://cs.famaf.unc.edu.ar/"ezequiel/resource/qbf2ml

53


http://cs.famaf.unc.edu.ar/~ezequiel/resource/qbf2ml

54

SIMETRIAS EN UN TABLEAUX MODAL

el conjunto completo de férmulas, incluyendo y excluyendo los timeouts respecti-
vamente. La tabla muestra que HTab+SB supera a HTab: HTab+SB requiere menos
tiempo para resolver todas las instancias y es capaz de resolver 7 instancias mds
que HTab (HTab+SB es capaz de resolver 9 instancias que llegan al timeout con HTab,
pero alcanza el timeout en otras 2 instancias que HTab es capaz de resolver). Tam-
bién muestra que un gran ndmero de férmulas alcanzaron el timeout. La mayor
parte de estas formulas provienen de la QBF-LIB, que, debido a la traduccién a la
l6gica modal bésica, resultan en férmulas modales extremadamente grandes.

Solver ‘ #Suc ‘ #To ‘ T ‘ T,
HTab+SB | 318 | 636 | 9657 | 391167
HTab 311 | 643 | 10634 | 396434

Tabla 5.1: Tiempos totales con (HTab+SB) y sin (HTab) bloqueo simétrico.

Status ‘ #In ‘ #Trig ‘ By ‘ B>

157 73 | 6319 | 6278
163 79 | 1038 87

Satisfacibles

No satisfacibles

Tabla 5.2: Aplicaciones del bloqueo simétrico.

La Figura 5.2 presenta un grafico de dispersion de los tiempos de ejecucién para
las 320 férmulas que se pudieron resolver en al menos una de las configuraciones.
El eje x da el tiempo de ejecucion para HTab mientras que el eje y da el tiempo
de ejecucién de HTab+SB. Cada punto representa una instancia y sus coordenadas
horizontal y vertical representan el tiempo necesario para resolverla en segundos.
Puntos debajo de la diagonal representan instancias donde HTab+SB supera a HTab,
mientras que los puntos sobre la diagonal representan instancias para las cuales
HTab supera a HTab+SB. Puntos en los extremos superior y derecho representan ti-
meouts. Notar que se utiliza una escala logaritmica, por lo cual una ganancia o una
degradaciéon més hacia arriba o hacia la derecha es exponencialmente maés relevan-
te. La figura muestra que HTab+SB supera a HTab. Aproximadamente la mitad de
las instancias reportan una ganancia de performance, mientras que la otra mitad
reporta una leve perdida de performance. Sin embargo, una mirada en profundi-
dad a la Figura 5.2 nos muestra que la mayor parte de la ganancia se obtiene en
instancias que no son triviales de resolver, y que obtenemos una ganancia de va-
rios 6rdenes de magnitud para muchas instancias. Mientras que la degradacion de
performance se registra mayormente en instancias triviales (es decir, en instancias
que requieren menos de un segundo para ser resueltas). En estos casos, la degra-
dacién se debe al procesamiento extra impuesto por el mecanismo de bloqueo en
instancias que nunca disparan el bloqueo simétrico. Sin embargo, esta degradacion
es negligible para la mayor parte de las instancias.

Clasificamos las 320 instancias, que fueron resueltas en al menos una de las con-
figuraciones, en instancias satisfacibles e instancias no satisfacibles para entender
mejor el efecto del bloqueo simétrico. La Tabla 5.2 muestra informacién sobre la
aplicacién del bloqueo simétrico en cada categoria. Las columnas #In y #Trig re-
presentan el nimero de instancias en cada conjunto y el nimero de instancias para
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Figura 5.2: Performance de HTab vs. HTab+5SB en todas las férmulas.

las cuales el bloqueo simétrico se disparé al menos una vez respectivamente. Las
columnas B; y B, representa el nimero de veces que el bloqueo simétrico es dispa-
rado y el nimero de veces que una férmula que fue inicialmente bloqueada tuvo
que ser reagendada debido a una violacién de la condicién de bloqueo, respecti-
vamente. Para ambas categorias, observamos que el bloqueo simétrico se dispara
en aproximadamente la mitad de las instancias (46 % para las instancias satisfaci-
bles y 48 % para las instancias no satisfacibles). Para las instancias satisfacibles, el
bloqueo simétrico se dispara muchas veces pero, en la mayor parte de los casos, la
condicién de bloqueo falla luego en la rama. Para el caso de instancias no satisfaci-
bles, el bloqueo simétrico se dispara menos veces, pero en la mayoria de los casos
la condicién de bloqueo se mantiene (recordar que la condicién de bloqueo solo se
verifica si la rama esta saturada y abierta).

Las Figuras 5.3 y 5.4 muestran la misma informacién que la Figura 5.2 pero
diferenciando entre férmulas satisfacibles y no satisfacibles. La Figura 5.3 muestra
que en férmulas satisfacibles HTab+SB supera a HTab a pesar de que la mayor parte
de las veces la condiciéon de bloqueo falla luego en la rama. Esto se puede explicar
por el hecho de que, en muchos casos donde la condicién de bloqueo falla, retrasar
el procesamiento de férmulas simétricas puede ser beneficioso ya que la rama tiene
mads informacién disponible que puede evitar el branching o cerrar la rama mas
rdpidamente. También observamos que la degradacién en performance debido a
este procesamiento extra es negligible.

La Figura 5.4 muestra que para férmulas no satisfacibles, HTab+SB logra una im-
portante mejora en algunas instancias. También se observa que HTab+SB resuelve 7
instancias mds que HTab. La degradacién también es més notoria en algunas instan-
cias. Una posible explicacién para esto es la siguiente: si la férmula bloqueada no
juega rol alguno en la no satisfacibilidad del problema, entonces el bloqueo evita
trabajo innecesario, lo cual resulta en una ganancia de performance. Si al contrario,
la férmula bloqueada cumple un rol en la no satisfacibilidad del problema y su
procesamiento se retrasa debido al bloqueo, el solver puede verse forzado a proce-
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Figura 5.3: Performance de HTab vs. HTab+SB: Férmulas Satisfacibles.

sar férmulas que no serian procesadas de no haber sido bloqueada dicha férmula,
lo cual resulta en una pérdida de performance.
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Figura 5.4: Performance de HTab vs. HTab+SB: Férmulas no satisfacibles.

De los datos obtenidos en nuestros tests, queda claro que la efectividad del blo-
queo simétrico depende fuertemente de la clase de problema. Para algunas clases
de problemas, el bloqueo simétrico provee una gran ganancia en la performance
(e.j., la clase k_branch del LWB_K). Por otra parte, en algunas clases altamente
simétricas, el bloqueo simétrico no hace diferencia ya que nunca es disparado. En
otras palabras, el bloqueo simétrico solo se ocupa de un subconjunto de todas las
simetrias presentes en las férmulas modales.
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CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

Es momento de resumir el trabajo que hemos realizado en esta tesis. Como ya se
ha mencionado, nuestro objetivo fue investigar las simetrias en el contexto de las
légicas modales y SMT. Veamos ahora las contribuciones realizadas en cada uno
de estos dominios.

6.1 SIMETRIAS EN LAS LOGICAS MODALES

El estudio de las simetrias en las l6gicas modales ha sido el principal tema de
este trabajo.

Comenzamos nuestro trabajo desarrollando los fundamentos tedricos necesarios
para poder utilizar las simetrias de un problema modal y, para ello, probamos dos
resultados fundamentales. Primero, probamos que las simetrias (globales) de una
férmula de la l6gica modal bésica particionan el espacio de modelos en clases de
equivalencia de forma tal que cada clase de equivalencia contiene sélo modelos
que satisfacen la féormula o s6lo modelos que no la satisfacen. Luego, probamos
que las simetrias pueden ser utilizadas como un mecanismo de inferencia, y por lo
tanto, pueden ser usadas para fortalecer los mecanismos de razonamiento existen-
tes. Finalmente, extendimos estos resultados a un gran abanico de l6gicas modales
usando el marco provisto por los modelos modales coinductivos e introdujimos las
permutaciones en capas, para aquellas l6gicas con la propiedad de modelo arbolar,
que nos permiten definir un nocién de simetrias més flexible .

Luego, centramos nuestra atencién en la deteccién de simetrias en férmulas mo-
dales. Para ello, extendimos una técnica existente para la l6gica proposicional que
reduce el problema de deteccién de simetrias al problema de detectar automorfis-
mos en un grafo construido a partir de la férmula. Presentamos dos algoritmos de
construccién, uno para detectar simetrias globales y otro para detectar simetrias en
capas. Probamos que ambos algoritmos son correctos, y que, por lo tanto, todo au-
tomorfismo detectado se corresponde con una simetria de la férmula a partir de la
cual fue construido. Ya que ambos algoritmos fueron desarrollados en el marco de
los modelos coinductivos, por lo cual se pueden considerar como algoritmos modelo
de los cuales se pueden derivar implementaciones concretas para las distintas 16gi-
cas modales. A continuacién implementamos estos algoritmos para la 16gica modal
bésica y los evaluamos en diferentes conjuntos de férmulas modales para determi-
nar cuan simétricas son estas férmulas y cuan dificil es detectar las simetrias en las
mismas. Los resultados experimentales mostraron que las simetrias si existen en
las férmulas modales y que su presencia esta fuertemente relacionada con la codifi-
cacién del problema. También indicaron que detectar las simetrias de un problema
es un problema generalmente fécil, atin para férmulas de gran tamafio.

Finalmente, pusimos las simetrias a trabajar, para lo cual implementamos un
célculo de tableaux que incorpora un mecanismo de bloqueo, llamado blogueo si-
métrico, que usa la informacién de simetrias de una férmula para restringir la apli-
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cacion de la regla (<). La idea es aplicar la regla (¢) a una —~O-férmula solo si
la regla no fue aplicada previamente a una —~O-férmula simétrica. Probamos que
el célculo con bloqueo simétrico es completo e implementamos dicho célculo en
el solver HTab. Luego lo evaluamos experimentalmente en diferentes conjuntos de
férmulas modales. Los resultados experimentales nos mostraron que usando el me-
canismo de bloqueo es posible obtener importantes ganancias de performance en
un gran numero de férmulas. Los datos también indicaron que el mecanismo de
bloqueo no siempre se dispara, incluso en férmulas altamente simétricas. Esto es
un indicador de que nuevas técnicas, que utilicen informacién de simetrias, deben
ser desarrolladas para aprovechar toda la informacién disponible.

Los resultados presentados en este trabajo, tanto tedricos como experimentales,
deben ser considerados como el primer paso hacia un desarrollo mas cabal del
estudio de las simetrias en las l6gicas modales, dado que existe mucho espacio
para mejorar, tanto en el aspecto tedrico como en el experimental.

Permitannos ahora describir las lineas de investigacion a futuro que considera-
mos mas interesantes.

En el aspecto teérico, deberia ser posible desarrollar la teoria de simetrias para
l6gicas modales que no puedan ser representadas usando el marco de los modelos
modales coinductivos y para légicas que son variantes notacionales de las logicas
modales, e.j., Loégicas de Descripcién.

En esta tesis, solo trabajamos con simetrias proposicionales (simetrias de &tomos
en el marco coinductivo) que permutan sélo literales proposicionales. Deberia ser
posible definir una nocién de simetria que involucre literales modales. Notar que
una permutacioén de literales proposicionales implica una permutacién de literales
modales. Sin embargo, deberia ser posible encontrar literales modales simétricos
que no sean implicados por literales proposicionales simétricos. Una posible di-
reccién para resolver este tema seria considerar la abstraccion proposicional de una
férmula modal, como se hace en SMT, y hacer la deteccién de simetrias en ella.

En el lado experimental, hay todavia mucho trabajo por realizar en lo que respec-
ta a utilizar las simetrias en el razonamiento modal. Un camino posible es investigar
como desarrollar predicados de ruptura de simetrias para férmulas modales como
es hecho para férmulas proposicionales.

Otra linea de investigacion interesante, es la utilizacién de simetrias en célculos
modales basados en resolucién. Clave para esto es el uso de las simetrias como me-
canismo de inferencia. En particular, una aplicacién directa de la regla de simetria
introducida en [Krishnamurthy, 1985] deberia ser posible.

Una alternativa que también merece atencién es la utilizacién de simetrias co-
mo mecanismo de simplificacion, es decir, utilizar las simetrias para simplificar la
férmula, removiendo subférmulas simétricas. Esta idea es similar en espiritu a lo
que se hace con el bloqueo simétrico, pero ahora realizado directamente sobre la
férmula antes de darla al solver.

Finalmente, una advertencia: debido a la gran variedad de l6gicas modales, pare-
ce dificil encontrar un tinico método que sirva para usar las simetrias en todas las
l6gicas modales. Para obtener mejores resultados, es probable que se deban desa-
rrollar métodos especificos para cada légica modal, e inclusive para cada tipo de
problemas.
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En el contexto de Satisfacibilidad Modulo Teorias (SMT), en esta tesis nos enfo-
camos en el desarrollo de una nueva técnica de detecciéon de simetrias. Para ello,
extendimos la técnica basada en grafos usada en légica proposicional a SMT, y
presentamos un algoritmo de construccién que crea los grafos a partir de una for-
mula SMT. Luego implementamos este algoritmo en la herramienta SyMT y lo
evaluamos en la SMT-LIB. Los resultados experimentales mostraron que usando
esta técnica de deteccion es posible detectar simetrias que no se pueden detectar
con otras técnicas existentes.

Como herramienta de inspeccién, SyMT, puede ayudar a los usuarios a identifi-
car las simetrias en una férmula para luego eliminarlas, y asi mejorar la codificacién
de los problemas.

Todavia existe mucho espacio para mejorar la técnica de deteccién y la herra-
mienta en si misma. Como trabajo futuro seria interesante adaptar el algoritmo de
Schreir-Sims a nuestro uso para mejorar la eficiencia de este método sistematico de
identificaciéon de subgrupos. En muchos casos, los grupos de simetrias contienen
subgrupos que son grupos de permutacién completos para cierto subconjunto de
simbolos. Mejorar la presentacion en esos casos proveerd de mejor informacion a
los usuarios de SyMT. Finalmente, la herramienta actualmente solo detecta sime-
trias que involucran permutaciones de simbolos no interpretados, esto, por supues-
to, no cubre todos los casos de simetrias posibles. Por ejemplo, las férmulas queens
tienen simetrias que involucran razonamiento aritmético.

De forma similar a lo que ocurre en las l6gicas modales, existe mucho trabajo
por realizar en lo que respecta a aprovechar la informacién de simetrias en un sol-
ver SMT. Primero, el desarrollo de predicados de ruptura de simetrias deberia ser
investigado. Resultados preliminares muestran que, al igual que en el caso propo-
sicional, la ruptura automaética de simetrias en SMT no es la panacea. Creemos que
en la mayor parte de los casos, es necesario el conocimiento del usuario para dise-
fiar buenos predicados de ruptura de simetrias, y que el disefio de estas férmulas
dependera de la clase de problemas y de la teoria en cuestion.

Otra posible linea de investigacién, es investigar los efectos de utilizar las sime-
trias como mecanismo de inferencia en un solver SMT, de forma similar a lo que
se hace en [Benhamou ef al., 2010]. En esta linea, el uso de las simetrias dentro de
los solvers especificos de cada teoria también deberia ser considerado.
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