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A B S T R A C T

This work will prove the conjecture found in [O4] for the case where n = 3, generally cited
as: a full, irreducible and homogeneous submanifold from the sphere, different from a curve, such
that the normal holonomy group is non-transitive (it does not act transitively on the sphere of the
normal space), must be an orbit of an s-representation, even more, it is proved that it is a Veronese
submanifold; namely, isometric to an orbit of the form SO(n)S where S is a symmetric n×n
matrix with zero trace with exactly two eigenvalues, one with multiplicity 1, and the second
one with multiplicity n-1, for the case n = 3, or a principal orbit of the isotropy representation
of SL(3)/SO(3).
An important result that is proven here is that the quantity of non-trivial factors given by the
Normal holonomy theorem [BCO, Teorema 4.2.1], for a Euclidean submanifold, in which the
local normal holonomy group coincides with the restricted normal holonomy group at each
point, is bounded by [n

2
], the integer part of n

2
. This implies that for n = 3 there is only one

factor; so if M3 is a submanifold of the sphere, the normal holonomy group acts irreducibly.
Simultaneously with the above proof of the conjecture for n = 3, the proof to the previous
conjecture will be given assuming that the codimension is maximal, codim(M) = n(n+1)

2
[O3],

and that the normal holonomy group (as a submanifold of the sphere) acts irreducibly on the
normal space; even more, is a Veronese submanifold. This particularly characterizes Veronese
submanifolds in terms of normal holonomy. Finally, we prove the above by changing the
assumption of homogeneity for being a minimal submanifold.

[2010] Primary 53C30 AMS; Secondary 53C21 AMS
Key words and phrases: submanifolds, Veronese submanifolds, holonomy, normal holonomy group,
submanifolds of the sphere, submanifold of the Eucliden space, rank rigidity, isoparametric submani-
folds, s-representations, ortogonal actions.
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R E S U M E N

En este trabajo se probará la conjetura encontrada en [O4] para el caso en que n = 3, citada
en general como: una subvariedad substancial, irreducible y homogénea de la esfera, diferente de una
curva, tal que el grupo de holonomía normal es no-transitivo (actúa de manera no transitiva sobre la
esfera del espacio normal), debe ser órbita de una s-representación, mas aún se prueba que es una
subvariedad de Veronese; esto es, isométrico a una órbita de la forma SO(n)S donde S es una
matriz simétrica de traza nula n ×n, con exactamente dos autovalores, uno de multiplicidad
1 y el otro de multiplicidad n-1, para el caso n = 3, o una órbita principal de la representación
isotrópica de SL(3)/SO(3).
Un resultado importante probado aquí es que la cantidad de factores no triviales del teorema
de holonomía normal [BCO, Teorema 4.2.1], para una subvariedad Euclídea, en la cual el
grupo de holonomía normal local coincide con el grupo de holonomía normal restringido a
cada punto, esta acotado por [n

2
], la parte entera de n

2
. Lo cual implica que para n = 3 solo

existe un factor; de lo que si M3 es una subvariedad de la esfera, el grupo de holonomía
normal actúa de manera irreducible.
Simultáneamente con la prueba de la conjetura citada para n = 3, se dará la prueba para la
conjetura anterior asumiendo que la codimensión es maximal, codim(M) = n(n+1)

2
[O3], y que

el grupo de holonomía normal (como subvariedad de la esfera) actúa de manera irreducible
sobre el espacio normal; mas aún es una subvariedad de Veronese. Lo cual en particular car-
acteriza las subvariedades de Veronese en términos de holonomía normal. Finalmente se hace
una prueba de esto último cambiando la hipótesis de homogeneidad por la de ser mínima.

[2010] Primary 53C30 AMS; Secondary 53C21 AMS
Palabras y frases claves: subvariedades, subvariedades de Veronese, holonomía, grupo de holonomía
normal, subvariedades de la esfera, subvariedades del espacio euclídeo, rango rígido, Variedades
isoparamétricas, s-representaciones, acciones ortogonales.
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I N T R O D U C C I Ó N

En [O4] se encuentra la siguiente conjetura: una subvariedad substancial, irreducible y homogénea
de la esfera, diferente de una curva, tal que el grupo de holonomía normal es no-transitivo, debe ser
órbita de una s-representación, como una posible extensión del teorema de rango rígido para
subvariedades, el cual plantea que: Si Mn es una subvariedad homogénea substancial e irreducible
del espacio euclídeo que no es una curva, de rango mayor o igual que dos entonces M es una órbita de
una s-representación. Más aún para rango al menos uno, ésta, está contenida en alguna esfera. Como
se puede ver en [BCO] la conjetura es valida para n = 2

Una subvariedad del espacio euclídeo se dirá substancial, si no esta contenida en un subespa-
cio afín y propio del espacio ambiente, el rango de una subvariedad homogénea del espacio
euclídeo es definido como el número maximal de campos normales, paralelos, linealmente in-
dependientes. Una órbita de una s-representación, es una órbita de la representación isotrópica
de un espacio simétrico, simplemente conexo y semisimple; como se puede ver en [O3], para
una subvariedad Mn del espacio euclídeo como en la conjetura, la codimensión, esto es, la
dimensión del espacio normal, es a lo sumo n(n+1)

2
, o en otras palabras, el espacio ambiente

de una subvariedad con estas características tiene dimensión a lo sumo n + n(n+1)
2

.

Una órbita de la forma Vn = SO(n + 1)S = {kSk−1 ∶ k ∈ SO(n + 1)} es llamada una órbita
de Veronese, donde S es una matriz simétrica de traza cero con dos valores propios, uno de
los cuales tiene multiplicidad 1 y el otro con multiplicidad n y SO(n + 1) es la componente
conexa de la identidad del grupo de matrices ortogonales (n + 1) × (n + 1). Una subvariedad
M ⊂ RN es llamada una subvariedad de Veronese si ésta es extrínsecamente isométrica a una
órbita de Veronese.

Este trabajo tendrá como mayor objetivo probar los siguientes resultados:

Proposición A. Sea Mn una subvariedad del espacio euclídeo. Asúmase que para todo punto de M
el grupo de holonomía normal local y el grupo de holonomía normal restringido coinciden (o, equivalen-
temente, la dimensión de los grupos de holonomía normal locales es constante sobre M, en particular
para variedades homogéneas 1.3.8). Sea p ∈M y k el numero de de factores irreducibles (no-triviales) de
la representación del grupo de holonomía normal restringido Φ(p) sobre νp(M). Entonces k ≤ [n

2
],

donde [n
2
] es la parte entera de n

2
.

Teorema B. Sea Mn ⊂ Sn−1+
n(n+1)

2 una subvariedad substancial, irreducible y homogénea; con
n ≥ 3. Entonces, M es una subvariedad de Veronese si y solo si el grupo de holonomía normal res-
tringido actúa de manera irreducible y no-transitiva sobre el espacio normal.

Teorema C. Una subvariedad M3 substancial, irreducible y homogénea de la esfera, de dimensión 3,
tal que el grupo de holonomía normal es no-transitivo, debe ser órbita de una s-representación, mas aún
una subvariedad de Veronese o una órbita principal de la representación isotrópica de SL(3) = SO(3).
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Teorema D. Sea Mn , n ≥ 3, una subvariedad completa, substancial e irreducible (inmersa) de

Sn−1+
n(n+1)

2 . Entonces, Mn es (salvo cubrimiento) una subvariedad de Veronese si y solamente si es
una subvariedad mínima y el grupo de holonomía normal restringido Φ(q) actúa irreducible y no-
transitivamente.

El Teorema C nos dice que la conjetura es válida cuando la dimensión es 3, la Proposición A
es esencial para probar este hecho, ya que de A se tiene que la subvariedad M3 de C, cumple
que el grupo de holonomía normal actúa de manera irreducible, mas aún se prueba en el Ca-
pitulo 3 que la codimensión de M3 es necesariamente maximal, en otras palabras la variedad
M3 es necesariamente subvariedad de S8 ⊂ R9 , de lo que esta variedad cumple las hipótesis
del Teorema B. En particular probado el teorema B se tiene que M3 en C es una órbita de una
s-representación. Note que de B y C se obtiene una caracterización de las subvariedades de
Veronese en términos de holonomía normal.

El Teorema B plantea en particular que la conjetura es válida cuando la codimensión es
maximal y el grupo de holonomía normal actúa de manera irreducible sobre el espacio nor-
mal, esto último, como se dijo, es necesario cuando la dimensión es 3 o incluso 2, ver [BCO].
Hasta cierto punto la prueba de B se sigue de manera general, pero en dado momento el caso
en que n = 3 necesita una consideración especial y se debe trabajar en varios casos, uno de
los cuales necesita un argumento topológico delicado que involucra dos fibraciones distintas:
denominadas fibración del tubo holonómico y la fibración cáustica. Lo que hace que este caso sea
más complejo y menos estándar de probar.

El teorema D será probado en la última sección del capitulo 3 y constituye una extensión
del teorema B quitando la hipótesis de homogeneidad por la de subvariedad mínima, esto es,
una subvariedad tal que para todo p ∈M y todo ξ ∈ νp(M) la T raza(Aξ) = 0.

La hipótesis de homogeneidad o de ser mínima no pueden quitarse, pues si se aplica
un difeomorfismo conforme de la esfera la holonomía normal se conserva pero la subvarie-
dad deja de ser mínima (y por consiguiente no puede ser una subvariedad Riemanniana de
Veronese).

Con respecto al contenido, los preliminares son esenciales en este trabajo, pues forman un
compendio de tópicos que se pueden abordar con relativa facilidad y que son, uno a uno,
fundamentales en la prueba de A, B, C y D; por lo que es preciso ahondar en cada detalle.

En el Capítulo 1, se empiezan a estudiar las subvariedades, más específicamente, subvarie-
dades de formas espaciales, es decir subvariedades de variedades con curvatura escalar cons-
tante, posteriormente en el trabajo de manera gradual se reducirá solamente, a considerar
subvariedades del espacio euclídeo o de la esfera, que es lo que supone el problema a resolver.

Posteriormente en la segunda sección del capitulo 1, se hablará de la holonomía normal,
que en esencia no difiere de la holonomía Riemanniana. Se expresarán algunos hechos rele-
vantes respecto a la holonomía normal y se presentará el teorema de holonomía normal, cuya
prueba será dada en la sección posterior. Otro tópico fundamental de esta sección, es el de
sistemas de holonomía de Simons, junto con el notable teorema de J. Simons [S], que será útil
para la prueba del teorema de holonomía normal, que además es no solo fundamental para

xiv



posteriores pruebas de los preliminares, si no que será esencial en la prueba del teorema que
compete a este trabajo.

Como se expresó anteriormente en la siguiente sección del capitulo 1 se dará la prueba
del teorema de holonomía normal, además de múltiples aplicaciones de los sistemas de
holonomía, en conjunto con esto se mostrarán las aplicaciones del teorema de J. Simons que es
fundamental para el trabajo de sistemas de holonomía irreducibles. La prueba del teorema de
holonomía normal es dada no solo por la importancia del teorema en sí, sino por la trascenden-
cia de ella misma, esto es, la prueba en sí nos da métodos valiosos para posteriores pruebas,
tanto de los preliminares, como de la conclusión de la tesis. Antes de finalizar esta sección se
dará la prueba de A, con un argumento bastante sencillo.

El capítulo 2, tratará el tema de acciones ortogonales, en la primera sección se verán gen-
eralidades, s-representaciones, acciones polares y otros conceptos básicos; por supuesto a me-
dida que se avanza se va generando la notación adecuada para este trabajo, las dos secciones
siguientes son mucho más delicadas que el trabajo hasta ahora, se tratarán temas como sub-
variedades con fibrado normal plano, subvariedades con curvaturas principales constantes,
en particular subvariedades isoparamétricas y otros temas como tubos de holonomía y varie-
dades focales, todos en detalle, pues forman parte fundamental de la tesis. Análogamente
como para la prueba del teorema de holonomía normal, no solo los resultados sino algunas
de las construcciones para las pruebas serán posteriormente usadas en la conclusión del tra-
bajo, teoremas, como el teorema de Thorberssonn 2.3.14, que finaliza el capítulo, dan luz a la
conjetura general.

En adición a los preliminares tenemos cuatro apéndices, los dos primeros presentan pre-
liminares sobre temas básicos que se usan en la tesis, como campos de Killing, el grupo de
isometrías, las variedades homogéneas y espacios simétricos, el Apéndice 3 de gran utilidad
hablará de las órbitas de Veronese fundamental para el Teorema B. El Apéndice 4 mostrará
como son los grupos de Lie compactos de dimensión menor que 4 lo cual es básico para la
prueba del Teorema C.

Para finalizar, el Capítulo 3 empezará con la motivación del problema, por supuesto, se
darán algunos argumentos mas profundos que los dados en esta introducción. La siguientes
secciones corresponden al trabajo de tesis, la mayoría de los lemas, proposiciones y teoremas
dados en esta sección hacen parte del trabajo, algunos de las cuales son de nivel muy general,
que tal vez sean útiles para diferentes y/o posteriores trabajos pero que para el objetivo del
trabajo solo sirven como postulados de empalme hacia la prueba de los Teoremas B y C y la
Proposición A, antes citados.

Explicaremos algunas ideas de la prueba del Teorema B cuando n ≥ 4.

Sea Ãξ = Aξ − 1
n
traza(Aξ) Id, donde Ã es el operador de forma de traza nula de la

variedad homogénea M = Hv. Sea Ã la aplicación del espacio normal a la esfera ν̄q(M)
en los endomorfismos simétricos de traza nula Sim○(n). Para el caso, Ã es una biyección
lineal que aplica el espacio normal a las Φ(p)-órbitas en el espacio normal de las SO(n)-
órbitas, por conjugación en Sim○(TqM). Se probará que Ã es una homotecia la cual aplica
Φ(q) en SO(n). Esto implica que los autovalores de Ãξ son constantes si ξ es transportado
paralelamente a lo largo de curvas cerradas. Por la homogeneidad de M y como el grupo
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H está contenido en las ∇⊥-transvecciones, se obtiene que los valores de Ãξ son constantes,
donde ξ(t) es el transporte paralelo normal a lo largo de una curva. Ahora pasamos a un
tubo de holonomía, singular, apropiado, Mξ, donde Aξ tiene exactamente dos autovalores
uno de los cuales es de multiplicidad 2. Para Mξ el campo ξ̂ definido como ξ̂(q) = q − π(q)
es un campo normal paralelo tal que la variedad focal paralela (Mξ)−ξ̂ a Mξ coincide con M.

Se obtiene que las tres funciones propias λ̂1 , λ̂2 y λ̂3 = −1, del operador de forma Âξ̂ de
Mξ tienen multiplicidad constante y las dos distribuciones Âξ̂, llámense E1 y E2 de λ̂1 y λ̂2
respectivamente tienen multiplicidades respectivas 2 y n − 2. La distribución vertical es la au-
todistribución asociada al autovalor −1. De las propiedades de Ã mencionadas anteriormente
y las formulas del tubo se obtiene que λ̂1 y λ̂2 cumplen que si alguna es constante a lo largo
de una curva, la otra también lo es. Usando la condición de Dupin; pues dim(E1) ≥ 2, λ̂1 , y
por tanto λ̂2 , son constantes a lo largo de variedades integrales de E1 . Si n ≥ 4, esto es valido
también para la distribución E2 . Entonces, los autovalores de Âξ̂ son constantes a lo largo de
curvas horizontales. Pero cualquier par de puntos en el tubo de holonomía puede ser unido
por una curva horizontal, entonces Âξ̂ tiene autovalores constantes, de lo que ξ̂ es un campo
normal paralelo isoparamétrico no-umbilico (Âξ̂ no es múltiplo escalar de la identidad). En-
tonces, por el teorema isoparamétrico del rango rígido, el tubo de holonomía Mξ, y en tanto
(Mξ)−ξ̂ =M, es órbita de una s-representación. De lo que se sigue que M es una subvariedad
de Veronese. El recíproco es bien conocido para subvariedades de Veronese.

Cuando n = 3, como anteriormente, la prueba es mas compleja. Pues la condición de Dupin
no aplica para la distribución E2 , y requiere un argumento topológico.
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1
S U B VA R I E D A D E S Y H O L O N O M Í A N O R M A L

En este capítulo se recordarán los resultados básicos de la teoría de subvariedades, esen-
cialmente relacionados con la holonomía normal. También nos referiremos a los sistemas de
holonomía de Simons que están muy relacionados con la holonomía normal. En esta tesis
también haremos uso de esta herramienta.

1.1 subvariedades

Sean M y M̄ variedades Riemannianas, si se tiene una inmersión isométrica de M en M̄,
se dice que M es una subvariedad inmersa de M̄. Cuando M es un subconjunto de M̄ y la
inclusión es una inmersión isométrica se dice que M es una subvariedad, si en adición la in-
clusión es un incrustación se dice que M es una subvariedad incrustada, en ocasiones se hace
caso omiso de la traducción y se escribe subvariedad embedded, este último caso se tiene si y
solo si la topología de M es la inducida por M̄.

Sea M subvariedad inmersa de M̄ y f ∶ M ↦ M̄ la inmersión, y sea ⟨⋅, ⋅⟩f(p) el producto
interno en Tf(p)M̄ de la métrica Riemanniana; entonces éste induce un producto interno en
TpM dado por ⟨x , y⟩p = ⟨f∗px , f∗py⟩f(p), para todo p ∈M y x , y ∈ TpM, de aquí en adelante
siempre se verá a M con la métrica inducida de este modo.

Consideremos M como subvariedad de M̄, en particular M ⊂ M̄, la métrica Riemanniana
de M̄ induce en M una descomposición ortogonal de T M̄.

T M̄ ∣M= TM ⊕ νM

νM es llamado el fibrado normal a M, la fibra a p ∈ M de νM es el espacio normal a p de-
notado por νpM. Para X , Y ∈ X(M) es posible definir ∇XY , con ∇ la conexión de Levi-Civita
en M̄, en los puntos de M, pues la derivada covariante depende sólo de los valores de Y a
lo largo de curvas integrales de X, entonces se puede usar cualquier extensión de X e Y a
campos de M̄.

Por la descomposición anterior se tiene:

∇XY = (∇XY)T + (∇XY)�, donde (⋅)T denota la parte tangente y (⋅)� la parte normal.

Si ∇ es la conexión de Levi-Civita de M, entonces:

∇XY = (∇XY)T

Se define (∇XY)� = α(X , Y), llamada la segunda forma fundamental, de lo que la ecuación
inicial quedará

1



2 subvariedades y holonomía normal

∇XY = ∇XY + α(X , Y)

La prueba de que ∇XY es la conexión de Levi-Civita se deduce del hecho de que ésta es
unívocamente determinada por la fórmula de Koszul:

⟨∇XY,Z⟩ = 1
2
{X⟨Y,Z⟩ + Y⟨X,Z⟩ −Z⟨X,Y⟩ + ⟨[X,Y],Z⟩ − ⟨[X,Z],Y⟩ − ⟨[Y,Z],X⟩}

La fórmula ∇XY = ∇XY + α(X,Y), se conoce como la fórmula de Gauss, de esta fórmula y
como la conexión de Levi-Civita es simétrica sumado a que el corchete de Lie de dos campos
de una subvariedad M es tangente a M, se sigue que, ∇XY −∇YX = [X,Y] = ∇XY −∇YX, de lo
que α(X,Y) = α(Y,X), luego y como α es C∞(M)-bilineal, es un tensor simétrico; de lo que
tiene sentido hablar de α(v,w), v,w ∈ TpM.

Una sección de νM se llamará campo vectorial normal de M. Sea ξ un campo normal de
M, entonces se escribe:

∇Xξ = ∇�
Xξ−AξX, X vector tangente a M

Esta fórmula es conocida como la fórmula de Weingarten, donde de nuevo, −AξX = (∇Xξ)T
y ∇�

Xξ = (∇Xξ)�, el tensor Aξ es llamado el operador normal o de forma; como ⟨X,ξ⟩ = 0,
entonces 0 = X⟨Y,ξ⟩ = ⟨α(X,Y),ξ⟩ + ⟨X,−AξY⟩, de lo que:

⟨α(X,Y),ξ⟩ = ⟨AξX,Y⟩

La simetría de α implica que Aξ es un tensor auto-adjunto sobre M, también se tiene que
para todo p ∈M el endomorfismo Aξ(p) no depende de la extensión de ξp como vector nor-
mal, esto es, el operador normal se puede definir con respecto a cada vector normal de M, del
cual se obtiene la fórmula de Weingarten. En esta fórmula ∇� es llamada la conexión normal
sobre νM. ∇� es una conexión en el sentido que satisface:

1. ∇� es R-bilineal.

2. ∇�
fXξ = f∇

�
Xξ

3. ∇�
Xfξ = f∇

�
Xξ+X(f)ξ

4. X⟨ξ,η⟩ = ⟨∇�
Xξ,η⟩ + ⟨ξ,∇�

Xη⟩ (∇� es métrica).

Por supuesto que la propiedad de simetría de la conexión de Levi-Civita no tiene sentido
para la conexión normal.

Por derivación de los tensores A y α se obtienen las fórmulas:

(∇�
Xα)(Y,Z) = ∇�

Xα(Y,Z) −α(∇XY,Z) −α(Y,∇XZ)



1.1 subvariedades 3

(∇XA)ξY = (∇XAξ)Y −A∇�
X
ξY = ∇X(AξY) −Aξ(∇XY) −A∇�

X
ξY

que se relacionan por:

⟨(∇�
Xα)(Y,Z),ξ⟩ = ⟨(∇XA)ξY,Z⟩ = ⟨(∇XAξ)Y,Z⟩ − ⟨A∇�

X
ξY,Z⟩

Sean R y R los tensores de curvatura Riemanniana de M y M̄ respectivamente, M̄ de cur-
vatura constante k; esto es, el tensor Riemanniano tiene la forma.

R(X,Y)Z = k(⟨Y,Z⟩X− ⟨X,Z⟩Y)

Recordar que en general R(X,Y)Z = [∇X,∇Y]Z−∇[X,Y]Z, entonces:

R(X,Y)Z = ∇X∇YZ−∇Y∇XZ−∇[X,Y]Z

= ∇X(∇YZ+α(Y,Z)) −∇Y(∇XZ+α(X,Z)) − (∇[X,Y]Z+α([X,Y],Z))
= ∇X∇YZ+α(X,∇YZ) −Aα(Y,Z)X+∇�

Xα(Y,Z)
− (∇Y∇XZ+α(Y,∇XZ) −Aα(X,Z)Y +∇�

Yα(X,Z))
−∇[X,Y]Z−α(∇XY,Z) +α(∇YX,Z)

= R(X,Y)Z−Aα(Y,Z)X+Aα(X,Z)Y ⇒ Parte tangente

+ (∇�
Xα)(Y,Z) − (∇�

Yα)(X,Z) ⇒ Parte normal

Como M̄ tiene curvatura seccional constante k, igualando en la ecuación anterior, la parte
tangente y la parte normal, se tiene que:

(R(X,Y)Z)T = R(X,Y)Z−Aα(Y,Z)X+Aα(X,Z)Y = k(⟨Y,Z⟩X− ⟨X,Z⟩Y)

(R(X,Y)Z)� = (∇�
Xα)(Y,Z) − (∇�

Yα)(X,Z) = 0 o (∇�
Xα)(Y,Z) = (∇�

Yα)(X,Z)

La primera ecuación se llama la ecuación de Gauss y la segunda la ecuación de Codazzi. Si W
es otro campo en M y ξ es un campo normal, las ecuaciones de Gauss y Codazzi se reescriben
respectivamente como:

k(⟨Y,Z⟩⟨X,W⟩ − ⟨X,Z⟩⟨Y,W⟩) = ⟨R(X,Y)Z,W⟩ − ⟨α(Y,Z),α(X,W)⟩ + ⟨α(X,Z),α(Y,W)⟩

⟨(∇XA)ξY,Z⟩ − ⟨(∇YA)ξX,Z⟩ = 0
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Note que R(X,Y)Z = k(⟨Y,Z⟩X− ⟨X,Z⟩Y), en M̄, de lo que si se escogen X,Y tangentes a M
y ξ normal, por ortogonalidad se concluye que R(X,Y)ξ = 0, de lo que:

0 = R(X,Y)ξ = ∇X∇Yξ−∇Y∇Xξ−∇[X,Y]ξ

= ∇X(−AξY +∇�
Yξ) −∇Y(−AξX+∇

�
Xξ) +Aξ[X,Y] −∇�

[X,Y]ξ

= −∇X(AξY) −α(X,AξY) −A∇�
Y
ξX+∇�

X∇
�
Yξ

+∇Y(AξX) +α(Y,AξX) +A∇�
X
ξY −∇�

Y∇
�
Xξ

+Aξ∇XY −Aξ∇YX−∇�
[X,Y]ξ

= (∇YA)ξX− (∇XA)ξY +R�(X,Y)ξ+α(AξX,Y) −α(X,AξY) (∗)

Aquí R�(X,Y)ξ = ∇�
X∇

�
Yξ −∇

�
Y∇

�
Xξ −∇

�
[X,Y]ξ, es el tensor de curvatura del espacio normal

con conexión ∇�, llamado el tensor de curvatura normal de M. Notar de la última ecuación que
la conexión normal, que por razones obvias, no cumple la simetría de la conexión de Levi-
Civita, cobra sentido con respecto al tensor de curvatura normal. Volviendo a la ecuación
(∗), la parte tangente da la ecuación de Codazzi, mientras que la parte normal da la llamada
ecuación de Ricci.

0 = (R(X,Y)ξ)� = R�(X,Y)ξ+α(AξX,Y) −α(X,AξY)

Si η es otro campo normal de M la ecuación de Ricci se reescribe.

⟨(R⊥(X,Y)ξ),η⟩ = ⟨[Aξ,Aη]X,Y⟩, donde [Aξ,Aη] = AξAη −AηAξ.

La conexión normal al igual que la conexión de Levi-Civita induce una derivada covariante,
notada con D�

dt
, a lo largo de curvas. Si c ∶ [a,b] →M se define el transporte paralelo a lo largo

de c de igual manera que en el caso Riemanniano y se nota con τ�, asumiendo siempre que
se hace referencia a una curva especifica; y de nuevo como en el caso Riemanniano se obtiene
una isometría lineal τ� ∶ νMc(a) → νMc(b), análogamente si ξ(t) es un vector normal a lo
largo de una curva c entonces:

D�

dt
ξ(t) = d

dh
∣
h=0

(τ�)−1ξ(t+h)

Esto último, de hecho, es válido para conexiones métricas en general [KN1].

Si R� ≡ 0, se dice queM tiene un fibrado normal plano (ó flat), lo que significa que el transporte
paralelo en el espacio normal, con respecto a la conexión normal solo depende de la clase de
homotopía de las curvas cerradas. También por la ecuación de Ricci M tiene fibrado normal
plano si y solo si el conjunto, {Aξ ∶ ξ ∈ vpM}, es una familia conmutativa de endomorfismos
simétricos para todo p ∈M.

Sea M subvariedad de M̄, se dice que M es totalmente geodésica, si α es idénticamente cero,
como ⟨α(X,Y),ξ⟩ = ⟨AξX,Y⟩, esto es equivalente a que el operador de forma A es idénti-
camente cero, esto es, ∇XY = ∇XY para todo X,Y ∈ X(M). Si c ∶ [a,b] → M es una curva
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diferenciable a trozos, el transporte paralelo a lo largo de c en M y M̄, está relacionado por:

τ = τ ∣Tc(a)M

(τ�) = τ ∣νMc(a)

Esta última propiedad es también equivalente a que M sea totalmente geodésica. En par-
ticular si toda geodésica de M es geodésica de M̄ es equivalente a que M sea totalmente
geodésica, pues ∇γ ′(0)γ ′(t) = α(γ ′(0),γ ′(0)) para toda γ geodésica de M.

Si M es una subvariedad totalmente geodésica de M̄ entonces los respectivos tensores de
curvatura R, R̄ se relacionan de igual forma, esto es :

Rv,wz = R̄v,wz, para todo p ∈M, v,w, z ∈ TpM.

Las Formas espaciales son las variedades Riemannianas con curvatura seccional constante
k ∈ R, los modelos estándar de estas variedades son:

1. Sn(k1/2) si k > 0 la esfera de dimensión n, de radio k1/2 contenida en Rn+1 con la
métrica usual derivada de éste.

2. Rn si k = 0 con la métrica usual.

3. Hn((−k)−1/2) si k < 0 el espacio hiperbólico.

Donde k es la curvatura seccional constante, en el caso del espacio Hiperbólico se define
sobre Rn+1 la métrica Lorentziana, como:

⟨v,w⟩ =
n

∑
i=1
viwi − vn+1wn+1.

Notando a este espacio como Rn,1 llamado el espacio de Lorentz, sea r un real positivo en-
tonces el espacio hiperbólico se define como Hn(r) ∶= {p ∈ Rn,1 ∶ ⟨p,p⟩ = −r2, pn+1 > 0}. Estos
modelos son llamados las Formas espaciales estándar que corresponden a las formas espaciales
conexas, simplemente conexas; usualmente notadas como M̄n(k), note que si Mn(k) es una
forma espacial conexa con curvatura constante k, ésta siempre admite un cubrimiento de
M̄n(k), de ahí que usualmente se llame a un forma espacial Mn(k), esférica, plana o hiper-
bólica dependiendo de si k > 0, k = 0 o k < 0 respectivamente.

Teorema 1.1.1. [BCO]. Sea p ∈ M̄n(k) una forma espacial estándar y V un subespacio lineal r-
dimensional de TpM̄n(k), 0 < r < n, entonces existe una subvariedad conexa, compacta y totalmente
geodésica M de M̄n(k) con p ∈M y TpM = V , mas aún, M es congruente al embedding canónico de
M̄r(k) en M̄n(k), que es totalmente geodésico. Toda subvariedad conexa y totalmente geodésica N de
M̄n(k) con p ∈N y TpN = V es un abierto en M.
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En el caso de Rn, toda subvariedad totalmente geodésica es un subespacio afín,
mas aún, las subvariedades conexas, completas, totalmente geodésicas de Sn(r) ⊂
Rn+1 son la intersección de Sn(r) con los subespacios de Rn+1, análogo para
Hn ⊂ Rn,1.

Una subvariedad M de M̄ forma espacial se dice substancial, si no está contenida en una
subvariedad totalmente geodésica de M̄ de dimensión menor que la dimensión de M̄, en el
caso en que M̄ = Rn, esto equivale a que M no está contenida en ningún espacio afín propio
de Rn, para el caso en el que M̄ = Sn ⊂ Rn+1 es similar, decir que M es subvariedad substan-
cial de Sn es equivalente a decir queM ⊊ L∩Sn donde L es un subespacio afín propio de Rn+1.

Si M no es substancial se dice que existe una reducción de codimensión de M.

Se define por, ν1p = span{α(X,Y) ∣ X,Y ∈ TpM} ⊂ νpM, llamado primer espacio normal a
p, esto es, ν1p es el complemento ortogonal en νpM del subespacio de νpM que consiste de
todos los ξ ∈ νpM para los que Aξ = 0; si dim(ν1p) no depende de p, ν1 es un subespacio
fibrado de ν con fibras a todo p dadas obviamente por ν1p.

El siguiente resultado es muy simple pero útil para demostrar cuando una subvariedad del
espacio euclídeo no es substancial.

Lema 1.1.2. Lema de Erbacher. Sea M una subvariedad conexa del espacio euclídeo y sea ξ ≠ 0 un
campo normal paralelo tal que Aξ ≡ 0. Entonces M no es substancial.

Demostración
Sean p,q ∈M y c una curva en M con c(0) = p, c(1) = q, entonces:

d
dt
ξ(c(t)) = D�

dt
ξ(c(t)) −Aξ(c(t))c ′(t) = 0, luego ξ(p) = ξ(q).

En particular v = ξ(p) es normal a M de lo que

d
dt

⟨v, c(t)⟩ = ⟨v, c ′(t)⟩ = 0, pues c ′(t) es tangente.

Como ⟨v,p⟩ = ⟨v,q⟩ entonces M esta contenido en el hiperplano afín dado por la ecuación
⟨v, ⋅⟩ = ⟨v,p⟩. ◇

Teorema 1.1.3. Teorema de reducción de codimensión..[BCO, Teorema 2.5.1]. Sea f ∶M →M una
inmersión isométrica de una variedad Riemanniana conexa m-dimensional M en una forma espacial
estándar n-dimensional M̄. Si para algún, y por lo tanto para cada p ∈ M, ν1p es invariante bajo
el transporte paralelo con respecto a la conexión normal, y si s denota la dimensión constante de ν1,
entonces existe una (m + s)-dimensional subvariedad totalmente geodésica N de M̄, tal que f es una
inmersión isométrica de M en N.

Al igual que en la geometría Riemanniana se puede definir la irreducibilidad de subvarie-
dades de una forma espacial; una subvariedad M ⊂ RN se dice reducible si M = M1 ×M2
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donde M1 es subvariedad de RN1 y M2 subvariedad de RN2 con N1 +N2 = N, en tal caso
M1 ×M2 es llamado producto de M1 y M2; se dice que M es irreducible si esto no se puede
dar; por supuesto para Sn se tiene una definición análoga.

Se terminará esta sección con el siguiente lema.

Lema 1.1.4. Lema de Moore. Sea M una subvariedad del espacio euclídeo, la cual es producto Rie-
manniano M =M1 ×M2. Si la distribución paralela en M tangente a M1 (o equivalentemente a M2)
es invariante bajo el operador de forma, entonces, M es reducible como producto de las subvariedades
M1 y M2.

Demostración
Para (p,q) ∈M1 ×M2, sean respectivamente Lp y Lq los subespacios afines del espacio am-

biente generados por {p}×M2 y M1 ×{q}, se debe probar que todos los Lp y Lq son paralelos
y que Lp ⊥ Lq.

Ver que si la distribución paralela TM1 de M es invariante bajo el operador de forma, en-
tonces TM2 también lo es, esto equivale a decir que α(x1,x2) = 0(1) si x1 está en el tangente
a M1 y x2 en el tangente a M2, pues ⟨α(x1,x2),ξ⟩ = ⟨Aξx1,x2⟩ = 0, para todo ξ normal
a M. Por la fórmula de Gauss y como el espacio ambiente es plano α(x1,y1)�α(x2,y2) si
x1,x2,y1,y2 ∈ T(p,q)M, x1,y1 ∈ TpM× {0}, x2,y2 ∈ {0} × TpM.

Se usará el siguiente hecho; si S es una subvariedad de un espacio euclídeo y s ∈ S, entonces
el subespacio afín generado por S está dado por, s+ span(⋃r∈S TrS)(2), aquí el tangente se ve
como espacio lineal.

Sean q,q ′ ∈M y sea c(t) curva enM2 con c(0) = q, c(1) = q ′ y v ∈ T(p,q)(M1 ×{q}). Además
sea v(t) el transporte paralelo en la conexión normal de {p} ×M2 como subvariedad de M,
v(t) es un campo enM a lo largo de c(t) entonces d

dt
v(t) = 0 pues d

dt
v(t) en el espacio normal

a {p}×M2 como subvariedad deM se anula por definición de paralelismo, la componente tan-
gente también se anula pues la subvariedad es totalmente geodésica enM. La componente nor-
mal aM es α(v(t), c ′(t)), la cual es cero por (1), de lo que T(p,q)(M1×{q})=T(p,q ′)(M1×{q ′}).

Entonces por (2), Lq es paralelo a Lq
′

, análogamente para los Lp.

Se sabe que T(p,q)(M1 × {q})�T(p,q)({p} ×M2) entonces por (2):

T(p,q)(M1 × {q})�T(p,q ′)({p} ×M2), para todo q ′ ∈M2.

de (2) se obtiene que T(p,q)(M1 × {q})�Lp puesto que q ′ es arbitrario en M2, haciendo lo
mismo a izquierda se llega a que Lq�Lp, lo que concluye que todos los Lp son paralelos al
igual que los Lq y que Lq�Lp, (p,q) ∈M1 ×M2 arbitrarios. ◇
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1.2 holonomía normal y teorema de holonomía normal

El concepto de holonomía que se presentará en esta sección es mucho más amplio, tal como se
puede apreciar en [KN1], este es un concepto cuya noción se extiende a espacios fibrados con
alguna conexión, en particular se puede aplicar al fibrado normal de una subvariedad M de
un espacio con curvatura constante al cual le fue asociada ya su respectiva conexión normal
∇�.

Sea M una subvariedad de una forma espacial estándar M̄n(k), como es usual νM es el
espacio normal de M y ∇� la conexión normal inducida; análogamente, como para el caso
Riemanniano para p,q ∈ M y c ∶ [0,1] → M, curva diferenciable a trozos con c(0) = p y
c(1) = q, el transporte ∇�-paralelo a lo largo de c induce una isometría lineal τ�c ∶ νpM→ νqM,
en efecto el transporte paralelo sobre cualquier fibrado con una conexión no depende de la
parametrización de la curva [KN1, Capítulo 2] en particular en el espacio normal; de nuevo
Ω(p) es el conjunto de curvas diferenciables a trozos cerradas a p, esto es, el conjunto de las
c ∶ [0,1] →M tales que c(1) = c(0) = p, entonces τ�c es una isometría lineal de νpM en νpM,
en ocasiones para la notación se omitirá escribir la curva siempre que no genere confusión,
el conjunto de todas estas isometrías forma un subgrupo de O(νpM) llamado el grupo de
holonomía normal de M a p, denotado como Φp o Φ(p), en caso de que M sea conexo todos los
Φp son conjugados por lo que se suele hablar simplemente del grupo de holonomía normal y
se nota como Φ.

Si se reemplaza Ω(p) por Ω∗(p) el conjunto de curvas homotópicas a cero en Ω(p), se
obtiene un subgrupo de O(νpM) llamado el grupo de holonomía normal restringido de M a p de-
notado por Φ∗

p o Φ∗(p), Φ∗
p resulta normal a Φp, Φp/Φ∗

p es numerable, y Φ∗
p es un subgrupo

de Lie conexo de O(νpM), ver [KN1, Capítulo 2], en virtud de esto Φp resulta un subgrupo
de Lie de O(νpM) cuya componente conexa a la identidad es Φ∗

p, en general como se ha men-
cionado esto resulta un hecho general para espacios fibrados con alguna conexión. En adición
tanto Φp como Φ∗

p se pueden obtener usando solamente curvas en Ω(p) y Ω(p)∗ respectiva-
mente de clase C1 a trozos, ver [KN1, Capítulo 2], por supuesto si M es simplemente conexa
Φ∗
p =Φ∗

p.

Un importante hecho concerniente a Φ∗
p es que éste es un subgrupo cerrado de O(νpM),

en particular compacto, mientras que Φp no necesariamente. Mas adelante cuando sea for-
mulado el teorema de holonomía normal, esto será probado basado en el simple hecho de
que cualquier grupo conexo que actúa irreduciblemente por isometrías es compacto [KN1,
Apéndice 5], por supuesto el grupo de holonomía normal actúa sobre el espacio normal al
punto base, al igual que el grupo restringido, como subgrupo de isometrías; pero no necesaria-
mente de manera irreducible, aun así el teorema de holonomía normal establece, en particular,
que se puede descomponer como producto finito de subgrupos normales cada uno actuando
irreduciblemente sobre un subespacio del normal.

El álgebra de Lie de Φp, que por supuesto es la misma que para Φ∗
p, es llamada el álgebra

de holonomía normal; un importante teorema general de holonomía es el teorema de Ambrose-
Singer. Este resultado general es válido sobre cualquier fibrado sobre una variedad M conexa
y paracompacta, con una conexión arbitraria, la prueba se puede ver en [KN1, Capítulo 2,
Teorema 8.1].
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En el caso de holonomía normal se cita como:

Teorema 1.2.1. Teorema normal de Ambrose-Singer. Sea M subvariedad conexa de M̄n(k) forma
espacial, y sea g el álgebra de holonomía normal subálgebra de so(νpM). Entonces es generada por los
endomorfismos τ�cR(Xq,Yq)(τ�c)−1 donde τ�c es el transporte ∇�-paralelo enM a lo largo de una curva
diferenciable a trozos c que une p con q, con Xq,Yq ∈ TqM.

Sea M subvariedad de M̄n(k) forma espacial y sean A y α respectivamente el operador de
forma y la segunda forma fundamental, relacionadas por la ecuación:

⟨α(X,Y),ξ⟩ = ⟨AξX,Y⟩, X,Y ∈ TpM y ξ ∈ νpM, p ∈M.

Como Aξ es un operador simétrico de νpM todos sus valores propios son reales y son
llamados curvaturas principales de M con respecto a ξ y los vectores propios, vectores de cur-
vatura principal de M con respecto a ξ, el espacio de vectores propios a una misma curvatura
principal es llamado espacio de curvatura principal asociado a esta curvatura, por supuesto la
multiplicidad de la curvatura es la dimensión de este espacio. Como Asξ = sAξ, s ∈ R, es claro
que para s ≠ 0 las curvaturas principales son las mismas, por lo que usualmente se considera
a ξ unitario. Se dirá que M tiene curvaturas principales constantes si para todo campo para-
lelo ξt, a lo largo de cualquier curva diferenciable a trozos en cada tiempo t, las curvaturas
principales en dirección a ξt se mantienen constantes.

Un importante ejemplo de subvariedades con curvaturas principales constantes son las sub-
variedades isoparamétricas que son por definición subvariedades con curvaturas principales con-
stantes con espacio normal plano, esto es, tales que R� ≡ 0, éste tópico será tratado mas ade-
lante con más detalle. Otra sub-clase de subvariedades con curvaturas principales constantes
son las órbitas de s-representaciones que serán estudiadas en el siguiente capítulo. Con más
precisión ver B, una s-representación es la representación isotrópica de un espacio simétrico
simplemente conexo, semisimple, M = G/K con G = I○(M), esto es si:

ψ ∶ K→ GL(T0M) K→ dϕk ∣0

Donde ϕk ∶M→M p→ kp

ψ(K) es llamado el grupo lineal de isotropía de G/K y ψ(K)v una órbita de la s-representación
para cada v ∈ T0M, usualmente se nota como Kv, si no hay posible confusión.

Este tópico será tratado en el siguiente capítulo, por el momento se tiene el siguiente lema:

Lema 1.2.2. Sea M subvariedad de M̄n(k) forma espacial con curvaturas principales constantes, en-
tonces, para todo p ∈M, el primer espacio normal ν1p es invariante bajo transporte ∇⊥-paralelo.

Demostración
Recordar que (ν1p)� = {ξ ∈ νpM ∣ Aξ ≡ 0}, se sigue de la definición de curvaturas principales

constantes que (ν1p)� es invariante bajo el transporte ∇⊥-paralelo, lo que implica inmediata-
mente que ν1p es invariante bajo el transporte ∇⊥-paralelo.◇
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Si Mn es substancial se tiene que νp = ν1p, entonces, el lema implica que si M tiene cur-
vaturas principales constantes entonces dim(νp) ≤ n(n+1)

2
, donde el miembro derecho de la

desigualdad es precisamente la dimensión de las matrices simétricas n×n.

Volviendo a la holonomía, uno de los teoremas principales es el teorema de holonomía nor-
mal que viene a ser una versión normal del teorema algebraico de De Rham-Berger [BCO, Pág.
106].

Teorema 1.2.3. Teorema de holonomía normal.
Sea M una subvariedad conexa de una forma espacial estándar M̄n(k). Sea p ∈M y sea Φ∗ el grupo
de holonomía normal restringido a p. Entonces Φ∗ es compacto, y existe una única (salvo el orden) des-
composición ortogonal νpM = V0 ⊕ ...⊕Vm del espacio normal νpM en subespacios Φ∗-invariantes y
subgrupos normales Φ0, ...,Φm de Φ∗ tales que:

i Φ∗ =Φ0 × ...×Φm (producto directo)

ii Φi actúa trivialmente sobre Vj si j ≠ i.

iii Φ0 = {1} y si i ≥ 1, φi actúa irreduciblemente sobre Vi como la representación isotrópica
de un espacio simétrico irreducible (Riemanniano).

La prueba de este hecho se dará en la siguiente sección, en esta prueba se usan los llama-
dos sistemas de holonomía que representan un importante tópico en la geometría de sub-
variedades. Sea V un espacio vectorial euclídeo. Un tensor R ∶ V ×V → so(V) es llamado un
tensor de curvatura algebraico si satisface las identidades algebraicas de un tensor de curvatura
Riemanniano, a saber:

a) ⟨R(X,Y)Z,W⟩ = −⟨R(Y,X)Z,W⟩

b) ⟨R(X,Y)Z,W⟩ = −⟨R(X,Y)W,Z⟩

c) ⟨R(X,Y)Z,W⟩ = ⟨R(Z,W)X,Y⟩

d) ⟨R(X,Y)Z,W⟩ + ⟨R(Y,Z)X,W⟩ + ⟨R(Z,X)Y,W⟩ = 0 la primera identidad de Bianchi

Sea g ∈ SO(n) y A ∈ so(n), entonces, gR y AR son tensores de curvatura algebraicos, esto
es, el espacio vectorial real de todos los tensores de curvatura algebraicos sobre V es un
SO(n)-modulo, aquí gR significa (gR)x,y = gRg−1(x),g−1(y)g

−1 y por diferenciación (AR)x,y =
−RAx,y −Rx,Ay − [Rx,y,A].

Sea R un tensor de curvatura algebraico sobre V . Un subgrupo compacto G de O(n) es
llamado un grupo de holonomía de R, si Rx,y ∈ g, para todo x,y ∈ V donde g denota el álgebra
de Lie de G. Véase que si Rx,y ∈ g, para todo x,y ∈ V , entonces (gR)x,y y (AR)x,y están en g

para todo x,y ∈ V , g ∈ G, A ∈ g, de lo que si G es subgrupo de holonomía de R, lo es de gR y AR.

Una tripleta S = [V ,R,G], donde V es un espacio vectorial euclídeo, R un tensor de curvatura
algebraico sobre V y G un grupo de holonomía conexo de R, es llamado sistema de holonomía.
El hecho de que R cumpla las propiedades de un tensor de curvatura Riemanniano no es fortu-
ito ya que [TpM,Rp,Hol○p(M)] forma un sistema de holonomía para todo p donde M es una



1.2 holonomía normal y teorema de holonomía normal 11

variedad Riemanniana, R el tensor de curvatura y Holp(M) la componente conexa del grupo
de holonomía Riemanniano [KN1], ya que Rx,y ∈ Lie(Hol○p(M)) donde Lie(Hol○p(M)) es el
álgebra de Lie de Hol○p(M), que por supuesto coincide con el álgebra del grupo de holonomía
Holp(M).

Un sistema de holonomía [V ,R,G] es llamado irreducible si G actúa irreduciblemente sobre
V , transitivo si G actúa transitivamente sobre la esfera unitaria de V y simétrico si gR = R para
todo g ∈ G, o equivalentemente vía diferenciación, si AR = 0 para todo A ∈ g. Note que en tal
caso:

Rx,y = (gR)x,y = gRg−1(x),g−1(y)g
−1, entonces

g−1R(x,y) = Rg−1(x),g−1(y)g
−1, para todo g ∈ G

De lo que el sistema de holonomía es simétrico si el tensor algebraico es G-invariante.

Nota 1.2.4. La definición de sistemas de holonomía simétricos esta íntimamente relacionada
con los espacios simétricos; considérese [V ,R,G] sistema de holonomía simétrico y L = g⊕V
el espacio vectorial, defínase [⋅, ⋅] ∶ L×L→ L por :

• [A,B] = [A,B]g

• [x,y] = Rx,y

• [A,x] = Ax, A,B ∈ g, x,y ∈ V

[⋅, ⋅]g denota el corchete de Lie del álgebra g. [⋅, ⋅] dota a L de estructura de álgebra de Lie,
lo cual no es difícil de probar, por ejemplo, si x,y, z ∈ V la identidad de Bianchi expresa la
identidad de Jacobi, si A,B ∈ g y x,y ∈ V .

[[A,B],x] + [[B,x],A] + [[x,A],B] = (AB−BA)x−A(Bx) +B(Ax) = 0 y por simetría,

[A, [x,y]] + [y, [A,x]] + [x, [y,A]] = (AR)x,y.

Entonces (L, [⋅, ⋅]) es un álgebra de Lie y en adición tenemos las relaciones de Cartan:

[g,g] ⊂ g, [g,V] ⊂ V , [V ,V] ⊂ g.

Con lo que L corresponde a la descomposición de un espacio simétrico simplemente conexo
M = K/G donde Lie(G) = g, Lie(K) = L, para el cual el espacio tangente a cada punto p ∈M se
identifica con V . Con tensor de curvatura a p igual a R y álgebra holonómica igual a g. Para
una construcción explícita ver [BCO, Pág. 110].

El producto interno en L esta dado por el producto en V , −Tr(XY) en g y V ⊥ g, si K/G
tiene factor plano, entonces G no es, en general, el grupo de isotropía ni la holonomía, pero si
ésta es semisimple, esto es sin factor plano, entonces G coincide con la holonomía y también
con el grupo de isotropía. Véase que K/G es semisimple si y solo si R es no degenerado, esto
es, Ru,v = 0, para todo v ∈ V si y solo si u = 0. Si G actúa irreduciblemente sobre V y R ≠ 0
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entonces K/G es simétrico irreducible, en general el tensor de curvatura algebraico R no es el
tensor de curvatura de K/G, pero es un múltiplo escalar sobre cada factor irreducible de la
descomposición de De Rham [KN1] de K/G.

De lo dicho anteriormente se tiene el siguiente resultado.

Proposición 1.2.5. Si S = [V ,R,G] y S ′ = [V ,R ′,G] son dos sistemas de holonomía simétricos,
irreducibles con dim(V) ≥ 2, entonces R ′ = λR, para alguna constante λ.

Un importante teorema, resultado de J. Simons es el siguiente.

Teorema 1.2.6. (J. Simons). [S] Sea [V ,R,K] sistema de holonomía irreducible, si K es no transitivo
sobre V , entonces [V ,R,K] es simétrico.

1.3 algunas aplicaciones de los sistemas de holonomía .

En esta sección se demostrarán varios teoremas útiles en lo que sigue, en los cuales se usan los
sistemas de holonomía, por supuesto uno de los principales hechos será demostrar el teorema
de holonomía normal, cuya prueba no solo es útil por el resultado en si, si no que provee de
una técnica muy útil para probar otros teoremas relacionados.

Asociada a cada tensor de curvatura algebraico R se tiene la curvatura escalar definida de
manera similar que para el tensor de curvatura Riemanniano, esto es k(Rp) = 2∑i<j⟨Reiejej,ei⟩
con e1, ...,en base ortonormal de TpM, notar que k(gR) = k(R).

Lema 1.3.1. Sea G subgrupo de Lie conexo de SO(n), el cual actúa irreduciblemente sobre Rn, en-
tonces G es cerrado en SO(n). [KN1, Apéndice 5]

Teorema 1.3.2. Sea G subgrupo de Lie conexo de SO(V), actuando irreduciblemente sobre un espacio
vectorial V , sea R tensor de curvatura algebraico sobre V tal que Rx,y ∈ g para todo x,y ∈ V . Si k(R) ≠ 0,
entonces, G es compacto, S = [V ,R,G] es un sistema de holonomía irreducible y G actúa sobre V como
un s-representación.

Demostración
Por el lema anterior G es compacto, entonces existe una medida de Haar sobre G la cual

permite definir un tensor R de la siguiente manera:

R = ∫
G
gR

Claramente gR = R para todo g ∈ G, como k(R) ≠ 0 entonces k(R) ≠ 0 luego R ≠ 0, de lo
que [V ,R,G] es un sistema de holonomía simétrico en particular actúa sobre V como una s-
representación. ◇

La siguiente es una importante propiedad de las s-representaciones.
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Proposición 1.3.3. Sean K y K ′ dos s-representaciones irreducibles sobre V , dim(V) ≥ 2 que no ac-
túan transitivamente sobre la esfera unitaria en V . Si K y K ′ tienen las mismas órbitas, entonces K = K ′
y las s-representaciones coinciden.

Demostración
Sea K̂ el grupo generado por K y K ′, este es no-transitivo (no actúa transitivamente sobre la

esfera unitaria en V), puesto que ambos K y K ′ tienen las mismas órbitas, de lo que cK también.
Sean R y R ′ los respectivos tensores de curvatura correspondientes a las s-representaciones
de K y K ′. Entonces, [V ,R, K̂] es un sistema de holonomía irreducible y no-transitivo; pues
Rx,y ∈ Lie(K) ⊂ Lie(K̂), por el teorema de Simons 1.2.6, [V ,R, K̂] es simétrico de lo que Lie(K̂)
es generado por R, y entonces K = K̂, análogamente K ′ = K̂ de lo que K = K ′ y por la Proposi-
ción 1.2.5, R ′ = λR con λ constante. ◇

Prueba del teorema de holonomía normal

Demostración Sea M una subvariedad de una forma espacial estándar M̄n(k), se tiene en
un comienzo el tensor de curvatura normal sobre M, R�, recordar que:

R�(X,Y)ξ = ∇�
X∇

�
Yξ−∇

�
Y∇

�
Xξ−∇

�
[X,Y]ξ, y satisface,

⟨(R�(X,Y)ξ),η⟩ = ⟨[Aξ,Aη]X,Y⟩, donde, [Aξ,Aη] = AξAη −AηAξ.

Se sabe que R�(X,Y) está en el álgebra de la holonomía normal como caso particular del
teorema de Ambrose-Singer, pero de la definición es claro que R� no es un tensor de cur-
vatura algebraico sobre el espacio normal, deseamos construir un tensor de tipo (1,3) sobre
el espacio normal a M, por el momento R� se puede considerar como un homomorfismo
de ⋀2 TpM → ⋀2 νpM donde ⋀2 se puede identificar con los endomorfismos antisimétricos,
este último se compone con su respectivo homomorfismo adjunto R�t, de lo que se obtiene
R� = R�R�t ∶ ⋀2 νpM → ⋀2 νpM, el cual se puede identificar con un (1,3)-tensor sobre νpM;
la ecuación de Ricci nos dice que:

⟨(R�(X,Y)ξ),η⟩ = ⟨[Aξ,Aη]X,Y⟩, lo que implica, R�t(ξ∧ η) = [Aξ,Aη], de lo que,

⟨R�(ξ1,ξ2)ξ3,ξ4⟩ = ⟨R�t(ξ1 ∧ ξ2),R�t(ξ3 ∧ ξ4)⟩ = −Tr([Aξ1 ,Aξ2][Aξ3 ,Aξ4])

pues el producto interno sobre ⋀2 es dado por ⟨A,B⟩ = −Tr(AB), esta última fórmula nos
da un tensor algebraico de tipo (1,3) sobre el normal, el cual satisface las condiciones de
tensor algebraico, fácilmente verificables por simple inspección. A R� se le llama el tensor de
curvatura normal adaptado y esta última ecuación la llamaremos la ecuación del tensor adaptado,
solo para futuras referencias.

Lema 1.3.4. R� es un tensor algebraico sobre νpM.

Nota 1.3.5. Note que k(R�) = 2∑i<j⟨R�
eiej

ej,ei⟩ = −2∑i<j Tr([Aei ,Aej][Aei ,Aej]) donde k es
la curvatura escalar, entonces R� tiene curvatura escalar no-negativa y es cero si y solo si R�

es idénticamente cero, además la imagen de R� es la misma que la de R� pues ker(R�) =
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(ImR�t)�.

Del teorema de Ambrose-Singer se tiene que:

Lema 1.3.6. Sea M subvariedad de M̄n(k) espacio de formas estándar, entonces el álgebra de Lie del
grupo de holonomía normal a p ∈M, es generado por los tensores de la forma (τ�c)−1R�(τ�cξ,τ�cη)τ�c,
donde c es una curva cerrada diferenciable a trozos en M a p.

Nótese, cR�(ξ,η) = (τ�c)−1R�(τ�cξ,τ�cη)τ�c, considérese V el espacio vectorial de todos los
tensores sobre νpM generados por todos los tensores cR�, como R� es algebraico, cR� es alge-
braico y en general toda combinación lineal de ellos, de lo que para todo R ∈ V , R es un tensor
de curvatura algebraico. Se descompone νpM en subespacios invariantes Φ∗

p-ortogonales, sea
νpM = V0 ⊕ ...⊕Vk, donde Φ∗

p actúa trivialmente sobre V0 e irreduciblemente sobre Vi para
i ≥ 1. Denótese ξi la proyección ortogonal de ξ ∈ νpM sobre Vi, entonces se tiene para todo
R ∈ V que:

a) R(ξi,ξj) = 0 si i ≠ j.

Como R es tensor algebraico ⟨R(ξi,ξj)η,η ′⟩ = ⟨R(η,η ′)ξi,ξj⟩, η,η ′ ∈ νpM, como
R(η,η ′) ∈ Lie(Φ∗

p) y Lie(Φ∗
p) deja invariante Vi entonces R(η,η ′)ξi ∈ Vi ⊥ Vj luego

⟨R(η,η ′)ξi,ξj⟩ = 0, de lo que ⟨R(ξi,ξj)η,η ′⟩ = 0, para todo η,η ′ ∈ νpM, por arbi-
trariedad de ξ ∈ νpM esto implica a).

b) R(ξ,η) = ΣiR(ξi,ηi).

Es inmediato de a) usando linealidad.

c) R(ξi,ηi)Vj = 0 si i ≠ j.

Si η ′j ∈ Vj, de Bianchi, R(ξi,ηi)η ′j + R(ηi,η
′
j)ξi + R(η

′
j,ξi)ηj = 0; por a) R(ηi,η ′j) =

R(η ′j,ξi) = 0, luego R(ξi,ηi)η ′j = 0 y se obtiene c).

d) R(ξi,ηi)Vi ⊆ Vi.

Tómese (R(ξi,ηi)η ′j)j = Pj, la proyección ortogonal en Vj para algún Vj en la des-
composición ortogonal, nótese que por a) R(ξ1i ,Pj) = 0, entonces ⟨R(ξ1i ,Pj)ξ2i ,ξ3i ⟩ =
0, para todo ξ1,ξ2,ξ3 ∈ νpM, esto es, ⟨R(ξ2i ,ξ3i )ξ

1
i ,Pj⟩ = 0, en particular si ξ2 = ξ,

ξ3 = η, ξ1 = η ′ implica ⟨Pj,Pj⟩ = 0 y esto si y solamente si Pj = 0 de donde
R(ξi,ηi)η ′j)j ∈ Vi y se obtiene d).

Tómese gi el espacio vectorial generado por los R(ξi,ηi); ξi,ηi, ∈ Vi, R ∈ V de (a-d) se obtiene.
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Lema 1.3.7. Con la notación anterior:

i) g0 = {0}, y todo gi i ≥ 1 es un ideal de g.

ii) g = g1 ⊕ ...⊕ gk y [gi,gj] = {0} si i ≠ j.

iii) giVi = Vi, para todo i ≥ 1.

iv) giVj = {0} si i ≠ j.

v) gi actúa irreduciblemente sobre Vi para todo i ≥ 1.

Por el lema anterior, si Φi subgrupo de Lie conexo de Φ∗
p con álgebra de lie gi entonces

Φ∗
p = Φ0 × ...×Φk, con Φi actuando trivialmente sobre Vj para i ≠ j, e irreduciblemente sobre

Vi si i ≥ 1, por el Lema 1.3.1 Φi es compacto, de lo que Φ∗
p es compacto por ser producto de

compactos.

Para cada i ≥ 0 tómese Ri ∈ V tal que Ri no sea idénticamente nulo sobre Vi, entonces
[Vi,Ri,Φi] es un sistema de holonomía irreducible, como k(Ri) ≠ 0, aplicando el teorema
1.3.2, Φi actúa sobre Vi como una s-representación, lo que concluye la prueba del teorema de
holonomía normal. ◇

Para finalizar este capítulo se darán teoremas que serán de gran utilidad en el trabajo a
seguir.

Nota 1.3.8. Se define Φlocp a p, como la intersección de todos los grupos de holonomía Φ∗
p(U),

donde U es cualquier vecindad abierta a p. Se puede ver que siempre existe una vecindad
V de p tal que el grupo de holonomía normal de V a p coincide con Φlocp , claro, si {Uk}
es una sucesión de vecindades abiertas y conexas de p tales que Uk ⊃ Uk+1 y ⋂∞Uk = {p},
entonces obviamente Φ∗

p(U1) ⊃ Φ∗
p(U2) ⊃ ..., como para cada U vecindad abierta de p existe

un entero k tal que Uk ⊂ U se tiene que Φlocp = ⋂∞Φ∗
p(Uk), como cada grupo Φ∗

p(Uk) es
conexo se sigue que dim(Φ∗

p(Uk)) es constante a partir de k lo suficientemente grande y en
tanto Φ∗

p(Uk) = Φlocp para tal k, y este es el V deseado, por supuesto para V ′ ⊂ V se sigue
que Φ∗

p(V) = Φ∗
p(V ′) = Φlocp , de lo que en general se puede asumir V difeomorfo a una bola

abierta, note que si dim(Φlocp ) es constante entonces Φlocp = Φ∗
p [KN1, Cap. 4, Teorema 10.3],

en particular Φlocp =Φ∗
p si la variedad es homogénea.

Teorema 1.3.9. [O3]. Sea Mn subvariedad substancial del espacio euclídeo, o de la esfera, tal que el
grupo de holonomía local a p ∈ M actúa sin puntos fijos; esto es, no existe un campo normal par-
alelo localmente definido no-trivial alrededor de p. Asúmase, más aun, que ningún factor del grupo de
holonomía local es transitivo sobre la esfera. Entonces existen puntos en M, arbitrariamente cerca a p,
donde el primer espacio normal coincide con el espacio normal. En particular, codim(M) ≤ n(n+1)

2

donde codim(M) = dim(νp).
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Demostración
Si M subvariedad de la esfera, asimismo puede considerarse subvariedad del espacio eu-

clídeo. Como el trabajo es local y por la nota previa, se puede asumir que M es tan pequeño
tal que el grupo de holonomía local coincide con el grupo de holonomía normal a p.

Se descompone νM = V0 ⊕V1 ⊕ ...⊕Vm en espacios ortogonales paralelos asociados a los
factores irreducibles del grupo de holonomía normal (V0 es trivial si M es euclidiano y V0 es
el subespacio normal 1-dimensional generado por el vector posición si M esta contenido en la
esfera ).

R�
ξ,η deja la descomposición invariante donde R� es el tensor de curvatura normal adap-

tado y más aún R� =R1⊕R2⊕ ...⊕Rm donde Ri es la restricción de R� a Vi , de la prueba del
teorema de holonomía normal Ri = 0 si y solo si i = 0, entonces para i = 1,2, ...r existe un q ∈M
cercano a p tal que Ri(q) ≠ 0 y se tiene que [(Vi)q,Ri(q),Φi] es un sistema de holonomía
irreducible no-transitivo, donde Φi es la restricción a (Vi)q del grupo de holonomía normal a
q para cada i, por Simons 1.2.6, [(Vi)q,Ri(q),Φi] es simétrico para todo i, entonces Ri(q) es
el tensor de curvatura de un espacio simétrico irreducible, en particular éste es no degenerado
para todo i, por lo que la degenerancia de R� es V0. Si ξ ∈ νqM es ortogonal a ν1q entonces
Aξ = 0, de la ecuación del tensor adaptado R�, se puede concluir que ξ esta en la degeneran-
cia de R�, entonces ξ ∈ (V0)q y ξ = 0 si M no esta contenida en la esfera, de lo contrario Aξ
es múltiplo no trivial de la identidad Pero Aξ = 0 implica ξ = 0, pues V0 es generado por el
vector posición, de lo que en cualquier caso Aξ = 0 implica que ξ = 0 o lo que es lo mismo
ξ→ Aξ es inyectiva en el espacio de matrices simétricas n×n cuya dimensión es n(n+1)

2
.

De la primera conclusión ν ′q = νqM y de la segunda codim(M) ≤ n(n+1)
2

y queda probado
el teorema. ◇

Los siguientes lemas dan cotas para la cantidad de factores invariantes de la descomposición
del teorema de holonomía normal. El primero es clave cuando la subvariedad es de dimensión
2 y el segundo para cuando la dimensión es mayor que 2.

Lema 1.3.10. [BCO, Teorema 4.5.1] Sea Mn una subvariedad del espacio euclídeo. Entonces en un
subconjunto abierto y denso de M, el número de factores irreducibles de la representación del grupo de
holonomía normal local es n(n−1)

2
.

La siguiente proposición da una mejor cota para factores no-triviales.

Proposición 1.3.11. Sea Mn una subvariedad del espacio euclídeo. Asúmase que para todo punto de
M el grupo de holonomía normal local y el grupo de holonomía normal restringido coinciden (o, equiva-
lentemente, la dimensión de los grupos de holonomía normal locales es constante sobreM, en particular
para variedades homogéneas 1.3.8). Sea p ∈M y k el número de factores irreducibles (no-triviales) de
la representación del grupo de holonomía normal restringido Φ(p) sobre νp(M). Entonces k ≤ [n

2
],

donde [n
2
] es la parte entera de n

2
.

Demostración
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Para p ∈ M Sea νp(M) = ν0p ⊕ ν1p ⊕ ...⊕ νkp, la descomposición en subespacios asociados
a cada uno de los factores irreducibles del grupo de holonomía normal restringido, con ν0p
asociado al factor trivial. Por hipótesis νip(M) se extiende a un subfibrado normal paralelo vi

de ν(M) para i = 0,1, ...,k (eventualmente haciendo a M suficientemente pequeño alrededor
de p, como el trabajo aquí es local, esto no es problema). Entonces tenemos la descomposición
ν(M) = ν1 ⊕ ...⊕νk. Por hipótesis Φ(p) actúa trivialmente sobre ν0q e irreduciblemente sobre
νiq para i = 1, ...,k.

Sea R�
ξ,η el tensor de curvatura adaptado definido en la prueba del teorema de holonomía

1.3. Por la fórmula del tensor adaptado 1.3, R�
ξ,η = 0 si y solo si [Aξ,Aη] = 0, observe que si

i ≠ j entonces R�
ξi,ξj

= 0 para ξi,ξj secciones normales de νi y νj respectivamente. Entonces,
existe q ∈ M, arbitrariamente cerca a p, tal que R�

νiq,νiq
≠ {0}, para todo i = 1, ...,k. En efecto,

existe q1 ∈ M, arbitrariamente cerca a p tal que R�
ν1q1 ,ν1q1

≠ {0}, de lo contrario ν1 debe ser

plano. Esto debe ser cierto incluso para una vecindad V1 de q1. Ahora tómese q2 ∈ V1 tal que
R�
ν2q2 ,ν2q2

≠ {0} y se continúa hasta encontrar q = qk en una vecindad Vk−1 tal que R�
νiq,νiq

≠ {0}
para todo i = 1, ...,k.

Supóngase que para todo ξi,ηi ∈ νiq, i > 0 [Aξi ,Aηi] conmuta con Aξi , entonces:

⟨[[Aξi ,Aηi],Aξi],Aηi⟩ = 0 = ⟨[Aξi ,Aηi], [Aξi ,Aηi]⟩

De lo que [Aξi ,Aηi] = 0, como R�
νiq,νiq

≠ {0} y ξi,ηi son arbitrarios en νiq se llega a con-

tradicción. Lo anterior implica que para todo i = 1, ...,k; existen ξi,ηi ∈ νi tales que [Aξi ,Aηi]
no pertenece al álgebra generada por los {Aη} con η ∈ νq(M) sin componente en νi (en efecto
pues si i ≠ j los operadores de forma de elementos de νjq conmutan con los operadores de
forma de elementos en νi). Entonces existe un conjunto [Aξ1 ,Aη1], ..., [Aξk ,Aηk] de k endo-
morfismos antisimétricos linealmente independientes que además conmutan entre si. Como
el rango del grupo ortogonal SO(n) es la parte entera de n

2
, esto es, la dimensión de un sub-

espacio maximal de matrices antisimétricas que conmutan entre si, entonces k ≤ [n
2
], con [n

2
]

la parte entera de n
2

. ◇

La cota del lema 1.3.10 nos da el siguiente teorema, que como se verá mas adelante es una
motivación para este trabajo, ver 3.1.4

Teorema 1.3.12. [BCO, Teorema 4.5.2] Sea M una superficie que tiene la propiedad de que alrededor
de cada punto, ésta no está contenida en una esfera o en un subespacio afín. Entonces el grupo local
de holonomía normal es trivial o éste actúa transitivamente sobre la esfera unitaria del espacio normal
(local).

Demostración
i. Supóngase que Φlocq es no trivial y sea p ∈ M. Supóngase que existe un campo normal

paralelo ξ tal que el operador de forma Aξ es múltiplo de la identidad (éste se denomina
un campo normal paralelo umbilico), en tal caso M debe estar contenido o en una esfera o en
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un subespacio afín. Mas aún, el factor V0 es trivial, pues en otro caso debe existir un campo
normal paralelo no-umbilico ξ al rededor de p. Pero esto implica que el fibrado normal es
plano pues ξ conmuta con todos los otros operadores de forma y por la ecuación de Ricci el
operador de forma conmuta, pues dim(M) = 2, entonces R⊥ = 0, de lo que la existencia de ξ
es imposible por la hipótesis del teorema.

ii. El lema 1.3.10 fuerza a que el grupo local de holonomía normal actúa irreduciblemente,
pues l = m(m−1)

2
= 1 si m = 2.

iii. Por contradicción supóngase que Φlocq no actúa transitivamente sobre la esfera unitaria
de νpM. Entonces existe un punto q cercano a p tal que R⊥q ≠ 0 y [νqM,R⊥q,Φlocq ] es un sis-
tema de holonomía irreducible no-transitivo, por el teorema de Simons 1.2.6, el sistema resulta
simétrico, en particular ν ′q coincide con νqM, claro, esto es consecuencia de la irreducibilidad,
pues si existe un ξ ∈ νqM con Aξ = 0, entonces R⊥q(ξ, ⋅) = 0.

Como ξ → Aξ es inyectiva, se tiene que dim(νqM) ≤ 3, pues Aξ es un operador simétrico
y la dimensión de las matrices simétricas 2× 2 es 3. (De la clasificación de espacios simétricos
[BCO, Apéndice 4]), un espacio simétrico irreducible de dimensión a lo mas 3 tiene rango 1,
esto es ν0 (el factor euclídeo) tiene dimensión 1, por i. se llega a contradicción, de lo que el
grupo de holonomía normal es transitivo sobre la esfera unitaria del espacio normal. ◇

Lo anterior es válido incluso para superficies contenidas en la esfera que no están contenidas
en espacios afín propios o de manera equivalente, en esferas de menor dimensión.



2
T O P I C O S

2.1 acciones

En esta primera sección del capítulo trataremos las G-acciones sobre una variedad Rieman-
niana, las acciones siempre se supondrán suaves, y nos referiremos siempre al caso especial
de acciones por isometrías. Entonces tenemos el isomorfismo ρ ∶ G → I(M) y la aplicación
suave de G ×M → M dada por (g,p) → ρ(g)(p) = gp que por definición de acción satisface
(gg ′)p = g(g ′p), para todo g,g ′ ∈ G, p ∈M.

Una órbita de la acción es el conjunto Gp con p ∈M y el grupo de isotropía es el subgrupo
Gp = {g ∈ G ∣ gp = p}, si para algún p ∈M por lo tanto para todos Gp =M, la acción se dice
transitiva y M se dice un G-espacio. Un ejemplo importante es la acción de SO(n) sobre Sim○,
el conjunto de matrices simétricas de traza cero actuando por conjugación, esto es g.x = gxg−1,
esta acción es ortogonal con respecto al producto interno ⟨X,Y⟩ = Tr(XY).

Nota 2.1.1. La palabra ortogonal se usa para este tipo de acciones, esto es acciones para las
cuales ρ(G) es un subgrupo del grupo de isometrías lineales, en adelante supondremos que
la acción es no-transitiva; toda órbita es una subvariedad del espacio ambiente pero no nece-
sariamente una subvariedad incrustada.

Tenemos la siguiente proposición cuya prueba se sigue fácilmente.

Proposición 2.1.2. Supóngase que G actúa por isometrías en M entonces:

i. Ggx = gGxg−1

ii. Gx∩Gy = φ o Gx = Gy

iii. Tx(Gx) = {ξ(x) ∣ ξ ∈ g}, g el álgebra de Lie de G.

Toda órbita Gp tiene una estructura Riemanniana inherente del espacio ambiente. Sea M
subvariedad Riemanniana de M̄, se dice que M es una subvariedad homogénea si para todo
p,q ∈M existe una isometría g de M̄ tal que g(M) =M y g(p) = q. Una subvariedad de este
tipo es una órbita de algún subgrupo G de I(M̄), siempre en lo que sigue se supondrá que G
es conexo.

Sea G actuando sobre M, se denota M/G el conjunto de todas las órbitas y π ∶ M → M/G
la proyección canónica, esto es x→ Gx. M/G con la topología cociente es llamado el espacio de

19
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órbitas de la G-acción.

Una acción sobre M es llamada propia si gnxn → y y xn → x, donde {gn} es una sucesión
en G y {xn} es una sucesión en M, implica que gn tiene una subsucesión convergente. Para
que una acción, (siempre se supondrá por isometrías), sobre M sea propia, es suficiente que G
sea un subgrupo cerrado del grupo de isometrías de M, por otro lado si G actúa propiamente
sobre M entonces Gx es compacto para todo x ∈M. Una consecuencia de las acciones propias
es que el espacio cociente M/G es Hausdorff y toda órbita Gx es cerrada en M y por tanto
una subvariedad incrustada. En adelante las acciones serán propias.

Sea S subvariedad de M y G actuando por isometrías sobre M; se dice que S es un slice en
x ∈M si:

i) x ∈ S

ii) GS ∶= {gp ∣ g ∈ G,p ∈ S} es un subconjunto abierto de M

iii) GxS = S

iv) la acción de Gx sobre S es isomorfa a una acción ortogonal lineal de Gx sobre una bola
abierta en algún espacio euclídeo.

Una acción de G ′ sobre M ′ se dice isomorfa o equivalente a la acción de G
sobre M si existe un isomorfismo ϕ ∶ G → G ′ y una isometría f ∶M →M ′ tal
que f(gp) = ϕ(g)f(p), para todo p ∈M,g ∈ G.

v) la aplicación (G× S)/Gp →M, (g,q)Gp → gq, es un difeomorfismo sobre GS, donde la ac-
ción de Gp sobre G×S es dada por k(g,q) = (gk−1,kg), k ∈ Gp, g ∈ G, q ∈ S y (G×S)/Gp
es el espacio de órbitas.

Cuando la acción en M es propia, existe para todo x ∈M un slice [PT, Teorema 5.2.6].

Sean Gx y Gy órbitas en M/G, se dice que tienen el mismo tipo si Gx y Gy son conjugados
en G, de la Proposición 2.1.2, Gx y Gy son conjugados si y solo si Gy = Ggx para algún g ∈ G,
el tipo de órbitas define una relación de equivalencia lo cual no es difícil de ver. Se notará
[Gx] la clase de la órbita Gx y se llamará órbita tipo de Gx; sea H el conjunto de todas las
órbitas tipo. Se dirá que [Gx] ≤ [Gy] si y solo si Gy es conjugado en G de algún subgrupo
de Gx, esto define un orden parcial sobre el conjunto de todas las órbitas tipo; la existencia
de un slice S a x implica que [Gx] ≤ [Gy], para todo y ∈ GS, si M es conexo, entonces M/G
es conexo [PT, Corolario 5.4.18.], entonces existe una única órbita tipo maximal en H, como
consecuencia de la definición [Gx] es maximal si y solo si para todo y ∈M, Gx es conjugado
de algún subgrupo de Gy. A las órbitas de clases maximales se les llama órbitas principales.
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En [PT, Proposición 5.4.14, Corolario 5.4.18] se establece la existencia de órbitas tipo princi-
pales y la unicidad si M es conexo.

La cohomogeneidad es la codimensión de una órbita principal; si x pertenece a una órbita
principal entonces es llamado punto regular; de lo contrario es llamado punto singular, de igual
manera si una órbita tiene dimensión menor que una órbita principal es llamada singular,
pueden existir órbitas que no son principales con dimensión igual a órbitas principales, a
tales órbitas se les llama excepciones, la idea es buscar cuando estas órbitas no existen, mas
adelante se darán ejemplos fundamentales para este trabajo en los cuales las órbitas excep-
cionales no existen.

Se nota con Mr el conjunto de puntos regulares, esto es, la unión de órbitas principales,
véase que si S es un slice a un x, entonces [Gx] ≤ [Gy], para todo y ∈ GS; si x es regular Gx es
principal esto es [Gy] ≤ [Gx], de lo que [Gx] = [Gy], para todo y ∈ GS, que por definición de
slice es abierto, lo que prueba que Mr es un subconjunto abierto de M, mas aún Mr resulta
un subconjunto abierto y denso de M [PT, Teorema 5.4.15].

Supóngase que G actúa sobre M y la acción es propia y que M/G es conexo; como se vio
antes si G es un subgrupo cerrado de isometrías de M y M conexo, esto se tiene. La aplicación
ϕg ∶M →M, p → gp, es una isometría de M ya que la acción es isométrica, si p ∈M y g ∈ Gp
entonces ϕg fija p, de lo que para todo p ∈M, Gp actúa sobre TpM por:

ψp ∶ Gp × TpM→ TpM, (g,X) → gX = (dϕg)pX

Como Tp(M) = Tp(Gp) ⊕ νp(Gp). Notar que para g ∈ Gp, Gp es invariante, de lo que
Tp(Gp) es invariante por la acción, por lo que su complemento ortogonal también lo es, esto
es, νp(Gp) es invariante.

Sea Xp ∶ Gp × Tp(Gp) → Tp(Gp) la restricción de ψp al tangente a p, que es llamada la rep-
resentación isotrópica de la acción a p, por otro lado σp ∶ Gp × νp(Gp) → νp(Gp) la restricción
de ψp al normal a p es llamada la representación slice y su restricción a G∗p es la representación
slice de la componente conexa que contiene a la identidad, del subgrupo de isotropía (brevemente, la
llamaremos representación slice conexa), donde G∗p es la componente conexa a la identidad de
Gp.

Sea p ∈M, tómese r suficientemente pequeño tal que Br(0) ⊂ νp(Gp) es un embedding de
Br(0) en M bajo la restricción de la exponencial, S = expp(Br(0)) es un slice a p llamado el
slice geodésico o slice normal.

Lema 2.1.3. Si S es un slice geodésico a p, entonces Gq ⊂ Gp, para todo q ∈ S, en particular si p es
regular Gq = Gp, para todo q ∈ S.

Teorema 2.1.4. Una órbita Gp es principal si y solo si la representación slice Sp es trivial.

Demostración
Del lema anterior Gq = Gp, para todo q ∈ Sp. Si se toma éste slice geodésico lo suficiente-

mente pequeño, para que la geodésica en Sp una p y q, entonces todo g ∈ Gp fija p y q de lo
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que Gq fija punto por punto el subespacio lineal unidimensional de νp(Gp) correspondiente
a esa geodésica, lo que concluye el teorema. ◇

Anteriormente se dijo que siempre existen órbitas principales y órbitas singulares (de menor
dimensión que las principales), pero se habló de las órbitas excepcionales, esto es, órbitas de
igual dimensión que las principales, que no son principales, el trabajo ahora es ver acciones
que no tengan órbitas excepcionales, o lo que es lo mismo, acciones donde todas las órbitas
de dimensión maximal sean principales.

SeaM una variedad Riemanniana conexa y completa, y sea G un subgrupo cerrado de I(M),
(en particular la acción es propia); una subvariedad cerrada, completa, conexa y embedded S
de M es llamada una sección para M si GS = M y para todo x ∈ S, TxS ⊆ νx(Gx); pero como
Tx(Gx) es el conjunto de ξ(x) donde ξ ∈ g, g el álgebra de Lie de G, la segunda condición se
puede reescribir como:

Para todo x ∈ S y ξ ∈ g, ξ(x)�TxS.

Es claro que si S es una sección para M, gS también lo es para g ∈ G. Como GS = M, se
sigue que si una sección existe, entonces existe una sección a cada punto, y se dirá que M
admite secciones. Si M admite secciones la acción es llamada polar, por supuesto si G actúa
polarmente G∗ también, con G∗ la componente conexa a la identidad de G.

En particular en la acción de SO(n) sobre Sim○, las matrices simétricas de traza cero, con
acción g.x = gxg−1 y con producto interno ⟨X,Y⟩ = Tr(XY); una sección es el espacio de matri-
ces diagonales de traza cero.

Sea K un grupo compacto, una representación ρ ∶ K → SO(n) se llama polar si ρ(K) actúa
polarmente sobre Rn. Un ejemplo de representación polar, es la acción usual de SO(n) sobre
Rn , ésta puede ser vista como la representación isotrópica de Sn = SO(n+ 1)/SO(n). Un im-
portante ejemplo de representaciones polares son las llamadas s-representaciones B, vistas de
manera tangencial en el capítulo anterior, esto es, la representación isotrópica de un espacio
simétrico, simplemente conexo y semisimple; este caso especial se estudiará con mas detalle
posteriormente.

Teorema 2.1.5. Toda sección de una acción polar es totalmente geodésica.

Demostración
Sea S una sección de una acción polar dada, se denota Sr el conjunto de puntos en S los

cuales son puntos regulares; esto es, están en alguna órbita principal. Sea p ∈ Sr y ξ ∈ νpS,
como la acción es isométrica se puede definir un campo de Killing X en una vecindad de p
con Xp = ξ, como la acción es polar entonces X es ortogonal a la sección, al ser X campo de
Killing la derivada covariante ∇X, es un tensor antisimétrico, por la fórmula de Weingarten se
tiene que:

⟨−AξY,Y⟩ = ⟨∇YX,Y⟩ = 0, por supuesto aquí la parte normal de la fórmula es ortogonal a
Y ∈ TpS y S, en tanto S es ortogonal en cada punto de Sr, como Sr es denso y abierto en S
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entonces S es totalmente geodésica. ◇

Proposición 2.1.6. La representación slice conexa de una acción polar, en cualquier punto es polar.
mas aún, si S es una sección de la acción polar a p ∈ S, entonces TpS es una sección de la representación
slice conexa a p.

Demostración
Sea Gp el grupo de isotropía en p de la acción polar de G sobre M. Sea νp(Gp) el espacio

de la representación slice, por definición de sección TpS es un subespacio lineal de νp(Gp),
tómese una Br(0) suficientemente pequeña, centrada en cero en νp(Gp) y Σ = expp(B) el
normal slice en p, y sea x = expp(v) ∈ S, como Gx ⊆ Gp, para todo x ∈ S, el subgrupo de
isotropía de la Gp-acción lineal sobre Vp(Gp) a x es Gx, de lo que se sigue que la Gp-órbita
de x en νp(Gp) tiene la misma codimensión, tal como la G-órbita de x a M, luego la codi-
mensión de una órbita principal de la acción de Gp sobre el espacio normal νp(Gp), es igual
a la dimensión de TpS. Si se prueba que TpS es perpendicular a las órbitas de Gp se tendría
la proposición, pues TpS debe coincidir con el espacio normal a una Gp-órbita principal, y
ésta debería intersectar todas las otras. El algebra de Lie de Gp puede ser vista como el con-
junto de endomorfismos antisimétricos de νp(Gp) de la forma (∇X)p donde X es un campo
de killing sobre M inducido por G, pero todo campo de Killing sobre M inducido por G es
siempre ortogonal a S (esto es por definición). Entonces para todo v ∈ TpS, ∇vX es ortogonal
a TpS pues del teorema anterior S es totalmente geodésica, por lo que los campos de killing
inducidos por Gp sobre νp(Gp) son perpendiculares a TpS. ◇

Se define para cada campo de Killing X sobre M inducido por la acción polar de G, el
endomorfismo antisimétrico sobre νp(Gp) a p ∈M notado por BXp , como ⟨BXpξ,η⟩ = ⟨∇ξX,η⟩
ξ,η ∈ νp(Gp).

Sea hp la subálgebra de so(νp(Gp)) generada por todos los BXp y sea Hp el subgrupo de Lie
conexo de SO(νp(Gp)) con algebra de Lie hp.

Lema 2.1.7. El grupo de Lie Hp contiene la imagen σp(G∗p) de la representación slice conexa a p
(como subgrupo de SO(νp(Gp))), y la acción de Hp sobre νp(Gp) tiene las mismas órbitas como la
representación slice conexa a p.

Demostración
Sea σp ∶ Gp → SO(νp(Gp)) la representación slice a p. Si X ∈ gp, σp(expp(tX)) = exptσ∗X.

Si γ curva en νp(Gp) con γ(0) = p y ξ = γ ′(0) entonces:
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σp∗X(ξ) =
D

dt
∣
t=0
σp(exp(tX))∗ξ definición de diferencial.

= D

dt
∣
t=0

d

ds
∣
s=0

(exp(tX))γ(s) por definición deγ

= D

ds
∣
s=0

d

dt
∣
t=0

(exp(tX))γ(s) por diferenciabilidad

= D

ds
∣
s=0
X∗γ(s) por el campo de Killing definido en A

= ∇ξ = BX
∗

p ξ

Como BX
∗

p ξ ∈ νp(Gp) entonces σp(G∗p) ⊂ Hp, lo que prueba la primera afirmación.

Para la segunda parte de la Proposición 2.1.6, si S es una sección de la G-acción en p, TpS es
una sección de la representación slice conexa en p. Sea X un campo de Killing inducido por
la G-acción; sea A el operador de formas de la subvariedad S en el espacio ambiente. Por la
fórmula de Weingarten

⟨BXpv,w⟩ = ⟨∇vX,w⟩ = ⟨−AXv,w⟩; v,w ∈ Tp, con ∇ la conexión de Levi-Civita del espacio
ambiente, por supuesto, w ⊥ (∇vX)⊥ = ∇⊥vX, como X es perpendicular a S por definición de
slice y del teorema 2.1.5, al ser la acción polar S es totalmente geodésica, luego v→ BXpv, es un
campo de Killing, lineal sobre νpM y perpendicular a toda sección σp, la prueba se sigue de
que, si X es un campo de Killing que es ortogonal a todas las secciones de una acción polar
de G sobre una variedad Riemanniana M entonces el grupo monoparamétrico de isometrías
generado por X preserva cada G-órbita [BCO, Ejemplo 3.10.15]. ◇

Sea Gp una órbita principal y ξ ∈ νp(Gp) entonces se define ξ̂gp ∶= gξ, este es un campo
normal bien definido sobre Gp; pues si gp = g ′p entonces g−1g ′p ∈ Gp y g−1g ′ξ = ξ por el
teorema 2.1.4. Entonces gξ = g ′ξ, este es llamado el campo normal equivariante a ξ.

Un principal hecho es que se pueden tomar ξ1, ...,ξk base ortonormal a νp(Gp) y construir
los campos equivariantes ξ̂1, ..., ξ̂k, los cuales forman un marco ortonormal de campos del
fibrado normal de Gp, recordar [KN1] que un fibrado (P,M,G) es trivial si P = M ×G, de
lo anterior, el tener un marco global del fibrado normal, implica que éste es trivial, esto es,
isomorfo a Gp×Rn.

Proposición 2.1.8. Sea G actuando polarmente sobre M y asúmase que ξ ∈ νp(Gp)) es fijo bajo la
representación slice conexa a p. Entonces ξ se extiende localmente a un campo normal G-invariante,
∇⊥-paralelo a Gp.

Demostración
Sea F el conjunto de puntos fijos de G∗p sobre νpM; y sea S una sección para la acción con

p ∈ S; por la Proposición 2.1.6, TpS es una sección de la representación slice conexa, del lema
2.1.7, Hp tiene las mismas órbitas que la representación slice conexa, entonces Hp fija a F, por
derivación, como hp es generado por todos los BXp , en particular BXp = 0 para todo X campo
de Killing inducido por G. Localmente se puede extender ξ, pues la órbita es arbitraría, a un
campo normal equivariante (local) ξ̂ de Gp y este se puede extender a un campo tangente a



2.1 acciones 25

M, ξ ′. ξ ′ será nuestro candidato, véase que:

⟨∇Xpξ ′,ξ⟩ = ⟨∇Xpξ ′ − [X,ξ ′]p,ξ⟩ = ⟨∇ξX,ξ⟩ = 0 pues BXpξ = 0.

Y [X,ξ ′]p = d
dt

∣
t=0 (φ

X
−t)∗φt(p)ξ

′ = 0 y ξ̂ es equivariante, lo que nos da la G-invariancia. ◇

La proposición anterior implica.

Corolario 2.1.9. Sea G actuando polarmente sobre M, entonces todo campo G-equivariante sobre una
órbita principal es ∇⊥-paralelo.

Demostración
Este es un caso particular de la proposición anterior, para el cual la órbita principal es ∇⊥-

paralela. ◇

El corolario anterior tiene un recíproco local, recuérdese que Mr es el conjunto de puntos
regulares y éste resulta abierto y denso. Para G actuando sobre M, con M conexo se dirá que
G actúa localmente polar sobre M, si la distribución ν sobre Mr dada por el espacio normal
νp(Gp) a las órbitas principales es integrable con hojas totalmente geodésicas.

Proposición 2.1.10. Sea G actuando sobreM, conM conexa. Si todo campo normal equivariante sobre
una órbita principal es ∇⊥-paralelo, entonces G actúa localmente polar sobre M.

Demostración
Sean ξ,η, campos tangentes G-equivariantes a ν y X un campo de Killing inducido por G.

Entonces:

⟨∇ξη,X⟩ = −⟨η,∇ξX⟩ = ⟨η,∇Xξ− [X,ξ]⟩ = 0

Pues ξ es paralelo y [X,ξ] = 0, al igual que en la prueba anterior, de donde ν es paralelo y
en particular integrable. ◇

Proposición 2.1.11. Sea G actuando polarmente sobre M y sea S una sección, si N es una subvarie-
dad totalmente geodésica de M que interseca todas las G-órbitas ortogonalmente, entonces existe una
isometría g ∈ G, tal que g(N) ⊂ S.

Demostración
Por densidad, si N no es un punto, existe un punto p ∈ G tal que g(p) ⊂ S, esto se puede

ver por definición de sección, entonces se tiene que g∗TpN ⊂ g∗νp(Gp) = νgp(Gp) = TpS, (en
la primera inclusión se usa la hipótesis de ortogonalidad), lo anterior implica que g(N) ⊂ S,
pues g(N) y S son totalmente geodésicas, conexas y S es completa. ◇

Terminamos esta sección hablando de un tópico fundamental para este trabajo que ha sido
tocado de manera superficial en apartados pasados, éstas son las s-representaciones B; una
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s-representación es la representación isotrópica de un espacio simétrico S = G/K, conexo, sim-
plemente conexo y semisimple (por supuesto se asume Riemanniano). Donde G es la compo-
nente conexa del grupo de isometrías de S y K el subgrupo de isotropía. Un importante hecho
es que la representación holonómica de S coincide con la representación isotrópica G/K. Una
órbita de s-representación se conoce usualmente como R-espacio, por la descomposición de
Cartan B, se puede ver que la s-representación coincide con la representación adjunta vía la
identificación p = T○M, con g = k+ p la descomposición asociada.

El siguiente teorema es de gran importancia ya que prueba que la representación isotrópica
(adjunta) de k es polar.

Teorema 2.1.12. Sea (G,K) un par simétrico (Riemanniano), de un espacio simétrico (Riemanniano),
simplemente conexo, semisimple S y sea g = k+ p la correspondiente descomposición de Cartan del alge-
bra de Lie g de G. Entonces la representación adjunta de k sobre p es polar y todo abeliano maximal de
p es una sección.

Demostración
Se asume S irreducible, compacto y la métrica Riemanniana sobre S es normalizada de

modo que el producto interno ⟨⋅, ⋅⟩ sobre p ≃ TpS que es inducido de la métrica Riemanniana
sobre S, es igual a −B donde B es la forma de Killing de g. Como se sabe de antemano se
puede tomar un v ∈ p tal que la órbita Ad(k)v es principal, se denota Σ el espacio normal afín
a la órbita v; esto es:

Σ = {v+ ξ ∣ ξ ∈ νv(Ad(K)v)}.

Como −v ∈ νv(Ad(K)v), entonces v−v = 0 ∈ Σ, por tanto Σ = νv(Ad(K)v), viendo νv(v)(Ad(K)v)
como subespacio lineal de p.

Sea Ad(K)w otra órbita, por compacidad de las órbitas se puede tomar w tal que la
distancia entre ambas órbitas compactas es igual que la distancia entre v y w, entonces
w− v ∈ νv(Ad(K)v), de lo que v+w− v ∈ Σ, esto es, w ∈ Σ y Σ interseca órbitas.

Sea u ∈ Σ, entonces [u,v] ∈ k por la descomposición de Cartan, ya que [p,p] ⊂ k. Sea w ∈ k
entonces por propiedades de la forma de Killing B, se tiene que.

B([u,v],w) = −B(u, [w,v]) = 0, pues [w,v] ∈ Tv(Ad(K)v) y u ∈ Σ = νv(Ad(K)v).

Como B es no degenerada y por arbitrariedad de w se tiene que [u,v] = 0, usando Jacobi
para u,w ∈ Σ de lo anterior, [u,v] = [w,v] = 0, luego [[u,w],v] = [[u,v],w] + [u, [w,v]] = 0,
esto prueba que [v,w] esta en la subálgebra isotrópica kv de k a v, como v es un punto
de una órbita principal, por el Lema 2.1.3, los grupo de isotropía a cualquier punto de un
slice geodésico coinciden y como la órbita es principal se sigue que Σ es geodésico, luego
[u,w] esta en el álgebra isotrópica de k a todo punto de Σ, en particular [[u,w],w] = 0, pero
B([u,w], [u,w]) = −B([[u,w]w],u) = 0, entonces [u,w] = 0, por arbitrariedad de u,w ∈ Σ se
tiene que Σ es abeliano.
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Ahora si u ∈ Σ y X ∈ TuΣ, entonces:

B(Tu(Ad(K)u),X) = B([k,u],X) = B(k, [u,X]) = 0, pues Σ es abeliano, de lo que Σ intersecta
ortogonalmente todas las órbitas en sus puntos de intersección, por lo que la acción adjunta
de k sobre p es polar.

Para terminar la prueba del teorema resta ver que Σ es un abeliano maximal.

Supóngase que Σ = νv(Ad(K)v) ⊂ Σ ′ y Σ ′ maximal a p. Como en la ultima parte de la
prueba Σ es ortogonal a Ad(K)v a v, entonces Σ ′ ⊂ νv(Ad(K)v) y Σ = Σ ′. ◇

Del teorema anterior y la proposición 2.1.11, se llega a que:

Teorema 2.1.13. Si a y a ′ son abelianos maximales de p, entonces existe un elemento k ∈ K tal que
Ad(k)a = a ′.

Usualmente se suele llamar flat a un abeliano maximal, el rango de un espacio
simétrico S es la dimensión de un abeliano maximal igual a la cohomogeidad
(codimensión de la representación isotrópica S = G/K).

Terminamos esta sección con un importante resultado probado por Dadok [Da] que da
una caracterización de las representaciones polares; ya el teorema 2.1.12, prueba que toda s-
representación es polar, veremos que el recíproco es válido en el siguiente sentido.

Sean p1 ∶ G1 → SO(n) y p2 ∶ G2 → SO(n) dos representaciones, se dice que son órbita-
equivalentes si existe una isometría ϕ ∶ Rn → Rn que envia órbitas de G1 en órbitas de G2 esto
es ϕ(G1(x)) = G2(ϕ(x)), para todo x ∈ Rn

Teorema 2.1.14. (Dadok) [Da].
Toda representación polar de Rn es órbita-equivalente a una s-representación.

2.2 subvariedades con fibrado normal globalmente plano y subvariedades

isoparamétricas

Supóngase que M es una subvariedad de M̄n(k), espacio de formas, un campo normal par-
alelo ξ de M es llamado una sección normal paralela isoparamétrica si Aξ tiene valores propios
constantes, con A el operador de forma. Una subvariedad de un espacio con curvatura sec-
cional constante se dice Umbilical en dirección de ξ si Aξ es múltiplo de la identidad y ξ es
llamado campo normal umbilical (o sección). Si M es umbilical en cada dirección normal ξ, M
es llamado totalmente umbilical de M̄.

De aquí en adelante supondremos que M̄ = Rn, para el caso de M̄ = Sn simplemente es
preciso verla como subvariedad de Rn+1. Como consecuencia del teorema de reducción de
codimensión, si M es subvariedad substancial de Rn solo existe una única sección umbilical
isoparamétrica salvo múltiplo constante, y ésta es dada por el vector posición al origen. Nos
interesarán en adelante solamente los no umbilicales.
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Sea ξ sección isoparamétrica y λ1, ...,λm los diferentes (constantes) valores propios de Aξ y
TM = E1⊕, ...,⊕Em la descomposición ortogonal suave en espacios propios (autoespacios) del
operador de forma Aξ en dirección ξ, las distribuciones E1, ...Em se denominan las Autodis-
tribuciones (distribuciones propias) asociadas a Aξ. Entonces se tiene:

Lema 2.2.1. Sea M subvariedad de Rn y ξ una sección normal paralela isoparamétrica .

i) La autodistribución Ei de Aξ es una distribución auto-paralela (por lo tanto integrable con hojas
totalmente geodésicas), para cada i = 1,2, ...,m.

ii) La autodistribución Ei es invariante bajo todos los operadores de forma de M, para cada i =
1,2, ...,m.

iii) Sea Si(q) la subvariedad integral de Ei para q ∈M, entonces Si(q) está contenido en el subespa-
cio afín q+Ei(q) ⊕νqM de Rn y Aiξ = Aξ ∣Ei(q) para todo ξ ∈ νqM, donde Ai es el operador
de forma de Si(q), como subvariedad del subespacio afín.

Demostración
i) si m = 1, es trivial. Si m ≥ 2 sean X,Y secciones de Ei y Z de Ej, i ≠ j, usando la ecuación

de Codazzi, (λi − λj)⟨∇XY,Z⟩ = ⟨(∇XAξ)Y,Z⟩ = ⟨(∇ZAξ)X,Y⟩ = 0; para i ≠ j implica que
⟨∇XY,Z⟩ = 0, entonces ∇XY es una sección en Ei de lo que Ei es auto-paralelo, en tanto, inte-
grable con hojas totalmente geodésicas [BCO, Apéndice].

ii) Como ξ es ∇�-paralelo ∇�ξ = 0, entonces, por definición del tensor de curvatura nor-
mal R�(X,Y)ξ = 0 y usando la ecuación de Ricci se tiene que [Aξ,Aη] = 0 para todo η campo
normal, de lo que el operador de forma conmuta con Aξ, por lo tanto preserva la distribución.

iii) Si m = 1, es trivial. Si m ≥ 2 sea c ∶ [0,1] → Si(q) una curva suave con c(0) = q, ξ normal
a Si(q) ⊂ M a q. Nótese de igual forma ξ, el vector paralelo a lo largo de c con respecto a
la conexión normal de Si(q); por paralelismo y usando que Si(q) es totalmente geodésica,
de la fórmula de Gauss se tiene que α(c ′(t),ξ(t)) = 0, la derivada covariante en Rn es nula,
esto implica que Si(q) esta contenido en el espacio afín q+Ei(q)⊕νqM de Rn, además como
Si(q) es totalmente geodésica en M, Aiξ es la restricción de Aξ a Ei(q), para todo ξ ∈ νqM. ◇

Considérese ahora M subvariedad isoparamétrica de Rn, esto es, M tiene curvaturas prin-
cipales constantes y fibrado normal plano ((R⊥) ≡ 0), dado que (R⊥) ≡ 0, por la ecuación de
Ricci ⟨R⊥(X,Y)ξ,η⟩ = ⟨[Aξ,Aη]X,Y⟩, entonces [Aξ,Aη] = 0, para todo ξ,η en el normal a cada
p, de lo que {Aξ}ξ∈νpM es un conjunto de operadores simultáneamente diagonalizables, sean
λ0(ξ), ...,λm(ξ); los valores propios comunes de A a p con λ0(ξ) ≡ 0 y sea Ei la distribución
común a λi(ξ) para i = 0,1, ...m; llamada la distribución de curvatura de M, esto es:

AξXi = λi(ξ)Xi, Xi ∈ Ei (1)

Considérese, λi ∶ νpM → R, la función lineal para todo i definida por (1), se tiene que
λi = ⟨ηi(p), ⋅⟩, la cual determina campos ηi a todo i, llamados las curvaturas normales, como
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λi(ξ) es constante, si ξ es paralelo, las curvaturas normales son paralelas en la conexión nor-
mal.

Se puede tomar ξ tal que ⟨ξ,ηi⟩ son todos diferentes, E0 es por supuesto Ker(Aξ).

Por el lema anterior la distribución Ei es auto-paralela e invariante por todos los operadores
de forma y Si(q) ⊂ q+Ei(q)⊕νqM a través de q, donde Si(q) es la hoja de la distribución en
q llamada la esfera de curvatura en q relativa a λi, que es subvariedad totalmente umbilical del
espacio ambiente.

Si(q) es abierto de un subespacio afín si ni = 0 o de una esfera en otro caso. Las dimen-
siones de los Ei son llamadas las multiplicidades de la subvariedad isoparamétrica.

Lema 2.2.2. Sea M una subvariedad isoparamétrica del espacio euclídeo. Entonces, M es substancial
si las curvaturas normales generan el espacio normal, esto es span⟨ηi(x)⟩ = νxM para todo x ∈M, en
particular codim(M) ≤ dim(M).

Demostración
Si span⟨ηi(x)⟩ ≠ νxM para todo x entonces se puede tomar η ≠ 0 campo normal paralelo

con ηx ⊥ span⟨ηi(x)⟩ para todo x, por el teorema de reducción de codimensión M no puede
ser substancial pues en otro caso Aξ = 0. ◇

Del lema 2.2.1 y lo anterior se tiene que:

Lema 2.2.3. Sea M subvariedad isoparamétrica de Rn.

i) Si la curvatura normal ηi ≠ 0, entonces Si(q) es un abierto de una esfera del espacio afín
q+Ei(q) +Rηi(q).

ii) Si la curvatura normal ηi = 0, entonces Si(q) es un abierto del subespacio afín q+Ei(q).

Nota 2.2.4. En esta nota se expresan algunas ideas básicas sobre subvariedades isoparamétri-
cas.

⋆ Del Lema 1.2.2 y el Lema 2.2.2 se reescribe como: el primer espacio normal de una sub-
variedad isoparamétrica es generado por las curvaturas normales.
⋆ Si M es una subvariedad isoparamétrica compacta, todas las curvaturas normales son dife-
rentes de cero.
⋆ Se define el rango de una subvariedad isoparamétrica del espacio euclídeo como el número
maximo de curvaturas normales linealmente independientes, en particular si es substancial el
rango coincide con la codimensión.
⋆ Si Si(p) tiene codimensión 1, entonces es claro que es una esfera(extrínseca), esto es una
esfera contenida en un subespacio afín del espacio ambiente.
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Sea M subvariedad de Rn y asúmase que existe un campo normal paralelo no trivial, ξ,
como ξp ∈ νpM; ξp puede ser visto como un vector de Rn, de lo que se puede ver ξ ∶M→ Rn,
como una aplicación suave, se define fξ ∶M→ Rn, p→ p+ ξp; si v = c ′(0) ∈ TpM entonces:

(fξ)∗p(v) =
d

dt
∣
0
(c(t) + ξ(c(t)))

= v−Aξqv
= (IdTpM −Aξp)v esto es

(fξ)∗p = IdTpM −Aξp .

De lo que fξ es una inmersión si y solo si 1 ∉ Spec(Aξ), esto es 1 no es valor propio de Aξ;
para propiedades locales se puede asumir que fξ es un embedded.

Se reescribe 1 ∉ Spec(Aξ) y fξ es un embedding si y solo si ker(fξ∗)p ≡ 0 para todo p, en
tal caso se llama a Mξ = {p+ ξp∣p ∈M} una variedad paralela a M en dirección ξ.

En general si dim(Ker(fξ∗)p) ≡ c, constante para todo p, Mξ es una subvariedad inmersa
de Rn con dimensión dim(M)− c, esto ocurre en particular si ξ es una sección isoparamétrica.
Se llama a p + ξp un punto focal a M en dirección ξ, si dim(Ker(fξ∗)p) > 0, en tal caso
dim(Ker(fξ∗)p) es la multiplicidad del punto focal; en el caso en que es constante positiva
dim(Ker(fξ∗)p) = c > 0, Mξ es llamada variedad focal(o focal paralela) de M en dirección a ξ.

Un importante hecho es que variedades paralelas a subvariedades isoparamétricas son isoparamétri-
cas.

Sea Mξ un embedding paralelo o variedad focal a M, se define π ∶M →Mξ simplemente
como π(p) = fξ(p) = p+ ξp, por supuesto π es una submersión la cual es un difeomorfismo si
Ker(fξ∗)p ≡ 0

Se denotan con H y V la distribución horizontal y vertical respectivamente, inducida por
π. Por supuesto Hp es paralelo e isomorfo a Tπ(p)Mξ, νp ⊂ νπ(q)Mξ y Vp = Ker(π∗p) =
Ker(Id−Aξ)p = Tp(π−1(π(p))).

Sea λi un valor propio no nulo de la sección paralela isoparamétrica ξ, con la notación del
lema 2.2.1, ξi = ξ/λi es una sección paralela isoparamétrica con Aξ ∣Ei= IdEi y Ker(Id−Aξi) =
Ei. Se denota πi ∶ M → Mξi la aplicación focal de M sobre Mξi , el espacio tangente de
Mξi a πi(p) es dado por E1(p) ⊕ ... ⊕ Êi(p) ⊕ ... ⊕ Em(p), donde Êi(p) significa que Ei(p)
es omitido; en otras palabras, la distribución vertical y horizontal es dada por V = Ei y
H = E1 ⊕ ...⊕ Êi ⊕ ...⊕Em respectivamente. Se dirá que Mξi es variedad focal que focaliza Ei.

Lema 2.2.5. Sea Mξ variedad focal paralela a M y π como antes, π ∶ M → Mξ, entonces las fibras
de π son subvariedad totalmente geodésicas de M y el operador de forma de M deja la descomposición
ortogonal, TM = V ⊕H, invariante.
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Demostración
La segunda parte es análoga a la prueba ii) en el lema 2.2.1, el primer estamento se sigue

de la ecuación de Codazzi; supóngase que dim(Mξ) ≥ 1, en otro caso es trivial, sean X,Y
secciones en V y Z vector propio de Aξ con AξZ = λZ, λ ≠ 1, de Codazzi:

(1− λ)⟨∇XY,Z⟩ = ⟨(∇XAξ)Y,Z⟩ = ⟨(∇ZAξ)X,Y⟩ = 0.

Como H es generado por los vectores propios Z, esto implica que ∇XY es una sección de
V , entonces V es un subespacio auto-paralelo de TM, de lo que, las hojas son subvariedades
totalmente geodésicas de M. ◇

Considérese una curva c en Mξ, q = c(0) y el levantamiento horizontal de c a p = π−1(q),
notado con, c̃ y c̃(0) = p ver [KN1, Capítulo 2], esto es, la única curva c̃ con c̃(p) tal que
π ○ c̃ = c y c ′(t) ∈ Hc(t) para todo t. Del lema anterior se sigue.

Lema 2.2.6. Sea c curva enMξ con q = c(0) y c̃ el levantamiento horizontal, con c̃(0) = p ∈ π−1({q})
para todo η ∈ νp ⊂ νqMξ, entonces el trasporte paralelo de η a lo largo de c y c̃ con respecto a las
conexiones normales de Mξ y M respectivamente, coinciden.

Se sigue el siguiente hecho importante:

Lema 2.2.7. (Formula del tubo). Para todo η ∈ νpM ⊂ νπ(p)Mξ se tiene que:

Âη = (Aη∣H) ○ [(Id−Aξp) ∣H]−1.

con A el operador de forma de M y Â el de Mξ.

Demostración Sea c curva en Mξ con c(0) = π(p), c ′(0) ∈ Tπ(p)Mξ ≅ H y sea c̃ el levan-
tamiento de c con c̃(0) = p, entonces c̃(t) = c(t) − ξ(t), si η(t) ∶= η(c(t)) = η(c̃(t)) se tiene:

Aη(t)c̃
′(t) = −η ′(t) = Âη(t)(c̃ ′(t) + ξ ′(t)) = Âη(t)(c̃(t) −Aξc̃(t)).

Para t = 0 y por arbitrariedad de c se obtiene la formula del tubo.

Sea γ ∶ [0,1] → M curva, se considera el transporte ∇⊥-paralelo como una transformación
de γ(0)+νγ(0)M en γ(1)+νγ(1)M; si Mξ es focal, identificaremos p−ξ(p) en M para p ∈Mξ,
con el vector −ξ(p), el cual es normal en M a p− ξ(p), y en Mξ a p. ◇

Lema 2.2.8. Sea M subvariedad de Rn y ξ campo normal paralelo a M, asúmase que Ker(Id−Aξ)
tiene dimensión constante y seaMξ la variedad focal aM y π ∶M→Mξ la sumersión correspondiente.

i. Si γ̄ ∶ [0,1] →M el levantamiento horizontal en M (esto es, γ̄ ′(t) es ortogonal a Ker(Id−Aξ(t)))
entonces γ̄(1) = τ⊥γ(γ̄(0)) donde γ = π ○ γ̄ y τ⊥γ ∶ γ(0) +νγ(0)(Mξ) → γ(1) +νγ(1)(Mξ) es el
transporte paralelo.
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ii. la fibra π−1(q) esta contenida en el espacio normal afín q+νq(Mξ) para q ∈Mξ.

iii. Sea p ∈ M y γ ∶ [0,1] → Mξ una curva diferenciable a trozos con γ(0) = π(p) = p̄, γ(1) =
π(q) = q̄ y sea τ⊥γ el transporte ∇⊥-paralelo a lo largo de γ. Entonces q = τ⊥γ(p) ∈ π−1(q̄) y
τ⊥γ(π−1(p̄)) coincide con π−1(q̄) cerca a q.

Sea M una subvariedad del espacio euclídeo con espacio normal plano, por ejemplo las
subvariedades isoparamétrica. Para q ∈ M sea q + νq(M) el espacio normal afín, se notara
FM(q) = {q+ ξq ∣ ξq ∈ νq(M), (Id−Aξq) es singular}, FM(q) se llama el conjunto focal. Como
M es plano, el conjunto de operadores de forma a q, forma una familia conmutativa; Sean
λ1(ξq), ...,λr(ξq) los valores propios comunes (por supuesto estos definen funciones lineales
a νqM), entonces:

FM(q) = ⋃ri=1 `i(q), donde `i(q) = {q+ ξq ∣ ξq ∈ νq(M),λi(ξq) = 1}.

Los `i(q) son llamados hiperplanos focales.

Proposición 2.2.9. Sea M subvariedad Riemanniana del espacio euclídeo, con fibrado normal plano
(en particular isoparamétrica). Sea ξ vector normal paralelo aM tal que Ker(Id−Aξ) ≠ 0 y considérese
la variedad paralela Mξ a M. Entonces para todo q ∈M.

i) q+νq(M) = q̄+νq̄(Mξ), donde q̄ = q+ ξq

ii) FM(q) = FMξ
(q̄)

Demostración
i) Como Tq̄Mξ = im(Id−Aξ(q)) = TqM, νqM = νq̄Mξ y q̄ ∈ q+νqM se sigue fácilmente i).

ii) Sean A y Â los operadores de forma de M y Mξ respectivamente. Sea x ∈ q + νqM =
q̄+νq̄(Mξ)(i); por la fórmula de tubo Âx−q̄ = Ax−q̄(Id−Aξ(q))−1 como x− q̄ = (x−q) − ξq se
tiene que:

Âx−q̄ = (Ax−q −Aξp)(Id−Aξp)
−1

= [(Ax−q − Id) + (Id−Aξq)](Id−Aξq)
−1

= (Ax−q − Id)(Id−Aξq)
−1 + Id

esto es, Id−Âx−q̄ = (Id−Ax−q)(Id−Aξq)−1

Luego Id−Āx−q̄ es invertible si y solo si Id−Ax−q es invertible y se tiene ii). ◇



2.2 subvariedades con fibrado normal globalmente plano y subvariedades isoparamétricas 33

Nota 2.2.10. Volviendo al caso de subvariedades isoparamétricas; que en particular tienen fi-
brado normal plano; los hiperplanos focales y los conjuntos focales son subvariedades invari-
antes por el transporte paralelo del espacio normal, pues las curvas normales son ∇⊥-paralelas.
Esto es, subvariedades isoparamétrica determinan una foliación singular del espacio euclídeo;
donde sus hojas son variedades isoparamétrica o focales de una subvariedad isoparamétricas.

En el caso en que M sea una subvariedad compacta, substancial e isoparamétrica, todas las
curvaturas normales son no nulas, pues M es compacta y toda hoja de la 0-distribución es un
subespacio afín del espacio ambiente; el cual es trivial, pues M es compacta, nota 2.2.4.

Sea M subvariedad completa e isoparamétrica del espacio euclídeo, sean p,q ∈ M y sea
τp,q ∶ νpM→ νqM el transporte paralelo. El transporte paralelo afín τ̄p,q ∶ p+νpM→ q+νqM
es la única isometría que cumple τ̄p,q(p) = q y (τ̄p,q)∗p = τp,q.

Por ser isoparamétrica:

τ̄p,q(FM(p)) = FM(q), nota 2.2.10.

Denótese σqi la reflexión en el espacio afín q+νqM a través del hiperplano `i(q) correspon-
dientes a curvaturas normales no nulas, ver [H2] o [PT], entonces:

Lema 2.2.11. σqi (q) es el punto antipodal de q en la esfera Si(q) y σqi = τ̄q,σq
i
(q).

Sea ψi ∶= 2ηi
⟨ηi,ηi⟩ , entonces, ϕi(q) = q+ψi(q) = σqi (q)

Por ser isoparamétrica, nota 2.2.10

τ̄q,ϕi(q)(FM(q)) = FM(ϕi(q)) de la Proposición 2.2.9 se tiene que:

FM(q) = FMψi
(q+ψi(q)), pues M =Mψi y q+ψi(q).

Se concluye que τ̄q,ϕi(q)(FM(q)) = FM(q), de lo que todo σqi permuta los hiperplanos fo-
cales `1(q), ..., `m(q).

Teorema 2.2.12. (Terng)[BCO, teorema 5.2.7]. Las reflexiones σqi a través de los hiperplanos `i(q),
correspondientes a las curvaturas normales, generan un grupo finito de reflexiones Wq, llamado grupo
de coxeter de la subvariedad isoparamétrica a q.

Proposición 2.2.13. Sea X ∶M → Rn de rango k, una subvariedad isoparamétrica completa, tal que
todas las curvas normales son no-nulas (en particular si M compacto ver nota 2.2.10). Entonces M
esta contenido en una esfera de radio ∥η∥ con centro c0 = x+ η.

Demostración
Sea η un campo normal paralelo tal que ⟨η,ηi⟩ = 1 para i = 1,2, ...m.
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La existencia de η está justificada, ya que el grupo de reflexiones W fuerza a que
⋂ `i(q) consiste de un punto o equivalentementeW tiene un punto fijo, de lo que si
M tiene rango k existe η tal que ⟨η,ηi⟩ = 1, para todo i = 1,2, ...n; (pues q+ v ∈ `i(q)
si y solo si ⟨v,ηi⟩ = 1).

De lo que para η se tiene que X + η es un vector constante, pues para todo campo v sobre
M, ∇̄v(X+ η) = v−Aηv = 0, ya que si vi ∈ Ei, entonces Aη = ⟨ηi,η⟩vi = vi y TM = ⊕i Ei, con lo
que ∥X− c0∥ = ∥η∥. ◇

De la nota 2.2.10 y lo anterior se tiene el siguiente resultado:

Corolario 2.2.14. Sea M subvariedad completa e isoparamétrica de Rn, los siguientes estamentos son
equivalentes.

i. M es compacta.

ii. Todas las curvaturas normales son no-nulas.

iii. M esta contenida en una esfera.

Teorema 2.2.15. Si M es una subvariedad completa e isoparamétrica de Rn de rango k con distribu-
ción de nulidad E0 de dimensión m, entonces existe una subvariedad isoparamétrica M1 de rango k de
la esfera en Rn−m, tal que M =M1 ×E0.

Demostración
Sea η campo normal paralelo con ⟨ηi,η⟩ = 1 como en la prueba de 2.2.13. Entonces Ker(Id−Aη)

es la distribución correspondiente al complemento de la nulidad. Como la nulidad y Ker(Id−Aη)
son auto-paralelos e invariantes por todos los operadores de forma, por el lema de Moore 1.1.4
M es un producto. ◇

Nota 2.2.16. ⋆ Se puede escribir W para hablar del grupo de Coxeter en cualquier punto, pues
para p,q ∈M, Wp y Wq son conjugados por el transporte paralelo a una curva que une p,q

⋆ Supóngase que M1, M2 subvariedades isoparamétricas de Rm1+k1 y Rm2+k2 respec-
tivamente y W1,W2 los respectivos grupos de Coxeter, entonces M1 ×M2 es subvariedad
isoparamétrica de Rn con n =m1 +m2 + k1 + k2

El siguiente teorema relaciona el grupo de Coxeter con el concepto de reducibilidad.

Teorema 2.2.17. Sea M una subvariedad isoparamétrica de Rn con grupo de Coxeter W, entonces M
es reducible si y solo si W es reducible.
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Demostración
Por el Teorema 2.2.15, se asume que las curvaturas normales son diferentes de cero, supón-

gase que los primeros k generan W1 y los demás W2 y que W = W1 ×W2 con Wi grupos
de Coxeter de Rki , i = 1,2. Los dos conjuntos de curvaturas son perpendiculares uno al otro,
nótense A1 y A2.

Como en anteriores pruebas sea η un campo paralelo, tal que ⟨ηi,η⟩ = 1 para todas las cur-
vaturas normales. Entonces se escribe η = η1 + η2, η1 ⊥ A2 y η2 ⊥ A1.

Ahora las distribuciones D1 = Ker(Id−Aη1) y D2 = Ker(Id−Aη2), son mutuamente ortogo-
nales, auto-paralelas e invariantes para todos los operadores de forma. De lo que ambas son
paralelas y por el lema de Moore 1.1.4 M es producto. ◇

Finalizamos esta sección con el teorema del slice, previo el siguiente lema que se sigue como
en la prueba del lema 2.2.1.

Lema 2.2.18. Sea M subvariedad isoparamétrica del espacio euclídeo, sea ξ campo normal paralelo y
considérese la variedad focal π ∶ M → Mξ para todo q̄ ∈ Mξ, entonces toda componente conexa de
π−1(q̄) es una subvariedad isoparamétrica de νq̄Mξ.

De este lema se deduce.

Teorema 2.2.19. (Teorema del Slice) [HOT]. SeaMξ variedad focal de una subvariedad isoparamétrica
M del espacio euclídeo, sea q̄ ∈Mξ fijo, y sea V = νq̄Mξ. Entonces las variedades paralelas Mη de M
intersectan V en una foliación isoparamétrica de V .

Lema 2.2.20. SeaM una subvariedad isoparamétrica, ξ campo normal paralelo yMξ la correspondien-
te variedad (focal) con π ∶M→Mξ la respectiva proyección y q̄ = π(q), entonces:

νq̄Mξ = ⋃
q̂∈π−1(q̄)

νq̂M.

2.3 variedades con curvaturas principales constantes

Sea M una subvariedad del espacio euclídeo, recordar que M tienen curvaturas principales
constantes si los valores propios del operador de forma Aξ(t) son constantes, donde ξ(t) es el
transporte paralelo normal de ξ a lo largo de un curva arbitraria, en particular por definición
las subvariedades isoparamétrica cumplen esta propiedad.

Se empieza con el siguiente resultado para los campos equivariantes, vistos en el capitulo
anterior.

Proposición 2.3.1. Las curvaturas principales de órbitas principales con respecto a campos normales
equivariantes son constantes.
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Demostración
Sea M = Gp órbita principal de la G-acción isométrica, para g ∈ G, x ∈ TpM y ξ ∈ νpM se

tiene que.

Ag∗ξg∗X = g∗AξX pues g es isometría.

Como M es principal, para ξ se define el respectivo campo normal equivariante ξ̂ entonces:

Aξ̂gpg∗X = Ag∗ξg∗X = g∗AξX, para todo g ∈ G, x ∈ TpM y ξ ∈ νpM luego.

Aξ̂gp = g∗Aξg
−1
∗

de lo que, las curvaturas principales para todo Aξ̂ son constantes. ◇

Por Dadok teorema 2.1.14 toda s-representación es polar y de lo anterior toda órbita princi-
pal de una s-representación tiene curvaturas principales constantes, mas aún es isoparamétrica
[BCO, Sección 3.6], pero existe un hecho más general y es que cualquier órbita de una s-
representación tiene curvaturas principales constantes.

Proposición 2.3.2. [BCO, proposición 4.1.6] Toda órbita de una s-representación es una subvariedad
con curvaturas principales constantes.

Se darán adelante fuertes resultados que caracterizan las subvariedades con curvaturas prin-
cipales constantes, pero antes introducimos un tópico importante en lo que sigue, éste es el
de tubos de holonomía.

Si ηp ∈ νpM, el tubo holonómico notado como (M)ηp a ηp, que es la imagen bajo la exponen-
cial del subconjunto del espacio normal HolηpM obtenido por transporte ∇⊥-paralelo de ηp a
lo largo de curvas suaves a trozos en M, mas explícitamente.

(M)ηp = {γ(1) + τ⊥γηp∣γ ∶ [0,1] →M suave a trozos con γ(0) = p}.

HolηpM es, de hecho, un subespacio de νM llamado el subespacio holonomía a través de ηp.
Su fibra a p es la órbita de ηp bajo la acción del grupo de holonomía normal. HolηpM es una,
uno a uno subvariedad inmersa de νM y si el grupo de holonomía es compacto, ésta es una
subvariedad embedded, en particular cuando M es simplemente conexo. Este último hecho
se puede asumir, pues los resultados respecto a tubos holonómicos serán locales.

Se define la distancia focal como el supremo de los números reales positivos ε, tales que 1 no
es valor propio de Aξ si ∥ξ∥ ≤ ε.

Si 1 no es valor propio de Aτ⊥γηp para todo τ⊥γηp de ηp, esto es γ curva suave a trozos
arbitraría; o si ∥ηp∥ es menor que la distancia focal, entonces (M)ηp es una subvariedad in-
mersa de Rn y se tiene la sumersión relativa πηp ∶ (M)ηp →M, para la cual las fibras son las
órbitas del grupo de holonomía normal (restringido); notar que si ξp con ξ paralelo, el tubo
de holonomía coincide con la variedad paralela Mξp .
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Sea η ∶= p+ ηp ∈ (M)ηp , entonces Tη((M)ηp) = TpM⊕ Tηp(Φηp), en particular la dimensión
del tubo de holonomía es mayor que la dimensión de M.

Además νη((Mηp)) puede ser identificado con el espacio normal en νpM a el normal a la
órbita Φηp.

En la siguiente nota se expresarán los hechos anteriores con más detalle, asumiendo en
adición que la variedad es homogénea, irreducible, substancial y contenida en la esfera; para
probar que el tubo de holonomía bajo esta hipótesis, con la métrica inducida es una variedad
Riemanniana completa.

Nota 2.3.3. Sea Mn = Hv una subvariedad homogénea, irreducible, substancial de RN la cual
esta contenida en la esfera SN−1. No se asume que M sea compacta (caso en el cual lo di-
cho en esta nota es trivial). Como M es homogénea existe un ε > 0 tal que si ξ ∈ ν(M) con
0 < ∥ξ∥ < ε entonces cada valor propio λ del operador de forma Aξ satisface ∣ λ ∣< 1 −a, para
algún 0 < a < 1.

Se asume que el rango de M sea 1, de lo contrario por el teorema del rango rígido, ver 3.1,
es una órbita de una s-representación, caso en el cual M debe ser compacta.

Tómese ξ ∈ νv(M) con 0 < ∥ξ∥ < ε considérese el subespacio de holonomía a través de ξ del
normal ν(M):

Holξp(M) = {η(1) ∈ ν(M) ∶ η es una curva horizontal con η(0) = ξ} ⊂ ν(M)

Donde la distribución horizontal H de ν(M) es obtenida de manera natural por π ∶ ν(M) →
M, (En lo que sigue notaremos η ∈ Holξp(M) en vez de η(1)).

Tenemos que las fibras de π ∶ Holξp(M) → M son compactas. En efecto π−1({π(η)}) =
Φ(π(η))η, donde Φ denota el grupo de holonomía normal. Observe que éste grupo es com-
pacto, pues la componente conexa actúa como una s-representación, ver discusión en el teo-
rema 3.3.3 [Caso 2, C] y [BCO, lema 6.2.2].

Sea expv ∶ ν(M) → RN la aplicación exponencial normal definida por expv(η) = π(η) + η.
Para η ∈ νp(M) se identifica como es usual via dπ a, TpM ≃ H y νη = Tηνp(M), éste ultimo
identificado con νp(M). En base a esta identificación se tiene una expresión para el diferencial
de la exponencial normal:

d(expv)∣Hη = (Id−Aη) y d(expp)∣Vη (*)

Entonces expv ∶ Holξp(M) → RN es una inmersión, la imagen como se dijo anteriormente
es el tubo de holonomía dado como:

Mξ = {c(1)+ ξ̄(1) ∶ ξ̄(t) es el ∇⊥-transporte paralelo a lo largo de c(t) con c(0) = p, ξ̄(0) = ξ}
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Entonces la subvariedad Euclídea expv ∶ Holξp(M) → RN, con la métrica inducida ⟨⋅, ⋅⟩ es
una variedad Riemanniana completa. En efecto, sea (⋅, ⋅) la métrica de Sasaki sobre Holξp(M).
En ésta métrica la distribución horizontal es perpendicular a la distribución vertical. Mas aún,
π es una sumersión Riemanniana y la métrica en el espacio vertical, φ(p)η, es la inducida
de la métrica sobre el espacio normal νp(M). Como M es completa y las fibras son com-
pactas, entonces (⋅, ⋅) es completa y de (*) a2(⋅, ⋅) ≤ ⟨⋅, ⋅⟩. Esto implica que la métrica inducida
es completa.◇

En lo que sigue se darán algunas importantes ideas que relacionan los tubos de holonomía,
ver referencias [HOT], [BCO].

Nota 2.3.4. Hechos básicos sobre tubos de holonomía.

⋆ Si Ã es el operador de forma del tubo (M)ξp y Ā el operador de forma de la órbita Φpξp
como subvariedad de νpM ⊂ Rn, entonces por la formula del tubo y la descomposición dada
anteriormente.

Āη∣Tp = Aη(id−Aξp)
−1 y

Ãη∣TξpΦpξp = Āη para todo η ∈ νp+ξp((M)ξp).

⋆ Si el tubo de holonomía es principal, entonces éste tiene espacio normal plano. En partic-
ular si tiene curvaturas principales constantes, es una variedad isoparamétrica.

⋆ La geometría de tubos puede contener información útil para M, por ejemplo (M)ηp es
irreducible si y solo si M es irreducible.

⋆ Si ξ sección normal paralela isoparamétrica, entonces (Mξ)−ξ(p) ⊂ M donde Mξ es la
variedad focal a ξ.

⋆ Sea π ∶Mξp →M la respectiva proyección definida por π(c(1) + ξ(1)) = c(1), donde Mξp

nota el tubo de holonomía a través de ξp y ξ(1) el transporte paralelo de ξ a lo largo de
c, evaluado en 1. Entonces el campo normal definido sobre Mξp por, q → η(q) ∶= π(q) − q
es paralelo. Lo que deduce que M es una variedad paralela (en general, focal) a el tubo de
holonomía ya que:

M = (Mξp)η

Citaremos los dos siguientes resultados como aplicaciones del tubo de holonomía.

Teorema 2.3.5. [HOT] Una variedad del espacio euclídeo tiene curvaturas principales constantes si y
solo si cualquier tubo de holonomía principal es isoparamétrico.
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Corolario 2.3.6. [HOT] Una subvariedad del espacio euclídeo tiene curvaturas principales constantes
si y solo si es isoparamétrica o variedad focal (paralela) a una subvariedad isoparamétrica.

Continuando con el estudio de subvariedades con curvaturas principales constantes se tiene
el siguiente teorema, cuando la variedad en adición es substancial.

Lema 2.3.7. (Lema de Holonomía) [BCO, lema 5.3.5],
Sea M una subvariedad substancial de Rn con curvaturas principales constantes. Entonces para

todo q ∈M los valores propios de A (el operador de forma), localmente distinguen diferentes órbitas del
grupo de holonomía normal restringido Φ∗

q.

Del cual se deduce:

Teorema 2.3.8. (Teorema del slice homogéneo) [HOT].
Las fibras de la proyección de una subvariedad completa e isoparamétrica sobre una variedad focal y

substancial, son órbitas de una s-representación.

Demostración
Si N es una subvariedad irreducible, substancial e isoparamétrica, π ∶ N → M es una var-

iedad focal; una fibra F de π es la unión de órbitas holonómicas normales de la variedad focal.
Los valores propios del operador de forma de M sobre la fibra son constantes, luego del lema
2.3.7 (Lema de holonomía) sus componentes conexas deben ser solo una única órbita, y del
teorema de holonomía normal se sigue el teorema. ◇

El siguiente corolario da una extensión de lo dicho en la nota 2.3.4.

Corolario 2.3.9. Sea Mξ variedad focal y substancial de una subvariedad isoparamétrica completa
M, entonces M = (Mξ)−ξ(p). Esto es, una variedad focal y substancial determina la focalización
isoparamétrica.

Como se vio en el capítulo anterior, toda órbita principal de una s-representación es isoparamétrica,
recíprocamente se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.3.10. [BCO, Teorema 5.4.1]. Sea M subvariedad compacta, substancial e isoparamétrica de
Rn. Supóngase que G = {g ∈ I(Rn) ∣ g(M) ⊂M} actúa transitivamente sobre M, sea G∗ la compo-
nente conexa a la identidad, entonces la representación, ρ ∶ G∗ → O(n), es polar y M es una G∗-órbita
principal.

Teorema 2.3.11. (Palais y Terng) [PT].
Sea M una órbita de una representación ortogonal ρ de un grupo de Lie compacto, entonces M es

isoparamétrica si y solo si ρ es polar y M es órbita principal.
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Prueba del teorema 2.3.10.

Sean p,q ∈M y c ∶ [0,1] → G∗ con c(0) = Id y g(1)p = q. Sea τt el transporte normal paralelo
a lo largo de la curva γ(s) = c(s)p desde 0 hasta t. Entonces h(t) = τ−1t c(t)∗p permuta las
curvaturas normales a p, como las curvaturas normales generan νpM y h(0) es la transforma-
ción identidad del normal a p , se concluye que h(t) = Id para todo t. El transporte paralelo es
entonces dado por el grupo, de lo que, M es órbita principal y la acción es polar localmente,
y en tanto, es polar pues el espacio ambiente es el espacio euclídeo. ◇

En consecuencia, tal como se especuló en el capitulo 1.

Corolario 2.3.12. Sea G→ O(V), acción polar, entonces una órbita de maximal dimensión es principal
(esto es, las acciones polares no tienen órbitas excepcionales).

Demostración
Sea Gp una órbita de maximal dimensión y tómese Gξ una órbita principal, esto es, Gp

pertenece a la foliación isoparamétrica determinada por Gξ y es paralela a Gξ. Por dimensión
Gp no puede ser focal, de lo que es isoparamétrica y por tanto principal. ◇

Usando Dadok, teorema 2.1.14, se obtiene que:

Teorema 2.3.13. Toda subvariedad isoparamétrica, homogénea es una órbita principal de una s-representación.

Finalizamos este capítulo con el siguiente resultado [T].

Teorema 2.3.14. (Thorbergsson).

Toda subvariedad substancial, irreducible e isoparamétrica de Rn de rango al menos 3 es una órbita
de una s-representación.

El teorema de Thorbegrsson implica que toda subvariedad isoparamétrica e irreducible de
la esfera, con codimensión al menos 2, es una órbita de s-representación.



3
P R O B L E M A

3.1 motivación, teorema del rango rígido para subvariedades y planteamiento

del problema .

Sea M→ M̄n(k) subvariedad, se define (νpM)0 = {ξ ∈ νpM ∣Φ∗
pξ = ξ}, es claro que (νM)0 es

el subfibrado plano maximal, ∇⊥-paralelo de νM, donde la fibra a p es ((νM)0)p = (νpM)0.
Se define el rango de una subvariedad como la dimensión sobre M del fibrado (νM)0.

Si M es simplemente conexo (νpM)0 tiene fibrado normal plano, entonces el rango(M), es
el número maximo de campos normales paralelos linealmente independientes en M, como
casos particulares si M tiene fibrado normal plano el rango(M) es la codim(M̄), si M es
una subvariedad substancial e isoparamétrica de un espacio euclídeo el rango coincide con
la noción usual para subvariedades isoparamétricas, si en adición es homogénea entonces es
órbita de una s-representación y el rango coincide con el rango de su correspondiente espacio
simétrico.

Para el caso de M subvariedad del espacio euclídeo, el rango de M, es el mínimo sobre
p ∈ M, de rangop(M), donde rangop(M) es el número máximo de campos normales par-
alelos linealmente independientes, localmente definidos alrededor de p. Si M es homogénea
rangop(M) = rango(M) para todo p ∈M.

El teorema del rango rígido para subvariedades, ver [O2], establece que: Si M es una subvar-
iedad substancial, irreducible y homogénea del espacio euclídeo que no es una curva, de rango mayor
o igual que 2 entonces M es una órbita de una s-representación. Más aún para rango al menos 1, ésta
está contenida en alguna esfera.

La siguiente nota dará una aplicación sencilla del teorema del rango rígido, que será útil en
este trabajo.

Nota 3.1.1. Sea M3 = Kv ⊂ RN una subvariedad substancial, irreducible y homogénea del es-
pacio Euclídeo de dimensión 3. Asúmase que el rango(M) ≥ 2. En este caso por el teorema del
rango rígido, M es una órbita de una s-representación. Se puede asumir que K actúa como
una s-representación.

Sea ξ un campo normal paralelo a M, K-invariante, el cual no es umbilico. Si el operador de
forma Aξ tiene dos autovalores diferentes (constantes), entonces las autodistribuciones aso-
ciadas a los autoespacios, llámense E1 y E2, son autoparalelas e invariantes bajo todos los
operadores de forma de M (recordar que como ξ es un campo normal paralelo, entonces de la
ecuación de Ricci, Aξ conmuta con todos los otros operadores de forma). Del lema de Moore
1.1.4, M es un producto de subvariedades, lo que es contradictorio.

41



42 problema

Si Aξ tiene tres autovalores entonces las multiplicidades son todas 1. Como Aξ conmuta
con los demás operadores de forma, entonces todos deben conmutar, de nuevo aplicando la
ecuación de Ricci, M tiene fibrado normal plano. De lo que M es isoparamétrica, pues es una
órbita de s-representación (en particular tiene curvaturas principales constantes). Como M
es isoparamétrica con exactamente tres curvaturas principales, entonces el grupo de Coxeter
irreducible, asociado a M, ver 2.2.12, tiene exactamente tres hiperplanos de reflexión. Esto es
posible solo si la dimensión del espacio normal es 2. En otro caso, las curvaturas normales son
mutuamente perpendiculares y M debe ser un producto de círculos, y de nuevo se tiene una
contradicción.

Entonces N = 5 y M es una hipersuperficie isoparamétrica de la esfera S4. Mas aún, por la
nota 3.3.1, M es una órbita principal de la representación isotrópica en SL(3)/SO(3). ◇

Subvariedades contenidas en una esfera tienen rango mayor o igual que 1, pues el vector
posición es un campo normal paralelo.

Del teorema del rango rígido para subvariedades y el Teorema 1.3.9, se obtiene el siguiente
resultado.

Corolario 3.1.2. [O3]. Sea Mn, n ≥ 2 una subvariedad substancial, irreducible y homogénea del es-
pacio euclídeo tal que el grupo de holonomía normal actúa no-transitivamente (sobre la esfera) en cada
factor irreducible, entonces el primer espacio normal de M coincide con el espacio normal.

La siguiente conjetura que se encuentra en [O4], es una posible extensión del teorema del
rango rígido y motivación para este trabajo de tesis:

Conjetura 3.1.3. Una subvariedad substancial, irreducible y homogénea de la esfera, diferente
de una curva, tal que el grupo de holonomía normal es no-transitivo, debe ser órbita de una
s-representación.

Nota 3.1.4. Notar que no existen superficies (propiamente contenidas en la esfera), substan-
ciales, irreducibles, homogéneas y no-transitivas. Pues al ser homogénea, del teorema 1.3.12,
necesariamente tiene fibrado normal plano, como es no-transitiva del mismo teorema es
isoparamétríca. Por supuesto con una o dos autodistribuciones. En el primer caso es umbilical,
por lo que no es substancial. En el segundo caso se tendrían dos distribuciones de dimensión 1
(ver 3.1.2 y nota 3.1.5), perpendiculares, autoparalelas e invariantes por el operador de forma,
y por el lema de Moore 1.1.4, sería un producto. ◇

La Nota 3.1.4, muestra que la conjetura para n = 2 se cumple vacíamente. La conjetura en
general es equivalente a los siguientes apartados de manera conjunta.

i) Sea M subvariedad substancial, irreducible y homogénea de la esfera con dim(M) ≥ 2, la cual no
es órbita de una s-representación. Entonces el grupo de holonomía normal actúa irreduciblemente.
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ii) Sea M subvariedad substancial y homogénea de la esfera tal que el grupo de holonomía normal
actúa irreduciblemente y es no-transitivo. Entonces M es órbita de una s-representación.

En este trabajo se probará que en adición a la Nota 3.1.4, la conjetura es válida para n = 3,
y también cuando la codimensión es maxima, agregando la hipótesis de que el grupo de
holonomía actúa irreduciblemente. Recordar que por el teorema 1.3.9, codim(M) ≤ n(n+1)

2

(como subvariedad euclídea) y codim(M) ≤ n(n+1)
2

− 1 (como subvariedad de la esfera).

Nota 3.1.5. Como consecuencia del Corolario 3.1.2, ξ → Aξ es una función lineal inyectiva de
νpM en las matrices simétricas n×n, si la codimensión deM es maximal; esto es, codim(M) =
n(n+1)
2

(como subvariedad Euclídeo), entonces ξ→ Aξ es una biyección lineal.

Por el teorema del rango rígido es suficiente para la conjetura suponer que el rango es uno,
esto es, M como subvariedad de la esfera no tiene puntos fijos bajo la acción del grupo de
holonomía normal.

El siguiente teorema que involucra subvariedades que son substanciales, irreducibles y ho-
mogéneas de Rn, será de utilidad para el trabajo.

Teorema 3.1.6. [BCO, Teorema 6.2.5.] SeaM = Gv, dim(M) ≥ 2, subvariedad substancial, irreducible
y homogénea de Rn, con G grupo de Lie conexo del grupo de isometrías de Rn; y sean g ∈ G y p ∈M,
Entonces existe c ∶ [0,1] →M curva suave a trozos con c(0) = p, c(1) = gp, tal que:

g∗p ∣νpM= τ⊥c

Donde τ⊥c denota el transporte ∇⊥-paralelo a lo largo de c.

Corolario 3.1.7. Sea M = Gv subvariedad substancial y homogénea de Rn donde G ⊂ I(Rn) es
conexo. Entonces la imagen bajo la representación slice del subgrupo isotrópico Gp, está contenido en
el grupo de holonomía a p.

Nota 3.1.8. Sea M subvariedad del espacio euclídeo.

⋆ Si M tiene curvaturas principales constantes, por el Teorema 2.3.5, el tubo holonómico
principal es isoparamétrico, si en adición, la subvariedad es substancial, irreducible, y el tubo
holonómico tiene codimensión al menos 3 en el espacio euclídeo, entonces por el teorema
de Thorbergsson, Teorema 2.3.14, el tubo holonómico principal Mξp es una órbita de una s-
representación, comoM es una variedad paralela (focal),M = (Mξp)−ξ̃, donde ξ̃(q) = q−π(q),
entonces M es una órbita de una s-representación.

⋆ Asumamos con la notación anterior que el tubo de holonomía Mξp el cual no es nece-
sariamente principal, tiene curvaturas principales constantes, por la formula del tubo 2.2.7
la variedad original tiene curvaturas principales constantes, lo anterior implica que si ésta es
substancial e irreducible, entonces es una órbita de una s-representación.
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3.2 problema (caso de codimensión maximal y holonomía normal irreducible)

Las siguientes secciones suponen el propósito de este trabajo de tesis, que es probar el siguien-
te teorema:

Sea Mn, dim(M) ≥ 2, subvariedad substancial, irreducible y homogénea de la esfera S
n(n+1)

2
+n−1,

tal que el grupo de holonomía normal actúa no-transitivamente e irreduciblemente, entonces M debe
ser órbita de una s-representación. Mas aún, para dim(M) ≥ 3, M es una subvariedad de Veronese.

Como se vio en la sección anterior, éste es el caso particular de la conjetura 3.1.3, en el cual
la codimensión es maximal y el grupo de holonomía normal actúa irreduciblemente sobre el
espacio normal.

Nota 3.2.1. Para el caso n = 2, el teorema es válido independiente de las hipótesis adicionales.
De hecho se cumple vacíamente, ver la Nota 3.1.4, aunque la irreducibilidad para este caso es
inmediata por Lema 1.3.10, independiente de las hipótesis de ser substancial e irreducible, de
igual forma por la Proposición 1.3.11 la irreducibilidad se tiene también para el caso en que
n = 3.

El caso de dimensión 3 se tratará con más detalle en la siguiente sección ya que aunque
se usan algunos resultados de esta sección, en cierto punto la prueba debe ser modificada
usando algunos argumentos topológicos que la convierten en una prueba ligeramente mas
compleja y menos estándar, más aún se probará que para dimensión 3 la conjetura 3.1.3 es
válida.

Previo a la prueba del teorema, se probarán una serie de enunciados, que llevarán a probar
que para una subvariedad M con estas hipótesis, las curvaturas principales son constantes, lo
cual como se mostró al final de la sección anterior en la nota 3.1.8, prueba que M es órbita de
una s-representación.

Lema 3.2.2. Sea C un grupo de Coxeter actuando irreduciblemente por isometrías lineales sobre un
espacio euclídeo n-dimensional (V , ⟨⋅, ⋅⟩). Sea H1, ...,Hr la familia de diferentes hiperplanos de reflexión
asociados a las simetrías de C. Se define el grupo

G = {g ∈ End(V) ∶ g permuta los hiperplanos H1,H2, ...,Hr y det(g) = ±1}

entonces G es finito.

Demostración
Sea Sr el grupo finito de biyecciones del conjunto {1,2, ..., r} y sea ρ ∶ G → Sr el homomor-

fismo definido por ρ(g)(i) = j si g(Hi) = Hj, el grupo G es finito si y solo si Ker(ρ) es finito.
Probaremos que Ker(ρ) es finito. Si g ∈ Ker(ρ) éste induce una permutación trivial de la fa-
milia H1, ...,Hr. Entonces gt, la transpuesta de g con respecto al producto interno ⟨⋅, ⋅⟩ induce
una permutación trivial del conjunto de rectas L1, ...,Lr, donde Li es la recta perpendicular a
Hi, i = 1,2, ..., r. Desde luego ⟨Hi,gtLi⟩ = ⟨gHi,Li⟩ = 0 y esto si y solamente si gtLi = Li; en
particular todo vector de Li es vector propio de gt para i = 1,2, ..., r.
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Se define para i ≠ j el subespacio vectorial de dimensión dos Vi,j ∶= span(Li ∪ Lj), este sube-
spacio es llamado genérico si existe k ∈ {1, ..., r}, i ≠ k ≠ j tal que Lk ⊂ Vi,j, en otras palabras Vi,j
es genérico si existen por lo menos tres diferentes rectas de {L1, ...,Lr} que están contenidas
en Vi,j. Supóngase que Vi,j es genérico y que Li ∪ Lk ∪ Lj ⊂ Vi,j, i ≠ k ≠ j, como gt es una per-
mutación trivial de las rectas {L1, ...,Lr} entonces gt ∶ Vi,j → Vi,j y todo vector en Li ∪ Lk ∪ Lj
es un vector propio de gt, sean αi ∈ Li, αj ∈ Lj y αk ∈ Lk con gt(αi) = λiαi y gt(αj) = λjαj, en-
tonces αk = aαi +bαj y λkαk = gt(αk) = aλiαi +bλjαj, lo cual es cierto si y solo si λi = λj = λ,
con lo que gt∣Vi,j = λId∣Vi,j para algún λ ∈ R.

Se define una relación de equivalencia ∼ sobre el conjunto {1, ..., r} como: i ∼ i ′ si existen
i1, ...., il ∈ {1, ..., r} con i1 = i, il = i ′ tales que Vis,is+1 es genérico para s = 1, ..., l − 1; tómese
i ∈ {1, ..., r} fijo. Denótese [i] la clase de equivalencia de i; por la observación anterior existe
un λ ∈ R tal que si j ∈ [i] y vj ∈ Lj entonces gt(vj) = λvj. Si [i] = {1, ..., r} entonces gt = λ Id, por
tanto g = λ Id pero det(g) = ±1, entonces λn = ±1 de lo que λ = ±1 y g = ± Id, entonces existen
a lo sumo dos elementos en Ker(ρ), de lo que para probar el lema es suficiente probar que
existe una única clase de equivalencia sobre {1, ..., r}.

Sea i ∈ {1, ..., r} fijo, debemos ver que [i] = {1, ..., r}, sea j ∉ [i] y supóngase que para algún
k ∈ [i], Lj no es perpendicular a Lk, se puede tomar k = i, sea sj la simetría a través del
hiperplano Hj y αi ∈ Li no nulo, como Li y Lj no son perpendiculares αi = α+αj con α ∈ Hj,
αj ∈ Lj no nulos, entonces sj(αi) = sj(α) + sj(αj) = α −αj = α +αj − 2αj = αi − 2αj, de lo que
sj(Li) ⊂ Vi,j y sj(Li) es una recta en L1, ...,Lr que no es Li ni Lj, esto es, Vi,j es genérico y i ∼ j
lo que lleva a contradicción de lo que si j ∉ [i] se tiene que Lj ⊥ Lk para todo k ∈ [i], esto es, si
j ∉ [i], Lk ⊂ Hj para todo k ∈ [i].

Entonces sj actúa trivialmente sobre V[i] = span{⋃k∈[i] Lk}. Véase también que sj conmuta
con sk para todo k ∈ [i], claro, sea α ∈ V entonces α = α ′ + αk + αj con αk ∈ Lk, αj ∈ Lj y
α ′ ∈ [span(Lk ∪ Lj)]⊥ como sj(α ′) = α ′ = sk(α ′) entonces:

sksj(α) = sksj(α ′) + sksj(αk) + sksj(αj)
= α ′ + sk(αk) + sk(−αj)
= α ′ −αk −αj
= sjsk(α)

Sea ahora V0 el subespacio maximal de V que es fijo punto a punto por las simetrías sj con
j ∉ [i], el cual es no nulo pues V[i] ⊂ V0. Si existe j ∉ [i] entonces V0 es subespacio propio
de V , si k ∈ [i] entonces sk(V0) ⊂ V0 pues sk conmuta con todos las sj, para j ∉ [i]. Por otro
lado es claro que sj(V0) = V0, entonces V0 es un subespacio propio no-trivial de V el cual es
invariante bajo el grupo de Coxeter irreducible C. Una contradicción con las hipótesis, de lo
que [i] = {1, ..., r}. ◇

Lema 3.2.3. Bajo los supuestos y la notación del lema anterior, entonces G actúa por isometrías.

Demostración
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Por el lema 3.2.2 G es finito. Sea G = {g1, ...,gs}, se define el producto interno sobre V ,
(, )gi = ⟨gi,gi⟩, esto es (v,w) = ⟨giv,giw⟩, entonces el producto interno ∑si=1(⋅, ⋅)gi es G-
invariante sobre V . Como C ⊂ G, entonces (⋅, ⋅) es C-invariante, como C actúa irreduciblemente
por isometrías, ⟨⋅, ⋅⟩ debe ser proporcional a (⋅, ⋅). Entonces G actúa por isometrías. ◇

Corolario 3.2.4. Sea (Vi, ⟨⋅, ⋅⟩i) un espacio vectorial euclídeo y sea Ci actuando irreduciblemente por
isometrías lineales sobre (Vi, ⟨⋅, ⋅⟩i), i = 1,2; y sea h ∶ V1 → V2 un isomorfismo lineal que induce una
biyección de la familia de hiperplanos de reflexión de C1 en la familia de hiperplanos de reflexión de C2.
Entonces h es una homotecia.

Demostración
Sea (⋅, ⋅) = h∗(⟨⋅, ⋅⟩2) producto interno en V1, esto es, para todo x,y ∈ V , (x,y) = ⟨h(x),h(y)⟩2

y sea C∗ = h∗(C2) = h−1C2h; el determinante de cada elemento de C2 es ±1 pues C2 actúa por
isometrías en (V2, ⟨⋅, ⋅⟩2), de lo que todo elemento en C∗ tiene determinante ±1. Por hipótesis
se obtiene que la familia de hiperplanos de reflexión del grupo de coxeter irreducible C∗ de
(V1, (⋅, ⋅)) coincide con la familia H1, ...,Hr de hiperplanos de reflexión de C1, esto es, todo
elemento de C∗ induce una permutación en esta familia de hiperplanos. Por el lema 3.2.3 C∗

actúa por isometrías sobre (V1, ⟨⋅, ⋅⟩1) y como C∗ actúa irreduciblemente se tiene que ⟨⋅, ⋅⟩1 es
proporcional a (⋅, ⋅) de lo que h es homotecia. ◇

Proposición 3.2.5. Sean [V ,R,K] y [V ′,R ′,K ′] dos sistemas de holonomía irreducibles y no transi-
tivos (y por Simons 1.2.6, simétricos). Sea l ∶ V → V ′ un isomorfismo lineal tal que para cualquier
K-órbita Kv en V l(νv(Kv)) = νl(v)(K ′l(v)), donde ν denota el espacio normal. Entonces l es una
homotecia y l(K) = K ′.

Demostración
Como [V ,R,K] y [V ′,R ′,K ′] son sistemas de holonomía irreducibles y no transitivos (por

tanto simétricos), de la nota 1.2.4 K y K ′ actúan como s-representaciones irreducibles. Vea que
Kv es una órbita de dimensión maximal si y solo si K ′l(v) lo es, por Dadok teorema 2.1.14 y
el Corolario 2.3.12, para s-representaciones una órbita es de dimensión maximal si y solo si es
principal, de lo que si Kv es una K-órbita de dimensión maximal entonces es una subvariedad
isoparamétrica irreducible (homogénea) de V , de lo que se puede definir un grupo de Coxeter
que actúa irreduciblemente sobre el espacio normal Teorema, ver 2.2.12 y Teorema 2.2.17.

Sobre el espacio normal νv(Kv), si H1, ...,Hr; son los hiperplanos de reflexión asociados al
respectivo grupo de coxeter, llámese C, entonces:

r

⋃
i=1
Hi = {z ∈ νv(Kv) ∶ Kz es una órbita singular} (1)

Análogamente para v ′ = l(v) se tienen objetos similares K ′v ′, νv ′(K ′v ′), C ′ y H ′
1, ...,H ′

s, para
los que también se tiene que:

s

⋃
i=1
H ′
i = {z ∈ νv ′(K ′v ′) ∶ K ′z ′ es una órbita singular} (2)
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De (1) y (2) y como l envía órbitas singulares en órbitas singulares se tiene que l(⋃ri=1Hi) =
⋃si=1H

′
i. Veamos que l permuta los hiperplanos de reflexión. Supóngase sin pérdida de gen-

eralidad que l(H1) no es ningún H ′
i, notar que si la dimensión de las hiperplanos es 1 lo que

deseamos probar es obvio; entonces suponemos que es mayor o igual que dos, por hipótesis,
entonces existen v1,v2 ∈ H1, tal que l(v1) ∈ H ′

i, l(v2) ∈ H
′
j, l(v1) ∉ H

′
j y l(v2) ∉ H ′

i; tómese el
subespacio span{v1,v2} de H1.

l ∶ span{v1,v2} ↦ νv ′(K ′v ′) es lineal, además como v1,v2 ∈ H1, span{v1,v2} ⊂ H1, entonces
si av1 + v2 ∈ H1 implica que l(av1 + v2) ∈ ⋃H ′

i, o lo que es lo mismo que, al(v1) + l(v2) ∈ H ′
i

para algún i. Fíjese a > 0, supóngase que existe una sucesión decreciente an>0 → 0, con a1 = a,
tal que anl(v1) + l(v2) ∈ H ′

i, como H ′
i es cerrado en νv ′(K ′v ′) y anl(v1) + l(v2) ∈ H ′

i converge
en νv ′(K ′v ′), entonces, l(v2) ∈ H ′

i; luego al(v1) ∈ H ′
i, de lo que l(v1), l(v2) ∈ H ′

i, lo que con-
tradice la hipótesis.

Si no existe tal sucesión, el conjunto de los b < a, tales que bl(v1) + l(v2) ∈ H ′
i está

acotado inferiormente por un cierto bi > 0, si esto ocurre, para todo i se puede tomar
b = min{b1,b2...,bm} y en tal caso, si 0 < c < b, entonces cl(v1) + l(v2) ∉ H ′

i para ningún
i y se contradice que l(⋃Hi) = ⋃H ′

i, entonces no existen tales v1,v2, de lo que, l(Hi) es algún
H ′
j, en particular r = s y l permuta hiperplanos de reflexión.

Del corolario anterior se tiene que:

l ∶ νv(Kv) → νv ′(K ′v ′)

Es homotecia, para todo K-vector principal v donde v ′ = l(v), denótese por λ(v) > 0 la con-
stante de homotecia de esta aplicación.

Tómese v vector principal fijo y sea M = Kv, como Kv es subvariedad isoparamétrica de
V ≈ Rn, entonces los operadores de forma {Aξ}ξ∈νv(Kv) forman una familia conmutativa de
transformaciones simétricas de Tv(Kv), en particular son simultáneamente diagonalizables.
Sean λ1(ξ), ...,λr(ξ); los valores propios de A y {Ei}ri=1 la distribución de los autovectores,
esto es:

AξXi = λi(ξ)Xi, Xi ∈ Ei.

Como se sabe, los λi son funcionales lineales del normal a cada punto y λi = ⟨ηi, ⋅⟩, donde
los ηi son campos normales (curvaturas normales), que resultan ser paralelos en la conexión
normal, ver 2.2. Por definición AξXi = ⟨ηi(v),ξ⟩Xi, Xi ∈ Ei, ξ ∈ νv(M).

La distribución Ei es autoparalela e invariante para todos los operadores de forma, que
operan como múltiplos de la identidad. Por ser autoparalelas resultan integrables, entonces
para todo i existe la hoja Si(v) que es una subvariedad conexa, totalmente umbilica del es-
pacio ambiente, contenida en M, de Ei en v, esto es, TvSi(v) = Ei, que se llamó la esfera de
curvatura, ver 2.2 Lemas 2.2.1 y 2.2.2. Como la codimensión de M es al menos 2, se puede
tomar un ξ ∈ νv(M) tal que η ⊥ ξ.
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Sea c ∶ [a,b] → Si(v) una curva suave a trozos con c(a) = v, se notará el transporte paralelo
a lo largo de c en t con respecto a la conexión normal como ξ(t). Por la formula de Weingarten:

∇dc
dt
ξ = −Aξdcdt +∇

�
dc
dt

ξ,

con ∇ la conexión de Levi-civita del espacio ambiente V ≈ Rn. Como el espacio ambiente
es espacio euclídeo, la derivada covariante a lo largo de una curva coincide con la derivada
usual, de lo que:

dξ(t)
dt

= −Aξ(t)dc
dt
+∇�

dc
dt

ξ(t), como ξ(t) es ∇�-paralelo, ∇�
dc
dt

ξ(t) = 0 de lo que,

dξ(t)
dt

= −Aξ(t)dc
dt

= −⟨ηi(t),ξ(t)⟩dc
dt

.

Pues dc
dt

pertenece al tangente de la esfera de curvatura, que es Ei, como ηi(t),ξ(t) son
paralelos en la conexión normal a lo largo de c, entonces ⟨ηi(t),ξ(t)⟩ es constante, pero
⟨ηi(0),ξ(0)⟩ = ⟨ηi(v),ξ⟩ = 0, pues η(v) ⊥ ξ, entonces ⟨ηi(t),ξ(t)⟩ = 0 para todo t, de lo
que dξ(t)

dt
= 0 a todo t, con lo que ξ(t) es constante, esto es, ξ(t) = ξ para todo t ∈ [a,b]. Por

paralelismo, ξ pertenece al normal a M = Kv en c(t) para todo t, entonces, los νc(t)(M) se
intersecan, de lo que la constante de homotecia en todos es la misma, como en Si(v) cualquier
otro punto se puede unir por una curva suave a trozos a v, se concluye que para todo par
de puntos x,y ∈ Si(v) ⊂ Kv los normales a Kv en estos puntos, tienen la misma constante de
homotecia.

Ahora, recuérdese que la distribución {Ei} genera todo el tangente a cada punto, tómese
el punto base v y una base de campos locales a una vecindad de v, se puede considerar esta
vecindad, vecindad coordenada, sea (U,x1, ....,xn), de tal forma que cada campo está en al-
gún Ei, note que por la ortogonalidad de la distribución, esto equivale a decir que se toma
una base de campos locales en {Ei} para todo i, y se toma la unión. Como la distribución de
curvatura genera todo el tangente a cada punto, esta unión es una base del tangente en todo
punto en U. Entonces, sea {Xi}ni=1 la base de campos locales tal que cada uno está en algún
espacio de la distribución de curvatura. Recordar que si X un campo (local) cualquiera en M
se puede considerar su flujo alrededor de cualquier punto m ∈ M, que está definido en un
cierto intervalo Im con 0 ∈ Im, pero Dt = {m ∈ M ∶ t ∈ Im} es un abierto para todo t, esto
permite concluir que se puede tomar un abierto en cada punto, tal que para todo punto en
este abierto se puede escoger un intervalo común tal que existe una curva integral a X, para
todo punto en el abierto, definida sobre el mismo intervalo. Como la intersección finita de
abiertos es abierto, entonces simplemente se parte de U abierto que contiene a v, tal que Xi
tiene una curva integral para todo punto en U, sobre un mismo intervalo común Ii para todo
i = 1,2, ...n; por supuesto I = I1 × I2 × ... × In es un abierto de Rn, entonces se puede definir
una aplicación con valores en M, mas precisamente sobre U, de la siguiente forma:

Se nota γi(m, ti), la curva integral definida anteriormente en cada punto m ∈ U sobre el
intervalo Ii para todo i en coordenada o tiempo ti, ahora se define h de I abierto de Rn, sobre
U como:

h(t1, ..., tn) = γ1(γ2(γ3(...γn(v, tn), ...), t3), t2, ), t1).
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Esta es una función suave, pues toda curva integral lo es. Recuérdese que por la definición
de flujo, γi(m,0) =m y dγi

dti
(m, ti) = Xiγi(m,ti), de lo que resulta que:

h(0, ...,0) = v, pues γn(v,0) = v, γn−1(v,0) = v,...,γ1(v,0) = v.

Entonces, h(0, ...,0) = γ1(γ2(γ3, ...γn(v,0)),0), ...),0) = v, notaremos el 0 de Rn de igual
forma que el 0 en R siempre que no se presente confusión, sea wi = (0,0, ...,0, ti,0, ...,0).
Como γn(v,0) = v, entonces h(wi) = γ1(γ2(γ3(...γi(v, ti), ...),0),0, ),0) pero:

γi−1(γi(v, ti),0) = γi(v, ti)
γi−2(γi(v, ti),0) = γi(v, ti) y así sucesivamente, de lo que se concluye que:

(∗) h(0,0, ...,0, ti,0, ...,0) = γi(v, ti) para todo i

Volvemos al sistema coordenado (U;x1, ....xn), donde la diferencial de h en las coordenadas
ti en 0 está dada por la ecuación:

dh( d

dti
∣
0

) =
n

∑
1

d(xi ○h)
dti

∣
0

∂

∂xi
∣
v

.

Recordar que h(0) = v.

Escribiendo hi = (0,0, ...,0,h,0,0...,0) en la i-ésima componente y Xi ∣U= ∑n1 fi ∂∂xi se tiene
usando (∗) que:

d(xi ○h)
dti

∣
0

= lim
h→0

xi ○h(hi) − xi ○h(0)
h

= lim
h→0

xi ○γi(v,hi) − xi ○γi(v,0)
h

= d(xi ○γi(v, ti))
dti

∣
0

= fi(γi(v,0))
= fi(v).

Entonces:

dh( d

dti
∣
0

) =
n

∑
1

fi(v)
∂

∂xi
∣
v

= Xiv, esto es,

dh( d

dti
∣
0

) = Xiv.

En conclusión h aplica el 0 en v y dh aplica los vectores coordenados de I abierto de Rn a 0,
en los vectores coordenados Xiv en v. Por el teorema de la función inversa, existe I ′ ⊂ I abierto,
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tal que si V = h(I ′), V es abierto y h ∶ I ′ → V es un difeomorfismo, recordar que h(I) se obtiene
de seguir curvas cuyos tangentes están en algún espacio de la distribución de curvatura, o lo
que es lo mismo, que h(I) se obtiene de seguir curvas que están contenidas en esferas de
curvatura, posiblemente a diferentes puntos, lo que implica que si se mueve a través de un
punto v por medio de curvas tangentes a esferas de curvatura se obtiene un abierto en M, a
saber, h(I) para v.

Defínase la siguiente relación de equivalencia en M. Dos puntos x,y ∈ M se relacionan,
escríbase x ∼ y, si y solo si se pueden unir por medio de una curva suave a trozos que se
obtiene de unir curvas que son tangentes a esferas de curvatura en M, es fácil ver que es una
relación de equivalencia. Por lo mostrado anteriormente cualquier clase de equivalencia vista
como subconjunto de M es un abierto. Se define M/ ∼, el espacio cociente con la topología
usual que hace de la proyección canónica una función continua, como M es conexa, entonces
M/ ∼ es conexa, como toda clase es un abierto en M, toda clase es un abierto en el cociente
y por conexidad del cociente solo existe una clase; lo que implica que en M cualquier par
de puntos se relacionan, esto es, se pueden unir por medio de una curva que es la unión de
curvas yuxtapuestas, cada una de las cuales es tangente a alguna esfera de curvatura.

Como ya se probó antes, en cualquier esfera de curvatura en todo punto el espacio normal,
tiene la misma constante de homotecia; como cualquier par de puntos se pueden unir por
una curva que es unión de curvas yuxtapuestas por curvas que están contenidas en esferas
de curvatura, aplicando repetitivamente el hecho anterior, se tiene que para cualesquier dos
puntos en M, los normales tiene la misma constante de homotecia, en particular λ(v) = λ(x)
para todo x ∈M. Si existiera algún otro espacio normal a alguna K-órbita principal en algún
punto con diferente constante de homotecia, se llegaría a una contradicción, puesto que los
normales son secciones de la s-representación, en particular todo normal interseca todas las
órbitas, por lo que interseca a M, y λ(v) = λ(x) = λ para todo x ∈ V .

Si ⟨⋅, ⋅⟩ y ⟨⋅, ⋅⟩ ′ son los respectivos productos internos de V y V ′, de lo anterior se tiene que
para x,y ∈ V :

⟨x+y,x+y⟩ = c⟨l(x+y), l(x+y)⟩ ′

⟨x,x⟩ = c⟨l(x), l(x)⟩ ′

⟨y,y⟩ = c⟨l(y), l(y)⟩ ′

Entonces se tiene que:

⟨x,x⟩ + 2⟨x,y⟩ + ⟨y,y⟩ = c⟨l(x), (x)⟩ ′ + 2c⟨l(x), l(x)⟩ ′ + c⟨l(y), l(y)⟩ ′ y

⟨x,y⟩ = c⟨l(x), l(y)⟩ ′

De lo que l es una homotecia y esto prueba la primera parte de la proposición.

Sea K ′′ = l(K). Como l es una homotecia, K ′′ actúa por isometrías sobre V ′. Sea D la distribu-
ción (integrable) sobre un subconjunto abierto y denso de V ′ dado por los espacios tangentes
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a las K ′-órbitas principales [PT, Teorema 5.4.15]. Sea X ∈ Lie(K ′′) ⊂ so(V ′) y w un K ′-vector
principal (X se ve como un campo de Killing sobre V ′ A). Como l es homotecia y por hipóte-
sis l(νv(Kv)) = νl(v)(K ′l(v)) entonces X(w) ∈ Tw(K ′w); claro, como X ∈ Lie(K ′′) entonces
l−1(X) ∈ Lie(K) de lo que:

1
λ
⟨X(w),νw(Kw)⟩ = ⟨l−1(X)(l−1(w)),νl−1(w)(Kl−1(w))⟩ = 0

con λ la constante de homotecia, observe que lo mismo es válido si se remplaza w por k ′w
para todo k ′ ∈ K ′, entonces el campo de Killing X restringido a K ′w debe ser tangente a K ′w
de lo que exp(tX)(K ′w) = K ′w, lo que prueba que:

K ′′ ⊂ K̄ ′ ∶= ({g ∈ SO(V ′) ∶ g(K ′w) = K ′w})○,

donde (⋅)○ denota la componente conexa en la identidad. Como K ′ ⊂ K̄ ′, se tiene que
[V ′,R ′, K̄ ′] es un sistema de holonomía irreducible, mas aún es no transitivo pues K̄ ′w = K ′w
y por el teorema de Simons 1.2.6 es simétrico, entonces Lie(K̄ ′), nota 1.2.4 y el teorema de
Ambrose-Singer [KN1, Cap. 2, teorema 8.1], es generado por R ′ igual que Lie(K ′), lo que
prueba que K̄ ′ = K ′, entonces K ′′ ⊂ K ′. De igual forma como K actúa de manera irreducible y
no-transitiva sobre V y l(K) = K ′′ entonces K ′′ actúa de manera irreducible y no-transitiva so-
bre V ′ y K ′′ ⊂ K̄ ′, de lo que [V ′,R ′′, K̄ ′] es un sistema de holonomía irreducible y no-transitivo,
donde R ′′ es el tensor algebraico inducido por l; y de igual forma se obtiene que K ′ ⊂ K ′′ y
concluye la prueba. ◇

Sea Mn = Kv ⊂ Sn−1+
n(n+1)

2 subvariedad homogénea de la esfera, asúmase que el grupo de
holonomía normal restringido, como subvariedad de la esfera, actúa irreduciblemente y es no
transitivo (actúa no-transitivamente sobre la esfera unitaria del espacio normal). En adelante
considérese M como subvariedad del espacio euclídeo con espacio normal notado por ν(M)
y grupo de holonomía normal restringido como Φ(p).

Sea ξ = P el vector posición, que es global normal paralelo, esto es ∇⊥ξ = 0, si c es una curva
en M entonces:

−Ac(0)c ′(0) = d
dt

∣
t=0 P(c(t)) =

d
dt

∣
t=0 c(t) = c

′(0).

para toda curva c(t), de lo que Aξ = − Id, donde A es el operador de forma.

Ver que Φ(p) actúa trivialmente sobre R.p y que Φ(p) restringido a ν̄p(M) = (R.p)⊥ ∩
νp(M) es identificado con el grupo de holonomía normal restringido deM como subvariedad
de la esfera. Notar queM es substancial e irreducible, considerada como subvariedad del espa-

cio euclídeo Rn+
n(n+1)

2 , por supuesto, la irreducibilidad del grupo de holonomía normal sobre
ν̄p(M) implica que el rango(M) = 1, sea p el único vector fijo porΦ(p). La irreducibilidad del
grupo de holonomía normal restringido sobre (R.p)⊥ ∩ νp(M) implica que M es substancial
como subvariedad del espacio euclídeo pues de lo contrario direcciones normales constantes
que no son múltiplos del vector posición son campos normales paralelos. Si M es reducible
debe ser producto de subvariedades contenidas en esferas, entonces rango(M) = 2 y se llega
a una contradicción.
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Del Corolario 3.1.2 y la Nota 3.1.5 la aplicación A ∶ νp(M) → Sim(TpM), ξ → Aξ, es
un isomorfismo; donde Sim(TpM) es el espacio de endomorfismos simétricos de TpM con
dim(Sim(TpM)) = n(n+1)

2
.

Sea R� el tensor de curvatura adaptado, [ver prueba del teorema de holonomía normal 1.3],
que es dado por la ecuación:

⟨R�(ξ1,ξ2)ξ3,ξ4⟩ = −Tr([Aξ1 ,Aξ2][Aξ3 ,Aξ4]) = ⟨[Aξ1 ,Aξ2], [Aξ3 ,Aξ4]⟩

Notar que el lado derecho de la igualdad anterior, expresa el tensor de curvatura Rieman-
niano del espacio simétrico GL(n)+/SO(n) = R∗ × SL(n)/SO(n). El espacio tangente del se-
gundo factor es identificado con las matrices simétricas de traza cero.

Considérese Ā el operador de forma de traza nula de M definido por:

Āξ ∶= Aξ −
1

n
Traza(Aξ) Id = Aξ −

1

n
⟨ξ,H⟩ Id .

Donde H usualmente se denomina el vector de curvatura media. Vease que [Āξ1 , Āξ2] =
[Āξ1 −

1
n
⟨ξ1,H⟩ Id, Āξ2 −

1
n
⟨ξ2,H⟩ Id] = [Aξ1 ,Aξ2], entonces:

⟨R�(ξ1,ξ2)ξ3,ξ4⟩ = ⟨[Āξ1 , Āξ2], [Āξ3 , Āξ4]⟩ = R (3)

donde R es el tensor de curvatura del espacio simétrico irreducible SL(TpM)/SO(TpM).
Si ν̄p(M) = {P}⊥ ∩ νp(M), P el vector posición, se tienen dos sistemas de holonomía no-
transitivos e irreducibles (simétricos), [ν̄p(M),R�,Φ(p)] y [sl(Tp(M)),R, SO(TpM)].

En general para un sistema de holonomía simétrico [V , R̄,K] el espacio normal a Kv es dado
por:

νv(Kv) = {w ∈ V ∶ R̄v,w = 0} ver Nota 1.2.4 y prueba del Teorema 2.1.12.

Entonces de (3) se tiene que Ā es un isomorfismo lineal que envía Φ(p)-órbitas en espacios
normales a SO(TpM)-órbitas, de la Proposición 3.2.5, Ā ∶ ν̄p(M) → Sim○(TpM) es una homote-
cia y Ā(Φ(p)) = SO(TpM), donde SO(TpM) actúa por conjugación sobre los endomorfismos
simétricos de traza nula Sim○(TpM).

Lo anterior se resume como:

Lema 3.2.6. (Manteniendo la notación anterior). Sea Mn = Kv ⊂ Sn−1+
n(n+1)

2 subvariedad homogénea
de la esfera, asúmase que M es substancial e irreducible, considerada como subvariedad del espacio

euclídeo Rn+
n(n+1)

2 , en adición supóngase que el grupo de holonomía normal restringido, como subvar-
iedad de la esfera, actúa irreduciblemente y es no transitivo (actúa no-transitivamente sobre la esfera uni-
taria del espacio normal). Entonces la representación del grupo de holonomía normalΦ(v) sobre ν̄v(M)
es (ortogonalmente) equivalente a la representación isotrópica del espacio simétrico SL(n)/SO(n) en
particular dim(Φ(v)) = n(n−1)

2
= dim(SO(n)). ◇
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Proposición 3.2.7. Sea M = Kv ⊂ Sn−1+
n(n+1)

2 una subvariedad substancial y homogénea. asúmase
que el grupo de holonomía normal restringido actúa irreduciblemente y éste es no-transitivo. Entonces,
para ξ(t) sección normal paralela a lo largo de una curva, el operador de forma de traza cero Āξ(t)
tiene valores propios constantes.

Demostración
Sea Kp el subgrupo de isotropía de K a p ∈M, se descompone Lie(K) = m⊕Lie(Kp) donde

m es el espacio complementario de Lie(Kp), sea Br(0) una bola abierta de radio r de m tal
que exp ∶ Br(0) →M es un difeomorfismo sobre la imagen U = exp(Br(0)), sea β ∶ [0,1] → U
una curva diferenciable a trozos arbitraria con β(0) = p, como β(1) ∈ U existe un X ∈ m tal
que β(1) = exp(X).p, se define γ ∶ [0,1] →M como γ(t) = exp(tX).p, denótese para k ∈ K, lk
la isometría lineal v → k.v de V . Sea τ⊥t el transporte ∇⊥-paralelo a lo largo de γ∣[0,t], de las
[BCO, notas 6.2.8 y 6.2.9 ] se tiene que:

τ⊥t = (dlexp(tX))∣νp(M) ○ e
−tAX (4)

donde AX pertenece a Lie(Φ(p)) y es definido por:

AX = d

dt
∣
t=0

τ⊥−t ○ (dlexp(tX))∣νp(M) .

(La notación τ⊥−t = (τ⊥t)−1, esto es, el transporte ∇⊥-paralelo de 0 a t de la curva −γ).

Sea τ⊥β el transporte ∇⊥-paralelo a lo largo de β y φ = τ⊥−1 ○ τ
⊥
β entonces φ pertenece a

Φ(p) al grupo de holonomía normal restringido a p. En efecto, φ coincide con el transporte
∇⊥-paralelo a p a lo largo de la homotopía a cero, pues está contenida en U, obtenida de unir
β con la curva −γ con −γ(t) = γ(1− t).

Tenemos entonces que τ⊥β = τ1 ○φ y por (4).

τ⊥β = (dlexp(X))∣νp(M) ○ φ̄

donde φ̄ = eAX ○φ ∈Φ(p). Entonces para todo ξ ∈ νp(M):

Āτ⊥
β
(ξ) = Ādlexp(X)(φ̄(ξ))

= dlexp(X) ○ Āφ̄(ξ) ○ (dlexp(X))−1

= exp(X)Āφ̄(ξ)(exp(X))−1

Por lo dicho previo a la proposición, esto es Ā(Φ(p)) = SO(TpM), con SO(TpM) actuando
por conjugación sobre Sim○(TpM); se tiene que existe un g ∈ SO(TpM) tal que Āφ̄(ξ) = gĀg−1,
de lo que:

Āτ⊥
β
(ξ) = (exp(X)g)Āξ(exp(X)g)−1

Entonces los valores propios de Āτ⊥
β
(ξ) coinciden con los de Āξ.
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La curva β se asume contenida en U, como p es arbitraria, entonces los valores propios
de Āξ(t) son localmente constantes para todo ξ(t), campo normal paralelo a lo largo de una
curva c(t), esto implica que Āξ(t) tiene valores propios constantes. ◇

El siguiente lema es bien conocido y será de utilidad en lo que sigue [C].

Lema 3.2.8. (Condición de Dupin). Sea M una subvariedad de un espacio con curvatura constante
y sea ξ un campo normal paralelo tal que los valores propios del operador de forma Aξ tienen mul-
tiplicidad constante. Sea λ ∶ M → R función de un valor propio que tiene asociado una distribución
(integrable) E con dimensión mayor o igual que 2. Entonces λ es constante a lo largo de toda variedad
integral de E, (esto es, dλ(E) = 0).

Demostración
Sean X,Y secciones en E, como dimE(p) ≥ 2 constante para todo p en cualquier variedad

integral, se pueden tomar X,Y de tal forma que Xp,Yp sean linealmente independientes. Sea
Z una sección arbitraria de TM. Por la ecuación de Codazzi, ⟨(∇XA)ξY,Z⟩ − ⟨(∇YA)ξX,Z⟩ = 0
se tiene que:

0 = ⟨∇X(AξY) −Aξ(∇XY),Z⟩ − ⟨∇Y(AξX) −Aξ(∇YX),Z⟩
= ⟨∇X(λY) −Aξ(∇XY),Z⟩ − ⟨∇Y(λX) −Aξ(∇YX),Z⟩
= ⟨λ∇X(Y) +X(λ)Y −Aξ(∇XY),Z⟩ − ⟨λ∇Y(X)Y(λ)X−Aξ(∇YX),Z⟩
= ⟨λ(∇X(Y) −∇Y(X)) −Aξ(∇X(Y) −∇Y(X)) +X(λ)Y − Y(λ)X,Z⟩
= ⟨λ([X,Y]) −Aξ([X,Y]) +X(λ)Y − Y(λ)X,Z⟩
= ⟨λ([X,Y]) − λ([X,Y]) +X(λ)Y − Y(λ)X,Z⟩
= ⟨X(λ)Y − Y(λ)X,Z⟩

Como Z es arbitrario, entonces X(λ)Y = Y(λ)X, pero, como Xp,Yp son linealmente indepen-
dientes para p en la variedad integral, se tiene que esto es cierto si y solamente si X(λ) = Y(λ),
por arbitrariedad de X,Y como secciones de E entonces E(λ) ≡ 0. ◇

Una subvariedad de Veronese, ver C, es una subvariedad que es extrínsecamente isométrica a
la órbita del grupo ortogonal SO(n) por conjugación de una matriz n ×n, simétrica de traza
nula y con dos autovalores, uno de multiplicidad 1 y otro de multiplicidad n− 1, que resulta
intrínsecamente isométrico al espacio proyectivo real.

Teorema 3.2.9. Sea Mn ⊂ Sn−1+
n(n+1)

2 una subvariedad substancial, irreducible y homogénea; donde
n > 3. Asúmase que el grupo de holonomía restringido actúa irreducible y no-transitivamente, entonces
M es una órbita de una s-representación (irreducible), mas aún una es subvariedad de Veronese.

Demostración
Véase M como subvariedad del espacio euclídeo Rn+

n(n+1)

2 , por lo visto en esta sección A ∶
νp(M) → Sim(TpM) es un isomorfismo para todo p ∈M. Escójase ξ ∈ νp(M) tal que Aξ tiene
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exactamente dos valores propios λ1(p),λ2(p) con multiplicidad m1,m2 ≥ 2 respectivamente,
claramente esto no es posible para n ≤ 3. En particular se puede asumir a m1 = 2 y m2 = n− 2
y que ξ es lo suficientemente cercano a cero tal que el tubo de holonomía,

Mξ = {c(1)+ ξ̄(1) ∶ ξ̄(t) es el transporte ∇⊥−paralelo a lo largo de c(t) con c(0) = p, ξ̄(0) = ξ}

es una de la subvariedad euclídea inmersa, ver nota 2.3.3. Entonces existe una proyección
natural π ∶Mξ →M, π(c(1) + ¯ξ(1)) = c(1) y ξ̃ define un campo normal paralelo a Mξ como
ξ̃(q) = q − π(q), y se tiene, ver [CDO], que M es una variedad paralela (en general focal) al
tubo de holonomía Mξ con M = (Mξp)−ξ̃, aquí Mξ no tiene dimensión maximal de lo que
no tiene fibrado normal plano, de lo contrario los valores propios de Aξ tienen multiplici-
dad 1. Sea ξ̄(t) un campo normal paralelo a lo largo de c(t) con c(0) = p, ξ̄(0) = ξ, por la
Proposición 3.2.7 los valores del operador de forma de traza no nula Āξ̄(t) son constantes
e iguales que los de Āξ, los cuales son λ̄1 = λ1 − 1

n
(2λ1 + (n − 2)λ2) con multiplicidad 2 y

λ̄2 = λ1 − 1n(2λ1 + (n− 2)λ2) con multiplicidad n− 2.

Aplicando la formula del tubo, lema 2.2.7, se tiene que los valores propios del operador
de forma Ãξ̃ restringido al subespacio horizontal, Hq, del tubo de holonomía Mξ a el punto
q = c(1) + ξ̄(1) son:

λ1 + 1n⟨ξ̄(1),H(c(1))⟩
1− λ1 − 1n⟨ξ̄(1),H(c(1))⟩

y,

λ2 + 1n⟨ξ̄(1),H(c(1))⟩
1− λ2 − 1n⟨ξ̄(1),H(c(1))⟩

o de manera equivalente;

λ̃1(q) =
λ1 + 1n⟨ξ̃(q),H(π(q))⟩
1− λ1 − 1n⟨ξ̃(q),H(π(q))⟩

y,

λ̃2(q) =
λ2 + 1n⟨ξ̃(q),H(π(q))⟩
1− λ2 − 1n⟨ξ̃(q),H(π(q))⟩

con multiplicidades (constantes) 2 y n − 2 respectivamente. Ver que Ãξ̃(q), restringido a la
distribución vertical, que es tangente a las órbitas en Mξ por el grupo de holonomía normal
de M a los puntos de proyección, es − Id, ver [O1]. De lo que Ãξ̃(q) tiene tres valores propios;
sea λ̃3(q) = −1 con multiplicidad constante m3 = dim(Mξ) − dim(M). Ver que la función
f ∶ R → R, definida por s → s

1−s es inyectiva y aplica λ̃i(q) en λi + 1n⟨ξ̃(q),H(π(q))⟩ para
i = 1,2. Como para todo i = 1,2, λi es constante y f inyectiva, λ̃1(q) = λ̃1(q ′) si y solo si
⟨ξ̃(q),H(π(q))⟩ = ⟨ξ̃(q ′),H(π(q ′))⟩; de igual forma si λ̃2(q) = λ̃2(q ′), entonces:

λ̃1(q) = λ̃1(q ′) si y solo si λ̃2(q) = λ̃2(q ′) (5)

Sean E1 y E2, las distribuciones horizontales asociadas a las respectivas funciones de los
vectores propios λ̃1, λ̃2 del operador de forma Ãξ̃.
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Hasta este punto lo anterior es válido incluso para el caso en que n = 3. (6).

Por hipótesis de la prueba dim(E1) = 2 y dim(E2) = n − 2 ≥ 2; si γ(t) es una curva tan-
gente a E1 entonces del lema 3.2.8 (condición de Dupin) se tiene que λ̃1 es constante a lo
largo de γ y por (5) λ̃2 también es constante a lo largo de γ. Si se aplica la (condición de
Dupin) en E2 se tiene que esto también es valido si γ ⊂ E2, como λ̃3 es constante, entonces
v(λ̃1) = v(λ̃2) = v(λ̃3) = 0 para todo vector v ∈ H. Entonces los valores propios del operador
de forma Ãξ̃ son constantes a lo largo de curvas horizontales; como dos puntos en el tubo de
holonomía pueden unirse por medio de curvas horizontales entonces los tres valores propios
de Ãξ̃ son constantes sobre Mξ.

De lo que ξ̃ es una sección normal paralela isoparamétrica (no-umbilical), como M es sub-
stancial e irreducible, Mξ lo es, ver Nota 2.3.4, mas aún, Mξ es completa con la métrica
inducida, ver Nota 2.3.3. Por el [BCO, Teorema 5.5.2. ] Mξ tiene curvaturas principales con-
stantes, de la Nota 3.1.8 M es órbita de una s-representación (irreducible), lo que prueba

la primera parte del teorema. Sea M = Kv donde K actúa sobre Rn+
n(n+1)

2 como una s-
representación (irreducible y no-transitiva).

Se probará ahora usando la clasificación de espacios simétricos irreducibles que M es una
subvariedad de Veronese; en el lema 3.2.13 se dará una prueba alternativa de este hecho evi-
tando esta clasificación. Como M es órbita de una s-representación (irreducible), si p ∈ M la
isotropía (conexa) (Kp)○ representada sobre el espacio normal, esto es la representación slice
conexa coincide con el grupo de holonomía normal, para ver esto [BCO, Corolario 3.1.5 y
Teorema 5.4.9.].

Otro hecho es que Kp vía la representación isotrópica actúa efectivamente sobre TpM, sea
k ∈ Kp que se representa trivialmente sobre TpM, entonces la isometría inducida por k es
trivial sobre M, ver A; de lo que K actúa trivialmente sobre el espacio lineal generado por
los vectores en M, esto es, V = span{v ∶ v ∈ M}, como K actúa irreduciblemente V es todo el
espacio y k = Id.

Por el Lema 3.2.6, el grupo de holonomía restringido Φ(p) es isomorfo a SO(TpM), de lo
que la representación slice conexa de (Kp)○ es isomorfa a SO(TpM), en particular dim((Kp)○) ≥
n(n+1)
2

= dim(SO(TpM)), como la acción de Kp es efectiva sobre TpM, entonces dim((Kp)○) =
n(n+1)
2

= dim(SO(TpM)). Esto implica que Mn tiene curvatura constante pues la isotropía re-
sulta igual a SO(TpM) en particular todo par de planos son isométricos y K ≈ SO(n+1), como
Mn es una s-representación irreducible entonces K ≈ SO(n + 1) es la isotropía de un espacio
simétrico de dimensión n+ n(n+1)

2
= (n+ 1) + (n+1)(n+2)

2
− 1 = dim(SL(n+ 1)/SO(n+ 1)). Pero

de la clasificación de espacios simétricos irreducibles SL(n + 1)/SO(n + 1) es el único, salvo
dualidad, con isotropía SO(n+ 1) y dimensión n+ n(n+1)

2
, (n > 1) se tiene que K actúa como

la representación isotrópica de este espacio simétrico; el cual es equivalente a la acción de
SO(n + 1) sobre el espacio de matrices simétricas reales (n + 1) × (n + 1) de traza cero, como
la dimensión de M es n, de la C.0.4 se tiene que:

M ≅ {gAg−1 ∶ g ∈ SO(n+ 1)} = Vn
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donde A es una matriz simétrica (n + 1) × (n + 1) de traza cero con exactamente dos val-
ores propios de multiplicidad 1 y n respectivamente, ver C. Entonces M es una variedad de
Veronese. ◇

Sea K actuando sobre RN como una s-representación y sea (G,K) el par simétrico, simple-
mente conexo, semisimple; asociado con descomposición de Cartan g = k⊕ p, Donde RN ≃ p.
Sea M = Kv una órbita no trivial. Entonces M es una subvariedad substancial la cual es irre-
ducible si y solo si K actúa irreduciblemente. De la Nota 1.2.4 y el Teorema 2.1.12 se tiene que
el espacio normal a v coincide con el conmutador a v, esto es:

νv(M) = {x ∈ p ∶ [x,v] = 0}

donde [⋅, ⋅] es el corchete de g. Como M es órbita de una s-representación del [BCO, teo-
rema 5.4.9], el grupo de holonomía Φ(v) de M a v coincide con la representación del grupo
de isotropía sobre νv(M), esto es, la representación slice.

La representación isotrópica de un espacio simétrico semisimple coincide con la de su dual
B. Entonces, se puede asumir que el espacio simétrico es compacto. Sea (G,K) par simétrico
de tipo compacto, simplemente conexo y sea g = k⊕ p la descomposición de Cartan asociada a
dicho par. La representación isotrópica de K se puede identificar con la representación adjunta
de K a p. La métrica euclídea sobre p es −B, donde B es la forma de Killing de g, sea v ∈ p−{0}
y considérese la órbita M = Kv ≃ K/Kv la cual es una subvariedad con curvaturas principales
constantes. Tómese ⟨⋅, ⋅⟩ la restricción de −B a k, entonces, ⟨⋅, ⋅⟩ es un producto interno Ad(K)-
invariante y definido positivo sobre k. Se considera la descomposición reductiva k = kv ⊕m,
con Lie(Kv) = kv y m = (kv)⊥ con respecto a ⟨⋅, ⋅⟩. ⟨⋅, ⋅⟩ restringido a m ≃ T[e](K/Kv) = Tv(M)
induce una métrica normal homogénea sobre M , la cual es en particular naturalmente reduc-
tiva, B, tal métrica es llamada la métrica canónica normal homogénea (mas brevemente la métrica
canónica normal). En general esta métrica es diferente de la métrica inducida de la variedad
euclídea. Entonces se tiene:

Proposición 3.2.10. Sea K actuando sobre Rn como una s-representación irreducible y sea M = Kv,
v ≠ 0. Si la métrica canónica normal homogénea sobre M coincide con la métrica inducida, entonces M
tiene segunda forma fundamental paralela.

Demostración
Manteniendo la notación previa a la proposición, sea ∇c la conexión canónica sobre M aso-

ciada a la descomposición real k = kv ⊕m. Entonces la segunda forma fundamental α de M es
paralela con respecto a la conexión ∇̄c = ∇c ⊕∇⊥.

Se tiene de [Ta] que la segunda forma fundamental es paralela con respecto a la conexión
canónica, esto es ∇̄cα = 0. Sea ∇̄ = ∇ ⊕∇⊥, donde ∇ es la conexión de Levi-Civita sobre M
inducida por el espacio ambiente la cual coincide, por hipótesis, con la métrica normal ho-
mogénea, entonces:
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∇̄xα(y, z) = α(Dxy, z) +α(y,Dxz), donde D = ∇ −∇c, se tiene que Dxy = −Dyx, ver [OR],
de lo que:

∇̄xα(x,x) = 2α(Dxx,x) = 0

Por Codazzi ∇̄xα(y, z) es simétrica en las tres variables de lo que ∇̄α = 0 y M tiene segunda
forma fundamental paralela. ◇

Corolario 3.2.11. Sea K que actúa sobre RN como una s-representación y sea M = Kv, v ≠ 0.
Asumamos que Kv actúa irreduciblemente sobre Tv(M). Entonces, M tiene segunda forma fundamen-
tal paralela.

Lema 3.2.12. Sean Mn,M̄n ⊂ SN−1, subvariedades de la esfera con segunda forma fundamental par-
alela, o de manera equivalente, subvariedades simétricas extrínsecas [BCO, Teorema 3.7.3]. Asúmase
también, que M es una subvariedad substancial del espacio euclídeo RN, y que existe un p ∈M ∩ M̄
con TpM = TpM̄ tal que las respectivas segundas formas fundamentales α y ᾱ a p de M y M̄ son
proporcionales, esto es, ᾱ = λα, λ ≠ 0, entonces M = M̄ o M = σ(M̄) donde σ es la transformación
ortogonal de RN tal que σ es la identidad sobre Rp⊕ TpM y menos la identidad sobre (Rp⊕ TpM)⊥.

Demostración
Como M es simétrica, considérese M = Kp donde K actúa como una s-representación irre-

ducible, tenemos que el grupo de holonomía restringido a p del espacio fibrado TM⊕ ν(M)
es la representación sobre TpM ⊕ νp(M) de la componente conexa del grupo de isotropía
(Kp)○ (aquí νpM es el espacio normal de M como subvariedad de la esfera). Esto se deduce
del siguiente hecho bien conocido: Si X pertenece a la subálgebra de Cartan asociada al par
simétrico (K,Kp) entonces dlexp(tX) es el transporte paralelo asociado a la conexión de Levi-
Civita cuando es restringido a TpM a lo largo de la geodésica γ(t) = exp(tX)p, y el transporte
paralelo normal a lo largo de γ(t) cuando se restringe a νp(M) (aquí lk es definido como en
la prueba de la proposición 3.2.7).

Por el teorema Ambrose-Singer [KN1], los endomorfismos generados por el tensor de cur-
vatura toman valores en el álgebra de el grupo de holonomía, esto es (Rx,y,R⊥x,y) ∈ l =
Lie(Kp) = Lie((Kp)○) ⊂ so(TpM) ⊕ so(νp(M)) donde R y R⊥ son respectivamente el tensor
de curvatura tangente y normal de M a p.

Sea RS el tensor de curvatura de la esfera SN−1 a p restringido a TpM, de la ecuación de
Gauss,

Rx,y = Tx,y +RSx,y

donde ⟨Tx,yz,w⟩ = ⟨α(x,w),α(y, z)⟩ − ⟨α(x, z),α(y,w)⟩.
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Para M̄ = K̄p, se tienen objetos similares, R̄, R̄⊥, l̄, T̄ ; de la anterior ecuación y como ᾱ = λα,
λ ≠ 0, se tiene que T̄ = λ2T , entonces,

R̄x,y = λ2Tx,y +RSx,y (7)

Por la ecuación de Ricci se tiene que,

R̄⊥x,y = λ2R⊥x,y (8)

Note que para todo X ∈ l ⊂ so(TpM) ⊕ so(νp(M)),

X.α = 0 = X.(λα) = X.ᾱ (9)

análogamente para X̄ ∈ l̄, como (Rx,y,R⊥x,y) ∈ l y (R̄x,y, R̄⊥x,y) ∈ l̄ de (7),(8) y (9) se tiene, si
λ ≠ ±1, que:

(RSx,y)α = (Rx,y − Tx,y,0)α
= (Rx,y,0)α− (Tx,y,0)α
= −(Tx,y,0)α

(RSx,y)α = (R̄x,y − λ2Tx,y,0)α
= (R̄x,y,0)α− λ2(Tx,y,0)α
= −λ2(Tx,y,0)α

Si λ ≠ ±1, lo anterior es cierto si y solo si (Tx,y,0)α = 0, pues λ ≠ 0, entonces (RSx,y)α = 0,
análogamente (R̄sx,y)ᾱ = 0.

Como el espacio lineal generado por {RSx,y ∶ x,y ∈ TpM} es so(TpM), se tiene que α(gx,gy) =
α(x,y) para todo g ∈ SO(TpM), de la formula de Gauss, ⟨AξX,Y⟩ = ⟨α(X,Y),ξ⟩ se obtiene que
el operador de forma de M a p conmuta con todo elemento de SO(TpM), en otras palabras es
múltiplo de la identidad; de lo que M es umbilical en p y como M es en particular homogé-
neo, entonces es umbilical en cualquier punto, de lo que es una esfera intrínseca; como M es
substancial, se concluye que M = SN−1; análogamente para M̄, de lo que M = M̄.

Si λ = 1, entonces M y M̄ tienen la misma segunda forma fundamental a p. Como ambas
son paralelas es bien conocido que M = M̄.

Si λ = −1, entonces se reemplaza M̄ por σ(M̄) y las segundas formas fundamentales de M
y M̄ deben coincidir. De lo que, M = σ(M̄).

Ver que si M y M̄ son subvariedades de la esfera de radios diferentes entonces la segunda
forma fundamental a p es proporcional, de lo que la condición de ser substancial es esencial
para que se mantenga la igualdad. ◇
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Lema 3.2.13. Sea Mn = Kv ⊂ Rn+
n(n+1)

2 , donde K actúa sobre Rn+
n(n+1)

2 como una s-representación
(n ≥ 2). Asúmase que el grupo de holonomía normal restringido a ν̄v(M) = (R)⊥ ∩ νv(M), actúa
irreduciblemente y es no transitivo sobre la esfera unitaria de ν̄v(M). Entonces:

i) La representación holonómica de Φ(v) sobre ν̄v(M) es equivalente a la representación isotrópica
del espacio simétrico SL(n)/SO(n).

ii)Mn es una subvariedad de Veronese.

Demostración
La parte i) es consecuencia del Lema 3.2.6.

Como K actúa como una s-representación, entonces la imagen de la representación slice, del
grupo de isotropía Kv, coincide con el grupo de holonomía normal Φ(v). Pero del Lema 3.2.6,
dim(Φ(v)) = dim(SO(n)), entonces el grupo de isotropía Kv tiene al menos dim(SO(n)) =
dim(SO(TvM)).

Observe que la representación isotrópica de Kv sobre TvM es efectiva, de lo contrario M
debe estar contenido en el subespacio propio que consiste de los vectores fijos por Kv en

Rn+
n(n+1)

2 . Entonces (Kv)○ = SO(TvM), de lo que Kv actúa irreduciblemente sobre TvM. Por el
Corolario 3.2.11 M tiene segunda forma fundamental paralela.

Sea Vn una subvariedad de Veronese de Rn+
n(n+1)

2 , se puede asumir que v ∈ Vn y que TvM =
TvV

n = Rn ⊂ Rn+
n(n+1)

2 , por lo dicho previo al Lema 3.2.6, Ā ∶ {P}⊥ ∩νv(Vn) = {v}⊥ ∩νv(M) →
Sim○(TvVn) = Sim○(TvM) es una homotecia, la cual induce un isomorfismo del grupo de
holonomía normal restringido Φ̄(v) de Vn sobre SO(n). Lo mismo ocurre para el operador A
de M. Observe que si ξ ∈ {v}⊥ ∩νv(M) el operador de forma Aξ pertenece a Sim○(TvM), el es-
pacio de endomorfismos simétricos con traza nula de TvM. Entonces el operador de forma de
traza nula Ã y el operador de formaA deM a v coinciden cuando se restringen a {v}⊥∩νv(M),
de lo que A ∶ {v}⊥ ∩νv(M) → Sim○(TvM) = Sim○(TvVn) = Sim○(Rn) es una homotecia la cual
induce un isomorfismo del grupo de holonomía normal restringido Φ(v) de M sobre SO(n).
Entonces la aplicación A−1 ○ Ā es una homotecia del espacio {v}⊥ ∩νv(M), si β es la constante
de homotecia entonces h = β−1A−1 ○ Ā es una isometría lineal de {v}⊥ ∩ νv(M). Se define g
isometría lineal de Rn+

n(n+1)

2 como :

• g(v) = v

• g∣{P}⊥∩νv(M) = h−1

• g∣TvM = Id.

Entonces Vn y g(M) tienen segunda forma fundamental proporcional de lo que en virtud
del lema 3.2.12 Vn = g(M), en particular M es una subvariedad de Veronese. ◇



3.3 prueba de la conjetura en dimensión 3 61

De lo anterior se prueba la segunda parte del Teorema 3.2.9 sin usar resultados de clasifi-
cación.

3.3 prueba de la conjetura en dimensión 3

En esta sección probaremos la Conjetura 3.1.3, para dimensión 3, valiéndonos de algunos
resultados de la la sección anterior y cambiando substancialmente otros. Empezamos esta sec-
ción con la siguiente nota.

Nota 3.3.1. Sea X = G/K un espacio simétrico, simplemente conexo irreducible de tipo no
compacto, con rango al menos 2, donde G es la componente conexa a la identidad del
grupo de isometrías de X. Asumamos que la dimensión de X es por lo menos 5. Entonces,
X ≃ SL(3)/SO(3). Daremos una prueba de este hecho evitando resultados de clasificación.

Como el rango de X es mayor o igual que 2, la representación isotrópica de K sobre TpX
tiene una órbita (no principal) M = Kv (p ∈ G, con Gp = K) de dimensión 2. En efecto M
no tiene dimensión 3, de lo contrario una K-órbita principal debe tener dimensión 4 y K

debe actuar transitivamente sobre la esfera. La dimensión de M no puede ser 1 pues K actúa
irreduciblemente sobre TpX entonces K actúa efectivamente sobre una órbita no trivial. Si
dim(M) = 1, entonces dim(K) = 1, como dim(X) > 2, K no puede actuar irreduciblemente
sobre TpX, lo que es contradictorio, entonces dim(M) = 2. La dim(Kv) = 1 pues debe tener
dimensión positiva, de lo contrario la acción es transitiva. Mas aún, como M no es una órbita
principal, la imagen bajo la representación slice de Kv no es trivial. Por la Nota 1.2.4 y el Teo-
rema 2.1.12 el grupo de holonomía normal restringido Φ(p) de M a v no es trivial. Entonces,
Φ(p) debe actuar irreduciblemente sobre el espacio de dimensión 2, ν̄v(M) = (Rv)⊥∩νv(M).
La codimención de M es 3, entonces, por el Lema 3.2.13 M es una subvariedad de Veronese C.
Se puede asumir que Sim○(3) = TpM y que M = V 3 , entonces K y SO(3) son subgrupos de
Lie de K̃ = {g ∈ SO(Sim○(3)) ∶ gM =M}. Observe que K̃ actúa de manera no transitiva sobre
la esfera de Sim○(3) pues la codimensión de M es 3. Si R ′ y R son los tensores de curvatura a
p = [e] de X y SL(3)/SO(3) respectivamente, entonces se tienen dos sistemas de holonomía
irreducibles y no transitivos, [Sim○(3), R ′ , K̃] y [Sim○(3), R , K̃]. Por el teorema de Simons
1.2.6 son simétricos y por la Proposición 1.2.5, R ′ es múltiplo escalar de R. Lo que implica que
el espacio simétrico X es homotético a SL(3)/SO(3). ◇

Lema 3.3.2. Sea M3 = Hp una subvariedad homogénea de la esfera SN−1 de dimensión 3 la cual
es substancial e irreducible (como subvariedad del espacio euclídeo RN). Asúmase que el grupo de
holonomía normal de M es no-transitivo. Entonces si M no es de rango mayor o igual que 2, el
grupo de holonomía normal (restringido) Φ(p), como subvariedad de la esfera, actúa irreduciblemente
y N = 9, mas aún, el grupo de holonomía normal (restringido) actúa como la acción de SO(3) por
conjugación de matrices de traza cero y el operador de forma de traza nula Ā de M a p es SO(3)-
equivariante.

Demostración
Considérese M3 como subvariedad del espacio euclídeo Rn. Como M no es de rango

mayor o igual que dos, por la Proposición 1.3.11 el grupo de holonomía normal (restringido)
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Φ(p) actúa irreduciblemente sobre ν̄p(M) (el complemento ortogonal del vector posición
p). Por el Corolario 3.1.2 el primer espacio normal como subvariedad del espacio euclídeo
coincide con el espacio normal, entonces la codimensión k = N − 3 (en RN) está acotada
k ≤ 6 = 3(3+1)

2
. Por el teorema de holonomía normal del Teorema 1.2.3 y lo anterior se

tiene que el grupo de holonomía normal restringido coincide con la representación isotrópica
de un espacio simétrico irreducible de rango al menos 2 y dimensión a lo sumo 5. Por la
nota 3.3.1 la representación de la holonomía normal es equivalente a la representación de
SL(3)/SO(3), por lo que la codimensión de M, en la esfera, es 5 y N = 9. Por el lema 3.2.6
Ā(Φ(p)) = SO(TpM) lo que implica la equivariancia. ◇

Teorema 3.3.3. Sea M3 = Hp una subvariedad homogénea de la esfera SN−1 de dimensión 3, la cual
es substancial e irreducible (como subvariedad de RN). Asúmase que el grupo de holonomía normal de
M es no-transitivo, entonces M es una órbita de una s-representación.

Demostración
Del Lema 3.3.2 y la Nota 3.1.5 se tiene que el grupo de holonomía normal como subvariedad

de la esfera es irreducible, no transitivo y N = 9, note que del Corolario 3.1.2 y la Nota 3.1.5 el
primer espacio normal coincide con el espacio normal, la codimensión es maximal y la apli-
cación ξ → Aξ es biyectiva; de lo que las hipótesis del Teorema 3.2.9 se mantienen y tal como
en la prueba del citado teorema, esta se mantiene valida hasta (6), continuaremos entonces
con la notación de dicha prueba, recordar que la única diferencia es que el valor propio λ̃2
tiene multiplicidad 1. De lo que la condición de Dupin 3.2.8 es aplicable para la distribución
E1, mas no para E2 el cual es para el caso de dimensión 1.

Observe que el tubo de holonomía Mξ tiene dimensión 5, por supuesto tal como en la sec-
ción 2.3, Tη(Mξ) = TpM⊕Tξ(Φξ), por hipótesis dim(M) = 3 y por el Lema 3.3.2 y la Nota 3.3.1
toda órbita focal del grupo de holonomía normal restringido,Φ(p) ≈ SO(3), tiene dimensión 2
(y es isométrica a la subvariedad de Veronese V2 la cual es el espacio proyectivo de dimensión
2).

Por el [BCO, Teorema 6.2.4, parte (2)], H ⊂ SO(9) actuando (extrínsecamente) por isometrías
sobre Mξ. Más aun la proyección π ∶ Mξ → M es H-equivariente; esto es, π(gη) = ψ(g)π(η)
con η ∈Mξ, g ∈ H y ψ ∶ H→ H homomorfismo; para el caso ψ = i.

Si H(p + ξ) = Mξ, entonces Mξ es una subvariedad substancial e irreducible del espacio
euclídeo con rango mayor o igual que 2, del teorema del rango rígido Mξ es órbita de una
s-representación y como M = (Mξ)−ξ̃, M es órbita de una s-representación ver nota 3.1.8. Del
lema 3.2.13 se tiene que M es una subvariedad de Veronese (esto puede ser probado del hecho
de que existe un único, salvo dualidad, espacio simétrico irreducible de dimensión 5). De lo
que se puede asumir que H(p+ξ) ⊊Mξ. Sea h = Lie(H). Consideremos el subespacio h(p+ξ)
de Tp+ξMξ, este subespacio tiene dimensión al menos 3 pues dim(M) = 3 y π es una submer-
sión, esto es dπ(h(p+ξ)) = hp = TpM. Como el subespacio horizontal H(p+ξ) de Tp+ξMξ tiene
dimensión 3 y dim(Tp+ξMξ) = 5, entonces dim(H(p+ξ) ∩ h(p+ ξ)) ≥ 1.

Caso (1): E1(x) + (Hx ∩ hx) = Hx
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Se puede asumir que x = p + ξ. Observe que si la igualdad de arriba se tiene para (p + ξ),
entonces se mantiene para todo q en una vecindad U de (p+ ξ) en Mξ.

Usando la notación del Teorema 3.2.9, las funciones definidas por los valores propios del
operador de forma Ãξ̃ a q (las cuales son diferenciables) son: λ̃1(q) de multiplicidad 2, λ̃2(q)
de multiplicidad 1 y λ̃3(q) = −1 de multiplicidad 2, lo cual es claro pues es asociada al espacio
vertical Vq de dimensión 2, por la condición de Dupin 3.2.8 aplicada a E1, pues dim(E1) = 2,
y la equivalencia (5) en la prueba del Teorema 3.2.9 se tiene que:

v(λ̃1) = v(λ̃2) = v(λ̃3) = 0, para todo v ∈ E1(q)

o escrito de otro modo,

E1(q)(λ̃1) = E1(q)(λ̃2) = E1(q)(λ̃3) = 0.

Además si X ∈ h

(X.q)(λ̃1) = (X.q)(λ̃2) = (X.q)(λ̃3) = 0

pues Ãh.ξ̃(q) = hÃξ̃(q)h−1 para todo h ∈ H ya que H esta contenido en las isometrías del
espacio ambiente y el campo normal paralelo ξ̃ es H-invariante, que se sigue de como esta
definido el campo y de que π es equivariante. Por diferenciación se obtiene lo deseado.

Por hipótesis para este caso se tiene que:

Hq(λ̃1) = Hq(λ̃2) = Hq(λ̃3) = 0 (10)

para todo q ∈ U.

Como M es (extrínsecamente) homogénea, todos los grupos de holonomía locales, ver Nota
1.3.8, tienen la misma dimensión. Entonces el grupo de holonomía local para todo x ∈M coin-
cide con el grupo de holonomía normal restringido Φ(x).

El transporte paralelo a lo largo de lazos "pequeños", en base a p produce una vecindad V
del grupo de holonomía local ver [DO], el cual como se vio coincide con Φ(p) de tal forma
que p+ τξ ∈ U; de esto en particular y de (10) se tiene que Ãξ̃(p+τξ) tiene los mismos valores
propios λ̃1(p+ ξ), λ̃2(p+ ξ) y λ̃3(p+ ξ) = −1 de Ãξ̃(p+ξ), para todo τ ∈ V .

Como Φ(p) es conexo es fácil y estándar ver que Ãξ̃(p+τξ) tiene los mismos valores pro-
pios que Ãξ̃(p+ξ) para τ ∈ Φ(p), por lo que los valores propios de Ãξ̃ son constantes sobre
p +Φ(p).ξ = π−1({p}), como Hp = M es homogénea H actúa transitivamente sobre M, en-
tonces Hπ−1({p}) = Mξ, al ser ξ̃, H-invariante se concluye que los valores propios de Ãξ̃
son constantes sobre Mξ. Por supuesto ξ̃ es no-umbilical, pues Ãξ̃ tiene tres valores propios
(constantes) distintos, entonces de [DO] (ver [BCO, Teorema 5.5.8]), Mξ tiene curvaturas prin-
cipales constantes.

Como M = (Mξ)−ξ̃ tiene curvaturas principales constantes por el Teorema 2.3.5 todo tubo
de holonomía principal es isoparamétrico. Sea M̃ principal, como M̃ no es una hipersuperfi-
cie de la esfera, pues por hipótesis el grupo de holonomía normal en el espacio euclídeo es
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no-transitivo sobre el complemento ortogonal del vector posición, entonces por el teorema de
Thorbergsson, Teorema 2.3.14, M̃ es órbita de una s-representación de lo que M es órbita de
una s-representación y concluye la prueba para el caso (1).

Caso (2): E1(x) + (Hx ∩ hx) ⊊ Hx para todo x ∈Mξ.

La prueba del teorema se partirá en varios casos dependiendo de la dimensión de H. En
principio como dim(M) = 3 y H actúa transitivamente sobre M dim(H) ≥ 3, como la acción de
H sobre M es efectiva pues M es substancial entonces dim(H) ≤ 6, de lo contrario si h ∈ H y
actúa trivialmente sobre M entonces éste actúa trivialmente sobre el espacio (afín) generado
por M, el cual es R9. Pero la dimensión del grupo de isometrías de una variedad Riemanni-
ana de dimensión n esta acotada por n(n+1)

2
(la dimensión de el grupo de isometrías de un

espacio con curvatura constante n-dimensional), en nuestro caso n = 3 y dim(H) ≤ 6.

H no puede ser abeliano, en efecto si H es abeliano, como la dimensión del espacio ambi-
ente es impar igual a 9, el subgrupo conexo H ⊂ SO(9) debe fijar un vector v, sea v ≠ 0, en tal
caso es claro que toda órbita Hq esta contenida en el subespacio afín q + {v}⊥ de lo que en
particular M = Hp no es substancial y se llega a contradicción.

Si dim(H) = 5 entonces el grupo de isotropía Hp tiene dimensión 2, pues dim(H/Hp) =
dim(M) = 3, luego Hp es abeliano, recordar que Hp ⊂ SO(TpM) ≃ SO(3) vía la representación
isotrópica, pero SO(3) tiene rango 1 por lo que no tiene ningún subgrupo abeliano de dimen-
sión 2. Una contradicción, de lo que dim(H) ≠ 5, de lo que resta ver los casos para los que
dim(H) = 6,4,3.

(a) dim(H) = 6. En este caso se tiene que (Hp)○ = SO(3) pues dim(Hp) = 3. Como SO(3)
es simple, la representación slice σp de (Hp)○ a νp(M) debe ser trivial o la imagen tiene di-
mensión 3. En el primer caso se tendría que Aµ = Ahµ = hAµh−1 para todo h ∈ (Hp)○, Aµ
operador de forma arbitrario de M a p; de lo que Aµ es múltiplo de la identidad entonces M3

sería una subvariedad umbilical de S8 ⊂ R9 en particular no sería substancial y se llegaría a
una contradicción.

Supóngase que la dimensión de la imagen de la representación slice es 3. Por el Corolario
3.1.7, σp((Hp)○) ⊂ Φ(p), donde Φ(p) es el grupo de holonomía normal restringido de M3

como subvariedad euclidea. Como dim(Φ(p)) = 3 se concluye que σp((Hp)○) = Φ(p), en-
tonces cualquier tubo de holonomía es una H-órbita. En particular si es principal, los cuales
tienen espacio normal plano, pero los tubos de holonomía son subvariedades substancial e
irreducibles del espacio euclídeo, con codimensión al menos 3, pues Φ(p) actúa sobre el es-
pacio normal νp(M) de dimensión 6 con cohomogeneidad 3. Entonces, por el teorema de
Thorbergsson, Teorema 2.3.14 cualquier tubo de holonomía es órbita de una s-representación
de lo que M3 es órbita de una s-representación, Nota 3.1.8, y del Lema 3.2.13 M3 es una sub-
variedad de Veronese.

Algunos detalles que se usaran a continuación acerca de los grupos compactos de dimen-
sión menor que 4 se pueden ver en el apéndice D.

(b) dim(H) = 4. En este caso dim(Hp) = 1, de nuevo esto es claro ya que dim(M) =
dim(H/Hp) = 3, entonces como en (a) si la representación slice es trivial, todos los oper-
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adores de forma conmutan con (Hp)○ ≈ S1, una contradicción pues la familia de operadores
de forma es Sim(TpM).

Considérese entonces el caso en que la representación slice es no trivial, para esto se usarán
los resultados de [O3] (ver [BCO, Teorema 6.2.7] ) más específicamente la [O3, Proposición 2.4]
usada para la prueba del teorema de holonomía de Simons de dicho articulo citada como: Para
una subvariedad euclideaMn, irreducible, substancial yH-homogénea con n ≥ 2, las proyecciones sobre
el espacio normal νp(M) de los campos de Killing (Euclídeos) dados por los elementos de h = Lie(H),
pertenecen al álgebra de holonomía normal g.

Para el caso dim(h) = 4 y dim(g) = 3 entonces debe existir 0 ≠ X ∈ h tal que su proyección es
trivial sobre el espacio normal, este X no puede estar en el álgebra isotrópica pues se asumió
que la representación slice de (Hp)○ ≃ S1 es no-trivial, esto implica que 0 ≠ X.p ∈ TpM.

Considérese ξ̃ el campo normal paralelo H-invariante de Mξ. Como sabemos (Mξ)−ξ̃ =M
(M es una variedad focal paralela de Mξ).

Como X se proyecta trivialmente sobre νp(M), X.q ∈ Hq, para todo q ∈ (p +Φ(p)ξ) =
(π−1({p}))q ⊂Mξ, de lo que X.q ∈ Hq ∩hq; como dim(E1(q)) = 2 y dim(Hq) = 3 y por hipóte-
sis(caso 2), E1(q) + (Hq ∩ hq) ⊊ Hq, entonces (Hq ∩ hq) ⊆ E1(q) de lo que X.q ∈ E1(q) para
todo q ∈ (p+Φ(p)ξ).

Considérese la curva γ(t) = exp(tX)p de M3 con γ ′(0) = Xp ≠ 0. Sea q ∈ (p +Φ(p)ξ) y
ψ(t) el transporte paralelo normal de (q − p) ∈ νp(M) a lo largo de γ(t). Como ξ̃(q) = p − q
entonces ξ̃(γ(t) +ψ(t)) = π(γ(t) +ψ(t)) −γ(t) −ψ(t) = −ψ(t)(ver que Mξ =Mq−p).

Por la fórmula del tubo Lema 2.2.7 (en la notación se permutan los objetos, pues para el
caso M es paralela focal a Mξ).

A(q−p) = Ã(q−p)∣H ((Id−Ã(q−p))∣H)−1

Se tiene que E1(q) es un espacio propio del operadorA(q−p) deM, por otro lado dπ(E1(q)) =
(Id−Ãξ̃)(E1(q)) ⊂ E1(q), como ξ̃ es H-invariante y ξ̃(q) = −(q−p),

dπ(X.q) = d

dt
∣
t=0

(exp(tX)q+ ξ̃(exp(tX)q))

= d

dt
∣
t=0

(exp(tX)q+ (exp(tX)(q−p)))

= X.p

por lo que X.p es valor propio de todos los operadores de forma A(q−p) de M tales que
q ∈ (p +Φ(p)ξ). Sin perder generalidad se puede asumir desde un comienzo que ξ es per-
pendicular al vector posición p; como Φ(p) actúa irreduciblemente sobre {p}⊥ es claro que
span{Φ(p)ξ} = {p}⊥, de lo anterior y por linealidad del operador de forma X.p es vector
propio de todos los operadores de forma de M en p. Lo que es claramente una contradicción
pues la familia de todos los operadores de forma en p es Sim(TpM)
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(c) dim(H) = 3. En este caso es excluido el caso en que H es abeliano por las observaciones
anteriores, entonces H es simple con cubrimiento universal Spin(3). En este caso claramente
la isotropia es finita, veremos que con la suposición para este caso (caso 2), se llega a una
contradicción.

Note que M debe ser compacto. El grupo de holonomía ˜Φ(p) también es compacto; en
efecto la componente conexa a la identidad es Φ(p), el grupo de holonomía normal re-
stringido que es compacto 1.2.3, ˜Φ(p) esta contenido en el grupo compacto N(Φ(p)), el nor-
malizador de Φ(p) en O(νp(M)). Note que (N(Φ(p)))○ = Φ(p), pues Φ(p) actúa como una
s-representación, ver [BCO, lema 6.2.2], entonces ˜Φ(p) tiene un numero finito de componentes
conexas, de igual forma ˜Φ(p).ξ. Esto implica que Mξ es compacto.

Como M esta contenido en una esfera, Mξ esta contenido en una esfera. Si η es el vector
posición de Mξ, obviamente η es un campo normal paralelo umbilical pues Ãη = − Id, si se
adiciona a ξ̃ un múltiplo constante de η se obtiene un nuevo campo normal paralelo donde el
operador de forma tiene asociada la misma distribución como en Ãξ̃, si se toma el múltiplo
constante suficientemente grande (y usando la compacidad de Mξ) las tres funciones asoci-
adas a los tres valores propios se pueden asumir positivas en todo punto, por esta construcción
podemos asumir desde un comienzo que para ξ̃, λ̃1 nunca se anula.

La aplicación Cáustica ρ de Mξ en R9, definida como q → q + (λ̃1(q))−1ξ̃(q) tiene rango
constante pues Ker(dρ) = E1 de dimensión constante 2, por la condición de Dupin 3.2.8 λ̃1 es
constante a lo largo de toda variedad integral Q1(q) de E1. Observar que λ̃2 es constante a
lo largo de Q1(q) por la equivalencia (5) en la prueba del teorema 3.2.9 y λ̃3 es constante, en
particular a lo largo de Q1(q).

Sea M̄ = Mξ/E1, el cociente de Mξ por la familia E1 de variedades integrales (maximales)
de E1 obtenido por la identificación de puntos contenidos en la misma variedad integral de
la distribución, y sea π̄ ∶Mξ → M̄ la proyección canónica. La distribución E1 es H-invariante
pues ξ̃ lo es, así la acción de H sobre Mξ es proyectada a una acción sobre M̄, de esta forma
π̄ es H-equivariante, del Lema 3.3.4 que se verá posterior a esta prueba se tiene que M̄ es una
subvariedad inmersa de R9 de dimensión 3 y compacta, vía la proyección ρ̄ de ρ a el espacio
cociente (compacto) M̄.

Vea que ρ es H-equivariante pues ξ̃ lo es, entonces como π̃ es H-equivariante, la inmersión
ρ̄ ∶ M̄→ R9 es H-equivariante.

Entonces, reescribiendo Mξ tiene las siguientes fibraciones H-equivariantes.

0→Φ(p).ξ→Mξ
π̃→ M̃→ 0 (fibración del tubo de holonomía)

0→Q→Mξ
π̄→ M̄→ 0 (fibración cáustica)

donde Q es una (arbitraria) variedad integral de E1 y M̃ la variedad cociente obtenida de
Mξ sobre la componente conexa de las fibras de π ∶Mξ →M (las cuales son órbitas del grupo
de holonomía normal restringido Φ(p), p ∈M). Nosotros tenemos que M̃ es un cubrimiento
finito de M.
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Ahora usaremos la fibración del tubo de holonomía y la fibración cáustica para llegar a
contradicción para el caso (2) si H ≈ Spin(3). La prueba se seguirá por pasos.

i . sea P
π→ N una fibración y supongamos que las fibras π−1(p) para p ∈ N son conexas, sea

c ∶ [0,1] → N una curva cerrada en N, con c(0) = c(1) = p, sea q ∈ π−1(p) tómese
c̃ el levantamiento horizontal de c en P con c̃(0) = q, esto es π̄ ○ c̃ = c, ver [KN1,
capitulo 2, sección 3]. Como las fibras en P son conexas, se puede tomar una curva
τ ∶ [0,1] → π−1(p) ⊂ P tal que τ(0) = q y τ(1) = c̃(1), considerese la curva c̄ = c̃ ⋅ τ, esta es
una curva cerrada en q con π̄(c̄) homotópica a c.

ii . En la fibración del tubo de holonomía las fibras tienen grupo fundamental finito pues
son espacios proyectivos (reales) de dimensión 2, los cuales tienen grupo fundamental
finito. Mas aún, el espacio base M̃ tiene grupo fundamental finito pues es una órbita con
isotropía finita del grupo Spin(3) ≈ S3. Entonces, Mξ tiene grupo fundamental finito.

iii . Finalmente considérese la fibración cáustica, por [II] Mξ tiene grupo fundamental finito
y las fibras de esta fibración son conexas, de lo que [I] aplica, esto es, para toda curva
c ∶ [0,1] → M̄, con c(0) = c(1) = p ∈ M̄ y q ∈ π̄−1(p) existe una curva c ′ ∶ [0,1] → Mξ,
con c ′(0) = c ′(1) = q tal que π̄(c ′) es homotópica a c, como π̄ envía clases de homotopía
en clases de homotopía, c es arbitraría y Mξ tiene grupo fundamental finito entonces
M̄ tiene grupo fundamental finito, claro a el punto q, sean [c ′1], [c

′
2], ..., [c ′k] las difer-

entes clases de homotopía, si c arbitraria como antes c ′ es homotópica a c ′i para algún
i = 1, ...,k; sea Ai el subconjunto de curvas cerradas a p, tal que c ∈ Ai si c ′ ∈ [c ′i] entonces
todas las curvas de Ai son homotópicas, pero A1 ∪ ... ∪Ak unión finita, es la unión de
todas las curvas cerradas a p, lo que implica que M̄ tiene grupo fundamental finito.

Del Lema 3.3.5 el grupo fundamental de M̄ no es finito, lo que contradice [III], esto implica
que en el caso (2) no se puede tener que H ≈ Spin(3) lo que finaliza la prueba del teorema. ◇

Lema 3.3.4. (ver [DO, Proposición 2.4.]). Sea M una subvariedad inmersa y compacta de RN la cual
esta contenida en la esfera SN−1. Sea ξ un campo normal paralelo a M tal que los valores propios del
operador de forma Aξ tienen multiplicidad constante sobre M. Sea λ ∶M → R una función de valores
propios de Aξ la cual es asociada a la distribución propia (integrable) E que tiene dimensión constante
al menos 2. Sea E la familia de variedades integrables (maximales) de E. Asúmase que la función λ
nunca se anula, entonces:

i). Toda variedad integral Q ∈ E es compacta.

ii). El espacio cociente M̄/E es una variedad compacta y la proyección π ∶ M → M̄ es una fibración
(en particular, una submersión).

iii). La aplicación Caustica ρ ∶M → RN, ρ(q) = q+ (λ(q))−1ξ(q) proyecta una inmersión ρ̄ ∶ M̄ →
RN, esto es, ρ = ρ̄ ○π
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Demostración
De la condición de Dupin se tiene que λ es constante a lo largo de toda variedad integral de

E. Considerar la aplicación caustica ρ, como Ker(dρ) = E, entonces dρ tiene rango constante,
por la forma local de una aplicación de rango constante, ver [Bo, Nota 4.2], y la compacidad
de M se tiene que existe un cubrimiento abierto y finito U1, ...,Ud; de M tal que para todo
i = 1, ...,d; y q,q ′ ∈ Vi se sigue que:

ρ(q) = ρ(q ′) si y solo si q y q ′ están ambas en la misma variedad integral de E∣Vi .

Se sigue que toda variedad integral (maximal) Q de E debe ser cerrada y por tanto un sub-
conjunto compacto de M. Mas aún, por la equivalencia anterior la foliación E es una foliación
regular, en el sentido de Palais [P].

Para probar que el espacio cociente es una variedad se debe probar que el cociente es
Hausdorff. Sea E⊥ la distribución ortogonal con respecto a la métrica inducida por el espacio
ambiente sobre M. Se define una nueva métrica ⟨⋅, ⋅⟩ sobre M cambiando la métrica inducida
sobre la distribución E⊥ en tal camino que ρ es localmente una submersión Riemanniana sobre
su imagen. Sea:

• ⟨E,E⊥⟩ = 0

• ⟨⋅, ⋅⟩ coincide con (⋅, ⋅) cuando se restringe a E.

• d∣qρ es isometría lineal para (E⊥)q sobre su imagen.

Tal métrica es (bundle-like) métrica en el sentido de Reinhart[Re], como M es compacta
⟨⋅, ⋅⟩ es una métrica Riemanniana completa, ver [KN1, Capítulo IV, Corolario 4.4] entonces por
[Re, Corolario 3, Página 129] el espacio cociente M̄ es Hausdorff y π es una fibración [DO,
Proposición 2.4, Página 83] y entonces se tiene que ρ proyecta una inmersión ρ̄ ∶ M̄ → RN y
ρ = ρ̄ ○π. ◇

Lema 3.3.5. Bajo la hipótesis del teorema 3.3.3 y la hipótesis del caso (2), en la prueba del mismo,
asumiendo en adición que H ≅ Spin(3) entonces:

⋅ La acción de H sobre M̄ tiene todas las órbitas de dimensión 2.

⋅ el cubrimiento universal M̃ de M̄ es un producto con un factor igual a una recta real; de lo que el
grupo fundamental de M̄ no es finito.

Demostración
Como ξ̃ es H-invariante entonces cualquier distribución propia de Ãξ̃ es H-invariante, de

lo que la acción de H sobre Mξ es proyectada naturalmente sobre M̄. Si q ∈ Mξ entonces
el subespacio hq ⊂ TqMξ de dimensión 3 debe intersecar de manera no trivial al subespacio
horizontal de dimensión 3, Hq, ya que dim(Mξ) = 5. Como se asume la hipótesis del caso
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2, {0} ≠ (hq ∩Hq) ⊊ E1(q). Nótese π̄ la proyección de Mξ en M̄. Como la acción de H es
proyectada en M̄ se puede considerar Hq̄ el grupo de isotropía de H a el punto q̄ = π̄(q) ∈ M̄.
Sea hq̄ = Lie(Hq̄), entonces se tiene que

hq̄ = {X ∈ h ∶ X.q ′ ∈ E1(q ′)}

para todo q ′ ∈ (π̄)−1(π̄({q})).

Si dim(hq̄) = 3 entonces hq̄ = h de lo que H deja invariante la variedad integral de dimen-
sión 2, S1(q) de E1 a q. En particular Hq tiene dimensión positiva, pero Hq ⊂ Hπ(q) donde
Hπ(q) es el grupo de isotropía de H al punto π(q) ∈M3 = Hp, lo que es contradictorio pues
H ≅ Spin(3) en particular dim(H) = 3 y dim(M) = 3.

Observe que dim(hq̄) ≠ 2 de lo contrario hq̄ es un ideal de h, pero h es simple y se llega a
contradicción. Aquí se usa que una subálgebra de Lie de codimensión 1 en una algebra de Lie
que admite una métrica bi-invariante debe ser un ideal.

Entonces tenemos que dim(hq̄) = 1 para todo q ∈Mξ, lo que implica que todas las H-órbitas
en M̄ tienen dimensión 2, lo que prueba i).

Se define ahora una métrica auxiliar sobre M̄, que varia a lo largo de las H-órbitas la métrica
⟨⋅, ⋅⟩ inducida por la inmersión ρ̄.

Como la H-órbitas en M̄ tienen dimensión 2, H actúa con cohomogeneidad 1 sobre M̄,
entonces [BCO, Proposición 3.2.9], H actúa de manera localmente polar. En particular la dis-
tribución 1-dimensional D sobre M̄ perpendicular a las H-órbitas es autoparalela. Si q̄ ∈ M̄
entonces sobre la órbita Hq̄ se asocia la métrica normal homogénea, es decir, la métrica asocia-
da a la descomposición reductiva B,

h = hq̄ ⊕ (hq̄)⊥

donde el complemento ortogonal es calculado con respecto a la métrica bi-invariante sobre
h.

Se define ⟨⋅, ⋅⟩ ′ como sigue:

⋅ ⟨⋅, ⋅⟩ ′∣D = ⟨⋅, ⋅⟩∣D

⋅ ⟨U ,D⟩ ′ = 0, donde U es la distribución dada por el espacio tangente de las H-órbitas sobre
M̄

⋅ ⟨⋅, ⋅⟩ ′∣Uq̄ , coincide con la métrica normal homogénea de Hq̄ para todo q̄ sobre M̄.

Como M̄ es compacta Lema 3.3.4, ⟨⋅, ⋅⟩ ′ es completa [KN1, Capítulo IV, Corolario 4.4]. De
igual manera se nota por ⟨⋅, ⋅⟩ ′ el levantamiento de esta métrica al cubrimiento universal M̃ de
M̄. De lo que (M̃, ⟨⋅, ⋅⟩ ′) es una variedad Riemanniana completa. Sean Ũ y D̃ los levantamien-
tos a M̃ de las respectivas distribuciones U y D; levántese la H-acción sobre M̄ a M̃. Como
M̃ es simplemente conexo, la distribución 1-dimensional D̃ es paralelizable; esto es, existe un
campo no nulo X̃ de M̃ tal que R.X̃ = D̃. Considérese Z̃ = X̃

∥X̃∥ donde ∥ ⋅ ∥ es la norma con
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respecto a ⟨⋅, ⋅⟩ ′. El flujo φt asociado a Z̃ es una isometría a todo t, de lo que Z̃ es un campo de
Killing A. Entonces ⟨∇⋅Z̃, ⋅⟩ ′ es antisimétrica en particular ⟨∇vZ̃,v⟩ ′ = 0 (ecuación de Killing A),
para todo vector v tangente en Ũ . Pero si ÃZ̃ es el operador de forma de la órbita Hx, x ∈ M̃,
de la formula de Weingarden ⟨ÃZ̃v,v⟩ ′ = ⟨∇vZ̃,v⟩ ′ = 0. Entonces Ũ = D̃⊥ es una distribución
autoparalela, pero dos distribuciones autoparalelas complementarias ortogonalmente deben
ser paralelas y por el teorema de descomposición de De Rham [KN1, Capítulo IV, Teorema
6.2], M̃ es un producto de espacios simplemente conexos; como una de las distribuciones es de
dimensión 1, entonces M̃ = R×M ′, en particular M̃ no es compacto pero M̄ si lo es, entonces
el grupo fundamental no puede ser finito. ◇

Para finalizar, muchos de los resultados de esta sección pertenecen al trabajo de tesis, pero
resultaron como postulados de empalme para el verdadero objetivo de este trabajo que se
simplifica en los siguientes tres enunciados concluidos anteriormente:

Proposición A. Sea Mn una subvariedad del espacio euclídeo. Asúmase que para todo punto de M
el grupo de holonomía normal local y el grupo de holonomía normal restringido coinciden (o, equivalen-
temente, la dimensión de los grupos de holonomía normal locales es constante sobre M, en particular
para variedades homogéneas 1.3.8). Sea p ∈ M y k el numero de de factores irreducibles (no-triviales)
de la representación del grupo de holonomía normal restringido Φ(p) sobre νp(M). Entonces k ≤ [n

2
],

donde [n
2
] es la parte entera de n

2
.

Teorema B. Sea Mn ⊂ Sn−1+
n(n+1)

2 una subvariedad substancial, irreducible y homogénea; con
n ≥ 3. Entonces, M es una subvariedad de Veronese si y solo si el grupo de holonomía normal res-
tringido actúa de manera irreducible y no-transitiva sobre el espacio normal.

Teorema C. Una subvariedad M3 substancial, irreducible y homogénea de la esfera, de dimensión
3, tal que el grupo de holonomía normal es no-transitivo debe ser órbita de una s-representación, mas
aún una subvariedad de Veronese o una órbita principal de la representación isotrópica de SL(3)/SO(3).

La Proposición A es la Proposición 1.3.11.

el Teorema B se sigue de la Nota 3.1.4, el Teorema 3.2.9 y el Teorema 3.3.3.

El Teorema C se sigue del Teorema 3.3.3, el Lema 3.2.13 y la Nota 3.1.1.

3.4 extensión del problema para subvariedades mínimas

Una subvariedad Riemanniana M de una variedad Riemanniana arbitraria es llamada sub-
variedad mínima si el vector de curvatura media se anula a cada punto, o en otras palabras,
diremos que M es mínima si para todo p ∈M y todo ξ ∈ νp(M) se tiene que la Traza(Aξ) = 0.
En particular no existen subvariedades mínimas del espacio euclídeo que no sean compactas
[KN2, Capitulo VII, sección 5]. El propósito de esta sección es extender el Teorema B de la
sección anterior para subvariedades mínimas sin asumir la hipótesis de homogeneidad. Este
es de hecho el Teorema D citado en la introducción.

Teorema 3.4.1. Sea Mn, n ≥ 3, una subvariedad completa, substancial e irreducible (inmersa) de

Sn−1+
n(n+1)

2 . Entonces, Mn es (salvo cubrimiento) una subvariedad de Veronese si y solamente si es
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una subvariedad mínima y el grupo de holonomía normal restringido Φ(q) actúa irreducible y no-
transitivamente.

Demostración Sea p ∈ M tal que para el tensor de curvatura normal adaptado R�(p) ≠ 0
o de manera equivalente que R⊥(p) ≠ 0. Considérense los sistemas de holonomía irreducibles
y no-transitivos [ν̄p,R�(p),Φ(p)] y [Sim○(TpM),R, SO(TpM)]. De la Proposición 3.2.5, la
ecuación del tensor adaptado 1.3 y como M es mínima; si Ap denota el operador de forma a
p entonces Ap ∶ ν̄p(M) → Sim○(TpM) es una homotecia y ApΦ(p)(Ap)−1 = SO(TpM).

Esto implica, que si φ ∈Φ(p), los autovalores de Apη y Ap
φ(η) son los mismos.

Sea U una vecindad contráctil (en particular simplemente conexa) de p ∈M tal que R� no
se anula sobre U, sea p ′ ∈ U y γ ∶ [0,1] → U una curva diferenciable de p a p ′ y τt el transporte
normal paralelo a lo largo de γ[0,t]. Se sabe que τtΦ(p)(τt)−1 = Φ(γ(t)). Tómese ξ ∈ ν̄p(M)
de tal forma que Apξ ∈ Sim○(TpM) tiene exactamente dos autovalores, λ1 = 12 de multiplicidad
2 y λ2 = −1

n−2 de multiplicidad (n− 2).

De nuevo, por lo anterior Aγ(t) ∶ ν̄γ(t) → Sim(Tγ(t)M) aplica Φ(γ(t)) en SO(Tγ(t)M). En-
tonces, la homotecia:

gt ∶= Aγ(t) ○ τt ○ (Ap)−1 ∶ Sim○(TpM) → Sim○(Tγ(t)M)

aplica el grupo SO(TpM) en SO(TγM). De lo que gt aplica el grupo de isotropía SO(TpM)Ap
ξ
≃

S(O(2) ×O(n − 2)) en el subgrupo de isotropía SO(Tγ(t)M)
A
γ(t)

τt(ξ)

. Esto implica que Aγ(t)
τt(ξ)

tiene dos autovalores, sean λt1 de multiplicidad 2 y λt2 de multiplicidad n − 2, como Aγ(t)
τt(ξ) ∈

Sim○(Tγ(t)M), entonces, λt2 = −
2
n−2λ

t
1.

De lo que, los dos autovalores de Aγ(t)
τt(ξ) son constantes salvo multiplicación por a(t) =

λt1 ≠ 0. Ver que si γ es una curva cerrada a p, entonces τ1 ∈ Φ. Como se vio anteriormente
esto implica que los autovalores de Apξ y los de Ap

τ1(ξ)
son los mismos, por lo que a(t) de-

pende solamente de γ(t). Entonces existe una función diferenciable no-nula f ∶ U → R tal que
a(t) = f(γ(t)). Ver que f(p) = a(0). Manteniendo la notación como en la prueba del Teorema
3.2.9, prueba que se modificara en lo que sigue, sea Uξ el respectivo tubo de holonomía como
en la prueba citada. Se tiene el campo normal paralelo ξ̃ de Uξ. Los autovalores del operador
de forma Ãξ̃ a q ∈ Uξ están dados por :

λ̃1(q) =
f(π(q))
1− f(π(q))

asociado a la distribución horizontal E1 de dimensión 2.
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λ̃2(q) =
−f(π(q))
n−2

1+ f(π(q))
n−2

asociado a la distribución horizontal E2 de dimensión n− 2.

Y el tercer autovalor (constante) de Ãξ̃, λ̃3 = −1, asociado a la distribución vertical V , tan-
gente a las órbitas normales. Por la condición de Dupin 3.2.8; d(λ̃1)(E1) = 0, lo que implica
que :

d(f ○π)(E1) = 0 (∗)

.

Recordar que si n > 3, lo mismo es válido para la distribución E2; pero no es así en el caso en
que n = 3. Por lo que aquí no asumiremos este hecho, con el fin de hacer una prueba conjunta.

Por la fórmula del tubo, como en la prueba del Teorema 3.3.3, caso (2)(b); dπ(E1(q)) = E1(q),
como subespacio del espacio ambiente. Más aún, E1(q) es un autoespacio de Aq−π(q) = Aξ̃(q),
donde A es el operador de forma de M (quitando el índice superior π(q) de A).

Sea q ∈ Uξ con π(q) = p y sea V̄ el subespacio de TpM el cual es generado por E1(q ′), con
q ′ ∈Φ(p)q = π−1({p}).

Si V̄ = TpM, entonces de (*), df(TpM) = {0}. Si V̄ esta contenido propiamente en TpM, sea
0 ≠ v ∈ V̄⊥, se llegará a una contradicción para este caso. En efecto, el operador de forma de
Aq ′−p tiene solo dos autovalores, como v es perpendicular al auto espacio E1(q ′) de Aq ′−p,
entonces v es un autovector del operador de forma, para cada q ′ ∈ Φ(p)q. Observe que el es-
pacio lineal generado por Φ(p)q es ν̄p(M), como q ′ ≠ 0 y Φ(p) actúa irreduciblemente sobre
el espacio normal. Entonces v es un autovector común para todos los operadores de forma
Aη, η ∈ νp(M). Pero A ∶ ν̄p(M) → Sim○(TpM) es un isomorfismo, lo cual es una contradicción.
Por lo que df(TpM) = {0}, y lo mismo es válido para todo p ′ ∈ U, de lo que f = f(p) = 1

2
es

constante sobre U.

Entonces, los autovalores λ̃1, λ̃2, λ̃3 son constantes sobre Uξ, de lo que ξ̃ es un campo nor-
mal paralelo isoparamétrico (no-umbilical) de Uξ. Del [BCO, teorema 5.5.2], Uξ y en tanto
U tienen curvaturas principales constantes, probado que Uξ es irreducible localmente y subs-
tancial alrededor de algún punto q ∈ π−1({p}). Note que el grupo de holonomía normal
local a p coincide con el grupo de holonomía normal; en efecto, el sistema de holonomía
[ν̄p(M)],R�(p),Φ(p)] es irreducible y no-transitivo, por el teorema de Simons 1.2.6, éste es
simétrico. Mas aún, Lie(Φ(p)) es generado linealmente por los endomorfismos R�

ξ,η(p). Lo
cual implica que el grupo de holonomía normal local a p coincide con el grupo de holonomía
normal restringido Φ(p). Entonces, el rango local de M, como subvariedad del espacio eu-
clídeo es 1, de lo que M es irreducible localmente y substancial alrededor de p y entonces Uξ
es substancial e irreducible alrededor de cada punto q ∈ π−1({p}).
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Entonces U es una subvariedad con curvaturas principales constantes. Como el grupo de
holonomía normal de M es no-transitivo sobre la esfera del espacio normal, cada tubo de
holonomía principal, el cual es isoparamétrico, tiene codimensión al menos 3 en el espacio
euclídeo, del teorema de Thorbergsson 2.3.14 U es una órbita de una s-representación.

Entonces, ∥R�∥ es constante sobre U, de lo que ∥R�∥ es constante sobre Ω, la componente
conexa del subconjunto abierto {p ∈M ∶ R�(p) ≠ 0}. Pero si p ′ ∈M es un punto limite de Ω,
por continuidad R�(p ′) ≠ 0. Esto implica que Ω debe contener a p ′. Lo que prueba que el
abierto Ω es también cerrado en M. Entonces M tiene curvaturas principales constantes, en
particular su imagen bajo la inmersión isométrica, es una subvariedad embedding con curvat-
uras principales constantes. Mas aún, por Thorbergsson es una órbita de una s-representación
irreducible . Del Lema 3.2.13 la imagen de M es una subvariedad de Veronese.

El recíproco es válido por la nota C.0.4 i) y ii). ◇

Como se mencionó en la Introducción, la hipótesis de homogeneidad o de ser mínima
no pueden quitarse, pues si se aplica un difeomorfismo conforme de la esfera la holonomía
normal se conserva pero la subvariedad deja de ser mínima (y por consiguiente no puede ser
una subvariedad Riemanniana de Veronese).
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A
G R U P O D E I S O M E T R Í A S Y C A M P O S D E K I L L I N G

Sea M variedad Riemanniana, sea f ∶ M → M un difeomorfismo, este es llamado isometría si
⟨f∗X, f∗Y⟩ = ⟨X,Y⟩, para todo X,Y ∈ TpM, p ∈ M donde f∗ es la diferencial de f a p, si M es
conexo y f ∶ M → M función continua, sobreyectiva, entonces, ésta es isometría si y solo si
d(f(p), f(q)) = d(p,q), para todo p,q ∈ TpM, para M conexo. Las isometrías están comple-
tamente determinadas por su valor y su diferencial en un punto cualquiera, esto es , si g, f
isometrías de M variedad Riemanniana, tales que para algún p ∈M, g(p) = f(p) y g∗ ∣p= f∗ ∣p,
entonces f = g. f ∶M →M se dice que es una isometría local si para cada p ∈M existen vecin-
dades abiertas U a p y V a f(p) tal que f es una isometría entre estas vecindades.

El conjunto de isometrías de una variedad Riemanniana forma un grupo, notado como
I(M) y es llamado el grupo de isometrías de M, dotado con la topología compacto-abierta, este
resulta un grupo de Lie [B] que actúa sobre M como grupo de transformaciones, se denotará
I∗(M) la componente conexa a la identidad.

Sea X un campo en M, la variedad no necesariamente Riemanniana, entonces, siempre exis-
te para cada m en M una vecindad abierta U de p, un intervalo (−ε,ε), y una aplicación suave
ϕ ∶ (−ε,ε) ×U → M, tal que ϕm ∶ (−ε,ε) → M es la única curva integral de X a m, tal que
ϕ(0,m) = m, aquí ϕm = ϕ(⋅,m) [W, Capítulo 1], usualmente se notará también ϕt = ϕ(t, ⋅),
siempre que no genere confusión. Las letras t, s supondrán parámetros reales, si M es com-
pleta entonces el intervalo es todo R, ϕ es llamado el flujo de M. Nos referimos al conjunto
de todas las ϕt como el grupo monoparamétrico local de X, por supuesto si M es completa éste
forma un grupo de transformaciones, llamado el grupo monoparamérico de X.

Con la notación anterior X se dice campo de Killing siϕt es una isometría para cada t ∈ (−ε,ε),
a los campos de Killing se les suele llamar isomtrías infinitesimales, recíprocamente si se tiene
un grupo monoparamétrico de transformaciones ϕt que son isometrías sobre M, entonces
éstas definen un campo de Killing X sobre M dado por la relación Xp = d

dt
∣t=0 ϕt(p). La

proposición que sigue da una caracterización más precisa de estos objetos.

Proposición A.0.2. Proposición. [KN1, Capítulo 6]. Las siguientes afirmaciones son equivalentes
sobre M variedad Riemanniana.

i. X campo de Killing.

ii. la derivada de Lie en M con respecto a X es nula.

iii. ⟨∇YX,Z⟩ + ⟨∇ZX,Y⟩ = 0, para todo X,Y ∈ X (ecuación de Killing).

El conjunto de isometrías infinitesimales notado por i(M), forma un álgebra de Lie con
el corchete usual de campos, esto se obtiene inmediatamente de ii, puesto que L[X,Y] =
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LXLY − LYLX = 0, con L la derivada de Lie, con lo que [X,Y] ∈ i(M); un importante resul-
tado respecto a la dimensión de esta álgebra es el siguiente. Si Mn variedad Riemanniana
conexa, entonces dim(i(M)) ≤ n(n+1)

2
, y si dim(i(M)) = n(n+1)

2
, entonces M tiene curvatura

constante [KN1, Capítulo 6].

Los campos de Killing están completamente determinados por su valor y por la derivada
covariante a cada punto, en particular, si X es un campo de Killing tal que Xp = 0 y (∇X)p = 0
para algún p, entonces éste es nulo en todo M.

Tómese TM el conjunto de los vectores tangentes para los cuales, γX(1) esta definido, TM ⊆
TM, si M completa de lo anterior TM = TM, defínase la aplicación:

exp ∶ TM→M, X→ γX(1).

Se llamará la exponencial, para cada p ∈ M se denota la restricción a TM ∩ TpM por expp,
esta aplicación resulta un difeomorfismo de alguna vecindad abierta de 0 ∈ TpM a alguna
vecindad abierta de p ∈M.

Sea e1, ...,en una base ortonormal en TpM, la aplicación (x1, ...,xm) → expp(∑
m
i=1 xiei) de-

fine coordenadas locales de M en alguna vecindad a p, estas coordenadas son llamadas coor-
denadas normales.

Si M tiene un número finito de componentes conexas entonces Lie(I(M)) ≃ i(M), la iden-
tificación es la siguiente. Sea g = Lie(I(M)) si X ∈ g, entonces se define X∗ sobre M por
X∗p = d

dt
∣t=0 exp(tX)(p), p ∈M que satisface [X,Y]∗ = −[X∗,Y∗], de lo que definiendo el alge-

bra g con vectores invariantes a derecha en vez de vectores invariantes a izquierda, se tiene
que X→ X∗ es un isomorfismo de álgebras de Lie g→ (M).



B
C O N C E P T O S B Á S I C O S S O B R E VA R I E D A D E S H O M O G É N E A S Y
E S PA C I O S S I M É T R I C O S

Sea G un grupo de Lie y K un subgrupo cerrado de G. Se denota G/K el conjunto de clases
laterales de K en G, G/K = {gK ∣ g ∈ G}, y sea π la proyección canoníca π ∶ G→ G/K, g→ gK.

G/K es dotado con la topología relativa a π, esto es, la que hace a π continua, como K es
cerrado en G, G/K es Hausdorff y existe una única estructura diferenciable que hace a π una
aplicación diferenciable, si K es un subgrupo normal de G entonces G/K es grupo de Lie con
la multiplicación usual de clases laterales.

Sea M una variedad arbitraria, G un grupo de Lie y η ∶ G ×M → M una acción suave a
izquierda, la acción es llamada efectiva, si e es el único elemento de G para el cual ηe es la iden-
tidad de M, donde e es la identidad de G. La acción es llamada transitiva si para cualesquiera
m,n en M existen un σ en G tal que ησ(m) = n, sea m ∈ M, Gm = {σ ∈ G ∣ ησ(m) = m},
es llamado el grupo de isotropía a m, que resulta un subgrupo cerrado de G, la acción de η
restringida a Gm, da una acción de Gm sobre M, con punto fijo m y se tiene la representación
α ∶ Gm → Aut(TmM) donde α(σ) = dησ ∣ TmM.

El grupo α(Gm) de transformaciones lineales de TmM es llamado el grupo de isotropía lineal
a m y α la representación isotrópica.

Volviendo al caso inicial, si K es un subgrupo cerrado de G entonces la acción G ×G/K →
G/K, (g1,g2K) → (g1g2)K, es una acción transitiva de G sobre G/K cuya estructura esta car-
acterizada por las propiedades de la acción. El recíproco es valido y está establecido en el
siguiente teorema.

Teorema B.0.3. Teorema [W]. Sea η ∶ G×M →M una acción suave de G sobre M; M variedad, sea
m ∈M entonces la aplicación β ∶ G/Gm →M dada por β(σGm) = ησ(m0) es un difeomorfismo.

En este sentido siempre se identifica a M con el cociente G/Gp, si M es una variedad y
G grupo de Lie que actúa transitivamente sobre M; se dice que M es un espacio homogéneo o
mas precisamente un G-espacio homogéneo. Si M es un G-espacio conexo, entonces G∗ también
actúa transitivamente sobre M.

Sea M = G/K un G-espacio homogéneo; sean g, k, las respectivas álgebras de lie de G y K
y sea m el complemento ortogonal de k en g, de lo que en particular g = k +m y se tiene un
isomorfismo de m en T0M dado por π∗e ∣m∶ m → T0M donde π ∶ G → G/K es la proyección
canónica, π∗e es la diferencial de π a e, con e la identidad de G, de lo que el tangente de M a
0 se puede identificar con elementos del algebra de lie g.

Sea Ad ∶ G → GL(g) la representación adjunta de G, esto es, g → Ig∗e donde Ig∗e denota
la diferencial de Ig a e con Ig el automorfismo interno, esto es, Ig(τ) = gτg−1. Entonces
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el subespacio m se dice Ad(K)-invariante si Ad(K)m ⊂ m para todo k ∈ K, si m es Ad(K)-
invariante para k ∈ K la diferencial de ϕk a 0, con ϕk ∶ M → M, p → kp tiene la expresión
ϕk∗0 = Ad(k) ∣ m.

Un espacio homogéneo G/K es llamado reductivo si existe un subespacio lineal Ad(k)-
invariante m de g tal que g = k +m y k ∩m = {0}, en tal situación la descomposición g = k +m,
es llamada descomposición reductiva.

Para G/K espacio homogéneo se denota φ ∶ K → GL(T0M), k → ϕk∗0, la representación
isotrópica de G/K y φ(K) ⊂ GL(T0M) es llamado el grupo de isotropía lineal de G/K. En oca-
siones se suele omitir la letra φ, siempre que no exista confusión.

Como se vio previamente, en el caso en que G/K es reductivo y g = k+m la descomposición
reductiva, la representación isotrópica coincide con la representación adjunta Ad ∣K→ GL(m)
vía la identificación m ≅ T0M.

Una métrica G-invariante ⟨⋅, ⋅⟩ sobre M = G/K, es una métrica Riemanniana para la cual ϕg
es isométrica para cada g ∈ G; esto es G actúa sobre M por isometrías, un espacio homogéneo
M = G/K puede ser equipado con una métrica G-invariante si y solo si φ(K) es un subcon-
junto compacto de L(T0M, T0M); las aplicaciones lineales de T0M→ T0M. Se sigue que si K es
compacto, G/K admite una métrica G-invariante. (Cada espacio homogéneo Riemanniano es
reductivo). Una variedad Riemanniana homogénea M se dice espacio Riemanniano homogéneo
naturalmente reductivo, si existe un subgrupo de Lie conexo G de I(M), para M = G/K, que
actúa transitiva y efectivamente sobre M y una descomposición reductiva g = k+m del álgebra
de Lie g de G, donde k es el álgebra de Lie del grupo de isotropía K a algún punto 0 ∈M, tal
que ⟨[X,Z]m,Y⟩ + ⟨Z, [X,Y]m⟩ = 0, con X,Y,Z ∈ m.

Aquí ⟨⋅, ⋅⟩ es el producto interno sobre m que es inducido por la métrica Riemanniana sobre
M y [X,Z]m es la proyección canónica sobre m con respecto a la descomposición g = k +m.
Para más detalles acerca de espacios homogéneos ver [KN2, Capítulo 10].

Sea M variedad Riemanniana, considérese una vecindad normal coordenada; se puede
tomar una bola abierta Br(p), se denota expp ∶ TpM → M la exponencial a p, la aplicación
sp ∶ Br(p) → Br(p), exp(tv) → exp(−tv), que refleja las geodésicas de M a p se llama la
simetría localmente geodésica de M a p. Una variedad conexa se dice localmente simétrica si para
cada p ∈M se tiene una Br(p) tal que sp es isometría; esto es equivalente a que ∇R ≡ 0.

Si sp se extiende a una isometría global sp ∶ M → M, M se dice espacio simétrico; esto es
equivalente a decir que existe una isometría involutiva sp de M tal que p es un punto fijo ais-
lado de sp, sp se llama la simetría de M a p. Si M es espacio simétrico este resulta homogéneo,
no es así en general para el caso de espacios localmente simétricos.

Sea G un grupo de Lie conexo con un automorfismo involutivo no trivial de G, se denota
por Gs ⊂ G el conjunto de puntos en G que son fijos bajo s y G∗s la componente conexa a la
identidad de Gs, sea K un subgrupo cerrado de G tal que G∗s ⊂ K ⊂ Gs defínase α = s∗e que es
un automorfismo involutivo de g, con g el álgebra de Lie de G. Se definen:
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k = {x ∈ g ∣ α(x) = x}

p = {x ∈ g ∣ α(x) = −x}

subespacios lineales de g; p es llamado el complemento ortogonal estándar de k en g. Se tiene
que g = k⊕ p(suma directa de espacios vectoriales) y [k,p] ⊂ p, [p,p] ⊂ k.

Esta descomposición de g es llamada la descomposición de Cartan de g con respecto a α y el
par (G,K) es llamado un par simétrico Riemanniano si AdG(K) es un subgrupo compacto de
GL(g) y p es equipado con algún producto interno AdG(K)-invariante.

Si (G,K) es un par simétrico, el producto interno sobre p determina una métricaG-invariante
sobre el espacio homogéneo M = G/K y la aplicación de M →M, gK → s(g)K, con s el auto-
morfismo involutivo es una simetría de M a 0 = eK ∈M, escríbase s0; como G/K homogéneo,
supóngase que p ∈M y sea g una isometría en M tal que g(0) = p entonces sp = gs0g−1 es una
simetría de M tal que g(0) = p, de lo que M es un espacio simétrico.

Recíprocamente, supóngase que M es un espacio simétrico. Sea G = I∗(M) la componente
conexa del grupo de isometrías de M, a cada punto 0 ∈M sea s0 la simetría de M a 0, y K el
subgrupo de isotropía de G a 0. Entonces s ∶ G→ G, g→ s0gs0 (recuérdese que s−10 = s0), es un
automorfismo involutivo de G con G∗s ⊂ K ⊂ Gs y el producto interno sobre p, el complemento
estándar de k en g, es AdG(K)-invariante, usando p ≈ T0M. De lo que M determina un par
simétrico Riemanniano; el cual resulta efectivo, esto es, cada subgrupo normal de G contenido
en K es trivial. Para ver un estudio mas detallado ver [He] o [KN2, Capítulo 11].

Sea M un espacio simétrico y M̃ el cubrimiento universal, sea M1 × ...×Mk la descomposi-
ción de De Rham [KN1] de M̃ donde M0 es isométrico a un espacio euclídeo de dim ≥ 0 y Mi

es un espacio simétrico simplemente conexo e irreducible. M se dice semisimple si M0 tiene
dimensión cero y simple si la descomposición tiene un único factor no euclídeo. No es sorpresa
que la definición no sea fortuita ya que si M es semisimple entonces I∗(M) es un grupo de
Lie semisimple, se dirá que M es de tipo compacto (o no compacto) si es semisimple y compacto
o respectivamente (no compacto).

Una s-representación es por definición la representación isotrópica de un espacio simétrico,
simplemente conexo y semisimple M = G/K con G = I∗(M). El rango de M = G/K es la di-
mensión del subespacio abeliano maximal de p en la descomposición de cartan g = k + p del
álgebra de Lie g de G = I∗(M) [He].

Sea (G,K) un par simétrico Riemanniano; tal que G/K es un espacio simétrico Riemanniano
de tipo compacto o no compacto respectivamente. Considérese la complexificación gC = k+ ig
de la descomposición de Cartan g = k⊕ p de g. Entonces g ′ = k⊕ ip es una subalgebra de Lie
real de gC con respecto a la estructura de álgebra de Lie inducida. Sea G ′ el subgrupo de Lie
real de GC con álgebra de Lie g ′, entonces G ′/K es un espacio simétrico, simplemente conexo
de tipo no-compacto o compacto respectivamente, con descomposición de Cartan g ′ = k⊕ ip
llamado el dual a G/K. Esta dualidad describe una correspondencia uno a uno entre estos
dos tipos de espacios simétricos simplemente conexos; como es explícito la representación
isotrópica de un espacio simétrico semisimple coincide con la del dual, en tal caso para hablar
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de la representación isotrópica se puede asumir que el espacio simétrico es de tipo compacto.



C
E M B E D D I N G D E V E R O N E S E , I S O T R O P Í A D E S L(n)/S O(n) Y
S U B VA R I E D A D E S D E V E R O N E S E

Sea Sn , n ≥ 2 la esfera unitaria del espacio euclídeo Rn+1 y sea Rn+1 ⊗s Rn+1 el espacio
de 2-tensores simétricos de Rn+1 sea h ∶ Rn+1 ⊗s Rn+1 → S i m(n + 1) el isomorfismo
usual sobre las matrices simétricas de Rn+1 . Sea e 1 , . . . , en+1 la base canónica de Rn+1 .
Entonces h(e i ⊗ e j) + h(e j ⊗ e i) es la matriz para la cual todos los coeficientes ak , l = 0
excepto a i , j = a j , i = 1 si i ≠ j y a i , i = 2 si i = j .

La aplicación de Veronese ρ̂ ∶ Sn → S i m(n + 1) es definida por ρ̂(v) = h(v ⊗ v) ver que
(ρ̂(v))i , j = v i v j donde v = (v 1 , . . . , vn+1). Sea ⟨⋅ , ⋅⟩ el producto interno sobre S i m(n + 1)
dado por ⟨A , B⟩ = 1

2
T r(AB t) entonces ρ̂ es una inmersión isométrica. Ver que T r(ρ̂(v)) = 1

para todo v ∈ Sn , entonces la imagen de ρ̂ esta contenida en el hiperplano afín de S i m(n + 1)
dado por la ecuación lineal ⟨⋅ , I d⟩ = 1

2
.

Sea S i m○(n + 1) las matrices simétricas de traza cero de Rn+1 y sea ρ̃ ∶ Sn → S i m○(n + 1)
definido por:

ρ̃(v) = ρ̂(v) − 1

n + 1
I d

ρ̃ es llamada la inmersión Riemanniana de Veronese a la esfera Sn en S i m○(n + 1). Se tiene
que ρ̃ y ρ̂ son O(n + 1)-equivariantes; esto es, si g ∈ O(n + 1) entonces ρ̃(v)(g v) = g ρ̃ g−1 .
Esto se deduce fácilmente de la ecuación,

ρ̃(v) = v v t − 1

n + 1
I d (∗)

para v ∈ Rn+1 vector columna.

Se puede ver que ρ̃(v) = ρ̃(w) si y solo si v = ±w , entonces ρ̃ se proyecta a un embedding
O(n + 1)-equivariante isométrico ρ ∶ RPn → S i m○(n + 1) llamado el embedding de Veronese
del espacio proyectivo real en las matrices simétricas de traza cero (n + 1) × (n + 1).

Considérese el par simétrico (S L(n + 1) , S O(n + 1)) de tipo no compacto. La descomposi-
ción de Cartan asociada a este par es:

s l(n + 1) = s o(n + 1) ⊕ S i m○(n + 1)
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Entonces la representación isotrópica (irreducible) de X = S L(n + 1)/S O(n + 1) es identi-
ficada naturalmente por la conjugación de S O(n + 1) sobre S i m○(n + 1) (notar que si n es
impar, para que la acción sea efectiva es necesario dividir S O(n + 1) por el grupo {± I d}).

Como ρ es O(n+ 1)-equivariante entonces la imagen de ρ es ρ(RPn) = SO(n+ 1)ρ(v) para v
arbitrario en RPn; se puede tomar en particular v = [(1, ...,0)], de (*) se tiene que ρ(v) = (ai,i),
con (ai,j) matriz en Sim○(n + 1) tal que ai,j = 0 si i ≠ j; a1,1 = 1 − 1

n+1 y ai,i = − 1
n+1 si i ≠ 1.

En otras palabras ρ(v) = S es una matriz de Sim○(n+ 1) con exactamente dos valores propios;
1 − 1

n+1 de multiplicidad 1 asociado al autoespacio Re1 y − 1
n+1 de multiplicidad n asociado

al autoespacio (Re1)⊥.

Sea S ′ ∈ Sim○(n+1) con exactamente dos valores propios λ1 de multiplicidad 1 y λ2 de mul-
tiplicidad n, asumase que ∥S ′∥ = ∥S∥ (tienen la misma longitud). Se puede ver que λ1 = 1− 1

n+1 ,
λ2 = − 1

n+1 o λ1 = −1 + 1
n+1 , λ2 = 1

n+1 ; en el primer caso S ′ ∈ SO(n + 1)S = ρ(RPn) y en el
segundo −S ′ ∈ SO(n + 1)S, véase que S ′ y −S ′ no pueden estar ambos en la imagen del em-
bedding de Veronese pues el valor propio de multiplicidad 1 es diferente para los dos casos;
en general si S̄ ∈ Sim○(n+ 1) tiene dos valores propios diferentes, uno de multiplicidad 1 y el
otro de multiplicidad n entonces S̄ = λS, para algún λ ∈ R− {0}.

La órbita Vn = SO(n+ 1)S̄ = {kSk−1 ∶ k ∈ SO(n+ 1)} es llamada una órbita de Veronese. Notar
que existen exactamente dos órbitas de Veronese sobre la esfera unitaria de Sim○(n+ 1), más
aún estas órbitas son isométricas una a la otra por la isometría − IdSim○(n+1) de Sim○(n+ 1).

Una subvariedad M ⊂ RN es llamada una subvariedad de Veronese si ésta es extrínsecamente
isométrica a una órbita de Veronese.

Nota C.0.4. i) Una órbita de Veronese Vn = SO(n + 1)S es una subvariedad substancial, irre-
ducible de Sim○(n+ 1) que tiene dimensión n y codimensión n(n+1)

2
.

ii) Una órbita de SO(n+ 1) en Sim○(n+ 1) tiene dimensión minimal si y solo si es una órbita
de Veronese (en este caso la dimensión es n).

iii) El grupo de holonomía normal a S de la órbita de Veronese Vn coincide con la imagen
de la representación slice del grupo de isotropía (SO(n + 1))S = S(O(E1) ×O(E2)) ≃
S(O(1) ×O(n)), aquí E1 y E2 son los respectivos autoespacios asociados a los valores
propios de multiplicidad 1 y n. Como el espacio normal de Vn a S coincide con el
conmutador a S, ver nota 1.2.4 y teorema 2.1.12, entonces la representación holonómica
normal restringida sobre ¯νS(Vn) = (RS)⊥ ∩ νS(Vn) es equivalente a la representación
isotrópica del espacio simétrico SL(n)/SO(n) de rango n− 1. Entonces la representación
holonómica normal es irreducible. Mas aún, es no transitiva sobre la esfera unitaria de
ν̄(Vn) si y solo si n ≥ 3.

iv) Una órbita de Veronese Vn = SO(n+ 1)S = SO(n+ 1)/(SO(n+ 1))S es intrínsecamente un
espacio proyectivo real RPn. Mas aún, (SO(n + 1), (SO(n + 1))S) es un par simétrico y
(SO(n+ 1))S actúa irreduciblemente sobre TS(Vn). Entonces por el Corolario 3.2.11, Vn

tiene segunda forma fundamental paralela.
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Lema C.0.5. Sea SO(n) actuando por conjugación sobre Sim○(n) y sea M = SO(n)A una órbita,
A ≠ 0. Entonces n − 1 ≤ dim(M). Más aún, la igualdad se mantiene si y solo si M es una órbita de
Veronese.

Demostración
Asumamos que M tiene dimensión minimal. Primero se probara que A tiene exactamente

dos valores propios. Supongamos que no, y sean λ1, ...,λd los valores propios distintos de A
asociados a los autoespacios E1, ...,Ed (d ≥ 3). Entonces el subgrupo de isotropía SO(n)A =
S(SO(E1) ⊗ ...⊗ SO(Ed)) tiene dimensión menor que S(SO(E1) ⊗ SO(E2 ⊕ ...⊕Ed)), el cual es
el grupo de isotropía para algún A ′ ∈ Sim○(n), A ′ ≠ A, el cual tiene dos diferentes autovalores
con autoespacios E1 y E2 ⊕ ...⊕ Ed. Entonces dim(M) > dim(SO(n))A ′ lo que contradice la
minimalidad de la dimensión de M, entonces d = 2; ver que si d = 1 se tiene que A = 0 pues A
tiene traza cero, sea k = dim(E1) y n− k = dimE2, por la bien conocida fórmula de dimensión
de las Grassmanianas:

dim(M) = dim(SO(n)) −dim(SO(k)) −dim(SO(n− k)) = k(n− k)

Pero la función cuadrática f(x) = x(n− x) tiene mínimo, restringido al conjunto {1, ...,n− 1},
a x = 1 y x = n − 1, entonces K = 1 o k = n − 1; en cualquier caso M es una órbita de Veronese
de dimensión n− 1. ◇

Sea K el grupo de isotropía del espacio simétrico X = S̄L(n + 1)/ ¯SO(n + 1) donde la barra
sobre los grupos indica que la acción isométrica es efectiva; esto es, S̄L(n + 1) = SL(n + 1) y
¯SO(n+ 1) = SO(n+ 1) si n es par y S̄L(n+ 1) = SL(n+ 1)/ ± Id, ¯SO(n+ 1) = SO(n+ 1)/ ± Id si n

es impar.

Ver que ¯SO(n + 1) = (K)○ (la componente conexa a la identidad de K), la cual es un sub-
grupo normal de K. Por definición de representación isotrópica K ⊂ O(Sim○(n + 1)), con esta
identificación σ = − IdSim○(n+1) ∈ K pues ésta es la diferencial a [Id] de la simetría B de X a [Id].

Claramente como se mencionó previamente σ permuta las dos órbitas de Veronese de la
esfera de Sim○(n+ 1), de lo que es obvio que σ ∉ ¯SO(n+ 1).

Sea k ∈ K. Entonces:

kSO(n+ 1)S = kSO(n+ 1)k−1k(S) = ¯SO(n+ 1)k(S)

Como dim(k(M)) = dim(M) = n por el lema C.0.5 SO(n + 1)k(S) = k(M) es una órbita
de Veronese, pues tiene dimensión minimal. Ver que ∥k(S)∥ = ∥S∥ entonces se tiene que
k(M) = M o k(M) = −M = σ(M), de lo que k o −k = σ ○ k envía isométricamente en M.
Sea k ′ = k si k(M) =M o k ′ = −k si −k(M) =M. Entonces k ′∣M ∶M →M es una isometría de
M = ρ(RPn) ≃ RPn, pero toda isometría del proyectivo RPn es la proyección de una isometría
de la esfera Sn. Como ρ es O(n + 1)-equivariante existe un g ∈ Ō(n + 1) tal que k ′ = g, con
O(n+ 1) actuando por conjugación sobre Sim○(n+ 1).
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Por otro lado cada g ∈ ¯SO(n + 1) pertenece a la isotropía de X a [Id], pues éste preserva
el tensor de curvatura de X a [Id] (el cual es múltiplo escalar de ⟨[[A,B],C],D⟩, donde
A,B,C,D ∈ Sim○(n+ 1)).

De lo anterior se sigue que:

Proposición C.0.6. Sea K ⊂ O(Sim○(n + 1)) el grupo de isotropía del espacio simétrico S̄L(n +
1)/ ¯SO(n+ 1) (notado como antes). Entonces K = Ō(n+ 1) ∪σŌ(n+ 1), unión disjunta.

Notar que la proposición anterior es valida para el espacio dual SU(n+ 1)/SO(n+ 1).



D
G R U P O S D E L I E C O M PA C T O S

Sea G un grupo de Lie compacto de dimensión a lo sumo 4. Evitando resultados de clasifi-
cación se probará cuáles son estos grupos. Primero se usara el siguiente resultado:

(*) Un subgrupo de codimensión 1 de un grupo de Lie con una métrica bi-invariante debe ser un
subgrupo normal.

Recordar que el rango de un grupo de Lie G es la dimensión del abeliano maximal de
Lie(G).

1. dim(G) ≤ 2, de (*) G debe ser abeliano.

2. dim(G) = 3, si el Rango(G) ≥ 2 de (*) G debe ser abeliano. Si rango(G) = 1, entonces G
tiene cubrimiento universal Spin(3), (para ver una prueba ver [OR]).

3. dim(G) = 4
Si G es simple y no es abeliano, entonces del caso anterior se tiene que un cubrimiento
de G se parte como S1 × Spin(3), si G es simple entonces el Rango(G) ≤ 2, en otro caso
G tiene un subgrupo abeliano de codimension 1 (el cual es normal).
Si G es simple, entonces el Rango(G) ≠ 1. Pues de lo contrario G = Spin(3) el cual tiene
dimensión 3. Sea G simple de rango 2. entonces la representación adjunta de G sobre
g = Lie(G) debe tener una órbita focal (no-trivial) Gv, tal órbita debe tener codimensión 3.
El espacio normal νv(Gv) coincide con el conmutador de v, ver Nota 1.2.4 y el Teorema
2.1.12. Pero dim(νv(Gv)) = 3 lo cual implica, de (*), que G posee un subgrupo normal
no trivial, lo que genera una contradicción.
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