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ABSTRACT

This work will prove the conjecture found in [O4] for the case where n = 3, generally cited
as: a full, irreducible and homogeneous submanifold from the sphere, different from a curve, such
that the normal holonomy group is non-transitive (it does not act transitively on the sphere of the
normal space), must be an orbit of an s-representation, even more, it is proved that it is a Veronese
submanifold; namely, isometric to an orbit of the form SO(n)S where S is a symmetric n xn
matrix with zero trace with exactly two eigenvalues, one with multiplicity 1, and the second
one with multiplicity n-1, for the case n = 3, or a principal orbit of the isotropy representation
of SL(3)/SO(3).

An important result that is proven here is that the quantity of non-trivial factors given by the
Normal holonomy theorem [BCO, Teorema 4.2.1], for a Euclidean submanifold, in which the
local normal holonomy group coincides with the restricted normal holonomy group at each
point, is bounded by [ 5], the integer part of . This implies that for n = 3 there is only one
factor; so if M3 is a submanifold of the sphere, the normal holonomy group acts irreducibly.
Simultaneously with the above proof of the conjecture for n = 3, the proof to the previous
conjecture will be given assuming that the codimension is maximal, codim(M) = w [O3],
and that the normal holonomy group (as a submanifold of the sphere) acts irreducibly on the
normal space; even more, is a Veronese submanifold. This particularly characterizes Veronese
submanifolds in terms of normal holonomy. Finally, we prove the above by changing the
assumption of homogeneity for being a minimal submanifold.

[2010] Primary 53C30 AMS; Secondary 53C21 AMS

Key words and phrases: submanifolds, Veronese submanifolds, holonomy, normal holonomy group,
submanifolds of the sphere, submanifold of the Eucliden space, rank rigidity, isoparametric submani-
folds, s-representations, ortogonal actions.



RESUMEN

En este trabajo se probard la conjetura encontrada en [O4] para el caso en que n = 3, citada
en general como: una subvariedad substancial, irreducible y homogénea de la esfera, diferente de una
curva, tal que el grupo de holonomia normal es no-transitivo (actiia de manera no transitiva sobre la
esfera del espacio normal), debe ser érbita de una s-representacion, mas atn se prueba que es una
subvariedad de Veronese; esto es, isométrico a una 6rbita de la forma SO(n)S donde S es una
matriz simétrica de traza nula n x n, con exactamente dos autovalores, uno de multiplicidad
1y el otro de multiplicidad n-1, para el caso n = 3, o una 6rbita principal de la representacion
isotrépica de SL(3)/SO(3).

Un resultado importante probado aqui es que la cantidad de factores no triviales del teorema
de holonomia normal [BCO, Teorema 4.2.1], para una subvariedad Euclidea, en la cual el
grupo de holonomia normal local coincide con el grupo de holonomia normal restringido a
cada punto, esta acotado por [5], la parte entera de 5. Lo cual implica que para n = 3 solo
existe un factor; de lo que si M3 es una subvariedad de la esfera, el grupo de holonomia
normal acttia de manera irreducible.

Simultdneamente con la prueba de la conjetura citada para n = 3, se dard la prueba para la
conjetura anterior asumiendo que la codimensién es maximal, codim(M) = M [O3], y que
el grupo de holonomia normal (como subvariedad de la esfera) actia de manera irreducible
sobre el espacio normal; mas atin es una subvariedad de Veronese. Lo cual en particular car-
acteriza las subvariedades de Veronese en términos de holonomia normal. Finalmente se hace
una prueba de esto tltimo cambiando la hipétesis de homogeneidad por la de ser minima.

[2010] Primary 53C30 AMS; Secondary 53C21 AMS

Palabras y frases claves: subvariedades, subvariedades de Veronese, holonomia, grupo de holonomia
normal, subvariedades de la esfera, subvariedades del espacio euclideo, rango rigido, Variedades
isoparamétricas, s-representaciones, acciones ortogonales.

vi



Dedicado a mi Madre






AGRADECIMIENTOS

Agradezco al profesor Nicolds Andruskiewitsch por darme esta gran oportunidad, en especial
la oportunidad de trabajar con el profesor Carlos Enrique Olmos a quien agradezco el haber
trabajado conmigo por este largo tiempo, por la paciencia y por todas las cosas que aprendi
con el y sin el cual este trabajo hubiera sido imposible. Agradezco también a todos los amigos
y comparieros que me acompafaron durante este proceso y finalmente agradezco a mi familia
que es lo mas importante que tengo, en especial a mi madre cuyo amor es incondicional.

ix






TABLA DE CONTENIDOS

Abstract v
Resumen vi

Introduccién  xdii

1 SUBVARIEDADES Y HOLONOMIA NORMAL 1
1.1 Subvariedades 1
1.2 Holonomia normal y teorema de holonomia normal 8
1.3 Algunas aplicaciones de los sistemas de holonomia. 12
2 TOPICOS 19
2.1 Acciones 19
2.2 Subvariedades con fibrado normal globalmente plano y subvariedades isoparamétri-
cas 27
2.3 Variedades con curvaturas principales constantes 35
3 PROBLEMA 41
3.1 Motivacién, Teorema del rango rigido para subvariedades y planteamiento del
problema. 41
3.2 Problema (Caso de codimensién maximal y holonomia normal irreducible) 44
3.3 Prueba de la conjetura en dimensién 3 61
3.4 Extension del problema para subvariedades minimas 70
APENDICE 75
A GRUPO DE ISOMETRIAS Y CAMPOS DE KILLING 77
B CONCEPTOS BASICOS SOBRE VARIEDADES HOMOGENEAS Y ESPACIOS SIMETRI-
cos 79
C EMBEDDING DE VERONESE, ISOTROPIA DE SL(1n)/SO(n) Y SUBVARIEDADES DE
VERONESE 83
D GRUPOS DE LIE COMPACTOS 8y

Bibliografia 89

xi






INTRODUCCION

En [O4] se encuentra la siguiente conjetura: una subvariedad substancial, irreducible y homogénea
de la esfera, diferente de una curva, tal que el grupo de holonomia normal es no-transitivo, debe ser
orbita de una s-representaciéon, como una posible extensioén del teorema de rango rigido para
subvariedades, el cual plantea que: Si M™ es una subvariedad homogénea substancial e irreducible
del espacio euclideo que no es una curva, de rango mayor o igual que dos entonces M es una orbita de
una s-representacion. Mds aiin para rango al menos uno, ésta, estd contenida en alguna esfera. Como
se puede ver en [BCO] la conjetura es valida para n = 2

Una subvariedad del espacio euclideo se dira substancial, si no esta contenida en un subespa-
cio afin y propio del espacio ambiente, el rango de una subvariedad homogénea del espacio
euclideo es definido como el niimero maximal de campos normales, paralelos, linealmente in-
dependientes. Una 6rbita de una s-representacion, es una érbita de la representacion isotrépica
de un espacio simétrico, simplemente conexo y semisimple; como se puede ver en [O3], para
una subvariedad M™ del espacio euclideo como en la conjetura, la codimensién, esto es, la

. ., . +1 . .
dimensién del espacio normal, es a lo sumo %, o en otras palabras, el espacio ambiente

. P . . .z n(n+1
de una subvariedad con estas caracteristicas tiene dimensién a lo sumo n + #

Una 6rbita de la forma V™ = SO(n +1)S = {kSk™" : k e SO(n + 1)} es llamada una 6rbita
de Veronese, donde S es una matriz simétrica de traza cero con dos valores propios, uno de
los cuales tiene multiplicidad 1 y el otro con multiplicidad n y SO(n + 1) es la componente
conexa de la identidad del grupo de matrices ortogonales (n + 1) x (n + 1). Una subvariedad
M c RN es llamada una subvariedad de Veronese si ésta es extrinsecamente isométrica a una
orbita de Veronese.

Este trabajo tendrd como mayor objetivo probar los siguientes resultados:

Proposiciéon A. Sea M™ una subvariedad del espacio euclideo. Asiimase que para todo punto de M
el grupo de holonomia normal local y el grupo de holonomia normal restringido coinciden (o, equivalen-
temente, la dimension de los grupos de holonomia normal locales es constante sobre M, en particular
para variedades homogéneas 1.3.8). Sea p € M y k el numero de de factores irreducibles (no-triviales) de
la representacion del grupo de holonomia normal restringido @ (p) sobre v, (M). Entonces k < [5],
donde [ 5 ] es la parte entera de 5.

n(n+1) . . . .

Teorema B. Sea M™ c S™'"*~ 2~ una subvariedad substancial, irreducible y homogénea; con
n > 3. Entonces, M es una subvariedad de Veronese si y solo si el grupo de holonomia normal res-
tringido actiia de manera irreducible y no-transitiva sobre el espacio normal.

Teorema C. Una subvariedad M3 substancial, irreducible y homogénea de la esfera, de dimension 3,
tal que el grupo de holonomia normal es no-transitivo, debe ser érbita de una s-representacion, mas ain
una subvariedad de Veronese o una 6rbita principal de la representacion isotrépica de SL(3) = SO(3).
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Teorema D. Sea M™, n > 3, una subvariedad completa, substancial e irreducible (inmersa) de
n(n+l)

2. Entonces, M™ es (salvo cubrimiento) una subvariedad de Veronese si y solamente si es
una subvariedad minima y el grupo de holonomia normal restringido ©(q) actia irreducible y no-
transitivamente.

Sn71+

El Teorema C nos dice que la conjetura es valida cuando la dimensioén es 3, la Proposiciéon A
es esencial para probar este hecho, ya que de A se tiene que la subvariedad M3 de C, cumple
que el grupo de holonomia normal acttia de manera irreducible, mas atin se prueba en el Ca-
pitulo 3 que la codimensién de M3 es necesariamente maximal, en otras palabras la variedad
M3 es necesariamente subvariedad de S8 c R?, de lo que esta variedad cumple las hipétesis
del Teorema B. En particular probado el teorema B se tiene que M3 en C es una 6rbita de una
s-representacion. Note que de B y C se obtiene una caracterizaciéon de las subvariedades de
Veronese en términos de holonomia normal.

El Teorema B plantea en particular que la conjetura es valida cuando la codimensién es
maximal y el grupo de holonomia normal acttia de manera irreducible sobre el espacio nor-
mal, esto tltimo, como se dijo, es necesario cuando la dimensién es 3 o incluso 2, ver [BCO].
Hasta cierto punto la prueba de B se sigue de manera general, pero en dado momento el caso
en que n = 3 necesita una consideracién especial y se debe trabajar en varios casos, uno de
los cuales necesita un argumento topolégico delicado que involucra dos fibraciones distintas:
denominadas fibracion del tubo holonémico y la fibracion cdustica. Lo que hace que este caso sea
mds complejo y menos estandar de probar.

El teorema D serd probado en la tltima secciéon del capitulo 3 y constituye una extension
del teorema B quitando la hip6tesis de homogeneidad por la de subvariedad minima, esto es,
una subvariedad tal que para todo p e M y todo £ € v, (M) la Traza(Ag) = 0.

La hipoétesis de homogeneidad o de ser minima no pueden quitarse, pues si se aplica
un difeomorfismo conforme de la esfera la holonomia normal se conserva pero la subvarie-
dad deja de ser minima (y por consiguiente no puede ser una subvariedad Riemanniana de
Veronese).

Con respecto al contenido, los preliminares son esenciales en este trabajo, pues forman un
compendio de tépicos que se pueden abordar con relativa facilidad y que son, uno a uno,
fundamentales en la prueba de A, B, C y D; por lo que es preciso ahondar en cada detalle.

En el Capitulo 1, se empiezan a estudiar las subvariedades, mas especificamente, subvarie-
dades de formas espaciales, es decir subvariedades de variedades con curvatura escalar cons-
tante, posteriormente en el trabajo de manera gradual se reducird solamente, a considerar
subvariedades del espacio euclideo o de la esfera, que es lo que supone el problema a resolver.

Posteriormente en la segunda seccién del capitulo 1, se hablard de la holonomia normal,
que en esencia no difiere de la holonomia Riemanniana. Se expresaran algunos hechos rele-
vantes respecto a la holonomia normal y se presentard el teorema de holonomia normal, cuya
prueba serd dada en la secciéon posterior. Otro tépico fundamental de esta seccidén, es el de
sistemas de holonomia de Simons, junto con el notable teorema de J. Simons [S], que sera ttil
para la prueba del teorema de holonomia normal, que ademés es no solo fundamental para
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posteriores pruebas de los preliminares, si no que serd esencial en la prueba del teorema que
compete a este trabajo.

Como se expres6 anteriormente en la siguiente seccion del capitulo 1 se dara la prueba
del teorema de holonomia normal, ademds de mdltiples aplicaciones de los sistemas de
holonomia, en conjunto con esto se mostraréan las aplicaciones del teorema de J. Simons que es
fundamental para el trabajo de sistemas de holonomia irreducibles. La prueba del teorema de
holonomia normal es dada no solo por la importancia del teorema en si, sino por la trascenden-
cia de ella misma, esto es, la prueba en si nos da métodos valiosos para posteriores pruebas,
tanto de los preliminares, como de la conclusién de la tesis. Antes de finalizar esta seccion se
daréd la prueba de A, con un argumento bastante sencillo.

El capitulo 2, tratara el tema de acciones ortogonales, en la primera seccién se verdn gen-
eralidades, s-representaciones, acciones polares y otros conceptos bésicos; por supuesto a me-
dida que se avanza se va generando la notacién adecuada para este trabajo, las dos secciones
siguientes son mucho mds delicadas que el trabajo hasta ahora, se tratardn temas como sub-
variedades con fibrado normal plano, subvariedades con curvaturas principales constantes,
en particular subvariedades isoparamétricas y otros temas como tubos de holonomia y varie-
dades focales, todos en detalle, pues forman parte fundamental de la tesis. Andlogamente
como para la prueba del teorema de holonomia normal, no solo los resultados sino algunas
de las construcciones para las pruebas serdn posteriormente usadas en la conclusion del tra-
bajo, teoremas, como el teorema de Thorberssonn 2.3.14, que finaliza el capitulo, dan luz a la
conjetura general.

En adicién a los preliminares tenemos cuatro apéndices, los dos primeros presentan pre-
liminares sobre temas bdasicos que se usan en la tesis, como campos de Killing, el grupo de
isometrias, las variedades homogéneas y espacios simétricos, el Apéndice 3 de gran utilidad
hablara de las 6rbitas de Veronese fundamental para el Teorema B. El Apéndice 4 mostrara
como son los grupos de Lie compactos de dimensién menor que 4 lo cual es bésico para la
prueba del Teorema C.

Para finalizar, el Capitulo 3 empezard con la motivacién del problema, por supuesto, se
dardn algunos argumentos mas profundos que los dados en esta introduccién. La siguientes
secciones corresponden al trabajo de tesis, la mayoria de los lemas, proposiciones y teoremas
dados en esta seccién hacen parte del trabajo, algunos de las cuales son de nivel muy general,
que tal vez sean ttiles para diferentes y/o posteriores trabajos pero que para el objetivo del
trabajo solo sirven como postulados de empalme hacia la prueba de los Teoremas By C y la
Proposicién A, antes citados.

Explicaremos algunas ideas de la prueba del Teorema B cuando n > 4.

Sea Ay = Ag — %traza(Ag) Id, donde A es el operador de forma de traza nula de la
variedad homogénea M = Hv. Sea A la aplicacion del espacio normal a la esfera v4(M)
en los endomorfismos simétricos de traza nula Sim,(n). Para el caso, A es una biyeccion
lineal que aplica el espacio normal a las @ (p)-6rbitas en el espacio normal de las SO(n)-
orbitas, por conjugacién en Sim,(TqM). Se probard que A es una homotecia la cual aplica
®(q) en SO(n). Esto implica que los autovalores de A son constantes si ¢ es transportado
paralelamente a lo largo de curvas cerradas. Por la homogeneidad de M y como el grupo
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H esti contenido en las V*-transvecciones, se obtiene que los valores de Ag' son constantes,
donde &(t) es el transporte paralelo normal a lo largo de una curva. Ahora pasamos a un
tubo de holonomia, singular, apropiado, M, donde A; tiene exactamente dos autovalores
uno de los cuales es de multiplicidad 2. Para M ¢ el campo £ definido como &(q) = q - 7(q)
es un campo normal paralelo tal que la variedad focal paralela (Mg )_; a Mg coincide con M.

Se obtiene que las tres funciones propias A1, A, y A3 = -1, del operador de forma /A\é de
M tienen multiplicidad constante y las dos distribuciones A & llamense E; y E; de Ay y A
respectivamente tienen multiplicidades respectivas 2 y n — 2. La distribucién vertical es la au-
todistribucién asociada al autovalor —1. De las propiedades de A mencionadas anteriormente
y las formulas del tubo se obtiene que A7 y A, cumplen que si alguna es constante a lo largo
de una curva, la otra también lo es. Usando la condicién de Dupin; pues dim(E;) > 2, Aq, y
por tanto A, son constantes a lo largo de variedades integrales de 1. Si n > 4, esto es valido
también para la distribucién E,. Entonces, los autovalores de A ¢ son constantes a lo largo de
curvas horizontales. Pero cualquier par de puntos en el tubo de holonomia puede ser unido
por una curva horizontal, entonces A ¢ tiene autovalores constantes, de lo que £ es un campo
normal paralelo isoparamétrico no-umbilico (A ¢ no es multiplo escalar de la identidad). En-
tonces, por el teorema isoparamétrico del rango rigido, el tubo de holonomia Mg, y en tanto
(Mg)_; =M, es 6rbita de una s-representacién. De lo que se sigue que M es una subvariedad
de Veronese. El reciproco es bien conocido para subvariedades de Veronese.

Cuando n = 3, como anteriormente, la prueba es mas compleja. Pues la condicién de Dupin
no aplica para la distribucién E,, y requiere un argumento topolégico.
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SUBVARIEDADES Y HOLONOMIA NORMAL

En este capitulo se recordardn los resultados bésicos de la teoria de subvariedades, esen-
cialmente relacionados con la holonomia normal. También nos referiremos a los sistemas de
holonomia de Simons que estdn muy relacionados con la holonomia normal. En esta tesis
también haremos uso de esta herramienta.

1.1 SUBVARIEDADES

Sean M y M variedades Riemannianas, si se tiene una inmersiéon isométrica de M en M,
se dice que M es una subvariedad inmersa de M. Cuando M es un subconjunto de M y la
inclusion es una inmersién isométrica se dice que M es una subvariedad, si en adicién la in-
clusién es un incrustacién se dice que M es una subvariedad incrustada, en ocasiones se hace
caso omiso de la traduccién y se escribe subvariedad embedded, este tltimo caso se tiene si y
solo si la topologia de M es la inducida por M.

Sea M subvariedad inmersa de M y f: M = M la inmersion, y sea (-,-)¢(p) el producto
interno en Ty(,,)M de la métrica Riemanniana; entonces éste induce un producto interno en
Tp M dado por (x,y)p = (fepX, fspY)¢(p), paratodo p e My x,y € T, M, de aqui en adelante
siempre se verd a M con la métrica inducida de este modo.

Consideremos M como subvariedad de M, en particular M ¢ M, la métrica Riemanniana
de M induce en M una descomposicién ortogonal de TM.

TM |m=TMevM

vM es llamado el fibrado normal a M, la fibra a p € M de vM es el espacio normal a p de-
notado por v, M. Para X, Y € X(M) es posible definir Vx Y, con V la conexiéon de Levi-Civita
en M, en los puntos de M, pues la derivada covariante depende sélo de los valores de Y a
lo largo de curvas integrales de X, entonces se puede usar cualquier extensiéon de X e Y a
campos de M.

Por la descomposicién anterior se tiene:

UxY =(vxY)T +(VxY)*, donde (-)7 denota la parte tangente y (-)* la parte normal.
Si V es la conexion de Levi-Civita de M, entonces:

vxY =(vxY)"

Se define (VxY)* = a(X,Y), llamada la sequnda forma fundamental, de lo que la ecuacién
inicial quedara
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?xY =VxY+ OC(X, Y)

La prueba de que VxY es la conexiéon de Levi-Civita se deduce del hecho de que ésta es
univocamente determinada por la férmula de Koszul:

(vXYI Z) = %{X(Y, Z> + Y<X/ Z) - Z<X/ Y> + ([X/ Y]/ Z> - <[X/ Z]/Y> - <[Y, Z]r X>}

La formula VxY = VxY + a(X,Y), se conoce como la formula de Gauss, de esta férmula y
como la conexién de Levi-Civita es simétrica sumado a que el corchete de Lie de dos campos
de una subvariedad M es tangente a M, se sigue que, VxY - VyX = [X,Y] = VxY - VyX, de lo
que x(X,Y) = «(Y,X), luego y como « es C*°(M)-bilineal, es un tensor simétrico; de lo que

tiene sentido hablar de (v, w), v,w e T,M.

Una seccién de vM se llamard campo vectorial normal de M. Sea & un campo normal de
M, entonces se escribe:

Vx& = Vx&—AgX, X vector tangente a M

Esta férmula es conocida como la férmula de Weingarten, donde de nuevo, -A:X = (Vx E,)T
y Vx& = (Vx&)*, el tensor Ag es llamado el operador normal o de forma; como (X, &) = 0,
entonces 0 = X(Y, &) = (x(X,Y), &) + (X, -AY), de lo que:

(x(X,Y), &) = (AeX,Y)

La simetria de « implica que A; es un tensor auto-adjunto sobre M, también se tiene que
para todo p € M el endomorfismo A;(p) no depende de la extensién de &, como vector nor-
mal, esto es, el operador normal se puede definir con respecto a cada vector normal de M, del

cual se obtiene la férmula de Weingarten. En esta férmula V* es llamada la conexion normal
sobre YM. V* es una conexién en el sentido que satisface:

1. V* es R-bilineal.

2. V& =1Vy&

3. VLFE = fULE+ X(f)E

4. X{&,m) = (V&) + (& Vxn) (V' es métrica).

Por supuesto que la propiedad de simetria de la conexién de Levi-Civita no tiene sentido
para la conexién normal.

Por derivacién de los tensores A y « se obtienen las férmulas:

(Vxo)(Y,Z) = vxa(Y,Z) - x(VXY, Z) - (Y, VxZ)



1.1 SUBVARIEDADES

(VxA)eY = (VxAL)Y - AViiY =Vx(ALY) - A (VxXY) - AV;EY
que se relacionan por:
{(Vx) (Y, 2),&) = (VXxA)eY, Z) = ((VxAE)Y, Z) = (AgseY. Z)

Sean R y R los tensores de curvatura Riemanniana de M y M respectivamente, M de cur-
vatura constante k; esto es, el tensor Riemanniano tiene la forma.

R(X,Y)Z =k({Y,Z)X - (X, Z)Y)

Recordar que en general R(X,Y)Z = [Vx, Vy]Z - V[x,v]Z, entonces:

R(X,Y)Z =VxVyZ-VyVxZ-Vxy|Z
=Vx(VyZ+a(Y,2)) - Vy(VxZ+ (X, Z)) - (Vix,y1Z+([X, Y], Z))
= VXVYZ+a(X,VvZ) = Ax(v, )X + Vx(Y, Z)
~(VyVxZ+a(Y,VxZ) = Agx,z)Y + Vya(X, Z))
-Vix,v1£- a(VxY,Z)+a(VyX,Z)
=R(X,Y)Z-Aqv,z)X+Axx,z)Y = Parte tangente
+(Vx)(Y,Z) - (Vyx)(X, Z) = Parte normal

Como M tiene curvatura seccional constante k, igualando en la ecuacién anterior, la parte
tangente y la parte normal, se tiene que:

(RX,V)Z)T =R(X,Y)Z - Ay, )X + An(x,2)Y = k({Y, Z)X = (X, Z)Y)

(R(X,V)Z)* = (Vo) (Y,Z) - (Vyx)(X,Z) =0 o (vxo)(Y,Z) = (Vi) (X, Z)

La primera ecuacién se llama la ecuacion de Gauss y la segunda la ecuacién de Codazzi. Si W
es otro campo en M y & es un campo normal, las ecuaciones de Gauss y Codazzi se reescriben
respectivamente como:

K((Y, Z){(X, W) = (X, Z)(Y,W)) = (R(X, Y)Z,W) = (a(Y, Z), (X, W)) + («(X, Z), (Y, W))

(VxA)eY, Z) = ((VyA)eX, Z) = 0

3
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Note que R(X,Y)Z = k((Y,Z)X-(X,Z)Y), en M, de lo que si se escogen X, Y tangentes a M
y & normal, por ortogonalidad se concluye que ﬁ(X, Y)& =0, de lo que:

0=R(X,Y)&=VxVvE&-VyVxE - Vix,v1&
= VxX(“AgY + VyE) = Vy (A X+ VX&) + Ag[X, Y] = Viy v &
= ~VUx(AgY) (X, AgY) = Age e X+ Vx VY&
+ Vy(AgX) + (Y, AgX) + Age e Y - VyVXE
+AVXY-A:VyX - VEX,Y]‘("
= (VyA)eX = (VxA)e Y +RE(X Y)E+ a(AeX, Y) — (X, ALY) (%)

Aqui RY(X,Y)E = V3 V& - Vy Vi & - V[lx,v] &, es el tensor de curvatura del espacio normal
con conexion V*, llamado el tensor de curvatura normal de M. Notar de la dltima ecuacién que
la conexién normal, que por razones obvias, no cumple la simetria de la conexién de Levi-
Civita, cobra sentido con respecto al tensor de curvatura normal. Volviendo a la ecuacién

(x), la parte tangente da la ecuaciéon de Codazzi, mientras que la parte normal da la llamada
ecuacién de Ricci.

0=(R(X, V)& =RY(X, Y)E+ x(AeX,Y) — (X, ALY)
Simn es otro campo normal de M la ecuacién de Ricci se reescribe.
((REX,Y)E),m) = ([Ae, An]XY), donde [Ag, An] = AgAq — AnAg.

La conexién normal al igual que la conexién de Levi-Civita induce una derivada covariante,
Dt . .

notada con 3, a lo largo de curvas. Si ¢ : [a,b] - M se define el transporte paralelo a lo largo

de ¢ de igual manera que en el caso Riemanniano y se nota con t*, asumiendo siempre que

se hace referencia a una curva especifica; y de nuevo como en el caso Riemanniano se obtiene

una isometria lineal T : vM¢(q) = VM(v), andlogamente si £(t) es un vector normal a lo
largo de una curva c entonces:

D¢ d
—&(t) = — HTe(t+h
TEO= o @) e
Esto dltimo, de hecho, es valido para conexiones métricas en general [KN1].

SiR* =0, se dice que M tiene un fibrado normal plano (6 flat), lo que significa que el transporte
paralelo en el espacio normal, con respecto a la conexién normal solo depende de la clase de
homotopia de las curvas cerradas. También por la ecuacién de Ricci M tiene fibrado normal

plano si y solo si el conjunto, {A¢ : & € v, M}, es una familia conmutativa de endomorfismos
simétricos para todo p € M.

Sea M subvariedad de M, se dice que M es totalmente geodésica, si « es idénticamente cero,
como ((X,Y), &) = (A:X,Y), esto es equivalente a que el operador de forma A es idénti-
camente cero, esto es, VxY = VxY para todo X,Y € X(M). Si ¢ : [a,b] - M es una curva
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diferenciable a trozos, el transporte paralelo a lo largo de ¢ en M y M, esta relacionado por:
T=T |TC (a)M
(TL) =T |VMc(a)

Esta ultima propiedad es también equivalente a que M sea totalmente geodésica. En par-
ticular si toda geodésica de M es geodésica de M es equivalente a que M sea totalmente
geodésica, pues V(0yY'(t) = «(y'(0),v'(0)) para toda y geodésica de M.

Si M es una subvariedad totalmente geodésica de M entonces los respectivos tensores de
curvatura R, R se relacionan de igual forma, esto es :

Rywz = Ry wz, paratodop e M, v,w,z e T, M.

Las Formas espaciales son las variedades Riemannianas con curvatura seccional constante
k € R, los modelos estdndar de estas variedades son:

1. S™(k'/?) si k > 0 la esfera de dimensién n, de radio k'/? contenida en R™*'" con la
métrica usual derivada de éste.

2. R™ si k =0 con la métrica usual.

3. H™((~k)"/?) si k < 0 el espacio hiperbélico.

Donde k es la curvatura seccional constante, en el caso del espacio Hiperbdlico se define
sobre R™*! la métrica Lorentziana, como:

n
(VW) = > Viwi =V 1w
i=1
Notando a este espacio como R™' Ilamado el espacio de Lorentz, sea T un real positivo en-
tonces el espacio hiperbélico se define como H™(r) := {p e R™' : (p,p) = -2, pn41 > 0}. Estos
modelos son llamados las Formas espaciales estdndar que corresponden a las formas espaciales
conexas, simplemente conexas; usualmente notadas como M™(k), note que si M™(k) es una
forma espacial conexa con curvatura constante k, ésta siempre admite un cubrimiento de
M™(k), de ahi que usualmente se llame a un forma espacial M™(k), esférica, plana o hiper-
boélica dependiendo de si k> 0, k =0 o k < 0 respectivamente.

Teorema 1.1.1. [BCOJ. Sea p € M™(k) una forma espacial estindar y V un subespacio lineal r-
dimensional de T, M™(k), 0 < r < n, entonces existe una subvariedad conexa, compacta y totalmente
geodésica M de M™ (k) con p e My ToM =V, mas min, M es congruente al embedding candnico de
MT (k) en M™(k), que es totalmente geodésico. Toda subvariedad conexa y totalmente geodésica N de
M™(k) con p e Ny T,N =V es un abierto en M.

5
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En el caso de R™, toda subvariedad totalmente geodésica es un subespacio afin,
mas aun, las subvariedades conexas, completas, totalmente geodésicas de S™(r) c
R™! son la interseccién de S™(r) con los subespacios de R™*!, anélogo para
H™ c R™!

Una subvariedad M de M forma espacial se dice substancial, si no estd contenida en una
subvariedad totalmente geodésica de M de dimensiéon menor que la dimensién de M, en el
caso en que M = R™, esto equivale a que M no estd contenida en ningun espacio afin propio
de R™, para el caso en el que M = S™ c R™*! es similar, decir que M es subvariedad substan-
cial de S™ es equivalente a decir que M ¢ LnS™ donde L es un subespacio afin propio de R™*'.

Si M no es substancial se dice que existe una reduccién de codimension de M.

Se define por, V:) = span{x(X,Y) | X,Y € T,M} c v,M, llamado primer espacio normal a
p, esto es, v; es el complemento ortogonal en v, M del subespacio de v,M que consiste de
todos los & € v,M para los que Ag = 0; si dim(v;) no depende de p, v! es un subespacio

fibrado de v con fibras a todo p dadas obviamente por v;.

El siguiente resultado es muy simple pero ttil para demostrar cuando una subvariedad del
espacio euclideo no es substancial.

Lema 1.1.2. Lema de Erbacher. Sea M una subvariedad conexa del espacio euclideo y sea & # 0 un
campo normal paralelo tal que Ag = 0. Entonces M no es substancial.

Demostracién
Sean p,q € My c una curva en M con c(0) = p, c(1) = g, entonces:

FE(e() = BrE(c(1) = Agerye!(t) = 0, luego E(p) = £(q).
En particular v = £(p) es normal a M de lo que
%(v,c(t)) =(v,c’(t)) =0, pues c'(t) es tangente.

Como (v,p) = (v, q) entonces M esta contenido en el hiperplano afin dado por la ecuacién
(v,-) = (v,p). o

Teorema 1.1.3. Teorema de reduccion de codimensién..[BCO, Teorema 2.5.1]. Sea f: M - M una
inmersion isométrica de una variedad Riemanniana conexa m-dimensional M en una forma espacial
estandar n-dimensional M. Si para algiin, y por lo tanto para cada p € M, V]L es invariante bajo
el transporte paralelo con respecto a la conexion normal, y si s denota la dimension constante de v',
entonces existe una (m + s)-dimensional subvariedad totalmente geodésica N de M, tal que f es una
inmersién isométrica de M en N.

Al igual que en la geometria Riemanniana se puede definir la irreducibilidad de subvarie-
dades de una forma espacial; una subvariedad M c RN se dice reducible si M = M x M,



1.1 SUBVARIEDADES

donde M, es subvariedad de RN y M, subvariedad de RN2 con Ny + N5 = N, en tal caso
Mj x M; es llamado producto de M y M;; se dice que M es irreducible si esto no se puede
dar; por supuesto para S™ se tiene una definicién analoga.

Se terminard esta seccién con el siguiente lema.

Lema 1.1.4. Lema de Moore. Sea M una subvariedad del espacio euclideo, la cual es producto Rie-
manniano M = My x M. Si la distribucion paralela en M tangente a My (o0 equivalentemente a M3)
es invariante bajo el operador de forma, entonces, M es reducible como producto de las subvariedades
M] y Mz.

Demostracion

Para (p,q) € M1 x M;, sean respectivamente L, y L9 los subespacios afines del espacio am-
biente generados por {p} x M, y My x {q}, se debe probar que todos los L, y LY son paralelos
y que L, L L9

Ver que si la distribucién paralela TM; de M es invariante bajo el operador de forma, en-
tonces TM, también lo es, esto equivale a decir que x(x1,x2) = 001 si x; estd en el tangente
a My y x2 en el tangente a My, pues («(x1,x2),&) = (Agxy,x2) = 0, para todo & normal
a M. Por la férmula de Gauss y como el espacio ambiente es plano «(x1,y1)Lla(x2,yY2) si
X1,X2,Y1,Y2 € T(p’q)M, X1,Y1 € T-pM X {O}, X2,Y2 € {O} X T-pM.

Se usard el siguiente hecho; si S es una subvariedad de un espacio euclideo y s € S, entonces
el subespacio afin generado por S estd dado por, s +span(Ures T-5)(?), aqui el tangente se ve
como espacio lineal.

Sean q,q" € My sea c(t) curvaen M, con c(0) = q,c(1) =q" yve T, q)(M1 x{q}). Ademés
sea v(t) el transporte paralelo en la conexién normal de {p} x M, como subvariedad de M,
v(t) es un campo en M a lo largo de c(t) entonces %v(t) =0 pues %v(t) en el espacio normal
a {p} x M, como subvariedad de M se anula por definicién de paralelismo, la componente tan-
gente también se anula pues la subvariedad es totalmente geodésica en M. La componente nor-
mala Mes o(v(t),c’(t)), la cual es cero por (1), de lo que Ty, y(M1 x{q})=T(p,q/y(M1x{q"}).

Entonces por (2), L9 es paralelo a L9', analogamente para los Lp.

Se sabe que Ty, q)(M1 x {q}) 1T, q)({P} x M2) entonces por (2):

Tip,q) (M1 x{q})LT(p qy({p} x M2), para todo q" € M,.

de (2) se obtiene que T(;, 4y(M1 x {q})LL, puesto que q’ es arbitrario en M, haciendo lo

mismo a izquierda se llega a que L91L,,, lo que concluye que todos los L, son paralelos al
igual que los L9y que L91LL,, (p,q) € My x M; arbitrarios. ¢
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1.2 HOLONOMIA NORMAL Y TEOREMA DE HOLONOMIA NORMAL

El concepto de holonomia que se presentard en esta seccién es mucho mds amplio, tal como se
puede apreciar en [KN1], este es un concepto cuya nocién se extiende a espacios fibrados con
alguna conexioén, en particular se puede aplicar al fibrado normal de una subvariedad M de
un espacio con curvatura constante al cual le fue asociada ya su respectiva conexién normal
v

Sea M una subvariedad de una forma espacial estindar M™(k), como es usual vM es el
espacio normal de M y V* la conexién normal inducida; andlogamente, como para el caso
Riemanniano para p,q € M y ¢ : [0,1] - M, curva diferenciable a trozos con c(0) = p y
¢(1) = q, el transporte V*-paralelo a lo largo de ¢ induce una isometria lineal ¢ : vp,M - vqM,
en efecto el transporte paralelo sobre cualquier fibrado con una conexién no depende de la
parametrizacion de la curva [KN1, Capitulo 2] en particular en el espacio normal; de nuevo
Q(p) es el conjunto de curvas diferenciables a trozos cerradas a p, esto es, el conjunto de las
c:[0,1] - M tales que c(1) = c(0) = p, entonces T; es una isometria lineal de v,M en v, M,
en ocasiones para la notacién se omitird escribir la curva siempre que no genere confusion,
el conjunto de todas estas isometrias forma un subgrupo de O(v,M) llamado el grupo de
holonomia normal de M a p, denotado como @, o ®(p), en caso de que M sea conexo todos los
®,, son conjugados por lo que se suele hablar simplemente del grupo de holonomia normal y
se nota como .

Si se reemplaza Q(p) por Q*(p) el conjunto de curvas homotépicas a cero en Q(p), se
obtiene un subgrupo de O(v, M) llamado el grupo de holonomia normal restringido de M a p de-
notado por @5, o ®.(p), @5, resulta normal a @, ¢}, /@7, es numerable, y @ es un subgrupo
de Lie conexo de O(v,M), ver [KN1, Capitulo 2], en virtud de esto @, resulta un subgrupo
de Lie de O(vpM) cuya componente conexa a la identidad es @3, en general como se ha men-
cionado esto resulta un hecho general para espacios fibrados con alguna conexién. En adicién
tanto @}, como @}, se pueden obtener usando solamente curvas en Q(p) y Q(p)* respectiva-
mente de clase C' a trozos, ver [KN1, Capitulo 2], por supuesto si M es simplemente conexa
Q5 =05

Un importante hecho concerniente a @3, es que éste es un subgrupo cerrado de O(vyM),
en particular compacto, mientras que @, no necesariamente. Mas adelante cuando sea for-
mulado el teorema de holonomia normal, esto serd probado basado en el simple hecho de
que cualquier grupo conexo que acttia irreduciblemente por isometrias es compacto [KN1,
Apéndice 5], por supuesto el grupo de holonomia normal actta sobre el espacio normal al
punto base, al igual que el grupo restringido, como subgrupo de isometrias; pero no necesaria-
mente de manera irreducible, aun asi el teorema de holonomia normal establece, en particular,
que se puede descomponer como producto finito de subgrupos normales cada uno actuando
irreduciblemente sobre un subespacio del normal.

El algebra de Lie de @, que por supuesto es la misma que para @3, es llamada el dlgebra
de holonomia normal; un importante teorema general de holonomia es el teorema de Ambrose-
Singer. Este resultado general es valido sobre cualquier fibrado sobre una variedad M conexa
y paracompacta, con una conexion arbitraria, la prueba se puede ver en [KN1, Capitulo 2,
Teorema 8.1].
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En el caso de holonomia normal se cita como:

Teorema 1.2.1. Teorema normal de Ambrose-Singer. Sea M subvariedad conexa de M™ (k) forma
espacial, y sea g el dlgebra de holonomia normal subdlgebra de so(v, M). Entonces es generada por los
endomorfismos T-R(Xq, Yq)(tL) ™" donde t: es el transporte V*-paralelo en M a lo largo de una curva
diferenciable a trozos c que une p con ¢, con Xq,Yq € TgM.

Sea M subvariedad de M™ (k) forma espacial y sean A y o respectivamente el operador de
forma y la segunda forma fundamental, relacionadas por la ecuacién:

((X,Y), &) =(A: X, Y), X,YeT,My&evpM, peM.

Como Ag es un operador simétrico de v,M todos sus valores propios son reales y son
llamados curvaturas principales de M con respecto a & y los vectores propios, vectores de cur-
vatura principal de M con respecto a &, el espacio de vectores propios a una misma curvatura
principal es llamado espacio de curvatura principal asociado a esta curvatura, por supuesto la
multiplicidad de la curvatura es la dimensién de este espacio. Como Ag; = sAg, s € IR, es claro
que para s # 0 las curvaturas principales son las mismas, por lo que usualmente se considera
a & unitario. Se dird que M tiene curvaturas principales constantes si para todo campo para-
lelo &4, a lo largo de cualquier curva diferenciable a trozos en cada tiempo t, las curvaturas
principales en direccién a &; se mantienen constantes.

Un importante ejemplo de subvariedades con curvaturas principales constantes son las sub-
variedades isoparamétricas que son por definicién subvariedades con curvaturas principales con-
stantes con espacio normal plano, esto es, tales que R* = 0, éste topico serd tratado mas ade-
lante con maés detalle. Otra sub-clase de subvariedades con curvaturas principales constantes
son las orbitas de s-representaciones que serdn estudiadas en el siguiente capitulo. Con mas
precision ver B, una s-representacion es la representacion isotrépica de un espacio simétrico
simplemente conexo, semisimple, M = G/K con G = I°(M), esto es si:

ll) K-> GL(T()M) K- d(pk |o
Donde o : M —->M p—kp

P (K) es llamado el grupo lineal de isotropia de G/K y P (K)v una drbita de la s-representacion
para cada v € TyM, usualmente se nota como Kv, si no hay posible confusion.

Este topico serd tratado en el siguiente capitulo, por el momento se tiene el siguiente lema:

Lema 1.2.2. Sea M subvariedad de M™ (k) forma espacial con curvaturas principales constantes, en-
tonces, para todo p € M, el primer espacio normal v; es invariante bajo transporte V*-paralelo.

Demostracién
Recordar que (Vig))l ={&evpM|Ag =0}, se sigue de la definiciéon de curvaturas principales
constantes que (v,,)* es invariante bajo el transporte V*-paralelo, lo que implica inmediata-

P
mente que v;, es invariante bajo el transporte V*-paralelo.o
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Si M™ es substancial se tiene que v, = v;,, entonces, el lema implica que si M tiene cur-
. . . 1 .
vaturas principales constantes entonces dim(vy,) < % , donde el miembro derecho de la

desigualdad es precisamente la dimensién de las matrices simétricas n x n.

Volviendo a la holonomia, uno de los teoremas principales es el teorema de holonomia nor-
mal que viene a ser una versién normal del teorema algebraico de De Rham-Berger [BCO, Pag.
106].

Teorema 1.2.3. Teorema de holonomia normal.

Sea M una subvariedad conexa de una forma espacial estandar M™ (k). Sea p € M y sea ®* el grupo
de holonomia normal restringido a p. Entonces ®* es compacto, y existe una iinica (salvo el orden) des-
composicion ortogonal v, M = Vo & ... ® Vi, del espacio normal v, M en subespacios ®*-invariantes y
subgrupos normales @, ..., O de * tales que:

1 O =dp x...x Oy (producto directo)
11 @; actaa trivialmente sobre V; si j # 1.

111 ®p = {1} ysii>1, ¢; acttia irreduciblemente sobre V; como la representacién isotrépica
de un espacio simétrico irreducible (Riemanniano).

La prueba de este hecho se dara en la siguiente seccién, en esta prueba se usan los llama-
dos sistemas de holonomia que representan un importante tépico en la geometria de sub-
variedades. Sea V un espacio vectorial euclideo. Un tensor R: V xV — so(V) es llamado un
tensor de curvatura algebraico si satisface las identidades algebraicas de un tensor de curvatura
Riemanniano, a saber:

a) (R(X,Y)Z, W) = —(R(Y,X)Z, W)

b) (R(X,Y)Z,W) = —(R(X, Y)W, Z)

) (R(X,Y)Z,W) = (R(Z, W)X, Y)

d) (R(X,Y)Z, W)+ (R(Y, Z)X, W) + (R(Z,X)Y,W) =0 la primera identidad de Bianchi

Sea g € SO(n) y A € so(n), entonces, gR y AR son tensores de curvatura algebraicos, esto
es, el espacio vectorial real de todos los tensores de curvatura algebraicos sobre V es un
SO(n)-modulo, aqui gR significa (gR)xy = gqu(X),gq(y)g_1 y por diferenciacién (AR)y y =
_RAx,y - Rx,Ay - [Rx,y/A]~

Sea R un tensor de curvatura algebraico sobre V. Un subgrupo compacto G de O(n) es
llamado un grupo de holonomia de R, si Ry y € g, para todo x,y € V donde g denota el dlgebra
de Lie de G. Véase que si Ry € g, para todo x,y € V, entonces (gR)x,y ¥ (AR)x estan en g
paratodox,yeV,geG,Acg, deloquesiG es subgrupo de holonomia de R, lo es de gR y AR.

Una tripleta S = [V, R, G], donde V es un espacio vectorial euclideo, R un tensor de curvatura
algebraico sobre V 'y G un grupo de holonomia conexo de R, es llamado sistema de holonomia.
El hecho de que R cumpla las propiedades de un tensor de curvatura Riemanniano no es fortu-
ito ya que [T, M, Ry, Hol}, (M)] forma un sistema de holonomia para todo p donde M es una
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variedad Riemanniana, R el tensor de curvatura y Hol, (M) la componente conexa del grupo
de holonomia Riemanniano [KN1], ya que Ry € Lie(Hol},(M)) donde Lie(Hol},(M)) es el
algebra de Lie de Hol}, (M), que por supuesto coincide con el dlgebra del grupo de holonomia
Hol, (M).

Un sistema de holonomia [V, R, G] es llamado irreducible si G acttia irreduciblemente sobre
V, transitivo si G actta transitivamente sobre la esfera unitaria de V' y simétrico si gR = R para
todo g € G, o equivalentemente via diferenciacién, si AR = 0 para todo A € g. Note que en tal
caso:

Ry = (9R)xy = gRg*1(x),gf1(y)9_1, entonces
9 " Rixy) = Rg-1(x),9-1(y)9 '+ Paratodo geG

De lo que el sistema de holonomia es simétrico si el tensor algebraico es G-invariante.

Nota 1.2.4. La definicién de sistemas de holonomia simétricos esta intimamente relacionada
con los espacios simétricos; considérese [V, R, G] sistema de holonomia simétricoy £=geV
el espacio vectorial, definase [,-]: £x £ - £ por :

* [A/B]=[AB]g

* [xy]=Rxy
e [A,x]=Ax, A,Beg, x,yeV

[-,-]g denota el corchete de Lie del algebra g. [-,-] dota a £ de estructura de algebra de Lie,
lo cual no es dificil de probar, por ejemplo, si x,y,z € V la identidad de Bianchi expresa la
identidad de Jacobi, si A,Begyx,yeV.

[[A,B],x]+[[B,x],A]+[[x,A],B] = (AB-BA)x - A(Bx) + B(Ax) = 0 y por simetria,

[A Doyl + [y, [AX]]+ [ [y, AL = (AR) gy

Entonces (£, [,-]) es un élgebra de Lie y en adicién tenemos las relaciones de Cartan:

[g,9]cg [gV]cV, [V, V]cg.

Con lo que £ corresponde a la descomposicién de un espacio simétrico simplemente conexo
M = K/G donde Lie(G) = g, Lie(K) = £, para el cual el espacio tangente a cada punto p € M se
identifica con V. Con tensor de curvatura a p igual a R y élgebra holonémica igual a g. Para
una construccién explicita ver [BCO, Pag. 110].

El producto interno en £ esta dado por el producto en V, -Tr(XY) en gy V L g, si K/G
tiene factor plano, entonces G no es, en general, el grupo de isotropia ni la holonomia, pero si
ésta es semisimple, esto es sin factor plano, entonces G coincide con la holonomia y también
con el grupo de isotropia. Véase que K/G es semisimple si y solo si R es no degenerado, esto
es, Ry, =0, para todo v € V si y solo si u=0.Si G acttia irreduciblemente sobre V 'y R # 0

11
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entonces K/G es simétrico irreducible, en general el tensor de curvatura algebraico R no es el
tensor de curvatura de K/G, pero es un multiplo escalar sobre cada factor irreducible de la
descomposiciéon de De Rham [KN1] de K/G.

De lo dicho anteriormente se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 1.2.5. Si S = [V,R,G] y S’ = [V,R’,G] son dos sistemas de holonomia simétricos,
irreducibles con dim(V) > 2, entonces R' = AR, para alguna constante .

Un importante teorema, resultado de J. Simons es el siguiente.

Teorema 1.2.6. (J. Simons). [S] Sea [V, R, K] sistema de holonomia irreducible, si K es no transitivo
sobre V, entonces [V, R, K] es simétrico.

1.3 ALGUNAS APLICACIONES DE LOS SISTEMAS DE HOLONOMIA.

En esta seccion se demostrardn varios teoremas ttiles en lo que sigue, en los cuales se usan los
sistemas de holonomia, por supuesto uno de los principales hechos sera demostrar el teorema
de holonomia normal, cuya prueba no solo es ttil por el resultado en si, si no que provee de
una técnica muy ttil para probar otros teoremas relacionados.

Asociada a cada tensor de curvatura algebraico R se tiene la curvatura escalar definida de
manera similar que para el tensor de curvatura Riemanniano, esto es k(Rp) =2 ¥ (Re.le). ej, ei)
con ey, ..., en base ortonormal de T, M, notar que k(gR) = k(R).

Lema 1.3.1. Sea G subgrupo de Lie conexo de SO(n), el cual actiia irreduciblemente sobre R™, en-
tonces G es cerrado en SO(n). [KN1, Apéndice 5]

Teorema 1.3.2. Sea G subgrupo de Lie conexo de SO(V'), actuando irreduciblemente sobre un espacio
vectorial V, sea R tensor de curvatura algebraico sobre V tal que Ry € g para todox,y € V. Sik(R) #0,
entonces, G es compacto, S = [V, R, G] es un sistema de holonomia irreducible y G actiia sobre V como
un s-representacion.

Demostraciéon
Por el lema anterior G es compacto, entonces existe una medida de Haar sobre G la cual
permite definir un tensor R de la siguiente manera:

E:fR
.9

Claramente gR = R para todo g € G, como k(R) # 0 entonces k(R) # 0 luego R # 0, de lo
que [V, R, G] es un sistema de holonomia simétrico en particular acttia sobre V como una s-
representacion. o

La siguiente es una importante propiedad de las s-representaciones.



1.3 ALGUNAS APLICACIONES DE LOS SISTEMAS DE HOLONOMIA.

Proposicién 1.3.3. Sean K y K’ dos s-representaciones irreducibles sobre V, dim(V) > 2 que no ac-
tiian transitivamente sobre la esfera unitaria en V. Si K y K’ tienen las mismas érbitas, entonces K = K’
y las s-representaciones coinciden.

Demostracion

Sea K el grupo generado por K y K/, este es no-transitivo (no acttia transitivamente sobre la
esfera unitaria en V), puesto que ambos K y K’ tienen las mismas 6rbitas, de lo que cK también.
Sean R y R’ los respectivos tensores de curvatura correspondientes a las s-representaciones
de K y K'. Entonces, [V,R, lA(] es un sistema de holonomia irreducible y no-transitivo; pues
Ry,y € Lie(K) c Lie(K), por el teorema de Simons 1.2.6, [V, R,K] es simétrico de lo que Lie(K)
es generado por R, y entonces K = K, andlogamente K’ = K de lo que K = K’ y por la Proposi-
cién 1.2.5, R” = AR con A constante. ¢

Prueba del teorema de holonomia normal

Demostracién Sea M una subvariedad de una forma espacial estandar M™(k), se tiene en
un comienzo el tensor de curvatura normal sobre M, R*, recordar que:

RE(X,Y)E = Vi Vy &= Vy Vi & - Viy v & v satisface,
(RE(X,Y)&),m) = ([Ag, Aq]X,Y), donde, [Ag, An] = AgAn - AqAs.

Se sabe que R*(X,Y) estd en el dlgebra de la holonomia normal como caso particular del
teorema de Ambrose-Singer, pero de la definicién es claro que R* no es un tensor de cur-
vatura algebraico sobre el espacio normal, deseamos construir un tensor de tipo (1,3) sobre
el espacio normal a M, por el momento R* se puede considerar como un homomorfismo
de A°ToM - A?v,M donde A? se puede identificar con los endomorfismos antisimétricos,
este ultimo se compone con su respectivo homomorfismo adjunto R*', de lo que se obtiene
ML = RIRLE: A2 vpM - A2 vpM, el cual se puede identificar con un (1,3)-tensor sobre v, M;
la ecuacién de Ricci nos dice que:

((RY(X,Y)E),m) = ([Ae, An]X,Y), lo que implica, R*(EAm) = [Ag, Ay ], de lo que,
(RH(&1,82)83,84) = (RM(&1 A &2), RM (&3 1 8a)) = —Tr([Ag,, Ag, J[Ags, A, )

pues el producto interno sobre A? es dado por (A,B) = -Tr(AB), esta tultima férmula nos
da un tensor algebraico de tipo (1,3) sobre el normal, el cual satisface las condiciones de
tensor algebraico, facilmente verificables por simple inspeccién. A 93+ se le llama el tensor de
curvatura normal adaptado y esta dltima ecuacién la llamaremos la ecuacion del tensor adaptado,
solo para futuras referencias.

Lema 1.3.4. R* es un tensor algebraico sobre v, M.

Nota 1.3.5. Note que k(R*) = szj(%éie]_ €j,€i) = =2 %1 TT([Aey, Ae;][Aci, Ag;]) donde k es
la curvatura escalar, entonces JR* tiene curvatura escalar no-negativa y es cero si y solo si R*
es idénticamente cero, ademads la imagen de 9R* es la misma que la de R* pues ker(R*) =
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(ImRY)L,
Del teorema de Ambrose-Singer se tiene que:

Lema 1.3.6. Sea M subvariedad de M™ (k) espacio de formas estdndar, entonces el dlgebra de Lie del
grupo de holonomia normal a p € M, es generado por los tensores de la forma (ti) "R (TLE, Tin)Ts,
donde c es una curva cerrada diferenciable a trozos en M a p.

Noétese, cR(&,1m) = (t&) "R (TLE, Tin)TL, considérese V el espacio vectorial de todos los
tensores sobre v, M generados por todos los tensores cR*, como R+ es algebraico, cR* es alge-
braico y en general toda combinacién lineal de ellos, de lo que para todo R € V, R es un tensor
de curvatura algebraico. Se descompone v, M en subespacios invariantes @3 -ortogonales, sea
vpM = Vo & ...® Vi, donde @7, acttia trivialmente sobre V; e irreduciblemente sobre V; para
i > 1. Denétese &; la proyeccion ortogonal de & € v, M sobre V;, entonces se tiene para todo
ReV que:

a) R(£i, &) =0sii#].

Como R es tensor algebraico (R(&i,&5)n,n') = (RM,n")& &), n,n' € vpM, como
R(m,n’) € Lie(®y) y Lie(®},) deja invariante V; entonces R(n,n’)&; € Vi 1 V; luego
(RM,n")&i, &) = 0, de lo que (R(&i,&5)n,m’) = 0, para todo n,n’ € v, M, por arbi-
trariedad de & € v, M esto implica a).

b) R(E,m) = LiR(&i,Mi)-
Es inmediato de a) usando linealidad.
C) R(Ei/ni)vj =0sii= ]

Sinj € Vj, de Bianchi, R(&;,mi)nj +R(ni,nj)& +R(nj, &)n; = 0; por a) R(ni,nj) =
R(nj', &) =0, luego R(Ei/ni)ﬂ){ =0 y se obtiene c).

d) R(&u,mi)Vic Vi

Témese (R(&i,mi)n{); = Pj, la proyeccion ortogonal en V;j para algtin Vj en la des-
composicién ortogonal, nétese que por a) R(&],P;) = 0, entonces (R(&],P;)E2, E3) =
0, para todo &',&2,E% € v,M, esto es, (R(&Z,&2)E], P;) = 0, en particular si &% = &,
£ =m, & =n’' implica (P;,P;) = 0 y esto si y solamente si P; = 0 de donde
R(&i,mi)n{)j € Vi y se obtiene d).

Tomese g; el espacio vectorial generado por los R(&4,11); &i,Mmi,€ Vi, R €V de (a-d) se obtiene.
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Lema 1.3.7. Con la notacion anterior:
i) go = {0}, y todo gi 1 > 1 es un ideal de g.
) g=g1®..00ky [91,05] = {0} siiz].
i) giVi = V;, para todo i > 1.
iv) giVj = {0} sii#j.
V) gi actia irreduciblemente sobre Vi para todo i > 1.

Por el lema anterior, si ®@; subgrupo de Lie conexo de @ con élgebra de lie gi entonces
@3 = @p x ... x Py, con @y actuando trivialmente sobre V; para i # j, e irreduciblemente sobre
Visiix1, porel Lema 1.3.1 ®; es compacto, de lo que @} es compacto por ser producto de
compactos.

Para cada i > 0 tomese R; € V tal que Ry no sea idénticamente nulo sobre V;, entonces
[Vi,Ri, @] es un sistema de holonomia irreducible, como k(R;) # 0, aplicando el teorema
1.3.2, ®; actta sobre V; como una s-representacion, lo que concluye la prueba del teorema de
holonomia normal. ¢

Para finalizar este capitulo se dardn teoremas que serdn de gran utilidad en el trabajo a
seguir.

Nota 1.3.8. Se define (D%,oc a p, como la interseccién de todos los grupos de holonomia @7 (U),
donde U es cualquier vecindad abierta a p. Se puede ver que siempre existe una vecindad
V de p tal que el grupo de holonomia normal de V a p coincide con E}lic/ claro, si {Uy}
es una sucesion de vecindades abiertas y conexas de p tales que Uy o Uy, y N® Uy = {p},
entonces obviamente @ (U) > @5 (Uz) > ..., como para cada U vecindad abierta de p existe
un entero k tal que Uy c U se tiene que d)]lgoc = N” @ (Uk), como cada grupo @ (Uy) es
conexo se sigue que dim(®; (Uy)) es constante a partir de k lo suficientemente grande y en
tanto @5 (Uy) = d)%,oc para tal k, y este es el V deseado, por supuesto para V' c V se sigue
que @5 (V) = 05 (V') = (D%,OC, de lo que en general se puede asumir V difeomorfo a una bola
abierta, note que si dim( q)})OC) es constante entonces (]D]lo“’C = @3 [KN1, Cap. 4, Teorema 10.3],
en particular d)%,oc = @7 si la variedad es homogénea.

Teorema 1.3.9. [O3]. Sea M™ subvariedad substancial del espacio euclideo, o de la esfera, tal que el
grupo de holonomia local a p € M actiia sin puntos fijos; esto es, no existe un campo normal par-
alelo localmente definido no-trivial alrededor de p. Asiimase, mds aun, que ningiin factor del grupo de
holonomia local es transitivo sobre la esfera. Entonces existen puntos en M, arbitrariamente cerca a p,
donde el primer espacio normal coincide con el espacio normal. En particular, codim(M) < M
donde codim(M) = dim(vy,).
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Demostracién

Si M subvariedad de la esfera, asimismo puede considerarse subvariedad del espacio eu-
clideo. Como el trabajo es local y por la nota previa, se puede asumir que M es tan pequefio
tal que el grupo de holonomia local coincide con el grupo de holonomia normal a p.

Se descompone VM = Vo ® V1 @ ... ® V;;, en espacios ortogonales paralelos asociados a los
factores irreducibles del grupo de holonomia normal (Vj es trivial si M es euclidiano y Vj es
el subespacio normal 1-dimensional generado por el vector posicién si M esta contenido en la
esfera ).

M; ,, deja la descomposici6n invariante donde R* es el tensor de curvatura normal adap-
tado y mas atin R* = R @ R? @... R™ donde R es la restriccion de R+ a V; , de la prueba del
teorema de holonomia normal Rt = 0 si ysolosii=0, entonces parai=1,2,..rexisteun qe M
cercano a p tal que R(q) # 0 y se tiene que [(Vi)q,R'(q), ®i] es un sistema de holonomia
irreducible no-transitivo, donde ®@; es la restriccion a (V;)q4 del grupo de holonomia normal a
q para cada i, por Simons 1.2.6, [(V;)q,R*(q), ®1] es simétrico para todo i, entonces R*(q) es
el tensor de curvatura de un espacio simétrico irreducible, en particular éste es no degenerado
para todo i, por lo que la degenerancia de R* es Vj. Si & € v¢M es ortogonal a VE] entonces
Ag =0, de la ecuacién del tensor adaptado R+, se puede concluir que & esta en la degeneran-
cia de R*, entonces & € (Vo)q ¥ & = 0 si M no esta contenida en la esfera, de lo contrario A
es multiplo no trivial de la identidad Pero Az = 0 implica & = 0, pues V, es generado por el
vector posicion, de lo que en cualquier caso Az = 0 implica que & = 0 o lo que es lo mismo

A . . 1 io0d . e s di < 2 n(n+1)
E, —> Ag €S lnyeCtlva en el espacio de matrices simétricas n xn cuya dimension €s —>

De la primera conclusién vq = v¢M y de la segunda codim(M) < M y queda probado
el teorema. ¢

Los siguientes lemas dan cotas para la cantidad de factores invariantes de la descomposicion
del teorema de holonomia normal. El primero es clave cuando la subvariedad es de dimensién
2y el segundo para cuando la dimensién es mayor que 2.

Lema 1.3.10. [BCO, Teorema 4.5.1] Sea M™ una subvariedad del espacio euclideo. Entonces en un

subconjunto abierto y denso de M, el niimero de factores irreducibles de la representacion del grupo de

holonomia normal local es n(nz*] ),

La siguiente proposicién da una mejor cota para factores no-triviales.

Proposicién 1.3.11. Sea M™ una subvariedad del espacio euclideo. Asiimase que para todo punto de
M el grupo de holonomia normal local y el grupo de holonomia normal restringido coinciden (o, equiva-
lentemente, la dimension de los grupos de holonomia normal locales es constante sobre M, en particular
para variedades homogéneas 1.3.8). Sea p € M y k el niimero de factores irreducibles (no-triviales) de
la representacion del grupo de holonomia normal restringido ®(p) sobre v,(M). Entonces k < [ 5],

donde [ ] es la parte entera de 3.

Demostracion
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Para p € M Sea vp(M) = vg ) v:) &.8 v};, la descomposicién en subespacios asociados
a cada uno de los factores irreducibles del grupo de holonomia normal restringido, con V%
asociado al factor trivial. Por hip6tesis vi,(M) se extiende a un subfibrado normal paralelo v*
de v(M) parai=0,1,..,k (eventualmente haciendo a M suficientemente pequefio alrededor
de p, como el trabajo aqui es local, esto no es problema). Entonces tenemos la descomposiciéon
v(M) =v! @...® v¥. Por hipétesis ®(p) acttia trivialmente sobre v¢ e irreduciblemente sobre

. q
v}q parai=1,..,k.

Sea Ry , €l tensor de curvatura adaptado definido en la prueba del teorema de holonomia
1.3. Por la férmula del tensor adaptado 1.3, %ém =0siy so.lo si .[Ag,An] =0, observe que si
i # j entonces 9{; g = 0 para &, &; secciones normales de v y V) respectivamente. Entonces,
# {0}, para todo i = 1,..., k. En efecto,

Vi
existe 1 € M, arbitrariamente cerca a p tal que iRi ! :qu # {0}, de lo contrario v! debe ser
plano. Esto debe ser cierto incluso para una vecindad V7 de q;. Ahora témese q; € V7 tal que
Ry 2 v # {0} y se contintia hasta encontrar q = qx en una vecindad Vi_ tal que R v {0}
paratodoi=1,.. k.

existe q € M, arbitrariamente cerca a p, tal que R*,
Vq,

v

Supoéngase que para todo &;,m; € vz, i>0 [Ag,, Ay, ] conmuta con Ag,, entonces:
([[Aii’ Ani]/ AE.‘I]’ ATH) =0= <[A£i/ Ani]/ [AE,U ATH])

1
q
tradiccion. Lo anterior implica que para todo i =1, ..., k; existen &;,m; € v; tales que [Ag,, An, ]
no pertenece al dlgebra generada por los {A,} conn € v4(M) sin componente en v* (en efecto
pues si i # j los operadores de forma de elementos de vjq conmutan con los operadores de
forma de elementos en v'). Entonces existe un conjunto [Ag,, Ay, ], ..., [Ag,, Ay, ] de k endo-
morfismos antisimétricos linealmente independientes que ademds conmutan entre si. Como
el rango del grupo ortogonal SO(n) es la parte entera de 7, esto es, la dimensién de un sub-
espacio maximal de matrices antisimétricas que conmutan entre si, entonces k < [ 5], con [ 7]

la parte entera de % S

De lo que [A¢,,Aq,] = 0, como D%ig i # {0} y &,y son arbitrarios en v se llega a con-

i
Vg

La cota del lema 1.3.10 nos da el siguiente teorema, que como se verd mas adelante es una
motivacion para este trabajo, ver 3.1.4

Teorema 1.3.12. [BCO, Teorema 4.5.2] Sea M una supetficie que tiene la propiedad de que alrededor
de cada punto, ésta no estd contenida en una esfera o en un subespacio afin. Entonces el grupo local
de holonomia normal es trivial o éste actiia transitivamente sobre la esfera unitaria del espacio normal
(local).

Demostracion

i. Supbéngase que d)}qoc es no trivial y sea p € M. Supdéngase que existe un campo normal
paralelo & tal que el operador de forma A es multiplo de la identidad (éste se denomina
un campo normal paralelo umbilico), en tal caso M debe estar contenido o en una esfera o en
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un subespacio afin. Mas atn, el factor Vj es trivial, pues en otro caso debe existir un campo
normal paralelo no-umbilico & al rededor de p. Pero esto implica que el fibrado normal es
plano pues & conmuta con todos los otros operadores de forma y por la ecuacién de Ricci el
operador de forma conmuta, pues dim(M) = 2, entonces R* = 0, de lo que la existencia de ¢
es imposible por la hipétesis del teorema.

ii. El lema 1.3.10 fuerza a que el grupo local de holonomia normal actiia irreduciblemente,

pueslzwzlsimzz.

iii. Por contradiccién supdngase que (I)}]OC no actda transitivamente sobre la esfera unitaria

: 1 1 loc :
de vp M. Entonces existe un punto ¢ cercano a p tal que Ry #0y [vqM, Rq Py ] es un sis-
tema de holonomia irreducible no-transitivo, por el teorema de Simons 1.2.6, el sistema resulta
simétrico, en particular v{, coincide con vqM, claro, esto es consecuencia de la irreducibilidad,

q
pues si existe un & € vqgM con Ag =0, entonces %a (&,9)=0.

Como & — Ag es inyectiva, se tiene que dim(vqM) < 3, pues A es un operador simétrico
y la dimensién de las matrices simétricas 2 x 2 es 3. (De la clasificaciéon de espacios simétricos
[BCO, Apéndice 4]), un espacio simétrico irreducible de dimensién a lo mas 3 tiene rango 1,
esto es vo (el factor euclideo) tiene dimensién 1, por i. se llega a contradiccién, de lo que el
grupo de holonomia normal es transitivo sobre la esfera unitaria del espacio normal. ¢

Lo anterior es vélido incluso para superficies contenidas en la esfera que no estdn contenidas
en espacios afin propios o de manera equivalente, en esferas de menor dimensién.



TOPICOS

2.1 ACCIONES

En esta primera seccién del capitulo trataremos las G-acciones sobre una variedad Rieman-
niana, las acciones siempre se supondrdn suaves, y nos referiremos siempre al caso especial
de acciones por isometrias. Entonces tenemos el isomorfismo p : G - (M) y la aplicacion
suave de G x M - M dada por (g,p) - p(g)(p) = gp que por definicién de accién satisface

(99")p =9(g'p), para todo g,9" € G, p e M.

Una 6rbita de la accién es el conjunto Gp con p € M y el grupo de isotropia es el subgrupo
Gp ={g€G|gp=7p}, sipara algtin p € M por lo tanto para todos Gp = M, la accién se dice
transitiva y M se dice un G-espacio. Un ejemplo importante es la accién de SO(n) sobre Sim.,,
el conjunto de matrices simétricas de traza cero actuando por conjugacién, esto es g.x = gxg~',
esta accion es ortogonal con respecto al producto interno (X,Y) = Tr(XY).

Nota 2.1.1. La palabra ortogonal se usa para este tipo de acciones, esto es acciones para las
cuales p(G) es un subgrupo del grupo de isometrias lineales, en adelante supondremos que
la accion es no-transitiva; toda ¢rbita es una subvariedad del espacio ambiente pero no nece-
sariamente una subvariedad incrustada.

Tenemos la siguiente proposicién cuya prueba se sigue facilmente.
Proposicién 2.1.2. Supdngase que G actiia por isometrias en M entonces:
i. Ggx = gGxg™’
il. GxnGy =d 0 Gx = Gy
il Ty (Gx) = {&(x) | & e g}, g el dlgebra de Lie de G.

Toda 6rbita Gp tiene una estructura Riemanniana inherente del espacio ambiente. Sea M
subvariedad Riemanniana de M, se dice que M es una subvariedad homogénea si para todo
P, q € M existe una isometria g de M tal que g(M) = M y g(p) = q. Una subvariedad de este
tipo es una 6rbita de algun subgrupo G de (M), siempre en lo que sigue se supondra que G
es conexo.

Sea G actuando sobre M, se denota M/G el conjunto de todas las érbitas y m: M - M/G
la proyeccién candnica, esto es x - Gx. M/G con la topologia cociente es llamado el espacio de
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Orbitas de la G-accién.

Una accién sobre M es llamada propia si gnXn = Y ¥ xn — X, donde {gn } es una sucesiéon
en Gy {xn} es una sucesién en M, implica que g, tiene una subsucesién convergente. Para
que una accién, (siempre se supondra por isometrias), sobre M sea propia, es suficiente que G
sea un subgrupo cerrado del grupo de isometrias de M, por otro lado si G actia propiamente
sobre M entonces Gy es compacto para todo x € M. Una consecuencia de las acciones propias
es que el espacio cociente M/G es Hausdorff y toda érbita Gx es cerrada en M y por tanto
una subvariedad incrustada. En adelante las acciones serdn propias.

Sea S subvariedad de M y G actuando por isometrias sobre M; se dice que S es un slice en
x € M si:

i)xeS
i) GS:={gp| g€ G,p €S} es un subconjunto abierto de M
iil) GxS =S

iv) la accién de Gy sobre S es isomorfa a una accién ortogonal lineal de Gy sobre una bola
abierta en algtin espacio euclideo.

Una accién de G’ sobre M’ se dice isomorfa o equivalente a la acciéon de G
sobre M si existe un isomorfismo ¢ : G - G’ y una isometrfa f : M - M tal

que f(gp) = ¢(g)f(p), para todop e M, g € G.

v) la aplicacion (G xS)/G, = M, (g,q)Gp — gq, es un difeomorfismo sobre GS, donde la ac-
cién de G, sobre G x S es dada por k(g, q) = (gk™',kg), k€ Gy, g€ G, qeSy (GxS)/G,
es el espacio de Orbitas.

Cuando la accién en M es propia, existe para todo x € M un slice [PT, Teorema 5.2.6].

Sean Gx y Gy 6rbitas en M/G, se dice que tienen el mismo tipo si Gx y Gy son conjugados
en G, de la Proposicién 2.1.2, Gx y Gy son conjugados si y solo si Gy = Ggx para algin g € G,
el tipo de Orbitas define una relacién de equivalencia lo cual no es dificil de ver. Se notara
[Gx] la clase de la 6rbita Gx y se llamard drbita tipo de Gx; sea §) el conjunto de todas las
6rbitas tipo. Se dird que [Gx] < [Gy] si y solo si Gy es conjugado en G de algtin subgrupo
de Gy, esto define un orden parcial sobre el conjunto de todas las 6rbitas tipo; la existencia
de un slice S a x implica que [Gx] < [Gy], para todo y € GS, si M es conexo, entonces M/G
es conexo [PT, Corolario 5.4.18.], entonces existe una tnica 6rbita tipo maximal en §), como
consecuencia de la definicién [Gx] es maximal si y solo si para todo y € M, G« es conjugado
de algtn subgrupo de Gy. A las 6rbitas de clases maximales se les llama drbitas principales.
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En [PT, Proposicién 5.4.14, Corolario 5.4.18] se establece la existencia de érbitas tipo princi-
pales y la unicidad si M es conexo.

La cohomogeneidad es la codimensién de una érbita principal; si x pertenece a una 6rbita
principal entonces es llamado punto regular; de lo contrario es llamado punto singular, de igual
manera si una orbita tiene dimensién menor que una 6rbita principal es llamada singular,
pueden existir 6rbitas que no son principales con dimensién igual a 6rbitas principales, a
tales Orbitas se les llama excepciones, la idea es buscar cuando estas 6rbitas no existen, mas
adelante se dardn ejemplos fundamentales para este trabajo en los cuales las 6rbitas excep-
cionales no existen.

Se nota con M, el conjunto de puntos regulares, esto es, la unién de érbitas principales,
véase que si S es un slice a un x, entonces [Gx] < [Gy], para todo y € GS; si x es regular Gx es
principal esto es [Gy] < [Gx], de lo que [Gx] = [Gy], para todo y € GS, que por definicién de
slice es abierto, lo que prueba que M, es un subconjunto abierto de M, mas atin M, resulta
un subconjunto abierto y denso de M [PT, Teorema 5.4.15].

Supoéngase que G acttia sobre M y la accién es propia y que M/G es conexo; como se vio
antes si G es un subgrupo cerrado de isometrias de M y M conexo, esto se tiene. La aplicacion
@g:M - M, p— gp, es una isometria de M ya que la accioén es isométrica, sipe My g€ Gp
entonces @ fija p, de lo que para todo p € M, G, acttia sobre T, M por:

Pp: Gp xTo,M =Ty M, (g,X) = gX = (dog)pX

Como T,(M) = T,(Gp) ® vp(Gp). Notar que para g € G,, Gp es invariante, de lo que
T, (Gp) es invariante por la accién, por lo que su complemento ortogonal también lo es, esto
es, Vp(Gp) es invariante.

Sea Xp, : Gp x T, (Gp) — T, (Gp) la restriccion de 1, al tangente a p, que es llamada la rep-
resentacion isotrdpica de la accién a p, por otro lado oy, : Gp x v (Gp) = v (Gp) la restriccion
de Py al normal a p es llamada la representacién slice y su restriccion a Gy, es la representacion
slice de la componente conexa que contiene a la identidad, del subgrupo de isotropia (brevemente, la
llamaremos representacién slice conexa), donde Gj, es la componente conexa a la identidad de
Gp.

Sea p € M, témese 1 suficientemente pequeno tal que B, (0) c v, (Gp) es un embedding de
B(0) en M bajo la restriccién de la exponencial, S = expp(Br(O)) es un slice a p llamado el
slice geodésico o slice normal.

Lema 2.1.3. Si S es un slice geodésico a p, entonces Gq c Gy, para todo q € S, en particular si p es
regular G4 = Gp, para todo q € S.

Teorema 2.1.4. Una orbita Gp es principal si y solo si la representacién slice Sy, es trivial.

Demostracion
Del lema anterior G4 = Gy, para todo g € Sp,. Si se toma éste slice geodésico lo suficiente-
mente pequefio, para que la geodésica en S, una p y g, entonces todo g € G fijap y q de lo
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que G fija punto por punto el subespacio lineal unidimensional de v, (Gp) correspondiente
a esa geodésica, lo que concluye el teorema. o

Anteriormente se dijo que siempre existen rbitas principales y 6rbitas singulares (de menor
dimensién que las principales), pero se habl6 de las 6rbitas excepcionales, esto es, érbitas de
igual dimensién que las principales, que no son principales, el trabajo ahora es ver acciones
que no tengan Orbitas excepcionales, o lo que es lo mismo, acciones donde todas las 6rbitas
de dimensién maximal sean principales.

Sea M una variedad Riemanniana conexa y completa, y sea G un subgrupo cerrado de I(M),
(en particular la accién es propia); una subvariedad cerrada, completa, conexa y embedded S
de M es llamada una seccién para M si GS = M y para todo x € S, TS € v (Gx); pero como
Tx(Gx) es el conjunto de &(x) donde & € g, g el dlgebra de Lie de G, la segunda condicién se
puede reescribir como:

Para todox e Sy &eg, £(x)LTxS.

Es claro que si S es una seccién para M, ¢S también lo es para g € G. Como GS = M, se
sigue que si una seccién existe, entonces existe una seccién a cada punto, y se dird que M
admite secciones. Si M admite secciones la accion es llamada polar, por supuesto si G acttia
polarmente G* también, con G* la componente conexa a la identidad de G.

En particular en la accién de SO(n) sobre Sim,, las matrices simétricas de traza cero, con
accién g.x = gxg~!' y con producto interno (X, Y) = Tr(XY); una seccién es el espacio de matri-
ces diagonales de traza cero.

Sea K un grupo compacto, una representacioén p : K - SO(n) se llama polar si p(K) actta
polarmente sobre R™. Un ejemplo de representacion polar, es la accién usual de SO(n) sobre
R™ , ésta puede ser vista como la representacién isotrépica de S™ = SO(n +1)/SO(n). Un im-
portante ejemplo de representaciones polares son las llamadas s-representaciones B, vistas de
manera tangencial en el capitulo anterior, esto es, la representacion isotrépica de un espacio
simétrico, simplemente conexo y semisimple; este caso especial se estudiard con mas detalle
posteriormente.

Teorema 2.1.5. Toda seccion de una accion polar es totalmente geodésica.

Demostracion

Sea S una seccién de una accioén polar dada, se denota S, el conjunto de puntos en S los
cuales son puntos regulares; esto es, estdn en alguna 6rbita principal. Sea p € S y & € v;,S,
como la accién es isométrica se puede definir un campo de Killing X en una vecindad de p
con X, = &, como la accién es polar entonces X es ortogonal a la seccion, al ser X campo de
Killing la derivada covariante VX, es un tensor antisimétrico, por la férmula de Weingarten se
tiene que:

(-ALY,Y) = (VyX,Y) = 0, por supuesto aqui la parte normal de la férmula es ortogonal a
Y eT,SyS, en tanto S es ortogonal en cada punto de S;, como S; es denso y abierto en S
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entonces S es totalmente geodésica. ¢

Proposicién 2.1.6. La representacion slice conexa de una accién polar, en cualquier punto es polar.
mas ain, si S es una seccion de la accién polar ap € S, entonces T, S es una seccion de la representacion
slice conexa a p.

Demostracion

Sea Gp el grupo de isotropia en p de la accion polar de G sobre M. Sea v, (Gp) el espacio
de la representacién slice, por definicién de seccién T,S es un subespacio lineal de v, (Gp),
tomese una B, (0) suficientemente pequefia, centrada en cero en v,(Gp) y L = expp(B) el
normal slice en p, y sea x = exp,, (v) € S, como Gx € Gy, para todo x € S, el subgrupo de
isotropia de la Gp-accién lineal sobre V,(Gp) a x es Gy, de lo que se sigue que la Gp-6rbita
de x en v, (Gp) tiene la misma codimensién, tal como la G-6rbita de x a M, luego la codi-
mensién de una orbita principal de la accion de G, sobre el espacio normal v, (Gp), es igual
a la dimensién de T,S. Si se prueba que T, S es perpendicular a las érbitas de G, se tendria
la proposicion, pues T,S debe coincidir con el espacio normal a una Gy,-6rbita principal, y
ésta deberfa intersectar todas las otras. El algebra de Lie de G, puede ser vista como el con-
junto de endomorfismos antisimétricos de v, (Gp) de la forma (VX), donde X es un campo
de killing sobre M inducido por G, pero todo campo de Killing sobre M inducido por G es
siempre ortogonal a S (esto es por definiciéon). Entonces para todo v € T;,S, V,, X es ortogonal
a T,S pues del teorema anterior S es totalmente geodésica, por lo que los campos de killing
inducidos por G, sobre v, (Gp) son perpendiculares a T,,S. o

Se define para cada campo de Killing X sobre M inducido por la accién polar de G, el
endomorfismo antisimétrico sobre v, (Gp) a p € M notado por B])D(, como (Bg Em) =(VeX,m)

E,me vp(Gp).

Sea by, la subélgebra de so(v,(Gp)) generada por todos los B%( y sea Hy, el subgrupo de Lie
conexo de SO(v,(Gp)) con algebra de Lie by,.

Lema 2.1.7. El grupo de Lie Hy, contiene la imagen op,(Gy,) de la representacion slice conexa a p
(como subgrupo de SO(v,(Gp))), y la accion de H,, sobre v, (Gp) tiene las mismas drbitas como la
representacion slice conexa a p.

Demostracién
Sea 0}, : Gp = SO(vp(Gp)) la representacion slice a p. Si X € gy, 0p (exp,, (tX)) = expto-X.
Siy curva en v, (Gp) con y(0) =p y & =v'(0) entonces:
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opX(E) = % i op (exp(tX)).& definicién de diferencial.
- % o 5l (exp(tX))y(s) por definiciéon devy
= % » %Lo (exp(tX))y(s) por diferenciabilidad
= % » X;( s) por el campo de Killing definido en A
=Ve=BY¢

Como Bg* & € vp(Gp) entonces 0, (G}, ) © Hy, lo que prueba la primera afirmacion.

Para la segunda parte de la Proposicién 2.1.6, si S es una seccion de la G-acciéon en p, T;,S es
una seccion de la representacion slice conexa en p. Sea X un campo de Killing inducido por
la G-accion; sea A el operador de formas de la subvariedad S en el espacio ambiente. Por la
férmula de Weingarten

(B])D(v,w) = (Vv X, W) = (-Axv,w); v,w € T, con V la conexién de Levi-Civita del espacio
ambiente, por supuesto, w L (V,X)* = V3 X, como X es perpendicular a S por definicién de
slice y del teorema 2.1.5, al ser la accién polar S es totalmente geodésica, luego v — Bifv, es un
campo de Killing, lineal sobre v, M y perpendicular a toda seccién oy, la prueba se sigue de
que, si X es un campo de Killing que es ortogonal a todas las secciones de una accién polar
de G sobre una variedad Riemanniana M entonces el grupo monoparamétrico de isometrias
generado por X preserva cada G-6rbita [BCO, Ejemplo 3.10.15]. ¢

Sea Gp una 6rbita principal y & € v, (Gp) entonces se define Egp := g, este es un campo
normal bien definido sobre Gp; pues si gp = g’p entonces g~'g'p € Gpy g 'g'&=¢porel
teorema 2.1.4. Entonces g& = g’¢, este es llamado el campo normal equivariante a &,

Un principal hecho es que se pueden tomar &7, ..., i base ortonormal a v, (Gp) y construir
los campos equivariantes E},...,Ek, los cuales forman un marco ortonormal de campos del
fibrado normal de Gp, recordar [KN1] que un fibrado (P, M, G) es trivial si P = M x G, de
lo anterior, el tener un marco global del fibrado normal, implica que éste es trivial, esto es,
isomorfo a Gp x R,.

Proposicién 2.1.8. Sea G actuando polarmente sobre M y asiimase que & € v, (Gp)) es fijo bajo la
representacion slice conexa a p. Entonces & se extiende localmente a un campo normal G-invariante,
V*-paralelo a Gp.

Demostracién

Sea F el conjunto de puntos fijos de G}, sobre v, M; y sea S una seccién para la acciéon con
p € S; por la Proposicién 2.1.6, T, S es una seccién de la representacion slice conexa, del lema
2.1.7, Hp tiene las mismas 6rbitas que la representacion slice conexa, entonces H,, fija a F, por
derivacién, como b, es generado por todos los B}),(, en particular Bé = 0 para todo X campo
de Killing inducido por G. Localmente se puede extender &, pues la ¢érbita es arbitraria, a un
campo normal equivariante (local) € de Gp y este se puede extender a un campo tangente a



2.1 ACCIONES

M, &'. &' serd nuestro candidato, véase que:
(Vx, &/, &) = (Vx, & = [X,&']p, &) = (Ve X, &) = 0 pues BYE = 0.
Y [X, &y = %‘t:o (0% pu(p)&’ =0y € es equivariante, lo que nos da la G-invariancia.

La proposicién anterior implica.

Corolario 2.1.9. Sea G actuando polarmente sobre M, entonces todo campo G-equivariante sobre una
drbita principal es V*-paralelo.

Demostracién
Este es un caso particular de la proposicién anterior, para el cual la 6rbita principal es V*-
paralela. ¢

El corolario anterior tiene un reciproco local, recuérdese que M, es el conjunto de puntos
regulares y éste resulta abierto y denso. Para G actuando sobre M, con M conexo se dird que
G actiia localmente polar sobre M, si la distribucién v sobre M, dada por el espacio normal
vp(Gp) a las orbitas principales es integrable con hojas totalmente geodésicas.

Proposicién 2.1.10. Sea G actuando sobre M, con M conexa. Si todo campo normal equivariante sobre
una orbita principal es V*-paralelo, entonces G actiia localmente polar sobre M.

Demostracién
Sean &,1m, campos tangentes G-equivariantes a v y X un campo de Killing inducido por G.
Entonces:

(Ven, X) = -, VeX) = (n, Vx&—[X,&]) = 0

Pues ¢ es paralelo y [X, &] =0, al igual que en la prueba anterior, de donde v es paralelo y
en particular integrable. ¢

Proposicién 2.1.11. Sea G actuando polarmente sobre M y sea S una seccion, si N es una subvarie-
dad totalmente geodésica de M que interseca todas las G-Orbitas ortogonalmente, entonces existe una
isometria g € G, tal que g(N) c S.

Demostracién

Por densidad, si N no es un punto, existe un punto p € G tal que g(p) c S, esto se puede
ver por definicién de seccién, entonces se tiene que g.T,N c g.vp(Gp) = vgp(Gp) = TS, (en
la primera inclusién se usa la hipétesis de ortogonalidad), lo anterior implica que g(N) c S,
pues g(N) y S son totalmente geodésicas, conexas y S es completa. ¢

Terminamos esta seccion hablando de un tépico fundamental para este trabajo que ha sido
tocado de manera superficial en apartados pasados, éstas son las s-representaciones B; una
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s-representacion es la representacion isotrépica de un espacio simétrico S = G/K, conexo, sim-
plemente conexo y semisimple (por supuesto se asume Riemanniano). Donde G es la compo-
nente conexa del grupo de isometrias de S y K el subgrupo de isotropifa. Un importante hecho
es que la representacién holonémica de S coincide con la representacién isotropica G/K. Una
Orbita de s-representacién se conoce usualmente como R-espacio, por la descomposicién de
Cartan B, se puede ver que la s-representacion coincide con la representaciéon adjunta via la
identificaciéon p = T, M, con g = £+ p la descomposiciéon asociada.

El siguiente teorema es de gran importancia ya que prueba que la representacion isotrépica
(adjunta) de £ es polar.

Teorema 2.1.12. Sea (G,K) un par simétrico (Riemanniano), de un espacio simétrico (Riemanniano),
simplemente conexo, semisimple S y sea g = €+ p la correspondiente descomposicién de Cartan del alge-
bra de Lie g de G. Entonces la representacion adjunta de € sobre p es polar y todo abeliano maximal de
p es una seccion.

Demostracion

Se asume S irreducible, compacto y la métrica Riemanniana sobre S es normalizada de
modo que el producto interno (-,-) sobre p ~ T, S que es inducido de la métrica Riemanniana
sobre S, es igual a -B donde B es la forma de Killing de g. Como se sabe de antemano se
puede tomar un v € p tal que la 6rbita Ad(k)v es principal, se denota Z el espacio normal afin
a la 6rbita v; esto es:

L={v+&|Eevy(Ad(K)v)}.

Como -v € v, (Ad(K)v), entonces v-v = 0 € L, por tanto = v, (Ad(K)v), viendo v, (v) (Ad(K)v)
como subespacio lineal de p.

Sea Ad(K)w otra orbita, por compacidad de las érbitas se puede tomar w tal que la
distancia entre ambas 6rbitas compactas es igual que la distancia entre v y w, entonces
w-vev,(Ad(K)v), deloque v+w-veZ, estoes, weXy X interseca Orbitas.

Sea u € L, entonces [u,V] € £ por la descomposicién de Cartan, ya que [p,p] c &. Sea w € ¢
entonces por propiedades de la forma de Killing B, se tiene que.

B([u,v],w) = -B(u,[w,v]) =0, pues [w,v] € T,(Ad(K)v) y u e X = v, (Ad(K)v).

Como B es no degenerada y por arbitrariedad de w se tiene que [u,v] = 0, usando Jacobi
para u,w € X de lo anterior, [u,v] = [w,v] =0, luego [[w,w],v] = [[u,v], W]+ [u, [w,Vv]] =0,
esto prueba que [v,w] esta en la subdlgebra isotrépica £, de £ a v, como v es un punto
de una 6rbita principal, por el Lema 2.1.3, los grupo de isotropia a cualquier punto de un
slice geodésico coinciden y como la 6rbita es principal se sigue que X es geodésico, luego
[u, W] esta en el dlgebra isotrépica de £ a todo punto de %, en particular [[u, w],w] = 0, pero
B([u,w], [u,w]) = -B([[u,w]w],u) = 0, entonces [u,w] = 0, por arbitrariedad de u,w € X se
tiene que X es abeliano.
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Ahorasiue Xy XeT,Z, entonces:

B(Tu(Ad(K)u),X) = B([£,u],X) = B(¢ [u,X]) =0, pues X es abeliano, de lo que X intersecta
ortogonalmente todas las 6rbitas en sus puntos de interseccién, por lo que la accién adjunta
de £ sobre p es polar.

Para terminar la prueba del teorema resta ver que X es un abeliano maximal.

Supéngase que L = v, (Ad(K)v) c X’ y L' maximal a p. Como en la ultima parte de la
prueba X es ortogonal a Ad(K)v a v, entonces &' c v, (Ad(K)v) y Z=2". ¢

Del teorema anterior y la proposicion 2.1.11, se llega a que:

Teorema 2.1.13. Si a y a’ son abelianos maximales de p, entonces existe un elemento k € K tal que
Ad(k)a=a’.

Usualmente se suele llamar flat a un abeliano maximal, el rango de un espacio
simétrico S es la dimensién de un abeliano maximal igual a la cohomogeidad
(codimensién de la representacion isotrépica S = G/K).

Terminamos esta seccién con un importante resultado probado por Dadok [Da] que da
una caracterizacion de las representaciones polares; ya el teorema 2.1.12, prueba que toda s-
representacion es polar, veremos que el reciproco es valido en el siguiente sentido.

Sean p; : G; - SO(n) y p2 : G2 - SO(n) dos representaciones, se dice que son 6rbita-
equivalentes si existe una isometria ¢ : R™ — R™ que envia 6rbitas de G en 6rbitas de G, esto
es (G1(x)) = G2(@(x)), para todo x e R™

Teorema 2.1.14. (Dadok) [Da].
Toda representacion polar de R™ es drbita-equivalente a una s-representacion.

2.2 SUBVARIEDADES CON FIBRADO NORMAL GLOBALMENTE PLANO Y SUBVARIEDADES
ISOPARAMETRICAS

Supongase que M es una subvariedad de M™(k), espacio de formas, un campo normal par-
alelo & de M es llamado una seccién normal paralela isoparamétrica si A¢ tiene valores propios
constantes, con A el operador de forma. Una subvariedad de un espacio con curvatura sec-
cional constante se dice Umbilical en direccion de & si A es multiplo de la identidad y & es
llamado campo normal umbilical (o seccién). Si M es umbilical en cada direccién normal &, M
es llamado totalmente umbilical de M.

De aqui en adelante supondremos que M = R™, para el caso de M = S™ simplemente es
preciso verla como subvariedad de R™*!. Como consecuencia del teorema de reduccién de
codimension, si M es subvariedad substancial de R™ solo existe una tnica seccién umbilical
isoparamétrica salvo multiplo constante, y ésta es dada por el vector posicién al origen. Nos
interesardn en adelante solamente los no umbilicales.
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Sea & seccién isoparamétrica y Aq, ..., Am los diferentes (constantes) valores propios de A y
T™ = E1@,...,®E,, la descomposicion ortogonal suave en espacios propios (autoespacios) del
operador de forma A; en direccién &, las distribuciones Eq,...E,, se denominan las Autodis-
tribuciones (distribuciones propias) asociadas a Ag. Entonces se tiene:

Lema 2.2.1. Sea M subvariedad de R™ y & una seccion normal paralela isoparamétrica .

i) La autodistribucion £y de A es una distribucion auto-paralela (por lo tanto integrable con hojas
totalmente geodésicas), para cadai=1,2,...,m.

il) La autodistribucion By es invariante bajo todos los operadores de forma de M, para cada i =
1,2,...,m.

iii) Sea Si(q) la subvariedad integral de E; para q € M, entonces Si(q) estd contenido en el subespa-
cio afin q+Ei(q) @ vgM de R™ y AE = Ag |g,(q) para todo & € vqM, donde Al es el operador
de forma de Si(q), como subvariedad del subespacio afin.

Demostracion

i) si m =1, es trivial. Si m > 2 sean X, Y secciones de E; y Z de Ej, i #j, usando la ecuacion
de Codazzi, (A —Aj)(VXY,Z) = ((VxAg)Y,Z) = ((VzAg)X,Y) = 0; para i # j implica que
(VxY,Z) =0, entonces VxY es una seccién en E; de lo que E; es auto-paralelo, en tanto, inte-
grable con hojas totalmente geodésicas [BCO, Apéndice].

i) Como & es V*-paralelo V*& = 0, entonces, por definicién del tensor de curvatura nor-
mal R*(X,Y)& =0 y usando la ecuacién de Ricci se tiene que [Ag, Ay ] = 0 para todo 1 campo
normal, de lo que el operador de forma conmuta con Ag, por lo tanto preserva la distribucion.

iil) Sim =1, es trivial. Si m > 2 sea c: [0, 1] — Si(q) una curva suave con ¢(0) = g, £ normal
a Si(q) ¢ M a q. Nétese de igual forma &, el vector paralelo a lo largo de ¢ con respecto a
la conexién normal de Si(q); por paralelismo y usando que Si(q) es totalmente geodésica,
de la férmula de Gauss se tiene que a(c’(t), &(t)) = 0, la derivada covariante en R™ es nula,
esto implica que S;(q) esta contenido en el espacio afin q +Ei(q) ® vqM de R™, ademds como
Si(q) es totalmente geodésica en M, AE es la restriccién de A a E{(q), para todo £ e vgM. ©

Considérese ahora M subvariedad isoparamétrica de R™, esto es, M tiene curvaturas prin-
cipales constantes y fibrado normal plano ((R*) = 0), dado que (R*) = 0, por la ecuacién de
Ricci (RH(X,Y)E, M) = ([Ag, Aq]X,Y), entonces [Ag, Ay ] =0, para todo &,1 en el normal a cada
p, de lo que {A¢}¢ev,m es un conjunto de operadores simultdineamente diagonalizables, sean
Ao(&), ..., Am (&); los valores propios comunes de A a p con Ap(&) = 0 y sea E; la distribucion
comun a A;(&) parai=0,1,..m; llamada la distribucion de curvatura de M, esto es:

AeXi =Ai(E)Xi, Xi e By (1)

Considérese, A; : vpM — R, la funcién lineal para todo i definida por (1), se tiene que
A1 = (Mi(p),-), la cual determina campos n; a todo i, llamados las curvaturas normales, como
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Ai(&) es constante, si & es paralelo, las curvaturas normales son paralelas en la conexién nor-
mal.

Se puede tomar ¢ tal que (&,mi) son todos diferentes, Eq es por supuesto Ker(Az).

Por el lema anterior la distribucién E; es auto-paralela e invariante por todos los operadores
de formay Si(q) c q+Ei(q) ® v4M a través de q, donde S;(q) es la hoja de la distribucién en
q llamada la esfera de curvatura en q relativa a A;, que es subvariedad totalmente umbilical del
espacio ambiente.

Si(q) es abierto de un subespacio afin si n; = 0 0 de una esfera en otro caso. Las dimen-
siones de los E; son llamadas las multiplicidades de la subvariedad isoparamétrica.

Lema 2.2.2. Sea M una subvariedad isoparamétrica del espacio euclideo. Entonces, M es substancial
si las curvaturas normales generan el espacio normal, esto es span(ni(x)) = vxM para todo x e M, en
particular codim(M) < dim(M).

Demostracion

Si span(ni(x)) # vxM para todo x entonces se puede tomar 1 # 0 campo normal paralelo
con 1y L span(ni(x)) para todo x, por el teorema de reduccién de codimensién M no puede
ser substancial pues en otro caso Ag =0. ¢

Del lema 2.2.1 y lo anterior se tiene que:

Lema 2.2.3. Sea M subvariedad isoparamétrica de R™.

i) Si la curvatura normal ny # O, entonces Si(q) es un abierto de una esfera del espacio afin
q+Ei(q) +Rni(q).

i) Si la curvatura normal n; = 0, entonces Si(q) es un abierto del subespacio afin q + Ei(q).

Nota 2.2.4. En esta nota se expresan algunas ideas basicas sobre subvariedades isoparamétri-
cas.

* Del Lema 1.2.2 y el Lema 2.2.2 se reescribe como: el primer espacio normal de una sub-
variedad isoparamétrica es generado por las curvaturas normales.
* 51 M es una subvariedad isoparamétrica compacta, todas las curvaturas normales son dife-
rentes de cero.
* Se define el rango de una subvariedad isoparamétrica del espacio euclideo como el ntimero
maximo de curvaturas normales linealmente independientes, en particular si es substancial el
rango coincide con la codimensién.
* Si Si(p) tiene codimensién 1, entonces es claro que es una esfera(extrinseca), esto es una
esfera contenida en un subespacio afin del espacio ambiente.



30

TOPICOS

Sea M subvariedad de R™ y asimase que existe un campo normal paralelo no trivial, &,
como &p € vpM; &, puede ser visto como un vector de R™, de lo que se puede ver £ : M - R™,
como una aplicacion suave, se define fz : M = R"™, p - p+&p; siv =c’(0) € T,M entonces:

(f)p) = 5| O+ 2(c®)
=Vv-Ag, Vv
= (Idt,m —-Ag,)v esto es

(f&)ep = Id7,m ~Ag,.

De lo que f¢ es una inmersion si y solo si 1 ¢ Spec(Az), esto es 1 no es valor propio de Ag;
para propiedades locales se puede asumir que f; es un embedded.

Se reescribe 1 ¢ Spec(A;) y fz es un embedding si y solo si ker(fz.)p = 0 para todo p, en
tal caso se llama a My = {p + &, |p € M} una variedad paralela a M en direccién &.

En general si dim(Ker(fz.)p) = ¢, constante para todo p, My es una subvariedad inmersa
de R™ con dimensioén dim(M) - ¢, esto ocurre en particular si & es una seccién isoparamétrica.
Se llama a p + &, un punto focal a M en direcciéon &, si dim(Ker(fg.)p) > 0, en tal caso
dim(Ker(fs.)p) es la multiplicidad del punto focal; en el caso en que es constante positiva
dim(Ker(fz.)p) = ¢ >0, Mg es llamada variedad focal(o focal paralela) de M en direccién a &.

Un importante hecho es que variedades paralelas a subvariedades isoparamétricas son isoparamétri-
cas.

Sea M un embedding paralelo o variedad focal a M, se define w: M - M simplemente
como 7t(p) = f¢(p) = p + &p, por supuesto 7 es una submersion la cual es un difeomorfismo si
Ker(fz.)p =0

Se denotan con H y V la distribucién horizontal y vertical respectivamente, inducida por
7. Por supuesto H,, es paralelo e isomorfo a T (pyMg, Vp © Vyq)Me y Vp = Ker(m.p) =
Ker(Id-Ag)p = Tp (7 (7(p))).

Sea A; un valor propio no nulo de la seccién paralela isoparamétrica &, con la notaciéon del
lema 2.2.1, &; = £/A; es una seccién paralela isoparamétrica con Ag |g,= Idg, y Ker(Id-Ag,) =
Ei. Se denota m1; : M — Mg, la aplicacién focal de M sobre Mg,, el espacio tangente de
Mg, a mi(p) es dado por E1(p) @ ... 8 Ei(p) @ ... ® Ery(p), donde Ei(p) significa que E;(p)
es omitido; en otras palabras, la distribuciéon vertical y horizontal es dada por V = E; y
H=FE1®..0F @..®E,, respectivamente. Se dird que Mg, es variedad focal que focaliza E;.

Lema 2.2.5. Sea Mg variedad focal paralela a M y 7t como antes, : M — Mg, entonces las fibras
de 1 son subvariedad totalmente geodésicas de M y el operador de forma de M deja la descomposicion
ortogonal, TM =V @ H, invariante.
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Demostracion

La segunda parte es analoga a la prueba ii) en el lema 2.2.1, el primer estamento se sigue
de la ecuacién de Codazzi; supéngase que dim(Mg) > 1, en otro caso es trivial, sean X,Y
secciones en V' y Z vector propio de Az con Az Z =AZ, A # 1, de Codazzi:

(1=A)(VxY, Z) = ((VxAg)Y, Z) = ((VzA£)X,Y) = 0.

Como H es generado por los vectores propios Z, esto implica que VxY es una seccién de
V, entonces V es un subespacio auto-paralelo de TM, de lo que, las hojas son subvariedades
totalmente geodésicas de M. o

Considérese una curva c en Mg, q = c¢(0) y el levantamiento horizontal de c a p = 7w '(q),
notado con, ¢ y €(0) = p ver [KN1, Capitulo 2], esto es, la tnica curva ¢ con ¢(p) tal que
mo&=cyc'(t) € He) para todo t. Del lema anterior se sigue.

Lema 2.2.6. Sea c curva en Mg con q = c(0) y € el levantamiento horizontal, con ¢(0) = p e w1 ({q})
para todo m € vy, ¢ vqMg, entonces el trasporte paralelo de n a lo largo de c y € con respecto a las
conexiones normales de Mg y M respectivamente, coinciden.

Se sigue el siguiente hecho importante:

Lema 2.2.7. (Formula del tubo). Para todon € vi,M c v () Mg, se tiene que:

An = (Ag) o [(d-Ag,) 1] ™"
con A el operador de forma de M y A el de M.

Demostracién Sea c curva en Mg con c(0) = 7(p), ¢’(0) € TrpyMg = H y sea € el levan-
tamiento de ¢ con ¢(0) = p, entonces &(t) = c(t) - &(t), sin(t) :=n(c(t)) =n(&(t)) se tiene:

An(n€' (1) = ' (t) = Ag) (8 (1) + £/(1) = Ay ) (E(1) - Ae(1).
Para t = 0 y por arbitrariedad de c se obtiene la formula del tubo.

Sea vy : [0,1] > M curva, se considera el transporte V*-paralelo como una transformacién
de y(0) +vyoyM eny(1) +v,,(1)M; si M¢ es focal, identificaremos p - £(p) en M para p € Mg,
con el vector —-&(p), el cual esnormalen Map-§&(p), yen Mg ap. o

Lema 2.2.8. Sea M subvariedad de R™ y & campo normal paralelo a M, asiimase que Ker(Id -Ay)
tiene dimension constante y sea Mg la variedad focal a M y 7t: M - Mg la sumersién correspondiente.

. 5iy:[0,1] = M el levantamiento horizontal en M (esto es, y'(t) es ortogonal a Ker(Id —Agy)))

entonces Y(1) = t5,(Y(0)) donde y = oy y T3, : ¥(0) + vy (0)(Mg) = v(1) + vy (1) (Mg) es el
transporte paralelo.
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il. la fibra 7' (q)) esta contenida en el espacio normal afin q +vq(Mg) para q € M.

iil. Sea p e My v : [0,1] = Mg una curva diferenciable a trozos con y(0) = (p) = p, v(1) =
7(q) = q y sea Ty el transporte V*-paralelo a lo largo de y. Entonces q = T, (p) € () y
T#,(th (P)) coincide con 7w '(q) cercaa q.

Sea M una subvariedad del espacio euclideo con espacio normal plano, por ejemplo las
subvariedades isoparamétrica. Para q € M sea q+v4(M) el espacio normal afin, se notara
Fm(q) ={q+&q | &q € vq(M),(Id-Ag, ) es singular}, Fpm(q) se llama el conjunto focal. Como
M es plano, el conjunto de operadores de forma a q, forma una familia conmutativa; Sean
A1(&q), - Ar(&q) los valores propios comunes (por supuesto estos definen funciones lineales
a vqM), entonces:

Fm(q) = Ui_; Li(q), donde €i(q) = {q+&q | £q € Vq(M),Ai(&q) = 1}

Los ¢i(q) son llamados hiperplanos focales.

Proposicién 2.2.9. Sea M subvariedad Riemanniana del espacio euclideo, con fibrado normal plano
(en particular isoparamétrica). Sea & vector normal paralelo a M tal que Ker(Id -A¢) # 0 y considérese
la variedad paralela Mg a M. Entonces para todo q € M.

i) q+vq(M) =q+vq(Mg), donde = q+&q
1) Fm(q) = Fm(Q)

Demostracién
i) Como TgM; =im(Id-Ag(q)) = TqM, vqM = vgM;¢ y @ € q + v¢M se sigue facilmente 1).

il) Sean A y A los operadores de forma de M y Mg respectivamente. Sea x €  +vqM =

q+vq(Mg)(i); por la formula de tubo Ay_g = Ax_gq(Id -Ag(q)) "' como x—q = (x-q) - &4 se
tiene que:

(Axcq -1d) + (Id-Ag, )] (Id-Ag,) !

Ax-q=(Ax—q—Ag,)(Id-Ag,)"
=
= (Ax—q -1d)(Id-Ag,) ' +1d

esto es, Id —~Ax_4 = (Id -Ax_q)(Id -Ag, )T

Luego Id —}_\X_q es invertible si y solo si Id —~Ax_q es invertible y se tiene il). ¢



2.2 SUBVARIEDADES CON FIBRADO NORMAL GLOBALMENTE PLANO Y SUBVARIEDADES ISOPARAMETRICAS

Nota 2.2.10. Volviendo al caso de subvariedades isoparamétricas; que en particular tienen fi-
brado normal plano; los hiperplanos focales y los conjuntos focales son subvariedades invari-
antes por el transporte paralelo del espacio normal, pues las curvas normales son V*-paralelas.
Esto es, subvariedades isoparamétrica determinan una foliacién singular del espacio euclideo;
donde sus hojas son variedades isoparamétrica o focales de una subvariedad isoparamétricas.

En el caso en que M sea una subvariedad compacta, substancial e isoparamétrica, todas las
curvaturas normales son no nulas, pues M es compacta y toda hoja de la 0-distribucién es un
subespacio afin del espacio ambiente; el cual es trivial, pues M es compacta, nota 2.2.4.

Sea M subvariedad completa e isoparamétrica del espacio euclideo, sean p,q € M y sea
Tp,q ! VpM = vqM el transporte paralelo. El transporte paralelo afin Tp g : p+vpM - g+vqM
es la tinica isometria que cumple T, (P) = q Yy (Tp,q)+p = Tp,q-

Por ser isoparamétrica:

Tp,q(Fm(p)) = Fm(q), nota 2.2.10.

Dendtese o la reflexion en el espacio afin ¢ +vqM a través del hiperplano {;(q) correspon-
dientes a curvaturas normales no nulas, ver [Hz2] o [PT], entonces:

Lema 2.2.11. 0{(q) es el punto antipodal de q en la esfera Si(q) y of = T, ;a(q)-

Sea i := iy, entonces, ¢i(q) = q +bi(q) = 07(q)

Por ser isoparamétrica, nota 2.2.10

Tq,0:(q)(FM(d)) = Fm(9i(q)) de la Proposicién 2.2.9 se tiene que:

Fm(q) = Fm,, (9 +¥i(q)), pues M = My, y g +1i(q).

Se concluye que Tq ¢, (q)(FM(q)) = Fam(q), de lo que todo o{ permuta los hiperplanos fo-
cales £1(q),...,¢m(q)-

Teorema 2.2.12. (Terng)[BCO, teorema 5.2.7]. Las reflexiones o7 a través de los hiperplanos £;(q),
correspondientes a las curvaturas normales, generan un grupo finito de reflexiones W9, llamado grupo
de coxeter de la subvariedad isoparamétrica a q.

Proposicién 2.2.13. Sea X : M — R"™ de rango k, una subvariedad isoparamétrica completa, tal que
todas las curvas normales son no-nulas (en particular si M compacto ver nota 2.2.10). Entonces M
esta contenido en una esfera de radio |n| con centro co =x +m.

Demostracién
Sea 1 un campo normal paralelo tal que (n,ni)=1parai=1,2,..m.
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La existencia de 1 estd justificada, ya que el grupo de reflexiones W fuerza a que
N{i(q) consiste de un punto o equivalentemente W tiene un punto fijo, de lo que si
M tiene rango k existe 1 tal que (n,mi) =1, paratodoi=1,2,..n; (pues q+v e {i(q)
siy solo si (v,1i) =1).

De lo que para n se tiene que X+ es un vector constante, pues para todo campo v sobre
M, Vv (X+1) =v-Ayv =0, ya que si v; € E4, entonces Ay = (Ni,M)vi =vi y TM = @; E4, con lo
que [X~col = [n]. ¢

De la nota 2.2.10 y lo anterior se tiene el siguiente resultado:

Corolario 2.2.14. Sea M subvariedad completa e isoparamétrica de R™, los siguientes estamentos son
equivalentes.

i. M es compacta.
1. Todas las curvaturas normales son no-nulas.

iil. M esta contenida en una esfera.

Teorema 2.2.15. Si M es una subvariedad completa e isoparamétrica de R™ de rango k con distribu-
cion de nulidad Eo de dimension m, entonces existe una subvariedad isoparamétrica My de rango k de
la esfera en R™™ ™, tal que M = My x Ey.

Demostracién

Sea 1 campo normal paralelo con (1;,1) = 1 como en la prueba de 2.2.13. Entonces Ker(Id -A,,)
es la distribucién correspondiente al complemento de la nulidad. Como la nulidad y Ker(Id -A,,)
son auto-paralelos e invariantes por todos los operadores de forma, por el lema de Moore 1.1.4
M es un producto. o

Nota 2.2.16. * Se puede escribir W para hablar del grupo de Coxeter en cualquier punto, pues
para p,q € M, WP y W9 son conjugados por el transporte paralelo a una curva que une p, q

» Supéngase que M;, M, subvariedades isoparamétricas de R™ **1 y R™2*k2 respec-

tivamente y W1, W, los respectivos grupos de Coxeter, entonces M; x M, es subvariedad
isoparamétrica de R™ con n =m; +mz + k1 + k3

El siguiente teorema relaciona el grupo de Coxeter con el concepto de reducibilidad.

Teorema 2.2.17. Sea M una subvariedad isoparamétrica de R™ con grupo de Coxeter W, entonces M
es reducible si y solo si W es reducible.
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Demostracion

Por el Teorema 2.2.15, se asume que las curvaturas normales son diferentes de cero, sup6n-
gase que los primeros k generan W7 y los demds W, y que W = W7 x W, con W; grupos
de Coxeter de R*i, i = 1,2. Los dos conjuntos de curvaturas son perpendiculares uno al otro,
notense A1y Aj.

Como en anteriores pruebas sea 11 un campo paralelo, tal que (ni,n) = 1 para todas las cur-
vaturas normales. Entonces se escribe =17 +12, M1 LAy yn2 L Ay,

Ahora las distribuciones ©; = Ker(Id -A,,,) y ©2 = Ker(Id -A,,, ), son mutuamente ortogo-
nales, auto-paralelas e invariantes para todos los operadores de forma. De lo que ambas son
paralelas y por el lema de Moore 1.1.4 M es producto. ¢

Finalizamos esta seccion con el teorema del slice, previo el siguiente lema que se sigue como
en la prueba del lema 2.2.1.

Lema 2.2.18. Sea M subvariedad isoparamétrica del espacio euclideo, sea & campo normal paralelo y
considérese la variedad focal 7t : M — Mg para todo § € Mg, entonces toda componente conexa de
71 (q) es una subvariedad isoparamétrica de v4Mg.

De este lema se deduce.

Teorema 2.2.19. (Teorema del Slice) [HOT]. Sea M variedad focal de una subvariedad isoparamétrica
M del espacio euclideo, sea q € Mg fijo, y sea V = vqMg. Entonces las variedades paralelas My, de M
intersectan V en una foliacion isoparamétrica de V.

Lema 2.2.20. Sea M una subvariedad isoparamétrica, & campo normal paralelo y Mg la correspondien-
te variedad (focal) con : M — Mg la respectiva proyeccion y § = 1t(q), entonces:

Vin = U VqM
qer1(q)

2.3 VARIEDADES CON CURVATURAS PRINCIPALES CONSTANTES

Sea M una subvariedad del espacio euclideo, recordar que M tienen curvaturas principales
constantes si los valores propios del operador de forma A; () son constantes, donde &(t) es el
transporte paralelo normal de & a lo largo de un curva arbitraria, en particular por definicién
las subvariedades isoparamétrica cumplen esta propiedad.

Se empieza con el siguiente resultado para los campos equivariantes, vistos en el capitulo
anterior.

Proposicion 2.3.1. Las curvaturas principales de drbitas principales con respecto a campos normales
equivariantes son constantes.
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Demostracién
Sea M = Gp orbita principal de la G-accién isométrica, para g€ G, x € T,M y & € v, M se
tiene que.

Ag.e9:X = g.AgX pues g es isometria.

Como M es principal, para & se define el respectivo campo normal equivariante & entonces:
Aégpg*X =Ag,e9:X=9g.AgX, paratodo ge G, x e [,M y & € v, M luego.

Ag,, = 9+Aeg:]

de lo que, las curvaturas principales para todo A; son constantes. o

Por Dadok teorema 2.1.14 toda s-representacién es polar y de lo anterior toda érbita princi-
pal de una s-representacion tiene curvaturas principales constantes, mas atin es isoparamétrica
[BCO, Seccién 3.6], pero existe un hecho més general y es que cualquier 6rbita de una s-
representacion tiene curvaturas principales constantes.

Proposicién 2.3.2. [BCO, proposicién 4.1.6] Toda 6rbita de una s-representacion es una subvariedad
con curvaturas principales constantes.

Se daran adelante fuertes resultados que caracterizan las subvariedades con curvaturas prin-
cipales constantes, pero antes introducimos un tépico importante en lo que sigue, éste es el
de tubos de holonomia.

Sinp € vpM, el tubo holondmico notado como (M), anp, que es la imagen bajo la exponen-
cial del subconjunto del espacio normal $jol;; ;M obtenido por transporte V*-paralelo de n, a
lo largo de curvas suaves a trozos en M, mas explicitamente.

(M)n, = {y(1) + 1ynply : [0,1] - M suave a trozos con y(0) = p}.

$oly, M es, de hecho, un subespacio de vM llamado el subespacio holonomia a través de np.
Su fibra a p es la 6rbita de ny, bajo la accién del grupo de holonomia normal. ol , M es una,
uno a uno subvariedad inmersa de vM y si el grupo de holonomia es compacto, ésta es una
subvariedad embedded, en particular cuando M es simplemente conexo. Este tltimo hecho
se puede asumir, pues los resultados respecto a tubos holonémicos seran locales.

Se define la distancia focal como el supremo de los nlimeros reales positivos €, tales que 1 no
es valor propio de Ag si & <e.

Si 1 no es valor propio de A:,, para todo Tynp de mp, esto es y curva suave a trozos
arbitraria; o si |1, || es menor que la distancia focal, entonces (M), es una subvariedad in-
mersa de R™ y se tiene la sumersion relativa 7, : (M), — M, para la cual las fibras son las
oOrbitas del grupo de holonomia normal (restringido); notar que si &, con & paralelo, el tubo
de holonomia coincide con la variedad paralela Mg,,.
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Sean:=p+1np € (M)y,, entonces T, ((M)y,,) = T,M @ T, (Pny,), en particular la dimension
del tubo de holonomia es mayor que la dimensién de M.

Ademaés vy, ((My,)) puede ser identificado con el espacio normal en v,M a el normal a la
Orbita @my,.

En la siguiente nota se expresaran los hechos anteriores con mds detalle, asumiendo en
adicion que la variedad es homogénea, irreducible, substancial y contenida en la esfera; para
probar que el tubo de holonomia bajo esta hipétesis, con la métrica inducida es una variedad
Riemanniana completa.

Nota 2.3.3. Sea M™ = Hv una subvariedad homogénea, irreducible, substancial de RN la cual
esta contenida en la esfera SN~T. No se asume que M sea compacta (caso en el cual lo di-
cho en esta nota es trivial). Como M es homogénea existe un € > 0 tal que si & € v(M) con
0 < |&|| < € entonces cada valor propio A del operador de forma A satisface | A |[< 1 - a, para
algin 0 <a< 1.

Se asume que el rango de M sea 1, de lo contrario por el teorema del rango rigido, ver 3.1,
es una Orbita de una s-representacion, caso en el cual M debe ser compacta.

Tomese & € v,(M) con 0 < |&| < e considérese el subespacio de holonomia a través de & del
normal v(M):

$Holg, (M) = {n(1) e v(M) : 11 es una curva horizontal con n(0) = £} ¢ v(M)

Donde la distribucién horizontal # de v(M) es obtenida de manera natural por 7: v(M) -
M, (En lo que sigue notaremos 1 € Holg (M) en vez de n(1)).

Tenemos que las fibras de 7t : $olg, (M) — M son compactas. En efecto 1 ({n(n)}) =
®(m(n))n, donde @ denota el grupo de holonomia normal. Observe que éste grupo es com-
pacto, pues la componente conexa actiia como una s-representacion, ver discusion en el teo-
rema 3.3.3 [Caso 2, C] y [BCO, lema 6.2.2].

Sea exp : v(M) —» RN la aplicacién exponencial normal definida por exp¥(n) = m(n) +1.
Para n € v, (M) se identifica como es usual via dma, T,M ~ H y vy = Ty v (M), éste ultimo
identificado con v, (M). En base a esta identificacién se tiene una expresién para el diferencial
de la exponencial normal:

d(expV)ly, = (Id-Ayq) y d(expP)ly, (*)

Entonces exp" : Holg, (M) —» RN es una inmersién, la imagen como se dijo anteriormente
es el tubo de holonomia dado como:

Mg ={c(1)+&(1): &(t) es el V*-transporte paralelo a lo largo de c(t) con ¢(0) =p, £(0) = &}
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Entonces la subvariedad Euclidea exp” : $olg (M) — RN, con la métrica inducida (-,-) es
una variedad Riemanniana completa. En efecto, sea (-,-) la métrica de Sasaki sobre $olg  (M).
En ésta métrica la distribucién horizontal es perpendicular a la distribucién vertical. Mas atn,
7 es una sumersion Riemanniana y la métrica en el espacio vertical, ¢(p)n, es la inducida
de la métrica sobre el espacio normal v, (M). Como M es completa y las fibras son com-
pactas, entonces (-,-) es completa y de (*) a?(-,-) < {-,-). Esto implica que la métrica inducida
es completa.o

En lo que sigue se daran algunas importantes ideas que relacionan los tubos de holonomia,
ver referencias [HOT], [BCO].

Nota 2.3.4. Hechos bésicos sobre tubos de holonomia.

« Si A es el operador de forma del tubo (M), y A el operador de forma de la 6rbita @&,
como subvariedad de v,M c R"™, entonces por la formula del tubo y la descomposicién dada
anteriormente.

An, =An(id-Ag,) "y

AT]‘TapCDpép = An para tOdO ne V‘p-%—é,p ((M)‘Ep)'

» Si el tubo de holonomia es principal, entonces éste tiene espacio normal plano. En partic-
ular si tiene curvaturas principales constantes, es una variedad isoparamétrica.

* La geometria de tubos puede contener informacién atil para M, por ejemplo (M), es
irreducible si y solo si M es irreducible.

* Si & seccion normal paralela isoparamétrica, entonces (Mg)_g(p) ¢ M donde Mg es la
variedad focal a &.

* Sea 71: Mg, - M la respectiva proyeccién definida por 7t(c(1) +&(1)) = c(1), donde Mg,
nota el tubo de holonomia a través de &, y &(1) el transporte paralelo de & a lo largo de
¢, evaluado en 1. Entonces el campo normal definido sobre Mg por, ¢ = n(q) = 7(q) - q
es paralelo. Lo que deduce que M es una variedad paralela (en general, focal) a el tubo de
holonomia ya que:

M = (M&p )n

Citaremos los dos siguientes resultados como aplicaciones del tubo de holonomia.

Teorema 2.3.5. [HOT] Una variedad del espacio euclideo tiene curvaturas principales constantes si y
solo si cualquier tubo de holonomia principal es isoparamétrico.
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Corolario 2.3.6. [HOT] Una subvariedad del espacio euclideo tiene curvaturas principales constantes
si y solo si es isoparamétrica o variedad focal (paralela) a una subvariedad isoparamétrica.

Continuando con el estudio de subvariedades con curvaturas principales constantes se tiene
el siguiente teorema, cuando la variedad en adicién es substancial.

Lema 2.3.7. (Lema de Holonomia) [BCO, lema 5.3.5],

Sea M una subvariedad substancial de R™ con curvaturas principales constantes. Entonces para
todo q € M los valores propios de A (el operador de forma), localmente distinguen diferentes érbitas del
grupo de holonomia normal restringido @7

Del cual se deduce:

Teorema 2.3.8. (Teorema del slice homogéneo) [HOT].
Las fibras de la proyeccion de una subvariedad completa e isoparamétrica sobre una variedad focal y
substancial, son orbitas de una s-representacion.

Demostracion

Si N es una subvariedad irreducible, substancial e isoparamétrica, t: N - M es una var-
iedad focal; una fibra F de 7t es la unidon de érbitas holondmicas normales de la variedad focal.
Los valores propios del operador de forma de M sobre la fibra son constantes, luego del lema
2.3.7 (Lema de holonomia) sus componentes conexas deben ser solo una tinica 6rbita, y del
teorema de holonomia normal se sigue el teorema. o

El siguiente corolario da una extensién de lo dicho en la nota 2.3.4.

Corolario 2.3.9. Sea My variedad focal y substancial de una subvariedad isoparamétrica completa
M, entonces M = (Mg)_g(p). Esto es, una variedad focal y substancial determina la focalizacion
isoparamétrica.

Como se vio en el capitulo anterior, toda érbita principal de una s-representacion es isoparamétrica,
reciprocamente se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.3.10. [BCO, Teorema 5.4.1]. Sea M subvariedad compacta, substancial e isoparamétrica de
R™. Supongase que G = {g € I(R™) | g(M) c M} actiia transitivamente sobre M, sea G* la compo-
nente conexa a la identidad, entonces la representacion, p : G* — O(n), es polar y M es una G*-6rbita
principal.

Teorema 2.3.11. (Palais y Terng) [PT].
Sea M una drbita de una representacion ortogonal p de un grupo de Lie compacto, entonices M es
isoparamétrica si y solo si p es polar y M es érbita principal.
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Prueba del teorema 2.3.10.

Seanp,qeMyc:[0,1] > G* conc(0)=Idy g(1)p = g. Sea 1 el transporte normal paralelo
a lo largo de la curva y(s) = c(s)p desde 0 hasta t. Entonces h(t) = 1;'c(t)., permuta las
curvaturas normales a p, como las curvaturas normales generan v, M y h(0) es la transforma-
cién identidad del normal a p , se concluye que h(t) = Id para todo t. El transporte paralelo es
entonces dado por el grupo, de lo que, M es 6rbita principal y la accién es polar localmente,
y en tanto, es polar pues el espacio ambiente es el espacio euclideo. ¢

En consecuencia, tal como se especul6 en el capitulo 1.

Corolario 2.3.12. Sea G - O(V), accidn polar, entonces una érbita de maximal dimension es principal
(esto es, las acciones polares no tienen drbitas excepcionales).

Demostracion

Sea Gp una Orbita de maximal dimensién y témese G& una 6rbita principal, esto es, Gp
pertenece a la foliacién isoparamétrica determinada por G& y es paralela a G&. Por dimensién
Gp no puede ser focal, de lo que es isoparamétrica y por tanto principal. o

Usando Dadok, teorema 2.1.14, se obtiene que:
Teorema 2.3.13. Toda subvariedad isoparamétrica, homogénea es una érbita principal de una s-representacion.
Finalizamos este capitulo con el siguiente resultado [T].

Teorema 2.3.14. (Thorbergsson).

Toda subvariedad substancial, irreducible e isoparamétrica de R™ de rango al menos 3 es una 6rbita
de una s-representacion.

El teorema de Thorbegrsson implica que toda subvariedad isoparamétrica e irreducible de
la esfera, con codimension al menos 2, es una 6rbita de s-representacion.



PROBLEMA

3.1 MOTIVACI()N, TEOREMA DEL RANGO RiGIDO PARA SUBVARIEDADES Y PLANTEAMIENTO
DEL PROBLEMA.

Sea M — M™(k) subvariedad, se define (v,,M)o = {§ e vpM | D1 E = £}, es claro que (VM) es
el subfibrado plano maximal, V*-paralelo de vM, donde la fibra a p es ((vM)o)p = (vpM)o.
Se define el rango de una subvariedad como la dimensién sobre M del fibrado (vM),.

Si M es simplemente conexo (vp M)y tiene fibrado normal plano, entonces el rango(M), es
el nimero maximo de campos normales paralelos linealmente independientes en M, como
casos particulares si M tiene fibrado normal plano el rango(M) es la codim(M), si M es
una subvariedad substancial e isoparamétrica de un espacio euclideo el rango coincide con
la nocién usual para subvariedades isoparamétricas, si en adicién es homogénea entonces es
Orbita de una s-representacion y el rango coincide con el rango de su correspondiente espacio
simétrico.

Para el caso de M subvariedad del espacio euclideo, el rango de M, es el minimo sobre
p € M, de rango, (M), donde rango, (M) es el nimero maximo de campos normales par-
alelos linealmente independientes, localmente definidos alrededor de p. Si M es homogénea
rango, (M) = rango(M) para todo p € M.

El teorema del rango rigido para subvariedades, ver [O2], establece que: Si M es una subvar-
iedad substancial, irreducible y homogénea del espacio euclideo que no es una curva, de rango mayor
o igual que 2 entonces M es una orbita de una s-representacion. Mds aiin para rango al menos 1, ésta
estd contenida en alguna esfera.

La siguiente nota dard una aplicacion sencilla del teorema del rango rigido, que serd til en
este trabajo.

Nota 3.1.1. Sea M3 = Kv c RN una subvariedad substancial, irreducible y homogénea del es-
pacio Euclideo de dimensién 3. Astimase que el rango(M) > 2. En este caso por el teorema del
rango rigido, M es una 6rbita de una s-representacién. Se puede asumir que K acttia como
una s-representacion.

Sea & un campo normal paralelo a M, K-invariante, el cual no es umbilico. Si el operador de
forma A; tiene dos autovalores diferentes (constantes), entonces las autodistribuciones aso-
ciadas a los autoespacios, lldmense E; y E,, son autoparalelas e invariantes bajo todos los
operadores de forma de M (recordar que como & es un campo normal paralelo, entonces de la
ecuacion de Ricci, Ag conmuta con todos los otros operadores de forma). Del lema de Moore
1.1.4, M es un producto de subvariedades, lo que es contradictorio.
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Si Ag tiene tres autovalores entonces las multiplicidades son todas 1. Como A conmuta
con los demds operadores de forma, entonces todos deben conmutar, de nuevo aplicando la
ecuacion de Ricci, M tiene fibrado normal plano. De lo que M es isoparamétrica, pues es una
Orbita de s-representacién (en particular tiene curvaturas principales constantes). Como M
es isoparamétrica con exactamente tres curvaturas principales, entonces el grupo de Coxeter
irreducible, asociado a M, ver 2.2.12, tiene exactamente tres hiperplanos de reflexién. Esto es
posible solo si la dimensién del espacio normal es 2. En otro caso, las curvaturas normales son
mutuamente perpendiculares y M debe ser un producto de circulos, y de nuevo se tiene una
contradiccion.

Entonces N =5 y M es una hipersuperficie isoparamétrica de la esfera S*. Mas atn, por la
nota 3.3.1, M es una Orbita principal de la representacién isotrépica en SL(3)/SO(3). o

Subvariedades contenidas en una esfera tienen rango mayor o igual que 1, pues el vector
posicién es un campo normal paralelo.

Del teorema del rango rigido para subvariedades y el Teorema 1.3.9, se obtiene el siguiente
resultado.

Corolario 3.1.2. [O3]. Sea M™, n > 2 una subvariedad substancial, irreducible y homogénea del es-
pacio euclideo tal que el grupo de holonomia normal actiia no-transitivamente (sobre la esfera) en cada
factor irreducible, entonces el primer espacio normal de M coincide con el espacio normal.

La siguiente conjetura que se encuentra en [O4], es una posible extensién del teorema del
rango rigido y motivacién para este trabajo de tesis:

Conjetura 3.1.3. Una subvariedad substancial, irreducible y homogénea de la esfera, diferente
de una curva, tal que el grupo de holonomia normal es no-transitivo, debe ser érbita de una
s-representacion.

Nota 3.1.4. Notar que no existen superficies (propiamente contenidas en la esfera), substan-
ciales, irreducibles, homogéneas y no-transitivas. Pues al ser homogénea, del teorema 1.3.12,
necesariamente tiene fibrado normal plano, como es no-transitiva del mismo teorema es
isoparamétrica. Por supuesto con una o dos autodistribuciones. En el primer caso es umbilical,
por lo que no es substancial. En el segundo caso se tendrian dos distribuciones de dimensién 1
(ver 3.1.2 y nota 3.1.5), perpendiculares, autoparalelas e invariantes por el operador de forma,
y por el lema de Moore 1.1.4, serfa un producto. ¢

La Nota 3.1.4, muestra que la conjetura para n = 2 se cumple vaciamente. La conjetura en
general es equivalente a los siguientes apartados de manera conjunta.

i) Sea M subvariedad substancial, irreducible y homogénea de la esfera con dim(M) > 2, la cual no
es Orbita de una s-representacion. Entonces el grupo de holonomia normal actiia irreduciblemente.
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il) Sea M subvariedad substancial y homogénea de la esfera tal que el grupo de holonomia normal
actiia irreduciblemente y es no-transitivo. Entonces M es orbita de una s-representacion.

En este trabajo se probara que en adicién a la Nota 3.1.4, la conjetura es vélida para n = 3,
y también cuando la codimensién es maxima, agregando la hipétesis de que el grupo de
holonomia actda irreduciblemente. Recordar que por el teorema 1.3.9, codim(M) < w

(como subvariedad euclidea) y codim(M) < M —1 (como subvariedad de la esfera).

Nota 3.1.5. Como consecuencia del Corolario 3.1.2, £ = A es una funcién lineal inyectiva de
vpM en las matrices simétricas n xn, si la codimension de M es maximal; esto es, codim(M) =

w (como subvariedad Euclideo), entonces & — A es una biyeccion lineal.

Por el teorema del rango rigido es suficiente para la conjetura suponer que el rango es uno,
esto es, M como subvariedad de la esfera no tiene puntos fijos bajo la accién del grupo de
holonomia normal.

El siguiente teorema que involucra subvariedades que son substanciales, irreducibles y ho-
mogéneas de IR"™, serd de utilidad para el trabajo.

Teorema 3.1.6. [BCO, Teorema 6.2.5.] Sea M = Gv, dim(M) > 2, subvariedad substancial, irreducible
y homogénea de R™, con G grupo de Lie conexo del grupo de isometrias de R™; y sean ge Gy p e M,
Entonces existe ¢ : [0, 1] — M curva suave a trozos con c¢(0) =p, c(1) = gp, tal que:

—_ Ll
g*P |VpM_ Te

Donde ¢ denota el transporte V*-paralelo a lo largo de c.

Corolario 3.1.7. Sea M = Gv subvariedad substancial y homogénea de R™ donde G c I(R™) es
conexo. Entonces la imagen bajo la representacion slice del subgrupo isotrépico Gy, estd contenido en
el grupo de holonomia a p.

Nota 3.1.8. Sea M subvariedad del espacio euclideo.

» Si M tiene curvaturas principales constantes, por el Teorema 2.3.5, el tubo holonémico
principal es isoparamétrico, si en adicién, la subvariedad es substancial, irreducible, y el tubo
holonémico tiene codimensiéon al menos 3 en el espacio euclideo, entonces por el teorema
de Thorbergsson, Teorema 2.3.14, el tubo holonémico principal Mg, es una ¢rbita de una s-
representacion, como M es una variedad paralela (focal), M = (Mg )_¢, donde £(q) =q-m(q),
entonces M es una Orbita de una s-representacion.

* Asumamos con la notacién anterior que el tubo de holonomia Mg el cual no es nece-
sariamente principal, tiene curvaturas principales constantes, por la formula del tubo 2.2.7
la variedad original tiene curvaturas principales constantes, lo anterior implica que si ésta es
substancial e irreducible, entonces es una 6rbita de una s-representacion.
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3.2 PROBLEMA (CASO DE CODIMENSION MAXIMAL Y HOLONOMIA NORMAL IRREDUCIBLE)

Las siguientes secciones suponen el propoésito de este trabajo de tesis, que es probar el siguien-
te teorema:
. . . . n(n+1)
Sea M™, dim(M) > 2, subvariedad substancial, irreducible y homogénea de la esfera S 2
tal que el grupo de holonomia normal actiia no-transitivamente e irreduciblemente, entonces M debe
ser Orbita de una s-representacion. Mas atin, para dim(M) > 3, M es una subvariedad de Veronese.

+n-1
7

Como se vio en la seccién anterior, éste es el caso particular de la conjetura 3.1.3, en el cual
la codimensién es maximal y el grupo de holonomia normal actta irreduciblemente sobre el
espacio normal.

Nota 3.2.1. Para el caso n = 2, el teorema es védlido independiente de las hipétesis adicionales.
De hecho se cumple vaciamente, ver la Nota 3.1.4, aunque la irreducibilidad para este caso es
inmediata por Lema 1.3.10, independiente de las hip6tesis de ser substancial e irreducible, de
igual forma por la Proposicién 1.3.11 la irreducibilidad se tiene también para el caso en que
n=3.

El caso de dimension 3 se tratard con mds detalle en la siguiente seccién ya que aunque
se usan algunos resultados de esta seccién, en cierto punto la prueba debe ser modificada
usando algunos argumentos topoldgicos que la convierten en una prueba ligeramente mas
compleja y menos estdndar, mas atin se probard que para dimensién 3 la conjetura 3.1.3 es
vélida.

Previo a la prueba del teorema, se probardn una serie de enunciados, que llevaran a probar
que para una subvariedad M con estas hipétesis, las curvaturas principales son constantes, lo
cual como se mostro al final de la seccién anterior en la nota 3.1.8, prueba que M es 6rbita de
una s-representacion.

Lema 3.2.2. Sea C un grupo de Coxeter actuando irreduciblemente por isometrias lineales sobre un
espacio euclideo n-dimensional (V,{-,-)). Sea Hy, ..., Hy la familia de diferentes hiperplanos de reflexion
asociados a las simetrias de C. Se define el grupo

G = {g € End(V) : g permuta los hiperplanos H;,H,, .., H, v det(g) = 1}

entonces G es finito.

Demostracién

Sea S, el grupo finito de biyecciones del conjunto {1,2,...,r} y sea p: G - S; el homomor-
fismo definido por p(g)(i) =j si g(Hi) = Hj, el grupo G es finito si y solo si Ker(p) es finito.
Probaremos que Ker(p) es finito. Si g € Ker(p) éste induce una permutacion trivial de la fa-
milia Hy, ..., H,. Entonces g', la transpuesta de g con respecto al producto interno (-,-) induce
una permutacion trivial del conjunto de rectas Ly, ..., L, donde L; es la recta perpendicular a
Hi, i =1,2,..., 7. Desde luego (Hi, g'Li) = (gHi, Li) = O y esto si y solamente si g'L; = Ly; en
particular todo vector de L; es vector propio de g* parai=1,2,..,.
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Se define para i # j el subespacio vectorial de dimensién dos V; j := span(L; u L), este sube-
spacio es llamado genérico si existe k € {1,...,7},1# k #j tal que Ly c V; ;, en otras palabras Vi ;
es genérico si existen por lo menos tres diferentes rectas de {Ly,..., L.} que estan contenidas
en Vi ;. Supéngase que Vi ; es genéricoy que LyuLy UL;j c Vij, 1 #k #j, como ¢' es una per-
mutacién trivial de las rectas {Ly,...,L,} entonces g* : Vi; = Vi; y todo vector en Ly uL Ul
es un vector propio de g*, sean o € Ly, oj € Lj y o € Ly con g* (i) = Aty y ¢' (&) = Ajoyj, en-
tonces o = aci +boy y Ao = gt(ock) = aAjo + bAjay, lo cual es cierto siy solo si Ay = Ay = A,
con lo que g'|v,; = Ald|y,; para algtn A € R.

Se define una relacién de equivalencia ~ sobre el conjunto {1,...,r} como: i ~ i’ si existen
i1, iy € {1,..,7} con iy =1, iy = 1’ tales que V;_;,,, es genérico para s = 1,...,1—1; tomese
ie{1,..,r} fijo. Denoétese [i] la clase de equivalencia de 1i; por la observaciéon anterior existe
un A € R tal que si j € [i] y vj € Lj entonces g*(vj) = Avj. Si [i] = {1, ..., v} entonces g* = A1d, por
tanto g = AId pero det(g) = +1, entonces A™ = +1 de lo que A = £1 y g = +1d, entonces existen
a lo sumo dos elementos en Ker(p), de lo que para probar el lema es suficiente probar que
existe una tnica clase de equivalencia sobre {1, ...,7}.

Seaie{l,..1} fijo, debemos ver que [i] = {1,..., 1}, sea j ¢ [i] y supongase que para algin
k € [i], L no es perpendicular a Ly, se puede tomar k = i, sea Sj la simetria a través del
hiperplano Hj y «; € L; no nulo, como L; y [ no son perpendiculares o; = & + &; con « € Hj,
o € Lj no nulos, entonces s;( o) = s5(x) +s5(05) = x— o5 = x+ &5 — 205 = i — 20¢5, de lo que
S (Ly) c Vi;y sj (Li) esunarectaenLy,.., L, que noes L; ni L, esto es, Vi ; es genéricoy i~
lo que lleva a contradiccién de lo que si j ¢ [i] se tiene que L; L Ly para todo k € [i], esto es, si
j ¢ [i], Lk c Hj para todo k € [i].

Entonces s; acttia trivialmente sobre V[; = span{UkEm Ly }. Véase también que s; conmuta
con sy para todo k € [i], claro, sea « € V entonces ot = &' + . + & con i € Ly, o5 € L y
o' e [span(Ly uL;)]* como sj(a’) = &’ = sy («) entonces:

$1e85 () = siesj () + siesj (o) + s1ces5 ()
= o’ + s (o) + s (—5)
= o — o —

= sjsk ()

Sea ahora Vj el subespacio maximal de V que es fijo punto a punto por las simetrias s; con
j ¢ [i], el cual es no nulo pues V};; ¢ Vo. Si existe j ¢ [i] entonces Vj es subespacio propio
de V, si k € [i] entonces s (Vo) c Vo pues si conmuta con todos las s;, para j ¢ [i]. Por otro
lado es claro que s;(Vo) = Vo, entonces Vj es un subespacio propio no-trivial de V el cual es
invariante bajo el grupo de Coxeter irreducible C. Una contradicciéon con las hipétesis, de lo

que [i] ={1,..,7}. ¢
Lema 3.2.3. Bajo los supuestos y la notacién del lema anterior, entonces G actiia por isometrias.

Demostracion
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Por el lema 3.2.2 G es finito. Sea G = {g1,...,gs}, se define el producto interno sobre V,
(,)g: = (gi,9i), esto es (v,w) = (giv,giw), entonces el producto interno Y{_;(;,-)g, €s G-
invariante sobre V. Como C c G, entonces (+,-) es C-invariante, como C actuda irreduciblemente
por isometrias, (-,-) debe ser proporcional a (-,-). Entonces G acttia por isometrias. ¢

Corolario 3.2.4. Sea (Vi,(-,-)i) un espacio vectorial euclideo y sea Ci actuando irreduciblemente por
isometrias lineales sobre (Vi,(-,-)i), 1=1,2; y sea h: Vi — V3 un isomorfismo lineal que induce una
biyeccion de la familia de hiperplanos de reflexion de Cy en la familia de hiperplanos de reflexién de C;.
Entonces h es una homotecia.

Demostracion

Sea (+,-) = h*((-,-)2) producto interno en V7, esto es, para todo x,y € V, (x,y) = (h(x), h(y))2
ysea C* =h*(Cy) = h~"C,h; el determinante de cada elemento de C es +1 pues C, actta por
isometrias en (V2,(,-)2), de lo que todo elemento en C* tiene determinante +1. Por hipétesis
se obtiene que la familia de hiperplanos de reflexién del grupo de coxeter irreducible C* de
(V1,(+,+)) coincide con la familia Hy,...,H; de hiperplanos de reflexién de C;, esto es, todo
elemento de C* induce una permutacion en esta familia de hiperplanos. Por el lema 3.2.3 C*
actda por isometrias sobre (V1,(-,-)1) y como C* actda irreduciblemente se tiene que (-,-) es
proporcional a (+,-) de lo que h es homotecia. ¢

Proposicién 3.2.5. Sean [V,R,K] y [V’',R’,K'] dos sistemas de holonomia irreducibles y no transi-
tivos (y por Simons 1.2.6, simétricos). Sea 1 : V — V' un isomorfismo lineal tal que para cualquier
K-6rbita Kv en V U(vy(Kv)) = vy, (K'U(V)), donde v denota el espacio normal. Entonces 1 es una
homotecia y 1(K) = K".

Demostracion

Como [V,R,K] y [V/,R’,K’] son sistemas de holonomia irreducibles y no transitivos (por
tanto simétricos), de la nota 1.2.4 K y K’ actian como s-representaciones irreducibles. Vea que
Kv es una 6rbita de dimensién maximal si y solo si K'l(v) lo es, por Dadok teorema 2.1.14 y
el Corolario 2.3.12, para s-representaciones una 6rbita es de dimensién maximal si y solo si es
principal, de lo que si Kv es una K-6rbita de dimensién maximal entonces es una subvariedad
isoparamétrica irreducible (homogénea) de V, de lo que se puede definir un grupo de Coxeter
que actda irreduciblemente sobre el espacio normal Teorema, ver 2.2.12 y Teorema 2.2.17.

Sobre el espacio normal v, (Kv), si Hy,...,H;; son los hiperplanos de reflexién asociados al
respectivo grupo de coxeter, lldmese C, entonces:

N
J Hi = {z € vy (Kv) : Kz es una 6rbita singular} (1)
i=1

Andlogamente para v’ = 1(v) se tienen objetos similares K'v’, v,,(K'v’), C'y H}, .., Hg, para
los que también se tiene que:

S
(JH{={zev,/(KV"):K'z" es una 6rbita singular} (2)
i1
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De (1) y (2) y como l envia 6rbitas singulares en 6rbitas singulares se tiene que L(Uj_; H;) =

$_1 Hi. Veamos que 1 permuta los hiperplanos de reflexion. Supdngase sin pérdida de gen-
eralidad que 1(H;) no es ningtin H{, notar que si la dimensién de las hiperplanos es 1 lo que
deseamos probar es obvio; entonces suponemos que es mayor o igual que dos, por hipétesis,
entonces existen vy,v, € Hy, tal que 1(v1) € H{, 1(v2) € H].’, l(vq) ¢ H).' y L(v2) ¢ H]; tomese el
subespacio span{v{,v,} de Hj.

L:span{vy, vz} ~ v,/ (K'v') es lineal, ademds como vy,v; € Hy, span{vy,v,} c H;, entonces
si avy +v, € H; implica que l(avy +v2) € UH{, o lo que es lo mismo que, al(vy) +1(v2) € H{
para algtn i. Fijese a > 0, supéngase que existe una sucesién decreciente a,, , -0, con aj = a,
tal que anl(vi)+1(v2) € H{, como H{ es cerrado en v,/(K'v') y anl(vy) + 1(v2) € H{ converge
en v,/ (K'v'), entonces, 1(v2) € H{; luego al(vy) € H{, de lo que 1(v1),1l(v2) € H, lo que con-
tradice la hipétesis.

Si no existe tal sucesién, el conjunto de los b < a, tales que bl(vy) +1(v2) € H{ estd
acotado inferiormente por un cierto b; > 0, si esto ocurre, para todo i se puede tomar
b = min{by,by...,bm} y en tal caso, si 0 < ¢ < b, entonces cl(vy) +1(v2) ¢ H para ningan
iy se contradice que 1(UH;) = UH;, entonces no existen tales vi,v2, de lo que, 1(H;) es algtin
Hj’ , en particular r = s y | permuta hiperplanos de reflexion.

Del corolario anterior se tiene que:

L: vy (Kv) = vy (K'v')

Es homotecia, para todo K-vector principal v donde v’ = 1(v), denétese por A(v) > 0 la con-
stante de homotecia de esta aplicacion.

Témese v vector principal fijo y sea M = Kv, como Kv es subvariedad isoparamétrica de
V ~ R™, entonces los operadores de forma {Ag } ¢y, (kv) forman una familia conmutativa de
transformaciones simétricas de T, (Kv), en particular son simultdneamente diagonalizables.
Sean A1(¢),...,Ar(&); los valores propios de A y {E;}{_; la distribucién de los autovectores,
esto es:

AEXi = Ai(&)Xi, Xi € Ei.

Como se sabe, los A; son funcionales lineales del normal a cada punto y A; = (ni,-), donde
los i son campos normales (curvaturas normales), que resultan ser paralelos en la conexién
normal, ver 2.2. Por definicion A X; = (ni(v), &)Xy, Xi € By, & € vy, (M).

La distribucién E; es autoparalela e invariante para todos los operadores de forma, que
operan como multiplos de la identidad. Por ser autoparalelas resultan integrables, entonces
para todo i existe la hoja Si(v) que es una subvariedad conexa, totalmente umbilica del es-
pacio ambiente, contenida en M, de E; en v, esto es, T,,Si(v) = Ei, que se llamo¢ la esfera de
curvatura, ver 2.2 Lemas 2.2.1 y 2.2.2. Como la codimensién de M es al menos 2, se puede
tomar un & € v, (M) tal quen 1 &.
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Sea c:[a,b] - Si(v) una curva suave a trozos con c(a) = v, se notara el transporte paralelo
alolargo de c en t con respecto a la conexién normal como &(t). Por la formula de Weingarten:

<

d
@Ev: _Aad_(t: +VJQE»/
dt at
con V la conexién de Levi-civita del espacio ambiente V » R™. Como el espacio ambiente
es espacio euclideo, la derivada covariante a lo largo de una curva coincide con la derivada
usual, de lo que:

di(tt) = —Agq)yae + Vi &(1), como £(t) es V*-paralelo, vy &(t) = 0 de lo que,
dt at at
Tt = A = —mut), £(1)) g

Pues % pertenece al tangente de la esfera de curvatura, que es E;, como n;(t), &(t) son
paralelos en la conexién normal a lo largo de ¢, entonces (ni(t),&(t)) es constante, pero
Mi(0),&(0)) = Mi(v), &) = 0, pues n(v) L &, entonces (ni(t),&(t)) = 0 para todo t, de lo
que di(tt) =0 a todo t, con lo que &(t) es constante, esto es, &(t) = & para todo t € [a,b]. Por
paralelismo, & pertenece al normal a M = Kv en c(t) para todo t, entonces, los v()(M) se
intersecan, de lo que la constante de homotecia en todos es la misma, como en S;(v) cualquier
otro punto se puede unir por una curva suave a trozos a v, se concluye que para todo par
de puntos x,y € Si(v) c Kv los normales a Kv en estos puntos, tienen la misma constante de

homotecia.

Ahora, recuérdese que la distribucién {E;} genera todo el tangente a cada punto, témese
el punto base v y una base de campos locales a una vecindad de v, se puede considerar esta
vecindad, vecindad coordenada, sea (U,x1,...., x5 ), de tal forma que cada campo estd en al-
gun Ej, note que por la ortogonalidad de la distribucién, esto equivale a decir que se toma
una base de campos locales en {E;} para todo i, y se toma la unién. Como la distribucién de
curvatura genera todo el tangente a cada punto, esta unién es una base del tangente en todo
punto en U. Entonces, sea {X;}I*; la base de campos locales tal que cada uno esta en algtn
espacio de la distribucién de curvatura. Recordar que si X un campo (local) cualquiera en M
se puede considerar su flujo alrededor de cualquier punto m € M, que esta definido en un
cierto intervalo I, con 0 € I, pero ®¢ = {m € M : t € I, } es un abierto para todo t, esto
permite concluir que se puede tomar un abierto en cada punto, tal que para todo punto en
este abierto se puede escoger un intervalo comun tal que existe una curva integral a X, para
todo punto en el abierto, definida sobre el mismo intervalo. Como la interseccién finita de
abiertos es abierto, entonces simplemente se parte de U abierto que contiene a v, tal que X;
tiene una curva integral para todo punto en U, sobre un mismo intervalo comtn I; para todo
i=1,2,.n; por supuesto I = Iy x I x... x I, es un abierto de R™, entonces se puede definir
una aplicacién con valores en M, mas precisamente sobre U, de la siguiente forma:

Se nota yi(m,t;), la curva integral definida anteriormente en cada punto m € U sobre el

intervalo I; para todo i en coordenada o tiempo t;, ahora se define h de I abierto de R™, sobre
U como:

h(t1, .., tn) = v1(v2(v3(.vn(v,tn), ), 13), 12, ), t1).
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Esta es una funcién suave, pues toda curva integral lo es. Recuérdese que por la definicién

de flujo, yi(m,0) =my (311/: (m, ti) = Xiy,(m,1,), de lo que resulta que:

h(0,...,0) =v, pues yn(v,0) =V, Yn-1(v,0) =v,...,y1(v,0) = v.

Entonces, h(0,...,0) = vi1(v2(y3,..Yn(v,0)),0),...),0) = v, notaremos el 0 de R™ de igual
forma que el 0 en R siempre que no se presente confusién, sea w; = (0,0,...,0,t,0,...,0).
Como vyn (v,0) =v, entonces h(wi) =vy1(v2(v3(...vi(v, ti),...),0),0,),0) pero:

Yio1(vi(v,ti),0) =vi(v, ti)
Yi-2(vi(v, t1),0) =vi(v, 1) y asi sucesivamente, de lo que se concluye que:

(*) h(0,0,...,0,14,0,...,0) =vi(v,t;) para todo i

Volvemos al sistema coordenado (U;x1,....x,, ), donde la diferencial de h en las coordenadas
t; en 0 estd dada por la ecuacion:

0

an( 4
0 aXi

dtilg

):im

v
Recordar que h(0) =v.

Escribiendo hy = (0,0,...,0,h,0,0...,0) en la i-ésima componente y X; |u= X' fi% se tiene
usando (x) que:

d(xioh)| _ . xioh(hi) -xi oh(0)
dt; o h-0 h
i XYV ) —xi0vi(v, 0)
h—0 h
_ d(xiovi(v,ti))
dt; 0
= fi(Yi(vl O))
= fi(v).

Entonces:

d
dh ( d_tl = Xi+, esto es,

o) i ifi(\)) 0

0
Xily

En conclusién h aplica el 0 en v y dh aplica los vectores coordenados de I abierto de R™ a 0,
en los vectores coordenados X, en v. Por el teorema de la funcién inversa, existe I’ c I abierto,
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tal que si V =h(I"), V es abierto y h: I’ > V es un difeomorfismo, recordar que h(I) se obtiene
de seguir curvas cuyos tangentes estdn en algtin espacio de la distribucién de curvatura, o lo
que es lo mismo, que h(I) se obtiene de seguir curvas que estdn contenidas en esferas de
curvatura, posiblemente a diferentes puntos, lo que implica que si se mueve a través de un
punto v por medio de curvas tangentes a esferas de curvatura se obtiene un abierto en M, a
saber, h(I) para v.

Definase la siguiente relacién de equivalencia en M. Dos puntos x,y € M se relacionan,
escribase x ~ y, si y solo si se pueden unir por medio de una curva suave a trozos que se
obtiene de unir curvas que son tangentes a esferas de curvatura en M, es facil ver que es una
relaciéon de equivalencia. Por lo mostrado anteriormente cualquier clase de equivalencia vista
como subconjunto de M es un abierto. Se define M/ ~, el espacio cociente con la topologia
usual que hace de la proyeccién canénica una funcién continua, como M es conexa, entonces
M/ ~ es conexa, como toda clase es un abierto en M, toda clase es un abierto en el cociente
y por conexidad del cociente solo existe una clase; lo que implica que en M cualquier par
de puntos se relacionan, esto es, se pueden unir por medio de una curva que es la unién de
curvas yuxtapuestas, cada una de las cuales es tangente a alguna esfera de curvatura.

Como ya se prob¢ antes, en cualquier esfera de curvatura en todo punto el espacio normal,
tiene la misma constante de homotecia; como cualquier par de puntos se pueden unir por
una curva que es unién de curvas yuxtapuestas por curvas que estdn contenidas en esferas
de curvatura, aplicando repetitivamente el hecho anterior, se tiene que para cualesquier dos
puntos en M, los normales tiene la misma constante de homotecia, en particular A(v) = A(x)
para todo x € M. Si existiera algtin otro espacio normal a alguna K-6rbita principal en algtin
punto con diferente constante de homotecia, se llegaria a una contradiccién, puesto que los
normales son secciones de la s-representacion, en particular todo normal interseca todas las
Orbitas, por lo que interseca a M, y A(v) = A(x) = A para todo x € V.

Si () y (-,-)' son los respectivos productos internos de V y V’, de lo anterior se tiene que
parax,yeV:

(x+y,x+y) = c(l(x +y), Lx+y))’
{x,x) = c(L(x), L(x))’
(y,y) = c(Uy), Uy))’

Entonces se tiene que:

{0 x) + 206 y) + (Y, y) = c{L0x), ()" + 2e(U(x), 1))+ c(L(y), Uy)) "y

{xy) = c{L(x), Ly))’

De lo que 1 es una homotecia y esto prueba la primera parte de la proposicion.

Sea K" = 1(K). Como 1 es una homotecia, K" acttia por isometrias sobre V’. Sea D la distribu-
cion (integrable) sobre un subconjunto abierto y denso de V' dado por los espacios tangentes
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a las K’-6rbitas principales [PT, Teorema 5.4.15]. Sea X € Lie(K") c so(V’) y w un K’-vector
principal (X se ve como un campo de Killing sobre V/ A). Como 1 es homotecia y por hipote-
sis L(vy(Kv)) = viv)(K'l(v)) entonces X(w) € Ty, (K'w); claro, como X € Lie(K”) entonces
171 (X) € Lie(K) de lo que:

FXW), v (Kw)) = (7T () (17T (W), V1ot () (KU (W) = 0

con A la constante de homotecia, observe que lo mismo es valido si se remplaza w por k'w
para todo k' € K’, entonces el campo de Killing X restringido a K'w debe ser tangente a K'w
de lo que exp(tX)(K'w) = K'w, lo que prueba que:

K" c R’ = ({g e SO(V') : g(K'w) = K'w}),

donde (), denota la componente conexa en la identidad. Como K’ ¢ K’, se tiene que
[V/,R’,K’] es un sistema de holonomia irreducible, mas atn es no transitivo pues K'w = K'w
y por el teorema de Simons 1.2.6 es simétrico, entonces Lie(K’), nota 1.2.4 y el teorema de
Ambrose-Singer [KN1, Cap. 2, teorema 8.1], es generado por R’ igual que Lie(K’), lo que
prueba que K’ = K/, entonces K" c K’. De igual forma como K acttia de manera irreducible y
no-transitiva sobre V y 1(K) = K” entonces K" actia de manera irreducible y no-transitiva so-
bre V' y K” c K’, de lo que [V’,R”,K'] es un sistema de holonomia irreducible y no-transitivo,
donde R’ es el tensor algebraico inducido por 1; y de igual forma se obtiene que K’ c K" y
concluye la prueba. ¢

Sea M™ = Ky c S 1+*5™ subvariedad homogénea de la esfera, astimase que el grupo de
holonomia normal restringido, como subvariedad de la esfera, actta irreduciblemente y es no
transitivo (acttia no-transitivamente sobre la esfera unitaria del espacio normal). En adelante
considérese M como subvariedad del espacio euclideo con espacio normal notado por v(M)
y grupo de holonomia normal restringido como @ (p).

Sea & = P el vector posicion, que es global normal paralelo, esto es V*& =0, si ¢ es una curva
en M entonces:

“Ae)¢(0) = el Pe(t)) = el (t) = ¢'(0).
para toda curva c(t), de lo que Az = —1d, donde A es el operador de forma.

Ver que @ (p) actda trivialmente sobre R.p y que ®(p) restringido a v,(M) = (R.p)*n
vp (M) es identificado con el grupo de holonomia normal restringido de M como subvariedad
de la esfera. Notar que M es substancial e irreducible, considerada como subvariedad del espa-

n(n+l)

cio euclideo R™"~ 2, por supuesto, la irreducibilidad del grupo de holonomia normal sobre
Vp (M) implica que el rango(M) =1, sea p el tinico vector fijo por @ (p). La irreducibilidad del
grupo de holonomia normal restringido sobre (R.p)* nv,(M) implica que M es substancial
como subvariedad del espacio euclideo pues de lo contrario direcciones normales constantes
que no son mdltiplos del vector posicién son campos normales paralelos. Si M es reducible
debe ser producto de subvariedades contenidas en esferas, entonces rango(M) = 2 y se llega
a una contradiccion.
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Del Corolario 3.1.2 y la Nota 3.1.5 la aplicaciéon A : v,(M) - Sim(T,M), & - Ag, es
un isomorfismo; donde Sim(T,M) es el espacio de endomorfismos simétricos de T,M con

dim(Sim(T,M)) = 21,

Sea R* el tensor de curvatura adaptado, [ver prueba del teorema de holonomia normal 1.3],
que es dado por la ecuacion:

<ml(£]/£2)53/ E»4> = _Tr([AE1/A£2][A£3/A£4]) = <[A£1/A52]/ [A53/A£4])

Notar que el lado derecho de la igualdad anterior, expresa el tensor de curvatura Rieman-
niano del espacio simétrico GL(n)*/SO(n) = R* x SL(n)/SO(n). El espacio tangente del se-
gundo factor es identificado con las matrices simétricas de traza cero.

Considérese A el operador de forma de traza nula de M definido por:

Ag:=Ag - %Traza(Ag) Id=Ag - %(E,,H) Id.

Donde H usualmente se denomina el vector de curvatura media. Vease que [Ag,, Ag,] =
[Ag] - %(E,],H) Id,A‘gz — <£2,H>Id] = [A‘g1 /AEz]/ entonces:

1
n

(%l(iuiz)&, E»4> = <[A€11Aéz]r [A«Eg/A&,]) =R (3)

donde R es el tensor de curvatura del espacio simétrico irreducible SL(T,M)/SO(T,M).
Si vp(M) = {P}* nv,(M), P el vector posicién, se tienen dos sistemas de holonomia no-
transitivos e irreducibles (simétricos), [V, (M), R*, @(p)] y [s(T,(M)),R,SO(T,M)].

En general para un sistema de holonomia simétrico [V, R, K] el espacio normal a Kv es dado
por:

vy (Kv) ={weV:R,, =0} ver Nota 1.2.4 y prueba del Teorema 2.1.12.

Entonces de (3) se tiene que A es un isomorfismo lineal que envia @ (p)-6rbitas en espacios
normales a SO(T, M)-6rbitas, de la Proposicién 3.2.5, A : ¥, (M) — Sim, (T, M) es una homote-
ciay A(®(p)) = SO(T,M), donde SO(T,M) acttia por conjugacion sobre los endomorfismos
simétricos de traza nula Sim, (T, M).

Lo anterior se resume como:

n(n+l)

Lema 3.2.6. (Manteniendo la notacion anterior). Sea M™ = Kv c S™ =7 subvariedad homogénea
de la esfera, asiimase que M es substancial e irreducible, considerada como subvariedad del espacio

n(n+l)

euclideo R™"~ 2, en adicion supéngase que el grupo de holonomia normal restringido, como subvar-
iedad de la esfera, actiia irreduciblemente y es no transitivo (actiia no-transitivamente sobre la esfera uni-
taria del espacio normal). Entonces la representacion del grupo de holonomia normal @ (v) sobre v,,(M)
es (ortogonalmente) equivalente a la representacion isotrépica del espacio simétrico SL(n)/SO(n) en
particular dim(®(v)) = M =dim(SO(n)). ¢
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n(n+1)

Proposicién 3.2.7. Sea M = Kv ¢ S™ "= 2 una subvariedad substancial y homogénea. asiimase
que el grupo de holonomia normal restringido actiia irreduciblemente y éste es no-transitivo. Entonces,
para &(t) seccion normal paralela a lo largo de una curva, el operador de forma de traza cero Ag )
tiene valores propios constantes.

Demostracién

Sea K, el subgrupo de isotropia de K a p € M, se descompone Lie(K) = m & Lie(K, ) donde
m es el espacio complementario de Lie(K), sea B;(0) una bola abierta de radio r de m tal
que exp : B+(0) - M es un difeomorfismo sobre la imagen U = exp(B(0)), sea : [0,1] - U
una curva diferenciable a trozos arbitraria con $(0) = p, como (1) € U existe un X € m tal
que B(1) = exp(X).p, se define v : [0,1] - M como y(t) = exp(tX).p, dendtese para k € K, 1)
la isometria lineal v - k.v de V. Sea Ty el transporte V*-paralelo a lo largo de vy/j¢ ], de las
[BCO, notas 6.2.8 y 6.2.9 ] se tiene que:
e—tAx ( 4)

Té = (dlexp(tX))‘vp(M) °

donde Ax pertenece a Lie(®(p)) y es definido por:

d

Ay = —
X~ at

1
oo T ¢© (dlexp(tX))‘vp(M) .

(La notacién T4, = (t)7', esto es, el transporte V*-paralelo de 0 a t de la curva —y).

Sea T el transporte V*-paralelo a lo largo de B y ¢ = t%; oTj entonces ¢ pertenece a
®(p) al grupo de holonomia normal restringido a p. En efecto, ¢ coincide con el transporte
V*-paralelo a p a lo largo de la homotopia a cero, pues estd contenida en U, obtenida de unir
3 con la curva —y con —y(t) =y(1-1t).

Tenemos entonces que T = T1 ° ¢ y por (4).

TJ[% = (dlexp(X))|vp(M) ° d_)
donde ¢ = e*x o ¢ € D(p). Entonces para todo & e Vp(M):

At (8) = Adt 0 (3(8))
= d]'exp(X) o Acf)(a) o (d]“exp(X))_1
= exp(X)A@(a)(exp(X))”

Por lo dicho previo a la proposicién, esto es A(®(p)) = SO(T,M), con SO(T, M) actuando
por conjugacion sobre Sim, (T, M); se tiene que existe un g € SO(T, M) tal que A&)(a) =gAg~',
de lo que:

Ay (8) = (exp(X)g)Ar (exp(X)g) !

Entonces los valores propios de ATE (&) coinciden con los de Ag.

53



54

PROBLEMA

La curva 3 se asume contenida en U, como p es arbitraria, entonces los valores propios
de Ag(y) son localmente constantes para todo £(t), campo normal paralelo a lo largo de una
curva c(t), esto implica que Ay tiene valores propios constantes. o

El siguiente lema es bien conocido y sera de utilidad en lo que sigue [C].

Lema 3.2.8. (Condicién de Dupin). Sea M una subvariedad de un espacio con curvatura constante
y sea & un campo normal paralelo tal que los valores propios del operador de forma Ay tienen mul-
tiplicidad constante. Sea A : M — R funcion de un valor propio que tiene asociado una distribucion
(integrable) E con dimensién mayor o igual que 2. Entonces A es constante a lo largo de toda variedad
integral de E, (esto es, dA(E) = 0).

Demostracién

Sean X, Y secciones en E, como dimE(p) > 2 constante para todo p en cualquier variedad
integral, se pueden tomar X,Y de tal forma que X, Y, sean linealmente independientes. Sea
Z una seccion arbitraria de TM. Por la ecuaciéon de Codazzi, ((VxA):Y,Z)—((VyA):X,Z) =0
se tiene que:

0=(Vx(AeY) - Ag(VxY), Z) = (Vy(AeX) - Ag(VyX), Z)
Vx(AY) = Ag(VxY), Z) = (Vy(AX) = Ag (VyX), Z)
(ATx(Y) + X(A)Y = Ag (TxY), Z) - ATy (X)Y(N)X = Ag (VyX), Z)

(
(
A(Vx(Y) = Vv(X)) = Ae(Vx(Y) = Vv (X)) + X(A)Y - Y(A)X, Z)
(
(
(

AX, YD) = Ae ([X, Y]) + X(A)Y = Y(A)X, Z)
AX, YD) = A([X, Y]) + X(A)Y = Y(A)X, Z)
X(A)Y = Y(A)X, Z)

Como Z es arbitrario, entonces X(A)Y = Y(A)X, pero, como Xp,Yp son linealmente indepen-
dientes para p en la variedad integral, se tiene que esto es cierto si y solamente si X(A) = Y(A),
por arbitrariedad de X,Y como secciones de E entonces E(A) = 0. ¢

Una subvariedad de Veronese, ver C, es una subvariedad que es extrinsecamente isométrica a
la 6rbita del grupo ortogonal SO(n) por conjugaciéon de una matriz n x n, simétrica de traza
nula y con dos autovalores, uno de multiplicidad 1 y otro de multiplicidad n -1, que resulta
intrinsecamente isométrico al espacio proyectivo real.

n(n+1)

Teorema 3.2.9. Sea M™ c S5 una subvariedad substancial, irreducible y homogénea; donde
n > 3. Asuimase que el grupo de holonomia restringido actiia irreducible y no-transitivamente, entonces
M es una 6rbita de una s-representacion (irreducible), mas aiin una es subvariedad de Veronese.

Demostracion ety
Véase M como subvariedad del espacio euclideo R™"~ 2, por lo visto en esta seccién A :
vp (M) - Sim(T, M) es un isomorfismo para todo p € M. Escéjase & € v, (M) tal que A tiene
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exactamente dos valores propios A1 (p),A2(p) con multiplicidad my, m;, > 2 respectivamente,
claramente esto no es posible para n < 3. En particular se puede asumira mj =2y my=n-2
y que & es lo suficientemente cercano a cero tal que el tubo de holonomia,

Mg = {c(1)+&(1) : &(t) es el transporte V* —paralelo a lo largo de c(t) con ¢(0) =p,&(0) = &}

es una de la subvariedad euclidea inmersa, ver nota 2.3.3. Entonces existe una proyecciéon
natural 7w: Mg - M, ri(c(1) + (1)) = ¢(1) y & define un campo normal paralelo a Mg como
£(q) = q-m(q), y se tiene, ver [CDO], que M es una variedad paralela (en general focal) al
tubo de holonomia Mg con M = (Mg,,)_¢, aqui Mg no tiene dimension maximal de lo que
no tiene fibrado normal plano, de lo contrario los valores propios de A; tienen multiplici-
dad 1. Sea &(t) un campo normal paralelo a lo largo de c(t) con ¢(0) = p, £(0) = &, por la
Proposicién 3.2.7 los valores del operador de forma de traza no nula Ag,, son constantes
e iguales que los de Ag, los cuales son Ay = Aj — L (2A1 + (n.—2)A;) con multiplicidad 2 y
A2 = A1 = L(2A1 + (n-2)A2) con multiplicidad n - 2.

Aplicando la formula del tubo, lema 2.2.7, se tiene que los valores propios del operador
de forma A; restringido al subespacio horizontal, 74, del tubo de holonomia M; a el punto

g=c(1)+&(1) son:

M+ HE(D, H(e(1))
1= A1 - L(ET), H(e()))

Y

A2+ 5 (E(1), H(e(1)))
1-A2 = (&(1), H(e(1)))

o de manera equivalente;

A+ 7(E(q), H(n(q)))

AM(q) = 1-A1 - 1(&(q), H(n(q)))
y,

< At 7(E(q) H(n(q)))

A2(q) = 1-22 - 1((q), H(n(q)))

con multiplicidades (constantes) 2 y n -2 respectivamente. Ver que A £(q)- Testringido a la
distribucion vertical, que es tangente a las 6rbitas en M; por el grupo de holonomia normal
de M a los puntos de proyeccion, es —1Id, ver [O1]. De lo que A (q) tiene tres valores propios;
sea A3(q) = -1 con multiplicidad constante m3 = dim(M¢) - dim(M) Ver que la funcién
f: R — R, definida por s - 2~ es inyectiva y aplica Ai(q) en A; + - (E(q) H(7t(q))) para
i =1,2. Como para todo i = 1,2, A; es constante y f inyectiva, A (q) = A1(q’) si y solo si

(&(q),H(m(q))) = (&(q"), H(7t(q"))); de igual forma si A2(q) = A2(q’), entonces:

X1(q) =M (q) si y solo si A2(q) = Xa(q”) (5)

Sean E; y E;, las distribuciones horizontales asociadas a las respectivas funciones de los
vectores propios A1, Ay del operador de forma A £
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Hasta este punto lo anterior es vilido incluso para el caso en que n. = 3. (6).

Por hipétesis de la prueba dim(E;) = 2 y dim(E;) = n-2 > 2; si y(t) es una curva tan-
gente a E; entonces del lema 3.2.8 (condicién de Dupin) se tiene que A; es constante a lo
largo de v y por (5) A, también es constante a lo largo de 7. Si se aplica la (condicién de
Dupin) en E; se tiene que esto también es valido si y c E;, como A3 es constante, entonces
v(A1) =v(Az) = v(A3) = 0 para todo vector v € H. Entonces los valores propios del operador
de forma A; son constantes a lo largo de curvas horizontales; como dos puntos en el tubo de
holonomia pueden unirse por medio de curvas horizontales entonces los tres valores propios
de A; son constantes sobre M.

De lo que ¢ es una seccién normal paralela isoparamétrica (no-umbilical), como M es sub-
stancial e irreducible, M; lo es, ver Nota 2.3.4, mas atn, M; es completa con la métrica
inducida, ver Nota 2.3.3. Por el [BCO, Teorema 5.5.2. | M¢ tiene curvaturas principales con-
stantes, de la Nota 3.1.8 M es 6rbita de una s-representacién (irreducible), lo que prueba

n(n+l)

la primera parte del teorema. Sea M = Kv donde K actia sobre R~ 2 como una s-
representacion (irreducible y no-transitiva).

Se probara ahora usando la clasificacion de espacios simétricos irreducibles que M es una
subvariedad de Veronese; en el lema 3.2.13 se dard una prueba alternativa de este hecho evi-
tando esta clasificacion. Como M es 6rbita de una s-representacion (irreducible), si p € M la
isotropia (conexa) (K, ). representada sobre el espacio normal, esto es la representacion slice
conexa coincide con el grupo de holonomia normal, para ver esto [BCO, Corolario 3.1.5 y
Teorema 5.4.9.].

Otro hecho es que K, via la representacion isotropica actta efectivamente sobre T, M, sea
k € K, que se representa trivialmente sobre T, M, entonces la isometria inducida por k es
trivial sobre M, ver A; de lo que K acttia trivialmente sobre el espacio lineal generado por
los vectores en M, esto es, V = span{v : v € M}, como K actta irreduciblemente V es todo el
espacio y k =1d.

Por el Lema 3.2.6, el grupo de holonomia restringido ®(p) es isomorfo a SO(T,M), de lo
que la representacién slice conexa de (K, ), es isomorfa a SO(T, M), en particular dim((K;),) >
w = dim(SO(T,M)), como la accién de K, es efectiva sobre T, M, entonces dim((Ky)o) =
@ = dim(SO(T,M)). Esto implica que M™ tiene curvatura constante pues la isotropia re-
sulta igual a SO(T, M) en particular todo par de planos son isométricos y K ~ SO(n + 1), como
M™ es una s-representacién irreducible entonces K ~ SO(n + 1) es la isotropfa de un espacio
simétrico de dimensién n + @ =(n+1)+ w -1=dim(SL(n+1)/SO(n+1)). Pero
de la clasificacién de espacios simétricos irreducibles SL(n +1)/SO(n + 1) es el tnico, salvo
dualidad, con isotropia SO(n + 1) y dimensién n + M, (n > 1) se tiene que K acttia como
la representacion isotrépica de este espacio simétrico; el cual es equivalente a la acciéon de
SO(n + 1) sobre el espacio de matrices simétricas reales (n+1) x (n+ 1) de traza cero, como
la dimensién de M es n, de la C.0.4 se tiene que:

M= {gAg':geSO(n+1)}=V"
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donde A es una matriz simétrica (n+1) x (n+1) de traza cero con exactamente dos val-
ores propios de multiplicidad 1 y n respectivamente, ver C. Entonces M es una variedad de
Veronese. ¢

Sea K actuando sobre RN como una s-representacion y sea (G, K) el par simétrico, simple-
mente conexo, semisimple; asociado con descomposicién de Cartan g = £ ® p, Donde RN =~ p.
Sea M = Kv una 6rbita no trivial. Entonces M es una subvariedad substancial la cual es irre-
ducible si y solo si K acttia irreduciblemente. De la Nota 1.2.4 y el Teorema 2.1.12 se tiene que
el espacio normal a v coincide con el conmutador a v, esto es:

vy(M) = {xep:[x,v] =0}

donde [,-] es el corchete de g. Como M es 6rbita de una s-representaciéon del [BCO, teo-
rema 5.4.9], el grupo de holonomia ®(v) de M a v coincide con la representacién del grupo
de isotropia sobre v, (M), esto es, la representacion slice.

La representacion isotrépica de un espacio simétrico semisimple coincide con la de su dual
B. Entonces, se puede asumir que el espacio simétrico es compacto. Sea (G, K) par simétrico
de tipo compacto, simplemente conexo y sea g = €@ p la descomposicién de Cartan asociada a
dicho par. La representacién isotrépica de K se puede identificar con la representacién adjunta
de K a p. La métrica euclidea sobre p es —B, donde B es la forma de Killing de g, sea v e p— {0}
y considérese la 6rbita M = Kv ~ K/K,, la cual es una subvariedad con curvaturas principales
constantes. Témese (-,-) la restriccién de -B a ¢, entonces, (,-) es un producto interno Ad(K)-
invariante y definido positivo sobre £. Se considera la descomposicién reductiva ¢ = ¢, &m,
con Lie(Ky) = €&, y m = (¢,)* con respecto a (-,). (,,-) restringido a m = Tj.1(K/K,) = T, (M)
induce una métrica normal homogénea sobre M , la cual es en particular naturalmente reduc-
tiva, B, tal métrica es llamada la métrica canénica normal homogénea (mas brevemente la métrica
candnica normal). En general esta métrica es diferente de la métrica inducida de la variedad
euclidea. Entonces se tiene:

Proposicion 3.2.10. Sea K actuando sobre R™ como una s-representacion irreducible y sea M = Kv,
v # 0. Si la métrica candénica normal homogénea sobre M coincide con la métrica inducida, entonces M
tiene segunda forma fundamental paralela.

Demostracion

Manteniendo la notacién previa a la proposicién, sea V¢ la conexién canénica sobre M aso-
ciada a la descomposicién real £ = £, ® m. Entonces la segunda forma fundamental « de M es
paralela con respecto a la conexion V¢ = V¢ @ V*.

Se tiene de [Ta] que la segunda forma fundamental es paralela con respecto a la conexién
candnica, esto es Vax = 0. Sea V = V@ VvV, donde V es la conexion de Levi-Civita sobre M
inducida por el espacio ambiente la cual coincide, por hipétesis, con la métrica normal ho-
mogénea, entonces:
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Vxa(y,z) = «(Dyy,z) + x(y,Dxz), donde D = V - V¢, se tiene que D,y = -Dyx, ver [OR],
de lo que:

Vxa(x,x) = 2a(Dxx,x) =0

Por Codazzi Vxx(y,z) es simétrica en las tres variables de lo que V& = 0 y M tiene segunda
forma fundamental paralela. o

Corolario 3.2.11. Sea K que actiia sobre RN como una s-representacion y sea M = Kv, v # 0.
Asumamos que K, actiia irreduciblemente sobre T,,(M). Entonces, M tiene sequnda forma fundamen-
tal paralela.

Lema 3.2.12. Sean M™, M™ c SN, subvariedades de la esfera con sequnda forma fundamental par-
alela, o de manera equivalente, subvariedades simétricas extrinsecas [BCO, Teorema 3.7.3]. Astimase
también, que M es una subvariedad substancial del espacio euclideo RN, y que existe un p e Mn M
con TyM = T,M tal que las respectivas segundas formas fundamentales « y & a p de M y M son
proporcionales, esto es, & = Ao, A # 0, entonces M = M o M = (M) donde o es la transformacién
ortogonal de RN tal que o es la identidad sobre Rp & T, M y menos la identidad sobre (Rp & T,M)*.

Demostracion

Como M es simétrica, considérese M = Kp donde K acttia como una s-representacion irre-
ducible, tenemos que el grupo de holonomia restringido a p del espacio fibrado TM & v(M)
es la representacién sobre T,M & v,(M) de la componente conexa del grupo de isotropia
(Kp)o (aqui v, M es el espacio normal de M como subvariedad de la esfera). Esto se deduce
del siguiente hecho bien conocido: Si X pertenece a la subalgebra de Cartan asociada al par
simétrico (K, K;) entonces dlep(ix) es el transporte paralelo asociado a la conexién de Levi-
Civita cuando es restringido a T,M a lo largo de la geodésica y(t) = exp(tX)p, y el transporte
paralelo normal a lo largo de y(t) cuando se restringe a v,,(M) (aqui i es definido como en
la prueba de la proposicién 3.2.7).

Por el teorema Ambrose-Singer [KN1], los endomorfismos generados por el tensor de cur-
vatura toman valores en el dlgebra de el grupo de holonomia, esto es (RX,y,R,ﬁ,y) el =
Lie(Kp) = Lie((Kp)o) c s0(T,M) @ so(vp(M)) donde R y R* son respectivamente el tensor
de curvatura tangente y normal de M a p.

Sea RS el tensor de curvatura de la esfera SN~!
Gauss,

a p restringido a T,M, de la ecuacién de

S
Ry =Ty + Rx,y

donde (Tyyz,w) = (a(x, W), x(y,z)) - (x(x, 2), x(y,w)).
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Para M = Kp, se tienen objetos similares, R, R, 1, T; de la anterior ecuacion y como & = A,
A 0, se tiene que T = AT, entonces,

Ry =MToy +RY, (7)

Por la ecuacién de Ricci se tiene que,

RL, =MRy, (8)
Note que para todo X € [ c s0(TyM) @ s0(v,(M)),

Xoe=0=X.Aox) =X.& (9)

andlogamente para X € [, como (Ryy, Ry ) € ['y (Rey, Ryy) € Tde (7),(8) y (9) se tiene, si
A # 1, que:

(Ri,y )OC = (Rx,y - Tx,y,O)(X
= (Ryy, 0)ax— (Txy, 0)
= —(Txy, 0)x

(Ri,y )(x' = (Rx,y - A2—1—)(;9,0)0(,
= (Ryy, 0) ot =A% (Tyy, 0)
= A%(Tyy,0)e

Si A # «1, lo anterior es cierto si y solo si (Txy,0)x = 0, pues A # 0, entonces (R,S(,y)oc =0,
analogamente (R3, ,,)a = 0.

Como el espacio lineal generado por {R;Sc,y :x,Yy € T,M} es s0(T, M), se tiene que x(gx, gy) =
o(x,y) para todo g € SO(T, M), de la formula de Gauss, (A X,Y) = (x(X,Y), &) se obtiene que
el operador de forma de M a p conmuta con todo elemento de SO(T, M), en otras palabras es
multiplo de la identidad; de lo que M es umbilical en p y como M es en particular homogé-
neo, entonces es umbilical en cualquier punto, de lo que es una esfera intrinseca; como M es
substancial, se concluye que M = SN~1; andlogamente para M, de lo que M = M.

Si A = 1, entonces M y M tienen la misma segunda forma fundamental a p. Como ambas
son paralelas es bien conocido que M = M.

Si A = -1, entonces se reemplaza M por o(M) y las segundas formas fundamentales de M
y M deben coincidir. De lo que, M = o(M).

Ver que si M y M son subvariedades de la esfera de radios diferentes entonces la segunda
forma fundamental a p es proporcional, de lo que la condicién de ser substancial es esencial
para que se mantenga la igualdad. ¢
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n(n+1) n(n+1)

Lema 3.2.13. Sea M™ = Kv c R~ 2, donde K actiia sobre R™*~ 2 como una s-representacion
(n > 2). Asiimase que el grupo de holonomia normal restringido a v,(M) = (R)* nvy, (M), actia
irreduciblemente y es no transitivo sobre la esfera unitaria de v,,(M). Entonces:

i) La representacion holonémica de ®(v) sobre ¥, (M) es equivalente a la representacion isotrépica
del espacio simétrico SL(n)/SO(n).

il) M™ es una subvariedad de Veronese.

Demostracién
La parte i) es consecuencia del Lema 3.2.6.

Como K acttia como una s-representacion, entonces la imagen de la representacion slice, del
grupo de isotropia K,, coincide con el grupo de holonomia normal ®(v). Pero del Lema 3.2.6,
dim(®(v)) = dim(SO(n)), entonces el grupo de isotropia K, tiene al menos dim(SO(n)) =
dim(SO(T,M)).

Observe que la representacion isotrépica de K, sobre T,M es efectiva, de lo contrario M
debe estar contenido en el subespacio propio que consiste de los vectores fijos por K, en

n(n+1)

R™ 2. Entonces (K, ), = SO(T,M), de lo que K, actta irreduciblemente sobre T, M. Por el
Corolario 3.2.11 M tiene segunda forma fundamental paralela.

. n(n+1) .
Sea V™ una subvariedad de Veronese de R™*~ 2, se puede asumir que v e V"' y que T,M =

T,V =R"™ c R™" my , por lo dicho previo al Lema 3.2.6, A : {P}* nv, (V") = {v}* nv, (M) >

Sim.(T, V™) = Sim,(T,M) es una homotecia, la cual induce un isomorfismo del grupo de
holonomia normal restringido @ (v) de V™ sobre SO(n). Lo mismo ocurre para el operador A
de M. Observe que si & € {v}*nv,(M) el operador de forma A; pertenece a Sim,(T,M), el es-
pacio de endomorfismos simétricos con traza nula de T,, M. Entonces el operador de forma de
traza nula A y el operador de forma A de M a v coinciden cuando se restringen a {v}* nv, (M),
de lo que A : {v}*nvy,(M) - Sim,(T,M) = Sim,(T, V™) = Sim,(R™) es una homotecia la cual
induce un isomorfismo del grupo de holonomia normal restringido ®(v) de M sobre SO(n).
Entonces la aplicacién A~! o A es una homotecia del espacio {v}*nv, (M), si B es la constante
de homotecia entonces h = B~'A™ o0 A es una isometria lineal de {v}*nv,(M). Se define g

n(n+l)

isometria lineal de R™*~ 2z ~ como:

* g(v)=v
* glpyavemy =h7
° ngvM = 1d.

Entonces V™ y g(M) tienen segunda forma fundamental proporcional de lo que en virtud
del lema 3.2.12 V™* = g(M), en particular M es una subvariedad de Veronese. o



3.3 PRUEBA DE LA CONJETURA EN DIMENSION 3

De lo anterior se prueba la segunda parte del Teorema 3.2.9 sin usar resultados de clasifi-
cacion.

3.3 PRUEBA DE LA CONJETURA EN DIMENSION 3

En esta seccion probaremos la Conjetura 3.1.3, para dimensién 3, valiéndonos de algunos
resultados de la la seccion anterior y cambiando substancialmente otros. Empezamos esta sec-
cién con la siguiente nota.

Nota 3.3.1. Sea X = G/K un espacio simétrico, simplemente conexo irreducible de tipo no
compacto, con rango al menos 2, donde G es la componente conexa a la identidad del
grupo de isometrias de X. Asumamos que la dimensién de X es por lo menos 5. Entonces,
X ~SL(3)/SO(3). Daremos una prueba de este hecho evitando resultados de clasificacion.

Como el rango de X es mayor o igual que 2, la representacién isotrépica de K sobre T, X
tiene una 6rbita (no principal) M = Kv (p € G, con G, = K) de dimensién 2. En efecto M
no tiene dimensién 3, de lo contrario una K-6rbita principal debe tener dimensién 4 y K
debe actuar transitivamente sobre la esfera. La dimensién de M no puede ser 1 pues K actta
irreduciblemente sobre T, X entonces K acttia efectivamente sobre una 6rbita no trivial. Si
dim(M) = 1, entonces dim(K) = 1, como dim(X) > 2, K no puede actuar irreduciblemente
sobre T, X, lo que es contradictorio, entonces dim(M) = 2. La dim(K, ) = 1 pues debe tener
dimensién positiva, de lo contrario la accion es transitiva. Mas atin, como M no es una 6rbita
principal, la imagen bajo la representacién slice de K, no es trivial. Por la Nota 1.2.4 y el Teo-
rema 2.1.12 el grupo de holonomia normal restringido @ (p) de M a v no es trivial. Entonces,
®(p) debe actuar irreduciblemente sobre el espacio de dimensién 2, v,,(M) = (Rv)*nv, (M).
La codimencién de M es 3, entonces, por el Lema 3.2.13 M es una subvariedad de Veronese C.
Se puede asumir que Sim,(3) = T,M y que M = V3, entonces K y SO(3) son subgrupos de
Lie de K = {g € SO(Sim,(3)) : gM = M }. Observe que K acttia de manera no transitiva sobre
la esfera de Sim,(3) pues la codimensién de M es 3. Si R’ y R son los tensores de curvatura a
p =[e] de X y SL(3)/SO(3) respectivamente, entonces se tienen dos sistemas de holonomia
irreducibles y no transitivos, [Sim.(3), R/, K] y [Sim.(3), R, K]. Por el teorema de Simons
1.2.6 son simétricos y por la Proposicién 1.2.5, R’ es multiplo escalar de R. Lo que implica que
el espacio simétrico X es homotético a SL(3)/SO(3). ¢

Lema 3.3.2. Sea M3 = Hp una subvariedad homogénea de la esfera SN=1 de dimension 3 la cual
es substancial e irreducible (como subvariedad del espacio euclideo R™). Astimase que el grupo de
holonomia normal de M es no-transitivo. Entonces si M no es de rango mayor o igual que 2, el
grupo de holonomia normal (restringido) © (p), como subvariedad de la esfera, actiia irreduciblemente
y N = 9, mas ain, el grupo de holonomia normal (restringido) actiia como la accién de SO(3) por
conjugacion de matrices de traza cero y el operador de forma de traza nula A de M a p es SO(3)-
equivariante.

Demostraciéon
Considérese M3 como subvariedad del espacio euclideo R™. Como M no es de rango
mayor o igual que dos, por la Proposicién 1.3.11 el grupo de holonomia normal (restringido)
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®(p) acttia irreduciblemente sobre v, (M) (el complemento ortogonal del vector posiciéon
p). Por el Corolario 3.1.2 el primer espacio normal como subvariedad del espacio euclideo
coincide con el espacio normal, entonces la codimensién k = N -3 (en RN) estd acotada
k <6 = @ Por el teorema de holonomia normal del Teorema 1.2.3 y lo anterior se
tiene que el grupo de holonomia normal restringido coincide con la representacién isotrépica
de un espacio simétrico irreducible de rango al menos 2 y dimensién a lo sumo 5. Por la
nota 3.3.1 la representacion de la holonomia normal es equivalente a la representacion de
SL(3)/SO(3), por lo que la codimensién de M, en la esfera, es 5 y N = 9. Por el lema 3.2.6
A(®(p)) =SO(TpM) lo que implica la equivariancia. ¢

Teorema 3.3.3. Sea M3 = Hp una subvariedad homogénea de la esfera SN~ de dimension 3, la cual
es substancial e irreducible (como subvariedad de RN). Asiimase que el grupo de holonomia normal de
M es no-transitivo, entonces M es una orbita de una s-representacion.

Demostracion

Del Lema 3.3.2 y la Nota 3.1.5 se tiene que el grupo de holonomia normal como subvariedad
de la esfera es irreducible, no transitivo y N = 9, note que del Corolario 3.1.2 y la Nota 3.1.5 el
primer espacio normal coincide con el espacio normal, la codimensién es maximal y la apli-
cacion & — A es biyectiva; de lo que las hipétesis del Teorema 3.2.9 se mantienen y tal como
en la prueba del citado teorema, esta se mantiene valida hasta (6), continuaremos entonces
con la notacién de dicha prueba, recordar que la tnica diferencia es que el valor propio A,
tiene multiplicidad 1. De lo que la condicién de Dupin 3.2.8 es aplicable para la distribucién
Eq, mas no para E; el cual es para el caso de dimensioén 1.

Observe que el tubo de holonomia M tiene dimensién 5, por supuesto tal como en la sec-
cién 2.3, Ty (Mg) = T,M @ T (DE), por hipbtesis dim(M) = 3y por el Lema 3.3.2 y la Nota 3.3.1
toda orbita focal del grupo de holonomia normal restringido, ®(p) ~ SO(3), tiene dimensién 2
(y es isométrica a la subvariedad de Veronese V, la cual es el espacio proyectivo de dimensién
2).

Por el [BCO, Teorema 6.2.4, parte (2)], H c SO(9) actuando (extrinsecamente) por isometrias
sobre M. Mds aun la proyeccién m: Mg - M es H-equivariente; esto es, 7t(gn) = P(g)m(n)
contn € Mg, ge Hy Y :H - Hhomomorfismo; para el caso = i.

Si H(p + &) = Mg, entonces Mg es una subvariedad substancial e irreducible del espacio
euclideo con rango mayor o igual que 2, del teorema del rango rigido M es 6rbita de una
s-representacion y como M = (Mg)_;z, M es 6rbita de una s-representacién ver nota 3.1.8. Del
lema 3.2.13 se tiene que M es una subvariedad de Veronese (esto puede ser probado del hecho
de que existe un tnico, salvo dualidad, espacio simétrico irreducible de dimensién 5). De lo
que se puede asumir que H(p + &) ¢ M¢. Sea h = Lie(H). Consideremos el subespacio h(p + &)
de T,.£M¢, este subespacio tiene dimension al menos 3 pues dim(M) =3 y 7 es una submer-
sion, esto es d7t(h(p +&)) = hp = T, M. Como el subespacio horizontal H ¢y de T, ¢ Mg tiene
dimensién 3 y dim(T,,¢M¢) =5, entonces dim(H p.e) nh(p+&)) > 1.

Caso (1): Ej(x)+ (HxNnbx) =Hy
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Se puede asumir que x = p + &. Observe que si la igualdad de arriba se tiene para (p + &),
entonces se mantiene para todo q en una vecindad U de (p + &) en Mg.

Usando la notacién del Teorema 3.2.9, las funciones definidas por los valores propios del
operador de forma AE a q (las cuales son diferenciables) son: A (q) de multiplicidad 2, A (q)
de multiplicidad 1y A3(q) = -1 de multiplicidad 2, lo cual es claro pues es asociada al espacio
vertical V4 de dimensién 2, por la condicion de Dupin 3.2.8 aplicada a E;, pues dim(E7) = 2,
y la equivalencia (5) en la prueba del Teorema 3.2.9 se tiene que:

v(A1) =v(A2) =v(A3) =0, para todo v € E1(q)
o escrito de otro modo,

E1(q)(AM1) =E1(q)(A2) =E1(q)(A3) =0.

Ademads si X e b

(X.q)(A1) = (X.q)(A2) = (X.q)(A3) = 0
pues A, £(q) = hA é(q)h‘] para todo h € H ya que H esta contenido en las isometrias del

espacio ambiente y el campo normal paralelo ¢ es H-invariante, que se sigue de como esta
definido el campo y de que 7 es equivariante. Por diferenciacion se obtiene lo deseado.

Por hipétesis para este caso se tiene que:

’Hq(xﬂ = 'Hq(7\~z) = Hq(XS) =0 (10)
para todo g € U.

Como M es (extrinsecamente) homogénea, todos los grupos de holonomia locales, ver Nota
1.3.8, tienen la misma dimensién. Entonces el grupo de holonomia local para todo x € M coin-
cide con el grupo de holonomia normal restringido ®(x).

El transporte paralelo a lo largo de lazos "pequefios”, en base a p produce una vecindad V
del grupo de holonomia local ver [DO], el cual como se vio coincide con ®(p) de tal forma
que p + T¢ € U; de esto en particular y de (10) se tiene que Ag(p +rz) tiene los mismos valores

propios A1(p+&), A2(p+&) y As(p+&) = -1 de Az (), para todo Te V.

Como ®(p) es conexo es ficil y estandar ver que Aé(p +rz) tiene los mismos valores pro-
pios que A E(p+¢) Para T € @(p), por lo que los valores propios de A son constantes sobre
p+®(p).& = ' ({p}), como Hp = M es homogénea H acttia transitivamente sobre M, en-
tonces Hr ' ({p}) = Mg, al ser &, H-invariante se concluye que los valores propios de AE
son constantes sobre M. Por supuesto & es no-umbilical, pues A tiene tres valores propios
(constantes) distintos, entonces de [DO] (ver [BCO, Teorema 5.5.8]), M; tiene curvaturas prin-
cipales constantes.

Como M = (Mg)_; tiene curvaturas principales constantes por el Teorema 2.3.5 todo tubo
de holonomia principal es isoparamétrico. Sea M principal, como M no es una hipersuperfi-
cie de la esfera, pues por hipétesis el grupo de holonomia normal en el espacio euclideo es
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no-transitivo sobre el complemento ortogonal del vector posicién, entonces por el teorema de
Thorbergsson, Teorema 2.3.14, M es 6rbita de una s-representacién de lo que M es 6rbita de
una s-representacién y concluye la prueba para el caso (1).

Caso (2): Eq(x)+ (Hx nbx) ¢ H para todo x € Mg.

La prueba del teorema se partird en varios casos dependiendo de la dimensién de H. En
principio como dim(M) = 3 y H actta transitivamente sobre M dim(H) > 3, como la accién de
H sobre M es efectiva pues M es substancial entonces dim(H) < 6, de lo contrario si h e H'y
acttia trivialmente sobre M entonces éste acttia trivialmente sobre el espacio (afin) generado
por M, el cual es R?. Pero la dimensién del grupo de isometrias de una variedad Riemanni-
ana de dimensién n esta acotada por w (la dimensién de el grupo de isometrias de un
espacio con curvatura constante n-dimensional), en nuestro caso n = 3 y dim(H) < 6.

H no puede ser abeliano, en efecto si H es abeliano, como la dimensién del espacio ambi-
ente es impar igual a 9, el subgrupo conexo H c SO(9) debe fijar un vector v, sea v # 0, en tal
caso es claro que toda 6rbita Hq esta contenida en el subespacio afin q + {v}* de lo que en
particular M = Hp no es substancial y se llega a contradiccién.

Si dim(H) = 5 entonces el grupo de isotropia H,, tiene dimensién 2, pues dim(H/H,) =
dim(M) = 3, luego H,, es abeliano, recordar que H, c SO(T, M) ~ SO(3) via la representacién
isotrépica, pero SO(3) tiene rango 1 por lo que no tiene ningtin subgrupo abeliano de dimen-
si6n 2. Una contradiccién, de lo que dim(H) # 5, de lo que resta ver los casos para los que
dim(H) = 6,4, 3.

(a) dim(H) = 6. En este caso se tiene que (H; ), = SO(3) pues dim(H,,) = 3. Como SO(3)
es simple, la representacién slice o, de (Hp). a v,(M) debe ser trivial o la imagen tiene di-
mension 3. En el primer caso se tendria que A, = Apy, = hA h™! para todo h e (Hp)o, Ay
operador de forma arbitrario de M a p; de lo que A,, es multiplo de la identidad entonces M3
serfa una subvariedad umbilical de S8 c IR? en particular no seria substancial y se llegaria a
una contradiccién.

Supéngase que la dimensién de la imagen de la representacion slice es 3. Por el Corolario
3.1.7, 0p((Hp)o) c @(p), donde @(p) es el grupo de holonomia normal restringido de M3
como subvariedad euclidea. Como dim(®(p)) = 3 se concluye que o, ((Hp)o) = @(p), en-
tonces cualquier tubo de holonomia es una H-6rbita. En particular si es principal, los cuales
tienen espacio normal plano, pero los tubos de holonomia son subvariedades substancial e
irreducibles del espacio euclideo, con codimensién al menos 3, pues @ (p) actia sobre el es-
pacio normal v, (M) de dimensién 6 con cohomogeneidad 3. Entonces, por el teorema de
Thorbergsson, Teorema 2.3.14 cualquier tubo de holonomia es 6rbita de una s-representacién
de lo que M3 es 6rbita de una s-representacién, Nota 3.1.8, y del Lema 3.2.13 M3 es una sub-
variedad de Veronese.

Algunos detalles que se usaran a continuacién acerca de los grupos compactos de dimen-
sién menor que 4 se pueden ver en el apéndice D.

(b) dim(H) = 4. En este caso dim(Hy,) = 1, de nuevo esto es claro ya que dim(M) =
dim(H/Hp) = 3, entonces como en (a) si la representacion slice es trivial, todos los oper-
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adores de forma conmutan con (H), ~ S', una contradiccién pues la familia de operadores
de forma es Sim(T,M).

Considérese entonces el caso en que la representacion slice es no trivial, para esto se usardn
los resultados de [O3] (ver [BCO, Teorema 6.2.7] ) més especificamente la [O3, Proposicion 2.4]
usada para la prueba del teorema de holonomia de Simons de dicho articulo citada como: Para
una subvariedad euclidea M™, irreducible, substancial y H-homogénea con n > 2, las proyecciones sobre
el espacio normal v, (M) de los campos de Killing (Euclideos) dados por los elementos de b = Lie(H),
pertenecen al dlgebra de holonomia normal g.

Para el caso dim(h) =4 y dim(g) = 3 entonces debe existir 0 # X € hj tal que su proyeccién es
trivial sobre el espacio normal, este X no puede estar en el dlgebra isotrépica pues se asumid
que la representacién slice de (Hp)o =~ S' es no-trivial, esto implica que 0 # X.p € T, M.

Considérese & el campo normal paralelo H-invariante de M. Como sabemos (Mg)_; = M
(M es una variedad focal paralela de My).

Como X se proyecta trivialmente sobre v,(M), X.q € Hq, para todo q € (p+ @(p)&) =
(' ({p}))q © Mg, de lo que X.q € Hq nhq; como dim(E;(q)) =2y dim(Hq) = 3 y por hipote-
sis(caso 2), E1(q) + (HqNnbq) ¢ Hq, entonces (Hqnhq) € E1(q) de lo que X.q € E1(q) para
todo qe (p+@(p)é&).

Considérese la curva y(t) = exp(tX)p de M3 con y'(0) = Xp # 0. Sea q € (p + D (p)&) y
P(t) el transporte paralelo normal de (q-p) € vp(M) a lo largo de y(t). Como &(q) =p—q
entonces E(y(1) + (1)) = m(v(1) + (£)) ~Y(£) ~ b(t) = ~b(t)(ver que Mg = Mq_p).

Por la férmula del tubo Lema 2.2.7 (en la notacién se permutan los objetos, pues para el
caso M es paralela focal a Mg).

i X -1
Atap) = Ata-p)ly ((1d=Aqp))ln)
Se tiene que E1(q) es un espacio propio del operador A(4_p,) de M, por otro lado d7t(E1(q)) =
(Id-A;)(E1(q)) c E1(q), como & es H-invariante y £(q) = —(q - p),

dre(X.q) exp(tX)q + &(exp(tX)q))

d
E“FO(
(exp(tX)q + (exp(tX)(q -p)))

dt ’tO
=Xp

por lo que X.p es valor propio de todos los operadores de forma Aq_,) de M tales que
qe(p+0(p)&). Sin perder generalidad se puede asumir desde un comienzo que & es per-
pendicular al vector posicién p; como @(p) actta irreduciblemente sobre {p}* es claro que
span{®(p)&} = {p}*, de lo anterior y por linealidad del operador de forma X.p es vector
propio de todos los operadores de forma de M en p. Lo que es claramente una contradiccién
pues la familia de todos los operadores de forma en p es Sim(T, M)
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(c) dim(H) = 3. En este caso es excluido el caso en que H es abeliano por las observaciones
anteriores, entonces H es simple con cubrimiento universal Spin(3). En este caso claramente
la isotropia es finita, veremos que con la suposiciéon para este caso (caso 2), se llega a una
contradiccion.

Note que M debe ser compacto. El grupo de holonomia ®(p) también es compacto; en
efecto la componente conexa a la identidad es ®(p), el grupo de holonomia normal re-
stringido que es compacto 1.2.3, ®(p) esta contenido en el grupo compacto N(®(p)), el nor-
malizador de ®(p) en O(v,(M)). Note que (N(D(p))). = ®(p), pues ®(p) acttia como una
s-representacion, ver [BCO, lema 6.2.2], entonces @ (p) tiene un numero finito de componentes
conexas, de igual forma @ (p).£. Esto implica que M; es compacto.

Como M esta contenido en una esfera, M; esta contenido en una esfera. Si 1 es el vector
posicién de Mg, obviamente 1 es un campo normal paralelo umbilical pues A, = ~1d, si se
adiciona a & un multiplo constante de 1 se obtiene un nuevo campo normal paralelo donde el
operador de forma tiene asociada la misma distribucién como en Ag, si se toma el multiplo
constante suficientemente grande (y usando la compacidad de M) las tres funciones asoci-
adas a los tres valores propios se pueden asumir positivas en todo punto, por esta construccion
podemos asumir desde un comienzo que para £, A} nunca se anula.

La aplicacién Cdustica p de Mg en RY, definida como q — q+ (A1(q)) '&(q) tiene rango
constante pues Ker(dp) = E1 de dimensién constante 2, por la condicién de Dupin 3.2.8 A es
constante a lo largo de toda variedad integral Q;(q) de E;. Observar que A, es constante a
lo largo de Q1(q) por la equivalencia (5) en la prueba del teorema 3.2.9 y A3 es constante, en
particular a lo largo de Q1 (q).

Sea M = M¢ /&7, el cociente de Mg por la familia &5 de variedades integrales (maximales)
de E; obtenido por la identificacién de puntos contenidos en la misma variedad integral de
la distribucion, y sea 7t : Mg - M la proyeccion canénica. La distribucion Eq es H-invariante
pues & lo es, asi la accién de H sobre Mg es proyectada a una accién sobre M, de esta forma
7t es H-equivariante, del Lema 3.3.4 que se verd posterior a esta prueba se tiene que M es una
subvariedad inmersa de R? de dimensién 3 y compacta, via la proyeccién p de p a el espacio
cociente (compacto) M.

Vea que p es H-equivariante pues ¢ lo es, entonces como 7 es H-equivariante, la inmersion
p: M - R’ es H-equivariante.

Entonces, reescribiendo M; tiene las siguientes fibraciones H-equivariantes.

0—->O(p).&E > Mg M -0 (fibracion del tubo de holonomia)

0->Q—> Mg TM -0 (fibracion caustica)

donde Q es una (arbitraria) variedad integral de E; y M la variedad cociente obtenida de
M sobre la componente conexa de las fibras de 7: Mz — M (las cuales son 6rbitas del grupo

de holonomfa normal restringido ®(p), p € M). Nosotros tenemos que M es un cubrimiento
finito de M.
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Ahora usaremos la fibracién del tubo de holonomia y la fibracién cdustica para llegar a
contradiccién para el caso (2) si H ~ Spin(3). La prueba se seguira por pasos.

1. sea P 5 N una fibracién y supongamos que las fibras 7' (p) para p € N son conexas, sea
¢ : [0,1] = N una curva cerrada en N, con c(0) = c¢(1) = p, sea q € ' (p) témese
¢ el levantamiento horizontal de ¢ en P con ¢(0) = q, esto es wo¢ = ¢, ver [KN1,
capitulo 2, seccién 3]. Como las fibras en P son conexas, se puede tomar una curva
1:[0,1] » ' (p) c P tal que t(0) = q y ©(1) = &(1), considerese la curva ¢ = ¢ - T, esta es
una curva cerrada en q con 7t(¢) homotopica a c.

11. En la fibracion del tubo de holonomia las fibras tienen grupo fundamental finito pues
son espacios proyectivos (reales) de dimension 2, los cuales tienen grupo fundamental
finito. Mas atin, el espacio base M tiene grupo fundamental finito pues es una 6rbita con
isotropia finita del grupo Spin(3) ~ S3. Entonces, M; tiene grupo fundamental finito.

111. Finalmente considérese la fibracion caustica, por [II] Mg tiene grupo fundamental finito
y las fibras de esta fibracién son conexas, de lo que [I] aplica, esto es, para toda curva
c:[0,1] - M, con c(0) =c(1) =p e My qen'(p) existe una curva ¢’ : [0,1] - Mg,
con c¢’(0) =c’(1) = q tal que 7t(c”) es homotépica a ¢, como 7 envia clases de homotopia
en clases de homotopia, c es arbitraria y Mg tiene grupo fundamental finito entonces
M tiene grupo fundamental finito, claro a el punto q, sean [c}],[c}], ..., [ci.] las difer-
entes clases de homotopia, si ¢ arbitraria como antes ¢’ es homotdpica a c; para algin
i=1,..,k sea A; el subconjunto de curvas cerradas a p, tal que c € A; sic’ € [c{] entonces
todas las curvas de A; son homotdpicas, pero A uU...u Ay unién finita, es la unién de
todas las curvas cerradas a p, lo que implica que M tiene grupo fundamental finito.

Del Lema 3.3.5 el grupo fundamental de M no es finito, lo que contradice [II1], esto implica
que en el caso (2) no se puede tener que H ~ Spin(3) lo que finaliza la prueba del teorema. ¢

Lema 3.3.4. (ver [DO, Proposicién 2.4.1). Sea M una subvariedad inmersa y compacta de RN la cual
esta contenida en la esfera SN1. Sea & un campo normal paralelo a M tal que los valores propios del
operador de forma A tienen multiplicidad constante sobre M. Sea A : M. - IR una funcién de valores
propios de A la cual es asociada a la distribucién propia (integrable) E que tiene dimension constante
al menos 2. Sea £ la familia de variedades integrables (maximales) de E. Asiimase que la funcién A
nunca se anula, entonces:

i). Toda variedad integral Q € £ es compacta.

ii). El espacio cociente M/E es una variedad compacta y la proyeccién : M - M es una fibracién
(en particular, una submersion).

iii). La aplicacion Caustica p: M~ RN, p(q) = q + (A(q)) "' &(q) proyecta una inmersién p - M —
RN, estoes, p=pom
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Demostracién

De la condicién de Dupin se tiene que A es constante a lo largo de toda variedad integral de
E. Considerar la aplicacién caustica p, como Ker(dp) = E, entonces dp tiene rango constante,
por la forma local de una aplicacién de rango constante, ver [Bo, Nota 4.2], y la compacidad
de M se tiene que existe un cubrimiento abierto y finito Uy, ..., U4; de M tal que para todo
i=1,.,d,y q,q" €V; se sigue que:

p(q) =p(q’) siysolosiqy q’ estin ambas en la misma variedad integral de E|y,.

Se sigue que toda variedad integral (maximal) Q de E debe ser cerrada y por tanto un sub-
conjunto compacto de M. Mas atin, por la equivalencia anterior la foliaciéon £ es una foliacion
regular, en el sentido de Palais [P].

Para probar que el espacio cociente es una variedad se debe probar que el cociente es
Hausdorff. Sea E* la distribucién ortogonal con respecto a la métrica inducida por el espacio
ambiente sobre M. Se define una nueva métrica (-,-) sobre M cambiando la métrica inducida
sobre la distribucion E* en tal camino que p es localmente una submersién Riemanniana sobre
su imagen. Sea:

o (EEY)=0
e (.,-) coincide con (+,-) cuando se restringe a E.

* d|qp es isometria lineal para (E') sobre su imagen.

Tal métrica es (bundle-like) métrica en el sentido de Reinhart[Re], como M es compacta
(-,-) es una métrica Riemanniana completa, ver [KN1, Capitulo IV, Corolario 4.4] entonces por
[Re, Corolario 3, Pagina 129] el espacio cociente M es Hausdorff y 7t es una fibracién [DO,
Proposicién 2.4, Pdgina 83] y entonces se tiene que p proyecta una inmersién p : M - RN y
p=poT o

Lema 3.3.5. Bajo la hipétesis del teorema 3.3.3 y la hipdtesis del caso (2), en la prueba del mismo,
asumiendo en adicion que H = Spin(3) entonces:

- La accién de H sobre M tiene todas las 6rbitas de dimension 2.

- el cubrimiento universal M de M es un producto con un factor igual a una recta real; de lo que el
grupo fundamental de M no es finito.

Demostracion

Como £ es H-invariante entonces cualquier distribucién propia de Ag es H-invariante, de
lo que la accién de H sobre M; es proyectada naturalmente sobre M. Si q € Mg entonces
el subespacio hq c TyM¢ de dimension 3 debe intersecar de manera no trivial al subespacio
horizontal de dimensién 3, Hq, ya que dim(Mg) = 5. Como se asume la hipétesis del caso
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2, {0} # (hqnHq) ¢ E1(q). Notese 7 la proyecciéon de Mg en M. Como la accién de H es
proyectada en M se puede considerar Hgq el grupo de isotropia de H a el punto g = 7t(q) € M.
Sea hq = Lie(Hg ), entonces se tiene que

hg={Xebh:X.q" €E1(q")}
para todo q’ € (=)' (7({q})).

Si dim(hq) = 3 entonces hq = h de lo que H deja invariante la variedad integral de dimen-
si6n 2, S1(q) de Ey a q. En particular Hq tiene dimensién positiva, pero Hq c Hy(4) donde
H(q) es el grupo de isotropia de H al punto 7t(q) € M3 = Hp, lo que es contradictorio pues
H = Spin(3) en particular dim(H) = 3 y dim(M) = 3.

Observe que dim(hq) # 2 de lo contrario hg es un ideal de b, pero h es simple y se llega a
contradicciéon. Aqui se usa que una subalgebra de Lie de codimensién 1 en una algebra de Lie
que admite una métrica bi-invariante debe ser un ideal.

Entonces tenemos que dim(hq) = 1 para todo q € Mg, lo que implica que todas las H-6rbitas
en M tienen dimension 2, lo que prueba 1).

Se define ahora una métrica auxiliar sobre M, que varia a lo largo de las H-6rbitas la métrica
(-,-) inducida por la inmersién p.

Como la H-érbitas en M tienen dimensién 2, H acttia con cohomogeneidad 1 sobre M,
entonces [BCO, Proposicion 3.2.9], H actiia de manera localmente polar. En particular la dis-
tribucién 1-dimensional D sobre M perpendicular a las H-6rbitas es autoparalela. Si § € M
entonces sobre la 6rbita Hg se asocia la métrica normal homogénea, es decir, la métrica asocia-
da a la descomposicién reductiva B,

h=hqgo(hg)"
donde el complemento ortogonal es calculado con respecto a la métrica bi-invariante sobre

b.

Se define (,-)' como sigue:
’ <'/'>’|D = (’/')lD

- (U, D)’ =0, donde U es la distribucion dada por el espacio tangente de las H-6rbitas sobre

M
- () luy, coincide con la métrica normal homogénea de Hg para todo g sobre M.

Como M es compacta Lema 3.3.4, (-,-)" es completa [KN1, Capitulo IV, Corolario 4.4]. De
igual manera se nota por (-,-)’ el levantamiento de esta métrica al cubrimiento universal M de
M. De lo que (M, (-,-)’) es una variedad Riemanniana completa. Sean / y D los levantamien-
tos a M de las respectivas distribuciones U y D; levantese la H-accién sobre M a M. Como
M es simplemente conexo, la distribucién 1-dimensional Des paralelizable; esto es, existe un

campo no nulo X de M tal que R.X = D. Considérese Z = ->-

IX] donde |- | es la norma con
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respecto a (-,-)’. El flujo ¢ asociado a Z es una isometria a todo t, de lo que Z es un campo de
Killing A. Entonces (V.Z,-)’ es antisimétrica en particular (V,Z,v)’ = 0 (ecuacién de Killing A),
para todo vector v tangente en /. Pero si A es el operador de forma de la 6rbita Hx, x € M,
de la formula de Weingarden (A5v,v)’ = (V,Z,v)" = 0. Entonces U = D* es una distribucién
autoparalela, pero dos distribuciones autoparalelas complementarias ortogonalmente deben
ser paralelas y por el teorema de descomposicion de De Rham [KN1, Capitulo IV, Teorema
6.2], M es un producto de espacios simplemente conexos; como una de las distribuciones es de
dimensién 1, entonces M =R x M/, en particular M no es compacto pero M si lo es, entonces
el grupo fundamental no puede ser finito. ¢

Para finalizar, muchos de los resultados de esta seccién pertenecen al trabajo de tesis, pero
resultaron como postulados de empalme para el verdadero objetivo de este trabajo que se
simplifica en los siguientes tres enunciados concluidos anteriormente:

Proposiciéon A. Sea M™ una subvariedad del espacio euclideo. Asiimase que para todo punto de M
el grupo de holonomia normal local y el grupo de holonomia normal restringido coinciden (o, equivalen-
temente, la dimension de los grupos de holonomia normal locales es constante sobre M, en particular
para variedades homogéneas 1.3.8). Sea p € M y k el numero de de factores irreducibles (no-triviales)
de la representacion del grupo de holonomia normal restringido ®(p) sobre vy, (M). Entonces k < [ 5],
donde [ ] es la parte entera de 3.

n(n+1) . o .

Teorema B. Sea M™ c S™ "~ 7 una subvariedad substancial, irreducible y homogénea; con
n > 3. Entonces, M es una subvariedad de Veronese si y solo si el grupo de holonomia normal res-
tringido actiia de manera irreducible y no-transitiva sobre el espacio normal.

Teorema C. Una subvariedad M3 substancial, irreducible y homogénea de la esfera, de dimensién
3, tal que el grupo de holonomia normal es no-transitivo debe ser drbita de una s-representacién, mas
ain una subvariedad de Veronese o una érbita principal de la representacion isotropica de SL(3)/SO(3).

La Proposicién A es la Proposiciéon 1.3.11.
el Teorema B se sigue de la Nota 3.1.4, el Teorema 3.2.9 y el Teorema 3.3.3.

El Teorema C se sigue del Teorema 3.3.3, el Lema 3.2.13 y la Nota 3.1.1.

3.4 EXTENSION DEL PROBLEMA PARA SUBVARIEDADES MINIMAS

Una subvariedad Riemanniana M de una variedad Riemanniana arbitraria es llamada sub-
variedad minima si el vector de curvatura media se anula a cada punto, o en otras palabras,
diremos que M es minima si para todo p € M y todo & € v, (M) se tiene que la Traza(A;) = 0.
En particular no existen subvariedades minimas del espacio euclideo que no sean compactas
[KN2, Capitulo VII, seccién 5]. El propoésito de esta seccion es extender el Teorema B de la
seccién anterior para subvariedades minimas sin asumir la hipétesis de homogeneidad. Este
es de hecho el Teorema D citado en la introduccién.

Teorema 3.4.1. Sea M™, n > 3, una subvariedad completa, substancial e irreducible (inmersa) de

Sn—] +n(T}+])

. Entonces, M™ es (salvo cubrimiento) una subvariedad de Veronese si y solamente si es



3.4 EXTENSION DEL PROBLEMA PARA SUBVARIEDADES MINIMAS

una subvariedad minima y el grupo de holonomia normal restringido ®(q) actiia irreducible y no-
transitivamente.

Demostracién Sea p € M tal que para el tensor de curvatura normal adaptado R*(p) # 0
o de manera equivalente que R*(p) # 0. Considérense los sistemas de holonomia irreducibles
y no-transitivos [vp, R (p), @(p)] y [Sime(TpM),R,SO(TyM)]. De la Proposicién 3.2.5, la
ecuacion del tensor adaptado 1.3 y como M es minima; si AP denota el operador de forma a
p entonces AP : v, (M) - Sim, (T, M) es una homotecia y AP®(p)(AP)~! = SO(T,M).

P

son los mismos.
d(m)

Esto implica, que si ¢ € ®(p), los autovalores de A y A

Sea U una vecindad contréctil (en particular simplemente conexa) de p € M tal que R* no
se anula sobre U, sea p’ e Uy y:[0,1] - U una curva diferenciable de p a p’ y T¢ el transporte
normal paralelo a lo largo de y[¢ ] Se sabe que T ®(p)(te) "' = O(y(t)). Témese & € v, (M)
de tal forma que AE € Sim, (T, M) tiene exactamente dos autovalores, A; = % de multiplicidad
2y Ay = n_—jz de multiplicidad (n -2).

De nuevo, por lo anterior AY() : Vy ) = Sim(T,)M) aplica @ (y(t)) en SO(T,)M). En-
tonces, la homotecia:

gt = AYW ot 0 (AP) 7 Sim, (T, M) — Simo (T, (1yM)

aplica el grupo SO(T, M) en SO(T, M). De lo que g aplica el grupo de isotropia SO(T, M) AP =

v(t)
T (&)
v(t)
An(é) €

S(O(2) xO(n-2)) en el subgrupo de isotropia SO(T, (1yM) v« - Esto implica que A
(&)

tiene dos autovalores, sean A} de multiplicidad 2 y A} de multiplicidad n -2, como

Sim, (T, (tyM), entonces, A5 = —%7\’1‘.

ATio)
?\% # 0. Ver que si v es una curva cerrada a p, entonces t1 € @. Como se vio anteriormente
esto implica que los autovalores de AE y los de AE1 (g) SON los mismos, por lo que a(t) de-
pende solamente de y(t). Entonces existe una funcién diferenciable no-nula f : U - R tal que
a(t) = f(y(t)). Ver que f(p) = a(0). Manteniendo la notacién como en la prueba del Teorema
3.2.9, prueba que se modificara en lo que sigue, sea U el respectivo tubo de holonomia como
en la prueba citada. Se tiene el campo normal paralelo & de Ug. Los autovalores del operador

de forma A; a q € Ug estan dados por :

De lo que, los dos autovalores de son constantes salvo multiplicacién por a(t) =

f(r(q))

M (@)= T ()

asociado a la distribucién horizontal E; de dimensién 2.
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asociado a la distribucién horizontal E, de dimensién n - 2.

Y el tercer autovalor (constante) de Aé, A3 = -1, asociado a la distribucién vertical V, tan-
gente a las 6rbitas normales. Por la condicién de Dupin 3.2.8; d(A7)(Eq) = 0, lo que implica
que :

d(ferm)(Er) =0 (*)

Recordar que sin > 3, lo mismo es vélido para la distribucién E;; pero no es asi en el caso en
que n = 3. Por lo que aqui no asumiremos este hecho, con el fin de hacer una prueba conjunta.

Por la férmula del tubo, como en la prueba del Teorema 3.3.3, caso (2)(b); dm(E1(q)) = E1(q),
como subespacio del espacio ambiente. Més atin, E;(q) es un autoespacio de A q_r(q) = Ag(q),
donde A es el operador de forma de M (quitando el indice superior 7t(q) de A).

Sea q € Ug con 7t(q) = p y sea V el subespacio de T,M el cual es generado por E;(q’), con
q’ € @(p)qg=m"({p}).

Si V = Ty M, entonces de (*), df(T,M) = {0}. Si V esta contenido propiamente en T, M, sea
0 # v e V', se llegard a una contradiccion para este caso. En efecto, el operador de forma de
Aq4/—p tiene solo dos autovalores, como v es perpendicular al auto espacio E;(q’) de Aq/—p,
entonces v es un autovector del operador de forma, para cada q’ € ®(p)q. Observe que el es-
pacio lineal generado por ®(p)q es V,(M), como q’ # 0 y ®(p) actta irreduciblemente sobre
el espacio normal. Entonces v es un autovector comun para todos los operadores de forma
An,Mevp(M). Pero A : v, (M) — Sim, (T, M) es un isomorfismo, lo cual es una contradiccién.
Por lo que df(T,M) = {0}, y lo mismo es valido para todo p’ € U, de lo que f = f(p) = % es
constante sobre U.

Entonces, los autovalores A1, A2, Az son constantes sobre U;, de lo que £ es un campo nor-
mal paralelo isoparamétrico (no-umbilical) de U;. Del [BCO, teorema 5.5.2], Uz y en tanto
U tienen curvaturas principales constantes, probado que Ug es irreducible localmente y subs-
tancial alrededor de algtin punto q € 7' ({p}). Note que el grupo de holonomia normal
local a p coincide con el grupo de holonomia normal; en efecto, el sistema de holonomia
[Vp(M)], %" (p), @(p)] es irreducible y no-transitivo, por el teorema de Simons 1.2.6, éste es
simétrico. Mas atn, Lie(®(p)) es generado linealmente por los endomorfismos mém (p)- Lo
cual implica que el grupo de holonomia normal local a p coincide con el grupo de holonomia
normal restringido ®(p). Entonces, el rango local de M, como subvariedad del espacio eu-
clideo es 1, de lo que M es irreducible localmente y substancial alrededor de p y entonces Uz
es substancial e irreducible alrededor de cada punto q € ' ({p}).



3.4 EXTENSION DEL PROBLEMA PARA SUBVARIEDADES MINIMAS

Entonces U es una subvariedad con curvaturas principales constantes. Como el grupo de
holonomia normal de M es no-transitivo sobre la esfera del espacio normal, cada tubo de
holonomia principal, el cual es isoparamétrico, tiene codimensién al menos 3 en el espacio
euclideo, del teorema de Thorbergsson 2.3.14 U es una 6rbita de una s-representacion.

Entonces, ||93*] es constante sobre U, de lo que |93*| es constante sobre Q, la componente
conexa del subconjunto abierto {p € M : ®R*(p) # 0}. Pero si p’ € M es un punto limite de Q,
por continuidad R*(p’) # 0. Esto implica que Q debe contener a p’. Lo que prueba que el
abierto () es también cerrado en M. Entonces M tiene curvaturas principales constantes, en
particular su imagen bajo la inmersién isométrica, es una subvariedad embedding con curvat-
uras principales constantes. Mas atin, por Thorbergsson es una 6rbita de una s-representacion
irreducible . Del Lema 3.2.13 la imagen de M es una subvariedad de Veronese.

El reciproco es valido por la nota C.0.4 i) y ii). ¢

Como se mencioné en la Introduccién, la hipétesis de homogeneidad o de ser minima
no pueden quitarse, pues si se aplica un difeomorfismo conforme de la esfera la holonomia
normal se conserva pero la subvariedad deja de ser minima (y por consiguiente no puede ser
una subvariedad Riemanniana de Veronese).
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GRUPO DE ISOMETRIAS Y CAMPOS DE KILLING

Sea M variedad Riemanniana, sea f : M - M un difeomorfismo, este es llamado isometria si
(f.X, £.Y) = (X,Y), para todo X,Y € T,M, p € M donde f. es la diferencial de f a p, si M es
conexo y f : M - M funcién continua, sobreyectiva, entonces, ésta es isometria si y solo si
d(f(p),f(q)) = d(p,q), para todo p,q € T,M, para M conexo. Las isometrias estdn comple-
tamente determinadas por su valor y su diferencial en un punto cualquiera, esto es , si g, f
isometrias de M variedad Riemanniana, tales que para algin p € M, g(p) = f(p) ¥ 9« [p=f« |p,
entonces f = g. f: M - M se dice que es una isometria local si para cada p € M existen vecin-
dades abiertas U apy V a f(p) tal que f es una isometria entre estas vecindades.

El conjunto de isometrias de una variedad Riemanniana forma un grupo, notado como
I(M) y es llamado el grupo de isometrias de M, dotado con la topologia compacto-abierta, este
resulta un grupo de Lie [B] que actia sobre M como grupo de transformaciones, se denotara
[*(M) la componente conexa a la identidad.

Sea X un campo en M, la variedad no necesariamente Riemanniana, entonces, siempre exis-
te para cada m en M una vecindad abierta U de p, un intervalo (-¢, €), y una aplicacién suave
@:(-€e)xU > M, tal que @m : (—€,€) > M es la tnica curva integral de X a m, tal que
@(0,m) =m, aqui @m = @(,m) [W, Capitulo 1], usualmente se notard también ¢ = @(t,),
siempre que no genere confusién. Las letras t,s supondrdn pardmetros reales, si M es com-
pleta entonces el intervalo es todo R, ¢ es llamado el flujo de M. Nos referimos al conjunto
de todas las ¢ como el grupo monoparamétrico local de X, por supuesto si M es completa éste
forma un grupo de transformaciones, llamado el grupo monoparamérico de X.

Con la notacién anterior X se dice campo de Killing si ¢ es una isometria paracadat e (¢, €),
a los campos de Killing se les suele llamar isomtrias infinitesimales, reciprocamente si se tiene
un grupo monoparamétrico de transformaciones @ que son isometrias sobre M, entonces
éstas definen un campo de Killing X sobre M dado por la relaciéon X, = % ltzo @t(p)- La
proposicién que sigue da una caracterizacion mds precisa de estos objetos.

Proposiciéon A.o.2. Proposicion. [KN1, Capitulo 6]. Las siguientes afirmaciones son equivalentes
sobre M variedad Riemanniana.

i. X campo de Killing.
il. la derivada de Lie en M con respecto a X es nula.
UL (VyX, Z) +(VzX,Y) =0, para todo X,Y € X (ecuacién de Killing).

El conjunto de isometrias infinitesimales notado por i(M), forma un algebra de Lie con
el corchete usual de campos, esto se obtiene inmediatamente de ii, puesto que Lixy] =
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LxLy —-LyLx = 0, con L la derivada de Lie, con lo que [X,Y] € i(M); un importante resul-
tado respecto a la dimensién de esta dlgebra es el siguiente. Si M™ variedad Riemanniana
conexa, entonces dim(i(M)) < @, y si dim(i(M)) = M, entonces M tiene curvatura

constante [KN1, Capitulo 6].

Los campos de Killing estdn completamente determinados por su valor y por la derivada
covariante a cada punto, en particular, si X es un campo de Killing tal que X, =0y (VX)p =0
para algtn p, entonces éste es nulo en todo M.

Témese TM el conjunto de los vectores tangentes para los cuales, yx (1) esta definido, TM ¢
TM, si M completa de lo anterior TM = TM, definase la aplicacion:

exp: TM » M, X = yx(1).

Se llamar4 la exponencial, para cada p € M se denota la restriccion a TM.n T, M por exp,,,
esta aplicacion resulta un difeomorfismo de alguna vecindad abierta de 0 € T,M a alguna
vecindad abierta de p € M.

Sea ey, ...,en una base ortonormal en T, M, la aplicacién (x1,...,Xxm) = expp(Z{L xiei) de-
fine coordenadas locales de M en alguna vecindad a p, estas coordenadas son llamadas coor-
denadas normales.

Si M tiene un numero finito de componentes conexas entonces Lie(I(M)) ~ i(M), la iden-
tificacién es la siguiente. Sea g = Lie(I(M)) si X € g, entonces se define X* sobre M por
X5 = % lt=0 exp(tX)(p), p € M que satisface [X,Y]* = -[X*,Y*], de lo que definiendo el alge-
bra g con vectores invariantes a derecha en vez de vectores invariantes a izquierda, se tiene
que X - X* es un isomorfismo de algebras de Lie g - (M).



CONCEPTOS BASICOS SOBRE VARIEDADES HOMOGENEAS Y
ESPACIOS SIMETRICOS

Sea G un grupo de Lie y K un subgrupo cerrado de G. Se denota G/K el conjunto de clases
laterales de K en G, G/K = {gK | g € G}, y sea m la proyeccién canonica 7t: G - G/K, g - gK.

G/K es dotado con la topologia relativa a 7, esto es, la que hace a 7 continua, como K es
cerrado en G, G/K es Hausdorff y existe una tnica estructura diferenciable que hace a 7t una
aplicacién diferenciable, si K es un subgrupo normal de G entonces G/K es grupo de Lie con
la multiplicacién usual de clases laterales.

Sea M una variedad arbitraria, G un grupo de Lie y n: GxM — M una accién suave a
izquierda, la accién es llamada efectiva, si e es el tnico elemento de G para el cual e es la iden-
tidad de M, donde e es la identidad de G. La accion es llamada transitiva si para cualesquiera
m,n en M existen un o en G tal que ng(m) =n,seame M, G, = {0 € G |ng(m) = m},
es llamado el grupo de isotropia a m, que resulta un subgrupo cerrado de G, la accién de n
restringida a Gy, da una accién de G, sobre M, con punto fijo m y se tiene la representacion
o: Gy »> Aut(T,yM) donde «(0) = dng | Tm M.

El grupo «(Gm, ) de transformaciones lineales de T,, M es llamado el grupo de isotropia lineal
amy « la representacion isotropica.

Volviendo al caso inicial, si K es un subgrupo cerrado de G entonces la accién G x G/K —
G/K, (g91,92K) = (g192)K, es una accién transitiva de G sobre G/K cuya estructura esta car-
acterizada por las propiedades de la accién. El reciproco es valido y estd establecido en el
siguiente teorema.

Teorema B.o.3. Teorema [W]. Sean : G x M - M una accién suave de G sobre M; M variedad, sea
m e M entonces la aplicacion (3 : G/Gm — M dada por f(0Gm) =no(Mmo) es un difeomorfismo.

En este sentido siempre se identifica a M con el cociente G/Gp, si M es una variedad y
G grupo de Lie que acttia transitivamente sobre M; se dice que M es un espacio homogéneo o
mas precisamente un G-espacio homogéneo. Si M es un G-espacio conexo, entonces G* también
actda transitivamente sobre M.

Sea M = G/K un G-espacio homogéneo; sean g, £, las respectivas algebras de lie de G y K
y sea m el complemento ortogonal de £ en g, de lo que en particular g = £+ m y se tiene un
isomorfismo de m en ToM dado por T.e |m: m = ToM donde m: G - G/K es la proyeccion
canodnica, 7. es la diferencial de 7t a e, con e la identidad de G, de lo que el tangente de M a
0 se puede identificar con elementos del algebra de lie g.

Sea Ad : G - GL(g) la representacién adjunta de G, esto es, g - Ig.e donde Ig.. denota
la diferencial de I4 a e con I4 el automorfismo interno, esto es, I4(T) = ng‘]. Entonces
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el subespacio m se dice Ad(K)-invariante si Ad(K)m c m para todo k € K, si m es Ad(K)-
invariante para k € K la diferencial de @y a 0, con @, : M - M, p — kp tiene la expresiéon
QPr+0 = Ad(k) | m.

Un espacio homogéneo G/K es llamado reductivo si existe un subespacio lineal Ad(k)-
invariante m de g tal que g = ¢+my ¢nm = {0}, en tal situacion la descomposicion g = £ +m,
es llamada descomposicién reductiva.

Para G/K espacio homogéneo se denota ¢ : K - GL(ToM), k - @0, la representacion
isotrépica de G/K y ¢(K) c GL(ToM) es llamado el grupo de isotropia lineal de G/K. En oca-
siones se suele omitir la letra ¢, siempre que no exista confusion.

Como se vio previamente, en el caso en que G/K es reductivo y g = £ +m la descomposicién
reductiva, la representacion isotrépica coincide con la representaciéon adjunta Ad [x— GL(m)
via la identificacion m = ToM.

Una métrica G-invariante (-,-) sobre M = G/K, es una métrica Riemanniana para la cual @4
es isométrica para cada g € G; esto es G acttia sobre M por isometrias, un espacio homogéneo
M = G/K puede ser equipado con una métrica G-invariante si y solo si ¢(K) es un subcon-
junto compacto de L(ToM, ToM); las aplicaciones lineales de ToyM — ToM. Se sigue que si K es
compacto, G/K admite una métrica G-invariante. (Cada espacio homogéneo Riemanniano es
reductivo). Una variedad Riemanniana homogénea M se dice espacio Riemanniano homogéneo
naturalmente reductivo, si existe un subgrupo de Lie conexo G de I(M), para M = G/K, que
actta transitiva y efectivamente sobre M y una descomposiciéon reductiva g = £ +m del dlgebra
de Lie g de G, donde ¢t es el algebra de Lie del grupo de isotropia K a algtin punto 0 € M, tal
que ([X, Z]m,Y)+(Z,[X,Y]m) =0, con X,Y,Z e m.

Aqui (-, -) es el producto interno sobre m que es inducido por la métrica Riemanniana sobre
My [X,Z]n es la proyeccién canénica sobre m con respecto a la descomposiciéon g = £+ m.
Para maés detalles acerca de espacios homogéneos ver [KN2, Capitulo 10].

Sea M variedad Riemanniana, considérese una vecindad normal coordenada; se puede
tomar una bola abierta B;(p), se denota exp, : [,M - M la exponencial a p, la aplicaciéon
sp * Br(p) = Bi(p), exp(tv) — exp(-tv), que refleja las geodésicas de M a p se llama la
simetria localmente geodésica de M a p. Una variedad conexa se dice localmente simétrica si para
cada p € M se tiene una B, (p) tal que s, es isometria; esto es equivalente a que VR = 0.

Si s, se extiende a una isometria global s, : M — M, M se dice espacio simétrico; esto es
equivalente a decir que existe una isometria involutiva s, de M tal que p es un punto fijo ais-
lado de sy, s}, se llama la simetria de M a p. Si M es espacio simétrico este resulta homogéneo,
no es asi en general para el caso de espacios localmente simétricos.

Sea G un grupo de Lie conexo con un automorfismo involutivo no trivial de G, se denota
por Gs c G el conjunto de puntos en G que son fijos bajo s y G} la componente conexa a la
identidad de Gg, sea K un subgrupo cerrado de G tal que G c K c G definase o« = s.. que es
un automorfismo involutivo de g, con g el dlgebra de Lie de G. Se definen:
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e={xeg|a(x)=x)
p={xeq|a(o)=x}

subespacios lineales de g; p es llamado el complemento ortogonal estindar de € en g. Se tiene
que g = £ @ p(suma directa de espacios vectoriales) y [¢,p] c p, [p,p] c £

Esta descomposicion de g es llamada la descomposicién de Cartan de g con respecto a o y el
par (G,K) es llamado un par simétrico Riemanniano si Adg(K) es un subgrupo compacto de
GL(g) y p es equipado con algtn producto interno Adg (K)-invariante.

Si (G, K) es un par simétrico, el producto interno sobre p determina una métrica G-invariante
sobre el espacio homogéneo M = G/K y la aplicacién de M - M, gK — s(g)K, con s el auto-
morfismo involutivo es una simetria de M a 0 = eK € M, escribase sp; como G/K homogéneo,
supongase que p € M y sea g una isometria en M tal que g(0) = p entonces s, = gso g~' es una
simetria de M tal que g(0) = p, de lo que M es un espacio simétrico.

Reciprocamente, supéngase que M es un espacio simétrico. Sea G = I*(M) la componente
conexa del grupo de isometrias de M, a cada punto 0 € M sea s¢ la simetria de M a0, y Kel
subgrupo de isotropia de G a 0. Entonces s : G - G, g = spgso (recuérdese que 551 =5p), €es un
automorfismo involutivo de G con G} c K c G y el producto interno sobre p, el complemento
estindar de ¢ en g, es Adg(K)-invariante, usando p ~ TyM. De lo que M determina un par
simétrico Riemanniano; el cual resulta efectivo, esto es, cada subgrupo normal de G contenido
en K es trivial. Para ver un estudio mas detallado ver [He] o [KN2, Capitulo 11].

Sea M un espacio simétrico y M el cubrimiento universal, sea M x ... x My, la descomposi-
cién de De Rham [KN1] de M donde M, es isométrico a un espacio euclideo de dim >0y M;
es un espacio simétrico simplemente conexo e irreducible. M se dice semisimple si My tiene
dimensién cero y simple si la descomposicién tiene un tinico factor no euclideo. No es sorpresa
que la definicién no sea fortuita ya que si M es semisimple entonces I*(M) es un grupo de
Lie semisimple, se dird que M es de tipo compacto (o no compacto) si es semisimple y compacto
o respectivamente (no compacto).

Una s-representacion es por definicién la representacion isotrépica de un espacio simétrico,
simplemente conexo y semisimple M = G/K con G = I*(M). El rango de M = G/K es la di-
mension del subespacio abeliano maximal de p en la descomposicion de cartan g = €+ p del
algebra de Lie g de G = I*(M) [He].

Sea (G, K) un par simétrico Riemanniano; tal que G/K es un espacio simétrico Riemanniano
de tipo compacto o no compacto respectivamente. Considérese la complexificacion g€ = € + ig
de la descomposicion de Cartan g = ¢® p de g. Entonces g’ = £ ® ip es una subalgebra de Lie
real de g& con respecto a la estructura de dlgebra de Lie inducida. Sea G’ el subgrupo de Lie
real de G€ con algebra de Lie g/, entonces G’/K es un espacio simétrico, simplemente conexo
de tipo no-compacto o compacto respectivamente, con descomposicion de Cartan g’ = ¢ ® ip
llamado el dual a G/K. Esta dualidad describe una correspondencia uno a uno entre estos
dos tipos de espacios simétricos simplemente conexos; como es explicito la representaciéon
isotrépica de un espacio simétrico semisimple coincide con la del dual, en tal caso para hablar
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de la representacion isotrépica se puede asumir que el espacio simétrico es de tipo compacto.



EMBEDDING DE VERONESE, ISOTROPIA DE SL(n)/SO(n) Y
SUBVARIEDADES DE VERONESE

Sea S™, n > 2 la esfera unitaria del espacio euclideo R™*" y sea R™*! @ R™*! el espacio
de 2-tensores simétricos de R™*! sea h : R™*! ¢ R™*! —» Sim(n + 1) el isomorfismo
usual sobre las matrices simétricas de R™*'. Sea eq, ..., e, la base canénica de R™*'.
Entonces h(e; ® ej) + h(ej ® e;) es la matriz para la cual todos los coeficientes ay,1 = 0
excepto ai,j=aj,i=1sii#jyaii=2sii=j.

La aplicacion de Veronese p : S™ — Sim(n + 1) es definida por p(v) = h(v®v) ver que
(P(v))i,; =vivjdonde v =(vi,...,vns1). Sea (-, -) el producto interno sobre Sim(n + 1)
dado por (A, B) = 1ZTT(A B ') entonces p es una inmersion isométrica. Ver que Tr(p(v)) =1
para todo v € S™, entonces la imagen de p esta contenida en el hiperplano afinde Sim(n + 1)
dado por la ecuacién lineal (-, Id) = %

Sea Sim,(n + 1) las matrices simétricas de traza cerode R™*! ysea p: S™ — Simo(n+1)
definido por:

p(v)=p(v) - — - 1d

p es llamada la inmersion Riemanniana de Veronese a la esfera S™ en Sim,(n + 1). Se tiene

que p y p son O(n + 1)-equivariantes; esto es, si g € O(n + 1) entonces p(v)(gv)=gpg~'.

Esto se deduce facilmente de la ecuacion,

1
~ _ t
p(v) = vt ——1d (+)

para v € R™*! vector columna.

Se puede ver que p(v) = p(w) siy solosi v =+w, entonces p se proyecta a un embedding
O(n + 1)-equivariante isométrico p : RP™ - Sim.(n + 1) llamado el embedding de Veronese
del espacio proyectivo real en las matrices simétricas de traza cero (n+ 1) x (n+1).

Considérese el par simétrico (SL(n+ 1), SO(n + 1)) de tipo no compacto. La descomposi-

ciéon de Cartan asociada a este par es:

sl(n+1)=so(n+1)®Simy,(n+1)
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Entonces la representacion isotrdpica (irreducible) de X = SL(n +1)/SO(n + 1) es identi-
ficada naturalmente por la conjugacién de SO(n + 1) sobre Sim,(n + 1) (notar que si n es
impar, para que la accién sea efectiva es necesario dividir SO(n + 1) por el grupo {+1d}).

Como p es O(n + 1)-equivariante entonces la imagen de p es p(RP™) = SO(n + 1)p(v) para v
arbitrario en RP™; se puede tomar en particular v = [(1,...,0)], de (*) se tiene que p(v) = (ai),
con (aji;) matriz en Sim,(n+1) tal que a;; =0sii#j; a;;=1- ﬁ Y Qi = —ﬁ sii# 1.
En otras palabras p(v) = S es una matriz de Sim,(n + 1) con exactamente dos valores propios;

1

- —7 de multiplicidad 1 asociado al autoespacio Re; y —ﬁ de multiplicidad n asociado

al autoespacio (Rej)*.

Sea S’ € Sim,(n + 1) con exactamente dos valores propios A; de multiplicidad 1y A, de mul-
tiplicidad n, asumase que |S’| = |S| (tienen la misma longitud). Se puede ver que A; = 1 - -1
Ay = —nL oA =-1+ ﬁ, A2 = %; en el primer caso S’ € SO(n+1)S = p(RP™) y en el
segundo —-S’ € SO(n +1)S, véase que S’ y —S’ no pueden estar ambos en la imagen del em-
bedding de Veronese pues el valor propio de multiplicidad 1 es diferente para los dos casos;
en general si S € Sim,(n + 1) tiene dos valores propios diferentes, uno de multiplicidad 1y el

otro de multiplicidad n entonces S = AS, para algun A € R - {0}.

n+1’

La 6rbita V* =SO(n +1)S = {kSk™! : k e SO(n + 1)} es llamada una 6rbita de Veronese. Notar
que existen exactamente dos 6rbitas de Veronese sobre la esfera unitaria de Sim,(n + 1), mds
atn estas Orbitas son isométricas una a la otra por la isometria —Idgim, 1) de Simo(n +1).

Una subvariedad M c RN es llamada una subvariedad de Veronese si ésta es extrinsecamente
isométrica a una Orbita de Veronese.

Nota C.0.4. 1) Una 6rbita de Veronese V™" = SO(n + 1)S es una subvariedad substancial, irre-
ducible de Sim,(n + 1) que tiene dimensién n y codimensiéon w

il) Una orbita de SO(n + 1) en Sim,(n + 1) tiene dimensién minimal si y solo si es una 6rbita
de Veronese (en este caso la dimension es n).

iii) El grupo de holonomia normal a S de la 6rbita de Veronese V™ coincide con la imagen
de la representacion slice del grupo de isotropia (SO(n+1))s = S(O(E1) x O(E2)) =
S(O(1) xO(n)), aqui Eq y E, son los respectivos autoespacios asociados a los valores
propios de multiplicidad 1T y n. Como el espacio normal de V™" a S coincide con el
conmutador a S, ver nota 1.2.4 y teorema 2.1.12, entonces la representacién holonémica
normal restringida sobre vs(V™) = (RS)* nvs(V™) es equivalente a la representacién
isotrépica del espacio simétrico SL(n)/SO(n) de rango n — 1. Entonces la representacion
holonémica normal es irreducible. Mas atin, es no transitiva sobre la esfera unitaria de
v(V™) siysolosin>3.

iv) Una 6rbita de Veronese V™ =SO(n+1)S =SO(n+1)/(SO(n+1))s es intrinsecamente un
espacio proyectivo real RP™. Mas atn, (SO(n+1),(SO(n+1))s) es un par simétrico y
(SO(n +1))s acttia irreduciblemente sobre Ts (V™). Entonces por el Corolario 3.2.11, V™
tiene segunda forma fundamental paralela.
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Lema C.o0.5. Sea SO(n) actuando por conjugacion sobre Sim,(n) y sea M = SO(n)A una 6rbita,
A # 0. Entonces n — 1 < dim(M). Mds aiin, la igualdad se mantiene si y solo si M es una 6rbita de
Veronese.

Demostracién

Asumamos que M tiene dimensién minimal. Primero se probara que A tiene exactamente
dos valores propios. Supongamos que no, y sean Ag,...,Aq los valores propios distintos de A
asociados a los autoespacios Ej,...,Eq (d > 3). Entonces el subgrupo de isotropia SO(n)a =
S(SO(E1) ®...®SO(E4)) tiene dimensiéon menor que S(SO(E;) ® SO(E; @...@ Ey)), el cual es
el grupo de isotropia para algin A’ € Sim,(n), A’ # A, el cual tiene dos diferentes autovalores
con autoespacios E1 y E; @ ... ® E4. Entonces dim(M) > dim(SO(n))A’ lo que contradice la
minimalidad de la dimensién de M, entonces d = 2; ver que si d = 1 se tiene que A =0 pues A
tiene traza cero, sea k = dim(E;) y n—k = dim E;, por la bien conocida férmula de dimensién
de las Grassmanianas:

dim(M) = dim(SO(n)) - dim(SO(k)) - dim(SO(n - k)) = k(n - k)

Pero la funcién cuadratica f(x) = x(n —x) tiene minimo, restringido al conjunto {1,..,n-1},
ax=1lyx=n-1,entonces K=10k =n-1; en cualquier caso M es una 6rbita de Veronese
de dimensiéon n-1. ¢

Sea K el grupo de isotropia del espacio simétrico X = SL(n +1)/SO(n + 1) donde la barra
sobre los grupos indica que la accién isométrica es efectiva; esto es, SL(n+1) =SL(n+1) y
SO(n+1)=S0(n+1)sinesparySL(n+1)=SL(n+1)/+Id, SO(n+1)=SO(n+1)/+Idsin

es impar.

Ver que SO(n+1) = (K), (la componente conexa a la identidad de K), la cual es un sub-
grupo normal de K. Por definicién de representacién isotrépica K ¢ O(Sim,(n + 1)), con esta
identificacion o = —Idgim, n+1) € K pues ésta es la diferencial a [Id] de la simetrfa B de X a [Id].

Claramente como se mencioné previamente o permuta las dos érbitas de Veronese de la
esfera de Sim,(n + 1), de lo que es obvio que o ¢ SO(n +1).

Sea k € K. Entonces:
kSO(n+1)S =kSO(n + 1)k~ 'k(S) = SO(n + 1)k(S)

Como dim(k(M)) = dim(M) = n por el lema C.o.5 SO(n+1)k(S) = k(M) es una O6rbita
de Veronese, pues tiene dimensién minimal. Ver que [k(S)| = ||S| entonces se tiene que
k(M) = M o k(M) = -M = 6(M), de lo que k 0 -k = ook envia isométricamente en M.
Sea k'’ =k si k(M) =M o k'’ = -k si —k(M) = M. Entonces k'|pm : M = M es una isometria de
M = p(RP™) ~ RP™, pero toda isometria del proyectivo RP™ es la proyecciéon de una isometria
de la esfera S™. Como p es O(n + 1)-equivariante existe un g € O(n+1) tal que k' = g, con
O(n+1) actuando por conjugacién sobre Sim,(n+1).
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Por otro lado cada g € SO(n + 1) pertenece a la isotropia de X a [Id], pues éste preserva
el tensor de curvatura de X a [Id] (el cual es multiplo escalar de ([[A,B],C],D), donde
A,B,C,D eSim,(n+1)).

De lo anterior se sigue que:

Proposicién C.0.6. Sea K ¢ O(Simo(n + 1)) el grupo de isotropia del espacio simétrico SL(n +
1)/SO(n + 1) (notado como antes). Entonces K = O(n+1) uocO(n + 1), unién disjunta.

Notar que la proposicién anterior es valida para el espacio dual SU(n+1)/SO(n +1).



GRUPOS DE LIE COMPACTOS

Sea G un grupo de Lie compacto de dimensién a lo sumo 4. Evitando resultados de clasifi-
cacion se probard cudles son estos grupos. Primero se usara el siguiente resultado:

(*) Un subgrupo de codimensién 1 de un grupo de Lie con una métrica bi-invariante debe ser un
subgrupo normal.

Recordar que el rango de un grupo de Lie G es la dimensién del abeliano maximal de
Lie(G).

1. dim(G) < 2, de (*) G debe ser abeliano.

2. dim(G) =3, si el Rango(G) > 2 de (*) G debe ser abeliano. Si rango(G) = 1, entonces G
tiene cubrimiento universal Spin(3), (para ver una prueba ver [OR]).

3. dim(G) =4

Si G es simple y no es abeliano, entonces del caso anterior se tiene que un cubrimiento
de G se parte como S' x Spin(3), si G es simple entonces el Rango(G) < 2, en otro caso
G tiene un subgrupo abeliano de codimension 1 (el cual es normal).

Si G es simple, entonces el Rango(G) # 1. Pues de lo contrario G = Spin(3) el cual tiene
dimensién 3. Sea G simple de rango 2. entonces la representaciéon adjunta de G sobre
g = Lie(G) debe tener una 6rbita focal (no-trivial) Gv, tal érbita debe tener codimension 3.
El espacio normal v, (Gv) coincide con el conmutador de v, ver Nota 1.2.4 y el Teorema
2.1.12. Pero dim(v,(Gv)) = 3 lo cual implica, de (*), que G posee un subgrupo normal
no trivial, lo que genera una contradiccion.

87






BIBLIOGRAFIA

[B] Ballmann, Werner., Automorphism Groups, Notes, 2011

[BCO] Berndt, J., S. Console and C. Olmos., Submanifolds and Holonomy. CRC/Chapman and
Hall, Research Notes Series in Mathematics 434. Boca Raton, 2003.

[Bo] Boothby, W., An Introduction to Differentiable Manifolds and Riemannian Geometry 2Ed,
Academic Press, 2003.

[C] Cecil, T.E., Lie Sphere Geometry. With Applications to Submanifolds Springer, 1992.

[CDO] Console, S., Di Scala, A.J., Olmos, C., A Berger Type Normal Holonomy Theorem for
Complex Submanifolds, Math Ann (2011) 351: 187-214.

[D] Do Carmo, M.P,, Riemanniann Geometry, Birkhauser, 1992.

[Da] Dadok. J., Polar Coordinates induced by Actions of Compact Lie Groups, Trans. Am. Math.
Soc. 288, 125-137(1985).

[DO] Di Scala, AJ., and C. Olmos., Submanifolds with curvature normals of constant length and
the Gauss map. J. reine angew. Math. 574, 79-102(2004)

[EH] Eschenburg, ].H., Heintze, E., Polar representations and symmetric spaces, ]. Reine Angew.
Math. 507, 93-106 (1999).

[H1] Humphreys J.E., Introduction to Lie Algebras and Representation Theory, Springer-Verlag,
1972.

[H2] Humphreys, J.E., Reflection Groups and Coxeter Groups, Cambridge University Press,
1990.

[He] Helgason, S., Differenciable Geometry, Lie Groups, and Simmetric Spaces, Academic Press,
1978.

[HO] Heintze, E., and Olmos, C., Normal holonomy groups and -representations, Indiana Univ.
Math. J. 41 (1992), 869-874.

89



90 BIBLIOGRAFIA

[HOT] Heintze, E., Olmos, C., Thorbergsson, G., Submanifolds with constant Principal Curva-
tures and Normal Holonomy Groups, Int. . Math. 2, 167-175 (1991).

[KN1] Kobayashi, S., Nomizu, K., Foundations of Differential Geometry I, Interscience Publishers,
1963.

[KN2] Kobayashi, S., Nomizu,K., Foundations of Differential Geometry 1I, Interscience Publish-
ers, 1969.

[LP] Little J.A., Pohl W.E, On Tight Immersions of Maximal Codimension, Inventiones Math.
13, 179-204 (1971)

[MO] Miatello, R.J., Olmos C.E., Geometria de Espacios Fibrados, Trabajos de Matematica,
Universidad Nacional de Cérdoba FaMAF 198.

[O1] Olmos C., Riemannian and Submanifold Geometry, FaMAF, Universidad Nacional de
Cérdoba, Notas.

[O2] Olmos, C., Homogeneous Submanifolds of Higher Rank and Parallel Mean Curvature, J.
Differ. Geom. 39, 605-627 (1994).

[O3] Olmos, C., On the Geometry of Holonomy Systems, L'Enseignement Mathématique, t. 51
(2005), p 335-349.

[O4] Olmos, C., Homogeneous Submanifolds of Higher Rank and Parallel Mean Curvature, J.
Differential Geom. 39 (1994), 605-627.

[OR] C. Olmos, and S. Reggiani., The skew-torsion holonomy theorem and naturally reductive
spaces, ].reine angew Math., 664(2012), 29-53.

[OS] Olmos, C., Salvai, M., Holonomy of Homogeneous Vector Bundles and Polar Representations,
Indiana Univ. Math. J. 44, 1007-1015(1995).

[OSa] Olmos, C., Sanchez, C., A geometric characterization of the orbits of s-representations,
J.Reine Angew. Math. 420, 195-202 (1991).

[P] R. Palais, A global formulation of the Lie theory of transformation groups, Mem. Amer.
Math. Soc. 22 (1957), 1-123.

[PT] Palais, R.S., Terng, C.L., Critical Point Theory and Submanifold Geometry, Springer, 1988.



BIBLIOGRAFIA

[Re] B. Reinhart, Foliated manifolds with bundle-like metrics, Ann. of Math. 69 (1959), 119-132.

[S] Simons, J., On the Transitivity of Holonomy Systems, Ann. Math. (2) 76, 213-234 (1962).

[T] Thorbergsson, G., Isoparametric Foliations and their buildings, Ann. Math.(2) 133, 429-
446(1991).

[Ta] Takagi, R., On homogeneous real hypersurfaces in complex projective space, Osaka J. Math.
10, 495-506(1973).

[W] Warner, E, Differentiable Manifolds and Lie Groups, Springer-verlag, New York, 1983.

91






DECLARACION

Declaro que esta tesis, asi como los resultados en ella reportados, son producto de mi trabajo y
que hasta donde yo sé, no contiene material previamente publicado o escrito por otra persona,
excepto donde se reconoce como tal a través de citas y con propésitos exclusivos de ilustracion
o comparacion. En este sentido, afirmo que cualquier informacién presentada sin citar a un
tercero es de mi propia autoria. Asi mismo, declaro que este trabajo no contiene material que
haya sido utilizado para obtener algtin grado o diploma en alguna otra institucién educativa
excepto donde se reconoce como tal.

Cdrdoba, Argentina, 2013

Richar Fernando Riafio Riafio

Francisco Vittone
Jurado externo

Adridn Andrada Roberto Miatello

Grupo de Geometria Grupo Teoria de Numeros



	Abstract
	Abstract
	Resumen

	Resumen
	Dedicatoria
	Agradecimientos
	Tabla de Contenidos
	Introduccón

	Introducción
	1 SUBVARIEDADES Y HOLONOMÍA NORMAL
	1.1 Subvariedades
	1.2 Holonomía normal y teorema de holonomía normal
	1.3 Algunas aplicaciones de los sistemas de holonomía.

	2  TOPICOS
	2.1 Acciones
	2.2 Subvariedades con fibrado normal globalmente plano y subvariedades isoparamétricas
	2.3 Variedades con curvaturas principales constantes

	3 PROBLEMA
	3.1 Motivación, Teorema del rango rígido para subvariedades y planteamiento del problema.
	3.2 Problema (Caso de codimensión maximal y holonomía normal irreducible)
	3.3 Prueba de la conjetura en dimensión 3
	3.4 Extensión del problema para subvariedades mínimas

	Apéndice
	A Grupo de isometrías y campos de Killing
	B Conceptos básicos sobre variedades homogéneas y espacios simétricos
	C Embedding de Veronese, isotropía de SL(n)/SO(n) y subvariedades de Veronese
	D Grupos de Lie compactos
	Bibliografía
	Declaración


