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Resumen

Los modelos matemátios son de gran utilidad para el estudio, análisis y omprensión de diferentes fenó-

menos que surgen no sólo en ienias exatas y de la salud, sino también en ienias soiales. A partir de

los resultados y simulaiones obtenidas basadas en estos modelos, es posible tener un mejor entendimiento

del fenómeno analizado y también estos resultados pueden ser utilizados para estimar parámetros orrespon-

dientes al proeso en estudio o desubrir propiedades que no eran evidentes diretamente desde la experi-

mentaión. En este trabajo se proponen prinipalmente dos tipos de apliaiones biológias para las uales

hemos empleado diferentes herramientas matemátias y por lo ual el trabajo está dividido en dos partes.

En la primera parte nos hemos aboado a la estimaión de parámetros asoiados al reimiento y

tratamiento de tumores avasulares. Desde el punto de vista matemátio, el estudio de estos problemas

implia el planteo de problemas inversos y el desarrollo de métodos numérios para su resoluión. Utilizamos

un modelo en euaiones difereniales pariales para el reimiento de un tumor esfério y avasular, que

eventualmente es sometido a un tratamiento quimioterapéutio. El objetivo de esta parte del trabajo es el

de reuperar parámetros que son a priori desonoidos o difíilmente obtenibles experimentalmente, tales

omo onstantes inétias o parámetros ligados a la efetividad de la droga.

Una vez desarrollados los métodos para resolver el sistema de euaiones difereniales pariales, el si-

guiente paso es resolver el problema inverso. Para ello, éste se formula omo un problema de optimizaión

y para su resoluión presentamos dos metodologías diferentes. La primera se basa en el método adjunto, y

hae uso de la informaión que provee la derivada de la funión a minimizar on respeto a los parámetros

a estimar. La segunda metodología que presentamos se basa en el uso del algoritmo Pattern Searh, que

es un algoritmo de búsqueda direta que no requiere el álulo de las derivadas y por ende es de fáil

implementaión.

En la segunda parte, en tanto, desarrollamos un modelo matemátio para la ompetenia entre élulas

tumorales y el sistema inmunitario. El modelo se basa en la teoría inétia de partíulas ativas, que onsiste

esenialmente en subdividir un sistema onstituido por un gran número de partíulas interatuantes en

subsistemas funionales. El estado individual de las partíulas se desribe a través una variable llamada

atividad, que expresa la habilidad de las partíulas para desarrollar una ierta estrategia. Por último,

mediante la apliaión de la teoría reién menionada, desarrollamos un modelo para desribir el fenómeno

migratorio en una red soial.

De auerdo a los resultados obtenidos podemos deir que las metodologías propuestas en la primera parte

pueden ser onsideradas de potenial ayuda para determinar parámetros químios y biológios involurados

en el reimiento de un tumor y para diseñar protoolos de tratamiento para tumores. Por otra parte,

los resultados obtenidos en la segunda parte se foalizan en la fortaleza de la teoría para reproduir el

omportamiento emergente de un sistema omplejo, esenialmente desde el punto de vista ualitativo.

Palabras laves: modelo matemátio, reimiento tumoral, problema inverso, método adjunto, teoría

inétia, partíula ativa
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Abstrat

Mathematial models are extremely useful in order to study, analyze and understand many di�erent

phenomena whih arise not only on natural and health sienes but also on soial ones. The analytial and

numerial results obtained by using these models let us get a better understanding of the studied phenomena

and they an also be helpful in order to estimate unknown parameters or to put in evidene some a priori

unobserved properties. In this work, we propose two biologial appliations for whih di�erent mathematials

tools are needed. That is why we separate it in two parts.

The �rst part is related to the reovery of parameters assoiated to the growth and treatment of avasular

tumours. From the mathematial point of view, these kind of problems need the formulation and solution

of inverse problems. We use a model based on a oupled system of partial di�erential equations to desribe

the growth of an avasular spherial tumour, whih is eventually treated with a hemotherapeuti drug. The

aim of this part is to retrieve a number of unknown parameters that are typially very di�ult to estimate

experimentally, suh as kineti onstants or the e�etiveness of the drug.

One that the system of partial di�erential equations is properly solved, the next step is to solve the

inverse problem, whih is formulated as an optimization problem. For the resolution, we present two di�erent

methodologies. The �rst one is based on the adjoint method and it makes use of the derivative of the funtion

to be minimized with respet to the parameters. The seond one is based on the Pattern Searh algorithm,

whih is a diret-searh algorithm that does not need to ompute the derivatives and thus it is easier to

implement.

In the seond part we develop a mathematial model for the ompetition between aner and immune

ells. The modeling approah is based on the tools of the so-alled kineti theory of ative partiles, whose

essential features an be summarized as follows: the overall system, onstituted by a large number of inter-

ating partiles, is subdivided into funtional subsystems. The individual state of eah partile is desribed

by a variable alled ativity, whih expresses the ability to perform a ertain strategy. Finally, we develop a

mathematial model to desribe migration phenomena in a soial network, by means of the afore-said theory.

Aording to the results obtained in the �rst part, we an onlude that both methodologies an be

helpful to determine hemial and biologial parameters involved in the growth of a tumour and to design

treatment protools. On the other hand, the results obtained in the seond part fous on the strength of the

theory to reprodue the emerging behaviour of a omplex system, basially from a qualitative point of view.

Key words: mathematial modeling, tumour growth, inverse problem, adjoint method, kineti theory,

ative partile
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Glosario de términos biológios

Angiogénesis Es el proeso �siológio que onsiste en la formaión de vasos sanguíneos nuevos a partir

de los vasos preexistentes. Es un fenómeno normal durante el desarrollo embrionario, el reimiento

del organismo y en la iatrizaión de las heridas aunque es también un proeso fundamental en la

transformaión maligna del reimiento tumoral.

Apoptosis También llamada muerte elular programada, es un proeso ordenado de reaiones bioquímias

que ourren en las élulas uando se diferenian y ejeren funiones normales, que neesariamente llevan

a la muerte elular. Todas las élulas del organismo están programadas genétiamente para que en los

diferentes tejidos su proeso de degradaión y muerte sea rápido o lento. Por ejemplo, los dedos de las

manos y pies de los fetos humanos úniamente están unidos por una membrana interdigital (similar a

la que tienen los patos), y la apoptosis hae que esta membrana desapareza antes del naimiento y

los reién naidos tengan dedos y no membranas.

Cáner Es una enfermedad ausada por anormalidades en el material genétio de las élulas, las uales

pueden ser provoadas por diversos agentes arinogénios, tales omo radiaión, agentes químios,

agentes infeiosos , et., o bien adquiridas durante la repliaión normal del ADN, al no orregirse

los errores que se produen durante la misma.

Células inmunes Son las élulas que omponen el sistema inmunitario. Entre las más importantes pueden

menionarse los linfoitos T y B, los marófagos, los neutró�los y los eosinó�los. Cada una de ellas

umple funiones espeí�as en la defensa del organismo ontra agentes extraños.

Células neoplásias Son élulas araterizadas por esapar al ontrol reprodutivo que requería su funión

original, perdiendo sus apaidades originales, y on el tiempo adquiriendo otras que no les orrespon-

den, omo la de invadir de forma progresiva y por distintas vías órganos próximos, o inluso a distania

por vía linfátia, presentando reimiento y división más allá de los límites normales.

Cinétia de Mihaelis-Menten Es un modelo originalmente propuesto para desribir la inétia químia

de reaiones enzimátias, extendido a la inétia para la reproduión y muerte elular. Asume que

las tasas de mitosis y muerte elular son dependientes de la onentraión de nutrientes disponibles.

Metástasis Es la propagaión a distania, por vía fundamentalmente linfátia o sanguínea, de las élulas

originarias del áner, y el reimiento de nuevos tumores en los lugares de destino.

Nerosis Es la muerte patológia de un onjunto de élulas provoada por un agente noivo que ausa una

lesión tan grave que no se puede reparar o urar.

Quimioterapia Es el tratamiento del áner on un mediamento antineoplásio o una ombinaión de

dihas drogas en un régimen de tratamiento estándar, dado por un protoolo.

Sistema inmunitario Es el onjunto de estruturas y proesos biológios en el interior de un organismo

que lo protege ontra enfermedades, identi�ando y matando élulas patógenas y anerosas, distin-

guiéndolas de las propias élulas y tejidos sanos.
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Introduión

Modelos matemátios en biología

Se suele aeptar omo un absoluto inuestionable que la matemátia juega un papel importante en el

desarrollo de las ienias, en la tenología y para interpretar la vida otidiana. A raíz de ello, en nuestros

tiempos se habla ada vez más del trabajo interdisiplinario, de sus ventajas y de sus di�ultades. De

heho, existe un reiente onsenso en la omunidad ientí�a respeto de la imperante neesidad de la

apliaión de la matemátia en ienias omo la biología o la mediina. Citando a J.E. Cohen en lengua

original: �Mathematis is Biology's next mirosope, only better; Biology is Mathematis' next Physis, only

better�, [45℄. Efetivamente, podemos a�rmar que si el ampo de batalla donde la matemátia se enontraba

on el mundo real durante el siglo XIX era la físia, haia el siglo XX la biología omenzó a onstituirse

omo un atrativo en este sentido. Además, así omo unos poos siglos atrás el mirosopio surgió omo

una herramienta en biología para explorar e interpretar un mundo nuevo y fasinante, en la atualidad la

matemátia se está onvirtiendo en su nuevo misrosopio.

Si bien el trabajo interdisiplinario no es senillo, fundamentalmente debido a que ada ienia usa su

propio lenguaje, puntos de vista y formas de razonamiento, ada vez son más las razones que justi�an

el esfuerzo de esta omuniaión entre diferentes omunidades ientí�as. Por ejemplo, el alto grado de

desarrollo tenológio que hae que hoy sea posible realizar experimentos y mediiones antes inaesibles

y por lo tanto poder ontar on grandes bases de datos e informaión, la ual resulta difíil de proesar

e interpretar sin el uso de herramientas matemátias adeuadas. Otro fator, también ligado al anterior,

es el desarrollo omputaional atual que permite haer álulos y simulaiones de gran envergadura, que

hae apenas poos años eran inaesibles. Por último, también abe destaar el desarrollo de herramientas

y teorías matemátias que resultan de gran utilidad a la hora de analizar y estudiar este tipo de fenómenos.

Modelar signi�a enontrar una representaión matemátia para un objeto, un proeso o un sistema no

matemátio, onstruyendo una teoría o estrutura matemátia que inorpora sus araterístias eseniales,

[81℄. Las simulaiones y los resultados obtenidos a partir del modelo matemátio onstruido permiten tener

un mejor entendimiento del fenómeno analizado. Además, estos resultados pueden ser utilizados para estimar

parámetros orrespondientes al proeso en estudio o desubrir propiedades que no eran evidentes o, más aún,

que no podían obtenerse desde la experimentaión. Las euaiones difereniales, el modelado a partir de éstas,

su resoluión numéria y la reaión de algoritmos son herramientas muy útiles, entre las varias existentes,

para realizar lo menionado anteriormente.

Sin embargo, la interaión entre la matemátia y ienias omo la biología y la mediina no es reiente.

Entre los aonteimientos que muestran los bene�ios de esta interaión podemos destaar, entre otros, los

siguientes:

• En la primera mitad del siglo XIX, el botánio esoés Robert Brown estudiaba el proeso de feun-

daión de una planta uando peribió un movimiento osilatorio extremadamente rápido y ambiante en los

granos de polen de la �or uando éstos se enontraban suspendidos en agua. Brown iniialmente pensó que

se trataba de una manifestaión de vitalidad del polen, pero luego orroboró que el mismo movimiento se

daba en partíulas de polvo, anulando de este modo su anterior hipótesis de que el movimiento se debía a
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que el polen tenía vida. Él mismo no pudo dar una teoría que expliara el origen de este movimiento. Reién

en 1905, Einstein publió la formalizaión y expliaión teória del mismo fenómeno. Diha teoría hoy es

onoida omo movimiento browniano y la formulaión matemátia de Einstein es la base de las teorías

matemátias ontemporáneas de difusión y aminatas aleatorias.

• Uno de los pioneros en utilizar modelos matemátios para desribir el omportamiento de las epidemias

fue el matemátio, médio, naturalista y zoólogo esoés Ronald Ross, quien además en 1902 fue galardonado

on el Premio Nobel de Fisiología y Mediina por demostrar que la malaria era ontagiada por los mosquitos.

Ross, en el año 1911, formuló un modelo matemátio en el ual mostraba que para erradiar el paludismo era

su�iente disminuir la poblaión de mosquitos a un nivel bajo, sin neesariamente extinguirla. Este modelo se

basa en la hoy denominada ley de masas, la ual establee que el número de ontatos infeiosos por unidad

de tiempo es proporional al número total de ontatos entre individuos infetados y sanos. Con el orrer de los

años se han desarrollado modelos más generales y omplejos para desribir iertas enfermedades infeiosas,

permitiendo así predeir el surgimiento de epidemias y sugerir, por ejemplo, polítias de vaunaión.

• En 1952 los �siólogos y biofísios ingleses Alan Lloyd Hodgkin y Andrew Fielding Huxley propusieron

un modelo matemátio que desribe los meanismos iónios que subyaen en la iniiaión y propagaión de

los poteniales de aión en el axón gigante del alamar. Consiste en un onjunto de euaiones difereniales

ordinarias no lineales que aproxima las araterístias elétrias de élulas exitables omo las neuronas o los

mioitos ardíaos. Este trabajo es reonoido omo un avane ruial para el entendimiento de la exitaión

nerviosa y fue realmente signi�ativo en el desarrollo de las neuroienias de la segunda mitad del siglo XX.

Por este trabajo Hodgkin y Huxley reibieron el Premio Nobel en Fisiología y Mediina en el año 1963.

Los anteriores son sólo algunos ejemplos notables que requirieron la interaión entre matemátios y

ientí�os de otras áreas. Esta interaión resulta bene�iosa para ambas partes: para el matemátio tratar

de resolver los problemas que surgen en las ienias naturales puede impliar el desarrollo de nuevas ideas,

apliaiones y teorías, mientras que para los biólogos o médios el modelado matemátio puede onvertirse

en una nueva herramienta y poderosa ténia de experimentaión.

Introduión a los sistemas omplejos

Un sistema omplejo está ompuesto por varias entidades interonetadas o entrelazadas uyos vínulos

rean informaión adiional no visible diretamente por el observador. En general, el número de entidades o

partíulas que omponen un sistema omplejo es muy grande y la interaión entre las partes o subsistemas

da omo resultado una onduta global que no podría ser antiipada a partir del onoimiento de las ompo-

nentes aisladas. El omportamiento global del sistema (llamado omportamiento emergente) depende de la

naturaleza de las interaiones omo así también de las araterístias de las partes que lo omponen y se ve

modi�ado uando estas interaiones ambian. Tales sistemas son inherentemente no lineales, exhibiendo

jerarquías o transiiones irreversibles entre estados alternativos.

Existen muhos ejemplos de sistemas omplejos para los uales se han desarrollado modelos matemátios,

en la mayoría de ellos la omplejidad proviene de la naturaleza viviente de las entidades que omponen el

sistema [16℄. Por ejemplo, teoría de la evoluión [21℄, formaión de opiniones [34℄, estruturas soiales [33℄,

modelos migratorios [70℄, ompetenia inmunitaria [28, 30℄, mutaiones virales [47, 50℄, dinámia de trá�o

vehiular e interaión entre individuos en multitudes [17, 23, 27℄.

En general, puede deirse que la omplejidad proviene de la apaidad de las entidades de desarrollar

una ierta estrategia en la búsqueda de umplir un ierto objetivo (supervivenia, alimentaión, mejora

de nivel soio-eonómio). Esto es lo que diferenia un sistema omplejo de otros tipos de sistemas físios

ompuestos por un gran número de partíulas, por ejemplo moléulas de un gas o argas elétrias. En el

aso del gas, la teoría inétia lásia se emplea para desribir las interaiones intermoleulares, mientras

que para las argas elétrias entran en juego las leyes del eletromagnetismo. En ambos asos, nótese que

el omportamiento global del sistema puede onoerse a partir de las interaiones individuales; uando esto

ourre se die que las interaiones son lineales.



Figura 1: Poster de la Amerian Mathematial Soiety

Resulta oportuno menionar que no debe onfundirse un sistema omplejo on un sistema ompliado.

Este último también está ompuesto por varias entidades pero las interaiones entre ellas no añaden infor-

maión adiional. Basta onoer ómo funiona ada una de ellas para entender el sistema. De este modo, las

moléulas del gas o las argas elétrias serían ejemplos de sistemas ompliados. En un sistema omplejo,

en ambio, existen variables oultas uyo desonoimiento impide analizar el sistema on preisión. Así pues,

un sistema omplejo posee más informaión que la que da ada parte individualmente. Para desribir un

sistema omplejo hae falta no sólo onoer el funionamiento de las partes sino onoer ómo se relaionan

entre sí.

En virtud del reiente interés por este tema, la Soiedad Ameriana de Matemátia (AMS) ha designado

omo tema del mes de Abril de 2011 preisamente a los sistemas omplejos, tal omo se muestra en la Figura

1.

En el Capítulo 4 daremos más detalles que araterizan un sistema viviente visto omo un sistema

omplejo e introduiremos la teoría inétia de partíulas ativas omo herramienta modelístia. Diha teoría

será apliada en los Capítulos 5 y 6 para desarrollar modelos de ompetenia inmunitaria y de migraiones,

respetivamente.

Modelos matemátios para el reimiento de tumores

El áner es un ejemplo de sistema omplejo ompuesto por una gran antidad de entidades o partíulas:

élulas que tras haber atravesado ierta antidad de mutaiones se han onvertido en neoplásias. Cada

una de ellas se reprodue de una manera ooperativa y organizada siguiendo un onjunto de �reglas� y

respondiendo a las interaiones loales on otras élulas, ya sean anerosas o normales. Desde este punto

de vista podemos estudiar la evoluión del áner desarrollando modelos matemátios y omputaionales

que inorporen propiedades realistas del sistema biológio tales omo estoastiidad y no linealidad.

Una uestión importante a tener en uenta es que los modelos matemátios para estos sistemas pueden

diseñarse teniendo en uenta diferentes esalas de observaión y representaión [16℄. En partiular, se desta-

an:

• La esala mirosópia, que orresponde al estudio de la evoluión del estado físio de ada una de las

élulas que ompone el sistema, que se obtiene identi�ando propiedades elulares individuales y tratando

de predeir la evoluión del sistema diretamente a partir de esas araterístias y de las interaiones



élula-élula.

• La esala marosópia, en la ual se analiza al tumor omo una entidad únia, uyo omportamiento

se puede estudiar en términos de poas variables marosópias araterístias, tales omo el tamaño, forma,

agresividad y heterogeneidad.

En general, ada una de estas esalas produe distintos tipos de modelos. Generalmente, los modelos a

esala mirosópia se formulan en términos de euaiones difereniales ordinarias (EDOs), mientras que los

modelos a esala marosópia se expresan en términos de euaiones difereniales pariales (EDPs).

Las motivaiones para emplear la esala marosópia en lugar de la mirosópia se basan en general

en la neesidad de reduir la omplejidad del sistema. Por ejemplo, uando los sistemas están ompuestos

por un gran número de élulas, el número de euaiones del modelo desribiendo la evoluión del estado de

ada una de ellas sería enorme para ser tratable omputaionalmente (téngase en uenta que el número de

élulas presentes en 1 m

3
es del orden de 108). Más aún, a menudo las variables que resultan de interés en

la prátia son marosópias.

Una enfoque alternativo es la representaión estadístia o inétia, en el ual el estado del sistema se

desribe mediante funiones de distribuión sobre el estado mirosópio de las élulas interatuantes, y las

variables masrosópias pueden obtenerse a partir del álulo de momentos.

En este trabajo se tienen en uenta tanto el enfoque marosópio (Capítulos 1�3), omo el enfoque

inétio (Capítulos 4�6), donde los alanes y las limitaiones de ada uno quedarán laros de auerdo al

tipo de fenómeno que se pretende desribir.

Modelos ontinuos vs. modelos disretos

En general, los modelos matemátios para el reimiento de tumores pueden dividirse en dos grandes

ategorías:

• Modelos ontinuos que haen uso de propiedades marosópias (obtenidas a vees a partir de

promedios) y que se formulan en términos de EDPs.

Estos modelos desriben poblaiones elulares ontinuas y lásiamente onsideran omo variables la

densidad de élulas vivas y la onentraión de una o más espeies que atúan omo nutriente (gluosa u

oxígeno) o omo droga quimioterapéutia. Es por ello que típiamente las EDPs onsisten en un sistema de

euaiones de reaión�difusión�onveión.

Los detalles de ada uno de los entenares de modelos propuestos en la literatura son diferentes. Sin

embargo, el prinipio fundamental que subyae en todos ellos podría resumirse del siguiente modo, [82℄:

�Las élulas tumorales onsumen nutrientes. Los nutrientes difunden dentro del tejido tumoral desde el

ambiente externo. Entones, si el tumor es muy grande, los nutrientes no pueden alanzar todas las partes

del tejido. Esto ondue a una disminuión en la proliferaión elular y la eventual muerte de las élulas en

aquellas regiones donde esasea el nutriente. El tamaño estaionario de un tumor esfério se alanza uando

la proliferaión elular en las regiones rias en nutriente ompensa la muerte elular en las regiones donde

éste esasea.�

Una uestión importante a tener en uenta es que estos modelos asumen fuertemente que se satisfae la

hipótesis de ontinuidad del medio, viendo al tumor omo un aglomerado ontinuo de élulas entre las uales

no hay espaios vaíos. Esta hipótesis postula que un punto es un elemento de volumen lo su�ientemente

grande omo para que ontenga un número estadístio de partíulas pero al mismo tiempo lo su�ientemente

pequeño omo para representar un promedio �loal�. En otras palabras, la hipótesis de ontinuidad del medio

asume que la esala de longitud de un elemento de volumen es grande respeto de la esala de longitud de las

partíulas que omponen el sistema, y resulta fundamental para poder apliar las herramientas del álulo

diferenial a sistemas onstituidos por partíulas disretas.

Una ventaja que presentan los modelos ontinuos es su mayor suseptibilidad al análisis y entendimiento



matemátio y su relaión on modelos ya existentes de meánia ontinua en otros ampos. Además, ontienen

generalmente poos parámetros, que si bien en muhos asos son desonoidos o difíiles de obtener, onduen

a un mejor análisis uantitativo del sistema.

En los Capítulos 1�3 del presente trabajo nos entraremos en un modelo ontinuo propuesto por Ward

y King [97, 98℄, onsiderando el reimiento de un tumor esfério reiendo in vitro.

•Modelos disretos basados en poblaiones elulares, que se entran en la observaión de lo que ourre

on ada élula individual y se basan en el estudio de las interaiones élula�élula.

Dados los gigantesos avanes biotenológios, en la atualidad se enuentra disponible una gran antidad

de informaión sobre los fenómenos que ourren a esala elular. Esto, junto on experimentos in vitro

usando esferoides y las potentes ténias de mirosopía disponibles permiten haer un seguimiento espaial

y temporal de las élulas individuales. Esto ha motivado a la formulaión de modelos disretos basados en la

esala elular, situándose en ada entidad individualmente. Los más populares orresponden sin duda a los

modelos de autómata elular, teoría inétia de partíulas ativas, Potts y adenas de Markov, entre otros.

Todos ellos se entran en ada élula individualmente y de�nen su estado mirosópio de auerdo a iertas

variables laves.

Una de las prinipales ventajas de los modelos disretos es su apaidad de modelar la señalizaión interna

de ada élula y el heho de que no todas las élulas deben ser del mismo tipo, sino que se puede trabajar

on un sistema altamente heterogéneo. La prinipal di�ultad, en tanto, radia en su parametrizaión y por

ello son usados generalmente para obtener resultados ualitativos más que uantitativos. Preisamente, en el

Capítulo 5 desarrollamos un modelo disreto para desribir la ompetenia inmunitaria utilizando la teoría

inétia de partíulas ativas, y nos entramos en el omportamiento ualitativo del sistema.

Finalmente, en [42℄ se propone una omparaión entre ambos tipos de modelos, y los reportes reientes

[73, 82, 91℄ onstituyen referenias útiles al respeto.

Problemas inversos y optimizaión

Problemas inversos

De auerdo a Keller [69℄ podemos deir que dos problemas son inversos el uno del otro si la formulaión

de ada uno de ellos requiere un onoimiento total o parial del otro. Generalmente se aostumbra a llamar

a uno de los dos problemas, usualmente el que ha sido estudiado on anterioridad o on mayor detalle, el

problema direto mientras que al otro se lo denomina el problema inverso. A pesar de pareer una distinión

un tanto arbitraria, en el aso en que el problema matemátio resulta ser la desripión de algún fenómeno

del mundo real, la distinión entre direto e inverso resulta natural en la mayoría de los asos. Por ejemplo,

si uno quiere desribir el omportamiento futuro de un sistema físio, a partir del onoimiento de su estado

atual y de las leyes físias que lo gobiernan (inluyendo el onoimiento onreto de los valores de parámetros

que resulten de relevania), es laro llamar a éste el problema direto, pues onoiendo las ausas es posible

averiguar el efeto. Por otro lado, si el problema onsiste en identi�ar el valor de iertos parámetros físios

o bien determinar un estado pasado del sistema a partir de observaiones de su evoluión, es más razonable

llamar a éste el problema inverso, aquí nos interesa onoer uál fue la ausa que provoó las onseuenias

observadas.

Desde el punto de vista de las apliaiones se podrían destaar dos motivaiones para estudiar problemas

inversos: la primera tiene que ver on el interés en onoer estados pasados o parámetros del sistema físio

a partir de observaiones atuales. La segunda motivaión está relaionada on el heho de saber ómo

in�ueniar un sistema de manera tal de onduirlo a un estado deseado en el futuro. Se podría deir entones

que los problemas inversos están relaionados on el heho de determinar las ausas que generan un efeto

deseado u observado.

Entre las apliaiones más onoidas de problemas inversos podemos menionar la tomografía, ténia que



permite el registro de imágenes orrespondientes a un plano o a una seión determinada de un objeto dado.

El registro de las imágenes está basado en los datos medidos al iluminar el objeto desde varias direiones

distintas. Esta ténia tuvo un gran impato uando fue apliada en mediina, ya que brindó a los médios la

posibilidad de explorar el interior del uerpo humano y distinguir diferentes órganos on una gran preisión

y de una manera segura para el paiente [76, 94, 100℄.

La tomografía de impedania elétria es una ténia de diagnóstio por imágenes que onsiste en inferir

o reuperar la ondutividad de una parte del uerpo humano a través de mediiones de voltajes que se

realizan en la super�ie orporal. Esta ténia es usualmente utilizada para el monitoreo del funionamiento

de los pulmones, deteión de áner de mamas y loalizaión de foos epiléptios entre otras apliaiones

[13, 68℄. Varias ténias de imágenes han sido empleadas también en Arqueología, Biología, Geofísia y

Oeanografía, entre otras.

Otras áreas de apliaión de los problemas inversos son la dinámia poblaional [79℄ y más espeí�amente

el reimiento y deteión de tumores [3, 4, 67, 71, 72℄

En todos los ejemplos presentados existe una diferenia fundamental entre el problema inverso y el

problema direto orrespondiente, relaionada on el onepto de problema bien o mal planteado. Hadamard

introdujo este onepto teniendo en uenta que el modelo matemátio onsiderado para desribir un fenómeno

físio debe poseer las propiedades de existenia, uniidad y estabilidad de la soluión. En otras palabras, para

que un problema sea bien planteado debe admitir soluión, la ual debe ser únia y además debe depender

ontinuamente de los datos, [60℄. De no umplirse alguna de estas propiedades estaríamos ante la presenia

de un problema mal planteado.

En este trabajo no nos hemos entrado en explorar en detalle ada una de estas propiedades para los

problemas inversos que aquí trataremos ya que el interés prinipal es desarrollar algoritmos numérios para

su resoluión.

Optimizaión

El modelado y la simulaión de sistemas omplejos juega un rol importante en físia, ingeniería, químia,

mediina, �nanzas, entre otras disiplinas, y muhas vees involura la resoluión de problemas inversos.

De auerdo a lo expuesto en la subseión anterior, un problema inverso puede formularse omo sigue:

Conoido el estado atual de un sistema y ompletamente el modelo matemátio que lo desribe, determinar

su estado en tiempos anteriores.

O bien,

Conoido el estado atual de un sistema y el modelo matemátio que lo desribe, a exepión de algunos o

todos los parámetros en él ontenidos, determinar los valores de dihos parámetros.

Ahora bien, ¾ómo resolver este tipo de problemas? Una ténia onoida en el aso de reuperaión

de parámetros, que usaremos en este trabajo, onsiste en de�nir una funión J que proporione una ierta

noión de distania entre el estado observado del sistema y la soluión del modelo matemátio obtenida

para ada eleión de parámetros. Esta funión suele llamarse funión objetivo y el problema inverso puede

formularse omo un problema de optimizaión:

Determinar el onjunto de parámetros que minimiza el valor de la funión objetivo.

En términos abstratos, el problema puede formularse omo:



minimizar
w∈W

J (w)

sujeto a E(w) = 0,
w ∈ Uad,

donde J : W → R es la funión objetivo, E : W → Z representa las restriiones de igualdad, W ,Z son

espaios de Banah y Uad denota el onjunto de valores admisibles para w que, en aso de representar un

vetor de parámetros se tiene Uad ⊆ R
n
.

A menudo, los modelos matemátios para los sistemas en uestión vienen expresados en términos de

EDPs, on lo ual la expresión E(w) = 0 representa una EDP o un sistema de EDPs aopladas. Esta

es la formulaión general de lo que en la literatura se onoe omo problemas de optimizaión on

restriiones dadas por EDPs, y en partiular los problemas que trataremos en los Capítulos 2 y 3 son

preisamente de este tipo.

Estrutura de la Tesis

El presente trabajo está dividido en dos partes, que si bien perteneen a dos líneas de investigaión

independientes, ambas orresponden oneptualmente al ampo de los sistemas omplejos.

En la primera parte trabajamos on un modelo para el reimiento de tumores avasulares propuesto

por Ward y King, que introduimos en el Capítulo 1. Este modelo ontiene algunos parámetros a priori

desonoidos y por lo desarrollamos dos metodologías para su reuperaión vía resoluión de un problema

inverso formulado omo un problema de optimizaión. En el Capítulo 2 empleamos el método adjunto

para reuperar un onjunto de parámetros del modelo para el aso del reimiento del tumor avasular sin

tratamiento, en tanto que en el Capítulo 3 utilizamos el algoritmo Pattern Searh para estimar el parámetro

de efetividad de la droga uando se inorpora un tratamiento.

En la segunda parte se trabaja onretamente on sistemas omplejos y se utiliza la teoría inétia de

partíulas ativas para desribirlos. Los lineamientos generales se introduen en el Capítulo 4. En el Capítulo

5 se propone un modelo para la ompetenia entre élulas neoplásias y élulas inmunitarias y se estudian los

omportamientos emergentes. Por último, en el Capítulo 6 se propone un modelo para desribir el fenómeno

migratorio entre naiones, y se estudian los omportamientos emergentes para los asos simples de dos y tres

naiones interatuantes.





Parte I

Reuperaión de parámetros en modelos

de tumores avasulares
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Capítulo 1

Modelos para tumores avasulares

1.1. Introduión

En este apítulo nos ouparemos del reimiento de un tumor avasular, es deir, un tumor reiendo en

un medio sin vasos sanguíneos. Éste puede verse omo el primer estadío en el desarrollo del áner y si bien

desde el punto de vista línio no se onsidera el más importante (omparado on los estadíos vasular y

metastásio), su estudio resulta de gran interés apliado. En efeto, el reimiento de un tumor avasular es

muho más senillo de modelar matemátiamente y omprende gran parte de la fenomenología involurada

en el reimiento de un tumor vasularizado. Además, puesto que muhas líneas elulares pueden ultivarse

y reer in vitro, la failidad, el osto y la reproduibilidad de experimentos on tumores avasulares añaden

un importante atrativo omo ampo de investigaión [82℄. Mediante el ultivo in vitro puede valorarse,

además, la veloidad de reimiento de ada variante tumoral y su habilidad para reer de manera inde�nida,

atributos primordiales de las élulas neoplásias.

De este modo, el estudio de modelos de tumores avasulares no sólo onstituye un paso previo para ons-

truir modelos de tumores vasulares, sino que también existen iertas uestiones relaionadas estritamente

on ellos que mereen ser respondidas. Por ejemplo, la ontroversial hipótesis de que todos los seres humanos

tenemos en el uerpo pequeñísimos tumores avasulares en estado latente [92℄. También existen paralelismos

entre el reimiento de un tumor avasular y el reimiento de un tejido tumoral en una miroregión irrigada

por un únio vaso sanguíneo, [82, Figura 1℄, por lo ual el modelado de un tumor avasular puede resultar

útil para realizar prediiones y diseñar experimentos en tumores vasulares y metastásios.

Gran parte de los modelos existentes en la literatura se basan en el reimiento de esferoides multielulares

(onoidos por MCS de auerdo a sus siglas en inglés), que fueron introduidos por Sutherland et al. [86, 87,

88℄ omo un modelo in vitro para estudiar la respuesta de un tumor a diferentes drogas itotóxias, ya que se

utilizan élulas adaptadas a las ondiiones impuestas por la on�guraión espaial adquirida. Básiamente,

los MCSs son agregados de élulas esfériamente simétrias ompuestos por una mezla de estados elulares

(apa externa o proliferativa; apa media o quiesente; apa interna o entro nerótio) que interaionan

entre sí in vitro. La Figura 1.1 muestra una imagen mirosópia de un ultivo de esferoides.

Fue demostrado que estos agregados tridimensionales simulan �dedignamente el entorno elular que se

enuentra en los tumores in vivo [61℄. En los tumores, las élulas en proliferaión están usualmente loalizadas

a unas poas apas elulares de distania de los vasos sanguíneos, mientras que las élulas quiesentes y

nerótias se ubian a distanias progresivas de los vasos. La distania entre los vasos y las áreas nerótias,

medida en varios tumores humanos y de roedores, varía entre 50 y 250 µm. Notablemente, esta distania es

aproximadamente la misma que se observa en esferoides desde la periferia hasta la zona de nerosis, y depende

del tipo elular y de su tasa metabólia, del grado de empaquetamiento elular y de las onentraiones de

sustratos en el medio de ultivo.
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4 Modelos para tumores avasulares

Figura 1.1: Imagen mirosópia de olonias neoplásias que reen bajo suministro externo de

nutrientes. Cortesía de L. Poliastro y M. Batalla de la CNEA (Comisión Naional de Energía

Atómia).

Por otra parte, es posible poner en evidenia la agresividad de las élulas a través de estudios de in-

vasión tumoral [7℄, que onsisten en ultivar las élulas malignas sobre las matries de sostén de los tejidos,

analizando su apaidad de adhesión y de migraión a través de las diferentes zonas, pudiéndose asoiar los

resultados on la propiedad de originar metástasis.

Todo esto onvierte a los MCSs en modelos on exelente potenial para apliaiones biomédias y líni-

as, ya que ombinan la relevania de la organizaión tisular on el ambiente ontrolado por la metodología in

vitro. Su implementaión en el laboratorio abarata los ostos para el rastreo de drogas on efetos itotóxios

sobre la élula tumoral per se, ya que redue el número de animales de laboratorio al permitir diseñar los

experimentos on datos más preisos. En poas palabras, representan un modelo experimental más real para

optimizar y predeir la e�aia de terapias antitumorales en los orrespondientes tumores in vivo, [61, 82℄.

1.2. Modelo de Ward y King

Para representar el reimiento de un MCS, nos basamos en el modelo que Ward y King propusieron

originalmente en 1997 [97℄ y que luego extendieron añadiendo los efetos de una droga quimiterapéutia en

2003 [98℄. Este modelo ha sido ampliamente utilizado y extendido, por ejemplo en [35, 71, 72, 96℄.

El modelo de Ward y King desribe el reimiento tumoral presumiendo la heterogeneidad dentro del

tumor sin onsiderar a priori que exista una separaión explíita entre las distintas apas que se enuentran

en los tumores reales. Se onsidera al tumor omo un MCS radialmente simétrio, formado por un aglomerado

de élulas que pueden perteneer a uno y sólo uno de dos estados posibles: vivas o muertas. Este aglomerado

es tratado omo un ontinuo de élulas: radia aquí una de las hipótesis más fuertes del modelo, i.e. la

hipótesis de ontinuidad del medio. La élulas vivas pueden expandirse (debido a su reimiento y división)

a una tasa que depende de la onentraión de nutriente disponible, tratado omo una únia espeie (por

ejemplo oxígeno o gluosa). La muerte elular, en tanto, es un proeso irreversible y se asume que al morir las

élulas experimentan una pérdida espontánea de volumen. Debido a la hipótesis de ontinuidad del medio,

el aumento o la disminuión en el volumen loal de élulas genera un ampo de veloidades. Ahora bien, la
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muerte elular puede produirse por dos ausas:

• Nerosis, que se de�ne omo la muerte patológia de un onjunto de élulas, provoada por un agente

noivo que ausa una lesión tan grave que no se puede reparar o urar. En el modelo en uestión, la nerosis

es induida por un aporte insu�iente de nutrientes y obliga a la élula a perder su funión espeí�a, y

solamente forma parte de restos elulares que ompondrán el núleo nerótio del MCS.

• Apoptosis o muerte elular programada que, en ontraste on la nerosis, es un proeso ordenado

de reaiones bioquímias que ourren en las élulas uando se diferenian y ejeren funiones normales,

onluyendo tras un ierto número de divisiones elulares on la muerte elular.

El meanismo de aión de la mayoría de las drogas quimioterapéutias se basa en provoar lesiones a

nivel genétio, las uales las élulas reonoen omo mutaiones y por lo tanto ponen en marha el meanismo

apoptótio on el �n de preservar la integridad elular del tejido onservando en el mismo sólo élulas sanas.

Bajo estas onsideraiones, se tiene el siguiente sistema de euaiones que ompone el modelo:

∂n

∂τ
+

1

r2
∂(r2vn)

∂r
= [km(c)− kd(c)−KG(km(c))w]n, (1.1)

∂c

∂τ
+

1

r2
∂(r2vc)

∂r
=

D

r2
∂

∂r

(
r2
∂c

∂r

)
− βkm(c)n, (1.2)

1

r2
∂(r2v)

∂r
= [VLkm(c)− (VL − VD)(kd(c) +KG(km(c))w)]n, (1.3)

∂w

∂τ
+

1

r2
∂(r2vw)

∂r
=

Dw

r2
∂

∂r

(
r2
∂w

∂r

)
− K

ω
G(km(c))wn, (1.4)

donde las variables dependientes n, c, v y w representan la densidad de élulas vivas (élulas / unidad de

volumen), la onentraión de nutriente, la veloidad y la onentraión de droga, respetivamente. Las

variables independientes son la posiión radial dentro del tumor r y el tiempo τ .

Tal omo se desribe en [98℄, la euaión (1.1) establee que la tasa de ambio de n depende de la

diferenia entre las tasas de mitosis km(c) y de muerte elular, la ual puede ser natural a una tasa kd(c) o
bien debido a los efetos de la droga a una tasa KG(km(c))w. Se asume que las funiones km y kd son de

tipo Mihaelis-Menten (M-M) on exponente 1, i.e.

km(c) = A

(
c

cc + c

)
, kd(c) = B

(
1− σ

c

cd + c

)
, (1.5)

donde A y B son las máximas tasas de naimiento y muerte teóriamente alanzables uando c tiende a

in�nito y c = 0 respetivamente. Las onstanes cc y cd son las onstantes medias de saturaión, y B(1− σ)
es la mínima tasa de muerte elular alanzable uando la onentraión de nutriente tiende a in�nito, on

0 ≤ σ ≤ 1. La onstante K es la máxima tasa posible de muerte elular induida por la droga y G es una

funión que representa la dependenia de la aión de la droga on el ilo elular.

La euaión (1.2) establee que el nutriente se onsume a una tasa proporional (on onstante de

proporionalidad β) a la de mitosis y que difunde de auerdo a la ley de Fik. El oe�iente de difusión D se

asume onstante debido a que la heterogeneidad del MCS no afeta signi�ativamente las tasas de difusión.

La euaión (1.3) establee que la tasa de ambio de volumen viene dada por la diferenia entre el

volumen generado por naimiento y el volumen perdido por muerte elular. Nótese que para sustituir la tasa

de ambio de volumen por la divergenia de la veloidad se usa fuertemente la hipótesis de ontinuidad del

medio. Se asume que el volumen VL de una élula viva duplia al de una élula muerta VD.

Por último, de auerdo a la euaión (1.4) la difusión de la droga también satisfae la ley de Fik (on

oe�iente de difusión Dw), y se asume que la droga es degradada úniamente uando ataa a una élula

viva, dando una tasa de degradaión máxima K/ω. La onstante ω puede interpretarse omo una medida de
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la efetividad de la droga, tal omo se plantea en [98℄, puesto que un valor mayor ω signi�a que se onsume

una menor antidad de droga para produir el mismo efeto. Una variable importante que puede alularse

a partir de ω es la profundidad de penetraión de la droga, de�nida omo

√
ωDwVL/K.

Ahora bien, inherentes a este problema hay dos esalas de tiempo: la esala de reimiento del tumor

(≈ 1 día) y la orrespondiente a la difusión del nutriente y la droga (≈ 1 minuto). Esto nos permite adoptar

la hipótesis uasi-estaionaria en las euaiones del nutriente y la droga [2, 97, 98℄. De este modo, podemos

sustituir las euaiones (1.2) y (1.4) por las aproximaiones uasi-estaionarias

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂c

∂r

)
=

β

D
km(c)n, (1.6)

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂w

∂r

)
=

K

ωDw
G(km(c))wn, (1.7)

Condiiones iniiales y de borde

Puesto que el tamaño del tumor ambia, el dominio en el ual se formula el modelo debe determinarse

omo parte de la soluión. Sea S(τ) el radio del tumor al tiempo τ y supongamos que al tiempo τ = 0 el

esferoide tiene un radio SI y una densidad de élulas vivas nI(r). De este modo, las ondiiones iniiales son:

n(r, 0) = nI(r), S(0) = SI . (1.8)

Nótese que las ondiiones iniiales para c y w que se presentan en [98℄ no son neesarias bajo la hipótesis

uasi-estaionaria.

En uanto a las ondiiones de borde, la imposiión de simetría implia que no hay �ujo en el entro del

tumor. Las ondiiones de borde para r = 0 y r = S(τ) son:

∂c

∂r
(0, τ) = 0, c(S(τ), τ) = c0,

v(0, τ) = 0, v(S(τ), τ) = dS
dτ (τ),

∂w

∂r
(0, τ) = 0, w(S(τ), τ) = w0(τ),

(1.9)

donde c0 y w0(τ) son las onentraiones externas de nutriente y de droga, respetivamente.

La funión w0(τ) depende del protoolo quimioterapéutio, que desribe el programa de pruebas, dosis y

duraión del tratamiento. Por ejemplo, en la Figura 1.2 proponemos distintas opiones para la administraión

de la droga [71℄.

Adimensionalizaión y método del dominio �jo

A la hora de resolver problemas de frontera libre, una ténia muy útil es el método del dominio �jo [48℄.

Esenialmente, onsiste en transformar el modelo matemátio llevando el dominio espaial variable [0,S(τ)]
al intervalo �jo adimensional [0, 1]. Análogamente, de�nimos el tiempo adimensional t omo τA, donde A es

la tasa que aparee en las euaiones de M-M. De�nimos las siguientes funiones adimensionales, que serán

en general denotadas por letras mayúsulas:
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Figura 1.2: Posibles protoolos para la administraión de la droga: El protoolo 3 onsiste en una

dosis únia de exposiión a una onentraión onstante de droga durante un ierto intervalo de

tiempo. El protoolo 1 orresponde on un tratamiento similar pero suavizando el suministro de

droga, de modo tal que la funión sea ontinua. Los protoolos 2 y 4 orresponden a dosis múltiples

on diversos tiempos de reuperaión.
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N(y, t) = VLn(yS(t/A), t/A),

C(y, t) =
1

c0
c(yS(t/A), t/A),

V (y, t) =
1

Ar0
v(yS(t/A), t/A),

W (y, t) =
1

W0
w(yS(t/A), t/A),

S(t) =
1

r0
S(t/A),

donde W0 es una onentraión de droga de referenia y r0 = (3VL/(4π))
1/3

es el radio de una élula viva.

De esta forma, el sistema de euaiones (1.1), (1.3), (1.6) y (1.7) puede esribirse omo

Nt −
S′

S
yNy +

V

S
Ny = [a(C,W )− b(C,W )N ]N, (1.10)

Cyy +
2

y
Cy = β̂ k̂m(C)S2N, (1.11)

Vy +
2

y
V = b(C,W )SN, (1.12)

Wyy +
2

y
Wy =

K̂

α
G(Ak̂m(C))S2NW, (1.13)

para 0 < y < 1 y t > 0, donde

k̂m(C) =
C

ĉc + C
,

k̂d(C,W ) =
B

A

(
1− σ

C

ĉd + C

)
+ K̂G(Ak̂m(C))W,

a(C,W ) = k̂m(C) − k̂d(C,W ),

b(C,W ) = k̂m(C) − (1− δ)k̂d(C,W ),

y β̂ = Ar20β/(VLc0D), K̂ = KW0/A, α = ωDwW0VL/(Ar
2
0), ĉc = cc/c0, ĉd = cd/c0 y δ = VD/VL.

Las ondiiones iniiales y de borde (1.8)-(1.9) pueden ahora esribirse omo

N(y, 0) = NI(y) = VLn(ySI , 0), S(0) =
1

r0
SI , (1.14)

y

Cy(0, t) = 0, C(1, t) = 1,

V (0, t) = 0, V (1, t) = S′(t),

Wy(0, t) = 0, W (1, t) = 1
W0
w0(t/A),

(1.15)

En el Cuadro 1.1 presentamos un resumen de los parámetros involurados en el modelo. Algunos de ellos,

omo ĉc o ĉd no están inluidos en el uadro debido a que la notaión es lara.

Observaión 1.2.1. Nótese que el modelo de Ward y King original [97℄ para el reimiento de un MCS sin

aión de una droga puede obtenerse a partir del modelo reién expuesto haiendo W ≡ 0. Explíitamente,
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Parámetro Signi�ado biológio Dimensiones

cc, cd onstantes medias de saturaión de M-M M.L−3

A,B relaionadas a las tasas de naimiento y muerte elular de M-M t−1

σ relaionada a la tasa de muerte elular de M-M adim

D,Dw oe�ientes de difusión de nutriente y droga L2.t−1

VL, VD volumen de una élula viva y muerta L3

δ relaión entre el volumen de una élula muerta y una viva adim

β onsumo de nutriente para la mitosis M.el−1

K máxima tasa de muerte elular induida por la droga L3.(Mt)−1

ω efetividad de la droga M−1

α efetividad adimensional de la droga adim

Cuadro 1.1: Parámetros del modelo. M: masa, L: longitud, t: tiempo, adim: adimensional.

Nt −
S′

S
yNy +

V

S
Ny = [a(C)− b(C)N ]N, (1.16)

Cyy +
2

y
Cy = β̂ km(C)S2N, (1.17)

Vy +
2

y
V = b(C)SN, (1.18)

para 0 < y < 1 y t > 0, on ondiiones iniiales y de borde

N(y, 0) = NI(y) = VLnI(ySI), S(0) =
1

r0
SI , (1.19)

y

Cy(0, t) = 0, C(1, t) = 1,

V (0, t) = 0, V (1, t) = S′(t),
(1.20)

donde

km(C) =
C

ĉc + C
,

kd(C) =
B

A

(
1− σ

C

ĉd + C

)
,

a(C) = km(C)− kd(C),

b(C) = km(C)− (1− δ)kd(C).

Cuando sea neesario en las apliaiones haremos menión explíita sobre el aso en el ual se está

trabajando, i.e. on o sin droga.

Observaión 1.2.2. De ahora en adelante, llamaremos problema direto a las euaiones (1.10)-(1.15). En

aso de referirnos al aso sin droga, el problema direto vendrá dado por las euaiones (1.16)-(1.20)

1.3. Algunos resultados analítios

En esta seión presentamos algunos resultados analítios lásios en la teoría de EDPs. El objetivo de

los mismos es esenialmente disponer de iertas herramientas que permitan disernir sobre la validez de la
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soluión numéria del sistema.

En primer lugar, en [89℄ se demuestra la existenia y uniidad de una soluión global para el problema

direto. Además, asumiendo que la onentraión externa de droga es mayor que la onentraión externa

de nutriente, que la tasa de muerte elular induida por la droga es su�ientemente grande y que la droga

es efetiva, se muestra que el tumor efetivamente se retrae hasta una masa nerótia.

Por otra parte, reuérdese que el Laplaiano de una funión f : Rn → R su�ientemente suave se de�ne

omo

∆f =

n∑

i=1

∂2f

∂x2i
.

Notemos en primer lugar que si imaginamos al MCS omo una esfera entrada en el origen de R
3
, el

miembro izquierdo de la euaión (1.11) (resp. (1.13)) orresponde, para t �jo, al Laplaiano en oordenadas

polares de C (resp. W ).

En efeto, tomemos un tiempo �jo t y esribamos, para simpli�ar la notaión, C(y) = C(y, t). Sean
(x1, x2, x3) las oordenadas de ualquier punto del esferoide. Se tiene que y(x1, x2, x3) = (x21 + x22 + x23)

1/2
.

Entones C(y) = C(x1, x2, x3), on lo ual:

∂C

∂xi
= C′(y)

∂y

∂xi
,

∂2C

∂x2i
= C′′(y)

(
∂y

∂xi

)2

+ C′(y)
∂2y

∂x2i
, i = 1, 2, 3.

Pero derivando la funión y se tiene que

∂y

∂xi
=

xi
y
,

∂2y

∂x2i
=

1

r
− x2i
y3
, i = 1, 2, 3,

y por lo tanto

∆C(y) =

3∑

i=1

∂2C

∂x2i
= C′′ +

2

y
C′, (1.21)

que oinide on el miembro izquierdo de (1.11). El resultado para la onentraión de droga se obtiene de

manera idéntia sustituyendo C por W .

Se asume que la densidad de élulas vivas n y las onentraiones de nutriente c y de droga w son

no negativas, lo ual se tradue inmediatamente en la no negatividad de sus orrespondientes variables

adimensionales N , C y W , sobre las uales nos basaremos para probar los teoremas siguientes.

Teorema 1.3.1. Para ada tiempo �jo t > 0, la onentraión de nutriente C(y) es una funión aotada y

alanza su máximo en el borde del tumor

C(y) ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1,

C(1) = 1.
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Demostraión. El heho de que C(1) = 1 proviene de una de las ondiiones de borde en (1.15). Por otra

parte, sea Ω = B(0, 1) = {y ∈ R
3 : ||y|| < 1} la bola unitaria en R

3
. De auerdo a las euaiones (1.11) y

(1.21) podemos formular el problema

{
∆C = β̂ k̂m(C)S2N, en Ω,
C = 1, en ∂Ω.

(1.22)

Ahora bien, nótese que β̂ > 0 y que k̂m(C) es una funión no negativa de C. Por lo tanto, C es

subarmónia en Ω, i.e. −∆C ≤ 0 en Ω. Apliando el prinipio del máximo para funiones subarmónias, la

funión alanza su máximo en el borde

máx
Ω

C = máx
∂Ω

C = 1

Por lo tanto, C ≤ 1 en todo el tumor. �

La misma idea puede usarse para obtener resultados sobre el omportamiento reiente de la onen-

traión de nutriente, tal omo enuniamos en el siguiente

Teorema 1.3.2. Para ada tiempo �jo t > 0, la onentraión de nutriente C(y) es una funión reiente

del radio.

Demostraión. Supongamos, por el ontrario, que C(y) no es una funión reiente. Luego, existen y1, y2
en el intervalo [0, 1] tales que y1 < y2 y C(y1) > C(y2).

Sea Ω = B(0, y2) ⊂ R
3
. Luego, C es una funión subarmónia en Ω pero no alanza su máximo en el

borde. Esto ontradie el prinipio del máximo para funiones subarmónias, on lo ual C tiene que ser

reiente. �

Resultados análogos pueden demostrarse para la onentraión de droga W .

1.4. Soluión numéria del problema direto

En esta seión nos referimos a la resoluión numéria del sistema de euaiones dado por (1.10)-(1.15),

para lo ual empleamos el método de diferenias �nitas.

En primer lugar, debemos tener en uenta ómo manejar las singularidades que las euaiones (1.11)-

(1.13) tienen en y = 0. Consideremos para ello que las funiones N , C, V , W y S son su�ientemente suaves.

Notemos primero que utilizando la regla de l'H�pital y el heho de que Cy(0, t) = 0 (ver (1.15)), tenemos

que

ĺım
y→0

1

y
Cy(y, t) = Cyy(0, t).

Por lo tanto, tomando límite para y → 0 en la euaión (1.11) se obtiene que

3Cyy(0, t) = β̂ k̂m(C(0, t))S(t)2N(0, t). (1.23)

De forma análoga, obtenemos que

3Vy(0, t) = b(C(0, t),W (0, t))S(t)N(0, t), (1.24)

y
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3Wyy(0, t) =
K̂

α
G(Ak̂m(C(0, t)))S(t)2N(0, t)W (0, t). (1.25)

Ahora bien, sean n y m enteros positivos, T > 0 un ierto tiempo �nal y onsideremos la siguiente

disretizaión espaial y temporal:

yi = i∆y on ∆y = 1
n para i = 0, . . . , n,

tj = j∆t on ∆t = T
m para j = 0, . . . ,m.

Hemos de determinar los siguientes valores funionales para i = 0, . . . , n, j = 0, . . . ,m:

Nij = N(yi, tj), Cij = C(yi, tj), Vij = V (yi, tj), Wij =W (yi, tj),

y para j = 0, . . . ,m hemos de hallar:

Sj = S(tj).

Si empleamos diferenias haia adelante para el tiempo tj y la posiión yi, la euaión (1.10) y el heho

de que S′(tj) = V (1, tj) = Vnj obtenemos

Ni,j+1 −Nij

∆t
=

Vnjyi − Vij
Sj

Ni+1,j −Nij

∆y

+ [a(Cij ,Wij)− b(Cij ,Wij)Nij ]Nij , (1.26)

para i = 0, . . . , n− 1, j = 0, . . . ,m− 1. Por otra parte, puesto que V (1, t) = S′(t) y C(1, t) = 1, tenemos que

Nt(1, t) = [a(1,W (1, t))− b(1,W (1, t))N(1, t)]N(1, t).

Por lo tanto, apliando diferenias haia adelante en el tiempo,

Nn,j+1 −Nnj

∆t
= [a(1,Wnj)− b(1,Wnj)Nnj ]Nnj , (1.27)

para j = 0, . . . ,m−1. Notemos que Ni0 = NI(yi) para i = 0, . . . , n, por lo ual el esquema resulta onsistente.

Utilizando nuevamente V (1, t) = S′(t) se obtiene la disretizaión

Sj+1 − Sj

∆t
= Vnj , j = 0, . . . ,m− 1. (1.28)

Para la onentraión de nutriente C se tiene una derivada espaial de segundo orden, on lo ual la

disretizaión se lleva a abo usando diferenias entrales. Ahora bien, para evitar la singularidad en y = 0,
notemos que a partir de la ondiión de borde tenemos que

0 = Cy(0, tj) ≈
C1,j − C−1,j

2∆y
, Cyy(0, tj) ≈

C1,j − 2C0,j + C−1,j

(∆y)2
.

Luego, C−1,j = C1,j de la primer relaión y por lo tanto Cyy(0, tj) ≈ 2(C1j −C0j)/(∆y)
2
de la segunda.

Entones, para j = 0, . . . ,m, usando la euaión (1.23) obtenemos

6
C1j − C0j

(∆y)2
= β̂ k̂m(C0j)S

2
jN0j , (1.29)
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y para i = 1, . . . , n− 1 tenemos que

Ci+1,j − 2Cij + Ci−1,j

(∆y)2
+

2

yi

Ci+1,j − Ci−1,j

2∆y
= β̂ k̂m(Cij)S

2
jNij . (1.30)

Análogamente, para disretizar de la euaión (1.13) tenemos en uenta las ondiiones de borde

6
W1j −W0j

(∆y)2
=
K̂

α
G(Ak̂m(C0j))S

2
jN0jW0j , (1.31)

para j = 0, . . . ,m y para i = 1, . . . , n− 1 tenemos

Wi+1,j−2Wij +Wi−1,j

(∆y)2
+

2

yi

Wi+1,j−Wi−1,j

2∆y
=
K̂

α
G(Ak̂m(Cij))S

2
jNijWij . (1.32)

Para la euaión (1.12) se tiene que

3
V1j
∆y

= b(C0j ,W0j)SjN0j , (1.33)

para j = 0, . . . ,m y para i = 1, . . . , n− 1 tenemos que

Vi+1,j − Vij
∆y

+
2

yi
Vij = b(Cij ,Wij)SjNij . (1.34)

El proedimiento para resolver las euaiones disretizadas (1.26)-(1.34) se resume en el siguiente Algo-

ritmo.

Algoritmo 1.4.1. Soluión del problema direto

1. Fijar j = 0.

2. Si j = 0 �jar Ni0 = NI(yi) para i = 0, . . . , n, y S0 = SI/r0. Si j 6= 0:

De�nir Nnj satisfaiendo la euaión (1.27).

De�nir Nij , i = 0, . . . , n− 1 satisfaiendo la euaión (1.26).

De�nir Sj satisfaiendo la euaión (1.28).

3. Fijar Cnj = 1 y hallar Cij , i = 0, . . . , n − 1 resolviendo el sistema de euaiones no lineales (1.29) y

(1.30).

4. Fijar Wnj = w0(tj)/W0 y hallar Wij , i = 0, . . . , n − 1 resolviendo el sistema de euaiones lineales

(1.31) y (1.32).

5. Fijar V0j = 0 y hallar Vij , i = 1, . . . , n resolviendo el sistema lineal (1.33) y (1.34).

6. Fijar j = j + 1 y regresar al paso 2.

1.4.1. Resultados numérios para el modelo sin droga

Consideremos en primer lugar el modelo sin droga que onsiste, de auerdo a la Observaión 1.2.1, en el

sistema de euaiones (1.16)-(1.20).
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Asumamos que iniialmente el tumor está ompuesto por una únia élula viva que, al abo de ierta an-

tidad de mutaiones, se ha onvertido en neoplásia. De este modo, tenemos que S(0) = r0 = (3VL/(4π))
1/3

y

nI(r) = 1/VL, de modo tal que las ondiiones iniiales adimensionales en (1.19) son S(0) = 1 y N(y, 0) = 1.
A partir del instante t = 0 se asume que el tumor está inmerso en un medio on onentraión externa de

nutriente onstante c0 y se estudia la evoluión del mismo.

Con el �n de validar el modelo resolvemos numériamente el problema direto para el aso de un tumor

V79 reiendo en un medio rio en gluosa [53, 98℄. Para ello ejeutamos el Algoritmo 1.4.1 usando los

siguientes valores de parámetros: cc = 1,4 × 10−4
g/m

3
, cd = 7 × 10−5

g/m

3
, A = B = 1,98 × 10−5

1/s,

σ = 0,9, D = 1,1×10−6
m

2
/s, β = 1,01×10−9

g/ell, VL = 10−9
m

3
, VD = 5×10−10

m

3
, y c0 = 1,4×10−3

g/m

3
. Por lo tanto, los parámetros adimensionales son: ĉc = 0,1, ĉd = 0,05, β̂ = 0,005 y δ = 0,5.

La Figura 1.3(a) muestra la evoluión del radio del esferoide. Puede observarse que luego de un período

iniial de reimiento exponenial, el reimiento se vuelve lineal.

La densidad de élulas vivas, en tanto, es relativamente onstante en una pequeñísima región erana a la

super�ie, disminuyendo rápidamente a ero en el interior del tumor, re�ejándose una zona viable de élulas

en proliferaión y el orazón nerótio, ver Figura 1.3(b). En [97℄ se enfatiza el heho que estas regiones no

han sido introduidas a priori y apareen naturalmente en la soluión del modelo.

La onentraión de nutrientes disminuye drástiamente a través de la zona viable y alanza un nivel

onstante en el orazón nerótio, en este aso de O(10−3), tal omo se observa en la Figura 1.3(). Es

preisamente la falta de nutriente en esta región la que oasiona la muerte elular.

Por último, la veloidad disminuye rápidamente desde un valor positivo en el borde externo del tumor

a un mínimo negativo, para luego anularse en el orazón nerótio, Figura 1.3(d). La región de veloidades

negativas re�eja la pérdida de volumen por muerte elular (VD < VL).

1.4.2. Resultados numérios para el modelo on droga

Supongamos que el modelo sin droga se resuelve durante un ierto tiempo, permitiendo al tumor reer

hasta alanzar iertas araterístias y que, a partir de diho instante, se omienza a suministrar una droga

quimioterapéutia.

Dejemos pues evoluionar al tumor sin droga de auerdo al sistema de euaiones (1.16)-(1.20) desde

un tiempo adimensional de −25 (que orresponde a unas 350 horas), obteniendo un MCS on un radio

adimensional S(0) = 141,87 (aproximadamente 881µm) y una densidad de élulas vivas NI(y). A partir de

este momento, se aplia un protoolo onsistente en una exposiión onstante de 28 horas a una onentraión
de droga w0(τ) = 1,5µg/ml, 0 ≤ τ ≤ 28. Se resuelve el sistema de euaiones (1.10)-(1.15), on los mismos

valores de parámetros que los utilizados en la subseión anterior, junto on aquellos que involuran al modelo

on droga: K = 661,39 m

3
/(gs) y Dw = 5,5 × 10−6

m

2
/s, que orresponden a un valor adimensional

K̂ = 50. Se asume además que la dependenia de la aión de la droga on el ilo elular es lineal, i.e.

G(km(c)) = km(c)/A, [98℄. Realizamos los experimentos tomando diferentes valores para el parámetro α,
que puede interpretarse omo la efetividad adimensional de la droga. De heho, para mayores valores de α
se tiene una mayor reduión en el tamaño del esferoide, tal omo se muestra en la Figura 1.4(a).

Una pregunta interesante, que onstituye una motivaión para el desarrollo de los apítulos siguientes, es:

¾a partir de qué valor de α puede garantizarse que el tamaño del tumor disminuye al apliar un tratamiento?.

Para determinar diho valor, podemos onsiderar la veloidad en el borde del tumor en funión de α a un

ierto tiempo �jo. Por ejemplo, en la Figura 1.4(b) se observa que si �jamos el tiempo adimensional t = 0,2,
la funión V (1, t) tiene una raíz en α ≈ 58.
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Figura 1.3: Soluión del problema direto sin droga. (a) muestra la evoluión del radio del tumor

en el tiempo. (b), () y (d) muestran la densidad de élulas vivas, la onentraión de nutrientes y

la veloidad en funión del radio para diferentes tiempos.
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Figura 1.4: (a) Evoluión del radio del tumor bajo tratamiento, para diferentes valores del parámetro

α. La urva indiada por U representa el aso en el ual no hay tratamiento. (b) Veloidad en el

borde externo del tumor a un tiempo adimensional �jo (t=0,2) para diferentes valores del parámetro

α.



Capítulo 2

Reuperaión de parámetros I

2.1. Introduión

En apliaiones físias, químias, biológias o ténias se presenta muhas vees la situaión en la ual las

leyes físias que gobiernan un ierto fenómeno bajo estudio son onoidas, pero la informaión uantitativa

respeto de algunos parámetros físios no está disponible.

El estudio paramétrio es un tema fundamental en la simulaión de sistemas biológios espeialmente

donde muhos de los parámetros involurados resultan muy difíiles, sino imposible, de obtener por vía

experimental [67℄.

En este apítulo y en el siguiente, intentamos resolver el siguiente problema: dado un modelo represen-

tando un sistema biológio (en nuestro aso un modelo para el reimiento de un MCS) y un experimento

relaionado a este modelo, alular los valores de los parámetros para los uales el modelo ajusta mejor los

datos obtenidos experimentalmente.

Para ello onsideramos el modelo propuesto por Ward y King en [97℄ para el reimiento de un MCS in

vitro sin droga, que viene dado por las euaiones (1.16)-(1.20). En el presente apítulo emplearemos una

metodología para la estimaión de algunos de los parámetros involurados en la inétia de Mihaelis-Menten,

formulando un problema de optimizaión on restriiones dadas por euaiones difereniales pariales. Para

ello de�nimos una ierta funión objetivo y usamos un método de optimizaión basado en el álulo de su

gradiente, tal omo exponemos en [72℄.

En general, los métodos de optimizaión basados en el álulo del gradiente de la funión objetivo pueden

dividirse entre aquellos que usan un enfoque de sensibilidad y aquellos que emplean un método adjunto. La

evaluaión del gradiente a través de un método de sensibilidad requiere resolver (en ada iteraión) un

número de sistemas de sensibilidad igual al número de parámetros a reuperar. Por otro lado, el método

adjunto requiere resolver (en ada iteraión) una sola vez el sistema adjunto, independientemente del número

de parámetros a reuperar, [67℄. Otro enfoque posible para la aproximaión del gradiente sería el uso de

diferenias �nitas, aunque resulta un método muho más ostoso, puesto que en ada iteraión se requiere

resolver el problema direto tantas vees omo parámetros a reuperar se tengan.

En este apítulo usaremos la notaión 〈·, ·〉 para representar el produto interno en L2
y onsideramos que

el produto interno en un produto artesiano de espaios viene dado por la suma de los produtos internos

de ada uno. Dados Y, U y Z espaios de Banah, para una funión F : Y ×U → Z tal que (φ, p) 7→ F (φ, p),
denotamos por F ′(φ, p) a la derivada total de Fréhet y por

∂F
∂φ (φ, p) y

∂F
∂p (φ, p) a las derivadas pariales

de Fréhet de F en (φ, p). Para un operador lineal T : Y → Z, denotamos por T ∗ : Z∗ → Y∗
al operador

adjunto de T . Si T es invertible, llamamos T−∗
a la inversa del operador adjunto T ∗

.

17
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2.2. Formulaión del problema de minimizaión

En el problema direto (1.16)-(1.20) apareen varios parámetros (algunos de ellos desonoidos) que

determinan el reimiento de un MCS in vitro. De auerdo a las onsideraiones del Apéndie de [97℄,

de�nimos los siguientes vetores:

φ = [N, V,C, S]T , (2.1)

p = [ĉc, ĉd, σ]
T , (2.2)

donde φ representa la soluión del problema direto (las omponentes de φ son preisamente las variables

dependientes o de estado del modelo) para ada eleión del vetor de parámetros p.

Si asumimos que se dispone de informaión experimental durante el intervalo de tiempo 0 ≤ t ≤ T ,
entones el problema general que deseamos resolver puede formularse del siguiente modo:

Hallar un vetor de parámetros p apaz de generar la soluión φ = [N, V,C, S]T que mejor ajuste la

informaión (experimental) disponible en el intervalo de tiempo 0 ≤ t ≤ T .

Con este �n, onstruiremos una funión objetivo que nos proporione una ierta noión de distania entre

los datos experimentales y la soluión del problema direto para ada eleión del vetor de parámetros p.

En primer lugar, es importante deidir uáles variables son suseptibles de ser medidas experimental-

mente. Por ejemplo, es laro que la evoluión del radio de un MCS puede realizarse a través de mirosopía

invertida. En [54℄, el tamaño medio de un esferoide se determinó midiendo dos diámetros ortogonales usando

un mirosopio invertido alibrado on un oular retiulado; en [31, 75℄ se utilizó un proedimiento espeial

de fotografía digital para evaluar el reimiento del tumor; y en [65℄ los MCSs se fotogra�aron paralelamente

on una esala mirométria mediante un mirosopio invertido. Existen numerosos softwares para la uan-

ti�aión de los tamaños, por ejemplo el ImageJ realiza un análisis de las imágenes fotogra�adas, [1℄. En este

sentido, se puede monitorear la evoluión temporal del radio del tumor, on lo ual una primer posibilidad

para de�nir un funional podría ser:

J (S, p) =
1

2

∫ T

0

[S(t)− S∗(t)]2dt, (2.3)

donde S(t) es el radio adimensional obtenido resolviendo el problema direto para una ierta eleión de p
y S∗(t) = 1

r0
S∗(t/A) es el radio medido experimentalmente (adimensionalizado).

Supongamos que además puede monitorearse la densidad de élulas vivas dentro del esferoide in vitro.

Si bien la evoluión de esta variable no es fáil de medir, onsideraremos on �nes teórios que disponemos

de estimaiones en iertos puntos para iertos tiempos. En este aso, podría de�nirse una funión objetivo

que tenga en uenta también diha variable:

J (N,S, p) =
µ1

2

∫ 1

0

∫ T

0

[N(y, t)−N∗(y, t)]2dtdy +
µ2

2

∫ T

0

[S(t)− S∗(t)]2dt, (2.4)

donde N(y, t) orresponde a la densidad de élulas vivas obtenida vía soluión del problema direto para el

vetor de parámetros p y N∗(y, t) a la informaión disponible (experimental). Ambas se asumen onoidas

en el dominio [0, 1]× [0, T ]. Las onstantes no negativas µ1 y µ2 se introduen para ompensar los diferentes

órdenes de magnitud entre N y S. Notar que si tomamos µ1 = 0 y µ2 = 1 en (2.4) obtenemos (2.3).
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De�namos ahora

E (φ, p) =




Nt −Ny
S′

S
y +

V

S
Ny −N (a(C, p)− b(C, p)N)

Vy +
2

y
V − b(C, p)NS

Cyy +
2

y
Cy − k(C, p)NS2

V (1, ·)− S′

V (0, ·)
C(1, ·)− 1

Cy(0, ·)
N(·, 0)−NI(·)
S(0)− SI




. (2.5)

De este modo, podemos reesribir al problema direto (1.16)-(1.20) omo E(φ, p) = 0.

Ahora bien, el onjunto de parámetros que mejor ajusta los datos experimentales puede obtenerse re-

solviendo el problema de optimizaión on restriiones dado por

minimizar
(φ,p)

J (φ, p)

sujeto a E(φ, p) = 0,
p ∈ Uad,

(2.6)

donde Uad denota el onjunto de valores admisibles para p. En nuestro aso, de auerdo a (2.2), Uad es

un subonjunto de R
3
. Nótese que una soluión (φ, p) debe satisfaer la restriión E(φ, p) = 0 o, en otras

palabras, debe ser soluión del problema direto.

2.3. Formulaión del problema adjunto

Consideremos el problema general de optimizaión

minimizar
(φ,p)

J (φ, p)

sujeto a E(φ, p) = 0,
p ∈ Uad,

(2.7)

donde J : Y × Uad → R es una funión objetivo y E : Y × Uad → Z es una euaión de estado, on Y y Z
espaios de Banah y Uad un onjunto de puntos admisibles.

Se expone a ontinuaión un maro teório general para resolver el problema (2.7). De auerdo a [39, 66℄,

formulamos las siguientes hipótesis:

(H1) Uad ⊆ R
m

es un onjunto no vaío, errado y onvexo.

(H2) J : Y × Uad → R y E : Y × Uad → Z son funiones ontinuamente Fréhet difereniables.

(H3) Para ada p ∈ Uad existe una únia soluión φ(p) ∈ Y tal que E(φ(p), p) = 0. Luego, existe un únio

operador soluión p ∈ Uad 7→ φ(p) ∈ Y.

(H4) La derivada

∂E
∂φ (φ(p), p) : Y → Z es un operador lineal ontinuo, y es ontinuamente invertible para

todo p ∈ Uad.
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Bajo estas hipótesis, φ(p) resulta ontinuamente difereniable en p ∈ Uad por el teorema de la funión

implíita. Resulta entones razonable de�nir el siguiente problema, llamado problema reduido:

minimizar
p

J̃ (p) := J (φ(p), p)

sujeto a p ∈ Uad,
(2.8)

donde φ(p) es la soluión de E(φ(p), p) = 0.

Para hallar un mínimo de la funión ontinuamente difereniable J̃ debemos alular su derivada J̃ ′
.

Puesto que

〈
J̃ ′(p), q

〉
=

〈
∂J
∂φ

(φ(p), p), φ′(p)q

〉
+

〈
∂J
∂p

(φ(p), p), q

〉

=

〈(
φ′(p)

)∗ ∂J
∂φ

(φ(p), p) +
∂J
∂p

(φ(p), p), q

〉
.

se tiene que

J̃ ′(p) =
(
φ′(p)

)∗ ∂J
∂φ

(φ(p), p) +
∂J
∂p

(φ(p), p). (2.9)

Sea λ ∈ Z∗
la soluión del siguiente problema, que llamaremos problema adjunto:

∂J
∂φ

(φ(p), p) +

(
∂E

∂φ
(φ(p), p)

)∗

λ = 0. (2.10)

donde

(
∂E
∂φ (φ, p)

)∗

es el operador adjunto de

∂E
∂φ (φ, p). Nótese que ada término de la euaión (2.10) es un

elemento del espaio Y∗
.

Una euaión para la derivada φ′(p) puede obtenerse difereniando la euaión E(φ(p), p) = 0 on

respeto a p:
∂E

∂φ
(φ(p), p)φ′(p) +

∂E

∂p
(φ(p), p) = 0, (2.11)

donde 0 es el vetor nulo de Z.

Usando (2.9) tenemos que:

J̃ ′(p) =
(
φ′(p)

)∗ ∂J
∂φ

(φ(p), p) +
∂J
∂p

(φ(p), p)

= −
(
∂E

∂p
(φ(p), p)

)∗ (
∂E

∂φ
(φ(p), p)

)−∗
∂J
∂φ

(φ(p), p) +
∂J
∂p

(φ(p), p)

=

(
∂E

∂p
(φ(p), p)

)∗

λ+
∂J
∂p

(φ(p), p),

donde en la segunda euaión usamos (2.11) y en la última (2.10). Luego,

J̃ ′(p) =
∂J
∂p

(φ(p), p) +

(
∂E

∂p
(φ(p), p)

)∗

λ. (2.12)

Observaión 2.3.1. Nótese que para obtener J̃ ′(p), en primer lugar se neesita alular φ(p) resolviendo el

problema direto, y luego alular λ resolviendo el problema adjunto. Para omputar el segundo término de

(2.12) no es neesario obtener explíitamente el adjunto de

∂E
∂p (φ(p), p), sino que basta on determinar su

aión sobre λ.
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2.4. Obtenión del problema adjunto

Las herramientas desarrolladas en la seión anterior nos permitirán plantear el problema adjunto para

el aso de nuestro problema partiular.

De�namos en primer lugar el onjunto Ω = [0, 1]× [0, T ], que es el dominio espaio-temporal en el ual

están de�nidas las funiones que omponen φ. Además, de auerdo a (2.1), φ es un elemento de un ierto

espaio vetorial a de�nir. Sean los espaios de funiones

Y =
(
C1(Ω)

)2 × C2(Ω)× C1([0, T ]),

Z =
(
C1(Ω)

)2 × C2(Ω)×
(
C1([0, T ])

)4 × C([0, 1])× R.

Los espaios C1
y C2

heredan el produto interno de L2
, por lo ual Y y Z son espaios pre-Hilbertianos

(y en onseuenia podemos identi�ar sus espaios duales Y∗
y Z∗

on ellos mismos).

Observaión 2.4.1. La eleión de dihos espaios de funiones está motivada en el heho de que busamos

soluiones fuertes de las euaiones difereniales pariales, i.e. requerimos difereniabilidad de las variables

de estado. Sin embargo, podría también pensarse un enfoque débil en el ual las variables sean elementos de

espaios de Sobolev adeuados.

Ahora bien, para obtener el operador adjunto de

∂E
∂φ , debemos hallar

(
∂E
∂φ

)∗

tal que:

〈
λ,
∂E

∂φ
g

〉
=

〈(
∂E

∂φ

)∗

λ, g

〉
, (2.13)

donde g es un ierto vetor de direiones.

Sean pues η, ν, ς y s direiones para las variables de estado N , V , C y S, respetivamente, y sea

g = [η, ν, ς, s]T . Luego,

∂E

∂φ
(φ, p)g = ĺım

µ→0+

E(φ + µg, p)− E(φ, p)

µ
,

y realizando los álulos omponente a omponente de E se obtiene que

∂E
∂φ (φ, p) g está dada por:




ηt +
V−yS′

S ηy − s′S−S′s
S2 Nyy +Ny

νS−V s
S2 − [a− bN ]η −N

[
∂a
∂C ς − ∂b

∂CNς − bη
]

νy +
2
y ν − ∂b

∂CNSς − bSη − bNs

ςyy +
2
y ςy − kS2η − ∂k

∂CNS
2ς − 2kNSs

ν(1, ·)− s′

ν(0, ·)
ς(1, ·)
ςy(0, ·)
η(·, 0)
s(0)




. (2.14)

Nótese queE(φ, p) y λ deben ser elementos del mismo espaio. Por ejemplo, las tres primeras omponentes

de λ deben depender del espaio y del tiempo, la uarta sólo del tiempo, la última debe ser un número real,

et.

En onseuenia, de�nimos
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λ(y, t) = [λ1(y, t), λ2(y, t), λ3(y, t), λ4(t), λ5(t), λ6(t), λ7(t), λ8(y), λ9]
T . (2.15)

Una inspeión sobre las euaiones (2.13) y (2.14) nos die que, en términos generales, lo que debemos

haer es quitar las derivadas de g y pasarlas a λ. Esto se logra esenialmente utilizando suesivas integraiones

por partes, y a ontinuaión mostramos el proeso para ada omponente de E.

Componente 1 Consideremos la expresión

∫ 1

0

∫ T

0

[
ηt +

V − yS′

S
ηy −

s′S − S′s

S2
Nyy +Ny

νS − V s

S2
− (a− bN) η

− N

(
∂a

∂C
ς − ∂b

∂C
Nς − bη

)]
λ1dtdy.

Usando repetidamente integraión por partes y las ondiiones de borde V (1, t) = S′(t) y V (0, t) = 0, se
tiene

∫ 1

0

∫ T

0

[
−λ1t +

S′

S
λ1 + y

S′

S
λ1y −

Vy
S
λ1 −

V

S
λ1y − (a− 2bN)λ1

]
η dtdy

+

∫ 1

0

∫ T

0

Ny

S
λ1ν dtdy

−
∫ 1

0

∫ T

0

N

(
∂a

∂C
− ∂b

∂C
N

)
λ1ς dtdy

+

∫ 1

0

∫ T

0

(
yNyt

S
λ1 +

yNy

S
λ1t −

NyV

S2
λ1

)
s dtdy (2.16)

+

∫ 1

0

(λ1(y, T )η(y, T )− λ1(y, 0)η(y, 0)) dy

+ s(0)

∫ 1

0

yNy(y, 0)λ1(y, 0)

S(0)
dy

− s(T )

∫ 1

0

yNy(y, T )λ1(y, T )

S(T )
dy.

Componente 2 Consideremos la expresión

∫ 1

0

∫ T

0

(
νy +

2

y
ν − ∂b

∂C
NSς − bSη − bNs

)
λ2dtdy.

En este aso debemos integrar por partes sólo en el primer término, pues es el únio que involura una

derivada de g, en onreto νy. Entones, obtenemos que

∫ 1

0

∫ T

0

[(
−λ2y +

2

y
λ2

)
ν − ∂b

∂C
NSλ2ς − bSλ2η − bNλ2s

]
dtdy

+

∫ T

0

(λ2(1, t)ν(1, t)− λ2(0, t)ν(0, t)) dt.

(2.17)
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Componente 3 Consideremos la expresión

∫ 1

0

∫ T

0

(
ςyy +

2

y
ςy − kS2η − ∂k

∂C
NS2ς − 2kNSs

)
λ3dtdy.

Puesto que en el segundo término se tienen derivadas de segundo órden, debemos integrar por partes

dos vees. En primer lugar, notemos que

ςyy +
2

y
ςy =

1

y

∂2

∂y2
(yς).

Luego,

∫ 1

0

(
ςyy +

2

y
ςy

)
λ3dy =

∫ 1

0

λ3
y

∂2

∂y2
(yς)dy

=
λ3
y

∂

∂y
(yς)

∣∣∣∣
y=1

y=0

− yς
∂

∂y

(
λ3
y

)∣∣∣∣
y=1

y=0

+

∫ 1

0

yς
∂2

∂y2

(
λ3
y

)
dy.

Para evaluar las primitivas en los extremos de integraión, asumimos que λ3(y, t)ς(y, t) → 0 uando

y → 0 y apliamos la regla de l'H�pital, obteniendo

∫ 1

0

∫ T

0

(
λ3yy −

2λ3y
y

+
2λ3
y2

)
ς −

(
kS2η +

∂k

∂C
NS2ς + 2kNSs

)
λ3 dtdy

+

∫ T

0

(
2λ3(1, t)ς(1, t) + λ3(1, t)ςy(1, t)− λ3y(1, t)ς(1, t)

)
dt (2.18)

−
∫ T

0

(
3λ3(0, t)ςy(0, t) + λ3y(0, t)ς(0, t)

)
dt.

Componente 4 El término orrespondiente es

∫ T

0

(ν(1, t)− s′(t))λ4(t)dt,

donde hay involurada una sola derivada de g. Integrando por partes obtenemos

∫ T

0

(λ4(t)ν(1, t) + λ4t(t)s(t)) dt− λ4(T )s(T ) + λ4(0)s(0). (2.19)

Componente 5 Puesto que este término del produto interno no ontiene derivadas, permanee tal omo

está

∫ T

0

λ5(t)ν(0, t)dt. (2.20)
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Componente 6 Nuevamente aquí no hay derivadas en el produto interno on lo ual se tiene

∫ T

0

λ6(t)ς(1, t)dt. (2.21)

Componente 7 Aunque en este término aparee una derivada (ςy), no debe haerse ningún ambio pues

la funión λ7 depende úniamente del tiempo, on lo ual

∫ T

0

λ7(t)ςy(0, t)dt. (2.22)

Componente 8 Una vez más, debido a la ausenia de derivadas este término del produto interno no

ambia, quedando

∫ 1

0

λ8(y)η(y, 0)dy. (2.23)

Componente 9 En este aso, se tiene simplemente un produto entre números reales

λ9s(0). (2.24)

Ahora bien, de auerdo a la euaión (2.10), debemos hallar λ tal que

∂J
∂φ

g +

(
∂E

∂φ
g

)∗

λ = 0,

y esta euaión debe ser válida para ualquier direión g ∈ Y.

Por otro lado, por (2.4) tenemos que

∂J
∂φ

g = µ1

∫ 1

0

∫ T

0

[N(y, t)−N∗(y, t)]η(y, t)dtdy + µ2

∫ T

0

[S(t)− S∗(t)]s(t)dt. (2.25)

Por lo tanto si juntamos las euaiones (2.25) on (2.16)-(2.24) y eligiendo onvenientemente el vetor

de direiones g, obtenemos el problema adjunto dado por (2.26)-(2.39):
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−λ1t −
(
V − yS′

S

)
λ1y −

(
Vy − S′

S
+ a− 2bN

)
λ1 − bSλ2 − kS2λ3 = µ1(N

∗ −N), (2.26)

λ2y −
2

y
λ2 −

Ny

S
λ1 = 0, (2.27)

λ3yy −
2

y
λ3y +

(
2

y2
− ∂k

∂C
NS2

)
λ3 −

∂b

∂C
NSλ2 −N

(
∂a

∂C
− ∂b

∂C
N

)
λ1 = 0, (2.28)

λ1(y, T ) = 0, (2.29)

λ2(1, t) = −λ4(t), (2.30)

λ3y(0, t) = 0, (2.31)

λ3(1, t) = 0, (2.32)

λ4t(t) =

∫ 1

0

(
NyV

S2
λ1 −

y

S

∂

∂t
(Nyλ1) + bNλ2 + 2kNSλ3

)
dy + µ2(S

∗(t)− S(t)), (2.33)

λ4(T ) = −
∫ 1

0

Ny(y, T )λ1(y, T )

S(T )
ydy, (2.34)

λ5(t) = λ2(0, t), (2.35)

λ6(t) = λ3y(1, t)− 2λ3(1, t), (2.36)

λ7(t) = 3λ3(0, t), (2.37)

λ8(y) = λ1(y, 0), (2.38)

λ9 = −
∫ 1

0

yNy(y, 0)λ1(y, 0)

S(0)
dy − λ4(0). (2.39)

Por lo tanto, se deberá resolver el sistema de euaiones (2.26)-(2.39) para obtener λ. Nótese que el

problema adjunto, a diferenia del problema direto, no tiene ondiión iniial en t = 0, sino una ondiión

�nal en t = T .

Observaión 2.4.2. Notar que se puede obtener una expresión explíita para λ4. En efeto, teniendo en

uenta que λ1(y, T ) = 0, se tiene que

∫ T

t

y

S

∂(Nyλ1)

∂τ
dτ =

∫ T

t

Ny
S′

S2
yλ1dτ − y

Ny(y, t)λ1(y, t)

S(t)
.

Luego, por la euaión (1.10) del problema direto, tenemos

Ny
S′

S
y − V

S
Ny = Nt −N [a− bN ].

Pero teniendo en uenta que λ4(T ) = 0 resulta −λ4(t) =
∫ T

t λ4tdτ , i.e.

λ4(t) =

∫ T

t

∫ 1

0

(
y

S

∂

∂t
(Nyλ1)−

NyV

S2
λ1 − bNλ2 − 2kNSλ3

)
dydτ + µ2

∫ T

t

(S − S∗)dτ

=

∫ T

t

∫ 1

0

[(
Ny

S′

S
y − V

S
Ny

)
λ1
S

− bNλ2 − 2kNSλ3

]
dydτ −

∫ 1

0

y
Ny(y, t)λ1(y, t)

S(t)
dy + µ2

∫ T

t

(S − S∗)dτ

=

∫ T

t

∫ 1

0

{
[Nt −N(a− bN)]

λ1
S

− bNλ2 − 2kNSλ3

}
dydτ −

∫ 1

0

y
Ny(y, t)λ1(y, t)

S(t)
dy + µ2

∫ T

t

(S − S∗)dτ.
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2.5. Soluión numéria del problema adjunto

Si bien desde el punto de vista matemátio el problema adjunto es similar al problema direto, apareen

algunas di�ultades adiionales. Por ejemplo, no se tiene una ondiión de borde explíita para λ2.

En nuestro aso, no es neesario omputar {λi}9i=4 para alular la derivada de J̃ en p, puesto que

{Ei}9i=4 no depende de p, tal omo se desprende de las euaiones (2.5) y (2.12). Sin embargo, sí es neesario

onoer λ4 dado que proporiona la ondiión de borde para λ2 (ver euaión (2.30)). Para desarrollar un

proedimiento numério adeuado ejeutamos en primer lugar los siguientes pasos al tiempo T :

- La euaión (2.29) establee que λ1(·, T ) = 0.

- Por la euaión (2.34) se tiene que λ4(T ) = 0, lo ual proporiona una ondiión de borde para λ2
(ver euaión (2.30)).

- La euaión (2.27) puede resolverse analítiamente, dando omo resultado λ2(·, T ) = 0.

- Las euaiones (2.28), (2.31) y (2.32) permiten alular λ3(·, T ).

A su vez, si se onoe la soluión al tiempo t, se puede alular la misma al tiempo t−∆t del siguiente
modo:

- De la euaión (2.26) se obtiene primero λ1t(·, t). Luego, se alula λ1(·, t − ∆t) usando diferenias

�nitas haia atrás.

- Se integra numériamente la euaión (2.33) para obtener λ4t(t), y luego se alula λ4(t−∆t) usando
diferenias �nitas haia atrás.

- Con el valor de λ4(t−∆t) se obtiene λ2(1, t−∆t) por la euaión (2.30).

- La euaión (2.27) se resuelve numériamente para obtener λ2(·, t−∆t).

- Las euaiones (2.28), (2.31) y (2.32) permiten alular λ3(·, t−∆t).

Al igual que en el problema direto, debemos tener en uenta las singularidades que apareen en las

euaiones. Por ejemplo, si omparamos las euaiones (1.11) y (2.28), podemos observar que ambas presentan

diferentes tipos de singularidad en y = 0. Por ejemplo, el segundo término de (2.28) paree inofensivo, puesto

que λ3y(0, t) = 0 por (2.31). Luego, la singularidad puede salvarse simplemente haiendo un desarrollo de

Taylor de λ3y alrededor del origen. Por otra parte, el terer término presenta un problema más ompliado,

pues se vuelve no aotado (tiene un blow up) en y = 0. Para resolverlo, transformamos las euaiones (2.28),

(2.31) y (2.32) en un sistema de EDOs de primer orden para un tiempo �jo t, es deir:

[
u
v

]′
=




v

2

y
v −

(
2

y2
−NS2 ∂k

∂C

)
u−

(
N2 ∂b

∂C
−N

∂a

∂C

)
λ1 +NS

∂b

∂C
λ2


 , (2.40)

u(1) = 0, (2.41)

v(0) = 0, (2.42)

donde u(y) = λ3(y, t) y v(y) = λ3y(y, t). Luego, �jando ǫ > 0 de�nimos un parámetro q = v(1) y resolvemos

el sistema (2.40)-(2.42) en el intervalo [ǫ, 1] on ondiiones de borde u(1) = 0 y v(1) = q, obteniendo una

soluión [uq, vq]
T
. Extendemos estas soluiones al intervalo [0, 1] a través de un desarrollo de Taylor alrededor

de y = 0 (ver [10℄):

uq(0) ≈ uq(ǫ)− ǫu′q(ǫ), (2.43)

vq(0) ≈ vq(ǫ)− ǫv′q(ǫ). (2.44)
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El siguiente paso onsiste en de�nir una funión

F (q) = vq(0), (2.45)

y hallar una raíz de F , i.e. hallar q̂ tal que F (q̂) = 0. Entones, la soluión del sistema será [uq̂, vq̂]
T
extendida

al intervalo [0, 1].

Por otra parte, para resolver la EDO de primer orden (2.27) para λ2(·, t) on ondiión de borde λ2(1, t)
dada por (2.30), también resolvemos el problema iniialmente en el intervalo [ǫ, 1] y luego extendemos la

soluión al intervalo [0, 1] mediante un desarrollo de Taylor.

En general, las derivadas que apareen en las euaiones del problema adjunto se aproximan usando el

método de diferenias �nitas. Por ejemplo, para resolver la euaión (2.26) onsideramos

λ1(y, t−∆t) ≈ λ1(y, t)− λ1t(y, t)∆t,

y usando (2.26) obtenemos

λ1(y, t−∆t) ≈ λ1(y, t) + ∆t

(
−S

′(t)

S(t)
y +

V (y, t)

S(t)

)
λ1y

+ ∆t

(
−S

′(t)

S(t)
+
Vy(y, t)

S(t)
+ a(C(y, t)) − 2b(C(y, t))N(y, t)

)
λ1(y, t)

+ ∆t
[
b(C(y, t))S(t)λ2(y, t) + k(C(y, t))S(t)2λ3(y, t) + µ1 (N

∗(y, t)−N(y, t))
]
.

2.6. Optimizaión

En esta seión mostraremos el modo de alular el gradiente de la funión objetivo a partir de la soluión

del problema adjunto. Una ventaja importante de usar el método adjunto es que para alular el gradiente se

requiere resolver una sola vez por iteraión el problema adjunto, independientemente del número de variables

de inversión (parámetros a reuperar). Si quisiéramos alular el gradiente a través de diferenias �nitas, lo

ual onstituye un método más natural pero también más rústio, deberíamos resolver en ada iteraión el

problema direto tantas vees omo parámetros deseemos reuperar, resultando muho más ostoso.

El método empleado para minimizar J̃ se resume en el siguiente algoritmo:

Algoritmo 2.6.1. Minimizaión vía el método adjunto

1. Dar una estimaión iniial p0 para el vetor de parámetros.

2. Dado el vetor pk en el paso k, resolver los problemas direto y adjunto en este paso.

3. Obtener la derivada de la funión objetivo J̃ ′(pk) usando (2.12).

4. Moverse en la direión de −J̃ ′(pk), i.e. omputar pk+1 = ΠUad

[
pk − ρJ̃ ′(pk)

]
, donde ρ es una

onstante positiva a determinarse y ΠUad
denota la proyeión sobre el onjunto de puntos admisibles.

5. Parar uando J̃
(
pk+1

)
sea menor que una ierta tolerania TOL1 > 0, o bien uando la distania entre

dos iteraiones onseutivas sea menor que una tolerania TOL2 > 0, es deir ‖ pk+1 − pk ‖< TOL2.

2.7. Resultados numérios

En esta seión realizamos algunos experimentos numérios on el objeto de evaluar la performane del

método adjunto, ejeutando algunas simulaiones on el Algoritmo 2.6.1. Los experimentos se implementaron

en Fortran 2003 usando una estrategia orientada en objetos (on Fortran Intel Compiler 12.0.3).
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Cuadro 2.1: Valores estimados de ĉc, ĉd y σ y errores porentuales orrespondientes e% usando

informaión generada sin ruido.

p0 ĉc e% ĉd e% σ e%

[0,16, 0,03, 1,00] 0,1006 0,60 0,0844 68,80 0,9299 3,32

[0,12, 0,05, 0,85] 0,0982 1,80 0,0613 22,60 0,9112 1,20

[0,10, 0,07, 0,76] 0,1003 0,30 0,0724 44,80 0,8854 1,62

[0,07, 0,04, 0,90] 0,0810 19,00 0,0393 21,40 0,9056 0,62

La densidad de élulas vivas y el radio del tumor se generaron a través del problema direto. Mostraremos

aquí algunos resultados obtenidos asumiendo valores estándar ĉc = 0,1, ĉd = 0,05, σ = 0,9, tal omo se sugiere

en [97℄.
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Figura 2.1: Valor de J̃ en funión de ĉc y ĉd para un valor onstante de σ = 0,9. Notar que la

super�ie alanza un mínimo era de ĉc = 0,1 y ĉd = 0,05

Ahora bien, onsideremos en primer lugar el problema de minimizar la funión objetivo (2.4) generando la

informaión N∗(y, t) y S∗(t) a través del problema direto para los valores estándar menionados. Asumimos

que el tumor se deteta en t = 0, luego de que una élula haya evoluionado desde un tiempo adimensional

t ≈ −4,5 hasta alanzar un radio adimensional SI ≈ 34.

Para efetuar los álulos es neesario disretizar la funión objetivo, para lo ual onsideramos que las

mediiones están disponibles en iertos puntos yj e instantes de tiempo tk. Luego, las funiones S
∗
y N∗

se

obtienen en todo el dominio interpolando los datos disponibles. A su vez, tomamos un tiempo adimensional

�nal de observaión T = 0,5, los fatores µ1 y µ2 se toman iguales a 100 y 1 respetivamente, y la onstante

ρ usada en las proyeiones sobre el onjunto de puntos admisibles es 0,1.

En la Figura 2.1, por ejemplo, mostramos el grá�o de la funión objetivo dejando �jo σ y moviéndonos

a través de los otros dos parámetros, observando que la funión alanza un mínimo.

Los puntos iniiales para el Algoritmo 2.6.1 se eligieron en forma aleatoria, obteniendo los resultados

mostrados en el Cuadro 2.1. En general los resultados son satisfatorios para la reuperaión de todos los

parámetros, en mayor medida para σ y en menor medida para cd. Nótese que este grado de preisión guarda

además ierta relaión on el orden de magnitud de los parámetros. Sin embargo, en todos los asos se

obtienen errores porentuales menores on respeto a los orrespondientes a los puntos iniiales.

Se sabe además que la presenia de ruido en la informaión puede aarrear a vees inestabilidades

numérias en la soluión de un problema inverso, tal omo se meniona en [32℄. Consideramos pues la
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Cuadro 2.2: Valores estimados de ĉc, ĉd y σ y errores porentuales orrespondientes e% usando

informaión generada on ruido.

p0 ĉc e% ĉd e% σ e%

[0,08, 0,07, 0,93] 0,1105 10,50 0,0772 54,40 0,9173 1,92

[0,16, 0,03, 1,00] 0,1231 23,10 0,0289 42,20 0,9315 3,50

[0,12, 0,05, 0,85] 0,1203 20,30 0,0582 16,40 0,8225 8,61

[0,10, 0,07, 0,76] 0,1017 1,70 0,0797 59,40 0,7912 12,08

situaión en la ual las mediiones están afetadas por un ruido aleatorio de 5%, on el �n de analizar

uán bien se omporta nuestro método en este aso. Este porentaje de ruido es probablemente grande,

pero elegimos un valor algo exagerado debido a la falta de referenias sobre el error ometido al determinar

densidad de élulas vivas. El Cuadro 2.2 resume los resultados obtenidos.

Como es de esperar, los resultados obtenidos para el aso sin ruido son más satisfatorios. Sin embargo,

nótese que el método permite en algunos asos reuperar algunos parámetros on una preisión aeptable,

aún para el aso de un ruido grande en los datos. Una vez más, el parámetro σ es el que se logra reuperar

on mayor preisión, lo ual podría deberse a que el modelo es más sensible a este parámetro o bien a una

uestión numéria relaionada on los órdenes de magnitud.

2.8. Conlusiones

En este apítulo hemos utilizado la metodología del método adjunto para minimizar una funión objetivo

que depende de iertos parámetros a reuperar. Si bien se requiere un extenso desarrollo matemátio para la

obtenión del problema adjunto a partir del problema direto, una de las prinipales ventajas de la apliaión

de este método es que puede extenderse a ualquier número de parámetros o variables de inversión sin un

osto omputaional signi�ativo.

En uanto a las herramientas matemátias utilizadas, abe destaar la presenia de no linealidades y

singularidades en el problema adjunto, di�ultades que hemos tenido que salvar para manejarlas desde el

punto de vista numério.

Los experimentos numérios realizados muestran que el método resulta efetivo para la reuperaión de

los parámetros en uestión aún para el aso en el ual se añade ruido a los datos. En el apítulo siguiente

mostramos otro método para la reuperaión de parámetros en un modelo, en el ual no se alula el gradiente

de la funión objetivo, y ompararemos los resultados obtenidos utilizando ada método.





Capítulo 3

Reuperaión de parámetros II

3.1. Introduión

En el Capítulo 2 nos hemos oupado de la reuperaión de algunos parámetros que apareen en el modelo

de Ward y King [97℄ para el reimiento de un tumor avasular in vitro sin tratamiento.

La mayor parte de los parámetros que apareen en el modelo de Ward y King están involurados en

el reimiento del tumor sin droga. De ellos, hemos elegido tres para desarrollar la ténia de reuperaión

de parámetros del apítulo anterior, pero podríamos haber optado por reuperar todos sin inurrir en un

osto omputaional signi�ativamente mayor (reordemos que ada iteraión requería resolver una vez el

problema direto y una vez el problema adjunto independientemente de la antidad de parámetros).

Cuando se inorpora la droga apareen un par de parámetros adiionales (α y K̂ en el aso adimensional).

En partiular, onsideramos el parámetro α, que representa la efetividad adimensional de la droga, puesto

que engloba su tasa de degradaión y su difusividad. En onseuenia es un parámetro lave para determinar

el éxito de una droga. Además, de auerdo a la de�niión dada en [98℄, puede mostrarse que la profundidad de

penetraión de la droga es proporional a la raíz uadrada de α. Desde este punto de vista, la uanti�aión

del transporte de droga y su distribuión en un tumor sólido onstituye el primer paso para proponer

protoolos e�ientes para asos in vivo.

Nuevamente onsideramos en este apítulo iertas funiones objetivos que omparan el radio medido de

un tumor y el prediho por el modelo. El algoritmo de minimizaión que usaremos es onoido omo Pattern

Searh [51℄. Este algoritmo pertenee a la lase de algoritmos de optimizaión onoidos omo algoritmos de

búsqueda direta o también llamados de orden ero, ya que no hae uso de las derivadas para enontrar el

mínimo deseado, lo ual lo onvierte en una ténia de muy fáil implementaión. Es un método numério

de optimizaión muy e�iente para problemas apliados en los uales el álulo de la derivada de la funión

objetivo es ostoso.

Básiamente, el algoritmo onsiste en lo siguiente: dada una funión J a minimizar y un punto iniial, y

una vez de�nidas bajo ierto riterio las direiones exploratorias o patrones de búsqueda, éstas se utilizan

para de�nir un onjunto �nito de puntos fatibles en los uales se realiza la evaluaión de J . A partir de

estos valores se elige el punto en el que se alanza el mínimo valor observado y así se de�ne un nuevo

punto �iniial� o iterando. De este modo, en la k-ésima iteraión tenemos el iterando pk ∈ Uad (on Uad

un onjunto admisible dado) y un paso δk > 0. Con estos datos se de�nen de manera suesiva los puntos

p+ = pk + δkdi, i ∈ {1, 2, . . . , n}, donde di representan la direiones de búsqueda, hasta enontrar un p+ tal

que J (p+) < J (pk). Si no se llega a enontrar p+ tal que J (p+) < J (pk), se redue el paso δk a su mitad

y se ontinúa on el proeso; si por el ontrario se halla tal punto p+ se de�nen δk+1 = δk y pk+1 = p+.
Esta iteraión, desrita aquí en forma breve, se repite de manera suesiva hasta que δk sea su�ientemente

pequeño y por lo tanto no se produzan ambios onsiderables en el valor que toma la funión en el nuevo
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iterando. Otra opión es parar el proeso una vez que el valor de la funión J sea menor al de ierto

valor preestableido de antemano. Más detalles sobre este algoritmo, así omo también resultados sobre su

onvergenia pueden enontrarse en [11, 52, 90℄. En el libro [95℄ puede enontrarse una implementaión de

este método, en [3℄ se lo aplia al problema de deteión de tumores y en [71℄ al problema onreto aquí

tratado.

Para estudiar el omportamiento del MCS, onsideremos el experimento numério de la Seión 1.4.2,

en el ual se dejó el tumor evoluionar sin droga de auerdo al sistema de euaiones (1.16)-(1.20) desde

un tiempo adimensional de −25 (que orresponde a unas 350 horas), obteniendo un MCS on un radio

adimensional S(0) = 141,87 (aproximadamente 881µm) y una densidad de élulas vivas NI(y). Éstas serán
las ondiiones iniiales para omenzar a suministrar el tratamiento.

3.2. Formulaión del problema inverso

Tal omo hemos menionado, en este apítulo nos ouparemos de la obtenión del parámetro α, que
proporiona una medida adimensional de la efetividad de la droga. Además, puede probarse que la profun-

didad de penetraión de�nida en [98℄ es igual a r0(α/K̂)1/2. De esta manera, siguiendo los lineamientos del

Capítulo 2, formulamos el siguiente problema:

Hallar un valor del parámetro α apaz de generar una soluión del problema direto que mejor ajuste a la

informaión disponible en el intervalo de tiempo 0 ≤ t ≤ T .

Nuevamente, debemos onstruir una funión objetivo J que nos proporione ierta noión de distania

entre los datos experimentales (reales o generados) y la soluión del problema direto para ada valor de α.
Así, podemos formular el problema inverso omo:

Hallar α∗ > 0 tal que J (α∗) ≤ J (α) para todo α > 0. (3.1)

Nótese que el problema (3.1) es preisamente (2.8) on J = J̃ , α = p y Uad = {α : α > 0}.
Teniendo en uenta que el radio del tumor es una de las variables que puede monitorearse, una posible

funión objetivo podría ser similar que para el aso sin droga dada por la euaión (2.3):

J (α) =

∫ T

0

(Sα(t)− S∗(t))
2
dt, (3.2)

donde Sα(t) es el radio adimensional al tiempo t obtenido omo soluión del problema direto para un ierto

valor de α, y S∗(t) es obtenida a partir de mediiones experimentales del radio del tumor.

Por otra parte, en [98, pp. 194�196℄ postulan, basándose en [83℄, que: �... hay muy poa diferenia en

la supervivenia de las élulas al tiempo �nal del tratamiento, sea entre una dosis únia de la droga que

suministrando la misma antidad de droga en múltiples apliaiones�. Esto nos motiva a de�nir una funión

que represente la onentraión externa media de droga durante la duraión del experimento, dada por:

I(wo) =
1

τ̃

∫ τ̃

0

wo(τ)dτ, (3.3)

donde τ̃ es el tiempo �nal dimensional (τ̃ = T/A). Nótese que I es una antidad que depende del protoolo

de administraión de droga y que tiene unidades de onentraión.

Los uatro protoolos mostrados en la Figura 1.2 se seleionaron preisamente de forma tal que todos

ellos produzan el mismo valor de I. En la Figura 3.1 puede observarse que luego del tratamiento on estos

protoolos, los esferoides alanzan tamaños semejantes.
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Figura 3.1: Evoluión del radio del tumor para diferentes protoolos de tratamiento.

Entones, resulta razonable proponer una funión objetivo que tenga en uenta úniamente el radio del

tumor al tiempo �nal, es deir

J (α) = (Sα(T )− S∗(T ))
2
. (3.4)

donde Sα puede obtenerse a partir de ualquier protoolo que tenga el mismo valor de I que el protoolo

empleado para obtener los datos S∗
.

En las seiones siguientes quedarán laras las ventajas y desventajas de ada una de estas posibilidades.

3.3. Experimentos numérios

Para resolver el problema inverso (3.1) utilizamos el algoritmo Pattern Searh, uyos fundamentos y

metodología se disutieron en la Seión 3.1, donde se dieron además algunas referenias útiles.

Los experimentos numérios se realizaron on Matlab R2011a en una PC bajo Linux OS, Intel Core i5.

El problema direto se resolvió de auerdo al Algoritmo 1.4.1 on parámetros m = 800, n = 500, T = 4;
ondiiones iniiales S0 y NI obtenidas luego de dejar evoluionar el tumor sin aión de la droga desde un

tiempo adimensional igual a −25; las onstantes físias orresponden a un MCS V79 bajo ondiiones de

suministro de gluosa. El problema inverso se resolvió usando la funión intrínsea de Matlab patternsearh

on un punto iniial tomado aleatoriamente en el intervalo [0, 106]. La funión (3.2) se aluló mediante la

regla del trapeio ompuesta, usando la misma disretizaión que en el problema direto. La funión Sα en

(3.4) se aluló usando el protoolo 3 en todos los asos (ver Figura 1.2).

Consideremos en primer lugar el problema de optimizaión (3.1) onsistente en minimizar las funiones

(3.2) o (3.4), donde S∗
es generada resolviendo el problema direto vía el Algoritmo 1.4.1, para iertas

eleiones del parámetro α = α∗
, tomamos α∗ = 17,3, α∗ = 314,0 y α∗ = 5350,1 para representar diferentes

órdenes de magnitud que el parámetro podría eventualmente exhibir. Realizamos las simulaiones para los

uatro protoolos propuestos en la Figura 1.2 y �nalmente onsideramos además la situaión en la ual las

mediiones del radio del tumor están afetadas por un ruido aleatorio de ±5 µm (que para el aso de estos

esferoides representa aproximadamente un 0,5% del radio del tumor).

Las simulaiones efetuadas tienen por objeto investigar uán bien puede reuperarse el valor del pará-

metro. Nótese que la situaión no es trivial pues a priori desonoemos si tiene soluión o, en ese aso, si es
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Figura 3.2: Grá�o de las funiones objetivo (3.2) y (3.4) para (a) α∗ = 314 y (b) α∗ = 5350,1.

Cuadro 3.1: Valores estimados de α y error porentual e% on la funión (3.2) usando informaión

generada sin ruido.

α∗
Protoolo 1 Protoolo 2 Protoolo 3 Protoolo 4

αest e% αest e% αest e% αest e%

17,3 17,23 0,39 17,27 0,17 17,81 2,97 16,53 4,48

314,0 313,24 0,24 313,60 0,13 314,58 0,18 314,54 0,17

5350,1 5349,12 0,02 5351,03 0,02 5349,24 0,02 5349,46 0,01

únia o si el método onverge a algún otro mínimo loal. Sin embargo, en la Figura 3.2 vemos que la forma

de los grá�os de las funiones objetivo sugieren que el problema inverso (3.1) tiene soluión únia, lo ual

nos otorga tranquilidad a la hora de apliar el método. Los resultados obtenidos se resumen en los uadros

3.1 a 3.4.

Por una parte, podemos observar en el Cuadro 3.1 que la reuperaión del parámetro α usando la funión

(3.2) es muy buena, on errores porentuales menores a 0,4% en la mayoría de los asos. Por otro lado, el

Cuadro 3.2 muestra que α se reupera bastante bien para grandes valores de α∗
. Una posible expliaión

para este fenómeno es el heho de que valores pequeños de α∗
asemejan el reimiento del tumor al aso

en el ual no hay tratamiento (ver Figura 1.4(a)). Para obtener mejores resultados on valores de α∗
más

pequeños deberíamos disponer de mediiones más preisas. Nótese que tanto on ruido omo sin ruido en los

datos, el error porentual disminuye a medida que α∗
ree. Otro punto importante es que debido a que en

(3.2) debemos obtener una buena estimaión de la integral, es neesario disponer de una antidad su�iente

de observaiones para apturar lo mejor posible el omportamiento del tumor.

Ahora bien, si no fuera posible disponer de mediiones del radio del tumor en varios instantes de tiempo,

o bien si el protoolo de administraión de droga fuera desonoido, podemos emplear la funión (3.4), que

requiere úniamente una mediión a tiempo �nal y una estimaión de la onentraión externa media de

droga I (ver (3.3)). Se observa que, aunque los resultados obtenidos en este aso no son tan buenos omo los

de la funión (3.2), resultan aún aeptables, dada la limitada antidad de informaión requerida. Si además

se añade ruido a los datos laramente éstos onstituyen una fuente adiional de error. Los uadros 3.3 y

3.4 muestran que, en general los errores porentuales son del orden del 10% para los protoolos 1 y 2. Los

resultados para el protoolo 3 son llamativamente buenos, probablemente debido a que la funión Sα en

(3.4) se obtuvo preisamente usando diho protoolo. Los resultados para el protoolo 4 en ambio no son
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Cuadro 3.2: Valores estimados de α y error porentual e% on la funión (3.2) usando informaión

generada on ruido.

α∗
Protoolo 1 Protoolo 2 Protoolo 3 Protoolo 4

αest e% αest e% αest e% αest e%

17,3 24,83 43,52 10,48 39,44 22,95 32,68 8,05 53,46

314,0 329,87 5,05 286,32 8,82 349,86 11,42 268,30 14,56

5350,1 5195,90 2,88 5374,20 0,45 5128,40 4,14 5198,70 2,83

Cuadro 3.3: Valores estimados de α y error porentual e% on la funión (3.4) usando informaión

generada sin ruido.

α∗
Protoolo 1 Protoolo 2 Protoolo 3 Protoolo 4

αest e% αest e% αest e% αest e%

17,3 15,92 7,98 17,27 0,19 18,05 4,32 13,24 23,49

314,0 295,24 5,98 295,24 5,98 313,69 0,10 241,93 22,95

5350,1 4918,20 8,07 4755,00 11,12 5349,60 0,01 3257,60 39,11

satisfatores, siendo una posible ausa de ello que el período de observaión no es lo su�ientemente largo. De

heho, en la Figura 3.1 se observa que la urva más alejada a las demás es preisamente la que orresponde

al protoolo 4, posiblemente debido a que no ha alanzado aún su omportamiento estaionario.

3.4. Conlusiones y omparaión entre ambos métodos

En este apítulo hemos presentado una metodología para la reuperaión del parámetro de efetividad

de la droga involurado en el reimiento de un tumor avasular in vitro on tratamiento quimioterapéutio.

La resoluión del problema inverso está basada en la apliaión del algoritmo Pattern Searh, utilizando dos

funiones objetivo diferentes. La primera de ellas onsidera la evoluión del radio del tumor en el tiempo, y

los experimentos numérios nos han permitido reuperar el parámetro α on buena preisión, espeialmente

en los asos en que se dispone de informaión sin ruido; la desventaja del método es que debemos disponer de

mediiones del radio para varios tiempos y onoer el protoolo de administraión de la droga. La segunda

funión objetivo propuesta, en tanto, sólo requiere una mediión del radio del esferoide al tiempo �nal y

onoer la onentraión externa media de droga durante el tiempo de simulaión. Claramente, el osto de

utilizar menos informaión es que el parámetro se reupera on menor preisión, aunque en algunos asos

aún aeptable.

Cuadro 3.4: Valores estimados de α y error porentual e% on la funión (3.4) usando informaión

generada on ruido.

α∗
Protoolo 1 Protoolo 2 Protoolo 3 Protoolo 4

αest e% αest e% αest e% αest e%

17,3 16,72 3,34 14,63 15,43 32,67 88,83 3,26 81,18

314,0 352,54 12,27 291,45 7,18 310,56 1,10 182,93 41,74

5350,1 4824,10 9,83 4981,00 6,90 5360,90 0,20 3280,70 38,68



36 CAPÍTULO 3. RECUPERACIÓN DE PARÁMETROS II

Ahora bien, en los Capítulos 2 y 3 hemos apliado dos metodologías diferentes para la resoluión de un

problema de optimizaión on restriiones dadas por EDPs: en el Capítulo 2 hemos utilizado el método

adjunto y en el Capítulo 3 hemos apliado el algoritmo Pattern Searh. El primero es un método que requiere

el álulo del gradiente de la funión objetivo, obteniéndolo no en forma explíita sino a través de la resoluión

del problema adjunto. El segundo, en ambio, no requiere el álulo de las derivadas y se basa en elegir bajo

iertos riterios la direión en la ual el valor de la funión objetivo disminuye.

Esenialmente podemos deir que si la antidad de parámetros a reuperar es pequeña, el algoritmo

Pattern Searh resulta a priori más eonómio. Por ejemplo, en el aso en que queremos reuperar úniamente

el parámetro α, las direiones de búsqueda se onsideran solamente en la reta real. La obtenión del

problema adjunto involura un desarrollo matemátio más extenso que se justi�a uando la antidad de

parámetros a reuperar es grande.
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Modelado de sistemas omplejos
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Capítulo 4

Introduión al modelado de sistemas

vivientes

4.1. Introduión

Los métodos matemátios de la teoría inétia lásia se han empleado para modelar la evoluión de

sistemas onstituidos por un gran número de partíulas lásias, que interatúan entre sí (en físia una

partíula lásia es un uerpo puntual on masa o arga). En partiular, se han desarrollado para desribir

la dinámia de �uidos desde el punto de vista de la meánia estadístia, en lugar del enfoque tradiional de

la meánia del ontinuo.

Sin embargo, este enfoque lásio deja de ser válido uando se desea representar y modelar un sistema

onstituido por un gran número de partíulas, pero que además son entidades vivientes, oasionalmente

llamadas sujetos o individuos, que podrían ser - por ejemplo - élulas en un sistema biológio, individuos en

una poblaión soialmente ativa, o ondutores de vehíulos en una ruta.

El estado mirosópio de las partíulas inluye, al igual que en la teoría inétia lásia, variables

geométrias (que identi�an la posiión y forma) y variables meánias (relaionadas a la veloidad). Sin

embargo, para sistemas vivientes, la identi�aión del estado mirosópio requiere variables adiionales

espeí�as al sistema en uestión. Por ejemplo, una variable relaionada a la funión biológia en el aso de

poblaiones elulares, o al estado soial en el aso de dinámia poblaional.

Ya en el siglo XVIII, Kant postuló que un sistema viviente es una estrutura espeial organizada que

tiene la habilidad de alanzar un objetivo (Critique de la raison pure). Asimismo Hartwell [63℄, quien reibió

el premio Nobel de Fisiología en 2001, meniona que �los sistemas biológios son muy diferentes a los sis-

temas físios o químios analizados por medio de la meánia estadístia o la hidrodinámia. La meánia

estadístia se oupa típiamente de sistemas que ontienen muhas opias de unas poas entidades que in-

teratúan, mientras que las élulas ontienen desde millones hasta unas poas opias de ada uno de miles

de omponentes distintos, ada uno on interaiones muy espeí�as�. Además meniona que �aunque los

sistemas vivos obedeen las leyes de la físia y la químia, la noión de funión o propósito diferenia la bio-

logía respeto de otras ienias naturales. Los organismos existen para reproduirse mientras que . . . roas
y estrellas no tienen ningún objetivo�.

Como vemos, esta omplejidad exhibida por un sistema viviente requiere del desarrollo de ténias

matemátias que vayan más allá de aquellas existente para el modelado de fenómenos físios o químios.

La teoría inétia de partíulas ativas (KTAP de auerdo a sus siglas en inglés) fue introduida

preisamente on este �n. Esta teoría se aplia a sistemas omplejos onstituidos por entidades vivas que

interatúan espaialmente o a través de redes o networks. Normalmente, el onoimiento de la dinámia
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de un pequeño número de entidades no ondue diretamente a una desripión de la dinámia de todo el

sistema.

A ontinuaión identi�amos las ino araterístias omunes más sobresalientes exhibidas por un sis-

tema viviente onstituido por un gran número de partíulas, [16, 20℄:

1. Habilidad para expresar una estrategia: Las entidades vivas son apaes de desarrollar estrategias

espeí�as y habilidades organizaionales que dependen del estado del medio que las rodea y que, en algunos

asos, no satisfaen las leyes de la meánia lásia. Por ejemplo, las entidades experimentan un ontinuo

forejeo on el ambiente para permaneer en un estado fuera de equilibrio, i.e. para permaneer vivas.

Como onseuenia, el estado de las partíulas debe inluir variables que desriban apropiadamente

dihas estrategias. La teoría inétia de partíulas ativas introdue la variable atividad para desribir la

estrategia desarrollada.

2. Heterogeneidad: No todas las entidades exhiben la misma habilidad para expresar una estrategia.

La heterogeneidad arateriza a la mayor parte de los sistemas vivos, en el sentido que las araterístias de

ada entidad individual pueden inluso diferir respeto de otra entidad que pertenee a la misma estrutura.

En biología, por ejemplo, esto se debe a que un mismo genotipo puede expresarse mediante diversos fenotipos.

3. Capaidad de aprendizaje: Los sistemas vivos reiben inputs del ambiente y tienen la habilidad

de aprender de experienias pasadas. Por lo tanto, su habilidad estratégia y las araterístias de las inte-

raiones entre entidades vivientes evoluionan en el tiempo. Por ejemplo, una soiedad puede induir una

estrategia oletiva a través de aprendizajes individuales.

4. Interaiones: Las interaiones son generalmente de tipo no lineal e involuran veinos inmediatos,

pero en algunos asos también partíulas distantes. De heho, los sistemas vivientes tienen la apaidad de

omuniarse y eventualmente elegir diferentes aminos. En algunos asos, la distribuión topológia de un

número �jo de veinos puede jugar un rol lave en el desarrollo de una estrategia. Las interaiones modi�an

el estado de las entidades individuales: éstas partiipan en un juego en ada interaión, on un output que

normalmente está relaionado on las apaidades de supervivenia y adaptaión.

5. Mutaiones y evoluión: Los sistemas vivientes son evoluionarios. Por ejemplo, los naimientos

pueden generar individuos mejor adaptados al ambiente. Si uno despreia este aspeto, signi�a que la esala

de tiempo involurada en la observaión y el modelado del sistema no es lo su�ientemente larga omo para

observar eventos evoluionarios. Diha esala de tiempo puede ser muy orta para sistemas elulares, o muy

larga para vertebrados.

La teoría inétia de partíulas ativas puede apliarse a sistemas que exhiben las siguientes araterís-

tias:

(i) El sistema está onstituido por un gran número de entidades que interatúan, llamadas partíulas

ativas, uyo estado mirosópio inluye, además de variables geométrias y meánias, una variable

adiional llamada atividad, que representa la habilidad individual para expresar una funión o es-

trategia espeí�a. Los sistemas vivientes son apaes de desarrollar omportamientos que no pueden

expliarse solamente mediante las leyes de la meánia lásia y, en algunos asos, pueden generar

proesos proliferativos y/o destrutivos. Estos omportamientos no son simplemente expresiones indi-

viduales y aisladas, sino que generalmente dependen de la interaión on todos los demás individuos.

(ii) La atividad está heterogéneamente distruibuida sobre las partíulas ativas, que tienen la habilidad

de expresar la misma funión on diferentes intensidades. El estado global del sistema se desribe por

medio de una funión de distribuión sobre el estado mirosópio de las partíulas.

(iii) Un subsistema funional es un onjunto de partíulas ativas que se arateriza porque todas

ellas expresan la misma estrategia. De este modo, el sistema en su totalidad está onstituido por

varios subsistemas funionales interatuantes. En general, la desomposiión en subsistemas funionales

depende del fenómeno espeí�o bajo estudio. Este onepto permite reduir la omplejidad de un

sistema viviente y fue iniialmente introduido por Hartwell [63℄ on su teoría de módulos, la ual es
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onsiderada omo la primer ontribuión a la biología sistémia.

(iv) Las interaiones modi�an el estado de las entidades interatuantes, mientras que su estrategia puede

ser modi�ada de auerdo a la estrutura de su distribuión heterogénea. Las interaiones no ourren

solamente por ontato, sino que pueden distribuirse en el espaio o a través de redes. Generalmente, los

sistemas vivientes se omunian ya sea diretamente o través de distintos medios. Como onseuenia,

ada entidad interatúa on todas las demás entidades que se enuentran en un ierto dominio de

interaión, que en algunos asos está identi�ado por una zona de visibilidad mientras que en otros

por una red de omuniaión.

Esta teoría ha sido ampliamente utilizada para la derivaión de una gran variedad de modelos para

sistemas omplejos biológios. Por ejemplo, teoría de la evoluión [21℄, formaión de opiniones [34℄, ompe-

tenia inmunitaria [28, 30℄, epidemias de virus on mutaiones [47, 50℄, dinámia de trá�o vehiular y de

multitudes de personas [17, 23, 27℄, y sistemas soiales [5, 6, 12, 70, 85℄, entre otros.

Es importante señalar que la teoría inétia de partíulas ativas no puede onsiderarse omo una genera-

lizaión inmediata de la teoría inétia lásia, debido a que la desomposiión del sistema y las interaiones

se modelan de modo diferente, [20℄. Sin embargo, bajo iertas hipótesis ad ho, puede mostrarse que el modelo

lásio de la teoría inétia puede verse omo un aso partiular de la teoría inétia de partíulas ativas,

[8℄.

4.2. Representaión a través de la teoría inétia de partíulas a-

tivas

Consideremos un sistema físio onstituido por un gran número de partíulas ativas. A la hora de

representar un sistema de este tipo, una primer uestión que debe eslareerse es aquella relaionada a las

esalas de observaión y representaión.

La esala mirosópia orresponde a la evoluión de aquellas variables que permiten desribir el estado

físio de ada partíula individual. Cuando el número de partíulas es su�ientemente grande y es posible

obtener promedios loales del estado mirosópio tomados en un volumen elemental que tiende a ero, se

puede hablar de esala marosópia. Ésta, pues, orresponde a la evoluión de variables promediadas

loalmente, llamadas variables marosópias.

En general, estas dos esalas resultan su�ientes para modelar la evoluión de sistemas inertes. Por otra

parte, los sistemas vivientes requieren añadir modelos derivados a esalas menores. Por ejemplo, la esala

mirosópia en biología orresponde a las élulas, mientras que la dinámia del nivel elular depende de la

dinámia de la esala moleular o de los genes. En algunos asos, inlusive, la omplejidad del sistema requiere

el uso de esalas aún mayores, de tipo supermarosópio, que orresponden a la dinámia poblaional.

A la hora de desarrollar modelos matemátios, el tipo de euaiones a tener en uenta depende pre-

isamente de la esala onsiderada. Generalmente, aquellos modelos basados en la esala mirosópia se

formulan en términos de EDOs, en tanto que aquellos que se basan en la esala marosópia se formulan

en términos de EDPs.

La prinipal motivaión para usar la esala marosópia en lugar de la mirosópia radia en la redu-

ión de la omplejidad de un sistema. Por ejemplo, uando un sistema está ompuesto por un gran número de

elementos, el número de euaiones es demasiado grande omo para tratarlo omputaionalmente. Más aún,

las variables marosópias tienen a vees interés prátio, por lo ual es onveniente desarrollar euaiones

que involuren diretamente estas variables.

El enfoque de la teoría inétia de partíulas ativas es ompletamente diferente [20℄, puesto que la esala

mirosópia se utiliza para modelar la dinámia de interaión entre las partíulas ativas, mientras que

el estado global de todo el sistema se desribe mediante una funión de distribuión generalizada sobre el

estado mirosópio. A ontinuaión formalizamos estas ideas.
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De�niión 4.2.1. El estado de ada partíula ativa es desrito por una variable físia llamada estado

mirosópio, denotado por w:

w = {x,v,u} ∈ Dw = Dx ×Dv ×Du,

donde x es el estado mirosópio geométrio, v es el estado mirosópio meánio y u denota la atividad.

El espaio de los estados mirosópios Dw se denomina espaio de estados e inluye el espaio de estados

geométrios Dx, el espaio de estados meánios Dv y el espaio de atividades Du.

En general, el estado geométrio se desribe mediante las oordenadas espaiales de la partíula en tanto

que el estado mirosópio meánio representa la veloidad. De este modo, asumimos que Dx ⊆ R
3
y

Dv ⊆ R
3
. A su vez, imaginamos la atividad omo un vetor, Dw ⊆ R

p
, p ∈ N, en el ual ada omponente

representa la apaidad de representar una ierta estrategia partiular de p estrategias onsideradas.

De�niión 4.2.2. La desripión del estado global del sistema viene dada por la funión

f : [0,∞)×Dw → [0,∞)

llamada funión de distribuión generalizada, tal que f(t,w) dw denota el número de partíulas ativas

uyo estado, al tiempo t, se enuentra en el volumen elemental [w,w + dw] del espaio de estados. Bajo

hipótesis apropiadas de integrabilidad, el número de partíulas en el dominio Λ ⊆ Dx, al tiempo t, viene
dado por

nΛ(t) =

∫

Λ×Dv×Du

f(t,x,v,u)dx dv du.

Observaión 4.2.3. Desde el punto de vista de la teoría de la medida, la existenia de la funión f puede

garantizarse a través del Teorema de Radon-Nikodym. En efeto, si busamos una funión ompletamente

aditiva φ(A)(t) que permita �ontar� el número de partíulas ativas al tiempo t en ada subonjunto A ⊆ Dw,

diho teorema asegura la existenia de una funión integrable y no negativa f tal que φ(A)(t) =
∫
A
f(t,w)dw.

Observaión 4.2.4. Si el número de partíulas ativas es onstante en el tiempo, entones la funión de dis-

tribuión se puede normalizar y pensarse omo una densidad de probabilidad. En la prátia, es onveniente

llevar a abo esta normalizaión respeto del número de partíulas ativas al tiempo t = 0.

El onoimiento de f permite el álulo de antidades marosópias, bajo iertas ondiiones de in-

tegrabilidad. En partiular, la integraión sobre algunas de las omponentes de w da omo resultado una

densidad marginal. Por ejemplo, momentos de orden ero proveen informaión sobre el tamaño o poblaión

loal:

n[f ](t,x) =

∫

Dv×Du

f(t,x,v,u)dv du,

donde los orhetes se utilizan para indiar el heho que n puede interpretarse omo un operador apliado a

la funión de distribuión f .

Si además se integra sobre el onjunto Dx, se obtiene el tamaño o poblaión total del sistema:

N [f ](t) =

∫

Dx

n[f ](t,x)dx,

que puede depender del tiempo debido a proesos de naimiento y muerte relaionados a las interaiones,

así omo también al �ujo de partíulas ativas a través de las fronteras del onjunto.

Momentos de primer orden representan antidades marosópias lineales relaionadas a la meánia o a

la atividad del sistema. Por ejemplo, la veloidad másia de partíulas ativas al tiempo t en la posiión

x viene dada por
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U[f ](t,x) =
1

n[f ](t,x)

∫

Dv×Du

vf(t,x,v,u)dv du.

Todas las de�niiones dadas anteriormente pueden generalizarse de forma inmediata al aso de sistemas

onstituidos por n poblaiones interatuantes o subsistemas funionales de partíulas ativas, denotadas por

el subíndie i = 1, . . . , n, donde ada una de ellas está araterizada por una ierta forma de organizar su

atividad y por diferentes interaiones on las demás poblaiones. En este aso, la desripión del sistema

viene dada por la funión de distribuión

fi : [0,∞)×Dw → [0,∞)

de la i-ésima poblaión. El onjunto de las funiones de distribuión de todas las poblaiones se denotará

por f = {fi}.
Todos los álulos anteriores se extienden diretamente. Por ejemplo, el tamaño loal de la poblaión

i-ésima en la posiión x al tiempo t viene dado por

ni[f ](t,x) =

∫

Dv×Du

fi(t,x,v,u)dv du,

el tamaño total de la poblaión i-ésima, al tiempo t, es

Ni(t) =

∫

Dx

ni[f ](t,x)dx,

y por lo tanto el tamaño total del sistema es la suma de los tamaños de ada subsistema funional

N(t) =

n∑

i=1

Ni(t).

4.3. Modelado de las interaiones mirosópias

El desarrollo de modelos mediante la teoría inétia de partíulas ativas requiere, al igual que en el aso

de la teoría inétia lásia, estudiar la evoluión de las funiones de distribuión generalizadas. El primer

paso para obtener las euaiones de evoluión es modelar apropiadamente las interaiones mirosópias,

las uales se re�eren esenialmente a tres tipos de partíulas ativas:

• Partíula test, tomada omo representante del sistema, y uyo estado mirosópio al tiempo t está
dado por w.

• Partíula andidata, uyo estado mirosópio al tiempo t está dado por w∗.

• Partíula de ampo, uyo estado mirosópio al tiempo t está dado por w
∗
.

Las interaiones pueden ser de dos tipos:

• Interaiones binarias de orto alane, que se re�eren a la aión mutua entre una partíula test (o

andidata) y una partíula de ampo, uando la partíula de ampo ingresa al dominio de interaión

de la partíula test (o andidata). Este dominio tiene una dimensión del mismo orden de magnitud

que el orrespondiente tamaño de las partíulas ativas que interatúan.
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Figura 4.1: Interaiones de orto alane.

• Interaiones de largo alane, que se re�eren a la aión que todas las partíulas de ampo presentes

en el dominio de aión de la partíula test ejeren sobre ella. Esta interaión sigue siendo de tipo

binario y la dimensión del dominio de interaión puede tener un orden de magnitud más grande que

el orrespondiente tamaño de las partíulas ativas.

Ambos tipos de interaiones se pueden visualizar en las Figuras 4.1 y 4.2. Por otra parte, las interaiones

también pueden lasi�arse en:

• Interaiones onservativas, que modi�an el estado (geométrio, meánio o atividad) de las partíu-

las involuradas, pero sin ambiar el tamaño de la poblaión.

• Interaiones no onservativas (proliferativas o destrutivas), que generan naimiento o muerte de

partíulas ativas.

La dinámia de este tipo de interaiones puede visualizarse en la Figura 4.3.

En las apliaiones tratadas en esta tesis nos oupamos fundamentalmente de interaiones binarias

de orto alane. Consideremos en primer lugar el aso de interaiones onservativas loalizadas entre la

partíula andidata on estado w∗ y la partíula de ampo on estado w
∗
. Las interaiones mirosópias

pueden modelarse teniendo en uenta las siguientes funiones:

• La tasa o freuenia de enuentros η(w∗,w
∗), que depende para ada par de partíulas de sus

respetivos estados mirosópios.

• La densidad de probabilidad de transiión

ϕ(w∗,w
∗;w) : Dw ×Dw ×Dw → R+, (4.1)

denota la probabilidad de que una partíula ativa andidata on estado w∗ pase al estado w de la partíula

test luego de una interaión on una partíula de ampo on estado w
∗
. El término de interaión ϕ tiene

la estrutura de una densidad de probabilidad on respeto a la variable w:

∀w∗,w
∗ :

∫

Dw

ϕ(w∗,w
∗;w)dw = 1.
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Figura 4.2: Interaiones de largo alane.

(a) Interaiones onservativas (b) Interaiones proliferativas () Interaiones destrutivas

Figura 4.3: Distintos tipos de interaiones binarias.
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Las funiones η y ϕ permiten alular los �ujos C+
y C−

de partíulas ativas que entran y salen del

elemento de volumen dw del espaio de estados:

C+[f ](t,w) =

∫

Dw×Dw

η(w∗,w
∗)ϕ(w∗,w

∗;w)f(t,w∗)f(t,w
∗)dw∗dw

∗, (4.2)

C−[f ](t,w) = f(t,w)

∫

Dw

η(w,w∗)f(t,w∗)dw∗. (4.3)

Si onsideramos ahora interaiones no onservativas entre la partíula test (o andidata) y la partíula de

ampo, que ourren on la misma tasa de enuentros η reién de�nida, debemos tener en uenta la existenia

de eventos proliferativos y/o destrutivos. Para ello, se de�ne la tasa de proliferaión µ(w∗,w
∗;w), que

representa la proliferaión en el estado w debido a la interaión entre una partíula andidata on estado

w∗ y una partíula de ampo on estado w
∗
. Asimismo, la tasa de destruión ν(w,w∗) se re�ere a la

desapariión de la partíula test on estado w debido a la interaión on una partíula de ampo on estado

w
∗
. Nótese que los proesos destrutivos ourren siempre en el estado de la partíula test.

De este modo, el �ujo neto en el elemento de volumen dw del espaio de estados de la partíula test

debido a proesos proliferativos y destrutivos puede esribirse, respetivamente, omo:

P [f ](t,w) =

∫

Dw×Dw

η(w∗,w
∗)µ(w∗,w

∗;w)f(t,w∗)f(t,w
∗)dw∗dw

∗, (4.4)

D[f ](t,w) = f(t,w)

∫

Dw

η(w,w∗)ν(w,w∗)f(t,w∗)dw∗. (4.5)

Todas las onsideraiones anteriores pueden generalizarse de forma inmediata al aso de sistemas de

poblaiones, teniendo en uenta las siguientes partíulas:

• Partíula test, tomada omo representante del sistema, que pertenee al subsistema funional i y
uyo estado mirosópio al tiempo t está dado por w.

• Partíula andidata, que pertenee al subsistema funional h y uyo estado mirosópio al tiempo

t está dado por w∗.

• Partíula de ampo, perteneiente al subsistema funional k y uyo estado mirosópio al tiempo

t está dado por w
∗
.

De este modo, las funiones de interaión orrespondiente son:

• La tasa o freuenia de enuentros ηhk(w∗,w
∗) entre una partíula andidata de la poblaión h on

estado w∗ y una partíula de ampo de la poblaión k on estado w
∗
, que depende del estado mirosópio

y del tipo de poblaión al ual perteneen las partíulas que interatúan.

• La densidad de probabilidad de transiión ϕi
hk(w∗,w

∗;w) denota la probabilidad de que una

partíula andidata perteneiente a la poblaión h on estado w∗ pase al estado w de la poblaión i luego
de interatuar on una partíula de ampo perteneiente a la poblaión k on estado w

∗
.

• La tasa de proliferaión µi
hk(w∗,w

∗;w) generada por la interaión de la partíula andidata

perteneiente a la poblaión h on estado w∗, y la partíula de ampo perteneiente a la poblaión k on

estado w
∗
. La proliferaión da lugar a una nueva entidad que pertenee a la poblaión i y tiene el estado w

de la partíula test.

• La tasa de destruión νik(w,w
∗) generada por la interaión entre la partíula test de la poblaión

i on estado w y la partíula de ampo de la poblaión k on estado w
∗
. Nuevamente aquí, se asume que la

partíula destruida desaparee en el mismo estado de la partíula test.
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Las expresiones (4.2)-(4.5) se extienden de forma inmediata al aso de n poblaiones:

C+
i [f ](t,w) =

n∑

h=1

n∑

k=1

∫

Dw×Dw

ηhk(w∗,w
∗)ϕi

hk(w∗,w
∗;w)fh(t,w∗)fk(t,w

∗)dw∗dw
∗, (4.6)

C−
i [f ](t,w) = fi(t,w)

n∑

k=1

∫

Dw

ηik(w,w
∗)fk(t,w

∗)dw∗, (4.7)

Pi[f ](t,w) =
n∑

h=1

n∑

k=1

∫

Dw×Dw

ηhk(w∗,w
∗)µi

hk(w∗,w
∗;w)fh(t,w∗)fk(t,w

∗)dw∗dw
∗, (4.8)

Di[f ](t,w) = fi(t,w)

n∑

k=1

∫

Dw

ηik(w,w
∗)νik(w,w

∗)fk(t,w
∗)dw∗. (4.9)

4.4. Estruturas matemátias

Los modelos matemátios derivados a partir de la teoría inétia de partíulas ativas se basan en

un análisis de la evoluión de las funiones de distribuión generalizadas. La euaión de evoluión puede

esribirse formalmente omo:

Lifi = Nifi, ∀i = 1, . . . , n, (4.10)

donde Li es un operador lineal y Ni es un operador no lineal, atuando sobre las funiones de distribuión

generalizadas. Estos operadores pueden obtenerse igualando la tasa de variaión de la funión de distribuión

en ada elemento de volumen del espaio de estados a los �ujos de entrada y salida debido a interaiones

mirosópias:

Tasa de variaión del

número de partíulas

ativas en el elemento

de volumen del espa-

io de estados

=

Flujo de entrada

de partíulas ativas

debido a interaiones

onservativas

−
Flujo de salida

de partíulas ativas

debido a interaiones

onservativas

+

Flujo neto

de partíulas ativas

debido a interaiones

proliferativas/destru-

tivas

+
Flujo neto del medio

externo y/u otro tipo

de fenómenos

. (4.11)

La expresión anterior puede espei�arse de auerdo a las funiones de interaión de�nidas en la seión

anterior, obteniendo la siguiente euaión de balane:

dfi
dt

= C+
i [f ]− C−

i [f ] + Pi[f ]−Di[f ] + Ei, (4.12)

para i = 1, . . . , n y donde Ei denota el �ujo neto del medio externo y aquel debido a otros fenómenos hasta

aquí no onsiderados. Luego, onsiderando la de�niión de derivada material se tiene que:
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dfi
dt

=
∂fi
∂t

+ v.∇xfi,

donde el primer término del miembro dereho es la omponente loal, que denota la variaión asoiada al

ambio temporal en la posiión atual; en tanto que el segundo término es la omponente onvetiva, que

orresponde a la variaión asoiada al ambio de posiión de la partíula. Reuérdese que la derivada material

desribe la tasa de ambio de una ierta magnitud físia para un elemento material sujeto a un ampo de

veloidades [38℄.

De este modo, la sustituión de las euaiones (4.6)-(4.9) en (4.12) da omo resultado la siguiente

expresión general:

(
∂

∂t
+ v.∇x

)
fi(t,w) =

n∑

h=1

n∑

k=1

∫

Dw×Dw

ηhk(w∗,w
∗)ϕi

hk(w∗,w
∗;w)fh(t,w∗)fk(t,w

∗)dw∗dw
∗

− fi(t,w)

n∑

k=1

∫

Dw

ηik(w,w
∗)fk(t,w

∗)dw∗

+

n∑

h=1

n∑

k=1

∫

Dw×Dw

ηhk(w∗,w
∗)µi

hk(w∗,w
∗;w)fh(t,w∗)fk(t,w

∗)dw∗dw
∗

− fi(t,w)

n∑

k=1

∫

Dw

ηik(w,w
∗)νik(w,w

∗)fk(t,w
∗)dw∗ + Ei. (4.13)

4.5. Modelos disretos

Algunos sistemas omplejos, tales omo sistemas elulares o soiales, pueden ser araterizados por una

variable disreta. Por ejemplo, una ierta funión biológia podría identi�arse por dos estados: ativo o

suprimido.

Hay varias ausas que motivan la disretizaión de la variable atividad [29℄. En oasiones, resulta útil

reduir la omplejidad de las euaiones ontinuas para el tratamiento omputaional. Otras vees, es el

propio análisis biológio el que sugiere disretizar: esto ourre uando el estado mirosópio, en lugar de ser

representado por una distribuión ontinua, puede tomar úniamente una antidad �nita de valores.

Como veremos a ontinuaión, la euaión de evoluión para el aso disreto es un sistema de EDPs

que orresponde al sistema íntegro-diferenial (4.13). Por otro lado, en el aso de homogeneidad espaial, la

euaión de evoluión se expresa omo un sistema de EDOs. En prinipio, si el número de poblaiones es

mayor que uno, el modelo podría inluso ser híbrido: on distribuiones ontinuas para algunas poblaiones

y distribuiones disretas para otras.

A ontinuaión analizaremos el aso de sistemas espaialmente homogéneos, de modo tal que las aplia-

iones de los próximos apítulos resulten autoontenidas en esta tesis. Para más detalles, referimos al letor

a [29, 33℄.

Sistemas disretos espaialmente homogéneos

Consideremos un sistema formado por n poblaiones en el ual las interaiones dominantes son de tipo

biológio. Un modelo disreto en el aso espaialmente homogéneo es aquel en el ual la dependenia espaial

y meánia puede despreiarse y la variable atividad se disretiza dentro de un onjunto de valores

Iu = {u1, ..., uj, ..., um}, m ∈ N,
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y la euaión de evoluión se re�ere a las funiones de distribuión fij orrespondientes a la poblaión i-ésima

y al estado j-ésimo. De este modo, el sistema original de n euaiones íntegro-difereniales (4.13) se sustituye

por un sistema de n×m EDOs.

La derivaión de las euaiones sigue la misma línea que para el aso general ontinuo. El primer paso

onsiste en representar las interaiones mirosópias en las que intervienen la partíula test, representante

del sistema, perteneiente a la poblaión i on estado uj; la partíula andidata perteneiente a la poblaión

h on estado up; y la partíula de ampo perteneiente a la poblaión k on estado uq. Dihas interaiones

vienen desritas por las siguientes funiones:

• La tasa o freuenia de enuentros ηpqhk, que depende de las poblaiones h, k de las partíulas

interatuantes, así omo también de sus estados mirosópios up, uq.

• La densidad de probabilidad de transiión Bpq
hk(i, j) que denota la densidad de probabilidad de

que una partíula andidata de la poblaión h on estado up experimente una transiión al estado uj de

la poblaión i, luego de una interaión on una partíula de ampo de la poblaión k on estado uq. Esta
funión tiene la estrutura de una densidad de probabilidad on respeto al estado de la partíula test:

∀up, uq ∈ Iu, ∀h, k = 1, . . . , n :

n∑

i=1

m∑

j=1

Bpq
hk(i, j) = 1.

• La tasa de proliferaión µpq
hk(i, j) orresponde al naimiento de partíulas en el estado uj de la

poblaión i, debido a la interaión entre una partíula andidata de la poblaión h on estado up y una

partíula de ampo perteneiente a la poblaión k on estado uq.

• La tasa de destruión νjqik orresponde a la desapariión de una partíula de la poblaión i on
estado uj omo onseuenia de un enuentro on una partíula de la poblaión k on estado uq.

Teniendo en uenta el balane (4.12) realizado para el aso ontinuo, se obtiene para este aso el siguiente

sistema de EDOs:

d

dt
fij(t) =

n∑

h=1

n∑

k=1

m∑

p=1

m∑

q=1

ηpqhkB
pq
hk(i, j)fhp(t)fkq(t)− f j

i (t)

n∑

k=1

m∑

q=1

ηjqik fkq(t)

+
n∑

h=1

n∑

k=1

m∑

p=1

m∑

q=1

ηpqhkµ
pq
hk(i, j)fhp(t)fkq(t)− f j

i (t)
n∑

k=1

m∑

q=1

ηjqikν
jq
ik fkq(t) + Eij , (4.14)

donde Eij representa el �ujo externo o debido a otro tipo de fenómenos en el estado uj de la poblaión i.





Capítulo 5

Un modelo para la ompetenia

inmunitaria

5.1. Introduión

El sistema inmune, en organismos multielulares, es un sistema de órganos que atúa omo defensa

del uerpo ante agentes patógenos externos (virus, baterias, parásitos) así omo también ante desórdenes

elulares internos, [29, 49℄. Una de las prinipales araterístias de este sistema es su elevada espei�idad,

puesto que implia el reonoimiento de un invasor determinado y la elaboraión de un ataque ontra él. La

respuesta onsiste en dos fases: una respuesta primaria al ataque iniial del invasor (respuesta innata) y una

respuesta seundaria rápida a ataques posteriores del mismo agente (respuesta adquirida).

La respuesta innata se ativa rápidamente y tiene lugar ada vez que un agente infeioso es enontrado

y detetado mediante el reonoimiento de su estrutura moleular espeí�a. Para luhar ontra el agente

infeioso, la respuesta innata dispone de dos omponentes: élulas espeializadas de la familia de los leuo-

itos y el sistema omplementario. Este último está ompuesto por un gran número de proteínas y itoquinas

de bajo peso moleular: uando se deteta una infeión se produe una reaión en adena que omienza

on un inremento en el �ujo sanguíneo en la zona, ontinúa on la atraión de élulas fagoítias mediante

la sereión de moléulas quimiotátias, y �nalmente se logra perforar la membrana de la élula dañada. A

su vez, los leuoitos son élulas que atúan envolviendo o destruyendo al agente patógeno.

La respuesta adquirida, en tanto, se ativa luego de exposiiones repetidas a una ierta infeión y

la espei�idad de diha respuesta deriva de las aiones e interaiones de dos grupos notables de élu-

las, onoidas omo linfoitos B y linfoitos T. En los mamíferos, los sitios primarios de difereniaión y

proliferaión de estas élulas son la médula ósea y el timo, respetivamente.

Desde el punto de vista de su estrutura orgánia, el sistema inmume es más difuso que otros sistemas,

omo por ejemplo el sistema digestivo o el sistema exretor, pero se asemeja a éstos en que es una unidad

funional integrada, [49℄. No sólo inluye a la médula ósea y al timo, sino también a los vasos linfátios,

nódulos linfátios, bazo y amígdalas. Los vasos linfátios son la vía de retorno del �uido interstiial al sistema

irulatorio, en tanto que los nódulos linfátios son masas de tejido esponjoso separadas en ompartimentos

por tejido onetivo. Los miroorganismos, partíulas extrañas y desehos tisulares que entran a los espaios

extraelulares de ualquier tejido son arrebatados en el �uido interstiial, barridos a los anales del sistema

linfátio y atrapados en los nódulos linfátios. Éstos se enuentran distribuidos por todo el uerpo, aunque

la mayoría se hallan aglomerados en áreas partiulares omo el uello, las axilas y las ingles.

Por otra parte, una élula anormal, i.e. una élula portadora de una patología, infetada por un virus o

bien neoplásia, puede proliferar velozmente aumentando el número de agentes infeiosos o inhibiendo de

51
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algún modo la funionalidad del sistema inmune. Desde este punto de vista, la invasión neoplásia puede

desribirse omo un tipo de infeión, y la ompetenia entre élulas neoplásias y élulas inmunes está regida

por la dinámia de estos dos sistemas interatuantes. Las élulas neoplásias pueden verse omo un huésped

agresivo, al menos en las primeras etapas de un tumor.

De este modo, podemos de�nir un tumor omo una enfermedad originada debido a un desorden elular,

que permite a iertas poblaiones elulares manifestar araterístias desviadas de la normalidad, [29℄. La vida

de una élula es regulada por los genes ontenidos en su núleo, los uales pueden eventualmente ativarse

o inhibirse. Típiamente se requiere una serie de varias mutaiones genétias antes de que una élula se

onvierta en una élula tumoral. El proeso involura dos tipos de genes: onogenes y genes supresores

tumorales. Los primeros promueven tumores uando se ativan por una mutaión genétia, en tanto que los

segundos previenen la formaión de tumores salvo que sean inhibidos por una mutaión.

Una élula normal puede omenzar a desviarse de la normalidad genétia a través de una lenta degradaión

y variaión del genoma o bien a partir de algún evento atastró�o. Las élulas degeneradas reiben una

señal de apoptosis, muerte elular natural, aunque algunas de ellas pueden evitarla dado que son apaes

de autosintetizar proteínas que les permiten �esapar� de los ontroles naturales. Una vez que las muta-

iones genétias onluyen, el tumor iniia su proliferaión lonal: las nuevas élulas no alteran su estrutura

genétia y omienzan a reer en número y volumen.

En esta etapa, las élulas tumorales ompiten on el sistema inmune y, en aso de no ser reonoidas y

destruidas, omienzan a ondensarse en una masa sólida: este es el pasaje de la esala mirosópia (elular)

a la esala marosópia. Por lo tanto, la transformaión maligna de las élulas normales onsiste en la

adquisiión progresiva de una serie de ambios genétios espeí�os que atúan desobedeiendo los fuertes

meanismos antitumorales que existen en todas las élulas normales.

Estruturalmente, los nódulos linfátios próximos a una zona anerosa pueden ontener élulas neoplási-

as que se han separado de un tumor primario. Es por ello que en las irugías por áner estos nódulos son

freuentemente extirpados, no sólo para eliminar las élulas malignas que pudieran ontener, sino también

para determinar si la enfermedad se ha extendido desde el tumor primario.

La ompetenia entre el sistema inmune y élulas tumorales es un proeso ompliado, donde fenómenos

elulares y moleulares juegan roles importantes. El modelado de la dinámia a esala elular se lleva a abo

mediante la teoría inétia de partíulas ativas, a partir del trabajo original [25℄, y luego desarrollado y

extendido por varios autores, entre otros [9, 26, 28, 29, 30, 36, 37, 40, 43℄.

El valioso trabajo de Hanahan y Weinberg [62℄ se oupa de los ambios en la �siología elular que ara-

teriza el reimiento del áner. Ellos postularon que la mayoría, si no todos los tumores malignos, adquieren

las mismas araterístias funionales durante su desarrollo, aunque a través de diferentes estrategias. Estas

araterístias, onoidas omo hallmarks del áner, son:

Insensibilidad frente a las señales que frenan el reimiento elular.

Auto-su�ienia en las señales de reimiento.

Evasión de la apoptosis (muerte elular programada).

Angiogénesis (formaión de nuevos vasos sanguíneos) mantenida.

Potenial de repliaión ilimitado.

Invasión tisular y formaión de metástasis.

El sistema inmune juega un rol importantísimo y en [44℄ se indenti�an los hallmarks que emplea el

áner para esapar de la defensa inmunitaria. En este trabajo, los autores identi�an los siguientes tres

estadíos desarrollados por élulas experimentando progresivos niveles de malignidad:

1. Capaidad para desarrollarse en un medio róniamente in�amado.
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2. Capaidad para evadir la vigilania y el reonoimiento inmune.

3. Capaidad para suprimir la reaión inmune.

En este apítulo se desarrolla un modelo, publiado en [28℄, que tiene por objeto dar un maro matemátio

a esta dinámia de ompetenia inmunitaria, que puede onluir on una supresión de las élulas anerosas

o bien on su reimiento inde�nido y la onsiguiente ondensaión en estruturas sólidas.

5.2. Representaión de sistemas multielulares e interaiones elu-

lares

Consideremos un sistema ompuesto por un gran número de élulas interatuantes, que desde el punto

de vista teório serán partíulas ativas, uyo estado físio mirosópio se desribe mediante la variable

atividad, tal omo se de�nió en el apítulo anterior.

El primer paso para la apliaión de la teoría inétia de partíulas ativas es la identi�aión de los

subsistemas funionales, que se desarrolla onsiderando las diversas etapas de mutaiones seletivas experi-

mentadas por élulas anerosas, basadas en los hallmarks inmunes desritos en [44℄. Se propone la siguiente

división en subsistemas funionales:

i = 1 denota las élulas epiteliales, que tienen la habilidad (que se asume uniforme para todas ellas) de

promover fenómenos proliferativos. De este modo, pueden generarse élulas on el mismo fenotipo de

la élula madre, pero también élulas on un fenotipo modi�ado. Se asume además que el organismo

es una fuente de élulas epiteliales, on lo ual su número será onsiderado omo una onstante en el

tiempo.

i = 2 denota aquellas élulas, generadas a partir del primer subsistema funional, que tienen la

apaidad de prosperar en un miroambiente róniamente in�amado.

i = 3 denota el sistema funional ompuesto por aquellas élulas, generadas a partir del subsistema

funional preedente, que tienen la apaidad de evadir el reonoimiento inmune.

i = 4 denota aquellas élulas que tienen la apaidad de suprimir la reaión inmune.

i = 5 denota las élulas del sistema inmune innato, que tienen la habilidad de adquirir, mediante

proesos de aprendizaje, la apaidad de ontrastar el desarrollo de élulas anerosas.

i = 6 denota aquellas élulas generadas a partir del sistema inmune innato, que tienen la apaidad de

ontrastar el desarrollo de élulas anerosas del subsistema funional denotado por i = 2, i.e. élulas
anerosas del primer hallmark.

i = 7 denota aquellas élulas generadas a partir de los dos subsistemas funionales anteriores, que tienen

la apaidad de ontrastar el desarrollo de élulas anerosas del subsistema funional denotado por

i = 3, i.e. élulas anerosas del segundo hallmark.

i = 8 denota aquellas élulas generadas a partir de los tres subsistemas funionales anteriores, que

tienen la apaidad de ontrastar el desarrollo de élulas anerosas del subsistema funional denotado

por i = 4, i.e. élulas anerosas del terer hallmark.

Observaión 5.2.1. El término élula anerosa se referirá de aquí en adelante a ualquier élula perteneiente

a los subsistemas funionales i = 2, i = 3 o i = 4, i.e. a ualquier élula que no sea ni epitelial ni inmune. El

término élula inmune, en tanto, se referirá a ualquier élula perteneiente a los subsistemas funionales

i = 5 a i = 8.

Observaión 5.2.2. La desomposiión en sistemas funionales propuesta se re�ere espeí�amente a las

araterístias postuladas en [44℄. El proeso de aprendizaje de las élulas inmunes será representado a

través de la progresión de la atividad.
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La atividad se representa mediante una variable disreta, que toma valores en el siguiente onjunto:

Iu = {0 = u1, ..., uj, ..., um = 1}, m ∈ N,

donde uj < uj+1, para j = 1, . . .m− 1.

Esta variable está heterogéneamente distribuida y se asume que valores reientes de atividad orres-

ponden a una reiente apaidad del subsistema funional para expresar su funión biológia.

La representaión global del sistema se desribe mediante la funión de distribuión generalizada:

fi : [0,∞)× Iu → [0,∞), i = 1, ..., 8 , j = 1, ...,m. (5.1)

El índie i denota el subsistema funional, y de este modo fi(t, uj) = fij(t) representa el número de

partíulas ativas perteneientes al subsistema funional i que, al tiempo t, tienen un estado uj. De esta

forma,

ni[f ](t) =

m∑

j=1

fij(t), i = 1, ..., 8, (5.2)

denota el número de partíulas ativas que, al tiempo t, perteneen al subsistema funional i. El onjunto
de todas las funiones de distribuión se denota por f = {fij}.

Esta representaión es onsistente on el omportamiento heterogéneo de las élulas y on la neesidad

de reduir el gran número de omponentes.

Con el objeto de desribir la evoluión temporal de las funiones fij , se realiza un balane igualando la

tasa de variaión del número de partíulas en el estado uj del subsistema funional i, on la diferenia entre

los �ujos de entrada y salida a este estado, obteniendo:

dfij(t)

dt
= Cij [f ](t) + Pij [f ](t)−Dij [f ](t)− Lij [f ](t), (5.3)

para i = 1, ..., 8 y j = 1, ...,m, donde Cij , Pij , Dij y Lij son operadores que atúan sobre el onjunto de

funiones de distribuión. Espeí�amente,

Cij [f ](t) es el �ujo neto, al tiempo t, de partíulas en el estado uj del subsistema funional i, debido a

interaiones onservativas que sólo modi�an el estado mirosópio;

Pij [f ](t) es la ganania, al tiempo t, en el estado uj del subsistema funional i, debido a eventos proliferativos;

Dij [f ](t) es la pérdida, al tiempo t, en el estado uj del subsistema funional i, debido a eventos destrutivos;

Lij [f ](t) es la relajaión natural del sistema inmune a un ierto estado sano, al tiempo t, en el estado uj del

subsistema funional i.

5.2.1. Interaiones elulares

El próximo paso en el desarrollo del modelo es representar las interaiones entre las partíulas ativas

que omponen el sistema. En ada interaión, las partíulas partiipan en juego, en el ual pueden ambiar

su estado on el objeto de desarrollar su propia estrategia, eventualmente dando lugar a eventos proliferativos

o destrutivos. Tal omo se indió en el apítulo anterior, las partíulas ativas pueden lasi�arse, desde el

punto de vista de las interaiones, en partíulas test, andidatas y de ampo uyas funiones de distribuión

son fij(t), fhp(t) y fkq(t), respetivamente. La partíula andidata puede adquirir, en probabilidad, el estado

de la partíula test omo resultado de la interaión on una partíula de ampo. Con el �n de simpli�ar
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la notaión, usaremos la abreviaión �partíula hp� para representar a una partíula ativa perteneiente al

subsistema funional h on estado up. Los términos de interaión a tener en uenta son:

• ηpqhk[f ] es la freuenia de enuentros entre una partíula andidata hp y una partíula de ampo kq.

• Bpq
ik (j)[f ] es la densidad de probabilidad de transiión de que una partíula andidata ip pase al estado j

del mismo subsistema funional omo resultado de una interaión on una partíula de ampo kq, tal omo

se muestra en la Figura 5.1.

Figura 5.1: Dinámia de interaiones onservativas. Una partíula andidata del subsistema h
on estado up puede experimentar una interaión onservativa on una partíula de ampo del

subsistema k. El output de diha interaión puede ser up−1, up o up+1, dependiendo del tipo de

interaión.

• µpq
hk(i, j) representa la tasa de proliferaión de partíulas en el subsistema i on estado j, debido a intera-

iones que ourren on una freuenia ηpqhk entre una partíula andidata hp y una partíula de ampo kq.
Las interaiones pueden induir eventos proliferativos generando, aunque on baja probabilidad, una élula

hija que presenta modi�aiones genétias respeto de la élula madre, tal omo se muestra en la Figura

5.2. En algunos asos, estas proliferaiones en poblaiones genétiamente modi�adas representan la primer

mutaión que ondue al surgimiento de élulas anerosas, [15℄.

• νjqik representa la tasa de destruión neta en el estado ij, debido a interaiones entre la partíula test ij
y una partíula de ampo kq, tal omo se muestra en la Figura 5.3. Las interaiones pueden induir eventos

destrutivos puesto que el sistema inmune tiene la apaidad de matar élulas anerosas.

• λ representa la tendenia natural del sistema inmune de relajarse a un ierto estado sano, [46℄.

De este modo, los términos del miembro dereho de la euaión de evoluión (5.3) pueden ser esritos de

la siguiente manera:

Cij [f ] =
n∑

k=1

m∑

p=1

m∑

q=1

ηpqik [f ]Bpq
ik (j)[f ] fip fkq − fij

n∑

k=1

m∑

q=1

ηjqik [f ] fkq, (5.4)

Pij [f ] =

n∑

h=1

n∑

k=1

m∑

p=1

m∑

q=1

ηpqhk[f ]µ
pq
hk(i, j) fhp fkq, (5.5)

Dij [f ] = fij

n∑

k=1

m∑

q=1

ηjqik [f ] ν
jq
ik fkq, (5.6)

para i = 1, ..., 8 y j = 1, ...,m, y

Lij [f ] = λ (fij − f0
ij), (5.7)
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Figura 5.2: Dinámia de interaiones proliferativas. Una partíula andidata (élula madre) del

subsistema h interatúa on una partíula de ampo del subsistema k, dando omo resultado una

élula hija. Ésta puede perteneer ya sea al mismo subsistema funional on el mismo estado que

la élula madre, o bien puede mutar al subsistema funional siguiente on el nivel de atividad más

bajo.

para i = 5, . . . 8 y j = 1, ...,m. En la última euaión se pone de mani�esto que en los términos de relajaión

para las poblaiones del sistema inmune se onsidera omo estado sano el valor iniial de las distribuiones,

i.e. f0
ij .

Observaión 5.2.3. La notaión empleada en este apítulo para la densidad de probabilidad de transiión B
di�ere ligeramente de la introduida en el apítulo anterior. Esto se debe a que el presente modelo onsidera

que las interaiones onservativas no experimentan ambio de subsistema funional, on lo ual puede

emplearse un solo argumento.

A su vez, en algunos asos se utiliza la notaión Bpq
hk(j)[f ] o η

pq
hk[f ] uando sea neesario enfatizar la

dependenia de estas funiones de interaión respeto del onjunto de las funiones de distribuión f ,
uestión partiularmente importante en el desarrollo teório de la Seión 5.4.

5.3. Formulaión del modelo

En esta seión formulamos el modelo de la dinámia oletiva del sistema multielular, basado en el

maro matemátio propuesto en la seión anterior, que viene dado formalmente por la euaión (5.3),

y partiularizado por las euaiones (5.4)-(5.7). Para el desarrollo del modelo se requiere una desripión

detallada de los términos de interaión, los uales han de tener en uenta araterístias de la omplejidad

del sistema, tales omo interaiones no linealmente aditivas, ompetenia para la supervivenia, generaión

de nuevos fenotipos y seleión Darwiniana.

Observaión 5.3.1. En general, se requiere un enfoque diferente para desribir las élulas de los distintos

subsistemas funionales. Reuérdese que las élulas tumorales están araterizadas por los estadíos o hall-

marks progresivos, mientras que las élulas inmumes están araterizadas por su apaidad de reonoer

dihos estadíos.

• Freuenia de enuentros. Para modelar la freuenia de enuentros ηpqhk se deben tener en uenta las

funiones y expresiones espeí�as de las élulas, relaionadas también on proesos de aprendizaje. Sola-
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Figura 5.3: Dinámia de interaiones destrutivas. Una partíula test perteneiente al subsistema

h on estado up que interatúa on una partíula de ampo del subsistema k on estado uq, �gura
(a), puede ser destruida (b).

mente se desribirán aquellos enuentros que onduzan a progresión, mutaión, proliferaión o destruión,

re�riéndolos a un valor positivo y adimensional η0 ≤ 1 que orresponde a las interaiones entre élulas

epiteliales y que será inluido en la esala de tiempo. Teniendo en uenta la dependenia de la freuenia de

enuentros on la distania entre las funiones de distribuión, se introdue la funión

Ψhk[f ] =





exp

(
−τ ||fh − fk||

||fh||+ ||fk||

)
, ||fh||, ||fk|| 6= 0, τ > 0,

0, ||fh|| = ||fk|| = 0,

(5.8)

para ada par de subsistemas funionales (h, k), donde ||fi|| =
∑

j |fij |.

- Freuenia de enuentros para los subsistemas funionales h = 1, 2, 3, 4 on k = 1. La freuenia

de enuentros entre élulas tumorales y epiteliales aumenta on el hallmark h, dado que estadíos

progresivos se orresponden on una mayor ativaión para la búsqueda de nutrientes neesarios en

vistas de una proliferaión reiente:

ηh1[f ] = η0 hΨh1[f ], ∀h = 1, 2, 3, 4. (5.9)

Por otro lado, se asume que es nula para los enuentros entre élulas anerosas: ηhk = 0, ∀h, k = 2, 3, 4.

- Freuenia de enuentros entre los subsistemas funionales h = 5, 6, 7, 8 on k = 1, 2, 3, 4. Las élulas

inmunes tienen la apaidad de identi�ar élulas anerosas sólo si han desarrollado diha habilidad

a través de un proeso de aprendizaje. Se propone la siguiente estrutura:

ηhk[f ] = σ η0 Ψhk[f ], σ > 0, (5.10)

para ada par (h, k) = (5, 2), (6, 2), (6, 3), (7, 2), (7, 3), (7, 4), (8, 2), (8, 3), (8, 4).

Como veremos, el sistema inmune innato es apaz de identi�ar élulas anerosas del primer hall-

mark para generar proesos de progresión y mutaión, pero no es aún apaz de ejerer una aión

destrutiva. Diha aión será expresada por los subsistemas h > 5 sobre los hallmarks suseptibles

de reonoimiento. Por otro lado, se asume que la freuenia de enuentros entre élulas epiteliales e

inmunes es nula, i.e. η1k = 0, k = 5, . . . , 8.
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Observaión 5.3.2. Por simpliidad se ha asumido que η depende úniamente de los diferentes subsistemas

funionales, pero no del valor de atividad, razón por la ual hemos simpli�ado la notaión suprimiendo

los supraíndies. El rol del parámetro σ es relevante puesto que arateriza aquellos enuentros en los uales

intervienen élulas del sistema inmune.

• Densidad de probabilidad de transiión. El fenómeno de progresión se re�ere, de auerdo a la Ob-

servaión 5.3.1, a un aumento de la atividad dentro de un mismo subsistema funional. Esta dinámia se

modeliza on los términos de la forma Bpq
ik (j). Sólo onsideramos aquí aquellas interaiones on freuenia

de enuentros no nula, notando que para las demás se tiene Bpq
ik (j) = δpj , donde δpj = 1 si p = j y δpj = 0

en otro aso.

- Interaiones entre subsistemas funionales h = 1, 2, 3, 4 y k = 1. Las élulas epiteliales y anerosas

pueden inrementar su estado de atividad sólo luego de interaiones on élulas epiteliales. Se asume

que la probabilidad de transiión disminuye on el estado de atividad de la partíula andidata:

Bpq
h1(j) =





α (1− up), j = p+ 1, 0 < α ≤ 1,
1− α (1− up), j = p,
0, en otro aso.

(5.11)

- Interaiones entre subsistemas funionales h = 1 y k = 2, 3, 4. Las élulas epiteliales fomentan la

progresión de élulas anerosas sin ambiar su propio estado: Bpq
1k(p) = 1.

- Interaiones entre subsistemas funionales h = 5, 6, 7, 8 y k = 2, 3, 4. Las élulas inmunes adquieren

progresivamente la apaidad de identi�ar aquellos subsistemas funionales de élulas tumorales.

Como onseuenia, pueden inrementar su estado y la probabilidad de progresión disminuye a medida

que ree el estado p de la élula andidata:

Bpq
52(j) = Bpq

62(j) = Bpq
73(j) = Bpq

84(j) =





α (1− up), j = p+ 1,
1− α (1− up), j = p,
0, en otro aso.

(5.12)

- Interaiones entre élulas anerosas de h = 2, 3, 4 y élulas inmunes k = 5, 6, 7, 8. Se asume que estas

interaiones no induen eventos biológios de tipo onservativo sobre las élulas anerosas.

• Mutaiones. Estos eventos son de naturaleza poo freuente, donde la generaión de una élula hija tiene

lugar en un subsistema funional distinto a aquel de la élula madre. Estos términos se modelizan mediante

µpq
hk(i, j), donde i = h+ 1 on output en el estado j = 1. De este modo, los términos de mutaión no nulos

son:

- Mutaiones que tienen lugar a partir de subsistemas h = 1, 2, 3. Están vinuladas a enuentros on el

primer subsistema funional k = 1:

µpq
h1(i, j) =

{
ε1 up, i = h+ 1, j = 1, ε1 > 0,
0, en otro aso.

(5.13)

- Mutaiones que tienen lugar a partir de subsistemas h = 5, 6, 7. Están relaionadas a una apaidad

reiente de las élulas inmunes de reonoer un hallmark espeí�o:

µpq
52(6, j) =

{
ε26 up, j = 1, ε26 > 0,
0, en otro aso.

(5.14)
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Parámetro Signi�ado biológio

η0, σ, τ se re�eren a las freuenias de interaión

α relaionado a la densidad de probabilidad en progresiones onservativas

ε1, ε26, ε27, ε28 modelizan las tasas de mutaión para élulas anerosas e inmunes

β1, β2 modelizan la tasa de proliferaión para élulas anerosas e inmunes

γ se re�ere a la tasa de destruión

λ se re�ere a la relajaión del sistema inmune

Cuadro 5.1: Parámetros del modelo.

µpq
63(7, j) =

{
ε27 up, j = 1, ε27 > 0,
0, en otro aso.

(5.15)

µpq
74(8, j) =

{
ε28 up, j = 1, ε28 > 0,
0, en otro aso.

(5.16)

• Eventos proliferativos. La proliferaión (reproduión elular) ourre dentro del mismo subsistema

funional. Los términos orrespondientes se modelizan mediante µpq
hk(i, j), donde i = h y j = p. Se propone

el siguiente modelo:

- Proliferaión en los subsistemas de élulas tumorales h = 2, 3, 4. La proliferaión aumenta on el

hallmark, dado al programa de proliferaión no regulado que arateriza a las élulas neoplásias [62℄:

µpq
h1(h, j) =

{
β1 hup, j = p, β1 > 0
0, en otro aso.

(5.17)

- Proliferaión en los subsistemas de élulas inmunes h = 6, 7, 8. Las élulas del sistema inmmune

proliferan al verse estimuladas por enuentros on élulas neoplásias perteneientes a alguno de los

hallmarks identi�ados:

µpq
hk(h, j) =

{
β2, j = p, β2 > 0
0, en otro aso.

(5.18)

para ada par (h, k) = (6, 2), (7, 2), (7, 3), (8, 2), (8, 3), (8, 4), siendo la tasa de proliferaión nula en los demás

asos no menionados explíitamente.

• Eventos destrutivos. Las élulas inmunes tienen la apaidad de suprimir aquellas élulas anerosas

suseptibles de ser identi�adas. Se asume que diha apaidad aumenta on una reiente atividad de las

élulas inmunes. De este modo, los términos destrutivos no nulos son:

νpq26 = νpq27 = νpq28 = νpq37 = νpq38 = νpq48 = γ uq, γ > 0. (5.19)

Observaión 5.3.3. Las freuenias de enuentros son simétrias: ηhk = ηkh, ∀h, k, p, q. Sin embargo, los

demás términos de interaión no tienen diha propiedad debido a la no reversibilidad.

Observaión 5.3.4. La dinámia de relajaión (5.7) indue a las élulas inmunes a retornar a su estado de

entinelas luego de la supresión de élulas portadoras de una patología.

El uadro 5.1 resume el signi�ado biológio de los parámetros introduidos en el modelo.

Como onseuenia de las euaiones (5.8)-(5.19), para ada funión de distribuión fij , los términos del

miembro dereho de la euaión (5.3) dados por (5.4)-(5.7), para j = 1, . . . ,m, vienen dados por:
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C1j [f ] = Ψ11[f ]α (1 − uj−1) (1 − δ1j) f1(j−1) n1[f ]

+ Ψ11[f ][1− α (1− uj)]f1j n1[f ]−Ψ11[f ]f1j n1[f ], (5.20)

C2j [f ] = 2Ψ21[f ]α (1 − uj−1) (1 − δ1j) f2(j−1) n1[f ]

+ 2Ψ21[f ][1− α (1− uj)]f2j n1[f ]− 2Ψ21[f ]f2j n1[f ], (5.21)

C3j [f ] = 3Ψ31[f ]α (1 − uj−1) (1 − δ1j) f3(j−1) n1[f ]

+ 3Ψ31[f ][1− α (1− uj)]f3j n1[f ]− 3Ψ31[f ]f3j n1[f ], (5.22)

C4j [f ] = 4Ψ41[f ]α (1 − uj−1) (1 − δ1j) f4(j−1) n1[f ]

+ 4Ψ41[f ][1− α (1− uj)]f4j n1[f ]− 4Ψ41[f ]f4j n1[f ], (5.23)

C5j [f ] = σΨ52[f ]α (1− uj−1) (1 − δ1j) f5(j−1)n2[f ]

+ σΨ52[f ] [1− α(1 − uj)] f5j n2[f ]− σΨ52[f ] f5j n2[f ], (5.24)

C6j [f ] = σΨ62[f ]α (1− uj−1) (1 − δ1j) f6(j−1)n2[f ]

+ σΨ62[f ] [1− α(1 − uj)] f6j n2[f ]− σΨ62[f ] f6j n2[f ], (5.25)

C7j [f ] = σΨ73[f ]α (1− uj−1) (1 − δ1j) f7(j−1)n3[f ]

+ σΨ73[f ] [1− α(1 − uj)] f7j n3[f ]− σΨ73[f ] f7j n3[f ], (5.26)

C8j [f ] = σΨ84[f ]α (1− uj−1) (1 − δ1j) f8(j−1)n4[f ]

+ σΨ84[f ] [1− α(1 − uj)] f8j n4[f ]− σΨ84[f ] f8j n4[f ], (5.27)

P2j [f ] = 4Ψ21[f ]β1 uj f2jn1[f ] + Ψ11[f ] ε1 δ1j n1[f ]

m∑

p=1

up f1p, (5.28)

P3j [f ] = 9Ψ31[f ]β1 uj f3jn1[f ] + 2Ψ21[f ] ε1 δ1j n1[f ]

m∑

p=1

up f2p, (5.29)

P4j [f ] = 16Ψ41[f ]β1 uj f4jn1[f ] + 3Ψ31[f ] ε1 δ1j n1[f ]

m∑

p=1

up f3p, (5.30)

P6j [f ] = σΨ62[f ]β2 f6j n2[f ] + σΨ52[f ] ε26 δ1j n2[f ]

m∑

p=1

f5pup, (5.31)

P7j [f ] = σΨ72[f ]β2 f7j n2[f ] + σΨ73[f ]β2 f7j n3[f ]

+ σΨ63[f ] ε27 δ1j n3[f ]

m∑

p=1

f6pup, (5.32)

P8j [f ] = σΨ82[f ]β2 f8j n2[f ] + σΨ83[f ]β2 f8j n3[f ]

+ σΨ84[f ]β2 f8j n4[f ] + σΨ74[f ] ε28 δ1j n4[f ]
m∑

p=1

f7pup, (5.33)
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en tanto que P1j [f ] = P5j [f ] = 0. Más aún,

D2j [f ] = σ γ f2j

m∑

q=1

uq (Ψ26[f ] f6q +Ψ27[f ] f7q +Ψ28[f ] f8q) , (5.34)

D3j [f ] = σ γ f3j

m∑

q=1

uq (Ψ37[f ] f7q +Ψ38[f ] f8q) , (5.35)

D4j [f ] = σ γ f3j

m∑

q=1

uq Ψ48[f ] f8q, (5.36)

mientras que D1j [f ] = D5j [f ] = D6j[f ] = D7j [f ] = D8j [f ] = 0. Finalmente

Lij [f ] =
λ

η0
(fij − f0

ij), i = 5, . . . , 8, (5.37)

mientras que Lij [f ] = 0 para i = 1, . . . , 4, tal omo se había indiado en la euaión (5.7).

Hemos empleado la notaión δij = 1 si i = j, y δij = 0 en otro aso. La tasa η0 ha sido absorbida dentro de

la esala temporal.

5.4. Análisis ualitativo y omportamientos emergentes

5.4.1. Análisis ualitativo

Consideremos el siguiente problema de valores iniiales:





dfij(t)

dt
= Jij [f ](t),

fij(0) = f0
ij ,

(5.38)

donde Jij [f ](t) = Cij [f ](t) + Pij [f ](t) − Dij [f ](t) − Lij [f ](t), para i = 1, ..., n y j = 1, ...,m, y f = {fij},
bajo el supuesto de que todos los términos Lij [f ](t) son no nulos, i.e. los n subsistemas funionales admiten

un término de relajaión en la euaión de evoluión orrespondiente.

En onseuenia, el problema de valores iniiales (5.38) onsiste en n×m euaiones difereniales ordi-

narias en la inógnita fij : R+ → R
+
, junto on n ×m ondiiones iniiales f0

ij . La prueba de existenia y

uniidad de soluión global en el tiempo está basada en las propiedades Lipshitz del miembro dereho de

(5.38).

Para analizar si el problema (5.38) está bien planteado, sea Mnm el espaio de matries reales n×m, al

ual dotamos de la norma 1:

‖ f ‖1=
n∑

i=1

m∑

j=1

|fij |, f = {fij} ∈Mnm. (5.39)

Más aún, introduimos el espaio lineal X = C([0, +∞); Mnm) de funiones ontinuas y on valores matri-

iales

f : [0, +∞) →Mnm,

dotado on la norma in�nito:

‖ f ‖∞= sup
t∈[0,+∞)

‖ f ‖1 .

Notar que (X, ‖ · ‖∞) es un espaio de Banah real. Denotaremos por X+ = {f ∈ X : f(t) ≥ 0, ∀t} al ono

no negativo del espaio X . Para T > 0, denotamos XT = C([0, T ]; Mnm).
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Con el objeto de probar existenia global en el tiempo y uniidad de una soluión f = f(t) para el

problema de Cauhy (5.38), asumimos las siguientes hipótesis.

Hipótesis H.1. Hemos de�nido Bpq
ik (j)[f ] omo una densidad de probabilidad de transiión, lo ual implia

que

m∑

j=1

Bpq
ik (j)[f ] = 1, ∀i, k = 1, ..., n , ∀p, q = 1, ...,m.

Hipótesis H.2. Existe Cη > 0 tal que

0 < ηik[f ] ≤ Cη, ∀i, k = 1, ..., n.

Hipótesis H.3. Existen onstantes L1, L2 tales que tanto la freuenia de enuentros ηik[f ] omo la densidad

de probabilidad de transiión Bpq
ik (j)[f ] satisfaen

| ηik[f ]− ηik[g] |≤ L1
‖ gi − fi ‖ + ‖ gk − fk ‖

‖ gi ‖
, ∀f, g ∈Mnm, (5.40)

y

| Bpq
ik (j)[f ]− Bpq

ik (j)[g] |≤ L2
‖ gi − fi ‖ + ‖ gk − fk ‖

‖ gi ‖
, ∀f, g ∈Mnm, (5.41)

para todo i, k = 1, ....., n y j, p, q = 1, ....m, donde la norma onsiderada es la introduida en (5.8).

Observaión 5.4.1. 1. Se dedue fáilmente a partir de (5.40) que, invirtiendo los roles de f y g:

| ηik[f ]− ηik[g] |≤ L1
‖ fi − gi ‖ + ‖ fk − gk ‖

‖ fi ‖
. (5.42)

2. El término Ψhk dado por (5.8) satisfae la hipótesis H.3 dada por (5.40). En efeto, apliando la

fórmula de Taylor se tiene que

| Ψik[f ]−Ψik[g] |= τ

∣∣∣∣
‖ gi − gk ‖

‖ gi ‖ + ‖ gk ‖ − ‖ fi − fk ‖
‖ fi ‖ + ‖ fk ‖

∣∣∣∣ exp(−c),

donde c es una onstante positiva tal que

c ∈
(
mı́n

(
τ

‖ gi − gk ‖
‖ gi ‖ + ‖ gk ‖ , τ

‖ fi − fk ‖
‖ fi ‖ + ‖ fk ‖),máx(τ

‖ gi − gk ‖
‖ gi ‖ + ‖ gk ‖ , τ

‖ fi − fk ‖
‖ fi ‖ + ‖ fk ‖

))
.

Luego,

| Ψik[f ] − Ψik[g] |≤ τ

∣∣∣∣
‖ gi − gk ‖ − ‖ fi − fk ‖

‖ gi ‖ + ‖ gk ‖

∣∣∣∣

+ τ ‖ fi − fk ‖ |‖ fi ‖ − ‖ gi ‖| + |‖ fk ‖ − ‖ gk ‖|
(‖ gi ‖ + ‖ gk ‖)(‖ fi ‖ + ‖ fk) ‖)

.

Usando la desigualdad |‖ f ‖ − ‖ g ‖|≤‖ f − g ‖, se tiene

| Ψik[f ]−Ψik[g] |≤ 2τ
‖ gi − fi ‖ + ‖ gk − fk ‖

‖ gi ‖ + ‖ gk ‖ ≤ 2τ
‖ gi − fi ‖ + ‖ gk − fk ‖

‖ gi ‖
.

Bajo las hipótesis H.1, H.2 y H.3, se obtiene el siguiente:
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Teorema 5.4.2. Supongamos que se satisfaen las hipótesis H.1, H.2 y H.3.

Existe f0
0 > 0 tal que si ‖ f0 ‖1≤ f0

0 , entones existe una onstante positiva a tal que el problema (5.38)

admite una únia soluión global no negativa f ∈ X, que satisfae la siguiente estimaión:

‖ f(t) ‖1≤ a ‖ f0 ‖1, t ∈ (0,∞). (5.43)

Observaión 5.4.3. Se puede evitar la aotaión ‖ f0 ‖1≤ f0
0 sobre la ondiión iniial, pidiendo en lugar de

ello que el parámetro λ sea lo su�ientemente grande. De este modo, enuniamos el siguiente:

Teorema 5.4.4. Supongamos que se satisfaen las hipótesis H.1, H.2 y H.3 y sea f0 ∈Mnm.

Existe λ0 tal que si λ ≥ λ0, entones existe una onstante positiva a tal que el problema (5.38) admite

una únia soluión global no negativa f ∈ X, que satisfae la siguiente estimaión:

‖ f(t) ‖1≤ a ‖ f0 ‖1, t ∈ (0,∞). (5.44)

Considerando nuestro modelo, formado por las euaiones (5.3)-(5.7) on n = 8, y usando el heho que

Lij [f ](t) = 0 para i = 1, . . . , 4 y ∀j = 1, ...,m, obtenemos el siguiente teorema de existenia loal:

Teorema 5.4.5. Supongamos que se satisfaen las hipótesis H.1, H.2 y H.3 y sea f0 ∈Mnm.

Existe una onstante T tal que si t ≤ T , entones existe una onstante positiva a tal que el problema

(5.38) admite una únia soluión global no negativa f ∈ XT , que satisfae la siguiente estimaión:

‖ f(t) ‖1≤ a ‖ f0 ‖1, t ∈ [0, T ]. (5.45)

Para demostrar los teoremas 5.4.2, 5.4.4 y 5.4.5, neesitamos algunas estimaiones preliminares sobre el

operador no lineal J⋆ : X →Mnm de�nido por

J⋆
ij = Jij + Lij, (5.46)

que vienen dadas por el siguiente lema:

Lema 5.4.6. Supongamos que se satisfaen las hipótesis H.1, H.2 y H.3. Luego, existe C1 > 0 tal que

‖ J⋆[f ] ‖1≤ C1 ‖ f ‖21, (5.47)

‖ J⋆[f ]− J⋆[g] ‖1≤ C1(‖ f ‖1 + ‖ g ‖1) ‖ f − g ‖1 . (5.48)

Demostraión. Nótese en primer lugar que J⋆ = Cij+Pij−Dij . Entones, para probar el lema es su�iente

estableer las estimaiones (5.47)-(5.48) para los términos Cij , Pij y Dij dados por (5.4)-(5.6).

Usando las hipótesis H.1 y H.2 y sumando sobre i, j se obtiene

n∑

i=1

m∑

j=1

| Cij | ≤
n∑

i=1

m∑

j=1

n∑

k=1

m∑

p=1

m∑

q=1

| ηik[f ] | Bpq
ik (j)[f ] | fip | | fkq |

+

n∑

i=1

m∑

j=1

| fij |
n∑

k=1

m∑

q=1

| ηik[f ] | | fkq |

≤ Cη

n∑

i=1

n∑

k=1

m∑

p=1

m∑

q=1

(

m∑

j=1

Bpq
ik (j)[f ]) | fip | | fkq |

+ Cη

n∑

i=1

m∑

j=1

| fij |
n∑

k=1

m∑

q=1

| fkq |

≤ 2Cη ‖ f ‖21 .
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Nótese que

Cij [f ] − Cij [g] =
n∑

k=1

m∑

p=1

m∑

q=1

ηik[f ]Bpq
ik (j)[f ]

(
fip(fkq − gkq) + gkq(fip − gip)

)

+

n∑

k=1

m∑

p=1

m∑

q=1

(
(ηik[f ]− ηik[g])Bpq

ik (j)[g] + ηik[g](Bpq
ik (j)[f ]− Bpq

ik (j)[g])

)
gipgkq

+ fij

n∑

k=1

m∑

q=1

(
ηik[g](gkq − fkq) + (ηik[g]− ηik[f ])fkq

)

+ (gij − fij)

n∑

k=1

m∑

q=1

ηik[g]gkq

= Sij + Tij , (5.49)

donde Sij denota los dos primeros términos del segundo miembro y Tij los dos restantes.

Luego, usando nuevamente las hipótesis H.1 y H.2 y sumando sobre i, j se obtiene

n∑

i=1

m∑

j=1

| Sij | ≤ Cη

n∑

i=1

n∑

k=1

m∑

p=1

m∑

q=1

(
| fip || fkq − gkq | + | gkq || fip − gip |

)

+

n∑

i=1

n∑

k=1

m∑

p=1

m∑

q=1

| ηik[f ]− ηik[g] || gip || gkq |

+ Cη

n∑

i=1

m∑

j=1

n∑

k=1

m∑

p=1

m∑

q=1

| Bpq
ik (j)[f ]− Bpq

ik (j)[g] || gip || gkq |

= I + J +K. (5.50)

El primer término I se aota del siguiente modo:

I ≤ Cη(‖ f ‖1 + ‖ g ‖1) ‖ f − g ‖1 . (5.51)

Ahora, usando (5.40),

J ≤ L1

n∑

i=1

n∑

k=1

m∑

p=1

m∑

q=1

‖ gi − fi ‖ + ‖ gk − fk ‖
‖ gi ‖

|gip||gkq|

≤ L1

n∑

i=1

n∑

k=1

m∑

q=1

‖ gi − fi ‖ + ‖ gk − fk ‖
‖ gi ‖

m∑

p=1

|gip||gkq|

= L1

n∑

i=1

n∑

k=1

m∑

q=1

(‖ gi − fi ‖ + ‖ gk − fk ‖)|gkq|

≤ 2L1n
2 ‖ f − g ‖1‖ g ‖1 . (5.52)

Ahora bien, teniendo en uenta los mismos argumentos, y usando (5.41) para la densidad de probabilidad

de transiión Bpq
ik (j)[f ], tenemos

K ≤ C ‖ g ‖1‖ f − g ‖1 . (5.53)
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Por las hipótesis H.1, H.2 y H.3 y (5.42), y sumando sobre i, j tenemos

n∑

i=1

m∑

j=1

| Tij |≤ Cη ‖ f ‖1‖ f − g ‖1 +L1 ‖ f ‖1‖ f − g ‖1 +Cη ‖ g ‖1‖ f − g ‖1 . (5.54)

Finalmente, ombinando (5.49)-(5.54), se dedue la estimaión (5.48) para el término Cij .

Apliando el mismo razonamiento se pueden probar las estimaiones (5.47)-(5.48) para Pij y Dij . En efeto,

n∑

i=1

m∑

j=1

| Pij [f ] | ≤ Cη

n∑

h=1

n∑

k=1

m∑

p=1

m∑

q=1

n∑

i=1

m∑

j=1

µpq
hk(i, j) fhp fkq

≤ CηCµ

n∑

h=1

n∑

k=1

m∑

p=1

m∑

q=1

fhp fkq = CηCµ ‖ f ‖21,

donde Cµ = máxh,k,p,q
∑n

i=1

∑m
j=1 µ

pq
hk(i, j). Del mismo modo,

n∑

i=1

m∑

j=1

| Dij [f ] |≤ CηCν ‖ f ‖21,

donde Cν = máxi,j,k,q ν
jq
ik . Queda así ompleta la demostraión del lema. �

De�nimos ahora el operador ψ : X → X del siguiente modo:

ψ(f)(t) =

∫ t

0

exp(λ(s − t))J⋆[f ](s)ds.

El siguiente lema proporionará una estimaión para ψ:

Lema 5.4.7. Supongamos que se satisfaen las hipótesis H.1, H.2 y H.3.

Entones ψ es una apliaión ontinua de X en X, y existe además una onstante C1 > 0 tal que:

‖ ψ(f) ‖∞≤ C1

λ
‖ f ‖2∞, (5.55)

‖ ψ(f)− ψ(g) ‖∞≤ C1

λ
(‖ f ‖∞ + ‖ g ‖∞) ‖ f − g ‖∞ . (5.56)

Demostraión. Usando (5.47) tenemos que

‖ ψ(f)(t) ‖1≤ C1 ‖ f ‖2∞
∫ t

0

exp(λ(s− t))ds ≤ C1

λ
‖ f ‖2∞ (1− exp(−λt).

on lo ual se obtiene (5.55). Mediante el mismo razonamiento, pero onsiderando la euaión (5.48), se

dedue fáilmente (5.56).

Ahora bien, probemos en primer lugar la ontinuidad de la apliaión t 7→ ψ(f)(t). Sean t1, t2 ∈ [0,+∞) on
t1 < t2. Hagamos
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ψ(f)(t2)− ψ(f)(t1) =

∫ t2

t1

exp(λ(s− t2))J
⋆[f ](s)ds

+

∫ t1

0

(exp(λ(s− t2))− exp(λ(s− t1)))J
⋆[f ](s)ds.

Luego, usando (5.47) se obtiene

‖ ψ(f)(t2)− ψ(f)(t1) ‖1 ≤ C1 ‖ f ‖2∞
∫ t2

t1

exp(λ(s − t2))ds

+ C1 ‖ f ‖2∞
∫ t1

0

| exp(λ(s− t2))− exp(λ(s − t1)) | ds

≤ C1 ‖ f ‖2∞| t2 − t1 |

+ λC1 ‖ f ‖2∞| t2 − t1 |
∫ t1

0

exp(c)ds, (5.57)

donde c ∈ (λ(s − t2), λ(s− t1)). Notando que c < λ(s− t1), tenemos que

∫ t1

0

exp(c)ds ≤
∫ t1

0

exp(λ(s − t1)))ds =
1

λ
(1− exp(−λt1)) ≤

1

λ
. (5.58)

Por último, ombinando (5.57) y (5.58), se obtiene

‖ ψ(f)(t2)− ψ(f)(t1) ‖1≤ 2C1 ‖ f ‖2∞| t2 − t1 | .

Esto implia que ψ(f) es Lipshitz para ada f ∈ X . Luego, usando (5.56) queda ompleta la prueba

del lema. �

Demostraión de los Teoremas 5.4.2 y 5.4.4.

Multipliquemos en primer lugar la euaión (5.38) por exp(λt),

{
d

dt
(exp(λt)fij) = exp(λt)J⋆

ij(t) + λ exp(λt)f0
ij ,

fij(0) = f0
ij ,

(5.59)

donde J⋆
está dado por (5.46).

Entones, la euaión (5.59) puede esribirse de la forma de una euaión integral:

f = Γ(f),

donde Γ : X → X está dada por

Γ(f) = f0 + ψ(f) (5.60)

De este modo, la demostraión se basa en la apliaión del método del punto �jo. Usando el Lema 5.4.7

tenemos que

‖ Γ(f) ‖∞≤‖ f0 ‖1 +
C1

λ
‖ f ‖2∞,
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‖ Γ(f)− Γ(g) ‖∞≤ C1

λ
(‖ f ‖∞ + ‖ g ‖∞) ‖ f − g ‖∞ .

Tomemos f0 y λ tales que

4C1

λ
‖ f0 ‖1< 1,

y sean

d =

√
1− 4C1

λ
‖ f0 ‖1,

a = λ
1−

√
d

2C1 ‖ f0 ‖1
.

Esto implia que Γ es una apliaión ontrativa en una bola en X de entro ero y radio a ‖ f0 ‖1 si

‖ f0 ‖1< f0
0 = λ

4C1
o equivalentemente si λ > λ0 = 4C1 ‖ f0 ‖1. Luego, existe una únia soluión global f(t)

del problema (5.38) en [0,+∞).

Sean

C1
ij [f ] =

n∑

k=1

m∑

p=1

m∑

q=1

ηik[f ]Bpq
ik (j)[f ] fip fkq,

Ci[f ] =
n∑

k=1

m∑

q=1

ηik[f ] fkq,

y

Di[f ] =

n∑

k=1

m∑

q=1

ηik[f ] ν
jq
ik fkq.

La soluión fij satisfae la siguiente identidad:

(Γ(f))ij = fij = exp

(
−
∫ t

0

(λ+ Ci +Di)(s)ds

)
f0
ij

+

∫ t

0

exp

(∫ τ

t

(λ + Ci +Di)(s)ds

)
(C1

ij + Pij)(τ)dτ.

Resulta laro que Γ mapea X+ en sí mismo si la ondiión iniial es positiva. Para ompletar la prueba,

puede apliarse nuevamente el teorema del punto �jo en X+ usando el Lema 5.4.6. �

Observaión 5.4.8. La existenia global no implia que la dinámia de la ompetiión pueda estudiarse glo-

balmente en el tiempo usando este modelo. De heho, uando el número de élulas anerosas ree, éstas

omienzan a ondensarse en una estrutura (tumor). En este aso el modelo debería ambiarse a un modelo

ontinuo on estrutura espaial, tal omo el estudiado en los primeros apítulos.

Demostraión del Teorema 5.4.5. En este aso onsideramos las euaiones (5.3)-(5.7), n = 8 y Lij [f ](t) =
0, para i = 1, . . . , 4 y ∀j = 1, ...,m. La euaión (5.60) puede esribirse omo:

f = Γ(f),

donde Γ(f) está dada por
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(Γ(f))ij = f0
ij +

∫ t

0

Jij [f ](s), i = 1, .., 4, (5.61)

(Γ(f))ij = f0
ij +

∫ t

0

exp(λ(s− t))J⋆
ij [f ](s), i = 5, . . . , 8. (5.62)

Luego, la demostraión se basa nuevamente en la apliaión del método del punto �jo. Usando el Lema

5.4.6, se tiene que

‖ Γ(f) ‖XT
≤‖ f0 ‖1 +C1T ‖ f ‖2XT

,

‖ Γ(f)− Γ(g) ‖XT
≤ C1T (‖ f ‖XT

+ ‖ g ‖XT
) ‖ f − g ‖XT

.

Sea T tal que

4C1T ‖ f0 ‖1< 1,

y sea

d =
√
1− 4C1T ‖ f0 ‖1.

Consideremos

a =
1−

√
d

2C1T ‖ f0 ‖1
.

Esto implia que Γ es una apliaión ontrativa en una bola en XT de entro ero y radio a ‖ f0 ‖1 si

T ≤ 1
4C1‖f0‖1

. Luego, existe una únia soluión loal f(t) de la euaión (5.38) en [0, T ]. Esto ompleta la

prueba del teorema. �

5.4.2. Simulaiones y omportamientos emergentes

Como hemos visto, el modelo está araterizado por diez parámetros, lo ual puede onsiderarse una

antidad pequeña teniendo en uenta la omplejidad del fenómeno bajo estudio.

A ontinuaión mostraremos algunas simulaiones numérias realizadas on el objeto de estudiar el rol

de los parámetros ε1 y ε2i (i = 6, 7, 8). Más onretamente, se pretende investigar si existe un valor rítio

εc = ε1
ε28

tal que para ε < εc el sistema inmune tiene la apaidad de ombatir on éxito el reimiento de

élulas anerosas del uarto subsistema funional, mientras que para ε > εc se presenta el omportamiento

opuesto.

Más aún, las simulaiones deben poner en evidenia ómo evoluiona temporalmente el estado de los

distintos subsistemas funionales de auerdo al fenómeno imperante. En partiular, las élulas epiteliales

normalmente difereniadas generan on una pequeña probabilidad élulas hijas perteneientes al primer

hallmark del áner. Estas últimas pueden a su vez, a pesar del ombate del sistema inmune, generar élulas

en los hallmarks suesivos. Si bien las primeras generaiones pueden efetivamente suprimirse, puede ourrir

que las élulas anerosas más evoluionadas ontinúen proliferando. Eventualmente, la aión de aprendizaje

del sistema inmune es su�iente para ontrarrestar este proeso, pero para iertos valores del parámetro puede

darse que las élulas anerosas ontinúen reiendo.

Los experimentos numérios se realizan on los siguientes valores de parámetros σ = 0,5, τ = 1, α = 10−2
,

β1 = 10−3
, β2 = 10−1

, γ = 1, λ = 0,02, ε1 = 10−3
, ε26 = ε27 = 10−1

, y diferentes valores de ε28, que modeliza

la transiión de las élulas inmunes al último estadío. Se eligen ondiiones iniiales nulas, exepto para f0
1j

y f0
5j , que se toman omo linealmente dereientes on la atividad.
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El omportamiento emergente mostrado por las siguientes simulaiones india que las élulas anerosas

no pueden ser suprimidas para valores pequeños del parámetro, mientras que para valores altos las élulas

inmunes tienen la habilidad de reonoer la presenia de élulas malignas, destruyéndolas progresivamente.

La Figura 5.4 muestra los diferentes omportamientos que las élulas más agresivas exhiben para distintos

valores de ε28. La Figura 5.5, en tanto, muestra la evoluión de n2 y n3, que previsiblemente es la misma

para ualquier eleión de ε28.

(a) (b)

t

n
4

t

n
4

t

n
4

t

n
4

() (d)

Figura 5.4: Evoluión del tamaño del subsistema funional 4 para diferentes valores del parámetro

ε28. (a) ε28 = 0, (b) ε28 = 10−4
, () ε28 = 10−3

, (d) ε28 = 10−2
.

• La Figura 5.4 muestra que el número de élulas anerosas del último hallmark del áner ree para

ε28 = 0, puesto que el sistema inmune no es apaz de ontrarrestarlas. Para valores reientes del parámetro

se observa un omportamiento asintótio, mientras que para ε28 = 10−2
se observa que las élulas anerosas

son destruidas. Esto ourre debido a que a medida que ree ε28 el sistema inmune obra fuerza.

• La Figura 5.5 muestra ómo el número de élulas de los dos primeros hallmarks del áner deae debido a

que, a largo plazo, mutan al hallmark más agresivo.

5.5. Conlusiones

En este apítulo hemos propuesto un modelo para la ompetenia inmunitaria, el ual está basado en

el desarrollo de las herramientas de la teoría inétia de partíulas ativas y la teoría de juegos, inluyendo

mutaiones y seleión Darwiniana, enfoándonos en la esala elular. Las simulaiones propuestas muestran

que el modelo es apaz de reproduir algunos omportamientos emergentes importantes del fenómeno.

Tal omo se india en [28℄, el modelo es suseptible de ser mejorado, por ejemplo ontando on informaión

empíria. Sin embargo, un problema que permanee abierto es el estudio de la relaión entre pequeña y gran

esala: las élulas anerosas surgen en prinipio por modi�aiones en su ADN, relaionadas a los genes.
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t
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3

Figura 5.5: Evoluión del tamaño de los subsistemas funionales 2 y 3.

Es deir, las esalas elular y genétia se ven involuradas. En [22℄ se meniona el heho de que el mismo

enfoque empleado para modelar la esala elular podría generalizarse a la esala moleular, aunque esto no

ha sido aún llevado a la prátia.

Por otra parte, reientemente ha habido avanes en uanto a la relaión entre la esala elular y la

orrespondiente a los tejidos marosópios [19℄. En partiular, se mostró que el modelo de Keller-Segel

puede obtenerse a partir de la desripión de la esala elular [18℄. Este enfoque podría extenderse a la

formulaión de modelos para la evoluión temporal del áner.

Por último, si bien el enfoque matemátio onsiderado es totalmente diferente al de los primeros apítulos

de esta tesis, donde nos oupamos de un modelo ontinuo para el reimiento de un tumor avasular on

droga, sería muy interesante desarrollar un modelo que onsidere la aión sobre las élulas anerosas tanto

del sistema inmunitario omo de una droga quimioterapéutia. En este ontexto, un tema interesante para

abordar es el modelado de terapias genétias para la ativaión del sistema inmune.



Capítulo 6

Un modelo para el fenómeno migratorio

6.1. Introduión

Desde los orígenes de la historia de la humanidad, los individuos se han visto obligados a afrontar

adversidades y busar una mejor alidad de vida. Uno de los modos de lograrlo ha sido a través de las

migraiones, no sólo individuales sino inlusive de omunidades enteras. Tal omo se señala en [93℄ hoy en día

la globalizaión, junto on los avanes en las omuniaiones y el transporte, ha inrementado enormemente

el número de personas que tienen el deseo, la neesidad y la apaidad de movilizarse haia otros lugares. Este

reporte de las Naiones Unidas, junto on [78℄, onstituyen valiosas referenias bibliográ�as que desriben

el fenómeno migratorio atual.

Aunque existe ierto onsenso de que los países pueden ooperar para rear bene�ios triples: para los

migrantes, para sus países de origen y para las soiedades que los reiben, la migraión ontinúa siendo (y

seguramente lo será siempre) un importante tema de debate sobre el ual vale la pena estudiar e investigar.

En este apítulo presentamos un modelo para el fenómeno de migraión en redes omplejas, que pueden

de�nirse omo una oleión de nodos onetados por aristas que representan diversas interaiones entre los

nodos [57℄. En este aso espeí�o, la red está ompuesta por naiones, donde la dinámia es induida tanto

por la omuniaión entre los individuos omo por las polítias de distribuión de riqueza. En la siguiente

seión desribiremos en detalle el sistema onsiderado y referimos al letor al artíulo [70℄, reientemente

publiado por el autor de esta tesis.

El modelo está basado en la teoría inétia de partíulas ativas, uyos oneptos elementales fueron

introduidos en el Capítulo 4. Referenias importantes en uanto a la teoría de juegos son [58, 64℄, donde

las interaiones generalmente involuran omportamientos de tipo ompetitivo y altruista [14, 59, 80℄. Más

espeí�amente, se han propuesto numerosos modelos referidos a sistemas soiales y ompetenias polítias

[5, 6, 12, 85℄, y la literatura ofree un gran número de enfoques diferentes, tales omo dinámia poblaional

on estrutura [99℄ o sistemas dinámios super-marosópios [77℄. Más reientemente, en [24℄ se estudia el

fenómeno onoido omo isne negro.

Algunas ideas de este tipo de dinámia apliadas a sistemas soiales se han desarrollado en [33, 34℄,

trabajos en los uales se propuso un modelo matemátio para el omportamiento soial oletivo de individuos

en una ierta poblaión. Este tema también se ha tratado en varios trabajos, donde se utilizan métodos

derivados de la meánia estadístia para analizar la ompetiión polítia, eonómia y soial [55, 56, 84℄.

71
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6.2. Desripión del sistema

La migraión es un fenómeno omplejo generalmente relaionado a la neesidad de mejorar la ondiión

soial de los individuos. En muhos asos, los emigrantes son personas que están atravesando una situaión

eonómia difíil, que deiden trasladarse de una naión a otra en la búsqueda de empleos no disponibles

en sus países de origen. De heho, el anhelo de un buen empleo en un país rio es uno de los motores más

importantes de la migraión internaional. Más aún, muhas eonomías dinámias y avanzadas requieren

inmigrantes omo mano de obra para ubrir puestos de trabajo que los propios iudadanos loales no desean

realizar. Esta reiente demanda también subyae en el envejeimiento de la poblaión, ya que da lugar a

un dé�it de trabajadores para ubrir iertas áreas. Además, a medida que las generaiones más jóvenes

adquieren una mejor eduaión, son poos quienes se onformarían on trabajos mal pagados y físiamente

demandantes [93℄.

Sin embargo, tal omo se india en [70℄, un modelo para el fenómeno migratorio debe ontemplar que en

la atualidad la división lásia entre �países de origen� y �países de destino� no es en general válida, puesto

que muhos países perteneen a ambos grupos. De auerdo a [93℄, por ejemplo, la tradiional división entre el

�norte� y el �sur� ya no tiene sentido: países omo Irlanda, Italia y España, que hasta hae no muho tiempo

enviaban millones de emigrantes, son ahora países de aogida de inmigrantes.

En este ontexto, onsideramos un sistema formado por una pequeña red de naiones o regiones ge-

ográ�as interatuantes, onstituidas por individuos perteneientes a distintas lases soiales. Cada naión

presenta su propia estrutura soial, desrita mediante una ierta distania rítia, que provoa ooperaión

o bien ompetiión entre las lases. En este sentido, el omportamiento individual de ada naión se desribe

de auerdo a los modelos propuestos en [33, 34℄. El modelo presentado en este apítulo introdue además la

interaión entre ada par de naiones, de modo tal de onsiderar no solamente la estrutura soial interna

de ada una sino también las polítias internaionales desarrolladas que pueden favoreer o no la migraión.

6.3. Herramientas matemátias

Consideremos un sistema soial ompuesto por n naiones interatuantes, entre las uales pueden pro-

duirse migraiones. La dinámia del fenómeno de migraión está en ierto modo relaionada al estado soial

de los habitantes. De este modo, se onsidera la variable disreta u ∈ Iu = {u1 = 0, . . . , um = 1}, que repre-

senta el estado soial de los individuos, donde u1 = 0 y um = 1 orresponden, respetivamente, a las lases

soiales más baja y más alta. En general, se onsidera un número impar de lases soiales, de modo tal que

se puede identi�ar una lase media um−1

2

. En partiular, uando un individuo expresa un valor de u mayor

a um−1

2

pertenee a una lase soial elevada, mientras que uando expresa un valor de u menor a um−1

2

pertenee a una lase soial postergada.

Nótese que el uso de una variable disreta es razonable. En efeto, los niveles soiales en la prátia

se identi�an de auerdo a intervalos que orresponden a estados disretos. De este modo, la informaión

empíria obtenida a partir de mediiones demográ�as y soiométrias debe agruparse de auerdo a iertos

rangos de variabilidad [6, 33, 34℄.

El desarrollo del modelo se basa en la teoría inétia de partíulas ativas, por lo ual resulta preiso

identi�ar los omponentes del sistema, de auerdo a las onsideraiones expuestas en el Capítulo 4. Las

partíulas ativas son en este aso los individuos y el valor de u que desribe su estado es la atividad que

éstos expresan. De este modo, ada subsistema funional se orresponde preisamente on una naión.

El estado del sistema se desribe mediante la funión de distribuión generalizada

fi : [0,∞)× Iu → [0,∞),

on

fi(t, uj) = fij(t), (t, uj) ∈ [0,∞)× Iu, (6.1)
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que mapea, para ada instante t, el espaio de la variable de atividad, en el onjunto de los números reales

no negativos. El índie i = 1, . . . , n denota el subsistema funional y, por lo tanto, fij(t) representa el número

de partíulas ativas del subsistema funional i que, al tiempo t, tienen el estado uj. El tamaño total del

subsistema funional i al tiempo t es ni(t) =
∑m

j=1 fij(t) y, onseuentemente, el tamaño total del sistema

viene dado por la suma de todas las funiones de distribuión:

N(t) =

n∑

i=1

ni(t) =

n∑

i=1

m∑

j=1

fij(t). (6.2)

Consideremos un sistema onservativo errado, i.e. un sistema que no interatúa on el medio externo

y en el ual el período de tiempo bajo estudio es lo su�ientemente orto omo para despreiar eventos

proliferativos o destrutivos. En otras palabras, el fenómeno de migraión tiene lugar úniamente entre las

naiones que onstituyen la red, en tanto que se despreian los proesos de naimiento y muerte, de forma

tal que la poblaión total N(t) es onstante: N(t) = N0 = N(t = 0).

A partir de ahora, normalizamos las funiones de distribuión (6.1) dividiéndolas por N0. De este modo,

siempre trabajaremos on una poblaión total N0 = 1.

Las interaiones tienen lugar entre tres tipos de partíulas:

• La partíula test, representativa del sistema, on funión de distribuión fij(t).

• La partíula andidata on funión de distribuión fhp(t).

• La partíula de ampo on funión de distribuión fkq(t).

Para desribir la evoluión temporal de las funiones fij , haemos una vez más un balane de los �ujos

de entrada y salida de partíulas al estado uj de la poblaión i:

d

dt
fij(t) = C+

ij [f ](t)− C−
ij [f ](t), (6.3)

donde C+
ij y C−

ij son operadores que atúan sobre el onjunto de todas las funiones de distribuión genera-

lizadas f = {fij}j=1,...,m
i=1,...,n . En onreto, C+

ij [f ](t) y C−
ij [f ](t) denotan, respetivamente, el �ujo de entrada y

de salida, al tiempo t, haia (y desde) el estado uj del subsistema funional i, debido a interaiones de tipo

onservativo.

De ahora en adelante denotaremos por partíula (i, j) a ualquier partíula del subsistema funional i
on estado uj.

La freuenia de enuentros y la densidad de probabilidad de transiión, sobre las uales ya se ha disutido

ampliamente en los apítulos anteriores, asumen ahora las siguientes notaiones:

• La freuenia de enuentros ηpqhk desribe la tasa de interaiones entre una partíula andidata (o test)

(h, p) y una partíula de ampo (k, q).

• La densidad de probabilidad de transiión Bpq
hk(i, j) desribe la densidad de probabilidad de que una

partíula andidata (h, p) pase al estado uj del subsistema funional i al abo de una interaión on una

partíula de ampo (k, q).

Tal omo se indió antes, B satisfae que:

∀up, uq ∈ Iu, ∀h, k = 1, . . . , n :

n∑

i=1

m∑

j=1

Bpq
hk(i, j) = 1. (6.4)

Utilizando el balane (6.3) y los términos de interaión, derivamos el sistema de euaiones que desribe

la evoluión de las funiones de distribuión:
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Subsistema funional resultante Atividad resultante

h = k i = h j = p, p− 1 o p+ 1

h 6= k i = h o k j = p

Cuadro 6.1: Resumen de los posibles subsistemas funionales y valores de atividad que pueden

resultar luego de la interaión entre una partíula andidata (h, p) y una partíula de ampo (k, q).

d

dt
fij(t) =

n∑

h,k=1

m∑

p,q=1

ηpqhkB
pq
hk(i, j)fhp(t)fkq(t)− fij(t)

n∑

k=1

m∑

q=1

ηjqik fkq(t). (6.5)

6.4. Formulaión del modelo

En esta seión desarrollamos el modelo dado por la euaión (6.5), para lo ual los términos de intera-

ión ηpqhk y Bpq
hk deben modelarse adeuadamente.

La desripión de la freuenia de interaiones requiere de�nir una noión de distania entre partíulas

ativas perteneientes al mismo o a disitintos subsistemas funionales. La idea más simple sería asumir que

diha freuenia depende úniamente de los subsistemas funionales, a través de una onstante no negativa

η0hk ≤ 1.

Alternativamente, se puede onsiderar que la freuenia de enuentros no sólo depende de la ubiaión

geográ�a de las partíulas interatuantes sino también de la diferenia entre sus estados soiales. De heho,

es razonable pensar que uanto más era se enuentran los estados de dos partíulas, más alta es la freuenia

de interaión entre ellas. Proponemos pues:

ηpqhk = η0hk (1− ε|up − uq|) , (6.6)

donde 0 ≤ ε < 1.

Un segundo paso onsiste en modelar la densidad de probabilidad de transiión. Consideremos la inte-

raión entre una partíula ativa andidata (h, p) y una partíula ativa de ampo (k, q).

En primer lugar, asumimos que las interaiones entre individuos de la misma naión pueden modi�ar

su estado soial pero sin produir fenómenos migratorios. Estas interaiones pueden ser ompetitivas o

ooperativas, omo se muestra en la Figura 6.1. Por otro lado, aquellas interaiones entre individuos de

diferentes naiones pueden eventualmente desenadenar la deisión de migrar, asumiendo que inmediata-

mente después de la migraión, un inmigrante perteneerá (al menos en prinipio) a la misma lase soial a

la ual perteneía en su país de origen, omo se muestra en la Figura 6.2. Estas onsideraiones se resumen

en el Cuadro 6.1.

Veamos más en detalle los distintos tipos de interaiones que pueden tener lugar entre una partíula

andidata (h, p) y una partíula de ampo (k, q). El análisis detallado de las interaiones entre las partíulas
ativas y el output de las mismas permite onstruir lo que se onoe omo tabla de juegos:

Partíulas del mismo subsistema funional, h = k:

� Mismo estado soial, p = q:
Bpp
hh(h, p) = 1. (6.7)

Si las dos partíulas presentan el mismo estado soial, entones ninguna de ellas experimenta una

transiión.
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Figura 6.1: Comportamientos altruistas y ompetitivos.

Figura 6.2: La interaión entre individuos de diferentes poblaiones puede desenadenar la deisión

de migrar.
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� Estados soiales diferentes pero eranos, p 6= q y |p− q| ≤ γh :

Si ambos individuos de la misma naión tienen estados soiales distintos pero próximos, entones

tiene lugar una ompetiión entre ellos. Como resultado, el individuo que presenta el estado soial

más elevado mejora su situaión, a expensas del otro que la empeora. Se introdue el parámetro γh
omo distania rítia entre las lases soiales.

• Si p = 1 o p = m, entones

Bpq
hh(h, p) = 1. (6.8)

Un individuo perteneiente a la lase 1 no puede empeorar su situaión, puesto que ya pertenee

al estado soial más bajo. Del mismo modo, un individuo de la lase m no puede mejorar su

estado. De esta forma, si asumiendo que la antidad de riqueza involurada en ada interaión

se onserva, se impone que los individuos interatuantes no experimentan transiión de estado.

• Si p 6= 1 y p 6= m, entones

p < q :





q 6= m :





Bpq
hh(h, p− 1) = αh (1− |uq − up|) ,

Bpq
hh(h, p) = 1− αh (1− |uq − up|) ,

q = m : Bpq
hh(h, p) = 1,

(6.9)

y

p > q :





q 6= 1 :





Bpq
hh(h, p+ 1) = αh (1− |uq − up|) ,

Bpq
hh(h, p) = 1− αh (1− |uq − up|) ,

q = 1 : Bpq
hh(h, p) = 1.

(6.10)

Cuando un individuo de la lase p experimenta un ambio de estado luego de interatuar on un

individuo de la lase q, diho ambio puede darse eventualmente a las lases p+1 o p−1, dependiendo
del tipo de interaión. Ahora bien, sólo una parte de los individuos pueden experimentar la transiión,

en tanto que la parte restante permanee en la lase p. El parámetro no negativo αh < 1 identi�a

justamente la proporión de individuos que ambian de lase, mientras que el término (1− |uq − up|)
implia que uanto más próximo es el estado soial de los individuos interatuantes, más fuerte es la

ompetenia entre ellos.

� Estados soiales alejados, |p− q| > γh:

p < q :





Bpq
hh(h, p+ 1) = αh (|uq − up|) ,

Bpq
hh(h, p) = 1− αh (|uq − up|) ,

(6.11)

y

p > q :





Bpq
hh(h, p− 1) = αh (|uq − up|) ,

Bpq
hh(h, p) = 1− αh (|uq − up|) .

(6.12)

Cuando los individuos se enuentran lo su�ientemente alejados desde el punto de vista soial, se ob-

serva un omportamiento altruista. A diferenia del aso ompetitivo, los efetos altruistas son mayores

uanto más alejados se enuentran los estados soiales.
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Partíulas de diferentes subsistemas funionales, h 6= k:

� Estado soial más postergado, p = 1:

B1q
hk(h, 1) = 1. (6.13)

Los individuos más postergados desde el punto de vista soial no experimentan fenómenos migratorios.

En general, la gente on menos reursos no tiene la apaidad de afrontar los ostos y los riesgos de

una migraión internaional. Es por ello que normalmente los emigrantes internaionales provienen

de las lases baja y media, pero no de la más baja.

� Estados soiales más elevados, p > 1:

p < q :





Bpq
hk(k, p) = βhk|uq − up|,

Bpq
hk(h, p) = 1− βhk|uq − up|,

p ≥ q : Bpq
hk(h, p) = 1.

(6.14)

Un individuo de la naión h puede deidir emigrar a la naión k solamente luego de una interaión on

un individuo de esta última que presente una mejor situaión soial. Por supuesto, no todo individuo

migrará. El parámetro βhk denota la proporión de individuos de la naión h que migran a la naión

k, mientras que la introduión del fator |uq − up| signi�a que uanto más alejadas están las lases

soiales, mayor es la probabilidad de migraión. Por otro lado, si el estado soial de la partíula

andidata es mayor que el de la partíula de ampo, entones no hay transiión ni de poblaión ni de

estado soial.

Observaión 6.4.1. Sustituyendo las expresiones (6.7)-(6.14) en la estrutura formal (6.5) se obtienen modelos

espeí�os en orrespondenia on la tabla de juegos. Estos modelos preservan, además del número total de

individuos N0, la riqueza total, que se de�ne omo:

n∑

i=1

m∑

j=1

ujfij(t) =

n∑

i=1

m∑

j=1

ujfij(t = 0) = L0. (6.15)

De�nimos además la riqueza absoluta de la Naión i al tiempo t omo la porión de la riqueza total

que orresponde a diha naión, es deir:

Li(t) =

m∑

j=1

ujfij(t),

y la riqueza relativa de la Naión i al tiempo t omo la relaión entre la riqueza absoluta y el tamaño:

li(t) =
Li(t)

ni(t)
.

Observaión 6.4.2. El enfoque presentado tiene en uenta interaiones lineales, en las uales ηpqhk y Bpq
hk(i, j)

solamente dependen del estado de las partíulas interatuantes para ada par de subsistemas funionales. Es

importante remarar que también podrían onsiderarse interaiones no lineales, en las uales las partíulas

no sólo están sujetas a la superposiión de aiones binarias, sino que también se ven afetadas por el estado

global del sistema [24℄. De este modo, los términos de interaión podrían depender de iertos momentos de

las funiones de distribuión.
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Observaión 6.4.3. La distania rítia γh arateriza la polítia de bienestar soial del gobierno de la

naión h. La misma puede ser una onstante [33℄ (uando el gobierno la impone), o bien podría ser variable

determinada por la dinámia del sistema [24℄ (uando depende de la estrutura soial instantánea de ada

naión).

6.5. Algunos modelos espeí�os

En esta seión se presentan un par de asos espeí�os on el �n de investigar la versatilidad del modelo

para expliar iertos fenómenos y, en partiular, determinar la in�uenia de algunos de los parámetros.

Caso 1: Dos naiones interatuantes

Consideremos una pequeña red on las siguientes araterístias:

• El sistema está ompuesto por dos naiones, denotadas por i = 1, 2. La primera de ellas es una

naión ria que onstituye un atrativo para la segunda, que posee un gran número de habitantes dispuestos

a emigrar.

• Se onsideran nueve lases soiales, denotadas por j = 1, . . . , 9. De este modo, el estado soial

de los individuos se desribe por una variable esalar disreta u que puede tomar valores en el onjunto

Iu = {u1 = 0, . . . , u5 = 1/2, . . . , u9 = 1}.
Se asume que las interaiones entre individuos de la misma poblaión son más freuentes que aquellas

entre individuos de poblaiones diferentes. Asumiremos que los términos η0hk son iguales a 1 si h = k e iguales

a 1/2 si h 6= k, y que ε = 1/2.

El modelo está araterizado por los siguientes parámetros:

- θ = N20/N10 es la relaión entre las poblaiones iniiales de la Naión 2 y la Naión 1, dadas por N20

y N10, respetivamente.

- φ = L20/L10 es la relaión entre las riquezas iniiales de ambas naiones, dadas por L20 y L10,

respetivamente.

- γ1 y γ2 son las distanias rítias que, en ada naión, separan las dinámias altruistas de las ompe-

titivas.

- α1 y α2 araterizan la probabilidad de ambiar de lase dentro de las naiones 1 y 2, respetivamente.

- β12 y β21 araterizan la probabilidad de migrar de la naión 1 a la 2 y vieversa, respetivamente.

Caso 2: Tres naiones interatuantes

Consideremos ahora una red on las siguientes araterístias:

• El sistema está onstituido por tres naiones, denotadas por i = 1, 2, 3.

• Al igual que en el Caso 1 se onsideran nueve lases soiales, denotadas por j = 1, . . . , 9.

Las freuenias de interaión están sujetas a las mismas hipótesis que para el aso anterior.

De este modo, el modelo está araterizado por los siguientes parámetros:

- θ2 = N20/N10 y θ3 = N30/N10 son las relaiones entre las orrespondientes poblaiones iniiales.

- φ2 = L20/L10 y φ3 = L30/L10 son las relaiones entre las orrespondientes riquezas iniiales.
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- γ1, γ2 y γ3 son las distanias rítias para ada naión.

- α1, α2 y α3 araterizan la probabilidad de ambiar de lase dentro de las naiones 1, 2 y 3, respeti-
vamente.

- β12, β21, β13, β31, β23 and β32 araterizan la probabilidad de migrar de una naión a otra.

Observaión 6.5.1. Nótese que los parámetros βhk tienen en uenta las failidades/desventajas que pueden

haer a una naión más atrativa que otra para la inmigraión. Por lo tanto, βhk 6= βkh y estos parámetros

pueden pensarse omo las omponentes de una matriz no simétria on diagonal nula.

6.6. Simulaiones y omportamientos emergentes

Hasta aquí hemos formulado el modelo dado por (6.5) que onsiste en un sistema de EDOs, al ual deben

añadirse las ondiiones iniiales. El problema, pues, puede plantearse omo:





d

dt
fij(t) = Jij [f ](t) ,

fij(0) = f0ij ∈ [0, 1], i = 1, . . . n, j = 1, . . . ,m ,

‖f0‖1 =
n∑

i=1

m∑

j=1

|f0ij | = 1,

(6.16)

donde Jij [f ](t) = C+
ij [f ](t)− C−

ij [f ](t), f0 = {f0ij}j=1,...,m
i=1,...,n y ‖ � ‖1 es la norma 1 en R

n.m
.

Nótese que este problema está bien planteado y que posee una únia soluión f(t) tal que

f(t) ≥ 0,
n∑

i=1

m∑

j=1

fij(t) = 1, ∀t ∈ [0, T ], (6.17)

para ualquier tiempo T arbitrariamente grande.

Este resultado se sigue del uso de la propiedad Lipshitz del segundo miembro de la euaión (6.16), y

una prueba detallada puede enontrarse en [50℄.

Habiéndonos asegurado que el problema posee soluión, llevamos a abo algunos experimentos numérios

on el objeto de analizar la in�uenia de los parámetros en el fenómeno migratorio. Para ello onsideramos

los asos propuestos en la seión anterior, de 2 y 3 naiones, respetivamente, on 9 estados soiales. Esto

lleva a sistemas de 18 y 27 EDOs, respetivamente.

6.6.1. Caso 1: Dos naiones interatuantes

Analiemos el fenómeno migratorio que tiene lugar entre dos naiones, la primera ria respeto a la

segunda. Comenemos traduiendo el modelo general a este aso espeí�o, onsiderando todas las posibles

interaiones entre individuos. Tal omo se indió en la Seión 6.4, la freuenia de interaiones entre

ualquier par de individuos de la red puede modelarse omo

ηpqhk = η0hk

(
1− 1

2
|up − uq|

)
, (6.18)

donde η011 = η022 = 1 y η012 = η021 = 1/2.

El siguiente paso onsiste en detallar la tabla de juegos desrita por las euaiones (6.7)-(6.14).
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Interaiones entre individuos de la Naión 1

En primer lugar, de auerdo a la euaión (6.7), se tiene que para p = 1, . . . , 9, Bpp
11(1, p) = 1.

Por otro lado, si |p− q| ≤ γ1, de las euaiones (6.8)-(6.10), se obtiene que B1q
11(1, 1) = 1, B9q

11(1, 9) = 1,

1 < p < q ≤ 9 :





q 6= 9 :





Bpq
11(1, p− 1) = α1 (1− |uq − up|) ,

Bpq
11(1, p) = 1− α1 (1− |uq − up|) ,

q = 9 : Bp9
11(1, p) = 1,

y

1 ≤ q < p < 9 :





q 6= 1 :





Bpq
11(1, p+ 1) = α1 (1− |uq − up|) ,

Bpq
11(1, p) = 1− α1 (1− |uq − up|) ,

q = 1 : Bp1
11(1, p) = 1.

Finalmente, si |p− q| > γ1, por las euaiones (6.11)-(6.12), se obtiene

p < q :





Bpq
11(1, p+ 1) = α1 (|uq − up|) ,

Bpq
11(1, p) = 1− α1 (|uq − up|) ,

y

p > q :





Bpq
11(1, p− 1) = α1 (|uq − up|) ,

Bpq
11(1, p) = 1− α1 (|uq − up|) .

Interaiones entre individuos de la Naión 2

De auerdo a la euaión (6.7), para p = 1, . . . , 9 tenemos que Bpp
22(2, p) = 1.

Además, si |p− q| ≤ γ2, de las euaiones (6.8)-(6.10) se obtiene que B1q
22(2, 1) = 1, B9q

22(2, 9) = 1,

1 < p < q ≤ 9 :





q 6= 9 :





Bpq
22(2, p− 1) = α2 (1− |uq − up|) ,

Bpq
22(2, p) = 1− α2 (1− |uq − up|) ,

q = 9 : Bp9
22(2, p) = 1,

y

1 ≤ q < p < 9 :





q 6= 1 :





Bpq
22(2, p+ 1) = α2 (1− |uq − up|) ,

Bpq
22(2, p) = 1− α2 (1− |uq − up|) ,

q = 1 : Bp1
22(2, p) = 1.

Finalmente, si |p− q| > γ2, de las euaiones (6.11)-(6.12), se obtiene
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p < q :





Bpq
22(2, p+ 1) = α2 (|uq − up|) ,

Bpq
22(2, p) = 1− α2 (|uq − up|) ,

y

p > q :





Bpq
22(2, p− 1) = α1 (|uq − up|) ,

Bpq
22(2, p) = 1− α1 (|uq − up|) .

Interaiones entre un individuo de la Naión 1 on estado up y un individuo de la

Naión 2 on estado uq

De las euaiones (6.13)-(6.14) se tiene que

p = 1 : B1q
12(1, 1) = 1,

p < q :





Bpq
12(2, p) = β12|uq − up|,

Bpq
12(1, p) = 1− β12|uq − up|,

p ≥ q : Bpq
12(1, p) = 1.

Interaiones entre un individuo de la Naión 2 on estado up y un individuo de la

Naión 1 on estado uq

Usando nuevamente las euaiones (6.13)-(6.14) se tiene que

p = 1 : B1q
21(1, 1) = 1,

p < q :





Bpq
21(1, p) = β21|uq − up|,

Bpq
21(2, p) = 1− β21|uq − up|,

p ≥ q : Bpq
21(2, p) = 1.

La naión más ria es la menos poblada.

Consideremos en primer lugar un aso en el ual la Naión 2 duplia iniialmente en tamaño a la Naión

1 (�jamos θ = 2), mientras que presenta una estrutura soial muho más deliada, on una mayor distania

rítia entre lases soiales (γ1 = 3, γ2 = 5), dando a sus individuos menos oportunidades de mejorar

su situaión. Además, el heho de migrar de la Naión 2 a la Naión 1 es (en términos de probabilidad)

doblemente atrativo respeto de la migraión en el sentido opuesto (β12 = 1/20, β21 = 1/10). Los demás

parámetros se toman omo α1 = α2 = 0,2.

Los experimentos numérios de realizan para valores φ = 0,2 y φ = 0,6, on el �n de evaluar ómo la

migraión afeta la estrutura soial de las naiones para diferentes relaiones entre las riquezas iniiales.

La Figura 3 muestra la evoluión del tamaño de ada poblaión. Puede verse que uanto mayor es la

riqueza iniial de la Naión 2, más fuerte es el �ujo migratorio. Esto se debe a que, para valores de φ pequeños,

la situaión de la Naión 2 no permite a sus habitantes abandonar el país. Este omportamiento se resume

en la primera parte del Cuadro 6.2.
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Fig. 3.Caso 1: Dos naiones interatuantes, θ = 2. Evoluión del tamaño de

ada naión para diferentes valores de φ. Las líneas de trazos orresponden
a la Naión 1 y las líneas ontinuas orresponden a la Naión 2.
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Fig. 4.Caso 1: Dos naiones interatuantes, θ = 2. Evoluión de la riqueza

absoluta de ada naión para diferentes valores de φ. Las líneas de trazos

orresponden a la Naión 1 y las líneas ontinuas orresponden a la Naión

2.
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Fig. 5.Caso 1: Dos naiones interatuantes, θ = 2. Evoluión de la riqueza

relativa de ada naión para diferentes valores de φ. Las líneas de trazos

orresponden a la Naión 1 y las líneas ontinuas orresponden a la Naión

2.

La Figura 4 muestra la evoluión de la riqueza absoluta. Resulta laro que, debido a que la riqueza total

se onserva, una de las naiones aumenta su riqueza total mientras que la otra la pierde. Sin embargo, tal

omo se observa en la Figura 5, la riqueza relativa (expresada omo la relaión entre la riqueza de una naión

y su tamaño) disminuye.

La naión más ria es la más poblada.

Si onsideramos ahora un aso en el ual la naión más ria es también la de mayor poblaión iniial, las

simulaiones nos permiten observar un omportamiento diferente. Las Figuras 6 y 7 muestran la evoluión

de la riqueza y de la riqueza relativa para un valor �jo φ = 0,5 y diferentes valores para θ. Obsérvese que

en este aso, de auerdo a la Figura 7, la Naión 2 podría laramente bene�iarse de la emigraión de un

ierto grupo de individuos. La Figura 6 muestra que la riqueza total de la Naión 1 puede aumentar durante

un ierto período aotado de tiempo, y que luego omienza a disminuir. Esto da la pauta de que los países

deben ir modi�ando sus polítias migratorias en el tiempo. Este aso se resume en la segunda parte del

Cuadro 6.2.

6.6.2. Caso 2: Tres naiones interatuantes

Consideremos ahora el aso de tres naiones, donde dos de ellas son rias y onseuentemente onstituyen

un atrativo para individuos de la terera, que presenta una situaión más deliada.

Las freuenias de interaión se toman nuevamente omo ηhk = 1/2 uando h 6= k y ηhh = 1. La tabla

de juegos para este aso se obtiene inmediatamente de las euaiones (6.7)-(6.14), del mismo modo que para

el Caso 1.

A ontinuaión, se muestran algunos resultados numérios realizados on el �n de analizar la evoluión

del sistema según dos parámetros: la distania rítia para la naión más postergada y las failidades que

una de las naiones rias otorga (o quita) a eventuales inmigrantes de la más pobre.
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Fig. 6.Caso 1: Dos naiones interatuantes, φ = 0,5. Evoluión de la riqueza
absoluta de ada naión para diferentes valores de θ. Las líneas de trazos

orresponden a la Naión 1 y las líneas ontinuas orresponden a la Naión

2.
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Fig. 7.Caso 1: Dos naiones interatuantes, φ = 0,5. Evoluión de la riqueza
relativa de ada naión para diferentes valores de θ. Las líneas de trazos

orresponden a la Naión 1 y las líneas ontinuas orresponden a la Naión

2.
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Tamaño Riqueza Comportamiento general

Naión 1 ## ♦♦♦♦♦ Se observa un �ujo migratorio de la Naión 2 a la

Naión 1. Cuanto mayor es la riqueza de la Naión 2

Naión 2 #### ♦♦ respeto de la Naión 1, mayor es este �ujo.

Naión 1 #### ♦♦♦♦♦ Se observa un �ujo migratorio de la Naión 2 a la

Naión 1. La Naión 2 puede bene�iarse de este fe-

Naión 2 ## ♦♦ nómeno, aumentando su riqueza relativa.

Cuadro 6.2: Resumen de los omportamientos ualitativos observados para el Caso 1. El número de

írulos representa el tamaño iniial de ada naión y el número de diamantes representa la riqueza

iniial de ada una.

Diferentes niveles de restriión en uno de los países rios.

Supongamos que las naiones denotadas por 1 y 2 son países más rios y on menos habitantes on

respeto a la Naión 3. Adoptamos los siguientes parámetros: θ2 = 1, θ3 = 2, φ2 = 0,7, φ3 = 0,3, γ1 = 1,
γ2 = 3, γ3 = 5, y α1 = α2 = α3 = 0,3. A su vez, las omponentes de la matriz β representan las probabilidades

de transiión de una naión a otra:

β =




0 1/20 1/400
1/20 0 1/400
β31 1/200 0


 ,

donde β31 asumirá diferentes valores en las simulaiones.

Las Figuras 8 y 9 muestran, respetivamente, la evoluión del tamaño y de la riqueza de las tres naiones.

Es laro que para un valor pequeño de β31, el �ujo de individuos provenientes de la Naión 3 deree, y se

torna predominante el fenómeno migratorio entre las naiones 1 y 2. Estas últimas presentan prátiamente

una situaión de tránsito libre entre ellas. Sin embargo, a medida que transurre el tiempo, aquellos individuos

de la Naión 3 que han sido apaes de ruzar a la Naión 2 podrían eventualmente llegar a la Naión 1,

evadiendo las restriiones. Este sería el aso, por ejemplo, de dos países europeos on una organizaión soial

análoga, pero en el que uno de ellos impone diferentes niveles de restriión para el ingreso de individuos de

un país más pobre [74℄. Los resultados se resumen en el Cuadro 6.3.

Diferentes distanias rítias en la naión más pobre.

Analiemos ahora la evoluión del sistema uando la Naión 3 ambia su polítia soial, por ejem-

plo a través de alguna aión del gobierno, pasando de una estrutura ompetitiva a una ooperativa. A

ontinuaión onsideraremos los mismos valores de parámetros que en el ejemplo preedente, pero �jando

β31 = 1/800 y tomando diferentes valores para γ3. En partiular, onsideremos los asos extremos γ3 = 1 y

γ3 = 7.

La Figura 10 muestra la evoluión en el tamaño de las tres naiones. Sorpresivamente, una estrutura

soial ooperativa en el país más pobre -que de auerdo a trabajos preedentes debería ombatir la onen-

traión de lases más bajas- ondue a un mayor �ujo migratorio. Es evidente, pues, que las lases medias

tienden a emigrar a medida que se onstituyen.
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Fig. 8.Caso 2: Tres naiones interatuantes. Evoluión del tamaño de ada

naión para diferentes valores de β31. Las líneas de trazos orresponden a

la Naión 1, las ontinuas a la Naión 2 y las punteadas a la Naión 3.
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Fig. 9.Caso 2: Tres naiones interatuantes. Evoluión de la riqueza de ada

naión para diferentes valores de β31. Las líneas de trazos orresponden a

la Naión 1, las ontinuas a la Naión 2 y las punteadas a la Naión 3.
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Tamaño Riqueza Restriiones Comportamiento general

Naión 1 ## ♦♦♦♦♦ ⊘⊘⊘⊘⊘ Se observan fuertes �ujos migratorios de

la Naión 2 a la Naión 1 y de la Naión

Naión 2 ## ♦♦♦♦ ⊘ 3 a la Naión 2. La Naión 2 es un país

de tránsito para individuos de la Naión 3

Naión 3 #### ♦♦ que pueden �nalizar en la Naión 1.

Naión 1 ## ♦♦♦♦♦ ⊘ Se observa �ujo migratorio de la Naión 3

a las Naiones 1 y 2. Además, individuos

Naión 2 ## ♦♦♦♦ ⊘ de la Naión 2 migran a la Naión 1 y

si no se agrega una dinámia evoluionaria

Naión 3 #### ♦♦ al modelo, la Naión 2 puede volverse más

ria que la Naión 1.

Cuadro 6.3: Resumen de los omportamientos ualitativos observados para el Caso 3. El número

de írulos representan el tamaño iniial de ada naión, el número de diamantes representa las

riquezas iniiales, y el número de símbolos de prohibiión representa el nivel de restriiones que las

Naiones 1 y 2 imponen sobre poteniales inmigrantes de la Naión 3.
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Fig. 10.Caso 2: Tres naiones interatuantes. Evoluión del tamaño de ada

naión para diferentes valores de γ3. Las líneas de trazos orresponden a la

Naión 1, las ontinuas a la Naión 2 y las punteadas a la Naión 3.
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6.7. Conlusiones

En este apítulo hemos propuesto un modelo para el fenómeno migratorio en un sistema de naiones o

regiones geográ�as, apliando las herramientas de la teoría inétia de partíulas ativas. Se observa a partir

de las simulaiones realizadas que los resultados reproduen en gran medida omportamientos emergentes

esperados, tal omo se ilustra en [70℄. Sin embargo, está laro que el modelo puede ser enriqueido en varios

aspetos.

En el trabajo [24℄, los autores se oupan de la in�uenia de las polítias de distribuión de riqueza en

la dinámia soial de una naión. Si bien en el modelo aquí propuesto se onsidera que la distania rítia

(o umbral) es una onstante, una posible mejora del modelo onsistiría en dejarla evoluionar de auerdo

preisamente a las polítias gubernamentales. Del mismo modo, otro aspeto a tener en uenta para añadir

realismo al modelo sería onsiderar que tanto el tamaño omo la riqueza total del sistema ambian en el

tiempo, teniendo en uenta interaiones de tipo proliferativo y destrutivo para el aso del tamaño, y

posibles fuentes de generaión de reursos para el aso de la riqueza.

Otra uestión a tener en uenta es la dinámia espaial. En el modelo aquí presentado se onsidera la

evoluión temporal de las funiones de distribuión generalizadas, en las uales el estado mirosópio de las

partíulas ativas viene dado sólo por la atividad. Resultaría interesante inorporar la dinámia espaial,

teniendo en uenta la posiión real de las regiones geográ�as en una red. En [70℄ se menionan numerosas

referenias interesantes respeto a este punto.

Por último, tal omo se meniona en la Observaión 6.4.2 resulta pertinente profundizar sobre la no

linealidad en las interaiones. Si bien la mayor parte de la literatura está basada en interaiones lineal-

mente aditivas, algunos aspetos interesantes a tener en uenta son: (i) Las partíulas ativas andidatas

pueden ser in�ueniadas no sólo por informaión proveniente de una distania �ja, sino también por una

antidad de informaión �ja independiente de la distania; (ii) el output de las interaiones no sólo depende

de la atividad de las partíulas interatuantes, sino también de momentos de la funión de distribuión

generalizada.



Capítulo 7

Conlusiones generales

Parte I: Reuperaión de parámetros de modelos de tumores avas-

ulares

En la primera parte de esta tesis, hemos onsiderado un modelo matemátio para el reimiento de

tumores avasulares esférios in vitro en presenia y en ausenia de tratamiento quimioterapéutio.

En el Capítulo 1 presentamos el modelo de Ward y King para el aso sin droga [97℄ y la inorporaión de

un tratamiento [98℄. Este modelo tiene la ventaja de que inluye una antidad de parámetros relativamente

pequeña y de lara interpretaión. Hemos resuelto numériamente el problema, ontrastando los resultados

on los existentes en la literatura, prestando espeial atenión al tratamiento de las singularidades presentes

en el sistema de EDPs. Además, hemos demostrado algunas uestiones analítias muy senillas on el objeto

de profundizar la omprensión ualitativa del modelo.

En este ontexto, presentamos dos enfoques metodológios para la estimaión de algunos de los pará-

metros involurados en el modelo [71, 72℄. En ambos, la situaión se plantea omo un problema inverso,

que se pretende resolver planteándolo omo un problema de optimizaión on restriiones dadas por EDPs.

Para ello, proponemos iertas funiones a minimizar (llamadas funiones objetivo) y los enfoques propuestos

apuntan preisamente a la búsqueda de los mínimos. Dada la di�ultad para obtener datos experimen-

tales, empleamos informaión generada a partir del problema direto on iertos valores de parámetros que

asumimos omo estándar.

En el Capítulo 2 onsideramos el reimiento de los esferoides sin droga y nos onentramos en la

reuperaión de los parámetros involurados en la inétia de Mihaelis-Menten. El método empleado está

basado en el álulo del gradiente de la funión objetivo respeto de los parámetros. Sin embargo, es sabido

que el álulo de las derivadas no es una tarea senilla y una estimaión numéria direta (por ejemplo vía

diferenias �nitas) puede resultar inestable. La ténia empleada es la del método adjunto, que no alula las

derivadas explíitamente, sino que éstas se obtienen implíitamente a través de la resoluión del problema

direto y del problema adjunto.

Una vez obtenido el problema adjunto, proponemos un algoritmo para su resoluión, una vez más teniendo

espeial uidado en las singularidades de las euaiones. Los resultados numérios obtenidos muestran que los

parámetros pueden ser reuperados on ierto grado de preisión, en algunos asos aeptable. Sin embargo,

se observa en algunos asos que para un mismo experimento numério algunos parámetros se estiman on

un porentaje de error más bajo que otros.

Nótese que podríamos haber elegido un número aún mayor de parámetros sin un aumento signi�ativo del

osto omputaional. Sin embargo, la eleión de los tres parámetros en uestión fue heha on la intenión

de desarrollar matemátiamente la ténia del método adjunto y en virtud de los omentarios hehos en

89
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el Apéndie de [97℄, donde se meniona explíitamente la no existenia de informaión sobre los valores en

uestión.

En el Capítulo 3, en tanto, nos oupamos del modelo on droga y nos onentramos en la reuperaión

del parámetro α que representa la efetividad adimensional de la misma. Un punto importante es que al

trabajar on el modelo on droga no tiene sentido intentar reuperar parámetros que apareían ya en el

modelo sin droga.

Consideramos en este aso distintas alternativas para el suministro de la droga, proponiendo uatro

diferentes protoolos, todos ellos onservando la onentraión externa media (promedio de la onentraión

de droga a la ual un tumor es expuesto durante la duraión del experimento). El problema de minimizaión

es resuelto mediante el algoritmo Pattern Searh, que no requiere del álulo del gradiente de la funión

objetivo. De este modo, es de más fáil implementaión y onveniente en el aso en que el número de

parámetros a reuperar sea pequeño. Los resultados numérios obtenidos son variables, en el sentido de

que algunos experimentos permiten obtener errores aeptables y otros no tanto, dependiendo en general del

protoolo onsiderado y de la presenia de ruido.

Finalmente, queremos enfatizar que este trabajo deja abiertas muhas posibilidades y líneas de investi-

gaión. Por ejemplo, una extensión obvia sería onsiderar un modelo más omplejo para un tumor in vitro

que represente el aso vasularizado. El siguiente paso sería pasar a modelos in vivo, donde los parámetros son

aún más difíiles de determinar, ya sea por la omplejidad intrínsea del modelo o por la falta de mediiones

on�ables.

Una primera di�ultad a tener en uenta en estos asos es la falta de simetría del dominio espaial, lo

ual añade omplejidad no sólo al modelo sino también a los métodos numérios para su resoluión. Como

primer aproximaión, se podría imaginar una ondiión iniial en la ual se dispone de un esferoide on su

orazón nerótio ya onstituido, y que a partir de un ierto instante la distribuión de nutriente deja de

ser uniforme en todo el borde. Este aso reproduiría el aso de suministro de nutrientes por vía vasular,

y permitiría modelar la morfología irregular (de tipo fratal) que exhiben muhos tumores sólidos al abo

de ierto tiempo. Tal omo se india en [41℄ el desarrollo de modelos matemátios apaes de investigar la

vasularizaión y el estímulo del reimiento asimétrio es aún un interesante ampo abierto de estudio.

Parte II: Modelado de sistemas omplejos

Si bien un tumor puede ser visto omo una aglomeraión de una enorme antidad de élulas y, por lo

tanto omo un sistema omplejo, en la segunda parte de este trabajo nos hemos oupado más onretamente

del estudio de sistemas omplejos. Su de�niión, desripión y araterístias fundamentales fueron expuestas

en la Introduión y ulteriormente tratadas en el Capítulo 4.

Una de las herramientas matemátias para el tratamiento de sistemas omplejos es la teoría inétia

de partíulas ativas, que onsiste esenialmente en subdividir un sistema onstituido por un gran número

de partíulas interatuantes en subsistemas funionales. El estado individual de las partíulas se desribe a

través una variable llamada atividad, que expresa la habilidad de las partíulas para desarrollar una ierta

estrategia. En el Capítulo 4 hemos introduido los lineamientos generales de esta teoría, on el objeto de

apliarlos a dos fenómenos onretos.

En el Capítulo 5 proponemos un modelo para la ompetenia inmunitaria, i.e. el modo en el ual el

sistema inmunitario intenta ontrarrestar el avane de élulas tumorales [28℄. El modelo está basado en la

teoría inétia de partíulas ativas y se entra en la representaión de las interaiones elulares, teniendo

en uenta las posibles mutaiones haia estadíos más avanzados del áner o hallmarks, omo se los onoe

en la literatura [62℄. El modelo propuesto es senillo en el sentido de que involura una pequeña antidad

de parámetros, los uales si bien son a priori desonoidos, permiten haer un análisis ualitativo del om-

portamiento del sistema y desubrir los omportamientos emergentes. Las simulaiones realizadas apuntan

preisamente a eso y están basadas en un desarrollo teório previo sobre existenia y uniidad de soluiones.



91

Los resultados obtenidos nos permiten onluir que la fortaleza del sistema inmunitario para ombatir el

áner es una variable importantísima para determinar quién venerá en esta luha a nivel elular.

Si bien el fenómeno migratorio analizado en el Capítulo 6 no se enuentra íntimamente relaionado on

el ontenido de los apítulos preedentes, lo hemos inluido en este trabajo pues onstituye otro ejemplo de

sistema omplejo y de ómo la teoría puede adeuarse a varias disiplinas. En este aso, hemos formulado un

modelo representando las interaiones entre individuos perteneientes a diversas naiones y la probabilidad

de que éstos ambien su nivel soial o deidan migrar, onsiderando omo variable lave la riqueza de ada

naión. Los experimentos numérios se realizaron para un par de asos espeí�os onsiderando dos y tres

naiones, y los resultados obtenidos muestran los omportamientos emergentes. Esenialmente, se on�rma

la hipótesis de que la evoluión de la riqueza de ada naión paree ser una variable lave en el fenómeno

migratorio.

Nuevamente aquí, los modelos propuestos son suseptibles de ser mejorados on el objeto de desribir

mejor los fenómenos en uestión. En las onlusiones de los Capítulos 5 y 6 hemos disutido algunas posibles

mejoras.
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