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Resumen

Los modelos matematicos son de gran utilidad para el estudio, andlisis y comprension de diferentes feno-
menos que surgen no solo en ciencias exactas y de la salud, sino también en ciencias sociales. A partir de
los resultados y simulaciones obtenidas basadas en estos modelos, es posible tener un mejor entendimiento
del fenémeno analizado y también estos resultados pueden ser utilizados para estimar parametros correspon-
dientes al proceso en estudio o descubrir propiedades que no eran evidentes directamente desde la experi-
mentaciéon. En este trabajo se proponen principalmente dos tipos de aplicaciones biolégicas para las cuales
hemos empleado diferentes herramientas matematicas y por lo cual el trabajo esta dividido en dos partes.

En la primera parte nos hemos abocado a la estimacién de parametros asociados al crecimiento y
tratamiento de tumores avasculares. Desde el punto de vista matematico, el estudio de estos problemas
implica el planteo de problemas inversos y el desarrollo de métodos numéricos para su resolucion. Utilizamos
un modelo en ecuaciones diferenciales parciales para el crecimiento de un tumor esférico y avascular, que
eventualmente es sometido a un tratamiento quimioterapéutico. El objetivo de esta parte del trabajo es el
de recuperar pardmetros que son a priori desconocidos o dificilmente obtenibles experimentalmente, tales
como constantes cinéticas o parametros ligados a la efectividad de la droga.

Una vez desarrollados los métodos para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales parciales, el si-
guiente paso es resolver el problema inverso. Para ello, éste se formula como un problema de optimizaciéon
y para su resolucion presentamos dos metodologias diferentes. La primera se basa en el método adjunto, y
hace uso de la informacién que provee la derivada de la funcién a minimizar con respecto a los parametros
a estimar. La segunda metodologia que presentamos se basa en el uso del algoritmo Pattern Search, que
es un algoritmo de busqueda directa que no requiere el calculo de las derivadas y por ende es de facil
implementacion.

En la segunda parte, en tanto, desarrollamos un modelo matematico para la competencia entre células
tumorales y el sistema inmunitario. El modelo se basa en la teoria cinética de particulas activas, que consiste
esencialmente en subdividir un sistema constituido por un gran ntmero de particulas interactuantes en
subsistemas funcionales. El estado individual de las particulas se describe a través una variable llamada
actividad, que expresa la habilidad de las particulas para desarrollar una cierta estrategia. Por ultimo,
mediante la aplicacion de la teoria recién mencionada, desarrollamos un modelo para describir el fenémeno
migratorio en una red social.

De acuerdo a los resultados obtenidos podemos decir que las metodologias propuestas en la primera parte
pueden ser consideradas de potencial ayuda para determinar pardmetros quimicos y biologicos involucrados
en el crecimiento de un tumor y para diseniar protocolos de tratamiento para tumores. Por otra parte,
los resultados obtenidos en la segunda parte se focalizan en la fortaleza de la teoria para reproducir el
comportamiento emergente de un sistema complejo, esencialmente desde el punto de vista cualitativo.

Palabras claves: modelo matematico, crecimiento tumoral, problema inverso, método adjunto, teoria

cinética, particula activa
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Abstract

Mathematical models are extremely useful in order to study, analyze and understand many different
phenomena which arise not only on natural and health sciences but also on social ones. The analytical and
numerical results obtained by using these models let us get a better understanding of the studied phenomena
and they can also be helpful in order to estimate unknown parameters or to put in evidence some a priori
unobserved properties. In this work, we propose two biological applications for which different mathematicals
tools are needed. That is why we separate it in two parts.

The first part is related to the recovery of parameters associated to the growth and treatment of avascular
tumours. From the mathematical point of view, these kind of problems need the formulation and solution
of inverse problems. We use a model based on a coupled system of partial differential equations to describe
the growth of an avascular spherical tumour, which is eventually treated with a chemotherapeutic drug. The
aim of this part is to retrieve a number of unknown parameters that are typically very difficult to estimate
experimentally, such as kinetic constants or the effectiveness of the drug.

Once that the system of partial differential equations is properly solved, the next step is to solve the
inverse problem, which is formulated as an optimization problem. For the resolution, we present two different
methodologies. The first one is based on the adjoint method and it makes use of the derivative of the function
to be minimized with respect to the parameters. The second one is based on the Pattern Search algorithm,
which is a direct-search algorithm that does not need to compute the derivatives and thus it is easier to
implement.

In the second part we develop a mathematical model for the competition between cancer and immune
cells. The modeling approach is based on the tools of the so-called kinetic theory of active particles, whose
essential features can be summarized as follows: the overall system, constituted by a large number of inter-
acting particles, is subdivided into functional subsystems. The individual state of each particle is described
by a variable called activity, which expresses the ability to perform a certain strategy. Finally, we develop a
mathematical model to describe migration phenomena in a social network, by means of the afore-said theory.

According to the results obtained in the first part, we can conclude that both methodologies can be
helpful to determine chemical and biological parameters involved in the growth of a tumour and to design
treatment protocols. On the other hand, the results obtained in the second part focus on the strength of the
theory to reproduce the emerging behaviour of a complex system, basically from a qualitative point of view.

Key words: mathematical modeling, tumour growth, inverse problem, adjoint method, kinetic theory,
active particle
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(Glosario de términos biologicos

Angiogénesis Es el proceso fisiologico que consiste en la formacion de vasos sanguineos nuevos a partir
de los vasos preexistentes. Es un fenémeno normal durante el desarrollo embrionario, el crecimiento
del organismo y en la cicatrizacion de las heridas aunque es también un proceso fundamental en la
transformacion maligna del crecimiento tumoral.

Apoptosis También llamada muerte celular programada, es un proceso ordenado de reacciones bioquimicas
que ocurren en las células cuando se diferencian y ejercen funciones normales, que necesariamente llevan
a la muerte celular. Todas las células del organismo estan programadas genéticamente para que en los
diferentes tejidos su proceso de degradacion y muerte sea rapido o lento. Por ejemplo, los dedos de las
manos y pies de los fetos humanos unicamente estan unidos por una membrana interdigital (similar a
la que tienen los patos), y la apoptosis hace que esta membrana desaparezca antes del nacimiento y
los recién nacidos tengan dedos y no membranas.

Cancer Es una enfermedad causada por anormalidades en el material genético de las células, las cuales
pueden ser provocadas por diversos agentes carcinogénicos, tales como radiacién, agentes quimicos,
agentes infecciosos , etc., o bien adquiridas durante la replicacién normal del ADN, al no corregirse
los errores que se producen durante la misma.

Células inmunes Son las células que componen el sistema inmunitario. Entre las mas importantes pueden
mencionarse los linfocitos T y B, los macrofagos, los neutrofilos y los eosindfilos. Cada una de ellas
cumple funciones especificas en la defensa del organismo contra agentes extranos.

Células neoplasicas Son células caracterizadas por escapar al control reproductivo que requeria su funcién
original, perdiendo sus capacidades originales, y con el tiempo adquiriendo otras que no les correspon-
den, como la de invadir de forma progresiva y por distintas vias érganos proximos, o incluso a distancia
por via linfatica, presentando crecimiento y divisién mas alla de los limites normales.

Cinética de Michaelis-Menten Es un modelo originalmente propuesto para describir la cinética quimica
de reacciones enzimaéticas, extendido a la cinética para la reproducciéon y muerte celular. Asume que
las tasas de mitosis y muerte celular son dependientes de la concentracion de nutrientes disponibles.

Metastasis Es la propagacion a distancia, por via fundamentalmente linfatica o sanguinea, de las células
originarias del cancer, y el crecimiento de nuevos tumores en los lugares de destino.

Necrosis Es la muerte patolégica de un conjunto de células provocada por un agente nocivo que causa una
lesién tan grave que no se puede reparar o curar.

Quimioterapia Es el tratamiento del cancer con un medicamento antineoplasico o una combinacion de
dichas drogas en un régimen de tratamiento estandar, dado por un protocolo.

Sistema inmunitario Es el conjunto de estructuras y procesos biolégicos en el interior de un organismo
que lo protege contra enfermedades, identificando y matando células patégenas y cancerosas, distin-
guiéndolas de las propias células y tejidos sanos.
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Introduccion

Modelos matematicos en biologia

Se suele aceptar como un absoluto incuestionable que la matematica juega un papel importante en el
desarrollo de las ciencias, en la tecnologia y para interpretar la vida cotidiana. A raiz de ello, en nuestros
tiempos se habla cada vez mas del trabajo interdisciplinario, de sus ventajas y de sus dificultades. De
hecho, existe un creciente consenso en la comunidad cientifica respecto de la imperante necesidad de la
aplicacion de la matematica en ciencias como la biologia o la medicina. Citando a J.E. Cohen en lengua
original: “Mathematics is Biology’s next microscope, only better; Biology is Mathematics’ next Physics, only
better”, [45]. Efectivamente, podemos afirmar que si el campo de batalla donde la matemaética se encontraba
con el mundo real durante el siglo XIX era la fisica, hacia el siglo XX la biologia comenzé a constituirse
como un atractivo en este sentido. Ademaés, asi como unos pocos siglos atras el microscopio surgié como
una herramienta en biologia para explorar e interpretar un mundo nuevo y fascinante, en la actualidad la
matematica se estd convirtiendo en su nuevo miscroscopio.

Si bien el trabajo interdisciplinario no es sencillo, fundamentalmente debido a que cada ciencia usa su
propio lenguaje, puntos de vista y formas de razonamiento, cada vez son més las razones que justifican
el esfuerzo de esta comunicacién entre diferentes comunidades cientificas. Por ejemplo, el alto grado de
desarrollo tecnolégico que hace que hoy sea posible realizar experimentos y mediciones antes inaccesibles
y por lo tanto poder contar con grandes bases de datos e informacién, la cual resulta dificil de procesar
e interpretar sin el uso de herramientas matematicas adecuadas. Otro factor, también ligado al anterior,
es el desarrollo computacional actual que permite hacer calculos y simulaciones de gran envergadura, que
hace apenas pocos anos eran inaccesibles. Por iltimo, también cabe destacar el desarrollo de herramientas
y teorias matemaéticas que resultan de gran utilidad a la hora de analizar y estudiar este tipo de fenémenos.

Modelar significa encontrar una representacién matematica para un objeto, un proceso o un sistema no
matematico, construyendo una teoria o estructura matemaética que incorpora sus caracteristicas esenciales,
[81]. Las simulaciones y los resultados obtenidos a partir del modelo matemético construido permiten tener
un mejor entendimiento del fenomeno analizado. Ademés, estos resultados pueden ser utilizados para estimar
parametros correspondientes al proceso en estudio o descubrir propiedades que no eran evidentes o, més aun,
que no podian obtenerse desde la experimentacién. Las ecuaciones diferenciales, el modelado a partir de éstas,
su resolucién numérica y la creacién de algoritmos son herramientas muy tutiles, entre las varias existentes,
para realizar lo mencionado anteriormente.

Sin embargo, la interaccion entre la matemética y ciencias como la biologia y la medicina no es reciente.
Entre los acontecimientos que muestran los beneficios de esta interaccion podemos destacar, entre otros, los
siguientes:

e En la primera mitad del siglo XIX, el botanico escocés Robert Brown estudiaba el proceso de fecun-
daciéon de una planta cuando percibié un movimiento oscilatorio extremadamente rapido y cambiante en los
granos de polen de la flor cuando éstos se encontraban suspendidos en agua. Brown inicialmente pensé que
se trataba de una manifestacion de vitalidad del polen, pero luego corrobord que el mismo movimiento se
daba en particulas de polvo, anulando de este modo su anterior hipotesis de que el movimiento se debia a
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que el polen tenia vida. El mismo no pudo dar una teoria que explicara el origen de este movimiento. Recién
en 1905, Einstein publicé la formalizacién y explicacién teédrica del mismo fendémeno. Dicha teoria hoy es
conocida como movimiento browniano y la formulacién matemaética de Einstein es la base de las teorias
matematicas contemporaneas de difusién y caminatas aleatorias.

e Uno de los pioneros en utilizar modelos mateméaticos para describir el comportamiento de las epidemias
fue el matemético, médico, naturalista y zo6logo escocés Ronald Ross, quien ademés en 1902 fue galardonado
con el Premio Nobel de Fisiologia y Medicina por demostrar que la malaria era contagiada por los mosquitos.
Ross, en el afio 1911, formulé un modelo matematico en el cual mostraba que para erradicar el paludismo era
suficiente disminuir la poblacién de mosquitos a un nivel bajo, sin necesariamente extinguirla. Este modelo se
basa en la hoy denominada ley de masas, la cual establece que el nimero de contactos infecciosos por unidad
de tiempo es proporcional al nimero total de contactos entre individuos infectados y sanos. Con el correr de los
anos se han desarrollado modelos més generales y complejos para describir ciertas enfermedades infecciosas,
permitiendo asi predecir el surgimiento de epidemias y sugerir, por ejemplo, politicas de vacunacién.

e En 1952 los fisidlogos y biofisicos ingleses Alan Lloyd Hodgkin y Andrew Fielding Huxley propusieron
un modelo matematico que describe los mecanismos iénicos que subyacen en la iniciacién y propagacion de
los potenciales de accion en el axén gigante del calamar. Consiste en un conjunto de ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineales que aproxima, las caracteristicas eléctricas de células excitables como las neuronas o los
miocitos cardiacos. Este trabajo es reconocido como un avance crucial para el entendimiento de la excitacion
nerviosa y fue realmente significativo en el desarrollo de las neurociencias de la segunda mitad del siglo XX.
Por este trabajo Hodgkin y Huxley recibieron el Premio Nobel en Fisiologia y Medicina en el ano 1963.

Los anteriores son sélo algunos ejemplos notables que requirieron la interaccién entre mateméaticos y
cientificos de otras areas. Esta interaccion resulta beneficiosa para ambas partes: para el matematico tratar
de resolver los problemas que surgen en las ciencias naturales puede implicar el desarrollo de nuevas ideas,
aplicaciones y teorias, mientras que para los bidlogos o médicos el modelado mateméatico puede convertirse
en una nueva herramienta y poderosa técnica de experimentacion.

Introduccién a los sistemas complejos

Un sistema complejo estd compuesto por varias entidades interconectadas o entrelazadas cuyos vinculos
crean informacién adicional no visible directamente por el observador. En general, el niimero de entidades o
particulas que componen un sistema complejo es muy grande y la interaccién entre las partes o subsistemas
da como resultado una conducta global que no podria ser anticipada a partir del conocimiento de las compo-
nentes aisladas. El comportamiento global del sistema (llamado comportamiento emergente) depende de la
naturaleza de las interacciones como asi también de las caracteristicas de las partes que lo componen y se ve
modificado cuando estas interacciones cambian. Tales sistemas son inherentemente no lineales, exhibiendo
jerarquias o transiciones irreversibles entre estados alternativos.

Existen muchos ejemplos de sistemas complejos para los cuales se han desarrollado modelos matemaéticos,
en la mayoria de ellos la complejidad proviene de la naturaleza viviente de las entidades que componen el
sistema [16]. Por ejemplo, teoria de la evolucion [21], formacion de opiniones [34], estructuras sociales [33],
modelos migratorios [70], competencia inmunitaria [28, 30], mutaciones virales [47, 50], dinamica de trafico
vehicular e interaccion entre individuos en multitudes [17, 23, 27].

En general, puede decirse que la complejidad proviene de la capacidad de las entidades de desarrollar
una cierta estrategia en la busqueda de cumplir un cierto objetivo (supervivencia, alimentacién, mejora
de nivel socio-economico). Esto es lo que diferencia un sistema complejo de otros tipos de sistemas fisicos
compuestos por un gran namero de particulas, por ejemplo moléculas de un gas o cargas eléctricas. En el
caso del gas, la teoria cinética clasica se emplea para describir las interacciones intermoleculares, mientras
que para las cargas eléctricas entran en juego las leyes del electromagnetismo. En ambos casos, nétese que
el comportamiento global del sistema puede conocerse a partir de las interacciones individuales; cuando esto
ocurre se dice que las interacciones son lineales.
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Resulta oportuno mencionar que no debe confundirse un sistema complejo con un sistema complicado.
Este ultimo también estd compuesto por varias entidades pero las interacciones entre ellas no anaden infor-
macioén adicional. Basta conocer como funciona cada una de ellas para entender el sistema. De este modo, las
moléculas del gas o las cargas eléctricas serian ejemplos de sistemas complicados. En un sistema complejo,
en cambio, existen variables ocultas cuyo desconocimiento impide analizar el sistema con precision. Asi pues,
un sistema, complejo posee mas informacién que la que da cada parte individualmente. Para describir un
sistema complejo hace falta no so6lo conocer el funcionamiento de las partes sino conocer como se relacionan
entre si.

En virtud del creciente interés por este tema, la Sociedad Americana de Matematica (AMS) ha designado
como tema del mes de Abril de 2011 precisamente a los sistemas complejos, tal como se muestra en la Figura
1.

En el Capitulo 4 daremos mas detalles que caracterizan un sistema viviente visto como un sistema
complejo e introduciremos la teoria cinética de particulas activas como herramienta modelistica. Dicha teoria
serd aplicada en los Capitulos 5 y 6 para desarrollar modelos de competencia inmunitaria y de migraciones,
respectivamente.

Modelos matematicos para el crecimiento de tumores

El cancer es un ejemplo de sistema complejo compuesto por una gran cantidad de entidades o particulas:
células que tras haber atravesado cierta cantidad de mutaciones se han convertido en neoplasicas. Cada
una de ellas se reproduce de una manera cooperativa y organizada siguiendo un conjunto de ‘reglas” y
respondiendo a las interacciones locales con otras células, ya sean cancerosas o normales. Desde este punto
de vista podemos estudiar la evolucién del cancer desarrollando modelos matematicos y computacionales
que incorporen propiedades realistas del sistema biolégico tales como estocasticidad y no linealidad.

Una cuestién importante a tener en cuenta es que los modelos matematicos para estos sistemas pueden
diseniarse teniendo en cuenta diferentes escalas de observacion y representacion [16]. En particular, se desta-
can:

e La escala microscopica, que corresponde al estudio de la evolucion del estado fisico de cada una de las
células que compone el sistema, que se obtiene identificando propiedades celulares individuales y tratando
de predecir la evolucién del sistema directamente a partir de esas caracteristicas y de las interacciones



célula-célula.

e La escala macroscopica, en la cual se analiza al tumor como una entidad tnica, cuyo comportamiento
se puede estudiar en términos de pocas variables macroscopicas caracteristicas, tales como el tamano, forma,
agresividad y heterogeneidad.

En general, cada una de estas escalas produce distintos tipos de modelos. Generalmente, los modelos a
escala microscopica se formulan en términos de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs), mientras que los
modelos a escala macroscopica se expresan en términos de ecuaciones diferenciales parciales (EDPs).

Las motivaciones para emplear la escala macroscépica en lugar de la microscopica se basan en general
en la necesidad de reducir la complejidad del sistema. Por ejemplo, cuando los sistemas estdn compuestos
por un gran nimero de células, el nimero de ecuaciones del modelo describiendo la evolucién del estado de
cada una de ellas seria enorme para ser tratable computacionalmente (téngase en cuenta que el ntimero de
células presentes en 1 cm?® es del orden de 10%). M4s atin, a menudo las variables que resultan de interés en
la préactica son macroscopicas.

Una enfoque alternativo es la representacion estadistica o cinética, en el cual el estado del sistema se
describe mediante funciones de distribucion sobre el estado microscopico de las células interactuantes, y las
variables mascroscopicas pueden obtenerse a partir del cdlculo de momentos.

En este trabajo se tienen en cuenta tanto el enfoque macroscopico (Capitulos 1-3), como el enfoque
cinético (Capitulos 4-6), donde los alcances y las limitaciones de cada uno quedaran claros de acuerdo al
tipo de fenomeno que se pretende describir.

Modelos continuos vs. modelos discretos

En general, los modelos mateméticos para el crecimiento de tumores pueden dividirse en dos grandes
categorias:

e Modelos continuos que hacen uso de propiedades macroscopicas (obtenidas a veces a partir de
promedios) y que se formulan en términos de EDPs.

Estos modelos describen poblaciones celulares continuas y clasicamente consideran como variables la
densidad de células vivas y la concentracion de una o mas especies que acttian como nutriente (glucosa u
oxigeno) o como droga quimioterapéutica. Es por ello que tipicamente las EDPs consisten en un sistema de
ecuaciones de reaccién—difusion—conveccion.

Los detalles de cada uno de los centenares de modelos propuestos en la literatura son diferentes. Sin
embargo, el principio fundamental que subyace en todos ellos podria resumirse del siguiente modo, [82]:

“Las células tumorales consumen nutrientes. Los nutrientes difunden dentro del tejido tumoral desde el
ambiente externo. Entonces, si el tumor es muy grande, los nutrientes no pueden alcanzar todas las partes
del tejido. Esto conduce a una disminucion en la proliferacion celular y la eventual muerte de las células en
aquellas regiones donde escasea el nutriente. El tamano estacionario de un tumor esférico se alcanza cuando
la proliferacion celular en las regiones ricas en nutriente compensa la muerte celular en las regiones donde
éste escasea.”

Una cuestiéon importante a tener en cuenta es que estos modelos asumen fuertemente que se satisface la
hipétesis de continuidad del medio, viendo al tumor como un aglomerado continuo de células entre las cuales
no hay espacios vacios. Esta hipotesis postula que un punto es un elemento de volumen lo suficientemente
grande como para que contenga un numero estadistico de particulas pero al mismo tiempo lo suficientemente
pequeno como para representar un promedio “local”. En otras palabras, la hip6tesis de continuidad del medio
asume que la escala de longitud de un elemento de volumen es grande respecto de la escala de longitud de las
particulas que componen el sistema, y resulta fundamental para poder aplicar las herramientas del calculo
diferencial a sistemas constituidos por particulas discretas.

Una ventaja que presentan los modelos continuos es su mayor susceptibilidad al anélisis y entendimiento



matematico y su relacion con modelos ya existentes de mecénica continua en otros campos. Ademas, contienen
generalmente pocos pardmetros, que si bien en muchos casos son desconocidos o dificiles de obtener, conducen
a un mejor andlisis cuantitativo del sistema.

En los Capitulos 1-3 del presente trabajo nos centraremos en un modelo continuo propuesto por Ward
y King [97, 98], considerando el crecimiento de un tumor esférico creciendo in wvitro.

e Modelos discretos basados en poblaciones celulares, que se centran en la observacién de lo que ocurre
con cada célula individual y se basan en el estudio de las interacciones célula—célula.

Dados los gigantescos avances biotecnologicos, en la actualidad se encuentra disponible una gran cantidad
de informacion sobre los fendémenos que ocurren a escala celular. Esto, junto con experimentos in vitro
usando esferoides y las potentes técnicas de microscopia disponibles permiten hacer un seguimiento espacial
y temporal de las células individuales. Esto ha motivado a la formulacién de modelos discretos basados en la
escala celular, situdndose en cada entidad individualmente. Los mas populares corresponden sin duda a los
modelos de autémata celular, teoria cinética de particulas activas, Potts y cadenas de Markov, entre otros.
Todos ellos se centran en cada célula individualmente y definen su estado microscopico de acuerdo a ciertas
variables claves.

Una de las principales ventajas de los modelos discretos es su capacidad de modelar la senalizacién interna
de cada célula y el hecho de que no todas las células deben ser del mismo tipo, sino que se puede trabajar
con un sistema altamente heterogéneo. La principal dificultad, en tanto, radica en su parametrizacién y por
ello son usados generalmente para obtener resultados cualitativos mas que cuantitativos. Precisamente, en el
Capitulo 5 desarrollamos un modelo discreto para describir la competencia inmunitaria utilizando la teoria
cinética de particulas activas, y nos centramos en el comportamiento cualitativo del sistema.

Finalmente, en [42] se propone una comparacion entre ambos tipos de modelos, y los reportes recientes
[73, 82, 91] constituyen referencias utiles al respecto.

Problemas inversos y optimizaciéon

Problemas inversos

De acuerdo a Keller [69] podemos decir que dos problemas son inversos el uno del otro si la formulacion
de cada uno de ellos requiere un conocimiento total o parcial del otro. Generalmente se acostumbra a llamar
a uno de los dos problemas, usualmente el que ha sido estudiado con anterioridad o con mayor detalle, el
problema directo mientras que al otro se lo denomina el problema inverso. A pesar de parecer una distincion
un tanto arbitraria, en el caso en que el problema matemético resulta ser la descripciéon de algin fenémeno
del mundo real, la distincién entre directo e inverso resulta natural en la mayoria de los casos. Por ejemplo,
si uno quiere describir el comportamiento futuro de un sistema fisico, a partir del conocimiento de su estado
actual y de las leyes fisicas que lo gobiernan (incluyendo el conocimiento concreto de los valores de parametros
que resulten de relevancia), es claro llamar a éste el problema directo, pues conociendo las causas es posible
averiguar el efecto. Por otro lado, si el problema consiste en identificar el valor de ciertos parametros fisicos
o bien determinar un estado pasado del sistema a partir de observaciones de su evolucion, es més razonable
llamar a éste el problema inverso, aqui nos interesa conocer cudl fue la causa que provocé las consecuencias
observadas.

Desde el punto de vista de las aplicaciones se podrian destacar dos motivaciones para estudiar problemas
inversos: la primera tiene que ver con el interés en conocer estados pasados o pardmetros del sistema fisico
a partir de observaciones actuales. La segunda motivacion estd relacionada con el hecho de saber cémo
influenciar un sistema de manera tal de conducirlo a un estado deseado en el futuro. Se podria decir entonces
que los problemas inversos estan relacionados con el hecho de determinar las causas que generan un efecto
deseado u observado.

Entre las aplicaciones mas conocidas de problemas inversos podemos mencionar la tomografia, técnica que



permite el registro de imagenes correspondientes a un plano o a una seccién determinada de un objeto dado.
El registro de las imégenes estd basado en los datos medidos al iluminar el objeto desde varias direcciones
distintas. Esta técnica tuvo un gran impacto cuando fue aplicada en medicina, ya que brindé a los médicos la
posibilidad de explorar el interior del cuerpo humano y distinguir diferentes érganos con una gran precisién
y de una manera segura para el paciente [76, 94, 100].

La tomografia de impedancia eléctrica es una técnica de diagndstico por imagenes que consiste en inferir
o recuperar la conductividad de una parte del cuerpo humano a través de mediciones de voltajes que se
realizan en la superficie corporal. Esta técnica es usualmente utilizada para el monitoreo del funcionamiento
de los pulmones, deteccion de cdncer de mamas y localizacién de focos epilépticos entre otras aplicaciones
[13, 68]. Varias técnicas de imégenes han sido empleadas también en Arqueologia, Biologia, Geofisica y
Oceanografia, entre otras.

Otras areas de aplicacion de los problemas inversos son la dinamica poblacional [79] y méas especificamente
el crecimiento y deteccion de tumores [3, 4, 67, 71, 72]

En todos los ejemplos presentados existe una diferencia fundamental entre el problema inverso y el
problema directo correspondiente, relacionada con el concepto de problema bien o mal planteado. Hadamard
introdujo este concepto teniendo en cuenta que el modelo matemaético considerado para describir un fenémeno
fisico debe poseer las propiedades de existencia, unicidad y estabilidad de la solucién. En otras palabras, para
que un problema sea bien planteado debe admitir solucién, la cual debe ser inica y ademés debe depender
continuamente de los datos, [60]. De no cumplirse alguna de estas propiedades estariamos ante la presencia
de un problema mal planteado.

En este trabajo no nos hemos centrado en explorar en detalle cada una de estas propiedades para los
problemas inversos que aqui trataremos ya que el interés principal es desarrollar algoritmos numéricos para
su resolucion.

Optimizacién

El modelado y la simulacién de sistemas complejos juega un rol importante en fisica, ingenieria, quimica,
medicina, finanzas, entre otras disciplinas, y muchas veces involucra la resolucién de problemas inversos.

De acuerdo a lo expuesto en la subseccion anterior, un problema inverso puede formularse como sigue:

Conocido el estado actual de un sistema y completamente el modelo matemdtico que lo describe, determinar
su estado en tiempos anteriores.

O bien,

Conocido el estado actual de un sistema y el modelo matemdtico que lo describe, a excepcion de algunos o
todos los pardmetros en él contenidos, determinar los valores de dichos pardmetros.

Ahora bien, ;jcomo resolver este tipo de problemas? Una técnica conocida en el caso de recuperacion
de parametros, que usaremos en este trabajo, consiste en definir una funcién J que proporcione una cierta
nocién de distancia entre el estado observado del sistema y la solucién del modelo matematico obtenida
para cada eleccion de parametros. Esta funcion suele llamarse funcién objetivo y el problema inverso puede
formularse como un problema de optimizacion:

Determinar el conjunto de pardmetros que minimiza el valor de la funcion objetivo.

En términos abstractos, el problema puede formularse como:



minimizar J(w)
weWw
sujetoa  E(w) =0,
w e Uada

donde J : W — R es la funcién objetivo, £ : W — Z representa las restricciones de igualdad, W, Z son
espacios de Banach y U,q denota el conjunto de valores admisibles para w que, en caso de representar un
vector de parametros se tiene U,q C R"”,

A menudo, los modelos matemaéticos para los sistemas en cuestiéon vienen expresados en términos de
EDPs, con lo cual la expresion E(w) = 0 representa una EDP o un sistema de EDPs acopladas. Esta
es la formulacién general de lo que en la literatura se conoce como problemas de optimizacién con
restricciones dadas por EDPs, y en particular los problemas que trataremos en los Capitulos 2 y 3 son
precisamente de este tipo.

Estructura de la Tesis

El presente trabajo estd dividido en dos partes, que si bien pertenecen a dos lineas de investigacion
independientes, ambas corresponden conceptualmente al campo de los sistemas complejos.

En la primera parte trabajamos con un modelo para el crecimiento de tumores avasculares propuesto
por Ward y King, que introducimos en el Capitulo 1. Este modelo contiene algunos pardmetros a priori
desconocidos y por lo desarrollamos dos metodologias para su recuperacion via resoluciéon de un problema
inverso formulado como un problema de optimizaciéon. En el Capitulo 2 empleamos el método adjunto
para recuperar un conjunto de pardmetros del modelo para el caso del crecimiento del tumor avascular sin
tratamiento, en tanto que en el Capitulo 3 utilizamos el algoritmo Pattern Search para estimar el parametro
de efectividad de la droga cuando se incorpora un tratamiento.

En la segunda parte se trabaja concretamente con sistemas complejos y se utiliza la teoria cinética de
particulas activas para describirlos. Los lineamientos generales se introducen en el Capitulo 4. En el Capitulo
5 se propone un modelo para la competencia entre células neoplasicas y células inmunitarias y se estudian los
comportamientos emergentes. Por ltimo, en el Capitulo 6 se propone un modelo para describir el fenémeno
migratorio entre naciones, y se estudian los comportamientos emergentes para los casos simples de dos y tres
naciones interactuantes.
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Capitulo 1

Modelos para tumores avasculares

1.1. Introduccion

En este capitulo nos ocuparemos del crecimiento de un tumor avascular, es decir, un tumor creciendo en
un medio sin vasos sanguineos. Este puede verse como el primer estadio en el desarrollo del cancer y si bien
desde el punto de vista clinico no se considera el méas importante (comparado con los estadios vascular y
metastasico), su estudio resulta de gran interés aplicado. En efecto, el crecimiento de un tumor avascular es
mucho mas sencillo de modelar mateméaticamente y comprende gran parte de la fenomenologia involucrada
en el crecimiento de un tumor vascularizado. Ademaés, puesto que muchas lineas celulares pueden cultivarse
y crecer in vitro, la facilidad, el costo y la reproducibilidad de experimentos con tumores avasculares anaden
un importante atractivo como campo de investigacion [82]. Mediante el cultivo in vitro puede valorarse,
ademaés, la velocidad de crecimiento de cada variante tumoral y su habilidad para crecer de manera indefinida,
atributos primordiales de las células neoplasicas.

De este modo, el estudio de modelos de tumores avasculares no sélo constituye un paso previo para cons-
truir modelos de tumores vasculares, sino que también existen ciertas cuestiones relacionadas estrictamente
con ellos que merecen ser respondidas. Por ejemplo, la controversial hipétesis de que todos los seres humanos
tenemos en el cuerpo pequeiiisimos tumores avasculares en estado latente [92]. También existen paralelismos
entre el crecimiento de un tumor avascular y el crecimiento de un tejido tumoral en una microregién irrigada
por un unico vaso sanguineo, [82, Figura 1|, por lo cual el modelado de un tumor avascular puede resultar
util para realizar predicciones y disenar experimentos en tumores vasculares y metastésicos.

Gran parte de los modelos existentes en la literatura se basan en el crecimiento de esferoides multicelulares
(conocidos por MCS de acuerdo a sus siglas en inglés), que fueron introducidos por Sutherland et al. [86, 87,
88] como un modelo in vitro para estudiar la respuesta de un tumor a diferentes drogas citotoxicas, ya que se
utilizan células adaptadas a las condiciones impuestas por la configuracion espacial adquirida. Basicamente,
los MCSs son agregados de células esféricamente simétricas compuestos por una mezcla de estados celulares
(capa externa o proliferativa; capa media o quiescente; capa interna o centro necrdtico) que interaccionan
entre si in vitro. La Figura 1.1 muestra una imagen microscopica de un cultivo de esferoides.

Fue demostrado que estos agregados tridimensionales simulan fidedignamente el entorno celular que se
encuentra en los tumores in vivo [61]. En los tumores, las células en proliferacion estan usualmente localizadas
a unas pocas capas celulares de distancia de los vasos sanguineos, mientras que las células quiescentes y
necroticas se ubican a distancias progresivas de los vasos. La distancia entre los vasos y las areas necréticas,
medida en varios tumores humanos y de roedores, varia entre 50 y 250 ym. Notablemente, esta distancia es
aproximadamente la misma que se observa en esferoides desde la periferia hasta la zona de necrosis, y depende
del tipo celular y de su tasa metabdlica, del grado de empaquetamiento celular y de las concentraciones de
sustratos en el medio de cultivo.
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Figura 1.1: Imagen microscopica de colonias neoplésicas que crecen bajo suministro externo de
nutrientes. Cortesia de L. Policastro y M. Batalla de la CNEA (Comisién Nacional de Energia
Atomica).

Por otra parte, es posible poner en evidencia la agresividad de las células a través de estudios de in-
vasion tumoral [7], que consisten en cultivar las células malignas sobre las matrices de sostén de los tejidos,
analizando su capacidad de adhesiéon y de migracion a través de las diferentes zonas, pudiéndose asociar los
resultados con la propiedad de originar metastasis.

Todo esto convierte a los MCSs en modelos con excelente potencial para aplicaciones biomédicas y clini-
cas, ya que combinan la relevancia de la organizacién tisular con el ambiente controlado por la metodologia in
vitro. Su implementacién en el laboratorio abarata los costos para el rastreo de drogas con efectos citotdxicos
sobre la célula tumoral per se, ya que reduce el namero de animales de laboratorio al permitir disenar los
experimentos con datos més precisos. En pocas palabras, representan un modelo experimental més real para
optimizar y predecir la eficacia de terapias antitumorales en los correspondientes tumores in vivo, [61, 82].

1.2. Modelo de Ward y King

Para representar el crecimiento de un MCS, nos basamos en el modelo que Ward y King propusieron
originalmente en 1997 [97] y que luego extendieron afadiendo los efectos de una droga quimiterapéutica en
2003 [98]. Este modelo ha sido ampliamente utilizado y extendido, por ejemplo en [35, 71, 72, 96].

El modelo de Ward y King describe el crecimiento tumoral presumiendo la heterogeneidad dentro del
tumor sin considerar a priori que exista una separacién explicita entre las distintas capas que se encuentran
en los tumores reales. Se considera al tumor como un MCS radialmente simétrico, formado por un aglomerado
de células que pueden pertenecer a uno y sélo uno de dos estados posibles: vivas o muertas. Este aglomerado
es tratado como un continuo de células: radica aqui una de las hipotesis méas fuertes del modelo, i.e. la
hipotesis de continuidad del medio. La células vivas pueden expandirse (debido a su crecimiento y division)
a una tasa que depende de la concentraciéon de nutriente disponible, tratado como una tnica especie (por
ejemplo oxigeno o glucosa). La muerte celular, en tanto, es un proceso irreversible y se asume que al morir las
células experimentan una pérdida espontdnea de volumen. Debido a la hipétesis de continuidad del medio,
el aumento o la disminucion en el volumen local de células genera un campo de velocidades. Ahora bien, la
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muerte celular puede producirse por dos causas:

e Necrosis, que se define como la muerte patolégica de un conjunto de células, provocada por un agente
nocivo que causa una lesién tan grave que no se puede reparar o curar. En el modelo en cuestion, la necrosis
es inducida por un aporte insuficiente de nutrientes y obliga a la célula a perder su funcién especifica, y
solamente forma parte de restos celulares que compondran el niicleo necrético del MCS.

e Apoptosis o muerte celular programada que, en contraste con la necrosis, es un proceso ordenado
de reacciones bioquimicas que ocurren en las células cuando se diferencian y ejercen funciones normales,
concluyendo tras un cierto ntmero de divisiones celulares con la muerte celular.

El mecanismo de accién de la mayoria de las drogas quimioterapéuticas se basa en provocar lesiones a
nivel genético, las cuales las células reconocen como mutaciones y por lo tanto ponen en marcha el mecanismo
apoptotico con el fin de preservar la integridad celular del tejido conservando en el mismo sélo células sanas.

Bajo estas consideraciones, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones que compone el modelo:

on 1 A(r?vn)

T g = Fn(e) — ka(©) = KG(km())uln. (L.1)
c r2vc &

% %% _ TQQ% (ﬁ%) ~ Bkm(O)n, (1.2)

%8(5?) = [Vik(e) — (Vi — Vo) (ka(e) + K G (Em(c))w)]n, (13)

‘2_1: Tiza(rT:w) = %% (742%—7“:) - %G(km(c))um, (1.4)

donde las variables dependientes n, ¢, v y w representan la densidad de células vivas (células / unidad de
volumen), la concentracién de nutriente, la velocidad y la concentracion de droga, respectivamente. Las
variables independientes son la posicion radial dentro del tumor r y el tiempo 7.

Tal como se describe en [98], la ecuacion (1.1) establece que la tasa de cambio de n depende de la
diferencia entre las tasas de mitosis k,,(c) y de muerte celular, la cual puede ser natural a una tasa kq(c) o
bien debido a los efectos de la droga a una tasa KG(k,,(c))w. Se asume que las funciones k,, y kq son de
tipo Michaelis-Menten (M-M) con exponente 1, i.e.

km(c):A(ccj_c), kd(c)zB(1—aCdc+c), (1.5)

donde A y B son las maximas tasas de nacimiento y muerte tedricamente alcanzables cuando ¢ tiende a
infinito y ¢ = 0 respectivamente. Las constances c. y ¢4 son las constantes medias de saturacion, y B(1 — o)
es la minima tasa de muerte celular alcanzable cuando la concentracion de nutriente tiende a infinito, con
0 < o < 1. La constante K es la maxima tasa posible de muerte celular inducida por la droga y G es una
funcién que representa la dependencia de la accion de la droga con el ciclo celular.

La ecuacion (1.2) establece que el nutriente se consume a una tasa proporcional (con constante de
proporcionalidad ) a la de mitosis y que difunde de acuerdo a la ley de Fick. El coeficiente de difusion D se
asume constante debido a que la heterogeneidad del MCS no afecta significativamente las tasas de difusion.

La ecuacion (1.3) establece que la tasa de cambio de volumen viene dada por la diferencia entre el
volumen generado por nacimiento y el volumen perdido por muerte celular. Nétese que para sustituir la tasa
de cambio de volumen por la divergencia de la velocidad se usa fuertemente la hipo6tesis de continuidad del
medio. Se asume que el volumen Vy, de una célula viva duplica al de una célula muerta Vp.

Por altimo, de acuerdo a la ecuacion (1.4) la difusion de la droga también satisface la ley de Fick (con
coeficiente de difusion D,,), y se asume que la droga es degradada unicamente cuando ataca a una célula
viva, dando una tasa de degradacion maxima K/w. La constante w puede interpretarse como una medida de
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la efectividad de la droga, tal como se plantea en [98], puesto que un valor mayor w significa que se consume
una menor cantidad de droga para producir el mismo efecto. Una variable importante que puede calcularse
a partir de w es la profundidad de penetracion de la droga, definida como /wD,,V;, /K.

Ahora bien, inherentes a este problema hay dos escalas de tiempo: la escala de crecimiento del tumor
(~ 1 dia) y la correspondiente a la difusion del nutriente y la droga (= 1 minuto). Esto nos permite adoptar
la hipdtesis cuasi-estacionaria en las ecuaciones del nutriente y la droga [2, 97, 98]. De este modo, podemos
sustituir las ecuaciones (1.2) y (1.4) por las aproximaciones cuasi-estacionarias

10 0
10 0 K
S (P5E) = SpoGlhmluen, 17

Condiciones iniciales y de borde

Puesto que el tamafio del tumor cambia, el dominio en el cual se formula el modelo debe determinarse
como parte de la solucion. Sea S(7) el radio del tumor al tiempo 7 y supongamos que al tiempo 7 = 0 el
esferoide tiene un radio Sy y una densidad de células vivas n;(r). De este modo, las condiciones iniciales son:

n(r,0) = ny(r), S(0) = Sr. (1.8)

Notese que las condiciones iniciales para ¢ y w que se presentan en [98] no son necesarias bajo la hipotesis
cuasi-estacionaria.

En cuanto a las condiciones de borde, la imposicién de simetria implica que no hay flujo en el centro del
tumor. Las condiciones de borde parar =0y r = S(7) son:

%(O, T) = 0, e(S(r), ) = co,
v(0,7) = 0, v(S(r),7) = (;f (1), (1.9)
Z—Q:(O, T) = 0, w(S(7),7) = wo(r),

donde ¢y y wp(7) son las concentraciones externas de nutriente y de droga, respectivamente.

La funcion wo(7) depende del protocolo quimioterapéutico, que describe el programa de pruebas, dosis y
duracién del tratamiento. Por ejemplo, en la Figura 1.2 proponemos distintas opciones para la administraciéon
de la droga [71].

Adimensionalizacién y método del dominio fijo

A la hora de resolver problemas de frontera libre, una técnica muy util es el método del dominio fijo [48].
Esencialmente, consiste en transformar el modelo matematico llevando el dominio espacial variable [0, S(7)]
al intervalo fijo adimensional [0, 1]. Analogamente, definimos el tiempo adimensional ¢ como 74, donde A es
la tasa que aparece en las ecuaciones de M-M. Definimos las siguientes funciones adimensionales, que seran
en general denotadas por letras mayusculas:
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N(y,t) = Vin(yS(t/A),t/A),
Clut) = —cluS(t/A).t/A)
V(y,t) = —Tov(yS(t/A)vt/A),

Wy t) = Wiow<ys<t/A>,t/A>,
S(t) = %S(t/m,

donde Wy es una concentraciéon de droga de referencia y 7o = (3Vz/(4m))/3 es el radio de una célula viva.

De esta forma, el sistema de ecuaciones (1.1), (1.3), (1.6) y (1.7) puede escribirse como

S’ Vv

2 —~
Cyy + gcy = Bkn(C)S?N, (1.11)
2
V, + gv = b(C,W)SN, (1.12)
Wy + 2w, = Eaha.()seNw, (1.13)
Yy (0%
para0 <y < 1lyt>0, donde
~ C
km = = 5
() = C
wew) = B1-0—S ) 4 Raka )W
d 3 - A O—/C\d+0 m 3
a(C,W) = km(C) — ka(C, W),
B(C,W) = En(C) — (1 - 8)ka(C, W),

y B = Ar2B/(VicoD), K = KWy/A, o = wD WoVi/(Ar2), €. = ce/co, Ca = caco y 6 = Vp/ VL.

Las condiciones iniciales y de borde (1.8)-(1.9) pueden ahora escribirse como

N(y,0) = Ni(y) = Vin(yS1,0),  S(0) = =5 (1.14)
y
Oy((),t) = 0, C(l,t) = 1,
V0,5 = 0, V(LH = §) (1.15)
W00 = 0 WY = uolt/A)

En el Cuadro 1.1 presentamos un resumen de los parametros involucrados en el modelo. Algunos de ellos,
como ¢, 0 ¢g no estan incluidos en el cuadro debido a que la notacién es clara.

Observacion 1.2.1. Notese que el modelo de Ward y King original [97] para el crecimiento de un MCS sin
accion de una droga puede obtenerse a partir del modelo recién expuesto haciendo W = 0. Explicitamente,
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Parametro Significado biolégico Dimensiones
Cey Cd constantes medias de saturacion de M-M M.L—3
A B relacionadas a las tasas de nacimiento y muerte celular de M-M t=1
o relacionada a la tasa de muerte celular de M-M adim
D, D, coeficientes de difusion de nutriente y droga L2171
Vi, Vb volumen de una célula viva y muerta L3
) relacion entre el volumen de una célula muerta y una viva adim
15} consumo de nutriente para la mitosis M.cel™!
K maxima tasa de muerte celular inducida por la droga L3.(Mt)~!
w efectividad de la droga M1
Q@ efectividad adimensional de la droga adim
Cuadro 1.1: Pardmetros del modelo. M: masa, L: longitud, t: tiempo, adim: adimensional.
S’ 1% _ —
Ny — gyNy + §Ny = [a(C) - b(C)NI]N, (1.16)
2 ~
Cyy + ;Cy = Bkm(C)S?N, (1.17)
2 _
Vy + §V = b(C)SN, (1.18)
para 0 <y <1yt >0, con condiciones iniciales y de borde
1
y
C,(0,t) = 0, C(L,t) = 1,
(1.20)
V(0,t) = 0, V(1,t) = S'(),
donde
— C
En(C) = = ,
(@) =4 C
- B c
aC) = km(C) —ka(C),
B(C) = Fn(C)— (1 - 0)Fa(O).

Cuando sea necesario en las aplicaciones haremos mencion explicita sobre el caso en el cual se esta
trabajando, i.e. con o sin droga.

Observacion 1.2.2. De ahora en adelante, llamaremos problema directo a las ecuaciones (1.10)-(1.15). En
caso de referirnos al caso sin droga, el problema directo vendra dado por las ecuaciones (1.16)-(1.20)

1.3.

Algunos resultados analiticos

En esta seccién presentamos algunos resultados analiticos clasicos en la teoria de EDPs. El objetivo de
los mismos es esencialmente disponer de ciertas herramientas que permitan discernir sobre la validez de la
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solucién numérica del sistema.

En primer lugar, en [89] se demuestra la existencia y unicidad de una solucion global para el problema
directo. Ademas, asumiendo que la concentracién externa de droga es mayor que la concentracién externa
de nutriente, que la tasa de muerte celular inducida por la droga es suficientemente grande y que la droga
es efectiva, se muestra que el tumor efectivamente se retrae hasta una masa necrotica.

Por otra parte, recuérdese que el Laplaciano de una funcién f : R” — R suficientemente suave se define
como

Notemos en primer lugar que si imaginamos al MCS como una esfera centrada en el origen de R?, el
miembro izquierdo de la ecuacion (1.11) (resp. (1.13)) corresponde, para t fijo, al Laplaciano en coordenadas
polares de C (resp. W).

En efecto, tomemos un tiempo fijo ¢ y escribamos, para simplificar la notacion, C(y) = C(y,t). Sean
(z1,22,23) las coordenadas de cualquier punto del esferoide. Se tiene que y(z1, x2,x3) = (23 + 23 + 23)/2.
Entonces C(y) = C(x1,x2,23), con lo cual:

ac .,y
02C oy 2

2
5] .
C"(y) ((97) + C/(y)a—;;a i=1,2,3.

2
0x? 2

3

Pero derivando la funcion y se tiene que

oy _ =

or; oy’

9%y 1z

@ = ; - E7 1= 17 27 37

y por lo tanto

e 2

AC(y) = Z e "+ 50/’ (1.21)
i=1 ¢

que coincide con el miembro izquierdo de (1.11). El resultado para la concentracion de droga se obtiene de
manera idéntica sustituyendo C' por W.

Se asume que la densidad de células vivas n y las concentraciones de nutriente ¢ y de droga w son
no negativas, lo cual se traduce inmediatamente en la no negatividad de sus correspondientes variables
adimensionales V, C'y W, sobre las cuales nos basaremos para probar los teoremas siguientes.

Teorema 1.3.1. Para cada tiempo fijo t > 0, la concentracion de nutriente C(y) es una funcion acotada y
alcanza su mdximo en el borde del tumor

Q
<
IA
\')—‘
s}
A
<
A
“}—‘
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Demostracion. El hecho de que C(1) = 1 proviene de una de las condiciones de borde en (1.15). Por otra
parte, sea Q = B(0,1) = {y € R? : ||y|| < 1} la bola unitaria en R3. De acuerdo a las ecuaciones (1.11) y
(1.21) podemos formular el problema

{AO = Bkn(C)S®N, enQ, (1.22)

c = 1, en O09).

Ahora bien, nétese que 3 > 0 y que Em(C') es una funcién no negativa de C. Por lo tanto, C es
subarmonica en 2, i.e. —AC < 0 en . Aplicando el principio del maximo para funciones subarmonicas, la
funcién alcanza su maximo en el borde

mixC =méx(C =1
Q o0

Por lo tanto, C' <1 en todo el tumor. H

La misma idea puede usarse para obtener resultados sobre el comportamiento creciente de la concen-
tracion de nutriente, tal como enunciamos en el siguiente

Teorema 1.3.2. Para cada tiempo fijo t > 0, la concentracion de nutriente C(y) es una funcion creciente
del radio.

Demostraciéon. Supongamos, por el contrario, que C(y) no es una funcién creciente. Luego, existen y1, yo
en el intervalo [0, 1] tales que y1 < y2 y C(y1) > C(ya).

Sea Q = B(0,y2) C R3. Luego, C es una funciéon subarmoénica en € pero no alcanza su méximo en el
borde. Esto contradice el principio del maximo para funciones subarmonicas, con lo cual C tiene que ser
creciente. Wl

Resultados analogos pueden demostrarse para la concentracién de droga W.

1.4. Solucién numérica del problema directo

En esta seccion nos referimos a la resolucion numérica del sistema de ecuaciones dado por (1.10)-(1.15),
para lo cual empleamos el método de diferencias finitas.

En primer lugar, debemos tener en cuenta cémo manejar las singularidades que las ecuaciones (1.11)-
(1.13) tienen en y = 0. Consideremos para ello que las funciones N, C', V, W y S son suficientemente suaves.
Notemos primero que utilizando la regla de I’Hopital y el hecho de que Cy(0,t) = 0 (ver (1.15)), tenemos
que

1
;%EOy(y,t) = Cyy(0,1).

Por lo tanto, tomando limite para y — 0 en la ecuacion (1.11) se obtiene que

3C,,(0,1) = Bkm (C(0,1)S(£)2N(0,1). (1.23)

De forma analoga, obtenemos que

3V,(0,t) = b(C(0, 1), W(0,£))S(£)N (0, ), (1.24)
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3W,,(0,t) = EG(AEW(C(O,L‘)))S(L‘)?N(O,t)W(O,t). (1.25)

«

Ahora bien, sean n y m enteros positivos, 7" > 0 un cierto tiempo final y consideremos la siguiente
discretizacion espacial y temporal:

y; = iAy con Ay = para ©i=0,...,n,

1
n
tj=jAt con At=2L para j=0,...,m.
Hemos de determinar los siguientes valores funcionales para i =0,...,n, 7 =0,...,m:
Nij = N(yi. t;), Cij =Cyi,t;), Vij=V(yi,t;), Wij =W(ys,t;),

y para j =0,...,m hemos de hallar:

Si empleamos diferencias hacia adelante para el tiempo t; y la posicion y;, la ecuacion (1.10) y el hecho
de que S'(t;) = V(1,t;) = V,; obtenemos

Nijy1 = Nij _ Vajyi = Vij Niga,j — Nij
+ [a(Cij, Wij) - b(Cz-j, Wij)Nij]Nij, (126)

parai=0,...,n—1,7=0,...,m— 1. Por otra parte, puesto que V(1,t) = S'(t) y C(1,t) = 1, tenemos que

N:(1,t) = [a(1,W(1,¢)) = b(1, W(1,t))N(1,¢)|N(1,1).

Por lo tanto, aplicando diferencias hacia adelante en el tiempo,

Npj+1 = Ny

Al = [a(l, an) — b(l, an)Nnj]Nnj, (127)

paraj =0,...,m—1. Notemos que N0 = N;(y;) parai =0, ...,n, por lo cual el esquema resulta consistente.

Utilizando nuevamente V(1,¢) = S’(¢) se obtiene la discretizacion

Siy1— 95, .
%:Vm—, j=0,...,m—1. (1.28)

Para la concentraciéon de nutriente C' se tiene una derivada espacial de segundo orden, con lo cual la
discretizacion se lleva a cabo usando diferencias centrales. Ahora bien, para evitar la singularidad en y = 0,
notemos que a partir de la condicién de borde tenemos que

Ci; —Co1

01, —2Cy,; +C_1,
2Ay ’ '

ny(()’tj) ~ (Ay)g

0= Cy(O,tj) ~

Luego, C_1 ; = C; de la primer relacién y por lo tanto Cy, (0,t;) ~ 2(C1; — Co;)/(Ay)? de la segunda.

Entonces, para j =0, ..., m, usando la ecuacién (1.23) obtenemos

Cyj — Co,

TagE T

B ke (Co;)S3Noj., (1.29)
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y parat=1,...,n — 1 tenemos que

Cit1,; —2C; +Ci_1 5 n 2Cip1,; —Ciyy

=Bk (C::)S2N..
(Ay)Q i 2Ay - ﬁ km(CU)SJ Nz]- (130)

Analogamente, para discretizar de la ecuacion (1.13) tenemos en cuenta las condiciones de borde

Wy, — Wy K

para j =0,...,myparat=1,...,n — 1 tenemos
Wipr; =2Wy + Wicty | 2 Wigr,~Wis; K~
/ (ijz . o ;Ay L= EG(Akm(cij))stijWij. (1.32)

Para la ecuacién (1.12) se tiene que

Vi,
A—; = b(Coj; Wo;)Sj Noj, (1.33)
para j=0,...,myparat=1,...,n — 1 tenemos que
Vi = Vi | 2
——=— + —Vi; = b(Cs;, Wi;)SjNij. 1.34
Ay i (Cij, Wij)SiNij (1.34)

El procedimiento para resolver las ecuaciones discretizadas (1.26)-(1.34) se resume en el siguiente Algo-
ritmo.

Algoritmo 1.4.1. Solucién del problema directo

—_

. Fijar j =0.

2. Si j =0 fijar Ny = Ny(y;) parai=0,...,n,y So = S;/ro. Si j # 0:
» Definir N,; satisfaciendo la ecuacion (1.27).

s Definir N,;, i =0,...,n — 1 satisfaciendo la ecuacion (1.26).

» Definir S; satisfaciendo la ecuacion (1.28).

3. Fijar Cp; = 1 y hallar Cy;, 9 =0,...,n — 1 resolviendo el sistema de ecuaciones no lineales (1.29) y
(1.30).
4. Fijar Wy; = wo(t;)/Wo y hallar W;;, i = 0,...,n — 1 resolviendo el sistema de ecuaciones lineales

(1.31) y (1.32).
5. Fijar V; = 0 y hallar Vj;, i = 1,...,n resolviendo el sistema lineal (1.33) y (1.34).
6. Fijar j = j + 1 y regresar al paso 2.

1.4.1. Resultados numéricos para el modelo sin droga

Consideremos en primer lugar el modelo sin droga que consiste, de acuerdo a la Observacion 1.2.1, en el
sistema de ecuaciones (1.16)-(1.20).
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Asumamos que inicialmente el tumor esta compuesto por una tnica célula viva que, al cabo de cierta can-
tidad de mutaciones, se ha convertido en neoplasica. De este modo, tenemos que S(0) = 7 = (3V,/(4m))*/3 y
nr(r) =1/V, de modo tal que las condiciones iniciales adimensionales en (1.19) son S(0) =1y N(y,0) = 1.
A partir del instante t = 0 se asume que el tumor estd inmerso en un medio con concentracion externa de
nutriente constante cg y se estudia la evolucién del mismo.

Con el fin de validar el modelo resolvemos numéricamente el problema directo para el caso de un tumor
V79 creciendo en un medio rico en glucosa [53, 98]. Para ello ejecutamos el Algoritmo 1.4.1 usando los
siguientes valores de pardametros: ¢, = 1,4 x 107 g/cm3, ¢y = 7 x 1075 g/cm3, A = B = 1,98 x 107° 1/s,
0=09D=11x10"%cm?/s, 3 =1,01x107? g/cell, Vi, = 1072 cm?, Vp = 5x107 % ecm?, y ¢ = 1,4x 1073
g/cm3. Por lo tanto, los pardmetros adimensionales son: ¢. = 0,1, ¢4 = 0,05, B =0,005y § =0,5.

La Figura 1.3(a) muestra la evolucion del radio del esferoide. Puede observarse que luego de un periodo
inicial de crecimiento exponencial, el crecimiento se vuelve lineal.

La densidad de células vivas, en tanto, es relativamente constante en una pequenisima regién cercana a la
superficie, disminuyendo rapidamente a cero en el interior del tumor, reflejandose una zona viable de células
en proliferacion y el corazén necrético, ver Figura 1.3(b). En [97] se enfatiza el hecho que estas regiones no
han sido introducidas a priori y aparecen naturalmente en la solucién del modelo.

La concentraciéon de nutrientes disminuye drasticamente a través de la zona viable y alcanza un nivel
constante en el corazén necrético, en este caso de O(1072), tal como se observa en la Figura 1.3(c). Es
precisamente la falta de nutriente en esta region la que ocasiona la muerte celular.

Por ultimo, la velocidad disminuye rapidamente desde un valor positivo en el borde externo del tumor
a un minimo negativo, para luego anularse en el corazén necrético, Figura 1.3(d). La region de velocidades
negativas refleja la pérdida de volumen por muerte celular (Vp < V5).

1.4.2. Resultados numéricos para el modelo con droga

Supongamos que el modelo sin droga se resuelve durante un cierto tiempo, permitiendo al tumor crecer
hasta alcanzar ciertas caracteristicas y que, a partir de dicho instante, se comienza a suministrar una droga
quimioterapéutica.

Dejemos pues evolucionar al tumor sin droga de acuerdo al sistema de ecuaciones (1.16)-(1.20) desde
un tiempo adimensional de —25 (que corresponde a unas 350 horas), obteniendo un MCS con un radio
adimensional S(0) = 141,87 (aproximadamente 881pm) y una densidad de células vivas N;(y). A partir de
este momento, se aplica un protocolo consistente en una exposicién constante de 28 horas a una concentraciéon
de droga wo(7) = 1,5ug/ml, 0 < 7 < 28. Se resuelve el sistema de ecuaciones (1.10)-(1.15), con los mismos
valores de parametros que los utilizados en la subseccién anterior, junto con aquellos que involucran al modelo
con droga: K = 661,39 cm3/(gs) y D, = 5,5 x 1075 ¢cm?/s, que corresponden a un valor adimensional
K = 50. Se asume ademés que la dependencia de la accién de la droga con el ciclo celular es lineal, i.e.
G(km(c)) = km(c)/A, [98]. Realizamos los experimentos tomando diferentes valores para el parametro a,
que puede interpretarse como la efectividad adimensional de la droga. De hecho, para mayores valores de «
se tiene una mayor reduccion en el tamano del esferoide, tal como se muestra en la Figura 1.4(a).

Una pregunta interesante, que constituye una motivacién para el desarrollo de los capitulos siguientes, es:
ia partir de qué valor de a puede garantizarse que el tamanio del tumor disminuye al aplicar un tratamiento?.
Para determinar dicho valor, podemos considerar la velocidad en el borde del tumor en funcién de o a un
cierto tiempo fijo. Por ejemplo, en la Figura 1.4(b) se observa que si fijamos el tiempo adimensional ¢ = 0,2,
la funcion V(1,t) tiene una raiz en « ~ 58.
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Figura 1.3: Solucion del problema directo sin droga. (a) muestra la evolucion del radio del tumor
en el tiempo. (b), (¢) y (d) muestran la densidad de células vivas, la concentracion de nutrientes y
la velocidad en funcién del radio para diferentes tiempos.



165 6

>
1)
B2
8

- T 3 ]
g g
(%]

= g 1t -
© £
9o £

8 5 Of 1
&
h=]
(5]

o = 1000 o -1r 1
g

o = 10000
125 1 -2t .
120 . . . . . . . . . -3 I I I I I I I I
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
tiempo adimensional, t a

(a) (b)

Figura 1.4: (a) Evolucién del radio del tumor bajo tratamiento, para diferentes valores del parametro
a. La curva indicada por U representa el caso en el cual no hay tratamiento. (b) Velocidad en el
borde externo del tumor a un tiempo adimensional fijo (t=0,2) para diferentes valores del parametro
.



Capitulo 2

Recuperacion de parametros 1

2.1. Introduccién

En aplicaciones fisicas, quimicas, biologicas o técnicas se presenta muchas veces la situacion en la cual las
leyes fisicas que gobiernan un cierto fenomeno bajo estudio son conocidas, pero la informacién cuantitativa
respecto de algunos parametros fisicos no esté disponible.

El estudio paramétrico es un tema fundamental en la simulacién de sistemas biologicos especialmente
donde muchos de los parametros involucrados resultan muy dificiles, sino imposible, de obtener por via
experimental [67].

En este capitulo y en el siguiente, intentamos resolver el siguiente problema: dado un modelo represen-
tando un sistema biologico (en nuestro caso un modelo para el crecimiento de un MCS) y un experimento
relacionado a este modelo, calcular los valores de los parametros para los cuales el modelo ajusta mejor los
datos obtenidos experimentalmente.

Para ello consideramos el modelo propuesto por Ward y King en [97] para el crecimiento de un MCS in
vitro sin droga, que viene dado por las ecuaciones (1.16)-(1.20). En el presente capitulo emplearemos una
metodologia para la estimaciéon de algunos de los pardmetros involucrados en la cinética de Michaelis-Menten,
formulando un problema de optimizacién con restricciones dadas por ecuaciones diferenciales parciales. Para
ello definimos una cierta funciéon objetivo y usamos un método de optimizacién basado en el calculo de su
gradiente, tal como exponemos en [72].

En general, los métodos de optimizacion basados en el calculo del gradiente de la funcién objetivo pueden
dividirse entre aquellos que usan un enfoque de sensibilidad y aquellos que emplean un método adjunto. La
evaluacion del gradiente a través de un método de sensibilidad requiere resolver (en cada iteracion) un
ntimero de sistemas de sensibilidad igual al ntimero de pardmetros a recuperar. Por otro lado, el método
adjunto requiere resolver (en cada iteracion) una sola vez el sistema adjunto, independientemente del namero
de parametros a recuperar, [67]. Otro enfoque posible para la aproximacion del gradiente seria el uso de
diferencias finitas, aunque resulta un método mucho més costoso, puesto que en cada iteracién se requiere
resolver el problema directo tantas veces como parametros a recuperar se tengan.

En este capitulo usaremos la notacién (-, -) para representar el producto interno en L? y consideramos que
el producto interno en un producto cartesiano de espacios viene dado por la suma de los productos internos
de cada uno. Dados Y, U y Z espacios de Banach, para una funcion F : Y xU — Z tal que (¢, p) — F(¢,p),
denotamos por F’'(¢,p) a la derivada total de Fréchet y por g—zw,p) y %—i(gf), p) a las derivadas parciales
de Fréchet de F en (¢, p). Para un operador lineal T : Y — Z, denotamos por T* : Z* — Y* al operador
adjunto de T'. Si T es invertible, llamamos 7T~* a la inversa del operador adjunto 7.

17
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2.2. Formulacién del problema de minimizacién

En el problema directo (1.16)-(1.20) aparecen varios parametros (algunos de ellos desconocidos) que
determinan el crecimiento de un MCS in vitro. De acuerdo a las consideraciones del Apéndice de [97],
definimos los siguientes vectores:

¢ = [N, V,C, S|, (2.1)
P = [667EdaU]T7

donde ¢ representa la solucion del problema directo (las componentes de ¢ son precisamente las variables
dependientes o de estado del modelo) para cada eleccion del vector de parametros p.

Si asumimos que se dispone de informacion experimental durante el intervalo de tiempo 0 < t < T,
entonces el problema general que deseamos resolver puede formularse del siguiente modo:

Hallar un vector de pardmetros p capaz de generar la solucion ¢ = [N,V,C,S|T que mejor ajuste la
informacion (experimental) disponible en el intervalo de tiempo 0 <t <T.

Con este fin, construiremos una funcién objetivo que nos proporcione una cierta nocién de distancia entre
los datos experimentales y la solucién del problema directo para cada eleccién del vector de pardmetros p.

En primer lugar, es importante decidir cudles variables son susceptibles de ser medidas experimental-
mente. Por ejemplo, es claro que la evolucién del radio de un MCS puede realizarse a través de microscopia
invertida. En [54], el tamafio medio de un esferoide se determiné midiendo dos didmetros ortogonales usando
un microscopio invertido calibrado con un ocular reticulado; en [31, 75] se utilizo un procedimiento especial
de fotografia digital para evaluar el crecimiento del tumor; y en [65] los MCSs se fotografiaron paralelamente
con una escala micrométrica mediante un microscopio invertido. Existen numerosos softwares para la cuan-
tificacion de los tamaifios, por ejemplo el ImageJ realiza un analisis de las iméagenes fotografiadas, [1]. En este
sentido, se puede monitorear la evoluciéon temporal del radio del tumor, con lo cual una primer posibilidad
para definir un funcional podria ser:

1

T
. = [ 15005 (0P (23)

donde S(t) es el radio adimensional obtenido resolviendo el problema directo para una cierta eleccion de p
y S*(t) = %S* (t/A) es el radio medido experimentalmente (adimensionalizado).

Supongamos que ademéas puede monitorearse la densidad de células vivas dentro del esferoide in wvitro.
Si bien la evolucién de esta variable no es facil de medir, consideraremos con fines tebricos que disponemos
de estimaciones en ciertos puntos para ciertos tiempos. En este caso, podria definirse una funcién objetivo
que tenga en cuenta también dicha variable:

1 T T
g5 =5 [ [N - NPy + 2 [ is0) -5 0 (24

donde N(y,t) corresponde a la densidad de células vivas obtenida via solucion del problema directo para el
vector de parametros p y N*(y,t) a la informacion disponible (experimental). Ambas se asumen conocidas
en el dominio [0, 1] x [0, T]. Las constantes no negativas u1 y p2 se introducen para compensar los diferentes
ordenes de magnitud entre N y S. Notar que si tomamos 1 =0y pe =1 en (2.4) obtenemos (2.3).
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Definamos ahora

- I % .

2
Vit SV —b(Cp)NS

Cyy + 2Cy — k(C,p)N S?
y

E(¢,p) = V()-8 : (2.5)
V(0,-)
C(1,)—1
Cy(07 )
N(-,0) = Ni(-)
5(0) — S;

De este modo, podemos reescribir al problema directo (1.16)-(1.20) como E(¢,p) = 0.

Ahora bien, el conjunto de parametros que mejor ajusta los datos experimentales puede obtenerse re-
solviendo el problema de optimizacién con restricciones dado por

minimizar J(¢,
timi (¢,p)

sujetoa  E(¢,p) =0, (2.6)
p e Uad7

donde U,q denota el conjunto de valores admisibles para p. En nuestro caso, de acuerdo a (2.2), U,q es
un subconjunto de R3. Nétese que una solucion (¢, p) debe satisfacer la restriccion E(¢,p) = 0 o, en otras
palabras, debe ser soluciéon del problema directo.

2.3. Formulacién del problema adjunto
Consideremos el problema general de optimizacion

minimizar J(¢,p)
(#.p)
sujetoa  FE(¢,p) =0, (2.7)
pE Uada

donde J : Y X Uyq — R es una funcién objetivoy F : Y x U,q — Z es una ecuaciéon de estado, con Yy Z
espacios de Banach y U,q un conjunto de puntos admisibles.

Se expone a continuacion un marco tedrico general para resolver el problema (2.7). De acuerdo a [39, 66],
formulamos las siguientes hipoétesis:
(H1) Uuq € R™ es un conjunto no vacio, cerrado y convexo.
(H2) J: Y XxUwg— Ry E:Y x U, — Z son funciones continuamente Fréchet diferenciables.

(H3) Para cada p € U,y existe una unica solucion ¢(p) € ) tal que E(¢(p),p) = 0. Luego, existe un 4nico
operador solucion p € Uyq — ¢(p) € V.

(H4) La derivada g—gw(p), p) : ¥ — Z es un operador lineal continuo, y es continuamente invertible para
todo p € Ugyg-
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Bajo estas hipotesis, ¢(p) resulta continuamente diferenciable en p € U,q por el teorema de la funcion
implicita. Resulta entonces razonable definir el siguiente problema, llamado problema reducido:

mini;nizar j(p) = J(é(p), p)
sujetoa p € Uyg,

donde ¢(p) es la solucion de E(¢p(p),p) = 0.

(2.8)

Para hallar un minimo de la funcién continuamente diferenciable J debemos calcular su derivada J'.
Puesto que

<j (n).q) = <a—j(¢(p),p),¢’(p)Q> + <%—“Z(¢(p),p),q>

96
<(¢'(p>)*‘2—‘;<¢<p>,p> n %—‘Zw(p),p), q> .

se tiene que

.0 07

T '(p) = (¢'(p)) 5 ()p) + 52 (0().p). (2.9)

Sea A € Z* la solucion del siguiente problema, que llamaremos problema adjunto:

oE
9¢

oJ

% 60 + ( <¢<p>,p>> A=0. (2.10)

donde (g—g@,p)) es el operador adjunto de g—gw,p). Notese que cada término de la ecuacion (2.10) es un
elemento del espacio V™.

Una ecuacién para la derivada ¢'(p) puede obtenerse diferenciando la ecuacion E(¢(p),p) = 0 con

respecto a p:

‘Z—jwp),p)as'(p) 9B hm)p) =0, (2.11)

donde 0 es el vector nulo de Z.

Usando (2.9) tenemos que:

07

J') = (¢) 55 (©0):p) + 52 (0().p)
- @—fw(p),p))* (g—iw(m,p))* 2 60+ S 0(0).p)
= (Bswn) A+ own,
donde en la segunda ecuacion usamos (2.11) y en la dltima (2.10). Luego,
7w =52 0w+ (26w A (212)

Observacion 2.3.1. Noétese que para obtener J ’(p), en primer lugar se necesita calcular ¢(p) resolviendo el
problema directo, y luego calcular A resolviendo el problema adjunto. Para computar el segundo término de
(2.12) no es necesario obtener explicitamente el adjunto de %—gw(p), p), sino que basta con determinar su

accion sobre .
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2.4. Obtencioén del problema adjunto

Las herramientas desarrolladas en la seccién anterior nos permitiran plantear el problema adjunto para
el caso de nuestro problema particular.

Definamos en primer lugar el conjunto Q = [0, 1] x [0, 7], que es el dominio espacio-temporal en el cual
estan definidas las funciones que componen ¢. Ademas, de acuerdo a (2.1), ¢ es un elemento de un cierto
espacio vectorial a definir. Sean los espacios de funciones

Y= (€H()” x c2(Q) x ([0, T)),
Z = (CH(Q)* x () x (c*([0,T)))" x €([0,1]) x R.

Los espacios C! y C? heredan el producto interno de L2, por lo cual Y y Z son espacios pre-Hilbertianos
(v en consecuencia podemos identificar sus espacios duales Y* y Z* con ellos mismos).

Observacion 2.4.1. La eleccién de dichos espacios de funciones esta motivada en el hecho de que buscamos
soluciones fuertes de las ecuaciones diferenciales parciales, i.e. requerimos diferenciabilidad de las variables
de estado. Sin embargo, podria también pensarse un enfoque débil en el cual las variables sean elementos de
espacios de Sobolev adecuados.

Ahora bien, para obtener el operador adjunto de g—g, debemos hallar (%) tal que:

() () )

donde ¢ es un cierto vector de direcciones.

Sean pues 7, v, ¢ y s direcciones para las variables de estado N, V, C' y S, respectivamente, y sea
g9 =[n,v.s,s]". Luego,

OF P e
g (0Pl = lim, (¢+ng.p) = E(6.p)

1
y realizando los calculos componente a componente de E se obtiene que %—g (¢, p) g esta dada por:

mt VS, — SS_S's Ny 4 N, SVs (g bNJy — N [25¢ — 98 NG — by]

I/y—l—%l/— %NSg—bSn—sz

Syy + %gy — kS?%n — %NS% —2kNSs

v(1,) =+ (2.14)

<
—~
<o
NN

s(1,-

sy(0,-)

n(-,0)
5(0)

Notese que E(¢, p) y A deben ser elementos del mismo espacio. Por ejemplo, las tres primeras componentes
de A deben depender del espacio y del tiempo, la cuarta sélo del tiempo, la tltima debe ser un ntiimero real,
etc.

En consecuencia, definimos
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)‘(yv t) = [)‘1 (y7 t)v A2 (y7 t)v A3 (y7 t)v )‘4(t)7 )‘S(t)v A6 (t)a )‘7(t)7 As (y)7 )‘9]T' (215)

Una inspeccion sobre las ecuaciones (2.13) y (2.14) nos dice que, en términos generales, lo que debemos
hacer es quitar las derivadas de g y pasarlas a A. Esto se logra esencialmente utilizando sucesivas integraciones
por partes, y a continuacién mostramos el proceso para cada componente de F.

Componente 1 Consideremos la expresion

1 T / / !
V—yS s'S—8's vS —Vs
/O /0 [WH— e Nyy+NyT—(a—bN)77

S2
N ( da O e bn)] A dtdy.

ac° ~ aC

Usando repetidamente integracion por partes y las condiciones de borde V(1,t) = S’(t) y V(0,t) =0, se
tiene

1 T ! !
S S V, Vv
‘/O ‘/O |:_)\1t + g)\l + yg)\ly - gy)\l - E)\ly - (a - 2bN) )\1:| ’I]dtdy

+/01/0T %Alydtdy
_/ol/oTN (g_g - g—gN) g dtdy
+/01 /OT (ygyt)\l i ygy)\lt — ]\g/;/)\l) s dtdy (2.16)
+ /01 Ay, T)n(y, T) — Ai(y, 0)n(y,0)) dy
+5(0) /1 PNty O1(3:0) g,
0

5(0)

Y yNy (y, T)M(y, T)
— S(T)/O ST d

Componente 2 Consideremos la expresion

/1/T v +zu—ﬁNS —bSn —bNs | \adtd
) y y 9C S n 2alay.

En este caso debemos integrar por partes sélo en el primer término, pues es el dnico que involucra una
derivada de g, en concreto v,. Entonces, obtenemos que

v 2 b
A2y + =X | v — == NSXas — bSAan — bN Aas | dtdy
o Jo Yy (9CT

(2.17)
+/ ()\2(1,15)1/(1,15) - )\g(O,t)u(O,t)) dt.
0
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Componente 3 Consideremos la expresion

/1/T 20 kst — OF N2 okNSs ) Adtd
- Syy ygy n PYel S 3 Y.

Puesto que en el segundo término se tienen derivadas de segundo érden, debemos integrar por partes
dos veces. En primer lugar, notemos que

+ 2 i (ys)
Syy + =Sy = — 55 ¥s)-
Wy g oy?

Luego,
! 2 ) L) 02
Syy + =Sy | A3dy = ——(ys)d
/O<yy yy 3ay , yayz(y)y
PYR AN L 6(A3)y_1 /1 o2 ()\3>
= —=(ys — Y- | — + | a5 | — ) dy
yay( )yzo Oy \y /)l Jo Oy \y

Para evaluar las primitivas en los extremos de integracion, asumimos que As(y,t)s(y,t) — 0 cuando
y — 0 y aplicamos la regla de I’Hopital, obteniendo

LT 203, 23 ok
- 2 ) — (kST + —=NS%*c + 2kN dt
/0/0 (/\3yy ” +y2)§ <Sn+ac S+ Ss>)\3 dy
T
+/ (2A3(1, )5 (1,8) + As(1, t)gy (1, ) — A3, (1,8)c(1,1)) dt (2.18)
0

_ /T (3X3(0, )5y (0, ) + A3, (0,£)(0, 1)) dt.
0

Componente 4 El término correspondiente es

T
/0 (w(L.t) — 5'(8)) Ma(t)dt,

donde hay involucrada una sola derivada de g. Integrando por partes obtenemos
T
/ (O, 1) + Aag(0)s(8)) dt — \a(T)s(T) + Aa(0)s(0). (2.19)
0

Componente 5 Puesto que este término del producto interno no contiene derivadas, permanece tal como
esta

T
/ As()0(0, )dt. (2.20)
0
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Componente 6 Nuevamente aqui no hay derivadas en el producto interno con lo cual se tiene

/T No(t)s(1, t)dt. (2.21)
0

Componente 7 Aunque en este término aparece una derivada (s,), no debe hacerse ningun cambio pues
la funcion A7 depende tnicamente del tiempo, con lo cual

/T A7(t)sy (0, t)dt. (2.22)
0

Componente 8 Una vez mas, debido a la ausencia de derivadas este término del producto interno no
cambia, quedando

1
/0 As(y)n(y,0)dy. (2.23)

Componente 9 En este caso, se tiene simplemente un producto entre nimeros reales

Xos(0). (2.24)

Ahora bien, de acuerdo a la ecuaciéon (2.10), debemos hallar A tal que

oJ oF
a_¢>g+(a¢ ) A=0

y esta ecuacién debe ser valida para cualquier direccién g € V.

Por otro lado, por (2.4) tenemos que

T
O g=mn [ [ 5w~ Nty + s [ 150 - 5@t (225)

Por lo tanto si juntamos las ecuaciones (2.25) con (2.16)-(2.24) y eligiendo convenientemente el vector
de direcciones g, obtenemos el problema adjunto dado por (2.26)-(2.39):
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“Apg — (V —Sys ) ALy — (Vy ; Y ra- 2bN) A1 — bSAy — kS?A3 = py (N* — N), (2.26)
2 N,
A2y — ;)\2 - %Al =0, (2.27)
2 2 Ok b da b
A3yy — —Agy + ( 5 — %NSQ) A3 = 55 NSk — N (ao 8CN) A =0, (2.28)
My, T) =0, (2.29)
A2(1,t) = —A4(t), (2.30)
A3,(0,1) =0, (2.31)
As(1,t) =0, (2.32)
LN,V y 0 .
Aaolt) = / 0 = L0 (N + BN Ko + 2ENSXs ) dy + pa(S" (1) — S(1), (2.33)
0
= /\2(0 t) (2.35)
As(t) = Agy(1,t) —2X3(1, 1), (2.36)
1
_ yNy(yvo))\l(yaO) _
)\9 = /0 S(O) dy /\4(0) (239)

Por lo tanto, se debera resolver el sistema de ecuaciones (2.26)-(2.39) para obtener \. Notese que el
problema adjunto, a diferencia del problema directo, no tiene condicién inicial en ¢ = 0, sino una condicién

finalent=1T.

Observacion 2.4.2. Notar que se puede obtener una expresion explicita para Ag. En efecto, teniendo en

cuenta que A\ (y,T) = 0, se tiene que

Y 6(N )\1 / N’U(yut))‘l(yut)
LYV dr = N, d y——""
/t ST or Vg yAl T

Luego, por la ecuacion (1.10) del problema directo, tenemos

!
N S |4

Pero teniendo en cuenta que A\y(T') = 0 resulta —A\4(¢t) = ftT AqpdT, L.

Aa(t)

S

N,V T .
Sat N)\l) 52 Al—bN)\Q—2kNS)\3 dydT-i-/JQ ; (S—S )dT

\% )\1 ! N’U(y7t))‘l(y7t)
/t /O [(Ny =L SNy) &~ DN, 2kNS)\3] dydr /0 =
T 1 1
/ / {[Nt — N(a - bN)] % — BNy — 2kNS)\3} dydr — / yw
t 0 0
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2.5. Solucién numérica del problema adjunto

Si bien desde el punto de vista matematico el problema adjunto es similar al problema directo, aparecen
algunas dificultades adicionales. Por ejemplo, no se tiene una condicién de borde explicita para Aa.

En nuestro caso, no es necesario computar {)\i}?:4 para calcular la derivada de J en p, puesto que
{Ei}?:4 no depende de p, tal como se desprende de las ecuaciones (2.5) y (2.12). Sin embargo, si es necesario
conocer Ay dado que proporciona la condicion de borde para Ay (ver ecuacion (2.30)). Para desarrollar un
procedimiento numérico adecuado ejecutamos en primer lugar los siguientes pasos al tiempo T":

- La ecuacion (2.29) establece que A (-,T) = 0.

- Por la ecuacion (2.34) se tiene que A\y(T) = 0, lo cual proporciona una condicion de borde para Ag
(ver ecuacion (2.30)).

La ecuacion (2.27) puede resolverse analiticamente, dando como resultado A2(-,T) = 0.

- Las ecuaciones (2.28), (2.31) y (2.32) permiten calcular As(-,T).

A su vez, si se conoce la solucion al tiempo ¢, se puede calcular la misma al tiempo t — At del siguiente
modo:

- De la ecuacién (2.26) se obtiene primero A14(+,¢). Luego, se calcula A;(-,¢t — At) usando diferencias
finitas hacia atras.

- Se integra numeéricamente la ecuacion (2.33) para obtener A4 (t), y luego se calcula A4(t — At) usando
diferencias finitas hacia atras.

- Con el valor de A\y(t — At) se obtiene \a(1,¢ — At) por la ecuacion (2.30).
- La ecuacion (2.27) se resuelve numéricamente para obtener Az (-, t — At).

- Las ecuaciones (2.28), (2.31) y (2.32) permiten calcular A3(-, ¢ — At).

Al igual que en el problema directo, debemos tener en cuenta las singularidades que aparecen en las
ecuaciones. Por ejemplo, si comparamos las ecuaciones (1.11) y (2.28), podemos observar que ambas presentan
diferentes tipos de singularidad en y = 0. Por ejemplo, el segundo término de (2.28) parece inofensivo, puesto
que A3, (0,¢) = 0 por (2.31). Luego, la singularidad puede salvarse simplemente haciendo un desarrollo de
Taylor de A3, alrededor del origen. Por otra parte, el tercer término presenta un problema méas complicado,
pues se vuelve no acotado (tiene un blow up) en y = 0. Para resolverlo, transformamos las ecuaciones (2.28),
(2.31) y (2.32) en un sistema de EDOs de primer orden para un tiempo fijo ¢, es decir:

v
/
'
{v 12 (2 Ledk) 2 0b Oa b ) (2.40)
v (y2 NS56 ) v \Nae ~Nae ) M TNV 5a0
u(1) =0, (2.41)
v(0) =0, (2.42)

donde u(y) = A3(y,t) y v(y) = Az, (y,t). Luego, fijando € > 0 definimos un pardmetro ¢ = v(1) y resolvemos
el sistema (2.40)-(2.42) en el intervalo [¢, 1] con condiciones de borde u(1) = 0 y v(1) = ¢, obteniendo una
solucién [ug, v4]T. Extendemos estas soluciones al intervalo [0, 1] a través de un desarrollo de Taylor alrededor
de y = 0 (ver [10]):
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El siguiente paso consiste en definir una funcion
F(g) = v4(0), (2.45)

y hallar una raiz de F, i.e. hallar § tal que F(§) = 0. Entonces, la solucién del sistema seré [ug, v4]” extendida
al intervalo [0, 1].

Por otra parte, para resolver la EDO de primer orden (2.27) para Az(-,t) con condicion de borde Ao (1, )
dada por (2.30), también resolvemos el problema inicialmente en el intervalo [¢,1] y luego extendemos la
solucion al intervalo [0, 1] mediante un desarrollo de Taylor.

En general, las derivadas que aparecen en las ecuaciones del problema adjunto se aproximan usando el
método de diferencias finitas. Por ejemplo, para resolver la ecuacion (2.26) consideramos

Ay, t — At) = M (y,t) — A, (y, t) A,

y usando (2.26) obtenemos

Myt = Al ~ Al(yat)—i-At(—Sl(t)y-i-V(y’t)))\ly

S(t) S(t)
+ a0 (=58 D 4 a(C.0) - BUCE DN G0 Mo

+ AL[B(C(y, 1)S)A2(y, 1) + k(C(y, 1) SE)* A3y, £) + pr (N*(y, 1) = Ny, 1))] -

2.6. Optimizacién

En esta seccion mostraremos el modo de calcular el gradiente de la funcion objetivo a partir de la solucién
del problema adjunto. Una ventaja importante de usar el método adjunto es que para calcular el gradiente se
requiere resolver una sola vez por iteraciéon el problema adjunto, independientemente del niimero de variables
de inversion (parametros a recuperar). Si quisiéramos calcular el gradiente a través de diferencias finitas, lo
cual constituye un método méas natural pero también més rustico, deberiamos resolver en cada iteracién el
problema directo tantas veces como parametros deseemos recuperar, resultando mucho mas costoso.

El método empleado para minimizar J se resume en el siguiente algoritmo:

Algoritmo 2.6.1. Minimizacién via el método adjunto

1. Dar una estimacion inicial p® para el vector de parametros.

2. Dado el vector p* en el paso k, resolver los problemas directo y adjunto en este paso.

3. Obtener la derivada de la funcion objetivo J'(p*) usando (2.12).

4. Moverse en la direccion de —J'(p*), i.e. computar pFt! = Ty, [pk — pj’(pk)}, donde p es una
constante positiva a determinarse y Il , denota la proyeccion sobre el conjunto de puntos admisibles.

5. Parar cuando J (p**!) sea menor que una cierta tolerancia TOL; > 0, o bien cuando la distancia entre
dos iteraciones consecutivas sea menor que una tolerancia TOLy > 0, es decir || p™! — p* ||[< TOLs,.

2.7. Resultados numéricos

En esta seccion realizamos algunos experimentos numéricos con el objeto de evaluar la performance del
método adjunto, ejecutando algunas simulaciones con el Algoritmo 2.6.1. Los experimentos se implementaron
en Fortran 2003 usando una estrategia orientada en objetos (con Fortran Intel Compiler 12.0.3).
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Cuadro 2.1: Valores estimados de ¢, ¢4 y o y errores porcentuales correspondientes ey usando
informacién generada sin ruido.

-~ -~

Po Ce €% Cd €% g €%

0,16,0,03,1,00] 0,1006 0,60 0,0844 68,80 0,9299 3,32
(0,12,0,05,0,85] 0,0982 1,80 0,0613 22,60 0,9112 1,20
0,10,0,07,0,76]  0,1003 0,30 0,0724 44,80 0,8854 1,62
(0,07,0,04,0,90] 0,0810 19,00 0,0393 21,40 0,9056 0,62

La densidad de células vivas y el radio del tumor se generaron a través del problema directo. Mostraremos
aqui algunos resultados obtenidos asumiendo valores estandar ¢. = 0,1, ¢; = 0,05, 0 = 0,9, tal como se sugiere
en [97].

Funtional value

0.065

Cd value

Cc value

Figura 2.1: Valor de J en funcion de ¢, y €4 para un valor constante de o = 0,9. Notar que la
superficie alcanza un minimo cerca de ¢, = 0,1 y ¢; = 0,05

Ahora bien, consideremos en primer lugar el problema de minimizar la funcion objetivo (2.4) generando la
informacion N*(y,t) y S*(¢) a través del problema directo para los valores estandar mencionados. Asumimos
que el tumor se detecta en t = 0, luego de que una célula haya evolucionado desde un tiempo adimensional
t ~ —4,5 hasta alcanzar un radio adimensional S; ~ 34.

Para efectuar los calculos es necesario discretizar la funcién objetivo, para lo cual consideramos que las
mediciones estan disponibles en ciertos puntos y; e instantes de tiempo t;. Luego, las funciones S* y N* se
obtienen en todo el dominio interpolando los datos disponibles. A su vez, tomamos un tiempo adimensional
final de observacion T = 0,5, los factores p1 y po se toman iguales a 100 y 1 respectivamente, y la constante
p usada en las proyecciones sobre el conjunto de puntos admisibles es 0,1.

En la Figura 2.1, por ejemplo, mostramos el gréafico de la funcién objetivo dejando fijo o y moviéndonos
a través de los otros dos parametros, observando que la funcién alcanza un minimo.

Los puntos iniciales para el Algoritmo 2.6.1 se eligieron en forma aleatoria, obteniendo los resultados
mostrados en el Cuadro 2.1. En general los resultados son satisfactorios para la recuperacién de todos los
parametros, en mayor medida para ¢ y en menor medida para cq. Notese que este grado de precisiéon guarda
ademas cierta relacién con el orden de magnitud de los pardmetros. Sin embargo, en todos los casos se
obtienen errores porcentuales menores con respecto a los correspondientes a los puntos iniciales.

Se sabe ademéas que la presencia de ruido en la informacién puede acarrear a veces inestabilidades
numéricas en la solucién de un problema inverso, tal como se menciona en [32]. Consideramos pues la
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Cuadro 2.2: Valores estimados de ¢, ¢4 y o y errores porcentuales correspondientes ey usando
informacién generada con ruido.

~

Do Ce e Cq eq, o ey

0,08,0,07,0,93] 0,1105 10,50 0,0772 54,40 0,9173 1,92
0,16,0,03,1,00] 0,1231 23,10 0,0289 4220 0,9315 3,50
0,12,0,05,0,85] 0,1203 20,30 0,0582 16,40 0,8225 8,61
0,10,0,07,0,76] 0,1017 1,70 0,0797 59,40 0,7912 12,08

situacién en la cual las mediciones estan afectadas por un ruido aleatorio de 5%, con el fin de analizar
cudn bien se comporta nuestro método en este caso. Este porcentaje de ruido es probablemente grande,
pero elegimos un valor algo exagerado debido a la falta de referencias sobre el error cometido al determinar
densidad de células vivas. El Cuadro 2.2 resume los resultados obtenidos.

Como es de esperar, los resultados obtenidos para el caso sin ruido son més satisfactorios. Sin embargo,
noétese que el método permite en algunos casos recuperar algunos parametros con una precisién aceptable,
aun para el caso de un ruido grande en los datos. Una vez mas, el pardmetro o es el que se logra recuperar
con mayor precisién, lo cual podria deberse a que el modelo es mas sensible a este parametro o bien a una
cuestion numérica relacionada con los 6rdenes de magnitud.

2.8. Conclusiones

En este capitulo hemos utilizado la metodologia del método adjunto para minimizar una funcién objetivo
que depende de ciertos parametros a recuperar. Si bien se requiere un extenso desarrollo matematico para la
obtencion del problema adjunto a partir del problema directo, una de las principales ventajas de la aplicacion
de este método es que puede extenderse a cualquier nimero de pardmetros o variables de inversion sin un
costo computacional significativo.

En cuanto a las herramientas matematicas utilizadas, cabe destacar la presencia de no linealidades y
singularidades en el problema adjunto, dificultades que hemos tenido que salvar para manejarlas desde el
punto de vista numeérico.

Los experimentos numéricos realizados muestran que el método resulta efectivo para la recuperaciéon de
los parametros en cuestiéon aun para el caso en el cual se anade ruido a los datos. En el capitulo siguiente
mostramos otro método para la recuperacion de pardmetros en un modelo, en el cual no se calcula el gradiente
de la funcién objetivo, y compararemos los resultados obtenidos utilizando cada método.






Capitulo 3

Recuperacion de parametros 11

3.1. Introduccién

En el Capitulo 2 nos hemos ocupado de la recuperacién de algunos parametros que aparecen en el modelo
de Ward y King [97] para el crecimiento de un tumor avascular in vitro sin tratamiento.

La mayor parte de los pardmetros que aparecen en el modelo de Ward y King estan involucrados en
el crecimiento del tumor sin droga. De ellos, hemos elegido tres para desarrollar la técnica de recuperacién
de parametros del capitulo anterior, pero podriamos haber optado por recuperar todos sin incurrir en un
costo computacional significativamente mayor (recordemos que cada iteracion requeria resolver una vez el
problema directo y una vez el problema adjunto independientemente de la cantidad de parametros).

Cuando se incorpora la droga aparecen un par de parametros adicionales (« y K en el caso adimensional).
En particular, consideramos el pardametro «, que representa la efectividad adimensional de la droga, puesto
que engloba su tasa de degradacion y su difusividad. En consecuencia es un parametro clave para determinar
el éxito de una droga. Ademaés, de acuerdo a la definicion dada en [98], puede mostrarse que la profundidad de
penetracion de la droga es proporcional a la raiz cuadrada de «. Desde este punto de vista, la cuantificaciéon
del transporte de droga y su distribucién en un tumor sélido constituye el primer paso para proponer
protocolos eficientes para casos in vivo.

Nuevamente consideramos en este capitulo ciertas funciones objetivos que comparan el radio medido de
un tumor y el predicho por el modelo. El algoritmo de minimizacién que usaremos es conocido como Pattern
Search [51]. Este algoritmo pertenece a la clase de algoritmos de optimizacion conocidos como algoritmos de
bisqueda directa o también llamados de orden cero, ya que no hace uso de las derivadas para encontrar el
minimo deseado, lo cual lo convierte en una técnica de muy facil implementacién. Es un método numeérico
de optimizacion muy eficiente para problemas aplicados en los cuales el calculo de la derivada de la funcion
objetivo es costoso.

Basicamente, el algoritmo consiste en lo siguiente: dada una funcién J a minimizar y un punto inicial, y
una vez definidas bajo cierto criterio las direcciones exploratorias o patrones de bisqueda, éstas se utilizan
para definir un conjunto finito de puntos factibles en los cuales se realiza la evaluacion de J. A partir de
estos valores se elige el punto en el que se alcanza el minimo valor observado y asi se define un nuevo
punto “inicial” o iterando. De este modo, en la k-ésima iteracion tenemos el iterando px € Uyq (con Ugq
un conjunto admisible dado) y un paso d; > 0. Con estos datos se definen de manera sucesiva los puntos
P+ = Pk +0kd;, 1 € {1,2,...,n}, donde d; representan la direcciones de busqueda, hasta encontrar un p tal
que J(p+) < J(pk)- Sino se llega a encontrar py tal que J(p+) < J(pr), se reduce el paso §j a su mitad
y se continda con el proceso; si por el contrario se halla tal punto p; se definen di41 = 0k y Pkt1 = P+
Esta iteracion, descrita aqui en forma breve, se repite de manera sucesiva hasta que 0 sea suficientemente
pequeno y por lo tanto no se produzcan cambios considerables en el valor que toma la funcién en el nuevo
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iterando. Otra opcién es parar el proceso una vez que el valor de la funcion J sea menor al de cierto
valor preestablecido de antemano. Més detalles sobre este algoritmo, asi como también resultados sobre su
convergencia pueden encontrarse en [11, 52, 90]. En el libro [95] puede encontrarse una implementacion de
este método, en [3] se lo aplica al problema de deteccion de tumores y en [71] al problema concreto aqui
tratado.

Para estudiar el comportamiento del MCS, consideremos el experimento numérico de la Secciéon 1.4.2,
en el cual se dejo el tumor evolucionar sin droga de acuerdo al sistema de ecuaciones (1.16)-(1.20) desde
un tiempo adimensional de —25 (que corresponde a unas 350 horas), obteniendo un MCS con un radio
adimensional S(0) = 141,87 (aproximadamente 881xm) y una densidad de células vivas N;(y). Estas seran
las condiciones iniciales para comenzar a suministrar el tratamiento.

3.2. Formulacién del problema inverso

Tal como hemos mencionado, en este capitulo nos ocuparemos de la obtenciéon del parametro «, que
proporciona una medida adimensional de la efectividad de la droga. Ademés, puede probarse que la profun-
didad de penetracion definida en [98] es igual a ro(c/ K)'/2. De esta manera, siguiendo los lineamientos del
Capitulo 2, formulamos el siguiente problema:

Hallar un valor del pardmetro a capaz de generar una solucion del problema directo que mejor ajuste a la
informacion disponible en el intervalo de tiempo 0 <t <T.

Nuevamente, debemos construir una funcién objetivo J que nos proporcione cierta nocién de distancia
entre los datos experimentales (reales o generados) y la solucion del problema directo para cada valor de a.
Asi, podemos formular el problema inverso como:

Hallar o* > 0 tal que J(a*) < J(«) para todo « > 0. (3.1)

Notese que el problema (3.1) es precisamente (2.8) con J = Toa=py Uwy= {a:a>0}.

Teniendo en cuenta que el radio del tumor es una de las variables que puede monitorearse, una posible
funcion objetivo podria ser similar que para el caso sin droga dada por la ecuacion (2.3):

T
T(a) = / (Salt) — 5°(1))? dt, (3.2)

donde S, (t) es el radio adimensional al tiempo ¢ obtenido como solucion del problema directo para un cierto
valor de a, y S*(t) es obtenida a partir de mediciones experimentales del radio del tumor.

Por otra parte, en [98, pp. 194-196] postulan, basandose en [83], que: “... hay muy poca diferencia en
la supervivencia de las células al tiempo final del tratamiento, sea entre una dosis tnica de la droga que
suministrando la misma cantidad de droga en multiples aplicaciones”. Esto nos motiva a definir una funcién
que represente la concentraciéon externa media de droga durante la duracién del experimento, dada por:

I@J:i%]@ﬂm, (3.3)

=
donde 7 es el tiempo final dimensional (7 = T//A). Nétese que Z es una cantidad que depende del protocolo
de administracion de droga y que tiene unidades de concentracién.

Los cuatro protocolos mostrados en la Figura 1.2 se seleccionaron precisamente de forma tal que todos
ellos produzcan el mismo valor de Z. En la Figura 3.1 puede observarse que luego del tratamiento con estos
protocolos, los esferoides alcanzan tamanos semejantes.
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Figura 3.1: Evolucion del radio del tumor para diferentes protocolos de tratamiento.

Entonces, resulta razonable proponer una funcion objetivo que tenga en cuenta tnicamente el radio del
tumor al tiempo final, es decir

T (@) = (Sa(T) = S™(1))* (3.4)

donde S, puede obtenerse a partir de cualquier protocolo que tenga el mismo valor de Z que el protocolo
empleado para obtener los datos S*.

En las secciones siguientes quedaran claras las ventajas y desventajas de cada una de estas posibilidades.

3.3. Experimentos numeéricos

Para resolver el problema inverso (3.1) utilizamos el algoritmo Pattern Search, cuyos fundamentos y
metodologia se discutieron en la Secciéon 3.1, donde se dieron ademas algunas referencias ttiles.

Los experimentos numéricos se realizaron con Matlab R2011a en una PC bajo Linux OS, Intel Core i5.
El problema directo se resolvié de acuerdo al Algoritmo 1.4.1 con pardmetros m = 800, n = 500, T' = 4;
condiciones iniciales Sy y Ny obtenidas luego de dejar evolucionar el tumor sin accién de la droga desde un
tiempo adimensional igual a —25; las constantes fisicas corresponden a un MCS V79 bajo condiciones de
suministro de glucosa. El problema inverso se resolvio usando la funcién intrinseca de Matlab patternsearch
con un punto inicial tomado aleatoriamente en el intervalo [0,10°]. La funcién (3.2) se calculé6 mediante la
regla del trapecio compuesta, usando la misma discretizaciéon que en el problema directo. La funcién S, en
(3.4) se calculo usando el protocolo 3 en todos los casos (ver Figura 1.2).

Consideremos en primer lugar el problema de optimizaciéon (3.1) consistente en minimizar las funciones
(3.2) o (3.4), donde S* es generada resolviendo el problema directo via el Algoritmo 1.4.1, para ciertas
elecciones del parametro a = a*, tomamos o* = 17,3, a* = 314,0 y o® = 5350,1 para representar diferentes
ordenes de magnitud que el parametro podria eventualmente exhibir. Realizamos las simulaciones para los
cuatro protocolos propuestos en la Figura 1.2 y finalmente consideramos ademaés la situacién en la cual las
mediciones del radio del tumor estan afectadas por un ruido aleatorio de +5 pm (que para el caso de estos
esferoides representa aproximadamente un 0,5 % del radio del tumor).

Las simulaciones efectuadas tienen por objeto investigar cuan bien puede recuperarse el valor del para-
metro. Notese que la situacidén no es trivial pues a priori desconocemos si tiene solucién o, en ese caso, si es
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Figura 3.2: Grafico de las funciones objetivo (3.2) y (3.4) para (a) o =314 y (b) o* = 5350,1.

Cuadro 3.1: Valores estimados de « y error porcentual ey con la funcion (3.2) usando informacion
generada sin ruido.

o’ Protocolo 1 Protocolo 2 Protocolo 3 Protocolo 4

Qest €% Qlest €% Qlest €% Qlest €%
173 1723 039 1727 017 1781 297 1653 448

314,0 313,24 0,24 313,60 0,13 314,58 0,18 314,54 0,17
5350,1 5349,12 0,02 5351,03 0,02 5349,24 0,02 534946 0,01

tnica o si el método converge a algin otro minimo local. Sin embargo, en la Figura 3.2 vemos que la forma
de los gréficos de las funciones objetivo sugieren que el problema inverso (3.1) tiene solucién tunica, lo cual

nos otorga tranquilidad a la hora de aplicar el método. Los resultados obtenidos se resumen en los cuadros
3.1a34.

Por una parte, podemos observar en el Cuadro 3.1 que la recuperacion del parametro o usando la funcion
(3.2) es muy buena, con errores porcentuales menores a 0,4 % en la mayoria de los casos. Por otro lado, el
Cuadro 3.2 muestra que « se recupera bastante bien para grandes valores de a*. Una posible explicacién
para este fenémeno es el hecho de que valores pequenos de a* asemejan el crecimiento del tumor al caso
en el cual no hay tratamiento (ver Figura 1.4(a)). Para obtener mejores resultados con valores de a* maés
pequenos deberiamos disponer de mediciones mas precisas. Notese que tanto con ruido como sin ruido en los
datos, el error porcentual disminuye a medida que a* crece. Otro punto importante es que debido a que en
(3.2) debemos obtener una buena estimacion de la integral, es necesario disponer de una cantidad suficiente
de observaciones para capturar lo mejor posible el comportamiento del tumor.

Ahora bien, si no fuera posible disponer de mediciones del radio del tumor en varios instantes de tiempo,
o bien si el protocolo de administracion de droga fuera desconocido, podemos emplear la funcion (3.4), que
requiere unicamente una medicion a tiempo final y una estimacion de la concentracion externa media de
droga Z (ver (3.3)). Se observa que, aunque los resultados obtenidos en este caso no son tan buenos como los
de la funcion (3.2), resultan atn aceptables, dada la limitada cantidad de informacion requerida. Si ademaés
se anade ruido a los datos claramente éstos constituyen una fuente adicional de error. Los cuadros 3.3 y
3.4 muestran que, en general los errores porcentuales son del orden del 10 % para los protocolos 1 y 2. Los
resultados para el protocolo 3 son llamativamente buenos, probablemente debido a que la funcion S, en
(3.4) se obtuvo precisamente usando dicho protocolo. Los resultados para el protocolo 4 en cambio no son
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Cuadro 3.2: Valores estimados de « y error porcentual ey con la funciéon (3.2) usando informacion
generada con ruido.

o Protocolo 1 Protocolo 2 Protocolo 3 Protocolo 4

Qegt €% Olegt €% Qlest eo Qlegt e,
173 2483 4352 1048 3944 2295 3268 805 5346

3140 329,87 505 286,32 882 349,86 1142 268,30 14,56
5350,1 5195,90 2,88 537420 045 512840 4,14 5198,70 283

Cuadro 3.3: Valores estimados de « y error porcentual ey, con la funcion (3.4) usando informacion
generada sin ruido.

o Protocolo 1 Protocolo 2 Protocolo 3 Protocolo 4

Olest €% Olest €% Olest €% Olest €%
17,3 1592 7,98 1727 0,19 18,05 4,32 1324 2349

314,0 295,24 598 295,24 5,98 313,69 0,10 241,93 22,95
5350,1 4918,20 8,07 4755,00 11,12 5349,60 0,01 3257,60 39,11

satisfactores, siendo una posible causa de ello que el periodo de observacion no es lo suficientemente largo. De
hecho, en la Figura 3.1 se observa que la curva més alejada a las demas es precisamente la que corresponde
al protocolo 4, posiblemente debido a que no ha alcanzado atn su comportamiento estacionario.

3.4. Conclusiones y comparaciéon entre ambos métodos

En este capitulo hemos presentado una metodologia para la recuperacion del parametro de efectividad
de la droga involucrado en el crecimiento de un tumor avascular n vitro con tratamiento quimioterapéutico.
La resolucion del problema inverso esta basada en la aplicacion del algoritmo Pattern Search, utilizando dos
funciones objetivo diferentes. La primera de ellas considera la evoluciéon del radio del tumor en el tiempo, y
los experimentos numéricos nos han permitido recuperar el pardmetro a. con buena precision, especialmente
en los casos en que se dispone de informacién sin ruido; la desventaja del método es que debemos disponer de
mediciones del radio para varios tiempos y conocer el protocolo de administracién de la droga. La segunda
funcién objetivo propuesta, en tanto, solo requiere una medicion del radio del esferoide al tiempo final y
conocer la concentraciéon externa media de droga durante el tiempo de simulacién. Claramente, el costo de

utilizar menos informacién es que el pardmetro se recupera con menor precisiéon, aunque en algunos casos
aun aceptable.

Cuadro 3.4: Valores estimados de « y error porcentual ey con la funciéon (3.4) usando informacion
generada con ruido.

*

o Protocolo 1 Protocolo 2 Protocolo 3 Protocolo 4

Qest €% Qlest €% Qlest €% Qest €%
17,3 16,72 3,34 14,63 15,43 32,67 88,83 3,26 81,18

3140 352,54 1227 29145 7,18 310,56 1,10 182,93 41,74
5350,1 4824,10 9,83 4981,00 6,90 5360,90 0,20 3280,70 38,68
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Ahora bien, en los Capitulos 2 y 3 hemos aplicado dos metodologias diferentes para la resolucion de un
problema de optimizacién con restricciones dadas por EDPs: en el Capitulo 2 hemos utilizado el método
adjunto y en el Capitulo 3 hemos aplicado el algoritmo Pattern Search. El primero es un método que requiere
el calculo del gradiente de la funcién objetivo, obteniéndolo no en forma explicita sino a través de la resolucién
del problema adjunto. El segundo, en cambio, no requiere el calculo de las derivadas y se basa en elegir bajo
ciertos criterios la direccion en la cual el valor de la funcién objetivo disminuye.

Esencialmente podemos decir que si la cantidad de parametros a recuperar es pequena, el algoritmo
Pattern Search resulta a priori mas econémico. Por ejemplo, en el caso en que queremos recuperar Gnicamente
el pardmetro «, las direcciones de busqueda se consideran solamente en la recta real. La obtencién del
problema adjunto involucra un desarrollo matematico mas extenso que se justifica cuando la cantidad de
parametros a recuperar es grande.



Parte 11

Modelado de sistemas complejos
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Capitulo 4

Introduccion al modelado de sistemas
vivientes

4.1. Introduccién

Los métodos matematicos de la teoria cinética clasica se han empleado para modelar la evolucién de
sistemas constituidos por un gran ntmero de particulas clasicas, que interactian entre si (en fisica una
particula clasica es un cuerpo puntual con masa o carga). En particular, se han desarrollado para describir
la dinamica de fluidos desde el punto de vista de la mecanica estadistica, en lugar del enfoque tradicional de
la mecénica del continuo.

Sin embargo, este enfoque clasico deja de ser valido cuando se desea representar y modelar un sistema
constituido por un gran ntumero de particulas, pero que ademés son entidades vivientes, ocasionalmente
llamadas sujetos o individuos, que podrian ser - por ejemplo - células en un sistema biolégico, individuos en
una poblacién socialmente activa, o conductores de vehiculos en una ruta.

El estado microscépico de las particulas incluye, al igual que en la teoria cinética clasica, variables
geométricas (que identifican la posicién y forma) y variables mecanicas (relacionadas a la velocidad). Sin
embargo, para sistemas vivientes, la identificacion del estado microscopico requiere variables adicionales
especificas al sistema en cuestion. Por ejemplo, una variable relacionada a la funcion biologica en el caso de
poblaciones celulares, o al estado social en el caso de dinadmica poblacional.

Ya en el siglo XVIII, Kant postulé que un sistema viviente es una estructura especial organizada que
tiene la habilidad de alcanzar un objetivo (Critique de la raison pure). Asimismo Hartwell [63], quien recibio
el premio Nobel de Fisiologia en 2001, menciona que “los sistemas biologicos son muy diferentes a los sis-
temas fisicos o quimicos analizados por medio de la mecéanica estadistica o la hidrodindmica. La mecénica
estadistica se ocupa tipicamente de sistemas que contienen muchas copias de unas pocas entidades que in-
teractiian, mientras que las células contienen desde millones hasta unas pocas copias de cada uno de miles
de componentes distintos, cada uno con interacciones muy especificas”. Ademéas menciona que “aunque los
sistemas vivos obedecen las leyes de la fisica y la quimica, la nocién de funcién o propoésito diferencia la bio-
logia respecto de otras ciencias naturales. Los organismos existen para reproducirse mientras que ... rocas
y estrellas no tienen ningtin objetivo”.

Como vemos, esta complejidad exhibida por un sistema viviente requiere del desarrollo de técnicas
matematicas que vayan mas alla de aquellas existente para el modelado de fenémenos fisicos o quimicos.
La teoria cinética de particulas activas (KTAP de acuerdo a sus siglas en inglés) fue introducida
precisamente con este fin. Esta teoria se aplica a sistemas complejos constituidos por entidades vivas que
interacttian espacialmente o a través de redes o metworks. Normalmente, el conocimiento de la dinamica
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de un pequeno ntimero de entidades no conduce directamente a una descripciéon de la dindmica de todo el
sistema.

A continuacion identificamos las cinco caracteristicas comunes méas sobresalientes exhibidas por un sis-
tema viviente constituido por un gran ntmero de particulas, [16, 20]:

1. Habilidad para expresar una estrategia: Las entidades vivas son capaces de desarrollar estrategias
especificas y habilidades organizacionales que dependen del estado del medio que las rodea y que, en algunos
casos, no satisfacen las leyes de la mecéanica clasica. Por ejemplo, las entidades experimentan un continuo
forcejeo con el ambiente para permanecer en un estado fuera de equilibrio, i.e. para permanecer vivas.

Como consecuencia, el estado de las particulas debe incluir variables que describan apropiadamente
dichas estrategias. La teoria cinética de particulas activas introduce la variable actividad para describir la
estrategia desarrollada.

2. Heterogeneidad: No todas las entidades exhiben la misma habilidad para expresar una estrategia.
La heterogeneidad caracteriza a la mayor parte de los sistemas vivos, en el sentido que las caracteristicas de
cada entidad individual pueden incluso diferir respecto de otra entidad que pertenece a la misma estructura.
En biologia, por ejemplo, esto se debe a que un mismo genotipo puede expresarse mediante diversos fenotipos.

3. Capacidad de aprendizaje: Los sistemas vivos reciben inputs del ambiente y tienen la habilidad
de aprender de experiencias pasadas. Por lo tanto, su habilidad estratégica y las caracteristicas de las inte-
racciones entre entidades vivientes evolucionan en el tiempo. Por ejemplo, una sociedad puede inducir una
estrategia colectiva a través de aprendizajes individuales.

4. Interacciones: Las interacciones son generalmente de tipo no lineal e involucran vecinos inmediatos,
pero en algunos casos también particulas distantes. De hecho, los sistemas vivientes tienen la capacidad de
comunicarse y eventualmente elegir diferentes caminos. En algunos casos, la distribucién topolégica de un
numero fijo de vecinos puede jugar un rol clave en el desarrollo de una estrategia. Las interacciones modifican
el estado de las entidades individuales: éstas participan en un juego en cada interaccion, con un output que
normalmente estd relacionado con las capacidades de supervivencia y adaptacion.

5. Mutaciones y evolucidn: Los sistemas vivientes son evolucionarios. Por ejemplo, los nacimientos
pueden generar individuos mejor adaptados al ambiente. Si uno desprecia este aspecto, significa que la escala
de tiempo involucrada en la observacion y el modelado del sistema no es lo suficientemente larga como para
observar eventos evolucionarios. Dicha escala de tiempo puede ser muy corta para sistemas celulares, o muy
larga para vertebrados.

La teoria cinética de particulas activas puede aplicarse a sistemas que exhiben las siguientes caracteris-
ticas:

(i) El sistema esta constituido por un gran ntmero de entidades que interacttian, llamadas particulas
activas, cuyo estado microscépico incluye, ademas de variables geométricas y mecénicas, una variable
adicional llamada actividad, que representa la habilidad individual para expresar una funcién o es-
trategia especifica. Los sistemas vivientes son capaces de desarrollar comportamientos que no pueden
explicarse solamente mediante las leyes de la mecéanica clasica y, en algunos casos, pueden generar
procesos proliferativos y/o destructivos. Estos comportamientos no son simplemente expresiones indi-
viduales y aisladas, sino que generalmente dependen de la interaccién con todos los deméas individuos.

(ii) La actividad esta heterogéneamente distruibuida sobre las particulas activas, que tienen la habilidad
de expresar la misma funcién con diferentes intensidades. El estado global del sistema se describe por
medio de una funcién de distribucién sobre el estado microscépico de las particulas.

(iii) Un subsistema funcional es un conjunto de particulas activas que se caracteriza porque todas
ellas expresan la misma estrategia. De este modo, el sistema en su totalidad est4 constituido por
varios subsistemas funcionales interactuantes. En general, la descomposiciéon en subsistemas funcionales
depende del fenémeno especifico bajo estudio. Este concepto permite reducir la complejidad de un
sistema viviente y fue inicialmente introducido por Hartwell [63] con su teoria de modulos, la cual es
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considerada como la primer contribucién a la biologia sistémica.

(iv) Las interacciones modifican el estado de las entidades interactuantes, mientras que su estrategia puede
ser modificada de acuerdo a la estructura de su distribucién heterogénea. Las interacciones no ocurren
solamente por contacto, sino que pueden distribuirse en el espacio o a través de redes. Generalmente, los
sistemas vivientes se comunican ya sea directamente o través de distintos medios. Como consecuencia,
cada entidad interactia con todas las deméas entidades que se encuentran en un cierto dominio de
interaccion, que en algunos casos esta identificado por una zona de visibilidad mientras que en otros
por una red de comunicacion.

Esta teoria ha sido ampliamente utilizada para la derivaciéon de una gran variedad de modelos para
sistemas complejos biologicos. Por ejemplo, teoria de la evolucion [21], formacion de opiniones [34], compe-
tencia inmunitaria [28, 30], epidemias de virus con mutaciones [47, 50|, dindmica de trafico vehicular y de
multitudes de personas [17, 23, 27], y sistemas sociales [5, 6, 12, 70, 85], entre otros.

Es importante senalar que la teoria cinética de particulas activas no puede considerarse como una genera-
lizacién inmediata de la teoria cinética clasica, debido a que la descomposicién del sistema y las interacciones
se modelan de modo diferente, [20]. Sin embargo, bajo ciertas hipotesis ad hoc, puede mostrarse que el modelo
clasico de la teoria cinética puede verse como un caso particular de la teoria cinética de particulas activas,

18]-

4.2. Representacion a través de la teoria cinética de particulas ac-
tivas

Consideremos un sistema fisico constituido por un gran ntamero de particulas activas. A la hora de
representar un sistema de este tipo, una primer cuestion que debe esclarecerse es aquella relacionada a las
escalas de observacién y representacion.

La escala microscopica corresponde a la evolucion de aquellas variables que permiten describir el estado
fisico de cada particula individual. Cuando el nimero de particulas es suficientemente grande y es posible
obtener promedios locales del estado microscépico tomados en un volumen elemental que tiende a cero, se
puede hablar de escala macroscopica. Esta, pues, corresponde a la evoluciéon de variables promediadas
localmente, llamadas variables macroscépicas.

En general, estas dos escalas resultan suficientes para modelar la evolucion de sistemas inertes. Por otra
parte, los sistemas vivientes requieren anadir modelos derivados a escalas menores. Por ejemplo, la escala
microscopica en biologia corresponde a las células, mientras que la dindmica del nivel celular depende de la
dinamica de la escala molecular o de los genes. En algunos casos, inclusive, la complejidad del sistema requiere
el uso de escalas ain mayores, de tipo supermacroscopico, que corresponden a la dindmica poblacional.

A la hora de desarrollar modelos matematicos, el tipo de ecuaciones a tener en cuenta depende pre-
cisamente de la escala considerada. Generalmente, aquellos modelos basados en la escala microscopica se
formulan en términos de EDOs, en tanto que aquellos que se basan en la escala macroscopica se formulan
en términos de EDPs.

La principal motivacién para usar la escala macroscépica en lugar de la microscépica radica en la reduc-
cion de la complejidad de un sistema. Por ejemplo, cuando un sistema esta compuesto por un gran nimero de
elementos, el nimero de ecuaciones es demasiado grande como para tratarlo computacionalmente. Mas atn,
las variables macroscopicas tienen a veces interés practico, por lo cual es conveniente desarrollar ecuaciones
que involucren directamente estas variables.

El enfoque de la teoria cinética de particulas activas es completamente diferente [20], puesto que la escala
microscopica se utiliza para modelar la dindmica de interaccién entre las particulas activas, mientras que
el estado global de todo el sistema se describe mediante una funciéon de distribucion generalizada sobre el
estado microscopico. A continuacion formalizamos estas ideas.
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Definicion 4.2.1. El estado de cada particula activa es descrito por una variable fisica llamada estado
microscoépico, denotado por w:

w = {x,v,u} € Dy = Dy X Dy X Dy,

donde x es el estado microscopico geométrico, v es el estado microscépico mecanico y u denota la actividad.
El espacio de los estados microscépicos Dy, se denomina espacio de estados e incluye el espacio de estados
geométricos Dy, el espacio de estados mecénicos Dy y el espacio de actividades D,,.

En general, el estado geométrico se describe mediante las coordenadas espaciales de la particula en tanto
que el estado microscopico mecénico representa la velocidad. De este modo, asumimos que Dy C R3 y
D, C R3%. A su vez, imaginamos la actividad como un vector, Dy, C RP, p € N, en el cual cada componente
representa la capacidad de representar una cierta estrategia particular de p estrategias consideradas.

Definicién 4.2.2. La descripcién del estado global del sistema viene dada por la funcién
f:[0,00) X Dy — [0,00)

llamada funcién de distribucién generalizada, tal que f(¢, w) dw denota el ntiumero de particulas activas
cuyo estado, al tiempo ¢, se encuentra en el volumen elemental [w,w + dw] del espacio de estados. Bajo
hipotesis apropiadas de integrabilidad, el namero de particulas en el dominio A C Dy, al tiempo ¢, viene
dado por

nA(t):/A o ft,x,v,u)dx dv du.
X Dy X Dy

Observacion 4.2.3. Desde el punto de vista de la teoria de la medida, la existencia de la funcion f puede
garantizarse a través del Teorema de Radon-Nikodym. En efecto, si buscamos una funcién completamente
aditiva ¢(A)(t) que permita “contar” el nimero de particulas activas al tiempo t en cada subconjunto A C Dy,
dicho teorema asegura la existencia de una funcién integrable y no negativa f tal que ¢(A)(t) = [, f(t, w)dw.

Observacion 4.2.4. Si el nimero de particulas activas es constante en el tiempo, entonces la funcién de dis-
tribucién se puede normalizar y pensarse como una densidad de probabilidad. En la practica, es conveniente
llevar a cabo esta normalizaciéon respecto del niimero de particulas activas al tiempo ¢t = 0.

El conocimiento de f permite el calculo de cantidades macroscépicas, bajo ciertas condiciones de in-
tegrabilidad. En particular, la integracion sobre algunas de las componentes de w da como resultado una
densidad marginal. Por ejemplo, momentos de orden cero proveen informacién sobre el tamano o poblaciéon
local:

n[f](t,x) = / f(t,x,v,u)dv du,

DyxDy
donde los corchetes se utilizan para indicar el hecho que n puede interpretarse como un operador aplicado a
la funcion de distribucion f.

Si ademaés se integra sobre el conjunto Dy, se obtiene el tamafio o poblacién total del sistema:

N{A(E) = / nlf)(t, %)dx,

que puede depender del tiempo debido a procesos de nacimiento y muerte relacionados a las interacciones,
asi como también al flujo de particulas activas a través de las fronteras del conjunto.

Momentos de primer orden representan cantidades macroscopicas lineales relacionadas a la mecénica o a
la actividad del sistema. Por ejemplo, la velocidad masica de particulas activas al tiempo ¢ en la posicion
x viene dada por
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1

U[f](t, x) = NGO

/ vf(t,x,v,u)dv du.
Dy XDy

Todas las definiciones dadas anteriormente pueden generalizarse de forma inmediata al caso de sistemas
constituidos por n poblaciones interactuantes o subsistemas funcionales de particulas activas, denotadas por
el subindice ¢ = 1,...,n, donde cada una de ellas estd caracterizada por una cierta forma de organizar su
actividad y por diferentes interacciones con las demas poblaciones. En este caso, la descripcién del sistema
viene dada por la funcién de distribucién

fi :10,00) X Dy — [0, 00)

de la i-ésima poblacion. El conjunto de las funciones de distribuciéon de todas las poblaciones se denotaré
por f = {fi}.

Todos los calculos anteriores se extienden directamente. Por ejemplo, el tamano local de la poblacién
i-ésima en la posicién x al tiempo t viene dado por

n;[f](t,x) = / fi(t,x, v,u)dv du,
Dy XDy

el tamano total de la poblacion i-ésima, al tiempo t, es

Nit) = / na£](t, %) dx,

x

y por lo tanto el tamafio total del sistema es la suma de los tamanos de cada subsistema funcional

4.3. Modelado de las interacciones microscépicas

El desarrollo de modelos mediante la teoria cinética de particulas activas requiere, al igual que en el caso
de la teoria cinética clésica, estudiar la evoluciéon de las funciones de distribuciéon generalizadas. El primer
paso para obtener las ecuaciones de evoluciéon es modelar apropiadamente las interacciones microscopicas,
las cuales se refieren esencialmente a tres tipos de particulas activas:

e Particula test, tomada como representante del sistema, y cuyo estado microscépico al tiempo ¢ esta
dado por w.
e Particula candidata, cuyo estado microscopico al tiempo ¢ estd dado por w,.

e Particula de campo, cuyo estado microscépico al tiempo t estd dado por w*.
Las interacciones pueden ser de dos tipos:

e Interacciones binarias de corto alcance, que se refieren a la accién mutua entre una particula test (o
candidata) y una particula de campo, cuando la particula de campo ingresa al dominio de interaccién
de la particula test (o candidata). Este dominio tiene una dimensioén del mismo orden de magnitud
que el correspondiente tamano de las particulas activas que interactian.
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Particula test
Dominio de
interaccion

Particula campo

Figura 4.1: Interacciones de corto alcance.

e Interacciones de largo alcance, que se refieren a la accion que todas las particulas de campo presentes
en el dominio de accién de la particula test ejercen sobre ella. Esta interaccién sigue siendo de tipo
binario y la dimensién del dominio de interaccién puede tener un orden de magnitud méas grande que
el correspondiente tamano de las particulas activas.

Ambos tipos de interacciones se pueden visualizar en las Figuras 4.1 y 4.2. Por otra parte, las interacciones
también pueden clasificarse en:

e Interacciones conservativas, que modifican el estado (geométrico, mecanico o actividad) de las particu-
las involucradas, pero sin cambiar el tamano de la poblacién.

e Interacciones no conservativas (proliferativas o destructivas), que generan nacimiento o muerte de
particulas activas.

La dinamica de este tipo de interacciones puede visualizarse en la Figura 4.3.

En las aplicaciones tratadas en esta tesis nos ocupamos fundamentalmente de interacciones binarias
de corto alcance. Consideremos en primer lugar el caso de interacciones conservativas localizadas entre la
particula candidata con estado w, y la particula de campo con estado w*. Las interacciones microscépicas
pueden modelarse teniendo en cuenta las siguientes funciones:

e La tasa o frecuencia de encuentros n(w.,w*), que depende para cada par de particulas de sus
respectivos estados microscopicos.

e La densidad de probabilidad de transicién
O(Wi, W W) : Dy X Dy X Dy — R4 (4.1)

denota la probabilidad de que una particula activa candidata con estado w. pase al estado w de la particula
test luego de una interaccién con una particula de campo con estado w*. El término de interaccién ¢ tiene
la estructura de una densidad de probabilidad con respecto a la variable w:

YWy, W : / (W, W w)dw = 1.
Dy



4.3. MODELADO DE LAS INTERACCIONES MICROSCOPICAS

45

Particula test

Dominio de
interaccion

Particulas campo

Figura 4.2: Interacciones de largo alcance.

(a) Interacciones conservativas (b) Interacciones proliferativas (c) Interacciones destructivas

Figura 4.3: Distintos tipos de interacciones binarias.



46 CAPITULO 4. INTRODUCCION AL MODELADO DE SISTEMAS VIVIENTES

Las funciones n y ¢ permiten calcular los flujos CT y C~ de particulas activas que entran y salen del
elemento de volumen dw del espacio de estados:

CHf)(t w) = / (s WP, W5 W) (E, W) £, W)W, (4.2)
Dy X Dy
C[f)(t,w) = f(t,w) / n(w, W) £ (1w )dw (4.3)

w

Si consideramos ahora interacciones no conservativas entre la particula test (o candidata) y la particula de
campo, que ocurren con la misma tasa de encuentros n recién definida, debemos tener en cuenta la existencia
de eventos proliferativos y/o destructivos. Para ello, se define la tasa de proliferacion pu(w., w*; w), que
representa la proliferacion en el estado w debido a la interaccién entre una particula candidata con estado
w, y una particula de campo con estado w*. Asimismo, la tasa de destruccién v(w,w*) se refiere a la
desaparicion de la particula test con estado w debido a la interaccién con una particula de campo con estado
w*. Notese que los procesos destructivos ocurren siempre en el estado de la particula test.

De este modo, el flujo neto en el elemento de volumen dw del espacio de estados de la particula test
debido a procesos proliferativos y destructivos puede escribirse, respectivamente, como:

P[f](tvw):/D . N(W, W) p(we, w5 w) (8, wi) f(t, w")dw.dw”, (4.4)
D[f](t,w) = f(t,w)/D n(w, w*)v(w, w*) f(t,w*)dw". (4.5)

Todas las consideraciones anteriores pueden generalizarse de forma inmediata al caso de sistemas de
poblaciones, teniendo en cuenta las siguientes particulas:

e Particula test, tomada como representante del sistema, que pertenece al subsistema funcional i y
cuyo estado microscopico al tiempo t estd dado por w.

e Particula candidata, que pertenece al subsistema funcional h y cuyo estado microscépico al tiempo
t esta dado por w,.

e Particula de campo, perteneciente al subsistema funcional k£ y cuyo estado microscopico al tiempo
t esta dado por w*.

De este modo, las funciones de interaccién correspondiente son:

e La tasa o frecuencia de encuentros 7 (w,, w*) entre una particula candidata de la poblacion h con
estado w, y una particula de campo de la poblacién k con estado w*, que depende del estado microscépico
y del tipo de poblacion al cual pertenecen las particulas que interactian.

e La densidad de probabilidad de transicién ¢}, (w.,w*;w) denota la probabilidad de que una
particula candidata perteneciente a la poblacién h con estado w, pase al estado w de la poblacién ¢ luego
de interactuar con una particula de campo perteneciente a la poblacién k con estado w*.

e La tasa de proliferacion ut, (w., w*;w) generada por la interaccion de la particula candidata
perteneciente a la poblacién A con estado w,, y la particula de campo perteneciente a la poblacién k con
estado w*. La proliferaciéon da lugar a una nueva entidad que pertenece a la poblacién i y tiene el estado w
de la particula test.

e La tasa de destruccion v;;(w, w*) generada por la interaccion entre la particula test de la poblacion
1 con estado w y la particula de campo de la poblacién k con estado w*. Nuevamente aqui, se asume que la
particula destruida desaparece en el mismo estado de la particula test.
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Las expresiones (4.2)-(4.5) se extienden de forma inmediata al caso de n poblaciones:

G [f)(t, w) = };; /Dwwa Mhie (W, W) @i (W, W5 W) fr (t, W) fi (8, W) dwdw™, (4.6)
Cz_ [f](tv W) = fi(ta W) é /Dw ik (Wa W*)fk(ta W*)dW*v (47)
Pi[f](t, w) = ;; /Dwwa e (W, W), (W, W5 W) fr, (8, W) fio(t, W) dwdw™, (4.8)
D;[f](t,w) = fi(t,w) Z/ Nite (W, W )vin (W, W) fio (8, W™ )dw™. (4.9)

k=1 Dw

4.4. Estructuras matematicas

Los modelos matemaéticos derivados a partir de la teoria cinética de particulas activas se basan en
un andlisis de la evolucién de las funciones de distribucién generalizadas. La ecuacién de evoluciéon puede
escribirse formalmente como:

ﬁifi :j\/ifi7 Vi = 1,...,7’L, (410)

donde £; es un operador lineal y A; es un operador no lineal, actuando sobre las funciones de distribucion
generalizadas. Estos operadores pueden obtenerse igualando la tasa de variacion de la funcion de distribucion
en cada elemento de volumen del espacio de estados a los flujos de entrada y salida debido a interacciones
microscopicas:

Tasa de variacién del

© A Flujo de entrada
numero de particulas

Flujo de salida

activas en el elemento
de volumen del espa-
cio de estados

de particulas activas
debido a interacciones
conservativas

de particulas activas
debido a interacciones
conservativas

Flujo neto

de particulas activas
debido a interacciones
proliferativas/destruc-

Flujo neto del medio
externo y/u otro tipo
de fen6menos

(4.11)

tivas

La expresion anterior puede especificarse de acuerdo a las funciones de interaccion definidas en la seccién
anterior, obteniendo la siguiente ecuacién de balance:

df;i
Vet - orw P - Dl + B (4.12)
parai=1,...,n y donde E; denota el flujo neto del medio externo y aquel debido a otros fenémenos hasta

aqui no considerados. Luego, considerando la definicién de derivada material se tiene que:
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df; _ of;
dt ot
donde el primer término del miembro derecho es la componente local, que denota la variacién asociada al
cambio temporal en la posicién actual; en tanto que el segundo término es la componente convectiva, que
corresponde a la variacién asociada al cambio de posicién de la particula. Recuérdese que la derivada material

describe la tasa de cambio de una cierta magnitud fisica para un elemento material sujeto a un campo de
velocidades [38].

+ V-vxfia

De este modo, la sustitucion de las ecuaciones (4.6)-(4.9) en (4.12) da como resultado la siguiente
expresion general:

a n n )
(& —I—V.Vx) filt,w) = ZZ/D Nt (Wa, W)@ (W, W5 W) [ (8, W) fr (6, w™ ) dw . dw™

4.5. Modelos discretos

Algunos sistemas complejos, tales como sistemas celulares o sociales, pueden ser caracterizados por una
variable discreta. Por ejemplo, una cierta funcién biolégica podria identificarse por dos estados: activo o
suprimido.

Hay varias causas que motivan la discretizacion de la variable actividad [29]. En ocasiones, resulta util
reducir la complejidad de las ecuaciones continuas para el tratamiento computacional. Otras veces, es el
propio andlisis biolégico el que sugiere discretizar: esto ocurre cuando el estado microscépico, en lugar de ser
representado por una distribucion continua, puede tomar unicamente una cantidad finita de valores.

Como veremos a continuacion, la ecuaciéon de evolucion para el caso discreto es un sistema de EDPs
que corresponde al sistema integro-diferencial (4.13). Por otro lado, en el caso de homogeneidad espacial, la
ecuaciéon de evolucién se expresa como un sistema de EDOs. En principio, si el namero de poblaciones es
mayor que uno, el modelo podria incluso ser hibrido: con distribuciones continuas para algunas poblaciones
y distribuciones discretas para otras.

A continuacién analizaremos el caso de sistemas espacialmente homogéneos, de modo tal que las aplica-
ciones de los proximos capitulos resulten autocontenidas en esta tesis. Para més detalles, referimos al lector
a [29, 33].

Sistemas discretos espacialmente homogéneos
Consideremos un sistema formado por n poblaciones en el cual las interacciones dominantes son de tipo

biolégico. Un modelo discreto en el caso espacialmente homogéneo es aquel en el cual la dependencia espacial
y mecanica puede despreciarse y la variable actividad se discretiza dentro de un conjunto de valores

I, ={u1,...,uj, ..., um}, meN,
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y la ecuacién de evolucion se refiere a las funciones de distribucién f;; correspondientes a la poblacién i-ésima
y al estado j-ésimo. De este modo, el sistema original de n ecuaciones integro-diferenciales (4.13) se sustituye
por un sistema de n x m EDOs.

La derivacion de las ecuaciones sigue la misma linea que para el caso general continuo. El primer paso
consiste en representar las interacciones microscopicas en las que intervienen la particula test, representante
del sistema, perteneciente a la poblacion 7 con estado u;; la particula candidata perteneciente a la poblacién
h con estado u,; y la particula de campo perteneciente a la poblacién k con estado u4. Dichas interacciones
vienen descritas por las siguientes funciones:

e La tasa o frecuencia de encuentros 77}, que depende de las poblaciones h, k de las particulas
interactuantes, asi como también de sus estados microscopicos up, ug.

e La densidad de probabilidad de transicion B}}(i,j) que denota la densidad de probabilidad de
que una particula candidata de la poblacién h con estado u, experimente una transicién al estado u; de
la poblacién ¢, luego de una interaccién con una particula de campo de la poblacién k con estado u,. Esta
funcion tiene la estructura de una densidad de probabilidad con respecto al estado de la particula test:

Yy, ug € Iy, Vh,k=1,...,n: ZZ BY(i,5) = 1.

i=1 j=1

e La tasa de proliferacion y}%(i,7) corresponde al nacimiento de particulas en el estado u; de la
poblacién ¢, debido a la interacciéon entre una particula candidata de la poblaciéon h con estado u, y una
particula de campo perteneciente a la poblacion k con estado ug.

Jq

e La tasa de destruccién v;, corresponde a la desaparicion de una particula de la poblacién ¢ con

estado u; como consecuencia de un encuentro con una particula de la poblacion & con estado u,.

Teniendo en cuenta el balance (4.12) realizado para el caso continuo, se obtiene para este caso el siguiente
sistema de EDOs:
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donde E;; representa el flujo externo o debido a otro tipo de fenémenos en el estado u; de la poblacién i.






Capitulo 5

Un modelo para la competencia
Inmunitaria

5.1. Introduccién

El sistema inmune, en organismos multicelulares, es un sistema de 6rganos que actiia como defensa
del cuerpo ante agentes patogenos externos (virus, bacterias, parasitos) asi como también ante desérdenes
celulares internos, [29, 49]. Una de las principales caracteristicas de este sistema es su elevada especificidad,
puesto que implica el reconocimiento de un invasor determinado y la elaboracién de un ataque contra él. La
respuesta consiste en dos fases: una respuesta primaria al ataque inicial del invasor (respuesta innata) y una
respuesta secundaria rapida a ataques posteriores del mismo agente (respuesta adquirida).

La respuesta innata se activa rapidamente y tiene lugar cada vez que un agente infeccioso es encontrado
y detectado mediante el reconocimiento de su estructura molecular especifica. Para luchar contra el agente
infeccioso, la respuesta innata dispone de dos componentes: células especializadas de la familia de los leuco-
citos y el sistema complementario. Este tltimo esta compuesto por un gran ntmero de proteinas y citoquinas
de bajo peso molecular: cuando se detecta una infeccién se produce una reaccién en cadena que comienza
con un incremento en el flujo sanguineo en la zona, contintia con la atraccion de células fagociticas mediante
la secrecion de moléculas quimiotécticas, y finalmente se logra perforar la membrana de la célula dahada. A
su vez, los leucocitos son células que actian envolviendo o destruyendo al agente patégeno.

La respuesta adquirida, en tanto, se activa luego de exposiciones repetidas a una cierta infeccién y
la especificidad de dicha respuesta deriva de las acciones e interacciones de dos grupos notables de célu-
las, conocidas como linfocitos B y linfocitos T. En los mamiferos, los sitios primarios de diferenciacion y
proliferacion de estas células son la médula 6sea y el timo, respectivamente.

Desde el punto de vista de su estructura organica, el sistema inmume es més difuso que otros sistemas,
como por ejemplo el sistema digestivo o el sistema excretor, pero se asemeja a éstos en que es una unidad
funcional integrada, [49]. No sélo incluye a la médula 6sea y al timo, sino también a los vasos linfaticos,
no6dulos linfaticos, bazo y amigdalas. Los vasos linfaticos son la via de retorno del fluido intersticial al sistema
circulatorio, en tanto que los noédulos linfaticos son masas de tejido esponjoso separadas en compartimentos
por tejido conectivo. Los microorganismos, particulas extranas y desechos tisulares que entran a los espacios
extracelulares de cualquier tejido son arrebatados en el fluido intersticial, barridos a los canales del sistema
linfatico y atrapados en los nodulos linfaticos. Estos se encuentran distribuidos por todo el cuerpo, aunque
la mayoria se hallan aglomerados en areas particulares como el cuello, las axilas y las ingles.

Por otra parte, una célula anormal, i.e. una célula portadora de una patologia, infectada por un virus o
bien neoplésica, puede proliferar velozmente aumentando el nimero de agentes infecciosos o inhibiendo de

o1
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algin modo la funcionalidad del sistema inmune. Desde este punto de vista, la invasién neoplasica puede
describirse como un tipo de infeccién, y la competencia entre células neoplasicas y células inmunes esta regida
por la dindmica de estos dos sistemas interactuantes. Las células neoplésicas pueden verse como un huésped
agresivo, al menos en las primeras etapas de un tumor.

De este modo, podemos definir un tumor como una enfermedad originada debido a un desorden celular,
que permite a ciertas poblaciones celulares manifestar caracteristicas desviadas de la normalidad, [29]. La vida
de una célula es regulada por los genes contenidos en su nicleo, los cuales pueden eventualmente activarse
o inhibirse. Tipicamente se requiere una serie de varias mutaciones genéticas antes de que una célula se
convierta en una célula tumoral. El proceso involucra dos tipos de genes: oncogenes y genes supresores
tumorales. Los primeros promueven tumores cuando se activan por una mutacién genética, en tanto que los
segundos previenen la formacion de tumores salvo que sean inhibidos por una mutacion.

Una célula normal puede comenzar a desviarse de la normalidad genética a través de una lenta degradacion
y variacién del genoma o bien a partir de algin evento catastréfico. Las células degeneradas reciben una
senal de apoptosis, muerte celular natural, aunque algunas de ellas pueden evitarla dado que son capaces
de autosintetizar proteinas que les permiten “escapar” de los controles naturales. Una vez que las muta-
ciones genéticas concluyen, el tumor inicia su proliferacion clonal: las nuevas células no alteran su estructura
genética y comienzan a crecer en nimero y volumen.

En esta etapa, las células tumorales compiten con el sistema inmune y, en caso de no ser reconocidas y
destruidas, comienzan a condensarse en una masa solida: este es el pasaje de la escala microscopica (celular)
a la escala macroscopica. Por lo tanto, la transformacion maligna de las células normales consiste en la
adquisicion progresiva de una serie de cambios genéticos especificos que actian desobedeciendo los fuertes
mecanismos antitumorales que existen en todas las células normales.

Estructuralmente, los nédulos linfaticos préximos a una zona cancerosa pueden contener células neoplasi-
cas que se han separado de un tumor primario. Es por ello que en las cirugias por cancer estos nédulos son
frecuentemente extirpados, no sélo para eliminar las células malignas que pudieran contener, sino también
para determinar si la enfermedad se ha extendido desde el tumor primario.

La competencia entre el sistema inmune y células tumorales es un proceso complicado, donde fenémenos
celulares y moleculares juegan roles importantes. El modelado de la dindmica a escala celular se lleva a cabo
mediante la teoria cinética de particulas activas, a partir del trabajo original [25], y luego desarrollado y
extendido por varios autores, entre otros [9, 26, 28, 29, 30, 36, 37, 40, 43].

El valioso trabajo de Hanahan y Weinberg [62] se ocupa de los cambios en la fisiologia celular que carac-
teriza el crecimiento del cancer. Ellos postularon que la mayoria, si no todos los tumores malignos, adquieren
las mismas caracteristicas funcionales durante su desarrollo, aunque a través de diferentes estrategias. Estas
caracteristicas, conocidas como hallmarks del cancer, son:

= Insensibilidad frente a las senales que frenan el crecimiento celular.

= Auto-suficiencia en las senales de crecimiento.

= Evasion de la apoptosis (muerte celular programada).

= Angiogénesis (formacién de nuevos vasos sanguineos) mantenida.

= Potencial de replicacién ilimitado.

= Invasion tisular y formacion de metastasis.

El sistema inmune juega un rol importantisimo y en [44] se indentifican los hallmarks que emplea el

cancer para escapar de la defensa inmunitaria. En este trabajo, los autores identifican los siguientes tres
estadios desarrollados por células experimentando progresivos niveles de malignidad:

1. Capacidad para desarrollarse en un medio crénicamente inflamado.
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2. Capacidad para evadir la vigilancia y el reconocimiento inmune.

3. Capacidad para suprimir la reaccién inmune.

En este capitulo se desarrolla un modelo, publicado en [28], que tiene por objeto dar un marco matematico
a esta dindmica de competencia inmunitaria, que puede concluir con una supresién de las células cancerosas
o bien con su crecimiento indefinido y la consiguiente condensaciéon en estructuras sélidas.

5.2. Representacion de sistemas multicelulares e interacciones celu-
lares

Consideremos un sistema compuesto por un gran nimero de células interactuantes, que desde el punto
de vista tedrico seran particulas activas, cuyo estado fisico microscopico se describe mediante la variable
actividad, tal como se defini6 en el capitulo anterior.

El primer paso para la aplicaciéon de la teoria cinética de particulas activas es la identificaciéon de los
subsistemas funcionales, que se desarrolla considerando las diversas etapas de mutaciones selectivas experi-
mentadas por células cancerosas, basadas en los hallmarks inmunes descritos en [44]. Se propone la siguiente
division en subsistemas funcionales:

= { = 1 denota las células epiteliales, que tienen la habilidad (que se asume uniforme para todas ellas) de
promover fenémenos proliferativos. De este modo, pueden generarse células con el mismo fenotipo de
la célula madre, pero también células con un fenotipo modificado. Se asume ademas que el organismo
es una fuente de células epiteliales, con lo cual su nimero serd considerado como una constante en el
tiempo.

= i = 2 denota aquellas células, generadas a partir del primer subsistema funcional, que tienen la
capacidad de prosperar en un microambiente crénicamente inflamado.

= § = 3 denota el sistema funcional compuesto por aquellas células, generadas a partir del subsistema
funcional precedente, que tienen la capacidad de evadir el reconocimiento inmune.

= | = 4 denota aquellas células que tienen la capacidad de suprimir la reaccién inmune.

= ; = 5 denota las células del sistema inmune innato, que tienen la habilidad de adquirir, mediante
procesos de aprendizaje, la capacidad de contrastar el desarrollo de células cancerosas.

= ¢ = 6 denota aquellas células generadas a partir del sistema inmune innato, que tienen la capacidad de
contrastar el desarrollo de células cancerosas del subsistema funcional denotado por ¢ = 2, i.e. células
cancerosas del primer hallmark.

= § = 7 denota aquellas células generadas a partir de los dos subsistemas funcionales anteriores, que tienen
la capacidad de contrastar el desarrollo de células cancerosas del subsistema funcional denotado por
1 = 3, i.e. células cancerosas del segundo hallmark.

= ; = 8 denota aquellas células generadas a partir de los tres subsistemas funcionales anteriores, que
tienen la capacidad de contrastar el desarrollo de células cancerosas del subsistema funcional denotado
por i = 4, i.e. células cancerosas del tercer hallmark.

Observacion 5.2.1. El término célula cancerosa se referira de aqui en adelante a cualquier célula perteneciente
a los subsistemas funcionales i = 2,7 = 3 0 ¢ = 4, i.e. a cualquier célula que no sea ni epitelial ni inmune. El
término célula inmune, en tanto, se referira a cualquier célula perteneciente a los subsistemas funcionales
i=b5ai1=28.

Observacion 5.2.2. La descomposicion en sistemas funcionales propuesta se refiere especificamente a las
caracteristicas postuladas en [44]. El proceso de aprendizaje de las células inmunes serd representado a
través de la progresion de la actividad.
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La actividad se representa mediante una variable discreta, que toma valores en el siguiente conjunto:

IL,={0=wu1,...,uj,....,um =1}, meN,

donde u; < ujy1, paraj=1,...m—1.

Esta variable esta heterogéneamente distribuida y se asume que valores crecientes de actividad corres-
ponden a una creciente capacidad del subsistema funcional para expresar su funcién biologica.

La representacion global del sistema se describe mediante la funcién de distribucion generalizada:

fii[0,00) x I, = [0,00), i=1,..,8, j=1,...,m. (5.1)

El indice 7 denota el subsistema funcional, y de este modo f;(¢,u;) = f;;(t) representa el nimero de
particulas activas pertenecientes al subsistema funcional ¢ que, al tiempo ¢, tienen un estado u;. De esta
forma,

nl[f](t) :Zfij(t)a i=1,..,8, (52)

denota el namero de particulas activas que, al tiempo ¢, pertenecen al subsistema funcional . El conjunto
de todas las funciones de distribucién se denota por f = {f;;}.

Esta representacion es consistente con el comportamiento heterogéneo de las células y con la necesidad
de reducir el gran nimero de componentes.

Con el objeto de describir la evolucién temporal de las funciones f;;, se realiza un balance igualando la
tasa de variacién del nimero de particulas en el estado u; del subsistema funcional ¢, con la diferencia entre
los flujos de entrada y salida a este estado, obteniendo:

—dfﬁf D~ 0yl + Pylf)) — Dylfln) — Lula)o), (5.3)

parai = 1,..,8y j = 1,...,m, donde Cj;, P;;, D;; y L;; son operadores que acttian sobre el conjunto de
funciones de distribucién. Especificamente,

Ci;1f1(t) es el flujo neto, al tiempo ¢, de particulas en el estado w; del subsistema funcional ¢, debido a
interacciones conservativas que sélo modifican el estado microscopico;

P;;[f](t) es la ganancia, al tiempo ¢, en el estado u; del subsistema funcional i, debido a eventos proliferativos;
D;;[f](t) es la pérdida, al tiempo t, en el estado u; del subsistema funcional ¢, debido a eventos destructivos;

L;;[f](t) es la relajacion natural del sistema inmune a un cierto estado sano, al tiempo ¢, en el estado u; del
subsistema funcional i.

5.2.1. Interacciones celulares

El proximo paso en el desarrollo del modelo es representar las interacciones entre las particulas activas
que componen el sistema. En cada interaccion, las particulas participan en juego, en el cual pueden cambiar
su estado con el objeto de desarrollar su propia estrategia, eventualmente dando lugar a eventos proliferativos
o destructivos. Tal como se indico en el capitulo anterior, las particulas activas pueden clasificarse, desde el
punto de vista de las interacciones, en particulas test, candidatas y de campo cuyas funciones de distribucion
son fi;(t), fap(t) ¥ frq(t), respectivamente. La particula candidata puede adquirir, en probabilidad, el estado
de la particula test como resultado de la interacciéon con una particula de campo. Con el fin de simplificar
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la notacioén, usaremos la abreviaciéon “particula hp” para representar a una particula activa perteneciente al
subsistema funcional h con estado u,. Los términos de interaccién a tener en cuenta son:

e 1)/ [f] es la frecuencia de encuentros entre una particula candidata hp y una particula de campo kq.

o BY(j)[f] es la densidad de probabilidad de transicién de que una particula candidata ip pase al estado j
del mismo subsistema funcional como resultado de una interaccién con una particula de campo kg, tal como
se muestra en la Figura 5.1.

Figura 5.1: Dinadmica de interacciones conservativas. Una particula candidata del subsistema h
con estado u, puede experimentar una interaccién conservativa con una particula de campo del
subsistema k. El output de dicha interacciéon puede ser w,_1, up 0 upt1, dependiendo del tipo de
interaccion.

e 1159 (i, ) representa la tasa de proliferacion de particulas en el subsistema i con estado j, debido a interac-
ciones que ocurren con una frecuencia 77 entre una particula candidata hp y una particula de campo kq.
Las interacciones pueden inducir eventos proliferativos generando, aunque con baja probabilidad, una célula
hija que presenta modificaciones genéticas respecto de la célula madre, tal como se muestra en la Figura
5.2. En algunos casos, estas proliferaciones en poblaciones genéticamente modificadas representan la primer
mutacion que conduce al surgimiento de células cancerosas, [15].

e ! representa la tasa de destruccion neta en el estado ij, debido a interacciones entre la particula test ij
y una particula de campo kg, tal como se muestra en la Figura 5.3. Las interacciones pueden inducir eventos
destructivos puesto que el sistema inmune tiene la capacidad de matar células cancerosas.

e )\ representa la tendencia natural del sistema inmune de relajarse a un cierto estado sano, [46].

De este modo, los términos del miembro derecho de la ecuacion de evolucion (5.3) pueden ser escritos de
la siguiente manera:

Ciilf1 =D bt BEG)S) Fip Fra — Fis D D> i 1f] Fras (5.4)

k=1p=1q=1 k=1 q=1

Pilf1=Y 3 3 1A b (i) frp Fras (5.5)

h=1k=1p=1q=1

Dii(f1 = fi; D> AV fra, (5.6)

k=1g=1

parat=1,...,8yj=1,..m,y
Lij[f] = M(fij — £)); (5.7)
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h+1

Figura 5.2: Dinamica de interacciones proliferativas. Una particula candidata (célula madre) del
subsistema h interacttia con una particula de campo del subsistema k, dando como resultado una
célula hija. Esta puede pertenecer ya sea al mismo subsistema funcional con el mismo estado que
la célula madre, o bien puede mutar al subsistema funcional siguiente con el nivel de actividad mas
bajo.

parai=2>5,...8y 7 =1,...,m. En la tltima ecuacién se pone de manifiesto que en los términos de relajacion
para las poblaciones del sistema inmune se considera como estado sano el valor inicial de las distribuciones,
ie. g

Observacion 5.2.3. La notacién empleada en este capitulo para la densidad de probabilidad de transicién B
difiere ligeramente de la introducida en el capitulo anterior. Esto se debe a que el presente modelo considera
que las interacciones conservativas no experimentan cambio de subsistema funcional, con lo cual puede

emplearse un solo argumento.

A su vez, en algunos casos se utiliza la notacion By (7)[f] o n5,%[f] cuando sea necesario enfatizar la
dependencia de estas funciones de interaccién respecto del conjunto de las funciones de distribucién f,
cuestion particularmente importante en el desarrollo teérico de la Seccion 5.4.

5.3. Formulacion del modelo

En esta seccion formulamos el modelo de la dinamica colectiva del sistema multicelular, basado en el
marco matematico propuesto en la secciéon anterior, que viene dado formalmente por la ecuacion (5.3),
y particularizado por las ecuaciones (5.4)-(5.7). Para el desarrollo del modelo se requiere una descripcion
detallada de los términos de interaccién, los cuales han de tener en cuenta caracteristicas de la complejidad
del sistema, tales como interacciones no linealmente aditivas, competencia para la supervivencia, generaciéon
de nuevos fenotipos y selecciéon Darwiniana.

Observacion 5.3.1. En general, se requiere un enfoque diferente para describir las células de los distintos
subsistemas funcionales. Recuérdese que las células tumorales estan caracterizadas por los estadios o hall-
marks progresivos, mientras que las células inmumes estan caracterizadas por su capacidad de reconocer
dichos estadios.

e Frecuencia de encuentros. Para modelar la frecuencia de encuentros 7, se deben tener en cuenta las
funciones y expresiones especificas de las células, relacionadas también con procesos de aprendizaje. Sola-
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Figura 5.3: Dindmica de interacciones destructivas. Una particula test perteneciente al subsistema
h con estado u, que interactia con una particula de campo del subsistema k con estado u,, figura
(a), puede ser destruida (b).

mente se describirdn aquellos encuentros que conduzcan a progresiéon, mutacioén, proliferacién o destruccion,
refiriéndolos a un valor positivo y adimensional 79 < 1 que corresponde a las interacciones entre células
epiteliales y que sera incluido en la escala de tiempo. Teniendo en cuenta la dependencia de la frecuencia de
encuentros con la distancia entre las funciones de distribucion, se introduce la funcion

o (r L) Al 0, 7o,
ol — TARTA] 68)
0, fnll = I1fkl] = O,
para cada par de subsistemas funcionales (h, k), donde || fi|| = >_; [fi;]-

- Frecuencia de encuentros para los subsistemas funcionales h = 1,2,3,4 con k = 1. La frecuencia
de encuentros entre células tumorales y epiteliales aumenta con el hallmark h, dado que estadios
progresivos se corresponden con una mayor activaciéon para la busqueda de nutrientes necesarios en
vistas de una proliferacién creciente:

nhl[f] :noh\llhl[f]a Vh:1727374 (59)

Por otro lado, se asume que es nula para los encuentros entre células cancerosas: np, = 0,V h, k = 2,3, 4.

- Frecuencia de encuentros entre los subsistemas funcionales h = 5,6,7,8 con k = 1,2, 3,4. Las células
inmunes tienen la capacidad de identificar células cancerosas solo si han desarrollado dicha habilidad
a través de un proceso de aprendizaje. Se propone la siguiente estructura:

k[ f] = om0 Ynelf], o >0, (5.10)

para cada par (h, k) = (5,2), (6,2), (6,3),(7,2),(7,3),(7,4),(8,2),(8,3), (8,4).

Como veremos, el sistema inmune innato es capaz de identificar células cancerosas del primer hall-
mark para generar procesos de progresiéon y mutacién, pero no es aun capaz de ejercer una accion
destructiva. Dicha accion serd expresada por los subsistemas h > 5 sobre los hallmarks susceptibles
de reconocimiento. Por otro lado, se asume que la frecuencia de encuentros entre células epiteliales e
inmunes es nula, i.e. 91y =0, k=25,...,8.
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Observacion 5.3.2. Por simplicidad se ha asumido que 1 depende tnicamente de los diferentes subsistemas
funcionales, pero no del valor de actividad, razén por la cual hemos simplificado la notacién suprimiendo
los supraindices. El rol del pardmetro o es relevante puesto que caracteriza aquellos encuentros en los cuales
intervienen células del sistema inmune.

e Densidad de probabilidad de transicion. El fenémeno de progresion se refiere, de acuerdo a la Ob-
servacion 5.3.1, a un aumento de la actividad dentro de un mismo subsistema funcional. Esta dindmica se
modeliza con los términos de la forma B!(j). Solo consideramos aqui aquellas interacciones con frecuencia
de encuentros no nula, notando que para las demés se tiene BY!(j) = d,;, donde d,; = 1sip=jy dp; =0
en otro caso.

- Interacciones entre subsistemas funcionales h = 1,2,3,4 y k = 1. Las células epiteliales y cancerosas
pueden incrementar su estado de actividad sélo luego de interacciones con células epiteliales. Se asume
que la probabilidad de transiciéon disminuye con el estado de actividad de la particula candidata:

a(l—up), j=p+1, O0<a<l,
Bii() =4 1-a(l—u), j=n (5.11)
0, en otro caso.

- Interacciones entre subsistemas funcionales h = 1 y k = 2,3,4. Las células epiteliales fomentan la
progresion de células cancerosas sin cambiar su propio estado: Bi{(p) = 1.

- Interacciones entre subsistemas funcionales h = 5,6,7,8 y k = 2,3,4. Las células inmunes adquieren
progresivamente la capacidad de identificar aquellos subsistemas funcionales de células tumorales.
Como consecuencia, pueden incrementar su estado y la probabilidad de progresiéon disminuye a medida
que crece el estado p de la célula candidata:

a(l—up), j=p+1,
Bg3(j) = Bgz (4) = Br3(4) = Bgi(h) = a—aﬂ—uw7 J=0p (5.12)
, en otro caso.

- Interacciones entre células cancerosas de h = 2,3,4 y células inmunes k = 5,6,7,8. Se asume que estas
interacciones no inducen eventos biolégicos de tipo conservativo sobre las células cancerosas.

e Mutaciones. Estos eventos son de naturaleza poco frecuente, donde la generacion de una célula hija tiene
lugar en un subsistema funcional distinto a aquel de la célula madre. Estos términos se modelizan mediante
P (i, j), donde i = h 41 con output en el estado j = 1. De este modo, los términos de mutacién no nulos
son:

- Mutaciones que tienen lugar a partir de subsistemas h = 1,2, 3. Estan vinculadas a encuentros con el
primer subsistema funcional k = 1:

i=h+1,j=1, & >0,

en otro caso. (5.13)

.. €1 Up,
u%%ﬁ—{o !

- Mutaciones que tienen lugar a partir de subsistemas h = 5,6, 7. Estan relacionadas a una capacidad
creciente de las células inmunes de reconocer un hallmark especifico:

pq N €26 Up, J=1, &26>0,
H53(6,7) = { 0, en otro caso. (5.14)
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Parametro Significado biologico
79,0, T se refieren a las frecuencias de interaccion
« relacionado a la densidad de probabilidad en progresiones conservativas
€1,€96, €27, E28 modelizan las tasas de mutacién para células cancerosas e inmunes
51, B2 modelizan la tasa de proliferaciéon para células cancerosas e inmunes
vy se refiere a la tasa de destruccion
A se refiere a la relajacion del sistema inmune

Cuadro 5.1: Parametros del modelo.

pq N €27 Up, .] = 17 €o7 > 07

Hes(7,7) = { 0, en otro caso. (5.15)
Parq -\ _ ) E28Up, J=1, ¢€28>0,

H74(8,7) = { 0, en otro caso. (5.16)

e Eventos proliferativos. La proliferacion (reproduccion celular) ocurre dentro del mismo subsistema
funcional. Los términos correspondientes se modelizan mediante ;b9 (4, 7), donde ¢ = h y j = p. Se propone
el siguiente modelo:

- Proliferacion en los subsistemas de células tumorales h = 2,3,4. La proliferacién aumenta con el
hallmark, dado al programa de proliferaciéon no regulado que caracteriza a las células neoplasicas [62]:

Pq N Bihuy, j=p, B1>0
Hi1 (s 7) = { 0, en otro caso. (5.17)

- Proliferacién en los subsistemas de células inmunes h = 6,7,8. Las células del sistema inmmune
proliferan al verse estimuladas por encuentros con células neoplasicas pertenecientes a alguno de los
hallmarks identificados:

pq N B, j=p, B2>0
Hik (1) = { 0, en otro caso. (5.18)

para cada par (h, k) = (6,2),(7,2),(7,3), (8,2), (8,3), (8,4), siendo la tasa de proliferacion nula en los demas
casos no mencionados explicitamente.

e FEventos destructivos. Las células inmunes tienen la capacidad de suprimir aquellas células cancerosas
susceptibles de ser identificadas. Se asume que dicha capacidad aumenta con una creciente actividad de las
células inmunes. De este modo, los términos destructivos no nulos son:

pgq _ .pPq9 __ . Pq9 __ P9 __ _Pq __ _Pqg __
Vog = Vo7 = Vog = V37 = Vgg = Vyg = YUq, 7 > 0. (5.19)

Observacion 5.3.3. Las frecuencias de encuentros son simétricas: mpx = Nkn, Vb, k,p, g. Sin embargo, los
demés términos de interacciéon no tienen dicha propiedad debido a la no reversibilidad.

Observacion 5.3.4. La dinamica de relajacion (5.7) induce a las células inmunes a retornar a su estado de
centinelas luego de la supresion de células portadoras de una patologia.

El cuadro 5.1 resume el significado biolégico de los parametros introducidos en el modelo.

Como consecuencia de las ecuaciones (5.8)-(5.19), para cada funcion de distribucion f;;, los términos del
miembro derecho de la ecuacion (5.3) dados por (5.4)-(5.7), para j = 1,...,m, vienen dados por:
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Ciylfl = Yulflal —wuj-1) (1 =d1y) fig-1 mlf]
+  Unlflll — a1 —uy)lfijnalf] = Culflfrymlfls

Coi[f] = 2¥n[fla(l —uj—1) (1 —d1;) foij—1)nlf]
2o [fI[1 = a (1 —uy)]fo; na[f] = 2 War [f] fo; ma[f],

+

Csilf] = 3¥si[fla(l —uj_1) (1 = 1)) fag—1)nilf]
3Wsi[fI[L — a (1 —uy)]fsy ma[f] = 3 Wai[f]fz5 malf],

+

Cylfl = 4¥nlfla —uj—1) (1 = d1)) fag—1 mlf]
4V [fI[1 — a1 —uy)]fag na[f] — 4 Car[f] fag ma[f],

+

Csilfl = o¥slfla(l —uj—1) (1= d1j) fsj—1)nalf]

+ o Wsa[f][1 — a(l —uy)] fs; nalf] — o Ws2[f] f55 n2f],

Coilf] = oVelfla(l—uj_1)(1—015) foii—1ynalf]

+ o Welf][1 — a(l —uy)] fo; nalf] — o We2[f] fo; n2[f],

Crlf] = oVrn[fla(l —uj-1) (1 = 015) frj—1ynslf]

+ o Urs[fI[1 — a(l —uy)] fzj n3[f] — o Yaa[f] frj nalf],

Csilfl = o¥salfla(l —wuj—1) (1= d15) fej—1)nalf]

+ o Wsy[f][1 — a(l —uy)] faj nalf] — o Wsa[f] fsj nalf],

Poj[f] = 4Var[f] Bruj faymalf] + Wia[f]e1 615 ma[f Zupflp

Py;[f] =9 Va1 [f] B1uj fajnilf] + 2 Var[f]e1 615 ma[f Zuprp

M3 H

Py;[f] = 16 War[f] Bruj fagna[f] + 3 Wai[f]e1 01 na(f]
1

NI

Ps;f] = 0 Wealf] B2 foj n2lf] + 0 Wsa[f] €26 015 12| f] Joplp,

1

p

Prilf] = o%r(f]Be frinef] + 0\1’73[f] B2 frj nslf]

+ o0 Ugs[f]ear o1 nslf Zfﬁpup

Ps;[f] = o Ysalf] B fsjnalf] + o Vss[f] B2 fs; ns|f]

+ o Way[f] B2 faj nalf] + 0 Wra[f] €28 61 nalf Zf’?pupa

f3p7

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)
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en tanto que Py;[f] = Ps;[f] = 0. Mas aun,

Doj[fl =0 fo; > uqg (Was[f] foq + Wor[f] frg + Was[f] fsq) (5.34)
q=1
Ds;[f] =0 f33 > uq (Wsr[f] frg + Waslf] fsq) , (5.35)
q=1 m
Dujlf] =0y fsi > uqg Vas[f] fsq, (5.36)
g=1

mientras que D1,[f] = Ds;[f] = Ds;[f] = D7;1f] = Ds;[f] = 0. Finalmente

A .

mientras que L;;[f] = 0 parai=1,...,4, tal como se habia indicado en la ecuacion (5.7).

Hemos empleado la notacién d;; = 1 si ¢ = j, y d;; = 0 en otro caso. La tasa 7o ha sido absorbida dentro de
la escala temporal.

5.4. Analisis cualitativo y comportamientos emergentes

5.4.1. Analisis cualitativo

Consideremos el siguiente problema de valores iniciales:

dfij(t)
T Jii[f1(t),

(5.38)
fij(0) = [,

donde Ji; [f](t) = Ci;[f1(t) + Pi; [f1(t) — Di;[f1(t) — Li;[f](t), parai = 1,...ny j = 1,...m,y f = {fi;},
bajo el supuesto de que todos los términos L;;[f](t) son no nulos, i.e. los n subsistemas funcionales admiten
un término de relajacion en la ecuaciéon de evolucion correspondiente.

En consecuencia, el problema de valores iniciales (5.38) consiste en n x m ecuaciones diferenciales ordi-
narias en la incognita f;; : Rt — RT, junto con n x m condiciones iniciales g La prueba de existencia y
unicidad de solucion global en el tiempo estd basada en las propiedades Lipschitz del miembro derecho de
(5.38).

Para analizar si el problema (5.38) esta bien planteado, sea M, el espacio de matrices reales n x m, al
cual dotamos de la norma 1:

£ 1h=Y > 1F6l F={fi;} € Mum. (5.39)

i=1 j=1

Mas atn, introducimos el espacio lineal X = C([0, +00); M,,,,) de funciones continuas y con valores matri-
ciales
f:[0, +00) = My,

dotado con la norma infinito:

[ f llo=sup : If 1

te(0, 400

Notar que (X, || - ||so) es un espacio de Banach real. Denotaremos por X4 = {f € X : f(¢t) > 0,V¢t} al cono
no negativo del espacio X. Para T > 0, denotamos X1 = C([0, T|; Mum).
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Con el objeto de probar existencia global en el tiempo y unicidad de una solucién f = f(t) para el
problema de Cauchy (5.38), asumimos las siguientes hipotesis.

Hipoétesis H.1. Hemos definido B (j)[f] como una densidad de probabilidad de transicion, lo cual implica

que
m

ZBf,g(])[f] =1, Vi,k=1,...,n, Vp,gq=1,...,m.
j=1
Hipétesis H.2. Existe C;, > 0 tal que
0<mlf]<Cy, Vi k=1,..n.

Hipotesis H.3. Existen constantes L1, Lo tales que tanto la frecuencia de encuentros ;x| f] como la densidad
de probabilidad de transicion BY!(j)[f] satisfacen

lgi = fill + 1l gr = fi |

| nik[f] = niklg] |< L ol V9 € My, (5.40)
y
. . i — Ji |l + -
BRI - Bl 1< L S L= g g e v, (5.41)
para todo i,k =1,....,ny j,p,g =1, ....m, donde la norma considerada es la introducida en (5.8).

Observacion 5.4.1. 1. Se deduce facilmente a partir de (5.40) que, invirtiendo los roles de f y g:

I fi—gi |+ Il fe — gk |
| ik [f] = nirlg] 1< Ln Al - (5.42)
2. El término ¥y, dado por (5.8) satisface la hipotesis H.3 dada por (5.40). En efecto, aplicando la
formula de Taylor se tiene que

i waid e | Mgkl i Sl |
)= el T o T o T ™ Ta T+ 12T P

donde ¢ es una constante positiva tal que

, Il gi — gkl I fi = frll ; | gi — g |l I fi = full
c€ | min (7 T ), max(7 T )
lgill+ Mgl I ll+ 1 fel lgi 4+ Mgl I ll+ 1 fell

Luego,

lgi —gr L =1l fi = fx |

| Wirlf] — Walgl <7
i Il + 1 gx |
i =W gs I+ TS 1T = 1 g ]
+ Tl fi— el :

(g [+ 17 g IDCES 16D 1D

Usando la desigualdad ||| f || = || g II<Il f — g ||, se tiene

Nagi—Ffill+ 1 gk — fr |l <

lgi = fill + 1l gk — fx |
Il gill + I g | -

2T
I g ll

| Wirlf] = Warlg] |< 27

Bajo las hipétesis H.1, H.2 y H.3, se obtiene el siguiente:
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Teorema 5.4.2. Supongamos que se satisfacen las hipdtesis H.1, H.2 y H.3.

Existe f > 0 tal que si || fo [1< f§, entonces existe una constante positiva a tal que el problema (5.38)
admite una unica solucion global no negativa f € X, que satisface la siguiente estimacion:

1f®) h<al foll, te€(0,00). (5.43)

Observacion 5.4.3. Se puede evitar la acotacion || fo [|1< f§ sobre la condicioén inicial, pidiendo en lugar de
ello que el parametro A sea lo suficientemente grande. De este modo, enunciamos el siguiente:

Teorema 5.4.4. Supongamos que se satisfacen las hipdtesis H.1, H.2 y H.83 y sea fo € Mpm,.

Existe \° tal que si A > \°, entonces ewiste una constante positiva a tal que el problema (5.38) admite
una inica solucion global no negativa f € X, que satisface la siguiente estimacion:

1 f@) h<all folli, te(0,00). (5.44)

Considerando nuestro modelo, formado por las ecuaciones (5.3)-(5.7) con n = 8, y usando el hecho que
Lij[flt) =0parai=1,...,4y Vj=1,...,m, obtenemos el siguiente teorema de existencia local:

Teorema 5.4.5. Supongamos que se satisfacen las hipdtesis H.1, H.2 y H.3 y sea fo € Mp,.

Eziste una constante T tal que si t < T, entonces existe una constante positiva a tal que el problema
(5.38) admite una tunica solucion global no negativa f € Xr, que satisface la siguiente estimacion:

[ f@®) h<allfolx, tel0,T] (5.45)

Para demostrar los teoremas 5.4.2, 5.4.4 y 5.4.5, necesitamos algunas estimaciones preliminares sobre el
operador no lineal J* : X — M,,,, definido por

Jij = Jij + Lij, (5.46)
que vienen dadas por el siguiente lema:

Lema 5.4.6. Supongamos que se satisfacen las hipotesis H.1, H.2 y H.3. Luego, existe C; > 0 tal que
I <Gl £, (5.47)

17 =T gl < Ol Flle+ Mg ll) T =gl (5.48)

Demostraciéon. Noétese en primer lugar que J* = C;; + P;; — D;;. Entonces, para probar el lema es suficiente
establecer las estimaciones (5.47)-(5.48) para los términos C;;, P;; y D;; dados por (5.4)-(5.6).

Usando las hipétesis H.1 y H.2 y sumando sobre i, j se obtiene

NE

>3

NE
Ms

Zn:zm:|0ij| <

i=1 j=1

| nik (11 B DU | fip 1] frg |

s
Il
-

<.
Il
-

=]
Il

n
NE
NE
=

| it LS| fia |

bl
HM:
A

s
Il
-

<.
Il
-

BN | fip [ frg |

Ms iNgE )

k!

M=
NE
Ms

i=1 k=1 p=1 q:l j=1
n m

O YY YN
i=1 j=1 k=1q=1

< 20| FIR-
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Notese que

%M-—QMFEESZwmﬁﬁW(MWq%wam—%o

+ (95— fii) DD mikl9lokg
= S + Ty, (5.49)

donde S;; denota los dos primeros términos del segundo miembro y T;; los dos restantes.

Luego, usando nuevamente las hipétesis H.1 y H.2 y sumando sobre i, j se obtiene

NE
NE

zn:zm:|5ij|

i=1 j=1

IN
N

+
=
M- 1 1M

@mnm—wwwwnm—wg

NSERANGE
=3

s I

5 I

Ea

ik [f] = nilg) | gip 1| grq |

i=1 p=1qg=1
+ Gy D D D D BRI = BRGI g || gkg |
i=1 j=1 k=1p=1q=1
= I+J+K. (5.50)
El primer término I se acota del siguiente modo:
I<Cyl fllh+llgll) I f—gll- (5.51)
Ahora, usando (5.40),
e g = Sl gk — Sl
JoS L)y ¥ ) o 19inll9ka
i=1 k=1 p=1 q=1 9i
= g = il 4 gk = Jr |l
< nyyylestlelocilsy,,
i=1 k=1 q=1 gi p=1
= Liy 3> (g fill+ 1 gk = fx Dlgwal
i=1 k=1 g=1
< 2L [ f=glhllglh- (5.52)

Ahora bien, teniendo en cuenta los mismos argumentos, y usando (5.41) para la densidad de probabilidad
de transicion BY!(7)[f], tenemos

K<Clglhllf=gl. (5.53)



5.4. ANALISIS CUALITATIVO Y COMPORTAMIENTOS EMERGENTES 65

Por las hipotesis H.1, H.2 y H.3 y (5.42), y sumando sobre 7, j tenemos

n

YD NTGISC I FIh f =g i AL [ F L f =gl +Cyllg bl f =gl (5.54)

i=1 j=1

Finalmente, combinando (5.49)-(5.54), se deduce la estimacion (5.48) para el término C;;.

Aplicando el mismo razonamiento se pueden probar las estimaciones (5.47)-(5.48) para P;; y D;;. En efecto,

SIS UPGIAT < CoY DI IS i (6, 4) fap Fra
i=1 j=1 h=1k=1p=1g=1 i=1 j=1
< GO I ID T fFra=CuCull F IR,
h=1k=1p=1q=1

donde Cy, = méxp kp,g > i1 2 i1 Hig(is 7). Del mismo modo,

ZZ jIEyeiey B

donde C, = méx; j i q v}y. Queda asi completa la demostracion del lema. B

Definimos ahora el operador ¢ : X — X del siguiente modo:

Y(f)(t) = /o exp(A(s — ) J*[f](s)ds.

El siguiente lema proporcionarad una estimacion para :

Lema 5.4.7. Supongamos que se satisfacen las hipotesis H.1, H.2 y H.3.

Entonces 1 es una aplicacion continua de X en X, y existe ademds una constante C1 > 0 tal que:

C
1) o< 5 I1£ 12, (5.55)

1607 = 9(6) oo S0 £ e + 119 1) | 7 = o - (556)

Demostracion. Usando (5.47) tenemos que

t
(A i< Coll f 15 / exp(A(s — t))ds <& || F 12 (1= exp(=Xt).
0
con lo cual se obtiene (5.55). Mediante el mismo razonamiento, pero considerando la ecuacion (5.48), se
deduce facilmente (5.56).

Ahora bien, probemos en primer lugar la continuidad de la aplicacion ¢ — (f)(t). Sean t1,t2 € [0, +00) con
t1 < to. Hagamos
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B(F)(t2) — B(F)(h) = / exp(A(s — £2))7*[f](s)ds

+ / 1 exp(A(s —t2)) — exp(A(s — t1)))J*[f](s)ds.
0

Luego, usando (5.47) se obtiene

o) — () | < Gl f A / " exp(A(s — £2))ds

+ G fl% /0 1 | exp(A(s — t2)) — exp(A(s — t1)) | ds
< Gl fllta—ta]

NG IRt -t | / exple (5.57)

donde ¢ € (A(s —t2), A(s — t1)). Notando que ¢ < (s — t1), tenemos que

(5.58)

> =

(1 —exp(=At1)) <

>/I>—l

/ " exp(e)ds < / " exp(Ms — t2)))ds =

Por tultimo, combinando (5.57) y (5.58), se obtiene

[ (f)(t2) = () 1< 201 | f 2 2 —ta ] -

Esto implica que 9 (f) es Lipschitz para cada f € X. Luego, usando (5.56) queda completa la prueba
del lema. B

Demostracion de los Teoremas 5.4.2 y 5.4.4.

Multipliquemos en primer lugar la ecuacion (5.38) por exp(At),
d
{ 7 (EPO0) = (0 5(0) + Aesp (5, (5.59)
fZJ( ) - z]?

donde J* esta dado por (5.46).

Entonces, la ecuacion (5.59) puede escribirse de la forma de una ecuacion integral:

f=T0),

donde I' : X — X esta dada por
L(f) =2+ ¢(f) (5.60)

De este modo, la demostracion se basa en la aplicacién del método del punto fijo. Usando el Lema 5.4.7
tenemos que

C
D) o<l fo ll 450 1S s
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IT(f) = T(9) [leo< %(II Fllo + 11 g llo) I f =9 lloc -

Tomemos fy y A tales que

401
—— Il folh<1,

40
d=\1===1| folh,

1—-d
2C || folln

y sean

a=A

Esto implica que T" es una aplicacion contractiva en una bola en X de centro cero y radio a || fo ||1 si
| folli< fO= ﬁ o equivalentemente si A > A\ = 4C} || fo ||1. Luego, existe una tnica solucién global f(t)
del problema (5.38) en [0, +00).

Sean o
ZZZ” FI1BY G fip Fras
k=1p=1gq=1

:Zka | frqs
k=1 qg=1

y n m

ZZ” igfkq'
k=1 q=1

La solucion f;; satisface la siguiente identidad:

(L(f)i; = fij=exp <_ /Ot()\+ C +Di)(s)ds> 70
+ /Ot exp </tT(>\+ C; +Di)(5)d5> (CL + Py)(r)dr.

Resulta claro que I' mapea X en si mismo si la condicién inicial es positiva. Para completar la prueba,
puede aplicarse nuevamente el teorema del punto fijo en X usando el Lema 5.4.6. B

Observacion 5.4.8. La existencia global no implica que la dindmica de la competicion pueda estudiarse glo-
balmente en el tiempo usando este modelo. De hecho, cuando el nimero de células cancerosas crece, éstas
comienzan a condensarse en una estructura (tumor). En este caso el modelo deberia cambiarse a un modelo
continuo con estructura espacial, tal como el estudiado en los primeros capitulos.

Demostracion del Teorema 5.4.5. En este caso consideramos las ecuaciones (5.3)-(5.7), n = 8 y L;;[f](t) =
0,parai=1,...,4y Vj=1,...,m. La ecuacion (5.60) puede escribirse como:

f=T),
donde T'(f) esta dada por
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@mm:ﬁ+4£mm»i:uA, (5.61)

@mm—m+Awmw—m@m@, =58 (5.62)

Luego, la demostracion se basa nuevamente en la aplicacion del método del punto fijo. Usando el Lema
5.4.6, se tiene que

ITU) Ix =l fo s +O T IS 1y

IT) =T x- < COTU fllxr + g llxe) 1 =9 llxr -

Sea T tal que
4CIT || fO ||1< 17

y sea

d=+/1-4C\T | fo 1.

Consideremos
1-Vd
0a=——.
2C:T || fo |
Esto implica que I' es una aplicacion contractiva en una bola en X1 de centro cero y radio a || fo ||1 si
T < m. Luego, existe una tnica solucion local f(t) de la ecuacion (5.38) en [0,T]. Esto completa la
prueba del teorema. B

5.4.2. Simulaciones y comportamientos emergentes

Como hemos visto, el modelo esta caracterizado por diez pardmetros, lo cual puede considerarse una
cantidad pequena teniendo en cuenta la complejidad del fenémeno bajo estudio.

A continuacién mostraremos algunas simulaciones numeéricas realizadas con el objeto de estudiar el rol
de los parametros €1 y €2; (i = 6,7,8). Mas concretamente, se pretende investigar si existe un valor critico
Ec = % tal que para € < e, el sistema inmune tiene la capacidad de combatir con éxito el crecimiento de
células cancerosas del cuarto subsistema funcional, mientras que para € > . se presenta el comportamiento
opuesto.

Maés atin, las simulaciones deben poner en evidencia como evoluciona temporalmente el estado de los
distintos subsistemas funcionales de acuerdo al fenémeno imperante. En particular, las células epiteliales
normalmente diferenciadas generan con una pequefia probabilidad células hijas pertenecientes al primer
hallmark del cancer. Estas tltimas pueden a su vez, a pesar del combate del sistema inmune, generar células
en los hallmarks sucesivos. Si bien las primeras generaciones pueden efectivamente suprimirse, puede ocurrir
que las células cancerosas mas evolucionadas contintien proliferando. Eventualmente, la accién de aprendizaje
del sistema inmune es suficiente para contrarrestar este proceso, pero para ciertos valores del pardmetro puede
darse que las células cancerosas contintien creciendo.

Los experimentos numeéricos se realizan con los siguientes valores de parametros o = 0,5, 7 = 1, @ = 1072,
B1=1073 8, =10"1, vy =1,A=0,02, 1 = 1073, g9 = 27 = 107}, y diferentes valores de €25, que modeliza
la transicién de las células inmunes al dltimo estadio. Se eligen condiciones iniciales nulas, excepto para floj
y fgj, que se toman como linealmente decrecientes con la actividad.
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El comportamiento emergente mostrado por las siguientes simulaciones indica que las células cancerosas
no pueden ser suprimidas para valores pequenos del paradmetro, mientras que para valores altos las células
inmunes tienen la habilidad de reconocer la presencia de células malignas, destruyéndolas progresivamente.

La Figura 5.4 muestra los diferentes comportamientos que las células méas agresivas exhiben para distintos
valores de e95. La Figura 5.5, en tanto, muestra la evolucién de ng2 y ns3, que previsiblemente es la misma
para cualquier eleccion de eog.

(a) (b)

<~ <~
c c

t t
~ ~
c c

(c) (d)

Figura 5.4: Evolucion del tamafio del subsistema funcional 4 para diferentes valores del pardmetro
e8. () €28 = 0, (b) €28 = 1077, (c) €28 = 1072, (d) €98 = 1072

e La Figura 5.4 muestra que el ndmero de células cancerosas del ultimo hallmark del cancer crece para
€98 = 0, puesto que el sistema inmune no es capaz de contrarrestarlas. Para valores crecientes del parametro
se observa un comportamiento asintético, mientras que para 25 = 1072 se observa que las células cancerosas
son destruidas. Esto ocurre debido a que a medida que crece esg el sistema inmune cobra fuerza.

e La Figura 5.5 muestra como el ntimero de células de los dos primeros hallmarks del cancer decae debido a
que, a largo plazo, mutan al hallmark mas agresivo.

5.5. Conclusiones

En este capitulo hemos propuesto un modelo para la competencia inmunitaria, el cual estd basado en
el desarrollo de las herramientas de la teorfa cinética de particulas activas y la teoria de juegos, incluyendo
mutaciones y seleccién Darwiniana, enfocdndonos en la escala celular. Las simulaciones propuestas muestran
que el modelo es capaz de reproducir algunos comportamientos emergentes importantes del fenémeno.

Tal como se indica en [28], el modelo es susceptible de ser mejorado, por ejemplo contando con informacion
empirica. Sin embargo, un problema que permanece abierto es el estudio de la relacién entre pequena y gran
escala: las células cancerosas surgen en principio por modificaciones en su ADN, relacionadas a los genes.
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Figura 5.5: Evolucion del tamano de los subsistemas funcionales 2 y 3.

Es decir, las escalas celular y genética se ven involucradas. En [22] se menciona el hecho de que el mismo
enfoque empleado para modelar la escala celular podria generalizarse a la escala molecular, aunque esto no
ha sido atn llevado a la préactica.

Por otra parte, recientemente ha habido avances en cuanto a la relaciéon entre la escala celular y la
correspondiente a los tejidos macroscopicos [19]. En particular, se mostré que el modelo de Keller-Segel
puede obtenerse a partir de la descripcion de la escala celular [18]. Este enfoque podria extenderse a la
formulacién de modelos para la evolucion temporal del céncer.

Por ultimo, si bien el enfoque matemaético considerado es totalmente diferente al de los primeros capitulos
de esta tesis, donde nos ocupamos de un modelo continuo para el crecimiento de un tumor avascular con
droga, seria muy interesante desarrollar un modelo que considere la accién sobre las células cancerosas tanto
del sistema inmunitario como de una droga quimioterapéutica. En este contexto, un tema interesante para
abordar es el modelado de terapias genéticas para la activacion del sistema inmune.



Capitulo 6

Un modelo para el fenédmeno migratorio

6.1. Introduccién

Desde los origenes de la historia de la humanidad, los individuos se han visto obligados a afrontar
adversidades y buscar una mejor calidad de vida. Uno de los modos de lograrlo ha sido a través de las
migraciones, no sélo individuales sino inclusive de comunidades enteras. Tal como se sefiala en [93] hoy en dia
la globalizacion, junto con los avances en las comunicaciones y el transporte, ha incrementado enormemente
el naimero de personas que tienen el deseo, la necesidad y la capacidad de movilizarse hacia otros lugares. Este
reporte de las Naciones Unidas, junto con [78], constituyen valiosas referencias bibliograficas que describen
el fenomeno migratorio actual.

Aunque existe cierto consenso de que los paises pueden cooperar para crear beneficios triples: para los
migrantes, para sus paises de origen y para las sociedades que los reciben, la migracién continia siendo (y
seguramente lo serd siempre) un importante tema de debate sobre el cual vale la pena estudiar e investigar.

En este capitulo presentamos un modelo para el fenémeno de migracion en redes complejas, que pueden
definirse como una colecciéon de nodos conectados por aristas que representan diversas interacciones entre los
nodos [57]. En este caso especifico, la red estd compuesta por naciones, donde la dinamica es inducida tanto
por la comunicaciéon entre los individuos como por las politicas de distribucién de riqueza. En la siguiente
seccion describiremos en detalle el sistema considerado y referimos al lector al articulo [70], recientemente
publicado por el autor de esta tesis.

El modelo estd basado en la teoria cinética de particulas activas, cuyos conceptos elementales fueron
introducidos en el Capitulo 4. Referencias importantes en cuanto a la teoria de juegos son [58, 64], donde
las interacciones generalmente involucran comportamientos de tipo competitivo y altruista [14, 59, 80]. Mas
especificamente, se han propuesto numerosos modelos referidos a sistemas sociales y competencias politicas
[5, 6, 12, 85], y la literatura ofrece un gran namero de enfoques diferentes, tales como dindmica poblacional
con estructura [99] o sistemas dindmicos super-macroscopicos [77]. Mas recientemente, en [24] se estudia el
fenémeno conocido como cisne negro.

Algunas ideas de este tipo de dindmica aplicadas a sistemas sociales se han desarrollado en [33, 34],
trabajos en los cuales se propuso un modelo matemético para el comportamiento social colectivo de individuos
en una cierta poblaciéon. Este tema también se ha tratado en varios trabajos, donde se utilizan métodos
derivados de la mecénica estadistica para analizar la competicion politica, econémica y social [55, 56, 84].

71
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6.2. Descripcién del sistema

La migracién es un fendémeno complejo generalmente relacionado a la necesidad de mejorar la condicién
social de los individuos. En muchos casos, los emigrantes son personas que estan atravesando una situacion
econémica dificil, que deciden trasladarse de una nacién a otra en la busqueda de empleos no disponibles
en sus paises de origen. De hecho, el anhelo de un buen empleo en un pais rico es uno de los motores mas
importantes de la migracion internacional. Mas atin, muchas economias dindmicas y avanzadas requieren
inmigrantes como mano de obra para cubrir puestos de trabajo que los propios ciudadanos locales no desean
realizar. Esta creciente demanda también subyace en el envejecimiento de la poblacién, ya que da lugar a
un déficit de trabajadores para cubrir ciertas areas. Ademés, a medida que las generaciones mas jovenes
adquieren una mejor educacion, son pocos quienes se conformarian con trabajos mal pagados y fisicamente
demandantes [93].

Sin embargo, tal como se indica en [70], un modelo para el fen6meno migratorio debe contemplar que en
la actualidad la divisién clasica entre “paises de origen” y “paises de destino” no es en general vélida, puesto
que muchos paises pertenecen a ambos grupos. De acuerdo a [93], por ejemplo, la tradicional division entre el
“norte” y el “sur” ya no tiene sentido: paises como Irlanda, Italia y Espana, que hasta hace no mucho tiempo
enviaban millones de emigrantes, son ahora paises de acogida de inmigrantes.

En este contexto, consideramos un sistema formado por una pequena red de naciones o regiones ge-
ograficas interactuantes, constituidas por individuos pertenecientes a distintas clases sociales. Cada naciéon
presenta su propia estructura social, descrita mediante una cierta distancia critica, que provoca cooperaciéon
o bien competicién entre las clases. En este sentido, el comportamiento individual de cada nacién se describe
de acuerdo a los modelos propuestos en [33, 34]. El modelo presentado en este capitulo introduce ademas la
interaccion entre cada par de naciones, de modo tal de considerar no solamente la estructura social interna
de cada una sino también las politicas internacionales desarrolladas que pueden favorecer o no la migracion.

6.3. Herramientas matematicas

Consideremos un sistema social compuesto por n naciones interactuantes, entre las cuales pueden pro-
ducirse migraciones. La dindmica del fenémeno de migracion esta en cierto modo relacionada al estado social
de los habitantes. De este modo, se considera la variable discreta v € I, = {u3 =0,...,u,, = 1}, que repre-
senta el estado social de los individuos, donde u; = 0 y u.,, = 1 corresponden, respectivamente, a las clases
sociales méas baja y mas alta. En general, se considera un ntamero impar de clases sociales, de modo tal que
se puede identificar una clase media Um_1. En particular, cuando un individuo expresa un valor de v mayor
a Um_1 pertenece a una clase social elevada, mientras que cuando expresa un valor de u menor a Um_1
pertenece a una clase social postergada.

Notese que el uso de una variable discreta es razonable. En efecto, los niveles sociales en la practica
se identifican de acuerdo a intervalos que corresponden a estados discretos. De este modo, la informacién
empirica obtenida a partir de mediciones demogréaficas y sociométricas debe agruparse de acuerdo a ciertos
rangos de variabilidad [6, 33, 34].

El desarrollo del modelo se basa en la teoria cinética de particulas activas, por lo cual resulta preciso
identificar los componentes del sistema, de acuerdo a las consideraciones expuestas en el Capitulo 4. Las
particulas activas son en este caso los individuos y el valor de u que describe su estado es la actividad que
éstos expresan. De este modo, cada subsistema funcional se corresponde precisamente con una nacion.

El estado del sistema se describe mediante la funcién de distribucion generalizada

fi:]0,00) x I, = [0, 00),

filtug) = fi (1), (,u5) €[0,00) x L, (6.1)
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que mapea, para cada instante ¢, el espacio de la variable de actividad, en el conjunto de los nimeros reales
no negativos. El indice ¢ = 1, ..., n denota el subsistema funcional y, por lo tanto, f;;(t) representa el ntimero
de particulas activas del subsistema funcional i que, al tiempo ¢, tienen el estado u;. El tamano total del
subsistema funcional i al tiempo ¢ es n;(t) = Z;nzl fij(t) ¥, consecuentemente, el tamano total del sistema
viene dado por la suma de todas las funciones de distribucion:

n n

N = ni) = 3D 1) (62

i=1

Consideremos un sistema conservativo cerrado, i.e. un sistema que no interacttia con el medio externo
y en el cual el periodo de tiempo bajo estudio es lo suficientemente corto como para despreciar eventos
proliferativos o destructivos. En otras palabras, el fenémeno de migracion tiene lugar tinicamente entre las
naciones que constituyen la red, en tanto que se desprecian los procesos de nacimiento y muerte, de forma
tal que la poblacion total N (t) es constante: N(t) = Ng = N (¢ = 0).

A partir de ahora, normalizamos las funciones de distribuciéon (6.1) dividiéndolas por Ny. De este modo,
siempre trabajaremos con una poblacién total Ny = 1.

Las interacciones tienen lugar entre tres tipos de particulas:
o La particula test, representativa del sistema, con funcion de distribucion f;;(t).
e La particula candidata con funcion de distribucion fp, ().

e La particula de campo con funcion de distribucion fiq(2).

Para describir la evolucién temporal de las funciones f;;, hacemos una vez més un balance de los flujos
de entrada y salida de particulas al estado u; de la poblacién i:

L 1at) = CIR1(0) — 05 [E)0), (63)

donde C;; y C;; son operadores que actian sobre el conjunto de todas las funciones de distribucién genera-
lizadas £ = {fi; }f;l;n En concreto, C;; [f](t) y C;;[f](t) denotan, respectivamente, el flujo de entrada y
de salida, al tiempo ¢, hacia (y desde) el estado u; del subsistema funcional ¢, debido a interacciones de tipo
conservativo.

De ahora en adelante denotaremos por particula (4, 7) a cualquier particula del subsistema funcional i
con estado u;.

La frecuencia de encuentros y la densidad de probabilidad de transicion, sobre las cuales ya se ha discutido
ampliamente en los capitulos anteriores, asumen ahora las siguientes notaciones:

e La frecuencia de encuentros n}{ describe la tasa de interacciones entre una particula candidata (o test)
(h,p) y una particula de campo (k, q).

e La densidad de probabilidad de transicion B}7(i,j) describe la densidad de probabilidad de que una
particula candidata (h,p) pase al estado u; del subsistema funcional 7 al cabo de una interacciéon con una
particula de campo (k, q).

Tal como se indico antes, B satisface que:

Yup,ug € I,,  Yhk=1,....n: SS BhGg) =1 (6.4)

i=1 j=1

Utilizando el balance (6.3) y los términos de interaccion, derivamos el sistema de ecuaciones que describe
la evolucion de las funciones de distribucion:
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Subsistema funcional resultante Actividad resultante
h=k i=h j=p, p—1 o p+1
h#k i=h o k J=p

Cuadro 6.1: Resumen de los posibles subsistemas funcionales y valores de actividad que pueden
resultar luego de la interaccion entre una particula candidata (h,p) y una particula de campo (k, q).

fz; Z Z Mt Bhie (45 ) frp () g (8) — fij (¢ Z ankfkq (6.5)

h,k=1 p,q=1 k=1 g=1

6.4. Formulaciéon del modelo

En esta seccion desarrollamos el modelo dado por la ecuacion (6.5), para lo cual los términos de interac-
cion ;7 y BV deben modelarse adecuadamente.

La descripcion de la frecuencia de interacciones requiere definir una nocién de distancia entre particulas
activas pertenecientes al mismo o a disitintos subsistemas funcionales. La idea més simple seria asumir que
dicha frecuencia depende tnicamente de los subsistemas funcionales, a través de una constante no negativa

th<1

Alternativamente, se puede considerar que la frecuencia de encuentros no solo depende de la ubicacién
geogréafica de las particulas interactuantes sino también de la diferencia entre sus estados sociales. De hecho,
es razonable pensar que cuanto mas cerca se encuentran los estados de dos particulas, mas alta es la frecuencia
de interaccion entre ellas. Proponemos pues:

M = e (1= elup —ugl), (6.6)
donde 0 < e < 1.

Un segundo paso consiste en modelar la densidad de probabilidad de transicién. Consideremos la inte-
raccion entre una particula activa candidata (h, p) y una particula activa de campo (k, q).

En primer lugar, asumimos que las interacciones entre individuos de la misma nacién pueden modificar
su estado social pero sin producir fenémenos migratorios. Estas interacciones pueden ser competitivas o
cooperativas, como se muestra en la Figura 6.1. Por otro lado, aquellas interacciones entre individuos de
diferentes naciones pueden eventualmente desencadenar la decision de migrar, asumiendo que inmediata-
mente después de la migracion, un inmigrante pertenecerd (al menos en principio) a la misma clase social a
la cual pertenecia en su pafs de origen, como se muestra en la Figura 6.2. Estas consideraciones se resumen
en el Cuadro 6.1.

Veamos mas en detalle los distintos tipos de interacciones que pueden tener lugar entre una particula
candidata (h, p) y una particula de campo (k, ¢). El analisis detallado de las interacciones entre las particulas
activas y el output de las mismas permite construir lo que se conoce como tabla de juegos:

Particulas del mismo subsistema funcional, h = k:

¢ Mismo estado social, p = ¢:
B (h,p) = 1. (6.7)

Si las dos particulas presentan el mismo estado social, entonces ninguna de ellas experimenta una
transicion.
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0]

1 p-1p q qgt+1 m competicion

1 p ptli gl q m cooperacion

Figura 6.1: Comportamientos altruistas y competitivos.

1 p q m Poblacion k

1 P q m Poblacion h

Figura 6.2: La interaccion entre individuos de diferentes poblaciones puede desencadenar la decision

de migrar.
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¢ Estados sociales diferentes pero cercanos, p# qy |p—q| < v :

Si ambos individuos de la misma nacion tienen estados sociales distintos pero proximos, entonces
tiene lugar una competicion entre ellos. Como resultado, el individuo que presenta el estado social
mds elevado mejora su situacion, a erpensas del otro que la empeora. Se introduce el parametro ~p,
como distancia critica entre las clases sociales.

e Sip=1o0p=m, entonces
BY (h,p) = 1. (6.8)

Un individuo perteneciente a la clase 1 no puede empeorar su situacion, puesto que ya pertenece
al estado soctal mds bajo. Del mismo modo, un individuo de la clase m no puede mejorar su
estado. De esta forma, si asumiendo que la cantidad de riqueza involucrada en cada interaccion
se conserva, se impone que los individuos interactuantes no experimentan transicion de estado.

e Sip#1yp#m,entonces
By, (h,p = 1) = an (1 = |ug — up)) ,
p<gq: By (h,p) =1 — o (1 —ug —up|) (6.9)

g=m: B}j(h,p)=1,

Bl (hp+1) = an (1 = fug — ),

q#1:
p>q: Byi(h,p) =1 —an (1 = |ug —up|), (6.10)

g=1: B}l (h,p)=1.

Cuando un individuo de la clase p experimenta un cambio de estado luego de interactuar con un
individuo de la clase q, dicho cambio puede darse eventualmente a las clases p+1 o p—1, dependiendo
del tipo de interaccion. Ahora bien, solo una parte de los individuos pueden experimentar la transicion,
en tanto que la parte restante permanece en la clase p. El pardmetro no negativo o, < 1 identifica
justamente la proporcion de individuos que cambian de clase, mientras que el término (1 — |ug — up))
implica que cuanto mds prozimo es el estado social de los individuos interactuantes, mds fuerte es la
competencia entre ellos.

Estados sociales alejados, [p — q| > yn:

Biy (hp+1) = an (Jug — upl) ,
p<q: (6.11)
Byi(h,p) =1 — an (Jug — upl),

BZ%(hvp - 1) = Qp (|uq - UPD 9
p>q: (6.12)
BZZ(h,p) =1—ap (Jug —uyl).

Cuando los individuos se encuentran lo suficientemente alejados desde el punto de vista social, se ob-
serva un comportamiento altruista. A diferencia del caso competitivo, los efectos altruistas son mayores
cuanto mas alejados se encuentran los estados sociales.
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Particulas de diferentes subsistemas funcionales, h # k:

¢ Estado social més postergado, p = 1:

B4(h,1) = 1. (6.13)

Los individuos mas postergados desde el punto de vista social no experimentan fendmenos migratorios.
En general, la gente con menos recursos no tiene la capacidad de afrontar los costos y los riesgos de
una migracion internacional. Es por ello que normalmente los emigrantes internacionales provienen
de las clases baja y media, pero no de la mds baja.

¢ Estados sociales méas elevados, p > 1:

BZ%(kap) = ﬂhk|uq - up|,
p<q:
BZ%(h,p) =1- ﬂhk|uq - up|7 (614)

p=q:  By(hp) =1

Un individuo de la nacion h puede decidir emigrar a la nacion k solamente luego de una interaccion con
un individuo de esta ultima que presente una mejor situacion social. Por supuesto, no todo individuo
migrard. El pardmetro Oy denota la proporcion de individuos de la nacion h que migran a la nacion
k, mientras que la introduccion del factor |ug — up| significa que cuanto mds alejadas estdn las clases
sociales, mayor es la probabilidad de migracion. Por otro lado, si el estado social de la particula
candidata es mayor que el de la particula de campo, entonces no hay transicion ni de poblacion ni de
estado social.

Observacion 6.4.1. Sustituyendo las expresiones (6.7)-(6.14) en la estructura formal (6.5) se obtienen modelos
especificos en correspondencia con la tabla de juegos. Estos modelos preservan, ademéas del namero total de
individuos Ny, la riqueza total, que se define como:

ZZ u; fij (t) ZZ u; fij(t =0) (6.15)
i=1 j=1 i=1 j=1

Definimos ademaés la riqueza absoluta de la Nacion 4 al tiempo ¢ como la porcién de la riqueza total
que corresponde a dicha nacién, es decir:

m
)= ufi(t)
j=1
y la riqueza relativa de la Nacion ¢ al tiempo ¢ como la relacién entre la riqueza absoluta y el tamano:

L;(t)
ni(t)”

Observacion 6.4.2. El enfoque presentado tiene en cuenta interacciones lineales, en las cuales 1)} y BJ% (4, )
solamente dependen del estado de las particulas interactuantes para cada par de subsistemas funmonales Es
importante remarcar que también podrian considerarse interacciones no lineales, en las cuales las particulas
no solo estan sujetas a la superposicion de acciones binarias, sino que también se ven afectadas por el estado
global del sistema [24]. De este modo, los términos de interacciéon podrian depender de ciertos momentos de
las funciones de distribucion.

Li(t) =
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Observacion 6.4.3. La distancia critica v, caracteriza la politica de bienestar social del gobierno de la
nacion h. La misma puede ser una constante [33] (cuando el gobierno la impone), o bien podria ser variable
determinada por la dindmica del sistema [24] (cuando depende de la estructura social instantanea de cada
nacion).

6.5. Algunos modelos especificos

En esta seccién se presentan un par de casos especificos con el fin de investigar la versatilidad del modelo
para explicar ciertos fenomenos y, en particular, determinar la influencia de algunos de los parametros.

Caso 1: Dos naciones interactuantes

Consideremos una pequena red con las siguientes caracteristicas:

e [El sistema estd compuesto por dos naciones, denotadas por ¢+ = 1,2. La primera de ellas es una
nacién rica que constituye un atractivo para la segunda, que posee un gran niimero de habitantes dispuestos
a emigrar.

e Se consideran nueve clases sociales, denotadas por 57 = 1,...,9. De este modo, el estado social
de los individuos se describe por una variable escalar discreta u que puede tomar valores en el conjunto
Iu: {ul ZO,...,U5= 1/2,...,UQ= 1}

Se asume que las interacciones entre individuos de la misma poblacién son mas frecuentes que aquellas
entre individuos de poblaciones diferentes. Asumiremos que los términos 7, son iguales a 1 si h = k e iguales
al/2sih#k,yquee=1/2.

El modelo esta caracterizado por los siguientes pardmetros:

- 0 = Nyg/Nqp es la relacion entre las poblaciones iniciales de la Naciéon 2 y la Nacién 1, dadas por Nog
y Nio, respectivamente.

- ¢ = Log/Lqp es la relacion entre las riquezas iniciales de ambas naciones, dadas por Loy y Lio,
respectivamente.

- 71y 72 son las distancias criticas que, en cada nacién, separan las dindmicas altruistas de las compe-
titivas.

- a1 y g caracterizan la probabilidad de cambiar de clase dentro de las naciones 1 y 2, respectivamente.

- P12 y Bo1 caracterizan la probabilidad de migrar de la nacién 1 a la 2 y viceversa, respectivamente.

Caso 2: Tres naciones interactuantes

Consideremos ahora una red con las siguientes caracteristicas:

e [El sistema esta constituido por tres naciones, denotadas por i = 1, 2, 3.

e Aligual que en el Caso 1 se consideran nueve clases sociales, denotadas por j =1,...,9.
Las frecuencias de interaccién estan sujetas a las mismas hipo6tesis que para el caso anterior.

De este modo, el modelo est4 caracterizado por los siguientes parametros:

- 02 = Ny /N1 y 05 = N3g/Nig son las relaciones entre las correspondientes poblaciones iniciales.

- ¢o = Log/L1o y ¢3 = L3o/L1p son las relaciones entre las correspondientes riquezas iniciales.
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- 71, Y2 ¥ 73 son las distancias criticas para cada nacioén.

- a1, g y ag caracterizan la probabilidad de cambiar de clase dentro de las naciones 1, 2 y 3, respecti-
vamente.

- P12, B21, P13, P31, P23 and (3o caracterizan la probabilidad de migrar de una nacién a otra.

Observacion 6.5.1. Notese que los parametros (O, tienen en cuenta las facilidades/desventajas que pueden
hacer a una nacién mas atractiva que otra para la inmigracién. Por lo tanto, Snx # Brr vy estos parametros
pueden pensarse como las componentes de una matriz no simétrica con diagonal nula.

6.6. Simulaciones y comportamientos emergentes

Hasta aqui hemos formulado el modelo dado por (6.5) que counsiste en un sistema de EDOs, al cual deben
anadirse las condiciones iniciales. El problema, pues, puede plantearse como:

d
i (t) = Ji[£1(1),
1

£sO) = foi €01, i=Tioom G =1m, (6.16)
Ifoll1 = ZZ | foij| =1,
i=1 j=1

donde J;;[f](t) = C{;[f](t) - C5f1(t), fo = {foi; =17 v || |]1 es la norma 1 en R™™,

vvvvv n

Notese que este problema esta bien planteado y que posee una dnica solucion f(t) tal que

£(t)>0, Y > fi(t)=1, Vie0,T], (6.17)
i=1 j=1
para cualquier tiempo 7" arbitrariamente grande.

Este resultado se sigue del uso de la propiedad Lipschitz del segundo miembro de la ecuaciéon (6.16), y
una prueba detallada puede encontrarse en [50].

Habiéndonos asegurado que el problema posee solucién, llevamos a cabo algunos experimentos numeéricos
con el objeto de analizar la influencia de los parametros en el fenémeno migratorio. Para ello consideramos
los casos propuestos en la seccién anterior, de 2 y 3 naciones, respectivamente, con 9 estados sociales. Esto
lleva a sistemas de 18 y 27 EDOs, respectivamente.

6.6.1. Caso 1: Dos naciones interactuantes

Analicemos el fenémeno migratorio que tiene lugar entre dos naciones, la primera rica respecto a la
segunda. Comencemos traduciendo el modelo general a este caso especifico, considerando todas las posibles
interacciones entre individuos. Tal como se indicé en la Seccién 6.4, la frecuencia de interacciones entre
cualquier par de individuos de la red puede modelarse como

1
WZZ = 77219 (1 - §|up - uq|) ) (6.18)

donde 77?1 = 7782 =1ly 77(1J2 = 7781 = 1/2-

El siguiente paso consiste en detallar la tabla de juegos descrita por las ecuaciones (6.7)-(6.14).
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Interacciones entre individuos de la Nacién 1
En primer lugar, de acuerdo a la ecuacién (6.7), se tiene que parap =1,...,9, BY¥(1,p) = 1.

Por otro lado, si [p — q| < 71, de las ecuaciones (6.8)-(6.10), se obtiene que B;7(1,1) =1, B)4(1,9) =1,

Bii(l,p—1) = a1 (1 - |ug — up),
q#9:
1<p<qg<9: Bii(1,p) =1 — a1 (1 - |ug — upl),

g=9: B(Lp) =1,

Bii(Lp+1) = ay (1 — |ug —upl),
g#1:
1<qg<p<9: By (1,p) =1 — a1 (1 —|ug —upl),

g=1: Bf}(l,p) =1.
Finalmente, si |p — ¢q| > 71, por las ecuaciones (6.11)-(6.12), se obtiene

Bii(1,p+1) = a1 (Jug — up),
p<gq:
Binll(lvp) =l-m (luq - up|) )

By (1,p—1) = a1 (Jug — upl),
p>q:
BYi(1,p)=1-ay (Jug — upl) -

Interacciones entre individuos de la Nacion 2
De acuerdo a la ecuacion (6.7), parap = 1,...,9 tenemos que B (2,p) = 1.

Ademas, si |p — q| < 72, de las ecuaciones (6.8)-(6.10) se obtiene que Byd(2,1) =1, B3%(2,9) = 1,

By3(2,p— 1) = az (1 — ug — upl),
q#9:
1<p<qg<9: By3(2,p) = 1 —ag (1 — |ug — upl),

g=9: BY(2,p) =1,

B (2,p+1) = az (1 — |ug — upl),
q#1:
1<g¢g<p<9: 853(2,]9):1—042(1—|uq—up|),
g=1: Bg;(lp):l.

Finalmente, si |p — ¢| > 72, de las ecuaciones (6.11)-(6.12), se obtiene
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B53(2,p+1) = az (Jug — upl),
p<q:
By3(2,p) = 1 — az (Jug — upl),

853(2717 — 1) = a1 (Jug — up|)
p>q:
By (2,p) =1-ay (Jug — upl) -

Interacciones entre un individuo de la Nacion 1 con estado u, y un individuo de la
Nacién 2 con estado u,

De las ecuaciones (6.13)-(6.14) se tiene que
p=1: Bj1,1)=1,

Bfg(2vp) = 512|uq - U’P|a
p<q:
Bis3(1,p) = 1 — Bralug — uyl,

p>q: Bi(1,p) =1

Interacciones entre un individuo de la Nacién 2 con estado u, y un individuo de la
Nacién 1 con estado uy,

Usando nuevamente las ecuaciones (6.13)-(6.14) se tiene que
p=1: By(1,1)=1,

Bglll(lvp) = ﬂ21|uq - UP|’
p<q:
Bg‘ll(27p) =1- 521|uq - up|7

p=q:  By(2p)=1

La nacién mas rica es la menos poblada.

Consideremos en primer lugar un caso en el cual la Naciéon 2 duplica inicialmente en tamano a la Nacion
1 (fijamos 6 = 2), mientras que presenta una estructura social mucho mas delicada, con una mayor distancia
critica entre clases sociales (y1 = 3, 72 = 5), dando a sus individuos menos oportunidades de mejorar
su situacion. Ademaés, el hecho de migrar de la Nacion 2 a la Nacion 1 es (en términos de probabilidad)
doblemente atractivo respecto de la migracion en el sentido opuesto (812 = 1/20, 821 = 1/10). Los demaés
pardmetros se toman como a; = ag = 0,2.

Los experimentos numéricos de realizan para valores ¢ = 0,2 y ¢ = 0,6, con el fin de evaluar cémo la
migracion afecta la estructura social de las naciones para diferentes relaciones entre las riquezas iniciales.

La Figura 3 muestra la evoluciéon del tamano de cada poblacion. Puede verse que cuanto mayor es la
riqueza inicial de la Nacion 2, mas fuerte es el flujo migratorio. Esto se debe a que, para valores de ¢ pequeiios,
la situacion de la Nacion 2 no permite a sus habitantes abandonar el pais. Este comportamiento se resume
en la primera parte del Cuadro 6.2.
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0.2 —
time
Fig. 3. Caso 1: Dos naciones interactuantes, § = 2. Evolucién del tamafio de
cada nacién para diferentes valores de ¢. Las lineas de trazos corresponden
a la Nacion 1 y las lineas continuas corresponden a la Naciéon 2.
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Fig. 4. Caso 1: Dos naciones interactuantes, 6 = 2. Evolucion de la riqueza
absoluta de cada nacion para diferentes valores de ¢. Las lineas de trazos
corresponden a la Nacion 1 y las lineas continuas corresponden a la Nacién

2.
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Fig. 5. Caso 1: Dos naciones interactuantes, 8 = 2. Evolucion de la riqueza
relativa de cada nacidén para diferentes valores de ¢. Las lineas de trazos
corresponden a la Nacién 1 y las lineas continuas corresponden a la Nacion
2.

La Figura 4 muestra la evoluciéon de la riqueza absoluta. Resulta claro que, debido a que la riqueza total
se conserva, una de las naciones aumenta su riqueza total mientras que la otra la pierde. Sin embargo, tal
como se observa en la Figura 5, la riqueza relativa (expresada como la relacion entre la riqueza de una nacién
y su tamafio) disminuye.

La nacién mas rica es la méas poblada.

Si consideramos ahora un caso en el cual la nacién més rica es también la de mayor poblacién inicial, las
simulaciones nos permiten observar un comportamiento diferente. Las Figuras 6 y 7 muestran la evoluciéon
de la riqueza y de la riqueza relativa para un valor fijo ¢ = 0,5 y diferentes valores para 6. Obsérvese que
en este caso, de acuerdo a la Figura 7, la Nacién 2 podria claramente beneficiarse de la emigraciéon de un
cierto grupo de individuos. La Figura 6 muestra que la riqueza total de la Nacién 1 puede aumentar durante
un cierto periodo acotado de tiempo, y que luego comienza a disminuir. Esto da la pauta de que los paises
deben ir modificando sus politicas migratorias en el tiempo. Este caso se resume en la segunda parte del
Cuadro 6.2.

6.6.2. Caso 2: Tres naciones interactuantes
Consideremos ahora el caso de tres naciones, donde dos de ellas son ricas y consecuentemente constituyen
un atractivo para individuos de la tercera, que presenta una situacién mas delicada.

Las frecuencias de interaccion se toman nuevamente como n,, = 1/2 cuando h # k y np, = 1. La tabla
de juegos para este caso se obtiene inmediatamente de las ecuaciones (6.7)-(6.14), del mismo modo que para
el Caso 1.

A continuacién, se muestran algunos resultados numéricos realizados con el fin de analizar la evoluciéon
del sistema segin dos parametros: la distancia critica para la nacién méas postergada y las facilidades que
una de las naciones ricas otorga (o quita) a eventuales inmigrantes de la més pobre.
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time

Fig. 6. Caso 1: Dos naciones interactuantes, ¢ = 0,5. Evolucion de la riqueza
absoluta de cada nacién para diferentes valores de 6. Las lineas de trazos
corresponden a la Nacion 1 y las lineas continuas corresponden a la Nacién
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Fig. 7. Caso 1: Dos naciones interactuantes, ¢ = 0,5. Evolucion de la riqueza
relativa de cada nacién para diferentes valores de 6. Las lineas de trazos
corresponden a la Nacion 1 y las lineas continuas corresponden a la Nacién

2.
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H ‘ Tamaﬁo‘ Riqueza ‘ Comportamiento general H
Nacion 1 OO SOOOO | Se observa un flujo migratorio de la Nacion 2 a la
Nacion 1. Cuanto mayor es la riqueza de la Nacion 2
Nacion 2| OOOO OO respecto de la Nacion 1, mayor es este flujo.

Nacion 1| OO00 | SOOOO | Se observa un flujo migratorio de la Nacion 2 a la
Nacion 1. La Nacion 2 puede beneficiarse de este fe-
Nacion 2 OO OO nomeno, aumentando su riqueza relativa.

Cuadro 6.2: Resumen de los comportamientos cualitativos observados para el Caso 1. El namero de
circulos representa el tamano inicial de cada nacién y el nimero de diamantes representa la riqueza
inicial de cada una.

Diferentes niveles de restriccién en uno de los paises ricos.

Supongamos que las naciones denotadas por 1 y 2 son paises més ricos y con menos habitantes con
respecto a la Nacion 3. Adoptamos los siguientes parametros: 5 = 1, 03 = 2, ¢o = 0,7, ¢35 = 0,3, 11 = 1,
2 =3,73 =5,y a1 = as = az = 0,3. A su vez, las componentes de la matriz 3 representan las probabilidades
de transiciéon de una nacién a otra:

0 1/20 1/400
g=1| 1/20 0 1/400 |,
B3 17200 0

donde B31 asumira diferentes valores en las simulaciones.

Las Figuras 8 y 9 muestran, respectivamente, la evoluciéon del tamano y de la riqueza de las tres naciones.
Es claro que para un valor pequeno de 31, el flujo de individuos provenientes de la Nacién 3 decrece, y se
torna predominante el fenémeno migratorio entre las naciones 1 y 2. Estas tltimas presentan practicamente
una situacion de transito libre entre ellas. Sin embargo, a medida que transcurre el tiempo, aquellos individuos
de la Nacién 3 que han sido capaces de cruzar a la Naciéon 2 podrian eventualmente llegar a la Nacién 1,
evadiendo las restricciones. Este seria el caso, por ejemplo, de dos paises europeos con una organizacién social
analoga, pero en el que uno de ellos impone diferentes niveles de restricciéon para el ingreso de individuos de
un pais mas pobre [74]. Los resultados se resumen en el Cuadro 6.3.

Diferentes distancias criticas en la nacién mas pobre.

Analicemos ahora la evolucion del sistema cuando la Nacién 3 cambia su politica social, por ejem-
plo a través de alguna acciéon del gobierno, pasando de una estructura competitiva a una cooperativa. A
continuacion consideraremos los mismos valores de parametros que en el ejemplo precedente, pero fijando
B31 = 1/800 y tomando diferentes valores para 3. En particular, consideremos los casos extremos y3 = 1y
Y3 =T.

La Figura 10 muestra la evolucion en el tamafio de las tres naciones. Sorpresivamente, una estructura
social cooperativa en el pais mas pobre -que de acuerdo a trabajos precedentes deberia combatir la concen-
tracion de clases mas bajas- conduce a un mayor flujo migratorio. Es evidente, pues, que las clases medias
tienden a emigrar a medida que se constituyen.
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Fig. 8. Caso 2: Tres naciones interactuantes. Evolucion del tamano de cada
nacién para diferentes valores de (31. Las lineas de trazos corresponden a
la Nacion 1, las continuas a la Nacién 2 y las punteadas a la Nacion 3.
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Fig. 9. Caso 2: Tres naciones interactuantes. Evolucion de la riqueza de cada
nacion para diferentes valores de (831. Las lineas de trazos corresponden a
la Naci6on 1, las continuas a la Nacién 2 y las punteadas a la Nacion 3.
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‘ Tamaﬁo‘ Riqueza ‘ Restm’ccz’ones‘

Comportamiento general

Nacion 1 0O HOOOO | @@ @@ | Se observan fuertes flujos migratorios de
la Nacion 2 a la Nacion 1 y de la Nacion
Nacion 2 0O OOOO @ 3 a la Nacion 2. La Nacidn 2 es un pais
de transito para individuos de la Nacion 3
Nacion 3| OOOO 2% que pueden finalizar en la Nacidon 1.
Nacion 1 0O HOOOO @ Se observa flujo migratorio de la Nacion 3
a las Naciones 1 y 2. Ademds, individuos
Nacion 2 0O OOOO @ de la Nacion 2 migran a la Nacién 1y
st no se agrega una dindmica evolucionaria
Nacion 3| OOOO OO al modelo, la Nacion 2 puede volverse mds
rica que la Nacion 1.

Cuadro 6.3: Resumen de los comportamientos cualitativos observados para el Caso 3. El ntumero
de circulos representan el tamano inicial de cada nacién, el nimero de diamantes representa las
riquezas iniciales, y el nimero de simbolos de prohibicién representa el nivel de restricciones que las
Naciones 1 y 2 imponen sobre potenciales inmigrantes de la Nacion 3.
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Fig. 10. Caso 2: Tres naciones interactuantes. Evolucion del tamano de cada
naciéon para diferentes valores de 3. Las lineas de trazos corresponden a la
Nacioén 1, las continuas a la Nacion 2 y las punteadas a la Naciéon 3.
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6.7. Conclusiones

En este capitulo hemos propuesto un modelo para el fenémeno migratorio en un sistema de naciones o
regiones geograficas, aplicando las herramientas de la teoria cinética de particulas activas. Se observa a partir
de las simulaciones realizadas que los resultados reproducen en gran medida comportamientos emergentes
esperados, tal como se ilustra en [70]. Sin embargo, esta claro que el modelo puede ser enriquecido en varios
aspectos.

En el trabajo [24], los autores se ocupan de la influencia de las politicas de distribucion de riqueza en
la dindmica social de una nacién. Si bien en el modelo aqui propuesto se considera que la distancia critica
(o umbral) es una constante, una posible mejora del modelo consistiria en dejarla evolucionar de acuerdo
precisamente a las politicas gubernamentales. Del mismo modo, otro aspecto a tener en cuenta para anadir
realismo al modelo seria considerar que tanto el tamano como la riqueza total del sistema cambian en el
tiempo, teniendo en cuenta interacciones de tipo proliferativo y destructivo para el caso del tamano, y
posibles fuentes de generacién de recursos para el caso de la riqueza.

Otra cuestién a tener en cuenta es la dindmica espacial. En el modelo aqui presentado se considera la
evolucion temporal de las funciones de distribuciéon generalizadas, en las cuales el estado microscopico de las
particulas activas viene dado sélo por la actividad. Resultaria interesante incorporar la dindmica espacial,
teniendo en cuenta la posicion real de las regiones geograficas en una red. En [70] se mencionan numerosas
referencias interesantes respecto a este punto.

Por ultimo, tal como se menciona en la Observacion 6.4.2 resulta pertinente profundizar sobre la no
linealidad en las interacciones. Si bien la mayor parte de la literatura esta basada en interacciones lineal-
mente aditivas, algunos aspectos interesantes a tener en cuenta son: (i) Las particulas activas candidatas
pueden ser influenciadas no sélo por informacién proveniente de una distancia fija, sino también por una
cantidad de informacion fija independiente de la distancia; (ii) el output de las interacciones no sélo depende
de la actividad de las particulas interactuantes, sino también de momentos de la funciéon de distribucién
generalizada.



Capitulo 7

Conclusiones generales

Parte I: Recuperaciéon de parametros de modelos de tumores avas-
culares

En la primera parte de esta tesis, hemos considerado un modelo matemaético para el crecimiento de
tumores avasculares esféricos in vitro en presencia y en ausencia de tratamiento quimioterapéutico.

En el Capitulo 1 presentamos el modelo de Ward y King para el caso sin droga [97] y la incorporacion de
un tratamiento [98]. Este modelo tiene la ventaja de que incluye una cantidad de pardmetros relativamente
pequena y de clara interpretaciéon. Hemos resuelto numéricamente el problema, contrastando los resultados
con los existentes en la literatura, prestando especial atencién al tratamiento de las singularidades presentes
en el sistema de EDPs. Ademas, hemos demostrado algunas cuestiones analiticas muy sencillas con el objeto
de profundizar la comprension cualitativa del modelo.

En este contexto, presentamos dos enfoques metodologicos para la estimacion de algunos de los para-
metros involucrados en el modelo [71, 72]. En ambos, la situacion se plantea como un problema inverso,
que se pretende resolver plantedndolo como un problema de optimizacién con restricciones dadas por EDPs.
Para ello, proponemos ciertas funciones a minimizar (llamadas funciones objetivo) y los enfoques propuestos
apuntan precisamente a la busqueda de los minimos. Dada la dificultad para obtener datos experimen-
tales, empleamos informaciéon generada a partir del problema directo con ciertos valores de parametros que
asumimos como estandar.

En el Capitulo 2 consideramos el crecimiento de los esferoides sin droga y nos concentramos en la
recuperacion de los parametros involucrados en la cinética de Michaelis-Menten. El método empleado esté
basado en el cédlculo del gradiente de la funcion objetivo respecto de los parametros. Sin embargo, es sabido
que el célculo de las derivadas no es una tarea sencilla y una estimaciéon numérica directa (por ejemplo via
diferencias finitas) puede resultar inestable. La técnica empleada es la del método adjunto, que no calcula las
derivadas explicitamente, sino que éstas se obtienen implicitamente a través de la resolucién del problema
directo y del problema adjunto.

Una vez obtenido el problema adjunto, proponemos un algoritmo para su resolucién, una vez mas teniendo
especial cuidado en las singularidades de las ecuaciones. Los resultados numéricos obtenidos muestran que los
parametros pueden ser recuperados con cierto grado de precisién, en algunos casos aceptable. Sin embargo,
se observa en algunos casos que para un mismo experimento numérico algunos parametros se estiman con
un porcentaje de error més bajo que otros.

Notese que podriamos haber elegido un nimero ain mayor de parametros sin un aumento significativo del
costo computacional. Sin embargo, la eleccion de los tres parametros en cuestion fue hecha con la intencion
de desarrollar matematicamente la técnica del método adjunto y en virtud de los comentarios hechos en

89
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el Apéndice de [97], donde se menciona explicitamente la no existencia de informacion sobre los valores en
cuestion.

En el Capitulo 3, en tanto, nos ocupamos del modelo con droga y nos concentramos en la recuperaciéon
del parametro a que representa la efectividad adimensional de la misma. Un punto importante es que al
trabajar con el modelo con droga no tiene sentido intentar recuperar pardmetros que aparecian ya en el
modelo sin droga.

Consideramos en este caso distintas alternativas para el suministro de la droga, proponiendo cuatro
diferentes protocolos, todos ellos conservando la concentracion externa media (promedio de la concentracion
de droga a la cual un tumor es expuesto durante la duracién del experimento). El problema de minimizaciéon
es resuelto mediante el algoritmo Pattern Search, que no requiere del célculo del gradiente de la funcion
objetivo. De este modo, es de mas facil implementacion y conveniente en el caso en que el numero de
pardmetros a recuperar sea pequeno. Los resultados numeéricos obtenidos son variables, en el sentido de
que algunos experimentos permiten obtener errores aceptables y otros no tanto, dependiendo en general del
protocolo considerado y de la presencia de ruido.

Finalmente, queremos enfatizar que este trabajo deja abiertas muchas posibilidades y lineas de investi-
gacion. Por ejemplo, una extensiéon obvia seria considerar un modelo més complejo para un tumor n vitro
que represente el caso vascularizado. El siguiente paso seria pasar a modelos in vivo, donde los parametros son
aun mas dificiles de determinar, ya sea por la complejidad intrinseca del modelo o por la falta de mediciones
confiables.

Una primera dificultad a tener en cuenta en estos casos es la falta de simetria del dominio espacial, lo
cual anade complejidad no s6lo al modelo sino también a los métodos numéricos para su resoluciéon. Como
primer aproximacion, se podria imaginar una condicién inicial en la cual se dispone de un esferoide con su
corazén necrético ya constituido, y que a partir de un cierto instante la distribucién de nutriente deja de
ser uniforme en todo el borde. Este caso reproduciria el caso de suministro de nutrientes por via vascular,
y permitiria modelar la morfologia irregular (de tipo fractal) que exhiben muchos tumores sélidos al cabo
de cierto tiempo. Tal como se indica en [41] el desarrollo de modelos matematicos capaces de investigar la
vascularizacién y el estimulo del crecimiento asimétrico es alin un interesante campo abierto de estudio.

Parte II: Modelado de sistemas complejos

Si bien un tumor puede ser visto como una aglomeraciéon de una enorme cantidad de células y, por lo
tanto como un sistema complejo, en la segunda parte de este trabajo nos hemos ocupado mas concretamente
del estudio de sistemas complejos. Su definicién, descripcién y caracteristicas fundamentales fueron expuestas
en la Introduccién y ulteriormente tratadas en el Capitulo 4.

Una de las herramientas matemaéticas para el tratamiento de sistemas complejos es la teoria cinética
de particulas activas, que consiste esencialmente en subdividir un sistema constituido por un gran ntmero
de particulas interactuantes en subsistemas funcionales. El estado individual de las particulas se describe a
través una variable llamada actividad, que expresa la habilidad de las particulas para desarrollar una cierta
estrategia. En el Capitulo 4 hemos introducido los lineamientos generales de esta teoria, con el objeto de
aplicarlos a dos fenémenos concretos.

En el Capitulo 5 proponemos un modelo para la competencia inmunitaria, i.e. el modo en el cual el
sistema inmunitario intenta contrarrestar el avance de células tumorales [28]. El modelo esta basado en la
teoria cinética de particulas activas y se centra en la representaciéon de las interacciones celulares, teniendo
en cuenta las posibles mutaciones hacia estadios méas avanzados del cidncer o hallmarks, como se los conoce
en la literatura [62]. El modelo propuesto es sencillo en el sentido de que involucra una pequefia cantidad
de pardmetros, los cuales si bien son a priori desconocidos, permiten hacer un analisis cualitativo del com-
portamiento del sistema y descubrir los comportamientos emergentes. Las simulaciones realizadas apuntan
precisamente a eso y estdn basadas en un desarrollo teérico previo sobre existencia y unicidad de soluciones.
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Los resultados obtenidos nos permiten concluir que la fortaleza del sistema inmunitario para combatir el
cancer es una variable importantisima para determinar quién vencerd en esta lucha a nivel celular.

Si bien el fenémeno migratorio analizado en el Capitulo 6 no se encuentra intimamente relacionado con
el contenido de los capitulos precedentes, lo hemos incluido en este trabajo pues constituye otro ejemplo de
sistema complejo y de cémo la teoria puede adecuarse a varias disciplinas. En este caso, hemos formulado un
modelo representando las interacciones entre individuos pertenecientes a diversas naciones y la probabilidad
de que éstos cambien su nivel social o decidan migrar, considerando como variable clave la riqueza de cada
nacién. Los experimentos numeéricos se realizaron para un par de casos especificos considerando dos y tres
naciones, y los resultados obtenidos muestran los comportamientos emergentes. Esencialmente, se confirma
la hipotesis de que la evolucion de la riqueza de cada nacién parece ser una variable clave en el fenémeno
migratorio.

Nuevamente aqui, los modelos propuestos son susceptibles de ser mejorados con el objeto de describir
mejor los fenémenos en cuestiéon. En las conclusiones de los Capitulos 5 y 6 hemos discutido algunas posibles
mejoras.
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