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Resumen.

Este trabajo esta enfocado fundamentalmente en el calculo eficiente de las com-
ponentes principales de proyecciones a autoespacios de una funcion f sobre determi-
nados esquemas de asociacion. El célculo de componentes principales se aplica entre
otras cosas al area de compresion de imégenes. Los usos més comunes de esta son la
transmisién y almacenamiento de informacién. En transmisién, sus principales apli-
caciones son la television, radar, tele conferencias, comunicaciéon por computadoras,
transmisién por fax y otras asi. En almacenamiento, la compresién de imédgenes se
utiliza sobre documentos, imégenes médicas, secuencia de imagenes, imagenes de
satélites, mapas meteoroldgicos, etc.

Palabras claves: componentes principales, compresién de imagenes, marcos
ajustados finitos, esquemas de asociacién.

2010 Mathematics subject Classification: 94C30: Applications of design
theory, 94C15: Applications of graph theory, 94A08: Image processing (compression,
reconstruction, etc.).
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Resumen.

Este trabajo esta enfocado fundamentalmente en el calculo eficiente de las com-
ponentes principales de proyecciones a autoespacios de una funcion f sobre determi-
nados esquemas de asociacion. El célculo de componentes principales se aplica entre
otras cosas al area de compresion de imégenes. Los usos més comunes de esta son la
transmisién y almacenamiento de informacién. En transmisién, sus principales apli-
caciones son la television, radar, tele conferencias, comunicaciéon por computadoras,
transmisién por fax y otras asi. En almacenamiento, la compresién de imédgenes se
utiliza sobre documentos, imégenes médicas, secuencia de imagenes, imagenes de
satélites, mapas meteoroldgicos, etc.

La primera parte de la tesis, propone un método basico de compresiéon de
imédgenes que permite comprimir y descomprimir a través de la aplicacién de una
transformada lineal, (llamada transformada de Hadamard), cuya matriz asociada
tiene sus coeficientes en el conjunto {#1}.

La idea del método es la siguiente:

Dada una matriz correspondiente a una imagen, la subdividimos en submatrices
2" x 2™ que miraremos como vectores en R*". A cada v € R*", le aplicamos una
matriz H, cuyas filas son una base ortogonal de autovectores correspondientes al
operador de adyacencia del grafo de Hamming. Como v = H!Hv se tiene que
un multiplo de los coeficientes de Hv son las coordenadas de v en dicha base de
autovectores.

Los autovalores permiten ordenar la informacién. La compresién consiste en
hacer cero las coordenadas asociadas a los autovalores mas chicos. Llamamos al
vector resultante w. A partir de w reconstruimos un vector o = Hw, con H ma-
triz de descompresiéon que proviene de H, que serd una aproximacién de v. Para
analizar los resultados obtenidos consideramos distintas imégenes y calculamos el
error cuadrdtico medio (ECM) de la imagen reconstruida con su original. También
analizamos los resultados con las siguientes métricas: Signal to noise ratio (SNR),
Peak signal to noise ratio (PSNR), Normalized Cross correlation (NCC). Se com-
paran los resultados obtenidos con otros formatos ya establecidos como el JPEG,
(Joint Photographic Experts Group), el cual es el formato estdndar de compresién
utilizado actualmente.

Esto lleva a abordar el problema del célculo eficiente de proyecciones a autoes-
pacios, y se investiga el calculo del mismo en otros esquemas, que abordamos en la
segunda parte del trabajo.

En la segunda parte, se considera el problema del calculo de las componentes
principales de una senal f € L(X), donde X es igual a los subconjuntos de k
elementos de un conjunto Q = {1,2,...,n} de n elementos.

El grupo simétrico S, actia en X naturalmente y L(X) se descompone como
suma directa de las componentes isotopicas de la correspondiente representacion:

L(X) =&, Vi

El problema general consiste en dada una senal f € L(X), calcular la proyeccién
de f a un determinado V;, denotado por Iy, f, en forma eficiente (minimizando las
operaciones empleadas).

El calculo se realiza usando la transformada de Radon y una familia de marcos
ajustados finitos de las componentes principales.

El resultado principal de esta seccién es la reduccion de las cotas presentadas
en el trabajo [DR].

Palabras claves: componentes principales, compresién de imagenes, marcos

ajustados finitos, esquemas de asociacién.
2010 Mathematics subject Classification: 94C30, 94C15, 94A08.
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1. INTRODUCCION

El presente trabajo, estd dividido en dos partes las cuales describimos a conti-
nuacion:

La primera parte de la tesis, propone un método bdsico de compresion de
imégenes que permite comprimir y descomprimir a través de la aplicacién de una
transformada lineal, (llamada transformada de Hadamard), cuya matriz asociada
tiene sus coeficientes en el conjunto {£1}.

La idea del método es la siguiente:

Dada una matriz correspondiente a una imagen, la subdividimos en submatrices
2" x 2" que miraremos como vectores en R*". A cada v € R*", le aplicamos
una matriz H, en nuestro caso Hv resultan ser las coordenadas de v respecto de
una base de autovectores correspondientes al operador de adyacencia, A, del grafo
de Hamming. Descartamos la informacion del vector Hv correspondientes a los
autoespacios asociados a los autovalores de menor valor, obteniendo un vector més
chico w. Los autovalores permiten ordenar la informacién. La compresiéon consiste
en descartar las coordenadas asociadas a los autovalores més chicos. Los restantes
elementos los guardamos en w. Guardamos w para luego reconstruir un vector v =
Huw, con H matriz de descompresién que proviene de H, que serd una aproximacién
de v. Se comparan los resultados obtenidos con otros formatos ya establecidos como
el JPEG, (Joint Photographic Experts Group), el cual es el formato estdndar de
compresién utilizado actualmente.

Las aplicaciones de la compresion de imagenes son principalmente la transmi-
sién y almacenamiento de informacién. En transmision, sus principales aplicaciones
son la television, radar, tele conferencias, comunicacién por computadoras, trans-
misién por fax y otras asi. En almacenamiento, la compresion de imégenes se utiliza
sobre documentos, imagenes médicas, secuencia de imagenes, imagenes de satélites,
mapas meteoroldgicos, etc.

Esto lleva a abordar el problema del célculo eficiente de proyecciones a autoes-
pacios, y se investiga el calculo del mismo en otros esquemas, que abordamos en la
segunda parte del trabajo.

En la segunda parte, se considera el problema del célculo de las componente
principales de una sefial f € L(X), donde X es igual a los subconjuntos de k ele-
mentos de un conjunto Q = {1,2,...,n} de n elementos, mediante la transformada
de Radon.

Una de las motivaciones de este problema, es su aplicacion a los juegos de loteria
del estado, por citar algin ejemplo, podemos nombrar el “Quini 6”. Este consiste
en elegir un subconjunto de 6 nimeros del conjunto {0,1,2,...,45}. Los jugadores
estan interesados en elegir subconjuntos de seis niimeros pocos elegidos para ma-
ximizar la ganancia, y el estado esta interesado en poder predecir los resultados
globales.

Sea G un grupo finito actuando transitivamente en un conjunto X. Sea L(X)
el espacio vectorial de las funciones de X sobre el cuerpo de los niimeros reales.
L(X) admite una representacién natural p de G definida por

(p(s)(f)(@) = f(s™ )
Para todo s € G y todo z € X. L(X) se descompone como suma directa de
sub-espacios isotopicos

L(X) = &, Vi.
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El problema general consiste en dada una senal f € L(X), calcular la proyeccién
de f a un determinado V;, denotado por Iy, f, en forma eficiente (minimizando las
operaciones empleadas).

El resultado principal de esta seccién es la reduccion de las cotas presentadas
en el trabajo [DR].

En [DR] se proponen dos métodos para calcular las proyecciones de una senal
f e L(X):

En un método usan la transformada de Radon, denotada por R. Utilizando la
propiedad que para el método propuesto la transformada R es inyectiva, denotan su
transformada inversa a izquierda, R~. R matricialmente es de dimensién (}}) x (?),
y por consiguiente R~ de dimensién (;’) X (Z), donde 0 < j < k. En lema 3.1, (ver
lema 3.1 [DR]), prueban que II = RR™ es la proyeccién al subespacio isotépico de
dimensién j, M7, y variando j = 0,...,k, calculan la proyeccién a los diferentes
subespacios. Estableciendo la siguiente cota, teorema 3.1:

TEOREMA 0.1. (Th 3.1 [DR]): Calcular las proyecciones de un elemento arbi-
trario de M* en cada uno de los k + 1 subespacios isotdpicos mediante la transfor-

mada de Radon requiere un costo inicial de a lo sumo O(k? (Z)2logk) operaciones

y un adicional de k‘(:)z operaciones.

Mientras que en el algoritmo presentado en esta seccién, aprovechando la gran
cantidad de ceros que presenta la transformada R y la propiedad de los marcos
ajustados finitos, se reduce esa cota a:

TEOREMA 0.2. Calcular todas las proyecciones Iy, f en todas las hojas requiere
un costo inicial de a lo sumo Zle(n—l) (,,) sumas y un adicional de (}) (3% —2%)
sumas y () ((k — 2)2*=1 + 2k — 1) multiplicaciones.

Obtenemos el siguiente corolario, teniendo en cuenta el orden de las operaciones

COROLARIO 0.3. Calcular todas las proyecciones Iy, f en todas las hojas re-
quiere un costo inicial de a lo sumo Ele(n —1)(,"",) sumas y un adicional de
(D) (8% = 2%) sumas y (7)((k — 2)25~1) multiplicaciones.

En el otro método utilizando la teoria de representaciones y por medio de
funciones esféricas, establecen la siguiente cota, teorema 2.6:

TEOREMA 0.4. (Th 2.6 [DR]): Todas las proyecciones isotdpicas de M ™)

pueden calcularse usando a lo sumo (2)2 sumas mds un adicional de O((Z) klog?k)
operaciones.

El algoritmo presentado en esta secciéon es una variante del primer algoritmo,
en donde se reduce esa cota a:

TEOREMA 0.5. Calcular todas las proyecciones Iy, f en todas las hojas requiere
un costo inicial de a lo sumo Zle(n =1 (lfl) sumas y un adicional de a lo sumo

Zk (1) (2" =1) sumas y (Zk_l (M (r—1))+k—1+(3)2(k—1) multiplicaciones.

r=1 \r r=1 \r

Dando el siguiente corolario, teniendo en cuenta el orden de las operaciones

COROLARIO 0.6. Calcular todas las proyecciones Iy, f en todas las hojas re-
quiere un costo inicial de a lo sumo Zle(n —1)(,"",) sumas y un adicional de a lo

sumo Zle (M) (2" — 1) sumas y (Zf;ll (M (r—1)) + (})2(k — 1) multiplicaciones.
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A continuacion se detalla la distribucién de los contenidos de este trabajo.

Este trabajo esta dividido en seis capitulos. En el capitulo uno daremos la
definicién y propiedades de esquemas de asociacién, transformada de Radon, marcos
ajustados finitos e introduciremos los conceptos y propiedades que se utilizaran en
este trabajo sobre la teoria de representaciones y la distribucién binomial.

En el capitulo dos introduciremos la definicién de reticulado, para poder definir
posteriormente semireticulado inferior, que utilizaremos a lo largo del trabajo.

En el capitulo tres se abarcara el tema de compresién de imagenes, donde se
introduce el tema, se da una breve resena del método estandar de compresion de
imégenes JPEG, para posteriormente presentar el método basico de compresién
propuesto, mostrando los resultados obtenidos.

En el capitulo cuatro se presenta el desarrollo del cédlculo de componentes prin-
cipales, siendo los teoremas 4.41 y 4.59 los resultados principales de dicho capitulo,
reduciendo las cotas presentadas en el trabajo [DR], como se explicé anteriormente.

Las conclusiones se presentan en el capitulo cinco, junto con las posibles lineas
de investigacién para futuros proyectos.

Mientras que la bibliografia se presenta en el capitulo seis.






Capitulo 1

ESQUEMAS DE ASOCIACION

Comenzaremos con la definicién de Esquemas de asociacién, propiedades de los
mismos y definiremos los esquemas especificos de Hamming y esquemas de Johnson.
(Ver [B], [BI], [G]).

1. ESQUEMAS DE ASOCIACION

DEFINICION 1.1. (Ver [B] pag. 1). Un esquema de asociacidn simétrico de clase
d es un par' Y = (X, {Ri}fzo) que consiste de un congunto finito X y relaciones
simétricas Ro, Ry,...,Rq en X tales que:

i) Ro = A, la diagonal de X x X.

i) {R;}L es una particion de X x X.

i) Dado (z,y) € Ry, |{z € X: (z,2) € R;,(2,y) € R;}| depende solo de h,i y
j. (Este nidmero se denota por pﬁj).

Se definen las matrices de adyacencia A; por las férmulas:
1 si(z,y) € R;

A4 = .
( 1)“/ {O caso contrario

Tenemos que Ay = I (por i) arriba) y A;4; = ZZ:O ijAh (por iii) arriba), por lo
tanto generan un dlgebra A(Y'), llamada el dlgebra de Bose-Mesner.

OBSERVACION 1.2. Las relaciones R; en X x X definen d + 1 estructuras de

grafo sobre X: el conjunto de vértices es X y el par (x,y) es arista si pertenece a
R;.

Sea: RX ={f: X — R}.
Sea A : RX — IRX el operador de adyacencia:

AND@ =Y f)
y:(z,y)ERL
A es simétrico con respecto al producto interno:
< f,9>=) f(@)g(x)
rzeX

por lo que IRX se descompone en autoespacios ortogonales:

RX=Vy,oVi®..0V.

1.1. ESQUEMAS DE HAMMING. Una familia particular de esquemas
de asociacién son los esquemas de Hamming H (n, d).

DEFINICION 1.3. Sea I' un conjunto de n elementos y sea @ = I'™. Para = e
y en Q, x,y son i-asociados si x ey difieren en exactamente i posiciones, donde

0 < i < m. Esto define un esquema de asociacion llamado esquema de Hamming,
H(m,n).

15
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Los esquemas de Hamming generalizan al hipercubo H(n,2) = (X, Ry), en este
caso (X, Ry) es el hipercubo, que es un grafo que tiene como vértices a X = Z7,
donde dos vértices x = (z1,22,...,Tn), ¥ = (Y1,Y2,...,yn) € X son adyacentes si

Wi+ @ #yi}| =1
EJempPLO 1.4. Ejemplo: H(2,2):

(0,0) (1,0)

Ficura 1. El cuadrado

En este ejemplo X = 73 = {(0,0);(0,1);(1,0);(1,1)}. Si damos dicho orden
a los vértices, la matriz de adyacencia, A1 = A, indexadas sus entradas por dicho
orden es

0110

1001

A= 1001

0110

EJEMPLO 1.5. Ejemplo: H(3,2):
o1l 148
ool ol
alo
/)_) 110
0ol g

Ficura 2. El cubo
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En este caso X = Z3 = {(0,0,0); (0,0, 1); (0,1,0); (0,1, 1); (1,0,0; (1,0, 1); (1,1,0); (1, 1, 1)}.
Si damos dicho orden a los vértices, la matriz de adyacencia, A; = A, indexadas
sus entradas por dicho orden es

(01101000 ]
10010100
10010010
01100001
10000110
01001001
00101001

100010110 |

1.2. ESQUEMAS DE JOHNSON.

DEFINICION 1.6. Sea Q el conjunto de todos los subconjuntos de k elementos de
un congunto I' den elementos, donde 1 < k < 5. Sean x,y € Q, parai=0,1,...,k,
se dice que x e y son i asociados Si

leNyl=n—1
estos esquemas de asociacion se llaman esquemas de Johnson, J(n, k).

EJEMPLO 1.7. Ejemplo J(5,2).
Consideremos el caso de J(5,2), es decir n = 5,k = 2. Los subconjuntos de 2
elementos del conjunto {1,2,3,4,5} son:

{12},{13}, {14}, {15}, {23}, {24}, {25}, {34}, {35}, {45}

La matriz de adyacencia asociada al esquema de Johnson J(5,2), A1 = A, si
ordenamos los conjuntos lexicogrdficamente, como estdn escritos arriba, es

(0111111000 7
1011100110
1101010101
1110001011
1100011110
1010101101
1001110011
0110110011
0101101101

1 0011011110 |

2. REPRESENTACIONES

En esta seccion daremos las definiciones y conceptos bésicos de la teoria de
representaciones, (ver [S],[St]).

DEFINICION 1.8. Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo C de los nimeros
complejos, y sea GL(V) el grupo de isomorfismos de V. Sea G un grupo finito. Una
representacion lineal de G en V' es un homomorfismo p del grupo G en el grupo
GL(V). En otros términos, a todo elemento s de G se le asocia un elemento, p(s),
de GL(V), de modo que

p(st) = p(s) o p(t),V s,t € G
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Sea p : G — GL(V) una representacion lineal, y sea W un subespacio vectorial
de V. Supongamos que W es estable por las operaciones de GG, también denominado
invariante, es decir, que si & € W, entonces ps(z) € W para todo s € G. La
restriccién p? de ps a W es entonces un automorfismo de W, y ciertamente p¥, =
PV plV. Ast p"' : G — GL(W) es una representacion lineal de G' en W. Se dice que
W es una subrepresentacién de V.

DEFINICION 1.9. Una representacidn lineal p : G — GL(V) se dice irreducible
st V # 0 y ningin subespacio de V' es estable por G, excepto 0y V.

Ver [S], capitulo 1 para mayor detalle.

Sea G un grupo finito actuando transitivamente en un conjunto finito X =
{z1,...,z,}. X es un espacio homogéneo de G. Sea p la representacién natural
definida por L(X), es decir la representacién:

psf(x) = f(s_lx)

EJEMPLO 1.10. El grupo finito S, actia transitivamente en el esquema de
Johnson, J(n, k), con la accidn natural del grupo.

Recordemos L(X) se descompone en autoespacios ortogonales:

LX)=VoVid..oV.
Los V; son irreducibles, (ver th 2.6 pag. 93 [St]).

3. TRANSFORMADA DE RADON

A continuacién daremos la definicién de la transformada de Radon y propieda-
des de la misma, (ver [DR], [FMRHO1], [GLL], [St], [Y]).

Sea X =\ el conjunto cuyos elementos son los (Z) subconjuntos de k—elementos

P
del conjunto {1,...,n}y L(X(Z)) ={f: X(:) — R}.

DEFINICION 1.11. La transformada de Radon, R : L(X(n_,)) — L(X(Z))’ con
0<j<k<3, estd dada por

Rf(t)=>_ f(s)

sCt
donde |s| =j y |t| = k.

DEFINICION 1.12. La transformada adjunta de R, S, se define

Sh(s) = h(t)

tDs
donde |s| = j y |t| = k.

TEOREMA 1.13. (Ver teo. 1 pag. 5 [Y]). La transformada de Radon, R, es
inyectiva.

Como dicha transformada es inyectiva, por lo tanto posee inversa a izquierda,
(ver [GLLY]).

Veamos cémo se comporta la transformada de Radon con respecto a la accién
del grupo simétrico.
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PROPOSICION 1.14. Sea G =S, f € L(X(Z))'

La transformada de Radon, R, satisface:

R(gf) = gR(f) con g€ G

DEMOSTRACION.
(R((gN))(@) =D afy) Z Flg™y) Vo € Xy
(9(RA)(@)=Rf(g7'z)= Y. fly)=> fly) Vre X

haciendo el siguiente cambio de variable, z = gy, tenemos

—Zf VZI?GX()

zCx

Por lo tanto R(gf) = gR(f).

La sucesién de imédgenes R(L(X(n))) = A;, da una filtracién en L(X(Z,)).

TEOREMA 1.15. (Theo 2.6 pag 93, ver [St]). Sea G y X tal que satisfacen:
(1) La métrica d sobre X x X coincide con la distancia del grafo en X x X,
(2) G es dos-puntos homogéneo en X.

Donde la mdxima distancia en X x X es N. Entonces

L2( )—V)\O @V,\N,
donde {Vy,}, son representaciones zrreduczbles distintas de G.

COROLARIO 1.16.
ANi=VeVieaV,d...0V;

DEMOSTRACION. Al ser R inyectiva = V), es isomorfo a R(V),). Como R
conmuta con la accién del grupo G = S,,, tenemos por teorema 1.15

R(L*(X)) = R(Vx,) ® ... & R(Vay),
R(Vy,) es isomorfo a 0 0 a V),. Pero R es inyectiva = R(V),) = V),.

i

COROLARIO 1.17. (Ver coro 4.14 pag 6 [LMP]).

A C AL CAy... CAg
4. MARCOS AJUSTADOS FINITOS

A continuacién definiremos marcos ajustados finitos y sus propiedades, (ver
[BF], [CK1], [D], [EB], [VW]).

Sea H un espacio de Hilbert real o complejo de dimensién d.

DEFINICION 1.18. (Ver def 2.1 pag. 3 [VW]): Un conjunto finito de vectores
no nulos ® = {qﬁj} ', en H es un marco ajustado finito si existe ¢ > 0 tal que

IfIP=ed I <fig;> V feH

Jj=1
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o equivalentemente, por la identidad de polarizacién

f=cY <f¢;>¢;, ¥V feH

Jj=1

EJEMPLO 1.19. Ejemplo de marco ajustado finito en R*

L4 o= (0,17
3 o]
|2 l2
/_L..
= (=F =T | w=(F -3

Los tres vectores del plano ¢; con j =1,2,3, forman un marco ajustado finito

con ¢ = 2, es decir satisfacen

37

3
2
f:§Z<f7<pj>goj, Vf € R

Jj=1

La definicién de marcos ajustados proviene del articulo [D], donde se observa
que si uno relaja la condicién de que un conjunto de vectores sea base ortogonal del
espacio pero sigue requiriendo que la descomposicon de vectores tenga una expresion
sencilla obtiene una flexibilidad que le es de mucha utilidad para probar la existencia
de wavelets con ciertas condiciones y construirlos. Otros ejemplos pueden verse en
[BF], [CK1] y [EB]. En particular, en [VW], se fabrican marcos que provienen de
grupos.

5. DISTRIBUCION BINOMIAL

En esta seccién introduciremos los conceptos y propiedades de la distribucién
binomial, (ver [De]).

DEFINICION 1.20. La distribucién de probabilidad de una variable aleatoria
discreta estd definida para todo nimero x por p(z) = P(X = x).

En otras palabras, para todo valor posible x de la variable aleatoria, la dis-
tribucién de probabilidad especifica la probabilidad de observar ese valor cuando
el experimento se realiza. Las condiciones p(z) > 0y 31,44 & posibie P(T) = 1 se
requieren para cualquier distribucién de probabilidad.

DEFINICION 1.21. La funcidén de distribucion acumulada de una variable X de
variable aleatoria discreta con distribucion de probabilidad p(x) estd definida para
todo numero x mediante

F)=P(X <z)= Y p(y)
y:y<z
Para cualquier nimero z, F(x) es la probabilidad de que el valor observado de
X sea a lo sumo x.
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DEFINICION 1.22. Dado un experimento binomial formado por n ensayos, la
variable aleatoria binomial X asociada con este exrperimento estd definida como

X = ndmero de éxito entre los n ensayos.

NOTACION 1.23. Debido a que la distribucién de probabilidad de una variable
aleatoria binomial X depende de los pardmetros n y p, denotamos la distribucion
de probabilidad por b(x;n,p).

Donde p es la probabilidad de éxito de un ensayo.

TEOREMA 1.24. (Ver teo. pag. 119 [De]).

o Opr=pt 2=0,1,2,...,n
blzin.p) = { 0 caso contrario

NOTACION 1.25. Para X ~ (Z), X wariable aleatoria binomial basada en n en-
sayos con probabilidad de éxito p, la funcion de distribucion acumulada estard sim-
bolizada por

xT
P(X <z)= B(z;n,p) = Zb(y;n,p), z=0,1,...,n.
y=0
PROPOSICION 1.26. (Ver prop. pag. 165 [De]). Sea X una variable aleatoria
basada en n ensayos con probabilidad de éxito p. Entonces, si el histograma de
probabilidad binomial no estd demasiado sesgado, X tiene aprorimadamente una
distribucion normal con p=mnp y o = \/npq. En particular, para x = valor posible

de X,

P(X <) = B(a;n,p) ~ (drea bajo la curva normal)

a la izquierda de x + 0,5
x+0,5—np

N

En la prdactica, la aproximacion es adecuada siempre que np > 10 y ng > 10.

= &

Con d(z) = [* e 54y q=(1-p).

00 /21






Capitulo 2

RETICULADO

En este capitulo introduciremos la nocién de reticulado utilizada en este tra-
bajo, (ver [DPr], [LMP]).

1. RETICULADO

DEFINICION 2.1. Sea P un conjunto. Un orden parcial sobre P es una relacion
binaria, <, sobre P, tal que para todo x,y,z € P,

(i) x < w,

(it) x <y ey <z, implica © =y,

(#it) x <y ey < z, implica x < z.

Es decir la relacion es reflexiva, antisimetrica y transitiva.

Un conjunto P equipado con un orden parcial se define como un conjunto
parcialmente ordenado.

EJEMPLO 2.2. El conjunto de numeros N, Z, Q, R, son ejemplos bdsicos de
conjuntos parcialmente ordenados.

EJEMPLO 2.3. El siguiente diagrama de Hasse es una representacion grifica
simplificada de un conjunto parcialmente ordenado finito.

Ficura 1. Diagrama de Hasse

DEFINICION 2.4. Sea P un conjunto parcialmente ordenado y S C P. Un ele-
mento x en P es una cota superior de S si s < x para todo s € S. Reciprocamente
se define cota inferior.

La cota superior mas chica de S se denomina supremo de S, sup S; la cota
inferior mas grande de S se denomina infimo de S, inf S.

23
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NOTACION 2.5. Denotaremos x V' y, (x join y), en lugar de sup{x,y} si este
existe, y x Ny, (x meety), en lugar de inf{x,y} si este existe.

DEFINICION 2.6. Sea P un conjunto parcialmente ordenado distinto del vacio.
SixVy, x ANy existen para todo x,y € P, entonces P se llama reticulado.

OBSERVACION 2.7. Esta nocién de reticulado difiere de la definicién dada en
Teoria de Numeros.

DEFINICION 2.8. Sea P un conjunto parcialmente ordenado distinto del vacio
que contiene cota inferior mdzrima para cualquier par de elementos de P. P se
denomina semireticulado inferior (o meet-semireticulado).

EJjemMPLO 2.9. Consideremos el conjunto P formado por todos los subconjunto
de hasta k elementos de un conjunto Q = {1,...,n} den elementos, ordenados por
la relacion inclusion, C.

Esto me da un conjunto parcialmente ordenado por la relacion C, en donde
todo par de elementos de P tiene cota inferior mdzima, por consiguiente P es un
semireticulado inferior separado por niveles segin la cantidad de elementos, y cada
nivel corresponde al esquema J(n, j).

A esto denotamos el semireticulado inferior asociado al esquema de Johnson
J(n, k).

Ejemplo J(6,3).
El semireticulado inferior asociado al esquema de Johnson J(6,3), se lo puede
representar de la siguiente manera

FIGURA 2. Semireticulado inferior asociado al esquema de Johnson J(6, 3)
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Esto da un semireticulado inferior de 4 niveles, X;, j=0,...,3, con

Xo = {@}, representa el nivel 0.

X1 = {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, representan el nivel 1.

Xy = {12}, {13}, {14}, {15}, {16}, {23}, {24}, {25}, {26}, {34}, {35}, {36}, {45}, {46}, {56},

representan el nivel 2.
X3 =

{123}, {124}, {125}, {126}, {134}, {135}, {136}, {145}, {146}, {156},

{234}, {235}, {236}, {245}, {246}, {256}, {345}, {346}, {356}, {456}
representan el nivel 3.

DEFINICION 2.10. Llamamos hojas del semireticulado inferior a los elementos
del dltimo nivel.

Las hojas del semireticulado inferior asociado al esquema de Johnson J(6,3)

son los siguientes (g) tripletes

{123}, {124}, {125}, {126}, {134}, {135}, {136}, {145}, {146}, {156},

{234}, {235}, {236}, {245}, {246}, {256}, {345}, {346}, {356}, {456}






Capitulo 3

COMPRESION DE IMAGENES

1. INTRODUCCION

Conforme la informatica avanza, las imagenes se han convertido en un area muy
importante de esta. Hoy en dia surgen més entornos graficos orientados a multiples
aplicaciones. Las imagenes se han hecho con la informatica, de ahi la necesidad de
compactarlas, hay que reducir la cantidad de datos necesarios para representar una
imagen digital. La compresion se basa en la eliminacién de datos redundantes.

En este capitulo introduciremos el concepto de como se representa una imagen
en una computadora y contaremos un poco la historia de la compresién de imagenes
y detallaremos brevemente el estandar de compresién utilizada en la actualidad
JPEG, para posteriormente presentar nuestro algoritmo de compresion.

2. IMAGENES

Comenzaremos con la definicién de imagen en un ordenador, (ver [DP], [MW],
[Wdm)).

DEFINICION 3.1. Una imagen en escala de grises se representa, en un orde-
nador, con una matriz F, M x N, en donde cada entrada corresponde a un pizel
(short for picture element) y el valor de la entrada es un nimero entre 0y 255, que
corresponde a una intensidad de gris. Donde el valor 0 corresponde al color negro
y el 255 al blanco.

Los 256 posibles valores de intensidad de grises se muestran a continuacion.

[ = Mearo 148 = Gris 255 —Blanco

Ficura 1. Rango de valores de intensidad de grises desde 0 (ne-
gro) hasta 255 (blanco).

Atn si uno puede ver la imagen completa, la intensidad individual de los pixeles
es muy dificil de ver, o distinguir para el ojo humano, debido a la continuidad
de la imagen. Por lo tanto hay informacién redundante, es decir que se repite o
indetectable para la vision humana. Esto es una ventaja de las imédgenes de alta
resolucién, més puntos, o pixeles, por pulgada (dots per inch (dpi)) produce una
imagen més fina.
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EJEMPLO 3.2. A continuacion se muestra la matriz asociada a una parte de
una imagen, blogque, con su correspondiente intensidad en cada entrada del bloque
a manera de ejemplo

FicURA 2. Imagen original FicuraA 3. Ojo derecho

163 160 | 156 | 177 ] 138 | 128 | 144 | 126
186 | 157 | 140 | 125 | 136 | 117 | 115 | 105
125 79 | 82 | 51 | 82 | 89 | 100 | 104
8/ | 56 | 80 | 77 | 73 | 64 | 103 | 125
62 | 70 | 48 | 79 | 49 | 67 | 87 | 127
118 | 146 | 60 | 95 | 79 | 87 | 59 | 111
81 | 104 42 | 60 | 62 | 86 | 62 | 120
73 | 53 | 70 | 7| 74| 70| 88 | 147
119 55 | 64 | 75 | 55 | &84 | 150 | 175
157 | 118 | 89 | 95 | 118 | 161 | 174 | 166
176 | 165 | 130 | 150 | 157 | 172 | 145 | 127
160 | 157 | 166 | 161 | 144 | 138 | 117 | 115

OBSERVACION 3.3. La matriz con los diferentes valores de intensidad corres-
ponden al bloque, cuadrado, remarcado con rojo en el ojo derecho de la nina de la
imagen del ejemplo 3.2.

;Cudl es el espacio necesario de almacenamiento de una imagen en una computadora?

DEFINICION 3.4. La unidad fundamental de una computadora es un bit. Un bit
(unidad binaria) puede valer 0 o 1. Un byte (la unidad fundamental de almacena-
miento en una PC) estd compuesta por 8 bits. Como cada bit vale 0 o 1 y 8 bits
son un byte, hay 28 = 256 bytes diferentes.

Por lo tanto si nuestra imagen es de tamano M x N pixeles, el espacio necesario
de almacenamiento, por lo anteriormente visto, es de M x N x 8 bits.

Gracias a la continuidad de las imégenes y al hecho anteriormente mencionado
con respecto a que la intensidad individual de los pixeles es muy dificil de ver, o
distinguir para el ojo humano. Hay informaciéon sobreabundante, que puede com-
primirse o eliminarse, reduciendo asi de manera considerable la cantidad de espacio
necesario de almacenamiento.
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En otras palabras, la compresién de imagenes trata de minimizar el nimero de
bits necesarios para representar una imagen.

3. JPEG

En esta seccién abarcaremos la historia del estandar de compresion JPEG y
describiremos brevemente su funcionamiento. (Ver [Wdm)]).

3.1. INICIOS JPEG. El estandar de compresion de imagenes JPEG fue
introducido por primera vez en 1992, las siglas JPEG provienen de Joint Photo-
graphic Experts Group. El formato JPEG se formé en la década de 1980 por los
miembros de la International Organization for Standardization (ISO) and the Inter-
national Telecommunications Union (ITU). Hay cuatro pasos bésicos en el algoritmo
utilizado por el formato JPEG: preprocesamiento, transformacién, cuantificacién y
codificacién, (ver [Wdm]); que se detallan a continuacién:

-Preprocesamiento

Se divide la imagen en bloques de 8 x 8 pixeles,

EJjeMPLO 3.5. Como ejemplo para ver los pasos empleados usaremos el siguien-
te bloque

5 176 193 168 168 170 167 165]
6 176 158 172 162 177 168 151
5 167 172 232 158 61 145 214
33 179 169 174 5 5 135 178
§ 104 180 178 172 197 188 169
63 5 102 101 160 142 133 139
51 47 63 5 180 191 165 5
49 53 43 5 184 170 168 74

correspondiente a la siguiente imagen.

B

Ficura 4



30 3. COMPRESION DE IMAGENES

Posteriormente se resta 127 a cada intensidad del pixel de la imagen. Este paso
acerca las intensidades alrededor del valor 0, y tiene como finalidad simplificar la
matematica de los pasos de la transformacion y cuantizacién que se detallan maés
adelante.

EJEMPLO 3.6. En nuestro ejemplo los nuevos wvalores son

[—122 49 66 41 41 43 40 38
—121 49 31 45 35 50 41 24
—122 40 45 105 31 —66 18 87
—-94 92 42 47 —-122 -—-122 8 o1

B=1_119 —23 53 51 45 70 61 42

—64 —122 —-25 —26 33 5 6 12

—76 —80 —64 —122 53 64 38 —122

| —78 —74 -84 —122 57 43 41 53 |
-Transformacion

El formato de compresion de imagen estandar JPEG utiliza la transformada
del coseno discreta, Discrete Cosine Transformation (DCT), C. La matriz C es
inversible, mds atin C' es ortogonal, CT = C~1, (ver [Sg]).

Cada bloque 8 x 8, B, de la imagen preprocesada es multiplicado por la matriz
de la transformada DCT, C, de tamafo 8 x 8 a izquierda y por CT a derecha,
obteniendo el bloque U = CBCT con

roV2 V2 V2 p) V2 V2 V2 V2 T
2 2 2 2 2 2 2
coSZE  cos3E  c0s2E cosTE c0s2E cosHE cosET cosldE
g g 1t be e 25 26 st
COSTE  COSTE  COS=E  COSTg COS—E COSSEr 003?;r cos Tg
co83E  c0s9E  cosI2E  cosZIL  c0sZE 0s33T  cpg3IT ppgdim
C == 6 NG 46 A6 26 8 6 &6
cos—g cos%—g 005?67r cos?ﬁ7r cos?éT 005—67r cos?g 4305]5—(;T
cos—g 0051—6” 0052—67r cos?’—gr cos;"l—éT 420551—67r 0056—67r 00.97]0—67T
cos—g 00.911—6’T cos?’—gr 0054]9—(? cosiéT 00361(;—6” cos7ll—gr cos Nz
T 21w 357 4 631 7 9 1
COS 16 COS 6 COoS 6 COS 16 COS 6 COS 6 COS 6 COS 6 4

Analicemos los cambios que realiza la transformada DCT, C, a cada bloque
8 x 8 de la imagen.

La fila 0, enumerando las mismas del 0 al 7, es la funcién constante g Ob-
servemos que la suma de las coordenadas de las filas 1 a 7 en el intervalos [0, 7]
dividido en 8 espacios de igual distancia 2{“—6”7 con k = 1,....,7, empezando en el
punto %‘ da cero. Debido a esto puede verse que la transformada DCT, C, concen-
tra la informacién de la matriz B en las coordenadas cercanas al angulo superior
izquierdo, mientras que las otras coordenadas tomaran valores cercanos a cero.
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EJEMPLO 3.7. Si la matriz B tiene como entradas unicamente a los nimeros
50, 51, 52.

51 52 51 50 50 52 50 52 ]
51 52 51 51 50 52 52 51
50 50 51 52 52 51 51 51
51 50 50 50 52 50 50 51
51 50 50 51 50 50 51 50
50 51 52 52 51 50 50 50
51 52 51 50 52 50 52 50
50 51 52 52 50 51 52 51

en este caso la matriz resultante U es

[ 407 0 -05 —-05 —05 01 —05 0 ]
0,3 —06 1 08 01 -1 1,1 -1,
9 -01 1 —-05 —-21 —-03 02 -1
-0,6 1,3 06 0 —-04 05 02 —04
-1 -0,3 1,1 01 05 0 0,8 —0,5
-02 01 01 07 09 -19 —-01 14
0o -01 -1,7 -15 06 0,1 1 —06
—-0,1 —0,3 0,1 04 0 05 —04 0,1 |

EJEMPLO 3.8. Si consideramos el ejemplo 3.6
en este caso la matriz resultante U es

[—27,50 —21347 —149.61 —9528 —103,75 —46,95 —58,72 27,23 ]
168,23 51,61  —21,54 —23952 —824 2450 —52,66 —96,62
2720 31,24 —3228 173,39 —51,14 —56,94 4,00 49,14
30,18 —43,07 50,47 67,13  —14,12 11,14 71,01 18,04

U=11950 846 33,59 —53,11 —36,75 292 —580 —18,39
70,59 66,88 4744  —3261 —820 18,13 —22.99 6,63
12,08 —19.13 6,25  —55,16 85,59  —0,60 8,03 11,21

| 71,15 —38,37  —7592 2929 1645 -2344 421 1562 |

Como podemos observar las entradas de la matriz B, luego de la etapa de
preprocesamiento, son numeros enteros, mientras que la transformada DCT, C,
convierte dichas entradas generalmente en nimeros reales. El proceso de cuantifi-
cacion se encarga de convertir los mismos en enteros como veremos a continuacién.

-Cuantificacion

El proceso de cuantificacion consiste en dividir cada entrada de la matriz U
por los elementos de la siguiente matriz de cuantificacién @

[16 11 10 16 24 40 51 61]
12 12 14 19 26 58 60 55
14 13 16 24 40 57 69 56
|14 17 22 29 51 87 80 62
Q= 18 22 37 56 68 109 103 77
24 35 55 64 81 104 113 92
49 64 78 87 103 121 120 101
172 92 95 98 112 100 103 99 |
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Para convertir los nimeros resultantes en niimeros enteros creamos la siguiente
matriz @’ definida por

Q;‘k = R(Ujk/ij) con ],k‘ = 1, ,8
Donde la funcién R(.) es la funcién de redondeo al entero mds préximo. Obser-
vemos que los valores de la esquina inferior derecha de la matriz () son mas grandes,
al dividir por dichos ntimeros se obtienen valores cercanos al cero, por lo cual al
redondearlos se convierten en cero.

EJjEMPLO 3.9. Si aplicamos el proceso de cuantificacion al ejemplo 3.6:

La matriz Q' es igual a

(-2 —-19 —-15 -6 —-4 -1 -1 0]
14 4 -2 —-13 0 0 -1 =2

-2 -2 =2 7 -1 -1 0 1

o = 2 -3 =2 2 0 0 1 0
1 0 1 -1 -1 0 0 0
-3 2 1 -1 0 0 0 0

0 0 0 -1 1 0 0 0

1 0 -1 0 0 0 0 0

Observemos que la transformada DCT, C, es inversible, mas ain es ortogonal,
C = OT. La divisién por un niimero es reversible, mientras que el redondeo no, por
eso el JPEG es un ejemplo de compresion con pérdida.

-Codificacién

El dltimo paso en el proceso JPEG es codificar la imagen transformada y cuan-
tificada. El estdndar de compresion JPEG usa una versién avanzada del cédigo de
Huffman, (ver [Wdm)]).

Para invertir el proceso y obtener una aproximacién del bloque de la imagen
original, el primer paso, trabajando por bloques 8 x 8, es decodificar el cédigo de
Huffman para obtener la matriz cuantificada del bloque trabajado. Posteriormente
se invierte el paso de la divisién y luego aplicamos la inversa de la transformada
DCT, C, y obtener una aproximacién del bloque original preprocesado U, U’. Es
decir, formamos primero la matriz Uj’k = Q;k * Q.-

EJjeMPLO 3.10. Si invertimos el proceso de division obtenemos

[-32 —209 —150 -96 —96 —40 -51 0
168 48 —28 =247 O 0 —-60 -110
-28 =26 32 168 —40 =57 O 56
28 51 —44 a8 0 0 80
18 0 37 —56 —68
72 70 55 —64 0
0 0 0 —-87 103
72 0 -95 0 0

U' =

o o oo
o o o o
o o o oo
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mientras que nuestro bloque U original era

[—27,50 —213,47 —149,61

—2720 —31,24 —32,28
30,18 —43,07 —50,47

168,23 51,61  —21,54 —239,52

—95.28 —103,75 —46,95

824  —24,50

173,39 —51,14 —56,94
67,13  —14,12 11,14
53,11 —36,75 2,92
~-32,61 —820 18,13
~55,16 85,59  —0,60

2929  —16,45 —23,44

—58,72
—52,66
4,00
71,01
~5,80
~22.99
8,03
421

33

27,23 ]
—96,62
49,14
18,04
—18,39
6,63
11,21
15,62 |

Observemos que los valores de U’ difieren un poco de los valores correspondien-

U= 19,50 8,46 33,59
—70,59 66,88 47,44
12,08 —19,13 6,25
| 7115 38,37 75,92
tes a U.

Para posteriormente obtener una aproximacién de B, B’, aplicando la trans-
formada DCT, C, en sentido inverso, B' = CTU'C

[—128 45 71
—-110 39 4
—115 40 50
—-105 o1 43

/!

B'=1_116 -24 56
—67 —118 —47
—67 79 —60
|78 69 80

Observando la diferencia con la
de informacion.

6 —4

11 10

70

, 11 -1
D=B-B=|,
-3 4

9 1

0 5

63 22
48 41
152 13
18 —126
63 33
—24 30
—116 49
—-138 63

matriz original B, y su

S 22
=27 3
5 47
-1 -29
3 12
-22 2
4 6
4 -16

32 22 52
68 65 13
88 4 76
99 19 60
80 62 28
17 —12 29
69 12 —108
41 49 67

—-19
6
—18
—4
—12
-3
—4
6

—11
18
—22

—18
24
—22
11

—18
—26
8

14 ]
—11
—11

—14
17
14

~14]

consiguiente pérdida
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El dltimo paso es sumar 127 a cada elemento del bloque. La matriz resultante
es una aproximacion del bloque original de la imagen original.

Bloque resultante

[0 172 198 190 149 159 149 179]
17 166 131 175 168 195 192 140
12 167 177 255 140 39 123 203
22 178 170 145 1 28 146 187
11 103 183 190 160 207 189 155
60 9 80 103 157 144 115 156
60 48 67 11 176 196 139 19
49 58 47 0 190 168 176 60

FicurAa 5. Bloque resultante FicurA 6. Bloque original

Bloque original

5 176 193 168 168 170 167 165]
6 176 158 172 162 177 168 151
5 167 172 232 158 61 145 214
33 179 169 174 5 5 135 178
§ 104 180 178 172 197 188 169
63 5 102 101 160 142 133 139
51 47 63 5 180 191 165 5
149 53 43 5 184 170 168 74 |
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4. METODO PROPUESTO

En esta secciéon expondremos el método de compresion propuesto.

Para fijar ideas, consideraremos que la imagen se representa por una matriz
512 x 512 (ver [DP], [MW]).

Una familia particular de esquemas de asociacién son los esquemas de Hamming
H(n,d), (ver capitulo 1 seccién 1.1). Estos generalizan al hipercubo H(n,2) =
(X,E) que es un grafo que tiene como vértices a X = Z7, donde dos vértices
x = (21,22, ., Tn), ¥ = (Y1,Y2, .-, Yn) € X son adyacentes si [{i : x; # y;}| = 1.
(Ver [B], [BI]).

Recordemos que el espacio de funciones RX = {f : X — R} se descompone
como

RY = @]_oV;

donde {Vj}g‘zo son autoespacios de A = Aj, correspondientes a autovalores
distintos.

Ordenamos la descomposicién teniendo en cuenta Ag > A1 > ... > \,, donde
A;j es el autovalor de A en el autoespacio V.

Sean A\, = Vo, Ay = Vo@®Vi, Ny = VodVi®Va, ..., A\, = Vo V18Va@®. . .0V,.

Obteniéndose asi la filtracién:

Mo €A CACooCA,

En este caso se observa que un subconjunto de los marcos ajustados obtenidos
en [LMP] forman una base ortogonal de autovectores de A. Esta, forma una matriz
ortogonal de orden 2", H,, llamada matriz de Hadamard, cuya forma es:

H,=HoH H H ®...® H ® Hy.

Es decir el producto tensorial de H; consigo misma n veces.

Con
1 |1 1
S ]

La idea del método es la siguiente:
Dada una matriz correspondiente a una imagen, la subdividimos en submatri-
. n n .

ces 2" x 2", que miramos como vectores en R* . A cada v € R*", le aplicamos
una matriz H, en nuestro caso Hv resultan ser las coordenadas de v respecto de
una base de autovectores correspondientes al operador de adyacencia, A, del gra-
fo de Hamming. Descartamos la informacion del vector Hv correspondientes a los
autoespacios asociados a los autovalores de menor valor, obteniendo un vector mas
chico w. Los autovalores permiten ordenar la informacion y la compresién consiste
en descartar las coordenadas asociadas a los autovalores més chicos. Los restan-
tes elementos los guardamos en w. Guardamos w para luego reconstruir un vector
? = Hw, con H matriz de descompresiéon que proviene de H, que serd una apro-
ximacion de v. El objetivo es que la diferencia entre v y v sea la menor posible
visualmente.

Se consideraron diversos métodos para comprimir la imagen.

Uno de ellos consiste en guardar sélo las proyecciones a los primeros autoespa-
cios Vo, Vi,...,Vj, es decir, queddndonos en el nivel de resolucién A; y reconstruir
la imagen con dicha informacién de la siguiente manera:

Sea k = Z?Zﬂ_l M.

H = (H, sin las ultimas k filas).
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La compresion viene dada por:

1 -
—Hv
2n
La reconstruccién de v, (con pérdida de informacién), se realiza mediante la
férmula:

1 o~
§;HTHv

4.1. INICIOS. El primer método que se implemento era utilizando H(2,2).
Tenemos una base ortogonal de autovectores de Aj.

EJempPLO 3.11.

1,-1,1,-1
]R4: <(1717171)>€B< El 1.—1 _13 >@<(17171a1)>
S— [t ’ SN————
AOiQ \ )\2:—2
1=0

descomposicion en autoespacios de:

0110
1001
1001
0110

Ay =

Con esa base, obtenemos una matriz ortogonal 22 x 22 que denotaremos H..
1rr ot o1
H, — 1-1 1-1
2= 51 1-1-1
1-1-1 1
Para una compresién del 25 %, k = 1, el procedimiento es el siguiente:
Para comprimir guardamos sélo las proyecciones a los primeros autoespacios

Vb, V1 en analogia con la teoria de anélisis de componentes principales. Descartando
la informacién correspondiente a la proyeccion a Vs.

COMPRESION

Dada una imagen de tamano 512 x 512, dividimos dicha matriz en bloques de
tamano 2 x 2 teniendo en cuenta el siguiente recorrido.

EJEMPLO 3.12.

ay | by | as | by
c1 | di|co|do
as | b3
c3 | ds

a cada bloque 2 x 2 lo miramos como un vector en R%.

EJEMPLO 3.13.

a1 | by | a2 | bo v1 = (a1,b1,c1,dy)
‘1 dl 2 d2 — Uy = ((1’2; an C2, d2)
as | b3
c3 | ds

Sea v un bloque de tamafo 2 x 2, es decir v € R%.
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EJEMPLO 3.14. Sea

a
b
v =
c
d
La compresién viene dada por

11 1 1 7 a+b+ctd
w = |:1—1 1 —1:| c| = | a=btc—d
1 1-1-1 d a+b—c—d

y guardar solamente

a+b+c+d
w = | a—b+c—d
a+b—c—d

DESCOMPRESION

Recuperamos el vector

4 111 atb—co— d a—b+3c+d

3a+b+c—d
oot a+b+c+d 1

b= % 11711 a—bte—d | = = a+3b—c+d

4 —a+b+c+3d

1

4

O bien equivalentemente aplicar directamente
nera:

HTH a v de la siguiente ma-

COMPRESION

1 17 3 1 1-17ra 1 [ 3atbte—d
SHTHy == 1 3-1 1] |b| _ 2| at3b—ctd
1 1 i —% ‘;’ :1)) c 4 | a—b+3c+d

—a-+b+c+3d
Y guardar solamente las tres primeras componentes del vector anterior elimi-
nando la ultima componente:

1 | 3a+b+c—d
— | a+3b—c+d

a—b+3c+d
DESCOMPRESION
Recuperamos el vector
1 3a+b+c—d w1
a+3b—c+d wo
Z a—b+3c+d [ws }
—a+b+c+3d W4

mediante la relacién wy = (—w; + wa + w3)

3a+b+c—d

1 a+3b—c+d / . e « 9
1| alpiseiq | deberfa estar visualmente “cerca”de [

—a+b+c+3d

[SHeNS s}
I

En la préctica:

5. PRACTICA

En esta seccién veremos los resultados del método anteriormente descrito con
un ejemplo, mostrando la imagen original, la imagen obtenida, la diferencia entre
la imagen original y la obtenida, con su correspondiente histograma.
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EJEMPLO 3.15.

FicurA 8. Imagen obtenida a partir de la proyeccion a Vy @ Vi,
(compresion del 25 %)
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Ficura 9. Diferencia

Histograrms: [Memaryl

0 150
Oata Yalue

F1GUurA 10. Histograma de la diferencia

OBSERVACION 3.16. Observemos como los pizeles en el histograma se acumulan
en el valor cero.
Los resultados obtenidos eran buenos visualmente pero la compresion era solo

del 25 % (4:3).

i Por qué proyectar a los primeros autoespacios y no a los tltimos?

Observemos que pasa si nos quedamos con las proyecciones sobre los ultimos
autoespacios de ifl TH v, en vez de las proyecciones sobre los primeros autoespacios,
es decir eliminar la primera fila en el método aplicado anteriormente.
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EJEMPLO 3.17. Proyeccion a Vi @ Vs

Ficura 12. Imagen obtenida a partir de la proyeccién a Vi & Va
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F1GURA 14. Histograma de la diferencia

Como vemos los autoespacios asociados a los autovalores més grande concentran
la mayor informacién de la imagen.

Observemos a continuacién que pasa si nos quedamos con las proyecciones sobre
el primer autoespacio, sobre uno de los dos autovectores del segundo autoespacio
y el dltimo autoespacio de iﬁ[ THu, en vez de las proyecciones sobre los primeros
autoespacios, es decir eliminar la tercera fila en el método aplicado anteriormente.
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EJEMPLO 3.18. Proyeccion a Vo @ Vi @Va, donde Vi corresponde al espacio
formado por uno de los autovectores perteneciente a Vi

F1curaA 15. Original

FicurA 16. Imagen obtenida a partir de la proyeccién a Vo @ V- Vs
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F1GurA 18. Histograma de la diferencia

Y por tdltimo observemos a continuacién que pasa si nos quedamos con las
proyecciones sobre el primer autoespacio, sobre uno de los dos autovectores del
segundo autoespacio y el ultimo autoespacio %fl THu, en vez de las proyecciones
sobre los primeros autoespacios, es decir eliminar ahora la segunda fila en el método
aplicado anteriormente.
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EJjEMPLO 3.19. Proyeccion a Vo @ Vi @Va, donde Vi corresponde al espacio
formado por el restante autovector perteneciente a Vi

F1cura 19. Original

FicurA 20. Imagen obtenida a partir de la proyeccién a Vo @ V- Vs
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Ficura 22. Histograma de la diferencia

45
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EJEMPLO 3.20. Miremos las diversas imdgenes resultantes en una misma hoja.

Ficura 24. Imagen
obtenida a partir de
la proyeccién a Vy @
Vi

F1curaA 23. Original

Ficura 25. Imagen
obtenida a partir de

la proyeccién a Vy &
Vi @&Vs;, donde Vi co-
rresponde al espacio
formado por uno de

FicUrA 26. Imagen
obtenida a partir de
la proyecciéon a Vi@
Vo

los autovectores per-
tenecientes a V;

Como observamos anteriormente la imagen resultante a partir de la proyeccién
de los autoespacios asociados a los autovalores mas grandes nos proporciona los
mejores resultados visuales. Por lo cual los autoespacios asociados a los autovalores
mas grande concentran la mayor informacién de la imagen. Siendo la imagen obte-
nida a partir de la proyeccién a V@ V) la que mejor resultados visuales proporciona.
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5.1. COMPRESION DOBLE. Este procedimiento lo podemos aplicar
dos veces aumentando asi el nivel de compresién. Siguiendo con la misma idea
del método anterior de la siguiente manera:

17 3 1 1-1 17 3 1 1-1

e O R N 1 = N S )

4] 1-1 3 1 4] 1-1 3 1]~

-1 1 1 3 -1 1 1 3

r9o 3 3-3 3 1 1-1 3 1 1-1-3-1-1 1T
3 9-3 3 1 3-1 1 1 3-1 1-1-3 1-1
3-3 9 3 1-1 3 1 1-1 3 1-1 1-3-1
-3 33 9-1 1 1 3-1 1 1 3 1-1-1-3
31 1-1 9 3 3-3-3-1-1 1 3 1 1-1
1 3-1 1 3 9-3 3-1-3 1-1 1 3-1 1
1 1-1 3 1 3-3 9 3-1 1-3-1 1-1 3 1
4+ l-11 1 3-3 33 9 1-1-1-3-1 1 1 3
16 3 1 1-1-3-1-1 1 9 3 3-3 3 1 1-1
1 3-1 1-1-3 1-1 3 9-3 3 1 3-1 1
1-1 3 1-1 1-3-1 3-3 9 3 1-1 3 1
-1 1 1 3 1-1-1-3-3 3 3 9-1 1 1 3
-3-1-1 1 3 1 1-1 3 1 1-1 9 3 3-3
-1-3 1-1 1 3-1 1 1 3-1 1 3 9-3 3
-1 1-3-1 1-1 3 1 1-1 3 1 3-3 9 3
1-1-1-3-1 1 1 3-1 1 1 3-3 3 3 9]

En este caso las filas a eliminar son las 4%, 8%, 12 13%, 14®, 15®, 16* filas de la
matriz, asociadas a los autoespacios correspondientes a los autovalores mas chicos.
Obteniendo una compresién del 44 %.

Dichas filas se reconstruyen mediante las siguientes relaciones que se obtienen
de observar las filas de la matriz anterior:

fi=(=fi+fatfs)
fo=(=fat f5+ fo)
fra = (=fr+ fs + fo)
fis=(=fi+fat f7)
fru=(=fa+fs+ fs)
fis = (=fs+ fo + fo)

fie = (fiz3 + fia + fi15)

OBSERVACION 3.21. En este caso cada bloque 4 x4 lo recorremos de la siguiente
manera, que explicamos a continuacion, este recorrido del bloque resulta de compa-
rar los resultados obtenidos de recorrerlos, primero por fila, después por columna,
siendo el siguiente el que mejor resultados visuales presenta.

Recorrido alfabético de la imagen

a (&
c g
1 m

k 0
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OBSERVACION 3.22. Para la primera compresion, de cada bloque de dimension
2 X 2, tomamos los pizeles correspondientes a un mismo color como muestra la
imagen antertor, y como resultado obtenemos 12 pizeles en vez de los 16 originales.
Una representacion grdfica de los mismo se presenta a continuacion, preservando
los colores del bloque original que corresponde, pero con *, al resultado del pizel
obtenido al aplicarle la primera compresion.

Primera compresion

at e
C( g(
1 m'
k¢ o

OBSERVACION 3.23. Para la sequnda compresidn, de cada bloque de dimension
2 x 2, tomamos los pizeles correspondientes a un mismo color como muestra la
imagen anterior, notar el espacio vacio debido a la primera compresion. Y como
resultado obtenemos 9 pizeles en vez de los 12 pixeles resultantes de la primera
compresion. Una representacion grdfica de los mismo se presenta a continuacion,
preservando los colores, pero con “, al resultado del pixel obtenido al aplicarle la
sequnda compresion.

Segunda compresién

aLL eLL
th gLL
1:“
k(é

EJEMPLO 3.24. A continuacion presentamos un ejemplo con la foto del mandril

gg%ﬁ%mﬁmm@\ o

il

F1curaA 27. Original
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FIGura 28. Con compresion del 44 %

FIiGurA 29. Diferencia
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Histograrms:

FicurA 30. Histograma de la diferencia

Como vemos los resultados visuales obtenidos son buenos, y los pixeles en el
histograma se acumulan en el cero, pero el nivel de compresion es bajo, con estos
resultados obtenidos y probados en diversas imédgenes se presenta a continuacion el
método de compresién propuesto y los diferentes resultados obtenidos con diferentes
imagenes.
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6. H(6,2)

En esta seccion ampliaremos nuestro método de compresion anteriormente des-
cripto para el caso H(6,2), con una mejoria del mismo aumentando el porcentaje
de compresion y los resultados visuales.

Recordemos que A; = Vo@Vi@Vod...®V; y m; : RS — A; las correspondientes
proyecciones ortogonales.

En nuestro caso es conveniente dividir la matriz en bloques de submatrices
8 X 8 y comprimir cada uno de estos bloques. Cada bloque serd descompuesto como
suma de siete matrices. Para esto identificaremos las matrices 8 x 8 con vectores de
64 coordenadas. Estos vectores seran descompuestos como combinacién lineal de
autovectores de la matriz de adyacencia A del hipercubo de 64 vértices.

En H(6,2), H es de tamano 64 x 64, que denotaremos Hg, cuyas columnas son
autovectores de A = Ag. Hg es la matriz de Hadamard de 64 x 64.

He=H @ H ®H ®H ®H ®H,

.

Recordemos que HgH{ = 641, Hs = H{ y cuyas filas son autovectores de A.
R% se descompone como:

con

RA=VoaVi®..0V
donde {Vj}?:o son los autoespacios de A correspondientes a los autovalores
Aj=6—2jydimV; = (%), (ver [B], [BI)).
Dado un bloque v € R%, el vector g;Hgv contiene las coordenadas de v en la

base de autovectores. Uno de los métodos para comprimir consiste en guardar sélo
las proyecciones a los autoespacios de mayor autovalor.

Sea:
6
6
M) =Y ()
jmir1 M
(2) Hs = (Hg sin las k filas correspondientes a Vi1, ..., Vs)

Como en la seccién 1, la compresién viene dada por: w = Hgv y la reconstruccién
de v, (con pérdida de informacién), se realiza mediante la férmula: o = éHg Hgv

Con este método se logra obtener una compresién de 3:2 de la imagen original,
pero con una variacién del mismo se logra compresiones de 5:1 con escasa pérdida
de la calidad visual en un tamano de 8”.

En el caso de H(6,2) proyectar a Vy y Vi nos da una compresién del 89 %,
(10:1), pero los resultados visuales no son buenos. Agregando proyecciones a Vs la
compresion se reduce a sélo 65 %, (64:22), y los resultados siguen sin ser del todo
satisfactorios visualmente. Agregando proyecciones a V3 los resultados visuales eran
buenos pero con una compresién de sélo 33% (64:42). Se considerd la siguiente
alternativa:

6.1. MEJORAMIENTO. Para cada j = 1,2,3,6 proyectamos v a A; y
realizamos una medicién de “energia” de la misma y nos quedamos con el primer
7 para el cual la energia pasa un cierto nimero ¢ cercano a 1 al que llamaremos
umbral. Concretamente verificamos si:

[Imj0l1* > cllvl|?
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3 9 . _ 6 6
i Dado el j “correcto” como se explico antes, sea k = > 1 (z) Tomamos
Hg, = (Hg sin las k filas correspondientes a los autoespacios Vji1,...,Vs). La

compresién de cada vector v viene dada por:

w = Hg,v
Guardamos w y j. La reconstruccién de v, (con pérdida de informacién), se realiza
mediante la férmula:

1
64

OBSERVACION 3.25. Las imdgenes de ejemplo en la parte prdctica que se mues-
tran en este trabajo, son una seleccion, segun sus contraste o intensidad, de un banco
de imdgenes al cual se les aplico el método propuesto, el cual determino resultados
similares resumaidos en los ejemplos citados, siendo las imdgenes de Lena y el Man-
dril unas de las mds utilizadas para medir la compresion de imdgenes, debido a su
variacion de intensidad y detalles.

El criterio utilizado para la eleccion del umbral o energia ¢, ¢ = 0,96,c =
0,99,c = 0,999, fue tomar aquellos que producen mejores resultados en la prdctica.
Dado un umbral c, la correspondiente distribucion de los blogques entre los distintos
A; contienen la informacion sobre el nivel de compresion y su calidad visual de
la imagen. Donde los umbrales con mejores resultados obtenidos eran tales que su
distribucion de la cantidad de bloques a Ay rondara entre el 70 y el 60 por ciento
del total, la cantidad de bloques a Ao sea menor a un tercio de los distribuidos en
A1, y la cantidad de bloques en Ag, no supere los 100.

6.2. RESULTADOS. Para analizar los resultados se consideraron distintas
imégenes y se cdlculo el error cuadratico medio (ECM) de la imagen reconstruida
con su original. El histograma de la diferencia de estas imagenes muestra una gran
concentracion alrededor del 0. También se analizo los resultados con las siguientes
métricas:

v HE w
J

DEFINICION 3.26. Signal to noise ratio (SNR) dada por la férmula (ver [DD]):

_ ZmGX g(x)2 z
SR = ) — g
donde f es la imagen original y g es la imagen obtenida. Esta métrica es muy
conocida en el drea de compresion de imdgenes, mide la cantidad de ruido obtenido
entre la tmagen original y la imagen obtenida. Esta métrica tiene sentido siempre
que sea mayor a 1, obteniendo mejores resultados mientras mayor sea la misma.

DEFINICION 3.27. Peak signal to noise ratio (PSNR) dada por la férmula (ver
[CSV]):

2552
ECM(f,9)

una medida de que tan buena es la reconstruccion, el cual es en dB. Mientras
mds grande la PSNR, mejor la calidad de reconstruccion. (oo es reconstruccion sin
pérdida). Valores usuales en compresion de imdgenes estdn entre 30dB y 50dB.

PSNR(f,g) = 10logio
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DEFINICION 3.28. Normalized Cross correlation (NCC) dada por la férmula
(ver [CSV]):

S ex (F@) = Dlgla) - )
V[Eeextt@) = 7] [Seexloto) - 97

donde f y § representan el valor promedio de la imagen original y de la imagen
obtenida respectivamente.

NCC(f,9) =

El software utilizado en este trabajo es ENVI 4.3 con una base de datos de
iméagenes con distintos contrastes de grises.

Los resultados dependen de la constante ¢ que se elija y de la figura a comprimir.
A continuacién se muestra una tabla con la tasa de compresion obtenida para
diferentes imagenes y distintos valores de ¢, donde los datos con color rojo son los
resultados con el ¢ méas chico entre los tres considerados para el cual el resultado
obtenido sigue siendo visualmente bueno.

c 0,999 0,99 0,96
Lena 5:2 5:1 8:1
Mandril 7:6 2:1 4:1
Pizarra 4:1 7:1 8:1
PC 6:2 5:1 8:1
Eclipse 8:1 9:1 9:1

EJEMPLO 3.29. Resultados visuales obtenidos con la imagen de Lena con un
umbral ¢ = 0,99

FicUrA 32. Imagen
obtenida con una

F1curA 31. Original compresién de 5 a 1
con un umbral ¢ =
0,99
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donde la distribucion de los bloques a las correspondientes proyecciones Aj, (con
ese ¢), son las siguientes:

Aj A1 A2 AS AG
Lena 3180 520 313 83

obtentendo una compresion de los 4096 x 64 = 262144 bytes originales a:

3180 x 7+ 520 x 22 + 313 x 42 + 83 x 64 = 52158 bytes. (X214 = 5,03 aprowi-
madamente 5 a 1).

EJEMPLO 3.30. Resultados visuales obtenidos con la imagen del Mandril con
un umbral ¢ = 0,96

FicurA 34. Imagen
obtenida con una

FicurA 33. Original compresién de 4 a 1
con un umbral ¢ =
0,96

donde la distribucion de los bloques a las correspondientes proyecciones Aj, (con
ese ¢), son las siguientes:

Aj A1 A2 A3 Aﬁ
Mandril 2691 769 565 71

obtentendo una compresion de los 4096 x 64 = 262144 bytes originales a:

2691 x 7+ 769 x 22 + 565 x 42 + 71 x 64 = 64029 bytes. (3224 = 4,09 aprowi-
madamente 4 a 1).
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Los resultados de los correspondientes ECM para los distintos ¢ son

c 0,999 0,99 0,96
Lena  0,00428867 0,009 0,0150708
Mandril  0,00384834  0,0158876 0,031
Pizarra 0,004 0,00935865 0,0142134
PC  0,00352576  0,0105751  0,0179216
Eclipse  0,000646960 0,00321923 0,00545430

Los resultados de los correspondientes SNR. para los distintos ¢ son

c 0,999 0,99 0,96
Lena 45,7450 20,0231 13,1987
Mandril 41,3444 10,4609 5,8656
Pizarra 47,5777 19,7902 13,0883
PC  6,08999 2,03788 1,31431
Eclipse 360,373 72,4049 42,7384

Los resultados de los correspondientes PSNR para los distintos ¢ son

c 0,999 0,99 0,96
Lena 41,2980 20,7488 30,3827
Mandril 42,2399 29,0242 29,1284
Pizarra 38,4096 34,5211 30,8014
PC 43,0004 33,4597 28,8779
Eclipse 57,7279 43,7904 39,2106

Los resultados de los correspondientes NCC para los distintos ¢ son

c 0,999 0,99 0,96
Lena  0,998941 0,999331 0,986472
Mandril 0,999374 0,989220 0,967854
Pizarra 0,996655 0,992961 0,983637
PC 0,999824 0,998386 0,995350
Eclipse  0,999944 0,998595 0,995959

7. RESULTADOS VISUALES

En esta seccién pondremos la imagen original y la resultante obtenida mediante
el procedimiento anterior, con el correspondiente ¢, que nos da un mejor resultado
tanto visual y en compresién. El tamafio de las imagenes para lograr apreciar fina-
mente las diferencias entre la imagen original y la resultante en el papel, es mayor al
de las imagenes originales que recordemos su visualizacién es en 8“. Lo cual pixela
levemente los reultados visuales. Pero en un tamano menor es muy dificil percibir
las diferencias visuales y lograr ver los resultados obtenidos visualmente.

Recordemos la siguiente tabla:

c 0,999 0,99 0,96
Lena 5:2 5:1 8:1
Mandril 7:6 2:1 4:1
Pizarra 4:1 7:1 8:1
PC 6:2 5:1 8:1
Eclipse &8:1 9:1 9:1
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EJEMPLO 3.31. Figura: Lena, ¢ = 0,99, compresion de (5:1)

F1GurA 36. Imagen resultante
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EJEMPLO 3.32. Figura: Mandril, ¢ = 0,96, compresion de (4 : 1)

F1icurA 38. Imagen resultante

57



58

3. COMPRESION DE IMAGENES

EJEMPLO 3.33. Figura: Pizarra, c = 0,999, compresion de (4 : 1)

FigurA 40. Imagen resultante
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EJEMPLO 3.34. Figura: Pc, ¢ = 0,99, compresion de (5: 1)

FI1GURA 42. Imagen resultante

59
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EJEMPLO 3.35. Figura: Eclipse, ¢ = 0,999, compresion de (8 : 1)

FigurA 43. Original

FiGurA 44. Imagen resultante
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8. DE LA TEORIA A LA PRACTICA

En esta seccion se mostraran los resultados obtenidos de un trabajo en desarro-
llo por Daniel Penazzi y Mauro Schilman, quienes siguiendo la teoria desarrollada
anteriormente, implementaron dichos cédigos en C, con la modificaciéon que ellos
eliminan las filas convertidas en cero en el archivo comprimido a guardar y ademaés
zipearon el resultado obtenido, donde se puede observar que los niveles de com-
presion teodricos y las métricas de medicién, del método propuesto, en la practica
son del orden anteriormente mostrado, para el caso del ejemplo de Lena y el Man-
dril, es decir que los resultados tedricos obtenidos anteriormente concuerdan con
los resultados practicos. Ellos demostraron que se puede bajar atin mas el nivel de
compresién.

El algoritmo denominado (a2) es el presentado en 5.1, el algoritmo (ad) es
el presentado en 4.1 y el algoritmo (a64c99) es el presentado en 6.1, utilizando
c=0,99.

Los resultados obtenidos en el trabajo en desarrollo por Daniel Penazzi y Mauro
Schilman son los siguientes:

De los diversos algoritmos que ellos probaron, se muestran los resultados de tres.
Un algoritmo de compresién simple, (a4), usando una matriz 4 x 4, uno doble, (a2),
que usa esa matriz dos veces (equivalente a usar una matriz 16 x 16) y finalmente
el a64c99 que utiliza una matriz 64 x 64 con constante ¢ = 0,99, todos con la
transformacién lineal H descrita anteriormente. Como con todos los algoritmos
de compresion se usa luego un algoritmo extra de compresion sin pérdida. Ellos
comparan la compresion obtenida aplicando gzip y bzip ya sea a la imagen resultante
como a la original. En la tabla de abajo, los porcentajes corresponden al porcentaje
de compresién (més alto, mejor. Un archivo comprimido al 90% es un 10 % del
original). La unidad de medida abajo es KB, salvo en la medicién de los PSNR
(Peak Signal to Noise Ratio, una medida de que tan buena es la reconstruccion) el
cual es en dB. Mientras mas grande la PSNR, mejor la calidad de reconstruccién.
(00 es reconstruccién sin pérdida). Valores usuales en compresién de imagenes estan
entre 30dB y 50dB. Como la compresion con gzip o bzip2 es sin pérdida, esa parte
no afecta la PSNR, asi que el resultado de usar uno u otro es indistinto, solo se
lista uno de ellos para PSNR.

Imagenes 512 x 512 pixeles, tamano del original:257 KB

Imagen  gzip adgzip a2gzip ab4gzip
Lena 219 109 93 38
148% 57,6% 794% 853%
Mandril 233 139 83 57
94% 46,0% 678% T79%
Imagen bzip2 adbzip2  a2bzip2 abdbzip2
Lena 171 88 45 31
33,5% 65,8 % 82,5% 88,0%
PSNR: 3523dB 33,54dB 34,53dB
Mandril 213 121 7 7
17,2% 53,0 % 70,1 % 70,1 %
PSNR: 29,24dB 26,39dB 30,74dB






Capitulo 4

COMPONENTES PRINCIPALES

1. INTRODUCCION

En este capitulo presentamos los algoritmos y las cotas que reducen las obte-
nidas en el trabajo [DR].

El problema general consiste en minimizar las operaciones requeridas para cal-
cular a partir de una sefial f su proyeccién ortogonal a un subespacio V; de L(X).
Esta proyeccién se denota por Ily; f.

Como motivacién del célculo de componentes principales en [DR] ponen el ejem-
plo de los juegos de loteria del estado. Cuando ningtn jugador acierta los niimeros
sorteados, el premio no repartido se acumula con el del siguiente juego, lo cual
incrementa el nimero de jugadores y sus apuestas. Los jugadores a su vez estan
interesados en numeros pocos elegidos para no compartir el premio. Por lo cual el
estado esta interesado en las elecciones de los jugadores, para poder predecir co-
rrectamente la proyeccion fiscal. El nimero de ganancias o refinanciamiento debe
ser previsto. Por ejemplo en el caso del Quini 6, este consiste en elegir un subcon-
junto de 6 ntmeros al azar del conjunto {0,1,2,...,45}. Sea f : X(456) — R, el

valor f(s) es el nimero de personas que eligen el subconjunto s. Un anélisis de f(s)
puede determinar la popularidad de los niimeros individuales. Es decir midiendo el
promedio:

70y =3 £(s).
i€s

Luego uno puede medir la popularidad de los pares, triples, etc. Los diversos
subespacios invariantes anteriormente mencionados miden naturalmente la contri-
bucién de los diferentes subconjuntos de j elementos. Es en esta parte donde el
calculo de las componentes principales, o la proyeccion de f en los diferentes subes-
pacios invariantes cobra interés.

En dicho trabajo, [DR], se proponen dos métodos para calcular las proyecciones
de una senal f € L(X) :

En un método usan la transformada de Radon, denotada por R. Utilizando la
propiedad que para el método propuesto la transformada R es inyectiva, denotan su
transformada inversa a izquierda, R~. R matricialmente es de dimensién (}) x (?),
y por consiguiente R~ de dimensién (;’) X (Z), donde 0 < j < k. En lema 3.1, (ver
lema 3.1 [DR]), prueban que II = RR™ es la proyeccién al subespacio isotépico de
dimensién j, M7, y variando j = 0,...,k, calculan la proyeccién a los diferentes
subespacios. Estableciendo la siguiente cota, teorema 3.1:

TEOREMA 4.1. (Th 3.1 [DR]): Calcular las proyecciones de un elemento arbi-
trario de M* en cada uno de los k + 1 subespacios isotdpicos mediante la transfor-

mada de Radon requiere un costo inicial de a lo sumo O(k> (Z)Qlogk) operaciones

y un adicional de k(Z)Q OPETACIONES.

63
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En nuestro algoritmo, aprovechando la gran cantidad de ceros que presenta la
transformada R y por la propiedad de los marcos ajustados finitos, se reduce esa
cota a:

TEOREMA 4.2. Calcular todas las proyecciones Iy, f en todas las hojas requiere
un costo inicial de a lo sumo Zle(n—l) (,",) sumas y un adicional de (}) (3% —2%)
sumas y (})((k —2)2*71 + 2k — 1) multiplicaciones.

En el otro método utilizando la teoria de representaciones y por medio de
funciones esféricas, establecen la siguiente cota, teorema 2.6:

TEOREMA 4.3. (Th 2.6 [DR]): Todas las proyecciones isotdpicas de M ™)

pueden calcularse usando a lo sumo (Z) sumas mds un adicional de O((Z) klog?k)
operaciones.

Nuestro algoritmo presentado en esta seccién es una variante del primer algo-
ritmo, en donde se reduce esa cota a:

TEOREMA 4.4. Calcular todas las proyecciones Iy, f en todas las hojas requiere
un costo inicial de a lo sumo Zle(n —1) (lfl) sumas y un adicional de a lo sumo

> (1) (2" —1) sumas y (o) (M (r—1))+k—1+(3)2(k—1) multiplicaciones.

r=1 \r r=1 \r

OBSERVACION 4.5. En el trabajo [DR] se considera una operacién a una mul-
tiplicacion mds una suma. Mientras que en este trabajo se considera por separado
las sumas y multiplicaciones necesarias que requieren nuestros algoritmos.

En [DR] los resultados de las cotas presentadas estdn expresadas en formato
orden computacional de un algoritmo, O(), lo que conlleva oculta una constante,
la cual es igual a uno, mientras que las cotas presentadas en nuestros algoritmos
cuentan, como se aclaro anteriormente, por separados las sumas y multiplicaciones,
sin hablar de orden computacional. Pero al ser la constante igual a uno dichas cotas
pueden ser comparadas.

2. DESARROLLO

A continuacién se desarrollar la teoria y se contaran las operaciones necesarias
de los algoritmos propuestos.

De ahora en mas sea X el conjunto de todos los subconjunto de k elementos
del conjunto Q@ = {1,...,n}.
Comenzaremos definiendo las funciones e; : X — {0,1}, con |s| =0,1,...,k.

DEFINICION 4.6. Sea x € X

es(z) = lsisCux
SN 0 caso contrario

donde egg) = 0, con 0(x) =1 Vr € X.
LEMA 4.7.

{es}sj=i es base de Ay = Voo Vi Vo®...0V;
donde s € X(;L) ={s:sCQtal que |s| =i}.

DEMOSTRACION. Al ser R inyectiva, nos da un isomorfismo con su imagen, es
decir un isomorfismo entre L(X (@)) y A;, (ver capitulo 1 seccién 3). Las funciones
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e{s}»|s| = i, son base en L(X(y,)) y a través de R corresponden a bases en A;, pues

i

sea x € X una hoja,
e{sy € L(X(?)) y €s € L(X( ))

n
k

Repy@) = 3 e{s}<{r}>={ LsisCa

P 0 caso contrario
ryCx

Por lo tanto

Re{s} = €5
O
DEFINICION 4.8.
Denotamos por és a la proyeccién ortogonal de es a Vi, con |s| = i.
LEMA 4.9.
(1)
Se= ()
, sl
DEMOSTRACION. Sea z € X
es(z) = lsisCux
S\ 1 0 caso contrario
=
k
Se=(15)e
. [s|
O

COROLARIO 4.10.
e -0
con |s| =1i> 0.
TEOREMA 4.11. (Ver th 5.4 [LMP]).
{€s}e.en, €s un marco ajustado finito de V;.

Por lo tanto la proyeccién de una senal f a V;, Iy, f, se calcula (ver capitulo 1
seccién 4 def. 1.18):

Hmf:CiZ< fés > &g
NOTACION 4.12.
< €g,,64 > < €sy,Et, > <631,es(‘7t1‘) >
< €54y €4y > < €594 €ty > < €54y, €5
[< €s, €t >] =
w2 €ty > < €s, ,€, > ... < €
(|s\) (\SI)

con |s| = |s;| = [t;| =[t| =1 4,5 =1,2,...,([5)-

< €g4 €q
° (=) ()

De ahora en mds [] representard una matriz o vector segiin corresponda.
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LEMA 4.13.
Hvl.f:ciz<f,és>éS:ciZ<f,es>éS:ciZ<f,és>escon\i|:0,1,...,k—1.

DEMOSTRACION. Veamos primero que se cumple

Z<fvés>eszz<faes>és
s s

Pero:

Y < fiba>es=) < fes>é
S S
si y solo si
Z < fiés >< eg, 6y >= Z < fres >< &g, ey > Vu, ju| = |3
S S
si y solo si
Z < e, 85 >< €4,6y >= Z < e, es >< Eg, ey > Vu, ju|l = |s] = |t
S S

si y solo si

AA = AA
donde A = [< e, ¢, >y A=< eg, e, >].
Lo cual es cierto pues A y A estdn en la Bose-Mesner, (ver capitulo 1 seccién

1), por depender solo de la distancia, (interseccién), entre s, ¢t y w.
Veamos ahora que > < f,é; > &, =>. < f,es > &, Vf € Ay

D <fiés>é=) <[> VfeEN

si y solo si
W\/Lz<f,és—€5>6520
si y solo si
Z<f,és—es>eseAl_1
si y solo si
Y < fiba>e—> <fiea>e €M
si y solo si
Y (< frea>—< fres>)es € Ay
si y solo si
Z<f*faes>es€Al71
si y solo si
Z <g,es>es € N1 Vge N
cong=f—f.

Sea u, tal que |u| =1 — 1.

W\/L(Z<€u,€s >es):z<eu,es >éS:Z<eu,és > e, =
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Z<ﬂ'vleu,€s>€s=z<07€s>€s=0
Z<eu,es>es€Al_1 Yu, lul =1-1

Z < g,es>es € N1 Vge N _q.
Por lo tanto

Y < fiée>éa=) < fiea>é VfEN.
O
Entonces para calcular la proyeccién de una senal f a V;, Iy, f, necesito calcular
los diferentes productos internos < f, é; > y para calcular los mismos los calculamos

en base a los < f,es >
Veamos primero como es la férmula general de los e, y el valor de la constante

()0 =)

Jj=

PROPOSICION 4.14.

DEMOSTRACION. Demostremos por induccién.

Seal=0
S () ()= ()

Probaremos que esta férmula es vélida para cualquier N y K.
Supongamos valido para [ — 1, es decir que se cumple

i(N—j)(l—l)(_l)i_<N—l+l>
= K—j j K
Veamos que se cumple para [
j z) -
. ) (=1)7
)G
l

> (X
=5 (o)) G e

7=0
desarrollando vemos que se cumple

S (G- (e

tomamos N = N — 1 y por hipétesis inductiva tenemos

“M

l

> ()R e = ()
(%)
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Por lo tanto
l
j=0 <
COROLARIO 4.15.
! .
—1—-1- l . —-2l—-1
S )er=0200)
=0 —t=1= J —t=
DEMOSTRACION. Por proposicién 4.14, tomando
N=n-1-1

K=k-1-1
]Gt [ U Vi

Itl Z

Por lo tanto

LEMA 4.16.

con |t| = |ul — 1.

DEMOSTRACION. Evaluemos la funcién e, en la hoja {12...
, u C S
eu({12...k}):{ 1siuC{l2...k}

0 caso contrario

Sea e; tal que |[t| = |u] — 1. La cantidad de funciones e,, con |r| =
t C 7, que son igual a uno en la hoja {12...
de subconjuntos diferentes de |u| elementos que contengan al conjunto ¢, para eso
fijamos los |t| primeros elementos de la hoja {12...
diferentes de |u| elementos que contengan al conjunto ¢ es por lo tanto k — |¢].

0 equivalentemente

Zeu =(k+1—|ul)e
tCu
con [t| = |u| — 1.

COROLARIO 4.17.

1
< f,e >= — < J,tuy >
fet k—|t|z f@

uDt

con [t| = |u] — 1.

k} la calculamos contando la cantidad

k} y la cantidad de subconjuntos
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LEMA 4.18.
!
[<ewer > =) widi
i=0
con |s| = |t| =1, A; las matrices de adyacencia asociadas al esquema de John-

son J(n,l) yv; =|sNtl,i=0,...,L

DEMOSTRACION. Como [< e, ¢; >| depende de la distancia entre s y ¢, es decir
la cantidad de elementos en que difieren, estd en la Bose-Mesner del esquema de

Johnson J(n,1), (ver capitulo 1 seccién 1). Por lo tanto se escribe de la siguiente
forma

TEOREMA 4.19. (Cdlculo de la constante c;).

HVLf:ClZ<faés>es
- n— 2l
= (i)

DEMOSTRACION. Los autovalores del esquema de Johnson J(n,k), p;(j),
vienen dados por la siguiente férmula, (ver teo. 7.4.1 pag. 87 [G]):

5 pi(j):i(_l)i_r@:;) (n—k+r+j> (k—j>

r r
=0

con

ylsl =1

mediante la siguiente relacién, (ver lema 4.13)

Hvif:ciz<f,és>es

con f = eg tenemos:

si|s| =1
<ep,ep > <ep,ea> ... < ep,en > < €é1,€e1 > < é1,e1 >
< eg,ep > <eg,eg> .. < eg,ey, > < é1,e9 > 1 < é1,e9 >
. . . . =c; .
<ep,e1> <ep, 2> ... < €p,ln > < é1,en > < é1,en >
En general
< €s,,€5, > < €gy,€55 > < esl,es(‘:‘) > < Cy, e, >
< €g4,€C5, > < €59, €59 > < 652,65(‘2‘) > < €gyy€55 >
) . :c‘
' i ! < g, €5 (ny >
<eginy, s > < €g(n),Csp > ... < Eg(n),Csin) > 517 Cs
(i) o (1) 72 s(m) 75 (5) (%)

con |s| =|s;|,i = 1,2,...,((;‘).
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Por lo tanto el vector

< 6317681 >
< €g,,€55 >
< 65,65 nY\ >
so (1)
es autovector de la matriz
< ey, 65 > Clsissy > e <oy >
< €y, €5, > o> <egeq(n) >
< e n e > < e n e > DY < e n e n >
(7)o s(jz)r Fe2 s(im) %5 ()

con autovalor clfs‘l

clfs‘l es autovalor de la matriz [< es,,es; >] correspondiente al autovector [<
és1a€Sj >] S ‘/\s|
Pues

Z<es,ét>et:Z<eS,et>ét€V‘s|

Tenemos

l
(4) [<eser>] = 7idi
i=0
con vy; = (Z:f:z) =< eg,e; >, con dist(s,t) =i,y A;, i =0,...,1, las matri-
ces de adyacencia asociadas al esquema de Johnson J(n,l) respectivamente, (ver
capitulo 1 seccién 1, capitulo 1 subseccién 1.2), con [ < k.
Luego por 3y 4

I I
> iAo = vipiW)o i <1
=0 =0

l

(5) (Z Yipi(D)or = ¢ oy i<

=0
ni = -1()

Pues se toma k = [, es decir restringiéndonos al esquema de Johnson J(n,1),
en cada caso particular para calcular p;(1).
Entonces

por 3

gwm(l) = _io <Z B ; - z> (E)(l)”

2

(i) (e

7

Por lo tanto, de 5
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Por proposicién 4.14

S () (e () -

en nuestro caso
N=n-1

K=k-1

(22D (e =a= (47)
]

OBSERVACION 4.20. A continuacidon demostraremos un lema, sequido de un
ejemplo asi queda mds clara la demostracion.

Por lo tanto

LEMA 4.21.
Es :é5+aljfl( Z ét)+aljfz( Z éu)+~-~+0<l)s‘5
tCs;lt|=]s|—1 uCs;lul=|s|—2
con

i = [n—2i

(%)
DEMOSTRACION. Sea |s| =1+ 1. En los pasos siguientes V = U.
Por lema 4.13

Ty,Es = C E < eg,er > Etq E < es,ep > 6+...+¢ E < eg, ey > €4y E < eg,ep > €.
[tNs|=l [tNs|=l—1 [tns|=1 [tNs|=0
Recordemos por corolario 4.10

E ét: = (] E ét+Cl E ét—l—...—i—cl E ét.
[tNs|=t [tNs|=1—1 [tNs|=0
En general tenemos

(6) il Y Y Cav) =0

(aCs,lal=5) (t,]tnal=0)

=y
il D ) W)= > D, ) v

(aCs,|al=7) (t,[tNa|=0) (aCs,|al=7) 7=0 (t,|tns|=r)
Donde

3 3 éavt:(j—’._r> Yoo

(aCs Jal=7) (b [tns|=r) T/ (ensi=r+)
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Expresado matricialmente tenemos

1 N | 1 1 1 2 lins|=o &
0 1 2 .. . 1-1 l > jtns|=1 €t
: : (I : : : =
0 0 el 0 1 l :
n—20—1 n—21 n—Il—1 ’ ’
a(ial) atiZa) - o e a(inn) > jins|=i € v, €s

Los coeficientes de la ultima fila de la matriz anterior salen de
Z <en e S— ’I’L—2l—1+l

et T k-2 -1 44)

[tNs|=1

Las diferentes entradas de la matriz anterior sin contar los de la primera y
la tdltima fila son los coeficientes del triangulo de Pascal, corridos segun la fila y
columna en que estemos parados, que ambas se indican desde 0, las filas representan
a la variable j y las columnas a la variable r, donde (;) =0sir<jy (8) =1.El

corrimiento de los coeficientes corresponde al hecho en que en la ecuacién 6, |a| = j.
Los diversos coeficientes son los coeficientes del triangulo de Pascal, pues

141y (1) (n—I—1
(G55
I+1y (n—I—1
() (550
Que proviene de contar la cantidad de sumandos de la ecuacién 6, y los suman-
dos de la derecha de la igualdad siguiente, la cual vale por simetria

E Cavt = @ E €t

(aCs,|a|=j) (¢ |tNs|=r) ([tNs|=j+r)

(7) =7+1

en donde dicho cociente es j + 1, por 7, con a constante.
Multiplico a izquierda a la matriz

1 1 1 1 1 1
0 1 2 -1 l
(8) : : (;) : : : :
0 0 0 1 l
aGion) aGa) o ainn)

por las diferentes matrices elementales, hasta llegar al siguiente sistema equi-
valente

10 2. trs|=o €t 0

0 1 ltns|=1 €t 0

00 1 : — |

o : S : 0

00 0 0 0 0 d 5 sl TV, €s
Es decir

WweS:d E ét

(tCs,[t]=0)
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Por lo tanto necesitamos calcular el determinante de la matriz 8, para obtener
el valor buscado d.

Para calcular el determinante de la matriz 8, multiplico a derecha a la matriz
8, por la siguiente matriz

) (7)o
J

Donde nuevamente la matriz 9, es la matriz triangular superior, con unos en la
diagonal, cuyas entradas son los coeficientes del triangulo de Pascal, corridos segin
la fila y columna en que estemos parados, las filas representan a la variable j y
las columnas a la variable r, donde (;) =0sir<jy (8) = 1, variando segin su
posicién el signo del mismo.

Observemos que el determinante de la matriz 9 es uno.

Lo que da como resultado la matriz

10
01 ...
(10) 0 0 1
* k% * * * d

Por lo tanto el determinante de la matriz 8 es igual a d. Con

=3 (T (e (7

por proposicion 4.14, pues d es igual al producto de la ultima fila de la matriz
8 por la ultima columna de la matriz 9.
Por lo tanto

i (”,:i;)
] —L
(=)
pues c{l = (7;;212) como vimos en teorema 4.19.

EJEMPLO 4.22. Demos a continuacion un ejemplo con l = 4,1 = 3.
Calculemos Ty, és con |s| = 4, es decir buscamos, oj.
Recordemos por lema 4.13 y por corolario 4.10

Ty,€s = C3 Z < eg, € > €i+c3 Z < eg, €4 > €1+c3 Z < eg,€; > €i+c3 Z < eg,€64 > €4

tNs=[t|=3 |[tNns|=2 [tNs|=1 |[tNs|=0
E et =0=cg E €+ + c3 E €+ + c3 E €+ + c3 E €t
|[tNns|=3 |[tNns|=2 |[tNns|=1 |[tNs|=0

Ezpresado matricialmente queda

1 1 1 1 > jtrs|=o €t 0
0 1 2 3 sl €| 0
0 0 1 3 > |2 €t 0

Gor) G28) GZ3) GID) pnemser]  Les'mwes
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Aplicando las operaciones elementales matricialmente obtenemos la matriz

11 1 1
01 2 3
(11) 0 01 3
0 0 0 d

Para calcular el determinante de

1 1 1 1
0 1 9 3
(12) 0 0 1 3

G G2 (=) (o)

multiplico por derecha dicha matriz, por la matriz

1 -1 1 -1
0o 1 -2 3
0 O 1 -3
0 O 0 1

(13)

Observemos que el determinante de la matriz 13 es igual a uno.
Multiplicando obtenemos

1 1 1 1 1 -1 1 -1 100 0
0 1 2 3 [lo 1 -2 3 o100
0 0 1 3 0 0 1 -3/ 10010
- - n— —4
G2 G G2 Gl o o 1 x ok % d
De donde, por proposicion 4.14, d = (7(2:9 + 3(2:2) _ 3(2:?) + (Z:i)) _

(n—7

_ 4
k_4)fa3*03é

3. CALCULO DE OPERACIONES Y TEOREMAS RESULTANTES

En esta seccién contaremos las operaciones necesarias para obtener la proyec-
cién de una senal f y se comparan las cotas obtenidas con las del trabajo [DR].

Para calcular la proyecciéon de una senal f a V;, Ily, f, necesitamos contar con
los diferentes productos internos < f,€s > y estos los obtendremos en base a los
< f,es >.

DEFINICION 4.23.
Sea f, =< f,e, > con x € X.
Definimos inductivamente f;, para |t| < k por

ft:Zfs

tCs
con |t| = |s| — 1.
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A continuacién calculamos f; para |[t| = k — 1,k — 2,k — 3,...,0, empezando
desde el nivel £ — 1 del semireticulado inferior asociado al esquema de Johnson
J(n, k), (ver capitulo 2 def. 2.8), para obtener un miltiplo conocido de los diferentes
productos internos < f,egs > .

LEMA 4.24.

Calcular todos los fi con [t| = k—1, requiere

(n— k) (k " 1) sumas.

DEMOSTRACION. Para calcular cada f{ivigis...ir_,} D€cesito (n—Fk) sumas. Pues
cada {iyisi3...1ik—1}, del semireticulado inferior asociado al esquema de Johnson
J(n, k), tiene n — k 4+ 1 hijos. Como tengo (kfl)-uplas {14283 ...ix—1} = en total
necesito (n — k)(,”,) sumas.

O

EJEMPLO 4.25. Para el semireticulado inferior asociado al grafo del esquema
J(6,3) (ver capitulo 2 ejem. 2.9).

fri2y = fruesy + fiizay + fliesy + fi2e), como tengo 15 pares = en total necesito
3 x 15 = 3(2) = 45 sumas en total.

COROLARIO 4.26.

Calcular todos los fi con |t| = k—1,...,0, en total requiere

So-o(,")

=1
sumas.

Esto para obtener todos los f, con < en el semireticulado inferior asociado
al esquema de Johnson J(n, k). Con esto obtengo, dado una sefial f € L(X),
un multiplo conocido de los diferentes productos internos < f,es >, con |s| =
0,1,...,k, donde ey = 4.

EJEMPLO 4.27. Para el semireticulado inferior asociado al grafo del esquema
J(6,3).

En total necesito 25:0(6 —t— 1)(?) = T4 sumas. Esto para obtener todos los
f~ con v en el semireticulado inferior.

OBSERVACION 4.28. De ahora en mds nos referiremos al semireticulado inferior
asociado al esquema de Johnson J(n, k) como semireticulado inferior.

OBSERVACION 4.29. Sea {i1is...i;} una hoja fija del semireticulado inferior.
LEMA 4.30.

Evaluar My, f en la hoja {iyis...ix}, es equivalente a calcular

<Ilv,f,efiiy..iny >
DEMOSTRACION.
< HVva 6{i1i2...ik} >= ZCT‘ < f} éri >< e’r’ive{ilig...ik} >
i=1

=c (< [rér ><er,Cliyig. iy > -
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+ < f, ér(n) >< er(,;)ae{ilig...ik} >).

"

Notar que

1 st TiC{ilig...ik}

< €r. ,Cef; ; >= .
rio “iviz. ik} 0 caso contrario

conizl,...,(?).
De donde
(%)

Zc’r‘ < f7 é’l"l >< 6T1‘76{i1i2...ik} >=
i=1

=c (< [,ér ><er,Cliyig.ipy > -
+ < f, é,n(”) >< e,-(,”),e{im,,,ik} >)

T

= cr(< [y €fivigipy > oo < i€l in} >)

= Hvrf(ilig AN ’Lk)

Por lo tanto, por lema anterior, calcular Iy, f(i1is2...14), es igual a

<Ilv, f,efiyiy...ir,y >= Zcr < i 6ry ><€rs Clivin. i)y >
=1

= C'r‘(< f7 éh >< €T1a€{i1i2.‘.ik} >+
+ < f, ér(n) >< eT(n)7e{i1i2-..ik} >)

= (< frlivineniny > oot < filliniriny >)-
Recordemos por lema 4.21

és = €4 _aljil( Z ét)_a{z}72( Z éu) — ... —Oé(|)s\5

tCs;lt|=|s|—1 uCs;lu|=|s|—2

De donde

PRrOPOSICION 4.31. Calcular

< fy€livin..iny >
requiere Z:;é () =147 =2"—1 sumas y r productos.

OBSERVACION 4.32. El cdlculo del término oy < f,8 > se calcula una sola vez,
pues es constante.

Por prop. 4.31

COROLARIO 4.33. Obtener Iy, f, en la hoja {iyia ... i}, Tequiere (f)(? -1+
(f) -1= (f)?r —1 sumas y (f,) (r — 1) 4+ 3 productos.
Donde los 3 productos vienen determinados, uno por ag < f,d >, uno por el

multiplo conocido de los diferentes productos internos < f,es >, (ver lema 4.16), y
el ultimo de multiplicar todo por la constante c,..
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COROLARIO 4.34. Calcular la proyeccion Iy, f en todas las hojas requiere por
lo tanto (Z)((f)ZT — 1) sumas y (Z)((k) (r — 1) 4+ 3) multiplicaciones.

T

EJEMPLO 4.35. Sea {i1iziz} una hoja determinada del semireticulado inferior
asociado al grafo del esquema J(6,3) y sea f € X.

El total de operaciones necesarias para obtener Iy, f, en la hoja {i1izis}, es de
2+ 3 sumas y 1 + 1 + 1 multiplicaciones.

Calcular la proyeccion Iy, f en todas las hojas requiere por lo tanto (2)5 =100
sumas y (3)3 = 60 multiplicaciones.

El total de operaciones necesarias para obtener Iy, f, en la hoja {i1izis}, es de
2+ 9 sumas y 1 + 4+ 1 multiplicaciones.

Calcular la proyeccion Iy, f en todas las hojas requiere por lo tanto (g) 11 =220
sumas y (3)6 = 120 multiplicaciones.

OBSERVACION 4.36. Ily, f(i1iz ... i) lo calculamos mediante la siguiente férmu-
la:

Iy, f(ivig...ix) = f(iriz...ix) — O, fliriz. . i)

= f(ivia...ix) — My, flivia ... ix) — ... — Iy, f(ivia . . .ip).

PROPOSICION 4.37. Calcular

Iy, f(i1ia ... ix)
requiere en total k sumas.

COROLARIO 4.38. Calcular la proyeccion 1y, f en todas las hojas requiere por
lo tanto (Z)k sumas.

EJEMPLO 4.39. Sea {i1i2i3} una hoja determinada del semireticulado inferior
asociado al grafo del esquema J(6,3) y sea f € X.

En total necesito 3 sumas para obtener Iy, f en la hoja {iyigis}.

Calcular la proyeccion Iy, f en todas las hojas, requiere por lo tanto (2)3 =60
sumas.

A continuacién detallaremos cuanto lleva calcular todas las proyecciones Iy, f
en la hoja {iyig...ix}.

Recordemos la cantidad de sumas necesarias para calcular las sumas del semi-
reticulado inferior (ver coro. 4.26).

Se-o(,")

=1

OBSERVACION 4.40. Para poder calcular el resultado de dicha suma la acotamos
por la siguiente cota

S0, ") =S (") S ()

=1
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u n X n—1
;w z<_1)<nz< )
por prop. 1.26 (ver capitulo 1 seccidn 5 prop. 1.26) =

o n -1\ _ . k—1+405-(n—1)p
2 5)(11>§n;< ! )Nm o (n—1)p(1—p) )=

_— n ngn—1 E—=1405—-(n—1)p
2. l)<l—1>s 7 (n—1)p(1 —p) )

conp= 3.
Las sumas para calcular todas las proyecciones Ily, f

k-1

Z((jf)z"—1)+k=3’“—2’c

r=1
pues

k

(2+1)’“—Z<>2T1’”:>Z(> =3k _9k 1
r=0

Las multiplicaciones para calcular todas las proyecciones Ily, f

k—1
<>r1 +3=(k—-22""1+2k -1
,

r=1
pues

k—1 k—1

(e ea=t £ ()£ () e

r=1 T
=k 1) (2" —2)+3(k—1)=(k—2)2" 1 42k — 1.
Donde queda demostrado el siguiente teorema
TEOREMA 4.41. Calcular todas las proyecciones Ily, f en todas las hojas re-

quiere un costo inicial de a lo sumo Zle(n — l)(lfl) sumas y un adicional de
() (3% = 2F) sumas y (7)((k — 2)2%~! + 2k — 1) multiplicaciones.

OBSERVACION 4.42. El término que mds ponderacion tiene en el teorema an-
terior es (})(3% — 2).

Teniendo en cuenta el orden de las operaciones

COROLARIO 4.43. Calcular todas las proyecciones Iy, f en todas las hojas re-
quiere un costo inicial de a lo sumo Zle(n —1)(,",) sumas y un adicional de
() (3% = 2%) sumas y (7)((k — 2)25~1) multiplicaciones.

Comparando con el siguiente teorema
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TEOREMA 4.44. (Th 3.1 [DR]): Calcular las proyecciones de un elemento arbi-
trario de M* en cada uno de los k + 1 subespacios isotdpicos mediante la transfor-

mada de Radon requiere un costo inicial de a lo sumo O(k? (Z)2logk) operaciones

y un adicional de k(:)2 operaciones.
OBSERVACION 4.45. log = logs.

OBSERVACION 4.46. En teorema 4.44:
El costo inicial de O(k? (Z)2l0gk) operaciones corresponde al cdlculo de obtener

todas las matrices de proyeccion, mientras que el adicional de k(g) operaciones
corresponde a calcular cada una de las k proyecciones de una senal f dada.

OBSERVACION 4.47. De obs. 4.40

k

S 2 <o B (1) (i) () <o )

()=o)

pues
Ademas, si 0 < k < % se cumple

(k) < (i)

pues tenemos que ver que

pero
n\ _ nn—-1)n-2)...(n—k+1)
k(k)‘ E—1)!
Y
n—j
[ >3

conj=1,...,k—1.
Por lo tanto

k TL
3" < k(k)

3F—(k—2)2"1 -2k +1>0

LEMA 4.48.

DEMOSTRACION. Por induccién:
sil=1
3>0

supongamos valido para [ = k, veamos para |l =k + 1

33— (k—1)28 =2k +3 =2+3" 2% —(k—2)2" 1424 3% - (k—2)2F"1 —2k+1 >0

pues similarmente se ve que
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238 —2F —(k—2)2"1>0
O

Por lo tanto (})(3F — 2¥) sumas + (})((k — 2)2*~! + 2k — 1) multiplicaciones

< (Z) 3*operaciones < k((g))%peraciones.

EJEMPLO 4.49. Consideremos el caso del ejemplo bdsico J(6,3), como ejem-
plo en donde las cuentas se pueden hacer a mano y calcular el nimero exacto de
operaciones, en donde 0 < k < 7.

Calcular todas las proyecciones Iy, f en todas las hojas requiere 454 sumas vy
180 multiplicaciones. Siendo menor a 634 operaciones.

Mientras que en [DR] da un costo total de a lo sumo 6906 operaciones, para el
cason =06, k= 3.

Y como ejemplo de nuestra cota con la restriccién para 0 < k < 7.

EJEMPLO 4.50. Ejemplo J(40,6).

Calcular todas las proyecciones Ily, f en todas las hojas requiere por lo tanto
un total de a lo sumo ~ (2,671712 x 107) + 2552522700 sumas y 533534820 multi-
plicaciones. Dando un total de == 3,1 x 10° operaciones.

Mientras que en [DR] da =~ 1,46 x 10'5 operaciones.

3.1. ALGORITMO 2. El algoritmo que presentamos a continuacion difiere
del primero, en que en el primero fijamos una hoja {143 ...4;} del semireticulado
inferior y calculamos inductivamente, por nivel, cada é; que aparece en el calculo
de la proyeccién de f en cada hoja en cuestién.

Mientras que en el algoritmo a continuacion calculamos inductivamente por
nivel todos los €, sin fijar una hoja en particular.

Recordemos por lemas 4.13 y 4.21

Hvl.f:ciz:<f,es>éS:ci§:<f,és>eS con il =0,1,....k—1.

eg = és + aijfl(z ét) + a‘|z|‘72(z éu) + ...+ alos‘&

tCs uCs

De prop. 4.31 tenemos

COROLARIO 4.51. Calcular todos los < f,és > con |s| = r requiere en total
(M (2" —1) sumas y (7)(r — 1) + 1 productos.

Por lo tanto

COROLARIO 4.52. Calcular todos los < f,és > con |s| =1,...,k — 1, requiere
en total Zf;ll (M (2" — 1) sumas y Z:f;ll (M (r — 1) + 1 productos.

De lema 4.30 se tiene

COROLARIO 4.53. Evaluar Iy, f en la hoja {i1iz .. .1}, requiere en total (]:) -1
sumas y 1+ 1 = 2 productos.

Por lo tanto

COROLARIO 4.54. Evaluar la proyeccion en la hoja {142 .. .1}, hasta el nivel
k — 1 requiere en total 21:;11 (’;) — 1 sumas y 21:;11 2 =2(k — 1) productos.
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Recordemos que (ver obs. 4.36).
Calcular Iy, f (142 . .. i) lo calculamos mediante la siguiente férmula:

Iy, f(ivia...ix) = f(ivig...ix) — Oa,_, fivia .. i)

= f(iria...ik) — v, fliria ... i) — ... — Iy, firi2 ... ik).
Calcular Iy, f(i142 . ..i), requiere en total k sumas.
Obteniendo el siguiente corolario.

COROLARIO 4.55. Calcular la proyeccion hasta el nivel k en todas las hojas
. n k— n k— n
requiere en total (k)((X:TZI1 (’;) -1 +k) = (k)((X:T:11 (lﬁ)) +1) = (k)(Qk -1
sumas y (7)2(k — 1) productos.

OBSERVACION 4.56. El nimero total de sumas necesarias para calcular todas
las proyecciones Iy, f en todas las hojas, ademds del cdlculo inicial de las sumas
del semireticulado inferior, esta dado por

kf (Z) 2" — 1)+ (Z)Qk 1) = Ek: (:) 2" —1)

r=1
Ver corolario 4.52 y corolario 4.55.

OBSERVACION 4.57. El cdlculo del resultado anterior se lo acoto por

> (e-0-3 (-3 ()

por prop. 1.26 (ver capitulo 1 seccidn 5 prop. 1.26) =

k
Z (:)T Sg”(p(k+0’5_np)

r=1 np(l _p)

conp=%2.
Z(n)§2n (k+0,5 np
—\r np(1—p)

conp=1.

OBSERVACION 4.58. El nimero total de multiplicaciones necesarias para cal-
cular todas las proyecciones Iy, f en todas las hojas, esta dado por (ver corolario
4.55 y corolario 4.52)

r=1
La expresion
k=1
> (M-
r=1
se la acoto por
=1 =1 =1
—1) = _
> (Jer=2 ()2 ()

por prop. 1.26 (ver capitulo 1 seccidn 5 prop. 1.26) =
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k—1 k—1
-1 -1 —(n—1
() =" (n )Snzn—%(’“ 05— (n— L,
=\ o\ (n—1)p(1 —p)
conp—%
k—1
k—14+0,5—
(><2n¢ (B 1405 mp,
r=1 np(l—p)
conp:%.

Por lo tanto el nimero total de sumas y productos necesarios para calcular
todas las proyecciones Iy, f en todas las hojas esta dado por

TEOREMA 4.59. Calcular todas las proyecciones Iy, f en todas las hojas requie-
re un costo inicial de a lo sumo Zf 1(n=0)(,",) sumas y un adicional de a lo sumo

Z’: L (M (@27 —1) sumas y (Zf 11 (M (r—1))+k—1+(3)2(k — 1) multiplicaciones.
Teniendo en cuenta el orden de las operaciones

COROLARIO 4.60. Calcular todas las proyecciones Iy, f en todas las hojas re-

quiere un costo inicial de a lo sumo Y., (n—1)(,",) sumas y un adicional de a lo

sumo ZT (M@ —1) sumas y (Zf;ll (M (r—1)) + (})2(k — 1) multiplicaciones.

Comparando con el siguiente teorema

TEOREMA 4.61. (Th 2.6 [DR]): Todas las proyecciones isotépicas de MM™=F-F)

pueden calcularse usando a lo sumo (Z) sumas mds un adicional de O(( )klog k)
operaciones.

OBSERVACION 4.62. log = logs.

OBSERVACION 4.63. De obs. 4.40

Z”( D=2 (1) =) - ()
S (e nen(y) <o)

r=1
Ademds, si 0 < k < T se cumple =

conj=1,....k.
Por lo tanto

() + o () = (o< ()

pues k2 es despreciable en relacion a 4*.

Por lo tanto k2(7) + 4% (1) = (1) (k2 +4%) < ().



3. CALCULO DE OPERACIONES Y TEOREMAS RESULTANTES 83

OBSERVACION 4.64. En la observacion 4.63, acotamos las sumas empleadas, a
continuacion acotaremos las multiplicaciones empleadas.

OBSERVACION 4.65. Veamos primero que

2(:)(7"1) <k<Z)
0<2<Z).

Supongamos valido para k = [, veamos para k =1+ 1.

li(:)(r—l)ﬂl—n(?) <z(7) +(z_1)<’;)

r=1

por hipdtesis inductiva =

Z: (Z) (r—1)< (20— 1) (7)

T

(21—1)(7) < (l+1)(lﬁl)

pues simplificando queda

Lo vemos por induccion.

Sea k =2

Sin>3l-1, =

20 —1)< (n—1)

Sin>3l—1.
Entonces st k> 3

() (0) ) (o

pues simplificando

3k —2) < klog’k = (3 — 2 < log?k
k

st k> 3.
Por lo tanto (37—} (M =1)+k—1+ (})2(k—1) < (})klog?k.

r=1

OBSERVACION 4.66. El termino k — 1 en la cuenta anterior no se lo considero
al ser insignificante en relacion a los otros numeros.

EJEMPLO 4.67. Consideremos el caso del ejemplo bdsico J(6,3), como ejem-
plo en donde las cuentas se pueden hacer a mano y calcular el nimero exacto de
operaciones, en donde 0 <k < 3.

Calcular todas las proyecciones Iy, f en todas las hojas requiere 265 sumas vy
97 multiplicaciones. Siendo menor a 362 operaciones.

Mientras que en [DR] da 400 sumas mds 151 operaciones, para el caso n = 6,
k=3.

Y como ejemplo de nuestra cota con la restriccién para 0 < k < 7.
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EJEMPLO 4.68. Ejemplo J(40,6).

Calcular todas las proyecciones Ily, f en todas las hojas requiere por lo tanto
un total de a lo sumo ~ 2,671712 x 107 + 2,63658 x 10® sumas y 6,37650 x 107
productos. Dando un total de =~ 3,5 x 108 operaciones.

Mientras que en [DR] da ~ 1,5x10' sumas y 1,53889 x 10% operaciones. Dando
un total de =~ 1,5 x 10'3 operaciones.

OBSERVACION 4.69. FEl cdlculo de la distribucién binomial, (ver capitulo 1 sec-
cion 5), para calcular el costo inicial de nzgzol (nfl) sumas, (ver obs. 4.40), se
realiz6 con el programa [ST] con p = % ; mientras que para el cdlculo de Zf;i (H)@r—
1) sumas y 21:;11 (Z) (r—1)+1 productos, (ver capitulo 1 seccién 5 prop. 1.26), se
realizo mediante el programa [ST] con p = % para la suma con 15 decimales después
de la coma, es decir % =~ 0,666666666666666 y para los productos se tomo p = %

OBSERVACION 4.70. En ambos métodos el rango de valores para n utilizados
fue de 40 <n <50, y para k, 6 < k < 10.

OBSERVACION 4.71. En ambos métodos las cotas propuestas son las logradas
por las cotas de las diferentes acotaciones en las diversas sumas de la distribucion
binomial, que en la mayoria de los casos es demasiado grande con los resulta-
dos obtenidos en la cuenta operacional de sumas y multiplicaciones requeridas con
exactitud como se establece en los teoremas anteriormente expuestos. Pero no se
encontraron cotas mds finas de dichas sumas.



Capitulo 5

CONCLUSIONES

El método de compresion de imagenes propuesto si bien no mejora los métodos
estandares de la actualidad, JPEG, su implementacién es mas sencilla, pues las
entradas de la matriz de compresién utilizada estd formada por el conjunto {1} y
trabaja puramente con enteros lo que simplifica la cuentas y agiliza las operaciones
en un ordenador, en contraposicién del JPEG, que trabaja con nimeros reales y en
su proceso de implementacién intervienen varias matrices.

Los resultados obtenidos, los cuales fueron probados con diferentes marcos de
imagenes muestran que el método propuesto ronda una compresiéon en general del
80 %, con resultados del 90 % igualando en determinados casos el nivel de com-
presion del formato JPEG, el cual ronda el 90 %; cabe mencionar que el nivel de
compresién depende mucho de la imagen en cuestién.

Si bien los diversos algoritmos muestran una compresion tedrica de la imagen,
en el capitulo 3 seccién 8 dichas compresiones son comprobadas, mas ain se mejora
la compresion y las diferentes métricas obtenidas con el método propuesto.

La idea de calcular las componentes principales surge del hecho de trabajar con
otros esquemas de asociacién, en este caso el de Johnson y poder obtener mejores
resultados en los métodos de compresion.

Pero en dicho proceso se revis6 el trabajo [DR] y se mejoraron las cotas de
dicho trabajo, como se explicé en el capitulo cuatro.

Otro trabajo a futuro es reducir dichas cotas encontradas, pues en el cdlculo de
las diferentes proyecciones de f a algun V,., ciertos sumandos, < f,es >, se repiten
para distintos r, lo cual un célculo diferente de las diversos productos internos
< f,es > podrian reducir el nimero total de operaciones.
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