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Resumen

En esta tesis consideramos reticulos (lattices) en espacios euclideos en dimensiones muy bajas.
Estudiamos desde un punto de vista geométrico la clasificacién de los lattices en dimension 4 de
acuerdo a la forma topologico-combinatoria de su celda de Voronoi, mostrando un etiquetamiento
completo de los vértices, aristas, 2-caras y ‘facets’de la celda para cada uno de los tres tipos de
lattices en esta dimension.

Considerando a los lattices como cuantizadores, abordamos el problema del reticulo cuantizador
6ptimo en dimensién 4. En dimensién 3, este problema fue resuelto por Barnes y Sloane en 1983,
en un trabajo que nos ha servido de guia, al igual que los de Conway y Sloane para calcular el
momento de inercia de politopos al descomponerlos en simplices.

Utilizando el etiquetamiento mencionado obtenemos féormulas explicitas para calcular la cons-
tante de cuantizaciéon de lattices en dimension 4. Luego mostramos que los reticulos A} y D} son
minimos locales para la funcién de cuantizacion. Este hecho, junto a resultados numeéricos obtenidos
mediante la ayuda de la computadora, nos permiten conjeturar que Dj es el lattice quantizer 6ptimo
en dimensioén 4.

Finalmente, mostramos como transformar el problema del reticulo cuantizador para lattices de
Tipo I, en otro completamente algebraico, — Un sistema de ecuaciones polinomiales homogéneas con
10 incégnitas—, si se lograra resolver ese sistema de ecuaciones, posiblemente podriamos encontrar
el reticulo 6ptimo, por lo menos entre los lattices de Tipo I.

Pensamos que sistemas similares podrian desarrollarse para los Tipos II y III, no obstante dadas
las dificultades técnicas encontradas en el Tipo I, decidimos no ahondar mucho en esos casos.

Palabras claves: Reticulos euclideos, Cuantizadores vectoriales, Celda de Voronoi.
2010 Mathematics subject Classification: 11H06, 11P21, 52C07






Abstract

In this thesis we study low-dimensional lattices in Fuclidean spaces from a geometric perspective.
Classification of four dimensional Euclidean lattices, according to its Voronoi cell is well known: there
being Type I Lattices, —those that admit an obtuse superbase—, lattices of Type II, —those that
admit an almost obtuse superbase— and lattices of Type IIL.

We study this classification and present a complete labeling of the 120 vertex of the Voronoi cell
according to its Types, in terms of reduced Selling parameters associated to the Lattice, this allow
us to identify the 240 edges, the 150 2-faces and the 30 facets that it comprises.

Using this cell description, we obtain explicit formulas for computing the quantization constant
in any 4-dimensional Euclidean lattice. As a consequence of these formulas, we proof that A} and
Dj lattices are local minima for the quantization function.

This fact, together with some numerical results obtained computationally, suggest us that D}
is the predicted optimal lattice quantizer.

Finally, as a proposal to solve the lattice quantizer problem in four dimensions in Type I lattices,
we explore an algebraic system of 15 homogeneous polynomial equations, whose variables are the
Selling reduced parameters of Type I lattices. If this system could be solved, we could possibly find
the optimal lattice quantizer, at least between the lattices of Type L

Key words: Fuclidean lattices, vector quantizer, Voronoi cell.
2010 Mathematics subject Classification: 11H06, 11P21, 52C07
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Introduccion

Un reticulo (o lattice) euclideo es un subconjunto L de R™ formado por las combinaciones lineales
enteras de n vectores linealmente independientes, L := {}_"" ; m;v; : m; € Z}, donde {v1,...,v,}
es una base de R™. Por ejemplo, Z" es un reticulo; otro es Dy, := {x € Z" : 1 + --- + =, es par},
llamado checkerboard lattice (tablero de damas); otro notable es Ha, el reticulo hexagonal, etc.

Asociado a cada punto del lattice esta la celda de Voronoi correspondiente a él, que se define
como el conjunto de puntos del espacio euclideo cuya distancia a dicho punto es menor o igual que
la distancia a cualquier otro punto del lattice.

Estas celdas producen un embaldosamiento (o tiling) del espacio. En dimension 2, hay esen-
cialmente dos clases de celdas de Voronoi asociadas a reticulos, la hexagonal y la rectangular,
constituyendo la primera el caso genérico para reticulos en dimension 2. Asi el tipo hexagonal se
llama primitivo, lo cual también puede ser caracterizado por la propiedad que en el correspondiente
embaldosamiento se encuentran en cada vértice el minimo niimero posible de poligonos, tres en este
Caso.

En dimension 3 hay cinco clases o tipos de celdas de Voronoi y s6lo una de ellas es primitiva (E.S.
Fedorov [Fe]). En dimension 4, este problema fue resuelto por Delone [De], con una enumeracion de
52 tipos de reticulos, de los cuales solo tres son primitivos. En dimension 5, Ryshkov y Baranovskii
[RB] hallaron 221 tipos primitivos de celdas de Voronoi, luego corregido a 222 por Engel [EG].

La celda de Voromnoi es un elemento geométrico que cumple un rol fundamental en la mayoria
de los problemas importantes relacionados con lattices. Entre éstos, mencionamos rapidamente el
packing problem, donde se trata de empaquetar esferas del mismo tamano de la manera mas eficiente
posible, es decir, poniéndolas unas contra otras de la forma mas densa posible; el covering problem,
donde se trata de cubrir el espacio con esferas del mismo tamano (que se superponen) de la manera
mas econémica posible; el kissing number o niimero de contacto, donde se trata de disponer el mayor
numero de esferas tocando a una esfera prefijada, todas del mismo tamano; y el quantizer problem,
donde se digitalizan datos que llegan tratando de cometer el menor error posible. Podemos ver que
en el packing problem habri una esfera dentro de cada celda de Voronoi; en el covering problem se
pone una esfera cubriendo justo una celda; en el kissing number habré tantas esferas tocando a una
fija como paredes de la celda haya a distancia minima del punto del lattice dentro de la celda; y en
el quantizer problem se considera el error cuadratico medio en la celda de Voronoi.

Nos detenemos en este tltimo caso por ser el que trataremos en el presente trabajo. Un cuanti-
zador (o quantizer) puede ser pensado como un conversor analogico-digital. Son usados en el mundo
real. Cuando un mensaje es enviado a través de un canal ruidoso, es de interés eliminar ese ruido
agregado al mensaje original. Bajo ciertas condiciones generales, un reticulo puede ser considerado
como un cuantizador vectorial (es decir en dimensién mayor que uno). La celda de Voronoi se usa
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para convertir cada punto dentro de ella en un punto del lattice. De este modo se obtiene el con-
versor analogico-digital. Interesa medir cuanto ha sido el error promedio cometido, siendo la forma
més comun de hacerlo tomar la integral de las distancias al cuadrado de los puntos de la celda de
Voronoi al centro de la misma, es decir, el momento de inercia de la celda.

Esta es la cantidad que se quiere minimizar al variar los lattices. Si bien los quantizers utilizados
en el mundo real son de dimension uno, P. L. Zador [Za] mostré que los vector quantizers son mejores.
Por eso podria ser importante encontrar buenos vector quantizers, y los lattices son excelentes
proveedores de ellos; asi el problema en cada dimensién tiene aplicaciones potenciales.

Recordamos que G. Fejes Toth resolvio el caso de dimension dos [Fej|, donde como es de esperar
el lattice hexagonal es el mejor cuantizador. En dimensién 3 el problema fue resuelto en un gran
trabajo de Barnes y Sloane [BS|. Simultdneamente, Conway y Sloane realizaron una serie de calculos
importantes en relacion a este tema (ver capitulo 21 de [CS] y referencias en el mismo).

En esta tesis nos concentramos en los lattices en el espacios euclideo R*, mirandolos desde el
punto de vista de la forma topolégico-combinatoria de su celda de Voronoi, y luego abordamos el
problema de determinar el reticulo cuantizador éptimo en dimension 4.

Primero estudiamos detalladamente la celda de Voronoi de lattices en dimensién 4, lo que sig-
nifica rehacer la clasificacion de lattices en esta dimension, dada originalmente por Delone [De| y
revisitada en varias oportunidades por diversos autores, entre los que destacamos el enfoque dado
por Conway con las conormas en |Co| y [CS3|, también el de |Val.

Con posterioridad a Selling y previo a Voronoi, Charve propuso pardmetros y un procedimiento
para diferenciar los tres tipos de lattices primitivos en dimension 4, [Ch]. Asimismo Conway propuso
como parametros las llamadas conormas, que tienen la ventaja de ser continuas y mostrar la simetria
del lattice, aunque la desventaja de que son mas de diez. Ambos tipos de parametros nos resultaron
utiles para nuestros propésitos, aunque los calculos realizados con la computadora fueron hechos
con los parametros de Selling-Charve. Revisamos el método de Charve e instrumentamos en forma
concreta un programa de computadora, basado en este algoritmo, para determinar el tipo del lattice
euclideo de un lattice 4-dimensional dado (ver Seccion 2.3).

Siguiendo la clasificacién mencionada, escribimos en forma explicita un etiquetamiento completo
de los 120 vértices, 240 aristas, 150 caras 2-dimensionales y las 30 facets de las celdas de Voronoi
para los tres tipos de lattices (primitivos) existentes en esta dimension, el cual utilizaremos en
célculos posteriores.

Siguiendo el procedimiento propuesto en [CS, Cap 21, pag. 451], y en [BS], calculamos la cons-
tante de cuantizacién de lattices en dimensiéon 4. Para esto, partimos la celda de Voronoi del lattice
en 1440 simplices (son como tetraedros pero en dimension 4) y se calcula el momento de inercia de
cada uno de ellos. Esto es posible puesto que los momentos de inercia son sumables, a diferencia de
los segundos momentos que no lo son. A continuacién se suman todos éstos, y a dicha cantidad se la
divide por una potencia del determinante del lattice, lo que permite comparar con lattices en otras
dimensiones. La principal dificultad en este procedimiento es que se trabaja con miles de sumandos,
v se realizan muchas cuentas, que solo es posible hacerlas con la ayuda de la computadora.

Luego de muchos intentos, de observar largos renglones llenos de cuentas y sobre todo teniendo
presente la formula de la constante de cuantizacién en dimension 3 dada en [CS|, logramos una
férmula andloga para la constante de cuantizacion en lattices 4-dimensionales. En realidad, conse-
guimos tres formulas, una para cada uno de los tres tipos de lattices primitivos. Estas expresiones



permiten calcular rapidamente la constante de cuantizacién de cualquier lattice en dimensién 4,
previa reduccién de sus parametros de Selling-Charve, lo que podemos hacer mediante el algoritmo
mencionado.

Utilizando las formulas encontradas (ver expresiones (4.31) en el Capitulo 4), probamos que los
lattices A} y D} son minimos locales de las funciones de cuantizacién, es decir, son 6ptimos locales
para el lattice quantizer problem.

El caso de A} se resuelve facilmente puesto que dicho lattice se encuentra en medio de la regién
de Tipo I, por lo que alcanza con evaluar la funcion G(L) para el Tipo I, calcular sus derivadas
parciales y el Hessiano en el punto Aj}.

En cambio el caso de D} es més dificil, puesto que dicho lattice estd justo en una esquina en
el espacio de los lattices, donde confluyen varias paredes divisorias de distintas regiones de Tipo 11
y una regiéon de tipo III. Por esta razén y por el hecho que los parametros que utilizamos no son
continuos, resulta mas complicado el calculo.

Esta informacién, junto a evaluaciones numéricas hechas con métodos computacionales, nos
permiten conjeturar que D} es el reticulo cuantizador 6ptimo en dimension 4. Esto estd en con-
cordancia con los resultados conocidos del algoritmo general dado por Viterbo-Bigliero en [VB], y
Agrell-Eriksson [AE| para obtener buenos reticulos cuantizadores en cada dimension.

Por dltimo, en un intento por obtener todos los minimos locales para este problema, abordamos
el llamado método de variaciones utilizado por Barnes y Sloane [BS], y logramos obtener variaciones
que fijan el determinante hasta el primer orden. Esto es importante porque uno se puede mover en
el espacio de lattices manteniendo casi invariante el denominador en la expresién de la constante de
cuantizacién, de modo que solo hay que minimizar el numerador. No obstante, el problema continta
siendo demasiado grande para poder ser resuelto. Planteamos las ecuaciones para los puntos criticos
de la funcién de cuantizacién de Tipo I y obtenemos un sistema algebraico de 15 ¢ 16 ecuaciones
polinémicas homogéneas de grado 10, donde la cantidad de términos de cada ecuacién oscila entre
104 y 680. Usualmente estos sistemas se resuelven usando bases de Groebner, pero nuestro caso es
demasiado grande y no ha sido posible resolverlo utilizando los métodos computacionales usuales.
Le consultamos a varios expertos en el tema, pero ellos tampoco lograron avances significativos,
pese a aplicar algunos procedimientos muy ingeniosos.

Pensamos que en caso de lograr resolver el sistema planteado, y si la solucién que se obtiene
(salvo homotecia) es un conjunto discreto, el problema, al menos en el caso de los lattices de Tipo
I, estard terminado al evaluar la funcién de cuantizacién en dichos puntos, comparar los resultados
y quedarse con el menor. En el caso general todas las evidencias apuntan a que el lattice D} es el
6ptimo.

A lo largo de todos los capitulos hay una fuerte componente computacional debido a que las
cuentas que se debian realizar involucraban miles de términos, tanto en la particiéon de la celda de
Voronoi de dimensién 4 en simplices, como en los célculos intermedios para obtener la constante de
cuantizacion, en la simplificaciéon de las férmulas, las variaciones, etc.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera:

En el Capitulo 1, presentamos los preliminares basicos sobre lattices que necesitaremos a lo
largo del trabajo y algunos ejemplos de lattices destacados; salvo el Teorema 1.4.5, que establece
una expresion para calcular el determinante de un lattices y la norma de un vector en funcién de
ciertos parametros del lattice, cuya prueba es una adaptacion nuestra de un teorema de Kirchhoff,



los demas resultados presentados en el capitulo son anteriores, y pueden consultarse en el libro de
Conway-Sloane [CS] o en el trabajo de Valentin [Va).

En el Capitulo 2, presentamos la clasificacién de los lattices en dimensiones bajas segun la es-
tructura topolégico-combinatoria de su celda de Voronoi, los resultados de las dos primeras secciones
han sido tomados de los trabajos de Conway - Sloane, [CS], [CS3]. En la Seccién 2.3.1 presentamos
el método de Charve [Ch], para reduccion de formas cuadraticas definidas positivas, e implemen-
tamos un algoritmo que nos permite encontrar los parametros de Selling reducidos de un lattice
4-dimensional. La implementacién es una propuesta nuestra, pero el método es de Charve.

En el Capitulo 3, presentamos un etiquetamiento de cada uno de los tres Tipos de celdas de
Voronoi primitivas en dimensién 4, en términos de los pardmetros de Selling reducidos asociados.
Los resultados de este capitulo seran esenciales a la hora de calcular la constante de cuantizacion
de un lattice 4-dimensional, problema que abordamos en el Capitulo 4. El resultado principal de la
tesis se resume en las formulas del numeral (4.31). Como consecuencia de esas ecuaciones logramos
probar que los lattices A} y D} son minimos locales en su Tipo para el lattice quantizer problem.

Finalmente en el Capitulo 5, presentamos un sistema de ecuaciones algebraicas obtenidas de la
aplicacion del método de variaciones, como una alternativa para resolver el problema del reticulo
cuantizador é6ptimo en los lattices de Tipo L.

En el Apéndice se encuentran algunos datos de respaldo de cuentas realizadas, los vértices de
las celdas en los tres Tipos en términos de los vectores de una superbase reducida. Los algoritmos
usados para generar la particion de las celdas en simplices, asi como los algoritmos que nos permi-
tieron calcular la constante de cuantizacién. También presentamos los pasos intermedios de algunas
cuentas extensas, y un sistema de 15 ecuaciones polinomiales que de lograr resolverse proporcionaria
informacién valiosa para la terminacién del problema en los lattice de Tipo 1.



Capitulo 1

Preliminares.

En este capitulo presentamos las definiciones y propiedades bésicas sobre la teoria de reticulos
en espacios euclideos e introducimos parte de la notacién que usaremos a lo largo del trabajo.
Para ampliar la informaciéon aqui consignada recomendamos consultar el libro de Conway-Sloane,
Sphere packings, lattices and groups [CS], el trabajo de Vallentin [Val, o las notas sobre Reticulos
en espacios euclideos del profesor Rossetti, [Ro].

1.1. Definiciones y resultados basicos.

1.1.1. Generalidades sobre lattices.

Definiciéon 1.1.1. Decimos que un subconjunto L C R"™ es un lattice (o reticulo) de rango n, o n-
dimensional, si existe un subconjunto B = {vy,va,...,Vv,} de n vectores linealmente independientes

en R" tales que
L= {Zwivi:xiEZ}. (1.1)
i=1

En tal caso decimos que B es una base para L.

En ocasiones también consideraremos lattices de rango n en un subespacio de R™, con n < m.
De acuerdo a su definicion, a un lattice L se lo puede ver como un conjunto de puntos en el espacio.
Sin embargo, hay otras formas de mirarlo que resultan muy interesantes. En lugar de pensar el
vector v € L como un punto de R", lo identificamos con la traslacion en R™ por v, es decir, la
transformacion rigida del espacio T3, : x — v + x. Asi, identificamos

L +«— 1Ty
v +— T,

En este caso, se habla de lattice de traslaciones. Esto da origen a una accion del lattice L en
R"™, que resulta ser propiamente discontinua. En particular, no hay puntos fijos en esta accién —
excepto cuando el vector v es el vector nulo— por lo que el espacto de drbitas, o espacio coctente
T" := L\R", no tiene singularidades.



9 Preliminares.

De esta manera T" resulta ser una variedad diferenciable sin borde, ademéas como L tiene rango
méaximo, es compacta. Si a T™ lo dotamos con la méirica inducida de R™, entonces T" tiene la
estructura de una variedad riemanniana de dimensién n, llamada toro plano n-dimensional, lo que
establece una relacion entre el estudio de los lattices y la Geometria riemanniana.

Otra forma de ver un lattice L es como grupo abeliano, para lo cual basta pensarlo como un
subgrupo de (R™, +). Desde este punto de vista, los lattices en una dimension fija son todos isomorfos
entre si.

Si B = {v1,va,...,vp} es una base de L, es facil ver que B' = {v/,v},...,v],} es otra base
para L si y solo si, existe una transformaciéon unimodular entera, U € GL,(Z), tal que

U(vi, Vo, ..., vy) = (V,Vh, ..., v]).
Si ademaés
vy = (V11,V127 cee 7V1n)
Vo = (V21,V227 cee 7V2n)
Vp = (Vn1>vn27 cee 7V7m)

son las coordenadas de los vectores de B en una base de R”, que usualmente sera la base cédnonica,
la matriz

Vi1 Vi ... Vin

V21 Voo . Von
M .=

Vpl Vp2 ... Vinn

se llama matriz generadora del lattice. Resulta claro que

y € L < existe x = (21, 22,...,2,) € Z" tal que y = xM

Otra matriz muy importante en el estudio de los lattices es la matriz de Gram A = M M.

Notemos que la entrada (i,j) de A es el producto interno v; - v;. Como veremos més adelante,
esta matriz caracteriza al lattice, salvo equivalencia por transformaciones ortogonales.

Dado que las transformaciones rigidas del espacio R™ que fijan el origen, estdn dadas por el grupo
O(n). Podemos pensar que O(n) actta en el conjunto de lattices de R™, asi: para todo A € O(n) y
L un lattice en R", denotamos por A - L, al conjunto {Ax :x € L}.

Con esto en mente, diremos que dos lattices L y L’ son congruentes (o iguales), si ellos estan
en la misma orbita por esta accion, es decir, si existe A € O(n) tal que L' = A - L, y en tal caso
escribimos L' = L.

Por otra parte, si dos lattices L y L’ estan relacionados por una homotecia, es decir, si existe
t € R, tal que L' = tL, diremos que ellos son semejantes (o equivalentes), en tal caso escribimos
L = [/. Para todos los problemas sobre lattices mencionados en la Introducciéon, no hace ninguna
diferencia considerar lattices semejantes, por lo que se justifica el nombre equivalentes.
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Observacion 1.1.2. Si L y L' son semejantes, y M, M’ son matrices generadoras para L y L respec-
tivamente, se cumple que M’ = ¢cUMB donde ¢ > 0, B € 0(n) y U € GL,,(Z). De manera similar,
las matrices de Gram A y A’ satisfacen A’ = c2UAU". Cuando los lattices son congruentes, se tiene
Al =UAU"Y.

Ilustremos con un ejemplo las definiciones anteriores.

Ejemplo 1.1.3. Consideramos los siguientes lattices 2-dimensionales: H, el lattice hexagonal, ge-

nerado por los vectores (1,0) y (%,@), y Ag := {(wo,z1,22) € Z® : z9 + 21 + 2 = 0}. El con-

junto {(1,—1,0),(0,1,—1)} es una base para As. Hacemos notar que aunque As es un lattice dos
dimensional, sus elementos estan en R3. Las siguientes son matrices generadoras para H y A

respectivamente:
[ 1 0 ] ] [1 -1 0]
1 V3 _ )
2 2 0 1 1

y las matrices de Gram correspondientes son:

il 4]

No es dificil ver que estos dos lattices son equivalentes. Por ejemplo, se puede multiplicar H por

2 1
V2, obteniendo asi la matriz de Gram [ 1 9 ], que también se obtiene al tomar en As la base

{(1,-1,0),(0,—-1,1)}.

Como se puede ver, una ventaja de usar A, en lugar de H es que uno tiene coordenadas enteras,
en lugar de la molesta @ Ademas, en A, se aprecia inmediatamente la simetria entre las tres
coordenadas.

Dado que dos matrices de Gram para L tienen el mismo determinante, definimos el determinante
de L, det(L), como el determinante de una cualesquiera de las matrices de Gram asociadas a L.

/ J

[ L]

Figura 1.1: Paralelotopo fundamental en dimension 2.

Definiciéon 1.1.4. Sea L un lattice n-dimensional y B = {vy,va,...,v,} una base para L. Al
paralelotopo
n
P .= {Ztivi: 0§ti<1} (1.2)
i=1

se le llama un paralelotopo fundamental para L.
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Un paralelotopo fundamental es en realidad una region fundamental para el lattice, es decir, un
‘bloque’ con el cual, usando tnicamente traslaciones, es posible cubrir todo el espacio y reconstruir
el lattice. Resulta claro que cada base del lattice tiene asociado un paralelotopo fundamental, y que
todos ellos tiene el mismo volumen, al cual llamamos volumen del lattice y denotamos por vol(L).

Se puede probar que
vol(L) = y/det(A) (1.3)

donde A es un matriz de gramm del lattice.

Definicion 1.1.5. Sea L un lattice de rango n en R™.

i. Decimos que L' C L, es un sublattice de L, si L' también es un lattice de rango n de R™.

ii. El conjunto L* :={w € R": w-v € Z para todo v € L} es un lattice de R", y se le llama el
lattice dual de L.

Es claro que si L' es un sublattice de L, el grupo cociente L/L’ es finito. Al cardinal de este
grupo se le llama indice de L' en Ly se lo suele denotar por [L : L']. Los volumenes de L y L’ estan
relacionados por la igualdad

vol(L') = vol(L) [L : L'].

Es claro que si L es un lattice, 2L = {2v : v € L} es un sublattice suyo, y el grupo cociente L/2L
resulta isomorfo a Z5. Este sublattice estd muy relacionado con los llamados vectores de Voronoi de
L, los cuales juegan un papel esencial en la clasificacion de los lattices de acuerdo a la estructura
topolégico-combinatoria de la celda de Voronoi asociada. En el Capitulo 2 estudiaremos este objeto
con mas detalle.

Definicion 1.1.6. Decimos que un lattice L es entero, si el producto interno de cualquier par de
elementos de L es un ntimero entero, es decir, L es un lattice entero si para todo x,y € L, x-y € Z.
Adicionalmente, decimos que un lattice entero es par, si las normas de todos sus vectores son pares.
Y que un lattice entero es unimodular, si su volumen es 1, o equivalentemente, si coincide con su

dual.

Note que si L es un lattice entero, entonces L C L*, es decir, los lattices enteros son sublattices
de su dual.

1.1.2. Familias especiales de lattices.

A continuacion presentamos una serie de lattices y algunas de sus propiedades. Incluimos en la
presentacién el lattice ctibico Z™, los lattices de raices A, v D, y sus duales, entre otros. Algunos
de ellos los incluimos simplemente como ejemplos, y otros por la informacién que aportan para una
mejor comprension de algunos problemas clésicos en la teorfa, ya que resultan ser los mejores ejem-
plos conocidos en problemas como the covering problem, the packing problem, the lattice quantizer
problem, entre otros. El lector interesado puede ampliar la informacién sobre ellos consultando el
libro de Conway - Sloane [CS], o el catalogo de lattices [Cat].
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El lattice cubico n-dimensional Z". Sea n un ntumero natural, y Z el conjunto de los nimeros
enteros. El conjunto

7" ={(z1,x2,...,2n) E R" 1 x; € Z}

es un lattice, que llamamos lattice cibico n-dimensional o lattice entero. Al lattice Z2 se
le suele llamar lattice cuadrado. Una matriz generadora para este lattice puede ser I, la
matriz identidad de orden n, que también hace las veces de matriz de Grain, es claro que el
determinante del lattice es det(Z") = det(I,,) = 1.

El lattice n-dimensional A,. Paran > 1,
Ap = {(z0,21,...,20) €EZ" T s axg+ 21 + -+ 2, = 0} (1.4)

Note que usamos n + 1 coordenadas para definir un lattice n-dimensional. A,, esta contenido
en el hiperplano Y g z; = 0 de R"™!. Los n vectores: (1,-1,0,...,0), (1,0,—1,0,...,0),
(1,0,0,-1,0,...,0),...,(1,0,...,0,—1), conforman una base para A,,. La matriz generadora,
M,y de Gram, A, asociadas a esta base son:

] ] 2 —1

1 -1 0 0 --- 0 O 0 00
1 -1 0 -+ 0 0 -2 -

o o 1 -1 -- 0 O 0o -1 2

M = S, A= . (1.5)
o 0 0 0 1 -1 000 2]
L B i -1 2|
Se puede probar que det(A,) =n+ 1.

El lattice dual A%. Es el conjunto de puntos x = (21, T2,..., Tpt1) € R"! tales que > g z; =0
y X -y € Z para todo y € A,. Una matriz generadora, y de Gram para este lattice son
respectivamente:

n—1----1-1 n—l-- -1
1 | -1 n-o =11 -1 e
n+1 - n+1 Dol

Note que la matriz generadora es de tamano n x (n + 1), mientras que la de Gram es una

matriz cuadrada de tamano n x n. Se puede probar por induccién que det(A)) = #

Como un caso particular, presentamos el lattice Aj.

El lattice dual A}. Es uno de los lattices més usados en dimensién 4. Por el item anterior, los
vectores:

4 1 1 1 1 14 1 1 1 1 14 1 1 1 1 14 1

& A S A A U S R A S AT S

57575 55
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forman una base para Aj}. La matriz generadora correspondiente a esta base

4-1-1-1-1
1{-1 4-1-1-1
My =5 | 121 411 (1.7)
-1-1-1 4-1
y la de Gram
4-1-1-1
A 11 -1 4-1-1 (18)
AT5 o114 '
-1-1-1 4
El determinante del lattice es det(A}) = g—i =1
El lattice D,. Paran € N,
D, :={(z1,...,op) €EZ" : 21 + 22+ -+ + 1, € 2Z}. (1.9)

En otras palabras, D,, se obtiene al colorear los puntos de Z™ de manera alternada, azul y
amarillo, comenzando en el origen 0, como un tablero de damas, y tomando los puntos de
color azul. Es por eso que a D,, algunas veces se le llama the checkerboard lattice. Una base
tipica para D,,, con n > 2 es la que forman los vectores (—1,—1,0,...,0,0), (1,—1,0,...,0,0),

(0,1,-1,0,...,0), ..., (0,0,0,...,1,—1). La matriz generadora asociada a esta base es

[-1-1 0--- 0 0]
1-1 0--- 0 O
0 1-1--- 0 0

M = ] . (1.10)

: 0
0 0 0 -1 0

| 0 0 O 1-1 |

y su determinante, det(D,,) = 4

El lattice D4. Una matriz generadora para Dy es

—-1-1 0 O
1-1 0 O
Mp, = 0 1-1 0 (1.11)
0 0 1-1
La matriz de Gram asociada es:
2 0-1 0
0 2—-1 0
Ap, = 1.1 9.1 (1.12)
0 0-1 2
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El lattice dual D;,. Una matriz generadora para D} es
(1 00 ... 0 0 ]
10 0
001 ... 00
M=1. .. .. (1.13)

0 00 10
L 1 1 11

L2 2 2 2 2

Ademas det(D}) = 1/4.

Observacion 1.1.7. Los lattices Dy y D} son equivalentes, para ver esto notemos que la matriz

1 10 0
1{1-10 0
T:=— 1.14
210 01 1 ( )
0 01 -1
mapea la matriz (1.11) en
1000
, 10100
M = 0010 (1.15)
1111
2 2 2 2
la cual es una matriz generadora de Dj.
1.2. Superbases y parametros de Selling.
Definiciéon 1.2.1. Sea L un lattice en R" y B = {vq, vy,...,Vv,} un conjunto de n+ 1 vectores de
L, decimos que B es una superbase de L, si {vi,va,..., vy} esuna basede Ly > jv; =0.

Adicionalmente, diremos que B es una superbase obtusa, si el producto interno de cualquier par
de vectores de B es menor o igual que cero.

Una superbase obtusa se dice estricta, si todos los productos internos son estrictamente negati-
vos, o lazxa en caso contrario.

Es claro que si B es una superbase de un lattice L, cualquier subconjunto de n elementos de B,
es una base para L.

Observacion 1.2.2. A los lattices que admiten una superbase obtusa, se los conoce como lattices de
primer Tipo o de Tipo I. Para dimensiones 2 y 3, se sabe que todos los lattices son de Tipo I, para
una prueba intuitiva ver [Co, pag, 61]. Voronoi, [Vo|, demostré que en dimension 4 ademéas de los
lattices de Tipo I, hay dos Tipos més. En la actualidad se sabe que en dimensién 5 hay 222 Tipos
de lattices, ver [RB], y que en dimension 6 la cantidad de Tipos supera los 250 000, esta informacion
puede ampliarse en [Va].

Problema 1 (Existencia de superbases obtusas). ;Dado un lattice n-dimensional, es posible de-
terminar si tiene o no una suberbase obtusa? En caso afirmativo, ;como se puede calcular una tal
base?
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En general éste es un problema muy dificil, no obstante hay avances: El caso de las dimensiones 2
y 3 esta completamente resuelto, ver por ejemplo [Col. Los trabajos de Charve [Ch|, y Voronoi [Vo],
permiten resolver completamente el problema en dimensién 4, al final del Capitulo 2 presentamos la
implementacién computacional del método de Charve para reducir formas cuadraticas cuaternarias
(equivalentemente lattices en R*). Hay familias de lattices, como A%, por ejemplo, para las cuales
es facil determinar su Tipo, lo cual consignamos en la siguiente proposicién:

Proposiciéon 1.2.3. Para todo n > 2, los lattices A, son de Tipo I

Demostracion. Es consecuencia inmediata de notar que los n + 1 vectores de R™*! obtenidos cicli-

camente de (nil’ —%_H, e —n%rl, —%_H) constituyen una superbase obtusa estricta para A%. 0O
Definiciéon 1.2.4. Si B = {vg,vy,...,Vv,} es una superbase de un lattice L, a los (”;1) valores
pij=—vi-v; con0<i<j<n (1.16)

se les llama pardmetros de Selling de L relativos o la superbase B.

Usualmente solo se da el nombre de los pardmetros de Selling del lattice, cuando la superbase es
obtusa, no obstante nosotros levantamos esa restriccién, mas por comodidad del lenguaje que por
razones mateméticas. Cuando sea necesario pediremos condiciones extras a la superbase.

Teorema 1.2.5 (Selling). Sea L un lattice n-dimensional y B = {vq, v1,...,V,} una superbase de
L con pardmetros de Selling asociados p;j = —v; - vj para 0 < i < j <mn, y sea X = Y 4 T;V; con
x; € R, entonces la norma de x, que denotamos N (x) = x - X, tiene la forma:

N(x) =Y pijla; — ;) (1.17)

1<j

Demostracion. Dado que x = )", x;v;, tenemos que

N(x) = ‘ xivi> . <Z .%'LVZ>

Il
sHM
s
g
<
|
, [N}
¢
S
o
&
=

1=0 j#i i<k
n
= Z 5 sz’j -2 szkxzxk
1=0 J# i<k
= pr (33@2 + .T?) - QZszwzmk
1<J i<k
= Zpij (x? + i — 2xzx])
1<j
= pij (i — )
1<J
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En el Capitulo 4, utilizaremos los pardmetros de Selling asociados a bases reducidas en lattices
4-dimensionales para describir la celda de Voronoi del lattice.

1.3. Lattices y formas cuadraticas.

En general, una forma cuadratica es un polinomio homogéneo f de grado 2 en n variables. Si
sus coeficientes pertenecen a un cuerpo K, entonces

n

flxr, e, ... xy) = E b jxix; con b;j € K. (1.18)

ij=1

: bij+bj
Podemos definir a;; = a;; = —5-*, con lo cual
n
t
flz1, 20, .. 2n) = E a; jrir; = X" AX (1.19)
i,j=1
donde A = (a;;) es una matriz simétrica n x n 'y x = (z1,Z2,...,2,)"

Si 8™ denota el espacio (”;1)—dimensional de las matrices simétricas reales de tamano n X n, la

forma cuadratica correspondiente a la matriz simétrica A € 8", es A[x] = x'" Ax, para x € R".

Definicion 1.3.1. Una forma cuadratica, respectivamente una matriz simétrica real A € 8", es
definida positiva, si A[x] > 0 para todo x € R™ ~\ {0}.

Al espacio de las formas cuadraticas definidas positivas lo denotamos por 8Z, esto es:

S ={A €8 Alx] > 0 para todo x € R" ~ {0}} (1.20)

Por el eriterio de Sylvester, una forma cuadratica A € S™ es definida positiva, si y solo si, los
menores principales de A son positivos, es decir si Ay = (a4j)i, j=1...k, tienen determinante positivo,
para todo k=1,...,n

Zo={AeS":det(4;) >0, k=1,...,n}. (1.21)

Definicién 1.3.2. Dos formas cuadraticas A, A" € 82 son aritméticamente equivalentes si exis-
te una transformacion unimodular entera U € GL,(Z) tal que A[Ux] = A’[x], para todo x =
(1'1,1'2, cey xn)tr € R™

Otra forma de pensar un lattice n-dimensional, es considerar a Z" y dotarlo de un producto
escalar adecuado, esta manera de pensar el lattice, permite mostrar, ficilmente, la biyeccién na-
tural entre las clases de lattices isométricos y las clases de formas cuadraticas definidas positivas
aritméticamente equivalentes.

Note que una clase de formas cuadraticas definidas positivas aritméticamente equivalentes, de-
termina una clase de lattices isométricos, de esta manera: Si A es una forma cuadrética definida
positiva, ella es enviada al lattice Z™ dotado del producto escalar siguiente: Para x,y € Z™ definimos
sa(x,y) := x"Ay. Si no hay lugar a confusion escribimos simplemente (-, -) en lugar de s4(-,-). A
los lattices que estén en la clase de (Z", s4) se les llama asociados de A.
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De otro lado, una clase de isometrias de lattices, determina una clase de formas cuadraticas
aritméticamente equivalentes, de la siguiente forma: Si L es un lattice n-dimensional, y B =
{v1,va,...,v,} es una base de L, entonces la matriz de Gram A asociada a la base B, determina
una forma cuadratica definida positiva.

Observacion 1.3.3. En virtud de esta biyeccion, el lenguaje de los lattices resulta muy apropiado
para tratar problemas de tipo geométrico, mientras que el de las formas cuadraticas es ideal para
un tratamiento algebraico del problema.

1.4. Determinante de un lattice y norma de un vector.

Al fijar una base B = {vq,Vva, - ,v,} de un lattice n-dimensional L, a cada vector t € R™ se
lo puede representar por lo menos de tres formas distintas:

i. En términos de sus coordenadas euclideas, es decir, lo podemos ver como un punto de R"
escrito en términos de la base canénica {e1, e, ..., e,}, en tal caso t = (t1,t2,...,t,)" =
t1er +taoeg + - - - + tpey,.

ii. Por medio de sus x-coordenadas asociadas a la base B, donde x = (z1, T2, ..., T,)"" es tal
que t = x1vi+xova+- - -+x,Vy. Resulta claro que si M es la matriz generadora de L asociada
a la base B, entonces t = M"'x

iii. Si A es la matriz de Gram asociada a la base B, definimos las y-coordenadas de t, como
y = Ax. Notese que

y =Ax
=M (M"x)
=Mt

con lo cual, las y-coordenadas de un punto t € R", son los productos internos del vector t
con los elementos de la base B

y=(vi-t,vg -t oo, v, t)" (1.22)

Observacion 1.4.1. Todo lo anterior es valido si consideramos una superbase, en lugar de una base
del lattice. En tal caso hablaremos de coordenadas aumentadas o extendidas.

Estas formas de escribir los vectores de R™, v en especial la que corresponde a las y-coordenadas
aumentadas, las usaremos en el Capitulo 3 para describir completamente cada una de las compo-
nentes de la celda de Voronoi de un lattice 4-dimensional.

Si A es una matriz de Gram de un lattice L, podemos escribir la norma de un elemento t de L,
en términos de sus x-coordenadas, es decir t = x1vy + xovy + - - - + 2, V, con x; € Z, N(t) tiene la
forma

N(t) =t"t
= x"M M*'x (1.23)
= x" Ax
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Adicionalmente, dado que A es inversible, podemos despejar x en la igualdad y = Ax, y sustituir
en la ultima igualdad de (1.23), de esta manera conseguimos expresar N(t) en funcion de las y-
coordenadas de t, asi:

N(t) = x" Ax
iyl (1.24)
Dado que A1 = ﬁ(madj(/l), donde adj(A) es la matriz adjunta de A, Si conseguimos una

expresion para el determinante del lattice, y otra para la adj(A) en términos de los parametros de
Selling asociados a una superbase del lattice podemos escribir N(t) de manera mas explicita.

En teoria de Grafos, el Teorema de Cayley afirma que él niimero de arboles generadores —
subgrafos conexos de G que tiene a todos los vértices y no tiene ciclos— de un grafo completo en n
vértices es n" 2. Hay una generalizacién de éste resultado a grafos conexos hecha por G. Kirchhoff.
Apoyados en tal generalizacién, vamos a calcular el determinate de un lattice en funcién de sus
parametros de Selling.

Recordemos que la matriz laplaciana de un grafo es la diferencia entre la matriz de grados del
grafo, matriz diagonal con el grado de los vértices sobre la diagonal, y su matriz de adyacencia,
matriz con 1 en los lugares que corresponden a las entradas donde los vértices son adyacentes y cero
en otra parte.

Teorema 1.4.2 (Kirchhoff). Si G es un grafo conexo con matriz laplaciana A’, entonces el niimero
de drboles generadores de G coincide con el valor de cualquier cofactor de A’.

Un resultado de matrices que serd necesario es la formula de Cauchy-Binet que presentamos sin
demostracon en el siguiente lema:

Lema 1.4.3 (Férmula de Cauchy-Binet). Sean A = (a;;) y B = (bjr) matrices m X n y n x m
respectivamente, con m < n, entonces

aij, e aij, bj11 . bjlﬂL
det(AB) = > det Lo det | .. (1.25)

1< < <gm<n . . . .
=1 Jm= Amjy Amjm bjm1 bjpm

Notacion 1.4.4. Sea K, 41 el grafo completo con n + 1 vértices. Si B es una superbase de un lattice
n-dimensional L, denotamos por G g al subgrafo K11, cuyos vértices son los n+ 1 elementos de B,
y hay una arista entre los vértices v; y vj, etiquetada con p;; = —v; - vj, si p;; # 0, a dicha arista
la denotamos [v;, v;].

0 1 3
1 1
1 1 2

Figura 1.2: Grafo del fece lattice

Por ejemplo, si consideremos el face-centered cubic lattice o ( fec), y la superbase suya B =
{vo=1(0,1,1), vi = (—1,-1,0), vo = (0,1, —1), vg = (1,—1,0)}, el grafo asociado tiene la forma
que indica la Figura 1.2
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La representacion de un lattice en términos de grafos, hace posible adaptar la prueba del Teorema
de Kirchhoff o Matriz tree theorem, y obtener una expresién para el determinante de un lattice en
términos de arboles generadores.

Teorema 1.4.5 (Formula para el determinante de un lattice). Sea L un lattice n-dimensional, y
B = {vo,v1,V2,...,Va} una superbase para L, si pjji... = Pij + Pik + -+ pi CON Pijj = —V; -V,
para 0 <1 < j < n. Entonces:

1. La matriz laplaciana del grafo Gp asociado a la superbase B, coincide con

Poj12-.n —PO1 --.  —POn
, —Po1 Pijo2-n---  “Pln
A= . o . (1.26)
—Pon  —Pin --- Pnj0l-n—1

la matriz de Gram de la superbase.

1. El determinante del lattice viene dado por:

det(L) = Z H Dij (1.27)

T [vi,vyleT
donde T recorre todos los drboles generadores de Gp, y [vi,V;] denota la arista entre los
vértices v; y vj, y coincide con cualquier cofactor de A'.

La prueba de este teorema la presentamos en la Seccién 1.6.

Como consecuencia del resultado anterior y a manera de ejemplo, calculamos la forma general
del determinante de un lattice en dimensiones 2, 3 y 4.

Determinante para Lattices en dimensién 2. Si B = {vg, vy, va} es una superbase para un
lattice L en R?, tiene como grafo asociado al grafo completo K3 con vértices vo,vi y va, el cual
tiene 3 arboles generadores, tal como lo muestra la Figura 1.3.

)

Pot Po2

N Vo Vo
Po1 Po2 Po1

P12
vy vy Ul V2

Figura 1.3: Arboles generadores para el grafo completo K3.
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La matriz de Gram correspondiente a la superbase B es

Po1 + Po2 —Po1 —Po2
A= —Po1  po1t+pi2  —P12 (1.28)
—Po2 —P12  Po2 + P12
v el determinante del lattice es
det(L) = po1po2 + Po1p12 + po2pi2- (1.29)

Determinante para Lattices en dimension 3. La matriz de Gram asociada a la superbase
{vo,Vv1,va,vs}, de un lattice 3 dimensional es

Po1 + Po2 + Po3 —Ppo1 —Po2 —Po3
Al — —Ppo1 Po1 + P12 + P13 —P12 —p13
—Po2 —P12 DPo2 + P12 + P23 —P23

—Po3 —P13 —P23 P03 + P13 + P23

el grafo asociado a la superbase tiene 42 = 16 arboles generadores, los cuales tienen una de las

Vo Po1 01

02

Po3 P12

U3 Da3

V)
! Uk v Uk

pil
Pik Pil Dk

Vi Dij Vj Vi Dij vj

Figura 1.4: Arboles generadores para el grafo completo K.
formas que se muestran en la Figura 1.4 y el determinante del lattice es:

det(L) = po1po2po3 + Po1Po2P13 + Po1P03P12 + Po2P03P12 + Po2P03P13 + Po1Po2p23—+
P01P12P13 + Po1P03P23 + Po2P12P13 + Po3P12P13 + Po1P12P23 + Po1P13P23+ (1.30)
Po2P12P23 + Po2P13P23 + Po3P12P23 + Po3P13P23-

Determinante para Lattices en dimension 4. El determinante tiene 125 sumandos, uno por
cada arbol generador del grafo completo K5. Ver Figura 1.5. Los arboles generadores tienen una de
las formas que indica la Figura 1.6. El determinante viene dado por la expresion:

(60) (60) (5)
det(A) = Zpijpjk:pklplm + Zpijpjkpklpjm + sz’jpikpilpim (1.31)
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Figura 1.5: Grafo completo K3, asociado a un lattice 4-dimensional.

Vi

Pjim

Dij

Um (% Um Pim Vi

Figura 1.6: Arboles generadores para el grafo completo K.

Observacion 1.4.6. Si A es la matriz de Gram asociada a la base {v1,...,v,}, v A es el determinante

del lattice, A = det(A), denotamos por A;; a la derivada parcial formal de A respecto a p;;, es decir

Ay = %. Hemos observado que la matriz adjunta de A es una matriz simétrica, que se puede
ij

escribir como adJ(A) = (bij)a donde b“ = Aoi, y bi]’ = % (AOz + AOj — Al]) s11 < j

Como consecuencia de esta observacion podemos enunciar la siguiente proposicion.

Proposicion 1.4.7. Sea B = {vg,Vv1,Va,...,V,} una superbase de un lattice n-dimensional L en
R™, con matriz de productos internos A = (v;-vj) con 0 <i < j<n, A =det(L). Seat € L, si

x = (20,21, -..,%,)" son las x-coordenadas de t, e y = Ax son sus y-coordenadas, entonces

1 n
N(t) = A Z Aoiyi + Z (Aoi + Aoj — Aj) iy, (1.32)
i=1

1<i<j<n

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la observacion 1.4.6 y de la expresion (1.24). O
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Figura 1.7: Celda de Voronoi genérica en dimension 2.

1.5. Vonormas y Conormas.

Definicién 1.5.1. Sea L un lattice n-dimensional, la celda de Voronoi S(u) para u € L, es el
conjunto de puntos de R™ que estdn al menos tan cerca de u como de cualquier otro punto del
lattice. En simbolos esto es:

S(u)={z €R": N(xz —u) < N(z —v) para todo v € L} (1.33)

La Figura 1.7, muestra una celda de Voronoi tipica de un lattice 2 dimensional.

Se puede ver facilmente que todas las celdas de Voronoi de un lattice son politopos convexos
congruentes los cuales forman un teselado o embaldosamiento de R”.

Si para cada v # 0 en L, Hy := {x ER":z-v < %v . V}. Se puede probar que S(0) es la
interseccién de todos los semiespacios Hy, para v vector no nulo de L.

1.5.1. Vectores de Voronoi.

Definicion 1.5.2. Sea L un lattice n-dimensional, decimos que un vector v € L es un vector de
Voronoi, si el hiperplano

1
{:EGR"::C-V:2N(V)} (1.34)
tiene interseccioén no vacia con S(0), la celda de Voronoi de L en torno al origen. Ademas, decimos

que un vector de Voronoi es estricto o relevante, si la interseccion anterior es una facet o cara (n—1)-
dimensional de S(0), en caso contrario decimos que es un vector de Voronoi lazo o irrelevante.

El siguiente resultado da una caracterizacién de los vectores de voronoi. Ver idea de la prueba
en [CS3].

Teorema 1.5.3 (Vectores de Voronoi). Sea L un lattice en R™, y v un vector no cero de L, entonces

i. v es un vector de Voronoi si y solo si v es uno de los vectores mds cortos en la clase v+ 2L.
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ii. v es un vector de Voronoi estricto si y sdlo si v y —v son los inicos vectores mds cortos en
v+ 2L.

Dado un lattice n-dimensional L, el grupo L/2L tiene 2" — 1 elementos no nulos, cada uno de
los cuales proporciona a lo menos dos vectores de Voronoi, en consecuencia L tiene por lo menos
2(2"™ — 1) vectores de Voronoi distintos de cero.

El siguiente resultado, da un método para encontrar los vectores de Voronoi en un lattice de
Tipo I, a partir de una superbase obtusa del lattice.

Teorema 1.5.4. Sea L es un lattice n-dimensional de Tipo I, y B = {vo,v1,Va,...,V,} una
superbase obtusa para L, y sean S un subconjunto propio de {0,1,2,...,n}, y S su complemento.
Entonces la suma vs = ) ;g V; es un vector de Voronoi de L. vs y vg son congruentes mddulo
2L, es decir, estin en la misma clase en L/2L.

Demostracion. Del Teorema 1.2.5, sabemos que para v = > ;m;v; con m; € Z, su norma viene
dada por N(v) = Zpij(mi — mj)Q. Ahora bien, dado que Y " ;v; = 0, el vector v no cambia si
1<j
a todos los coeficientes m; se les suma la misma cantidad, y la clase v + 2L, tampoco cambia si
a los m; se los incrementa en enteros pares, de este modo, un representante de una clase de L/2L
tiene norma minima si todos valores pares de m; se cambian por 0, y los valores impares por 1.
En consecuencia, para cada subconjunto propio S de {0,1,2,...,n}, el vector vg = >, g Vv; tienen
norma minima dentro de la clase vg 4+ 2L, v por el Teorema 1.5.3 son vectores de Voronoi de L.
Para ver que vg y —vg son congruentes médulo 2L es suficiente notar que vg + vg =0 O

Este teorema permite calcular, casi de manera inmediata, la norma de los vectores de Voronoi
para lattices de Tipo 1.

Corolario 1.5.5 (Norma de vectores de Voronoi en lattices de Tipo L.). Si L es un lattice de Tipo
Iy B ={vo,v1,v2,...,Vy} es una superbase obtusa de L con pardmetros de Selling p;j = —v; - vj,
para 0 < i < j < n, entonces las normas de los vectores de Voronoi de L vienen dadas por:

N (vs) = Z Dij (1.35)

i€S, jeS
Donde S recorre todos los subconjunto propios de {0,1,2,...,n}.
Demostracion. Sea S un subconjunto propio de {0,1,2,...,n}, del Teorema anterior, sabemos que
v es un vector de Voronoi y como vg = —vg, tenemos que

N (vs)=vs-vs

= —Vg 'V§

= Zpij

i€S,jeS

v esto termina la prueba. O
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1.5.2. Vonormas y Conormas.

Definicion 1.5.6. Sean L un lattice n-dimensional y v € L, a la menor norma de los vectores de
la clase v + 2L se le llama Vonorma de Vv := v + 2L, y la denotamos por Vo (V). Es decir:

Vo (V) =min({N(w):w € v+2L}). (1.36)

Es claro que las vonormas de un lattice son las normas de los vectores de Voronoi del lattice, a
las que llamaremos Vonormas propias, junto con el 0 que llamaremos Vonorma impropia.

Conway y Sloane en [CS3|, introdujeron una familia de pardmetros que también clasifican los
lattices en dimensiones bajas, estos parametros, llamados Conormas, presentan algunas ventajas
sobre los parametros de Selling. A la fecha las conormas resultan muy tutiles para clasificar los
lattices de acuerdo con la estructura topolégico-combinatoria de su celda de Voronoi.

Antes de introducir las conormas, recordemos que si L es un lattice n-dimensional, un cardcter
real x sobre L, es un homomorfismo entre los grupos L/2L y Zy = {—1,1}. Es decir, x : L/2L —
{—=1,1} es un caracter real sobre L, si para todo u,v € L se cumple

Y @FV) = x (@) x (7). (1.37)

Lema 1.5.7. Sea L un lattice n-dimensional, y F = {x : x es un cardcter real sobre L}, entonces
F tiene 2" elementos, y es un grupo con la multiplicacion usual de funciones.*

Demostracion. Sea B = {vy,va,...,v,} una base de L, v =Y m;v; € L y sea x un caracter real
de L, entonces x(V) = x (3> mivi) = [[; x (vi)"™, de aqui que para definir un caracter real sobre L
es suficiente elegir para cada uno de los n elementos de una base de L, la imagen correspondiente
en Zs = {—1,1}. Asi las cosas, F' tiene 2" caracteres reales. O

Teorema 1.5.8. Sea L un lattice n-dimensional de Tipo I, y sea B = {vo,v1,...,vp} una superbase
obtusa de L. Entonces F estd en correspondencia biyectiva con los subconjuntos de cardinal par
de B: S5i S es uno de tales subconjuntos, el cardcter asociado a S es xs (V) = [[; xs (Vi)™ con
v=> miv;€ Ly

__ -1 siv; €8S
) = ‘ 1.38
XS (Vz) { +1 siv; §é S ( )
Demostracion. Es claro que el nimero de subconjuntos de B con cardinal par es 2". Por otro lado,
del Lema 1.5.7, xs es un caracter de L, ademads, si S; y S5 son subconjuntos distintos de B, los
caracteres asociados, x5, ¥ Xs, también son distintos. O

Observacion 1.5.9. El caracter trivial asociado al conjunto vacio lo denotamos por xg. Resulta claro
que para todo v € L, xo (V) = 1. Por abuso de notacion escribimos xo = 1

Definicion 1.5.10. Si L es un lattice n-dimensional y x un caracter real sobre L, a la suma
1 _ _
Co(x) = ~on1 Z X (V) Vo (¥) (1.39)
veL/2L

se le llama conorma o norma conjugada de Y.

'A F se le llama espacio de conormas.
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A la conorma asociada al caracter trivial xo = 1 se le suele llamar conorma impropia, y por
lo general se escribe Co (1) en lugar de Co (o). Siempre que hagamos referencia a las conormas,
entenderemos conormas propia, es decir no triviales.

Como ya habra notado el lector, las conormas son, salvo una constante, las transformadas de
Fourier finitas de las Vonormas, y por lo tanto ellas llevan la misma informacién que las Vonormas.

Observacion 1.5.11. Si v es un vector de Voronoi fijo, para la mitad de los caracteres reales de L,
la imagen de v es +1, y para la otra mitad es —1.

La observacién anterior permite escribir las vonormas en términos de las conormas, tal como se
muestra el siguiente lema.

Lema 1.5.12. Sean L un lattice n-dimensional de Tipo I, y B = {vq,V1,...,Vy} una superbase
obtusa de L. Si v es un vector de Voronoi de L, entonces

Vo(v) = > Co(x) (1.40)

x(v)=-1

Demostracion. Por la observacién anterior, dado un vector de Voronoi v de L, hay exactamente
2"~ caracteres x tales que x (V) = —1. Adicionalmente, si v/ es otro vector de Voronoi, la mitad
de estos caracteres le asignan —1 y la otra mitad +1, asi que

n—1

Z(M@%H%®:W@, (1.41)

x(V)=-1

como se buscaba. O

Dado que Vo (V) > 0 si Vv no es la clase del cero, el lema anterior implica que el soporte de la
funcién conorma no puede estar contenido en un subespacio propio del espacio de conormas.

El siguiente teorema muestra la estrecha relacién entre las conormas de un lattice de Tipo [ y
los pardmetros de Selling asociados a una superbase obtusa del lattice.

Teorema 1.5.13. Si L es un lattice de Tipo I y B = {vq,V1,...,V,} es una superbase obtusa de
L, con pardmetros de Selling asociados p;j = —v;-v; con 0 < i < j < n, entonces las conormas
propias de L vienen dadas por

0 en otro caso

cots)={ B 5t

Es decir, en los lattice de Tipo I las conormas son los parametros de Selling asociados a una
superbase obtusa y algunos ceros.

1.6. Arboles, grafos y determinante.

En esta seccién presentaremos la prueba de Teorema 1.4.5, para lo cual haremos uso de un par
de resultados de teoria de grafos. La prueba que presentamos es una adaptacion del Matriz Tree
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Theorem o Teorema de Kirchhoff, encontrada en el texto de John M. Harris et al. Combinatorics
and Graph Theory, un resultado similar puede encontrarse en el trabajo de Dients [Di2].

Como es bien sabido, la formula de los arboles de Cayley da una expresion sencilla para contar
el namero de arboles generadores etiquetados distintos del grafo completo en n vértices, K,; en este
problema los vértices del grafo se piensan fijos, y se consideran todas las posibles formas de dibujar
un arbol sobre esos n vértices.

La Figura 1.3, muestra tres arboles generadores etiquetados distintos sobre tres vértices; de
hecho, esos son los tnicos drboles generadores en este caso. Para el grafo en 4 vértices, Ky, hay 16
arboles generadores etiquetados diferentes.

L IN AN
R

NZX
X XXX

Figura 1.8: Arboles generadores para el grafo completo Kj.

Con mas generalidad Cayley demostr6é que la cantidad de arboles generadores etiquetados del
grafo completo K, en n vértices es n™ 2.

A continuacion damos un bosquejo de la prueba de Priifer de este mismo resultado, su método
es muy elegante, y consiste en contar los arboles etiquetados estableciendo una correspondencia
uno-a-uno con un conjunto cuyo tamano es facil de determinar, el conjunto de todas las secuencias
de longitud n — 2 cuyas entradas provienen del conjunto {1, 2, ..., n}.

Definicion 1.6.1. Una sucesion de Priifer de longitud n — 2, para n > 2 es cualquier sucesion de
n — 2 nimeros entre 1 y n.

Lema 1.6.2. Hay n" 2 sucesiones de Priifer de longitud n — 2.

Demostracion. Por definicién hay n formas de escoger cada elemento en una sucecién de Priifer y
como cada secuencia tiene n — 2 elementos, se sigue que hay n”~? de tales secuencias. O

Ejemplo 1.6.3. Para n = 4, las sucesiones de Priifer son:

(1,1), ( ( ) (2,1)
(3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (4,1)

; (4,2



20 Preliminares.

Dado un arbol con vértices etiquetados por 1, 2, 3, ..., n, el algoritmo de codificaciéon de Priifer
le asignara una sucesion de longitud n — 2 construida a partir del arbol de la siguiente forma: Se
empieza con una sucesion vacia. Si el arbol tiene méas de dos vértices, el algoritmo encuentra la hoja
con la menor etiqueta, v se anade a la secuencia la etiqueta del vértice adyacente de esa hoja. A
continuacién se elimina del arbol la hoja con la menor etiqueta y su arista. Esta operacion se repite
n — 2 veces hasta que s6lo quedan dos vértices en el arbol. El algoritmo termina después de que se
suprimen n — 2 vértices, la sucesién resultante tiene longitud n — 2.

Método de Priifer para asignar una sucesién a un arbol etiquetado.
Entrada: Un arbol T con vértices etiquetados por 1, 2, 3, ..., n.

Salida: Una sucesion de Priifer P de longitud n — 2.

1. Haga T; =0, To =T y P = ().
Encuentre la hoja de T; con menor etiqueta, y llame v a dicha etiqueta.

Adicione al final de P la etiqueta del vértice vecino de v.

Ll

Elimine v de T; y construya el nuevo arbol T;; obtenido de T; al eliminar el vértice v y la
arista que le correspondia.

5. Si T;41 = Ko, devuelva P. En caso contrario incremente ¢ en 1 y regrese al paso 2.

Apliquemos el algoritmo de Priifer al grafo de la Figura 1.9.

Figura 1.9: Arboles 8 vértices.

La Figura 1.10 muestra el proceso de codificacion paso a paso. En la Figura 1.10 (a), el vértice
1 es la hoja con la menor etiqueta, con lo que se afiade su inico vecino, el vértice 3, a la secuencia,
lo que resulta en la sucesion de Priifer en construccion P = (3). Entonces quitamos el vértice 1 del
arbol, y tal como lo muestra la Figura 1.10 (b), 2 se convierte en la hoja con la menor etiqueta,
agregamos a P su uinico vecino, el vértice 3. Asi tenemos que P = (3, 3). Después de retirar el vértice
2 del arbol, el vértice 3 es la hoja con la menor etiqueta. Dado que el vértice 4 es su tinico vecino,
lo agregamos a P y obtenemos P = (3,3,4).

Repetimos esta operacion hasta que solo quedan dos vértices en el arbol. A saber, los vértices 6
y 8. La sucesion de Priifer correspondiente a la Figura 1.9, es P = (3,3,4,5,4,6).

Hay un procedimiento analogo para asignarle a una sucesién de longitud n — 2, un dnico arbol
generador en n vértices. Los dos procedimientos juntos establecen una correspondencia uno a uno
entre el conjunto de sucesiones de Priifer de longitud n — 2 y el conjunto de arboles generadores del
grafo completo K.
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[ ] c [ ]
2 (c) 6 2 (a) 6
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(3,3,4,5,4) 8 (334546

Figura 1.10: Pasos del algoritmo de Priifer en el arbol de la Figura 1.9

Teorema 1.6.4 (Formula de Cauchy - Numero de arboles generadores). El nimero de drboles
generadores del grafo completo K, con n vértices es n" 2.

Primero recordemos que dada una matriz A de orden n X n, el ij-ésimo cofactor de A es el
escalar A;; = (—1)""7 det (A[i, j]) , donde A[i, j] es la matriz obtenida de A al eliminar la i—ésima
fila y la j—ésima columna.

A continuacion presentamos algunas definiciones de teoria de grafos.

Definicion 1.6.5. Sea G un grafo etiquetado y conexo con vértices vi,Vva, ..., Vy.

» Dado un veértice vy, el grado ponderado del vértice v;, que denotaremos por deg(v;), es la suma
de las etiquetas de las aristas que inciden en él. 2

, . deg(v;) sii=j
» La malriz de grados de G, es una matriz D = (dy;),,.,, donde d;; = { gévl) s; i #i
» La matriz de adyacencia del grafo G, es la matriz Ad, de tamano n X n, cuya entrada en la
posicion i j es: 0, si no hay arista entre los vértices v; y v;, o el valor de la etiqueta de dicha
arista, que denotamos p;;, en caso contrario.

Estamos ahora en condiciones de demostrar el Teorema 1.4.5

2En inglés se lo conoce como the weighted degree of v;.
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Teorema (Férmula para el determinante de un lattice) Sea L un lattice n-dimensional, y
B = {vq,v1,va,...,V,} una superbase para L. Si Piljk--1 = Dij + Pik + -+ Dit, CON Pijj = —V; -V
para 0 < i < j <n. Entonces:

1. La matriz laplaciana del grafo Gp asociado a la superbase B, coincide con

Poj12-n —PoO1 ... —DPon
o —Pbo1r P1(02-m -+ TPln
—Pon  —Pin --- Pn|0l--n—1

la matriz de Gram de la superbase.

ii. El determinante del lattice, det(L), coincide con cualquier cofactor de A’ y viene dado por:

det(L) = Z H Dij
T [Vi,Vj]ET
donde T recorre todos los drboles generadores de Gp, y [vi,Vj] denota la arista entre los

vertices v; Y V.

Demostracion. i. Sea Gp el grafo asociado a B, tal como se definié en el apartado 1.4.4. La
matriz de grados de Gp es

Poj12--n 0 . 0
0 P1j02--m - -
D = . .
0 0 - Ppotm—1
y la matriz de adyacencia
0 po1 --- Pon
bo1 0 ... Pin
Ad =

Pon Pin - - - 0

La matriz laplaciana del grafo es D — Ad, que claramente coincide con A, la matriz de Gram
asociada a la superbase B.

ii. Notemos que la matriz de Gram asociada a {vi,va,...,v,}, es la menor A’[1,1]. Adicional-
mente, para cada vértice vy y cada arista [vs, v¢] con s < t, definamos:

\/DPst sik=t

N [s,t] = —/Dst Stk =35
0 en otro caso
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y llamemos N = (nk,[s,t])y matriz con n+ 1 filas, y tantas columnas como aristas tenga el grafo
GpB. A N se le conoce como la matriz de incidencia de Gg. Dado que cada arista de Gp incide
en dos vértices, las columnas de N tiene por lo menos n — 1 entradas iguales 0. Afirmamos
que A" = NN'. En efecto, si A’ = (a;;), notemos primero que

Yopir Sii=]
aij =4 "7 o
—pij  SiiF]

ademas, (NN”)Z.J., la entrada i j de la matriz NN, es el producto escalar de N; y Nj'?’”, esto
es:
(NN™). = (Nit, Nia, ..., Nip) - (N{;,Ngg, . ,N,gg)
= (Ni1, Ni2, ..., Nit) - (Nj1, Nj2, - .., Nji)
=Yk NirNj,.

k
Sii=j, (NN"), = ZNz%, = Zpir, es decir, (NN') . = a;.
r=1 r#i
Sii# jy pij # 0, entonces, entre v; y v; hay una arista, y por lo tanto la tinica columna de
N en la que las entradas i y j son distintas de 0, es la que corresponde a la arista [v;, v;], en
este caso la suma es —p;;.

De este modo tenemos que

; sit =7
(NNtT‘)Zj _ { %iplr J

—pij  SliF ]
lo cual prueba la afirmacién.

De otro lado, sean H un subgrafo de Gp con n 4+ 1 vértices n aristas, p un entero arbitrario
entre 1 y n, y N’ la submatriz de orden n x n de N, formada por las filas de N excepto la fila
p, y cuyas columnas son las que corresponden a las aristas de H. Afirmamos que

pij si H es un arbol generador de Gpg.
|det(N")| = < [vivsleH (1.42)

0 en caso contrario.

En efecto, si H no es un arbol generador, dado que H tiene n+ 1 vértices y n aristas, entonces
H es disconexo. Sea H; una componente conexa de H que no contiene a v, y consideremos N”,
la submatriz de N’ de tamano m x n formada al eliminar todas las filas que no corresponden
a vértices de Hq, cada columna de N” tiene dos entradas no cero, a saber: VPij Y —+/Pij>
claramente la suma de las filas de N” es cero, por lo tanto el conjunto formado por las filas de
N" es linealmente dependiente, y en consecuencia det(N’) = 0. De otro lado, si H es un arbol
generador de G'g, elijamos una hoja de H distinta a v, y llamemos u; a dicha hoja, y sea e;
la arista de H incidente con w;. En el arbol H — ug, escojamos alguna hoja distinta de v,
digamos uo, y sea eo la arista de H — u; incidente con ez, y continuamos el proceso hasta que
v, sea el tnico vértice que quede, de esta manera formamos la lista de vértices uy, ua, ..., Un,
ahora construyamos con el nuevo etiquetamiento de los vértices y las aristas la matriz de
incidencia de H a la que denotamos por N*. Como para cada ¢, el vértice u; no es incidente
con ninguna de las aristas e;11, €;492,..., e, la matriz N* es una matriz triangular, y por
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tanto su determinante es el producto de las entradas de la diagonal, pero esto es precisamente

+ o 1ep Pii, vy dado que N* corresponde a un reordenamiento de las filas y las columnas
[vi,vj]eH P> y q
de N, se sigue que

| det(N")| =| det(N")|

= | H Pij-
[vi,vjleH

Finalmente, veamos cé6mo son los cofactores de A’ = NN'. Dado que A’ es una matriz de
suma cero por filas y columnas, todos sus cofactores Aj; = (—1)"*/ det(A’[i, j]) son iguales.
Por comodidad elejimos un cofactor para el cual i+ j es par, digamos ¢ = j = 1. Asi las cosas:

det(L) = det(A};) =det (NN"[1,1])
=det (N1N{")

siendo N; la matriz obtenida de N al eliminar la primera fila. Del Lema 1.4.3, se sigue que
det (N1N{") es la suma de los productos de determinantes de las submatrices de orden n x n
de Ni. Ademas, por la afirmacion (1.42), sabemos que cualquier submatriz de orden n x n que
corresponda a un arbol generador H de G contribuye en H[vi’vj] cn Pij a la suma, mientras
que los otros no aportan nada, y esto termina la prueba.

O



Capitulo 2

Clasificacion de lattices en dimensiones
bajas.

A continuacion presentamos algunos resultados sobre clasificacion de lattices en dimensiones
bajas de acuerdo a la estructura topolégico-combinatoria de la celda de Voronoi asociada. Para las
dimensiones 1 a 3, los resultados son esencialmente los consignados en [CS3|, para dimension 4 lo
que presentamos se puede encontrar en el paper de Charve [Ch]. El lector encontrara motivante las
ideas de Conway [Col, sobre la clasificacion de lattices por medio de conormas, dicha clasificacion
también es abordada por Vallentin [Va] con otras herramientas.

Como mencionamos en la Seccién 1.3, a un lattice n-dimensional se lo puede representar por un
punto del espacio vectorial de las matrices de Gram, para lo cual se requieren %n(n +1) parametros
(de Selling). Pero también se lo puedo caracterizar por medio de las 2" — 1 conormas no triviales.
Hasta dimension tres, la cantidad de vonormas (respectivamente conormas) es casi la misma que la
de parametros de Selling, pero esto no asi en dimensiones superiores donde el niimero de vonormas
es bastante mayor que el de parametros de Selling. La tabla muestra un comparativo de dichas
cantidades.

n|sn(n+1) |27 —1] diferencia
1 1 1 0
2 3 3 0
3 6 7 1
4 10 15 )
5 15 31 16
6 21 63 42

2.1. Lattices en dimensién 1 y 2.

En estas dimensiones las vonormas son suficientes para caracterizar los lattices, rapidamente se
verd que ellos son de Tipo I, es decir poseen una superbase obtusa, tal como se habia adelantado
en el capitulo anterior.

Dimension 1. Sea L un lattice 1-dimensional con matriz de Gram asociada A = (a), y vi un
generador de L con N(vi) = a. Entonces, si vo := —v1, B = {vg, v1} es una superbase obtusa de

25
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L, s6lo hay una vonorma propia, a, y la conorma propia correspondiente también es a.

Dimension 2. Si L es un lattice 2-dimensional generado por los vectores vi, va, y tiene matriz
de Gram reducida a la matriz

a —h
a7 o)
con 0 < 2h < a < b, al definir vy := —v; — vy, el conjunto B = {vp, V1, Vva} es una superbase obtusa
para L con pardmetros de Selling reducidos p;; = —v; - v;, con 0 <7 < j < 2y se cumple:

a = po1 +p12, h=pi2, b=po+pi2

En este caso, los vectores de Voronoi son: £vq, +vq, £va. Si h = p1a # 0, no hay mas vectores de
Voronoi, mientras que si pjg = 0, vi — vo y vo — v; también resultan ser vectores de Voronoi (solo
que son laxos). En la Figura 2.1 se muestran los vectores de Voronoi. Las vonormas propias son

U2

T~

v
U1 1

Vo

Vo

Figura 2.1: Vectores de Voronoi en dimension 2.

a = po1 + p12, b =po2 +p12 y ¢ = po1 +po2 = a + b — 2h.

Observacion 2.1.1. En general, las vonormas pueden pueden ser cualesquiera tres niumeros positivos
)
que cumplan con las desigualdades triangulares:

b+c>a, ct+a>b at+b>c (2.2)

Por otra parte, las conormas propias po1, Po2 v pi2, pueden ser cualesquiera tres niimeros no nega-
tivos, con al menos dos de ellos estrictamente positivos, para que L sea un lattice propio, es decir
2 dimensional.

El determinante del lattice es det(L) = ab — h? = po1po2 + Po1P12 + Po2pi2, que coincide con la
formula (1.29).

Descripciéon de las celdas de Voronoi en dimensién 2.

A continuacion identificamos los vértices y las aristas de la celda de Voronoi de un lattice L en
términos de los pardmetros de Selling asociados a una superbase obtusa del mismo.
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Recordemos que si t = (t1,£2)"" € R2 y B es una superbase de L, con matriz generadora
aumentada M y de Gram aumentada A = M M, entonces las x e y-coordenadas aumentadas de
t vienen dadas por las relaciones t = M"x y y = (yo,%1,%2) = Ax con yo + y1 + y2 = 0.

Consideremos la celda de Voronoi S(0), centrada en el origen, y denotemos por Fy12, Fijp2 ¥
F5j01 a las caras determinadas por los vectores vo, vi y vg respectivamente, y por Fig, Fpo1 y
Fo1)2, a sus caras opuestas, y etiquetemos el vértice correspondiente a la interseccion de las caras
Fijjr y Fijjk con pijk, tal como se muestra en la Figura 2.2.

U2 —Up

P2m

P120

Fl 02

Fl)?l

Po21 P1o2

Poi12

Uy

Figura 2.2: Etiquetamiento de la celda de Voronoi en dimension 2.

Calculemos las y-coordenadas del vértice po12 determinado por la interseccion de Fyj1o N Fyy2,

en este caso L
Yo = §N(V0)

Y2 = —1N(vo)

y dado que N(vo) = po1 + po2 ¥ N(v2) = po2 + p12, se sigue que

Yo = 3(po1 + po2)
Y= %(—Pm + p12)
y2 = 3(—poz — p12)

por lo tanto pg12 tiene y-coordenadas aumentadas:

Po1 + Po2
5| portpz ) (2.3)
—Po2 — P12

Dada la simetria de esta expresion, es claro que el vértice p;ji determinado por las caras Fj p y
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Fijjx, donde i j k es un reordenamiento de los indices 012, tiene y-coordenadas

yi = 3N (vi)
Yi +y; = 5N (vi +v;) (2.4)
Ye = —Yi — Yj-

y en consecuencia:

Yi = % (pij + Pik)
yj = 3 (=pij + Pjk)
yk = 5 (—pik — Djk)

De este modo, los vértices de S(0) tienen y-coordenadas aumentadas:

1 Do1 + Po2 1 Po1 + Do2
Po12 — B —po1 + P12 Po21 — B —Po1 — P12
—Po2 — P12 —po2 + P12
1 [ ~Po =+ Do2 1 [ ~Po1— Po2
P2 = 5 | Por+pi2 P120 = 5 | Por+pi2 (2.5)
—Dbo2 — P12 Po2 — P12
1 Po1 — Po2 1 —Po1 — Po2
P201 — B —DPo1 — P12 P210 — 5 Po1 — P12
Do2 + D12 Do2 + P12

Si t € R? tiene y-coordenadas aumentadas (yo, y1,%z2), por la Proposicién 1.4.7, la norma de t
viene dada por la expresién

1
N(t) = Tt A (pr2vf + P2yt + Po1y3) (2.6)

en consecuencia, la norma del vértice p;j es:
N (pijk) = — (pijyic + Pk + Pjkyy)
J det A J JEI
1

T Adet A
1

T Adet A

(pij (Pir + Pik)? + Pik(—pij + pjr)* + Pjr(Pij + pir)?)
(2 2 2 . 2 2 . 2
(pij (Dik + 2pirpjr + Pi1) + Pi (D3 — 2iDjk + Pk) + ik (PF; + 20ijpar + Dik))

1
= m(pij + pir) (pij + pir) (Pir + Pjk)
_ N(vo)N(v1)N(v2)
4det A ’

Es decir, todos los vértices en la celda de Voronoi de un lattice 2-dimensional estdn a la misma
distancia del origen. Hecho excepcional que no sucede en las deméas dimensiones.

Una vez conocidos los vértices de la celda de Voronoi no es dificil determinar la longitud de las
aristas.

Si F; es la arista determinada por el vector v;, y A = pijpik + PijDjk + PikPjk s el determinate
del lattice, y denotamos por Ajj a la derivada formal de A con respecto a pj, por ejemplo: Agy =
Po2 + p12 Se tiene el siguiente teorema:
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Teorema 2.1.2 (longitud de las aristas en dimension 2). Sea L un lattice 2-dimensional y B =

{vo, V1, Vae} una superbase obtusa con pardmetros de Selling asociados pp1 = —v( V1, Po2 = —V(- V2
y p1o = —V1-Va. Entonces, la longitud de la arista perpendicular al vector v; en la celda de Voronoi
del lattice es:
JANT
Pjk 7& (2.7)

Demostracion. Consideremos la superbase obtusa B = {v;,v;, v}, y la celda de Voronoi centrada
en el origen etiquetada tal como se muestra en la Figura 2.3. Dado que los vértices de la celda
equidistan del origen, este ultimo se encuentra sobre la mediatriz de las aristas, en consecuencia los
triangulos OPR y OQR son congruentes, y por lo tanto I; = PQ =1+ 1" = 2I.

vy,

Figura 2.3: Longitud de una arista en dimensién 2.
Del Teorema de Pitagoras se sigue que
2 = |PQJ® = 412
— 4 (nP) - N

=4N(P) — N(vi)
(pij + pjr) (Pij + Pir) (Pjk + Pik)

N det A — (pij + pik) .
Dij + Dik

N (cjietA) ((pij + Pjk) (s + pir) — det A)
Dij + Dik

= (életA) ((pij + pjk’)(pjk + pik) — (pijpik + pijpjk + pikpjk;))

N det A

y puesto que Aji = p;; + pix, tenemos (2.7). O
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2.2. Lattices en dimension 3.

Voronoi en [Vo|, demostro que todo lattice en 3-dimensional es de Tipo I. Es decir, todo lattice
en R3 tiene una superbase obtusa. A continuacion presentamos rapidamente las ideas de una prueba
de este mismo resultado hecha por Conway & Sloane [CS3]. Ellos usan fuertemente las conormas y
una representacion muy ingeniosa de las mismas en un plano de Fano.

Recordemos que un plano de Fano, es un plano proyectivo con 7 puntos y 7 lineas, cada una de
las cuales tiene 3 puntos, con la propiedad que dados dos puntos cualesquiera siempre hay una linea
que los contiene. A dicho plano se le suele representar con un tridngulo equilatero en el que se han
dibujado los tres alturas y el circulo inscrito. Las lineas del plano son los lados del tridngulo junto
con las tres alturas y el circulo inscrito, y los puntos del plano son las intersecciones de estas lineas,
tal como se muestra en la Figura 2.4.

En el caso de un lattice tipico 3-dimensional L, sabemos que |L/2L| = 8, por lo tanto hay 7
clases no triviales, cada una de las cuales da lugar a un vector de Voronoi y una Conorma, a las que
se les asigna un punto del plano de Fano. Mas especificamente: Si {vg, v1,va, v3} es una superbase
obtusa para L, del Teorema 1.5.4, los vectores de Voronoi son: vq, vi, Vo, V3, Vi + Vo, V| + V3,
Vo + V3.

vy + U3 U2

Figura 2.4: Plano de Fano de las Vonormas.

2.2.1. Existencia de superbase obtusa.

A continuacion presentamos un bosquejo de la demostracion de Conway & Sloane del Teorema
de Voronoi sobre existencia de superbase obtusa para todo lattice 3-dimensional. Es importante
destacar que en la prueba se muestra la fuerza y conveniencia de las conormas en esa dimension.
Adicionalmente, la prueba permite una hermosa descripcion grafica del método usado por ellos.

Teorema 2.2.1 (Voronoi). Todo lattice 3-dimensional es de Tipo I.

Sea L un lattice 3-dimensional, y {v1, va, v3} una base de L, llamamos vectores de Voronoi
putativos, a cada uno de los siete vectores vi, vag, vz, Vi +Vsy, Vi + V3, Vo+ V3, V|+Vy+vg,
uno por cada subconjunto no vacio de {1,2,3}, y llamamos a sus normas N(vi), N(v2), ...,
N (v + va +v3) Vonormas putativas. Asi mismo, llamamos Conormas putativas para la superbase
B = {vq,vi,Va,Vv3}, con vo = — (V1 + Vo + Vv3), a los seis pardmetros p;; = —v; - vj con 0 < i <
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j < 3, junto con el 0. Es claro que esas cantidades putativas eventualmente pueden ser las correctas,
si la superbase inicial es obtusa.

Las vonormas putativas se marcan con los puntos de un plano de Fano, asi como las conormas
putativas complementadas con el 0, tal como lo muestra la Figura 2.5.

Pajo13 Pos p13 Po1
P12j03 Doj123YP23001  pog 0
P12
P1j023 D302 P3jo12 b2

(a) (b)

Figura 2.5: (a) Plano de Vonormas putativas (b) Plano de Conormas putativas.

Supongamos que una Conorma es negativa, digamos p13 = —¢, con € > 0, veamos qué ocurre
cuando cambiamos la superbase por la superbase adyacente: B' = {v{,, v}, v}, v4} definida por:

' Vo + Vi

vi= —vi

vh= vi+ vy
/

los vectores de Voronoi resultantes, ademéas de sus negativos, son:

V(= Vo Viy V] + V)=V

/ . / !/ .
Vi = —vy; Vi + Vv =—(vi—v3);
vh=vi+ vy Vh+vh=vi+ vyt vs;

/ )

V3:V3,

Notemos que 6 de estos vectores también son, salvo posiblemente el signo, vectores de Voronoi
en la superbase inicial, esto justifica el nombre adyacente. Asi las cosas, el vector vi — v3 es ahora
mas corto que vy 4+ vs, de hecho, dado que vi — vy = vg + 2v| + vo tenemos

N(vi—v3) =po1+po3+ pi2 +4pi3 + pa3
= (po1 + p12) + (po3 + p23) + 4p13
= N(vi+v3) +4pi3

y como p13 < 0, se sigue que N (v —v3) < N(vi+v3). Los parametros de Selling correspondientes
a la nueva superbase son:

Po1 = D12 — € Pl = Po1 — €

Poz = Po2 +¢€ Pl =6

Pos = P03 — € DPhy = P23 — €
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D2jo13 Ps—¢ pi3+e=0 Do1— €
P12j03 €
P12 — €
5
P1jo23 Pisjo2 — 4€ D3j012 Poz +

(a) (b)

Figura 2.6: Vonormas y conormas para superbase adyacente.

Los nuevos parametros se distribuyen en un plano de Fano, tal como se muestra en la Figuras 2.6.

Note que s6lo una vonorma putativa cambié, N(v1 —v3) que se disminuy6 en 4e, adicionalmente
tres conormas putativas sobre una misma linea se incrementan en e, mientras que las demés se
disminuyen en €. La linea de conormas que se incrementa en e es precisamente la que une las
posiciones de las conormas que son 0.

En realidad € esta determinado por la condicion: Después de aplicado el proceso, una de las
nuevas conormas serd 0. Esta condicién permite establecer un algoritmo de reduccién para lattices
en dimension 3. Explicamos el método con un ejemplo.

Ejemplo 2.2.2. Consideremos un lattice L con matriz de Gram relativa a la una base B =
{v1,va,vs, } dada por

311
A=11 4 2
1 25
adjuntamos el vector vo = —(v1 4+ vg + v3) de tal manera que la matriz de Gram aumentada es:

3 1 1 -5
1 4 2 -7
1 2 5 -8
-5 -7 =8 20

A=

Dado que algunos productos internos son positivos, la superbase {vg, vi,va, vs} no es obtusa.
Las conormas putativas para este caso son: pg1 = 5, pg2 = 7, po3 = 8, p12 = —1, p13 = =1y
P23 = —2, las cuales se distribuyen en el plano de fano dual que se muestra en la Figura 2.7.

Ahora aplicamos el proceso de reduccién, la linea punteada en cada plano indica la linea de
trabajo a la que se aplicara la reduccion. De este modo, después de 5 pasos se obtienen las conormas
reducidas.
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Figura 2.7: Tlustracion algoritmo de reduccion para lattices 3-dimensionales.

Por ultimo aplicamos la simetria que permite intercambiar las lineas que pasan por los puntos
1,1,2 y 3,0,2, al dltimo plano, de tal manera que la conorma 0 quede en el centro tal como se
muestra en la Figura 2.8.

3
2 ! 3 2 1
0 (N 4
2 2

Figura 2.8: Aplicacién de simetria en algoritmo de reduccion para lattices 3-dimensionales.

De todo lo anterior, las conormas reducidas del lattice son: pg1 = 1, pge = 2, po3 = 2, pi12 = 1,
p13 =3y pa3 =0

En general el proceso descrito siempre produce una superbase obtusa del lattice. Note que si

3
M= 3 pij, es facil ver que M = % > N(v;), por lo tanto, M > 0. Sabemos ademas que hay

0<i<j<3 i=1
un minimo para esta cantidad. El algoritmo comienza con el M correspondiente a una superbase,

y en cada paso del algoritmo se reduce M estrictamente (salvo en los reordenamientos de la base,
que van aparte). Sin embargo, esto todavia no garantiza que el algoritmo vaya a terminar en un
numero finito de pasos, ya que la reduccion de M podria ir haciéndose cada vez mas lenta. Pero
esto no puede ocurrir ya que sb6lo hay una cantidad finita de superbases que tienen un valor de M
menor o igual que la M inicial, por lo tanto hay sélo un namero finito de estados (superbases) por
los que el algoritmo puede pasar y en consecuencia el proceso de reduccién no se puede extender
indefinidamente.
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2.2.2. Descripcién de la celda de Voronoi para lattices en dimensién 3.

Consideremos B = {vy, V1, V2, v3} una superbase obtusa estricta de un lattice 3-dimensional L,
como vimos en la Seccién 1.4, un elemento de t € R? queda determinado por sus y-coordenadas,
es decir, los productos internos de t con los elementos de una superbase. Por comodidad usaremos
las y-coordenadas aumentadas, (yo,y1,y2,y3) = (t-vo,t- vy, t-va,t-v3), note que Z?:o v, =0
implica que Z?:o y; = 0.

Por el Teorema 1.5.4, si S es un subconjunto propio de {0,1,2,3}, vg = > .. 4V; es un vector
de Voronoi de L, en total hay 14 de tales vectores, cada uno de los cuales dirige o determina una
2-cara de la celda de Voronoi S(0) centrada en el origen.

Si S =1{0,1,2,3} \ S, denotamos por Fg5, a la 2-cara de S(0) dirigida por el vector vg; se
puede ver que F§|S = —FS|§, es decir, las caras F§|S y FS|§ son opuestas respecto al origen, ya que
todo lattice tiene simetria central.

Mas especificamente, si {7, j, k, I} = {0, 1, 2, 3}, y S = {i}, la cara Fj;; contiene sélo puntos
t € R3 cuya y; coordenada es de la forma y; = %N(vi), y dado que N(v;) = v;-v; = pij + Dk + pil,
tenemos que y; = % (pij + pik + pir), es decir, para t en S(0)
1
t € Fyju = yi = (pij + ik + Pit)
De otro lado, si S = {7,j}, la cara Fj;; contiene los puntos t € R? para los cuales y; + y; =
%N(vi +v;), o lo que es lo mismo y; + y; = %(pzk + pir + pji + pj1), es decir:
1
teFjju<—vity = 5 (pix + pit + pjk + Pji)

asi que la cara Fj|;,; comparte una arista (caras vecinas o adyacentes) con: Fyjiur, Figlji, Fijjis Firjjis
Fijir, v Firjj- De este modo, las caras del tipo Fjj;z; y sus opuestas son hexagonos.

Analogamente, las caras vecinas de Fjji son: Fyjui, Fjjinrs Fijrp ¥ Fijik, con lo cual las caras
del tipo Fjj; son cuadrilateros.

En general, si i j k1 es un reordenamiento de 0123, las caras Fjj;p, Fijjp y Fijr son vecinas dos
a dos, y su interseccion Fjjpy N Fijp N Fijgp es un vértice de la celda, al que denotamos por pjjki,
y cuyas y-coordenadas satisfacen las relaciones:

1
Yi :iN(Vi)
1
yi +y; =5 N (Vi +v;) (2.9)
1
Yi +y; + Yk =§N(VZ)

de este modo, las y-coordenadas aumentadas de p;j; son:

1
Yi :i(Pij + pir + pir)

1

Yj 25(—2%3‘ +pjk + 1)
1

Yk 25(—2% — Djk + Drl)
1

Yl 25(*1%1 — Dji — Pkl)

(2.10)
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Ahora bien, el vértice p;jp pertenece a las caras Fyjji, Fijju ¥ Fijr, tomando dos de estas caras,
digamos Fjji; v Fijjr, la otra vecina a ellas distinta de Fjjp; es Fjjyjx, éstas tres caras determinan al
vértice pjjix, que es adyacente a p;jx, pues comparte con €l dos de las tres caras que lo determinan.
De manera similar Fj;;, Fjjp);, tienen como unica cara vecina a Fiyj, v las tres determinan al
vértice pikji, finalmente para Fyj, v Fijrp, 1a Gnica cara vecina es Fj y juntas determinan al
vértice pjix. En resumen, los vértices pijik, Pikji ¥ Pjikl, son adyacentes a p;jx; v definen 3 aristas,

Pijik

Pjiki Pikji

Figura 2.9: Vértices y aristas adyacentes.

a saber:
» ¢;; = PijkiPjikl que tiene y-coordenadas asociadas y; = —p;j, ¥; = pij, Yy = 0, y; = 0.
» ¢j; = PijkiPikji que tiene y-coordenadas asociadas y; = 0, ¥; = —pjk, Y = Djk, Y1 = 0.
» e = PijkiPijik que tiene y-coordenadas asociadas y; = 0,y; = 0, Yy = —Pri, Y1 = Pri-

Note que si continuamos asi, encontramos que hay 6 tipos de aristas, uno por cada elecciéon de dos
y-coordenadas iguales a cero. Las restantes son:

" ¢ji, = DikjiPkiji que tiene y-coordenadas asociadas y; = —pik, y; = 0, yx = pix, yi = 0.
» ¢ = Pi;jkPlijk que tiene y-coordenadas asociadas y; = —pi, y; = 0, yx = 0, y; = pi.
» ¢ = DPikjiPikl; que tiene y-coordenadas asociadas y; = 0, y; = —pji, yx = 0, y = pji.-

Ahora podemos determinar las longitudes de las aristas de la celda en términos de los parametros
de Selling asociados a una superbase obtusa.

Si determinante del lattice es det(L) = A como en (1.30), y denotamos por A;; a la derivada
formal de A respecto a p;; se tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.2.3 (“Edge length” en dimension 3). Sea L un lattice 3-dimensional con superbase
obtusa {vo,Vv1,Vva,Vvs}, entonces la longitud de la arista e;; que tiene vértices en Pijr1 Y Pjiki viene
dada por

]eij] :pij X (2.11)

Demostracion. Sit € R3 tiene y-coordenadas aumentadas (yo, y1,y2,¥3), de la Proposicion 1.4.7,
tenemos que

3 3
1
N(t) = Z E Aoiy? + E (AOi + A()j — Aij) Yilyj (2.12)
=1

0<i<j<3
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y como e;; tiene y-coordenadas y; = —pij, ¥; = pij, Y = 0, yi = 0, al reemplazar en (2.12),
obtenemos
A;jp;
N (eij) = T”,

A,
lesj] = pij\| R

Note que la arista e;; se hace cero justo cuando la conorma p;; se anula, de aqui que dos lattices
en los cuales las mismas conormas son cero, tienen celdas de Voronoi equivalentes ya que uno de
ellos puede deformarse continuamente hasta obtener la otra sin perder ninguna arista.

O

En general s6lo hay cinco posibles elecciones de conormas iguales a cero, a saber: Un cero, dos
ceros, tres ceros colineales, tres ceros no colineales, o cuatro ceros. Cada una de éstas posibilidades
genera una celda de Voronoi, ver Figura 2.10.

Dodecahedro
rombico

Cuboide
regular

>
" Prisma

Octahedro Dodecahedro hexagonal

truncado Hexarombico

Figura 2.10: Celdas de Voronoi para lattices en dimesion 3.

Todo esto se resume en el siguiente teorema, Fedorov [Fe.

Teorema 2.2.4 (Fedorov, 1885). Hay sdlo cinco posibilidades combinatorias diferentes para la
forma de celdas de Voronoi de un lattice tres dimensional. Y son justo las que se muestran en la
Figura 2.10.

2.3. Algoritmo de reduccién de Charve en lattices 4-dimensionales.

El objetivo central de la seccién es implementar el algoritmo de reduccion de formas cuadréticas
de Charve el cual nos servird para determinar el Tipo primitivo de un lattice euclideo en dimensién
4, de acuerdo con la clasificacion de reduccién de Charve.

El algoritmo que presentamos se basa completamente en el trabajo de M. Charve [Ch|. Nuestro
aporte Gnicamente ha sido rescatar el trabajo de Charve y escribir un prototipo programa para ser
ejecutado en el toolbox de matematica simbolica de MATLAB.
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Es importante destacar que este algoritmo de reducciéon de formas cuadraticas cuaternarias defi-
nidas positivas, juega un papel muy importante a la hora de encontrar la constante de cuantizacién
de un lattice en dimensién 4, problema que abordamos en el Capitulo 4.

2.3.1. Reduccién de formas cuadraticas cuaternarias.

Como ya hemos dicho hay una correspondencia entre lattices 4-dimensionales y formas cuadrati-
cas cuaternarias definidas positivas, el lenguaje que usaremos ahora sera el de las forma cuadraticas.

Si ¢ es una forma cuadratica cuaternaria definida positiva, existen escalares p;;j con 0 <17 < j < 4,

fijos tales que si x = (z1, T2, o3, 14) € R* y 19 = — (21 + 22+ 23+ 24), entonces ¢(x) tiene la forma
G(x)= > pylw— ;) (2.13)
0<i<j<4

Definicion 2.3.1. Decimos que ¢ estd reducida en el senlido de Charve o simplemente que estd
reducida, si satisface una de las siguientes tres condiciones:

i. Todos los coeficientes p;; en (2.13) son no negativos.

ii. Hay un tnico coeficiente negativo en (2.13), digamos pg, todos los demas son no negativos y
se cumple que [py| < pij, para {s,t} 1 {i, 7} # 0.

iii. Exactamente dos coeficientes en (2.13), que no comparten subindices, son negativos, digamos
Dst Y Puv, 10s demas son no negativos y satisfacen: |pg| < p;j para {s,t}N{3,5} # 0, |puo| < pij
para {u,v} N {i,j} # 0y [pst + pu| < pij coni € {s,t}y j € {u,v}.

El siguiente teorema, debido a M. Charve, muestra que toda forma cuadratica cuaternaria de-
finida positiva tiene una y solo una forma cuadratica aritméticamente equivalente que es reducida
en el sentido de la definicién anterior. La prueba del Teorema es constructiva y se corresponde
esencialmente con el algoritmo de reducciéon que se presenta en la Seccion 2.3.2. El lector puede
consultar dicha prueba en [Ch].

Teorema 2.3.2 (Existencia y unicidad de formas cuadraticas cuaternarias reducidas). Si ® es una
forma cuadrdtica cuaternaria definida positiva, entonces existe una y sélo una forma cuadrdtica
reducida aritméticamente equivalente a P.

Las formas cuadréticas que cumplen la condiciéon (i) de la definicion, son justo aquellas que
corresponden a los lattices de Tipo L.

En lo sucesivo, diremos que un lattice en R* es de Tipo II si la cualquier forma cuadratica
definida positiva asociada, es aritméticamente equivalente a una forma reducida que satisface la
condicion (ii) de la Definicion 2.3.1.

Diremos que un lattice es de Tipo III, si cualquier forma cuadratica asociada a él, es aritmética-
mente equivalente a una forma cuadratica reducida que satisfaga la condicion (iii) de la Definicion
2.3.1.

De otro lado, diremos que un lattice es primitivo si su forma cuadrética reducida no tiene
pardmetros iguales a cero, si éste es el caso, las celdas de voronoi asociadas son primitivas, es decir,
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en el embaldosamiento (tilling ) de R* que ellas generan, cada vértice pertenece solo a 5 celdas, el
minimo posible en esta dimension.

Por ejemplo el lattice A} tiene todos sus parametros positivos e iguales a 1/5, por lo tanto es
un lattice primitivo de Tipo L.

2.3.2. Algoritmo de reduccién de Charve.

Sea x = (1, T2, 3, 24) € R* y 19 = —(x1 + 22 + 23 + 14) y sea
o(x)= > pijla; — ;) (2.14)
0<1,j<4

una forma cuadratica cuaternaria definida positiva y asumamos que ® no es reducida segtn la
Definicion 2.3.1. Entonces, ocurre uno de los siguientes casos:

Caso 1. En (2.14), hay dos parametros p;; y pit, tales que |p;j| > pi con t # j y pi; < 0. Sin
pérdida de generalidad podemos asumir que p12 < 0y |p12| > p13 en tal caso, al aplicarle a ®(x) la
transformacion T1 de R* dada por:

1 — T4 — T3

T2 — X1 — X9

r3 — X9 — X (Tl)
Ty — T4 — X9

g — 0

obtenemos la forma cuadrética

(%) = (po2 + p12)(zo — 21)? + (po3 + p13) (xo — 22)? + (P12 + P13 + P14) (T0 — 3)*+
(poa — p12 — p13) (20 — 4)% + pas(x1 — 22)? — pra(z1 — 23)2 + (P12 + P2s)

(z1 — 24) — p13(v2 — 3)% + (P13 + p3a) (22 — 24)% + (o1 + P12 + p13) (T3 — 24)?

la cual es aritméticamente equivalente a ® y tiene como suma de parametros (p12+p13)+20<i<j<4 Dij-

Caso 2. En (2.14), hay dos parametros negativos, digamos p;; y pg, que no comparten subindices,
y son tales que |p;; + pri| > pik. Si éste es el caso, no hay perdida de generalidad al suponer que
tales pardmetros son pi12, P34 ¥ p13, s decir:

|p12 + p34| > p13 con pi2 <0, p3g <0

en este caso, la transformacion T2 de R* dada por:

r1T — T2 —T1

T2 — Xo— T4

r3 — Xo— T3 (T2)
Ty — X9 — T4

g — 0

envia a ® en la forma cuadratica

d(x) = —(p12 + p13) (w0 — 21)? + (p12 + P13 + P21 + p34)(z0 — ¥2)% + (Po3 + P13 + p34)(zo — 23)*+
(po2 + P12 — p34)(To — 24)? + (Po1 + P12 + p13) (21 — 22)? + p13(z1 — 23)% + (p12 + p1a) (21
—x4)% — (p13 + p3a) (w2 — 23)% + (poa — P12 + p3a) (w2 — £4)* + (po1 + p12 + p13) (x5 — T4)?
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que es aritméticamente equivalente a ® y cuya suma de pardmetros es:

(P2 +pi3+psa) + D> i
0<i<j<d

En cualquier caso, si una forma cuadratica cuaternaria definida positiva, no satisface ninguna
de las condiciones de reduccidon de la Definicién 2.3.1, siempre es posible encontrar otra forma
cuadratica cuaternaria definida positiva aritméticamente equivalente a ella cuya suma de parametros
sea menor, de tal manera que al aplicar este proceso repetidamente, necesariamente se obtendra
una forma cuadratica reducida.

El proceso termina ya que la suma de los p;; es acotada inferiormente por una constante que
depende de los vectores de Voronoi del lattice, y dado que éstos son tinicos, el proceso no se puede
extender indefinidamente. Note que el algoritmo comienza con un M = Zogi <j<n Pij que podemos
pensar asociado a una superbase de un lattice, y el algoritmo lo va reduciendo M estrictamente
(salvo en los reordenamientos de la superbase, que van aparte). En cada paso se cambia de forma
cuadratica, equivalentemente se cambia de superbase, por una cuya suma M es menor a la anterior,
pero s6lo hay un namero finito de estas, asi que los posibles estados (formas cuadraticas) por los que
el algoritmo puede pasar es finito, vy en consecuencia el proceso de reducciéon no se puede extender
indefinidamente.

Los pasos para el proceso de reducion pueden ser los siguientes:

Paso 1. Permute los indices de manera tal que el menor parametro sea pio y el menor de los que
comparte un indice con él sea pq3.

Paso 2. Si p12 > 0, entonces la forma cuadrética satisface la condicion (1) de la definicion de
reduccion, en tal caso (i) ocurre y el proceso de reduccion termina.

Paso 3. Si p12 < 0, y |p12| < pis y min{pos, pos, p34} > 0 entonces la condicion (i) ocurre y el
proceso de reduccioén termina.

Paso 4. Sipja <0y |pi2| > p13 entonces aplique la tranformacion (T1) y regrese al Paso 1.

Paso 5. Si p12 < 0y |pi2| < p13 y defina pg := min{pos, pos, p34} < 0, entonces aplique una per-
mutacion que lleve a pg; v al menor parametro que comparte un indice con él a los pardmetros
P12 ¥ P13 respectivamente.

Paso 6. Si |p12| > p13 aplique la transformacion (T1) y regrese al Paso 1, en caso contrario, aplique
una permutacion que fije p1o y envie al menor parametro con indices en {0, 3, 4} a p3q4.

Paso 7. Si |p12 + p34a| < min{pis, p14, P23, P24}, entonces se cumple la condicion (i) y el proceso
de reduccién términa. En caso contrario, aplique una permutacion que fije a p1a v ps4 y que
envié en pi3 al minimo entre {pi3, p14, P23, P24}, entonces aplique la tranformacion (T2) y
regrese al Paso 1.

A continuacion presentamos una posible implementacon del algoritmo.
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El programa DP, determinar si los parametros dados representan una forma cuadrética definida
positiva o no.

DP:=proc(p)
// Recibe un vector de R y determina si la matriz de gram asociada
// representa un lattice, es decir si es definida positiva.

local A, dp, men;}
begin
dp:=0;
if nops(p)=10 then
A:=matrix([[p[1] + p[5] + pl[6] + p[7], -p[5], -pl6l, -p[71],
[-p(5], pl[2] + p[(5] + pl8] + pl9], -pl8], -pl9]1]1,
[-pl6], -pl8], p[3] + pl6] + p[8] + pl[10], -p[101],
[-p[7], -pl[9],-p[10], p[4] + p[7] + p[9] + p[10]111);

men:=[linalg::det(A[1..i, 1..i]) $ i =1 .47,
if {is(men[i], Type::Positive) $ i=1..4} = {TRUE} then dp:= 1; end_if;
end_if;
return(dp);
end_proc:

En el procedimiento auz, calcula la menor suma entre un pardmetro y aquellos con los que
comparte un indice.

aux:=proc(x,p)
// suma menor entre un parametro negativo y los pardmetros
// que comparten un indice con el.

local T, Tinv, S, IO, N1, b;
begin

T:=table(1 = {0, 1}, 2 = {0, 2}, 3 = {0, 3}, 4 = {0,4}, 5 = {1, 2},
6 = {1, 3}, 7 = {1, 4}, 8 = {2, 3}, 9 = {2,4}, 10 = {3, 4});
S:=table(0 = {1, 2, 3, 4}, 1 = {1, 5, 6, 7}, 2 = {2, 5, 8, 9},

3 =43, 6, 8, 10}, 4 = {4, 7, 9, 10}):
10:=T[x];
N1:=(S[I0[1]] union S[IO[2]]) minus { x };
b:=min({ p[i] $ i in N1 } )
return(p[x] + b);
end_proc;

El procedimiento Sel prepara los pardmetros para que sea més facil verificar las condiciones de
reduccion.

Sel:=proc(p)

// Recibe los parametros de Selling de un lattice 4 dimensional referidos a una
// cierta base y devuelve la forma de Selling ordenada, para identificar Tipo o
// para aplicacién de las transformaciones 71 o 72. Es decir, si hay parametros
// negativos ellos aparecerdn al menos en las posiciones pi2 Vv p34-
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local T, Tinv, N, mm, x, I0, N1, x0, I0, N2, x1, I1, i, j, k, UL, U, pO;
begin
T:=table(1 = {0, 1}, 2 = {0, 2}, 3 = {0, 3}, 4 = {0, 4}, 5 = {1, 2},
6 = {1, 3}, 7 =11, 4}, 8 = {2, 3}, 9 = {2, 4}, 10 = {3, 4});
Tinv:=table( {0, 1} =1, {0, 2} = 2, {0, 3} = 3, {0, 4} = 4, {1, 2} =5,
{1, 3+ =6, {1, 4+ =7, {2, 3} =8, {2, 4} =9, {3, 4} = 10);
S:= table(0 = {1, 2, 3, 4}, 1=4{1, 5,6, 7+, 2=4{2, 5, 8, 9%,
3=14{3,6, 8, 10}, 4 =14, 7, 9, 10}):
N:=select({$1..10 }, x -> plx] < 0);
if nops(N)=0 then return(p) else
mm:= min(op(laux(i, p) $ 1 in NI));
x:=gelect (N, i -> aux(i, p)=mm)[1];
10:=T[x];
N1:=(S[I0[1]] union S[IO[2]1]);
x0:=select(N1, y1 -> plyll=min({p[i] $i in N1 }))[1];
I0:=T[x0];
N2:=N1 minus {x0 };
xl:=select(select (N2, yl1->plyll+p[x0]=mm), x -> nops(T[x0] minus T[x])=1
and nops(T[x] minus T[x0])=1 and nops(T[x] intersect T[x0])=1)[1];
I1:=T[x1]; i:=op(I0 intersect I1); j:=op(I0 minus I1);
k:=op(Il minus IO); Ul:={0, 1, 2, 3, 4} minus {i, j, k};
U:=table(0 = min(U1), 1 =i, 2 = j, 3 =k, 4 = max(U1)):
pO:=[p[Tinv [{min{({U[T[11][11], ULT[11]1[2]1]1}),
max( { U[T(11][1]1], ULT[111[2]1] })}]1]1 $ 11 = 1..10];
return(p0);
end_if;
end_proc:

La transformacion T1.

T1:=proc(rho)
// Aplica la transformacién T1 a rho y reordena segin el programa Sel.

local p;
begin
p:=Sel(rho);
while p[5]1<0 and abs(p[5]1)>pl6] do
p:= Sel([p[2]+p[5],p[3]+p[6],p[6]1+p[6]1+p[7],p[4]-p[5]l-pl6],

pl8],-p[5],p[6]l+p[9],-pl6],pL6]+p[10],p[1]1+p[6]+pL611);

end_while:
return(p);
end_proc

La transformacion T2.

T2:=proc(rho)
// Aplica la transformacidén T2 a rho y reordena segin el programa Sel.
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local p;
begin
p:=Sel(rho);
while abs(p[5])<=p[6] and min(p(3],p[4],p[10])<0 and abs(p[5]+p[10])>p[6] do
h:=min({p[i] $i in {3,4,10}});
x:=select ({3,4,10},y->plyl=h) [1];
I2:=T[x];
N1:={Tinv[{1,I2[1]1}],Tinv[{1,I2[2]}],Tinv[{2,I2[1]1}],Tinv[{2,I2(1]1}]};
b:=min({p[i] $i in N1});
xl:=select(N1,yl->ply1]=b) [1];
I3:=T[x1];
i:=op({1,2} minus I3);
:=op({1,2} minus {i});
:=op(I3 intersect I2);
:=op(I2 minus {k});
:=op({$0. .4} minus {i,j,k,1});
:= table(0=m,1=i,2=j,3=k, 4=1):
:=[p[Tinv [{min({ULT[1] [11],UCT[1]1[2]1]1}),
max ({U[T[1] [1]1]1,0[T[1][2]1]11)}]1] $1=1..10];
p:=Sel([-(p[51+p[6]),p[6]1+p[6]1+p[9]1+p[10],p[6]1+p[3]1+p[10],
pl2]+p(5]-pl[10], pl1l+p[5]+pl6],pl6],p[B]1+pl[7],
-p[6]1-p[10],p[4]+p[10]-p[5],p[81+p[10]1]1)

=T - T T S

end_while;
return(p);
end_proc;

El algoritmo de reduccién de charve :

Charve:=proc(rho)
//Recibe los paréametros de Selling y devuelve la forma cuadrdtica asociada.
//reducida en el sentido de Charve.

local T,Tinv,h,x,x1,I1,12,I3,N1,b,1i,j,k,1,m,U,contador,phi;
begin
contador:=0; /* Un contador*/
if DP(rho)=0 then return("No es un lattice"); end_if;
p:=rho;
T:=table(l = {0,1},2 = {0,2},3 = {0,3}, 4 = {0,4}, 5 = {1,2},
6= {1,3}, 7 {1,4}, 8= {2,3},9={2,4},10 = {3,4});
Tinv:=table({0,1}=1,{0,2}=2,{0,3}=3, {0,4}=4, {1,2}=5,
{1,3}=6, {1,4}=7,{2,3}=8,{2,4}=9,{3,4}=10);
S:= table(0 = {1,2,3,4},1={1,5,6,7}, 2 = {2,5,8,9%},
3 = {3,6,8,10}, 4 = {4,7,9,10}):

repeat
p:=Sel(p);
/* Identificacion de tipo Ix*/
if p[5]1>=0 then
/* E1 lattice es tipo I */
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/* Reordena para que la coordenada mas chica quede en la posicion */
U:= table(0=2,1=1,2=0,3=3,4=4):
p:=[p[Tinv[{min({ULT[1][11],ULT[11[211}),
max ({U[T[1][1]],U[T[1][2]111)H]] $1=1..10];
contador:=1;
return(p,1);
elif abs(p[5])>p[6] then
p:=T1(p);
elif abs(p[5])<=p[6] and min(p[3],p[4],p[10])>=0 then
/* E1 lattice es tipo II */
/* para ordenar las coodenadas negativasx/
U:= table(0=2,1=1,2=3,3=0,4=4):
p:=[p[Tinv[{min({ULT[1][11],U[T[1][2]1]1}),
max ({U[T[1][1]],ULT[1][2]11})}]1] $1=1..10];
contador:=1;
return(p,2);
elif abs(p[5])<=pl[6] and min(p[3],p[4],p[10])<0 then
p:=Sel(p);
h:=min({p[i] $i in {3,4,10}});
x:=select({3,4,10},y->plyl=h) [1];
I2:=T[x];
N1:={Tinv[{1,I12[1]}],Tinv[{1,12[2]}],
Tinv[{2,I2[1]1}],Tinv[{2,12[113]13};
b:=min({p[i] $i in N1});
xl:=select(N1,yi->ply1]=b) [1];
I3:=T[x1];
i:=op({1,2} minus I3);
:=op({1,2} minus {il});
:=op(I3 intersect I2);
:=op(I2 minus {k});
:=op({$0. .4} minus {i,j,k,1});
:= table(0=m, 1=i,2=j,3=k, 4=1):
:=[p[Tinv[{min({U[T[1][1]1],U[T[1][2]]}),
max ({U[T[1][1]1],U[T[1]1[2]113})}]1] $1=1..10];
if abs(p[5]+p[10])>p[6] then
p:=Sel([-(p[51+p[6]), p[5]l+p[61+p[9]1+p[10],p[6]1+p[3]1+p[10],
p[2]+p[5]-p[10], p[1l+p[6]+p[6],pl6],p[5]1+p[7],
-pl6]1-p[10],p[41+p[10]-p[5]1,p[8]1+p[101]1);

I I e

else
/* E1 lattice es tipo III %/
/* para ordenar las coodenadas negativas */
U:= table(0=2,1=1,2=0,3=3,4=4):
p:=[p[Tinv[{min({U[T[1] [11],U[T[1][2]11}),
max ({U[T(1][1]1],U[T[1]1[2]113})}H]] $1=1..10];
contador:=1;
return(p,3);
end_if;
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end_if;
until contador=1 end_repeat;
return(p);
end_proc;

Ejemplo 2.3.3. Apliquemos el programa a los pardmetros po1 = —2, po2 = 2, pos = 2, posa = 2,
pi2 = 2,p13 = 2, p1a = 1, pag = 2, pag = 2y p3a = —2, que denotamos p = [—2,2,2,2,2,2,1,2,2, —2],
veamos primero que p representa un lattice, equivalentemente una forma cuadrética definida posi-
tiva, para lo cual construimos A(p) la matriz de gram asociada a p, y verificamos si dicha matriz es
definida positiva. En este caso

3-2-2-1
2 8-2-2
AP =1 5 5 4
1-2 2 3

Dado que los menores principales de A(p) son 3,20, 20 y 22, la matriz es definida positiva, y por lo
tanto p representa un lattice.

Para empezar el proceso de reduccién ordenamos los parametros de p de tal manera que
un pardmetro negativo, si lo hay, quede en la posicién pi2, y el menor de los que comparten
un indice con él quede en la posicién pi3. Esto lo conseguimos aplicando el programa Sel a p,
en nuestro caso obtenemos: p' = Sel(p) = [2,2,2,2,-2,1,2,2,2,—2], puesto que |p},| = 2 >
1 = p)4 podemos aplicar la transformacion T'1, dada por: [p'[2] + p'[5], p'[3] + ¢'[6], P'[5] + £[6] +
p'[7],0'[4] = p'[5] — P'[6], P'[8], =P [5], p'[5] + p'[9], —p'[6], p'[6] + p'[10], p'[1] + p'[5] + p[6]], asi lle-
gamos a: p' = [0,3,1,3,2,2,0,—1,—1, 1], ahora reordenamos nuevamente con Sel, para conseguir:
p”" =13,1,3,0,—1,—-1,2,1,2,0]. Como p” tiene dos parametros negativos que comparten indices,
aplicamos la transformacion T1 de nuevo, y obtenemos [0,2,0,2,1,1,1,1,—1, 1], reordenamos con
Sel, y conseguimos p”" = [2,2,0,0,—1,1,1,1,1,1], el cual satisface la condicion (i) de la Defini-
cion 2.3.1, por lo tanto p” esta en forma reducida y el lattice inicial es de Tipo II. Se pueden
reordenar los pardmetros nuevamente para que el pardmetro negativo, —1, quede en en la pri-
mera, posicién. De ese modo el proceso de reduccion de Charve concluye dando como resultado
[—1,1,2,1,1,2,1,0,1,0] que es aritméticamente equivalente a p.



Capitulo 3

Celdas de Voronoi de lattices en
dimension 4.

En el presente capitulo nos proponemos hacer un etiquetamiento de la celda de Voronoi primitiva
para cada uno de los tres Tipos de lattices que produce la clasificacién de reduccién de Charve.
Delone hizo un trabajo excelente y completo al clasificar las celdas [De]. Nosotros volvemos a mirar
el problemas con la intencién de calcular la constante de cuantizaciéon de los lattices 4-dimensionales.
Para lo cual nos inspiramos en las ideas de Conway y Valentin.

La técnica que empleamos es la que usan Conway - Sloane en [CS3|, que para los lattice 4-
dimensionales de Tipo I, es completamente andlogo al caso de los lattices en dimensién 3. Sabemos
que hay trabajos anteriores en lo que se aborda el problema de clasificacién de los lattices, por
ejemplo [Vo|, [Va], no obstante rehacemos parcialmente las cuentas, pensando todo el tiempo en
que ellas nos serviran de base para calcular la constante de cuantizacion, tema que abordamos en
el Capitulo 4.

3.1. Lattices de Tipo I.

Sea L un lattice primitivo 4-dimensional de Tipo I, y sea B = {vq, V1, V2, V3, v4} una superbase
obtusa para L, si 0 < ¢ # j < 4, denotamos por p;; = —V;-Vj, a los pardmetros de Selling asociados
a B. Nos proponemos describir S(0), la celda de Voronoi de L centrada en el origen, en términos de
los parametros de Selling. La notacién que usamos es una ampliaciéon natural de usada por Conway
- Sloane en [CS3|.

3.1.1. Vectores de Voronoi y facets.

Del Teorema 1.5.4, sabemos que los vectores de Voronoi de L estan en correspondencia biunivoca
con los subconjuntos propios de {0, 1, 2, 3, 4}, de tal manera que si S es uno de tales subconjuntos,
Vs = ) icg Vi es un vector de Voronoi de L.

45
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A continuacion presentamos la lista completa de dichos vectores.

Vectores de Voronoi para lattices de Tipo I

Vo Vi1 -+ Ve +V3+ vy Vo + Vi Vo + V3 + vy Vi + V3 Vo + Ve + vy
Vi vo+ve+vz+vy Vo + Vo Vi +V3+ vy Vi + vy vo+va+v3 (3.1)
A2 Vo + Vi +Vvs+ vy Vo + V3 Vi1 +Va+ vy Vg + V3 Vo + V] +Vy
V3 Vo + Vi + vy + vy Vo + V4 Vi + Vo + V3 Vo + Vg4 vo+ vy +vs3
V4 Vg + Vi1 + Vo + V3 Vi + Vo Vg + V3 +Vvy V3 + vy Vg + V1 + Vo

Adicionalmente, cada vectores vg determina una 3-cara o facet de S(0), a la que denotamos por
Fg, en lugar de FS|§, en realidad escribimos Fj en lugar de Fy;y y Fjj en lugar de FY; ;.

Es claro que si S = {0,1,2,3,4} \ S, entonces vg = —Vg, lo que implica que las facets F'g y Fyg
son congruentes, pero opuestas respecto al origen 0, y escribimos Fg = —Fj.

La siguiente lista muestra las 30 facets correspondientes a los vectores de Voronoi de L.

Facets de la celda Voronoi primitiva para lattices de Tipo I

FR, F, Fy Fyg Fs Fg

F F Fp Fy Fu Fy (32)
F, F, Fp Fg Fy Fg '
Fy;, F Fu Fy Fu Fy

F, F Fo Fy Fy Fg

Definiciéon 3.1.1. Sea L un lattice 4-dimensional, decimos que dos facets F' y F’ de la celda de
voronoi S(0) son vecinas, si su interseccion es una 2 cara. Si este es el caso a los vectores de Voronoi
que las dirigen los llamaremos vectores vecinos.

Es un resultado conocido de Voronoi [Vol|, que dos vectores de Voronoi son vecinos si su resta
es un vector de Voronoi.

Lema 3.1.2. Sea L un lattice 4-dimensional de Tipo I, y B = {vq, v1, Vo, V3, V4} una superbase
obtusa para L, sean Fg y Fr dos facets de la celda de Voronoi S(0) de un lattice L, entonces

Fs, Fr son vecinas si y solo si SCT o T C S. (3.3)

Demostracion. Se deduce inmediatamente de la Definicién 3.1.1, toda vez que una facet tiene aso-
ciado un vector de Voronoi, y éste a su vez un subconjunto propio de {0, 1, 2, 3, 4}. O

Ahora bien, si S es un subconjunto propio de {0,1,2,3,4}, denotamos por F (5) al conjunto de
las caras vecinas de Fg tenemos:

» Si S = {i}, el conjunto de caras vecinas de F; es:
F{i}) ={Fs:i€ S}. (3.4)
Por ejemplo, el conjunto de cara vecinas de la facet dirigida por el vector v, es:

F({0}) = {Fo1, Foz, Fo3, Foa, Fo12, Foiz, Fora, Fooa, Foza, Foza, Foosa, Fo134, Foi24, Foi23}
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» Si S =i, j}, entonces
F (i, j}) =A{Fi, Fj, Fiji, Fiji, Fijm, Fijit, Fijm, Fijim} - (3.5)
» SiS={i g, k},y{l,m}=5~{i, 7, k}, dado que Fg = —Fg, tenemos que

y en consecuencia

F {3, j, k}) =A{F;, F}, Fi, Fij, Fir,, Fji, Fijii, Fijim} - (3.6)

» Finalmente F ({4, k, [, m}) = —=F ({i}), es decir F ({j, k,l,m}) tiene como facets vecinas a
las opuesta de las facets vecinas de Fj.

La siguiente tabla muestra el nimero de 2-caras en cada facet, una por cada facet vecina.

Cantidad de 2-caras Facet
14 F; parai€{0,1,2,3,4}
8 F;; para {i,j} € {0,1,2,3,4}
8 Fiji, para {i,j,k} C {0,1,2,3,4}

lo que resumimos escribiendo que la celda de Voronoi primitiva para lattices de Tipo I es el Per-
mutoedro 7y, y tiene 10P;4 + 20P3. 10 politopos de 14 caras (m3) y 20 politopos Pg (prismas
hexagonales.)

Veamos ahora cudntos vértices tiene cada una de las facets de la celda. En primer lugar, dado que
S(0) es una celda de Voronoi primitiva, cada vértice es la interseccion de cuatro facets. De tal forma
que si p es un vértice de S(0) y si Fs,, Fs,, Fs, y Fg, son las facets que lo determinan, entonces
ellas son vecinas dos a dos, y por el Lema 3.1.2, podemos re-etiquetar los conjuntos S, Sa, S3, Sy
de tal manera que

SlCSQCS3CS4

adicionalmente, dado que ninguno los conjuntos puede ser vacio, y tampoco pueden haber dos de
ellos iguales, la Gnica posibilidad es que

S = {i}752 = {i)j}753 = {i’j’ k} y Sy = {iajakal}

con {i,7,k,1} € {0,1,2,3,4} con lo cual p € F; N F;; N Fiji N Fyjp.

De esta manera, si i j klm es un reordenamiento de 01234, denotaremos por p;jru, al tnico
punto de la interseccion F; N Fij N Fyjp N Fijpg.

Asi las cosas, hay una correspondencia biunivoca entre los vértices de la celda de Voronoi de un
lattice Tipo I y el conjunto de permutaciones de los elementos de {0, 1,2,3,4}, de tal suerte que la
celda tiene 5! = 120 vértices.

Consideremos ahora Fj, la facet de S(0) determinada por v;. Sabemos que F; tiene 14 vecinas,
y como cada vecina determina una cara dos dimensional, F; tiene 14 de dichas caras. Ademas, la
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ilymk ilmjk

ilmkj

imlkj

imklj

ijklm

ikmlj

ikyml ikmyl
Figura 3.1: Facet dirigida por el vector de Voronoi v;

interseccion de 4 facets de F({i}) que sean vecinas dos a dos, determinan un tnico vétrice. Lo que
en este caso especifico podemos representar con el siguiente diagrama:

7 Fy
Fijk
- Fy y Fijir
Fi — Fijl
- Fy N\ Fijim
Ejm
N Fim

De manera que las facets del tipo F; tienen un total de 4 x 3 x 2 = 24 vértices. Mirando F; con mas
cuidado se logra concluir que estas caras son octaedros truncados o permutoedros 3-dimensionales,
a los que se suele denotar por 73. En la Figura 3.1.1 presentamos el etiquetamiento correspondiente
a Fz

Por otro lado, las facets del tipo Fj;, tienen 8 (vecinas) caras 2-dimensionales. Para obtener los
vértices podemos considerar el siguiente diagrama

Fiji
F; a Fijix
> Fij — Fi {
F; N\ Fijim
Fijm

De esta manera, el total de vértices para este tipo de facets es: 2 x 3 x 2 x 1 =12.

Notemos que las facets del tipo F;; comparten sus caras 2—dimensionales con F;, que como hemos
dicho, es combinatoriamente equivalente al permutoedro 73, de modo que sus caras 2-dimensionales
son hexégonos o cuadrilateros, adicionalmente, si k es el nimero de cuadrilateros en Fj;, entonces el
cantidad de vértices es 4k/2 = 2k, pero sabemos que las facets del tipo Fj; tienen 12 vértices, con lo
cual el niimero de cuadrilateros en ellas es k = 6, las dos caras restantes son hexagonales, de manera
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que las facets del tipo Fj; son prismas hexagonales. En la Figura 3.2 mostramos un prototipo de
ellas.

ijlkm ijlmk
1 1
1 1
iy 1 1
ijklm | |
1 1
pikm _]Ll@k-{ igmlk
-~ - -
\
ikl © “\ ijkml ijmkl \
jiklm \
\
\
jJimlk
Jikmi Jimkl

Figura 3.2: Facet dirigida por el vector de Voronoi v; + v;

En resumen, S(0) tiene 120 vértices, sus facets del tipo F; y las opuestas de ellas son octaedros
truncados o permutoedros, y las del tipo Fjj, y sus opuestas, son prismas hexagonales, lo que hace
a S(0) combinatoriamente equivalente al permutoedro 4-dimensional 7.

3.1.2. y-coordenadas de los vértices de S(0).

Si F' es la facet dirigida por el vector de Voronoi v, los puntos t € F' son de la forma t = %V-l— h,
donde h L v, asi que

t-v=_-N(v). (3.7)

Esta relacion nos permite calcular las y-coordenadas de cualquier vértice de la celda de Voronoi.
Para ello, notemos que si i j kI m es un reordenamiento de los indices 01234, entonces:

= Si v =v;, de la igualdad (3.7), se sigue que los puntos t € F; son de la forma t = %vi + h,

con h L v;, vy porlotanto y; =t-v; = %N(vi), es decir, para t en S(0)

1
teF, <=y = i(pij + Pk + Pit + Pim)

» S5iv=v;+vj, los puntos t € Fj;, son de la forma t = ﬂfj +h,con h L (v;+v;)y asi:
1
Yityp =t (vitvj) =N (vitvy)

por lo tanto:

1
tEFZ'j <~ yi+yj:§N(vi+vj).
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Vi + Vv + Vg

» Siv=v;+V;+ vy, lafacet Fjj tiene puntos t de S(0) para los cuales t = +h

2
con h L (v; +v;+ vy), asi que
1
teFiyr < Yty tye= §N(Vi+vj+vk)-
» Finalmente, a la facet Fjji; pertenecen los puntos t = =5 + h, con h L v, asf que:

1
yi+yj+yk+yl:_ym:§N(Vm)7

con lo cual

1
te Fz‘jk:l = Ymp = —§N (Vm)

Como vimos un poco mas arriba, la celda de Voronoi de un lattice Tipo I en dimension 4, es com-
binatoriamente equivalente al permutoedro 7wy, y por lo tanto sus vértices estan en correspondencia
uno a uno con los elementos de Ps, el conjunto de permutaciones de {0,1,2,3,4}; de tal forma que
si consideremos i j klm € P5 y denotamos por p;jri, al Gnico punto de F; N Fy; N Fij N Fyjpg, de
las relaciones anteriores tenemos que

1

yi =5 N (vi)

i =5 [N (vi+v;) = N ()

o =5 [N (v + v +v1) = N (vi +v;)] (38)
=5 [N (Vi) = N (vi v + V)]

1
Ym = — iN(Vm)

Sipij = —v;-v; para 0 < i < j <4, del Corolario 1.5.5 llegamos a que las y-coordenadas son
1
Yi = 5 (Pig + i + it + Pim)
1
vi=3 (=pij + Pjk + Pjt + Pjm)
1
Yk = 5 (=Pir = Pjk + Prt + Drm) (3.9)
1
=5 (=pi = pjt = Prt + Pim)
1
Ym = 5 (=Pim = Pjm — Phm ~ Pim)

En el apéndice A.1, se encuentra la lista completa de los vértices para un lattice primitivo de
Tipo I, en términos de los vectores de una superbase obtusa del lattice.

Notemos que para obtener las y-coordenadas de un vértices, es suficiente aplicar las ecuaciones
dadas en (3.9). Por ejemplo, a la permutacion 34012, le corresponde el vértice ps4o12 que es el inico
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punto de la interseccion F3 N Fsq N F40 N F3401, de acuerdo con (3.9), ps4o12 tiene y-coordenadas:

ys = % (psa + po3 + P13 + pa3) Yo = 3 (po1 + po2 — Po3 — poa)
ys = 5 (—p34 + pos + p1a + p24) y1 =3 (—po1 + P12 — P13 — P1a)
Yo = 3 (—po3 — Poa + po1 +po2)  reordenando Yo = & (—po2 — p12 — paz — p24)
y1 = 5 (—p13 — p1a — po1 + p12) ys = 5 (Po3 + P13 + P23 + p34)
y2 = 5 (—p23 — p2s — po2 — P12) ys = % (poa -+ P14 + p2s — p3a)

Al considerar los 24 vértices en las caras de tipo Fj, notamos que ellos tienen etiquetas del tipo
104 0 041 donde o4 es un reordenamiento de j kI m. De manera similar, en las caras Fj; se encuentran
los 12 vértices con etiquetas ijos o o3ij, donde o3 es un reordenamiento de klm.

3.1.3. Aristas de S(0).

Es claro que dos vértices en la celda S(0) son adyacentes si ellos comparten tres de las cuatro
facets que los determinan.

Con la notacién introducida en la seccién anterior, consideremos el vértice p;jim, el cual per-
tenece a las caras Fj, Fjj, Fjjp y Fiji, si tomamos tres de estas caras, digamos: F;, Fj; y Fiji, la
tnica facet de S(0) distinta de Fjji, que es vecina a ellas tres es Fjjpm, asi que la interseccion
F; N Fy; N Fijg O Fijgn, determina un nuevo vértice, a saber: p;jrmi, €l cual es adyacente a pjjxim-

Notemos que esto lo podemos hacer de cuatro formas distintas, una por cada eleccién de tres de
las facets que determinan a p;jrim, €n consecuencia, cada vértice S (0) tiene exactamente 4 vértices
adyacentes.

Por ejemplo los cuatro vértices adyacentes al vértice p;jkim SON: Pjikim, Pikjim, Pijlkm Y Pijkmi-
cada uno de los cuales determina, junto con p;jpim,, una arista de S(0). Si denotamos por e;; a la

Djikim

DPikjim

Dijkim Digkmi

Dijikm

Figura 3.3: Vértices y aristas adyacentes.
arista que tiene por vértices a Pjjrim Y Pjikim, €nicontramos que sus y-coordenadas son:

Yi = —Pijs Yj = Pij» Y =0, y1 =0, ym =0.

De este modo, la celda de Voronoi tiene 10 familias de aristas, una por cada eleccién de dos
indices.
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En la tabla mostramos las y-coordenadas de una arista tipica para cada familia.

Arista Veértices y-coordenadas (yo, Y1, Y2, Y3, Y4)
€01 | P01234, P10234 (—=po1,Ppo1,0,0,0)
€02 | P02134, P20134 (—poz2, 0, po2,0,0)
€03 | Po3124, P30124 (—=p03,0,0, po3,0)
€04 | P04123, P40123 (—Po4,0,0,0, pos)
€12 | P12034, P21034 (0, =p12,p12,0,0)
€13 | P13024> P31024 (0, —p13,0, p13,
(
(
(
(

0)
€14 | P14023, P41023 0, —p14,0,0,p14)
€23 | P23014, P32014 0,0, —p23,p23,0)
€24 | P24013, P42013 0,0, —p24,0,p24)
€31 | P34012; P43012 )

0,0,0, —p34, P34

Finalmente, dado que en cada vértice inciden 4 aristas, y que cada arista une dos vértices, el
nimero total de aristas en la celda es 12%7“ = 240.

Si denotamos por A = det(L), el determinante de L expredo en términos de los parametros de
Selling del lattice, tal como lo hicimos en (1.31), y por A;; denotamos a la derivada formal de A
respecto a p;j, es posible expresar la longitud de una arista de S(0) en términos de estas cantidades.

Lema 3.1.3 (Longitud de las aristas en Tipo I). Si L es un lattice de Tipo I con pardmentros de
Selling pij para 0 < i < j < 4, entonces la longitud de la arista e;; con vértices en Pijkim Y Pjikim

€S
Ay
leij| = pij X] (3.10)

Demostracion. Si t tiene y—coordernadas (yo, y1, Y2, Y3, y4), de acuerdo con la Proposicion (1.4.7),
su norma viene dada por

ZAOZ% + ) (Aot Aoy — A iy | - (3.11)
1<i<j<4
Asi las cosas, dado que las y-coordenadas de e;; son y; = —pij, ¥j = Pij>» Y& = Y1 = Ym = 0, al
reemplazar en (3.11), obtenemos:
A
N 3.12
(e3) = 2, (3.12)
lo que concluye la prueba. O

3.2. Lattices Tipo II.

Consideremos ahora un lattice primitivo L de Tipo II, en el espacio euclideo 4-dimensional,
es decir L tiene una superbase B = {vy, vi, Vo, V3, v4} cuyos parametros de Selling asociados
satisfacen la condicion (ii) de la Definiciéon 2.3.1, o lo que es lo mismo, hay un tnico parametro de
Selling asociado a la superbase, digamos pg1, que es negativo, los demés son mayores o iguales a
cero, y se cumple que [po1| < p;j;, siempre que uno de los indices ¢, 0 j sea 0 o 1. En tal caso decimos
que B es una superbase cast obtusa.
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3.2.1. Vectores de Voronoi y facets.

Supongamos que B = {vg,Vvi,Vva, V3, v4} es una superbase casi obtusa para L, sin pérdida
de generalidad podemos asumir que el pardmetro negativo es pg; = —vq - vi. De acuerdo a los
planteamientos de Conway en [Co|, a cada subconjunto propio S de {0, 1, 2, 3, 4}, se le puede
asignar un vector de Voronoi de L, para lo cual distinguimos tres casos:

Vo — V1 SIS:{O,l}
ve=14 —vo+vy siS=1{2734} (3.13)
Y icg Vi cualquier otro caso

A continuacion listamos los 30 = 2° — 2 vectores de Voronoi para lattices de Tipo II, en términos
de una superbase casi obtusa para el lattice.

Vectores de Voronoi para lattices de Tipo 11

Vo Vi+va+vy+vy vog—vVvy 2vi+va+vi+vy vi+V3y vg+va+vy

Vi Vo+Ve+V3+Vy Vvg+Va Vi1 + V3 -+ vy Vi+vVvy Vvg+vVe+vs (3.14)
vy Vvo+Vvi+Vv3+vy Vvo+ V3 V] + Va2 +Vy va+Vv3 Vo+ V] + vy
V3 Vog+V]i+Va+Vy Vg+Vy Vi + Ve + V3 Vo +Vy Vo+Vy+vVs
V4 Vogt+Vi+vVa+vsy Vi+ Ve Vo + V3 + vy vi+vy Vgt Vit va

Dado que un vector de Voronoi determina una facet de S(0), la celda de Voronoi del lattice centrada
en el origen, usaremos la misma notacidon que en los lattices de Tipo I, en consecuencia, las facets
asociadas a cada uno de los vectores de Voronoi son:

Facets de la celda Voronoi primitiva para lattices de Tipo II

Fy kg For o Fi3 Pz
B 5 Fog Foz Iy g (3.15)
Fy Fy Fos Fyg Fos Fyg
Fy Fy Fou Fyp Fyy Fyp
Fy Fy Fio Fry Fyy Fgy

Donde Fy7 es la facet correspondiente al vector vo—v1 'y Fr la que corresponde al vector vp+v;+vy,,
con iy j distintos de 0 o 1, y {i,7,k,l,m} = {0,1,2,3,4}.

De la Definicion 3.1.1, los vectores vecinos a cada vector de Voronoi son:

» Los vectores vecinos de v;, con i € {0,1} v {7,7} = {0,1} son:
Vi, Vi+Vo, Vi+Vs, Vi+Vy, Vo+V1+Ve, Vo+V1+Vs, Vo+Vi+Vy, Vi+Ve+vVs, vi+Vatvy,
Vi+ V34 vy 2v;+vo+ vyt vy vg+ vy 4+ ve+ vy, vg+ vy + Vo + vy, vg+ V] + V3 + vy

» Los vectores vecinos de v; con i € {2,3,4} y {j,k,l,m} ={0,1,2,3,4} \ {i} son:
Vit Vi, Vit Vi, ViV, Vi + Vi, Vi + ViV Vi Vi Vi, Vi VE VL Vi Ve Vg,
Vit Vi +VE+ VL, Vi + Vi Ve Vi, Vit ViV Vi, Vi+ VEF VIV
donde vo + vi & {v; + vy, Vj + Vi, Vi + Vi, Vi + Vi |

= Los vectores vecinos de v = vg — vy, al que también podemos escribir como vg; = 2vg +
V1 + Vg + V3 + V4, son:
Vo, Vo + V2, Vo + V3, Vg + V4, Vo + V2 + V3, Vo + Vo + V4, Vo + V3 + V4, Vo + V2 + V3 + V4.
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= Los vectores vecinos de v;; con i € {0, 1} y j € {2, 3, 4} son:
Vi, Vj, Vi+ Vg, Vi+Vj+ Vi, Vi+V;+V), Vit Vj+Vpy, 2Vi+vj+vl+vm, Vi +V;+ v+,
Vit Vi + Ve + Vi, VitV + Vi + V.

= Los vecinos de v;; con {3, j} C {2, 3, 4} son:
Vi, Vi, Vi+ Vi + Ve, Vi+Vi+ vV, VitV + Vet Vg, VitV V4 V.

Para completar la lista basta tener presente que vo + vy + va + v + v4 = 0 y que S(0) tiene
simetria central.

La identificacién de los vectores vecinos a un vector de Voronoi dado equivale a determinar las
facets vecinas a la facet que le corresponde. Podemos proceder de manera similar a como se hizo en
el caso de los lattices de Tipo I.

Si S es un subconjunto propio de {0, 1, 2, 3, 4} y escribimos F (S) para denotar el conjunto de
caras vecinas de Fg, tenemos:

F({i}) = {F}, Fia, Fis, Fia, Fono, Fois, Foia, Fioz, Fioa, Fiza, F3,
(0,1},

F{1}) =AFy, Fik, Fu, Fim, Fiji, Fijm, Fikt, Figm, F, Fy, g, F5}, dondei € {2,3,4}, {i} =
{4,k 1,m}, y {0,1} ¢ {{4, 1}, {4, m}, {k, 1}, {k,m}}.

F ({0,1}) = {Fo, Fo2, Fos, Foa, Fo2s, Fooa, Foza, Fy}.

FZ? F§7 F§}7 donde {Zvj} =

F{i,3}) = {5 Fj, Fik, Fijis Fiji, Fijm, F,

Fm, Fy, F2}, donde i € {0,1} y j € {2,3,4}.

]:({17.7}) = {Fiv Fja Fijka Fijlv FZ? FE}; donde {’57]} - {27374}'

La siguiente tabla muestra el niimero de caras 2-dimensionales en cada facet.

Cantidad de 2-caras | Facet
14 F; para i € {0,1}
12 F; para i ¢ {0,1}
10 Fi; para i€ {0,1} y j € {2,3,4}
8 For
6 F;j para {i,5} C {2,3,4}

3.2.2. Descripciéon de las facets.

A continuacion presentamos una serie de tablas que nos permitiran deducir la forma de cada
una de las 30 facets de que conforman la celda de Voronoi S(0) para un lattice genérico de Tipo II.

» Como vimos en el numeral (3.2.1), la facet F; para i € {0,1} tiene 14 caras 2-dimensionales
las cuales estan determinadas por las intersecciones de F; con sus facets vecinas.

La tabla (3.16) muestra el nimero de vértices en cada una de esas 14 caras 2-dimensionales.
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95

FNF

N de vértices

Fon

6

Fio N F;

Fis N F;

Fiy N F;

Fo12 N F;

Foiz N F;

Fo1a N F;

Fio3 N F;

Fioa N F;

Fizy N F;

Fzngl

FNF

FNE,

N

(=2} Ner] Her) er) e N N L L K221 K2 K=z

(3.16)

En resumen, las facets Fy y F) tienen 8 caras hexagonales, 6 cuadrilateros y un total de 24
vértices, con lo cual ellas son combinatériamente equivalente al permutoedro 73. Ver Figura 3.4

Figura 3.4: Facet Fy y F;.

» La cara F; con i € {2,3,4} y {i,j,k} = {2,3,4} tiene 12 caras dos dimensionales, la tabla
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muestra el niimero de vértices en cada una de ellas.

FNF; | N de vértices
Fij N F; 4

Fi N F;
F;OFZ
FEQ F;
Foij N F;
Foir N Fi
Flij N F;
Frip N F;
Fo; N E;
Fi;NE;
Fﬁﬁ F;
FTﬁ F;

(3.17)

DD OO U U U U | | >

Por lo tanto éste tipo de facet tiene 4 caras hexagonales, 4 caras pentagonales y 4 cuadrilateros
y un total de 20 vértices. Ver Figura 3.5

<

N

Figura 3.5: Facet F; con i € {2,3,4}.

» La 3-cara Fjj tiene 8 caras dos dimensionales, la tabla (3.18) muestra el nimero de vértices
en cada una de ellas.

FnFy | Nde vértices
Fy mFOT 6

Fiyo ﬂFoj
Fos ﬂFoI
Fyy OFOT
Fioz N F[ﬁ
Fyou N F[ﬁ
Foy3a N F[ﬁ

(3.18)

O | [ | s |

Esta facet tienen 2 hexagonos y 6 cuadrilateros y 12 vértices, con lo cual es combinatériamente
equivalente a un prisma hexagonal. Ver Figura 3.6



3.2. LATTICES TIPO II.

57

Figura 3.6: Facet Fj7 con i € {2,3,4}.

» La facet Fjj con {i,k} = {0,1} y {j,1,m} = {2,3,4} tiene 10 caras dos dimensionales, la tabla
(3.19) muestra el nimero de vértices en cada una de ellas.

FﬁFij

N de vértices

F;n Fij

6

Fj N Fi]‘

Fiji N Fy;

Fijm N Fyj

FmN Fij

Fi N Fij

Fji O Fyj

Fiji N Fij

FEﬂFij

Fig N Fij

B | O O O O Oy

(3.19)

Estas facets tienen 2 hexagonos, 4 pentidgonos y 4 cuadrilateros y un total de 16 vértices. Ver

Figura 3.7

Figura 3.7: Facet Fjj con i € {0,1} j € {2,3,4}.

= Las facets Fj; con {i,j} C {2,3,4} tienen 6 caras 2-dimensionales. La tabla muestra el ntiimero
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de vértices en cada una de ellas.

FNF;; | Nde vértices
F;n Fij 4

Fj N Fij
Foij N Fj
Fij N Fij
FTQ Fij

(3.20)

NI I INQ Y

Estas facets tienen 6 cuadrilateros y 8 vértices, con lo cual es combinatériamente equivalente
al cubo. Ver Figura 3.8

Figura 3.8: Facet Fj; con {i,j} C {2,3,4}.

En resumen, la celda de Voronoi primitiva de un lattice de Tipo Il en dimensién 4, esta formada
por 4Py + 6P19 + 12Pyg + 2Ps + 6P, el coeficiente corresponde a la cantidad de politopos 3-
dimensionales del tipo P;, donde el subindice cuenta el ntmero de caras 2-dimensionales de cada
politopo.

3.2.3. y-coordenadas de los vértices.

Dado que la celda de Voronoi considerada es primitiva, cada vértice p es la intereseccién de 4
facets de S(0). Sean Fs,, Fg,, Fs, y Fg, las facets que determinan a p, ellas son vecinas dos a dos,
y por lo tanto, entre los conjuntos Sy, So, S3 v Sy puede ocurrir uno de los siguientes casos:

1. Hay un etiquetamiento en el cual S; C So C S3 C Sy y
S1= {Z} 752 = {ivj}7S3 = {iajak} 7S4 = {i7j7kvl}

con {1, j,k,l} € {0,1,2,3,4}, esto ocurre en 60 de los 120 vértices, para ellos conservamos la
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notaciéon usada en el caso de los Tipo I. Estos vértices son:

Po02134 Po02143 Po02314 Po02413 Po04123 P04132
Po04213 Po04312 Po03124 Po03142 Po03214 P03412
P13024 P13042 P13204 P13402 P12034 P12043
P12304 P12403 P14023 P14032 P14203 P14302
P20314 P20341 P20413 P20431 P23041 P23140
P24031 P24130 P21304 P21340 P21403 P21430
P31204 P31240 P31420 P31402 P30214 P30241
P30412 P30421 P32140 P32041 P34120 P34021
P40213 P40231 P40312 P40321 P41203 P41230
P41302 P41320 P42031 P42130 P43021 P43120

2. Hay un etiquetamiento de los conjuntos Sy, S3, S3 vy S4, en el cual S1 C So C S3 C Sy ¥y
Sy = {i}, 5 = {i,j},53 = {i,5,k} y Ss es el multiconjunto {{i,4,7j,k,l}} con i € {0,1} y
{j, k,1} = {2,3,4} ésta situacion ocurre en 12 vértices, a los que etiquetamos en la forma
Pijk[i)» ellos son:

Po23(04) Po024(03) Po034(02) Po032(04) Po42(03) Po43(02)
Pi123(14) Pi124(13) Pi134(12) Pi132(14) Pi142(13) P143(12)

3. Hay un etiquetamiento de los conjuntos S1, Sa, S3 y Sy, en el cual
S1={0},5; ={1},95 ={0,1,4}, 8, ={0,1,4, 5}

con {i,j} C {2,3,4}, éste caso ocurre en 6 vértices que representamos por pp ), ellos son:
Plo,1123 Plo,1]24 Pjo,1]34 Pjo,1)32 Plo,1]42 Pjo,1]43
4. También ocurre que hay un etiquetamiento de los conjuntos Sy, Sa, S3 v Sy, en el cual

S = {i}752 = {O,i},Sg = {17i}7S4 = {07 17i7j}

con {i,7} C {2,3,4}, éste caso ocurre en 6 vértices que representamos por p;jg 1}, 10s vértices
son:

P2i0,1]3 P3[o,1]2 P4[0,1]2 P2[0,1]4 P3[0,1]4 P4[0,1]3
5. Puede ocurrir que hay un etiquetamiento de los conjuntos Sy, Sa, S3 v Sy, en el cual
Sl = {1}75’2 = {iaj}753 = {07i1j}75’4 = {17213}

con {i,j} C {2,3,4}, éste caso también ocurre en 6 vértices que representamos por pjjio,1, los
vértices son:

DP230,1] P320,1] P42[0,1] P24[0,1] P34[0,1] P43[0,1]
6. Hay un etiquetamiento de los conjuntos S1, S5, S3,.54 en el cual
Sl = {O’Z}a 52 = {171}’ 53 = {07 17i}7 S4 = {07 1727]}

con {i,j} C {2,3,4}, éste caso ocurre en 6 vértices que representamos por P(oi,1i]0j> @ saber:

Pjo2,12]03 P[03,13)02 PjJ04,14]03 P[02,12]04 PJ03,13]04 PJ04,14]03
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7.

Hay un etiquetamiento de los conjuntos S, .52, 53,54 en el cual

Sl = {Z}7S2 = {O,i,j},S3 = {17i7j}7S4 = {071727]}

con {7, j} C {2,3,4}, éste caso ocurre en 6 vértices que representamos por p;jo;,15], ellos son:
P2[03,13] P3[02,12] P4[02,12] P2[04,14] P3[04,14] P4[03,13]

Hay un etiquetamiento de los conjuntos Sy, 59,53, S4 en el cual
Sl — {Z}aSQ — {/ij}asd — {Ovivjv k},S4 — {17i)j’ k}

con ¢ j k una permutacion de 2 3 4, éste caso ocurre en 6 vértices que representamos por p;jox, 1k
y son:

P23[04,14] P32[04,14] P42[03,13] P24[03,13] P34[02,12] P43[02,12]

Por dltimo

Hay un etiquetamiento de los conjuntos S1,.S2, .53, 54 en el cual

S = {imj}vS? = {i>j> k}7S3 = {i,j,k‘,l},54 = {{i>i7jvk7l}}

con i € {0,1} y jkl es una permutacion de 2, 3,4, éste caso ocurre en 12 vértices que repre-
sentamos por p(;;jk; Y que listamos a continuacion:
P02)340 P(03)240 P(04)230 P(02)430 P(03)420 P(04)320
Pa2)341 Pa3)241 P4)231 P(12)431 P@13)421 P(14)321

En resumen tenemos:

—_

Pijkim € Fi 0 Fij 0 Fijp N Fijgg.

Pijk(it) € Fi N Fij N Fiji, 0 Fim, donde {i,m} = {0, 1}.

Plo,1)ij € Fo N F1 N Foi N Fowgg con {i, j} C {2,3,4}.

Pij0,1]; € Fi N Fo; N F1; N Fogg con {i, j} C {2,3,4}.

Pijjo1 € Fi N Fij N Foiy N Fuij con {3, 5} C {2,3,4}.

Poi,1i)0j € Foi N F1i N Foi; N Fowgg con {i, j} C {2,3,4}.

Pijoj,15] € Fi N Foij N F1ij N Fopij con {i,7} € {2,3,4}.

Pij[ok,1k] € F; N Fy; N Foijx N Fiij, con ¢jk una permutacion de 23 4.

P(ij)kti € Fij N Fiji N Fijpr N Fi con i € {0,1} y jkl una permutacion de 23 4.
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Para calcular las y-coordenadas de los vértices usamos, igual que antes, el hecho de que si F' es
una facet dirigida por el vector de Voronoi v entonces F' contiene a los puntos t € R* de la forma

t:%V—i—h, donde h L v.

Por ejemplo, el vértice P[02,12]03 €S el inico punto en Fyo N Fio N Fiog N Fiog3, de acuerdo con
(3.9), sus y-coordenadas satisfacen las siguientes ecuaciones:

Yo +

Y1 +

Yo + Y1 +

Yo +y1 +y2+

y dado que
(V() + Vo

N(V0+V1—|—V2

) =
N(vi+va) =
) =
N(V0+V1 +V2+V3)

el sistema (3.21), se puede escribir como:

Yo + Y2 =

y1ty2 =
Yo+y1+y2 =
Yo+uy1 +y2+ys =

y2 = 1N (vo+ v2)
Yo = %N (vi+va)
Yo = %N(vo + vy + va)
ys = 3N (Vo + vi + va + v3)
Po1 + Po3 + Poa + P12 + P23 + pos)

P03 + P13 + P23 + Poa + P14 + D24)

(
(po1 + P13 + Poa + Po2 + P23 + paa)
(
(poa + p1a + paa + p3a)

(po1 + po3 + poa + P12 + P23 + p2a)
(Po1 + P13 + Poa + Po2 + P23 + paa)
(po3 + P13 + P23 + Pos + P14 + P24)
(

1
2
1
2
1
2
1 (Poa + P14 + p2a + p3a)

(3.21)

(3.22)

4
Dado que ) y; = 0, de la ultima ecuacién en (3.22), se sigue que yq = —% (po4 + P14 + P24 + P34),

1=0

luego de resolver el sistema (3.22) completamente obtenemos:

Yo = 3 (—po1 — po2 + Pos + Pos)

y1 = 3 (—po1 — P12 + P13 + p1a)

Y2 = po1 + 1 (po2 + P12 + pa3 + pas)
ys = 3 (—po3 — P13 — P23 + P3a)

Ya = 5 (—poa — P14 — P24 — P3a) -
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3.2.4. Aristas de S(0).

Dado que dos vértices en la celda S(0) son adyacentes si ellos comparten tres de las cuatro
facets que los determinan, es facil identificar las aristas de la celda a partir de la lista de vértices
de la misma escritos en términos de los vectores de Voronoi. Nosotros disefiamos un programa de
computadora muy sencillo para esta labor, ver Apéndice A.2.

Para calcular la longitud de las aristas es suficiente aplicar la formula (3.11) que permite calcular
la norma de un vector, por medio de sus y-coordenadas. Por ejemplo, si consideramos la arista e
cuyos vértices son p3jo 1)2 Y P3[o,1]4, €ntonces las y-coordenadas e son yo = 0, y1 = 0, y2 = p24 — po1,
ys =0, y4 = —(p24 — po1), y al reemplazar en (3.11), obtenemos:

1
N(e) = A [Ag2(p2a — Po1)? + Aoa(Por — p24)® — (Ao2 + Aos — Asa) (o1 — p2a)?]

(po1 — p24)? Aoy
A

yen consecuencia

B [ Aoy
le| = (p2a — po1) A

La celda de los lattice de Tipo II, no son tan simétricas como los de Tipo 1. Esto se puede evidenciar
no solo en gran variedad de etiquetas de los vértices, sino también en la cantidad de longitudes
distintas de las aristas. Encontramos que hay 21 familias de longitudes, 11 mas que en Tipo 1. En
la siguiente tabla mostramos una arista tipica de cada familia, sus y-coordenadas y su longitud
correspondiente. Todas estas cuentas se hicieron con la ayuda de la computadora.
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Clases de aristas y sus longitudes en una celda de Voronoi genérica en lattices de Tipo II.

Vértices de la arista

y-coordenadas

Longitud de la arista

Apz
P02314, P20314 (=Ppo2, 0, o2, 0,0) Po2\[ A~
Ao3
P12034, P12304 (=p03,0,0,po3, 0) P03 AO
Aoy
P12043; P12403 (=P04,0, 0,0, pos) Pos\/ —x
A
Po3124, P03214 (0, =p12,p12,0,0) P12 A12
JAVE!
P02134, P02314 (0, —p13,0,p13,0) ZEIVEN
Ayy
P02143; P02413 (0, =p14,0,0,p14) Py =
Ao
P23(0,1]> P32[0,1] (0,0, —p23, p23, 0) P23\ —x
Agy
P24[0,1]> P42[0,1] (0,0, —pas, 0, p24) P2/ —x
Aszy
P34[0,1]> P43[0,1] (0,0,0, —p34, p34) 2V
Aoz
P13402, P134(21) (po1 + po2, 0, —(po1 + po2), 0,0) (Po1 + poz) A
Ap3
P12403, P124(13) (po1 + po3, 0,0, —(po1 + po3), 0) (Po1 + po3) N
A
P12304; P123(14) (po1 + Ppo4, 0,0,0, —(po1 + Poa)) (po1 + Poa) N
ANP
P03412, P034(02) (0,po1 + p12, —(Po1 + p12),0,0) (Po1 + p12) A
13
P02413; P024(03) (0,po1 + p13,0, —(po1 + p13),0) (po1 + p13) N
ANP!
P02314, P023(04) (0, po1 + p14,0,0, —(po1 + p14)) (Po1 + p1a) A
Asgs
P4[0,1]2: P4[0,1]3 (0,0, p23 — po1, —(p23 — po1),0) (P23 — po1) N
Agy
P3[0,1]2> P3[0,1]4 (0,0, p24 — pot1, 0, —(p24 — po1)) (P24 — po1) A
Azy

P2[0,1]3, P2[0,1]4

(0,0,0,p34 — po1, —(p3a — po1))

(P34 — po1) N

P2[0,1)3> P[02,12]03

(—po1, —po1, o1, o1, 0)

Ag2 + Aoz + A2 + Az — Agp — Agg)

\/ (
A
(Ap2 4+ Aps + A1 + Arg — Ag1 — Aoy)
DP2[0,1]4; P[02,12]04 (=po1, —po1,Pot, 0, po1) Po1 A
(Ao3 4+ Aos + A1z + Ay — Agr — Azy)
P3J0,1)4> P[03,13]04 (=po1, —po1, 0, po1, po1) Po1 A
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3.3. Lattices Tipo III.

Consideremos ahora un lattice primitivo L de Tipo III. De la Denicién 2.3.1, L tiene una su-
perbase B reducida cuyos parametros de Selling asociados satisfacen la condicion (iii) de dicha
definicién, es decir, hay exactamente dos parametros de Selling que son negativos, y que no com-
parten subindices, sin pérdida de generalidad podemos asumir que dichos parametros son pg1 v P34,
los demaés parametros son positivos y se cumple que: |po1| < p;j para {0,1} N {i, 5} # 0, |psa| < pij
para {3,4} N {3, j} # 0y [po1 + p34| < pij coni € {0,1} y j € {3,4}.

3.3.1. Vectores de Voronoi y facets.

Supongamos que B = {vg, vy, V2, V3, vs} es una superbase reducida para L. De acuerdo a los
planteamientos de Conway en [Col, a cada subconjunto propio S de {0, 1, 2, 3, 4}, le podemos hacer
corresponder un vector de Voronoi del lattice, para lo cual es necesario distinguir los siguientes casos:

» Si S = {0,1}, le asignamos el vector vy = vg — vi, si S = {3,4} le asignamos el vector
Vy = V3 — Va.

= Si S = {2,3,4}, el vector de Voronoi que le asignamos es vg; = —vg + v1, al que también
podemos escribir como vy, = 2vy + vo + v3 + v4. Si S = {0,1,2} le asignamos el vector
vy, = —V3 + vy, al que también podemos escribir como vy, = vg + vi + va + 2vy.

» A cualquier otro subconjunto S, le asignamos el vector vg = > ;g Vi.

En resumen, si S es un subconjunto propio de {0, 1, 2, 3, 4} el vector de voronoi asociado es:

vo—vy siS={0,1}
—vo+vi siS={23,4}
Vg = vy —vy siS={34} (3.23)
—vy+vy siS={0,1,2}

Y icg Vi cualquier otro caso

En la lista (3.24), presentamos los 30 vectores de Voronoi para lattices de Tipo III en términos
de los vectores de una superbase reducida para el lattice.

Vectores de Voronoi para lattices de Tipo TII

Vo Vi+Vva+V3+Vvy Vog—Vy Vi — Vg vi+v3 Vog+Vva+Vvy

Vi VotVve+Vvz+vy Votvy Vi+Vv3+vy Vi+vy Vo+Va+V3 (3.24)
Vo Vo+Vi+Vi+Vvy Vvot+Vvy Vvi+va+vVvy Va+vVy Vot V)+Vy

V3 Vo+Vi+Ve+vVy Vg+Vgy V]I+Ve+Vy Vo+Vye Vog+V]+ V3

vy Vo+Vi+Va+vVvy Vi+Vy Vogt+vVvi+vy V3—Vy V4 — V3
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Las facets asociadas a cada uno de estos vectores de Voronoi son:

Facets de la celda Voronoi primitiva para lattices de Tipo I

Fo Fy For F5 Fi3 Fiz
3! Fr o Fo Iz Fu vy (3.25)
Fy Fy Fos Fys Fos Fyy
Iy Fy Fy, Fy; Fyy Fyy
Fy Fy Fip Frg F3y Fy

De la Definicién 3.1.1, podemos identificar la lista de vectores vecinos a un vector de Voronoi dado.

» Los vectores vecinos de v; con i € {0,1} y {i,5} = {0,1} son:
Vi, Vi+Vo, Vi+V3, Vi+Vy, Vo+V1+V3, Vo+ V1 +Vy, Vi+Vo+Vy, Vit Vot vy, 2V +Vo+ V3t vy,
Vo + Vi + Vo + V3, Vo + Vi + Vo + Vg, Vo + V1 + V3 + Vg

s Para vy los vectores vecinos son:
Vo + V2, V1 + Vg, Vo + V3, Vo + Vg, Vg + V2 + V3, Vo + V2 + Vg, V1 + V2 + V3, VI + Vo + vy,
vo+Vvi+ve+vVvs, vo+ Vi +vVa+ vy, vot+ Vo + V3 + vy, vi+Va+ vy + vy

» Los vectores vecinos de v; con i € {3,4} v {i,j} = {3,4} son:
Vi, Vo+Vi, V1+V;, Vo+V;, Vo+Vo+V;, Vi+Vo+V;, v+ V3+Vy, Vi+V3+vy, Vo+vi+ve+2v;,
Vo + V1 + V3 + Vg, Vo + Vo + V3 +Vy, VI + V2 + V3 + vy

» Los vectores vecinos de vy; = vg — Vi = 2V + Vg + V3 + v4 son:
Vo, Vo + V2, Vo + V3, Vo + V4, Vo + V2 + V3, Vo + V2 + V4, Vo + V3 + V4, Vo + V2 + V3 + V4.

= Los vectores vecinos de vgs = vg + vg son:
V0, V2, V1+V2, Vo+Vo+V3, Vo+Vo+Vy, 2V +Vo+V3+Vy, Vo+Vi+Va+V3, Vo+ V] +Vo+Vy.

s Los vectores vecinos de vgs = vg + v3 son:
Vo, V3, Vg + V4, V1 + V3, vog + v + V3, vg + Vo + V3, vg + V3 4+ V4, Vo + V1 + Vo + 2vs,
2vg+ vo + V3 + vy, vo+ Vi +Vy + Vs, v+ V] + V3 + vy, Vg + VvV + V3 + V4.

= Los vectores vecinos de vgy = v + v4 son:
V0, V4, Vo + V3, VI + V4, Vo + V1 + V4, Vo + Vo + V4, Vo + V3 + Vg, Vo + V] + Vo + 2vy,
2vo + Vo + V3 + V4, Vo + Vi + Vo +Vy, Vo + Vi + V3 + Vg, Vg + Vo + V3 + Vg

= Los vectores vecinos de vis = vq + vg son:
{v1, vo, vo+va, Vi+va+vs, Vi+va+vy, 2V +Vvo+ V34 vy, vo+Vi+Vva+Vs, Vot v+ Vet vy

= Los vectores vecinos de viz = vy + v3 son:
Vi, V3, Vo + V3, V1 + V4, Vg + Vi + V3, V] + Vo + V3, VI + V3 + V4, Vo + V1 + Vo + 2v3,
2vi+vo+Vv3+ vy, vo+ Vi +Vy+ Vs, vo+ V] + Vs + vy, Vi +Vy + V3 + vy

= Los vectores vecinos de vig = vy + vy son:
Vi, V4, Vo + V4, V1 + V3, Vg + V] + V4, V] + Vg + V4, V] + V3 + V4, Vg + V1 +V2+2V4,
2vy + Vo + V3 + Vg4, Vo + V1 + Vo + Vg, Vo + V1 + V3 + vy, VI + Vo + V3 + vy

s Los vectores vecinos de voz = vo + v3 son:
V2, V3, Vo + V2 + V3, V1 + V2 + V3, Vo + V2 + V3 + V4, V]I + V2 + V3 + V4.
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= Los vectores vecinos de voy = vo + V4 son:
V2, V4, Vo + Vo2 +Vy, Vi +Va+Vy, Vo+ V2 + V3 + vy, Vi +Va+ V3t vy

» Los vectores vecinos de vz = v3 — v4 = Vo + V1 + Vo + 2v3 son:
V3, Vo + V3, V1 + V3, Vo + V2 + V3, V1 + V2 + V3, Vo + V1 + V2 + V3.

Los vectores vecinos de los vectores de Voronoi restantes son los opuestos de los que aparecen

. . 4 .
aqui, para calcularlos es suficiente tener presente que ) . ,v; = 0, y que la celda de Voronoi tiene
simetria central.

En resumen, hay 18 vectores que tienen 12 vecinos, 6 que tienen 8 vecinos y 6 que tienen 6
vecinos.

Si S es un subconjunto propio de {0,1,2,3,4}, escribimos F(S) para denotar el conjunto de
caras vecinas de Fg tenemos:

» F({i}) = {Fj, Fi2, Fi3, Fia, Fing, Fo1a, Fios, Fioa, Fi5, Fr, Fy, F5}
con {i,j} = {0,1}
w F({2}) = {Fo2, Fr2, Fas, Foa, Foos, Foou, Fi23, Fio4, Fy, F, F3, Fy}.

» F({i}) = {F}, Foi, Fris Foi, Fooi, Fioi, Fosa, Fisa, Fi3,
con {i,j} = {3,4}.

Fy, b, By}

» F({0,1}) = {Fo, Fo2, Fo3, Foa, Foos, Fooa, Foza, Fy}.

= F({0,2}) = {Fv, F», F12, Foas, Foou, Fiy, Fy, i}

= F({0,3}) = {Fv, F3, Fou, F13, Fo13, Foes, Fosa, Fsg, Fyg, F1, Fs, Fp}
» F({0,4}) = {Fv, Fu, Fo3, F1a, Fora, Fooa, Fosa, Fy5, Fyg, F1, Fs, F5}
» F({1,2}) = {F1, s, Foo, Fio3, Fiou, Fi, F5, F1}.

» F({1,3}) = {F1, F3, Fo3, F1a, Foi3, Fias, Fi3a, Fsg, Fig, Fg, Fs, Fp}
» F({1,4}) = {F1, Fy, Fou, F13, Fora, Fi24, Fi34, Fy5, Fig, Fg, Fs, F5}.
» F({2,3}) = {F», F, Foos, Fio3, Fg, Fy}-

» F({2,4}) = {F>», Fy, Foou, Fio4, Fo, Fy}.

» F({3,4}) = {F3, Fo3, F13, Fo3, Fi23, Fi}.

En resumen: Las facets Fbs, Foy, F34 y sus opuestas, tienen 6 caras 2-dimensionales, mientras
que las facets Fo1, Foo, F12 ¥ sus opuestas tienen 8 caras 2-dimensionales. Las facets restantes tienen
12 caras 2-dimensionales cada una.
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3.3.2. Descripciéon de las facets.

= Como vimos en el apartado 3.3.1, las facets Fb3, Fby, F34 y sus opuestas, tienen 6 caras 2-
dimensionales, las cuales estan determinadas por la interseccién de ellas con sus facets vecinas.

La tabla (3.26), muestra el nimero de vértices en cada una de las 6 caras 2-dimensionales.

F N Fyconie{3,4} | N de vértices
Fy N Ey; 4
F; N Fy;
Fooi N Fy;
Fio; N Fy;
Fﬁﬂ Fy;
FTﬂ Fy,;

(3.26)

N Y I ITQ I

De aqui que estas facets tienen 6 caras cuadrilateras y 8 vértices, y por lo tanto son combina-
tériamente equivalentes a un cubo.

F N F;; | Nde vértices
F3N Fyp 4

Fys N FSZ
FisnN F3Z
Fo23 N Fay
Fio3 N Fag

(3.27)

Y INSY I I TS

De aqui que estas facets estan formadas por 6 cuadrilateras y 8 vértices, y por tanto son, al
igual que las anteriores, combinatériamente equivalentes al cubo. Ver Figura 3.9.

Figura 3.9: Facet Fiy7 y Fy; con i € {3,4}.

» Fq, Fo2, Fia y sus opuestas tienen 8 caras 2-dimensionales, la tabla (3.28) muestra el ntimero
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de vértices en cada una de ellas.

FNFjcon {i,j} € {0,1} | Nro de vértices
F; N Fiy
FyN Fio
Fjo N Fio
Fioz N Fio
Fioa N Fip
Fz; N Fio
Fgﬁ Fio
Fzﬁ Fio

(3.28)

Ol O] | Ot O] | O] Ot

De aqui que estas facets tienen 6 caras pentagonales, 2 triangulares y 12 vértices.

FNFy | Nde vértices
Fy ﬂFoi 5

Fyo mFOT
Fos ﬂFOj
Fyy ﬂFOj
Fioz N F(ﬁ
Fyog N F(ﬁ
Foyza N F[ﬁ

(3.29)

Ol W| O O O O] W

Estas facets tienen 6 caras pentagonales, 2 triangulares y 12 vértices. Ver Figura 3.3.2.

ol

Figura 3.10: Facet Fjy con i € {2,3,4}.

» La facet F; con i € {0,1} tiene 12 caras 2-dimensionales, la tabla (3.30) muestra el ntimero
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de vértices en cada una de ellas.

FNEF;con {i,j} ={0,1} | N de vertices
Fyis N F; 4
Foia N F;
Fios N F;
Fioa N F;
Fj N F;
Fio N F;
NNE,
Fis N F;
Fiy N F;
Fzﬂ F;

(3.30)

oo oo af oo o ||

Estas facets tiene 4 hexdgonos, 4 pentagonos, 4 cuadrilateros y 20 vértices.

» Las facets con 12 caras 2-dimensionales son del mismo tipo que F3. La tabla (3.31), muestra
el ntimero de vértices en cada una de ellas.

FNF;con{i,j} ={3,4} | N de vértices
Fy,NE; 4
Fj N F;
Fﬁsz
ij.Fi
Fooi N F;
Fi9; N F;
Foza N F;
Fi34 N F;
Fo, N F;
Fy N F;
FTQ.FZ'

(3.31)

oo oo ot o o] ot x| | s

Las facets estan formadas por 4 hexagonos, 4 pentagonos, 4 cuadrilateros y 20 vértices. Ver
Figura 3.11.

En resumen, la celda de Voronoi primitiva de un lattice de Tipo III, en dimensién 4 estd formada
por 18P12 4+ 6P + 6 F5, el coeficiente cuenta la cantidad de politopos 3-dimensionales; y el subindice
el niimero de caras 2-dimensionales de cada politopo.

3.3.3. Identificacion de los vértices.

A diferencia de lo que ocurre para los vértices de las celdas en lattices de Tipo I, y en menor
medida en los de Tipo II, no conseguimos una buena notacion, sencilla y clara, que nos permitiera
etiquetar los vértices en funcién de los vectores de Voronoi o de las facets. Esta dificultad es so6lo



70 CAPITULO 3. CELDAS DE VORONOI EN DIMENSION 4.

T

S

Figura 3.11: Facet F; con i € {0, 1, 3, 4}.

estética y no interfiere para nada en la descripcién de la celda, ni afecta las cuentas que haremos
posteriormente para calcular la constante de cuantizacion del lattice.

Dado que la celda de Voronoi es primitiva, cada vértice es la interesecciéon de 4 facets. Si p es el
vértice de la celda de Voronoi S(0), asi p es el unico punto en Fs, NFg,NFg,NFg,, y le asignaremos
el conjunto {vgs,, Vs,, Vs, Vs, -

En el Apéndice A.3, presentamos la lista completa de los vértices en términos de los vectores de
Voronoi que les corresponden a las facets que los determinan, asi por ejemplo, al vértice determinado
por las facets Fy, Fo2, Foo3 v Foo4, le hemos representado con el conjunto {va, vz, Vo2s, Vo4 }-

Para calcular sus y-coordenadas procederemos igual que antes, usando el hecho de que si F' es
la facet de S(0) dirigida por el vector de Voronoi v, entonces F' contiene a los puntos t € S(0) de
la forma t = %V + h, donde h L v, de aqui que t - v = %N(v).

Por ejemplo, el vértice determinado por {va, Vo2, Vo2s, Vo2a} es el tnico punto en Fy N Fyo N
Foos N Fpay, sus y-coordenadas satisfacen las siguientes ecuaciones:

y2 = 3N (v2) 3 (po2 + P12 + P23 + poa)
Yo+y2 =1iN(vo+va) = 1 (o1 + P03 + Poa + P12 + P23 + P2s)
Yo+y2+ys =3N(vo+va+vs) =3 (po1+pi2+ P13+ poa + paa + p3a)
Yo+y2+ys = 3N (Vvo+va+vy) =3 (po1+ pi2 + pia+ o3 + ps + p3a)
Yyot+yi+y2+tys+ys =0

El sistema tiene como tnica solucidn:

Yo = 3 (Po1 — Po2 + Po3 + Pos)

y1 = 3 (—po1 — P12 — P13 — P14) — P34
Y2 = 3 (po2 + p12 + P23 + paa)

Y3 = 5 (—po3 + P13 — P23 + P34)

Ya = 5 (—Ppos + pra — Pas + paa) .

Con los demés vértices se procede de manera similar.
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3.4. Una descripcién informal del espacio de los lattices en R*.

Al espacio de los lattices en dimensién 4, o equivalentemente, al espacio de las formas cuadra-
ticas definidas positivas, se lo puede ver como un espacio 10-dimensional, una dimensién por cada
parametro que los describe. Como se vio en las secciones precedentes, la estructura topologico-
combinatoria de la celda de Voronoi asociada a cada lattice estd estrechamente relacionada con los
parametros de Selling reducidos del lattice, de tal manera que al variar los parametros, las caras de
la celda también varfan, se alargan o ensanchan y hasta pueden perder lados o desaparecer, si se
atraviesan las paredes que determinan a cada tipo de lattice (respectivamente forma cuadratica), lo
cual podemos pensar como un cambio de regién en el espacio. Por la definicién de reduccion de for-
mas cuadraticas considerada en dimensiéon 4, distinguimos tres regiones abiertas, que corresponden
a los tres Tipos de lattices primitivos.

Si nos “paramos” en un lattice primitivo de Tipo I, podemos movernos libremente, variar conti-
nuamente los pardmetros de Selling, en el espacio de los lattices permaneciendo en Tipo I, hasta que
eventualmente llegamos a lo que llamamos una pared. En ella, 1a celda de Voronoi pierde generalidad,
se degenera, por ejemplo, desaparecen todas las aristas de una “zona” en la Vocell, pudiendo incluso
desaparecer algunas 2-caras y posiblemente alguna facets. De manera similar a lo que ocurre en los
lattices de dimensién 2, donde una celda de tipo hexagonal pasa a otra rectangular, o en dimensiéon 3
donde un octaedro truncado o permutoedro 3-dimensional, se degenera y transforma en un dode-
caedro hexarémbico al hacer un pardmetro igual a cero, para ver con més detalle recomendamos

consultar [Col, [CS3|.

Si se atraviesa completamente la pared, y se pasa “al otro lado” de la misma, nos encontramos
nuevamente en una region de lattices primitivos. S6lo que éstos pueden ser del mismo Tipo primitivo
6 de otro Tipo!. En el caso que partimos de un lattice de Tipo I, y se cambiara de Tipo al atravesar
una pared, caeremos necesariamente a un lattice de Tipo II. Pero, si estamos en la regién de Tipo
IT y atravesamos una pared, podemos caer a cualquiera de los tres Tipos existentes. Esto evidencia
que las paredes son distintas.

Como hemos visto, para Tipo I en dimension 4, hay 10 clases (o zonas) de aristas, y el colapso
de cualquiera de estas zonas nos lleva a una pared. En este caso, las diez paredes nos separan de
regiones de Tipo II. Desde el Tipo II, las diez paredes nos llevan asi: una sola a Tipo I (de la que
vinimos), seis a Tipo IT y las tres restantes a Tipo III. Por tdltimo, si estamos en una region de Tipo
III, nueve de las paredes nos llevan a regiones de Tipo II y sélo una a Tipo III.

Como hemos visto, a los lattices se les asignan parametros para trabajar con ellos. Nosotros
hemos considerado dos tipos de parametros, los de Selling —con los que Charve desarrolla su
método de reduccion de formas cuandraticas cuaternarias, — y las Conormas de Conway - Sloane,
[CS3] ¥ [Col, que ellos usan como un método alterno en la clasificacion de los lattices de acuerdo a
su celda de Voronoi. En ambos casos resulta muy interesante observar qué cambios sufre la celda de
Voronoi cuando alguno de estos parametros se hace cero. Vale la pena destacar que en los lattices
de Tipo I, ambas clasificaciones de pardametros coinciden, més aun, el hecho de que al variar un
lattice se llegue hasta una pared se traduce en anulacién de uno de los diez parametros del lattices.
Y atravesar la pared significa que dicho parametro se hace negativo. En realidad, al hacerse el
pardmetro negativo, posiblemente deja de ser un parametro reducido del lattice, y pasa a ser uno
putativo lo que obliga a aplicar el algoritmo de reduccién desarrollado en 2.3.2.

El lector interesado puede consultar la tercera lectura de [Co| donde el autor explica de manera



72 CAPITULO 3. CELDAS DE VORONOI EN DIMENSION 4.

muy atractiva el proceso con las conormas en dimensién 3.

Los parémetros de Selling o de Selling-Charve viven en R!°. Sin embargo la correspondencia
biunivoca entre lattices y parametros reducidos es delicada, solo vale en una regién de R0 que
muchas veces es solo la regién cercana al lattice que se esta considerando. En el caso de un lattice
como A} cuyos pardmetros en R son pa; = [1,1,...,1], no hay problema, pues la region de validez
es grande y contiene un abierto alrededor pa: en el espacio de los lattices.

Por el contrario, en el caso de D} mostrar esto es un poco delicado, ya que sus pardmetros
reducidos son ppr = [-1,1,1,1,1,1,1,0,0,0], con lo cual el lattice se encuentre digamos en una
esquina del espacio de los lattices. No obstante, si al cambiar un poco los parametros se cruza
una pared, y el lattice obtenido no estid en forma reducida, al aplicar el algoritmo de reducciéon
2.3.2, siempre se obtienen paradmetros reducidos que estan cercanos al lattice inicial, lo que permite
considerar un abierto también al rededor de éste punto o de puntos similares.

Para una discusién més rigurosa y detallada de este tema, recomendamos al lector las siguientes
lecturas: [Co|, [CS3], [RB], [Val, [Sc]



Capitulo 4

Constante de cuantizaciéon para lattices
en dimension 4.

El objetivo principal del capitulo, es calcular la constante de cuantizacién de un lattice L de
R*, en funcién de sus parametros de Selling reducidos. El capitulo esta distribuido de la siguiente
forma: A manera de introduccion, y casi como una digresion, presentamos el problema general de
cuantizacién, y como un caso particular el problema del reticulo cuantizador 6ptimo.

En la seccién 4.2 presentamos los preliminares necesarios para abordar el problema. Acto seguido,
seccién 4.3, reconstruimos las cuentas para calcular la constante de cuantizacién en términos de los
parametros de Selling reducidos para lattices en dimensiéon 2. En la seccién 4.4, describimos los
pasos seguidos por Barnes y Sloane en [BS], para calcular la constante de cuantizaciéon en lattices
3-dimensionales, y presentamos sin demostracién los resultados principales de su trabajo, esto es:
Una férmula para la constante de cuantizacién y el minimo de dicha funcién. En la seccién 4.5,
obtenemos el resultado principal de nuestro trabajo, esto es: una expresiéon que permite calcular
la constante de cuantizacién de un lattices 4-dimensional, en funcién de los parametros reducidos
segin Charve.

Nuestra férmula tiene en cuenta los tres tipos de lattices primitivos y dependiendo el Tipo al
que pertenece cada lattice se calcula su constante de cuantizacion. Para la obtencion de la formula
usamos fuertemente los resultados del capitulo anterior, y una serie de algoritmos que diseniamos
para poder hacer los calculos intermedios. Finalmente en la seccién 4.6 calculamos la constante
de cuantizacién de algunos lattices especiales, el capitulo termina con la seccién 4.7, en la cual
demostramos que los lattices A} y Dj son minimos locales para la funcién de cuantizacion en
dimension 4.

4.1. Introduccion.

Un cuantizador o conversor andlogico-digital, es un aparato para transformar senales continuas
en discretas. Intuitivamente lo podemos pensar como muestra la Figura 4.1. En el mundo real
los cuantizadores son muy ftiles, y se les usa para construir aparatos de grabacién, instrumentos
digitales de medida, sistemas de comunicaciéon digital, entre otros.

A continuacién se hace una presentacion general del problema de cuantizacion, aunque soélo

73
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tenemos interés en el problema restringido a lattices, y en particular a lattices 4-dimensionales. En
una primera lectura el lector puede obviar los parrafos siguientes y continuar desde la Formula (4.7)
Mas formalmente, consideremos H un subconjunto discreto de R™. Un cuantizador es una funcion

Entrada Cuantizador Sa]\lda
x Pl? P2a"'$Pma"' l;i

Figura 4.1: Representacion intuitiva de un Cuantizador.

que le asigna a cada punto x € R™ un punto P; € H, de tal manera que la distancia de x a H sea
igual a la distancia entre x y P;.

Note que un cuantizador puede describirse diciendo que tras su aplicacién el espacio R™ queda
particionado en celdas de Voronoi. La Figura 4.2 da una idea intuitiva de tal particién en dimension
2.

Celda de Voronoi

-— al rededor de Pj

Figura 4.2: Representacion intuitiva de un Cuantizador en dimension 2.

El proceso de cuantizar (discretizar) se introducen errores, usualmente la magnitud del error se
mide por la distancia euclidea del punto x a su imagen P;. A la hora de cuantizar los puntos P;
se deben elegir de acuerdo a la distribucién de probabilidad de x, de tal manera que sean puntos
representativos, es decir, cada P; debe ser tal que el promedio de N(x — P;(x)) sea minimo. Si x
tiene funcion de densidad de probabilidad p(x), el error cuadratico medio en dimension n es

Jop Tll/N(x ~ P(x)) p(x) dx (4.1)
R’ﬂ

donde P;(x) es el punto que el cuantizador le asigna a x.

Dado que las celdas de Voronoi inducen una particién de R™, la ecuacién anterior se puede
escribir en la forma:

E=-)" / N(x — P) p(x) dx (4.2)
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Es claro que F depende de la dimension del espacio, n, la cantidad de puntos M y de la funcién
de probabilidad.

Dados n, M y una funcién de densidad de probabilidad p, se desea conocer el valor de

E(n,M,p) = inf & 4.3
(n.M.p) = inf (43
es decir, el menor error alcanzado para cualquier conjunto de M puntos Pi, Ps, ..., Py € R™.

Zador demostro6 en [Za], que bajo ciertas condiciones generales sobre p(x)

n+2

lim M*™E(n,M,p) = G, (m/ p(x)™ (" +2) dx (4.4)

M—o0

donde G, es una constante que depende de n. Zador también demostré que

1
lim G,, = —.
n1—>rgo " 2me
Adicionalmente, se puede probar que
En,M
Go = lim (m,Mp) (4.5)
—00 1 M n
(H >im1 Jsepy dx)

El quantizer problem consiste en elegir “suficientes” puntos P;, Ps, ..., Py en R™ uniformemente
distribuidos en una bola grande de R™ de tal manera que

l ﬁ Zz]\il fs(pi) N(x — P;)dx

5 (4.6)
" (S vel(s(R)

sea minima. Ocurre que G, es el limite de los infimos de (4.6) sobre todas las posibles elecciones de
los puntos F;.

De otro lado, si todas las celdas son congruentes entre si, la expresiéon anterior se puede sim-
plificar. Por ejemplo, si P = S(0) es la celda de Voronoi de un lattice, la expresion (4.6) toma la

forma

xd
G, (p) = LIpx xdx (@)
n yol(P)w

es decir G, (P) es el sequndo momento normalizado de P.

Es decir, si los puntos se toman en un lattice L de R", y P es la celda de Voronoi centrada
en el origen, el lattice quantizer problem o Problema del reticulo cuantizador dptimo, consiste en
encontrar un lattice n-dimensional L en R™ para el cual G, (L) := G, (P) sea minimo.

El problema de hallar el reticulo cuantizador éptimo ha sido resuelto tinicamente en dimensiones
2 y 3. En dimensién 2, como es de esperarse, el mejor cuantizador es el lattice hexagonal, denotado
por As, ver [Fej|, mientras que en dimension 3 el minimo ocurre en el lattice A3, también conocido
como body-centered cubic lattice, ver |BS].
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4.2. Segundo momento para politopos.

Un paralelotopo n-dimensional es un politopo convexo que produce un embaldosamiento completo
o tiling por traslacion de R™. Los centros de las baldosas de un tal embaldosamiento forman un
lattice. Un paralelotopo de dimensién n se dice que es primitivo si en cada uno de sus vértices
inciden exactamente n + 1 paralelotopos en el embaldosamiento generado por él, por ejemplo en
dimensién 2 la celda de Voronoi del lattice hexagonal es primitiva.

Si P es un politopo en R™, denotamos por U(P) a su segundo momento no normalizado respecto
al origen, esto es:

U(P)= /Pa: ~xdr. (4.8)

Denotamos por I (P) a su momento de inercia respecto al origen, es decir:

1(P)= . (4.9)

Finalmente, el segundo momento normalizado y sin dimensién de P respecto al origen lo denotamos
por G (P), y corresponde a:

) (4.10)

Tal como se muestra en el siguiente resultado, el momento de inercia de un n-simplex se puede
calcular a partir de las coordenadas de sus vértices.

Teorema 4.2.1 (Momento de un n—simplex). [CS4] Sea T' un simplex n-dimensional en R™ con
vértices v; = (Vi1, Vi2, - - ., Vin) para 0 < i < n, entonces:

a. El centroide de T es el baricentro de los vértices:

1
Vn+1l = nizvz (4.11)

b. El volumen de T es:

I wvor wo2 -+ on
1 1 vy vi2 -0 10
vol (T) = —det | . . . . (4.12)
n. : : : - :
1 vy vp2 -+ vpn

c. El momento de inercia al rededor del origen es:
1 n+1

I(T) = m iZ;||Vz'H2 (4.13)

Demostracion. Una idea de la prueba puede consultarse en [CS4] o en [CS, Cap 21, pag. 451]. O
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Como consecuencia del Teorema 4.2.1, y de la definicién de U(P), se sigue que si @) es una
particién en n-simplices de un politopo P, entonces

U(P)=)_ U(T) (4.14)

TeQ

esto da un camino para calcular la constante de cuantizaciéon de un lattice. A modo de ejemplo
veamos cOmo es la formula de la constante de cuantizaciéon en dimension 2.

4.3. Constante de cuantizacién para lattices en dimensiéon 2.

Sea L un lattice 2-dimensional con superbase obtusa B = {vq, v, va}, parametros de Selling
Po1 = —Vo - V1, Po2 = —V( - V2, P12 = —V1 - Vo, matriz de Gram

A= Po1 + P12 —P12
—P12 Po2 + P12

y determinante A = det(A) = po1po2 + po1P12 + Po2pi2-

Una vez identificadas las componentes bésicas de la celda, tal como hicimos en la Seccién 2.1,
hacemos una triangulacion de la misma, ver Figura (4.3), y consideramos el centroide de cada
tridngulo, dicho punto coincide con el baricentro del tridngulo y viene dado por el promedio de los
vértices. Las y-coordenadas de los vértices son:

Poi2

Pio2 Poa1

P210

Figura 4.3: Particiéon en simpleces celda de voronoi 2 dimensional.

1 Po1 + Po2 1 Po1 + Po2
Po12 — 5 —po1 + P12 Po21 — 5 —Po1 — P12
—Po2 — P12 —po2 + P12
1 —Ppo1 + Po2 1 —Po1 — Po2
P10z = 5 Po1 + D12 P120 = 5 Po1 + P12 (4.15)
—Po2 — P12 Po2 — P12
1 Po1 — Po2 1 —Po1 — Po2
P201 — 5 —Po1 — P12 P210 — 5 Po1 — P12

Po2 + P12 DPo2 + P12
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Consideremos el triangulo Ty, con vértices en 0, pg12, Po21, Su area viene dada por:

Po1+Po2 —po1+pi2
1 2 2
det
2 Po1+po2 _ Po1+pi2
2 2

vol (T0> = —

1
=3 |— (po1 + po2) (po1 + p12) — (—po1 + p12) (Po1 + Po2)|

1
=3 (po1 + po2) (2p12)

_ P12 (Por + po2)
—
Como los tridangulos Ty y 112 son congruentes, se sigue que

_ P2 (po1 + po2)

vol (Tg) 1 = vol (Tm)
por simetria tenemos que

vol (1) = PR UOLEP1D) o) ()
y

vol (Ty) = Por P2 £112) _yp

4

Si p1,p2 v p3 son los vértices del tridngulo y by es su baricentro, el momento de inercia de T’
en torno al origen, viene dado por:
3 1 g
I(T) =N (bo) + 53— > N (pi)

3-41,:1

y el segundo momento de inercia no normalizado U(T'), viene dado por:
U(T)=I(T) x vol(T)
donde vol (T') es el area del triangulo.

De este modo para el tridngulo Tj tenemos:

[(Ty) = 3N <1 ( po1 + poz >> _I_i [N <1 < po1 + poz )) LN (1 ( Po1 + Po2 >)]
4 3 —Ppo1 12 2\ —Po1+ P12 2\ —Ppo1 — P12
De (1.4.7), obtenemos:

1
Iy =1(Ty) = GYIN (po1 + po2) (3A +pf,), donde A = det (A) = po1poz + Porp12 + Pozpi2,

y el segundo momento de inercia no normalizado

1 2y 1
Uo = 5, & o1 + po2) (3A + pi) 1P12 (Por + po2) -

Cuentas similares muestran que

~ po2 (po1 + p12)” (3A + pdy)

Ui 96A
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~ pot (po2 + p12)? (3A +p,)
- 96 A

Us

ademas se tiene que Uys = Uy, Upa = Uy v Uy = Us.

Asi las cosas, el momento de inercia no normalizado de la celda de Voronoi S(0) es:
U (5(0)) = 2(Uo) + U1 + U2

que podemos escribir como

1
U (S(0)) = T2 (P81 (po2 + p12) + D2 (Po1 + p12) + Pia (Po1 + Po2) + 4po1pospiz) - (4.16)

Si llamamos
S1 = po1 + po2 + p12
K = po1po2p12

tenemos

1
U (5(0)) = 12 (AS; + K) (4.17)
v por lo tanto, la constante de cuantizaciéon de L viene dada por:

_1U(L)

T 2 A3/2

(ASl + K)
24A3/2

G (L)

De este modo tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.3.1. Sea L un lattice 2-dimensional con pardmetros de Selling asociados [z,vy, 2|, en-
tonces la constante de cuantizacion de L, que denotamos por Go (L) o por Go (z,vy, z), viene dada
por:

(x+y+2) (zy+2z+yz)+ayz

24 (xy + 2z + yz)3/2

G2 (xvyu Z) =

Si L un lattice 2-dimensional, con parametros de Selling p = [z,y, 2|, sin perder generalidad
podemos asumir que A = zy+xz+yz = 3. De tal manera que encontrar el mejor lattice cuantizador
en dimension 2, equivale a determinar el minimo de Ga(x,y,2) = 3(z + y + z) + xyz, sujeto a las
restricciones f(z,y,z) =zy+zz4+yz=3yx>0,y>0y z>0.

Usando el método de los multiplicadores de Lagrange, se logra mostrar sin mucha dificultad,
que el Gnico minimo de Ga(z,y, z) con las condiciones impuestas a p es [1, 1, 1], que corresponde
al lattice Hexagonal.

Fejes Toth |Fej|, demuestra algo mas general, la mejor distribucién de puntos en el plano, no
necesariamente lattices, corresponde al lattice hex4gonal.

Teorema 4.3.2 (Fejes Toth). El mejor cuantizador en dimension 2 es el lattice hexagonal As.
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4.4. Constante de cuantizaciéon para lattices en dimensién 3.

En la Seccién 2.2 hicimos una descripcion detallada de las componentes de la celda de Voronoi
primitiva de un lattice en dimension 3. Si B = {vy, v1, V2, v3} es una superbase obtusa de un
lattice tres dimensional, los pardmetros de Selling son p;; = —v; - vj, con 0 < ¢ < j < 3, bajo estas
condiciones, una matriz de Gram asociada es

Po1 + P12 + P13 —P12 —P13
A= —P12 Po2 + P12 + P23 —p23 )
—p13 —Dp23 Po3 + P13 + P23

y el determinante del lattice, A = det(A), tiene la forma:

A = po1po2p03 + Po1P02P13 + Po1P03P12 + Po2Po3P12 + Po2P03P13 + Po1Po2p23 +
Po1P12P13 + Po1P03P23 + Po2P12P13 + Po3P12P13 + Po1P12P23 + Po1pP13p23 +
DPo2P12P23 + Po2P13P23 + Po3P12P23 + Po3P13D23-

Adicionalmente, si t € R3 tiene y-coordenadas aumentadas (yo,¥1,¥2,¥3), la Proposicion 1.4.7
establece que N(t) es de la forma

0A

3 3
1
N(t) = Z ZAOiyf + Z (Aoi + Aoj — Aij) Yy | > donde Aij = %
=1 1]

0<i<j<3

Si S(0) es la celda de Voronoi centrada en el origen, ella tiene la forma de la Figura 4.4.

3102 3012

1320

1230

Figura 4.4: Etiquetamiento de una Celda de Voronoi Primitiva en dimensién 3.

Barnes y Sloane [BS], basados en un trabajo previo de Barnes [Bal, resuelven el lattice quantizer
problem en dimension 3, ellos encuentran una expresiéon para la constante de cuantizacién en térmi-
nos de los parametros de Selling reducidos del lattice, para lo cual construyen una particion de S(0)
en 60 tetraedros, un tal tetraedro se muestra en la Figura 4.4, al tener presente los resultados de la
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Seccion 4.2 logran expresar la inercia, y el segundo momento de cada tetraedro de la particion en
funcién de las y-coordenadas de sus vértices, y consiguen calcular la constante de cuantizacién del
lattice. Las cuentas son similares a las que hicimos en el caso 2-dimensional, y pueden consultarse
en [BS].

Teorema 4.4.1 (Barnes-Sloane). Sean p;j = —v;-v;, para 0 <1 < j < 3, los pardmetros de Selling
asociados a una superbase obtusa de un lattice 3-dimensional L, y sean

(4) (3)
A =" po1po2pos + Y po1p23(Po2 + po3 + P12 + pi3)

S1 = po1 + poz2 + Po3 + P12 + P13 + P23

S2 = Po1Po2P13P23 + P01P03P12P23 + P02P03P12P13
4)
K =" po1po2po3(p12 + p13 + p23).
Entonces, la constante de cuantizacion de L es:

AS| + 2SS+ K
Gall) = ——55A17

Recurriendo a herramientas muy ingeniosas, entre las que se destacan las variaciones que fijan
el determinante, y lo que ellos llaman el Lema de los caminos, Barnes y Sloane demuestran en [BS],
que A3 es el mejor lattice cuantizador en dimensién 3.

Teorema 4.4.2 (|BS|). El dnico minimo local de

- DSl + 252 + K
B 36A4/3

Gs(L)

sujeto a las condiciones p;; > 0 para todo 0 < i < j <3 y A # 0, ocurre cuando todos los p;; son
tguales.

En la siguiente secciéon seguiremos los pasos de Barnes y Sloane, y conseguimos expresiones que
permiten calcular la constante de cuantizacién de cualquier lattice 4-dimensional, una una expresién
para cada uno de los tres Tipo de lattice.

4.5. Constante de Cuantizaciéon para lattices 4-dimensionales.

Sea L un lattice 4-dimensional y p = [po1, Po2, P03, Po4, P12, P13, P14, D23, P24, P34] un vector de
parametros de Selling reducidos asociado a L, no hay perdida de generalidad al suponer que todos

los p;; # 0, ya que si este no es el caso, algunos de los simplex de la particién que usaremos para
calcular G(L) son “degenerados”, es decir tienen volumen cero, y por tanto no aportan nada en el
calculo final de la constante de quantizacién de L. Hacemos notar ademés que un lattice puede tener
hasta 5! = 120 representantes p, una por cada permutacion de los subindices de los parametros p's.

Si S(v) denota la celda de Voronoi centrada en v € L, los resultados del capitulo anterior
proporcionan una descripciéon detallada de S(0) en térmimos de p. Una celda tipica, tendra un
maximo de 120 vértices, 240 aristas, 150 caras 2-dimensionales y 30 facets o caras 3-dimensionales.
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La constante de cuantizacion de L, que denotamos por G(L) o G(p), es el segundo momento
normalizado y sin dimensién de la celda de Voronoi calculada en un punto cualquiera de L, por lo
tanto su valor depende de la forma de la celda y no de los parametros usados para describirla. Por
comodidad haremos los calculos en S(0), en cualquier otro punto de L el valor es igual. Es decir

G(L) = G(S(0)).

Es importante destacar que aunque los célculos a realizar son algebraicamente sencillos, ellos
involucran expresiones polinémicas muy grandes, lo que hace indispensable el uso de la computadora.
Para tal efecto, hemos implementado una serie de programas para ser ejecutados en el toolbox de
matemética simbolica de MATLAB. El cédigo de los programas implementados, se puede consultar
en el Apéndice A.2.

El procedimiento general para calcular G(S(0)) sera el siguiente:

Figura 4.5: Vértices de un 4-simplex.

» Paso 1. Generamos una particién @ de S(0) en 1440 simplices 4-dimensionales.

Para construir tal particiéon, notemos que un 4-simplex queda completamente determinado por
sus vértices, b en este caso, los cuales elegiremos de la siguiente forma: el origen, 0, siempre
serd un vértice; a continuacion elegimos 2 vértices adyacentes p; y p2 de la celda de Voronoi,
lo que equivale a tomar una de las 240 aristas de la celda; a continuacién escogemos una
cara 2-dimensional de la celda que contenga a esta arista, lo que corresponde a elegir una
de las tres caras 2-dimensionales de S(0) que contienen a la arista elegida; el cuarto vértice,
que denotamos por ps, serd el promedio de los vértices de la 2-cara anteriormente elegida; el
quinto y ultimo vértice, que denotamos por p4, serd el centro de una de las dos facets que
contiene a la 2-cara considerada en el paso anterior. La Figura 4.5 muestra uno de los posibles
4-simplex de la particion. De esta manera construimos una particion de S(0), la cual tiene
240 x 3 x 2 = 1440 simplices.

Computacionalmente procederemos asi: El programa edge, ver Apéndice A.2, recibe la lista de
los vértice de la celda de Voronoi e identifica la lista completa sus aristas. De manera similar, el
programa verfaces, recibe el vector de Voronoi asociado a una facet de S(0) y devuelve todos
los conjunto de vértices que conforman cada una de las caras 2-dimensionales de la facet.
Finalmente el programa Vertsimplez, encuentra los vértices de cada uno de los 4-simplex de
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la particién antes descrita.

= Paso 2. Calculamos el volumen de cada uno de los 4-simplex de la particiéon Q.
Para esto tendremos presente que si p = [po1,Po2, - - -, P24, P34] €S un vector de parametros de
Selling para un lattice, la matriz de Gramm asociada tiene la forma:

P1jo234  —DP12 —P13 —P14
A— —P12 P20134 —P23 P24
—P13  —P23 P3jo124 P34

—P14 —P24 —P34  P4j0123

Donde pj|jkim = Pij+Dik+Pil+Pim, ademas, si A es el determinante del lattice, por el Teorema
1.4.5 sabemos que:

(60) (60) (5)
A= Zpijpjkpklplm + Zpijpjkpklpjm + Zpijpikpilpim
y A;j denota la derivada formal de A con respecto a p;;.

Adicionalmente, si t € R?* tiene y-coordenadas aumentadas (yo,y1,¥2,¥s,¥4), la Proposi-
cion 1.4.7, establece que N (t) viene dada por:

4

1

N(t) = Z E AOzyf + E (AOz + A()j — Al]) y,-yj . (4.18)
=1 1<i<j<4

Finalmente, si T' es un 4-simplex con vértices en 0, p1, p2, P3, P4 cada uno de ellos expresado
en y-coordenadas, entonces

1
vol (T') = m’ det (p1 P2 P3 P4) |- (4.19)

El programa Vol, ver Apéndice A.2, usa estos hechos y con su ayuda podemos calcular el
volumen de un 4-simplex en términos de las y-coordenadas de sus vértices.

» Paso 3. Calculamos U(S(0)), el segundo momento de S(0).
Primero notemos que si los vértices de un simplex T son 0, p1, P2, P3 ¥ P4, Su baricentro es

ps =+ 31 o pi v entonces
5
1
L(T) = 5> leill*, (4.20)
i=0

adicionalmente, por la igualdad en (4.14), el segundo momento de S(0) viene dado por

U(S(0)) = > Vol(T)I(T). (4.21)
TeQ

Para calcular U(S(0)) usaremos el programa Iner, dicho programa recibe las y-coordenadas de
los vértices de un simplex 4-dimensional y usa la igualdad en (4.20) para calcular el momento
de inercia de T respecto al origen.

» Paso 4. Finalmente, reemplazamos en la igualdad (4.10), la expresion obtenida en el paso
anterior y simplificamos.

Veamos como son estos célculos para cada uno de los tres Tipos de lattices en dimension 4.
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4.5.1. Constante de cuantizaciéon para lattices de Tipo 1.

Si L es un lattice 4-dimensional primitivo de Tipo I, el algoritmo de reduccién de Char-
ve garantiza la existencia de una superbase obtusa B = {vq, vi, vo, v3, v4} para L. Sea p =
[Do1, Po2, - - - D23, P24, P34], €l vector de parametros de Selling reducidos de L asociados a B, note-
mos que en este caso p;j = —v; - v; >0 para 0 <i < j <4,

Los resultados de la Seccién 3.1, proporcionan una descripcion detallada en términos de p de la
celda de Voronoi con centro en el origen, S(0); adicionalmente, en el Apéndice A.1, se encuentra la
lista completa de los vértices de dicha celda. Con esta lista y siguiendo los pasos descritos al inicio
de la Seccién procedemos a calcular G(p).

Primero construimos la particion @ de S(0) en 4-simplex, para lo cual es suficiente aplicar a la
lista de vértices de Tipo 1, el programa Vertsimplez, ver programa Vertsimplez en el Apéndice A.2.

Consideremos uno de tales simplex, digamos Ty, que tiene vértices en 0, po1234, P01243, P3 Y P4,
cuyas y-coordenadas aumentadas son:

Po1 + Po2 + po3 + Poa Po1 + Po2 + po3 + Poa
—po1 + P12 + P13 + P14 —po1 + P12 + P13 + P14
Po01234 = % —Po2 — P12 + P23 + P24 pP3 = % —Po2 — D12
—Po3 — P13 — P23 + P34 —Po3 — P13
—Po4 — P14 — P24 — P34 —Po4 — P14
Do1 + Po2 + Po3 + Poa Do1 + Po2 + Po3 + Poa
—po1 + P12 + P13 + P14 —Do1
Po1243 = % —Do2 — P12 + P23 + P24 P4 = % —Po2
—P03 — P13 — P23 — P34 —DPo3
—Po4 — P14 — P24 + P34 —Po4

tal como lo indica la Figura 4.5. Usando (4.19) tenemos que

vol (Tp) = 24\1/Zdet(l)01234 Po1243 P3 P4 )

= m (po1 + po2 + pos + poa) (P12 + P13 + p14) (P23 + P24) P34

y de la igualdad (4.20), su momento de inercia es

1
I(Ty) = 30 (IlPo1234 + Po1243 + P3 + Pal*+[[Por2sal*+|[Por2as >+ P3| >+ pal?) -

Después de reemplazar los valores de esas normas y expandir, obtenemos una expresién cuyo nu-
merador tiene 722 sumandos de grado 5, a la que podemos escribir como

4
1
H{To) = X (Z 10p5;Aoi + 3piaQia + 3pT3A13 + 6p74Ars + 3phs Aoz + 6p3eAay + 234 Ass + 2R> ;
1
donde R es la expresién:

R = Tpo1poap12013P23—ID02P03P04P12P14— IP02P03P04P13P14—8P01P02P04P13P23 — 2P01 P03 P0aP12P23 —
11po1Po2p03P14P24 — Po1P03PoaP12P24 — 8P02P03P12P13P14 — IP02P0aP12P13P14 — IP03P0aP12P13P14 —
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8Po1P02P13P14P23 — 2P01P03P12P14P23 — S8P02P03P04P12P13 — TP01P02P03P14P34 — 4P01P02P0aP13P34 —
11po1po2p13P14P24 + 4Po1P03P12P14P24 — Po1P0aP12P13P24 — 8P02P03P12P13P24 + TP02P04P12P13P23 —
9P01P03P04P23P24 + 4P02P03P12P14P24 — IP02P0aP12P14P23 + TP03P04P12P13P23 — Po2P03P13P14P24 +
2P02P04P13P14P23 + 2D03P04P12P13P24 + 4P03P04P12P14P24 — IP03P04P13P14P23 — IP03P04P13P14P24 —
8P01P02P13P23P24 — 2P01P03P12P23P24 + TP01P12P13P14P23 — TP01P02P03P24P34 — 4P01P02P04P23P34 +
9Po1Po2P13P14P34 — 11po1Po2P1apa3pas — TPo1Po3P12P14P34 — 4P01P0aP12P13P34 — Po1PoaP12P23P24 +
4po1P12P13P14P24 — 8P02P03P12P13P34 + TP02P12P13P1aP23 — Po1P03P14P23P24 + 2P01PoaP13P2spaa +
2pP02P04P12P13P34 + 4P02P12P13P14P24 + TP03P12P13P14P23 + OP02P03P13P14P34 — IP02P0aP12P14P34 —
9P03P0aP12P23P24 + 4P03P12P13P14D24 + TP04P12P13P14P23 + DP02P04P13P14P34 — IP03P04P13P23P24 +
4poap12p13P1aP24 — IP03P0aP14P23P24 — 8P01P02P13P23P34 — 2P01P03P12P23P34 + TPo1P12P13D23P24 +
6po1P03P12P24P34 + 10p01P04P12P23P34 + DP01P12P13P14P34 + 4P01P12P14P23D24 + TP02P12P13P23D24 —
11po1poap1aP24P34 — TPo1P0o3P14P23P34 — Po1PoaP12P24P34 — 4P0o1P0aP13D23P34 — 4P0o1P13P14D23P24 —
TP02P03P12P24P34 — 4D02P04P12P23P34 + DP02P12P13P14P34 + 4D02P12P14P23D24 + TP03P12P13P23P24 —
TP01P03P14P24P34 — 4D01P04P13P24P34 — TP02P03P13P24P34 — 4P02P04P13P23P34 — 4P02D13P14P23P24 +
OPo3P12P13P14P34 + 4P03P12P14P23P24 + TP04P12P13P23P24 — TP02P03P14P24P34 — 4P02D04P14P23P34 —
4po3p13P14P23P24 + DPoaP12P13P14P34 + 4P0aP12P14P23P24 — 4P04P13P14D23D24 + TP01P12P13P23P34 +
OPo1P02P23P24P34 + TPo2P12P13P23P34 + OP01P03P23P24P34 + 4Po1P12D14P24P34 + DP01P13P14P23P34 +
Tpo3P12P13P23P34 + DP01P04P23P24P34 + OP01P13P14P24P34 + 4D02P12P14P24P34 + OP02P13P14P23P34 +
TPo4P12P13P23P34 + DP02P13P14P24P34 + 4D03P12P14P24P34 + OP03P13P14P23P34 + OP03P13P14P24P34 +
4poap12p14P24P3a + DPoaP13P14P23P34 + DP0aP13P14P24P34 + OP01P12P23P24P34 + OP01P13P23P24P34 +
OPo2P12P23P24P34 + OP01P14P23P24P34 + OP02P13P23P24P34 T OP03P12D23P24P34 + OPo2P14P23P24P34 +
OP03P13P23P24P34 + OPoaP12P23P24P34 + DP03D14P23P24P34 + DP0aP13D23P24P34 + DP0aP14D23D24D34 -

La contribucion de T al segundo momento no normalizado de la celda de Voronoi S(0), viene
dada por U(Tp) = vol(1p)I(Tp), cuyo numerador tiene 6070 sumandos, cada uno de grado 9, motivo
por el cual no lo escribimos aqui.

Después de sumar los segundos momentos de todos los simplices de la particién @), obtenemos una
expresion cuyo numerador consta de 13370 sumandos. Con ayuda de la computadora conseguimos
factorizar A en ese numerador, y si definimos:

S1 = 2(10) Pij

S = S pispiprapimpmg + 32" piipikPrPImDmi

KW = 2(30) DijPjkPkiPilPim + 2(60) DijPjkPkiPilPjm + 2(60) DijPjkPkiPilPim~+
S b piPRPINDmi

(4.22)
donde el supraindice (I) designa el Tipo I, y el indice sobre la sumatoria cuenta la cantidad de
términos de la misma. U(S(0)) toma la forma:

A8 42880 + KD
N 12A1/2

U(5(0)) (4.23)

Finalmente, al sustituir (4.23) en la formula (4.10), y simplificar, obtenemos la constante de cuan-
tizacién del lattice, la cual presentamos en el siguiente teorema.

Teorema 4.5.1 (Constante de cuantizacion para lattices de Tipo I). Sea L un lattice de Tipo I
con pardmetros de Selling reducidos p = [po1, Po2, - - -, P24, P34, y sean A el determinante de L, Si,
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Sél) y KU como en (4.22), entonces la constante de cuantizacion de L viene dada por:

A8 +2580 + KO
B 48A5/4

G(p) (4.24)

4.5.2. Constante de cuantizacién para lattices de Tipo II.

Si L es un lattice 4-dimensional primitivo de Tipo II, con vector de pardametros de Selling
reducidos p = [po1, P02, - - -, D24, P34], del algoritmo de reduccion de Charve, sabemos que pg; < 0
los otros parametros p;; son positivos y |po1| < pi; para {i,j} N{0,1} # 0, y sea S(0) la celda de
Voronoi de L con centro en el origen. Los resultados de la seccién 3.2, proporcionan una descripcién
detallada de las componentes basicas de dicha celda en funcién p. En el Apéndice A.1, se encuentra
la lista de los vértices, en términos los vectores de una superbase reducida del lattice.

Las cuentas para calcular G(p) en lattices de Tipo II son similares a las hechas en el caso de los
lattices de Tipo I, con algunos pequenos cambios, en este caso, obtuvimos que el segundo momento
de S(0), tiene un numerador con 13762 sumandos de grado 9, en el que también logramos factorizar
un determinante A del lattice, si definimos

Si =2"py
Séf n — Sél ) _ 2p5, (P23D24 + P23D34 + P24P34) (4.25)
KD = KU 4+ 2pd, (pag + paa + psa)

podemos expresar U(S(0)) como:

AS; + 2850 4 gD )
U(5(0)) = DN ~ AL (4.26)

asi las cosas, al reemplazar (4.26) en (4.10), obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.5.2 (Constante de cuantizacion para lattices de Tipo II). Si L es un lattice de Tipo II

con pardmetros de Selling reducidos p = [po1, Po2, P03, - - - » D24, P34), Y A es el determinante de L,
y S, S;II) y KUD son como en (4.25), entonces la constante de cuantizacion de L viene dada por:
AS QS(H) K(H) 5
Gy =212 _FR P (4.27)
48AD/4 60A5/4

4.5.3. Constante de cuantizaciéon para lattices de Tipo III.

Si L es un lattice 4-dimensional primitivo de Tipo I1I, por el algoritmo de reducciéon de Charve el
vector de parametros de Selling reducidos p = [po1, poz2, Pos3, - - - » P24, P34] para L es tal que po1 < 0,
p3a < 0, los restantes p;; > 0y |po1| < pij siempre que {i,7} N {0,1} # 0, |psa| < p;; para
{1,573} N {3,4} # 0, y |por + p3a| < pij con pij € {po3, Poa, P13, P14}. Si como antes, S(0) es la celda
de Voronoi centrada en el origen, los resultados de la seccién 3.3 nos dan una descripcién detallada
de dicha celda en términos de p. En el Apéndice A.1, se encuentra la lista de los vértices S(0) en
términos de una superbase reducida de L.

Las cuentas para calcular G(p) son similares a las hechas con los lattices de Tipo I y II, en este
caso el numerador de U(S(0)) tiene 14214 sumandos de grado 9.
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Si A es el determinante del lattice, y

Si= YW0p,
SéIH) = Sém — 2p3,(P§1 + Po1Po2 + Po1p12 + Po2pi2) (4.28)

KU — g1 4 2p34(2po1 + po2 + p12)

logramos expresar U(S(0)) en la forma:

ASl _1_255[[[) _|_K(III) p(5]1 pg4
U(5(0)) = TN ~ EALZ T TOAL (4.29)

luego de reemplazar (4.29) en (4.10), y simplificar, obtenemos:

Teorema 4.5.3 (Constante de cuantizacion para lattices de Tipo III). Si L es un lattice de Tipo

IIT con wvector de pardmetros de Selling reducidos p = [poi, Po2, P03, - .-, P24, P34] Y s1 A es el
determinante del lattice, y S1, SéHI) y KU son como en (4.28), entonces L tiene constante de
cuantizacion
o) = AS 42580 ¢ gUID s w0
48A5/4 60A5/4  40A5/4

En resumen, si p es el vector de parametros de Selling reducidos para un lattice 4-dimensional
L,y G(p) es la constante de cuantizacion para dicho lattice, entonces:

A8 4280 1 k(D . )
— AT si p es de Tipo I
Glp) = { Asie2sy DeKUD __of i pes de Tipo 11 (4.31)
48 AD5/4 G0A5/2 S1 p es de 11po .
A51+2,5‘§”I>+K(I”) Py 5, ) .
1’AB/2 — GoatT — qoas/a siopes de Tipo III

Observacion 4.5.4. La naturaleza de la funcién hace que ella sea continua en el espacio de los lattices.
Sin embargo debe tenerse cuidado con la forma de calcular el valor que ella asume en un lattice dado.
Note que si V' = {vyq, vi, v, V3, v4} es una superbase reducida para un lattice L, es claro que cual-
quier reordenamiento de sus vectores sigue siendo una superbase reducida de L, por lo tanto, si p =
[Po1, P02, P03, Pods D125 P13, P14, P23, P24, P34] €s un vector de pardmetros de Selling reducidos para
Ly si o es una permutacién de 01234, el vector o - p := [Po(0)0(1)s Po(0)0(2)s - - - » Po(2)o(4)s Po(3)o(4))s
también es un vector de parametros de Selling reducidos para L, asi pues, en general L tiene 5! = 120
vectores de Selling que lo representan. Este hecho debe tenerse presente en las consideraciones de
continuidad de la funcién que como advertimos es continua en el espacio de los lattices, pero usamos
los parametros de Selling reducidos para conocer el valor de dicha funcién en lattices concretos.

El siguiente corolario muestra que la constante de cuantizacién de un lattice es invariante por
homotecias.

Corolario 4.5.5. Sea t > 0 y L un lattice en R* con pardmetros de Selling reducidos p =

[Po1, o2, P03, Poa, P12, P13, P14, P23, P2, P3a), entonces el lattice v/tL es del mismo Tipo que L y
tiene pardmetros de Selling reducidos tp := [tpo1,tpo2, - . ., tpaa, tpss]. Ademds se cumple

G(tp) = G(p) (4.32)
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Demostracion. Seat > 0,y p = [po1, Po2, P03, - - -, P24, P34). La primera afirmacion es clara, ya que si
V = {vq, V1, V2, V3, v4} es una superbase reducida de L, VtV := {/tvo, Vtvi, Vtvae, Vtvs, Vivs}
lo es para v/tL, y por las propiedades del producto interno en R* tenemos que [tpo1, tPo2, - - - » tP24, tP34]
es el vector de pardmetros reducidos correspondiente. Para ver la segunda afirmacioén, es suficiente
notar que todos los términos en el numerador de G(p) son homogéneos de grado 5, mientras que la
cantidad sub-radical en el denominador lo es de grado 4, el resultado se sigue de las propiedades de
la potenciacién. O

Observacion 4.5.6. Como consecuencia del Corolario 4.5.5, todo lattice en R* es equivalente a otro
cuyo vector de pardmetros de Selling reducidos tiene 1 o —1 en la primera posicién, dependiendo
de si el lattice es 0 no de Tipo 1.

4.6. Algunos valores para la constante de cuantizacion G(p).

Una vez que tenemos la expresion para la constante de cuantizacién en términos de los para-
metros de Selling reducidos del lattice, podemos calcular rapidamente dicho valor. Es importante
destacar que las férmulas que encontramos solo son validas si los parametros son reducidos, por lo
que es indispensable usar primero el algoritmo de reduccién de formas cuadrficas dado en la Seccién
2.3.2.

1. El lattice de raiz A4. Los parametros de Selling reducidos de A4 son [1,0,0,1,1,0,0,1,0, 1],
por lo que es un lattice de Tipo I, por el Teorema 4.5.1,

A(A4)S1(Ag) + 2550 (Ag) + KD (Ay)
48 A (Ay)5/4

G(A4) =
donde

Si= Y"p;
1
KD =3 pyipjwpripupim + X pipjpprivivim + X pigpwprivapim+

2(12) PijPikPkiPimPmi

Al evaluar cada una de estas expresiones obtenemos que A =5, 51 =5 K =1y Sy =1, por
lo tanto la constante de cuantizacion de A4 es G(A4) = % ~ 0,0780197022.

2. El lattice dual Aj. Este lattice también es de Tipo I, ya que tiene parametros de Selling
reducidos [1,1,1,1,1,1,1,1, 1, 1], cuantas similares a las anteriores muestran que su constante
de cuantizacion es G(A}) ~ 0,0775587567.

3. El lattice dual Dj. Sus parametros de Selling reducidos son D} =[—-1,1,1,1,1,1,1,0,0,0],
por tanto D} es un lattice de Tipo II con constante de cuantizacion G(Dj) ~ 0,0766032346.
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4. El mejor “packing-covering lattice” en dimension 4. A este lattice se suele denotar por
Hoy, [Sc, Cap 5. pag 100], una matriz de Gram es:

2 1 -1 -1 4 1 -2 -2
1 2 -1 -1 V3|1 4 -2 -2

1 -1 2 ot 3|2 2 4 1|
11 0 2 9 9 1 4

usando el algoritmo de reduccion de Charve descrito en (2.3.2), encontramos que los parame-
tros de Selling reducidos para Hoy4 son:

Hoy = [—1,1,1,36602, 1,36602, 1, 1,36602, 1,36602, 0,36602, 0,366025, —0,36602],
con lo cual Hoy es un lattice Tipo 111, con constante de cuantizacion G(Hoy) =~ 0,07693771799.

5. Los lattices de Dickson de tipo «. Para cada o € (—1,2) la matriz

2« -1 -1
« 2 -1 -1
-1 -1 2 1—al’
-1 -1 11—« 2

Diyq =

es definida positiva, y por la correspondencia entre lattices vy formas cuadréaticas definidas
positivas, Diy, es la matriz de Gram de un lattice 4-dimensional. Después de aplicarle el
algoritmo de reduccion de Charve a ésta matriz encontramos que:

e Para a € (—1,0], Diyy es un lattice de tipo II, con pardmetros de Selling reducidos
Digg =[-1—-a,1,1,14+a,1+a,1+a,1 4+ a,—«,0,0], y constante de cuantizacion

(a+1)2(=7a® 4+ 9a? + 39 — 52)
120(—a? + a + 2)%/2

G(Diga) =

e Para a € (0, %], Diy, es un lattice de tipo III, con parametros de Selling reducidos
Digo =[-1—a, 1, 1,14+ a,14+a,1+a,1+a,—a,0,0], y constante de cuantizacion

16a° + 5a* — 5002 — 3502 + 650 + 52

G(Disa) = 120(—a? + o 4 2)5/2

e Para a € %, 1), Disq es un lattice de tipo III, con parametros de Selling reducidos
Digo = [—a,a,1,1,,1,1,1 — a,1 — a,« — 1], y constante de cuantizacion

—16a° + 85a* — 13002 + 502 + 55 + 53

G(DZ4O£) = 120(—0&2 +a+ 2)5/2

e Para a € [1,2), Diy, es un lattice de tipo II, con parametros de Selling reducidos Diyy =
24+ a,1,1,2—- 0,2 —a,2—a,2 —a,a— 1,0,0], y constante de cuantizacion

(a — 2)2(=Ta> + 1202 + 36a + 11)
120(—a? + a + 2)5/2

G(Dige) =
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Figura 4.6: Comportamiento de G(Diy,) para la familia Dickson.

La siguiente es la grafica de la constante de cuantizacién para la familia Diy,. Es importante

resaltar que aunque el lattice Diy,, con a = 5_T VI3 s optimo local para el “covering lattice
problem” en dimensién 4, no se destaca cuando se lo mira como un reticulo cuantizador.

6. Los lattices de Dickson de tipo (. Consideremos la familia de vectores Dig(8,7y) =
[~7,1,1,1,1,1,1, 8, 8, 8], cada elemento de esta familia representa un lattice en R* si la matriz
de Gram asociada

3—7 v —1 -1
vy 3—7 -1 -1
-1 -1 24258 =B |’
-1 -1 -5 2+2B
es definida positiva, es decir si los menores principales de dicha matriz son positivos. De aqui
que:
3—v>0

68 —2y—2By+5>0
188 — 4y — 33%y + 982 =88y +8 >0
368 — 8y — 1832y + 2782 — 248y +12 > 0

lo cual ocurre para —2/3 < f < ooy —oo < v < 3/2. En el caso = 0,54415 y v = 0,50009,
obtenemos el lattice de Dickson Diyg, que resulta ser un lattice Tipo II con pardmetros de
Selling reducidos Diyg = [—v,1,1,1,1,1,1, 3,5, 8], y constante de cuantizacion G(Diyg) ~
0,0774655442. Como en el caso Diyq, este lattice no se destaca cuando se lo mira como un
reticulo cuantizador.

Observacion 4.6.1. Tras largas busquedas computacionales con lattices arbitrarios en cada uno de
los tres tipo, encontramos que los valores mas pequenios de G(p) ocurren en los lattices A} y D}. En
la siguiente seccién demostramos que ellos son minimos locales de G. Lo que confirma los resultados
namericos obtenidos por Agrell y Eriksson en [AE].
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4.7. A,y D; son minimos locales para G(p).

Teorema 4.7.1. El lattice A} es un minimos local de la funcion G(p).

Demostracion. Por el Corolario 4.5.5, no hay pérdida de generalidad al suponer que pg; = 1 para los
lattices de Tipo I, y temporalmente, denotemos a pge con p2, a pg3 con ps, etc., es decir pg = P2, p3 =
Po3; P4 = Po4; P5 = P12 = P5, P6 = P13, P7 = P14, P8 = P23 P9 = P24 = P9, Y P10 = P34 = P10-

Calculamos ahora las derivadas parciales g—g para i = 2.,10, utilizando la féormula (4.24), cada

una de estas derivadas tiene alrededor de dos mil términos en el numerador, no obstante, con la
ayuda de la computadora se verifica rapidamente que en el punto p = 45 =[1,1,1,1,1,1,1,1,1,1]
es un cero simultaneo de todas ellas, es decir,

oG
pi

(A1) =0 para 2 <1 < 10.

Por consiguiente A} es un punto critico de G.

Adicionalmente, la matriz Hessiana de G, tiene entradas (Hg)ij = %{g}j para ¢, j = 2,..., 10.
Nuevamente con la ayuda de la computadora, calculamos y evaluamos esta matriz en el punto Aj,
los calculos muestran que ella es el producto de un escalar positivo con la matriz
111 14 14 14 —65 —65 14 14 —65

14 111 14 —65 14 —65 14 —65 14
14 14 111 —65 —65 14 —65 14 14
14 —65 —65 111 14 14 14 14 —65
—65 14 —65 14 111 14 14 —65 14
—65 —65 14 14 14 111 —65 14 14
14 14 —65 14 14 —65 111 14 14
14 —65 14 14 —65 14 14 111 14

—65 14 14 -65 14 14 14 14 111

Se verificar facilmente (con la computadora) que los menores principales de la tltima matriz son
positivos, con lo cual la Hessiana Hg(Aj}) es definida positiva, y por lo tanto A} es un minimo local
de G. ]

Teorema 4.7.2. El lattice D} es un minimo local de la funcion G(p).

Demostracion. Este caso es un poco mas complicado que el anterior, ya que mientras A} se encuentra
en el interior de la region de los lattices de Tipo I, D}, por el contrario, se encuentra en una ‘esquina’
del espacio de los lattices, es decir, en la intersecciéon de ‘paredes’ que dividen a los distintos tipos
de lattices, tal como se Seccién 3.4.

Las ‘paredes’, separan regiones de lattices de Tipo II y III, por lo que a D} uno puede acercarse
por lattices de Tipo II y también por lattices de Tipo III. De este modo, para verificar que Dj es
un minimo local, es necesario tener en cuenta esto y verificar la condicién de minimalidad en ambas
formulas, (4.27) y (4.30)'. Queda claro que es suficiente analizar sélo dos regiones, la de Tipo II que
estd ‘cerca’ a Dj y la de Tipo III que se acerca a Dj. No es necesario ver como son todas las paredes

les similar a tomar limites laterales en una funcién definida a tramos.
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que contienen a Dj ni tampoco qué sucede en los dos semiespacios que ellas determinan, ya que
informacion T i rcan ra conteni n region nsider .
toda la informacion sobre lattices cercanos a D} estard contenida en las dos regiones consideradas

Veamos primero qué ocurre cuando nos acercamos a D} dentro del espacio de lattices de Tipo
II. Por el Corolario 4.5.5, no hay pérdida de generalidad al suponer pg; = —1 para los lattices de
Tipo II, y denotemos por p2 a pgo, y asi sucesivamente ps = po3, ..., p1o = p34. Con la ayuda de
la computadora hacemos los calculos de las primeras derivadas parciales g—g, esta vez utilizando la

formula (4.27), se verifica que dichas derivadas se anulan en D}, es decir

aG(DZ) =0 para 2 < < 10.
dpi
Con lo cual D} es un punto critico de G.
Adicionalmente, la matriz Hessiana Hg = (agjg;j) para ¢, j = 2,..., 10, evaluada en D}, es un
miltiplo escalar positivo de
12 2 2 2 2 2-2-2-2
2 3 0 0-10 0-1 0
2 0 3 00-1-1200
2 00 3 00 0 0-1
2-1 0 0 3 0 0-1 0
2 0-1 0 0 3-1 0 0
-2 0-1 0 0-1 3 0 0
—2-1 0 0-1 0 0 3 0
-2 0 0-1 0 0 0 0 3

dado que todos los menores principales de dicha matriz son positivos, ella es definida positiva, y
en consecuencia D} es un minimo local de G para los lattices de Tipo IIL.

Algo similar ocurre cuando nos acercamos a Dj por lattices de Tipo III. En este caso procedemos
de manera similar al anterior, pero usando la expresion de G(p) para lattices de Tipo III, formula
(4.30), y observamos nuevamente que D} es un punto critico de G, la matriz Hessiana es la misma
que en el caso anterior y por lo tanto D} es un minimo local de G para los lattices de Tipo III.

De todo lo anterior, podemos concluir que D} es un minimo local de G. O

En el siguiente capitulo presentamos algunos adelantos en la btusqueda del minimo global del
problema de cuantizacién para lattices 4-dimensionales.



Capitulo 5

Un sistema algebraico asociado al
problema del reticulo cuantizador
6ptimo en dimension 4.

Una vez que tenemos en forma explicita la férmula para la constante de cuantizacién de lattices
en dimension 4, expresion (4.31), el problema de obtener el reticulo 6ptimo en dicha dimension
consiste en determinar el minimo de esa funcién. Es decir, minimizar la expresion

AS1+2850 KD : .
— A si p es de Tipo 1
G(p) = { LS5y V+KUD  pf, i pes de Tipo 11 (5.1)
P 18AT/A —~ GOAS/A si p es de Tipo .
A51+QS§”I>+K(IH) pgl p§4 . .
L — GOAFT T Toasa Sipes de Tipo III

El ataque natural a este problema, serfa intentar determinar todos los minimos locales de cada
una de la funciones, y luego comparar esos valores y asi obtener el minimo global. Dado que las
expresiones involucradas son funciones suaves, se podria pensar en utilizar métodos del analisis
diferencial. Por ejemplo, el método de los multiplicadores de Lagrange, éste método funciona bien
en dimension dos, pero para dimension tres o superiores, las expresiones involucradas hacen que el
método deje de funcionar. Barnes & Sloane |BS|, advirtieron esa complicacion, y debieron recurrir
a herramientas mateméticas muy ingeniosas para resolver el problema en dimensién tres.

Una complicacién adicional para nuestro caso es que en lugar de una, tenemos tres férmulas
distintas. Una posible herramienta para buscar minimos locales es el llamado método variaciones,
que se puede utilizar en numerosos contextos mateméticos.

Dado que nuestra funcion G(p) es un cociente, por razones mnemotécnicas la denotaremos como
]l\gé;n((pp)), notemos que tanto el numerador Num(p) como el denominador Den(p) son muy grandes,
a saber, son polinomios homogéneos de grado 5 con més de 500 términos en 10 variables. De modo
que resulta dificil comparar los valores de la funcién en dos lattices distintos. Sin embargo, si el
denominador de ambos lattices fuese el mismo, entonces la comparacién resultaria muchisimo més

facil de evaluar. Es por esta razén que se piensa en un método donde uno se mueva por un subespacio

93
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de lattices con el mismo denominador. Como en este caso Den(p) es esencialmente el determinante
del lattice, seria como movernos dentro del subespacio de los lattices con el mismo determinante o
equivalentemente con el mismo volumen, lo que no nos quita generalidad, ya que como hemos dicho
en Corolario 4.5.5 la constante de cuantizacién entre lattices semejantes no cambia.

En el presente capitulo haremos una breve presentacién de dicho método, adaptandolo a nuestro
caso, presentaremos algunas ventajas del mismo y mostraremos la obstruccién encontrada.

5.1. Variaciones que fijan el determinante.

Definicion 5.1.1. Sean F' : R® — R una funcién, € > 0, m y p vectores en R™. Decimos que
p = p+em, fija a F(p) hasta el primer orden de ¢, si F'(p) = F(p) + €2R, siendo R una expresion
polinémica en e.

Consideremos A como la funcién que asigna a cada lattice L su determinante. Por comodidad
representaremos a L por medio de uno cualesquiera de los vectores p = [po1, Po2, P03, - - - » P24, D34]
de parametros de Selling reducidos. Para p fijo, consideremos p = p+em de tal manera que represente
un lattice en R*, es decir, la matriz de Gram asociada a p es definida positiva. Por el Teorema de
Taylor para funciones en varias variables, podemos escribir:

A(p) = Alp) + e(dA(p)) -m + €R (5.2)

donde dA(p) es el diferencial de la funcion A valuado en p. Para que p deje fijo a A(p) hasta el
primer orden de € es necesario y suficiente que

dA(p) -m = 0. (5.3)

Sin pérdida de generalidad, y para facilitar los calculos, vamos a considerar que m es de la forma
Ap, donde A = (aj;) es una matriz cuadrada de tamano 10 x 10 a determinar. Asi las cosas nos
proponemos encontrar condiciones sobre A para que se satisfaga la igualdad (5.3).

Mas explicitamente, si

app Golr - Qo9
aip a1 - a19
A=
agy a9l --- Q99
entonces
m= Ap
apo Po1 + ap1 Po2 + - -+ + @og P34
a10po1 + ai1po2 + - - + a9 P34
ago Po1 + ag1 po2 + - - - + agg P34
y como

dA(p) = (Ao1(p), Do2(p); -, Aza(p))
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donde Ayj(p) es la derivada formal de A respecto a p;; evaluada en p, al reemplazar en (5.3),
obtenemos

(Ao1(p), Do2(p), -5 Azalp)) -

dA(p) -m=0

apo Po1 + aop1 po2 + - - -
a10po1 + a1 po2 + - - -

ago Po1 + agr po2 + - -

+ apg P34

+ a19 P34 (5.4)

+ agg P34

Expandimos el miembro izquierdo de (5.4), y agrupamos por términos semejantes, obtenemos una

expresion polinémica en las variables po1, po2, - - -

, P34 (ver Apéndice A.3), al exigir que dicho polino-

mio sea idénticamente cero, conseguimos un sistema de ecuaciones cuyas variables son las entradas
de la matriz A = (aj;), las soluciones del sistema permiten construir vectores m = Ap, tales que
p = p+em fija a A(p) hasta el primer orden de e. Las cuentas intermedias se pueden consultar
en el Apéndice A.3. Con una manipulacién algebraica un poco méas cuidadosa, logramos escribir

~ ~ 14 . -
ap=p+emenlaformap = p+e) .~ tyw;, dondelos t; son nimeros reales, y los w; son como sigue:

wl2 =

Po1 + po2 + Po3 + Poa
0

0
—P01 — P02 — P03 — P04
—Po2
—Po3
Po1 — Po4
0

P02
P03
po1 + P12 + P13 + P14
—P12
PO1 — P13
—Pi14
0

—P0O1 — P12 — P13 — P14
0

P12
0
P14
—P01 — P13 — P14
—P02 — P23 — P24
Po3 + P13 + p23
Po4 + P14 + P24
—P12
0 )
0
0
0
P34
po1 + po2 + po3 + poa
—P01 — P02 — P03 — P04

P12 — P03 — Po4 — Po2 + P13 + P14

—Po2 — P12

—P03 — P13

—Po4 — P14

Po2 + P12

Po3 + P13

Po4 + P14
0

0
0

wio =

s W13 =

Po1 + Po2 + Po3 + Poa
0

—Po1 — P02 — P03 — P04
0

—Po2
Po1 — P03
—Po4
P02
0
P04
—Po1 — 2p12 — P14
2po2 + 2p12 + 2p23 + p24
—P03 — 2p23 — P34
po2 + Po4 + P14 — P24 + P34
0

—P13
P12
0

—P02 — P12 — P23
P23
P14 — P02 — P03 — P04 — POl
P24
P34
—2po4 — P14 — P24 — P34
Po2 + P12
P03 + P13
Po4
P23
0
0
Po1 + P12 + P13 + P14
PO1 — P12
—P13
—P14
—Po1 — P12 — P13 — P14
0

0
P13
P14
0
P02 — P12
Po2 + P12 + P23 + p24
—p23
—p24
—P02 — P12 — P23 — P24
P23
P24
0
0
0

En resumen, tenemos el siguiente teorema:

€
o
I

Po1 — P02 — P03 — Po4 + 2p12 + 2p13 + 2p14
—Ppo2 — 2p12
—Ppo3 — 2p13
POl — P04 — 2p14
Po2 + P12
Po3 + P13
P04 — PO1 6 P12 — P13

P12
P13
P14 — P02 — P03 — P04 — P12 — POl
po2 + P12 + P23 + 2p24
P02 — P23 + P34
—2po4 — P14 — 2p24 — P34
Po2 + P12
Po3 + P12 + P13
P04
—P0o2 — P12 — P24
0

P24
P14 — PO2 — P03 — P04 — P13 — POl
P03 — P23 + P24
po3 + P13 + P23 + 2p34
—2po4 — P14 — P24 — 2p34
po2 + P12 + P13
P03 + P13
P04
—P03 — P13 — P34
P34
0
—Po1 — P12 — P14
po2 + P12 + P23
—P03 — P23 — P34
Po4 + P14 + P34
0

—p13
0
0
P24
0
P03 — P13
—p23
P03 + P13 + P23 + P34
—P34
P23
—P03 — P13 — P23 — P34
P34
0
0
0
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Teorema 5.1.2 (Variaciones que fijan el determinante). Sea A la funcion que asigna a cada lattice
en R* su determinante, y sea p = [po1, P02, P03, - - -, P24, P34] una representacion en pardmetros de
Selling reducidos de un lattice L. Si wg, wi,...,wis, wig son como arriba, entonces todo lattice con
representacion de pardmetros dada por p = p+e Z%io t;w;, con € y todos los t; nimeros reales, deja
fijo a A(p) hasta el primer orden de variacion de e.

Apliquemos el método de variaciones a los lattices A} y D}

Ejemplo 5.1.3. Consideremos A} = [1,1,1,1,1,1,1,1,1,1], para encontrar lattices p = A} + em
que fijan a A(A}) hasta el primer orden de variacion de e es suficiente hacer:

ri1 [ 4tg + 4t1 + 4tg + 4t3 — 4ty — 4ts — 3tg — 3ty — 4tg + 4tg + 4t10 — 3t11
1 —3to — t3 + Tta + 5ts — 3te + t7 + tg — 4tg + 3t11 — 2t12 + 4t13 — t14
1 —4t1 — 3to — 4ty + t5 + 3tg + t7 + Sty — t19 — 3t11 — 2t12 — t13 + 4t14
1 —4tg — 2tg — t3 + 3ty — 6t5 + 3tg — bty — 6tg — t10 + 3t11 — 2t12 — t13 — t14
5= 1 Te —to — t1 + 2t2 + 2t5 — te + 2t7 + 3tg — 4t10 + 2t12 — 4t13 + t1a
1 —to + 2to — 4t3 — t4 + 3t5 + 2t7 + 2ty — tg — t11 + 2t12 + t13 — 414
1 —t1 — 2to +tq4 + 15 +t7 +tg — to + 2t12 +t13 +t14
1 t] +t3 — 3ts +t7 — 3tg +t9 +t10
1 to +t2 — 3tg + tg + tg + t1o +t11
L 1 ] L to+t1+t2+ts+ta+1t5+ 16 |
Ejemplo 5.1.4. Para el lattice D} = [-1,1,1,1,1,0,0,0], los lattices p que fijan A(D}) hasta el

primer orden de variaciéon de € son de la forma:

—1 7 [ 2to + 2ty + 2to + 2tz — 2t4 — 2t5 — tg — t7 — 2tg + 2tg + 2t10 — t11
—3ta — t3 + 4tg + 2t5 — te +tg — 2tg — 2t10 + 2t11 — 2t12 + 213
—2t1 — 3ta — 2tz — t4 +t5 + 2t + 2t — t10 — t11 — 2t12 + 2t14
—2tg — 2t19 — 4to — t3 + 3t4 — 3t5 + 2tg — 3ty — 3tg — t10 + 2t11
—to —t1 + 2t + 2t5 — tg + 2t7 + 3ty — 2tg — 2t10 + 2t12 — 2t13

—to — 2t1 + 2t2 — 2t3 — t4 + 3t5 + 2t7 + 2tg — to — t11 + 2t12 — 2t14
—2tp —t1 +tg +t5 +t7r +tg —tg + 2t12

t1 +t3 — 2t5 — 2tg +tg +t10

to +t2 — 2t4 +to 4+ t10

to +1t1 +t2 + 13 J

hs)
Il
OO0 HKEFEHREHPRF
+
2

Observacién 5.1.5. En ambos ejemplos, es importante destacar que aunque hay 15 parametros t;’s,
el espacio generado es 9 dimensional, que es la dimensién maxima posible, es decir los lattices que
se obtienen por este método son todos los posibles entre aquellos que fijan A(p) hasta el primer
orden.

5.2. Meétodo de Variaciones para lattices de Tipo 1.

Usemos el método de variaciones descrito en la secciéon anterior en el caso més simple de la
funcién de cuantizacién, la que corresponde a los lattices de Tipo 1. Como vimos en el capitulo
anterior, si p es un lattice de Tipo I, por el Teorema 4.5.1, la constante de cuantizaciéon de p tiene
la forma

_ Num(p)

Num(p) = AS] + 25';[) + KD,

donde

Si € es lo suficientemente pequefio, de tal manera que p = p+e€ Z}io t;w; también es un lattice de
Tipo I, por el Teorema 5.1.2, p fija a A(p) hasta el primer orden de variacién de €, con lo cual el
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incremento G(p) — G(p) es esencialmente Num(p) — Num(p). Ahora bien, el coeficiente de € en la
expansion de Taylor alrededor de p en Num(p) viene dado por

14
dNum(p) - E tiwg,
i=0
en consecuencia, si p es un minimo de GG entonces

14
dNum(p) - Z tiw; =0,
i=0
las propiedades del producto interno permiten escribir

14
Zti dNum(p) - w; = 0. (5.5)
=0

Dado que esto es cierto para todas las posibles elecciones de los escalares t;, podemos concluir que
si p es un mimino de G entonces

dNum(p) - w; =0, para 0 <7 < 14. (5.6)

Es decir, los minimos locales de G(p) son soluciones del sistema de ecuaciones (5.6), el cual puede
consultarse en el Apéndice A.4.

Como habra notado el lector, las ecuaciones del sistema (5.6), son homogéneas de grado 5, en
10 variables, y tienen muchisimos términos, entre 100 y 680, con lo cual la cantidad de operaciones
necesarias para resolverlo, es extremadamente grande. El sistema resulta imposible de resolverse
con las maquinas a las que tenemos en la actualidad.

Observacion 5.2.1. Hemos hecho algunas pruebas, desde ingenuas como debilitar un poco las condi-
ciones, por ejemplo: consideramos tres o mas variables constantes e iguales, hasta muy ingeniosas, en
las que intentamos explotar la simetria que guardan los subindices, pero todos los caminos que inten-
tamos, incluso con recomendaciones y vigilancia de mateméticos expertos en este tipo de sistemas,
fueron infructuosos.

No obstante logramos algunas cosas, por ejemplo: si consideramos que hay almenos tres para-
metros iguales, digamos a t > 0, el sistema se puede resolver en un tiempo prudente, dando como
tnica solucion p = [t,t,t,t,t,t,t,¢,t,t], lo cual erd de esperarse, ya que como vimos en el Teorema
471, A} =[1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1] es un minimo local de G para los lattice de Tipo L.

Por el Corolario 4.5.5, todo lattice de Tipo I, tiene un representante cuyos parametros de Selling
tienen valores entre 0 y 1. Apoyados en este hecho, hicimos una busqueda entre los lattices de Tipo
I, con cerca de 10'Y lattices, distribuidos por el cubo unidad en el primer ortante, y encontramos
que solo para los lattices que tienen sus parametros cercanos a 1 la constante de cuantizacién es
inferior a 0,077559 ~ A}, pero ninguno estuvo por debajo de G(A}) = 0,0775587567. Lo cual nos
alienta a pensar que A} es el 6ptimo para el problema de cuantizaciéon en lattices de Tipo L

Nuestros resultados, junto con los resultados experimentales de Agrell & Eriksson, ver [AE]|,
reafirman la idea que A} es 6ptimo entre los reticulos de Tipo L.

El procedimiento fue asi: Construimos una grilla de lattices reducidos de Tipo I en el cubo

unidad, donde cada parametro tomaba un valor en el conjunto {0, %, %, cen 1%, 1}, evaluamos la
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funcion (4.24), en los puntos de dicha grilla, si el valor de G es menor que 0,07756, almacenamos
tanto al lattice como a su constante de cuantizacién.

Un procedimiento similar se hizo para lattices de Tipo II y III, comparando con el valor de G
en Dj. El resultado obtenido fué similar, es decir:

No encontramos lattices con constante de cuantizacion inferior a G(D}) = 0,0766032346 y para
los que tienen cuantizacién cercana a 0,076603... sus pardmetros reducidos son muy cercanos a un
representante de D} = [—1,1,1,1,1,1,1,0,0,0].

Teniendo en cuenta la cantidad de lattices explorados, y la distribucién de los mismos y tomando
en consideracion los trabajos de Agrell & Eriksson, estamos muy tentados a afirmar que A} es el
Gnico minimo entre los reticulos de Tipo I y que D} es el tinico minimo entre los lattices de Tipo
Il y IIL. Y que por lo tanto Dj es el 6ptimo para el lattice quantizer problem en dimensiéon 4. No
obstante aun nos hacen falta elementos para lograr probar esa afirmacion.



Capitulo 6

Apéndice.

A.1. Veértices para S(0) en Tipo I, IT y III.

Por comodidad identificamos un vértice de la celda de Voronoi S(0), con los vectores de Voronoi
que dirigen las facets a las que él pertenece, asi por ejemplo el vértice determinado por Fy, Fo1, Foi2
y Fo123 lo representamos por el conjunto {vg, vo1, vo12, Vo123 }. Las siguientes tres listas muestran, en
la forma que acabamos de enunciar, todos los vértices para S(0) la celda de Voronoi con centro en
el origen, en cada uno de los tres tipos de lattice en el espacio euclideo 4-dimensional.

99
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{vo, vo1, vo12, vo123}
{v1,v01, vo12, vo123}
{vo,v03, vo13, vo123}
{v1,v12,v012, vo123}
{v1,v01,v013, vo134}
{0, v03, V023, Vo123 }
{vo, vo2, vo24, vo124}
{vo, vo4, vo14, vo124}
{wo, vo2, vo24, Vo234 }
{2, v02, vo24, Vo124 }
{v1,v13,v013, vo134}
{2, vo2, vo23, Vo234 }
{vo,v03, V034, Vo234 }
{vo, vo4, v034, vo134}
{2, v23,v123, vo123}
{v1,v14, v124, Vo124 }
{v2, V24, V024, Vo124 }
{2, v23,v023, Vo234 }
{v4, V14, V014, Vo124 }
{v1,v14, v134, Vo134 }
{4, v04,v034, Vo134 }
{2, va4, vo24, Vo234 }
{vs,v13, v134, Vo134 }
{4, v24, v124, V0124 }
{3, v34,v034, v0134}
{v3, 23, V234, V0234 }
{3, v34,v034, Vo234 }
{v4, V14, V134, V1234 }
{v3,v34, V134, v1234}
{v4, V24, V234, V1234 }

{wo, vo1, vo12, vo124}
{wo, vo2, vo12, vo124}
{wo, vo1, vo14, vo124}
{2, vo2, vo12, vo123}
{v1,vo1, vo14, Vo124}
{vo,v03, v013, V0134}
{v1,vo1, vo14, vo134}
{v1, v12,v123, v0123}
{wo, voa, vo14, vo134}
{wo, vo3, vo23, V0234 }
{vo,v03, V034, Vo134}
{v2, v23, vo23, vo123}
{2, v02, vo24, vo234}
{vo, voa, vo24, Vo234 }
{v1,v12,v123, v1234}
{wo, voa, vo34, Vo234 }
{v1,v13, V134, V0134}
{v1,v12, V124, V1234}
{v4, v14,v014, V0134 }
{3, v23, v023, V0234 }
{v4, v14, V124, V0124 }
{1, v14, V124, V1234}
{1, v14, V134, V1234}
{v3,v13,v134, v1234}
{4, v14, V134, Vo134}
{v2, v23, v234, V1234 }
{v4, v34,v034, V0134 }
{v4, v34, V034, V0234 }
{v3, v34, V234, V0234 }
{v4, v34,v134, V1234 }

Vértices de la celda de Voronoi primitiva lattices Tipo 1.

{vo, vo1, vo13, vo123}
{v1,vo1, vo12, vo124}
{vo,vo1,v013, vo134}
{2, v02, V012, Vo124 }
{vo,vo1,vo14, vo134}
{1, v13, V013, vo123}
{2, vo2,v023, vo123}
{v3, v03, V013, Vo123 }
{vs,v03, V023, vo123}
{v2, v12,v123, V0123 }
{1, v12, V124, Vo124}
{3,003, V013, Y0134}
{v3, v23, V023, Vo123 }
{vs,v13,v123, vo123}
{v3, v23, V123, Vo123 }
{vs,v03, V023, Vo234 }
{2, v12, V123, V1234}
{vs,v03, V034, Vo134 }
{v2, v12, V124, V1234 }
{vs,v03, V034, Vo234 }
{v4, vou, V024, Vo234 }
{2, v3, 123, V1234}
{v3, v23,v123, V1234 }
{v2, va4, V124, V1234}
{2, v23, V234, Vo234 }
{v3, 34, V134, V0134 }
{va,v24, v234, V1234 }
{v4, V34, V134, V0134 }
{va,v24, v234, V0234 }
{v4, V34, V234, V0234 }

{wo, vo2, vo12, vo123}
{1, vo1,vo13, vo123}
{wo, voz2, vo23, vo123}
{v1,v12, vo12, Vo124}
{2, v12, vo12, vo123}
{2, v12, v012, Vo124}
{wo, voz2, vo23, Vo234 }
{v1,v13,v123, vo123}
{wo, voa, vo24, vo124}
{v3,v13,v013, vo123}
{v1,v14, vo14, vo124}
{v1, vi4, v014, v0134}
{3, v13,v013, Vo134 }
{2, v12, V124, vo124}
{v4, vos4, vo14, vo124}
{4, vo4, vo14, v0134}
{v1,v13, v123, v1234}
{4, vo4, vo24, vo124}
{v2, v24,v124, V0124 }
{v1,v13, V134, V1234}
{4, v24,v024, Vo124 }
{3, v13,v123, v1234}
{v4, voa, vo34, vo234}
{4, va4, vo24, Vo234 }
{2, va4, V234, Vo234}
{v4,v14,v124, V1234 }
{v3, v23, va34, v1234}
{v4, v24,v124, V1234 }
{v3, v34,v234, v1234}

{v4,v34, V234, V1234}.
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Vértices de la celda de Voronoi primitiva lattices Tipo II.

{wo, voz2, vo12, vo123}
{wo, vo3, vo23, vo123}
{wo, voa, vo14, vo134}
{wo, vo3, vo34, Vo134 }
{vo, 03, v023, Vo7 }
{vo, v1,v013, vo123}
{1, v14, v124, v5, }
{v1,v12,v123, v0123}
{1, v12, V124, vo124}
{v1,v13, v134, V0134 }
{v1,v13, v123, v, }
{2, v02, vo24, Vo124}
{2, v02, vo24, vo234}
{2, vy, vo24, Vo234 }
{v2, v24, vo24, V124 }

{wo, vo2, vo12, Vo124 }
{vo,v03, v013, vo134}
{vo, voa, vo14, vo124}
{wo, voa, Vo34, V0134 }
{vo,v03, V034, Vo7 }
{vo,v1,v013, v0134}
{1, v14, V134, v, }
{v1, v12,v012, vo123}
{1, v14, vo14, Vo124}
{v1, v14,v134, V0134 }
{v1,v13, v134, v, }
{2, v12,v123, vo123}
{2, v12, V124, Vo124}
{2, vag, v124, V1234}
{v2, v23, v023, V123 }

{wvo, voz2, vo23, Vo123 }
{wo, voz2, vo24, Vo124 }
{0, voa, vo24, Vo1 }
{0, vo2, V023, Vo1 }
{Uo, U1, V012, U0123}
{vo, v1, vo14, Vo124 }
{1, v12, v012, Vo124}
{v1,v13,v123, V0123 }
{1, v14, V014, Vo134}
{v1,v12,v123, Vg1 }
{2, v12, V124, V1234}
{v2, vo2, vo23, Vo123 }
{v2, v23, V023, Vo234 }
{2, v02, V12, v0123}

{v2, vo23, V123, vo123} {v2,v024, V124, Vo124 }

{vo,v03, vo13, vo123}
{Uo, Vo4, V024, 110124}
{vo, vo4, vo34, Vo7 }
{vo, vo2, vo24, Vg1 }
{U07 VU1, V012, 1)0124}
{vo, v1, vo14, V0134 }
{v1,v13,v013, vo123}
{v1,v13,v013, V0134 }
{v1,v14, v124, Vo124 }
{v1,v12, V124, Vg1 }
{2, v3, V123, V1234}
{2, vo2,v023, Vo234 }
{v2,v12, V123, V1234}
{2, v02, v12,v0124}

{v2, v23,v0234, V1234} {v2, V24, V0234, V1234 } {3, V03, V023, Vo123}  {v3, V13, V123, Vo123 }
{v3,v03,v023, V0234}  {v3,v03, V034, V0134 } {3,003, V034, Vo234}  {V3, V23, V023, V0234 }
{v3,v13,v123, v1234} {v3,v13, V134, v0134} {3, v23,v123, v1234} {v3, V13, V134, V1234 }
{v3,v34,v034, V0234}  {v3,V34, V134, V1234 } {3,023, V0234, V1234 } {V3, V034, V134, V0134 }
{v3,v023, V123, v0123} {V3, V34, V0234, V1234 } {V3,V03, V13, v0134} {3, V23, V023, V123 }
{v3,v03,v13, v0123}  {v3,V34,V034,V134} {4, 04,0024, Vo124} {V4, Vo4, V024, V0234 }
{va,v14, V124, v0124} {4, V04, V034, V0134} {4, V14, V124, V1234}  {V4, V24, V124, V1234 }
{va,v1a,v134,v1234}  {v4,V34,v034,v0234} {4, Vo4, V034, V0234}  {V4, V24, V024, V0234 }
{va,v14, V134, v0134}  {v4,v34, V134, V1234}  {v4, V024, V124, V0124 } {V4, V034, V134, V0134 }
{v4,v34, V0234, V1234 } {4, V24, V0234, V1234 } {4,004, V14, V0124} {04, V04, V14, V0134}
{v4,v34,v034, v134}  {v4,v24,v024,v124}  {v02,V12, V012, v0123} {v02, V12, V012, Vo124 }
{02, v023, Vg1, v0234} {vo2, V024, Vo7, Y0234} {v03, V13, V013, V0123} {V03, V13, V013, Vo134 }
{03, v023, Vo1, V0234 } {v03, V034, Vo1, Y0234} {04, V14, V014, V0124 {V04, V14, V014, V0134 }
{110471)024,1)01,@0234} {004,1)034,1)017110234} {U1270123,1ﬁ01,v1234} {1112,0124,%1,111234}

{v13, v123, vgy, v123a} {v13, V134, Ugy, V1234 ) {V14, V124, Ugp, V1234 ) {V14, V134, UGy, V1234 )
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Vértices de la celda de Voronoi primitiva lattices Tipo III.

{vo, v1, vo13, vo123}
{wo, v1, vo123, vo124}
{wo, voz2, vo24, vo124}
{wo, vo3, vos, vo7}
{wo, voa, vo14, vo124}
{v1,v12,v123, vo123}
{1, vi2, vo123, vo124}
{v1,v13,v013, Vo134 }
{v1,v14, vo14, vo134}
{2, vo2, v12, V0124 }
{v2,v12, V123, v124}
{v2, va3, vo23, Vo234 }
{2, va4, vo24, Vo234 }
{v2, vo24, V124, Vo124 }
{3, v4, V034, V0234 }
{v3, v03, v13, v57}
{3, v03, v034, Vo134 }
{vs3,v13,v134, v1234}
{3, v23,v123, V1234 }
{v4, voa, vo34, vo134}
{v4, vo4, V024, V34 }
{va, v14, V124, V34 }
{v4, vo4, vo24, V0234 }
{vo2, vo23, vo24, Vg7 }
{vos, v13,v013, vo123}
{03, v034, Vo7, V0234 }
{1104, V024, Uzy, 110124}
{v13, v14, V134, vy }
{v13,v134, V5, V1234 }

{wo, v1, vo13, vo134 }
{wo, vo2, vo123, Vo124 }
{wo, vo2, vo23, Vo7 }
{vo, V03, V023, U(ﬁ}
{vo, vo4, vo14, vo134}
{v1,v12,v123, v, }
{v1,v13, v14,v0134}
{v1,v13,v123, vo123}
{v1,v14, V124, vO124}
{2, vo2, vo23, vo24 }
{2, v12, v123, v0123}
{va,v23, V123, v1234}
{2, va24, V124, V1234}
{2, vo23, V024, Vo234 }
{v3,v4,v134, V1234 }
{v3,v03, v023, v37}
{vs3,v13,v123, v1234}
{3, v23,v023, Vo234 }
{3, v034, V134, V0134 }
{4, vo4, vo24, Vo234 }
{v4,v14,v134, V0134 }
{4, v034, V134, V0134 }
{v4, vo4, V124, v1234}
{03, v04, V034, V0134 }
{vos, v13,v013, vo134}
{vo4, v14,v014, Vo124 }
{1)04, V024, Vg1 00234}
{v12,v123, V124,05, }
{v14, v124, V34, V0124 }

{1107 VU1, V014, ’00124}
{vo, vo2, vo24, Vg1 }
{vo,v03, vo13, vo123}
{vo, v03, V023, Vo123 }
{vo, vo4, v024, vo124}
{v1, v12, V124, V0124 }
{v1,v13, v14, v5, }
{v1,v13, 0123, vg51 }
{v1,v14, V124, v, }
{v2, vo2, V024, Vo124 }
{2, v12, v124, Vo124 }
{v2, v23, V0234, V1234 }
{2, va4, Vo234, V1234 }
{va2, vi23, V124, V1234 }
{713, V4, V0234, 01234}
{vs,v03, Vo34, Vo234 }
{v3,v13,v123, V37 }
{3, v23, V0234, V1234 }
{v3,v023, V123, V37 }
{4, v04,v034, Vo234 }
{v4, V14, V124, V1234 }
{va,v024, V124, V54 }
{va, v24, v0234, V1234 }
{v03, Vo4, V034, Vo7 }
{wvos, vo23, V47, Vo123 }
{vo4, V14,014, V0134 }
{voa, vo3a, Vo7, Vo234 }
{v13,v123, V37, Vo123 }
{v14,v124, vy, 1234}

{’Uo, V1, V014, 110134}
{0, voz2, V023, Vo123 }
{0, v03, Vo4, vo134}
{0, v03, V013, V0134 }
{vo, vo4, v024, Vo7 }
{v1, v12,v124, V5, }
{v1,v13,v013, vo123}
{v1, v14, V014, Vo124 }
{2, v02, v12,v0123}
{v2, voz2, V023, Vo123 }
{2, v23, v023, v123}
{v2, va4, vo24, V124 }
{2, v023, V123, Vo123 }
{v3, v4, V034, v134}
{v3, v03, V13, V0134 }
{vs,v03, V023, Vo234 }
{v3,v13, V134, V0134 }
{3, v23,v023, v123}
{v4, vo4, V14, V0134 }
{4, vo4, V14, V54 }
{v4, v14, V134, V1234 }
{4, va4, vo24, v124}
{voz2, v12,v0123, Vo124 }
{vo3, v13, V57, Vo123 }
{vo3, v023, Uot, Vo234 }
{vo4, v14, V34, Vo124 }
{v13,v14, V134, V0134 }
{v13,v123, Ug;, V1234 }
{v14, V134, V5, V1234 }

{vo23, V024, Vo7, V0234 } {023, V123, Vg7, V0123} {V024, V124, V54, Vo124 {0123, V124, Vg, V1234 }-
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A.2. Algoritmos.

Algoritmos. Los algoritmo que presentamos a continuacién han sido de gran ayuda a la hora
de calcular la constante de cuantizaciéon de cada una de las tres celdas de Voronoi primitivas para
lattices en dimensién 4. Los mismos estan escritos para ser ejecutados en el sistema computacional
MuPAD, actualmente toolbox de matematica simboélica para Matlab, tal como notard el lector, los
procedimientos no son complicados, no hay procesos intrincados ni operaciones extravagantes, la
dificultad en las cuentas radica esencialmente en el tamano de los resultados obtenidos.

A lo largo de todos los procedimientos consideramos:

r:=[r_01,r_02,r_03,r_04,r_12,r_13,r_14,r_23,r_24,r_34];

A:=r -> matrix([ [r[1]+r([5]+r[6]+r[7]1,-r[5],-r[6],-r[7]1],
[-r[5],r[2]+r[5]+r[8]+r[9],-r[8],-r[9]],
[-r(6],-r(8],r[3]+r[6]+r[8]+r[10],-r[10]],
[-x[7],-r[9],-r[10],r[4]+r [71+r[9]+r[10]1]):

det:=linalg::det(A(r)):

Para calcular x-coordenadas de un vector.

xCo:=proc(v)
/* Este procedimiento recibe un vector como combinacién lineal de la base
{v_1, v_2, v_3, v_4} y devuelve sus x-coordenadas. */
local x,t;
begin
v:=subs(v, v_0=-v_1-v_2-v_3-v_4);
t:=[0 $i=1..4];
x:=[{select(v, has, v_.i)} $i=1..4];
for j from 1 to 4 do
if nops(x[jl)=1 then
t[j]:=op(x[j1)/v_.];
end_if;
end_for;
return(matrix(t));
end_proc;

Para calcular las Vonormas.

VoN:=proc(v)
/* Este procedimiento recibe un vector de Voronoi en dimensién 4 y devuelve su
norma en funcién de los paréametros de Selling asociados al lattice. */
local J,S,norm;
begin
J:=coerce(combinat: :subsets::1ist ({$0..4}, 2), DOM_SET);
S:=_plus(v_.i $ i=0..4);
norm:=subs{expand (v¥(v-5)), { 2*v_.i~2=2%_plus(r_.min({j,i}) .max({j,i})
$j in {$0..4} minus {i}) $i=0..4
2%v_.0*v_.1=-2%r_0.1, -2%v_.0xv_.1=2xr_0.1,
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2%v_.3xv_.4=-2%r_3.4, -2xv_.3%v_.4=2*r_3.4,
v_.min(a)*v_.max(a)=-r_.min(a) .max(a) $ a in J,
-v_.min(a)*v_.max(a)= r_.min(a) .max(a) $ a in J});
return(norm) ;
end_proc;

Para calcular las y-coordenadas de un punto.

yco:=proc(v)
/* Este procedimiento recibe un vector como combinacidén lineal de la
bases {v1,v2,v3,v4} y devuelve sus y-coordenadas. */

local A;
begin
A:=matrix([[ r_ 01 + r_12 + r_13 + r_14, -r_12, -r_13, -r_14],
[-r_12, r_ 02 + r_12 + r_23 + r_24, -r_23, -r_24],
[-r_13, -r_23, r_03 + r_13 + r_23 + r_34, -r_34],
[-r_14, -r_ 24, -r_ 34, r 04 + r_14 + r_24 + r_34]]);
return(A*xco(v));
end_proc;

Para calcular y-coordenadas de un vértice.

ycov:=proc(v)
/* Recibe los vectores que dirigen las Facets a las que pertenece un vértice y devuelve
las y-coordenadas del mismo. */

local a;
begin
a:=linsolve ({subs(v[j],{v_.i=y_.1i $ i=0..4}) = 1/2*VoN(v[jl)
$j=1..4,_plus(y_.i $ i=0..4)=0}, {y_.i $ i=0..4});
return(subs(matrix([y_.i $i=1..41), a));
end_proc;

El siguiente algoritmo nos permite encontrar la norma de un vector en términos de las y-coordenadas.

dNoY:=proc(y)
/* Recibe las y-coordenadas de un vector devuelve d*Norma del vector. */

local N;
begin
N:=expand (_plus(diff (det,r[i])*y[i+1]1~2 $i=1..4) +
_plus(y[2]*y[2+i]*(diff (det,r[1]) + diff(det, r[i+1])
- diff(det,r[4+i])) $i=1..3) + _plus(y[31*y[3+i]l*(diff(det,r[2])
+ diff(det, r[i+2]) - diff(det,r[7+i])) $i=1..2) + y[4]l*y[5l*(diff(det,r[3])
+ diff(det,r[4])-diff(det,r[10]1))):
return(N) ;
end_proc;

Conocidos los vértices de la celda de Voronoi es facil determinar cuando dos de ellos son adyacentes,
es decir forman una arista.
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El siguiente procedimiento da la lista de todas las aristas de la celda, conocidos sus vértices.

edge:=proc(L)
/* Recibe la lista de vértices de la celda de Voronoi y devuelve las parejas de
vértices que forman una arista. */

local s3;
begin
s3:={op(combinat: :subsets::list(L[i],3)) $i=1..120}:
return({_union(select(L,x -> x union s3[il]=x)) $i=1..240}):
end_proc;

El siguiente algoritmo permite encontrar todos los vértices de las facets de la celda, y los agrupa
en conjuntos que determinan las 2-caras.

verfaces:=proc(v,m)

/* Recibe un vector de Voronoi y el tipo del lattice y devuelve los vértices de
todas las caras 2-dimensionales de la facet que corresponde al vovec dado. L[m]
es la lista de vértices de la celda de Voronoi. */

local V,ver,j,t,s,1i,k,c2;
begin
c2:=[1; ver:=L[m];
t:=(_union(op(select(L[m], x-> x union {v}=x))) minus {v});
k:=[]:
for j in t do s:=[]:
for i in {$1..120} do
if ({j, v} subset ver[i]) then
s:={op(s), ver[il};
end_if;
end_for;
k:=[op(k),s];
c2:=[op(c2), nops(s)];
end_for;
return(c2,k);
end_proc;

Para generar la particiéon en 4-simplex usamos el siguiente programa:

Vertsimplex:=proc(ar,m)
/* Recibe los dos vértices de una arista y devuelve los vértices de cada uno de los
6 4-simplex que lo tienen como lado en la particidén de la celda de Voronoi. */

local simp,v,j,1,0,8;
begin
simp:=[]:
for v in _intersect(ar[j] $j=1..nops(ar)) do
o:=verfaces(v,m)[2]:
for i from 1 to nops(o) do s:=[];
if (ar subset o[i]) then
s:=[(1/2)*Yvo(v),1/nops(o[i])*_plus(map(o[il,Y) [j1 $j=1..nops(ol[il)),
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Y(ar[1]),Y(ar[2]1)];
simp:=[op(simp),s];
end_if:
end_for:
end_for:
return(simp) ;
end_proc;

Para calcular el volumen de un 4-simplex conocidos sus vértices, y el tipo de lattice de donde viene,
podemos usar el siguiente algoritmo:

Vol:=proc(l,m)
/* Recibe los vértices de un 4-simplex y el tipo de lattice y devuelve su volumen. */

local VO,TO;
begin
if m=1 then assume(r, Type::Positive); end_if;
if m=2 then assume([r[i] $i=2..10], Type::Positive);
assume(r[1], Type::Negative,_and);
assume(r[jl>-r[1],_and) $ j in {2,3,4,5,6,7};
end_if;
if m=3 then assume([r[i] $i=2..9], Type::Positive);
assume([r[1],r[10]], Type::Negative,_and);
assume (r[1]> r[10],_and);
assume(r[jl>-r[1],_and) $ j in {2,3,4,5,6,7};
assume(r[j]>-r[10],_and) $ j in {3,4,6,7,8,9};
assume(r[jl>-(r[1]1+r[10]1),_and) $ j in {3,4,6,7};
end_if;
TO:=matrix([[1],coerce( linalg::transpose(1[1]), DOM_LIST)[1],
coerce( linalg::transpose(1[2]), DOM_LIST) [1],
coerce( linalg::transpose(1[3]), DOM_LIST) [1],
coerce( linalg::transpose(1[4]), DOM_LIST)[11]);
VO:=abs(simplify((1/4!)*linalg: :det(T0)));
return(VO0) ;
end_proc;

Para calcular la inercia de un 4-simplex T usamos:

Iner:=proc(l)
/* Este programita recibe los vértices de un 4-simplex y devuelve el producto d*I, del
momento de inercia I del 4-simplex y el determinante del lattice. */
local bari, Ine, i, j;
begin
bari:=_plus(1[i] $i=1..4);
Ine:=(1/30)*( _plus(dNoY(1[j]) $j=1..4) + dNoY(bari) );
return(Ine);
end_proc;
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A.3. Variaciones que fijan el determinante.

(a30+as0+aso+ago) PG Po2pos + (@20 +as0+az0+ag0 )Pg1 Po2pos+ (as0 +aso +aso +ago)Pg1 Po2p1s+ (a0 +aso+
aro+a90) PG Pozp1a+(aso+aso+aso+ago) g Po2p2s+(azo+aso+azo-+ago)pgi Pozp2a+(azo+aso+aso+aso+azo+
as0)Pg1Po2P3a+(a10+a40+a70+as0) g1 Pospos+(aso+aso+aso+ago) PG Pospr2+(a10+as0+aro+aso)pgi Posprat
(aso+aeo+aso +ago)pa; Po3p2s + (@10 +aszo + a0+ aso +azo + a90)p31p03p24 + (@10 + a0 +azo+aso )P Pospsa +
(a20+as0+azo+ag0) g Poapi2 + (@10 + aa0 + azo +aso)Pg1 Poap1s + (@10 + a0 + aao + aso + aso + ago ) PG Poap2s +
(a20+as50+a70+a90)Pg1 Poap2s + (a10+ a0 +a70+aso )1 Poapss+ (aso +aso +aso +ago)pg Prapis + (a0 +aso+
a70+ag0)Pg1P12P14 + (a30 + aso +aso + ago ) pg1 Pr2p23 + (a20 + aso + azo + ago ) pgy p12p24 + (a20 + aso +aso +aeo +
a0+ aso) i P12psa+ (a10 -+ as0 +azo +aso)pgi p13pia + (aso + aeo +aso +ago ) pi P13p2s + (a10+aso +aso +aeo +
aro+ag0) i p13p2a + (a10+as0 +aro +aso)p3ip13psa + (@10 + azo + aso +aso + aso + ago) P  p1ap2s + (az0 +aso +
a0+ g0 )iy P1ap2a + (a10+aa0 +azo +aso)pgi P1apsa + (@10 +a20 +aso + aso + aso + aeo ) P31 P23p24 + (@10 +az +
a30+ 40+ aso + a6o) Py P23psa + (a10 4 az0 + aso + a0 + aso + aso )1 P24P3a + (as1 + a1+ as1 + ag1 )po1Pgapos +
(a21 + as1 + az1 + ag1)po1Pgapoa + (as1 + ag1 + as1 + ag1)po1Pgeprs + (a21 + asy + arr + ao1)po1pgapra + (a1 +
a61+as1+ag1)Po1Piapas+ (a21 4 as1 +a71+a91)po1PgaPas + (a21 +as1 +as1 +ae1 +ar1 +as1)po1pgapsa+ (asz +
a2+ as2 + ag2)Po1Po2pgs + (@0 + a11 +aze +ass + aso + a1 + aso + asz + ago + ags +ar1 +are +asi +ass +agz +
a93)P01P02P03P04 + (@30 +a31 + @34+ a0 + 61+ aes +ago +ag1 +ags +ago +ag1 + a9 )po1Po2po3p12 + (azo +asz +
azs+a60+ae2 +a6s +ago 1 ag2 +ags +ago +ag2 +ags ) Po1Po2P03P13 + (oo +a11 +aze +az0+ase +as0 + a1 +aso+
a2 +age +a71 +a72+ago +ag1 +age 4 ago +ag2 +ages ) Po1P02P03P14 + (a31 +ase +azr +as1 +as2 +as7 +ag1 +agz +
ag7 +ag1 +ag2 +ag7)Po1Po2Po3P23 + (a0 +a11 +aze +a31 +asg +as0+a41 +aso +ase +ao+ae1 +acs +ari +ara+
agg +ag1 +a92 +ags )Po1 Po2Po3P24 + (@00 +a11 422 4-a32 4 a39 + 40 +a41 +as0+as2 +aso +as2 +aso +ar1 +ar2+
as1+ag2+asg+ag9)Po1Po2P0sP34+ (A3 +as3+a73+a93)Po1Po2pgs+ (a20 +az1 +azs+aso+as1 +ass+azo+ari+
a4+ ago+ag1 +ag4)Po1Po2PoapP12 + (@00 +a11 420+ a25 +a33+a40 +a41 +ass +aco +as3+azo+ar1 +ars+agi +
ag3+ago+agz+ags)po1Po2poaP13+ (a0 +agz+aze+aso+asz+ase+azo+arz+are+ago+agz+ags)po1Po2Poapiat
(aoo+ai1+a +asr+asz3+as0+as1+as0+as14as7 4060 +a63 +ar7 +asy +ags+agr +ag3+ag7)Po1 PoPoaP2s +
(a21+ ags+ ags +as1 +as3 +ass +ar1 +arz +ars + ag1 + ag3 + ags)Po1Po2PoaP24 + (aoo + a1 + a3 +agg +azz +
a40+ a1 +as0+as3+as9+ a0+ a3+ a71 +a73+a79 +ag1 +as3 +agg)Po1Po2PoaP3a +(az0+as1 +aza+aso +as1 +
a64+ago+ag1 +ags+ago+ag1 +ags)po1Po2P12p13 + (a0 +a21 +azs+aso+as1 +ass+aro+ari +ars+ago+agr +
a94)Po1Po2P12P14 + (a30 +a31 +a34 + 60+ 61 + 64 + ago + g1 4 ags +ago +ag1 + aga ) Po1Po2P12p23 + (a20 +a21 +
a4+ as0+as1 +as4+a70+a71+a744ag0 +a91 +a94)Po1Po2P12P24 + (A20 + 21 +a24 +az0+as1 +azs+aso+as1+
as4+0a60+a61+ 64+ 070+ a71+ 074+ a80+A81+a84)P01P02P12P34+ (A35 4 A65 +ass +a95)Po1Po2pis + (ago+a11+
a0 +ao5+a30+a36+ @40+ 041 4055466+ 70 +a71 +ars +ago +ag1 +ags +ags +ags )Po1 Po2P13P14+ (a30+a31 +
ass+azr+aso+ae1 +aes + a7 +ago+as1 +ags +agy +ago +ag1 +ags +ag7)po1Po2p13p23 + (aoo +a11 +ago +azs +
a1 +azg+0a40+a41+as5+ a0+ 061+ 68+ 70 +a71 +a75+ass +ago +ao1 +ags +ags)Po1 Po2P13P24 + (G0 +a11+
20 + 25 +a30+a35+a39 +a40 + a1 +ass +ags +aso +aro +ar1 +ars +ago +ag1 +ass +asg +age)Po1Po2P13P34 +
(ag6+ase +a76 +ags )Po1Po2pT4 + (@00 +a11 +az1 + a7 +a30 +ase + aso + aa1 +aso +as1 +asy +aes +arr +aso +
ag1 +age +ago +ag1 +ags +ag7)Po1Po2P14P23 + (A20 +a21 + a6 +a28 +a50+as1 +ase +ass +aro+ary +arg+arg+
ago + 91+ age + a9 ) Po1Po2P14P24 + (@00 +a11 +a20 + G264 a9 +a30 + a36 4G40 +aa1 +as6+as9 +age +aro+-ar1 +
76 + arg + ago + agy + ase + ago )Po1Po2P14P34 + (a37 + a7 + agr + a97)]901p02p§3 + (ago +a11+a21 +agr+as +
azg +a40+a41 +as0+as1+as7+ a0+ a61 4 a6s +a77 +ass +ag7 +ags )Po1Po2P23P24+ (aoo +ai1 +as1 +asr+azi +
az7+a39+as0+aq1 +aso+as1 +as7+aeo+ae1 +ae7 + a9+ a7y +agy +agy+agg )Po1Po2p23psa + (a2 +ass+arg +
a98)Po1P02P34+ (@00 +a11+a21 +a2s+az9+az1 +ass+as0+a41+as0+as1 +ass+ase+ago+as1 +ass+ars+arg+
asg+a99)Po1P02p24P34+ (20 +as0+ 59+ 6o+ a79+a80)P01P02P34 + (12 a2+ a72+as2)po1 PisPos+ (as2+aga+
as2 +a92)po1Pgspr2 + (@12 +asz +ara +as2)po1pispia + (ase + ag + asz +ag2 )po1pasp2s + (a12 +ass + ase +aga +
a2 +92)Po1Pgsp2a + (a12 + aaz +az2 +as2)Po1PgsPsa + (a13 + aas +ars +as3)po1PosPs + (aoo +a10+a14 +az +
a3z +as4+aso+as2+ac0+ a3+ ar0+ar2 +ara+ago+ass +ass+aga +ag3)po1Pospospiz + (a0 +ai2 +ais +as+
42+ 045 +ar0+arz+ars+ago+asz +ass)po1Po3Poap13+(ai0+a13+ai6+as0+ a3 +ase +aro+arz+aze+aso+
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ag3+as6)Po1P03PoaP14+ (@00 +a12+a17+ a2 +ass+a40 +as2 +as7 +as0+as2 +ago + a3 +arr +ase +asgz+agr+
92 +93)Po1P03P0aP23 + (@00 +a13+a18+ a2 +a33+ 40 +a43+asg+a50+as2 +aco + a3 +ar2 +ars+arg+ags +
g2 +a93)Po1P03PoaP24 + (@12 +a13 +a19 4 G42 +a43 -+ a49 +a72 +a73 -+ ar9 +ag2 +ag3 +age ) Po1P03P0aP34 + (a34 +
64 +aga+094)Po1PosPTa + (a30+as2+ass +as0+as2+a6s +aso+as2+ass +ag0+ag2+ags)Po1Pospr2p13+ (aco +
a10+a14+as+as0+ase+a44+a50+as2 466470+ a2 +ars+ags+age +ago +ag2 +ags )Po1 Pospr2p14+ (azo +
azz+azs+azr+aso+ a2+ a4+ a7 +ago+age +ags +agy +ago +age +ags+agr)po1PosP12p23 + (aoo +aio +aia+
a2 +a30+az4+ass +a44+as50+ 052+ a4 A68 470+ ar2 + 74 +ass +ago +ag2 +ags +ags)Po1 PospPr2p24 + (a0 +
a10+a14+a22+azz+azg+ass+aso+as2+aco+as2+asg+aro+ara+arstago+agatags+aso+agg)po1Po3p12pzat
(@10 + a1z +ais +aqo + as2 + ass +aro + ara + ars 4 ago + as2 4 ass)po1Posp13p1a + (azo 4 azz2 4 azs 4 ago + as2 +
a5 +ago+agz +ass +ago +ag2 +ags ) Po1Po3P13P23 + (@10 +a12 +a15+a30+asz2 +azs + a0+ as2 +ass+aso+as2 +
65+ 70+ a7 +ars +ago+ a9 +ags ) Po1Po3P13P24 + (@10 +a12 +a15 4G40+ a2 +ass +aro+aza +ars +ago+aga +
as5)Po1Po3P13P34+ (a16+ a6 +az6+ase ) Po1Pospis + (oo +a12+a17+ase +aso+ase +aso +aso +asr+aso+asa+
a6+ ar7+ago +ase +age +agr +ago + a9z +ags ) Po1P03P14P23 + (A00 +a10 +a16 +a18+A22 +a30 + 36+ a6 +ass +
as0+as2 + a6 +a70+ a7+ a6+ a7+ agg +ago +-ag2 +ags ) Po1P03P14P24 + (a0 +a12 +a16 +a19+as0+as2 + a6+
a49+azo+ara+ars+arg+aso+ass +ase+aso)po1Posprapsa+ (asr +agr+asr+agr)po1Pospis + (aco+aiz+air+
o +agz+az7+assg+a40+ @42+ 047+ a50 +a52+-a60 +a62 +a67 + a6 +ar7 +ags +agr +ags )Po1 PospPa3p24+(aco +
aiz+air+as2+aza+azg+as0+as2+a47+as0+as2 +aeo +ase +ase +arr +agy +ago+agg )po1 pospazpaa+(a1s +
ass+aas+aes+ars+a9s)po1Pospis+ (aoo+ a1z +ais+a19+a +ass+asg+as0+asn+asg+as9+aso+asz+ago+
62+ 6o +ars+ar9+ass +agg ) Po1Po3P24apsa+ (a19-+ a9 +arg+asy ) Po1PosP3s + (a3 +ass +ars+ags)po1pgapiz +
(a13+ a3+ a73+as3)po1Pgap1s + (@13 +a2s +as3+as3 +ass +ags)po1Pgap2s + (a23 +ass +ags +ag3)po1 Piapas +
(a13+a43+ar3+ass)po1Pgapsa+(a24+as4+a7a+a9a)Po1PoabTa+(a00+a10+a14+a20+a25+a33+A4a+as55+a60+
63+ 74+ a7s+ago+ag3+ags +ago +ag3+ags)Po1PoaP12P13 4 (A20 +G23 + a6 +as0 +a53+as6 +aro +ar3+aze +
9o+ a93+a96)Po1P04P12P14 + (A00 +a10+a14 +a20 4+ G24 +a27 +a33+ G4a+ass +as7+ a0 +as3 +arr +aso+ags+
agq+ago+ag3 +ags+ag7)Po1Poap12p23 + (a20 +a23+a24 +aog +as0+as3+ass +asg+aro+ar3+ars+arg+ago+
93+ a4 +aog )Po1PoaP12P24 + (@00 + @10+ @14+ G234 G294 A33 4 Aag +a50 +as3 +ase +aco +ae3 +aro+arz+ars+
ar9+ago+as3+ass+ag9)Po1PoaP12p34+ (a15+aas +azs+ass ) po1poapTs + (10 +a13+a16+as0+as3+ass+azo+
ar3+are+ago+ag3+age)Po1PoaP13P14+ (@00 +a10 40154 a17 4 G20 +A25 +a33 + 45 +as7 +ass +aso +as3+arr+
ago +ag3 +ags +agr +ago +ag3+ags)po1PoaP13pes + (oo +a13+a18+az0 +azs +azz +as0+asz+asg +ass +ago+
a63+a70+a73+ars+arg+ags +ago +ag3+ags)Po1PoaP13P2a+ (a10+ 013+ 015+ a19+ G40+ a3+ ass +as9+azo +
ar3~+ars+arg+ago+as3+ags+ase)po1PoaP13P3a+(a10+a13+a16+a20+ a3 +aze +a40+as3+as6+aso+as3+
as6+ago+ag3 +age + g0+ a93 +age ) Po1P0aP14P23 + (@20 +a23 + 26+ a50 +as3 +ase + a0 +a73+are +ago+ag3 +
a96)P01P0aP14P24+ (@10 F+013+a16+040+ 43+ as6+ar0+ar3+are+ago+ag3+ass)Po1Poap1ap3a+(a17+agr+asr+
as7+as7+a97)Po1Poapss+(aoo+a13+a1s+ag3+asr+as+ass+as0+as3+ass+aso+asz+asr+ass+ago+ags+
ar7+agg+ag7 +a9g)Po1PoaP23p24+ (oo +a13+ai7+a19+ a3 +agg + a3z +as0 +asz+as7+as9 +aso+asz+asg+
60 +ag3+a77+as7+as9+a99)Po1PoaP23Psa+ (A28 +ass +a7s+a9s)Po1Poap3s + (a0 +a13+a1s+azz+az +ass+
40+ @43+ aas +as50+a53+as59 a6 + A3 + a8 +a79 +ass +a99)Po1P0aP24P3a + (19 +as9 a7 +as9 )Po1PoaD3s +
(a3s+ags+ass+aga)po1piapis—+ (a2a+ass+aza+ags)por1piopia+ (ass+asa+asa+aos)porpiapes + (a2s+ass+
74+ 94)Po1PTaP24 + (A24 + a34 4 A54 + a6s + A7a +a84) P01 PTaP3a + (a35 + ags + ass +ags)Po1P12pTs + (a0 +a10 +
a14+020+a25+a30+a36+a44+as5+a66+a74+ars +aga+age +ags +ags)po1p12p13P14+ (a34+azs +azr+ags+
65+ ag7 +ag4 +ags +agy+ags+ags +agr)Po1P12P13P23 + (00 +a10+ 14+ a20 +a2s+az0+as3s +ass+ass+ass +
64+ 068 +a74+ars+agg+agy+ags +ags)Po1P12P13P24 + (A00 +a10+a14+a20 +a25 +a30 +a35+a39 +A4a+a55+
65+ 69 +a74+a75+ass+ag5+as9+a99)Po1P12P13P34+ (A26 +as56+a76 96 ) Po1P12P5 4 + (@00 +a10+a14+a20+
A24+027+a30+a36+ 044+ 054+ 57+ 066+ 77+ 84+ A86+ 94+ 96 +a97)Po1P12P14D23 + (A24 + 26 + A28+ 54+
56+ 58+ a74+ 76+ a8+ 94 +ags +a98)Po1P12P14D24 + (A00 + 10+ A14 +a20 + 26+ G20 +a30 + 36+ A4a 56+
aso+ a6+ ara+are+aro+asa+ase+ago )po1p12p1apsa+ (asr+agr+asr+agr)po1pi2p3s + (o +aio+arat+as+
a4+ a7 +az0+azs+asg+as4+as4+as7+aa+aes +arr +ass+agr +ags )po1p12p23p2a+ (aco +aio+ara+azn+
a4+ a7 +a30+a34+a37+ 039 +04a+ 544 a57 4 G6a +a67 + 60 +a77 +as7 +agg +a99 ) Po1 P12P23 P34+ (a2s +ass +
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ars+ags)po1P12P34+(a00 +a10+a14+a20+a24+a28+a20+a30+a34+a38+a4a+as54+as8+as9+ags+ass+ars+
ar9+ass+ag9)Po1P12P24P34+ (a20+a30+as59+ 6o +a79+as9)Po1P12P34 + (A15+ a5 +0a75+as5)por1pisp1a+ (ass +
65+ g5+ G95)Po1PTaP23 + (a15 4 a35 + a5 + a5+ a75 +ag5)Po1PTsP24 + (A15 + aas + ars +ass ) po1Pispsa + (a16+
a46+ar6+as6)Po1P13P14+ (00 +a10+a15+a17+a20+a5+az0+ase+ass+asr+ass+age+arr+ass+ass+asr+
g5 +a96)Po1P13P14P23 + (@00 + @10+ @16+ G184 20 4 G254 A30 +A36 + A4+ Aag + 55+ e +a75+a76+a78+ass +
g5 + 96 ) Po1P13P14P24 + (@15 + 16 +a19 +a45 + a6+ as9 +a75 +aze +arg +ags +age +ase ) po1P13P14P34 + (@37 +
ae7 +as7 +agr)Po1P13P3s + (@00 +a10 +a15 +a17 + G20 + 25+ a30 + a35 + 37 + azs + a5 + aa7 + as55+ a5 + 67 +
aeg +a77+ags +agr +ags)po1 p13p23Pe4+ (aoo +a10+a15+a17+az +azs +as0+ass +azg+ass+asr +ass+aes+
69+ 77+ g7+ as9+99)P01P13P23P34+ (A18+a38+Aas s+ a8+ 98 )Po1P13P34s + (a00 +a10+a15+a18+a19+
20+ 25 +a30+a3s +a39+ @45+ as8 + a9 +as5+ 65 +ae9 + a7 +arg +ags +ag9 )Po1P13P24P34 + (a19 +as9 +arg +
ag9)P01P13P34 + (@16 + A6 + A6+ as6 + ags + a6 )Po1 T 4P23 + (a26 +as6 + a76 + 96 ) Po1P3 424 + (a16 + aas +aze +
as6)Po1Piapsat(a17+asr+asr+asr+asr+agr)po1p1ap3s+ (aoo+a10+ai16+a1s+axn+ass+asr+ass+aso+ass+
46+ 48 +as6 +as7 + A58+ a6 +ar7 +agg +agr +agg) po1P1aPa3p2a+ (Ao +a10 +aie +a17+a19 +azo +azs+az9 +
a30+a36+ 46+ a7+ 049 +as56+ a5+ a6+ ar7+as7 +aso + a9 )Po1P14P23P3a + (A28 +ass +a78+ a8 ) Po1 P14, +
(aoo+aio+aie+aig+ag+azs+az9+aso+aze+a46+a4s+ase +aso+aes +ars +arg+ags +agg)po1Prapeapaa+
(a19 + aa9 + azg + aso)po1p14P3s + (17 + a7 + a3y + aar + as7 + ae7)Po1P3sP24 + (a17 + agr + asy + asr + as7 +
a67)P01P33P3a+(A18+a28+a38+aas+as8+a68)Po1P2sp3y+ (a17+a18+a19+a27+aos+a29+asr+ass+asg+asr+
a4+ aa9+as7+ass+asg+asr+aes +as9)Po1P23P24psa+(a19+aze +aszg+asg+ase+aeo )po1p23pis+(a1s+ass+
a3s +a4s + ass + 68 )Po1P34P34 + (a19 + a2 + azg +aso +asg + a69)]901p24p§4 + (ao1 +aa1 +as1 +ae )szpogpm +
(a31+ae1+as1 +ao1)piapospiz + (a1 + a1 +as1 +a91)Papospis+ (o1 +as1 + aa1 +as1 +asi +ag1 ) piapospia+
(a1 + a1 + as1 + ae1)piaposp2s + (o1 + a1 + as1 + ae1)PgaPospss + (a1 + as1 + a1 + ag1)Paposprz + (ao1 +
ag1+ a1 +ag1 +a71+ag1)piapoapis + (a1 +as1 +ar1 +a91)PiaPoapia+ (ao1 4 aa1 +as1 +ae1)Piapoapas + (o1 +
a41+as1 +a61)PiaPoapss + (as1+ag1 +as1 +ag1 ) piapr2pis + (a21 +as1 +az1 + a9 )piapi2p1a + (as1 +ae +asy +
ag1)P3ap12p2s + (a21 +as1 +ar1 +ag1 )piapiapaa + (a21 +as1 +as +as1 +ar1 +as1)piapi2psa + (ao1 + a1 +az +
a41+a71 +as1)Piap13p14 + (a31 4 a6t +as1 +ag1 ) piaprap2s + (ao1 +az1 +as1 +ae1 + a1 +ag1)piapi3paa + (aoy +
az1+as1+as1 +ar +as1)piapi3psat(aot +asi +as1 +asi +asi +ag )piyp1apast (a1 +asi +ari+agr ) plaprapaa+
(a1 +a21 +as1 + a1 +a71 +as1)PiaP14Psa+ (ao1 4 aa1 +as1+ae1 ) Piapaspa + (@01 + a1 +as1 +a61)PaP23Pss +
(@01 +au1 +as1 +ae1)pgap2apsa + (02 + aaz +as2 + ae2)Po2pispos + (asz + asz +asz +ag2 )po2pgspiz + (ase +ag +
as2 +92)Po2pgsp13 + (aoz + as2 4 aaz + asz +agy +a92)po2pizpra+ (aoz + aaz + as2 + sz )Po2Pgap24 + (02 +asz +
as2 +062)p02p33p34+(a03 +a43+ass +a63)P02P03p(2)4+(a01 +apst+a11+a22+asz+asqtasi+aszt+asqs+ag1+as3+
ags+ar1 +ara+agi +ag3+ag2 +a93)po2po3poapi2 + (a2 +aos +a11 +aze +ass+as +ase+ass+ass +as2+ a3+
a5 +ar1 +ara+ag1 +ag3+ag2+a93)Po2po3Poap13 + (o3 +aos +a11 +aze +ass+ag +as3+as6+as2+as3+as6+
66+ 71+ a7 +agy +ag3+aga +ag3) Po2PosPoaPia + (o1 +ao2 +ao7 + 041 +as2 +asr +as1 +asy +asy +as +ae2 +
a67)Po2P03PoaP23 + (@01 + ao3 + aos +as1 + a3+ ass +as1 +as3 + ass +as1 +ass + ass)Po2Po3Poap24 + (@02 +aos +
09 + 042+ 43+ a9+ 52+ 53+ a59+ A2+ A63+a69)P02P03P04P34 T (A34 +A6a+ass+a9a)Po2Po3pis+ (as1 +asze +
a3s+ass+ae1 + a2+ a4+ 651081+ ag2 +-Aga +ags +a91 +a92 +a94 +a95)Po2P03P12P13 + (A01 + @04 +a11 a2+
az1+azs+aze+asa+as1+as2+as4+ae6+ar1 +are+ags+ase+ag1 +ag2 +ags+ags)Po2pospi2pia+(az +aze+
az7+ae1 +ae2+ a7 +ag1 +ag2 +-ag7 +-a91 +ag2 +a97) Po2Po3Pi2P23 + (ao1 +aos a1 +asr +azi +asg+asa+as1+
as2+as4+0a6s+ass +ar1+ara+ags+agr +age +ags)poPozpiapa4+(ao1 +aos+ai +age+azz+azg+asst+asi+
as2+as4+a61 + 062+ 64+ Ag9 +a71 472+ as1 +asz +asg +age)Po2PosP12psa+ (a35 +aes +ass +ags ) Po2posPis +
(@02 + ags + a1 + a2 + azz +ass + aze + aq1 + ag2 + a4s + ass + e + ar1 +arz +agy + age + ass + age + ags +
a96)Po2P03P13P14 + (a31 +a32 +asr +as1 +as2 +ae7 +asy +ase +-agr +ag1 +age +ag7 ) PozpospP13p23 + (ao2 +ags +
a11+azo+az1 +a3g+a41 042 +a45 +ass +ag1 +ag2 +aes + a8+ a1+ a2 +ags +ag1 +ag2 +ags ) Po2Po3P13P24 +
(ao2+aos +a11 +aze+a32+azg+as1 +a42+ a5 +ass +aes+asg +ary +arz +ag1 +age +agg+agg)Po2Po3P13P3s+
(a06+ass+as6+as6+ass+ags)Po2po3pis+ (a0 +aoe+aor+asi +asas+asr+aa +aso+asr+as +ase+asr+asi+
aga +ag7 +ag1 +ag2 +ag7)Po2Po3P1ape3 + (ao1 +aos +aos +a11 +aze +a31 +asg +ase +ag+as1 +ase +ase+ass+
a6 +ar71 +a72+agg+ag1 +ag2 +ags ) Po2po3p1apea + (@02 +aos +aoo +a11 +az +azs +azg +as1 +as2+ a6+ as0+



110 CAPITULO 6. APENDICE.

as6 +as9 + a6 +a71 +a72+ag1 +agz +agg 4099 ) Po2Po3P1aPs4 + (@01 +ao2 +ao7 +as1 +ase +asr+ass +asa+asr+
a61+ g2+ a67)Po2Po3P23P24 + (@01 +aoz +aor +as1 + aso + as7 + asy + ase + as7 4 agy + ag2 + ae7) PozPosp23pza +
(@08 +aas + ass +aes)Po2Po3P34 + (@01 + a0z +aos +a09 + a1 + Gz + aas + aag +as1 +ase +ass +ase + a1 +as2 +
a6s + (69)Po2P03P24P34 + (oo + o + as9 + a9 )Po2P03P34 + (a3 + ass + ars + ags)poapispi2 + (aos + azs + asz +
63+ 73+ A93)P02P5aP13 + (A23 4 A53 +a73+ 93 ) Po2pgab1a + (03 + s+ ass + ag3)Po2piapes + (aos +ass +ass +
a63)Po2PgaP34 + (24 + asa +ara +aga)Po2Poapis + (01 +aos +a11 +ag1 +agq + azs +ass +asa +ass +ag1 +ags +
64+ 74+ a7s+agy +ag3+ag1 +ag3+aga+ags)Po2PoaP12P13 + (A21 4023+ a4 + a6 +as51+as53+ass+ase+ar1 +
ar3+ar4+aze+ag1 +ag3+ags+ages)Po2poaP12p14+ (@01 +aos+a11+a21 +asr +azz+asa+ass+asr+as +ag3+
64 +a77+ag1 +agz+ag1 +ag3 +ag7)PozpoaP12p23 +(a21 + a3 +azg +as1 +as3 +asg+ar1 +ar3+arg+agr +agz+
98 )Po2P0aP12P24 + (@01 + 004 +0a11 +a23+ 29 +a33+A4a 4051 +a53+a54+as0+a61 +ae3+ass+ar +azz+arg+
ag1+as3+ag9)Po2poaP12p3a+ (o5 +a25+aus+a6s +a75+a95) Po2poapis + (a3 +aos +a11 + a3 +ags +azs+ass+
414043+ a46 +as5+a66+a71 +ars+ars+are +agy +ass+ags +ags ) Po2poaP13p1a+(ao1 +aos +aor +a11+a1 +
ag7+ag3+ass+as7+ass+ae1 + a3+ aes + a7+ a7 +agy +ass +agr +ag3 +agr)po2poap13p2s + (ao1 +aoz +aos +
a1+ a3+ aog +a41 +a43+ a8+ 061 4634 A68 +-a71 +A73+ar8 +a91 +a93+a98 ) Po2PoaP13P24 + (@03 +a05 +agg +
a11+ag3+agg+azz+as1 +a43+a45+a49+as5+aes +aeo +ary +arz+arg+ags +agz+agg)po2poap13paa+(aze +
as6+a76+a96)Po2P0aPTs+ (03006 +a11+ 21 +a27 +a33+041 +a43+as6+051+a53+a56+a57+a66+a77+as1+
agz+ag1+ag3-+a97)Po2PoaP1ap23+(az1 +az3+asg+asi +as3+ass+ar1+arz+arg+agi+agz+ags)po2Posprap2at
(@03 +aos+ai1+az3+asg+as3+as1 +a43+ a6+ 0564059+ 66 +a71 +ar3+ar9 +agy +ag3+agg)Po2PoaP14P3a+
(aor+aar+asy +a67)p02p0417§3 +(ap1+aos+aos +a41+aa3+ass+as1+as3+ass+ae1 +as3+aes)Po2PoaP23pr4+
(@01 + ao3 + ao7 + aog + as1 + as3 + asr + asg +as1 4 as3 4 as7 4 asg 4 ag1 + ag3 4 ag7 4 as9)Po2PoaP23p3a + (a1 +
03+ o8 + 41+ 43+ a8 +as51 +as3+ass+a61 +a63 + 68 )Po2P0aP24P3a+ (A09 a9 +as59 460 ) Po2P0aD3s + (aza+
64+ a4+ 94)Po2PToP13 + (G244 A54+ 74+ 94 ) Po2Di P14+ (34 + G6a + a8+ A94)Po2pTap2s + (a2a +ass+azs+
a94)Po2piap2at(asa+asstasa+asa+ara+ass)poapiopsa+(ass+ass+ass+ags)poapi2pis+(aot +aoa+ai +a+
24+ 025+ a31 +a34 4036+ 44+ 55+ 066+ 74+ a75 + a4+ age +ags +a96)Po2p12P13P14 + (a34+azs +az7r +ass+
a5+ 067 +ags+ags +agy +aga+ags +agr)poap12p13p2s +(ao1 +aoa+ai1 +ag1 +azs+ags+az1 +azg+asa+ass+
64+ 68 +a74+ars+agg+ags+ags +ags)Po2p12P13P24 + (A01 +a0a+ 011 +a21 +a24+a25+az1 +azs+azs+azg+
44+ 055+ 65+ 69+ 74+ 75+ 84+ g5+ A5+ 99 ) Po2P12P13P34+ (a26 + 56+ 076+ 96 ) Po2P12P7 4+ (a01 +a0a+
a11+a21+ag7+az1+a34+aze+asa+asa+as7+ace + a7+ ags+age +aga+ags +ag7) popiaprap23 + (a4 +azs +
A28+ 54+ 56+ A58+ 74+ a76 +a78+ 94+ 96 +a98 ) Po2P12P14P24 + (G01 + 04 +a11 + 021 + a4 + a6+ a20+a31 +
a34+a36+ a4+ as56+as9 +aps+ar4+ar6+ar9+ass +ase +agg ) Po2p12P14P3a + (as7 +asr +asy +a97)p02p12pgg +
(ao1+aos+a11+az1 +azy+as1 +azg+as+ass+as7+aea+acs+arr+agg+agr +ags )poap12p23p2a+ (a0t +aoa+
a11+ag1 +ag7+as1 +as7+a39 + 044+ as544as7+G6a+a67 +a60 +ar7 +agy +agg +agg ) Po2p12p23pas+ (ass +ass +
ars+ags)Po2p12P34+ (@01 +a0a+a11+a21 +ags+azg+as1 +azs+asat+ass+ass+ase+ags+ass+ars+arg+ass+
g9 )Po2P12P24P34+ (A20+a39+as59+a69+a79+0s9)Po2P12P34 + (A05+a25 +a35+aa5+a75+ass ) pozpispra+(ass +
65 +as5+095)Po2pisP23+ (@05 +a25+a45+a65+a75+a95)Po2Pispaa+(aos +a25+a3s+aas+a75+ass ) po2pspsat
(@06 +a26 + a36 + a6+ a76 + ase )Po2P13PT4 + (@01 + 05 + ao7 +a11+ a1 + a2 +a31 +ass +ase +asy + a5 +asr +
as5+a66+a77+ass +age +agr +ags +ags )Po2p13P14P23 + (@01 +a06 +Gos +a11 +a21 +a25+ a6 +azg +az1 +azs+
a6 +a4g +as5+ a6 +a75 +a76 a8+ agg +-ag5 +-a96 ) Po2P13P14P24 + (@05 + 06 + 09 + 25 + 26 +a29 +a35+a36+
a39+a45+ 046+ 49 +a75+ 076+ 79+ g5 +a86 T s9)Po2P13P14P34+ (as7+a67+as7+a97)Po2p13Pas + (a1 +aos +
ao7+a11 +ag1 +as7+a31 + a3+ 04540474055 +a65 +a67 +a6s +ar7 +ass +agr +aos)po2p13pa3p2a+ (a0t +aos +
ao7+a11+a21 +az7+a31+azr+aze +a4s+asr+ass +aes +asg +arr +agr+agg +age ) po2p13pa3psa+ (aos +ass +
ass+aps+ars+ags)Poap13P3s +(a01 +aos +aos+aog+a11+az1 +ass+azg+asi +azs+ass+ass+as9+ass+ags+
69+ a7s +a79+ass +a99)Po2P13P24P34+ (A0 +a29 +a39 +as9 +a79+as9 )Po2p13P34 + (06 + 36+ aas+ase +ase +
a96)Po2PT4P23 + (a26 +as6 +a76 +age ) Po2pTapaa + (aos + a6 +ase + aas +aze +ase ) po2piapss + (aor +asr +asr +
as7+asr+a97)Po2P14P3s+ (A01 +a06+a0s +a11+a21 +a27+a31 +a38+ a6+ s+ 56+ a57+a58+a66+ a7 +ass+
g7 +098)Po2P14P23P24 + (@01 +a06 + 07 +a09 +a11 421 + a7 +a31+a37+a39 + 46+ a7+ as9 +as6+as9+ a6+
ar7+as7+agg+agg)Po2P1aP23P3a+ (28 +ass +ars +ags)Po2p1apss+ (ao1 +a06 +aos +a11 +az1 +ags+azg+asi +
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38+ 046+ a4 +as56+a59 + a6 + a7+ A79 + ass +ag9 )Po2P14P24P34 + (@09 + G209 + 39 + a9 + a7+ g9 ) Po2P14P34 +
(ao7+aa7 +as7+ae7)po2p3apaa+ (ao7 +aa7+as7 +ae7)Po2Psspss+ (Gos + aas +ass +ass )Po2p2sp3s + (aor +aos +
09 + @47 + Aus + a9 + as7 + ass + asg + a7 + Aes + Ao ) Po2p23P2aP34 + (A09 + a9 + asg + ago)Po2p23p3s + (aos +
(48 + 58 + a8 )Po2p34Psa+ (aog + a9 +aso +aco ) pozpaapia + (ao2 +a12 +as2 +ae2 +arz + asz)Pizpoapiz + (a12 +
42+ 72+ A82)P3aPoap13 + (a12 4 aaz +azz +as2 ) PisPoapia + (ao2 + a2 + as2 + a62)PiaPoapas + (aoz +aa2 +asz +
a62)P33Poap24 + (a32 + aez +as2 + ag2)pispi2p13 + (ao2 +a12 + ase + asz +are + ag2)pispi2pia + (ase + ag2 +asz +
a92)Pisp12p23 + (@02 +a12 +ase + asz +ars +ag2)pispi2p2a + (a2 +a12 +ase + a2 + are +as2)pispi2psa + (a2 +
Q42 +ar2+ 082)10831?13]?14 + (as2+ag2 +asa +a92)p83p13p23 +(a12+ass +as2+as2+ar+ a92)P%3p13p24 +(a12+
as2+aratas2)pisp13psat (a2 +ase+asa+ase+asa+age)pispiapes+ (a2 +a12+asa+ase+ara+age)pisprapaat
(a12+as2+a72+as2)Pap1apsa+ (ao2 + a2 +as2 +as2)PisP23p2a+ (@024 aaz +asz +ag2)piapaspsa + (a2 +aso +
as2+62)Pi3P2apsa+ (aos +a13+as3 +aes +ars +as3)pospiaprz + (a13+ass +ar3 +ass)pospgapis + (a13+ass +
ar3+as3)posPiapia+ (o3 +ass +ass + as3)Po3pispas + (a3 +ass + ass +aes)pospagpes + (aos +a1a +ass +aes +
ara+asa)pospoapis+(aoe +aos+ai12+a1a+ais+azx+ass+astass+aga+aes+ass+arat+ars+asa+ass+asa+
ags +a92 +0a93)Po3PoaP12P13 + (@03 + @06 + 0134144 A16 4G22 +a33+ 44 +as2 +as3+ase +ase +ar2+ar3 a7+
76 +aga+ags +ag2 +a93)Po3Poap12P14+ (@02 +aos+agr +a12 +ar7+a2+az3+as+asa+asr+ase +acz+ass+
a7 +a77+ag2 +ag3+agr+ag2 +a93)pospoapi2pe3 + (@03 +aos +aos +ai3+aig+ase +azz+ass+as2+as3+ase+
asg+apa+ags +are +ar3+ars +ags +ag2 +ag3)po3poapi2p24+ (ao2 + a3 +agg +aiz +aiz+aig+ase +asz+asg+
a2+ a3 +aso +ar2+ar3+arg+ase +as3+aso ) PosPoapi2psa+ (a15+aas +ars +ass)pospoapis + (a2 +arz+ars +
16+ 42+ @43+ 45+ 046+ a72 +ar3+ars +age+age +agz+ags +ages ) posPoaP13piat (a2 +aos +aiz +air+azn+
a33+ass+as7+ass+ a2+ 063+ 065+ 77 +-ag2 +-agz +agy +ag2 +a93)Po3PoaP13P23 + (ao2 +aos +a13+aig +azz+
a33+ 42+ @43+ 045+ a8 +as5+ag2 +a63+ae5 +ar2 +ar3+arg+ags +ag2 +a93)Po3poapispea+ (a2 +aiz+aig+
Qg2+ a43+as9+ar2+ar3+arg+as2+as3+aso ) PospPoap13psa+(a16+as6+ar6+ase )Pospoapis + (ao3+aos +ai2+
a17+a22+a33+as2 + a3+ a6 +as7 +asz +as3+ase +aes 1 arr +age +ass +agr +ag2 +ags) pozpoapiap23 + (a3 +
aos +a13+a18+ag2+a33+a46+a4g+asz +asz+ase +aes +ara+ars+arg +ags +ag2 +ag3)pozpoaprapaa+ (a2 +
a13+ 019+ 42+ 43+ a9 +a72+ar3+a79+a82+as3+as9)Po3PoaP14P3a~+ (ao7 +aa7 +as7+a67)Po3Poass + (aoz +
o3+ g7 +aog + a2 +a43+ a7 +asg +as2+as3+as7 +ass+ a2 +ae3 +ae7 +aes)Po3PoaP23P24 + (ao2 + a3 +agg +
42+ 043+ 049+ 052+ 53+ 50+ 62+ A3+ A60) Po3P0aP23 P34+ (Gos +aus +ass+a6s) PosPoapss + (a2 +aos +age+
a2+ a43+as9+as2 +as3+aso+as2 +ag3+aeo ) Po3PoaP2aP3a+ (azs+aga+asa+aos)pospiapiz+ (aos+ara+ass+
54474+ a94)Po3PTaP14 + (a34 4 A6s + asa+a9a)Po3PiaP2s + (@os + 14+ asa+ ass + ara+aga) po3piapaa + (aos+
a14+ass+aca+ars+asa)pospiapsa+(ass+ags+ass +a95)p03p12p%3+(a02 +aogs+a12+aistais+ase+aze+ass+
a6 +a44+as5+ a6 +a74+ 075+ a4+ ag6 495 496 ) Po3P12P13P14 + (a34 +a35 +az7 +ass +ass +asr +aga+ags+
ag7 +ag4+ags +ag7)Po3p12P13P2s + (@02 +aos +a12 4014+ a15+a20 +a32 +azs+azs +ass +as4+as5+ a6+ aes+
Q74+ 75+ agg +ags+ags +agg ) Po3Pr2P13P24 + (Ao2 + 05 +a12 +a14+a15+ a2 +aze +a39+ass +ass +aes +aso +
ara+ars+aga+ass+aso+a99)Posp12p13P3a+ (Ao +a16+ase +ase +are+ags ) pospi2pis + (ao2 +aos+aor+ara+
ar7+ag2+az2+az4+a36+asr+a44+asa+as7+aee +arr +asa+ags +ags+ags +ag7)po3pi2p1ap2s + (aos +aos +
aog +a14+0a16+a18+ 034+ 0364038+ 54456+ A58+ 74+ 76+ 78 + 94 + 06 + 08 )P03P12P14P24 + (@02 + 06+
agg+ai2+ais+ai6+a19+a2+azz+azg+ass+ase +aso+aes +ara+are+azg +ags +age +age)pospr2p1apza+
(as7+ a7 +asy +agr)pospP12P3s + (02 +aos+aor +a12 +a17 + a2z +ass + agy +ass + asa + ass + as7 + ass + ags +
ar7+ags +agr+ags )Po3pi2p23pea+ (@02 +aoa+aor +a12+a17+aze +aze +azg +ass+ass+asr+ass+agr+ago+
ar7 + as7 + asg + ago )Po3P12P23P34 + (Aos + a1s + ass + ass + ags + ags ) Po3Pr2P3s + (@02 + aos + aos +agg + a1z +
a18+a19+ a2 +azs +a39+a44+ass+ass+as9+aes+aes+arg+arg +ags+agg)Po3p12p24p3a+ (aog + a9 +asg +
69+ 79+ A89)Po3P12P34 + (154 Aas +a7s +ass ) PosPispia+ (ass +aes + ags + ags )pospispas + (a15 +ass +aas +
a65 +a75+a95)PosPizPaa+ (A15 4 a5+ a75+ags ) PospTsPsa + (a16 +aas +aze +ase ) posprspts + (aoz +aos +a12+
a17+ag2+az2+ass+ase+a45+a47+as5+ae6 +arr +ass +ass +asy +ags +ags ) Po3p13P14p23 + (ao2 +aos +ai2+
a15+a16+a18+age +asz+a3s +ase + a6+ s +ass +ags + a5 +are +ars +ass +ags +ags ) pozp1apiapa+(a1s+
a16+a19+ 045+ a46+ a9+ a75+a76+ar9 +as5 +ase +as9 ) Posp13prabsa+ (asr +asr +asr +ag7)pospispis + (aoz +
aos +a12+a17+a22+a32+a37 4038+ 45 +a47+as5 +a6s +as7 +ass +arr +ags +agr +ags )po3pi3p2zpaa+ (a2 +
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aos+a12+a17+age + a3+ a39 +ass + a7 +ass +ags + ao + 77 +asy +asg+agy ) posp13p23pas+ (a18+ass +ass +
aes + ars + ags)posp1ap3s + (@02 +aos + a12 + a1 + 19+ azs + asz + asg + aas + ass + asg + ass + ags + ago +ars +
arg + ags + (99 )Po3P13P24Psa + (a19 + a9 + azg + ase)PosP13Pas + (Ao6 + ase + Gae + as6 + ase + ags)Po3Piapas +
(aos + a16 + ase + ase + az6 + ag6)PosPiaPaa + (a16 + aus + arg + ase)PospisPss + (aor + as7 + aar + asy + asy +
a97)Po3P14Pas + (ao2 +aos + aor + aos + a1z +arr + ass + ase +asr + ass + aas + aas + ase +asy +ass + ags +arr +
agg+ag7 +agg ) Po3P14P23P24+ (Ao2 + a6 +aog +a12+a17+ a2 +aze +a39 +a46 +aa7 + 049 +ase +ase +aes +arr+
as7+asg+ag99)Po3P1ap23p3a+ (aos +a18+ass +ass+ars +ags ) po3praps, + (a2 +aos +agg+a12+a1s+arg+az +
asgo+asg+ a4+ a4s+ase+as9+age +ars +ar9+ass +agg ) Posp1ap24Psa+ (a19+as9+arg +a89)p03p14pg4 + (a7 +
47+ 57+ a67)PosP33P24 + (Ao7 4 aar +as7 +ae7)Po3Pasp3a + (aos + s+ ass + ags ) Posp2spss + (aor +aos +aog +
@47+ 048 +a49+as7+ A58+ a5+ 67 + 68 +a69) Po3P2sPaP3a+ (@09 +aag+aso+aee)Posp2sPis+ (Gos +ass +ass+
a68)P03P34P34 + (@09 + aag +as9 + a6 ) Po3p2apis + (@03 +a13+ a3+ ags +ass +ags ) piapi2p13 + (a3 +asz +ars +
ag3)Pgap12P14 + (@034 a13 4 A3+ a63 + ag3 + a3 )PgaD12P23 + (023 +a53+a73+ A93)PFapr12p24 + (a0s +a1s +ass +
a3+ ar3+ass3)Piap12p3a + (a13+ aa3 +ars +ass)pEap1apia+ (aos +a13 +azs + ags + ass +ags ) pEap13p2s + (aos +
ag3+a43+ag3+ar3+a93)piup13p2at(a13+ass+azs+ass)piapi3psa+(a13+ass+ass+ass+ass+ags)plapiapas+
(a23+ass+ar3+ags)piaprapaa+ (a13+ass+azs +ass)piaprapsa+ (aos+asz+ass +aes)pgapaspa + (ao3 +ass +
53+ 63)PgaP23psa+ (@03 + aas+as3 +a63)Pgap24P34 + (04 + 14+ s+ aga + ags +ag4)PoaDToP13 + (a4 +ass+
@74+ 94)Poapiapra+ (aos +ara+ a2 + aps + asa + aga)poapiapas + (a2a +asa + ara +ags)poapiap2a + (aoa +ais +
54+ A64 + 74+ ag4)PoaPiaPsa + (aos + a15 + a2s + aes + ass + ags )PoaP120Ts + (@03 +aos +a13+a14+a16+azs +
25+ 026+ 033+ 44+ 055+ a6 +a7s+ 75+ a4+ age +a95+ a6 ) PoaP12P13P14 + (A0a + 05 +ao7 +ar1s+ais+arr+
a4+ ag5+ a7 +asa+ 065+ a7+ a4+ ag5 +-ag7 4G94+ 95 +a97) PoaP12P13P23 + (A03 +a0s +aos +a13+a1g +asz+
24+ A5+ Gog + 33+ 44+ 55+ 064 +A6s +A74+a75+ 088 +A94 + 95+ G9- ) PoaP12P13P24 + (@03 +a05 +a09 013+
ars+ais+aig+asz+asg+asz+asq+ass+aes+aeo+ars+ars+ags+ags +agg+agg)posp12p13p3a+(ase +ase +
a76+a96)Poap12p7 4+ (03 +a06+a13+a14+a16+a23+A24+a26+a27 +a33+Aas+a54+a57+a66+a77+ass a6+
94+ age +ag7)Poap12p14P23 + (a4 +aze + g + asa +ase + ass +ara +age +arg +ags + age +ags ) Poap12P14P24 +
(ao3+aos+ai3+ais+aie+as3+asg+as3+asq+as6+as9 4066+ 74 +a76 +a79 +a8s+ags +a99)PoaP12P14P34 +
(ao7 +a17+azr +asy +asy +agr)poapr2p3s + (aos + aos +ags +a13 +a1s +azs +azy +ags +ass +as +ass+asr+
ags+aes +a77+ags +agr +ags )Poapi2p23p2a+ (@03 +aoa+aor +aog +ai13+ar7 +aig+azz+asg+azz+ass+ass+
as7+a64+a67+a69+a77+as7+a89+ 99 )PoaP12P23P34 + (A28 +a58+a78+ 98 ) Poap12p3s + (ao3+aos+aos +a1s+
a18+ a3+ a9 +0a33+a44+a54+ 058+ 59+ Q64 468+ A78 + 79 +a88 + 99 )P0aP12P24P34 + (A09 +a19 +a59 +a69 +
arg+asg)Poap12pis + (a15+ass +azs +ass)Poapispia+ (aos + a5 +ass +ags +ass +ags )Poapispes + (aos +azs +
45+ g5+ a75 + g5 )PoaPisP24 + (a15 + aas + a5 +ags ) Poapizpsa + (a16 + aae + aze +ase)Poap13pTs + (ao3 + aos +
a13-+a15+a16+a17+a23+ao5 + a6 +a33 +aas +as7 +ass 4 a66 177+ ags +age +agy +ags +aos ) PoaP13P14P23 +
(ao3+aos+aiz+aig+ass+ass+ass+as3+as6+asg+ass +aes +ars +are +ars+ass +ags +ags ) PoaP13P14P24 +
(@15 + @16+ a19 + ays + ase + aag + a7s + are + arg + ags + ase + agg )PoaP13P1apsa + (ao7 + a7 + agr + agr +agr +
ag7)Poap13P3s+ (@03 +aos +aor+aos +a13+ars+azs+asr+ass+ass+ass+asr+ass+ags+asr+ags+arr+ass+
ag7 +a98)PoaP13P23 P24+ (@03 +0a05 + a0 +a13+a17 4019+ G234 G20 +a33 + 45 +as7 +ass +aes +ago +arr+agr+
aso+a99)PoaP13P23P3a+ (aos +a2s +aus+ags +ars+ags )Poap13P3+ (a3 +aos+aog +a13+a1s+azz+az+ass+
45+ 048 +049+ 055+ 65+ A6+ a78 + 79+ A8 + 99 )PoaP13P24P34+ (0194 Qa9 +a79+ag9 )Poap13P3s + (16 +azs +
(460561086 +096)PoapT 4 P23+ (a26+a56+a76+0a96 ) PoapTspaa+(a16+aas+a76+ass ) poapTapsat(air+azr+asr+
as7+as7+ag7)Poap1apss+(ao3+aos+a13+a1s+as3+asr+ass+ass+ase+ass+ase+asr+ass+ass+arr+ass+
g7 +098)Po4P14P23P24 + (A03 +a06 +a13+a17 +aA19+ 23+ 29 + 33+ A46+ a7 +aAs9+ 56+ as59+a6e + a7 +agr+
ag9+a99)PoaP14P23p3a+ (s +ass +azs+ags)poaprapss + (o3 +aos +a13+a18+a23+a29+as3+ase+asg+asc+
59+ 66 +ars+a79-+ass +a99)PoaP1aP2apsa+ (a19-+aa9 +ar9+asy ) Poaprap3s + (a7 +aar +as7+ae7)Poap3sPaa+
(ao7+aa7 +as7+ag7)poapsapss + (aos +aas +ass +ass ) poap2spas + (o7 +aos +aoo + aar + ass +aso +asy +ass +
asg + agr + aes + ago )PoaP23P2aP3a + (@oo + asg + asg + s )Poapaspis + (aos + aas + ass + ags)Poap3ap3a + (aoe +
19+ as9 + a6o)Poap24Pis + (04 + @14+ a2s +asa)piaprapia+ (aos + a4+ aza + asa)plopizpaa + (a0 +ara+azs +
a34)PiaP13P3a+(A0a+a14F024F034)PToP14p23+ (G0a+a14+a24+a34)PToP1aP3a+(A0a+a14Fa24F034)DToP23P24+
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(aos+a14+a24+0a34)pTopaspsa+(aoa+a14+a24+as4)piap2apss+ (o5 +a15+azs +ass)p1apispia+ (aos +ais+
ags+ass)p12pispaa + (aos + a5+ ass +ass)p12pispss + (aos + a1 + azs +ase)p12p13pis + (aos +aos +aor +as +
a15+a17+a24+aos+ a7 +a344a35+a37)p12p13p1rape3 +(aos +aos +aos +a14+a16+a18 +ass+ a6 +asg+azq+
a6 +a3g)p12P13P14P24 + (@05 + 06 +a09 +a15 +a16 +a19 +a25 + a6 +aze +azs +aze +azg)p12p13p1ap3a +(aoa +
o5 +ao7 +a14+ 015+ @17+ 024+ Q25+ A27 +-a34 +a35+a37)P12P13P23P24+ (A0s +a0s +ao7 +a14+a15+a17+a24+
a2s5+ag7+a34+0a35+a37)Pr2P13P2sp3a+ (aos +a18+aos+ass)p1ap1ap3s + (@os+aos +aos +agg+a1s+a1s+ais+
19+ a4+ ao5+ a8 +a29 +a34+as5+ass +as9)p12P13P24P34 + (A0 +a19+a20 +a39)p12P13D34 + (A06 +a16+a26 +
036)10121?%4]?23-#(@06+a16+a26+a36)p12p%4ps4+(a07+a17+a27+a37)]912p14p§3+(a04+a06 +apgt+ai4t+aiet+aig+
24+ a6+ a8 +a34+a36+asg)p12p14P23p2a + (@04 +ao6 +aor +aoo +ai1s+ais+air+aig+ass+ase +asr+azg+
az4+ase+asr+asg)piap1ap23paa+(aoa+aos+aos+a1a+a16+a18+a24+a26+ao8+a34+a36+ass)pr2prapapsat
(a0 +a19+agg+asg)pr2p1ap3s + (aor +a17+agr +asr)pi2p3spea + (aor +ai7 +azr +asy)pr2p3spsa+ (aos +ais +
ass + asg)p12P23Pas + (o7 + aos + agy + a17 + ais + aig + asy + asg + azg +asy + ass + azo )pr2paspeapsa + (aoy +
a19+ a2+ as9)p12p23p3 + (Aos +a1s + aos +ass )Pr2p34Psa + (@09 +a19 +a20 +a39)P12p2ap3s + (a0s +a1s +azs +
ass )Pisp1aP2s+(aos+a15+a25+a35)pTsprapeat(aos+ais+azs+ass)pispaspaat(aos+a15+azs+ass)pisp2spsat
(ags + a15 + azs + ass)pspaapss + (a0 + a16 + az6 + ase)P13p74P23 + (a6 + a16 + aze + ase)P13pisps + (aor +
a17+ a7 + as7)p13p1aPss + (aos -+ aos + ao7 + aos +a15 +a16 + a17 + a1s + a2s + a6 + ag7 + ags + ass +aze + asy +
a3g)p13P14P23P24 + (A5 +Go6 +ao9 +a15+ 16+ a19 +a25 + 26+ G29 +a35 +a36 1+ a39)P13P14P23P34 + (G08 + 18+
aos + ass)p13p1aPss + (aos + aos + aog + a15 + a1 + a19 + aas + age + azg + ass + ase + azo)p13p1ap24Psa + (aor +
a17+asr +asr)p13p3spea+ (aor +ai7 +asr +asr)p13p3spsa+ (aos +ais +ass +ass)pi3pespis+ (ao7 +aos +ag +
a17+a18+a19+ a7 +a2s +a20 +asr +ass+aso ) p13p23p2apsa+ (aog +a19+ a2 +ase )p13p2sp3s + (aos +a1s+azs +
a3s)P13P34 P34+ (A0 +a19+a20+039)P13P24P34+ (G06+a16+a26+a36)PT4P2sP2a+ (a0 +a16+a26+a36) DT 4D23 P34+
(aos + @16 + a6 + as6)P34P2ap34 + (ao7 + arr + a7 + as7)prap3spea + (a7 + arr + aor + asy)p1ap3spss + (aos +
a1s + ass + ass)Prapespas + (ao7 + aos + agy + a7 + ais + arg + asz + ass + asg + asy + ass + asg)Prapesp2apsa +
(age + a1g + azg + ase)p14pasp3y + (aos + a1s + aszs + ass)p1apsspas + (aoy + a1 + azg + aso)prap2apis =0

Hacemos el polinomio identicamente cero, entonces todos los coeficientes deben ser 0, obtenemos el
sistema de ecuaciones:

ap1 +aps +aos +aog +a11 +az1 +azs +azg +as1 +ass +ass +as8+a49 +ass +ags +asg +arg +arg +ags +agg =0
a2 +ao4 +aog +ag9 +a12 +a18+a1g + a2 +ase +azg +a44 +ass+ass+as9 +aes +ags +arg +arg+ags +agg =0
ap1 +ape +ao7 +aog +a11 +az1 +azz +as1 +as7 +azg +as6 +aa7 +a49 +as6 +asg +aee +arr +agr +agg +agg =0
a3 +ao4 +ag7 +ag9 +a13+a17 + a9 +a3+ag9 +az3+asq+ass+asr+ass +aer +age +arr +agy+agg+agg =0
ap2+ape +ao7 +aos +a12 +a17 +aze +azz +az7 +ass +as6 +asg +as6 +as7 +ass +aee +arr +agg +agr +ags =0
a3 + a5 +ap7 +aog +ai13+aig+as3+azr +agg +as33 +aq5 +ag7 +ass +aes +aer +aes +arr +ags +agr +ags =0
ago+a10+ai6+ai7+a19+az0+aze+az9+azo+ase +as6 +aa7 +a49+as6+asg +aee +arr +agr+agg+agg =0
ago +a10+a15+aig+aig+ag+ass+azg+ass +azg +ag5 +as8 +as9 +ass +aes +aegg +arg +arg+agg+agg =0
a2 +aoe +agg +a12 +a14+a16+a1g + a2 +ase +azg+as4+ase +asg+ase +ars +aze +arg +ags+age +agg =0
apo+a10+ai6+a1s+az0+ase +azr +ass +azo+ase+a46+ass +ase +as7 +ass +ags +arr +ass+agr +agg =0
a3 +aos +agg +a13+a14+a15+aig + a3 +asg +azz+ass+ass+ags +aso +ars +ars +ags +ags+agg +agg =0
ap2+aps+a12+a15+a16+ais +aze +asz +ass +ase +as6 +aa8 +ass5 +age +ars +are +arg +ags +ags +ags = 0
a3 +aoe +a13+a15+a16+a17+a23+ a5 +age +as3+aa5+aq7 +ass +aee +arr +ass +age +agy +ags +age = 0
ago+a10+a14+a20 +a24 +a28 +a29+0a30 +a3s +azs +as4 +as4+ass+as9 +ags+aes +arg +arg +agg +agg =0
aop1+ao6 +aog +a11 +az1 + a5 +aze +a2s +as1 +asg +a46 +ass +ass +aee +ars +are +arg +asgg+ags +age = 0
ago+a10+ais+ai7 +azo +azs+aso+ass +as7 +ass +ass +as7 +as5+ags +agr +ass +arr +agg +agr +ags =0
(03 +aos+apg +a13+a18+as3+ag4 +ass+agg +a33+ag4+as5 +ags+aeg +ars+ars +agg +ags+ags +ags =0
a1 +0ao4+a11+as1 +az4+ a6 +az9 +as1 +azs+aze+as4+ase +asg +aee +ars+are +arg +ags+age +agg = 0
ap3 + g6 +a13+a14+a16+0az3+ag4+aze+az7 +a33+a44+ass+as7 +age +arr +ags +age+ags+age +agr =0
ago+a10+a14+az0+a24+az7 +azo+azs+az7r+azg +asa+ass+as7+ass+asr+aso+arr+agr+agg+agg =0
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apo +a13+a17+a19+ag3+azg+az3+as +a43+a47 +a49 +as0+as3 +asg +aeo + a3 +arr+agr+agg+agg =0
ap1+aps +aop7 +a11 +az1 +az7 +as1 +ass +aze +asr +ass +as7 +ass +age +arr +ass +age +agr +ags +age = 0
apo +a12+a18+a19+ag2 +ass+azg+as+as2 +a48 +a49 +as0+ase +ago + a2 +agg +arg +arg+agg +agg =0
a2 +ag4+aog7+ai2 +ai7+as2 +azz +ass+aze +asr +asa +asa+as7 +aee +arr +ags +age +ags +ags +agr = 0
ap1+ao4+ai11+az1 +as4+ass+as1 +aszq+ass +asg+aaa+ass+ags +aeo +ars+ars +aga+asgs+agg+agg =0
ag2+ags +a12+a14+ai15+as2+azz+ass+azs +asg+as4+ass +ags+aes +ars+ars +agg +ags+ags +agg =0
ap3+aps+agg +a11 +az3 +azg +0az3 +aq1 +a43+as5+as9 +ass +ags +ago +ar1 +ar3+arg +ag +agz+agg = 0
ago +a13+ai1g+az3+az7+asg +az3+as0+a43+asg +aso +as3+as7 +ass +aso +ae3 +arr +ags+agr +aggs = 0
a2 +age +agg +a11 +ag2+azz+azg+as1 +as2 +a46+as9 +ase +asg +aes +ar1 +arz +agy +agz+agg+agg =0
ago +a11+ag1 +azs +a29+as1+ass+as0+aq1 +aso+as1+ass+ase+aeo + a1 +aes +arg +aro+ags +agg = 0
ap3+ap4+aog +a13+ a1 +az2 +0as3 +a44+as2+as3+ass+ass +ass+ass +ara+arz3+arg +agg +aga +agz =0
apo +a12 +a17+ a2 +asz +asr+asg+as+a42 +as7 +as0 +as2 +ago + a2 + a7 +aeg +arr+agg +agr +agg =0
a1 +age +apg+a11 +az2+asz1 +azg + a6 +ass +as1 +ase +ase +asg +aes +ar1 +arz +agg +ag1 +aga +agg =0
ap2 + a5 +a13+a18+ag2 +a33+ass +a43+a45+a48 +as5+ag2 +ag3 +ags +arz +arz3+arg+agg+age +agz =0
ap3+ape +a12+a17+a22 +a33 +a42 +a43+ag6 +as7 +as2 +asz +ase +ase +arr +asa +agz +agr +aga +agz =0
ago +a11+ag1 +ag7+as1 +asr+asg+as0+aq1 +aso+as1+asr+aso+ae1 +aer +aso +arr+asr +agg+agg =0
ap2+aps+aop7 +a12+a17+a22 +a33 + a4+ as4+as7+as2 +ae3 +ass+asr +arr+asa+agz+agr+aga+agz =0
ap3+ape+ai1 +a23+azs+aze +0az3 +aq1 +a43+as6+ass +age +a71 +ar3+ars +are +agy +agz +ags +ags = 0
a3 +age +a13+a14+a16+a22 + a3z +asq+as2 +as3+ase +age +ara+arz +ars+are+aga +ags +aga +ags =0
ap1+aps +aor +a11+az1 +az7 +0as3 +aqs +as7+ass +ae1 +ae3 +aes +asr +arr +agy +agz +agr +agz +agr =0
a1+ ao4+a11+a23+a29+a33+ a4 +as1+as3+as4+as9+ag1 +as3 +aes +ar1 +ar3+arg+agy +agz+agg =0
ap3+ape+ai1 +az1 +az7 +as3 +aq1 +a43+as6+as1 +as3+ase +as7 +age +arr +asgy +agz +agr +agz+agr =0
apo +a10+a16+ai18+ag2 +asp+ase+as6+ass+as0 +as2 +age +aro+are +ars +arg +agg +ago +age +age = 0
ago+a11 +ago +az6 +a29 +azo +aze + aq0 + @41 +as6 +as9 +age +a7o +ar1 +ars +arg +aso +ag +age +agg = 0
ap1 +aps+a11 + a2 +asz+azg+ass+as; +as2 +ass+ae1 +ag2 +ass +ago +ar1 +arz+agy +aga+agg+agg =0
a2 +ags +a11+az2 +az1 +asg +aq1 +as2 +aq5 +ass+ae1 +as2 +ags +aes +ar1 +ara +agg +ag1 +aga +agg =0
a2 +aos +a11+age + a3z +ass +ase+aq1 +as2 +aq5+ass +age +ar1 +arz +ag1 +ase +ags +asgs +ags +ags = 0
ag2+ags +a12+a14+ai15+as +azz+asq+ass +ae2 +ag3 +aes +ars+ars +aga +agz +ags +ags +aga +ags =0
ago+a10+a14+az3+az9+asz+ a4 +aso+as3+aso+aso +ae3 +a7o+ar3+ars+arg+ago+agz+ags+agg = 0
ago +a10+ais+a17 + a0+ a5 +az3+ags +aq7 +ass5+ago + ae3 +arr +aso +ags3 +ass +agr +ago +agsz +ags = 0
ago +a11 +aso +azs+aso +ass +asg + a0+ aq1 +ass +aes +ago +a7o +ar1 +ars +ago +ag +ags +agg +agg = 0
ago +a13+ai1g+az0 +az5+as3 + a0+ a3 +aqs +ass5+ago + ae3 +aro +arz +ars +ars +agg +ago +agz +ags = 0
ap1+ao4+ai1+az1 +ag4+ass+azz+ass+ass+ae1 +ae3+aes+ars+ars +agy +agz+agr +ag3+ags+ags =0
ap1 +ags+a11 + a2 +as1 +a3s+aze+as4+as1 +as2 +as4+age +ar1 +are +ags +age+agr +aga +ags+age =0
ago+a10+ai4+az0+a24+az7 +0as3 + a4+ ass+as7+aso +ae3 +arr +ago +asz +asgs +ago +ag3 +ags +agr =0
apo+a10+a14+ a2 +asg+ass+asg+as4+as0+as2 +aes+ags +aro+are +ars+agg+ago+age +ags+ags =0
ago +a10+ai4+a22 +azz+aszg + a4 +aso+as2 +aeo +ae2 +asg +aro +ar2 +ars+ago +ag2 +ags +agg +agg = 0
apo +a12 +a17+ase +asp+ase+as +as2 +as7 +as0 +as2 +age +arr +ago +age +age +agr +ago +age +age = 0
ago+ai1 +ago+az5+az1 +ass +ag0+aq1 +as5+aso +as1 +ass +aro+ar1+ars +asgs+ago +ag +ags +ags =0
ago+ai1 +ag1 +az7 +azg+asze+ a0+ as1 +aso+asy +as7+aee +ar7 +ago+agy +ags +ago +ag1 +ags +agy =0
a17 + a1s + arg + az7 + agg + a9 + asy + ass + azg + aqr + agg + a9 + as7 + ass + asg + agr + aez + agg =0
ap2 + age + agg + @12 + aig + @19 + a22 + azz + aszg + a4e + aas + ase + asg + age + ars + arg + asg + agg = 0
a3 + aos + aog + a13 + a7 + a9 + a3 + ag9 + azz + aqs + aqr + ass + ags + age + a7y + agr + agg + agg =0
ap1 + age + aps + a11 + az1 + asg + a9 + az1 + asg + a4e + aas + ase + asg + age + arg + arg + asg + agg = 0
ap3 + aps + agg + a13 + a1g + a3 + azg + azz + ags + asg + ag9 + ass + ags + gy + a7g + arg + agg + agg =0
ago + a10 + a16 + a1 + azo + Gz + a29 + azo + a3e + a46 + aas + ase + asg + age + arg + arg + asg + agg =0
ap3 + apg + agg + a13 + aig + as3 + azz + asg + asz + asq + ass + as7 + ags + ags + a7 + agg + agy + agg =0
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ao2 + aos + apg + a1z + ai7 + a2 + asz + asg + Gg6 + G47 + aq9 + ase + asg + age + ary + agy + agg + agg =
ao3 + aoe + @13 + a17 + Q19 + 23 + a9 + a3z + Qa6 + Q47 + a9 + as6 + as59 + a6 + ar7 + agy + agg + agy =
ao1 + aos + apr + air + a1 + agr + as1 + asy + azg + aq5 + aqr + ass + ags + asg + ary + agy + agg + agy =
@03 + o4 + aps + @13 + @18 + 23 + a29 + a33 + Q44 + A54 + A58 + A59 + A4 + A8 + A8 + a7 + a8y + Agg =
ao2 + aos + a12 + aig + aig + ag2 + asz + asg + ag5 + A48 + aq9 + ass + a5 + a9 + arg + arg + ags + agy =
ao2 + o4 + ap7 + a12 + a17 + a2 + ase + agr + asg + aaq + asa + as7 + aes + ags + ar7 + ags + agy + agg =
aos + aoe + apg + a2s + a6 + a29 + a3s + aze + 39 + A45 + a46 + a49 + a5 + are + arg + ags + age + agg =
aoo + @10 + ais + ai7 + azo + ags + aszp + ass + asg + aqs5 + aq7 + ass + ags + agg + ary + agy + agg + agg =
ao1 + aoe + aps + ai1 + az1 + a7 + az1 + asg + aq6 + A48 + ase + as7 + asg + age + arr + ass + agr + ags =
ao3 + aoe + @13 + aig + a3 + agy + ags + asz + ag6 + a48 + ase + as7 + asg + age + ary + ags + agy + ags =
ao2 + o4 + apr + @12 + a17 + a2 + az2 + azg + Qa4 + as4 + as7 + asa + a7 + a9 + ary + agy + agg + agy =
ao3 + ao + @13 + @14 + a6 + a3 + azs + age + a33 + 44 + as55 + a6 + ava + a5 + aga + age + ags + ags =
ao1 + aos + apr + @11 + az1 + a7 + az1 + asg + aas5 + a7 + ass + aes + as7 + aes + ary + ass + agr + ags =
ao1 + Go4a + @11 + a1 + agzg + a9 + az1 + asg + Gqq + a54 + asg + asg + aes + ags + arg + arg + ags + agy =
@04 + aop + @os + @14 + Q16 + A18 + A34 + A36 + 38 + A54 1 A56 1+ A58 + Q74 + A76 + A8 + Qg4 + Qg6 + Qg8 =
aoo + @10 + @14 + ag0 + a4 + a7 + azp + azq + azsg + @44 + as4 + as7 + aes + aes + ary + ags + agy + ags =
@03 + o6 + a13 + a14 + a1 + a23 + a29 + a33 + G44 + as6 + as9 + a6 + A4 + a76 + arg + aga + age + ag9 =
ao2 + aps + @12 + a14 + a15 + age + asz + ags + ase + aaq + as5 + age + a4 + ars + aga + ase + ags + ags =
ao3 + aps + @13 + aig + a3 + ags + agze + as3 + ag6 + A48 + ass + ase + ars + are + ars + ags + ags + ags =
ao2 + aos + @12 + ai7 + a2 + aszz + azy + asg + aq5 + aq7 + ass + ass + asr + aes + ary + ass + agr + ags =
ao4 + aos + ap7 + a14 + a1 + a1 + agq + ags + ag7 + aea + aes + asr + asq + ags + agy + agy + ags + agr =
ao1 + @oa + @11 + ag1 + az7 + as1 + az7 + azg + Qa4 + as4 + as7 + a6a + a7 + a9 + ary + agy + agg + agy =
ao1 + @o4 + @11 + ag1 + azq + ags + az1 + asq + aze + @44 + as5 + ase + ava + ars + aga + age + ags + ags =
aoo + @13 + a1s + ag3 + a9 + azz + a4p + @43 + Q48 + as0 + as3 + asg + aso + a3 + arg + arg + ags + agy =
aoo + @10 + a1 + aig + azo + a5 + azp + ase + Ga6 + A48 + as5 + ase + ars + are + arg + ags + ags + ags =
ao2 + aps + @12 + Q14 + a15 + Q22 + azz + agg + aqq + ass + aes + a9 + av4 + ars + aga + ags + agg + agg =
aoo + @10 + @14 + ago + a6 + a29 + azp + a3 + Q44 + as6 + as9 + a66 + a7a + ar6 + arg + aga + age + agg =
apo + a10 + a15 + a17 + ago + ags + azo + aze + aas + aa7 + ass + aee + arr + ass + ase + agy + ags + ags =
ao2 + ao3 + apg + aiz2 + a1z + aig + as2 + as3 + asg + ae2 + ag3 + asg + ar2 + arz + arg + asz + agz + agg =
ao2 + aps + a12 + ai7 + aze + azz + ass + ase + aq5 + aq7 + ass + ase + arr + ags + age + agr + ags + ags =
aoo + @12 + ai7 + age + asz + aszg + asp + a42 + aq7 + aso + asz2 + aso + a2 + a9 + ary + agy + agg + agy =
ao3 + app + @11 + ag3 + azg + aszz + aq1 + a43 + ag6 + ase + asg + ase + ar1 + arz + arg + agy + agz + agy =
ao1 + ao4 + @11 + a1 + @24 + aos + az1 + asg + aqq4 + ass + aes + ags + a4 + ars + ags + agq + ags + ags =
aoo + @10 + @14 + ago + azs + azp + ass + asg + Gqq + as5 + aes + as9 + arq + ars + aga + ags + agg + agy =
ao3 + aoe + @13 + a1g + Q22 + azz + a6 + a4 + as2 + a53 + as6 + a6 + ar2 + arz + arg + ass + ag2 + agz =
ao1 + ao3 + aps + a1 + a3 + ags + a1 + aq3 + aqs + ae1 + ag3 + ass + ar1 + ars + arg + agr + ags + ags =
aoo + @10 + @14 + @20 + Q24 + a27 + a3p + a36 + Q44 + a54 + a57 + A66 + A77 + A4 + Age + Aga + Qg + g7 =
ao1 + @o4 + @11 + a1 + az7 + as1 + asq + ase + Qa4 + a54 + as7 + ase + arr + aga + age + aga + age + agr =
apo + a11 + a21 + ag7 + az1 + azg + aqo + @41 + aso + as1 + as7 + aeo + ae1 + ags + arr + ags + agy + agg =
ao2 + aops + @11 + ag2 + asz + agg + aq1 + a2 + a45 + ass + aes + agg + a1 + are + agy + ase + agg + agg =
aoo + @10 + @14 + ago + azs + azp + aszq + ass + aqq + as5 + aeq + asg + arq + ars + ags + agy + ags + ags =
ao3 + ape + @11 + a22 + a3z + aq1 + @43 + a6 + as2 + ass + ase + age + ar1 + are + ag1 + ass + age + ags =
a10 + a13 + a1 + ago + a3 + a6 + a0 + @43 + ag6 + as0 + as3 + ase + ago + agz + age + ago + ag3 + ags =
ao1 + ao2 + ao7 + as1 + asz + agr + aq1 + aq2 + aq7 + as1 + as2 + asr + ag1 + ase + agy + ag1 + age + agy =
ao2 + aos + a12 + ai7 + agze + aszs + a5 + aq7 + ass + ae2 + as3 + ass + arr + age + agz + agy + age + agz =
aoo + @13 + a1s + a2z + aszz + aso + a4z + asg + aso + as2 + ago + a3 + ar2 + arz + arg + asg + ag2 + agz =
ao2 + aos + ai1 + age + ass + aq1 + ag2 + aq5 + ass + ae2 + ags + ass + ar1 + arz + ag1 + agz + age + agz =
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ago + a11 + a23 + agg + asz + aqo + a41 + aso + as3 + asg + aeo + a3 + ar1 + ars + arg + asy + agz + agg =
aop1 + apq4 + a11 + ag2 + az1 + asg + aqq + as1 + as2 + as4 + aes + ags + a71 + a2 + agg + agr + aga + agg =

a10 + a12 + ais + aso + asz + ass + aqp + a2 + aq5 + ago + as2 + ass + azo + arz + ars + ago + agz + ags
aoo + @12 + ai7 + age + asz + a4p + a2 + aar + aso + as2 + aso + a3 + ar7 + ag2 + agsz + agr + agz + ag3
ao1 + @oa + @11 + ag1 + az7 + a3z + aqq + asa + as7 + as1 + ae3 + asa + arr + ag1 + agz + agy + ags + agr
ao1 + @o4 + a11 + age + ags + agq + as1 + ase + asq4 + as1 + as3 + ass + ar1 + arz + agy + ags + age + ags
aoo + a11 + @22 + asz + asg + aqo + @41 + aso + as2 + ago + ae2 + asg + ar1 + ar2 + ag1 + ase + agg + age
az0 + a21 + ag4 + azo + a1 + azq + asp + as1 + asq4 + aso + as1 + asa + azo + ar1 + arg + ago + agy + asq
aoo + @11 + ag1 + ag7 + asz + aso + aq1 + aso + as1 + asr + aso + as3 + arr + as1 + asz + agy1 + ags + agr
aoo + @11 + ago + ags + ago + aze + ago + aq1 + ass + aes + aro + ar1 + ars + agp + ag1 + age + ags + age

apo + a11 + ag2 + az1 + asg + aqo + @41 + aso + as2 + ago + ae1 + ags + ar1 + ar2 + ags + agr + aga + ags =
aoo + @10 + @14 + age + aso + aze + aaq + aso + as2 + aee + aro + arz2 + arqg + agq + age + ago + ag2 + ags =
aoo + @10 + @14 + ago + az2s + a3z + aaa + ass + aeo + a63 + 74 + ays + ago + agz + aga + ago + ag3 + ags =
aoo + @10 + @14 + age + ass + aqq + asp + as2 + aeo + Ge3 + aro + arz2 + arq + ago + agz + aga + ag2 + agz =
aoo + @11 + ago + ags + aszz + asp + a4 + ass + aeo + ae3 + aro + ar1 + ars + asg1 + agz + ago + agsz + ags =
aoo + @11 + a2z + azo + ase + asp + a1 + asp + as2 + aee + ar1 + arz2 + ago + as1 + age + ago + ag2 + ags =

a4 + aos + apg + apg + a14 + a15 + aig + a1g + a24 + a25 + a2g + azg + a4 + azs +asg + azg =0
a4 + age + a7 + apg + a14 + aie + arr + aig + azq + age + a2y + azg + azq + aze +azr +azg =0
ags + age + aop7 + aos + a1s5 + @16 + a7 + aig + azs + aze + a7 + azg + ass + aze + azr +ass =0
aop1 + ao2 + apg + apg + aq1 + ag2 + asg + asg + as1 + asz + asg + asg + ag1 + ae2 + ass + agg = 0
aop1 + ao3 + aop7 + o9 + @41 + @43 + aqr + age + as1 + as3 + as7 + asg + ag1 + ae3 + a7 + age = 0
ap2 + ap3 + a7 + aos + @42 + @43 + 47 + a48 + as2 + as3 + asy + ass + as2 + asz + agr + ags =0
ap3 + age + @13 + a18 + a3 + a9 + asz + age + a8 + asg + asg + age + arg + arg + agg + agg =0
apz + aps + a2 + a1z + aze + asz + azg + a4s5 + a47 + ass + aes + agg + arr + agr + agg + agg =0
aop1 + apg + a11 + a1 + asy +asy + asg + agq + asg + asy + ags + agg + ary + agg + agy + agg =0
ago + a0 + a14 + azo + azs + azo + aze + aaq + ass + aee + ar4 + ars + agq + age + ags + ags =0
a1z + a1z + a5 + a1 + @42 + @43 + aqs + age + ar2 + azz + ars + arg + ase + agsz + ags + age =0
ayo + a12 + aie + a9 + aq0 + a2 + ag6 + a49 + aro + arz + aze + arg + ago + asz + age + agg =0
a1p + a13 + ais + a1g + aq0 + @43 + a5 + a49 + aro + a3 + azs + arg + aso + asz + ags + agg =0
ago + ai1 + a + asz + aqo + @41 + aso + asz + aeo + ap3 + ar1 + arz + asgy + asz + age + agz =0
ao1 + ag3 + @24 + aze + as1 + as3 + ass + ase + ar1 + arz + arzq + arzg + agr + agz + agy + ags =0
as + az1 + age + azs + aso + as1 + ase + asg + aro + ar1 + are + arg + ago + agr + age + ags = 0
ago + a23 + a24 + azs + aso + as3 + ass + asg + aro + arz + azq + arg + ago + agz + agy + agg =0
a1 + agz + azs + ags + ag1 + ag2 + ags + ags + agy + age + ags + ags + agy + age + agy + ags =0
asp + az1 + azs + asr + aeo + ae1 + aes + ae7 + aso + ag1 + ags + agy + ago + ag1 + ags + agr =0
agzo + azz + asq + agy + ago + ag2 + ags + agy + agp + age + ags + agy + agy + age + agy + agy =0
ap4 + ags + ao7 + ars + a5 + a1y + ag4 + ass + azr +asq +azs +azr =0
aop4 + aoe + aos + a14 + a16 + a1s + az4 + ase + ass +asq + aze +azg =0
aps + ape + agg + ais + aie + a1g + asgs + ase + azg + azs + aze +azg =0
ap7 + apg + apgg + a7 + aig + aig + asy + asg + azg + asy +assg +azg =0
aop1 + ao2 + ao7 + @41 + @42 + aq7 + as1 + ase + asr + ag1 + as2 +agr =0
ap1 + ap3 + aog + a41 + a43 + asg + as1 + asz + asg + a1 + ap3 + ags =0
ag2 + ao3 + apg + 42 + @43 + ag9 + as2 + ass + asg + a2 + ae3z + agg =0
ap7 + apg + apg + a4z + ass + a9 + as7 + asg + asg + agr + aps + agg =0
aio + a1z + ais + aso + a42 + ass + arg + arz2 + ars + ago + agz +ags =0
ap + a13 + a1 + ago + @43 + aa6 + a7o + arz + aze + ago + agz +agg =0
a12 + a1z + aig + as2 + a43 + asg + arz + arz + arg + agz + agz + agg =0

=0
=0
=0
=0
=0
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a15 + a16 + a19 + Q45 + Q46 + Q49 + a75 + A76 + A9 + ags5 + age + agg =
Q20 + @21 + @24 + as50 + as1 + as4 + avo + ay1 + azq + ago + ag1 + ags =
G20 + @23 + a26 + as50 + as3 + as6 + aro + ars + are + ago + ag3 + age =

a21 + ag3 + a8 + as1 + as3 + asg + ar1 + arz + arg + ag1 + agz + aggs =
G24 + Q26 + 28 + A54 + A56 + A58 + a74 + a7 + arg + aga + age + ags =
a30 + a31 + aza + ago + Ge1 + aea + ago + asy + aga + ago + a1 + ags =
azo + asz2 + ass + aso + a2 + aes + aso + as2 + ass + ago + age + ags

=0

asy + as2 + asy + ae1 + ae2 + agr + ag1 + asge + agr + ag1 + agz + agy =0
as4 + azs + azy + aga + ags + a7 + asa + ags + agy + ags + ags + agy =0

a1 + azo + aszp + aqo + aso + aeo
a18 + agg + aszg + a4g + ass + ags
ao1 + a21 + as1 + aq1 + a7y + as;
aoe + a26 + a36 + Q46 + a76 + ase
ao2 + a2 + aszz + ase + arz + age
aoe + a16 + a36 + as6 + A76 + Age
ao3 + a13 + ag3 + a3 + ass + ags
aos + a15 + ags + ags + ass + ags
ap2 + ai2 + as2 + ag2 + a2 + ase
ao4 + a14 + as4 + agq + a74 + agy
ao1 + a21 + aq1 + ag1 + ar1 + agr
aos + ags + ag5 + ags + ars + ags
a10 + azo + aso + aso + ago + ago
ao2 + as2 + as2 + ase + asz + age
aoe + a36 + Qa6 + A56 + ag6 1+ Age
ao7 + asy + aq7 + as7 + agy + agr
a10 + asop + aso + aso + aro + ago
a1s5 + ass + ag5 + a5 + ars + ags
a0 + asp + aso + aso + aro + aso
Q24 + a34 + G54 + Qg4 + Q74 + Q84

=0 a7 + ag7r +azr + as7 + as7 +agr = 0
=0 a9 + ag + asg + asg + asg + agg =0
=0 ags + azs + azs + as5 + ars +ags =0
=0 agyg + ago + asg + asg + arg +agg =0
=0 ags + a4 +azg + asg +ars +agg =0
=0 aps + a1s + ass + ass + arg +ags =0
=0 aos + a14 + a24 + a4 + a4 + ags =0
=0 ao7 + a17 + agr + ag7 + agr +agr =0
=0 ap3 +a13 +as3 + ag3 +arz +agz3 =0
=0 agg + a19 + asg + agg + arg + agg =0
=0 ag3 + a23 + a43 + ags + ar3 +ags3 =0
=0 agg + agg + asg + agg + arg + agg = 0
=0 ao1 + az1 + a41 + as1 + agy +ag; =0
=0 a3 + az3 + a3 + asz + agz + agz = 0
=0 a16 + age + as6 + ase + agg + ags =0
=0 a7 + az7 + agr + as7 + agr + agy =0
=0 a1z + azz + a42 + ag2 + arz + aga =0
=0 a8 + azs + asg + agg + arg + agg = 0
=0 ag1 +a3z1 +as1 +as1 +ar1 +ag; =0
=0 ag9 + azg + asg + agg + arg +agg =0

aps + a14 + aoq +azs =0 ags + a5 +azs +azs =0
ag7 + arr +agzy +azr =0 apg + arg +aszg +azg =0

ao1 + a41 + as1 + ag1
aor + aa7 + as7 + agr
aio + a4 + aro + aso
a1s5 + a4s5 + ars + ass
azo + asp + aro + ago
Q24 + G54 + Q74 + Qoq
aso + aep + aso + ago
as4 + apq + agq + gy

Si denotamos por Ay, Ao, As, ..

—-0
=0
-0
=0
-0
=0
-0
=0

ao2 + a4q2 + ase + ag2
aosg + a48 + asg + ags
ai2 + ag2 + are + asz
ai6 + a6 + a76 + ase
a21 + as1 + ary + ag;
Qg6 + as6 + a76 + Age
a3l + ag1 + asy + ag;
ass + aes + ags + ags

en 15 variables y tienen la forma:

-0
=0
=0
=0
=0
=0
=0
=0

aops + aie + azs + aze =0
agg + a9 + azg +azg =0
aop3 + a43 + as3 + agz =0
agg + a49 + asg + agg =0
a13 + aqz + a7z +agz =0
ag + a9 + arg +agg =0
a3 + asz + a7z +agz =0
asg + asg + arg +ags =0
age + aga + aga + aga =0

a7 + aer + agy + agy = 0.

., A1p, a las 10 columnas de la matriz A, ellas se pueden escribir
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to+t1 +t2+1t3 -ty —t5 —te —t7 —tg + 19 +t10 — t11 to+1t1 —t2 —t5 —t7 —tg +tg9 —t12 +t13
—tg + tio —t2 +2t4 +t5 —te — tg +t11 — t12 + 113
—t1 +t3 —t1 +t5
—to +t2 —to +ta
Ay = tg — t1o A, = | “to—tittat+its +i7+is—to+ti2 —tig
1= 5 =
t1 —t3 0
to — to 0
0 t1 — ts
0 to — ta
0 0
to+1t1 —tz —t5 —t7 —tg + 19 —t12 + 114 to+1t1 —tz —ts —t7 —tg + 19 — t12
tg —tg —tg
—t1 —t2 —ta + 1t +t8 —t11 —t12 + t1a —t1
—to —to — t2 + tg — 2t5 + te — 2t7 — 2tg + 111 — t12
0 0
A3 = | bty tta bty +tr +ts —to+tia — tis A4 = 0
0 —to —t1 +t2 +t5 +t7 +tg — tg + t12
—tg + tg 0
0 to
to tq
2ty +t3 — 2ty — t5 +t10 — t11 +t12 — t13 2ty +t3 —te — tg +t10 + t12 — t1a
—2ty —t3 +2t4 +t5 —t10 + t11 — t12 + t13 0
0 —2ty —t3 +t6 +ts — t10 — ti2 +t1a
0 0
As = ty +t5 —te +t7 +tg —tio + t12 — t13 Ag = tg —tio
—t3 +t5 tg —t3 —tg +ts +t7 +tg —t11 +ti12 — tia
—to +ta —tg
t3 — t5 —tg + tio
to — ty 0
0 to
2ty +t3 —tg +t5 —te +t7 +ts +tio — t11 + ti2 0
0 2ty +ts —te —tg +t11 +tiz — tia
0 —2t4 —t5 +te +ts —t11 —tiz +t1a
—2ty —t3 +t4 —t5 +te —t7 —tg —tio + t11 — t12 0
_ —t10 —ti13 + ti1a
A7 = —t3 As = t13 — t1a4
t1o 0
0 tr
tio —ty
t3 tq
0 0
tq + 2t5 — tg +t7 +tg + t13 0
0 —tg +ts +t7 + 2tg — t11 + t1a
—tg —2l5 +te —t7 —tg — t13 tqg —ts —t7 —2tg +t11 — t1a
— —t13 _ 0
Ag = 0 Ao = t14
t13 t14
—t5 —tg
t11 ts
ts te

Manipulando un poco Ap, llegamos a que los lattices p = p + eAp se pueden escribir de manera

general como:

14

p=p+edp=p+ed taw

Donde
Po1 + Po2 + Po3 + Po4
0

0
—Po1 — Po2 — P03 — Po4
—DPo2
—Pos3
Po1 — Po4
0
Po2
Po3

woy =

0

Po1 + Po2 + Po3 + Po4
0

—DPo1 — Po2 — Po3 — Po4
0
—Po2
Po1 — Po3
—Po4
Dbo2
0

Po4
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wo =

Wy

We =

wg =

w10 =

P01 — P02 — Po3 — Po4 + 2p12 + 2p13 + 2p14
—po2 — 2p12
—po3 — 2p13
Po1 — Po4 — 2p14
Po2 + P12
Do3 + P13
Po4 —Po1 — P12 — P13
0
P12
P13
—po1 — 2p12 — P14
2po2 + 2p12 + 2pas + po4
—Po3 — 2p23 — P34
D02 + Poa + P14 — P24 + D34
0
—P13
P12
0
—Pbo2 — P12 — P23
Dp23
—Po1 — P13 — P14
—Dbo2 — P23 — P24
Po3 + P13 + P23
Po4 + P14 + P24
—P12
0 b
0
0
0
D34
P14 — Po2 — P03 — Po4 — P13 — Po1
P03 — P23 + P24
Po3 + P13 + P23 + 2p3a
—2po4 — P14 — P24 — 2p34
Po2 + P12 + P13
Po3 + P13
Po4
—P03 — P13 — P34
D34
0

Po1 + P12 + P13 + P14 Po1 — P12
—P13
—P14
—Po1 — P12 — P13 — P14
O )
0
P13
P14

w3 =

Ws

wr

W9 =

w1 =

po1 + P12 + P13 + P14
—DP12
Po1 — P13
—D14
0

—Po1 — P12 — P13 — P14
0

P12
0
P14
P14 — Po2 — P03 — Po4 — P12 — Po1
Po2 + P12 + P23 + 2p2a
DPo2 — P23 + P34
—2po4 — P14 — 2p24 — D34
Do2 + P12
Po3 + P12 + P13
Po4
—Dbo2 — P12 — P24
0
P24
P14 — Po2 — Po3 — Po4 — Po1
P24
P34
—2po4 — P14 — P24 — P34
Po2 + P12
Do3 + D13
Po4

D23
0

0
Po1 + Po2 + Po3 + Po4

—Po1 — P02 — P03 — Po4
0

0
Po1 — Po2
—Do3
—Po4
Pos3
Po4
0
—Po1 — P12 — P14
Po2 + P12 + P23
—P03 — P23 — P34
Po4 + P14 + P34
0
—D13
0
0

Pb24
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P12 — Po3 — Po4 — Po2 + P13 + P14 Po2 — P12
—Po2 — D12 DPo2 + P12 + p23 + D24
—Po3 — P13 —D23
—DPo4 — P14 —DP24
Wiy = DPo2 + P12  wyg = —Po2 — P12 — P23 — P24 7
Do3 + P13 D23
DPo4 + P14 D24
0 0
0 0
0 0
Po3 — P13
—D23
Do3 + P13 + P23 + P34
—DP34
Wiy = P23
—P03 — P13 — P23 — P34
D34
0
0
0

A.4. Sistema de ecuaciones, cuantizacién en Tipo 1.

Por comodidad escribiremos p = [p1, p2, p3, p4, p5, p6, 7, P8, P9, P10}, en lugar de
[Po1; Po2, P03; Poa, D125 P13, D14s P23, D24, P34)-

Las ecuaciones del sistema
dNum(p) - w; =0, para 0 <1i < 14 (A.4)
son:

P3P1P203—P0P1P203—P0P1P3LS —P0P2P3 LA P13 P55 P203 04— P1P203 P4+ PT P23 04— P1P203 05+ P13 0305 —
POP1PZPT—P0PTP2P8 —POP3PAPS PR P1P2PS TP P1P3PTHPEP3PAPS — PoP2PAPT— PLPEPAPS +PEP2p3pTH i p3paps —
POP2P3PS—P2P3PAP5 TP P23 P8 P3P3PAPs — PoP1PEPI—POPT P3PS —POP3PAPT PR P1P2PI+P3P1 Ps P +P3P3PAPT—
POP1P3PI—POP3P5PT—PLOZPAPTPRP1P3PIF PR P3P5 TP P3PAPT—POP3P5 Ps P13 P5 P8 — P1PAPS PT—P2P3PapT+
PR35 P8 — P P2P5 P+ D3 P3Ps PT+P3P3PAPT —P2P3Ps PTPIP3Ps PT— P203P5 P8+ P3P3P5 P8 — POPT PTPS — PP PAPYF
PR P1LPTP8FPEP2PAPI— POPIPTPS — POP3PAPS —P1P3PAPIF PR P2PTPS PG P3PAPIF P P2P4PI— POPIPTPS — P13 PAPYF
PBP307P8+PTP3P4PI—P0PTPTPI PG P1PTPI—POPTPSPI—P0P3PTPPEP1PS PI PG P27 P9 — PO P3PS LI — P03 LTI
PEP208P9 + PEP3PTPI — POP3PEPY + PEP3P8PY + 2p0p1P2p3Pa + 2p0p1P20P3P5 + 2p0P1P3P4Ps + 2p0P203P1Ps —
2pop1p2p3ps + 2p1p2p3p4P5 + 2p0p1p3pap7 + 2p0p1p2p508 + 2p0p1P3P5P7 + 2p0p203P4PT — 2P0P1P2P3P9 —
2p0p1P3P5Ps + 2p0p2P3P507 + 2p1P20P3P4P7 + 2p0P2P3P5P8 T+ 20102030507 — 2p1P203P5P8 + 2p0p1P2P4P9 —
2p0p1p2P7Ps + 200P1P3P4P9 — 200P1P3P7Ps — 200P2P3P4P9 — 20002030708 — 201P20304P9 — 2pP0P1P207P9 —
2p0p1P2PsP9 — 2P0P1P3P7P9 — 2P0P1P3P8P9 — 2P0P2P3P7P9 — 2p0p2P3P8P9 = 0;

%m%m—mm@m—mm@m—m@mm+%mmm+%mmm—m@mm+ﬁmmm+mm£m—m£mm—
POP1P3 P8 —P0PTP3PT—P0P3P4PE PG P1P208+P3P1P3 PTG P20406— P03 P3 07— 103 P46+ P5P20307+PT P204P6 —
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POP3P3P8FPE P23 P8+ D203 P46 — P3P3PAPE —POP1PPI— POPIP6PT—P0PPAPSFPEP1P2P9+PRPLP6PT+ P P2P1PE —
POP1LP3PI— P0P3P6PT— P13 PAPS PG P1P3 P9+ 5 P26 7+ P3 P2P4 P8 — P03 P6 P3P P26 P8 — P13 P63+ P1P3P6 7+
203048+ 3 P26 08— P1 P36 07— P33 P4 P8+ P20306 07— P3P306 07+ P20306 P8 — P3P3P6 P8 — PO LT P7P8 — P L3 PaPI+
POP1PTPS+PYP204P9—POPSPTPS — POPAPAPI—P1 P3PPI PYP207 P8 P P3PPI T PR P2PaPI— POPRPTLS —P1P3 LAY+
PRP3PTPS+PTP304P9—POPT PTPIFPFP1PTPI— POPT P PI—POPS LT PYFP]P1P8PIF P P2PTPI—POPS PSP —POP3PTPY+
PoP2P8P9 + PEP3PTLY — PoPIPSPY + PoP3PsPY + 2p0p1P2P3P4 + 2p0P1P2P3P6 + 2p0P1P2P1Ps — 2P0P1P2P3PT +
2p0p2p3pape + 2p1P2p3P4P6 + 2p0p1P2P4Ps — 2p0P1P2P6PT — 2p0P1P2P3P9 + 2p0p1P206Ps + 2p0p1P3P6PT +
2pop2pspaps + 2pop2p3pepr + 2p1p2p3p4ps + 2p0p2P3P6P8 — 2p1P2P3P6P7 + 20102030608 T 2P0P1P2P4P9 —
2p0p1p2p7p8 + 2p0P1P3P4Py — 2P0P1P3PTPS — 2P0P2P3P4PY — 2P0P2P3P7P8 — 2P1P2030P4P9 — 2P0P1P2PTPY —
2pop1p2pspe — 2P0P1P3P7PI — 2P0P1P3P8P — 2P0P2P3P7P9 — 2p0p2p3P8Py = 0

PRP1P2P6— POPLP2PE+P1P2P3PT— PTP2P3Pa+PLP203 03— P1P3P3 PS5+ P1P2P3PE —P1P203 06— PoP1Ps g — PoP2P1PE+
PP1Ps PG + PEP2PaPe — PLP2PaPT + 2p1P2P3P6 + P1P3PIPs — PIP2paPs — PTP3PaPs — PLP2P5PE + 2p1P2pPEP6 —
P1P3P506+P2P30APE— P33 PAP5 T P1P3P5 03— P1P3P5 06 +P2P3PAPE —P203PaP6— PoP1PGPT—PoP2PLPS —POPAPS PG+
PaP1P6PT + P3P20aPs + PRPaPsPe — PoP2PaPT + PLP2PIPS + P1P3PIPT — P1PAPsPE + 201030506 + PEP206PT —
P2 P204P8— P P3P4PT— D3 P45 L6 —P0P2PEPsTP1P2P3 P8+ P13 PR P7—P1LPS PS5 P8+ P23 0307 —P2PaPs Pe+20204P3 Pe+
PRP20608— P3 030507 — P3P3P4P7— P3P4P5P6+P10208 P8 +P1P3 08 07— P1LP3P6 L7+ P23 03 P8+ P23 03 P7— P23 Paps+
P3P4P5 05— P P206 P8 — P53 P5PT— P3PaPs e+ P2P3P3 P8 +P2P3 08 PT— P23 P6PT— P3P3Ps P8+ P2P3 PG P8 — P23 0608 —
POP1PEPI—PoPAPEPT— PO P33 P8+ DE P15 Pa-+ PR PaPs P8 +PRPAP6PT— PoP1PEPY — PoPs PRPTP1P2PA P —PLPAPEPT+
P1PAPsP8 + 201050607 + POP1P6PY + PEP5P6PT — PIP2PAPY — PIPaPsPs — PiPaPsPT — PoPsPEPs + PLP2PEPY +
PLP3PIPY — P1P5PGPT — P1P3P5P + 2p1P3 P67 + 2p204P3P8 — P2paPPT — P2PiPsPs + 202030607 + PoPsP6Ps —
PR P3P4P9— P31 P50607— P3P4P5 P8 — P3P4P6 71020809+ P1P3 P3P+ P15 PE P8 — PLP3P6 P — PLPEPS Lo — P25 P57+
20203p6p7 + P3PAPEPT + P3PIPSPS — PIP3P6PS — PoP5P6PT — PAPAPSPE — P3PAPGPT F PLP3PGPY — PLPAPEPI —
P2psPaPs + 2p2p3p6ps + P3PsPEPT — P3PsPePs — PAPsP6PT T+ P3P5PEPS — P3P5PSPS — POPAPIPY — PoPAPTPs +
PR P4P5 PO+ Y PaPTPE— POPAPEPI—POPEPTPS—P1PAPEPI+2P1 3 Ps Po+P1PEPT P8 PG PAP6 PO TP PS5 PTPS—P1 PaP5 PI—
P1P4P7P8—POPEPTPS— P1LPAPELI+2P1 P46 PoFP1 P37 P8+ P204P3 Po+P205P7PSPDP6 LT P8 — P PaPEPO— 3 P5PTPS—
3040509 P3P4P7 P8+ P18 0708+ P204P8 Po+ P23 P78+ P3P4PE Po+ P33 P7 08— P1 06 0708 — P3 P46 P9 — P35 07 P8 —
P3P4P5 P9~ P3P4P7 P8+ P2PRPT P8+ P3PAPEPYFP3PE LT P8 — P3PS PTPS — P3PAPEPS — P3P PTP8+P3PEPTPS — P36 P7PS —
POPEPTPI+PEPALT PO —POPIPSPY— POPEPTPIFPLPIPTPI+PYPAPS P+ P P5P7 P — PR P4PTPI— POPEPEPI—POPRPT LY+
P1P3PsPI+P1PEPT P9+ P23 P79+ PFP3 P8 PIFPRPSPTLI—PLPAPS LY — P31 P5PTPY— P3PaPTPI—POPEPS P +P1PEPs Po+
P1PGP7P9F P23 P8 P9+ P2PE 7P+ P3 0507 P+ PG PG P8P — P3 P3PS LI — P16 PTP9 — P3PAPS LI — P3P5PTPI— P3P4PTPY+
P1PG P8P+ P23 P8 Po+P2PEPT P+ P30IP8 P+ P33 P70 — P PGPS LI — P5P5 P89 — P36 P7PI — PRPAPSPI— P3P5PTPY+
P205P8P9 -+ P3P3P8PY + P3PEPTPI — P3P6PSPI — PAPSPSPI — PRP6PTPY + P3PEPSP — P3P6PsPY + 2P0P1p2paps +
2pop1p2pspe + 2pop1papspe + 2p0p2papspe — 2p1P2P3P4PT + 2p1p2papspe — 2p1P20304P8 — 2P1P2P3P50T —
2p1p2p3p6ps + 2pop1papepr + 2p0p1pPsPeP7 + 2p0p2pap5p8 + 2p0p2papepr — 2p0p2p4PePs + 2p0p2P50607 —
2p1p2p4p6P7 + 201P3P2P507 + 2p0P2P506Ps + 2p1P204P6Ps — 2p1P2050607 — 2p10304P5Ps8 + 2p20304P507 —
2p1p2p3P5P9 — 2p1P2P3P6P9 — 20103050608 + 2p203P1P6Ps + 2p0p1P4P5P9 + 2p0p1P1P6P9 — 2P0P1P506P9 —
2p0papspeps — 2p1p2p4p7ps + Ap1papspepr — 2p1p2P507Ps — 2p1p3p4p7Ps + 2p1PapspepPs + Ap2papspepr +
2p1p2p5p6P9 — 2p1P2P6P7Ps — 2P1P3P507P8 — 2P2P3P4P5P9 — 20203P4P7P8 — 2p204P5P6P8 t 20103050609 —
2p1p3p6p7Ps — 2p203P4P6Py — 2P203P507P8 + 203p4P5P6P8 — 20203P6P7P8 — 2P0P4P5LTPS — 2P0P4P5P6PY —
2p0papeprps — 2010204P7P9 + 2P104P5P7P8 — 2P0P5P6PTP8 — 2P1P2P4P8P9 — 2010205079 — 2p1P3PAPTPY —
2p1p4psp6P9 + 201P4P6P7Ps T 2020450708 — 20102050809 — 20102060709 — 2p1P3P4P8P9 — 2p1P3P507P9 +
2p1p5p6P7P8 — 2p203p4P7P9 + 2p2P4P5P6 P + 2p204P6P7P8 + 2304050708 — 2P1P206P8P9 — 2P1P3P50809 —
2p1p3p6 PP — 2p2P3P4P3Py — 2p203P507P9 + 2p2P5P6P7P8 + 2p3P4P5P6P9 + 20304P6P7P8 — 2P1P3P6P8PY —
2p2p3p5pspy — 2p203P6P7P9 + 20305060708 — 20203060809 — 200P4P5P7P9 — 2P0P4P5P8P9 — 2P0PapPePTP9
2p1P4P5P7P9 — 2P0P4P6P8PI — 2P0P5P6PTPY T 2P1P4P50P8P9 T 20104P6P7Py + 2p2p4P5P7P9 — 2p0p5P6P8PY +
2p1papepspe + 2015060709 + 2p204P508P9 + 2p204P6P7P9 + 2p304P507P9 + 2p1050608P9 + 2p2p4p6 P8P +
2p2p506P7P9 T 2p3P4P5P3P9 T 203P4P6P7P9 T 20205060809 T 203P4p6PsPe T 20305060709 + 2030506039 = 0;

PPLP3P5 —POP1P3PE—POPLPE PGS — POP3PAPEFPE P15 P6+PGP3PAPS — P1LP3PAPEFPLP3PIPS+PLP3P5 PE— P1P3PEPE—
POPLPEPS —POP3PIPT— POPAPE PG+ PPLPs P8+ P P3PAPTPGP4PSP6— POP3PEPT—PLPAPEPe+PLPIP5 PG+ P P3P5PT—
POP3P3 P8+ P8 P305 08 P3PAP5 PG — P3P4PEP6 —P0P1PE LI — POPAPEPS — POLIP6PTFPEP1P5 LI+ PoPAPs PSP P1P6PT—
POP1PEPY— POPE L6 PT—P1PAP3 P P1PLP5 P8P P1P6 P9 +PGPs P6PT— P0PEP6Ps +P] P56 3 +P1Ps PGPS — P1LPE PGPS —
P3PaP3P8+P3PAPEPTHP3 P35 Ps — P31 P6PTP3P5 PG PT—P3PE L6 PT P35 PGPS — P3PE PSS — PoPAPELI—POPIPT LS+
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PR P45 Pa+PEP4PTPS— POPAPEPY — POPEPTPE —PLPAPE P+ PLPIPS P+ PG PAPE P+ PR PS5 PTPS— POPEPTPS — P1P4PE PO+
P1P3P6Po+PEP6PTPS— PoPIPT P+ PEPAPTPY — POPIPSPI— POPEPTPY+PEPAPS P+ PEP5 PTPI— POPE PSP — PoPEPTPY+
PoPsP8PY + PRPPTPY — PoPEPsPs + PoPsPsP + 2p0P1P3PaPs + 2p0p1P3P506 + 2p0P1PaPsP6 + 2p0p3paps 6 +
2p1p3papsps + 2p0p1Papsps — 2p0p3papsP7 + 2p0p1P5p608 + 2p0p3P4P5P8 + 2p0p3papepT + 2p0p3P50607 +
2popspspeps + 2pop1Papspe + 2p0p1P1p6P — 2P0PaPsP6PT — 2P0P1P5P6P9 + 2p1P4p5P6Ps — 2p3P4P5p6PT +
2p3papP5P6Ps — 200P4P5P7Ps — 2P0P4P5P6P9 — 200P4P6PTPS — 20005060708 — 201P4P506P9 — 2P0P4P507P9 —
2p0papsPsP9 — 2p0PaP6P7P — 2P0P1P6 P3P — 2P0P5P6P7P — 2p0P5P6PsPs = 0;

—p3P1P2P3 — PAP1P2PS — PRPIP2PS — POP1P2PY — POP1P3Ps — PoP1P3PT — PPLP3PY — PEP1PSP6 — PopiPsPs —
PEPIPSPY — POPIPEPT — POPLP6PY — POPIPTPS — PRPLPTPY — PaP1PSPY — PaP2PsPa — PaP2P3PT — PEP2P3ps —
PBP20406— PR P2P4PS — PR P2P4PI — PR P26 07— PR P26 P8 — Po P27 PS8 — Po 20709 — PaP208 P — PaP3PALS — PoP3PAPT—
PRP3P1PI— PR35 0T —PYP3P5 P8 — PoP3PTPS — P P37 — PaP3P8PI— PoPaPsP6 — Py PaPs P8 — Py PaPsPI— PoLAP6PT—
PBP4P6PI— PEPALTPS —PoPAPT P~ P)PAPSPI— P3P5P6PT—P3PSP6PS —PoP5P7P8 — PoP5PTPI— PoPs P8 Lo —PoP6 P78 —
PPsPTPY — P3P6PsPy + Popip2ps + popipapes + 3popipaps + popipps + popipaps + popipspr + popipsps +
PoPIPsPe + 3P0Pipsps + popipspe + PopipepT + Popipsps + 3popiprps + 3popiprpe + 3popipspe — Pop1paPs —
POPLPSPE — POPLP3PS — POPLPSPY + Pop1P2ps — 4pop1p2psps + 4pop1p2psps + 4pop1p2paps — 4pop1p2pspe —
4pop1p2ps ps —4pop1P2Ps P9+ PoP1P2PG + 2P0 P1P2P6 P8 — 200010206 P9 +4P0P1 20708 — PoP1LP2PE +2P0P1 P28 P+
PoP1P2Py + PoP1P3Ps + PoPLPZPT + PoPLPZPY — POPLP3PE — 2P0P1P3P5PT + AP0pipapsps — 2p0p1papspe —
P0P1P3PF 4010307 P8 +20001P3P7P9 +4P0 13 P8 P9 — PoP1 P3PS AP0 1 paps P8 401 papTps AP0 1 papTpe t-
4pop1papspPe — PoP1PENS — POP1PZPS — POP1PEPY + POP1PSPE — 200P1P5P6PT + 20001050608 + 20001050708 —
20001 P5P7P9 — POP1P5 PR+ P0P1P5 S+ P0PLPEPT +P0PLPGPY — PoP1P6PF F200P1P6P7 P8+ 20001 P6 P8 LI — POP1 PGPS —
POP1PZPs — 3PoP1pFPe — Pop1PTPR — 4P0P1PTPSPI + POPIPTPE — POPLPRPY — POPLPSPS — POP3P3PL — POPIPIPT —
POP3P3P8— P03 P46 —POPSPAPS— POP3PAPI —POPS L6 LT —POPSP6 P8 — P03 PTPS —POPS LT LI —PoP3P8PIFPOP2P3Pa+
POP2PAPT + PoP2p3ps + Pop2p3PT — APop2papaps — 2p0p2p3P4PT + 2p0P2P3paPs — 4Popapspspr — 4Pop2p3psps +-
pop2p3pF + 2p0p20307Ps + Pop2pspy + pop2pipe + 3pop2pips + popapire — Apopapapspe — Apop2papsps —
4p0p2p4pPs P9+ P0P2P1PE — 2P0P2P4P6 07 +4P0P2P4P6 P8 —2P0P2P4P6 P9 2P0 P2P4P7P8 — 2P0 P204P7 P9 — PoP2P4 PR+
Pop2P1Ps — 4Pop2p5P6PT — 4P0P2P5P6 P8 — 4P0P2P5 P7P8 — 4P0P2P5P7P — AP0P2P5 P8P+ PoP20GPT + Pop2pe2ps +
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PRP3P5PT—PYP3P5 P8 —PoP307P8 — PoP3PTPI— PaP3P8Pa — PaPAPs PG —PoPaPs P8 — PoPaPsPI— PaPaPePT—PaPaP6 P9 —
PBP4P7 P8 — PG P47 PO — PEP4PS PO — P35 P6PT— P35 PGPS — P3P5 P78 — P35 P70 — P35 P8P — P3 L6 PTPS — P3P6PT PO —
PB6P8 09— P0PT P23 —P0PT P26 — P0PT P28 — P0PTP2P9—P0PIP3P5—P0PTP3PT—P0PTP3PI—P0PTP5P6—P0PTP5PS—
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POPI P59 —POPTP6 LT — POPTPGPI— POLT PTP8—POPTPTPI— POPT P8P+ P0 L1 PEP3FP0P1P3P6+PoP1 P3PS+ P0P1 PSP+
P0P1P2P3 —4p0p1p203Pa+4P0P1p2P309 —4P0P1P2P4P6 —4P0P1P2P1 P8 —4P0P1 P24 P+ P0LLP2PE — 2P0P1 P26 P8 +
2p0p1P2P6P9 + Pop1P2P3 + 2p0P1P2P8PY + PoP1P2PE + PopPIPIPs + PoPLPZPT + PoPLPZPY — Apopip3paps —
4pop1LP3P1PT — 4PoP1P3Paps + PoP1P3PE — 2P0P1P3P5PT + 2p0P1P305P9 + PoPLP3PZ + 200P1P3P7P9 + PoP1P3PE —
4pop1papspe — 4pop1papsps — 4pop1papspe — 4pop1papspr — 4popipapepy — 4pop1paprps — 4pop1paprpy —
4pop1papsps + Pop1PEPs + PoP1PEPS + PoP1PEPY + PoP1PSPE — 2P0P1P5P6PT — 200P1P5P6P8 + 4P0p1P5P6PY —
20001P5P7P8 — 2p0P1P5P7P9 + POPIPSPR + PoP1PsPS + Pop1PEPT + PoPLPGPY + POPLPEPT — 2p0P1P6PTPS —
20001 P6P8P9 + PoP1P6PS + PoP1PFPS + PoPLPF P9 + PoP1LPTPR +4P0P1P7 P8P F PoPLPTPS + PoPLPEPY + Pop1LP8 PG +
PoP3P3PA + PoP3P3PT + Popapsps + popspaps + popspaps + Popspaps + Pop3pept + popapeps + popaprps +
PoP3P7PI+PoP3 P8P+ PoP2P3 LA+ PoP2P3PT+ PoP2P3 P8 — PoP2P3 LI —200P2P3P4PT —2P0P2P3PaPs +4P0P2p3papy —
POP2P3PFH2p0P2p3p7Ps+4P0 P23 P79 — PoP2Pa PR +AP0P2P3 P8 LI — POP2PLPE — PoP2PIPE —POP2PAP+P0P2PAPE —
2p0p2P1P6PT + 2P0P2P1P6PY — 2P0P2P1PTPS — 2P0P2P4PTPY + PoP2PAPE + Pop2paps + Pop2PEPT + Pop2PEPs —
POP2P6PF + 2P0P20607P9 — PoP2P6PR 2000206 P8 P9 — POP2P3PS — P0P2P7P9 + PoP2pTPZ + PoP2P7PE — PoP2PRPe +
POP2P8PSFP0P3P4P5 +PoP3PAPTFP0PAPAPYFPOPEPS P+ POP3EPs P3P0 PEPTPS T POPEPT LI POPE PSP —POL3 LIPS —
POP3PIPT — POP3PAPY + PoP3PAPE — 2p0P3PapsPs + 200P3PapPsPo + POP3PAPE — 2p0P3PapTPs — 2P0P3PapPsPe +
PoP3PAP3 + POP3PEPT + PoP3PEPS — PoP3Ps P +2p0P3P5 TP — PoP3Ps PR+ 20003050809 + POP3PEPS — POP3LEPY —
/)0,03,07P§+/)0,03,07P3—/)0,03P§P9+pop3,08ﬂ3—Popipspes—/)opipsps—,00,0421,05P9—,00,0421,06P7—,00,0421,06p9—,00,0421,07P8—
POPIPTPY — POPIPSPY + P0PAPEP6 + PoPAPEPS + PoPAPEP + PoPaPs PG+ 4P0PaPsPePY + PoPaps s + 2P0 PapsPspy +
P0PP5P3 + PoPaPELT + PoPaPEPe + PoPaPsPF + 200PaP6P7Po + PoPaPsPS + PoPaPIPs + PopapIpe + PopapTpi +
4p0paprpspy + PopapTPs + PopPapIPe + PoPapsPy + PoPEPePT + PoPEP6Ps -+ PoPEPTPS + PoPEPTPY + PopEpspo +
PoPs PP+ P0Ps Pg P8 — PoPs Pe P +20005P6 708 +AP0Ps Pe P79 — PoPs PG P3 +4P0P5 P6 P8 P9 — PoPs P3 P8 — Pops P P9 +
P0P5P7P3+P0P5P7P5— P05 PP+ P05 P8P+ P0PEPT P8+ P0PEPTPIFPOPEPS PO+ POPE LT P8 — P06 LT P9 — P06 PTPR+
P0P6PTPS—P0PEPZ LI POPEPSPS— P1P2P3P4—PLP203P5— P3P2P306 — P1P2P4P6 —PLP2PAPS — PiP2P4P9— P1P2P5P6 —
I 20508 = P1P20509—P1P20608 = P1P20609— P13 P45 —P1P3P4PT—P1P3P4PI— P13 0506 — P13 0507 —P1P3P509 —
PLP3P6PT— P31 P30609—PLPAPSP6 — PTPAP5Ps — Pi PAP5 P9 —PLPAPSPT—PTPAP6PY —PLPAPTPS —PLPAPTPY—PT PAPS P9 —
P1P5P6P7—P1P5P6 P — P1P5P7Ps — P1 P3PTPI—P1P5P8PI—P1P6 LTS —P1P6 PTP9— P1P6Ps P+ P13 P3Pa+p1pspsps+
P1P3P36+P1P3 046 +P1LP3PaPs T P13 paPIFP1 P3PS P6+P1P3 5 Ps+P1P3 P3 P9+ P13 P6PsFP1P3P6 P +P1 P23 pa+
PLP2P3P5 + PLP2P3Ps — P1P2P3PT — 201P203P4P5 — 201P203P4P6 + 4P1P2pP3Paps — PLP2P3PE + 2p1P2P3P5P6 +
4p1papspspe — PLP2P3PE + AP1P2P3P6PY — PLP2PIPe — PLP2PIPS — PLP2PIPY — 201P2P4P5P6 — 2010204P5P8 —
201p2paps P+ P1P2paPG + PLP2PAPS + 201P204P8P9 + P1P2P4PT — PLP2PEPS — PLP2PEPS — PLP2PEPY + P1LP2P5 PG +
P1P2P5 PR+ 2010205 P8P9 + P1P2P5PF — PLP20EPS — PLP20PP9 + P1LP206P3 + 20102060809 + PLP206P3 + PLP3P4PS +
P1P3P4PT+PLP3PAPY FPLPE s P6+ P13 Ps PTHP1P3 PS5 P9+ PLPE PG PTHPLOE PGP — PLP3PIPS — PLP3PAPT—PLP3 LIPS+
PLP3PAPE — 201P3P4P5P6 — 201P3P4P6PT — 201P3P4P6P9 + P1P3PaPT + 2p1P3pap7Pe + PLP3PaPS + PLP3PEPE —
PLP3PEPT — PLP3P3PY — P1P3P5PG + P1P3P50F + 2p1P30507P9 + P1P3P5PG — PLP3PELT — PLP3PEP + P1P3P6P7 +
20103P6PTP9 + PLP3P6PS — PLPAPSPE — PLPAPSPS — PLPALSPI — PLPAPGPT — PLPIPGPY — PLPIPTPS — PLPAPTPY —
PLPIPSPY + PLPAPEPS + PLPAPEPS + PLPAPEPY + P1LP4APS PG +4P1P4P5P6 P9 + PLPAPS P3 + 201P4P5 P89 + PLPAP5 PG +
PLPAPEPT  PLPAPEPS + P1PAP6PT + 20104060709 + PLPAPEPS + PLPAPEPs + PLPAPE P9 + PLPap PR +4p1paprpspo +
PLPAPTPY + P1PaPIPY + PLPAPSPS — PLPEPGPT + PLPEP6Ps — PLPEPTPS — PLPEPTPY — PLPEPSP + P1P5PEPT —
P1P5PEP8 + P1P5P6 % + 20105060708 + P1P5P6 PR + P1LP5PFPS + P1P5 P3P0 + P1P5P7PR + 4p1psp7 P8P + PLPsPTPE +
PLP5PRPY + PLP5PSPS — PLPGPTPS — PLPGPTPY — PLPEPSPY + P1P6P3PS + PLP6PFPo + PLPepTPR + 4p1peprpspe +
P1P6PTP3+P1LP6 P3P+ P1P6 P8P+ P3P3P4Ps +P5P3P4P6 P33 PaPTP3P3PaPs+P5P3P5 P7+P3P3Ps P8 P53 P6PT+
P3P3P6 P8 +P3PaP5 P6+P5P4P5 Ps 03 PaPs Po+P3PaPe PT+P3PaP6 P9+ P5PAPT P8+ P3PapT P9+ P3PaPsPI+P3Ps P pT
P3P5P6 08 +P3P5 07 P8 D3 P5 P79+ 03 P3 ps Pa+P3 Pe PT 08 +P5 06 709+ D5 P6 Ps Po -t P23 paps+p2p3pape +papi papt+
P203PaP8+ P23 507+ P2P3P5 P8+ P203 6 P7+ P23 06 P8 — P2P3 P15 — P2P3PZP6 — P23 PT— P2P3PL P8 — P2P3P4PE+
20203040506 —4p2P3paps p7+4p2p3paps po— P2p3paPs — 402030406 03 +4P2034P6 o — P2papapi +2papapaprps +
Apapapaprp — P2p3PaP + Ap2p3papspy — P2p3pRpT — P2p3pips + 202p3P5P6P7 + 202P3P5P6Ps — P2P3P5PF +
2p2p3ps5p7P8 + 4P203P5Pp1P9 — P2P3P5PR + AP2P3P5 P8P — P2P3PGPT — P2P3PEPE — P2P3P6PF + 2p2P306P7Ps +
4p2p3pe PPy — P2P3P6P3 +4P2036Ps P9 — P2PIP5P6 — P2PIP5PS — P2PAP5P9 — P2PRP6 LT — P2P1P6PI — P2PIPTPS —
P203P7P9— P2P1P8P9 — P2P4P3P6 — P2P4P3 P8 — P2P4P3 P9+ P25 PG —4P204P5 P6 P —4p2paps prps —4p2paps prpe+
P204P5P% —202P1P5 P89+ P2PaPs P3+ P2PAPEPT — P2PAPEPY — P2PAP6PT — 2P2P4P6 0709 —4P24P6 P8 P9+ P204P6 P5 —
20403 08— P20403 P9+ P20407 03+ P20407 05— P204P3 P9+ P204P8 05 — P23 P67 — P23 P6 P8 — P23 0708 — P23 P79 —
P2P3P8P9 + P2PsPEPT + P2P5PEPS — P2P5P6PT — 20205P6PTP8 — P2P5P6Ps — P2P5P7P8 — P2P5P3P9 + P205PTPE +
P2P5PTPG — P2P5PIPY + P2P5P8PS — P2PFPTPS — P2PRPTPY — P2PRPSPI — P2P6PIPS — P2P6P3PY + PapepTPy +
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P206PTP3 — P2P6PEPY + P2P6PsP + P3PAPsPs + P3PaPsPs + Papapspe + P3PaPepT + PIPapepe + PaPapTPs +
P3PapTPY + P3PaPsP + P3PsPePT + P3PsPePs + P3PsPTPs + P3PsPTPe + P3PsPspe + P3pepTPs + P3PepTPY +
P3P6PS P9 —P3 P15 P6 —P3P1P5PS —P3PLP5PI—P3PLP6PT—P3PLPEPI—P3PLPTPS—P3PAPTPI—P3PLPS LIP3 PAPE PG
P3P4PEPS— P3P4PEPI— P3PaP5 PG —4P3PaP5P6 P8 —AP3P4P5 07 P — P3PAP5PE —2P3P4P5 P8P+ P3PAPS PG — P3PAPEPT —
P3P4PEPYFP3PaP6PT—4P3P4P6 P78 —2P3P4P6PTPI —AP3P1P6 P3 LI+ P3PAP6PS FP3PAPT NS — P3PAPE PO — P3PAPT PR+
P3P4PTPE— P3P1PIPIFP3PAPS PG+ P3PEP6PT+P3PEPE P8 —P3PEPTPS — P3PEPTPI—P3PEPSPI—P3P5PEPT—P3P5PEPS —
P3P506P% — 20305060708 — P3P5P6PR + P3P50308 — P3P5P2P9 — P3P5P7PZ + P3PsPTPS — P3P5PRPY + P3P5P8PT —
P3PEPTPE — P3PELTPI — P3PEPSPI + P3PGPZPS — P3PGPFPY — P3P6PTPR T P3P6PTPS — P3PePaPe + P3pepsps = 0;

PEP1P2P3 — PaPIP2PE — PRPLP2PS — PaP1P2PY — PRP1P3Ps — PRP1P3PT — PaP1P3PY — POPLP5P6 — PaP1PsPs —
PRPIPSPY — POPLP6PT — POPLP6PY — PEPIPTPS — PRPLPTPY — POP1PSPY — PoP2pspa — PopP2p3PT — Pap2PsPs —
PRP2P1P6— PR L2048 — Py P2PAPI— PoP2P6PT— P P206 P8 — PaP2PTP8 — PoP2PTPI — Po P28 P9 — Py P3PAPs — P L3P4PT —
PBP3PAPI—PYP3P5PT— P35 P8 — P P3PTP8 — PaP3PTPI— PaP3 PSP —PoPAPSP6 — PoPaPs P8 — PaPaPsPo —PoPaPe )T —
PBP4P6PI—PLPAPT LS —PPAPT PO~ PG PAPSPI—P3P5P6PT—POPSPEPS — PR 5 PT P8 — P35 PTPI—P3P5 P8 P9 —PoP6 PTPS —
P& P6 07 P9 — PG P6Ps P+ POPT P2P3+P0 T P2P6+PoPTP2P8+PoPT P2Po+P0 Pt P3Ps+PopipspT+Popi Pape+poptpspet
0PI Ps P8+ PoPTPs P+ P0PPePT+P0PT PePaFP0PT TP POPT PTPY+P0PT P8 PIFPOP1P3P3FPOPIPE PG+ P01 RS P8+
POPLP3PY — PoP1P2P3 — 4p0p1P2p3P6 + 4P0p1P2p3P7 — Pop1P2PE + 4P0P1P2P6 T — 200010206 P8 — 20001020609 +
4p0p1p2p1 P8 +4p0P1P2P7PI — P0P1LP2PZ 2P0 P1P2P8P9 — POPLP2PS — POPLPA LS — POPLPAPT—POPLPZPIFPOP1P3PE —
4p0p1p3PsP6 12000103057 —2P001P3P5 P9 — AP0 136 PT—4P0P1 P3PS P+ PoP1P3PF 201 P3PTPY FPoP1 P3P+
POPLP3Ps + POP1PEPS + POPLPEPY — PoP1P5PE + 20001050607 — 20001050608 + 2p0P1P507P8 + 2p0P1 050709 —
POPLPSPR — POP1P5PS — POPLPGLT — POPLPEPY + PoP1P6 P — 20001060708 — 20001 P6P8P9 + Pop1P6Ps + Pop1PFPs +
POP1P?P9—P0P1PTPE—POP1PTPE—POP1PE LI POP1PSPSP0P3P3PAP0P3P3PTP0P3 P3PS P03 P46 P03 PaPs
POP3P1PIF P03 P6PTHP0PSP6 P3P0 P3PTPS T POP3PTPYFPOPS DS PI— PoP2PEPA—POP2P3PT—PoP2P3 P8t PoP2P3PT—
4p0p2P3Paps +200203PpaPT — 20203 PaPs — 402036 PT—4P0P2P3P6 P8+ PoP2P3 T 2P0 P2P3PTP8 F PoP2P3PR -
PoP2PiPs + PoP2PIPs + PoP2PIPs — Pop2paPE + 2p0P2papepT — 2P0P2PaPsPy + 200P204P1Ps + 20002040709 —
POP2P4PR — POP2PAPS — POP2PELT — POP2PEPS + PoP2P6 P37 — 2P0P2P6P7P9 + P0P2P6 PR — 20002068 P9 + Pop2PF P8 +
POP203 09— P0P2P7P3 —P0P2P7 P3P0 P23 P9 —P0P2PS P — P03 LALS — POPILALT—POPILALI —POPI LS PT—POPIL5PS —
POP3PTPS — POPIPTPY — POP3 P8P + POP3PAPS + PoPapipT + Popapipe + Popapap: —4pop3papspe +4popapapspr —
20003040508 = 20003040509 —4P0P3papspr —4P0P3PaPsPo + P0P3P1PF — 20003040708 — 20003040809+ PoP3PaPE +
PoP3PEPT + Pop3pEps — 4popspspepr — 4Pop3pspeps + PopsPsPt — 20003P5P7P9 + PoP3PsPE — 200P3P5P8P9 —
4popspeprps — 4popspeprpe — 4popspepspe + Popspaps + popspzpe + popsprps + 4popsprpspe + popsprps +
PoP3PZPe + PoP3PsPs + PoPiPsPe + PopPiPsPs + PoPIPsPe + PoPiPsPT + PopiPepe + PopiPTPs + PopipTpe +
POPIP8PIFP0LAPE L6+ P0LAPEPS FP0PAPEPI — P0LAPS PG F4P0P1Ps P6PT AP0 PAPSs P78 AP0 PAPS PTPI — PoPAPS P+
2p0P4P5P8PI — POPAPS P — POPAPEPT — POPAPEPY -+ POPLPEPT + 20004P607P9 + POP4APEPS + POPAPTPS + PO PP P9 —
POPAPTPZ — POPAPTPS — POPAPEPY + Popapspy + Popspept + Popipeps + PopipTps + PoPEPTPY + PopEpspy —
POP5PEPT — PoP5PEPS + PoPs PP + 2p0P5P607Ps + PoPsP6PE + PoPs PP + PoPs PP — PoPsPTPE — PoPsPTPE +
POP5PZPY — POP5PSPS — POPEPTPS — POPEPTPY — POPEPSPY + PoPePFPs + PoPeP3Pe + PoPepTPs -+ 4Popsprpspe +
POP6PTP3+P0P6PE LI P0PEPS P —P1P203 P4+ PTP203 05+ PTP20306—P1P204P6 — P12 P8 —P1P204P9+PT P25 6+
PLP2P5 P8+ 03 P25 P9 —PiP2P6 s+ P1P2P6P9 — P31 P3PAPS —PLP3PAPT—PTP3PAPY+P1 P35 06— PLP3Ps P71 P35 Py +
PLP3P6PT+PIP3P6 P P1PAPS P6— PT P4P5 P8 — PPAPS PI—PLPAPEPT— P1 PAP6PY — P1PAPTPS—PLPAPTPI—PIPAPS LY —
PLP5P6PT— P15 6 P8 —PLP5PTPS— P03 PTPY— P1 P5 P8P —PTP6PTPS = P16 TP~ P1P6 P8 LI +P1P3P3PA— P13 P35+
P1P503P6+P1P3 0406+ P1P5P4P8FP1P504P9— P1P5P5 06— P1LPS P58 —P1P5 0509 P1P5P6 P8 — P1P P69 —P1P20304—
P1P2P3P5 — 3p1p2P3P6 + PLP2P3PT + 201P203P4P5 — 2p1P2p3Paps — AP1P2P3PAPs + PLP2P3PE — 20102030506 —
4p1papspspo + pLP2p3Pg + 4p1p2pspept — 4p1p2pspeps — 4p1p2pspepe + PLP2PIPe + PLP2PIPS + PLP2P3PY +
2p1p2papsP6 + 201P2paP5P8 + 2P10204P5P9 — P1P2PAPE — PLP2PAPE — 2p1P2PaPsP9 — P1P2PapPs + P1P2PEPs +
P1P2PEPs + PLP2PEPY — PLP2P5PE — PLP2P5PE — 2P1P2P5P8P9 — PLP2P5P + PLP2PEPS + P1P2PEPs — P1P2P6Ps —
20102P6P8P9 — P1P206P5 — PLP3PAPs — PLPZPALT — P1P3PAPI — BPLPIP5 PG — P1P3P5PT — 3P1P3P5 P9 — 3103067 —
3p1P3pepo + P1P3PIPs + P1P3PAPT + PLP3PIPY + PLP3PAPE — 2p1P3PapsPs + Ap1p3papspr — Ap1pspapsps —
20103040607 — 20103P4P6Po + P1P3P4PF — 4p1P3P1P7Ps — 2p1P3P4P7P9 — 4P1P3PAPsPY + PLP3PAPS + P1P3PENG +
P1P3PEPT + PLP3PEPY + P1P3pspg — 4p1P3pspeps + 4p1p3pspepy + P1papspF — 4p1p3pspTPs — 2p1P3P5PTPY —
4p1p3pspspe + PLP3P3PY + PLP3PGPT + PLP3PGPY + PLP3PePT — AP1P3pepTps — 201030679 — 4P1P3P6PSPY +
P1P306P3+P1PAP5P6+P1PAP5 P8+ P1PAP5 PO+ P1PAP6PT+P1PA PGP+ P1PAPT P P1PAPT PO+ P1PAPS PO+ P1PAPE PG+
PLP1PEPs + PLPaPEPe — P1PapsPs + 4p1papspept + 4p1papsprps + Ap1papsprpe — PLPaPsP3 + 2p1P4ps P8P —
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PLP4P5PS — PLPAPGPT — P1PAPEPY + P1PaP6Ps + 201046 P7Po + P1P4P6 LS + P1PAPPS + P1PAPFPY — PLPAPTPE —
P1P4P7P5— P1P4P3Po+P1P4P8 P+ P1PE P67+ P1P3 P63+ P1PE P78+ P1PEP7 PO+ P1LPE P8 PO — P15 PELT+ P15 PR LS+
P1P5P6PF +2p1050607P8 — PLP5P6PR +AP1P506 P8 P9 + P1P5 P78 + P1LP5PTPY — PLP5PTPS — PLPSPTPS — PLPSPRPY +
P1P5P8P5+PLPGPT P8+ PLOEPT P+ PLPEPEPI+P1P6 P3PS F+P1LP6 PF PO — PLPGPTPE — PLP6PTPS —PLP6P3PYFP1LP6 PSP —
P3P3P4P5+P5P30AP6 — P3P3PAPTF P3P3PAPS—P3P3P5 PT—P3 P35 P8 D5 P3P6PTHP3P3P6PS— P3PS PG — P PAP5 Ps —
P3P4P5P9— P3P4APEPT— P3P4PELI— P3PAPTPS— P3P4APTLI—P3PAPSLI—P3P5 0607 —P3 P56 08— P3P5 0708 — P3P5 0709 —
P305P8PY — P5P6PTPS — P3P6PTPI — P3P6P8PY — P2P3PAPs — 3P20304P6 — P2P3PAPT — 3P2P304P8 — P2P3P5PT —
P2030508 — 3p2P3P6 T — 3P2P3P6ps + P2P3P1Ps + P203P306 + P2P3P1PT + P2P3PIPs + P2P3PaPE — 2p203P4P5P6 +
4papapapspr—4p203paps o+ P2p3paps +4p203p1P6ps — 4p20304P6 Po + P2P3P4PF —2p2P3P4P7 P8 — 4P2P3papT P+
P2P3paPs — 4p2p3papspy + P2p3pRpT + Pap3pIPs — 2p2p3PsPePT — 20203P5P6Ps + P2P3P5PF — 202P3P507P8 —
4pap3psprpe + P2p3P508 — 4p2p3P5P8P0 + P2030507 + P20305P8 + P203P6PF — 2p203P607P8 — 4P2p3P6P7P +
P203P6PE — 4p2p3Pepspo + P2PIPsP6 + P20IPsP8 + P2P1P5P9 + P2P3P6PT + P2PAP6 P + P2PipTPs + P2pipTPe +
2030809+ P2PaP3 D6+ P2Papips T P23 P9 — P2P4P5 Py +AP2paps pept 40204050708 +4P2paps p1po — P2paps p3+
2p2paps Ps P9 — 2010503 — P2PAPEPT+P2PaPg e P2P1P6 32020406 P19 +Ap2papeps pe— P2p4p6 P3+P2papFps +
P2P4P3PI—P2P1P7PI — P2PAPTPI+ P2P4PRPI— P2P1P8 LY+ P2PEP6PT+ P23 P6 P8+ P2PEPT P8+ P2P3PT P9+ P2pE pspo—
P2P5P4PT — P2P5PEPs + P2P5P6PF + 2020506P7P8 + P2P5P6P3 + P2P5PPs  P2P5PPY — P2P5PTPR — P2P5P7PY +
P205P3 P9 — P25 P8P8+ P2PEP7 P8+ P208 07 P9+ P28 P3P+ P2P6PF P8+ P26 P3P0 — P26 0703 — P2P6PTP3+P2P6 PR P9 —
2060805 — 3P4 456 — 3P3paps ps —3P3PaPs P9 —3P3P4P6PT — 303040609 — 3304708 = 3P3pap1 P9 —3P3papspo —
3p305P6P7 — 3P3 050608 — 3P3P5P7P8 — 3P3P507P9 — 3P3P5 P8P — 3306 P7P8 — P36 L7 P — 3P3P6PsPo + P3PLPs P+
P3PAP5 P8 +P3PIP5 P9+ P3P3P6PTH P31 P69 P3PIPT LS P3PIPT P P3P PSP P3PAPE e P3PaPE LS P3PaPE Pyt
P3P4P5 P§ 403045 p6 p1 4345 p6 ps 43 paps pe po +4P3paps p1ps +43paps p1po + P3paps PR +6p3paps pspe +
P3P4P5 3+ P3P4PEPT+P3P4PG P9+ P3P4P6 5 +4DP3Papsp7Ps+Op3paps prpo+4p3pape PsPo+P3P1P6 PG+ P3P1PT P8+
P3P1P3P9 + P3pap7PR + 4P3papTP8Pe + P3PaPTPS + P3P1PRPY + P3PaPsPs + P3PEPePT + P3PEP6Ps + P3pEPTPS +
P303P7P9+ P33 P8 Po +P3P505PT+ P35 P8P8+ P35 06 PF 16305 p6 p1ps+4p3ps p6 p7 P+ P3ps P63 +4p305 06 P3 Po +
P3P5P3P8 + P3P5P7P9 + P3psPTPR + Apapsprpspe + Papsp1py - Pa3pPsPIPy + P3PsPsPE + P3PGPTPS t P3PEPTPY +
P3PEP8P + P3P6P3Ps + P3peppe + 3PP + 4p3pprpspe + P3pepTPs + P3pepps + papepsps = 0;

POPLP2P3 — PoPLP2Pe — PEPLP2PE — PRPLP2PY — PoPLP3PS — PoPLP3PT — PRPLP3P9 — PoP1PsPs — PoP1PsPs —
PRPIPSPY — POPLPGPT — PRPIPGPI — PoPLPTPS — PoPLPTPY — POPLPSPY — PapaPsPs — PoP2pspt — Pap2psps —
POP2PAP6 — PoP2PaPs — PRP2PAPI — PoP206PT — PoP2p6Ps — PaPaPTPs — PaPaPiPe — PoP2psPe — PoP3paPs —
POP3PAPT — PEP3PAPY — PRP3PSPT — PAP3PsPS — PoP3PTPs — PaP3PTPY — PaP3PsPo — PoPaPsPe — PapapsPs —
POPAP5PY — PEPAPSPT — PRPAP6PI — PaPaPTPS — PoPaPTPe — PPaPsPy — PaPsPsPT — PaPsPePs — PEPsPTPS —
POP5PTPY — PoPsPSPY — PoPePTPs — PoPePTPY — PoPsPsPy + Popipaps + Popipaps + Popipzps + popipape +
Popipsps + PopipapT + Popipaps + Popipsps + popipsps + popipsp + popipspT + pPopipeps + popiprps +
PoPIPTPY + PoPT P8P + PoPLPEP3 + P0P1PEPE + PoPLPEPS + POP1PELY — PoP1P2PS — APopLp2p3ps -+ Apop1papspr —
PoP1P2PG +4P0P1P2P6PT— 2P0 P1P2P6 P8 — 2P0 P1P2P6 P9 +4P0p1P207 P8 +4P0P1P2P7 P9 — PoPLP2PF +2p0p1P2P8 P9 —
Poplpng - POPlP%pS - POPlP%P? - poplp§P9 + Poplp?)pg — 4pop1p3pspe + 2p0p1P3P5P7T — 2P0P1P3P5P9 —
4p0p1p3P6P7—4P0P1P3P6 P9+ P0P1P3 LT F2P0P1P3P7 P9+ P0PLP3PS PO LLPE PGS+ P0LLPE S+ P0PLPE P — P0L1PS PG+
2p0p1P5P6P7 — 2p0P1P5P6P8 + 2000105078 + 200P1P5P7P9 — POPLPSPZ — POPLPSPS — POPLPGPT — POP1PPY +
POP1P6PT — 200010607 P8 — 200P106P8P9 + POP1P6PS + POP1PFPS + POP1PFPY — POPLPTPR — POPLPTPS — POPLPZPY +
PoP1PsPs + Pop3p3pa + 3pop3papt + Popspaps + Popspaps + popapaps + pPopapaps + 3popspspr + popspeps +
305 p7P8+3P0P5P7P9+3P0P3 P8P — PoP2P3PA— POP2PZPT — P0P2P3 P8+ P0P2P3PT —4P0P2P3P4P6 +2P0P2P3 P47 —
2p0p2p3PaPs+4p0 203057 —4P0P2P306 07 —4P0P2P3P6 P8 — PoP2P3 07 +200P2P3P7 P8+ AP0 P2P3PT P9+ PoP2p3 P+
PoP203P6 + PoP2PIPs + PoP2PIPs — Pop2papy + 2P0P2PaP6PT — 2P0P2P4P6P9 + 2P0P204P7P8 + 2P0P204P7P9 —
POP2PAPE — POP2P4Py + 4P0papspepr + Apopapsprps + Apopapsprpe + Apop2pspspe — Pop2PEPT — PoP2PEPS —
PoP2P6 03 +2p0p2P6 709+ PoP2P6 P —2P0P2P6 P8 P9 — POP20% P8 — POP20% P9 — PoP27P3 —APop27 P8 P9 — Pop2p7ps +
POP2PEPY—3P0P2P8P5—P0P3LAL5— PP PAPT—POPZ PP —POPIPS LT —P0P3 L5 P8 —P0P3LTP—POPSPTPI—POPI P8P+
POP3PIPs + PoP3PIPT + PoP3PIPe + Pop3paps — 4pop3papspe + 4pop3papspr — 2p0P3P4PsPs — 2000304P5P9 —
4popapapepr — 4pop3papspe + PopP3paps — 200P3PaP7Ps — 2p0P3PaPsPe + PopP3PaPs + 3P0P3PEPT + PoP3PEPs —
4p0p3ps et —4P0P3 05 P68 — P0P3P5PF 2000305 P7P9 F P0P3P5 PR — 200305 P8 P9 — AP0 36 pTPS — AP0 P36 PTPY —
4p0p3pepspo -+ Pop3paPs — PoP3P7Pe -+ PoP3pTP3 -4P0 P37 s Po +3P0papT s+ Popsp3pe + Popapsps +PopipsPe +
P03 P5PsFP0PiP5 P+ POPIPEPT+P0P]PePFP0PIPTPSFPOPEPT PO+ P0P] P8P FPOPAPE P+ POPAPEPS T P0PAPE P —
PoPapsPE + 4popapspept + 4popapsprps + 4popapsprpe — PopapsPy + 2p0PapspsPe — PoPaPsPs — POPAPGPT —
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P0PaPEPY + PoPaP6 LT + 200P4P6PTPY + P0PAL6PT + PoPAPIPS + PoPAPILY — POPaPTPR — POPAPTPS — POPAPIPY +
PoPaPsPs + 3P0PEPePT + PoP3PePs + 3PopEpTps + 3pop3pTpe + 3PopEpspe — PoPsPEPT — POPSPEPS — PoPs PGPS +
20050607 P8 +4P0P5 P6 0709 PO PS5 PG P — POPS P7 08— POPS5 PF 09— POPs PTP — AP0 PS5 P7P8P9 — P05 P70+ PoP5 P3P —
3pops PPy — POPELTPS — POPEPTPY — POPEPSPY + POPGPEPE — PoPsPEPY + PopspT P + 4popsprpspe + 3popsprps +
POPSPEPI+POPEPSPE— P1 P23 a3 P2P3P5FPLP2P3P6 —PTP2P4P6 —P1P204Ps — P31 P2PaPo~+P1p2psPe+pip2ps ps+
P2 P25 P9 — P P2P6 P+ P3 P2P6 P9 — P P3PAPS — PLP3PAPT—P3 P3PAPY P31 P3P5P6 —PrP3P5 P73 P3PsPo+PTP3PepT+
PIP30609—P1P4P5P6— P1P4P5 PS8 — PIPAP5 PO — P1PAPEPT—PIPAPEPI—PLPAPTPS—PIP4PTPI—PIPAPSPI— P05 0607 —
D105 P68 —P1P5 P78 —P1P5 P79 —P1P5 P8P —P1P6PTPS—P1P6PTPI— P16 PSP P1P3P3PA—P1P3P3P5P1P3 P36
P1P3PAPG+PLPSPAPS+P1P3P1PI— P13 P5 P6 —P1PSP5 P8 —P1P3P5PITP1LO3 PGPS —P1P3P6 LI~ P1P2P3PA—PLP2P3P5 —
3p1p20306 + P1P2p3PT + 2p1p2p3paps — 2p1P2P3paps — AP1P2P3paps + PLP2P3P3 — 20102030506 — 4p1P203P5 P9 +
P1P2P3PE + 4p1P2p3P6pT — 4p1p2p3peps — Ap1papspeps + p1papipe + P1P2pips + PLP2PIPY + 201P204P5P6 +
20102P4P5 P8 +2P1 24509 — P1P2P4PG — P1P2P4P3 — 201 P204P8 P9 — P1P204P5 +P1 203 P6 +P1 203 P8+ P1 P23 P9 —
P1P205P8 — PLP2P5 PR — 201P2P5P8P9 — P1P2P5 05 + P1P205P8 + PLP2PEPY — P1LP206PE — 2P1P2P60809 — P1P2P6P5 —
PLPAPAPS — PLPZPAPT — PLP3PAPY — BPLPAPsPe — PLPAPSPT — 3P1PaPsPa — 3p1papspt — 3p1P3pepe + P1LP3pips +
PLP3PAPT + PLP3PIPY + PLP3PAPE — 2010304P506 + 4P1P3PaPsPT — AP1P3PAPs P8 — 2P1P3PaP6PT — 2P1P3PaP6P9 +
PLP3P4P7—4P1P3PaPT P8 — 20103040709 —4P1P3P1PEPY FP1P3P4PS P13 PE L6+ PLP3PEPT+PLP3PEPY +P1P3P5 PG —
4p1p3pspeps + 4p1p3pspepe + P13 07 — AP1P3PsPTPS — 201P3P5P7P9 — 4P1P3P5 P8P + P1P3P5P + P1P3PELT +
10308 P9+ 1030605 —4P103P6 P78 — 20103060709 —4P1 P36 P8 P9+ P1P306 P 1 P1P3P5 P6 + P13 P P8+ P1PAPS Lo+
P1PAPPT + PLPIP6PY + PLPZPTPS + P1PIPTPY + PLPAPSPY + PLPAPEPG + PLPaPEPs + PLPAPEPY — P1papspE +
4p1papspepr + 4p1papsprps + 4p1papsppy — P1papsp3 + 2p1PaPsPsPy — P1PaPsPE — PLPAPEPT — P1PaPEPY +
P1P4P6PF + 2p1PaP6P7P9 + P1PAPEPS + PLPAPEPS + PLPAPTPY — PLPAPTPE — PLPAPTPG — PLPAPIPY + P1PaP8Ps +
P1P3P6PT + PLPEP6 LS + PLPEPTPS + PLPEPTPY + PLPEPSPY — PLPSPEPT + PLP5PEPS + P1P5P6PT + 20105060708 —
P1P5P6P3 + 4P1P5P6P8PY + PLOSPTPS + PLP5PTPY — PLPSPTPR — PLPSPTPS — P1P5PRP + P1PsPsPs + PLPEPTPs +
PLPEP7PY + PLPEPSPY + PLP6PIPS + P1P6PIP — PLP6PTPR — PLPGPTP — PLP6PRPY + PLP6PSPS + P3p3paps +
P3P3PaP6 + P3p3papT + P3P3paps + PaP3P5PT — PaP3PsPs + 3PaPapepT + PaPapeps + Papapspe + Papapsps +
P3P4P5PI+P3P1P6 PTFP5P4P6 P+ P3P4PT P8 P3PAPTPIP3PAPSPYFP5 5 P6PTH P35 PePs P33 PTPSP3Ps P79+
P3pspspo + P3pspTPs + PapepTPe + P3PePsPe — P2P3PaPs — 3P2P3PaPe — P2P3PAPT — BP2P3PAPs — P2P3P5PT —
P203p5Ps — 3P203P6PT — 3P2P3P6P8 + P203PIP5 + P2P3PP6 + P2P3PIPT + P2P3PIPS — P2P3PAPE — 2p2P3P4P5P6 +
0203040% + 4papspapeps — 4p2p3papeps — P2P3P4P$ — 2p2p3paprps + Pzpspzxpg — 4p2p3papspe + P2PSP§P7 +
P2P3P3Ps + 2P203050607 — 20203050608 — P2P3P5P7 — 2p203050708 + P2p3P5P3 — 4p2p3p5p8P9 + p2p3PgPT +
P2P3PEPs — P203P6PF — 202030607P8 + P23P6P3 — 4P20306 P89 + P203P5P6 + P2P3P5 P8 + P2P3P5 P9 + P26 T +
P2P3P6P9 + P2pipTPs + P2piPTPy + P2PIP8PY — P2PaPIPe — P2PAPEPS — P2PAPEPY — P2PaPsPE — 4P2P4P5PePI —
P204P5P8 —2P2P405 0809~ P2P4P5 3 — P24 PG P7HP2P1PEP — P2P4P6 L3 —2P2P4P6 P79 +4D2 P16 P8P —3P204P6 PG —
P2P4P3Ps — P2PaPEPo — P2papTP — AP2PaPTPsP — P2P4PTP + P2PaPEPY — 3P2paPsPy + P2PEP6PT — P2PEpeps +
203708 + P2PEP7Po + P2P3P8PI — P205P8P7 — P2P5PEPS — P2P5P6PT — 202050607 P8 + P20506 03 — 420506 P8P —
P2P5PFP8 — P2P5PFPI — P2PsPTPR — AP2P5PTP8PI — P2PsPTPG F P2PsPIPY — 3P2ps P8Pl + P2PEPTPS + P2PEPTPY +
P2PEP8PI — P2P6PFPS — P2P6P2P9 — P2P6P7PR — 4P2P6P7P8PI — P2P6PTPS + P2P6PEPY — 3P2pepspy — 3P3Paps s —
3p3p4ps P8 —3P3P4P5 P9 —3P3P4P6P7—3P3P4P6 P — 3P3P4P7 P8 — 3P3PaP7P9—3P3PaP8 Lo — 3P3P5P6 PT—3P3P5P6 P8 —
3p305P7P8 — P35 709 — 3P3P5P8P9 — 3P3P607P8 — 3P3P6PTPI — 3P3P6 P8P+ P3PIP5 PG + P3PAP5Ps + P3PIPsPY +
P3PIP6PT + P3PIP6PY + P3PIPTPS + P3PIPTPY + P3PIP8PY + P3PaPEPe + P3PAPIPS — P3PaPEPY + P3PapsPE +
4p3p4p5P6P7 + 40304050608 +4p3paP5 06 P9 +4P3aps p1Ps + papaps i+ 6papaps pspo +3p3paps s+ p3papspr +
P3P1Pg P9+ P3PaP6P3+4030apep7Ps+6p3pape P70 +4P3PaP6 PsPo+P3PAP6 P+ P3P1PE P8 — P3PaPEPo +P3papT PR+
4p3paprpsps +3p3paprpy + p3papips + p3papsps + 3p3papepr + papipeps + p3pEpTes + PapspTps + papspspy +
D350 P7+ 3508 P8 — P35 06 P3 1630506 P78 +8P305 p6 P70+ P35 P6 P +4P3 0506 P8 Po + P35 03 P8 — P35 P37 P9 +
P3P507P3 + 4p3psprpspo + 3p3psprps + P3pspIP + P3PsP8PS + PIPEPTPS + P3PEPTPY + P3PEPEPY + P3P6PTPS —
P3P6P7P9 + P36 P73 + 4p3peprpspe + 3papeprps + p3pepire + p3pepspy = 0;

PR P1LP2P3—POPIP2P3—POPT P2P6 — PoPT P3P5FPGPLP2P6FPoPLP3P5+P1P3P3P5 — P P2P3P5+P1P2P3P6 — PIP203P6—
POPIP2P8—P0PTP3PT—P0PIP5 PG PR P1P2P8 PG P1P3PT PG 1S P6— P03 P3PT PR P23 07— P0P2P3 P8 P1P3P5 PG
PEP2P308—P3 P25 P6+PLPZPs P6— PLP3P5 L6 — POPL P209 —POPL L3 P8 — P0PIP6PT+P3P1 P20+ P PLPS P8 +P] P16 PT—
POPIP3PI—POPSPEPTFPRPLO3PT P P2P6PT— POPIPS P8+ P1PSPS P8+ P P35 P8 — P1P2Ps Ps+P1P3P6 PT—PiP3 L6 PT—
P23 05 P8+ P2P3P6 P7+P3P3P5 P — P3P3P6PT—POPI S PI— POPT PTPS+PEP1PS P+ PEP1PTPS— POPT P6 PO — P03 PTPSF
PR P1P6Pa+PEP2P7 P8 — POP3PTPS+P1P3P5 Pa+ PG P3PT P8 — PT P2P5 Po+P1P3P6 P+ PLPEPS Pa— PT P2P6 P —PTP3P5 o+
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P1P3P6Po—PIP3P6Pa— PoPTPT PO+ PFPLPT P —PoPT P8 PI— POPEPT P+ PP PEPOFPEP207 P9 — PoPEPsPI— POPIPT P+
PoP2P8PY + PEP3PTPY — PoPIPSPY + PEP3P8PY + 2p0P1P2P3P5 + 2p0P1P2P3P6 — 200P1P2P3PT + 2P0P1P2P5P6 —
2pop1p2psps + 2pop1P3psPe + 2p1P2030506 + 2p0P1P2P5P8 — 2p0P1P2P6P7T — 2P0P1P3P5P8 + 2P0p1P3P6PT +
2pop2p3psps + 2pop2p3pepr — 2p1p2030P508 — 2p1P2P3P6P7 + 2p0p1P2P5P9 — 2p0p1P2P7P8 + 2p0p1p2p6P9 +
2p0p1p3pspy — 2p0P1P3P7P8 + 2p0P1P3P6PY — 2P0p2P3P7P8 + 2p1P2P3P5P9 + 2p1P2030P6P9 — 2P0P1P2PTPY —
2p0p1p2P8P9 — 2p0P1P3P7P9 — 2P0P1P3P8P9 — 2P0P2P3P7P9 — 2p0P2p3P3P9 = 0;

P3P2P3PA—POP203PT—POP2P1P6 — P0P3PIP5+PEP2PAP6 Py P3PAPs P23 PAPE — P2P3PAP5+P2P3PAPE —P2P3P1P6 —
POP2PIPS—POP3PAPT—POPAPsPeF PG P2P1Ps+PEP3PAPT P3PS P6 — POP3PEPTPRP3 PS5 PT—PoP2LEPs F+P2P1PEPs —
P203P5P6+ P8 P26 03+ P3P4P5 PG — P3P1P5P6 —P0P2P3 LI — POPIPS P — POLIP6PTFPEP2P4PI+PoPaPsPs+P5P1P6 PT—
POP3PEPY —POPEP6 LT P3 P3PPI+ P55 P6PT—P0PS PGPS+ P2PAPEPS — P2P1P5 P8+ P3PS P6 P8+ P3PAPEPT— P3PIP6PT—
P25 P& P8+ P23 06 P8+ P3P5 P8 PT— P3PEP6PT—POPIPS LI — POPIPTPS 05 PAPS P+ P PAPT P8 — POPIPEPI — POPEPT P8+
PEP4P6PI+ P3PS P78 —POPEPTPS T P204PE P9 — P2PIPs Po+PEP6 L7 Ps T P2PaPEPo — P23 Pe P+ P3PAPEPI—P3PIPS P+
P3P4PEPI—P3P1P6 P9~ POPAPTPIT PG PPTPI— POPIPS LI —POPELTPY+P]PAPSPIF PFP5PTPI—POPEPS LI —POPGPTPY+
PoPsP8PY + PEP6PTPY — POPEPsPY + PoPePsPY + 2p0p2P3PaPs + 2p0p2P3PaPs + 2p0P2P4P5Ps + 2P0P3PaPsP6 +
2p2p3papspe + 2p0p2papsps — 2p0P3P4P5PT — 2p0p2p4PePs + 2p0p3papepr + 2p0p2P5P6P8 + 2p0p3pspepT +
2p0p2papsp9 — 2p0papspePT + 2p0p2p1P6P9 + 200P3P4P5P9 — 2P0PaPs5PePs + 20003P4P6PY — 20204050608 —
2p3p4pspepr — 2P0PaP5P7P8 — 2P0PaPePTPs — 2P0P5P6PTP8 + 2p204P5P6P9 + 20304050609 — 2P0P4P5PTPY —
2p0papspspe — 2P0PaP6P7PI = 2P0P4P6 P8P — 2P0P5P6PTPI — 2P0P5P6 P8Py = 0

—p3P1P2P3 — PEPLP2PE — POPLP2PS — POPLP2PY — POPLP3PS — POPLP3PT — PoPLP3PY — PoPLPSP6 — PaPLPSPS —
PRPIPSPY — POPLPGPT — POPLPGPI — POPLPTPS — POPLPTPY — POPLPSPY — PRP2psPs — Pop2pspt — Pop2psps —
PRP2P1P6—PYP20APS — PaP2P1P9 — PR P2P6PT— PaP2P6 P8 — Py P207 08— PoP207P9 — PR P2Ps P9~ PaP3PapPs —PyP3PAPT —
PRP3PAPI— PR35 07— PR35 P8 — Po P30T P8 — Po P30T LI — PR P3PS LI —PoP4P5P6 — PoP4P5 P8 — PoP4P5 P9 — PR PAPGPT—
PRPAPEPI— PR LAPT P8 — PELAPTPI— PR LAPSLI— P35 06 07— P35 06 P8 — PoP5 0708 — PoP5 0709 — Po 050809 — Po P6 P78 —
P5060709—P5P6 P8 P9+ P0PT P23+ P0 T P26+ P0pT P28+ P0 T P29+ Po Pt P35 +PopT p3p7+poptpape+poptpspet+
PoP3Ps P8 +Popi P5 P9 +P0PT P67 PoPTPePIFPoPT TS +POPT P7PYFPOPT P8P~ POPI S P3— POPIPEPG —POLL P3PS —
PoP1P3PY + Pop1p2p3 — Apop1p2paps + 4poprp2paps — 4pop1p2pspe — 4popipapsps — Apopip2pspe + poprp2pg +
2000120608 —2P0P1P206 09+ PoP1 P23 2001020809+ P0P1P205+ P0P1P3 PS5+ P0P1P3PT+POP1PEPI — POPIP3PE —
20001 P3P5 7 +4p0 1030508 — 2000130509 — P0P1LP3PF +4P0P1 P37 P8+ 200010307 P9 +4P0P1P3 P8P — POP1 P3PS —
POPLPEPS — POPLPEPS — POP1PEPY + POPLPSPE — 20001050607 + 20001050608 — 20001P507P8 — 2p0P1P507P9 +
POP1P5P3 + P0P1P5 P POPLOGPT + PoP1PEPI — POPLPGPF + 2P0P1P6P7Ps + 20001 P6 P8P — POP1P6PS — POPLLZPS —
PoP1PEPY + PoP1PTPR + POPIPTPG + POPLPEPY — POPLASPE — PoPaP3PL — POPIP3PT — POP3P3PS — POP3PAPS —
POP3PAPS — POP3PALY — POP3P6PT — POPSPEPS — POPSPTPS — PoP3PTPY — PoPsPsPY + Pop2pips + pop2pipr +
PoP2P3P8 + Pop2p3Pi — 4P0p2pspaps — 2P0p2P3P4P7 + 200P2P3P4P8 — 4p0p2p3pspr — Apop2pspsps + Pop2pspi +
2p0p2P3P7P8 + PoP2P3PR + PoP2PIPs + PoP2PIPs + PoP2PIPY — APop2papspe — Apop2papsps — pop2papspe +
P0P2P4PE — 2P0P2P1P6PT + 4P0P204P6 P8 — 2P0P2P1P6PI — 20002040708 — 2P0P2P4P7P9 + PoP2PAPR + Pop2paPs —
4p0p2psP6 7 — 4pop2pspeps — AP0 p2ps 0708 — 4popapsprpy — Apop2pspspe + Pop2psPT + Pop2PErs + Pop2pspt —
2p0P2P6P7P9+P0P206 PR — 200026 P8 P9+ P0P2PF P8 PO P23 P9+ P0P2PTPR+4P0 P21 P8 PaF PoP2PT P+ PoP2PRPIF
POP2P8PSFP0 3PP+ POPIPAPT+P0L3P1PYFP0 P3PS LT+ POPEPs P3P0 L3 P78 T P03 PTPIFPOPEPS PO+ POP3 LIPS+
00030121/07 + POP3PiP9 - pop3p4p§ + 2p0p3papsps — 2p0pP3P4P5P9 — Popspzxp? + 2pop3paprps + 2pop3papspy —
POP3PAPT — POP3PEPT — POP3PEPS + POP3P5PF — 20003050709 + P03 P53 — 20003050809 — PoP3P3Ps + Popap3po +
POP3PTPZ — POP3PTPY + POP3PIPY — PoP3psPs + Popapsps + Popipsps + Popipspe + Popipspt + Popipspy +
POPIPTPS + PoPIPTPY + POPIPSPY — POPAPEPS — PoPaPEPS — PoPaPEPY + PopapsPg + 4popapspeps + popaps Py +
200p4P5P8P9 + P0PAP5PE T POPAPEPT + POPAPEPY — PoPaPEPT + 4P0papsprps + 2p0papsprPe + 4popapspspe —
POPAPEPS— PO P42 DS — POPAPE P+ P0PAPTPEFPOPAPT PG+ POPLPEPI— POPAPE PG —POPEPEPT— POPEPEPS — POPEPTPE—
POPEPTPY — POPEPsP + PoPsPEPT + PoPsPErs + Popspept -+ 20005060708 + PoPsPePE + PopsPIPs + Popspzpe +
PoPsPTPR + 4P0PspTPsPo + PoPsPTP + PoPsPIPY + PoPsPsP + PoPEPTPS S+ POPRPTPY F POPEPsPY — PopepTPs +
P0PsPFPI+POP6 LT L3 POLE LTS POP6 PRI~ PoPSPS PSP P23 P P1 P23 P57 P2p3Pe+PLp2pape+pipapaps+
3 P2p1Po+PIP20506+ 03 P2P5 Ps+P3 P2P5 P+ P31 P26 P8+ 07 P2P6 P+ PF P3PAPs P P3PAPTF P P3PaPo+ i P3Ps PG+
P3P3P5PTHPIP3P5 P+ P3P3P6PT+PTP3P6PFPIPAPS Pet D7 Paps P8+ PT PaPs Pt PP PT DT PapePo+ T PapTPS T
P2 Pap7 P9+ P2 papspo+pipspepr+p3pspeps+ 03 pspps 03 psppo+ 03 pspspa+ 0t psprps 03 peprpa+ T pepspo—
P1P3P3PA—PLP3P3P5—P1P3P3P6 — P1P3PAP6 — PLPSPAPS —P1P3P1PI—P1P3P5P6 —P1P5P5 P8 —P1P3P5 P9~ P13 PGPS —
P1P3P6 P9+ P1p2p3Pa+P1p2p3Ps+P1p2P3P6 — P1P2P3PE — 201 P2P3PAPs +2P1P2P3PaPs +AP1 P23 paPs — PLP2P3PE —
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20102p3P5P6 + 4P1P2P3P5Ps — P1P2P3PG + 4P1P2P3P6P8 — P1P2PLPE — PLP2PIPS — P1P2PIPI — 2P1P204P506 —
20102040508 —2P1P204P5 P9+ P1P204P5 + P1P2P4P3 20120408 P9+ P1P2P4P5 — P1P2P3 P6 — PLP2PE LS — P1P2PE P+
P1P205P8 + PLP2P5 PR + 201P2P5P8P9 + P1P205P5 — PLP2PGPE — PLP2PEPY + P1P206 PR -+ 201P2P6 P3P0 + PLP2P6 T +
P1P3Paps + PLP3PAPT + PLPZPAPY + PLPZPSPs + PLP3PsPT + PLP3Pspe + PLPZP6PT + PLOZPSPI — PLP3PIPS —
P1P3PIPT — P1P3PIPI — PLP3PAPE + 2P1P3PaPsPe — 4P1P3papspr +4p1P3paps s 4 2p1 papapepr -+ 20103 P4P6 P9 —
P1 P3P4P$ +4p1p3p4p7P8+2p1p3P4P7P9+4p1P3p1P8 P9 — P1 P3P4p3 A! pgpg P6—P1 P3P§P7 —pP1 ,03,0§ P9—P1 Pspspg +
4p1p3pspeps — 4p1p3PsP6P9 — P1P3P5P7 + 4p1P3PsPTP8 + 201P3P5 P79 -+ 4P1P3P5 P8P — P1P3P5PE — P1P3PGPT —
10305 P9 — P1P3P6 7 +4P103P6 P7P8 20103060709 +4P1 306089 — P1P3P6 D5 — P1LPALSP6 — P1PAL5P8 — PLPALS LI —
PLPIP6PT — PLPIPSPY — PLPAPTPE — PIPAPTPY — PLPAPSPI — PLPAPEPE — PLPAPEPS — PLPAPEPY + P1PAPsPE —
4p1papspepr — 4P1PapsPTPs — 4PLPaPsPTPY + PLPAPSPE — 2P1PaPsPsPe + PLPAPSPS + PLPAPEPT + PLPAPEPY —
P1PAP6PT — 2p1PaP6PTPI — PLPAPSPT — PLPAPIPS — P1PAPEPY + PLPAPTPZ + PLPAPTP + PLPAPIP — P1PaPsPl —
P1P3P6PT — PLPEP6PS — PLPEPTPS — PLPEPTPY — PLPEPSPY + PLPSPEPT — PLPSPEPS — PLP5P6PT — 201P5P6PTPs +
P1P5P6PR — 4P1P5P6P8PY — PLP5PTPE — P1P5P7PY + PLP5PTOZ + PLPSPTPS + PLPSPIPY — PLPSPSPS — PLPGPTPS —
PLPEPTPI—PLOE PSP —P1P6PT P8 — PLPGPFPITPLP6 P73 +P1P6 TP+ P16 PIPY — PLP6 PSPS — P3P3PAPS — P3P3P4P6 —
P3P3PAPT—P3P3PAPS — P P3P5PT—P3P3P5 08— P3P3P6 LT P3P3P6 LS — P PAPSP6 — P3PaP5 P8~ P3PaP5 P9 —P3PAP6 PT—
P3P4P6PI—P3P1LT PSP PAPT Y~ P3P4PSPI— P3P5P6 LT P3P5 06 03— P35 PTPs — P33 PTPI—P3P5 P8 P9 —P3P6 P78 —
P3P607 P9 — P36 Ps P+ P2P3PaP5 +P203P4P6+P2P3PAPT+P2P3PaPs P23 05 P7+P2P3Ps Ps+P2P3P6PT+P203P6 P8+
P2P3P1P5 + P2P3PIP6 — P2P3PIPT — P2P3PIPS — P2P3PAPE — 202P3P4P5P6 — P203P4P8 + P2P3PaPF +2p203P4p7P8 +
P2P3P4PE— P2P3PEPT— P2P3PEPS —2P2P3 05607 — 2P2P3P5P6 P8+ P2P3P5 PR +2P2030507 P8+ P2P3P5 3 — P2P3PEPT —
P2P3P8P8 + P2P3P6P? + 2p2P306P7P8 + P2P3P6P3 + P2PAPsP6 T P2PIPsPs + P2PIPsPY — P2PAP6PT + P2PIP6PY —
P2PIPTPS — P2PIPTPY — P2PAPSPY — P2PAPEPS — P2PAPEPS — P2PaPEPY + P2papspg + Apapapspeps + p2papspi +
20204P5P8P9 + P2P4P505 + P2P4PEPT — P2PaPEPY + P2P4P6PF + 20204060700 + P2PaP6Ps + P2pap7Ps + P2papFPo +
P204P7P% + 4P2P1p7P8PY + P201P7PG + P2PaPZPY + P2PAPSPS — P2PEPCPT — P2PEPGPS — P2PRPTPS — P2P3PTPY —
P203PsPo + P2050507 + P205PFPs + P2P5P6PT + 2p2P5P6PTPs + P2P5P6PE + P205P3P8 + P2P5P3P + P2psPTPR +
4p2psprpspe + P2psPTPs + P2PsPRPY + P2PsPSPE — P2PEPTPS — P2PEPTPY — P2PP8P F P2P6PTPs + P2pepFP +
P206P7P3 + 4papeprPspo + P2P6PTPs + P2P6 P3PS T P2P6PSP + PRPAPS PG + PAPAPsPS T P3PAPsPY  PAPaPepT +
P3P4P6PI+P3PAPTPs TP P4PT PO+ P3PaPsPIFP3Ps P6 LT PRPS PG Ps P35 07 P8+ P35 TP+ PAPs P8P+ PAPePT IS T
P3P607 Pa+P3P6 P8 P+ P3PTP5 P — P3P3P5 P8+ P3PAP5 P+ P3PTP6PT P3P P6 P —P3PIPTPS—P3PIPTPI— P33 P8P —
P3P4PEP6— P3PAP3 P8 — P3PAPEPI — P3P4P5 P —4P304P5P6 P9 —4P3PaP5 P7P8+ P3P4P5 PE—2P3P4P5 P8P — P3P4P5 PG —
P3PAPEPT — P3PAPELI — P3PAP6PT — 2P3PAPEPTPY — P3PAPEPS — P3PAP?PS T P3PAP3PY + P3P1PTPR — P3PaPTPY +
P3P4PIPY— P3PAPS LS — P3PEP6PT— P33 P68 —P3P3PTLS — P3PEPTPI —P3 P3PS P —P3P5 PG PT— P3P5PEPS T P35 06 07 —
20305060708 —4P3P50607P9 + P35 P6P3 — AP35 06 P8 P9 — P35 PR P8+ P35 PFP9+ P35 PTPE — P35 PTP+ P35 PEPI —
D350 03— P3PEPTPS—P3 PG P70~ P3 PGPS P —P3P6 P3P+ P3P6 P2 P9+ P3P6PTPE— P36 PTPI+P3P6PEPY—P3P6PSPY
0;

P1P203PT — Pip2pspa + PLP2P3PE — P1P3P3Ps + PLP2P3PE — PLP2P3P + PLP2PIPe + PLP3PIPS — PiP2paps —
PIP3Paps + PLP2PEP — PLP3PSPe + P2P3PAPE — PaPspaps + PLP3PsPE — PLP3PsPs + P2P3PaPs — P2papaps +
P1P20IP8 + PLP3PIPT + PLPIPSP6 — PIP2PaPs — PIP3PAPT — PLPaPsPe + PLP2P3Ps + PLP3PEPT — PLP3PsPS +
P2p3PIPT + P2papipe — PIP3PsPT — PaP3PapT — Papapspe + PLP2PEPs + PLP3PEPT — P1P3P6PT + P2p3pips +
P2p3P2PT — P2P3PaPs + P3PAPsPE — PIP2P6Ps — PAP3PSPT — PAPaPsPe + P2P3PIPS + P2P3PEPT — P2PIPPT —
P3P3psPs + P2p3PaPs — P2P3PePs + PLP2PIPY + PLPAPsPs + P1PIP6PT — PiP2papy — PIpPapsps — PTpPapepT +
P1P202Pe + PLP3PIPY — PLP3PSP + PLPEP6PT + P2paPEps + P2pipepT — PIPspape — PIPsPePT — PaPaPsPs —
P3Pap6P7 + PLP2PEPY + PLP3PEPY + P1P5PEPS — PLP3P6PY — P1PAPsPY + P2PRP6PT + P3paPEPT + P3PIPsPs —
PLP5P6P8 — P55 0607 —P3PAPS P8 — P3PAPSPTTPLP3 PGP — PLPZP6PIF P23 P6 P8 +P3 P50 07— P3Ps PePs — P35 P6PT+
P3P5 P08 —P3P506 P8+ PLPAPs Pa-+PLPAPTPS — PIPAP5 P — Pi PaPT P8+ P1PAP6 P+ P1PEPT P +Papapipo+papiprps—
PLP4P6PI—PLP5 078 — P PAP5 P9~ P3P4PT P8+ P1PEPTPS+P2Papy Po P23 P18+ P3papE P+ P3PTPTPS —PLP6 P7Ps —
P3P4P6 o — P3P5P7 P8 — P3P4P5 P — P3PAPT P8 T P2PEPT P3F P3PAPEPY +P3PEPTPS —P3P6PTPS— P3PAPG P —P3P5PT P8+
P3G P7Ps—P3P6PTPSFPLPIPT PO —PIPAPTPFPLPAPS PO+ PLPEPT PO+ P23 P79 — P PAPSPI— P35 PTPO—P3P4PT PO+
P1PE P8 Po+P1PEP7 P+ 203 P8P+ P2PE P70+ P34 LT PO — P15 P8 PO — P16 TP — P3PAPS LI — P3P5P7P9— P3PAPT P+
PLPGPS P+ P23 P8P+ P28 P7Po+ P3PIP8PI+P3PEDT LI —P1P6 PSP — P35 P8P — P3P6PTPI— PAPAPS LY — P35 P79+
P2PEP8P + P3PEPSPY + P3PEOTPY — PEPGPSPY — PAP3PSPI — PIPSPTPI T P3PIPSPY — P3P6PSPY — 2P1P203PaPT —
2p1p2p3paps — 2p1P203P507 — 201P20P3P6Ps — 2p1P2P4P6P7 + 20103P4P507 + 2p1P2p1P6Ps — 20102050607 —
2p1p3paps5ps + 20203040507 — 2P1P203P50P9 — 201P20P3P6P9 — 201P3P5P6Ps T 2p203P1P6Ps — 2p1P201P7Ps +
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201p4psp6PT — 2012050708 — 20103040708 + 201P4P5P6Ps + 2p204P50607 + 2p1020506P9 — 2p102P607P8 —
2p1p3p5Pp7P8 — 2p2P304P5P9 — 2p2P3P4P7P8 + 2P1P3P5P609 — 2P1P3P6PTPS — 2P2P3P4P6PY — 2p203P5P7P8 +
2p3papspeps — 2p2P3P6P7PS — 2p1P204P7P9 + 201P4P5P7PS — 2p1P2P4P8P9 — 2P1P2P5P7P9 — 2p1P3P4P7P9 +
2p1papeprps + 2p2pap5P7P8 — 2p1P2P508P9 — 2P1P2P6P7PY — 2P1P3P4P8P9 — 2P1P3P5P7P9 + 2p1P506P7P8 —
2p2p3p4p7P9 + 2p2pap5P6Py + 2p2p1P6P7P8 + 20304P5P7P8 — 2P1P2P6P8P9 — 2P1P3P5P8P9 — 2P1P3P6P7PL9 —
2p2p3p4P8P9 — 2p2P3P507P9 + 20205060708 + 2030450609 + 2p304P6 0708 — 20103060809 — 2203050809 —
2p2p3p6P7P9 + 20305060708 — 2p203P6P8P9 T 201P4P5P7P9 + 2p1P4P5P8P9 + 2p1P4P6P7P9 + 2p204p507P9 +
2p1papepspe + 2p1p5P6P7P9 + 2p2p1P5p8P9 + 2p2p4P6P7P9 + 2p3p4P5p7P9 + 201P506P8P9 + 2p2p4P6PsP9 +
2p2p5p6p7P9 + 2p34P5P8P9 + 2030406 P7P9 + 2020506089 + 2p3p4p6Pspo + 2p305P6p7P9 + 2030506 P8P9 = 03

PIP20304—P1P20303—P1P20306 — P13 P35+ 0T P20406 DT P3 0405 — P1P203 08— P13 P30T — P1PAP5 L6+ T P204 P8+
PLP3P4PT+ PR P45 06— P1P3P5 3 P203P4PF — P2P3 P3P +PLP3P5PT— PLP2P6 PR T P2P3PAPE — P2P3PIPE T PT P26 P8 —
P1P2P3PI—PLPAPS P8 —PLPAPGPTF PR P2PaPa+PIPaPsPs+PiPaps 7 —PLP3PAPY — P15 P6PI+P2PaP6PT — P2PiPe P+
P1P3P1P9+PIP5 06 PT— P15 P6PRT P3PS PR —P3PIPS Ps+PLP5P6Ps — PLPA P3P~ P1PIPTPS+PTPaps P +P3 PaPTPs —
1502 P8 —P1P3P6 P+ P2PapEPs— P23 P7Ps+PIPaPe Pa+ 07 Ps TP — P1P6 PTPEFP3P4PTPE— P3PIPTPS DT PePTPS—
2060703+ 20603 P8+ 3050703 — P35 02 P8 — P1PIP7Po+PT PaP7PI— P15 P2 Po— PLPI P8 PO+ P2P4PF Pa— P23 P7 PO+
PR PapsPo+P3P50709— P15 P3P — P16 P2 P+ P204P3 P9 — P23 P8 P9+ P3P4P3 Pa— P33 P7 P+ 0T P5 P8P+ 0T P6p7 P —
PLP6PIPY + P3PAPIPY — P3PAPSPY + PIP6PsP + 2p1p2p3papr + 201P203paps + 2010204067 — 201P3P4P5P7 —
2p1p2papeps + 2p1p3papsps + 2p1p2p4P7P8 — 2p1PapP5P6PT + 2p1P3P4P7P8 — 2p1P4P5P6Ps T 2P1P206P7Ps +
201p3p507Ps + 2p203p1P7P8 + 20102010709 — 201P4P5P7Ps + 2p10204P8P9 + 20103010709 — 2p1P4p6p7Ps +
2p1P3papsP9 — 20105060708 — 20204P6070Ps — 203P4P5P7Ps — 2P1P4P507P9 — 20104P508P9 — 2P104P6P7P9 —
2p1papepspy — 2p1P5P7P8P9 + 2p2p4p7P8P9 — 2P1P6P7P3P9 + 2p304p7P8P9 = 0;

P1P3P3P5 —P1P2P3PE— PLP2PE PG+ P1P3 P56 —P2P3PAPE+P3P3PAPs — P1P2PEP8FP1P3P5 P2 — PLP3PEPT+P1P3P5 P8 —
2030403 — P204P3P6+P30304P7+P3P4P5 06— P23 03 P73 030507 — P23 03 Ps+P3P3P5 08— PLP20E Po+P1P5P6 L3+
P1P5P5P9— PLPEP6 L7 — P2PaP6P3— P2P4P3 P8+ P5 P45 P8+ P3PaPePT— P1LP206P3 FP1P3P5 L5 — PLP3PEPIFPLPS PGP —
P2P3P6 07+ P53 P506 07— P23 P6 P8+ P35 P6 P8+ P1LPs P3PS — PLPE P78 — P2PaPEPI — P2PpaPePs+P3Paps P+ P5PaPTPs —
P2P4P6 P — P23 P78 +P3P4P5 P3 — P3P PEPIF P3PAP6 P9 +P3 D5 07 P8 — D206 P3 P8 P35 P3PS — P3P PTPS +P5P6 P78+
P1P5P2 P9 —P1P2P7 P9 — P2PaptPo+P3P4P7PFP1P5 P3PS — PLP6PT P+ P1LP6 P2 — PLPEPS PO — P2PaPs Pl —P2P2PTPo+
3040705 P340% P9+ P3P4P8 P+ 3 P5 0709 — P26 0705 — P23 P8 P9+ P35 0705 — P33 P79+ P3 P5 P8P+ P3 P6 709 —
P206P8P3 + P3P5P3PG — P3PEPSPY + P3P6P8PY + 20102030507 + 2p1P205P6PT — 2P203P4P5PT + 2p1P2P3P5P9 +
2p1p2p5p7P8 — 2p2papPsPePT — 2p1P2P5P6P9 + 2p2P3papPs Py + 2p203P5p7P8 + 2p1P2P5P7P9 — 2p2p4P5P7P8 +
2p1p2p5p8p9 + 2p1p2p6P7P9 + 20103050709 + 2p2p3pap7P9 — 2p2P4P5P6 P9 + 2p2030507P9 — 2p2p5060P7P8 +
202p3P508P9 — 202P4P5P7P9 — 20105060709 — 20204P508P9 — 20204P6P7P9 — 20304050709 — 2205060709 —
2p2p5p6P8P9 + 20105070809 — 2p2P4P7P3P9 — 2p2P607P3P9 + 2p3P507P3p9 = 0;

Opcionalmente se puede incluir la ecuacion:

POP1P2P3 + PoP1P2P6 T PoP1P3Ps + PoP2P3P4 + P1P2P3P4 + P1P2P3P5 + P1P2P3P6 + PoP1P2P8 + Pop1P3PT +
POP1P5P6 + PoP2PAPe T PoP3PAPs + PoP2P3PT + P1P2PAP6 + P1P3PAPs + PoP2P3P8 + P1P2P5P6 + P2P3P4P5 +
P1P3P5P6 + P2P3PAP6 T PoP1P2PY + PoP1P5P8 + POP1P6PT T Pop2PaPs + PoP3P4PT + PoPAP5Pe T POP1P3PY +
PoP2P6PT + PoP3P5PT + PLP2P4APS + P1P3PAPT + P1P4P5P6 + PoP2PsPs + PopP3PsPs + P1P2pPsPs + P1P3PsPT +
P2P3P4P7+P2P4P5P6+P1P2P6 08+ P1P3P6 L7+ P203P4P8FP20305P7+P3P1P5P6+ 02030508+ P203P6 07+ P203P6 P8+
POP1P5PIFPOP1PTPSFP0P2P4L9FP0P4P5 P8 P0L1P6 LT POLLPE P POP2LT P8 POP3PLLIFP0P5P6PTTP1P204P9
P1P4P5 P8+ P1P4P6 P7P0P3PT P8 P0P5P6 P8 T P102P5 P9+ P1P304P9~+P1P5 0607+ P2P4P5 08+ 020406 P7+P102P6 P9+
P1P3P5 P9+ P1P5 060802050607+ 0304P5 P8+ P304P6 P7+P103P6 P9+ P2P5 06 P8+ P3P5P6 P71 030506 P8+ P0P1P7PI+
POP4P5 P POLAPTPZP0L1P8PITP0L2P7 LI P0LLPE LI POP5PT PR P1PAP5 P+ P1PAPT P8 P0P2P8 P POP3PTPIT
P0P6P7P8FP1P1P6 P P1P5P7P8FP204P5 P9+ P204P7 P8+ P0L3 P8P+ P1P6PT7P8 T P2P1P6 P9+ P205P7 P8+ P3P4P5 P9+
P3P4P7P8+P2P6 0708+ P3P4P6 09030507 P8+ P306 P78 P0L4L7PIFPOLLLPIF PO L5 PTLIFP1P4PTPIFPOP5 PP
POP6P7PIFP1PAP-8PIFP1P5P7PIFP204P7 P9 P0 L6 PP P1P508P9FP1P6L7P9FP2P4P809FP205P7 P9+ P304P7 P9+
P1P6PsPY + P2P5P8P9 + P2P6PTP9 + P3P4P8PY + P3P5PTP9 + P2P6 PSP + P3P5PsPY + P3P6PTPY + P3PePsPy = 125;
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Si escribimos

2

2

P1P2P3 — PoP1P2P3 — POP1P3PS---

2
0

en lugar de p

0,0,1,2,3] — [0,1,2,3,3] —[0,1,3,3,5]...

Las ecuaciones del sistema anterior toman la formas:
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CAPITULO 6. APENDICE.
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