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Resumen

En este trabajo, primero, se determinan todas las funciones esféricas irreducibles ® de
cualquier K-tipo asociadas al par (G,K) = (SO(4),SO(3)). Para esto asociamos a ® una
funcién vectorial H = H(u) de una variable real u, la cual es analitica en u = 0 y cuyas
componentes son soluciones de dos sistemas acoplados de ecuaciones diferenciales ordinarias.
A través de una apropiada conjugacién que involucra a los polinomios de Hahn conseguimos
desacoplar uno de estos sistemas, que luego llevamos a un sistema de ecuaciones diferenciales
hipergeométricas. Encontrando entonces como solucién la funcién vectorial P = P(u), cuyas
entradas son multiplos de polinomios de Gegenbauer. Posteriormente, identificamos aquellas
soluciones simultaneas y usamos la teorfa de representaciones de SO(4) para caracterizar todas
las funciones esféricas irreducibles. Las funciones P = P(u) correspondientes a las funciones
esféricas irreducibles de un K-tipo fijo 7y son cuidadosamente empaquetadas en una sucesién
de polinomios matriciales {P,}y,>0 de tamafio (¢ 4+ 1) x (¢ + 1). Finalmente probamos que
P, = Py 'P,, es una sucesién de polinomios ortogonales con respecto a un peso matricial W.
Maés atin, probamos que W admite un operador diferencial simétrico de segundo orden D y un
operador diferencial simétrico de primer orden F.

Luego se establece una directa relacion entre las funciones esféricas de la esfera n-dimen-
sional S™ ~ SO(n+1)/SO(n) y las funciones esféricas del espacio proyectivo real n-dimensional
P"(R) ~ SO(n+1)/0(n). Precisamente, para n impar una funcién en SO(n+1) es una funcién
esférica irreducible de algin tipo m € Sb(n) si y solo si es una funcién esférica irreducible de
algin tipo vy € O(n) Cuando n es par esto también es cierto para ciertos tipos, y en los otros
casos exhibimos una clara correspondencia entre las funciones esféricas irreducibles de ambos
pares (SO(n+1),S0(n)) y (SO(n+1),0(n)). Entonces, encontrar todas las funciones esféricas
de un par es equivalente a hacer lo mismo con el otro.

Finalmente, estudiamos las funciones esféricas de ciertos tipos de la esfera n-dimensional
S™ ~ SO(n + 1)/SO(n), para cualquier n. M4s precisamente, explicitamos todas las funciones
esféricas cuyas funcién asociada H es escalar, esto incluye a las de tipo trivial, y luego estudi-
amos todas las de tipo fundamental, describiéndolas en términos de funciones hipergeométricas
matriciales oF). Para esto trabajamos con las realizaciones explicitas de las representaciones
fundamentales del grupo especial ortogonal real. Posteriormente construimos para cada tipo
fundamental una sucesién de polinomios ortogonales con respecto a un peso W, las cuales estan
asociadas a las funciones esféricas. Y probamos que, para cualquier n, W admite un operador
diferencial simétrico de segundo orden.
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Abstract

In this work we start by determining all irreducible spherical functions ® of any K-type
associated to the pair (G, K) = (SO(4),SO(3)). This is accomplished by associating to ®
a vector valued function H = H(u) of a real variable u, which is analytic at v = 0 and
whose components are solutions of two coupled systems of ordinary differential equations.
By an appropriate conjugation involving Hahn polynomials we uncouple one of the systems.
Then this is taken to an uncoupled system of hypergeometric equations, leading to a vector
valued solution P = P(u), whose entries are Gegenbauer’s polynomials. Afterward, we identify
those simultaneous solutions and use the representation theory of SO(4) to characterize all
irreducible spherical functions. The functions P = P(u) corresponding to the irreducible
spherical functions of a fixed K-type my are appropriately packaged into a sequence of matrix
valued polynomials (P,)w>0 of size (£ 4 1) x (£ 4 1). Finally we prove that P, = Py 1P, is a
sequence of matrix orthogonal polynomials with respect to a weight matrix W. Moreover, we
show that W admits a second order symmetric hypergeometric operator D and a first order
symmetric differential operator E.

Later, we establish a direct relationship between the spherical functions of the n-dimen-
sional sphere S ~ SO(n + 1)/SO(n) and the spherical functions of the n-dimensional real
projective space P"(R) ~ SO(n + 1)/O(n). Precisely, for n odd a function on SO(n + 1) is an
irreducible spherical function of some type 7 € Sb(n) if and only if it is an irreducible spherical
function of some type v € O(n) When n is even this is also true for certain types, and in the
rest of the cases we exhibit a clear correspondence between the irreducible spherical function of
both pairs (SO(n+1),SO(n)) and (SO(n+1),0(n)). Concluding that to find all the spherical
functions of one of these pairs is equivalent to do the same it with the other.

Finally, we study the spherical functions of certain types of the n-dimensional sphere S™ ~
SO(n+1)/SO(n), for any n. More precisely, we give explicitly all the spherical functions whose
associated functions H are scalar valued, including those of trivial type, and then we study
the irreducible spherical functions of fundamental type, describing them in terms of matrix
valued hypergeometric functions oF;. To do this we worked with the explicit realizations of
the fundamental representations of the real special ortogonal group. Thereafter, for every
fundamental type we build a sequence of ortogonal matrix valued polynomials with respect to
a weight W, which are associated to the spherical functions. We also prove that, for any n, W
admits a second order symmetric differential operator.
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CAPITULO 1

Introduccidn

Desocupado lector, sin juramento me podrds creer que quisiera que este libro, como hijo del
entendimiento, fuera el mds hermoso, el mds gallardo y mds discreto que pudiera imaginarse.
Pero no he podido yo contravenir al orden de naturaleza; que en ella cada cosa engendra su
semejante.!

FEn los dltimos dos siglos la teoria de funciones especiales ha dado herramientas que hicieron
posible la aplicacién de la matematica a las ciencias fisicas: desde la teoria de la conduccién
del calor, pasando por el electromagnetismo y la mecanica cuantica hasta la reconstruccion de
imédgenes en la fisica médica, se han beneficiado con su desarrollo. Es conocido que casi todas
las llamadas funciones especiales, que juegan un rol importante en las soluciones explicitas de
problemas en fisica matematica, son o bien casos particulares de funciones hipergeométricas de
Euler y Gauss o bien funciones de Bessel.

El estudio de las funciones especiales, comenzé durante el siglo XIX y de un modo més
bien cadtico. Durante el ultimo siglo, este conocimiento comenzo a ser unificado y organizado
cuando se conectaron estas funciones con la teoria de representaciones de los grupos clasicos.

Fueron E. Cartan (1929) y H. Weyl (1934) quienes desarrollaron la teoria de funciones
esféricas para espacios simétricos compactos y variedades riemannianas compactas, en parti-
cular probaron que los armonicos esféricos surgen de manera natural a partir del estudio de
funciones en G/K, donde G = SO(n) y K =SO(n —1).

Las funciones esféricas asociadas con la representacion trivial de K, dan origen a numerosos
ejemplos, que incluyen funciones especiales tales como los polinomios de Jacobi, Hermite, La-
guerre y las funciones de Bessel, Legendre, Jacobi, etc. Por ejemplo, los polinomios de Legendre
son funciones esféricas asociadas al par (G, K) con G el grupo de rotaciones de R? y K el grupo
de rotaciones de R?. Las funciones de Bessel, surgen al considerar el plano de dimensién dos
como el cociente del grupo de todos los movimientos rigidos del plano por el grupo de rotaciones.

I. Gelfand, R. Godement y Harish-Chandra, desarrollaron la teoria de funciones esféricas
para espacios simétricos no compactos. La propiedad crucial que permitié unificar los diversos
ejemplos de funciones especiales es el hecho que todas estas funciones satisfacen una ecuacién
integral. En general, dado un grupo G y K un subgrupo compacto de G, una funcién ¢ en G

L Cita textual del comienzo del prélogo de Don Quijote de la Mancha por Miguel de Cervantes Saavedra.
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12 CAPITULO 1. INTRODUCCION

se dice esférica zonal si satisface

o(z)e(y) = / o(zky) dk, para todo z,y € G.
K

Partiendo de esta ecuacién integral, las funciones esféricas se conectan con la teoria general
de desarrollos de funciones en autofunciones asociadas con operadores diferenciales de segundo
orden, la teoria general de representaciones de grupos y la teoria clasica de funciones especiales.
Todos estas conexiones son una parte importante de la teoria de grupos de Lie, drea que se
expandié y ahora alimenta otras areas importantes de la matematica, como las ecuaciones
diferenciales ordinarias y parciales, el andlisis armonico, la fisica matematica, la teoria de
invariantes, la teoria de nimeros y la geometria algebraica.

Tomando como punto de partida la ecuacién integral de las funciones esféricas zonales uno
puede obtener facilmente, por ejemplo, las férmulas integrales para las funciones de Bessel y
para los polinomios de Legendre y Gegenbauer.

Esta interpretacion de las funciones especiales permitié modernizar un gran nimero de
hechos conocidos hasta ese momento. También mostré una manera de buscar otros ejemplos
de estas situaciones, incluyendo grupos discretos, con interesantes aplicaciones en combinatoria.
Estos desarrollos han tenido un importante impacto en la teoria de cédigos y otras areas no
tradicionales donde los mateméticos pueden ain jugar un rol importante.

De manera independiente Tirao ([Tir77]) y Gangoli-Varadarajan ([GV88]) generalizaron
la teoria clasica de funciones esféricas, poniendo en relieve la funcién matricial subyacente en
el concepto de funcién esférica (escalar) desarrollada por Godement y Harish-Chandra. Este
punto de vista matricial ha cobrado mucha importancia en los tltimos anos, por ejemplo en el
desarrollo de la teoria de polinomios ortogonales matriciales.

Sea K el conjunto de todas las clases de equivalencia de representaciones irreducibles de
dimensién finita de K; para cada § € K sea & el cardcter de 4§, d(6) la dimensién de 0 y
Xs = d(0)&s. Una funcién esférica de tipo § es una funcién continua ® : G — End (V) tal que
®(e) = I y que satisface la siguiente ecuacién integral.

O(x)P(y) = / xs(k~H)®(zky) dk, para todo z,y € G.
K

Siendo D(G)X el &lgebra de los operadores diferenciales en G que son invariantes por
multiplicacién a izquierda por GG y a derecha por K, tenemos que una funcién esférica de tipo
0 estd caracterizada por las siguientes propiedades:

i) ®: G — End(V) es una funcién analitica.
i) ®(kigks) = w(k1)®(g)7(ke), para todo ki, ks € K, g € G,y ®(e) = 1.
iii) [A®](g) = ®(g)[A®](e), para todo g € Gy A € D(G)¥K.

Donde (7, V') es una representacién finita de K tal que m = md con § € K.

Por otra parte las funciones esféricas de tipo 0 aparecen de manera natural al considerar
representaciones de G. Si g — U(g) es una representacién continua de G en un espacio vectorial
de dimensién finita £, entonces

jo /K xs(k~H)U (k) dk

es una proyeccién de E sobre PsE = E(¢). La funcién ® : G — End(E(J)) definida por
(b(g)a:PéU(g)av g€G@G, (IEE((S), (11)



13

es una funcién esférica de tipo d. En efecto, si a € E(§) tenemos que

(2)®(y)a = PU(2) PsU (y)a = /K ya (k=Y P5U (2)U (K)U (y)a dk

- (/K xs(k~ 1)@ (2ky) dk> a.

Si la representacién g — U(g) es irreducible entonces la funcién esférica asociada ® es irre-
ducible también. Reciprocamente, cualquier funcién esférica irreducible en un grupo compacto
G se obtiene de esta forma a partir de una representacion irreducible de dimensién finita de G.

Cuando V es de dimensién 1 las funciones esféricas son a valores escalares. En el caso
general las funciones que se obtienen son a valores matriciales.

Si bien la teoria fue desarrollada hace tiempo, los ejemplos concretos de estas funciones no
se conocian hasta hace pocos anos, ain en los casos de dimensién uno (dados por Heckman
y Opdam, en 1990). Griinbaum, Pacharoni y Tirao, en [GPT02a], describen las funciones
esféricas de cualquier K-tipo asociadas al plano proyectivo complejo, que se identifica con
SU(3)/U(2). Este trabajo fue un motivador crucial para un posterior desarrollo de investiga-
ciones en el drea, incluyendo [GPT02b, GPT03, PT04, GPT05, PT07, PR0O8, PT12, PT13],
donde uno considera funciones esféricas a valores matriciales asociadas a un par simétrico com-
pacto (G, K), generando sucesiones de polinomios matriciales ortogonales de una variable real
que satisfacen una relacién recursiva de tres términos y siendo autofunciones de un operador
diferencial matricial de segundo orden (propiedad biespectral).

En 1929, Bochner planted y resolvid el problema de determinar todas las familias de poli-
nomios ortogonales a valores escalares que fueran autofunciones de un operador diferencial
de segundo orden, arbitrario pero fijo. Las funciones esféricas zonales dan los ejemplos méas
simples de tales funciones. Mas explicitamente los asi llamados polinomios ortogonales de
Jacobi, Hermite o Laguerre son los primeros ejemplos que surgen. La teoria de polinomios
ortogonales matriciales, sin ninguna consideraciéon de ecuaciones diferenciales se remonta a
[Kre49] y [Kre71]. Después la teoria fue revivida por A. Durdn en [Dur97], quién planteé el
problema de buscar pesos matriciales W con operadores diferenciales matriciales simétricos
D de segundo orden. Pero la existencia de tales “pares clasicos” (W, D) fue demostrada por
primera vez en [Grii03] y [GPT03] como resultado de lo obtenido en [GPT02a]. De hecho, en
[GPT02a] para cualquier K-tipo 7 a partir de las funciones esféricas del par (SU(3),U(2)) se
construyeron un peso matricial W de tamano m = dim 7, un operador diferencial simétrico
D de segundo orden y una sucesién de polinomios matriciales {P,}>o. Tal sucesion tiene las
siguientes propiedades: gr P, = w + m, det Py # 0, P, y P, son ortogonales con respecto
a W para todo n # n’, DP,, = P,A, y la sucesién {P,},>0 satisface un relacién de recur-
rencia de tres términos. De todos modos, la sucesién {P,},>0 no encaja directamente en
la teoria existente de polinomios ortogonales matriciales tal cual se la presenta en [Dur97].
En [Grii03] y [GPTO03] se establece tal conexién definiendo la funcién matricial @, a través de
Quw=Fy 1p,. Vale la pena notar que siempre que se tengan estas hipdtesis se puede probar que
{Qu }w>0 es una sucesién de polinomios ortogonales matriciales con respecto a W = FPiW Py,
y que D= Py LD Py es simétrico. Resultados de naturaleza comparable pueden ser hallados en
[GPTO03, PT04, RT06, GT07, RT12, PT12].

Un camino diferente para encontrar polinomios ortogonales matriciales clasicos se puede
encontrar por ejemplo en [DG04].

A continuacién se describe sucintamente el contenido de la tesis.
En el Capitulo 3 describimos todas las funciones esféricas de cualquier K-tipo asociadas a
la esfera tridimensional S3, que podemos identificar con G /K = SO(4)/SO(3), como autofun-
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ciones simultaneas de dos operadores diferenciales que conmutan, uno de orden dos y el otro
de orden uno; luego las funciones esféricas del mismo K-tipo son dispuestas en una sucesion
de polinomios matriciales ortogonales.

En la Seccién 3.4, luego de un desarrollo preliminar, describimos explicitamente todas las
funciones esféricas irreducibles del par simétrico (SO(4),SO(3)) para cualquier K-tipo prede-
terminado en términos de una funcién a valores vectoriales P = P(u), cuyas entradas son
multiplos de polinomios de Gegenbauer en una variable u. Esto se alcanza al desacoplar un
sistema de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden usando una matriz constante U
de polinomios de Hahn evaluados en 1, ver Corolario 3.29.

Siguiendo las técnicas y estrategias desarrolladas en [GPT02a] asociamos a cada funcién
esférica irreducible ® : G — End(V;) de tipo m = 7y, una funcién H definida por

donde @, es una funcion esférica particular de tipo w. Entonces H tiene las siguientes
propiedades

i) H(e) =1.
ii) H(gk) = H(g), para todo g € G,k € K.
iii) H(kg) = m(k)H(g)m(k~!), para todo g € G,k € K.

La propiedad ii) indica que H se puede considerar como una funcién en S3.

El grupo G = SO(4) actia de manera natural en la esfera tridimensional. Esta accién es
transitiva siendo K = SO(3) el subgrupo de isotropfa del polo norte e, = (0,0,0,1) € S3.
Por lo tanto S® = G/K. Més atin, la accién de G corresponde a la accién inducida por la
multiplicacién a izquierda en G/K.

En el hemisferio norte de S3

(S5 ={a=(v1,22,25,24) € P 124 >0},
consideraremos el sistema de coordenadas p : (S3%)T — R3 dado por

xr1 T2 I3

) = (2250 (s, m).

x4 x4 T4

RS

El mapa coordenado p lleva las K-érbitas en (S3)* a las K-6rbitas en R3, las cuales son
las esferas

S ={ (y1,92,93) eR? ||yl = y1 > + [2]® + |ys| :T2}7 0<r<ooc.

En cada érbita S, elegimos como representante el punto (r,0,0) € R3 con 0 < r < co. Por lo
que el intervalo [0, 00) parametriza el conjunto de K-6rbitas de IR3.
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En este caso el dlgebra D(G)X de operadores diferenciales en G, invariantes a izquierda
por G y a derecha por K es un algebra de polinomios en dos generadores algebraicamente
independientes A; y As. El hecho que @ sea una autofuncién de Ay y As, se traduce en el
hecho que H sea autofuncién de dos operadores diferenciales de segundo orden Dy E en R3.

Por lo tanto existen operadores diferenciales ordinarios D y E en el intervalo abierto (0, oo)

tales que
(DH)(T,0,0) - (DET)(T)? (EH)(?“,0,0) - (Eﬁ[)(r)7

donde H(r) = H(r,0,0), r € (0,00). Los operadores D y E estdn dados explicitamente en los
Teoremas 3.13 y 3.14. Estos teoremas estan dados en términos de transformaciones lineales.
Las funciones H son diagonalizables (Proposicién 3.15). Por lo tanto, en una base apropiada de
Vi podemos escribir H(r) = (ho(r),--- , he(r)). Luego, en los Corolarios 3.16 y 3.17 damos los
enunciados correspondientes de los Teoremas 3.13 y 3.14 en términos de las funciones escalares
h;.

Después del cambio de variables u = ﬁ e interpretando ambos sistemas de ecuaciones
diferenciales como un par de ecuaciones diferenciales matriciales, los operadores diferenciales
D y E, mencionados en los Teoremas 3.14 y 3.13, se transforman en D y E, ver (3.21) y (3.22).

Luego introducimos los operadores

D=UT(u)'DUT(w) y E=@UT(w) " EUT(),

con T(u) = Zﬁ:ﬂ(l — u2)j/2Ejj

La mirada algebraica dada en (1.1) nos permite obtener nuevos resultados y completar otros
ya obtenidos, en particular determinamos explicitamente todos los autovalores de los operadores
A1 y Ay asociados a cada funcién esférica irreducible, ver Teorema 3.31. En la Seccién 3.7,
establecemos cudles de aquellos polinomios a valores vectoriales P = P(u) se corresponden con
funciones esféricas irreducibles, y se muestra cémo construir las funciones esféricas a partir de
éstos.

Resumiendo, en la Seccién 3.7 somos capaces finalmente de describir todas las funciones
esféricas irreducibles asociadas a la esfera tridimensional en términos de polinomios de Gegen-
bauer. Cada una de las entradas de P es un multiplo de un polinomio de Jacobi, solucién de
la ecuacion diferencial

(1 —u?)p (w) = (2] + 3) wpj(u) + (n — j)(n + j + 2)p;(u) = 0.

En la Seccién 3.8, para un £ € 2Z> fijo, construimos una sucesion de polinomios matriciales
{Py}w>0, de modo que la k-ésima columna estd dada por la funcién vectorial asociada a la
funcién esférica @(wM/ 2=ktt/ 2), para k = 0,1,2,...,¢ (ver Teorema 3.31). Luego usamos el
primer pohnomlo matricial Py de la sucesién para con51derar una nueva sucesion {P }, donde
Pw—P 'p,, para w > 0.

Demostramos que si conjugamos a D con esta funcién polinomial Py obtenemos que el
operador D = Py 'DPy es un operador hipergeométrico matricial, obteniendo también un
resultado andlogo para el operador de primer orden E = Py 'EP,, ver Teorema 3.43. Tal
demostracién entrelaza varias propiedades satisfechas por los polinomios de Gegenbauer.

En la Seccién 3.9 exhibimos explicitamente la sucesién de polinomios ortogonales matriciales
P,, w >0, con respecto al peso W dado en (3.48). En el caso clasico las funciones esféricas de
tipo trivial asociadas a las esferas pueden ser identificadas con polinomios de Gegenbauer, con
una parametrizacion conveniente. Aqui se prueban resultados similares pero para cualquier
K-tipo. Las funciones P(u) asociadas a las funciones esféricas, ademds de poseer en cada una
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de sus entradas un multiplo de un polinomio de Gegenbauer como mencionamos antes, dan
un ejemplo de polinomios de Jacobi matriciales de grado w: si definimos F(s) = P(u) con
s = (1 —u)/2, tenemos que F' es solucién de

s(1=8)F"+ (B—=sC)F' +(Ag— \) F =0,

con

~

-1 l 14

0
B=> (j+3)Ej;—> (j+1DEj 41, C=Y (2j+3)E; Ao=- jli+2)E);
J=0 i j=0 =0

Il
=)

que es un ejemplo de la ecuacién hipergeométrica matricial introducida por Tirao, en [Tir03].
Y ya que los autovalores de C no estdn en —N la funcién F' estd caracterizada por su valor en
0, mas aun para |s| < 1 ella estd dada por

J
C,—Ao+A. _ in. . 41
F(s) = oy (O720+A;5) Fy = Z —[B;C;—Ao+ N;Fo,  FoeC™,

w
j=0"7"
donde el sfmbolo [B; C; —Ag + A]; estd definido inductivamente por

[B;C;—Ag + Ao =1,
[B;C;—Ao+ Njy1=(B+35)"" (J(C+j—1) — Ao+ N)[B; C; —Ag + N,

para todo j > 0.
Entonces, el espacio vectorial V() de todas las soluciones polinomiales con valores vecto-
riales de la ecuacion hipergeométrica es no trivial si y sélo si

A=Ay(k) =—(k+w)(k+w+2),

con w y k enteros no negativos tales que k < £. La solucién polinomial es tinica (salvo escalares)
para cada Ay (k), y es de grado w. N

Con este conocimiento en mano, en el Teorema 3.51 probamos que { Py, },>0 €s una sucesién
ortogonal de polinomios matriciales tal que

DP, =P,A\y,,  EP, = P,M,,

donde A, y M, son las matrices diagonales reales dadas por A,, = Zf;zo Ao (k) By y My =
S0 Hao (k) Bk, con

Ao(k) = —(w+k)(w+k+2) vy pwk) =w(l—k)— k(& +1).

Este capitulo estd contenido en [PTZ12] y es la finalizacién de un trabajo iniciado en
[Zur08]. Cabe mencionar que més recientemente en [KVPR12a] los autores estudiaron las
funciones esféricas irreducibles del par (G, K) = (SU(2) x SU(2),SU(2)) (SU(2) embebido di-
agonalmente) como proyecciones en componentes K-isotipicas de representaciones irreducibles
de G. Este desarrollo es comparable con la construcciéon de polinomios vectoriales dada en
[Koo85]. También, en [KVPR12b] los autores vuelven al tema pero empezando con la cons-
truccion de los polinomios ortogonales matriciales usando una relacién de recurrencia y las
relaciones de ortogonalidad, y terminando con los operadores diferenciales.

El grupo SU(2) x SU(2) es el cubrimiento universal de SO(4) y la imagen de SU(2) por este
cubrimiento es SO(3). Por lo tanto, los pares (SU(2) x SU(2),SU(2)) y (SO(4),SO(3)) estan
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muy relacionados. De todos modos las investigaciones se realizaron de manera independiente
y los tratamientos son muy diferentes.

En el Capitulo 4 establecemos una enfatica y directa relacion entre las funciones esféricas de
la esfera n-dimensional S™ ~ SO(n + 1)/SO(n) y las funciones esféricas del espacio proyectivo
real n-dimensional P"(R) ~ SO(n + 1)/O(n). Precisamente, para n impar una funcién en
SO(n 4 1) es una funcién esférica irreducible de algin tipo 7 € SO(n) si y sélo si ella misma
es una funcion esférica irreducible de algin tipo v € O(n)

Cuando n es par esto también es cierto para ciertos tipos, y en los otros casos damos
una clara y explicita correspondencia entre las funciones esféricas irreducibles de ambos pares
(SO(n + 1),S0(n)) y (SO(n + 1),0(n)). En el Teorema 4.9 demostramos finalmente que
encontrar todas las funciones esféricas de un par es equivalente a hacer lo mismo con el otro.

Es sabido que las funciones esféricas zonales son polinomios de Jacobi de la forma

#5(0) = ¢; P (cosd), 60,7,

donde ¢; estd definido por al condicién por ¢7(0) =1, con a y 3 dependiendo del par (G, K):

i) G/K ~8": a=(n-2)/2, B=(n-2)/2.
i) G/K ~ P"(R): a=(n-2)/2, B=-1/2.

iii) G/K ~ P™(C): a=n-—1, B =0.

iv) G/K ~ P"(H) : a=2n-1, g=1.

v) G/K ~ P?*(Cay) : a=71, B =3.

Lo que a simple vista podria sugerir que las funciones esféricas de S™ y P"(R) no guardan
relacion directa, lo cual no se condice con nuestros resultados, por lo que en la Seccién 4.4
miramos el caso particular de las esféricas zonales para aclarar esta aparente inconsistencia.
Como consecuencia inmediata de este capitulo conocemos todas las funciones esféricas del
espacio proyectivo real SO(4)/0O(3). Puesto que en el Capitulo 3 estudiamos todas las del par
(SO(4),S0(3)), aplicando el Teorema 4.7 también tenemos todas las funciones esféricas del par
(SO(4),0(3)) de cualquier tipo, las cuales, como funciones en SO(4) son las mismas que las
funciones esféricas del par (SO(4),SO(3)). El contenido de este capitulo forma parte de [TZ12].

Finalmente en el Capitulo 5 desarrollamos el estudio de las funciones esféricas en el caso
general de la esfera n-dimensional SO(n+1)/SO(n), es decir pensamos en las funciones esféricas
® del par (G, K) = (SO(n+1),SO(n)). Luego de un cierto trabajo preliminar, en la Seccién 5.2
nos concentramos en estudiar un operador A € DX(G), particularmente llevamos la identidad
A® = A® con \ € C a una ecuacién diferencial de orden dos en una variable real DH = \H ,
donde las funciones H se corresponden con las funciones esféricas irreducibles ® mediante la
restriccién de ésta ultima a un subgrupo monoparamétrico A, de modo que resolver cualquiera
de estas ecuaciones implica resolver la otra. A continuacién analizamos cudndo los SO(n)-tipos
son SO(n — 1)-irreducibles, es decir, cudndo ® es a valores escalares. Entonces, a partir de
lo obtenido en la Seccién 5.2 describimos explicitamente todas las funciones esféricas escalares
de la esfera n-dimensional, entre las cuales estdn las funciones zonales o de tipo trivial; vale
observar que combinando esto con el resultado del Capitulo 4 también se conocen las todas
funciones escalares del espacio proyectivo n-dimensional.

Posteriormente reescribimos mas explicitamente la ecuacién diferencial DH = \H para el
caso en que la funcién esférica ® sea de tipo fundamental, es decir cuando el peso maximo del
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tipo 7 sea de la forma (1,...,1,0,...,0) sin es impar o (1,...,1,0,...,0) con al menos un cero
si n es par. Debido a la naturaleza del grupo ortogonal especial real trabajamos por separadas
las situaciones n par y n impar; més aun, cuando n es impar el caso (1,...,1) es estudiado
aparte en la Subseccion 5.5.1. En cada una de estas situaciones consideramos la realizacién de
la representacién m para poder asi obtener los coeficientes matriciales de la ecuacién diferencial,
puesto que, entre otras dificultades, la base de Gelfand-Tsetlin para las representaciones del
algebra de Lie no es una base de vectores pesos.

En la Seccién 5.6, para cada caso, conjugamos el operador D por una funcién matricial
apropiada W, hipergeometrizando la ecuacion DH = \H , lo que nos lleva a una ecuacién
hipergeométrica matricial DP = AP. Estudiamos los posibles valores de A y en cada una de
las situaciones escribimos la ecuacién diferencial DP = AP de la forma

y(1 —y)P"(y) + (C —y(A+ B +1))P'(y) — ABP(y) =0,

con A, B y C matrices cuadradas.

A partir de este punto dejamos de lado el caso en que 7 tenga peso maximo (1,...,1)y
nos concentramos en todos los restantes. Demostramos que todas las funciones P que surgen
a partir de funciones esféricas irreducibles son polinomios, y entonces en el Teorema 5.31, a
través de la funcién hipergeométrica matricial, describimos explicitamente cada funcién P con
una expresiéon del tipo

S

Ply) = o (A7) =3 ?j!(c;A;BnP(ox
§=0

donde P(0) es un vector que sabemos calcular y el simbolo (C; A; B); se define inductivamente
por

(C;A4;B)o=1,  (C;A;B)j1=(C+j) " (A+j)(B+j)(C; A;B)j,

para todo j > 0. Finalmente en la Seccién 5.8 construimos una sucesién {Py,},>0 que es
una sucesién de polinomios ortogonales matriciales con respecto a un peso W construido
explicitamente. Ademas el operador D es de segundo orden y simétrico con respecto a W;
més aun tenemos que DP,, = P,A,, con A, una matriz diagonal real.



CAPITULO 2

Funciones Esféricas

“No hay drbol bueno que pueda dar fruto malo, ni drbol malo que pueda dar fruto bueno.
Porque cada drbol se conoce por su fruto; pues no se cosechan higos de los espinos,

ni de las zarzas se vendimian uvas.”

Lucas 6:43-44.

Sea G un grupo localmente compacto unimodular y sea K un subgrupo compacto de G.
Sea K el conjunto de todas las clases de equivalencia de representaciones complejas irreducibles
de dimensién finita de K; para cada § € K, sea &s el caracter de 0, d(d) el grado de 4, i.e.
la dimensién de cualquier representacién en la clase § y x5 = d(9)&s. Elegimos de ahora en
adelante la medida de Haar dk en K normalizada por [ i dk =1

Denotaremos por V' un espacio vectorial de dimensién finita sobre el cuerpo C de nimeros
complejos y por End(V) el espacio de todas las transformaciones lineales de V' en V. Siem-
pre que hagamos referencia a la topologia de dicho espacio, estaremos hablando de la tnica
topologia Hausdorff lineal en él.

Por definicién una funcién esférica zonal ([Hel00]) ¢ sobre G es una funcién continua a
valores complejos que satisface p(e) =1y

o(r)p(y) = /Kw(wky) dk, z,y € G. (2.1)

Una fructifera generalizacién del concepto anterior estd dada en la siguiente definicién

Definicién 2.1 ([Tir77),[GV88]). Una funcién esférica ® sobre G de tipo § € K es una funcion
continua sobre G con valores en End(V') tal que

i) ®(e) = 1. (I= transformacion identidad).
it) ®(z)®(y) = [ xs(k~1)®(zky) dk, para todo z,y € G.

Proposicién 2.2 ([Tir77],[GV88]). Si ® : G — End(V) es una funcion esférica de tipo ¢
entonces

i) ®(kgk') = ®(k)®(g9)®(K'), para todo k. k' € K, g € G.

19
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i1) k+— ®(k) es una representacion de K tal que cualquier subrepresentacion pertenece a 9.

Con respecto a la definicién notemos que la funcién esférica ¢ determina univocamente su
tipo (Proposicién 2.2). El niimero de veces que 0 ocurre en la representacion k — ®(k) se llama
la altura de .

Cuando K es un subgrupo central de G, (i.e. K estd contenido en el centro de G) y ® es
una funcién esférica, tenemos

D(2)d(y) = /K o (k1) (arky)dk = /K xa (k1B (k) B (y)dk = B(zy),

para todo z,y € G. En otras palabras, ® es una representacion de G. Por lo tanto si tomamos
K = {e}, las funciones esféricas de G son precisamente las representaciones de dimensién finita
de G, y si G es abeliano las funciones esféricas son las representaciones de dimensién finita de
G tales que 2.2 (ii) se satisface.

Otro caso extremo ocurre cuando G es compacto y K = G. En este caso las funciones
esféricas son también las representaciones de dimensién finita de GG, con todas sus subrepre-
sentaciones equivalentes.

Sea ¢ una solucién continua a valores complejos de la ecuacion (2.1). Si ¢ no es idéntica-
mente cero entonces p(e) = 1. (confrontar [Hel00], pagina 399). Este resultado se generaliza
de la siguiente forma:

Diremos que una funcién ® : G — End(V) es irreducible si ®(g), g € G, es una familia
irreducible de transformaciones de V en V. Entonces tenemos

Proposicién 2.3 ([Tir77]). Sea ® una solucion continua con valores en End(V') de la ecuacion
ii) en la Definicion 2.1. Si ® es irreducible entonces ®(e) = 1I.

Las funciones esféricas de tipo d aparecen de forma natural considerando representaciones
de G. Si g — U(g) es una representaciéon continua de GG, digamos en un espacio vectorial
topolégico E completo, localmente convexo y Hausdorff, entonces

P(6) = /K xs (51U (k) dk

es una proyeccién continua de E en P(§)E = E(6); E(6) consiste de aquellos vectores en
E, para los cuales el espacio vectorial generado por su K-6rbita es de dimensién finita y se
descompone en subrepresentaciones irreducibles de K de tipo §. Si E(J) es de dimensién finita
y no nulo, la funcién ® : G — End(E(9)) definida por ®(g)a = P(§)U(g)a, g € G,a € E(J)
es una funcién esférica de tipo 0. De hecho, si a € E(J) tenemos

®(z)®(y)a = P(5)U(x)P(O)U(y)a = /KXJ(k_l)P@)U(x)U(k)U(y)a dk

_ (/K o (k1) ®(aky) dk) a.

Si la representacion g — U(g) es topoldgicamente irreducible (i.e. E no tiene subespacios cerra-
dos G-invariantes no triviales) entonces la funcién esférica asociada ® es también irreducible.

Si una funcién esférica ® es asociada a una representacién Banach de G entonces es casi-
acotada, en el sentido de que existe una seminorma p en G y M € R tal que ||®(g)|| < Mp(g)
para todo g € G. Por otro lado, si ® es una funcién esférica irreducible casi-acotada en
G, entonces es asociada a una representacién Banach topolégicamente irreducible de G (ver
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[Tir77]). Por lo tanto, si G es compacto cualquier funcién esférica irreducible en G es asociada
a una representaciéon Banach de GG, que es de dimension finita por el teorema de Peter-Weyl.

Denotaremos por C.(G) al dlgebra, con respecto a la convolucién

“*” " de funciones continuas

sobre G' con soporte compacto. Podemos considerar el conjunto C,5(G) de aquellas f € C.(G)

que satisfacen xs * f = f * x5 = f. Como x5 * x5 = xs (relaciones de ortogonalidad), es claro

que C¢5(G) es una subélgebra de C.(G) y que f +— X5 * f * Xs es una proyeccion continua de

C¢(G) en C,5(G). Podemos considerar C, 5(G) como un subespacio topolégico de C.(G).
Para toda f € C.(G), sea f la funcién definida por f(g) = f(g~'), entonces

(frgr=g=F.

Proposicién 2.4. Sea ® : G — End(V) una funcion continua tal que x5« ® = & % x5 = ®.
Entonces ® satisface la ecuacion integral i) de la Definicion 2.1 si y sélo si la aplicacion

@fH/f 0)dg,

es una representacion de C.s5(G).

Demostracion. Sean f 'y h dos funciones en C, 5(G), entonces

Por lo tanto

- /G F(9)®(g)dg = (@« f)(e).

(X5 f*Xs) = (P % (X5 * [ *Xs))(€) = (@ x5 % f * x5)(€)

/ ) . (2.2)
= (@ fxxs)(e) = (xs x @ x f)(e) = (2 * f)(e) = 2(f).
Hemos usado que X5 = xs. Ahora
B 435) (T + hoTa) = B X ) = [ (F%s = W) By
-/ /(f*X5)( h(a~"y)B(y)dr dy
GJG (2.3)
_ / / fz k)h(y) ®(y)dk d dy
¢JeJk
= [ [ sam) / 5k~ (wky)dk)dz dy.
el
Por otro lado
B35+ £+ X he %) = 280 = [ [ f@nme@eeardy. (24
Teniendo en cuenta (2.3) y (2.4), la proposicién sigue inmediatamente. O

Denotamos por I.(G) al conjunto de funciones f € C.(G) que son K-centrales, i.e. inva-

riantes por g — kgk™!

. Observemos que I.(G) es una subdlgebra de C.(G) y que el operador

e 1) /f@k
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es una proyeccién continua (en la topologia inductiva) de C.(G) en I.(G). Podemos definir
Ic,5(G) = IC(G) N Cc,(S(G)a Le

I.5(G) ={f €CAG) : Xs * f = f, y f(kxk™") para todo = € G,k € K}.

Esta es también una subélgebra de C.(G) y f — f0 lleva C.5(G) en I.5(G). Si f € I.(G) y
Xs * f = f, entonces también f = f % Ys; esto significa que la aplicacién f — x5 * f es una
proyeccién continua de I.(G) en I.5(G).

En [Tir77] se puede encontrar una demostracién de la siguiente proposicién.
Proposicién 2.5. Las siguientes propiedades son equivalentes:
i 1.5(G) es conmutativa.
i1 Toda funcidn esférica irreducible de tipo § es de altura 1.
iii I.5(G) es el centro de C.5(G).

De ahora en adelante asumimos que G es un grupo de Lie conexo. Se puede probar que
cualquier funcién esférica ® : G — End(V) es diferenciable (C*°), y ademads analitica. Sea
D(G) el 4lgebra de todos los operadores diferenciales invariantes a izquierda en G y sea D(G)¥
la subalgebra de todos los operadores en D(G) que son invariantes por traslacién a derecha por
elementos de K.

En la siguiente proposicién (V, ) serd una representacién de dimensién finita de K tal que
cualquier subrepresentacién pertenece a la misma clase § € K.

Proposicién 2.6 ([Tir77],|GV88]). Una funcion ® : G — End(V) es una funcion esférica de
tipo 0 si y sdlo si

i) ® es analitica.
it) ®(k1gks) = 7(k1)®(g)7(k2), para todo ki, ks € K, g € G, y ®(e) = I.
iii) [D®](g) = ®(g9)[D®|(e), para todo D € D(G)X, g € G.

Demostracion. Si ® : G — End(V') es una funcién esférica de tipo d entonces ¢ satisface iii)
(ver Lema 4.2 en [Tir77]) y ® es analitica (ver Proposicién 4.3 en [Tir77]). Reciprocamente,
si @ satisface i), ii) and iii), entonces D +— [D®](e) es una representacién de D(G)¥ y por lo
tanto @ satisface la ecuacién integral ii) en Definicién 2.1, ver Proposicién 4.6 en [Tir77]. O

Més atin, tenemos que los autovalores [D®](e), D € D(G)¥ caracterizan las funciones
esféricas ® como se plantea en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.7 (Observacién 4.7 en [Tir77]). Sean ®,¥ : G — End(V) dos funciones
esféricas en un grupo de Lie G del mismo tipo § € K. Entonces ® = VU si y sdlo si (DP)(e) =
(DW¥)(e) para todo D € D(G)K

Observemos que si ¢ : G — End(V) es una funcién esférica entonces ® : D +— [D®](e)
transforma D(G)X en Endg (V) (Endg (V) denota el espacio de las transformaciones lin-
eales de V en V que conmutan con 7(k) para todo k € K) definiendo una representacién
de dimensién finita del 4lgebra asociativa D(G)¥. Ademés la funcién esférica es irreduci-
ble si y sélo si la representacion ® : D(G)X — Endg(V) es irreducible. En efecto, si
W < V es ®(G)-invariante, entonces claramente W es invariante como (D(G)¥, K)-médulo.
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Por lo tanto, si ® : D(G)X — Endg (V) es irreducible entonces la funcién esférica ® es
irreducible. Reciprocamente, si ® : D(G)® — Endg (V) no es irreducible, entonces exis-
te un subespacio propio W < V que es (D(G)¥, K)-invariante. Sea P : V — W una
K-proyeccion. Consideremos las siguientes funciones: P®P y ®P. Ambas son analiticas y
(PO P)(k1gks) = m(k1)(P®P)(g)n(k2) para todo g € G y ki, ks € K. Més atin, si D € D(G)¥
entonces [D(P®P)|(e) = P[D(®)](e)P = [D(®)](e)P = [D(®P)](e). Por lo tanto, usando la
Observacién 4.7 en [Tir77] tenemos que P®P = ®P. Esto implica que W es ®(G)-invariante.
Luego, si ® es una funcién esférica irreducible, entonces ® : D(G)¥ — Endg (V) es una
representacion irreducible.
Como consecuencia de esto tenemos:

Proposicion 2.8. Las siguientes propiedades son equivalentes:
i) D(G)E es conmutativa.
ii) Toda funcion esférica irreducible de (G, K) es de altura uno.

Lema 2.9. Sea G un grupo de Lie lineal. Dado D # 0, D € D(G), eziste una representacion
de dimension finita U de G tal que [DU](e) # 0.

Demostracion. Podemos asumir que G es un subgrupo de Lie de SL(E) para un cierto espacio
vectorial real de dimensién finita E. La representacién identidad de G se extiende en la forma
usual a una representacion Ug de G en Fy = @°F. Que U, también denote la correspondiente
representacion del dlgebra universal envolvente U(g) del dlgebra de Lie g de G. Entonces, como
Harish-Chandra mostré (ver §2.3.2 de [War72]), existe s € N tal que Us(D) # 0. Finalmente,
usando el isomorfismo canénico U(g) ~ D(G), obtenemos [DUs|(e) = Us(D) # 0. O

Demostracion de Proposicion 2.8. 1) = ii). Si ® es una funcién esférica irreducible entonces
® : D(G)X — Endg (V) es una representacion irreducible. Entonces, Endg (V) ~ C lo cual
es equivalente a ® que sea de altura uno.

ii) = i). Si ® es una funcién esférica de altura uno y D € D(G)¥, entonces [D®](e) = AT
con A € C. Entonces, si D1, Dy € D(G)X tenemos que

[(D1D2)®](e) = [D1®](e)[D2®](e) = [(D2D1)®](e).

Por otra parte, tenemos que las funciones esféricas irreducibles de (G, K) separan los ele-
mentos de D(G)X. De hecho, si D # 0, D € D(G)¥, por Lema 2.9 existe una representacién
de dimensién finita U de G tal que [DU](e) # 0. Por hipétesis podemos asumir que U es
irreducible. Sea U = ®;_zUs la descomposicion de U en componentes K-isotipicas y sea Pj
la correspondiente proyeccién de U en Us. Luego, existe § € K tal que [D(PsUPs)](e) # 0.
Entonces, la correspondiente funcién esférica ®; es irreducible y [D®s](e) # 0. Por lo tanto
DDy = DyD;. O

En este trabajo, el par (G, K) es (SO(n +1),S0(n)). En este caso es conocido que D(G)¥
es abeliana; en efecto
DK =~ D(@)Y @ D(K)X

(confrontar [Coo75], [Kno89]), donde D(G)® (respectivamente D(K)¥) denota la subélgebra
de todos los operadores en D(G) (respectivamente D(K)) que son invariantes por todas las
traslaciones a derecha de G (respectivamente K'). Por lo tanto, tenemos que todas las funciones
esféricas irreducibles son de altura uno.
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Por otra parte, en el Capitulo 3 se estudia particularmente el caso (G, K) = (SO(4), SO(3));
un famoso teorema de Harish-Chandra dice que D(G)% es un &lgebra de polinomios en dos
generadores algebraicamente independientes Ay y As. Entonces encontrar todas las funciones
esféricas de tipo § € K es equivalente a tomar cualquier representacion irreducible (V, ) de K
en la clase § y a determinar todas las funciones analiticas ¢ : G — End(V) tal que

(1) ®(kigke) = w(k1)®(g)m(ke), para todo ki, ks € K, g € G.
(2) [A;2](g) = ®(9)[A;®](e), j = 1,2.
Pues, para cualquier A en D(K)X si ® satisface (1) tenemos
[A®](g) = @(g)7(A) = B(g)[A®](e).

En este caso 7 : ¢ — End(V;) denota la derivada de la representaciéon = de K. También
denotamos con 7 la representacién de D(K) en End(V;) inducida por 7.

Por lo tanto una funcién analitica ® que satisface (1) y (2) verifica las condiciones i), ii) y
iii) de la Proposicién 2.6, y por lo tanto es una funcién esférica.



CAPITULO 3

La Esfera Tridimensional

“Hay que desconfiar siete veces del cdlculo y cien veces del matemdtico.”
Proverbio indio.

En este capitulo determinamos todas las funciones esféricas irreducibles ¢ de cualquier K-
tipo asociadas al par (G, K) = (SO(4),SO(3)). Para esto asociamos a ® una funcién vectorial
H = H(u) de una variable real u, la cual es analitica en u = 0 y cuyas componentes son
soluciones de dos sistemas acoplados de ecuaciones diferenciales ordinarias. A través de una
apropiada conjugaciéon que involucra a los polinomios de Hahn conseguimos desacoplar uno de
estos sistemas, que luego llevamos a un sistema desacoplado de ecuaciones hipergeométricas,
encontrando entonces como solucién a la funcién vectorial P = P(u), cuyas entradas son
polinomios de Gegenbauer. Posteriormente, identificamos aquellas soluciones simultaneas y
usamos la teorfa de representaciones de SO(4) para caracterizar todas las funciones esféricas
irreducibles. Las representaciones irreducibles de SO(3) son {m/}scan,, donde la dimensién del
espacio donde se representa 7 es £ + 1, entonces empaquetamos las funciones polinomiales P =
P(u) correspondientes a las funciones esféricas irreducibles de un K-tipo fijo 7, cuidadosamente
en una sucesién de pohnomlos matriciales { Py }w>0 de tamano (¢ + 1) x (¢ + 1). Finalmente
probamos que Pw = Py~ ' P, es una sucesién de polinomios ortogonales con respecto a un peso
matricial W. Mds ain, probamos que W admite un operador diferencial simétrico de segundo
orden D y un operador diferencial simétrico de primer orden E.

3.1 Preliminares

3.1.1 Los Grupos Gy K

La esfera tridimensional S® puede realizarse como el espacio homogéneo G/K, con G =
SO(4) y K = S0O(3), con la identificacién usual de SO(3) como subgrupo de SO(4): para cada
ken K,seak=(§9)€qG.

Ademads, tenemos una descomposicion G = K AK, donde A es el subgrupo de Lie de G de

25
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elementos de la forma

cosf@ 0 0 siné
0 10 0
a(f) = 0 01 0 ) 0 € R.
—sinf® 0 0 cos#6

Es sabido que existe un morfismo de Lie que es cubrimiento doble SO(4) — SO(3) x SO(3),
en particular so(4) ~ s0(3) @ so(3). Explicitamente, se obtiene en la siguiente manera: Sea
q: SO(4) — GL(A?(R*)) el homomorfismo de Lie definido por

q(g)(ei Nej) =glei) Nglej),  g€SOM), 1<i<j<4,

donde {e; }jle es la base canénica R*. Sea ¢ : s0(4) — gl(A?(R*)) la correspondiente derivada.
Observemos que A%(R*) es reducible como G-médulo. De hecho, tenemos la siguiente des-
composicién en G-médulos irreducibles, A2(R*) = V; @ Va, donde

Vi =span{e; ANeg+ex Nes,e; Nes —ex Aeg,—ep ANea —e3 Aegl,

Vo =span{e; ANes —ea Aes,e1 Neg+ex Aeg,—ep Neg+e3 Aeg}.

Sean Py y P» las proyecciones canénicas en los subespacios Vi y Vs, respectivamente. Las
funciones definidas por

alg) = Pra(9),,  bl9) = Paalg)y,,

son homomorfismos de Lie de SO(4) sobre SO(V}) ~ SO(3) y SO(V2) ~ SO(3), respectivamente.
Entonces, en una base apropiada tenemos que para cada g € SO(4) y para todo X € so(4)

o= ("9 o) a= (" %) (3.1

Por lo tanto podemos considerar ¢ como un homomorfismo de SO(4) sobre SO(3) x SO(3)
con nucleo {I,—I}. Aparte, se prueba que a(g) = b(g) si y solosi g € K.

3.1.2 La Estructura del Algebra de Lie

Una base de g = s0(4) sobre R estd dada por
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Consideremos los siguientes vectores

1 1 1
2125(1/34_}/4)7 22:§(Y2—Y5), Z3:§(Y1+Y6)a
1 1 1
Zi= 5 (Ys = Ya), Zs =5 (Yo +Y5), Zs = 5 (Y1 - Ye).
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Se prueba que estos vectores definen una base de so(4) adaptada a la descomposicién
s0(4) ~ s0(3) @ s0(3), i.e. {Z4,Z5,Zs} es una base del primer sumando y {Z1, Z2, Z3} es una
base del segundo.

El algebra D(G)G estd generada por los elementos algebraicamente independientes

A =-23-72-272, Ny =7} - 73— 73, (3.2)

los cuales son los Casimires del primer y segundo so(3) respectivamente. El Casimir de K sera
denotado por Ay, y estd dado por —Y? — Y3 — Y.

Llamaremos ¢ al algebra de Lie de K, observemos que su complexificacion es isomorfa a
s[(2,C). Si definimos

0 -1 0 il _ (900
e=(by) r=(ads) n=(883), 33)
tenemos que {e, f,h} es un s-triple en £¢, i.e.
[ev.ﬂ =h, [hve] = 2e, [hvf] = _2f'

Como subélgebra de Cartan hc de so(4,C) tomamos la complexificacién de la subalgebra
abeliana maximal de s0(4) constituida por todas las matrices de la forma

0 z 0 0
=z o0 0 0
H=10" 0 0

0 0 —z2 O
Sea €; € hi dada por ¢;(H) = —ix; para j = 1,2. Entonces

A(ge,be) = {£(e1 L e2) re1,e2 € B },

y escogemos como raices positivas aquellas en el conjunto A™(gc, be) = {1 — 2,61 + €2}

Definimos
0 0 1 —i 0o 0 1 i
0 0 —i —1 0 0 —i 1
s =\ g o o | Xl 0 of’
i 1 0 0 —i -1 0 0
0 0 1 —i 0 0 1 i
0 0 i 1 0 0 i -1
Xt = | 1 L 0 o K== 20 o
i -1 0 0 —i 1 0 0

Entonces, para cada H en hc tenemos que

[H7 X:I:(El:lzsz)] = :l:(gl + 52)(H)X:t(61:|:€2)‘

Luego, cada X (., +.,) perteneces al espacio-raiz g (. 4c,)-
Entonces, en términos de la estructura de raices de s0(4,C), Ay y Ay se escriben

Ay =728 +iZ¢— (Zs +iZ4)(Z5 — i24),

- ‘ . (3.4)
Ay = —Zg + 143 — (ZQ + ZZl)(ZQ — ZZl).

Observamos que (Z5 —i24) = Xey—ey € Gey—ey ¥ (Z2 —121) = Xey4ey € Qo425 Y £3,Z6 € b
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3.1.3 Representaciones Irreducibles de G y K

Primero consideremos SU(2). Es sabido que las representaciones irreducibles de dimensién
finita de SU(2) son, salvo equivalencia, {(m¢, V7)}¢>0, donde V; es el espacio vectorial complejo
de todas las funciones polinomiales en dos variables complejas z; y z9 homogéneos de grado £,
y 7 es definido por

" (Z cbl) P(Z) :P(@ Z>_1 <2)> para (‘i Z) € SU(2).

Entonces, como existe un homomorfismo de Lie de SU(2) sobre SO(3) con kernel {+I}, las
representaciones irreducibles de SO(3) corresponden a aquellas representaciones 7, de SU(2)
con ¢ € 2Ng. Por lo tanto, tenemos SO(3) = {[m¢]}scon,, més atin, si 7 = 7y es una tal
representacién irreducible de SO(3), se sabe (ver [Hum72], pagina 32) que existe una base
B = {vj}§20 de V; tal que la correspondiente representacién 7 de la complexificacién so(3)
estd dada por

w(h)v; = (£ — 2j)vj,
w(e)v; = (¢ —j+1vj—1, (v-1=0),
T(f)v; = (G + Dvj1, (v =0).

Es conocido (ver [VK92], pgina 362) que una representacién irreducible 7 € SO(4) tiene
peso méaximo de la forma n = mje; + maoea, donde my y meo son enteros tales que mj > |mal.
Més atin, la representacién 7 = 7, m,), restringida a SO(3), contiene la representacién m, si
y solo si

my > £ > |myl.

3.1.4 K-Orbitas en G/K

El grupo G = SO(4) actia en una manera natural sobre la esfera S®. Esta accién es
transitiva y K es el subgrupo de isotropia del polo norte e; = (0,0,0,1) € S2. Por lo tanto,
S$3 ~ G/K. Més atin, la G-accién en S? corresponde a la accién inducida por multiplicacién a
izquierda en G/ K.

En el hemisferio norte de S3

(53)+ = {x: (w1, 22,73, 74) € S3 x> 0},

consideramos el sistema de coordenadas p : (S%)* — R? dado por la proyeccién central de la
esfera sobre su plano tangente en el polo norte (Ver Figura 3.1):

Tl T2 T3

o) = (22,52  (n, ). (35)

w4’w4’a¢4

Coordenadas homogéneas fueron usadas antes en el caso de plano proyectivo complejo, ver
[GPT02a). El mapa coordenado p lleva las K-6rbitas en (S)T a las K-6rbitas en R?, las cuales
son las esferas

Sr={(y1,y2,y3) €R® : |[y|> = lpa > + 2> + s[> =r*},  0<r <oo.

Luego, el intervalo [0, 00) parametriza el conjunto de K-6rbitas de R3.
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R?’

Figura 3.1: La proyeccién central p.

3.1.5 La Funcién Auxiliar ¢,

Similarmente a [GPT02a], para determinar todas las funciones esféricas irreducibles ® de
tipo m = my € K introducimos una funcién auxiliar ¢, : G — End(V;). En este caso la
definimos de la siguiente manera

r(9) =n(alg), 9gE€G,

donde a es el homomorfismo de Lie de SO(4) a SO(3) dado en (3.1). Es claro que ®, es una
representacion irreducible de SO(4) y por lo tanto una funcién esférica de tipo 7 (ver Definicién
2.1).

3.2 Los Operadores Diferenciales D y E

Determinar todas las funciones esféricas irreducibles en G de tipo w € K es equivalente a
determinar todas las funciones analiticas ® : G — End(V;) tales que

i) ®(k1gks) = m(k1)®(g)m(k2), para todo ki,ks € K, g€ G,y ®(e) = 1.
i) [A1®](g) = A®(g), [A2®](g) = i®(g) para todo g € G y para ciertos A, i € C.

En lugar de estudiar de manera directa la funcién esférica ® de tipo 7, usamos una funcién
auxiliar ¢, para concentrarnos en la funcién H : G — End(V;) definida por

H(g) = ®(g)®x(g)"". (3.6)

Observemos que H estd bien definida en G dado que ®, es una representacion de G. Esta
funcién H, asociada a la funcién esférica @, satisface

i) H(e) =1I.
ii) H(gk) = H(g), para todo g € G,k € K.
iii) H(kg) = m(k)H(g)m(k~"), para todo g € G,k € K.

El hecho de que ® sea autofuncién de A; y As convierte a H en una autofuncion de ciertos
operadores D y E en G que determinaremos a continuacién. Definamos

D(H) = Y (H) + Y5 (H) + Y§ (H), (3.7)
E(H) = (— Ya(H)Y3(®x) + Ys5(H)Y2(Pr) — Ys(H)Y1(Pr)) @7
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Proposicién 3.1. Para cualquier H € C*°(G) ® End(V;) invariante a derecha por K, la
funcion ® = H®, satisface AP = A y As® = u® si y solo si H satisface DH = AH y
FH = uH, con

A= 4\, p=—20+2)+a-X
Demostracion. Primero observemos que Z4(®,) = Z5(®r) = Zg(Pr) = 0, ya que P, es una
representacion de G'y a(Z;) = 0 para j = 4,5,6. En efecto,

Zj(®r)(9) = F,—o [r(9)Pr(exptZ))] = ®r(g)7(a(Z))) = 0.

Por otra parte, como H es invariante a derecha por K, tenemos que Yi(H) = Yy(H) =
Y3(H) = 0. Como [Ya, Yi] = 0, [¥a, Y] = 0y [V, Y] = 0, tenemos que Z2(H) = 1Y?(H), para
7 =4,5,6. Por lo tanto, obtenemos

Ay(HOr) ==Y Z}(H)®r = -
Ademas, tenemos

No(H®,) == (Z}(H) ®r +2Z;(H)Zj(®5) + HZ}(Dy)),
j=1

Observemos que Z1(H) = %Y4(H). Ya que Z; = Y3 — Zy, tenemos Z1(®,) = Y3(P,) v
Z3(®;) = YZ(®,). Resultados similares se obtienen para Z» y Z3. Por lo tanto,

~))
L))
r))

DNo(HPr) = —(Z{(H) ,r+Y4(H)Y3( 7))+ HYF
(H)Y2(®r) + HYS
(H)Y1(®r) + HY?

D(H)®, + E(H) ®y + HAg (®

(@
(
H) W+Y6 (
)

Como Ag € D(G)¥X, el Lema de Schur nos dice que #(Ag) = cI. Ahora tenemos
A(HP) =AH®, y Ag(HP,) = pH®, siy solosi D(H) = AH y E(H) = pH, donde

A=—-A y fi=c+X\+p.

Para calcular la constante ¢ tomamos un vector peso maximo v € V., y escribimos Y7, Ya,
Y3 en términos de la base {e, f, g} introducida en (3.3). Se tiene entonces que

#(Ax)o =7 (~(Fe+H)’ = (Fe-D)" - (30)7) v

= _—17% (—2ef—2fe—h2)vz 17% (2(fe—|—h)+2fe—|—h2)v

4 4
:i(2£+£2)v: £(€I2)’U

Luego, ¢ = ¢(¢ + 2)/4 completando la prueba de la proposicién. O
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Observacién 3.2. Observemos que los operadores diferenciales D y E conmutan. De hecho,
de la Proposicion 3.1 tenemos que

D(H) = —4A(H®,)d
E(H) = Ay(H®,) ;' + LD(H)o; ! - 452

™

y ademds A1 y Ay conmutan por estar en el centro del dlgebra D(G).

3.2.1 Reduccién a G/K

El cociente G/K es la esfera S3; es més, el difeomorfismo canénico estd dado por gK
(914: 924, 934, gas) € S°.

La funcién H asociada a la funcion esférica ® es invariante a derecha por K; entonces, puede
considerarse como funcién en S3, y la seguiremos llamando H. Los operadores diferenciales D
y E introducidos en (3.7) y (3.8) definen operadores diferenciales en S3.

Lema 3.3. Los operadores diferenciales D y E en G definen operadores diferenciales D y E
actuando en C*(S%) @ End(Vy).

Demostracion. Lo tnico que necesitamos demostrar es que D y E preservan el subespacio
C*°(G)X @ End(V;).

Dadas una funcion esférica irreducible @ de tipo 7 y la funcion &, introducida en la Sub-
seccién 3.1.5, sea H(g) = ®(g) ®,'(g) y consideremos la funcién r4(g) = gk~!. Entonces

ro(DH)(9) = ri(A(H®R))(9)n (k)" 07 (g) =
(D) (H®x)) (9)m (k)" 2 (9) = A(HPx)(9) 7 (9) = DH(9),

™

demostrando que DH es K-invariante a derecha. O

Ahora daremos las expresiones de los operadores D y E en el sistema de coordenadas
p: (S%)T — R3 introducido en (3.5) y dado por

xr1 T2 I3

) = (2250 = (n, s n).

x4 x4 T4

Observacién 3.4. Dado g € G tal que gK € (S*)*, si tomamos p(g) = v = (y1,92,¥3),

tenemos que

_ g14 924 934
ai=lylP+1, =y, =y, T =g
gaa ga4 g4a4

Lema 3.5. Dada H € C*°(R?), si denotamos también por H a la funcién definida por H(g) =
H(p(g)), para todo g tal que gK € (53)“‘, se tiene

911944 — 914941 912944 — 914942 913944 — 914943
(YaH)(9) = =5 Hy + =5 Hy, + =5 Hy,

944 944 944

923944 — 924943 )

921944 — 924941 922944 — g24942
(YsH)(9) =% Hy + =5 Hy + y3>

934 9%4 924
931944 — 934941 932944 — 934942 933944 — 934943
YeH)(9) =5 Hy, + =5 Hy, + ——5——H,

2 Y1 2 Y2 2 y3*
944 944 944
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Demostracion. Tenemos
p(gexptYy) = (ua(t),va(t), wa(t))

_ <g11 sin(t) + g4 cos(t) go1sin(t) 4 goa cos(t) gs1sin(t) + gsa cos(t)>
ga15in(t) + gaacos(t)’ garsin(t) + gaacos(t)’ garsin(t) + gaacos(t) )

Entonces si denotamos por u}, vj y w) a las respectivas derivadas de uy, de v4 y de wy en
t = 0, tenemos

d
031)(9) = ( GHplaexp 1)) = Hiytly + Hystl + Hypu

Adems3s

’ 911944 — 914941 ;921944 — g24941 ;931944 — 934941
Uy = ) Uy = 2 ) Wy =

944 944 944

Similarmente, para Y5 se tiene

plgexptYs) = (us(t), v5(t), ws(?))

entonces d
031)(0) = (G H o ex005) ) = Hypt + H 4 Hyp,
con
Ul = 912944 — 914942 ol — 922944 — 924942 wh = 932944 — g34942
5= 3 5= 32 e
91 91 9%

Y para Yg se tiene
p(gexptYs) = (ug(t), ve(t), we(t)).

Entonces p
(311)(0) = ( G H g exw10) ) = Hyvtl + Hyutl + Hyp,
con
Ul = 913944 — 914943 ol — 923944 — 924943 wh = 933944 — 934943
6 — 3 6 — 3 6— 3
9 9 9

Proposicién 3.6. Para cualquier H € C*®°(R3) @ End(V;) tenemos

DUE(y) =0+ 911%) (7 + 1)y + (8 + 1) By + (63 + 1) Hoy
+ 2(y1y2Hy,yo + yoysHyyys + y1ysHy,ys) + 2(y1 Hy, + y2 Hy, + ngy3)>~
Demostracion. Recordemos que
D(H) = (Y +Y§ + Y§)(H).
Empezaremos por calcular Y2(H)(g), para g tal que gK € (S3)*:

V(@) = (e s+ %)
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Sean uy4, v4 y wy definidos por

(U4(t, S)v U4(t, S)v w4(t7 S)) = p(g(exp(s + t)}/ﬁl)) =
(911 sin(s 4 t) + gracos(s +t) gorsin(s +1t) + gaacos(s +1t) gs1sin(s +t) + g4 cos(s + t)>
ga18in(s + t) + gaacos(s + 1) ga1sin(s +t) + gaacos(s + 1) garsin(s +t) + gaacos(s +t) )

Por lo tanto:

d d
V2 (@) = ( g H () v wnle )
Hyly1u42 + Hyzygvf + Hy3y3wf + Hy1U/4, + Hy2vff + Hyst-
Similarmente
9 d d
Y5 (H)( ) 7*H(U5(t S) 05(t7 S)7w5(t7 S))
ds dt S0

_ 12 12 12 " 1 1
= Hy,yus + Hy,y,v5 + Hysyswy + Hy us + Hy,v5 + Hy,ws,

V20 (0) = ( g5 G ot ) vttt )

Hy1y1u62 + Hy2y2”62 + Hyayswé)? + Hylulﬁ/ + Hygvg + Hyswé/-
con
(U5(t, 8)7 U5(t, 8)7 w5(t) S)) =

<g12 sin(s +t) + gracos(s +t) goasin(s +t) + gaacos(s +t) gsesin(s+t) + gsq cos(s + t))
Ga28in(s + t) + gaacos(s + 1) gaosin(s + t) + gaacos(s + 1) gaosin(s + t) + gaacos(s +t) )’

(ug(t, s),ve(t, s), we(t,s)) =
<913 sin(s 4+ t) + gra cos(s +t) gossin(s +t) + gogcos(s +t) gs3sin(s
gazsin(s +t) + gaacos(s + 1) gazsin(s +t) + gaacos(s +t) gazsin(s

+t) + gza cos(s + t))
+t) + gaacos(s+t) )

Con lo cual tenemos

6 6 6 6 6 6
2 2 2 1" " "
Hy,y, E :uj + Hy,y, E :Uj + Hysy, E wy + Hy, E Uy + Hy, E Uj + Hy, § wy
= = = = = =
Hy,y, E 'u Hy,y, E U Hy,y, E :w
o

Ademas en el desarrollo de la demostracién del Lema 3.5 tenemos las expresiones de uj, j
y wj, para 1 < j < 3. Teniendo en cuenta el hecho de que las filas son ortonormales entre si
(al igual que las columnas), resulta:

: + : + : +
Zu2_944 9147 ZU2_944 9247 Zw§2—9444934,
=1 944 =4 944 =1 944

6 6 6

/ 914924 ’o 914934 /o 934924
E u v, = , g ww; = , E Wiy = i
Jj g “ J 7 924 Jv3 = 944
j= 44 j=4 j=4
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O sea
6 6
Zu'2 I+uD) A+, D ovf =0 +u) 1+, Z = (1+y) 1+ ]y,
J=4 =4
6
Zu = yiya(1+Jy[?), ZU' wi = yrys(1+ [y]), wivh = y3ya(1+ |y|*).

j=4

Por otro lado, se obtiene que
”_2%7 ’/_Qgﬁ, n_ 9934
’ 9is Jis i

Y asi queda
uj =25 (L+1y?), o) =2+ [y?),  wf=2p(1+[y*).
Y la proposicién se ha demostrado. O

Proposicién 3.7. Para cualquier H € C*®(R3) ® End(Vy) tenemos

0 —Y2—Y1y3 —yY3+y1y2 0 —yoystyr  1+y3
E(H)(y) = Hy, 7 | v2+yiys 0 “1=y? )+ Hy,® | ves—y1 0 —ys—yiye

ys—yiy2 14y 0 —1-y3 yst+yiye 0
. 0 —1-y yi+y2us
+ Hy37r 1+y32 0 Y2—Y1Y3
—Y1—Y2y3 —Y2+y1y3 0

Demostracion. Recordemos
E(H) = (=Ya(H)Y3(®x) + Y5 (H)Ya(®r) — Yo(H)Y1(®r)) P,
Usando el Lema 3.5 tenemos

E(H) = Hy, (—uyY3(®r) + usYa(Pr) — ugV1(Pr))
+ Hy, (_UZLY3((I)7F) + UZ%YQ((I’W) - ”éYl((I)W)) + Hy, (_wﬁlyi’)((bW) + wéY2((I)7T) - wéYl(CI)W)) .

Ahora, considerando el hecho de que

d d
Y;(®r)(9) Z%Zo(%(g exptYj)) = T OO q(gexptYy))
d . . .
= (dtt:f o7 oq(gexp thgT)> D, (g) = (7? ot o q(gngT)> . (g),

y que gij(—gaa)"*7 = det g(i/7), tenemos que

1 0 —924944—914934 —9g34944+914924
—uiYg(q)ﬂ-) + u%YQ(qDﬂ-) — u%Yl((I)ﬂ-) = —5— | 924944914934 0 —93,—9%4 ,
944 \ 934944—g24914 934+974 0
; , , 1 0 —924934+914944 92,+93,
—v0yY3(Pr) + v5Yao(Pr) — v5Y1(Pr) = —5 | 924981914944 0 —g34944—914924 | ,
9u4 —92,—93,  g34944+g14924 0
, , , 1 0 —92,—92,  914944+924934
_w4Y3((I>7r) + w5Y2((I)7r) - UJGYI((I)W) =3 93,+93, 0 924944 —9g14934
914 —9g14944—924934 —g24944+9g14934 0

Entonces por la Observacién 3.4, la proposicion estd probada. ]
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3.2.2 Reduccion a una Variable

Estamos interesados en considerar los operadores diferenciales D y E dados en las Proposi-
ciones 3.6 y 3.7 aplicados a funciones H € C*°(R3) @ End(V;) tales que

H(ky) = n(k)H (y)m (k)™ para todo k € K,y € R>.

Por lo tanto, la funcién H = H(y) es determinada por su restriccién a la seccién de K-érbitas
en R3. Recordemos que las K-érbitas en R? son las esferas

Se={ (. y2.53) €ER*|lyII> = [P + 2 + lys =r*}, 0<r<oo.

En cada 6rbita S, elegimos el punto (r,0,0) € R? como representante.
Esto nos permite encontrar operadores diferenciales ordinarios D y E definidos en el inter-
valo (0, 00) tales que

(D H)(r,0,0) = (DH)(r),  (EH)(r,0,0) = (EH)(r),
donde H(r) = H(r,0,0).

Observacién 3.8. Notar que los operadores diferenciales D Y E conmutan dado que ellos son
las restricciones de los operadores diferenciales D y E, los cuales conmutan (ver Observacion

Para conseguir expresiones explicitas de los operadores diferenciales D y E comenzando
desde las Proposiciones 3.6 y 3.7 necesitamos computar una cantidad de derivadas parciales
de segundo orden de la funcién H : R3 — End(V;) en los puntos (r,0,0), para r > 0. Dado
y = (y1,v2,%3) € R? en un entono de (r,0,0), 7 > 0, necesitamos una funcién de K = SO(3)
que lleve el punto y al meridiano {(r,0,0) : » > 0}. Una buena eleccién es la siguiente funcién:

] Y1 2—y2 —3
Y —Y2Y3
Aw) = (v e Tl e (3.9)
—yoy3 "
U3 Tl Temew Yl

Entonces
y=Ay)(llyll ,0,0)".

Es facil verificar que A(y) es una matriz en SO(3) y que estd bien definida en R? \
{(y1,0,0) e R3: g1 <0}
Consideremos los siguientes elementos en £

Ay = E9 — Eqa, Ag = E31 — Eis, Az = E3p — Fas. (3.10)
Proposicion 3.9. Para r > 0 tenemos

OH dH OH 17, ~
87%(7',0,0) = W(T’), @(7’,0,0) = ; |:7T (Al) ,H(T) s

OH 1r. ~
aiyi;(rv()?(])_; W(AQ)uH(r> .

Demostracion. Hallamos que

H(y1,y2,y3) = H (Ay)([lyll, 0,0)) = m(A(y)) H(|lyll) w(Aly))~".
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Entonces,

e H To ATl
, = LR iyl o)+ (rod ™) D (roa ) rot) () T2 300
Ademids

d(H(lyl) _ (d(ﬁo . ”y”> d(llyl)
dr '

dyj dyj

Notemos que A(r,0,0) = I y que en (r,0,0) nos encontramos con

)y, dro D)y (d4) - dwed) (44,

dy; dy; dy; dy; dy;
Cpmo jﬁ, 3?2 y dy3 en (r,0,0) son la matriz nula, ng y 1A3 respectivamente, la proposmo;
sigue.

Proposicién 3.10. Para r > 0 tenemos

O*H d*H
Oy (T 0,0) = dr? (r),
? H T oy ~
gyf;(ﬁ 0,0) =i2 (riﬁ + 7 (A2 H(r) + H(r)r (A1)? — 27 (Ay) H(r)i (Ay) ) ,
? H 7T o ~
gyg(r,0,0) :lg <rcgz + 7t (A9)> H(r) + H(r)it (A2)* — 27t (Ag) H(r)7 (Ag) >

Esta proposicién es consecuencia directa de los siguientes dos lemas, cuyas pruebas son
andalogas a las del caso de plano proyectivo complejo considerado en [GPT02a] (ver las Proposi-
ciones 13.2 y 13.3 en ese trabajo).

Lema 3.11. En (r,0,0) € R3 se tiene

d?H d?(ro A) ~ ~ dBP(mo AT ?2H 1 dH
0,0) = ————~H H 5 (1 —d1)—
W (r,0,0) = a7 (r) + H(r) ”: + 951 a7 + (1= d51)—

Demostracion. Primero recordemos que en (r,0,0) A, = 0 y observemos que

d*(H(jyl,0,0)) _ d*H (dy|\*  dH d*ly| *H 1 dH
2 = D 2 511 2 + ’( 513)
dy; dy; dy; dr dr dy T dr

Ahora derivando (3.11) con respecto a y; y evaluando en (r,0,0) € R? se tiene

d2H Ero A ~ ~ BProAl d2H 1 dH dA  ~ dA
S (r0,0) = H H(r)———+0j1 1-6 2 (EZEVH (M)A (=2,
a7 (r,0,0) i (r)+H(r) a7 + Iy 2 + - ( 1) = ”(dyj) (r>7r(dyj)

dA dA

Como dyr dys Y dy3 en (r,0,0) son la matriz nula, %Ag y %Ag respectivamente, el lema sigue. [
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Lema 3.12. En (r,0,0) € R3 valen

d(roA) . [d?A _ <dAdA>+_ <dA> : (dA) (3.12)
=7 Y [ — Tl — 7| —], .
dy? dy? dy; dy; dy; dy;
d?(mo A1) d*A (dA dA> (dA> (dA)
=i | +7 (o )+ A ()7 (). 3.13
dy? dy? dy; dy; dy; dy; 19

Demostracion. Para yo y ys suficientemente pequenios consideramos

X(y) =log(A(y)) = B(y) —

donde B(y) = A(y) — I. Luego
7(A(y)) = m(exp(X (1)) = exp (X () = 3 DtV

ahora, si derivamos con respecto a y; obtenemos

bt ()4 g0 () w00 + g (0 )+

Notemos que X(r,0,0) = 0, asi que si derivamos y evaluamos en (r,0,0) nos queda

d*(mroA) | [d®X ey <dX> _ (dX)
—— =T ——5 my — )T\ — .
dy? dy? dy; dy;

Como B(r,0,0) = 0 tenemos

dX dB dA

—(r,0,0) =—(r,0,0) = —(r,0,0),
dyj( ) dyj( ) dyj( )
d*X d*A dA dA
—(r,0,0) =——(r,0,0) — —(r,0,0)—(r,0,0
dy? (/r7 ) ) dy]2 (/r7 b ) dyj (/r7 ) )dyj (’r‘7 b )’
por lo tanto (3.12) queda probado.
Para (3.13) observemos que
-1
7d(7r °oA”) =—(mo Ail)id(ﬂ- °A) (mo Ail),
dy; dy;

por lo tanto en (r,0,0) € R queda

d*(mo A7Y) diroA N d(mroA) d*(mroA) dmoA)d(moA™l)

dyJQ N dyj dyj dng dyj dyj

Entonces se ha probado también (3.13).
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Ahora podemos obtener las expresiones explicitas de los operadores diferenciales D y E.

Teorema 3.13. Para r > 0 tenemos

~ ?H _(1+r2)2dH
D(H)(r) = (1+7%)* =5 + 25—~

1"2 ~ ~ ~

+ a ;; ) (fr(Al)QH(r) + H(r)7(A1)? — 27%(A1)H(r)7'r(A1)>
r2 ~ ~ -

+ (1;) (fr(A2)2 H(r) + H(r)#(Ag)? — Zﬁ(AQ)H(r)ﬁ(A2)> :

Demostracién. Como D(H)(r) = D(H)(r,0,0), por la Proposicién 3.6 tenemos

D(H)(r) = (1+77) ((1 +7%) Hyyyy + Hypyo + Hygys + 2THy1>-
Usando las Proposiciones 3.9 y 3.10 llegamos a que

- B B
1+ T ) 4 0p Wy 248

D(H)(r) =(1 +1?) 3 =

r dr

+ %2 (7% (A2 H(r) + H(r)i (A1)* = 27 (Ay) H(r)# (Al))

+ :2<7r (A2)? H(r) + H(r)i (A2)* — 27 (Ag) H(r)7 (AQ)) .

Ahora el teorema sigue facilmente.

O
Teorema 3.14. Para r > 0 tenemos
o dH . 1r. ~ 7. 1. ~ 1.
E(H)(r) = Z=(1+r2)i(Ag) = — [#(A), H(r)| 7 (rAy+ Ao) + — [7(A2), H(r) | (A1 = rAy).
Demostracién. Como E(H)(r) = E(H)(r,0,0), por la Proposicién 3.7 tenemos
~ ~ (0 0 0 L/ 01 /0 17
BN 0) = (8§, 5,5 ) + i (10) + i (3 5)
Ahora, por la Proposicién 3.9 llegamos a que
~ dH . 17, = .
E(H)(r) ="-(1+ 1) (Ag) = ~ [ (40) , H()| 7 (rds + A)
1r. ~ .
[ (A2) H)| 7 (A = rdy),
que es el enunciado del teorema. O

Los Teoremas 3.13 y 3.14 estan dados en términos de transformaciones lineales. Ahora
daremos el correspondiente enunciado en términos de matrices escogiendo una apropiada base
de V. Tomamos el s((2)-triple {e, f,h} en tc ~ sl(2,C) introducido en (3.3).
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Si m = my es la tnica representacion irreducible de SO(3) con peso méximo ¢/2, como ya
mencionamos en la Subseccién 3.1.3, existe una base B = {Uj}§:0 de V tal que

w(h)v; = (€ — 2j)vj,
7:('(6)1)]' =W—-j+ 1)1)j_1, (v_1 =0), (3.14)
T(f)v; =+ Dvjer, (ve41 =0).

Proposiciéon 3.15. La funcion H asociada a una funcion esférica irreducible ® de tipo m € K
diagonaliza simultdineamente en la base B = {vj}§:0 de V.

Demostracion. Consideremos el subgrupo M = {myp : 0 € R} de K, donde

1 0 0
mg= (0 cosf sinf|. (3.15)
0 —sinf cosd

Entonces, M es isomorfo a SO(2) y fija los puntos (r,0,0) en R3. Adem4s, como la funcién H
satisface H(kg) = m(k)H (g)7 (k') para todo k € K, tenemos que

77 77 -1

H(r) = H(r,0,0) = H(mg(r,0,0)") = 7(mg)H(r,0, O)W(mgl) = 7m(mg)H (r)m(m, ).

Luego, H(r) y m(mg) conmutan para cada r en R y cada mg en M.

Por otra parte, notemos que mg = exp(6%h) y entonces m(mg) = exp(7(05h)), pero de
(3.14) sabemos que 7(h) diagonaliza y que sus autovalores tienen multiplicidad uno. Por lo
tanto, la funcién H(r) diagonaliza simultdneamente en la base B = {v;} ?:0 de V. O

Ahora introducimos las funciones coordenadas h;(r) a través de

H(r)v; = ﬁj(r)vj, (3.16)

e identificamos H con el vector columna

H(r) = (ho(r), ..., he(r))". (3.17)

Corolario 3.16. Las funciones H(r), 0 < r < oo, satisfacen (DH)(r) = XH(r) si y solo si

(147220 4+ 2055 L2 (G 1) (0 — §) (R — By) + S50 5 + D) (Bjor — y) = Ny,

7’2
para todo j =0,... 0.

Demostracion. Usando la base B = {vj}§:0 de Vi (ver (3.14)) y escribiendo las matrices A; y
A en términos del s((2)-triple {e, f, h}, ver (3.3),

7 1
A1=E21—E12=§(6+f)7 A2:E31_E13:§(6_f)5

tenemos que el Teorema 3.13 dice que (DH)(r) = AH(r) si y solo si

(14 172)?

XH(r)vj = (1+r2)2H"(r) vj + 2 H'(r)v;
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2 ~ - _

— (12;2) (7'7(6 + > H(r) + H(r)r(e+ f)* — 27(e + f)H(r)7(e + f)) v;
r? . ~ _

+ (12;2 ) (7‘7(6— f2H@) + H(r)r(e— f)? —27(e — f)H(r)7(e — f)) v;,

para 0 < j < ¢. Como [e, f] = h, tenemos que esto es equivalente a

~ - 1 2\2

AH (r)v; = (1+ r2)2H" (1) vj + 27( —&—Tr )

(1+7?)
2r2

S HYH(S) + # (P H)(C) ] ,

H'(r) vj

{(ﬁ(h) + 21 (f)ir(e) )H (r) vj + H(r) (i (h) + 27 (f)7(e)) v;

para 0 < j < £. Ahora, usando (3.14), obtenemos que (DH)(r) = AH(r) si y solo si

F2)2._ 2
R - S -2

+2§(0— 5+ 1)) (r) vy + hy(r) (€ —27) + 2§ (€ — j +1)) v

(0= Ppa (G 1) + SRy ()= G+ 1)) } ,

A (r) vy =(1 + 122! (r) v + 2

para 0 < j < /.
Se ve facil que este es el resultado que buscamos. O

Corolario 3.17. Las funciones H(r), 0 < r < oo, satisfacen (EH)(r) = pH(r) si y solo si

r2~, i - -
it = 2) 5 o (G4 0 = ) =) == 3+ Do~ )

3 (G 0= D =) 40 5+ D~ ) ) = s,
para todo j =0,... L.

Demostracion. Procedemos de manera similar a la demostracién del Corolario 3.16. Usando
el s[(2)-triple {e, f, h} y las matrices Ay, Ay y Az (ver (3.10)), del Teorema 3.14 tenemos que
(EH)(r) = pH(r)(r) siy solo si

pE(r) vy =(1+ ) () (A3) vy — [ (A)), ()] 7 (s + 49) o

2 [ (A2) )] 7 (A1 = )

para cada vj en B = {vj}gzo.
Como en la demostracién del Teorema 3.16, escribimos Ay, A2 y Az en términos de {e, f, h}
(ver (3.3)),
i 1 i
A== Ay = —(e— A3 = ——h.
1 2(€+f>7 2 2(6 f)v 3 2h
Luego, (DH)(r) = AH(r) si y solo si

pB(r)o; = [7 (e + £), B 7 (e + ) —ie — ) vy

~ 7“2
o [Fe— 0 B0 # e+ ) — e~ vy —itt

H'(r)# (h) v,
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para 0 < j </, y esto es equivalente a

~ T2 ~
ull(r) vy = — i ) () v+ 2ir(r i) |7 (e), H(r)| #(f) vy
+ (=) [7(5), B )] w6y,

para 0 < j < /.
Finalmente, usando (3.14) obtenemos

~ A4+r2, ) 1 ) N ~ .
phjvj = —i h(26 = j)vj + 5o (r +)(€ = 5)(hye1 = hy) (G +1) v
1 N T ~ )
+ 5(7“ —1)j(hj—1 — hj)(€ — j + 1) vj,
para 0 < 7 < /. Por lo tanto, el corolario estd demostrado. O

En notacién matricial, los operadores diferenciales D y E son de la forma

(1+1r?)

7!
H' + >

~~ ~ 1 2)2 ~

DA = (14228 + 23+ (C1 + Cy)H,
T

o 2

EH:—sz

~ ; ~ 1 ~
%E+%@e%w+;q+%m.
donde las matrices estan dadas por
¢ .
AO = Zj:()(g - 2])Ej,j7
Co=351i(t—j+1)(Ejj—1 — Ejj ), (3.18)
=1, . .
Cr =i+ D)l = j)(Ejj41 — Ej ).
Cuando ¢ = 0, estamos en el caso escalar y las matrices Cy, C; y Ag son cero. Es conocido
que las funciones esféricas zonales en la esfera S3 estan dadas, en la variable apropiada =,
en términos de polinomios de Gegenbauer Cy/(z) con v = 1y n = 0,1,2,... (ver [AAROO],

pagina 302). Por lo tanto, en alguna variable variable x, las funciones H deberian satisfacer
una ecuacion diferencial de la forma

(1 —22)y" = 3zy +n(n+2)y = 0.
Esto sugiere el siguiente cambio de variables

u= \/117, u € (0,1]. (3.19)

Observaciéon 3.18. Es importante notar que si g = ka(0)k', con k,k' € K, a(f) € Ay
gK = (x1, 22,73, 24) € (S3)F, entonces

u = cos(6),
ya que
_ 1 _ 1 _ —
u(g) = VI ittt x4 = cos(0).
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Sea

H(u)=H (@) v hi(u) = h; (m) . (3.20)

u u

Bajo este cambio de variables, los operadores diferenciales D y E se convierten en dos nuevos
operadores diferenciales D y E. Y sus respectivas expresiones son,

d*H dH 1

_ A et T N

DH = (1—u?)—y —3u o+ 5 (Co + C1)H, (3.21)
— 3 ) df EL _ 1

EH = 3V/1 -4 d]ui +3 m(cl Co)H + 5(Co + C1)H. (3.22)

En este punto hay un cierto abuso de notacion, ya que D y E fueron usadas antes para
denotar operadores en R3.

Observacion 3.19. Claramente de la Observacion 3.8 tenemos que los operadores diferenciales
D y E conmutan.

3.3 Autofunciones de D

Estamos interesados en determinar las funciones H : (0,1) — C**! que son autofunciones
del operador diferencial
d*H dH 1

3u— + ——(Co + C1)H,

_ 2
DH_(l_u)duQ_ du  1—u?

ue (0,1).
Es sabido que tales autofunciones son funciones analiticas en el intervalo (0,1) y que la
dimensién del correspondiente autoespacio es 2(¢ + 1).

La ecuacién DH = AH es un sistema acoplado de £+ 1 ecuaciones diferenciales de segundo
orden en las componentes (ho,...,hy) de H, ya que la matriz (¢ + 1) x (£ + 1) Cy + C no es
diagonal. Pero por fortuna la matriz Cy+ C; es simétrica, y por lo tanto diagonalizable. Ahora
citamos de [GPT02b] la Proposicién 5.1.

Proposicién 3.20. La matriz Co+C} es diagonalizable. Mds ain, los autovalores son —j(j+1)
para 0 < j < € y los autovectores correspondientes estin dados por uj = (Uoy,...,Uyp ;) donde

PR
Uk,j = 3% ( 7 ,’g]H;l) ,
un caso particular de los polinomios de Hahn.

Por lo tanto, si se define H(u) = U~ H(u), tenemos que DH = M\H es equivalente a

2 H 1 . 5
d d — _VoH = \H,

12 3,2
( u)du2 3udu 1 —u?

donde Vo = Y0207 (j + 1) Ej,;. ] v
De esta forma obtenemos que DH = AH si y solo si la j-ésima componente h;(u) de H(u),
para 0 < j </, satisface

(1 —w?) A (u) — Buhlj(u) — j(j + 1) hj(u) — Mhj(u) = 0. (3.23)

1—u?)
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Si escribimos A = —n(n+2) con n € Cy h;(u) = (1—u?)7/2p;(u), entonces para 0 < j < ¢,
pj(u) satisface

(1= )P (u) = (25 + 3) upj(u) + (n = j)(n + j + 2)p;(u) = 0. (3.24)

Haciendo un nuevo cambio de variables s = (1—u)/2, s € [0, 1), y definiendo ;(s) = p;(u)
tenemos
s(1—=s)pj(s) + (7 + 5 — (25 +3) )Bj(s) + (n — j)(n+j + 2)p; =0, (3.25)
para 0 < j < £. Esta es una ecuacion hipergeométrica de parametros

a=-n+j, b=n+7+2, c:j—i—%.

Luego, cada solucién p;(s) de (3.25) para 0 < s < & es una combinacién lineal de

—n+j,n+j+2 —j—1/2 —n—1/2,n4+3/2
2F1( prEys ,5) y sV 2F1< it Tis)-

Entonces, para 0 < j < ¢, cualquier solucién ﬁj(u) de (3.23), para 0 < u < 1, es de la forma

h](u) :aj(l _ u2)j/2 oF) (—n+j,n+j+2 : I_Tu)

j+3/2
2\—(j+1)/2 1/2,n43/2 1 (3:26)
_ —_n— ,n 1=
+b](1—u) (]+)/2F1< —j+1/2 7Tu>7
para algin a;,b; € C.
Por lo tanto, hemos demostrado el siguiente teorema.
Teorema 3.21. Sea H(u) una autofuncion de D con autovalor A\ = —n(n + 2), n € C.

Entonces, H es de la forma
H(u) =UT(u)P(u) + US(u)Q(u)

donde U es la matriz definida en la Proposicion 3.20,

4 l
Tw) =3 (1 —w?PPEy, S =3 (1 -’y 002,
=0 =0
P=(po,...,p0)" yQ=1(qo,-..,q)" son las funciones vectoriales dadas por
—n+j, ntj+2 _ —n—1/2,n+3/2 _
pj(u) =%2F1< s 1?“) qj(u) = j2F1< e 17“)
donde a; y b; son nimeros complejos arbitrarios para j =0,1,... L.

Regresando a nuestro problema de determinar todas las funciones esféricas irreducibles
®, recordemos que ®(e) = I; entonces, la fucién asociada H € C*(R?*) @ End(V;) satisface
H(0,0,0) = I. En la variable r € R, tenemos que lim,_,q+ H(r) = I. Por lo tanto nos interesan
aquellas autofunciones de D tales que

lim H(u) = (1,1,...,1) e C*L.

u—1-

Del Teorema 3.21 observamos que

lim P(u) = (ag,a1,...,a) y lim Q(u) = (bo, b1, ..,bp).

u—1- u—1-
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Més atn, la funcién matricial 7'(u) tiene limite cuando v — 17, mientras que S(u) no. Por lo
tanto una autofuncién H de D tiene limite cuando u — 1~ si y solo si el limite de @Q(u) cuando
u— 1" es (0,...,0). En tal caso tenemos que

lim H(u) = lim UT(u)P(u) = U (ao,0,...,0)" = ao(1,...,1)" (3.27)

u—1- u—1-
De esta forma hemos probado el siguiente resultado.

Corolario 3.22. Sea H(u) una autofuncion de D con autovalor A = —n(n+2), n € C, tal
que lim,,_,;- H(u) existe. Entonces, H es de la forma

H(u) =UT(u)P(u)

0
con U la matriz definida en la Proposicion 3.20, T'(u) = Z(l — u2)j/2Ejj, y P = (po,...,pe)t
=0

j
es la funcion vectorial dada por

—ntjnti+2 1 ;
piu) = aioFi (TTEEETR ), 0< <y,
donde aj son nimeros complejos arbitrarios para j = 1,2,... /.
También tenemos que lim,_,,— H(u) = ao(1,1,...,1)t. Particularmente, si H(u) estd asociada

a una funcion esférica irreducible, entonces ag = 1.

3.4 Autofunciones Simultaneas de D y F

En esta seccién estudiaremos las soluciones simultdneas de DH(u) = AH(u) y EH(u) =
pH(u), 0 <u<1.
Introducimos la funcién matricial P(u), definida a partir de H(u) a través de

H(u) = UT(u) P(u), (3.28)

donde U es la matriz definida en la Proposicién 3.20 y T'(u) = Zﬁ:o(l —u?)I?Ey;.

El hecho de que H sea una autofuncién de los operadores diferenciales D y F hace a P una
autofuncién de los operadores diferenciales

D=WUTwW) 'DUTw) y E=UTwW) 'EUT()), (3.29)

con los mismos autovalores A y pu, respectivamente.

Las expresiones explicitas de D y E seran dadas en el Teorema 3.24; primero recordaremos
algunas propiedades de los polinomios de Hahn.

Para o y > —1, ntimeros reales, y para un natural N los polinomios de Hahn Q,,(z) =
Qn(z;a, B, N) estédn definidos como

Qn(z) = 3F <_"’O:fl’ "j@‘:ﬁ“ : 1) , paran=20,1,...,N — 1.

Siuno tomaa=06=0,x=j, N={¢+1,n=k, se obtiene

Uik = Qu() =sF2 (742 51)
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Estos polinomios de Hahn son ejemplos de polinomios ortogonales y por lo tanto satisfacen
una relacién de recurrencia de tres términos en la variable j, ver [AARO0] ecuacién (d) en

pagina 346,
=G+ D)+G+ 1) =5) = k(k+1))Ujx (3.30)
=jl—j+V)Ujm1 6+ G+ 1)l —=5)Ujt1 -

Ademds, los polinomios de Hahn satisfacen una relacién de recurrencia de tres términos en la
variable k, ver [AARO00] ecuacién (c) en pagina 346,

(€= 2))Ujp = MGty g EEDED Y, (3.31)

Karlin y McGregor en [KM61] también probaron que los polinomios de Hahn satisfacen una
relacién de recurrencia de primer orden que combina las variables j y k (ver también [RSR&9],
ecuacién (36)):

(k(€ = 5)—k(k+j + 1) +2( + 1)(¢ — §)) Uj

. . (3.32)
= 2(] + 1)([ — ])Uj+1,1€ — k?(k? + 4+ 1)Uj7k_1.
Nosotros necesitaremos el siguiente lema técnico.
Lema 3.23. Sea U = (U; ) la matriz definida por
Ujr = 3F» <7k’fj,’f“ ; 1) ; (3.33)

y sean Ao, Cy y C1 las matrices dadas en (3.18). Entonces,
U AU = Qo + Qu,
U HCy + Co)U = —Vj, (3.34)
U HCy — Co)U = Q1J — Qo(J + 1),

donde

-1 ¢

Vo= ji+1)E;;, J =Y iEj,
=0 Jj=0
—1 ¢

j+1) (E45+2 (E—j+1)

Qo = Z . %j(‘+3] )Ej,j+1 ) Q1= Z j(2jj—1 )EJ’J—l :

j=0 j=1

Demostracién. Probar que Ut AgU = Qo + Q1 es equivalente a verificar que
AU =U(Qo + @Q1).

Mirando la entrada (j, k), para j,k = 0,..., ¢, obtenemos que

. k(f+k+1 k+1)(0—k
(£ - QJ)UJG’C =Ujk—1 (2k+1 ) + U}kJrl( 2k)J(r1 L,
Esta es una relacién de recurrencia de tres términos en la variable k dada en (3.31).
Observemos que U *1(01 + Cp)U = —V} es una consecuencia directa de la Proposicién 3.20.
Ademas, se obtiene de manera directa al considerar la entrada (j, k) de (Cy + Co)U = -UVy y
usando la relacién de recurrencia (3.30).
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Ahora tenemos que probar que

UHC1 = Co)U = —=Qo(J +1) + Q1.
Usando que (Cp + C1)U = —UV), esto equivalente a probar que

—2CoU =U(=Qo(J + 1) + Q1J + Vo);
por consiguiente, si miramos la entrada (j, k), lo que necesitamos verificar es

—2(Co); ;Ujk —2(Co); j-1Uj-1,k
= —Ujk-1(Q0) -1 £(J + Vi + Ujk+1(Q1) g1 p Tk + Ui (Vo) g
0, equivalentemente, tenemos que probar que
20 —j+ DU —2§(0 —j+ D)Uj_1

= MR oy + FEEO U e + k(£ DU

(3.35)
Aplicando la relacién de recurrencia (3.31), podemos escribir Uj ;41 en términos de Ujj y
Ujk—1. Por lo tanto, la identidad (3.35) se vuelve
(20— j4+1) —k(t—2§) —k(k+ 1)) Ujp =250 — j+ DUj_1p — k(L + k + 1)Uj 1,
Finalmente, usamos (3.30) para escribir U;_1 ; en términos de Uj;1 4 y Uji y obtener
(k0= 3)=k(k+7+1) +2(j + 1)(€ = ) Uk = 2(j + V(¢ = j)Uj1x — k(k + £+ 1)Uj 1,
que es exactamente la identidad en (3.32), y esto concluye la prueba del lema. 0

Teorema 3.24. Los operadores D y E definidos en (3.29) estdn dados por

DP=(1-4*)P"—uCP - VP,
EP=1%((1-v")Qo+ Q1) P — suMP — JVyP,
donde
y4 Y4
C= (2j+3)E);, V=Y il +2)Ey;,
=0 =0
/-1 4
j+1) (04542 j(l—j5+1
Qo =Y Ut %j(,JLJJF—) Ej i1 Q=Y ](gj]:{ LB,
=0 j=1
-1 -1
M=> G+ +j+2)Ej5m, Vo= jli+1)E;
i= j=0

Demostracion. Sea H = H(u) = UT(u)P(u). Comenzamos por calcular D(H) para el oper-
ador diferencial D introducido en (3.21).
DH =(1 —u*)UTP" + (2(1 — u*)UT" — 3uUT) P’
+ (1 = ®)UT" = 3uUT + 25 (Cy + C1)UT) P

:UT((1 —u?)P" + (21 —u)T T — 3u) P’

+ ((1 —WA)TIT — 3uT T+ T-1U~1(Cy + Cl)UT> P).

1 —u?
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Como T es una matriz diagonal, facilmente calculamos

¢

¢
T )T (u) = =) ZjEjj, T7'T"(u) = m Zj((j —u? —1) Ejj.
j=0 J=0

Ademss, de (3.34) tenemos que U~(Cy + C1)U = —V;. Como Vj es es una matriz diagonal,
conmuta con Ty tenemos

1
(1 —u>)T'T" = 3uT ™' T + ﬁT_lU_l(Co +C)UT

L

1
T 1-w) Z (= Du? —j +3ju® = j(j +1)) By = —V.
7=0

Ahora, para el operador diferencial E introducido en (3.22), calculamos E(H) con H(u) =
UT (u)P(u).

\/ 1 —u2AUTP

V1—u2A 0T + R —
( 0 21— u2
= UT<2\/1 — 2T YUt AUTP + <2\/1 — 2T Ut A UT

“tuiCy - Co)UT + %T‘lU_l(Co + Cl)UT> P).

T2
( Co)UT+ (Co+01)UT>

i
o T
21 —u?

Por el Lema 3.23 tenemos que U 'AgU = Qp + Q1. Usando T = Z§:0(1 — u2)j/2Ejj
obtenemos

1—w2TUTAUT = V1 - w2 T H(Qo+ Q)T = (1 — u?)Qo + Q1.

Por (3.34) y el hecho de que T es diagonal, tenemos que T-1U~1(Cy+C1)UT = —Vj,. Entonces,
solo resta probar que

12T WU TAUT + — T U~Y(Cy — Co)UT = —u. 3.36

Como T"(u) = 1=z JT'(u), donde J = Zﬁ:o JE;j, tenemos que demostrar que

TN U AUT —UHC1 — Co)U)T = /1 — u2M. (3.37)
Gracias al Lema 3.23 tenemos que

U AUT — U HC1 — Co)U = (Q1 + Qo)J — Q1 + Qo(J + 1) = Qo(2J + 1)
l—

,_n

]+1 E+]+2)E]”j+1 = M.
7=0

Como T = Z§:0(1 —u?)/2Ej;, (3.37) es satisfecha y esto completa la demostracién del teorema.
O
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La funcién P es una autofuncién del operador diferencial D si y solo si la funcién H =
UT(u)P(u) es una autofuncién del operador diferencial D. Del Teorema 3.21 tenemos la
explicita expresién de la funcién P(u) = (po(u), ..., pe(u))t,

+i,n+i+2  1— —(j —n—1/2,n+3/2 _
pj(u) = aj2l ( n]i—;/Qj ) > +b; (1 - 2) (j+1/2)2F1 ( " 7]-/+1T/Lz / »ITU> )
donde a; y bj estdn en C, para 0 < j < /.

Como nosotros estamos interesados en determinar las funciones esféricas irreducibles del
par (G, K), necesitamos estudiar las autofunciones simultdneas de D y E tales que existe el

limite, y sea finito, de la funcién H cuando u — 17.
Del Teorema 3.21 tenemos que lim,_,;— H(u) es finito si y solo si

—(5 —n—1/2,n+3/2  1—u
Jm b (1) (J+1)/22F1( —j/+1/2 / 71T)

existe y es finito para todo 0 < j < /. Esto es cierto si y solo si b; = 0 para todo 0 < j < /.
Por lo tanto, lim,,_,;- H(u) es finito si y solo si lim,_,;- P(u) es finito.

Por el Corolario 3.22 sabemos que una autofuncién P = P(u) de D en el intervalo (0, 1)
tiene limite finito cuando v — 17 si y solo si P es analitica en v = 1. Consideremos ahora el
siguiente espacio vectorial de funciones sobre C/*1,

Wy = { P = P(u) analitica en (0,1]: DP = AP }.

Una funcién P € W), es caracterizada por P(1) = (ag,...,ar). Entonces, la dimensién de
Wy es £+ 1y el isomorfismo Wy ~ C*1! estd dado por

v: Wy — CHL P~ P(1).

Los operadores diferenciales D y E conmutan porque los operadores diferenciales D y E
conmutan (ver la Observacién 3.19).

Proposicién 3.25. El espacio lineal W es estable por el operador diferencial E vy la restriccion
de este operador a W es una funcion lineal . Mds atn, el siguiente es un diagrama conmutativo

Wy _E, Wy

”l lu (3.38)

ottt X e
donde L(\) es la matriz (£ +1) x (£+1)

L()\):—ZQlc_l(V‘H\)—% AL
-1

J(e— J+1 (G=DG+1)+A +1) (45 +2 (§+1)
=t Z 2(2j—1)(25+1) )EJJ 1_12(] )( : )E:J 1 Z“ EJJ
j=0 j=0

Demostracion. El operador diferencial E lleva funciones analiticas a funciones analiticas, pues
sus coeficientes son polinomios, ver Teorema 3.24. Una funcién P € W) es analitica, luego
lfm,,_,,~ EP(u) es finito. Por _otra parte, como D y E conmutan, el operador diferencial E
preserva los autoespacios de D. Esto prueba que WA es estable por la accién de E. En
particular, E se restringe como una funcién lineal L(\) en Wy que ahora determinaremos.
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Del Teorema 3.24 tenemos

v(E(P)) = (EP)(1) = §Q1P'(1) — §MP(1) — 3VoP(1).

Pero ahora podemos obtener P'(1) en términos de P(1). De hecho, si evaluamos DP = AP en
u = 1 tenemos

P'(1)=-C YV +\)P(1).
Notar que C es una matriz inversible. Luego,
v(B(P)) = =510 (V + \)P(1) — sMP(1) — 11oP(1) = LNP(1) = L) v(P).
Esto completa la prueba de la proposicién. ]

Observacion 3.26. Si A = —n(n+2), conn € C, se tiene

1 -1 14
. j(l—5+1)(n—j+1)(n+j5+1 . j+1)(445+2 i (7+1
L) =iy M a0 oy — iy WG 5, =% 00 By, (3.39)

Corolario 3.27. Todos los autovalores p de L(\) tienen multiplicidad geométrica uno, esto
es, todo autoespacio es unidimensional.

Demostracién. Un vector a = (ag,a1,...,a)" es un autovector de L()\) de autovalor p, si y
solo si {a; }§:0 satisface la siguiente relacion de recurrencia de tres términos

it D\ e - i N
i & J&%}L{@jﬁg*’* Vg — 40D g UEDEEER) (= g, (3.40)
para j =0,...,¢ — 1 (donde interpretamos a_; = 0), y
. L(n—f+1 /+1 £(0+1
i % ag_1 — % ap = pag. (3.41)

De estas ecuaciones vemos que el vector a estd determinado por ag, lo cual prueba que la
multiplicidad geométrica del autovalor p de L(A) es uno. O

Observacidn 3.28. Los valores de p para los que las ecuaciones (3.40) y (3.41) tienen solucidn
{aj}gzo son exactamente los autovalores de la matriz L(X). Las ecuaciones (3.40), para j =
0,...,¢—1, son empleadas para definir a1, ...,ay comenzando con algin ag € C. La ecuacion
(3.41) es una condicion extra (una “condicion de cierre”) que los coeficientes a; deben satisfacer
para que a = (ag, . ..,ap) sea un autovector de L(\) de autovalor .

Finalmente alcanzamos el principal resultado de esta seccién, que es la caracterizacién de las
autofunciones simultdneas H de los operadores diferenciales D y E en (0, 1) que son continuas
en (0,1]. Recordemos que las funciones esféricas irreducibles del par (G, K) nos llevan a tales
funciones H.

Corolario 3.29. Sea H(u) una autofuncion simultinea de D y E en (0,1), continua en (0,1],
con respectivos autovalores A = —n(n +2), n € C, y u. Entonces, H es de la forma

H(u) =UT(u)P(u)
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)4
con U la matriz dada en (3.33), T(u) = Z(l —u?)2Ejj, y P = (po,...,po)" es la funcion
j=0
vectorial dada por

pj(u) = a; 7 < j+3/2 72 )

donde {aj}gzo satisface las relaciones de recurrencia (3.40) y (3.41). Ademds tenemos que

H(1) = ap(1,1,...,1)t. En particular, si H(u) es asociada a una funcién esférica tenemos que
apg = 1.
Observacién 3.30. La condicion H(1) = (1,...,1)! implica que P(1) es un wvector cuya

primera entrada es igual a 1.

En S3, el conjunto

{1:92 (vV1—62,0,0,0): 6 ¢ [—1,1]}

parametriza todas las K-érbitas. Notar que para # > 0 tenemos que g € (S)*, y p(xg) =
1-62

(¥ 1592,07 0). Por lo tanto, en términos de la variable r € [0,00) tenemos que r = Y=y
entonces, en términos de la variable u € (0, 1] tenemos u = ﬁ = f. Luego, dada una funcién

esférica irreducible ® de tipo m € K, si consideramos la funcién asociada H : 3 — End(V;)
definida por
H(g(0,0,0,1)") = ®(9)®;'(9), g€G,

™

tenemos que
H(\/1—u2,0,0,u) = diag{H (u)} = diag{UT (u)P(u)}, (3.42)

donde H(u), u € (0,1], es la funcién vectorial dada en el Corolario 3.29 y diag{ H (u)} denota la
funcién que toma como valores a matrices diagonales cuya entrada (k, k) es igual a la k-ésima
entrada de la funcién vectorial H(u).

3.5 Autovalores de las Funciones Esféricas

El propésito en esta seccién es usar la teoria de representaciones de G para calcular los
autovalores de una funcién esférica irreducible ® correspondiente a los operadores diferenciales
A1y As. De estos autovalores obtendremos los autovalores de la funcién H como autofuncién
de Dy FE.

Como dijimos en la seccion 3.1, existe una correspondencia univoca entre funciones esféricas
irreducibles de (G, K) de tipo § € K y representaciones irreducibles de dimensién finita de G
que contienen al K-tipo §. De hecho, cada funcién esférica irreducible ® de tipo § € K es de
la forma

®(g)v = P(5)7(g)v, g €@, ve PV, (3.43)

donde (7, V) es una representacién irreducible finito dimensional de G, que contiene el K-tipo
d,y P(0) es la proyeccién de V; sobre la componente K-isotipica de tipo 0.

Las representaciones irreducibles de dimensién finita 7 de G = SO(4) estan parametrizadas
por un par de enteros (my, ma) tales que

my > ’m2|7
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mientras que las representaciones irreducibles de dimensién finita 7, de K = SO(3) estan
parametrizadas por £ € 2Nj.

Las representaciones 7(,,, m,) restringidas a SO(3) contienen la representacién m; si y solo
si my > £/2 > |mgl|. Por lo tanto, la clase de equivalencia de funciones esféricas irreducibles
de (G, K) de tipo m; estdn parametrizadas por el conjunto de todos los pares (mq,mz) € Z>
tales que

myp 2> % > |ma|.

Denotamos por

@gml’ﬂm), con my > % > |mal,

a la funcién esférica de tipo 7, asociada a la representacion 7(,,, m,) de G.

Teorema 3.31. La funcién esférica q)gml’mQ) satisface
A1¢gm1’m2) = i(ml —ma)(my —ma + 2)<I>§m1’m2),
Ag@éml’m) = L(m1 4+ ma)(m1 + ma + 2)<I>gm1’m2).

Demostracion. Comenzamos por observar que el autovalor de cualquier funcién esférica irre-
ducible ® correspondiente a un operador diferencial A € D(G)Y, dado por [A®](e), es un
muiltiplo escalar de la identidad. Como A; y Ay estdan en D(G)Y, tenemos que

[ALB () = Fmy o) (A1) ¥ [22® ] (€) = Fmy o) (D).

Estos escalares pueden ser calculados mirando la accién de A; y As en un vector peso
mdaximo v de la representacion 7(,,, ;n,), Cuyo peso méaximo es de la forma me; + moes.
Recordemos que

Al = (126)2 +iZg — (Z5 + ZZ4)(Z5 — iZ4),
Ay = (223)2 + 143 — (ZQ + ZZl)(ZQ — ZZl)
Como (Zs —iZ4) y (Z2 —iZ1) son vectores raices positivas Zg, Z3 € b, tenemos

'i_(ml,mg)(Al)U = 7"(m17m2)(2'26)2’0 + ’f‘(m17m2)(iZ6)’U = i(ml — mg)(ml — Mmoo + 2)2},
%(ml,mz)(AQ)U = %(ml’mQ)(iZ:g)Qv + f(ml’mQ)(Z'Zg)’U = i(ml + mg)(ml + mo + 2)?}.
Esto completa la demostracion del teorema. ]

Ahora daremos los autovalores de la funciéon H asociada a una funcién esférica irreducible,
correspondiente a los operadores diferenciales D y FE.

Corolario 3.32. La funcion H asociada a la funcion esférica @gml’mﬂ satisface DH = \H vy
EFH = pH con

A= —(m1 —ma)(m1 —ma +2), u:—g(aﬁ—l—(ml—i—l)mg.
Demostracion. Sea ® = @gml’mz). Por la Proposicién 3.1 tenemos que A;® = A® y Ap® = jid

siysolosi DH = H y EH = pH, donde la relacién entre los autovalores de H y ® es
A= —4), p= -0 +2)+ 71—\

Ahora el enunciado sigue facilmente del Teorema 3.31. O
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Corolario 3.33. La funcién P asociada a la funcidn esférica @éml’mZ), definida por H(u) =
UT(u)P(u) (ver (3.28)), satisface DP = AP y EP = uP con

A= —(m1 —msg)(mg —mg +2), u:—@—l—(mljtl)mz

Observacion 3.34. Observemos que acabamos de demostrar que el autovalor \ puede escribirse
de la forma
A=—-n(n+2), con n € Np.

Proposicién 3.35. Si ® es una funcion esférica irreducible de (SO(4),50(3)), luego ®(—e) =
+1. Mds ain, si ® = @émhm?) y g € SO(4), entonces

B(—g) — D(g) si m1+me2 =0 mod (2)
g —®(g) si mi+me=1 mod (2).

Demostracion. Como mencionamos en la Seccién 3.1, cada funcién esférica irreducible del par
(SO(4),S0(3)) de tipo =, es de la forma ®(g) = Pr7(g), donde 7 € SO(4) contiene el K-tipo
7wy Pr es la proyeccién sobre la componente m-isotipica de V.
Sea 1 el peso méximo de 7 = (mq, mg) € SO(4), i.e. n = myey + maey (ver Subseccién

3.1.3). Tenemos que

0 8) .

0 m J>

—7 0

por consiguiente, si v es un vector peso maximo en V, de peso 7, tenemos

0 m
e:exp<0”8
00

w(mi+m2)i

T(—e)v =¢e" v = *u.

Como 7(—e) conmuta con 7(g) para todo g € SO(4), por el Lema de Schur 7(—e) es un multiplo
de la identidad. Luego,

(=€) = I, simp+me2=0 mod (2)
S I, simi+me=1 mod (2)°

Por lo tanto,

Luego, la proposicion esta demostrada. O

3.6 La Funcion P

En las secciones previas nos interesamos en estudiar las funciones esféricas irreducibles ®
de un K-tipo m = my. Esto se realiz6 asociando a cada funcién ® a una funcién H con valores
en C*1, la cual es una autofuncién simultdnea de los operadores diferenciales D y E en (0,1),
dados en (3.21) y (3.22), continua en (0, 1] y tal que H(1) = (1,...,1). Esta funcién H es de
la forma

H(u) = UT(u)P(u),

donde U es la matriz constante dada en (3.33) y T'(u) = Z?zo(l —u?)I2Ey;.
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De esta forma tenemos asociada cada funcién esférica irreducible ® a una funcién P(u),
analitica en (0, 1], que es una autofuncién simultdnea de los operadores diferenciales D y FE
explicitamente dados en el Teorema 3.24 como

DP=(1-u*)P"—uCP - VP,
E

P=1%((1-u*)Qo+ Q1) P — {uMP — JVyP.
Del Corolario 3.22 tenemos que una autofuncién P = (po,...,p¢)" de D, a valores vectori-
ales, con autovalor A = —n(n + 2) y tal que lim,_,;- P(u) existe estd dada por
piw) =apoFy (TR o<z,
donde a; son nimeros complejos arbitrarios para j =1,2,...,4.

Introduzcamos el siguiente espacio vectorial de funciones a C*1, definido para n € Ny y
p € C, B B
Vau = {P = P(u) analitica en (0,1] : DP = —n(n+ 2)P, EP = pP}.

Observemos que V, , 7# 0 si y solo si y es un autovalor de la matriz L(\) dada en (3.39),

con A = —n(n + 2). Nos interesa considerar solo los casos V, , # 0.
Del Corolario 3.29 tenemos que una funcién P € V, , es de la forma P = (py,...,ps)",
donde
—ntg,ntji+2 | 1— :
piw) =aioFy (TR RY) L 0<i<e (3.44)

y los coeficientes {a; }5:0 satisfacen las relaciones de recurrencia (3.40).

Observemos que la ecuacién (3.41) es automaticamente satisfecha ya que p es un autovalor
de la matriz L(\) dada en en (3.39).

Si la funcién P estd asociada a una funcién esférica irreducible tenemos que ag = 1, puesto
que la condicién H(1) = (1,...,1) implica que P(1) es un vector cuya primer entrada es 1, ver
(3.27).

Proposicién 3.36. Si P €V, , entonces P es una funcion polinomial.

Demostracion. Sea P(u) = (po(u),...,pe(u)) € CHL. Por el Corolario 3.29 tenemos que las
entradas de la funciéon P estan dadas por
—ntjnti+2, 1-
pi(w) = ajofy (TR 50, (3.45)
donde los coeficientes {a; }ﬁ':o satisfacen la relacién de recurrencia (3.40), para algin autovalor
w de L(N).
Para 0 < j < n, la funcién p;(u) es una funcién polinomial, mientras que paran < j </ la
serie definida por la funcién hipergeométrica no es finita. Luego, en este caso tenemos que p;

es un polinomio si y solo si el coeficiente a; es cero.
De la expresion de E en el Teorema 3.24, para 0 < j < £ tenemos

. i+1)(0+j+2 ({—j+1
ppy = § (1 =)Dy STy ) (3.46)

— LuG+ D)+ +2)pj1 — 530 + Dy,

donde interpretamos p_1 = pg+1 = 0.
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Por induccién en j, supongamos que p; y p;j—1 son funciones polinomiales y sea pjy1(u) =
> k>0 bru®. Entonces,

p(w) = g (1= w?)p) 1 (u) = upjir(w) = g5 D (b + Dbrgr — (k+ 25 +2)bpr)u”
k>0

es también una funcién polinomial en u, (donde como es usual denotamos b_; = 0). Sea
m = gr(p). Luego, para k > m tenemos
k+2j+1
bp+1 = % bi—1,
entonces |bgy1| > |bg—1| para k > m. Como lim, ;- pjy1(u) existe, tenemos que by = 0 para

k > m. Por lo tanto, pjy1 es un polinomio. Ademds, concluimos que si n < £ la j-ésima
entrada de P es p; =0 paran < j < /. O

Corolario 3.37. La funcién P(u) asociada a una funcion esférica irreducible ® de tipo 7y es
una funcidn polinomial que toma valores en Ct1.

Demostracion. Solo debemos recordar que la funciéon P asociada a la funcién esférica irreducible
@éml’mﬂ de tipo m; pertenece a V, ,, con n =mj —mg € No y p = —@ + (mq1 + 1)ms (ver
Corolario 3.33). O

3.7 Desde Pa®

3.7.1 Correspondencia entre Polinomios y Funciones Esféricas

En esta subseccién probaremos que, dado 7, € K , hay una correspondencia biunivoca entre
los polinomios a valores vectoriales P(u) autofunciones de D y E tales que la primera entrada
del vector P(1) es igual a 1 y las funciones esféricas irreducibles ® de tipo .

Teorema 3.38. Hay una correspondencia uno a uno entre las funciones esféricas irreducibles
® de tipo mp € K, £ € 2Ny, y las funciones P en V, ,, # 0 tales que P(1) = (1,a1,...,ar).

Demostracion. Dada una funcién esférica irreducible de tipo 7y, tenemos ya demostrado que
la funcién P asociada a ella pertenece al espacio V, , y que la primera entrada P(1) es igual a
uno.

Las clases de equivalencia de funciones esféricas irreducibles de (G, K) de tipo 7y estdn
parametrizadas por el conjunto de todos lo pares (m1,mz) € Z? tales que

my > % > |mal.

.7 ;. . . mi,m .« s .
Cada funcién esférica irreducible <I>é 1,m2) corresponde a una autofuncion vectorial

de los operadores D y E cuyos autovalores, de acuerdo al Corolario 3.32, son respectivamente

(m1,m2)
P€m1m2

)\émlvm2) = —(my —mg)(m1 —ma + 2),

,uéml’mQ) = —LEIQ) + (mq + 1)ma.



3.7. DESDE P A @ 55

/21

Figura 3.2: Pares (m1,m2) que contienen el K-tipo /.

Facilmente uno puede ver que para diferentes pares (mi,mz) los pares de autovalores

(/\§m1’m2), u§ml’m2)) son distintos. Entonces, cada autofuncién Pf(ml’mQ)

, . ., s . . . m1,m
Unica funcién esférica irreducible <I>§ 1m2).

estd asociada a una

Por otra parte, por (3.44) sabemos que P € V,, , siy solo si P(u) = (po(u),...,pe(u))" es

de la forma

pj(u) = a; oF <_n?i§72j+2; I_T“) ,  paratodo0<j </,
donde {aj}ﬁzo satisface (3.40). Luego, a = (ao, . .., as)! es un autovector de la matriz L(\) con
autovalor pu. En particular no hay méas de ¢ + 1 autovectores linealmente independientes. Si
P €V, , entonces P es una funcién polinomial; por lo tanto, cuando n < £ tenemos que

a; =0, paran < j </.

Entonces, los autovalores de L(A) viven en un subespacio de dimensién n + 1y, por lo tanto,
hay a lo sumo n 4 1 autovectores linealmente independientes. Del Corolario 3.27 tenemos que
cada autoespacio de L()) es unidimensional. Por lo tanto concluimos que, salvo escalares, no
hay mas de min{¢ + 1,n + 1} autovectores de L(\).

Luego, es suficiente demostrar que para cada A = —n(n +2), con n € Ny, hay exactamente
min{¢ + 1,n + 1} funciones esféricas irreducibles de tipo my € K.

Es facil verificar (ver Figura 3.2) que hay exactamente min{¢ + 1,n + 1} pares (my, msg) €
7 x 7., satisfaciendo

mi>L>me| y mi—mo=n. (3.47)
Esto concluye la demostracion del teorema. O
Sitomamos n = mj—msg y k = £/2—mg en Corolario 3.32 tenemos que para una autofuncién

P(u) de D y E, asociada a una funcién esférica irreducible de tipo my € K, los respectivos
autovalores son de la forma

A=-nn+2), pu=-L£E+1)+nm-k+5+1)(5-k),

con 0 <ny0<k<min(n,¥).

Ahora enunciamos el teorema principal de esta seccién.
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Teorema 3.39. Eziste una correspondencia uno a uno entre las funciones esféricas irreducibles
de tipo mp € K y las funciones polinomiales vectoriales P(u) = (po(u),. .., pe(u))t con

o —n+jnt+j+2  1—u
pj(u) = aj ok ( ¥/ T) )

donden € Ng, ag =1y {aj}ﬁzo satisface la relacion de recurrencia

- J(l=j+1)(n—j+1)(n+j+1) _ j(j;l)

- (G+1) (U+5+2)
t 2(2j—1)(27+1) @j-1 — i

aj aj+1 = pLaj,

para 0 < j <{l—1, yu de la forma
p= (1) (b b ) (k- ).

para k € Z, 0 < k < min{n, (}.

3.7.2 Reconstruccién de una Funciéon Esférica Irreducible

Fijado ¢ € 2Ny sabemos que una funcién P = P(u) como en el Teorema 3.39 estd asociada
a una unica funcién esférica irreducible ® de tipo my € K. Ahora mostramos explicitamente
como construir la funcion ® a partir de tal P. Recordemos que P es una funcién polinomial.

Definamos la funcién vectorial H(u) = UT(u)P(u) = (ho(w), ..., he(u)), u € [-1,1], con U
y T'(u) como en el Corolario 3.29 y que diag{H (u)} denote la funcién matricial diagonal cuya
kk-entrada es igual a la k-ésima entrada de la funcién vectorial H (u).

Por otra parte, si consideramos la funcién H : $3 — End(V;) asociada a la funcién esférica
irreducible ®, por el Corolario 3.29 y (3.42) sabemos que para u € (0, 1)

H(v1—42,0,0,u) = H(u).

Por lo tanto, como ambas funciones en la igualdad de arriba son analiticas en (—1, 1) y continuas
en [—1, 1], tenemos que
H(vV1—u20,0,u) = H(u),

para todo u € [—1,1].

Como H(kx) = ﬂg(k:)H(x)W[l(k:) para cada z € S® y k € K, hemos encontrado el valor
explicito de la funcién H en la esfera S®. Entonces, definimos la funcién H : G — End(Vy,)
por

H(g)=H(gK), g€G.

Finalmente, tenemos que la funcién esférica irreducible ® es de la forma

®(g9) = H(g)®x,(9), 9€G,

donde @, es la funcién esférica auxiliar introducida en la Subseccién 3.1.5.

3.8 Hipergeometrizaciéon

En esta seccidén, para una £ € 2Ny fija construiremos una sucesion de polinomios matriciales
) 0
P,, fuertemente relacionados a funciones esféricas irreducibles de tipo mp € K.
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Dado un entero no negativow y k =0,1,2,...,¢, los enteros m; = w+£/2y mg = —k+4£/2
satisfacen

Nl
Nl
INEN

wtg>5>|-k+
Entonces, podemos considerar
w2, —k+/2)
L

)

la funcién esférica de tipo 7y € K asociada a la G-representacion T, m,)-

Ademds consideremos la funcién matricial P, = P,(u), cuya k-ésima columna (k =
0,1,2,...,¢) estd dada por la funcién polinomial P con valores en CH1, asociada a @gmhm?)

conm; =w+4L€/2y mg=—k+1/2.

Por el Corolario 3.33, tenemos que la k-ésima columna de P, es una autofuncién de los
operadores D y E con autovalores Ay (k) = —(w+k)(w+k+2) y po(k) = w( —k) — k(5 +1)
respectivamente.

Explicitamente, tenemos que la entrada (7, k) de la matriz P, estd dada por

Pl = ™ oy (TR - w)2) (3.48)

donde agj’k =1 para todo k y {a;“.U’k 520 satisface

(G+D)(+5+2) aw,k
j+1

Z~j(ffj+1)(w+kfj+1)(w+k+j+1) wk  j(G+1) aF
2(25—1)(25+1) j—1 2 j 2

= (w(é — k) — k(4 +1)) a2,

K (3.49)

Por la Proposicién 3.37, con n = w + k, tenemos que [P, (u)]; es un polinomio en u. Por
lo tanto, tenemos los siguientes resultados.

Proposicion 3.40. El polinomio matricial P, definido arriba satisface
DP, = P,A, Y EP, = P,M,,

donde Ny = 3% Mo (k) Eriey My = 340 oo (k) B, y

Ao(B) = —(w+E)(w+k+2) v pwlk)=w(s - k) — k(5 +1).
Para el particular caso w = 0, tenemos las férmulas explicitas para a?’k.
Proposicién 3.41. Tenemos
—2)7 k! 5!
a?’kzi( Z,) ‘7 para 0 < j <k </,
(k — J)N25)! (3.50)

ag’k:O para 0 < k < j </

. 0,k . 0k .-
Demostracién. Claramente ay,” = 1; entonces solo necesitamos comprobar que estos a ;. satis-
facen la siguiente relacion de recurrencia de tres términos:

g ) (kg 4+ D (k) Ok jG+D) Ok _ (D) +2) 0k _ _ k(E+2) Ok
’ J2(2j*1)3(2j+1)3 a;ty = Shay — i - a;". (3.51)

j+1 — 2 J
Notemos que si los coeficiente ag’k son los dados por (3.50), para 0 < j < k < £ tenemos

2j—1 0,k
k—j+177

0,k _ k—j Ok
a;

y 1a

iadk =
dj—1 = J+1 T 2



o8 CAPITULO 3. LA ESFERA TRIDIMENSIONAL

Luego, para 0 < j < k < /¢ (3.51) es equivalente

=g+ (k+j+1) 0k j(j—‘rl)aO,k i (j+1)(£+j+2)(k—j)a0,k _ k(£+2) aO,k
2(25+1) J 2% 2(2j+1) i 2 45 5
lo que puede ser comprobado facilmente.
Sij=k-+1 tenemos

D (DD (k= (kD4 ) (k+ (kD +1) Ok _
2(2j—1)(2j+1) E =Y

lo cual es cierto. Y si j > k+ 2 simplemente tenemos 0 = 0. Por lo tanto, los coeficientes dados
en (3.50) satisfacen (3.49) y la demostracion estd terminada. O

Ahora introducimos la funcién matricial ¥ definida como el primer “paquete” de funciones
esféricas P, con w > 0, i.e.
U(u) = Py(u). (3.52)
Por (3.48) y (3.50) observamos que ¥(u) es una matriz triangular superior. Mas aun, ¥(u) =
(¥;x)jk es el polinomio dado por

2j + 1)(—2)7 klj! ‘
(](kj(jﬂ))! ’ Cyt(u), para0<j<k<, (3.53)

U =
donde C,]:_rjl (u) es el polinomio de Gegenbauer

; k+j+1 kg kg
1 k+j, k+j+2
et = (1) (- wge).

Como la k-ésima columna de ¥ es una autofuncién de D y E con autovalores A\g(k) =
—k(k+2) y po(k) = —k(5 + 1) respectivamente, la funcién ¥ satisface

DU =W\, y EU=UM,, (3.54)
donde Ag = 3% _o Mo (k)Err y Mo = Sv_o po(k) Eg.-

Observacion 3.42. Las entradas de la diagonal de ¥(u) son polinomios no nulos, entonces
tenemos que W(u) es inversible.

Mds aiin, la inversa W(u)~! es también un polinomio que toma valores de matrices superio-
res. FEsto se puede comprobar fdacilmente, por ejemplo, usando la regla de Cramer, ya que el
determinante de WU(u) es una constante no nula.

Teorema 3.43. Sean D y E los operadores diferenciales definidos en Teorema 3.24, y sea ¥
la funcién matricial cuyas entradas son dadas por (3.53). Sea D = W'DV y E = U~1EV¥,
luego

DF =(1 — u®)F" + (—uC + $1)F' + AyF, EF = (uRy + Ry)F' + MF,
para cualquier funcion C*® F en (0,1) con valores en C*T', donde
¢ -1
C=> (2j+3)Ejy;, S1=Y 2+ 1)Ej;1,
j=0 Jj=0
-1 -1 L
Ry=Y UE 0= SR, Ry=) (5-0)Ejj,
i=0 =0 =0
¢ ¢
A=Y —i(j+2)E;;, Mo =) —j(5+1)Ej;
j=0 Jj=0
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Demostracion. Por definicién tenemos
DF = (1 —u®)F" + ¥12(1 — )W — uCU|F + ¥ [(1 - u?)¥" —uCV — VU] F,
EF = 1071 —u®)Qo + QuWF + ¥ [L (1 —u?)Qo+ Q1) ¥ — LuMW — 1V0] F.
Usando (3.54) observamos que
(1 —u?)T —uCV — V¥ = DU = TA,,
(1 =u?)Qo+ Q1) — JuMV — Vol = B = WM.

Para completar la prueba de este teorema usamos las siguientes propiedades de los poli-
nomios de Gegenbauer (para las tres primeras ver [KS98], pagina 40; para la tltima ver [Sze75],
pagina 83, ecuacién (4.7.27))

dg? (1) = 2ACM (), (3.55)

2(n + NuCi(u) = (n+ 1)Co 1 (u) + (n+ 2\ — 1)Co_; (), (3.56)

(=% + (1 - o = - e, @

BN ) = Gl )~ uChw). (3.58)
Necesitamos establecer las siguientes igualdades

2(1 — u*) ¥ — uCV] = U(—uC + Sy), (3.59)

£[(1 = u*)Qo + Q1]¥ = U(uRy + Ry). (3.60)

Como (3.59) es a una igualdad matricial, mirando el lugar (j, k) tenemos
2(1 - UQ)\I/;k — quj\I/jk = —\I!jkuCkk + \Ilj,k,l(Sl)k,Lk.

Multiplicando ambos lados por (k+j+1)!

Gy Y usando (3.53) tenemos

d . , . A
2(1 — UQ)%CIJCi_; —u(2j +3)CLT = —u(2k +3)CLT 4 2(k+ 5+ 1O

y tomando A =j+ 1y n =k — j tenemos

A
2(1 — uz)% —u2A+1)C) = —u(2(n+ ) +1)C +2(n+2X - 1)C)_;.

. . . o dC) P
Para ver que esta identidad se mantiene, usamos (3.57) para escribir % en términos de C) y

07’1\;11, y (3.56) para expresar C;_; en términos de C, y C,, ;, luego reconocemos la identidad

(3.58). Entonces tenemos probada (3.59).

Ahora necesitamos verificar la igualdad matricial (3.60). La entrada (j, k) esta dada por
(ver Teorema 3.24 para la definicién de las matrices Qo y Q1)

(1= u?)(Q0)j 1Y 1k + 5(Q1)j 1V 1k =
uWir(R2)kk + Vi1 (R kg 1k + Vin—1(R1)k—1k-
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Nuevamente, multiplicando ambos lados por % y tomando A = j+1yn =k —j,
obtenemos
M+ A+1) (C=A+2)(n+2X2—1) ,_
(- UZ)WCQE - 1 Coit=u(5—(n+A-1)2A-1)C;
—n—A+1)2A=-1)(n+ A 22 -1)(n+2x-1
- Chii+ o

Ahora, primero usamos (3.57) combinado con (3.55) para escribir Cé‘fll en términos de C, y

Cz‘_ﬁ, y luego usamos (3.56) para expresar Cj_; en términos de C, y C; ;. Entonces tenemos

2 g\ 3A—lr—2m)(2A— n—+2x-—1 _
(A2—x 32,\(ni2/\)2 )(2A-1) <uC;>(u) + (2()\_1))C¢)L\+11(“) _ C’,?H(u)) =0,

que es cierto por (3.58). O
Para un dado w € Ny introducimos la funcién matricial
P,=9"1p,, (3.61)

donde P, es el polinomio matricial introducido en (3.48) y ¥ la funcién con valores en ma-
trices triangulares superiores dada en (3.53). Recordemos que la funcién ¥~! es una funcién
polinomial, como notamos en la Observacién 3.42. Por lo tanto ﬁw es también una funcién
polinomial. El siguiente resultado es una consecuencia directa de la Proposicion 3.40 y del
Teorema 3.43.

Corolario 3.44. Los polinomios matriciales ﬁw = U1 P, satisfacen
5ﬁw:ﬁwAw Yy Eﬁw:ﬁwaa
donde Ay = 34 Mo (k) B, My = 340 oo (k) By 4

Ao(k) = —(w+k)(w+k+2) y  puk)=wb—k) —k(§+1).
3.9 Polinomios Ortogonales

El objetivo de esta seccion es construir una sucesion de polinomios ortogonales matriciales
clasica a partir de lo estudiado previamente. KEsto significa exhibir un peso W con soporte
real, una sucesién {ﬁw}wzo de polinomios matriciales tales que gr(P,) = w con el coeficiente
director de ]5w no singular, ortogonal con respecto a W, y un operador diferencial de segundo
orden (simétrico) D tal que lNDﬁw = ﬁwAw donde A, es una matriz diagonal. M&s ain, también
conseguiremos una operador diferencial de primer orden (simétrico) E tal que E]Bw = ]Bwa,
donde M, es una matriz diagonal real.

Por D (ver Teorema 3.43) obtenemos un nuevo operador diferencial D al hacer el cambio
de variables s = (1 — u)/2. Entonces,

DF =s(1—s)F" - <512_C + sC’) F' + AgF.
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3.9.1 Soluciones Polinomiales de DF = \F

Estamos interesados en estudiar las soluciones polinomiales de la ecuacién DF = AF’; en
particular queremos saber cuando existen soluciones polinomiales. Comenzamos con

s(1=8)F"+(B—sC)F' + (Mg —\) F =0, (3.62)

donde

C S l /—1

— 01

B = 9 :ZJ+ Ejj ZJ+1 Jd+1
‘7:

/-1 L

J4
C= (2 +3)E;,  Si=> (G+DEju1 Ao=-> i +2)E;
5=0 j=0 =0

Esta ecuacién es un caso de la ecuacién hipergeométrica matricial estudiada en [Tir03].
Como los autovalores de B no estdn en —Np, la funcién F es determinada por Fy = F(0). Para
|s| <1 estd dada por

(e}

F(S) =i, (C,—go-‘r)\ : S) Fy = Z [B C;—Ap+ )\] i Fo, Fy € (C“_l,

]l
donde el simbolo [B; C; —Ag + A]; estd definido inductivamente por

[B;C; —Ao+ Ao =1,
[B; C;—Ao + A1 = (B+ )7 (G(C+j = 1) = Mg+ N)[B; C; =g + ],
para todo j > 0.
Por lo tanto, existe una solucién polinomial de (3.62) siy solo si el coeficiente [B; C; —Ag+A];

es una matriz singular para algin j € Ng. Mdas atin, tenemos que hay una solucién polinomial
de grado w de (3.62) si y solo si existe [y € C**! tal que [B;C; —Ag + NwFo #0 y

(w(CH+w—-1)—Ag+N)F, =0, donde F,=[B;C;—Ao+ AwFo
La matriz
)4

My=w(C+w—1)— Ao+ A=Y ((j +w)(j +w+2) +NEj; (3.63)
7=0

es diagonal. Entonces, es una matriz singular si y solo si A es de la forma
Aw(k) = —=(k+w)(k+w+ 2),
para 0 < k < /. Tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 3.45. Dado A € C, la ecuacion DF = \F tiene una solucion polinomial si y solo
si A es de la forma —n(n + 2) para n € Ny.

Observacidén 3.46. Sea w € Ny, 0 < k < . El autovalor \y (k) satisface A\y(k) = —n(n + 2)
conn € Ny sty solo sin=w+ k. En particular,

Aw(k) = A (K')  siysolosi w+k=uw +Fk.



62 CAPITULO 3. LA ESFERA TRIDIMENSIONAL

Ahora queremos estudiar en mas detalle las soluciones polinomiales de DF = AF. Asuma-
mos que A = —n(n + 2) con n € Ny. Sea

una una solucién polinomial de grado w de la ecuacion DF = AF. Tenemos que los coeficientes
F; son definidos recursivamente por

Fiv1 = (B+i) 'M;F, = [B; C; —Ag + N Fo,

donde M; es la matriz definida en (3.63).

La funcién F es un polinomio de grado w si y solo si existe Fy € C**! tal que
F,=[B;C;—=Ao+ NwFo #0 vy MyF, =0. (3.64)

Como dijimos, la matriz M,, es singular si y solo si A = A, (k) para algin k tal que tal que
0 <k <4,y por consiguiente, tenemos

w=n—k. (3.65)

Ademas, observamos que M, F,, = 0 si y solo si F,, estd en el subespacio generado por ey (el
k-ésimo vector de la base canénica de C+1).

Ahora probaremos que siempre es posible elegir un vector Fy € C“! tal que [B;C; —Ao +
AwFo = er. Recordemos que

[B;C;—Aog+ NwFo=(B+w—1)"M,_1--- MiB ' MyFy,

y que, para 0 < i < w, las matrices M,,_; son definidas por

¢
M. =" (Aw(k) = Aw—i() Ej;.
i=0

En particular el kernel de la matriz M,,_; es Cegy; para 0 < i < min{w,f — k}, puesto que
Aw(k) — Aw—i(j) = 0siy solosij—i=Fk (ver Observacién 3.46).

Sea W, el subespacio C/*! generado por {eg, €1, ..., ex}. Observamos que para cada j € Ny
tenemos que Wy es invariante por (B + j)_l pues es una matriz triangular superior. Para
J < w, Mj es diagonal con las primeras k + 1 entradas no nulas, entonces la restriccién de M;
a Wy, es inversible. Por lo tanto, existe Fy tal que [B;C; —Ag + AJwFo = ex. Entonces

F(u) = oH; (C’ngJr)‘ ; u) Fy

es polinomio vectorial de grado w. Observamos que Fy es tinico en Wy, pero no en C“1. De
todos modos, la k-ésima entrada de F' es un polinomio de grado w, y todas las otras entradas
son de grados menores pues el coeficiente director F,, es siempre un multiplo de ey .

De esta forma, tenemos los siguientes resultados. En el primero fijamos el autovalor \ =
—n(n +2) con n € Ny, y en el segundo fijamos el grado w de los polinomios F.

Proposicién 3.47. Sean € Ny y A = —n(n+2). Si P es una solucion polinomial de DF = AF
de grado w, entoncesn —f < w < n.

Reciprocamente, para cada w € Ny tal que n — € < w < n, la ecuacion DF = \F' tiene una
solucion polinomial grado w. Mads ain, st w =n—k, 0 < k < £, el coeficiente director de
cualquier solucion polinomial de DF = AF es un maltiplo de ey.
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Demostracion. Por (3.65) tenemos que existe una solucién polinomial de grado w si y solo si
w=mn—Fk,con0<k</¢ En tal caso, tenemos probado que existe Fy € C*! tal que (3.64)
se mantiene y tenemos que Fy, es un multiplo de e. ]

Proposicion 3.48. Dado w € Ny existen exactamente £ + 1 wvalores de A tal que DF = \F
tiene una solucion polinomial de grado w, mds precisamente

A= (k) =—(k+w)(k+w+2), 0<k<L

Para cada k el coeficiente director de cualquier solucidn polinomial de DF = A\, (k)F es un
mailtiplo de ey, el k-ésimo vector en la base candnica de C*1,

3.9.2 Nuestra Sucesion de Polinomios Ortogonales Matriciales

Los polinomios matriciales

Py(u) = W (u) ™" Py(u)
fueron introducidos en (3.61).

Proposicién 3.49. Las columnas {éﬁ}k:ow,g de ]3w son polinomios de grado w. Mds ain,
gr (ﬁ5>k =w y gr (ﬁ,ﬁ) < w, para j # k.
J

Demostracion. La k-ésima columna de la matriz ﬁw = U 1P, es el vector éﬁ = \I/_1P£,
donde P* es la k-ésima columna de P,. Por el Corolario 3.44 tenemos que P¥ es una funcién
polinomial que satisface

DPF = X\, (k)P EP* = 11, (k)PF,

para Ay (k) = —(w + k) (w +k +2) y pw(k) = w( — k) — k(5 +1).
Si w’ denota le grado de P*, entonces tenemos que w+k — ¢ < w' < w + k (ver Proposicién
3.47). Luego escribimos

wl
Pk — ZAjuj, con A; € C*1.
§=0
Mais aun, por la Proposicién 3.48 tenemos que el correspondiente autovalor de D debe ser
igual a Ay (K') = —(w' + k) (W' + k' +2), con 0 < k' < £, y el coeficiente director A, tiene
todas sus entradas nulas, excepto para las k’-ésimas. Por la Observacién 3.46 obtenemos que
w—w =k —k.
Por otra parte, P¥ satisface EP¥ = 11,,(k)P%, donde
EF = (uRy + R))F' + MyF

es el operador diferencial dado en Teorema 3.43. Entonces, los coeficientes de los polinomios
Pk satisfacen

(jR2 + Mo — puw(k))Aj + (7 + 1)R1Aj41 =0, para 0 < j </,
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denotando A,s1 = 0. En particular, para j = w’ tenemos
(w/RQ + My — Mw(k))Aw’ =0. (3.66)

Por el Teorema 3.43 tenemos

w/RQ + My — Mw(k)l

I
<
~ |l Me\
o

—
g\
—
SIS
|
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SN—
b
/-\
_|_
—
S—
7;
g
—~
5
N—
SN—
S
<

=" (W' —j) —w — k) + (k=)L +1))Ejj

j=

[e=]

Por (3.66) tenemos que la k’-ésima entrada de la matriz w' Re + My — puy(k)I debe ser cero,
entonces

0=w'({—k)—w&—k)+ (k—k)E+1).

Como w —w’' =k’ — k, tenemos 0 = (w — w')(1 + k + w), lo cual implica que w’' =w y k' = k.
Por lo tanto, Pk es un polinomio de grado w y la unica entrada no nula del coeficiente
director de Pﬁ es la k-ésima. O

3.9.3 El Producto Interno

Dada una representacién irreducible de dimension finita # = 7w, de K en el espacio vectorial
Vi, sea (C(G) ® End(Vy))E*E el espacio de todas las funciones continuas ® : G — End (V)
tales que ®(kygks) = 7(k1)®(g)m(k2) para todo g € G, ki,ke € K. Equipamos V; con un
producto interno tal que 7w(k) sea unitario para todo k € K. Entonces, introducimos un
producto interno en el espacio vectorial (C(G) ® End(V;))5>*X definiendo

(D1, Do) = /G (@1 (9) ®2(9)") dg (3.67)

donde dg denota la medida de Haar de G normalizada por fG dg = 1, y ®2(g)* denota la
adjunta de ®2(g) con respecto al producto interno en V.

Usando las relaciones de ortogonalidad de Schur para las representaciones irreducibles uni-
tarias de GG, tenemos que si @1 y ®o son funciones esféricas irreducibles no equivalentes, entonces
son ortogonales con respecto al producto interno (-, -), i.e.

(1, Py) = 0.

En particular, si ®; y ®5 son dos funciones esféricas irreducibles de tipo m = my, escribimos
como antes (ver (3.6)) ®; = H1®, y o = Ho®P, y denotamos

Hi(u) = (ho(u), -, he(u))',  Ha(u) = (fo(u),---, fo(w))",
como hicimos en la Subseccién 3.7.2.

Proposicién 3.50. Si &, ®; € (C(G) ® End(V;))* ¥ entonces

(D1, ®y) = /MZh ) f;(u) /ﬁﬂg )VH(u
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Demostracion. Consideremos el elemento £y = FEi14 — Ey1 € g. Entonces, como so(4)c ~
s[(2,C) @ sl(2,C), ad E; tiene 0 y +i como autovalores con multiplicidad 2.
Sea A = exp RF; el subgrupo de Lie de G de todos los elementos de la forma

cost 0 0O sint
a(t) =exptE, = 8 (1) (1) 8 , teR
—sint 0 0 cost

Ahora el Teorema 5.10, pagina 190 en [Hel00], establece que para cada f € C(G/K) y un
apropiado c,

F(gK) dgic = c / ( " 5. (a () (ka(t) K) dt) dky

G/K K/M NJ—x

donde la funcién J, : A — R estd definida por

S.(a(t)) = [ Isinitv(Ey)],

vext

y dgx y dkps son respectivamente las medidas invariantes a izquierda en G/K y K /M normali-
zadas por fG/K dgx = fK/M dkpr = 1. Recordemos que M fue introducido en (3.15) y coincide

con el centralizador de A en K. En nuestro caso tenemos d,(a(t)) = sin?t.
Como la funcién g — tr(®1(g)P2(g)*) es invariante por multiplicacién a izquierda y derecha
por elementos en K, tenemos

(@1, By) = c, / " sin?t tr (@1 (a(t))®s(a(t))) dt. (3.68)

—T

Ademas, para cada t € [—, 0], tenemos que (I —2(E11 + Ea2))a(t)(I —2(E1 + Eg2)) = a(—t),
con I —2(E11 + Ey2) en K. Entonces tenemos

(B, By) = 20, /0 " sin2t tr (@1 (a(t))Da(alt))) dt.

Por la definicién de la funcién auxiliar ®,(g) (ver Subseccién 3.1.5), tenemos que
@1 (a(t))@2(a(t))” = Hi(a(t))Ha(a(t))"

Por lo tanto, haciendo el cambio de variables cos(t) = u, obtenemos
1 ¢ o
(D1, Do) = 2¢, / V1—u? Z hj(u) f;(u)du.
-1 -
7=0

Para encontrar el valor de ¢, consideramos el caso trivial ®; = ®3 = I en (3.67) y (3.68). Por
lo tanto, obtenemos

£+1:c*/ sin® ¢ (€ 4 1) dt.

-7

Entonces, tenemos que ¢, = 7 y la proposicién sigue. ]
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En los Teoremas 3.24 y 3.43 conjugamos los operadores diferenciales D y E a los operadores
hipergeémetricos D y E dados por

D= (UTWY(w) ' DUT(W)¥ () y E=UT(w)¥(u) "EUTw)V(u)).
Por lo tanto, en términos de las funciones
P = (UT(uw)¥(w)) " 'Hy y Py = (UT(u)¥(u)) " Ho,

tenemos L

<§1, ﬁ2>w = /1 ]Sg(u)* W(u)ﬁl(u) du,

donde el peso matricial W (u) estd dado por
2
Wu) = =vV1—uw?¥*(u)T*(w)UUT (u)¥(u). (3.69)
T

Si consideramos que ¥(u) es un polinomio en u, que U es una constante matricial y que
T(u) = 2520(1 — u?)7/2, tenemos que W (u) es una funcién continua en el intervalo cerrado
[—1,1]. Entonces, W es un peso matricial en [—1, 1] con momentos finitos de todos los érdenes.

Consideremos ahora la sucesién de polinomios matriciales {f’w}wzo introducida en (3.61).
La k-ésima columna de P, (u) estd dada por un vector P(u) asociado a la funcién esférica

irreducible de tipo mp
Plw+t/2,—k+¢/2)
’ i

Por lo tanto cuando (w, k) # (w', k') tenemos que PF y ﬁ{f}; son ortogonales con respecto a W,
ie.

(PF PRV =0 i (w, k) # (W, k). (3.70)

En otras palabras, esta sucesiéon de polinomios matriciales cuadra en la teoria de Krein, y
tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.51. Los polinomios matriciales Py, w > 0, forman una sucesion de polinomios
ortogonales con respecto a W, las cuales son autofunciones de los operadores diferenciales
stmétricos D y E que aparecen en el Teorema 3.43. Mas aun,

donde Ay = Sk Ao (k) Erg, y My = S5t (k) Epge, con
Mo(k) = —(w+k)(w+k+2) y  polk)=w(G—k)—k(5+1).

Demostracion. Por la Proposicién 3.49 obtenemos que cada columna de P, es un polinomio
de grado w. M3és aun, P, es polinomio cuyo coeficiente director es una matriz no singular.
Dados w y w’, enteros no negativos, usando (3.70) tenemos

b * D : ! Dk * Dk’
(B, Pu)w = / P W () Py () o = kg;o / (Phy WPl (u) du) B

PF (u)* W (u) B (u) du) B

¢
= O, Z/l (E’ﬁ(u)*W(u)éﬁ/(u) d%) E ks
k=01
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lo que prueba la ortogonalidad. M4s ain, también muestra que <ﬁw,]3w>w es una matriz
diagonal. Ahora, gracias al Corolario 3.44 solo resta demostrar que los operadores D y E son
simétricos con respecto a W.

Haciendo algunos simples cédlculos tenemos que

<l~)ﬁw7ﬁw/> = 5w,w/<Pw7Pw/>Aw = 5w,w’ATU<ﬁwaf’w’> = <ﬁw75ﬁw’>a

para cada w,w’ € Ny, pues A,, es real y diagonal. Esto concluye la demostracién del teorema.
O
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CAPITULO 4

Las Esferas y los Espacios Proyectivos Reales

“El amor: un apostol ciego que Tueda con la memoria esquilada a través del mds hermoso de
los silencios tristes y embiste desafortunadamente azul como si fuera el mar.”
Daniel Veranda.

En este capitulo establecemos una directa relacion entre las funciones esféricas de la esfera
n-dimensional S™ ~ SO(n + 1)/SO(n) y las funciones esféricas del espacio proyectivo real n-
dimensional P"(R) ~ SO(n + 1)/O(n). Precisamente, para n impar una funcién en SO(n + 1)
es una funcién esférica irreducible de algin tipo 7 € Sb(n) si y solo si es una funcion esférica
irreducible de algiin tipo v € O(n) Cuando n es par esto también es cierto para ciertos tipos, y
en los otros casos exhibimos una clara correspondencia entre las funciones esféricas irreducibles
de ambos pares (SO(n+1),S0(n)) y (SO(n+1),0(n)). Finalmente demostramos que encontrar
todas las funciones esféricas de un par es equivalente a hacer los mismo con el otro.

4.1 Funciones Esféricas Zonales

Es sabido que los espacios simétricos conexos compactos de rango uno son de la forma
X ~G/K, donde G y K son:

i) G=S0(n+1), K =S0(n), X = 5"

ii) G=S0(n+1), K = 0(n), P™(R).
iii) G =SU(n+1), K =S(U(n) x U(1)), P™(C).
iv) G =Sp(n+1), K = Sp(n) x Sp(1), P"(H).
v) G = Fy_s9), K = Spin(9), X = P?(Cay).

Las funciones esféricas zonales (i.e. de K-tipo trivial) en X ~ G/K son las autofunciones del
operador Laplace-Beltrami que solo depende de la distancia d(x, 0), x € X, donde o es el origen
en X. En cada caso las llamamos g, 1, 2,..., con ¢g = 1, y sea 90;(9) la correspondiente

69
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funcién inducida en [0, L] por ¢;, donde L es el didmetro de X; notemos que por razones de
compacidad se tiene una cantidad numerable de autofunciones. Estas funciones son finalmente
polinomios de Jacobi

©;(0) = ¢; Pj(a’ﬁ)(cos AG), (4.1)

con ¢; definida por la condicién ¢;(0) = 1y A, a y 3 dependen del par (G, K). Renormalizando
la distancia podemos asumir A = 1 y L = 7, (confrontar [Hel65, pagina 171]). Ahora citamos
la siguiente lista de [Koo73, pagina 239:

i) G/K~S": a=(n-2)/2, B=(n—-2)/2
i) G/K ~ P*(R): a=(n-2)/2, g=-1/2.
iii) G/K ~ P"(C): a=n-1, B =0.

iv) G/K ~ P"(H) : a=2n-1, g=1.

v) G/K ~ P*(Cay) : a=7, B =

Por lo tanto, a primera vista, las funciones esféricas zonales en la esfera y en el espacio
proyectivo real aparentemente son dos familias completamente diferentes, para aclarar este
punto podemos remitirnos a la Seccién 4.4. En este capitulo se prueba que conocer todas las
funciones esféricas asociadas a la esfera n-dimensional es equivalente a conocer las funciones
esféricas en el espacio proyectivo real n-dimensional. Precisamente, establecemos una directa
relacion entre las funciones esféricas matriciales del par (SO(n+1),SO(n)) y las del par (SO(n+
1),0(n)). En primera instancia probamos que, para n par las funciones esféricas de la esfera y
las funciones esféricas del espacio proyectivo real son las mismas, i.e., una funciéon ® en SO(n+1)
es una funcién esférica irreducible de tipo @ € SO(n) si y solo si existe v € O(n) tal que la
funcién ® es un funcién esférica de tipo . Cuando n es impar hay algunos casos particulares
en los cuales se tiene la misma situacién que en el caso n par, y mostramos que estos casos
son facilmente distinguibles con sélo mirar el peso maximo de los correspondiente SO (n)-tipos.
Para el caso general mostramos como cada funcién esférica irreducible del espacio proyectivo
estd explicitamente relacionada con dos funciones esféricas de la esfera, ver el Teorema 4.9.

4.2 Preliminares

Como mencionamos en el Capitulo 2, las funciones esféricas de tipo § aparecen de forma
natural considerando representaciones de G. Si g — U(g) es una representaciéon continua de
(G, digamos en un espacio vectorial topolégico E completo, localmente convexo y Hausdorff,
entonces

P(s) = /K xa (k= U (k) dis

es una proyeccién continua de E en P(§)FE = E(d). La funcién ® : G — End(FE(9)) definida
por
(I)(g)a = P5T(g)a7 g e Gv a &< E(5)>

es una funcién esférica de tipo 4.

Si la representacién g — U(g) es irreducible entonces la funcién esférica asociada @ es
también irreducible. Reciprocamente, cualquier funcién esférica en un grupo compacto G se
consigue de esta forma desde una representacién irreducible de dimensién finita de G.
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Ahora recodamos algunos hechos ([GWO09, §5.5.5]) acerca de cémo uno obtiene las repre-
sentaciones irreducibles de dimensién finita de O(n) a partir de las representaciones irreducibles
de dimensién finita de SO(n), para entender en profundidad el resultado principal del capitulo:
Teoremas 4.7, 4.8 y 4.9.

Tomemos a € O(n) dependiendo de n:

a = diag(1,...,1,-1), si n es par,
a = diag(—1,...,—-1), si m es impar.
Y sea ¢ el automorfismo de SO(n) definido por
¢(k) = aka,

para todo k € SO(n). Notemos que cuando n es impar ¢ es trivial y O(n) = SO(n) x F, donde
F = {1,a}. Por lo tanto en este caso las representaciones irreducibles de dimensién finita de
O(n) son de la forma vy = 7 ® 1 0 v = m ® € donde 7 es una representacién irreducible de
dimensién finita de SO(n) y € es el cardcter no trivial de F'. Entonces tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 4.1. Sin es impar O(n) = SO(n) x F, ademds SO(n) x F' puede ser identificado
con el dual unitario de O(n) bajo la biyeccion ([n],1) — [7 @ 1] y ([7],€) — [r @ €.

Si n es par tenemos O(n) = SO(n) x F. Denotemos por V; el espacio vectorial asociado a
7 € SO(n), entonces sea Vi, = Vi y definimos 7y : SO(n) — End(V7,) como la representacién

irreducible de SO(n) dada por

Ty = T O .
En esta situacién consideraremos dos casos: 74 ~ 7 en la Subseccién 4.2.1 y 74 ~ 7 en la
Subseccién 4.2.2.

4.2.1 Cuando 74 es Equivalente a 7

Tomemos A € GL(V) tal que my(k) = Am(k)A™"! para todo k € SO(n). Entonces
7(k) = n(a(aka)a) = my(aka) = Ar(aka)A™r = Amy(k)A™' = A%n(k) A2

Por lo tanto, por el Lema de Schur, tenemos A2 = AI. Cambiando A por VA—1A podemos
asumir que A? = I. Sea €4 la representacién de F definida por

eala) = A.
Ahora definimos vy =7 -€4 : O(n) — GL(V) como
v(kz) = w(k)ea(x), para (k,z) € SO(n) x F, (4.2)

y es féacil verificar que 7 es una representacién irreducible de O(n). Més aun, si B es otra
solucién de (k) = Bm(k)B~! para todo k € SO(n), y B2 = I, entonces B = £A. De hecho,
por el Lema de Schur, B = uA y u? = 1. En el conjunto de todos los pares (7, A) introducimos
la relacién de equivalencia (7, A) ~ (T'#T~!,TAT~'), donde T es una transformacién lineal
biyectiva de V' en otro espacio vectorial y denotamos [m, A] para la clase de equivalencia de
(m, A).

Proposicién 4.2. Cuando n es par O(n) = SO(n) x F. Asumamos que Ty ~ m. Si~y =
T - €4, entonces vy es una representacion irreducible de O(n). Mds ain, v = 7 - €_a, es otra
representacion irreducible de O(n) no equivalente a . Ademds, el conjunto {[m, A] : my(k) =
An(k)A™1, A%2 = I} puede ser incluido en O(n) via la funcién [r, A] — [r - €4].
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4.2.2 Cuando 74 no es Equivalente a 7

Asumamos que n es par y que g ~ 7. Consideramos el SO(n)-mdédulo V; x V. y definimos

V(k) (v, w) = (m(k)v, mg (k)w), v(ka) (v, w) = (m(k)w, o (k)v), (4.3)

para todo k € SO(n) y v,w € V. Entonces es facil verificar que v : O(n) — GL(V; x V) es
un representaciéon de O(n).

Proposicién 4.3. Asumamos que n es par y © € SO(n), entonces O(n) = SO(n) x F. Mis
atn, si wgy o~ 7 definimos v : SO(n) x F' — GL(Vy x Vi) como en (4.3), entonces vy es una
representacion irreducible de O(n). Ademds v : SO(n) x F — GL(V; x V) definida por

Y (k) (v, w) = (¢(k)v, kw), v (ka) (v, w) = (¢(k)w, kv),

para todo k € SO(n) yv,w € Vz, es una representacz’g’n irreducible de O(n) que es gquivalente
a 7. Por otra parte, el conjunto {{[r],[ng]} : [1] € SO(n)} puede ser incluido en O(n) via la
funcion {[r], [my]} — [7].

Teorema 4.4. Asumamos que n es par. Dividimos O(n) en dos conjuntos disjuntos: (a)
{0 vsom) irreducible} y (b) {[v] : Vsom) reducible}.

(a) Si[y] estd en el primer conjunto y ™ = Y|so(n), entonces
Ty (k) = m(aka) = y(aka) = y(a)m(k)y(a),

para todo k € SO(n). Por lo tanto g ~ m y v es equivalente a la representacion m - €4
construida por m y A = v(a) en (4.2).

(b) Si[y] estd en el sequndo conjunto, sea W el espacio de representacion de . Sea Vz < W
un SO(n)-mddulo irreducible. Entonces W = Vi @ Vz, como SO(n)-mddulos, y v es
equivalente a la representacion v definido en Vi x V. por (4.3).

4.2.3 Los Pesos Maximos de 7 y 7y

Cuando n es par serfa muy util saber cuando 7© € Sb(n) es equivalente a my. En esa
direccién probamos un criterio muy sencillo en términos del peso méaximo de .

Dada ¢ € N, sabemos por [VK92] que el peso méximo de una representacién irreducible 7
de SO(2¢) es de la forma m, = (my, ma, ms, ..., my) € Z, con

my > mg >m3 > > my_1 > |myl.
A continuacién enunciamos un simple resultado que relaciona los pesos méximos de 7y 7.

Teorema 4.5. Si m; = (my,ma,ms,...,my) es el peso mdzrimo de m € SO(2() entonces
my, = (m1,ma,mg,...,—my) es el peso mdrimo de my.

Las matrices I;, 1 <i < k <2/, con —1 en el lugar (k,7), 1 en el lugar (i,k) y ceros en el
resto, forma una base del dlgebra de Lie so(2¢). El subespacio generado

b= (Ia1, lu3, ., I2020-1)¢
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es una subdlgebra de Cartan de so(2¢,C).
Ahora consideramos

H =i(x1lo1 + - +xpl2020-1) €D,
y sea €; € h* definida por €;(H) = z;, 1 < j < {. Entonces para 1 < j < k < ¢, las siguientes
matrices son vectores raices de so(2¢,C):
Xeiver = Ior—125-1 — Tog2j — i(Jop—1,2j + Tor,2j-1),

(4.4)

o125 — Iok2j-1),

)

X_ej_ek = Iog—12j-1 — log2; + i(I2k—l,2j + I2k,2j—1)v
Xejme, = Iok—1,2j-1 + o 2j — i )
)

X ejre, = lop—12j-1 + Doroj +i(lok—125 — Iop2i-1)-
Elegimos el siguiente conjunto de raices positivas

AT ={ej+tep,ej—e:1<j<k</(}

teniendo entonces
m, = mi€e; + mo€z + ...+ Mmyey.

Entonces, podemos probar el Teorema 4.5.

Demostracion. Primero demostraremos que el vector peso maximo v, de la representacién
es también vector peso maximo de my: Para cada vector vector raiz Xejte, con 1 < j <
k < ¢ tenemos que Ad(a)X¢;+e, = X¢;j+¢,- Y, cuando k = £ tenemos que Ad(a)Xc,+e, =
Xe,7¢,- Luego, si denotamos por 7 y 74 las representaciones de la complexificacién de so(2¢)
correspondiente a 7 y 7y, respectivamente, tenemos 7 o Ad(a) = 7, y entonces

7:('¢(X6j:|:€k)’l)7r = fd’(Ad(a)ngigk)’UW = #(ngigk)’uﬂ = 0,
para 1 < j <k < £. Cuando k = ¢ tenemos
7o (Xejte,)vr = T(Ad(a) Xe,2¢, ) = T(Xe,5¢,)Vr = 0.
Por lo tanto v, es un vector peso maximo de 7.
Notemos que Ad(a)lzjoj—1 = Izj2j—1 para 1 < j < £y que Ad(a)la2—1 = —I2020-1,
entonces
7o (id2j.2j-1)vr = T(Ad(a)ilz)0j-1)vr = 7(ilzj2j-1)vr = MjUR,

para 1 < j < £. Cuando k = ¢ tenemos
Tg(112020-1)vr = T(Ad(a)ilzp20—1)vx = —7(id2p,20—1)Vr = —MyUx.
Luego el peso maximo de 7 es
m = (my,ma,...,my_1,—Mmy),
que es lo que queriamos demostrar. ]

Corolario 4.6. Una representacion irreducible m de SO(2¢), ¢ € N, de peso mdzimo m =
(m1,ma,...,my) es equivalente a wy si y solo si my = 0.
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4.3 Funciones Esféricas en S" y en P"(R)

Sea (V;,T) una representacion irreducible unitaria de G = SO(n + 1) y (Vi, 7) una repre-
sentacién irreducible unitaria de SO(n).

Supongamos que n es impar. Entonces O(n) = SO(n) x F' y las representaciones unitarias
irreducibles de O(n) son de la forma v = T ® 1 0 v = 7 ® e. Asumamos que 7 es una
subrepresentacién de Tlsom)* Observemos que a € O(n) como elemento de G es —I € G.
Claramente 7(—1) = £1. Tomemosy =7®1si7(—1) =1y~y=7n®esiT(—I) = —I. Entonces
7 es una subrepresentacion de 7 () Sean &7 y ™7, respectivamente, las correspondientes
funciones esféricas de (G,SO(n)) y (G,0(n)).

Teorema 4.7. Asumamos quen es impar. Si ®7"(—1) = I tomamosy = 7®1, y st @77 (1) =
—1I tomamos v =1 ® €. Entonces ®7™(g) = ®7V(g) para todo g € G.

Demostracion. Como SO(n)-médulos V, = Vy@ V.-, Pero como 7(a) = 7(—1I) = +1 la descom-
posicién V, = V; @ V- es también una O(n)-descomposicién. Luego, la SO(n)-proyeccion Py
en V es igual a la O(n)-proyeccién Py en V. Por lo tanto ®77(g) = Pr7(9)Pr = Py7(9)Py =
®™7(g), completando la prueba. O

Asumamos ahora que n es par, entonces O(n) = SO(n) x F. Supongamos que 7 € SO(n)
y que ™ ~ Tg. Entonces v = 7 - €4, donde A € GL(Vx) es tal que my = ATA™Y A2 =1, es
una representacién irreducible de O(n) en V; como hemos visto en Proposicién 4.2.1. Ahora
usamos este resultado para obtener el siguiente teorema.

Teorema 4.8. Asumamos que n es par. Identifiquemos a = diag(1,...,1,—1) € O(n) con
a =diag(1l,...,1,—1,—1) € SO(n+1). Supongamos que w es una subrepresentacion de Tlsom)
y que ™ ~ 4. Sea A = ®T7(a) y tomemos v = - €. Entonces @77 (g) = ®7(g) para todo
geaq.

Demostracién. Lo primero en demostrarse serda que A € GL(V;), my = ArA=l y A2 = I. Esto
dltimo sigue directamente de que a® = e.

Para todo k € SO(n) tenemos
my(k) = m(aka) = T(aka)y, = 7(a)7 (k)7 (@), (4.5)

Por lo tanto 7(a)V; es un SO(n)-médulo equivalente a m,. Como 7y ~ 7, y por la multiplicidad
uno del par (SO(n+1),S0(n)), obtenemos que Vi = 7(a)Vz. Porlotanto A = 7(a)y, € GL(V;)
y Ty = AnA~L. Luego Vi es un O(n) submédulo de V; y la correspondiente representacion es
v = m - €q. Esto implica que la SO(n)-proyeccién Py en V; es igual a la O(n)-proyeccién P,
en V. Por lo tanto ®77"(g) = Pr7(9)Pr = Py7(9)Py, = ®77(g). Finalmente observamos que
®""(a) = Pr7(a)Pr = 7(a)}y,, completando la demostracién. O

Asumamos que 7 es par, y tomemos m € SO(n) tal que 7 ~ mg. Consideramos el SO(n)-
médulo Vi x V., y definamos (k) (v, w) = (7(k)v, my(k)w), y(ka)(v, w) = (7(k)w, 7y(k)v) para
todo k € SO(n), v € V;z y w € V,. Entonces 7 es una representacién irreducible de O(n) en
Ve X Vg,

™ 7T¢
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Teorema 4.9. Asumamos que n es par. Identifiquemos a = diag(1l,...,1,—1) € O(n) con
a =diag(1l,...,1,—1,—1) € SO(n+1). Supongamos que 7 es un subrepresentacion de Tsowm Y
que m = Ty, Entonces 7(a)Vy ~ Vr, como SO(n)-médulos y Va©71(a)Vzr es un O(n)-submddulo
wrreducible de V. equivalente a la representacion irreducible v en V; X V. " construida arriba.

Mds ain,
o7 (g) 2T (ga)
Y —
O™ (g) (q)r,ﬂ'¢ (ga) @77 (g)

para todo g € G.

Demostracion. Que 7(a)Vy ~ Vi, como SO(n)-médulos sigue por (4.5). Ademads, si hacemos
la identificacion Vi x Vi, ~ Va @ 7(a)Vx via el SO(n)-isomorfismo (v, w) + v+7(a)w, y usando
de nuevo que 74(k)w = 7(a)7(k)T(a)w (ver (4.5)), tenemos

v(k) (v, w) = (7(k)v, me(k)w) = (7(k)v, 7(a)T (k)T (a)w)
~7(k)v+ 7(k)T(a)w = 7(k)(v + 7(a)w)
para todo k € SO(n), y
~v(a)(v,w) = (w,v) ~ (w+ 7(a)v) = 7(a)(v + 7(a)w).

Esto prueba que V; @ 7(a)V; como O(n)-submdédulo de V; es equivalente a la representacién
irreducible v en V; X V. Por lo tanto Py = Pr & Pr,.
Luego, para todo g € G tenemos,

P™(g) = (Pr ® PW¢)T(9)(P7F ® P7r¢) = Pr7(9)Pr @ PWT(Q)P% ® PW¢T(9)P7T ® PW¢T(9)PW¢'

Entonces en forma matricial tenemos

vy - (®7T(9)  Pia(g)
(I) (g) - (‘I)21(9> (I)T,ﬂ’q;(g)) )

donde ®31(g) = Pr,7(9)},, v ®12(9) = Pr7(9)], )y, -

Por la identidad ®™7(ga) = ®™7(g)7(a) obtenemos

‘Vﬂ-@T(a)Vﬂ—

(‘If’”(ga) P15(ga) > _ (‘DT’”(Q) D15(g) > (0 I>

®21(ga)  @77(ga) ®a1(g) ®7™(9)) \I 0/’

lo cual es equivalente a ®13(g) = @77 (ga) y P21(g) = 7™ (ga). El teorema se ha demostrado.
O

4.4 K-Tipos Triviales

Las funciones esféricas irreducibles de K-tipo trivial de (SO(n + 1),SO(n)) y (SO(n +
1),0(n)) son, respectivamente, las funciones esféricas zonales de S™ y P"(R). De acuerdo a
nuestros Teoremas 4.7 y 4.8 las funciones esféricas zonales ¢ de P"(R), como funciones en
SO(n + 1), coinciden con las funciones esféricas zonales ¢ de S™ tales que ¢(—1I) = 1.
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Como dijimos en la Subseccién 4.1 las funciones esféricas zonales en la esfera n-dimensional
y en el correspondiente espacio proyectivo real estan, respectivamente, dadas por

v plT ) o o M)
©;(0) =c; P; (cos @), ¢;(0) = ¢; P (cos @),

con ¢, ¢; escalares tales que ¢;(0) =1=¢;(0),y 0 <0 <.

En este apéndice explicamos esta aparente inconsistencia. Para empezar, notemos que en
ambos espacios la métrica elegida estd normalizada por el didmetro L = w. Para un dado
g € SO(n + 1) denotamos 0(g) la distancia la esfera entre g - o y el origen o, y andlogamente
denotamos 6'(g) la distancia en el espacio proyectivo entre g - o y el origen o. Entonces, no es

dificil ver que

20(g) = 0'(9), para 0 < 6(g) < 7/2,
21 —20(g) = 0'(9), para 7/2 < 0(g) < .
Por lo tanto tenemos que
cos(20(g)) = cos(0'(9)), (4.6)

para cualquier g € SO(n+1). Por otra parte, por [AARO00, (3.1.1)] sabemos que los polinomios
de Jacobi tienen la siguiente propiedad

ElNa+ 1) plo=1/2)

(a) ey
B G

(222 — 1). (4.7)
Entonces, si ponemos x = cos(f(g)) en (4.7) tenemos que

PL os(0)) = syt cos(20(0)),

de aqui, usando (4.6) tenemos que ¢5.(6(g)) = ¢5(¢'(g)) para todo g € SO(n +1). En otras
palabras, la siguiente identidad entre funciones esféricas zonales se mantiene:

Y25 = ¢]7 paraj > 07

como funciones en SO(n + 1).



CAPITULO 5

Funciones Esféricas en las Esferas S

“El dia termina cuando escribo un poema,
tengo miedo, Madre,

de morir terriblemente joven.”

Lautaro Flores.

En este capitulo estudiamos las funciones esféricas de ciertos K-tipos en la esfera n-
dimensional S™ ~ SO(n + 1)/SO(n), para cualquier n. Més precisamente, explicitamos todas
las funciones esféricas escalares, incluyendo a las de tipo no trivial, y luego estudiamos todas
las de tipo fundamental, describiéndolas en términos de funciones hipergeométricas matriciales
oF. Para esto trabajamos con las realizaciones explicitas de las representaciones fundamentales
del grupo especial ortogonal real. Posteriormente construimos para cada SO(n)-tipo sucesiones
de polinomios ortogonales con respecto a un peso W, las cuales estdn asociadas a las funciones
esféricas. Y probamos que, para cualquier n, W admite un operador diferencial simétrico de
segundo orden.

5.1 Representaciones de SO(n) y el Algebra so(n, C)
5.1.1 Estructura de Raices en so(n,C)

Llamemos F;; a la matriz cuadrada con un 1 en la entrada ¢k y ceros en el resto; y

consideremos las matrices
Iyi = Eix — Ey, 1<,k <n.

Entonces, el conjunto {Ij;}1<i<k<n forma una base del algebra de Lie so(n). Estas matrices
satisfacen las siguientes relaciones

[Iki7 Irs] - 5ksIm' + 5m’Isk + 5esIkr + 5TkIeS'
Si asumimos que k > ¢, > s entonces tenemos
[Ik’iaIes] = 1k, [Ikzalrk’] = ITi7 [Ik’Z)ITZ] = Ikra [Ikzalks] = Iesa

7
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y todos los otros corchetes son cero. De aqui facilmente sigue que el conjunto
{Ipp-1:2<p<n}
genera el dlgebra de Lie so(n).

Proposicién 5.1. Dado n € N, tenemos que el operador

Q= Y I%eDES0Mm)

1<i,k<n
es invariante a derecha por SO(n), i.e.
Qn € D(SO(n))*°™ vneN.

Demostracion. Para probar que @), es invariante a derecha por G es suficiente probar que
I p—1(Qrn) = 0 para todo 2 < p < n. Entonces

Lpp-1(Qn) = Z (pp—1, Inil i + TrilIpp—1, Ina)) -

1<i,k<n
Tenemos
I;, st k=p-—1,
Ik -1 st 1= b,
Tpp1,Irs) = 7 o (5.1)
I si t=p—1,
Ip—l,i st k= p.
Entonces
jp,pfl(Qn) = Z Liplp—1i + Ip-1,ilip) + Z (Ik,p—l—rkp + Ikp[k,p—l)
1<i<n 1<k<n
+ Z (ka’Ik,p—l + Ik,p—llpk) + Z (Ipfl,ilp,i + Ip,ilpfl,i) =0.
1<k<n 1<i<n
Esto prueba la proposicién. ]

5.1.2 El Operador Diferencial (),

Asumamos que n = 2¢. Miremos una descomposicién en espacios raices de so(n) relacionada
a los elementos Iy;, 1 <1i < k < n.
El subespacio generado

b= (I21, 143, -, T202¢-1) ¢

es una subdlgebra de Cartan de so(n,C). Para encontrar los vectores raiz es conveniente
visualizar los elementos de so(n,C) como matrices ¢ x ¢ de bloques 2 x 2. Entonces h es el
subespacio de todas las matrices diagonales de bloques antisimétricos 2 x 2. El subespacio de
todas las matrices A con un bloque Aj;, de tamafio dos, 1 < j < k < /, en el lugar (j,k) y
—A;k en el lugar (k,j) con ceros en todos los otros lugares, es ad(h)-estable. Sea

H=i(x1In+ -+ I’EIQE,QE—l) €bh.
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Entonces [H, A] = M\A si y solo si
wjiloj o5 1Ak — TpiAjplokok—1 = AAjg.

Salvo multiplos escalares esta ecuacién lineal tiene cuatro soluciones linealmente independi-
entes:

1 =+
Aji = <ii _;) con correspondiente A = F(x; + xy),

Aj = (:liz 3;1) con correspondiente A = F(z; — xp).
Sea €; € hx definida por €;(H) = z; para 1 < j < {. Entonces para 1 < j < k </, las

siguientes matrices son vectores raiz de so(2¢,C):

Xejver = Iok—1,25-1 — Tog2j — i(Jak—1,2j + Tok,2j-1),
X ej—e, = Iop—12j-1 — Dor2j +i(lak—125 + Iog25-1),
Xej—ep = ok—1,25-1 + Tog25 — i(Tak—1,2 — T2k,2j-1),

Xciver = Dok—12j-1 + Tok 25 + i(Lok—1,2j — Tok2j-1)-
Elegimos el siguiente conjunto de raices positivas
AT ={ejtep,ej—er: 1<j<k<{}

tenemos que el diagrama de Dynkin de s0(2¢,C) es Dy:

o
€r—1 — €&
o O ... O<
€1 —€2 €2 —€3 €¢—2 — €417
¢}
€r—1t+ €

Mirando los bloques 2 x 2, Aj;, de las diferentes raices raices, que son

1 — 1 4
X6j+5k = <—Z _1> ) X—Ej—ek = <l _1> )

1 9 1 —
Fema = (-i 1) ’ Xejter = (z 1 ) ’

es facil obtener las siguientes relaciones inversas

I2k71,2j71 = i(Xej—}—ek + X—ej—ek + Xej—ek + X—ej+ek)7
Iog,25 = %( = Xejrer = Xogjmep T Xejmep T X—€j+€k)’

Dpojo1 = §(Xejrer, = Xoejmep = Xejmep + Xocjhe,)

Ig-12j = §(Xejrer = Xogjmer + Xej—ep = Xoejer)-

De aqui sigue que

2 2 2 2 _
Lyj_19j-1 + oo + Lopoj—1 + Lop—125 =
1
LXera X+ X o Xerre + Xep oo X oren + Xt Xe,ep)-
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Por lo tanto

2 1
Qo = Z 13j0j-1+ 1 § : (XejrenXoej—ep T Xogjme Xe; e
1<j<t 1<j<k<t

+ XEj*EkX76j+6k + X*6j+€kX6j76k) .
Ahora usando las expresiones (5.2) y la tabla de multiplicar (5.1) obtenemos

[X€j+€k)X—€j—€k] = _47:(12j,2j—1 + IQk,Qk—l))
[Xe;—ers Xejren) = —4i(I2525-1 — Tok2k-1)-

Entonces (Q9y resulta

Qo = Z 1223‘723'—1 —2 Z (€= J)ilzj 251+ Z %(X—fj—kaffrfk + Xt Xej—ar)-
1<j<¢ 1<5j<¢ 1<j<k<t
(5.3)

5.1.3 El Operador Diferencial (9,

Ahora miramos la descomposicién en espacios raiz de so(n) relacionada a los elementos I,
1<i<k<ncuandon =2¢+1.

El subespacio generado

b= (o1, 143, -, Tap20-1) ¢

es una subdlgebra de Cartan de so(n,C). Para encontrar los vectores raiz es conveniente vi-
sualizar los elementos de so(n,C) como matrices (£ 4+ 1) x (£ + 1), con ¢ x £ bloques de 2 x 2
ocupando la esquina superior izquierda de las matrices cuadradas de tamano 2¢ + 1 y con la
ultima columna (respectivamente fila) hecha de ¢ columnas (respectivamente filas) de tamano
dos y un cero en el lugar (2¢+ 1,2¢+ 1). El subespacio de todas las matrices A con un bloque
Aj, 1 < j <k < ¥, en el lugar (j,k), con el bloque —A;k en el lugar (k,j) y con ceros en
todos los demads lugares, es ad(h)-estable. Ademads el subespacio de todas las matrices B con
una columna B; de tamano dos, 1 < j < ¢, en el lugar (j,¢ + 1), con la fila —B; en el lugar
(+1,7) y con ceros en todo el resto, es ad(h)-estable.

Por otra parte [H, B] = AB si y solo si

SCjiIQj’Qj,lBj = )\BJ

Salvo multiplos escalares esta ecuacién lineal tiene dos soluciones linealmente independientes:
B 1 :
i= 1 con correspondiente A = Fx;,

Sea € € h* definida por €(H) = z; para 1l < j < /. Entoncesparal <j <k </ly1l<r </,
las siguientes matrices son vectores raiz de so(2¢ + 1,C):

Xevep = Iok—12j-1 — Tog2j — i(Top—1,2j + Tor2j-1),

X ;e = lop—12j-1 — Dopoj +i(lop—125 + Iog25-1),

Xe;—ep = Ior—125-1 + Iog2j — i(Lox—1,2j — lor,2j-1), (5.4)

X e, = lop—12j-1 + Dopoj +i(lok—125 — Iog25-1), '
Xer = Ipn2r—1 — iIn,QTa

Xfer =Ip2r—1+ Z'In,2r-
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Elegimos el siguiente conjunto de raices positivas
A+:{er,6j+ek,6j—ek:1§r§€,1§j<k§€},

el diagrama de Dynkin de so(2¢ + 1,C) es By:

oO——0

€1 —€2 €2 —€3 €—1 — €& €¢

Mirando las columnas 2 x 1 de las distintas raices, que son

ne () wn()
es facil obtener las relaciones inversas siguientes
Inor—1 = 3(Xe, + X_,), Ingr = 5(Xe, — X_¢,).
De aqui sigue que
Ir%,2r—1 + Ig,2r = %(XGTX—G + X—erXEr) = _”27”,27‘—1 + X_¢, Xe,,

pues [ X, , X_¢.] = —2ils 2,—1. Por lo tanto tenemos que

Qar+1 = Z I} 4 Qu = Z (—ilor2r—1 + X, Xc,) + Q2.

1<j<2¢ 1<r<2¢
Y entonces
Quer1 = Y I3jnj1— Y (20— j)+ 1)ilyja1
1<j<e 1<j<e
== X == (5.5)
+ Z i(X*ijﬁkXﬁﬁﬁk + X*Gﬁkaﬁj*fk) + E X—er Xer-
1<j<k<e 1<r<2¢

5.1.4 La Base de Gelfand-Tsetlin

Sea Ty, una representacién unitaria irreducible de SO(n) con peso méaximo m y sea Vi, el
espacio de esta representacion. Los pesos maximos m de estas representaciones son dados por

los niimeros m = m,, = (M, ..., my,) tales que
Mip = Map = - 2 MyY—1pn = |07 sin =2/,
mananZZmZnZO Sln:2£+17

con mjy, todos enteros.

La restriccion de la representacién Ty, del subgrupo SO(2¢+ 1) al subgrupo SO(2¢) se des-
compone en la suma directa todos las representaciones Ty, m' = m,,_1 = (mj p_1,... s My p—1),
para las cuales las condiciones de entrelazamiento

M1 9041 = M120 = Mooyl = Moo = -+ 2 My el = My 2 = —My2pi1
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son satisfechas. Para las restricciones de las representaciones Ty, de SO(2¢) al subgrupo SO(2¢—
1) las correspondientes condiciones de entrelazamiento son

M0 > M120—1 > Moo > M gp—1 > -+ > My—12¢ > My—120—1 > |Me 20

Todas las multiplicidades en las descomposiciones son igual a uno (ver [VK92], pagina 362).
Si continuamos este procedimiento de restringir las representaciones irreducibles sucesiva-
mente a los subgrupos
SO(n —2) > SO(n—3) >--->S0(2)

finalmente obtenemos representaciones unidimensionales del grupo SO(2). Si tomamos un
vector unitario en cada una de estas representaciones unidimensionales obtenemos una base
ortonormal de la representacién espacio Vi,. Tal base es llamada a base de Gelfand-Tsetlin.
Los elementos de una base de Gelfand-Tsetlin {v(u)} de la representacién Ty, de SO(n) son

rotulados por los patrones de Gelfand-Tsetlin p = (my,, my—1,...,m3,my), donde las condi-
ciones de entrelazamiento son detalladas en el siguiente diagrama.
Sin=2(+1
min man cee mMyen —Myn
Min_1 . . Mpn1
/_L =
mis mas —mas
miq maq
mi3 —m13
mi2
Sin=2¢(
min man T my—1,n Myn
min-1 T te my—1n-1 —My—1n—-1
M =
mis mas —mas
miq maq
mi3 —mi13
mi2

La cadena de subgrupos SO(n—1) > SO(n—2) > --- > SO(2) define univocamente la base
ortonormal {v(u)} salvo miltiplos escalares de valor absoluto uno en los elementos de la base.

Primero tomemos n = 2¢. Para maniobrar con todos representaciones unitarias irreducibles
de SO(n), que contienen a un SO(n — 1)-tipo fijo m,_;, introducimos los pardmetros enteros
(w,r1,...,7¢—1) tomando:

Mip =W + M1 p1, donde w >0,
Mo =71 + M2 pn-1, donde 0 <7y <myp_1—mop_1,
My_1m =Tp—2 + Mg_10-1, donde 0<rp_o<my_9p-1—Mp—1,n-1,

My =T—1 — M1 n—1, donde 0 <711 <2my_1,-1.
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Ademés ponemos m = m, = m(w,r), w > 0y r € ) donde

Q= {I': (Tl,...,T’g_l) :0 S T’j S mj7n_1 —mj+17n_1 sil Sj S 5—2,
0<rp—1 <2my_1p_1}
Ahora hacemos una observacién importante: las representaciones irreducibles de SO(n — 2)

que aparecen como subrepresentaciones de la representacion irreducible de SO(n — 1) de peso
maximo m,_1 son ademas parametrizadas por el conjunto 2 en la siguiente forma:

mip—2 =51 +M2n_1, donde 0 <s1 <myp_1—mop_1,

Mo p—2 =82 +M3n_1, donde 0 < s9 <mgp_1—m3p_1,
My_2n—2 =Sg—2 +My_1pn1, donde 0 <sp_o<my_9p,-1—"M4—1n-1,
My 1pn—2 =Se—1— My_1pn-1, donde 0 < sp—1 < 2my—15-1.

Ademés ponemos t(s) = m,_s(s), s € Q. Si m,_; es el peso méximo de 7 € K, entonces
la descomposicién de V; en M-submddulos irreducibles, M = SO(n — 2), es la siguiente

Vo= @ V;:(s)

seq

5.1.5 Expresiones Explicitas para 7(Q,)

Ahora, dado m € SO(n) y v € Vy un vector peso méximo, por (5.3) y (5.5) podemos dar el
valor explicito de 7(Qy)v en términos del peso maximo de 7w, m = (mqy,ma, ..., my).

Corolario 5.2. Sea (w,V;) una representacion irreducible de SO(2¢) de peso mdzimo m =

(m1,ma,...,my). Entonces, siv es un vector peso mdzrimo de T tenemos que
(Qu)v =Y (—m3 —2(¢— j)m;) v. (5.6)
1<5<¢

Corolario 5.3. Sea (m,V;) una representacion irreducible de SO(2¢ + 1) de peso mdximo

m = (ml,mg, ... ,mg). Entonces, st v es a peso mdrimo de w tenemos que
#(Qup)v =Y (=mi = (2(t = j) + 1)m;) v. (5.7)
1<5<¢

5.2 El Operador Diferencial A

Miraremos con detenimiento el operador A definido por

n
_ 2
A=Y I
i=1

para asi estudiar sus autofunciones, autovalores y luego usarlo para poder entender las funciones
esféricas irreducibles de fundamental tipo asociadas al par (G, K) = (SO(n + 1),S0(n)).
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Proposicién 5.4. Sea G = SO(n+ 1) y K = SO(n). Consideremos el siguiente operador
diferencial en G invariante a izquierda

n
_§ : 2
A —_— In+17].
=1

Entonces A es ademds invariante a derecha por K.

Demostracion. Es suficiente probar que I.pvp_l(A) = 0 para todo 2 < p < n. Calculamos

n

Ipp-1(B) =) ([Ip,p_l, Ing1i ns1 + Ingajllpp-1s In+1,j])
j=1

= n+1,p—lln+1,p + In—i—l,pIn—i-l,p—l + Ip,n—‘,—l[n—l-l,p—l + In—l—l,p—llpm—&-l =0.

Esto prueba la proposicién. ]

Ademds observemos que

Qnt1=CQn + A (5.8)
Sea a(s) = exp slp41,, € A. Entonces
I, 1 0 0
a(s)=1|( 0 coss sins |, (5.9)
0 —sins coss

donde I,,_1 denota la matriz identidad de tamano n — 1. Ahora queremos obtener la expresién
de [A®](a(s)) para cualquier funcién suave ® en G con valores en End(V;) tal que ®(kgk') =
7(k)®(g)m (k") para todo g € G y todos k, k' € K.

Tenemos que
2

0
[1721+1,j<b](a(5)) =02 (a(s) exptlnig)|,_g
y usaremos la descomposicién G = K AK para escribir
a(s)exptly1j = k(s,t)a(s, t)h(s,t),

con k(s,t),h(s,t) € Ky a(s,t) € A. Si j = n tenemos a(s)exptl,+1, = a(s +t). Entonces
podemos tomar
a(s,t) =a(s+1), k(s,t) = h(s,t) =e.

Para 1 <j <n—1, cuando s ¢ Zr, podemos tomar

I 0 0 0 0
sin scost sint
0 vV 1—cos? scos? t 0 v 1—cos? scos? t 0
k(s,t) = 0 0 Infjfl 0 0 y
—sint sinscost
0 V1—cos? scos? t 0 v/ 1—cos? scos? t 0
0 0 0 0 1
I 0 0 0 0
sin s —cosssint
0 v1—cos? scos? t 0 vV 1—cos? scos? t 0
h(S,t) = 0 0 In—j—l 0 0 s
cosssint sin s
0 v 1—cos? scos? t 0 vV 1—cos? scos? t 0
0 0 0 0 1
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L1 0 0
a(s,t)=1 0 oS s cos t V1 —cos?scos?t | .
0 —v1—cos?scos?t CoS 5 coS t

Observemos que k(s,0) = h(s,0) = e y que a(s,0) = a(s). Entonces

2

1211,8](a(5)) = ok, )| Bla() + 20w (k(5,1)] & a(a(s, )]

0 0 0?
+ 2 (h(s, )| _ @(a(s)) 5 m(h(s,0)| _ + 55 Plals 1)
w22 a0(0.0)|_ Danis )| +(a(s) Trnis.n)|
ot —00t ot? ’

=0 t=0

t=0

t=0

Introducimos en el grupo abeliano A la coordenada x(a(s)) = tan(s) para —7/2 < s < 7/2.
Dado —oo < 2 < o0 el elemento

1,4 0 0
. 0 1 T
CL(CL‘) - V14z2 \/1{#132 ’
—x
0 V142 1+22

es el punto en A de coordenada x. Entonces sea
F(s) = ®(a(s)), para s € R.

De la igualdad cos s cost = 1/v/1 + 22 obtenemos

+v/1 — cos? scos? t

x(a(s,t)) - cos scost
y
0 s(a(s ) = sint B tant
ot +/1 — cosZ scos?tcosscos2t  xcos?scos?t’
de aqui
0
z(a(s,0)) = tans y &x(a(s,t))‘tzo =0.
Por lo tanto
9 (a(s t))( — F'tan )2 a(a(s t))‘ —0
at ’ _ 61; bl _ 9
y
12, 8)(a(s)) =5l 0)]_ Dals)) + 20m(k(s, )| lals) Lr(h(s,0)
+LJ ot " =0 ot T =0 ot " =0

2 2
+ gﬂé(a(s, t))‘t:0 + @(a(s))%w(h(s’ 1)

=0

Ahora obtenemos que

52 o tant 1 0 (F'(z) tant
B, = — | Fl(2)————— = 2.9 cos2 t )
o2 (a(s, 1)) L:o ot < () 2 cos? s cos? t) ‘t:O cos? s Ot < r  cos? t> =0

_ L (F’(z))

F'(tan s),

r=tans Sll’l S
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entonces
82 82
[1—721+1,j‘1’] (a(s)) :ﬁﬂ(k(s, t))‘tZOF(tan s) + F(tan s)@w(h(sj t))’t:o
+ 2gt7r(k(s, t))‘ _ F(tan s)aatﬁ(h(s, t))‘tzo + o F(tans)

Adems4s tenemos

0 0 1
g k,t‘ — (L ,t‘ w0,
8t7r( (5,%)) t=0 7r<8t (s )t:O) s1ns7T( 9)
Y 0 0
cos s
2 — (2 — ).
8t7r(h(8’t))‘t=0 W(@th(s’t)‘mo) sinsﬂ( 4)
Proposicién 5.5. Si A(s,t) = k(s,t) o A(s,t) = h(s,t), entonces tenemos
8%(r 0 A) C/OA] N2
ot? ’t:O N W(E‘t:o) '
Mds atin en cada caso, para 1 < j <n —1, tenemos
52 1 92 cos? s
G k(s t - (I, )2 —h,t’ - (1, )2
atQﬂ( (5,1)) t=0 sinzsw( )% 0t27r( (5,1)) t=0 sinzsﬁ( 4)

Demostracion. Para |t| suficientemente pequeno A(s,t) esté cerca de la identidad de K, i.e. de
la matriz I,,. Entonces podemos considerar la funcién

B(s,t)? N B(s,t)3 B

X(87 t) = log(A(S7 t)) = B(Sa t) - 9 3 R (510)
donde B(s,t) = A(s,t) — I,,. Entonces
; J
T(A(s,1)) = m(exp X (s,1)) = exp #(X (s,6) = 3 M
j>0 J:
Ahora derivamos con respecto a t para obtener
d(mroA) . /0X 1. (0X. 1. . (0X 1. (0X . 9
o = () + (G )70+ a0 () + a (T ) A0 (5.11)

+ ?},ﬁ(X)ﬁ(%);)ﬁ(X) + ?}!ﬁ(X)%(@;f) T

Como X(s,0) = 0, si derivamos (5.11) con respecto a t y evaluamos en (s,0) obtenemos

2 2
a(gtsA)‘to - #<86)15)2(’t0) + #<%):‘t0>2'
Para calcular 68)75(‘:&0 y 8;)2( o derivamos (5.10) y obtenemos
) 10(E) s () ()
Como B(s,0) = 0 tenemos
0X 0B 0A
W’t:O - E’t:O - E‘t:OI
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Y ademés
rx  _oaA (2
o2 li=o  Ot2 li=o ot li=0/

Ahora primero consideramos el caso A(s,t) = k(s,t). Un célculo directo nos lleva a

0 0 0 0 0
—sinssint sin’ s cos t
Ok 0 (1—cos? sf:os2 )3/2 0 (1—cos? sscos2 t)3/2 0
— =10 0 0 0 0],
ot 0 —sin?scost 0 —sinssint 0
(1—cos? s cos? t)3/2 (1—cos? scos? t)3/2
0 0 0 0 0
ok 1
en particular — n erivando una vez més con respecto a t y evaluando en t =
ticul 9 | = —1I, . D d toat luand t=0
t= sin s
%k 1
obtenemos w’t 0" snZs (E;j + Ey ). Entonces
0?A A 2 1 1,
ot? ‘t:o B (E‘t 0) B ~ sin? s(Ejj + Enn) = sin? SI”’j =0
Similarmente cuando A(s,t) = h(s,t) obtenemos
0 0 0 0 0
0 = sin s cos® s cos t sin t 0 — cos scostsin?® s 0
Oh (1—cos? scos? t)3/2 (1—cos? scos? t)3/2
— =10 0 0 0 0],
ot 0 cos s costsin? s 0 = sin s cos? s costsint 0
(1—cos2 scos2 t)3/2 (1—cos? s cos? t)3/2
0 0 0 0 0
0 CcoS s . ‘
en particular Frii ————1, j. Derivando una vez mds con respecto a t y evaluando en
t= sin s
0%h 2
t = 0 obtenemos @’t » Z?ITQ j (Ejj + En ). Entonces
0?A 0A 2 cos? s cos?s
ot? ‘t*O B (5 t:o) T T sin’s (Ejj + Enn) = sin? sIn’j =0
La proposiciéon ha quedado demostrada. O
Para j = n tenemos
9 0? 0?
L1 ®](a(s) = 55P(als) exptintin)| = 5P(a(s+1)| .
ot t=0 Ot t=0
Luego z(a(s +t)) = tan(s + t), de aqui
O wlals +1)) = Ftan(s + 1)
S _— n(s
ot cos?(s +1t) ’
2 .
1 sin s
—® t = F"(t 2 F'(t :
o2 (a(s +1) t=0 costs (tan(s)) + cos? s (tan s)



88 CAPITULO 5. FUNCIONES ESFERICAS EN LAS ESFERAS S”

Corolario 5.6. Sea ® una funcion suave de G que toma valores en End(Vy) tal que ®(kgk’) =
7w (k)®(g)m (k") para todo g € G y todo k, k' € K. Entonces, si F(s) = ®(a(s)) tenemos

n—1 2sins

n—1
AD = F(t < )F/t Pt
[A2](als)) cost s (tan 5) + sin?s  cos3s (ans)+ sin” s e ;W
b S b Gans) — 22255 5 (1) Plean )i
an s) an s i).
sin? s 4 g s1n S ﬂ T

1 =1

<.
Il
<.

Corolario 5.7. Sea F(s) = ®(a(s)), donde ® es una funcidn esférica irreducible en G de tipo
m € K. Entonces

—1

1 Y (n—1+22%)(1+2%) l—i-a: s
(1+x2)2F (z) + 22 F(x) ZW nj)

7j=1

/[ o5 n—1 n—1
pVita? > it (In ) F ()i (In;) (x) Y #(I

x2 4
7=1 7j=1
para algin A € C.

Corolario 5.8. Sea F(s) = ®(a(s)), donde ® es una funcion esférica irreducible en G de
K -tipo trivial. Entonces

1 (n—14223)(1+ 22)

/"
(1+ xQ)QF (@) + z?

Fl(z) = AF(z),
para algin A € C.

5.2.1 Nueva Coordenada en A

Tomemos en A la coordenada x(a(s)) = s. Entonces tenemos z(a(s,t)) = arccos(cos s cost)

o w(a(s.)) = cosssint
ot V1 —cosZscos2t
De esto obtenemos
a 82 COS s
&x(a(s’m’tzo =0y @x(a(s,t))’tzo "~ sins’
Entonces
0 1oy 9
Gidlals. )| _ = Fs) gralals. )] _ =0,y
82 COss _,
S0la(s )| = S0F ()

Como z(a(s +t)) = s + t obtenemos

12, . 0)(a(s)) = 2 d(als)expthunrn)| = 2 (a(s +1))
+1n o2 el T 982 t=0
2
gﬁF(S + t)‘t:O = F(s).

Ahora obtenemos



5.2. EL OPERADOR DIFERENCIAL A 89

Corolario 5.9. Sea ® una funcion suave en G con valores en End(V;) tal que ®(kgk') =
7 (k)®(g)m (k") para todo g € G y todos k, k' € K. Entonces, si F(s) = ®(a(s)), tenemos

1 n—1
AD —F" _ ) w(I,,1)2F
(89](as)) =F"(5) + (n— 1) <s>+smgsjzlw< 23 PF(5)
5 COSS il cos? s il
—— Y (I (I j) + ——5—F(s) Y 7(In;)*.
sm s sin® s ot

Corolario 5.10. Sea ® una funcion esférica irreducible en G de tipo ™ € K. Entonces, si
F(s) = ®(a(s)), tenemos

coS § R . coss ~2 . .
F'(s)+(n—1)=——F'(s) + — T(In )2 F(s) = 2——— Y #(In;)F(s)7(In;)
sin s sin? s = sin” s
cos? s ol
c 02 F ) W(In,j)Q - )\F(S),
sin” s

para algun A € C.
Corolario 5.11. Sea ® una funcion esférica irreducible en G del K-tipo trivial. Entonces,
para F(s) = ®(a(s)) tenemos

F'(s) + (n—1)

SR F(s) = AF(s),

sin s
para algin A € C.

Hacemos el cambio de variables y = (14cos s)/2. Entonces coss = 2y—1, sin? s = 4y(1—y)

y % _ sms . Si ponemos H(y) = F(s) obtenemos
.2
sms si- s COs S
Fl(s) = ——-H'(s),  F(s) = ——H"(y) = ——H'(y)-

En términos de esta nueva variable, el Corolario 5.10 resulta

Corolario 5.12. Sea ® una funcion esférica irreducible en G de tipo ™ € K. Entonces, si
H(y) = ®(a(s)) cony = (1+ coss)/2, tenemos

n—1
y(L— y)H" () + 5n(1 — 2)H'(y) + 4y(11_y) S w2 H(y)
j=1

(1-2) . . (1—2y =

para algin A € C.

Notemos que para cualquier y € [0, 1] la funcién H(y) es escalar cuando se restringe a un
M-médulo, ver Proposicion 2.2. Por lo tanto, si m es el nimero de M-moédulos contenidos en
(V, ), podemos interpretar la ecuacién diferencial del Corolario 5.12 como sigue

V(1= )" (4) + 501 = 20) ') + =M H ()
(1-2y) (1-2y) _
+mMH(y) + mNQH(y) = AH (y),
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donde M, Nj y Ns son matrices de tamano m x my H : [0,1] — C™ es la funcién vectorial
dada por la funcién matricial (que toma valores de matrices diagonales) H.

Maés atin, como Z;L;ll Iij = @Qn — Qn—1 por la Proposicién 5.1 tenemos que Z?;ll Iij €
D(SO(n—1))5°=1) por lo tanto Z;‘:—ll 7(I,,;)? es escalar cuando se restringe a un M-médulo.
De alli, Ny = N» y la ecuacién de arriba es equivalente a

(1-2y)2+1
4y(1 —y)

donde N es una matriz diagonal de tamano m x m. En las siguientes secciones encontraremos
las expresiones explicitas para M y N.

y(1 —y)H" (y) + g(l —2y)H'(y) + NH(y) = \H(y) (5.12)

Observacion 5.13. Es importante notar que por (5.7) y (5.6) podemos inmediatamente obte-

ner cada entrada de la matriz diagonal N, ya que Z?:l 1121+1,j = Qn+1 — Qn-

5.2.2 K-Tipo Trivial

Para el caso particular del K-tipo trivial tenemos

Corolario 5.14. Sea ® una funcion esférica irreducible en G de K-tipo trivial. Entonces, si
H(y) = ®(a(s)) cony = (1 + coss)/2, tenemos

y(L—y)H"(y) + %n(l —2y)H'(y) = AH(y),
para algin A € C.
Observemos que cuando n = 1 el Corolario 5.11 nos dice
F"(s) = \F(s),

lo cual es satisfecho por las funciones esféricas F(s) = e’** de S', con A\ = —k2.
Ademas cuando n = 2 el Corolario 5.14 nos dice

y(1 —y)H"(y) + (1 — 2y)H'(y) = AH (y).

Las soluciones acotadas en y = 0, salvo miltiplos escalares, son oF (—k, k+1,1;y), para k € Np.
Como el polinomio de Legendre de grado k es dado por

Ao =i T ae).

obtenemos que F(s) = Py(cos s).

5.3 Los K-Tipos M-Irreducibles

Sea K = SO(n) con n = 2( 4+ 1y sea m;,, = (M1n,...,My,) un K-tipo tal que Vi, es irre-
ducible como M-médulo, con M = SO(n—1). Los pesos maximos m,_; de los M-submddulos
de Vi, son aquellos que satisfacen las siguientes relaciones de entrelazamiento
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min man : myen —Myn
min—1 : : myn—1
Como Vi, es irreducible como M-mddulo sigue que mq,, = --- = my, = 0. La reciproca es
cierta también, por lo tanto Vi, es M-irreducible si y solo si es la representacion trivial.
Sea K = SO(n) con n = 2¢ y sea m,, = (Mmp,...,myp,) un K-tipo tal que Vi, es irre-
ducible como M-médulo. Los pesos maximos m,,_; del M-submédulos de Vi, son aquellos que
satisfacen las siguientes relaciones de entrelazamiento

Min man T my—1n Myn
min—1 T T my—1n—1 —My—1n-1
Como Vi, es irreducible como M-moédulo sigue que mi, = -+ = mMy_1, =Py Myp =p — J
con 0 < j < 2p, pues my_1, > |men|. Esto implica que Mip—1 = " = My_2p_1 =PpYy

My—1,n—1 =¢q conp>q>mix{p—j,j—p} Entoncessi0<j<ptenemosp>qg>p—jy
por irreducibilidad tenemos j = 0. Similarmente si p < j < 2p tenemos p > q¢ > j — p y por
irreducibilidad tenemos j = 2p. Por lo tanto m,, = (p,...,p) = 2pa o m,, = (p,...,p,—p) =

2p0.
La reciproca es cierta también, por lo tanto Vi, es M-irreducible si y solo si m, = 2pa o
m,, = 2pf para cualquier p € N.

Si @ es una funcién esférica irreducible en SO(n+ 1) de tipo 7, con peso maximo m,, = 2pa
o m, = 2pf3, entonces por el Corolario 5.12 obtenemos que la funcién asociada H satisface

n—1
y(1 = ) H"(y) + £(1 — 29)H'(3) + 1;3’ S () H(y) = \H(y).
j=1

Para calcular Z?;ll 7(Inj)? escribimos Z?;ll (L) = 7(Qn — Qn-1)-
Primero consideramos m,, = 2pa. Si v € Vi, es un vector peso maximo, entonces
T(Qn)v = —pl(p+ £ — 1)v,
T(Qn-1)v =—p(l = 1)(p+ £ —1)v,

ver (5.6) y (5.7). Por lo tanto

n—1
7(I;)*0 = —p(p + £ — 1)v.
=1

<

Ahora consideramos m,, = 2p(3. Si v € Vyy,,, es un vector peso méaximo, entonces 7(Qy)v =
—2pl(p+L—1)vy 7(Qn-1)v=—2p(¢ —1)(p+ ¢ — 1)v como antes pues en ambos casos m,_1
es el mismo.

Por lo tanto si m,, = (p,...,p,+p) tenemos

n—1

> #(Inj)*v = —p(p+ £ — ),
j=1

De alli, si ® es una funcién esférica irreducible en SO(n + 1), n = 2¢, de tipo m, =
(p,...,p,£p) € C’, entonces la funcién escalar asociada H = h satisface

y(1— g)"(y) + (1 — 29)'(y) - PPTE ‘y”“ “Yh(y) = Ay). (5.13)
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Ahora computamos el autovalor A correspondiente a la funcién esférica de tipo w € Sb(%),
de peso méximo m, = 2pa, asociada a la representacién irreducible 7 € SO(2¢ + 1), de peso
maximo my,+1 = (w,p,...,p) € C'. Siv € Vi, ., es un vector peso méaximo, entonces por (5.7)
tenemos

F(Qni1)v = — (ww+20—1) +p(l —1)(p+£—1))v,
Si v € Vi, es un vector peso maximo, entonces por (5.6) tenemos
HQu)v = #(Qu)v = —pl(p+ £ — 1.
Como A = Qnt1 — Qn sigue que
A=—ww+20—1)+pp+L-1).
Para resolver (5.13) escribimos h = y® f. Entonces obtenemos

y(1 =)y f" + 2a(l —y) +£(1 = 2y)y* f + (a(a = 1)(1 - y)
+o(l—=2y) —pp+L— 1)1 —y) y* " f = M f.

Entonces la ecuacién indicial es a(aw — 1) +la —p(p+ £ —1) =0 y a = p es una solucién. Si h
es solucion de (5.13) tomamos h = yP f, entonces obtenemos que f es solucién de

y(L =)+ o+ L =20+ Oy)f — plf = \f.
Si reemplazamos A = —w(w + 2¢ — 1) + p(p + ¢ — 1) obtenemos
yI=y)f"+ @+ L=20+0y)f —(p—w)2l+p+w-1)f =0.
Seaa=p—w,b=20+p+w—1,c=2p+ ¢ entonces la ecuacién de arriba resulta
y1—y)f"+(c—Q+a+b)y)f —abf =0.

Un sistema fundamental de soluciones de esta ecuacién alrededor de y = 0 estd dado por
las siguientes funciones

a,b l—c a—c+1,b—c+1
2Fl< c ’3/), Yy 2F1< 2 _¢ Yyl -
Como h = 4P f es acotada en y = 0 sigue que

o p—w,20+p+w—1
h(y) = uy 2F1< 2t € by

donde la constante u es determinada por la condicién h(1) = 1.

Observacion 5.15. Sea hy, = hy(y), w > p, la funcién h de arriba. Entonces hy, es polinomio
de grado w. Mads aun, observemos que la funcion yP usada para hipergeometrizar (5.13) es
precisamente hy.
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Ahora computamos el autovalor A correspondiente a la funcién esférica de tipo m,, = 2pg3
asociada a una representacion irreducible 7 de SO(n+1) de peso maximo m,,+1 = (w,p,...,p) €
C’. Si v € Vin,,, €s un vector peso méximo, obtenemos 7(Qn+1)v = —(w(w + 2¢ — 1) + p(£ —
L(p+¢—1))w.

Si v € Vi, es un vector peso maximo, entonces 7(Q,)v = —pl(p + ¢ — 1)v como arriba,
pues Q,v no depende del signo de m,,. Como A = @Q,,+1 — Q,, ademds tenemos

A=—ww+2(—-1)+pp+L—1).
Por lo tanto tenemos probado el siguiente resultado.

Teorema 5.16. Las funciones escalares H = h asociadas a las funciones esféricas irreducibles
de SO(n + 1), n = 2¢, de SO(n)-tipo m,, = (p,...,p,£p) € C¢, son parametrizadas por los
enteros w > p y son dadas por

— 20 -1
hw(y):uyp2F1<p w,20+p+tw ) )’

2p+ 4 ’

donde la constante u es determinada por la condicion hy, (1) = 1.

5.4 El Operador Diferencial A para K = SO(2/)

Queremos encontrar una expresion méas explicita de la ecuacién diferencial

ooy 4 L : .
y(L=y)H" (W) + gn(l = 2)H'(W) + 2 7(Ing)*H(y)
(1-2) =, ICEE )T < SN
Qy(l o y) P W(L’LJ)H(y) ( n,g) 4y(1 - y)H( )]z::I (In1j> - AH(:U)’

dada en el Corolario 5.12 para el caso en que la representaciéon m € SO(n) es fundamental y n
par; ver ademds (5.12) y Observacién 5.13.
Los pesos fundamentales de so(2¢, C) son

)\p:)\sp—ep+1:€1+"‘+6p7 1<p</t-2
)\g,1 = %(614‘"'4‘6571—65),
Ae=%(61+---+ezf1+6£)~

Por lo tanto los pesos méximos de s0(2¢,C) son combinaciones lineales enteras no negativas

A=q A1+ -+ @A
=@+ + a2+ 5(@-1+a))ea+(@+ -+ a2+ i@ +a)e
+ o (g2 4 3(qe—1 + o)) ee—2 + 5(qe—1 + @e)ee—1 + 5(qe — qo—1)er
Sea mj = q; + - qi_o+ 3(q—1 +q) para 1l < j < £ —2y my_1 = S(q-1+ @), m¢ =

%(qe — qe—1). Entonces A = mye; + - -+ + myep, donde my, ..., my son todos enteros o todos
medio enteros, y my > mg > --- > my_1 > |my|. La reciproca también es cierta.
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Ahora observemos que los m;’s son todos enteros o todos medio enteros si y solo si gr—1 —q¢
es, respectivamente, par o impar. Las representaciones irreducibles de dimensién finita de
SO(2¢) son aquellas cuyos pesos maximos A tienen todos los m;’s enteros. Entonces asumiremos
que ge—1 — q¢ es par. Sea wj = € +---+¢ paral < j < /L—-1, 20 =€ +---+ey
20 =¢€1+ -+ €p_1 — €. Siqp_1 > qp tenemos

A= qwi + -+ qowi—s + LL(26) + quwe—s.
Si g¢ > qe—1 tenemos
A=quwi+ -+ qeoowe—s + qrorwe1 + 551 (20).

Por lo tanto los pesos maximos de las representaciones irreducibles de dimensién finita de
SO(2¢) pueden ser escritas de una unica forma como una combinacién lineal entera no negativa:

A=ajwr + - +awi—1 + a(2) o A=ajwi + -+ ap_qwe—1 + ag(20).

Estamos interesados en calcular la expresién explicita de M en (5.12), i.e. queremos

calcular
1

(L) Pt (Ing) Vi oy = Ax.8) Ty
1

n

<.
I

para cualquier representacién irreducible de dimensién finita 7 de K = SO(n) y r,s € Q. En
esta seccidén tomamos n = 2¢ y trabajaremos con las representaciones fundamentales de K:
aquellas de pesos maximos wi,...,wp_1.

Comenzamos con el K-médulo estandar V. El vector e; — ies es el tinico vector dominante
salvo multiplicidad, y su peso es €;. Entonces V' es un K-médulo irreducible de peso maximo
wi = (1,0,...,0) € C*. Entonces V es la suma de dos M-submédulos, M = SO(n — 1), es-
pecificamente V' = V@ Vi de pesos méximos t(0) = (0,0,...,0) € C~ !y t(1) = (1,0,...,0) €
C*~1, respectivamente. El subespacio generado por e, coincide con Vi y Vi es el subespacio
generado por {ej,...,e,_1}. Claramente e, es un M vector peso méximo en Vy y €] — iey es
un M vector peso maximo en V.

Sea 1 < j <n—1. Tenemos

—ep, st 1 =7,
7T(Inj)e; =S 0 si i#£j, 1<i<n-—1, (5.14)
€ st 1 =n.

Para obtener A(0,0) es suficiente calcular Z?:_ll 7 (L) Po7t(Inj)en. Tenemos 7 (1,j)e, = ej,
por lo tanto Py (I,j)e, =0y A(0,0) = 0.

Para obtener A(0, 1) es suficiente calcular Z?;ll 7 (L) Pr7c(Inj)en. Tenemos 7 (1,j)e, = ej,
por lo tanto Pi7(In;)e, = €; y 7(In;)Pit(Inj)en = —ey. De alli A(0,1) = —(n — 1).

Similarmente, para obtener A(1,0) es suficiente calcular Z;:ll 7 (1) Po7t(Inj)e1. Tenemos
ﬁ([n]‘)el = —51jen, por lo tanto Pm'r([nj)el = —51jen y fr([nj)Pofr(Inj)el = —(51jej. De alli
A(L,0) = —1.

Ademés es claro ahora que Z;:ll 7T (In;) Prit(In;)e1 = 0, de aqui A(1,1) = 0.
Por lo tanto cuando 7 es la representacion estandar de K tenemos

e S T
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Ahora consideraremos el K-médulo AP(V) para 1 < p < ¢ — 1. El vector (e; — iez) A
(e3 —ieq) A -+ A (egp—1 —iegp) es el tnico vector dominante salvo multiplicidad, y su peso es
wp=(1,...,1,0,...,0) € C* con p unos. Entonces A?(V) es la suma de dos M-submédulos,

AP(V) = AP~ (V) Ae, @ AP(V7),

de pesos maximos t(0) = (1,...,1,0,...,0) € C~! con p—1 unos, y t(1) = (1,...,1,0,...,0) €
C*! con p unos, respectivamente. Es ficil ver que (€1 —ies)A(eg—ies)A- - -A(ezp_3—ies—2)Aey,
es un M vector peso maximo en AP~H (Vi) Ae, y que (e —iez) A(ez—ies) A---A (e2p—1 —iegp)
es un M vector peso méaximo en AP(V}).

Para obtener A(0,0) es suficiente calcular

i
L

W(In])Poﬂ'(InJ)(el NeerANep 1 A en).
1

.
Il

Tenemos (I )(€1 A - ANep_1 Ne,) =€ A--- ANep_1 Aej, por lo tanto Poit(Ly;)(er A--- A
ep—1/Ne,) =0y A0,0) =0.
Para obtener (0, 1) es suficiente calcular

i
L

W(In])Plﬂ'(InJ)(el NeerNep 1 A en).
1

.
Il

Tenemos

sil<j<p-1,

Piic(Inj)(e1 A Nep_1 Aey) =
(Inj)( P ") etN---ANey 1 Ae; sip<j<n-—1

Por lo tanto tenemos 7 (1y;)Pi(Lyj)(e1 A--- Nep_1 ANey) =

—e1AN---ANep_1Ney p<j<n-—1

De alli A\(0,1) = —(n —p).
Similarmente, para obtener A(1,0) es suficiente calcular
n—1
ﬁ(Inj)POﬁ'(In')(el VANREIVAN ep).
=1

<

Tenemos

—eiN---ANe, N---Ney sil <j<np,
0 sip+1<53<n—-1,

#(In)(eL A - Aey) = {

donde e,, aparece en el lugar j. Por lo tanto

1<) <p,

) ) —ei AN---Ne
ﬂhﬂRﬂUmeA~~A%):{o ’ p+1<j<n-—1

De alli \(1,0) = —p.
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Ademds es claro ahora que Y77, L7t (Inj) Pri(Ing) (€1 A -+~ Aep) = 0, de aqui A(1,1) = 0.
Por lo tanto, cuando 7 es la representacion estandar de K en AP(V), 1 < p < n—1, tenemos

(A(r, 8))omect = ( 0 ore ”) |

-p

Por lo tanto, en esta situaciéon tenemos una versién mas explicita del Corolario 5.12; ver
(5.12) y Observacién 5.13.

Corolario 5.17. Sea ® una funcion esférica irreducible en G de tipo w € Sb(n), n=20. 5iel
peso mdzimo de 7 es de la forma (1,...,1,0,...,0) € Ct, con p unos, 1 <p < {—1, entonces
la funcién H : [0,1] — End(C?) asociada a ® satisface

_ 2
y(1—y)H" (y) + %n(l —2y)H'(y) + -2y +1 (pB” 0 > Hy)

4y(1 —y) -
(1 B 2y) p—n _
‘f‘m (_Op 0 >H(y) = \H (y),

para algin A € C.

5.5 El Operador Diferencial A para K = SO(2¢+ 1)

Queremos encontrar una expresion mas explicita de la ecuacion diferencial

n—1
W=D+ 500 =20 0) + iy 3 # (0O
j=1
(L=29) S~ (1-29)2
(1 = y) 2 T ORI + L 576 3 #T) = M)

dada en el Corolario 5.12 para el caso en que la representaciéon = € SO(n) es fundamental y n
impar; ver ademds (5.12) y Observacién 5.13.
Estamos interesados en calcular

1

(L) Pott (Ing) iy = Ax.8) Ty
1

n

.
Il

para cualquier representacién irreducible de dimensién finita 7 de K = SO(n) y r,s € Q. En
esta seccion tomamos n = 2¢+ 1 y trabajaremos con las representaciones fundamentales de K,
aquellas de pesos méaximos

Ap=€1+-+¢, 1<plL

El caso Ay es particularmente diferente a los otros, y lo trataremos posteriormente por separado.
Consideremos el K-médulo AP(V) para 1 < p < ¢ — 1. El vector (e; — iez) A (e3 —

ieq) A\ -+ A (egp—1 — i€p) es el tnico vector dominante salvo multiplicidad, y su peso es w), =

(1,...,1,0,...,0) € C’ con p unos. Entonces AP(V) es la suma de dos M-submédulos,

AP(V) = AP (V) Ae, @ AP(V7)
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de pesos maximos t(0) = (1,...,1,0,...,0) € C*~! con p—1 unos, y t(1) = (1,...,1,0,...,0) €
C*~! con p unos, respectivamente. Es ficil ver que (€1 —ieg)A(e3—ies)A- - -A(ezy_3—iey 2) ey,
es un M vector peso maximo en AP~L(V)) Ae, y que (e1 —iea) A(e3—ies) A« -+ A (ezp_1 —iezp)
es un M vector peso maximo en AP(V7).

Para obtener A\(0,0) es suficiente calcular

i
L

ﬁ([nj)Poﬁ'<Inj)<el AN Nepa A en).
1

<.
Il

Tenemos w(Iy;)(e1 A---Nep_1 ANey) =€l A---ANep_1 Aej, por lo tanto Por(Iyj)(er A--- A
ep—1Ne,) =0y A(0,0) =0.
Para obtener (0, 1) es suficiente calcular

i
L

ﬂ'(Inj)Plﬂ'(Inj)(el Ne-ANep_1 A en).
1

<.
I

Tenemos

Plﬂ(Inj)(el/\-~-/\ep_1/\en) = . ]
etN---Ney_1Nej sip<j<n-—1L1

Por lo tanto (1) Pi7t(In;)(€e1 A= Nep_1 Aey) =

0 sil<j<p-1,
—e A---Nep,_1ANe, sip<j<n-—1
De alli A(0,1) = —(n — p).
Similarmente, para obtener A(1,0) es suficiente calcular

n—1

> it (Inj) Poit(Inj)(e1 A -+ Aep).
j=1

Tenemos que w(Ip;)(er A--- Aep) =

—er AN~ ANey N---Ney sil<j<p,

0 sip+1<53<n—1,
donde e,, aparece en el lugar j. Por lo tanto

—e A---Ne, sil<j<p,

(m)o(m)(l P) {0 sip+1<j3<n—-1.

De alli A\(1,0) = —p.
Ademis es claro ahora que E?:_ll (L) Prc(Inj) (€1 A--- Aep) =0, de aqui A(1,1) = 0.
Por lo tanto, cuando 7 es la representacién estandar de K en AP(V), 1 < p <n — 1, tenemos

(A(7,5))o<r,s<1 = < 0 pg”) :

-D

Entonces, en esta situacién tenemos una versién mas explicita de Corolario 5.12; ver (5.12)
y Observacién 5.13.
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Corolario 5.18. Sea ® una funcion esférica irreducible en G de tipo w € Sb(n), n=20+1.
Si el peso mdzimo de w es de la forma (1,...,1,0,...,0) € C*, con p unos, 1 < p < £ —1,
entonces la funcion H : [0,1] — End(C?) asociada a ® satisface

_ 2
y(1—y)H"(y) + %n(l —2y)H'(y) + -2y +1 (pB" 0 ) Hy)

4y(1—vy) P
(1 B 2y) p—n o
o —y) <—0p 0 )H(y) = AH(y),

para algin A € C.

5.5.1 Cuando el K-Tipo Fundamental tiene Peso Maximo )\, = (1,...,1) € C

Ahora consideramos el K-médulo irreducible AY(V). El vector v = (e; — ies) A (e3 —
ieq) N+ A (egp_1 — iegy) es el tnico vector dominante salvo multiplos escalares, y su peso es
A =(1,1,...,1). Entonces A“(V) es la suma de tres M-médulos,

AY(V) = Voo @ AT (V) Nen @ Vg (5.15)

de pesos maximos t(1) = 2a = (1,...,1), t(0) = (1,...,1,0) y t(-1) =26 = (1,...,1,-1),
respectivamente.
Los vectores

v =(e1 —iez) A (e3 —ieq) A+ A (ex_1 — i€9y),
vy = — (e1 — ieg) A\ (63 — i64) A A (e%_g — ’L'egg_g) N €n,
V_1 :(e1 — iEQ) A (e3 — ie4) VANRRIVAY (egg_l + Z'e%),
son M vector peso maximo en Va,, en A1 (V) Ae, y en Vag respectivamente. Ademds,
llamemos P, Py y P_1 a las respectivas proyecciones en Vs, AK*I(V) N ep y Vog, de acuerdo

a la descomposicion (5.15).
Sil<j </ entonces

0 sik # 7,

(In,2j-1)(€25—1 — i€2)) = {_e sik =
n - J

, _ 0 sik+j,
7(In25)(€2k—1 — t€2)) = { 7

e, sik=yj,

por lo tanto, es facil ver que Poi(In2j—1)vo = Po(In2j)vo = 0y que Perr(Ip2j—1)vs =
Pyir(In25)vs =0 cuando s # 0 y r # 0; i.e.

A(0,0) = A(=1,—1) = A(1,—1) = A(1, —1) = \(1,1) = 0.
Mas aun, es facil ver que, para 1 < j7 </ yrigual a1l o —1, tenemos
#t(In2j-1) Poit(In.2j—1)vr + 7 (In2;) Poit(In.2j ) vr = —vx,
entonces A(—1,0) = A\(1,0) = —¢. Por lo tanto, solo resta estudiar

7 (In,2j—1) Ps(In,2j—1)v0 y 7 (In,25) Ps (In,25)vo,
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paral <j</fys=1,-1.
Primero miramos las expresiones de X .. .v1 € Voo ¥y X ¢, 1,01 € Vag (ver (5.2)).
Tenemos

T (Xocj—z,) (€251 — i€j) A (€20-1 — €20)) = di(e2j-1) A (€27) + di(€20-1) A (€20)
= 4i ((ezj—1 — ie2;) A (eg5) + (e2r—1 — ie2) A (e20))

7 (X _e,4e,) ((e2j-1 — i€2j) A (€201 + i€2¢)) = di(e25-1) A (€27) — 4i(€20-1) A (€20)
)A(

= 4i ((egj—1 — iegj) A (ez;) — (ege—1 + iez) A (e2r)) .

Por lo tanto, para 1 < j < £,

T (X_ej—e,) v1 =4i((€1 —i€2) A+ A (€20—1)—1 — 1€2(1—1)) N €2;
+ (e1 —iex) Ao A (egj_3 —iegj_2) A (eg—1 —i€2) A (€2j41 — i€2j12)A
A (€2(0—1)—1 — i€2(0-1)) A €2¢),
0 (X_aj+ae) v_1 :4i((e1 —ieg) A A (€—1)—1 — i€(s_1)) N €2
— (e1 —ieg) A+~ A (egj—3 —ie2j_2) A (€g—1 — iegq) A (€241 — i€2j42)A

A (€3(0-1)—1 — i€2(0—1)) N €2).
De alli, para 1 < j < 4,
7 (Inz2j)vo = (€1 — i€2) A -+ A (€g(p-1)—1 — i€2(0-1)) N €25
= _?i (7 (Xejmee) V1 + 7 (Xgjhe,) v-1)
7 (In,2j—1)v0 = (€1 — i€2) A~ -+ A (€(p—1)—1 — i€2(¢-1)) N €251

(e1 - Z'eg) VANREIVAN (62(5_1)_1 - iQQ(g_l)) A iegj
= % (7‘7 (X—Sj—az) v+ 7 (X_5j+5€) 1)_1) )

y para j = £ tenemos

7 (In20)v0 = 55 (—v1 +v-1), 7 (In20-1)v0 = 3(v1 +v_1).

De alli, para 1 < j < ¢,

T (Ingj—1) Prit (Ingj—1) vo = 37 (In2j—1) 7 (stj—sg) U1
L((e1 —iey) A (=en) A A(egp—1)—1 — i€a—1)) N €2
L((e1 —iey) “Negi A A (ey—1y—1 — i€0—1)) A €n,
7 (In,2;) Puit (Inj2j) vo = Z7 (Inj2j) (X_gj_gz) U1
=3((e1 —iea) A+ Aegj g A-ee A (€a(0—1)—1 — 1€200-1)) N (—€n)

= —%((el — Zeg) Ao Negj1 N+ A (eg(g_l)_l — iEQ(g_l)) N €en,
y entonces, para 1 < j < £,

7 (In2j—1) Pt (In2j—1) vo + 7 (In,25) vo P17 (In,25) vo = —5o-

D=
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Por lo tanto, como

7t (In,2e) Prc(Inae)vo = =57 (In,20) v1 = — o,
7 (In,201) Pr(In 201)v0 = 57 (In201) v1 = =500,
tenemos que
{41
20.1) = —— =
(0,1) 5
De manera andloga también se obtiene que
(+1
20, —1) = ———
(0,-1) 5
De alli
0 — 0
(A(r,8))—1<rs<1 = —“Tl 0 _HTl
0 —L 0

Entonces, en esta situacién tenemos una version mas explicita de Corolario 5.12; ver (5.12)
y Observacion 5.13.

Corolario 5.19. Sea ® una funcion esférica irreducible en G de tipo w € Sb(n), n=20+1.
Si el peso mdximo de 7 es de la forma (1,...,1) € C*, entonces la funcion H : [0,1] — C3
asociada a © satisface

_ 2 _
VL= H )+ (1= 2+ O (g

4y(1 —y) 0 0 —¢
(-2 ( 2’ P

ot (LB 1) () = M ()
2y(1 —y) o2 ¢ 02

para algin A € C.

5.6 Las Funciones Esféricas de K-Tipos Fundamentales

Como ya mencionamos, tanto para n par como para n impar, las representaciones irre-

ducibles de peso méximo (1,...,1,0,...,0) son representaciones fundamentales. La tnica
representacion fundamental no comprendida entre éstas es la de peso maximo (1,...,1), la
cual tiene lugar solo cuando n es impar.

Sea n = 2/, las funciones esféricas irreducibles de K-tipo m,, = (1,..., 1,0,...,0) € C*,
con p unos 1 < p < £ — 1, son aquellas asociadas a las representaciones irreducibles de G de
pesos méaximos de la forma my,1 = (w+1,1,...,1,4,0,...,0) € C! tales que § =0, 1.

Ahora consideremos el K-mdédulo AP(C") el cual tiene peso maximo my,.
Para w = 0 y § = 0 consideramos el G-médulo AP(C™"1) cuyo peso méximo es my,.1, y
tenemos la siguiente descomposiciéon en K-mddulos

AP(C™hH) = AP(C™) @ APH(C™) A ey,
donde AP(C™) es la suma de dos SO(n — 1)-mddulos:
AP(C") = AP(C™ Y @ AP7H(C™) A ep.
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Observemos que

a(s)(et A---Nep_1Ney) =er A---Nep_1 A(cosse, —sinse, )

=coss(e; A---ANep_1 Aey) —sins(er A Aep_1 Aeptr).

De alli, si ®g es la funcién esférica asociada a las representaciones irreducibles de G' de peso
méximo my, ;1 = (1,1,...,1,6,0,...,0) € C* con § = 0, tenemos que

Dp(s)(e1 A---Nep_1 Nep) =coss(erA---Nep_1 Aep).

Ademsds tenemos que a(s)(e; A---Aep) = e A--- Ae,. Entonces la funcién vectorial Fy(s)
dada por la funcién esférica irreducible = ®¢(a(s)) es

pb@)::<“f5>.

Para w = 0 y 6 = 1 consideramos el G-médulo AP+ (C"*H1) cuyo peso maximo es m,, 11, y
para 1 < p < £ — 1 tenemos la siguiente descomposiciéon en K-mddulos

Ap+1(cn+1) — Ap—i—l(cn) D Ap((cn) A €nil,
donde AP(C™) A en41 es la suma de dos SO(n — 1)-mdédulos:
AP(C") A epy1 = AP(C" ) Aepp1 @ AP H(C ) Aep Aenyr.
Observemos que a(s)(e; A --- Aep_1 Aep Aepr1) =€ A---Aepo1 Aep Aeppr. De alli,
si @1 es la funcion esférica asociada a las representaciones irreducibles de G de peso méaximo
m, 1 = (1,1,...,1,6,0,...,0) € C* con § = 1, tenemos que ®;(s)(ey A-- ‘ANep_1NepNepyr) =

coss(eg A---ANep_1 Ne, Aeprr). Ademds tenemos que

a(s)(et N---Nep,ANept1) =€ A---ANep_1 A(sinse, + cosseny)

=sins(e; A---ANep_1 Aey) +coss(er A Aep_1 Aeptr).

Entonces la funcién vectorial Fi(s) dado por la funcién esférica irreducible = ®4(a(s)) es

- (1)

Por lo tanto, después del cambio de variables cos s = 2y — 1, la funciéon matricial hecha con las

columnas Fy y F es
20 — 1 1
W(y)—-< yl 2y__1>- (5.16)

Cada columna de ¥ satisface la ecuacién diferencial dada en la Proposicion 5.17. Y es facil
comprobar que, ain cuando n es impar, tenemos

I+(1-29)% (p—n 0
1= )0 + (1 —2y) 0 4~ =Y T
y(1-y) +5( y)v' + 1y(1—y) 0 —p

(
iy (o) ()
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Teorema 5.20. La funcion ¥ puede ser usada para hipergeometrizar las ecuaciones diferen-
ciales dadas en Proposiciones 5.17 y 5.18. Precisamente, si n es de la forma 20 o 20+ 1 y
H = VP es la funcion vectorial asociada a una funcion esférica irreducible en G = SO(n + 1)
de K-tipo m,, = (1,...,1,0,...,0) € C’, con p unos y 1 < p < £ — 1, tenemos que DP = AP
para algun A € C, donde D es el operador diferencial dado por

y(1—y)P" - <(3+1)(fy_1) (§+1)_(§y1)> " <€ n0p> "

Demostracion. Escribamos H = U P. Entonces

y(1 —y)P" + (2y(1 — )T 4 g(l - 2y)I)P' + gt <y(1 — )’ + g(l —2y)¥’
1+(1-29)2% (p—=n 0 (1-2y) (0 p—n _
Ty ) ( 0 —P)\P+2y(1—y) <—P 0 >W>P_)\P'

Ahora calculamos
_ dy(l—vy) (2y—1 -1 2y—1 -1
21 — )0ty = 2= = — .
y(1 =) dy(ly—1) \ -1 2y-—1 -1 2y-—1

Por lo tanto

24+1)(2y—1) -1 / A+p 0

1—y)P" — (3 P — P=0.
R (R S PNy 0" atn—p) T
Esto completa la prueba del teorema. O

Ahora consideramos el otro caso. Sea n = 2¢ + 1, y nos concentremos en las funciones
esféricas irreducibles ®,, 5 de tipo m,, = (1,...,1) € C*, las cuales estdn asociadas a las repre-
sentaciones irreducibles de SO(n+ 1) de pesos maximos de la forma m,, 1 = (w+1,1,...,1,4)
€ C! tales que el siguiente patrén se mantiene

w+1 1 -1 )
1 ... T 1"

Como antes, armamos la funcién ¥ cuyas columnas son dadas por las funciones esféricas ®g s,
d = —1,0,1. Cuando w = 0, se puede calcular con poca dificultad usando [VK92, pdgina 364,
ecuacién (8)]. Por lo tanto tenemos

2y — 14 iy/1— (1 —2y)? 1 2y — 1 —iy/1— (1 —2y)?
U(y) = 1 2y — 1 1
2% —1—iv/1—(1-292 1 2—1+iy/I—(1_2y)

Cada columna de W satisface la ecuacion diferencial dado en Proposicion 5.19. Y es facil
comprobar que tenemos

9,02 _
o=+ g =208 + SR (3008 )

(1_2y) 0 —¢ 0 B o o
+m (‘?21 02_50451> U(y) =V(y) ( 0 —-1 0 >,
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Teorema 5.21. La funcion ¥V puede ser usada para hipergeometrizar la ecuacion diferencial
dada en Proposicion 5.19. Precisamente, sin = 20+ 1 y H = WP es la funcion vectorial
asociada a una funcion esférica irreducible en G = SO(n + 1) de K-tipo m, = (1,...,1) € C,
tenemos que DP = AP para algin X € C, donde D es el operador diferencial dado por

” (n+2)/2  1/2 0 , ¢ 0 0
DP=y(l—y)P"+(-(n+2Qyl+{ 1 @2 1 P+(o 10 |P
0 /2 (n+2)/2 0 0 —¢

Demostracion. Sea H = WP. Entonces

y(1—y)P" + (2y(1 — y)\I/_l\I/' + g(l — 2y)I)P/ + ot (y(l — )" + g(l — 2y’

1+(1=2¢9)2%2 /- 0 o0 1-2 oLt p
++(9)(0“0)\y+(y)<z+10f+1 ¥|P =P

4y(1 —y) 0 0 —¢ 2y(1 —vy) R

Ahora calculamos

n

(n4+2)/2  1/2 0
2y(1 — )T 1o’ + 5 )

(1=2y) = —(n+2)yl + ( 1 (n+2)/2 1
0 /2 (n+2)/2
Por lo tanto
. (n+2)/2  1/2 0 , ¢ 0 0
y(1—y)P" + | —(n+2)yl + 1 (nt+2)/2 1 P+ 0 —-10 |=A|P=0.
0 1/2  (n+2)/2 0o o0 ¢

Esto completa la demostracion del teorema. ]

5.6.1 Autovalores Posibles

Como dijimos, cuando n = 2/ las funciones esféricas irreducibles del par (SO(n+1),SO(n)),

de tipom,, = (1,...,1,0...,0) € C! con p unos, 1 < p < ¢, son aquellas asociadas a las repre-
sentaciones irreducibles 7 de G de pesos maximos de la forma m,,+; = (w+1,1,...,1,6,0,...,0)

€ C! con p — 1 unos, tales que 6 = 0, 1.

Sea ®,, 5 la correspondiente funcién esférica. Entonces A®,, 5 = A®,, 5, donde el autovalor
A = Ap(w, §) puede ser calculado usando que A = Qpy1 — Qn. Siv € Viy,,,, €s un vector peso
méximo por (5.7) tenemos

H(Qaer1)v = —((w +1)° + (20 = D)(w + 1) + (20 = p)(p — 1) + 26(¢ — p))v.
Si v € Vin,, es un vector peso maximo, entonces por (5.6) tenemos
T(Qn)v = —p(2¢ — p)v.
Como A = Q41 — @y, sigue que
N, 8) = —(w+ 1) — (20— 1)(w + 1) + (2 — p) — 25(¢ — p).

Anélogamente, obtenemos que los autovalores de las funciones esféricas ®,, 5 del par (SO(2¢+
2),S0(2¢ + 1)) son de la forma

Aopi1(w,8) = —(w + 1) (w420 +1) +20 —p+1— §2(L — p) — 6°.
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Por lo tanto, tenemos que los autovalores de las funciones esféricas ®,, 5 del par (SO(n +
1),50(n)) son de la forma
- 1 - i 0=0
A0, 8) = (w+1)(w+n)+n—p S% : (5.17)
—(w+1)(w+n)+p si 0==1

Observemos que ¢ puede ser —1 siysolosin=20+1y p=~{.

Comenzamos por concentrarnos en la situacién 1 < p < £ y mirando el caso § = 0. La
funcién vectorial P, o asociada a ®,, satisface la siguiente ecuacién diferencial, ver Teorema
5.20,

_ "o (n/2+1)(2y — 1) -1 /
y(1—y)P < ~1 (n/2+1)(2y — 1)> } (5.18)
(T " )7 |
0 —(w+1)(w+n)+2(n—p)

Ahora, sea

_(n/2+1 1
C_< 1 n/2+1>’

y busquemos matrices A, B tales que A+ B =(n+1)Iy

_ (@ Dwtn) +n !
AB = ( 0 _(w+1)(w+n)+2(n—17))'

(w0 _(w+1+n 0
a= () m= (et L)

donde a es una solucién de 22 — (n + 1)z — (w + 1)(w + n) + 2(n — p) = 0.
Similarmente para 6 = 1 la funcién vectorial P, ; asociada a ®,, 1 satisface la siguiente
ecuacion diferencial,

Una solucién es

_ "o (n/2+1)(2y — 1) -1 /
y(1—y)P < 1 (n/2+1)(2y_1>>P (5.19)
_<—(w+1)(w+n)+2p 0 )on |
0 —(w+1)(w+n)+n .

Ahora sea

(241 1
C_< 1 n/2+1)’

y busquemos matrices A, B tales que

A+B=(mn+1), AB:(_(w+1)(w+n)+2p 0 )

0 —(w+1)(w+n)+n

Una solucién es

(b0 C(ntl-b 0
A_<O —w)’ B_< 0 w+1—|—n>’

donde b es una solucién de 2 — (n + 1)z — (w + 1)(w + n) + 2p = 0.
Ahora probaremos que ni a ni b estan en Z.
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Lema 5.22. Un polinomio de la forma 2% — (n + 1)z — (w + 1)(w + n) + 2§ no tiene raices en
Z, para 1 < j<n-—1. Y cada una de sus raices esta en R.

Demostracion. Para la tltima afirmacién solo observemos que (n+1)2 +4((w+1)(w+n) — 25)
es un numero positivo.

Para probar el resto del lema es suficiente comprobar que (n + 1) +4((w + 1)(w +n) — 27)
no es el cuadrado de un nimero entero. Observemos que (n + 1)? + 4((w + 1)(w +n) — 2j) =
(2w +n+1)%+8(n/2 — j).

Entonces, cuando n/2 < j < n — 1, usando que k? = Zh 1(2h — 1) para cada k € N,
solo necesitamos probar que —8(n/2 — j) no es 2+t (9h — 1) para cualquier m. Como
j—n/2<n/2—-1y w >0 tenemos que

8(j—n/2)<8(n/2—-1)<22w+n)—1+2Qw+n+1)—1,

de aqui —8(n/2 —j) < Z2w+n+1( — 1) para cada m menor que 2w + n + 1. Por otra parte,
para m = 2w + n + 1 tenemos que 2(2w + n + 1) — 1 es un numero impar, a diferencia de

—8(n/2 — j).

Si1 < j <n/2,solo necesitamos probar que 8(n/2—j) no es de la forma » ;" , . ,(2h—1)
para cualquier m. En efecto, como j > 1y w+1 > 0 tenemos que 8(n/2—j) < 8w+ 16n/2+4
y por lo tanto

8(n/2—j)<2w+n+1)—-1+2Qw+n+2)—1,

de aqui 8(n/2 —j) < 3 "o, nio(2h — 1) para cada m mayor que 2w +n + 2. Por otra parte,
para m = 2w + n + 2 tenemos que 2(2w + n + 2) — 1 es un numero impar, a diferencia de
8(n/2 — 7). O

Corolario 5.23. Dado n = 2{ o 2( + 1, la funcién vectorial P, asociada a la funcion
esférica irreducible ®,, 0 del par (SO(n + 1),S0(n)) de tipo m,, = (1,...,1,0,...,0), con p
unos (1 < p <), satisface la siguiente ecuacion diferencial

y(1—y)P" + (Co—y (Ao + By + 1)) P' — (A By) P = 0,

donde

L ~w 0 w+n+1 0
f— 2 e =
Co ( 1 g+1>’ Ao (0 a>’ Bo ( 0 n+1—a>’

cona€R—7Z.

Corolario 5.24. Dado n = 20 o 2 + 1, la funcion vectorial Py, 1, asociada a la funcion
esférica irreducible ®,, 1 del par (SO(n + 1),S0(n)) de tipo m,, = (1,...,1,0,...,0), con p
unos (1 < p < {), satisface la siguiente ecuacion diferencial

y(1—y)P"+(C1 —y(A1+B1+1)) P — (A1B1)P =0,

donde

411 b 0 n+1-b 0
e 2 e =
o= gh) A=) e ()

conbeR—7Z.

En una forma muy similar obtendremos resultados similares en el caso de funciones esféricas
del par (SO(2¢ + 2),SO(2¢+ 1)) de tipo mgpiq = (1,...,1):
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Corolario 5.25. Dado n = 2¢ + 1, la funcién vectorial Py, s, asociada a la funcion esférica
irreducible @, 5 del par (SO(n + 1),S0(n)) de tipo m,, = (1,...,1) (entonces 6 = —1,0,1),
satisface el siguiente ecuacion diferencial

y(1—y)P"+ (Cs —y(As + Bs + 1)) P' — (A5B;5)P = 0,

donde
—w 0 0 w+n-+1 0 0
Ap=| 0 a 0 |, By = 0 n+1l—a ,
0 0 —w 0 0 w+n+1
b 0 O n+1-—5 0 0
Ayp=(0 —w 0], By = 0 w+n+1 ,
0 0 b 0 0 n+1—5
(n+2)/2  1/2 0
C(;:< 1 (n+2)/2 1 ),
0 /2 (n+2)/2
con a,be R —Z.

Demostracion. Por el Teorema 5.21 y (5.17) sabemos que

” (n+2)/2  1/2 0 , ¢ 0 0
y(L=y)P"+ | =(n+2)yl + 1 (n+2)/2 1 Plt{o-t10 )P
)/2 -

0 /2 (n+2
=(—(w+1)(w+n)+L+1-5%)P.

(n+2)/2  1/2 0
Ahora tomamos Cs5 = < 1 (n+2)/2 1 >7 para d = —1,0,1,y
0 12 (n+2)/2
—w 0 0 w+n+1 0 0
Ao=1 0 a 0 |,By= 0 n+l—a ,
0 0 —w 0 0 w+n-+1
b 0 O n+1-—0> 0 0
Ailz 0 —w 0 ,Bilz 0 w+n+1 s
0O 0 b 0 0 n+1-—5

donde a es una raiz de z(n +1—z) — (w+ 1)(w+n) —2({ — 1) y b es una raiz de z(n + 1 —
z) — (w+1)(w+n)—2(¢); por el lema 5.22 sabemos que ambos a y b estan en R —Z. Y ahora
es facil ver que As + Bs+ 1 = (n+2)I y que

£ 0 0
—AsBs = ( 8 —40—1 Z) —(—(w+1)(w+n)+€+1—52)l.
Esto concluye la prueba del corolario. O

5.6.2 Autofunciones Polinomiales del Operador Hipergeométrico D

Sea D el operador diferencial en (0, 1) introducidos en el Teorema 5.20:

B y o ((n/2+1)(2y—1) -1 , 0
DP = y(1 —y)P < 2 Y (n/2—|—1)(2y—1))P - <75 n_p) P (5.20)
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Comenzamos por estudiar las soluciones polinomiales con valores en C? de (5.18) y (5.19),
que son casos particulares de la ecuacién diferencial matricial DP = A\P:

y(1—y)P"+(C—y(A+B+1))P' + (AB)P =0, (5.21)

con

T+1 1 n+1 0 -A—0p 0
_ (2 _ _
C_< 1 §+1)’ A+B_< 0 n+1)’ AB_( 0 —)\—n+p>’

conn =20020+1, ¢ € N,y pun entero tal que 1 < p < ¢ —1. Y si tomamos A =
—(w+2)(w+n)+n—poX=—(w+2)(w+n)+ p obtenemos exactamente las ecuaciones
(5.18) o (5.19) respectivamente.

La ecuacién (5.21) es un caso particular de la ecuacién diferencial hipergeométrica estudiada
en [Tir03]. Como los autovalores de C, que son de la forma n/2 y n/2+ 2, no estan en —Nj la
funcién P es determinada por Py = P(0). Para |y\ < 1 esta dada por

P(y) = ok (% 1y) Z (C; A; B); R, Py e C?, (5.22)
0

donde el simbolo (C; A; B); se define inductivamente por
(C;4;B)o = 1, (C5A4;B)js1 = (C+ )7 (A+4) (B +)) (C; A B)j,

para todo j > 0.

Por lo tanto existe una solucién polinomial de (5.21) si y solo si el coeficiente (C; A; B); es
una matriz singular para algin j € Z. Como la matriz C 4 j es invertible para todo j € N,
tenemos que existe una solucién polinomial de grado x para DP = AP si y solo si existe Py € C?
tal que (C;A;B)Po #0y (A+k)(B+k)(C;A; B) Py =0.

Ahora facilmente observamos que en el Corolario 5.23 y en el Corolario 5.24 el primer y
tnico j para el cual (A + j)(B + j) es no singular es j = w + 1, y su nucleo (de dimensién
1) es el subespacio generado por (§) y ({) respectivamente. Por lo tanto tenemos el siguiente

resultado,

Teorema 5.26. Dado n = 2¢, p y w, las ecuaciones diferenciales en los Corolarios 5.28 y

5.24,
1 C+1)(2y—1) -1 ,
ot —ap = (I e )
—(w + 1) (w + 20) + 2¢ 0 -
_< 0 —(w+1)(w+2€)+2(2€—p))P_0
y
/! (£+ 1)(2 - 1) -1 /
y(l=y)P" = ( T ey - 1)) P
_(—(w+1)(w+2£)+2p 0 ) .
0 —(w+ D) (w+20)+2¢)° 7

respectivamente, tienen solo una solucion polinomial salvo multiplos escalares, cada una. Mds
aun, en ambos casos el grado del polinomio es w y los coeficientes directores son maltiplos de
(3) o () respectivamente.
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5.6.3 Funciones Esféricas y Soluciones Polinomiales de DF = \F

Consideremos D, el operador diferencial en (0,1) introducido en el Corolario 5.12:

DH =y(1 —y)H"(y) + %n(l —2y)H'(y)
1+ (1-2y)° &2 (1-2y) <= . , (5.23)
o=y O HW g T Y e ) H W o)

Recordemos que el operador D por (5.20) satisface

D=UDy !,

U(y) = <2y1_1 2y1_1>

es la funcién matricial dada en (5.16) y luego empleada para hipergeometrizar en el Teorema
5.20.
Nos concentramos en los siguientes espacios vectoriales de funciones con valores en C?:

donde

Sy ={H = H(y) : DH = AH, analitica en y = 1},
Wy ={P = P(y): DP = AP, analitica en y = 1}.

Por el Teorema 5.20 sabemos que la correspondencia F' +— WF es una transformacién lineal
inyectiva de W)y en Sy. Ahora probaremos que sesta transformacion es biyectiva.

Teorema 5.27. La transformacion lineal P — WP es un isomorfismo de Wy en S).

Demostracion. La funcién vectorial P(y) € W) es una solucién de la ecuacién hipergeométrica
(5.21) y, como hemos mencionado, tal funcién es caracterizada por su valor en 0, por lo tanto
dim(W)) = 2.

Por otra parte, si H € Sy los coeficientes H; de H(y) = Z;’;O H,y’ satisfacen la siguiente
relacion recursiva

0=jG-DH; =20 - 1) - 2)Hj1+ (G -2)(J —3)Hj2+n/2jH;

. . -n 0
=3n/2(j —1)Hj—1+n(j —2)Hj_o + <p 0 _p> (3Hj — Hj—1 + Hj2)

0 —
+ (_p P 0 n) (3Hj = Hj—1) = AHj1 — AHj

para todo j > 0, donde tomamos H_1 =0 = H_o.
Considerando el caso j = 0 obtenemos

p—n 0}, 0 p—n).
0:< O —p)2H0+<—p 0 >2H0

entonces Hy es un multiplo de (!, ), digamos Hy = s () con s € C.
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Del caso j = 1 obtenemos

0=n/2 Hy + (p ; " _p) (LHy — Hy) + (_p b . ”> (LH, — Hy) — AH,,

entonces

p bp—n
2Hy\ = Hi. 5.24
0 (—p —p+n> ! (5.24)

Por lo tanto H; es de la forma %‘S (§)+7(",P) conreC.
Para j > 1 tenemos que H; es determinada por H;_1 y Hj_». Por lo tanto dim Sy es 2. El
teorema sigue. O

5.7 El Producto Interno

Dado una representacion irreducible de dimensién finita 7 de SO(n) en el espacio vectorial
Vi sea (C(SO(n + 1)) ® End(V;))SOxS0() ¢] espacio de todas las funciones continuas & :
SO(n + 1) — End(V;) tales que ®(kigke) = 7(k1)®(g)n(k2) para todo g € SO(n + 1),
k1, ke € SO(n). Equipemos V; con un producto interno tal que (k) resulte unitaria para todo
k € SO(n). Entonces introducimos un producto interno en el espacio vectorial (C(SO(n+1))®
End(V;))3C()*S0() definiendo

(@1, @0) = / (@1 (9) ®2(g)") dg
SO(n+1)

donde dg denota la medida de Haar en SO(n + 1) normalizada por fG dg =1, y donde ®2(g)*
denota la adjunta de ®2(g) con respecto al producto interno en V.

Usando las relaciones de ortogonalidad de Schur para las representaciones irreducibles uni-
tarias de SO(n+ 1), tenemos que si ®; y P2 son funciones esféricas irreducibles no equivalentes
entonces son ortogonales con respecto al producto interno (-, -), i.e.

(D1, Dy) = 0. (5.25)

Recordemos que, dada una funcién esférica irreducible ® de tipo m del par (SO(n +
1),80(n)), la funcién ®(a(s)) es a valores escalares cuando se restringe a cualquier SO(n — 1)-
modulo (ver (5.9) para a(s)). Denotaremos por m la cantidad de de SO(n — 1)-submdédulos de
m, y por dy,ds,...,dy, las respectivas dimensiones de cada uno de aquellos submddulos.

En particular, si ®; y ® son dos funciones esféricas irreducibles de tipo (7, V) € SO(n),
consideramos las funciones vectoriales Hi(y) y Hz2(y) dadas por las funciones matriciales diag-
onales ®;(a(s)) y ®a(a(s)), con y = (cos(s) + 1)/2, respectivamente; denotando

Hi(u) = (ho(w), -+ hm(u)',  Ha(u) = (fo(u), -+, fm(u))".
Proposicién 5.28. Si &, ®; € (C(SO(n+ 1)) @ End(V;))3°M*S0C entonces

B L N e P I S oom
@102 = iy [ (i) > duni(y) ) .
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Demostracion. Sea A = expRI, ,_1 el subgrupo de Lie de G' de todos los elementos de la
forma

I, o 0 0
a(s) =expslyp—1 = 0 coss sins |, s € R,
0 —sins coss

donde I,,_o denota la matriz identidad de tamano n — 2.
Ahora el Teorema 5.10, pagina 190 en [Hel62], establece que para cada f € C(G/K) y un
apropiado c,

floR)dgic o [ ([ 0u(als) f(ka(s) ) ds) by

G/K K/M NJ—x

donde la funcién 0, : A — R es definida por

Su(a(s)) = [ Isinisv(Inn-1)l,

vext

y dgi y dkps son respectivamente las medidas invariantes en G/K y K/M, normalizadas por
fG/K dgx = fK/M dkpr = 1. En nuestro caso tenemos 6, (a(s)) = sin® ! s.
Como la funcién g — tr(®;(g)P2(g)*) es invariante a izquierda y derecha por multiplicacién

por elementos en K, tenemos
(P, Do) = / tr(®1(g)P2(g)*)dg = 20*/ sin" ts tr (®1(a(s)®a(a(s))*) ds.
G 0

Si ponemos y = %(cos s+ 1) para 0 < s < 7 nos queda

tr (®1(a(s)®2(a(s))*) = > dihi(y) fi(y).
=0
Entonces
1 m
(@1,02) = te. [ (a1 =)D Y dibi) ) .
0 i=0

Para encontrar el valor de ¢, consideramos el caso trivial ®; = $5 = I, teniendo entonces

1
| = de, / (4y(1 — )2/ gy,
0

pues dim(V;) =dy + da + - - - 4+ dpy,. Por lo tanto

1 I'(n)
~ 4n/2T(n/2)T(n/2)’

Cx

y la proposicién sigue. O
Proposicién 5.29. Si &1, ®; € (C°(G) ® End(Vy))* ¥ entonces

(AD, y) = (D1, AD,).
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Demostracion. Si aplicamos un campo vectorial invariante a izquierda X € g a la funcién
g — tr(®1(g)P2(9)*) en G y luego integramos sobre G obtenemos

0= / tr (X1)(g)Pa(g)") dg + / tr (@1(9)(XP2)(9)") do.
G G

Por lo tanto (X®q,®9) = —(P1, XP2). Ahora sea 7 : gc — gc la conjugacién de gc con
respecto a la forma real g. Entonces —7 se extiende a un tnico operador * involutivo antilineal
en D(G) tal que (D1D3)" = D3D% para todo Di,Dy € D(G). Esto sigue facilmente del
hecho de que el édlgebra universal envolvente sobre C de g es canénicamente isomorfa a D(G).
Entonces se tiene que (D®q, Po) = (P, D*Dy).

Es facil verificar que A* = A. O

Ahora enunciaremos y demostraremos el siguiente resultado, el cual es andlogo al Teorema

3.9 de [RT06].

Teorema 5.30. Sea H la funcion sobre C'™ asociada a una funcion esférica irreducible ® del
par (SO(n +1),S0(n)) de tipo fundamental. Si P = U~ H, entonces P es polinomial.

Demostracion. Sabemos que la funcién H es analitica en [0, 1], y por el Corolario 5.17 sabemos
que es una autofuncién del operador D (ver (5.23)), por lo tanto por el Teorema 5.27 la funcién
P = U~'H es una autofuncién analitica de D en el intervalo cerrado [0, 1].
Sea V' = V(y) el peso matricial con soporte en el intervalo [0, 1] definido por
(n—1)!

V(y) = W(y(l —y))"* Ndiag(dy, da, ..., d).

Sigue de la Proposicién 5.28 y de la Proposicién 5.29 que D es un operador simétrico con
respecto a la forma bilineal hermitica sesquilineal a valores matriciales definida para funciones
matriciales C* en [0, 1] por

1
(. o)y = | H3 @)V () H ().
0
Entonces, como D = \If_lf)\lf, tenemos que D es un operador simétrico con respecto a

1
(P.Q)w = /0 Q" ()W (y) P(y)dy,

donde
W = 0*VU. (5.26)

Entonces, tenemos que (W, D) es un par clasico en el sentido de [GPTO03], ver ademds [Dur97].
Como el peso W tiene momentos finitos existe una sucesiéon {Q,}r>o de m x m polinomios
ortonormales matriciales, tales que para r > 0 se tiene DQ, = Q. A, donde A, es una matriz
diagonal real.

Ahora consideramos el espacio L? de todas las funciones P en [0,1] a valores en C™ con el
producto interno

1
(P Pow = [ P)W )P )y,
0
Sea {e1,ea,...,en} la base candénica de C™. Entonces

(Qrej? Qsei) = e;ﬁ<QT7 QS>W€j = 57’73517j'
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Por lo tanto, para r > 0, j = 1,2,...,m, {Qre;} es una familia de polinomios ortonormales
con valores en C™ tal que

D(Qrej) = (DQr)ej = QNej = )‘g(Qrej)a

donde A, = diag(AL,A2,... ™).
Ahora escribimos nuestra funcién P = er j a, jQre;, donde a, ; = (P, Qre;)w. Entonces la

serie converge no solo en la norma L? sino ademds en la topologfa de basada en la convergencia
uniforme de funciones y sus derivadas sucesivas.
Por lo tanto,
— — A\ .
AP =DP = E ar i N.Qre;.
T?j

Entonces a,; = 0 si A, j # A. Como dim W) < oo sigue que P es un polinomio. 0

Como antes, para una representacion fundamental 7w € Sb(n), sea @, 5 la funcién esférica
irreducible del par (SO(n + 1),S0(n)) dada por la representacién 7 € SO(n + 1) con peso
maximo de la forma m; = (w+1,1,...,1, 4,0...,0).

Por lo tanto, combinando los Teoremas 5.30 y 5.26 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.31. Cada funcion esférica irreducible @, 5 del par (SO(n+1),S0(n)) con n = 2¢
020 +1, de tipom, = (1,...,1,0...,0) € C* con p unos (p < {), corresponde a una funcion

vectorial Py, 5 (w >0, 6 =0,1), la cual es un polinomio de grado w; el coeficiente director de

Pyo y Py es un maltiplo de (§) y () respectivamente. Precisamente

Yol
Pua(y) =21 (U577 3) Po = 3 % (Cos Asi By); Pus(0),
j=0 7"

donde
24+1 1 —w 0 w+n+1 0
e 2 P =
Co ( 1 72‘—1—1>’A0 (0 a>’B0 ( 0 n+1—a>’
nil1 b0 n+l-b 0
— (2 _ _
Cl_( 1 g+1>’A1_<0 —w>’31_< 0 w+n+1>’

con a y b soluciones (en R —7Z) de 2> — (20 + 1)x — (w + 1)(w +20) +2(20 —p) = 0 y
22— (20+ 1)x — (w+1)(w+2€) +2p = 0, respectivamente. Mds aiin, el valor de P, 5(0) puede
ser calculado.

Demostracion. Es consecuencia de los Teoremas 5.26 y 5.30 y de los Corolarios 5.23 y 5.24.
Ademés el vector P, 5(0) es determinado por dos condiciones. Consideremos el caso § = 0;
la primera condicién es que ®,, 5(e) = 1, y por lo tanto

1
(1) 3 5 (Coi Asi B)s Puo(0) = (1)
7=0

w(1) = (} }) ,

Como
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tenemos que

| —

-,(Cé;Ad;Bé)ij,o(O) = (é) +c (,11) , para algun ¢ € C.

w
§=0

<

La segunda condicién es que el coeficiente director de P, o(y) es un multiplo escalar de ().
De alli

1
—'(C(;; As; Bs)wPuwo(0) = (§), para algin ¢’ € C.

w!

Recordemos que (Cy; As; Bs)yw es invertible, y entonces es fécil comprobar que no hay més
que un solo posible valor para P, (0). Similarmente podemos probar lo mismo para el caso

0=1. 0
Observacidn 5.32. Es importante observar que si (w,d) # (w',d"), por (5.25) tenemos

<P'w,57 Pw’,(s’)W = <(pw,67 (bw/76/> =0.

5.8 Polinomios Matriciales Ortogonales

En esta subseccién, dado n de la forma 2¢ o0 2 + 1, para 1 < p < £ — 1 construiremos una
sucesién de polinomios matriciales ortogonales { P, },>0 directamente relacionados a funciones
esféricas de tipo 7 € Sb(n) de peso maximo m, = (1,...,1,0...,0) € C*, con p unos.

Dado un entero no negativo w y 6 = 0,1, podemos consideramos ®,, 5, la funcién esférica
irreducible de tipo 7 asociada a la representacién irreducible 7 € Sb(n) de peso méximo de la
formam, = (w+1,1,...,1,4,0,...,0) con p — 1 unos.

Recordemos que, como 7 tiene solo dos SO(2¢ — 1)-submddulos, podemos interpretar la
funcién matricial diagonal ®,, s(a(s)), s € [0, 1], como una matriz diagonal 2 x 2.

Ahora consideramos la funcién vectorial

P,s:[0,1] — C?

dada por la funcién diagonal P(y) = 1@, s5(a(s)), con cos(s) = 2y — 1. Entonces, definimos
la funcién matricial

Py, :Pw(y)>

cuya d-ésima columna (6 = 0,1) estd dada por el polinomio P, s(y) con valores en C2.
Consideramos la forma bilineal antisimétrica a valores matriciales definida para funciones
matriciales C* 2 x 2 en [0, 1] por

1
(P.Q)w = /0 Q" ()W (y) P(y)dy,

donde
W(y) = W*(y)m(y(l — )" <Cé1 £2> U(y),

con d; y da las dimensiones de los respectivos M-mddulos de 7, ver (5.26).
Entonces enunciamos el siguiente teorema.
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Teorema 5.33. Los polinomios matriciales Py, w > 0, forman una sucesion de polinomios
ortogonales con respecto a W, ademds son autofunciones del operador simétrico diferencial D

n (5.20). Mds ain,
_ A(w,0) 0
DPy = Py < 0 )\(w,l)) )

donde

A, 6) —(w+1)(w+20)+20—p si 0 =0,
—(w+ 1) (w+20)+p si 6=1.

Demostracion. Por el Teorema 5.20 tenemos que la §-ésima columna de P, es una autofuncién
del operador D con autovalor A(w,¢), ver (5.17) y (5.20). Por lo tanto tenemos

DP, :PwAun

A = (A(lg’ . )\(u?, 1)) :

Por el Teorema 5.31 sabemos que cada columna de P, es un polinomio de grado w y, més
aun, que P, es un polinomio cuyo coeficiente director es una matriz diagonal no singular.
Dados w y w’, enteros no negativos, usando Observacién 5.32 tenemos

PusPo = [ P D=3 / P ()" W () Par g1 (9) ) By

0,6'=

con

1 1
= Z 5w,w/55,5/</ Pus(y) W (y)Pu s (y) du) Es g
'—0 0

)

1 1
= dwar ) /0 (Pw,zs(y)*W(y)owa(y) du,) Esgs,
=0

lo cual prueba la ortogonalidad. Més atin, ademds nos muestra que (P, P,)w es una matriz
diagonal. Adem4s, haciendo unas pocas cuentas simples tenemos que

<Dpwan’> = 5w,w’<Pwan’>Aw = 5w,w’A:;<Pw>Pw/> = <PwaDPw’>v

para cada w,w’ € Ny, ya que A, es real y diagonal. Esto concluye la prueba del teorema. [J
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