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Resumen

En el siguiente trabajo clasificamos los médulos de peso maximo ir-
reducibles cuasifinitos de las subdlgebras de Lie cldsicas de los siguientes
ejemplos:

o~

- Weop = Dp, que es una extensioén central del dlgebra de Lie de los
operadores diferenciales sobre el circulo que son un multiplo de p(t9;) (donde

p(z) € Clz]),
- 8§64, que es una extension central de la super dlgebra de Lie de los
operadores pseudodiferenciales cudnticos.

Estas subalgebras denominadas clasicas aparecen por el estudio de anti-
involuciones. La dificultad en entender la teoria de representaciones de estas
algebras es que aunque admitan una Z-graduacién (y por lo tanto una de-
scomposicién triangular), cada una de sus componentes homogéneas es de
dimensién infinita, y por lo tanto el estudio de los médulos de peso maximo
tales que sus componentes homogéneas sean de dimensién finita (que es la
condicién de ser cuasifinito) se convierte en un problema no trivial.

En el primer ejemplo los casos més importantes son las subélgebras
clésicas DE de Wa, = D,, que se obtiene de tomar p(z) = z. El caso ﬁj
fue estudiado en [6], y en base a este estudio, para el caso 23; realizamos
sus médulos de peso méaximo irreducibles cuasifinitos en términos de los
modulos de peso maximo irreducibles cuasifinitos de gA[EZ ], su subdlgebra de

[m]

Lie clésica de tipo D y una subélgebra que denotamos por £I™, donde gA[Oo

es la extensién central del algebra de Lie g[([;g’ | de las matrices infinitas con
una cantidad finita de diagonales no nulas tomando valores en el dlgebra de

los polinomios truncados R,, = C[u]/(u™"1).

MSC (2010): 17B65 Infinite-dimensional Lie (super)algebras, 17B10 Rep-
resentations, algebraic theory (weights).

Palabras claves: Algebra de Lie de dimensién infinita, representacién cuasifini-
ta.
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Abstract

In this work we classify the irreducible quasifinite highest weight repre-
sentations of the following classical Lie subalgebras:

Weop = Z/);; this is the central extension of the Lie algebra of differential
operators on the circle that are a multiple of p(t9;) (where p(z) € C[z]),

: ggq; this is the central extension of the Lie superalgebra of quantum
pseudodifferential operators.

The classical Lie algebras appear by the anti-involution study. The difficulty
in understanding the representation theory of a Lie algebra of this kind is
that although it admits a Z-gradation (and thus the associated triangular
decomposition), each of the graded subspaces is still infinite dimensional,
and therefore the study of highest weight modules with the finiteness re-
quirement on the dimensions of their graded subspaces (which we will refer
to as quasifinite condition) becomes a non-trivial problem.

In the case of the first example, the most important cases are the clas-
sical subalgebras D of Wa = D,, which are obtained when p(z) = z.
The 25; case was studied in [6]; based on this study, we realize the irre-
ducible quasifinite highest weight representations for the 73; case, in terms
of highest weight representation of the central extension of the Lie algebra
of infinite matrices with finitely many non-zero diagonals over the algebra
Ry, = Clu]/(u™T1), its classical subalgebras of D type and a subalgebra that
we denote by £™.
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Introduccién

El estudio sistema&tico de mddulos cuasifinitos de peso méaximo de la
extensién central D del algebra de operadores diferenciales en el circulo fue
iniciado por Kac y Radul en [13] y luego continuado en [2, 12, 4, 14] y
muchos otros. El dlgebra de Lie D se conoce en la literatura como Witoo ¥
tiene conexion con la fisica que es donde se inicié su interés.

La dificultad para entender la teoria de representaciones de un algebra
de Lie de éste tipo es que aunque D admite una Z-graduacién (y por lo tan-
to una descomposicién triangular asociada), cada una de sus componentes
homogéneas es de dimensién infinita en contraste con los casos mas famil-
iares como el algebra de Virasoro o las algebras de Kac-Moody. El estudio
de médulos de peso maximo sobre D con el requerimiento de finitud en las
dimensiones de sus componentes homogeneas (motivado por la fisica y que
llamaremos cuasifinitos en el presente trabajo) resulta entonces un problema
altamente no trivial. R

Analizando para que subdlgebras parabdlicas de D el correspondiente
moédulo de Verma generalizado resulta cuasifinito, Kac y Radul en [13]
fueron capaces de dar una elegante caracterizacion de los D-médulos cuasifini
tos de peso maximo irreducibles en términos de una funcién generatriz de
pesos maximos. Luego ellos construyeron todos esos D-médulos en térmi-

nos de representaciones del algebra de Lie gA[g:] que es la extensién cen-

tral del algebra de Lie g[[oz1 I de matrices infinitas con una cantidad finita
de diagonales no nulas y entradas en el algebra de polinomios truncados
R = Clul/ ().

La clasificacion de los médulos cuasifinitos y la correspondiente construc-
cion para la versiéon matricial (Wf\froo), super, g-analoga y super g-andloga
de D, fueron desarrollados en [4], [2], [13] y [8] respectivamente. La real-
izacién de dichos médulos fue en términos de médulos sobre g[oo (o gA[
en la versién super).

W ., estudiada recientemente en [4], corresponde a la extensién central
del algebra de operadores diferenciales matriciales sobre el circulo. Existen
interesantes subalgebras de Wf\jroo, y sus versiones g-andlogas y super [2],
y su estudio atin no ha sido completado. Una fuente natural de subdlge-
bras viene dada por las subdlgebras menos fijadas por anti-involuciones del
algebra asociativa correspondiente, que preservan la graduacién.

Otro ejemplo importante es el dlgebra de Lie W, que es un caso par-
ticular de la familia de dlgebras W, , = Dp(t0;) (el algebra de operadores
diferenciales regulares en el circulo que son un miltiplo de p(td;), p € Clx]).
Dicha é&lgebra de Lie fue estudiada por Kac y Liberati en [12], notar que

00|00



INTRODUCCION 2

Woo = Weoz- Siguiendo las ideas pioneras de Kac-Radul [13], en [12] se ob-
tuvo la clasificacién de los médulos de peso maximo irreducibles cuasifinitos
sobre W , y la realizacién de dichos médulos en términos de médulos sobre

QT[OO. En [12] se desarrollé ademds la teoria general de médulos cuasifinitos
de peso maximo sobre dlgebras de Lie Z-graduadas, y luego fue extendida a
la versién super en [8].

En [3], Bloch descubre una anti-involucién de W, y las representaciones
de la subdlgebra correspondiente las relaciona con ciertos valores de la fun-
cién zeta de Riemann. Entonces, resulta interesante buscar la clasificacién
completa de las anti-involuciones de Dp(td;), y estudiar las representaciones
de las subdlgebras asociadas a dichas anti-involuciones, ese es el primer ob-
jetivo especifico del presente plan de trabajo (ver Capitulo 2, secciones 1 y
2).

En numerosos y recientes trabajos ([14, 9, 7]) se busco la clasificacién de
anti-involuciones de ciertas algebras (que preservaran graduacién), y luego
se describi6 la relacion entre las correspondientes dlgebras de Lie (menos) fi-

[m] ~[m]

jadas por dichas anti-involuciones y las subalgebras clésicas de g[;r: (o 9loojoo
en la versién super). En [14, 9, 7|, ademés del estudio de anti-involuciones,
se clasifico y construyo las representaciones quasifinitas irreducibles de peso
maximo.

Nuestro primer objetivo especifico es clasificar las anti-involuciones del
algebra Dp(t0;) que preservan la graduacién principal. Ademés obtenemos la
clasificacion de los médulos de peso méximo irreducibles cuasifinitos sobre
dichas subdlgebras y logramos la realizacion de dichos médulos para las

subalgebras de W, en términos de médulos sobre a[([:: ] y subdlgebras de la
misma (ver Capitulo 2, secciones 3 y 4).

El segundo objetivo especifico es un resultado g-andlogo al de Cheng-
Wang [9] o lo que es lo mismo, un resultado super-andlogo a Boyallian-
Liberati [7], es decir, clasificamos las anti-involuciones de la super algebra
g-8D que preservan la graduacion principal, donde g-8SD es la super algebra
de operadores pseudodiferenciales regulares en el super circulo S 1 (es decir
el g-analogo de [9]). Luego obtuvimos la clasificacién de los médulos de peso
maximo irreducibles cuasifinitos sobre dichas subélgebras (ver Capitulo 3).

La siguiente tabla describe el estado de situacion de la clasificacion de los
modulos de peso maximo irreducibles cuasifinitos sobre Wiy, su version
matricial, super o g-analoga y sobre las subdlgebras construidas a partir
de sus anti-involuciones, conformando un programa de largo plazo. Se ve
claramente los lugares que ocupan los resultados del presente trabajo.

super q- | super q-
W1+oo Woo,p Wﬁ_oo Wl+oo W1+oo Wl+oo
algebra [13] 1, 12] [4] 2] [13] 8]
[10] (caso | resultados
anti-involucién | [14] | particular | parciales 9] [7] [11]
[6]) [5] ¥ otros

El presente trabajo estd organizado como sigue: en el Capitulo 1 se
presenta la teoria general de mddulos cuasifinitos de peso maximo sobre
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dlgebras de Lie Z-graduadas desarrollada en [12], y luego extendida a la
versién super en [8]. Dichos resultados serdan aplicados en el resto del trabajo.
En el Capitulo 2, clasificamos las anti-involuciones del élgebra Dp(td;) que
preservan la graduacién principal. Obtenemos la clasificacion de los médulos
de peso maximo irreducibles cuasifinitos sobre dichas subéalgebras y logramos
la realizacién de dichos médulos para las subalgebras de W, en términos de

médulos sobre gA[[ozl ]. En el Capitulo 3, clasificamos las anti-involuciones de
la super algebra q-SD que preservan la graduacién principal, donde q-SD
es la super algebra de operadores pseudodiferenciales regulares en el super
circulo S, Luego obtuvimos la clasificacién de los médulos de peso méximo
irreducibles cuasifinitos sobre dichas subdlgebras.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introducimos definiciones bésicas y los resultados méas
importantes que utilizaremos a lo largo de la tesis. La siguiente teoria fue
desarrollada en [12] para dlgebras de Lie Z-graduadas y luego en [8] se
probd que las mismas demostraciones se adaptan a la versién super.

Denotaremos por Z (respectivamente Z*) al conjunto de los enteros no
negativos (respectivamente no nulos) y por C* al conjunto de los complejos
no nulos.

1. Modulos cuasifinitos de (super) dlgebras de Lie Z-graduadas

Denotaremos por g = @jez g; una (super) algebra de Lie Z-graduada
(consistente) donde los g; no necesariamente tienen dimension finita y por
g+ a las siguientes subdlgebras de g;

9+ = @gij-

JEN
Asumimos que g satisface las siguientes propiedades:
(P1) go es conmutativa,
(P2)siaeg_jconjelNy la, g1] =0, entonces a = 0.
Una subélgebra p = @jez p; de g se dice parabdlica si;
p; =g, paratodo j€Zy y p_; #0, para algin j € IN.

Dado a € g_1 no nulo, definimos p* = @jeZ pj, donde;

pj = gj, paratodo j € Zy, Py =Ulgo)a vy Py = [Pl Pl
Aqui y en lo que sigue, dada g (super) algebra de Lie denotaremos por U(g)
el algebra universal de g.

LEMA 1.1. Sea a € g_1, con a # 0, entonces
(a) p* es la subdlgebra parabdlica minimal que contiene a a,
(b) [P p*lNgo = [a,g1].

DEMOSTRACION. (a) Probaremos primero que [pf, p§] C p¢, ;, para todo
i, J€Z.Sii+j 20, pl; = giy; y el resultado sigue de la definicién. Sean
i, j € IN entonces haciendo induccién en ¢ probaremos que [p®;, p® j] Cpl,_;

*Es claro que go es un algebra de Lie y g; puede verse como un go-médulo con la
accién adjunta.
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Para ¢ = 1, la afirmacion sigue de la definicién, suponemos valido para i,
entonces

P12l = (P21, 0], 0]
= [p%y, [P pL,0) + (P24, (P2, p25]]
Cpgifjfl'

Suponemos ahora i € N, j € Zy con ¢ > j, nuevamente haciendo induc-
cién en i probaremos que [p2;,pj] C p?,, ;. Si i = 1, entonces j = 0 y la
afirmacién sigue de la definicién, suponemos valido para i, entonces
[P 1,05 = (P21, %], ]
= [p%1, [P0, 31T + [0, (P21, 95 ]
C Pciz'+j—1-
(b) Dado k € N,
[P —1s Okt1) = [P0, p2), o]
= P20, %k gkt ]l + %, P21, Grga ]
C p2y, o + [Pl 0kl

luego haciendo induccién obtenemos que [p®, 1, gr+1] C [p%1,01], ¥ como
go es abeliana

[p_1,91] = linearspan{[[- - - [[a, c1],¢2] - -+ ], 2] : ¢; € go, = € g1}
= linearspan{|a, [c1, -+~ [cx—1, [k, @]] -~ -] 1 ¢; € go, = € g1}
= [avgl]‘

O

DEFINICION 1.2. (a) Una subdlgebra parabdlica p se dice no degenerada
s1 p_j tiene codimension finita en g_; para todo j € IN.
(b) Un elemento a € g_1 se dice no degenerado si p* es no degenerada.

Ademds vamos a suponer que g satisface la siguiente condicién:

(P3) Toda subdlgebra parabdlica no degenerada de g contiene un elemento
no degenerado.

Un g-médulo V' es Z-graduado si, V = eajeZ V; v ademas g; - V; C Viq.
Un g-médulo Z-graduado V' se dice cuasifinito si dim V; < oo para todo j.
Dado A € g§, un mddulo de peso mdzrimo es un g-médulo Z-graduado
Vg, \) =P ez, V=i definido por las siguientes propiedades:
(a) Vo = Cuy, donde vy es un vector no nulo,
(b) hvyx = A(h)vy, para todo h € go,
(c) g+vn =0,
(d) U(g-)ox =V (g, ).
Un vector no nulo v € V(g, A) se dice singular si g1v = 0.
El médulo de Verma sobre g asociado a A € g se define de forma usual:

M(ga )‘) = u(g)®l/{(go @g+)C)\>

donde C, := Cuy es el (go P g+)-mddulo unidimensional dado por hvy =
A(h)vy si h € go, g+vx = 0, y la accién de g sobre M (g, \) es inducida por
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la multiplicacién a izquierda en U(g). Cualquier médulo de peso méximo
V(g,A) es un médulo cociente de M (g, A). El médulo irreducible L(g, A) es
el cociente de M (g, \) por el submédulo graduado maximal.

Ahora, sea p = P ez Pj una subalgebra parabélica de g y sea A € g tal
que A | pjngo= 0- Entonces el (go € g+)-médulo Cy extiende a un p-médulo
haciendo pjvy = 0 para todo j < 0, luego podemos construir el médulo de
peso maximo

M(p,g,A) = U(9)Qu()Cx

llamado el mddulo de Verma generalizado. Claramente todos estos médulos
son graduados. El siguiente resultado da una caracterizacién de los médulos
de peso maximo irreducibles cuasifinitos de g.

TEOREMA 1.3. Sea g = D7 9; una (super) dlgebra de Lie Z-graduada
(consistente) sobre C que satisface las condiciones (P1), (P2) y (P3). En-
tonces las siguientes condiciones sobre A € gy son equivalentes:

(a) M(g,\) contiene un vector singular a.vy en M(g,\)_1, donde a es no
degenerado.

(b) Eziste un elemento no degenerado a € g1, tal que X\([g1,a]) = 0.

(c) L(g,\) es cuasifinito.

(d) Existe un elemento no degenerado a € g_1, tal que L(g, \) es el cociente
irreducible del mddulo de Verma generalizado M (g, p®, \).

DEMOSTRACION. (a) = (d) Denotamos por a.vy el vector singular, con
a € g_1, entonces (d) vale para este a particular; (d) = (c) es inmediata.
Finalmente, L(g, \) cuasifinito implica dim(g_1.v)) < oo entonces existe
a € g_1 tal que a.vy = 0 en L(g,\), luego 0 = gi(a.vy) = a.(givy) +
[91,a].vx = A([g1, a])vy, resultando (c) = (b) = (a). O



Capitulo 2

Moédulos cuasifinitos de las subalgebras clasicas de
W p

En este capitulo caracterizamos los médulos de peso maximo irreducibles
cuasifinitos de las subalgebras de Lie clasicas de W , = ﬁp, dichas subéalge-
bras aparecen por el estudio de las anti-involuciones del dlgebra asociati-
va de los operadores diferenciales sobre el circulo Dj. La clasificacién de
dichas anti-involuciones extiende los resultados obtenidos por Kac, Wang y
Yang en [14]. Los casos més importantes son las subélgebras clasicas ﬁf
de Wy = ﬁx Para el caso 73; realizamos sus moédulos de peso maximo

irreducibles cuasifinitos en términos de los médulos de peso méximo irre-
[m] [ L .
su subalgebra de Lie clasica de tipo D y una

subélgebra que denotamos por L™, Una realizacién similar para el caso ﬁj

ducibles cuasifinitos de 5[00 )
fue obtenida en [6], y para los casos 25{5 se hizo en [14].

En la seccién 1, introducimos definiciones basicas que usaremos a lo
largo de todo el capitulo y clasificamos todas las anti-involuciones de Dy que
preservan la Z-graduacién principal encontrando dos que denotaremos por
o+. En la seccién 2, describimos las subalgebras de Lie ﬁ;t fijadas por —oL y
obtenemos una caracterizacion de sus médulos de peso maximo irreducibles
cuasifinitos. Finalmente en las dos tltimas secciones nos abocamos al estudio
de ﬁ; , en seccién 3 encontramos relaciones entre ﬁf Ty QT[C:L , d([lg ], £l
lo que luego nos permite, en la ﬁltimAa seccion, realizar los médulos de peso
maximo irreducibles cuasifinitos de D .

1. Anti-involuciones de D que preservan la graduaciéon
principal

Sea D* el algebra asociativa de los operadores diferenciales regulares
sobre el circulo, i.e. los operadores sobre C[t,t~!] de la forma

E = er(t)oF + ep_1(1)OF 1 4 - 4 eolt),

donde ¢;(t) € C[t,t~!] y 9; denota 4. Los elementos L}, = —t*D! conl € Z
y k € Z forman una base, donde D = t0;. Denotaremos por D el algebra de
Lie que se obtiene de D® por tomar el corchete usual, i.e.

[t" (D), t*g(D)] = t"**(f(D + s)g(D) — f(D)g(D + 7)),

donde f, g € C[z] y s, t € Z. Consideremos la siguiente familia de subélge-
bras de D*: dado p € C[x] denotamos Dy := Dp(D) y denotaremos por D,
la correspondiente algebra de Lie asociada.

7



2. ANTI-INVOLUCIONES DE Dg 8

Haciendo wt t*f(D) = k definimos la Z-graduacién principal de D¢ y
Dy:
D, = @(’DZ)j, donde (Dg)j = {tjf(D)p(D) : f € Clz]}.
JEZ
Una anti-involucion o de Dy es un anti-automorfismo involutivo de Dy, i.e.
o : Dy — Dy cono(bX+Y) = bo(X)+o(Y), o2 =1Idyo(XY)=0o(Y)o(X)
donde X, Y € Dy, be C.

El principal resultado de esta seccién es el siguiente teorema con la clasi-
ficacion de todas las anti-involuciones de Dy que preservan la Z-graduacion
principal.

TEOREMA 1.1. Sea p € Clx] un polinomio no nulo. Entonces eziste una
anti-involucidon en Dy que preserva la graduacion principal si y sélo si, existe
¢ € C tal que p(x) = ep(—x + ¢), donde & = (—1)49P).

Si deg(p) > 1 y existe tal ¢ entonces este es tnico y solo hay dos anti-
tnwvoluciones dadas por

o1 (t*f(D)p(D)) = e(£)* (=D — k + c)p(D). (1.1)

Si deg(p) = 0, ¢ es un pardametro libre, y existen solo dos familias de
anti-involuciones dadas por (1.1).

OBSERVACION 1.2. Cuando deg(p) = 0, recuperamos la clasificacion
obtenida en Proposicion 2.1 [14].

En la dltima parte de esta secciéon presentamos la prueba del Teorema
1.1 a través de varios lemas.

Sea o : Dy — D} una anti-involucién que preserva la graduacion prin-
cipal, entonces ¢ induce un mapa og : D* — D® como sigue

a(t* f(D)p(D)) = ao(t" f(D))p(D). (1.2)

Es claro que o preserva la graduacién principal y ademads caracterizar o es
equivalente a caracterizar oy.

LEMA 1.3. Sean f, g € Clz| y sean k, m € Z. Entonces
(a) o¢ es C-lineal;
(b) o3 = Id;
(¢) oo(t**™ (D +m)p(D +m)g(D)) = ao(t™g(D))p(D)oo(t* f(D));
(d) oo(f(D)g(D)p(D)) = oo(f(D))ao(g(D))p(D).

DEMOSTRACION. Usando que o es una anti-involucién, (a) y (b) son
inmediatas. Ahora para f, g € C[z], k, m € Z, tenemos

o(t" f(D)p(D)t™g(D)p(D)) = oo(t™g(D))p(D)oo(t* f(D))p(D)  (1.3)
y
o(t" f(D)p(D)t"™g(D)p(D)) = ao(t* ™ f(D +m)p(D +m)g(D))p(D) (1.4)

(c) sigue de igualar (1.3) con (1.4). Finalmente, observe que (d) sigue de (c)
ya que (D) es una subdalgebra abeliana de D% y o preserva la graduacién
principal, finalizando la prueba. O

A continuacion necesitaremos la siguiente notacién ao(tk) = tFey, con

£k € C[D]
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LEMA 1.4. (a) Para todo k € Z, ¢, = £1.
(b) Existe c € C tal que, para todo k € Z y f € C[D],

oo(t*f(D)) = ext* f(—D — k + ¢).
DEMOSTRACION. Usando el Lema 1.3.(d) con f = g = 1 tenemos

o0(p(D)) = egp(D), (1.5)

luego por Lema 1.3.(b) y (1.5), p(D) = 0¢(e3p(D)) y usando nuevamente el
Lema 1.3.(d) con f =1y g = &2, obtenemos

p(D) = 900 (e3)p(D). (1.6)

Luego de (1.6) obtenemos 1 = gpo¢(e3) y por lo tanto ey es constante.
Ademiés por Lema 1.3.(a) y (b), tenemos 1 = 03(1) = &2, obteniendo

Eo = +1. (17)

Ahora haciendo induccién en i, probaremos que
oo(t' DY) = tle; (egoo(D) — 1), para todoi € Zy y | € Z. (1.8)

Para i = 0 se sigue de la notacién. Luego, usando Lema 1.3.(c) con thf(D) =
(D —1), t"™g(D) = t'D?, tenemos

ao(t' D p(D +1)) = oo(t'D)p(D)oo(D 1)
= t'ei(e000(D) = 1)'p(D)(00(D) — eol)  (1.9)

por otro lado, usando nuevamente el Lema 1.3.(c) con thf(D) =1, t™g(D) =
t! D1 obtenemos

oo(t' DT p(D + 1)) = ao(t' D")p(D)eo. (1.10)

Comparando (1.9) con (1.10), y usando (1.7), obtenemos (1.8).
Dado f € Clz] usando la linealidad de o junto con (1.8), tenemos que

Uo(tkf(D)) = tkEkf(é‘oJo(D) — k‘) (1.11)
Entonces por Lema 1.3.(b) y (1.11), para todo k € Z,
th = 2(t*) = oo(t*ey) = ther(D)er(e000(D) — k), (1.12)

por lo tanto deg(er) = 0 y ademés €7 = 1, finalizando la prueba de (a).

A continuacién, ya que og preserva la Z-graduacién, podemos asumir
que oo(D) = g(D) para algin g € C[z]. Entonces por Lema 1.3.(b) y (1.11),
tenemos que

D = 03(D) = g0g(e0g(D)), (1.13)

y usando (1.7), obtenemos que deg(g)? = 1, por lo tanto deg(g) = 1. En-
tonces g(D) = aD + b para algunos a, b € C con a # 0 y reemplazando en
(1.13) obtenemos,

oo(D) =aD +b, con a ==+1, (a+¢ep)b=0. (1.14)
Observe que usando (1.11), (1.14) y (a) obtenemos
oo(t* (D)) = ext” f(epaD — k +¢), donde ¢ = gob.



2. ANTI-INVOLUCIONES DE Dg 10

Ahora para finalizar la prueba de (b), solo tenemos que probar que ega = —1.
Como

t*D = o}(t*D)
= oo(ext®(e0aD — k + gob))
= t*D + (00 + 1)k
para todo k en Z, obtenemos cpa + 1 = 0. O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.1. Seao : Dj, — Dy una anti-involucién
que preserva la Z-graduacién principal. Entonces, de (1.2) y Lema 1.4.(b)

o(t" f(D)p(D)) = ext* f(=D — k + c)p(D), (1.15)

para algtin ¢ € C. Ademas de (1.5) y Lema 1.4.(a) tenemos que oo(p(D)) =
p(D), por otro lado, usando Lema 1.4.(b) obtenemos que p satisface

p(D) = eop(—D + ¢), para algin c € C. (1.16)
Si n = deg(p) > 0, comparando los coeficiente de D™ y D"~ en ambos
lados de (1.16), obtenemos g9 = (—=1)" y ¢ = —2;”7;1 respectivamente, donde

p(z) = Y I, cia’, asi ¢ esta totalmente determinado por los coeficientes de
.
Sideg(p) = 0, usando (1.16) obtenemos €9 = 1 y ¢ es un parametro libre.
Por otro lado,

o(t*p(D)t"p(D)) = o (t"p(D))a(t*p(D)) (1.17)
o(t*p(D)t"p(D)) = o(t*"p(D +m)p(D))
= eermt™p(=D — k + ¢)p(D)
= cogkrmt™"p(D + k)p(D), (1.18)
y

o(t"p(D))o(tp(D)) = emext™p(D)t"p(D)
= enept™™p(D + k)p(D). (1.19)
De (1.18) y (1.19) tenemos que (1.17) es verdadero si y sélo si

Ektm = E0ELEm, (1.20)

y esto se cumple para todo k, m € Z. Entonces, si tomamos k =1y m = —1
de (1.20) y Lema 1.4.(a), tenemos que £; = €_1 y por induccién

= 50(5051)k, para todo k € Z. (1.21)

Ademds como g( esta totalmente determinado, solo podriamos tener dos
anti-involuciones dependiendo de la eleccién de €. Usando (1.15) y (1.21),
tenemos los siguientes casos:

- siey =g, o(tFf(D)p(D)) = eot* f(—D — k + ¢)p(D);
sl e1 = —eq, o(t* f(D)p(D)) = eo(—t)" f (=D — k +)p(D).
Reciprocamente, a través de un calculo directo se puede ver que si p

satisface (1.16) entonces los dos casos anteriores son anti-involuciones, final-
izando la prueba. O
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2. Moébdulos de peso maximo cuasifinitos de 13;'[

Sea p € C[z] con n = deg(p) que satisface el Teorema 1.1, i.e. p(z) =
(=1)"p(—x + ¢) para algin ¢ € C. Denotamos por D;t, la subalgebra de Lie
de D, dada por los elementos —o-fijos, es decir

Di ={d €Dy :04+(d) = —d}.

Esta subdlgebra hereda una Z-graduacién de D,, ya que o preserva la grad-
uacién principal de Dy, entonces Dy = @5, (Dy )i donde

(Dy)e = {t"f(D)p(D) : f € Clz] y o (t* f(D)p(D)) = —t* f(D)p(D)}.

Denotaremos por C[z]® (resp. C[z]) el conjunto de todos los poli-
nomios pares (resp. impares) en C[z]|. Ademds, sea k = 0 si k es un entero
impar y k = 1 si k es par. El siguiente lema nos da una descripcién de (D;t) k-

+ k c—k (m)

LEMA 2.1. (a) (D) = t°f | D — 5 p(D): f € Clz] ;

c—k

(b) (Dy )k = {t’“f <D -~ 2) p(D): fe C[m](m)} .

DEMOSTRACION. Sea t* f(D)p(D) € (D; ). Entonces, por Teorema 1.1

(—1)" " f(=D — k + e)p(D) = o (t" f(D)p(D)) = ~t" f(D)p(D),

siy sélo si (=1)"**+1f(z) = f(—x — k + ¢). Luego definimos g(w) =
—k _
flw+ CT) y para © = w — CT, tenemos g(—z) = f(—w —k+c¢) =

(=)L f(w) = (=)™ f (2 + C;k) = (—1)"TF+1g(z), por lo tanto
g(w) € Clw)t+H)
g(x — C; ) = f(x) finalizando (b). La prueba de (a) es similar. O

Consideremos el siguiente 2-cociclo sobre D, donde f(x), g(z) € C[z]
> f(m)g(m+r), sir=—s>0;

U( (D), t°g(D)) = { ~réme
0, caso contrario.

Denotamos por D la extensién central de D por centro CC', correspondiente
al 2-cociclo ¥, i.e. D =D @ CC con la siguiente relacién de conmutacién

[t" (D), t°g(D)] = t"7*(f(D+5)g(D)— f(D)g(D+r))+ ¥ (t" f(D),t°g(D))C.

Denotamos por 73;'[ la extension central de ’D;)t por CC correspondiente a la
restriccién del 2-cociclo V.

Haciendo wt t¥ f(D)p(D) = k, wt C' = 0 se define la Z-graduacion prin-
cipal de 132[

DF = P (Df)k, donde (DF)i = (D)1, & 0o, CC. (2.1)
keZ

Con el objetivo de aplicar el Teorema 1.3 introducido en el capitulo 1,

probaremos que Dy satisface las propiedades (P1), (P2), (P3). Es obvio que
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13;[ satisface (P1). Ahora para probar que cumple (P2) y (P3), necesitaremos
los siguientes resultados.

LEMA 2.2. Sean f, g, h € C[x] tales que deg(fg) >0y
[t" F(D), #'g(D)] = t**'h(D) + ¥ (t* (D), 1'g(D))C, (2:2)
entonces deg(h) = deg(f) + deg(g) — 1 si y solo si, deg(f)l # deg(g)k.
DEMOSTRACION. Suponemos primero, f(D) = D'y g(D) = D’ con
i+ j > 0, entonces de (2.2)
h(D) = (D +1)'D? — (D + k)’ D*,
luego es claro que deg(h) < i+ j — 1, ademds el coeficiente de D™/ ~1 es

(il — jk) por lo tanto el Lema es verdadero para este caso. Ahora sean
flx) =30 firt, g(z) =", gja’ € Clz] tales que n +m > 0, entonces

[t £(D),t'g(D)] =Y fig;[t" D", # D] :=> " fig; t""h; ;(D) + o,
i, 1,]
con deg(h;j) <i+j—1y ¥y € C. Por lo tanto sélo tenemos que estudiar
ti+thy, (D) = [tF D™, ¢ D™], finalmente la prueba sigue de lo anterior. [

LEE\\/IA 2.3. Sea p = ®j€Z p; una subdlgebra Z-graduada de 73; con
po = (D;)o-
(a) Sip; # 0, entonces p; tiene codimension finita en (ﬁ;t)ﬁ
(b) Sip_1 # 0, entonces p_; tiene codimension finita en (D;,t)_j para todo
jeN.
DEMOSTRACION. Para probar (a), es suficiente encontrar una familia

{/ gk (D)p(D)}kew C Py,
con deg(gx) = mo + 2k para algiin mg € Z fijo (ver Lema 2.1).
Suponemos j # 0. Sea t/ f(D)p(D) € p; no nulo. Por hipétesis y Lema
2.1, tenemos que (D — %)2k+ﬁp(D) € po para todo k € IN, entonces

c

! gu(D)p(D) := [t f(D)p(D), (D 2)2’”%(1?)] € by
y del Lema 2.2 obtenemos deg(gx) = deg(f) +m + n — 1 + 2k, finalizando
(a).

Ahora suponemos p_; # 0. Para probar (b) sélo necesitamos ver que
p_; # 0 para todo j € IN. Por induccién, suponemos p_; # 0 con j € IN.
Entonces de lo anterior, existe mg € Z fijo tal que t 7 g (D)p(D) € p_; con
deg(gx) = mo+2k para todo k € IN y por hipétesis existe t = f(D)p(D) € p_1
no nulo. Luego, podemos tomar ko € IN tal que (n+deg(f))j # (n+mo+2ko),
entonces por Lema 2.2, [t~ f(D)p(D),t g, (D)p(D)] € p—;—1 es no nulo,
completando la induccién. O

COROLARIO 2.4. (a) 13;'[ satisface (P2).
(b) Cualquier subdlgebra parabdlica de 733 es no degenerada.

(c) Todo elemento no nulo de (ﬁ;t)_l es no degenerado.
L
(d) Dy satisface (P3).
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DEMOSTRACION. Sea t~*f(D)p(D) € ﬁ;[, no nulo (con k € W), en-

tonces si tomamos tg(D)p(D) € (73;,'[)1 con g no constante, por Lema 2.2
obtenemos que

[t™*F(D)p(D), tg(D)p(D)] # 0,

por lo tanto, ZS;—L satisface (P2), demostrando (a).

Ahora, sea p una subdlgebra parabdlica de ﬁ;t, por definicién existe
j € IN tal que p_; # 0 entonces por (P2), p_; # 0, y la prueba de (b) se
sigue del Lema 2.3 (b). Finalmente, (c) sigue de (b), y (d) sigue de (c). O

Sea L(ﬁ;t, A) un ﬁ;t—médulo de peso maximo irreducible cuasifinito. Por
Teorema 1.3, existe un polinomio ménico b(z — < )p(x) tal que (t~1b(D —
H)p(D))vy = 0 (con b(x) un polinomio impar o par dependiendo de D;,t,
ver Lema 2.1). Llamaremos a tal polinomio ménico de grado minimo, deter-
minado univocamente por el peso maximo A, el polinomio caracteristico de
L(DFE, N).

Denotaremos por ZS?) (resp. Zsrl)) el conjunto de todos los enteros pares
(resp. impares).

Una funcional \ € (D;t)s se describe por sus valores en los niveles /\; =
—A((D - £)!'p(D)), donde I € Z(f), n = deg(p) y la carga central A\(C) = ¢.
Consideremos la siguiente serie generatriz,

xl
Ax(z)= ) T (2.3)

ez

Ademsds necesitaremos el siguiente resultado. Recordemos que un cuasipoli-
nomio es una combinacion lineal de funciones de la forma ¢(x)e™*, donde
q € Clz] y a € C. Se sabe que: una serie de potencias formal es un cuasipoli-
nomio (resp. cuasipolinomio par) si y sélo si, satisface una ecuacién diferen-
cial lineal no trivial con coeficientes constantes f(9) = 0, donde f(z) es un
polinomio (resp. polinomio par).

El siguiente teorema es el principal resultado de esta secciéon y nos da
una ca}"\acterizacién de los moédulos de peso méximo irreducibles cuasifinitos
sobre D;E. Es una extension del resultado de Kac-Wang-Yang, dado que para
el caso particular p(z) = 1 recuperamos el Teorema 4.1 de [14].

TEOREMA 2.5. Un 73pi—mo’dul0 L(ﬁ;[, A) es cuasifinito si y solo si,

Ax(z) =p <ddx + ;) (%) , (2.4)

donde ¢y (x) es un cuasipolinomio par tal que ¢»(0) = 0.

DEMOSTRACION. Recordemos que p satisface

p(x) = (=1)"p(=z +¢) (2.5)
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donde n = deg(p). Es facil ver que valen las siguientes identidades, para
figeClx]yacC:

f (j:;;) e = f(j:a)e‘m, (2‘6)
N <ijx + ;) et*(P=3), (2.7)
i <;;) g@) = f (;; = ;) 5 g(a) (2.8)

Ay(z) = -

Ahora, tomamos I'y(x) una solucién de

Ax(z) = p (j ; 2) Iy (2). (2.10)

Se sigue del Teorema 1.3 que L(ﬁ;t, A) es cuasifinito si y solo si existe
t=1(D — <t)p(D) € (DF)_1 tal que

c—1
2

c+1
2

0= A([t(D - ) 0p(D),tb(D ~ )p(D)]) (2.11)

para todo k € Z y por Lema 2.1y (2.1), b € C[z]® donde § viene dada por

= D+
s= 1™ en el caso ?Zi, (2.12)
n—1, enelcaso D,.
Tomando serie generatriz, (2.11) es equivalente a
0 = AP (-1 p(D), (D~ CE (D))
= (M0 = D - DD 4 (1)
_ _ ¢ 1 z(D—-31) _1\0 —z(D-1)
b(D = ——=)p(D +1)p(D)(e 2+ (=1)% )
S Dp(~1)p(0) (e + (—1)%(651”)0) (2.13)
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Entonces usando las identidades (2.5), (2.6), (2.7), (2.8), (2.9) y (2.10), sale
que (2.13) puede ser reescrito como

d d c—1 z d
_ = N2 -S04 5y x(D-%)
0 *<b<dx>p<dw+ e (L 4 e

d d c—1 d c+1 (=g
<b(d33)p(dx+ 2 )p(dx+ 2 Je

L (o [ et d et g) d e
B 2)\<(d:c)[<dx 2 ) p(dx 2 )62]p(daz+2)e o
d d C+1 T d C—l _z d C J,‘(D—f
(dm)[ (et 3 )~ (3 5 ) 2}p(dx+2)€ 2>

d d c+1 d c—1
%)P(%WL 5 )p(%+ 5

= b(

) <2 sinh (2T (x) + cosh((c—; 1)@5) .

Se sigue que L(ﬁ;t, \) es cuasifinito si y sélo si, existe b € C[z]° (ver (2.12))
tal que

e+ (e + ) <2$inh(§)FA(a:) +cosh((“ 1)95)5) .

(2.14)
Luego si L(ﬁ;,t,)\) es cuasifinito, entonces 2sinh(%)I'y(z) + cosh((<E!)x)e
es un cuasipolinomio y usando (2.9), (2.10) obtenemos que I'y(z) es una
funcién impar. Se sigue que,

0= b(

) x
éx(z) = 2sinh (5) Ty(z) (2.15)
es un cuasipolinomio par tal que ¢)(0) = 0, y usando (2.10), tenemos
d ¢ oaA(z)
A = — 4+ = — . 2.1
A@) =p <d$ + 2> <2sinh(g) (2.16)

Reciprocamente, si se cumple (2.16) para algin cuasipolinomio par ¢, con
¢2(0) = 0, entonces F(z) = ¢x(z) + cosh((44})z)e es un cuasipolinomio par
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y satisface q(%)F(x) = 0 para algiin ¢ € C[z]°. En particular, tenemos que

d c+1 d c—1 d
F(r) =

y por lo tanto L(ﬁpi, A) es cuasifinito, finalizando la prueba. O

»(

~

Sea A € (fo)f‘) tal que L(ﬁf,)\) es cuasifinito. El cuasipolinomio par
¢x(x) + cosh((EL)z)e, donde ¢y (z) es como en (2.4) y € es la carga central,
puede ser escrito en la forma

oA () —l—cosh((c ; ! )z)e = Z gi(z) cosh(e} z) +Z rj(z)sinh(e; ), (2.17)

J

donde ¢;() (resp. 7j(z)) son polinomios pares (resp. impares) no nulos y e
(resp. e; ) son nimeros complejos distintos. Notar que }_, ¢;(0) = ¢
La expresién (2.17) es tnica salvo cambio de signo en e;” ¢ simultaneo

F (resp. ej_) los exponentes

cambio de signo en e; y r;(z). Llamamos a e,

pares (resp. impares) de L(ﬁg,)\) con multiplicidades q;(x) (resp. rj(z)).

+

Denotamos por e™ el conjunto de todos los exponentes pares e; con mul-

tiplicidad g;(z) y por e~ el conjunto de todos los exponentes impares e;
con multiplicidad r;(z). El par (e*,e”) determina L(ﬁ%, A) univocamente

y denotaremos a este por L(ﬁi; et e).

COROLARIO 2.6. Sea L(ﬁ;t,/\) un modulo de peso mdzximo cuasifinito
sobre ﬁ;t, con polinomio caracteristico b(x) € Clz]® (ver (2.12)), Tx(z) una
solucion de (2.10) y sea F(z) = 2sinh(%)Ix(z) 4 cosh((<51)x)e. Entonces

d d c+1 d c—1
b<dl'>p<d.%'+ 5 )p(dx—l— 5 )F(:U)—O

es la ecuacion diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes min-
imal de la forma

d d c+1 d c—1 5
f(d.l‘>p<dl‘+ 5 >p<d$+2>, dondefEC[:n],

que satisface F(x). Ademdas, los exponentes que aparecen en (2.17) son todas
las raices del polinomio b(z)p(z + < )p(x + 1).

3. Relacién entre ﬁ?— y gA[[;Z], dL’Zﬂ, £l

Denotamos por Ry, el dlgebra cociente Clu]/(u™*1) y por 1 el elemento

identidad de Ry,. Sea g[L’Z Vel algebra de Lie de todas las matrices (aij;)i jez
con entradas en Ry, y una cantidad finita de diagonales no nulas. Ademas
denotamos por E;; la matriz infinita con 1 en el lugar (i,j) y 0 en los otros

[m]

lugares. Definimos la Z-graduacion principal de gloy

Existe un automorfismo natural v de g[[oz1 I dado por

v(Eij) = Eit1j+1- (3.1)

haciendo wt E;; = j—i.
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Consideremos el siguiente 2-cociclo sobre g[L’Z? ]

C(A, B) =tr(]J, A]B), (3.2)

con valores en Ryy;

donde J =) <0 Ejj v denotamos por é\[([:: I = g[([;g } @ Ry la correspondiente

extension central. La Z-graduacion de esta algebra de Lie se define haciendo
wt Ry, = 0 y como antes wt E;; = j — 1.

]

Dado A € (gI)z, sea
c; = )\(Uj)v
2D N WE), (3.3)
apd) = a0 i) e

donde i € Z'y j =0,...,m. El super indice a corresponde al algebra de Lie

de tipo A, QT[LT]. Sea L(g?[[;ﬂ

con peso maximo A. Los “/\Z(] ) son llamados niveles y los ¢; son las cargas
~[m]

centrales de L(gly, , ).

A) el QT[L:L ]-mo'dulo de peso maximo irreducible

Consideremos el espacio vectorial Ry[t,t7!] con base v; = t' (i € Z)
sobre Ry, y la siguiente forma C-bilineal sobre este espacio:

D(u™v;, u"v;) = u™(—u)"051—j.

[m]

Denotamos por Egg] la subélgebra de Lie de glo
bilineal D. Luego

que preserva la forma

a[ozﬂ — {A c g[[;ﬂ . Aij(u) = —Al—j,l—i(_u)}'

Denotamos por dLZL] = ELT:] @ R,, la extension central de EL’S], dada por

la restriccion del 2-cociclo (3.2). Esta subdlgebra hereda la Z-graduacién
[m]

principal de g?[oo .
Dado \ € (dL’Z}])g, denotamos por L(d([g], A) el d-médulo de peso méxi-
mo irreducible con peso maximo A. Definimos

cj = )\(uj)v
d)\l(j) = )\(UjEii — (—U)jEl—i,l—i)7
i) = ) _dy0) (3.4)
by’ = AP +e (jpan),
dondei € Z,j=0,...,m. Los d)\gj) son llamados los niveles y los ¢; son las

cargas centrales de L(d([:g ], A).
Ademads definimos

£ = (Aeglm: A(u) = —A_j_i(~u)siij >0V i=j=0;
Am(u) = A,jyfi(*u) siig < 0; AffL"o(’LL) = UA()’Z'(*U);
A;o(u) = —uAp,—i(—u), para todo i € IN},
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una subalgebra de g[([fg .Y denotamos por LM = Z[m]@Rm la extensién
central de Z[m], dada por la restriccién del 2-cociclo (3.2). Esta subdlgebra

~[m]

hereda la Z-graduacién principal de gl
Dado A € (£[™)# definimos

cj = Mul),
1)‘1(‘j) = MW E; — (—uYE_i_y), (3.5)
O = O\ e

dondei € Zy j=0,...,m. Sea L(L™ \) el £I™-médulo de peso méximo
irreducible con peso A. Los IAEJ )
centrales de L(LI™,)\).
Denotamos por O el dlgebra de todas las funciones holomorfas sobre C
con la topologfa de la convergencia uniforme sobre compactos y sea O
(resp. ©) el conjunto de las funciones holomorfas impares (resp. pares).
Consideremos el espacio vectorial D€ generado por los operadores diferen-
ciales (de orden infinito) de la forma t*f(D), donde f € O. El corchete en
D se extiende en forma natural a D®. De forma similar definimos una com-
pletacién de D, por Da(? ' consistente de todos los operadores diferenciales

de la forma ¢* f(D + £)D donde f € O®)
Luego el 2-cociclo ¥ sobre D (resp. D) se extiende a un 2-cociclo sobre

son llamados niveles y los c; son las cargas

DO (resp. Dg) ' ). Denotamos la correspondiente extensién central por DO =
DO ¢ CC (resp. DY~ =DY ™ & CO).

Dado s € C, consideraremos la siguiente familia de morfismos de algebras
de Lie gogm] : Dg?’_ — g[gg] definida por;

D+ D) = S S s ) (s B

JEZ
e (i s ) (=i s ) i
=>>. g WEj

jeZi—o ’

j+ kis) ;

_yy J (=5 +5) + W By,

JEZ i=0

(3.6)

[m]

donde f® denota la ith derivada. Notar que o5 es la restriccién a Dg) T

del morfismo (3.2.1) en Ref. [13].
OBSERVACION 3.1. La Z-graduacién principal sobre D:?” Y g[([;g} son
[m]

compatibles bajo el morfismo @
1" :{feO(E) :f(i)(—j+k/2+s):Oparatodoj €Z, 0<1i<m},

Jm = U (D + k/2)D - f e 1T,

keZ
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PROPOSICION 3.2. Dado s € (C—7Z/2) y m € Z tenemos la siguiente
sucesion exacta de dlgebras de Lie:

[
0—>J[m]—>Do_—>g[[m]—>0

DEMOSTRACION. Ahora como {(u + (s — j))u'}™, es una base de Ry,

para mostrar que go[ ml es sobreyectiva es suficiente con encontrar una preim-
agen de A =37 7> "o bij(u+ (s — J)u'Ej_ ; (con bj; € C) para cada
k € Z fijo. Recordemos el siguiente hecho bien conocido: para toda sucesion
discreta de puntos en C y un entero no negativo m existe a(x) € O teniendo
valores prescritos de sus primeras m derivadas en esos puntos.

Como s ¢ 7Z./2 las sucesiones {—j +k/2+ s}jcz y {j — k/2 — s}jez son
disjuntas, entonces existe a(z) € O tal que

- si k es par, a®(—j + k/2+5) = a¥) (j — k/2 — ) = ilby;/2,
-si k es impar, aV(—j + k/2 + s) = 2ilby;, aD(j —k/2 —s) = ilby;.

Luego si g(z) = a(z) + (—1)*a(—x), entonces se puede ver que gogm] (t*g(D +

k/2)D) = A, demostrando la suryectividad de gogm]. Por otro lado, es claro

[m] _

que kers" Js[m], finalizando la prueba. O

PROPOSICION 3.3. Para s = %, tenemos la siguiente sucesion exacta de
dlgebras de Lie:

0— JM - ™ 0.
2

DEMOSTRACION. El morfismo cp[lm] : DY — g[gf] definido por
2

wg"](tkf(D)D) = > flu+t (U+; 3 Ejk,;
JEZ
m @) (L _ s .
53 “3,”«; )W
JEZ i=0 ’

es sobreyectivo y la anti-involucién o_ se transfiere a través de este morfismo

a una anti-involucién w en gd;'} ], que satisface
1 . Z+j 1 .
w | (u+ 3~ DfWE;; | =(=1)"(-u+ 5~ i) f(—u)Er1—ji—,
con f € Clx], de donde es facil ver que

() Eeg) = (<) (—ut = i)(ut 5~ )W Frga (37)

Luego, el dlgebra de Lie de los puntos —o_-fijos en DY (llamada DY ), se
mapea sobreyectivamente sobre el dlgebra de Lie de los puntos —w-fijos en

gl
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A continuacién definimos el automorfismo 7" : g[[o@ N g[g@ ] por
Jj—1 1
l l .. .
T(u'E;j) = H <u —(k+ 2)> u By, sii<j,
k=i
T(UlEu) = ulEii,

i—1 -1
1
k=j

Por otro lado, sea p(f(u)E; ;) = (—1)" f(—u)E1_;1—; la anti-involucién en
gdﬁZ} } que define ELTZ ], entonces usando (3.7) tenemos que
= T @@y G8)

Ahora, como gls,' esta generado por (g[@)_l @(g[@)o @(g[@)l usando

(3.8), obtenemos que p = T 'wT. Como antes, el dlgebra de Lie de los
puntos —w-fijos en g[[gg I'se mapean sobreyectivamente a través de 7! sobre

o Ast Tl

o) 1
2

Tl @etmyo @iz,

[l

el algebra de Lie de los puntos —p-fijos en g[gg ], llamada d

[m]

~ vy como T71 es un automorfismo es

lleva sobreyectivamente DY~ en d
[m] _
=

2

claro que kerT~!¢ J[lm], finalizando la prueba. O
2

PROPOSICION 3.4. Para s = 0, tenemos la siguiente sucesion ezacta de
dlgebras de Lie:

0— JM Do 57 0.

DEMOSTRACION. Consideremos los siguientes morfismos de dlgebras de
Lie: go([)m] como en (3.6) y T : g[L’.I‘] — gdl;‘] definido por
j—1
T(W'Ey) = [Ju-ku'Eyj sii<j,
i
T(W'E;) = u'Ey,
i—1
T(W'Ey) = [Juw—-k) "By, sii>j,
k=j
k£0
notar que T'(u' E;;) = u! T(E;;). Luego, Tgo([)m} DY ™ es sobreyectiva
y como T es un automorfismo es claro que kerTcp([)m] = J(gm], finalizando la
prueba. O

OBSERVACION 3.5. (a) Haciendo abuso de notacidn vamos a denotar por
[m]

go[lm] (resp. @y ) el morfismo sobreyectivo de la Proposicion 3.3 (resp. 8.4).
2

[m]

(b) Para s € Z (resp. s € Z.+ %) la imagen de DS bajo el morfismo oL
es l/ggogm] (DS (resp. Vggo[m] (D)), donde v se definié en (3.1) y 3 =s

1

3
(resp. § = s — %) Por lo tanto, para s € 7./2 sélo vamos a considerar los
casos s = 0,

N
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[m]

Ahora nosotros deseamos extender el morfismo ¢g ° a un morfismo entre
las extensiones centrales de las correspondientes algebras de Lie. Definimos

e(s—l/Z)x + (_1)ie—(s—1/2)x 2

ni(w,s) = con i€ Zy4, se€C.

2 Pk
Estas funciones satisfacen las siguientes propiedades:
ni(z,—s) = (=1)'ni(x,s+1), (3.9)
no(z,s+1/2) = cosh(sz).

PROPOSICION 3.6. El morfismo @Lm] : ﬁ; — é\[[;:] extiende a gme] donde:

@[m” Dz ); = (p[sm]|(D;)j, Sij?é07

I . 1 1(93,5_~+1)_ i(:L“,s—') '

[m] - = n j " Do

PR = 520 Siub(z/2) W,
1=0 jEZ
1SN mi(es) ,  1cosh(n/2)
2 — sinh(:c/z)u co + 2 sinh(z >co, (3.10)

i) = 1.

DEMOSTRACION. Notar que (ﬁj Jo = (13; )o ¥y ademads nuestra extensién
~lm]

Ps © NO es mas que la restriccién de la extensiéon dada en Proposicién 3.3
[13] por lo tanto s ]| @Lm] ’(5’)0' Ver Proposicién 5.2 en [6]. O

Sean M = (ml,...,mN) IS Zf y5 = (s1,...,5ny) € CV tales que
s; € Z implica s; = 0, s; € Z —1—% implica s; = % y 8 # £s; (modZ)
para ¢ # j, combinando las Proposiciones 3.2, 3.3, 3.4 y 3.6 obtenemos el
siguiente resultado.

PROPOSICION 3.7. Dado m y 5 como antes, tenemos la siguiente suce-
sion exacta de dlgebras de Lie:

N PO
0— ()il —» D9~ £ gm0,

=1
donde 3™ = @Y, 3™ y o™ = @N gl con
é\[([::l]v st Si #07 %7
g[mi] — d([;%‘], si 8 = %7

£mil s s =0.

4. Realizacién de los médulos de peso maximo irreducibles
cuasifinitos de D

En el siguiente teorema g™ denotard alguna de las siguientes &lgebras

g s alml ¢ piml

PROPOSICION 4.1. El g™ -mddulo L(g!™,\) es cuasifinito si y sdlo si
(1)

todos salvo una cantidad finita de los *h;’ son nulos, donde * representa a

0d ¢l dependiendo de que g[m] represente g[g:] 0 dL’E] 6 LM respectivamente.
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Sean M = (mi,...,mn) € Z& y 3 = (s1,...,sn) € CV tales que
s; € Z implica s; = 0, s; € Z + % implica s; = % y si # £s;, (modZ)
tomamos ); € (g™l)# cuasifinito con i = 1,...,N y sea L(g™! \) el
correspondiente g[mi]—médulo irreducible. Sea A = (A1, ..., Ay). Entonces el
producto tensorial
N
L™, %) = () L(a"™, ), (4.1)
i=1

es un g™-médulo irreducible, con g™ = @i\i 1 g™l como en la Proposicién
3.7. El médulo L(gl™, X) puede ser visto como un 13; -médulo via el morfismo
A? }, y denotaremos a este médulo por L[gm ] (). Necesitaremos la siguiente
proposicién cuya prueba es similar a la Proposicién 4.3 en [13].

PROPOSICION 4.2. Sea V' un Dy -mddulo cuasifinito. Entonces la accidn
de D, sobre V se extiende naturalmente a la accion de (Dg’_)k sobre V

para todo k # 0.

TEOREMA 4.3. Sea V un gl™ -mddulo cuasifinito, el cual es visto como
un D -modulo via el morfismo @ém] Entonces cualquier Dy -submddulo de

V es también un g™ -submddulo. En particular, el ﬁ;—mo’dulo L?] () es
irreducible si5 = (s1,...,sn) € CV satisface que s; € 7 implica s; = 0, s; €

7. + % mmplica s; = %, y s; # £sj (modZ) siempre que i # j.

DEMOSTRACION. Sea U un 73; -submodulo de V', entonces por hipotesis
U esun 13; -modulo cuasifinito, luego por Proposicion 4.2, se puede extender
la accién a (735? ")k para todo k # 0. Ademds por Proposicién 3.7, el mapa
@?] : (ﬁgf)k — (g™, es sobreyectivo para todo k # 0. Por lo tanto U es
invariante con respecto a (g™); para todo k # 0, y como g™ coincide con

su algebra derivada, finalizamos la prueba. O

Dado L(ﬁ; ,A) un 23; -médulo de peso maximo, usando el Teorema 2.5,
tenemos que este es cuasifinito si y sélo si

Ax(z) = % (%) (4.2)

donde ¢ (z) es un cuasipolinomio par tal que ¢)(0) = 0.

Por otro lado, una funcional A € (D ){ esta caracterizada por I} =
— (D), donde I € ZS?), y la carga central \(C') = ¢, cf. (2.3). Considere-
mos la nueva serie generatriz:

wl—&-l
Da(z) = ;}) mr, = —A(sinh(zD)), (4.3)
1€z

notar que I')(x) satisface (2.10), entonces usando (2.15) obtenemos

_ oa(z)
La(z) = m
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Mostraremos que todos los ﬁ; -modulos de peso maximo irreducibles
cuasifinitos pueden ser realizados como algun L[gm] ()), y esto se hace medi-
ante el estudio de los exponentes y multiplicidades usando el célculo de
la serie generatriz I'y, s x(z) del D7 -médulo de peso méximo irreducible

cuasifinito L™ (g™, ).

sim .

PROPOSICION 4.4. Para s € (C—7/2), consideremos el morfismo ps

D — g[[ “ Entonces el glg]—mo’dulo cuasifinito L(g[([xj]

13 -modulo via 90[ ™ s isomorfo a L(ﬁ;; et,e”) donde e, e~ consisten de
exponentes (s — j — %) con j € Z y multiplicidades

, A) visto como un

ah(l){l}l ah(l)l,i
J J
PO el D Dl
1. 2.
0<i<m, 0<i<m,
i par i impar

respectivamente.

DEMOSTRACION. Del Teorema 4.3 y como @Lm] es un morfismo grad-
[m]

uado, el D -médulo L(gAIOO ,A) es un médulo de peso maximo irreducible

cuasifinito. Usando (3.10), ¢ = A(1) y usando la expresion explicita del mor-
[m] ~[m]

fismo @5 : 23; — gl
tenemos que

dada en Proposicién 3.6, y las formulas (4.3) y (3.3)

Tosa(z) = —)\(A[m](sinh(a:D)))
_ 722 ni(x,s — h(»i) 1cosh( /2 )CO-
sinh(x/2) 2 J 2 sinh(x/2)
La proposicion sigue de la definicion de exponente y multiplicidad. O

PROPOSICION 4.5. Consideremos el morfismo g/o\[lm] : ﬁ; — dLZ”‘]. En-
2

tonces el d([:g]-mo’dulo cuasifinito L(d[gg],)\) visto como un 13;-m0’dulo via
[m]

24" esisomorfo a L(Dy;et,e”) donde et, e~ consisten de exponentes —j
2

con j € Ziy y multiplicidades

dh(_l)xi dh(l)xi
J J
e I D Dl
1! 1.
0<i<m, 0<i<m,
i par i impar

respectivamente, donde dh(()i) =0 para t© impar.

DEMOSTRACION. Necesitamos calcular ['ysa(x). El resto de la prueba
es clara, cf. la prueba de la Proposicién 4.4. Recordar la observacién 3.5 (a)

y considerar el cédlculo explicito del morfismo @&m] : 13; — dL@ } dado en 1a
2
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Proposicién 3.6. Usando (4.3), (3.9) y (3.4) tenemos que

Pmsa(e) = ~A@)" ](sinh(xD)))
= ZZ 1y @12 = ) a0
J
i=0 j>0 sinh a;/2)
odiam SI0(z/2) 2 sinh(x/2)
i par
de donde se sigue la proposicién. O

PROPOSICION 4.6. Considere el morfismo @gm] Do — L™ Entonces

Hml

isomorfo a L(ﬁ;;e*,e*) donde et e~ consisten de exponentes (—j — 5)
con j € Ziy y multiplicidades

el L™ -mdédulo cuasifinito L(L™, \) visto como un D -mddulo via Py

lh(l)xi lh(z)$i
J J
| y |
2! 7!
0<t<m, 0<t<m,
i par i impar

DEMOSTRACION. Recordar la observacién 3.5 (a) y considerar el clculo

explicito del morfismo go[ ml 13; — LI que se obtuvo en la Proposicién
3.6. Usando (4.3), (3.9) y (3.5) tenemos que

Dosa(®) = —A@)" (sinh(zD)))
_ %Z 1i(2, =) 1, ) _ 1 cosh(z/2)

(
sinh(z/2) 7 2sinh(z )CO’
de donde se sigue la proposicién. O

Sea L(D;, A) un D -médulo de peso maximo irreducible cuasifinito con
carga central ¢ y
PA(z)
Ty(z) = — )
A@) 2sinh(z/2)’
donde ¢y (z) es un cuasipolinomio par tal que ¢)(0) = 0. Luego podemos
escribir

o(x) + cosh(x/2) c—ZZaszmﬂvs (4.4)
seC =0

donde as; € Cy as; # 0 solo para una cantidad finita de s € C (ver Corolario
2.6). Ahora por definicién de 7;, tenemos que n;(x, —s) = (—1)'n;(z,s +
1), luego para evitar ambigiiedades en la expresién (4.4), vamos a elegir el
parametro s siguiendo estas reglas: cuando s € Z/2 requerimos que s< i 3
cuando s ¢ Z/2, requerimos que Ims > 0si Ims # 06 s — [s] < 2 sis € ]R,
donde Im s es la parte imaginaria de s, y [s] denota el menor entero mayor

que s respectivamente.
Descomponemos el conjunto {s € C : as; # 0 para algin i} en una unién
disjunta de clases de equivalencias bajo la relacién de equivalencia s ~ s si
s = x5’ (modZ). Sea S una clase de equivalencia, entonces podemos escribir
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S ={s—ko, s—ki,..., s—kq} (para algin « € Z, ) donde; si S € Z/2, s es
un representante y k. € Z paratodor =0,1,..., a;siSCZ S C Z—i—%,
s=06s= % respectivamente y k, € Z, para todor =0, 1,..., a. Sea
m = Maxscs Ms.

Asociamos a S el gl™-médulo L[;n] (g™, \g) como sigue: si s ¢ Z/2, sea
A[ 1

gl -mé6dulo L[m] (gl s Ag) con carga central y niveles

¢ = Z“hk , A =57 <60 ).

kr>j

= Qg—f, i con i =0,....,me, yr=20,1,...,a Asociamos a S el

~[m]

Sis = %, sea dh,(fr) = a1y, 4 con 1= O""vm%—k,« yr =01,...,a.

Asociamos a S el dg:} |_médulo L[én] (dLT ], As) con carga central y niveles

c = Zdhl(i) (i par), ¢; = 0 (i impar), d)\gi) _ Z dhl(c?’

kr kr>j
De forma similar si s = 0, lhé? = Q4 con i = 0,...,m_p yr =
0, 1,...,c. Asociamos a S el £"-médulo Lg ]( As) con carga central
y niveles
1; (i 1y (¢ 1; (i
¢ = Z h,(;), AEZ) = Z( h,(;r) — 0k,.,0 Ci)-
kr kr>j
Por Proposicién 4.1, el médulo asociado a S es cuasifinito.
Denotamos por {si, s2,...,Sny} un conjunto de representantes de las

clases de equivalencias del conjunto {s € C : as; # 0 para algin i}. Por
Teorema 4.3, el D -médulo L[gm] (M) es irreducible para 5 = (s1,...,sy) tal
que s; € Z implica s; =0, s; € Z + % implica s; = % y s;i # £s; (modZ)
para ¢ # j. Entonces tenemos

5 (@)
HEX Zrmzasu A 7 c= ZCO .

Luego usando el Teorema 4.3 y las Proposiciones 4.4, 4.5 y 4.6, se prueba
el siguiente resultado.

TEOREMA 4.7. Sea V un ﬁ;-mo’dulo de peso mazimo irreducible cuasifini-
to con peso A, carga central ¢ y

Iy (x) = Pa()

2sinh(x/2)
donde ¢ (x) es un cuasipolinomio par tal que ¢(0) = 0, el cual es escrito en
la forma (4.4). Entonces V' es isomorfo al producto tensorial de los mddulos

Lgn] (g[m], As) para las distintas clases de equivalencias.

OBSERVACION 4.8. Una eleccién diferente de un representante s ¢ 7./2

produce el efecto de desplazar gA[[;:] via el morfismo v para algin i. Luego
es facil ver que cualquier mdodulo de peso mdximo cuasifinito irreducible
L(D,,\) puede ser obtenido como antes salvo un desplazamiento de v.



Capitulo 3

Moédulos de peso maximo cuasifinitos de las
subalgebras clasicas de SG,

En este capitulo caracterizamos los médulos de peso maximo irreducibles
cuasifinitos de las subalgebras de Lie cldsicas de E@q, dichas subalgebras
aparecen por el estudio de las anti-involuciones de la super dlgebra asociativa
de los operadores pseudodiferenciales cudnticos SGy.

En la seccién 1, introducimos definiciones bésicas que usaremos a lo
largo de todo el capitulo, clasificamos todas las anti-involuciones de S&j
que preservan la graduacién principal y describimos las subdlgebras clasicas

o~ /\i:t (e 3 z 7’ .
86,k y SG, 1. En la seccion 2, caracterizamos los médulos de peso méaximo

— —tt
irreducibles cuasifinitos de S&, 1 y SG_ 1 ;.

1. Anti-involuciones de S&; que preservan la graduacion
principal

Sea g € C* con |q| # 1. Denotaremos por T el siguiente operador sobre
Clz71, 2]:
Ty(f(2)) = flaz).
Ademas, denotaremos por &g el dlgebra asociativa de todos los operadores
pseudodiferenciales, i.e., los operadores sobre C[z71, z] de la forma

E = Z ek(z)Tf, donde e;(z) € C[z71, 2] (suma finita).
kez
Cualquier operador pseudodiferencial puede ser escrito como combinacién
lineal de elementos de la forma 2" f(T}), donde f € Clw™!,w] y n € Z. El
producto en &g es dado por

2" f(Ty) - 2"g(Ty) = Zn+mf(quq)g(Tq)-
Haciendo wt 2" f(T}) = n, se define la Z-graduacién principal de &j.

Sea M (1]1) el conjunto de las super matrices 2 x 2 con coeficientes en C,
vista como la super dlgebra asociativa de las transformaciones lineales del
super espacio complejo (1|1)-dimensional C(!V). Y denotaremos por E;j la
2 x 2 matriz con 1 en el lugar (i,7) y 0 en los otros lugares. Declaran-
do FE71, FE9o elementos pares y Fqo, FE21 elementos impares, dotamos a
M(1]1) con una Zs-graduacién donde |M| denota la paridad del elemen-
to homogéneo M € M(1]1).

Denotamos por S&j la super algebra asociativa de las super matrices
de 2 x 2 con entradas en &g, l.e.,

S§67 =61 Q) M(1]1),
26
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y el producto es dado por la multiplicaciéon usual de matrices. Luego, deno-
taremos por S&, la super élgebra de Lie que se obtiene de S&; tomando el
corchete usual.

Ahora, introducimos el mapa lineal Strg : S6, — C dado por

Strg me = (f11(T4))o — (f22(Tg))o,

donde (f(T5))o = fo si f(Tg) = X ez fka y definimos el 2-cociclo ¥ como
sigue
(" F(To) Eij, 2" 9(Ty) E) =

n—1

—(—-1)* ZO(f(fJ‘””Tq)g(qTTq))o5jk5il7 sin=—m >0,

0, caso contrario

Luego denotamos por §6\5q, la extension central unidimensional de S&, con

carga central C correspondiente al 2-cociclo v, i.e., ggq =86, CC donde
el corchete viene dado por

(2" f(Ty) Eij, 2" g(14) Eri] = Zn+m(f(quq)9(Tq)5jkEil — (—1)|EinEkl|
F(T)9(q" Ty)0ii Exj) + (2" f(Ty) Eij, 2™ g(Ty) By ) C.

Haciendo wt 2" f(T,)Ey = n, wt (2" f(T,)Erz + 2" 1 g(Ty) Bar) = n + §
ywtC =0, coni=1,2 n € Z, se define la 1Z graduacion principal de
§6y, 86,y §G, la cual es compatible con la Zs-graduacion, asi

58, = (géq)a@ (géq)f
(ggq)a = @(géq)nv (‘§§Q>T = @(ggq)mr%,

neZ ne”Z
donde
(S8 = {z" fi(Ty) Br1 + 2" fo(T)Eas : f; € @[w_l,wL i=1, 2} + 0,,0CC,
(56 )n+1 = {z"fI(T)E12 + 2" fo(T)Ean : f; € Clw™ ! w], i =1, 2},

Una anti-involucion o de S&7 es un anti-automorfismo involutivo de
a ; . a a 2 _ —
S§6;g,ie., 0: 867 — S&7 con0® = Id, 0(A+bB) = 0(A)+bo(B)y 0(AB)
= (-1)IBlg(B)o(A), donde A, B € S&¢, y b e C.
El principal resultado de esta seccién es el siguiente teorema con la

clasificacion de todas las anti-involuciones de S&; que preservan la %Z—
graduacién principal.

TEOREMA 1.1. Cualquier anti-involucién o de S&y que preserva la grad-
uacion principal es una de las siguientes, sea f € Clw™, w] y n € Z:

(a) 0.cn(Z"f(Tg) Enr) = a"q(”_l)"’c ”f(bq_"Tq_l)qunkEm

) =
ElQ) _ ancqn2k n+1f(bq—nT )T(2n+1)kE21,
)

q
— gt ((n 1)2-n)k o (bqfn+1qul)Tq(2n71)kE127
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con a, b, c € C*, k € Z, tales que —abF = ¢F.

) —n o
(b) Tapewa(2"f(Ty) 1) = a"q" k£ (bg T, )T B,

(
—1) —
G aei(2" (T Eaz) = a"g"™ = FH727 £ (bg M En,
(
f(T,

-1
Ganeni(2"F(Ty)Era) = aleq™ skl 2 f(bg T T B,

(n 1

0)E21) = —a" gtk 2" f(bg "T, )T;kilEQM
cona, b,ce C*, k, 1 €Z, tales que a®b* = ¢*~1 y blc? = 1.

Oa,b,c,k, l(

Dividimos la prueba del teorema en varios resultados.

Sea o una anti-involucién de S& la cual preserva la graduaciéon prin-
cipal, entonces o define los siguientes mapas lineales que preservan la grad-
uacion principal ;5 : &5 — &5 dado por,

o(z"f(T)Eii) = 0ia (2" f(1y)) B + 0i2(2" f(Ty)) Ee.

LEMA 1.2. Sea o una anti-involucién de S&; que preserva la graduacion
principal. Entonces o satisface una de las siguientes condiciones:

(a) o(z" f(Ty) Enr) = 01,1 (2" f(Ty)) B,
2" (T, )E22) = 022(2" f(Ty)) Fa2,

para algunos f;j, gi; € Clw™, w], donde 1 <1, j <2 coni# j.
DEMOSTRACION. Como o preserva la graduacién principal, tenemos que
o(Er2) =f12(Ty) E12 + 2 f21(Ty) Eo1, (1.1)
o(B1) =2 g12(Ty) Brz + g21(Ty) o, (1.2)
para algunos fij, gij € Clw™ w], con 1 <, j <2,i # j.
Luego, como
0=0o(2"f(Ty) B 2" g(Ty) Eza) = 0(2"g(Ty) E2)o (2" f(Ty) E11),
tenemos dos posibilidades

o(z"f(Ty)En) = 011 (2" f(Ty)) Enr y o(2"f(Ty)Ea2) = 02,2(Z”f(Tq))€3227)
1.3

o(z"f(Tg)En) = 012(2" f(Ty)) E2a y o(2"f(Ty)Er2) = 02,1(2 ”f(Tq))f?n.)

1.4

Ademés, como 0 = J(E%-) = —0(E;j)? para 1 <4, j < 2, i # j, se sigue de
(1.1) y (1.2) que

o(Er2) = fi2(Ty)Ere 6 o(Ei12) = 2fa(1y) B, (1.5)
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y
O’(EQl) = ggl(Tq)Egl é U(EQl) = Z_lglg(Tq)Elg. (16)
Finalmente, dado que
o(En) = —o(E21)o(Erz), (1.7)
el resultado sigue de (1.3), (1.4), (1.5), (1.6) y (1.7). O

COROLARIO 1.3. Sea o una anti-involucion de S&y que preserva la grad-
uacion principal. Entonces
(a) si o satisface el Lema 1.2.(a) 04 (1) = 0;; para todo 1 < 0,5 < 2,
(b) si o satisface el Lema 1.2.(b) 05 (1) =1 — §;; para todo 1 <i,j < 2.

DEMOSTRACION. Es claro que o(Id) = Id, luego el resultado se sigue
del Lema 1.2. 0

PROPOSICION 1.4. Sea o una anti-involucién de S&; que preserva la
graduacion principal y asumimos que satisface el Lema 1.2.(a). Entonces o
es una de las o4 del Teorema 1.1.(a).

Con el objetivo de probar la Proposicion 1.4 necesitaremos el siguiente
resultado.

LEMA 1.5. Sea o como en la Proposicion 1.4, entonces

n(n—1), _ _ )
o(2"f(T,)Ei) = alq~ = *2"f(biq ", 1)T;’“1EZ-Z-, (1.8)
(" f(Ty) Erg) = afieq™ 2 btmkzntd (g n btk g, (1.9)

nk
o (2" f(T)) Ear) = —age tq( P00 n=1 p(y g DyTrka—k gy, - (1.10)
donde a;, b;, c€ C*, k;, k € Z, tales que a?bf" =q", coni=1,2.

DEMOSTRACION. Es fécil ver que 0;,; es una anti-involucién de 63 con
i =1, 2, entonces de Seccién 3 en [6] y la hipétesis, obtenemos
n(n—1)

o(2"f(T)Ei) = afq = "2"f(big T, )T * By, (1.11)

con k; € 7, a;, b; € C*, tales que azbfi = ¢", i = 1, 2. Ademas, del

i
Corolario 1.3.(a) y la hipétesis tenemos que

By = —0(Ea1)o(Er2) = —g12(q1y) f21(Ty) B,

por lo tanto fo1(1,) = CT;C y g12(Ty) = —c‘lqkTq_k con c € C*, k € Z,
entonces

o(E12) = czTFEy y o(Ea) = —c '¢"27'T, "Ens. (1.12)

Ademaés,
o(2" f(Tq)Eij) = o(Eij)o (2" f(Ty) E), (1.13)
con i, j = 1,2, i # j. La prueba sigue de (1.11) y de remplazar (1.11) y
(1.12) en (1.13). O

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 1.4. Del Lema 1.5, tenemos que
Bz =0°(E12) = co(Ea1)o (2T} Eag) = —asblq " T By, (1.14)
E12 :0‘2(E12) = CO‘(ZT;:EH)O'(EQQ = —alblqu_le(fl_2kE12, (115)
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entonces de (1.14) y (1.15), obtenemos

k1 = ko = 2k, (1.16)
y ademds de (1.15) y (1.16) se tiene que,
—a1b¥ = ¢~ (1.17)
Luego, de (1.16) y usando nuevamente el Lema 1.5, tenemos que
O'(ZnTéElg) = a?bllcq(”k_l)"z”"'qu(zn'H)k_lE21, (1.18)
O'(ZnTéElg) = O'(ZnTéEQQ)O'(Elg)
= agblch("k_l)("ﬂ)z"“TéQnH)k_lEgl, (1.19)

para todo n, [ € Z. Comparando (1.18) con (1.19), obtenemos

nk—1
q

albh = albl , para todo n,l € Z,

en particular,

-si n=0y =1, by =bgq, (1.20)
csin=1y 1=0, ay=aq " (1.21)

De (1.17) y reemplazando (1.16), (1.20) y (1.21) en (1.8), (1.9) y (1.10),
obtenemos que 0 = ., 4, ..x, finalizando la demostracién. O

La siguiente proposicién nos da la parte (b) del Teorema 1.1.

PROPOSICION 1.6. Sea o una anti-involucién de S&; que preserva la
graduacion principal y asumimos que satisface el Lema 1.2.(b). Entonces o
es una de las o4, del Teorema 1.1.(b).

Con el objetivo de probar la Proposicién 1.6 vamos a considerar el sigu-
iente resultado.

LEMA 1.7. Sea o como en la Proposicion 1.6, entonces

(2" (T Euy) = alg™ sk n F(brg"™ T T* By, (1.22)
(2" F(Ty) Ba) = aq" = *22" f(bag™™ T T2 By, (1.23)
(" f(T,)Erg) = afeq™z Fman f (b g T TR H (1.24)
(" f(T,)Ear) = —age g 5 R nlen by ™ T2y TR~ By, (1.25)

donde a;, bj, c€ C*, k;, m;, l € Z, coni=1, 2.

DEMOSTRACION. De la hip6tesis y el Corolario 1.3.(b), tenemos que

En = 0(TyExnT, ' Ex) = 091(T; " )oa1(Ty) B, (1.26)
Ey = o(TyEnT, 'En) = 012(T; ")o12(Ty) Ea, (1.27)
By = a(zEggz_lEgg) = 0'271(Z_1)0'2,1(Z)E11, (1.28)
By = O‘(ZEHZ_IEH) = 0'172(Z_1)0'1,2(Z)E22, (1.29)
By = —o(Er2)o(Ean) = — f12(Ty) 921 (Ty) Ena. (1.30)
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Luego, utilizando (1.26)-(1.29), obtenemos

o (TFY = bETm,
oij(z) = aisz",
oii(zY) = ai_lqk"z_qu_k",
y haciendo induccién obtenemos
o(T"E;) = bj"I7""Ej;, paratodo m € Z, (1.31)
o(z"E;;) = a?qn(n2_1)kiz"T;kiEjj, para todo n € Z, (1.32)

donde a;, b; € C*, ki, m; € Z, i,j =1, 2, i # j. Luego de (1.31) y (1.32)
tenemos que
o(2"f(Tg)Eii) =0 (f(Tq)Eii)o (2" Eii)
nn=1) ;. ) ) )
—a2q" T R (g TR By, (1.33)

coni,j=1,2, i #j.

Por otro lado, de (1.30) tenemos que fi2(Ty) = ¢TI}y go1(Ty) = —c T
con c € C* yl € Z, por lo tanto

O’(Elg) = CTéElz y U(Egl) = —C_qu_lEzl. (134)

Ademaés,
o (2" f(Ty) Eij) = o(Eij)o (2" f(Tq) Eii), (1.35)
con i, j = 1,2, i # j. La prueba sigue de (1.33) y de reemplazar (1.33) y
(1.34) en (1.35). O

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 1.6. Por el Lema 1.7, tenemos que

T,F1 = az(TqEH) = blbngT(;meEH, (1.36)
2B = 0%(2Ey;) = aiajbfiqmjkizT;”k#kjEii, (1.37)
E1p = 0%(FE1) = b\ E, (1.38)
o(zF12) = alcqlzT(fl'HElg, (1.39)
0(zFE12) = 0(2E)0(E12) = CLQCZqulJrlElg. (1.40)

Luego, utilizando (1.36)-(1.38) tenemos que
mi=mo=106m; =mg=—1, (1.41)

y

by =by™, (1.42)
aiajb;?iqmjki =1, (1.43)
mik; = —kj, (1.44)
ble? =1, (1.45)

donde i, j = 1, 2, i # j. Supongamos mj = mg = 1, entonces de (1.42) y
(1.44) tenemos que by = by ', ky = —ko y reemplazando en (1.43), obtenemos
¢?F1 =1, pero como ¢ no es una raiz de la unidad, necesariamente tenemos
que k1 = ko = 0. Entonces, utilizando el Lema 1.7 obtenemos

J(ZTqEH) = alblquqEQQ, (1.46)
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ademas,
o(2TyEr1) = ¢ ro(2E11)0(T,F11) = aibiqg 2T, Es. (1.47)

Comparando (1.46) con (1.47), obtenemos ¢> = 1 lo cual es una contradic-
cién. Por lo tanto, de (1.41) y el resultado anterior, tenemos que

my =mg = —1, (1.48)
entonces reemplazando (1.48) en (1.42) y (1.44) obtenemos
bi=by y k1= ko (1.49)
Por otro lado, comparando (1.39) con (1.40) tenemos que
as = arq’, (1.50)
y reemplazando (1.48), (1.49), (1.50) en (1.43), obtenemos
afbh = gL, (1.51)

Utilizando (1.45), (1.51) y de reemplazar (1.48), (1.49) y (1.50) en (1.22),
(1.23), (1.24) y (1.25), obtenemos 0 = 0., s, ..., 1, finalizando la demostracion.
U

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.1. Haciendo un célculo directo se de-
muestra que ambos casos son anti-involuciones de S&g. Reciprocamente, del
Lema 1.2 y las Proposiciones 1.4, 1.6, es claro que cualquier anti-involucién
de S&; que preserva la graduacién principal satisface (a) 6 (b), finalizando
la demostracién. O

Ahora dada una anti-involucién o de S&7 que preserva la graduacion
principal, los puntos —o-fijos forman una subélgebra de SG, y ademés esta
subalgebra hereda la graduacién. Estas subdlgebras se describen en la ultima
parte de esta seccion.

Definimos los siguientes automorfismos de S&; por

Os(M) = (27°Id) - M - (2°Id), paratodo M € S&y,

Dyl (s82); = id;
D,(2"f(Tq) Erz + 2n+1g(Tq)E21) = 52" f(Tg) Erz + 3712n+19(Tq)E217
con s € C*. Por otro lado, dados n, m € Z denotaremos por
Clo™ ! w]™™ = {f € Clw™" w] : f(w) = —(=1)" f(w™Hw™"}.
OBSERVACION 1.8. f(w) € Clw™!,w]™™) con f(w) = fiw’ siy sdlo
si, fj = —(=1)" fm—j, para todo j € Z.
El caso 0.4k
Sean a, b, ¢ € C*, k € Z tales que —ab® = ¢*. Denotamos por SGZ’Z’C la
subdlgebra de Lie de S&, que consiste de los puntos —o, 1, ¢ k-fijos, entonces
esta hereda la $Z-graduacién de S&, asi S GZ:Z’C =Dje 1 2(S GZ:Z’C) ; donde

(SSL); = {M € (S6,); : Tapex(M) = —M}.

ok
Ademsds, denotamos S& , 1= SG%Z Al Ogk =0

—ak, 1,1,k
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El siguiente Lema nos da una descripcién de SGZZC.

LEMA 1.9. Sean a, b, ¢, k como antes, entonces SGZ:,I;’C ~SGyk y
5 n-l — n,2n

(SGQJC)W = {an(quq)Ell + an(q 2 Tq)EQQ : fag € C[w 17w]( a k)} )
(S844),03 = { ST Brz = (1) gmH I m (g, TRy,

feCw™ ul},
para todo n € Z.
DEMOSTRACION. Es facil verificar que
@—s Oa,b,c,k @s = an72ks)bq25,cq7ks’k7 (152)
(bft O‘a$b’c’k @t — Oa,b,ct2,k7 (1.53)
entonces si tomamos s, t € C* tales que b~! = ¢®* y t2 = ¢~ 1¢¥*, de (1.52),
(1.53) y la relacién entre a, b, ¢, k, obtenemos S&; D SG 1.

Por otro lado, usando el Teorema 1.1.(a) y la hneahdad de o, obten-
emos que (para n € 7Z), 2" f(Ty)Ev1 + 2"g(Ty)Eax € (SS&yk)n siy sélo si
2" f(Tg)En, 2"g(Ty) Eas € (Squk) Ahora, sea 2"h(Ty)E1 € (S6,k)n con

h(w) = hjw’, entonces

=2 h(Ty) B = 02" h(Ty) ) = (=1)"g" 2" h(g " T, T3 B,
si y sélo si, qiijhj = —(—-1)"q — g (2nk— j)hgnk_j, para todo j € Z, lo cual
es equivalente a f(w) = h(qg”2w) € Clw™",w]™?™) (ver Observacién 1.8).
Por lo tanto,

SW(T)En = 2" f(q2 Ty B, con f(w) € Clw ™!, w]™2k),

De forma similar probamos que 2"W(Tq)E2 € (864 k)n siy sblo si
2"W(T,)Eag = 2"g(q 2 T ) B2, donde g(w) € Clw™t,w]™2k).
Ahora, suponemos que z" f(T,)E12 + 2" g(T,)Ex € (86, k)n—‘,—% entonces

= 2" f(Ty) Bz = 2" g(Ty) Bar = 0q (2" f(Ty) Erz + 2" g(Ty) Ear) =

(—1)mg"* <an(q_an_1)Tq(2n+l)kE12 + g (T )Tcz(2n+l)kE21)
si y solo si g(T;) = —(—1)”q(”+1)”kf(q_”Tq_1)Tq@"H)k, finalizando la de-
mostracion. (]
El caso 0..c.1.

Sean a, b, ¢ € C*, k, | € Z tales que a?bF = ¢*! y b!¢?> = 1. Denotamos
por SGZ:Z’E la subdlgebra de Lie de SG, formada por los puntos —o, p.c k-
fijos, entonces esta subédlgebra hereda la %Z—graduacién de S&, por lo tanto
86,17 = Bje17(86;7)); donde,

(5S4 = {M € (S&y); : Oupera(M) = ~M}.

._ a,l,+1 4+ .
Ademas, denotamos por Squl Squl s Okt i= Oantiis ¥ Squl

a,l,il 7i .
SSkaJ qkl _U—alilkz,COna_q
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.. Y a,b,c .
Fl siguiente Lema nos da una descripcion de S& k1~ Necesitaremos la
vy
siguiente notacién:

0, en (SG;;:;),H%;
5 1, en (SG;:}{:),HF;;
n, en (S(‘qu}cl)n_%;
n+1, en (86;;&)7”%.

LEMA 1.10. Sean a, b, ¢, k, I como antes, entonces SGZ’Z"; es isomorfa
o . . ++ +— -+ -
a una de las siguientes dlgebras: SGq,kJ’ SGanl’ SGqu,l 0 SGq,k,l'
Ademds

(86 ) = {an(Tq)Ell (DT (g T T B
feCw ™},
(S6;E )yt = {2 FGF Ty Era + 2" g(q"F Ty By« f € Clw™,w] Sk,
g€ C[w—ljw](6n+1v(n+1)k—l)} ’
(86, = {=" (@) Bu — (21)a™ 5 2 (T T s
fe C[w‘l,w]} ,
(88 kinss = {Z”f (@3 T Erz + 2" g(q™F Ty) B : f € Clw™, w]nnktD),

g€ C[wil, w](én,(n+1)kfl)} 7
para todo n € 7.
DEMOSTRACION. Es facil ver que,
O _s0abcx1©s = O aqg—sk bg2s cq—st k1> (1.54)

luego si tomamos s tal que ¢** = b~!, obtenemos la primera afirmacién
usando (1.54) y las relaciones entre a, b, ¢, k, [.

Por otro lado, suponemos que 2" f(Tq)E11 + 2"g(Tq)E2» € (86;}5)“
entonces

— 2" f(Ty)En — 2"g(Ty) B = J;F,il(z”f(Tq)En +2"g(Ty)E2)

n(nk—1) n(nk+1l)

= (£1)"q 2 flq T T B + (1) 7 2g(q T, )T En

n(nk—1)

siy solosi g(T;) = —(x1)"q¢ 2z f(g "T;*)T7*. La prueba para el caso
SGQ_Ifl es similar.
Luego, por Teorema 1.1.(b) y de la linealidad de oy, obtenemos que

an(Tq)E12 + Zn+lg(Tq)E21 € (SG;ZZ)HJF%,

si y sélo si,
Z’flf(Tq)Eu’ zng(Tq)Egl S (SGZ;;I)”+%
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Suponemos que 2" h(T,)Eq € (SGZ,;I) con h(w) = Y hjw’ entonces

n—&-%’

(n+1)((n+1)k—1)
2

Lntl h(qf(n+1)qul)Tq(nJrl)kflE21

siy sélo si hjqfnTHj = qinTH((”H)k*l*j)h(nﬂ)k_l_j para todo j € Z, lo cual

es equivalente a g(w) = h(q_nTHw) € Clw™ !, w]L+HDE=D (ver Observacién
1.8). Por lo tanto,
n n ntl - n -
(T, By = 2" g(q™s Ty)Ea1, con g(w) € Clw™t, w]tHFDE=D,

De forma similar se prueba que z"h(T},)E12 € (SG;L)H+% si y s6lo si

Znh(Tq)Elg = an(q%Tq)Elg,
con f € Clw !, w]@"+)  La demostracién de los otros casos se hace de
forma similar. U
OBSERVACION 1.11. Del Lema 1.9 (resp. Lema 1.10), es claro que un
elemento en (S6q,k:)n+% (resp. (SGi}fl)n) esta totalmente determinado por

sus valor en la posicion Eq9 (resp. Eq1), donde n € Z.

Finalmente, denotaremos por S&, y S&,, las extensiones centrales
44 . L, . .
de SG 1y SG& akl correspondientes a la restriccién del 2-cociclo 1 respecti-

vamente. Es claro que estas subdlgebras admiten una %Z-graduacién com-
patible con la Zs-graduacién, i.e.,

58 = (E@M)G@ (ggq”“>1’ ggqi’fl - <§6‘T:l)6€9 (E@ﬁl)T,
donde
(géq,k>6 = @(ggq,k)n Yy (géq,k)T = @(géq,k)n+%a

nez nez
(58001), = DS k0 v (5855), = BES s,
nez nez

— —t+
con (8Sy1)n = (SS¢k)n+61,0CC y (86, 41)n = (86, )n + 0n,0CC, para
todon € %Z.

— ——t+
2. Mboddulos de peso maximo cuasifinitos de S&, y S6

El objetivo de esta seccion es caracterizar los médulos de peso maximo

irreducibles cuasifinitos de gé\Sq,k y g@j:l De forma similar a lo que se hizo
en el capitulo 2, vamos a aplicar los resultados introducidos en el capitulo 1.
El lector debe haber notado que los resultados del capitulo 1 se dan en base
a una Z-graduacién de la super dlgebra de Lie y en nuestro caso tenemos
una %Z—graduacién, sin embargo no es dificil ver que para nuestro propdsito
esto no implica ninguna dificultad, pues solo tendriamos que re-graduar
nuestra algebra a través de la siguiente biyeccién %Z — 7, | — 2l (notar
que la consistencia de la %Z—graduacién no se altera). Es decir que para los
resultados del capitulo 1, tener una Z-graduacién compatible es equivalente
a tener una %Z—graduacién compatible a través de la identificacién anterior.
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— —tt

A continuacién probaremos que S&,\ y SG, ., satisfacen (P1), (P2) y

(P3), lo cual es equivalente a estudiar sus subdlgebras parabdlicas. Antes de
estudiar cada caso particular consideraremos los siguientes resultados.

LEMA 2.1. Sean A = 2" f1(Ty) E11+2" fo(Ty)E2 y = g(T) ij elementos

no nulos en SGq donden # 0, i, j =1, 2 y sea h € Clw™!,w] no constante.
Entonces,

(a) [A, 27g(T,) Eyj] # 0 6 [A, 27g(T)h(T,) Eyj] #0, coni # j.
(b) Si fl 7& 0: [Aa ng( ) zz] 7& 00 [A Z g( ) (Tq)Eii] 7& 0.

DEMOSTRACION. (a) Suponemos
[A,2"g(Tg) Era] =0y [A, 2"g(Ty)h(Ty) Er2] = 0,

entonces
filq™Ty)g(Tq) = f2(Ty)g(q"Ty), (2.1)
STy g(To)h(Ty) = f2(Tq)g(q" T)h(q"Ty), (22)
usando (2.1) y la hipdtesis tenemos que f; y f2 son no nulos. Entonces,
si reemplazamos (2.1) en (2.2), obtenemos h( q) = h(¢"T,) lo cual es una

contradiccion, ya que h no es constante, n # 0 y ¢ no es una raiz de la
unidad.
La demostracién del otro caso y del inciso (b) es similar. O

PROPOSICION 2.2. Dado un cuasipolinomio P, y un polinomio B(x) =
[1;(z — A;i), tomamos b(x) = [[,(z — a;) donde a; = exp(A;), entonces

z) (Z P(n)x—”> =0 siysdlosi B <di> P(z) =0.

neZ

El caso g = ggq,k

Es claro que 56\5(1 1. satisface (P1). Ahora, supongamos que
— 2" f(T) B + 2 "g(Ty) B € (86, k) _n, (con n € ),

satisface [A, (86%;{) | = 0, en particular para todo i € Z

1

3
[A, TiE1y — 2T "B =0,

de donde f(T,) = ¢ ™ g(T,) para todo i € Z, si y sélosi f =g =0 (ya que

n # 0y ¢ no es una raiz de la unidad), por lo tanto A = 0. De forma similar,

sea

— Z_nf( )E12 _ (_1)—nq(n—l)nkz—n—i-lf(anq—l)Tq(—Zn-i-l)k:Em7

n (SGQ,R)_HJF% (con n € IN), tal que [A, (S6,)1] = 0, entonces

1
2
[A, TiE1y — 2T} "B =0,
para todo i € Z, de donde, f(T,) = ¢"*~'f(qT,) para todo i € Z. Se sigue

que f =0, y en consecuencia A = 0. Asi probamos que §€\5q,k satisface (P2).

Finalmente, usando el siguiente lema probaremos que &, satisface
(P3).
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LEMA 2.3. Sea p = @jeézpj una subdlgebra %Z—gmduada de ggq’k,
donde po = (SG4x)o. Entonces
(a) Dado n € Z, Pyt tiene codimension finita en (géq,k)n+% st y sdlo si,
pn+% # 07‘
(b) Dadon € Z, p,, tiene cocllimensio’n finita en (gg%k)n st y solo si, existe
z"f(q%Tq)En +2"g(q = Ty)E2 € pn, tales que f y g son no nulos;
(¢) p_y tiene codimension finita en (SSqx)—n, para todo n € 3N si y sélo
si, p_1 # 0.
2
DEMOSTRACION. (a) Supongamos que existe
A= 2" f(T)) Brg — (= 1)"q et f (g T TP R By e,

con f # 0, entonces, Mf = [A,(T) — T, )Ey] y Mg = [A, (q_%Tg -
q%TJ”)Egg] pertenecen a PnyLs para todo j € Z. Més ann,
A= (g7 — )T (M g M) €,
y
Al — an(Tq)Tng . (—1)nq(n+1)nk_n]Zn+1f(q_an_1)Tq(2n+l)k_]E21,
(2.3)
para todo j € Z*. Por lo tanto, utilizando (2.3), tenemos que

an(Tq)Elg o (_1)nq(n+1)nkzn+lg(q—an—l)Tq(Qn—i-l)kEQl €p

n+%’
para todo g(w) € (f(w)), donde (f(w)) denota el ideal de Clw~!,w] genera-
do por f(w). Luego usando que {f(w)) tiene codimensién finita en Clw ™!, w],

obtenemos que p, . 1 tiene codimensién finita en (ggqyk) (ver Obser-
2

n+%
vacién 1.11). La prueba de la reciproca es trivial.

(b) Supongamos que A = z”f(q%Tq)Ell + z”g(anfqu)Egg € pp, con f

y g elementos no nulos de Clw ™!, w](™?") entonces de forma similar a lo
anterior
(7% —qF) A (T — T, ) Eu) = 2" f(¢3 Ty) (¢ 2 T3 + ¢~ 2 T,7) By € po,

n—1)j (n=1)j

=J i A n—1 (n=1)j . _ i
bA, (¢ F TV — 2T, ) Ep) = 2"g(q¢"T T )¢ 2 Ti+q 2 T,9)Ex € p,,

donde b = (q_%j - q%j)_l, y esto es verdadero para todo j € Z*. Por lo
tanto

2"h1(q2Ty)E11 € pn, para todo hy € f(w)Clw ™!, w]®0), (2.4)

—1 )10, (2.5)

tienen codimension fini-

z”hg(q%Tq)Egg € pn, paratodo hy € g(w)Clw

Luego como f(w)Clw™ !, w]19 y g(w)Clw™!, w]-0)

ta en Clw™ ', w](™2"¥)  tenemos que p,, tiene codimensién finita en (géq,k)n.
La demostracién de la reciproca es trivial.
(c) Suponemos p_1 # 0. Luego, con el fin de probar que p_,, tiene
2
codimensién finita en (S&,)—n para todo n € %]N , solamente necesitamos
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ver que esto es verdadero para todo n € IN, ya que en este caso usando (P2)
obtenemos que p_, 1 # 0 paratodon € Ny por (a) tiene codimensién finita

2
en (86q,k)_n+%. Por hipétesis, existe A = zilf(Tq)Em —|—f(qTq*1)Tq*kE21 €
p_1 con f # 0, entonces usando (2.3) tenemos que B = 271 f(T,)T,E12 +
2
af(qT; )T, F 1By € p_1,y

1 _ _
[A,B] = 2" fi(q 2 Ty) B + 2 'g1(q7 ' Ty) Bz € p_1,
con f1 y g1 son no nulos. Se sigue de (b) que p_; tiene codimensién finita
en (§6,1)—1. Ademas por (2.4) y (2.5) tenemos que

(g T (g 2 T)En € poa, (2.6)
2 (¢ T)h(g ' T Fae € poy, (2.7)
para todo h(w) € Clw™!, w](l;ol Ahora por induccién, supongamos que p_,
tiene codimensién finita en (S&, )—y, entonces existe
A= anf((f%Tq)En + Zﬁng(qfnTHTq)Ezz € P_n,
con f y ¢g no nulos. Luego por (2.6) y Lema 2.1.(a)

[A, 27 fi(g 2T Enl £ 0 6 [A, 27 fi(q 2 T h(q 2 Ty)Ty) En] # 0,

para algin h(w) € Clw™',w]? no constante, por lo tanto existe un ele-

mento z_”_lf(Tq)En € p_n—1 no nulo. De forma similar, usando (2.7) y

Lema 2.1.(a), existe 27" 'g(T,)E22 € p_n—1 no nulo. Luego el resultado
se desprende de (b), finalizando la induccién. La prueba de la reciproca es
trivial. O

COROLARIO 2.4. (a) Toda subdlgebra parabolica de ggq,k es no degen-
erada. -
(b) Todo elemento no nulo de (S&q )

(c) §€\5q,k satisface (P3).

_1 es no degenerado.
2

DEMOSTRACION. Sea p una subdlgebra parabdlica de g@qvk, por defini-

cién existe j € %]N tal que p_; # 0, luego usando (P2) p_1 # 0, la prueba
2

de (a) sigue del Lema 2.3.(c). Finalmente, (b) sigue de (a), y (c) sigue de
(b). O

Una funcional A € (E@q,k)(’j esta determinada por sus niveles A, =
—/\((Tq" — Tq*”)EH), Apo = —)\((q*”Tq” — T;”)EQQ) con n € Z,y la carga
central A\(C) = ¢. Consideremos la serie generatriz

Ayi(z) = Z Az, coni=1,2.
nez

TEOREMA 2.5. Un ggqvk—mddulo de peso maximo irreducible L(ggq,k, A)

es cuasifinito si y solo si, se cumple una de las siguientes condiciones equiv-
alentes:

(a) Eziste un polinomio de Laurent b(x) tal que
b(gz) (Ax1(z) + Axa(z) +¢) =0.
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(b) Existe un cuasipolinomio P(x) tal que
P(n) = Ap1 + Apa2+ 6noc,
para todo n € 7.
DEMOSTRA/CiéN. Por Teorema 1.3, L(§€\5q7k, A)/eg cuasifinito si y sélo
si, existe a € (SGqﬂk)_% no degenerado, tal que )\([(SGQ,;C)%,CL]) =0.
“I(Ty) Bz + b(qT; )T ¥ By € (38%,?)7% no nulo

Ahora, sea a = z
(con b(w) = 3, bjw’), entonces por Corolario 2.4.(b), a es un elemento no

degenerado. Luego, /\([(§G\5q7k)%,a]) = 0 si y sdlo si, para todo i € Z
0 :)\([(T;Elg — ZquiiEgl, CL)])

= @b (Akmivsa + Demigs2) + 4 e (2.8)
J

Multiplicando (2.8) por 2~k y sumando sobre i € Z, obtenemos

0= Z quj(Ak—i+j,1 + Ak_i+j72)x—k+z’ + Z q—k+ib_k+ix—k+ic

Jii i
=b(qx)(Ax1(z) + Ax2(z) + ¢).
La equivalencia entre (a) y (b) sigue de la Proposicién 2.2. O

——*+
El caso g =86,

——tt et
Es claro que §G, ;,; satisface (P1). Ahora, probaremos que §6, j, sat-
isface (P2). Supongamos que A = 2" f(¢"2T,)F12 + 2 "g(q _n2+1Tq)E21
ot
en (SGqJC,l)

——t+
Cntl (con n € IN), satisface [A, (86q7k7l)%] = 0, en particular si

tomamos Zhgl(q%Tq)Egl y hi2(Ty)Er2 € (gé;tkil)% no nulos, tenemos que
[A, hi2(Ty)E12] = 0,
luego g(q%ﬂTq)hlg(Tq) =0, por lo tanto g = 0. De forma similar,
[A, zha1 (q2T,) Ea] = 0,

entonces f(q7%+qu)h21(q%Tq) = 0 y por lo tanto f = 0. Asi obtenemos
A=0.

A(?ﬁiSERVACIéN 2.6. Sean B = z”f(q%Tq)/Eigii— Z”Hg(anHTq)Em €

(SGq’k’l)nJr% y A= h(T,)En — h(Tq_l)Egg € (86, ;1)o con h € Clw™ ! w].
—=*=+

Entonces M :=[A, B] € (§6,,) donde M;; =0 (i=1,2) y

n+%’
Mz = — 2" f(q3T,) (h(g"T,) + W(T, 1)), (2.9)
May =2"g(q" % T,)(M(T,) + h(g " T, ). (2.10)

——+
Ahora, sea A = 27" fi(Ty)En1 + 27" fo(Ty) E2a € (36q7k71)—n no nulo

—==*=+
(con n € IN), entonces si tomamos B = f(T,)E12 € (SG%,CJ)% no nulo
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—=*=+
por Observacién 2.6, existe f(T,)h(T;)E12 € (S6,,)

entonces por Lema 2.1.(a) tenemos que
[A, f(Tg) Ere] # 0 6 [A, f(Ty)h(Tg)Era] # 0. (2.11)

——tt
Por lo tanto SG,  ;, satisface (P2).

1 con h no constante,
2

—*+
Con el objetivo de probar que SG, ;. ; satisface (P3), necesitamos el
siguiente resultado. Denotaremos por

[+l en (S61),.,
S, en (6,7,

)

n

[N NI

—=*=+
LEMA 2.7. Sea p = eaje%Z p; una subdlgebra $Z-graduada de 86 ki
—=*=+
con po = (86, ;. )o- Entonces

——==**
(a) Dado n € Z, py, tiene codimension finita en (S&, . )n si y solo si,
pn # 0.

—==*=*
(b) Dado n € Z, Pyl tiene codimension finita en (86, ), 1 si y sdlo si,

n+3
existe 2" f(¢"T,)E12 + z"*lg(anHTq)Eﬂ € Pnyls tale que f y g son no
nulos. .

(¢) p—n tiene codimension finita en (S&, 1) —n para todo n € 3N si y sdlo

. . _ y , 4+
si, p_1 tiene codimension finita en (SGq’kyl)_%.

DEMOSTRACION. (a) Sea,

n(n

k—1) _ _
A=z2"f(T)En — (£1)"q 2 2" f(¢ "I, )T " Eas € pu,
con f # 0, entonces Bj := (1 — q"j)_l[A,TgEll - qujEQQ] EPny

By = 2" f(T)TUEny — (£1)"q" 2 "2 f(q T ) TF I By, (2.12)
para todo j € Z*, por lo tanto de (2.12) tenemos que

n(nk—1) o -
(T En — (£1)"q = 2"g(q T, )T Ex € py

para todo g(w) € {f(w)) y como {f(w)) tiene codimensién finita en Clw™!, w],
tenemos que p, tiene codimension finita en (géq,k,z)n (ver Observacién
1.11). La demostracién de la reciproca es trivial.

(b) Supongamos que existen elementos 2" f1(T,)E12 y 2" fo(T,) E21 no
nulos en p, . 1, entonces de Observacién 2.6, tenemos que 2"g1(T;)F12 €
2

b1 para todo ga(g~ ) € fi(w)Clw, w10 (ver (29)) y 27+ go(T,) By €
Pny1 para todo gg(q_nTHw) € fo(w)Clw™t, w19 (ver (2.10)). Luego dado
que fi(w)Clw™, w]HY tiene codimensién finita en Clw ™!, w]Cnrk+D 5
fo(w) Clw™", w]19) tiene codimensién finita en C[w_l,w]w;’(”“)k_”, ten-

. . Ny . S=*E
emos que p,, 1 tiene codimensién finita en (86q7k7l)n+%.

. . ., . St
Entonces para probar que p, | 1 tiene codimension finita en (S G Dn 41,
2 n 2

solamente necesitamos ver que existen elementos no nulos en p, 4,1 como
2
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arriba. Sea B = 2" f(q3T,)E12 + z"+1g(an+1Tq)E21 €9p,,1con fygno
nulos, y sean A y M como en la Observacién 2.6. Enton?:es como pg =
(ggiljz)o, tomando h(w) = w — ¢"w™! (observar que h(T; ') = —h(¢"T,)),
de (2.9) y (2.10), tenemos que

M = "¢ T) (h(Tq) + h(q*<”+1>Tq*1)> Es1 €p,,,1, con M #0.

—n—1

De forma similar, tomando h(w) = w — ¢ w1 (observar que h(T,) = —

h(qg~" 1T, 1)), tenemos que
M= —2"f(q>T,) (h(q"Ty) + h(Tq_l)) Es € Pny 1, con M # 0,

lo que prueba la existencia de los elementos buscados. La demostracién de
la reciproca es trivial.

—=
(c) Supongamos que Py tiene codimensién finita en (SGq,k,l)—%7 en-

tonces para probar que p_, tiene codimensién finita en (gé;t’,j;l),n para
todo n € %IN, sélo necesitamos ver que es verdadero para todo —n + % con
n € IN, ya que en este caso, usando (P2) obtenemos que p_,, # 0 para to-
do n € IN, entonces por (a) tenemos que p_, tiene codimension finita en
(EG\SII?Z)_”, para todo n € IN.

Por hipétesis existen elementos A = 27! f(¢~'T,)E12 y B = g(T,;) E21 no
nulos en p_ 1, por lo tanto [A, B] € p_1 es no nulo. Por induccién, suponemos

. . .7 /\:I::l: .
que p_,, 1 tiene codimensién finta en (S&, ;) _, 1, entonces existen ele-

—n et
mentos no nulos z~ "1 fy1 (g 2 Ty)Eany 27" f12(¢"Ty) Er2 en (S& . ;)

y por Observacion 2.6, tenemos ademds que

1
_n+§

n

_ _ —ntl <<+
27" f12(q"Ty) g12(Ty) Erz, 2" for(q™ 2 Ty)go1(Ty)Ear € (864 k1) —nt1s
con g;; no constante (i # j). Luego por Lema 2.1.(a), tenemos que
(27" f12(¢"Tq) Ena, [A, B # 0.6 [27" f12(q" Tg) 12(T4) Ere, [A, B]] # 0,
(2.13)
) ~ —t+
por lo tanto de (2.13), existe 2" f15(Ty)E12 € (86,4;)_,_1 no nulo.
vy 2
~ et
De forma similar, probamos que existe 27" fa1(Ty) Ea1 € (S6,4,)_,,_1 no
vy 2
nulo. Ahora la demostracién sigue de (b). La demostracién de la reciproca
es trivial. O
—tt
COROLARIO 2.8. (a) a = z’lf(q_%Tq)Elg +9(Ty)E21 € (86, 4,)_
no Slccj:genemdo sty solo si f y g son no nulos.
(b) &, satisface (P3).

1 es
2

3 et

DEMOSTRACION. (a) Seaa = 21 f(q 2 T,) E1o+9(T,) Ea € (88, k1)1

Entonces si f, g son no nulos por Lema 2.7.(b), p* ; tiene codimensién fini-
2

—t4
taen (86, ;)_1, luego por Lema 2.7.(c), a es un elemento no degenerado.
vy 2
Reciprocamente, si f =0 6 g = 0 entonces por definicién p?; = 0.
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(b) Sea p una subélgebra parabdlica no degenerada de S&  ;, entonces

existe a = 271 f(T,) E12 + g(Ty)E21 € p_1 tal que f y g son no nulos, luego
2

la demostracion sigue de (a). O

—==*=*

Una funcional A € (S&,;)j esta caracterizada por sus niveles, A, =
AT7E1y — T, " Eg) con n € Z y la carga central A\(C') = c. Ademds, defini-
mos A) = (A, —A_,) = AN(T) =T, ™) Eni+ (T} =T, ™) Es3). Consideremos
la serie generatriz Ax(z) =) .y Apz™", y sea

AR(z) = Ax(x) = Az~ = ) AJa™

neZ

—t+ —=*=+
TEOREMA 2.9. UnSG ;. ;-mddulo de peso mdximo irreducible L(S&, . ;, A)
es cuasifinito si y solo si, satisface una de las siguientes condiciones equiv-
alentes;

(a) Ezisten f(w), g(w) polinomios de Laurent tales que
9(2)A} () = 0,
F@)AR(q2w) = 0.
(b) Existen Pia(x) y Pai1(z) cuasipolinomios tales que
Pia(n) = q 2 A,
Pyi(n) = AY,
para todo n € 7.
DEMOSTRACION. Por Teorema 1.3, L(ggi,:;l, A) es cuasifinito si y s6lo
si existe a € (géiilL%’ no degenerado, tal que )\([(gézc,fl)%, al) = 0.
Ahora, sea a = =~ (g~ 3T,) Era + 9(Ty) En € (S&,5,) 1. con f(w) =
> fjwl € Clw™ w110y g(w) = 37, gjuw’ € Clu", ] no mu-
los. Egtonces por Corolario 2.8.(a), a es un elemento no degenerado. Luego,
A([(86q7k)%, a]) = 0 si y sélo si, para todo i € Z

A((TE = (-1)* T} Erz,a]) = 0, (2.14)
y
M(gE T — (—1)%¢ 5= TH1=) Byy a]) = 0. (2.15)

Por (2.14) obtenemos
0 =A(9(Ty)(Ty — (~1)°Ty")1d)

= gl (2.16)
J
Multiplicando (2.16) por 2~% y sumando sobre i € Z, obtenemos
0= Z ng?Jrja:*i
i,

=g(z)A3(2).
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Luego, por (2.15) y usado Observacién 1.8, obtenemos

0=A{ (D fia 2T = fiam T, | En
J J

it itg . .
(Zpe e St ) v
J J

(St - e
J J 0

i+ it
=Y Ha T A=Y fia T AL (2.17)
J J

Multiplicando (2.17) por =% y sumando sobre i € Z, obtenemos
it+j it

0=> fig = Digja™ ol = fiam = Ao
(2 2
=" fida(g zo)a? =Y fiAs(gEa e
J J

=f(z)A3 (¢ 22).

La equivalencia entre (a) y (b) sigue de la Proposicién 2.2. O
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