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Resumen

En la primera parte de esta tesis, probamos algunos resultados estructurales sobre ciertas clases
de categorías de fusión íntegras y álgebras de Hopf semisimples bajo restricciones sobre el conjunto
de sus grados irreducibles. Nos concentramos especialmente en el caso de dimensión impar.

La segunda parte está dedicada al caso par. El resultado principal es que una categoría de fusión
C débilmente íntegra cuyos objetos simples tienen dimensión de Frobenius-Perron a lo sumo 2 es
resoluble. Más aún, mostramos que una tal categoría de fusión es de tipo grupo en el caso extremo
en que el grupo de graduación universal de C sea trivial.

Palabras claves: categoría de fusión, álgebra de Hopf semisimple, grados irreducibles.

2010 Mathematics subject Classi�cation: 18D10, 16T05.
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Abstract

In the �rst part of this thesis, we prove some results on the structure of certain classes of integral
fusion categories and semisimple Hopf algebras under restrictions on the set of its irreducible degrees.
We pay special attention to the odd-dimensional case.

The second part is devoted to the even case. The main result in this part is that a weakly integral
braided fusion category C such that every simple object of C has Frobenius-Perron dimension at
most 2 is solvable. In addition, we show that such a fusion category is group-theoretical in the
extreme case when the universal grading group of C is trivial.

Key words: fusion category, semisimple Hopf algebra, irreducible degrees.

2010 Mathematics subject Classi�cation: 18D10, 16T05.
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Introducción

Generalidades e introducción del problema.

Las primeras de�niciones formales de álgebra de Hopf se remontan a la década del '50 y surgieron
en trabajos de Borel (1953) y Cartier (1965). Este último introdujo en [C] el concepto de hiperálge-
bra, que en la actualidad conocemos como una biálgebra coconmutativa, dotada de una estructura
extra que da lugar a una antípoda, siendo inspirado por los trabajos sobre grupos algebraicos de
Dieudonné. Por su parte, en su trabajo [Bo], Armand Borel denomina algèbre de Hopf a un álgebra
munida de un coproducto no necesariamente coasociativo, utilizándolas en el estudio de la homolo-
gía de espacios homogéneos. A principios de los '60, ambas ramas de investigación se entremezclan.
Pero fue recién a �nes de esta década que la noción de álgebra de Hopf se independiza, al publicarse
en el año 1969 el libro de Sweedler [Sw]. Referimos a [AF] al lector interesado en profundizar en el
origen e historia de esta noción.

En 1986, Drinfeld introdujo el concepto de grupo cuántico en su conferencia [D], lo cual signi�có
un punto clave en el desarrollo de la teoría de álgebras de Hopf. Éstos son una clase particular de las
mismas que pueden ser presentados como deformaciones en un parámetro de álgebras universales de
álgebras de Lie o de álgebras de funciones regulares de grupos algebraicos a�nes. En la misma época,
las álgebras envolventes cuantizadas Uq(g) (deformaciones por un parámetro q del álgebra envolvente
universal asociada a un álgebra de Lie semisimple g de dimensión �nita) fueron consideradas de
manera independiente por Jimbo [Ji]. Los grupos cuánticos son de interés, entre otras cosas, pues
codi�can naturalmente la simetría de categorías trenzadas; esto es, categorías C que admiten un
producto tensorial asociativo, junto con una transformación natural de conmutatividad c : C ⊗ C →
C⊗C. Cabe destacar, que en este caso, cV,W : V ⊗W →W ⊗V no es necesariamente involutiva, por
lo cual este tipo de categorías aparecen en diversas áreas, por ejemplo, relacionadas con la teoría
conforme de campos, invariantes de variedades topológicas de dimensión baja, etc.

El problema de clasi�cación de las álgebras de Hopf ha cobrado considerable impulso en los
últimos años. El mismo se ha dividido en dos ramas: álgebras de Hopf semisimples y no semisimples.
Para el análisis y comprensión de cada una se han desarrollado técnicas bien diferentes. Por ejemplo,
las álgebras de Hopf semisimples pueden pensarse como una generalización no conmutativa de los
grupos �nitos. Por otro lado, dada la amplitud de la familia de álgebras de Hopf no semisimple su
estudio se ha profundizado especialmente en una subfamilia propia: las álgebras de Hopf punteadas.
En este último caso, a partir de una serie de trabajos de Andruskiewitsch y Schneider, se sabe que
bajo ciertas condiciones, si el corradical es un grupo abeliano, el álgebra de Hopf es esencialmente una
generalización de un grupo cuántico [AS]. La mayor parte de los resultados de clasi�cación conocidos
se re�eren a ciertas clases particulares, como por ejemplo (quasi)triangulares [EG], semisimples o
punteadas.
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Recientemente, la teoría de categorías tensoriales se ha convertido en una herramienta impor-
tante en el estudio de numerosos problemas de matemática y física. La relación entre los grupos
cuánticos con los invariantes de nudos y variedades de baja dimensión, así como también con la
teoría de subfactores, puede ser explicada adecuadamente usando este tipo de categorías.

Una categoría tensorial sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k es una categoría monoidal,
abeliana k-lineal, rígida, cuyo objeto unidad es simple. Este concepto, introducido por MacLane y
Benabou [Be] en la década de los '60, engloba a las categorías de representaciones de grupos, de
álgebras de Lie y, más generalmente, de álgebras de Hopf.

En el año 1990, Drinfeld introduce en [D2] la noción de cuasi-álgebra Hopf, que surge de debilitar
la condición de coasociatividad del coproducto, pero de modo tal que la categoría de representacio-
nes sigue siendo tensorial. Precisamente, una propiedad distintiva de las (cuasi-)álgebras de Hopf
de dimensión �nita es que la categoría de sus representaciones de dimensión �nita es una categoría
tensorial �nita en el sentido de [EO]. Como mencionamos anteriormente, este tipo de categorías
aparecen en distintas áreas de la matemática y la física. Por ejemplo, las álgebras de Hopf semi-
simples juegan un rol fundamental en la teoría de campos conformes racionales, mientras que las
álgebras de Hopf no semisimples se relacionan con las teorías de campos conformes logarítmicos,
ver [Gab].

Además, las categorías de representaciones de dimensión �nita de (cuasi-)álgebras de Hopf de
dimensión �nita tienen la particularidad de estar munidas de un (cuasi-)funtor de �bra en la catego-
ría de espacios vectoriales, lo que las distingue en la clase de categorías tensoriales. La implicación
recíproca también es cierta. Es decir, si una categoría tensorial admite un funtor de �bra (res-
pectivamente, un cuasi funtor de �bra), entonces, utilizando una generalización de la teoría de
reconstrucción de Tannaka-Krein para álgebras Hopf (respectivamente, cuasi-álgebras de Hopf), es
posible construir un álgebra de Hopf (respectivamente, una cuasi-álgebra de Hopf) cuya categoría
de comódulos es tensorialmente equivalente a la categoría tensorial inicial.

Las categorías tensoriales pueden ser, a su vez, divididas en dos tipos: las semisimples y las no
semisimples. Desde luego, el estudio de cada una de estas familias se subdivide en diversos tipos.
Dentro de las categorías tensoriales semisimples, una clase que ha cobrado gran interés es la de las
categorías de fusión. Éstas son categorías tensoriales semisimples que poseen un número �nito de
clases de isomor�smos de objetos simples.

Las categorías de representaciones de dimensión �nita de cuasi-álgebras de Hopf semisimples
son exactamente las categorías de fusión íntegras, es decir, aquellas cuyos objetos simples tienen
dimensión de Frobenius-Perron entera. Esta conexión permite que los avances en una de las direc-
ciones se re�eje, a su vez, en la otra. Por ejemplo, algunos resultados sobre categorías de fusión han
contribuído al progreso en la caracterización de las cuasi-álgebras de Hopf semisimples, siendo este
el caso de las de dimensión pn, con p un número primo, y el de las de dimensión menor que 60.

Las dimensiones de Frobenius-Perron son un invariante importante, más generalmente, el anillo
de Grothendieck G(C) de una categoría de fusión C lo es. Muchas propiedades de estas categorías
pueden deducirse a partir del estudio de su anillo de Grothendieck, por ejemplo, basta conocer dicho
anillo para decidir si la categoría es nilpotente [GN].

También se han generalizado ciertos teoremas clásicos de la teoría de grupos al contexto de las
categorías de fusión. Por ejemplo, Etingof, Nikshych y Ostrik probaron un análogo al Teorema de
Burnside: si C es una categoría de fusión cuya dimensión de Frobenius-Perron es prqs, con p y q
primos distintos, entonces C es resoluble.
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Por el momento, una clasi�cación de las categorías de fusión parece estar fuera de alcance. Por
lo tanto, una forma de avanzar en su estudio es buscar nuevos ejemplos y contrucciones, como lo son
las extensiones y equivariantizaciones por un grupo �nito. Una estrategia para abordar el problema
de comprender la estructura de este tipo de categorías es centrarse en el estudio de un conjunto más
reducido de las mismas, es decir imponerle alguna condición extra. Por ejemplo, en los últimos años
se han hecho grandes esfuerzos para entender las categorías modulares de rango pequeño, puesto que
son de gran interés en el área de la computación cuántica. Asimismo se han estudiado las categorías
de fusión "pequeñas", en otros sentidos como por ejemplo categorías de fusión con dimensión de
Frobenius-Perron baja o con pocas dimensiones de Frobenius-Perron de los objetos simples, entre
otras.

De la misma forma en que el estudio de los módulos ayuda a la comprensión de la estructura de
los anillos, la comprensión de las categorías módulo colabora al entendimiento de las categorías de
fusión. En los años sesenta esta noción apareció en los trabajos de Bénabou [Be]. En la actualidad,
debido a los trabajos [O1, O2, EO] de Etingof y Ostrik, nuevamente ha cobrado gran importancia,
tanto en el caso semisimple como en otros más generales. Las categorías módulos son una fuente de
información acerca de la categoría tensorial asociada. Por ejemplo, dada la complejidad del proble-
ma de clasi�cación de las categorías de fusión, otro enfoque alternativo es el de clasi�carlas salvo
Morita equivalencia, noción que involucra la existencia de una categoría módulo indescomponible y
categori�ca la noción clásica de Morita equivalencia en el contexto de anillos. Una clase destacada
de categorías de fusión es la dada por las de tipo grupo, es decir, aquellas Morita equivalentes a
una categoría de fusión punteada. Puesto que las categorías de fusión punteadas se conocen en
detalle, demostrar que una cierta categoría es de tipo grupo es uno de los ojetivos para avanzar en
el problema de caracterización.

Principales resultados obtenidos.

A lo largo de esta monografía, denotaremos por k un cuerpo algebraicamente cerrado de carac-
terística 0.

Los principales resultados y conceptos de la tesis están organizados de la siguiente manera.
En el Capítulo 1 recordamos las diferentes nociones matemáticas existentes en la literatura clásica
que serán utilizadas a lo largo de la tesis, con el objetivo de que resulte lo más autocontenida
posible. Especí�camente, en la primer parte abordamos ciertas nociones y resultados de la teoría de
grupos �nitos, muchos de los cuales motivaron el estudio de los mismos en un contexto más general,
el de las categorías de fusión. A continuación damos de�niciones, ejemplos y resultados básicos
sobre categorías abelianas y tensoriales. En las últimas secciones nos dedicamos a recordar algunas
nociones y resultados sobre álgebras de Hopf, profundizando sobre propiedades de las álgebras de
Hopf semisimples, las extensiones abelianas y las álgebras de Hopf cuasitriangulares. El capítulo
concluye con un breve comentario sobre categorías módulos.

En el Capítulo 2 se de�nen las categorías de fusión, que son uno de los objetos de estudio
principales de este trabajo junto con las álgebras de Hopf semisimples. Además se presentan varios
ejemplos conocidos de este tipo de categorías. En las secciones posteriores se estudian conceptos
fundamentales para los resultados de los capítulos subsiguientes de esta tesis. Por ejemplo, los de
de dimensión de Frobenius-Perron, nilpotencia y resolubilidad de categorías de fusión, categorías de
tipo grupo, extensiones y equivariantizaciones de categorías de fusión por un grupo �nito, categorías
modulares, entre otros.

El Capítulo 3 contiene los resultados del trabajo [NP]. En el mismo, consideramos el problema
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general de determinar la estructura de una categoría de fusión C a partir del conjunto c. d.(C) de
dimensiones de Frobenius-Perron de los objetos simples de C. Especí�camente nos concentramos en
el caso en que c. d.(C) = {1, p}, con p un número primo. Mostramos varios resultados de estructura
relacionados con las nociones de nilpotencia y resolubilidad de categorías de fusión, introducidas
por Etingof, Gelaki, Nikshych y Ostrik [ENO2], [GN]. Los resultados principales del Capítulo 3 se
resumen en el siguiente teorema.

Teorema 3.0.5 Sea C una categoría de fusión sobre k. Entonces tenemos:

(i) Supongamos que C es débilmente de tipo grupo y tiene dimensión impar. Entonces C es resoluble.

Sea p un número primo.

(ii) Supongamos que C es trenzada y tiene dimensión impar. Asumamos además que el conjunto de
grados irreducibles satisface c. d.(C) ⊆ {pm : m ≥ 0}. Entonces C es resoluble.

(iii) Supongamos que c. d.(C) ⊆ {1, p}. Entonces C es resoluble en cualquiera de los siguientes casos:

- C es de la forma C(G,ω,Zp, α), es decir, es una categoría de fusión de tipo grupo, y el grupo
G(C) tiene orden p.

- C es una categoría casi-grupo.

- C = RepH, con H un álgebra de Hopf cuasitriangular semisimple y p = 2.

(iv) Sea H un álgebra de Hopf semisimple tal que c. d.(H) ⊆ {1, p}. Entonces H∗ es nilpotente en
cualquiera de los siguientes casos:

- |G(H∗)| = p y p divide a |G(H)|.

- |G(H∗)| = p y H es cuasitriangular.

- H es de tipo (1, p; p, 1) como álgebra.

(v) Sea H un álgebra de Hopf semisimple tal que c.d.(H) ⊆ {1, 2}. Entonces: - H es débilmente de
tipo grupo y, más aún, es de tipo grupo si H = Had. - El grupo G(H) es resoluble.

(vi) Sea H un álgebra de Hopf semisimple de tipo (1, p; p, 1) como álgebra. Entonces H es isomorfa
al twisting del álgebra de grupo kN , donde o bien p = 2 y N = S3 o p = 2α−1, α > 1, y N es el
grupo afín del cuerpo F2α.

Finalmente, en el Capítulo 4 presentamos los resultados del trabajo [NP2]. En este caso, nos fo-
calizamos en el estudio de categorías de fusión trenzadas, no necesariamente íntegras, cuyos objetos
simples tienen dimensiones de Frobenius-Perron a lo sumo 2. En las primeras secciones presenta-
mos ejemplos, que aparecen en la literatura, de categorías con estas propiedades. Los principales
resultados son los siguientes teoremas:

Teorema 4.2.11 Sea C una categoría de fusión trenzada débilmente íntegra tal que FPdimX ≤
2, para todo objeto simple X en C. Entonces C es resoluble.

El Teorema 4.2.11 extiende los resultados del Capítulo 3 para álgebras de Hopf semisimples
cuasitriangulares. Esto implica, en particular, que toda categoría de fusión trenzada con c. d.(C) =
{1, 2} es débilmente de tipo grupo.

Un resultado conocido sobre categorías de fusión trenzadas íntegras nilpotentes es que siempre
son de tipo grupo [DGNO, Theorem 6.10]. La misma conclusión es válida en el caso extremo opuesto
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donde las dimensiones de Frobenius-Perron de los objetos simples son a lo sumo 2.

Teorema Sea C una categoría de fusión trenzada débilmente íntegra tal que FPdimX ≤ 2, para
todo objeto simple X en C. Supongamos que C es igual a su subcategoría adjunta Cad, es decir, la
graduación universal U(C) de C es trivial. Entonces C es de tipo grupo.
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Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo presentaremos las de�niciones y ejemplos básicos sobre categorías abelianas,
álgebras de Hopf y la teoría de grupos �nitos, que serán esenciales a lo largo de este trabajo.

También recordaremos de�niciones y nociones sobre categorías tensoriales. En capítulos poste-
riores nos adentraremos en el estudio de una clase particular de este tipo de categorías, para lo cual
será importante este estudio previo de las mismas. La bibliografía recomendada para este tema es
[BaKi, EGNO, Kas, McL].

Las referencias principales para la teoría de álgebras de Hopf son [Kas, Mo, Sch, Sw], para la
teoría general de categorías [McL, F], y para la teoría de grupos �nitos [I, Ro].

Denotaremos por k al cuerpo de base con el cual trabajaremos.

1.1. Nociones de la teoría de grupos �nitos

Sea G un grupo. Consideramos los subgrupos de G de�nidos recursivamente de la siguiente
forma:

Z0 = {e}, Zi+1
.
= {x ∈ G : [x, y] ∈ Zi, ∀y ∈ G}, ∀i ≥ 0,

donde por [x, y] denotamos al conmutador entre los elementos x e y de G.

Notemos que Zi E G y, para cada i, el grupo Zi+1/Zi se identi�ca con el centro Z(G/Zi) de
G/Zi. En particular, Z1 es el centro Z(G) de G.

La sucesión (ascendente) de estos subgrupos: {e} = Z0 ▹ Z1 ▹ · · ·▹ Zi ▹ . . . es la serie central
ascendente del grupo G.

De manera similar, podemos de�nir la serie central descendente del grupo G como la sucesión
descendente de subgrupos:

· · ·EGi E · · ·EG1 EG0 = G,

donde cada Gi+1
.
= [Gi, G], es decir, el subgrupo de G generado por todos los conmutadores [x, y],

con x ∈ Gi, y ∈ G.

De�nición 1.1.1. Un grupoG se dice nilpotente si su serie central descendente converge al subgrupo
trivial, es decir, si existe n ∈ Z tal que Gn = {e}. Equivalentemente, G es nilpotente si existe n ∈ Z

1
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tal que Zn = G.

Un grupo nilpotente G tiene clase de nilpotencia n si la longitud de su serie central ascendente
(o descendente) es n, o sea, es el mínimo entero para el cual Zn = G (respectivamente Gn = {e}).

Todo grupo abeliano es nilpotente. También se puede ver que, dado un número primo p, todos
los p-grupos �nitos (es decir, los grupos de orden igual a una potencia de p) son nilpotentes. Además,
se sabe que todo grupo �nito nilpotente es el producto directo de p-grupos. Más aún, un grupo �nito
G es nilpotente si y sólo si es el producto directo de sus subgrupos de Sylow.

El subgrupo de Frattini de G está de�nido como la intersección de todos los subgrupos maxi-
males de G y será denotado Frat(G). A continuación enunciamos sin demostración un resultado de
Wielandt y uno de Hall que involucran al subgrupo de Frattini de G.

Teorema 1.1.2. (Wielandt.) Sea G un grupo �nito. Entonces G es nilpotente si y sólo si G′ .
=

[G,G] ≤ Frat(G).

Demostración. Ver [Ro, Theorem 5.2.16].

Teorema 1.1.3. (Hall.) Sea p un número primo y G un grupo de orden pm. Supongamos que el
subgrupo de Frattini Frat(G) tiene índice pr. Entonces el orden de CAutG(G/Frat(G)) divide a
p(m−r)r y el orden del grupo AutG de automor�smos de G divide al número np(m−r)r, donde n es
el orden del grupo GL(r, p).

Demostración. Ver [Ro, Theorem 5.3.3].

El subgrupo de Fitting de G, al cual denotaremos Fit(G), es el único subgrupo nilpotente normal
maximal de G.

Dados X un subconjunto no vacío del grupo G y g un elemento de dicho grupo, el conjugado de
X por g es el subconjunto

Xg = g−1Xg = {g−1xg : x ∈ G}.

De�nición 1.1.4. Diremos que el grupo G es un grupo de Frobenius con complemento de Frobenius
H < G si H

∩
Hg = {e} siempre que g /∈ H.

Teorema 1.1.5. (Teorema de Frobenius.) Sea G un grupo de Frobenius con complemento H. En-
tonces N = G \

∩
x∈G(H \ {e})x es un subgrupo normal en G tal que HN = G y H

∩
N = {e}.

Demostración. Ver [Ro, Theorem 8.5.5].

Observación 1.1.6. El subgrupo normal N del Teorema 1.1.5 es el núcleo de Frobenius de G. Ade-
más,por un resultado de Thompson, N es un grupo nilpotente (ver por ejemplo, [Ro, Theorem
10.5.6], [I, Theorem (7.2)]). Más aún, el núcleo de Frobenius de G es único y es igual al subgrupo
de Fitting Fit(G) de G [Ro, Exercise 10.5.8].

Otro concepto relevante es el de serie derivada del grupo G. Ésta es la sucesión normal descen-
dente G = G(0) DG(1) DG(2) D . . . , donde G(i) .= [G(i−1), G(i−1)] para todo i ≥ 1.
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De�nición 1.1.7. Un grupo se dice resoluble si su serie derivada converge al subgrupo trivial.

Si G es un grupo resoluble, el menor entero n para el cual G(n) = {e} es llamado la longitud
derivada de G.

Todo grupo abeliano es resoluble. Más aún, si un grupo G es nilpotente entonces también
es resoluble. Además, toda extensión de grupos �nitos resolubles es resoluble. Explícitamente, si
1 → H → G → K → 1 es una sucesión exacta entonces el grupo G es resoluble si y sólo si H y
K son resolubles. Por lo tanto, el producto semidirecto (y, en particular, el producto directo) de
grupos resolubles es resoluble.

De�nición 1.1.8. Una factorización exacta de un grupo G es un par de subgrupos Γ, F de G tal
que el mapa de multiplicación induce una biyección m : F × Γ → G.

Asociadas a una factorización exacta de un grupo G tenemos una acción a derecha ▹: Γ×F → Γ
y una acción a izquierda ◃: Γ×F → F , de�nidas por sx = (s ◃ x)(s ▹ x), para todo s ∈ Γ, x ∈ F .
Estas acciones cumplen las siguientes condiciones de compatibilidad:

(i) s◃ xy = (s◃ x)((s▹ x)◃ y),

(ii) st▹ x = (s▹ (t◃ x))(t▹ x),

para todo s, t ∈ Γ, x, y ∈ F . Se sigue que s◃ 1 = 1 y 1▹ x = 1, para todo s ∈ Γ, x ∈ F .

El conjunto (Γ, F,▹,◃) de estos grupos y acciones compatibles es denominado un matched pair
de grupos. Recíprocamente, dado un matched pair de grupos F , Γ, podemos encontrar un grupo G
y una factorización exacta G = FΓ.

Sea (Γ, F ) un matched pair de grupos. Denotaremos por F ◃▹ Γ a la única estructura de grupo
en el conjunto F × Γ con unidad (1, 1) tal que:

(x, s)(y, t) = (x(s ◃ y), (s ▹ y)t),

para todo x, y ∈ F , s, t ∈ Γ. Este grupo es llamado el producto bicruzado de F y Γ. Más aún,
los grupos F y Γ pueden indenti�carse, respectivamente, con los subgrupos F × {1} y {1} × Γ de
F ◃▹ Γ, y todo elemento (x, s) de F ◃▹ Γ se escribe de manera única como producto de un elemento
de F × {1} y un elemento de {1} × Γ de la siguiente forma

(x, s) = (x, 1)(1, s).

Recíprocamente, sean G un grupo y F y Γ una factorización exacta de G, es decir, subgrupos de
G para los cuales el mapa de multiplicación induce una biyección m : F × Γ → G. Entonces el par
(Γ, F ) es un matched pair de grupos, y la biyección anterior induce un isomor�smo de grupos del
producto bicruzado F ◃▹ Γ en G. Ver [Kas, Proposition IX.1.2].

Un punto de interés sobre las factorizaciones exactas G = FΓ de grupos es que, muchas veces,
se pueden obtener resultados importantes sobre la estructura de G imponiendo condiciones a los
grupos F y Γ. El siguiente teorema debido a Wielandt es un ejemplo de esto.

Teorema 1.1.9. Si Γ y F son grupos nilpotentes entonces el grupo G
.
= F ◃▹ Γ es resoluble.
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Demostración. Ver [W].

A continuación enunciamos, sin demostración, dos resultados clásicos muy importantes, debidos
a Burnside y a Feit y Thompson, que determinan la resolubilidad de ciertos grupos en términos de
su orden.

Teorema 1.1.10. (Teorema de Burnside.) Si G es un grupo �nito de orden paqb, con p y q primos
distintos y a, b ∈ Z≥0, entonces G es resoluble.

Teorema 1.1.11. (Teorema de Feit-Thompson.) Todo grupo �nito de orden impar es resoluble.

Demostración. Ver [FT].

1.1.1. Grados irreducibles de un grupo �nito

Sea V un espacio vectorial de dimensión �nita sobre k y sea ρ : G→ GL(V ) una representación
del grupo G en V . El caracter asociado a la representación ρ es la función χρ : G → k dada por
χρ(g) = Tr(ρ(g)), donde Tr es la función traza en GL(V ). Un caracter χρ se dice irreducible si la
representación asociada ρ es irreducible. Cuando G sea un grupo �nito denotaremos por Ĝ al grupo
de caracteres de G.

De�nición 1.1.12. El grado del caracter χρ es el valor χρ(e) de dicho carater en e, o sea, es igual
al grado deg ρ de la representación asociada.

Siguiendo la notación de Isaacs [I, Chapter 12], llamaremos c. d.(G) al conjunto de grados de los
caracteres irreducibles del grupo G, es decir

c. d.(G) = {χ(e) : χ caracter irreducible de G}.

En lo que resta de esta subsección consideraremos que el cuerpo de base k es algebraicamente
cerrado y de característica 0.

Muchas veces, imponer restricciones en el conjunto c. d.(G) da información sustancial sobre la
estructura del grupo G. Algunos resultados que ejempli�can esta situación se presentan a continua-
ción.

Teorema 1.1.13. Sea c.d.(G) = {1,m}. Al menos una de las siguientes a�rmaciones es verdadera:

1. G tiene un subgrupo normal abeliano de índice m,

2. el número natural m es igual a pk para algún primo p. Además G es el producto directo de un
p-grupo y un grupo abeliano.

Demostración. Ver [I, Theorem 12.5].

Para el caso en que m es primo se tienen resultados más especí�cos.

Teorema 1.1.14. Sean G es un grupo no abeliano y p un número primo. Entonces c. d.(G) = {1, p}
si y sólo si alguna de las siguientes a�rmaciones se cumple:
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1. G tiene un subgrupo normal abeliano A de índice p,

2. El centro Z(G) de G tiene índice p3 en G.

Demostración. Ver [I, Theorem 12.11].

Teorema 1.1.15. Si | c. d.(G)| = 3 entonces G es resoluble y su longitud derivada es menor o igual
a 3.

Demostración. Ver [I, Theorem 12.15].

Corolario 1.1.16. Si | c.d.(G)| ≤ 3 entonces G es resoluble.

1.2. Categorías abelianas

En esta tesis nos centraremos en el estudio de categorías tales que la clase de objetos es un
conjunto, es decir categorías pequeñas.

De�nición 1.2.1. Una categoría C se dice aditiva sobre k si satisface las siguientes condiciones:

(i) Los conjuntos de mor�smos HomC(X,Y ) = MorC(X,Y ) son espacios vectoriales sobre k y las
composiciones

HomC(Y, Z)×HomC(X,Y ) → HomC(X,Z), (ψ, ϕ) → ψ ◦ ϕ

son k-bilineales para todo X,Y, Z ∈ C.

(ii) Existe un objeto cero 0 ∈ C tal que HomC(X, 0) = HomC(0, X) = 0 es el espacio vectorial
cero, para todo X ∈ C.

(iii) Existen sumas directas �nitas en C.
Una categoría aditiva sobre k es abeliana k-lineal, si las siguientes condiciones se satisfacen:

(iv) Todo mor�smo ϕ ∈ HomC(X,Y ) tiene un núcleo Kerϕ ∈ MorC y un conúcleo Cokerϕ ∈
MorC . Todo mor�smo es una composición de un epimor�smo seguido de un monomor�smo.
Si Kerϕ = 0, entonces ϕ = Ker(Cokerϕ); si Cokerϕ = 0, entonces ϕ = Coker(Kerϕ).

En este trabajo, todos los funtores entre categorías aditivas k-lineales considerados serán aditivos
k-lineales. Asimismo, las transformaciones naturales serán transformaciones naturales k-lineales.
Recordemos que un funtor F : C → D entre categorías aditivas (k-lineales) es aditivo (k-lineal)
si, para todo X,Y ∈ C, la función inducida FX,Y : HomC(X,Y ) → HomD(F (X), F (Y )) dada por
f → F (f) es un homomor�smo de grupos (es k-lineal). Diremos que un funtor F : C → D entre
categorías abelianas es una inmersión si es un funtor �el y pleno, es decir, si, para todo X,Y ∈ C,
la función inducida FX,Y : HomC(X,Y ) → HomD(F (X), F (Y )) dada por f → F (f) es inyectiva y
sobreyectiva, respectivamente.

El Teorema de Freyd-Mitchell establece que toda categoría abeliana puede caracterizarse como
una subcategoría plena de la categoría de módulos a izquierda sobre un anillo, la cual es cerrada
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bajo suma directas, núcleos, conúcleos e imágenes de mor�smos. Esto nos permite visualizar los
principales conceptos de la teoría de categorías abelianas en términos de la teoría clásica de módulos
sobre anillos.

Ejemplo 1.2.2. SeaG un grupo. La categoríaRepG de representaciones deG en k es una categoría
abeliana k-lineal, como así también lo es la categoría RepG de representaciones de dimensión �nita
de G en k.

Ejemplo 1.2.3. Sea A una k-álgebra asociativa unitaria. La categoría A-Mod (Mod-A) de A-
módulos a izquierda (a derecha) es una categoría abeliana k-lineal. También, su subcategoría A-mod
(mod-A) de A-módulos a izquierda (a derecha) de dimensión �nita es abeliana k-lineal.

Ejemplo 1.2.4. Sea C una k-coálgebra coasociativa counitaria. La categoría C-Comod (Comod-C)
de C-comódulos a izquierda (a derecha) es una categoría abeliana k-lineal. También, su subcategoría
C-comod (comod-C) de C-módulos a izquierda (a derecha) de dimensión �nita es abeliana k-lineal.

En esta monografía siempre consideraremos k-(co)álgebras (co)asociativas (co)unitarias.

De�nición 1.2.5. Un objeto X de una categoría abeliana C es llamado simple si todo monomor-
�smo Y → X en C es cero o es un isomor�smo. Si todo objeto en C es suma directa de simples, la
categoría C se dice semisimple.

Un objeto X en una categoría abeliana k-lineal C es llamado escalar si EndC(X) ∼= k. Todo
objeto escalar es simple y, cuando k es un cuerpo algebraicamente cerrado, vale la recíproca, es
decir todo objeto simple es escalar.

Consideramos X, Y objetos de C. El objeto Y se dice un subobjeto de X, si existe un monomor-
�smo Z → X, tal que Z es isomorfo a Y . De la misma forma, si existe un epimor�smo X → Z, tal
que Z es isomorfo a Y , el objeto Y es un cociente de X. Si Y es un cociente de un subobjeto de X
diremos que Y es un subcociente de X.

Dadas C, D dos categorías abelianas, la categoría de funtores aditivos y exactos de C a D será
denotada F(C,D), siendo los mor�smos en la misma las transformaciones naturales k-lineales entre
funtores. En el caso en que C y D coincidan usaremos la notación End(C).

1.3. Categorías monoidales

De�nición 1.3.1. Una categoría monoidal es una colección (C,⊗, a,1, l, r), donde C es una cate-
goría, 1 es un objeto de C, llamado objeto unidad, ⊗ : C × C → C es un funtor, llamado producto
tensorial, aX,Y,Z : (X⊗Y )⊗Z → X⊗ (Y ⊗Z), rX : X⊗1→ X, lX : 1⊗X → X son isomor�smos
naturales, para X, Y , Z ∈ C, tales que los siguientes diagramas conmutan:

((X ⊗ Y )⊗ Z)⊗W
aX⊗Y,Z,W //

aX,Y,Z⊗idW

��

(X ⊗ Y )⊗ (Z ⊗W )
aX,Y,Z⊗W // X ⊗ (Y ⊗ (Z ⊗W ))

(X ⊗ (Y ⊗ Z))⊗W aX,Y ⊗Z,W

// X ⊗ ((Y ⊗ Z)⊗W )

idX ⊗aY,Z,W

OO
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(X ⊗ 1)⊗ Y
rX⊗idY //

aX,1,Y

""F
FF

FF
FF

FF
FF

FF
FF

FF
F

X ⊗ Y

X ⊗ (1⊗ Y )

idX ⊗lY

>>}}}}}}}}}}}}}}}}}

Estos diagramas reciben los nombres de identidad del pentágono e identidad del triángulo, respecti-
vamente.

Sean (C,⊗, a,1, l, r) y (C′,⊗′, a′,1′, l′, r′) dos categorías monoidales. Un funtor monoidal entre
dichas categorías es una terna (F, J, u), donde F : C → C′ es un funtor, u : F (1) → 1′ es un
isomor�smo, y J : ⊗′ ◦ (F × F ) → F ◦ ⊗ es un isomor�smo natural, tales que los siguientes
diagramas conmutan

(F (X)⊗′ F (Y ))⊗′ F (Z)
a′
F (X),F (Y ),F (Z) //

JX,Y ⊗′idF (Z)

��

F (X)⊗′ (F (Y )⊗′ F (Z))

idF (X) ⊗′JY,Z

��
F (X ⊗ Y )⊗′ F (Z)

JX⊗Y,Z

��

F (X)⊗′ F (Y ⊗ Z)

JX,Y ⊗Z

��
F ((X ⊗ Y )⊗ Z)

F (aX,Y,Z)
// F (X ⊗ (Y ⊗ Z)) ,

F (1⊗X)
J1,X //

F (lX)

��

F (1)⊗′ F (X)

u⊗′idF (X)

��
F (X) 1′ ⊗′ F (X),

l′
F (X)

oo

F (X ⊗ 1)
JX,1 //

F (rX)

��

F (X)⊗′ F (1)

idF (X) ⊗′u

��
F (X) F (X)⊗′ 1′,

r′
F (X)

oo

para todos los objetos X,Y, Z de C.

Un funtor monoidal (F, J, u) es una equivalencia de categorías monoidales si F es una equiva-
lencia de categorías.

Diremos que la categoría monoidal (C,⊗, a,1, l, r) es estricta si los isomor�smos naturales de
asociatividad y unidad, a, l y r, son identidades.

Observación 1.3.2. La identidad del Pentágono establece que las diferentes posibles formas de asociar
el producto tensorial de 4 objetos en una categoría monoidal C dan el mismo resultado. Inductiva-
mente, esto implica, que todas las posibles maneras de asociar el producto de un número (�nito)
cualquiera de objetos de C dan el mismo resultado.
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Toda categoría monoidal C es equivalente a una subcategoría monoidal plena de una categoría
monoidal estricta. Este resultado se conoce como el Teorema de Coherencia de Maclane y permite
dar demostraciones de propiedades generales restringiéndose a considerar el caso estricto.

Una categoría monoidal abeliana es una categoría monoidal, cuya categoría subyacente es abe-
liana y el producto tensorial es un funtor biaditivo. Si además el producto tensorial es exacto, la
categoría monoidal se suele llamar monoidal abeliana exacta.

Hay muchos ejemplos de categorías monoidales, presentaremos algunos a continuación.

Ejemplo 1.3.3. La categoría Sets de conjuntos es una categoría monoidal. El producto tensorial
es el producto cartesiano y el objeto unidad es el conjunto de un elemento. Los mos�smos de
asociatividad y unidad son los obvios. Esto también vale para la subcategoría Sets de conjuntos
�nitos.

Este ejemplo puede generalizarse al considerar la categoría de conjuntos con alguna estructura
extra, como por ejemplo grupos, espacios topológicos, entre otras.

Ejemplo 1.3.4. La categoría Vec de espacios vectoriales sobre k es una categoría monoidal, con
⊗ = ⊗k, 1 = k, y los mor�smos a, l y r son los isomor�smos usuales de espacios vectoriales. Lo
mismo es cierto para la subcategoría Vec de espacios vectoriales de dimensión �nita sobre k.

Más aún, si reemplazamos al cuerpo k por un anillo unitario conmutativo R, vemos entonces
que las categorías de R-módulos y de R-módulos de dimensión �nita son monoidales.

Ejemplo 1.3.5. Sea G un grupo. La categoría RepG de representaciones de G sobre el cuerpo k es
una categoría monoidal con la estructura que detallaremos a continuación. Dada una representación
V , denotaremos por ρV : G → GL(V ) al mapa correspondiente. Entonces, el producto tensorial de
dos representaciones ρV : G→ GL(V ) y ρW : G→ GL(W ) es la representación en V ⊗W = V ⊗kW
de�nida por la fórmula ρV⊗W (g) = ρV (g)⊗ ρW (g), es decir, la representación diagonal. La unidad
es 1 = k, la representación trivial. De la misma manera, la subcategoría RepG de representaciones
de dimensión �nita del grupo G sobre k es monoidal.

Ejemplo 1.3.6. Denotaremos por C(G) la categoría de k-espacios vectoriales G-graduados, es
decir, los objetos de la categoría son espacios vectoriales V con una descomposición V = ⊕g∈GVg,
y los mor�smos son las transformaciones lineales que respetan la graduación.

Podemos de�nir el producto tensorial en esta categoría de la siguiente forma: (V ⊗ W )g =
⊕x∈GVx ⊗Wx−1g, y al objeto unidad por 1e = k y 1g = 0 si g ̸= e. Así, si consideramos a, l y r
en la manera obvia (como los isomor�smos de asociatividad y unidad de espacios vectoriales), la
categoría C(G) es monoidal.

Similarmente, podemos de�nir una estructura monoidal en la categoría C(G) de k-espacios vec-
toriales de dimensión �nita G-graduados.

En la categoría C(G) tenemos ciertos objetos distinguidos δg (g ∈ G) que son simples, no
isomorfos dos a dos, y están de�nidos por (δg)x = k si x = g y (δg)x = 0 si x ̸= g, o sea, δg es un
espacio vectorial unidimensional concentrado en grado g. Para estos objetos, la fórmula del producto
tensorial se reduce a δg ⊗ δh = δgh. Su importancia radica en que cualquier objeto de C(G) puede
escribirse como una suma directa de los (δg)g∈G con multiplicidades enteras no negativas.

Ejemplo 1.3.7. Ahora daremos una generalización del ejemplo anterior en la cual mostraremos
que el isomor�smo de asociatividad no siempre es el trivial.
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Sean G un grupo y ω : G × G × G → k× un 3-cociclo en G. De�nimos la categoría monoidal
C(G,ω) de la siguiente forma. Como categoría abeliana C(G,ω) es igual a C(G), y tanto el producto
vectorial como el objeto unidad se de�nen de la misma forma. El cambio reside en el isomor�smo
de asociatividad. En este caso, el isomor�smo aω está de�nido por la siguiente fórmula:

aωU,V,W ((u⊗ v)⊗ w) = ω(g, f, h)u⊗ (v ⊗ w) : (U ⊗ V )⊗W → U ⊗ (V ⊗W ),

para elementos homogéneos u ∈ Ug, v ∈ Vf , w ∈Wh de U , V , W ∈ C, respectivamente.

Notar que C(G, 1) coincide con la categoría C(G) del ejemplo anterior.

Ejemplo 1.3.8. Dada una categoría C, la categoría End(C) de todos los endofuntores de C es una
categoría monoidal estricta, donde el producto tensorial está dado por la composición de funtores.
Si C es una categoría abeliana, la categoría End(C) también lo es.

1.4. Dualidad en categorías monoidales

De�nición 1.4.1. Sean C una categoría monoidal y V un objeto en C. Un dual a derecha de V es
una terna (V ∗, evV , coevV ), donde V ∗ ∈ C, y evV : V ∗⊗V → 1, coevV : 1 → V ⊗V ∗ son mor�smos
(llamados evaluación y coevaluación) tales que las siguientes composiciones son la identidad de V
y de V ∗, respectivamente:

V ≃ 1⊗ V
coevV ⊗ idV // (V ⊗ V ∗)⊗ V

aV,V ∗,V // V ⊗ (V ∗ ⊗ V )
idV ⊗ evV // V ⊗ 1 ≃ V,

V ∗ ≃ V ∗ ⊗ 1
idV ∗ ⊗ coevV // V ∗ ⊗ (V ⊗ V ∗)

a−1
V ∗,V,V ∗

// (V ∗ ⊗ V )⊗ V ∗ evV ⊗ idV ∗ // 1⊗ V ∗ ≃ V ∗.

Análogamente, un dual a izquierda de V en la categoría monoidal C es una terna ( ∗V, ev′V , coev
′
V ),

donde ∗V ∈ C, y ev′V : V ⊗ ∗V → 1, coev′V : 1 → ∗V ⊗ V son mor�smos tales que las siguientes
composiciones son la identidad de V y de V ∗, respectivamente:

V ≃ V ⊗ 1
idV ⊗ coev′V // V ⊗ ( ∗V ⊗ V )

a−1
V, ∗V,V// (V ⊗ ∗V )⊗ V )

ev′V ⊗ idV // 1⊗ V ≃ V,

∗V ≃ 1⊗ ∗V
coev′V ⊗ id ∗V// ( ∗V ⊗ V )⊗ ∗V

a∗V,V,V ∗
// ∗V ⊗ (V ⊗ ∗V )

id ∗V ⊗ ev′V // ∗V ⊗ 1 ≃ ∗V.

Una categoría monoidal se dice rígida si todo objeto admite un dual a izquierda y un dual a
derecha.

Notemos que al cambiar el orden del producto tensorial se transforman duales a derecha en duales
a izquierda. Es por esto que las propiedades sobre duales a derecha se corresponden naturalmente
con propiedades sobre duales a izquierda.

Si V ∈ C tiene dual a derecha (respectivamente, a izquierda), entonces éste es único salvo un
isomor�smo canónico.
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Sean V y W objetos de C que tienen duales a derecha V ∗ y W ∗, respectivamente. Si f : V →W
es un mor�smo, de�nimos el dual a derecha f∗ :W ∗ → V ∗ de f como la composición:

W ∗ idW∗ ⊗ coevV−−−−−−−−→W ∗⊗(V⊗V ∗)
a−1
W∗,V,V ∗

−−−−−−→ (W ∗⊗V )⊗V ∗ (idW∗ ⊗f)⊗idV ∗−−−−−−−−−−→ (W ∗⊗W )⊗V ∗ evW ⊗ idV ∗−−−−−−−→ V ∗.

Si existen duales a izquierda de V y W , el dual a izquierda ∗f : ∗W → ∗V de f se de�ne como
una composición similar a la anterior.

De esta forma, si C es rígida, se tienen así dos equivalencias de categorías C → Cop : V → V ∗ y
V → ∗V .

Ejemplo 1.4.2. La categoría RepG de representaciones de dimensión �nita de G sobre k es rígida.
De hecho, el dual de la representación (V, ρV ) es la representación (V ∗, ρV ∗), donde ρV ∗ es la
representación contragradiente, es decir, ρV ∗(g) = (ρV (g

−1))∗, g ∈ G.

Ejemplo 1.4.3. La categoría C(G) de k-espacios vectoriales de dimensión �nita G-graduados es
rígida de�niendo (δg)

∗ = δg−1 para todo g ∈ G. Lo mismo sucede para la categoría C(G,ω), que
generaliza este ejemplo.

Observación 1.4.4. Sean C, D categorías monoidales. Supongamos que (F, J) : C → D es un funtor
monoidal con los correspondientes isomor�smos u : F (1) → 1. Si X es un objeto en C con dual a
derecha X∗ entonces F (X∗) es un dual a derecha de F (X) con evaluación y coevaluación dadas por

evF (X) : F (X
∗)⊗ F (X)

JX,X∗
−−−−→ F (X∗ ⊗X)

F (evX)−−−−→ F (1) = 1,

coevF (X) : 1 = F (1)
F (coevX)−−−−−−→ F (X ⊗X∗)

J−1
X,X∗

−−−−→ F (X)⊗ F (X∗).

Se tiene un resultado análogo para duales a izquierda.

Lema 1.4.5. Dada una categoría monoidal rígida C se tienen las adjunciones

ϕ : HomC(U ⊗ V,W ) → HomC(U,W ⊗ V ∗),

ψ : HomC(U, V ⊗W ) → HomC(V
∗ ⊗ U,W ),

de�nidas por las fórmulas ϕ(f) = (f ⊗ idV ∗)(idU ⊗ coevV ), ψ(f) = (evV ⊗ idW )(idV ∗ ⊗f), respecti-
vamente.

Si C es un categoría monoidal rígida diremos que un objeto V en C es inversible si los mor�s-
mos evaluación y coevaluación, evV : V ∗ ⊗ V → 1 y coevV : 1 → V ⊗ V ∗ respectivamente, son
isomor�smos. Por ejemplo, en la categoría C(G,ω) los objetos inversibles son los objetos δg, g ∈ G.

Si V ∈ C es un objeto inversible entonces V ∗ ∼= ∗V y su dual V ∗ es inversible. Además, siW ∈ C
es otro objeto inversible, el producto tensorial V ⊗W es inversible.

1.5. Categorías tensoriales: de�niciones y ejemplos

De�nición 1.5.1. Una categoría k-lineal abeliana pequeña C se dice localmente �nita si todo
objeto de C es de longitud �nita y los espacios de mor�smos HomC(X,Y ) son espacios vectoriales
de dimensión �nita, para todo X, Y ∈ C.
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Una categoría tensorial [EGNO] es una categoría monoidal rígida, localmente �nita, tal que el
bifuntor ⊗ es bilineal en los mor�smos y el objeto unidad 1 es simple (y, por lo tanto, End(1) = k
cuando el cuerpo de base k es algebraicamente cerrado).

Algunos ejemplos de categorías tensoriales son los siguientes:

Ejemplo 1.5.2. 1. La categoría Vec de k-espacios vectoriales de dimensión �nita.

2. La categoría RepG de representaciones de dimensión �nita del grupo G sobre k.

3. La categoría C(G) de k-espacios vectoriales de dimensión �nita graduados por el grupo G.

4. La categoría C(G,ω) de k-espacios vectoriales de dimensión �nita graduados por el grupo G
con asociatividad determinada por un 3-cociclo ω.

De�nición 1.5.3. Sean C, D dos categorías tensoriales y F : C → D un funtor �el y exacto. Diremos
que F es un funtor cuasi-tensorial si F (1C) = 1D, y además está munido de un isomor�smo funtorial
J : ⊗D ◦ (F × F ) → F ◦ ⊗C .

Un funtor cuasi-tensorial (F, J) es un funtor tensorial si J es una estructura monoidal, es decir,
si J satisface (1.3.1).

De�nición 1.5.4. Sea C una categoría tensorial. Un funtor cuasi-tensorial F de C en la categoría
Vec de espacios vectoriales de dimensión �nita es un funtor de cuasi-�bra. Si además F es un funtor
tensorial, entonces diremos que F es un funtor de �bra.

Ejemplo 1.5.5. Sean G un grupo y ω ∈ H3(G,k×). El funtor de olvido C(G) → Vec es un funtor
de �bra, mientras que el funtor de olvido C(G,ω) → Vec es un funtor de cuasi-�bra (donde podemos
elegir J arbitrariamente). Este último es un funtor de �bra si y sólo si ω es cohomológicamente
trivial.

1.5.1. El anillo de Grothendieck de C

Sea C una categoría abeliana localmente �nita sobre k. Dados X, Y ∈ C, Y un objeto simple,
denotaremos por [X : Y ] la multiplicidad de Y en la serie de composición de Jordan-Hölder de X.

El grupo de Grothendieck G(C) es el grupo abeliano libre generado por las clases de isomor�smo
Xi, i ∈ I, de objetos simples en C. A cada objeto X de C le podemos asociar canónicamente su clase
[X] en G(C) dada por la fórmula [X] =

∑
i∈I [X : Xi]Xi. Claramente, si 0 → X → Y → Z → 0

entonces [Y ] = [X] + [Z].

Cuando no haya lugar a confusión escribiremos X en lugar de [X], haciendo un abuso de la
notación.

Si C es una categoría tensorial rígida, entonces el grupo de Grothendieck de C tiene estructura
de anillo. De hecho, podemos considerar el siguiente producto asociativo [X][Y ] = [X ⊗ Y ] para X,
Y ∈ C, y el elemento identidad 1 = [1]. Llamaremos a este anillo G(C) el anillo de Grothendieck de
C, el cual está munido de una involución ∗ : G(C) → G(C), dada por [X]∗ = [X∗].

Sean C, D categorías tensoriales y F : C → D un funtor cuasi-tensorial. Entonces F induce un
homomor�smo de anillos unitarios [F ] : G(C) → G(D), al cual denotaremos simplemente F cuando
el contexto no de lugar a confusión.
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1.6. Categorías trenzadas y el centro de Drinfeld

De�nición 1.6.1. Diremos que una categoría monoidal C es trenzada si está munida de un isomor-
�smo natural (denominado trenza), σU,V : U⊗V → V ⊗U , que satisface las identidades hexagonales,
es decir, los siguientes diagramas son conmutativos

(U ⊗ V )⊗W
aU,V,W //

σU,V ⊗idW

��

U ⊗ (V ⊗W )
σU,V ⊗W // (V ⊗W )⊗ U

aV,W,U

��
(V ⊗ U)⊗W aV,U,W

// V ⊗ (U ⊗W )
idV ⊗σU,W

// V ⊗ (W ⊗ U),

U ⊗ (V ⊗W )
a−1
U,V,W //

idU ⊗σV,W

��

(U ⊗ V )⊗W
σU⊗V,W //W ⊗ (U ⊗ V )

a−1
W,U,V

��
U ⊗ (W ⊗ V )

a−1
U,W,V

// (U ⊗W )⊗ V
σU,W⊗idV

// (W ⊗ U)⊗ V,

para todo U , V , W ∈ C. Si además la trenza cumple que σV,UσU,V = idU⊗V para todo U , V ∈ C
(es decir, σ es involutiva) entonces la categoría C es simétrica.

Un funtor F : C → C′ monoidal entre las categorías trenzadas (C, σ) y (C′, σ′) se dice trenzado
si el siguiente diagrama es conmutativo:

F (U)⊗ F (V )
σ′
F (U),F (V ) //

JU,V

��

F (V )⊗ F (U)

JV,U

��
F (U ⊗ V )

F (σU,V )
// F (V ⊗ U),

para todo U , V ∈ C.

A continuación presentaremos la de�nición del centro de una categoría. A toda categoría mo-
noidal C es posible asociarle una categoría monoidal tranzada Z(C). Esta contrucción es debida
a Drinfeld, es por esto que llamaremos a Z(C) el centro de Drinfeld de la categoría C. Ver [Kas,
Sección XIII.4].

De�nición 1.6.2. Sea (C,⊗, a,1, l, r) una categoría monoidal. El centro de Drinfeld Z(C) de C
es la categoría cuyos objetos son pares ordenados (V, c−,V ), formados por un objeto V ∈ C, y un
isomor�smo natural c−,V : • ⊗ V → V ⊗ • con la propiedad de que

cX⊗Y,V = aV,X,Y (cX,V ⊗ idY )a
−1
X,V,Y (idX ⊗cY,V )aX,Y,V ,
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para todo X, Y ∈ C.

Un mor�smo f : (V, c−,V ) → (W, c−,W ) en Z(C) es un mor�smo f : V →W en C que satisface

X ⊗ V
cX,V−−−−→ V ⊗X

idX ⊗f
y yf⊗idX

X ⊗W −−−−→
cX,W

W ⊗X,

para todo X ∈ C.

Teorema 1.6.3. El centro de Drinfeld Z(C) de la categoría monoidal (C,⊗, a,1, l, r) es una cate-
goría monoidal trenzada, con la siguiente estructura:

1. El producto tensorial está de�nido por (V, c−,V ) ⊗ (W, c−,W ) := (V ⊗ W, c−,V⊗W ), siendo
c−,V⊗W : • ⊗ (V ⊗W ) → (V ⊗W )⊗ • el isomor�smo natural dado por:

cX,V⊗W := a−1
V,W,X(idV ⊗cX,W )aV,X,W (cX,V ⊗ idW )a−1

X,V,W ,

para cada objeto X ∈ C;

2. El objeto unidad es (1, l−1r);

3. La trenza está de�nida como cV,W : (V, c−,V )⊗ (W, c−,W ) → (W, c−,W )⊗ (V, c−,V ).

Además, existe un funtor monoidal F : Z(C) → C dado por F (V, c−,V ) = V .

1.7. Álgebras de Hopf

En esta sección recordaremos algunos ejemplos y conceptos básicos de la teoría de álgebras de
Hopf.

De�nición 1.7.1. Sea C una coálgebra.

(i) Si un elemento c ∈ C \ {0} cumple que ∆(c) = c⊗ c entonces diremos que c es de tipo grupo.
Denotaremos por G(C) al conjunto de elementos de tipo grupo de C.

(ii) Sean a, b ∈ G(C). Diremos que un elemento c ∈ C es (a, b)-casi primitivo si∆(c) = a⊗c+c⊗b.
Denotaremos al conjunto de todos los elementos (a, b)-casi primitivos por Pa,b .
Se tiene que k(a− b) ⊆ Pa,b. Un elemento casi-primitivo c ∈ C es trivial si c ∈ k[G(C)].

Una coálgebra C se dice simple si no posee subcoálgebras propias y se dice cosemisimple si es
suma directa de subcoálgebras simples.

Para facilitar el trabajo con coálgebras usaremos la notación sigma de Sweedler: si c es un
elemento de una coálgebra (C,∆, ε), denotaremos al elemento ∆(c) =

∑
i ai ⊗ bi ∈ C ⊗ C de la

siguiente forma:
∆(c) = c1 ⊗ c2.

Observemos que 1 ∈ G(B). Luego, los elementos primitivos son los elementos casi-primitivos
P1,1(B) de B y los denotaremos simplemente por P(B).
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De�nición 1.7.2. Sean (C,∆, ε) una coálgebra y (A,m, u) un álgebra. De�nimos el producto de
convolución en Homk(C,A) mediante la siguiente fórmula:

(f ∗ g)(c) = f(c1)g(c2), f, g ∈ Homk(C,A), c ∈ C.

Luego Homk(C,A) tiene estructura de k-álgebra con unidad u ◦ ε.

De�nición 1.7.3. Un álgebra de Hopf es una colección (H,m, u,∆, ε), donde (H,m, u) es un
álgebra asociativa con unidad u, (H,∆, ε) es una coálgebra coasociativa con counidad ε, los mapas
∆ y ε son mor�smos de álgebras y además existe un elemento S ∈ Homk(H,H) que es inverso de la
identidad idH con respecto al producto de convolución. Esto es, S satisface las siguientes igualdades:

S(h1)h2 = ε(h)1H = h1S(h2),

para todo h ∈ H. En tal caso, llamaremos a S la antípoda del álgebra de Hopf H.

Notemos que la condición de que ∆ y ε sean mor�smos de álgebras es equivalente a la condición
de que m y u sean mor�smos de coálgebras.

Sean H,K dos álgebras de Hopf. Diremos que f : H → K es un mor�smo de álgebras de
Hopf si es simultáneamente un mor�smo de álgebras y un mor�smo de coálgebras, y se cumple
que f(SH(h)) = SK(f(h)) para todo h ∈ H. Más aún, puede mostrarse que si f : H → K es un
mor�smo de álgebras y coálgebras entre dos álgebras de Hopf, entonces automáticamente f preserva
la antípoda, o sea f es un mor�smo de álgebras de Hopf.

Un ideal de Hopf de H es un bi-ideal I de H (es decir, I es un ideal bilátero y un coideal de H)
para el cual S(I) ⊆ I. Por lo tanto, I ⊆ H es un ideal de Hopf si y sólo si el espacio vectorial
cociente H/I es un álgebra de Hopf. Observemos que el coideal H+ = Ker ε es un ideal de Hopf de
H, al cual llamaremos el ideal de aumentación de H. Más generalmente, si R es una subálgebra de
H de�nimos R+ .

= R ∩Ker ε.

Una propiedad importante de las álgebras de Hopf se presenta a continuación.

Observación 1.7.4. Dada una k-álgebra de Hopf H, la categoría H-Mod y su subcategoría H-mod
son categorías monoidales. De hecho, dados V , W ∈ H-Mod, podemos de�nir el producto tensorial
a partir de la acción diagonal determinada por la comultiplicación de H, es decir V ⊗W ∈ H-Mod
con la acción

h · (v ⊗ w) := h1 · v ⊗ h2 · w,

para todo h ∈ H, v ∈ V , w ∈ W . La unidad es el espacio vetorial unidimensional k con la acción
trivial dada por la counidad deH, o sea, 1 = k, donde h·1 = ε(h). Los isomor�smos de asociatividad
y unidad son los triviales (al igual que en Vec).

Más aún, si la antípoda de H es biyectiva, la categoría H-mod es rígida. De hecho, el dual a
izquierda de V está dada por el espacio vectorial dual con la acción (h · f)(v) = f(S−1(h) · v), para
todo h ∈ H, v ∈ V y f ∈∗ V . De manera similar, el dual a derecha de V es el espacio vectorial dual
con la acción (h · f)(v) = f(S(h) · v), para todo h ∈ H, v ∈ V y f ∈ V ∗. Por lo tanto, H-mod es
una categoría tensorial.

Si K es otra álgebra de Hopf y f : H → K es un mor�smo de álgebras de Hopf, tal mor�smo
induce canónicamente un funtor tensorial F : K-Mod → H-Mod, donde para cada V ∈ K-Mod,
F (V ) es el mismo espacio vectorial V con la acción

h ·H v = f(h) ·K v,



1.7. ÁLGEBRAS DE HOPF 15

para todo h ∈ H, v ∈ V .

Todo lo probado anteriormente para las categorías H-Mod y H-mod es válido también para sus
análogos a derecha, las categorías Mod-H y mod-H.

De ahora en más, �jaremos la notación RepH para la categoría de representaciones (módulos a
izquierda) de dimensión �nita del álgebra de Hopf H sobre el cuerpo k.

A continuación introduciremos algunos ejemplos básicos de álgebras de Hopf.

Ejemplo 1.7.5. Sea G un grupo. Entonces el álgebra de grupo kG tiene la estructura de álgebra
de Hopf dada por la extensión lineal de las aplicaciones

∆(g) = g ⊗ g, ε(g) = 1 y S(g) = g−1, ∀ g ∈ G.

Si G es un grupo �nito, el álgebra de funciones de G en k, a la cual denotaremos kG, es un
álgebra de Hopf. Dicha álgebra tiene una base de elementos idempotentes (eg)g∈G, con

eg(h) =

{
0 si h ̸= g,
1 si h = g,

de modo que 1 =
∑

g∈G eg. Así, en términos de esta base, la estructura de coálgebra y la antípoda

de kΓ están dadas por las siguientes fórmulas

∆(eg) =
∑
h∈Γ

eh ⊗ eh−1g, ε(eg) = δ1,g, S(eg) = eg−1 .

Ejemplo 1.7.6. El álgebra envolvente universal U(g) de un álgebra de Lie g es un álgebra de Hopf,
con la estructura dada para cada x ∈ g por

∆(x) = x⊗ 1 + 1⊗ x, ε(x) = 0, S(x) = −x.

De esta forma x ∈ P(U(g)), para todo x ∈ g. Más aún, se puede probar que P(U(g)) = g.

Ejemplo 1.7.7. Sean N ∈ N, N ≥ 2 y q ∈ k una raíz N -ésima primitiva de la unidad. El álgebra
de Taft T (q) es la k-álgebra dada por generadores g, x y relaciones gN = 1, xN = 0 y gx = qxg.
Consideremos la estructura en T (q) dada por

∆g = g ⊗ g, ∆x = x⊗ 1 + g ⊗ x,

de modo que ε(g) = 1, ε(x) = 0, S(g) = g−1 y S(x) = −g−1x. Se puede ver que con esta estructura
T (q) es un álgebra de Hopf no semisimple de dimensión N2 y G(T (q)) = ⟨g⟩ ≃ Z/(N). La noción
de álgebra de Hopf semisimple se presenta en la Subsección 1.7.1.

Ejemplo 1.7.8. Sea (H,m, u,∆, ε,S) un álgebra de Hopf con antípoda biyectiva. Entonces tanto
(Hop,mop, u,∆, ε,S−1) como (Hcop,m, u,∆cop, ε,S−1) son álgebras de Hopf, donde Hop es igual a
H como co�álgebra pero la estructura de álgebra viene dada por la multiplicación opuesta a la de
H y Hcop es igual a H como álgebra pero con la comultiplicación opuesta, esto es, ∆cop = h2 ⊗ h1,
para todo h ∈ H.

De�nición 1.7.9. SeanH un álgebra de Hopf yM unH-comódulo a derecha. De�nimos el conjunto
de coinvariantes de H en M como el subespacio M coH = {m ∈M : ρ(m) = m⊗ 1}.

De la misma forma, si M es un H-comódulo a izquierda, el conjunto de coinvariantes de H en M
es el subespacio coHM = {m ∈M : λ(m) = 1⊗m}.
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Si A y H son álgebras de Hopf y π : A → H un mor�smo de álgebras de Hopf, entonces A admite
una estructura de H-comódulo a derecha y a izquierda. En este caso, los espacios coinvariantes, que
denotaremos por AcoH = Acoπ y coHA = coπA, están dados por

Acoπ = {a ∈ A : (id⊗π)∆(a) = a⊗ 1} y coπA = {a ∈ A : (π ⊗ id)∆(a) = 1⊗ a}.

Notar que estos espacios son subálgebras de A, a las cuales denominaremos subálgebras de coinva-
riantes de A.

Un álgebra de Hopf H de dimensión �nita se dice trivial si es conmutativa o coconmutativa.
Entonces H es trivial si y sólo si es isomofa a un álgebra de grupo o al dual de un álgebra de grupo.

1.7.1. Álgebras de Hopf semisimples

En esta subsección recordaremos algunas convenciones y la terminología de [N5] sobre álgebras
de Hopf semisimples y cosemisimples, caraceteres de las mismas y también algunos resultados básicos
que nos serán de utilidad a lo largo del trabajo.

De�nición 1.7.10. Diremos que un álgebra de Hopf H es semisimple si es semisimple como álgebra
sobre k, es decir, si todo H-módulo a izquierda es completamente reducible. Análogamente, diremos
que H es un álgebra de Hopf cosemisimple si es cosemisimple como coálgebra sobre k

Cuando k es un cuerpo de característica 0 se tiene el siguiente importante resultado debido a
Larson y Radford [LR, LR2].

Teorema 1.7.11. Sea H un álgebra de Hopf de dimensión �nita sobre k. Las siguientes a�rmaciones
son equivalentes:

H es semisimple,

H es cosemisimple,

S2 = id.

Una consecuencia importante del Teorema Fundamental para módulos de Hopf [Mo, 1.9.4] es
que toda álgebra de Hopf semisimple tiene dimensión �nita [Sw].

En lo que resta, supondremos que H es un álgebra de Hopf semisimple (y, por lo tanto, de
dimensión �nita) sobre k. Por el Teorema de Wedderburn, H es isomorfa, como álgebra, a la suma
directa de álgebra de matrices

H ≃ k(n) ⊕
r⊕
i=1

Mdi(k)
(ni), (1.1)

con n = |G(H∗)|.

A continuación enunciamos un resultado similar al Teorema de Lagrange para álgebras de Hopf
debido a Nichols-Zoeller [NZ].

Teorema 1.7.12. (Teorema de Nichols-Zoeller) Sean H un álgebra de Hopf de dimensión �nita y K
una subálgebra de Hopf de H. Todo (H,K)-módulo de Hopf es libre como K-módulo. En particular,
H es un K-módulo libre y, por lo tanto, dimkK divide a dimkH.
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Como consecuencia del Teorema de Nichols-Zoeller tenemos que, en nuestro caso, n = |G(H∗)|
divide tanto a dimH como a nid2i , para todo i = 1, . . . , r.

Sea V un H-módulo. El caracter de V es el elemento χ = χV de H∗ de�nido por χ(h) = TrV (h),
para todo h ∈ H. Diremos que el caracter χV es irreducible si V es irreducible como H-módulo, y
el grado de χ es el entero degχ = χ(1) = dimk V .

Denotaremos por R(H) al álgebra de caracteres de H, es decir, a la subálgebra semisimple de H∗

generada por el conjunto Irr(H) de caracteres irreducibles de H. El álgebra de caracteres R(H) es
isomorfa, vía el mapa V → χV , a la extensión de escalares k⊗ZG(RepH) del anillo de Grothendieck
de la categoría RepH. En particular, tenemos una identi�cación Irr(H) ≃ Irr(RepH). Además,
hay una correspondencia biyectiva entre los cocientes de Hopf de H y las subálgebras estándares de
R(H), es decir, las subálgebras generadas por caracteres irreducibles de H. Esta correspondencia
asigna al álgebra de Hopf cociente H → H su álgebra de caracteres R(H) ⊆ R(H). Ver [NR].

De�nición 1.7.13. Diremos que H es de tipo (1, n; d1, n1; . . . ; dr, nr) como álgebra si tenemos un
isomor�smo como en (1.1). De la misma forma, diremos que H es de tipo (1, n; d1, n1; . . . ; dr, nr)
como coálgebra si H∗ es de tipo (1, n; d1, n1; . . . ; dr, nr) como álgebra.

Observemos que, en este contexto, el grupo de objetos inversibles de la categoría de represen-
taciones de dimensión �nita de H es G(RepH) = G(H∗). El estabilizador del caracter χ, bajo la
multiplicación a izquierda por elementos en G(H∗), será denotado por G[χ]. Nuevamente, por el
teorema de Nichols-Zoeller [NZ], el orden del estabilizador |G[χ]| divide a (degχ)2.

Siguiendo la notación de [I, Chapter 12], denotaremos por c. d.(H) al conjuto de grados de los
caracteres irreducibles de H, es decir,

c. d.(H) = {degχ : χ ∈ Irr(H)}.

Luego, si H es de tipo (1, n;d1, n1;. . . ;dr, nr) como álgebra entonces c. d.(H) = {1, d1, . . . , dr}.

1.8. Extensiones de álgebras de Hopf

En esta sección recordaremos brevemente las de�niciones y nociones básicas referidas a extensio-
nes de álgebras de Hopf. Referimos al lector interesado en profundizar en estos temas, en particular
en el estudio de la teoría de cohomología subyacente a este tipo de extensiones, a los trabajos [AD]
y [Ma1, Ma3] de Andruskiewitsch y Devoto, y de Masuoka, respectivamente.

De�nición 1.8.1. Sean A, B y H álgebras de Hopf de dimensión �nita sobre k. Diremos que A es
una extensión de B por H si existe una sucesión de mor�smos de álgebras de Hopf

k → B
ι−→A

π−→H → k;

que satisface las siguientes condiciones:

(i) ι es inyectivo,

(ii) π es sobreyectivo,

(iii) Kerπ = AB+,
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(iv) B = coπA.

Generalmente identi�caremos a B con su imagen en A y, cuando no haya lugar a confusión, diremos
simplemente que A es una H-extensión de B. Se dice que A es una extensión central de B cuando
la imagen de B es central en A. La sucesión se dice cocentral si la sucesión exacta dual es central.
Una sucesión con las propiedades (i) a (iv) se dice una sucesión exacta de álgebras de Hopf.

Si G es un grupo �nito, N un subgrupo normal de G y consideramos el grupo cociente F = G/N ,
entonces la sucesión k → kN → kG→ kF → k es una sucesión exacta de álgebras de Hopf. De esta
forma, la De�nición 1.8.1 puede verse como una generalización de la de�nición usual de sucesión
exacta corta de grupos.

Recordemos que un matched pair de grupos es un par de grupos �nitos F y Γ con acciones
▹ : Γ× F → Γ, ◃ : Γ× F → F compatibles en el sentido que:

(i) s◃ xy = (s◃ x)((s▹ x)◃ y),

(ii) st▹ x = (s▹ (t◃ x))(t▹ x),

para todo s, t ∈ Γ, x, y ∈ F .

Recordemos también que una factorización exacta G = FΓ de un grupo G es equivalente a
que el par de grupos �nitos F y Γ sea un matched pair, junto con las acciones ▹ : Γ × F → Γ,
◃ : Γ× F → F determinadas por la relación sx = (x ▹ s)(x ◃ s), x ∈ F , s ∈ Γ. Ver la De�nición
1.1.8.

A partir de la noción de matched pair se tiene la de productos bicruzados, construcción debida
a G. I. Kac [Ka].

Dado un matched pair (F,Γ,▹,◃) de�nimos una acción a izquierda de F en kΓ mediante la
fórmula (x · α)(g) = α(g ▹ x), α ∈ kΓ, g ∈ Γ, x ∈ F . En particular, x · eg = eg▹x−1 . Similarmente,
de�nimos una acción a derecha de Γ en kF por (β · g)(x) = β(x◃ g), β ∈ kF , g ∈ Γ, x ∈ F .

Sean σ : F × F → (k×)Γ y τ : Γ × Γ → (k×)F 2-cociclos normalizados. Si los escribimos como
σ =

∑
g∈Γ σgeg y τ =

∑
x∈F τxex, la condición de cociclo y la normalización se traducen, para σ y

τ respectivamente, de la siguiente forma:

σg▹x(y, z)σg(x, yz) = σg(xy, z)σg(x, y), (1.2)

σg(x, 1) = 1 = σg(1, x), y (1.3)

τx(gh, k)τk◃x(g, h) = τx(h, k)τx(g, hk), (1.4)

τx(g, 1) = 1 = τx(1, g), (1.5)

para g, h, k ∈ Γ, x, y, z ∈ F .

El producto bicruzado kΓ τ#σkF asociado a los datos anteriores es, como espacio vectorial, igual
a kΓ ⊗ kF , y la multiplicación y comultiplicación están determinadas por:

(es#x)(et#y) = δs▹x,t σs(x, y) es#xy,

∆(es#x) =
∑
gh=s

τx(g, h) eg#(h ◃ x)⊗ eh#x,
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para s, t ∈ Γ, x, y ∈ F .

Además, cuando la característica del cuerpo k no divide al orden del grupo F , el producto
bicruzado H = kΓ τ#σkF es un álgebra de Hopf semisimple si los cociclos σ y τ cumplen que:

σts(x, y)τxy(t, s) = τx(t, s)τy(t▹ (s◃ x), s▹ x)σt(s◃ x, (s▹ x)◃ y)σs(x, y), (1.6)

para s, t ∈ Γ, x, y ∈ F . Notar que esta condición da la siguiente normalización:

σ1(g, h) = 1, τ1(x, y) = 1, (1.7)

para g, h ∈ Γ; x, y ∈ F . En este caso, la antípoda de H está dada por

S(eg#x) = σ(g▹x)−1((g ◃ x)−1, g ◃ x)−1τx(g − 1, g)−1e(g▹x)−1(g ◃ x)−1,

para todo g ∈ Γ, x ∈ F .

Tenemos la siguiente sucesión exacta abeliana asociada al producto bicruzado H = kΓ τ#σkF

k → kΓ → H → kF → k, (1.8)

donde todas las aplicaciones son las canónicas.

Más aún, toda álgebra de Hopf que admite una tal extensión abeliana es necesariamente isomorfa
a un producto bicruzado. El conjunto de clases de equivalencias de extensiones abelianas de la forma
(1.8) es un grupo abeliano, con el producto Baer de extensiones, al cual denotaremos Opext(kΓ,kF ).

La clase de un elemento del grupo Opext(kΓ,kF ) puede representarse por un par (τ, σ), donde
σ : Γ×2 × F → k× y τ : Γ × F×2 → k× son mapas que satisfacen las condiciones (1.2) y (1.6).
Además, el grupo Opext(kΓ,kF ) puede ser descripto como el primer grupo de cohomología de cierto
complejo doble, esto fue hecho por Masuoka en [Ma1, Proposition 5.2].

Proposición 1.8.2. Consideremos (A) y (A′) clases de equivalencias de extensiones abelianas en
Opext(H,K). Entonces existe un 2-cociclo θ de H tal que (Aθ) es equivalente a (A′) si y sólo si (A) y
(A′) son iguales en el conúcleo Opext(H,K)/ Im δ del mor�smo de grupos inducido δ : H2(H,k) →
Opext(H,K).

Demostración. Ver [Ma3, Proposition 3.1].

A continuación enunciaremos un teorema que muestra que el grupo Opext(kΓ,kF ) encaja en
una sucesión exacta, la cual es conocida como la sucesión exacta de Kac. Esta sucesión es de gran
utilidad, en particular es posible probar que, cuando el cuerpo k es algebraicamente cerrado, el
grupo Opext(kF,kΓ) es �nito, mientras que Aut(kΓ#kF ) siempre es �nito.

Teorema 1.8.3. Tenemos una sucesión exacta

0 → H1(F ◃▹ Γ,k×)
res−→ H1(F,k×)⊕H1(Γ,k×) → Aut(kΓ#kF )

→ H2(F ◃▹ Γ,k×)
res−→ H2(F,k×)⊕H2(Γ,k×) → Opext(kF,kΓ)

ω−→H3(F ◃▹ Γ,k×)
res−→ H3(F,k×)⊕H3(Γ,k×),

donde H · denota el grupo de cohomología con coe�cientes en el módulo trivial k×.
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Demostración. Ver [Ma3, Theorem 1.10], [Ka, (3.14)].

En el trabajo [KMM], los autores muestran que las representaciones irreducibles de H están
clasi�cadas por pares (s, Us), donde s es un representante de las órbitas de la acción de F en Γ,
Fs

.
= F ∩ sFs−1 es el estabilizador de s ∈ Γ, y Us es una representación irreducible del álgebra de

grupo torcida kσsFs, es decir, una representación proyectiva irreducible de Fs con cociclo σs, donde
σs(x, y) = σ(x, y)(s), x, y ∈ F , s ∈ Γ. Observemos que restringiendo σs : F×F → k× al estabilizador
Fs obtenemos un 2-cociclo en Fs, para todo s ∈ Γ. Dado un par (s, Us), la representación irreducible
correspondiente está dada por

W(s,Us)
.
= IndHkΓ⊗kFs

s⊗ Us. (1.9)

Los siguientes hechos sobre (co)centralidad de sucesiones exactas abelianas son bien conocidos.

Lema 1.8.4. Consideremos una sucesión exacta abeliana como en (1.8). Entonces:

(i) La sucesión es central si y sólo si la acción ▹: Γ × F → Γ es trivial. En este caso, el grupo
G = F ◃▹ Γ es un producto semidirecto G ≃ F o Γ con respecto a la acción ◃: Γ× F → F .

(ii) La sucesión es cocentral si y sólo si la acción ◃: Γ× F → F es trivial. En este caso, el grupo
G = F ◃▹ Γ es un producto semidirecto G ≃ F nΓ con respecto a la acción ▹: Γ×F → Γ.

1.9. Álgebras de Hopf cuasitriangulares

De�nición 1.9.1. Una k-álgebra de HopfH se dice cuasitriangular si existe un elemento R ∈ H⊗H
inversible, al cual llamaremos R-matriz o estructura cuasitriangular, que satisface las siguientes
condiciones:

(∆⊗ id)(R) = R13R23,

(id⊗∆)(R) = R13R12,

∆cop(h) = R∆(h)R−1,

(ϵ⊗ id)(R) = 1 = (id⊗ϵ)(R),

para todo h ∈ H, donde por R12 denotamos al elemento R ⊗ 1 ∈ H⊗3 y de manera similar a los
elementos R13 y R23.

Por ejemplo, dado un grupo �nito G, el álgebra de grupo kG es un álgebra de Hopf cuasitriangu-
lar con R = 1⊗ 1. Por otro lado, el álgebra de Hopf dual kG admite una estructura cuasitriangular
si y sólo si el grupo G es abeliano.

Un álgebra de Hopf cuasitriangular H puede admitir más de una R-matriz.

Observación 1.9.2. Una propiedad destacada de las álgebras de Hopf cuasitriangulares es que la
existencia de una R-matriz en H hace de la categoría RepH una categoría tensorial trenzada. Ver
[BaKi].

Un ejemplo fundamental de álgebra de Hopf cuasitriangular es el doble de Drinfeld D(H) de un
álgebra de HopfH de dimensión �nita. Recordemos que, como coálgebra,D(H) es igual aH∗ cop⊗H.
Una estructura cuasitriangular canónica en D(H) está dada por la R-matriz R =

∑
i h

i⊗hi, donde
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(hi)i es una base de H y (hi)i es la base dual. Además, la categoría RepD(H) es equivalente, como
categoría tensorial trenzada, al centro de Drinfeld Z(RepH) de RepH.

Para la de�nición precisa de D(H) recomendamos la lectura de [Mo, De�nition 10.3.5], donde
también se encuentran otras propiedades básicas de este álgebra de Hopf.

Dada un álgebra de Hopf cuasitriangular (H,R) podemos de�nir mor�smos de álgebras de Hopf
fR : H∗cop → H y fR21 : H∗ → Hop mediante las siguientes fórmulas

fR(p) = p(R(1))R(2), fR21(p) = p(R(2))R(1),

para todo p ∈ H∗, con R = R(1) ⊗R(2) ∈ H ⊗H.

Las imágenes de estos mor�smos son subálgebras de Hopf de H que denotaremos H+ = fR(H
∗)

y H− = fR21(H
∗), y satisfacen que H+ ≃ (H∗

−)
cop. La subálgebra de Hopf HR

.
= H−H+ = H+H−,

es decir, la subálgebra de Hopf generada por H+ y H−, es la subálgebra de Hopf cuasitriangular
minimal de H. Ver [R2]. Además, la multiplicación de H determina un mor�smo suryectivo de
álgebras de Hopf D(H−) → HR, por [R2, Theorem 2].

Dado η ∈ G(H∗) de�nimos gη = R(1)η(R(2)). A continuación enunciamos un resultado de
Radford que muestra una relación interesante entre los grupos G(A∗) y G(A).

Proposición 1.9.3. [R1, Proposition 3] Supongamos que (H,R) es un álgebra de Hopf cuasitrian-
gular de dimensión �nita, y sea η ∈ G(H∗). Entonces:

1. gη ∈ G(H),

2. el mapa G(H∗) → G(H) dado por η → gη es un anti-homomor�smo de grupos,

3. (h ↼ η)gη = gη(η ⇀ h), para todo h ∈ H, y

4. η es central si y sólo si gη es central.

Las acciones ↼, ⇀, que aparecen en el enunciado del teorema anterior, están asociadas a la
condición sobre ∆cop que satisface H por ser cuasi-triangular. Ver [R1, Section 2].

Observación 1.9.4. Notemos que si η ∈ G(H∗) entonces fR21(η) = gη. Luego, como consecuencia de
la Proposición 1.9.3, tenemos que:

fR21(G(H
∗) ∩ Z(H∗)) ⊆ G(H) ∩ Z(H).

Notemos que considerando gη = η(R(1))R(2), para η ∈ G(H∗), es posible probar resultados
similares a los de la Proposición 1.9.3. Así, también tenemos que:

fR(G(H
∗) ∩ Z(H∗)) ⊆ G(H) ∩ Z(H).

De�nición 1.9.5. [ReS] Un álgebra de Hopf cuasitriangular (H,R) es factorizable si el mapa
ΦR : H∗ → H es un isomor�smo, donde ΦR(p) = p(Q(1))Q(2), para p ∈ H∗, con Q = Q(1) ⊗Q(2) =
R21R ∈ H ⊗H.

Por otro lado, si ΦR = ϵ1 (o equivalentemente, R21R = 1⊗ 1), entonces diremos que (H,R) es
triangular.
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Etingof y Gelaki dieron una clasi�cación completa de las álgebras de Hopf triangulares de dimen-
sión �nita en [EG]. En particular, tenemos H es isomorfa, como álgebra de Hopf, a una deformación
(kG)J del álgebra de grupo de algún grupo �nito G cuando (H,R) es un álgebra de Hopf cuasi-
triangular semisimple.

El doble de Drinfeld (D(H),R) es un álgebra de Hopf cuasitriangular factorizable, siendo en
este caso D(H)+ = H y D(H)− = H∗cop.

En el Capítulo 3 nos será de utilidad el siguiente teorema sobre álgebras de Hopf factorizables.
Una versión categórica de este resultado fue probado en [GN].

Teorema 1.9.6. [Sch2, Theorem 2.3]. Sea (H,R) un álgebra de Hopf factorizable. Entonces el mapa
ΦR induce un isomor�smo de grupos G(H∗) → G(H) ∩ Z(H).

Notemos que es posible identi�car G(D(H)) = G(H∗) × G(H) y, bajo esta identi�cación, el
Teorema 1.9.6 da un isomor�smo de grupos G(D(H)∗) → G(D(H)) ∩ Z(D(H)), g#f 7→ f#g. Ver
también [R2]. En particular, si f = ϵ, entonces g ∈ G(H) ∩ Z(H), y además si g = 1, tenemos que
f ∈ G(H∗) ∩ Z(H∗).

Si (H,R) es un álgebra de Hopf cuasitriangular de dimensión �nita entonces existe un mor�smo
de álgebras de Hopf suryectivo f : D(H) → H tal que (f ⊗ f)R = R. Más aún, dicho mor�smo f
está determinado por f(p⊗ h) = fR(p)h, para todo p ∈ H∗, h ∈ H.

Esto corresponde a la inclusión canónica de categorías tensoriales trenzadas de RepH (con la
trenza dada por la acción de la R-matriz) en su centro. En particular, el grupo G(H∗) puede ser
identi�cado con un subgrupo del grupo G(D(H)∗) cuando H es cuasitriangular.

1.10. Cuasi-Álgebras de Hopf

De�nición 1.10.1. [D2] Una cuasi-biálgebra es una colección (H,∆, ε, ϕ) formada por una k-
álgebra H asociativa y unitaria, mor�smos de álgebras ε : H → k y ∆ : H ⊗H → H y un elemento
inversible ϕ ∈ H⊗3 que satisface para todo h ∈ H:

(id⊗ id∆)(ϕ)(∆⊗ id⊗ id)(ϕ) = (1⊗ ϕ)(id⊗∆⊗ id)(ϕ)(ϕ⊗ 1),

(id⊗ε⊗ id)(ϕ) = 1⊗ 1,

(ε⊗ id)∆(h) = h = (id⊗ε)∆(h),

ϕ(∆⊗ id)∆(h)ϕ−1 = (id⊗∆)∆(h).

Diremos que una cuasi-biálgebra (H,ϕ) es una cuasi-álgebra de Hopf si existe un isomor�smo de
álgebras S : H → Hop y elementos α, β ∈ H tales que, si denotamos por ϕ = ϕ(1) ⊗ ϕ(2) ⊗ ϕ(3) y
ϕ−1 = ϕ(−1) ⊗ ϕ(−2) ⊗ ϕ(−3), se cumple para todo h ∈ H que

S(h1)αh2 = ε(h)α,

h1βS(h2) = ε(h)β,

ϕ(1)βS(ϕ(2))αϕ(3) = 1 = S(ϕ(−1))αϕ(−2)βS(ϕ(−3)).

Llamaremos a la aplicación S la cuasi-antípoda de H.
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Notemos que, cuando ϕ = 1 y α = β = 1, H es un álgebra de Hopf .

La categoría RepH
.
= Rep(H,ϕ) de representaciones de dimensión �nita de una cuasi-álgebra

de Hopf H es una categoría tensorial sobre k. El isomor�smo de asociatividad está determinado por
la acción natural de ϕ. El dual a izquierda de un objeto V ∈ RepH es el espacio vectorial dual V ∗

junto con la acción de H dada por (h · f)(v) = f(S(h) · v), para todo h ∈ H, f ∈ V ∗ y v ∈ V . El
mor�smo de evaluación, ev : V ∗ ⊗ V → k, es ev(f ⊗ v) = hf(α · v), con f ∈ V ∗ y v ∈ V , mientras
que el de coevaluación, coev : k → V ⊗ V ∗, está determinado por 1 →

∑
β · vi ⊗ vi, donde (vi) y

(vi) son bases duales de V .

Sean H, H ′ cuasi-álgebras de Hopf. Diremos que H y H ′ son twist equivalentes si existe un
elemento inversible F ∈ H ⊗H tal que HF y H ′ son isomorfas como cuasi-biálgebras. Al elemento
F se lo llama twist. Supondremos que F es un twist normalizado, o sea, satisface que (ε⊗ id)(F ) =
1 = (id⊗ε)(F ).

La cuasi-álgebra de HopfHF es la cuasi-álgebra de Hopf torcida por el twist F . Más precisamente,
HF es la colección (H,∆F , ε, ϕF , SF , αF , βF ), con

∆F (h) = F∆(h)F−1,

ϕF = (1⊗ F )(id⊗∆)(F )ϕ(∆⊗ id)(F−1)(F−1 ⊗ 1),

αF = S(F (−1))αF (−2),

βF = F (1)βS(F (2)),

donde F = F (1) ⊗ F (2), F−1 = F (−1) ⊗ F (−2).

Una propiedad importante es que dada una cuasi-álgebra de Hopf (H,ϕ), el funtor de olvido de
la categoría RepH es un cuasi-funtor de �bra RepH → Vec. Más aún, H es un álgebra de Hopf, si
y sólo si, RepH posee un funtor de �bra.

La a�rmación recíproca también es verdadera, es decir, si C es una categoría tensorial munida
de un cuasi-funtor de �bra (F, J) : C → Vec, entonces existe una cuasi-álgebra de Hopf H tal que
C = RepH. De hecho, H = EndF es una cuasi-álgebra de Hopf con el coproducto ∆ : H ⊗H →
H ∼= End(F × F ), dado por T → JTJ−1, la counidad ε(T )

.
= T |F (1), y la antípoda de�nida como

S(T ) |F (X)
.
= (T |F (X∗))

∗.

El siguiente teorema generaliza un resultado similar, debido a Schauenburg, en el contexto de
álgebras de Hopf de dimensión �nita.

Teorema 1.10.2. Las cuasi-álgebras de Hopf de dimensión �nita H y H ′ son twist equivalentes si
y sólo si RepH y RepH ′ son equivalentes como categorías tensoriales.

Ejemplo 1.10.3. Sean G un grupo �nito y ω : G × G × G → k× un 3-cociclo normalizado. El
álgebra kG de funciones en el grupo �nito G admite una estructura de cuasi-álgebra de Hopf con
asociador determinado por ω, a la cual denotaremos (kG, ω).

Para esto recordemos que ω : G ×G × G → k× es un 3-cociclo normalizado si, para todo a, b,
c, d ∈ G, se cumplen ls siguientes condiciones:

ω(ab, c, d)ω(a, b, cd) = ω(a, b, c)ω(a, bc, d)ω(b, c, d),

ω(e, a, b) = ω(a, e, b) = ω(a, b, e) = 1,

donde e es la identidad del grupo G
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Podemos considerar en kG la comultiplicación usual de funciones. En este caso, el asociador
está dado por el 3-cociclo normalizado ω ∈ kG×G×G ∼= (kG)⊗3. La antípoda está de�nida por
S(eg) = eg−1 , mientras que α = 1 y β =

∑
g∈G ω(g, g

−1, g)eg, con eg ∈ kG los idempotentes
canónicos.

Notemos que la categoría Rep(kG) coincide con la categoría C(G,ω) mencionada anteriormente.

Ejemplo 1.10.4. La familia de cuasi-álgebras de Hopf que presentaremos a continuación fue intro-
ducida en [DiPR].

Nuevamente consideremos un grupo �nito G y un 3-cociclo normalizado ω : G×G×G→ k×.

Sean ◃ : G×G→ G la acción trivial y ▹ : G×G→ G la acción adjunta de G sobre sí mismo,
es decir,

g ◃ a
.
= a y a▹ g

.
= g−1ag.

De�nimos θg, γg : G×G→ k× de la siguiente forma

θg(x, y) =
ω(g, x, y)ω(x, y, g ▹ (xy))

ω(x, g ▹ x, y)
,

γg(x, y) =
ω(x, y, g)ω(g, x▹ g, y ▹ g)

ω(x, g, y ▹ g)
,

para todo x, y, g ∈ G.

Sea DωG la cuasi-álgebra de Hopf de�nida como sigue. Como espacio vectorial DωG = kG⊗kG
con las siguientes multiplicación y comultiplicación:

(eg#x)(eh#y) = θg(x, y)δg▹x,heg#xy,

∆(eg#x) =
∑
st=g

γx(s, t)es#x⊗ et#x.

De�nimos el asociador ϕ =
∑

g,h,k∈G
ω(g, h, k)−1eg ⊗ eh ⊗ ek, los elementos de kG ⊗ kG: α = 1 y

β =
∑

g∈G ω(g, g
−1, g)eg#1, y la antípoda S(eg#x) = θg−1(x, x−1)γx(g, g

−1)eg−1▹x#x
−1.

Además, esta cuasi-álgebra de Hopf satisface que RepDωG = Z(C(G,ω)).

1.11. Categorías módulo sobre categorías tensoriales

La noción de categoría tensorial categori�ca la noción de anillo. De la misma forma, la noción
de categoría módulo categori�ca la de módulo sobre un anillo. En esta sección desarrollaremos la
teoría de categorías módulo sobre categorás tensoriales, la cual no sólo es interesante en sí misma,
sino que es también fundamental para entender las categorías tensoriales, de la misma forma que el
estudio de los módulos ayuda a la comprensión de la estructura de los anillos. Para los resultados
y de�niciones básicas de esta parte referimos a [EGNO, O2].

Un álgebra en una categoría monoidal (C,⊗, a,1, l, r) es una terna A = (A,m, η), donde A es
un objeto de C y m : A⊗A→ A, η : 1→ A son mor�smos en C, llamados multiplicación y unidad,
respectivamente, que satisfacen los axiomas usuales de asociatividad y unidad. En el caso en que
C = Vec la de�nición se reduce a la de álgebra asociativa de dimensión �nita con unidad.
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Ejemplo 1.11.1. 1. El objeto unidad 1 es un álgebra en C.

2. El álgebra de funciones kG de un grupo �nito G en el cuerpo de base k es un álgebra en RepG
(G actúa sobre sí mismo por multiplicación a izquierda y, por lo tanto, actúa en kG vía la
acción contragradiente a la anterior).

3. Las álgebras en C(G) son exactamente las k-álgebras G-graduadas.

4. Podemos generalizar el ejemplo del inciso anterior como sigue. Sea ω un 3-cociclo en G a
valores en k×, y sea ψ una 2-cocadena de G tal que ω = dψ. Entonces, podemos considerar el
álgebra de grupo torcida kψH en C(G,ω), siendo ésta el objeto ⊕h∈Hδh de C(G,ω), y podemos
munirla con multiplicación δh · δ′h = ψ(h, h′)δhh′ . El álgebra kψH es asociativa en el sentido
usual si y sólo si ω es trivial, pero siempre es asociativa en la categoría C(G,ω).

Sea A un álgebra en C. Un A-módulo a izquierda es un par (M,µ), dondeM ∈ C, y µ : A⊗M →
M es un mor�smo que satisface axiomas similares a los usuales para módulos sobre anillos. Un
mor�smo de A-módulos a izquierda f : (M,µ) → (M ′, µ′) es un mor�smo f : M → M ′ en C, que
conmuta con la acción de A, es decir f ◦µ = µ′ ◦ (f ⊗ idA). El conjunto de mor�smos de A-módulos
de M en M ′ será denotado por HomA(M,M ′). Notar que éste es un subconjunto de HomC(M,M ′).
De manera análoga, podemos de�nir las nociones de A-módulos a derecha y A-bimódulos y sus
respectivos mor�smos. Las categorías deA-módulos a izquierda, A-módulos a derecha yA-bimódulos
en C serán denotadas por AC, CA y ACA, respectivamente. Éstas son categorías semisimples si A es
un álgebra separable sobre k. Luego, si k es un cuerpo de característica cero, dichas categorías son
semisimples si A lo es.

De�nición 1.11.2. Una categoría módulo (a izquierda) sobre una categoría tensorial C, o una
representación de C, es una categoría abeliana M equipada con un bifuntor exacto ⊗M : C ×M →
M, junto con isomor�smos naturales aMX,Y,M : (X⊗Y )⊗MM → X⊗M (Y ⊗MM), lMM : 1⊗MM →
M tales que los siguientes diagramas conmutan:

Asociatividad:

((X ⊗ Y )⊗ Z)⊗M M
aMX⊗Y,Z,M //

aX,Y,Z⊗MidM

��

(X ⊗ Y )⊗ (Z ⊗M M)
aM
X,Y,Z⊗MM // X ⊗ (Y ⊗ (Z ⊗M M))

(X ⊗ (Y ⊗ Z))⊗M M
aMX,Y ⊗Z,M

// X ⊗ ((Y ⊗ Z)⊗M M)

idX ⊗aMY,Z,W

OO

Unidad:

(X ⊗ 1)⊗M M
rX⊗MidM //

aMX,1,M

$$J
JJ

JJ
JJ

JJ
JJ

JJ
JJ

JJ
JJ

J
X ⊗M M

X ⊗M (1⊗M M)

idX ⊗MlMM

;;wwwwwwwwwwwwwwwwwww
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Sean M y M′ categorías módulo sobre C. Un funtor de C-módulos de M en M′ es un par (F, s),
donde F : M →M ′ es un funtor, sX,M : F (X⊗MM) → X⊗M′

F (M) es una familia de isomor�smos
naturales, X ∈ C, M ∈ M, tales que los siguientes diagramas son conmutativos:

F (X ⊗ (Y ⊗M M))

s
X,Y ⊗MM

��

F ((X ⊗ Y )⊗M M)
sX⊗Y,M //

F (aMX,Y,M )
oo (X ⊗ Y )⊗M′

F (M)

aM
′

X,Y,F (M)

��
(X ⊗ F (Y ⊗M M)

idX ⊗M′
sY,M

// X ⊗ (Y ⊗M′
F (M))

F (1⊗M M)
s1,M //

F (lMM )

��@
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@
1⊗M′

F (M)

id1⊗M′
lM

′
F (M)

~~~~
~~
~~
~~
~~
~~
~~
~~
~

F (M)

Observación 1.11.3. En [O2, De�nition 6] se considera la noción de categoría módulo sobre una
categoría monoidal semisimple, para la cual se pide, adicionalmente, que la categoría módulo sea
semisimple y que el bifuntor que da lugar a la acción sea aditivo.

Una categoría módulo es indescomponible si no es equivalente a la suma directa de dos categorías
módulo no triviales.

A continuación listaremos algunos ejemplos de categorías módulo.

Ejemplo 1.11.4. Si C = (C,⊗, a,1, l, r) es una categoría tensorial, entonces C es una categoría
módulo sobre sí misma vía ⊗.

Ejemplo 1.11.5. Si H es un álgebra de Hopf y λ : A→ H⊗A es un H-comódulo álgebra a izquier-
da, entonces la categoría de A-módulos a izquierda de dimensión �nita, AM es una representación
de Rep(H). La acción ⊗ : Rep(H)×AM →A M está dada por V⊗M = V ⊗M , para V ∈ Rep(H),
M ∈A M. La estructura de A-módulo en V ⊗M está dada por la coacción λ.

Sean C una categoría de fusión y M una categoría módulo a izquierda indescomponible sobre
C. La categoría C∗

M = EndC(M) de endofuntores de C-módulos de M es una categoría tensorial.
El producto tensorial es la composición de funtores y el objeto identidad es el funtor identidad.
Los duales de los funtores son sus adjuntos (el adjunto de un funtor de C-módulos tiene estructura
natural de funtor de C-módulos debido a que C es una categoría rígida). Diremos que C∗

M es la
categoría dual de C con respecto a M. Cuando C es semisimple y M es un C-módulo semisimple
indescomponible la categoría C∗

M también es semisimple.

La noción de Morita equivalencia en el contexto de las categorías tensoriales ha sido introducida
por M. Mueger [Mu2] en paralelo a la noción clásica de Morita equivalencia entre anillos. Para esto
se reemplazan los módulos sobre anillos por categorías módulo sobre categorías tensoriales.
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De�nición 1.11.6. Las categorías tensoriales C y D son Morita equivalentes si D ∼= (C∗
M)op para

alguna categoría módulo M indescomponible sobre C.

Por ejemplo, dado un grupo �nito G, las categorías Rep(G) y C(G) son equivalentes Morita.

Teorema 1.11.7. Dos categorías de fusión C y D son equivalentes Morita si y sólo si sus centros
de Drinfeld Z(C) y Z(D) son equivalentes como categorías tensoriales trenzadas.

Demostración. Ver [ENO2, Theorem 3.1].





Capítulo 2

Categorías de fusión

En este capítulo recordaremos propiedades y de�niciones asociadas a una clase particular de
categorías tensoriales, las categorías de fusión, siendo éstas uno de los principales objetos de estudio
de esta tesis. La bibliografía recomendada para estos temas es [BaKi, DGNO2, EGNO, ENO, ENO2,
GN, O2]. A lo largo del mismo, trabajaremos sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado y de
característica 0.

2.1. De�niciones y ejemplos

De�nición 2.1.1. Una categoría de fusión sobre k es una categoría tensorial semisimple que posee
una cantidad �nita de clases de isomor�smos de objetos simples.

A continuación listamos algunos ejemplos.

1. La categoría RepG es una categoría de fusión si el grupo G es �nito.

2. La categoría C(G,ω) es una categoría de fusión cuando ω : G×G×G → k× es un 3-cociclo
y G es un grupo �nito. En particular, la categoría C(G) es de fusión si G es un grupo �nito.

3. La categoría RepH es una categoría de fusión si y sólo si H es un (cuasi-)álgebra de Hopf
semisimple (necesariamente de dimensión �nita) sobre k.

Sea C una categoría de fusión sobre k. Una subcategoría tensorial plena D ⊆ C (esto es, una
subcategoría tal que HomD(X,Y ) = HomC(X,Y ), para todo X, Y ∈ D) es una subcategoría de
fusión de C si para todo objeto X en C isomorfo a un sumando directo de un objeto en D se tiene
que X ∈ D. Una subcategoría de fusión es necesariamente rígida, por lo cual es una categoría de
fusión en sí misma [DGNO2, Corollary F.7 (i)].

La subcategoría de fusión generada por una colección X de objetos de C es la menor subcategoría
de fusión que contiene a X , y la denotaremos por C[X ]. Cuando el conjunto X está formado por un
único objeto X en C, escribiremos simplemente C[X]. De manera análoga a la teoría de caracteres,
diremos que X es un objeto �el de C si X genera toda la categoría de fusión C, es decir, C[X] = C.
De�nimos la subcategoría adjunta Cad de la categoría de fusión C como la subcategoría de fusión
generada por los X ⊗X∗, con X recorriendo los objetos simples de C. Por ejemplo, si C = RepG,

29
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con G un grupo �nito, la subcategoría adjunta es Cad = Rep(G/Z(G)), donde Z(G) es el centro
de G. En el caso en que C = C(G,ω), con G un grupo �nito y ω : G × G × G → k× un 3-cociclo,
tenemos que la subcategoría adjunta es Cad = Vec, pues

δg ⊗ δg∗ = δg ⊗ δg−1 = δgg−1 = δe = 1. (2.1)

Diremos que una categoría de fusión es punteada si todos los objetos simples son inversibles. Se
puede ver fácilmente que toda categoría de fusión punteada es equivalente a una categoría C(G,ω)
como la del ejemplo 1.3.7.

El conjunto de clases de isomor�smos de objetos inversibles de una categoría de fusión C tiene
estructura de grupo, con el producto dado por ⊗ y elemento identidad 1, y lo denotaremos G(C).
La subcategoría de fusión Cpt de C es la subcategoría de fusión generada por G(C), ésta es la
subcategoría punteada maximal de C.

Denotaremos por Irr C al conjunto de clases de isomor�smos de objetos simples de la categoría
C, y si X es un objeto simple diremos que X ∈ Irr C, abusando de la notación. El conjunto Irr(C)
es una base sobre Z del anillo de Grothendieck G(C) de C, introducido en la Subsección 1.5.1. En
dicha sección mencionamos que, para alivianar la notación, denotaremos a la clase [X] de X en
G(C) simplemente por X. Notemos que dados X, Y ∈ Irr C, como consecuencia del Lema de Schur
para categorías abelianas, tenemos que

Hom(X,Y ) =

{
0 si X ̸= Y,
k idX si X = Y.

De esta forma, todo objeto X en C está determinado, salvo isomor�smos, por lo espacios de mor�s-
mos Hom(Y,X), con Y ∈ Irr C. De hecho, la clase deX se descompone comoX =

∑
Y ∈Irr(C)

m(Y,X)Y ,

donde m(Y,X) = dimHom(Y,X) es la multiplicidad de Y en X.

Se cumplen las siguientes relaciones para todo X, Y , Z ∈ C:

m(X,Y ⊗ Z) = m(Y ∗, Z ⊗X∗) = m(Y,X ⊗ Z∗). (2.2)

Como la categoría C es de fusión el conjunto Irr C es �nito, digamos Irr C = {Xi}i∈I , con X0 = 1
y 0 ∈ I �nito. De la discusión en los párrafos previos se sigue que, con respecto a la base Irr C
de G(C), el producto XiXj =

∑
k∈I

Nk
ijXk, con Nk

ij = dimHom(Xk, Xi ⊗ Xj) enteros no negativos.

Además, si denotamos por Xi∗ a la imagen de Xi bajo la involución ∗ inducida por la rigidez de C
(ver Subsección 1.5.1), como consecuencia de (2.2) los coe�cientes satisfacen que

Nk
ij = N i∗

jk∗ = N i
kj∗ = N j∗

k∗i = Nk∗
j∗i∗ , N0

ij = δij∗ . (2.3)

Un anillo con estas propiedades es un anillo de fusión y las constantes Nk
ij se denominan coe-

�cientes o reglas de fusión. Es por esto que al anillo de Grothendieck G(C) de C suele ser llamado
también el anillo de fusión de C.

Diremos que dos categorías tensoriales son Grothendieck equivalentes si comparten las mismas
reglas de fusión, es decir, si sus anillos de Grothendieck son isomorfos como anillos de fusión. Ver
[NaR, De�nition 4.1].
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Dado X ∈ Irr(C), de�nimos el subgrupo G[X] = {g ∈ G(C)/g ⊗ X = X} de G(C), es decir,
G[X] es el estabilizador de X por multiplicación a izquierda por clases de isomor�smos de objetos
inversibles, o sea, objetos en G(C). De la ecuación (2.2) se desprende que

G[X] = {g ∈ G(C) : m(g,X ⊗X∗) > 0} = {g ∈ G(C) : m(g,X ⊗X∗) = 1},

para todo X ∈ Irr C.

2.2. Dimensiones de Frobenius-Perron

En esta subsección introduciremos la noción de dimensión de Frobenius-Perron de una categoría
de fusión, así como también la de sus objetos. Con este �n enunciaremos, sin demostración, un
teorema de la teoría clásica del álgebra lineal (ver [Ga, XIII.2]) que jugará un rol crucial en la teoría
de categorías tensoriales.

Teorema 2.2.1. (Teorema de Frobenius-Perron) Sea A una matriz cuadrada con entradas no ne-
gativas.

1. A tiene un autovalor real no negativo. El mayor autovalor real no negativo λ(A) de A domina
los valores absolutos de todos los otros autovalores de A, es decir el radio espectral de A es un
autovalor.

2. Si A tiene entradas estrictamente positivas entonces λ(A) es un autovalor positivo simple, y el
autovector correspondiente puede ser normalizado para tener entradas estrictamente positivas.

3. Si A tiene un autovector v con entradas estrictamente positivas, entonces el autovalor co-
rrespondiente es λ(A).

Proposición 2.2.2. (Kronecker) Sea A una matriz con entradas enteras no negativas tal que
λ(AAt) = λ(A)2. Si λ(A) < 2 entonces λ(A) = 2cos(π/n) para algún entero n ≥ 2.

De�nición 2.2.3. Sea X un objeto de la categoría de fusión C. La dimensión de Frobenius-Perron
de X, la cual será denotada por FPdimX, es el autovalor real no negativo maximal de la matriz de
multiplicación a izquierda porX en G(C), el anillo de fusión de C. La dimensión de Frobenius-Perron,
FPdim C, de C se de�ne como la suma de los cuadrados de las dimensiones de Frobenius-Perron de
los objetos simples de C, es decir, FPdim C =

∑
X∈Irr(C)

FPdim(X)2.

Etingof, Nikshych y Ostrik estudiaron esta noción en detalle en [ENO] y demostraron muchas
propiedades relacionadas. Recomendamos al lector interesado en profundizar en el tema la Sección
8 de dicho trabajo. A continuación, recordaremos algunos de estos resultados.

Teorema 2.2.4. La asignación X → FPdimX se extiende a un mor�smo de álgebras G(C) → k.
Más aún, FPdim es el único mor�smo de álgebras G(C) → k que aplica los objetos simples de la
categoría C en números positivos.

Corolario 2.2.5. Sea F : C → D un funtor cuasi-tensorial entre categorías de fusión, entonces
FPdimD F (X) = FPdimC X, para todo X en C.
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Observación 2.2.6. La dimensión de Frobenius-Perron de categorías de fusión es un invariante res-
pecto de Morita equivalencias. En particular, FPdimZ(C) = (FPdim C)2, donde Z(C) es el centro
de Drinfeld de la categoría de fusión C.

Lema 2.2.7. Sea C una categoría de fusión sobre k. Si D es una subcategoría tensorial plena de
C o una categoría de fusión para la cual existe un funtor tensorial suryectivo C → D entonces el
cociente FPdim C/FPdimD es un entero algebraico.

Demostración. Si se cumple la primera hipótesis, la a�rmación se sigue de [ENO, Proposition 8.15],
mientras que si vale la segunda, el enunciado es consecuencia de [ENO, Corollary 8.11].

Teorema 2.2.8. 1. Sea C una categoría de fusión trenzada déblimente íntegra. Entonces, para
todo objeto simple X ∈ C, el cociente FPdim C/FPdimX es la raíz cuadrada de un entero.

2. Sea C una categoría de fusión trenzada no degenerada déblimente íntegra. Entonces, para todo
objeto simple X ∈ C, el cociente FPdim C/FPdimX2 es un entero.

Demostración. Ver [ENO2, Theorem 2.11.]

2.2.1. Grados irreducibles

Continuando con la analogía con la teoría de caracteres de grupos �nitos de la Subsección 1.1.1,
diremos que los grados irreducibles de C son los números reales positivos FPdimX, X ∈ Irr(C), es
decir, los grados irreducibles son la dimensiones de Frobenius-Perron de los objetos simples de la
categoría de fusión C. Denotaremos al conjunto de grados irreducibles de C por

c. d.(C) = {FPdimX : X ∈ Irr(C)}.

Una categoría de fusión C es íntegra si c. d.(C) ⊆ N. Cuando la dimensión de Frobenius-Perron
de C es un número entero positivo se dice que C es una categoría débilmente íntegra.

Cuando C es la categoría de representaciones de dimensión �nita de una cuasi-álgebra de Hopf
semisimple, las dimensiones de Frobenius-Perron de los objetos coinciden con las dimensiones de
los espacios vectoriales subyacentes. Por lo tanto, RepH es una categoría íntegra, para toda cuasi-
álgebra de Hopf H. Más aún, toda categoría de fusión íntegra es de esta forma, es decir, C es íntegra
si y sólo si es equivalente a la categoría de representaciones de dimensión �nita de una cuasi-álgebra
de Hopf semisimple [ENO, Theorem 8.33].

Algunas propiedades de la categoría de fusión C se relacionan fuertemente con las dimensiones
de Frobenius-Perron. Por ejemplo, tenemos que en el anillo de Grothendieck G(C) se cumple:

XX∗ =
∑

g∈G[X]

g +
∑

FPdimY >1,
Y ∈Irr C

m(Y,XX∗)Y. (2.4)

Observación 2.2.9. Se desprende de la Ecuación (2.4) que g ∈ C es inversible si y sólo si FPdim g = 1.

Supongamos que C es una categoría de fusión íntegra con | c.d.(C)| = 2. Más precisamente,
consideremos c.d.(C) = {1, d}, para algún número entero d > 1. A�rmamos que d divide al orden
del estabilizador G[X], para todo X ∈ Irr(C) con FPdimX > 1. En particular, d divide al orden de
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G(C), y por lo tanto G(C) ̸= 1. Efectivamente, si X ∈ Irr(C) con FPdimX = d, podemos reescribir
la Ecuación (2.4) de la siguiente forma:

XX∗ =
∑

g∈G[X]

g +
∑

FPdimY=d

m(Y,XX∗)Y.

Luego, tomando dimensiones de Frobenius-Perron, la a�rmación queda probada. Observemos que
FPdim(

∑
g∈G[X] g) ≥ 1, pues 1 ∈ G[X] para todo X ∈ C.

2.3. Categorías de Tambara-Yamagami

Un ejemplo importante de categorías de fusión son las llamadas categorías de Tambara-Yamagami,
introducidas por los mismos en su trabajo [TY]. En esta sección comentaremos brevemente su cons-
trucción.

Consideremos los siguientes datos:

Un grupo abeliano �nito G (con elemento identidad e y notación multiplicativa para el pro-
ducto).

Un bicaracter χ : G × G → k× simétrico no degenerado, es decir, para todo a, b, c ∈ G
tenemos que χ(a, b) = χ(b, a), χ(ab, c) = χ(a, c)χ(b, c) y la aplicación inducida f : G → Ĝ =
Hom(G,k×), f(a)(b) = χ(a, b), es un isomor�smo.

Un elemento τ ∈ k tal que |G|τ2 = 1.

De�nimos la categoría de Tambara-Yamagami T Y = T Y(G,χ, τ) asociada a los datos anteriores
como la categoría semisimple cuyas clases de isomor�smos de objetos simples son Irr T Y = G∪{X},
conX /∈ G. Los mor�smos están determinados por Hom(s, t) = δs,tk, para s, t ∈ Irr T Y . El mor�smo
identidad s → s es el elemento 1 ∈ k. El objeto identidad es 1 = e ∈ G y las reglas de fusión de la
categoría son las siguientes

g ⊗ h = gh, X ⊗X = ⊕g∈Gg, (2.5)

para todo g, h ∈ G. Los duales en T Y están dados por X∗ = X y g∗ = g−1, para g ∈ G. Además,
dado que X es el único simple no inversible en T Y , se deduce que g ⊗X = X = X ⊗ g, para todo
g ∈ G, es decir, el estabilizador G[X] de X es el grupo G.

Observación 2.3.1. La dimensión de Frobenius-Perron de X es FPdimX = |τ |−1 y, por lo tanto,
tenemos que FPdim T Y = 2|G|.

Luego, la categoría de Tambara-Yamagami T Y siempre es débilmente íntegra y, es íntegra si y
sólo si |τ |−1 es un número entero, en cuyo caso es equivalente a la categoría de representaciones de
dimensión �nita de una cuasi-álgebra de Hopf.

De esta forma, la categoría de Tambara-Yamagami T Y = T Y(G,χ, τ) es una categoría de fusión
y tenemos el siguiente teorema de caracterización.

Teorema 2.3.2. [TY] Sea G un grupo �nito. Consideremos el anillo de fusión K con base G∪{X}
y multiplicación a · b = ab, a ·X = X = X · a, X ·X =

∑
a∈G a, para todo a ∈ G, con la involución

a∗ = a−1, X∗ = X. Supongamos que C es una pre-categoría de fusión tal que G(C) ∼= K. Entonces
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G es abeliano, y existen un caracter simétrico no degenerado χ : G×G→ k× y un elemento τ ∈ k,
con τ2|G| = 1, tales que C ∼= T Y(G,χ, τ). Además, T Y(G,χ, τ) ∼= T Y(G,χ′, τ ′) si y sólo si τ = τ ′

y χ, χ′ son conjugados por un automor�smo de G.

Las condiciones sobre G (que sea un grupo abeliano cuyo orden es un cuadrado en k×) son
necesarias para la existencia de una realización del anillo K. Por lo tanto, existen anillos de fusión
que no admiten realizaciones.

En el resultado principal del trabajo [Si1] se dieron condiciones su�cientes y necesarias para la
existencia de trenzas, y la parametrización de las distintas posibles trenzas, en una categoría T Y
de Tambara-Yamagami con G(T Y) = G un grupo abeliano �nito.

Teorema 2.3.3. [Si1, Theorem 1.2] Sean G un grupo abeliano �nito y C una categoría de Tambara-
Yamagami con G(C) = G. Entonces

C admite una estructura trenzada si y sólo si G es un 2-grupo abeliano elemental; esto es, todo
elemento tiene orden 2.

Las trenzas no equivalentes en C están en correspondencia uno a uno con las (n + 1)-uplas
(δ1, . . . , δn, ϵ), con ϵ = ±1, δi = ±1 para todo i, y n el rango del grupo G.

Cada trenza de C tiene exactamente dos posibles elecciones de twist compatibles.

Ejemplo 2.3.4. Un ejemplo de categorías de Tambara-Yamagami viene dado por las categorías de
Ising: éstas son categorías de fusión cuyo único objeto simple no inversible X cumple que X⊗2 =
1⊕a, donde a es el generador del grupo de objetos inversibles, el cual es isomorfo a Z2. En particular,
tenemos que el conjunto de grados irreducibles es c. d.(C) = {1,

√
2} y FPdim C = 4, por lo cual

son categorías de fusión débilmente íntegras pero no son íntegras. Además, por [DGNO2, Corollary
B.12], toda categoría de Ising trenzada es modular.

Las categorías de Ising fueron estudiadas, por ejemplo, en [DGNO2, Appendix B].

2.4. Categorías casi-grupo

En esta sección daremos otro ejemplo de categoría de fusión, las llamadas categorías casi-grupo,
que fueron estudiadas por Jacob Siehler [Si2] y extienden las categorías de Tambara-Yamagami,
descriptas en la Sección 2.3.

Una categoría casi-grupo es una categoría de fusión que posee exactamente un objeto simple
no inversible, salvo isomor�smos. Además, si una tal categoría posee estructura trenzada diremos,
simplemente, que es una categoría casi-grupo trenzada.

A continuación describiremos las reglas de fusión de una categoría casi-grupo y veremos que
están determinadas por cierta data (G, κ), con G un grupo �nito y κ un número entero. Sean C
una categoría casi-grupo y X el objeto no inversible en C. De esta forma, Irr(C) = G(C)

∪
{X}, con

X /∈ G(C). Recordemos que G(C) es el grupo (con el producto tensorial) de clases de isomor�smos
de objetos inversibles de C. Sea g ∈ G(C). Como g es inversible y X es simple no inversible, g ⊗X
es un objeto simple no inversible de C, y por lo tanto g⊗X ≃ X, para todo g ∈ G(C). De la misma
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forma, dado que X∗ es un objeto simple no inversible de C, tenemos X∗ ≃ X. Así, en nuestro caso,
la Ecuación (2.4) queda

X ⊗X ≃
⊕

g∈G(C)

g ⊕ κX, (2.6)

donde κ = dimHom(X,X ⊗X) es un número entero no negativo. Luego, las reglas de fusión de la
categoría casi-grupo C están de�nidas por el par (G(C), κ).

Observación 2.4.1. Se deduce de (2.6) que la dimensión de Frobenius-Perron de X es solución
(positiva) de la ecuación cuadrática (FPdimX)2−κFPdimX − |G| = 0. Por lo tanto, tenemos que

FPdimX = κ+(κ2+4|G|)1/2
2 . De esta forma, FPdim C = 2|G|+ κFPdimX.

Luego, la categoría casi-grupo C es íntegra si y sólo si κ2+4|G| es un cuadrado perfecto, puesto
que κ y (κ2+4|G|)1/2 tienen la misma paridad. Recordemos que, en este caso, C es equivalente a la
categoría de representaciones de dimensión �nita de una cuasi-álgebra de Hopf.

Observación 2.4.2. Caso κ = 0: Las categorías casi-grupo con regla de fusión del tipo (G, 0)
son precisamente las categorías de Tambara-Yamagami discutidas en la Sección 2.3. Éstas fueron
clasi�cadas, salvo equivalencia tensoriales, en [TY]. Ver el Teorema 2.3.2.

Además, por [Si2, Theorem 1.2], en el caso |G| = κ+ 1, la regla de fusión de casi-grupo (G,κ)
admite una estructura monoidal si y sólo si G es el grupo multiplicativo de un cuerpo �nito, es decir,
es cíclico de orden pα − 1. Para probar que la condición es necesaria, en [Si2], se examinaron las
ecuaciones del pentágono en la categoría, y se mostró que el grupo G debe tener cierta estructura,
y que sólo los grupos especi�cados la tienen. Además, en el mismo trabajo, se dieron dos pruebas
distintas de que la condición es su�ciente. En una se construyen grupos cuyas categorías de repre-
sentaciones tienen las reglas de fusión especi�cadas. La otra prueba usa nuevamente un análisis de
las ecuaciones del pentágono.

En [Tho] se deduce, de los resultados de P. Deligne y G. Seitz, una clasi�cación de las categorías
casi-grupo simétricas, es decir, aquellas que admiten una trenza involutiva.

Proposición 2.4.3. [Tho, Proposition 1.4.] Sea C una categoría casi-grupo simétrica con reglas
de fusión determinadas por el par (G,κ), con κ ̸= 0. Entonces C es equivalente, como categoría
tensorial trenzada, a la categoría Rep(Fpl o F∗pl), para p

l ̸= 2.

El resultado principal de [Tho] es la descripción de las categorías casi grupo trenzadas no simé-
tricas.

Teorema 2.4.4. [Tho, Theorem 1.5.] Sea C una categoría casi-grupo trenzada no símetrica con
reglas de fusión dadas por el par (G,κ), con κ ̸= 0. Entonces G es el grupo trivial, o Z2, o bien Z3.
Más aún, si G es trivial entonces se tienen (salvo equivalencias de categorías tensoriales trenzadas)
cuatro categorías casi-grupos trenzadas asociadas. Todas estas categorías tienen reglas de fusión
dadas por el par ({1}, 1). Si G = Z2, entonces hay dos categorías casi-grupo asociadas, ambas
con reglas de fusión determinadas por el par (Z2, 1). Finalmente, si G = Z3, entonces existe una
categoría casi-grupo asociada cuyas reglas de fusión quedan de�nidas por el par (Z3, 2).

Observación 2.4.5. Notemos que la Proposición 2.4.3, el Teorema 2.4.4 y el Teorema 2.3.3 dan una
clasi�cación completa de las categorías casi-grupo trenzadas.
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2.5. Categorías de tipo grupo

Las categorías de tipo grupo se construyen a partir de grupos �nitos y fueron de�nidas por
Ostrik en [O1]. Luego fueron estudiadas en profundidad por Etingof, Nikshych y Ostrik en [ENO].

Una categoría de fusión de tipo grupo es una categoría de fusión equivalente a la categoría
C(G,ω, F, α) de kαF -bimódulos en la categoría C(G,ω), donde G es un grupo �nito, ω : G×3 → k×

un 3-cociclo, F ⊆ G un subgrupo y α ∈ C2(F,k×) una 2-cocadena en F que satisface ω|F = dα.
Esta última condición hace que el álgebra de grupo torcida kαF sea un álgebra asociativa en la
categoría C(G,ω) de espacios vectoriales G-graduados de dimensión �nita.

Los objetos simples de una categoría de fusión de tipo grupo C = C(G,ω, F, α) están clasi�cados
por pares (s, Us), con s recorriendo el conjunto de representantes de coclases dobles de F en G,
es decir, las órbitas de la acción de F en el espacio F\G de coclases a izquierda de F en G,
Fs = F ∩ sFs−1 el estabilizador de s ∈ F\G, y Us una representación irreducible del álgebra de
grupo torcida kσsFs, esto es, una representación proyectiva irreducible de Fs con respecto a cierto
2-cociclo σs determinado por ω. Ver [GNa, Theorem 5.1].

La dimensión de la representación irreducible W(s,Us) correspondiente a un tal par (s, Us) es

dimW(s,Us) = [F : Fs] dimUs. (2.7)

Corolario 2.5.1. Los grados irreducibles de la categoría C(G,ω, F, α) dividen al orden de F .

Observación 2.5.2. Se sigue del Corolario 2.5.1 que FPdimX ∈ Z, para todo X ∈ Irr C(G,ω, F, α).
Así, la categoría de tipo grupo C = C(G,ω, F, α) es una categoría de fusión íntegra. En particular,
C es equivalente a la categoría de representaciones de dimensión �nita de una cuasi-álgebra de Hopf
semisimple. Una construcción explícita de una cuasi-álgebra de Hopf H para la cual RepH ≃ C fue
dada en [N2].

Como álgebra, H es el producto cruzado kF\G#σkF , donde F\G es el espacio de coclases a
izquierda de F en G con la acción natural de F , y σ es cierto 2-cociclo determinado por ω.

De esta forma, las representaciones irreducibles de H, es decir, los objetos simples de C, pueden
describirse usando los resultados para productos cruzados de grupos dados en [MW]: esto está
detallado en [N2, Proposition 5.5].

El grupo G(C) de clases de isomor�smos de objetos invertibles en C encaja en una sucesión
exacta

1 → F̂ → G(C) → K → 1, (2.8)

con K = {x ∈ NG(F ) : [σx] = 1}. Ver [GNa, Theorem 5.2].

Diremos que una (cuasi-)álgebra de Hopf semisimple H es de tipo grupo si la categoría RepH
es de tipo grupo. En [Ni] se construyeron ejemplos de álgebras de Hopf semisimples que no son de
tipo grupo.

Dada C = C(G,ω, F, α) una categoría de fusión de tipo grupo, consideremos un subgrupo Γ de
G, y un 2-cociclo β ∈ Z2(Γ,k×), tales que

la clase ω|Γ es trivial;

G = FΓ;
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la clase α|F∩Γβ
−1|F∩Γ es no degenerada.

En este caso, existe un álgebra de Hopf semisimple H cuya categoría de representaciones de dimen-
sión �nita RepH es equivalente a C. En el trabajo [O1] se mostró que las clases de equivalencia de
subgrupos Γ de G que satisfacen las condiciones anteriores clasi�can los funtores de �bra C 7→ Vec;
esto corresponde a las diferentes álgebras de Hopf H.

Como consecuencia de la de�nición tenemos que una categoría de fusión es de tipo grupo si
y sólo si es Morita equivalente una categoría de fusión punteada C(G,ω) [O1], [ENO, Proposition
8.42].

La clase de categorías de fusión de tipo grupo es cerrada bajo productos tensoriales, tomar cate-
gorías duales con respecto a categorías módulo indescomponibles, categorías opuestas, subcategorías
plenas y cocientes [O1], [ENO, Proposition 8.44]. Así, el centro de Drinfeld Z(C) de C es de tipo
grupo si y sólo si C es de tipo grupo.

Los resultados de [N1] dan otra caracterización de las categorías de tipo grupo:

Teorema 2.5.3. Sea H una cuasi-álgebra de Hopf semisimple. Las siguientes a�rmaciones son
equivalentes:

1. H es de tipo grupo.

2. D(H) es twist equivalente a Dω(G), para algún grupo �nito G y un 3-cociclo ω ∈ Z(G,k×).

Observación 2.5.4. Recordemos que asociada al producto bicruzado H = kΓ τ#σkF tenemos la
siguiente sucesión exacta abeliana

k → kΓ → H → kF → k, (2.9)

donde todas las aplicaciones son las canónicas. Más aún, toda álgebra de Hopf que admite una tal
extensión abeliana es necesariamente isomorfa a un producto bicruzado. Ver Sección 1.8.

El álgebra de Hopf H es de tipo grupo. De hecho, por [N1, 4.2], tenemos una equivalencia de
categorías de fusión RepH ≃ C(G,ω, F, 1), donde ω : G × G × G → k× es el 3-cociclo asociado al
elemento de Opext(kΓ, kF ) correspondiente a la sucesión (2.9) en la sucesión exacta de Kac (ver el
Teorema 1.8.3).

En el trabajo [GNaN], los autores dieron un criterio para determinar cuándo una categoría de
Tambara-Yamagami, introducidas en la Sección 2.3, es de tipo grupo. Recordemos que un subgrupo
L ⊂ G se dice Lagrangiano (con respecto al bicaracter χ) si L = L⊥ con respecto al producto
interno dado por χ en G.

Teorema 2.5.5. [GNaN, Theorem 4.6] Sea C = T Y(G,χ, τ) una categoría de fusión de Tambara-
Yamagami. Entonces C es de tipo grupo si y sólo si G contiene un subgrupo Lagrangiano (con
respecto al bicaracter χ).

Además, el siguiente Lema da condiciones su�cientes para que en un 2-grupo abeliano contenga
un subgrupo Langrangiano.

Lema 2.5.6. Sean G un 2-grupo abeliano y χ una forma bilineal simétrica no degenerada en G. Si
|G| = 22n entonces G contiene un subgrupo Lagrangiano.

Demostración. Ver [GNaN, Lemma 4.5].
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2.6. Equivariantización y de-equivariantización

Sea C una categoría tensorial sobre k. Denotamos por End⊗ C la categoría monoidal cuyos
objetos son los endofuntores tensoriales de C, los mor�smos son las transformaciones naturales
monoidales, el producto tensorial es la composición de funtores tensoriales y el objeto unidad es el
funtor identidad IdC . Dado un grupo G, denotaremos por G la categoría monoidal estricta cuyos
objetos son los elementos de G, los mor�smos son las identidades y el producto tensorial es la
multiplicación de elementos en el grupo G.

Una acción del grupo G en la categoría tensorial C (por autoequivalencias tensoriales) es un
funtor fuertemente monoidal ρ : G→ End⊗ C. Esto es equivalente a contar con los siguientes datos:

1. Para cada g ∈ G, un endofuntor tensorial ρg : C → C,

2. Para g, h ∈ G, un isomor�smo monoidal ρg,h2 : ρgρh
∼−−→ ρgh,

3. Un isomor�smo monoidal ρ0 : IdC
∼−−→ ρe,

tales que los siguientes diagramas son conmutativos

ρgρhρk
ρg,h2 ρk

//

ρgρh,k2
��

ρghρk

ρgh,k2
��

ρg
ρgρ0 //

ρ0ρg

��

=

""E
EE

EE
EE

EE
ρgρe

ρg,e2

��
ρgρhk

ρg,hk2

// ρghk ρeρg
ρe,g2

// ρg,

para todo g, h, k ∈ G.

Notemos que si ρ es una acción monoidal de G en C, cada ρg es una autoequivalencia tensorial
de C, cuya cuasi-inversa es ρg

−1
, con g ∈ G.

Sea ρ : G → Aut⊗ C una acción del grupo G en una categoría tensorial C. Un objeto G-
equivariante en C es un par (X,u), donde X es un objeto en C y u es una familia de isomor�smos
(ug)g∈G, con ug : ρgX → X, para cada g ∈ G, satisfaciendo

ugρg(uh) = ughρg,h2X
, u1ρ0X = idX , (2.10)

para todo g, h ∈ G. Unmor�smo G-equivariante f : (X,u) → (Y, v) entre dos ojetosG-equivariantes
es un mor�smo f : X → Y en la categoría C tal que fug = vgf , para todo g ∈ G.

La G-equivariantización de la categoría C por el grupo G es la categoría CG de objetos y mor�s-
mos G-equivariantes de C. El objeto unidad de CG es (1, ρg0

−1
) y el producto tensorial de dos objetos

G-equivariantes (X,u) y (Y, v) está dado por (X,u)⊗(Y, v) = (X⊗Y,w), con wg = (ug⊗vg)ρg−1
2X,Y

,

para g ∈ G, y w = (wg)g∈G. El funtor de olvido F : CG → C, F (X,u) = X es un funtor �el.

Si C es una categoría de fusión y G un grupo �nito, dado que k es un cuerpo algebraicamen-
te cerrado de característica 0, entonces la equivariantización CG es una categoría de fusión, y su
dimensión de Frobenius-Perron es FPdim CG = |G|FPdim C.

El ejemplo más simple es considerar la acción trivial ρ de un grupo �nito G en la categoría Vec.
En este caso, la equivariantización es la categoría de representaciones de dimensión �nita de G, es
decir, (Vec)G = RepG.
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En el trabajo [BuN] se caracterizaron los objetos simples de la equivariantización CG en términos
de los objetos simples de C. Notemos que la acción del grupo G permuta las clases de isomor�smo
de los objetos simples de C. Dado Y ∈ Irr(C), denotaremos por GY

.
= StG(Y ) ⊆ G al subgrupo de

inercia de Y , esto es,
GY = {g ∈ G : ρg(Y ) ≃ Y }.

Luego, el objeto simple Y tiene exactamente n = [G : GY ] G-conjugados Y = Y1, . . . , Yn mú-
tuamente no isomorfos. Sea g1 = e, . . . , gn un conjunto completo de representantes de coclases a
izquierda de GY en G. Tenemos que Yj ≃ ρgjY para 1 ≤ j ≤ n. Ahora, si M = (X,µ) es un objeto
simple de CG tal que Y es una componente simple de X en C entonces X ≃ m ⊕n

i=1 Yi, donde
m = dimHomC(X,Y ) [BuN, Proposition 2.1].

Observación 2.6.1. [BuN, Corollary 2.2] Se desprende de lo anterior que la dimensión de Frobenius-
Perron del objeto simple M = (X,µ) de CG es FPdimM = m[G : GY ] FPdimY , con m =
dimHomC(X,Y ) como antes.

Otra referencia sobre descripciones de los objetos simples de una equivariantización es [NaNW].

Observación 2.6.2. Consideremos una categoría de fusión trenzada C de tipo grupo. En este caso,
la categoría C es una equivariantización de una categoría de fusión punteada, o sea, C ≃ DG, con
D una categoría de fusión punteada y G es un grupo �nito que actúa en D por autoequivalencias
tensoriales [NaNW].

Recordemos que el producto tensorial de Deligne de categorías abelianas es cierta construcción
universal que da lugar a una nueva categoría. Pero, en el caso en que las categorías A1 y A2 son
semisimples, el producto tensorial de Deligne A1 � A2 es simplemente la categoría cuyos objetos
simples son X1 � X2, con Xi ∈ Ai simple. Sean C una categoría de fusión y G un grupo �nito
actuando en C. La categoría producto cruzado CoG fue de�nida en [T] de la siguiente forma. Como
categoría abeliana, CoG es el producto tensorial de Deligne de C y C(G), es decir CoG = C�C(G).
El producto tensorial en C oG está dado por la siguiente fórmula:

(X � g)⊗ (Y � h)
.
= (X ⊗ ρg(Y ))� gh, X, Y ∈ C, g, h ∈ G.

Notemos que M = C es naturalmente una categoría módulo sobre C oG.

Tenemos la siguiente caracterización de la G-equivariantización de una categoría de fusión C en
términos de la categoría introducida anteriormente.

Proposición 2.6.3. Las categorías CG y C oG son Morita equivalentes, es decir, CG ≃ (C oG)∗M.

Demostración. Ver [ENO2, Proposition 2.2], [Ni, Proposition 3.2].

Un resultado similar para el contexto más general de las categorías tensoriales fue probado por
Tambara en [T, Theorem 4.1].

De la discusión anterior se deduce la siguiente caracterización de las acciones de un grupo �nito
en categorías de fusión punteadas. Sean C una categoría de fusión punteada y G un grupo �nito
actuando por autoequivalencias tensoriales en C. Entonces, CG es Morita equivalente a una categoría
punteada C(A o G, ω̃), donde A o G es el producto semidirecto con respecto a la acción inducida
de G en el grupo A de objetos inversibles de C, y ω̃ : (AoG)×3 → k× es cierto 3-cociclo asociado
al 3-cociclo ω : A×3 → k× que determina la asociatividad en C.
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Diremos que un funtor tensorial F : C → D entre categorías tensoriales es una equivariantización
si existe un grupo fnito G actuando en D por autoequivalencias y una equivalencia entre categorías
tensoriales C ≃ DG sobre D, es decir, el triángulo de funtores tensoriales

C ≃ //

��>
>>

>>
>>

> DG

~~||
||
||
||

D

conmuta, a menos de un isomor�smo monoidal k-lineal.

A continuación recordaremos brevemente el proceso de de-equivariantización, que es una cons-
trucción inversa a la de la equivariantización y fue introducida por Bruguières y Müger en los
trabajos [Br] y [Mu1], repectivamente.

Una categoría de fusión simétrica C se dice tannakiana si existe un grupo �nito G y una equiva-
lencia de categorías de fusión trenzadas C ≃ RepG. Ver, por ejemplo, la De�nición 1.6.1, [DGNO2,
De�nition 2.47] o la Sección 2.10. Sean C una categoría de fusión y ε = Rep(G) una categoría de
fusión tannakiana equipada con un funtor tensorial trenzado ε → Z(C) tal que la composición con
el funtor de olvido ε→ Z(C) → C es �el y plena. Denotaremos por A al álgebra de funciones en G,
es decir, A = Fun(G). Ésta es un álgebra conmutativa en ε, por lo cual su imagen es un álgebra
conmutativa en Z(C). Así, podemos considerar la categoría CG de A-módulos en C, que es una
categoría de fusión, y la llamaremos la de-equivariantización (o categoría de �bra) de C.

El funtor tensorial canónico F : C → CG, X → A ⊗ X es dominante, es decir, todo objeto de
CG es un subobjeto de F (X), para algún objeto X ∈ C. Además, el grupo G actúa por autoequi-
valencias tensoriales en CG; esta acción es la inducida por la acción de G en A por traslación a
derecha [Mu1], [DGNO2]. Más aún, existe una biyección entre subcategorías de C que contienen la
imagen de ε = Rep(G) y subcategorías G-estables de CG, y preserva las subcategorás tannakianas.
Como mencionamos anteriormente, los procesos de equivariantización y de-equivariantización son
mutuamente inversos, es decir, existen equivalencias canónicas: (CG)G ≃ C y (CG)G ≃ C. Se sigue
que FPdim C = |G|FPdim CG.

Podemos aplicar la construcción anterior cuando C es una categoría de fusión trenzada que
contiene una subcategoría tannakiana ε = Rep(G). En este caso, la trenza de C hace del funtor de
de-equivariantización F un funtor central, esto es, F se factoriza por un funtor trenzado C → Z(CG).
Observación 2.6.4. La categoría CG no es, en general, trenzada pero si ε ⊆ Z2(C) entonces CG es
una categoría de fusión trenzada con la trenza heredada de C. Cuando ε = Z2(C), la categoría CG
es no degenerada. Ver [ENO2, Remark 2.3].

El centro de Müger Z2(C) de una categoría de fusión trenzada y la noción de categoría no
degenerada son introducidos en la Sección 2.10.

2.7. Graduación de una categoría de fusión por un grupo �nito

En esta sección recordaremos la de�nición de graduación por un grupo �nito G en el contexto
de las categorías de fusión, la cual es una herramienta de gran utilidad para dar nuevos ejemplos a
partir de categorías de fusión conocidas. También mencionaremos algunas de las propiedades básicas
de esta construcción, para lo cual seguiremos [GN]
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De�nición 2.7.1. Sea G un grupo �nito. Una G-graduación de una categoría de fusión C es una
decomposición de C como suma directa de subcategorías abelianas plenas C = ⊕g∈GCg, tal que
C∗
g = Cg−1 y el producto tensorial ⊗ : C × C → C mapea Cg × Ch en Cgh.

La graduación es �el si Cg ̸= 0, para todo g ∈ G. En este caso, diremos que C es una G-extension
de Ce.

Notemos que la componente trivial Ce (es decir, la correspondiente al elemento neutro e ∈ G) es
una subcategoría de fusión de C, y cada Cg es una categoría bimódulo sobre Ce.

Observación 2.7.2. Si C es una G-extensión de Ce, entonces FPdim Cg = FPdim Ce, para todo g ∈ G,
y la dimensión de Frobenius-Perron de la categoría es FPdim C = |G|FPdim Ce. Ver [DGNO2,
Corollary 4.28].

La siguiente proposición caracteriza las G-extensiones para el caso particular en que C es la
categoría de representaciones de dimensión �nita de un álgebra de Hopf semisimpleH. Este resultado
es una consecuencia inmediata de [GN, Theorem 3.8].

Proposición 2.7.3. Sea H un álgebra de Hopf semisimple. Consideremos la categoría de fusión
C = RepH. Entonces una G-graduación �el de C correspondonde a una sucesión exacta central de
álgebras de Hopf k → kG → H → H → k, tal que RepH = Ce.

2.7.1. Graduación universal

Gelaki y Nikshych probaron, en el trabajo [GN], que para toda categoría de fusión C existe una
graduación �el canónica: C = ⊕g∈U(C)Cg. Esta graduación es llamada la graduación universal y el
grupo U(C) es denominado el grupo de graduación universal de C.

Además, la componente trivial de la graduación universal es la subcategoría adjunta de C, es
decir, Ce = Cad. Recordemos que la subcategoría adjunta Cad de C es la subcategoría generada por
X ⊗X∗, con X ∈ Irr C.

El nombre de graduación universal se debe a que dicha graduación satisface la siguiente propiedad
universal: cualquier G-graduación �el de la categoría C está determinada por un epimor�smo de
grupos π : U(C) → G. Ver [GN, Corollary 3.7].

Observación 2.7.4. Cuando C = RepH, para un álgebra de Hopf semisimple HopfH, la subcategoría
adjunta Cad = RepH/HK+, con K = kU(C) la subálgebra de Hopf maximal central de H.

Ejemplo 2.7.5. Si C = T Y(G,χ, τ) es una categoría de Tambara-Yamagami entonces C es una
Z2-extensión de una categoría de fusión punteada.

Denotemos por X al único objeto simple no inversible de C. Como X ⊗X∗ = ⊕g∈Gg tenemos
que la subcategoría adjunta Cad es punteada, esto es Cad = Cpt. Por lo tanto, podemos descomponer
a la categoría como C = Cad⊕C[X], donde C[X] es la subcategoría aditiva generada por X. Notemos
que, en este caso, la componente trivial de la graduación es Cad.
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2.8. Nilpotencia de categorías de fusión

De�nición 2.8.1. [GN, ENO2] Una categoría de fusión C es nilpotente si existen una sucesión de
categorías de fusión

C0 = Vec, C1, . . . , Cn = C,
y una sucesión G1, . . . , Gn de grupos �nitos tales que Ci es una Gi-extensión de Ci−1, i = 1, . . . , n.
Diremos que C es cíclicamente nilpotente si los grupos pueden elegirse cíclicos (o equivalentemente,
cíclicos de orden primo).

Luego, tenemos que una categoría de fusión C es nilpotente si toda subcategoría de fusión no
trivial de C admite una graduación no trivial por un grupo �nito.

La serie central ascendente de la categoría de fusión C se de�ne recursivamente, en términos de
la subcategoría adjunta, de la siguiente forma:

C(0) = C, C(1) = Cad, C(n) = (C(n−1))ad,

para todo entero n ≥ 1.

La noción de nilpotencia también puede expresarse mediante la serie central acendente [GN,
De�nition 4.4]. Una categoría de fusión C es nilpotente si su serie central ascendente converge a la
categoría Vec de espacios vectoriales de dimensión �nita, es decir, si existe un número entero n para
el cual C(n) = Vec. El menor n para el cual esto se cumple se llama la clase de nilpotencia de C.

Además, diremos que una (cuasi-)álgebra de Hopf semisimple H es nilpotente si su categoría de
representaciones RepH es nilpotente.

Ejemplo 2.8.2. Sea G un grupo �nito. La categoría C = RepG es nilpotente si y sólo si el grupo
G es nilpotente.

Recordemos que un grupo G es nilpotente si y sólo si G posee una serie normal de subgrupos
1 = Z0 E Z1 = Z(G) E · · · E Zn = G con Zi+1/Zi = Z(G/Zi). Además, la subcategoría adjunta
de C = RepG es Cad = Rep(G/Z(G)). Por lo tanto, haciendo inducción en n, podemos ver que
C(n) = RepG/Zn, para todo n ≥ 1. La a�rmación se sigue de manera inmediata de este hecho.

Ejemplo 2.8.3. Sean G un grupo �nito y ω : G × G × G → k× un 3-cociclo en G. La categoría
C = C(G,ω) es siempre nilpotente. Esto se debe a que Cad = Vec, por (2.1). Más aún, las categorías
con clase de nilpotencia 1 son exactamente de esta forma, esto es, categorías de fusión punteadas.

Ejemplo 2.8.4. Las categorías de Tambara-Yamagami son nilpotentes con clase de nilpotencia 2.
Estaa a�rmación se sigue del hecho que, para esta tipo de categorías, la subcategoría adjunta es
punteada y, por el ejemplo anterior, tiene clase de nilpotencia 1.

El siguiente teorema extiende al contexto categórico un conocido resultado para grupos �nitos.

Teorema 2.8.5. Sea p un número primo. Consideremos una categoría de fusión C cuya dimensión
de Frobenius-Perron es pn, con n ≥ 1. Entonces:

(i) Existe un automor�smo no trivial g ∈ Aut⊗(IdC) de orden p, tal que C es Z/pZ-graduada de
la siguiente forma. La categoría se descompone como C = ⊕p−1

j=0Cj, donde Cj está generada por

los objetos simples X tales g|X = e2πj/p. Las dimensiones de Frobenius-Perron de la categoría
de fusión C0 y de sus categorías módulos Cj coinciden, y son iguales a pn−1.
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(ii) La categoría C admite una �ltración por subcategorías de fusión C ⊃ C(1) ⊃ · · · ⊃ C(n) = Vec,
con dim C(i) = pi

Demostración. Ver [ENO, Theorem 8.28].

De esto sigue que, si C es una p-categoría de fusión, o sea FPdim C = pn, entonces C es nilpotente.

Teorema 2.8.6. [GN, Theorem 6.10] Sea C una categoría de fusión trenzada. Entonces C es nilpo-
tente si y sólo su centro de Drinfeld Z(C) es nilpotente.

2.9. Resolubilidad de categorías de fusión

En esta sección introduciremos ciertas nociones que fueron el principal objeto de estudio del
trabajo [ENO2].

Una categoría de fusión C es débilmente de tipo grupo si es Morita equivalente a una categoría
de fusión nilpotente. Si C es Morita equivalente a una categoría de fusión cíclicamente nilpotente
diremos que C es resoluble. Equivalentemeatente, por [ENO2, Proposition 4.4], la categoría de fusión
C es resoluble si existe una sucesión de categorías de fusión C0 = Vec, C1, . . . , Cn = C, donde cada
Ci se obtiene como una Gi-equivariantización o una Gi-extensión de Ci−1, con G1, . . . , Gn grupos
cíclicos de orden primo.

Observemos que toda categoría de fusión de tipo grupo es débilmente de tipo grupo, pues las
categorías de tipo grupo son aquellas Morita equivalente a categorías de fusión punteadas; ver
Sección 2.5.

Diremos que una (cuasi)-álgebra de Hopf semisimple H es débilmente de tipo grupo o resoluble,
si la categoría RepH es débilmente de tipo grupo o resoluble, respectivamente.

A continuación se resumen las propiedades básicas de las categorías de fusión débilmente de tipo
grupo.

Proposición 2.9.1. La clase de categorías de fusión débilmente de tipo grupo es cerrada por ex-
tensiones y equivariantizaciones, equivalencia Morita, productos tensoriales, centros de Drinfeld,
subcategorías y cocientes de categorías.

Demostración. Ver [ENO2, Proposition 4.1].

La siguiente proposición da algunos ejemplos básicos y detalla las propiedades principales de las
categorías resolubles.

Proposición 2.9.2. 1. La clase de categorías de fusión resolubles es cerrada por extensiones y
equivariantizaciones por grupos resolubles, equivalencia Morita, productos tensoriales, centros
de Drinfeld, subcategorías y cocientes de categorías.

2. Sean G un grupo �nito y ω ∈ H3(G,k×) un 3-cociclo. Entonces, las categorías RepG y C(G,ω)
son resolubles si y sólo si G es un grupo resoluble.

3. Toda categoría de fusión trenzada nilpotente es resoluble
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4. Una categoría de fusión trenzada resoluble C ̸= Vec contiene un objeto inversible no trivial.

Demostración. Ver [ENO2, Proposition 4.5].

Observación 2.9.3. A diferencia del caso de grupos �nitos, que la categoría C sea nilpotente no
implica que C sea resoluble. Por ejemplo, la categoría C(G,ω) es nilpotente para todo grupo G y
3-cociclo ω : G×G×G→ k×, mientras que es resoluble si y sólo si G es un grupo resoluble.

Pero, por la Proposición 2.9.2, tenemos que si C una categoría de fusión trenzada, entonces C
nilpotente implica que C es resoluble; ver también [ENO2, Proposition 4.5(iii)].

Etingof, Nikshych y Ostrik probaron una versión del clásico Teorema de Burnside en el contexto
de las categorías de fusión.

Teorema 2.9.4. Sea C una categoría de fusión. Si la dimensión de Frobenius-Perron de C es
FPdim C = prqs, con p y q números primos, y r, s enteros no negativos, entonces C es resoluble.

Demostración. Ver [ENO2, Theorem 1.6].

2.10. Categorías modulares. Modularización

Consideremos una categoría de fusión trenzada C, es decir, una categoría de fusión C equipada
con una familia de isomor�smos naturales σX,Y : X ⊗ Y → Y ⊗X, para X,Y ∈ C, que satisfacen
los axiomas del hexágono. En la Sección 1.6 se encuentra la de�nición precisa.

Una estructura pivotal en una categoría de fusión C es un isomor�smo i : Id → ∗∗ de funtores
tensoriales. Diremos que una categoría de fusión equipada con una estructura pivotal es una categoría
de fusión pivotal. Por ejemplo, si H es un álgebra de Hopf semisimple sobre k entonces la categoría
RepH es pivotal. Este hecho se sigue del Teorema de Larson-Radford (ver Teorema 1.7.11), ya que
bajo estas hipótesis el cuadrado de la antípoda de H es la identidad y, por lo tanto, Id = ∗∗. Más
aún, este resultado se extiende al caso en que H es una cuasi-álgebra de Hopf semisimple sobre k
[ENO, Proposition 8.23].

Recordemos que en una categoría de fusión, todo objeto simple X es isomorfo a su doble dual
X∗∗ (ver, por ejemplo, [O2]). Luego, dado un objeto X ∈ C y un isomor�smo f : X → X∗∗ de�nimos
la traza cuántica TrX(f) de la siguiente forma:

TrX(f) = evX∗ ◦(f ⊗ idX∗) ◦ coevX ,

donde evX : X∗ ⊗X → 1 y coevX : 1→ X ⊗X∗ son, repectivamente, los mor�smos de evaluación
y coevaluación de X, introducidos en la Sección 1.4. Para más detalles sobre la de�nición de traza
cuántica recomendamos la lectura de [BaKi].

Así, dada una categoría de fusión pivotal C podemos de�nir la dimensión global (o categórica)
de un objeto X de C como:

dimX = TrX(iX),

donde i : Id → ∗∗ es la estructura pivotal de C. La dimensión global (o categórica) de la categoría
de fusión C está dada por

dim C =
∑

X∈Irr C
dimX dimX∗.
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Notemos que en una categoría pivotal C, las dimensiones globales de los objetos simples no son
necesariamente números reales. Basta considerar la categoría RepG, donde G es un grupo �nito, con
la estructura pivotal i dada por un elemento central no trivial de G. En general, dimX∗ ̸= dimX.

Una categoría pivotal C es esférica si y sólo si las dimensiones globales a izquierda y derecha
coinciden, lo cual es equivalente a que dimX = dimX∗, para todo objeto simple X en C. En este
caso, la dimensión global de C es dim C =

∑
X∈Irr C(dimX)2.

De�nición 2.10.1. Sea C una categoría de fusión (estricta) trenzada, con trenza σ. Una estructura
ribbon en C es un isomor�smo natural θ : IdC → IdC , al cual llamaremos twist. Explícitamente, esto
es una familia de isomor�smos naturales θX : X → X que satisfacen:

θX⊗Y = (θX ⊗ θY ) ◦ σY,X ◦ σX,Y ,
θ ∗X = ∗(θX),

para todo X, Y ∈ C.

Notemos que, cuando la trenza σ es simétrica, el ismor�smo natural θ es monoidal. Un funtor
F : C → D entre categorías munidas de estructura ribbon se dice balanceado (o ribbon) si es un funtor
trenzado compatible con las correspondientes estrcuturas ribbon, es decir, tal que F (θX) = θF (X),
para todo X ∈ C.

Además, diremos que una categoría C es premodular si está equipada con una estructura esférica,
esto es, C tiene una estructura pivotal tal que las dimensiones categóricas a izquierda y derecha
coinciden, es decir, dimX = dimX∗, para todo X ∈ C. Equivalentemente, C es premodular si está
munida de una estructura ribbon compatible [Br, Mu3]. De hecho, si C es una categoría esférica
(con trenza σ), de�niendo θX = (TrX ⊗ idX)(σX,X) obtenemos una estructura ribbon compatible
con la trenza σ. De manera similar se puede probar la a�rmación recíproca.

A continuación introduciremos la noción de categoría modular. Con este �n vamos a presentar
primero el Centro de Müger de una categoría de fusión trenzada, así como también algunos otros
conceptos relacionados.

Diremos que dos objetos X e Y de una categoría de fusión trenzada C se centralizan mutuamente
si σY,XσX,Y = idX⊗Y . El centralizador D′ de una subcategoría de fusión D ⊆ C se de�ne como la
subcategoría plena de los objetos de C que centralizan a todos los objetos de D, es decir,

D′ = {X ∈ C : σY,XσX,Y = idX⊗Y ,∀ Y ∈ D}.

El centralizador D′ es una subcategoría de fusión de C.

El centro de Müger (o centro simétrico) Z2(C) de una categoría de fusión trenzada C es el
centralizador de C, esto es, Z2(C)

.
= C′. Los objetos de esta subcategoría son llamados centrales,

degenerados o transparentes.

Una categoría de fusión trenzada C se dice simétrica si su centro de Müger es toda la categoría,
es decir, Z2(C) = C. Esto es equivalente a requerir que la trenza σ cumpla que σY,XσX,Y = idX⊗Y ,
para todo X, Y ∈ C, y en tal caso la trenza σ es llamada simétrica. Ver también la De�nición 1.6.1.
En particular, el centro de Müger Z2(C) es una subcategoría simétrica de C.

Sea G un grupo �nito. La categoría RepG, con la trenza estándar σXY (x ⊗ y)
.
= y ⊗ x, es

un ejemplo de categoría de fusión simétrica. Más aún, Deligne probó que toda categoría de fusión
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simétrica es equivalente a una generalización de RepG. Ver [De, Corollaire 0.8]. Una categoría
simétrica C es Tannakiana si existe un grupo �nito G tal que C es equivalente a RepG como
categorías de fusión trenzadas. Otras de�niciones equivalentes pueden encontrarse en [DGNO2,
De�nition 2.47].

En el caso extremo opuesto, esto es, cuando C es una categoría de fusión trenzada con centro de
Müger trivial, diremos que C es no degenerada. Una categoría modular es una categoría premodular
no degenerada.

Teorema 2.10.2. Sea C una categoría de fusión modular. Entonces el grupo de graduación universal

U(C) de C es isomorfo al grupo de caracteres de G(C), es decir, U(C) ≃ Ĝ(C).

Demostración. Ver [GN, Theorem 6.2].

Una categoría de fusión C es pseudo-unitaria si la dimensión global y la dimensión de Frobenius-
Perron de C coinciden, es decir, dim C = FPdim C.
Observación 2.10.3. Si C es una categoría pseudo-unitaria entonces tiene una estructura canónica
esférica con respecto a la cual las dimensiones categóricas de todos los objetos simples coinciden
con las dimensiones de Frobenius-Perron de los mismos [ENO, Proposition 8.23].

En particular, este es el caso de las categorías débilmente íntegras, dado que son automáticamen-
te pseudo-unitarias por [ENO, Proposition 8.24]. Así, toda categoría de fusión débilmente íntegra
no degenerada es canónicamente una categoría modular.

A continuación comentaremos brevemente el proceso de modularización, el cual es un caso
particular de equivariantización, y fue introducido por Bruguieres y Müger en los trabajos [Br] y
[Mu1], respectivamente. Además, la modularización da lugar a una sucesión exacta de categorías de
fusión, como se muestra en la Observación 2.11.4.

A continuación daremos dos de�niciones de modularización y daremos una idea de cómo mostrar
que son equivalentes.

Sea F : C → D un funtor tensorial entre categorías de fusión. Entonces F es dominante si todo
objeto simple Y de D es un subobjeto de F (X) para algún objeto simple X de C.

De�nición 2.10.4. Una modularización de una categoría pre-modular C es un funtor balanceado
dominante F : C → D, con D una categoría modular.

Como el funtor F es trenzado y dominante entonces debe trivializar Z2(C), es decir F (X) es un
múltiplo de la identidad para todo X ∈ Z2(C).

Teorema 2.10.5. [Br] Una categoría pre-modular admite una modularización si y sólo el centro
de Müger Z2(C) es Tannakiana, esto es, existe un grupo �nito G tal que Z2(C) ≃ RepG como
categorías trenzadas.

Lema 2.10.6. Si C es una categoría de fusión trenzada sobre k cuya dimensión de Frobenius-
Perron es un número natural impar entonces C, equipada con su estructura esférica canónica, es
modularizable.

Demostración. Ver [BrN, Lemma 7.2].
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2.11. Sucesiones exactas de categorías de fusión

En esta sección recordaremos la noción de sucesión exacta en el contexto de las categorías
de fusión, introducida en [BrN], y algunas de sus propiedades básicas. Es posible, por ejemplo,
reinterpretar el proceso de equivariantización bajo la acción de un grupo �nito en un categoría de
fusión y, en particular, la modularización, en términos de sucesiones exactas.

Recordemos que un funtor tensorial F : C → D entre categorías de fusión se dice dominante si
todo objeto simple Y de D es un subobjeto de F (X) para algún objeto simple X de C. Además,
un objeto se dice trivial si es isomorfo a 1n, para algún número natural n. Diremos que el funtor
tensorial F es normal si para todo objeto simple X ∈ C satisface que si F (X) contiene una copia
del objeto unidad 1 entonces F (X) es trivial.

Denotaremos por KerF ⊆ C a la subcategoría tensorial plena de objetos X de C para los cuales
F (X) es trivial. Si C y D son categorías de fusión, F es normal si y sólo si todo objeto simple X ∈ C
con Hom(1, F (X)) ̸= 0 pertenece a KerF , por [BrN, Proposition 3.5 (2)].

De�nición 2.11.1. Sean C′
, C, C′′

categorías tensoriales sobre k. Una sucesión de funtores tenso-
riales

C′ i−−→ C F−−→ C′′
(2.11)

es una sucesión exacta de categorías tensoriales si

F es dominante y normal;

i induce una equivalencia entre C′
y KerF ⊆ C.

Por ejemplo, una sucesión exacta de grupos 1 → G
′ → G → G

′′ → 1 da lugar a una sucesión
exacta de categorías tensoriales:

C(G′
) → C(G) → C(G′′

).

Además, en el caso en que G es un grupo �nito tenemos asociada otra sucesión exacta:

RepG
′′ → RepG→ RepG

′
.

Observación 2.11.2. Un funtor F : C → C′′
normal y dominante da lugar a la sucesión exacta de

categorías tensoriales KerF → C F−−→ C′′
.

Sean C una categoría de fusión sobre k y G un grupo �nito actuando por autoequivalencias
tensoriales en C. El funtor de olvido CG → C es un funtor dominante y de�ne una sucesión exacta
de categorías de fusión:

RepG→ CG → C. (2.12)

Proposición 2.11.3. Sean C′
, C y C′′

categorías de fusión y F : C → C
′′
e i : C′ → C funtores

tensoriales. Supongamos que F es dominante, i es pleno y se tiene la inclusión i(C) ⊆ KerF .
Entonces FPdim C ≥ FPdim C′ FPdim C′′

. Más aún, la sucesión

C′ i−−→ C F−−→ C′′

es exacta si y sólo si FPdim C = FPdim C′ FPdim C′′
. Además, en tal caso, para la dimensión de

Frobenius-Perron de todo objeto simple Y ∈ C′′
tenemos la siguiente fórmula:

FPdimY =
1

FPdim C′

∑
X∈Irr C

m(Y, F (X)) FPdimX,
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donde m(Y, F (X)) es la multiplicidad de Y en F (X).

Demostración. Ver [BrN, Proposition 4.10].

Diremos que una sucesión exacta de categorías tensoriales es una sucesión exacta trenzada si
todas las categorías y funtores involucrados son trenzados. Si C′ → C → C

′′
es una sucesión exacta

trenzada entonces C′
es una subcategoría de la categoría de fusión Z2(C) ⊆ C de objetos transpa-

rentes de C.

Sea F : C → D un funtor tensorial trenzado entre categorías de fusión trenzadas que admite un
adjunto a izquierda. Supongamos que F es normal y dominante. Entonces existe un grupo �nito
G actuando en D por autoequivalencias tensoriales trenzadas y una equivalencia tensorial trenzada
C ≃ DG sobre C. Ver [BrN, Corollary 5.31].

Observación 2.11.4. Como mencionamos anteriormente, el proceso de modularización es un caso
especial del de de-equivariantización. Esto fue probado en [BrN, Example 5.33]. A continuación
haremos un pequeño repaso de este hecho.

Sea C una categoría premodular. Supongamos que C es modularizable, y denotemos su modu-
larización por F : C → C̃. Dicho funtor es dominante, normal y cumple que KerF = Z2(C). Luego,
tenemos la siguiente sucesión exacta de categorías de fusión asociada a F :

Z2(C) → C F−−→ C̃.

Más aún, el funtor F es una equivariantización, por ser un funtor trenzado. Como el centro de Müger
Z2(C) es una categoría tannakiana tenemos una equivalencia tensorial simétrica Z2(C) ≃ RepG,
donde G es un grupo �nito actuando en C̃. Entonces, la categoría C es la equivariantización de la
categoría modular C̃ bajo la acción de G, es decir, C ≃ C̃G.



Capítulo 3

Grados irreducibles

En este capítulo daremos resultados estructurales sobre álgebras de Hopf semisimples y cate-
gorías de fusión íntegras, bajo ciertas restricciones sobre el conjunto de grados irreducibles de las
mismas. Particularmente, centraremos nuestra atención en el caso en que los grados irreducibles
toman exactamente los valores 1 y p, con p un número primo. En todo lo que sigue asumiremos que
el cuepor k es algebraicamente cerrado de característica 0.

Los resultados de este Capítulo demuestran el siguiente teorema.

Teorema 3.0.5. Sea C una categoría de fusión sobre k. Entonces tenemos:

(i) Supongamos que C es débilmente de tipo grupo y tiene dimensión impar. Entonces C es resoluble.

Sea p un número primo.

(ii) Supongamos que C es trenzada y tiene dimensión impar. Asumamos además que el conjunto de
grados irreducibles satisface c. d.(C) ⊆ {pm : m ≥ 0}. Entonces C es resoluble.

(iii) Supongamos que c. d.(C) ⊆ {1, p}. Entonces C es resoluble en cualquiera de los siguientes casos:

- C es de la forma C(G,ω,Zp, α), es decir, es una categoría de fusión de tipo grupo, y el grupo
G(C) tiene orden p.

- C es una categoría casi-grupo.

- C = RepH, con H un álgebra de Hopf cuasitriangular semisimple y p = 2.

(iv) Sea H un álgebra de Hopf semisimple tal que c. d.(H) ⊆ {1, p}. Entonces H∗ es nilpotente en
cualquiera de los siguientes casos:

- |G(H∗)| = p y p divide a |G(H)|.

- |G(H∗)| = p y H es cuasitriangular.

- H es de tipo (1, p; p, 1) como álgebra.

(v) Sea H un álgebra de Hopf semisimple tal que c. d.(H) ⊆ {1, 2}. Entonces: - H es débilmente de
tipo grupo, y más aún, es de tipo grupo si H = Had. - El grupo G(H) es resoluble.

(vi) Sea H un álgebra de Hopf semisimple de tipo (1, p; p, 1) como álgebra. Entonces H es isomorfa

49
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al twisting del álgebra de grupo kN , donde o bien p = 2 y N = S3 o p = 2α−1, α > 1, y N es el
grupo afín del cuerpo F2α.

La prueba de la parte (i) del teorema es una consecuencia del Teorema de Feit-Thompson [FT]
que dice que todo grupo �nito de orden impar es resoluble. Los detalles se encuentran en la prueba
de la Proposición 3.4.1.

El Teorema 3.4.3 prueba la parte (ii). El inciso (iii) sigue del Corolario 3.2.4, el Teorema 3.3.2 y
el Teorema 3.3.12 mientras que la Proposición 3.1.10, la Proposición 3.1.11 y la Proposición 3.1.14
implican el punto (iv).

Además, por [N6, Corollary 4.5], las álgebras de Hopf semisimples H en (iv) son semiresolubles
por abajo en el sentido de [MW]. Combinando el Teorema 3.3.4 y el Corolario 3.3.9 obtenemos el
item (v) del teorema. Finalmente, la parte (vi) se deduce del Teorema 3.1.15.

3.1. Nilpotencia

3.1.1. Nilpotencia de una extensión abeliana

En esta subsección analizaremos las condiciones que aseguran la nilpotencia de un álgebra de
Hopf H que encaja en una sucesión exacta abeliana de la forma

k → kΓ → H → kF → k. (3.1)

Recordemos que una tal álgebra de Hopf está asociada a un producto bicruzado H = kΓ τ#σkF ,
como mencionamos en la Sección 2.5. Más aún, por la Observación 2.5.4, tenemos que RepH ≃
C(G,ω, F, 1), donde G = F ◃▹ Γ el grupo factorizable asociado y ω es el 3-cociclo asociado a la
sucesión exacta de Kac, presentada en la Sección 1.8. Por lo tanto, H es un álgebra de Hopf de tipo
grupo.

Por otro lado, una categoría de fusión de tipo grupo C(G,ω, F, α) es nilpotente si y sólo si
la clausura normal de F en G es nilpotente [GNa, Corollary 4.3]. Además, esto sucede si y sólo
si F es un subgrupo nilpotente y subnormal de G, lo cual es quivalente a que F esté contenido
en el subgrupo de Fitting Fit(G) de G, ver [GNa, Subsection 2.3]. Así, combinando esto con la
Observación 2.5.4, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 3.1.1. Sean k → kΓ → H → kF → k una sucesión exacta abeliana y G = F ◃▹ Γ el
grupo factorizable asociado. Entonces H es nilpotente si y sólo si F ⊆ Fit(G).

Observación 3.1.2. Supongamos que la sucesión exacta (3.1) es central. Entonces, se sigue del Lema
1.8.4 que F es un subgrupo normal de G. Así, H es nilpotente si y sólo si F es nilpotente, por la
Proposición 3.1.1.

Sea p un número primo. En lo que resta de esta subsección consideramos el caso en que H es
un álgebra de Hopf semisimple no trivial que encaja en una sucesión exacta de la siguiente forma

k → kZp → H → kF → k. (3.2)

Sea C una categoría de fusión de tipo grupo de la forma C = C(G,ω,Zp, α) (Notemos que podemos
asumir α = 1). En particular, p divide al orden de G(C). Además, por el Corolario 2.5.1, tenemos
que c. d.(C) ⊆ {1, p}.
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Lema 3.1.3. Sea C = C(G,ω,Zp, α). Supongamos también que |G(C)| = p. Entonces G es un grupo
de Frobenius con complemento de Frobenius Zp.

Demostración. La descripción de las representaciones irreducibles de las categorías de tipo grupo,
dada en la Subsección 2.5, combinada con la hipótesis |G(C)| = p, implica que g Zp g−1 ∩Zp = {e},
para todo g ∈ G\Zp. De hecho, todas los objetos simples inversibles de C están en correspondencia
con pares (s, Us) para los cuales (Zp)s = Zp. En tal caso, kσs(Zp)s = kZp. Además, para un tal s
hay asociadas p representaciones irreducibles Us de grado 1. Ahora, como el orden de G(C) es p, C
posee exactamente p objetos simples inversibles. Por lo tanto, tenemos que s = e. En particular, la
acción de Zp en Zp\G no tiene puntos �jos no triviales, es decir, s ̸= e.

Esta condición es, justamente, la que hace de G un grupo de Frobenius con complemento de
Frobenius Zp, que es lo que queríamos probar. Ver la De�nición 1.1.4.

Observación 3.1.4. Sea G un grupo de Frobenius con complemento de Frobenius Zp, como en el
Lema 3.1.3. El núcleo de Frobenius de G es un subgrupo normal N▹G, por el Teorema de Frobenius
(ver Teorema 1.1.5). Además G es un producto semidirecto G = N o Zp.

Más aún, N es un grupo nilpotente, por un teorema de Thompson [Ro, Theorem 10.5.6], [I,
Theorem (7.2)]. De hecho, el núcleo de Frobenius es igual al subgrupo de Fitting de G, es decir,
N = Fit(G) [Ro, Exercise 10.5.8].

Como consecuencia tenemos la siguiente:

Proposición 3.1.5. Consideremos la sucesión exacta abeliana (3.2) y supongamos que |G(H)| = p.
Entonces:

(i) La sucesión es central, esto es, G(H) ⊆ Z(H).

(ii) El grupo G = F ◃▹ Zp es un grupo de Frobenius con núcleo F . En particular, F es un grupo
nilpotente.

Demostración. Seguiremos la línea de la demostración de [IK, Proposition X.7 (i)]. Consideremos
el matched pair de grupos (F,Zp) asociado a la sucesión exacta abeliana (3.2), como en la Sección
1.8. Sea G = F ◃▹ Zp el correspondiente grupo factorizable.

La sucesión dual asociada es k → kF → H∗ → kZp → k, de lo cual se sigue que la categoría de
fusión RepH∗ ≃ C(G,ω,Zp, 1) es de tipo grupo, por el Corolario 2.5.4. Además, por hipótesis, el
grupo G(RepH∗) = G(H) es de orden p. Ahora, por el Lema 3.1.3, G es un grupo de Frobenius con
complemento de Frobenius Zp. Así, la Observación 3.1.4 implica que G es un producto semidirecto
G = N o Zp, con N = Fit(G) un subgrupo nilpotente.

De la misma forma que en la prueba del Lema 3.1.3, puesto que el orden del grupo G(H) es p,
la acción de Zp en F no tiene puntos �jos no triviales. Luego, el subgrupo estabilizador de g ∈ F es
trivial para todo g ̸= e. Por lo tanto, la órbita de g tiene orden p cuando g ̸= e. Así, descomponiendo
a F como unión disjunta de Zp-órbitas, podemos ver que |F | ≡ 1 (mod p). En particular, el orden de
F no es divisible por p. En consecuencia, como G/N tiene orden p, la proyección canónica G→ G/N
mapea trivialmente a F y, por lo tanto, F ⊆ N . Entonces, dado que ambos grupos tienen el mismo
orden, resulta que F = N . Esto prueba (ii). Como F = N es normal en G, el inciso (i) sigue del
Lema 1.8.4.
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Corolario 3.1.6. Sea k → kZp → H → kF → k una sucesión exacta abeliana tal que |G(H)| = p.
Entonces H es nilpotente.

Demostración. Sigue de la Proposición 3.1.5, como consecuencia de la Observación 3.1.2.

Observación 3.1.7. En vista de [IK, Theorem IX.8 (iii)], si H es un álgebra de Kac con |G(H)| = p
y c. d.(H∗) = {1, p} entonces H es una extensión abeliana central asociada a una acción del grupo
cíclico de orden p en un grupo nilpotente. Luego, por Corolario 3.1.6, H es un álgebra de Hopf
nilpotente.

Observación 3.1.8. La hipótesis (dual) c. d.(H) = {1, p} no implica, en general, queH sea nilpotente.
Por ejemplo, consideremos H el álgebra de grupo de un producto semidirecto no abeliano F o Zp,
con F un grupo abeliano de orden coprimo con p.

Por otro lado, la hipótesis sobre el orden de G(H) en el Corolario 3.1.6 y en la Proposición 3.1.5
es esencial. Concretamente, para todo número primo p, existen álgebras de Hopf semisimples H no
nilpotentes con c. d.(H∗) = {1, p}.

Por ejemplo, tomemos un grupo F no nilpotente con un automor�smo de orden p (como ser el
grupo simétrico F = Sn, con n > 6 su�cientemente grande). Consideremos la correspondiente acción
de Zp en F por automor�smos de grupo y el producto semidirecto G = F o Zp asociado a dicha
acción. Esto da lugar a una sucesión exacta abeliana (que se escinde) k → kZp → H → kF → k, tal
que H es no conmutativa y no coconmutativa. Más aún, en vista de la Observación 2.5.1, tenemos
que c. d.(H∗) = {1, p}. Pero, dado que consideramos un grupo F no nilpotente, H es no nilpotente,
por la Observación 3.1.2.

Ahora exploraremos el caso en que el orden del grupo G(H∗) es p y el conjunto de grados
irreducibles es c. d.(H) = {1, p}, para algún número primo p. Se sabe, por ejemplo, que si p = 2
entonces las hipótesis implican que H es un álgebra de Hopf coconmutativa [BN, Proposition 6.8],
[IK, Corollary IX.9].

Lema 3.1.9. Supongamos que c. d.(H∗) = {1, p}, para algún primo p. Entonces H/(kG(H))+H es
una coálgebra coconmutativa.

Demostración. Sea χ un caracter irreducible de grado p deH∗. Como en la Subsección 2.2.1, tenemos
que

χχ∗ =
∑
g∈G[χ]

g +
∑

deg λ=p

λ.

Así, tomando grados en la igualdad anterior, vemos que p divide al orden del subgrupo G[χ]. Luego
el estabilizador G[χ] tiene orden p = degχ o bien p2, pues |G[χ]| divide a (degχ)2 como consecuencia
del Teorema de Nichols-Zoeller (ver Teorema 1.7.12).

Sea C la subcoálgebra de H que contiene a χ. Se cumple que G[χ]C = C, pues χ = gχ para
todo g ∈ G[χ]. Si |G[χ]| = p2, la coálgebra C/(kG[χ])+C es unidimensional y, por lo tanto, es
coconmutativa. En el caso en que el orden de G[χ] es igual a p = degχ se tiene también que
C/(kG[χ])+C es una coálgebra coconmutativa [N5, Remark 3.2.7]. Entonces H/(kG(H))+H es una
coálgebra coconmutativa, por [N5, Corollary 3.3.2].
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3.1.2. Resultados para el tipo (1, p; p, n)

Sea p un número primo. A lo largo de esta sección H denotará un álgebra de Hopf semisimple
con c. d.(H) = {1, p} y |G(H∗)| = p. En otras palabras, H es de tipo (1, p; p, n) como álgebra.
Recordemos que la noción de tipo de un álgebra semisimple fue introducida en la Subsección 1.7.1.

Proposición 3.1.10. Supongamos que p divide al orden de G(H). Entonces G(H∗) ⊆ Z(H∗) y H∗

es un álgebra de Hopf nilpotente.

Demostración. Como por hipótesis p divide a |G(H)|, entonces existe un subgrupo G de G(H) con
|G| = p, o sea, G ≃ Zp. La inclusión de álgebras de Hopf kG→ H induce la siguiente sucesión:

kG(H∗)
i−→ H∗ π−→ kG,

con π suryectiva. Tomando A = kG(H∗) y B = kG en [N5, Lemma 4.1.9], tenemos que la com-
posición π ◦ i : kG(H∗) → kG es un isomor�smo y, además, H∗ ≃ R#kG(H∗) ≃ R#Zp es un
biproducto, donde R

.
= (H∗)coπ es un álgebra de Hopf semisimple trenzada sobre Zp.

Dado que R ≃ H∗/H∗kG(H∗)+ como coálgebras, por el Lema 3.1.9, tenemos que R es cocon-
mutativa. Entonces R es trivial, por [So, Proposition 7.2], pues p - 1 + np = dimR. Así, se sigue de
[N5, Proposition 4.6.1] que, H∗ encaja en una sucesión exacta central abeliana

k → kZp → H∗ → R→ k.

Ahora, como la extensión es abeliana existe un grupo F tal que R ≃ kF . Luego, el Corolario
3.1.6 implica que H∗ es un álgebra de Hopf nilpotente.

Proposición 3.1.11. Supongamos que H es cuasitriangular. Entonces G(H∗) ⊆ Z(H∗) y el álgebra
de Hopf dual H∗ es nilpotente.

Demostración. Consideremos el doble de Drinfeld D(H) del álgebra de Hopf H. Como H es cuasi-
triangular, el grupo de elementos de tipo grupo G(H∗) ≃ Zp de H∗ es isomorfo a un subgrupo de
G(D(H)∗). Por lo tanto, G(D(H)∗) posee un elemento g#f de orden p. Como mencionamos en la
Subsección 1.9, tenemos que G(D(H)∗) ≃ G(D(H)) ∩ Z(D(H)) ⊆ G(D(H)) = G(H∗)×G(H).

En particular, el elemento f#g ∈ G(D(H)) ∩ Z(D(H)) es de orden p. Si g también es de
orden p, el orden de G(H) es divisible por p, y la a�rmación sigue de la Proposición 3.1.10. Luego,
asumiremos que g = 1. Entonces f ∈ G(H∗) ∩ Z(H∗) es de orden p. Ahora, como G(H∗) ≃ Zp,
tenemos que G(H∗) ⊆ Z(H∗).

De esta forma, por el Lema 3.1.9, H∗ encaja en una sucesión exacta central abeliana k → kZp →
H∗ → kF → k, donde F es un grupo �nito tal que kF ≃ H∗/H∗(kZp)+. En vista de la suposición
sobre la estructura de álgebra de H, el Corolario 3.1.6 implica que H∗ es nilpotente, como habíamos
a�rmado.

3.1.3. Resultados para el tipo (1, p; p, 1)

Ahora discutiremos el caso en que el álgebra de Hopf semisimple (no necesariamente cuasi-
triangular) H es de tipo (1, p; p, 1) como álgebra. En particular, la dimensión dimH = p(p+ 1) es
un número par.
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Notar que bajo estas hipótesis la categoría RepH es una categoría casi-grupo con reglas de
fusión dadas por el grupo G = G(H∗) ≃ Zp y un número entero κ [Si2]. En la Sección 2.4 hemos
recordado las nociones y resultados principales sobre esta clase de categorías de fusión.

Sea χ el caracter irreducible de H de grado p. Dado que χ = χ∗ y χg = χ = gχ, para todo
g ∈ G, tenemos que

χ2 =
∑

g∈G(H∗)

g + κχ.

Tomando grados en la ecuación anterior, obtenemos que p2 = p+ κp y, por lo tanto, κ = p− 1.

La siguiente proposición nos será de utilidad en lo que sigue. Un enunciado más general será
probado en el Teorema 3.3.2.

Proposición 3.1.12. Supongamos que H es un álgebra de Hopf semisimple de tipo (1, p; p, 1) como
álgebra. Entonces una de las siguientes a�rmaciones es verdadera:

(i) p = 2 y H ≃ kS3, o

(ii) p = 2α − 1 * y dimH = 2αp.

En particular, H es resoluble.

Demostración. Por [Si2, Theorem 1.2], tenemos que G(H∗) ≃ Zqα−1, para algún primo q y α ≥ 1.
Pero, como H es de tipo (1, p; p, 1) como álgebra, el grupo G(H∗) tiene orden p. Luego p = qα − 1.
Si q > 2, el número primo p es par, por lo cual resultan p = 2 y q = 3. Esto implica que H ≃ kS3
es coconmutativa. En caso contrario, q = 2 y el primo p tiene la expresión particular p = 2α − 1.

Luego, la dimensión de H es igual a 6 o a p(p + 1) = 2αp. Por el Teorema de Burnside para
categorías de fusión (ver [ENO2, Theorem 1.6], Teorema 2.9.4), el álgebra de HopfH es resoluble.

Observación 3.1.13. Sea p un número primo tal que p = 2α − 1, como en la Proposición 3.1.12.
Consideremos el grupo afín N del cuerpo F2α , esto es, N es el producto semidirecto F2α o F×2α con
respecto a la acción natural de F×2α en F2α . Entonces, el grupo N tiene el tipo prescripto como
álgebra (ver la construcción dada en [Si2, Subsection 4.1]).

Más aún, supongamos que p es (cualquier) número primo y N es un grupo cuya álgebra de
grupo tiene tipo (1, p; p, 1) como álgebra. Entonces N tiene orden p(p+ 1) y, se sigue del resultado
principal de [Se] que, p = 2 y N ≃ S3 o bien p = 2α − 1, α > 1, y N ≃ F2α o F×2α .

Proposición 3.1.14. Sea H un álgebra de Hopf semisimple de tipo (1, p; p, 1) como álgebra. En-
tonces G(H∗) ⊆ Z(H∗) y el álgebra de Hopf dual H∗ es nilpotente.

Demostración. Hemos probado en la Proposición 3.1.12 que bajo estas hipótesis H es resoluble.
Como mencionamos en la Sección 1.9, RepD(H) ≃ Z(RepH). Entonces, por el Teorema 2.9.2, el
doble de Drinfeld D(H) también es resoluble. El Teorema 2.9.2 (ver también [ENO2, Proposition
4.5 (iv)]) implica que, por ser resoluble, D(H) tiene representaciones no triviales de dimensión 1,
esto es, el grupo G(D(H)∗) es no trivial. Además, tenemos que G(D(H)∗) ≃ G(D(H))∩Z(D(H)) ⊆
G(D(H)) = G(H∗)×G(H); ver Subsección 1.9.

Ahora procederemos como en la prueba de la Proposición 3.1.11. Consideremos un elemento no
trivial f#g ∈ G(D(H)) ∩ Z(D(H)). Si f = 1, entonces 1 ̸= g ∈ Z(H) ∩ G(H). Así, H∗ encaja en

*un tal número primo es llamado un primo de Mersenne, en particular α debe ser primo.
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una extensión cocentral k → K → H∗ → k⟨g⟩ → k, donde K es una subálgebra de Hopf normal
propia. La suposición en la estructura de álgebra de H implica que K = kG(H∗). Por lo tanto,
kG(H∗) es normal en H∗ y la extensión es abeliana, por el Lema 3.1.9. La a�rmación se sigue, en
este caso, de la Proposición 3.1.5 (i) y el Corolario 3.1.6.

Luego, podemos asumir que f ̸= 1. En particular, f es de orden p.

Si |f | = |g| = p = |G(H∗)|, tenemos que p divide al orden de G(H). Entonces G(H∗) ⊆ Z(H∗)
y H∗ es nilpotente, por la Proposición 3.1.10.

En caso contrario, el orden de g es n, con n ̸= p. Si fn = 1, entonces p divide a n y, por lo tanto,
p divide a |G(H)|. Como antes, el resultado se sigue de la Proposición 3.1.10. Si fn ̸= 1, entonces
fn#1 = (fn#gn) = (f#g)n ∈ Z(D(H)). Esto implica que fn es un elemento de tipo grupo (no
trivial) central en H∗. Como por hipótesis H es de tipo (1, p; p, 1) como álgebra, el grupo G(H∗)
tiene orden p y, por lo tanto, G(H∗) ⊆ Z(H∗).

De esta forma, por el Lema 3.1.9, el álgebra de Hopf dual H∗ encaja en una sucesión exacta cen-
tral abeliana k → kZp → H∗ → kF → k, donde F es un grupo �nito tal que kF ≃ H∗/H∗(kZp)+.
Como la hipótesis sobre H implica que |G(H∗)| = p, se sigue del Corolario 3.1.6 que H∗ es nilpo-
tente, como habíamos a�rmado.

Teorema 3.1.15. Sea H un álgebra de Hopf semisimple de tipo (1, p, p, 1) como álgebra. Entonces
p = 2 y H ≃ kS3, o bien H es isomorfa a un twisting del álgebra de grupo kN , donde p = 2α − 1,
α > 1 y N es el grupo afín del cuerpo F2α .

Demostración. Podemos suponer queH es no coconmutativa y, por lo tanto, p es impar. Recordemos
que, por la Proposición 3.1.12, si p = 2 entonces H ≃ kS3 es conmutativa. Como consecuencia
de la Proposiciónes 3.1.14 tenemos que G(H∗) ⊆ Z(H∗). Luego, combinando esto con el Lema
3.1.9, obtenemos que el álgebra de Hopf dual H∗ encaja en una sucesión exacta central abeliana
k → kZp → H∗ → kF → k, donde F es un grupo �nito de orden p+ 1 = 2α, pues la dimensión de
H es 2αp por la Proposición 3.1.12. Dado que la sucesión es central, el Lema 1.8.4 implica que la
acción ▹: Zp × F → Zp es trivial, mientras que la acción ◃: Zp × F → F está determinada por un
automor�smo φ ∈ AutF de orden p = 2α − 1.

Primero mostraremos que el grupo F es abeliano. En efecto, por el Teorema 1.1.3, como F es
un 2-grupo, el orden del grupo AutF divide al número n2(α−r)r, con n = |GL(r, 2)| y 2r el índice
en F del subgrupo de Frattini Frat(F ) (el cual se de�ne como la intersección de todos los subgrupos
maximales de F [Ro, pp. 135], ver Sección 1.1). En particular, tenemos que r ≤ α.

Además, el orden de φ divide al orden de AutF y, por transitividad, a |GL(r, 2)| = (2r−1)(2r−
2) . . . (2r − 2r−1). Luego, el número primo p = 2α − 1 divide a 2r − 1. De esto se deduce que r = α
y, por lo tanto, Frat(F ) = 1.

Dado que F es nilpotente (por ser un 2-grupo), el Teorema de Wielandt (Teorema 1.1.2) implica
que, el subgrupo conmutador [F, F ] de F es un subgrupo de Frat(F ). Pero hemos probado anterior-
mente que en nuestro caso el subgrupo de Frattini de F es trivial. Luego [F, F ] = 1. De esta forma,
el grupo F es abeliano, como habíamos a�rmado.

Consideremos ahora la extensión escindida B0 = kZp#kF , asociada al matched pair de grupos
(Zp, F ). Dado que B0 es una extensión central y el grupo F es abeliano, tenemos que B0 es un
álgebra conmutativa. Esto dice que B0 es isomorfa al álgebra de funciones kN , con N = F o Zp.
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Notemos que el orden |F | = 2α es coprimo con p. Combinando [N4, Proposition 5.22] y la
Proposición 1.8.2 tenemos que el álgebra de Hopf dual H∗ se obtiene de la extensión escindida
B0 = kZp#kF ≃ kN por una deformación de la multiplicación. De hecho, el representante de
la clase de H∗ en el grupo Opext(kF,kZp) es la imagen de un elemento de H2(F,k×) por el
mapa H2(F,k×)⊕H2(Zp,k×) ≃ H2(F,k×) → Opext(kF,kZp) en la sucesión exacta de Kac [Ma3,
Theorem 1.10]; Teorema 1.8.3. Entonces la a�rmación sigue de la Proposición 1.8.2. Dualizando,
obtenemos que H es un twisting del álgebra de grupo kN .

Finalmente, como dijimos en la Observación 3.1.13, la suposición sobre la estructura de álgebra
de H implica que N es el grupo afín del cuerpo F2α .

Observación 3.1.16. Si N es un grupo cuya álgebra de grupo kN es de tipo (1, p, p, 1) como álgebra
y J ∈ kN ⊗ kN es un twist, entonces el álgebra de Hopf torcida H = (kN)J también es de tipo
(1, p, p, 1) como álgebra.

Corolario 3.1.17. Sea H un álgebra de Hopf semisimple de tipo (1, p, p, 1) como álgebra. Entonces
RepH ≃ RepN , donde N = S3 o bien N es el grupo afín del cuerpo F2α , para algún α > 1.

3.2. Resolubilidad

3.2.1. Resolubilidad de una extensión abeliana

La clase de categorías de fusión resolubles es invariante bajo equivalencia Morita [ENO2, Propo-
sition 4.5 (i)], Teorema 2.9.2. Recordemos que una categoría de fusión es de tipo grupo si es Morita
equivalente a una categoría de fusión punteada. Además, por el Teorema 2.9.2, una categoría de
fusión punteada C es resoluble si y sólo si el grupo G(C) es resoluble. Así, una categoría de fusión
de tipo grupo C(G,ω, F, α) es resoluble si y sólo si el grupo G lo es.

Observación 3.2.1. Como consecuencia del Teorema de Feit-Thompson (ver Teorema 1.1.11, [FT]),
si el orden del grupo G es impar entonces C(G,ω, F, α) es resoluble. En la Proposición 3.4.1 hemos
generalizado este hecho al contexto de las categorías de fusión débilmente de tipo grupo.

De estos comentarios se desprende la siguiente caracterización de las extensiones abelianas re-
solubles.

Corolario 3.2.2. Sea H un álgebra de Hopf semisimple que encaja en una sucesión exacta abeliana
como (3.1). Entonces H es resoluble si y sólo si el grupo factorizable asociado G = F ◃▹ Γ es
resoluble.

En particular, si H es un álgebra de Hopf resoluble, los grupos F y Γ también son resolubles.

Corolario 3.2.3. Sean H y G como en el Corolario 3.2.2. Supongamos que los grupos Γ y F son
nilpotentes. Entonces el álgebra de Hopf H es resoluble.

Demostración. Dado que los grupos Γ y F son nilpotentes por hipótesis, el Teorema 1.1.9 implica
que el grupo G = F ◃▹ Γ es resoluble. De esta forma, el resultado se sigue del Corolario 3.2.2.

Luego, las extensiones abelianas en la Proposición 3.1.5 son resolubles, puesto que tanto Zp
como F son nilpotentes.
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Corolario 3.2.4. Sea p un número primo. Consideremos la categoría de fusión de tipo grupo C =
C(G,ω,Zp, α). Supongamos que el orden del grupo G(C) es igual a p. Entonces C es resoluble.

Demostración. Asociada a una categoría de fusión de tipo grupo C tenemos un álgebra de Hopf
semisimple H que encaja en una sucesión como (3.1), tal que C ≃ RepH. En particular, para el
caso en que C = C(G,ω,Zp, α), el álgebra de Hopf asociada H encaja en una sucesión exacta como
la dada en (3.2). Denotaremos por G al grupo fatorizable determinado por dicha sucesión. Algunos
detalles sobre esta correspondencia pueden encontrarse en la Observación 2.5.4.

Como por hipótesis |G(C)| = p, sigue del Lema 3.1.3 que G es un grupo de Frobenius con
complemento de Frobenius Zp. Además, por la Observación 3.1.4, el núcleo de Frobenius N de G
es un grupo nilpotente y G es un producto semidirecto G = N oZp. Así, el Corolario 3.2.3 implica
que H es un álgebra de Hopf resoluble. De esta forma, tenemos que C ≃ RepH es resoluble.

3.3. Resolubilidad a partir de las dimensiones irreducibles

Sea p un número primo. En esta sección nos dedicaremos al estudio de categorías de fusión C
cuyo conjunto de dimensiones irreducibles sea de la forma c. d.(C) = {1, p}. Nuestro objetivo es
probar algunos resultados estructurales sobre C concernientes, principalmente, a la resolubilidad de
la categoría, bajo ciertas restricciones adicionales.

Recordemos que en el caso en que G es un grupo �nito sabemos, por el Corolario 1.1.16, que
la misma restricción sobre c. d.(G) implica que el grupo G y por lo tanto, la categoría RepG, son
resolubles.

Observación 3.3.1. Si H es un álgebra de Hopf semisimple con c.d.(H) = {1, p} y G es un grupo
�nito, entonces el álgebra de Hopf producto tensorial A = H ⊗ kG también satisface la condición
c. d.(A) = {1, p}. Esta a�rmación sigue del hecho de que los módulos irreducibles de A son productos
tensoriales de módulos irreducibles de H y kG, sumado a que c. d.(kG) = {1} .

Sin embargo, A no es un álgebra de Hopf resoluble a menos que el grupo G sea resoluble. De
hecho, kG es tanto una subálgebra de Hopf como un álgebra de Hopf cociente de A.

El siguiente teorema generaliza la Proposición 3.1.12.

Teorema 3.3.2. Sea C una categoría casi-grupo con c. d.(C) = {1, p}. Entonces C es resoluble.

Demostración. Seguiremos la notación introducida en la Sección 2.4. Sea (G,κ) el par que deter-
mina las reglas de fusión de la categoría y denotemos por X al objeto no inversible de C. Como
mencionamos en la Sección 2.4, tenemos la siguiente relación:

X2 =
∑
g∈G

g + κX. (3.3)

La restricción sobre el conjunto c. d.(C) implica que FPdimX = p. Recordemos que si g ∈ G, por ser
un objeto inversible en C, cumple que FPdim g = 1. Por lo tanto, la dimensión de Frobenius-Perron
de la categoría es FPdim C = |G|+p2. Ahora, como por el Lema 2.2.7 tenemos que |G| = FPdim Cpt
divide a FPdim C, se sigue que el orden del grupo G es igual a p o a p2. Notemos que la posibilidad
de que el grupo G sea trivial se descarta tomando dimensiones de Frobenius-Perron en (3.3).
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Si |G| = p2, considerando nuevamente las dimensiones de Frobenius-Perron en la Ecuación (3.3),
obtenemos que κ = 0. Por lo tanto, C es una categoría de Tambara-Yamagami, las cuales fueron
introducidas en la Sección 2.3, [TY]. En particular, C es una Z2-extensión de una categoría punteada
equivalente a C(G). Como el grupo G es un p-grupo, es nilpotente y, por lo tanto, resoluble. Luego,
por el Teorema 2.9.2, la categoría punteada C(G) es resoluble. Dado que la categoría C es una
extensión de una categoría resoluble por un grupo resoluble, por el Teorema 2.9.2, tenemos que C
es resoluble en este caso.

Supongamos ahora que |G| = p. De la misma forma que en el párrafo anterior se deduce que
κ = p − 1. Procediendo como en la prueba de la Proposición 3.1.12, usando [Si2, Theorem 1.2], se
sigue que FPdim C = p(p + 1) es igual a 6 o bien FPdim C = p2α, con p un número primo impar.
Así, por el Teorema de Burnside para categorías de fusión [ENO2, Theorem 1.6], la categoría C es
resoluble también en este caso. Ver el Teorema 2.9.4.

El próximo teorema, concerniente al caso en que C = RepH, es una consecuencia de la Proposi-
ción 3.1.11. En la Sección 3.4.2, bajo restricciones adicionales en la dimensión de Frobenius-Perron
de la categoría, probaremos una versión de este resultado en un contexto más general.

Teorema 3.3.3. Sea H un álgebra de Hopf semisimple de tipo (1, p; p, n) como álgebra. Supongamos
también que H es cuasitriangular. Entonces H es resoluble.

Demostración. Hemos probado en la Proposición 3.1.11 que, bajo estas condiciones, el álgebra de
Hopf dual H∗ es nilpotente. Más aún, por el Lema 3.1.9, H encaja en una sucesión exacta cocentral
abeliana k → kF → H → kZp → k, con F un grupo nilpotente. Entonces H es resoluble, por el
Corolario 3.2.3.

En lo que resta de esta sección nos restringiremos al caso en que C = RepH, con H un álgebra
de Hopf semisimple.

3.3.1. El caso p = 2

Sea H un álgebra de Hopf semisimple para la cual c. d.(H) ⊆ {1, 2}. Por [BN, Theorem 6.4],
una de las siguientes a�rmaciones es verdadera:

(i) Existe una sucesión exacta abeliana cocentral k → kF → H → kΓ → k, donde F es un grupo
�nito y Γ ≃ Z2

n, n ≥ 1, o bien

(ii) Existe una sucesión exacta central k → kU → H → B → k, donde B = Had es un álgebra
de Hopf cociente propia y el grupo U = U(RepH) es el grupo de graduación universal de la
categoría de H-módulos de dimensión �nita.

En particular, si H = Had entonces H satisface (i).

Como consecuencia tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.3.4. Sea H un álgebra de Hopf semisimple con c.d.(H) ⊆ {1, 2}. Entonces H es
débilmente de tipo grupo. Más aún, si H = Had entonces H es de tipo grupo.
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Demostración. Las hipótesis sobre H implican que ésta satisface (i) o (ii) del párrafo anterior. Si
se cumple la primera a�rmación, es decir (i), entonces H es de tipo grupo por la Observación 2.5.4.

En caso contrario, H satisface (ii) y, por lo tanto, la categoría RepH es una U -extensión de
RepB, en vista de la Proposición 2.7.3. Notemos además que, como B es un cociente del álgebra de
HopfH, el conjunto de grados irreducibles de B también cumple que c. d.(B) ⊆ {1, 2}. Luego, por un
argumento inductivo, podemos suponer que B es débilmente de tipo grupo. Por lo tanto, H también
es débilmente de tipo grupo, puesto que RepH es una extensión de una categoría débilmente de
tipo grupo por un grupo �nito [ENO2, Proposition 4.1]; Teorema 2.9.1.

A continuación discutiremos las condiciones que garantizan la resolubilidad de H. El siguiente
resultado fue probado en [BN, Proposition 6.8].

Proposición 3.3.5. Sea H un álgebra de Hopf semisimple de tipo (1, 2; 2, n) como álgebra. Entonces
H es coconmutativa.

Luego, un álgebra de Hopf H que satisface las hipótesis de la proposición anterior es isomorfa
al álgebra de grupo kG, para algún grupo �nito G. Más aún, la suposición sobre la estructura de
álgebra de H implica que | c. d.(G)| = 2 y, por el Corolario 1.1.16, el grupo G es resoluble. Así, el
álgebra de Hopf H es resoluble.

Lema 3.3.6. Sea H un álgebra de Hopf semisimple con c. d.(H) ⊆ {1, 2}. Supongamos además que
H = Had. Entonces H es resoluble si y sólo si el grupo F en (i) es resoluble.

Demostración. Dado que, por hipótesis,H es igual a su subálgebra adjuntaHad entoncesH satisface
(i). Por el Corolario 3.2.2,H es resoluble si y sólo si el correspondiente grupo factorizable G = F ◃▹ Γ
es resoluble. Pero, como la sucesión en (i) es cocentral, la acción ◃: Γ×F → F es trivial y el grupo G
es un producto semidirecto: G = F oΓ, con Γ ≃ Z2

n, por el Lema 1.8.4. Esto prueba el Lema, pues
los subgrupos de un grupo resoluble son resolubles y el producto semidirecto de grupos resolubles
es resoluble.

Observación 3.3.7. Supongamos que H tiene un caracter irreducible y �el χ de grado 2, que cumple
que χχ∗ = χ∗χ. Se sigue de [BN, Theorem 3.5] que H encaja en una sucesión exacta abeliana central
k → kZm → H → kT → k, para algún grupo polihedral T de orden par y para algún m ≥ 1. En
particular, el grupo T es necesariamente cíclico o dihedral, puesto que c. d.(H) = {1, 2}. Para una
descripción de los grupos polihedrales y los grados de sus caracteres consultar, por ejemplo, [BN,
pp. 10]. Por lo tanto H es resoluble en este caso.

Notemos que cuando H es cuasitriangular la hipótesis sobre χ se cumple automáticamente;
por lo cual la conclusión vale también en este caso. En la próxima subsección damos un resultado
más general en este contexto: en el Teorema 3.3.12 probamos que toda álgebra de Hopf semisimple
cuasitriangular con c. d.(H) ⊆ {1, 2} siempre es resoluble.

A continuación probaremos algunos resultados que nos serán de utilidad en lo que sigue.

Lema 3.3.8. Sean H un álgebra de Hopf semisimple con c. d.(H) ⊆ {1, 2} y K una subálgebra de
Hopf o un álgebra de Hopf cociente de H. Entonces c.d.(K) ⊆ {1, 2}.

Demostración. Basta ver que la a�rmación es verdadera cuando K ⊆ H es una subálgebra de Hopf.
En este caso, el enunciado se sigue de la suryectividad del funtor restricción RepH → RepK.
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Corolario 3.3.9. Sea H un álgebra de Hopf semisimple. Si c.d.(H) ⊆ {1, 2}, entonces el grupo
G(H) es resoluble.

Lema 3.3.10. Sea H un álgebra de Hopf semisimple para la cual c. d.(H), c. d.(H∗) ⊆ {1, 2}.
Entonces H es resoluble.

Demostración. Por inducción en la dimensión de H.

Consideremos el grupo de graduación universal U de la categoría RepH. Recordemos que,
en vista de la Proposición 2.7.3 y la Observación 2.7.4, a la graduación universal de RepH le
corresponde la siguiente sucesión exacta central de álgebras de Hopf:

k → kU → H → Had → k.

Dualizando dicha sucesión, vemos que H∗ → kU es un álgebra de Hopf cociente, y el Lema 3.3.8
implica que c. d.(U) ⊆ {1, 2}. Luego, por el Corolario 1.1.16, el grupo U es resoluble.

Supongamos primero queHad ( H. Nuevamente, en vista del Lema 3.3.8, tenemos que c. d.(Had),
c. d.(H∗

ad) ⊆ {1, 2}. Por hipótesis inductiva, la subálgebra adjunta Had es resoluble. De esta forma,
el álgebra de Hopf H es resoluble, puesto que tanto U como RepHad son resolubles y la categoría
RepH es una U -extensión de RepHad [ENO2, Proposition 4.5 (i)], Teorema 2.9.2.

Sólo resta considerar el caso en que Had = H. Como observamos al comienzo de esta subsección,
en este caso tenemos, por [BN, Theorem 6.4], que H satisface la condición (i), es decir, H encaja
en una sucesión exacta abeliana cocentral k → kF → H → kΓ → k, con Γ un grupo abeliano no
trivial.

En particular, la subálgebra de Hopf kΓ ⊆ H∗ es central no trivial y, por lo tanto, H∗
ad ( H∗.

Como antes, la hipótesis inductiva implica que, H∗
ad y, de este modo, H∗ son resolubles. Entonces

H también lo es. Esto concluye la prueba del lema.

3.3.2. El caso cuasitriangular

En esta subsección asumiremos que H es un álgebra de Hopf semisimple cuasitriangular y
consideraremos R ∈ H ⊗ H una R-matriz. A lo largo de la misma haremos uso de la notación
introducida en la Sección 1.9.

Observación 3.3.11. Como la categoría RepH es trenzada, el grupo de graduación universal U =
U(RepH) es abeliano y, en particular, resoluble.

Teorema 3.3.12. Sea H un álgebra de Hopf semisimple cuasitriangular tal que c. d.(H) ⊆ {1, 2}.
Entonces H es resoluble.

Demostración. Si c. d.(H) = {1}, entonces H es conmutativa y, por ser cuasitriangular, es isomorfa
al álgebra de grupo de un grupo abeliano. Por lo tanto, en este caso, H es resoluble. Luego podemos
suponer que c. d.(H) = {1, 2}.

Consideremos ahora las subálgebras de Hopf H+,H− ⊆ H. Por el Lema 3.3.8, tenemos que
c. d.(H+), c.d.(H−) ⊆ {1, 2}. Entonces c. d.(H−), c. d.(H

∗
−) ⊆ {1, 2}, puesto que (H∗

−)
cop ≃ H+.

Así, por el Lemma 3.3.10, H− es resoluble.
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Entonces, el doble de Drinfeld D(H−) y su imagen homeomorfa HR también son resolubles
[ENO2, Proposition 4.5 (i)], Teorema 2.9.2. Vamos a suponer, por lo tanto, que HR ( H.

Observemos que Had, al ser un cociente de H, también es cuasitriangular y, por el Lema 3.3.8,
el conjunto de sus grados irreducibles satisface que c. d.(Had) ⊆ {1, 2}. Inductivamente, podemos
suponer que H = Had y, en particular, sigue de la Observación 2.7.4 que G(H) ∩ Z(H) = 1. En
efecto, por la Observación 3.3.11, el grupo U es abeliano y, además, la categoría RepH es una U -
extensión de RepHad. Pero, la extensión de una categoría de fusión resoluble por un grupo resoluble
resulta resoluble por [ENO2, Proposition 4.5 (i)], Teorema 2.9.2. Así, H es resoluble si Had lo es.

De esta forma, por [BN, Theorem 6.4], H encaja en una sucesión exacta abeliana cocentral
k → kF → H → kΓ → k, donde Γ es un grupo abeliano elemental no trivial con exponente 2.
Luego, en vista del Lema 3.3.6, es su�ciente probar que el grupo F es resoluble.

Además, tenemos que Γ̂ ⊆ G(H∗) ∩ Z(H∗) y, por la Observación 1.9.4, se cumple que

fR21(G(H
∗) ∩ Z(H∗)) ⊆ G(H) ∩ Z(H).

Es por esto que podemos suponer que la restricción de fR21 a Γ̂ es idénticamente 1 y, de manera
similar, vamos a suponer que la restricción de fR a Γ̂ es también igual a 1. Entonces, los mor�smos
fR y fR21 se factorizan a través del cociente H∗/H∗(kΓ̂)+ ≃ kF .

Por lo tanto, las subálgebras H+ = fR(H
∗) y H− = fR21(H

∗) son coconmutativas. Más aún,
como H+ ≃ H∗ cop

− , también son subálgebras conmutativas. En particular, HR = H+H− es cocon-
mutativa. Luego, se cumple que ΦR(H

∗) ⊆ HR ⊆ kG(H).

Por [N3, Theorem 4.11], ΦR(H∗) es una subálgebra de Hopf normal conmutativa y coconmutativa
que es necesariamente resoluble, pues HR lo es. De esta forma, ΦR(H∗) ≃ kT , con T ⊆ G(H) un
subgrupo abeliano [N3, Example 2.1]. Además, existe una sucesión exacta de álgebras de Hopf

k → kT → H
π→ H → k,

donde H es una cierta álgebra de Hopf triangular canónica.

Como H es triangular entonces es un twisting del álgebra de grupo de algún grupo �nito L,
o sea, H ≃ (kL)J . Dado que c. d.(L) = c. d.(H) ⊆ {1, 2}, por el Corolario 1.1.16, el grupo L es
resoluble. Así, el álgebra de Hopf H es resoluble, pues RepH ≃ RepL.

La restricción del mor�smo π : H → H a la subálgebra de Hopf kF ⊆ H da lugar a la siguiente
sucesión exacta:

k → kT ∩ kF → kF
π|

kF−→ π(kF ) → k.

Luego, tenemos que kT ∩ kF = kF y π(kF ) = kS , donde F es un cociente y S es un subgrupo del
grupo F , de manera que la sucesión anterior induce la siguiente sucesión exacta de grupos:

1 → S → F → F → 1.

Dado que kF = kT ∩ kF es coconmutativa, el grupo F es abeliano. Además, S es resoluble, pues
kS es una subálgebra de Hopf de H. En consecuencia, el grupo F es resoluble. Por lo tanto, H es
resoluble, lo cual completa la prueba del teorema.
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3.4. Categorías de fusión de dimensión impar

A lo largo de esta sección, p denotará un número primo y C una categoría de fusión sobre k.
Recordemos que el conjunto de dimensiones irreducibles de C fue de�nido en la Subsección 2.2.1
como c.d.(C) = {FPdimX : X ∈ Irr C}.

En esta sección consideramos categorías de fusión débilmente íntegras, es decir, aquellas cuya
dimensión de Frobenius-Perron es un número natural. Además, le impondremos a C la condición
de que FPdim C sea un número impar y, por lo tanto, la categoría de fusión C es íntegra [DGNO2,
Corollary 2.22]. Luego, C es equivalente a la categoría de representationes de dimensión �nita de
una cuasi-álgebra Hopf semisimple [ENO, Theorem 8.33].

3.4.1. Categorías de fusión débilmente de tipo grupo de dimensión impar

El siguiente resultado es una consecuencia del Teorema de Feit-Thompson [FT]. Ver Teorema
1.1.11.

Proposición 3.4.1. Sea C una categoría débilmente de tipo grupo. Supongamos además que FPdim C
es un entero impar. Entonces C es resoluble.

Como mencionamos anteriormente, dado que la dimensión de Frobenius-Perron de C es un entero
impar entonces c. d.(C) ⊆ Z, es decir, C es un categoría de fusión íntegra [DGNO2, Corollary 2.22].

Demostración. Por de�nición, C es equivalente Morita a una categoría de fusión nilpotente. Como,
por el Teorema 2.9.2, la resolubilidad de las categorías de fusión es invariante bajo equivalencia
Morita es su�ciente probar que una categoría de fusión nilpotente cuya dimensión de Frobenius-
Perron es impar es resoluble.

Supongamos entonces que C es una categoría de fusión nilpotente, es decir, C es una G-extensión
de una subcategoría de fusión C̃, con G un grupo �nito no trivial. En particular, se sigue de la
Observación 2.7.2 que FPdim C = |G|FPdim C̃. Dado que la dimensión de Frobenius-Perron de
C es impar, el orden de G y FPdim C̃ también son impares, como consecuencia del Lema 2.2.7.
Por el Teorema de Feit-Thompson, el grupo G es resoluble. Además, C̃ es nilpotente, por ser una
subcategoría de fusión de una categoría nilpotente, y FPdim C̃ < FPdim C, pues |G| > 1.

De esta forma, el teorema sigue por inducción en la dimensión de Frobenius-Perron de la cate-
goría, aplicando el Teorema 2.9.2.

3.4.2. Categorías de fusión trenzadas

A continuación, enunciamos el siguiente resultado cuya demostración se basa en la descripción
de los objetos simples de una equivariantización.

Lema 3.4.2. Sea G un grupo �nito actuando en una categoría de fusión C por autoequivalencias
tensoriales. Supongamos que c. d.(CG) ⊆ {pm : m ≥ 0}, con p un número primo. Entonces c. d.(C) ⊆
{pm : m ≥ 0}.
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Demostración. Recordemos que en la Sección 2.6 dimos una descripción de los objetos simples
de una equivariantización debida a Burciu y Natale. En particular, se obtiene a partir de esta
caracterización que la dimensión de Frobenius-Perron de un objeto simple M = (X,µ) de CG es

FPdimM = m[G : GY ] FPdimY,

donde Y es una componente simple de X en C, GY
.
= StG(Y ) ⊆ G es el subgrupo de inercia de Y

y m = dimHomC(X,Y ). Ver la Observación 2.6.1. Luego FPdimY divide a FPdimM .

La hipótesis sobre CG implica que la dimensión de Frobenius-Perron de M es una potencia del
número primo p y, por lo tanto, la dimensión de Frobenius-Perron de Y también lo es. Esto prueba
el lema.

Teorema 3.4.3. Sea C una categoría de fusión trenzada tal que c.d.(C) ⊆ {pm : m ≥ 0}, con p un
número primo. Supongamos además que FPdim C es impar. Entonces C es resoluble.

Demostración. Por inducción en FPdim C. Notemos que, por el Lema 2.2.7, las subcategorías de
fusión de C son también de dimensión impar.

Si c. d.(C) = {1} entonces C es punteada. Luego, la categoría de fusión C es equivalente a C(G,ω),
para algún grupo abeliano G y algún 3-cociclo ω : G×G×G→ k×. Como el orden de G es impar,
por el Teorema de Feit-Thompson, el grupo G es resoluble. De esta forma, la categoría C es resoluble,
por el Teorema 2.9.2; [ENO2, Proposition 4.5 (ii)].

Supongamos ahora que C no es punteada. En este caso, todos los objetos simples no inversibles
de C tienen dimensión de Frobenius-Perron pm, para algún m ≥ 1. Como la categoría C es trezada
el grupo G(C) de objetos inversibles de C es abeliano. Además, G(C) es no trivial. Más aún, p
divide al orden del grupo G(C); lo cual se deduce tomando dimensiones de Frobenius-Perron en la
descomposición (2.4) del producto tensorial X ⊗X∗, para algún objeto X simple no inversible de
la categoría C.

Notemos que C es una categoría de fusión premodular con respecto a su estructura esférica
canónica, por la Observación 2.10.3, puesto que C es débilmente íntegra. Entonces, la categoría C
es modularizable, en vista del Lema 2.10.6.

Sea C̃ la modularización de C, la cual es una categoría modular sobre k. Luego, C es una equiva-
riantización C ≃ C̃G con respecto a la acción de un cierto grupo G en C̃, como fue explicado en
la Observación 2.11.4. De hecho, el funtor modularización C → C̃ induce una sucesión exacta de
categorías de fusión RepG→ C → C̃, que viene de la equivariantización; ver [BrN, Example 5.33].

Por construcción del grupo G, la categoría RepG es la subcategoría de fusión (tannakiana)
de objetos transparentes en C. Por lo tanto, hay una inmersión de categorías de fusión trenzadas
RepG ⊆ C. En particular, por el Lema 2.2.7, el orden de G es impar. Así, el grupo G es resoluble,
por el Teorema de Feit-Thompson [FT].

Por el Lema 3.4.2, tenemos que c. d.(C̃) ⊆ {pm : m ≥ 0}. Luego, por inducción, y dado que la
equivariantización de una categoría de fusión resoluble bajo la acción de un grupo resoluble también
es resoluble, podemos y vamos a asumir en lo que sigue que C = C̃ es modular.

Bajo esta hipótesis, el grupo de graduación universal U(C) es abeliano e isomorfo al grupo de

caracteres Ĝ(C) de G(C), por el Teorema 2.10.2. En particular, el grupo U(C) es no trivial. Por lo



64 CAPÍTULO 3. GRADOS IRREDUCIBLES

tanto, sigue de la Observación 2.7.2 que FPdim Cad < FPdim C. Al ser una subcategoría de fusión
de C, la subcategoría adjunta Cad también es una categoría de fusión trenzada con dimensión de
Frobenius-Perron impar y tal que c. d.(Cad) ⊆ {pm : m ≥ 0}. Luego, por hipótesis inductiva, Cad es
resoluble. Además, C es una U(C)-extensión de su subcategoría adjunta Cad y, por el Teorema 2.9.2,
la extensión de una categoría de fusión resoluble por un grupo resoluble es resoluble. Entonces, la
categoría C es resoluble, como habíamos a�rmado.



Capítulo 4

Resolubilidad de una clase de categorías
de fusión trenzadas

Recordemos que k es un cuerpo algebraicamente cerrado de característica 0. En este capítulo
continuaremos con el análisis del problema de dar resultados estructurales sobre una categoría de
fusión C bajo ciertas restricciones sobre el conjunto cd(C) de dimensiones de Frobenius-Perron de los
objetos simples de C. Nos concentraremos especialmente en cuestiones relacionadas con las nociones
de categoría de fusión de tipo grupo y de resolubilidad de una categoría de fusión. El Teorema
4.2.11 extiende los resultados del Capítulo 3 para álgebras de Hopf semisimples cuasitriangulares.
En particular, este teorema implica que toda categoría de fusión trenzada débilmente íntegra cuyos
objetos simples tienen dimensiones de Frobenius-Perron a lo sumo 2 es débilmente de tipo grupo. Por
lo tanto, esto apoya la conjetura de que toda categoría de fusión débilmente íntegra es débilmente
de tipo grupo. Ver [ENO2, Question 2].

Otro de los resultados principales del capítulo es el Teorema 4.2.13, en el cual mostramos que
una categoría de fusión trenzada débilmente íntegra C cuyos objetos simples tienen dimensiones de
Frobenius-Perron a lo sumo 2 es de tipo grupo en el caso extremo en el que la graduación universal
de C es trivial. Es sabido también que la misma conclusión es válida en el caso extremo opuesto, es
decir, cuando C es una categoría de fusión íntegra nilpotente.

Algunas de las pruebas de estos resultados se basan en los obtenidos por Naidu y Rowell [NaR],
para el caso especí�co en que C tiene un objeto simple �el autodual.

4.1. Algunas familias de ejemplos

4.1.1. Ejemplos de categorías de fusión con grados irreducibles a lo sumo 2

En esta subsección discutiremos ejemplos, que aparecen en la literatura, de categorías de fusión
débilmente íntegras para las cuales las dimensiones de Frobenius-Perron de sus objetos simples son
a lo sumo 2.

Ejemplo 4.1.1. Sea Γ un grupo �nito. Consideremos un álgebra de Hopf H que encaja en una
sucesión exacta abeliana:

k → kΓ → H → kZ2 → k, (4.1)

65



66
CAPÍTULO 4. RESOLUBILIDAD DE UNA CLASE DE CATEGORÍAS DE FUSIÓN

TRENZADAS

y su categoría de representaciones de dimensión �nita C = RepH. Entonces c.d.(C) ⊆ {1, 2} y, se
cumple la igualdad si la acción correspondiente de Z2 en Γ es no trivial.

Todos estos ejemplos son de tipo grupo puesto que, por la Observación 2.5.4, tenemos la siguiente
equivalencia de categorías de fusión RepH ≃ C(G,ω,Z2, 1), donde ω : G×G×G→ k× es el 3-cociclo
asociado a la sucesión exacta de Kac, que fue introducida en el Teorema 1.8.3.

Además, como consecuencia de [BN, Theorem 6.4], toda álgebra de Hopf cosemisimple H con
c. d.(C) ⊆ {1, 2} es de tipo grupo si C = Cad. Ver Teorema 3.3.4.

Las álgebras de Hopf
A∗

4m,B∗
4m m ≥ 2,

tienen dimensión 4m y fueron introducidas por Masuoka [Ma2]. Éstas son ejemplos no triviales de
álgebras de Hopf cosemisimples que encajan en un sucesión exacta como (4.1). En estos casos, Γ es
un grupo dihedral.

A continuación comentaremos la idea de la construcción y algunas propiedades básicas de sus
álgebras duales, es decir, A4m y B4m, con m ≥ 2. Sea K = k⟨a⟩ el álgebra de Hopf de grupo del
grupo cíclico Z2 = ⟨a⟩ de orden 2. Ésta se identi�ca, vía el único isomor�smo, con su dual k⟨a⟩.

Consideremos un entero m ≥ 2. Así, A4m se de�ne como el álgebra de Hopf que incluye a K
como subálgebra de Hopf central, y está generada sobre K por dos elementos s−, s+ sujetos a las
siguientes relaciones:

s2± = 1, (s+s−)
m = 1, (4.2)

y ciertas fórmulas para la comultiplicación, counidad y antípoda. El álgebra de Hopf B4m se de�ne
de manera similar, reemplazando la relación (s+s−)

m = 1 por (s+s−)m = a.

Notemos que las relaciones dadas por (4.2) coinciden con la presentación del grupo dihedralD2m,
como grupo de Coxeter, tomando t = s− y z = (s+s−); ver la subsección 4.1.2. Además, las álgebras
de Hopf A4m (m ≥ 3) y B4m (m ≥ 2) son semisimples, no isomorfas entre sí, no conmutativas ni
coconmutativas. Consideremos ahora el matched pair (D2m,Z2,◃,▹), donde ◃ : Z2 ×D2m → D2m

es la acción dada por a ◃ s± = s∓ y ▹ : D2m × Z2 → Z2 la acción trivial. Las álgebras de Hopf
A4m y B4m dan extensiones asociadas a este matched pair. Más aún, éstas son las únicas, salvo
equivalencias, es decir, Opext(kD2m,k

Z2) ≃ Z2.

Recordemos que dos álgebras de Hopf de dimensión �nita son deformaciones por cociclo una de
la otra si y sólo si las categorías de comódulos de dimensión �nita sobre ellas son monoidalmente
equivalentes [S, Corollary 5.9]. Además, Schauenburg probó que las categorías de corepresentaciones
de dos álgebras de Hopf H y K son monoidalmente equivalentes si y sólo si existe un objeto (H,
K)-biGalois. Para el álgebra de Hopf B4m cualquier objeto Galois a derecha es trivial, mientras
que para cada m ≥ 3 existe un objeto (A4m, D̂4m)-biGalois, donde D̂4m es cierta álgebra de Hopf
de�nida también en [Ma2, De�nition 3.1 (1)]. Por lo tanto, A4m se obtiene como una deformación
por cociclo de D̂4m. Más aún, no hay otras deformaciones por cociclo de éstas álgebras de Hopf.

Ejemplo 4.1.2. Sea C = T Y(G,χ, τ) la categoría de Tambara-Yamagami asociada al grupo �nito
(necesariamente abeliano) G, al bicarater no degenerado simétrico χ : G × G → k× y al elemento
τ ∈ k que satisface que |G|τ2 = 1 [TY]. En la Sección 2.3 se recordaron las propiedades básicas de
este tipo de categorías. Se desprende de la Ecuación (2.5) que el conjunto de grados irreducibles es
c. d.(C) = {1, 2} si y sólo si el grupo G es de orden 4 y, en tal caso, tenemos que FPdim C = 8 por
la Observación 2.3.1.
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Si G ≃ Z4, existen dos posibles categorías de fusión C. Como G no es un 2-grupo abeliano
elemental, ninguna de éstas es trenzada, por el Teorema 2.3.3.

Ahora, si G ≃ Z2 × Z2 existen exactamente cuatro clases de categorías de Tambara-Yamagami
con grados de irreducibles 1 y 2, por [TY, Theorem 4.1]. Tres de éstas son (equivalentes a) las
categorías de representationes de álgebras de Hopf de dimensión 8: el álgebra de grupo del grupo
dihedral de orden 8, el álgebra de grupo de los cuaterniones y el álgebra de Hopf de Kac-Paljutkin
H8. La restante categoría de fusión, que tiene el mismo bicarater χ que H8 pero τ = −1/2, no se
realiza como la categoría de representationes de un álgebra de Hopf. Dado que G es un 2-grupo
abeliano elemental, todas estas categorías admiten una trenza, por el Teorema 2.3.3.

Todas las categorías de fusión en este ejemplo son de tipo grupo. De hecho, dado que tanto Z4

como Z2 ×Z2 son 2-grupos abelianos y ambos tienen orden 22, para todo bicaracter no degenerado
simétrico χ : G × G → k×, se sigue del Lema 2.5.6 que G contiene un subgrupo Lagrangiano con
respecto a χ . Por lo tanto, el Teorema 2.5.5 implica que la categoría T Y(G,χ, τ) es de tipo grupo.
Ver también [GNaN, Theorem 4.6].

Ejemplo 4.1.3. Recordemos que una categoría casi grupo es una categoría de fusión con exacta-
mente una clase de isomor�smo de objetos simples no inversibles. En la notación de [Si1], las reglas
de fusión de C están determinadas por un par (G,κ), donde G es el grupo de objetos inversibles de
C y κ es un entero no negativo. En la Sección 2.4 hemos presentado los resultados más destacados
sobre esta clase de categorías de fusión.

Como mencionamos en la Observación 2.4.2, las categorías casi grupo con reglas de fusión (G, 0)
para algún grupo �nito G son las categorías de Tambara-Yamagami, que hemos discutido en el
ejemplo anterior. Entonces consideremos ahora categorías casi grupo con reglas de fusión (G,κ)
para algún grupo �nito G y un entero κ positivo.

Se deduce de la Ecuación (2.6) que c. d.(C) = {1, 2} si y sólo si el grupo G tiene orden 2 y κ = 1,
es decir, si C es una categoría casi grupo de tipo (Z2, 1). En este caso, la Observación 2.4.1 implica
que FPdim C = 6 y, dado que κ > 0, la categoría C es de tipo grupo [EGO, Theorem 1.1]. Además,
por el Teorema 2.4.4, existen, salvo equivalencia, dos categorías casi grupo trenzadas no simétricas
con reglas de fusión (Z2, 1).

Ejemplo 4.1.4. Las categorías de Ising son un ejemplo de categorías de fusión trenzadas débil-
mente íntegras que no son íntegras, y satisfacen que todos sus objetos simples tienen dimensión
de Frobenius-Perron ≤ 2. Estas categorías fueron estudiadas, por ejemplo, en [DGNO2, Appen-
dix B]. En este caso, existe un único objeto simple no inversible X y cumple que X⊗2 = 1 ⊕ a,
donde a es el generador del grupo de objetos inversibles, el cual es isomorfo a Z2. En particular,
éstas son categorías de Tambara-Yamagami. Luego, tenemos que el conjunto de grados irreducibles
es c. d.(C) = {1,

√
2} y FPdim C = 4. Además, toda categoría de Ising trenzada es modular, por

[DGNO2, Corollary B.12].

Otros ejemplos son los dados por las categorías de fusión trenzadas con reglas de fusión de tipo
Tambara-Yamagami generalizada (G,Z2), con G un grupo �nito. Ver [Li]. En éstos, la categoría
C no es punteada, el grupo de objetos inversibles es G, y Z2 ≃ Γ ⊆ G es un subgrupo tal que
X ⊗X∗ ≃ ⊕h∈Γh, para todos los objetos simples no inversibles X de C. Así, también tenemos en
este caso que c. d.(C) = {1,

√
2}.

Sigue de la Observación 2.5.2 que, como ninguna de estas categorías es íntegra, estos ejemplos
no son de tipo grupo.
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Ejemplo 4.1.5. Sea C una categoría de fusión trenzada de tipo grupo. Entonces C es una equi-
variantización de una categoría de fusión punteada, o sea, C ≃ DG, con D una categoría de fusión
punteada y G es un grupo �nito que actúa en D por autoequivalencias tensoriales [NaNW]. En
este caso, C contiene a la categoría RepG de representaciones de dimensión �nita de G como una
subcategoría de fusión.

Supongamos que c. d.(C) = {1, p}, con p un número primo cualquiera. Entonces c. d.(G) ⊆ {1, p}.
En particular, el grupo G debe tener un p-complemento abeliano normal; más aún, o bien G contiene
un subgrupo normal abeliano de índice p o el centro Z(G) tiene índice p3. Ver [I, Theorems 6.9,
12.11].

4.1.2. Reglas de fusión de tipo dihedral

Sea Dn el grupo dihedral de orden 2n, n ≥ 1. Recordemos que Dn tiene una presentación por
generadores t, z y relaciones t2 = 1 = zn, tz = z−1t.

La siguiente proposición describe las reglas de fusión de RepDn (c.f. [Ma2]).

Proposición 4.1.6. 1. Supongamos que n es un número natural impar. Entonces las clases de
isomor�smos de los objetos simples de RepDn están representadas por 2 objetos inversibles,
1 y g, y r = (n− 1)/2 objetos simples X1, . . . , Xr, de dimensión 2, tales que

g ⊗Xi = Xi = Xi ⊗ g, ∀i = 1, . . . , r,

Xi ⊗Xj =

{
Xi+j ⊕X|i−j|, if i+ j ≤ r,

Xn−(i+j) ⊕X|i−j|, if i+ j > r;

donde X0 = 1⊕ g.

2. Supongamos que n es un número natural par, esto es n = 2m. Entonces las clases de isomor-
�smos de los objetos simples de RepDn están representadas por 4 objetos inversibles, 1, g, h,
f = gh, y m− 1 objetos simples X1, . . . , Xm−1, de dimensión 2, tales que

g ⊗Xi = Xi = Xi ⊗ g, ∀i = 1, . . . ,m− 1,

h⊗Xi = Xm−i = Xi ⊗ h, ∀i = 1, . . . ,m− 1,

Xi ⊗Xj =

{
Xi+j ⊕X|i−j|, si i+ j ≤ m,

X2m−(i+j) ⊕X|i+j|, si i+ j > m;

donde X0 = 1⊕ g y Xm = h⊕ f .

En particular, el grupo de objetos inversibles en RepDn es isomorfo a Z2 si n es impar, y a
Z2 × Z2 si n es par.

Observación 4.1.7. Supongamos que 4 divide a n = 2m. Entonces Xm/2 es un punto �jo de la
multiplicación (a izquierda y a derecha) por cualquiera de los objetos inversibles de RepDn.

Sea C una categoría de fusión con c. d.(C) = {1, 2}. Supongamos que el anillo de Grothendieck
de C es conmutativo (por ejemplo, este es el caso si C es trenzada). Asumamos también que las
siguientes condiciones se cumplen:

(a) Todos los objetos son autoduales, o sea X ≃ X∗, para todo objeto X de C.
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(b) C tiene un objeto simple �el, es decir, la subcategoría de fusión generada por dicho objeto
simple es igual a C.

Naidu y Rowell mostraron en [NaR, Theorem 4.2] que, bajo estas hipótesis, la categoría de fusión
C es Grothendieck equivalente a RepDn, es decir, que estas categorías comparten las mismas reglas
de fusión. Más aún, C es necesariamente de tipo grupo.

Es posible prescindir de la hipótesis de que todos los objetos sean autoduales pero, en tal caso,
debemos requerir que el objeto simple �el cumpla la condición de ser autodual. Concretamente,
supongamos que C no es autodual pero satisface que:

(b') C tiene un objeto simple �el autodual.

En este caso, por [NaR, Remark 4.4], la categoría de fusión C también es de tipo grupo y es
Grothendieck equivalente a Rep D̃n, con n impar. Aquí D̃n es el grupo de cuaterniones generalizado
(dihedral binario) de orden 4n, o sea, el grupo presentado por generadores a, s, con relaciones
a2n = 1, s2 = an, s−1as = a−1. Observemos que, para n impar, D̃n es isomorfo al producto
semidirecto ZnoZ4, con respecto a la acción dada por la inversión, considerada en [NaR]. Por otro
lado, para n par, Rep D̃n es Grothendieck equivalente a RepD2n, mientras que Zn o Z4 no tiene
representaciones �eles de grado 2.

Lema 4.1.8. Sea n ≥ 2. Luego (Rep D̃n)ad = RepDn. Además,

(RepDn)ad =

{
RepDn/2, si n es par,

RepDn, if n es impar.

Demostración. Recordemos que cuando C = RepG, con G un grupo �nito, tenemos que la subcate-
goría adjunta es Cad = RepG/Z(G) [GN]. Así, la primera de las a�rmaciones se sigue del hecho de
que el centro de D̃n es igual a {1, s2} ≃ Z2. Por otro lado, el centro Z(Dn) es trivial si n es impar,
e igual a {1, zn/2} ≃ Z2 si n es par. Esto implica la segunda a�rmación y concluye la demostración
del lema.

4.2. Resultados principales

Proposición 4.2.1. Sea C una categoría de fusión premodular. Supongamos que C tiene un objeto
inversible g de orden n y un objeto simple X tal que

1. g ⊗X = X, y

2. g centraliza a X.

Entonces tenemos que

(i) C es una equivariantización por el grupo cíclico Zn de una categoría de fusión C̃.

(ii) Si g ∈ Z2(C), entonces C̃ es trenzada.
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Demostración. La condición 1 asegura la existencia de un funtor de �bra en la categoría de fusión
C[g] generada por g. Entonces C[g] es equivalente a RepZn como categorías de fusión. Ver [EGO,
Section 6].

Más aún, son equivalentes como categorías de fusión trenzadas. En efecto, se sigue de 1 que
C[g] ⊆ C[X] y, de esta forma, C[g] ⊆ Z2(C[X]), por 2. Luego, la categoría C[g] es simétrica. Entonces,
los únicos twists posibles en C son θh = 1 y θh = −1, para todo h ∈ ⟨g⟩. Pero, dado que h centraliza
a X y h ⊗ X = X, el twist θh no es igual a −1 [Mu2, Lemma 5.4]. Entonces θh = 1, para todo
h ∈ ⟨g⟩. Por lo tanto, C[g] ≃ RepZn como categorías de fusión trenzadas, como habíamos a�rmado.

Sea Γ = ⟨g⟩ ⊆ G(C). La de-equivariantización C̃ = CΓ de C por Γ es una categoría de fusión,
pues todo h ∈ Γ tiene dimensión de Frobenius-Perron 1 y θh = 1 [DGNO2, Theorem 4.18 (i)]. De
esta forma, hay una equivalencia canónica C ≃ (CΓ)Γ entre la categoría C y la Γ-equivariantización
de C̃, lo cual prueba (i). Es más, ésta es una equivalencia de categorías de fusión trenzadas cuando
g ∈ Z2(C), por la Observación 2.6.4, [DGNO2, Theorem 4.18 (ii)]. Así obtenemos (ii). Esto prueba
la proposición.

Recordemos que en la Sección 2.8 hemos introducido la noción de serie central ascendente de
una categoría de fusión C, que está de�nida recursivamente de la siguiente forma:

C(0) = C, C(1) = Cad, C(n) = (C(n−1))ad,

para todo entero n ≥ 1.

Lema 4.2.2. Sea C una categoría de fusión cuyo anillo de Grothendieck es conmutativo. Supongamos
además que C = Cad. Si D1, . . . ,Ds son subcategorías de fusión que generan C como categoría de

fusión, entonces D(m)
1 , . . . ,D(m)

s también generan C como categoría de fusión, ∀m ≥ 0.

Demostración. Como las subcategorías D1, . . . ,Ds generan C, entonces (D1)ad, . . . , (Ds)ad también
generan la categoría C. En efecto, sea X un objeto simple de C. Existen objetos simples Xi1 , . . . , Xit ,
con Xil ∈ Dil , 1 ≤ i1, . . . , it ≤ s, tales que X es un sumando directo de Xi1 ⊗ · · · ⊗Xit . Entonces
X ⊗X∗ es un sumando directo de

Xi1 ⊗ · · · ⊗Xit ⊗X∗
it ⊗ · · · ⊗X∗

i1 ≃ (Xi1 ⊗X∗
i1)⊗ · · · ⊗ (Xit ⊗X∗

it),

pues el anillo de Grothendieck de C es conmutativo Notemos que los objetos en el lado derecho
pertenecen a la subcategoría de fusión generada por (D1)ad, . . . , (Ds)ad. Ahora, como X fue elegido
arbitrariamente, tenemos que (D1)ad, . . . , (Ds)ad generan la subcategoría adjunta Cad. Pero, por
hipótesis, C = Cad. Así, hemos probado que (D1)ad, . . . , (Ds)ad generan la categoría C.

De esta forma, el lema se sigue por inducción en n, dado que D(n)
j = (D(n−1)

j )ad, para todo
j = 1, . . . s, n ≥ 1.

4.2.1. Categorías de fusión trenzadas con grados irreducibles 1 y 2

A lo largo de esta subsección, C denotará una categoría de fusión trenzada con c. d.(C) = {1, 2}.
Consideramos a C como una categoría premodular con respecto a su estructura esférica canónica,
como en la Observación 2.10.3.
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Observación 4.2.3. Notemos que el grupo estabilizador G[X] es no trivial, para todo objeto X
simple no inversible en C, es decir, para X simple con FPdimX = 2. Más aún, sigue de la Ecuación
(2.4) que |G[X]| = 2 o 4. En particular, el grupo abeliano G(C) es no trivial.

Proposición 4.2.4. Sea g un objeto inversible de orden 2 tal que θg = 1. Supongamos que g genera
el centro de Müger Z2(C) de C como categoría de fusión. Entonces C es la equivariantización de una
categoría de fusión modular C̃ por el grupo Z2. Más aún, c. d.(C̃) ⊆ {1, 2}.

Demostración. Por hipótesis, Z2(C) ≃ RepZ2 es una categoría tannakiana. Entonces, como men-
cionamos en la Sección 2.6, la de-equivariantización C̃ de C por Z2(C) es una categoría modular y
hay una acción de Z2 en C̃ tal que C ≃ C̃Z2 . Además, como c. d.(C̃Z2) = c.d.(C) = {1, 2}, por el
Lema 3.4.2 tenemos que c. d.(C̃) ⊆ {1, 2}.

Lema 4.2.5. Supongamos que Cad  C es resoluble. Entonces, la categoría de fusión C es resoluble.

Demostración. Como C es una categoría de fusión trenzada, se deduce del Teorema 2.10.2 que, su
grupo de graduación universal U(C) es abeliano. Recordemos que toda extensión de una categoría
resoluble por un grupo resoluble es también resoluble [ENO2, Proposition 4.5 (i)]; ver Teorema
2.9.2. Por hipótesis, la subcategoría adjunta Cad es resoluble, y dado que C es una U(C)-extensión
de Cad, entonces C es resoluble.

Lema 4.2.6. Supongamos que C = Cad. Entonces FPdimZ2(C) ≥ 2.

Demostración. Supongamos, por el contrario, que FPdimZ2(C) = 1. En este caso, C es modular

y, por el Teorema 2.10.2, tenemos un isomor�smo de grupos U(C) ≃ Ĝ(C). Luego, se sigue de
la Observación 4.2.3 que el grupo U(C) es no trivial. Pero, combinando esto con la Observación
2.7.2 obtenemos que Cad ( C, contradiciendo la hipótesis. Así, FPdimZ2(C) ≥ 2, como habíamos
a�rmado.

Lema 4.2.7. Supongamos que la categoría de fusión C está generada por un objeto simple X que es
autodual, es decir X ≃ X∗, y cuya dimensión de Forbenius-Perron es igual a 2. Entonces tenemos
que

(i) C no es modular.

Además, cuando C = Cad también se cumple que

(ii) Hay un isomor�smo de grupos G(C) ≃ Z2.

(iii) G(C) ⊆ Z2(C).

Demostración. Como mencionamos en la Sección 4.1.2, bajo estas hipótesis, la categoría de fusión
C es Grothendieck equivalente a RepDn o Rep D̃2n+1, para algún n ≥ 1. Ver [NaR, Theorem
4.2; Remark 4.4]. En el primer caso, dado que el grupo de graduación universal es un invariante
Grothendieck, tenemos que U(C) es isomorfo a Z2 si n es par y es trivial si n es impar. Pero el
grupo G(C), que también es un invariante Grothendieck, es isomorfo a Z2 × Z2 si n es par y a

Z2 si n es impar, por la Proposición 4.1.2. Entonces, para todo n, los grupos U(C) y Ĝ(C) son no
isomorfos. Así, como consecuencia del Teorema 2.10.2, C no es modular. De manera similar, si C
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es Grothendieck equivalente a Rep D̃2n+1, tenemos que U(C) ≃ Z2 y G(C) ≃ Z4. Por lo tanto, C
tampoco es modular en este caso. Luego, la a�rmación (i) queda demostrada.

Notemos ahora que, por el Lema 4.1.8, la hipótesis C = Cad implica que C es Grothendieck
equivalente a la categoría RepDn, para algún n impar. Entonces (ii) se sigue inmediatamente de
las reglas de fusión de RepDn (para n impar), descriptas en la Proposición 4.1.2. Además, por
(i), el centro de Müger Z2(C) es no trivial. Luego, se deduce de la Observación 4.2.3 que el grupo
G(Z2(C)) es no trivial, puesto que c. d.(Z2(C)) ⊆ {1, 2}. Por lo tanto, G(Z2(C)) = G(C) ≃ Z2, y
queda probada (iii).

Observación 4.2.8. Si C es una categoría de fusión como en el Lema 4.2.7, entonces la hipótesis
C = Cad es lo mismo que decir que C es Grothendieck equivalente a RepDn, para algún n ≥ 1
impar.

Lema 4.2.9. Supongamos que C = Cad. Entonces C está generada por subcategorías de fusión
D1, . . . ,Ds, s ≥ 1, donde cada Di es Grothendieck equivalente a RepDni, con ni un número natural
impar, para todo i = 1, . . . , s.

Demostración. Tenemos que C = C[X1, . . . , Xs], para algunos objetos X1, . . . , Xs simples en C.
Consideramos Di = C[Xi] la subcategoría de fusión generada por Xi, i = 1, . . . , s. Entonces, por el
Lema 4.2.2, las subcategorías adjuntas (D1)ad, . . . , (Ds)ad generan C como categoría de fusión. Así,
basta considerar los objetos simples Xi cuya dimensión de Frobenius-Perron es igual a 2, pues en
caso contrario, FPdimXi = 1 y Xi ⊗X∗

i ≃ 1.

Más aún, iterando la aplicación del Lema 4.2.2, podemos suponer también que el orden del
estabilizador G[Xi] es 2, para todo i = 1, . . . , s. En caso contrario, por la Observación 4.2.3, el
grupo G[Xi] tiene orden 4. Así, Xi ⊗X∗

i ≃
⊕

g∈G[Xi]

g y la subcategoría adjunta (Di)ad es punteada.

Por lo tanto, vamos a considerar G[Xi] = {1, gi}, para todo i = 1, . . . , s. De esta forma, tenemos
una descomposición Xi⊗X∗

i ≃ 1⊕gi⊕X ′
i, donde X

′
i es un objeto simple autodual con dimensión de

Frobenius-Perron igual a 2. Dado que el objeto Xi⊗X∗
i es un generador de la subcategoría (Di)ad,

las reducciones anteriores nos permiten suponer que Di = C[Xi], con Xi un objeto simple autodual
de C tal que FPdimXi = 2, ∀i = 1, . . . , s.

A�rmamos ahora que los Xi's pueden ser elegidos de manera tal que (Di)ad ≃ Di. Como obser-
vamos en la Sección 4.1.2, por [NaR, Theorem 4.2; Remark 4.4], la categoría Di es Grothendieck
equivalente a RepDni o bien a Rep D̃2ni+1, con ni ≥ 1. Entonces, iterando nuevamente la aplicación
del Lema 4.2.2 y utilizando la Observación 4.1.8, podemos concluir que C = C[D1, . . . ,Ds], donde
Dj es una subcategoría de fusión Grothendieck equivalente a RepDnj , con nj un número natural
impar, para todo j = 1, . . . , s. De esta forma, hemos completado la demostración del lema.

4.2.2. Resultados estructurales

Sea C una categoría de fusión débilmente íntegra. Se sigue de [GN, Theorem 3.10] que, o bien
C es íntegra o C es una Z2-extensión de una subcategoría de fusión D. En particular, si C = Cad,
entonces C es necesariamente íntegra.

Lema 4.2.10. Sea C una categoría de fusión y sean X, X ′ objetos simples de C. Entonces las
siguientes a�rmaciones son equivalentes:
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(i) El producto tensorial X∗ ⊗X ′ es simple.

(ii) Para todo objeto simple Y ̸= 1 de C, o bien m(Y,X ⊗X∗) = 0 o m(Y,X ′ ⊗X ′∗) = 0.

En particular, si X∗ ⊗X ′ no es simple, entonces C[X]ad ∩ C[X ′]ad es no trivial.

La equivalencia entre (i) y (ii) fue probada en [BN, Lemma 6.1] para el caso en que C es la
categoría de (co)representaciones de un álgebra de Hopf semisimple. Notar que la prueba loc. cit.
funciona también en este contexto más general.

Demostración. Sea Z = X ⊗ (X ′)∗. Entonces Z es irreducible si y sólo si m(1, Z ⊗ Z∗) = 1. Por
otro lado, escribiendo la Ecuación (2.4) para (X ′)∗ resulta que:

Z ⊗ Z∗ = X ⊗ (X ′)∗ ⊗X ′ ⊗X∗ = X∗ ⊗X ⊕
⊕
Y ̸=1

m(Y,X ′ ⊗ (X ′)∗)X∗ ⊗ Y ⊗X.

De esta forma, m(1, Z ⊗ Z∗) = 1 si y sólo si para todo Y ̸= 1 con m(Y,X ′ ⊗ (X ′)∗) > 0, tenemos
que m(1, X∗ ⊗ Y ⊗X) = 0 o, equivalentemente, m(Y,X ⊗X∗) = 0.

Teorema 4.2.11. Sea C una categoría de fusión trenzada débilmente íntegra tal que FPdimX ≤ 2,
para todo objeto simple X en C. Entonces C es resoluble.

Demostración. La prueba es por inducción en FPdim C. Como mencionamos al comienzo de esta
subsección, si C no es íntegra, entonces es una Z2-extensión de una subcategoría de fusión D. Como
D también satisface las hipótesis del teorema, entonces D es resoluble por hipótesis inductiva. De
esta forma, por el Teorema 2.9.2, C es resoluble. Por lo tanto, vamos a suponer que C es una categoría
de fusión íntegra.

En vista del Lema 4.2.5, podemos suponer que C = Cad. Luego, se sigue del Lema 4.2.9 que,
la categoría de fusión C está generada por subcategorías de fusión D1, . . . ,Ds, s ≥ 1, con Dj

Grothendieck equivalente a RepDnj , donde nj es un número natural impar, ∀j = 1, . . . , s.

Por el Lema 4.2.7, el grupo G(Dj) tiene orden 2, esto es G(Dj) = {1, gj}, ∀j = 1, . . . , s.

A�rmamos que gi = gj , ∀ 1 ≤ i, j ≤ s. En efecto, sea Dj = C[X(j)], con X(j) = X
(j)
1 en la notación

de la Proposición 4.1.6. Así, tenemos que (X(j))⊗2 = 1 ⊕ gj ⊕X
(j)
2 . Fijemos 1 ≤ i, j ≤ s. Como C

no tiene objetos simples de dimensión de Frobenius-Perron 4 entonces, por el Lema 4.2.10, o bien
gi = gj o X

(j)
2 ≃ X

(i)
2 . En el primer caso la a�rmación se cumple inmediatamente. Notemos que, en

el segundo caso, tenemos que {1, gj} = G[X
(j)
2 ] = G[X

(i)
2 ] = {1, gi} y, de esta forma, también vale

que gj = gi. Sea g = gj = gi.

Ahora, por el Lema 4.2.7, el objeto g pertenece al centralizador D′
i, ∀ i = 1, . . . , s. Más aún, como

C está generada por las subcategorías Di, 1 ≤ i ≤ s, entonces g es un objeto transparente de C, es
decir, g ∈ Z2(C). Luego, C es la equivariantización por Z2 de una categoría de fusión trenzada C̃, por
el inciso (ii) del Teorema 4.2.1. En particular, se sigue del Lema 3.4.2 que FPdim C̃ = FPdim C/2 y
c. d.(C̃) ⊆ {1, 2}. Por hipótesis inductiva, C̃ es resoluble. Entonces, como consecuencia del Teorema
2.9.2, C también es resoluble, por ser la equivariantización de una categoría de fusión resoluble por
un grupo resoluble.
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Teorema 4.2.12. Sea C una categoría de fusión trenzada débilmente íntegra tal que FPdimX ≤ 2,
para todo objeto simple X en C. Supongamos además que C = Cad. Entonces C es Morita equivalente
a una categoría de fusión punteada C(A o Z2, ω̃), donde A es un grupo abeliano munido de una
acción de Z2 por automor�smos de grupo, y ω̃ ∈ H3(Ao Z2,k

×) es cierto 3-cociclo en el producto
semidirecto Ao Z2.

Demostración. La hipótesis C = Cad implica que la categoría de fusión C es íntegra. Por lo tanto,
vamos a suponer que el conjunto de dimensiones irreducibles es c. d.(C) = {1, 2}. Así, en vista
del Lema 4.2.9, C está generada por subcategorías de fusión D1, . . . ,Ds, s ≥ 1, donde cada Di es
Grothendieck equivalente a RepDni , con ni es un número natural impar, para todo i = 1, . . . , s. De la
misma forma que en la prueba del Teorema 4.2.11, la hipótesis C = Cad implica que G(Di) = {1, g},
para todo 1 ≤ i ≤ s, y el estabilizador C[g] ≃ RepZ2 es una subcategoría tannakiana del centro de
Müger Z2(C). Luego, se sigue de la Observación 2.6.4 que C ≃ C̃Z2 es la equivariantización por Z2

de una categoría de fusión trenzada C̃.

Como mencionamos en la Sección 2.11, la equivariantización de una categoría de fusión bajo
una acción por automor�smos de grupos da lugar a una sucesión exacta de categorías de fusión. En
nuestra situación tenemos la siguiente sucesión exacta de funtores tensoriales trenzados:

RepZ2 → C F→ C̃. (4.3)

Pero, como además C[g] ⊆ Di, la sucesión (4.3) induce por restricción una nueva sucesión exacta:

RepZ2 → Di → C̃i, (4.4)

para todo i = 1, . . . , s, donde C̃i es la imagen esencial de Di en C̃ bajo el funtor F . De esta forma,
C̃i es una subcategoría de fusión de C̃, para todo i = 1, . . . , s. Más aún, C̃1, . . . , C̃s generan C̃ como
categoría de fusión. Notemos también que c. d.(C̃), c.d.(C̃i) ⊆ {1, 2}, para todo i = 1, . . . , s. Por otro
lado, la exactitud de la sucesión (4.4) implica que 2ni = FPdimDi = 2FPdim C̃i, por la Proposición
2.11.3. Luego, el número natural FPdim C̃i = ni es impar.

Dado que C̃i es una categoría de fusión trenzada íntegra, la dimensión de Frobenius-Perron de
cada objeto simple de C̃i divide a la dimensión de Frobenius-Perron de C̃i, por el Teorema 2.2.8.
De esta forma, como c.d.(C̃i) ⊆ {1, 2} y FPdim C̃i = ni es impar, tenemos que FPdimY = 1,
para todo Y ∈ Irr(C̃i). Esto signi�ca que C̃i es una categoría de fusión trenzada punteada, para
todo i = 1, . . . , s. Entonces C̃ también es punteada, pues C̃1, . . . , C̃s generan C̃ como categoría de
fusión. De esta forma, C̃ ≃ C(A,ω) como categorías de fusión, donde A es un grupo abeliano y
ω ∈ H3(A, k×).

Las acciones de grupos en categorías de fusión punteadas fueron clasi�cadas por Tambara [T]. Se
sigue de [T, Theorem 4.1] que la categoría de fusión C ≃ C̃Z2 es Morita equivalente a una categoría
punteada C(Ao Z2, ω̃), donde Ao Z2 es el producto semidirecto con respecto a la acción inducida
de Z2 en el grupo A de objetos inversibles de C̃, y ω̃ : (Ao Z2)

×3 → k× es cierto 3-cociclo.

Se sabe que una categoría de fusión trenzada nilpotente, que además es íntegra, siempre es de
tipo grupo [DGNO, Theorem 6.10]. A continuación mostraremos que la misma conclusión es válida
en el caso extremo opuesto.

Teorema 4.2.13. Sea C una categoría de fusión trenzada débilmente íntegra tal que FPdimX ≤ 2,
para todo objeto simple X en C. Supongamos que el grupo de graduación universal U(C) de C es
trivial. Entonces C es de tipo grupo.
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Demostración. La prueba es una consecuencia inmediata del Teorema 4.2.12.

Observación 4.2.14. Sea C una categoría de fusión trenzada tal que c. d.(C) = {1, 2}. Supongamos
además que C es nilpotente. Luego, por [DGNO, Theorem 1.1], la categoría de fusión C admite
una decomposición única (a menos de una reordenación de los factores) como producto tensorial
C1� · · ·�Cm, donde cada Ci es una categoría de fusión trenzada con dimensión de Frobenius-Perron
igual a pmi

i , para algunos números primos p1, . . . , pm, distintos dos a dos. De esta forma, tenemos
que Ci es una categoría de fusión trenzada e íntegra, para todo i = 1, . . . ,m, y, se sigue de [ENO2,
Theorem 2.11], que Ci es punteada siempre que pi > 2. Entonces, tenemos una equivalencia de
categorías de fusión trenzadas C ≃ C1 � B, donde B es una categoría de fusión trenzada punteada,
y C1 es una categoría de fusión trenzada cuya dimensión de Frobenius-Perron es 2m y tal que
c. d.(C1) = {1, 2}.
Observación 4.2.15. Notemos que, al ser una categoría de tipo grupo, una categoría de fusión
trenzada C que satisface las hipótesis del Teorema 4.2.13 tiene la propiedad F, esto es, todas las
representaciones asociadas del grupo de trenzas en las potencias tensoriales de objetos de C se
factoriza sobre grupos �nitos. Ver [ERW, Corollary 4.4].

Se conjetura que toda categoría de fusión trenzada débilmente íntegra tiene la propiedad F
[NaR]. Se ha demostrado en [NaR, Corollary 4.3] que dicha conjetura es verdadera para categorías
de fusión trenzadas C con c. d.(C) = {1, 2} tales que todos los objetos de C son autoduales.
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