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Resumen

En la primera parte de esta tesis, probamos algunos resultados estructurales sobre ciertas clases
de categorias de fusién integras y algebras de Hopf semisimples bajo restricciones sobre el conjunto
de sus grados irreducibles. Nos concentramos especialmente en el caso de dimensién impar.

La segunda parte est4 dedicada al caso par. El resultado principal es que una categoria de fusiéon
C débilmente integra cuyos objetos simples tienen dimension de Frobenius-Perron a lo sumo 2 es
resoluble. Més atn, mostramos que una tal categoria de fusion es de tipo grupo en el caso extremo
en que el grupo de graduaciéon universal de C sea trivial.

Palabras claves: categoria de fusion, algebra de Hopf semisimple, grados irreducibles.
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Abstract

In the first part of this thesis, we prove some results on the structure of certain classes of integral
fusion categories and semisimple Hopf algebras under restrictions on the set of its irreducible degrees.
We pay special attention to the odd-dimensional case.

The second part is devoted to the even case. The main result in this part is that a weakly integral
braided fusion category C such that every simple object of C has Frobenius-Perron dimension at
most 2 is solvable. In addition, we show that such a fusion category is group-theoretical in the
extreme case when the universal grading group of C is trivial.

Key words: fusion category, semisimple Hopf algebra, irreducible degrees.
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Introduccion

Generalidades e introducciéon del problema.

Las primeras definiciones formales de algebra de Hopf se remontan a la década del '50 y surgieron
en trabajos de Borel (1953) y Cartier (1965). Este ultimo introdujo en [C] el concepto de hiperdlge-
bra, que en la actualidad conocemos como una bidlgebra coconmutativa, dotada de una estructura
extra que da lugar a una antipoda, siendo inspirado por los trabajos sobre grupos algebraicos de
Dieudonné. Por su parte, en su trabajo [Bo|, Armand Borel denomina algébre de Hopf a un algebra
munida de un coproducto no necesariamente coasociativo, utilizdndolas en el estudio de la homolo-
gia de espacios homogéneos. A principios de los ’60, ambas ramas de investigacién se entremezclan.
Pero fue recién a fines de esta década que la nocién de dlgebra de Hopf se independiza, al publicarse
en el ano 1969 el libro de Sweedler [Sw]. Referimos a [AF] al lector interesado en profundizar en el
origen e historia de esta nocion.

En 1986, Drinfeld introdujo el concepto de grupo cudntico en su conferencia [D], lo cual significo
un punto clave en el desarrollo de la teoria de algebras de Hopf. Estos son una clase particular de las
mismas que pueden ser presentados como deformaciones en un pardmetro de dlgebras universales de
algebras de Lie o de dlgebras de funciones regulares de grupos algebraicos afines. En la misma época,
las dlgebras envolventes cuantizadas Uy(g) (deformaciones por un pardametro ¢ del algebra envolvente
universal asociada a un élgebra de Lie semisimple g de dimension finita) fueron consideradas de
manera independiente por Jimbo [Ji]. Los grupos cuéanticos son de interés, entre otras cosas, pues
codifican naturalmente la simetria de categorias trenzadas; esto es, categorias C que admiten un
producto tensorial asociativo, junto con una transformaciéon natural de conmutatividad ¢ : C @ C —
C®C. Cabe destacar, que en este caso, cy,w : VW — W&V no es necesariamente involutiva, por
lo cual este tipo de categorias aparecen en diversas areas, por ejemplo, relacionadas con la teoria
conforme de campos, invariantes de variedades topologicas de dimension baja, etc.

El problema de clasificacion de las algebras de Hopf ha cobrado considerable impulso en los
iltimos afios. El mismo se ha dividido en dos ramas: dlgebras de Hopf semisimples y no semisimples.
Para el anélisis y comprension de cada una se han desarrollado técnicas bien diferentes. Por ejemplo,
las algebras de Hopf semisimples pueden pensarse como una generalizacién no conmutativa de los
grupos finitos. Por otro lado, dada la amplitud de la familia de algebras de Hopf no semisimple su
estudio se ha profundizado especialmente en una subfamilia propia: las algebras de Hopf punteadas.
En este ultimo caso, a partir de una serie de trabajos de Andruskiewitsch y Schneider, se sabe que
bajo ciertas condiciones, si el corradical es un grupo abeliano, el dlgebra de Hopf es esencialmente una
generalizacion de un grupo cuéntico [AS|. La mayor parte de los resultados de clasificacion conocidos
se refieren a ciertas clases particulares, como por ejemplo (quasi)triangulares [EG|, semisimples o
punteadas.
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Recientemente, la teoria de categorias tensoriales se ha convertido en una herramienta impor-
tante en el estudio de numerosos problemas de matemética y fisica. La relacion entre los grupos
cudnticos con los invariantes de nudos y variedades de baja dimensién, asi como también con la
teoria de subfactores, puede ser explicada adecuadamente usando este tipo de categorias.

Una categoria tensorial sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k es una categoria monoidal,
abeliana k-lineal, rigida, cuyo objeto unidad es simple. Este concepto, introducido por MacLane y
Benabou |Be| en la década de los '60, engloba a las categorias de representaciones de grupos, de
algebras de Lie y, méas generalmente, de dlgebras de Hopf.

En el afio 1990, Drinfeld introduce en [D2] la nocién de cuasi-dlgebra Hopf, que surge de debilitar
la condicion de coasociatividad del coproducto, pero de modo tal que la categoria de representacio-
nes sigue siendo tensorial. Precisamente, una propiedad distintiva de las (cuasi-)algebras de Hopf
de dimension finita es que la categoria de sus representaciones de dimension finita es una categoria
tensorial finita en el sentido de [EO]. Como mencionamos anteriormente, este tipo de categorias
aparecen en distintas areas de la matemdtica y la fisica. Por ejemplo, las adlgebras de Hopf semi-
simples juegan un rol fundamental en la teoria de campos conformes racionales, mientras que las
algebras de Hopf no semisimples se relacionan con las teorias de campos conformes logaritmicos,
ver |Gab|.

Ademss, las categorias de representaciones de dimension finita de (cuasi-)algebras de Hopf de
dimension finita tienen la particularidad de estar munidas de un (cuasi-)funtor de fibra en la catego-
rfa de espacios vectoriales, lo que las distingue en la clase de categorias tensoriales. La implicacién
reciproca también es cierta. Es decir, si una categoria tensorial admite un funtor de fibra (res-
pectivamente, un cuasi funtor de fibra), entonces, utilizando una generalizacion de la teoria de
reconstruccion de Tannaka-Krein para algebras Hopf (respectivamente, cuasi-algebras de Hopf), es
posible construir un &lgebra de Hopf (respectivamente, una cuasi-algebra de Hopf) cuya categoria
de comddulos es tensorialmente equivalente a la categoria tensorial inicial.

Las categorias tensoriales pueden ser, a su vez, divididas en dos tipos: las semisimples y las no
semisimples. Desde luego, el estudio de cada una de estas familias se subdivide en diversos tipos.
Dentro de las categorias tensoriales semisimples, una clase que ha cobrado gran interés es la de las
categorias de fusion. Estas son categorfas tensoriales semisimples que poseen un namero finito de
clases de isomorfismos de objetos simples.

Las categorias de representaciones de dimension finita de cuasi-dlgebras de Hopf semisimples
son exactamente las categorias de fusion integras, es decir, aquellas cuyos objetos simples tienen
dimensién de Frobenius-Perron entera. Esta conexiéon permite que los avances en una de las direc-
ciones se refleje, a su vez, en la otra. Por ejemplo, algunos resultados sobre categorias de fusién han
contribuido al progreso en la caracterizacion de las cuasi-dlgebras de Hopf semisimples, siendo este
el caso de las de dimensién p™, con p un ntimero primo, y el de las de dimensién menor que 60.

Las dimensiones de Frobenius-Perron son un invariante importante, mas generalmente, el anillo
de Grothendieck G(C) de una categoria de fusion C lo es. Muchas propiedades de estas categorias
pueden deducirse a partir del estudio de su anillo de Grothendieck, por ejemplo, basta conocer dicho
anillo para decidir si la categoria es nilpotente |[GN].

También se han generalizado ciertos teoremas clésicos de la teoria de grupos al contexto de las
categorias de fusion. Por ejemplo, Etingof, Nikshych y Ostrik probaron un anélogo al Teorema de
Burnside: si C es una categoria de fusion cuya dimension de Frobenius-Perron es p"¢®, con p y ¢
primos distintos, entonces C es resoluble.
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Por el momento, una clasificacion de las categorias de fusiéon parece estar fuera de alcance. Por
lo tanto, una forma de avanzar en su estudio es buscar nuevos ejemplos y contrucciones, como lo son
las extensiones y equivariantizaciones por un grupo finito. Una estrategia para abordar el problema
de comprender la estructura de este tipo de categorias es centrarse en el estudio de un conjunto maés
reducido de las mismas, es decir imponerle alguna condicién extra. Por ejemplo, en los tultimos anos
se han hecho grandes esfuerzos para entender las categorias modulares de rango pequenio, puesto que
son de gran interés en el area de la computaciéon cuantica. Asimismo se han estudiado las categorias
de fusién "pequenas", en otros sentidos como por ejemplo categorias de fusion con dimension de
Frobenius-Perron baja o con pocas dimensiones de Frobenius-Perron de los objetos simples, entre
otras.

De la misma forma en que el estudio de los médulos ayuda a la comprensién de la estructura de
los anillos, la comprension de las categorias modulo colabora al entendimiento de las categorias de
fusion. En los afios sesenta esta nocién aparecié en los trabajos de Bénabou [Be]. En la actualidad,
debido a los trabajos [O1, 02, EO| de Etingof y Ostrik, nuevamente ha cobrado gran importancia,
tanto en el caso semisimple como en otros mas generales. Las categorias moédulos son una fuente de
informacioén acerca de la categoria tensorial asociada. Por ejemplo, dada la complejidad del proble-
ma de clasificacion de las categorias de fusion, otro enfoque alternativo es el de clasificarlas salvo
Morita equivalencia, nocidén que involucra la existencia de una categoria médulo indescomponible y
categorifica la nocion clasica de Morita equivalencia en el contexto de anillos. Una clase destacada
de categorias de fusiéon es la dada por las de tipo grupo, es decir, aquellas Morita equivalentes a
una categoria de fusiéon punteada. Puesto que las categorias de fusiéon punteadas se conocen en
detalle, demostrar que una cierta categoria es de tipo grupo es uno de los ojetivos para avanzar en
el problema de caracterizacion.

Principales resultados obtenidos.

A lo largo de esta monografia, denotaremos por k un cuerpo algebraicamente cerrado de carac-
teristica 0.

Los principales resultados y conceptos de la tesis estan organizados de la siguiente manera.
En el Capitulo 1 recordamos las diferentes nociones matematicas existentes en la literatura clasica
que seran utilizadas a lo largo de la tesis, con el objetivo de que resulte lo més autocontenida
posible. Especificamente, en la primer parte abordamos ciertas nociones y resultados de la teoria de
grupos finitos, muchos de los cuales motivaron el estudio de los mismos en un contexto més general,
el de las categorias de fusion. A continuacion damos definiciones, ejemplos y resultados basicos
sobre categorias abelianas y tensoriales. En las tltimas secciones nos dedicamos a recordar algunas
nociones y resultados sobre algebras de Hopf, profundizando sobre propiedades de las dlgebras de
Hopf semisimples, las extensiones abelianas y las algebras de Hopf cuasitriangulares. El capitulo
concluye con un breve comentario sobre categorias moédulos.

En el Capitulo 2 se definen las categorias de fusién, que son uno de los objetos de estudio
principales de este trabajo junto con las algebras de Hopf semisimples. Ademads se presentan varios
ejemplos conocidos de este tipo de categorias. En las secciones posteriores se estudian conceptos
fundamentales para los resultados de los capitulos subsiguientes de esta tesis. Por ejemplo, los de
de dimension de Frobenius-Perron, nilpotencia y resolubilidad de categorias de fusion, categorias de
tipo grupo, extensiones y equivariantizaciones de categorias de fusién por un grupo finito, categorias
modulares, entre otros.

El Capitulo 3 contiene los resultados del trabajo [NP|. En el mismo, consideramos el problema
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general de determinar la estructura de una categoria de fusion C a partir del conjunto c.d.(C) de
dimensiones de Frobenius-Perron de los objetos simples de C. Especificamente nos concentramos en
el caso en que c.d.(C) = {1,p}, con p un numero primo. Mostramos varios resultados de estructura
relacionados con las nociones de nilpotencia y resolubilidad de categorias de fusién, introducidas
por Etingof, Gelaki, Nikshych y Ostrik [ENO2]|, [GN]. Los resultados principales del Capitulo 3 se
resumen en el siguiente teorema.

Teorema 3.0.5 Sea C una categoria de fusion sobre k. Entonces tenemos:
(i) Supongamos que C es débilmente de tipo grupo y tiene dimension impar. Entonces C es resoluble.
Sea p un nimero primo.

(i1) Supongamos que C es trenzada y tiene dimension impar. Asumamos ademds que el conjunto de
grados irreducibles satisface ¢.d.(C) C {p™ : m > 0}. Entonces C es resoluble.

(111) Supongamos que c.d.(C) C {1,p}. Entonces C es resoluble en cualquiera de los siguientes casos:
- C es de la forma C(G,w,Zy, ), es decir, es una categoria de fusion de tipo grupo, y el grupo
G(C) tiene orden p.
- C es una categoria casi-grupo.
-C=RepH, con H un dlgebra de Hopf cuasitriangular semisimple y p = 2.

(v) Sea H un dlgebra de Hopf semisimple tal que c.d.(H) C {1,p}. Entonces H* es nilpotente en
cualquiera de los siguientes casos:

- |G(H*)| =p y p divide a |G(H)].
- |G(H*)|=p y H es cuasitriangular.
- H es de tipo (1,p;p,1) como dlgebra.

(v) Sea H un dlgebra de Hopf semisimple tal que c.d.(H) C {1,2}. Entonces: - H es débilmente de
tipo grupo y, mds ain, es de tipo grupo si H = H,q. - El grupo G(H) es resoluble.

(vi) Sea H un dlgebra de Hopf semisimple de tipo (1,p;p,1) como dlgebra. Entonces H es isomorfa
al twisting del dlgebra de grupo kN, donde o bienp =2y N =S3 0p =21 a> 1,y N es el
grupo afin del cuerpo Faa.

Finalmente, en el Capitulo 4 presentamos los resultados del trabajo [NP2]. En este caso, nos fo-
calizamos en el estudio de categorias de fusiéon trenzadas, no necesariamente integras, cuyos objetos
simples tienen dimensiones de Frobenius-Perron a lo sumo 2. En las primeras secciones presenta-
mos ejemplos, que aparecen en la literatura, de categorias con estas propiedades. Los principales
resultados son los siguientes teoremas:

Teorema 4.2.11 Sea C una categoria de fusion trenzada débilmente integra tal que FPdim X <
2, para todo objeto simple X en C. Entonces C es resoluble.

El Teorema 4.2.11 extiende los resultados del Capitulo 3 para algebras de Hopf semisimples
cuasitriangulares. Esto implica, en particular, que toda categoria de fusion trenzada con c.d.(C) =
{1,2} es débilmente de tipo grupo.

Un resultado conocido sobre categorias de fusion trenzadas integras nilpotentes es que siempre
son de tipo grupo [DGNO, Theorem 6.10|. La misma conclusion es vélida en el caso extremo opuesto
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donde las dimensiones de Frobenius-Perron de los objetos simples son a lo sumo 2.

Teorema Sea C una categoria de fusion trenzada débilmente integra tal que FPdim X < 2, para
todo objeto simple X en C. Supongamos que C es igual a su subcategoria adjunta Caq, es decir, la
graduacion universal U(C) de C es trivial. Entonces C es de tipo grupo.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentaremos las definiciones y ejemplos basicos sobre categorias abelianas,
algebras de Hopf y la teoria de grupos finitos, que serdn esenciales a lo largo de este trabajo.

También recordaremos definiciones y nociones sobre categorias tensoriales. En capitulos poste-
riores nos adentraremos en el estudio de una clase particular de este tipo de categorias, para lo cual
serd importante este estudio previo de las mismas. La bibliografia recomendada para este tema es
[BaKi, EGNO, Kas, McL|.

Las referencias principales para la teoria de algebras de Hopf son [Kas, Mo, Sch, Sw]|, para la
teoria general de categorias [McL, F]|, y para la teoria de grupos finitos [I, Ro].

Denotaremos por k al cuerpo de base con el cual trabajaremos.

1.1. Nociones de la teoria de grupos finitos

Sea G un grupo. Consideramos los subgrupos de G definidos recursivamente de la siguiente
forma:

Zy=A{e}, Zipy1={xeG:|x,y|l € Z;,Vye G}, Vi>D0,
donde por [z,y]| denotamos al conmutador entre los elementos z e y de G.

Notemos que Z; < G vy, para cada i, el grupo Z;11/Z; se identifica con el centro Z(G/Z;) de
G/Z;. En particular, Z; es el centro Z(G) de G.

La sucesion (ascendente) de estos subgrupos: {e} = Zp <921 <--- <9 Z; <... es la serie central
ascendente del grupo G.

De manera similar, podemos definir la serie central descendente del grupo G como la sucesion
descendente de subgrupos:
4G 414G 4Gy =G

donde cada G;y1 = [Gi, G|, es decir, el subgrupo de G generado por todos los conmutadores [z, y],
con x € Gy, y € G.

Definicion 1.1.1. Un grupo G se dice nilpotente si su serie central descendente converge al subgrupo
trivial, es decir, si existe n € Z tal que G,, = {e}. Equivalentemente, G es nilpotente si existe n € Z

1
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tal que Z, = G.

Un grupo nilpotente G tiene clase de nilpotencia n si la longitud de su serie central ascendente
(o descendente) es n, o sea, es el minimo entero para el cual Z,, = G (respectivamente G,, = {e}).

Todo grupo abeliano es nilpotente. También se puede ver que, dado un nimero primo p, todos
los p-grupos finitos (es decir, los grupos de orden igual a una potencia de p) son nilpotentes. Ademaés,
se sabe que todo grupo finito nilpotente es el producto directo de p-grupos. Mdas atn, un grupo finito
(G es nilpotente si y sblo si es el producto directo de sus subgrupos de Sylow.

El subgrupo de Frattini de G esta definido como la interseccion de todos los subgrupos maxi-
males de G y serd denotado Frat(G). A continuacion enunciamos sin demostracion un resultado de
Wielandt y uno de Hall que involucran al subgrupo de Frattini de G.

Teorema 1.1.2. (Wielandt.) Sea G un grupo finito. Entonces G es nilpotente si y sélo si G' =
(G, G] < Frat(G).

Demostracion. Ver [Ro, Theorem 5.2.16]. O

Teorema 1.1.3. (Hall.) Sea p un nimero primo y G un grupo de orden p". Supongamos que el
subgrupo de Frattini Frat(G) tiene indice p". Entonces el orden de Cawc(G/Frat(G)) divide a
pm=" 4 el orden del grupo Aut G de automorfismos de G divide al niimero np™ ") donde n es
el orden del grupo GL(r,p).

Demostracion. Ver [Ro, Theorem 5.3.3]. O

El subgrupo de Fitting de G, al cual denotaremos Fit(G), es el tnico subgrupo nilpotente normal
maximal de G.

Dados X un subconjunto no vacio del grupo G y g un elemento de dicho grupo, el conjugado de
X por g es el subconjunto

X9=g'Xg={g'zg:2 € G}

Definicion 1.1.4. Diremos que el grupo G es un grupo de Frobenius con complemento de Frobenius
H < Gsi H(HY = {e} siempre que g ¢ H.

Teorema 1.1.5. (Teorema de Frobenius.) Sea G un grupo de Frobenius con complemento H. En-
tonces N = G\ (e (H \ {e})” es un subgrupo normal en G tal que HN = G y H(\N = {e}.

Demostracion. Ver [Ro, Theorem 8.5.5]. O

Observacion 1.1.6. El subgrupo normal N del Teorema 1.1.5 es el nicleo de Frobenius de G. Ade-
més,por un resultado de Thompson, N es un grupo nilpotente (ver por ejemplo, [Ro, Theorem
10.5.6], [I, Theorem (7.2)]). Mas ain, el nacleo de Frobenius de G es unico y es igual al subgrupo
de Fitting Fit(G) de G [Ro, Exercise 10.5.8].

Otro concepto relevante es el de serie derivada del grupo G. Esta es la sucesiéon normal descen-
dente G = GO > GV >G> | ., donde G = [G(ifl), G(ifl)] para todo i > 1.
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Definicién 1.1.7. Un grupo se dice resoluble si su serie derivada converge al subgrupo trivial.

Si G es un grupo resoluble, el menor entero n para el cual G = {e} es llamado la longitud
derivada de G.

Todo grupo abeliano es resoluble. Mas atn, si un grupo G es nilpotente entonces también
es resoluble. Ademads, toda extensién de grupos finitos resolubles es resoluble. Explicitamente, si
1—- H — G — K — 1 es una sucesion exacta entonces el grupo G es resoluble si y solo si H y
K son resolubles. Por lo tanto, el producto semidirecto (y, en particular, el producto directo) de
grupos resolubles es resoluble.

Definicion 1.1.8. Una factorizacion exacta de un grupo G es un par de subgrupos I', F' de G tal
que el mapa de multiplicacién induce una biyeccion m : F' x I' = G.

Asociadas a una factorizacion exacta de un grupo G tenemos una acciéon a derecha <: ' x F' — I’
y una acciéon a izquierda >: I' x F' — F', definidas por sz = (s > z)(s < z), para todo s € I', x € F.
Estas acciones cumplen las siguientes condiciones de compatibilidad:

(i) s>ay=(s>az)((s<z)>y),

(i) stz =(s<(t>x))(t<x),

paratodo s,t €', z,y € F. Sesigueque s>1=1yl<ax =1 paratodosel',z e F.

El conjunto (', F, <1, >) de estos grupos y acciones compatibles es denominado un matched pair
de grupos. Reciprocamente, dado un matched pair de grupos F', I', podemos encontrar un grupo G
y una factorizacion exacta G = FT.

Sea (I', F') un matched pair de grupos. Denotaremos por F 1T a la tnica estructura de grupo
en el conjunto F' x I" con unidad (1,1) tal que:

(z,8)(y, 1) = (z(s > y), (s QY)t),

para todo z, y € F, s, t € I'. Este grupo es llamado el producto bicruzado de F' y I'. Méas atn,
los grupos F'y I pueden indentificarse, respectivamente, con los subgrupos F' x {1} y {1} x I" de
F T y todo elemento (z,s) de F' 1T se escribe de manera tnica como producto de un elemento
de F' x {1} y un elemento de {1} x I" de la siguiente forma

(z,s) = (x,1)(1, s).

Reciprocamente, sean G un grupo y F' y I' una factorizacion exacta de G, es decir, subgrupos de
G para los cuales el mapa de multiplicacion induce una biyecciéon m : F' x I' — G. Entonces el par
(', F) es un matched pair de grupos, y la biyeccion anterior induce un isomorfismo de grupos del
producto bicruzado F >1I" en G. Ver [Kas, Proposition I1X.1.2].

Un punto de interés sobre las factorizaciones exactas G = FI' de grupos es que, muchas veces,
se pueden obtener resultados importantes sobre la estructura de GG imponiendo condiciones a los
grupos F' y I'. El siguiente teorema debido a Wielandt es un ejemplo de esto.

Teorema 1.1.9. Si I' y F son grupos nilpotentes entonces el grupo G = F 1" es resoluble.
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Demostracion. Ver [W]. O

A continuacién enunciamos, sin demostracion, dos resultados clisicos muy importantes, debidos
a Burnside y a Feit y Thompson, que determinan la resolubilidad de ciertos grupos en términos de
su orden.

Teorema 1.1.10. (Teorema de Burnside.) Si G es un grupo finito de orden p?q®, con p y q primos
distintos y a,b € Z>o, entonces G es resoluble.

Teorema 1.1.11. (Teorema de Feit-Thompson.) Todo grupo finito de orden impar es resoluble.

Demostracion. Ver [FT]. O

1.1.1. Grados irreducibles de un grupo finito

Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita sobre k y sea p : G — GL(V') una representacion
del grupo G en V. El caracter asociado a la representacion p es la funciéon x, : G — k dada por
Xp(9) = Tr(p(g)), donde Tr es la funcion traza en GL(V). Un caracter x, se dice irreducible si la
representacion asociada p es irreducible. Cuando G sea un grupo finito denotaremos por G al grupo
de caracteres de G.

Definicion 1.1.12. El grado del caracter x, es el valor x,(e) de dicho carater en e, o sea, es igual
al grado deg p de la representaciéon asociada.

Siguiendo la notacién de Isaacs [I, Chapter 12], llamaremos c. d.(G) al conjunto de grados de los
caracteres irreducibles del grupo G, es decir

c.d.(G) = {x(e) : x caracter irreducible de G}.

En lo que resta de esta subseccién consideraremos que el cuerpo de base k es algebraicamente
cerrado y de caracteristica O.

Muchas veces, imponer restricciones en el conjunto c.d.(G) da informacion sustancial sobre la
estructura del grupo G. Algunos resultados que ejemplifican esta situacion se presentan a continua-
cion.

Teorema 1.1.13. Sea c.d.(G) = {1,m}. Al menos una de las siguientes afirmaciones es verdadera:

1. G tiene un subgrupo normal abeliano de indice m,

2. el numero natural m es igual a p* para algin primo p. Ademds G es el producto directo de un
p-grupo y un grupo abeliano.

Demostracion. Ver |I, Theorem 12.5]. O

Para el caso en que m es primo se tienen resultados mas especificos.

Teorema 1.1.14. Sean G es un grupo no abeliano y p un nimero primo. Entonces c.d.(G) = {1, p}
sty solo si alguna de las siguientes afirmaciones se cumple:
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1. G tiene un subgrupo normal abeliano A de indice p,

2. El centro Z(G) de G tiene indice p> en G.

Demostracion. Ver [I, Theorem 12.11]. O
Teorema 1.1.15. Si |c.d.(G)| = 3 entonces G es resoluble y su longitud derivada es menor o igual
a3.

Demostracion. Ver [I, Theorem 12.15]. O

Corolario 1.1.16. Si |c.d.(G)| < 3 entonces G es resoluble.

1.2. Categorias abelianas

En esta tesis nos centraremos en el estudio de categorias tales que la clase de objetos es un
conjunto, es decir categorias pequenas.

Definicion 1.2.1. Una categoria C se dice aditiva sobre k si satisface las siguientes condiciones:

(i) Los conjuntos de morfismos Hom¢ (X,Y) = More(X,Y') son espacios vectoriales sobre k y las
composiciones

Home(Y, Z) x Home(X,Y) — Home (X, Z),  (¢,¢) > oo
son k-bilineales para todo X, Y, Z € C.

(ii) Existe un objeto cero 0 € C tal que Hom¢(X,0) = Home(0, X) = 0 es el espacio vectorial
cero, para todo X € C.

(iii) Existen sumas directas finitas en C.

Una categoria aditiva sobre k es abeliana k-lineal, si las siguientes condiciones se satisfacen:

(iv) Todo morfismo ¢ € Home(X,Y) tiene un nicleo Ker¢ € More y un contcleo Coker ¢ €
Mor¢. Todo morfismo es una composiciéon de un epimorfismo seguido de un monomorfismo.

Si Ker ¢ = 0, entonces ¢ = Ker(Coker ¢); si Coker ¢ = 0, entonces ¢ = Coker(Ker ¢).

En este trabajo, todos los funtores entre categorias aditivas k-lineales considerados seran aditivos
k-lineales. Asimismo, las transformaciones naturales seran transformaciones naturales k-lineales.
Recordemos que un funtor F' : C — D entre categorias aditivas (k-lineales) es aditivo (k-lineal)
si, para todo XY € C, la funcién inducida Fyy : Home(X,Y) — Homp(F(X), F(Y)) dada por
f — F(f) es un homomorfismo de grupos (es k-lineal). Diremos que un funtor ' : C — D entre
categorias abelianas es una inmersidn si es un funtor fiel y pleno, es decir, si, para todo X,Y € C,
la funcién inducida Fxy : Home(X,Y) — Homp(F(X), F(Y)) dada por f — F(f) es inyectiva y
sobreyectiva, respectivamente.

El Teorema de Freyd-Mitchell establece que toda categoria abeliana puede caracterizarse como
una subcategoria plena de la categoria de moédulos a izquierda sobre un anillo, la cual es cerrada
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bajo suma directas, niicleos, conticleos e imagenes de morfismos. Esto nos permite visualizar los
principales conceptos de la teoria de categorias abelianas en términos de la teoria clasica de médulos
sobre anillos.

Ejemplo 1.2.2. Sea G un grupo. La categoria Rep G de representaciones de G en k es una categoria
abeliana k-lineal, como asi también lo es la categoria Rep G de representaciones de dimension finita
de G en k.

Ejemplo 1.2.3. Sea A una k-algebra asociativa unitaria. La categoria A-Mod (Mod-A) de A-
modulos a izquierda (a derecha) es una categoria abeliana k-lineal. También, su subcategoria A-mod
(mod-A) de A-modulos a izquierda (a derecha) de dimension finita es abeliana k-lineal.

Ejemplo 1.2.4. Sea C una k-coalgebra coasociativa counitaria. La categoria C-Comod (Comod-C)
de C-comodulos a izquierda (a derecha) es una categoria abeliana k-lineal. También, su subcategoria
C-comod (comod-C') de C-modulos a izquierda (a derecha) de dimension finita es abeliana k-lineal.

En esta monografia siempre consideraremos k-(co)élgebras (co)asociativas (co)unitarias.

Definicion 1.2.5. Un objeto X de una categoria abeliana C es llamado simple si todo monomor-
fismo Y — X en C es cero o es un isomorfismo. Si todo objeto en C es suma directa de simples, la
categoria C se dice semisimple.

Un objeto X en una categoria abeliana k-lineal C es llamado escalar si Ende(X) = k. Todo
objeto escalar es simple y, cuando k es un cuerpo algebraicamente cerrado, vale la reciproca, es
decir todo objeto simple es escalar.

Consideramos X, Y objetos de C. El objeto Y se dice un subobjeto de X, si existe un monomor-
fismo Z — X, tal que Z es isomorfo a Y. De la misma forma, si existe un epimorfismo X — Z, tal
que Z es isomorfo a Y, el objeto Y es un cociente de X. Si Y es un cociente de un subobjeto de X
diremos que Y es un subcociente de X.

Dadas C, D dos categorias abelianas, la categoria de funtores aditivos y exactos de C a D sera
denotada F(C, D), siendo los morfismos en la misma las transformaciones naturales k-lineales entre
funtores. En el caso en que C y D coincidan usaremos la notacion End(C).

1.3. Categorias monoidales

Definiciéon 1.3.1. Una categoria monoidal es una coleccion (C,®,a,1,l,7), donde C es una cate-
goria, 1 es un objeto de C, llamado objeto unidad, ® : C x C — C es un funtor, llamado producto
tensorial, axyz : (XQY)®Z - X@Y®Z), rx : X®1 = X, Ix : 1® X — X son isomorfismos
naturales, para X, Y, Z € C, tales que los siguientes diagramas conmutan:

AXQY,Z,W AX\Y,ZQW

(XeY)eZ)oW (X®Y)(ZoW) XY o(ZoW))

ax,y,z®idw idx Qay,z,w

XoYeZ)oW

Xo((YeZ)oW)

OXYQZ,W
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rx ®idy

(X®1)®Y Xov

ax1y idx ®ly

X®(1eY)

Estos diagramas reciben los nombres de identidad del pentigono e identidad del triangulo, respecti-
vamente.

Sean (C,®,a,1,l,7) y (C',&",d’,1',l',r") dos categorias monoidales. Un funtor monoidal entre
dichas categorias es una terna (F,J,u), donde F' : C — C’ es un funtor, v : F(1) — 1’ es un
isomorfismo, y J : ® o (F x F) — F o ® es un isomorfismo natural, tales que los siguientes
diagramas conmutan

a/
F(X),F(Y),F(2)

Y))®' F(Z) FX)®' (F(Y)®' F(2))

(F(X)® F

—

Jx,y®'idp(z) lidF(X) ®'Jy.z
FX®Y)Q F(Z) FX)® F(Y® Z)
lJX,Y®Z

F(X®(Y®Z),

~—

-

Ixev,z

F(XeY)®2)

F(ax,y,z)
J
F(1® X) " - F(1) @ F(X)
F(lx)i iu@lidF(X)
P(X) 1 F(X),
F(X)
J
F(X®1) 2L F(X) @ F(1)
F(TX)\L \LidF(X) ®'u
F(X) , PX) &' 1,
TF(X)

para todos los objetos X,Y, Z de C.

Un funtor monoidal (F,J,u) es una equivalencia de categorias monoidales si F' es una equiva-
lencia de categorias.

Diremos que la categoria monoidal (C,®,a,1,l,7) es estricta si los isomorfismos naturales de
asociatividad y unidad, a, [ y r, son identidades.

Observacion 1.3.2. Laidentidad del Pentagono establece que las diferentes posibles formas de asociar
el producto tensorial de 4 objetos en una categoria monoidal C dan el mismo resultado. Inductiva-
mente, esto implica, que todas las posibles maneras de asociar el producto de un nimero (finito)
cualquiera de objetos de C dan el mismo resultado.
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Toda categoria monoidal C es equivalente a una subcategoria monoidal plena de una categoria
monoidal estricta. Este resultado se conoce como el Teorema de Coherencia de Maclane y permite
dar demostraciones de propiedades generales restringiéndose a considerar el caso estricto.

Una categoria monoidal abeliana es una categoria monoidal, cuya categoria subyacente es abe-
liana y el producto tensorial es un funtor biaditivo. Si ademaés el producto tensorial es exacto, la
categoria monoidal se suele llamar monoidal abeliana exacta.

Hay muchos ejemplos de categorias monoidales, presentaremos algunos a continuacion.

Ejemplo 1.3.3. La categoria Sets de conjuntos es una categoria monoidal. El producto tensorial
es el producto cartesiano y el objeto unidad es el conjunto de un elemento. Los mosfismos de
asociatividad y unidad son los obvios. Esto también vale para la subcategoria Sets de conjuntos
finitos.

Este ejemplo puede generalizarse al considerar la categoria de conjuntos con alguna estructura
extra, como por ejemplo grupos, espacios topoldgicos, entre otras.

Ejemplo 1.3.4. La categoria Vec de espacios vectoriales sobre k es una categoria monoidal, con
® = ®k, 1 = k, y los morfismos a, [ y r son los isomorfismos usuales de espacios vectoriales. Lo
mismo es cierto para la subcategoria Vec de espacios vectoriales de dimensién finita sobre k.

Maés adn, si reemplazamos al cuerpo k por un anillo unitario conmutativo R, vemos entonces
que las categorias de R-moddulos y de R-mddulos de dimension finita son monoidales.

Ejemplo 1.3.5. Sea GG un grupo. La categoria Rep G de representaciones de G sobre el cuerpo k es
una categoria monoidal con la estructura que detallaremos a continuacién. Dada una representacién
V', denotaremos por py : G — GL(V) al mapa correspondiente. Entonces, el producto tensorial de
dos representaciones py : G — GL(V) y pw : G — GL(W) es la representacion en VW = Ve W
definida por la formula pyew (9) = pv(9) ® pw(g), es decir, la representacion diagonal. La unidad
es 1 = k, la representacion trivial. De la misma manera, la subcategoria Rep G de representaciones
de dimensioén finita del grupo G sobre k es monoidal.

Ejemplo 1.3.6. Denotaremos por C(G) la categoria de k-espacios vectoriales G-graduados, es
decir, los objetos de la categoria son espacios vectoriales V' con una descomposicion V = @geaVy,
y los morfismos son las transformaciones lineales que respetan la graduacion.

Podemos definir el producto tensorial en esta categoria de la siguiente forma: (V ® W), =
©reqVe ® Wy—14, y al objeto unidad por 1o = k y 1, = 0 si g # e. Asf, si consideramos a, [ y r
en la manera obvia (como los isomorfismos de asociatividad y unidad de espacios vectoriales), la
categoria C(G) es monoidal.

Similarmente, podemos definir una estructura monoidal en la categoria C(G) de k-espacios vec-
toriales de dimension finita G-graduados.

En la categoria C(G) tenemos ciertos objetos distinguidos d, (9 € G) que son simples, no
isomorfos dos a dos, y estan definidos por (6g), =k si . =gy (dg)z = 0 si x # g, 0 sea, d, es un
espacio vectorial unidimensional concentrado en grado g. Para estos objetos, la formula del producto
tensorial se reduce a dg ® 6y, = dg. Su importancia radica en que cualquier objeto de C(G) puede
escribirse como una suma directa de los (d4)4e con multiplicidades enteras no negativas.

Ejemplo 1.3.7. Ahora daremos una generalizacién del ejemplo anterior en la cual mostraremos
que el isomorfismo de asociatividad no siempre es el trivial.
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Sean G un grupo y w : G X G Xx G — k™ un 3-cociclo en G. Definimos la categoria monoidal
C(G,w) de la siguiente forma. Como categoria abeliana C(G,w) es igual a C(G), y tanto el producto
vectorial como el objeto unidad se definen de la misma forma. El cambio reside en el isomorfismo
de asociatividad. En este caso, el isomorfismo a* esta definido por la siguiente férmula:

agyw(u@v)@w) =w(g, f,h)u@@ew): (U V)W U (VeW),

para elementos homogéneos u € Uy, v € Vi, w € Wi, de U, V, W € C, respectivamente.

Notar que C(G, 1) coincide con la categoria C(G) del ejemplo anterior.

Ejemplo 1.3.8. Dada una categoria C, la categoria End(C) de todos los endofuntores de C es una
categoria monoidal estricta, donde el producto tensorial estd dado por la composicién de funtores.
Si C es una categorfa abeliana, la categoria End(C) también lo es.

1.4. Dualidad en categorias monoidales

Definicion 1.4.1. Sean C una categoria monoidal y V' un objeto en C. Un dual a derecha de V es
una terna (V*, evy,coevy), donde V* € C,yevy : V*®@V — 1, coevy : 1 — V ®V* son morfismos
(lamados evaluacion y coevaluacion) tales que las siguientes composiciones son la identidad de V'
y de V*, respectivamente:

VeleV 2o oy gy yevrgy) 2V EW _yg1ay,
i a_i * ev i *
V*zV*®1MV*®(V®V*)M(V*®V)®V* v ®@idy 1@V ~ V*,

Analogamente, un dual a izquierda de V' en la categoria monoidal C es una terna ( *V, ev,, coevy,),
donde *V €C,yevy : V® *V =1, coevi, : 1 = *V ®V son morfismos tales que las siguientes
composiciones son la identidad de V' y de V*, respectivamente:
—1

idy ® coevy, Ay xyy evi, ®@idy

VoVl — "V ye(VeV) " ie V) eV) —— " 1oV ~V,

coev, @id «y id xy ®@evi,

V1@tV (*VeoV)e VI Y e (Ve *V) Vel V.

Una categoria monoidal se dice rigida si todo objeto admite un dual a izquierda y un dual a
derecha.

Notemos que al cambiar el orden del producto tensorial se transforman duales a derecha en duales
a izquierda. Es por esto que las propiedades sobre duales a derecha se corresponden naturalmente
con propiedades sobre duales a izquierda.

Si V' € C tiene dual a derecha (respectivamente, a izquierda), entonces éste es tnico salvo un
isomorfismo canénico.
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Sean V' y W objetos de C que tienen duales a derecha V* y W*, respectivamente. Si f : V — W
es un morfismo, definimos el dual a derecha f*: W* — V* de f como la composicion:

X coevy

-1
Ayy* v, v*
) ———(

W*a(VeV* WreV)ey* Lws NSy g o gy S Bdve

Si existen duales a izquierda de V' y W, el dual a izquierda *f: *W — *V de f se define como
una composicion similar a la anterior.

De esta forma, si C es rigida, se tienen asi dos equivalencias de categorias C — CP? : V — V* y
V= *V.

Ejemplo 1.4.2. La categoria Rep G de representaciones de dimension finita de G sobre k es rigida.
De hecho, el dual de la representacion (V,py) es la representacion (V*, py+), donde py« es la
representaciéon contragradiente, es decir, py«(g) = (pv(¢74))*, g € G.

Ejemplo 1.4.3. La categoria C(G) de k-espacios vectoriales de dimension finita G-graduados es
rigida definiendo (d4)* = d,-1 para todo g € G. Lo mismo sucede para la categoria C(G,w), que
generaliza este ejemplo.

Observacion 1.4.4. Sean C, D categorias monoidales. Supongamos que (F,J) : C — D es un funtor
monoidal con los correspondientes isomorfismos u : F(1) — 1. Si X es un objeto en C con dual a
derecha X* entonces F'(X*) es un dual a derecha de F'(X) con evaluacion y coevaluacion dadas por
" ‘]X,X* * F(CVX)
evpx)  F(XT) @ F(X) —— F(X"® X) ——

—1

F(X @ X*) 25 pX) @ F(X).

F(1) =1,

F(coevx)

coevpxy: 1= F(1)
Se tiene un resultado analogo para duales a izquierda.

Lema 1.4.5. Dada una categoria monoidal rigida C se tienen las adjunciones

¢ : Home(U @ V, W) — Home (U, W @ V),
¥ : Home (U, V @ W) — Home(V* @ U, W),

definidas por las formulas ¢(f) = (f ®idy+)(idy @ coevy ), ¥(f) = (evy ®idw )(idy+ ®f), respecti-

vamente.

Si C es un categoria monoidal rigida diremos que un objeto V' en C es inversible si los morfis-
mos evaluacion y coevaluacion, evy : VF*® V — 1 y coevy : 1 — V ® V* respectivamente, son
isomorfismos. Por ejemplo, en la categoria C(G,w) los objetos inversibles son los objetos dq, g € G.

Si V' € C es un objeto inversible entonces V* =2 *V y su dual V'* es inversible. Ademés, si W € C
es otro objeto inversible, el producto tensorial V' ® W es inversible.

1.5. Categorias tensoriales: definiciones y ejemplos

Definicion 1.5.1. Una categoria k-lineal abeliana pequenia C se dice localmente finita si todo
objeto de C es de longitud finita y los espacios de morfismos Home(X,Y') son espacios vectoriales
de dimension finita, para todo X, Y € C.
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Una categoria tensorial [EGNO| es una categoria monoidal rigida, localmente finita, tal que el
bifuntor ® es bilineal en los morfismos y el objeto unidad 1 es simple (y, por lo tanto, End(1) = k
cuando el cuerpo de base k es algebraicamente cerrado).

Algunos ejemplos de categorias tensoriales son los siguientes:
Ejemplo 1.5.2. 1. La categoria Vec de k-espacios vectoriales de dimensién finita.
2. La categoria Rep G de representaciones de dimensién finita del grupo G sobre k.
3. La categoria C(G) de k-espacios vectoriales de dimension finita graduados por el grupo G.

4. La categoria C(G,w) de k-espacios vectoriales de dimensién finita graduados por el grupo G
con asociatividad determinada por un 3-cociclo w.

Definicion 1.5.3. Sean C, D dos categorias tensoriales y ' : C — D un funtor fiel y exacto. Diremos
que F es un funtor cuasi-tensorial si F(1¢) = 1p, y ademas esta munido de un isomorfismo funtorial
J:®@po(FxF)— Fo®c.

Un funtor cuasi-tensorial (F,J) es un funtor tensorial si J es una estructura monoidal, es decir,
si J satisface (1.3.1).

Definicién 1.5.4. Sea C una categoria tensorial. Un funtor cuasi-tensorial ' de C en la categoria
Vec de espacios vectoriales de dimension finita es un funtor de cuasi-fibra. Si ademés F' es un funtor
tensorial, entonces diremos que F' es un funtor de fibra.

Ejemplo 1.5.5. Sean G un grupo y w € H?(G,k*). El funtor de olvido C(G) — Vec es un funtor
de fibra, mientras que el funtor de olvido C(G,w) — Vec es un funtor de cuasi-fibra (donde podemos
elegir J arbitrariamente). Este ultimo es un funtor de fibra si y sélo si w es cohomologicamente
trivial.

1.5.1. El anillo de Grothendieck de C

Sea C una categoria abeliana localmente finita sobre k. Dados X, Y € C, Y un objeto simple,
denotaremos por [X : Y] la multiplicidad de Y en la serie de composicién de Jordan-Holder de X.

El grupo de Grothendieck G(C) es el grupo abeliano libre generado por las clases de isomorfismo
X;, 1 € 1, de objetos simples en C. A cada objeto X de C le podemos asociar canonicamente su clase
[X] en G(C) dada por la formula [X] = >, ;[X : X;]X;. Claramente, si 0 - X - Y — Z = 0
entonces [Y] = [X] + [Z].

Cuando no haya lugar a confusion escribiremos X en lugar de [X], haciendo un abuso de la
notacion.

Si C es una categoria tensorial rigida, entonces el grupo de Grothendieck de C tiene estructura
de anillo. De hecho, podemos considerar el siguiente producto asociativo [X][Y] = [X ® Y] para X,
Y € C, y el elemento identidad 1 = [1]. Llamaremos a este anillo G(C) el anillo de Grothendieck de
C, el cual estd munido de una involucion * : G(C) — G(C), dada por [X]* = [X*].

Sean C, D categorias tensoriales y F' : C — D un funtor cuasi-tensorial. Entonces F' induce un
homomorfismo de anillos unitarios [F] : G(C) — G(D), al cual denotaremos simplemente F' cuando
el contexto no de lugar a confusion.
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1.6. Categorias trenzadas y el centro de Drinfeld

Definicion 1.6.1. Diremos que una categoria monoidal C es trenzada si estd munida de un isomor-
fismo natural (denominado trenza), oyy : UV — VU, que satisface las identidades hexagonales,
es decir, los siguientes diagramas son conmutativos

UeaV)eW —"Y _UvgVeWw) —"" . VeW)aU
oy,v®idw ay,w,U
(VeolU)oW PTVAORTE VeUeoW) rrv— Ve (WeU),
a;t o
Uo(VeoW)—" s UeV)oW —Y . We UaV)
idyy Rov,w a‘;/',U,V
Ue(WeV)—-; UeW)eV — (WeU)aV,
ayw,v ou,w @idy

para todo U, V, W € C. Si ademas la trenza cumple que oy yoyy = idygy para todo U, V € C
(es decir, o es involutiva) entonces la categoria C es simétrica.

/

Un funtor F' : C — C’ monoidal entre las categorias trenzadas (C,0) y (C’,0’) se dice trenzado

si el siguiente diagrama es conmutativo:

TEW),F(V)

FU)QF(V)————F(V)® F(U)
Ju,v Jv,u

FU®V)

F(VaU),

F(ou,v)

para todo U, V € C.

A continuacién presentaremos la definicion del centro de una categoria. A toda categoria mo-
noidal C es posible asociarle una categoria monoidal tranzada Z(C). Esta contruccion es debida
a Drinfeld, es por esto que llamaremos a Z(C) el centro de Drinfeld de la categoria C. Ver [Kas,
Seccion XII1.4].

Definiciéon 1.6.2. Sea (C,®,a,1,l,7) una categoria monoidal. El centro de Drinfeld Z(C) de C
es la categoria cuyos objetos son pares ordenados (V,c_ y), formados por un objeto V € C, y un
isomorfismo natural c_y : e ® V — V ® e con la propiedad de que

cxey,Vv = avxy(cxy ® idY)a;(}wy(idX Qcy,v)ax,y,v,
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para todo X, Y € C.

Un morfismo f: (V,c—y) = (W,c_w) en Z(C) es un morfismo f: V — W en C que satisface

Xov 2% vex
idx®fl J{f@idx
XQW — WX,

exw
para todo X € C.
Teorema 1.6.3. El centro de Drinfeld Z(C) de la categoria monoidal (C,®,a, 1,1,1) es una cate-

goria monoidal trenzada, con la siguiente estructura:

1. El producto tensorial estd definido por (V,c—yv) @ (W,c—w) = (V@ W,c_ vew), siendo
c_vew 9@ (VW) — (VeoW)® e el isomorfismo natural dado por:

exvew = ayy x (idv @cxw)av.xw(ex,y © idw)ax
para cada objeto X € C;
2. El objeto unidad es (1,17 'r);
3. La trenza estd definida como cyw @ (V,c—y) @ (W,e—w) = (Woe—w) @ (Ve y).

Ademds, existe un funtor monoidal F : Z(C) — C dado por F(V,c_y)=1V.

1.7. Algebras de Hopf

En esta seccién recordaremos algunos ejemplos y conceptos bésicos de la teoria de algebras de
Hopf.

Definicién 1.7.1. Sea C' una coéalgebra.

(¢) Siun elemento ¢ € C'\ {0} cumple que A(c) = ¢ ® c entonces diremos que ¢ es de tipo grupo.
Denotaremos por G(C') al conjunto de elementos de tipo grupo de C.

(i7) Sean a, b € G(C). Diremos que un elemento ¢ € C'es (a, b)-casi primitivo si A(c) = aQc+c®b.
Denotaremos al conjunto de todos los elementos (a, b)-casi primitivos por Py .

Se tiene que k(a —b) € Py p. Un elemento casi-primitivo ¢ € C'es trivial si ¢ € E[G(C)].

Una coéalgebra C se dice simple si no posee subcodlgebras propias y se dice cosemisimple si es
suma directa de subcodlgebras simples.

Para facilitar el trabajo con coalgebras usaremos la notacion sigma de Sweedler: si ¢ es un
elemento de una coélgebra (C, A, ¢), denotaremos al elemento A(c) = > . a; ®b; € C ® C de la
siguiente forma:

Ac) =1 ® ca.

Observemos que 1 € G(B). Luego, los elementos primitivos son los elementos casi-primitivos
P1.1(B) de B y los denotaremos simplemente por P(B).
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Definiciéon 1.7.2. Sean (C,A, ) una coalgebra y (A, m,u) un algebra. Definimos el producto de
convolucion en Homy(C, A) mediante la siguiente formula:

(fxg)(c) = fler)g(ea), f, g € Homy(C, A), ce C.

Luego Homy(C, A) tiene estructura de k-édlgebra con unidad u o e.

Definiciéon 1.7.3. Un dlgebra de Hopf es una coleccion (H,m,u, A, ¢e), donde (H,m,u) es un
algebra asociativa con unidad w, (H, A, ¢) es una coalgebra coasociativa con counidad ¢, los mapas
A y £ son morfismos de algebras y ademés existe un elemento S € Homy(H, H) que es inverso de la
identidad idg con respecto al producto de convolucion. Esto es, S satisface las siguientes igualdades:

S(hl)hg = 6(h)]_H == hls(hg),

para todo h € H. En tal caso, llamaremos a S la antipoda del dlgebra de Hopf H.

Notemos que la condicion de que A y € sean morfismos de algebras es equivalente a la condicion
de que m y u sean morfismos de coalgebras.

Sean H, K dos algebras de Hopf. Diremos que f : H — K es un morfismo de dlgebras de
Hopf si es simultdneamente un morfismo de dlgebras y un morfismo de codlgebras, y se cumple
que f(Sg(h)) = Sk(f(h)) para todo h € H. Més atn, puede mostrarse que si f : H — K es un
morfismo de dlgebras y coalgebras entre dos algebras de Hopf, entonces automéaticamente f preserva
la antipoda, o sea f es un morfismo de dlgebras de Hopf.

Un ideal de Hopf de H es un bi-ideal I de H (es decir, I es un ideal bilatero y un coideal de H)
para el cual S(I) C I. Por lo tanto, I C H es un ideal de Hopf si y sélo si el espacio vectorial
cociente H/T es un algebra de Hopf. Observemos que el coideal H™ = Kere es un ideal de Hopf de

H, al cual llamaremos el ideal de aumentacion de H. Mas generalmente, si R es una subalgebra de
H definimos RT = RN Kere.

Una propiedad importante de las algebras de Hopf se presenta a continuacion.

Observacion 1.7.4. Dada una k-élgebra de Hopf H, la categoria H-Mod y su subcategoria H-mod
son categorias monoidales. De hecho, dados V, W € H-Mod, podemos definir el producto tensorial
a partir de la accién diagonal determinada por la comultiplicacion de H, es decir V@ W € H-Mod
con la accion

h-(v®@w):=h;-v® hy-w,

para todo h € H, v € V, w € W. La unidad es el espacio vetorial unidimensional k con la accién
trivial dada por la counidad de H, o sea, 1 = k, donde h-1 = ¢(h). Los isomorfismos de asociatividad
y unidad son los triviales (al igual que en Vec).

Maés adn, si la antipoda de H es biyectiva, la categoria H-mod es rigida. De hecho, el dual a
izquierda de V esta dada por el espacio vectorial dual con la accion (h - f)(v) = f(S7H(h)-v), para
todohe H,ve Vy fe* V. Demanera similar, el dual a derecha de V' es el espacio vectorial dual
con la accion (h - f)(v) = f(S(h)-v), para todo h € H,v € V y f € V*. Por lo tanto, H-mod es
una categoria tensorial.

Si K es otra édlgebra de Hopfy f: H — K es un morfismo de édlgebras de Hopf, tal morfismo
induce candénicamente un funtor tensorial F' : K-Mod — H-Mod, donde para cada V € K-Mod,
F(V) es el mismo espacio vectorial V' con la accion

h'H ’U:f(h)K v,
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paratodo he H v e V.

Todo lo probado anteriormente para las categorias H-Mod y H-mod es valido también para sus
andlogos a derecha, las categorias Mod-H y mod-H.

De ahora en maés, fijaremos la notacion Rep H para la categoria de representaciones (mo6dulos a
izquierda) de dimension finita del dlgebra de Hopf H sobre el cuerpo k.

A continuacion introduciremos algunos ejemplos basicos de dlgebras de Hopf.

Ejemplo 1.7.5. Sea G un grupo. Entonces el algebra de grupo kG tiene la estructura de algebra
de Hopf dada por la extension lineal de las aplicaciones

Alg)=g®g, elg)=1ySg =g" Vgeq.

Si G es un grupo finito, el algebra de funciones de G en k, a la cual denotaremos k&, es un
algebra de Hopf. Dicha élgebra tiene una base de elementos idempotentes (eg)4eq, con

0 sih#g,
eg(h):{ 1 sih=gy,

de modo que 1 = deG eg. Asi, en términos de esta base, la estructura de coélgebra y la antipoda

de k' estan dadas por las siguientes formulas

Aleg) =Y en@epry,  cleg) =015 Sleg) =g,
hel

Ejemplo 1.7.6. El algebra envolvente universal U(g) de un algebra de Lie g es un éalgebra de Hopf,
con la estructura dada para cada x € g por

Alz) =z1+1®x, e(z) =0, S(x) = —=x.
De esta forma = € P(U(g)), para todo = € g. Mas atn, se puede probar que P(U(g)) = g.

Ejemplo 1.7.7. Sean N € N, N > 2 y q € k una raiz N-ésima primitiva de la unidad. El dlgebra
de Taft T'(q) es la k-élgebra dada por generadores g, x y relaciones gV =1,2N =0y gz = qug.
Consideremos la estructura en T'(¢) dada por

Ag=g®y, Az=z®1+g®u,

de modo que £(g) =1, e(z) =0, S(g) = g~ y S(z) = —g~'x. Se puede ver que con esta estructura
T(q) es un algebra de Hopf no semisimple de dimension N? y G(T(q)) = {g) ~ Z/(N). La noci6én
de dlgebra de Hopf semisimple se presenta en la Subseccién 1.7.1.

Ejemplo 1.7.8. Sea (H, m,u,A,&,S) un algebra de Hopf con antipoda biyectiva. Entonces tanto
(HP,m°P, u, A, e,S71) como (HP, m,u, AP, e, S~1) son algebras de Hopf, donde H®P es igual a
H como coélgebra pero la estructura de algebra viene dada por la multiplicaciéon opuesta a la de
H y HP esigual a H como algebra pero con la comultiplicacién opuesta, esto es, AP = ho ® hq,
para todo h € H.

Definicion 1.7.9. Sean H un algebra de Hopfy M un H-comoédulo a derecha. Definimos el conjunto
de coinvariantes de H en M como el subespacio M = {m € M : p(m) =m ® 1}.

De la misma forma, si M es un H-comddulo a izquierda, el conjunto de coinvariantes de H en M
es el subespacio M = {m € M : \(m) = 1@ m}.
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Si Ay H son algebras de Hopf y m: A — H un morfismo de algebras de Hopf, entonces A admite
una estructura de H-comédulo a derecha y a izquierda. En este caso, los espacios coinvariantes, que
denotaremos por A% = Agcom y coH A — com A estan dados por

AT ={ac A: (ldem)A(a) =a® 1}y °TA={ac A: (r®id)A(a) = 1R a}.
Notar que estos espacios son subalgebras de A, a las cuales denominaremos subalgebras de coinva-
riantes de A.

Un élgebra de Hopf H de dimensién finita se dice trivial si es conmutativa o coconmutativa.
Entonces H es trivial si y s6lo si es isomofa a un algebra de grupo o al dual de un algebra de grupo.

1.7.1. Algebras de Hopf semisimples

En esta subseccion recordaremos algunas convenciones y la terminologia de [N5| sobre dlgebras
de Hopf semisimples y cosemisimples, caraceteres de las mismas y también algunos resultados béasicos
que nos seran de utilidad a lo largo del trabajo.

Definicién 1.7.10. Diremos que un algebra de Hopf H es semisimple si es semisimple como algebra
sobre k, es decir, si todo H-mdédulo a izquierda es completamente reducible. Andlogamente, diremos
que H es un algebra de Hopf cosemisimple si es cosemisimple como coalgebra sobre k

Cuando k es un cuerpo de caracteristica 0 se tiene el siguiente importante resultado debido a
Larson y Radford [LR, LR2].

Teorema 1.7.11. Sea H un dlgebra de Hopf de dimension finita sobre k. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

» [ es semisimple,
= H es cosemisimple,

n 52 =id.

Una consecuencia importante del Teorema Fundamental para modulos de Hopf [Mo, 1.9.4] es
que toda algebra de Hopf semisimple tiene dimension finita [Sw].

En lo que resta, supondremos que H es un algebra de Hopf semisimple (y, por lo tanto, de
dimension finita) sobre k. Por el Teorema de Wedderburn, H es isomorfa, como élgebra, a la suma
directa de algebra de matrices

H ~ k™ & P Mgy, (k)" (1.1)
=1

con n = |G(H")|.
A continuacién enunciamos un resultado similar al Teorema de Lagrange para algebras de Hopf

debido a Nichols-Zoeller |NZ].

Teorema 1.7.12. (Teorema de Nichols-Zoeller) Sean H un dlgebra de Hopf de dimension finita y K
una subdlgebra de Hopf de H. Todo (H, K)-mddulo de Hopf es libre como K-mddulo. En particular,
H es un K-maodulo libre y, por lo tanto, dimy K divide o dimy H.
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Como consecuencia del Teorema de Nichols-Zoeller tenemos que, en nuestro caso, n = |G(H")]
divide tanto a dim H como a n;d?, para todo i =1,...,7.

Sea V un H-modulo. El caracter de V' es el elemento y = xy de H* definido por x(h) = Try (h),
para todo h € H. Diremos que el caracter xy es irreducible si V' es irreducible como H-modulo, y
el grado de x es el entero deg y = x(1) = dimy V.

Denotaremos por R(H) al dlgebra de caracteres de H, es decir, a la subalgebra semisimple de H*
generada por el conjunto Irr(H) de caracteres irreducibles de H. El algebra de caracteres R(H) es
isomorfa, via el mapa V' — v, a la extension de escalares k®z G(Rep H) del anillo de Grothendieck
de la categoria Rep H. En particular, tenemos una identificacion Irr(H) ~ Irr(Rep H). Ademas,
hay una correspondencia biyectiva entre los cocientes de Hopf de H y las subédlgebras estandares de
R(H), es decir, las subélgebras generadas por caracteres irreducibles de H. Esta correspondencia
asigna al 4lgebra de Hopf cociente H — H su 4lgebra de caracteres R(H) C R(H). Ver [NR].

Definicion 1.7.13. Diremos que H es de tipo (1,n;dy,ni;...;dr,ny) como dlgebra si tenemos un
isomorfismo como en (1.1). De la misma forma, diremos que H es de tipo (1,n;d1,n1;...;dr,ny)
como codlgebra si H* es de tipo (1,n;dy,ny;...;dy,n,) como élgebra.

Observemos que, en este contexto, el grupo de objetos inversibles de la categoria de represen-
taciones de dimension finita de H es G(Rep H) = G(H*). El estabilizador del caracter y, bajo la
multiplicacion a izquierda por elementos en G(H™), sera denotado por G[x]. Nuevamente, por el
teorema de Nichols-Zoeller [NZ], el orden del estabilizador |G[x]| divide a (deg x)?.

Siguiendo la notacion de [I, Chapter 12|, denotaremos por c.d.(H) al conjuto de grados de los
caracteres irreducibles de H, es decir,

c.d.(H)={degx: x € Irr(H)}.

Luego, si H es de tipo (1,n;dy, ni;. .. ;dr, n,) como éalgebra entonces c.d.(H) = {1,dy,...,d, }.

1.8. Extensiones de algebras de Hopf

En esta seccion recordaremos brevemente las definiciones y nociones bésicas referidas a extensio-
nes de algebras de Hopf. Referimos al lector interesado en profundizar en estos temas, en particular
en el estudio de la teoria de cohomologia subyacente a este tipo de extensiones, a los trabajos [AD]|
y [Mal, Ma3| de Andruskiewitsch y Devoto, y de Masuoka, respectivamente.

Definicion 1.8.1. Sean A, B y H algebras de Hopf de dimension finita sobre k. Diremos que A es
una extension de B por H si existe una sucesiéon de morfismos de algebras de Hopf

k—-BS5ASLH -k
que satisface las siguientes condiciones:
(i) ¢ es inyectivo,
(ii) 7 es sobreyectivo,

(iii) Kerm = ABT,
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(iv) B= ©7A,

Generalmente identificaremos a B con su imagen en A y, cuando no haya lugar a confusion, diremos
simplemente que A es una H-extension de B. Se dice que A es una extension central de B cuando
la imagen de B es central en A. La sucesion se dice cocentral si la sucesion exacta dual es central.
Una sucesion con las propiedades (i) a (iv) se dice una sucesidn ezacta de algebras de Hopf.

Si G es un grupo finito, N un subgrupo normal de G y consideramos el grupo cociente F' = G/N,
entonces la sucesion k — kN — kG — kF' — k es una sucesion exacta de algebras de Hopf. De esta
forma, la Definicién 1.8.1 puede verse como una generalizacién de la definicion usual de sucesiéon
exacta corta de grupos.

Recordemos que un matched pair de grupos es un par de grupos finitos F' y I' con acciones
<:I'x F—=T,>:T x F — F compatibles en el sentido que:

(i) s ay = (s> 2)((s 92) > y),

(i) stz =(s<(t>a))(t<x),

paratodo s, t el z, y e F.

Recordemos también que una factorizacion exacta G = FI' de un grupo G es equivalente a
que el par de grupos finitos F' y I' sea un matched pair, junto con las acciones < : I' x F' — T’
> : ' x I — F determinadas por la relacion sz = (z < s)(z > s), z € F', s € I'. Ver la Definiciéon
1.1.8.

A partir de la nocién de matched pair se tiene la de productos bicruzados, construccién debida
a G. I. Kac [Ka].

Dado un matched pair (F,T',<,1>) definimos una accién a izquierda de F en k' mediante la
formula (z - a)(g) = a(g < z), a € k', g € I, x € F. En particular, - e, = €gaz—1- Similarmente,
definimos una acciéon a derecha de I' en k¥ por (8- ¢g)(z) = Bz >g), Bk, ge T,z € F.

Sean 0 : F x F — (KX)Y y 7:T xT' — (k) 2-cociclos normalizados. Si los escribimos como
0 =3 ,er0g€g Y T =2 ,cr Tw€s, la condicion de cociclo y la normalizacion se traducen, para o y
T respectivamente, de la siguiente forma:

0gaz(Y, 2)0g(7,y2) = 0g(2y, 2)o4(,Y), (1.2)
og(z,1) =1=041,2), y (1.3)
72(gh, k) Tho (9, 1) = Tu(h, k)72(g, hE), (1.4)
72(9,1) =1 =1.(1,9), (1.5)

para g, h, kel , x, y, z € F.

El producto bicruzado k' "#,k I asociado a los datos anteriores es, como espacio vectorial, igual
a kI ® kF, y la multiplicacién y comultiplicacion estan determinadas por:

(es#x)(et#y) = 5s<lx,t 0'3(1', y) es#wya
Ales#ta) = Y 7a(g,h) eg#(h > 7) @ epta,

gh=s
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para s,t € I', x,y € F.

Ademas, cuando la caracteristica del cuerpo k no divide al orden del grupo F, el producto
bicruzado H = k' "#,kF es un algebra de Hopf semisimple si los cociclos o y 7 cumplen que:

Ots(2,Y)Tay(t, s) = To(t, s)y(t < (s > ), s Qz)o(s >z, (s < x) > y)os(z,y), (1.6)
para s, t € I', x, y € F. Notar que esta condicién da la siguiente normalizacion:
o1(g:h) =1, 7(z,y) =1, (1.7)

para g, h € I'; x, y € F. En este caso, la antipoda de H est4 dada por

S(eg#z) = a(gqx)ﬂ((g > a:)*l,g > x)*lTx(g — 1,g)*1e(g<m)f1(g > a:)*l,
paratodoge I, x € F.

Tenemos la siguiente sucesion exacta abeliana asociada al producto bicruzado H = k' "#,kF
k —» k' - H - kF =k, (1.8)

donde todas las aplicaciones son las candnicas.

Mas atn, toda algebra de Hopf que admite una tal extensiéon abeliana es necesariamente isomorfa
a un producto bicruzado. El conjunto de clases de equivalencias de extensiones abelianas de la forma
(1.8) es un grupo abeliano, con el producto Baer de extensiones, al cual denotaremos Opext (k' kF).

La clase de un elemento del grupo Opext(kr, kF') puede representarse por un par (7,0), donde
o :T*2xF = k*y7:I x F* — k* son mapas que satisfacen las condiciones (1.2) y (1.6).
Ademas, el grupo Opext(k!, kF') puede ser descripto como el primer grupo de cohomologia de cierto
complejo doble, esto fue hecho por Masuoka en [Mal, Proposition 5.2].

Proposicion 1.8.2. Consideremos (A) y (A’) clases de equivalencias de extensiones abelianas en
Opext(H, K). Entonces existe un 2-cociclo 6 de H tal que (A?) es equivalente a (A') si y sdlo si (A) y
(A") son iguales en el conticleo Opext(H, K)/Imé del morfismo de grupos inducido 6 : H*(H, k) —
Opext(H, K).

Demostracion. Ver [Ma3, Proposition 3.1]. O

A continuacién enunciaremos un teorema que muestra que el grupo Opext(k!, kF) encaja en
una sucesiéon exacta, la cual es conocida como la sucesion exacta de Kac. Esta sucesion es de gran
utilidad, en particular es posible probar que, cuando el cuerpo k es algebraicamente cerrado, el
grupo Opext(kF, k") es finito, mientras que Aut(k' #kF) siempre es finito.

Teorema 1.8.3. Tenemos una sucesion exacta
0— HY(F >, k)= HY (F,k*) @ H(I',k*) — Aut(k" #kF)
— H*(F >, k)= H?(F,k*) @ H*(I',k*) — Opext(kF, k")
S H3(F T, k%) S H3(F, k%) @ H3 (T, k%),

donde H' denota el grupo de cohomologia con coeficientes en el mddulo trivial K*.
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Demostracion. Ver [Ma3, Theorem 1.10], [Ka, (3.14)]. O

En el trabajo [KMM], los autores muestran que las representaciones irreducibles de H estén
clasificadas por pares (s,Us), donde s es un representante de las érbitas de la accion de F en T,
F, = FNsFs ! es el estabilizador de s € I, y U, es una representacion irreducible del algebra de
grupo torcida ks, Fj, es decir, una representaciéon proyectiva irreducible de Fs con cociclo o4, donde
os(z,y) = o(z,y)(s), z,y € F, s € I'. Observemos que restringiendo o : F'xF — k* al estabilizador
F obtenemos un 2-cociclo en Fy, para todo s € I'. Dado un par (s, Us), la representacion irreducible
correspondiente estd dada por

Wiso,) = Indih g s ® Us. (1.9)

Los siguientes hechos sobre (co)centralidad de sucesiones exactas abelianas son bien conocidos.

Lema 1.8.4. Consideremos una sucesion exacta abeliana como en (1.8). Entonces:

(1) La sucesion es central si y sélo si la accion <: I' x F — T" es trivial. En este caso, el grupo
G = F T es un producto semidirecto G ~ F x 1" con respecto a la accion >: ' x F — F.

(1) La sucesion es cocentral si y solo si la accion >: 1" x F'— F' es trivial. En este caso, el grupo
G = F T es un producto semidirecto G >~ F X I' con respecto a la accion <:I'x FF—T'. 0O

1.9. Algebras de Hopf cuasitriangulares

Definicion 1.9.1. Una k-élgebra de Hopf H se dice cuasitriangular si existe un elemento R € H®H
inversible, al cual llamaremos R-matriz o estructura cuasitriangular, que satisface las siguientes
condiciones:

(A ®id)(R) = R13Ras,
(id ®A)(R) = Ri3R19,
A®P(h) = RA(h)R™Y,
(e @id)(R) = 1 = (id @e)(R),

para todo h € H, donde por Ris denotamos al elemento R ® 1 € H®3 y de manera similar a los
elementos Ri3 y Ros.

Por ejemplo, dado un grupo finito G, el algebra de grupo kG es un algebra de Hopf cuasitriangu-
lar con R = 1® 1. Por otro lado, el algebra de Hopf dual k& admite una estructura cuasitriangular
si y sblo si el grupo G es abeliano.

Un algebra de Hopf cuasitriangular H puede admitir mas de una R-matriz.

Observacion 1.9.2. Una propiedad destacada de las algebras de Hopf cuasitriangulares es que la
existencia de una R-matriz en H hace de la categoria Rep H una categoria tensorial trenzada. Ver
[BaKi].

Un ejemplo fundamental de dlgebra de Hopf cuasitriangular es el doble de Drinfeld D(H) de un
algebra de Hopf H de dimension finita. Recordemos que, como coélgebra, D(H) es igual a H*“°P@ H.
Una estructura cuasitriangular canénica en D(H) esta dada por la R-matriz R = >, h' ® h;, donde
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(hi); es una base de H y (h'); es la base dual. Ademas, la categoria Rep D(H) es equivalente, como
categoria tensorial trenzada, al centro de Drinfeld Z(Rep H) de Rep H.

Para la definicion precisa de D(H) recomendamos la lectura de [Mo, Definition 10.3.5], donde

también se encuentran otras propiedades bésicas de este algebra de Hopf.

Dada un algebra de Hopf cuasitriangular (H, R) podemos definir morfismos de élgebras de Hopf
fr: H*® - Hy fr,, : H* — H°® mediante las siguientes formulas

fr(p) = p(RM)R®), " fr, (p) = p(R®)RW,
para todo p € H*, con R=RY @ R® ¢ H® H.

Las imégenes de estos morfismos son subalgebras de Hopf de H que denotaremos Hy = fr(H™)
y H_ = fr,,(H"), y satisfacen que Hy ~ (H*)°P. La subélgebra de Hopf Hp = H_H, = H{ H_,
es decir, la subéalgebra de Hopf generada por H, y H_, es la subélgebra de Hopf cuasitriangular
minimal de H. Ver [R2]. Ademaés, la multiplicacion de H determina un morfismo suryectivo de
algebras de Hopt D(H_) — Hpg, por [R2, Theorem 2].

Dado 1 € G(H*) definimos g, = RMn(R®). A continuacién enunciamos un resultado de
Radford que muestra una relacion interesante entre los grupos G(A*) y G(A).

Proposicion 1.9.3. [R1, Proposition 3] Supongamos que (H, R) es un dlgebra de Hopf cuasitrian-
gular de dimension finita, y sea n € G(H™*). Entonces:

1. g, € G(H),
2. el mapa G(H*) — G(H) dado por n — g, es un anti-homomorfismo de grupos,
3. (h—=mn)gyn = gn(n — h), para todo h € H, y

4. 1 es central si y solo si g, es central.

Las acciones <, —, que aparecen en el enunciado del teorema anterior, estan asociadas a la
condicion sobre AP que satisface H por ser cuasi-triangular. Ver [R1, Section 2].

Observacion 1.9.4. Notemos que si n € G(H™) entonces fr,, (1) = gy. Luego, como consecuencia de
la Proposicion 1.9.3, tenemos que:

fro, (G(HY) N Z(H™)) € G(H) N Z(H).

Notemos que considerando g7 = n(R(l))R(2), para n € G(H*), es posible probar resultados
similares a los de la Proposiciéon 1.9.3. Asi, también tenemos que:

frR(GH*)NZ(H")) € G(H) N Z(H).

Definicion 1.9.5. [ReS] Un algebra de Hopf cuasitriangular (H, R) es factorizable si el mapa
®dp: H* — H es un isomorfismo, donde ®r(p) = p(QM)Q®P), para p € H*, con Q = QM @ Q) =
RoyRe H® H.

Por otro lado, si ®r = €l (0 equivalentemente, Ro1 R = 1 ® 1), entonces diremos que (H, R) es
triangular.
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Etingof y Gelaki dieron una clasificacién completa de las algebras de Hopf triangulares de dimen-
sion finita en [EG]|. En particular, tenemos H es isomorfa, como dlgebra de Hopf, a una deformacion
(kG)” del algebra de grupo de algtin grupo finito G cuando (H, R) es un éalgebra de Hopf cuasi-
triangular semisimple.

El doble de Drinfeld (D(H),R) es un algebra de Hopf cuasitriangular factorizable, siendo en
este caso D(H)y = H y D(H)_ = H**P.

En el Capitulo 3 nos sera de utilidad el siguiente teorema sobre algebras de Hopf factorizables.
Una version categorica de este resultado fue probado en [GN].

Teorema 1.9.6. [Sch2, Theorem 2.3]. Sea (H, R) un dlgebra de Hopf factorizable. Entonces el mapa
O induce un isomorfismo de grupos G(H*) — G(H) N Z(H).

Notemos que es posible identificar G(D(H)) = G’(H*) G(H) y, bajo esta identificacion, el
Teorema 1.9.6 da un isomorfismo de grupos G(D(H)*) — G(D(H)) N Z(D(H)), g#f — f#g. Ver

)N
también [R2|. En particular, si f = €, entonces g € G(H ) Z(H), y ademas si g = 1, tenemos que
feGH"YNZ(H").

Si (H, R) es un algebra de Hopf cuasitriangular de dimension finita entonces existe un morfismo
de algebras de Hopf suryectivo f : D(H) — H tal que (f ® f)R = R. Més ain, dicho morfismo f
esta determinado por f(p ® h) = fr(p)h, para todo p € H*, h € H.

Esto corresponde a la inclusion canoénica de categorias tensoriales trenzadas de Rep H (con la
trenza dada por la accion de la R-matriz) en su centro. En particular, el grupo G(H*) puede ser
identificado con un subgrupo del grupo G(D(H)*) cuando H es cuasitriangular.

1.10. Cuasi-Algebras de Hopf

Definiciéon 1.10.1. [D2]| Una cuasi-bidlgebra es una coleccion (H, A, e, ¢) formada por una k-
algebra H asociativa y unitaria, morfismos de algebrase: H - ky A: H® H — H y un elemento
inversible ¢ € H®? que satisface para todo h € H:

(id®id A)(¢)(A @ id®id)(¢) = (1 ® ¢)(id ®A @ id)(¢) (¢ ® 1),
(ld®e®id)(¢) =1®1,
(e ®id)A(h) = h = (id @) A(h),
(A @id)A(h)g~ " = (id @A)A(h).

~— ~—

Diremos que una cuasi-bidlgebra (H, ¢) es una cuasi-dlgebra de Hopf si existe un isomorfismo de
algebras S : H — H°P y elementos «, 8 € H tales que, si denotamos por ¢ = oM @ ¢ @ ¢G) y
¢l =) ® (=2 @ ¢(=3) se cumple para todo h € H que
S(h1)ahe = e(h)a,
h1BS(h2) = e(h)B,
¢ BS(0*)ag® =1 = 5(¢")ag"?S(¢Y).

Llamaremos a la aplicacion S la cuasi-antipoda de H.
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Notemos que, cuando ¢ =1y o« = =1, H es un algebra de Hopf .

La categoria Rep H = Rep(H, ¢) de representaciones de dimension finita de una cuasi-algebra
de Hopf H es una categoria tensorial sobre k. El isomorfismo de asociatividad esta determinado por
la accion natural de ¢. El dual a izquierda de un objeto V € Rep H es el espacio vectorial dual V*
junto con la accion de H dada por (h- f)(v) = f(S(h) -v), para todo h € H, f € V* yv € V. El
morfismo de evaluacion, ev: V* @V — k es ev(f @ v) = hf(a-v), con f € V¥ y v € V, mientras
que el de coevaluacion, coev : k — V ® V*, esta determinado por 1 — Y. - v; ® v, donde (v;) y
(v') son bases duales de V.

Sean H, H' cuasi-algebras de Hopf. Diremos que H y H’ son twist equivalentes si existe un
elemento inversible F' € H ® H tal que Hp y H' son isomorfas como cuasi-bidlgebras. Al elemento
F se lo llama twist. Supondremos que F' es un twist normalizado, o sea, satisface que (¢ ®id)(F) =
1 = (id®e)(F).

La cuasi-algebra de Hopf Hp es la cuasi-dlgebra de Hopf torcida por el twist F'. Més precisamente,
Hp es la coleccion (H,Ap, e, ¢p, Sp,ap, Br), con
Ap(h) = FA(R)F™,
or = (1® F)(id@A)(F)p(A @id)(F"HY(F ' ®1),
ap = S(FTV)aF(-2),
Bp = FWBS(F®)),

donde FF = F) @ FQ) -1 = p(-1) g p(=2),

Una propiedad importante es que dada una cuasi-algebra de Hopf (H, ¢), el funtor de olvido de
la categoria Rep H es un cuasi-funtor de fibra Rep H — Vec. Mas atin, H es un &algebra de Hopf, si
y s6lo si, Rep H posee un funtor de fibra.

La afirmacion reciproca también es verdadera, es decir, si C es una categoria tensorial munida
de un cuasi-funtor de fibra (F,J) : C — Vec, entonces existe una cuasi-dlgebra de Hopf H tal que
C = Rep H. De hecho, H = End F es una cuasi-dlgebra de Hopf con el coproducto A : H ® H —
H = End(F x F), dado por T'— JTJ~!, la counidad ¢(T) =T |F(1), ¥ 1a antipoda definida como

S(T) |pxy= (T |px=))"

El siguiente teorema generaliza un resultado similar, debido a Schauenburg, en el contexto de
algebras de Hopf de dimensién finita.

Teorema 1.10.2. Las cuasi-dlgebras de Hopf de dimension finita H y H' son twist equivalentes si
y solo si Rep H y Rep H' son equivalentes como categorias tensoriales.

Ejemplo 1.10.3. Sean G un grupo finito y w : G X G x G — k* un 3-cociclo normalizado. El
algebra k@ de funciones en el grupo finito G admite una estructura de cuasi-algebra de Hopf con
asociador determinado por w, a la cual denotaremos (k% w).

Para esto recordemos que w : G X G x G — k* es un 3-cociclo normalizado si, para todo a, b,
¢, d € G, se cumplen Is siguientes condiciones:

w(ab, c,d)w(a,b,cd) = w(a,b, c)w(a, be, d)w(b, c,d),

w(e,a,b) =w(a,e,b) =w(a,be) =1,

donde e es la identidad del grupo G
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Podemos considerar en k¢ la comultiplicacion usual de funciones. En este caso, el asociador
estd dado por el 3-cociclo normalizado w € k&*XG*XG = (k&)®3 1,3 antipoda estd definida por
S(eg) = e,-1, mientras que a« = 1y f = deGw(g,gfl,g)eg, con e, € kY los idempotentes
candnicos.

g

Notemos que la categoria Rep(k®) coincide con la categoria C(G, w) mencionada anteriormente.

Ejemplo 1.10.4. La familia de cuasi-dlgebras de Hopf que presentaremos a continuacién fue intro-
ducida en [DiPR].

Nuevamente consideremos un grupo finito G y un 3-cociclo normalizado w : G x G x G — k*.

Sean > : G X G — G la accién trivial y <0 : G x G — G la accion adjunta de G sobre si mismo,
es decir,

ga=aya<g=g lag.

Definimos 64,7, : G x G — k* de la siguiente forma

0,(z,y) = 29 DY(9,9 < (2y))
oy Wz g<azy)
w(z,y,g)w(g,r<g,y<g)

w(z, g,y <g)

79(x7 y) =

)

para todo z, y, g € G.

Sea DY@ la cuasi-algebra de Hopf definida como sigue. Como espacio vectorial DYG = k& @ kG
con las siguientes multiplicaciéon y comultiplicacion:

(eg#x)(eh#y) = 09(x7 y)(ngx,heg#xya
Aleg#z) = Z Yz (8, t)esHr @ ey Fx.

st=g

Definimos el asociador ¢ = > w(g,h k)" tey ® ep @ ex, los elementos de k¢ @ kG: a = 1y
g,h,keG

B=30ecw(9,97",9)eg#1, y la antipoda S(e,#x) = g-1(z, 27" )72(g, 97" eg-1p#a™"
Ademaés, esta cuasi-dlgebra de Hopf satisface que Rep DG = Z(C(G,w)).

1.11. Categorias moédulo sobre categorias tensoriales

La nocién de categoria tensorial categorifica la nocién de anillo. De la misma forma, la nocién
de categoria médulo categorifica la de médulo sobre un anillo. En esta seccion desarrollaremos la
teoria de categorias modulo sobre categoras tensoriales, la cual no s6lo es interesante en si misma,
sino que es también fundamental para entender las categorias tensoriales, de la misma forma que el
estudio de los médulos ayuda a la comprensiéon de la estructura de los anillos. Para los resultados
y definiciones basicas de esta parte referimos a [EGNO, O2].

Un dlgebra en una categoria monoidal (C,®,a,1,l,7) es una terna A = (A, m,n), donde A es
un objetodeCym: A® A— A, n:1 — A son morfismos en C, llamados multiplicaciéon y unidad,
respectivamente, que satisfacen los axiomas usuales de asociatividad y unidad. En el caso en que
C = Vec la definicion se reduce a la de algebra asociativa de dimension finita con unidad.
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Ejemplo 1.11.1. 1. El objeto unidad 1 es un algebra en C.

2. El algebra de funciones k& de un grupo finito G en el cuerpo de base k es un algebra en Rep G
(G actua sobre si mismo por multiplicacién a izquierda y, por lo tanto, actia en k% via la
accion contragradiente a la anterior).

3. Las algebras en C(G) son exactamente las k-dlgebras G-graduadas.

4. Podemos generalizar el ejemplo del inciso anterior como sigue. Sea w un 3-cociclo en G a
valores en k™, y sea 1 una 2-cocadena de G tal que w = dv. Entonces, podemos considerar el
algebra de grupo torcida ky,H en C(G,w), siendo ésta el objeto @pepdy, de C(G,w), y podemos
munirla con multiplicacion 0y, - 0;, = ¥ (h, K')dpp . El dlgebra kyH es asociativa en el sentido
usual si y sélo si w es trivial, pero siempre es asociativa en la categoria C(G,w).

Sea A un algebra en C. Un A-mo6dulo a izquierda es un par (M, ), donde M € C,y pp: AQM —
M es un morfismo que satisface axiomas similares a los usuales para méddulos sobre anillos. Un
morfismo de A-mo6dulos a izquierda f : (M, u) — (M’, ') es un morfismo f: M — M’ en C, que
conmuta con la accién de A, es decir fou = p'o(f ®ida). El conjunto de morfismos de A-mddulos
de M en M’ sera denotado por Hom 4 (M, M'). Notar que éste es un subconjunto de Home (M, M').
De manera anéloga, podemos definir las nociones de A-mdédulos a derecha y A-bimoédulos y sus
respectivos morfismos. Las categorias de A-moédulos a izquierda, A-moédulos a derecha y A-bimddulos
en C seran denotadas por 4C, C4 v aCa, respectivamente. Estas son categorfas semisimples si A es
un algebra separable sobre k. Luego, si k es un cuerpo de caracteristica cero, dichas categorias son
semisimples si A lo es.

Definicion 1.11.2. Una categoria mddulo (a izquierda) sobre una categoria tensorial C, o una
representacion de C, es una categoria abeliana M equipada con un bifuntor exacto @ : C x M —
M, junto con isomorfismos naturales Q%KM S(XeY)oMM - XM (Y eMM), i3t - 1M M —
M tales que los siguientes diagramas conmutan:

Asociatividad:

M

M a
AXRY,Z,M XY, Z@MM
_ >

(XeY)®2Z)eMM (X®Y)® (Z M M) X ® (Y ®(ZeM M)

ax,y,z@Midy idx ®a{\{lz,w
Xe{Yez)eMM " Xo(Yez)eMM)
AX Yy ®2Z,M
Unidad:
M
(X®1)eM M rxeidu X oM M

idx (X)/\Al}/&1

X oM (1 M M)
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Sean M y M’ categorias modulo sobre C. Un funtor de C-modulos de M en M’ es un par (F, s),
donde F : M — M’ es un funtor, sx s : F(X@MM) — X@M F(M) es una familia de isomorfismos
naturales, X € C, M € M, tales que los siguientes diagramas son conmutativos:

F(a’¥y o) s /
F(X@ (Y oMM)~——""—F(XeY)aMM) —"2 = (X oY) ™M F(M)
Sx, yoMm a%;ﬂF(M)
(X @ F(Y @M M) , X ® (Y oM F(M))
idx ®™ sy,
F(1 &M M) L 1M F(M)
F7) idg @MU
F(M)

Observacion 1.11.3. En [02, Definition 6] se considera la nocién de categoria modulo sobre una
categoria monoidal semisimple, para la cual se pide, adicionalmente, que la categoria médulo sea
semisimple y que el bifuntor que da lugar a la accién sea aditivo.

Una categoria médulo es indescomponzible si no es equivalente a la suma directa de dos categorias
modulo no triviales.

A continuacion listaremos algunos ejemplos de categorias modulo.

Ejemplo 1.11.4. Si C = (C,®,a,1,l,7) es una categorfa tensorial, entonces C es una categoria
modulo sobre si misma via ®.

Ejemplo 1.11.5. Si H es un élgebra de Hopfy A : A - H® A es un H-comddulo algebra a izquier-
da, entonces la categoria de A-mo6dulos a izquierda de dimension finita, 4 M es una representacion
de Rep(H). La accion ® : Rep(H) x4 M —4 M esta dada por VM =V ® M, para V € Rep(H),
M €4 M. La estructura de A-moédulo en V ® M esta dada por la coaccion A.

Sean C una categoria de fusion y M una categoria modulo a izquierda indescomponible sobre
C. La categorfa C}, = Endc(M) de endofuntores de C-médulos de M es una categoria tensorial.
El producto tensorial es la composiciéon de funtores y el objeto identidad es el funtor identidad.
Los duales de los funtores son sus adjuntos (el adjunto de un funtor de C-modulos tiene estructura
natural de funtor de C-moédulos debido a que C es una categoria rigida). Diremos que Cj}, es la
categoria dual de C con respecto a M. Cuando C es semisimple y M es un C-mdédulo semisimple
indescomponible la categorfa C}, también es semisimple.

La nocién de Morita equivalencia en el contexto de las categorias tensoriales ha sido introducida
por M. Mueger [Mu2] en paralelo a la nocién clasica de Morita equivalencia entre anillos. Para esto
se reemplazan los modulos sobre anillos por categorias moédulo sobre categorias tensoriales.
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Definicion 1.11.6. Las categorias tensoriales C y D son Morita equivalentes si D = (C},)°P para
alguna categoria médulo M indescomponible sobre C.

Por ejemplo, dado un grupo finito G, las categorias Rep(G) y C(G) son equivalentes Morita.

Teorema 1.11.7. Dos categorias de fusion C y D son equivalentes Morita si y sélo si sus centros
de Drinfeld Z(C) y Z(D) son equivalentes como categorias tensoriales trenzadas.

Demostracion. Ver [ENO2, Theorem 3.1]. O






Capitulo 2

Categorias de fusion

En este capitulo recordaremos propiedades y definiciones asociadas a una clase particular de
categorias tensoriales, las categorias de fusion, siendo éstas uno de los principales objetos de estudio
de esta tesis. La bibliografia recomendada para estos temas es [BaKi, DGNO2, EGNO, ENO, ENO2,
GN, 02]. A lo largo del mismo, trabajaremos sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado y de
caracteristica 0.

2.1. Definiciones y ejemplos

Definicion 2.1.1. Una categoria de fusion sobre k es una categoria tensorial semisimple que posee
una cantidad finita de clases de isomorfismos de objetos simples.

A continuacion listamos algunos ejemplos.

1. La categoria Rep G es una categoria de fusion si el grupo G es finito.

2. La categoria C(G,w) es una categoria de fusiéon cuando w : G X G x G — k* es un 3-cociclo
y G es un grupo finito. En particular, la categoria C(G) es de fusion si G es un grupo finito.

3. La categoria Rep H es una categoria de fusion si y solo si H es un (cuasi-)algebra de Hopf
semisimple (necesariamente de dimension finita) sobre k.

Sea C una categoria de fusion sobre k. Una subcategoria tensorial plena D C C (esto es, una
subcategoria tal que Homp(X,Y) = Home(X,Y), para todo X, Y € D) es una subcategoria de
fusion de C si para todo objeto X en C isomorfo a un sumando directo de un objeto en D se tiene
que X € D. Una subcategoria de fusién es necesariamente rigida, por lo cual es una categoria de
fusion en si misma [DGNO2, Corollary F.7 (i)].

La subcategoria de fusiéon generada por una coleccién X de objetos de C es la menor subcategoria
de fusion que contiene a X, y la denotaremos por C[X]. Cuando el conjunto X estd formado por un
tnico objeto X en C, escribiremos simplemente C[X]. De manera andloga a la teoria de caracteres,
diremos que X es un objeto fiel de C si X genera toda la categoria de fusion C, es decir, C[X]| = C.
Definimos la subcategoria adjunta C,q de la categoria de fusion C como la subcategoria de fusion
generada por los X ® X*, con X recorriendo los objetos simples de C. Por ejemplo, si C = Rep G,

29
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con G un grupo finito, la subcategoria adjunta es Caqa = Rep(G/Z(G)), donde Z(G) es el centro
de G. En el caso en que C = C(G,w), con G un grupo finito y w : G X G x G — k* un 3-cociclo,
tenemos que la subcategoria adjunta es C,q = Vec, pues

§g® Ogr = 0y @ 8,1 =891 =8 = 1. (2.1)

Diremos que una categoria de fusiéon es punteada si todos los objetos simples son inversibles. Se
puede ver facilmente que toda categoria de fusion punteada es equivalente a una categoria C(G,w)
como la del ejemplo 1.3.7.

El conjunto de clases de isomorfismos de objetos inversibles de una categoria de fusion C tiene
estructura de grupo, con el producto dado por ® y elemento identidad 1, y lo denotaremos G(C).
La subcategoria de fusion Cp; de C es la subcategoria de fusién generada por G(C), ésta es la
subcategoria punteada maximal de C.

Denotaremos por IrrC al conjunto de clases de isomorfismos de objetos simples de la categoria
C, y si X es un objeto simple diremos que X € IrrC, abusando de la notacion. El conjunto Irr(C)
es una base sobre Z del anillo de Grothendieck G(C) de C, introducido en la Subseccion 1.5.1. En
dicha seccion mencionamos que, para alivianar la notacion, denotaremos a la clase [X] de X en
G(C) simplemente por X. Notemos que dados X, Y € IrrC, como consecuencia del Lema de Schur
para categorias abelianas, tenemos que

/0 si X #Y,
Hom(X, V) _{ kidy si X=YV.
De esta forma, todo objeto X en C esta determinado, salvo isomorfismos, por lo espacios de morfis-
mos Hom(Y, X), con Y € IrrC. De hecho, la clase de X se descompone como X = > m(Y,X)Y,

Yelrr(C)
donde m(Y, X) = dim Hom(Y, X) es la multiplicidad de ¥ en X.
Se cumplen las siguientes relaciones para todo X, Y, Z € C:
mX,Y®Z)=m(Y", Z® X*)=m(Y,X ® Z%). (2.2)

Como la categoria C es de fusion el conjunto Irr C es finito, digamos Irr C = {X; }ier, con Xg =1
y 0 € [ finito. De la discusion en los parrafos previos se sigue que, con respecto a la base IrrC

de G(C), el producto X;X; = ];INZ}Xk, con NZ-IE- = dim Hom (X}, X; ® X;) enteros no negativos.
€
Ademas, si denotamos por X;= a la imagen de X; bajo la involucién * inducida por la rigidez de C

(ver Subseccion 1.5.1), como consecuencia de (2.2) los coeficientes satisfacen que

k - . . P

Un anillo con estas propiedades es un anillo de fusion y las constantes Nl-’} se denominan coe-
ficientes o reglas de fusién. Es por esto que al anillo de Grothendieck G(C) de C suele ser llamado
también el anillo de fusion de C.

Diremos que dos categorias tensoriales son Grothendieck equivalentes si comparten las mismas
reglas de fusion, es decir, si sus anillos de Grothendieck son isomorfos como anillos de fusiéon. Ver
[NaR, Definition 4.1].
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Dado X € Irr(C), definimos el subgrupo G[X] = {g € G(C)/g ® X = X} de G(C), es decir,
G[X] es el estabilizador de X por multiplicacion a izquierda por clases de isomorfismos de objetos
inversibles, o sea, objetos en G(C). De la ecuacion (2.2) se desprende que

GX]={9€GC): m(g, X®X") >0} ={9g€GC): m(g, X ® X") =1},

para todo X € IrrC.

2.2. Dimensiones de Frobenius-Perron

En esta subseccién introduciremos la nocién de dimension de Frobenius-Perron de una categoria
de fusion, asi como también la de sus objetos. Con este fin enunciaremos, sin demostraciéon, un
teorema de la teoria clasica del 4lgebra lineal (ver [Ga, XIII.2|) que jugara un rol crucial en la teoria
de categorias tensoriales.

Teorema 2.2.1. (Teorema de Frobenius-Perron) Sea A una matriz cuadrada con entradas no ne-
gativas.

1. A tiene un autovalor real no negativo. El mayor autovalor real no negativo A(A) de A domina
los valores absolutos de todos los otros autovalores de A, es decir el radio espectral de A es un
autovalor.

2. Si A tiene entradas estrictamente positivas entonces \(A) es un autovalor positivo simple, y el
autovector correspondiente puede ser normalizado para tener entradas estrictamente positivas.

3. Si A tieme un autovector v con entradas estrictamente positivas, entonces el autovalor co-
rrespondiente es \(A).

Proposicion 2.2.2. (Kronecker) Sea A una matriz con entradas enteras mo negativas tal que
AAAY) = N(A)2. Si AM(A) < 2 entonces M\(A) = 2cos(w/n) para algin entero n > 2.

Definicion 2.2.3. Sea X un objeto de la categoria de fusion C. La dimension de Frobenius-Perron
de X, la cual serd denotada por FPdim X, es el autovalor real no negativo maximal de la matriz de
multiplicacion a izquierda por X en G(C), el anillo de fusion de C. La dimension de Frobenius-Perron,
FPdimC, de C se define como la suma de los cuadrados de las dimensiones de Frobenius-Perron de

los objetos simples de C, es decir, FPdimC = Y. FPdim(X)2.
Xelrr(C)

Etingof, Nikshych y Ostrik estudiaron esta nocion en detalle en |[ENO] y demostraron muchas
propiedades relacionadas. Recomendamos al lector interesado en profundizar en el tema la Seccién
8 de dicho trabajo. A continuacién, recordaremos algunos de estos resultados.

Teorema 2.2.4. La asignacion X — FPdim X se extiende a un morfismo de dlgebras G(C) — k.
Mds atin, FPdim es el 1inico morfismo de dlgebras G(C) — k que aplica los objetos simples de la
categoria C en numeros positivos.

Corolario 2.2.5. Sea F' : C — D un funtor cuasi-tensorial entre categorias de fusion, entonces
FPdimp F(X) = FPdim¢ X, para todo X en C.
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Observacion 2.2.6. La dimension de Frobenius-Perron de categorias de fusién es un invariante res-
pecto de Morita equivalencias. En particular, FPdim Z(C) = (FPdimC)?, donde Z(C) es el centro
de Drinfeld de la categoria de fusion C.

Lema 2.2.7. Sea C una categoria de fusion sobre k. Si D es una subcategoria tensorial plena de
C o una categoria de fusion para la cual existe un funtor tensorial suryectivo C — D entonces el
cociente FPdim C/ FPdim D es un entero algebraico.

Demostracion. Si se cumple la primera hipdtesis, la afirmacion se sigue de [ENO, Proposition 8.15],
mientras que si vale la segunda, el enunciado es consecuencia de [ENO, Corollary 8.11]. O

Teorema 2.2.8. 1. Sea C una categoria de fusion trenzada déblimente integra. Entonces, para
todo objeto simple X € C, el cociente FPdim C/ FPdim X es la raiz cuadrada de un entero.

2. Sea C una categoria de fusion trenzada no degenerada déblimente integra. Entonces, para todo
objeto simple X € C, el cociente FPdim C/ FPdim X2 es un entero.

Demostracion. Ver [ENO2, Theorem 2.11.| O

2.2.1. Grados irreducibles

Continuando con la analogia con la teoria de caracteres de grupos finitos de la Subsecciéon 1.1.1,
diremos que los grados irreducibles de C son los numeros reales positivos FPdim X, X € Irr(C), es
decir, los grados irreducibles son la dimensiones de Frobenius-Perron de los objetos simples de la
categoria de fusién C. Denotaremos al conjunto de grados irreducibles de C por

c.d.(C) ={FPdim X : X € Irr(C) }.

Una categoria de fusion C es integra si c.d.(C) C N. Cuando la dimension de Frobenius-Perron
de C es un numero entero positivo se dice que C es una categoria débilmente integra.

Cuando C es la categoria de representaciones de dimension finita de una cuasi-algebra de Hopf
semisimple, las dimensiones de Frobenius-Perron de los objetos coinciden con las dimensiones de
los espacios vectoriales subyacentes. Por lo tanto, Rep H es una categoria integra, para toda cuasi-
algebra de Hopf H. Més adn, toda categoria de fusion integra es de esta forma, es decir, C es integra
si y sélo si es equivalente a la categoria de representaciones de dimension finita de una cuasi-algebra
de Hopf semisimple [ENO, Theorem 8.33].

Algunas propiedades de la categoria de fusion C se relacionan fuertemente con las dimensiones
de Frobenius-Perron. Por ejemplo, tenemos que en el anillo de Grothendieck G(C) se cumple:

XX*= > g+ Y mY,XX")Y. (2.4)
geG[X] FPdimY >1,
YehrrC

Observacion 2.2.9. Se desprende de la Ecuacion (2.4) que g € C es inversible si y s6lo si FPdim g = 1.

Supongamos que C es una categoria de fusion integra con |c.d.(C)| = 2. Mas precisamente,
consideremos c¢.d.(C) = {1,d}, para algin numero entero d > 1. Afirmamos que d divide al orden
del estabilizador G[X], para todo X € Irr(C) con FPdim X > 1. En particular, d divide al orden de
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G(C), y por lo tanto G(C) # 1. Efectivamente, si X € Irr(C) con FPdim X = d, podemos reescribir
la Ecuacion (2.4) de la siguiente forma:

XX*= ) g+ >  mY,XX")Y.
geG[X] FPdim Y=d

Luego, tomando dimensiones de Frobenius-Perron, la afirmacién queda probada. Observemos que
FPdim(}_ cqx)9) = 1, pues 1 € G[X] para todo X € C.

2.3. Categorias de Tambara-Yamagami

Un ejemplo importante de categorias de fusion son las llamadas categorias de Tambara- Yamagami,
introducidas por los mismos en su trabajo [TY]. En esta seccién comentaremos brevemente su cons-
truccion.

Consideremos los siguientes datos:

» Un grupo abeliano finito G (con elemento identidad e y notacion multiplicativa para el pro-
ducto).

s Un bicaracter x : G x G — k* simétrico no degenerado, es decir, para todo a, b, ¢ €G
tenemos que x(a,b) = x(b,a), x(ab,c) = x(a,c)x(b,c) y la aplicacion inducida f : G — G =
Hom(G,k*), f(a)(b) = x(a,b), es un isomorfismo.

= Un elemento 7 € k tal que |G|7? = 1.

Definimos la categoria de Tambara-Yamagami 7Y = TY(G, x, T) asociada a los datos anteriores
como la categoria semisimple cuyas clases de isomorfismos de objetos simples son Irr 7Y = GU{X },
con X ¢ G. Los morfismos estan determinados por Hom(s, t) = 05 ¢k, para s, t € Irr TY. El morfismo
identidad s — s es el elemento 1 € k. El objeto identidad es 1 = e € G y las reglas de fusion de la
categoria son las siguientes

g@h=gh, X®X=d4eag (2.5)

para todo g, h € G. Los duales en T estan dados por X* = X y g* = g~ !, para g € G. Ademas,

dado que X es el tnico simple no inversible en 7Y, se deduce que g ® X = X = X ® g, para todo
g € G, es decir, el estabilizador G[X] de X es el grupo G.

Observacion 2.3.1. La dimensién de Frobenius-Perron de X es FPdim X = |7|~! y, por lo tanto,
tenemos que FPdim 7Y = 2|G]|.

Luego, la categoria de Tambara-Yamagami 7)Y siempre es débilmente integra y, es integra si y
s6lo si |7|~! es un nimero entero, en cuyo caso es equivalente a la categoria de representaciones de
dimension finita de una cuasi-élgebra de Hopf.

De esta forma, la categoria de Tambara-Yamagami 7)Y = TY(G, x, 7) es una categoria de fusion
y tenemos el siguiente teorema de caracterizacion.

Teorema 2.3.2. [TY] Sea G un grupo finito. Consideremos el anillo de fusion K con base GU{X}
y multiplicacion a-b=ab,a- X =X =X -a, X - X =) _~a, para todo a € G, con la involucion
a* =a"', X* = X. Supongamos que C es una pre-categoria de fusion tal que G(C) = K. Entonces
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G es abeliano, y eristen un caracter simétrico no degenerado x : G X G — K* y un elemento 7 € k,
con T2|G| = 1, tales que C = TY(G,x, 7). Ademds, TY(G,x,7) = TY(G,x',7") si y solo si 7 =1

y X, X son conjugados por un automorfismo de G.

Las condiciones sobre G (que sea un grupo abeliano cuyo orden es un cuadrado en k*) son
necesarias para la existencia de una realizacion del anillo K. Por lo tanto, existen anillos de fusién
que no admiten realizaciones.

En el resultado principal del trabajo [Sil] se dieron condiciones suficientes y necesarias para la
existencia de trenzas, y la parametrizacion de las distintas posibles trenzas, en una categoria 7)Y
de Tambara-Yamagami con G(7)) = G un grupo abeliano finito.

Teorema 2.3.3. [Sil, Theorem 1.2] Sean G un grupo abeliano finito y C una categoria de Tambara-
Yamagami con G(C) = G. Entonces

» C admite una estructura trenzada si y solo si G es un 2-grupo abeliano elemental; esto es, todo
elemento tiene orden 2.

» Las trenzas no equivalentes en C estdn en correspondencia uno a uno con las (n + 1)-uplas
(01,...,0n,€), con e ==+1, 6; = £1 para todo i, y n el rango del grupo G.

» (Cada trenza de C tiene exactamente dos posibles elecciones de twist compatibles.

Ejemplo 2.3.4. Un ejemplo de categorias de Tambara-Yamagami viene dado por las categorias de
Ising: éstas son categorias de fusion cuyo tnico objeto simple no inversible X cumple que X®? =
1®a, donde a es el generador del grupo de objetos inversibles, el cual es isomorfo a Zy. En particular,
tenemos que el conjunto de grados irreducibles es c.d.(C) = {1,v2} y FPdimC = 4, por lo cual
son categorias de fusion débilmente integras pero no son integras. Ademas, por [DGNO2, Corollary
B.12], toda categoria de Ising trenzada es modular.

Las categorias de Ising fueron estudiadas, por ejemplo, en [DGNO2, Appendix B].

2.4. Categorias casi-grupo

En esta seccién daremos otro ejemplo de categoria de fusién, las llamadas categorias casi-grupo,
que fueron estudiadas por Jacob Siehler [Si2] y extienden las categorias de Tambara-Yamagami,
descriptas en la Seccién 2.3.

Una categoria casi-grupo es una categoria de fusién que posee exactamente un objeto simple
no inversible, salvo isomorfismos. Ademas, si una tal categoria posee estructura trenzada diremos,
simplemente, que es una categoria casi-grupo trenzada.

A continuacion describiremos las reglas de fusiéon de una categoria casi-grupo y veremos que
estan determinadas por cierta data (G, k), con G un grupo finito y x un numero entero. Sean C
una categoria casi-grupo y X el objeto no inversible en C. De esta forma, Irr(C) = G(C) |J{X}, con
X ¢ G(C). Recordemos que G(C) es el grupo (con el producto tensorial) de clases de isomorfismos
de objetos inversibles de C. Sea g € G(C). Como g es inversible y X es simple no inversible, g ® X
es un objeto simple no inversible de C, y por lo tanto ¢ ® X ~ X, para todo g € G(C). De la misma
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forma, dado que X™ es un objeto simple no inversible de C, tenemos X™* ~ X. Asi, en nuestro caso,
la Ecuacion (2.4) queda

XoX~ @ gorX, (2.6)
geG(C)

donde k = dim Hom(X, X ® X) es un numero entero no negativo. Luego, las reglas de fusion de la
categoria casi-grupo C estan definidas por el par (G(C), k).

Observacion 2.4.1. Se deduce de (2.6) que la dimension de Frobenius-Perron de X es solucion
(positiva) de la ecuacién cuadratica (FPdim X)? — x FPdim X — |G| = 0. Por lo tanto, tenemos que
. / . .
FPdim X = %. De esta forma, FPdimC = 2|G| + x FPdim X.
Luego, la categoria casi-grupo C es integra si y solo si % 4+ 4|G| es un cuadrado perfecto, puesto
que Ky (k2 + 4]G|)1/2 tienen la misma paridad. Recordemos que, en este caso, C es equivalente a la
categoria de representaciones de dimension finita de una cuasi-dlgebra de Hopf.

Observacion 2.4.2. Caso k = 0: Las categorias casi-grupo con regla de fusion del tipo (G,0)
son precisamente las categorias de Tambara-Yamagami discutidas en la Secciéon 2.3. Estas fueron
clasificadas, salvo equivalencia tensoriales, en [TY]. Ver el Teorema 2.3.2.

Ademaés, por [Si2, Theorem 1.2], en el caso |G| = k + 1, la regla de fusiéon de casi-grupo (G, k)
admite una estructura monoidal si y sélo si G es el grupo multiplicativo de un cuerpo finito, es decir,
es ciclico de orden p® — 1. Para probar que la condicién es necesaria, en [Si2|, se examinaron las
ecuaciones del pentagono en la categoria, y se mostré que el grupo G debe tener cierta estructura,
y que sélo los grupos especificados la tienen. Ademads, en el mismo trabajo, se dieron dos pruebas
distintas de que la condicion es suficiente. En una se construyen grupos cuyas categorias de repre-
sentaciones tienen las reglas de fusion especificadas. La otra prueba usa nuevamente un analisis de
las ecuaciones del pentagono.

En [Tho| se deduce, de los resultados de P. Deligne y G. Seitz, una clasificacion de las categorias
casi-grupo simétricas, es decir, aquellas que admiten una trenza involutiva.

Proposicion 2.4.3. [Tho, Proposition 1.4.] Sea C una categoria casi-grupo simétrica con reglas
de fusion determinadas por el par (G,k), con k # 0. Entonces C es equivalente, como categoria
tensorial trenzada, a la categoria Rep(Isz X F;l), para pt # 2.

El resultado principal de [Tho] es la descripcion de las categorias casi grupo trenzadas no simé-
tricas.

Teorema 2.4.4. [Tho, Theorem 1.5.] Sea C una categoria casi-grupo trenzada no simetrica con
reglas de fusion dadas por el par (G, k), con k # 0. Entonces G es el grupo trivial, o Zs, o bien Zs.
Mads aiin, si G es trivial entonces se tienen (salvo equivalencias de categorias tensoriales trenzadas)
cuatro categorias casi-grupos trenzadas asociadas. Todas estas categorias tienen reglas de fusion
dadas por el par ({1},1). Si G = Za, entonces hay dos categorias casi-grupo asociadas, ambas
con reglas de fusion determinadas por el par (Ze2,1). Finalmente, si G = Zs, entonces eriste una
categoria casi-grupo asociada cuyas reglas de fusion quedan definidas por el par (Zs,2).

Observacion 2.4.5. Notemos que la Proposiciéon 2.4.3, el Teorema 2.4.4 y el Teorema 2.3.3 dan una
clasificacién completa de las categorias casi-grupo trenzadas.
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2.5. Categorias de tipo grupo

Las categorias de tipo grupo se construyen a partir de grupos finitos y fueron definidas por
Ostrik en [O1]. Luego fueron estudiadas en profundidad por Etingof, Nikshych y Ostrik en [ENO].

Una categoria de fusion de tipo grupo es una categoria de fusidon equivalente a la categoria
C(G,w, F,a) de ko F-bimodulos en la categoria C(G, w), donde G es un grupo finito, w : G*3 — k*
un 3-cociclo, F C G un subgrupo y a € C?(F,k*) una 2-cocadena en F que satisface w|r = da.
Esta ultima condicion hace que el algebra de grupo torcida k,F' sea un &lgebra asociativa en la
categorfa C(G,w) de espacios vectoriales G-graduados de dimension finita.

Los objetos simples de una categoria de fusion de tipo grupo C = C(G,w, F, ) estan clasificados
por pares (s,Us), con s recorriendo el conjunto de representantes de coclases dobles de F' en G,
es decir, las orbitas de la accién de F en el espacio F\G de coclases a izquierda de F en G,
Fy, = FNsFs ! el estabilizador de s € F\G, y U, una representacion irreducible del 4lgebra de
grupo torcida kg, Fs, esto es, una representacion proyectiva irreducible de Fs con respecto a cierto
2-cociclo o determinado por w. Ver |[GNa, Theorem 5.1].

La dimension de la representacion irreducible W, 1, correspondiente a un tal par (s,Us) es
dim W,y = [F @ Fi]dim Us. (2.7)
Corolario 2.5.1. Los grados irreducibles de la categoria C(G,w, F,«) dividen al orden de F.

Observacion 2.5.2. Se sigue del Corolario 2.5.1 que FPdim X € Z, para todo X € IrrC(G,w, F, ).
Asi, la categoria de tipo grupo C = C(G,w, F, «) es una categoria de fusion integra. En particular,
C es equivalente a la categoria de representaciones de dimension finita de una cuasi-algebra de Hopf

semisimple. Una construccion explicita de una cuasi-algebra de Hopf H para la cual Rep H ~ C fue
dada en [N2].

Como algebra, H es el producto cruzado k¥ \C# kF, donde F\G es el espacio de coclases a
izquierda de F' en G con la accion natural de F, y o es cierto 2-cociclo determinado por w.

De esta forma, las representaciones irreducibles de H, es decir, los objetos simples de C, pueden
describirse usando los resultados para productos cruzados de grupos dados en [MW]: esto esta
detallado en [N2, Proposition 5.5].

El grupo G(C) de clases de isomorfismos de objetos invertibles en C encaja en una sucesion

exacta N
1-F—-GC) - K —1, (2.8)

con K ={x € Ng(F): [0,] = 1}. Ver [GNa, Theorem 5.2].

Diremos que una (cuasi-)élgebra de Hopf semisimple H es de tipo grupo si la categoria Rep H
es de tipo grupo. En [Ni| se construyeron ejemplos de algebras de Hopf semisimples que no son de
tipo grupo.

Dada C = C(G,w, F,«) una categoria de fusion de tipo grupo, consideremos un subgrupo I' de
G, y un 2-cociclo 3 € Z2(I',k*), tales que
= la clase w|r es trivial;

» G=FT,
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= la clase a|prrB 7| Far es no degenerada.

En este caso, existe un algebra de Hopf semisimple H cuya categoria de representaciones de dimen-
sion finita Rep H es equivalente a C. En el trabajo [O1] se mostré que las clases de equivalencia de
subgrupos I' de G que satisfacen las condiciones anteriores clasifican los funtores de fibra C — Vec;
esto corresponde a las diferentes algebras de Hopf H.

Como consecuencia de la definicién tenemos que una categoria de fusion es de tipo grupo si
y solo si es Morita equivalente una categoria de fusion punteada C(G,w) [O1], [ENO, Proposition
8.42].

La clase de categorias de fusiéon de tipo grupo es cerrada bajo productos tensoriales, tomar cate-
gorfas duales con respecto a categorias médulo indescomponibles, categorias opuestas, subcategorias
plenas y cocientes [O1], [ENO, Proposition 8.44|. Asi, el centro de Drinfeld Z(C) de C es de tipo
grupo si y solo si C es de tipo grupo.

Los resultados de [N1] dan otra caracterizacion de las categorias de tipo grupo:

Teorema 2.5.3. Sea H una cuasi-dlgebra de Hopf semisimple. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. H es de tipo grupo.
2. D(H) es twist equivalente a D“(G), para algin grupo finito G y un 3-cociclo w € Z(G,k*).

Observacion 2.5.4. Recordemos que asociada al producto bicruzado H = k' "#,kF tenemos la
siguiente sucesion exacta abeliana

k - k' - H - kF =k, (2.9)

donde todas las aplicaciones son las candnicas. Més ain, toda algebra de Hopf que admite una tal
extension abeliana es necesariamente isomorfa a un producto bicruzado. Ver Seccién 1.8.

El algebra de Hopf H es de tipo grupo. De hecho, por [N1, 4.2|, tenemos una equivalencia de
categorfas de fusion Rep H ~ C(G,w, F, 1), donde w : G x G x G — k* es el 3-cociclo asociado al
elemento de Opext(k", kF) correspondiente a la sucesion (2.9) en la sucesion ezacta de Kac (ver el
Teorema 1.8.3).

En el trabajo [GNaN], los autores dieron un criterio para determinar cudndo una categoria de
Tambara-Yamagami, introducidas en la Secciéon 2.3, es de tipo grupo. Recordemos que un subgrupo
L C G se dice Lagrangiano (con respecto al bicaracter x) si L = L* con respecto al producto
interno dado por x en G.

Teorema 2.5.5. [GNaN, Theorem 4.6] Sea C = TY(G, x,T) una categoria de fusion de Tambara-
Yamagami. Entonces C es de tipo grupo si y sdlo si G contiene un subgrupo Lagrangiano (con
respecto al bicaracter x).

Ademis, el siguiente Lema da condiciones suficientes para que en un 2-grupo abeliano contenga
un subgrupo Langrangiano.

Lema 2.5.6. Sean G un 2-grupo abeliano y x una forma bilineal simétrica no degenerada en G. Si
|G| = 22" entonces G contiene un subgrupo Lagrangiano.

Demostracion. Ver [GNaN, Lemma 4.5]. O
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2.6. Equivariantizacién y de-equivariantizaciéon

Sea C una categoria tensorial sobre k. Denotamos por Endg C la categoria monoidal cuyos
objetos son los endofuntores tensoriales de C, los morfismos son las transformaciones naturales
monoidales, el producto tensorial es la composicion de funtores tensoriales y el objeto unidad es el
funtor identidad Id¢. Dado un grupo G, denotaremos por G la categoria monoidal estricta cuyos
objetos son los elementos de G, los morfismos son las identidades y el producto tensorial es la
multiplicacion de elementos en el grupo G.

Una accion del grupo G en la categoria tensorial C (por autoequivalencias tensoriales) es un
funtor fuertemente monoidal p : G — Endg C. Esto es equivalente a contar con los siguientes datos:

1. Para cada g € G, un endofuntor tensorial p? : C — C,

2. Para g, h € G, un isomorfismo monoidal pg’h :pIph = poh.

3. Un isomorfismo monoidal pg : Ide — p°,
tales que los siguientes diagramas son conmutativos

goh kPP h g g _PIP0 g ¢
p?plpt =— pp p? ———pIp

pgpg’kl J{pgh’k popgl \ ipg’e
hk hk e
pIp Tk p? pep? W 07,
Py’ 2

para todo g, h, k € G.

Notemos que si p es una accién monoidal de G en C, cada p? es una autoequivalencia tensorial
.. —1
de C, cuya cuasi-inversa es p9 ~, con g € G.

Sea p : G — AutgC una accién del grupo G en una categoria tensorial C. Un objeto G-
equivariante en C es un par (X, u), donde X es un objeto en C y u es una familia de isomorfismos
(u9)geq, con u9 : p? X — X, para cada g € G, satisfaciendo

ugpg<uh) = ughpg;};, Uipox = idx, (2'10)

para todo g, h € G. Un morfismo G-equivariante f : (X,u) — (Y, v) entre dos ojetos G-equivariantes
es un morfismo f: X — Y en la categoria C tal que fu? = v9f, para todo g € G.

La G-equivariantizacion de la categoria C por el grupo G es la categoria C“ de objetos y morfis-
mos G-equivariantes de C. El objeto unidad de C% es (1, pg_l) y el producto tensorial de dos objetos
G-equivariantes (X, u) y (Y, v) estd dado por (X, u)®(Y,v) = (X®Y,w), con w9 = (v ®v9)p95
para g € G,y w = (wy)geq- El funtor de olvido F': C¢ - C, F(X,u) = X es un funtor fiel.

2x,y"

Si C es una categoria de fusion y G un grupo finito, dado que k es un cuerpo algebraicamen-
te cerrado de caracteristica 0, entonces la equivariantizacion CY es una categoria de fusién, y su
dimension de Frobenius-Perron es FPdim C% = |G| FPdimC.

El ejemplo més simple es considerar la accion trivial p de un grupo finito G en la categoria Vec.
En este caso, la equivariantizacion es la categoria de representaciones de dimensién finita de G, es
decir, (Vec)¥ = Rep G.
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En el trabajo [BuN] se caracterizaron los objetos simples de la equivariantizacion C% en términos
de los objetos simples de C. Notemos que la acciéon del grupo G permuta las clases de isomorfismo
de los objetos simples de C. Dado Y € Irr(C), denotaremos por Gy = Stg(Y) C G al subgrupo de
inercia de Y, esto es,

Gy ={9eG:p?(Y)~Y}.

Luego, el objeto simple Y tiene exactamente n = [G : Gy| G-conjugados Y = Yi,...,Y, mu-
tuamente no isomorfos. Sea g1 = e,..., g, un conjunto completo de representantes de coclases a
izquierda de Gy en G. Tenemos que Y; =~ p%Y para 1 < j < n. Ahora, si M = (X, 1) es un objeto
simple de C¢ tal que Y es una componente simple de X en C entonces X ~ m @7, Y;, donde
m = dim Hom¢ (X, Y') [BuN, Proposition 2.1].

Observacion 2.6.1. |BuN, Corollary 2.2| Se desprende de lo anterior que la dimension de Frobenius-
Perron del objeto simple M = (X,u) de C% es FPdimM = m[G : Gy]FPdimY, con m =
dim Hom¢(X,Y') como antes.

Otra referencia sobre descripciones de los objetos simples de una equivariantizacion es [NaNW].

Observacion 2.6.2. Consideremos una categoria de fusion trenzada C de tipo grupo. En este caso,
la categoria C es una equivariantizacion de una categoria de fusién punteada, o sea, C ~ D, con
D una categoria de fusion punteada y G es un grupo finito que acttia en D por autoequivalencias
tensoriales [NaN'W].

Recordemos que el producto tensorial de Deligne de categorias abelianas es cierta construccion
universal que da lugar a una nueva categoria. Pero, en el caso en que las categorias A; y A2 son
semisimples, el producto tensorial de Deligne A; X As es simplemente la categoria cuyos objetos
simples son X; X X5, con X; € A; simple. Sean C una categoria de fusion y G un grupo finito
actuando en C. La categoria producto cruzado C x G fue definida en |T| de la siguiente forma. Como
categoria abeliana, C X G es el producto tensorial de Deligne de C y C(G), es decir C xG = CKC(G).
El producto tensorial en C x G esta dado por la siguiente formula:

(XRg) (Y Rh)=(X®p(Y))Rgh, X,YeCqgheq.

Notemos que M = C es naturalmente una categoria modulo sobre C x G.

Tenemos la siguiente caracterizacion de la G-equivariantizacion de una categoria de fusion C en
términos de la categoria introducida anteriormente.

Proposicion 2.6.3. Las categorias C¢ y C x G son Morita equivalentes, es decir, C& ~ (C x G) -
Demostracion. Ver |ENO2, Proposition 2.2|, |[Ni, Proposition 3.2|. O

Un resultado similar para el contexto mas general de las categorias tensoriales fue probado por
Tambara en [T, Theorem 4.1].

De la discusiéon anterior se deduce la siguiente caracterizacion de las acciones de un grupo finito
en categorias de fusiéon punteadas. Sean C una categoria de fusiéon punteada y G un grupo finito
actuando por autoequivalencias tensoriales en C. Entonces, C” es Morita equivalente a una categoria
punteada C(A X G,®), donde A x G es el producto semidirecto con respecto a la acciéon inducida
de G en el grupo A de objetos inversibles de C, y @ : (A x G)*3 — k* es cierto 3-cociclo asociado
al 3-cociclo w : A3 — k* que determina la asociatividad en C.
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Diremos que un funtor tensorial ' : C — D entre categorias tensoriales es una equivariantizacion
si existe un grupo fnito G actuando en D por autoequivalencias y una equivalencia entre categorias
tensoriales C ~ DY sobre D, es decir, el tridngulo de funtores tensoriales

~

DG

NS

D

C

conmuta, a menos de un isomorfismo monoidal k-lineal.

A continuacién recordaremos brevemente el proceso de de-equivariantizacién, que es una cons-
truccion inversa a la de la equivariantizacion y fue introducida por Bruguiéres y Miiger en los
trabajos [Br| y [Mul], repectivamente.

Una categoria de fusion simétrica C se dice tannakiana si existe un grupo finito G y una equiva-
lencia de categorias de fusion trenzadas C ~ Rep G. Ver, por ejemplo, la Definicion 1.6.1, [DGNO2,
Definition 2.47] o la Secciéon 2.10. Sean C una categoria de fusién y € = Rep(G) una categoria de
fusion tannakiana equipada con un funtor tensorial trenzado ¢ — Z(C) tal que la composicién con
el funtor de olvido ¢ — Z(C) — C es fiel y plena. Denotaremos por A al dlgebra de funciones en G,
es decir, A = Fun(G). Esta es un algebra conmutativa en ¢, por lo cual su imagen es un algebra
conmutativa en Z(C). Asi, podemos considerar la categoria Cg de A-modulos en C, que es una
categoria de fusion, y la llamaremos la de-equivariantizacion (o categoria de fibra) de C.

El funtor tensorial canoénico F': C = Cq, X — A ® X es dominante, es decir, todo objeto de
Cq es un subobjeto de F(X), para algin objeto X € C. Ademaés, el grupo G acttia por autoequi-
valencias tensoriales en Cg; esta accion es la inducida por la accion de G en A por traslacion a
derecha [Mul], [DGNO2]. Més atn, existe una biyeccion entre subcategorias de C que contienen la
imagen de ¢ = Rep(G) y subcategorias G-estables de C¢, y preserva las subcategoras tannakianas.
Como mencionamos anteriormente, los procesos de equivariantizacion y de-equivariantizaciéon son

mutuamente inversos, es decir, existen equivalencias canonicas: (Cq)% ~ C y (C%) g ~ C. Se sigue
que FPdim C = |G| FPdim C¢.

Podemos aplicar la construccion anterior cuando C es una categoria de fusiéon trenzada que
contiene una subcategoria tannakiana € = Rep(G). En este caso, la trenza de C hace del funtor de
de-equivariantizacion F' un funtor central, esto es, F' se factoriza por un funtor trenzado C — Z(Cg).

Observacion 2.6.4. La categoria Cg no es, en general, trenzada pero si € C Z(C) entonces Cq es
una categorfa de fusion trenzada con la trenza heredada de C. Cuando ¢ = Z3(C), la categoria Cq
es no degenerada. Ver [ENO2, Remark 2.3].

El centro de Miiger Z2(C) de una categoria de fusion trenzada y la nociéon de categoria no
degenerada son introducidos en la Seccién 2.10.

2.7. Graduaciéon de una categoria de fusién por un grupo finito

En esta seccion recordaremos la definicién de graduaciéon por un grupo finito G en el contexto
de las categorias de fusion, la cual es una herramienta de gran utilidad para dar nuevos ejemplos a
partir de categorias de fusién conocidas. También mencionaremos algunas de las propiedades basicas
de esta construccion, para lo cual seguiremos |GN]|
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Definicién 2.7.1. Sea G un grupo finito. Una G-graduacion de una categoria de fusion C es una
decomposiciéon de C como suma directa de subcategorias abelianas plenas C = @©4ecCy, tal que
C; = Cy-1 y el producto tensorial @ : C x C — C mapea Cy X Cp, en Cyp,.

La graduacion es fiel si Cy # 0, para todo g € G. En este caso, diremos que C es una G-extension
de C,.

Notemos que la componente trivial Ce (es decir, la correspondiente al elemento neutro e € G) es
una subcategoria de fusion de C, y cada C4 es una categoria bimdédulo sobre Ce.

Observacion 2.7.2. Si C es una G-extension de Ce, entonces FPdim C, = FPdim C,, para todo g € G,
y la dimension de Frobenius-Perron de la categoria es FPdimC = |G|FPdimC.. Ver [DGNO2,
Corollary 4.28].

La siguiente proposicion caracteriza las G-extensiones para el caso particular en que C es la
categoria de representaciones de dimension finita de un dlgebra de Hopf semisimple H. Este resultado
es una consecuencia inmediata de [GN, Theorem 3.8|.

Proposicion 2.7.3. Sea H un dlgebra de Hopf semisimple. Consideremos la categoria de fusion
C = Rep H. Entonces una G-graduacion fiel de C correspondonde a una sucesion exacta central de
dlgebras de Hopf k — k& — H — H — k, tal que Rep H = C,.

2.7.1. Graduacion universal

Gelaki y Nikshych probaron, en el trabajo |GN], que para toda categoria de fusion C existe una
graduacion fiel canénica: C = @g4ep(c)Cy- Esta graduacion es llamada la graduacion universal y el
grupo U(C) es denominado el grupo de graduacion universal de C.

Ademsés, la componente trivial de la graduaciéon universal es la subcategoria adjunta de C, es
decir, Ce = Caq. Recordemos que la subcategoria adjunta C,q de C es la subcategoria generada por
X®X* con X €IrrC.

El nombre de graduacion universal se debe a que dicha graduacion satisface la siguiente propiedad
universal: cualquier G-graduacion fiel de la categoria C estd determinada por un epimorfismo de
grupos 7 : U(C) — G. Ver |[GN, Corollary 3.7].

Observacion 2.7.4. Cuando C = Rep H, para un algebra de Hopf semisimple Hopf H, la subcategoria
adjunta Caq = Rep H/HK™, con K = kY(©) la subalgebra de Hopf maximal central de H.

Ejemplo 2.7.5. Si C = T)Y(G, x,7) es una categoria de Tambara-Yamagami entonces C es una
Zo-extension de una categoria de fusion punteada.

Denotemos por X al tnico objeto simple no inversible de C. Como X ® X* = @4cqg tenemos
que la subcategoria adjunta C,q es punteada, esto es Coq = Cp. Por lo tanto, podemos descomponer
a la categoria como C = Coq ®C[X], donde C[X] es la subcategoria aditiva generada por X. Notemos
que, en este caso, la componente trivial de la graduacion es Cuq.
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2.8. Nilpotencia de categorias de fusién

Definicion 2.8.1. [GN, ENO2| Una categoria de fusién C es nilpotente si existen una sucesion de
categorias de fusiéon
Co = Vec,(Cq,...,C, =C,

y una sucesion Gy, ..., G, de grupos finitos tales que C; es una Gj-extension de Cj—1, 1 =1,...,n.
Diremos que C es ciclicamente nilpotente si los grupos pueden elegirse ciclicos (o equivalentemente,
ciclicos de orden primo).

Luego, tenemos que una categoria de fusion C es nilpotente si toda subcategoria de fusiéon no
trivial de C admite una graduacién no trivial por un grupo finito.

La serie central ascendente de la categoria de fusion C se define recursivamente, en términos de
la subcategoria adjunta, de la siguiente forma:

cO=c, cW=Cuq, M=)y,
para todo entero n > 1.

La nocion de nilpotencia también puede expresarse mediante la serie central acendente |GN,
Definition 4.4]. Una categoria de fusion C es nilpotente si su serie central ascendente converge a la
categoria Vec de espacios vectoriales de dimensién finita, es decir, si existe un niimero entero n para
el cual C™ = Vec. El menor n para el cual esto se cumple se llama la clase de nilpotencia de C.

Ademas, diremos que una (cuasi-)algebra de Hopf semisimple H es nilpotente si su categoria de
representaciones Rep H es nilpotente.

Ejemplo 2.8.2. Sea G un grupo finito. La categoria C = Rep G es nilpotente si y so6lo si el grupo
G es nilpotente.

Recordemos que un grupo G es nilpotente si y sélo si G posee una serie normal de subgrupos
1=2022,=2Z(G) <-4 Z, =G con Zj11/Z; = Z(G/Z;). Ademés, la subcategoria adjunta
de C = RepG es Caqg = Rep(G/Z(G)). Por lo tanto, haciendo induccion en n, podemos ver que
C(") = Rep G/Z,, para todo n > 1. La afirmacion se sigue de manera inmediata de este hecho.

Ejemplo 2.8.3. Sean G un grupo finito y w : G X G x G — k* un 3-cociclo en G. La categoria
C = C(G,w) es siempre nilpotente. Esto se debe a que C,q = Vec, por (2.1). Mas ain, las categorias
con clase de nilpotencia 1 son exactamente de esta forma, esto es, categorias de fusiéon punteadas.

Ejemplo 2.8.4. Las categorias de Tambara-Yamagami son nilpotentes con clase de nilpotencia 2.
Estaa afirmacion se sigue del hecho que, para esta tipo de categorias, la subcategoria adjunta es
punteada y, por el ejemplo anterior, tiene clase de nilpotencia 1.

El siguiente teorema extiende al contexto categdrico un conocido resultado para grupos finitos.

Teorema 2.8.5. Sea p un nimero primo. Consideremos una categoria de fusion C cuya dimension
de Frobenius-Perron es p™, con n > 1. Entonces:

(i) Eziste un automorfismo no trivial g € Autg(Ide) de orden p, tal que C es Z/pZ-graduada de
la siguiente forma. La categoria se descompone como C = @?;écj, donde C; estd generada por
los objetos simples X tales g|x = e2™/P  Las dimensiones de Frobenius-Perron de la categoria
de fusion Cy y de sus categorias modulos C; coinciden, y son iguales a p L
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(ii) La categoria C admite una filtracion por subcategorias de fusion C D cM5...5¢CM = Vec,
con dimC) = p

Demostracion. Ver [ENO, Theorem 8.28]. O

De esto sigue que, si C es una p-categoria de fusion, o sea FPdim C = p”, entonces C es nilpotente.

Teorema 2.8.6. [GN, Theorem 6.10] Sea C una categoria de fusion trenzada. Entonces C es nilpo-
tente si y sélo su centro de Drinfeld Z(C) es nilpotente.

2.9. Resolubilidad de categorias de fusiéon

En esta seccién introduciremos ciertas nociones que fueron el principal objeto de estudio del
trabajo [ENOZ2].

Una categoria de fusion C es débilmente de tipo grupo si es Morita equivalente a una categoria
de fusion nilpotente. Si C es Morita equivalente a una categoria de fusion ciclicamente nilpotente
diremos que C es resoluble. Equivalentemeatente, por [ENO2, Proposition 4.4], la categoria de fusion
C es resoluble si existe una sucesion de categorias de fusion Cy = Vec,Cy,...,C, = C, donde cada
C; se obtiene como una Gj;-equivariantizaciéon o una Gj-extensiéon de C;—1, con G1,..., Gy grupos
ciclicos de orden primo.

Observemos que toda categoria de fusién de tipo grupo es débilmente de tipo grupo, pues las
categorias de tipo grupo son aquellas Morita equivalente a categorias de fusiéon punteadas; ver
Seccion 2.5.

Diremos que una (cuasi)-algebra de Hopf semisimple H es débilmente de tipo grupo o resoluble,
si la categoria Rep H es débilmente de tipo grupo o resoluble, respectivamente.

A continuacién se resumen las propiedades basicas de las categorias de fusion débilmente de tipo
grupo.

Proposicion 2.9.1. La clase de categorias de fusion débilmente de tipo grupo es cerrada por ex-
tensiones y equivariantizaciones, equivalencia Morita, productos tensoriales, centros de Drinfeld,
subcategorias y cocientes de categorias.

Demostracion. Ver [ENO2, Proposition 4.1]. O

La siguiente proposiciéon da algunos ejemplos basicos y detalla las propiedades principales de las
categorias resolubles.

Proposicién 2.9.2. 1. La clase de categorias de fusion resolubles es cerrada por extensiones y
equivariantizaciones por grupos resolubles, equivalencia Morita, productos tensoriales, centros
de Drinfeld, subcategorias y cocientes de categorias.

2. Sean G un grupo finito y w € H3(G,k*) un 3-cociclo. Entonces, las categorias Rep G y C(G, w)
son resolubles st y sélo st G es un grupo resoluble.

3. Toda categoria de fusion trenzada nilpotente es resoluble
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4. Una categoria de fusion trenzada resoluble C # Vec contiene un objeto inversible no trivial.

Demostracion. Ver [ENO2, Proposition 4.5]. O

Observacion 2.9.3. A diferencia del caso de grupos finitos, que la categoria C sea nilpotente no
implica que C sea resoluble. Por ejemplo, la categoria C(G,w) es nilpotente para todo grupo G y
3-cociclo w : G x G x G — k*, mientras que es resoluble si y sélo si G es un grupo resoluble.

Pero, por la Proposicion 2.9.2, tenemos que si C una categoria de fusion trenzada, entonces C
nilpotente implica que C es resoluble; ver también [ENO2, Proposition 4.5(iii)].

Etingof, Nikshych y Ostrik probaron una versiéon del clasico Teorema de Burnside en el contexto
de las categorias de fusion.

Teorema 2.9.4. Sea C una categoria de fusion. Si la dimension de Frobenius-Perron de C es
FPdimC = p"¢®, con p y q numeros primos, y r, s enteros no negativos, entonces C es resoluble.

Demostracion. Ver [ENO2, Theorem 1.6]. O

2.10. Categorias modulares. Modularizacién

Consideremos una categoria de fusiéon trenzada C, es decir, una categoria de fusion C equipada
con una familia de isomorfismos naturales oxy : X ® Y = Y ® X, para X,Y € C, que satisfacen
los axiomas del hexdgono. En la Seccién 1.6 se encuentra la definicién precisa.

Una estructura pivotal en una categoria de fusion C es un isomorfismo ¢ : Id — ** de funtores
tensoriales. Diremos que una categoria de fusién equipada con una estructura pivotal es una categoria
de fusion pivotal. Por ejemplo, si H es un algebra de Hopf semisimple sobre k entonces la categoria
Rep H es pivotal. Este hecho se sigue del Teorema de Larson-Radford (ver Teorema 1.7.11), ya que
bajo estas hipotesis el cuadrado de la antipoda de H es la identidad y, por lo tanto, Id = **. Méas
aun, este resultado se extiende al caso en que H es una cuasi-dlgebra de Hopf semisimple sobre k
|[ENO, Proposition 8.23].

Recordemos que en una categoria de fusiéon, todo objeto simple X es isomorfo a su doble dual
X** (ver, por ejemplo, [02]). Luego, dado un objeto X € C y un isomorfismo f : X — X** definimos
la traza cudntica Trx(f) de la siguiente forma:

Trx(f) =evx+o(f ®idx+) o coevy,

dondeevy : X*® X — 1y coevy : 1 - X ® X* son, repectivamente, los morfismos de evaluacion
y coevaluacién de X, introducidos en la Seccién 1.4. Para méas detalles sobre la definicion de traza
cuantica recomendamos la lectura de [BaKi].

Asi, dada una categoria de fusion pivotal C podemos definir la dimensidn global (o categorica)
de un objeto X de C como:
dim X = Trx(ix),

donde 7 : Id — ** es la estructura pivotal de C. La dimension global (o categorica) de la categoria
de fusion C esta dada por
dimC = ) dimX dim X*.
XelrrC
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Notemos que en una categoria pivotal C, las dimensiones globales de los objetos simples no son
necesariamente niimeros reales. Basta considerar la categoria Rep G, donde G es un grupo finito, con
la estructura pivotal ¢ dada por un elemento central no trivial de G. En general, dim X* # dim X.

Una categoria pivotal C es esférica si y s6lo si las dimensiones globales a izquierda y derecha
coinciden, lo cual es equivalente a que dim X = dim X™*, para todo objeto simple X en C. En este
caso, la dimension global de C es dimC = Y vy, o (dim X)2.

Definicion 2.10.1. Sea C una categoria de fusion (estricta) trenzada, con trenza o. Una estructura
ribbon en C es un isomorfismo natural 6 : Ide — Ide, al cual llamaremos twist. Explicitamente, esto
es una familia de isomorfismos naturales 0x : X — X que satisfacen:

Oxoy = (0x ®0y)ooyxooxy,
0-x = "(0x),

para todo X, Y € C.

Notemos que, cuando la trenza o es simétrica, el ismorfismo natural € es monoidal. Un funtor
F : C — D entre categorias munidas de estructura ribbon se dice balanceado (o ribbon) si es un funtor
trenzado compatible con las correspondientes estrcuturas ribbon, es decir, tal que F'(6x) = 6 F(X)s
para todo X € C.

Ademés, diremos que una categoria C es premodular si esta equipada con una estructura esférica,
esto es, C tiene una estructura pivotal tal que las dimensiones categoricas a izquierda y derecha
coinciden, es decir, dim X = dim X*, para todo X € C. Equivalentemente, C es premodular si esta
munida de una estructura ribbon compatible [Br, Mu3|. De hecho, si C es una categoria esférica
(con trenza o), definiendo 0y = (Trx ®idy)(ox, x) obtenemos una estructura ribbon compatible
con la trenza o. De manera similar se puede probar la afirmacién reciproca.

A continuacién introduciremos la nocion de categoria modular. Con este fin vamos a presentar
primero el Centro de Miiger de una categoria de fusion trenzada, asi como también algunos otros
conceptos relacionados.

Diremos que dos objetos X e Y de una categoria de fusion trenzada C se centralizan mutuamente
si oy, xoxy = idxgy. El centralizador D’ de una subcategoria de fusion D C C se define como la
subcategoria plena de los objetos de C que centralizan a todos los objetos de D, es decir,

D = {X eC: Oy, XOX)Y = idX®y,v Y € D}

El centralizador D’ es una subcategoria de fusion de C.

El centro de Miiger (o centro simétrico) Zo(C) de una categoria de fusion trenzada C es el
centralizador de C, esto es, Z3(C) = C’. Los objetos de esta subcategoria son llamados centrales,
degenerados o transparentes.

Una categoria de fusion trenzada C se dice simétrica si su centro de Miiger es toda la categoria,
es decir, Z(C) = C. Esto es equivalente a requerir que la trenza o cumpla que oy xoxy = idxgy,
para todo X, Y € C, y en tal caso la trenza o es llamada simétrica. Ver también la Definicién 1.6.1.
En particular, el centro de Miiger Z2(C) es una subcategoria simétrica de C.

Sea G un grupo finito. La categoria Rep G, con la trenza estandar oxy(z ® y) = y ® x, es
un ejemplo de categoria de fusion simétrica. Més ain, Deligne prob6 que toda categoria de fusiéon
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simétrica es equivalente a una generalizacion de Rep G. Ver |De, Corollaire 0.8]. Una categoria
simétrica C es Tannakiana si existe un grupo finito G tal que C es equivalente a Rep G como
categorias de fusion trenzadas. Otras definiciones equivalentes pueden encontrarse en [DGNO2,
Definition 2.47].

En el caso extremo opuesto, esto es, cuando C es una categoria de fusiéon trenzada con centro de
Miiger trivial, diremos que C es no degenerada. Una categoria modular es una categoria premodular
no degenerada.

Teorema 2.10.2. Sea C una categoria de fusion modular. Entonces el grupo de graduacion universal
U(C) de C es isomorfo al grupo de caracteres de G(C), es decir, U(C) ~ G(C).

Demostracion. Ver |GN, Theorem 6.2]. O

Una categoria de fusion C es pseudo-unitaria si la dimension global y la dimensiéon de Frobenius-
Perron de C coinciden, es decir, dimC = FPdimC.

Observacion 2.10.3. Si C es una categoria pseudo-unitaria entonces tiene una estructura canonica
esférica con respecto a la cual las dimensiones categoéricas de todos los objetos simples coinciden
con las dimensiones de Frobenius-Perron de los mismos [ENO, Proposition 8.23].

En particular, este es el caso de las categorias débilmente integras, dado que son automaéticamen-
te pseudo-unitarias por [ENO, Proposition 8.24]. Asi, toda categoria de fusion débilmente integra
no degenerada es canénicamente una categoria modular.

A continuaciéon comentaremos brevemente el proceso de modularizacion, el cual es un caso
particular de equivariantizacion, y fue introducido por Bruguieres y Miiger en los trabajos [Br| y
[Mul], respectivamente. Ademas, la modularizacion da lugar a una sucesion exacta de categorias de
fusién, como se muestra en la Observacion 2.11.4.

A continuacion daremos dos definiciones de modularizacidn y daremos una idea de como mostrar
que son equivalentes.

Sea F': C — D un funtor tensorial entre categorias de fusion. Entonces F' es dominante si todo
objeto simple Y de D es un subobjeto de F(X) para algin objeto simple X de C.

Definicion 2.10.4. Una modularizacidn de una categoria pre-modular C es un funtor balanceado
dominante F': C — D, con D una categoria modular.

Como el funtor F es trenzado y dominante entonces debe trivializar Z5(C), es decir F/(X) es un
multiplo de la identidad para todo X € Z3(C).

Teorema 2.10.5. [Br] Una categoria pre-modular admite una modularizacion si y sdlo el centro
de Miiger Z5(C) es Tannakiana, esto es, existe un grupo finito G tal que Z2(C) ~ Rep G como
categorias trenzadas.

Lema 2.10.6. Si C es una categoria de fusion trenzada sobre k cuya dimensidn de Frobemius-
Perron es un nimero natural impar entonces C, equipada con su estructura esférica candnica, es
modularizable.

Demostracion. Ver [BrN, Lemma 7.2]. O
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2.11. Sucesiones exactas de categorias de fusion

En esta secciéon recordaremos la nocién de sucesiéon exacta en el contexto de las categorias
de fusion, introducida en [BrN|, y algunas de sus propiedades bésicas. Es posible, por ejemplo,
reinterpretar el proceso de equivariantizacién bajo la accién de un grupo finito en un categoria de
fusion y, en particular, la modularizacién, en términos de sucesiones exactas.

Recordemos que un funtor tensorial F' : C — D entre categorias de fusion se dice dominante si
todo objeto simple Y de D es un subobjeto de F(X) para algiun objeto simple X de C. Ademés,
un objeto se dice trivial si es isomorfo a 1™, para algiin ntimero natural n. Diremos que el funtor
tensorial F' es normal si para todo objeto simple X € C satisface que si F'(X) contiene una copia
del objeto unidad 1 entonces F(X) es trivial.

Denotaremos por Ketp C C a la subcategoria tensorial plena de objetos X de C para los cuales
F(X) es trivial. Si C y D son categorias de fusion, F' es normal si y sélo si todo objeto simple X € C
con Hom(1, FI(X)) # 0 pertenece a Rerp, por [BrN, Proposition 3.5 (2)].

Definicién 2.11.1. Sean C', C, C' categorias tensoriales sobre k. Una sucesion de funtores tenso-
riales ‘ h
C —C-—¢C (2.11)

es una sucesion ezacta de categorias tensoriales si

= F' es dominante y normal;

.. . . /
» ¢ induce una equivalencia entre C y RKetp C C.

Por ejemplo, una sucesion exacta de grupos 1 — G 5G—>G —1da lugar a una sucesion
exacta de categorias tensoriales:
C(G)—C(GQ)—=C(G).
Ademés, en el caso en que G es un grupo finito tenemos asociada otra sucesion exacta:
Rep G = Rep G — Rep G

Observacion 2.11.2. Un funtor F : C — C  normal y dominante da lugar a la sucesion exacta de
categorias tensoriales Ketp — C e

Sean C una categoria de fusion sobre k y G un grupo finito actuando por autoequivalencias
tensoriales en C. El funtor de olvido C¢ — C es un funtor dominante y define una sucesion exacta
de categorias de fusion:

RepG — CY = C. (2.12)

Proposicién 2.11.3. Sean C', C y C" categorias de fusion y F : C — C" e i : C — C funtores
tensoriales. Supongamos que F es dominante, i es pleno y se tiene la inclusion i(C) C Ret F.
Entonces FPdim C > FPdim ¢’ FPdimC". Mds aiin, la sucesion

[N RN

es exacta si y sélo si FPdimC = FPdim (' FPdimC". Ademds, en tal caso, para la dimension de
Frobenius-Perron de todo objeto simple Y € C" tenemos la siguiente formula:

. 1 .
FPdimY = o X; ) m(Y, F(X)) FPdim X,
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donde m(Y, F(X)) es la multiplicidad de Y en F(X).
Demostracion. Ver |BrN, Proposition 4.10]. O

Diremos que una sucesién exacta de categorias tensoriales es una sucesion exacta trenzada si
todas las categorias y funtores involucrados son trenzados. Si ' — C — C” es una sucesion exacta
trenzada entonces C es una subcategorfa de la categorfa de fusion Zo (C) C C de objetos transpa-
rentes de C.

Sea F' : C — D un funtor tensorial trenzado entre categorias de fusion trenzadas que admite un
adjunto a izquierda. Supongamos que F' es normal y dominante. Entonces existe un grupo finito
G actuando en D por autoequivalencias tensoriales trenzadas y una equivalencia tensorial trenzada
C ~ DY sobre C. Ver [BrN, Corollary 5.31].

Observacion 2.11.4. Como mencionamos anteriormente, el proceso de modularizacién es un caso
especial del de de-equivariantizacion. Esto fue probado en [BrN, Example 5.33]. A continuacion
haremos un pequeno repaso de este hecho.

Sea C una categoria premodular. Supongamos que C es modularizable, y denotemos su modu-
larizacion por F' : C — C. Dicho funtor es dominante, normal y cumple que Ketp = Z3(C). Luego,
tenemos la siguiente sucesion exacta de categorias de fusion asociada a F*:

o~

Z5(C) - C —C.
Mas atn, el funtor F' es una equivariantizacién, por ser un funtor trenzado. Como el centro de Miiger
Z3(C) es una categoria tannakiana tenemos una equivalencia tensorial simétrica Z3(C) ~ RepG,

donde G es un grupo finito actuando en C. Entonces, la categorfa C es la equivariantizacion de la
categoria modular C bajo la accion de G, es decir, C ~ CC.



Capitulo 3

Grados irreducibles

En este capitulo daremos resultados estructurales sobre 4lgebras de Hopf semisimples y cate-
gorias de fusion integras, bajo ciertas restricciones sobre el conjunto de grados irreducibles de las
mismas. Particularmente, centraremos nuestra atencién en el caso en que los grados irreducibles
toman exactamente los valores 1 y p, con p un ntimero primo. En todo lo que sigue asumiremos que
el cuepor k es algebraicamente cerrado de caracteristica 0.

Los resultados de este Capitulo demuestran el siguiente teorema.

Teorema 3.0.5. Sea C una categoria de fusion sobre k. Entonces tenemos:

(1) Supongamos que C es débilmente de tipo grupo y tiene dimension impar. Entonces C es resoluble.
Sea p un nidmero primo.

(i1) Supongamos que C es trenzada y tiene dimension impar. Asumamos ademds que el conjunto de
grados irreducibles satisface c.d.(C) C {p™ : m > 0}. Entonces C es resoluble.

(113) Supongamos que c¢.d.(C) C {1,p}. Entonces C es resoluble en cualquiera de los siguientes casos:

- C es de la forma C(G,w,Zy, ), es decir, es una categoria de fusion de tipo grupo, y el grupo
G(C) tiene orden p.

- C es una categoria casi-grupo.

-C=RepH, con H un dlgebra de Hopf cuasitriangular semisimple y p = 2.

(i) Sea H un dlgebra de Hopf semisimple tal que c.d.(H) C {1,p}. Entonces H* es nilpotente en
cualquiera de los siguientes casos:

-|G(H*)| =p yp divide a |G(H)].
-|G(H*)| =p y H es cuasitriangular.
- H es de tipo (1,p;p,1) como dlgebra.

(v) Sea H un dlgebra de Hopf semisimple tal que c.d.(H) C {1,2}. Entonces: - H es débilmente de
tipo grupo, y mds ain, es de tipo grupo si H = H,q. - El grupo G(H) es resoluble.

(vi) Sea H un dlgebra de Hopf semisimple de tipo (1,p;p, 1) como dlgebra. Entonces H es isomorfa

49
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al twisting del dlgebra de grupo kN, donde o bien p =2y N =S3 0p =21, a> 1,y N es el
grupo afin del cuerpo Foo.

La prueba de la parte (i) del teorema es una consecuencia del Teorema de Feit-Thompson [FT]
que dice que todo grupo finito de orden impar es resoluble. Los detalles se encuentran en la prueba
de la Proposicion 3.4.1.

El Teorema 3.4.3 prueba la parte (ii). El inciso (iii) sigue del Corolario 3.2.4, el Teorema 3.3.2 y
el Teorema 3.3.12 mientras que la Proposiciéon 3.1.10, la Proposicién 3.1.11 y la Proposiciéon 3.1.14
implican el punto (iv).

Ademas, por [N6, Corollary 4.5], las dlgebras de Hopf semisimples H en (iv) son semiresolubles
por abajo en el sentido de [MW]. Combinando el Teorema 3.3.4 y el Corolario 3.3.9 obtenemos el
item (v) del teorema. Finalmente, la parte (vi) se deduce del Teorema 3.1.15.

3.1. Nilpotencia

3.1.1. Nilpotencia de una extensién abeliana

En esta subsecciéon analizaremos las condiciones que aseguran la nilpotencia de un algebra de
Hopf H que encaja en una sucesion exacta abeliana de la forma

k - k' - H— kF -k (3.1)

Recordemos que una tal algebra de Hopf esta asociada a un producto bicruzado H = k! "#,kF,
como mencionamos en la Seccién 2.5. Mas adn, por la Observacion 2.5.4, tenemos que Rep H ~
C(G,w,F,1), donde G = F 1 I" el grupo factorizable asociado y w es el 3-cociclo asociado a la
sucesion exacta de Kac, presentada en la Seccion 1.8. Por lo tanto, H es un algebra de Hopf de tipo
grupo.

Por otro lado, una categoria de fusion de tipo grupo C(G,w, F,«) es nilpotente si y solo si
la clausura normal de F' en G es nilpotente [GNa, Corollary 4.3]. Ademaés, esto sucede si y solo
si F' es un subgrupo nilpotente y subnormal de G, lo cual es quivalente a que F' esté contenido
en el subgrupo de Fitting Fit(G) de G, ver [GNa, Subsection 2.3]. Asi, combinando esto con la
Observacion 2.5.4, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 3.1.1. Sean k — k!’ — H — kF' — Kk una sucesion ezacta abeliana y G = F >l el
grupo factorizable asociado. Entonces H es nilpotente si y sélo si F' C Fit(G).

Observacion 3.1.2. Supongamos que la sucesion exacta (3.1) es central. Entonces, se sigue del Lema
1.8.4 que F' es un subgrupo normal de G. Asi, H es nilpotente si y s6lo si F' es nilpotente, por la
Proposicién 3.1.1.

Sea p un numero primo. En lo que resta de esta subsecciéon consideramos el caso en que H es
un algebra de Hopf semisimple no trivial que encaja en una sucesion exacta de la siguiente forma

k — k% — H - kF — k. (3.2)

Sea C una categoria de fusion de tipo grupo de la forma C = C(G,w, Zy, o)) (Notemos que podemos
asumir o = 1). En particular, p divide al orden de G(C). Ademés, por el Corolario 2.5.1, tenemos
que c.d.(C) C {1,p}.
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Lema 3.1.3. Sea C = C(G,w, Zy, o). Supongamos también que |G(C)| = p. Entonces G es un grupo
de Frobenius con complemento de Frobenius Z,.

Demostracion. La descripcidon de las representaciones irreducibles de las categorias de tipo grupo,
dada en la Subseccién 2.5, combinada con la hipétesis |G(C)| = p, implica que gZ, g~ NZ, = {e},
para todo g € G\Z,. De hecho, todas los objetos simples inversibles de C estan en correspondencia
con pares (s,Us) para los cuales (Zp)s = Zp. En tal caso, ks, (Zp)s = kZ,. Ademés, para un tal s
hay asociadas p representaciones irreducibles Uy de grado 1. Ahora, como el orden de G(C) es p, C
posee exactamente p objetos simples inversibles. Por lo tanto, tenemos que s = e. En particular, la
accion de Zy, en Z,\G no tiene puntos fijos no triviales, es decir, s # e.

Esta condiciéon es, justamente, la que hace de G un grupo de Frobenius con complemento de
Frobenius Z,, que es lo que querfamos probar. Ver la Definicién 1.1.4. O

Observacion 3.1.4. Sea G un grupo de Frobenius con complemento de Frobenius Z,, como en el
Lema 3.1.3. El nucleo de Frobenius de G es un subgrupo normal N <1G, por el Teorema de Frobenius
(ver Teorema 1.1.5). Ademas G es un producto semidirecto G = N X Zj,.

Mas atn, N es un grupo nilpotente, por un teorema de Thompson [Ro, Theorem 10.5.6], [I,
Theorem (7.2)]. De hecho, el nucleo de Frobenius es igual al subgrupo de Fitting de G, es decir,
N =Fit(G) |Ro, Exercise 10.5.8].

Como consecuencia tenemos la siguiente:

Proposicion 3.1.5. Consideremos la sucesion ezxacta abeliana (3.2) y supongamos que |G(H)| = p.
Entonces:

(i) La sucesion es central, esto es, G(H) C Z(H).

(i1) El grupo G = F >1Z, es un grupo de Frobenius con nicleo F. En particular, F es un grupo
nilpotente.

Demostracion. Seguiremos la linea de la demostracion de [IK, Proposition X.7 (i)]. Consideremos
el matched pair de grupos (F,Z,) asociado a la sucesion exacta abeliana (3.2), como en la Seccion
1.8. Sea G = F <1 Zj, el correspondiente grupo factorizable.

La sucesion dual asociada es k — k" — H* — kZ, — k, de lo cual se sigue que la categoria de
fusion Rep H* ~ C(G,w,Zy, 1) es de tipo grupo, por el Corolario 2.5.4. Ademas, por hipotesis, el
grupo G(Rep H*) = G(H) es de orden p. Ahora, por el Lema 3.1.3, G es un grupo de Frobenius con
complemento de Frobenius Z,. Asi, la Observaciéon 3.1.4 implica que G es un producto semidirecto
G = N % Zy, con N = Fit(G) un subgrupo nilpotente.

De la misma forma que en la prueba del Lema 3.1.3, puesto que el orden del grupo G(H) es p,
la accion de Zj, en F' no tiene puntos fijos no triviales. Luego, el subgrupo estabilizador de g € F' es
trivial para todo g # e. Por lo tanto, la 6rbita de g tiene orden p cuando g # e. Asi, descomponiendo
a I’ como union disjunta de Z,-6rbitas, podemos ver que |F| = 1 (mod p). En particular, el orden de
F no es divisible por p. En consecuencia, como G//N tiene orden p, la proyeccion canonica G — G/N
mapea trivialmente a F'y, por lo tanto, ' C N. Entonces, dado que ambos grupos tienen el mismo
orden, resulta que F' = N. Esto prueba (ii). Como F' = N es normal en G, el inciso (i) sigue del
Lema 1.8.4. O
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Corolario 3.1.6. Sea k — k?» — H — kF — k una sucesion ezacta abeliana tal que |G(H)| = p.
Entonces H es nilpotente.

Demostracion. Sigue de la Proposicion 3.1.5, como consecuencia de la Observacion 3.1.2. 0

Observacion 3.1.7. En vista de [IK, Theorem IX.8 (iii)], si H es un élgebra de Kac con |G(H)| =p
y c.d.(H*) = {1,p} entonces H es una extension abeliana central asociada a una accién del grupo
ciclico de orden p en un grupo nilpotente. Luego, por Corolario 3.1.6, H es un &lgebra de Hopf
nilpotente.

Observacidon 3.1.8. La hipotesis (dual) c.d.(H) = {1, p} no implica, en general, que H sea nilpotente.
Por ejemplo, consideremos H el algebra de grupo de un producto semidirecto no abeliano F' x Z,,
con F un grupo abeliano de orden coprimo con p.

Por otro lado, la hipotesis sobre el orden de G(H) en el Corolario 3.1.6 y en la Proposicion 3.1.5
es esencial. Concretamente, para todo nimero primo p, existen algebras de Hopf semisimples H no
nilpotentes con c.d.(H*) = {1, p}.

Por ejemplo, tomemos un grupo F' no nilpotente con un automorfismo de orden p (como ser el
grupo simétrico F' = S,,, con n > 6 suficientemente grande). Consideremos la correspondiente accion
de Z, en F' por automorfismos de grupo y el producto semidirecto G = F' x Z, asociado a dicha
accion. Esto da lugar a una sucesion exacta abeliana (que se escinde) k — k% — H — kF — k, tal
que H es no conmutativa y no coconmutativa. Mas atn, en vista de la Observacion 2.5.1, tenemos
que c.d.(H*) = {1, p}. Pero, dado que consideramos un grupo F' no nilpotente, H es no nilpotente,
por la Observaciéon 3.1.2.

Ahora exploraremos el caso en que el orden del grupo G(H*) es p y el conjunto de grados
irreducibles es c.d.(H) = {1,p}, para algin ntmero primo p. Se sabe, por ejemplo, que si p = 2
entonces las hipotesis implican que H es un algebra de Hopf coconmutativa [BN, Proposition 6.8],
[IK, Corollary IX.9].

Lema 3.1.9. Supongamos que c.d.(H*) = {1,p}, para algiin primo p. Entonces H/(kG(H))*H es
una codlgebra coconmutativa.

Demostracion. Sea x un caracter irreducible de grado p de H*. Como en la Subseccién 2.2.1, tenemos

que
xx" = Z g+ Z A.

9€G[x] deg A=p

Asi, tomando grados en la igualdad anterior, vemos que p divide al orden del subgrupo G|x]. Luego
el estabilizador G[x] tiene orden p = deg x o bien p?, pues |G[x]| divide a (deg x)? como consecuencia
del Teorema de Nichols-Zoeller (ver Teorema 1.7.12).

Sea C' la subcodlgebra de H que contiene a x. Se cumple que G[x|C = C, pues x = gx para
todo g € G[x]. Si |G[x]| = p?, la codlgebra C/(kG[x])TC es unidimensional y, por lo tanto, es
coconmutativa. En el caso en que el orden de G[x] es igual a p = degx se tiene también que
C/(kG[x])TC es una coalgebra coconmutativa [N5, Remark 3.2.7]. Entonces H/(kG(H))" H es una
coélgebra coconmutativa, por [N5, Corollary 3.3.2]. O
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3.1.2. Resultados para el tipo (1,p;p,n)

Sea p un numero primo. A lo largo de esta seccion H denotara un élgebra de Hopf semisimple
con c.d.(H) = {1,p} y |G(H*)| = p. En otras palabras, H es de tipo (1,p;p,n) como algebra.
Recordemos que la nocién de tipo de un dlgebra semisimple fue introducida en la Subseccion 1.7.1.

Proposicion 3.1.10. Supongamos que p divide al orden de G(H). Entonces G(H*) C Z(H*) y H*
es un dlgebra de Hopf nilpotente.

Demostracion. Como por hipotesis p divide a |G(H)|, entonces existe un subgrupo G de G(H) con
|G| = p, o sea, G ~ Z,. La inclusiéon de algebras de Hopf kG — H induce la siguiente sucesion:

KG(H*) 5 H* 5 kG,

con 7 suryectiva. Tomando A = kG(H*) y B = kG en [N5, Lemma 4.1.9], tenemos que la com-
posicion o i : kG(H*) — kG es un isomorfismo y, ademés, H* ~ R#kG(H*) ~ R#Z, es un
biproducto, donde R = (H*)®7 es un éalgebra de Hopf semisimple trenzada sobre Z,,.

Dado que R ~ H*/H*kG(H*)* como coalgebras, por el Lema 3.1.9, tenemos que R es cocon-
mutativa. Entonces R es trivial, por [So, Proposition 7.2|, pues p{ 1+ np = dim R. Asi, se sigue de
[N5, Proposition 4.6.1] que, H* encaja en una sucesion exacta central abeliana

k - kZ, - H*— R — k.

Ahora, como la extension es abeliana existe un grupo F' tal que R ~ kF. Luego, el Corolario
3.1.6 implica que H* es un algebra de Hopf nilpotente. O

Proposicion 3.1.11. Supongamos que H es cuasitriangular. Entonces G(H*) C Z(H*) y el dlgebra
de Hopf dual H* es nilpotente.

Demostracion. Consideremos el doble de Drinfeld D(H) del élgebra de Hopf H. Como H es cuasi-
triangular, el grupo de elementos de tipo grupo G(H*) ~ Z, de H* es isomorfo a un subgrupo de

G(D(H)*). Por lo tanto, G(D(H)*) posee un elemento g# f de orden p. Como mencionamos en la
Subseccion 1.9, tenemos que G(D(H)*) ~ G(D(H))NZ(D(H)) CG(D(H)) = G(H*) x G(H).

En particular, el elemento f#g € G(D(H)) N Z(D(H)) es de orden p. Si g también es de
orden p, el orden de G(H) es divisible por p, y la afirmacion sigue de la Proposicion 3.1.10. Luego,
asumiremos que g = 1. Entonces f € G(H*) N Z(H*) es de orden p. Ahora, como G(H*) ~ Zj,
tenemos que G(H*) C Z(H™*).

De esta forma, por el Lema 3.1.9, H* encaja en una sucesion exacta central abeliana k — k% —
H* — kF — k, donde F es un grupo finito tal que kF ~ H*/H*(k»)T. En vista de la suposicion
sobre la estructura de dlgebra de H, el Corolario 3.1.6 implica que H* es nilpotente, como habiamos
afirmado. O

3.1.3. Resultados para el tipo (1,p;p, 1)

Ahora discutiremos el caso en que el algebra de Hopf semisimple (no necesariamente cuasi-
triangular) H es de tipo (1,p;p,1) como algebra. En particular, la dimension dim H = p(p + 1) es
un nuamero par.
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Notar que bajo estas hipoétesis la categoria Rep H es una categoria casi-grupo con reglas de
fusion dadas por el grupo G = G(H*) ~ Z, y un namero entero « [Si2]. En la Seccién 2.4 hemos
recordado las nociones y resultados principales sobre esta clase de categorias de fusion.

Sea x el caracter irreducible de H de grado p. Dado que x = x* y x9g = X = gx, para todo

g € G, tenemos que
= ). g+nx
geG(H™)
Tomando grados en la ecuacion anterior, obtenemos que p> = p + sp v, por lo tanto, K = p — 1.

La siguiente proposicion nos serd de utilidad en lo que sigue. Un enunciado mas general serd
probado en el Teorema 3.3.2.

Proposicion 3.1.12. Supongamos que H es un dlgebra de Hopf semisimple de tipo (1,p;p, 1) como
dlgebra. Entonces una de las siguientes afirmaciones es verdadera:

(i) p=2y H~KkS3, o
(i) p=2%—1" y dim H = 2°p.

En particular, H es resoluble.

Demostracion. Por [Si2, Theorem 1.2|, tenemos que G(H*) =~ Zga_1, para algin primo ¢ y a > 1.
Pero, como H es de tipo (1,p;p, 1) como algebra, el grupo G(H™) tiene orden p. Luego p = ¢* — 1.
Si g > 2, el numero primo p es par, por lo cual resultan p = 2 y ¢ = 3. Esto implica que H ~ kS3
es coconmutativa. En caso contrario, ¢ = 2 y el primo p tiene la expresion particular p = 2% — 1.

Luego, la dimension de H es igual a 6 o a p(p + 1) = 2%. Por el Teorema de Burnside para
categorias de fusion (ver [ENO2, Theorem 1.6], Teorema 2.9.4), el dlgebra de Hopf H es resoluble. [

Observacion 3.1.13. Sea p un numero primo tal que p = 2% — 1, como en la Proposicion 3.1.12.
Consideremos el grupo afin N del cuerpo Faa, esto es, N es el producto semidirecto Faa x FJ. con
respecto a la accién natural de FJ. en Fao. Entonces, el grupo N tiene el tipo prescripto como
algebra (ver la construccion dada en [Si2, Subsection 4.1]).

Més aun, supongamos que p es (cualquier) nimero primo y N es un grupo cuya algebra de
grupo tiene tipo (1,p;p, 1) como algebra. Entonces N tiene orden p(p + 1) y, se sigue del resultado
principal de [Se] que,p=2y N ~Sz3obienp=2*—-1,a>1,y N >~ Fo x FJ,.

Proposicion 3.1.14. Sea H un dlgebra de Hopf semisimple de tipo (1,p;p,1) como dlgebra. En-
tonces G(H*) C Z(H*) y el dlgebra de Hopf dual H* es nilpotente.

Demostracion. Hemos probado en la Proposiciéon 3.1.12 que bajo estas hipotesis H es resoluble.
Como mencionamos en la Seccion 1.9, Rep D(H) ~ Z(Rep H). Entonces, por el Teorema 2.9.2, el
doble de Drinfeld D(H) también es resoluble. El Teorema 2.9.2 (ver también [ENO2, Proposition
4.5 (iv)]) implica que, por ser resoluble, D(H) tiene representaciones no triviales de dimension 1,
esto es, el grupo G(D(H)*) es no trivial. Ademés, tenemos que G(D(H)*) ~ G(D(H))NZ(D(H)) C
G(D(H)) = G(H*) x G(H); ver Subseccion 1.9.

Ahora procederemos como en la prueba de la, Proposicion 3.1.11. Consideremos un elemento no
trivial f#g € G(D(H))NZ(D(H)). Si f =1, entonces 1 # g € Z(H) N G(H). Asi, H* encaja en

* . . . . .
un tal nimero primo es llamado un primo de Mersenne, en particular o debe ser primo.
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una extension cocentral k — K — H* — k{9 — k, donde K es una subdlgebra de Hopf normal
propia. La suposicion en la estructura de algebra de H implica que K = kG(H*). Por lo tanto,
kG(H*) es normal en H* y la extension es abeliana, por el Lema 3.1.9. La afirmacion se sigue, en
este caso, de la Proposicion 3.1.5 (i) y el Corolario 3.1.6.

Luego, podemos asumir que f # 1. En particular, f es de orden p.

Si|f] =|g| =p=|G(H")|, tenemos que p divide al orden de G(H). Entonces G(H*) C Z(H*)
y H* es nilpotente, por la Proposicion 3.1.10.

En caso contrario, el orden de g es n, con n # p. Si f* = 1, entonces p divide a n y, por lo tanto,
p divide a |G(H)|. Como antes, el resultado se sigue de la Proposicion 3.1.10. Si f™ # 1, entonces
f"#1L = (f"#4g") = (f#9)" € Z(D(H)). Esto implica que f" es un elemento de tipo grupo (no
trivial) central en H*. Como por hipotesis H es de tipo (1,p;p, 1) como algebra, el grupo G(H™)
tiene orden p y, por lo tanto, G(H*) C Z(H™*).

De esta forma, por el Lema 3.1.9, el algebra de Hopf dual H* encaja en una sucesiéon exacta cen-
tral abeliana k — k%» — H* — kF — k, donde F es un grupo finito tal que kF ~ H*/H*(k%»)*.
Como la hipotesis sobre H implica que |G(H*)| = p, se sigue del Corolario 3.1.6 que H* es nilpo-
tente, como habiamos afirmado. O

Teorema 3.1.15. Sea H un dlgebra de Hopf semisimple de tipo (1,p,p,1) como dlgebra. Entonces
p=2y H ~XkS3, o bien H es isomorfa a un twisting del dlgebra de grupo kN, donde p = 2% — 1,
a>1y N es el grupo afin del cuerpo Faa .

Demostracion. Podemos suponer que H es no coconmutativa y, por lo tanto, p es impar. Recordemos
que, por la Proposicion 3.1.12, si p = 2 entonces H ~ kS3 es conmutativa. Como consecuencia
de la Proposiciones 3.1.14 tenemos que G(H*) C Z(H*). Luego, combinando esto con el Lema
3.1.9, obtenemos que el algebra de Hopf dual H* encaja en una sucesion exacta central abeliana
k — k% — H* — kF — k, donde F es un grupo finito de orden p + 1 = 2%, pues la dimension de
H es 2%p por la Proposicion 3.1.12. Dado que la sucesion es central, el Lema 1.8.4 implica que la
accion <: Z, x ' — 7Z, es trivial, mientras que la accién >: Z, X ' — I est4 determinada por un
automorfismo ¢ € Aut F' de orden p = 2% — 1.

Primero mostraremos que el grupo F' es abeliano. En efecto, por el Teorema 1.1.3, como F' es
un 2-grupo, el orden del grupo Aut F' divide al namero n2(®~")" con n = | GL(r,2)| y 2" el indice
en F' del subgrupo de Frattini Frat(F') (el cual se define como la interseccion de todos los subgrupos
maximales de F' [Ro, pp. 135|, ver Seccion 1.1). En particular, tenemos que r < .

Ademas, el orden de ¢ divide al orden de Aut F'y, por transitividad, a | GL(r,2)| = (2" —1)(2" —
2)...(2" — 2771, Luego, el ntimero primo p = 2% — 1 divide a 2" — 1. De esto se deduce que 7 = «
y, por lo tanto, Frat(F') = 1.

Dado que F es nilpotente (por ser un 2-grupo), el Teorema de Wielandt (Teorema 1.1.2) implica
que, el subgrupo conmutador [F, F] de F' es un subgrupo de Frat(F'). Pero hemos probado anterior-
mente que en nuestro caso el subgrupo de Frattini de F' es trivial. Luego [F, F] = 1. De esta forma,
el grupo F' es abeliano, como habiamos afirmado.

Consideremos ahora la extension escindida By = kZ*#kF, asociada al matched pair de grupos
(Zy, F). Dado que By es una extension central y el grupo F' es abeliano, tenemos que By es un
4lgebra conmutativa. Esto dice que By es isomorfa al dlgebra de funciones k¥, con N = F' x Z,.
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Notemos que el orden |F| = 2% es coprimo con p. Combinando [N4, Proposition 5.22| y la
Proposicion 1.8.2 tenemos que el algebra de Hopf dual H* se obtiene de la extensién escindida
By = k%»#kF ~ kY por una deformaciéon de la multiplicacion. De hecho, el representante de
la clase de H* en el grupo Opext(kF, k%) es la imagen de un elemento de H?(F,k*) por el
mapa H2(F,k*)® H?(Z,, k*) ~ H*(F,k*) — Opext(kF, k%) en la sucesién exacta de Kac [Ma3,
Theorem 1.10]; Teorema 1.8.3. Entonces la afirmacion sigue de la Proposicién 1.8.2. Dualizando,
obtenemos que H es un twisting del dlgebra de grupo kN.

Finalmente, como dijimos en la Observacién 3.1.13, la suposiciéon sobre la estructura de algebra
de H implica que N es el grupo afin del cuerpo Faa. OJ

Observacion 3.1.16. Si N es un grupo cuya algebra de grupo kN es de tipo (1,p,p, 1) como algebra
y J € kN @ kN es un twist, entonces el algebra de Hopf torcida H = (kN)” también es de tipo
(1,p,p,1) como algebra.

Corolario 3.1.17. Sea H un dlgebra de Hopf semisimple de tipo (1,p,p, 1) como dlgebra. Entonces
Rep H ~ Rep N, donde N = S3 o bien N es el grupo afin del cuerpo Faa, para algin o > 1.

3.2. Resolubilidad

3.2.1. Resolubilidad de una extensién abeliana

La clase de categorias de fusion resolubles es invariante bajo equivalencia Morita [ENO2, Propo-
sition 4.5 (i)], Teorema 2.9.2. Recordemos que una categoria de fusion es de tipo grupo si es Morita
equivalente a una categoria de fusion punteada. Ademas, por el Teorema 2.9.2, una categoria de
fusion punteada C es resoluble si y solo si el grupo G(C) es resoluble. Asi, una categoria de fusion
de tipo grupo C(G,w, F, a) es resoluble si y solo si el grupo G lo es.

Observacion 3.2.1. Como consecuencia del Teorema de Feit-Thompson (ver Teorema 1.1.11, [FT]),
si el orden del grupo G es impar entonces C(G,w, F, «) es resoluble. En la Proposicion 3.4.1 hemos
generalizado este hecho al contexto de las categorias de fusién débilmente de tipo grupo.

De estos comentarios se desprende la siguiente caracterizacién de las extensiones abelianas re-
solubles.

Corolario 3.2.2. Sea H un dlgebra de Hopf semisimple que encaja en una sucesion exacta abeliana
como (3.1). Entonces H es resoluble si y sdélo si el grupo factorizable asociado G = F < T' es
resoluble.

En particular, si H es un algebra de Hopf resoluble, los grupos F' y I' también son resolubles.

Corolario 3.2.3. Sean H y G como en el Corolario 3.2.2. Supongamos que los grupos I' y F' son
nilpotentes. Entonces el dlgebra de Hopf H es resoluble.

Demostracion. Dado que los grupos I' y F' son nilpotentes por hipoétesis, el Teorema 1.1.9 implica
que el grupo G = F <x1 T es resoluble. De esta forma, el resultado se sigue del Corolario 3.2.2. [

Luego, las extensiones abelianas en la Proposicién 3.1.5 son resolubles, puesto que tanto Z,
como F' son nilpotentes.
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Corolario 3.2.4. Sea p un nimero primo. Consideremos la categoria de fusidn de tipo grupo C =
C(G,w, Zy, ). Supongamos que el orden del grupo G(C) es igual a p. Entonces C es resoluble.

Demostracion. Asociada a una categoria de fusion de tipo grupo C tenemos un algebra de Hopf
semisimple H que encaja en una sucesion como (3.1), tal que C ~ Rep H. En particular, para el
caso en que C = C(G,w, Z,, a), el algebra de Hopf asociada H encaja en una sucesion exacta como
la dada en (3.2). Denotaremos por G al grupo fatorizable determinado por dicha sucesion. Algunos
detalles sobre esta correspondencia pueden encontrarse en la Observacion 2.5.4.

Como por hipétesis |G(C)| = p, sigue del Lema 3.1.3 que G es un grupo de Frobenius con
complemento de Frobenius Z,. Ademés, por la Observacién 3.1.4, el nicleo de Frobenius N de G
es un grupo nilpotente y G es un producto semidirecto G = N x Z,. Asi, el Corolario 3.2.3 implica
que H es un algebra de Hopf resoluble. De esta forma, tenemos que C >~ Rep H es resoluble. [

3.3. Resolubilidad a partir de las dimensiones irreducibles

Sea p un numero primo. En esta seccion nos dedicaremos al estudio de categorias de fusion C
cuyo conjunto de dimensiones irreducibles sea de la forma c.d.(C) = {1,p}. Nuestro objetivo es
probar algunos resultados estructurales sobre C concernientes, principalmente, a la resolubilidad de
la categoria, bajo ciertas restricciones adicionales.

Recordemos que en el caso en que G es un grupo finito sabemos, por el Corolario 1.1.16, que
la misma restriccion sobre c.d.(G) implica que el grupo G y por lo tanto, la categoria Rep G, son
resolubles.

Observacion 3.3.1. Si H es un élgebra de Hopf semisimple con c¢.d.(H) = {1,p} y G es un grupo
finito, entonces el algebra de Hopf producto tensorial A = H @ k& también satisface la condicion
c.d.(A) = {1, p}. Esta afirmacion sigue del hecho de que los modulos irreducibles de A son productos
tensoriales de modulos irreducibles de H y k¢, sumado a que c.d.(k%) = {1} .

Sin embargo, A no es un algebra de Hopf resoluble a menos que el grupo G sea resoluble. De
hecho, k& es tanto una subélgebra de Hopf como un é4lgebra de Hopf cociente de A.

El siguiente teorema generaliza la Proposicion 3.1.12.

Teorema 3.3.2. Sea C una categoria casi-grupo con c.d.(C) = {1,p}. Entonces C es resoluble.

Demostracion. Seguiremos la notacion introducida en la Seccion 2.4. Sea (G, k) el par que deter-
mina las reglas de fusion de la categoria y denotemos por X al objeto no inversible de C. Como
mencionamos en la Seccion 2.4, tenemos la siguiente relacion:

XZZZg—G—nX. (3.3)
geG

La restriccion sobre el conjunto c. d.(C) implica que FPdim X = p. Recordemos que si g € G, por ser
un objeto inversible en C, cumple que FPdim g = 1. Por lo tanto, la dimensién de Frobenius-Perron
de la categoria es FPdim C = |G|+ p?. Ahora, como por el Lema 2.2.7 tenemos que |G| = FPdim Cp
divide a FPdim C, se sigue que el orden del grupo G es igual a p o a p%. Notemos que la posibilidad
de que el grupo G sea trivial se descarta tomando dimensiones de Frobenius-Perron en (3.3).
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Si |G| = p?, considerando nuevamente las dimensiones de Frobenius-Perron en la Ecuacién (3.3),
obtenemos que x = 0. Por lo tanto, C es una categoria de Tambara-Yamagami, las cuales fueron
introducidas en la Seccion 2.3, [TY]. En particular, C es una Zg-extension de una categoria punteada
equivalente a C(G). Como el grupo G es un p-grupo, es nilpotente y, por lo tanto, resoluble. Luego,
por el Teorema 2.9.2, la categoria punteada C(G) es resoluble. Dado que la categoria C es una
extension de una categoria resoluble por un grupo resoluble, por el Teorema 2.9.2, tenemos que C
es resoluble en este caso.

Supongamos ahora que |G| = p. De la misma forma que en el parrafo anterior se deduce que
k = p — 1. Procediendo como en la prueba de la Proposiciéon 3.1.12, usando [Si2, Theorem 1.2], se
sigue que FPdimC = p(p + 1) es igual a 6 o bien FPdimC = p2%, con p un ntmero primo impar.
Asi, por el Teorema de Burnside para categorias de fusion [ENO2, Theorem 1.6], la categoria C es
resoluble también en este caso. Ver el Teorema 2.9.4. O

El proximo teorema, concerniente al caso en que C = Rep H, es una consecuencia de la Proposi-
cién 3.1.11. En la Seccion 3.4.2, bajo restricciones adicionales en la dimensiéon de Frobenius-Perron
de la categoria, probaremos una versiéon de este resultado en un contexto mas general.

Teorema 3.3.3. Sea H un dlgebra de Hopf semisimple de tipo (1, p;p,n) como dlgebra. Supongamos

también que H es cuasitriangular. Entonces H es resoluble.

Demostracion. Hemos probado en la Proposiciéon 3.1.11 que, bajo estas condiciones, el algebra de
Hopf dual H* es nilpotente. Mas atun, por el Lema 3.1.9, H encaja en una sucesion exacta cocentral
abeliana k — k' - H — kZ, — k, con F' un grupo nilpotente. Entonces H es resoluble, por el
Corolario 3.2.3. O

En lo que resta de esta seccion nos restringiremos al caso en que C = Rep H, con H un &algebra
de Hopf semisimple.

3.3.1. El casop=2

Sea H un algebra de Hopf semisimple para la cual c.d.(H) C {1,2}. Por [BN, Theorem 6.4],
una de las siguientes afirmaciones es verdadera:

(i) Existe una sucesién exacta abeliana cocentral k — k' — H — kI' — k, donde F es un grupo
finito y I' ~ Zs™, n > 1, o bien

(ii) Existe una sucesion exacta central k — kY — H — B — k, donde B = H,q es un algebra
de Hopf cociente propia y el grupo U = U(Rep H) es el grupo de graduacion universal de la
categoria de H-mddulos de dimension finita.

En particular, si H = H,q entonces H satisface (i).

Como consecuencia tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.3.4. Sea H un dlgebra de Hopf semisimple con c.d.(H) C {1,2}. Entonces H es
débilmente de tipo grupo. Mds ain, si H = H,q entonces H es de tipo grupo.
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Demostracion. Las hipotesis sobre H implican que ésta satisface (i) o (ii) del péarrafo anterior. Si
se cumple la primera afirmacion, es decir (i), entonces H es de tipo grupo por la Observacion 2.5.4.

En caso contrario, H satisface (ii) y, por lo tanto, la categoria Rep H es una U-extension de
Rep B, en vista de la Proposicién 2.7.3. Notemos ademés que, como B es un cociente del algebra de
Hopf H, el conjunto de grados irreducibles de B también cumple que c.d.(B) C {1, 2}. Luego, por un
argumento inductivo, podemos suponer que B es débilmente de tipo grupo. Por lo tanto, H también
es débilmente de tipo grupo, puesto que Rep H es una extensiéon de una categoria débilmente de
tipo grupo por un grupo finito [ENO2, Proposition 4.1]; Teorema 2.9.1. O

A continuacion discutiremos las condiciones que garantizan la resolubilidad de H. El siguiente
resultado fue probado en [BN, Proposition 6.8].

Proposicion 3.3.5. Sea H un dlgebra de Hopf semisimple de tipo (1,2;2,n) como dlgebra. Entonces
H es coconmutativa.

Luego, un algebra de Hopf H que satisface las hipotesis de la proposicién anterior es isomorfa
al algebra de grupo kG, para algin grupo finito G. Mas atn, la suposicion sobre la estructura de
algebra de H implica que |c.d.(G)| = 2y, por el Corolario 1.1.16, el grupo G es resoluble. Asi, el
algebra de Hopf H es resoluble.

Lema 3.3.6. Sea H un dlgebra de Hopf semisimple con c.d.(H) C {1,2}. Supongamos ademds que
H = H,q. Entonces H es resoluble si y solo si el grupo F' en (i) es resoluble.

Demostracion. Dado que, por hipotesis, H esigual a su subalgebra adjunta H,q entonces H satisface
(i). Por el Corolario 3.2.2, H es resoluble si y solo si el correspondiente grupo factorizable G = F > I’
es resoluble. Pero, como la sucesion en (i) es cocentral, la accion >: I'x ' — F es trivial y el grupo G
es un producto semidirecto: G = F xT', con I" ~ Zs™, por el Lema 1.8.4. Esto prueba el Lema, pues
los subgrupos de un grupo resoluble son resolubles y el producto semidirecto de grupos resolubles
es resoluble. O

Observacion 3.3.7. Supongamos que H tiene un caracter irreducible y fiel x de grado 2, que cumple
que xx* = x*x. Se sigue de [BN, Theorem 3.5] que H encaja en una sucesion exacta abeliana central
k — k% — H — kT — k, para algan grupo polihedral T de orden par y para algan m > 1. En
particular, el grupo T' es necesariamente ciclico o dihedral, puesto que c.d.(H) = {1,2}. Para una
descripcion de los grupos polihedrales y los grados de sus caracteres consultar, por ejemplo, [BN,
pp. 10]. Por lo tanto H es resoluble en este caso.

Notemos que cuando H es cuasitriangular la hipd6tesis sobre x se cumple autométicamente;
por lo cual la conclusiéon vale también en este caso. En la préxima subseccién damos un resultado
més general en este contexto: en el Teorema 3.3.12 probamos que toda algebra de Hopf semisimple
cuasitriangular con c.d.(H) C {1,2} siempre es resoluble.

A continuacion probaremos algunos resultados que nos serdn de utilidad en lo que sigue.
Lema 3.3.8. Sean H un dlgebra de Hopf semisimple con c.d.(H) C {1,2} y K una subdlgebra de
Hopf o un dlgebra de Hopf cociente de H. Entonces c.d.(K) C {1, 2}.

Demostracion. Basta ver que la afirmacion es verdadera cuando K C H es una subélgebra de Hopf.
En este caso, el enunciado se sigue de la suryectividad del funtor restriccion Rep H — Rep K. [
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Corolario 3.3.9. Sea H un dlgebra de Hopf semisimple. Si c.d.(H) C {1,2}, entonces el grupo
G(H) es resoluble.

Lema 3.3.10. Sea H un dlgebra de Hopf semisimple para la cual c.d.(H),c.d.(H*) C {1,2}.
Entonces H es resoluble.

Demostraciéon. Por induccion en la dimension de H.

Consideremos el grupo de graduacion universal U de la categoria Rep H. Recordemos que,
en vista de la Proposicion 2.7.3 y la Observacion 2.7.4, a la graduacion universal de Rep H le
corresponde la siguiente sucesion exacta central de algebras de Hopf:

k >kY - H— H,y— k.

Dualizando dicha sucesion, vemos que H* — kU es un algebra de Hopf cociente, y el Lema 3.3.8
implica que c.d.(U) C {1,2}. Luego, por el Corolario 1.1.16, el grupo U es resoluble.

Supongamos primero que H,q C H. Nuevamente, en vista del Lema 3.3.8, tenemos que c. d.(Ha,q),
c.d.(H};) € {1,2}. Por hipotesis inductiva, la subalgebra adjunta H,q es resoluble. De esta forma,
el algebra de Hopf H es resoluble, puesto que tanto U como Rep H,q son resolubles y la categoria
Rep H es una U-extension de Rep Hoq [ENO2, Proposition 4.5 (i)|, Teorema 2.9.2.

Solo resta considerar el caso en que H,q = H. Como observamos al comienzo de esta subseccion,
en este caso tenemos, por [BN, Theorem 6.4], que H satisface la condicion (i), es decir, H encaja
en una sucesion exacta abeliana cocentral k — k' — H — kI' — k, con T' un grupo abeliano no
trivial.

En particular, la subélgebra de Hopf k!’ C H* es central no trivial y, por lo tanto, Hy € H”.
Como antes, la hipdtesis inductiva implica que, H}; y, de este modo, H* son resolubles. Entonces

H también lo es. Esto concluye la prueba del lema. O

3.3.2. El caso cuasitriangular

En esta subseccion asumiremos que H es un algebra de Hopf semisimple cuasitriangular y
consideraremos R € H ® H una R-matriz. A lo largo de la misma haremos uso de la notacion
introducida en la Seccion 1.9.

Observacion 3.3.11. Como la categoria Rep H es trenzada, el grupo de graduacion universal U =
U(Rep H) es abeliano y, en particular, resoluble.

Teorema 3.3.12. Sea H un dlgebra de Hopf semisimple cuasitriangular tal que c.d.(H) C {1,2}.
Entonces H es resoluble.

Demostracion. Sic.d.(H) = {1}, entonces H es conmutativa y, por ser cuasitriangular, es isomorfa
al 4dlgebra de grupo de un grupo abeliano. Por lo tanto, en este caso, H es resoluble. Luego podemos
suponer que c.d.(H) = {1,2}.

Consideremos ahora las subélgebras de Hopf Hy, H_ C H. Por el Lema 3.3.8, tenemos que
c.d.(Hy), c.d.(H-) C {1,2}. Entonces c.d.(H_),c.d.(H*) C {1,2}, puesto que (H*)®P ~ H_.
Asi, por el Lemma 3.3.10, H_ es resoluble.
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Entonces, el doble de Drinfeld D(H_) y su imagen homeomorfa Hp también son resolubles
[ENO2, Proposition 4.5 (i)], Teorema 2.9.2. Vamos a suponer, por lo tanto, que Hr C H.

Observemos que H,q, al ser un cociente de H, también es cuasitriangular y, por el Lema 3.3.8,
el conjunto de sus grados irreducibles satisface que c.d.(H,q) C {1,2}. Inductivamente, podemos
suponer que H = H,q y, en particular, sigue de la Observacion 2.7.4 que G(H) N Z(H) = 1. En
efecto, por la Observacion 3.3.11, el grupo U es abeliano y, ademas, la categoria Rep H es una U-
extension de Rep H,q. Pero, la extensién de una categoria de fusion resoluble por un grupo resoluble
resulta resoluble por [ENO2, Proposition 4.5 (i)|, Teorema 2.9.2. Asi, H es resoluble si H,q lo es.

De esta forma, por [BN, Theorem 6.4], H encaja en una sucesiéon exacta abeliana cocentral
k — k" - H — kI’ — k, donde T' es un grupo abeliano elemental no trivial con exponente 2.
Luego, en vista del Lema 3.3.6, es suficiente probar que el grupo F es resoluble.

Ademés, tenemos que T C G(H*)N Z(H*) y, por la Observacion 1.9.4, se cumple que
fro(GHT)NZ(H™)) € G(H) N Z(H).

Es por esto que podemos suponer que la restricciéon de fr,, a T es idénticamente 1 y, de manera
similar, vamos a suponer que la restriccion de fr a I' es también igual a 1. Entonces, los morfismos
frRY fRry se factorizan a través del cociente H* /H* (k') ~ kF.

Por lo tanto, las subalgebras Hy = fr(H*) y H_ = fr,,(H*) son coconmutativas. Mas ain,
como H, ~ H"°P también son subalgebras conmutativas. En particular, Hp = H, H_ es cocon-
mutativa. Luego, se cumple que ®r(H*) C Hr C kG(H).

Por [N3, Theorem 4.11|, ®r(H*) es una subalgebra de Hopf normal conmutativa y coconmutativa
que es necesariamente resoluble, pues Hg lo es. De esta forma, ®r(H*) ~ kT, con T' C G(H) un
subgrupo abeliano [N3, Example 2.1]. Ademas, existe una sucesion exacta de algebras de Hopf

k—kT — HSH—k,

donde H es una cierta algebra de Hopf triangular canénica.

Como H es triangular entonces es un twisting del algebra de grupo de algin grupo finito L,
o sea, H ~ (kL)’. Dado que c. d.(L) = c.d.(H) C {1,2}, por el Corolario 1.1.16, el grupo L es
resoluble. Asi, el dlgebra de Hopf H es resoluble, pues Rep H ~ Rep L.

La restriccion del morfismo 7 : H — H a la subélgebra de Hopf k¥ C H da lugar a la siguiente
sucesion exacta:

k— KT Ok = kF ™5 2(6F) > k.

Luego, tenemos que kT N k¥ = kF y 7(k¥) = k¥, donde F es un cociente y S es un subgrupo del
grupo F', de manera que la sucesién anterior induce la siguiente sucesion exacta de grupos:

158> F—>F—1.

Dado que kF = kT N KkF es coconmutativa, el grupo F es abeliano. Ademas, S es resoluble, pues
k° es una subalgebra de Hopf de H. En consecuencia, el grupo F es resoluble. Por lo tanto, H es
resoluble, lo cual completa la prueba del teorema. O
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3.4. Categorias de fusién de dimensioén impar

A lo largo de esta seccion, p denotard un nimero primo y C una categoria de fusion sobre k.
Recordemos que el conjunto de dimensiones irreducibles de C fue definido en la Subseccién 2.2.1
como c.d.(C) = {FPdim X : X € IrrC}.

En esta seccién consideramos categorias de fusion débilmente integras, es decir, aquellas cuya
dimensién de Frobenius-Perron es un nimero natural. Ademads, le impondremos a C la condicién
de que FPdim C sea un niimero impar y, por lo tanto, la categoria de fusion C es integra [DGNO2,
Corollary 2.22]. Luego, C es equivalente a la categoria de representationes de dimension finita de
una cuasi-algebra Hopf semisimple [ENO, Theorem 8.33].

3.4.1. Categorias de fusién débilmente de tipo grupo de dimensién impar

El siguiente resultado es una consecuencia del Teorema de Feit-Thompson [FT]. Ver Teorema
1.1.11.

Proposicion 3.4.1. Sea C una categoria débilmente de tipo grupo. Supongamos ademds que FPdim C
es un entero impar. Entonces C es resoluble.

Como mencionamos anteriormente, dado que la dimensién de Frobenius-Perron de C es un entero
impar entonces c.d.(C) C Z, es decir, C es un categoria de fusion integra [DGNO2, Corollary 2.22].

Demostracion. Por definicion, C es equivalente Morita a una categoria de fusion nilpotente. Como,
por el Teorema 2.9.2, la resolubilidad de las categorias de fusién es invariante bajo equivalencia
Morita es suficiente probar que una categoria de fusién nilpotente cuya dimension de Frobenius-
Perron es impar es resoluble.

Supongamos entonces que C es una categoria de fusion nilpotente, es decir, C es una G-extension
de una subcategoria de fusién C, con G un grupo finito no trivial. En particular, se sigue de la
Observacion 2.7.2 que FPdimC = |G|FPdimC. Dado que la dimensiéon de Frobenius-Perron de
C es impar, el orden de G y FPdimC también son impares, como consecuencia del Lema 2.2.7.
Por el Teorema de Feit-Thompson, el grupo G es resoluble. Ademés, C es nilpotente, por ser una
subcategoria de fusion de una categorfa nilpotente, y FPdimC < FPdimC, pues |G| > 1.

De esta forma, el teorema sigue por induccién en la dimensién de Frobenius-Perron de la cate-
goria, aplicando el Teorema 2.9.2. O

3.4.2. Categorias de fusién trenzadas

A continuacién, enunciamos el siguiente resultado cuya demostracion se basa en la descripcion
de los objetos simples de una equivariantizacion.

Lema 3.4.2. Sea G un grupo finito actuando en una categoria de fusion C por autoequivalencias
tensoriales. Supongamos que c.d.(C%) C {p™ : m > 0}, con p un mimero primo. Entonces c.d.(C) C
{p™: m >0}.
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Demostracion. Recordemos que en la Secciéon 2.6 dimos una descripciéon de los objetos simples
de una equivariantizacién debida a Burciu y Natale. En particular, se obtiene a partir de esta
caracterizacion que la dimension de Frobenius-Perron de un objeto simple M = (X, u) de CY es

FPdim M = m|G : Gy|FPdimY,

donde Y es una componente simple de X en C, Gy = Stg(Y) C G es el subgrupo de inercia de Y
y m = dim Hom¢ (X, Y). Ver la Observacion 2.6.1. Luego FPdim Y divide a FPdim M.

La hipotesis sobre C& implica que la dimensiéon de Frobenius-Perron de M es una potencia del
nimero primo p y, por lo tanto, la dimensién de Frobenius-Perron de Y también lo es. Esto prueba
el lema. O

Teorema 3.4.3. Sea C una categoria de fusion trenzada tal que c¢.d.(C) C {p" : m > 0}, con p un
nidmero primo. Supongamos ademds que FPdimC es impar. Entonces C es resoluble.

Demostracion. Por induccion en FPdimC. Notemos que, por el Lema 2.2.7, las subcategorias de
fusion de C son también de dimension impar.

Sic.d.(C) = {1} entonces C es punteada. Luego, la categoria de fusion C es equivalente a C(G, w),
para algun grupo abeliano G y algin 3-cociclo w : G X G x G — k*. Como el orden de G es impar,
por el Teorema de Feit-Thompson, el grupo G es resoluble. De esta forma, la categoria C es resoluble,
por el Teorema 2.9.2; [ENO2, Proposition 4.5 (ii)].

Supongamos ahora que C no es punteada. En este caso, todos los objetos simples no inversibles
de C tienen dimensiéon de Frobenius-Perron p™, para algin m > 1. Como la categoria C es trezada
el grupo G(C) de objetos inversibles de C es abeliano. Ademés, G(C) es no trivial. Mas aun, p
divide al orden del grupo G(C); lo cual se deduce tomando dimensiones de Frobenius-Perron en la
descomposicion (2.4) del producto tensorial X ® X*, para algun objeto X simple no inversible de
la categoria C.

Notemos que C es una categoria de fusion premodular con respecto a su estructura esférica
canoénica, por la Observacion 2.10.3, puesto que C es débilmente integra. Entonces, la categoria C
es modularizable, en vista del Lema 2.10.6.

Sea C la modularizacion de C, la cual es una categoria modular sobre k. Luego, C es una equiva-
riantizacion C ~ C% con respecto a la accién de un cierto grupo G en C, como fue explicado en
la Observacion 2.11.4. De hecho, el funtor modularizacion C — C induce una sucesién exacta de
categorias de fusion Rep G — C — C, que viene de la equivariantizacion; ver [BrN, Example 5.33].

Por construccion del grupo G, la categoria Rep G es la subcategoria de fusion (tannakiana)
de objetos transparentes en C. Por lo tanto, hay una inmersion de categorias de fusion trenzadas
Rep G C C. En particular, por el Lema 2.2.7, el orden de G es impar. Asi, el grupo G es resoluble,
por el Teorema de Feit-Thompson [FT].

Por el Lema 3.4.2, tenemos que c.d.(C) C {p™ : m > 0}. Luego, por induccion, y dado que la
equivariantizacion de una categoria de fusion resoluble bajo la accion de un grupo resoluble también
es resoluble, podemos y vamos a asumir en lo que sigue que C = C es modular.

Bajo esta hipotesis, el grupo de graduacion universal U(C) es abeliano e isomorfo al grupo de

caracteres G(C) de G(C), por el Teorema 2.10.2. En particular, el grupo U(C) es no trivial. Por lo
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tanto, sigue de la Observacion 2.7.2 que FPdimC,q < FPdimC. Al ser una subcategoria de fusion
de C, la subcategoria adjunta C,q también es una categoria de fusién trenzada con dimension de
Frobenius-Perron impar y tal que c.d.(Coq) C {p™ : m > 0}. Luego, por hipotesis inductiva, C,q es
resoluble. Ademés, C es una U(C)-extension de su subcategoria adjunta C,q y, por el Teorema 2.9.2,
la extension de una categoria de fusion resoluble por un grupo resoluble es resoluble. Entonces, la
categoria C es resoluble, como habiamos afirmado. Ul



Capitulo 4

Resolubilidad de una clase de categorias
de fusion trenzadas

Recordemos que k es un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica 0. En este capitulo
continuaremos con el andlisis del problema de dar resultados estructurales sobre una categoria de
fusion C bajo ciertas restricciones sobre el conjunto c¢d(C) de dimensiones de Frobenius-Perron de los
objetos simples de C. Nos concentraremos especialmente en cuestiones relacionadas con las nociones
de categoria de fusiéon de tipo grupo y de resolubilidad de una categoria de fusién. El Teorema
4.2.11 extiende los resultados del Capitulo 3 para algebras de Hopf semisimples cuasitriangulares.
En particular, este teorema implica que toda categoria de fusion trenzada débilmente integra cuyos
objetos simples tienen dimensiones de Frobenius-Perron a lo sumo 2 es débilmente de tipo grupo. Por
lo tanto, esto apoya la conjetura de que toda categoria de fusion débilmente integra es débilmente
de tipo grupo. Ver [ENO2, Question 2|.

Otro de los resultados principales del capitulo es el Teorema 4.2.13, en el cual mostramos que
una categoria de fusiéon trenzada débilmente integra C cuyos objetos simples tienen dimensiones de
Frobenius-Perron a lo sumo 2 es de tipo grupo en el caso extremo en el que la graduaciéon universal
de C es trivial. Es sabido también que la misma conclusién es valida en el caso extremo opuesto, es
decir, cuando C es una categoria de fusion integra nilpotente.

Algunas de las pruebas de estos resultados se basan en los obtenidos por Naidu y Rowell [NaR],
para el caso especifico en que C tiene un objeto simple fiel autodual.

4.1. Algunas familias de ejemplos

4.1.1. Ejemplos de categorias de fusién con grados irreducibles a lo sumo 2

En esta subseccion discutiremos ejemplos, que aparecen en la literatura, de categorias de fusion
débilmente integras para las cuales las dimensiones de Frobenius-Perron de sus objetos simples son
a lo sumo 2.

Ejemplo 4.1.1. Sea I' un grupo finito. Consideremos un algebra de Hopf H que encaja en una

sucesion exacta abeliana:
k - k' - H = kZy — k, (4.1)

65
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y su categoria de representaciones de dimension finita C = Rep H. Entonces c.d.(C) C {1,2} y, se
cumple la igualdad si la accién correspondiente de Zy en I' es no trivial.

Todos estos ejemplos son de tipo grupo puesto que, por la Observacion 2.5.4, tenemos la siguiente
equivalencia de categorias de fusion Rep H ~ C(G,w, Z,1), donde w : GXG X G — k* es el 3-cociclo
asociado a la sucesion exacta de Kac, que fue introducida en el Teorema 1.8.3.

Ademas, como consecuencia de [BN, Theorem 6.4], toda algebra de Hopf cosemisimple H con
c.d.(C) € {1,2} es de tipo grupo si C = Cnq. Ver Teorema 3.3 4.

Las &lgebras de Hopf
Aty Bim M > 2,

tienen dimensién 4m y fueron introducidas por Masuoka [Ma2]. Estas son ejemplos no triviales de
algebras de Hopf cosemisimples que encajan en un sucesion exacta como (4.1). En estos casos, I es
un grupo dihedral.

A continuacion comentaremos la idea de la construcciéon y algunas propiedades bésicas de sus
algebras duales, es decir, A4m y Bam, con m > 2. Sea K = k(a) el algebra de Hopf de grupo del
grupo ciclico Zy = (a) de orden 2. Esta se identifica, via el tnico isomorfismo, con su dual k{®.

Consideremos un entero m > 2. Asi, Ay, se define como el dlgebra de Hopf que incluye a K
como subalgebra de Hopf central, y estd generada sobre K por dos elementos s_, st sujetos a las
siguientes relaciones:

s =1, (sps)™=1, (4.2)

y ciertas formulas para la comultiplicacion, counidad y antipoda. El dlgebra de Hopf By, se define
de manera similar, reemplazando la relacion (s4ys_)" =1 por (s45-)™ = a.

Notemos que las relaciones dadas por (4.2) coinciden con la presentacion del grupo dihedral Doy,
como grupo de Coxeter, tomando t = s_ y z = (s4s_); ver la subseccion 4.1.2. Ademas, las algebras
de Hopf Ay, (m > 3) y By (m > 2) son semisimples, no isomorfas entre si, no conmutativas ni
coconmutativas. Consideremos ahora el matched pair (Day,, Z2,>,<1), donde > : Zg X Doy, — Doy,
es la accién dada por a > s+ = s y < : Doy, X Zo — Zo la accién trivial. Las algebras de Hopf
A4 v Bam dan extensiones asociadas a este matched pair. Mas aun, éstas son las tnicas, salvo
equivalencias, es decir, Opext(kDa,,, k%2) ~ Zs.

Recordemos que dos algebras de Hopf de dimension finita son deformaciones por cociclo una de
la otra si y sélo si las categorias de comédulos de dimensién finita sobre ellas son monoidalmente
equivalentes [S, Corollary 5.9]. Ademas, Schauenburg prob6 que las categorias de corepresentaciones
de dos algebras de Hopf H y K son monoidalmente equivalentes si y sélo si existe un objeto (H,

K)-biGalois. Para el élgebra de Hopf By, cualquier objeto Galois a derecha es trivial, mientras
que para cada m > 3 existe un objeto (Agm, D4m) biGalois, donde D4m es cierta algebra de Hopf
definida también en [Ma2, Definition 3.1 (1)]. Por lo tanto, A4 se obtiene como una deformacién
por cociclo de Dyy,. Mas atin, no hay otras deformaciones por cociclo de éstas dlgebras de Hopf.

Ejemplo 4.1.2. Sea C = TY(G, x, 7) la categoria de Tambara-Yamagami asociada al grupo finito
(necesariamente abeliano) G, al bicarater no degenerado simétrico x : G x G — k* y al elemento
7 € k que satisface que |G|7? = 1 [TY]. En la Secciéon 2.3 se recordaron las propiedades bésicas de
este tipo de categorias. Se desprende de la Ecuacion (2.5) que el conjunto de grados irreducibles es
c.d.(C) = {1,2} si y solo si el grupo G es de orden 4 y, en tal caso, tenemos que FPdimC = 8 por
la Observacion 2.3.1.
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Si G ~ Z4, existen dos posibles categorias de fusiéon C. Como G no es un 2-grupo abeliano
elemental, ninguna de éstas es trenzada, por el Teorema 2.3.3.

Ahora, si G ~ Zy X Z existen exactamente cuatro clases de categorias de Tambara-Yamagami
con grados de irreducibles 1 y 2, por [TY, Theorem 4.1]. Tres de éstas son (equivalentes a) las
categorias de representationes de algebras de Hopf de dimension 8: el dlgebra de grupo del grupo
dihedral de orden 8, el dlgebra de grupo de los cuaterniones y el algebra de Hopf de Kac-Paljutkin
Hg. La restante categoria de fusion, que tiene el mismo bicarater x que Hg pero 7 = —1/2, no se
realiza como la categoria de representationes de un algebra de Hopf. Dado que G es un 2-grupo
abeliano elemental, todas estas categorias admiten una trenza, por el Teorema 2.3.3.

Todas las categorias de fusién en este ejemplo son de tipo grupo. De hecho, dado que tanto Z4
como Zg X Zso son 2-grupos abelianos y ambos tienen orden 22, para todo bicaracter no degenerado
simétrico x : G x G — k™, se sigue del Lema 2.5.6 que G contiene un subgrupo Lagrangiano con
respecto a x . Por lo tanto, el Teorema 2.5.5 implica que la categoria TY(G, x, T) es de tipo grupo.
Ver también [GNaN, Theorem 4.6].

Ejemplo 4.1.3. Recordemos que una categoria casi grupo es una categoria de fusiéon con exacta-
mente una clase de isomorfismo de objetos simples no inversibles. En la notacion de [Sil], las reglas
de fusion de C estan determinadas por un par (G, k), donde G es el grupo de objetos inversibles de
C y Kk es un entero no negativo. En la Seccion 2.4 hemos presentado los resultados mas destacados
sobre esta clase de categorias de fusion.

Como mencionamos en la Observacion 2.4.2; las categorias casi grupo con reglas de fusion (G, 0)
para algiun grupo finito G son las categorias de Tambara-Yamagami, que hemos discutido en el
ejemplo anterior. Entonces consideremos ahora categorias casi grupo con reglas de fusion (G, k)
para algun grupo finito G y un entero x positivo.

Se deduce de la Ecuacion (2.6) que c.d.(C) = {1,2} si y solo si el grupo G tiene orden 2y k = 1,
es decir, si C es una categoria casi grupo de tipo (Zsg, 1). En este caso, la Observacion 2.4.1 implica
que FPdimC = 6 y, dado que k > 0, la categoria C es de tipo grupo [EGO, Theorem 1.1]. Ademas,
por el Teorema 2.4.4, existen, salvo equivalencia, dos categorias casi grupo trenzadas no simétricas
con reglas de fusion (Zs, 1).

Ejemplo 4.1.4. Las categorias de Ising son un ejemplo de categorias de fusiéon trenzadas débil-
mente integras que no son integras, y satisfacen que todos sus objetos simples tienen dimensiéon
de Frobenius-Perron < 2. Estas categorias fueron estudiadas, por ejemplo, en [DGNO2, Appen-
dix B]. En este caso, existe un tnico objeto simple no inversible X y cumple que X®? = 1 @ a,
donde a es el generador del grupo de objetos inversibles, el cual es isomorfo a Zo. En particular,
éstas son categorias de Tambara-Yamagami. Luego, tenemos que el conjunto de grados irreducibles
es ¢.d.(C) = {1,v/2} y FPdimC = 4. Ademés, toda categoria de Ising trenzada es modular, por
[DGNO2, Corollary B.12].

Otros ejemplos son los dados por las categorias de fusién trenzadas con reglas de fusiéon de tipo
Tambara-Yamagami generalizada (G, Zsz), con G un grupo finito. Ver [Li]. En éstos, la categoria
C no es punteada, el grupo de objetos inversibles es G, y Zo ~ I' C G es un subgrupo tal que
X ® X* ~ ®perh, para todos los objetos simples no inversibles X de C. Asi, también tenemos en
este caso que c.d.(C) = {1,v/2}.

Sigue de la Observacion 2.5.2 que, como ninguna de estas categorias es integra, estos ejemplos
no son de tipo grupo.
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Ejemplo 4.1.5. Sea C una categoria de fusion trenzada de tipo grupo. Entonces C es una equi-
variantizacion de una categoria de fusion punteada, o sea, C ~ D, con D una categoria de fusién
punteada y G es un grupo finito que acttia en D por autoequivalencias tensoriales [NaNW|. En
este caso, C contiene a la categoria Rep G de representaciones de dimension finita de G como una
subcategoria de fusion.

Supongamos que c.d.(C) = {1, p}, con p un nimero primo cualquiera. Entonces c. d.(G) C {1, p}.
En particular, el grupo G debe tener un p-complemento abeliano normal; més atn, o bien G contiene
un subgrupo normal abeliano de indice p o el centro Z(G) tiene indice p3. Ver [I, Theorems 6.9,
12.11].

4.1.2. Reglas de fusién de tipo dihedral

Sea D, el grupo dihedral de orden 2n, n > 1. Recordemos que D,, tiene una presentaciéon por
generadores t, z y relaciones 12 = 1 = 2", tz = 2z~ 't.

La siguiente proposicion describe las reglas de fusion de Rep D,, (c.f. [Ma2]).

Proposicion 4.1.6. 1. Supongamos que n es un nimero natural impar. Entonces las clases de
isomorfismos de los objetos simples de Rep D,, estdn representadas por 2 objetos inversibles,
1yg,yr=(n—1)/2 objetos simples X1,...,X,, de dimension 2, tales que

gRX;=X;=X;®g9, Vi=1,...,

/r.7
XZ®X]:{

donde Xg=1® g.

2. Supongamos que n es un numero natural par, esto es n = 2m. Entonces las clases de isomor-
fismos de los objetos simples de Rep D,, estdan representadas por 4 objetos inversibles, 1, g, h,
f=gh, ym—1 objetos simples X1,..., Ximm—1, de dimension 2, tales que

g X;,=X;=X;®g9, Vi=1,...,m—1,
h® X, =Xm_i =X, ®h, Vi=1,...,m—1,
XZ@X].:{ Xitj ® Xji—jy, sz: z:+]:§m7
X2mf(i+j) b X|l+j‘7 st 1+ Vi > m;
donde Xo=10gy Xm=hDf.
En particular, el grupo de objetos inversibles en Rep Dy, es isomorfo a Zs si n es impar, y a

Zio X Zio sim es par.

Observacion 4.1.7. Supongamos que 4 divide a n = 2m. Entonces X,, /5 es un punto fijo de la
multiplicacion (a izquierda y a derecha) por cualquiera de los objetos inversibles de Rep D,,.

Sea C una categoria de fusion con c.d.(C) = {1,2}. Supongamos que el anillo de Grothendieck
de C es conmutativo (por ejemplo, este es el caso si C es trenzada). Asumamos también que las
siguientes condiciones se cumplen:

(a) Todos los objetos son autoduales, o sea X ~ X*, para todo objeto X de C.
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(b) C tiene un objeto simple fiel, es decir, la subcategoria de fusion generada por dicho objeto
simple es igual a C.

Naidu y Rowell mostraron en [NaR, Theorem 4.2] que, bajo estas hipotesis, la categoria de fusion
C es Grothendieck equivalente a Rep D, es decir, que estas categorias comparten las mismas reglas
de fusion. Mas aun, C es necesariamente de tipo grupo.

Es posible prescindir de la hipotesis de que todos los objetos sean autoduales pero, en tal caso,
debemos requerir que el objeto simple fiel cumpla la condicién de ser autodual. Concretamente,
supongamos que C no es autodual pero satisface que:

(b’) C tiene un objeto simple fiel autodual.

En este caso, por [NaR, Remark 4.4], la categoria de fusion C también es de tipo grupo y es
Grothendieck equivalente a Rep Dy, con n impar. Aqui D, es el grupo de cuaterniones generalizado
(dihedral binario) de orden 4n, o sea, el grupo presentado por generadores a,s, con relaciones
a® =1, s> = a”, s~ las = a~'. Observemos que, para n impar, D, es isomorfo al producto
semidirecto Z;, X Zy, con respecto a la accion dada por la inversion, considerada en [NaR]. Por otro
lado, para n par, Rep D,, es Grothendieck equivalente a Rep D2y, mientras que Z, % Z4 no tiene

representaciones fieles de grado 2.
Lema 4.1.8. Sea n > 2. Luego (Rep ﬁn)ad = Rep D,,. Ademds,

Rep Dy, /2, st M es par,

(Rep Dy,)aq = { Rep D,,. if n es impar.

Demostracion. Recordemos que cuando C = Rep G, con GG un grupo finito, tenemos que la subcate-
goria adjunta es Coq = Rep G/Z(G) [GN]. Asi, la primera de las afirmaciones se sigue del hecho de
que el centro de D, es igual a {1, 5%} ~ Zs. Por otro lado, el centro Z(D,,) es trivial si n es impar,
e igual a {1, 2/ 2} ~ 74 si n es par. Esto implica la segunda afirmacion y concluye la demostracion
del lema. O

4.2. Resultados principales

Proposicion 4.2.1. Sea C una categoria de fusion premodular. Supongamos que C tiene un objeto
wwversible g de orden n y un objeto simple X tal que

1. g X=X,y

2. g centraliza a X.
Entonces tenemos que

(i) C es una equivariantizacion por el grupo ciclico Z, de una categoria de fusion C.

(ii) Si g € Z3(C), entonces C es trenzada.
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Demostracion. La condiciéon 1 asegura la existencia de un funtor de fibra en la categoria de fusion
Clg] generada por g. Entonces C[g] es equivalente a RepZ,, como categorias de fusion. Ver [EGO,
Section 6].

Maés aun, son equivalentes como categorias de fusién trenzadas. En efecto, se sigue de 1 que
Clg] C C[X]y, de esta forma, C[g] C Z2(C[X]), por 2. Luego, la categoria C[g] es simétrica. Entonces,
los tnicos twists posibles en C son 6, = 1y 0, = —1, para todo h € (g). Pero, dado que h centraliza
aXyh®X=X,el twist 0, no es igual a —1 [Mu2, Lemma 5.4]. Entonces 05, = 1, para todo
h € {g). Por lo tanto, C[g] ~ Rep Z,, como categorias de fusion trenzadas, como habiamos afirmado.

Sea I' = (g) € G(C). La de-equivariantizacion C=CrdeC por I' es una categoria de fusion,
pues todo h € I' tiene dimension de Frobenius-Perron 1y 0, = 1 [DGNO2, Theorem 4.18 (i)]. De
esta forma, hay una equivalencia canénica C ~ (Cr)' entre la categoria C y la '-equivariantizacion
de C, lo cual prueba (i). Es mas, ésta es una equivalencia de categorias de fusion trenzadas cuando
g € Z3(C), por la Observacion 2.6.4, [DGNO2, Theorem 4.18 (ii)]. Asi obtenemos (ii). Esto prueba
la proposicion. O

Recordemos que en la Seccion 2.8 hemos introducido la nocién de serie central ascendente de
una categoria de fusion C, que esté definida recursivamente de la siguiente forma:

cO=c, cW=cy ™=@ V),
para todo entero n > 1.

Lema 4.2.2. Sea C una categoria de fusion cuyo anillo de Grothendieck es conmutativo. Supongamos
ademds que C = Cyq. Si D1,...,Ds son subcategorias de fusion que generan C como categoria de

fusidon, entonces ng), . ,ng) también generan C como categoria de fusion, Ym > 0.

Demostracion. Como las subcategorias Dy, ..., Dy generan C, entonces (D1)aq, - - -, (Ds)ad también
generan la categoria C. En efecto, sea X un objeto simple de C. Existen objetos simples X;,, ..., X;,,
con X;, € D;;, 1 <iq,...,4 < s, tales que X es un sumando directo de X;, ® --- ® Xj;,. Entonces
X ® X* es un sumando directo de

Xy ® X, X, ®--0X] ~ (X, X])®-- 0 (X, ® X})),

pues el anillo de Grothendieck de C es conmutativo Notemos que los objetos en el lado derecho
pertenecen a la subcategoria de fusion generada por (Di)ad, - - -, (Ds)ad- Ahora, como X fue elegido
arbitrariamente, tenemos que (D1)aqd,-- -, (Ds)ad generan la subcategoria adjunta Cnq. Pero, por
hipotesis, C = Caq. Asi, hemos probado que (D1)aq, - - -, (Ds)ad generan la categoria C.

(n—1

De esta forma, el lema se sigue por induccién en n, dado que D](-n) = (Dj ))ad, para todo

j=1...5,n>1 ]

4.2.1. Categorias de fusiéon trenzadas con grados irreducibles 1 y 2

A lo largo de esta subseccion, C denotara una categoria de fusion trenzada con ¢.d.(C) = {1, 2}.
Consideramos a C como una categoria premodular con respecto a su estructura esférica canonica,
como en la Observacion 2.10.3.
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Observacion 4.2.3. Notemos que el grupo estabilizador G[X] es no trivial, para todo objeto X
simple no inversible en C, es decir, para X simple con FPdim X = 2. Més aun, sigue de la Ecuacion
(2.4) que |G[X]| =2 o 4. En particular, el grupo abeliano G(C) es no trivial.

Proposicion 4.2.4. Sea g un objeto inversible de orden 2 tal que 8, = 1. Supongamos que g genera
el centro de Miiger Z3(C) de C como categoria de fusion. Entonces C es la equivariantizacion de una
categoria de fusion modular C por el grupo Zo. Mds ain, c.d.(C) C {1,2}.

Demostracion. Por hipotesis, Z2(C) ~ RepZsy es una categoria tannakiana. Entonces, como men-
cionamos en la Seccion 2.6, la de-equivariantizacion CdeC por Z3(C) es una categoria modular y
hay una accion de Zy en C tal que C ~ C%2. Ademas, como c.d.(C%2) = c.d.(C) = {1,2}, por el
Lema 3.4.2 tenemos que c.d.(C) C {1,2}. O

Lema 4.2.5. Supongamos que Caq & C es resoluble. Entonces, la categoria de fusion C es resoluble.

Demostracion. Como C es una categoria de fusién trenzada, se deduce del Teorema 2.10.2 que, su
grupo de graduacion universal U(C) es abeliano. Recordemos que toda extension de una categoria
resoluble por un grupo resoluble es también resoluble [ENO2, Proposition 4.5 (i)]; ver Teorema
2.9.2. Por hipotesis, la subcategoria adjunta C,q es resoluble, y dado que C es una U(C)-extension
de C,q, entonces C es resoluble. O

Lema 4.2.6. Supongamos que C = Cnq. Entonces FPdim Z5(C) > 2.

Demostracion. Supongamos, por el contrario, que FPdim Z3(C) = 1. En este caso, C es modular
y, por el Teorema 2.10.2, tenemos un isomorfismo de grupos U(C) =~ CT(E) Luego, se sigue de
la Observacion 4.2.3 que el grupo U(C) es no trivial. Pero, combinando esto con la Observacion
2.7.2 obtenemos que C,q C C, contradiciendo la hipotesis. Asi, FPdim Z5(C) > 2, como habifamos
afirmado. O

Lema 4.2.7. Supongamos que la categoria de fusion C estd generada por un objeto simple X que es
autodual, es decir X ~ X*, y cuya dimension de Forbenius-Perron es igual a 2. Entonces tenemos
que

(i) C no es modular.
Ademds, cuando C = Caq también se cumple que

(11) Hay un isomorfismo de grupos G(C) =~ Zs.
(111) G(C) C Z5(C).

Demostracion. Como mencionamos en la Seccion 4.1.2, bajo estas hipotesis, la categoria de fusion
C es Grothendieck equivalente a Rep D,, o Rep ﬁ2n+1, para algin n > 1. Ver |[NaR, Theorem
4.2; Remark 4.4]. En el primer caso, dado que el grupo de graduacién universal es un invariante
Grothendieck, tenemos que U(C) es isomorfo a Zs si n es par y es trivial si n es impar. Pero el
grupo G(C), que también es un invariante Grothendieck, es isomorfo a Zo X Zg si n es par y a

—

Zg si n es impar, por la Proposicion 4.1.2. Entonces, para todo n, los grupos U(C) y G(C) son no
isomorfos. Asi, como consecuencia del Teorema 2.10.2, C no es modular. De manera similar, si C
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es Grothendieck equivalente a Rep l~)2n+1, tenemos que U(C) ~ Zy y G(C) ~ Z4. Por lo tanto, C
tampoco es modular en este caso. Luego, la afirmacion (i) queda demostrada.

Notemos ahora que, por el Lema 4.1.8, la hipotesis C = C,q implica que C es Grothendieck
equivalente a la categoria Rep D,,, para algin n impar. Entonces (ii) se sigue inmediatamente de
las reglas de fusion de Rep D,, (para n impar), descriptas en la Proposicion 4.1.2. Ademas, por
(i), el centro de Miiger Z2(C) es no trivial. Luego, se deduce de la Observacion 4.2.3 que el grupo
G(Z5(C)) es no trivial, puesto que c.d.(Z2(C)) C {1,2}. Por lo tanto, G(Z2(C)) = G(C) =~ Za, y
queda probada (iii). O

Observacion 4.2.8. Si C es una categoria de fusion como en el Lema 4.2.7, entonces la hipdtesis
C = Caq es lo mismo que decir que C es Grothendieck equivalente a Rep D,,, para algin n > 1
mpar.

Lema 4.2.9. Supongamos que C = Cuq. Entonces C estd generada por subcategorias de fusion
D1,...,Ds, s > 1, donde cada D; es Grothendieck equivalente a Rep Dy, con n; un nimero natural
impar, para todo 1 =1,...,s.

Demostracion. Tenemos que C = C[Xy,..., Xs], para algunos objetos X1,..., X, simples en C.
Consideramos D; = C[X;] la subcategoria de fusion generada por X;, i =1,...,s. Entonces, por el
Lema 4.2.2, las subcategorias adjuntas (D1)ad, - - -, (Ds)ad generan C como categoria de fusion. Asi,
basta considerar los objetos simples X; cuya dimensién de Frobenius-Perron es igual a 2, pues en
caso contrario, FPdim X; =1y X; ® X ~ 1.

Mas aun, iterando la aplicaciéon del Lema 4.2.2, podemos suponer también que el orden del

estabilizador G[X;] es 2, para todo i = 1,...,s. En caso contrario, por la Observacion 4.2.3, el

grupo G[X;] tiene orden 4. Asi, X; ® X~ @ ¢y la subcategoria adjunta (D;)aq es punteada.
geG[Xi]

Por lo tanto, vamos a considerar G[X;] = {1,¢;}, para todo @ = 1,...,s. De esta forma, tenemos

una descomposicion X; ® X ~ 1@ ¢g;® X/, donde X/ es un objeto simple autodual con dimension de
Frobenius-Perron igual a 2. Dado que el objeto X; ® X/ es un generador de la subcategoria (D;)aq,
las reducciones anteriores nos permiten suponer que D; = C[X;], con X; un objeto simple autodual
de C tal que FPdim X; =2, Vi=1,...,s.

Afirmamos ahora que los X;’s pueden ser elegidos de manera tal que (D;)aq ~ D;. Como obser-
vamos en la Secciéon 4.1.2, por [NaR, Theorem 4.2; Remark 4.4], la categoria D; es Grothendieck
equivalente a Rep D, o bien a Rep Day, 11, con n; > 1. Entonces, iterando nuevamente la aplicacién
del Lema 4.2.2 y utilizando la Observacion 4.1.8, podemos concluir que C = C[Dy, ..., D], donde
Dj es una subcategoria de fusion Grothendieck equivalente a Rep Dy, con n; un niimero natural
impar, para todo j =1,...,s. De esta forma, hemos completado la demostraciéon del lema. OJ

4.2.2. Resultados estructurales

Sea C una categoria de fusion débilmente integra. Se sigue de [GN, Theorem 3.10] que, o bien
C es integra o C es una Zg-extension de una subcategoria de fusion D. En particular, si C = Cygq,
entonces C es necesariamente integra.

Lema 4.2.10. Sea C una categoria de fusion y sean X, X' objetos simples de C. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(1) El producto tensorial X* @ X' es simple.

(1) Para todo objeto simple Y # 1 de C, o bien m(Y, X @ X*) =0 o m(Y, X' ® X™*) = 0.
En particular, si X* @ X' no es simple, entonces C[X]aq N C[X']aq es no trivial.

La equivalencia entre (i) y (ii) fue probada en [BN, Lemma 6.1] para el caso en que C es la
categoria de (co)representaciones de un élgebra de Hopf semisimple. Notar que la prueba loc. cit.
funciona también en este contexto méas general.

Demostracion. Sea Z = X ® (X')*. Entonces Z es irreducible si y solo si m(1,Z ® Z*) = 1. Por
otro lado, escribiendo la Ecuacion (2.4) para (X')* resulta que:

ZeZ'=Xo(X)VeoX X =X"aXo@PmY, X' & X)X oYX
Y#1

De esta forma, m(1,Z ® Z*) = 1 si y solo si para todo Y # 1 con m(Y, X' ® (X')*) > 0, tenemos
que m(1, X*®Y ® X) = 0 o, equivalentemente, m(Y, X ® X*) = 0. O

Teorema 4.2.11. Sea C una categoria de fusion trenzada débilmente integra tal que FPdim X < 2,
para todo objeto simple X en C. Entonces C es resoluble.

Demostracion. La prueba es por induccion en FPdimC. Como mencionamos al comienzo de esta
subseccion, si C no es integra, entonces es una Zs-extension de una subcategoria de fusion D. Como
D también satisface las hipotesis del teorema, entonces D es resoluble por hipoétesis inductiva. De
esta forma, por el Teorema 2.9.2, C es resoluble. Por lo tanto, vamos a suponer que C es una categoria
de fusion integra.

En vista del Lema 4.2.5, podemos suponer que C = C,q. Luego, se sigue del Lema 4.2.9 que,
la categoria de fusion C estd generada por subcategorias de fusiéon Dq,...,Ds, s > 1, con D;
Grothendieck equivalente a Rep Dy, donde n; es un ntimero natural impar, Vj =1,...,s.

Por el Lema 4.2.7, el grupo G(D;) tiene orden 2, esto es G(D;) = {1,9;}, Vj = 1,...,s
Afirmamos que g; = gj, V 1 <4,j < s. En efecto, sea D; = C[X X)), con XU) = ij) en la notacién

de la Proposicion 4.1.6. Asi, tenemos que (X@W)®2 =1 @ g; XQ( ). Fijemos 1 < 4,5 < s. Como C
no tiene objetos simples de dimensiéon de Frobenius-Perron 4 entonces, por el Lema 4.2.10, o bien

()

gi = gj 0 X5 ~ XQ(Z). En el primer caso la afirmacién se cumple inmediatamente. Notemos que, en
el segundo caso, tenemos que {1, g;} = G[XQU)] = G[XZ(i)] = {1,¢;} y, de esta forma, también vale
que gj = gi- Sea g = g;j = gi-

Ahora, por el Lema 4.2.7, el objeto g pertenece al centralizador D}, Vi =1,...,s. Més atn, como
C esté generada por las subcategorias D;, 1 < ¢ < s, entonces g es un objeto transparente de C, es
decir, g € Z5(C). Luego, C es la equivariantizacion por Zs de una categoria de fusion trenzada C, por
el inciso (ii) del Teorema 4.2.1. En particular, se sigue del Lema 3.4.2 que FPdim C = FPdim C/2 y
c.d.(C) C {1,2}. Por hipétesis inductiva, C es resoluble. Entonces, como consecuencia del Teorema
2.9.2, C también es resoluble, por ser la equivariantizacién de una categoria de fusién resoluble por
un grupo resoluble. O
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Teorema 4.2.12. Sea C una categoria de fusion trenzada débilmente integra tal que FPdim X < 2,
para todo objeto simple X en C. Supongamos ademds que C = Caq. Entonces C es Morita equivalente
a una categoria de fusion punteada C(A X Zs2,&), donde A es un grupo abeliano munido de una
accion de Zy por automorfismos de grupo, y @ € H3(A x Zy, k) es cierto 3-cociclo en el producto
semidirecto A X Zs.

Demostracion. La hipotesis C = C,q implica que la categoria de fusion C es integra. Por lo tanto,
vamos a suponer que el conjunto de dimensiones irreducibles es c¢.d.(C) = {1,2}. Asi, en vista
del Lema 4.2.9, C esta generada por subcategorias de fusion Dy, ..., Dy, s > 1, donde cada D; es
Grothendieck equivalente a Rep D,,,, con n; es un nimero natural impar, paratodo¢ =1,...,s. Dela
misma forma que en la prueba del Teorema 4.2.11, la hipotesis C = Coq implica que G(D;) = {1, g},
para todo 1 <i < s, y el estabilizador C[g] ~ Rep Zy es una subcategoria tannakiana del centro de
Miiger Z2(C). Luego, se sigue de la Observacion 2.6.4 que C ~ C% e 1a equivariantizacion por Zs
de una categoria de fusion trenzada C.

Como mencionamos en la Secciéon 2.11, la equivariantizaciéon de una categoria de fusién bajo
una accion por automorfismos de grupos da lugar a una sucesion exacta de categorias de fusion. En
nuestra situaciéon tenemos la siguiente sucesion exacta de funtores tensoriales trenzados:

RepZy — C 5e. (4.3)

Pero, como ademés C[g] C D;, la sucesion (4.3) induce por restriccién una nueva sucesion exacta:

Rep ZQ — Di — éi, (4..4)
para todo i = 1,...,s, donde C; es la imagen esencial de D; en C bajo el funtor F. De esta forma,
Ci es una subcategorla de fusion de C, para todo i = 1,...,s. Més atn, Cy,...,Cs generan C como

categoria de fusion. Notemos también que c.d.(C),c.d.(C ) C {1,2}, paratodoi =1,...,s. Por otro
lado, la exactitud de la sucesion (4.4) implica que 2n; = FPdim D; = 2FPdim Cz, por la Proposici()n
2.11.3. Luego, el numero natural FPdim C; = n; es impar.

Dado que C; es una categoria de fusion trenzada integra, la dimension de Frobenius-Perron de
cada objeto simple de C; divide a la dimension de Frobenius-Perron de C~Z, por el Teorema 2.2.8.
De esta forma, como c.d.(C;) C {1,2} y FPdlmCl = n,; es impar, tenemos que FPdimY = 1,
para todo Y € Irr(C) Esto significa que C; es una categoria de fusion trenzada punteada, para
todo i = 1,...,s. Entonces C también es punteada, pues Ci,...,Cq generan C como categoria de

fusion. De esta forma, C ~ C(A,w) como categorias de fusion, donde A es un grupo abeliano y
w € H3(AkX).

Las acciones de grupos en categorias de fusion punteadas fueron clasificadas por Tambara |T]. Se
sigue de [T, Theorem 4.1] que la categoria de fusion C ~ C” es Morita equivalente a una categoria
punteada C(A x Zg,©), donde A x Zs es el producto semidirecto con respecto a la accion inducida
de Zs en el grupo A de objetos inversibles de C.ya: (A % Z)*3 — kX es cierto 3-cociclo. O

Se sabe que una categoria de fusiéon trenzada nilpotente, que ademés es integra, siempre es de
tipo grupo [DGNO, Theorem 6.10]|. A continuacién mostraremos que la misma conclusion es valida
en el caso extremo opuesto.

Teorema 4.2.13. Sea C una categoria de fusion trenzada débilmente integra tal que FPdim X < 2,
para todo objeto simple X en C. Supongamos que el grupo de graduacion universal U(C) de C es
trivial. Entonces C es de tipo grupo.



4.2. RESULTADOS PRINCIPALES 6]

Demostracion. La prueba es una consecuencia inmediata del Teorema 4.2.12. O

Observacion 4.2.14. Sea C una categoria de fusion trenzada tal que c.d.(C) = {1,2}. Supongamos
ademéas que C es nilpotente. Luego, por [DGNO, Theorem 1.1], la categoria de fusion C admite
una decomposicion unica (a menos de una reordenacion de los factores) como producto tensorial
C1X---KC,,, donde cada C; es una categoria de fusion trenzada con dimension de Frobenius-Perron
igual a p;"*, para algunos nameros primos pi, ..., pm, distintos dos a dos. De esta forma, tenemos
que C; es una categoria de fusion trenzada e integra, para todo i = 1,...,m, y, se sigue de [ENO2,
Theorem 2.11|, que C; es punteada siempre que p; > 2. Entonces, tenemos una equivalencia de
categorias de fusion trenzadas C ~ C; K B, donde B es una categoria de fusiéon trenzada punteada,

y C1 es una categoria de fusion trenzada cuya dimension de Frobenius-Perron es 2™ y tal que
c.d.(Cr) ={1,2}.

Observacion 4.2.15. Notemos que, al ser una categoria de tipo grupo, una categoria de fusion
trenzada C que satisface las hipotesis del Teorema 4.2.13 tiene la propiedad F, esto es, todas las
representaciones asociadas del grupo de trenzas en las potencias tensoriales de objetos de C se
factoriza sobre grupos finitos. Ver [ERW, Corollary 4.4].

Se conjetura que toda categoria de fusion trenzada débilmente integra tiene la propiedad F
[NaR|. Se ha demostrado en [NaR, Corollary 4.3] que dicha conjetura es verdadera para categorias
de fusion trenzadas C con c.d.(C) = {1,2} tales que todos los objetos de C son autoduales.
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