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ABSTRACT

In this work, we prove a generalization of the well-known Nikolayevsky’s nice basis cri-
terion ([Nik2, Theorem 3]) in the following sense: we introduce the notion of nice space of a
reductive representation and in the case that such representation is rational (like in the the-
ory of algebraic groups), we give an easy-to-check convex geometry condition to determine
when the orbit of an element in a nice space contains critical points of the norm squared
of the moment map of the representation (i.e. the orbit is distinguished). Also, we give many
characterizations of a nice space which are very useful in practice.

As an application of the above results, we characterize the stratified set of (real or complex)
ternary forms of any degree with respect to the natural action of GL3(IF) (FF = R, respectively
F = C). We also give tools to construct minimal compatible metrics for geometric structures
on nilmanifolds and use them to study the existence problem of such metrics. We classify
compatible minimal metrics for symplectic 2-step nilpotent Lie algebras of dimension 6.

A second main result in the thesis is the classification of 7-dimensional Einstein nilradicals.
To obtain such classification, we make use of some results given by Nikolayevsky in [Nikz2],
and particularly the already mentioned nice basis criterion.

[2010] Primary 22E45; Secondary 53C25; 53C30; 20G20; 22E25; 13A50; 11E20
Key words and phrases: real and complex reductive groups, algebraic groups, reductive representa-
tions, ternary forms, Einstein manifolds, Einstein nilradicals, minimal compatible metric for geometric

structures on nilmanifolds, symplectic-nilpotent Lie algebras



RESUMEN

En este trabajo, probamos una generalizacion del conocido criterio de la base nice de Niko-
layevsky ([Nik2, Theorem 3]) en el siguiente sentido: introducimos la nocién de espacio nice
de una representacién reductiva y en el caso que tal representacién sea racional (como en la
teoria de grupos algebraicos), damos una condicion en términos de geometria convexa facil de
verificar, para determinar cudndo la 6rbita de un elemento de un espacio nice contiene puntos
criticos de la funcién cuadrado de la norma de la aplicacion momento de la representacion
(es decir, la 6rbita es distinguida). También damos varias caracterizaciones de un espacio nice
que son muy Ttiles en la practica.

Como aplicacién de los anteriores resultados, caracterizamos el conjunto estratificante de
las formas ternarias (reales o complejas) de cualquier grado con respecto a la accién natural
de GL3(F) (F = R, respectivamente C). También damos herramientas para construir métricas
minimales compatibles con estructuras geométricas sobre nilvariedades, y las usamos para
estudiar la existencia de tales métricas. Obtenemos una clasificacion de las métricas minimales
compatibles con las algebras de Lie 2-pasos nilpotentes simplécticas de dimensién 6.

Un segundo resultado central de la tesis es la clasificaciéon de los nilradicales Einstein de
dimensién 7. Para obtener tal clasificacién hacemos uso de algunos resultados dados por
Nikolayevsky en [Nikz2], y en particular, del ya mencionado criterio de la base nice.

[2010] Primary 22E45; Secondary 53C25; 53C30; 20G20; 22E25; 13A50; 11E20
Palabras y frases claves: grupos reductivos reales y complejos, grupos algebraicos, representaciones
reductivas, formas ternarias, variedades Einstein, nilradicales Einstein, métricas minimales compatibles

con estructuras geométricas sobre nilvariedades, dlgebras de Lie nilpotentes simplécticas.
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INTRODUCCION

Es bien sabido que la Teoria geométrica de invariantes (GIT) ha jugado un papel importante
en el estudio de las solvariedades Einstein (por ejemplo, [Heb], [Laus, Theorem 3.1] y [Nikz2]),
y mds generalmente, en la teoria de las solvariedades solitones de Ricci ([Lau6, Theorem 4.8]).
Hay una intrigante relacién entre el flujo de Ricci sobre nilvariedades y el flujo gradiente del
cuadrado de la norma de la aplicacién momento asociada a la accién natural de GL, (IR) sobre
A?(R™)* ® R™, y es por esta relaciéon que los recientes avances en el estudio de los solitones
de Ricci han venido de la aplicaciéon de GIT a la mencionada accién.

Motivados por lo que se conoce como el criterio de la base nice de Nikolayevsky ([Nikz2, The-
orem 3] o Teorema 4.1.11), el cual es considerado como una herramienta fundamental para
estudiar los nilradicales Einstein, en esta tesis estudiamos las representaciones reductivas y algu-
nas propiedades de convexidad que estdn asociadas a éstas, y mostramos que tal criterio es un
hecho general de la teoria de dichas representaciones. A partir de este resultado, damos una
serie de aplicaciones al estudio de las formas ternarias y al problema de existencia de métricas
compatibles minimales para estructuras geométricas sobre grupos de Lie nilpotentes (como son
definidas en [Lau3]). Un segundo resultado central de la tesis es la clasificacion completa de
los nilradicales Einstein de dimensién 7, trabajo en el cual el criterio de Nikolayevsky fue de
suma utilidad.

Sea G = U = Uexp(v/~1u) un grupo reductivo complejo donde U es un grupo de Lie
compacto y u = Lie(U). Sea G un subgrupo cerrado de G (en la topologia usual). Se dice que
G es un grupo reductivo real (en el sentido de [HSS]) si la funcién

P: Kxp — G
(k,X) — kexp(X)

es un difeomorfismo, donde K:= GnU y p := Lie(g) n v/~ 1.

Por representacion reductiva entenderemos cualquier representacion holomorfa de G o una
representacién de G que se obtiene por restriccion de una representacién reductiva de G
([Sto1, Real reductive representation]).

De ahora en més, G = Kexp(p) representa un grupo reductivo complejo o real, 1: G —
GL(V) denota una representacion reductiva real o compleja segin sea G y : g —> gl(V) es
la respectiva representacion del dlgebra de Lie g = Lie(G).

Dada una representaciéon reductiva se pueden construir productos internos sobre g y V,
los cuales denotaremos por ((-,-)) y (-,-) respectivamente, tales que K actda por isometrias
y p acttia por operadores simétricos sobre g y V (la accién sobre g es via la representacién
adjunta). A partir de tales productos internos se define implicitamente la aplicacién momento
de la representacién

my sV {0} — g
(mg(v), X)) = wam»

para todo X € g y v e V\ {0}, como también se define la funcién cuadrado de la norma de la
aplicacién momento

Fg: VN{0} — R

2 7
v [[mg(v)]

ix



En el caso complejo, my es en efecto una aplicacion momento como en geometria simpléctica
y fue considerada por Linda Ness en [Nes] para estudiar el espacio de 6rbitas de representa-
ciones reductivas complejas.

Es notable cémo los resultados dados por Ness en [Nes] atrapan muchos de los hechos
que se sabian sobre el conjunto de vectores semiestables (vectores que no tienen al vector nulo
en la clausura de su orbita) e incorporan nuevas herramientas y teoremas para estudiar el
“complicado” cono nulo (vectores no nulos que tienen al vector nulo en la clausura de su
oOrbita).

Impulsados por el trabajo de Ness, como también por los resultados de Frances Kirwan
en [Kirz2], muchos trabajos fueron realizados a lo largo de los siguientes 25 afios para llevar
al contexto de los grupos reductivos reales la linea de trabajo de Kirwan y Ness. Esta tarea
ha sido realizada; y de forma mucho mds general, dentro del proyecto de Peter Heinzner y
Gerald Schwarz de realizar una “Teorfa geométrica de invariantes” para acciones de grupos
de Lie reales sobre subvariedades reales de variedades Kahler (ver, [HSchw], [HSS]).

En este trabajo usamos los anteriores articulos para estudiar las drbitas distinguidas de rep-
resentaciones reductivas. Por 6rbita distinguida se entiende una 6rbita que tiene un punto
critico de Fy. Las ¢rbitas distinguidas tienen un papel destacado en el estudio del conjunto
de o6rbitas; por mencionar alguno, las 6rbitas cerradas son érbitas distinguidas (en el conjunto
de 6rbitas cerradas es el tinico lugar donde el anillo de invariantes puede ayudar a distinguir
oOrbitas).

Para explicar de la mejor forma nuestros resultados, necesitamos introducir mas conceptos.
Fijemos una subalgebra de g maximal en p (la cual resulta ser abeliana) y denotémosla por a
(en el caso complejo, esto es equivalente a tomar un toro en U). Por las propiedades de los
productos internos ((-,-)) y (-,-), tenemos una descomposicién en espacios pesos de gy V

1
g= méﬂ é @ Ir, (1)
" AeA(g)
g0
V= @ Vu (2)
axeA(V)

donde A(g) y A(V) son subconjuntos de a con 0 ¢ A(g), los cuales son llamados respectiva-
mente conjunto de raices y conjunto de pesos de la representacion, y

ga = {Yeg/ad(X)Y = (X, A)Y, VX e a}, 3)
Vi ={veV/n(X)v={(X, x)v, VXea}, (4)

son los espacios raices y espacios de vectores pesos respectivamente.

Notacién. Consideremos v e V\ {0}, digamos v =v; +...+ Vv, con cada v; € V«, como en la de-
scomposicion dada en (2). Por R(v) denotaremos el conjunto ordenado de los pesos relacionados
con v, esto es:

R(V) :={og e A(V) /vy # 0}

Decimos que un subespacio W de V es nice, si W es A-invariante (A = exp(a)) y mg(w) € a
para todo w e W~ {0}.

Usando ideas de Nikolayevsky en [Nik1] y resultados dados por Jablonski en [Jab1], obten-
emos el siguiente resultado, el cual puede ser considerado como una generalizacién del crite-
rio de la base nice de Nikolayevsky



Teorema. Sean G un grupo algebraico reductivo lineal (real 6 complejo) y T : G — GL(V) una
representacion reductiva racional. Sea W un espacio nice de V. y w € W un vector no nulo. Entonces,
w tiene una orbita distinguida si y sélo si el vector de norma minima de la cdpsula convexa de R(w)
estd en el interior relativo de dicha cdpsula.

En el teorema, la nocién de racional, coincide con la utilizada en geometria algebraica salvo
en el caso real, donde racional es un término usado por Jablonski para representaciones que
son restriccion de una representacion reductiva compleja racional definida sobre R de un grupo
reductivo complejo definido sobre R (ver [Jab3]).

Es conveniente aclarar que en el reciproco de este teorema no usamos los resultados de
Jablonski, asi que este hecho puede ser usado para cualquier representacién reductiva sin
ninguna hipétesis de tipo algebraico sobre el grupo o la representaciéon. Para probar este
sentido de la equivalencia dimos una prueba elemental del conocido teorema de convexidad
de Atiyah-Guillemin-Sternberg ([Ati, Theorem 2] y [GS1, Theorem 5.2]) en el caso particular
de TC-6rbitas con T un toro complexificado y la accién es via una representacién reductiva de
T€. La prueba que damos también es valida para representaciones reductivas reales de grupos
de Lie abelianos conexos de rango 0 (sin parte compacta). Por tanto, mostramos que el caso
real se puede desarrollar de manera independiente al caso complejo y asi nuestro resultado
es distinto al dado en [HSto] en el caso particular de representaciones reductivas, pues [HSto,
Proposition 3] usa fuertemente el respectivo resultado del caso complejo.

Es claro que nuestra generalizacion del criterio de Nikolayevsky proporciona una forma
sencilla de saber cudndo la 6rbita de un elemento nice es distinguida, pues el problema de
saber si un politopo tiene al vector de norma minima en su interior es equivalente a encontrar
una solucion positiva a un sistema lineal de la forma Ux = t[1] para algin t € R (en nuestro
caso, la matriz U es la matriz de Gram de ($3(w), ((-,-)))). Siguiendo ideas dadas en [LW2],
también damos una caracterizacién de los espacios nice de una representacion reductiva que
permite en la practica saber de forma directa cuando un espacio A-invariante es nice. En los
siguientes resultados, consideramos la descomposicién de un subespacio A-invariante W de
V como en la ecuacién (2) y los respectivos vectores pesos A(W).

Teorema. Sea W un subespacio A-invariante de V. Entonces, W es nice si y solo si para cualquier
o, o5 € A(W) tales que o5 — i € A(g), se satisface que Proy,,, (Y)w; = O para cualquier Y € g,
wji € W donde Proy,,, es la proyeccion sobre W con respecto al producto interno (-,-) y v = o5 — ;.

Corolario. Sea W un subespacio A-invariante de V. Si para todo o y o5 en A(W), i — o5 ¢ Ag)™,
entonces W es nice.

Como aplicacién de los anteriores Teoremas obtenemos los siguientes resultados sobre for-
mas ternarias

Teorema. Sea V = IF[x,\y,z]q el espacio vectorial de las formas ternarias de grado d con coeficientes en
IF (donde IF puede ser los niimeros complejos 6 los niimeros reales). EI conjunto estratificante de V ~ {0}
para la accién natural de GLy (IF) sobre V (la accién por cambio lineal de base) estd dado por:

B = {cem(ai, o)/ xi, 5 € A(V) y oy — o5 ¢ Agl, (F))} na*

Teorema. La clasificacion de las érbitas distinguidas en el cono nulo de R[x,y, z]4 por la accion natural
de SL3(IR) estd dada en la siguiente tabla

xi



Tipo 3 Espacio Z g Puntos criticos
(%/%/%) X2Z2+by3z a::l:\/;/b:\/_lql—4
(1 3 i) axz3+bxyzz+ x[y3 +y22]
22 exy?z + dxy? x[g3 ‘UZZ]
(5,2,2) | axyz?+oy? az\/§,b=i 1
(%I%,%) axyz? +bydz | a=./ ]52 b= 31_6
2[ +y°]
ax?z? + bxyz?+
(1,1,2) 22[x% +y?]
v’z | 20 -y’
8 20 24 3 4 5
(3 73/ 13) axz> + by a=v\/2,0=4/35
(%/ %,2) axz? + by3z a= % b= %
33% axz3 +by?z? | a= b= i\/g
y4+2tg2 24728 (teR)
(0,2,2) Yo aiytizt [y +2ty?z? + 24 (-1 <)
y +2ty 22—z (teR)
(01113) ayZS a= %
(01014) aZ4 a==+ 21_4

En el anterior Teorema, la notacién cem(«y, ) representa al vector de norma minima en la
capsula convexa de «; y ; y donde estos dos pueden representar al mismo peso.

Sea (Ny,v) un grupo de Lie nilpotente de clase v ([Lau3, Definition 2.1]) y sin pérdida de
generalidad supongamos que el grupo (algebraico) G, (el subgrupo de GL,, (IR) que preserva
la estructura geométrica y) es compatible con la descomposiciéon de Cartan de GL,(R): Gy =
Ky exp(py), con K, = G, nO(n) y py = gy, nsym(n), donde sym(n) es el espacio vectorial
de las matrices simétricas. Denotemos por a, := anyp, donde a corresponde al conjunto de
matrices diagonales; asi a, es abeliana maximal en p,, y sea A, := exp(a,). Consideremos
la acci6n natural de G, sobre V = A2(R™)* ® R™ (la accién por cambio de base) y dada
i e A2(R™)* ® R™, denotemos por Ry (1) el conjunto de pesos relacionados con p para la
descomposicién en vectores pesos de V con respecto a esta accién (como en la ecuacién (2)).
Siguiendo estas notaciones, otro de nuestros resultados da una herramienta para estudiar la
existencia de métricas compatibles minimales:

Teorema. Sea W un espacio nice de V con respecto a la accion de G, y sea (N, y) un grupo de Lie
nilpotente de clase 'y con u e W. (N, v) admite una métrica compatible minimal si y solamente si el
vector de norma minima de la cdpsula convexa de R, (w) estd en el interior relativo de dicha cdpsula.

Con el anterior Teorema estudiamos los solitones de Ricci para el flujo de Ricci anti-comple-
xificado sobre las dlgebras de Lie nilpotentes simplécticas de dimensién 6. Un resultado de
este estudio es el siguiente

Teorema. Todas las dlgebras de Lie 2-pasos nilpotentes simplécticas de dimension 6 admiten una
métrica solitén de Ricci para el flujo de Ricci anti-complexificado (médulo la clasificacion dada en
[KGM])*.

“Debemos decir que la clasificacién dada en [KGM, Theorem 5] tiene algunos errores; varios han sido corregi-
dos por comunicacién personal con los autores pero atn asi quedan muchos por resolver

xii



Debemos mencionar que el anterior Teorema no fue probado en su totalidad usando la no-
cién de Nice. Algunas élgebras fueron estudiadas por métodos similares a los introducidos en
[Fer1] (razonando de manera similar a [Fer1, Example 1.] con la gran diferencia que en este
caso no tenemos una derivaciéon pre-Einstein; debemos proponer un candidato en esta nueva
situacion). Este problema motiva a realizar un trabajo como aquel que fue hecho por Niko-
layevsky en [Nikz], para estudiar métricas compatibles minimales para cualquier estructura
geométrica (este es un trabajo en desarrollo por fuera de la tesis: [Fers]).

Un dltimo resultado de la tesis fue la clasificacién de los nilradicales Einstein de dimension
7. La clasificacién hasta dimensién 5 fue hecha por Lauret en [Lau2] y en dimensién 6, tal
resultado se debe a Cynthia Will (ver [Will]). En los tltimos 10 afios se lleg6 a pensar que la
clasificacién en dimensién 7 era poco “esperanzadora” en el sentido que en esta dimension se
tiene un gran nimero de familias de dlgebras de Lie nilpotentes y muchas de estas contienen
curvas de algebras de Lie no isomorfas dos a dos. En la tesis usamos los resultados dados por
Nikolayevsky en [Nikz] para obtener la clasificacién en dimensién 7 y a manera de apéndice,
proporcionamos al lector un estudio detallado de cada dlgebra junto con las cuentas necesarias
para determinar si tal dlgebra es Einstein 6 no.

xiii






PRELIMINARES SOBRE TEORIA GEOMETRICA DE INVARIANTES
REAL Y COMPLEJA

In fact, it is quite depressing to see how long it is taking us collectively to truly sort out symplectic
geometry. I became aware of this especially when one fine afternoon in 1980, Michael Atiyah and I
were trying to work in my office at Harvard. I say trying, because the noise in the neighboring office
made by Sternberg and Guillemin made it difficult. So we went next door to arrange a truce and in the
process discovered that we were grosso modo doing the same thing. Later Mumford joined us, and
before the afternoon was over we saw how Mumford’s “stability theory” fitted with Morse theory. —
R. Bott [Bot]

1.1 GRUPOS REDUCTIVOS COMPLEJOS Y REALES
1.1.1  Grupos reductivos Complejos

En esta seccion, presentaremos aquellas propiedades de los grupos reductivos complejos
que serdn indispensables para el desarrollo del resto de las secciones. Algunas de estas
propiedades son de tipo introductorio en el estudio de grupos reductivos complejos, asi que el
lector puede tratar superficialmente la seccién y volver a esta cuando sea necesario sin mayor
dificultad.

En la literatura, la nocién de grupo reductivo puede tener distintas aproximaciones (no
equivalentes entre sf). Por mencionar un ejemplo, las distintas definiciones de grupo reductivo
real son muchas veces objeto de dudas e incluso de debate.

El caso de los grupos reductivos complejos es el “mejor” modelo para lo que deberia ser
un grupo reductivo. Nosotros trabajaremos con la definicién dada en [HNe], que si bien, a
primera vista no es del todo intuitiva, tal definicion es muy ttil desde un punto de vista
préctico y nos ayudard a desarrollar mas rdpidamente la seccién.

Definicién 1.1.1. [HNe, Definition 15.2.7] Un grupo de Lie complejo G es llamado reductivo
complejo , si existe un subgrupo de Lie compacto U tal que G = U¢ donde U€ es la complexifi-
cacion universal de U

Recordemos que, dado un grupo de Lie G, la complexificacion universal de G, G® (ver [HNe,
Definition 15.1.2]), es el tinico grupo de Lie complejo que satisface la siguiente propiedad
universal: Existe un homomorfismo de grupos de Lie (reales) ¢ : G — G€ tal que para



PRELIMINARES SOBRE TEORTA GEOMETRICA DE INVARIANTES REAL Y COMPLEJA

todo homomorfismo de G a un grupo de Lie complejo H, 1} : G — H, existe un tnico
homomorfismo holomorfo ¢ : G — H tal que PCodpg =1

C
GC‘l’_>H

Ny

G

Se sigue asf que Lie(G®) = Lie(G)%, donde por Lie(G) estamos denotando al algebra de Lie
de G. Nosotros sugerimos al lector interesado sobre la prueba de la existencia de la complexi-
ficacién ver [HNe, Theorem 15.1.4].

Dado que una de las préximas secciones estd destinada al estudio de representaciones de
grupos abelianos, es conveniente introducir la siguiente definicién

Definicién 1.1.2. [HNe, Definition 15.2.7] Sea T un toro compacto. Su complexificacién T es
llamada toro complexificado

No se debe confundir la anterior definicién con la idea de un toro complejo. Un toro com-

plexificado no es mds que varias copias del grupo multiplicativo C* (los ndmeros comple-
jos sin el cero) mientras que un toro complejo es un grupo compacto complejo de la forma
C™/(Z™ +V-1Z™) (estos ultimos no admiten representaciones holomorfas fieles de dimen-
sion finita).
Nota 1.1.3. Una forma de “ver” un grupo reductivo complejo es usando el siguiente hecho. Sea
U un grupo de Lie compacto. Es sabido que U admite una representacion fiel en el grupo U(n),
las matrices unitarias (por ejemplo, ver [HNe, Theorem 12.3.9]). Consideremos en GL (C) el
grupo de Lie conexo “U tal que Lie(®U) = u* donde u€ es la complexificacién del dlgebra de
Lie u = Lie(U); “U debe ser la complexificacién de U. O también, en virtud a la propiedad
universal de la complexificacion, se sigue que todo grupo reductivo complejo admite una
representacion fiel holomorfa en GL,, (C).

De hecho, los grupos reductivos complejos no son simples subgrupos de GL, (C); estos son
subgrupos algebraicos complejos. Citamos el siguiente teorema para completar un poco mds
el panorama sobre grupos reductivos complejos. Las nociones técnicas de grupos algebraicos
serdn dadas en la seccién 2 del préximo capitulo (ver en particular definiciones 2.2.6 y 2.2.15),
ya que los resultados usados de [Jab1] usan fuertemente las propiedades de tales grupos.

Teorema 1.1.4. [Lee, Theorem 5.11] Todo grupo reductivo complejo tiene una iinica estructura de grupo
algebraico complejo de tal forma que las representaciones holomorfas son representaciones racionales.

Una de las propiedades maés ttiles de los grupos reductivos complejos es la llamada descom-
posicién global de Cartan (o también llamada, descomposiciéon polar). Esta descomposicién es
una de las tantas que son esenciales en el desarrollo de la teoria que estudiamos en esta tesis.

Teorema 1.1.5. [HNe, Theorem 15.2.1] Sea G = U un grupo reductivo complejo, entonces

1. U es un subgrupo compacto maximal de G; esto es, si U’ es un subgrupo compacto de G tal que
U c U’ entonces U =U’

2. (Descomposicién global de Cartan) La funcién

¢: Uxv-Tu — G
(1, V/=1X) — uexp(v/~1X) '

es un difeomorfismo.
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3. U intersecta toda componente conexa de G, y por tanto, G tiene finitas componentes conexas.

Es facil ver que cualquier representaciéon de un grupo compacto es completamente reducible.
El truco unitario de Weyl nos dice que lo mismo es cierto para los grupos reductivos complejos
y esto lo podemos razonar de forma heuristica a partir de la definicién que dimos de grupo
reductivo complejo; la teoria de representaciones de los grupos reductivos complejos estd
controlada por el estudio de sus subgrupos compactos (maximales).

Teorema 1.1.6. [HNe, Theorem 15.2.10] Toda representacién holomorfa de un grupo reductivo complejo
es completamente reducible.

Recordemos que un algebra de Lie es reductiva si su representaciéon adjunta es completa-
mente reducible (o lo que es lo mismo, todo ideal tiene un complemento lineal que es ideal
también). Usando las ideas en la prueba del teorema anterior al caso de la representacién
adjunta, es inmediato probar que

Corolario 1.1.7. El dlgebra de Lie de un grupo reductivo complejo es un dlgebra de Lie reductiva

En este punto, es importante destacar que la nocién de grupo reductivo complejo esta de-
terminada por la Nota 1.1.3, por la parte 3 del Teorema 1.1.5, y el Corolario anterior junto con
el Teorema 1.1.6. Las siguientes son otras de las definiciones con las que se suele encontrar la
nocién de grupo reductivo complejo

Teorema 1.1.8. [HNe, Theorem 15.3.11] (Caracterizaciones de Grupo reductivo complejo) Sea G
un grupo de Lie tal que Lie(G) es una dlgebra de Lie reductiva y tiene finitas componentes conexas.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes

1. G admite una representacion fiel holomorfa de dimensién finita y todas las representaciones holo-
morfas de G de dimension finita son completamente reducibles.

2. G es la complexificacion universal US de un grupo de Lie conexo y compacto

3. Z(Go)o = (C)™, es decir, la componente conexa de la identidad del centro de Gy es un toro
complexificado.

En lo que resta de la seccién haremos énfasis en el estudio de las representaciones holo-
morfas de los grupos reductivos complejos. Sea G = U un grupo reductivo complejo con U
subgrupo compacto maximal de G, sea u := Lie(U) y asi g := Lie(G) es tal que

Fr=uoV-lu (5)

Consideremos T: G — GL(V) una representacién holomorfa de G sobre un espacio vectorial
complejo V y denotemos por 7 la diferencial de % en la identidad e de G; 7 : § — gl(V) es
una representacion del algebra de Lie §:= Lie(G).

Dotemos a V de un producto interno hermitiano (-,-) tal que U actta por isometrias, y en
consecuencia v/~ Tu acttia por operadores Hermitianos, esto es:

FRX)v, W) = (v, R(X)w), VX e V=Tu, Vv,we V.

Asi también, dotemos a u de un producto interno (real) tal que U acttia bajo la representacién
adjunta por isometrias sobre u. Tal producto interno lo podemos extender a un producto
interno Hermitiano sobre § tal que U actta por isometrias, y asi, v/~ Tu acttia por operadores
Hermitianos sobre §. Este producto interno Hermitiano sobre § lo denotaremos por ((-,-)).
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Consideremos el mapa
0: uegvV-Tu — ugv-lu
X+vV-1Y — X-+/-1Y
0 es una involucién (de Cartan) del dlgebra de Lie real gr y satisface la propiedad

0(zY) =20(Y), ¥z e C, VY €. 6)

, VX, Y eu

La siguiente proposicion resume las propiedades de los productos internos definidos arriba.
Proposicion 1.1.9. Para todo X,Y e g

1. T(X)* = -(0(X)), donde 7t (X)* es el operador adjunto de 7(X) con respecto a (-, -)

2. ad(X)* = —ad(08(X)), donde ad(X)* es el operador adjunto de ad(X) con respecto a ((-,-))

3. {(8(X),0(V)) = (X, V)
4. Re(.,-) es un producto interno real sobre Vg tal que U actiia por isometrias y \/~1u actiia por
operadores simétricos.

5. Re((-,-)) es un producto interno real sobre gr tal que U actiia por isometrias y /—1u actiia por
operadores simétricos.

6. 0 es una isometria de Re((-,-)). En consecuencia, gr = ué/—1u; descomposicion ortogonal con
respecto a Re((-,-))

Consideremos un toro maximal de G, T, dado por la complexificacién de un toro maximal
de U, T (es decir, T es subgrupo abeliano conexo maximal de U). Asi, Lie(T)® = ¢ con Lie(T) :=
ty tg = t&V/-Tt. Notemos que {m(X)/X € t¢} y {ad(X)/X € {¢} son familias de operadores
normales que conmutan simultdneamente (por 1 y 2 en Proposicién 1.1.9). Esto induce una
descomposiciéon en espacio de raices de g

1
ﬁ: tCéB @ /9\7\/ (7)
AeA(g)

donde A(G) es un subconjunto finito de elementos no nulos de t¢ llamado conjunto de raices
degy

T = {Yeg/ad(X)Y = (X, A)Y, VX € £}, (8)
Bo =15, 9)

—

y una descomposicién en espacios pesos de V,

—

J_ —
V= @ VOC/ (10)
aeA(V)

con A(V) un subconjunto finito de € (en este caso el vector nulo puede pertenecer a A(V)) y
Vo = (v e V/R(X)v = (X, a))v VX € £°}. (11)

A(V) es llamado conjunto de pesos de la representacién y un vector v € V, con « € A(V) es
llamado vector peso de peso «. Por analogia a lo que sera el desarrollo del caso de los grupos
reductivos reales, permitanos denotar por @ el dlgebra abeliana real v/~ Tt.

Presentamos algunos resultados conocidos sobre pesos y raices. Muchos de estos resultados
se pueden encontrar en [Sep, Corollary 6.22].



Proposicién 1.1.10.

1. A(§) y A(V) son subconjuntos de .
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(B2, O7, ] S Or 4+, En consecuencia, si [ga,, G, ] # {0} entonces Ay +A; € A(F) UO.

2.
3. 0(Gr) =To(n) = 0-a- Asi pues, A € A(F) si y solo si =\ € A(g).
4. Para cualquier Y e gy y Zeg-a, [Z,Y] = (Y,0(Z))A.
5. Sea Yy € gy de norma 1y hagamos
V2 V2 2
Ex=—=Ya Fa=—=0(Ya), Hy = —5A (12)
A A A2
entonces la aplicacion
:sh(C) — 7
Eo 0 1 o Ey
00
10
H = 1 O —> H)\
0 -1

Es un monomorfismo de dlgebras de Lie el cual se extiende a un monomorfismo de grupos de Lie
complejos de SL,(C) en G.

. exp(2mv/=THy) = e con e la identidad de G y en consecuencia ((Hx,A")) € {0,1,2,3} para todo

A e A(9).

7. Para cualquier A € A(g), dimc @y = 1. Ademds nA ¢ A(g) para cualquier n > 2.

8. 7(Gr) Vi € Vasw. En consecuencia, si (G )V # {0} entonces A + oc e A(V).

9. Sea Hy con A € A(g) como en la ecuacion (12) y sea o € A(V) entonces ((Hy, «)) € Z.

Demostracion

1. Para este punto, es suficiente con ver Re((X,A)) = 0 para todo X € t y A € A(g). Sea

Y € Gy con Y # 0. Por un lado {{(ad(X)Y, Y)) = {X,A))||Y||?, y como U actta por isometrias
{(ad(X)Y,Y)) = =((Y,ad(X)Y)) = —{(X,A))||Y||*. De estas dos igualdades se sigue ({(X,\)) =
—((X,A)), por lo que Re((X,A)) = 0.

Consideremos X ¢ € y un Y € Gy arbitrario. ad(X)0(Y) = [X,0(Y)] = [0(6(X)),0(Y)] =
8([6(X),Y]). Como 8(X) € &, entonces ad(X)0(Y) = 8({(8(X),ANY) = (8(X),A)0(Y) =
{(8(X),0(8(A))NO(Y) = ((X,0(A)))B(Y). Acd hemos hecho uso de lo citado en la proposi-
cién 1.1.9. Es claro que de la igualdad se sigue lo afirmado.

3. Para ver eso es suficiente con recordar que ad(-) es una derivacién de g.
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4. Sea Y €Ga y Z €G_a. Por el item anterior [Z, Y] € t*. Sea X € ¢ arbitrario

([ZYLX) = (ad(2)Y,X) = (Y,ad(2)*X)
= (vIX8(0)) = (Y (XA6(2))
= (XY, 8(2)) = ((AXN(Y,8(2))
= ({{(Y,6(2)N)\ X))

De lo anterior se sigue [Z,Y] = ((Y,0(Z)))A

5. Es rutinario verificar que en efecto () es un monomorfismo de algebras de Lie. Dado que
SL(2,C) es simplemente conexo, la existencia de un monomorfismo de SL;(C) en G se
sigue de [Bki, Chapitre III, §6, Théoreme 1].

6. Dado que e?™~TH _ Id, donde Id representa la matrix identidad, se sigue por el
monomorfismo de grupos de Lie dado en el punto anterior que exp(2mv/-1Hy) = e
con e la identidad de G. Ahora, veamos que ((Hx,A)) € Z. Sea Y € G/

Y = Ad(e)Y = Ad(exp(2mv/=TH,))Y = 2@V "TH )y _ o(2nV=THAA )y

Asi pues el@m/=THAA) — 1 6 10 que es lo mismo {(27tv/~THy,\")) = 2nmy/~1 con n € Z.
Para terminar la prueba de este punto, consideremos el producto de ((Ha,A’)) y (A, Ha/));
tal producto es un numero entero e igual a 4 cos?(f3) con B el &ngulo entre A y A’. Dado
que ((Ha,A’)) es un entero, se sigue que ((Hx,A")) € +{0,1,2,3,4}. El caso ((Ha,A")) =4 1o
podemos descartar usando el siguiente punto (pues tal igualdad implica que A y A’ son
linealmente dependientes).

7. Definamos h como:
1
h:=CFA®CHrd D Tna
n>1

h es un espacio invariante de ad(E,), ad(Fp) y ad(H)) por los items 2 y 4. Como
[Ea, Fa] = Ha entonces

ad(Ha)lp = ad(Ex)[pad(Fa)[p —ad(Fa)lp ad(Ex)ls

por lo que tr(ad(Hx)|) = 0. Por otro lado, dado que § esta escrita en una base que di-
agonaliza a ad(H, )|y, tenemos que tr(ad(Hx)|s) = (Ha, —A)) + X151 n{(Ha, A)) dime Gna
es decir, tr(ad(Hx)|y) = -2+ Y1151 2ndime gna. Lo anterior implica que dimegy =1y
dim¢ gna = 0 para todon > 2.

8. Este punto es similar al item 2.

9. Este punto es similar al item 6. |

De la anterior proposicién tenemos que A(g) es un subconjunto de @, asi pues, en el espacio
vectorial real @ con el producto interno (real) ((-,-)) consideremos un vector X tal que ((X,A)) # 0
para todo A € A(g). El vector X es llamado elemento regular y permite definir un conjunto de
raices positivas como:

A®@)" = {M e A@)/((XA) >0}
y una cdmara de Weyl
a ={Yea/((Y,A)>0,AcAG)"}.
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Notemos que A(g) = A(G)* UA(F)” con A(g)™ = -A(G)" (por item 3 en la anterior proposicion).
Es asi que cada elemento regular define una cdmara de Weyl como arriba. La cantidad de
cadmaras de Weyl es finita y son las componentes conexas de

as Y At
AeA(T)

donde A* es el espacio ortogonal de A en @; A* = {X e@/((X,A)) = 0}. Recordemos que cualquier
toro maximal de U, digamos T, es abierto en su normalizador, N(T, U), y por tanto tiene indice
finito en éste (ver, por ejemplo, [HoM, Lemma 6.21. (iii)]). Asi pues, definamos el grupo finito

W(T,G) = N(T,U)/T,

el cual es llamado grupo de Weyl de G con respecto a T. Es facil ver que la accion de N(T, U)
sobre @ = /-1t (via la representacién adjunta) desciende a una accién de W(T,G)

Teorema 1.1.11. [Sep, Theorem 6.36 y 6.43]

1. Laaccién de W(T,G) sobre @ es fiel y ademds W (T, G) es un subgrupo de isometrias de (@, ((-,-)))-
También, la accion de W(T,G) sobre A(G) es fiel.

2. Sean t1 y ty en T. Existe uw € U tal que utju”!

Wt1W_] =15.

=ty si y solo si existe w € N(T,U) tal que

3. W(T,G) actiia simple y transitivamente en el conjunto de las cdmaras de Weyl.

Para terminar la seccién, enunciemos algunas descomposiciones muy importantes de los
grupos reductivos complejos. Para esto, consideremos el dlgebra de Lie

= @D o (13)
AeA(q)*

y N el subgrupo de Lie conexo de G con algebra de Lie 7", y sea A = exp(d).
Teorema 1.1.12.

1. [Sep, Theorem 5.9] (Conjugacién de los toros maximales) u = | Ad(u)t.

uelU

2. [Sep, Theorem 5.12] (Teorema del Toro maximal) Uy = exp(u) y en consecuencia Uy =
U uTu™.
uel

3. (Descomposicién Polar) G = UAU. En esta descomposicion, el factor en A es tinico salvo la
accion del grupo de Weyl.

4. [Sep, Lemma 7.49] (Descomposicién de Iwasawa) La funcién
¢: UxAxN — G
(w,a,m) — uan

es un difeomorfismo.
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1.1.2  Grupos reductivos Reales

Dado que vamos a trabajar en las condiciones de los trabajos de Heinzner y Schwarz (y
colaboradores), nosotros adoptaremos la nocién que ellos tienen de grupo reductivo real.

Definicién 1.1.13. [HSS, Section 2] Sea U un grupo de Lie compacto y G = U€ el correspondi-
ente grupo reductivo complejo con descomposicién de Cartan G = U exp(+/~Tu). Un subgrupo
de Lie real cerrado G de G es llamado grupo reductivo real, si G es compatible con la descom-
posicién de Cartan de G, esto es:

e: Kxp — G
(k,X) — kexp(X)

es un difeomorfismo, donde K=GnUyp=gnvV-Tu.

Es decir, en este trabajo, cuando decimos que G es un grupo reductivo real, debemos pensar
que “mads arriba” tenemos un grupo reductivo complejo que “hereda” sus propiedades a G.
Notemos que K es un subgrupo compacto maximal de G y g := Lie(G) = ¢@p con £ := Lie(K).

Las representaciones que consideraremos de estos grupos son aquellas permitidas por
[HSS].

Definicién 1.1.14. [Sto1, Section 2] Una representacién de un grupo reductivo real, 1: G —
GL(V), se dice representacion reductiva real si ésta se extiende a una representaciéon holomorfa
de G, T: G — GL(V) con G como en la definiciéon anterior.

De ahora en mds, denotaremos por 7 a la diferencial de T en la identidad e de G teniendo
asf una representacién del dlgebra de Lie, t: g — gl(V).

Pese a que las anteriores definiciones parecen muy restrictivas, muchos de los ejemplos clasi-
cos satisfacen estas condiciones, como también las aplicaciones que veremos en este trabajo.
Las anteriores condiciones permiten tener herramientas de trabajo y resultados similares al
caso complejo, teniendo asi que la teoria geométrica de invariantes tanto real como compleja
casi que se puede realizar simultdineamente y de forma completamente similar.

Un primer beneficio que tiene la nocién de representacion reductiva real es que se puede
dotar al espacio vectorial de base con un producto interno tal que K acttia por isometrias
y p acttia por operadores simétricos. A diferencia del caso complejo, no toda representacién
de un grupo reductivo real dispone de esta propiedad; el grupo K y el espacio vectorial p
no estan “conectados” como sucede en los grupos reductivos complejos (es fécil exhibir una
representacion continua de un grupo reductivo real tal que el espacio vectorial de base no
admita un producto interno con la propiedad mencionada). Para probar la primera afirmaciéon
es suficiente con considerar el producto interno (real) dado en la Proposicién 1.1.9 en el item
4 con respecto a la representacién T: G — GL(V); la conclusién se sigue dado que K ¢ Uy
pcv/-lu

De la misma forma, tomemos en g = Lie(G) un producto interno tal que K acttia por
isometrias bajo la representacién adjunta y p acttia por operadores simétricos (por Proposi-
cién 1.1.9 item 5).

Recordemos que tales productos internos eran denotados por Re(,-) y Re((-,-)) respectiva-
mente. Dado que a lo largo del trabajo usaremos en mayor medida estos productos internos
reales en lugar de los respectivos productos internos Hermitianos, refrescamos la notacién y
evitamos el simbolo Re para la parte real de tal forma que (-,-) y ((-,-)) simbolicen los pro-
ductos internos reales ya mencionados. Cuando sea necesario volver hablar de los productos
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internos Hermitianos (como sucederd en el Capitulo 2) haremos la aclaraciéon pertinente, man-
teniendo siempre claro que tal abuso de notacién no genera inconveniente ni inconsistencias
en el desarrollo del trabajo (lo cual puede suceder si no se tiene la prudencia necesaria).

También nos gustaria hacer una segunda invitacién al lector de adoptar como parte de la
definicién de representacién reductiva real la existencia de estos dos productos internos; el del
espacio base de la representacion y el del dlgebra de Lie. Asi también, unificando esta nocién
con el caso complejo, podriamos pensar que una representacion reductiva compleja es una repre-
sentacién holomorfa de un grupo reductivo complejo junto con los ya mencionados productos
internos reales. Hacemos este cambio de manera informal para conservar las definiciones ya
establecidas, pero como se vera a lo largo de este trabajo, para nosotros es indispensable contar
con estas condiciones las cuales aparecen en los ejemplos clasicos.

La involucién de Cartan de g estd dada por la restricciéon de la involucién de §

0: Exp — Exp

,VXet, Yep. (14)
X+Y — X-Y

Dado que [u,u] € u, [\/j u,u] € V-Tu y [\/j u, /1 u] € u, entonces, en este caso tenemos
[ee]ct [ep]cpy[pp]ct.

Fijemos una subdlgebra de g maximal en p, a. Dado que [p,p] € ¢, a es abeliana. Asi, pode-
mos descomponer a g y V de forma similar como en ecuacién 7 y 10. Esto se da, pues
{n(X)/X € a} y {ad(X)/X € a} es una familia de operadores simétricos que conmutan. Es
asi que g tiene una descomposicién en raices restringidas

1
g=maa P g, (15)
AeA(g)

donde A(g) es un subconjunto de vectores no nulos de a 'y

gr ={Yeg/ad(X)Y = (X,A)Y, VX ea},

m={Yet/ad(X)Y=0, VX ea}, go:=mda, (o)
y con respecto al espacio vectorial real V tenemos
V= @ Va (17)
xeA(V)
con A(V) un subconjunto de a (conteniendo posiblemente al vector cero) tal que
Vo ={veV/n(X)v={X, a)v, VX €a}. (18)

En este punto, permitanos hacer un resumen de aquellas propiedades que se daban en el caso
complejo y que se mantienen para el caso real.

Proposicién 1.1.15. Sea G un grupo reductivo real, T : G — GL(V) representacion reductiva real
con (-,-) y ((-,-)) como arriba. Entonces, para todo X,Y en g,

1. (X)" = -1(0(X)), donde 7(X)" es el operador transpuesto de 7(X) con respecto a (-,-).
2. ad(X)" = —ad(0(X)), donde ad(X)" es el operador transpuesto de ad(X) con respecto a ((-,)).

3. 0 es una isometria de ((-,-)). En consecuencia, g = €@p.

9
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4. (-,-) es un producto interno sobre V tal que K actiia por isometrias y p actiia por operadores
simétricos.

5. {(-,-)) es un producto interno sobre g tal que K actiia por isometrias y p actiia por operadores
simétricos (con respecto a la representacion adjunta).

6. 0(gr) = 9g(r) = 9-A- En consecuencia, A € A(g) si y solo si -\ € A(g).
7- (8,97, ] € 9a,+,- En consecuencia, si [ga,, 9, ] # {0} entonces A1 +A; € A(g) JO.
8. Para cualquier Z € gy, [6(Z),Z] € a y asi, [0(Z), Z] = || Z||*\.
9. T(gr)Va € Vs« En consecuencia, si (gx )V # {0} entonces A+ o € A(V).
Nota 1.1.16. En [Kna] podemos encontrar la siguiente nocién para grupo reductivo real

Definicién 1.1.17. [Kna, VII, Section 2.] Un grupo de Lie reductivo es una 4-tupla (G, K, 0, B)
tal que G es un grupo de Lie, K es un subgrupo compacto de G, 6 es un automorfismo e
involucién del dlgebra de Lie g = Lie(G), B es una forma bilinear de g 6-invariante, Ad(G)-
invariante y no degenerada, donde ademds se satisface

(i) g es una éalgebra de Lie reductiva.

(ii) La descomposicién de g en términos de los espacios propios de 6 es g = € ® p, donde
t = Lie(K) es el conjunto de puntos fijos de 0; y asi p es el correspondiente espacio propio
de autovalor 1.

(iii) £y p son ortogonales bajo B, y B es definida positiva sobre p y definida negativa sobre £.

(iv) La funcién
o: Kxp — G
(k,X) — kexp(X)

es un difeomorfismo sobre G.

(v) Todo automorfismo Ad(g) de g es interno para g € G, es decir, es dado por algtn
P e INTg.

Sea G un grupo reductivo real en el sentido de la Definicién 1.1.14 con K como en la
definicién, 6 como en la Ecuacién (14) y ((-,-)) como en la Proposicién 1.1.15. Es facil verificar
que la 4-tupla (G, K, 6,—((-,0(-)))) es reductivo en el sentido de Knapp.

Para terminar con los preliminares sobre grupos reductivos, definamos el grupo de Weyl en
esta situacion. Como en el caso complejo, fijemos un vector regular del espacio vectorial con
producto interno (a,((-,-))) (un X € a tal que ((X,A)) # 0, VA € A(g)), definamos A(g)" y a* de
manera totalmente andloga al caso complejo. Se define el grupo de Weyl de G con respecto a
a ([Kna, VII, Section 2.]), el cual denotaremos por W(a,G), como W(a,G) := N(a,K)/Z(a,K),
donde N(a,K) es el normalizador de a en K,

N(a,K) = {keK/Ad(k)a ca},
y Z(a,K) es el centralizador de a en K,

Z(a,K)={keK/Ad(k)x =x, Vx €a}.
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Teorema 1.1.18.
1. [Kna, VI, Section 5, Lemma 6.56] W(a,G) es un grupo finito.

2. La accién de W(a,G) sobre a es fiel y ademds W (a,G) es un subconjunto de las isometrias de
(a,{(-,-))). También, la accién de W (a,G) sobre A(g) es fiel.

3. [Kna, VII, Section 3, Lemma 7.38] Sea A = exp(a) y sean a; y a, en A. Existe k € K tal que
1

kaik™ ! = ay si y solo si existe w € N(a,K) tal que wayw™' = aj.
4. [Kna, VII, Section 2, Proposition 7.32] W(a,G) actiia simple y transitivamente en el conjunto
de las cdmaras de Weyl.

Por dltimo, sea n* y N de forma similar al caso complejo.
Teorema 1.1.19.

1. [Kna, VII, Section 2, Proposition 7.29] (Conjugacién de los toros maximales) p = | ) Ad(k)a.
keK
2. [Kna, VII, Section 3, Proposition 7.39] (Descomposicion Polar) G = KAK. En esta descom-
posicidn, el factor en A es 1inico salvo la accién del grupo de Weyl.

3. [Kna, VII, Section 2, Proposition 7.31] (Descomposicién de Iwasawa) La funcion

¢: KxAxN — G

(k,a,n) — kan

es un difeomorfismo.

1.2 APLICACION MOMENTO DE REPRESENTACIONES REDUCTIVAS

Estamos en condiciones de introducir el objeto de estudio en este trabajo, la aplicacién mo-
mento de una representacién reductiva.

Como modelo de una representacién reductiva podemos tomar el caso real: tenemos un
grupo reductivo (real) G = Kexp(p), una representaciéon reductiva real T : G — GL(V),
m: g —> gl(V) la respectiva representacion del algebra de Lie g = Lie(G) dada por Ty los pro-
ductos internos reales ((-,-)) y (-,-) sobre g y V respectivamente tal que K acttia por isometrias
tanto en g como en V, y p acttia por operadores simétricos sobre gy V.

Dado v € V, consideremos la funcién

pv:G— R
g — llg-vl?

y sea (d py ). la diferencial de p, en la identidad e de G. Como K acttia por isometrias, tenemos
que (dpy)e(t) = {0}. Es asi que si usamos el producto interno ((-,-)) de g para identificar a
(dpyv)e con un vector en g, entonces tal vector es ortogonal a ¢, o lo que es lo mismo, tal vector
estd en p (por 1.1.9 item 6 y 1.1.15 item 3).

Notemos que si un v € V es tal que su G-6rbita es cerrada, entonces p, alcanza un valor
minimo global. Pues bien, el reciproco de esta afirmacién también es cierto y es un resultado
probado por George Kempf (quien ademds complet6 el programa de teoria geométrica de
invariantes de Mumford con sus resultados sobre vectores inestables) y Linda Ness (estudiante
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de Mumford) para el caso complejo. En el caso real, la misma afirmacién es probada por
Roger Richardson y Peter Slodowy para representaciones racionales de los puntos reales de
grupos reductivos complejos y en forma general, dentro de la propuesta de teoria geométrica
de invariantes de Peter Heinzner y Gerald Schwarz, podemos encontrar una prueba de la
afirmacién en [HSchw] y la cual, como hemos mencionado en varias ocasiones, estd en un
contexto mas general que el de las representaciones y no hace exigencias de tipo algebraico.

Teorema 1.2.1. [KN, Theorem 0.2], [RS, Theorem 4.4] y [HSchw, Corollary 14.16] Sea v € V. Entonces,
la G-drbita de v es cerrada si y solo si la funcién p,, tiene un valor minimo.

Es asi que es conveniente incorporar la siguiente definicién dada inicialmente en [Nes].

Definicién 1.2.2. [Nes, Definition 2.2] y [RS, Definition 4.1] Un vector v € V es un vector minimal
para G si ||g- V|| > |[v|| para todo g € G. El conjunto de vectores minimales serd denotado por

M.

Luego, una 6rbita es cerrada si y solo si tal 6rbita interseca al conjunto ..

Es asi que la nocién de vector minimal tiene importancia en el estudio del espacio de 6rbitas
pues da cuentas de las érbitas cerradas de la representacion (las cuales, como bien sabemos,
son las tnicas que el anillo de invariantes puede distinguir [MFK, Corollary 1.2]).

Una pregunta natural es cémo son los puntos minimales de una érbita cerrada. Por ejemplo,
si v es minimal, es claro que la K-6rbita de v estd formada por vectores minimales. De hecho,
un segundo resultado nos dice que estos son los tinicos vectores minimales en una érbita cer-
rada; es decir, toda orbita cerrada tiene un “tnico” vector minimal (unicidad salvo isometria).
Damos a continuacién una prueba de este hecho, la cual usa propiedades de convexidad que
estdn implicitas en muchas funciones asociadas a representaciones reductivas (tanto en el caso
real como el complejo).

Teorema 1.2.3. [KN, Theorem o.1] y [HSchw, Lemma 5.5] Sea v € V un vector minimal de G - v.
Entonces G-vn.Z =K-v.

Demostracién Sea vy otro vector minimal de G:v. De la descomposiciéon de Cartan de G
tenemos que Vo = kexp(X)v con k € K y X € p. Como vimos antes, k™ 'vy = exp(X)v es también
un vector minimal.
Consideremos la funcién
f:R— R

t — [lexp(tX)v]?

y denotemos por vy := exp(tX)v (por tanto, v, = 7t(X)v¢). Es facil ver que f (t) = 2(r(X)ve,vi) y
asi £ (t) = 2((e(X)t(X)ve, vi ) + (e(X)ve, T(X)v¢ ). Recordemos que nuestro producto interno
en V es tal que p actia por operadores simétricos (o Hermitianos en el caso complejo), luego

£ (t) = 4l (X)vel >

Afirmacién: m(X)ve = 0, o lo que es equivalente, 7(X)v = 0.

De no ser asi, entonces f " es positiva y en consecuencia, f es una funcién convexa. Pero f
tiene dos puntos criticos: t = 0 y t = 1 correspondientes a los vectores minimales v y exp(X)v,
lo cual no puede ser pues si una funcién convexa alcanza un valor minimo, lo alcanza en un
unico punto.

Luego, m(X)v =0, por lo que exp(v) =v y asi vo = kv. [ ]
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Un corolario que se sigue de la prueba del teorema es que la isotropfa de un vector minimal
v tiene la forma K, exp(p,) con K, =KnG, y py, =png,.

Retomemos el estudio de las funciones p,. Denotemos por mg4(v) el tinico vector en g que
realiza el funcional lineal (d p, )e con respecto al producto interno de g, ((-,-)), es decir, mg se
define implicitamente como

mg:V-—g
{(mg(v), X))

(dpy)eX
2{(t(X)v,v)

conveVyXeg.

Notemos que la imagen de mg estd contenida en p debido a que K acttia por isometrias.
También se ve que Mg (tv) = t?My(v) para cualquier t € R. De esto Gltimo, podemos considerar
la normalizacién de my
mg(v)
2|vl>”
la cual recibe el nombre de aplicacién momento. En el caso real, se puede afiadir el término
“restringida” (ver [Sto1, Section 2]) para darle fuerza al hecho que en el caso complejo tal fun-
cién my es en efecto una aplicacién momento como en geometria simpléctica ([Nes, Corollary
1.2.1]) y la respectiva funcién para representaciones reductivas reales no es mas que la restric-
cién de la aplicacion momento de la representacién reductiva compleja asociada (como en la
Definicién 1.1.14). Sea T: G — GL(V) una representacién holomorfa de G. Como G actua
por operadores lineales, esta representacién induce una accién de G sobre P¢(V), el espacio
proyectivo complejo de V. Sea w la métrica de Fubini Study sobre P¢(V) inducida por el pro-
ducto interno Hermitiano definido sobre V en la Subseccién 1.1.1. U actda sobre P¢ (V) preser-
vando la estructura simpléctica w y la correspondiente aplicacién momento p : Pc(V) — u*
es definida por la ecuacién dué = 1, w. Aqui, &« denota el campo inducido por el grupo
monoparamétrico {exp(t&)}ter v tz, es la contraccién de w con &.. Después de hacer las
identificaciones correspondientes, |14 es la aplicacién momento.

De la discusién que tuvimos sobre vectores minimales, tenemos que el conjunto de vectores
minimales .# estd dado por los ceros de la aplicaciéon momento, y una 6rbita es cerrada
si y solamente si la Orbita tiene ceros de la aplicacion momento (obviamente no estamos
considerando la érbita del vector nulo, la cual siempre es cerrada).

Asociada a la aplicacion momento, consideremos la funcién dada por el cuadrado de su
norma

mg(v) = veV {0},

Fg: VN{0} — R
v [[mg ()

Ness y paralelamente Frances Kirwan (una estudiante de Atiyah) muestran que la aplicacion
momento tiene una relacién muy estrecha con la teoria geométrica de invariantes y es asi que
tal funcién puede ser usada para estudiar el espacio de 6rbitas. Ellas estudian las propiedades
de los puntos criticos de F, y las trayectorias de su flujo gradiente. De este estudio se dieron
resultados que permitian estudiar el “salvaje” cono nulo, .4, (este es el conjunto algebraico
dado por los vectores inestables; aquellos vectores no nulos que tienen al cero en su clausura).

Dentro de los puntos criticos de Fy tenemos los ya mencionados vectores minimales, los
cuales son los tinicos que tienen su 6rbita cerrada. Es sabido que éstos tienen un papel desta-
cado en el conjunto de los vectores semiestables, Vs; aquellos vectores no nulos que no tienen
al cero en su clausura.

13



14

PRELIMINARES SOBRE TEORTA GEOMETRICA DE INVARIANTES REAL Y COMPLEJA

Teorema 1.2.4.

1. [Nes, Lemma 2.3] y [HSchw, Corollary 14.17] Dado v € Vss, G-vn Vg contiene una iinica
orbita cerrada.

2. [Nes, Theorem 1.4], [Kir2, Theorem 7.4] y [HSchw, Theorem 13.5] Hay un cociente Vss || G
(Ilamado cociente de Hilbert) el cual parametriza las 6rbitas cerradas en V. La inclusion A —
Vs induce un homeomorfismo

MK = Vs || G.

En el caso complejo, Vss /| G es la reduccion de Marsden-Weinstein determinada por la apli-
cacién momento my vista en Pc (V) la cual es una variedad proyectiva.

Es notable que los demds puntos criticos de Fy (los no minimales) tienen las mismas
propiedades que los puntos criticos minimales. Es facil ver que un punto critico de Fy4 no
minimal estd en el cono nulo; asi, los siguientes teoremas muestran que tales punto criticos
también son destacados.

Definicién 1.2.5. [Jab1, Definition 2.6] Una G-6rbita se dice G-distinguida si contiene un punto
critico de Fy y tal punto critico es llamado distinguido.

Teorema 1.2.6.

1. [Nes, Theorem 6.2] [HSS, Corollary 6.10 y 6.11] Seav € V \ {0} un punto critico de Fg, entonces
Fq |Gy alcanza su valor minimo en v y éste es el iinico punto (salvo isometria y escalamiento)
sobre el cual Fy |G, toma su valor minimo.

2. [Nes, Theorem 6.2], [Kir2, Theorem 6.18] y [HSS, Theorem 7.3 y Corollary 7.6] (Estratificacion
de Kirwan-Ness) El flujo gradiente de Fy determina una estratificacion de V \ {0}, es decir

Va{o} = |J B,

Bea*

donde los estratos ./} estin dados por

Sy ={veva (o) lim .0 e6()).
sv(t) es la curva integral por v del campo gradiente de Fy y € () es
€ (B) ={veV~{0}/vesun punto criticode Fy y my(v) e Ad(K)B}.
Dichos estratos satisfacen o
S €Ly {Sp /1Bl > [1BII}

3. [HSS, Theorem 5.4] Dado v € .7 entonces G -vn . contiene una iinica érbita distinguida (Fig.
1).

Denotemos por 4 el conjunto de los B € a* tal que .7 # ¢ o lo que es lo mismo

B={Bpeat/T(B)=*d}.

A % le daremos el nombre de conjunto estratificante. Otro resultado destacable sobre las
propiedades de la estratificacion es el que dice que el conjunto Z# es finito (y por tanto hay
finitos estratos). Vamos a dar una prueba de este hecho la cual nos obliga a introducir algunas
definiciones que manejaremos a lo largo de todo el trabajo y permitirdn ver la estratificacion
desde un punto de vista mds algebraico.
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G'V]

W

Figura 1: Orbita distinguida en la clausura
G-w representa la 6rbita distinguida en la clausura de las 6rbitas de vi, v2 y v3

Notacién 1.2.7. Sea S € a un conjunto finito. Denotaremos por CC(S) a la cipsula convexa
generada por el conjunto S mientras que por Af(S) denotaremos el subespacio afin generado
por S. ccm(S) denotara al tinico vector de norma minima en CC(S) y sera llamado combinacion
convexa minima. La notacién int(CC(S)) representa el interior de CC(S) relativo a la topologia
usual de Af(S).

Notacién 1.2.8. Consideremos v € V \ {0}, digamos v = vy +...+ Vv, con cada v; € Vy, como
en la descomposiciéon dada en (10) para el caso complejo 6 (17) para el caso real. Por R(v)
denotaremos el conjunto ordenado de los pesos relacionados con v, esto es:

R(v) = {o € A(V)/vi 0}
y por B, denotaremos a ccm(9i(v))
Proposicién 1.2.9.
1. La aplicacién momento es K-equivariante; es decir mg ot(k) = Ad(k) omyg para todo k € K.

2. Sea H un subgrupo reductivo de G compatible con la descomposicién de Cartan de G (y ast de G
en el caso de G reductivo real). Entonces, my = Proy, omg donde Lie(H) = y Proy, : g — b
es la proyeccion ortogonal de g sobre by con respecto al producto interno ((-,-)).

3. El gradiente de la funcién Fy en v e V \ {0} es dado por

(grad Fy), - ﬁ(n(mh (v))v=Fy (v)v)

En consecuencia, v € V \ {0} es punto critico de Fy si y solo si t(my (v))v = tv para algiin t € R.

4. Seav eV~ {0} tal que mgy(v) = 3 € a. Entonces

15
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a) my(v) € int(CC(R(v)))

b) v es punto critico de Fy si y solo si p = ccm(R(v)).
5. Dado 3 € p consideremos

€ (B) ={veV~{0}/vesun punto criticode Fg y mgy(v) e Ad(K)p}

entonces, la familia de conjuntos
{€(B)/C(B) * b}
es una familia finita.
Demostracion

1. , 2.y 3. Se verifican facilmente y obviamos la demostracion.

3. Seav e V~{0}, v=)v; la descomposiciéon de v en vectores pesos y supongamos que
mgy(v) = B € a. Antes de continuar, recordemos que en el caso complejo la restriccion
sobre @ del producto interno Hermitiano definido en g, es un producto interno real. Es
asi que no hay contradiccién, durante esta prueba, en el abuso de notacién para denotar
a Re((-,-)) por simplemente ((,-)) cuando operamos con elementos de @; como puede ser
un X € @y un peso «;. Hacemos esta salvedad porque vamos a usar frecuentemente
los pesos de la representacion y en el caso complejo, estos estdn definidos a partir del
producto interno Hermitiano.

Sea X € a arbitrario,

HE(0NY) = () T, 2
i j

[vII2
1

{{mg (v), X))

TNTH e Svy) = = Wl |12
- HVHZ@((X,m»vU;vQ s o vl

= o vl X)
Esto implica que
mg(v) = o 3 Il (19)
i lvill? 5

y asi mg(v) € int(CC(R(v))).

Para probar la parte b), supongamos que v es punto critico de Fy; y asi 7(B)v = ||B||*v
por la parte 3. (pues 3 = mg4(v)). Esta igualdad implica que

(B, i) = [IBII?, Vo € R(v).

Es decir que 9i(v) estd contenido en el espacio afin

{Yea/((Y,B) =0} +B

en el cual B tiene minima norma. Es por esto que CC(9(v)) también estd contenido
en tal espacio afin y como (3 € CC(R(v)), se sigue f = ccm(R(v)). En la otra direccion,
supongamos que 3 = ccm(R(v)). Asi

(B, oi)) > [IBII?, Vo € R(v)
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por la caracterizacién del vector de norma minima en una capsula convexa. Como f3 €
int(CC(R(v))) entonces existen r; > 0 tales que

B=> rioycon Y ri=1. (20)

Afirmacion: (B, «:)) = ||B||?, Yai € (V). Supongamos lo contrario; que existe un «; €
PR(v) tal que (B, «;)) > ||B||*. De esta desigualdad tenemos que

2o ri{(B, o)) > 1Bl
)

pero por otro lado, tomando producto interno a la ecuacién (20) con {3, tenemos que

18I = 32 75(B, exe)
)

teniendo asi un absurdo. Por tanto nuestra afirmacién es cierta y esta implica que
ni(B)v = (my(v))v = F4(v)v; v es punto critico de Fg.

4. Para contar los conjuntos ¢'(f3), usemos los teoremas citados en las primeras secciones.
Sea 5 ¢ p tal que € (B) # ¢. Sabemos por los Teoremas 1.1.12 item 1., 1.1.11 item 3., 1.1.19
item 1.y 1.1.18 item 4. que existe un dnico B € a* en la interseccion Ad(K)B na*. Asi
pues €(B) = €(B). Ademds en ¥ (B) debe existir un v tal que es punto critico de F, y
mgy(v) = . En efecto, sea V e €() punto critico de Fy; con my(V) = Ad(k)p para algin
k € K. Tomemos a v := k™'¥,

mg(v) = mg(k'v) = Ad(k™') mg (V) = B
y Vv es punto critico, pues
m(mg(v))v = (Ad(k™) my (V) k™9 = kK (mg (V) )kk ™'V = k7T (1) = tv

donde t € R. Usando este v y el punto anterior, el vector 3 es igual (3,. De esto se
sigue que la cantidad de conjuntos % (3) no vacios esta acotado por los posibles 3, con
v € VN {0} y como solo hay una cantidad finita de cdpsulas convexas de pesos pues
solo tenemos finitos pesos, entonces la cantidad de minimas combinaciones convexas es
finita; de lo que se sigue la conclusién. ]

Nota 1.2.10. Hemos probado que el conjunto estratificante % es finito y estd contenido en el
conjunto de las minimas combinaciones convexas de pesos. No es dificil ver que no toda
minima combinacién convexa define un estrato.

Usando esta terminologia, tenemos la siguiente definicién equivalente para los estratos que
es de naturaleza algebraica y muy ttil en la practica

Teorema 1.2.11. [Kirz, Theorem 12.26] Sea ./ como en el Teorema 1.2.6. Entonces

Zp ={veV~{0}/B es un elemento de norma mdxima en {B gy} geG }- (21)
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La aplicacion momento tiene ciertas propiedades de convexidad que han sido probadas en
trabajos notables, dentro de los cuales destacamos los realizados por David Mumford ([Nes,
Appendix]), Michael Atiyah ([Ati]), Shlomo Sternberg junto con quien fue su alumno, Victor
Guillemin ([GS1, GS2]), Frances Kirwan ([Kir1]) y el reciente trabajo realizado en ([HSchu])
por Peter Heinzner y Patrick Schiitzdeller. La relevancia que tienen estos resultados es que
permiten describir en cierto sentido la imagen de la aplicacién momento y determinan la
estratificacion.

De estas propiedades de convexidad, podemos derivar resultados que permiten estudiar las
Orbitas distinguidas. Una clara muestra, es nuestra generalizacion del criterio de la base nice
de Nikolayevsky (Teorema 2.2.21) el cual ha sido probado usando la propiedad de convexi-
dad en el Teorema 2.1.5, donde tal propiedad estd relacionada con el conocido Teorema de
Convexidad de Atiyah-Guillemin-Sternberg.

Es asi que en este capitulo introducimos los espacios nice de una representacién, para los
cuales, de alguna forma, “su teorfa geométrica de invariantes” se limita al estudio de la accién
del grupo A = exp(a). Dado que esta cualidad hace interesante a un espacio nice, al final
del capitulo, nos enfocamos en caracterizar este tipo de espacios de la forma mds simple y
obtenemos algunas equivalencias que son de facil implementacién en la practica.

2.1 CONVEXIDAD DE LA APLICACION MOMENTO PARA REPRESENTACIONES DE TOROS

Antes de probar el teorema central de la seccién, vamos a citar algunos resultados elementales
e introductorios de la teoria de funciones convexas y de geometria convexa. Invitamos al lector
a consultar nuestras referencias sobre estos resultados y a leer otros teoremas relacionados
para familiarizarse con las respectivas areas.

Nuestro interés es usar tales resultados para demostrar propiedades de convexidad de la
aplicaciéon momento en una forma sencilla y amigable con el lector que no esté acostumbrado
con los prerrequisitos de trabajos como [HSto] o [HSS].

2.1.1  Funciones convexas
Definicién 2.1.1. [Nee, Definiciones en V.3] Sean V un espacio vectorial real y
f:V— Re:=Ru{oo}

una funcién convexa. El conjunto Dy := f~1(R) es llamado el dominio de f.
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La funcién
f*: V' — Re
& — supv(é -f)
es llamada la conjugada de f

Teorema 2.1.2. [Nee, Corollary V.3.32] (Teorema de Convexidad de Fenchel) Sea f € €?(V) tal que
la matrix Hessiana, d* £(X) es definida positiva para todo X € V. Entonces d f mapea a V difeomorfa-
mente sobre el conjunto convexo abierto int D¢+ y df* : intDg« —> V es la inversa de d f

2.1.2 Geometria convexa

Definicién 2.1.3. [Gru, Definiciones en 2.4] Sea I' un subconjunto convexo de R™. Un punto
X € T es llamado punto extremo de T si este no pertenece al interior relativo de cualquier
segmento contenido en I'; es decir, X es un punto extremo si X =tY+(1-t)Zcon0<t<1,Yy
Zen T implica X =Y = Z.

Un punto X € I' es llamado un punto expuesto de I' si existe un hiperplano de soporte de T cuya
interseccién con I es solo el punto X (Fig. 2); esto es, existe un hiperplano de R™, digamos
Im={YeR"{(Y,H)) =h} con He R", h e Ry () un producto interno de R™, tal que
((Y,H)) > h para todo Y € T" y la igualdad se da si y solo si X =Y.

El conjunto de los puntos expuestos de I'" es denotado xp(TI") y el de los extremos por xt(I")

Intuitivamente, un punto extremo es una “esquina”. Es facil ver que xp(I") ¢ xt(I") para todo
convexo I'.

Teorema 2.1.4. [Gru, Theorems 2.4.5 and 2.4.9]

1. (Teorema de Minkowski-Krein-Milman) Sea T un subconjunto convexo y compacto de R™.
Entonces T = CC(xt(T")). Mds aiin, si I' = CC(R) entonces R 2 xt(T").

2. (Teorema de Straszewicz) Si I es un subconjunto convexo y cerrado de R™ entonces xt(I") ¢

xp(T")

3. Si I'= CC(R) con R un subconjunto finito de R™ (T" es un politopo) entonces I' = CC(xp(T")) v
R2xp(T")

A partir de estos resultados vamos a dar una prueba elemental sobre la convexidad de
la aplicacién momento para representaciones reductivas de toros complexificados o grupos
abelianos conexos de rango 0. Dado que el caso complejo es un poco més delicado en cuanto
al uso de notacién, vamos a dar la prueba con todo rigor en esta situacién y omitimos la
prueba del caso real la cual es completamente andloga a lo que probaremos a continuacion.
Es asi que a lo largo de la prueba ((,-)) y (-,-) denotaran los productos internos Hermitianos
definidos en la Seccién 1.1.1. y por Re((,-)) y Re(:,-) los respectivos productos internos reales.

Teorema 2.1.5. Sean T un toro compacto, Lie(T) = t, TC el respectivo toro complexificado y ©: T¢ —
GL(V) una representacion holomorfa de T€. Sea v € V no nulo y v = vi +... +vs su descomposicién
en vectores pesos como en la ecuacion (10). Entonces

mc (T -v) = int(CC(R(v)))
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Figura 2: Punto Expuesto

Demostracién Sea X ¢ t€. Primero, permitanos encontrar una férmula para mc(exp(X)v)
(como en la ecuacién (19)). Para esto, abreviaremos por V el vector exp(X)v. Es facil ver que

VoY ey,

o €R (V)
y asi
F2= Y e2Relomdy2,
o €R (V)
Consideremos un Y ¢ t€ arbitrario
- 1
Re«mtc (V), Y» = ||~||2 (T[(Y)V V>

1 .
= EReln) L e v, Felmhy)
j

1 o "
- WRe Ze« cx))«Y,OCi»Vi,zj:e« cxj))vj>

) |\~1||2Re{2e XedelXlyy, oci»m,w)}

- e Do

= WZGZRE’ XD vy [P Re((Y, o))
1

1

= Re«||~||2 Z QZRe((X,oci))||vi||2‘xi,y».

o €R (V)
Esto ultimo implica

1
Z 2Re( X, o))
xi€R(v)

S eRelXeidy 1 2a. (22)

mc (V) =
||V1|| ai€R(v)

21



22

LOS ESPACIOS nice DE UNA REPRESENTACION REDUCTIVA

Ahora probemos que mc(TC -v) es un conjunto convexo. Para hacer esto, aplicaremos el
teorema de convexidad de Fenchel. Sea b ¢ t© cualquier subespacio compatible con la descom-
posicién de Cartan de t€ y consideremos la funcién

p: b —_— ]R
X — 1n||exp(X)v||2 '

Usando que b es abeliana, es facil comprobar que

m; (exp(Y)v) = %(d Po)Y

donde hemos identificado a b con b* por medio de Re((-,-)). Asi pues, la imagen de dp; es
igual a 2my(B-v) (B = exp(b)).

La idea de la prueba es aplicar el Teorema de Fenchel a cierto pg y luego relacionar mc con
mg. Recordemos que es necesario tener que d? pg sea definida positiva para todo X ¢ b, asf
que calculemos d” p;, para cualquier b compatible con €. Sean X, Y € b

Re((dpu)xY, V) = Ref | dpnx+ 1), ¥) = %] Re(mo(expx+tvw),v)

- %‘ORe«Zmb(exp(tY)V),Y))
d ’ ] Re(rt(Y) exp(tY)V, exp(tY)V)

dtlo [Jexp(tY)¥?
- ﬁ {Re(m(V)m(Y)V, %) + Re(r(Y)¥, n(Y)V))|¥|>
—2Re(mt(Y)V,V)Re(n(Y)V,V)}
= ﬁ {(Re(m(Y)V, m(Y)*9) + Re(n(Y)¥, (Y )¥))|[¥]|* - 2Re(m(Y)V,v)* }
= ﬁ {Re(m(Y)V, 7(Y) "V + 7(Y)¥)|[¥]|* — 2Re(rt(Y)¥, )} .

Para entender mejor la tltima igualdad, debemos aprovechar mas que b es compatible con
€ (b=b1&V-1by,con by, by subespacios de t). Escribamos a Y como Y7 + V=1Y5 con Y7,Y, € ¢
asi (Y)* = —m(6(Y)) = —m(Y1) + (/=1Y3) (por proposiciéon 1.1.9 item 1) y estudiemos por
separado cada uno de los sumandos en la dltima igualdad,

2Re(n(Y)V, t(vV/~1Y2))
2Re(rt(Y1 )V, (v =1Y2 %) + 2||7e(vV/=1Y2 ¥ |?
2||re(vV=1Y2)v?

Re(nt(Y)V, t(Y)"V + 7 (Y)V)

donde hemos usado que Re(7t(Y; )V, 7t(v/~1Y2)v) = 0 pues t es abeliana y 7t(Y;), (/~1Y3) son
operadores antisimétricos y simétricos respectivamente (ver proposiciéon 1.1.9 item 4).

Con respecto al término Re(n(Y)¥,V)?, dado que 7t(Y7) es antisimétrico, se tiene Re(rt(Y)v,v)? =
Re(nt(v/=1Y2)¥,%)%. Reemplazando estos tltimos en la ecuacion para Re(((d? py)xY,Y)) ten-

emos
8

IR

Re(((d? py)xY, V) {Ie(V=1Y2)9)1% || - Re{m(V=1Y2)¥, %)%}

Se sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwarz que Re(((d? py)xY,Y)) > 0 y la igualdad se
da si y solamente si 7t(v/-1Y2)V = tV para algin t € R. Notemos que esta tltima condicién
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es equivalente a que 7(v/~1Y2)v = tv para algin t € R, pues t es abeliana (no olvidemos que
estamos denotando por V al vector exp(X)v, en principio tales condiciones no tienen por qué
ser equivalentes).

De este anélisis, tenemos que nuestro candidato a b deberia ser el complemento ortogonal
de h(v) en ¢ donde

h(v) := {Y € V-1t/m(Y)v = tv para algin t € R}

es decir, tomemos como b = t& (v -1t&h(v)) Antes de relacionar a myc con mg, es necesario
hacer la siguiente observacién sobre h(v). Consideremos la isotropia de v en v/-1t, esto es:

(V=1t)y = {Y e V=1t/m(Y)v = 0}

Es facil ver que (v/-1t), es un ideal de h(v) de codimensiéon 1 6 O (tomar el funcional  :
h(v) — R, P(Y) = Re(n(Y)v,v)). Luego

b(v) = (V-Tb), (23)

(e

b(v) = (V-Tt)y&RZ (24)

donde Z € V-1t es tal que (Z)v =v.
Ahora bien, sea X € t€. Notemos que mc(exp(X)v) = mc(exp(X’)v) donde X’ es la compo-
nente de X en b. En efecto, descompongamos a X como X'+ X" con X" e by X" € h(v),
mc (exp(X') exp(X")v)
mc (texp(X')v) para algin t € R

mc (exp(X)v)

myc (exp(X)v)

donde hemos usado nuevamente que t es abeliana y que mc es invariante por escalamiento.
Un segundo hecho que es fécil notar es que para todo X ¢

mc(exp(v)) € V-T1ts (V-14), (25)

Ahora por fin estamos en condiciones de describir mc (T -v). Hemos visto que m,c (exp(X)v) L
(V=1t)y, luego, es posible que m(exp(X)v) tenga componente en el vector Z dado en la
ecuacion (24) (cuando se cumpla tal caso). El valor de tal componente siempre es 1:

1
—— R
[lexp(X)v]|*

1
—— =R
[[exp(X)v|2

1
——R
[ exp(X)v|2
= 1

Re((mc (exp(X)v), Z)) e((Z) exp(X)v, exp(X))v
e(exp(X)m(Z)v, exp(X))v
e(exp(X)v, exp(X))v

Recordando que mi+ no es més que la proyecciéon de mc sobre b (Proposicién 1.2.9 item 2),
b t
tenemos

me(exp(X)v) = mye(exp(X')v)

Proyg myc (exp(X')v) + Proy, ., mc (exp(X))

mg (exp(X')v) + Proy, .,y myc(exp(X')v)

i { mz(exp(X') -v), si b(v) = (V=T0),

mg(exp(X') V) + ﬁ, si h(v) = (\/jt)v aRZ (26)
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Asf pues mc(TC-v) = mf[;(g-v) 6 mc(TC-v) = mg(ﬁ-v) + ﬁ, y como mg(ﬁ-v) es un
conjunto convexo por lo dicho anteriormente (py satisface las hipétesis del teorema de Fenchel)
entonces, no importa cudl sea el caso, mc(T€ -v) es un conjunto convexo.

Para terminar la totalidad de la prueba, es suficiente con probar que mc (TC -v) = CC(R(v))
(en virtud al teorema [Gru, Theorem 2.1.7], tenemos que para todo conjunto convexo I de R™,
int(T') = int(T")). Para ver esto, basta con mostrar que cada punto expuesto de CC(R(v)) esta
en mc(TC-v) (por el Teorema 2.1.4 item 3). Sea o; un punto expuesto CC(R(v)), asi existen
Hi e ay h; € R tal que para cada X e CC(R(v)), (X, Hi)) > hy donde la igualdad se da si y solo
si X = a4. Usando la férmula en la ecuacién (22) se tiene

tlir_n mc (exp(tHi) -v) = .

Luego, de todo lo anterior, dado que mc(T¢ -v) es un conjunto convexo tal que mc (T -v) =
CC(R(v)), entonces mc (TC -v) = int(CC(R(V))). [ ]

Invitamos al lector a probar el resultado similar para el caso de grupos abelianos conexos
de rango 0 (sin parte compacta); la prueba es totalmente similar a la anterior. En este sentido,
nuestra prueba difiere de aquella dada en [HSto, Proposition 3] (vista en el caso particular
de las representaciones) pues tal prueba usa fuertemente el respectivo teorema en el caso
complejo.

Teorema 2.1.6. Sean A = (R,o)™ grupo abeliano conexo de rango 0 y T: A — GL(V) una repre-
sentacion reductiva real de A. Sea v € V no nulo y v =vq +...+Vvs su descomposicion en vectores pesos
como en la ecuacion (17). Entonces

mgy(A-v) =int(CC(R(v)))

Nota 2.1.7. Podemos cerrar esta seccién recordando el conocido teorema de convexidad de
Atiyah-Guillemin-Sternberg

Teorema 2.1.8. [Ati, Theorem 2] y [GS1, Theorem 5.2] (Teorema de convexidad de Atiyah-Guillemin-
Sternberg) Sea M una variedad simpléctica conexa compacta sobre la cual un toro T actiia en forma
Hamiltoniana con respectiva aplicaciéon momento w: M — t*. Entonces la imagen w(M) de p es un
politopo en t*, llamado el T-politopo momento. Mas aiin, es iqual a la cdpsula convexa de la imagen de
los puntos fijos de la T-accion.

Es asi que el Teorema 2.1.5 no es mds que la aplicaciéon del teorema de Atiyah-Guillemin-
Sternberg a las representaciones reductivas complejas y sus Orbitas. Para el caso real, nos
llama poderosamente la atencién que dicho resultado es independiente de cualquier referen-
cia al caso complejo y motiva la pregunta ;es posible desligar la teoria geométrica de invari-
antes real del caso complejo? Por ejemplo, para probar el Teorema 2.1.6 solo se necesita que
el grupo acttie por operadores simétricos. Desarrollar una teoria geométrica de invariantes
real para estudiar representaciones de grupos reductivos reales (en el sentido mds amplio)
usando razonamientos propios de Teoria de Lie, haria mas accesible tal teoria pues el mayor
de los inconvenientes que encontramos al razonar desde los trabajos de Heinzner, Schwarz y
colaboradores, es la cantidad de prerrequisitos que son necesarios para estudiar tales trabajos.

Para cerrar esta seccion, introduzcamos uno de los conceptos principales de la tesis y demos
el primer paso para obtener la generalizacién del criterio de Nikolayevsky.
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Definicién 2.1.9. Un subespacio W de V es llamado un espacio nice* si este es un espacio
A-invariante y mg(w) € a para todo w e W {0}.

Nota 2.1.10. Recordemos que en el caso complejo a corresponde a v/ -1t con t el dlgebra de
Lie de un toro maximal en U, mientras que en el caso real a es una dlgebra abeliana maximal
contenida en p.

Nota 2.1.11. En el caso complejo, si W es un espacio nice, entonces mc (w) = mg(w) para todo
w € W {0} pues T¢ es compatible con la descomposicién de Cartan de G (ver Teorema 1.2.9
item 2). Para el caso real, se tiene mq(w) = mg(w) para todo w e W {0} por la misma razén
que en el caso complejo (A = exp(a) es un grupo compatible).

Proposicién 2.1.12. Sean W un espacio nice y w € W~ {0}. Si ccm(9i(w)) € int(CC(R(w))),
entonces la orbita de w es distinguida. Mds aiin, existe un X € a tal que exp(X)w es un punto critico
de Fg.

Demostracién Daremos la prueba para el caso complejo. La respectiva prueba para el caso real
es similar al caso complejo. Supongamos que mcc(PR(w)) € int(CH(R(w))). Por la Proposi-
cién 2.1.5 existe Y € ¢ tal que mc(exp(Y)w) = mcc(:M(w)). Como W es un espacio nice,
myc (exp(Y)w) = mg(exp(Y)w) y asi pues, por la Proposicion 1.2.9 item 4, exp(Y)-w es un
punto critico de Fg; la G-6rbita de w es distinguida. Para ver la parte final, descompongamos
aYcomoY=X+X conX etyXe -1t Asi exp(Y)w = exp(X’) exp(X)w y como exp(X’) € U,
entonces exp(-X") exp(Y)w también es punto critico de F, y por tanto exp(X)w es un punto
critico con X e@. |

Notacién 2.1.13. Sean w un elemento nice (esto es w estd en algtin espacio nice W) y consider-
emos el conjunto ordenado R (w). Denotamos por U,, la matriz de Gram de (R(w), ((-,-))), es
decir,

U (p, q) = (R(W)p, R(W)q)) (27)
con1<p,q<fR(w)

Usando el método de multiplicadores de Lagrange, se tienen los siguientes corolarios que
pueden ser verificados facilmente.

Corolario 2.1.14. Sea w un elemento nice. Si la ecuacion
U, [xi] =A[1] (28)

tiene una solucion [x;] tal que cada x; es positiva (solucién positiva) y Y. x; = 1, y esto para algiin
A € R, entonces la orbita G- w es una orbita distinguida.

Corolario 2.1.15. Sea w un elemento nice y supongamos que existen Hea, H# 0,y heR, h # 0,
tales que para todo o« € R(w), (o, H)) = h (esto es, SR(w) estd contenida en el afin generado por
(H,h)). Si la ecuacion

Uy [xi] = [1] (29)

tiene una solucion positiva [xi], entonces G- w es una 6rbita distinguida.

“En el contexto de los nilradicales Einstein, esta nocién puede encontrarse como stably Ricci-diagonal, término
que fue introducido por Tracy Payne para aquellas algebras de Lie que tienen una base tal que cualquier producto
interno que mantenga esta base ortogonal tiene tensor de Ricci diagonal; si el dlgebra de Lie es nilpotente, la
nocién de nice es igual a la dada por Payne. En [Jab1] no hay un nombre para la nocién de espacio nice pero sin
lugar a dudas, en tal trabajo podria llamarse espacio A-detectable. Dado que nuestra motivacién viene del criterio
de la base Nice de Nikolayevsky y el lema [LW1, Lemma 3.9], nosotros preferimos mantener el nombre nice para
esta definicién.
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2.2 GENERALIZACION DEL CRITERIO DE NIKOLAYEVSKY

Para obtener el reciproco de la Proposiciéon 2.1.12, usamos los resultados de Jablonski dados
en [Jab1], los cuales usan fuertemente las propiedades de los grupos reductivos algebraicos. Es
por esto que en la primera parte de esta seccion haremos un corto repaso de algunos términos
propios de geometria algebraica y grupos algebraicos. A lo largo de esta seccién F puede
representar tanto al campo de los nimeros complejos C como a los ntimeros reales R

2.2.1  Grupos algebraicos

Definicién 2.2.1. [OV, Chapter 2, §1, 1°] Sea I un subconjunto del anillo de polinomios sobre
F en n variables; I ¢ F[x1,...,xn]. El conjunto de todos los ceros comunes de los polinomios
en I es llamado conjunto algebraico (complejo siF = C 6 real si [F = R) y es denotado (usualmente)
por V(I),

V() :={x=(x1,...,xn) € E/p(x1,...,xn) =0, Vp e I}.

Un resultado clasico y célebre en Geometria algebraica es el llamado Teorema de la base de
Hilbert (Hilbertscher Basissatz) el cual dice que si R es un anillo Noetheriano (todos sus ide-
ales son finitamente generados) entonces el anillo de polinomios sobre R en m variables
R[X1,...,xn] también es Noetheriano. Dado que un cuerpo F es trivialmente Noetheriano,
entonces F[x1,...,xn | es Noetheriano. Usando este hecho, es muy facil ver que todo conjunto
algebraico de F"* puede realizarse como el conjunto de los ceros comunes de un conjunto
finito de polinomios.

Los conjuntos algebraicos tienen un tipo especial de funciones que permiten que estos se
relacionen. Estas funciones reciben el nombre de regulares o también polinomiales. Nosotros
adoptamos el primer nombre aunque advertimos que en geometria algebraica la nocién de
funcién regular se usa de una forma mucho mads general.

Definicién 2.2.2. [OV, Chapter 2, §1, 1°] Sea M un conjunto algebraico de F". Una funcién
f: M — T es llamada funcién reqular, si existe p € F[x1,...,xn] tal que f = p|m

Notemos que dos polinomios en F[x1,...,xn] podrian definir la misma funcién regular
sobre un conjunto algebraico de F™. Sea M un conjunto algebraico de F™ y consideremos el
ideal I(M) de F[xq,...,xn] dado por todos los polinomios que se anulan en I(M),

IM) ={peF[x1,..., Xn]/p(X1,--.,xn) =0, V(x1,...,xn) € M}.

Asi pues, el conjunto de las funciones regulares de M es parametrizado por el cociente
F[x1,...,xn]/I(M). Este cociente es llamado la dlgebra de coordenadas de M y es denotada

por F[M].

Definicién 2.2.3. [OV, Chapter 2, §1, 2°] Sean M ¢ F™ y N ¢ [F™" dos conjuntos algebraicos.
Una funcién { : M — N es llamada un morfismo reqular (o también, mapeo regular), si éste es
dado por n funciones regulares de M, es decir, existen p1, ..., pn polinomios en F[x1,...,Xm]
tales que

b(x) = (P1(x),...,Pn(x)), Vx e M.

Es importante resaltar que todo morfismo regular de M en N, 1} : M — N induce un
homomorfismo entre sus édlgebras de coordenadas, \{* : F[N] — F[M] (un comotfismo), el
cual se define como

¥ (g)x = g(W(x)), Vg e F[N],x e M.
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De hecho, se puede mostrar que todo homomorfismo de anillos entre I[F[N] y IF[M] es dado
por un morfismo regular entre M y N.

La siguiente nocién es de suma importancia para el estudio de los grupos algebraicos reales
asi que es conveniente tenerla muy presente

Definicién 2.2.4. [Mum, Chapter II, §4], [Bor, Chapter AG, §12, 12,1] [Spr, Chapter 2, §1, 1.1]
Un conjunto algebraico complejo M en C™ se dice que es definido sobre R (o también, que es
un R-conjunto algebraico), si M puede ser descrito como el conjunto de los ceros comunes de
polinomios con coeficientes reales y el conjunto algebraico real M(IR) := M nIR™ es llamado el
conjunto de puntos reales de M.

Sea M un conjunto algebraico complejo definido sobre R y como arriba, consideremos
el ideal I(M) formado por los polinomios que se anulan en M. Denotemos por I(M)R :=
I(M)nR[x1,...,Xn]. Se puede ver que

C[M] = (R[x1,...,xn]/I(M)Rr) ®r C.

Definicién 2.2.5. [Spr, Chapter 2, §1, 1.2] Sean M, N dos conjuntos algebraicos complejos
definidos sobre R. Un morfismo regular ¢ : M — N es llamado definido sobre R si las fun-
ciones coordenadas de ¢ son funciones regulares con coeficientes en IR.

Consideremos la familia de todos los conjuntos algebraicos de IF™. Es facil ver que tal familia
determina una topologia en F™ ([OV, Chapter 2, §1, 3°]) la cual recibe el nombre de topologia
Zariski. Esta topologia se define considerando a los conjuntos algebraicos como los conjuntos
cerrados. Dado que en R™ y C™ también podemos considerar la topologia usual, entonces
las nociones propias de topologia consideradas en la topologia Zariski suelen ir acompafiadas
con el nombre Zariski, por ejemplo, si un conjunto es cerrado en la topologia Zariski, entonces
se dice que tal conjunto es cerrado Zariski. Esta aclaracion es importante hacerla porque traba-
jaremos simultdneamente con ambas topologias.

Definicién 2.2.6. [OV, Chapter 3, §1, 1°] Sea G un grupo el cual también es un conjunto
algebraico de IF™. Decimos que G es un grupo algebraico (complejo si[F = C 6 Real si [F = R) si los
mapeos dados por el producto y la inversa del grupo son regulares. Un subgrupo algebraico
de un grupo algebraico es un subgrupo el cual es un subconjunto cerrado Zariski.

Asi pues, un subgrupo algebraico es un grupo algebraico con respecto a su estructura de
conjunto algebraico y la operacién de grupo que lo hace subgrupo. Mas atin, la clausura Zariski
de cualquier subgrupo (abstracto) de un grupo algebraico es un subgrupo algebraico.

Ejemplo 2.2.7. El primer ejemplo por excelencia es el grupo lineal general real o complejo, el
cual denotamos por GL,,(R) y respectivamente GL,,(C). Para ver su estructura de conjunto
algebraico, consideremos el espacio afin F™* x F con coordenadas (aij, t). GLL(IF) se puede
identificar con el conjunto algebraico G definido por la ecuacion polinomial en F™ x F

det(aij )t =1.

Asi, un punto x = (aij, t) € G representa la matriz (a;;) con determinante det(ay;) = % La
multiplicacién - : G x G — G claramente es una aplicacién regular, y la inversa

i G —G
(aij, t) — (bij,det(ayj))
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donde by; es el polinomio de F™ x F dado por by; = (-1)"tm;; con m;; el menor (i,j) de
(ayj), también es regular.

Notemos que las funciones regulares de G son funciones de la forma f(ai;)t? con f un
polinomio en las entradas de la matriz (ai;) y d € IN. Dado que t = m, entonces el anillo
de coordenadas de G es el anillo de polinomios

F [aﬁ,det(aij)_] ];

cocientes de polinomios en las entradas de la matriz con potencias enteras positivas de la
funcién determinante.

Ejemplo 2.2.8. Los grupos de isometrias de formas bilineales no degeneradas son un ejemplos
tipicos de grupos algebraicos. Sea B : F™* x F™* :— [F una forma bilineal sobre [F™. El grupo de
isometrias de B es el grupo

O(FF™,B) := {g € GL,,(IF)/B(gv, gw) = B(w,v), Vv,w e F"}.

Consideremos la matriz ] de la forma bilineal B, J(i,j) := B(ey, ¢;), asi B([ai], [b;]) = [ai]"][b;].
Una matriz g en GL,, (F) pertenece a O(FF™, B) si y solo si

g'Jg=7.

Lo que implica que O(F™, B) es un subconjunto algebraico de GL,, (IF) y en consecuencia, un
grupo algebraico.

La conexion entre los grupos algebraicos y la Teoria de Lie, es que estos son grupos de Lie.
De hecho, muchos de los grupos reductivos reales que estudiaremos son grupos algebraicos
reales.

Teorema 2.2.9. [OV, Theorem 2 en Chapter 3, §1, 1°] Cualquier grupo algebraico complejo (6 real) es
un grupo de Lie complejo (respectivamente real). Asimismo, cualquier subgrupo algebraico de un grupo
algebraico complejo o real es un subgrupo de Lie.

Definicién 2.2.10. [OV, Chapter 3, §1, 1°] Un subgrupo algebraico de un grupo general lineal
es llamado grupo lineal algebraico (complejo o real segtun el cuerpo de definicién).

Siguiendo la definicion 2.2.4, tenemos la respectiva nocién para grupos algebraicos

Definicién 2.2.11. [Bor, Chapter I, §1, 1.1][Spr, Chapter 2, §2, 2.1] Sea G un grupo algebraico
complejo, el cual como conjunto algebraico complejo es definido sobre RR, y tal que el producto
y la inversa son mapeos definidos sobre R, entonces G es llamado un grupo algebraico complejo
definido sobre R o también R-grupo algebraico.

De la definicién, se sigue que el conjunto de puntos reales de un R-grupo algebraico es un
grupo algebraico real. La siguiente proposicién nos habla un poco mds sobre los subgrupos
de los R-grupos algebraicos.

Proposicién 2.2.12. [Bor, Proposition 1.3 en Chapter 1, §1] Sea G un R-grupo algebraico y H un
subgrupo de G. Entonces la clausura Zariski de Hen G, H” es un subgrupo algebraico de G. Si ademds

) , , . . . —=Z .
H es invariante por la conjugacion de niimeros complejos en sus coordenadas, entonces H ™ es definido
sobre R.
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Ejemplo 2.2.13. Entre ejemplos importantes de R-grupos tenemos a los grupos reductivos com-
plejos. Sea U un grupo de Lie compacto. Es sabido que U admite una representacion fiel que
lo hace un grupo lineal algebraico real de GL,,(C) y que la complexificacién universal U de
U es la clausura Zariski de U en GL (C) (ver, por ejemplo, [GOV, Proposition 2.5 en Chapter
4, §2, 2.5]). Es asi que U® es un R-grupo algebraico complejo cuyo puntos reales estd dado
por el compacto maximal U.

Ejemplo 2.2.14. Consideremos un grupo reductivo real G = Kexp(p) (como en la definicién
1.1.13) con G = U€ el grupo reductivo complejo que “hereda” su estructura a G. Es mostrado
en [HSto, Lemma 1], que G se puede definir como reductivo real usando un grupo reductivo
complejo G tal que G es Zariski denso en Go. Tal Go = Uy esta dado por Uy siendo el menor
cerrado de U (en la topologia usual) tal que contiene a exp(€++/~1p). Asi pues, podemos
redefinir la definicién de grupo reductivo real tomando un G tal que G es Zariski denso en G.

Definicién 2.2.15. [Bor, Chapter I, §1, 1.6] Sea G un grupo algebraico complejo y ©: G —
GL,,(C) un homomorfismo de grupos. Decimos que T es una representacién racional de G si
T es un morfismo regular entre los conjuntos algebraicos G y GL,,(C). Si G es un R-grupo
algebraico, decimos que T es definida sobre R si T es un morfismo regular definido sobre RR.

En cuanto a los grupos algebraicos reales, es conveniente considerar la siguiente definicion
que es usada en algunas de nuestras referencias principales ([Jab1], [Jab3])

Definicién 2.2.16. Sean G un grupo algebraico complejo y G un grupo algebraico real con-
tenido en los puntos reales de G, y denotemos por G la clausura Zariski de G en G. Una
representacion T : G — GLy (IR) se dice racional, si es la restriccion de una representacion

racional ©: G~ —> GL, (C) la cual es definida sobre R.

2.2.2  Acciones detectables

A lo largo de esta seccién, G denotard un grupo lineal algebraico reductivo y 1: G — GL(V)
serd una representacion racional de G.

Definicién 2.2.17. [Jab1, Definition 2.9] Sean H un subgrupo compatible con la descomposi-
cién de Cartan de G, Lie(H) = h y W una subvariedad suave H-estable de V. Decimos que la
G-accién es H-detectable a lo largo de W si my(w) € h para w e W.

Nota 2.2.18. Notemos que, W es un espacio nice si y solo si la accién dada por la representacién
T7:G — GL(V) es A-detectable a lo largo de W.

Teorema 2.2.19. [Jab1, Corollary 3.4] Sea G, H, W, V como arriba y asumamos que W es un conjunto
cerrado. Fijemos un w € W, entonces G -w es una orbita distinguida para la G-accion si y solo si H-w
es una orbita distinguida para la H-accion.

De este teorema se tiene el reciproco de la Proposicion 2.1.12

Proposicion 2.2.20. Sean W un espacio nice y w € W~ {0} tal que G-w es una 6rbita distinguida,
entonces
cem(R(w)) € int(CC(R(w))).

Demostracién Consideremos el caso complejo; el caso real es similar. Como W es A-invariante,
es facil ver que W también es TC-invariante. Dado que G -w es distinguida, entonces por el
Teorema 2.2.19, T¢ -w es una 6rbita distinguida para la T¢-accién. Asi pues existe W € TC - w
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punto critico de Fic. Por el Teorema 1.2.6 item 1 se tiene que ||mc(W)|* < ||mc(W')||* para
todo W' € T¢-w . Se sigue del Teorema 2.1.5 que mc (W) es un vector de norma minima en el
interior de :(w) y por un argumento de continuidad, también debe ser un vector de norma
minima para toda la cdpsula convexa; por lo cual ccm(9R(w)) € int(CC(R(w))). ]

De las Proposiciones 2.1.12 y 2.2.20 tenemos uno de los principales resultados de la tesis

Teorema 2.2.21. (Criterio generalizado de la base nice de Nikolayevsky) Sean G un grupo lineal
algebraico reductivo y T: G — GL(V) una representacion racional de G y consideremos un elemento
nice w. La érbita G -w es distinguida si y solamente si

cem(R(w)) € int(CC(R(w))).
En cualquiera de los casos que se de, existe un X € a tal que exp(X)w es punto critico de F.

Recomendamos hacer una lectura del criterio de Nikolayevsky (ver Teorema 4.1.11) para
ver que, en efecto, el anterior teorema es una generalizacién del mencionado criterio.
Los siguientes corolarios son de utilidad en la practica

Corolario 2.2.22. Sea w un elemento nice. La 6rbita G -w es una 6rbita distinguida si y solamente si
la ecuacion

uw[xi] - }\[]]/ (30)
tiene una solucion positiva [xi] con Y xi = 1 para algiin A € R.

Corolario 2.2.23. Sea w un elemento nice y supongamos que existen Hea, H+0,yheR, h#0,
tales que para todo oc € R(w), ((«, H)) = h. La 6rbita G-w es una 6rbita distinguida si y solamente si
la ecuacion

u,, [Xi] = U ]r (31)
tiene una solucion positiva [xi].

Nota 2.2.24. Creemos que el anterior teorema es vélido en el contexto general que venimos
planteando; es decir, sin recurrir a alguna hipétesis de tipo algebraico sobre el grupo y la rep-
resentacion. Una prueba de este hecho seria interesante pues forzaria a probar los resultados
de Jablonski en tal contexto y los cuales consideramos muy importantes para el estudio de las
Orbitas distinguidas.

2.3 COMO SABER SI SU A-ESPACIO ES NICE

Ya vimos que, para los elementos nice, es muy féacil saber si su 6rbita es distinguida. Esta
seccion estd destinada a caracterizar los espacios nice de la forma mds simple posible para
tener herramientas que se puedan implementar en la practica. Nuestra motivacién en esta
seccidn, son los resultados dados en [LW2].

En este punto retornamos al nivel de generalidad que veniamos planteando sobre los gru-
pos reductivos y sus representaciones (no es necesaria ninguna hipétesis adicional como en
la seccién anterior). De ahora en mdas, W representa un espacio A-invariante y por A(W)
denotaremos los pesos de la descomposicion de W en espacios pesos (como en las descom-
posiciones (10) y (17)). Esto es A(W) es un subconjunto de a tal que

W = @ Wou (32)
xeA(W)
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donde
Wy = {w e W/n(X)w = (X, a))w, VX € a}. (33)

Nota 2.3.1. Dado que lq: @ — gl(V) es una representacion completamente reducible de a,
tenemos que A(W) es un subconjunto de A(V) y cada W, es un subespacio de algtn V;. Por
esta razén, no hay problema en considerar el conjunto 9i(w) con respecto a la descomposicién
(32) para todo w € W; no se estd cayendo en abuso de notacién.

Lema 2.3.2. Sean A € A(g), Y € ga, &1 € A(W) y wy € Wy, tales que t(Y)wi # 0, entonces m(Y)w;
es un vector propio simultdneo para la familia {7((X)}xeqa. Mds aiin, si Proj,,, (Y)w; es diferente
de cero, entonces Proj,,, (Y)wy es un vector peso correspondiente al peso A + «;, y en consecuencia,
A+ o = o para algiin o5 € A(W) con &4 # ;.

La prueba del lema es similar a Proposicién 1.1.10 item 8 o Proposicién 1.1.15 item 9.

Corolario 2.3.3. Fijemos un espacio peso W, de la descomposicion (32). W es un espacio nice donde
todos sus puntos son puntos criticos de Fy con mg(w;i) = oy para todo wi € W, .

Demostracién Debemos probar que mg(w;) € a. Por la definicién de la aplicaciéon momento
y la descomposicién en espacios raices de g (ecuaciones 7 y 15), esto es equivalente a ver
(m(Y)wi, wi) =0 para todo A € A(g) y Y € ga.

Seaw = Proj,,, t(Y)w;, asi (rt(Y)wi, wi) = (w,w;). Siw = 0, entonces no hay nada que probar.
En otro caso, por el Lema previo, w es un vector peso de peso A + ;. COmo A # 0, A+ o # &4
lo cual da que w L wj.

De la Ecuacién (22), tenemos que mg(wi) = oty y asi t(mg(wi))wy = (o )wy = (o, o6 ))wy;
wj es un punto critico de Fy u

Lema 2.3.4. Supongamos que para aquellos «i, o5 € A(W) tales que o5 — ¢y € A(g) se satisface
Proj,,, (X)wy = 0 con cualquier X € g\ y wi € W, donde A = o5 — ;. Entonces,

(m(Y)wi, wj) =0 (34)
para cualquier A € A(g), Y € g, i, o5 € A(W), wi e Wy, y wj € Wy,

Demostracién Razonemos por el absurdo, asi podemos encontrar A € A(g), Y € ga, &i, & €
A(W), wi € Wy, y wj € Wy, tales que (r(Y)wi, wj) # 0. Esto fuerza Proj,,, mt(Y)w; # 0y asi del
Lema 2.3.2, Proj,,, t(Y)w; # 0 es un vector peso de peso A+ «; = «;. Esto da o — a3 € A(g) y
por hipétesis Proj,,, 1(Y)w; = 0; esto es una contradiccién. u
Teorema 2.3.5. Sea W subespacio A-invariante de V. W es nice si y solo si para cualquier o;, o €
A(W) tales que o — oty € A(g) se satisface Proj,,, t(Y)w; = 0 con cualquier Y € gj y wi € Wy, donde
A= O(]' - .

Demostracién Supongamos que W es nice y sean «;, &; € A(W) tales que o5 — a3 € A(g),
digamos o — oy = A con A € A(g). Debemos probar que Proj,, t(Y)w; = 0 para todo Y € g y
wi € Wy,. Como Projy,, i(Y)w; € Wy, (del Lema 2.3.2), es suficiente probar

(Projyy, (Y)wi, wj) =0, Yw; € W, (35)
Consideremos un wj € Wy, y hagamos w = w; + wj. Como W es nice, my(w) € a asf que

0 {(mg(w),Y))

(e (Y) (Wi +wj), wi +wj)
(

(

T(Y)wi, wi) + (r(Y)wi, wi) + (mt(YV)wj, wi) + (mt(Y)wj, wj)

m(Y)wi, wy) + ((Y)w;, wi)
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donde hemos usado que (7t(Y)w;, wyi) = (m(Y)wj, wj) = 0 por el Corolario 2.3.3.

Note que (7t(Y)wj, wyi) = 0. En efecto. Si suponemos lo contrario; (7(Y)w;, wi) # 0, como en
la prueba del Lema 2.3.4, tenemos que Proj,, t(Y)w; es un vector peso de peso A + o5 = ;.
Pero, A + ot; = & pues & — 4 = A, asi tenemos una contradiccién ya que A # 0.

De acuerdo a lo anterior, 0 = (7t(Y)wi, wj) = (Proj,, m(Y)wi, wj)

Ahora procedemos a probar la condicién necesaria. Sea w e W, w = Y w; y sea Y € g con
A € A(g). Debemos ver que (mg(w),Y) =0

1
(mg(w),Y) = HWHz(T[(Y)WIW)
1
= ——= Y ((Y)wy, wj).
e &7
Del Lema 2.3.4, se sigue la prueba. [ |

Por la 0-invariancia de ((-,-)) (1.1.9 item 6 y 1.1.15 item 3) y del hecho que 6(g)) = g_a para
cada A € A(g) tenemos el siguiente corolario

Corolario 2.3.6. Sea W un subespacio A-invariante de V. W es nice si y solo si para todo A € A(g)*
vy, o5 € A(W)

7(gr) (We,) L W
Un obvio pero muy ttil corolario es el siguiente

Corolario 2.3.7. Sea W un subespacio A-invariante de V. Si para todo o; y o5 en A(W), a3 — & ¢
A(g)* entonces W es nice.

Y una interesante consecuencia de estos resultados es

Corolario 2.3.8. Sea o; y «; tales que W = Wy, &W es un espacio nice. Entonces mec({ i, o })
define un estrato.

Demostracién Si cem({xi, o }) es «; 6 o, tenemos del Corolario 2.3.3 la conclusién para este
caso. En el otro caso, cem({«, &; }) esta en el interior de CC{«;, «;}. De los Teoremas 2.1.12 y
1.2.6 item 2 tenemos la prueba para este caso. u

Nota 2.3.9. Notemos que el anterior corolario se puede generalizar en el sentido que el vector
de minima norma de la cdpsula convexa de los pesos de un espacio nice determinan un
estrato.



SOBRE LAS FORMAS TERNARIAS

3.1 CONJUNTO ESTRATIFICANTE DE LAS FORMAS TERNARIAS

En este capitulo, G := GL,(R), un compacto maximal en G es O(n), g := Lie(G) = gl,,(R) =
so(n)@sym(n) donde sym(n) es el espacio vectorial de las matrices simétricas y ¢ := so(n). El
producto interno ((-,-)) es el producto interno usual de g; es decir ((X,Y)) = tr(XY") para todo
X, Y en g. Una subdlgebra abeliana maximal en p es a = {(a;...an) := Diag(a;...an)/a; € R}
y una cdmara de Weyl es el conjunto a* = {(aj,...,an) €a/aj <...< an}. La descomposicién
en espacio de raices restringidas de g es dada por

1
g=ad PREy, (36)
i#j

con A(g) = {Aij := Eis — Ej5/i #} ({Eij}1<ijen es la base canénica de gl,, (R)).

V= R[x1,...,Xn]a es el espacio vectorial de todos los polinomios homogéneos de grado
d en n variables (formas n-arias de grado d) y (-,-) es el producto interno de V tal que los
monomios son ortogonales y ||x§1‘...xf}“||2 = dy!...dn!. Los resultados de esta seccién se
pueden llevar al caso complejo sin dificultad.

La accién de G sobre V es dado por cambio lineal de variables, esto es, dado ge Gy peV,

X1
g-p(xi,....x)=plg” | : || (37)
Xn
Se ve facilmente que
m(Eyy)p = Slop(e™ TV o) = —x; z%%f (38)

para todo p € V y que la base de vectores pesos de V son los monomios, pues
d d S d d
(Y)x§ . oxpyt = - (Zyidi)xﬁ CxSh,
i=1
para todo Y = (y1,...,Yyn) € a. En consecuencia

A(V)={a=~(dy,..,dn) ca/> di=d}.

De ahora en mas, dado « € A(V), digamos « = —(dy,...,dn) con Y. d; = d, denotaremos por

. ood o .
x* el monomio x;"...x4" (x en letra mintscula y en negrita).
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Nota 3.1.1. Como la matriz identidad, Id, la cual estd en a, actia como 7t(Id)p = —dp para todo
p € V (Teorema de funciones homogéneas de Euler), tenemos por el Teorema 1.2.9 item 3
que los puntos criticos de Fy; (r) y Fqr,(r) sOn los mismos. Mas aun, la estratificacion para la
accion de SL, (R) sobre V es la misma que aquella correspondiente a la acciéon de GL, (IR)
(salvo una traslacion entre los conjuntos estratificantes #’s).

Ahora aplicaremos los resultados previos para obtener nuevos resultados sobre las formas
ternarias (n = 3) de cualquier grado. El caso n = 2 fue estudiado por Ness en [Nes, Lemma
10.4], donde prueba que las 6rbitas distinguidas en el cono nulo por accién de SL;(IR) corre-
sponden a las érbitas de los monomios.

Primero, observemos que los pesos A(V) estin en el tridngulo equildtero con vértices
-(d,0,0), —(0,d,0) y —(0,0,d). Asi pues, se sigue que si ® ¢ A(V) entonces CC(®D) estd
contenida en tal tridngulo. Mds atin, es obvio que 3 = ccm(®) si y solo si  es el tinico
vector de CC(®) mds cercano al baricentro del tridngulo. De esta observacién tenemos que,
para cualquier subconjunto ® de A(V), la minima combinacién convexa de CC(®) tiene dos
opciones: es igual a —(%, %, %) 6 existen o y o en @ tales que cem(®) = cem({, o5 }). Per-
mitanos denotar por 3¢ el baricentro del mencionado tridngulo; B¢ = — %, %, %) Notemos que
Bo también se puede realizar como la minima combinacién convexa de dos pesos:

o = (k,k,0), o5 = (0,0,2k) sid=2k

Bo=cem({xi, &5}) =
(e, a51) «i = (k k1), &5 =(0,0,2k+1)  sid=2k+]1

Mejor atn, en cualquiera de los casos, W = Rx*t § Rx% es un espacio nice. Mostraremos que
esto también se da para todo {3 tal que su estrato .” es no vacio.

Lema 3.1.2. Sea i, o5 en A(V) y W = Rx*t g Rx*. W es un espacio nice si y solo si o5 — ot ¢ A(g)

Demostracién Del Corolario 2.3.7, sélo tenemos que probar la condicién necesaria. Sea W

un espacio nice y razonando por el absurdo, supongamos que «; - &; € A(g). Sea o =

—(m1,mz,m3) y & = —(1n1,n2,n3) y sin pérdida de generalidad, podemos asumir que «; -

(053 =7\]2 = E1] —Ezz = (1,—],0). ASi, my = 1 +Mn1, M2 =T12—] y m3 =ns. SeaY = E]z, YEg)\12
T[(Y)Xoci — T[(E]z)x1+n]yﬂ2—1zn3

(T+ng)x"1yn2z"

= (1+mq)x%

Por tanto, Proj,,, t(Y)x% # 0, lo cual contradice nuestra caracterizaciéon de espacio nice (Teo-
rema 4.1.9). [

Lema 3.1.3. Sea 3 € a tal que B ¢ A(V) y g # &, entonces existe oy y o5 en A(V) tal que
W = Rx* ¢ Rx%i es un espacio nice y = cem({oti, & }) y ast existe un binomio ¢ € W tal que q es
un punto critico de Fy y q € 3

Demostracién Por lo observado anteriormente, sabemos que (3 se puede realizar como la
combinacién convexa de dos pesos; existen &; y &; en A(V) tal que B = cem({&;, &;}). Si &;
y &; satisfacen la conclusiéon del lema, entonces no hay nada que probar. En otro caso, por
el Lema anterior, &; - &; € A(g), digamos &; — &; = (1,-1,0); esta suposicién no involucra
pérdida de generalidad. Como en el previo lema, & = —(1+1y,n2 -1,n3) y & = —(n1,n2,n3).
Es facil ver que oy = —(0,n1 +1n2,Mn3) y 5 = —(n1 +n2,0,n3) estdn en Af({&;, &;}), y dado
que B €int(CC({&, &;})), entonces = cem({«y, & }). Asi pues, el par «; y «; prueba la parte
de la existencia, porque se debe cumplir que n +n; > 1; de lo contrario, 3 = —(%, %, d-1)y
5 B = o. |
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Lema 3.1.4. Sea 3 = —(%, %,d— 1) (6 —(%, d- 1,% ,—(d-1, %, %)) entonces ./ 1o es un estrato.

Demostracién Es suficiente para nuestro propésito mostrar que .#g no tiene puntos criticos
de Fy; debemos probar que no existe un q € V tal que my(q) = By (B)q = ||B||*q. Si q =
S wca(v) Gax*, entonces 7(B)q = B2 si y solo si € Rx*1 6 ... 6 Rx con (e, B)) = [1Bl1%
esto es, o 's estdn en el espacio afin

Q= {Xea/(X,B) =Bl*}. (39)

Como Q intercepta el tridngulo equildtero en un espacio afin de dimensioén 1, el cual tiene
s6lo dos pesos de A(V); éstos son oy = (1,0,d~1) y o = (0,1,d~1). Asi pues, un tal g es de la
forma axzd~! + byz4-'. Se ve facilmente que q estd en la 6rbita de p = cxz4™! y como p € S
con B’ =—(1,0,d-1), se sigue que .%p es vacio por definicién de estrato. |

Los lemas anteriores prueban nuestro resultado principal de esta secciéon

Teorema 3.1.5. Sea A el conjunto estratificante para la acciéon de GL (R) sobre R[x,y, z]4. Entonces

B ={p =cem({oi, j})/eti, &5 € A(V) con o5 — i ¢ A(g)} na+ (40)

3.2 FORMAS TERNARIAS CUARTICAS REALES Y COMPLEJAS

Aplicaremos el teorema anterior para estudiar la estratificacién en las formas ternarias cudrti-
cas reales (el caso complejo es mas sencillo y se realiza de forma anéloga).

Los resultados de la seccién anterior muestran que es facil encontrar el conjunto % pero el
problema de encontrar los puntos criticos de Fy en cada estrato sigue siendo muy dificil! Tan
solo encontrar los puntos criticos de Fy en ./}, (recuerde que 3¢ = —(%, %, %)) nos lleva a la
clasificacién de las 6rbitas cerradas en V por accién de SL3(IR). Ahora, nosotros exploramos
tal problema en el caso de las ternarias cudrticas (n = 3 y d = 4, Figura 3). En el tridngulo
de la Figura 3, los puntos azules representan al conjunto de pesos y los (3’s son las minimas
combinaciones convexas de los pesos en a*. Usando el Teorema 3.1.5, el conjunto 4 se encuen-
tra por célculo directo. Para encontrar las 6rbitas distinguidas, tomamos 3 € #. Las 6rbitas
distinguidas de tipo 8 estdn dadas por los puntos criticos p que satisfacen 7t(B)p = ||B]|°p y
mg, (r)(P) = B; asi pues, calculamos el subespacio Zg de V dado por

Zp = {p = > aax®/{«,B)) = IB]|* con aq # O}. (41)

aeA(V)

Este subespacio estd asociado al espacio afin

Q(B) = {Xea/{(X,B)) =1IBII*},

y es asi que debemos encontrar los pesos en la interseccién de Q(f3) con el tridangulo equilatero
(la cual es un conjunto convexo de dimensién k con 0 < k < 2). Por dltimo, resolvemos el
problema de determinar el conjunto

{peZp/mg r)(P) =B con ip] =1}, (42)

donde, recordemos que la aplicacién momento para la accién de GLy, (R) sobre R[x1,...,%n]4
estd dada por

-1 0
mgIn(]R)(p) = ||p||2 ((X] af Ip))/ Vp € R[X1/'- -/Xn]d N {O}
1
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OSSR AR R TR
2.2

z? 3y T Ty yt

Figura 3: Tridngulo de pesos de las ternarias cudrticas

El caso 3o, como dijimos antes, corresponde a los puntos criticos en . ; las 6rbitas cerradas
por la acciéon de SL3(R) y los cuales son llamados puntos criticos minimales (son minimos
globales de Fy).

En la Tabla 1, la tercera columna muestra la forma que debe tener el punto critico segtin
el estrato dado en la columna tipo. Para 3, = (1, %, %), un punto critico debe ser de la forma
p = x(az® + byz? + cy?z + dy>). En este caso, es facil ver que p es punto critico si y solo si
la forma binaria de grado 3, 3 = az3 + byz? + cy?z + dy3 tiene 6rbita cerrada por la acciéon
de SL,(R) (esto se hace al igualar la aplicacién momento de p con (7). Lo mismo sucede
para los candidatos a puntos criticos de tipo (1,1,2) y (0,2,2). En el primer caso, un punto
critico debe ser de la forma q = z?(ax? + bxy + cy?) y es asi que se debe cumplir que la
forma binaria cuadratica ;qz_ = ax? + bxy + cy? debe tener su SL,(IR)-6rbita cerrada. En el
ultimo caso tenemos directamente una forma binaria cudrtica, que al igual de los casos ya
mencionados, debe tener su SL; (IR)-6rbita cerrada. En esta situacion, utilizamos las conocidas
formas canoénicas para las formas binarias de grado pequefio (ver por ejemplo, [Gur, Chapter
V: 22.4, 23.2, §25 Exercises 13 y 14] o [Olv, Pag. 9, Pag. 28, Pag.30-Exercise 2.25]); disponiendo
de tal clasificacion, es facil ver quiénes tienen su SL;(IR) 6rbita cerrada. Para comodidad del
lector, en las Tablas 2, 3 y 4 recordamos las formas candnicas para las formas binarias reales y
complejas de grado 4,3 y 2.

En el resto de los casos tenemos que los puntos criticos estdn dados por binomios nice 6
un vector peso; en estos casos es muy simple encontrar todos los puntos criticos por calculo
explicito del conjunto en la ecuacién (42).

Teorema 3.2.1. La clasificacion de las 6rbitas distinguidas en el cono nulo de R[x,y, z]4 para la accién
natural de SL3(IR) estd dada por la Tabla 1.

Nota 3.2.2. Si bien, aunque nuestros resultados no alcanzan a clasificar las 6rbitas cerradas,
con éstos podemos dar familias de 6rbitas cerradas. Por ejemplo, consideremos una familia
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Nt. Tipo Punto Critico
Bo (333 Y aex* | minimal
xeA(V)
B1 (2,1 | a?22+by’z | a=+/1,b=/&
B2 (1,2,3) x(az’ +bz%y+ | x[y? +y2?]
e czy® +dy?) | x[y* -yZ’]
B3 (;,%,%) axyz? + by? az\/;,bzi ]1@
Ba (%,%,%) axyz? +by’z | a=4/3, b= l6
zz(ax2+bxy+ 2 +y’]
Kxyz2 (1,1,2) -2?[x? +y?]
cy?) 2?[x? -y?]
Bs (£.35, %) axz3 + by? a:\/%,b:i 25
Be (%,%,2) axz? +by3z a:\/%,b:\/%
7 335 axz® +by?z? | a=4/75 b=/

y4 + Ztyzzz +z° (teR)
Oy222 (0,2,2) Yo aiy’ izt [yt +2ty?z2 + 24 (-1 <)
y4 + Ztyzz2 -4 (teR)

Ps (3,5.3) axz® +byz® | vacio
ayer | (01,3) w? | a-\/L
oo (0,0,4) az? a= j:\/zl—4

Tabla 1: Clasificacién de las 6rbitas distinguidas no minimales en R[x,y, z]4 por accién de GL3(RR)

maximal de pesos que no sean vecinos entre ellos (por vecinos queremos definir aquellos pares
de pesos cuya resta estd en las raices de gl,, (R)) y cuya capsula convexa contenga el baricentro.
Por el Corolario 2.3.7 el espacio generado por tal familia es Nice y un polinomio cuyo conjunto
de pesos relacionado sea tal familia debe tener la 6rbita cerrada por accién de SL,, (R) (por la
Proposicién 2.1.12 y Teorema 1.2.1). Por ejemplo, los polinomios de la forma pq,.. ¢(x,y,z) =
ax? + by* + cz? + dx?y? + ex?z? + fy?z? con coeficientes no nulos, deben tener su SL3 (R )-6rbita
cerrada. En esta familia de polinomios podemos encontrar la siguiente familia de polinomios
minimales no isomorfos entre si

d<e<f d?+e?,d?+f%,e2+f2 <1

F(d,ef) :=4Pa,..r(xYz)] a=-3/2-12(d2 +e2), b =-1\/2-12(d2 + f2),

2
c=-3\/2-12(e2 +f2)

o)

La afirmacion es facil de probar usando el Teorema 1.2.3 y el laplaciano; el cual es un O(3)-
covariante (si p = k- q con k € O(3) entonces L(p) = k-L(q)), asi que omitimos la prueba.
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SOBRE LAS FORMAS TERNARIAS

Formas Canoénicas

Formas Binarias Cudrticas

Tipo | Sobre C Tipo | Sobre R
a. | xte2eyt eyt (“1<t=1)
. 14 2.2 4 -1 t=+1
I x4+2tx2yz+y4 (tx1) b D2ty yT] (1<t 2 1)
c. | x*+2tx%y?-y* (teR)
d. | x*+2t%y?+yt (-1> 1)
a. xzyz +y4
b. ~[x2y% +y*
I x2y2+y4 £ Zy 4y ]
C. XYy -y
d. | -[x*y*-y]
a. xzyz
2.2
I Xzyz b [X Y :|
C. x4 +2><21J|2 +y4
d. —[X4 +2x2y2 +y4]
I\ x3y a. x3y
v & a. x4
b. x4
VI |0 a. 0

Tabla 2: Formas canénicas para las formas binarias cuarticas
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Formas Canédnicas

Formas Binarias Ctibicas

Tipo | Sobre C | Tipo | Sobre R
I y3 +yx? a. | yPrydd
b. | y?-yx?
I | y*x a. | y’*x
m |yl a. |y
IV |0 a. |0

Tabla 3: Formas candnicas para las formas binarias ctibicas

Formas Canoénicas
Formas Binarias Cuadraticas
Tipo | Sobre C | Tipo | Sobre R
a. | x*+y?
I | x*+y? | b | [x2+y?]
c. | x2-y?
|2 a_|x*
b. —x?
ar | o a. |0

Tabla 4: Formas candnicas para las formas binarias cuadraticas






CLASIFICACION DE LOS NILRADICALES EINSTEIN DE DIMENSION
7

The next step in the explicit classification of rank-one Einstein solvmanifolds (dimension 8) is really
hard.

There are more than one hundred 7-dimensional graded nilpotent Lie algebras besides some continuous
families depending on one parameter.

— C. Will [Will]

En el estudio de las variedades Einstein, un gran reto es la conocida conjetura de Alek-
seevskii (ver [Ale] o [Bes, Conjecture 7.57]), la cual esencialmente afirma que cualquier var-
iedad Einstein homogénea con curvatura escalar negativa es isométrica a un grupo de Lie
soluble simplemente conexo dotado con una métrica invariante a izquierda (es decir, una
solvariedad).

Por resultados debidos a Heber y Lauret es sabido que la clasificacion y estructura de
las solvariedades Einstein, y mds generalmente, de las solvariedades solitones de Ricci ([Lau6,
Theorem 4.8]), recae en el estudio de los nilradicales Einstein. Es por esto que muchos trabajos
se han dirigido hacia el estudio de tales &lgebras, las cuales se caracterizan por admitir una
métrica invariante a izquierda que es una métrica solitéon al flujo de Ricci sobre el respectivo
grupo de Lie nilpotente simplemente conexo.

Los nilradicales Einstein fueron clasificados hasta dimensién 5 por Lauret en [Lauz] y en
dimensién 6, por Cynthia Will en el 2002 ([Will]). Por mucho tiempo se pens6 que la clasifi-
cacién en dimension 7 era un problema poco “esperanzador” pues como dice la cita, en esta
dimensién se tiene una infinidad de algebras de Lie. El objetivo de este capitulo es dar la
clasificacién de los nilradicales Einstein de dimensién 7 usando los fuertes resultados dados
por Nikolayevsky en [Nikz]. Para este fin, empleamos la clasificacién de Carles de las dlgebras
de Lie nilpotentes complejas de dimensién 7 y estudiamos cada dlgebra en detalle aplicando
tres técnicas que se derivan de [Nikz].

4.1 PRELIMINARES SOBRE NILRADICALES EINSTEIN

En esta seccion haremos un resumen de los resultados conocidos sobre nilradicales Einstein.
En [Laug], el lector interesado puede encontrar un resumen més detallado y completo.

Definicién 4.1.1. [Lau6, Definition 2.2] Una métrica invariante a izquierda (-, -) sobre un grupo
de Lie soluble simplemente conexo S es llamada métrica solsolitén si el correspondiente oper-
ador de Ricci satisface

Ric(,y=cld+D (43)

.
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CLASIFICACION DE LOS NILRADICALES EINSTEIN DE DIMENSION 7

para algtn c e R y D € Der(s). Cuando el grupo es nilpotente tal métrica es llamada nilsolitén.

Se puede ver que cualquier métrica invariante a izquierda (-,-) sobre un grupo de Lie sim-
plemente conexo G satisfaciendo la ecuacién (43) es un solitén de Ricci, es decir, su tensor de

Ricci satisface
ric((-,-)) = c(-,-) +Lx(-,-), para algin c € R, X € X(G)

donde Lx es la derivada de Lie en la direccién del campo X.

Todos los ejemplos conocidos hasta ahora de solitones de Ricci homogéneos no triviales son
isométricos a grupos de Lie simplemente conexos dotados con una métrica solsolitén. De
este hecho se deriva la recién formulada conjetura generalizada de Alekseevskii (planteada por J.
Lauret), la cual afirma que estos van a ser los tinicos ejemplos.

El siguiente teorema exhibe a las métricas nilsolitén como las piezas fundamentales en la
construccion de métricas solsoliton.

Teorema 4.1.2. [Lau6, Theorem 4.8] Sea S una solvariedad con dlgebra de Lie métrica (s,(-,-)) y
consideremos la descomposicién ortogonal s = agn, donde n es el nilradical de s y N es el grupo de
Lie simplemente conexo con Lie(N) = n. Entonces (-,-) es una métrica solsolitén con Ric. .y = cId +D,
c <0y D eDer(s) siy solo si las siguientes condiciones se dan

* ()" = (- )nxn es una métrica nilsolitén con operador de Ricci, Ric..,» = cId+D’ con D’ €
Der(n).
e [a,a]=0.

* ad(A) es un operador normal para todo A € a.
e (AA)= —% tr(S(ad(A))?) para todo A € a, donde S(ad(A)) = %(ad(A) +ad(A)").

Definicién 4.1.3. [Nik2, Definition 1] Un &lgebra de Lie nilpotente la cual es el nilradical de
una algebra de Lie soluble métrica Einstein es llamada nilradical Einstein y su métrica nilsolitén
{-,-)" (por teorema 4.1.2) define la derivacién Einstein ¢ := Ric(. ., — cId. El conjunto ordenado
de valores propios di € IN de (un apropiado mdultiplo de la) derivacién Einstein, junto con las
multiplicidades n; es llamado tipo de autovalor, el cual es escrito como (d; <...<dy;ng,...,ny)

La teoria geométrica de invariantes es una herramienta muy importante en la teoria de
las métricas solsolitéon y la conexién es via la aplicacion momento para la acciéon natural de
GL,(R) sobre A?(R™)* ® R™ (por cambio de base)

g-u(X,Y):=gu(g'X,g7'Y), Vg e GL(R), p e A2 (R™)* ® R™, X,Y ¢ R™.

Sea V el espacio vectorial A?(R™)* ® R™. Si {e3, .., e} es la base canénica de (R™)*, dual a
la base canénica {eq,...,en } de R™ entonces u]f)- =(ef A e]?“) Qerconl<i<j<mn,1<k<nesla
base canénica de V. En V consideramos el producto interno inducido por el producto interno
canoénico de R™,

(W)= Z(H(ei,ej)/ek)W(ei,ej)/ek)z Vu,yeV. (44)
ijk

Tal producto interno es tal que O(n,R) acttia por isometrias y sym(n)-actia por operadores
simétricos, donde la accién de gl,, (R) sobre V es

A-u(X,Y) = Ap(X,Y) - u(AX,Y) - u(X,AY), VA e gl, (R), pe V, X,Y e R™.
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Sea e V\ {0} un corchete de dlgebra de Lie y denotemos por Ric,, el operador de Ricci de la
nilvariedad (N, (-,-)) con N, el grupo de Lie simplemente conexo tal que Lie(N ) = (R™, n)
y (-,-) es el producto interno canénico de R™. Si por m denotamos la aplicacién momento para
la representacion reductiva de GL,, (R) sobre V, entonces

4 .
m(p) = ——=>Ricy, (45)
[l
es decir, si m := 4Ric,, (la aplicacién momento sin normalizar) entonces m est4d dada por:

<ff1(p)x, Y) = _ZZ<H(XI ei)/ ej ><l’L(YI ei)f ej )
Y
o (46)
+> (r(ei ef), X)(n(ei €5),Y), VX YeR™
D]
Teorema 4.1.4. [Laug, Theorem 4.2.] Sea w € V ~ {0} un corchete de dlgebra de Lie nilpotente. EI
dlgebra de Lie nilpotente (R™, 1) es un nilradical Einstein si y solo si existe i € GLn (R) - w tal que
Ricy € RI@ Der(ii), o equivalentemente, GLy,(R) - w es una orbita distinguida para la accion de
GL,(R) sobre A*>(R™)* @ R™

Por cercania con la teorfa geométrica de invariantes, los cdlculos en el apéndice y en este
capitulo son hechos con m en lugar de Ric.
Un corolario inmediato que se sigue del teorema anterior

Corolario 4.1.5. [Fer1, Corollay 2] Sea € V \ {0} un corchete de dlgebra de Lie nilpotente. EI dlgebra
de Lie nilpotente (R™, W) es un nilradical Einstein con tipo de autovalor (dy < ... < dy;my,.,MNy) ST Y
solo si existe Tt € GLy (R) - u tal que:

~ Y nid; _Znidiz .
m(u)_nZnid%‘(Z“idi)z z“idiI+Dlag( E,L T E: ) (47)
n;veces n:veces

donde di, i=1,...,1 son enteros positivos sin divisor comiin y Diag(d;, ..., d,) es una derivacién de .

Demostracién Sea 11y € GL, (R) - 1 tal que m(po) = ¢y, I+ . Como la matriz de m(pp) en la
base candnica de R™ es simétrica, entonces existe k € O(7) tal que k(1o )k~ = Diag(x1, ..., Xn)
con xq < ... <X y asi kdpk! = aDiag(dy, ..., dr), donde d; < ... < d, son los valores propios de
la derivacién Einstein ¢ con multiplicidades ny, ..., n,. Usando que la aplicacién momento es
O(7)-equivariante, tenemos que

m(k-pp) = cy, I +aDiag(dy, ..., dr). (48)

Ahora, como la aplicacién momento es ortogonal a toda derivacién simétrica, si tomamos
producto interno a la ecuacién (48) con Diag(dy, ..., d,), tenemos que

qe o xmidi
Ho Znidiz
y por lo tanto, reemplazando a en (48)
~ Ynidy .
m(k- o) = cy, (I_Zn—;d%Dlag(d]"”'dr))' (49)
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Recordemos que para todo A € V, tr(f()A)) = —||A||%, asi, si usamos este hecho en (49), se sigue
que
(Znidi)®
cro = e - ERE).

El denominador en la expresion anterior es distinta de cero por la desigualdad Cauchy-
Schwarz y dado que ¢ ¢ RI. En consecuencia

m(k-po)  ~f k-po ) _
e-pol? _m(||k‘uo||)_(47)

€ GLn(R) - u, haciendo i = tenemos la conclusién de la prueba. [ ]

Y, como ey

\kul\ _Hkul\

La importancia de la expresion (47) es que esta solo depende del tipo de autovalor. Nosotros
mostramos cémo usar la derivacién pre-Einstein (definicién 4.1.6) y el Corolario 4.1.5 para en-
contrar nilradicales Einstein de un tipo de autovalor fijo.

Si (R™, 1) es un nilradical Einstein con tipo de autovalor (d; < ... < dy; 1, ..., ), entonces

el valor
- - 2 _]
n- —(Z i dlz) (50)
Z ng di
es el minimo valor de la funcién
F: Vi{0} — R
0} , 51
v o |[m)|

que la funcién toma sobre GL,(R) - . F mide cudn lejos esta la derivacion Einstein de ser
un multiplo de la identidad. Como hay finitos tipos de autovalores (o equivalentemente, hay
finitos estratos), entonces la expresion (50) toma finitos valores los cuales pueden ser usados
para estudiar las degeneraciones que se dan en 9, (R) via la estratificacion (91, (R) es el
conjunto algebraico formado por los corchetes de Lie de dlgebras de Lie nilpotentes).

4.1.1  Teoremas de Nikolayevsky

Para terminar, revisamos algunas definiciones y resultados de [Nikz2].

Definicién 4.1.6. [Nikz2, Definition 2] Una derivaciéon ¢ de una algebra de Lie g es llamada
pre-Einstein, si esta es semisimple con todos los valores propios reales, y

tr(p) = tr(V), para cualquier P € Der(g). (52)
Teorema 4.1.7. [Nik2, Theorem 1]

1. (a) Cualquier dlgebra de Lie g admite una derivacién pre-Einstein ¢,.
(b) La derivacion &g es tinica salvo un automorfismo de g.
(c) Todos los valores propios de ¢4 son niimeros racionales.
2. Sea n un dlgebra de Lie nilpotente, con & una derivacion pre-Einstein. Si w es un nilradical Ein-

stein, entonces su derivacion Einstein es positivamente proporcional a ¢ (salvo conjugacion por un
automorfismo) y

¢ >0and adg, >0, (53)
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es decir, todos los valores propios de ¢ son positivos y todos los valores propios de adg, son no
negativos.

Hay un grupo de Lie real reductivo G, vinculado a una derivacién pre-Einstein. Consider-
emos

9 = {xegly (R) : [or, d] = 0, tr(xdp) = 0, tr(x) = O} (54)

y sea Gy el subgrupo de Lie conexo de GL,,(IR) con algebra de Lie g4. El grupo Gy es de
hecho la componente de la identidad del grupo algebraico real G, el cual es dado por

Gy += {Diag(g1,---,9+)/9: € GLy, (R), [] det(g:) = [T det(gi)% =1}

donde ¢ = aDiag( d; ,..., dr ) con asiendo el minimo comun denominador de los
—— ——
n; veces n. veces
valores propios de la derivacién pre-Einstein ¢.
La relevancia del grupo G en el estudio de los nilradicales Einstein es dado por el siguiente
teorema.

Teorema 4.1.8. [Nikz2, Theorem 5] Sea y un corchete de dlgebra de Lie nilpotente. Para el dlgebra de Lie
nilpotente n = (R™, ) con una derivacion pre-Einstein &, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) nes un nilradical Einstein.
(ii) La 6rbita Gy, - W es cerrada en V.
(iii) La funcion p,, : G, —> R definida por p,,(g) =||g- w||* alcanza minimo.

Supongamos que la orbita Gy - | no es cerrada. Entonces existe una iinica érbita cerrada Gg - 1o
G - 1 tal que el dlgebra ng = (R™, wo) es un nilradical Einstein no isomorfo a n y existe una matriz
simétrica A € gg,, con autovalores enteros, tal que tlim exp(tA)-p=po

El producto interno en V (y asi la norma usada en el Teorema 4.1.8) es el inducido por el
producto interno canénico de R™.

Definicién 4.1.9. Sea {Xj,..., Xn} una base de un &lgebra de Lie nilpotente n, con [X;,X;] =

k
D]

n
» clijk. La base {X;} es llamada nice, si para todo 1i,j, #{k : ¢ # 0} < 1 y para todo 1, k,
k=1

#{j:c]fj #0} <.
Nota 4.1.10. Es facil ver que si {ej,...,en} es una base nice de un élgebra de Lie nilpotente n

n
con [ei, ej] = X clex entonces W = span({uf;/cf; # 0}) es un espacio nice, ya que las dos
k=1 ’ ’

condiciones en la definicién implican (m(w)e;, ej) = 0 para i #j (ver férmula 46).

Hasta dimensién 6, hay solo un algebra de Lie nilpotente que no admite una base nice, la
cual es denotada por Lg 11 en [Gra]. En efecto, siguiendo la clasificaciéon de Graaf, L¢ 171 es la
Unica que no estd escrita en una base nice. Las dimensiones en la serie central descendente y
derivada para L¢,171 son (6,3,2,1,0) y (6,3,0), respectivamente, y es facil ver que si un 4lgebra
de Lie nilpotente de dimensién 6 admitiendo una base nice tiene las mismas dimensiones en
su serie central descendente y derivada que Lg 11, entonces tal dlgebra debe ser isomorfa a
L6,12, L6,13, Ls,6 @ Rxg 0 Ls 7 @ Rxg. Asi Lg,11 no puede admitir una base nice. En dimensién
7, cualquier algebra de Lie nilpotente compleja de rango mayor 6 igual que 3 tiene una base
nice (por verificaciéon directa de la lista en [M]). Es facil ver que cualquier 4lgebra de Lie
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nilpotente admitiendo una derivacién semisimple con todos los autovalores distintos admite
una base nice (en particular toda algebra de Lie filiforme admitiendo una IN-graduacién).
Aunque la condicién de tener una base nice parece “muy exclusiva”, ésta es satisfecha por
muchas familias de dlgebras de Lie nilpotentes.

Sea {Ei;j} la base canénica de gl (R) y hagamos oc‘f). =Exk-Ei-Ejceonl<i<j<ny
1 <k <n; estos son los pesos de la representacion de gl (IR) sobre V (via la accién de GL,, (R)
sobre V). Estamos en condiciones de establecer el criterio de la base nice de Nikolayevsky.

Teorema 4.1.11. [Nik2, Theorem 3.] Sea n = (R™, w) un dlgebra de Lie nilpotente, con u =}, C]fj u‘fJ

w # 0. Sea F un conjunto ordenado de los pesos que estdn relacionados con w (i.e. oc‘fj € F si y solo si
c]fj #0). Sea m = #F y definamos la matriz de (Gram) U € M(m,R) como

Up,q = tr(F(p)F(q))-

Si la base candnica {ei}}* es una base nice entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) nes un nilradical Einstein.
(ii) El vector de norma minima de la cdpsula convexa de F estd en el interior de la cdpsula.

(iii) La ecuacion Ux = [1]w tiene al menos una solucion x con coordenadas positivas.

Nota 4.1.12. Invitamos al lector a comparar el anterior teorema con el corolario 2.2.23.

Teorema 4.1.13. [Nik2, Theorem 6] Sean ny y ny dos dlgebras de Lie nilpotentes (reales) las cuales son
isomorfas vistas sobre C. ny es nilradical Einstein si y solo si ny es nilradical Einstein. En cualquiera
de los casos, ambas tienen el mismo tipo.

4.2 LA CLASIFICACION

Los nilradicales Einstein fueron clasificados hasta dimensién 5 por Jorge Lauret y en dimen-
sién 6 por Cynthia Will ([Lauz], [Will]). La idea de esta seccién es obtener la clasificacion en
dimensién 7. Para hacer esto usamos la clasificaciéon de Carles de las dlgebras de Lie nilpo-
tentes complejas en dimensién 7 ([Car] y con un par de correcciones dadas por Magnin en
[M]). En la clasificacién de Carles, cada dlgebra puede ser interpretada como una algebra de
Lie real y cualquier otra real, debe ser equivalente a una de estas sobre C (en este sentido,
por el Teorema 4.1.13, la clasificacion esta completa con solo considerar la lista de Carles).
Las &lgebras de Lie nilpotentes complejas se pueden ver como una lista de 117 algebras in-
descomponibles (no isomorfas), 6 familias monoparamétricas algebras de Lie nilpotentes (no
isomorfas entre si) y las algebras descomponibles. Como cualquier dlgebra de Lie nilpotente
de dimensién menor 6 igual que 6 es un nilradical Einstein ([Lauz], [Will]) y suma directa de
nilradicales Einstein es de nuevo un nilradical Einstein, entonces nosotros nos enfocamos en
estudiar dlgebras indescomponibles.

Si una élgebra de Lie nilpotente estd escrita en una base nice (ver Definicién 4.1.9), entonces
usando el Teorema 4.1.11 es muy facil probar si el dlgebra en cuestién es Einstein 6 no. En
[M], tan solo 20 dlgebras y una familia monoparamétrica de rango > 1 no estdn escritas en una
base nice, asi que estas son estudiadas por otro métodos. Estos son

- Exhibiendo un producto interno nilsolitén (see Corolario 4.1.5).

- Estudiando la clausura de la 6rbita de un corchete de la dlgebra de Lie por la accién de G
(Teorema 4.1.8).
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Estas tres principales técnicas han sido aplicadas a cada algebra en [M] de rango > 1 y la clasi-
ficacién completa de los nilradicales Einstein de dimensién 7 es dada en las Tablas 5, 6, 7, 8,
de acuerdo a sus rangos. Damos ejemplos muy ilustrativos para entender la implementaciéon
de estas técnicas; cada dlgebra puede ser estudiada en una forma completamente analoga y
directa como en los ejemplos. Nosotros sugerimos al lector ir al apéndice 1 para més informa-
cién sobre cada algebra, incluyendo los calculos, soluciones a ecuaciones e isomorfismos que
hemos usado para obtener la clasificacion completa.

Las primeras algebras de Lie nilpotentes de rango cero (también conocidas como dlgebras
de Lie caracteristicamente nilpotentes) aparecen en dimension 7. Estas no pueden ser nilradicales
Einstein pues ellas no admiten una IN-graduacién. En dimensién 7, esta familia tiene 7 &l-
gebras de Lie nilpotentes y una familia monoparamétrica. Para rango > 1, conseguimos 82
nilradicales Einstein indescomponibles (de un total de 110 &lgebras indescomponibles) y 5
familias monoparamétricas de nilradicales Einstein (con la excepcién de a lo mas dos puntos
en cada familia monoparamétrica).

Indudablemente, nuestra herramienta principal es el criterio de la base nice de Nikolayevsky
y la clasificacion de Carles. Siguiendo [M], las tnicas algebras de rango > 1 que no estin
escritas en una base nice son 1.2(ii), 1.2(iv), 1.3(ix), 1.3(i1), 1.3(v), 1.11, 1.12, 1.13, 1.14, 1.15,
1.16,1.17,1.18,1.21,2.2,2.11,2.24, 2.25, 2.26, 2.27, 2.37. Alguna de estas dlgebras puede admitir
0 no una base nice.

Teorema 4.2.1. La clasificacion de nilradicales Einstein indescomponibles de dimensién 7 es dado de
acuerdo a su rango en las Tablas 5,6, 7y 8.

La notacioén en las tablas es como sigue:

v':= SI, -:= No, NE:= Nilradical Einstein, Derivacién pre-Einstein:="Damos una
derivacién pre-Einstein con respecto a la base canénica”, Min:= Minimo de F|gr,, (r)...
(calculado usando la férmula (50) con 3 decimales), dim SCD:= Dimensiones en la
serie central descendente y dim Der:= Dimension del dlgebra de derivaciones.

En dim SCD nosotros omitimos el primer término, el cual es siempre 7. Asi por ejemplo, el
dlgebra n = (R™, i) con p = 1.3(ip) no es un nilradical Einstein y asf el minimo de F|gr, (r).u
no existe, la dimensién de su dlgebra de derivaciones es 13 y las dimensiones en la series
central descendente son (7,4,2,1,0) que corresponde a n =ng > ny = [n,np] > np = [n,ng] >
n3 =[n,nz] >n4 =[n,n3]=0.

Ejemplo 4.2.2. Exhibiendo un producto interno nilsolitén
En este ejemplo mostramos cémo exhibir un producto interno nilsolitéon. Consideremos g1,17

. { [e1,e2] =e3,[e1,e3] = e, [e1,ea] = eg, [e1,e6] = e7,[e2,e3] = e5,

[62,65] = €6, [62, 66] =€z, [63,64] =—-€7, [63, 65] =€z

Esta dlgebra es de rango 1y su toro maximal de derivaciones es generado por Diag(1,1,2,3,3,4,5).

Se sigue del corolario 4.1.5 que si g7.17 es un nilradical Einstein, entonces deberia haber un
corchete de dlgebra de Lie 1t en GL7(R) - 1 con Diag(1,1,2,3,3,4,5) como derivacién Einstein
y aplicaciéon momento igual a

23 23 27 4 4 1115
) (55)

m ([ :D. T mr T A=t T Al A= A= Al A=
m(H) lag( 47’47 94’ 47’ 47’94’ 47

47
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Ahora bien, cualquier corchete de un algebra admitiendo a Diag(1,1,2,3,3,4,5) como una
derivacion es de la forma

[e1,e2] =are3, [e1,e3] = azes + azes,

[ ] = aseq, [e1,e5] = aseg, [e1, €] = agey,

[62,63] = ayeq + ages, [62,64] = a9€g, [62,65] =a10€e,
[ ]

ez, eg]=ajrez, [e3 es] = ajzes, [e3,es5] = ajzer.

u(ar, .., a13) =

Si ] representa la condicién de Jacobi, entonces los nilradicales Einstein con tipo de autovalor
(1<2<3<4<5;2,1,2,1,1) son caracterizados por J(u(as,..., a13)) = 0y m(p(as, ..., a13))
como en (55), o equivalentemente, por el siguiente sistema de ecuaciones polinomiales:

2 2 2 2 2 2__23
-2a7 -2a5 -2a3-2a; - 2a5 - 2ag = - 55,

—2(12(17 —20.3(13 - 2(14(19 —2(15&10 —2616(111 = O,

~2a} -2a%-2a}-2a3-2a%,-2a%, =-23,
2 2 2 2 2 2 2 _ _27
2a7 -2a5-2a5-2a% - 2az - 2a7, - 2aj3 =

-2,
m(u(ay, ..., a13)) 2a%—2aﬁ+2a%—2a$—2a%2 = —%,

20.2Cl3 —2a4a5 +2a7a3 —2Cl9(.110 —2(112(113 = O,

4
477

Zaﬁ +2a§ —Zaé + Zaé +2a$O —2(1%1 =

=15
T a7

-ajpae +asaj; +ajaiz =0,

2 2 2 2 2 _
2a5 - 2as +2a5-2a7,-2a73 = -

n
947

2 2 2 2
2az +2a7, +2a7, +2a73

J(u(ag,...,a13)) —aoag+agajr +ajajz =0,

—agas +azajp—ayag +azae =0,

Como un tipo de autovalor puede tener varios nilradicales Einstein no isomorfos, entonces
debemos encontrar una solucién tal que su corchete de 4lgebra de Lie nilpotente sea isomorfo
a g1.17. Resolviendo tal sistema (por ejemplo, usando bases de Grobner), nosotros encon-
tramos algunas soluciones dadas por

V611 V235 V611
a1 =+¥g,a2=0,a3=+Y73>,a4=0,a5 = +¥5;—,a6 =0,

V235 V61l V705
ay =+ o4 ,O.3=O,(19=:l:9—4,(110=0,(1]1=:i: oF 7 (56)

_asam

ai2=0,a13=-=25

Fijando una de estas, tenemos un nilradical Einstein (R™, {) dado por

V6Tt

= [e1,e2] = od es, [er,e3] = f735€5,[€1,€5]= 9641166,[62,63]=—'§f’€4,
[e2,e4] = Yo e, [e2, e6] = Y222e7, [€3,e5] = — Vi P2e;

Para encontrar un isomorfismo, como la transformacién Diag(1,1,2,3,3,4,5) con respecto a
la base canénica {e;} es una derivacion de ambas dlgebras, podemos intentar asumiendo un
isomorfismo dado por una matrix en GL7(IR) que conmute con Diag(1,1,2,3,3,4,5),

. b b b b
g = Diag PR by [ TP Y ) bee by

ba1 bap bsa bss



Resolviendo la ecuacién g- i = L conseguimos
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T -1 0 0 0 0 0

V2 V20 0 0 0 0

0o 0 Y22 o 0 0 0

g=| o o o ¥E& Y& o |
0 0 0 30 0 o 0
o 0 0 0 0o Byt o
653
0 0 0 0 0 o £
y asi g1.17 es un nilradical Einstein.
Rango uno
derivacién . dim dim
" NE pre-Einstein Min Der SCD
1.01(1) - 0,1,0,1,1,1,1) - 11 (4,3,2,1)
1.01311) | - 0,1,0,1,1,1,1) - 12 | (4,3,2,1)
1.02 - 1(0,1,1,1,2,2,3) - 11 (5,4,2,1)
1.03 - £(0,1,1,1,1,2,2) - 11 (5,4,2,1)
1-1(02) v 1(1,2,3,4,5,6,7) 0.714 | 10 | (5,4,3,2,1)
A+0,1
1-1(02) - 1(1,2,3,4,5,6,7) - 10 | (5,4,3,2,1)
A=0
;\‘]_(“) - 1(1,2,3,4,5,6,7) - 1 | (54,3,2,1)
1.1(i1) - 1(1,2,3,4,5,6,7) - 1 | (54,3,2,1)
L1GH) | v 1(1,2,3,4,5,6,7) 0714 | 10 | (5,4,3,2)
1.1(iv) - 1(1,2,3,4,5,6,7) - 11 (5,4,2,1)
1.1(v) - 1(1,2,3,4,5,6,7) - 10 (4,3,2,1)
1.1(vi) - 1(1,2,3,4,5,6,7) - 11 4,3,2,1)
1:2(0) v +(1,1,2,2,3,3,4) 0.846 | 12 4,3,1)
A0,
1:2() v +(1,1,2,2,3,3,4) 0.846 | 12 4,3,1)
A=0
1-2(1) v +(1,1,2,2,3,3,4) 0.846 | 12 (4,3,1)
A=T
1.2(i1) - +(1,1,2,2,3,3,4) - 12 (4,3,1)
1.2(iii) - +(1,1,2,2,3,3,4) - 12 4,3,1)
1.2(iv) - 4(1,1,2,2,3,3,4) - 12 (4,2,1)
;\'3(;” v 5.(1,2,2,3,3,4,5) 0.895 | 13 (4,2,1)
+
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Rango uno
derivacién . dim dim
" NE pre-Einstein Min Der SCD
;\'i(;“ - 5.(1,2,2,3,3,4,5) - 13 (4,2,1)
1.3(it) - 2(1,2,2,3,3,4,5) - 14 (4,2,1)
13(1i) | v 2(1,2,2,3,3,4,5) 0.895 | 13 (4,2,1)
1.3(iv) - 2(1,2,2,3,3,4,5) - 13 (4,2)
1.3(v) - 2(1,2,2,3,3,4,5) - 13 (3,2,1)
1.4 v +4(1,3,4,5,6,7,8) 0.820 | 12 | (5,4,3,2,1)
1.5 v 2(1,3,4,5,6,7,9) 0738 | 11 (5,4,3,2)
1.6 v 2(1,4,5,6,7,8,9) 0.895 | 12 | (5,4,3,2,1)
1.7 v 2(2,3,4,5,6,7,8) 1.04 | 15 (4,2)
1.8 - 2%(2,4,3,6,7,8,10) - 11 (4,2,1)
1.9 - 19(2,3,6,5,7,8,9) - 14 (4,3,1)
1.10 v +2(2,3,5,7,8,9,11) 0792 | 11 (5,4,2,1)
1.11 v +(1,2,3,3,4,5,6) 0.806 | 11 (4,3,2,1)
1.12 v 2-(1,2,4,3,4,5,6) 0.863 | 12 | (4,3,2,1)
1.13 v 13(1,2,3,4,5,5,6) 0853 | 12 | (5,4,2,1)
1.14 v =(1,2,3,4,5,5,7) 0.741 | 11 (5,4,2,1)
1.15 v 12(1,3,4,4,5,6,7) 0927 | 13 | (4,3,2,1)
1.16 v 15(1,2,3,3,4,4,5) 1.05 | 15 (4,2,1)
1.17 v 12(1,1,2,3,3,4,5) 0.692 | 11 (5,4,2,1)
1.18 v 23(1,2,3,3,4,5,5) 0.947 | 13 (4,3,1)
1.19 v 12(1,1,1,2,2,3,3) 0.853 | 11 (4,2)
1.20 - 2(1,2,3,56,7,8) - 11 4,3,2,1)
1.21 - 2:(1,2,3,3,4,5,7) - 11 4,3,2,1)

Tabla 5: Nilradicales Einstein de dimensién 7. Rango 1

Ejemplo 4.2.3. Mostrando que la G -6rbita es cerrada
En este ejemplo consideramos exclusivamente a gq 3(;,)- Esta familia monoparamétrica es la
Unica que no puede ser cubierta por los otros ejemplos.

W= { [61,62] = 64,[61,63] =e€s, [61,64] = 66/[61166] =€z, [62,63] = €6/

[e2,ea] =Ae7, [ez,e5] =e7,[e3,e5] = ey.

Para cualquier A # 0, g7 3(3,) es un nilradical Einstein. Nosotros probamos esto por contradic-
cion; asumamos que g7.3(i,) No es un nilradical Einstein. La derivaciéon ¢ dada por la matrix
diagonal 15—7 Diag(1,2,2,3,3,4,5) con respecto a la base {e;} es una derivacién pre-Einstein. Se
sigue del teorema 4.1.8 que la 6rbita G4 - 1 no es cerrada y asi existe Y € g¢ , Y una matrix
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simétrica, tal que p se degenera por la accion del grupo monoparamétrico exp(tY) cuando
t = oo. Como Y € g, y Y es simétrica, entonces existe X = Diag(ay,...,a7) € g y A(x), B(B)
en SO, (RR) tales que

Y = Diag(1,A(-«), B(-B),1,1)XDiag(1, A(x), B(B),1,1).
Como la accién es continua, se sigue que u también se degenera por la accién de
g¢ := exp(tX) Diag(1,A(x),B(B),1,1)

cuando t — co. La contradiccion se encontrara en este tltimo hecho. La accién de g¢ en 1 es

[e1,e2] = e H(@1+a2704) o5 (x — B) g4 — e H(@1+02A5) gin (x - B) e5,
[e1,e3] = e H@ras=a) gin (x — B) ey + e H(1+83795) o5 (x — B) e5,
[e1,€4] = e (41%0706) cos (B) eg, [e1, €5] = e (41795796 sin (B) eg,
[e1,e6] = e H(@1+as7a7)e; [e;, €3] = e Ha2t a3 d) gy,

gt [e2,€4] = e H(@2¥a407)¢, 4 (&, B)e7,
[e2,e5] = e H(a2%a5707)f, («, B)e7,
[e3,e4] = e (3704703 4 (o, B)e7,
[e3,e5] = e H(3%a5-a7)f3 o (o, B)e7,

con
fa2a(o, B) = (cos (o) cos (B)A+sin(x)sin () —cos(x)sin(f)),
fa5(x, ) = (cos(a)sin(f)A—sin(x)cos(f)+cos () cos(B)),
f3a(x, )= (sin(a)cos(f)A—cos(x)sin(p)—sin(«)sin(p)),
f35(0, B) = (sin (o) sin () A+ cos () cos () +sin () cos (f)).

Dependiendo de los valores de « y (3, algunos términos son cero en el corchete de algebra de
Lie g¢ - p y como la degeneraciéon es determinada por los términos no nulos, nuestra atencién
estard en el exponente del factor exponencial de tales términos; cuando t > 0, tales exponentes
deben ser no negativos.

Es facil ver que los pares de funciones {f24,f25}, {f24,f34}, {f2,5,f35} vy {f3,4,f35} no se
anulan simultdneamente (como las funciones sin y cos). Nosotros tenemos los siguientes casos
dependiendo de cuéles términos son no nulos.

I) cos(P) y sin(p) son no nulos,

1. cos(oe— ), f24, f3 4 son no nulos.

Si este es el caso, entonces debemos tener que aj, ..., a7 satisfacen: a; +az +az+as+as+ag+
ay =0, a1 +2a+2a3+3a4 +3as +4ag+5a7 =0 como Xe gy yaj+ag—ay>0,a+az3-ag >0,
aj+ag-ag >0, a1+as5-ag >0, a1 +az-a4 >0, a;+az-as >0, a+ag—ay > 0 and
az+ag—ay >0.

En lugar de resolver este sistema de desigualdades, nosotros podemos hacer el siguiente
truco: introducimos una nueva variable c; por cada desigualdad q; y consideramos la ecuaciéon
qi - ¢ = 0 y asi debemos resolver el sistema de ecuaciones polinomiales:
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2 402 902 902 _
De este §1ster2na seé sigue que ¢ +4c+5c2 +2c2+2c2+5¢§ =0, c5—6c2 —6c5-4ct -2c2-2c2=0

2

aj+ax+az+ag+as+ag+ay =0,

Ao
O

aj +2ay +2a3 +3a4 +3as5 +4ag +5a
a1+a6—a7—c1=0,a2+a3—a6—
a1+a4—a6—c§:0 aj+as—ag—c¢
aj+a;—ag — 05—0 aj+az—as-—c

a2+a4—a7—c7—0 az+ag—day—c

consecuencia g1 3(i,), con A # 0, debe ser un nilradical Einstein.

c7 = 0. Por la primera igualdad cj, c4, c5, c6, ¢c7 Y Cg son cero y
asi ¢ como c3 deben ser cero también. La degeneracién es por tanto trivial y en este caso
conseguimos una contradiccién. Los casos restantes son completamente similares (y pueden
ser vistos en el apéndice). Asi, no importa cudl sea el caso, la degeneracion es trivial. En

Rango dos

L R
210, 5(3,5,6,8,9,11,14) 0.905 | 14 (4,2,1)
A0,
21(12) - 5(3,5,6,8,9,11,14) - 14 4,2,1)
A=0
)2\'1(]“) v 2(3,5,6,8,9,11,14) 0.905 | 14 (4,2,1)
2.1(i1) v £(3,5,6,8,9,11,14) 0.905 | 14 (4,2,1)
213i1) | v +(3,5,6,8,9,11,14) 0.905 | 14 (3,2,1)
2.1(iv) - £(3,5,6,8,9,11,14) - 14 (3,1)
2.1(v) - £(3,5,6,8,9,11,14) - 14 (4,2)
22 - 5(1,1,1,2,2,2,3) - 15 4,1)
2.3 v | £(1,16,17,18,19,20,21) | 1.06 | 13 | (54,3,2,1)
24 v %(1,4,5,6,7,8,11) 0743 | 12 | (5,4,3,2)
25 v 1(1,2,3,4,5,6,7) 0714 | 12 | (5,4,2,1)
2.6 v | $5(10,23,33,43,56,53,76) | 0.743 | 12 | (5,4,2,1)
2.7 v | £5(3,10,13,16,23,19,22) | 0.9 | 13 | (54,2,1)
2.8 v +(3,5,8,11,13,14,16) | 0.857 | 13 (5,4,2)
2.9 v 2(1,1,2,3,3,4,4) 0.824 | 12 (5,4,2)
2.10 - 1(1,2,6,3,4,5,7) - 12 | (4,3,21)
2.1 v | 3(9,19,28,28,37,47,46) | 0.947 | 14 4,3,1)
2.12 v $(3,5,5,8,8,11,13) 0.9 | 14 (4, 2)
2.13 v | 25(16,21,48,37,53,69,90) | 0.698 | 12 | (4,3,2,1)
2.14 v 1(1,3,2,4,5,6,7) 0714 | 12 | (4,3,2,1)
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Rango dos
o ol I N e
2.15 v 1(1,3,3,4,5,6,7) 0.833 | 13 | (4,3,2,1)
2.16 v | 55(5,17,20,22,27,32,37) | 0.931 | 14 | (4,3,2,1)
217 v +5(4,5,8,9,13,14,17) 0.857 | 13 (4,3,1)
2.18 v | 25(20,31,60,51,71,82,91) | 0.971 | 15 (4,3,1)
2.19 - +(1,2,4,3,4,5,5) - 15 (4,3,1)
2.20 v | £(516,10,21,15,20,25) | 1.06 | 16 (4,2,1)
2.21 v | $5(8,19,24,27,32,35,43) | 1.07 | 16 (4,2,1)
222 v | $5(5,14,10,15,24,20,25) | 0.950 | 14 (4,2,1)
2.23 - +(1,1,2,2,3,3,4) - 13 (3,1)
2.24 v | 7(5,9,10,14,19,19,24) | 0.895 | 13 (4,2,1)
2.25 v 2(1,2,2,3,3,4,5) 0.895 | 14 (3,2,1)
2.26 v | {5(7,10,7,17,14,21,24) | 0.895 | 13 (4,2)
227 v | 7:(6,7,14,13,13,19,20) 115 | 17 (3,2)
2.28 v +(4,5,6,8,9,10,14) 1.06 | 16 (3,1)
2.29 - | 75(15,22,30,29,37,52,59) - 14 (3,2)
2.30 v +(2,4,5,5,6,8,10) 0.931 | 15 (3,2,1)
2.31 v | 35(14,15,27,29,42,43,57) | 0.848 | 13 (4,2,1)
2.32 v | £(3,10,8,13,11,16,19) | 0.931 | 14 (4,2,1)
2.33 v | 35(10,18,15,28,33,38,48) | 0.805 | 12 (4,2,1)
2.34 v | 35(22,20,21,42,43,62,64) | 0.854 | 12 (4,2)
2.35 v +5(5,6,7,11,12,17,18) | 0.867 | 12 (4,2)
2.36 v | 55(18,13,10,15,28,23,33) | 1.10 | 16 (3,1)
2.37 v +(1,1,2,2,3,3,4) 0.846 | 13 (4,3,1)
2.38 v £(1,1,2,2,2,3,3) 114 | 16 (3,2)
2.39 v | $(5,11,10,16,15,21,20) | 1.14 | 17 (4,2)
2.40 v | 55(9,10,19,18,28,29,27) | 1.10 | 16 (4,2)
2.41 v 1(2,3,5,6,7,8,10) 0.875 | 13 (4,3,1)
2.42 - | 70(11,22,30,33,41,52,55) - 14 (4,2)
243 v | $5(11,29,20,40,31,42,51) | 1.06 | 16 (4,2)
2.44 v | $-(15,19,23,34,38,42,53) | 1.06 | 16 4,1)
2.45 v | 5(6,7,11,12,13,19,18) 117 | 17 (3,1)

Tabla 6: Nilradicales Einstein de dimensién 7. Rango 2
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Ejemplo 4.2.4. Degeneracién por accién del grupo G,
En este ejemplo, mostramos cémo encontrar una degeneracién no trivial por accién de un
grupo monoparamétrico diagonal. Consideremos g; »:

_ | ler,e2] =es,[er,e3] = es,[e1,es] = 2e7,[e2,e3] = es,[e2,e6] = €7,
l,L._

[e3,e5] = —e7,[e3,e5] = e7.

g2.2 es un algebra de Lie nilpotente de rango 2 con un toro maximal de derivaciones generado
por Dy = Diag(1,0,0,0,1,1,1) y D, = Diag(0,1,1,2,1,1,2) (con respecto a la base {e;}). Si
¢ = aD1 +bD; es una derivacién pre-Einstein, entonces a,b son encontrados resolviendo el
sistema lineal de ecuaciones

{ tr(¢D1) = tr(D1),
tr(¢pD2) = tr(D>).

Es asi que tenemos ¢ = %D1 + %Dz = %(1, 1,1,2,2,2,3), y por tanto, si g, fuera un nilradical
Einstein, entonces este seria de tipo de autovalor (1 < 2 < 3;3,3,1). El método usado en
el Ejemplo 4.2.2 aplicado a esta dlgebra es muy engorroso porque el sistema de ecuaciones
polinomiales correspondiente al tipo de autovalor (1 < 2 < 3;3,3,1) tiene infinitas soluciones
cuyas algebras son no isomorfas; la familia monoparamétrica 3.1(A) con A # 0 # 1 es una
curva de nilradicales Einstein de tipo (1 <2 < 3;3,3,1). Analizando soluciones de tal sistema,
vemos que no hay soluciones correspondientes al dlgebra g; . Es asi que debemos buscar otro
camino para probar que g, no es un nilradical Einstein. Por el Teorema 4.1.8, intentamos
encontrar una degeneracién no trivial de g, > por la accién de un subgrupo monoparamétrico
diagonal de G4. Sea X € g¢ una matrix diagonal, X = Diag(ay,...,a7). Como tr(X$) =0y
tr(X) = 0 entonces a4 = —as —ag —2ay y aj = ay — a — a3. La acciéon de g = exp(tX) sobre p
es

[e1,e2] = et(—a7+a3+a5)e5’ [e1,e3] = et(—a7+a2+a6)e6’
Wi i= [61,64] _ zet(a2+a3+a5+a6+2a7)e7, [62,63] _ et(—az—a3—a5—a6—2a7)e4,

[62/ e6] = et(a7*a2*a6)e7/ [63,€5:| - _et(a7*a3*a5)e7, [63, e6] - et(a7*a3*a6)e7_

Para encontrar una degeneracién no trivial cuando t — oo, necesitamos que los exponentes
sean no positivos y con al menos uno negativo. Haciendo el mismo truco como en el Ejemplo
4.2.3, nosotros conseguimos
— 2 — 2
—azy +az+das ——b1, —az +az+ag __bZ
a +asz +as + a6+2(17 = —b%, —Qa —Qaz —as —ag —2(17 = —bi

2 2 2
ay—az —ag =-bs, ay-az-as =-bg, ay —az - as = -bg

cuyas soluciones estan dadas por

142 2,312, 312 __ 1v2 132, 312
704 —as5-b5+ 3b5+ 3bg, az =-as+ ;by— ;b5 + 3bg,

az
as = as, ag = as +b2 - b2, ay = b7 - b2 - 1bZ, by = =/~ Tbg, (57)
by = +V/~1bs, b3 = £\/~1by, by = by, bs = bs, bg = bg, b7 =b7.

Como las soluciones deben ser reales, entonces b4 = bs = bg =0, y es asi que by =b, =b3 =0.

Por tanto, para que la degeneracién sea no trivial, necesitamos que b7 # 0. Haciendo b7 =1y
as =0, conseguimos a; =-1,a3=0,a6=1,a7=0,a; =1y a4 = -1, por lo cual

X =Diag(1,-1,0,-1,0,1,0).
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Cuando t tiende a infinito g - u — 1

Be= { [e1,e2] =e5,[e1,e3] = eq,[e1,e4] = 2e7,[e2,€3] = e4,[€2,€6] = €7,[e3,€5] = —€7.

]R7,H es no isomorfa a 1R7,u ues dim Der ]R7,u =15 y dim Der IR7,ﬁ = 17. Luego la
P y g
G ¢-Orbita de u es no cerrada y en consecuencia g2 no es un nilradical Einstein.

Ejemplo 4.2.5. Aplicando el criterio de la base nice de Nikolayevsky
Consideremos g3 1(i,)
{ [e1,e2] =es,[er,e3]=es5,[e1,e6] = e7,[e2,e3] = €6, [e2,€5] = Ae7,

[63, 64] = (?\ -1 )67.

La base {ey,...,e7} es una base nice para g3 (i,) con cualquier A. Podemos usar el Teorema
4.1.11. Si A # 0,1, la matriz U es dada por

31 1 1 1 -1
T3 1 1 -1 1
T 1 3 -1 1 1
T 1 -1 3 1 1
T -1 1 1 3 1
-1 1 1 1 3

La solucién general al problema Ux = [1]¢ es dada por

-
-t _tZ/thtZ) .

1 1
X = (t2/t1/§_t1 —tZIE

Tomando ty y t; tales que 0 < t7 < 1< % - t1 conseguimos una solucién con coordenadas
positivas. Asi pues, g3.1(i,) con A # 0,1 es un Nilradical.
Si A =0 la matriz U correspondiente a g3 1(j,) €s

31 1 1 -1
1 3 1T 1
11 3 -1 1
T 1 -1 3 1
-1 1 1 3

La solucién general al problema Ux = [1]¢ es
11 T
t,0,--t,=-t,t] ,
(vo 5050

y se sigue de la nulidad de la segunda coordenada, que g3 1(i,) no es nilradical Einstein. Por
un razonamiento andlogo, uno obtiene que g3 1(i,) no es un nilradical Einstein.
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Rango tres

] e e el s
31D, 1(1,1,1,2,2,2,3) 1 15 4,1)
Az£0,1

31(0) - 1(1,1,1,2,2,2,3) - 15 4,1)
A=0

31(0) - 1(1,1,1,2,2,2,3) - 15 4,1)
A=1

3.1(iil) - +(1,1,1,2,2,2,3) - 15 (3,1)
32 v 2£(1,5,6,6,7,7,8) 118 | 17 (4,2,1)
33 v | 5-(5,12,15,17,27,22,27) | 0.954 | 15 (4,2,1)
34 v +(6,5,5,11,11,16,16) | 0.857 | 13 4,2,)
3.5 v | 35(10,7,11,17,21,24,28) | 0.909 | 14 (4,2)
3.6 v +(5,9,7,14,12,16,17) 118 | 18 4,1)
3.7 - 1(1,2,2,2,3,4,4) - 15 (3,1)
3.8 v 1(2,3,4,4,5,6,7) 125 | 19 (3,1)
3.9 v 2£(3,3,5,6,6,8,9) 1.18 | 18 3,1)
3.10 v | $5(12,7,11,16,19,23,30) | 0.909 | 15 (3,1)
3.11 v | 5(57,12,10,12,17,17) | 118 | 18 (3,1)
3.12 v 2(1,1,1,1,2,2,2) 133 | 19 (3)
3.13 v | 5-(8,11,15,15,19,27,30) | 0.954 | 16 (3,2)
3.14 v +(5,9,9,10,14,14,19) 118 | 18 (3,1)
3.15 v +-(6,5,7,9,11,13,16) 1.10 | 17 (3,1)
3.16 v +(5,8,5,8,13,13,18) 0.857 | 14 (3,1)
3.17 v 2(1,3,3,3,4,5,6) 0.954 | 16 (3,2,1)
3.18 v %(3,4,5,5,6,7,10) 118 | 19 (2,1
3.19 v +(5,6,6,5,6,11,11) 133 | 19 (2)
3.20 v 1(1,4,4,5,5,6,6) 125 | 19 (4,2)
3.21 v | 5-(6,15,11,21,17,27,28) | 0.954 | 15 (4,2)
3.22 v | $5(7,12,10,19,17,29,24) | 0.909 | 15 (4, 2)
3.23 v +-(4,5,9,9,13,14,13) 110 | 17 (4,2)
3.24 v +(5,3,4,4,8,7,7) 150 | 22 (3)

Tabla 7: Nilradicales Einstein de dimensién 7. Rango 3
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Rango cuatro
Derivacion . dim dim
NE pre-Einstein Min Der SCD
4.1 v 1(4,5,4,5,9,8,9) 1.4 20 (3)
4.2 v £(1,2,2,2,3,3,3) 167 | 25 (3)
4.3 v 1(5,5,6,5,4,10,9) 14 | 21 (2)
4.4 v 2(1,1,1,1,1,1,2) 1.67 | 28 (1)

Tabla 8: Nilradicales Einstein de dimensién 7. Rango 4
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ESTRUCTURAS GEOMETRICAS SOBRE GRUPOS DE LIE NILPOTENTES

A weakness of this approach ( ver [Lau3] ) is however the existence problem;
the theorem (Theorem 1.1) does not even suggest when such a distinguished metric does exist.
How special are the symplectic or (almost-) complex structures admitting a minimal metric?.

—J. Lauret [Laus]

5.1 METRICAS COMPATIBLES MINIMALES

Sea N un grupo de Lie nilpotente (simplemente conexo) dotado con una estructura geométrica
dada por traslacién a izquierda de un tensor en n = Lie(N). En [Lau3], Lauret estudia el prob-
lema de distinguir una métrica invariante izquierda de n entre todas las métricas invariantes
izquierda que se “llevan bien” con la estructura geométrica fija. Si por |1: nxn — n denota-
mos el corchete del algebra de Lie n y por y el tensor de n que define la estructura geométrica,
las siguientes condiciones dan una situacién en la cual ciertos pares (N, y) tienen una métrica
invariante a izquierda que es "compatible" con vy, tnica (salvo isometria y escalamiento) e
"inmejorable” (en un sentido que se precisard mas adelante).

Cémo en el capitulo anterior, V := A?(R™)*  R™, G := GL, (RR) y la accién de G sobre V es
por cambio de base. El dlgebra de Lie nilpotente n estd dada por un corchete e V; n = (R™, ).

Definicién 5.1.1. [Lau3, Definition 2.1] Una estructura geométrica invariante sobre N es aquélla
dada por translacién izquierda de un tensor y sobre n satisfaciendo las siguientes condiciones:

(i) v es no degenerada en “alguna forma” y esta propiedad se mantiene por la accion
natural de GL(n) sobre .

(ii) Condicién de integrabilidad:
IC(y,u) =0

donde IC(y, ) es otro tensor, el cual s6lo depende de 1y v, y es polinomial sobre p.
Ademids la siguiente propiedad de GL, (IR)-equivarianza se da:

IC(g-v,9-1) =g-IC(v,un), Vg e GLL(R).

(iii) Condicién de Ortogonalidad: Una métrica Riemanniana invariante a izquierda sobre N se
dice compatible con (N,v) si el correspondiente producto interno (-,-) sobre n satisface
una condicién de ortogonalidad

OC(v, () =0
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donde OC(, (-,-)) es un tensor en el cual sélo (-,-) y v estdn involucrados y el mapa OC
es GLn (R)-equivariante:

OC(g-v,9-1) =g-0OC(v,u), Vg e GLr(R)

Es denotado por C = C(N,v) el conjunto de todas las métricas invariantes a izquierda
sobre N que son compatibles con (N, ), esto es

C={()/OC(v, () = 0}.

(iv) El grupo (algebraico)
Gy ={geGLn(R)/g v =7}

es reductivo y auto adjunto (es decir g" € G, para cualquier g € Gy) con respecto a algun
(-,-yeC.

(v) C =G, para cualquier (-,-) € C (recuerde que g-(-,-) = (g™, g "))
Un par (N, v) satisfaciendo estas condiciones es llamado grupo de Lie nilpotente de clase vy.

Definicion 5.1.2. [Laus, Definition 2.2] Para cada métrica compatible (-,-), nosotros consider-

amos la proyecciéon ortogonal Ricz,) de el operador de Ricci Ric..) sobre g, = Lie(G,) con

.

respecto al producto interno usual de gl (R), ((-,-))- Ricz’ ) €s llamado operador de Ricci invari-

B

ante, y el correspondiente tensor de Ricci invariante es dado por ric” = (Ric”,-).

Definicion 5.1.3. [Lau3, Definition 2.3] Una métrica invariante a izquierda (-, -) compatible con
un grupo de Lie nilpotente de clase v (N,v) es llamada minimal si

[Ric) I* = min{[[Ric) , I/{--)" € CN,v), se({-)) = ct}
donde ct es cierta constante.

Estas nociones fueron dadas por Lauret, quien estuvo motivado por sus estudios sobre
solvariedades Einstein. Tales métricas compatibles minimales (cuando existen) tienen ciertas
“propiedades privilegiadas”: unicidad, puntos de equilibrios de flujos geométricos (Teorema
5.1.5), grupo de isometrias grandes, etc. A priori, tales propiedades no son obvias desde la
definicién, pero debido a la intrigante relacioén entre el flujo de Ricci normalizado sobre grupos
de Lie nilpotentes ([Lau3, Proposition 2.5]) y el flujo gradiente del cuadrado de la norma de la
aplicacion momento, estas propiedades se derivan de las descritas en el capitulo 1. Nosotros
invitamos al lector interesado a consultar [Lau3] para un completa discusién de estas nociones
y esta conexion.

Sea pe Vy (N,,v) un grupo de Lie nilpotente de clase y. Sin pérdida de generalidad, de
ahora en mds, permitanos suponer que el producto interno canénico de R™ (el cual también
denotaremos por (-,-)) es compatible con v y que G, es autoadjunto con respecto a este. Asi
Gy es compatible con la descomposicién de Cartan usual de GL,(IR) como se habia dicho
antes: G, = K, exp(py) con K, = G, nO(n,R) es un subgrupo compacto maximal de G, y
py = gy Nsym(n) es un subespacio vectorial el espacio de matrices simétricas. Se sigue asi que
mg, (V) es la proyeccién ortogonal de mg, (v) sobre p, para todo ve V ~ {0}.

Proposicion 5.1.4. [Lau3, Propositon 4.2] Sea (N, y) un grupo de Lie nilpotente de clase y. Entonces



5.1 METRICAS COMPATIBLES MINIMALES
(i)
4 .
Mg, &) (K) = 7 Ric

donde Ric, es el operador de Ricci de la variedad Riemanniana (N, (-,-)).

(ii)

4 .
Moy () = e Rice
donde Ric) es el operador de Ricci invariante de (Ny,y, (-,"))-

Teorema 5.1.5. [Lau3, Proposition 4.3 and 4.4] Sea (Ny,vy) un grupo de Lie nilpotente de clase vy,
seanfi=g-ny (-,-)=g-(,-) con g € Gy. Las siquientes condiciones son equivalentes:

(i) Wes un punto critico de F,,.
(ii) By, |g,-u alcanza su valor minimo en .
(iii) Ric} = cId+D para algiin c € R y D € Der ().
(iv) (-,-) define una métrica compatible minimal.
(v) (-,-) es un solitén de Ricci invariante. ([Lau3, Definition 2.6]).
(vi) Ric?’_l_) =cId +D para algiin ¢ e R y D € Der(p)

Mids aiin, hay a lo mds una métrica invariante a izquierda compatible con (N,7y) (salvo isometria y
escalamiento) satisfaciendo cualquiera de las condiciones anteriores.

El teorema anterior muestra que el problema de existencia para métricas compatibles min-
imales es equivalente a saber si una G, -6rbita es distinguida para la accién de G, sobre
V = A?2(R™)* ® R™. Es asi que nuestros resultados del capitulo 2 sirven para estudiar este
problema y resolverlo parcialmente; para los espacios nice de la accién de G, sobre V.

Denotemos por a, := anp, una subélgebra abeliana de g, maximal en p, y A, := exp(ay).
Como estamos considerando varios grupos y sus respectivas aplicaciones momento, es conve-
niente introducir la siguiente notacién:

Definicién 5.1.6. Sea G, un subgrupo reductivo GL,,(IR) compatible con la descomposicién
de Cartan usual de GL,(IR) y sea W un subespacio Ay-invariante de V := A?(R™)* ® R™.
Nosotros llamamos a W A.,-nice si W es un espacio nice con respecto a la accion de G, sobre
V; es decir Proj, mgy Ry (W) € ay.

Notacién 5.1.7. Denotemos por 9, (1t) el conjunto ordenado de los pesos relacionados con p
con respecto a la accién de G, sobre V. Es claro que R, (i) = Proj a R(n) donde R(p) son los
pesos relacionados con p a la accién de GLy, (R) sobre V.

Usando esta notaciéon y los resultados que dimos en el capitulo 2 tenemos este resultado
que permite estudiar el problema de métricas compatibles minimales.

Teorema 5.1.8. Sea W un espacio A -nice y sea (Ny,y) un grupo de Lie nilpotente de clase y con
neW. (Ny,v) admite una métrica compatible minimal si y solo si la ecuacion

Y [x:] = A[1]

n

tiene una solucion [xi] tal que cada x; es positiva y ¥ x; = 1, para algiin X € R. Aqui, U}, es la matriz
de Gram (Ry (1), ((-,-)-
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5.2 ALGEBRAS DE LIE 2-PASOS NILPOTENTE SIMPLECTICAS DE DIMENSION 6

En esta seccién queremos estudiar las métricas compatibles minimales sobre las dlgebras de Lie
2-pasos nilpotentes simplécticas de dimension 6. En este caso, las métricas compatibles minimales
coinciden con solitones de Ricci al Flujo de Ricci Anti-complexificado. Para hacer esto, vamos a
usar la clasificacién de las dlgebras de Lie nilpotentes simplécticas de dimensioén 6 dada en
[KGM]. En tal dimensién ya se tienen familias infinitas incluso dentro de las dlgebras de Lie
2-pasos nilpotente.

Teorema 5.2.1. [KGM, Theorem 5] Sea w¢n, = €] Ae; +e5 Aes +e3 Aej laforma simpléctica candnica
de R®. Entonces toda dlgebra de Lie 2-pasos nilpotente simpléctica de dimension 6, (R®, w, wen ), estd
dada por alguno de los siguientes corchetes:

16. (a) =e3, [e1,es5] =eg, [e2,e4] = €5, [€ea,€5] = €3

16. (b) -e3, [e1,e5] =—eg, [e2,e4] = €5, [es,€5] = €3

17. =es5, [61,64] = €6, [62,63] =€s
18. (ﬂt)

18. (by)

= ey, [e1,e3] = Tyes, [ez,e3] = JjeG conte R~ {0,1}

= —2tey, [e1,e3] = —2tes + (1 +t%)eq, [e2,e3] = €5

23. (a) =es, [e1,e3] =es

23. (b) =—ey4, [e2,e3] =€

23. (c) =es, [er1,eq] =¢€3

=eq, [e2,e3] =5

[

[

[

[

[
18. () [er,e2] = 2ea, [e1, €3] = —2e4 + €5, [€3, €3] = —ec

[

[

[

24. (a) |

[

24. (b) =—eq, [es,e5] = —€2

Debemos decir que hemos encontrado varios errores en el trabajo [KGM]. Uno de ellos
corresponde al corchete [23. (c)] cuya correccién nos ha sido comunicada por los autores. La
estructura simpléctica dada en [KGM, 16. (b)] también es incorrecta y en este caso los autores
no se han pronunciado al respecto.

Teorema 5.2.2. Toda dlgebra de Lie 2-pasos nilpotente simpléctica de dimensién 6 que se encuentre en
la lista anterior posee una métrica compatible minimal. Un punto critico de F, (ry en la SPg(IR)-0rbita
es dado en la Tabla 9.

La notacién empleada en la Tabla 9 es la siguiente. En la columna de punto critico se da
un punto critico [t en la SPg(IR)-6rbita (el cual define la métrica compatible minimal). En la
columna ||B|* se da el cuadrado de la norma del estrato que define el punto critico f y en
Derivacién, damos la derivacién de (1R6,ﬁ) tal que

Mgy (R) (W) = _||B||2 Id +Derivacion.

Y en la dltima columna damos la dimensién del grupo de automorfismos del algebra de Lie
2-pasos nilpotente simpléctica (R®, 7L, wen ).
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Not. Punto Critico Derivacion IIB|I? dim
Aut
_ V2 - V2
16a) | L17€2]= 2 e, [e1es] A €6, 1 Diag(1,2,3,1,2,3) 1 6
[e2,e4] = Ytes, [eq,e5] = G=e3
_ Ve Ve
. | Leresl= & es, [er,ea] = Ges, 1 Diag(3,5,6,8,9,11) | Z 7
[e2,e3] = %2e6
_1)2
[e1,e2] =7 S_Q] es, ,
18.(at) 12 Diag(1,1,1,2,2,2) s 8
[e]/e3] = z(tt_]) t(;t_t_?_] es, 2
1 (t-1)°
[e2,e3] = 2-1) V t2—t+1€
0t
8(b ) [e]/eZJ_ /3t2+]e4/ D (1 1 ] 222) 3 8
10. = t 1 1a AV 5
Yl lenes]=sammes o amee & 2
_ 1 _ t
le2,e3] = S mm®s ~ 3 /AmT s
[e1,e2] = —1—@64 - ges,
18.0) | [er,e3] = Les+ Les, Diag(1,1,1,2,2,2) 3 10
[e2,e3] = @ee
23.(a) | [e1,e2]= %65, [e1,e3] = %66 %Diag(4,5,6, 8,9,10) % 9
23.(b) | [e1,e2]=-75eq, [er,e3]= %eg Diag(1,1,1,2,2,2) % 8
23.(c) | [e1,e2]= %65, [e1,e4] = %63 Diag(1,1,2,1,2,2) % 8
24.(2) | [e1,e4] =T e, [e2,e3] = es 2Diag(1,1,2,2,3,3) 1 6
24.(b) | [e3,es] = —% e1, [es, e5] = —% e %Diag(3,3,2,2,1,1) 1 6
25. | [er,e2] = Y eg 1 Diag(3,4,5,5,6,7) 5 12

Tabla 9: Clasificacién de las métricas compatibles minimales sobre las dlgebras de Lie 2-pasos nilpo-

tentes simplécticas

En tal lista, casi todas se pueden estudiar con el criterio dado en 5.1.8. Las algebras 18.
(bt) vy 18. (c) son estudiadas con un método similar al dado 4.2.2 (salvo que en este caso
no tenemos un candidato para una derivaciéon “pre-Einstein”). El siguiente ejemplo muestra
cédmo se obtiene el teorema anterior; salvo 18. (by) y 18. (c), todas las demads se estudian como
en el ejemplo. Invitamos al lector a revisar el apéndice donde cada élgebra es estudiada en

detalle.

Ejemplo 5.2.3. Consideremos el dlgebra de Lie n := (R™, u) dada por la suma directa de dos
dlgebras de Lie de Heisenberg de dimension 3

w:={[e1,es] =eq, [e2,e3] =¢€5

y consideremos la estructura simpléctica

Estos datos corresponden a la algebra de Lie 2-pasos nilpotente simpléctica (R™, u, w) dada

en 24. (a).

w:i=ejAe;+e5Aes+ezney.
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Es facil ver que el producto interno canénico de R® define una métrica compatible con
(R™, u,w) y que Gy, = SP(6,IR) es autoadjunto con respecto a este. Cualquier métrica com-
patible con w estd en SP(6,R) - (-,-), asi que debemos minimizar ||Ricz*j,)||2 a lo largo de la
orbita de métricas SP(6,RR) - (-,-), lo cual es equivalente a minimizar ||mgy,gR) ||> sobre la
SP(6,R)-6rbita de p. Por el teorema 5.1.5, debemos mostrar que SP(6,IR) - 1 es una Orbita
SP(6, R)-distinguida.

Sea

W= SPan]R{H?m u33},

veamos que W es un espacio A -nice. Una forma de hacer esto es notando que W es un
espacio nice para la accién de GLg(RR); asi Proj, a S aw y se sigue que W es un espacio
a-hice.

Otra forma de ver esto es usando el Corolario 2.3.7. El conjunto de raices A(sp(6,IR)) es
dado por

+ Diag(1,0,0,0,0,-1), iDlag(z,z,O —3 _Z , iDlag(z, 5,0 %—%)
+Diag(0,1,0,0,-1,0), =Diag(3,0,%, l,o,—%, +Diag(3,0,-%,%,0,-3),
+Diag(0,0,1,-1,0,0), +Diag(0,%,%,-3,-%,0), +Diag(0,3,- 2,2,—% 0),

Los pesos de W con respecto a la accién de SP(6,R) son
{o = Diag(-1,0,3,-3,0,1), a; = Diag(0,-1,-%,3,1,0)}.

Como a1 — oz ¢ A(sp(6,R)), se sigue que W es un espacio ay,-nice.
En virtud de 5.1.8, necesitamos mostrar que mcc(x1, «2) € int(CH({a1, x2})).

_1
()
2

Como X = (2, 2) es una solucién positiva al problema U}, = A[1],, se sigue que (N, w(z))
admite una métrica compatible minimal.
Para encontrar tal métrica, resolvemos el problema

NG

N[ —

) (58)

con X € a,; X = Diag(a,b,c,—c,-b,-a). Permitanos denotar por [i a exp(X) -

N|—

msp(@m(exp(X) -u) =mec({o1, 2}) = Diag(—%, —%,O, 0, %,

=qlerea] = Saes [e2,e3] = s,

Asi, tenemos que

My (6 R) (ﬁ) _ Diag(_2620—4a, _ze—4b—2c, eZc—4a _ e—4b—Zc, e—4b—Zc _ eZc—4a,ze—4b—20,262c—4a).
Haciendo X = (In(2),0,In(2),-1n(2),0,-1In(2)), encontramos una solucién a la ecuacién (58),
asi ft = %p es un punto critico de FgygRr) €l cual define la métrica compatible minimal de
(N, w).
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APENDICE: CUENTAS DE RESPALDO

A.1 CLASIFICACION DE LOS NILRADICALES EINSTEIN DE DIMENSION 7

Para conseguir la clasificacién de los nilradicales Einstein de dimensién 7, nosotros seguimos
la clasificacion de Carles de las dlgebras de Lie nilpotentes complejas en bajas dimensiones
(con un par de correcciones por Magnin in [M]). En [Car], Carles compara su trabajo con
previas clasificaciones; las dadas por Romdhani, Safiullina y Seeley. Nosotros recordamos
también esa parte del trabajo de Carles. La notacién es la siguiente:

CARLES ROMDHANI SAFIULLINA SELLEY
?)1:; dim Serie derivada dim Serie C. Desc.

La diferencia entre la lista dada en [Car] y aquella en [M] son las dlgebras 1.01(i), 1.01(ii),
1.8,1.9,1.12,2.2,2.10, 2.45, 2.46, 3.1(ii) de la lista de Carles. Por ejemplo, en [Car], 2.45
es isomorfa a 2.38 y 2.46 es isomorfa a 2.36, asi que Magnin omite 2.46 y corrige 2.45.

En [M], las tnicas élgebras de rango > 1 que no estdn escritas en una base nice son 1.2(ii),
1.2(iv), 1.3(ix), 1.3(i1), 1.3(v), 1.11,1.12, 1.13, 1.14, 1.15, 1.16, 1.17, 1.18, 1.21, 2.2,
2.11, 2.24, 2.25, 2.26, 2.27, 2.37. Las éalgebras restantes son muy faciles de estudiar apli-
cando el criterio de la base nice de Nikolayevsky [Nik1, Theorem 3.].

En los casos donde hemos dado un nilsoliton de forma explicita para probar que cierta
algebra es un nilradical Einstein, nosotros también damos el correspondiente isomorfismo.

Como cualquier 4lgebra de Lie nilpotente de dimensién menor ¢ igual a 6 es un nilradical
Einstein y la suma directa de nilradicales Einstein es un nilradical Einstein, entonces nosotros
nos enfocamos en estudiar dlgebras indescomponibles.

Sea m la aplicacién momento sin normalizar para la accién de GL,, (R) sobre A%?(R™)* ®
R™ por “cambio de base”(cf. [Lau1]). Sea p € V un corchete de dlgebra de Lie y denotemos
por Ric, el operador de Ricci de la nilvariedad (N, (-,-)), donde N, es el grupo de Lie
simplemente conexo con Lie(N,) = (R™, u) y (-,-) es el producto interno canénico de R™,
entonces

m(p) = 4Ric,,. (59)

Por familiaridad con teoria geométrica de invariantes, nosotros trabajamos con m en lugar de
Ric, asi que las cuentas estan hechas usando m.

A.1.1  Rango cero
Recuerde que un 4lgebra de Lie nilpotente de rango cero(también llamada algebra carac-

teristicamente nilpotente) no puede ser un nilradical Einstein pues éstas no admiten una IN-
graduacion. Asi, las siguientes dlgebras no son nilradicales Einstein:
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0.1

72

(1,2,3,4,5,7)F

dim
Der
10

dim Serie derivada
(7,5,1,0)

dim Serie C. Desc.
(7,5,4,3,2,1,0)

[e1,e2] = e3,[er,e3] = eq,[e1,ea] = es5,[er,e5] = eg, [e1,e6] = e7,[e2,e3] = eg,[e2,e4]

e7,[e2,e5] = ez, [e3,e4] = —e7

0.2

33
74 L75

(1,2,3,4,5,7)H

dim Der
10

dim Serie derivada
(7,5,0)

dim Serie C. Desc.
(7,5,4,3,2,1,0)

[61,62] = 63,[61,63] = 64,[61,64] = 65,[61,65] = 66,[61,66] = 67,[62,63] =e5+tey, [62,64] =

ec,[e2,e5] =€z

0.3

34
N7 LZs

(1,2,3,4,5,7)E

dim Der
11

dim Serie derivada
(7,5,0)

dim Serie C. Desc.
(7,5,4,3,2,1,0)

[e1,e2]=e3,[er,e3] =es,[e1,e4] =e5,[e1,e5] =eq, [e1,e6] =€7,[e2,e3] =eg+e7,[ez,e4] = €7

(1,2,4,5,7)N
_A2V-1
A L%Z(ﬂs) (&= A-2v/-1 =1,
(1,2,4,5,7)M
(EZO/A:_ZV _])
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
10 (7,5,1,0) (7,5,4,2,1,0)

[e1,e2] = e3,[e1,e3] = es, [er,ea] =Aes +eg,[e1,e5] = ez, [e1,e5] = e7,[e2,e3] = e5,[ez,e4] =

e7,[e2,e5] =eq, [e3,e5] =€y

1,2,4,5,7)N
0.5 716 L74(n3) ( £=1 )
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
10 (7,5,1,0) (7,5,4,2,1,0)

[61,62] =e3, [61,63] =€4, [61,64] =egt+ez, [61,66] =€z, [62,63] = €5, [62,65] = €, [63,65] =e7
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L25(n3)
0.6 n7 50 (a%0) (1,2,4,5,7)]
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
10 (7,5,1,0) (7,5,4,2,1,0)

[e1,e2] = e3,[er,e3] = eq,[e1,ea] = e7,[er1,e5] = eg,[er,e6] = e7,[e2,e3] = es5,[ez,e4] =
es, [e2,e5] = ez, [e3,es] = e

0.7 n; 55 (1,3,4,5,7)1
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
10 (7,5,1,0) (7,5,4,2,1,0)

[e1,e2] = e3,[e1,e3] = es,[e1,e4] = ez, [er,e5] = ey, [e1,e6] = e7,[ez,e3] = es5,[ez,e4] =
ez, [62,65] = €g, [63,65] =ey7

0.8 ny3, | L23(n3) (1,2,4,5,7)G
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
10 (7,4,1,0) (7,4,3,2,1,0)

[e1,e2] = e4,[er,e3] = ey, [e1,es] = es5,[er,e5] = eg, [e2,e3] = eq,[ez,ea] = eg,[e2,e6] =
67,[64,65] =—-€ey
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A.1.2  Rango uno

1.01(1)

12
743 L5

(1,2,3,5,7)B

dim Der
11

dim Serie derivada
(7,4,0)

dim Serie C. Desc.
(7,4,3,2,1,0)

[e1,e2] = e4,[e1,e4] = e5,[e1,e5] = e, [e1,e5] = e7,[ez,e3] = es+e7,[e3,e4] = —eg,[e3,e5] =

Derivacién pre-Einstein: ¢ = Diag(0,1,0,1,1,1,1). Esta dlgebra no es un nilradical Einstein por

[Nik2, Theorem 1]; ¢ # 0.

1.01(i1)

13
N7 a7 L5

(1,2,4,5,7)B

dim Der
12

dim Serie derivada
(7,4,0)

dim Serie C. Desc.
(7,4,3,2,1,0)

[e1,e2] =e4,[e1,e4] =e5,[e1,e5] =eg, [e1,e6] =€e7,[e2,e3] =es+e7,[e3,e4] = —€7

Derivacion pre-Einstein: ¢ = Diag(0,1,0,1,1,1,1). Esta 4dlgebra no es un nilradical Einstein por

[Nik2, Theorem 1]; ¢ # O.

1.02

723

(1,2,4,5,7)K

dim Der
11

dim Serie derivada
(7,5,1,0)

dim Serie C. Desc.
(7,5,4,2,1,0)

[e1,e2] = e3,[e1,e3] = es,[e1,e5] = eg,[e2,e3] = es5,[e2,es] = eg,[e2,e5] = e7,[e2,e6] =

€7, [63,65] =-€7

Derivacién pre-Einstein: ¢ = %Diag(O,], 1,1,2,2,3). Esta algebra no es un nilradical Einstein

por [Nik2, Theorem 1]; ¢ # 0.

1.03 ;56 L12(n3) (1,3,4,5,7)G
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
11 (7,5,1,0) (7,5,4,2,1,0)

[e1,e2] =
e7,[e3,es] =—ez

Derivacién pre-Einstein: ¢ = %Diag(O,L 1,1,1,2,2). Esta algebra no es un nilradical Einstein

63,[61,63] = 64,[61,64] = 65,[61,66]

por [Nik2, Theorem 1]; ¢ # 0.

= ey, ez, e3]

= 66/[82164] = €7, [62,65]
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1.1(i0) 2, (1,2,3,4,5,7)1

A+0,1 A+0,1 (E=A,E+0)

dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
10 (7,5,1,0) (7,5,4,3,2,1,0)

[e1,e2] = e3,[er,e3] = es,[e1,e4] = es5,[er,e5] = eg, [e1,e6] = e7,[ez,e3] = es5,[ez,e4] =
es, [e2,e5] =Aez, [e3,es] = (1 -A)ey

{ej...e7} es una base nice.

3 0 1 1 1 0 1 1 -1
0 3 0 1 1 1 -1 0 0
1 0 3 0 1 1 1 -1 1
1 1 0 3 0 -1 1 1 0
U=| 1 1 1 o 3 o -1 1 1
0 1 1 -1 0 3 1 0 1
1 -1 1 1 -1 1 3 1 1
1 0 -1 1 1 0 1 3 1
. -1 0 1 0 1 1 1 1 3 1
Una solucién a Ux = [1]: x = 11—0(1,2, 2,2,1,2,1,2,1)". Esta algebra es un nilradical Einstein.

Derivacién pre-Einstein: % Diag(1,2,3,4,5,6,7)

17512 = 2 ~ 0.7142857143

1.1(iy) 2, (1,2,3,4,5,7)1
A=0 A=0 (£=0)
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
10 (7,5,1,0) (7,5,4,3,2,1,0)

[61,62] = 63,[61,63] = 64,[61,64] = 65,[61,65] = €g, [61,66] = 67,[62,63] = 65,[62,64] =
ec,[e3,es] =€z

{e1...e7} es una base nice.

3 0 1 1 1 0 1 -1

0 3 0 1 1 1 -1 0

1 0 3 0 1 1 1 1

u 1 1 0 3 0 -1 1 0
- 1 1 1 0 3 0 -1 1

0 1 1 -1 0 3 1 1

1 -1 1 1 -1 1 3 1

L -1 0 1 0 1 1 1 3

Solucién general a Ux = []] X = (tz,—% +t + tz,o,% -t —tz,% - tz,% e tz,t1,t2)T. Esta
dlgebra no es un nilradical Einstein.
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Derivacién pre-Einstein: % Diag(1,2,3,4,5,6,7)

1.1(ia) “;\1 30
Ao N | = (1,2,3,4,5,7)G
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
11 (7,5,0) (7,5,4,3,2,1,0)

[e1,e2] = e3,[er,e3] = eq,[e1,ea] = es5,[er,e5] = eg,[e1,e6] = e7,[e2,e3] = es5,[ez,e4] =

ec,[e2,e5] =€z

{ej...e7} es una base nice.

Solucién general a Ux = [1]: x = (O,% —t],% —t5

3 0 1
0 3 0
1 0 3
1 1 0
1 1 1
0 1 1
1 -1 1
1 0 -1

dlgebra no es un nilradical Einstein.

Derivacién pre-Einstein: % Diag(1,2,3,4,5,6,7)

0 1 1
1 -1 0
1 1 -1
-1 1 1
0 -1 1
3 1 0
1 3 1
0 1 3 4

—tz,t],—% +1 +t2,t1,t2,% -t —tz)T. Esta

1.1(i1) n; 3 (1,2,3,4,5,7)C
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
11 (7,5,1,0) (7,5,4,3,2,1,0)

[e1,e2] =e3,[er,e3] =es,[e1,ea] =e5,[e1,e5] =eg, [e1,e5] =e7,[ez,e5] =e7,[e3,ea] = —e7

{e1...e7} es una base nice.

Solucién general a Ux = [1]: x = (t1, %, % -14,0,

Einstein.

L -1 0

_13
5/5

1 3

—t1,t7)7. Esta algebra no es un nilradical
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Derivacién pre-Einstein: %Diag(] ,2,3,4,5,6,7)

1.1(iit) ;1 L4} (n3) (2,3,4,5,7)G
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
10 (7,5,1,0) (7,5,4,3,2,0)

[e1,e2] = e3,[er,e3] = eq,[e1,ea] = es5,[er,e5] = eg,[ez,e3] = es5,[ez,ea] = eg,[e2,e5] =

-e7,[e3,es] = ey

{e1...e7} es una base nice.

3 0 1 1 0 1 1 -1

0 3 0 1 1 -1 0 0

1 0 3 0 1 1 -1 1

u 1 1 0 3 -1 1 1 0
- 0 1 1 -1 3 1 0 1

1 -1 1 1 1 3 1 1

1 0 -1 1 0 1 3 1

L -1 0 1 0 1 1 1 3

Una solucién a Ux = [1]: x = 1‘—0(2, 3,2,1,1, 1,2,2)T. Esta algebra es un nilradical Einstein.

Derivacion pre-Einstein: % Diag(1,2,3,4,5,6,7)
||§”[;,||2 = % ~ 0.714

1.1(3iv) ;5 127 (n3) (1,2,4,5, 7)1
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
11 (7,5,1,0) (7,5,4,2,1,0)

e7,[e2,e3] = es,[ez,e4] = e [e2,e5] =

[e1,e2] = e3,[e1,e3] = es,[er,e5] = eg, [er,€6]
67,[63,64] =ey7

{ej...e7} es una base nice.

3 0 1 1 0 1 1 -1

0 3 1 1 1 -1 0 0

1 1 3 0 -1 1 1 0

u 1 1 0 3 0 -1 1 1
- 0 1 -1 0 3 1 0 1

1 -1 1 -1 1 3 1 1

1 0 1 1 0 1 3 1

L -1 0 0 1 1 1 1 3 4
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Solucién general a Ux = [1]: x = (% -1t4, % -t +1t, % -ty +t1,11, % —t,+1t1,12,0, % —t1)7. Esta
algebra no es un nilradical Einstein.

Derivacién pre-Einstein: % Diag(1,2,3,4,5,6,7)

]] (V) n7,42 L%4(3C) (]/2/ 3/5/ 7)C
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
10 (7,4,0) (7,4,3,2,1,0)

[61,63] = €4, [61,64] = 65,[61,65] = 661[31166] = 67,[62,63] = 65,[62,64] = €g, [62,65] =
ez, [63164] =—-ey

{e1...e7} es una base nice.

3 0 1 1 1 -1 0 0
0 3 0 1 1 1 -1 1
1 0 3 0 -1 1 1 0
u 1 1 0 3 0 -1 1 1
- 1 1 -1 0 3 1 0 1
-1 1 1 -1 1 3 1 1
0 -1 1 1 0 1 3 1
0 1 0 1 1 1 1 3

Solucién general a Ux = [1]: x = (3 —t1,2 —t1 —ta,t1, -3 +t1 +t2,t1,t2, 2 —t1 —1,0)". Esta
dlgebra no es un nilradical Einstein.

Derivacién pre-Einstein: % Diag(1,2,3,4,5,6,7)

dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
11 (7,4,1,0) (7,4,3,2,1,0)

[e1,e2] =e3,[e1,e3] =e4,[e1,e4] =e5,[e1,e6] =e7,[ez,e3] =es5,[ez,e5] =e7,[e3,e4] = —e7

{e1...e7} es una base nice.

[ 3 0 1 10 1 -1 7]
0 3 0o 1 1 o0 o0
o0 3 1 1 -1 1
U= 1 1 1 3 0o 1 1
o 1 1 0 3 0 1
1T 0o -1 1 0o 3 1
L 1 0 1 1 1 1 3

Solucién general a Ux = [1]: x = (t1, %, % -t1, —%,O, % -1, )T. Esta dlgebra no es un nilradical
Einstein.
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Derivacién pre-Einstein: %Diag(] ,2,3,4,5,6,7)

1.2(in) 025, 1%,(30) (1,3,5,7)S
A+0,1 [Car] [Car] [Car]
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
12 (7,4,0) (7,4,3,1,0)

[e1,e2] = es,[er,e3] = eg, [e1,e4] = es5,[e1,e5] = ez, [ez,e3] = Aes,[ez,es] = eq,[e2,€6] =
ez, [e3,eq] = (1-N)e7

{ej...e7} es una base nice.

[ 3 10 1 10 1 -1 ]
1 301 1 11 -1
o 1 3 o0 1 1 o0 1
u 1 10 3 -1 0 1 1
- 1 o1 -1 3 1 1
o 1 1 0o 1 3 o0 1
1T -1 0 1 10 3 1
L 1 1 1 11 3

Una solucién a Ux = [1]: x = 41—4(7, 6,8,7,3,8,10,3). Esta algebra es un nilradical Einstein.

Derivacién pre-Einstein: % Diag(1,1,2,2,3,3,4)
76117 = 11~ 0.846

1.2(in) nds, | L3,(30) (1,3,5,7)S
A=0 [Car] [Car] [Car]
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
12 (7,4,0) (7,4,3,1,0)

[e1,e2] =es,[er,e3] =eg, [e1,es] =e5,[e1,e5] =e7, [e2,es] = eq,[e2,e6] = €7,[e3,e4] = €7

{ej...e7} es una base nice.

3 01 0 1 0 1 -
T3 1 1 1 a1
o 1 3 0 1 o0 1
U= 1 1 o 3 o 1 1
o 1 1 0 3 0 1
11 0 1 0 3 1
N T T T

Una solucién a Ux = [1]: x = 2]—2(5, 3,4,2,4, 5,3)T. Esta algebra es un nilradical Einstein.
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Derivacién pre-Einstein: % Diag(1,1,2,2,3,3,4)

|51 = 13 ~ 0.846

1.2(in)
A=T

n;\,52 L3,(3C)
[Car] [Car]

(1,3,5,7)S
[Car]

dim Der
12

dim Serie derivada
(7,4,0)

dim Serie C. Desc.
(7,4,3,1,0)

[e1,e2] =e4,[e1,e3] =eg, [e1,ea] =e5,[e1,e5] =e7,[e2,e3] =e5,[ez,es] =eg,[e2,e6] = €7

{e1...e7} es una base nice.

301 0 1
T3 1

o 1 3 o0
U=|1 1 o 3
T T

o 1 1 o

L 1 0

3 0

0 3

Una solucién a Ux = [1]: x = 2]—2(2, 3,4,5,3, 4,5)T. Esta algebra es un nilradical Einstein.

Derivacién pre-Einstein: % Diag(1,1,2,2,3,3,4).

|51 = 13 ~ 0.846

. (1,3,5,7)S
1.2(it) L}l(ng) £=0
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
12 (7,4,0) (7,4,3,1,0)

_ { [e1,e2] = eq,[er,ea] =es,[e1,e5] = e7,[e1,e6] = €7,[e2,€3] = eg,

[e2,e4] =es,[e2,e5] =€e7,[e3,e4] = —e7

Esta algebra no es un nilradical Einstein por [Nik2, Theorem 5]. En efecto,

Derivacion Pre-Einstein ¢ = % Diag(1,1,2,2,3,3,4).
Sea X = Diag(1,-1,0,0,1,-1,0). X € g¢ y por tanto g¢ = exp(tX) € Gg.

ge 1= { [e1,e2] = eq, [e1,ea] = €5, [e1,e5] =e'e7, [e1,e6] = €7, [e2, €3] = e,

[e2,e4] =eq,[e2,e5] =€7,[e3,e4] = €7

La Gg—06rbita de u no es cerrada porque g¢-u - L cuando t - co y (R, 1) no es isomorfa a
(R7,u); (R7, ) tiene rango = 1y (IR”, i) tiene rango = 2 con toro maximal de derivaciones
semisimples generado por D1 = Diag(1,0,1,1,2,1,2) y D2 = Diag(0,1,1,1,1,2,2)
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1.2(iit) n,ss | L33(3C) (2,3,5,7)D
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
12 (7,4,0) (7,4,3,1,0)

[e1,e2] =eq,[e1,e3] =g, [e1,ea] =e5,[e1,e5] =e7,[e2,e3] =e5,[ez,eq] =eg,[e3,e4] = —€7

{e1...e7} es una base nice.

31 0 1 1 0 -
T3 1 1 1 1
o 1 3 0o 1 1 1
U= 1 1 o 3 -1 0o 1
T o1 -1 3 1
o 1 1 o 1 3 1
I L TS R T S
1 2 5

Solucién general a Ux = [1]: x = (% +t1, - 17, 77/ T —t1,% —t1,%,t1 )T. Esta algebra no es
un nilradical Einstein.

Derivacién pre-Einstein: % Diag(1,1,2,2,3,3,4)

1.2(iv) n, o, L18(3C) (1,3,5,7)H
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
12 (7,4,0) (7,4,2,1,0)

. { [e1,e2] = eq,[e1,e4] = eg,[e1,e5] = —e7,[e1,e5] = e7,[ez,e3] = e5,
[ez,e5] =e7,[e3,e4] = €7

Esta algebra no es un nilradical Einstein por [Nik2, Theorem 5]. En efecto,

Derivacién Pre-Einstein ¢ = % Diag(1,1,2,2,3,3,4).

Sea X = Diag(3,-10,18,-8,7,-6,-4). X € g¢, y por tanto g, = exp(tX) € Gg.

gyt [e1,e2] =e ey, [e1,es] =e e, [e1,e5] = —e ez, [e1,e6] =€ ey,
[e2,e3] =etes, [es,e5] =etes, [e3,eq] = 1 4tes

La Gg—6rbita de u no es cerrada porque g¢ - — 0 cuando t — oo

A#0 762 | (x=]7) £=A
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
13 (7,4,0) (7,4,2,1,0)

_ { [e1,e2] =es,[e1,e3] = e5,[e1,es] = eg, [e1,ec] = €7, [e2,e3] = es,

[e2,ea] =Ae7,[ez,e5] =€z, [e3,e5] = ey
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Para cualquier A # 0, g7 3(1,) es un nilradical Einstein. Nosotros probamos esto por contradic-
cion; asumamos que g1.3(i,) NO es un nilradical Einstein. La derivacion ¢ dada por la matrix
dlagonal > Diag(1,2,2,3,3,4,5) con respecto a la base {e; } es una derivacién pre-Einstein. Se
sigue del teorema 4.1.8 que la 6rbita G¢, - 1 no es cerrada y asi existe Y € g, , Y una matrix
simétrica, tal que p se degenera por la accion del grupo monoparamétrico exp(tY) cuando
t - co. Como Y € g¢ y Y es simétrica, entonces existe X = Diag(ay,...,a7) € gp y A(x), B(B)
en SO, (IR) tales que

Y = Diag(1,A(-«),B(-p),1,1)XDiag(1,A(x),B(B),1,1).
Coémo la accién es continua, se sigue que u también se degenera por la accién de

gt := exp(tX) Diag(1,A(«x),B(B),1,1)

cuando t — co. La contradiccion se encontrara en este tltimo hecho. La accién de g en 1 es

]= e H@1%a2-a4) e (x - B) g4 — e H1702-a5) gin (x — B) e5,
]= ‘t(a‘+‘13‘a4) sin (ot —B) eg +e H@1743705) co5 (o — B) e,
] = e t(@1+a4-a6) co5 (B) eg, [e7, €5] = e H@1+a5-A6) 5in (B) e,
e1,e6] = e t(@1+a6-a7) o o) 03] = e tartas-ag)e,

] = e t(a2raimans) 4 («, B)e,

] =etla2rasman)f) o(«, B)ey,

] = e t(@araimanfy (o, B)ey,

e3,e5] = e Ha+as—ar)fs S(o B)es.

[
[
|
[
gt [
[
[
[

con
f2a(o, B) = (cos (o) cos (B)A+sin(x)sin () —cos(x)sin(f)),
fa5(o, ) = (cos (o) sin(f)A—sin(x)cos(f3)+cos(x)cos(f)),
f34(x, B) = (sin(x)cos (B)A—cos(o)sin () —sin () sin(f)),
f3,5(c, ) = (sin (o) sin () A+ cos () cos (B) +sin (x) cos (B)).

Dependiendo de los valores de « y 3, algunos términos son cero en el corchete de algebra de
Lie g¢ - p y como la degeneracion es determinada por los términos no nulos, nuestra atencién
estard en el exponente del factor exponential de tales términos; cuando t > 0, tales exponentes
deben ser no negativos.

Es facil ver que los pares de funciones {f24,f25}, {f24,f34}, {f2,5,f35} v {f3,4,f35} no se
anulan simultdneamente (como las funciones sin y cos). Nosotros tenemos los siguientes casos
dependiendo de cuales términos son no nulos.

I) cos(p) y sin(f3) son no nulos
1. cos(oe— ), 2,4, f3.4 son no nulos

Si este es el caso, entonces debemos tener que aj, ..., a7 satisfacen: a; +az + a3 +as+as+ag+
ay =0, a; +2az +2a3 +3a4 +3as +4ag +5a7 =0 Como X e gy, ya; +ag-ay >0, ax +az —ag >
0,a1+as-a6 >0, a1+as-ag >0, a1+ax-a4 >0, ar+a3-as >0, a+as—-ay >0y
az+aq—ay >0.
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En lugar de resolver este sistema de desigualdades, nosotros podemos hacer el siguiente
truco: introducimos una nueva variable c; por cada desigualdad q; y consideramos la ecuaciéon
qi — ¢ = 0 y asi debemos resolver el sistema de ecuaciones polinomiales:

aj+ax+az+ag+as+ag+ay =0,

aj +2ay +2a3 +3a4 +3as +4ag +5a

N

7
a1+a6—a7—c%:0, a+asz3—ag—C
aj+as-ag-c3=0,a1+as-ag-c

a1+az—a4—c§:0,a1+a3—a5—c

a2+a4—a7—c%=0, az+ag—arz—c

. . 2 2 2 2 2 2_n o2 2 2 2 2 2 _
De este sistema se sigue que c +4cj +5c5 +2cg +2c5 +5c5 =0, c5 —6¢c5 —6c5 —4ci —2cc -2c5 =0
y c% + c% + cé - cﬁ - cé - c% = 0. Por la primera igualdad c;, c4, c5, cg, ¢7 Y €3 son cero y asi
c2 como c3 deben ser cero también. La degeneracién es, por tanto, trivial y en este caso

conseguimos una contradiccion.
2. cos(a— ), f24, f3 5 son no nulos

En este caso, la degeneracién da una solucién no trivial al sistema de ecuaciones polinomi-
ales {p1=0,p2=0,47=0,45 = 0,45 = 0,46 =0} u{q1 = 0,44 = 0} U {q9 = 0} U {d12-0}-

Resolviendo este sistema, tenemos que by = %\/ 20b2 + 18b3 + 8b2 - 4b3,,

ba = 1/-8b2 — 1262~ 10b3 - 4b3, bs = 31/-4b2 - 16b2 — 14b y bg, by, b, by, b1 € R.

Asi, bg=0,b7=0,bg =0, bg =0y se sigue que by =0, b5 =0 by = +v/-1by,. Luego, debe
pasar que by, = 0 y en consecuencia by = 0. No hay una degeneracién no trivial.

3. cos(x—B), f2,5, f3,4 son no nulos

En este caso, la degeneracién da una solucién no trivial al sistema de ecuaciones polinomi-
ales {p1=0,p2=0,47=0,45=0,45=0,46 =0} u{q1 =0,q4 =0} U {q10 =0} U{q11 = 0}.

Resolviendo este sistema, tenemos que by = \/-b%; +bZ+b3, bjg = \/-bJ + b2 +b3, bs =
11/-16b2 —14b% - 4b2 y bg, b7, bg, b11,bs € R.

Asi, bg =0, b7 =0, bg =0y se sigue que b5 =0, by = +v/-1b77, b1g = +V-1b4. Luego, debe
pasar que by7 =0, by = 0 y en consecuencia b1 = 0 y bjp = 0. No hay una degeneracién no
trivial.

4. cos(x—f), f25, f3,5 son no nulos

Como f2,4 y f3,4 no se anulan simultaneamente, este caso esta incluido en el caso I) 2. y I) 3.
No hay una degeneracién no trivial.

5. sin(oc— ), f2,4, f3 4 son no nulos

En este caso, la degeneracion da una solucién no trivial al sistema de ecuaciones polinomi-
ales {p1=0,p2=0,97=0,45 =0,95 = 0,46 =0} U {q2 = 0,43 =0} U {q9 = 0} U {q11 = O}.
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Resolviendo este sistema, tenemos que byq = 1\/ -12b2% - 10b3 - 4b3 - 8b2, b3 =

/b2 -b2+b2, b \/ 16b2 — 14b% - 4b2 y bs, b7, bg, by, by € R.
Asi, by =0, bg =0, by =0 bg =0y se sigue que by =0, b3 = £/-1byg, b5 = 0. Luego, debe
pasar que by =0, y en consecuencia bz = 0. No hay una degeneracién no trivial.

6. sin(ax - f3), f24, f35 son no nulos

En este caso, la degeneraciéon da una solucién no trivial al sistema de ecuaciones polinomi-
ales {p1=0,p2=0,47=0,45=0,45=0,96 =0} u{q2=0,q3 =0t u{qo =0} U {q12 = 0}.

Resolviendo este sistema, tenemos que by, = /b2 +b3-b3, by = \/bZ+bZ-bZ, b5 =
J\/-16b2 - 14b2 - 4b2 y by, bg, b7, bs, bs € R.

Asi, bg =0, b7 =0, bg =0y se sigue que b1z = +vV/-1b,, b3 = +\V/-1byg, bs = 0. Luego, debe
pasar que by =0, by =0, y en consecuencia by, = 0 y by,. No hay una degeneracién no trivial.

7.sin(a— ), f2,5, f3 4 son no nulos

En este caso, la degeneraciéon da una solucién no trivial al sistema de ecuaciones polinomi-
ales {p1=0,p2=0,47=0,98=0,45 =0,46 =0} u{q2=0,43 =0} u{q10 =0} U{q11 = 0}.

Resolviendo este sistema, tenemos que byg = %\/ 20b2 + 18b2 - 4b2 + Sbé, by =
11/-12b2 - 10b2 - 4b3 - 8b2, b = 31 /-16b% — 14b3 ~4b2 y bg, b7, bs, ba, b € R.

Asi, bg=0,b7=0,bg =0, b =0y se sigue que by; =0, b5 =0, byjp = +v/-1b3. Luego, debe
pasar que b3 =0, y en consecuencia b1p = 0. No hay una degeneracién no trivial.

8. sin(ax - ), f2,5, f3,5 son no nulos

Como 3 4 y f34 no se anulan simultdneamente, este caso esta incluido en el caso I) 6. y I) 7.
No hay una degeneracion no trivial.

IT) cos(B) = 0 (sin(P) = 1)

e t(a3+a4-a7) (3 cos() ¥ sin(x) ) e7,

= e~Has+as-a7) z xsin(ot)ey

[e1,e2] = e H(@1+a2-A4) 4 gin(x)ey — e H(@1+92795) £ co5( ) es,
[e1,e3] = ‘t(a‘ *a3-a4) x cos(x) ey + e HWTA37a5) L gin()es,
[e1,e5] = e t(a1#a5706) 4 g,

b [e1, eq] = e-H(@1+as=an)¢. [, 5] = e-Har+as-ac) g,
[e2,e4] = e t(@2+aa- a7)(:|: sin(a) ¥ cos())ez,
[ 1=
[e3,ea] =
[e3,e5] =

1. sin(«) y cos(a) son no nulos
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Recordemos que f3 4 y f3,4 no se anulan simultdneamente.

a. f2.4 es no nulo

En este caso, la degeneracién da una solucién no trivial al sistema de ecuaciones polinomi-
ales {p1 = 0,p2=0,97 = 0,43 = 0,d6 = 0} U{q1 = 0,92 = 0,93 = 0,44 = 0} u{q10 = 0,q12 =
0} u{qy =0}

Resolviendo este sistema, tenemos que
i) 8b2+7b3 +4b2-2b3+2b5=0
il) 10b% +9b +4bZ - 2b%, - 2b% =0
iii) 2b2+2bz-2b3,-2b7=0
iv) 10b3 +9b3 +4b% - 2b% - 2b%, =0
v) 8b%+7b% +4bZ% - 2b%, +2b3 =0
Despejando 2b?, en iii) y reemplazando esta expresién en v)
8b2 + 7b3 +4bZ + (2b5 - 2b3 - 2b3) +2b3 = 0

Asi, b; =0,bg =0,bg =0, bg =0y bo =0y se sigue que bjg = 0, by +b% =0, b5 +b%, = 0,
b% -b? = 0. Luego, debe pasar que bjp =0, b3 =0, by =0, bj2 =0y b, = 0. No hay una
degeneracién no trivial.

b. f3,4 es no nulo

En este caso, la degeneracién da una solucién no trivial al sistema de ecuaciones polinomi-
ales {p1 =0,p2 =0,4q7 = 0,93 = 0,96 = 0} U{q1 = 0,92 = 0,93 = 0,44 = 0} u{q10 = 0,q12 =
0}u{qq1 =0}.

Resolviendo este sistema, tenemos que

i) 8b2+7b3 +4b2 - 2b3 +2b5 =0
il) 10bZ +9b3 +4bZ - 2b%, -2b% =0
iii) 2b2+2b3 -2b3,-2b7 =0
iv) 10b2 +9b3 +4bZ - 2b% - 2b%, =0
v) 2b%+2b%-2b%-2b%, =0

Resolviendo la ecuacién v) para 2b? y reemplazando en 1)
8b2 +7b3 +4b2 + (2b%; - 2b3 - 2b3) +2b3 =0
Asi, b7 =0,bg =0,bs =0, b7 =0, by =0y se sigue que b3 +b%, =0, b7 + b3, =0, bf, + b7 =0,

bZ,+b3 =0y b?-b3 =0. Luego, debe pasar que by =0, by2=0,b%7,=0,bs=0,b3=0y b, =0.
No hay una degeneracién no trivial.

2.sin(x) = 0 (cos() = +1)
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En este caso, la degeneracién da una solucién no trivial al sistema de ecuaciones polinomi-
ales {p1=0,p2=0,47=0,98 =0,96 =0} u{q2=0,93 =0} u{qs = 0,910 = 0,411 = 0}.

Resolviendo este sistema, tenemos que byg = %\/ 16b32 + 14bZ +4b3 + 8bZ, b, =

%\/—4b%1 —8bé - 10b§ - 12b§, bz = \/—bg +b§ +b% y b, b7, bg, be, b11 € R. Asi, bg=0,b7 =0,
bg =0, bg = 0 y se sigue que byp =0, b3 =0y by = +v/-1by;. Luego, debe pasar que b7 = 0.

No hay una degeneracién no trivial.

3. cos(a) =0 (sin(a) = +1)

En este caso, la degeneracién da una solucién no trivial al sistema de ecuaciones polinomi-
ales {p1=0,p2=0,47=0,43=0,46 =0} u{q1 =0,94 =0} u{qo =0,q11 =0,q12 = 0}.

Resolviendo este sistema, tenemos que by =1/-b%, +b2 + b2, by =
q 1179797

%\/16b§+14b§+4b%1 +8b2, bg = %\/—4bﬁ—8bé—10b§—12b§ y bi11,bg,bg, b7, bg € R. Asi,
b4 =0 b6 = 0, b7 = O, bg =0 y se sigue que b9 = O, b]z = b]], y b1 = :i:\/—]b]]. Luego, debe
pasar que by =0 y en consecuencia by, =0, by = 0. No hay una degeneracién no trivial.

III) sen(f) =0 (cos(B) = £1)

gt U=

1. sin(a) y cos(«) son no nulos
We recall that f; 5 y f35 do not vanish simultaneously.
a. f25 esno nulo

En este caso, la degeneracién da una solucién no trivial al sistema de ecuaciones polinomi-
ales {p1 = 0,p2 = 0,47 = 0,4s = 0,45 = 0} U{qr = 0,42 = 0,43 = 0,q4 = O} U{gs = 0,q11 =
O} @) {q1o = O}

i) 8b2+7b3 +4b2 -2b3 +2b3 =0
il) 2b2+2bg -2b%-2b3 =0
iii) 10b2+9b3 +4bZ - 2b3 -2b2 =0
iv) bZ+bg-b7-bi; =0
v) 8b%+7bg—2bj +4bZ +2b7, =0

Resolviendo ii) para 2b3 y reemplazando en v)
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8b2 + 7b% + (2b3 - 2b% - 2b3) +4bZ + 2b3, = 0

Asi, b7 =0,bg =0,b3 =0,bs =0, bjp =0y se sigue que b3 +b3, =0, b3 +bZ, b5 +b3 =0
y b3 +b? = 0. Luego, debe pasar que b? = 0, b3, = 0, b3 = 0, b7 = 0, b5 = 0. No hay una
degeneracién no trivial.

b. f35 es no nulo

En este caso, la degeneraciéon da una solucién no trivial al sistema de ecuaciones polinomi-
ales {p1 =0,p2 =0,97 =0,98 = 0,95 =0} u{q1 =0,92 = 0,93 = 0,94 = 0}u{qe = 0,977 =
0} u{q10 = O}.

Resolviendo este sistema, tenemos que

i) 8b2+7b3 +4b2 —2b5 +2b3 =0
il) 2b2+2b3-2b5-2b3=0
iil) 10b2 +9b3 +4bZ - 2b3 - 203 =0
iv) b2+b3-bs-b%, =0
V) 6b%+5b% +2b% +4bZ +2b%, =0
De v) se sigue que by =0, bg =0, b; =0, b5 =0, by, = 0 y asi b%+b% =0, b§+b§ =0,

bé +bﬁ =0, b% = 0. Luego, debe pasar que b1 =0, b, =0,b3=0,b4=0,b9g =0y by; =0. No
hay una degeneracién no trivial.

2.sin(«) = 0 (cos(wx) = +1)

En este caso, la degeneraciéon da una solucién no trivial al sistema de ecuaciones polinomi-
ales {p1=0,p2=0,97=0,48 =0,45 =0} u{q1 =0,44 =0} Uu{q9 =0,910 = 0,412 = 0}.

Resolviendo este sistema, tenemos que by, = %\/ —4b% - 8b§ - 10b§ - 12b%, by =

\/~b2o +b3 +b2, by = 31/16b2 + 14b2 +4b3; +8b2, by, bio, bs, b7, bg € R. Asi, bs =0, by =0,

bg =0, by =0y sesigue que by, =0, by = +v/-1b1o, bo = byo. Luego, debe pasar que b1p =0y
en consecuencia by =0, by = 0. No hay una degeneracién no trivial.

3. cos(a) =0 (sin(x) = £1)

En este caso, la degeneraciéon da una solucién no trivial al sistema de ecuaciones polinomi-
ales {p1=0,p2=0,97=0,43=0,45 =0} u{q2=0,43 =0}t U{q10=0,912 = 0,411 = 0}.

Resolviendo este sistema, tenemos que by = %\/ 1 6b§ + 14b§ + 4b%2 + 8b§, by =

\ /—b%2 +b§ +b%, b3z = %\/—4b%0 —8b§ - 10b§ - 12b%, bs, b7, bg, b1z, b1g. Asi, b5 =0, b7 =0
bg =0, byjp =0y se sigue que b1 = by, by = £V/-1b771, b3 = 0. Luego, debe pasar que by1 =0

y en consecuencia by, =0, by = 0. No hay una degeneracién no trivial.

En cualquier caso, no hay una degeneracién no trivial. Asi, 1.3(i)) debe ser nilradical Ein-
stein para cualquier A # 0
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Derivacién pre-Einstein: % Diag(1,2,2,3,3,4,5)
|75][* = 15 » 0.895

1.3(in) n) e, L12(3C) (1,3,5,7)N
A=0 A=0 [Car] (£=0)
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
13 (7,4,0) (7,4,2,1,0)

[e1,e2] =es,[er,e3]=es5,[e1,ea] =eq,[e1,e6] =€7,[e2,e3] =6, [e2,e5] =€7,[e3,e5] = €7
Esta algebra no es un nilradical Einstein por [Nik2, Theorem 5]. En efecto,
Derivacién Pre-Einstein ]5—7 Diag(1,2,2,3,3,4,5).
Sea X = Diag(],( 2 (2) ),—1,—1,0,1). X € g¢ Por tanto, g¢ = exp(tX) € Gg.
[e1,e2] = (1 +e*)eq + S(e™*t - 1)es,
gt-u=4 [er,e3]= %(e“” -1)esq + %(1 +e M)es,

[e1,es4] =eq, [e1,e6] =e7,[e2,e3] = e, [e2,e5] =e7,[e3,e5] =€

La G —6rbita de 1 no es cerrada porque g¢-p — ficuando t - oo y (R’,T) no es isomorfa a
(R7,u); dimDer(R”, i) = 13 y dim Der(R’, i) = 14

1.3(it) n; 63 (1,3,5,7)L
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
14 (7,4,0) (7,4,2,1,0)

— { [e1,e2] =eq,[e1,e3] =es5,[e1,e4] = es,[€1,e6] = €7,[€2,€3] = €6,
[e2,e4] = e7,[e2, 5] = Se7,[e3,e4] = —5e7

Esta algebra no es un nilradical Einstein por [Nik2, Theorem 5]. En efecto,

Derivacién Pre-Einstein ¢ = % Diag(1,2,2,3,3,4,5).
Sea X = Diag(-145,730,-294,293,-731,148,-1). X € g4 por tanto, g = exp(tX) € Gg.

-292t e—292 t

es, [e1,ea] =eq,

es, [e2,e4] =102 te;

es,[e1,e3]=
_ o288t

[e1,e2]=¢€
gt-L=1 [e1,es] =e*tes, [e2, €3]
1

[e2,e5] = 5€7, [e3,e4] = —%67

7

La Gy —6rbita de p no es cerrda porque g¢-u — L cuando t - oo y (R’, 1) no es isomorfa a
(R7,u); dim Der(R”, it) = 14 y dim Der(R’, i) = 21

1.3(iit) ;65 L18(3C) (1,3,5,7)F

dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
13 (7,4,0) (7,4,2,1,0)
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[61,62] = €4, [61,63] =e€s5, [61,64] = €¢, [61/66] =€z, [62,64] =€z, [63,65] =e7

{ej...e7} es una base nice.

31 0 1 0 o0
T3 1 1 0 0
U 0 1 3 0 1 0
o0 s 1
o 0o 1 1 3 1
| o0 0o 1 1 3 ]

Solucién general a Ux = [1]: x = 3]—4(9, 5,8,2,5, 9)T. Esta algebra es un nilradical Einstein.

Derivacién pre-Einstein: % Diag(1,2,2,3,3,4,5).
|6l|* = 15 ~ 0.895

1.3(iv) ;g7 133(3C) (2,4,7)R
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
13 (7,4,0) (7,4,2,0)

[e1,e2] =e4,[e1,e3] =e5,[er,ea] =eg, [e2,e3] =eq, [€2,e4] =€7,[e3,e5] = e7

{ej...e7} es una base nice.

3 1 o 1 0o 0

1 3 1 1 0o o0

U o 1 3 1 1 0
- 1 1 1 3 1 1

o o0 1 1 3 1

o o0 o0 1 1 3

Solucién general a Ux = [1]: x = 11—7(5, 3,4,-1,3,5)". Esta algebra no es un nilradical Einstein.
Derivacién pre-Einstein: % (1,2,2,3,3,4,5)

1.3(v) ;99 129(n3) (1,3,5,7)C
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
13 (7,3,0) (7,3,2,1,0)

. { [e1,e2] =es,[e1,e4] =es,[e1,e6] =e7,[e2,e3] = eq, [e2,€4] = €7,
[e3,es] = —e7,[e3,e5] = —e7

Esta algebra no es un nilradical Einstein por [Nik2, Theorem 5]. En efecto,

Derivacién Pre-Einstein ¢ = % Diag(1,2,2,3,3,4,5).
Sea X = Diag(-1,2,-2,1,1,0,-1). X € g4 por tanto, g¢ = exp(tX) € Gg.
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G- 1= { [e1,e2] = es,[e1,es] = es, [e1,ec] = €7, [e2,e3] = es,
[e2,es] = *tes, [e3,e4] = —€7,[e3,€5] = —e7
La Gg—6rbita de 1 no es cerrada porque g¢-p — i cuando t — oo y (R”, ) no es isomorfa a

(R”,u); (R”,p) tiene rango = 1y (IR, i) tiene rango = 2 con toro maximal de derivaciones
semisimples generado por D1 = Diag(1,0,2,1,1,2,3) y D2 = Diag(0,1,0,1,1,1,1)

14 ng L% (1,2,3,4,5,7)
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
12 (7,5,0) (7,5,4,3,2,1,0)

[e1,e2]=e3,[er,e3] =e4,[e1,es] =e5,[e1,e5] =eq, [e1,e6] = €7, [ez,e3] = eg,[e2,e4] = €7

{e1...e7} es una base nice.

[ 3 o0 1 1 1 0 1 7]
o 3 o0 1 1 1 -1
T 0 3 0 1 0 1
U=|1 1 o 3 o 1 o
1 1 0 3 -1 1
o 1 0 1 -1 3 1

L1 1 01 0 1 1 3

Una solucién a Ux = [1]: x = HW(1O,21,18,16, 18,21,18)7. Esta dlgebra es un nilradical Ein-
stein.

Derivacién pre-Einstein: % Diag(1,3,4,5,6,7,8).
|71 = 29 » 0.8196721312

61
1.5 n, 1, | B35(n3) (2,3,4,5,7)D
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
11 (7,5,1,0) (7,5,4,3,2,0)

[e1,e2]=e3,[er,e3] =eq,[e1,es] =e5,[e1,e5] =eq, [e2,e3] = es,[e2,e5] = —e7,[e3,es4] = €7

{ej...e7} es una base nice.
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Una solucién a Ux = [1]: x = 31—1(7, 9,8,2,2,7,7)". Esta algebra es un nilradical Einstein.
Derivacién pre-Einstein: 3% Diag(1,3,4,5,6,7,9).
|-l1* = 25 ~0.7380952381

1.6 e 132 (1,2,3,4,5,7)B
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
12 (7,5,0) (7,5,4,3,2,1,0)

[e1,e2]=e3,[er,e3] =e4,[e1,e4] =e5,[e1,e5] = e, [e1,e6] = €7,[ez,e3] = €7

{e1...e7} es una base nice.

1 1 1 0 3 1

0o 1 o o 1 3

Solucién general a Ux = [1]: x = 31—4(5, 5,9,8,2,9)". Esta algebra es un nilradical Einstein.

Derivacion pre-Einstein: 3% Diag(1,4,5,6,7,8,9).

|][* = 15 ~ 0.8947368421

1.7 L3¢ (2,4,7)0
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
15 (7,4,0) (7,4,2,0)

[e1,e2] =eq,[e1,e3] =es5,[e1,e4] = €6, [e1,e5] = €7,[e2,e3] = e¢,[€2,€4] = €7

{ej...e7} es una base nice.

1 1 T 0 3 1

o o0 1 1 1 3

Solucién general a Ux = [1]: x = 2]—9(5, 6,3,5,3,6)". Esta élgebra es un nilradical Einstein.
Derivacién pre-Einstein: 2% Diag(2,3,4,5,6,7,8).
|75]1> = 33 ~ 1.04
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1.8 n, 2o | L13(3C) (1,3,5,7)]
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
11 (7,4,0) (7,4,2,1,0)

[61,62] = €4, [61,64] = €6, [61,66] =ez, [62,63] =es5, [62,64] =ez, [63,65] =ez

{ej...e7} es una base nice.

0 1 1 1 3 1

o 0 1 0o 1 3

Solucién general a Ux = [1]: x = 1]@(24, 48,27,40, —5,39)T. Esta algebra no es un nilradical
Einstein.

Derivacion pre-Einstein: % Diag(2,4,3,6,7,8,10)

1.9 N o L?g (2,4,5,7)K
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
14 (7,4,0) (7,4,3,1,0)

[e1,e2] =es,[e1,e3] =eg,[e1,e4] =e5,[e1,e5] =e7,[ez,e3] =e7,[e2,e4] = eg

{ej...e7} es una base nice.

31 0 1 1 0
T3 1 1 1
u o 1 3 o0 o0 1
- 1T 1 0 3 1 o0
11 0 1 3 1
| o 1 1 0o 1 3 ]

Solucién general a Ux = [1]: x = %(15,—1,18,15, 8,14)T. Esta algebra no es un nilradical
Einstein.

Derivacién pre-Einstein: é—g Diag(2,3,6,5,7,8,9)

1.10 n; L3¢ (1,3,4,5,7)F

dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
11 (7,5,0) (7,5,4,2,1,0)
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[61,62] =e€3, [61,63] =€4, [61,64] = €¢, [61/66] =€z, [62,63] = €5, [62,65] =e7

{ej...e7} es una base nice.

0o 1 o 0 3 o0

1 o o 1 o0 3

Solucién general a Ux = [1]: x = 3173(35, 68,106,54,95,88)T. It is Einstein nilradical.

Derivacién pre-Einstein: 34% Diag(2,3,5,7,8,9,11).

|75 = 322 ~ 0.792

1.11 1,46 | 13,(30) (1,2,4,5,7)E
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
11 (7,4,0) (7,4,3,2,1,0)

[e1,e2] =e4,[e1,e4] =e5,[e1,e5] =eg, [e1,e6] = €7, [e2, €3] = eg,
[62,64] = €g, [62,65] =eyz, [63,64] =—-€7

Sea g € GL7(IR) dada por

Hi=

1 0 0 0 0 0 0
0o ¥2lo 0 0 0 0 0
0 0 7%/372’7" 743220 0 0 0
0 0 Vaz L) 0 0 0
0 0 0 0 2E/890 0 0
0 0 0 0 0 5695 0
0 0 0 0 0 0 2823870
cuya inversa g~ es
1 0 0 0 0 0 0
0 2L 0 0 0 0 0
0 0 3143790 31y32 0 0 0
o o AP im0 o 0
0 0 0 0 31V/5890 0 0
0 0 0 0 0 261495 0
0 0 0 0 0 0 1825923870
La accién de g sobre p da una dlgebra de Lie isomorfa, g-p =1
_ 71767 465 _ V651 _ V61845
[e1,e2] = L5820 es + Yo92ey, [e1, €3] = Y33 es, [e1, ea] = Y5e2es,
1= V62 V20706 41767
W= [61/65] = 766/[61/66] = We%[ez;eﬂ = —5go0 €6/
V64790 V920706

[62165] ="7178 €7/ [63164] =~3178 €7
Por un célculo directo, es f4cil ver que el moment map de |t con respecto a la base ordenada
{e1,...,.e7} es:
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Diag(_)9 13 7 7 151
837773177317 317 31731731
25

6 .
= —3—11d + 3—]D1ag(1,2,3,3,4,5,6)

m(f) )

Como Diag(1,2,3,3,4,5,6) es una derivacién del algebra de Lie (R’, 1) entonces por [Laus,
Theorem 4.2], Esta dlgebra es un nilradical Einstein.
|51 = 32 ~ 0.806

1.12 1 40 132 (1,3,4,5,7)D
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
12 (7,4,0) (7,4,3,2,1,0)

W= { [61,62] = €4, [61,64] = €5, [61,65] = €6, [61166] =€z, [62,63] =ez,
[e2,e4] =eq,[e2,€5] = €7
Sea g € GL7(IR) dada por

1 0 0 0 0 0 0
o 14322 0 0 0 0 0
33v/1085 33v/1085
0 0 53816 0 53816 0 0
0 0 0 SyED 0 0 0
0 0 _3v/23870 0 3v/23870 0 0
26908 53816
9935
0 0 0 0 0 AR 0
29v/11935
0 0 0 0 0 0 6673184
: -1
cuya mversa g €s
1 0 0 0 0 0 0
0o M14s522 0 0 0 0 0
248v/1085 12423870
0 0 295 0 i 0 °
0 0 0 124385 0 0 0
165
4961085 124+/23870
0 0 a9 0 T 0 0
0 0 0 0 0 1537635 0
495
3075211935
0 0 0 0 0 0 2075211935

La accién de g sobre p da una dlgebra de Lie isomorfa, g- =1

T { le1,e2] = Y230 [e,e3] = L3l eg, [e1, 4] = L2 ey 4 Y25,
[e1,e5] = Y522eq, [e1,e6] = Y23 e7, [e2, €3] = YH32e7, €2, 4] = Y02 e

Por un célculo directo, es facil ver que el moment map de i con respecto a la base ordenada
{e1,...,er} es:

41 57 7 8 7 9 43

[ = D TR’ AR’ AAAl A1 qAA AT A
m() 08(~ 3 124 "124’ 31" 124’ 62 124
107. . 25
- Y 1d+ 2 Diag(1,2,4,3,4,5,6
12414+ 724 Plag(1,2,4,3,4,5,6)

Como (1,2,4,3,4,5,6) es una derivacion del dlgebra de Lie (R’, i) entonces por [Lau3, Theo-
rem 4.2], Esta algebra es un nilradical Einstein.

175112 = 192 ~ 0.863
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1.13 ;30 L3Z (2,3,4,5,7)E
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
12 (7,5,0) (7,5,4,2,1,0)

W= { [61,62] = 63,[61,63] = 64,[61,64] = €6, [61,65] = 67/[61166] =€z,
[e2,e3] =es5,[ez,e4] = €7
Sea g € GL7(IR) dada por

1 0 0 0 0 0 0
o vz 0 0 0 0 0
o o 32 0 0 0 0
3v238
0 0 0 S22y 0 0 0
9V 154 29V 154
0 0 0 0 25432 25432 0
3V77 21V77
0 0 0 0 12716 T 50864 0
9119
0 0 0 0 0 0 2yl
. -1
Cuya mversa g
1 0 0 0 0 0 0
0o V7 0 0 0 0 0
o o 342 0 0 0 0
0 0 0 68238 0 0 0
1156V/154 462477
0 0 0 0 T4 o 0
4624154 462477
0 0 0 0 693 - 231 0
0 0 0 0 0 0 % \;”9

La accién de g sobre p da una dlgebra de Lie isomorfa, g-p =1

ﬁ':{ [e1,e2] = 3\/_63,[61,63] 2y, [e1,e4] = 3382 e5 - 130 e,
[e1,e5] = Y220e7, [e2, €3] = 255 %e5 + Y2218 ¢eq, [, €4] = 3¢_

Por un célculo directo, es facil ver que el moment map de i con respecto a la base ordenada
{ejy,...,e7} es:

Dia (_E 3P 3773,
BT68 177 68 34768768717
= ——Id+]—3D1ag(1 2,3,4,5,5,6)

m(10)

Como Diag(1,2,3,4,5,5,6) es una derivacién del dlgebra de Lie (R’, 1) entonces por [Laus,
Theorem 4 2], Esta algebra es un nilradical Einstein.
|75]1* = 55 ~0.853

1.14 "7 27 L33(n3) (2,3,4,5,7)F
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
11 (7,5,1,0) (7,5,4,2,1,0)

. { [e1,e2] = e3,[e1,e3] = ea,[e1,ea] = €6, [e2, €3] = €5,[e2,€5] = —e7,

[e2,e6] = —e7,[e3,eq] =7
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Sea g ¢ GL7(IR) dada por

1 0 0 0 0 0 0
0 3¥273683 0 0 0 0 0
0 0 -57v229 0 0 0 0
0 0 0 -Za1veer 0 0 0
0 0 0 0 51129908314 _51129/908314 0
2397670816 2397670816
0 0 0 0 12671199958 _ 74199958 0
2397670816 58479776
cuya inversa g~ es
1 0 0 0 0 0 0
0 2233883 0 0 0 0 0
0 0 -4756v799 0 0 0 0
0 0 0 2512y 667 0 0 0
0 0 0 0 5654884908314 137924~/99958 0
566355933 903279
0 0 0 0 _137924+/908314 13792499958 0
3312023 903279
o o 0 0 o 0 1311333088/5363
La accién de g sobre p da una dlgebra de Lie isomorfa, g-pu =1
V519593 V377
[e1,e2] = = 2378 €3/ [e1,e3] = “5g €4,
1= _ 3v/605845438 V126034 _ N777722 _ 358406
H [e1,ea] = 2555065~ €5 + “Eias  C6s[€2,€3] = Eia5"¢5 — S5y Ce
V126034 313079
[e2,e5] = Y3735 €7, [€3,e4] = 2 7go—€7

Por un célculo directo, es facil ver que el moment map de i con respecto a la base ordenada
{e1,...,e7} es:

7 8 7 1 110
29 758" 29" 58'29'29° 29

9
=g Diag(1,2,3,4,5,5,7)

m(fr) = Diag(- )

43
-
=3 d+

Como Diag(1,2,3,4,5,5,7) es una derivacién del adlgebra de Lie (IR7,H) entonces por [Laus,
Theorem 4.2], Esta dlgebra es un nilradical Einstein.

|51 = 23 ~ 0.741

1.15 150 =2 (1,3,4,5,7)B
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
13 (7,4,0) (7,4,3,2,1,0)

[e1,e2] =es,[er,ea] =e5,[e1,e5] =eg, [e1,e6] =e7,[ez2,e3] = €7,
[e2,e4] =€y

Sea g € GL7(IR) dada por

pi=

1 0 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 0
0 0 _ 547355 247355 0 0 0
282408 35301
1231230 1231230
0 0 70602 70602 Joi 0 0
1430
0 0 0 0 AL 0 0
11V/2665
0 0 0 0 0 1266 0
0 0 0 0 0 0 11v130




A.1 CLASIFICACION DE LOS NILRADICALES EINSTEIN DE DIMENSION 7

cuya inversa 971 es

1 0 0 0 0 0

o Alvll 0 0 0 0
328v/47355 6561231230

0 0 - 1155 15015 0 0
32847355 411231230

0 0 1155 3003 0 0

0 0 0 0 33621430 0

715
0 0 0 0 0 67242665
715
0 0 0 0 0 0

La accién de g sobre p da una dlgebra de Lie isomorfa, g-p =1

_ 2/4305

1o | leve] =255 e3+ Y5306, [e, 3] = 2432388 ¢5 [, 4]

le1,e5] = Y2%2¢4, [e1,e6] = LB2e7,[e2, 4] = YEEL e,

Por un célculo directo, es facil ver que el moment map de i con respecto a la base ordenada

{ej,...,e7} es:

m(ff) = Diag(-

38 15 .
= —4—11d+ 8—2D1ag(],3,4,4,5,6,7)

Como Diag(1,3,4,4,5,6,7) es una derivacion del dlgebra de Lie (IR7,FL) entonces por [Laus,

Theorem 4.2], Esta dlgebra es un nilradical Einstein.
|72 = 28 ~ 0.927

0
0
0
0
0
0

5V861

1722

6131 8 8 172
82" 82" 417 417 82'41782

137842130
715

€s,

a1
1.16 132 (2,4,5,7)D
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
15 (7,4,0) (7,4,2,1,0)

[e1,e2]=e3,[er,e3] =es5,[e1,es] =eg, [e1,e5] =e7, [e1,e6] = €7,

[e2,e3] =¢e7

Sea g € GL7(IR) dada por

1 0 0 0 0 0 0
0o 45 0 0 0 0 0
o o 30 5o 0 0 0
0 0 AL AT) 0 0 0
o 0 0 0 5Y57 337 0
o o 0 0 0 0 1592
Cuya inversa 971 es
1 0 0 0 0 0 0
0o 2[5 0 0 0 0 0
0 0 19530 3815 0 0 0
0 0 1930 _381¢5ﬁ 0 0 0
0 0 0 0 38]%85 38{?577 0
0 0 0 0 33\1/? 381J5ﬁ 0
0 0 0 0 0 0 1444

o

La accién de g sobre p da una dlgebra de Lie isomorfa, g-p =1

N
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— { [e1,e2] = Y3gtes + ge% [e1, €3] = Y356, [e1,€4] = ge&
[61/66] = 3]81_467, [62, 63] = @67, [62,64] — _\/_?18]467

Por un célculo directo, es facil ver que el moment map de i con respecto a la base ordenada
{e1,...,e7} es:

- . 29 9 7 7 2 2 15
m(f) - Diag(-5y, )

“19'738' 738719719 38
20

1 .
= _ﬁld+ 3—8D1ag(1,2,3,3,4,4,5)

Como Diag(1,2,3,3,4,4,5) es una derivacién del algebra de Lie (]R7,LI) entonces por [Lau3s,
Theorem 4.2], Esta 4lgebra es un nilradical Einstein.
||5”f5”2 = %—8 ~ 1.05

1.17 ;s L1%(n3) (1,2,4,5,7)L
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
11 (7,5,1,0) (7,5,4,2,1,0)

W= { [61,62] =e3, [61163] = €4, [61,64] = €6, [61166] =€z, [62,63] =e€s,
[e2,e5] =eq,[e2,e6] = €7,[e3,e4] = —e7,[e3,e5] =e7

Sea g e GL7(IR) dada por

1 -1 0 0 0 0 0
V2 V2 0 0 0 0 0
o o MEIVZ 0 0 0 0
o 0 0 S35 S35 0 0
o o o VIZ/5VI _YT3U5VE 0 0
o o0 0 0 0 335 VATV5V2 0
o o0 0 0 0 0 653
cuya inversa g~ es
S # 1 0 0 0 0 0
-3 0 0 0 0 0
o o MeIlV3 0 0 0 0
0 0 0 47\]/5\/3 47\/1?36\0/3\/7 0 0
0 0 0 47\I/§x/§ _47\/2\0/5\5 0 0
o o 0 0 0 A7V/475V2 0
0 0 0 0 0 0 22093
La accién de g sobre p da una dlgebra de Lie isomorfa, g-p=1
V611 V235 V611 235
~ . [e1,e2] = 9—63,[61,63] =47 es,[e1,e5] = “o7 €6, [e2,e3] = 54 €4,
o V611 /705 V705
[e2,e4] = Yore6,[€2,€6] = Y557e7,[e3,e5] = —Y5>e7

Por un calculo directo, es facil ver que el moment map de it con respecto a la base ordenada
{e1,...,e7} es:

m(f)) - Dia (_2_3 2B 7 4 4n ‘_5)
W= YR8\ T4z a7 Toar a7 47 94" 47
65

19 .
= —ﬁ1d+ ﬁD1ag(1,1,2,3,3,4,5)
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Como Diag(1,1,2,3,3,4,5) es una derivacién del dlgebra de Lie (IR”, i) entonces por [Lau3,
Theorem 4.2], Esta dlgebra es un nilradical Einstein.
-7p117 = g—i ~ 0.692

Otra forma de probar que 1.17 es un nilradical Einstein

Sea g € GL7(IR) dada por

cuya inversa g~ es

0 0 o 0 0 4 0

0 0 0o 0 0 o 8

La accién de g sobre p da una dlgebra de Lie isomorfa, g-p =1

T { [e1,e2] = e3,[e1,e3] =eq,[e1,e4] = eg,[e1,e6] = €7,[€2,€3] = e5,
[e2,e5] = e, [e3,e5] = e7

{ej...e7} es una base nice of (R™, 1)

3 o 1 1 0 1 -1
0 3 0 1 1 0 1
1 o 3 0 0 1 0
U= 1 1 0 3 o -1 1
0 1 0 0 3 0 0
1 o 1 -1 0 3 1
L -1 1 0 1 0 1 3

Una solucién a Ugx = [1]: x = 61—5(13,5, 13,15,20,13,15) 7. Esta algebra es un nilradical Einstein.

118 n; 57 (2,4,5,7)]
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
13 (7,4,0) (7,4,3,1,0)

= { [e1,e2] =es,[e1,es] =es5,[e1,e5] =e7,[e2,e3] =es +e7,[e2,e4] = €6
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Sea g € GL7(IR) dada por

294 0 0 0 0 0 0
0 -12+/1551 0 0 0 0 0
0 0 18V1034  -54/1034 0 0 0
0 0 19894  -198V94 0 0 0
0 0 0 0 237647 0 0
0 0 0 0 0 237620163 0
0 0 0 0 0 7128141 -9504~/147

cuya inversa g~ es

R4 0 0 0 0 0 0
0 -yI55T 0 0 0 0 0
0 0 VAT'FY VT 0 0 0
0 0 SEVAT'ET MY 2 0 0 0
0 0 0 0 SRy A 0 0
0 0 0 0 0 SYges2 0
0 0 0 0 0 V20163 _ V141

63876384 1340064

La accién de g sobre p da una dlgebra de Lie isomorfa, g-p=1

3141 V1551 3v517 347
ﬁ'_ [eheZ]: 188 e3 + 188 641[61163]: 188 65/[61164]: 188 €s,

le1,e5] = Y282, [es,e3] = Yoe, [eg, 4] = L1222,

Por un célculo directo, es facil ver que el moment map de i con respecto a la base ordenada
{e1,...,e7} es:

m(i)) - Dia (_ﬁ (43 10 10 3 13 E)
W= YR8\ 47 Toa’ Ta7' 47" 94" 477 47
89

23 .
= —9—41d+9—4D1ag(1,2,3,3,4,5,5)

Como Diag(1,2,3,3,4,5,5) es una derivacién del algebra de Lie (]R7,ﬁ) entonces por [Lau3s,
Theorem 4.2], Esta 4lgebra es un nilradical Einstein.
|51 = 82 ~ 0.947

1.19 n,gr | L33(3C) (2,4,7)H
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
11 (7,4,0) (7,4,2,0)

[el,ez] = €4, [61,63] =es5, [61,64] =ez, [61,65] = €6, [62,64] = €6, [63,65] =€z

{ej...e7} es una base nice.
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Solucién general a Ux = [1]: x = %(7, 7,1,1,9,9) 7. Esta algebra es un nilradical Einstein.
Derivacién pre-Einstein: % Diag(1,1,1,2,2,3,3).

|5]1* = 35 ~ 0.8529411765

1.20 n e 122 (n3) (1,2,4,5,7)D
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
11 (7,4,1,0) (7,4,3,2,1,0)

[e1,e2] =e3,[er,e5] =eg, [e1,es] =e7,[e2,e3] =es,[e2,e4] = €q,[e2,e5] = €7,[e3,e4] = €7

{e1...e7} es una base nice.

3 1 1 0 1 1 -1
1 3 0 0 1 1 0
1 0 3 0 -1 1 1
U=| o o o 3 o 1 o
1 1 -1 0 3 1 1
1 1 1 1 1 3 1
L -1 0 1 0 1 1 3 4
Solucién general a Ux = [1]: x = (% —t,%,% +t,%,t,—%,ﬁ—; —t)T. Esta algebra no es un

nilradical Einstein.

Derivacion pre-Einstein: 4‘% Diag(1,2,3,5,6,7,8)

1.21 n; 36 L12(n3) (1,2,4,5,7)F
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
11 (7,4,1,0) (7,4,3,2,1,0)

_ { [e1,e2] = eq,[e1,ea] = e5,[e1,e5] = eg, [e2,e3] = eg, [e2,€4] = eg,
[e2,e6] =e7,[es,e5] = —e7

Esta algebra no es un nilradical Einstein por [Nik2, Theorem 5]. En efecto,

Derivacién Pre-Einstein ¢ = 2% Diag(1,2,3,3,4,5,7).
Sea X = Diag(—4,23,-28,10,-1,-8,8). X € g¢ por tanto, g = exp(tX) € Gg.

7 3 3t

teg,[e2,e3] =e " teg,

te7, [es, e5] = —etes

tes,[er,e5] =€

-9t -
€1, ezxf=e €4,1€1,e4|=¢€

[e2,e4] =e *tes, [e2,e6] =€~

La Gy —orbita de u no es cerrada porque g¢ - - 0 cuando t — oo.
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A.1.3  Rango dos

2.1(1n)
A£0,1

A
N7 64

L74(30)
[Car]

(1,3,5,7)M
£=M\£%0,1

dim Der
14

dim Serie derivada

(7,4,0)

dim Serie C. Desc.

(7,4,2,1,0)

[e1,e2] = es,[er,e3] =e5,[e1,es] = eg,[e1,e6] = e7,[e2,e3] = e, [e2,e5] = Aey, [e3,e4] = (A -
1)67

{e1...e7} es una base nice.

301 0 1 1 1 -
T3 1 11 a1
o 1 3 o0 1 0 1
U=| 1+ 1 o 3 -1 1 1
o1 o1 -1 31
11 0 11 3
I T T T TR S

Una soluciéon a Ux = [1]: x = 3]—8(5, 7,8,6,4,9,3)T. Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,2,1,3,2,3), D, = Diag(0,1,0,1,0,1,1).
Derivacion pre-Einstein: % Diag(3,5,6,8,9,11,14)
|l1* = 33 ~0.905

2.1(in) n ., ]
A=0 A=0 L7s (2,3,5,7)B
dim Der | dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
14 (7,4,0) (7,4,2,1,0)

[61,62] = €4, [61,63] =es5, [61,64] = €g, [61,66] =ez, [62,63] = €g, [63,64] =-€7

{ej...e7} es una base nice.

[ 3 1 0 1 1 -1 T
1 3 1 1 1 1
0 1 3 0 1 1

u =

1 1 0 3 -1 1
1 1 1 -1 3 1

-1 1 o1 1 1 3]

: 2 1T v = (] 1 4 9 8 T £ .
Solucién general a Ux = [1]: x = (75 +t,~ 75, 79, 70 — 1,75 — t,t) ' . Esta dlgebra no es un nilrad-

ical Einstein.
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Toro maximal de derivaciones semisimples:
D, = Diag(1,0,2,1,3,2,3), D, = Diag(0,1,0,1,0,1,1).
Derivacion pre-Einstein: % Diag(3,5,6,8,9,11,14)

2.1(ix) ) o4 L17(30) (1,3,5,7)M
A=1 A=1 [Car] E=1
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
14 (7/4/0) (7/4/21110)

[e1,e2] =e4,[e1,e3] =e5,[er,ea] = e, [e1,e6] =€7,[e2,e3] =g, [e2,e5] = e7

{ej...e7} es una base nice.

31 0 1 1 1
T3 o1 o1 1 4
U o 1 3 0o 1 o0
o o s oo
T o1 -1 3

| 1 -1 0 1 1 3]

Solucién general a Ux = [1]: x = (]1—9, —]1—9 +1, %, % -1, % -t,t) y una solucién particular es
X = 31—8(2, 7,8,9,7,9 7. Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,2,1,3,2,3), D, = Diag(0,1,0,1,0,1,1).
Derivacion pre-Einstein: % Diag(3,5,6,8,9,11,14)
|6l1* = 33 ~0.905

17
20(H) | nyg, | 7AGC) (1,3,5,7)D
’ b=0
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
14 (7,4,0) (7,4,2,1,0)

[e1,e2] =es,[er,e3] =e5,[e1,ea] =eg, [e1,ec] =€7,[e2,e5] =€e7,[e3,es] = €7

{e1...e7} es una base nice.

31 0 1 1 -1
T3 1 1 -1
u o 1 3 0 o0 1
- o1 o0 3 11
T -1 0 1 3 1
| 1 o1 o1 1 1 3]

Una solucién a Ux = [1]: x = 1]—9(4, 4,4,1,5,3)". Esta algebra es un nilradical Einstein.
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Toro maximal de derivaciones semisimples:

D; = Diag(1,0,2,1,3,2,3), D, = Diag(0,1,0,1,0,1,1).

Derivacion pre-Einstein: % Diag(3,5,6,8,9,11,14)

|l1* = 33 ~0.905

2.1(iit)

"7 101 L),(3C)

(1,3,5,7)A

dim Der
14

dim Serie derivada

(7,3,0)

dim Serie C. Desc.

(7,3,2,1,0)

[61,62] = €4, [61,64] = €6, [61,66] =ez, [62,63] = €6, [62,65] =ez, [63,64] =-€7

{ej...e7} es una base nice.

Solucién general a Ux = [1]: x = (]1—9 +1, 75,70

3 0 1 1
0 3 0 1
1 0 3 -1

1 0 1 1

-1 1 1 1

3
1

7

719

1

3

-t

1

, 75,t) y una solucién particular es

X = ]1—9(4, 4,5,4,1 ,3)T. Esta dlgebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D; = Diag(1,0,2,1,3,2,3), D, = Diag(0,1,0,1,0,1,1).

Derivacion pre-Einstein: % Diag(3,5,6,8,9,11,14)

||§ﬂ[3H2 = % ~ 0.905

2.1(iv)

L12(3C)
b=-1

(1,3,7)D

dim Der
14

dim Serie derivada

(7,3,0)

di

m Serie C. Desc.
(7,3,1,0)

[61,63] =es, [61,64] = €6, [61,66] =ez, [62,63] = €6, [62,65] =ez, [63,64] =e7

{ej...e7} es una base nice.
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Solucién general a Ux = [1]: x = (1i —-t, 1i % +1,t, 11 -1, —11—9)T. Esta élgebra no es un nilrad-

9 9/ 79 9
ical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:
D; = Diag(1,0,2,1,3,2,3), D, = Diag(0,1,0,1,0,1,1).
Derivacién pre-Einstein: % Diag(3,5,6,8,9,11,14)

2.1(v) 133(30) (2,4,7)Q
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
14 (7,4,0) (7,4,2,0)

[61,62] = €4, [61,63] =es5, [61,64] = €, [62,63] = €6, [62,65] =€z, [63,64] =e7

{ej...e7} es una base nice.

31 0 1 1 -
T3 1 1 -1
U o 1 3 1 o 1
o s
To-1 0 1 3 1
| -1 o1 1 1 1 3]
4 1

Solucién general a Ux = [1]: x = (75 +t, 5 — t, % —t,t)". Esta dlgebra no es un nilrad-

ical Einstein.

197 19/

Toro maximal de derivaciones semisimples:
D, = Diag(1,0,2,1,3,2,3), D, = Diag(0,1,0,1,0,1,1).
Derivacion pre-Einstein: % Diag(3,5,6,8,9,11,14)

2.2 n; o5 (1,4,7)D
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
15 (7,4,0) (7,4,1,0)

_ { [e1,e2] =e5,[e1,e3] =g, [e1,e4] = 2e7,[e2, €3] = €4, [e2,€6] = €7,
[e3,e5] = —e7,[e3,e6] = €7

Esta algebra no es un nilradical Einstein por [Nik2, Theorem 5]. En efecto,

Derivacién Pre-Einstein ¢ = %Diag(], 1,1,2,2,2,3).
Sea X = Diag(1,-1,0,-1,0,1,0). X € g4 por tanto, g¢ = exp(tX) € Gg.

Gt iL= { [e1,e2] =es5,[e1,e3] =eq,[e1,e4] = 2e7,[ez, €3] = €4, [€2,€6] = €7,
[e3,e5] = —e7,[e3,e6] = e "e7

La G4 —6rbita de 1 no es cerrada porque g¢ - — ficuando t - oo y (R’,T) no es isomorfa a
(R”,u); dim Der(R”, ) = 15 y dim Der(R”, 1) = 17.
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2.3 10 Ll (1,2,3,4,5,7)A
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
13 (7,5,0) (7,5,4,3,2,1,0)

[e1,e2] =e3,[e1,e3] =e4,[e1,e4] =e5,[e1,e5] =eq, [e1,e6] = €7

{e1...e7} es una base nice.

1 1 0 3 0

1 1 1 0 3

Solucién general a Ux = [1]: x = %(5, 8,9,8,5)T. Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,1,2,3,4,5), D, = Diag(0,1,1,1,1,1,1).
Derivacién pre-Einstein: 32—7 Diag(1,16,17,18,19,20,21)
Hﬁﬁg”z = % ~ 1.06

24 ;3 L37(n3) (2,3,4,5,7)C
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
12 (7,5,1,0) (7,5,4,3,2,0)

[e1,e2]=e3,[er,e3] =es,[e1,e4] =e5,[e1,e5] =eq, [e2,e5] = —e7,[e3,e4] = €7

{ej...e7} es una base nice.

u 1 0 3 o -1 1
- 1 1 0 3 1 0

1 o -1 1 3 1

-1 0 1 0 1 3

Solucién general a Ux = [1]: x = 5]—2(12, 16,13,4,12,13)". Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,1,2,3,4,3), D, = Diag(0,1,1,1,1,1,2).
Derivacién pre-Einstein: % Diag(1,4,5,6,7,8,11)
|51 = 32 ~ 0.743

2.5 ;4 L1 (n3) (1,2,4,5,7)H

dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
12 (7,5,1,0) (7,5,4,2,1,0)
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[61,62] =e€3, [61,63] =€4, [61,65] = €¢, [61/66] =€z, [62,63] = €5, [62,64] = €6, [63,64] =€z

{ej...e7} es una base nice.

3 0 1 1 0o 1 -
o 3 1 1 1 -1 o
T 1 3 0 -1 1 o
U= 1 1+ o 3 o -1 1
o 1 -1 0o 3 1 1
S T T S T S
L 1 o0 o 1 1 1 3

Solucién general a Ux = [1]: x = (t1,—% +17 + 1y, % -t -y, % -1q, % —-t1 —t2,12,t1) a particular
solution is x = %(1 ,1,1,1,1,1,1)7. Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:
D, =Diag(1,0,1,2,1,2,3), D, = Diag(0,1,1,1,2,2,2).
Derivacién pre-Einstein: %Diag(],z, 3,4,5,6,7)

.7B]12 = 2 ~ 0.714

26 n; g L3} (n3) (2,3,4,5,7)B
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
12 (7,5,1,0) (7,5,4,2,1,0)

[e1,e2] =e3,[e1,e3] =es,[er,ea] = e, [€e2,€3] =€5,[e2,e5] =e7,[e3,e4] = —e7

{ej...e7} es una base nice.

3 0 1 0 1 -1

0 3 0 1 0 0

u 1 0 3 o -1 1
- 0 1 0 3 1 1

1 o -1 1 3 1

-1 0 1 1 1 3

Una solucién a Ux = [1]: x = 5]—2(13, 16,13,4,12, 12)T. Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,1,2,1,3,3), D, = Diag(0,1,1,1,2,1, 2).
Derivacién pre-Einstein: 51—2 Diag(10,23,33,43,56,53,76)
|75][* = 35 ~0.743

2.7 n; s L32 (2,3,4,5,7)A

dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
13 (7,5,0) (7,5,4,2,1,0)
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[61,62] =e3, [61,63] =€4, [61,64] = €6, [61,66] =€z, [62,63] = 65]

{ej...e7} es una base nice.

1 1 o 3 0

o 1 o 0 3

Solucién general a Ux = [1]: x = 11—8(3, 3,5, 4,5)T. Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:
D, = Diag(1,0,1,2,1,3,4), D, = Diag(0,1,1,1,2,1,1).
Derivacién pre-Einstein: 11—8 Diag(3,10,13,16,23,19,22)

|75][* = 55 » 0.9
2.8 n, 3, L% (2,4,5,7)M
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
13 (7,5,0) (7,5,4,2,0)

[e1,e2]=e3,[er,e3] =es,[e1,e4] =eg, [e1,e5] =e7,[ez,e3] =es5,[ez,ea] = €7

{ej...e7} es una base nice.

3 0 1 1 0 1

0 3 0 1 1 -1

1 0 3 1 0 1

u =
1 1 1 3 -1 1
0 1 0 -1 3 1
R I T R - S

- TR RS B 11 5 - . _
Solucién general a Ux = [1]: x = (g, 753 +t, ¢, 3 —t, 75 —t,t) y una solucién particular es x =

2]—4(4, 6,4,4,6,4). Esta dlgebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, =Diag(1,0,1,2,1,3,2), D, = Diag(0,1,1,1,2,1,2).
Derivacion pre-Einstein: 11—2 Diag(3,5,8,11,13,14,16)
|75]1* = & ~0.857

2.9 n; 33 132 (2,4,5,7)L

dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
12 (7,5,0) (7,5,4,2,0)
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[61,62] =e€3, [61,63] =€4, [61,64] = €¢, [62,63] =e€s5, [62,65] =€z

{ej...e7} es una base nice.

o 1 o 3 0

1 o o o0 3

Solucién general a Ux = [1]: x = 2]—8(4, 7,8,7,8) 1. Esta algebra es un nilradical Einstein.
Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,1,2,1,3,1), D, = Diag(0,1,1,1,2,1,3).

Derivacion pre-Einstein: zis Diag(1,1,2,3,3,4,4)

|l1* = 12 ~ 0.824

2.10 n; 30 L8, (n3) (1,3,4,5,7)C
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
12 (7,4,1,0) (7,4,3,2,1,0)

[e1,e2] =eq,[e1,e3] =e7,[e1,ea] =e5,[e1,e5] =g, [e2,e5] =e7,[es,e5] = —e7

{e1...e7} es una base nice.

3 1 0 1 1 -1
T3 1 1 1
u o 1 3 0o 0 0
- T 1 0 3 -1 1
T 1 0 -1 3 1
| -1 1 0 1 1 3]

Solucién general a Ux = [1]: x = (t,—1,2 %— t,% -t,t)T. Esta dlgebra no es un nilradical
Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:
D, = Diag(1,0,2,1,2,3,3), D, = Diag(0,1,2,1,1,1,2).
Derivacién pre-Einstein: % Diag(1,2,6,3,4,5,7)

2.11 n;sg (2,4,5,7)E
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
14 (7,4,0) (7,4,3,1,0)

Hoi= { [e1,e2] =ea,[e1,ea] = e5,[€1,e5] =e7,[e2,e3] = e, [€2,e4] = €6
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Sea g ¢ GL7(IR) dada por

1 0 0 0 0 0 0
0 -4v1254 0 0 0 0 0
0 0 1 -4 0 0 0
0 0 -AY7 A7 0 0 0
0 0 0 0 21263 0 0
0 0 0 0 0 BEA2 0
0 0 0 0 0 0 -0
: -1
cuya mversa g €s
1 0 0 0 0 0 0
3V/1254
0o -3y1Z 0 of 0 0 0
3 67
0 0 T 0 0 0
3 IN7T
0 0 -3 -5 0 0 0
0 0 0 0 -3 ides 0 0
942
0 0 0 0 0 N 0
7770

0 0 0 0 0 245

La accién de g sobre p da una dlgebra de Lie isomorfa, g-p =1

] 283 e, [e1, 4] = 22 e,

[
B V190 \/

~‘_{ [e1,e2] = Vzlgg e3+ Y,
[e1,e5] = Y35 e7,[ez,e4]

Por un célculo directo, es facil ver que el moment map de i con respecto a la base ordenada
{e1,...,e7} es:
27 17 4 4 1 115
Piae(=35 735 19 197387387 19
18

1
= ——Id+- Di 28,2
[old + 55 Diag(9, 19,28, 28,37,47,46)

m (L)

Como Diag(9,19,28,28,37,47,46) es una derivacién del algebra de Lie (IR7,LI) entonces por
[Laus, Theorem 4.2], Esta dlgebra es un nilradical Einstein.
|51 = 18 ~ 0.947

2.12 ;91 L37(3C) (2,4,7)E
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
14 (7,4,0) (7,4,2,0)

[61,62] = €4, [61,63] =e€s5, [61,64] = €6, [62,64] =€z, [63,65] =e7

{ej...e7} es una base nice.

o o0 1 3 1

o o0 o0 1 3

Solucién general a Ux = [1]: x = 13 8 (5,3,4,3,5)". Esta dlgebra es un nilradical Einstein.
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Toro maximal de derivaciones semisimples:
D, = Diag(1,0,0,1,1,2,1), D, = Diag(0,1,1,1,1,1,2).
Derivacién pre-Einstein: % Diag(3,5,5,8,8,11,13)

||¢5ﬂ[5”2 = % ~ (0.9
2.13 n,3, | LS(n3) (1,2,4,5,7)C
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
12 (7,4,1,0) (7,4,3,2,1,0)

[61,62] = €4, [61,64] =es5, [61,65] = €, [62,63] = €6, [62,66] =€z, [64,65] =-€7

{ej...e7} es una base nice.

1 o -1 0 3 1

-1 0 1 0 1 3

Una solucién a Ux = [1]: x = 6]—0(12, 20,12,12,15,15)T. Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, =Diag(1,0,3,1,2,3,3), D, = Diag(0,1,0,1,1,1,2).
Derivacién pre-Einstein: 61—0 Diag(16,21,48,37,53,69,90)
-7p11% = % ~ 0.698

2.14 745 L7 (1,2,3,5,7)A
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
12 (7,4,0) (7,4,3,2,1,0)

[e1,e2] =es,[e1,ea] =e5,[e1,e5] =es, [e1,ec] =e7,[e2,e3] =e5,[e3,e4] = —eg,[e3,e5] = —e7

{ej...e7} es una base nice.

30 1 1 1 -1 o0
o 3 o 1 1 1 -1
1T 0 3 0 -1 1 1
U= 1+ 1+ o 3 o -1 1
11 1 0 3 1 o
1 1 a1 3

L o 1 1 1 o0 1 3

Una solucién a Ux = [1]: x = %(1, 1,1,1,1,1,1)T. Esta dlgebra es un nilradical Einstein.
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Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,2,1,2,3,4), D, = Diag(0,1,0,1,1,1,1).
Derivacién pre-Einstein: % Diag(1,3,2,4,5,6,7)
-761* = % ~ 0.714

2.15 ;48 L2 (1,2,4,5,7)A
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
13 (7,4,0) (7,4,3,2,1,0)

[61,62] = €4, [61,64] =es5, [61,65] = €6, [61,66] =ez, [62,63] = €g, [63,64] =-€7

{ej...e7} es una base nice.

30 1 1 1 -
0 3 0 1 o0 1
u T 0 3 0 1 0
o e s oo
10 1 -1 3 1

| -1 1 0 1 1 3]

Una soluciéon a Ux = [1]: x = %(1, 1,1,1,1,1)7. Esta dlgebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,3,1,2,3,4), D, = Diag(0,1,0,1,1,1,1).
Derivacién pre-Einstein: % Diag(1,3,3,4,5,6,7)
|l1* = 2 ~0.833

2.16 ;5 Ll (1,3,4,5,7)A
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
14 (7,4,0) (7,4,3,2,1,0)

[61,62] = €4, [61,64] =es5, [61,65] = €g, [61,66] =ez, [62,63] =e7

{ej...e7} es una base nice.

1 1 o 3 1

1 o 0 1 3

Solucién general a Ux = [1]: x = %(3, 8,8,3,7). Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:
D, = Diag(1,0,4,1,2,3,4), D, = Diag(0,1,0,1,1,1,1).
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Derivacién pre-Einstein: % Diag(5,17,20,22,27,32,37)

|8 l|* = 35 ~ 0.931

217

756 Lé;g (3C)

(2,3,5,7)C

dim Der
13

dim Serie derivada
(7,4,0)

dim Serie C. Desc.

(7,4,3,1,0)

[e1,e2] =e4,[e1,e4] =e5,[e1,e5] =e7, [e2,e3] =es5,[ez,e4] = eg,[e3,e4] = —e7

{ej...e7} es una base nice.

[ 5 o0

0o 3 o0

u 1T 0 3
B T
o 1 o

| -1 1

3

1

1

3

Una solucién a Ux = [1]: x = 21—4(6, 4,6,4,4,4)7 Tt is an Einstein nilradical.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D; = Diag(1,0,2,1,2,1,3), D, = Diag(0,1,0,1,1,2,1).

Derivacién pre-Einstein: 1]—2 Diag(4,5,8,9,13,14,17)

7617 = & ~0.857

2.18

59
7 60 |

(2,4,5,7)H

dim Der
15

dim Serie derivada
(7,4,0)

dim Serie C. Desc.

(7,4,3,1,0)

[e1,e2] =e4,[e1,es4] =e5,[e1,e5] =e7, [e2,e3] =€e7,[e2,e4] = €6

{e1...e7} es una base nice.

Solucién general a Ux = [1]: x = é(]S, 18,15,8,14) . Esta algebra es un nilradical Einstein.

1 0

o 1

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,3,1,2,1,3), D, = Diag(0,1,0,1,1,2,1).
Derivacién pre-Einstein: 61—8 Diag(20,31,60,51,71,82,91)

|][* = 33 » 0.971

1

0

3

1

1

3
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2.19 ;61 138 (2,4,5,7)G
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
15 (7,4,0) (7,4,3,1,0)

[61,62] = €4, [61,63] = €6, [61,64] =e€s, [61,65] =€z, [62,64] = €6

{ej...e7} es una base nice.

301 0 1 0
T3 1 1 1
U=| 0o 1 3 o 1
1T 1 0 3 o0
0 1 1 o 3 ]

Solucién general a Ux = [1]: x = %(1,0, 1,1,1)7. Esta algebra no es un nilradical Einstein.
Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,0,1,2,1,3), D, = Diag(0,1,2,1,1,2,1).

Derivacion pre-Einstein: JT Diag(1,2,4,3,4,5,5)

2.20 ;76 L3¢ (2,4,5,7)F
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
16 (7,4,0) (7,4,2,1,0)

[61,62] = €4, [61,63] =e€s5, [61,65] = €6, [61,66] =€z, [63,65] =e7

{ej...e7} es una base nice.

1 1 o 3 1

o o0 1 1 3

Solucién general a Ux = [1]: x = %(5, 98,5, S)T. Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:
D, =Diag(1,0,2,1,3,4,5), D, = Diag(0,1,0,1,0,0,0).
Derivacién pre-Einstein: 317 Diag(5,16,10,21,15,20,25) ||<§ﬂ[g,||2 = % ~ 1.06

2.21 n; 7 L2, (2,4,5,7)C
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
16 (7,4,0) (7,4,2,1,0)

[e1,e2] =e4,[e1,e3] =e5,[er,ea] = e, [e1,e6] =€7,[e2,e3] = €7
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{ej...e7} es una base nice.

1 1 o 3 1

1 1 0 1 3

Solucién general a Ux = [1]: x = 3]—1(6, 1,10,6, 6)T.Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,3,1,4,2,3), D, = Diag(0,1,0,1,0,1,1).
Derivacién pre-Einstein: 3% Diag(8,19,24,27,32,35,43)
|p][> = 35 » 1.07

2.22 1 L3Z (2,4,5,7)1
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
14 (7,4,0) (7,4,2,1,0)

[e1,e3] =eq,[e1,e4] = €6, [€1,e6] = €7,[€2,€3] = €5,[€3,€4] = €7

{ej...e7} es una base nice.

1 o 0 3 1

o 1 1 1 3

Solucién general a Ux = [1]: x = ]]—9(3, 6,5,5,1 )T. Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:
D; = Diag(1,0,2,3,2,4,5), D, = Diag(0,1,0,0,1,0,0).
Derivacién pre-Einstein: 11—9 Diag(5,14,10,15,24,20,25)

|75]1* = 35 » 0.950

(1,3,7)?
2.23 1,107 | L84(3C) (Car]
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
13 (7,3,0) (7,3,1,0)

[e1,e4] =eg,[e1,e6] =e7,[e2,e3] =e5,[e2,e5] =€, [e3,e4] = €7

{ej...e7} es una base nice.
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o 1 o 3 1

1 1 1 1 3

Solucién general a Ux = [1]: x = ﬁ(4, 3,4,3,-1)T. Esta algebra no es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:
D, = Diag(1,0,2,0,2,1,2), D, = Diag(0,1,0,2,1,2,2).
Derivacién pre-Einstein: % Diag(1,1,2,2,3,3,4)

2.24 n; 3 Lz (2,3,57)A
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
13 (7,4,0) (7,4,2,1,0)

o { [61,62] =€y, [61,64] = €e, [61,65] =-€e7, [61,66] =€z, [62,63] = €5,
[63,64] =€z

Sea g e GL7(IR) dada por

10 o0 0 0 0 0

0o 1 0 0 0 0 0

o o 3% 0 0 0 0

o0 o -¥E o 0 0

0o o0 0 0 3B - 0

0 o0 0 0 5 5 0

0o o0 0 0 0 0 BRARES

cuya inversa g~ es

1 0 o0 0 0 0 0
0o 1 0 0 0 0 0
o o 38 0 0 0 0
0 o0 0 -v38 0 0 0
o 0 o 0 1943 19 0
0o o0 0 0 -l/3 1g 0
0o 0 o0 0 0 AL AR E Y

La accién de g sobre p da una 4lgebra de Lie isomorfa, g-p=1

b { e _\/@64’ [e1/€4] = 357 es - \é—sg_ge&[ehes] = @67,
[62163] = ;;465"'%66, [63,64] = _“?181467

Por un célculo directo, es facil ver que el moment map de |t con respecto a la base ordenada
{e1,...,e7} es:
12 8 7 3 2 2 7
[u = Di T Al T Al T Al A Al A T~ 1A
(i) RS AN CANCONTI CATIS L
17

1T .
= —ﬁld + 7o Diag(5,9,10,14,19,19,24)
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Como Diag(5,9,10,14,19,19,24) es una derivacion del algebra de Lie (R’, 1) entonces por
[Lau3, Theorem 4.2], Esta algebra es un nilradical Einstein.
|][* = 15 ~ 0.895

2.25 17100 L8 (1,3,5,7)B
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
14 (7,3,0) (7,3,2,1,0)

. { [e1,e2] = es,[e1,e5] = e, [e1,e6] = €7, [e2, €3] = eg, [e3,€4] = —e7,
[e3,e5] = —e7
Sea g € GL7(IR) dada por

1o o 0 0 0 0
o o 3B 0 0 0 0
o 1 o 0 0 0 0
o 0 0 38 V38 0
0o 0o o0 2 0 0 0
o 0 o0 0 o Y3 0
o 0 0 0 0 VAL
cuya inversa g~ es
10 0o 0 0 0 0
o 0o 1 o0 0 0 0
o 8 o o 0 0 0
o o 0 o0 114 0 0
o o o 38 M/l 0 0
o 0o 0o o 0 -193 0
o o o o0 0 0 B AVANE]

La accién de g sobre p da una dlgebra de Lie isomorfa, g-p =1

ﬁ': { [e]’es] ] £\/13;864’ [61’64] - ;;466’ [81,65] = %eGI [61166] = \/1598671
[e2,e3] = 3]§466,[ez,e4] = ;§4e7,[e2,e5] = \éig_sﬁ

Por un calculo directo, es facil ver que el moment map de it con respecto a la base ordenada
{ej1,...,e7} es:
~ . 2 7 7 2 2 3 8
B A DS T T A T
17

5
= —ggld+ 55 Diag(1,2,2,3,3,4,5)

Como Diag(1,2,2,3,3,4,5) es una derivacién del dlgebra de Lie (R’, i) entonces por [Lau3,
Theorem 4.2], Esta dlgebra es un nilradical Einstein.
|al|* = 15 ~ 0.895

2.26 n; g5 L3%(3C) (2,4,7)]

dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
13 (7,4,0) (7,4,2,0)
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Bi= { [e1,e2] =eq,[e1,e3] =e5,[e1,e5] = eq,[€2,e5] = €7,[e3,e4] = €7,[e3,e5] = €6

Sea g € GL7(IR) dada por

2 0 1 0 0 o 0

o 1 o 0 0 o 0

0 0 V3 0 0 0 0

0 0 o0 114 0 0 0

0 0 o0 0 vl o 0

0 0 0 0 0 2 o

0 0 o0 0 0 o &
cuya inversa g~ es

10 - 0 0 o o

0o 1 0 0 0 o 0

o o 4 0 0 o 0

o o 0 114 0 0 0

0o o 0 0 A 0

0 0 0 0 0 ¥ o

0o o0 0 0 0 o 12
La accién de g sobre p da una 4lgebra de Lie isomorfa, g-p=1

[e1,e2] = Ygtes, [e1, €3] = 75V/38es, [e1,e5] = Y337 es,
3 3

=1 [es,e3] = Y3Bey, [e2,e5] = 95/ TTder, [e3,e4] = Y3Be7,

[e3,e5] = %es

Por un célculo directo, es facil ver que el moment map de i con respecto a la base ordenada
{e1,...,e7} es:
. 10 7 10 3 4 7
Diag(~15 75" 79/ "79' 79" 79
17 1
= -—— — Di 4,21,24
]9Id+ 19D1ag(7,10,7,17,1 ,21,24)

m (11)

Como Diag(7,10,7,17,14,21,24) es una derivacién del élgebra de Lie (IR7,TL) entonces por
[Lau3, Theorem 4.2], Esta algebra es un nilradical Einstein.
|71 = 12 % 0.895

19
2.27 "7 106 (2,5,7)1
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
17 (7,3,0) (7,3,2,0)

M= { [e1,e2] =e5,[e1,e3] =e7,[er,e5] =€, [ex,es] = €7,[ez,e5] = €7

Sea g € GL7(IR) dada por
0
0
0
0
0

V78

26
0

©c © ©O O O O =
©c © © © O NN O
o]
N

o © ©o onNg©o o
oo

o o o = o o o

oowbw\—-ooo

N‘EOOOOOO
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cuya inversa 971 es

‘ﬁo
{2

YNyo o
00

[

©c ©O © © Oo —
oo |

O O WL e o o
W] o]

o o o o o
c o o o
©c o o = o o o
cuwy o o o o o
00|
©c o o o o o
i

N

0

w‘

La accién de g sobre p da una dlgebra de Lie isomorfa, g-p =1

= { [61162] = %64 + %65, [61,63] = %67, [61165] — %66,
[e2,e4] = %67,[62,65] = %ey

Por un célculo directo, es facil ver que el moment map de i con respecto a la base ordenada
{e1,...,er} es:

)

- . 9 8 1 2 2 4 5
m(f) - Diag(- 3

7137137137 13713713
15

1
= —33ld+ 53 Diag(6,7,14,13,13,19,20)

Como Diag(6,7,14,13,13,19,20) es una derivacion del algebra de Lie (IR7,LI) entonces por
[Lau3, Theorem 4.2], Esta algebra es un nilradical Einstein.
HjﬂBHZ = % ~ 1.15

2.28 ny012 | La(B0) (1,4,7)B
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
16 (7,3,0) (7,3,1,0)

[e1,e2] =es5,[er,e3] =eg, [e1,e6] =e7,[e2,e5] =e7,[e3,e4] = €7

{e1...e7} es una base nice.

o 0 1 3 1

0 1 1 1 3

Solucién general a Ux = [1]: x = %(8, 8,5, 9,5)T. Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,-1,2,1,0,1), D, = Diag(0,1,2,0,1,2,2).
Derivacién pre-Einstein: 34—7 Diag(4,5,6,8,9,10,14)
76117 = % ~ 1.06

229 Ny 104 | L55(30) (2,5,7)L

dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
14 (7,3,0) (7,3,2,0)
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[61,62] =e€s, [61,65] = €6/ [62,63] = €6, [62,65] =€z, [63,64] =€z

{ej...e7} es una base nice.

[ 3 0 1 0 o]
003 1 1 o0
U=|1+ 1 3 1 1
o 1 1 3 1

[ 0 0o 1 1 3 ]

Solucién general a Ux = [1]: x = 4]—1(14,12, -1,6, 12)T. Esta algebra no es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:
D, =Diag(1,0,2,-1,1,2,1), D, = Diag(0,1,0,2,1,1,2).
Derivacién pre-Einstein: % Diag(15,22,30,29,37,52,59)

2.30 Ny 102 | L3(30) (1,4,5,7)B
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
15 (7,3,0) (7,3,2,1,0)

[e1,e2] =es5,[e1,e5] =eg, [e1,e5] =e7,[e2,e5] =e7,[e3,ea] = €7

{e1...e7} es una base nice.

o 1 1T 3 1

o o0 1 1 3

Solucién general a Ux = [1]: x = %(8, 8,3,3,7). Esta dlgebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,2,0,5,3,4,5), D, = Diag(0,0,1,-1,0,0,0).
Derivacién pre-Einstein: % Diag(2,4,5,5,6,8,10)
|l1* = 35 ~ 0.931

2.31 n; 74 (1,3,5,7)G
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
13 (7,4,0) (7,4,2,1,0)

[e1,e2] =e4,[e1,e4] =eg,[e1,e6] =€7,[€e2,e3] =e5,[e2,e5] = €7

{ej...e7} es una base nice.
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1 o 0 3 0

1 0 1 0 3

Solucién general a Ux = [1]: x = 31—9(3, 13,9,12,9)". Esta algebra es un nilradical Einstein.
Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, =Diag(1,0,3,1,3,2,3), D, = Diag(0,1,-1,1,0,1,1).
Derivacion pre-Einstein: 31—9 Diag(14,15,27,29,42,43,57)
||5”f5||2 = % ~ 0.848

2.32 ;67 L33 (1,3,57)E
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
14 (714/0) (714/2/]10)

[e1,e2] =es,[er,e3]=e5,[e1,es] = e, [e1,e6] =e7,[e3,e5] =€

{ej...e7} es una base nice.

1 1T 0 3 1

o o o 1 3

Solucién general a Ux = [1]: x = %7(7, 3,8,3, 8)T. Esta élgebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,1,1,2,2,3), D, = Diag(0,2,1,2,1,2,2).
Derivacion pre-Einstein: % Diag(3,10,8,13,11,16,19)
7617 = % ~0.931

2.33 ;7 Ll¢ (1,3,5,7)1
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
12 (7,4,0) (7,4,2,1,0)

[61,62] = €4, [61,64] = €6, [61,66] =€z, [62,63] =e€s5, [63,65] =€z

{ej...e7} es una base nice.
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Solucién general a Ux = [1]: x = 31—3(6, 11,6,9,9)". Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, =Diag(2,0,3,2,3,4,6), D, = Diag(0,1,0,1,1,1,1).
Derivacion pre-Einstein: 3]—3 Diag(10,18,15,28,33,38,48)
|l|* = 23 ~0.805

2.34 n; s (2,4,7)G
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
12 (7,4,0) (7,4,2,0)

[e1,e2] =e4,[e1,e3] =e5,[er,ea] =e7,[e2,ea] =g, [e3,e5] = €7

{e1...e7} es una base nice.

o o 1 3 o0

o o 1 o0 3

Solucién general a Ux = [1]: x = %(12, 11,2,15,15)T. Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, =Diag(2,0,1,2,3,2,4), D, = Diag(0,2,1,2,1,4,2).
Derivacion pre-Einstein: 41—7 Diag(22,20,21,42,43,62,64)
-761* = % ~ 0.854

2.35 n,es | L33(3C) (2,4,7)K
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
12 (7,4,0) (7,4,2,0)

[e1,e2] =e4,[e1,e3] =e5,[e1,e5] = e, [e2,ea] =€eq, [e2,e5] =€7,[e3,e4] = €7

{e1...e7} es una base nice.

[ 5 1 1 0 1 o1 ]
T3 0 0 -1 1
U o0 3 1 1 o0
e oo o1 s o
To-1 1 1 3

| -1 1 o0 1 1 3]

Una solucién a Ux = [1]: x = 1]—3(2, 4,2,2,3,2)". Esta algebra es un nilradical Einstein.



A.1 CLASIFICACION DE LOS NILRADICALES EINSTEIN DE DIMENSION 7

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,-1,1,0,1,0), D, = Diag(0,1,2,1,2,2,3).
Derivacion pre-Einstein: 11—3 Diag(5,6,7,11,12,17,18)
|5]1* = 12 ~ 0.867

(2,5,7)?
2.36 7118 LS [Car]
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
16 (7,3,0) (7,3,1,0)

[61,63] = €5, [61,64] =€z, [62,63] = €¢, [62,64] = —€s5, [63166] =-€7

{ej...e7} es una base nice.

1 1 1 3 0

1 1 0 0 3

Solucién general a Ux = [1]: x = 2]—3(1 ,4,6,4, 6)T. Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:
D; = Diag(1,0,2,3,3,2,4), D, = Diag(0,1,-2,-3,-2,-1,-3).
Derivacién pre-Einstein: 21—3 Diag(18,13,10,15,28,23,33)

1711% =

o

|

2 L24(30)
2.37 7,52 =0 (1,3,5,7)R
}\ = —] 1
P=3
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
13 (7,4,0) (7,4,3,1,0)

[e1,e2] =es,[er,e3]=es5,[er,es] =e5,[e1,e6] =e7,[e2,e4] = €g,

[e2,e5] =€z, [e3,es] =e7

Sea g € GL7(C) dada por

3
LTY-T o 0 0 0 0 0
2
5x T
—Le VT 0 0 0 0 0
3 3
0 0 L YT VAT 0 0 0
0 0 LoV 0 0 0 0
5
0 0 0 0 VS G
7z
0 0 0 0 e
0 0 0 0 0 1
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cuya inversa 971 es

sxoF 3myoT
AV VA 0 0 0 0 0
1 1
-1va 1 0 0 0 0 0
In o7
0 0 0 207 VT 0 0
5 3
0 0 AV VAT 0 0 0
0 0 0 0 v -1 0
3t /= /=
0 0 0 led Vol leaVvil o
0 0 0 0 0 0 1

La accién de g sobre p da una dlgebra de Lie isomorfa, g-pu =1

e [e]’ez] = €3, [61’63] = €5, [61/64] = €g, [61165] =ey7, [eZI 63] = —€gq,
[e2,ea] = es5,[e2,e6] = —€7,[e3,e4] = 2¢7
{ej...e7} es una base nice of (R™, 1)

3 0 1 1 0 1 1 -1

0 3 1 0 1 1 0 1

1 1 3 1 1 1 -1 1

U 1 0 1 3 o -1 1 1
- 0 1 1 0 3 1 0 1

1 1 1 -1 1 3 1 1

1 o -1 1 0 1 3 1

L -1 1 1 1 1 1 1 3 4

Una solucién a Ugx = [1]: x = 21—2(4, 4,3,3,4,1,5,2)". Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D; = Diag(1,1,2,2,3,3,4), D, = Diag O o0l )0
1 0 1 0
Derivacién pre-Einstein: % Diag(1,1,2,2,3,3,4)

1.75]2 = 11 ~ 0.846

2.38 (2,5,7)]
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
16 (7,3,0) (7,3,2,0)

[61,62] =e3, [61,63] = €6, [61,65] =ez, [62,63] =ez, [62,64] = €6

{ej...e7} es una base nice.
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Solucién general a Ux = [1]: x = 11—6(4, 3,2,3,2)". Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:
D, = Diag(1,0,1,2,0,2,1), D, = Diag(0,1,1,0,2,1,2).

Derivacién pre-Einstein: % Diag(1,1,2,2,2,3,3)
||<7[3||2 = % ~1.14
2.39 =24 (2,4,7)L
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
17 (7,4,0) (7,4,2,0)

[e1,e2] =es,[e1,e3]=es5,[er,es] =eg, [e1,e5] =e7,[e2,e3] = €6

{e1...e7} es una base nice.

10 1 3 0

1 1 1 0 3

Solucién general a Ux = [1]: x = 1]—6(2, 3,2, 4,3)T. Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:
D, = Diag(1,0,2,1,3,2,4), D, = Diag(0,1,0,1,0,1,0).
Derivacién pre-Einstein: 1]—6 Diag(5,11,10,16,15,21,20)

|7pl[* =2 ~1.14
2.40 (3,5,7)C
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
16 (7,4,0) (7,4,2,0)

[61,62] =e3, [61,63] =es5, [61,64] =€z, [62,63] = €6, [62,64] =es5

{ej...e7} es una base nice.

o 1 0o 3 1

1 1 1 1 3

Solucién general a Ux = [1]: x = 21—3(6, 4,4,6,1)7. Esta dlgebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:
D, = Diag(1,0,1,2,2,1,3), D, = Diag(0,1,1,0,1,2,0).
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Derivacion pre-Einstein: 2]—3 Diag(9,10,19,18,28,29,27)
|l1* = 33 ~1.10

2.41 (1,3,5,7)0
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
13 (7,4,0) (7,4,3,1,0)

[e1,e2] =e3,[er,e3] =es5,[er,ea] =eg, [e1,ec] =e7,[e2,e3] = €5, [e2,e5] = €7

{e1...e7} es una base nice.

[ 5 0o 1 1 o 1 ]
o 3 1 1 1 -1
u 11 3 o 1 o0
N IR
o 1 1 -1 3 1

| 1 -1 0 11 3]

Una soluciéon a Ux = [1]: x = 17(1,2, 1,1,1,2)T. Esta dlgebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,1,0,2,1,2), D, = Diag(0,1,1,2,1,2,2).
Derivacién pre-Einstein: 17 Diag(2,3,5,6,7,8,10)
|l|* = £ ~0.875

242 L3% (2,4,7)M
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
14 (7,4,0) (7,4,2,0)

[e1,e2] =es,[e1,e3] =es5,[e1,e5] = e, [e2,e3] =eq, [e2,e4] = €7

{e1...e7} es una base nice.

301 1 1 o0
13 0 1 0
U=|1 o 3 1 o
111 30
[ 0 0 o0 1 3 ]

Solucién general a Ux = [1]: x = 41—1(6, 12,12,-1,14)7. Esta algebra no es un nilradical Einstein.
Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,2,0,3,1,2,5), D, = Diag(0,0,1,0,1,1,0).

Derivacién pre-Einstein: 4% Diag(11,22,30,33,41,52,55)
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243 132

(2,4,7)C

16 (7,4,0)

dim Der dim Serie derivada

dim Serie C. Desc.
(7,4,2,0)

[e1,e2] =e4,[e1,e3] =e5,[er,ea] =e7,[e1,e5] =g, [e3,e5] = ey

{e1...e7} es una base nice.

Solucién general a Ux = [1]: x = %(8, 8,5,597.

1

0

Toro maximal de derivaciones semisimples:
D, =Diag(2,0,1,2,3,5,4), D, = Diag(0,2,1,2,1,1,2).
Derivacién pre-Einstein: % Diag(11,29,20,40,31,42,51)

|5]1% = 3% ~ 1.06

0

0

1 3 1

1 1 3

Esta algebra es un nilradical Einstein.

2.44 L2

(2,4,7)N

16 (7,4,0)

dim Der dim Serie derivada

dim Serie C. Desc.
(7,4,1,0)

[e1,e2] =e4,[e1,e3] =e5,[er,e5] =e7, [e2,e3] =eg, [e2,e4] = €7

{e1...e7} es una base nice.

Solucién general a Ux = [1]: x = %(5, 9,8,538)T".

1

0

Toro maximal de derivaciones semisimples:
D, = Diag(1,0,-1,1,0,-1,1), D, = Diag(0,1,2,1,2,3,2).
Derivacién pre-Einstein: % Diag(15,19,23,34,38,42,53)

|75][% = 3% ~ 1.06

1

0

o 3 1

1 1 3

Esta algebra es un nilradical Einstein.

245

(2,5,7)D

17 (7,3,0)

dim Der dim Serie derivada

dim Serie C. Desc.
(7,3,1,0)
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[61,62] =e€s, [61,64] =€z, [61,65] = €6, [62,63] =€z, [62,64] = €6

{ej...e7} es una base nice.

[ 3 1 0 1 1]
T3 1 1
U=| 0o 1 3 o 1
11 0 3 1
B

Solucién general a Ux = [1]: x = 11—4(3, 1,4,3,1 )T. Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:
D, =Diag(1,0,3,2,1,2,3), D, = Diag(0,1,-1,0,1,1,0).
Derivacién pre-Einstein: 11—4 Diag(6,7,11,12,13,19,18)

|7l1* =2 ~1.17
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A.1.4 Rango tres

24
360 | | D (1,4,7)E
7,93 = AT _
Az£0,1 Bl (&=2)
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
15 (7,4,0) (7,4,1,0)

[e1,e2] =es,[e1,e3] =es5,[e1,es] =e7,[e2,e3] =eg,[e2,e5] = ae7, [e3,e4] = (a—1)es

{e1...e7} es una base nice.

1 -1 1 1 3 1

-1 1 1 1 1 3

Una solucién a Ux = [1]: x = %(1,2, 1,1,2,1)T. Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:
D, = Diag(1,0,0,1,1,0,1), D, = Diag(0,1,0,1,0,1,1), D3 = Diag(0,0,1,0,1,1,1).
Derivacion pre-Einstein: %Diag(], 1,1,2,2,2,3) |71 = 1

3.1 (l)\) n;,93 L%ﬁ(?’c) (2,4’ 7)7
A=0 A=0 [Car]
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
15 (7,4,0) (7,4,1,0)

[e1,e2] =es, [e1,e3] = es,[e1,e6] = €7, [e2, €3] = eq, [e3,€4] = —e7]

{ej...e7} es una base nice.

1 1 -1 3 1

-1 1 1 1 3

Solucién general a Ux = [1]: x = (t,0, % -, % -, t)T. Esta algebra no es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:
D, = Diag(1,0,0,1,1,0,1), D, = Diag(0,1,0,1,0,1,1), D3 = Diag(0,0,1,0,1,1,1).
Derivacion pre-Einstein: %Diag(], 1,1,2,2,2,3)
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3.1(in)

R
A=1

5
I‘75

(2,4,7)?
[Car]

dim Der
15

dim Serie derivada

(7,4,0)

dim Serie C. Desc.

(7,4,1,0)

[e1,e2] =e4,[e1,e3] =e5,[e1,ec] =e7,[e2,e3] =eq,[e2,e5] = €7

{ej...e7} es una base nice.

Solucién general a Ux = [1]: x = (0, t,% -1, % -1, t)T. Esta élgebra no es un nilradical Einstein.

1 1

1 -1

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D; = Diag(1,0,0,1,1,0,1), D, = Diag(0,1,0,1,0,1,1), D3 = Diag(0,0,1,0,1,1,1).

Derivacién pre-Einstein: % Diag(1,1,1,2,2,2,3)

3.1(iid)

7113

L29(3C)

(1,4,7)A

dim Der
15

dim Serie derivada

(7,3,0)

dim Serie C. Desc.

(7,3,1,0)

[e1,e2] =es,[e1,e3] =es5,[e1,es] =e7,[e2,e5] =e7,[e3,es] = €7

{ej...e7} es una base nice.

Solucién general a Ux = [1]: x = (t,% -1,0, % —t,t)7. Esta algebra no es un nilradical Einstein.

1 -1

-1 1

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D; = Diag(1,0,0,1,1,0,1), D, = Diag(0,1,0,1,0,1,1), D3 = Diag(0,0,1,0,1,1,1).

Derivacién pre-Einstein: % Diag(1,1,1,2,2,2,3)

1

1

3

3.2

N7 78

2
I‘76

(2,4,5,7)A

dim Der
17

dim Serie derivada

(7,4,0)

dim Serie C. Desc.

(7,4,2,1,0)
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[61,62] = €4, [61,63] =e€s5, [61,64] = €¢, [61/66] =e7

{ej...e7} es una base nice.

3 1 o 1
1 3 1 1
0o 1 3 0

1 1 o 3

Solucién general a Ux = [1]: x = 1]—3(3, 1,4,3)T. Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,0,1,1,2,3), D, = Diag(0,1,0,1,0,1,1), D3 = Diag(0,0,1,0,1,0,0).
Derivacién pre-Einstein: % Diag(1,5,6,6,7,7,8)

||5ﬂf5||2 = % ~ 1.18

3.3 1 80 L (2,4,5,7)B
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
15 (7,4,0) (7,4,2,1,0)

[e1,e2] =es,[e1,ea] =eg, [e1,e5] =e7,[e2,e3] = €5

{ej...e7} es una base nice.

3 0 1 1
o 3 o0 ©
1 o 3 o0

1 o o0 3

Solucién general a Ux = [1]: x = 21—1(3, 7,6,6)". Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D; = Diag(1,0,0,1,0,2,3), D, = Diag(0,1,0,1,1,1,1), D3 = Diag(0,0,1,0,1,0,0).
Derivacién pre-Einstein: 21—] Diag(5,12,15,17,27,22,27)

|5]1> = 5% » 0.954

3.4 n; g3 L3¢ (2,4,7)F
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
13 (7,4,0) (7,4,2,0)

[e1,e2] =eq,[e1,e3] =e5,[e2,e4] =eq,[e3,e5] = €7

{ej...e7} es una base nice.
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1 3 0 0
o o0 3 0

o o0 o 3

Solucién general a Ux = [1]: x = 11—2(3, 3,4,4)T. Esta dlgebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,0,1,1,1,1), D, = Diag(0,1,0,1,0,2,0), D3 = Diag(0,0,1,0,1,0,2).
Derivacién pre-Einstein: 11—2 Diag(6,5,5,11,11,16,16)

|75]1* = & ~0.857

3.5 N g6 23 (2,4,7)1
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
14 (7,4,0) (7,4,2,0)

[e1,e2] =es,[e1,e3] =e5,[e2,e4] =€, [e2,e5] =e7,[e3,es] = €7

{ej...e7} es una base nice.

31 0 1 -1
T3 0 -1 1
U= o o 3 1 1

1 -1 1 3 1

-1 1 1 1 3

Una solucién a Ux = [1]: x = 21—0(5, 5,4,4,4)T. Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,0,1,1,1,1), D, = Diag(0,1,0,1,0,2,1), D3 = Diag(0,0,1,0,1,0,1).
Derivacién pre-Einstein: 21—0 Diag(10,7,11,17,21,24,28)

|l1* = 19 ~0.909

3.6 ;08 L3, (3,5,7)A
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
18 (7,4,0) (7,4,1,0)

[e1,e2] =es,[er,e3]=es5,[er,e5] =€y, [e2,e3] = €6

{e1...e7} es una base nice.
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Solucién general a Ux = [1]: x = 11—3(1, 3,4,3)". Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,0,1,1,0,2), D, = Diag(0,1,0,1,0,1,0), D3 = Diag(0,0,1,0,1,1,1).
Derivacién pre-Einstein: % Diag(5,9,7,14,12,16,17)

|Sll? =13 ~1.18

3.7 117 122 (2,5,7)H
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
15 (7,3,0) (7,3,1,0)

[e1,e2] =es5,[e1,e5] =eg, [e2,ea] = e, [e3,e4] = —€7

{e1...e7} es una base nice.

3 0 1 o0

u o 3 1 o0
- 1 1 3 1

o o 1 3

Solucién general a Ux = [1]: x = %(1 ,1,0,1)T. Esta algebra no es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:
D, = Diag(1,0,0,2,1,2,2), D, = Diag(0,1,0,0,1,1,0), D3 = Diag(0,0,1,0,0,0,1).
Derivacién pre-Einstein: % Diag(1,2,2,2,3,4,4)

3.8 ;121 L2 (2,5,7)A
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
19 (7,3,0) (7,3,1,0)

[61,62] =es, [61,63] = €6, [61,65] =€z, [62,64] =e7

{ej...e7} es una base nice.

3 1 o 1
1 3 1 0
0o 1 3 1

1 o 1 3

Solucién general a Ux = [1]: x = %(1 ,1,1,1)T. Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:
D, = Diag(1,0,0,2,1,1,2), D, = Diag(0,1,0,0,1,0,1), D3 = Diag(0,0,1,0,0,1,0).
Derivacién pre-Einstein: % Diag(2,3,4,4,5,6,7)

|pll*=2=1.25
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3.9 " 153 (2,5,7)C

dim Der dim Serie derivada
18 (7,3,0)

dim Serie C. Desc.
(7,3,1,0)

[61,62] =es, [61,65] =—-€7, [62,63] = €¢, [62,64] =e7

{ej...e7} es una base nice.

3 0 1 1

o 3 0 1

1 o 3 1

1 1 1 3
Solucién general a Ux = [1]: x = 1‘—3(3, 4,3,1)". Esta algebra es un nilradical Einstein.
Toro maximal de derivaciones semisimples:
D, = Diag(1,0,0,2,1,0,2), D, = Diag(0,1,0,0,1,1,1), D3 = Diag(0,0,1,0,0,1,0).
Derivacion pre-Einstein: % Diag(3,3,5,6,6,8,9)
||,5ﬂf5||2 = % ~1.18

(1,3,7)C

dim Der dim Serie derivada
15 (7,3,0)

dim Serie C. Desc.
(7,3,1,0)

[e1,e2] =es5,[e1,e3] =eg, [e2,ea] = e, [€e2,e6] =€7,[e3,e5] =€y

{ej...e7} es una base nice.

U= 1 1 3 o o
121 0 31
1 0 13

Una solucién a Ux = [1]: x = 21—0(4, 4,4,5,5)T. Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,0,1,1,1,1), D, = Diag(0,1,0,-1,1,0,1), D3 = Diag(0,0,1,1,0,1,1).
Derivacién pre-Einstein: 21—0 Diag(12,7,11,16,19,23,30)

176117 = 1% ~

(2,5,7)B

3.11 7119 L

dim Der dim Serie derivada
18 (7,3,0)

dim Serie C. Desc.
(7,3,1,0)
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[61,62] = ées, [61,63] =€, [61,65] =ey, [62/64] =€s

{ej...e7} es una base nice.

3 1 o 1
1 3 1 1
0o 1 3 0

1 1 o 3

Solucién general a Ux = [1]: x = 1]—3(3, 1,4,3)T. Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,0,1,1,1,2), D, = Diag(0,1,0,-1,1,0,1), D3 = Diag(0,0,1,1,0,1,0).
Derivacién pre-Einstein: 11—3 Diag(5,7,12,10,12,17,17)

||5ﬂf5||2 = % ~ 1.18

3.12 ;124 2% (3,7)D
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
19 (7,3,0) (7,3,0)

[e1,e2]=es5,[er,e3] =eg, [e2,e4] =€, [€3,e4] = €7

{ej...e7} es una base nice.

3 1 1 0
1 3 1 1
1 1 3 1

0o 1 1 3

Solucién general a Ux = [1]: x = %(2, 1,1,2)7. Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:
D; = Diag(1,0,0,1,1,1,1), D, = Diag(0,1,0,-1,1,0,-1), D3 = Diag(0,0,1,1,0,1,2).
Derivacién pre-Einstein: %Diag(], 1,1,1,2,2,2)

|-75][* = 3 ~1.33
3.13 1,005 | 132(30) (2,5,7)K
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
16 (7,3,0) (7,3,2,0)

[e1,e2]=es5,[e1,e5] =eg, [e2,e5] =e7, [e3,es] = €7

{ej...e7} es una base nice.
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3 0 0 ©
o 3 1 0
0 1 3 1

o o 1 3

Solucién general a Ux = [1]: x = 21—1(7, 6,3,6)". Esta dlgebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,0,1,1,2,1), D, = Diag(0,1,0,2,1,1,2), D3 = Diag(0,0,1,-1,0,0,0).
Derivacion pre-Einstein: 2]—1 Diag(8,11,15,15,19,27,30)

|l|* = 35 ~0.954

3.14 7120 | = (2,5,7)F
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
18 (7,3,0) (7,3,1,0)

[e1,e2] =es5,[er,e3] =eg, [e1,ec] =e7,[e2,ea] = €7

{ej...e7} es una base nice.

3 1 1

1 3 0 O
1 o 3 1

1 o 1 3

Solucién general a Ux = [1]: x = ]1—3(1,4, 3,3)". Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,0,2,1,1,2), D, = Diag(0,1,0,-1,1,0,0), D3 = Diag(0,0,1,1,0,1,1).
Derivacion pre-Einstein: % Diag(5,9,9,10,14,14,19)

|Sll* =13 ~1.18

3.15 ;122 1] (2,5,7)E
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
17 (7,3,0) (7,3,1,0)

[e1,e2]=es5,[er,e3] =eg, [e2,e5] =€y, [e3,e4] = €7

{ej...e7} es una base nice.

3 1 0o 0
1 3 0 1
o o0 3 1

o 1 1 3

Solucién general a Ux = [1]: x = ﬁ(?), 2,3,2)". Esta dlgebra es un nilradical Einstein.
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Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,0,1,1,1,1), D, = Diag(0,1,0,2,1,0,2), D3 = Diag(0,0,1,-1,0,1,0).
Derivacién pre-Einstein: % Diag(6,5,7,9,11,13,16)

|7l|* = 15 =1.10

3.16 n; 108 (1,3,7)A
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
14 (7,3,0) (7,3,1,0)

[61,62] =es, [61,65] =ez, [63,64] = €, [63,66] =e7

{ej...e7} es una base nice.

3 0 0 o©
o 3 0 1
o o0 3 o

o 1 o0 3

Solucién general a Ux = [1]: x = 1]—2(4, 3,4,3)". Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:
D, = Diag(1,0,0,2,1,2,2), D, = Diag(0,1,0,1,1,1,1), D3 = Diag(0,0,1,-2,0,-1,0).
Derivacién pre-Einstein: 1]—2 Diag(5,8,5,8,13,13,18)

HY[SHZ = % ~ 0.857

317 7 103 L2 (1,4,5,7)A
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
16 (7,3,0) (7,3,2,1,0)

[61,62] =es, [61,65] = €6, [61,66] =€z, [63,64] =e7

{ej...e7} es una base nice.

3 0 1 o0
o 3 0 o
1 o 3 1

o o 1 3

Solucién general a Ux = [1]: x = 2]—1(6, 7,3,6)". Esta dlgebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,0,3,1,2,3), D, = Diag(0,1,0,1,1,1,1), D3 = Diag(0,0,1,-1,0,0,0).
Derivacién pre-Einstein: 2% Diag(1,3,3,3,4,5,6)

|51 = 5% ~ 0.954
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3.18 118 | L94(30) (1,5,7)?
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
19 (7,2,0) (7,2,1,0)

[61,62] = €g, [61,66] =ez, [62,65] =ez, [63,64] =e7

{ej...e7} es una base nice.

3 0 1 0

U o 3 1 1
- 1 1 3 1

o 1 1 3

Solucién general a Ux = [1]: x = 1‘—3(4, 3,1,3)". Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,0,2,2,1,2), D, = Diag(0,1,0,1,0,1,1), D3 = Diag(0,0,1,-1,0,0,0).
Derivacién pre-Einstein: % Diag(3,4,5,5,6,7,10)

Hfﬁg”z = }—‘12’ ~ 1.18

3.19 N0 | L25(30) (2,7)B
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
19 (7,2,0) (7,2,0)

[61,62] = €6, [61,63] =ez7, [63,64] = €6, [64,65] =€z

{ej...e7} es una base nice.

3 1 1 0
1 3 1 1
1 1 3 1

o 1 1 3

Solucién general a Ux = [1]: x = %(2, 1, 1,2)T. Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:
D, = Diag(1,0,0,1,0,1,1), D, = Diag(0,1,0,1,-1,1,0), D3 = Diag(0,0,1,-1,2,0,1).
Derivacién pre-Einstein: % Diag(5,6,6,5,6,11,11)

||5ﬂf5||2 = % ~1.33
3.20 L3, (2,4,7)A
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
19 (7,4,0) (7,4,2,0)
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[61,62] = €4, [61,63] =e€s5, [61,64] = €¢, [61,65] =e7

{ej...e7} es una base nice.

3 1 o 1
1 3 1 0
0o 1 3 1

1 o 1 3

Solucién general a Ux = [1]: x = %(1 ,1,1,1)T. Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:
D, =Diag(1,0,0,1,1,2,2), D, = Diag(0,1,0,1,0,1,0), D3 = Diag(0,0,1,0,1,0,1).
Derivacién pre-Einstein: % Diag(1,4,4,5,5,6,6)

|l =2=1.25
3.21 L33 (2,4,7)B
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
15 (7,4,0) (7,4,2,0)

[61,62] = €4, [61,63] =es5, [61,64] = €, [63,65] =e7

{ej...e7} es una base nice.

3 1 0 o0
13 1 0
o 1 3 0

o o0 0 3

Solucién general a Ux = [1]: x = 2]—1(6, 3,6,7)". Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,0,1,1,2,1), D, = Diag(0,1,0,1,0,1,0), D3 = Diag(0,0,1,0,1,0,2).
Derivacion pre-Einstein: 2]—] Diag(6,15,11,21,17,27,28)

|51 = 3% ~ 0.954

3.22 L38(30) (2,4,7)D
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
15 (7,4,0) (7,4,2,0)

[e1,e2] =e4,[e1,e3] =e5,[e1,e5] =e7, [e2,e5] =eg,[e3,e4] = €5

{e1...e7} es una base nice.
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BER
1T 3 0 -1 1
u-= 1T 0 3 1 o0
-1 13

| -1 1 0 1 3 ]

Una solucién a Ux = [1]: x = 2]—0(4, 5,4,4,5)7. Esta dlgebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,0,1,1,1,2), D, = Diag(0,1,0,1,0,1,0), D3 = Diag(0,0,1,0,1,1,1).
Derivacién pre-Einstein: 21—0 Diag(7,12,10,19,17,29,24)

|75]1* = 19 » 0.909

3.23 152 (3,5,7)B
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
17 (7,4,0) (7,4,2,0)

[e1,e2]=e3,[er,e3]=es5,[er,ea] =e7,[e2,e3] = €6

{ej...e7} es una base nice.

3 0 1 0
o 3 1 1
1 1 3 0

0o 1 o 3

Solucién general a Ux = [1]: x = %(3, 2, Z,S)T. Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, =Diag(1,0,1,0,2,1,1), D, = Diag(0,1,1,0,1,2,0), D3 = Diag(0,0,0,1,0,0,1).
Derivacion pre-Einstein: % Diag(4,5,9,9,13,14,13)

17612 = 1 =110

10
3.24 L7 (3,7)C
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
22 (7,3,0) (7,3,0)

[61,62] =es, [62,63] = €6, [62,64] =ez, [63,64] =es5

{ej...e7} es una base nice.
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Solucién general a Ux = [1]: x = %(1, 1,1,1)7. Esta algebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,0,1,1,0,1), D, = Diag(0,1,0,1,1,1,2), D3 = Diag(0,0,1,-1,0,1,-1).
Derivacion pre-Einstein: % Diag(5,3,4,4,8,7,7)

||<7[3||2 = % ~ 1.50

A.1.5 Rango cuatro

4.1 ;125 LS, (3,7)B
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
20 (7,3,0) (7,3,0)

[e1,e2] =es5,[er,e3] =eg, [e3,ea] = €7

{ej...e7} es una base nice.

Solucién general a Ux = [1]: x = %(2, 1,2)T. Esta dlgebra es un nilradical Einstein.
Toro maximal de derivaciones semisimples:

D, = Diag(1,0,0,0,1,1,0), D, = Diag(0,1,0,0,1,0,0), D3 = Diag(0,0,1,0,0,1,1),
D4 = Diag(0,0,0,1,0,0,1).

Derivacién pre-Einstein: 17Diag(4, 5,4,5,9,8,9)

|76 =5 =14
4.2 7,126 L (3, 7)A
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
25 (7,3,0) (7,3,0)

[e1,e2] =es5,[e1,e3] =eq, [e1,e4] = €7

{ej...e7} es una base nice.

Solucién general a Ux = [1]: x = %(1, 1,1)7. Esta algebra es un nilradical Einstein.
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Toro maximal de derivaciones semisimples:
D, = Diag(1,0,0,0,1,1,1), D, = Diag(0,1,0,0,1,0,0), D3 = Diag(0,0,1,0,0,1,0),
D4 = Diag(0,0,0,1,0,0,1).

Derivacién pre-Einstein: % Diag(1,2,2,2,3,3,3)

||;7[3||2 = % ~ 1.67
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
21 (7,2,0) (7,2,0)

[e1,e2] = eq,[e3,e5] = ¢, [es,e5] = €7
{ej...e7} es una base nice.
U=|1 3 1

o 1 3
Solucién general a Ux = [1]: x = 17(2, 1,2)7. Esta algebra es un nilradical Einstein.
Toro maximal de derivaciones semisimples:
D, = Diag(1,0,0,0,1,1,1), D, = Diag(0,1,0,0,1,1,1), D3 = Diag(0,0,1,0,-1,0,-1),
D4 = Diag(0,0,0,1,0,0,1).

Derivacién pre-Einstein: 17 Diag(5,5,6,5,4,10,9)

|7l2 =2 =14
4.4 ns 131 (1,7)
dim Der dim Serie derivada dim Serie C. Desc.
28 (7,1,0) (7,1,0)

[e1,e4] =e7,[ez,e5] =e7,[e3,e6] = €7

{e1...e7} es una base nice.

Solucién general a Ux = [1]: x = %(1, 1,1)T. Esta dlgebra es un nilradical Einstein.

Toro maximal de derivaciones semisimples:
D, = Diag(1,0,0,0,1,1,1), D, = Diag(0,1,0,0,-1,0,0), D3 = Diag(0,0,1,0,0,-1,0),
D4 = Diag(0,0,0,1,1,1,1).

Derivacion pre-Einstein: %Diag(], 1,1,1,1,1,2)

17p]12 = 3 ~ 1.67
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A.2 ALGEBRAS DE LIE 2-PASOS NILPOTENTES SIMPLECTICAS DE DIMENSION 6

En esta seccién estudiamos detalladamente las estructuras simplécticas dadas en [KGM] a
las algebras de Lie 2-pasos nilpotente simplécticas de dimensién 6 como una aplicacién del
capitulo 5. Las demds familias de nilpotencia en esta dimensién es un trabajo en desarrollo
(fuera de la tesis: [Fery]).

En dimensién 6 hay varias clasificaciones de las dlgebras de Lie nilpotentes reales. Nosotros
vamos a comparar la lista dada en [KGM] con la lista en [Sal] y la clasifiacién de de Graaf en
[Gra]. La notacién es la siguiente

[KGM, Theorem 5] # [Gra] Lg [Sal] #

dim Der

Numeros de Betti dim Serie C. Desc.

En [KGM] hemos encontrado una serie de errores. Los autores nos han dado las correc-
ciones para algunos, mientras que otros siguen sin resolver. En nuestro estudio vamos a dejar
sefialado los errores que encontramos y por tanto nos limitamos a estudiar las estructuras
simplécticas que estan bien definidas.

[KGM, Theorem 5] 16.

[Gra] Lg22(-1)

[Sal] 28.

dim Der
16

Numeros de Betti
(4,8,10,8,4,1)

dim Serie C. Desc.
(6,2,0)

[e1,e2] =es5, [e1,e3] =eq, [€2,e4] = eg, [€3,€4] = —e5

_ p* * * * * *
16. w1 =ejAe;+e;ne3—e; Neg

Esta estructura es equivalente a tener

{ [e1,e2]=e3,[e1,e5] =eq, [e2,e4] =eq, [es,e5] = €3

Wen =€) Ae;+e;Aes+e3ne)

usando el cambio de base
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cuya inversa esta dada por

000100
00 1T 000

00000 T

El anterior corchete esta escrito en una base nice para la accién de SPs(R). Es facil ver que
esta estructura admite una métrica minimal por 2.1.12 y un punto critico para la SPg(IR)-
6rbita es dado por exp(X) con X = Diag(% In (2) ,O,—% In(2),3 In(2) ,O,—% In(2)); se ve que
X esp(6,R) y el cambio de base dado por exp(X) da el corchete

V2 V2 V2 V2

M= {[61,62] = e e3, [e1,e5] = 766, [e2,e4] = Teé, [e4,€5] = Te3

que es tal que la aplicacion momento de GLg(IR) evaluada en  es

%Diag(—1,—1,1,—1,—1,1)
y asi, la aplicaciéon momento de SLzR evaluada en p es
%Diag(—1,0,1,—1,0,1) = —Id+%Diag(1,2,3, 1,2,3)
y como Diag(1,2,3,1,2,3) es derivacion, entonces se sigue la afirmacion.

Informacién adicional

Las derivaciones de (R®, i, w) son de la forma

0 0 0 —Mg,3 0 0
—Meg5 0 0 Mmeg,2 -2 Meg,3 0
-Mea -Mes 0 m3g4 Mgz —Mgg3
me,3 0 0 0 0 0
Meg,2 2m6,3 0 Meg,5 0 0

| Me1 Mg2 Mg3 Mgy mg,5 0 |

Asi pues, dim Der(R®, i1, w) = 6
_ % * * * * *
16. wy =ejAe;—e;Ae3+e;Neg

Esta NO es una estructura simpléctica para 16. En efecto, consideremos la terna (e, ez, es)
y evaluemos en dig, w)

wa([er,e2],e4) +wr([ez,es],e1)+w2([es, e1],e2) =wa(es,es) +wr(eg,e1)+w2(0,e) #0
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[KGM, Theorem 5] 17.

[Gra] L6’22 (0)

[Sal] 29.

dim Der
17

Numeros de Betti
(4,8,10,8,4,1)

dim Serie C. Desc.
(6,2,0)

[e1,e3] =e5, [e1,ea] =eq, [e2,e3] = €6
Lk * * * * *
17. w1 =ejAe;+e5Aes+esne)
Este corchete esta en una base nice para la accién de SP¢(IR). Es fécil ver que esta estructura
admite una métrica minimal por 2.1.12 y un punto critico para la SP¢(IR)-6rbita es dado por

exp(X) con X = Diag(0,1In (6), —% In(6),+ In(6),-1In(6),0); se ve que X € sp(6,R) y el cambio
de base dado por exp(X) da el corchete

6 V6
—eg, [e2,e3] = —eg

6
[e1,e3]=—ces5, [e1,e4] = c c

6
que es tal que la aplicacion momento de GLs(IR) evaluada en p es
%Diag(—Z,—L—Z,—], 1,2)

y asi, la aplicaciéon momento de SLgIR evaluada en p es

1 . 7 1.

3 Diag(-4,-2,-1,1,2,4) = g Id +€ Diag(3,5,6,8,9,11)
y como Diag(3,5,6,8,9,11) es derivacion, entonces se sigue la afirmacion.

Informacién adicional

Las derivaciones de esta dlgebra de Lie nilpotente simpléctica son de la forma

—Me,6 0 0 0 0 0
-Mgs5 3Mege 0 0 0 0
—Mg 4 0 -2Mmee 0 0 0
me3 -Meqa 2Mgs5 2Meg 0 0
Mg2 M52  —Mga 0 3mge O
| Me1 Me2  Me3 Megq M5  Mee |
Asi pues, dim Der(R®, 1, w) =7
[KGM, Theorem 5] 18. [Gra] Lg 26 [Sal] 24.

dim Der
18

Numeros de Betti
(3,8,12,8,3,1)

dim Serie C. Desc.
(6,3,0)
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[61,62] = ey, [61,63] = €5, [62,63] =€6

18. wi(a) =ejre;+ae;nes+(a-T)ejare;conaeR~N{0,1}

Esta estructura es equivalente a tener

:
[e1,e2] = eq, [e1,e3] = J25es, [e2,e3] = .—7¢€6
Wen =€ A€ +e;Aes+e3ne;

usando el cambio de base

00 0 1T 0O
00 0 0 a6o

00 0 00 1

El anterior corchete esta escrito en una base nice para la accién de SP¢(IR). Es fécil ver que
esta estructura admite una métrica minimal por 2.1.12 y un punto critico para la SP¢(R)-

6rbita es dado por exp(X) con X = Diag(—% ln(l a’-2a+] ),0,0, 0, O,% ln(l a’-2a+] )), se ve

4 a?-a+1 4 a?-a+l

que X € 5p(6,R) y el cambio de base dado por exp(X) da el corchete

1 (a-1)? __.a (a-1)?
[e1,e2] = 2V azmaa [e1,e3] = 2(a-1) aZ-a+1 65
K=
o1 [La1)?
[e2,e3] = 551y \/ azar7 %6

que es tal que la aplicacion momento de GLg(IR) evaluada en  es

1 1 1 11 1 1
. 2 2 2 2 2
5 ]D1ag(—a +a--,—-a"+a-1,--a"-<, - (a-1)",za 'E)

y asi, la aplicacién momento de SLzR evaluada en p es

1

zDiag(—],—],—L],],]) = —%IdJrDiag(], 1,1,2,2,2)
y como Diag(1,1,1,2,2,2) es derivacién, entonces se sigue la afirmacion.

Informacién adicional

Las derivaciones de (IRG, i, w) son de la forma

-Mg 6 0 0 0 0 0
0 —M55 0 0 0 0
0 0 ms 5 + Mg g 0 0 0
M3 Ms3 my3 -mss5-mge 0 0
Me2  Ms2 ms 3 0 mss 0

| M1 Mep2 ™M 3 0 0 mes |
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Asi pues, dim Der(R®, i1, w) = 8
18. wy(a) =ej Aei+aejre;—aejnel+e;nel—2ae;ne; conaeRN{0}
Esta estructura es equivalente a tener

[61,62] =-2 aey, [61,63] =-2 aes + (] + Clz) €6, [62, 63] = €5
Wen =€) Aei+e;Aes+e3ne)

usando el cambio de base

o O

cuya inversa esta dada por

L 1+a? .

Consideremos el segundo cambio de base dado por

1 0 0 0 0 0

a -1 0 0 0 0

0 0 2V3aZ+1 0 0 0

@ 0 0 0 2V3aZ+1)" 0 0
0 0 0 0 -1 0

0 0 0 0 a 1]
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cuya inversa esta dada por

1 0 0 0 0 0
a -1 0 0 0 0

Lol o 0 @v3aZ+n)! 0 0 0
S 0 0 0 2vV3a2+1 0 0
0 0 0 0 -1 0

0 0 0 0 a 1]

Se comprueba directamente que s(a) € SP(6,R) y este da el corchete

:
(= [er,e2] = mmmea [evesl = s smmes + s sy e
1 a
le2,e3] = s mmmes — s amves
La aplicacion momento de GL¢g(IR) evaluada en p es
1 5 &2 T 5 o1 5 11 5,01
D -3 — 3775 - 3577 _112 s 575 >y
3a2 .1 Diagl a 2 2% T SRS LY

y asi, la aplicaciéon momento de SLzR evaluada en p es
%Diag(—1,—1,—1,1,1,1) = —%Id+Diag(1,1, 1,2,2,2)
y como Diag(1,1,1,2,2,2) es derivacién, entonces p es un punto critico en la SP(6,R)-6rbita.
Informacién adicional

Las derivaciones de esta dlgebra de Lie nilpotente simpléctica son de la forma

-Mge Mg 0 0 0 0
-Me5 —-Mee 0 0 0 0
0 0 2 Meg,6 0 0 0
me3 Ms3 Mg3 -2mge O 0
Mg2 M52 Ms3 0 Mee —Mes
| M6 M2 Meg3 0 Mes5 Mg

Asi pues, dim Der(R®, 1, w) = 8
18. w3 =ezAes—ejAeL+e5Aes +2ezne)
Esta estructura es equivalente a tener

[e1,e2] =2eq, [e1,e3] =-2eg +e5, [ez,e3] = —e6
Wen =€ Aeg+e;Aes+e3ne)
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usando el cambio de base

cuya inversa esta dada por

o
o
—_
o
o
o

S N=

0 0 0

00 0 0 0 -1

Consideremos el segundo cambio de base dado por

[ 33 0 000 0 |
o 1.0 00 ©
o -1 300 0
s=
0o 0 0 20 0
o 0 0 21 o0
| 0 0 0 00 -28
cuya inversa esta dada por
[ 23 00 0 0 0 |
0o 1.0 0 0 0
S_1:o§§ooo
0 00 % 0 O
0 00 -11 0
| 0 00 0 0 -3

Se comprueba directamente que s(a) € SP(6,R) y este da el corchete

B:= { [e1,e2] = —]—‘/2§e4 - é%, [e1,e3] = @m + 1—\/565, [e2,e3] = @%
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La aplicacion momento de GLg(IR) evaluada en p es

[ 2 0 0 0 0 0]
0 -5 1 0 0
0 1 -5 0 0 0
o 0 0 & 1 0
o 0o o0 I S0
0o 0 0 o0 0 %]

y asi, la aplicacion momento de SLgIR evaluada en p es
%Diag(—1,—1,—1,1,1,1) = —%Id+Diag(1,1, 1,2,2,2)
y como Diag(1,1,1,2,2,2) es derivacion, entonces p es un punto critico en la SP(6,R)-6rbita.
Informacién adicional

Las derivaciones de esta dlgebra de Lie nilpotente simpléctica son de la forma

21115,5 —Ms56 ms .6 0 0 0
-Mgs5 -Mss5 —-Msy4 0 0 0
Mgs5 -Ms4 -Mss 0 0 0

me,3 ms3 my4,3 M55 M54 —Ms56

me,2 ms 2 ms5,3 ms54 M55 ms6

Mg Me2 M3 -Mgs5 Mgs —2Ms5 |

Asi pues, dim Der(]R6, ww) =10

[KGM, Theorem 5] 23 [Gra] Ls g @R [Sal] 31.
dim Der Numeros de Betti dim Serie C. Desc.
19 (4,9,12,9,4,1) (6,2,0)

[61,62] =es5, [61,63] =€s

% * * * * *
23. wy =ejAe;+e;Aes+e3ne;

Este corchete esta en una base nice para la accién de SP¢(IR). Es fécil ver que esta estructura
admite una métrica minimal por 2.1.12 y un punto critico para la SPs(IR)-6rbita es dado por
exp(X) con X = Diag(In(2),0,-1n(2),In(2),0,-1In(2)); se ve que X € sp(6,R) y el cambio de
base dado por exp(X) da el corchete

1 1
W= {[61,62] =5es [e1,e3] = 5¢6
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que es tal que la aplicacion momento de GLg(IR) evaluada en p es
1
zDiag(—Z,—],—LO, 1,1])
y asi, la aplicaciéon momento de SLgIR evaluada en p es
1 . 7 1.
7 Diag(-3,-2,-1,1,2,3) = _é_lld + 1 Diag(4,5,6,8,9,10)
y como Diag(4,5,6,8,9,10) es derivacién, entonces se sigue la afirmacién.
Informacién adicional

Las derivaciones de (R®, i, w) son de la forma

2mss 0 0 0 0 0
—Mgs5 —Ms55 0 0 0 0
—Meg 4 Meg,5 -4 ms 5 0 0 0
me3 Mms3  Mmy3 4mss O 0
Mgy M52 Ms53  —Mgs5 Mss 0

| M6 Me2 M3 Mes M5 —2Mss5 |

Asi pues, dim Der(R®, i, w) = 9
23. wy =ejAe;+e;Ane;+esnes
Esta estructura es equivalente a tener

[e1,e2] = —ey4, [e2,e3] = €6
Wen =€) Ae;+e;Aes+e3ne)

usando el cambio de base

o O
o O
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cuya inversa esta dada por

000010
000001

000710 0|

El anterior corchete esta escrito en una base nice para la accién de SPg(IR). Es ficil ver que esta
estructura admite una métrica minimal por 2.1.12 y un punto critico para la SP¢(IR)-6rbita es
dado por exp(X) con X = Diag(In(2),0,0,0,0,-1n(2)); se ve que X € sp(6,R) y el cambio de
base dado por exp(X) da el corchete

1 1
W= {[61,62] = _E €4, [62,63] = E €6

que es tal que la aplicacion momento de GLg(IR) evaluada en  es
%Diag(—],—Z,—L 1,0,1)
y asi, la aplicacién momento de SLzR evaluada en p es
%Diag(—1,—1,—1,1,1,1) = —%Id+Diag(1,1, 1,2,2,2)
y como Diag(1,1,1,2,2,2) es derivacién, entonces se sigue la afirmacion.

Informacién adicional

Las derivaciones de (1R6, i, w) son de la forma

[ mee O 0 0 o o0 |
0 —M55 0 0 0 0
0 0 ms 5+ Me,6 0 0 0
Me3 Ms3 my3 -ms5-mge 0 0
Me2 M52 ms 3 0 mss 0

| M1 M me 3 0 0 mges |

Asi pues, dim Der(R®, i, w) = 8
_ % * * * * *

Esta NO es una estructura simpléctica para 23. En efecto, consideremos la terna (e, ez, e3)
y evaluemos en d;3 w3

w3 ([e1,e2],e3) +w3([ez,e3],e1) +ws([e3,er1],e2) = wz(es,e3) +w3(0,e1) + wz(—eg,e2) #0
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La siguiente correccién nos ha sido dada por los autores de [KGM].

s * * * * * *
23. W3 =ejAe;+e5nes—ejne;

Esta estructura es equivalente a tener
[e1,e2] =es5, [e1,eq] = €3
Wen =€) Ae;+e;Aes+e3ne)

usando el cambio de base

10000 0]

010000

cuya inversa estd dada por

000010

0 01T 00O

El anterior corchete esta escrito en una base nice para la accién de SPg(IR). Es facil ver que esta
estructura admite una métrica minimal por 2.1.12 y un punto critico para la SP¢(IR)-6rbita es
dado por exp(X) con X = Diag(In(2),0,0,0,0,-1n(2)); se ve que X € sp(6,R) y el cambio de
base dado por exp(X) da el corchete

1 1

W= {[61,62] =55 [e1,e4] = 5 €3

que es tal que la aplicacion momento de GLg(IR) evaluada en p es
1
3 Diag(-2,-1,1,-1,1,0)
y asi, la aplicacion momento de SLgIR evaluada en p es
1 . 3 .
leag(—1,—1,1,—1,1,1) =3 Id + Diag(1,1,2,1,2,2)

y como Diag(1,1,2,1,2,2) es derivacién, entonces se sigue la afirmacion.
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Informacién adicional

Las derivaciones de esta dlgebra de Lie nilpotente simpléctica son de la forma

[ 2mss 0 0 0 0 o |
0 —M55 0 ms 3 0 0
-Mg4 -Ms4 M55 M34 Ms53 0
0 ms3 0 -mss5 O 0
Me2 M52 Ms53 M54 Mss 0

| M6 M2 0 Me 4 0 -2mss |

Asi pues, dim Der(]RG, ww)=38

[KGM, Theorem 5] 24. [Gra] Lg,22(+1) [Sal] 30.
dim Der Numeros de Betti dim Serie C. Desc.
16 (4,8,10,8,4,1) (6,2,0)

[e1,e4] = €6, [e2,€3] = €5
24. Wy =ejAe;+e;Nnes+e3ne;
Este corchete esta en una base nice para la accién de SP¢(R). Es fécil ver que esta estructura
admite una métrica minimal por 2.1.12 y un punto critico para la SP¢(IR)-6rbita es dado por

exp(X) con X = Diag(In(2),0,In(2),-In(2),0,-1In(2)); se ve que X € sp(6,R) y el cambio de
base dado por exp(X) da el corchete

1
[e1,e4] = 5 €6/ [e2,e3] = 5 €5

que es tal que la aplicacion momento de GLs(IR) evaluada en p es
%Diag(—],—],—1,—1,1,1)
y asi, la aplicacién momento de SLzR evaluada en p es
%Diag(—],—1,0,0,1,1) = -1d +2Diag(1,1,2,2,3,3)
y como Diag(1,1,2,2,3,3) es derivacién, entonces se sigue la afirmacion.

Informacién adicional
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Las derivaciones de esta dlgebra de Lie nilpotente simpléctica son de la forma

[ mes 0 0 0 0 0 |
0 Me6 0 0 0 0
0 -Ms54 —2Mge 0 0 0
me 3 0 0 2me 0 0
Mgz Ms) 0 ms4 -Mge O

| Mg M2 Mgg3 0 0  mee |

Asi pues, dim Der(]RG, W w)=6

_ ¥ * % * % *
24. Wy =-ejAe;—e;Nes—e3Ae;

Esta estructura es equivalente a tener
[e3,e6] = —e1, [es, e5] = —e2
Wen =€ Aeg+e5Aes+e3ne)

usando el cambio de base

(000 0 0 0 1
000010
0007100

cuya inversa estd dada por

010000

100 00O

El anterior corchete esta escrito en una base nice para la accién de SP(IR). Es facil ver que esta
estructura admite una métrica minimal por 2.1.12 y un punto critico para la SP¢(IR)-6rbita es
dado por exp(X) con X = Diag(-In(2),0,-1n(2),In(2),0,In(2)); se ve que X € sp(6,R) y el
cambio de base dado por exp(X) da el corchete

1

1
W= {[63,66] =51 [es,e5] = —5 €2
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que es tal que la aplicacion momento de GLg(IR) evaluada en p es
%Diag(], 1,-1,-1,-1,-1)
y asi, la aplicacion momento de SLzR evaluada en p es
1. 1.
7 Diag(1,1,0,0,-1,-1) = —Id+z Diag(3,3,2,2,1,1)
y como Diag(3,3,2,2,1,1) es derivacién, entonces se sigue la afirmacion.
Informacién adicional

Las derivaciones de (1R6, i, w) son de la forma

-mge 0 0 m3e M2e Mige
0 mee -Mugs 0 M5 Mg
0 0 -2megg 0 0 mag
0 0 0 2mgs Mys5 0
o 0 0 0 -mee O
0 o0 0 0 0 meg |

Asi pues, dim Der(IRG, W w)=6

[KGM, Theorem 5] 25. [Gra] L3 2 oR3 [Sal] 33.
dim Der Numeros de Betti dim Serie C. Desc.
24 (5,11,14,11,5,1) (6,1,0)
[e1,e2] =es

_o* * * * * *
25. Wq —61/\e6+€2/\€5+€3/\e4

Este corchete esta en una base nice para la accién de SPs(IR). Es facil ver que esta estructura
admite una métrica minimal por 2.1.12 y un punto critico para la SP¢(IR)-6rbita es dado por
exp(X) con X = Diag(0, 1 In(2),0, O,—% In(2),0); se ve que X € sp(6,R) y el cambio de base
dado por exp(X) da el corchete

V2

W= {[61,62] = 7 €6
que es tal que la aplicacion momento de GLg(IR) evaluada en p es
diag(-1,-1,0,0,0,1)

y asi, la aplicaciéon momento de SLzR evaluada en p es

1 1
5 Diag(-2,-1,0,0,1,2) = —g Id +5 Diag(3,4,5,5,6,7)
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y como Diag(3,4,5,5,6,7) es derivacion, entonces se sigue la afirmacion.
Informacién adicional

Las derivaciones de (IR6, i, w) son de la forma

-Mg 6 0 0 0 0 0
—Mg,5 2m6,6 0 0 0 0
-Meq -Ms4 -Mygg M34 0 0
Mg3 Ms53 T3 Mgy 0 0
Mg2 M52 Ms3 Msgq —2mgg O

| Me,1 Meg,2 Mg3 Mea4a Me,5 Me6 |

Asi pues, dim Der(R®, i1, w) = 12
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A.3 ALGUNOS PROCEDIMIENTOS CON MAPLETM15

Presentamos algunos procedimientos hechos en Maple™!15," para hacer las cuentas anteriores.

Tales procedimientos usan fundamentalmente el excelente paquete LieAlgebras.

1" 2z

Advertimos que los siguientes procedimientos no son “6ptimos” (en el sentido de la Teoria
de Algoritmos) pero estamos seguros que realizan muy bien su trabajo. Por ejemplo, hay
algunos ciclos que se pueden detener cuando no se cumple cierta condicién, pero tratamos
de evitar tales controles para presentar de la forma mas sencilla “el cémo” se pueden realizar
tales procesos y familiarizarnos con el uso de algunas funciones preestablecidas del software

Maple™15.

Alekseevskil.mw £ | *InfallE - FaMAf ."m

>
Definimos la algebra de Lie:
| dim es la dimension, corchete es un corchete dela dlgebra de Lie en labase {x7... }
> restart:
> with( DifferentialGeometry) : with( Liedlgebras) : with( Lineard [gebra) : with( linalg) :
with(LiedlgebraCohomology) : with(SolveTools[ Inequality]) :
> dim = T:
> corchete '= [[xI,x2]=x3, [x1,x3] =x4, [x1, x4] =x6, [x],x6] =x7, [x2, x3] =x5, [x2, x5] =x6,
[x2, x6] =x7, [x3, x4] = -x7, [x3, x5]=x7] :
> L = LiedlgebraDatal( corchete, [x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7], 4lg1);
L=[lel,e2]|=e3, [el,e3]|=ed, [el, ed]=eb, [el, e6]| =e7, [e2, e3] = e, [e2, e5] =eb, [e2, el]
=e7, [e3, ed] = -e7, [e3, e5]=€7]
> DGsetup(L);
Lie algebra: Algl
| Almacenamos todas las constantes de estructura en un arreglo
> C = Arrav(1.dim, 1 .dim, 1 ..dim, (i, j, k) = Teols:-DGinfo( [ i, j, k],
"LieBracketStructureFunction") ) :

@

@

En [M], cada corchete esta dado en una base que diagonaliza un toro maximal de derivaciones.
Para encontrar la derivacién pre-Einstein, es suficiente con encontrar las derivaciones exteriores
y solucionar el sistema lineal que resulta de la condicién de pre-Einstein en el conjunto de las

derivaciones diagonales.

Encontramos una derivacion Pre-Einstein.
En la clasificacion de Carles, la base de la algebra de Lie es tal que diagonaliza un toro maximal de
derivaciones.
| Hacer r igual al rango del algebra de Lie nilpotente.
| > DerO := Derivations("Outer") :
> Fi=

| > indice ‘=]

;Identiﬁcar i {1},....i_{r}tales que DerOfi {j}] es una matrix diagonal. Hacer el arreglo indice con tales i's.

“Maple™15 ha sido autorizado para su uso en la Facultad de Matemética, Astronomia y Fisica - Universidad

Nacional de Cérdoba, bajo una Licencia de Red dada para la supercomputadora shiva.
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Una derivacién semisimple ¢ es pre-Einstein si satisface ((¢, D)) = tr(D). En la matrix M
guardamos los productos internos de las derivaciones diagonales y en el vector tr guardamos
las trazas de tales derivaciones.

| Resolvemos el sistema lineal que define a la derivacion Pre-Einstein
> M= Matrix(1.r,1.r,0) :
| fr= Matrix(1.r,1,0) :
> forifrom 1 tordo
tr[i, 1] == Trace(DerO| indice[i]]) :
for j from itordo
M( i, j] = Trace(DerO] indice[ i]].DerO| indice[ j]]) :
M[j, i] = M[ij]:
end do:
| enddo:
| Calculamos la Pre-Einstein
> phi = Matrix(1 ..dim, 1 ..dim, 0) :
| coor = Ml
> forifrom 1 tordo
phi := phi + coor[i, 1]-DerO] indice[i]] :
end do:
phi;

Acéd damos un procedimiento para verificar cada una de las dos condiciones de base nice (ver
4.1.9). En caso de no cumplir alguna, imprimimos también cuales son los vectores que no
permiten que se satisfaga la condicién.

Miramos si el dlgebra de Lie nilpotente esta escrita en una base nice;

| debemos verificar las dos condiciones de la definicion.

| Condicion 1 de la definicion

> forifrom 1 todim — 1 do
for j from i + 1 to dim do
cont = 0:
for k from 1 to dim do if C[ 4, j, k] # O then cont *= cont + 1 : end if: end do:
if cont = 2 then print( No Nice, condiciond, i, j);i=dim + 1 :j = dim + 1:
elif i = dim — 1 then print( Nice, condiciond ); end if:
end do:
end do;
Nice, condicionA (€)]

| Céndicion 2 de la definicion
> for i from 1 to dim do
for k from 1 to dim do
cont = 0 :
for j from 1 to dim do if C[i, j, k] # O then cont := cont + 1 : end if: end do:
if cont == 2 then print( No Nice, condicionB, i, k);i'=dim + 1 :k=dim + 1:
elif i = dim and k= dim then print( Nice, condicionB);
end if:
end do:
end do;

No Nice, condicionB, 3, 7 [C))
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Un procedimiento para dar el conjunto de pesos relacionados, carPesosRel es el nimero de
tales pesos.

| Calcular los pesos relacionados con el corchete dado. carPesosRel es la cantidad de pesos.
| > carPesosRel =0 :
> for ifrom 1 todim — 1 do
forj from i + 1 to dim do
for i from 1 to dim do
if C[i,j, k] + 0 then
carPesosRel = carPesosRel + 1 :
peso = Matrix(1 ..dim, 1 ..dim, 0) :
pesol k, k] = peso[k, k] + 1 : peso[i, i] == peso[i, i] — 1 :peso[ . j] =-1:
PesosRel[ carPesosRel| = peso :
end if:
end do:
end do:
end do:

Si hemos mostrado que nuestra dlgebra de Lie estd escrita en una base nice, entonces procede-
mos a estudiarla con el criterio de la base Nice.

| Matriz de Gram
| > U= Matrix(1 ...carPesosRel, 1 ...carPesosRel, 0) :
> for i from 1 to carPesosRel do

for j from 1 to carPesosRel do

Uli, j] == Trace( PesosRel[i].PesosRel[ j]) :

UlJ 1] = Ul J] -

end do:

end do:

Una vez calculada la matriz de Gram, pasamos a solucionar el problema Ux = [1]. En el
arreglo Sol guardamos las entradas de la solucién general compardndolas con el valor 0 y
pasamos a solucionar el sistema de inecuaciones por el comando solve,

| Encontramos la solucién general al problema Ux=/1]
| > VectorUno ‘= Matrix(1 ..carPesosRel, 1, 1) :
| > Solucion := LinearSolve( U, VectorUno, method='solve', free ='s');
| > Sol:= { }:
> for i from 1 to carPesosRel do
Sol = Selunion { Solucion[i][1] > 0} :
end do:
> solve(Sol)
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Un procedimiento para calcular la aplicacién momento.

| Calcular la Aplicacion Momento (Operador de Ricci) con respecto a GL(dim,R)
| > Moment := Matrix(1 ..dim, 1 ..dim, 0) :
> for i from 1 to dim do
for j from 1 to dim do
for k from 1 to dim do
for / from 1 to dim do
Moment| i, j| := Moment[i, j] + C[k L i|-Clk Lj]l—2-C[i, &k 11-C[j. & I]:
end do:
end do:
Moment| j, i] == Moment[i, j] :
end do:
L end do:
| > Moment,

Para desarrollar los célculos del Capitulo 5, fue necesario dar un proceso para calcular la base
de py.,. Tal base la podemos dividir en tres conjuntos donde uno de estos conjuntos esta
formado por matrices diagonales (la abeliana maximal). Una vez dada una abeliana maximal
de sp,,, (R), este conjunto puede usarse para encontrar los pesos relacionados de un corchete
con respecto a la accién de SPy,, (R).

Base de 2p(2n,R)Natm(2n) / SimSP

| Abeliana maximal

|> ni=3:

> forifrom 1 tondo
ab = Matrix(1.2-n,1.2'n,0) :
abli,il]=1:ab[2-n+1—i2-n+1—i]=-1:
SimSP[i] == ab :
end do:

Base de 2p(2n,R)Naim(2n) / SimSP
| Base PARTE ]

> carSimSP = n:
for i from 1 to n do
forjfrom i+ 1tondo
base = Matrix(1.2-n,1.2-n,0) :
carSimSP = carSimSP + 1 :
base[i, j] = 1:
base[ j, i] = 1:
base[2-n+1—j,2-n+1—i]l:=-1:
base[2n+1-i2n+1—j]=-1:
SimSP[ carSimSP] = base :
end do:
end do:
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Base de 3p(2n,R)Natm(2n)
=Base PARTEII

> forifrom 1 tondo
forjfromn+1to2-n+1—ido
base = Matrix(1.2-n,1.2-n,0) :
carSimSP = carSimSP + 1 :
base[i,j] = 1:
base[j, i] == 1:
base[2n+1—j2n+1—i]=1:
base[2-n+ 1-i,2n+1—j]=1:
SimSP[ carSimSP] = base :
end do:
end do:

La aplicacién momento para la accién de SP,,, (R) sobre A%(IR?™)* ® R?™, nos es mas que
la proyeccion de la aplicacién momento de la acciéon de GL;, (R) sobre p.,.-

Calcular la Aplicacion Momento con respecto a SP(2n,R)
| Proyeccion sobre 3p(2n,R)Nstm(2n)
> MomentSP = 0 :
for i from 1 to carSimSP do

MomentSP — MomentSP + Trace( Moment.SimSP[1])

Trace(SimSP[i].SimSP[1])

-SimSP[1] :

| end do:
| > MomentSP;

Otros comandos que son muy Ttiles son:
Egq, Der := Query(Alg1, Matriz, {incégnitas}, "Derivation”) ,

el cual, dada una matriz cuyas entradas son indeterminadas, da condiciones sobre las indeter-
minadas para que tal matriz sea una derivacién de la dlgebra, Alg1.

EQ, SOLN := Query(Alg1, Alg2, Matriz, {incégnitas}, "Homomorphism”) ,

el cual da condiciones para que una matriz en indeterminadas sea un homomorfismo de las
algebras de Lie Alg1 y Alga.

Los comandos Transformation(Alg1, Alg1, Matriz), eval DG, ChangeFrame(Alg1) y LieAlgebraData
pueden ser usados en conjunto para cambiar la base de una algebra de Lie Alg1. Se usa la
base dada por la matriz de cambio de base Matriz.
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