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Resumen

El flujo de Ricci es una muy conocida ecuaciéon de evoluciéon para una curva de métricas en una
variedad Riemanniana dada. En el caso homogéneo, es equivalente de una manera natural y especifi-
ca al flujo de corchetes, que es una ecuacion diferencial ordinaria para una curva de algebras de Lie.
El objetivo de esta tesis es estudiar el flujo de Ricci en variedades Riemannianas homogéneas (i.e.
cuando el grupo de isometrias actta transitivamente en la variedad), utilizando como herramienta
principal el flujo de corchetes. Hemos estudiado el flujo de Ricci en una clase particular de solvarie-
dades: aquellas cuya algebra de Lie posee un ideal abeliano de codimension 1, el flujo de Ricci en
variedades homogéneas simplemente conexas de dimensién 4 y los solitones de Ricci homogéneos en
dimensiones bajas (una clase especial de métricas que tienen la particularidad de que su geometria
no cambia a lo largo del flujo de Ricci).

Palabras claves: Flujo de Ricci, variedades homogéneas, solvariedades, solitones de Ricci.

2010 Mathematics subject Classification: 53C44, 53C30, 53C25, 22E25.
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Abstract

The Ricci flow is a well-known evolution equation for a curve of Riemannian metrics on a given
manifold. In the homogeneous case, it is equivalent in a natural and specific way to the bracket flow,
that is an ordinary differential equation for a curve of Lie algebras. The objective of this thesis is
to study the Ricci flow in homogeneous manifolds (i.e. its isometry group acts transitively on the
manifold) by using the bracket flow as main tool. We have studied the Ricci flow for solvmanifolds
whose Lie algebra has an abelian ideal of codimension one, the Ricci flow in simply connected
homogeneous manifolds of dimension 4 and homogeneous Ricci solitons in low dimensions (a special
kind of metrics in which its geometry does not change along the Ricci flow).

Key words: Ricci flow, homogeneous manifolds, solvmanifolds, Ricci solitons.
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Introduccion

Uno de los resultados més importantes probados en la dltima década es la Conjetura de Geo-
metrizacién de Thurston sobre la clasificacion de variedades cerradas de dimensiéon 3, de la cual se
deduce como corolario la Conjetura de Poincaré: toda variedad cerrada 3-dimensional y simplemente
conexa es homeomorfa a la esfera. En la prueba de la misma, G. Perelman usa como herramienta
principal la ecuacion del flujo de Ricci (ver [P1], [P2] y [P3]): Dada (M, ¢g) una variedad Riemanniana
el flujo de Ricci es la siguiente ecuaciéon de evoluciéon para una curva de métricas Riemannianas

Bg(t) = —2Re(g(t), 9(0) =g,

donde Rc(g(t)) es el tensor de Ricci de la métrica g(t). Esta ecuacion diferencial en derivadas
parciales fue introducida por primera vez por R. Hamilton en 1982 en [Hm|, quien comenz6 a
abordar la conjetura mencionada anteriormente y desarrollé junto a otros matemaéticos una teoria
muy importante acerca de sus soluciones (ver [C] para mas informacion). Un aporte conceptual muy
interesante de toda esta maquinaria son los solitones de Ricci, una clase especial de métricas que
tienen la particularidad de que su geometria no cambia a lo largo del flujo.

En los ultimos anos, el flujo de Ricci ha demostrado ser una herramienta muy importante. Se han
obtenido resultados de gran peso, no sblo en geometria Riemanniana n-dimensional, sino también
en Topologia y Geometria diferencial y debido a esto se ha convertido en un tema de investigacion
en si mismo.

El objetivo de esta tesis es estudiar el flujo de Ricci en variedades Riemannianas homogéneas
(i.e. cuando el grupo de isometrias actia transitivamente en la variedad). En este caso, todos los
puntos lucen de la misma manera y entonces el flujo de Ricci se reduce a una ecuaciéon diferencial
ordinaria. Si bien la dificultad de nuestro estudio se reduce bastante, estudiar una ecuacion diferen-
cial ordinaria puede ser muy dificil y mucho méas aun puede llegar a serlo querer resolverla. Por esto,
a lo largo de este trabajo, el objetivo no sera resolver explicitamente las ecuaciones, sino estudiar el
comportamiento cualitativo de las mismas. Nuestra herramienta principal, introducida por J. Lauret
en [L4], es una ecuacién diferencial para una curva de élgebras de Lie llamada flujo de corchetes, la
cual es equivalente en un sentido natural y especifico al flujo de Ricci y cuyo estudio cualitativo en
la curvatura y cualquier invariante Riemanniano es el mismo. Mas precisamente, si (M, g) es una
variedad Riemanniana homogénea y simplemente conexa, por Teorema 1.5.3, la soluciéon del flujo
de Ricci estd dada por g(t) = ¢(t)*g,), donde () es una familia de corchetes de Lie que resuelven
una ecuacion diferencial ordinaria llamada flujo de corchetes y ¢(t) es una familia monoparamétrica
de difeomorfismos.

Después de algunos preliminares en el Capitulo 1, en donde daremos algunas definiciones basicas
y enunciaremos algunos resultados acerca del flujo de Ricci y del flujo de corchetes que son necesarios
para entender esta tesis, en el Capitulo 2 dedicaremos nuestro estudio al flujo de Ricci en una clase
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particular de solvariedades: aquéllas cuya algebra de Lie posee un ideal abeliano de codimensiéon 1.
El objetivo de este capitulo es intentar obtener resultados similares a los obtenidos en [L2| en el
caso nilpotente. Estudiamos entonces el flujo de Ricci en una solvariedad cuya algebra de Lie tiene
un ideal abeliano de codimensién uno, i.e. en un grupo de Lie soluble simplemente conexo con
algebra de Lie que posee un ideal abeliano de codimensién uno junto con una métrica Riemanniana
invariante a izquierda. La solucion ¢(t) es una métrica invariante a izquierda para todo ¢ y entonces
cada ¢(t) es determinada por un producto interno en el dlgebra de Lie. Continuando con el enfoque
de [L4], para estudiar la evolucion de estas métricas, vamos a variar corchetes de Lie en lugar de
variar productos internos.

Sea p un corchete de Lie en R™*! con un ideal abeliano de codimensién uno. Podemos suponer
que p estd determinado por A = ad,(eo)|rn € gl,(R), donde R" = Reg & R™ y R™ es el ideal
abeliano, y por lo tanto lo denotaremos por pu4. Cada p4 determina una variedad Riemanniana
(Gpias Guy)s donde G, , es el grupo de Lie simplemente conexo con dlgebra de Lie (R™™1, 1) y gy,
es la métrica invariante a izquierda determinada por (-,-), el producto interno canénico en R**1.
Toda solvariedad cuya algebra de Lie posee un ideal abeliano de codimensién uno es isométrica a
alguna pi4. En Lema 2.1.1, probamos que el flujo de corchetes es u(t) = p4(;), donde A(t) € gl,(R)
es la solucién de la siguiente ecuacion diferencial ordinaria,

A= —tr(S(A)?)A+ 3[4, [4, A - S tx(A)[4, A", A(0) = 4,

y entonces estudiamos la evolucion de la matriz A. Los principales resultados en este capitulo pueden
ser resumidos en los siguientes items:

» La solucion del flujo de Ricci g(t) esta definida para todo ¢t € (T-, 00), donde —oo < T < 0,
y si tr(A2%) > 0, entonces g(t) es una soluciéon de Tipo-III (ver Proposicién 2.1.6 y Proposi-
cion 2.1.13).

1 MA@,A@) ]

.||A(t)H2 . . . . . . .

(una clase particular de solitones de Ricci que contienen mucha informacion algebraica), en

cuyo caso es constante (ver Lema 2.3.1). Esto sucede precisamente cuando A es una matriz

normal o una matriz nilpotente especial (ver Proposicion 2.1.3).

= La funciona es estrictamente decreciente a menos que w4 sea un solitéon algebraico

» Para toda sucesion t; — oo, existe una subsucesion de (G , la cual converge en

pau Iacy))
la topologia punteada a una variedad plana, salvo isometria local (ver Corolario 2.1.10).

A(t)

= Sitr(A) =0 (i.e. G, unimodular), entonces B(t) = A Converge a una matriz Boo, cuando

t — oo (ver Lema 2.2.1 y Observacion 2.2.2).

» Para toda sucesion t; — 0o, existe una subsucesion de (G la cual converge en

/J“B(tk) ? g.u‘B(tk) )’
la topologia punteada a (G,;__, gy, ) (salvo isometria local), el cual es un soliton algebraico.
Ademas, (G.p_;gup,, ) 00 es plana, a menos que todos los autovalores de A sean imaginarios

puros (ver Teorema 2.3.4).

» Si G, admite una métrica Riemanniana invariante a izquierda con curvatura negativa, en-
tonces existe ty > 0 tal que g(t) tiene curvatura negativa para todo t > ty (ver Teorema 2.4.5).
Esto no se cumple para solvariedades en general (ver Ejemplo 2.4.6).

En el Capitulo 3 dedicamos nuestro estudio al flujo de Ricci en variedades homogéneas simplemente
conexas de dimension 4. Para realizar el analisis utilizamos el teorema de clasificacion de los espacios
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Riemannianos homogéneos simplemente conexos de dimension 4 probado por B. Bergery en [BB|.
En este teorema, la clasificacion es obtenida en funcién de la dimensiéon del grupo de Lie que actua
en la variedad, es decir, en funcion de dim(G), si M = (G/K,g). Analizaremos caso por caso,
respetando esta clasificacion. En los casos en los cuales 6 < dim G haremos algunos comentarios
acerca del flujo de Ricci ya que el anélisis es muy sencillo. En los casos dim G = 4 y 5 el analisis
es mas complicado. La herramienta que utilizaremos para estudiar estos dos casos seré el flujo de
corchetes.

Vale la pena destacar, que otros autores también han estudiado el flujo de Ricci en dimensién 4.
En [IJL] se estudia el flujo de Ricci para la familia de métricas en donde la métrica inicial se puede
diagonalizar y el flujo de Ricci preserva la diagonalizacion. Nuestro anélisis sera totalmente diferente
debido a que utilizaremos otro enfoque. Obtendremos resultados en una gran cantidad de variedades
homogéneas no analizadas en [LJL].

Los principales resultados obtenidos en este capitulo son:

Si dim G = 4, entonces el algebra de Lie de G o bien posee un ideal abeliano de codimension 1,
y entonces el anélisis del flujo de corchetes es el del Capitulo 2, o es isomorfa a una de las algebras
de (3.13). Para estudiar estas ultimas, hemos analizado el flujo de corchetes para dos familias de
algebras de Lie:

Consideremos (R*, (-,-)), con (-,-) un producto interno fijo en R%, {eq,e1,eq,e3} una base
ortonormal para (-,-) y definimos p := pap en R* como sigue:

pleo,e) = Ae;, i=1,...,3, wuler,e2) = hes,

B 0

0 tr(B)
(R, pa ), o simplemente f14 5. En Lema 3.1.3, probamos que el flujo de corchetes es u(t) = HA(#),h(E)
donde A(t) y h(t) satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

donde A = ( > € gls(R), B € gly(R) y h € R. Denotaremos a estas algebras por

{ LA =—tr(S(A)2)A+ I[A [A AY] — Ltr(A)[A, AY,  A(0) = A,
Lh=—3h3 h(0)=h.

Los principales resultados para esta familia de dlgebras de Lie pueden ser resumidos en los siguientes
items:

La solucion del flujo de Ricci g(t) esta definida para todo t € (T-, 00), donde —oo < T < 0,
y si tr(A42%) > 0, entonces g(t) es una soluciéon de tipo-III.

limy o0 A(t) = Ao, limy_, h(t) =0y HA(t),h(t) — HAs-

Para toda sucesion existe una subsucesion en la cual el flujo de Ricci converge en la topologia
punteada a una variedad plana, salvo isometria local.

: 4
Si Spec(A4) C R entonces Gy ey — na,, suavemente en R, donde gy, ) ¥ Gua,, son las
métricas invariantes a izquierda determinadas por el producto interno fijo (-, ).

Consideremos (R™*2 (,-)), con (-,-) un producto interno fijo en R"*2 {ej,... e,1o} una base
ortonormal para (-,-) y definimos p := ps p en R™*2 como sigue:

uler,e;) = Ae;, >3, ples,e;) = Be;, >3,
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donde A,B € gl,(R) tales que [A, B] = 0. Denotaremos a estas algebras por (R"™2, 14 p), o
simplemente f14 . En Proposicion 3.1.7, probamos que el flujo de corchetes es ju(t) = paw), B
donde A(t) y B(t) satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

44 = —t2(S(A)2)A—tr(S(A)S(B))B + 1[4, (A, AY) + L[A, [B, BY)]
—Ltr(A)[A, A — Lax(B)[A, BY, A(0) = A,

4B = —t(S(B)%)B —tx(S(A)S(B))A + (B, [A, A + 1(B, B, BY]]
—1tr(A)[B, AY] — $tr(B)[B, B!}, B(0)=B.

Los principales resultados para esta familia de dlgebras de Lie pueden ser resumidos en los siguientes
items:

» La solucién del flujo de Ricci g(t) esta definida para todo ¢t € (T, 00), donde —co < T < 0.

= Para toda sucesion, existe una subsucesion en la cual el flujo de Ricci converge en la topologia
punteada a una variedad plana, salvo isometria local.

SidimG =5y G es soluble, el teorema de clasificacion (ver Teorema 3.1.1) nos asegura que existe
un subgrupo normal H de G, conexo, simplemente conexo y transitivo en M. Luego M es isométrica
a H equipada con una métrica Riemanniana invariante a izquierda (ver [GW, Seccion 1)), es decir, es
isométrica a un grupo de Lie soluble de dimensién 4 munido de una métrica Riemanniana invariante
a izquierda, i.e. se reduce al caso dim G = 4. Si G no es soluble, hemos estudiado los diagramas
de fases correspondientes al flujo de corchetes partiendo de métricas G-invariantes, obteniendo asi
una vision global del flujo de Ricci para dichas métricas. Hemos determinado todas las soluciones
antiguas (i.e. soluciones definidas en el intervalo (—oo, 0]). Ademaés, hallamos todas las métricas que
producen soluciones al flujo de corchetes que convergen, y, en este caso, se probd que para toda
sucesion, existe una subsucesion en la cual el flujo de Ricci converge con la topologia punteada
a una métrica plana en F(2) x R, donde E(2) es el grupo de los movimientos rigidos del espacio
euclideo 2-dimensional. Para evitar este tipo de convergencia, y conseguir un limite mas interesante,
consideramos diferentes normalizaciones del flujo de corchetes. Obtuvimos que para algunas métricas
es inevitable la convergencia a una métrica plana, i.e. para toda normalizacion del flujo de corchetes,
el limite de dichas métricas sera plano, mientras que en el resto de las métricas siempre existe una
normalizacién adecuada y una sucesion en la cual el flujo de Ricci converge a un soliton algebraico
no plano.

El Capitulo 4 esta dedicado al estudio de los solitones de Ricci homogéneos, es decir, métricas
completas homogéneas g en una variedad diferenciable dada M, tales que la curva de métricas

g(t) = (=2ct + 1)¢; g,

es solucion al flujo de Ricci, para algin ¢ € R y para algiin grupo monoparamétrico ¢; de difeomor-
fismos de M. Dedicaremos nuestro estudio al caso de expansion, es decir, ¢ < 0, debido a que los
casos ¢ = 0 y ¢ > 0 ya han sido estudiados.

Una definicién que surge muy naturalmente al querer considerar la estructura algebraica en el
caso homogéneo, es la definicién de solitén semi-algebraico:

Definiciéon. [J, Definicion 1.4] Un espacio Riemanniano homogéneo (G/K, g) es llamado un soliton
semi-algebraico si existe una familia monoparamétrica ¢; € Aut(G) con ¢:(K) = K tal que

g(t) = cpig, 9(0) =g,
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es una solucion al flujo de Ricci para alguna funcion escalar ¢; > 0, donde ¢; € Diff(G/K) es el
difeomorfismo equivariante determinado por ¢.

En [J, Proposicion 2.2], M. Jablonski probé que todo soliton de Ricci homogéneo (M, g) es un
soliton semi-algebraico con respecto a su grupo de isometrias G = I(M, g). Debido a este resultado,
estudiaremos solitones semi-algebraicos, y para hacer esto utilizaremos los resultados de estructura
obtenidos por R. Lafuente y J. Lauret en [LL2|.

Los resultados obtenidos en este capitulo son:

= Clasificacion de los solitones semi-algebraicos de expansién no Einstein en dimension 3 y 4,
salvo isometria equivariante (ver Cuadros 4.1 y 4.2), y el siguiente teorema:

Teorema. Todo soliton semi-algebraico simplemente conexo de expansion de dimension 3 y 4
es isométrico a un solsoliton.

= Resultados parciales salvo isometria en dimension 5 :

Teorema. Sea (G/K,g) un soliton semi-algebraico simplemente conexo de expansion de di-
mension 5. Si dim G =5, 6, 7 0 15, entonces es isométrico a un solsoliton.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo definiremos los conceptos basicos que utilizaremos a lo largo de la tesis. Comen-
zaremos dando la definicién de flujo de Ricci y algunas relacionadas con él. Seguiremos con las
definiciones de variedades homogéneas y espacios Riemannianos homogéneos, las cuales estan muy
relacionadas entre si, para luego definir el conjunto H, ., el cual parametrizara a los espacios Rie-
mannianos homogéneos simplemente conexos, casi efectivos, de dimension n y con isotropia de
dimension g. Luego, concentraremos nuestro estudio en el flujo de Ricci homogéneo. Introduciremos
el flujo de corchetes y un teorema que relaciona a éste con el flujo de Ricci. Al final del capitulo,
recordaremos algunos conceptos y resultados de ecuaciones diferenciales, los cuales corresponden,
mas precisamente, a la teoria de sistemas no lineales y auténomos, en la cual esta inmersa la ecuacién
del flujo de corchetes.

1.1. Flujo de Ricci

Definiciéon 1.1.1. Sea (M, go) una variedad Riemanniana. El flujo de Ricci de (M, go) es la siguiente
ecuacion diferencial en derivadas parciales:

F9(t) = —2Re(g(t),  ¢(0) = go, (1.1)

donde g(t) es una curva de métricas Riemannianas en M y Re(g(t)) el tensor de Ricci de la métrica
g(t)-

Esta ecuacion diferencial fue introducida por R. Hamilton en los 80’s en [Hm|, quien probo
utilizando el flujo de Ricci que toda 3-variedad compacta que admite una métrica Riemanniana con
curvatura de Ricci estrictamente positiva, también admite una métrica de curvatura constante posi-
tiva. Recientemente, el flujo de Ricci se ha convertido en un tema de investigacion muy interesante
y activo debido a la cantidad de resultados que han sido probados usdndolo como herramienta,
como ejemplo a destacar, la Conjetura de Geometrizacion de Thurston, de la que se puede deducir
la Conjetura de Poincaré.

Un concepto muy importante, el cual es una generalizacion de las métricas de Einstein (i.e.
Re(g) = cg), es el de los solitones de Ricci:



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicion 1.1.2. Una métrica Riemanniana completa g en una variedad diferenciable M se dice
un solitén de Ricci si su tensor de Ricci satisface:

Re(g) =cg+ Lxg, paraalgince R, X € X(M) completo,

donde X(M) denota el espacio de todos los campos vectoriales diferenciables en M y Lx la derivada
de Lie en la direccién del campo X.

Equivalentemente, g es un soliton de Ricci si y sélo si la curva de métricas en M

g(t) = (=2ct + 1)¢rg (1.2)

es una solucién del flujo de Ricci, para algtin grupo monoparamétrico ¢, de difeomorfismos de M. Es
decir, son las métricas que evolucionan sélo por la accion de difeomorfismos y multiplos escalares.
De acuerdo a (1.2), los solitones de Ricci son llamados de expansion, estables o de contraccion,
dependiendo de si ¢ < 0, c =0 o ¢ > 0. El escalar ¢ suele denominarse constante cosmoldgica. Para
maés informacion acerca de los solitones de Ricci, ver [C].

Definiciéon 1.1.3. Una solucion ¢g(t) del flujo de Ricci se dice de Tipo-III si esta definida para todo
t € [0,00) y existe un C' € R tal que

IRm(g(t))]| <, para todo t € (0, 00),

donde Rm(g(t)) es el tensor de curvatura de Riemann de la métrica g(t).

1.2. El espacio de las variedades homogéneas

En esta secciéon vamos a estudiar el espacio de las variedades homogéneas. Para esto, parame-
trizaremos al conjunto de todos los espacios homogéneos, simplemente conexos, de dimensién n,
con isotropia de dimensién ¢, por un subconjunto H,, de la variedad de algebras de Lie (¢ + n)-
dimensionales.

Definicién 1.2.1. Una variedad Riemanniana (M, g) se dice homogénea si su grupo de isometrias
I(M, g) actia transitivamente en M.

Es bien conocido que I(M, g) con la topologia compacto-abierta admite una estructura diferen-
ciable tal que es un grupo de Lie de transformaciones de M, y el subgrupo de isotropia I,(M, g) es
compacto, para todo p € M (ver [MS]).

Definiciéon 1.2.2. G/K se dice un espacio homogéneo si G es un grupo de Lie y K C G un
subgrupo de Lie cerrado de G.

Definicién 1.2.3. Una métrica Riemanniana g en un espacio homogéneo G/K es G-invariante si
T G/K — G/K, 7(uK) := huK, para todo u € G, es isometria para todo h € G. En tal caso,
(G/K,g) se llama un espacio Riemanniano homogéneo.

Sea (M, g) una variedad homogénea conexa y G un subgrupo de Lie cerrado de I(M,g) que
actiia transitivamente en M, entonces podemos identificar a M con G/K, donde K = GN1,(M, g),
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para algin p € M. Si denotamos por g y ¢ a las algebras de Lie de G y K respectivamente, como
K es compacto, existe un complemento p de ¢, Ad(K)-invariante, tal que

g=tdp.

Esta descomposicién es llamada una descomposicion reductiva y no necesariamente es tnica. Con-
sideremos en (/K la métrica G-invariante g. .y determinada por

() == g(p),

el producto interno Ad(K)-invariante en p definido por g. Luego, (G/K, g..y) es una presentacion
de (M, g) como espacio Riemanniano homogéneo.

Observar que el producto interno (-,-) puede ser extendido a un producto interno Ad(K)-
invariante en g tal que (¢ p) = 0. Llamaremos a (g = € ® p, (-,-)) una descomposicion métrica
reductiva.

Sin embargo, no es necesario pedir G C I(M, g) (i.e. que la accion sea efectiva) para obtener
una presentacion de (M, g) como espacio homogéneo. Es suficiente una accion transitiva de G en
M = G/K, donde K es el subgrupo de isotropia de algin punto, que sea casi efectiva (i.e. que K
no contenga subgrupos normales no discretos de G, o equivalentemente, que el subgrupo normal
{9 € G : ghK = hK,VYh € G} sea discreto) con una descomposicion g = ¢ @ p y un producto
interno (-,-), ambos Ad(K)-invariantes. En este caso mas general, K podria no ser compacto, pero
es facil probar que Ad(K) es compacto en GL(g) y por lo tanto, a (G/K, g) se le puede adjuntar
una descomposicion métrica reductiva (g =€ p, (-, -)).

Definamos ahora el conjunto H, 5, el cual es un conjunto cuyos elementos son espacios Riema-
nnianos homogéneos y tal que cualquier espacio Riemanniano homogéneo simplemente conexo y
casi efectivo de dimensién n y con isotropia ¢-dimensional es representado por al menos un punto
en dicho conjunto.

Fijemos primero una descomposicién de suma directa de espacios vectoriales g = €t ® p y un
producto interno (-, -) en p. Consideremos

Vo = Vaimg := {1 : 9 X g = g : p es bilineal y antisimétrica},
L9 = Laimg = {p € Vy : p satisface Jacobi}
y ad, : g — g la representacion adjunta de p € £y (i.e. ad, z(y) = p(z,y)).
Sea i € £y tal que:

(h1) p(e€) C ey pu(E,p) Cp.

(h2) Si G, denota el grupo de Lie simplemente conexo con élgebra de Lie (g, 1) y K, es el subgrupo
de Lie conexo de G, con élgebra de Lie (&, u|exe), entonces K, es cerrado en G,.

(h3) (ad, Z |y)' = —ad, Z |, para todo Z € ¢ (la transpuesta respecto de (-, -)).

(hd) {Z € t: u(Zp) =0} =0.

Entonces (G /K, gu), con g, la métrica G -invariante definida en ek, como sigue g,(eK,) = (-,-),
donde e € G, es la identidad del grupo, es un espacio Riemanniano homogéneo simplemente conexo
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con g = £®p descomposicion reductiva, casi efectiva. En efecto, de la condicion (hl) obtenemos que
(€, pt|exe) es subalgebra de Lie de (g, it), y por lo tanto, podemos considerar K, el inico subgrupo
de Lie conexo de G, con &lgebra de Lie (¥, it|exe), €l cual es cerrado por la condicién (h2). Este
ultimo hecho, asegura que G, /K, admite una tnica estructura de variedad diferenciable tal que
la accién de G, en G, /K, es suave (ver [War, 3.58,3.63|). De la condicion (h3) se sigue que p es
Ad(K,)-invariante, pues K, es conexo y de (h4) obtenemos que la accion es casi-efectiva.

Definicion 1.2.4. Sin =dimp y ¢ = dim ¢, definimos
Hon = {p € Lgyn ¢ p satisface (hl)-(h4)}.

Observaciones:

» S5i g = 0, entonces g = p, Hopn = £, y cada p € Hp,, define una métrica invariante a
izquierda g, en G,.

n(n—1)/2 . . . . . . .
» Hp = quo % M q.n={espacios Riemannianos homogéneos simplemente conexos n-dimensio-
nales y casi-efectivos}.

= H,n puede ser un subconjunto vacio, por ejemplo, Hs 3.

Como los espacios homogéneos contienen mucha informaciéon algebraica, es muy natural considerar
alguna relacién de equivalencia entre espacios homogéneos en donde esta informacién esté involu-
crada. Dados G/K y G'/K' dos espacios homogéneos, diremos que son equivariantemente difeo-
morfos si existe ¢ : G — G’ isomorfismo de grupos de Lie tal que ¢(K) = K’. ¢ induce un mapa
¢: G/K — G'/K' al cual denominaremos difeomorfismo equivariante. Definimos también que dos
espacios Riemannianos homogéneos (G/K, g(..y) y (G'/K', g(..y) son equivariantemente isométricos
si g(..) = ©*g(.., para algin difeomorfismo equivariante ¢ : G/K — G'/K' (i.e. dp|cx es ademas
una isometria entre los espacios con producto interno (p, (-,-)) y (¢, (-,-))).

Antes de enunciar la siguiente proposicion, que serd muy usada en este trabajo, notemos que

fijando una base de £ y una base ortonormal de p podemos identificar GL(g), GL(¥), GL(p) y
O(p, (-,-)) con GLgyn(R), GLy(R), GL,(R) y O(n) respectivamente.

Hay una accion lineal natural de GLy4(R) en Vg4, definida como sigue:
hu(X,Y) = hu(h ' X, 07Y), X, Y €g, he€GLyn(R), u€ Vyrn. (1.3)

Proposicion 1.2.5. [L3, Proposicion 4.2/ St 1 € Hy . entonces h.p € Hy pn, para toda h € GLg1r (R)
de la forma

hi= [l 0] € GLyn(R), by € GLy(R),  hy € GL(R), (1.4)

tal que

[hn iy, ad,, Ely] = 0. (1.5)
En este caso, Gp/Kh y Gu/ K, son equivariantemente difeomorfos y (G )/ Kn.u, ghu) €5 equi-
variantemente 1sométrico a (G#/Kﬂ7g<hn‘7hn‘>)'

Observacion 1.2.6. En particular, de la Proposicion 1.2.5 se sigue que si p € H,, entonces el
subconjunto
{h.p: hg =1, hy, satisface (1.5)} C Hgn,

parametriza el conjunto de todas las métricas G ,-invariantes en G,/ K.
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Para cada p € Hgp, definamos
Uy = {hn € GL,(R) : hythy, € Endaq, (p)}, (1.6)
donde Endaq, (p) es el espacio de los operadores de entrelazamiento de la representacion de isotropia
ad, : € = End(p). En [L3|, J. Lauret explica como calcular U, y demuestra que para cada p € Hyp

el conjunto U,.p parametriza el conjunto de todas las métricas G -invariantes en G, /K,,, donde
Uy = GLg4n(R) de manera usual.

1.3. Curvatura de Ricci

En esta seccion vamos a estudiar el operador de Ricci del espacio Riemanniano homogéneo
(Gu/K,,gu), para toda i € Hy . Recordar que g = €@ p es la descomposicion reductiva Ad(K),)-
invariante y g, (eK,) = (-, ).

El operador de Ricci Ric,, de (G/K, gu) esta dado por (ver [B, 7.38]):
Ric, = M, —3B,, — S(ad, Hy,lp), (1.7)

donde

M, : p — p es el operador simétrico definido por:

<M/LX>Y> = -3 <ﬂ(X7Xi)7Xj><M(Y7Xi)7Xj>
+%Z<:U’(Xi7Xj)7X><N(Xi7Xj)7Y>v VX,Y €p,

donde {X;} es una base ortonormal de p.

B, :p — p es el operador simétrico definido por:

(B,X,Y) =trad, X ad,Y, VX,Y €p.

S gl (R) — gl (R), S(A)=1(A+ A?), es la parte simétrica de un operador.

H,, es el tnico elemento en p que satisface (H,, X) = trad, X para todo X € p.
Si consideramos las € y p-componentes de pfyxp, es decir,
WX Y) = (X, V) + (X Y), (X, Y) et pp(X,Y)ep, VXY ep,  (19)
podemos reescribir la formula (1.7) de la siguiente manera:
Ric, = M,,, —3B,, — S(ad,,, H,,) (1.10)

ya que H, y M, s6lo dependen de p.
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1.4. Curvaturas Seccionales

En esta secciéon haremos un breve repaso de las curvaturas seccionales en un espacio Riemanniano
homogéneo (para mas informacion, ver |B, Teorema 7.30]).

Si (G/K,g) es un espacio Riemanniano homogéneo, con (g = £ & p, (-,-)) una descomposicion
métrica reductiva, podemos identificar a un X € g con un campo en G/K de la siguiente manera,

X(hK) = &]gexp(tX)hK,

donde exp : g — G es la exponencial de Lie, y se puede ver que si X,Y € g entonces [X,Y] =
—[X,Y],. Consideramos [X,Y]¢ y [X, Y], las componentes en € y en p respectivamente de [X, Y],
para todo X,Y € p. Luego la curvatura seccional de X,Y € p esté dada por:

K(X,Y) = =3|[X, Y]|[? = 5{[X, [X, Y]glp, V) = 5{[Y, [Y; X]olp, X)+ U (X, V)P =(U(X, X), U(Y,Y)),

(1.11)
donde U : pxp — p, esta definida por 2(U(X,Y), Z) = ([Z, X],,Y )+ (X, [Z,Y],), para todo Z € p.
Si ademas, || X|| = |Y||=1y (X,Y) =0, esto da la curvatura seccional del plano generado por X
eY.

1.5. Flujo de Ricci homogéneo

Sea (M, go) una variedad homogénea simplemente conexa y (G, /K, guo) Una presentacion de
(M, go) como espacio Riemanniano homogéneo, para algin po € Hypn. Sea g(t) la solucion del flujo
de Ricci de (M, go) (ver (1.1)). Como gy es homogénea, y por lo tanto completa y de curvatura
acotada, entonces existe solucion en tiempo corto de (1.1) debido a [S]. Alternativamente, se puede
pedir G, -invariancia de g(t) para todo t, y entonces (M, g(t)) tendria, como espacio homogéneo,
la presentacion (G, /Ky, g¢.,.),), donde (-, -); = g(t)(eK ). La ecuaciéon del flujo de Ricci (1.1) es
por lo tanto equivalente a la siguiente ecuaciéon diferencial ordinaria:

%<'7 ‘>t = _QRC(<') '>t)) <’7 ‘>0 = <'7 ’>7 (112)

donde Re((:,-)¢) := Re(g(t))(eKy,), y entonces, la unicidad y existencia en corto tiempo de la
solucion en la clase de métricas G, -invariantes esta garantizada. De esta manera, g(t) es homogénea
para todo t, y entonces la unicidad dentro del conjunto de métricas completas y de curvatura acotada
se sigue de [ChZ]. Es simple probar que el resultado de unicidad implica la G ,,-invariancia, pues la
solucion debe preservar isometrias. La necesidad de este argumento circular es debido al hecho de
que la unicidad de la solucién del flujo de Ricci es atin un problema abierto en el caso general no
compacto (ver [Ch|). En conclusion, existe una tnica solucién al flujo de Ricci partiendo de gg dentro
del conjunto de métricas completas y de curvatura acotada, y dicha solucion es G, -invariante (en
particular, es homogénea), si gg lo era.

Como hemos representado a los espacios Riemannianos homogéneos con al menos un punto de
Hg.n, s natural preguntarse como se comporta el flujo de Ricci en ese conjunto, es decir, ;como es
la ecuacion gle evoluciéon de una curva p(t) € Hon tal que (Guuy/Kuw), gur)) sea el flujo de Ricei?
Para esto primero definamos lo siguiente:
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Definicién 1.5.1. Sea po € Hgn- El flujo de corchetes que empieza en pg es la siguiente ecuacién
diferencial ordinaria:

4 ,(4) = 0 0 _
a1 (t) = () ( 0 Ricy ) p(0) = puo, (1.13)

donde 0,(A) = p(A-,-) + p(-, A) — Ap(-,+), A € GLyyn(R), pt € Vyym.

Observacion 1.5.2. Si pg € Hyn v p(t) es una solucion de (1.13), entonces pu(t) € Hqp, para todo t
(ver |[L4, Lema 3.2|).

Dada (M, go) una variedad Riemanniana homogénea simplemente conexa y (G,/Kug, 9uo):
fo € Hgn, una presentacion como espacio homogéneo, consideremos g¢(t) la solucion al flujo de
Ricci que comienza en go (ver (1.1)), (-, -); la solucion al flujo de Ricci homogéneo que empieza en
(-,90 = (-,-) (ver (1.12)), u(t) la solucion al flujo de corchetes que empieza en pg (ver (1.13)) y las
siguientes familias monoparamétricas:

(M,g(t)), (GNO/KMO,{J(.,%), (G,u,(t)/K,LL(t)vgu(t))' (1'14)
El siguiente Teorema muestra como el flujo de Ricci y el flujo de corchetes estan relacionados:

Teorema 1.5.3. [L4, Teorema 3.3] Eziste una familia monoparamétrica de difeomorfismos

() : M —= Gy /Kuw tal que g(t) = o(t)*g,u), para todo t € (a,b).
Mads aiin, si identificamos M = G o/ Ky, entonces p(t) : Gy /Ky — G )/ Ky puede ser elegido
como el difeomorfismo equivariante determinado por el isomorfismo de grupos de Lie entre G, y
G con derivada h = < L0 ) 1 g — g, donde h(t) := dp(t) |ex,,: P — p es la solucion a

0 h
cualquiera de las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias:

(1) %h=—hRic((-,-)1), h(0) = I.

(2) 4h = —TRic, h, h(0) =1.
Las siguientes condiciones se cumplen:

(3) <‘7 '>t = <h’h>

(4) p(t) = hyo(h™- A1)

Por lo tanto, el flujo de Ricci g(t) puede ser obtenido del flujo de corchetes pu(t) resolviendo la
ecuacion diferencial (2) y aplicando a (3). De la misma manera, podemos obtener 1(t) resolviendo (1)
y reemplazando en (4).

En particular, podemos observar que ambos flujos estan definidos en el mismo intervalo de
tiempo, y para cada tiempo ¢, las variedades Riemannianas de (1.14) son isométricas dos a dos y
por lo tanto, el comportamiento de la curvatura y de cualquier invariante Riemanniano a lo largo del
flujo de Ricci g(t) puede ser estudiado a lo largo del flujo de corchetes g, ;). Para mas informacion,
ver [L4].
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Como a lo largo del flujo de corchetes se tiene que 1u(t)|exg = folexg, para todo ¢ € (a,b) (ver
[L4, (29), (31)]), tenemos que la ecuacion (1.13) puede ser escrita como el siguiente sistema:

%/’LE = Mé(RiCM Ty ) + ME('? Ricu ')7
] pe(0) + 11 (0) = po, (1.15)
gt = Op, (Ricy) pp.

donde f1¢ y pup son como en (1.9).

Antes de concluir con esta seccién vamos a introducir el concepto de solitéon algebraico. Volvamos
nuevamente a la Definicién 1.1.2. En el caso homogéneo todos los ejemplos no triviales de solitones de
Ricci son isométricos a un solsoliton, un grupo de Lie soluble S munido de una métrica Riemanniana
invariante a izquierda g, la cual satisface

Ric(g) = ¢l + D, paraalgince R, D € Der(s),

donde Ric(g) es el operador de Ricci de la métrica g y s es el 4lgebra de Lie de S. En el caso en que
S es nilpotente, son llamados nilsolitones. El concepto de solitéon algebraico generaliza al concepto
de solsoliton a espacios homogéneos en general.

Definiciéon 1.5.4. Un espacio homogéneo simplemente conexo (G/K, g,..y) con una descomposicién

reductiva g = €@ p, se dice soliton algebraico si existe ¢ € Ry D € Der(g) tal que DEC £y
Ric(gy.,.y) = ¢l + Dy,

donde Ric(g...y) es el operador de Ricci de (G/K,g(..y), Dy :=proD|,ypr:g=tdp —pesla

proyeccion lineal.

Todo soliton algebraico simplemente conexo es un soliton de Ricci (ver [LL1, Proposicion 3.3]).
Para poder relacionar a los solitones algebraicos con los solitones semi-algebraicos definidos en la
Introduccion, consideremos (G/K, g) un solitéon semi-algebraico con una descomposicion reductiva
g =t®p. Se tiene que

Ric = el + (D + D,’;), para algtin ¢ € R,

donde Ric es el operador de Ricci de (G/K,g), D € Der(g) tal que Dt C ¢, Dy :== proD|, y
pr:g=*t®dp — pes la proyeccion lineal (ver [LL1, Seccion 3| y [J, Seccion 2|). Luego, si la
derivacion D es simétrica, (G/K, g) es un soliton algebraico. Por lo tanto, todo solitéon algebraico
es semi-algebraico. Sin embargo, no se sabe si vale la reciproca. Todos los ejemplos conocidos hasta
el momento son de tipo algebraico.

1.6. Flujos normalizados

Definicién 1.6.1. Sea (M, gy) una variedad Riemanniana. El flujo de Ricci r-normalizado de
(M, go) es la siguiente ecuacion diferencial en derivadas parciales:

59" (t) = —2Re(g" () = 2r()g" (1), 9" (0) = go. (1.16)

para alguna funcion normalizacion r(t).
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Las normalizaciones son usadas para evitar que soluciones del flujo de Ricci converjan a métricas
planas, asi como también para evitar singularidades en tiempo finito.

En el caso homogéneo, i.e. (M, go) = (Guo/Kuos o), o € Hgn, €l flujo de Ricci normalizado
se convierte en la siguiente ecuacion diferencial ordinaria:

d
%(7)1{ = _2Rc(<7>;) _QT(t)<'7'>;7 <7>6 = <'7'>7 (117>
y surge nuevamente la pregunta natural de como se comporta el flujo de Ricci en H .

Definicién 1.6.2. Sea pp € Hyp. El flujo de corchetes r-normalizado que empieza en pig es la
siguiente ecuacién diferencial ordinaria:

0 0
i r == r r == . .
800 =500 (0 Rie, o rr )+ ¥ O =0 (119

Otra forma equivalente de escribir la ecuacion diferencial (1.18) es la siguiente:

Sy = py (Ricyr -, ) + g (-, Ricyr +) 4 2rpg (),
1 (0) + 115 (0) = piolpp, (1.19)
%M; = (5,% (Ricur)ug + "”N;‘

Entonces nos preguntamos de qué manera estan relacionados el flujo de Ricci normalizado y el flujo
de corchetes normalizado.

Teorema 1.6.3. [L/, Teorema 3.10/ Dada (M, go) una variedad Riemanniana homogénea simple-
mente conexa y (GNO/KNO’QMO)’ to € Hgn, una presentacion como espacio homogéneo, consideremos
g"(t) la solucion al flujo de Ricci r-normalizado que comienza en go (ver (1.16)) y u"(t) la solucion
al flujo de corchetes que empieza en gy (ver (1.18)). Entonces existe una familia monoparamétrica
de difeomorfismos " (t) : M — Gy /K r ), tal que g"(t) = ¢"(t)*gur (1), para todo t € (a,b).

1.7. Convergencia de variedades

En esta seccién, asumiremos que todas las variedades son conexas y todas las métricas Riema-
nnianas son suaves (i.e. C°) y completas.

Definicion 1.7.1. Sea M una variedad diferenciable. Una sucesiéon gi de métricas Riemannianas
en M se dice que converge (suavemente) a la métrica Riemanniana g cuando k — oo (y se lo denota
gk — ¢g) si para todo subconjunto compacto K C M, el tensor gy — g y sus derivadas covariantes
de todos los 6rdenes (con respecto a una conexion fija) convergen uniformemente a cero en K.

Una variedad Riemanniana punteada (M, g, p) es una variedad Riemanniana (M, ¢g) con un punto
p € M (punto base o punto de referencia).

En la siguiente definicién vamos a introducir una nocién de convergencia que es invariante por
difeomorfismos.

Definicién 1.7.2. (Topologia punteada suave o de Cheeger-Gromov) Una sucesion (My, gk, px) de
variedades Riemannianas punteadas se dice que converge en la topologia punteada a una variedad
Riemanniana punteada (M, g,p) cuando k — oo si existen
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= una sucesion de conjuntos abiertos 0 C M que contienen a p, tal que para todo subconjunto
compacto K C M se satisfaga que K C {0 para k suficientemente grande;

= una sucesion de mapas suaves ¢y : 2, —> M}, los cuales son difeomorfismos sobre su imagen
que satisfagan que ¢ (p) = py para todo k;

tales que
gk — g

suavemente cuando k — oo en M (o més precisamente, en todo subconjunto compacto de M).

Observar que en el caso homogéneo los puntos bases pr v p no juegan ningun rol importante en
la convergencia en el sentido que usando la homogeneidad podemos cambiarlos por otra sucesién
qr € My y g € M. En [L3] se estudia esta convergencia en el caso homogéneo. Para mas informacion
acerca del rol de los puntos base en el caso no homogéneo ver por ejemplo [T, Seccion 7.1].

En lo que sigue, vamos a introducir una definicién para luego enunciar un teorema que utilizare-
mos en los siguientes capitulos.

Definicién 1.7.3. El radio de inyectividad de Lie de (G,/K,,gu), it € Hgn, €s el mayor r, > 0
tal que

Yp = muoexp, : B(0,r,) — Gu/K,
es un difeomorfismo sobre su imagen, donde exp,, : g — G, es la exponencial de Lie, 7, : G, —
G/ K, es la proyeccion al cociente y B(0,r,) denota la bola euclidea de radio r,, en (p, (-, -)).
Teorema 1.7.4. [L3, Teorema 6.14] Sea pj, una sucesion tal que p, — X en Hyp, cuando k — oo,
Y supongamos que i%f T, > 0. Entonces eziste una subsucesion de (G, /K, gu,) que converge en

la topologia punteada a una variedad homogénea localmente isométrica a (Gx/Kx,gy)-

Observacion 1.7.5. El enunciado del teorema original es mas largo que el que acabamos de dar.

Observacion 1.7.6. En [L3, Lema 6.19] se probo que si p € Ho,, entonces 7, > ””7” y entonces la
hipétesis del radio de inyectividad en el teorema anterior no es necesaria pues siempre se cumple.

1.8. Sistemas dindmicos y conjuntos limites

En esta secciéon vamos a definir algunos conceptos de ecuaciones diferenciales y vamos a enunciar
algunos teoremas que usaremos mas adelante (para mas informacion ver por ejemplo [F]). Cabe
aclarar que estamos interesados en estudiar sistemas no lineales y auténomos como lo es la ecuacién
del flujo de corchetes en el caso homogéneo. Consideremos entonces de ahora en adelante el siguiente
sistema de ecuaciones no lineales y auténomo con condicién inicial:

2 = f(x), x(0)= o, (1.20)

donde
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es una funcién de un subconjunto de R™ en R™. La hipétesis general de partida seré que las funciones

filxr, .o, zpn) y gj:"_,i,j =1...,n, son continuas en un conjunto abierto  C R™.
J

El siguiente teorema afirma la existencia de la solucién en tiempo corto:

Teorema 1.8.1. Dado g € S, existe una funcion x(t) definida en un intervalo mazimal abierto
(a,w) tal que

¥ = f(x), x(0)= zo.

Un teorema bésico pero que usaremos en varias oportunidades y que nos proporciona informaciéon
acerca del intervalo de definicién de la solucién es el siguiente:

Teorema 1.8.2. Six(t) permanece en un subconjunto cerrado y acotado B C ) para todo t € [ty,w),
entonces w = 00.

Resolver explicitamente este tipo de sistemas en muchos casos resulta imposible, por lo que el
objetivo, en general, es entender cualitativamente el comportamiento de sus soluciones. Es decir,
entender el diagrama de fases del sistema, que es el conjunto de las trayectorias (recorrido) de las
soluciones en R™. Con este objetivo, si x(t),y(t) son dos soluciones del sistema 2’ = f(x), es muy
natural preguntarse si las trayectorias pueden cortarse en algin punto. La respuesta a esta pregunta
estd dada por la siguiente proposiciéon:

Proposicion 1.8.3. Sean x(t),y(t) dos soluciones de &' = f(x) tales que x(t1) = y(t2), para ciertos
t1,ta,t1 # ta. Entonces y(t) = x(t +t; — ta) para todo t del intervalo de definicion de y(t). Como
consecuencia, los recorridos en R™ de las dos soluciones z(t),y(t), o bien no tienen ningin punto
en comin o bien coinciden y x(t),y(t) satisfacen y(t) = x(t + ¢) para un cierto ¢ € R.

Por otro lado, también surge la siguiente pregunta muy natural: ;puede una trayectoria cortarse
a si misma?

Proposicion 1.8.4. Si para una solucion x(t) de x' = f(x) existen tq,ta,t1 # to tales que z(t1) =
x(t2), entonces:

(i) O bien x(t) =z € Q.

(i) O bien existe un minimo nimero positivo T tal que x(t +T) = x(t), para todo t € R.

Las dos proposiciones anteriores nos dan un panorama de cémo se comportan las trayectorias
del sistema. Aun asi el comportamiento puede ser muy complicado. En el caso de las trayectorias
acotadas en R™, una pregunta muy natural que surge es si existe lim;_, . x(t), para z(t) una solucion
del sistema. Para comenzar a entender esta pregunta enunciemos la siguiente definicion:

Definiciéon 1.8.5. Sea zyp € R" y z(t) la solucion al sistema (1.20) con condicién inicial z(0) = xo.
Un punto y €  es omega-limite de xg si existe una sucesion de tiempos ¢ — oo tal que y =
limy_, 0 (k). El conjunto omega-limite de ¢, denotado w-limite de xq, es el formado por todos los
puntos omega-limite de xg.

Fl siguiente teorema nos va a proporcionar propiedades del conjunto w-limite:
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Teorema 1.8.6. Sea xg € R" y x(t) la solucion al sistema (1.20) con condicion inicial x(0) = xo.
Si x(t) es acotada, entonces el conjunto w-limite de xy es no vacio, acotado, cerrado, invariante y
Conexo.

En sistemas planos, surgen con frecuencia los ciclos limites, es decir, el conjunto w-limite consta
de una soéla trayectoria y es periddica. A continuacién enunciaremos un teorema muy conocido en
sistemas planos.

Teorema 1.8.7. (Poincaré - Bendizson) Sean n = 2, xg € R? y z(t) la solucion al sistema (1.20)
con condicion inicial £(0) = z. Si 2(t) es acotada y el conjunto w-limite no contiene ningin punto
fijo (i.e. f(y) =0), entonces es una trayectoria periddica.

Este teorema garantiza que el comportamiento dindmico de los sistemas auténomos planos esta
descrito de manera sencilla. La pregunta es qué sucede para n > 3. En dimensiones superiores
a 2 “hay mas espacio”, y una oOrbita puede acercarse, alejarse y arrollarse alrededor de si misma
sin cortarse. Una diferencia aparece en el fenémeno de la recurrencia, es decir, cuando en todo
entorno de xg existen infinitos puntos de la trayectoria (z¢ es omega-limite de zp). Su caracteristica
fundamental es que el conjunto w-limite de cada una de las trayectoria no cerradas muchas veces
esta lejos de ser un punto o un ciclo limite. Ademas de este tipo de fenémeno hay otros atin mas
extranos. A modo de ejemplo citaremos brevemente el sistema de Lorenz, el cual tiene una dindmica
impredecible,

¥ = —ox+ oy,
= —xz2+rz—Y,
2 =xy — bz.

<

Este sistema fue analizado por Lorenz, quien observé que para ciertos valores de los pardmetros
encontraba dindmicas acotadas y no periédicas, unido al fenémeno de la dependencia sensible de
las condiciones iniciales (una de las caracteristicas més importantes de la dinamica caotica).



Capitulo 2

El flujo de Ricci en una clase de
solvariedades

El objetivo de este capitulo es estudiar el flujo de Ricci en una clase particular de solvariedades,
mas precisamente, aquellas cuya algebra de Lie posee un ideal abeliano de codimensién 1. Para
hacer esto analizaremos el flujo de corchetes (ver Definicion 1.5.1 en la Seccion 1.5 del Capitulo 1)
que empieza en las algebras de Lie métricas que corresponden a las solvariedades mencionadas
anteriormente. Veremos cudl es la ecuacion diferencial del flujo de corchetes, como evolucionan las
soluciones y cuéles son los intervalos de definiciéon de las mismas. Ademés, demostraremos que el
conjunto w-limite es un punto y veremos algunos comportamientos de las soluciones y de los limites.
También daremos una condicién suficiente para que algunas soluciones sean de Tipo-III. Probaremos
que para toda sucesion, existe una subsucesion en la cual el flujo de Ricci converge a una métrica
plana, y por lo tanto para evitar este tipo de convergencia analizaremos una normalizacién del flujo
de corchetes. Presentaremos una funcién monotona decreciente a lo largo del flujo normalizado, la
cual nos permitird demostrar que para toda sucesién, existe una subsucesion en la cual el flujo de
corchetes normalizado converge a un solitén algebraico y asi poder determinar cuales de los limites
corresponden a variedades planas. Por dltimo, estudiaremos el comportamiento de las curvaturas
seccionales a lo largo del flujo. Probaremos que si un grupo de Lie en esta clase admite una métrica
Riemanniana invariante a izquierda con todas sus curvaturas seccionales negativas, entonces las
curvaturas seccionales de cualquier solucion del flujo de Ricci se convertiran en negativas en tiempo
finito. También observaremos que ésta es una propiedad de esta clase de solvariedades y no de
cualquier solvariedad. Este capitulo se basa en el articulo [A].

2.1. Flujo de corchetes en una clase de solvariedades

En esta seccion estudiaremos el flujo de corchetes de un dlgebra de Lie métrica soluble con un
ideal abeliano de codimension 1, donde un dlgebra de Lie métrica simplemente serd un par (g, (-, -))
con g un algebra de Lie y (-,-) un producto interno en g. Observar que cada algebra de Lie métrica
(g, (-,*)), con g soluble, determina una solvariedad, i.e. un grupo de Lie soluble simplemente conexo
G junto con una métrica Riemanniana invariante a izquierda g.

Consideremos (R"*1 (.,-)), con (-,-) el producto interno canénico en R"*!. Si la dimension del
algebra de Lie es (n + 1), entonces salvo isomorfismo podemos asumir que el corchete de Lie tiene

13
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la siguiente forma con respecto a la base canonica {eg,e1,...,e,} :
paleg,ei) = Ae;, i=1,...,n, palei,e;)=0, Vi,j >1, Aegl,(R),

donde pensamos a A € gl,,(R) como un operador actuando en R™, el subespacio generado por
{e1,...,en} (i-e. el ideal abeliano de codimension 1). A partir de ahora, denotaremos a estas algebras
por (R™*1 114), o simplemente 1.

Lema 2.1.1. Si Ag € gl,,(R), entonces el flujo de corchetes que empieza en pia, estd dado por paey),
t e (T-,Ty), donde A(t) satisface la siguiente ecuacion diferencial ordinaria:

4 A=—tr(S(A)?)A+ I[A A, AY] — Ler(A)[A, A", A(0) = A,. (2.1)

Demostracion. Usando la formula para el operador de Ricci de una solvariedad (ver (1.7) o L1,
Seccion 4]), obtenemos que el operador de Ricci de (G,,,,9,,) con respecto a la base canoénica es
representado por la siguiente matriz:

[ —u(S(A)?) 0
Ricu, = < 0 L[4, AY] — tr(A)S(A) ) ) (2.2)

donde S(A) = 1(A+ A?) es la parte simétrica de la matriz A y tr(A) es la traza. Entonces,
dua(Ricy,)(eo,e5) = pa(Ricy, eo,e;) + paleo, Ric,, ;) — Ricy, pa(eo, e;)
= - tr(S(A)Q)Aei + ARiCMA |R”€i - R’iCMA |R”A€i
= —tr(S(A)?)Ae; + [A, Ric,, [rele;
= (= (S(A2)A + YA, [A, AT] - (A4, A7) e

y por otro lado, tenemos que 0, (Ric,,)(e;, e;) = 0, para todo ¢, > 1, pues pa|gnxrr = 0. Por lo
tanto,

6., (Ric,,) = pp, donde B = —tr(S(A)?)A+ 1A, [4, AT — 2 tr(A)[A, AT

Entonces, esta familia de algebras de Lie es invariante por el flujo de corchetes, el cual es equivalente
a (2.1). Ademas, el intervalo maximal de definicion de g ¢, es de la forma (7-,T}) para —oo <
T <0< Ty <oo,yaque (2.1) es una ecuacion diferencial ordinaria. O

Asi, dada una matriz A, tenemos que el flujo de corchetes que empieza en p g4, es equivalente
a una ecuacion de evolucién para una curva de matrices con condicion inicial Ag. De ahora en
adelante, muchas veces pensaremos al flujo de corchetes que empieza en p14, simplemente como esta
evolucion.

Observacion 2.1.2. Notar que los Gnicos puntos fijos del sistema (2.1) son las matrices antisimétri-
cas, las cuales son precisamente las solvariedades planas de la forma u4, pues por (2.2) ellas son
precisamente las Ricci-planas (ver [AK] y [Mil]).

Proposicion 2.1.3. Para cualquier Ay € gl,,(R), las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) pa, es un soliton algebraico.

(ii) Ao es una matriz normal o Ag es una matriz nilpotente tal que [Ag,[Ao, Ao']] = cAg, para
algun c € R.
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Mads ain, en tal caso, la evolucidn del flujo de corchetes estd respectivamente dada por

-1/2

A() = (20:(S(A0)2)t+1) 7 A9 0 A(t) = ((— | Aol* + )t + 1) 4.

Demostracion. Suponiendo (i), tenemos los siguientes dos casos:

= Si el nilradical de p4, (el ideal nilpotente maximal de y14,) tiene dimension n, entonces Ag es
una matriz normal (ver [L1, Teorema 4.8]).

» Si el nilradical de 4, tiene dimension n + 1, entonces p14, es nilpotente y por lo tanto Ag es
una matriz nilpotente. Ademas, de (2.2), tenemos que

1 2
2 ’AOH 0 ) — Ri =cl
= =cl+D.
( 0 1[Ao, Ao"] sy =€

Se sigue que D(eg) = Aeg. También, sabemos que [ad,, (eo), D] = —ad,, (D(eo)), por lo tanto

0 0 . 0 0
( 0 %[Am (Ao, Ao']] ) = [ad/mo (60)7RICHA0] = [ad“AO(eo),D} = —Aady,, (e0) = —A ( 0 A > .

Reciprocamente, si Ag es una matriz normal, entonces g4, es un soliton algebraico (ver [LI,
Teorema 4.8]) y si Ay es una matriz nilpotente que satisface [Ag, [Ag, Ao']] = cAp, entonces

— 1| 4p]|? 0 1l Ao|2 —£ 0
Ric, . — ( —3ll40 >200”[+< ;o )
Hag ( 0 %[A(),Aot] 2 0 —§I+ %”A()HQI + %[Ao,Aot]
~ 0
0  —SI+41|A40]1 + 3[Ao, Ao’
el item (i) es probado.

es facil ver que es una derivacién de p4,, y por lo tanto,
Yy ] HAg, Y

Finalmente, si p4, es un soliton algebraico, la familia A(t) = a(t)Ao es invariante por el flujo.
Por lo tanto, tenemos que

= Si Ag es normal, el flujo de corchetes es equivalente a la siguiente ecuacion diferencial para
a=af(t):
a = —tr(S(Ap)Ha®, a(0) =1,

y por lo tanto, la solucion es A(t) = (2tr(S(Ag)?)t + 1)_1/2/10.
= Si Ag es nilpotente, entonces el flujo de corchetes es equivalente a

—1lAnll?
o Aol +e

5 , a(0) =1,

y por lo tanto, la solucion es A(t) = ((—||Aol|? + ¢)t + 1)_1/2A0.

En el siguiente lema estudiaremos cémo evoluciona la solucion a la ecuacion (2.1).
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Lema 2.1.4. Dada Ag € gl,(R), el flujo de corchetes que empieza en pa, es jLay), con A(t) de la
siguiente forma:

A(t) = a(t)prAog; (2.3)

donde a(t) es una funcion a valores reales, positiva, no-creciente, y ¢, € GL,(R), para cada t.

Demostracion. Sea h(t) = < bg) 2 ) € GLp+1(R), con b(t) una funciéon a valores reales y
t
¢t € GL,(R), entonces
: B —t1(S(A)2)b(t) 0
‘m%@h“< 0 (314,47 — tr(A)S(A) 0 )

Por lo tanto, el mapa h en (2) de Teorema 1.5.3 tiene la siguiente forma:

h(t) = < bﬁf) Et )

y entonces por (4) del mismo teorema sabemos que
(O = B0 110 = By

Ademas,
{ b'(t) = tr(S(A()?)b(t),
b(0) = 1.

Luego, tenemos que b es una funcion positiva y no-decreciente. Si a(t) = ﬁ, se sigue entonces que
a(t) es una funcion positiva y no-creciente. O
De manera ilustrativa, vamos a analizar un ejemplo a lo largo de todo el capitulo.

0 To
yo O

A(t) = ( y?t) ng) )

podemos observar que esta familia de matrices es invariante por el flujo y (2.1) es equivalente al
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en las variables z(t) =z e y(t) =y :

Ejemplo 2.1.5. Sea Ay := ( ) € gly(R). Proponiendo como solucion de la ecuacion

diferencial (2.1) a la matriz

{ v’ =z + y)(—gw + 1%.@), z(0) = o,
Y =yl +y)(—5y+32), y(0)=wo.

Luego, para entender el flujo de corchetes que empieza en ji4,, debemos entender el sistema (2.4).
El objetivo no es resolver el sistema, que de hecho, a simple vista, no parece nada féacil de resolver
siendo que estamos trabajando en matrices 2 x 2, es decir, la dimensién més baja posible, y con la
menor cantidad de parametros. Para visualizar un poco el problema, veamos la Figura 2.1 dibujada
con Maple, en donde se puede observar a y en funcién de x. Notemos que es suficiente analizar
0 < xo, ya que si (x,y) es la solucion del sistema (2.4) que empieza en (xo, yo), entonces (—z, —y)
es la solucion que empieza en (—xg, —¥o).

(2.4)
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Figura 2.1:

Quizés el sistema resulta un poco méas ameno para el caso en el cual zgyg > 0. Por ejemplo, algo
que resulta facil de ver es que si z(t) e y(t) estan definidas en [0, 00) entonces x(t), y(t) — 0 cuando
t — oo. En efecto, tenemos tres posibles casos, o = 4o, o > Yo 0 Tg < Yo. Si Tg = Yo, entonces
Ap es una matriz simétrica, y por lo tanto normal. De lo que se sigue que el flujo de corchetes
evoluciona como en la Proposicion 2.1.3 y A(t) — 0. Si z¢ < yo, entonces z(t) < y(t), para todo t
(ver Proposicion 1.8.3). Pero y(t) — 0 cuando t — oo, pues de (2.4) obtenemos que y' < —%yg, y
por lo tanto y estd mayorada por una funcion que tiende a cero. Luego, como z(t) < y(t), entonces
z(t) también tiende a cero. Si xg > yp, de manera anédloga a zy < yp, se tiene que x(t),y(t) — 0
cuando t — oo.

La pregunta que surge para este ejemplo ahora es la siguiente: ;jEstan x(t) e y(t) definidas en
[0,00)? Observando la figura, podemos ver que las trayectorias parecen permanecer en un conjunto
compacto. Si esto fuera verdad, entonces del Teorema 1.8.2 se seguiria que las soluciones estéan
definidas en el intervalo [0, c0).

También podemos notar en la figura que z(¢) parece tender a —y(t), es decir, A(t) parece tender
a una matriz antisimétrica. Observemos que lo que si parece més dificil de conjeturar en el caso
2oy < 0 es el limite de las soluciones. Nuevamente haremos hincapié en que s6lo nos interesara un
anélisis cualitativo de las soluciones, por lo que no vamos a calcular explicitamente cuél es el limite
de las soluciones en caso de existir.

En la siguiente proposicion analizaremos el intervalo maximal de tiempo de la solucion A(t). Un
punto importante a observar aqui es que —oo < T_ pues (G/m(t)’gu,q(t)) siempre tiene curvatura
escalar no-positiva (ver (2.2)).

Proposicion 2.1.6. A(t) estd definida para todo t € (T—,00) (i.e. Ty = 00).
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Demostracion. Por la bilinealidad del producto interno tenemos que para A = A(t)
FIAIP = §(A, A) = 2(A, G A),
y reemplazando por %A (ver (2.1))
AP = 204, —tx(S(A)*)A) + 2(A, 3[4, [4, AT]) — 2(4, 3 tx(A)[A, AT)),
pero como (A, [A, [A, A']]) = —||[4, A1]||? ¥ (A, [A, A!]) = 0 obtenemos que
AN = —2te(S(A)?) | A]* — I[A, A%, (2.5)

y por lo tanto
Al <o,
lo que implica que ||A||? decrece y entonces A = A(t) esta definida para todo t € (T_,00) ya que

permanece en un conjunto compacto (ver Teorema 1.8.2). O

Observacion 2.1.7. Por Teorema 1.5.3 y la proposiciéon anterior tenemos que el flujo de Ricci que
empieza en cualquier solvariedad (G, , (-, ) esta definido para t € (1™, 00). Estas soluciones son
llamadas soluciones inmortales.

Ahora s podemos afirmar que si zoyo > 0 en el Ejemplo 2.1.5 entonces x(t) e y(t) estan definidas
en [0,00), y por lo tanto, A(t) converge a la matriz nula. Pero atin no sabemos nada de lo que sucede
cuando xgyg < 0.

En las siguientes proposiciones analizaremos caracteristicas de las soluciones.

Proposicion 2.1.8. Supongamos que A(ty) — Aco, para alguna sucesion tp — oo. Entonces
Spec(Ax) = aoo Spec(Ag), para algin as € R. Aqui Spec(B) denota el conjunto de los n auto-
valores complejos de la matriz B € gl,,(R).

Demostracion. Por Lema 2.1.4, sabemos que A(t) = a(t)cptAonpt_l, por lo tanto,
Spec(A(tx)) = a(tg) Spec(gptkAggogcl) = a(ty) Spec(Ag), Vi€ (T-,0).
Entonces, como A(ty) — As, tenemos que
Spec(Ax) = aoo Spec(Ap),

donde aoo = limy_, 0 a(ty) (recordar que por Lema 2.1.4, a(t) es una funcién positiva y no-creciente).
OJ

Proposicién 2.1.9. tr(S(A(t))?) es una funcién estrictamente decreciente si Ag no es antisimétri-
ca. Mds aiin, tr(S(A(t))?) — 0, cuando t — oco.
1

Demostracion. Recordemos que S(A) = 5(A+ A*), y por lo tanto,

tr(S(A)%) = 1A% + 5 tx(4%). (2.6)

Como en Proposicién 2.1.6 hemos estudiado %||A||2, solo analizaremos 4 tr(A2?). Usando (2.1),
obtenemos que

4 r(A%) = (A, AY) = (LA, AT) + (A

(LAY =2(4 A A = —2t1(S(A)?) tr(A?). (2.7)
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Por lo tanto, se sigue de (2.5) y (2.7) que
g tr(S(A)?) = —22(S(4)%)? - 3/I[4, AT|* <0,

y si existe ty tal que 2|,y tr(S(A)?) = 0, entonces A(t) es antisimétrica y luego A(t) = A(to),
para todo t. Reciprocamente, si Aj es antisimétrica, tenemos que % tr(S(A)%) = 0. Por lo tanto,
tr(S(A)?) es estrictamente decreciente si Ag no es antisimétrica.

Ademas,

4 11(S(A)?) < —2u(S(AP)?,
y entonces tr(S(A)?) es mayorada por

- 1
z(t) = 2t+(tr(S(A(0))?)) 1>

la solucion de Lo = —222. Por lo tanto, tr(S(A(t))2) — 0, cuando ¢ — oo. O

Después de estas proposiciones ya sabemos que en el Ejemplo 2.1.5, si A(t) tiende a A, entonces

0 Too
= (0 =)

Recordemos que si G, , es el grupo de Lie soluble simplemente conexo con algebra de Lie (R 1i4),

entonces g,,, denota la métrica Riemanniana invariante a izquierda en G, tal que g, ,(e) = (-, ),
donde e es la identidad del grupo G,,, v (-,-) es el producto interno canénico en R

Corolario 2.1.10. Si A(t) = Ao, cuando t — 00, entonces Ao €s una matriz antisimétrica y para

toda sucesion ti, — 00, existe una subsucesion de (G#A“k),guA(tk)), la cual converge en la topologia

punteada a una variedad localmente isométrica a (G, _,gua.. ), la cual es plana.

Demostracion. Por Proposicion 2.1.9, sabemos que S(A(t)) — 0, cuando t — oo, por lo tanto, Ay
es antisimétrica y entonces (G, ,gu, ) es plana (ver Observacion 2.1.2).

Finalmente, como 14y — pta,,, por Teorema 1.7.4 y Observacion 1.7.6 (ver también [L3, Coro-

lario 6.20]), para toda sucesion t; — 0o, existe una subsucesion de (GMA%) s Gpacey) ), la cual converge

en la topologia punteada a una variedad localmente isométrica a (G, _,gu,._ ), la cual es plana,
por lo visto anteriormente. O

En la siguiente proposicién, probamos que bajo una hipoétesis adicional, la convergencia es suave.

Proposiciéon 2.1.11. Si Spec(A4p) € iR y A(t) = Aco, cuando t — oo, entonces Gpaw — Jan
suavemente en R,

Demostracion. Para cada jia, definimos ¢ : R@®R" — G, por
Y(r,x) = exp,, , (reg) exp,, , (), reR, =zeR" (2.8)

donde exp,,, : (R@®R", ua) — G, es la exponencial de Lie de G, ,.
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Sea ¢ : (R"1, 1a) — (gl,41(R), [-,-]) la tranformacion lineal tal que ¢(eg) = Xo y ¢(e;) = X;,
st
i=1,...,n, donde Xy = ( ‘3 8 ) y X; = < 8 %i ), éi = (0,...,1,...,0) € R". Entonces ¢

resulta un isomorfismo de algebras de Lie.

Por lo tanto, bajo el isomorfismo ¢, tenemos que
P(r,x) = exp(rXo)exp(z), reR, zeR"

donde exp es la funcién exponencial de las matrices.

Entonces

W(r,z) = exp(rXp) exp(z) = exp(rXop) exp(z1 X1 + ... + 2, Xp),

pero exp(rXp) = < exp(()rA) (1) > y exp(x < é 1 >, por lo tanto,

W’x)_< ((] A) exp(IA)x>‘

Es facil ver que si Spec(A) € iR o A = 0, entonces ¢ es un difeomorfismo. Por lo tanto, como
Spec(Ap) € iR, tenemos que Spec(A(t)) € iR y Spec(As) € iR 0 A = 0 por Proposicion 2.1.8.
Luego, gy, —* Gua., suavemente en R™ (ver [L3, Nota 6.11]). O

De la Proposicion anterior se sigue directamente que si p4, es completamente soluble, es decir,
Spec(ad,, 4 x) C R, para todo x, entonces la convergencia es suave. En la siguiente proposicion
daremos una prueba alternativa de este hecho.

Proposicion 2.1.12. Si Spec(Ag) C R y A(t) — Ao entonces g, — Gua,, suavemente en R™.

Demostracion. Si Spec(Ag) C R, entonces Spec(A(t)) C R para todo t. Por lo tanto, paq) es
completamente soluble para todo ¢, de lo que se sigue que g, Ay > 9pa,, Suavemente en R™ (ver
[L3, Corolario 6.20]). O

Recordar que si la norma del tensor de Riemann decae mas lento que la funcion %, donde C es
una constante, entonces la solucion del flujo de Ricci es una solucion de Tipo-I1T (ver Definicion 1.1.3
en la Seccion 1.1 del Capitulo 1).

Proposicién 2.1.13. Para toda pia, con tr(Ag?) >0, el flujo de Ricci g(t) con g(0) = Gua, €S unNQ
solucion de Tipo-11I, para alguna constante C,11 que sélo depende de la dimension n + 1.
Demostracion. En Proposicién 2.1.6, probamos que g ¢ estd definida para ¢ € [0, 00).

Observemos que, usando (2.7) y Proposicion 1.8.3, si tr(A4g?) > 0 entonces tr(A(¢)?) > 0 para

todo ¢. Ademas, en Proposicion 2.1.9, probamos que tr(S(A4)?) < ZH(H(S(}L‘(O))Q»&. Por lo tanto, de

(2.6) obtenemos que

4C 20
IIu,qll)|| = 2 (6r(S(A(0))2) 1 <,

| Ran(jea) | = 4l Ran( 24 ) = 2] 4] | Ran

donde C' es el maximo de la funcién continua g — || Rm(u)|| restringida a la esfera unitaria de £,41.
O
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Gracias a los resultados anteriores ya sabemos bastante de nuestro Ejemplo 2.1.5, aunque cono-
cemos un poco més del caso zgyo > 0 ya que tr(Ag?) > 0 y Spec(Ay) ¢ iR. En el caso zoyo < 0,
estas condiciones no se dan. ; Tendran alguna particularidad las matrices Ay con Spec(Ag) C iR?

Una pregunta que atn nunca fue contestada es si los flujos convergen o no. La siguiente secciéon
estd completamente dedicada a responder esta pregunta.

2.2. Puntos limites

En esta seccion estudiaremos el conjunto w-limite del flujo de corchetes p4(;) que empieza en
ta, (ver Definicion 1.8.5 en la Seccion 1.8 del Capitulo 1). Para hacer esto, analizaremos dos casos:
cuando tr(Ap) =0 ( i.e. pr4, es unimodular) y cuando tr(Ag) # 0.

Supongamos primero que tr(A4p) = 0.

Consideremos la funcional F(A) = ||[A, AY]||?, la cual es el cuadrado de la norma de la aplicacién
momento para la accién conjugacion del grupo reductivo real GL,(R) en el espacio vectorial gl,,(R),
y calculemos su gradiente:

(grad(F)a, B) =0F(A+1tB) = L|,||[A +tB, At +tBY]|?
t—o{[A +tB, A" + tB'],|[A + tB, A' + tB])
], d1,—0[A +tB, A* + tB'])
'], [B, A" + [A, BY])
] [Bv At]> = _4<[A> [AvAt]]> B).

B N N aladla

o~ — o~

Entonces, grad(F)4 = —4[A, [A, AY]] y el flujo gradiente negativo de F esta dado por
A1) = 4[A(), [A(1), A@1)]]. (2.9)
Observemos que ||A|| es una funcién decreciente. En efecto,
FIAIP =2(FA, A) = 8([4, [4, A, 4) = -8[[4, A,

pues ([A, [4, AY]], A) = —||[A, A]||%. Por lo tanto, A(t) tiene un punto limite Al  y entonces tenemos
que existe el limite de A(t), cuando t — oo y es unico (ver [KMP, Introduccion|). Ademas, si
A(t) — AL, tenemos dos casos:

At

» Si AL # 0, entonces limy oo m existe y limy_, oo

AW Ay
[ABI — A"

= Si AL =0, entonces por [KMP, Teorema 7.1], lim; oo % existe.
Si Ap es nilpotente, entonces 14, es nilpotente y por lo tanto el flujo de corchetes que empieza en

A4, ha sido estudiado en [L2]. Luego, asumiremos que Ay no es nilpotente.

Lema 2.2.1. Supongamos que tr(Ag) = 0 y Ao no es nilpotente. Sean pay el flujo de corchetes
que empieza en 1A, y A(t) el flujo gradiente negativo (2.9) que empieza en Ag. Entonces el limite
A(t) -
de AT existe y | P
t t
lim ®) = lim _() .
t=oo [A()]] - toeo JA(H)]
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Demostracion. Probemos que, salvo multiplo y reparametrizacion del tiempo, el flujo de corchetes
A(t) que empieza en Ay es igual a A(t), la solucion de (2.9) empezando en Ay, i.e. queremos mostrar
que existen c(t) y 7(t) tales que A(t) = c(t)A(7(t)).

Sean ¢(t) y 7(t) las soluciones al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales con condiciones
iniciales: _
¢(t) = —tr(S(A(7(t))*))e(t)?, ¢(0) =1,
T(t) = %e(t)?, 7(0) = 0.
Es facil ver que ¢(t) y 7(t) estan definidas para todo ¢, y con un simple calculo es facil de verificar
que ¢(t)A(7(t)) es una solucién de la ecuacion (2.1), por lo tanto, por unicidad,

A(t) = e A(r(t), Vit e [0,00).

Si 7(t) — oo entonces ~ _
lim 7A(t) = lim M = lim f_l(t)
i—oo [[AQE)||  t=o [[A(T(2)]]  t=oe ||A(2)]]

Supongamos que 7(t) — L, L < oo, cuando ¢t — 0o, entonces

AW L AE) AL
A T A

im = lim
t=oo AL t=oo ||
es un solitéon algebraico, pues éste es el limite de una normalizacion del

A(L)
ALl -
flujo (ver [LL1, Proposicion 4.1]). Como, Ag no es nilpotente y A(t) es conjugada a Ao, para cada t,
tenemos entonces que % es normal (ver Proposiciéon 2.1.3), i.e. A(L) es normal. Por lo tanto,

A(t) = A(L), para todo t > L, por (2.9).

Esto implica que

Luego, _ .
A(t) L A(7(1)) . A

lim —— = lim — = lim ———,
t=oo [A(E)]| - t=oo [A(T(8))]| oo [[AQR)]]
como queriamos probar. O

Observacion 2.2.2. Se sigue de Lema 2.2.1 y |L2, Seccion 7| que si 4, es unimodular, i.e. tr(A4p) = 0,
entonces el limite de % existe.

Lema 2.2.3. Sitr(Ag) # 0, entonces A(t) — 0, cuando t — oc.

Demostracion. Sabemos que A(t) = a(t)psAop; ! por Lema 2.1.4, por lo tanto,
tr(A(t)) = a(t) tr(Aop).
Si A(ty) — Ao, entonces
a(ti) tr(Ao) = tr(A(t)) = tr(As) =0,

por lo tanto, como tr(A4p) # 0, tenemos que a(t;) — 0.

Por otro lado,
Spec(A(tx)) = a(tx) Spec(Ap) — Spec(Ax).

Luego, Spec(Ax) = 0. Entonces As, = 0, pues Ay es una matriz antisimétrica. O
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De los dos lemas anteriores se desprende el siguiente teorema, el cual nos proporciona informaciéon
acerca del conjunto w-limite de p4,, para cualquier Ag € gl,(R).

Teorema 2.2.4. El conjunto w-limite de pa, es un punto, para toda Ag € gl,(R).

Demostracion. Por Lema 2.2.3, tenemos que si tr(A4p) # 0, entonces A(t) — 0, cuando ¢t — oo. Si

tr(Ag) = 0, sabemos por Observacion 2.2.2 que limy_, % existe, digamos A2, . Luego, tenemos

que lim;_,o A(t) existe, es decir, A(t) — Ao, para alguna matriz A. En efecto, la norma de A(t)

decrece y por lo tanto lim;_, ||A(f)]| = .. Si @ = 0, entonces A(t) — 0y si a > 0, tenemos que
A(t)
lim A(t) = lim a— - = aA?
t—00 *) t—oo [|A(t)]| oo?
lo que completa la prueba. ]

Todos los resultados obtenidos pueden ser resumidos en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.5. Dada A € gl,,(R), consideramos el flujo de corchetes pag) que empieza en jia, y
g(t) el flujo de Ricci que empieza en Gua, - Entonces,

(1) g(t) estd definido para todo t € (T_,0), donde —oco < T_ < 0.
(i) El conjunto w-limite de j1a, es un punto. Mds ain, A(t) — A y por lo tanto, pray) — fA.-

(i4i) Para toda sucesion ty, — oo, existe una subsucesion de (G , la cual converge en

KAt gHA(zk))
la topologia punteada a una variedad localmente isométrica a (G, , gu,.. ), la cual es plana.

(iv) SiSpec(Ag) € iR, entonces gy, — Gua., Suavemente en R™1.

(v) Sitr(Ag?) >0, el flujo de Ricci g(t) con g(0) = Gua, €S una solucion de Tipo-IlI, para alguna
constante Cpi1 que sdlo depende de la dimension n + 1.

Regresemos al Ejemplo 2.1.5 y consideremos a y en funciéon de x como en la Figura 2.1. En esta
seccion y en la anterior, probamos que las soluciones convergen a puntos en el plano de la forma
(oo, —Too), los cuales son precisamente los puntos fijos del sistema y corresponden a matrices
antisimétricas (las cuales corresponden a métricas planas). También, observemos que los puntos de
la forma (xo, o), (z0,0) y (0,y0) corresponden a solitones algebraicos (ellos se corresponden con
matrices simétricas y matrices nilpotentes especiales). A pesar del hecho de que las soluciones en
el plano superior convergen a cero, podemos ver en la figura que ellas se estan aproximando a la
linea de solitones y = x, por lo tanto, considerando una normalizacién adecuada podriamos obtener
convergencia de las soluciones a solitones algebraicos no planos. Este seré el tema que analizaremos
en la siguiente seccion.

2.3. Normalizando por la norma del corchete

De acuerdo al Teorema 2.2.5 (iii), para toda sucesion t;, — oo, existe una subsucesion en la cual
el flujo de Ricci converge con la topologia punteada a una variedad plana. Para evitar este tipo de
convergencia y obtener un limite mas interesante, consideramos diferentes normalizaciones del flujo.
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En esta seccion, estudiaremos el flujo de corchetes normalizado por la norma del corchete, i.e. si p4(¢)

. . . At . .
es el flujo de corchetes que empieza en p14,, estudiaremos m. Para hacer esto, vamos a introducir

una funcién positiva y no-creciente a lo largo del flujo ”1‘278”, la cual seré estrictamente decreciente
excepto que ji4, sea un soliton algebraico. Esta funcién nos permitira probar que para toda sucesion
ti — 00, existe una subsucesion en la cual el flujo de corchetes normalizado siempre converge a un
solitén algebraico. Finalmente, podremos determinar cuéles de los limites corresponden a variedades
planas.

Lema 2.3.1. Sean paq) el flujo de corchetes que empieza en pia, y B(t) = Higt;” Entonces F(B) =

I[B, BY]||? es una funczon positiva y no-creciente a lo largo del flujo. Mds ain, dt|t:toF(B) =0,
para algin to, siy solo si pup) es un soliton algebraico.

Demostracion. Consideremos F : gl,(R) — R,
F(C) = |[C,c1)?, C € al,(R).

Entonces

t
$F (1) = $U0IE = e (1A 004, AT - 1114, A2 &) A1)

Usando la bilinealidad del producto interno y del corchete de Lie obtenemos que
A AP = —4te(S(A)?)|I[A, )17 — 2[4, [4, AP,
y usando (2.5) tenemos que

Gl Al =2 AP Z1AI7 = —4te(SA) A" - 2] AJP||[A, AT

Luego, si consideramos B = ﬁ, se sigue que

4r () = 2141 (103, BYI - IBI2B, [B, BYI?) <o, (2.10)

utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Méas atn, si existe tg € R tal que %‘t:toF (W) =0,

entonces se da la igualdad en Cauchy-Schwarz y existe ¢ € R tal que
[B(to), [B(to), Blto)"]] = cB(to). (2.11)

Luego, tenemos dos casos:

= Sic =0, entonces [B(t), [B(to), B(to)']] = 0, y por lo tanto tr ([B(to), [B(to), B(to)']|B(to)") =
0. Esto implica que [|[B(to), B(to)']||> = 0, i.e. B(to) es normal y pup ) es un soliton algebraico
(ver Proposicion 2.1.3). Por otro lado, usando (2.1) y (2.5), es facil ver que
dp _ d_A 1 1A, A7)
4B = &4 =i ([A, [A, A] - tr(A)][A, A1 + ULl A)

T (2.12)
= 4 (B, (B, B - tx(B)[B, B'] + ||[B, BY]|*B) ,

por lo tanto, B(t) = B(to), para todo t, pues B(tp) es un punto fijo de (2.12). Se sigue que
KB(t) = HB(t,) Para todo t.
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= Si ¢ # 0, entonces usando (2.11), obtenemos que tr(B(tg)) = 0y tr (B(to)*) = 0, ya que

ctr (B(to)k+1) = ftr ([B(to), [B(to), B(to)t“B(to)k)
= tr ([B(to)", B(to)][B(to). B
= 0.

Por lo tanto, B(ty) es una matriz nilpotente que satisface (2.11), y entonces por Proposi-
cion 2.1.3 tenemos que i) es un soliton algebraico. Ademés, B(tp) es un punto fijo de
(2.12), por lo tanto, up() = Kp(t,) Para todo t.

Reciprocamente, si f15(p) es un solitén algebraico, entonces usando (2.10), tenemos que %F (ﬁ) =

0. O

Corolario 2.3.2. Sean jiy(y) el flujo de corchetes que empieza en pa, y B(t) = ”ﬁigﬁ;“. Entonces

para toda sucesion ty — 0o, eziste una subsucesion de (G ), que converge en la topologia

BBty InB ()
punteada a un soliton algebraico (G.p_ s 9up._ )-

Demostracion. Toda sucesion B(ty) tiene una subsucesion convergente pues || B(t)|| = 1, i.e. pasando
a una subsucesion, B(t;) converge a una matriz B,. Entonces pp_ es un soliton algebraico por
Lema 2.3.1, pues By es un punto fijo del flujo. O

Antes de enunciar el teorema de convergencia, demostraremos el siguiente lema técnico. De ahora
. A(t)
en adelante, en toda la seccion, denotaremos por B(t) = AT

Lema 2.3.3. Las siguientes ecuaciones de evolucion a lo largo del flujo normalizado por la norma
del corchete se satisfacen:

(i) g t(B) = 5| AIP[B, B tx(B),
(i) g tr(B%) = |AI*|[B, BY|? tx(B?).
Demostracion. Para probar (i), usamos (2.1) y (2.5). Parte (ii) se sigue de (2.7) y (2.5). O

Teorema 2.3.4. Para toda sucesion tp — oo, ewxiste una subsucesion de (GuB(tk)vguBuk))’ la cual

converge en la topologia punteada a un soliton algebraico (Gqu,guBN). Mds ain, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) Spec(Ap) C iR.
(i) (Gup..,9up.,) s plana.

Demostracion. Como ||B(t)|| = 1, toda sucesiéon posee una subsucesion convergente, i.e., B(ty)
converge a B, el cual es un soliton algebraico (ver Corolario 2.3.2). Usando (2.3), tenemos que

Spec(B(tx)) = Spec (HQE%”) = IIZ((tti))H Spec(Ap). (2.13)

Si Spec(Ap) C iR, entonces tr (B(O)2) = tr <%) < 0, y por lo tanto, por Proposicion 2.3.3 (ii),

tenemos que tr (B(t)2) < 0 para todo ¢, y tr (B(t)Q) es una funcién decreciente. Se sigue que
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tr (Boo2) < 0y entonces By, es normal, pues By, es un soliton algebraico (ver Proposicion 2.1.3). Por
lo tanto, por (2.13), tenemos que Spec(By,) C iR y By es una matriz antisimétrica. Reciprocamente,
si B es una matriz antisimétrica, entonces Spec(Bs) C iR, por lo tanto, usando (2.13), tenemos
que Spec(Ag) C iR. O

Claramente no era casualidad lo que estaba sucediendo en el Ejemplo 2.1.5. Después de demostrar
el teorema anterior nos damos cuenta que una matriz Ag con zgyg < 0 es muy distinta a cualquiera
de las matrices que se encuentran en el semiplano superior de la Figura 2.1 ya que Spec(Ag) C iR.

Nuevamente aqui, nos preguntamos qué sucede con el conjunto w-limite de I AE ;H Recordar que

en Seccion 2.2 probamos que si tr(Ag) = 0, entonces el conjunto w-limite de ﬁ es un punto. En
la siguiente proposicién analizaremos el caso tr(Ag) # 0.

Proposicion 2.3.5. Si tr(Ag) # 0 y B(ty) — B, para alguna sucesion t, — oo, entonces el
A(t)

conjunto w-limite de gy estd contenido en O(n).Beo.

Demostracion. Sea Ag tal que tr(Ag) # 0y supongamos que B(ty) — Bl y B(s;) — B%. Queremos
ver que Bl y B% son conjugadas por una matriz ortogonal.

= Si 0) < 0, entonces tr(B(0)) < 0, y Proposicion 2.3.3 (i), tr(B(t)) < 0. Por lo tanto

tr
tr(B(t)) es una funcion decreciente y se sigue que tr(B(t)) < tr(B(0)), para todo ¢.

(A
(
= Si tr(Ap) > 0, entonces tr(B(0)) > 0y por Proposicion 2.3.3 (i), tr(B(t)) > 0. Por lo tanto
tr(B(t)) es una funcion creciente y se sigue que tr(B(0)) < tr(B(t)), para todo t.

Luego, tr(BL) # 0 y tr(B2) # 0. Ademas, la funcién tr(B(t)) es creciente o es decreciente. Por lo
tanto, tr(BL) = tr(B2,). Como, ademas sabemos que tr(Ap) # 0, usando (2.3) se sigue que

; alty) _ ¢ a(sy)
Jm ey = M o mEEs
pues

lim 4 tr(Ag) = tr(BL) = tr(B2) = lim e tr(4p),

k—oo ARl o0 o0 1Al

y por lo tanto,

Spec(BL) = hm HZ(( ))” Spec(Ap) = hm ”Z(( ))” Spec(Ag) = Spec(B2).

Finalmente, observemos que Bl y B2 son matrices normales, pues pp1L ¥ ppz son solitones
algebraicos (ver Corolario 2.3.2), y por lo tanto, B, y B2, son normales o nilpotentes (ver Proposi-
cion 2.1.3). Como tr(BL) # 0y tr(B%) # 0, entonces no pueden ser nilpotentes. Luego, tenemos
dos matrices normales con el mismo espectro. Se concluye que las matrices deben ser conjugadas
por una matriz ortogonal (ver [HK]). O

2.4. Curvatura Negativa

En esta seccién analizaremos cémo evoluciona la curvatura a lo largo del flujo de Ricci. Defini-
mos la curvatura seccional K de (g, (-, -)), un algebra de Lie munida con un producto interno, como
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la curvatura seccional de (G, g), donde G es el grupo de Lie simplemente conexo con algebra de
Lie g y g es la métrica Riemanniana invariante a izquierda en G tal que g(0) = (-, -). En el caso de
(R™L 14, (-, ), simplemente denotaremos K 4. Diremos que una variedad Riemanniana tiene cur-
vatura negativa, y lo denotaremos por K < 0, si todas sus curvaturas seccionales son estrictamente
negativas.

A continuacién enunciaremos dos teoremas probados por Heintze en [H]. El Teorema 2.4.1 da
condiciones necesarias y suficientes para que ciertas algebras de Lie solubles con un producto interno
tengan curvatura negativa, mientras que el Teorema 2.4.3 da condiciones necesarias y suficientes
para que un algebra de Lie soluble admita un producto interno con curvatura negativa.

Teorema 2.4.1. [H, Teorema 1] Sea (g, (-,-)) un dlgebra de Lie soluble con un producto interno tal
que el dlgebra derivada sea abeliana (i.e. g’ = [g,g] abeliana). Entonces K < 0 si y sdlo si se dan
las siguientes condiciones:

(A) dimg’ =dimg— 1.

(B) Existe un vector unitario Ay € g, ortogonal a ¢, tal que Dy : ¢ — ¢ es definida positiva,
donde Dy es la parte simétrica de ada, |y : 9" — ¢’

(C) Si Sy es la parte antisimétrica de ada, |y, entonces (DE + [Do, So))|y también es definida
positiva.

Observacion 2.4.2. Observemos que en el caso de las p4’s, la suposicién de que el dlgebra derivada
sea abeliana siempre es verdadera. Por lo tanto, K4 < 0 si y solo si se dan las condiciones (A) -
(C). Ademés, si suponemos que A es normal e invertible, entonces K4 < 0 si y so6lo si se da (B),
pues (A) se satisface debido a que A es invertible y la condicion (C) es implicada por (B).

Teorema 2.4.3. [H, Teorema 3] Sea g un dlgebra de Lie soluble. Entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:

(i) g admite un producto interno con curvatura negativa.

(ii) dimg’ = dimg — 1 y existe Ag € g tal que Re(Spec(ada, |y)) > 0, donde Re(Spec(B)) denota
la parte real del espectro de la matriz B.

Observacion 2.4.4. Notar que si A es invertible entonces G, admite una métrica Riemanniana
invariante a izquierda con K < 0 si y so6lo si Re(Spec(A)) > 0 6 Re(Spec(A4)) < 0.

Teorema 2.4.5. Sea GNAO un grupo de Lie soluble que admite una métrica Riemanniana invariante
a izquierda con curvatura negativa. Si PA(t) €s el flujo de corchetes que empieza en pa,, entonces
existe so € R tal que K 53y <0, para todo t > so.

Demostracion. Es suficiente probar que el teorema es verdadero para B(t) = ”ﬁig“, ie. existetyp € R
tal que Kp(;) < 0, para todo t > t9. En efecto, para cada ¢, pa() y pp(y) difieren solo por un escalar.

Por hipotesis, G, A admite una métrica Riemanniana invariante a izquierda con curvatura ne-
gativa, entonces usando Observacion 2.4.4, tenemos que Re(Spec(Ap)) > 0 o Re(Spec(Ap)) < 0.

Supongamos que, pasando a una subsucesion, B(fy) converge a By, cuando k — oco. Entonces,
por un argumento similar al de la prueba de la Proposicion 2.3.5, tenemos que By, es normal y

Spec(Bx) = aSpec(Ap), a €R,a#0.
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Por lo tanto, Re(Spec(Bs)) > 0 o Re(Spec(Bs)) < 0. Entonces S(B) es definida positiva o
definida negativa. Se sigue de Observacion 2.4.2 que Kp_ < 0. Entonces, existe L € N tal que
Kp,) <0, para todo k > L.

Finalmente, debe existir ¢o tal que Kp() < 0, para todo ¢ > o, pues de cualquier otra ma-
nera podriamos extraer una subsucesion convergente B(ty), cuyas curvaturas seccionales no sean
estrictamente negativas, y esto contradice el parrafo anterior. 0

Ahora la pregunta es si sucede lo mismo en el caso general. Es decir, si un grupo de Lie soluble
admite una métrica Riemanniana de curvatura negativa, entonces jla curvatura de cualquier soluciéon
del flujo de Ricci se convertird en negativa a partir de cierto tiempo?

Veamos el siguiente ejemplo:
Ejemplo 2.4.6. Consideremos (p q, (-, -)) definida como sigue:

A

pralee) =a | 1-X  |e, i=123 malene)=e,
1

y (-, -) el producto interno para el cual {eg, e1, 2, €3} es una base ortonormal. Por [L1, Teorema 4.§]
V3

2(A2+(1-X)2+41)

2-dimensional ™ = (ej, e3) y calculemos su curvatura seccional (ver (1.11) en el Capitulo 1):

K(er,e3) = |U(er, e3)|” = (Uler, e1),Ules, e3)) = § — soraonia:

sabemos que (/) q, (-,-)) es un solsoliton si y solo si a = . Consideremos el plano

Por lo tanto,

34 >0 & A<2-V3 6 A>2+4/3.

K(el,eg)ZO = %—m

Observemos que si 0 < A < 2 — /3, entonces 0 < 1 — A, y por lo tanto ad(ep) es una matriz tal
que Re(Spec(ad(eg))) > 0. Luego, el Teorema 2.4.3 dice que si 0 < A < 2 — /3, entonces G,
V3
V2(A2+(1-X)2+1)
(tx,a, (v, -)) es un soliton algebraico, si u(t) es el flujo de corchetes que empieza en iy o, entonces
(G u(t), Gur)) tiene planos con curvatura mayor o igual a cero para todo ¢. Lo cual da una respuesta

negativa a nuestra pregunta.

con o = , admite un producto interno con curvatura negativa. Por otro lado, como

Lo siguiente que nos preguntamos es qué sucede con el flujo de Ricci cuando comienzo con una
métrica cuyas curvaturas seccionales son todas negativas. Para esto vamos a introducir otro teorema
probado por Heintze en [H].

Sea (g, (-,-)) un algebra de Lie soluble con un producto interno tal que se satisfacen (A) - (C) del
Teorema 2.4.1. Entonces tenemos una descomposicion ortogonal g = Ag + [g, g]. Para cada o > 0,
sea (@a, (-, -)) el algebra de Lie con el mismo producto interno que (g, (-,-)) pero con la siguiente
modificacion en el corchete de Lie

[Ao, X]a := a[Ag, X], para todo X € ¢’ = g,.

Teorema 2.4.7. [H, Teorema 2/ Sea (g, (-,)) un dlgebra de Lie soluble con un producto interno y
supongamos que (A) - (C) se satisfacen. Entonces existe ag > 0 tal que (ga, (-, -)) tiene curvatura
negativa para todo o > .
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Volvamos al Ejemplo 2.4.6. Sea A fijo y consideremos el flujo de corchetes p(t) que empieza en
o, x- Entonces pu(t) es como sigue:

A
w(t)(eo, €;) = alt) 1—A ei, =123, pu(t)(er,e2) = h(t)es, (2.14)
1

con a = «(t) y h = h(t) que satisfacen las siguientes ecuaciones diferenciales:

o = —cya?, a0) = a,
W=-3n%, h0)=1,

donde ¢y = (A2 + (1 — X)2+1). Por lo tanto, resolviendo las ecuaciones diferenciales obtenemos que

= —L_. Claramente, en este caso, el flujo de corchetes converge a una

_ 1
olt) = Joraz ¥ MO = T

métrica plana, pero observemos que para cada ¢ tenemos que

R N2 1A
K(eh 63) - Aa” = 4(3t+1) 20>\t+o¢g2'

Luego,

K(ei,e3) >0 & A S (200 — 120t > 4\ — g2

1
4(3t+1) Z 2exttag ?
Ademas, 2c) — 12\ = 2(2A%2 =20 +2) — 12X = 4\ —4X+4 - 12X = 4)2 - 167\ +4 = 4(\2 =4\ +1) =
4((X —2)% = 3). Por lo tanto, si 0 < X\ < 2 — /3, existe tg tal que K (e1,e3) > 0, para todo t > tg.

Sea A tal que 0 < A < 2—+/3 y consideremos g, x, @ € Rxg. Entonces (gq .z, (-, -)) es un lgebra
de Lie soluble con un producto interno que satisface (A) - (C). Por lo tanto, por Teorema 2.4.7
sabemos que existe og > 0 tal que ((fa,))aq, (-,-)) tiene curvatura negativa. Luego, (taag ., ()
tiene curvatura negativa. Por otro lado, sabemos que si u(t) es el flujo de corchetes que empieza en
Haag ), €Xiste to tal que para todo ¢t > tg, (G u(t)s gﬂ(t)) tiene planos con curvatura mayor o igual a
cero.






Capitulo 3

El flujo de Ricci en variedades
homogéneas simplemente conexas de
dimensioén 4

En este capitulo analizaremos el flujo de Ricci en las variedades Riemannianas homogéneas
simplemente conexas de dimension 4. Para hacer esto, utilizaremos la clasificacién de los espacios
Riemannianos homogéneos de dimension 4 dada en [BB], la cual fue construida en funcion de
la dimensién del grupo de Lie que acttia en la variedad. Si la dimensiéon del grupo es “grande”,
entonces el anélisis del flujo de Ricci serd muy sencillo a diferencia de cuando la dimension del
grupo es “pequena’. En este caso el analisis serd mas complicado y la manera que utilizaremos
de estudiar el flujo de Ricci sera analizando el flujo de corchetes. Dicho anélisis sera efectuado de
manera exhaustiva, analizando caso por caso. Finalmente, también estudiaremos el comportamiento
del flujo de corchetes normalizado por alguna funciéon de normalizacién en cada caso.

3.1. Flujo de Ricci

En esta seccién estudiaremos el flujo de Ricci en las variedades homogéneas simplemente conexas
de dimension 4. Antes de presentar el teorema de clasificacion descrito en [BB], fijemos la notacion
que usaremos:

= S™ la esfera unitaria de dimension n.

= H" el espacio hiperbélico de dimensién n.

» CP?, el espacio proyectivo complejo de dimensiéon compleja 2.
» CH?, el espacio hiperbolico complejo de dimensién compleja 2.
» SO(n), el subgrupo ortogonal especial de GL,(R).

= CO(n), el grupo ortogonal conforme, i.e. el producto del grupo ortogonal con el grupo de
dilataciones.
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U(n), el grupo unitario.
» SU(n), el grupo especial unitario.
» PU(n), el cociente de SU(n) por su centro.

= SOp(n, 1), la componente conexa de la identidad del grupo que deja invariante una forma
cuadrética de signatura (n,1) en R**1,

= 72, el tnico grupo soluble no abeliano de dimension 2.

= R™ X G, el producto semidirecto de los grupos R" y GG, donde la representaciéon en todos los
casos seré la usual.

. S/L\Q(R), el cubrimiento universal de SLa(R).

» U(p, q), el grupo unitario que deja invariante una forma pseudo-hermitiana de signatura (p, q)
en CPTY,

» SU(p, q) = U(p,q) N SLp44(C).

También recordemos que un espacio Riemanniano homogéneo es un par (G/K, g), con g una métrica
Riemanniana G-invariante (ver Definiciones 1.2.2 y 1.2.3 en Seccién 1.2 del Capitulo 1).

Teorema 3.1.1. [BB, Teorema 4.1] Los espacios Riemannianos M, de dimension 4, simplemente
conexos y homogéneos se pueden clasificar salvo isometria equivariante de acuerdo a G de la siguiente
manera:

1. Sidim(G) =4, M es un grupo de Lie simplemente conexo G munido de una métrica Riema-
nniana invariante o izquierda. En particular, G es soluble o G es uno de los siguientes grupos:

R x SU(2), R x SLy(R).

2. 51 dim(G) = 5, se pueden distinguir dos casos: O bien G es soluble, y entonces existe un
subgrupo normal H de G, conexo y simplemente conexo, transitivo en M y tal que G es el
producto semidirecto de H por un grupo compacto a 1-pardmetro de los automorfismos de H,
o bien G no es soluble y es uno de los grupos del Cuadro 3.1.

3. 96 <dim(G) < 10, entonces G es uno de los grupos del Cuadro 3.2.

Ahora si, comenzaremos el estudio del flujo de Ricci en los espacios Riemannianos homogéneos
de dimension 4. Dividiremos el anélisis en tres grandes casos de acuerdo a la dimensién del grupo
que acttia transitivamente. Primero estudiaremos el caso 6 < dim(G) < 10, luego seguiremos con
dim(G) = 5 y por ultimo dim(G) = 4.

3.1.1. 6<dim(G) <10

En esta subseccion estudiaremos qué sucede con el flujo de Ricci caso por caso. Antes de comenzar
con el andlisis, fijemos un poco mas de notacion: ggn denotara la métrica redonda de S™, es decir, la
métrica en S™ con curvatura seccional constante 1, y gpn la métrica en H" con curvatura seccional
constante —1.
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Cuadro 3.1:
G K M métricas
R%2 x SO(3) | SO(2) | R%*x S?
R2 x SOp(2,1) | SO(2) | R? x H? producto de métricas
Z? x SO(3) | SO(2) | H2x §? de curvatura constante
72 x SOg(2,1) | SO(2) | H? x H?
R x U(2) U(1) R x S3 producto de una métrica de R
y una de Berger en S3
R x U(1,1) U(1) | R x SLy(R) | producto de una métrica de R y
una SO(2)-invariante en S/:L\Q(R)
R? x SLy(R) | SO(2) | difeo a R* | métrica no producto en donde la
curvatura alcanza los dos signos.
Cuadro 3.2:
dim(G) G K M métricas
10 SO(5) SO(4) St de curvatura constante
SOp(4,1) SO(4) H4 de curvatura constante
R?* x SO(4) SO(4) R? plana
8 PU(3) P(U(2) x U(1)) CP? simétrica
SU(2,1) S(U(2) x U(1)) CH? simétrica
R* x U(2) U(2) R* plana
7 R x SO(4) SO(3) R x $3 | producto de una métrica
R x SO(3,1) SO(3) R x H? | de R y una de curvatura
constante
R* x SU(2) SU(2) R? plana
R3 % CO(3) SO(3) H4 de curvatura
constante < 0
6 SO(3) x SO(3) SO(2) x SO(2) | 82 x 82
SO(3) x SOp(2,1) SO(2) x SO(2) | S% x H? producto de
SO(3) x (R? x SO(2)) SO(2) x SO(2) | 8% x R? métricas de
SOp(2,1) x SO(2,1) SO(2) x SO(2) | H? x H? curvatura constante
SO00(2,1) x (R? x SO(2)) | SO(2) x SO(2) | H? x R?
R* x (SO(2) x SO(2)) SO(2) x SO(2) R? plana
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Si dim(G) = 10, sabemos por Cuadro 3.2 que la métrica en los tres casos es Einstein, y por lo
tanto, si la métrica inicial es Einstein, es decir, satisface que Rec(g) = cg, con ¢ € R, entonces
la solucion al flujo de Ricci es g(t) = (1 — 2ct)g.

Si dim(G) = 8, sabemos por Cuadro 3.2 que la métrica en los tres casos es Einstein.

Si dim(G) = 7, tenemos 4 casos. En los dos primeros casos sabemos que las tinicas métricas
G-invariantes son productos de R con una métrica de curvatura constante. Ademas, sabemos
que salvo miltiplo la tinica métrica de curvatura constante en S° es ggs y en H? es gys. Por
lo tanto, la métrica inicial debe ser un solitén de Ricci con constante cosmologica igual a la
curvatura de la métrica en S3 o H3. En los tltimos dos casos, las métricas son Einstein.

Si dim(G) = 6, o bien la métrica es la plana, o bien es alguna de las cinco primeras. Para estas
dltimas, sabemos que las Gnicas métricas G-invariantes son métricas producto de curvatura
constante, y por lo tanto, producto de métricas que son multiplos de gg2, g2 o la métrica
plana en R?, a la que denotaremos por du? + du3. Por lo tanto, el flujo de Ricci en cada caso
es como sigue:

e Si la métrica inicial en S% x S? es go = R2gg> + R2gg2, con Ry, Ry constantes, entonces
la solucién al flujo de Ricci que empieza en gg es la siguiente:

_(p2_ 2 _ o (Rl OR3
g(t) = (Rf —2t)gg2 + (R5 — 2t)gge, oo <t < min{=', S}

e Si la métrica inicial en S? x H? es gg = R3gg> + R3gy2, con Ry, Ry constantes, entonces
la solucién al flujo de Ricci que empieza en gg es la siguiente:

2 2 R2 R2

g(t) = (Rf — 2t)gs2 + (R3 + 2t)gp2, —5 <t < 3.

e Si la métrica inicial en S% x R? es gy = R%gg2 + du? + du3, con R constante, entonces la
solucion al flujo de Ricci que empieza en gg es la siguiente:

g(t) = (R* = 2t)gg> + du? + dud, —oo <t < &

e Si la métrica inicial en H? x H? es go = R2gy2 + R3gm2, con Ry, Ry constantes, entonces
la solucién al flujo de Ricci que empieza en gg es la siguiente:

2 2
g(t) = (B} + 2t)gge + (R} + 20)gre, max{—T, —2} <t < 0.

e Si la métrica inicial en H? x R? es gg = R?gy2 + du? + du3, con R constante, entonces la
solucién al flujo de Ricci que empieza en gg es la siguiente:

g(t) = (R? + 2t)go + duf + du3, —I& <t < 0.

3.1.2. dim(G) =5

Si G es un grupo de Lie con dim(G) = 5 podemos distinguir dos casos: o bien G es soluble, o

bien G es uno de los grupos del Cuadro 3.1. Estudiaremos estos dos casos por separado:
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G soluble

Si G es un grupo de Lie soluble, entonces el Teorema 3.1.1 nos asegura que existe un subgrupo
normal H de G, conexo y simplemente conexo, transitivo en M y tal que G es el producto semidirecto
de H por un grupo compacto a 1-parametro de los automorfismos de H. Luego M es isométrica a H
equipada con una métrica Riemanniana invariante a izquierda (ver [GW, Seccion 1]), es decir, es
isométrica a un grupo de Lie soluble de dimensién 4 munido de una métrica Riemanniana invariante
a izquierda, los cuales van a ser estudiados en la Subseccién 3.1.3.

Cuadro 3.1

Ahora analizaremos los casos en los cuales G es uno de los grupos del Cuadro 3.1.

Consideremos la descomposicion R> = R @ R?, {eg, e1, €2, €3, e4} la base candénica de R, (-, -) el
producto interno canénico en R* y pp = Hap.cde,f € Viya dado por

p(es,e0) = dea, p(ez,e3) = aer +beg, p(es,er) =cea, pler,es) =eer + fey, (3.1)
p(eo, e2) = des, u(er,ea) = ces. :

Recordemos que p € Hgp si p € £q4n y satisface las condiciones (h1)-(h4) (ver Definicion 1.2.4 en
la Seccion 1.2 del Capitulo 1).

Luego, n € £144 si y s6lo si ce =0, ea = 0y af = 0. Calculando la forma de Killing, es facil
concluir que algunas algebras de Lie obtenidas son:

R? @ su(2), ac+bd>0,e=0, f=0,
R2@sl(R), ac+bd<0,e=0,f=0,
32 @ su(2), bd>0,a=0¢c=0,e#0, f#0,
32 ®slh(R), bd<0,a=0,c=0,e#0, f+#0,

(3.2)

donde su(2),sl5(R) y 32 son las algebras de Lie de los grupos de Lie SU(2), S/L\Q(R) y Z? respectiva-
mente. La condicion (h1) se satisface. Analizando caso por caso, se puede ver que la condicion (h2)
también se satisface. En el primer caso, por ejemplo, se puede utilizar el isomorfismo G, ~ R2xSU(2)
para ver que K, es un espiral dentro de R x § 1y entonces K u es cerrado en G,. La condicion (h3)
se cumple. En efecto, la matriz de ad,(eg) respecto de la base ortonormal {e1, ez, e3,e4} es

—d
0
0

ady(eo) =

o O O O
S o o
o O O O

Por ultimo, (h4) se satisface si y solo si d # 0. Por lo tanto, podemos concluir que figpcde,f € Hia
siy solosice =0,ea =0,af =0yd# 0,y las geometrias respectivamente obtenidas de las
algebras de Lie de (3.2) son:

$3 xR, R? x §2,
SLy(R) x R, R? x H2,
H? x 52,

H? x H2.

G/ K, = (3.3)
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Observar que R? x §2 y R? x H? son obtenidas en (3.3) de los dos primeros casos de (3.2) cuando
a=0yb#0.

Veamos entonces como es el flujo de corchetes introducido en (1.13) para 1 = pigpcdef € Hia-

Usando (1.7) obtenemos que la matriz de Ric, respecto de la base {e1, e, e3,e4} es la siguiente:
1
1g2 2 f2

—3a® + (ac + bd)

Ric, = —1a® + (ac + bd) ’ (3:4)

—62 o f2

y por lo tanto, la familia fi,pcqe ¢ €s invariante por el flujo de corchetes, el cual es equivalente
al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en las variables a = a(t),b = b(t),c =

clt)e=e(t)y f=[f(t):

d = (- % 2+ 2(ac+bd) +€e* + f?) a,
V= (-a*+2 ac+bd))b
d=(3a—e*— f?)c (3.5)
6/:— 2+f2 e,
= (30" == ) f

Luego, si nuestro flujo de corchetes empieza en (i, py,co,do,e0,fo €RtONCEs tenemos los siguientes casos:

» Siepg =0y fo =0, entonces para d = 1, tenemos que (3.5) es como sigue:

a = (-2a®>+ac+b)2a, a(0)=a,
bV = (—%a®+ac+b)2b, b(0) = by,

d = za’c, ¢(0) =y, (3.6)
e=0,
f=0.

Observar que
(ac)’ = d'c+ad = (—3a® + ac+b) 2ac + La*c = 2 (—1a® + ac + b) ac
y entonces

(b)’ _ VYac—b(ac) _ (—%a? + ac + b) 2bac — (—3a® + ac + b) 2ach _
(ac)? (ac)?

ac
De lo que se sigue que si agcg # 0, entonces b = Aac, A € R constante. Tenemos entonces dos
casos:
e Si apcy # 0, entonces el flujo de corchetes para fiq, bg.co,1,00 € Hi,a €s:
a = (-3a®>+ac+b)2a, a(0)=ao,

d = 3a’c, ¢(0) = cp, (3.7)
b= Xac, b(0) = by.

Para comenzar a analizar el sistema, observemos primero que basta estudiar el caso
ap > 0, ya que si (a, c) es solucion con condiciones iniciales (ag, cp) entonces (—a, —c) es
solucién con condiciones iniciales (—ag, —cp).
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SiA+1=0,i.e. A = —1, entonces la solucion de (3.7) es (11, coaoé(?)t + ag_Q)é> .
(3t+a0*2)§

De lo que se sigue que la solucion esté definida para todo t en el intervalo —ﬁ, oo) y

que c¢ diverge. Claramente, ninguna de estas soluciones es antigua, es decir, ninguna de
estas soluciones esta definida en el intervalo (—oo, 0].

Si A+ 1 # 0, la recta ¢ = 5i7 es invariante por el flujo, es decir, si las condiciones
iniciales satisfacen que ¢y = )\“—fl entonces ( 1 1 T ) es la solucion

(—t+a0=2)%  (A+1)(—t+ao—2)3
que empieza en (agp,cp). Observemos que de acuerdo al signo de A + 1 la pendiente de
esta recta seré positiva o negativa. No obstante, el analisis en ambos casos es similar, por
lo tanto, el objetivo de lo que sigue seré estudiar el caso A +1 > 0.

A modo de entender el sistema, veamos la Figura 3.1, dibujada con Maple, en donde se
puede observar a ¢ en funcién de a en el caso A = 1. Observar que si ¢g < 0 entonces

EQ)*R

——
c 0
N I ———
R« SL,[R)
P I —
EQ)*R
-6
I I T T 1 I I
0 1 2 3 4 5 6
a
Flujo de corchetes dep , | o con)=1
Figura 3.1:

¢c < 0y < 0por (3.7), por lo tanto ¢ decrece y esta definida para todo t en el
intervalo [0,00). Ademas, a tiende a 0, pues de (3.7) obtenemos que a’ < —%a3. Por
lo tanto pigp.c,1,0,0 — 10,0,c00,1,0,0, lamemos A a este limite. Entonces para toda sucesion
tr — 00, existe una subsucesién de (Gﬂ(tk)/KM(tk)7 Ju(ty)), 1a cual converge en la topologfa
punteada a una variedad localmente isométrica a (G,/K, gy), la cual es plana por ser
Ricci plana (ver (3.4)) y corresponde a una métrica en F(2) x R, donde E(2) es el grupo
de los movimientos rigidos del espacio euclideo 2-dimensional (ver Ejemplo 2.5 en [L4] y
Teorema 1.7.4). Si ¢y > 0, entonces ¢ > 0y ¢ > 0, por lo tanto ¢ crece indefinidamente.

También podemos notar que la regiéon ¢ > 545 es invariante por el flujo y analizando el
flujo para atras obtenemos que

% (a2 + 02) = —24? (—%a2 +2(A+1)ac) — a’c? <0.
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Entonces las soluciones dentro de esta region estan definidas para t € (—o0,0] y por lo
tanto producen soluciones antiguas. Observando el flujo para atras en la region ¢ < AL—H
y suponiendo por el absurdo que las soluciones estan definidas en el intervalo [0, 00), se

puede ver que no hay soluciones antiguas.

e Si apcp = 0 entonces ag = 0 0 ¢g = 0. Como el caso ¢y = 0 ha sido analizado en [L4,
Seccion 3|, analizaremos el caso ag = 0. De (3.6), obtenemos que

v =2b%, b(0) = by,
d=0, ¢(0)=co.

Y por lo tanto, la solucion al sistema es a(t) = 0, b(t) = #bo,l y ¢(t) = co. Luego,
tenemos dos casos

o Si bp < 0, entonces la solucién estd definida en el intervalo (ﬁ,oo) y entonces

b(t) — 0, cuando t — oco. Luego, para toda sucesion ¢ — 0o, existe una subsucesion
de (G )/ Ku(tr)s Gucty)), 12 cual converge en la topologia punteada a una métrica
plana en F(2) x R, salvo isometria local.

o Sibg > 0, entonces la soluciéon esté definida en el intervalo (—oo, ﬁ) y b(t) diverge.
m Sieg#0, fo#0,d=1y ayp=co=0, entonces de (3.5) se sigue que

b =202, b(0) = b,
e =—(e2+ fHe, e(0)= ey, (3.8)
fr==(E+)f f0)=fo

Luego b(t) = #bo_l,

e —(+f)e e
o=@+ f
y entonces €’ f — ef’ = 0. Por lo tanto, % = «, a constante. Pero « tiene que ser igual a % y

— S0
por lo tanto e = 7 f.

Es facil ver que podemos suponer que ey > 0 y por lo tanto usando (3.8) tenemos que e > 0
y €' <0, es decir, e decrece y esta definida para todo t en el intervalo [0, 00) y por lo tanto f
también. Tenemos entonces dos casos:

e Si by < 0, entonces b(t) esta definida en el intervalo (ﬁ, oo) y entonces la solucion de

(3.8) esta definida en [0,00). Luego, b(t) — 0, cuando ¢ — oo. Por otro lado, usando
nuevamente (3.8), tenemos que €/ < —e3, de lo que se sigue que

< 1
€(t)_ W?

y por lo tanto e(t), f(t) — 0, cuando t — oco. Luego, para toda sucesion t;, — oo, existe
una subsucesiéon de (Gu(tk)/Ku(tk)vgu(tk))v la cual converge en la topologia punteada a
una métrica plana en F(2) x R, salvo isometria local.

e Siby > 0, entonces b(t) esta definida en el intervalo <foo, %) y crece. Luego, la solucién

diverge. Por otro lado, es facil ver que la solucion de (3.8) no puede ser antigua. En efecto,

observando el flujo para atrés, obtenemos que €’ > e y por lo tanto e(t) > \/%6072,

la cual tiende a infinito en tiempo finito.
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Veamos ahora que con las fiqp ¢4, r’s obtengo todas las métricas homogéneas en 53 x R, R? x §2,
S/L\Q(R) x R, R? x H?, H? x S? y H? x H?. Para esto vamos a aplicar la Proposicion 1.2.5 (ver
también Observacion 1.2.6). Calculemos entonces Uy, (ver (1.6) en el Capitulo 1, Seccion 1.2) para
W= flabelef € Hia. La matriz de ad,(eq) respecto de la base {e1, ez, e3,e4} es la que sigue:

00 0 O
0 0 -1 0
aduleo) =1 g 1 o o
00 0 O
Por lo tanto,
h|0 0]y
0Olm 010 .
U,=4AB:Ac0O(4),B= olo mlo Jh,j, k,lmeR
k|10 011
Pero,
h|0 0]y h|0 0]j
0Olm 010 . 0Olm 010 .
0O(4) olo mlo Jhygok,bmeR 3y =< 0(4) olo mlo Jhoj,l,m eR
kK10 0]y 00 011
Luego,
h{0 0]y
Olm 010 .
U,=¢AB:Ac0O(4),B = olo mlo yhoj,lmeR
00 011

= 53 x R: Tomo o= p1,1,1,1,00 € Hi4, el conjunto U,.u parametriza el conjunto de métricas

[t Rk ikl

G -invariantes. Veamos que U,,.puu es cubierto por todas 1as pigp.cde,f’s. Sea

|
h 0 0 j
g= 0 m 0 O (3.9)
0 0 m O
0o 0 0 1
Luego, g u=pp 1 1 Loo € Uap,cde,f- Por lo tanto, U,.u es cubierto por 1as figpcd,e,f’s-
W7W7E7 sy
» R? x 52 Tomo p = pp11,1,00 € Hi4 y sea g como en (3.9). Como g.u = o1 100 €
7m27h7 "y

Habcde,fr entonces Uy,.pu es cubierto por las fig p.cde, f's-

» SLp(R)xR: Tomo pt = p—1,-1,1,1,00 € Hi1,4 yseagcomoen (3.9). Comog.p=p 5 1 1 Lo
~mE T m b0
€ Hab,cde,f, entonces Uy,.p es cubierto por las pigp.cde,f’s-

» R? x H?: Tomo p1 = pp 111,00 € H14 y sea g como en (3.9). Como g.u = Mo 1 €
-5

11, 53,100
Habcde,fr» entonces Uy,.u es cubierto por las fig p.cde, f's-
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= H? x S?: Tomo pu = 10,1,01,1,1 € Hi.4 y sea g como en (3.9). Como g.p = p hij 1 €

1
0,5,2:0.L, 77

=

Hap,c,de,f, entonces Uy,.u es cubierto por las pigpcde,f’s-

= H? x H?: Tomo p = po,—1,011,1 € H1,4 ¥ sea g como en (3.9). Como g.u = o1 htj . €

7 m2 70717 hl 'R

Hap,c,de,f, entonces Uy,.u es cubierto por 1as pigpcde,f’s-
Observemos que soélo falta analizar el dltimo caso del Cuadro 3.1.

Consideremos la descomposicion R> = RBR*, {eg, e1, €2, €3, e4} una base de R?, (-, -) el producto
interno canoénico en R* respecto de la base {e1,ea,e3,e4} v = pigp € Vigs dado por

ulea,eq) = ber, u(er,es) =aey, uleg,e3) = 364,
(e, e1) = bea, p(eo, e4) = 5e3,
p(er, eg) = Y5%e,,
ner, eq) = \/Feg, (3.10)
p(ez,e3) = ‘/?63,
wules, eq4) = \/?84.

[ap €s isomorfa a sly(R) x R? si ab < 0 considerando la siguiente representacion:

0 1 — (0 1 — (1 0
b —ab —ab
e0_2<—1 o>’el_ 2 (10)’62_ 2 <0—1>'

Es facil ver que (hl), (h2) y (h3) se cumplen, y que (h4) se satisface si y solo si b # 0.

El operador de Ricci, Ric,, respecto de la base {e1, e, e3,e4} es el que sigue

3
5ab
b

\][N)

Ric, = (3.11)

o O O O
o O O O

a 0
0 a
0 0
0 0
y por lo tanto, la familia j, 5 es invariante por el flujo, el cual es equivalente a la siguiente ecuacién

diferencial ordinaria en a(t) :
{a' = 3a%by, a(0) = ap.

De lo que se sigue que a(t) = Luego si by # 0, entonces a(t) esta definida en el intervalo

-1
—3bot+ag— 1"
(ﬁ,oo) y por lo tanto a(t) — 0, cuando ¢ — oco. Luego, para toda sucesion t; — oo, existe
una subsucesion de (G p(te) /K L(te)s g#(tk))’ la cual converge en la topologia punteada a una métrica
plana en E(2) x R, salvo isometria local. Observar que estas soluciones nunca pueden ser antiguas.

Veamos que con las piq’s se cubren todas las métricas. Para esto vamos a aplicar la Proposi-
cion 1.2.5. Calculemos entonces U, para pi := jiqp € Hi4. La matriz de ad,(ep) respecto de la base
{e1,e2,e3,€e4} es la que sigue:

-1
ady(eo) =

S O = O

o O O
o O o

o O O

N[
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Por lo tanto,

B _ _ [ mlaxe 0
UM—{AB.AEO(ZL),B—( 0 r212X2>’T1’T2€R}'

Sea

g = 7'1[2><2 . (312>
rolayo

Sip:=p-11 € Hiaygescomoen (3.12), como g.pp = p 1 | € Hap, entonces Uy, es cubierto

K
1

por las fiqp’s.

Teorema 3.1.2. Sea G uno de los grupos del Cuadro 3.1. Entonces (G/K,g) es isométrico a
(Gu/ Ky, gu) con = flapbe1,005 1= H0b0,1,e,f (ver (3.1)) 6 p = pqyp (ver (5.10)). Si u(t) el flujo
de corchetes que empieza en p, entonces ||p(t)|| — oo o p(t) estd definida para todo t € [0,00) y
para toda sucesion t — oo, existe una subsucesion de (G )/ Kut)> Gu(ty))> la cual converge en la
topologia punteada a una métrica plana en E(2) x R, salvo isometria local. Ademds, Gu(t) €S una
solucion antigua si y solo si p es una de las siguientes:

a

" flabe1,005 COnb=MXac, \+1>0yc> SYSE

" Habe1,00, cOnb=2Aac, A\ +1<0yec< i
2
" [l4,5,0,1,0,0, CON b > a”.

" [0,b,c,1,0,0, cOn b > 0.

3.1.3. dim(G) =4

Si G es un grupo de Lie soluble de dimensién 4, entonces el algebra de Lie de G o bien tiene
un ideal abeliano de codimensiéon 1, y por lo tanto el flujo de corchetes ha sido estudiado en el
Capitulo 2, o es isomorfa a una de las siguientes algebras de Lie (ver [ABDO]):

84 : [60, 61] = €1 [60, 62] = —e€3, [61, 62] = €3;

s A > % e, e1] = >\61, [eo, ea] = (1 — Nea, [eo,e3] =e3,  [e1,e2] = es;
81/1,)\’ A>0: [eo,e1] = Aex —ea, [eo,ea] = e1 + Nea, [eo, e3] = 2Xe3, [e1, ea] = e3;
ha : [eo, e1] = eq, [eo, e2] = e1 + ea, [eo, e3] = 2es3,  [e1,e2] = es;
aff(R) x aff(R) : [eo, e1] = ex, [e2, e3] = e3;

aff(C) : [eo, ea] = €2 [eo, e3] = €3 [e1,e2] = €3,  [e1,e3] = —ea.

(3.13)
Para estudiar el flujo de corchetes vamos a separar a estas algebras en dos grupos los cuales serédn
estudiados por separado. El primer caso involucrara a las primeras cuatro algebras de (3.13), y el
segundo, a las ultimas dos.

Primer caso

Considero (R%,(-,-)), con (-,-) un producto interno fijo en R*, y po € £4, un corchete de Lie
soluble tal que g = R X pup,, donde (R3, up,) es el dlgebra de Lie de Heisenberg de dimension 3.
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Luego, existe una base ortonormal {e,...,e3} tal que la matriz de ad,,,(ep) respecto de esta base

tiene la siguiente forma:
0 0
a‘dﬂo(eo) = ( 0 A > )

con A € gl3(R), ({e1, 2, e3), u0\<617€27e3>) el nilradical de (R*, 119) al que denotaremos por ng, el cual
es isomorfo a (R?, up, ).

Luego 14\ := po es un corchete de Lie en R* = R® R = (eg) @ (e1,ez,e3), con A € L3,
(R3,\) =~ (R3, h3), i.e, A = g.pins, g € GL3(R).

Si pu(t) es el flujo de corchetes que empieza en pg, entonces no necesariamente sucede que el
espacio vectorial subyacente al nilradical de (R*, u(t)) sea el mismo que el de ng, por lo tanto, u(t)
no necesariamente es de la forma ji4(4) 1) (respecto a la descomposicion R* = R @ R? de arriba).
Es por esto que estudiaremos una familia de algebras de Lie en donde los espacios subyacentes son
los mismos, las cuales presentaremos a continuacion:

Consideremos (R%, (-, -)), {eo, €1, e, e3} una base ortonormal para (-,-) y definimos u := pp
en R* como sigue:
uleg,e;) = Ae;,  i=1,...,3, uler,e2) = hes, (3.14)

B 0
0 tr(B)
dlgebras por (R, 114 1,), o simplemente 14 p.

donde A = < > € gl3(R), B € gly(R) y h € R. A partir de ahora denotaremos a estas

By 0

0 tI‘(B(])
corchetes que empieza en jiagp, estd dado por ) ny, t € (-, T4), donde A(t) y h(t) satisfacen
el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

Lema 3.1.3. Si Ay = < > € glz(R), By € glh(R) y hyg € R, entonces el flujo de

{ th;:x = —tr(S(A)?)A + 3[A, [A, AY]] — §tr(A)[A, AT, A(0) = Ay, (3.15)

= —31%  h(0) = ho.

Demostracion. Usando la formula para el operador de Ricci de una solvariedad (ver (1.7) o [L1,
Seccion 4]), obtenemos que el operador de Ricci de (G, ., gy, ,) Tespecto de la base {eo, €1, e2,e3}
esta representado por la siguiente matriz:

— tr(S(A)?) 0

RICNA,h =

Entonces,

Sunn (Ricy, ) (eo,ei) = (—tr(S(A)*)A+ 3[A,[A, A" — 1 tr(A)[A, A]) e;

I (RiCuA,h) (e1,e2) = —%hgeg.

Por lo tanto,

Suan (Ricu, ,) = pey, donde C = —tr(S(A)*)A+3[A [A A -3tr(A)[A, A" vy f=-3n'
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Entonces, esta familia de dlgebras de Lie es invariante por el flujo de corchetes, el cual es equivalente
a (3.15). Ademas, el intervalo maximal de definicion de p4(4) p(1), es de la forma (7,7} ) para
—00 <T_- <0< Ty < o0, yaque (3.15) es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. O

Observacion 3.1.4. Observar que la ecuacion para A es la misma que ya se analiz6 en el Capitulo 2
y que h(t) — 0 cuando t — oo, pues h(t) = —2—.
(3t+ho™2)2
By 0

0 tI’(Bo)
de corchetes que empieza en fia, p, Y 9(t) el flujo de Ricci que empieza en Grag ng- Entonces:

Teorema 3.1.5. Sea Ay € gl3(R), Ag = ( ) y ho € R. Consideremos pag) () €l flujo

(i) g(t) estd definido para todo t € (T_,00), —oo < T_ < 0.

(i4) El conjunto w-limite de 14, n, €s un punto. Mds aiin, A(t) — A, y por lo tanto, pia) ne) —

(#ii) Para toda sucesion, existe una subsucesion de (G , la cual converge en la

At ) THA) hi))
topologia punteada a una variedad localmente isométrica a (GMAoo,g#AOO), la cual es plana.

(iv) Si Spec(Ag) C R entonces g, 4 — Jua,, Suavemente en R*.

(v) Para toda pia, p tal que tr(Ag®) >0, el flujo de Ricci g(t) con g(0) = Gpagn, €5 una solucion
de tipo-I11.

Demostracion. A(t) esta definida para todo t € (T—, 00) por Observacion 3.1.4 y Proposicion 2.1.6
—2

(ver también Teorema 2.2.5 (i)). Por lo tanto, como h(t) esta definida en (—%, oo) , tenemos que

2 —2
HA(),h(t) €std definida en (méx {T_, —hOT} ,oo) . Luego, denotando por T_ a max {T_, —hOT} se

prueba (i). El item (ii) sigue directamente de Teorema 2.2.4 y del hecho que h(t) — 0, cuando
t — o0o. Para probar (iii) observamos que g ) — #A,, ¥ usamos Teorema 1.7.4 (ver también
Corolario 2.1.10). (iv) sigue directamente del hecho que A(t) es la solucion de la misma ecuacion
diferencial que se analizo en el Capitulo 2. Por lo tanto, si Spec(4p) C R, entonces Spec(A(t)) C R,
para todo t (ver Proposicion 2.1.12). Para probar (v) daremos una prueba similar a la de Proposi-

cién 2.1.13. Sabemos que h(t) = m y que tr(S(A)?) < 2t+(tr(s(i‘(0))2)),1. Por lo tanto,

[

de (2.6) obtenemos que

Al Rm(”’;iZH)H — (2142 + 2J|h||2) I Rm(uﬁi:z”)H
4 ) &
(21‘/+(t1“(5(‘4(0))2))‘1 + 3t+h0_2) ¢<7,

[ Rm(pan)l
<

donde C es el méximo de la funciéon continua p — || Rm(p)|| restringida a la esfera unitaria de £4. O

Segundo caso

Recordemos que en este caso, los grupos de Lie que queremos analizar son los grupos de Lie
simplemente conexos con algebra de Lie aff(R) x aff(R) y aff(C), para las cuales existe alguna base
{e1,...,eq} tal que el corchete de Lie es el siguiente:

aff(R) x aff(R) : [e1,e3] = e3, [ea,eq] = ey;
aff(C) : le1,e3] = e3, [e1,es] =es, [ez,e3] =e4, [e2,e4] = —e3.
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Consideremos (R™2, (-, -)), con (-,-) un producto interno fijo en R"™2 y uap := p € £,42, un
corchete de Lie soluble de la siguiente forma:

uler,e;) = Ae;, >3, pules,e;) = Be;, i>3,

donde pensamos a A, B € gl,(R) como operadores actuando en el subespacio generado por {es, ey,
..., enya}, tales que [A, B] = 0. Observemos que las dos algebras que queremos estudiar son de este
tipo y que para poder estudiar el flujo de corchetes, lo primero que debemos calcular es el operador
de Ricci, para lo cual tener una base ortonormal es muy importante.

Dada 14 B, el algebra derivada, i.e. pa B (R”*%R””) , €s un ideal abeliano de dimensiéon n,
el cual tiene complemento ortogonal de dimension 2. Por lo tanto, es facil, calcular el corchete
en una base ortonormal elegida de manera que los primeros dos elementos de la base pertenezcan
al complemento ortogonal del algebra derivada y sean ortonormales entre si, y los n restantes
pertenezcan a A g (]R"+2, R”+2) y sean ortonormales entre si. Esta es una base ortonormal en la
cual el corchete de Lie no necesariamente se escribe como una pc p, con C,D € gl,(R), debido a
que el complemento ortogonal de p 4. p (R"+2, R”+2) no necesariamente es abeliano. Por esta causa,
es que vamos a estudiar el flujo de corchetes de aquellas algebras de Lie que tengan la propiedad de
que el complemento ortogonal del algebra derivada sea abeliano.

Consideremos entonces pap = p € £y42 y una base ortonormal {ej,...,e 2} tal que el
corchete de Lie respecto de esta base es como sigue:

wuler,ei) = Aej, >3, ples,e;) = Be;, 1> 3, (3.16)

donde A, B € gl,,(R) tales que [A4, B] = 0.

Usando nuevamente la férmula para el operador de Ricci de una solvariedad, obtenemos que
el operador de Ricci de (G, 5,914 ) Tespecto de la base {e1,...,en42} estd representado por la
siguiente matriz:

—tr(S(4)?)  —tr(S(A)S(B)) 0
Ric, = [ —tr(S(A)S(B)) —tr(S(B)?) 0
0 0 314, A" + 1B, BY] — tr(A4)S(A) — tr(B)S(B)

Por lo tanto, tenemos que

5MA,B (RiCMA,B) (617 62‘) = (_ tr(S(A)2)A - tr(S(A)S(B))B + l[A’ [A7 At“ + %[A, [B7 Bt”

L Ltr(A)[A, A" - La(B)[A, B] - L tx(B)[A, B) es
y
Sun (Ricu ) (e2ne0) = (= tr(S(BY)B — tr(S(A)S(B))A+ 3[B, [, A + }[B, B, B']
—1tr(A)[B, A] — $ tr(A)[B, A"] — L tx(B)[B, B]) e;,

y entonces, 0, 4 (RiCMAyB) = K¢,D con

C = —tr(S(A)%)A—tr(S(A)S(B))B + 1[A,[A, A'] + L[A,[B, BY]]
—5 tr(A)[4, A" — § tr(B)[A, B] — 5 tr(B)[A, B,
D = —t(S(B)?)B —tr(S(A)S(B)A+ i[B,[A,AY] + (B, B, B

“Lu(A)[B, A] - Ltr(A)[B, A - Ltx(B)[B, BY).
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Luego, esta familia de 4lgebras de Lie es invariante por el flujo. Por lo tanto, si Ag, By € gl,,(R), el
flujo de corchetes que empieza en 114, B, s equivalente al siguiente sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias con condiciones iniciales:

GA = —tr(S(A))A - tr(S(A)S(B))B + 3[4, [A, A']] + §[A, [B, B']] — § tr(A)[4, A']
_%tr(B)[A B] %tr(B)[ 7Bt]7 A(O) = AO;
(3.18)
4B = —(S(BY)B — (S(A)S(B))A + 1B, [A, A7 + B, [B, B - L (A)[B, A
—3 tr(4)[B, A"l — 3 tx(B)[B, BY], B(0) =

De ahora en adelante, pensaremos muchas veces al flujo de corchetes que empieza en (4, 5, como
la evolucién de las matrices Ag y By. La siguiente proposicién nos muestra que A y B conmutan a
lo largo del flujo:

Proposicion 3.1.6. [A(t), B(t)] = 0 para todo t.
Demostracion. De la bilinealidad del corchete obtenemos que
d d d
i A, Bl = [ A B] + [A 3BJ,

y por lo tanto,

[%A, B] = —tr(S(A)*)[A, B] — tr(S(A)S(B))[B, B] + %[ A, [A, AY), B] + %[[A, (B, BY]], B]
(A4, AL B (B[4, Bl B - { ()14, . B

[A, §B] = —tx(S(B)*)[A, B] — tr(S(A)S(B))[A, A] + 5[A, [B, [A, A']] + 3[A, [B, [B, B']]]
—%tr(A)[ 1B, A]] - 3 tr(A)[A, [B, A7) — 5 te(B)[A, [B, B']].

(3.19)
Sumando y trabajando algebraicamente en (3.19), obtenemos que

@ilA B = —tr( (A)*)[A, B] - tr(S(B)*)[A, B] + 5[[4, B], [A, A"]] + 5[[A, B, [B, B']]
—5 tr(A)[[4, B], Al — 5 tx(B)[[A, B, B] — L 3 tr(B)[[4, B], B'] (3.20)
_ltr(A)[Av[ ’ H

Por lo tanto, como [A(t), B(t )] = 0 satisface la ecuacion diferencial (3.20), por unicidad de la solucion
se obtiene que [A(t), B(t)] = 0 para todo t. O

Luego, resumiendo lo probado arriba, escribimos la siguiente proposicién:

Proposicion 3.1.7. Si Ay, By € gl,,(R) tales que [Ag, Bo] = 0, entonces el flujo de corchetes que
empieza en fiay B, estd dado por piaw) pwy, t € (T-,T4), donde A(t), B(t) satisfacen el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones iniciales:

f4 = —SUDA (SASENE + 4l 144D + A4, (5,5
~Lur(A)[A, A - Su(B)A B, A0) = Ay,

&8 = (BB w(SUSE))+ IB A A+ 5,15 5] (3:21)

~L6(A)[B.A - §x(B)[B. B, B(0) =
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Ahora comienzan las preguntas que estan relacionadas con el intervalo de definiciéon y la conver-
gencia de las matrices A(t) y B(t). En las siguientes proposiciones analizamos el intervalo maximal
de definicion de las soluciones hacia adelante y probamos que los limites de las soluciones deben ser
matrices antisimétricas.

Proposicion 3.1.8. A(t) y B(t) estdn definidas para todo t € [0,00).

Demostracion. Por (3.21) tenemos que

AYAJ2 = 2(A, — t(S(AD)A — tr(S(A)S(B))B + LA, [A, A
+114,(B, BY]] - Ltr(A)[A, A" — L tx(B)[A, BY)).

Usando que <A7 [Av [AvAt]D = _H[AvAt”Pv <A7 [A7 [B,Bt]]> = _H[AvBt]H27 <A7 [A7At]> =0y
(A, [A, BY]) = 0, obtenemos que

@l Al = —2tx(S(A)[A]* - 262(S(A)S(B))(A, B) — [[[4, AN|* - [I[A, B']||>

Haciendo lo mismo para B, obtenemos que
GBI = —2tx(S(B)*)|B|I* — 2t2(S(A)S(B) (A, B) — [I[B, B']|I* — ||[B, A"]||*.

Luego,

d

a (LAIP +1BIP) < (AIIAIP = 2tx(S(B)?)|| BII* — 4tx(S(A)S(B))(A, B).
(

Veamos entonces que % ([|A[|? + || B||?) < 0, demostrando que

dt
—4t1(S(A)S(B))(A, B) < 2tr(S(A)*)||AlI* + 2tx(S(B))|| B>

4tr(S(A)S(B))[(A, B)[ = 4[(S(A), S(B)[[{A, B)| < 4|[S(A[[[SB)I[| Al BI

= 4ISAANS@BIIBI < 2 (ISAPIAI + ISBIPIB]?) .

donde en la primera desigualdad usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz y en la dltima, la
desigualdad de la media geométrica y la media aritmética.

Por lo tanto, % (JJA]* + || B||*) <0, es decir, ||A[[*+||B||? es una funcién que decrece y entonces
permanece en un conjunto compacto. De esto se sigue que A(t) y B(t), ambas estan definidas para
todo t € [0, 00). O

Proposicién 3.1.9. tr(S(A(t))?) y tr(S(B(t))?) decrecen. Mds aiin,

tr(S(A(t)%) — 0 y tr(S(B(t))*) — 0, cuando t — oco.

Demostracion. Vamos a dar sélo la prueba para tr(S(A(t))?), pues la prueba para tr(S(B(t))?) es
analoga.

Sabemos que tr(S(A)?) = 1||A||? + 1 tr(A?), por lo tanto para calcular 4 tr(S(A4)?) vamos a
calcular % tr(A2), ya que en Proposicion 3.1.8 calculamos %HAHQ.
4 r(A%) = 4(A, A" = (44, 4Y + (A

d
AN
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Usando las propiedades del corchete y del producto interno se obtiene que
4 tr(A%) = —2t1(S(A)?) tr(A?) — 2tr(S(A)S(B)) tr(BA).
Finalmente,
G tr(S(4)%) = —2tx(S(A4)*)* — t2(S(A)S(B))* — 3[4, A|1* - 5[, B

De lo que se deduce que

% tr(S(4)%) < —2x(S(4)°)%,

y por lo tanto tr(S(A)?) estd mayorada por la funcion = = z(t) que satisface la siguiente ecuacion
diferencial:

d.._ 5.2
T = 227,

la cual tiende a 0 cuando ¢ — oo. O

Teorema 3.1.10. Para toda sucesion tp, — 0o, existe una subsucesion de (GHA(%)’B(%) , guA(tk)’B(tk)),
la cual converge en la topologia punteada a una variedad locamente isométrica a (G, p_ > Gpua. p.)s
la cual es plana, donde Ax, y Boo son los limites de las subsucesiones de A(ty) y B(ty) respectiva-

mente.

Demostracion. Observemos que como A(t) y B(t) permanecen en un conjunto compacto (ver la
prueba de la Proposicion 3.1.8), entonces toda sucesion de la forma (A(ty), B(tx)) posee una sub-
sucesion convergente. Llamemos nuevamente (A(tx), B(t;)) a esta subsucesion y (Aso, Boo) al limite
de la misma.

Se sigue directamente de la Proposicion 3.1.9 que S(A(tx)) — 0y S(B(tx)) — 0, cuando k — oo,
por lo tanto, As ¥y Boo son antisimétricas y (G ) es plana, por ser Ricci-plana

(ver (3.17)).

HAso,Boo? gMAOQ,BOO

Por tltimo, como A, B(ty) — HAce,Beo> POT Teorema 1.7.4 (ver también [L3, Corolario 6.20])
sabemos que existe una subsucesiéon de (G“A(tk)’B(tk) s Ihaeyy By ), a la que renombramos de la misma
manera, que converge en la topologia punteada a (G, s, 9ua. 5. ) Salvo isometria local, y es

plana por lo dicho anteriormente. O

Si G no es un grupo de Lie soluble, entonces G es RxSU(2) o R S/:L\Q(R) En estos dos casos, s6lo
haremos algunos comentarios con respecto al anélisis del flujo de Ricci, ya que el comportamiento
del flujo de corchetes para estos casos es muy complicado. Observemos que la estructura producto es
invariante por el flujo de Ricci, por lo tanto, para analizar el flujo de Ricci en una métrica producto,
so6lo necesitamos estudiarlo en cualquier métrica inicial de las variedades SU(2) y S/L\Q(R), y esto ha
sido estudiado por D. Glickenstein y T. Payne en [GP]. Otros autores que han estudiado el flujo
de Ricci en estos grupos de Lie son J. Isenberg, M. Jackson, P. Lu en [IJL|. En dicho trabajo,
ellos proponen estudiar el flujo de Ricci para la familia de métricas en donde la métrica inicial
se puede diagonalizar y el flujo de Ricci preserva la diagonalizacién, sin embargo la dificultad de
dicho problema es tan grande que sélo analizan algunas métricas no producto con la propiedad
mencionada anteriormente.
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3.2. Flujo de Ricci normalizado

En esta seccidon analizaremos el flujo de Ricci normalizado en las variedades Riemannianas
homogéneas simplemente conexas de dimension 4. Si 6 < dim(G) < 10, haremos simplemente
algunos comentarios respecto de las normalizaciones del flujo de Ricci, mientras que si dim(G) = 4
o 5, estudiaremos diferentes normalizaciones del flujo de corchetes obtenido en la Seccién 3.1.

3.2.1. 6<dim(G) <10

Solo haremos algunas acotaciones para entender el flujo de Ricci normalizado ya que el analisis
es muy simple en estos casos. En los casos en los cuales dim(G) > 7, o dim(G) = 6 y M es
R? x 52, R? x H? o0 R4, es facil ver que para algunas r-normalizaciones (como por ejemplo, curvatura
escalar o norma), las trayectorias del flujo de Ricci normalizado resultan ser un punto (i.e. solitones
de Ricci). En el caso de dim(G) = 6, con M distinta de las mencionadas anteriormente, el analisis
para algunas r-normalizaciones se reduce a sélo a analizar un limite, ya que las trayectorias del flujo
de Ricci normalizado son unidimensionales.

3.2.2. dim(G) =5

Si G es un grupo de Lie con dim(G) = 5, recordemos que o bien G es soluble, o bien G es uno
de los grupos del Cuadro 3.1.

G soluble

Sabemos que si G es un grupo de Lie soluble entonces M es isométrica a un grupo de Lie soluble
de dimension 4 munido con una métrica Riemanniana invariante a izquierda. Por lo tanto, el estudio
del flujo de corchetes normalizado va a ser estudiado en la Subseccién 3.2.3.

Cuadro 3.1

Ahora estudiaremos los grupos G del Cuadro 3.1.
tr(Ric,r M,r)

obte-
lep 112

Consideremos primero fiq p.cde,f ¥ recordemos que normalizando con r(t) = 4
nemos ||yl = [[1p(0)|| (ver [L4, Ejemplo 3.14]).

= Casoeg=0,fy=0:

—2a%c?+3a*—4a? (ac+b)
2a2+4c2?
b=b(t) y c = c(t), obtenemos que 2a® + 4c> = 1. De lo que se sigue que el flujo de corchetes
normalizado es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales con condiciones

iniciales en las variables a, b, ¢ :

Sea ftaq bo.co,1,0,0 tal que 2a0p? + 4cp? = 1. Tomando r(t) = , para a = a(t),

d = (-3a*+2(ac+b) — 2a*® + 3a* — 4a® (ac+ b)) a, a(0) = ao,
V' = (—a? +2(ac+b) — 4a*c* + 6a* — 8a® (ac + b)) b, b(0) = by, (3.22)
d = (30 — 22 + 3a* — 4a” (ac+ b)) ¢, ¢(0) = co.



3.2. FLUJO DE RICCI NORMALIZADO 49

Observemos que (%)/ = 0. Por lo tanto, si agcy # 0, entonces b = Aac, A constante, A € R.

Tenemos entonces dos casos, agcyg # 0y agcy = 0.

e Siagcy # 0, entonces b = Aac, para algtin A € R. Luego, el sistema (3.22) es equivalente
al que sigue

d=(-3a®>+2(\+1)ac—2a*?+3a* —4a®* (A +1)c)a, a(0) = ao,
d = (3a® —2a?c* +3a* —4a® (A +1)c)c, ¢(0) = co,

con 2a® + 4¢? = 1.
Para analizar el sistema, nuevamente podemos suponer que ag > 0. Notemos ademés que
siA+1#0, entonces ¢ =0siysolosic=0,c= ALH o a = 0. Por lo tanto, los tinicos

puntos fijos del sistema que satisfacen la condicién 2a? 4 4c®> = 1 son (O, :l:%) , (%, 0)

y A+1 1

V212447 2(0+1)2+4 )
A modo de entender el flujo, analicemos el caso A+ 1 > 0 y para visualizarlo observemos
la Figura 3.2.

Flujo de corchetes normalizado por la norma de p,
A=1.

*— —

E(Z))Ii_ T

—

0.4

0.2

-0.2 -

~0.4 -

E(2)*R B
*— _

Figura 3.2:

o Si0< /\%’1 < ¢p, entonces ¢ < 0y por lo tanto ¢ decrece y Hab,e,1,00 = b ra?

a )

) ) a7mvm71»070
el cual es un solitén algebraico pues

1.2

2% 1.2 0

1, 0 -
i — 2 _ 1.2 _ 1.2
Ric, = 1,2 =5a"1 + 0 = 50"+ D,
2
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0
0 ~
y si consideramos D = 0 , entonces tenemos que D = D|pa y
0
1.2
~1a
D € Der .
<Ma,§fl,f+l,1,o,0>
o Si0 <o < 3%y, entonces ¢ > 0y por lo tanto ¢ crece y fiq p.c.1,0,0 — Ha,))\‘%ﬁ,)%l,l,(),o’

el cual es un solitén algebraico por lo visto en el item anterior.

o Si ¢y < 0, entonces ¢ < 0y por lo tanto ¢ decrece. Luego Hab,e1,00 = Hoo 100
5 ’757 sUs

el cual determina una métrica plana, por ser Ricci-plana (ver (3.4)). Ademaés, bajo
cualquier normalizacion tendremos convergencia a una métrica plana usando |LL1,
Proposicion 4.1], pues p 1 |raxra # 0.

0707_5717070

El analisis para A + 1 < 0, es totalmente analogo al anterior.

Estudiemos entonces qué sucede cuando A + 1 = 0, es decir, b = —ac. En este caso, el
sistema (3.22) es como sigue

a/
C/

con 2a® 4 4¢? = 1. Los tnicos puntos fijos del sistema que satisfacen la condicion 2a? +

4¢? =1 son (O,:i:%) y (%,0) . Luego,

o Si ¢y < 0, entonces ¢ < 0y por lo tanto ¢/ < 0y ¢ decrece. De lo que se sigue que

N .
Habe1.00 = Hoo Lo

a3 (=3 —2¢ +3a?), a(0) = ao,
4a*c, ¢(0) = co,

o Si ¢y > 0, entonces ¢ > 0 y por lo tanto ¢ > 0 y ¢ crece. De lo que se sigue que

Ha,b,c,1,00 =7 K, 1

727
Ambas métricas son planas, por ser Ricci-planas, con Hooal 00|]R4><R4 % 0, por lo
Lo, LU,

0,0,5,1,0,0°

tanto, bajo cualquier normalizacion tendremos convergencia a una métrica plana (ver
[LL1, Proposicion 4.1]).
e Si apcp = 0, entonces ag = 0 0 ¢g = 0. Como el caso ¢g = 0 ha sido analizado en [L4,

Seccion 3|, analizaremos el caso ag = 0. Aqui el sistema (3.22) es el que sigue

v =202, b(0) = by,
d=0, ¢(0)=cp.

Pero como 2a® + 4c? = 1y a = 0, entonces c(t) = £1. Por lo tanto, b(t) =
Luego, si by < 0, entonces b(t) — 0 y por lo tanto, u -

1
72t+b071 :

el cual
0,b,£3,1,0,0 0,0,£3,1,0,0’
determina una métrica plana por ser Ricci-plana y nuevamente bajo cualquier norma-

lizacion tendremos convergencia a una métrica plana pues Hoosl 00|R4X]R4 # 0. Sin
WL, 4,U,

embargo, si by > 0, entonces la solucion b(t) diverge. Veamos si con alguna otra norma-

lizacién podemos conseguir convergencia para by > 0.

Tomando r(t) = —b(t) obtenemos que la curvatura escalar (i.e. la traza del operador de
Ricci, a la que denotaremos por R(u")) es constante R(u") = R(up). De lo que se sigue
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que si R(up) = 1 entonces el flujo de corchetes normalizado es el que sigue:

{ ¥ =0, b(0)= by,

d=—%c, ¢(0)=rco.
Luego, obtenemos que b(t) = % y c(t) = cpexp (—%t), por lo tanto, Holer00 =
10,101,000 el cual es un solitéon algebraico pues
: -}
1 0 -
Ric, = 2 ! =1l+ 0 =11+D,
1
0 —3
0
1
2 .
y si consideramos D = 0 , entonces tenemos que D = D|ps y
0
_1
2

DeDer(“oéomo)'

m Casoeg #0,fo #0,d=1,a0=¢y=0:
Sea 10py.0.1,e0.fo tal que 2e3 + 2f2 = 1. Entonces tomando r = e? + f2, obtenemos que

[12p]l = llpoll = 1. Luego, el flujo de corchetes normalizado es equivalente al siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales en las variables b =b(t), e =e(t) y f = f(t) :

b =(2b+1)b, b(0)= by,
e =0, e(0)= ey,
f/:()a f(O):fO

Entonces, los puntos fijos del sistema son los puntos de la forma (—%,eo, fg) y (0, eq, fo) -
Luego,

o Siby < —%, entonces b < —% y ' >0, por lo tanto b crece y fi0,5,0,1,e0,f0 — Mo —1 01 co.fo
b 27 1 b

el cual es un soliton algebraico pues Ric, = —%I .

e Si —% < by < 0, entonces ' < 0, y por lo tanto b decrece. Luego [0p.0.1,e0.f0 —

Ho.—1.01.e0.for el cual es un solitéon algebraico por el item anterior.
b 2 IV K

e Si by > 0, la solucion b(t) diverge y por lo tanto consideraremos otra normalizacion. Sea

r(t) = —b(t), luego el flujo de corchetes normalizado es equivalente al siguiente sistema

de ecuaciones diferenciales:

¥ =0, b(0)=bo,
¢ =—(e2+ f2+b)e, e(0)=eo,
fr==(+ 2+ 1, f0)=fo

Es facil ver que para analizar el sistema es suficiente considerar ey > 0. Como ey > 0,
entonces e > 0. Ademés como by > 0, tenemos que €’ < 0 y por lo tanto e decrece. Por

£y _

otro lado, (Z) = 0, entonces tenemos que f o€ Luego, tanto e como f tienden a cero

Y 10,b0,0,1,e.f — 140,b,0,1,0,05 €] cual es un soliton algebraico no plano (analogo a by = %)
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Observar que solo falta analizar el caso en que G = R? x SLy(R), el cual es muy simple
debido a que nuestras algebras de Lie p,, dependen s6lo de un parametro y al normalizar por
curvatura escalar por ejemplo, éste va a depender del otro que esta fijo. Recordemos también
que ab < 0 y por lo tanto, todas nuestras algebras determinan métricas con curvatura escalar
negativa. Consideremos fi5,, con 3agby = —1. Si tomamos r(t) = 3ab entonces R(u") es
contante y es igual a —1. De lo que se sigue que a = —& v by esta fijo.

En el siguiente teorema resumiremos los resultados obtenidos en esta subseccién:
Teorema 3.2.1. Sean figpcde,r como en (8.1) cona >0y pgp como en (8.10).

e Siac#0,c>0,b=Xac y A+ 1> 0, entonces el flujo de corchetes normalizado por la
noTma que empieza en figp.c1,0,0 converge a un soliton algebraico no plano.

e Siac#0,c<0,b=Xac y A+1 >0, entonces el flujo de corchetes normalizado que
empieza en [lqp1,0,0 converge a una variedad plana, para toda normalizacion.

e Siac#0,¢c>0,b=Xac y A+ 1 <0, entonces el flujo de corchetes normalizado que
empieza en flqpc1,0,0 converge a una variedad plana, para toda normalizacion.

e Siac#0,c<0,b=MXac y A+ 1 <0, entonces el flujo de corchetes normalizado por la
noTrma que empieza en flqp.c1,0,0 converge a un soliton algebraico no plano.

e Siac#0,c#0,b=MXac y A+ 1 =0, entonces el flujo de corchetes normalizado que
empieza en g pb.c1,0,0 converge a una variedad plana, para toda normalizacion.

o Sic =0, entonces el flujo de corchetes normalizado que empieza en fiqp 01,00 converge
a un soliton algebraico no plano, para alguna normalizacion.

e Sia=0yb<0, entonces el flujo de corchetes normalizado que empieza en [i9pc.1,0,0
converge a una variedad plana, para toda normalizacion.

e Sia=0yb>0, entonces el flujo de corchetes normalizado por la norma que empieza
en f10,p,¢,1,0,0 converge a un soliton algebraico no plano.

e Sib<0,e#0yf #0, entonces el flujo de corchetes normalizado por la norma que
empieza en (1o po1,e,f converge a un soliton algebraico no plano.

e Sib>0,e# 0y f #0, entonces el flujo de corchetes normalizado que empieza en
H0,b,0,1,e,f converge a un soliton algebraico no plano, para alguna normalizacion.

e Siab < 0, entonces el flujo de corchetes normalizado por curvatura escalar que empieza
en [iqp converge a un soliton algebraico no plano.

3.2.3. dim(G) =4

Recordar que si G es un grupo de Lie soluble de dimension 4, entonces el dlgebra de Lie de G o
bien posee un ideal abeliano de codimension 1, y por lo tanto, el flujo de corchetes normalizado
ha sido estudiado en el Capitulo 2, o es isomorfa a una de las algebras de Lie de (3.13). Para
estudiar el flujo de corchetes normalizado en estas tltimas, vamos a volver a separar en dos
casos. El primer caso involucrara a las primeras cuatro algebras de Lie de (3.13), y el segundo,
a las tltimas dos.
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Primer caso

Recordemos que en Subseccion 3.1.3 analizamos el flujo de corchetes para la familia de algebras
de Lie (3.14), el cual es equivalente al sistema (3.15). Para analizar el flujo de corchetes
normalizado por la norma del corchete, analizaremos

A y h
VIAIZ+R2 7 (/I A]2+R2
En el Capitulo 2, probamos que existe lim; o, A(t), digamos, A, por lo tanto, podemos
separar en dos casos:

e Si A(t) > A y Ao # 0, entonces

fm A(t) A

00 N ADOIPHROZ  TAsll
y
. h(t) .
fm ———2—— =,
t—oo /|| A1) ||2+h(t)?
pues h(t) — 0 cuando ¢t — oo. Luego p A(t) heo) — l_Aq , €l cual es

A
VIADP+h(D)? VA0 TAcol

un solitén algebraico por ser limite del flujo de corchetes normalizado estudiado en la
Seccion 2.3 del Capitulo 2 (ver también [LL1, Proposicion 4.1 (ii)]).

. : . , , A
e Si A(t) — 0, entonces para estudiar la convergencia seria muy bueno entender lim;_, w,

el cual no es trivial de comprender ya que ambas funciones, ||A(t)|| y h(t), tienden a cero.

. ., o . . A .
Como primera observacion, notemos que el limite lim; 4o H existe ya que ambas fun-

ciones son monoétonas decrecientes y coéncavas hacia arriba. En efecto, se sigue de la

prueba de la Proposicion 2.1.6 y de que h(t) = ﬁ, que ambas funciones decre-
t+ho™ )2

cen. Por otro lado, calculando la derivada segunda de ambas, se puede ver que ambas
funciones son concavas hacia arriba.

o Silims yne ”hi” = 0, entonces lim;_, W =1, pues
\/||Aﬁ2+h2 - \/IAII’f;h2 N \/;‘124& - \/(23)2“. (3:29)
Por otro lado, lim; m = 0, pues
\/||Jxﬁ2u+h2 - \/m;j“gﬂ - \/1:;22 B \/1+(lj;)2' R
Luego, u A(D) het) — Ho,1, el cual es un soliton algebraico no plano.

VIAD PR VIADIP+h0?

1Al — h(t) —
h IA®) 2 +1(1)?

0. Recordemos que en la Secciéon 2.3 del Capitulo 2 vimos que para toda suce-

sion {tx} — oo, existe una subsucesion de {tx}, a la cual denotaremos nuevamente

por {t;}, tal que % — Bso ¥ B, es un soliton algebraico. Se sigue de (3.24)

que

o Silimy_yoo 00, entonces usando (3.23) obtenemos que lim;_, o

1/ A(tk) —
Fs00 TAGR) P+ R(in)2

(e o)
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pues
4___ — . (3.25)
[l All2+h? ||An2+h2
v AL
Por lo tanto, u Alty) h(ty) — B, €l cual es un solitén alge-

VIA@RDP+h(t)2 V1A 12 +h(t)2
braico. Recordar que es un soliton algebraico plano si y solo si Spec(A(0)) C iR (ver
Teorema 2.3.4).

o Si limy 00 M = a, con « constante, y {{;} es una sucesion convergente de ”2‘78”,
es decir, III:Et ;H — By, entonces se sigue de (3.23), (3.24) y (3.25) que
K Atr) Rty 7 Mo Boo 1 -
VAW 12+H0(t)2 " \/TAGR) 12 +h(ty)2 Vitod Vitad
En este caso, no hemos podido probar que p1, B, 1 sea un soliton algebraico.

hV4 1+a '\/ 1+a

Observemos que si no lo fuera, entonces estariamos en una situacion cadtica (ver
[LL1, Proposicion 4.1 (ii)]). En el siguiente ejemplo, observamos que este tipo de
limites realmente se da. En este caso, la convergencia es a un soliton.

Ejemplo 3.2.2. Recordemos nuevamente el Ejemplo 2.4.6. Si fijamos A, entonces el flujo de

corchetes que empieza en fi, )\ evoluciona como en (2.14) con «o(t) = \/2()\2+(1 i\)2+1)t+ —
«

1 [|A]|

y h(t) = IS Por lo tanto, en este caso tenemos que hmt_mo T = 2, y entonces
I A() = Hy3 4 v3s con A
I 7 S— h(t) ono,f ()\2+(1 A)241)

VIA®P+Rr(6)2VIA® 12 +h(1)?

Segundo caso

En esta subseccién, haremos algunos comentarios respecto del flujo de corchetes normalizado
por la norma del corchete, ya que el estudio del mismo parece ser muy complicado al igual que
la normalizaciéon por curvatura escalar y por volumen. Recordemos que en Subsecciéon 3.1.3
analizamos el flujo de corchetes para la familia de 4dlgebras de Lie (3.16), el cual es equivalente
al sistema (3.21). Para analizar el flujo de corchetes normalizado por la norma del corchete,

: A
analizaremos y .
VIAIRPHIBIZ 7 /IAIIP+] B2

Sabemos que para toda sucesion t; — 0o, existe una subsucesion, a la que llamaremos nueva-
mente {t;}, tal que A(ty) v B(ty) convergen, es decir, limg_,oo A(tg) = Aoo v limg_y00 B(tg) =
By. Recordemos que por Proposicion 3.1.9, Ay v Bso son antisimétricas.

e Si Ay, # 0y By # 0, entonces

K A(ty) B(ty) — Aoo Beo )
VIAE)IPHIB@)IP VA IP+1B ()12 VA IP+Boo 2 v/l Aco 2+ Boo 1>
con [ Ao B un solitéon plano (ver |L1, Teorema 4.8| y (3.17)).

VI As 2+ Bool?” v/l Aco |2+ Boo |12
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e Si Ay # 0 6 By # 0, es decir, alguno de los limites es distinto de cero, supongamos
Ay # 0y By =0, obtenemos que

H Alty) B(ty) H A
VIAGPHIBER V/IACG) P+ B )2 14cc ]

con pt 4., un soliton plano (ver [L1, Teorema 4.8] y (3.17)).

[ Aol

e Si Aww = 0y By = 0, entonces una buena manera de entender la convergencia seria

entender lim JLAlL
t—o0 ||B|[» Y& que

A _ A y B
VIAP+IBI? HA||\/1+<%)2 VIAIR+BJ?

N ||B||\/1f(|§”)2.

En este caso, no tenemos la suerte de saber que las funciones ||A|| y || B]| decrecen y son

) : . . o , A

son céncavas hacia arriba como en el caso anterior, por lo cual, en principio, el lim;_, o H
drf istir. Suponiend te limite existe, digamos If 14— o, ¢ ~

podria no existir. Suponiendo que este limite existe, digamos lim; ;oo 7 = @, tenemos

los siguientes tres casos:

o Si a = 0, existe una subsucesion de {tx}, a la cual llamaremos nuevamente {¢;}, tal

que ”28’3“ y ”gg:g” convergen. Llamemos A y Boso a dichos limites. Entonces

K Alty) B(tk) 7 HBoo>
VIACKIPHIBEIZ VAR 12+ B ()12

el cual es un solitéon algebraico por lo visto en la Secciéon 2.3 del Capitulo 2.

o Si a = 00, de manera analoga al caso anterior obtenemos que

w A(ty) B(ty,) — MAs>
VIAGOIPHIBE)IZ VITAER) 12+ B ()2

el cual es un solitéon algebraico.

o Sia#0y a# oo, entonces existe una subsucesion de {t;} tal que

K Alty,) B(ts) " A L_po
VIAGOPEHBEOIR VIAG) PHBEE  ViFe? 7 Vite
y nuevamente aqui no hemos podido probar que pt 4 1 sea un soliton

) V1+a? Aoo’\/1+a2 o
algebraico.






Capitulo 4

Solitones de Ricci homogéneos en
dimensiones bajas

El objetivo de este capitulo es estudiar los solitones de Ricci homogéneos en dimensiones bajas.
Recordemos que una métrica g en una variedad diferenciable M se dice un soliton de Ricci si su
tensor de Ricci satisface:

Re(g) = cg+ Lxg, paraalgince R, X € X(M) completo.

Si (M, g) es un solitén de Ricci estable (i.e. ¢ = 0), entonces se puede probar, usando la ecuacion
diferencial ordinaria (1.1) del flujo de Ricci, que Ric(g) = 0, es decir, es Ricci-plano, y por lo tanto,
es plano por ser homogéneo (ver [AK]). En el caso de que sea de contraccion (¢ > 0), se sigue de [N,
Teorema 1.2] que g es de tipo gradiente, y por lo tanto, (M, g) debe ser isométrico a un cociente de
N x R, donde N es una variedad homogénea Einstein con curvatura escalar positiva (ver [PW]).
Por lo tanto, nuestro estudio se concentrara en el caso de expansion, es decir, ¢ < 0.

Definicion 4.0.3. Un espacio Riemanniano homogéneo (G/K,g) es llamado un solitén semi-
algebraico si existe una familia monoparamétrica ¢; € Aut(G) con ¢(K) = K tal que

g(t) = croig,  9(0) =g,

es una solucion al flujo de Ricci para alguna funcion escalar ¢; > 0, donde ¢; € Diff(G/K) es el
difeomorfismo equivariante determinado por ¢;.

En [J, Proposicion 2.2], M. Jablonski probé que todo soliton de Ricci homogéneo (M, g) es un
soliton semi-algebraico con respecto a su grupo de isometrias G = I(M, g). Debido a este resultado,
estudiaremos solitones semi-algebraicos, y para hacer esto utilizaremos los resultados de estructura
obtenidos por R. Lafuente y J. Lauret en [LL2].

Consideremos entonces (G/K,g) un espacio Riemanniano homogéneo junto con una descom-
posicion métrica reductiva (g = €@ p, (-, -)) tal que B(¢,p) = 0, donde B es la forma de Killing de g
(siempre existe por [LL1, Lema 2.1]). Sea n el nilradical de g, es decir, el ideal nilpotente maximal
de g,y

p=bodn,

o7
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la descomposicion ortogonal con respecto a (-, ) (n esta contenido en p pues n esté contenido en el
nicleo de B). Entonces g se descompone como sigue:

g=teben, (4.1)
y el corchete de Lie satisface las siguientes relaciones (ver |[LL2, Seccion 2|)
[e,¢] C € [e,h]Ch, [g,n] Cn. (4.2)

A continuaciéon enunciaremos el teorema principal de [LL2| y un corolario del mismo. Estos resul-
tados seran usados a lo largo de todo el capitulo.

Teorema 4.0.4. [LL2, Teorema 4.6] Sea (G/K,g) un espacio Riemanniano homogéneo con una
descomposicion métrica reductiva (g = € & p,(-,-)) tal que B(¢,p) = 0. Consideremos en g la
descomposicion (4.1). Si (G/K,g) es un soliton semi-algebraico con constante cosmoldgica ¢ < 0,
entonces las siguientes condiciones se satisfacen:

(i) [b,b] C €D Y. En particular, u =@ b es una subdlgebra de Lie de g reductiva (i.e. u es suma
directa de un ideal semisimple y su centro) y g =uxn (Si G es simplemente conexo entonces
G ~UxXN, ysi G/K es simplemente conexo entonces G/K = U/K x N como variedad
diferenciable).

1) Ricy, = ¢l + Cy, donde Ricy es el operador de Ricci de la descomposicion métrica reductiva
b
(u=¢®b, (-, )uxu) (es decir, Ricy = Ricy i es el operador de Ricci de la métrica restringida
aU/K) y Cy es el mapa simétrico definido por

(CyY,Y) = tr(S(ad Y],)?), VY €b.
(iit) Ricy = ¢l + Dy, para algin Dy € Der(n), donde Ric, denota el operador de Ricci del dlgebra
de Lie métrica nilpotente (0, (-, )|nxn) (i.€. (0, (-, )|nxn) €S un nilsoliton).

(i) > [ad Yi|n, (ad Yi|n)!] = 0, donde {Y;} es cualquier base ortonormal de by (en particular, (ad Y|,)t
€ Der(n) para todo Y € ).

(v) El operador de Ricci de (G/K, g) estd dado por Ric = ¢l + S(Dy), donde

0
D:=—adH + 0 € Der(g),
D,

y H € g es el unico elemento que satisface (H, X) = trad X, para todo X € g.

Reciprocamente, si las condiciones (i)-(iv) se satisfacen y G/K es simplemente conexo, entonces
(G/K,g) es un soliton semi-algebraico con constante cosmoldgica ¢ y derivacion D como arriba.

Corolario 4.0.5. [LL2, Corolario 4.11] Sea (G/K,g) un soliton semi-algebraico con constante
cosmoldgica ¢ < 0 y con una descomposicion métrica reductiva (g =€dp, (-,-)) tal que B(¢,p) = 0.
Consideremos en g la descomposicion (4.1). Si [h,h] = 0, entonces (G/K,g) es isomélrico a una
solvariedad. Esto en particular se da cuando g es soluble.

Observacion 4.0.6. El enunciado del corolario original es mas largo que el que acabamos de dar.
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Estudiaremos los solitones semi-algebraicos caso por caso de la siguiente manera: dada la di-
mensiéon del espacio homogéneo, analizaremos los posibles valores para dim g. Para hacer esto uti-
lizaremos un resultado de Wang, probado en [Wan]|, el cual asegura que si (M, g) es una variedad
Riemanniana n-dimensional con n # 4, entonces el grupo de isometrias, I(M, g), no contiene sub-
grupos cerrados de dimensién d con

nnd) 41 < d < metl), (4.3)

También usaremos un resultado clasico de geometria Riemanniana que afirma que si dim (M, g) =
n(n+1 . . . . . .

%, entonces M tiene curvatura seccional constante. Una vez fijada la dimension de g, estudia-
remos qué sucede para los posibles valores de dimn, con lo que queda determinada la dimensién

de b.

Antes de enunciar el siguiente lema, el cual va a ser muy util, definamos la representacion
0 : u — Der(n), como sigue
0(X)=ad(X)|n, X e€u (4.4)

Lema 4.0.7. Sea (G/K,g) un espacio Riemanniano homogéneo con una descomposicion métrica
reductiva (g = €@ p,(-,-)) tal que B(t,p) = 0. Consideremos en g la descomposicion (4.1). Si
(G/K,g) es un soliton semi-algebraico con constante cosmoldgica ¢ < 0, entonces:

(i) Sin=0 (i.e. g semisimple) entonces (G/K,g) es Einstein con Ric = cI.
(ii) Sidimn=mn on—1, entonces (G/K, g) es isométrico a un solsoliton.

(i) Sidimn =1 yu es semisimple, entonces la representacion 0 : u — Der(n), definida en (4.4),
es trivial.

(iv) Sidimn =1, entonces 3(u) C b, donde 3(u) es el centro del dglgebra de Lie u.

Demostracion. (i) Sin =0, entonces por (ii) de Teorema 4.0.4 tenemos que Cy = 0 y Ric, = cl.
De lo que se sigue que (G/K, g) es Einstein con Ric = ¢l.

(ii) Si dimn = n o n — 1, entonces dimh = 0 o 1, y por lo tanto [h,h] = 0. Luego usando
el Corolario 4.0.5, obtenemos que (G/K,g) es isométrico a una solvariedad. Ademaés, en [J,
Teorema 1.1], M. Jablonski prob6 que toda solvariedad solitéon de Ricci es isométrica a un
solsoliton, lo que concluye con la prueba del item (ii).

(iii) Como u es semisimple, u = [u,u]. Luego Ou = Olu,u] = [fu,Ou], de lo que se sigue que
tr6(X) = 0, para todo X € u, y por lo tanto, (X ) = 0, pues dimn = 1.

(iv) Sea K € ¢ty Z € 3(u). Como (g = €@ p,(-,-)) es una descomposicion métrica reductiva,
entonces £ actia de manera antisimétrica en n. Por lo tanto, #(K) = 0, pues dimn = 1. Se
sigue entonces, considerando la descomposicion (4.1) y las relaciones de (4.2), que

0 0 00
B(K,Z) =tr(ad(K)ad(Z)) = tr 0 0 00 =0.
0 0 0 =«

O X
O X

Luego, Z € p, pues B(t,p) =0, y por lo tanto, Z € pNnu=Hh.
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4.1. dim(G/K) =3

En esta seccién estudiaremos los solitones semi-algebraicos de expansiéon de dimension 3, salvo
isometria equivariante. Para hacer esto, usaremos el Teorema 4.0.4. Por (4.3), sabemos que no
existe G con dim(G) = 5. Por lo tanto, los distintos valores para dimg son 3,4 y 6, y es 6 si y
solo si (G/K,g) es H? = SOg(3,1)/SO(3), el cual es Einstein. Por otro lado, por (i) del Lema 4.0.7
sabemos que si dimn = 0, entonces (G/K, g) es Einstein.

4.1.1. dimg=3

= Sidimn =1, entonces dimbh = 2 y h abeliana. En efecto, como ¢ = 0, entonces h = u y por lo
tanto, reductiva de dimension 2. De Teorema 4.0.4 (i) se sigue que g es soluble.

= Si dimn = 2, entonces dimh = 1, y h abeliana. Por lo tanto g es soluble de manera anéloga
al item anterior.

» Sidimn = 3, entonces g =n y g es nilpotente (ver Teorema 4.0.4 (i)).

En los tres casos, obtenemos que h es abeliano y g es soluble. Por lo tanto, G es una solvariedad.
Maés ain, (G, (-,-)) es un solsoliton. En efecto, como h es abeliano y u = b, entonces Ric, = 0. Se
sigue del Teorema 4.0.4 (ii) que Cy = —cl y por lo tanto, se satisfacen (i)-(iv) de [L1, Teorema 4.8].

4.1.2. dimg=4

» Sidimn =1, entonces dimbh = 2. Como dim ¢ = 1, se sigue que dimu = 3. Luego, usando (i)
de Teorema 4.0.4, tenemos que u es un algebra de Lie reductiva de dimensién 3 y por lo tanto
debe ser isomorfa a alguna de las siguientes:

R3  sh(R),  su(2).

e Si u~ R3, entonces u es abeliana. Como £ actiia antisimétricamente en n y dimn = 1,
entonces 0(¢) = 0 y ad(t) = 0. Por lo tanto, n tiene dimensién mayor que 1, lo cual es
una contradiccion.

e Si u ~ sly(R) entonces u es semisimple, y usando (iii) del Lema 4.0.7 obtenemos que
0 = 0, de lo que se sigue que G/K = U/K x N, producto Riemanniano. Ademas,
Ricy, i = Ricy = ¢l por (ii) del Teorema 4.0.4, y por lo tanto U/K es isométrico a H?, el
espacio hiperbolico de dimensién 2. Es decir, (G/K, g) es isométrico a H? x R, producto
Riemanniano de dos variedades, una Einstein y la otra plana.

e Si u ~ su(2), entonces u es semisimple, y usando (iii) del Lema 4.0.7 obtenemos que
¢ = 0, de lo que se sigue que Ricy/x = Ricy, = ¢l por (ii) del Teorema 4.0.4. Por otro
lado, U/K es compacto pues U = SU(2), de lo que se sigue que el grupo de isometrias
tiene que ser finito (ver |[Boc|), lo cual es una contradiccion.

= Sidimn = 2, entonces dim b = 1. Luego u es un algebra de Lie reductiva de dimensién 2 por
Teorema 4.0.4, de lo que se sigue que es abeliana. Por lo tanto g es soluble. Ademés, Ric, = 0.
De Teorema 4.0.4 (ii) tenemos que Cy = —cl y por lo tanto, (s = h x n, (-, -)) satisface (i)-
(iv) de [L1, Teorema 4.8|. Por lo tanto, s es un solsoliton. Luego, G/K = (SO(2) x S)/SO(2),
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dim G G K Meétrica
3 S grupo de Lie soluble e Ver la clasificacion de solsolitones en [L1, Tabla 1]
y de nilsolitones en [Will, Tabla 1].
4 SO(2) x S SO(2) | Determinada por (-,-) en Teg (G/K) ~ s, s el algebra
de Lie de S tal que (s, (-, -)) sea un solsoliton.
SLe(R) x R SO(2) | Producto de una métrica Einstein en SLa(R)/SO(2)
y de una métrica en R.

Cuadro 4.1: Solitones semi-algebraicos de expansién no Einstein en dimensién 3, salvo isometria
equivariante.

donde S es el subgrupo de Lie conexo de G con algebra de Lie s, y la métrica esté determinada
por (-,-) en Tox(G/K) ~ s.

= Si dimn = 3, entonces g es soluble por (i) del Teorema 4.0.4. De manera analoga al item
anterior, obtenemos que G/K = (SO(2) x N)/SO(2), donde N es el subgrupo de Lie conexo
de G con algebra de Lie n, y la métrica esta determinada por (-,-) en Tox(G/K) ~ n, el cual
es un nilsoliton.

Para concluir con esta seccion, presentamos el Cuadro 4.1, en el cual exhibimos la clasificaciéon de
los solitones semi-algebraicos de expansion no Einstein en dimension 3, salvo isometria equivariante,
y como corolario del mismo, enunciamos el Teorema 4.1.1.

Teorema 4.1.1. Todo soliton semi-algebraico simplemente conexo de expansion de dimension 3 es
isométrico a un solsoliton.

Demostracion. Sabemos que todo solitén semi-algebraico de expansion de dimensién 3 es isométrico
aH? xR, es Einstein o es isométrico a una solvariedad (ver Cuadro 4.1). Ademas, H? xR es isométrica
a una solvariedad y toda variedad Einstein simplemente conexa de dimensién 3 con constante
cosmoldgica ¢ < 0, es isométrica a H? (ver [B, Proposicion 1.120]), la cual es isométrica a una
solvariedad. Luego, todo solitén semi-algebraico simplemente conexo de expansion de dimension 3
es isométrico a una solvariedad, y por lo tanto, a un solsoliton usando [J, Teorema 1.1]. ]

4.2. dim(G/K) =4

En esta seccion clasificaremos los solitones semi-algebraicos de expansion de dimensiéon 4 salvo
isometria equivariante. Para esto utilizaremos el Teorema 3.1.1, enunciado en el Capitulo 3, el cual
clasifica a los espacios Riemannianos homogéneos de dimensiéon 4. Del teorema observamos que los
distintos valores para dimg que debemos analizar son 4,5,6,7,8 y 10. También notemos que si
dimg = 8 o 10, entonces las métricas son Einstein, y si dim g = 7, son Einstein o producto de una
métrica Einstein por una métrica plana. Si dim g = 6, entonces o bien las métricas son Einstein, o
producto de Einstein por plana o producto de métricas de curvatura constante. Para analizar este
altimo caso, demostremos el siguiente lema:

Lema 4.2.1. Sean (M, g1) y (M2, g2) dos variedades Riemannianas no planas, Einstein, con cons-
tantes cosmoldgicas c1 y ca respectivamente. Entonces (My X Ma, g1 X g2) es soliton de Ricci si y
solo si c1 = ca, si y solo si (M1 x Ma, g1 X g2) es Finstein.
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Demostracion. Como (M, g1) y (Ma, g2) son Einstein, entonces sus operadores de Ricci son Ricg, =
c1l y Ricg, = col, respectivamente. Luego, si g = g1 X g2, entonces

Ricy = ( CBI 0 > (4.5)

CQI

y por lo tanto, el flujo de Ricci que empieza en la métrica g es de la siguiente forma, g(t) =
g1(t) x g2(t), donde g;(t) es el flujo de Ricci en M; empezando en g;, para i = 1,2. Pero como M;
es Einstein, sabemos que g¢;(t) = (—2¢;jt + 1)g;, i = 1,2. Por lo tanto,

. o (2ct+1) 0
Ricy(r) = < 0 (—2eot +1) )

Luego, si g es soliton de Ricci, entonces g(t) es homotética a go, de lo que se sigue que

(—261t + 1)

— = =, « constante.
(—262t + 1)

Luego ¢; = ¢o. Reciprocamente, si ¢; = ¢, de (4.5) obtenemos que (M7 X Ma, g1 X g2) es Einstein. [

Por lo tanto, s6lo nos falta analizar dimg = 4 y 5. En ambos casos, si dimn = 0, Lema 4.0.7
inciso (i) implica que (G/K, g) es Einstein.

4.2.1. dimg=14

= Si dimn = 1, entonces dimh = 3, y como £ = 0, tenemos que h = u y por lo tanto h es
reductiva (ver Teorema 4.0.4 (i)). Se sigue que h debe ser isomorfa a alguna de las siguientes:

R3, sla(R), su(2).

e Si h ~ R3, entonces g es soluble. Ademas, Ric, = 0. De Teorema 4.0.4 (ii) tenemos que
Cy = —cl y por lo tanto, se satisfacen (i)-(iv) de [L1, Teorema 4.8] y (G, (-,-)) es un
solsoliton.

e Si h ~ slp(R) entonces b es semisimple, y usando (iii) del Lema 4.0.7 tenemos que
§ = 0, de lo que se sigue que Ricy = Ricy = ¢l por (ii) del Teorema 4.0.4, lo cual es
una contradiccién pues S/\LQ(R) no admite una métrica Riemanniana invariante izquierda
Einstein (ver [Mil]).

e Si h ~ su(2), entonces h es semisimple, y usando (iii) del Lema 4.0.7, § = 0. Luego,
Ricy = Ricy = ¢l por (ii) del Teorema 4.0.4, lo cual es absurdo, pues toda métrica
Einstein en SU(2) tiene constante cosmoldgica positiva (ver [B]).

= Si dimn = 2, entonces dimbh = 2. Luego, h es abeliana, pues £ = 0 y por lo tanto h = u
es reductiva de dimension 2. Luego g es soluble. Ademas, Ric, = 0. De Teorema 4.0.4 (ii)
tenemos que Cy = —cl y por lo tanto, se satisfacen (i)-(iv) de [L1, Teorema 4.8] y (G, (-,-))
es un solsoliton.

= Si dimn = 3, entonces dimh = 1. Luego h es abeliana y de manera analoga al item anterior
obtenemos que (G, (-, -)) es un solsoliton.

= Sidimn =4, entonces g = n, el cual es un nilsolitén.
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4.2.2. dimg=>5

= Si dimn = 1, entonces dimh = 3 y por lo tanto, dimu = 4, pues dim¢ = 1. Como u es
reductiva, entonces es isomorfa a una de las siguientes algebras de Lie:

R*, R @ sly(R), R @ su(2).

e Si u ~ R* como £ actiia antisimétricamente en n y dimn = 1, entonces A(¢) = 0 y
ad(€) = 0. Por lo tanto, n tiene dimension mayor que 1, lo cual es una contradiccion.

o Siu~R®slh(R) o RBsu(2), entonces u tiene centro de dimension 1. Por Lema 4.0.7 (iv),
sabemos que 3(u) C h. Sea {ej,ea,e3,e4} una base ortonormal de u tal que e; € ¢,
{ea,e3,e4} € h y e4 € 3(u). Como ¢ actia antisimétricamente en u y es € 3(u), tenemos
que el corchete de Lie en esta base es como sigue:

[e1,e2] = —aes, [e1,e3] = aea, [ea,e3] =bey +dey, a,b,d €R, a,b#0.

Luego, el operador de Ricci de U/K en {ey, e3,e4} tiene la siguiente forma:

—%dQ —ba
Ric, = —1d? —ba : (4.6)
12
2
Por otro lado, como [e1, ea] = —aes, entonces —ab(e3) = [f#(e1),0(e2)] = 0, y por lo
tanto 6(es) = 0. Analogamente, podemos probar que f(ez) = 0. Como e; actia an-
tisimétricamente en n, también tenemos que f(e;) = 0. Entonces 0 = [f(ez),0(e3)] =

bh(e1) + db(es) = df(eq). De lo que se sigue que, f(es) =00 d = 0.

Si O(eq) = 0, entonces dimn = 2, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, d = 0. En
este caso, del operador de Ricci (4.6) y del Teorema 4.0.4 (ii), obtenemos que ¢ = —ab,
y como ¢ < 0 por hipdtesis, obtenemos que ab > 0. De lo que se sigue que u es isomorfa
R @ sl3(R), y por Teorema 4.0.4 (i), g ~ (R @ sl3(R)) x R. Por lo tanto, usando la
clasificacion de los espacios Riemannianos homogéneos dada en el Capitulo 3, obtenemos
que G es el cuarto grupo del Cuadro 3.1 y por lo tanto, (G/K, g) es una variedad Einstein.

= Si dimn = 2, entonces dimh = 2 y por lo tanto dimu = 3. Luego, por ser u reductiva de
dimensién 3, tenemos que es isomorfa a una de las siguientes algebras de Lie:

R3,  sly(R),  su(2).

Si u es isomorfa a R3, entonces Ric, = 0. De Teorema 4.0.4 (ii) tenemos que Cj, = —cl.
Luego, (s = h x n, (-,-)) satisface (i)-(iv) de [L1, Teorema 4.8] y s es un solsoliton. Entonces,
G/K = (SO(2) x §)/SO(2), donde S es el subgrupo de Lie conexo de G con algebra de Lie s,
y la métrica esta determinada por un (-,-) en T.x(G/K) ~ s.

Si u es isomorfa a sl3(R) o su(2), entonces u es simple. Consideremos la representacion 6 : u —
Der(n). Como 6 es homomorfismo de algebras de Lie, entonces el nticleo de 0 es un ideal de u,
denotemos Nu(f) a este ideal. Luego, como u es simple, tenemos dos posibilidades, Nu(f) = u
o Nu(f) = 0.

Si Nu(f) = u, entonces # = 0 y por lo tanto, G/K = U/K x N como variedad Riemanniana.
Por otro lado, por Teorema 4.0.4 (ii), Ric, = ¢I, y entonces U/K es Einstein, por lo tanto
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U no puede ser SU(2). En efecto, si U = SU(2), U/K es compacto y el grupo de isometrias
de U/K tiene que ser finito (ver [Boc|), lo cual es una contradiccion. Luego, U = SLa(R) y
(G/K, g) es el producto de las variedades Riemannianas, SL2(R)/SO(2) y R?, una Einstein y
la otra plana.

Si Nu(#) = 0, entonces como u es simple tenemos que u = [u,u], y por lo tanto, tr(f(X)) =0,
para todo X € u. Luego, fijando una base en n, tenemos que 6 : u — sl3(R) es fiel. Por lo
tanto, u es isomorfa a sly(R). Luego, por Teorema 4.0.4 (i), G es isomorfo a SLa(R) x R?, es
decir, el séptimo grupo del Cuadro 3.1. Aqui sabemos que la representacion de SLa(R) en R?
es la usual.

Sea {e1, 2, e3} una base de u = sly(R) tal que e; € ¢, {ea,e3} € b y el corchete de Lie es como
sigue:
[e1,€2] = 2e3, e1,e3] = —2e2, ez, e3] = 2ey.

Sea {Xj, X3} una base de n y @ la representacion de sly(R) en R? definida de la siguiente

manera: 9(61):<(1) _01>7 9(62):<(1) 01), 0(@3):<(1) (1)>

Considero (-,-) el producto interno en p tal que {es,es, X1, X2} es una base ortonormal.
Entonces, la matriz de ad(ey)|, respecto de esta base es

0 -2
2 0
ad(€1)|P = 0 —1

1 0

Luego, la representacion de isotropia de £ en p tiene dos componentes irreducibles no equi-
valentes, de lo que se sigue que las métricas G-invariantes dependen de dos parametros (ver
Capitulo 1, Secciéon 1.2).

1 . .
Sea hqp = < af2x2 bI ) ,con a > 0,b> 0. Considero los productos internos
2x2

<'7 ’>a,b = <ha,b‘a ha,b'>‘ (4.7)
Luego,
<ei7 ej>a,b = az(sij, 1,9 =2,3,
( Xk, Xi)ap = b6, k,1=1,2

Por lo tanto, una base ortonormal de p respecto de (-, ), s {2, %, %, %}

Observemos primero que con estas métricas, (SL2(R) x R?)/SO(2) no es isométrico a H? x R?.

En efecto, el plano 7 = <%, %> tiene curvatura seccional (ver (1.11))

Luego 7 tiene curvatura seccional positiva y H? x R? tiene todas sus curvaturas seccionales
menores o iguales que cero.
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Sabemos que Ric, = ¢l + Cy por Teorema 4.0.4 (ii). Por lo tanto, tenemos que

- 0 _ % 0
61 1 | =Ricy=cl+Cy=cl+ ‘6 2 |-
a? b2

De lo que se sigue que a = b.

Por ultimo, consideremos s la subélgebra de Lie de g generada por {%2, %, %, %} El
corchete de Lie es el siguiente:
ogm] — -2 (adm), [$,8]-15), (2.5]--1®), [==.8)-1().

a’ a a a a’ a a a ' a a

o (4.8)
Claramente s es una subalgebra de Lie soluble de g, la cual es un producto semidirecto
R (%2) X b3, donde h3 es el algebra de Heisenberg de dimensién 3.

Veamos ahora que S, el subgrupo de Lie conexo de G con algebra de Lie s, actiia transitiva-
mente en (SLa(R) x R?)/SO(2). Sabemos que G = SLa(R) x R? y que la descomposiciéon de
Iwasawa de uesu =t @ adn = (e1) @ (e2) ® (e1 + e3) (ver descomposicion de Iwasawa en
[K, Capitulo 6, Seccién 4]). Luego G = KAN x R% donde A y N son los subgrupos de Lie
conexos de U con algebras de Lie a y n respectivamente. Observar que en este caso, el € de
la descomposiciéon de Iwasawa coincide con £ de nuestra descomposicién reductiva. Entonces
G = K S y tomando inversos, tenemos que G = SK. De lo que se sigue que S actiia transiti-
vamente en G/K pues S no interseca a K. En efecto, si K es el subgrupo de isotropia en p,
como G actua transitivamente en G/ K, tenemos que para todo ¢ € G/K, existe un g € G tal
que g.p = q, luego, como G = K S, existen s € Sy k € K tal que s.k.p = q, pero k.p = p pues
K es el subgrupo de isotropia. De lo que se sigue que s.p = q. Luego, (G/K, g) es isométrico a
una solvariedad y por lo tanto es isométrico a un solsolitéon. En efecto, via la identificacion de
p v § con el espacio tangente a la variedad en algin punto, obtenemos que la métrica en S es
la determinada por el producto interno en s tal que la base {6—2 ates Xy %} es ortogonal.

a’ a 7 a’
Luego, el operador de Ricci es como sigue:
0
. 6 0 6
RIC:—aﬁl‘i‘ :—Q—ZI—+—D’

6

a? 6
a2

y D € Der(s), lo que prueba que es un solsoliton.

= Si dimn = 3, entonces dimbh = 1. Luego u es un algebra de Lie reductiva de dimensiéon 2 y
por lo tanto es abeliana. Entonces Ric, = 0. De Teorema 4.0.4 (ii) tenemos que Cy = —cl.
Entonces (s = hxn, (-, -)) satisface (i)-(iv) de [L1, Teorema 4.8| y s es un solsoliton. Entonces,
G/K = (SO(2) x S)/SO(2), donde S es el subgrupo de Lie de G con algebra de Lie s, y la
métrica esta determinada por (-,-) en Tex (G/K) ~ s.

» Si dimn = 4, entonces de manera analoga al item anterior obtenemos que G/K = (SO(2) x
N)/SO(2), donde N es el subgrupo de Lie de G con algebra de Lie n, y la métrica esta
determinada por (-,-) en T.x(G/K) ~ n.

Para concluir con esta seccion, presentamos el Cuadro 4.2, en el cual exhibimos la clasificacién de los
solitones semi-algebraicos de expansién no Einstein en dimensién 4, salvo isometria equivariante, y
como corolario del mismo, enunciamos el Teorema 4.2.2, en el cual los resultados son salvo isometria.
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dim G G K Métrica
4 Ver la clasificacion de solsolitones
S grupo de Lie soluble e en |L1, Tabla 2| y de
nilsolitones en [Will, Tabla 2.
5 Determinada por (-,-) en Tex (G/K) ~ s, s
SO(2) x § SO(2) el algebra de Lie de S tal que (s, (-,))
sea un solsoliton (o nilsoliton).
Producto de una métrica
SL2(R) x R? SO(2) Einstein en SLy(R)/SO(2)
y una métrica plana en R2.
Determinada por (-, )4 en Tox(G/K)
SL2(R) x R? SO(2) (ver (4.7)) isométrica a un solsoliton (s, g)
donde s esta definida en (4.8).
6 Producto de una métrica Einstein
SO(3) x (SO(2) x R?) | SO(2) x SO(2) en SO(3)/SO(2) y una métrica
plana en (SO(2) x R?) /SO(2).
Producto de una métrica Einstein
SO0(2,1) x (SO(2) x R?) | SO(2) x SO(2) en SOp(2,1)/SO(2) y una métrica
plana en (SO(2) x R?) /SO(2).
7 R x SO(4) SO(3) Producto de R y una métrica
R x SOg(3,1) SO(3) de curvatura constante.

Cuadro 4.2: Solitones semi-algebraicos de expansién no Einstein en dimension 4, salvo isometria

equivariante.
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Teorema 4.2.2. Todo soliton semi-algebraico simplemente conexo de expansion de dimension 4 es
isométrico a un solsoliton.

Demostracion. Todo soliton semi-algebraico de expansion de dimensién 4 es isométrico a una varie-
dad producto en donde una de las variedades es plana y la otra Einstein, es Einstein o es isométrico
a una solvariedad (ver Cuadro 4.2). Observar que si es isométrico a una variedad producto en donde
una de las variedades es plana y la otra Einstein, entonces es isométrico a una solvariedad, pues cada
variedad del producto lo es. Si es Einstein, entonces también es isométrico a una solvariedad (ver |Jn,
Introduccioén]). Luego, todo soliton semi-algebraico simplemente conexo de expansion de dimension 4
es isométrico a una solvariedad, y por lo tanto, a un solsoliton usando [J, Teorema 1.1]. O

4.3. dim(G/K)=5

En esta secciéon vamos a estudiar los solitones semi-algebraicos de expansion de dimensiéon 5,
salvo isometria. Para hacer esto, usaremos nuevamente el Teorema 4.0.4. Por (4.3), sabemos que no
existe G con 11 < dim(G) < 15. Por lo tanto, los distintos valores para dim g son 5,6,7,8,9,10,11
y 15, y es 15 si y solo si (G/K, g) es Einstein. Por otro lado, por (i) del Lema 4.0.7 sabemos que si
dimn = 0, entonces (G/K, g) es Einstein y por (ii) del mismo lema sabemos que si dimn =4 0 5
entonces (G/K, g) es isométrico a un solsolitén. Luego, solo hace falta analizar dimn = 1,2 y 3.

4.3.1. dimg=>5

= Si dimn = 1, entonces dim b = 4. Por lo tanto, h es reductiva de dimensién 4, pues £ = 0, e
isomorfa a alguna de las siguientes algebras de Lie:

RY, R@®sh(R), R®su(2).

Si b ~ R*, entonces [h,h] = 0, y por lo tanto, (G, (-,-)) es isométrico a un solsolitén. En
efecto, es isométrico a una solvariedad usando el Corolario 4.0.5 y a un solsoliton usando [J,
Teorema 1.1].

Sih~R®wv, con v =sly(R) o v =su(2), entonces tomo {ey, es, €3, €4} una base ortonormal
de u = b tal que {e1,ea,e3} € vy el corchete de Lie de v en u sea de la siguiente manera
(ver [Mil]):

[e1,ea] = des, [ea,es] =ae1, les,e1l] =bes a,b,deR, a,b,d#0. (4.9)

Por la condicién de Jacobi, ad,(es4) es una derivacién de v, entonces tenemos que ady(es) =
eady(er) + fady(e2) + gady(es). Y por lo tanto, podemos calcular el operador de Ricci, Ricy,
respecto de {e1, ea,e3,e4} con (1.10).

Por otro lado, por (4.9), tenemos que 6(e1) =0, f(e2) = 0y 6(e3) = 0. De lo que se sigue que
el mapa simétrico Cjy respecto de {eq, ez, e3,e4} tiene la siguiente forma:
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Luego, por (ii) del Teorema 4.0.4, obtenemos que

c
Ric, =
c+ *
Usando Maple, obtenemos que si (Ricy);; es la matriz de Ric, respecto de la base ortonormal
mencionada arriba, entonces la tnica solucion que satisface (Ricy)1; = (Ricy)a2 = (Ricy)ss v

(Ricy)ij = 0, para todo i # j, es a = b = d, en cuyo caso v resulta isomorfa a su(2) por [Mil|.
Ademas, se obtiene que

RiCu == 1 2 ,

lo cual es absurdo, pues ¢ = %a2 > 0.

Si dimn = 2, entonces dim h = 3. Por lo tanto, h = u es reductiva de dimensién 3 y entonces
isomorfa a alguna de las siguientes algebras de Lie:

R3,  sly(R), su(2).
Si h ~ R3, entonces (G, (-, -)) es isométrico un solsolitén, pues es isométrico a una solvariedad

usando el Corolario 4.0.5 y a un solsoliton usando [J, Teorema 1.1].

Sih~wv, conv=sl(R)ov=su(2), consideremos la representacion 6 : u — Der(n). Luego
Nu# es un ideal de v, y como v es simple, tenemos que Nu# =t o Nué = 0.

Si Nuf = v, entonces § = 0, y por lo tanto, G = U x N como variedad Riemanniana. Por otro
lado, por Teorema 4.0.4 (ii), Ricy, = cI, y entonces U es Einstein, lo cual es una contradiccion
(ver en la Subseccion 4.2.1 el caso dimn = 1).

Entonces Nuf = 0y 6 es fiel. Ademas, como v es simple, tenemos que tr6(X) = 0, para todo
X € v. En efecto, v = [v,0], y por lo tanto, v = [fv,Ov]. Entonces, fijando una base en n,
obtenemos que 6 : u — sly(R) es un isomorfismo. Luego, u no puede ser isomorfa a su(2).

Entonces u ~ sl3(R) y consideremos {ej, €2, e3} una base ortonormal de u tal que el corchete
en u es como sigue (ver |Mill):

le1,ea] = des, [ea,e3] =ae1, [es,e1] =bes, a,b,d€R, a,b,d+#0. (4.10)

Ademas, fijo {e4,e5} una base ortonormal de n. Luego, en slp(R) = Imf C Der(n) tengo la

siguiente base
1 0 0 -1 0 1
me(o 5) (V) ()

v los corchetes satisfacen lo siguiente:

[H,X]=-2Y, [HY]=-2X, [X,Y]=—2H.
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Como 6 es un isomorfismo, existen wnicos H,X,Y € utales que (H) = H, (X) = X y
6(Y) =Y y forman una base de u. Por lo tanto,

e1 =anX +apY + a13f-’7 eg = ag1 X + agY + a23f~f, e3 = azg1 X + azY + a33ﬁ,

y
9(61) =an1 X +apY + algH, 9(62) = a1 X +anY + a23H, 9(63) = CL31X =+ a32Y + a33H.

Usando los corchetes de (4.10) y calculando Ricy con (1.10), obtenemos que Ric, es diagonal.
De lo que se sigue que Cy es diagonal, pues Ric, = ¢f 4+ Cy por (ii) del Teorema 4.0.4. Luego,

tr(S(6(e:))S(6(ej))) = 0, para i # j y

S(e(el)) =ap2Y +a13H = ( ai3 ai2
a2 —ais

a2 —agy

)
S(0(e2)) = axY + axH = < G2z  A22 ) ’
)

S(0(e3)) = az2Y +assH = ( 4a3 82
azy —ass

Entonces,
2a13a23 + 2a12a22 = 0, 2a13a33 + 2a12a32 =0, 2as3a33 + 2a22a32 = 0. (4.11)

De (iv) del Teorema 4.0.4, se sigue que 6 tiene que satisfacer que Z?zl[ﬁ(ei), 0(e;)] = 0, por
lo tanto,
ajla13 + az1a3 + agrazz =0,  ajpain + azas + agrazz = 0. (4.12)

Ademas, como 6 es representacion, también tiene que satisfacer que
df(es) = [0(e1),0(e2)], abler) = [0(e2),0(es)], bB(e2) = [B(es),b(e1)]- (4.13)

Usando Maple, resolvemos el sistema compuesto por las ecuaciones (4.11), (4.12), (4.13) y
Ricy = cI 4 Cy, respecto de las variables a;;, obteniendo que el sistema no tiene solucion.

» Si dimn = 3, entonces dim b = 2. Se sigue que h es abeliana, pues por (i) del Teorema 4.0.4,
b es un algebra reductiva de dimension 2. Luego, (G, (-,-)) es isométrico a un solsoliton. En
efecto, es isométrico a una solvariedad usando el Corolario 4.0.5 y a solsoliton usando [J,
Teorema 1.1].

4.3.2. dimg=6

= Si dimn = 1, entonces dimh = 4. Como dimt = 1, tenemos que dimu = 5, y como u es
reductiva, entonces es isomorfa a una de las siguientes algebras de Lie:

R5, R?@sl(R), R?@su(2).

Si u ~ R?, entonces como £ actiia antisimétricamente en n, y dimn = 1, entonces 0(£) = 0 y
ad(€) = 0. Por lo tanto, n tiene dimension mayor que 1, lo cual es una contradiccion.
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Siu~R2@o, con v = 5l3(R) 0 v = su(2), entonces 3(u) tiene dimension 2 y por Lema 4.0.7 (iv),
tenemos que 3(u) C h. Tomo {e1,e2,e3,€4,€5} una base ortonormal de u tal que e; € &,
{ea,e3,e4,e5} C hy {es,e5} C 3(u). Entonces el corchete de Lie en u es como sigue:

le1,ea] = —aes, [e1,e3] = aeq, |ea,e3] =be; +des+ees, a,b,dje €R, a,b#0.

Por lo tanto, #(e2) = 0y 0(e3) = 0. Por otro lado, como tenemos el corchete de u en una base
ortonormal, podemos calcular Ricy, utilizando (1.10). De lo que se sigue que
—3d? +—3%e? — ba

—3d® + —3e? — ba

RiCu = %dg %de (414)
ide 562
Fijo eg € n, eg # 0. Entonces tenemos que
O(es)es = aeg, O(es)es = Beg, a,B € R, (4.15)

Por (ii) del Teorema 4.0.4 sabemos que Ric, = ¢I + Cy , entonces, en particular, tenemos que
%d2 =c+a? y %62 =c+ (%

Por lo tanto, tanto a como B deben ser distintos de cero, pues sino ¢ > 0, lo cual es una
contradiccion. Pero como {eq,e5} C 3(u) son arbitrarios, podria cambiar la base ortonormal
por {€1, €5} C 3(u) tal que €1 sea %, y por lo tanto 6(es) = 0, lo cual es absurdo.

Si dimn = 2, entonces dim h = 3, y por lo tanto, dimu = 4. De lo que se sigue que u debe ser
isomorfa a alguna de las siguientes algebras de Lie:

RY R@skh(R), R@su(2).
Siu ~ R*, entonces b es abeliana, y por lo tanto (G/K, g) es isométrico a un solsolitéon, usando

Corolario 4.0.5 y [J, Teorema 1.1].

Siu~R®b, con v = sla(R) o b = su(2), entonces 3(u) tiene dimensiéon 1. Por lo tanto,
tenemos tres posibilidades:

3w 3w)Ch, 6 3u)=(X+Y), X Y#0, Xet Yeb

e Supongamos primero que 3(u) C €. Como dim 3(u) = dim ¢, entonces 3(u) = . Luego, las
condiciones Ricy, = cI + Cy y Y [ad Yj|n, (ad Yi|n)!] = 0, para toda {Y;} base ortonormal
de b, son exactamente las mismas que en el caso en que dimg = 5, dimn = 2 y u = sly(R),
en el cual no existia ninguna 6 que satisfaga las condiciones.

e Si 3(u) C b, entonces sea {ej,ea,es,eq4} una base ortonormal de u tal que e; € ¢,
{ea,€e3,e4} Chyesq €3(u). Entonces el corchete del Lie es de la siguiente manera:

le1,ea] = —aes, [e1,e3] = aea, [e2,e3] =bey +des, a,b,d€R, a,b#0. (4.16)
Por lo tanto, usando (1.10), podemos calcular el operador Ricy, :

—1d® —ba
Ric, = —3d* —ba : (4.17)

172
5d
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Como Ric, = eI + Cy por (ii) del Teorema 4.0.4, y Ric, es diagonal con (Ricy)11 =
(Ricy)22, entonces tenemos que el mapa Cy satisface:

<Cb€2’€2> = <Ch€3,€3>, <Cb62,63> = <Ch€2,e4> = <Cb€3’€4> =0.

De (4.16) podemos observar que dtr(f(es)) = 0. En efecto, tenemos que dtrf(es) =
tr[f(e2),0(e3)] — btré(er) = 0.
o Si d # 0, entonces trf(eq) = 0. Nuevamente separemos en dos casos, 0(e;) # 0y
9(61) =0.
Si 6(e1) # 0, entonces como [e1, e4] = 0, entonces [#(e1),0(eq)] = 0, por lo tanto, si
fijamos una base en n, f(e1) es una matriz que conmuta con la matriz 6(es). Luego
O(eq) es un multiplo de la identidad, y por lo tanto 0(es) = 0, pues trf(es) = 0.
Luego (Ches, e4) = 0 y usando (4.17), obtenemos que %dz = ¢, y por lo tanto ¢ > 0,
lo cual es una contradiccion.
Si f(e1) = 0, entonces se sigue de (4.16) que f(ez) = 0, 6(e3) = 0, y como d # 0,
entonces 0(es) = 0. Luego, %dQ = ¢, lo cual es una contradiccion.
o Sid =0, entonces u = R @ v, suma ortogonal. Luego v debe ser isomorfa a sl3(R),

pues si consideramos ¢ := 0|}, ) : © — Der(n), entonces Nu(6) = 0 0 Nu(f) = v, pues
v es simple.

Si Nu(f) = v, entonces, 6(v) = 0. Luego, de (4.17) obtenemos que —ab = ¢, y por lo
tanto ab > 0. De lo que se sigue que v ~ sly(R).

Si Nu(6) = 0, entonces 6 es un isomorfismo y por lo tanto v ~ sly(R).

De lo de arriba, tenemos que 6(es) # 0 y d = 0. Luego, de Ric, = ¢l + Cy, se sigue
que ¢ = —tr(S(0(eq))?) (ver (4.17) en el caso d = 0) y las condiciones Ric, = ¢l +Cj,
y Y [ad Yi|s, (ad Yi|n)!] = 0, para toda {Y;} base ortonormal de b, son exactamente
las mismas que en el caso en que dim¢ = 1, dimn =2, dimbh = 2 y u ~ slp(R). Por

lo tanto, (G/K, g) es isométrico a un solsoliton.
e Siju) =(X+Y), XY #£0, X € £, Y € b, entonces sea {e1,ez,e3,e4} una base
ortonormal de u tal que e; € ¢, {es,e3,e4} Ch, e1 = ﬁ y €3 = \D};\'
Como X 4+ Y € 3(u) entonces [X + Y, e;] =0, para todo i = 1,...,4. Luego,

[I X |ler + [|Y]|e2,e] =0, paratodoi=1,...,4.
De lo que se sigue que
[e1,e2] =0, [e2,e3] = —H[el,eg], [e2, e4] = —%[61,64].
Por otro lado, como £ actia de manera antisimétrica en b y [e1, e2] = 0 tenemos que

[e1,e3] = —aeq, [e1,e4] =ae3, a€R.

Entonces, como e; € ¢, e5 € h, y B(¢,h) = 0, tenemos que

00 0 0 00 0 0
00 0 0 00 0 .
0 = B(en,ex) =tr 00 0 a 00 0  —apy
00 —a 0 00 oXl 0
4
0(e1) O(e2)
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Como t actia antisimétricamente en n, entonces fijando una base de n, obtenemos que
0(e1) es una matriz antisimétrica. Por lo tanto, tenemos dos posibilidades, o bien 6(e;1) =

00 6(e1) #0.
21X _

Si O(e1) = 0, entonces tr(6(e1)f(e2)) = 0, de lo que se sigue que 2a w1 = 0,y por lo
tanto a = 0. Luego ad(e;) = 0. Por lo tanto, X e Y estan en el centro de u, lo cual es
una contradiccion, pues dim 3(u) = 1.

Sif(e1) # 0, entonces como 6 es representacion y [er, ea] = 0, se tiene que [#(e1),0(e2)] =
0, de lo que se sigue que 6(eq) tiene que ser un multiplo de la identidad. Por lo tanto,
tr(6(e1)f(e2)) =0, QaQH =0, y a = 0. Entonces ady(e;) = 0. Luego, tanto X como Y
estan en el centro de u, lo cual es una contradiccion, pues dimz(u) = 1.

= Si dimn = 3, entonces dimh =2 y dimu = 3. Por lo tanto, por ser u reductiva, es isomorfa a

una de las siguientes algebras de Lie:
R3,  slh(R), su(2).

Si u ~ R3, entonces b es abeliana. De lo que se sigue que (G/K, g) es isométrico un solsoliton.
En efecto, es isométrico a una solvariedad usando el Corolario 4.0.5 y a un solsoliton usando
[J, Teorema 1.1].

Siu=~wv, con v =sl(R) ov=su(2), entonces consideremos {ej, e2, e3} base ortonormal de u
tal que e; € £y {ea,es} C h. Luego el corchete de Lie de u es como sigue:

le1,e2] = —aes, [e1,e3] = aea, [e2,e3] =be;, a,beR, a,b#0. (4.18)

Por lo tanto, usando (1.10), podemos calcular el operador Ricy

. —ab 0
Ric, = < 0 —ab ) . (4.19)

Por otro lado, consideremos 6 : u — Der(n) y {e4, €5, e} una base ortonormal de n tal que

0 0 O
fle1) = 0 0 e |, eeR
0 —e O

Como 6 es una representacion, entonces de (4.18), 0 tiene que satisfacer lo siguiente
0e1), 0(e2)] = —ables),  [0er), 0les)] = abl(ea), [Olea),O(es)] = bO(er).  (4.20)
Ademas, por (iv) de Teorema 4.0.4, tenemos que
0(c2), 0(e2)'] + [0(es), 0(e)'] = 0. (4.21)
De (4.19) y Ric, = ¢l + Cy, también sabemos que

—ab=c+tr(S(0(e2))?), tr(S(0(e2))?) = tr(S(0(es))®) v tr(S(0(e2))S(B(es))) = 0.
(4.22)
Usando Maple, obtenemos que salvo cambio de base en u, hay dos representaciones que satis-
facen (4.20), (4.21) y (4.22). En ambos casos ab > 0 y por lo tanto, v ~ sl3(R) :



43. DIM(G/K) =5 73

e Primer caso: Sean e,l,v € R,

a=2e b= 2(12“)2),
0 0 O 00 0 0 O
Oler) =1 0 0 e |, Olea)=1] 0 v I , Olen)=1| 0 =l v
0 —e O 01 —v 0 v I

Consideremos la siguiente subalgebra de Lie de g, s = {e2,e1 + \/%63, €4,€5,66}. § €s un
algebra de Lie soluble de g que no interseca a la isotropia, y su corchete de Lie es como
sigue:

[62, e1 + \/%63] = b\/%(el + \/%63), [e2, e5] = veqg +les, ez, es] = les — ves,

[el + \/%63,11] Cn.

Luego, el subgrupo de Lie de G, S, con algebra de Lie s, acttia transitivamente en G/ K.
En efecto, la descomposicion de Iwasawa de u es u = (e1) & (e2) ® (e1 + /Fes). Luego
G = KS. De lo que se sigue que S actia transitivamente en G/K pues S no interseca a
K (ver en Subseccion 4.2.2 dimn = 2). Luego, (G/K, g) es isométrico a una solvariedad
y por lo tanto es isométrico a un solsoliton (ver [J, Teorema 1.1]).

e Segundo caso: Sean e,r,u € R,

a=e, b= “227"2,
0O 0 O 0 uw -r 0 r u
(9(61) = 0 0 e 5 9(62) = u 0 0 s 9(61) = r 0 0
0 —e O —r 0 0 u 0 0

Consideremos la siguiente subalgebra de Lie de g, s = {e2, e1 + \/%63, €4,€5,€66}. § €s un
algebra de Lie soluble de g que no interseca a la isotropia, y su corchete de Lie es como

le2, €1+ \/Fes| = b\/F(e1 +\/TFes), [e2,e4] = ues —reg,

[e2,e5] = ueq, [e2,e6] = —req, [e1 + \/%63,11} cn

sigue:

Luego, de manera anéloga al caso anterior tenemos que el subgrupo de Lie de G, S, con
algebra de Lie s, actia transitivamente en G/K. Por lo tanto, (G/K, g) es isométrica a
una solvariedad y usando [J, Teorema 1.1] es isométrica a un solsoliton.

4.3.3. dimg="7

= Sidimn =1, entonces dimfh = 4. Como dim ¢ = 2, se sigue que dimu = 6. Por lo tanto, como
u es reductiva, u tiene que ser isomorfa a alguna de las siguientes algebras de Lie:

R, R3@sh(R), R*@®su(2), sh(R)®shb(R), sh(R)®su2), su(2)@su(2), sl(C).

e Si u ~ RS como ¢ acttia antisimétricamente en n, y dimn = 1, entonces 6(¢) = 0 y
ad(€) = 0. Por lo tanto, n tiene dimension mayor que 1, lo cual es una contradiccion.
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e Siu~R3®v, con v =sl5(R) 6 b = 5u(2), entonces 3(u) tiene dimensién 3. Luego, como
3(u) C b, por Lema 4.0.7 (iv), y dimbh = 4, resulta que h es abeliano y por lo tanto,
(G/K, g) es isométrico a un solsoliton usando el Corolario 4.0.5 y [|J, Teorema 1.1].

e Siux~sh(R)®skh(R), slh(R)®su(2), su(2) @ su(2) 6 sla(C), entonces 6(u) = 0, usando
(iii) del Lema 4.0.7. Luego, U/K es Einstein por (ii) del Teorema 4.0.4. De lo que se
sigue que (G/K, g) es isométrico al producto Riemanniano U/K x N, el cual es producto
de una variedad Einstein por una plana.

= Sidimn = 2, entonces dimh = 3 y dimu = 5. Luego, como u es reductiva, u debe ser isomorfa
a alguna de las siguientes algebras de Lie:

R5, RZ@sl(R), RZ@su(2).
Si u ~ R, entonces como b es abeliano, tenemos que (G/K, g) es isométrico a un solsolitén
usando Corolario 4.0.5 y [|J, Teorema 1.1].
Siu~R2@ b, con v = sly(R) 6 v = su(2), entonces 3(u) tiene dimension 2.

Supongamos que X +Y € 3(u), con X, Y #0, X € £, Y € hh. Consideremos {ey, e2,e3,¢e4, €5}
una base ortonormal de u tal que e; = ‘é—” y e3 = |I¥|I'

Como X +Y € 3(u), entonces
0= [X +Y,e] = [IXller + [V lles, €] = XN [er, e + [Vl [esed s i =1,...,5.

De lo que se sigue que

X X
le1,e3] = 0, [e2,e3] = 0, [e1, e4] = —aes, [e1, e5] = aey, [e3,e4] = GH%, [e3, e5] = —GH€4-
Entonces, como e; € ¢, e3 € h, y B(¢,h) = 0, tenemos que

000 0 0 0 0 O 0 0

000 0 0 8 8 8 8 8

0O 00 0 O
0 = Bleves)=tr{ | 4 g9 o a 000 0 —ajg

0000 —a 0 000 oX 0

0(cr) 1l
1 0(es)

= 202X 4 t1(6(e1)0(es)).

Como t acttia antisimétricamente en n, entonces fijando una base de n, obtenemos que 6(e;)
es una matriz antisimétrica. Por lo tanto, tenemos dos posibilidades, #(e1) =0 o 6(e1) # 0.

Si f(e1) = 0, entonces tr(f(e1)f(es3)) = 0, de lo que se sigue que 2a2% = 0, y por lo tanto

a = 0. Luego ad(e;) = 0. Por lo tanto, X e Y estan en el centro de u.

Sif(e1) # 0, entonces como 6 es representacion y [e, eg] = 0, se tiene que [#(e1),0(ez)] = 0, de
lo que se sigue que #(e3) tiene que ser un multiplo de la identidad. Por lo tanto, tr(6(e1)0(e3)) =
0, 2a2m =0, y a = 0. Entonces ady(e;) = 0. Luego, tanto X como Y estan en el centro

vy —
de u.

Por lo tanto, tenemos tres posibilidades:



43. DIM(G/K) =5 75

e SiXetnjz(u)eY €hnj(u), entonces considero {ey, es, €3, e4, €5} una base ortonormal
de u tal que e; = ﬁ y ez = ﬁ Entonces los corchetes son como sigue:

[627 64] == —b€5, [627 65] = b€47 [647 65] = del + eeo + f€37 b7 d7 €, f S Rv bv d 7& 0.

Luego, podemos calcular Ricy :

Ricy, = —bd
—bd

Por lo tanto, las condiciones que siguen de Ric, = ¢ + Cy y > [ad Yj|s, (ad Y;]4)!] = 0,
para toda {Y;} base ortonormal de b, son exactamente las mismas que en el caso en que
dimg =6, dimn =2 y 3(u) C h. Por lo tanto, (G/K, g) es isométrico a un solsoliton.

e Sij(u) C ¢ como dimj(u) = dimé, entonces 3(u) = €. Luego, las condiciones Ric, =
cI+Cyy > [ad Yi|n, (ad Yi|4)!] = 0, para toda {Y;} base ortonormal de b, son exactamente
las mismas que en el caso en que dimg = 5, dimn = 2 y u = sl(R), en el cual no existia
ninguna 6 que satisfaga las condiciones.

e Si 3(u) C b, entonces h es abeliano, pues dimbh = 3 y contiene dos elementos del centro
de u. Por lo tanto, (G/K,g) es isométrico a un solsoliton usando Corolario 4.0.5 y [J,
Teorema 1.1].

= Si dimn = 3, entonces dimbh = 2. Como u es un algebra de Lie reductiva de dimension 4,
entonces es isomorfa a alguna de las siguientes:

R* R@®sh(R), R®su(2).

Si u ~ R*, entonces h es abeliano y por lo tanto (G/K, g) es isométrico a un solsolitéon, usando
Corolario 4.0.5 y [J, Teorema 1.1]. Siu ~ R @ v, con v = slp(R) 6 v = su(2), entonces 3(u)
tiene dimensién 1. Por lo tanto, tenemos tres posibles casos:

e Si 3(u) C ¢, considero {ej,ea,e3,e4} una base ortonormal de u tal que {ej,ea} € ¢,
{e3,es} € hyer € 3(u). Luego, el corchete es como sigue:

[e2, €3] = —aeq, [e2,e4] = aes, [es,eq] =bey +des, a,b,dER, a,d#0.

Entonces, podemos calcular Ric, :

. —ad 0
RlCu—< 0 —ad)'

Por lo tanto, las condiciones que siguen de Ricy, = ¢ + Cjy y >_[ad Yj|n, (ad Yi|s)f] = O,
para toda {Y;} base ortonormal de b, son exactamente las mismas que en el caso en que
dimg =6 y dimn = 3. Por lo tanto, (G/K, g) es isométrico a un solsoliton.

e Si 3(u) C b, entonces h resulta abeliana, y por lo tanto por Corolario 4.0.5 y [J, Teore-
ma 1.1], (G/K, g) es isométrico a un solsoliton.

® Sij(u) = (X+Y) con X €teY €h X,V #0, consideremos {ey,es,e3,e4} una

base ortonormal de u tal que {e1,e2} € & {e3,es} € h, e1 = ”X—” y e3 = H¥H Como

X +Y € 3(u), entonces se tiene que
0=[X+Y,e] =|X|[e1,e] +|Y][es,ei], i=1,...,4,
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y por lo tanto,
[e1,e3] =0, [er,ea] =0, [er,e2] = 0.

Luego, ad,(e1) = 0y por lo tanto, X e Y esan en el centro de u, lo cual es una contradic-
cion pues dim3(u) = 1.

Para concluir con esta seccién vamos a enunciar el siguiente teorema en donde resumimos los resul-
tados obtenidos.

Teorema 4.3.1. Sea (G/K,g) un solitén semi-algebraico simplemente conexo de expansion de
dimension 5. Si dim G =5, 6, 7 o 15, entonces es isométrico a un solsoliton.

Demostracion. Todo (G/K, g) soliton semi-algebraico de expansion de dimension 5 con dim G = 5,
6, 7 0 15 es o bien isométrico a una variedad producto en donde una de las variedades es plana
y la otra Einstein, o isométrico a una variedad Einstein o isométrico a una solvariedad (ver todos
los resultados obtenidos en todos los casos de la Seccion 4.3). Observar que si es isométrico a una
variedad producto en donde una de las variedades es plana y la otra Einstein, entonces es isométrico
a una solvariedad, pues cada variedad del producto lo es. Si (G/K, g) es isométrico a una variedad
Einstein, entonces también es isométrico a una solvariedad (ver [Nk, Teorema 1]). Luego, todo
(G/K, g) soliton semi-algebraico simplemente conexo de expansion de dimension 5 con dim G = 5,
6, 7 0 15, es isométrico a una solvariedad, y por lo tanto, a un solsoliton usando [J, Teorema 1.1]. [J

Para completar el andlisis de los solitones semi-algebraicos simplemente conexos de expansion
de dimension 5 (salvo isometria) resta estudiar los casos dim G = 8,9, 10 y 11. Vale la pena destacar
que analizamos los cuatro casos por separado y en cada uno de ellos obtuvimos resultados parciales
que nos motivan a pensar que el Teorema 4.3.1 vale en general para todo soliton semi-algebraico sim-
plemente conexo de expansion de dimensién 5. Nuestro objetivo de aqui en adelante sera completar
dicho analisis.
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