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Resumen

Esta tesis trata sobre la clasificacién y estructura de los solitones de Ricci homogéneos, su
relacién con la conjetura de Alekseevskii, y sobre resultados de regularidad para el flujo de Ricci
homogéneo.

En primer lugar, estudiaremos los solitones de Ricci homogéneos desde un punto de vista dinami-
co, haciendo particular hincapié en las nociones de solitéon algebraico y semi-algebraico. Luego de
ver su evolucién a lo largo del flujo de corchetes introducido por J. Lauret, mostraremos que los
solitones algebraicos son precisamente aquéllos cuya evolucién no es cadtica, y los caracterizaremos
geométricamente probando que un solitén de Ricci homogéneo es isométrico a un solitén algebraico
si y sélo si su evolucion a través del flujo de Ricci es de manera diagonal.

Luego se presentara un resultado sobre la estructura de solitones de Ricci homogéneos, aplicando
para su prueba una estratificacién de la variedad de dlgebras de Lie dada por la teoria geométrica
de invariantes. Este generaliza a los resultados estructurales conocidos para solvariedades Einstein
y solsolitones, y apunta al estudio de la conjetura de Alekseevskii, la cual lleva mas de 30 anos
sin resolverse. Ademads de caracterizar estructuralmente a los solitones algebraicos (probando en
particular que todo solitén de Ricci homogéneo unimodular es algebraico), se generaliza un conocido
vinculo entre solvariedades Einstein no compactas y nilsolitones, para variedades homogéneas de
Einstein no compactas y solitones algebraicos unimodulares de expansién. Se obtiene por iltimo la
equivalencia entre la conjetura de Alekseevskii y su correspondiente generalizacién, a priori mucho
mas fuerte, para solitones algebraicos.

Finalmente, probaremos un resultado de regularidad sobre el flujo de Ricci homogéneo, mos-
trando que en una singularidad en tiempo finito la curvatura escalar debe explotar. Esto confirma,
en el caso particular de variedades homogéneas, una conjetura para el flujo de Ricci muy estu-
diada actualmente. Como aplicacién, se prueba que toda solucién al flujo de Ricci homogéneo en
solvariedades es inmortal.

Palabras claves: variedades riemannianas homogéneas, flujo de Ricci, solitones de Ricci,
conjetura de Alekseevskii.
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Abstract

This thesis deals with the classification and structure of homogeneous Ricci solitons, its interplay
with the Alekseevskii conjecture, and also with regularity results about homogeneous Ricci flows.

Firstly, we study homogeneous Ricci solitons from a dynamical point of view, focusing in par-
ticular on the notions of algebraic and semi-algebraic soliton. After giving its evolution along the
bracket flow introduced by J. Lauret, we show that algebraic solitons are precisely those whose
evolution is not chaotic, and we characterize them geometrically by proving that a homogeneous
Ricci soliton is isometric to an algebraic soliton if and only if it evolves diagonally along the Ricci
flow.

After that, we present a structural result concerning homogeneous Ricci solitons, obtained from
a stratification of the variety of Lie algebras given by geometric invariant theory. This generalizes
most previous structural results on Einstein solvmanifolds and solvsolitons, and aims to study
the long-standing Alekseevskii conjecture. Besides characterizing algebraic solitons in terms of its
algebraic structure (showing in particular that a unimodular homogeneous Ricci soliton is isometric
to an algebraic soliton), we generalize a previously known link between non-compact Einstein
solvmanifolds and nilsolitons, to the general case of a non-compact, homogeneous Einstein manifold
and unimodular, expanding algebraic solitons. We also show that the Alekseevskii conjecture is
equivalent to its natural and a priori much stronger generalization for algebraic solitons.

Finally, we prove a regularity result for homogeneous Ricci flows, which implies that the scalar
curvature of a solution must blow up in presence of a finite-time singularity. This confirms, in the
particular case of homogeneous manifolds, the expected behavior for the scalar curvature of Ricci
flow solutions, which still remains an open problem in the general case. As an application, we show
that homogeneous Ricci flow solutions on solvmanifolds are always immortal.

Key words: homogeneous Riemannian manifolds, Ricci flow, Ricci solitons, Alekseevskii’s con-
jecture.

2010 Mathematics subject Classification: 53C25, 53C30, 53C44.
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Introduccion

Una pregunta muy importante en geometria diferencial es la siguiente:

Dada una variedad diferenciable M, jcual es la métrica riemanniana mas linda que se
puede definir en M?

El concepto de “linda” es subjetivo, claro estd, y dependera del contexto en el cual se considere la
pregunta. Sin embargo, una manera razonable de considerar a una métrica como distinguida es por
medio de la curvatura. En el caso de superficies, la respuesta a esta pregunta es bien conocida, y
viene dada por las métricas con curvatura de Gauss constante.

En dimensiones mas altas podriamos considerar las métricas riemannianas de curvatura seccio-
nal constante. Pero no es esperable encontrar una métrica con esas caracteristicas en una variedad
M cualquiera; de hecho, un resultado basico en geometria riemanniana nos dice que una variedad
que admita una métrica riemanniana completa de curvatura constante tiene cubrimiento univer-
sal que, salvo un multiplo escalar, es isométrico a H", R" o S§", dependiendo de si la curvatura
constante es negativa, nula o positiva, respectivamente.

Si relajamos la condicién requerida y nos concentramos en la clase de métricas riemannianas
de curvatura escalar constante, vemos que el resultado es el opuesto: existen demasiadas métricas
con esa propiedad en una variedad diferenciable dada. Por ejemplo, todas las métricas homogéneas
son de curvatura escalar constante. Y mas ain, en el caso compacto, la solucién al problema de
Yamabe (ver [Sch84]) nos asegura que toda métrica riemanniana en una variedad compacta se
puede deformar de manera conforme a una métrica de curvatura escalar constante.

Surge entonces la idea de considerar métricas con curvatura de Ricci constante; recordar que la
curvatura de Ricci es una nocién intermedia de curvatura, obtenida como cierto promedio del tensor
de curvatura total de Riemann, y de la cual se obtiene promediando nuevamente la ya mencionada
curvatura escalar. Estas son las llamadas métricas de Finstein, y han sido objeto de estudio muy
activo en las dltimas cuatro décadas; una referencia clésica para este tema es el libro [Bes87]. La
mayoria de los problemas relacionados con la existencia de métricas de Einstein continian abiertos
a la fecha. Sin embargo, en lo que respecta a la unicidad, vemos que en dimensiones mayores a
4, la condiciéon de Einstein parece no ser tan restrictiva en algunos casos, como por ejemplo en
las esferas de dimensién impar, en donde existen familias de métricas de Einstein dependientes de
muchos pardmetros continuos (ver [BGKO05]). Para tener métricas que sean realmente distinguidas
una opcién es considerar condiciones de simetria para las mismas.

Una condicién de simetria muy natural para una variedad riemanniana es la de ser homogénea,
esto es, que el grupo de Lie de isometrias de la métrica riemanniana actie transitivamente en
la variedad. Las métricas de Einstein homogéneas tienen propiedades remarcables, que las hacen
perfectos candidatos a ser las métricas mas lindas (al menos dentro de la clase de métricas ho-
mogéneas), y han sido muy estudiadas ultimamente. En el caso compacto, se sabe por ejemplo que
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todo grupo de Lie compacto admite al menos una métrica de Einstein (la métrica bi-invariante), y
para un espacio homogéneo G/K estd conjeturado que sélo puede haber finitas métricas de Eins-
tein G-invariantes, salvo isometria; referimos al articulo [BWZ04] para mds informacién en lo que
respecta al caso compacto.

En el caso no compacto, todas métrica de Einstein homogénea debe tener curvatura escalar no
positiva, gracias al teorema de Bonnet-Myers. Y si la curvatura escalar es nula, entonces la variedad
tiene tensor de Ricci nulo, lo cual en el caso de variedades homogéneas implica que es plana (ver
[AKT75]). El estudio queda reducido entonces al caso de curvatura escalar negativa. Hasta ahora,
todos los ejemplos conocidos de variedades homogéneas de Einstein con curvatura escalar negativa
son isométricos a una solvariedad simplemente conexa, esto es, una métrica riemanniana invariante
a izquierda en un grupo de Lie soluble y simplemente conexo. En esa direccién, se ha propuesto la
siguiente conjetura, atribuida a D. V. Alekseevskii (ver [Bes87, 7.57]):

Conjetura de Alekseevskii. Toda variedad riemanniana homogénea de Einstein con
curvatura escalar negativa es difeomorfa a un espacio euclideo R".

Ver la Seccién 3.1 para mas informacién sobre esta conjetura. Vale la pena remarcar aqui que éste
sigue siendo un problema abierto a la fecha.

La estructura y clasificacion de las solvariedades Einstein ha sido un tema de estudio muy
explotado, con importantes resultados obtenidos por J. Heber y J. Lauret, entre otros. Una de las
herramientas mas importantes utilizadas para probar los principales resultados de estructura sobre
solvariedades Einstein ha sido el enfoque de “mover corchetes de Lie en lugar de productos internos”,
el cual ha sido ampliamente usado para el estudio de otros problemas sobre métricas invariantes
a izquierda en grupos de Lie, y serd central en el desarrollo de esta tesis. Este enfoque permite
ademds aplicar la teoria geométrica de invariantes a estos problemas, como se hace en [Laul0], en
donde se aplica a este contexto un procedimiento de estratificacién que provee informacién sobre
la variedad de élgebras de Lie (ver Seccién 1.5). Referimos al articulo expositivo [Lau09] para mas
informacién sobre solvariedades Einstein.

Un punto interesante es la intima conexién que existe entre las solvariedades Einstein y los
nilsolitones, descubierta en [Lau01]. Esta conexién consiste en el hecho de que para una solvariedad
Einstein (S5, g), la correspondiente métrica riemanniana invariante a izquierda que queda definida
en el nilradical N es una métrica soliton de Ricci. A continuacién hablaremos sobre esta nueva
clase de métricas distinguidas.

Pero antes de hablar de solitones, tenemos que definir el flujo de Ricci, el cual es la siguien-
te ecuacién de evolucién para una curva suave g(t) de métricas riemannianas en una variedad
diferenciable M:

9y

2t = 2Re(g); 9(0) = go. (1)

Esta ecuacién en derivadas parciales fue introducida por R. Hamilton en [Ham82], y ha tenido nume-
rosas aplicaciones para la resolucién de famosos problemas en geometria y topologia de variedades
diferenciables, razén por la cual se ha vuelto un tema de investigacion en si mismo. Introduciremos
al flujo de Ricci con més detalle en la Seccién 1.1.

Una primera relacién de este flujo con las métricas de Einstein es que la propia ecuacién que
lo define proviene de una leve modificacion a la ecuacién obtenida al considerar el flujo gradiente
del funcional curvatura escalar total g — | u AV recordar que en una variedad compacta, las
métricas de Einstein son precisamente los puntos criticos de dicho funcional restringido al conjunto
de métricas de volumen 1.
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Pero otra conexién muy importante es en lo que respecta a sus soluciones autosimilares. Se ve
facilmente que las métricas de Einstein son “casi” puntos fijos del flujo de Ricci: comenzando en
una métrica de Einstein, el flujo evoluciona inicamente por la accién de multiplos escalares. En esta
direccién, se tiene un importante aporte conceptual de la teoria del flujo de Ricci que generaliza a
las métricas de Einstein: los solitones de Ricci. Son las métricas cuya evolucién a lo largo del flujo
esta dada por la accién de multiplos escalares y pullback por difeomorfismos, es decir, su geometria
no cambia a lo largo del flujo. Més precisamente, una variedad riemanniana (M, gg) es un solitén
de Ricci si se cumple que

Re(go) = ego + Lx go, ceR, X e X(M) completo,

donde L denota la derivada de Lie. Se ve que si gg es un solitén de Ricci, entonces la curva de
métricas

g(t) = (1 —2ct)¢; (90),
es una solucién al flujo de Ricci, para cierta familia monoparamétrica ¢, de difeomorfismos de M.

Observar que g(t) es homotética (i.e. isométrica salvo miltiplo escalar) a gy para todo t, o sea que
efectivamente la estructura riemanniana de la variedad no cambia a lo largo del flujo.

En el caso de variedades homogéneas, el flujo de Ricci es un tema de estudio actual, y es
uno de los puntos a tratar en este trabajo. Fue probado por J. Lauret en [Laul3] que el flujo de
Ricci de variedades homogéneas es equivalente, en un sentido muy preciso, a la siguiente ecuacion
de evolucién para una curva de corchetes pu(t) en el espacio de las variedades homogéneas Hq
(introducido en [Laul2]):

Su=—r (S u0) = po @

Esta ecuacién es llamada el flujo de corchetes, y sera una de las herramientas principales para el
estudio del flujo de Ricci en variedades homogéneas llevado a cabo en esta tesis; ver las secciones
1.3 y 1.4 para mas detalles sobre el espacio de las variedades homogéneas y el flujo de corchetes.

En cuanto a los solitones de Ricci homogéneos, éstos son uno de los temas centrales de este
trabajo. Como primer punto importante, podemos mencionar que los tinicos no triviales (es decir,
no Einstein, ni producto de Einstein por un espacio euclideo) son de expansidn (¢ < 0), y se pueden
dar dnicamente en variedades no compactas. Ademds, al igual que en el caso de las métricas de
Einstein, todos los ejemplos conocidos son isométricos a una solvariedad simplemente conexa; mas
precisamente, son todos isométricos a un solsoliton, esto es, una métrica riemanniana invariante a
izquierda g en un grupo de Lie soluble simplemente conexo S, cuyo operador de Ricci verifica

Ric(g) = ¢l + D, para algin c¢€ R, D € Der(s), (3)

donde s = Lie(S) (en el caso en que el grupo en cuestién es nilpotente, estos son llamados nilso-
litones). La estructura algebraica de los solsolitones ha sido estudiada en [Laullb], en donde se
muestra cémo todos ellos pueden ser construidos mediante un simple procedimiento a partir de
un nilsolitén, y se prueba ademas que un grupo de Lie dado admite a lo sumo una tnica métrica
solsolitén salvo isometria.

Los nilsolitones y solsolitones son un caso particular de la nocién de soliton algebraico, que
es el concepto andlogo definido para espacios homogéneos en general (i.e. no sélo en grupos de
Lie solubles). Dado un espacio homogéneo riemanniano (G/K,g), con descomposicién reductiva
g = £t @ p, decimos que es un solitén algebraico si existen ¢ € Ry D € Der(g) tales que Dt C ¢y el
operador de Ricci estd dado por

Ric(g) = ¢l + Dy,
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donde D, = pr, oD|, vy pr, : g = E®p — p es la proyeccion lineal. No se sabe atn si todo solitén de
Ricci homogéneo es isométrico a un solitén algebraico, sin embargo, se probé en [Jab13] que para
todo solitén de Ricci homogéneo existe una presentacion del mismo como soliton semi-algebraico.
Es decir, una presentacién como espacio homogéneo de modo que la evolucion del flujo de Ricci sea
por difeomorfismos equivariantes (ver Definicién 2.1.6).

Resultados obtenidos

En este trabajo estudiaremos los solitones de Ricci homogéneos desde un punto de vista dindmi-
co, via el flujo de corchetes, y desde un punto de vista estructural y més algebraico, aplicando
resultados dados por la teoria geométrica de invariantes. También estudiaremos las singularidades
en tiempo finito del flujo de Ricci homogéneo, concentrandonos en resultados de regularidad para
la curvatura escalar. Para esto, en el Capitulo 1 veremos algunos preliminares sobre varios temas
ya mencionados brevemente en esta introduccién, a saber: el flujo de Ricci y sus solitones; varie-
dades riemannianas homogéneas; el espacio de las variedades homogéneas y el flujo de corchetes
alli definido, con su equivalencia al flujo de Ricci homogéneo; la estratificacién de la variedad de
algebras de Lie y algunas de sus propiedades.

El Capitulo 2 corresponde al siguiente trabajo:

e R. Lafuente and J. Lauret, On homogeneous Ricci solitons, The Quarterly Journal of Mathe-
matics, in press (2013).

Luego de hacer una breve resena sobre los conocimientos que se tienen a la fecha sobre solitones
de Ricci homogéneos (ver Figura 2.1), se prueba aqui que los puntos fijos y tunicos limites posibles
del flujo de corchetes son solitones algebraicos. Ademas, si para un solitén algebraico (G/K, g) se
considera la descomposicién reductiva candnica (i.e. tal que €y p son ortogonales con respecto a la
forma de Killing de g, ver Lema 1.2.2), entonces un solitén algebraico es efectivamente un punto
fijo del flujo de corchetes. Luego, se estudia la evolucién de un solitén semi-algebraico a través
del flujo de corchetes, y se observa que ésta seria cadtica si el solitén no fuera de tipo algebraico.
Resumimos estos resultados en el siguiente teorema.

Teorema A. Sea (G/K,g0) = (Guy/Kpuys guo) un espacio homogéneo riemanniano, representado
en el espacio de las variedades homogéneas por g € Hqn-

(1) (Guo/Kpug, guo) €s un soliton semi-algebraico, con constante cosmoldgica ¢, si y sélo si la
evolucion de po a lo largo del flujo de corchetes estd dada por

1 .
w(t) = (—2ct+1)"2 - (es(t)A . ,u0> , s(t) = —% log(—2ct + 1),

donde A es un operador antisimétrico que depende de g, y la accion - en los corchetes es la
definida en (1.4) y (1.6) (y s(t) =0 si ¢ = 0). En particular, si A # 0 (i.e. si el solitén no
es algebraico) entonces todo punto u(ty)/|u(to)| de la trayectoria del flujo normalizado es el
limite de alguna sucesion u(ty)/|p(te)|, con tp — oo.

(11) Si consideramos la descomposicion reductiva con B(€,p) =0, entonces (G, /Ky, guy) €5 un
soliton algebraico si y solo si la evolucion de o a lo largo del flujo de corchetes estd dada por
1
u(t) = (=2ct+1)"2 - po.
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Ademds, los solitones algebraicos son los inicos puntos fijos de normalizaciones del flujo de
corchetes. Y si g(t) es la solucion al flujo de Ricci comenzando en un soliton algebraico, y gi;
son las componentes de las métricas en una base ortonormal fija, entonces

gij(t) = (—QCt + 1)”/0(5@']',
donde r; son los autovalores del operador de Ricci Ricy,.

Posteriormente, veremos como se simplifica la evolucién al considerar cualquier normalizacién
“razonable” del flujo de corchetes, y presentaremos dos ejemplos: el primero de un solitén de Ricci
homogéneo que no estd presentado como solitéon semi-algebraico, y el segundo sobre un solitén
algebraico con una descomposicién reductiva que no es la canénica (ambos con su correspondiente
evolucién a través del flujo de corchetes). Finalmente, en el teorema que se enuncia a continuacién
caracterizamos de manera geométrica a los solitones algebraicos dentro de los solitones de Ricci
homogéneos como aquéllos cuya evolucién a través del flujo de Ricci es de manera diagonal, esto
es, en algin espacio tangente existe una base ortonormal para gy que permanece ortogonal para
g(t) para todo t (ver Definicién 2.3.1).

Teorema B. Un soliton de Ricci homogéneo evoluciona de manera diagonal a través del flujo de
Ricci si y solo si es isométrico a un soliton algebraico.

Se deduce de la tltima afirmacién del item (ii) del Teorema A que, en efecto, los solitones
algebraicos evolucionan de manera diagonal a través del flujo de Ricci. Este teorema muestra que
de existir un solitén semi-algebraico que no sea algebraico, entonces no podria ser isométrico a
ninguno de los ejemplos conocidos.

El Capitulo 3 corresponde al siguiente articulo:

e R. Lafuente and J. Lauret, Structure of homogeneous Ricci solitons and the Alekseevskii con-
jecture, preprint 2012 (arXiv:1212.6511)

El objetivo principal de este capitulo es obtener resultados estructurales sobre solitones de Ricci
homogéneos de expansién (i.e. ¢ < 0), y discutir posibles aplicaciones de los mismos al problema que
plantea la conjetura de Alekseevskii. Para eso, nuestro enfoque consiste en presentar a un solitén
de Ricci homogéneo como solitén semi-algebraico (G/K, g), e investigar las propiedades algebraicas
que deben cumplirse para una descomposicion reductiva g = € @ p del algebra de Lie de G. Estas
propiedades se obtienen a partir de una estratificacion de la variedad de algebras de Lie, la cual
proviene de resultados de la teoria geométrica de invariantes. El siguiente teorema es el principal
resultado de este capitulo.

Teorema C. Para cualquier soliton de Ricci homogéneo de expansion simplemente conexo (M, g),
con Ric(g) = cg + Lxyg, existe una presentacion (M,g) = G/K como espacio homogéneo rie-
manniano, y una descomposicion reductiva g = €@ p, de modo que se satisfacen las siguientes
condiciones:

= g=udn es un producto semidirecto de dlgebras de Lie, con u reductiva y n nilpotente, tales
que h L n, donde

f-’u\\
g=tdhdn
N——
p
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» G~U X N, y como variedades diferenciables,
M =U/K x N,

donde U y N son respectivamente los subgrupos de Lie conexos de G con dlgebras de Lie u
y n. En relacion a la conjetura de Alekseevskii, notamos que M es difeomorfa a un espacio
euclideo si y solo si U/K lo es, lo cual equivale a decir que K es un subgrupo compacto
maximal del grupo de Lie reductivo U.

s La métrica restringida a N es un nilsoliton, con operador de Ricci Ricy = ¢l + D1, para
algin Dy € Der(n).

» El operador de Ricci de la métrica restringida a U/K, con respecto a la descomposicion
reductiva u = @& b, satisface que Ricy g = cl + Cy, donde Cy es el operador semidefinido
positivo en h dado por

(CY,Y) = Lir (ad Y], + (ad Y]p)")?, VY eb.
= La accion adjunta de u en n y la métrica satisfacen la siguiente condicion de compatibilidad:
Z[adYﬂn, (ad Y;|n)] = 0, para cualquier base ortonormal {Y;} de b,

de lo cual se deduce que (adY|,)! € Der(n) para todo Y € u.

Reciprocamente, si estas condiciones se satisfacen, entonces G/K es un solitén de Ricci ho-
mogéneo de expansion, con operador de Ricci

Ric =cl +4(Dy +D}),  donde D=[{ 5] =—adH+ [OOD } € Der(g), (4)

1

y H € p se define mediante (H, X) = trad X para todo X € p.

Observar que este teorema se aplica en particular a métricas de Einstein de curvatura escalar
negativa, poniendo Re(g) = cg, y exigiendo que D = 0 en la reciproca. Estos resultados de estructu-
ra generalizan los resultados sobre solvariedades Einstein obtenidos en [Heb98] y [Laul0], asi como
también los obtenidos para solsolitones en [Laullb].

Como primera aplicacién del Teorema C obtenemos caracterizaciones desde el punto de vista
algebraico (o més precisamente, de teoria de Lie) para los solitones algebraicos, como por ejemplo
que el operador ad H o la derivaciéon D sean normales, o que Ric|y = cl.

Ademas, usando el Teorema C se prueba que dado un solitén algebraico de expansién (M, g) =
(G/K,g), con G no unimodular, se puede modificar la métrica g para obtener una nueva métrica
homogénea g en M la cual es de Einstein, con Rc(g) = ¢g. Si G es unimodular, se obtiene una
métrica de Einstein en R x M que extiende a la métrica g. En cualquier caso, obtenemos que la
conjetura de Alekseevskii es equivalente a un resultado andlogo, pero a priori mucho mas fuerte,
sobre solitones algebraicos.

Teorema D. La conjetura de Alekseevskii es cierta si y sélo si vale la siguiente generalizacion:

Todo soliton algebraico de expansion es difeomorfo a un espacio euclideo R™.

XVI



Notar que para solitones algebraicos y semi-algebraicos, la hipotesis de ser de expansion es equi-
valente a tener curvatura escalar negativa. Este resultado fue obtenido también muy recientemente
en [HPW13|, de manera independiente y utilizando métodos completamente diferentes.

Obtenemos ademas una generalizacién del ya mencionado vinculo entre solvariedades Einstein y
nilsolitones, para el caso de variedades homogéneas de Einstein G/ K con curvatura escalar negativa
y solitones algebraicos unimodulares de expansién G/ K, los cuales como variedades diferenciables
satisfacen G/K =R x Go/K.

Finalmente, el Capitulo 4 corresponde al articulo

e R. Lafuente, Scalar curvature behavior of homogeneous Ricci flows, preprint 2012 (arXiv:
1212.6558).

En este capitulo dejamos de lado el estudio de solitones de Ricci para pasar a estudiar el flujo
de Ricci homogéneo. El objetivo principal es dar resultados de regularidad; més precisamente, nos
enfocamos en estudiar cudles son las cantidades geométricas mas simples cuyo control previene
la formacién de singularidades a lo largo del flujo. Al hablar de singularidad nos referimos a una
singularidad en tiempo finito, es decir, un instante de tiempo w < oo para el cual la solucién al
flujo esta definida en [0,w), y no existe una solucién definida en un intervalo de la forma [0,w +€),
con € > 0.

Para el flujo de Ricci en general (i.e. no necesariamente homogéneo) se ha conjeturado que un
control apropiado de la curvatura escalar R(g(t)) en toda la variedad deberia ser suficiente para
prevenir singularidades (ver la introduccién de [Kno09]), o dicho de manera equivalente, si w es una
singularidad en tiempo finito, sup,,; R(g(t)) deberia divergir cuando ¢ — w. Referimos a la Seccién
4.1 para una introduccién mas completa al problema. El siguiente es el principal resultado de este
capitulo, y confirma el comportamiento esperado de la curvatura escalar en el caso del flujo de
Ricci homogéneo.

Teorema E. Sea (M,g(t)) una solucion al flujo de Ricci con intervalo mazximal de definicion
(,w), a < 0 < w, y asumamos que (M, g(t)) es homogénea para todo t € (a,w). Sea R(g(t)) la
curvatura escalar (que es constante en M ) de la métrica g(t).

(i) Siw < oo, entonces R(g(t)) — oo.

t—w

(ii) Si o > —o0, entonces R(g(t)) 0
La principal herramienta utilizada para probar este resultado es el Teorema 1.4.3, que muestra
la equivalencia entre el flujo de Ricci homogéneo y el flujo de corchetes, y nos permite reducir el
problema a trabajar con el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (2). En efecto, la prueba
consiste en ver que la norma del corchete |u(t)| de una solucién a dicho flujo estéd acotada mientras
lo esté la curvatura escalar.

Como aplicacion del Teorema E se prueba que toda solucién al flujo de Ricci homogéneo es
inmortal si la variedad es difeomorfa a R™. Esto se aplica en particular al flujo de Ricci en sol-
variedades, y generaliza asi los resultados obtenidos sobre la inmortalidad del flujo de Ricci en
nilvariedades en [Laulla], y en solvariedades casi abelianas en [Arrl3].

Al estudiar el flujo de corchetes obtenemos ademés un resultado sobre la velocidad a la cual
diverge la norma del corchete | (t)| en presencia de una singularidad en tiempo finito, el cual puede
ser de interés en si mismo por su aplicacién a otros problemas en variedades homogéneas y a otros
flujos definidos por polinomios homogéneos (como lo es el flujo de corchetes).
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introduciremos algunos conceptos que serdn necesarios en el desarrollo de
esta tesis. Estos comprenden, entre otros, una breve introduccion al flujo de Ricci y sus solitones;
la teorfa méas basica de variedades riemannianas homogéneas y espacios homogéneos, teniendo
en cuenta aspectos geométricos y algebraicos; un marco teérico desarrollado en [Laul2] sobre el
espacio de las variedades homogéneas; el flujo de Ricci en variedades homogénas, y el flujo de
corchetes introducido en [Laul3]; algunos resultados sobre teoria geométrica de invariantes y una
estratificacién de la variedad de dlgebras de Lie.

Todas las variedades diferenciables consideradas en este trabajo son conexas, a menos que se
especifique lo contrario.

1.1. El flujo de Ricci

Sea M una variedad diferenciable, equipada con una métrica riemanniana gg. El flujo de Ricci
es una forma de hacer evolucionar la métrica inicial gg, bajo la siguiente ecuacién diferencial en

derivadas parciales:
dg

5 = 2 Re(g),  9(0) = go, (1.1)

donde Rc(g) denota el tensor de Ricci de la métrica riemanniana g. Decimos que una curva g(t)
de métricas riemannianas en M es una solucién al flujo de Ricci si se satisface (1.1). Dicho flujo
fue introducido por R. Hamilton en [Ham82|, con la idea de que al hacer evolucionar las métricas
con esta ecuacién diferencial, éstas tendieran a ciertas métricas distinguidas en la variedad (por
ejemplo, de curvatura constante, de Einstein, etc), y asi poder obtener resultados sobre la variedad
M. Justificando esa idea, Hamilton probé en [Ham82] que toda variedad compacta de dimensién 3
que admite una métrica riemanniana con tensor de curvatura de Ricci positivo, admite también una
métrica de curvatura constante positiva, demostrando que el flujo de Ricci normalizado de cierta
forma lleva cualquier métrica con Ricci positivo hacia una de curvatura constante. Vale la pena
aclarar aqui que el objetivo principal al cual apuntaba Hamilton al introducir el flujo de Ricci era
resolver la Conjetura de Poincaré, la cual dice que toda 3-variedad cerrada y simplemente conexa
es difeomorfa a la esfera S°.

El flujo de Ricci también se comporta de la manera esperada en el caso de superficies en donde,
con una normalizacion adecuada, deforma cualquier métrica de manera conforme hacia una métrica
de curvatura constante, dando asi una prueba alternativa del Teorema de Uniformizacién en dos
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dimensiones que describe todas las superficies de Riemann compactas.

En el caso de dimension tres las cosas son mas complicadas, pues debido a las restricciones
topoldgicas para poseer métricas de curvatura constante, en muchas variedades el flujo puede desa-
rrollar singularidades en tiempo finito, antes de haber terminado de mejorar la métrica inicial.
Sin embargo, en los articulos [Per02, Per03b, Per03a] dados a conocer en 2002-2003, G. Perelman
estudié dichas singularidades e introdujo el procedimiento de cirugia para el flujo de Ricci, el cual
permite continuar con el flujo a pesar de las singularidades sin perder demasiada informacién so-
bre la topologia de la variedad. Esto le permitié completar el programa comenzado por Hamilton
y obtener asi una prueba de la Conjetura de Geometrizacién de Thurston, y en particular de la
Conjetura de Poincaré.

Posteriormente, el flujo de Ricci fue utilizado en dimensiones mas altas, como por ejemplo en el
trabajo de C. Bohm y B. Wilking [BW08], en el cual se prueba una conjetura de Hamilton que dice
que toda variedad riemanniana compacta con operador de curvatura positivo admite una métrica
de curvatura seccional constante.

Basandose en el trabajo mencionado en el parrafo anterior, y en un trabajo previo de M. Mi-
callef y J. Moore [MMS8S], S. Brendle y R. Schoen probaron en [BS09] el Teorema de la Esfera en
su versién diferenciable (toda variedad riemanniana compacta, simplemente conexa y con curvatu-
ras seccionales entre 1/4 y 1 es difeomorfa a la esfera S™), utilizando también como herramienta
principal el flujo de Ricci, y ciertas condiciones de curvatura preservadas a lo largo del mismo.

Las aplicaciones mencionadas en esta (muy) breve resena, y sobre todo los aportes de Perelman,
han hecho que el flujo de Ricci se vuelva un tema de investigacién en si mismo, y uno muy activo a
lo largo de la ultima década. A continuacién nos concentraremos en algunas cuestiones més técnicas
sobre el flujo de Ricci, asi como también en ciertas soluciones especiales.

1.1.1. Existencia y unicidad

Como mencionamos antes, el flujo de Ricci es una ecuacion diferencial en derivadas parciales,
y es de tipo débilmente parabdlica (de hecho, la razén por la cual la ecuacién no es parabdlica es
porque es invariante por difeomorfismos; ver [Bes87, §5.C], donde se discute la no elipticidad del
tensor de Ricci como operador diferencial parcial). Como tal, no existe un resultado general de la
teoria de ecuaciones diferenciales que garantice la existencia y unicidad de soluciones. Sin embargo,
gracias a resultados de R. Hamilton (simplificado notablemente por D. DeTurck en [DeT83]) en el
caso compacto, y de W.-X. Shi ([Shi89]), B.-L. Chen y X.-P. Zhu ([CZ06]) en el caso no compacto,
para la clase de métricas completas y de curvatura acotada, se tiene la existencia y unicidad de
soluciones en tiempo corto. Es decir, dada una variedad riemanniana (M, gg) con go completa y de
curvatura acotada, existe una solucién g(t) de (1.1) definida en cierto intervalo de tiempo maximal
[0,w) v tal que g(t) es completa y de curvatura acotada para todo t € [0,w); dicha solucién es la
Unica con esa propiedad.

A partir de ahora, y a lo largo del desarrollo de esta tesis, cuando hablemos de la solucién al
flujo de Ricci g(t) que comienza en g(0) = go, nos estaremos refiriendo siempre a la tinica solucién
de (1.1) con g(t) completa y de curvatura acotada para todo ¢.

Una solucién ¢(t) al flujo de Ricci se caracteriza de acuerdo a su intervalo de definicién de la
siguiente manera:

= antigua, si estd definida para t € (—oo,w), con 0 < w;
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= inmortal, si estd definida para t € («, 00), con a < 0;

= eterna, si estd definida para ¢t € (—o0, 00).

1.1.2. Solitones de Ricci

Un ejemplo de solucion al flujo de Ricci muy facil de calcular se da cuando la métrica inicial
es de Finstein, i.e. Rc(go) = cgo, ¢ € R. Es evidente que la solucién a (1.1) en este caso estd dada
simplemente por

o) = (1—2et)go, 1€ (o0

Es decir, la variedad se contrae hasta volverse un punto si ¢ > 0, se expande indefinidamente cuando
¢ < 0, y no se modifica cuando es Ricci-plana (i.e. Re(go) = 0).

Un aporte conceptual muy importante que ha dado el flujo de Ricci son los solitones de Ricci, los
cuales generalizan ampliamente la nocién de métrica de Einstein. Son las métricas cuya evolucién a
lo largo del flujo de Ricci se da sélo por la accion de multiplos escalares y pullback por difeomorfismos
(i.e. la geometria de la métrica no cambia a lo largo del flujo). Més precisamente:

Definiciéon 1.1.1. Una métrica riemanniana completa gy en una variedad M se dice solitén de
Ricci si su tensor de Ricci verifica

Re(go0) = cgo + Lx go, ceR, X € X(M) completo,

donde Lxgg denota la derivada de Lie de la métrica gg en la direccién del campo X. La constante
¢ se denomina constante cosmolégica del soliton de Ricci.

De manera similar que para las métricas de Einstein, la evolucién de un solitén de Ricci a lo
largo del flujo de Ricci esta dada por

- 2c
g(t) = (1 = 2ct)p; (g0), te (i,oo), sic < 0;

donde ; es una familia monoparamétrica de difeomorfismos de M (g, es, salvo miltiplos escalares y
reparametrizacion del tiempo, el flujo asociado al campo completo X). Se observa que efectivamente
g(t) es homotética a gy para todo t (i.e. salvo multiplo escalar, las g(t) son todas isométricas a go).
De acuerdo al signo de la constante cosmoldgica, un solitén de Ricci con Re(go) = cgo + Lxgo se
denomina

= de contraccion, sic>0;
= de expansion, sic < 0;
= estactonario, sic=0.

Ademss de ser las métricas cuya geometria no cambia a lo largo del flujo de Ricci, los solitones de
Ricci han sido muy estudiados pues son los principales candidatos para modelar las singularidades
que se producen a lo largo del flujo (ver [Caol0, §3.2]).
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Si M es compacta, gracias a Hamilton [Ham95], Ivey [Ive93] y Perelman [Per02] sabemos que
todo solitén de Ricci estacionario o de expansiéon debe ser Einstein. Ademds, debe ser de tipo
gradiente (es decir, el campo X en la definicién es el gradiente de una funcién suave en M).

Referimos a [Caol0, CCGT07, DHW12] y a los articulos alli citados para mds informacién
acerca de solitones de Ricci.

Uno de los principales objetivos de esta tesis es estudiar solitones de Ricci en variedades ho-
mogéneas. Veremos que, en contraposicion con el caso compacto, los solitones de expansién y no
gradientes tendran un gran protagonismo. Pero antes de hablar de solitones homogéneos, daremos
algunos preliminares generales sobre variedades riemannianas homogéneas.

1.2. Variedades riemannianas homogéneas

Una variedad riemanniana (M, g) se dice homogénea si su grupo de isometrias I(M, g) actia
transitivamente en M, es decir, si dados dos puntos p, g en la variedad, existe una isometria que
lleva uno en el otro.

Por otro lado, un espacio homogéneo es una variedad diferenciable G/K que se obtiene al
cocientar un grupo de Lie G por un subgrupo cerrado K, y dotar al cociente de la tnica estructura
diferenciable que hace que la proyecciéon 7 : G — G/K sea suave y posea secciones locales suaves
(ver [War83, Theorem 3.58]). Un espacio homogéneo riemanniano es un espacio homogéneo G/K
dotado de una métrica riemanniana g que sea G-invariante, es decir, tal que la accién natural de
G en G/K (que siempre estd dada por difeomorfismos de G/K') sea mediante isometrias de g.

Los conceptos de variedad riemanniana homogénea y de espacio homogéneo riemanniano estan
intimamente relacionados entre si, pero son nociones diferentes. Todo espacio homogéneo rieman-
niano (G/K,g) es en si mismo una variedad riemanniana homogénea, pues la accién de G en G/K
es siempre transitiva. Reciprocamente, dada una variedad riemanniana homogénea (M, g), cada
subgrupo cerrado G C I(M, g) que siga actuando transitivamente en M da lugar a una presenta-
cién de (M, g) como espacio homogéneo riemanniano (G/K, g), donde K = {f € G : f(p) = p} es
el subgrupo de isotropia en cierto punto p € M. Observamos aqui que puede haber varias formas
de presentar a (M, g) como espacio homogéneo riemanniano.

Presentando a la variedad homogénea como explicamos en el parrafo anterior, obtenemos que la
accién de G en G/ K es efectiva, i.e. no hay dos elementos de G' que actien de la misma manera en
G/ K; equivalentemente, K no contiene subgrupos normales no triviales de G. Pero en realidad, para
obtener una presentacién de una variedad homogénea (M, g) como espacio homogéneo riemanniano
es suficiente con tener una accién casi-efectiva, es decir, que G sea un grupo de Lie de modo que
exista un morfismo 7 : G — I(M, g) cuyo nicleo sea discreto; en el caso anterior dicho nicleo era
trivial, y 7 era simplemente la inclusién.

Ejemplo 1.2.1. Un ejemplo fundamental para todos estos conceptos es el de un grupo de Lie G
munido de una métrica riemanniana invariante a izquierda g. Asi (G, g) es claramente una variedad
riemanniana homogénea, y ademads ya esta presentada como espacio homogéneo riemanniano (con
K = {e}, el subgrupo trivial).

Al considerar métricas invariantes a izquierda en grupos de Lie suele ser de mucha utilidad
la identificacién natural que existe entre el dlgebra de Lie g = Lie(G) y el espacio tangente en la
identidad T.G. Tanto es asi que toda métrica riemanniana invariante a izquierda queda determinada
por un producto interno en el dlgebra de Lie g. Se podria decir que una adaptacion de estas ideas al
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contexto més general de espacios homogéneos consiste en considerar una descomposiciéon reductiva
de g. Més precisamente, dado G/K un espacio homogéneo, sean g = Lie(G), ¢ = Lie(K) C g.
Decimos que una descomposicién en suma directa g = € @ p es reductiva si el subespacio p (que no
necesariamente es una subdlgebra de Lie de g) es Ad(K)-invariante; cuando K es conexo, esto es
equivalente a que sea ad(f)-invariante, es decir, [¢,p] C p. En tal caso, p se identifica naturalmente
con T,k (G/K), tomando el valor en el origen o = eK de los campos de Killing correspondientes
a elementos de p (es decir, X, = %h]exp tX(0)), y toda métrica G-invariante en G/K queda
determinada por un producto interno Ad(K)-invariante (-,-) en p. Siempre que hayamos fijado
una descomposicién reductiva para un espacio homogéneo G/K, llamaremos gy a la métrica
G-invariante definida por el producto interno Ad(K)-invariante (-,-) en p.

Aunque existen espacios homogéneos que no poseen descomposiciones reductivas, la presencia
de una métrica G-invariante implica la existencia de tal descomposicién. A pesar de que las des-
composiciones reductivas en general no son 1nicas, en muchos casos es posible definirlas de manera
canonica. En nuestro estudio de solitones de Ricci homogéneos ha sido de mucha utilidad la si-
guiente descomposicién reductiva especial que uno puede construir en el caso de tener una métrica
G-invariante.

Lema 1.2.2. Sea (G/K,g) un espacio homogéneo riemanniano casi-efectivo. Entonces erxiste una
descomposicion reductiva g =€ @ p de modo que B(t,p) =0, donde B es la forma de Killing de g.
Dicha descomposicion es unica con esa propiedad.

Demostracion. Tomemos p como el complemento ortogonal de £ en g con respecto a la forma
bilineal B. Recordar que Blexe < 0, ya que es sabido que Ad(K) es compacto en GL(g) (pues
g es una métrica G-invariante y el espacio homogéneo es casi-efectivo) y la representacién de
isotropia ad : £ — End(p) es fiel, por la casi-efectividad. Esto implica que ¢ Np = 0, y como
dimp > dim g — dim ¢, tenemos finalmente que g = £ + p.

La unicidad es evidente, pues la propiedad exigida implica que debe elegirse p como lo hemos
hecho previamente. Esto concluye la demostracion. O

Para finalizar esta seccién, veamos otra forma de mirar al tensor de curvatura de Ricci que
serd muy usada en el desarrollo de esta tesis. Dada una variedad riemanniana (M, g), definimos el
operador de ricci de g, Ric(g), como el tensor de tipo 1 — 1 obtenido al bajar un indice utilizando
g al tensor de Ricci (de tipo 0 — 2). Es decir, Ric(g) se define implicitamente por

Re(g) = g(Ric(g)-, -)- (1.2)

En el caso en que (M,g) = (G/K, g) sea homogénea, si tomamos una descomposicién reductiva
g =t®p y la métrica g se identifica con (-,-) en p, entonces el operador de Ricci serd interpretado
simplemente como el elemento de End(p) definido mediante

Re(g)(eK) = (Ric(g)-, ), (1.3)

y escribiremos Ric((-,)) := Ric(g) = Ric(g,...y)-

.y

1.3. El espacio de las variedades homogéneas

En esta seccién describiremos un marco teérico introducido en [Laul2], el cual serd central en
el desarrollo de esta tesis pues nos permite trabajar en el espacio de las variedades homogéneas.
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Este consiste en parametrizar el conjunto de espacios homogéneos riemannianos de dimensién n
con isotropia de dimensién ¢ mediante un subconjunto H, , de la variedad algebraica de dlgebras
de Lie de dimensién g +n. Se podria pensar a este marco tedrico como una generalizacion de la idea
de "mover corchetes de Lie en lugar de productos internos”. Esta idea ha sido ya muy utilizada
para estudiar métricas invariantes a izquierda en grupos de Lie (ver por ejemplo las numerosas
referencias citadas en [Laul2, §1.2]) y consiste basicamente en lo siguiente: en lugar de variar
los productos internos en el algebra de Lie (y asi obtener las diferentes métricas riemannianas
invariantes a izquierda), se fija el producto interno, y lo que se varia es el corchete de Lie. En el
caso mas general de variedades homogéneas se utiliza la misma idea, pero hay algunas cuestiones
técnicas a tener en cuenta.

Fijemos un espacio vectorial real g de dimensién ¢ + n junto con una descomposicién en suma
directa g = € & p, donde £ y p son subespacios de dimensién ¢ y n, respectivamente. Fijemos
ademds un producto interno (-,-) en p. Sea Vi, el espacio de todas las estructuras de algebras
antisimétricas (o corchetes) en g, esto es,

Vgtn :={p: g x g — g : p bilineal y antisimétrica}.

A cada corchete € V4, se le puede asociar un espacio homogéneo riemanniano casi-efectivo n-
dimensional con isotropia de dimension ¢, siempre y cuando se satisfagan las siguiente condiciones

para p:

(h1) p satisface Jacobi (i.e. es un corchete de Lie en g), p(t,€) C £ (i.e. £ es una subdalgebra de Lie)
y (€, p) C p (i.e. la descomposicion es reductiva a nivel de dlgebras de Lie).

(h2) Si G, es el grupo de Lie simplemente conexo con algebra de Lie (g,u), y K, denota al
subgrupo de Lie conexo de G, con algebra de Lie (€, p1|exe), entonces K, es cerrado en G,.

h3) (,-) es ad, t-invariante (i.e. (ad, Z|,)! = —ad, Z|,, para todo Z € &).
o P = p

(h4) {Z € €: u(Z,p) =0} = 0 (casi-efectividad).

Para més detalles, ver [Laul2]. Se define el subconjunto Hy,, C Vgyn precisamente como el conjunto
de aquellos corchetes p que satisfacen todas estas condiciones, es decir,

Hyn = {1t € Vyqn : p satisface las condiciones (hl) — (h4)}.

Podemos entonces asociar a cada pu € Mg, un espacio homogéneo riemanniano (G,/Ky, gu),
donde G, es el grupo de Lie simplemente conexo con algebra de Lie (g,u), K, es el subgrupo
de Lie conexo de G, con algebra de Lie (¥, it|exe), el cual es cerrado por (h2), y g, es la métrica
G -invariante en G, /K, definida por el producto interno (-,-) en p (i.e. g,(eK,) = (-,-); recordar
que se identifica naturalmente T.r, (G /K,) con p). Siguiendo la notacién introducida en la seccién
anterior, se tiene que g, es precisamente g, y. Asi, tenemos

1€ Hyn ~ (Gu/Kp, gq.,)-

Un punto muy importante en esta teoria es que modificar el producto interno Ad(K)-invariante
(-,-) en p, dejando el resto de la informacion fija (es decir, considerar en el espacio homogéneo G,/ K,
otra métrica G -invariante), equivale a modificar el corchete p como explicaremos a continuacion.
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Consideremos la accién natural de GL(g) en Vg4, dada por

(f - X, Y) = fu(f X, f71Y), feGL(g), ne Vg X Yeg (1.4)

Esta accién deja invariante la condicién de Jacobi, y las GL(g)-6rbitas de un corchete pu € Vg4, que
satisface Jacobi (i.e. de un dlgebra de Lie) son precisamente todas las estructuras de dlgebra de Lie
que se pueden definir en g y son isomorfas a la estructura que define u. Es decir, en la variedad de
las algebras de Lie (el subconjunto de V4, compuesto por los corchetes que satisfacen Jacobi), las
Orbitas de esta accién son las clases de isomorfismo de dlgebras de Lie. El isomorfismo de dlgebras
de Lie estd dado simplemente por

f:(ga,u) —>(g’f:u)

Para ciertas f’s, esta accién deja invariante al conjunto H, ,, y nos permite parametrizar todas
las métricas G-invariantes en un espacio homogéneo G/K dado.

Proposicién 1.3.1. [Laul2, Proposition 4.2] Si pn € H.r, entonces = Hgyn para toda h € GL(g)
de la forma
h=1[19], h € GL(p),

con h que verifica

[h'h, ad,,(€)|,] = 0. (1.5)

Ademds, los espacios riemannianos homogéneos (G./ K, gn.ny) Y (Gﬁ.u/Kﬁ_#,g<.7,>) son equiva-
riantemente isométricos.

Recordar que dos espacios homogéneos riemannianos se dicen equivariantemente difeomorfos si
existe un difeomorfismo entre ellos que viene dado por un isomorfismo de los grupos de Lie G, y G7,. u
que pasa al cociente, y se dicen equivariantemente isométricos si son equivariantemente difeomorfos,
y el correspondiente difeomorfismo equivariante es una isometria. Este resultado justifica entonces
la afirmacién de que mover productos internos en p, dejando toda la estructura algebraica fija,

equivale a dejar fijo el producto interno y modificar adecuadamente el corchete de Lie en g.

Se sigue de la Proposicién 1.3.1 que el conjunto
{iL p: h= [19], heGL(p), h satisface (1.5)} C Hyn

parametriza a todas las métricas riemannianas G -invariantes en el espacio homogéneo G, /K,,.
. . 1 . o . . 1
Ademas, poniendo h = _ I, ¢ # 0, se obtiene la métrica G -invariante reescalada —g,..y en G, /K,

la cual es isométrica (gracias a la Proposicién 1.3.1 y (1.4)) al espacio homogéneo riemanniano
correspondiente al elemento c- 1 € H,,, definido por

Coplexe =, Coptlexp =t C plpxp = Cpe+ gy, (1.6)
donde i y p1p denotan las componentes en € y p respectivamente del corchete pi|pxp, es decir,
M(va):uE(Xay)—’_:u’P(XaY)? :U*(X7Y) €t :U’P(Xay) €p, VX,Y €p. (17)

La acciéon de R* en ‘H,,, dada por p — c-u puede ser interpretada entonces como un reescalamiento
del espacio homogéneo riemanniano (G,/K,, g,).
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Observacion 1.3.2. Si extendemos el producto interno (-,-) en p a un producto interno en g (el
cual por simplicidad también denotaremos (-, -)), tal que (& p) = 0, entonces tenemos un producto
interno naturalmente definido en V;,, mediante la férmula

(1, ) =Y (X, X5), X)) (N(Xo, X5), Xi),
i,k
donde {X;} es cualquier base ortonormal de (g, (-,-)). Ademads, dado p € H,,, fijo, es claro que
se puede extender (-,-) de modo que resulte Ad(K,)-invariante en todo g (recordar que Ad(kK},)
es compacto en GL(g)). Asi, podemos referirnos a la norma de un corchete u con respecto a este
producto interno, la cual denotaremos por |u|. Esta cantidad serd importante a la hora de estudiar
solitones de Ricci homogéneos y normalizaciones del flujo de corchetes en el Capitulo 2, y serd central
para estudiar la evolucién de la curvatura escalar en el flujo de Ricci homogéneo en el Capitulo 4.

1.4. El flujo de Ricci en variedades homogéneas

Sea (M, go) una variedad homogénea, la cual estd presentada como espacio homogéneo rieman-
niano (G/K, go). Si fijamos una descomposicién reductiva g = €®p, la métrica G-invariante gy queda
determinada entonces por un producto interno Ad(K)-invariante (-,-) en p. Consideremos ahora
la tnica solucién (-,-), a la siguiente ecuacién diferencial ordinaria para una curva de productos
internos Ad(K)-invariantes en p:

Ch= 2R )), o=, (19)
donde Re((:,-);) = Re(g(t))(eK) es el valor del tensor de curvatura de Ricci de la métrica g(t) en
el punto eK € G/K, con ¢(t) la curva de métricas G-invariantes definidas por (-,-), en G/K. Es
muy facil ver entonces que la familia monoparamétrica g(t) es una solucién al flujo de Ricci (1.1),
con g(0) = go. Ademds, por construccion, (M, g(t)) es homogénea para todo t (la métrica g(t) sigue
siendo G-invariante); en particular, completa y de curvatura acotada.

Reciprocamente, si tuviéramos la solucién g(t) al flujo de Ricci con g(0) = go, entonces g(t) sigue
siendo G-invariante para todo ¢, ya que la unicidad de soluciones y la invariancia por difeomorfismos
de la ecuacién implican que no se pierden isometrias a lo largo del flujo (i.e. I(M, go) C I(M, g(t))),
y la accién de G en M nunca se modifica. Es claro que los correspondientes productos internos
(-,-); en p satisfacen la ecuacién (1.8). Concluimos entonces que:

si (M, go) es homogénea, entonces la tnica solucién g(¢) al flujo de Ricci con ¢(t) comple-
ta y de curvatura acotada, es homogénea para todo ¢, y esta determinada por los produc-
tos internos (-, -), en p, donde (-, -), es la solucién a (1.8). Ademas, I(M, g(t)) = I(M, go)
para todo t.

Observacion 1.4.1. Fue probado recientemente por B. Kotschwar en [Kot10] que el flujo de Ricci
siempre preserva el grupo de isometrias, es decir, I(M, g(t)) = I(M, go) si g(t) es una curva de
métricas completas y de curvatura acotada que son solucién a (1.1).

En resumen, el flujo de Ricci de variedades homogéneas es equivalente a la ecuacion diferencial
ordinaria (1.8) para productos internos en p. Pero vimos en la seccién anterior que mover productos
internos Ad(K)-invariantes en p equivale a dejar un producto interno fijo y mover el corchete de Lie
de g, pues de esta manera obtenemos espacios homogéneos riemannianos que son equivariantemente
isométricos. Entonces, naturalmente surge la siguiente pregunta:
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. Cémo se ve el flujo de Ricci en Hyp,?
O mas precisamente,

. Qué ecuacion de evolucién debe satisfacer una curva p(t) en Hgy, para que la fami-
lia. monoparamétrica (G /K, gu)) sea (salvo pullback por difeomorfismos) una
solucién al flujo de Ricci?

La respuesta a ambas preguntas es el contenido del Teorema 1.4.3. Decimos que una curva
w(t) € Voyn = A%g* ® g es una solucién al flujo de corchetes si satisface la ecuacién diferencial
ordinaria

d

=T ([ORrit, ) s 1(0) = pao, (1.9)

donde 7 : gl(g) — End(V4y) es la representacién natural, que es la derivada en la identidad de
la accién (1.4), y esta dada por

(A= Ap(, ) = p(A- ) —p( A, Acal(g), 1€ Von, (1.10)

Ric, € End(p) se define por medio de la férmula (3.10), y los bloques son de acuerdo a la descom-
posicién g = €D p.

Observacion 1.4.2. Cuando se tiene que p € Hyyp, el operador Ric, coincide con el operador de
Ricci de la variedad riemanniana homogénea (G, /K,,g,); esto es, Ric, = Ric(gy). Sin embargo,
por cuestiones técnicas es conveniente poder definir Ric, para g que no necesariamente esté en
Hqn, y para eso se utiliza la férmula (3.10) que se puede aplicar a cualquier p € Vg yp.

Dada una variedad riemanniana homogénea simplemente conexa (M,go) = (Guo/Kugs Guo)>
Ho € Hgn, tenemos las siguientes familias monoparamétricas de variedades riemannianas:
(M, g(t)), (Guo/Kpuor 9¢.9,)s  (Guwy/Kpuwy, 9uer))s (1.11)

donde g(t), (-,-), y u(t) son respectivamente las soluciones a (1.1), (1.8) y (1.9), con (-, -) el producto
interno en p definido por la métrica gg. Estamos usando aqui que si pg € Hg.n, entonces p(t) € Hon
para todo ¢, i.e. el conjunto H, y es invariante por el flujo de corchetes (ver [Laul3, Lemma 3.2]).
Estas tres familias estdan intimamente relacionadas, de acuerdo al siguiente resultado.

Teorema 1.4.3. [Laul3, Theorem 3.3] Eziste una familia monoparamétrica de difeomorfismos
() : M — Guu)/K,w tal que

g(t) - (p(t)*gu(t)7 vt e (a,w).

Mas ain, si identificamos M = G,/ K,,, entonces p(t) : Guo/Kuy — Guu /Ky puede ser
tomado como el difeomorfismo equivariante determinado por el isomorfismo de grupos de Lie entre
Guo y Gy cuya derivada en la identidad es h = [é 2] 1 g — g, donde h(t) := do(l)|ek,, P — P
es la solucion a cualquiera de los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias:

(i) §h=—hRic((,-),),  h0)=1;
(i) $h = —Ric,qh, h(0) = 1.

Se cumplen ademds las siguientes condiciones:
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(iii) <', '>t = <h'7h'>;
(iv) p(t) = huo(h~1, 7L,

Observacion 1.4.4. El teorema anterior tiene como consecuencia directa los siguientes hechos:

(a) Las soluciones al flujo de Ricci g(¢) y al flujo de corchetes g,,;) difieren tinicamente por
el pullback por difeomorfismos que dependen de ¢t. En particular, para cada tiempo ¢, las
correspondientes variedades riemannianas en (1.11) son todas isométricas entre si, con lo cual
el comportamiento de la curvatura y de cualquier otro invariante riemanniano a lo largo del
flujo de Ricci g(t) puede ser estudiado por medio del flujo de corchetes g,,(4)-

(b) El intervalo de tiempo maximal en el cual estdn definidas las soluciones es el mismo para los
dos flujos (el de Ricci y el de corchetes); este serd denotado por (a,w).

(c) Los flujos son equivalentes en el siguiente sentido: cada uno puede ser obtenido del otro
resolviendo la correspondiente ecuacién (i) o (ii), y aplicando el {tem (iii) o el (iv), segun
corresponda.

Se puede ver ficilmente (se deduce de la prueba de [Laul3, Lemma 3.2]) que toda solucién u(t)
al flujo de corchetes verifica que

() |excg = Holexg, vt € (a,w),

luego la tinica parte del corchete que realmente esta evolucionando es pu(t)|pxp. Entonces, podemos
escribir la ecuacion del flujo de corchetes (1.9) de la siguiente manera:

%ME = ,UE(RiC,LL B ) + ME('& Ric,u ')a
. 11e(0) + 11p(0) = prolpxp, (1.12)
Jike = —mn(Ricy)py,

donde pg y pp se definen como en (1.7), y m, : gl(p) — End(V;,) es la representacién definida en
(1.10) para ¢ = 0.

1.4.1. Normalizaciones

Sea (M, go) una variedad riemanniana. Si g(t) es la solucién al flujo de Ricci que empieza en
go, podria ser muy 1til considerar una normalizacién de g(t¢), multiplicando cada métrica por un
escalar que dependa de t, y asi obtener que ciertas cantidades escalares se mantengan constantes a
lo largo del flujo. Si permitimos también una reparametrizacién de la variable temporal ¢, se puede
transformar entonces el flujo de Ricci (1.1) en un flujo de Ricci r-normalizado, cuya ecuacién es
muy similar a la original:

90 = ~2Re(g" (1) ~ 200" (1), 47(0) = g0 (113)

donde r(t) es alguna funcién de normalizacién que podria depender incluso de g"(t). Es facil ver
que la solucién a (1.13) tiene la forma ¢"(t) = a(t)g(b(t)), donde g(s) es la solucién al flujo de Ricci
sin normalizar. Las normalizaciones suelen ser ttiles a la hora de estudiar la convergencia del flujo
de Ricci cuando la variable temporal se acerca a la singularidad (o a co en caso de ser inmortal),
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pues ayudan a prevenir que los limites sean planos (por ejemplo, normalizando de modo que la
curvatura escalar sea constante y no nula).

Cuando M es homogénea, (1.13) es equivalente a la siguiente ecuacion diferencial ordinaria para
una curva de productos internos:

S0 = ARl )~ 26N (= ) (114

Esto motiva entonces la definicién del flujo de corchetes r-normalizado

d
E”T =-7 ([8 Ricu(r) +TID T 1 (0) = po, (1.15)
donde p" = p"(t) y r = r(t). O de manera equivalente, y anédloga a (1.12),

Sl = pr (Ricyr -, -) + pp (+ Ricyr <) + 2rps (-, ),

14 (0) 4+ p5(0) = p1glpxp, (1.16)

%,u; = —mn(Ricyr +r1)py = —mn(Ric,r)pg + 7.

Dada una funcién de normalizacién 7(t) continua (o sélo integrable), consideremos las soluciones
c(t) y 7(t) al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

(1.17)

0 sea,
¢
c(t) = efg T(s)ds, T(t) = / c(s)st.
0

Observar que ¢(t) > 0 para todo ¢, y que 7(t) es estrictamente creciente. Si denotamos por g(t),
(,-); v u(t) alos flujos de Ricci y de corchetes sin normalizar (i.e. las soluciones a (1.1), (1.8) y
(1.9), respectivamente), entonces es facil verificar que las soluciones a (1.13), (1.14) y (1.15) estan
dadas por

1
c(t)

donde el escalar ¢(t) actia en p segin la accién definida en (1.6). Tenemos entonces, al igual que
en (1.11), tres familias monoparamétricas de variedades riemannianas homogéneas

(M7 gr(t))v (Guo/Kuoag(-,~>:)7 (Gu”"(t)/K,LL’”(t)agw"(t))7 (118)

y se tiene el siguiente resultado andlogo al Teorema 1.4.3 que las relaciona.

S9(r(t), () = 6(1)2 G W) = elt) - u(r (D),

g'(t) =

Teorema 1.4.5. [Laul3, Theorem 3.10] Existe una familia monoparamétrica de difeomorfismos
e"(t): M — Gury/ Ky tal que

g"(t) = " (1) gur v Vit e (", wh).

Mas aiin, si identificamos M = G,/ K,,, entonces o' (t) : Guy/Kuy — Gury/Kuw) puede ser
tomado como el difeomorfismo equivariante determinado por el isomorfismo de grupos de Lie entre
Guo y Gurry cuya derivada en la identidad es h™ =[50 ] : g — g, donde h"(t) := de" (t)|ek,,
p — p es la solucion a cualquiera de los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias:
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(i) &0 = —h Ric((-,))),  W(0)=1I;
(i) $h" = —Ric,rp h", hr(0) = 1.
Se cumplen ademds las siguientes condiciones:
(iii) (,-)p = (P75 B");
(iv) 1 (t) = W po (- ).

En el Capitulo 2 estudiaremos la evolucién de solitones semi-algebraicos a lo largo del flujo de
corchete normalizado por diferentes cantidades. En la Seccién 2.2.1 veremos una normalizacién que
garantiza la existencia de subsucesiones convergentes, las cuales podrian converger tal vez a puntos
que no estén en H, . Y por dltimo, en la Seccién 2.2.2 estudiaremos la normalizacién por curvatura
escalar (no nula), la cual tiene la siguiente propiedad: si existen subsucesiones convergentes, entonces
los limites son automaticamente no planos.

1.5. Una estratificacion de la variedad de algebras de Lie

En esta seccién presentamos resultados de la teoria geométrica de invariantes aplicada a la
accién natural del grupo GL,,(R) en la variedad de algebras de Lie n-dimensionales. Estos seran
de crucial importancia en el Capitulo 3 para estudiar la estructura algebraica de solitones de Ricci
homogéneos. Referimos a [Lau09, Sections 3 and 7] para una exposicién més detallada de estos
temas.

Consideremos el espacio de todas las dlgebras antisimétricas de dimensién n, el cual esta para-
metrizado por el espacio vectorial

Vi=A*R")* @R" = {u: R" x R® — R" : y bilineal y antisimétrica}.

Entonces,
N = {u € V : usatisface Jacobi y es nilpotente} (1.19)

es un subconjunto algebraico de V', ya que la identidad de Jacobi y la condicién de nilpotencia
pueden ser ambas escritas como ceros de funciones polinomiales. El conjunto algebraico N es
usualmente llamado la variedad de dlgebras de Lie nilpotentes (de dimension n).

El grupo GL,(R) actia linealmente de manera natural en V', mediante
h-w(X,Y)=hu(h'X,h7YY), X, YER", heGL,(R), upecV. (1.20)

Observar que N es GL, (R)-invariante y las clases de isomorfismo de dlgebras de Lie son precisa-
mente las GL, (R)-6rbitas. La representacién de gl,,(R) en V obtenida al derivar (1.20) esta dada
por

m(a)p = ap(-,-) — plas, ) = p(- o), acgl,(R), peV (1.21)

Notamos que m(a)pu = 0 si y sélo si a € Der(u), el algebra de Lie de derivaciones del dlgebra pu.
El producto interno canénico (-,-) en R™ determina un producto interno O(n)-invariante en V,
también denotado por (-,-), de la siguiente manera:

(N» )‘> = Z<M(€i,€j),)\(ei,€j)>a (1-22)
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y también el producto interno estéandar Ad(O(n))-invariante en gl,(R) dado por

(0, 8) =trap® => (ae;,Bei),  a,B € gl,(R), (1.23)

donde {ey, ...,e,} denota la base canénica de R™. Notemos que 7(a)! = w(af) y (ada)t = adat
para todo « € gl,(R), ya que hemos tomado los productos internos definidos canénicamente.

Podemos usar gl,(R) = so(n) & sym(n) como una descomposicién de Cartan, donde so(n) y
sym(n) denotan los subespacios de matrices antisimétricas y simétricas, respectivamente. Se prueba
en [Lau06, Proposition 3.5] que la aplicacién momento m : V\ {0} — sym(n) para la accién (1.20),
la cual se define mediante (m(u), @) = —m (m(a)u, p), para todo « € gl,(R), p € V, estd dada por

1
Il

(22 (Xoer)e)? + > (uleie)), ) (1.24)

(m(p) X, X) =

para todo X € R™.
Sea t el conjunto de matrices n x n diagonales. Si {¢], ..., e}, } es la base de (R™)* dual a la base
canénica {eq, ..., e, }, entonces

{vijk:(e;Ae})G?ek:1§i<j§n, 1<k<n}

es una base de vectores peso de V' para la accién (1.20), donde v;j;, es en realidad la forma bilineal en
R™ deﬁnida por vmk(ez, ej) = vmk(e], ei) = e y cero en cualquier otro caso. Los correspondientes
pesos a . et, i < j, estan dados por

ail
m(a)vijr = (ar — a; — aj)vijr = (a,a%}vzjk, Vo = [ ] € t, (1.25)
Qn

donde a = Eyr — Ey — Ejj y (-,+) es el producto interno definido en (1.23). Como es usual, E,,

denota la matriz cuyo unico coeficiente no nulo es un 1 en el lugar rs. Sean /,ij las constantes de
estructura de un vector u € V' con respecto a la base {v;ji}:

n= Zuz_]vzgk) ,qu,] € R? L.e. 62, 6] Z :U’z]elm <]
Cada p € V no nulo determina un tnico elemento 3, € t dado por

B, == mcc {afj : ,ufj #* O},

donde mcc(X) denota el tnico elemento de norma minima en la cdpsula convexa CH(X) de un
subconjunto X C t. Observar que 3, es siempre no nulo, pues tr ai-“j = —1 para todo i < j y en
consecuencia tr 3, = —1.

Sea t* la cdmara de Weyl de gl,,(R) dada por

t+:{[a1-._ajEt:alg...gan}. (1.26)

En [Laul0] se defini6 una estratificacion GL,,(R)-invariante para V = A?(R™)* @ R", adaptando
a este contexto la construccién dada en [Kir84, Section 12] para representaciones de grupos reduc-
tivos sobre un cuerpo algebraicamente cerrado. Resumimos en el siguiente teorema las principales
propiedades de la estratificacién, la cual ha sido una de las principales herramientas en nuestro
estudio de la estructura de solitones de Ricci homogéneos en el Capitulo 3.
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Teorema 1.5.1. [Laul0, LW11] Emiste un subconjunto finito B C t*, y para cada B € B un
subconjunto GLy,(R)-invariante S C V' (un estrato), de modo que

VvV~ {0} = U Sg (union disjunta,),
BeB

y tr 8 = —1 para todo B € B. Para u € Sg se tiene que:

([B,D],D) >0 vV D € Der(u) (con igualdad <[5, D] = 0), (1.27)
B+ ||BIIT es definida positiva para todo 5 € B tal que SgNN #0, y (1.28)
18I < |Im(w)]] (con igualdad < m(p) es conjugado a 3). (1.29)

Si ademds p € Sg satisface B, = B (o equivalentemente, min {(ﬁ,a%) : ,ufj # O} =||B|[?), lo cual

siempre se cumple para algin g.u, g € O(n), entonces
trfD =0 VY D € Der(u), y (1.30)
(r (B+IBIPT) py ) >0 (con igualdad < B + ||8||°T € Der(u)). (1.31)

Esta estratificacién se basa en resultados de inestabilidad, y estd fuertemente relacionada con
la aplicacién momento en muchas otras formas ademas de (1.29) (ver [Lau09)]).



Capitulo 2

Solitones de Ricci homogéneos

En este capitulo se dard una visién general sobre el estudio de solitones de Ricci homogéneos a la
fecha. En la primera seccion, presentaremos los resultados conocidos y algunos problemas abiertos
en lo que respecta a su clasificacién, resumiendo estas cuestiones en la Figura 2.1. En la segunda
seccion, estudiaremos la evoluciéon de un solitéon semi-algebraico a lo largo del flujo de corchetes
(ver 1.9), caracterizando a los solitones algebraicos como aquellos cuya evolucién no es cadtica (ver
comentarios después de la Proposicién 2.2.5). También veremos algunos ejemplos, y mostraremos
céomo se simplifica la evoluciéon de los solitones semi-algebraicos a lo largo del flujo de corchetes
cuando uno considera una normalizacién razonable. Finalmente, en la tercera seccion obtenemos
una caracterizacién geométrica de los solitones algebraicos, presentada en el Teorema 2.3.2.

Lo expuesto en este capitulo se basa en el contenido del articulo [LL13a], el cual es un trabajo
en conjunto con Jorge Lauret.

2.1. Solitones algebraicos y semi-algebraicos

Recordemos que una variedad riemanniana completa (M, g) se dice un solitdn de Ricci si
Re(g) = cg + Lxg, para algin c € R, X € X(M). (2.1)
Esto ocurre si y solamente si la familia monoparamétrica de métricas riemannianas

g(t) = (=2ct + 1)y, (2.2)
es una solucién al flujo de Ricci, para algiin grupo monoparamétrico ¢; de difeomorfismos de M.

Llamaremos a un solitén de Ricci homogéneo si es homogéneo como variedad riemanniana.
Como mencionamos en la Seccién 1.1, un caso particular de solitén de Ricci son las métricas de
Einstein (en este caso, el campo vectorial X es un campo de Killing de (M, g)). Més atin, se puede
probar facilmente que el producto riemanniano de una métrica de Einstein y un espacio euclideo
(i.e. R¥ con la métrica plana) es también un solitén de Ricci. Estos ejemplos son considerados
como solitones de Ricci triviales en la literatura. Gracias a resultados de Ivey, Naber, Perelman y
Petersen-Wylie (ver [Laullb, Section 2] y las referencias alli citadas), se sabe que todo solitén de
Ricci homogéneo no trivial debe ser necesariamente no compacto, de expansién (i.e. ¢ < 0), y no
gradiente (i.e. X no es el campo gradiente de ninguna funcién suave en M).

Hasta ahora, todos los ejemplos conocidos de solitones de Ricci homogéneos no triviales son
isométricos (pero no necesariamente iguales) a un solsolitén simplemente conexo, esto es, una

15
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métrica invariante a izquierda g en un grupo de Lie soluble S (se suele llamar a (S, g) solvariedad)
que satisface
Ric(g) = ¢l + D, para algin c¢€ R, D € Der(s), (2.3)

al identificar la métrica g con un producto interno en el dlgebra de Lie s de S (ver [Laullb]), donde
Ric(g) es el operador de Ricci, definido en (1.3). Cuando S es nilpotente, estas métricas se llaman
nilsolitones, y son precisamente la parte nilpotente de las solvariedades Einstein (ver [Lau09] para
més informacién al respecto). Se prueba en [Laullb] que, salvo isometria, todo solsolitén puede
ser obtenido mediante una simple construccién a partir de un nilsolitén (N, g1), junto con cual-
quier &lgebra de Lie abeliana de derivaciones simétricas del dlgebra de Lie métrica (n, (-, -)), donde
(+,-) es el producto interno dado por ¢g; en TN = n. Se prueba también en dicho articulo que un
grupo soluble dado admite a lo sumo una métrica invariante a izquierda que sea solsoliton, salvo
isometria, y que todo solitén de Ricci obtenido mediante (2.3) serd necesariamente simplemente co-
nexo (ver también [Lafl3a, Willl] en donde se muestran ejemplos y resultados sobre la clasificacién
de solsolitones).

El siguiente resultado, recientemente probado, completa el estudio de solitones de Ricci inva-
riantes a izquierda en grupos de Lie solubles.

Teorema 2.1.1. [Jabl3, Theorem 1.1] Todo soliton de Ricci (no plano) que admite un grupo de
Lie soluble actuando transitivamente por isometrias es isométrico a un solsoliton.

El concepto de solsolitén puede ser facilmente generalizado a la clase de todos los espacios
homogéneos de la siguiente manera.

Definicién 2.1.2. Un espacio homogéneo casi-efectivo (G/K, g,..,) con descomposicién reductiva
g =t D p es un soliton algebraico si existe ¢ € Ry D € Der(g) tales que D¢ C ¢y

Ric(gy.,.y) = ¢l + Dy,
donde Dy :=proD|, y pr: g==£€®p — p es la proyeccion lineal.

Observar que las variedades homogéneas que son de Einstein son también solitones algebraicos,
con respecto a cualquier presentaciéon como espacio homogéneo y descomposicion reductiva que se
elija, tomando simplemente D = 0.

El siguiente resultado justifica en cierta manera la definiciéon anterior.
Proposicién 2.1.3. Todo solitén algebraico simplemente conexo (G/K, gy...y) es un soliton de Ricci.

Observacion 2.1.4. La hip6tesis de G/K simplemente conexo es necesaria en general, como se ve
en el caso de los solsolitones (ver [Laullb, Remark 4.12]).

Demostracion. Podemos asumir que G es simplemente conexo, sin perder la casi-efectividad del
espacio homogéneo G/K. Pero G/K es también simplemente conexo por hipétesis, luego tenemos
que K debe ser conexo. Como D € Der(g) se tiene que e/ € Aut(g) y luego existe @, € Aut(G)
tal que d@s|. = e'P para todo t € R. Usando que K es conexo y que Dt C &, es facil ver que
¢i(K) = K para todo t. Esto implica que ¢; define un difeomorfismo ¢; de M = G/K mediante
o1(uK) = @y(u) K, para cada u € G, cuya derivada en el origen o = eK estd dada por dey|, = e'P».
Sea Xp el campo vectorial de M definido por el grupo monoparamétrico {y;} C Diff (M), esto es,
Xp(p) = %\ngt(p) para cada p € M. El hecho de que D, sea simétrica implica que

EXDg(-,~)(0) = %‘0@?9(,) (0) = %‘0<6_tDp've_tDp'> = _2<Dp'a '>> (24)
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pero como Ric(g..y) = ¢I 4+ Dy, obtenemos que Ric(g(. y)(0) = cg(.,(0) — 3Lx,9;..y(0). Usando
que todos los tensores involucrados en la férmula (2.4) son G-invariantes (recordar que el flujo de
Xp estd dado por automorfismos de G), vemos que Ric(g<.,.>) =Cg(,)— %EXDg<.7.>, con lo cual g(.

es un solitén de Ricci (ver (2.1)), como querfamos probar. O

Observacion 2.1.5. En la Definicién 2.1.2 se tiene necesariamente que Dt = 0. En efecto, vemos
que
ad DZ|p, = [Dy,ad Z|,] = [Ric(g(..)),ad Z|,] = 0, VZ €t

y entonces Dt = 0 por casi-efectividad (la ultima igualdad es gracias al Lema 3.2.5, que serd probado
mas adelante de manera independiente).

A partir de la prueba de la Proposicién 2.1.3, uno puede percibir que podria existir una manera
mas general de considerar que un solitén de Ricci homogéneo sea ‘algebraico’, en un sentido en el que
la estructura algebraica de alguna de sus presentaciones como espacio homogéneo esté fuertemente
involucrada.

Definicién 2.1.6. [Jabl3, Definition 1.4] Un espacio homogéneo riemanniano (G/K,g) se dice
solitén semi-algebraico si existe una familia monoparamétrica @; € Aut(G) con @4 (K) = K tal que

g(t) = c(t)¢ig,

es una solucién al flujo de Ricci (1.1) empezando en g(0) = g, para alguna funcién de reescalamiento
¢(t) > 0, donde ¢; € Diff(G/K) es el difeomorfismo determinado por ¢;.

Como muestra el siguiente ejemplo, un solitéon de Ricci homogéneo no siempre es semi-algebraico
con respecto a una presentacién dada como espacio homogéneo.

Ejemplo 2.1.7. El producto directo S = 51 x S5 de un solsolitén no plano y completamente soluble
S1 y una solvariedad plana no abeliana S es un solitén de Ricci que no es semi-algebraico cuando
se lo presenta como métrica invariante a izquierda en S (ver [Jabl3, Example 1.3]).

Observacion 2.1.8. Notar que la nocion de solitén semi-algebraico no es un invariante riemanniano;
depende fuertemente de la presentacion como espacio homogéneo riemanniano que se haya consi-
derado para la variedad homogénea en cuestion. Y maés atin, la nociéon de solitéon algebraico no sélo
depende de la presentaciéon como espacio homogéneo, sino también a priori de la descomposicién
reductiva elegida.

El siguiente resultado confirma el protagonismo de los aspectos algebraicos de las variedades
homogéneas en relacién a la teoria de solitones de Ricci.

Teorema 2.1.9. [Jab13, Proposition 2.2] Todo solitén de Ricci homogéneo (M, g) es semi-algebraico
con respecto a su grupo de isometrias completo G = I(M, g). Mds ain, los ¢ pueden ser elegidos
de modo que resulten un subgrupo monoparamétrico de Aut(G) y tales que Pi|k, = I, donde K es
la componente conexa de la identidad de K.

Se sigue de (2.4) que si (G /K, g<.,.>) es un solitén semi-algebraico con descomposicién reductiva
g =t & p, entonces

Ric(gq..y) = ¢l + 5 (Dp+ D;) , para algin c€ R, D € Der(g), Dt=0, (2.5)

donde, en realidad, D = %]0@ (ver también [Jabl3, Proposition 2.3]). Reciprocamente, si se tiene
la condicién (2.5) para alguna descomposicién reductiva, y G/K es simplemente conexo, entonces
se puede probar (de la misma manera que en la Proposicién 2.1.3) que (G /K, g<.7.>) es en efecto un
solitén de Ricci, con Ric(gy..y) = cgq..) — %L’XDg< -

e e o
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Observacion 2.1.10. Sea (G/K, g) un solitén semi-algebraico. Si K es la componente conexa de la
identidad de K, entonces el cubrimiento (G/Kjy, g) es también un solitén semi-algebraico, ya que
los automorfismos satisfacen @;(Ky) = Ko y las métricas son localmente isométricas. De manera
similar, (é / K, g) es un solitén semi-algebraico, donde ¢ : G —> G es el cubrimiento simplemente
conexo y K = ¢ ' (K), pues cada @; puede ser levantado a un automorfismo de G haciendo el
correspondiente diagrama conmutativo. El cubrimiento simplemente conexo (G /Ko, g) de (G/K, g)
es entonces un solitén semi-algebraico también. En todas las variedades recientemente mencionadas,
la métrica estd candnicamente definida y fue denotada siempre por g.

Ejemplo 2.1.11. El siguiente ejemplo nos fue provisto por M. Jablonski en una comunicacién per-

sonal, y esta dado por la solvariedad de dimensién 6 cuya dlgebra de Lie métrica tiene una base
ortonormal {X1, Y1, Z1, Xa, Y2, Z2} con corchete de Lie dado por

[Xla}/l] = Z17 [XlaXQ] = Y27 [X1>Y2] = _X27 [X27Y2] = ZZ-

Es facil ver que no es un solitén semi-algebraico. En efecto, el operador de Ricci es
— -

2

N[ =
o

Sl

Ric =

D=
N =

1
L 7
y si tuviéramos la condicién (2.5), entonces ¢ = —% ya que D deja invariante al nilradical
<Y17 Zla X27 Y27 Z2>

(pues el nilradical de un &dlgebra de Lie es un ideal caracteristico, es decir, es preservado por
cualquier derivacién). Ahora bien, restringida al ideal (X2, Y2, Z3), la parte diagonal de D tiene la
forma diag(a,b,a + b), luego a =b =0y —% +a+b= %, absurdo. Sin embargo, es facil ver que
esta solvariedad es isométrica al nilsoliton Hs x Hs, donde Hj3 denota el grupo de Heisenberg de
dimension 3. Por lo tanto este es un ejemplo de un solitén de Ricci que no estd presentado como
soliton semi-algebraico. En la Seccién 2.2.3 analizaremos la evolucién del flujo de corchetes de esta
solvariedad.

Ver [Jab13, §8], en donde se estudian las métricas solitones de Ricci en grupos de Lie solubles.
Recordar que tales métricas son isométricas a un solsolitén, pero podrian no ser solsolitones en
si mismas.

La descomposicion reductiva especial dada en el Lema 1.2.2 restringe en cierta manera el com-
portamiento que puede tener una derivacién, y esto tiene consecuencias sobre la estructura de los
solitones semi-algebraicos (ver también el Lema 3.2.6, en donde se da un resultado més preciso
sobre el comportamientos de las derivaciones en este caso).

Lema 2.1.12. Sea (G/K, g,..)) un espacio homogéneo riemanniano con descomposicion reductiva
g = t@p, y asumamos que B(t,p) = 0, donde B es la forma de Killing de g. Si D € Der(g)
satisface Dt C &, entonces Dp C p.

Demostracion. Para X € p, Z = DX, escribimos Z = Zy + Z, de acuerdo a la descomposicién
g =t®p. Usando que Dt C ¢, B(t,p) = 0 y la invariancia de la forma de Killing por derivaciones
B(D-,-) + B(-,D-) = 0, obtenemos

0= B(Z7 ZE) +B(X7DZ{3) = B(ZE7Z{3)7
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lo cual implica que Zy = 0 ya que Blgxe es definida negativa. ]

Corolario 2.1.13. Sea (G/K,g,..y) un solitén semi-algebraico con descomposicion reductiva g =
t®p, y asumamos ademds que B(t,p) = 0. Entonces,

Ric(g(..y) = cI + 3 (Dp + Dy), con D= [8 5

p

| € Der(g).

Ejemplo 2.1.14. Podria ocurrir que p no sea preservado por la derivacién D. Consideremos por
ejemplo cualquier nilsolitén (n, (-,-)), con Ricy, = ¢l + Dy, Dy € Der(n). Asumamos que existe
una derivacién antisimétrica no nula B € Der(n) N so(n, (-,)). Esto da lugar a una presentacién
del nilsolitén como espacio homogéneo con isotropia de dimensién uno y descomposiciéon reductiva
g=2t®n, donde £t =RB y B actia en n de la manera usual.

Ahora supongamos que existe un X € n no nulo, tal que BX = 0. Extendamos X a una base
ortonormal 5 de (n,(-,-)), y sea « el conjunto de vectores obtenido a partir de (3, pero cambiando
X por X + B. Llamemos p C g al subespacio generado por «; vemos que g = £ @ p es también una
descomposicién reductiva. Bajo las identificaciones naturales de p con n, las bases « y 3 resultan ser
identificadas, y luego el operador de Ricci Ric, (definido con respecto a la descomposicién g = €@ p)
viene dado por

RiCp =cl+ Dy, D€ End(p), [Dl]a = [Do]g,
lo cual implica que sigue siendo un solitén algebraico con respecto a la nueva descomposicién
reductiva considerada g = € @ p. Ahora supongamos que Dy = %(Dp + D;), con D := [8 13,,} €
Der(g). Entonces, usando que Dp C pNn (de hecho, Dg C n, pues g es soluble y n es su nilradical)
y que pNn L (X + B), obtenemos

(DX, X)=(Di(X+B),(X+B))=(D(X+B),(X+B))=0,

lo cual contradice el hecho de que Dy es definida positiva (ver [Lau09, Section 2]). De esta manera, la
nueva descomposiciéon reductiva no permite presentar a este nilsoliton como solitéon semi-algebraico
con derivacién que deje p invariante.

La evolucién del flujo de corchetes de este ejemplo, en el caso en que n es el algebra de Lie de
Heisenberg de dimensién 3, serd estudiada en la Seccién 2.2.4.

En el caso de nilvariedades, o més precisamente cuando G es nilpotente, simplemente conexo y
K es trivial, la condicién (2.5) es equivalente a que (G, (-, -)) sea un nilsolitén, ya que D! también
resulta ser una derivacién. En efecto, si Ric((:,-)) = ¢I + 2(D + D'), entonces usando la férmula
(19) en [Laul3] se obtiene que

0 = trRic((-,)[D. Ric((-, )] = 4 trRic((-,))[D, D] = 2(x(D")[. ], w(DY)[- 1),

y entonces D' € Der(g).

Se prueba en [Jabl3, Theorem 1.6] que todo solitén de Ricci homogéneo que admite un grupo
transitivo de isometrias semisimple debe ser necesariamente Einstein.

Hasta donde sabemos, se puede resumir el conocimiento actual sobre solitones de Ricci ho-
mogéneos (no triviales) mediante el cuadro de la Figura 2.1. Recordar que hasta ahora los tnicos
ejemplos conocidos son todos isométricos a solsolitones, i.e. solitones algebraicos invariantes a iz-
quierda en grupos de Lie solubles.
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M solvariedad

[Nikol] < c ¢ [Sovenialg] C[SRomos]
u+\?_/ Ut T 6Tt

|Solv. Einstein| < ‘Einstein homog.‘
~_

Conj. Alekseevskii (R<0)

G semisimple

Figura 2.1: Solitones de Ricci homogéneos

2.2. El flujo de corchetes de solitones semi-algebraicos

En esta seccién estudiaremos cémo evolucionan los solitones semi-algebraicos a lo largo del flujo
de corchetes. Veremos que los solitones algebraicos son los tinicos posibles limites, hacia adelante
y hacia atras en el tiempo, para cualquier solucién al flujo de corchetes normalizado. Este hecho,
junto con la equivalencia entre el flujo de corchetes y el flujo de Ricci (ver Teorema 1.4.3), sugieren
que los solitones algebraicos podrian llegar a ser los tinicos ejemplos posibles de solitones de Ricci
homogéneos (salvo isometria).

Proposicién 2.2.1. Sea 1" (t) una solucion al flujo de corchetes normalizado (ver (1.15) o (1.16)).

(1) Sipo es un punto fijo (i.e. p"(t) = po), entonces (Guy/Kyuy, Guy) €5 un soliton algebraico, con
Ricy, = ¢l 4+ Dy, para algin ¢ € R, y tal que [8 [())p} € Der(g, po)-

(i1) Sip"(t) = A € Hygn cuando t — w" (resp. t — '), entonces w" = oo (resp. o = —0) y
(GA/Kx, gx) es un solitén algebraico como en el item (i).

(iii) Supongamos que p'(t) — X\ € Hyn cuando t — +00, con Apxp # 0. Entonces el limite
de cualquier otra solucién 7-normalizada del flujo de corchetes necesariamente satisface que
A = c- A para algin ¢ > 0. En particular, X es o bien plana (¢ =0), u homotética a X (¢ > 0).

Demostracion. Sea A un punto fijo de algun flujo de corchetes normalizado de la forma (1.15) (i.e.
pr(t) = pp = A). Asi,
- ([8 Ricy J?r(o)ID A =0,

de lo cual deducimos que (Gy)/K), gx) es un solitén algebraico con ¢ = —r(0) y D = [8 Ric, Rr(o)l}

(ver Definicién 2.1.2). Esto prueba el item (i), y también el (ii), puesto que todo limite debe
necesariamente ser un punto fijo del sistema.

Probemos entonces (iii). Se tiene por [Laul3, Lemma 3.9] que ambas reparametrizaciones del
tiempo 7(t) y 7(t) convergen a w (resp. ) cuando t — oo (resp. —o0); ver (1.17). Proyectamos las
curvas determinadas por las dos soluciones a los sendos flujos de corchetes normalizados al cociente
Vg+n/Rs0, donde la accién de Ry estd dada por reescalamiento (1.6), y denotamos por [v] la clase
de equivalencia de un vector v € V4. Por (1.17), obtenemos que [u(s)] converge tanto a [A] como
a [5\] cuando s — w (resp. «), en la topologia cociente. Como los pares de puntos que no pueden ser
separados por abiertos disjuntos en V4, /R~( son todos de la forma [v], [0-v] para algin v € Vg4p,

entonces o bien A = 0- X o [\] = [A], como querfamos demostrar. O
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Haciendo una aplicacion del Teorema 1.4.3, probaremos a continuacién que las soluciones al
flujo de corchetes y al flujo de Ricci (sin normalizar) tienen una forma muy simple en el caso de
solitones semi-algebraicos y algebraicos.

Proposicién 2.2.2. Sea (Gy/ Ky, Guo): 1o € Hen, un espacio homogéneo riemanniano que es un
soliton semi-algebraico, digamos con

Ricy, =cl + 3(Dy+ D),  c€R,  D:=[gp ] € Der(g, po).

Entonces la solucion al flujo de corchetes (1.9) estd dada por

(—o0, 2%), c>0,
p(t) = (—2¢t +1)"Y2. geswgs(wn} g, ted (L4,00), <0, (2.6)
(—00, 0), c=0,

donde A = (D, — Dy) es la parte antisimétrica de Dy, y s(t) = —5-log(—2ct + 1) (para ¢ = 0,
s(t)=1).
Reciprocamente, si el flujo de corchetes sin normalizar ji(t) evoluciona como en (2.6), entonces

(Guo/Kpugs Guo) €8 un solitén semi-algebraico. La derivacion correspondiente D werifica que A =
%(Dp — D;), aunque es posible que Dy # D,.

Demostracién. Usando que Ricy, = cI + %(Dp + Dé), es facil verificar que
(1) = (=2et+ 1) 0P = OPr),
es una solucién al flujo de Ricci (1.8). El operador de Ricci de (-, -), estard dado entonces por
Ric((-,-),) = (=2¢ct + 1)"1e*®Pr Ric((-, -))e™*OPp = (=2¢t + 1)L (cI + Dy — e5WPr Ae=5ODr)

(recordar que Ric((:,-)) = Ricy,, = ¢I + D, — A). Ahora resolvemos la ecuacién diferencial dada en
el item (i) del Teorema 1.4.3, y obtenemos h(t) = (—2ct +1)'/2e5HAe=5®Ds T uego usando el ftem
(iv) de ese mismo teorema se obtiene la férmula buscada para ju(t).

La reciproca se obtiene calculando % wu(t) o> ¥y usando que coincide con — ([8 RiSHO D Lo por
definicién del flujo de corchetes.

Observacion 2.2.3. Si la derivacién D tiene la forma especial D = [8 [())p] (i.e. Dp C p, 0 x = 0),

lo cual se cumple en el caso en que la descomposicién reductiva satisface By, (¢,p) = 0 para la
forma de Killing By, de (g, uo) (ver Corolario 2.1.13), entonces [é e—s(ot)Dp] € Aut(g, o), y luego
la férmula para la evolucion del flujo de corchetes sin normalizar esta dada por

p(t) = (=2t + 1)_1/2 : ([é es(Q)A] 'MO) . (2.7)

El siguiente resultado caracteriza a los solitones algebraicos con Dp C p en términos de su
evolucién a lo largo del flujo de corchetes.

Proposicién 2.2.4. Dado un espacio homogéneo (G /K uys Guo)s 1o € Hqn, las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(1) (Guo/Kpuos guo) €s un soliton algebraico, con

Ric,, = ¢l + Dy, ceR, D =[3 p,] € Der(g, po)-
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(ii) La solucion al flujo de corchetes sin normalizar estd dada por
u(t) = (=2ct +1)712 -,
o0, equivalentemente,
(-0, %), >0,

nt) = (=26t + 1) Vel0),  pap(t) = (=2¢t + 1)7V2p55(0), b€ Eﬁc,ooﬁf) c<0,
—00,00), c=0.

(#ii) Las soluciones a las ecuaciones del flujo de Ricci sin normalizar (1.1) y (1.8) estdn dadas

mediante

9ij(t) = (X3, X;)¢ = (=2t + 1)"/5;5,
donde {X1,..., X} es una base ortonormal de (p, (-,)) compuesta por autovectores (o campos
de Killing) para Ric,, con autovalores {ry,...,rn}.

Demostracion. La equivalencia entre los {tems (i) y (ii) se sigue inmediatamente de la Proposicién
2.2.2, usando la Observacién 2.2.3 y el hecho de que en este caso tenemos que A = 0 por definicién de
solitén algebraico. Para probar que los items (ii) y (iii) son equivalentes, podemos usar el Teorema
1.4.3, ya que en ambos casos resulta que la familia hA(t) estd dada por

h(t) = @R g(t) = Llog(—2ct + 1),
y esto concluye la prueba de la proposicion. O

El item (iii) de la proposicién anterior generaliza resultados sobre el comportamiento asintético
de nilsolitones y solitones algebraicos en grupos de Lie, obtenidos respectivamente en [Pay10, Will3]
y [LW13]. Recordemos que ¢ < 0 para cualquier solitén de Ricci homogéneo no trivial.

Se deduce de la Proposicién 2.2.4, (ii) que si pe = 0 (por ejemplo, cuando ¢ = 0) o pp = 0,
entonces la trayectoria del solitén algebraico p(t) esta contenida en el segmento de linea recta que
une /g con la métrica plana A dada por Alexg = fiolexgs Alpxp = 0 (ver por ejemplo los solitones
algebraicos S% x R, H? x R y Nil en [Laul3, Figure 1], y los denotados por Gy;, E2, H x R™ y
N en [Laul3, Figure 5]). En cambio, si p, p1p # 0, entonces la solucién al flujo de corchetes sin
normalizar p(t) se mueve en la media pardbola {sue + sup 1 s > 0} que une g con el corchete
plano A (ver por ejemplo las métricas redondas en S2, en [Laul3, Figure 1]). En cualquier caso, la
direccién para la cual se mueven los corchetes p(t) estd determinada por el signo de c.

Estudiaremos ahora la evolucién de un solitén semi-algebraico a lo largo del flujo de corchetes

normalizado. Sea F' : H,,, — R una funcién invariante por isometrias (i.e. F'(11) = F'(\) para todo

par fi, A € Hgqp de espacios homogéneos isométricos). En particular, F' es [GL%(R) O?n)}—invariante

en relacién a la accién definida en (1.20). Supongamos ademas que F' es homogénea, en el sentido
de que existe d # 0 tal que F(c- p) = ¢?F(p) para cualquier ¢ € R, u € Hy,. Algunos ejemplos de
funciones invariantes por isometria y homogéneas son la curvatura escalar R(u), asi como también
cualquier otra traza de una potencia del operador de Ricci tr Ricﬁ, y HV’C Rm,, ||, donde V,, denota
la conexién de Levi-Civita y Rm,, el tensor de curvatura de Riemann.

Consideremos el flujo de corchetes normalizado p'(¢) como en (1.15), tal que F'(u"(¢)) = F(uo),
y expresémoslo en términos del flujo de corchetes sin normalizar mediante u"(t) = c(t)u(7(t))
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(ver (1.17)). Si po € Hgq,n es un solitén de Ricci con constante cosmoldgica ¢y (ver (2.1)), entonces
gracias al Teorema 1.4.3 y (2.2) tenemos que

F(uo) = c(t)(=2cor(t) + 1) Y2 F (),  Vt.

Si asumimos que F(pg) # 0, obtenemos ¢(t) = (—2¢o7(t) +1)1/2 y luego ¢(t) = —coe(t), de lo cual
se deduce que 7(t) = —co (recordar que, por (1.17), ¢ = rc). La evolucién del flujo de corchetes
normalizado de manera que F' se mantenga constante, y comenzando en un solitén de Ricci pyg,
esta dada entonces por

iu’” =7 <[8 Ri[c)#rD p—cop”, 1(0) = po. (2.8)

Mas atin, se ve que c(t) = e %! y 7(t) = 1,3;§c0t (

Proposicion 2.2.2 implican el siguiente resultado.

o7(t) =tsic = 0),lo cual junto con la

Proposicién 2.2.5. Sea (Go/ Ky, Guo)s 10 € Hgn, un espacio homogéneo que es un soliton semi-
algebraico, digamos con

Ricy, =cl +3(Dy+ D),  c€R,  D:=[gp, ] € Der(g, po).

Sea F: Hypn — R cualquier funcion diferenciable, invariante por isometrias y homogénea, y tal
que F(up) # 0. Entonces el flujo de corchetes normalizado de manera que F(u"(t)) = F(uo) y
comenzando en g estd dado por

u'(t) = [é 6tAeO_tD|r’:| - po, t € (—00,00), (2.9)
donde A = (Dy — Dy).

Usando lo mencionado en la Observacién 2.2.3, si la derivacién D satisface Dp C p, y sélo
suponemos que F' : H,, — R sea homogénea y [(I] O?n)]—invariante, entonces la evolucién se
simplifica de la siguiente manera:

() =[] o (2.10)

Un ejemplo de F' con dichas propiedades, y que no es invariante por isometrias, es F'(u) = ||p|| (ver
Seccién 2.2.1).

Como la orbita [é O?n)} - o es compacta, la solucién p”(t) en (2.10) resulta acotada, y los
limites de subsucesiones u"(t;) deben ser todos isomorfos a pg (comparar con el Ejemplo 2.2.3).

Por otro lado, recordemos que A es antisimétrica, con lo cual sus autovalores son imaginarios
puros. Por el Teorema de Kronecker, existe una sucesién ¢, con ¢, — oo, tal que e'*4 — I. Esto
implica que u"(to + tx) k—> u"(tp) para todo typ € R, y consecuentemente toda la trayectoria

— 00

de la solucién esta contenida en el w-limite. La ausencia de caos en este sentido para el flujo de
corchetes, lo cual es ain una pregunta abierta, implicaria entonces que u"(t) = po, o sea que A
seria una derivacién de pg, y tendriamos que todo solitén semi-algebraico seria algebraico.

2.2.1. Normalizando por la norma del corchete

Recordar que tenemos en V1, un producto interno, definido en la Observacién 1.3.2. Observar
que si lo elegimos de modo que sea Ad(K,)-invariante, para cierta u € V1, entonces seguird siéndo
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Ad(K)y)-invariante para cualquier A € V1, que coincida con p en £ x € (por ejemplo, esa condicién
se mantiene a lo largo de cualquier solucién al flujo de corchetes normalizado).

Normalizar el flujo de corchetes (1.15) de manera que la norma ||u"(t)|| de cualquier solucién
resulte constante a lo largo del tiempo produce una consecuencia muy interesante: siempre existen
subsucesiones convergentes p"(t;) — A, por compacidad. Como " (t)|exqg = polexg Para cualquier
solucién al flujo de corchetes, sélo necesitamos mantener ||u” (£)]pxpl|? = [l ]|* 4 ||y [|* constante.
Usando que

o i lppll? = a2 + Rl 1,

se llega a que ¢+ " |pxp|/? = 1 si y sélo si

T2 T4 T2
- + +4
) oo I VIBTTRE o)
2|l
yc(t) = HM;H_I para py = 0. Es facil ver que la funcién de normalizacién correspondiente r (ver la

ecuacién (1.15)) debe ser
4tr(RicM) — (u, pue (Ric -, ) + p (-, Ric-))
T =
2[lp1? + [l 12

donde M es una parte del operador de Ricci relacionada con cierta aplicacién momento, ver (3.10) y
(3.12). Una manera alternativa de garantizar la existencia de subsucesiones convergentes es tomando

1
g I (gl

)

c(t) : (2.12)
ya que se tiene que 0 < B < |lc- u"|pxp[* < 2, donde 8= (1 — a)? + a* ~ 0,289 y « es la raiz real
de 223 + 2 — 1.

Una vez que hemos obtenido una subsucesién convergente p"(t;) — A, tenemos que Alyxp # 0
siempre y cuando polpxp # 0, sin embargo no sabemos si necesariamente se tiene que A € H,,,. La
tnica condicién en la definicién de M4, que podria llegar a fallar es (h2), esto es, K podrfa no
ser cerrado en G). Esto darfa lugar a un colapso con geometria acotada al espacio homogéneo de
dimensién més baja Gy/K) (ver [Laul2, Section 6.5]). También notamos que podria suceder que
A perteneciera a H,, v a pesar de eso ser plano (ver los ejemplos en las Secciones 2.2.3 y 2.2.4).

Como F(u) = ||| es homogénea y [(I) O?n)]—invariante, la férmula (2.10) se aplica para la
evolucién de solitones semi-algebraicos.

2.2.2. Normalizando por la curvatura escalar

Si comenzamos el flujo de Ricci en un solitén de Ricci (M, g), la solucién g(t) es homotética
(i.e. isométrica salvo reescalamiento) a g para cada t en su intervalo de definicién. De esta manera,
en el caso homogéneo, normalizar de modo que la curvatura escalar sea constante da lugar a una
solucién ¢(t) que es isométrica a g para cada t.

Es sabido que la curvatura escalar R = R(g(t)) de cualquier solucién al flujo de Ricci g(t)
evoluciona mediante la ecuacién

2R =A(R)+ 2| Re|?,

donde A es el operador de Laplace de la variedad riemanniana (M, g(t)) (ver por ejemplo [CK04,
Lemma 6.7]). Como en el caso homogéneo la curvatura escalar R es constante en M (es decir,
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no depende del punto de la variedad en la cual se la calcule), obtenemos la siguiente ecuacién

diferencial ordinaria para R:

d
—R =2||Re|?. 2.13
T | Re || (2.13)

Se puede probar este hecho de manera alternativa aplicando el Teorema 1.4.3 (ver [Laul3, Propo-
sition 3.8, (vi)]).

Lema 2.2.6. Sea (M,g) un soliton de Ricci con curvatura escalar R(g) constante en M (no
necesariamente homogéneo), digamos con Re(g) = cg+ Lxg, y operador de Ricci Ric(g). Entonces,

cR(g) = trRic(g)%

Demostracion. Sea g(t) la solucién al flujo de Ricci sin normalizar que empieza en g. Se sigue de
(2.2) y (2.13) que

2(—2ct +1)"?trRic(g)? = 2tr Ric(g(t))?* = %R(g(t))

= 4 (=2¢t + 1) R(g) = 2¢(—2ct + 1) 2R(g),
con lo cual queda demostrado el lema. ]

Usando el hecho de que una variedad homogénea es plana si y sélo si es Ricci-plana (i.e. Ric(g) =
0; ver [AKT5]), el lema anterior implica que un solitén de Ricci homogéneo (M, g) es plano cuando
¢=0,0 R(g) =0. Mas ain, si (M, g) no es plano, entonces ¢ y R(g) son ambos no nulos y tienen
el mismo signo.

Si consideramos el flujo de corchetes normalizado en este caso, tenemos que el limite A de
cualquier subsucesion u" (ty) — A con t;, — %00, es autométicamente no plano (si po no era plano),
ya que R(A\) = R(up). Desafortunadamente, podria ocurrir que la solucién diverja sin tener ninguna
subsucesion convergente. Existen ejemplos de este comportamiento en el caso R < 0 presentes en
[Laul3, Secciones 3.4 and 4]; para obtener ejemplos con R > 0 podemos considerar un producto
riemanniano E x S de una variedad homogénea compacta y Einstein E con un grupo de Lie soluble
no abeliano pero con métrica invariante a izquierda plana S.

Como F(u) = R(p) es una funcién invariante por isometria y homogénea, podemos aplicar
la Proposicién 2.2.5 y (2.10) para estudiar la evolucién de solitones semi-algebraicos bajo esta
normalizacion. En este caso, estos resultados se pueden deducir de manera mucho més directa,
usando [Laul3, Example 3.13] y el Lema 2.2.6.

2.2.3. Ejemplo de la evolucion de un solitén no semi-algebraico

En esta seccién nuestro objetivo es estudiar la evolucion del flujo de corchetes de un solitén de
Ricci homogéneo que no es un solitén semi-algebraico, el cual fue presentado en el Ejemplo 2.1.11.
Fijamos entonces una base ortonormal {Xi,Y1, Z1, X9, Y2, Z5} de g y consideramos p = Habe €
Ho,6 = Le definidos mediante

w( X1, Y1) =aZy, pw(Xy,Xo)=0bYs, u(X1,Ys)=—-bXy, (X2, Y2)=co.

Es facil ver que para cualesquiera a,c # 0, la solvariedad (G, (-,-)) es isométrica al nilsolitén
Hj3 x H3, donde Hj denota el grupo de Heisenberg de dimensién 3. Haciendo los célculos correspon-
dientes obtenemos que el flujo de corchetes sin normalizar es equivalente al sistema de ecuaciones
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diferenciales ordinarias

Resolviendo las ecuaciones para a(0) = b(0) = ¢(0) = 1 obtenemos

3 -3 3 1
a=>b’, b(t)=(3t+1)76, c=1b, t € (—3,00).
Luego, p(t) — 0 (plano) cuando ¢ — 0o, y p(t) — oo cuando t — —3.

Como ||p||? = 2(a® + 20? + %) = 4b*(b* + 1) vemos que

b2
A — 1
Il = 20+ D)2\ S 12)
b _ ! — 4 — 0
Il el - 2(b4+1)1/2 t—oo 2’ taf% .
Esto nos dice que, normalizando por la norma del corchete, ﬁ — Myl cuando t — oo, una
727
solvariedad no abeliana plana, y hacia atrds, cuando ¢t — —%, tenemos que ﬁ — u% 0 %, el
nilsolitén H3 x Hj.
Sobre la normalizacién por curvatura escalar, usando que R = R(u) = —3(a® + b?) = —b°
obtenemos
@ - b _ 1 — — 0
RIZ =5 R Rex (L)
3
y luego u/|R|'/? — oo cuando t — oco. Hacia atréds, cuando t — —%, se tiene nuevamente que

|R|L1/2 — H1,0,1, el nilsolitén H3 X Hg.

Observamos que todos los limites obtenidos en este ejemplo son no isomorfos al punto de partida
Ho = H1,1,1, Y que w(t) incluso diverge a infinito en uno de los casos. Esto estd en claro contraste
con la evolucién de solitones semi-algebraicos descrita en (2.10).

2.2.4. Ejemplo de la evolucién de un solitén algebraico con Dp ¢ p

Gracias al item (i) de la Proposicién 2.2.1, los puntos fijos del flujo de corchetes normalizado son
precisamente los solitones algebraicos con Dp C p. Es natural entonces preguntarse cémo evoluciona
un solitén algebraico con Dp € p a lo largo del flujo, y esta es la pregunta que analizaremos en esta
seccion. Para eso, estudiaremos la evolucion del flujo de corchetes del solitén algebraico presentado
en el Ejemplo 2.1.14, en el caso especifico en que n = b3 es el algebra de Lie de Heisenberg de
dimension 3.

Fijemos una base {Z, X1, X2, X3} de g y consideremos p = pig 4, € Hi,3 definidos por

{ w(Z, X1) = Xo,  pu(Xy,X2) =aX3+bZ, u(Xsz, X1) = cXo,
w(Z, X2) = -X3 (X2, X3) = cXi,

donde ¢ = RZ y {Xi, X9, X3} es una base ortonormal de (p,(:,-)). Para (a,b,c) = (1,—1,1)
obtenemos el nilsolitén Hs presentado con una descomposicién reductiva modificada, como en el
Ejemplo 2.1.14. El flujo de corchetes sin normalizar para p, . es equivalente al siguiente sistema

a' = (=3a® + 2b + 2ac)a, V = (—a® + 2b + 2ac)b, d = La’c.
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No es dificil ver que si b # 0 entonces % resulta constante a lo largo del tiempo, con lo cual si

empezamos en a(0) = ¢(0) = 1,b(0) = —1, resolvemos las ecuaciones y obtenemos
3 2 i
a=c"° b=-—c* c(t) = (3t+1)6, te(—3,00).

Se tiene que pu(t) — oo tanto si ¢ — oo como si t — —%. Esto muestra un ejemplo explicito de
un flujo de corchetes que es inmortal, pero no debido a que la norma del corchete resulta acotada,
pues en este caso diverge a infinito.

Al considerar la normalizacién por la norma del corchete definida en (2.12), vemos que
! —

i M oo ls

e[ */2 + {lppll = t00 7003

una métrica plana en el grupo de Lie soluble E(2), y hacia atrés,

1
Tl M T ML s
[ EEE PN X

precisamente el nilsolitén Hj3, aunque ahora presentado con una descomposiciéon reductiva que

verifica Dp C p. Esto se obtiene luego de cdlculos rutinarios, usando que ||up||* = 2a* + 4c?,
| el|* = 207,
Sobre la normalizacién por curvatura escalar, tenemos que R = R(u) = —3a® = —1¢7%, y luego
Lzﬁ i:—204 ¢ =2t
R/ C R ©|R[Y2
Esto implica que \RI%/Q - b — oo cuando t — oo, y hacia atras, se tiene que t — —%, W S —>

H/3.0.00 el mismo nilsolitén Hj3 obtenido en el limite hacia atras de la normalizacién por norma del
corchete.

Como en el ejemplo anterior, obtuvimos limites no isomorfos al punto de partida, e incluso
divergencia en uno de los casos, en contraposicién a la Proposicién 2.2.4 y (2.10), lo cual muestra
las ventajas de contar con la condicién técnica Dp C p.

2.3. Una caracterizacion geométrica de los solitones algebraicos

Como mencionamos en la Observacién 2.1.8, el concepto de solitén de Ricci es de caracter
geométrico, mientras que el concepto de solitén semi-algebraico no lo es, pues depende de la pre-
sentacién de la variedad homogénea (M, g) como espacio homogéneo riemanniano (G/K, g). Y més
aun, ser un solitén algebraico puede depender no sélo de la presentacion elegida sino también de la
descomposicién reductiva g = € @ p que uno elija para el espacio homogéneo (ver Definicién 2.1.2).

La siguiente propiedad tiene un rol muy importante en el estudio del flujo de Ricci de variedades
homogéneas (ver [LW13]).

Definicién 2.3.1. Decimos que una variedad riemanniana homogénea (M, g) evoluciona de manera
diagonal a lo largo del flujo de Ricci, si en algin punto p € M existe una base ortonormal 5 de
T,M tal que la solucién al flujo de Ricci g(t) que empieza en g es diagonal con respecto a (3 para
cada t € (a,w) (i.e. g45(t)(p) = 0 para todo i # j).
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La definicién es equivalente a que exista una base ortonormal para g que permanezca ortogonal
para todas las métricas g(t).

Claramente, el punto p no juega ningtn papel en esta definicién, ya que la condiciéon se cumple
o bien para todos los puntos, o bien para ninguno. Es ficil ver que la propiedad de evolucionar de
manera diagonal es invariante por isometrias. A partir de dimensién 4 existen ejemplos de métricas
invariantes a izquierda en grupos de Lie nilpotentes que no evolucionan de manera diagonal (ver
[LW13, Example 5.7]).

Sea (M, g) un solitén de Ricci homogéneo, y consideremos cualquier presentacion (G/ K, g;..))
de (M, g) con descomposicién reductiva g = € @ p. Se verifica facilmente que si la solucién a la
ecuacién del flujo de Ricci (1.8) se escribe como

<'7 '>t = <P(t)‘7 '>7
donde P(t) es la correspondiente curva de operadores definidos positivos en End(p), entonces la
ecuacion del flujo de Ricci es equivalente a la siguiente ecuacion diferencial ordinaria para P

d .
&P = —2PRic((-,");), (2.14)

donde Ric((:,-),;) denota al operador de Ricci en el origen, como en (1.3). De la unicidad de las
soluciones para una ecuacién diferencial ordinaria se deduce que las siguientes condiciones son
equivalentes:

= (M, g) evoluciona de manera diagonal a lo largo del flujo de Ricci.

» Existe una base ortonormal 5 de (p,(-,-)) tal que las matrices [Ric((-,-),)]g son diagonales
para todo t € (o, w).

» Los operadores simétricos {P(t) : t € (a,w)} conmutan dos a dos.

Gracias a la Observacién 2.2.3 y a la Proposicién 2.2.4, (iii), todo solitén algebraico evoluciona de
manera diagonal. Probaremos a continuacién que esta condicién efectivamente caracteriza dichos
solitones entre los solitones de Ricci homogéneos. En particular, si existiese un solitén de Ricci
homogéneo que no fuera isométrico a un solitén algebraico, deberia ser geométricamente diferente
a todos los ejemplos conocidos.

Teorema 2.3.2. Un soliton de Ricci homogéneo evoluciona de manera diagonal a lo largo del flujo
de Ricci si y solo si es isométrico a un soliton algebraico.

Demostracion. Sea (M, go) = (G/K, go) un solitén de Ricci homogéneo presentado como solitén
semi-algebraico, con operador de Ricci dado por Ric((-,-),) = ¢l + Dy — A, A = %(Dp — D;),
()0 = go(eK). Fijemos una descomposicién reductiva g = €@ p tal que D := [8 Bp} € Der(g, 1o),
y cualquier producto interno en g que extienda a (-,-), y haga que ¢ L p. Es claro que D es un
operador normal si y sélo si Dy lo es.

Supongamos que (G/K, gp) evoluciona de manera diagonal, luego
[Ric((-,-),), Ric((-, -)g)] = 0, vt € (a,w),

Usando que Ric((-,-),) = (—2¢t + 1)71esOPr Ric((-, -)o)e *@P* (lo cual se deduce de la prueba de
la Proposicién 2.2.2), podemos reescribir la férmula anterior como

[P Ric((-,-)g)e *P%, Ric((-,),)] = 0, Vs € (—¢,€).
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Ahora bien, esto implica que [[Dy, Ric((-,-),)], Ric({-,-)y)] = 0, y entonces
0 = tr Dy[[Dy, Ric((-,)o)], Ric((:, -)g)] = = tr [Dyp, Ric({:, -)o)]*-

Se obtiene luego que [Dy, Ric((:, -),)] = 0 pues es antisimétrica, o equivalentemente [D;, A] = 0, con
lo cual Dy es normal. Entonces D es normal también, y D! € Der(g), pues es un hecho conocido
que la traspuesta de una derivacién normal de un algebra de Lie métrica es también una derivacién
(ver por ejemplo la prueba de [Laullb, Lemma 4.7], o usar que Aut(g) es un grupo algebraico; ver
también Observacién 3.3.10). Asf, Ric((-,-)o) — ¢ = (D + D), con (D + D*) € Der(g), y esto
prueba que el solitén semi-algebraico es en realidad algebraico, lo cual concluye la demostracién
del teorema. O

De la prueba del teorema anterior se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 2.3.3. Un soliton semi-algebraico que es isométrico a un soliton algebraico, es necesa-
riamente un soliton algebraico.

Demostracion. Al ser isométrico a un solitén algebraico, el solitéon que estamos considerando tam-
bién evoluciona de manera diagonal a lo largo del flujo de Ricci, y la prueba del teorema anterior
muestra que un soliton semi-algebraico que evoluciona de manera diagonal es necesariamente alge-
braico. O






Capitulo 3

Estructura de solitones de Ricci

homogéneos y la conjetura de
Alekseevskii

En este capitulo continuamos con nuestro estudio de los solitones de Ricci homogéneos. A dife-
rencia del capitulo anterior, en donde éstos fueron estudiados desde un punto de vista dindmico (i.e.
via su evolucién a través del flujo de corchetes), aqui nos concentraremos en un solitén fijo y estu-
diaremos su estructura algebraica. Para eso, la idea seréd en primer lugar utilizar el Teorema 2.1.9 y
presentar al solitén de Ricci homogéneo como un solitén semi-algebraico, lo cual nos permitira con-
centrarnos en estudiar sélo esa clase de solitones. Luego, veremos las propiedades algebraicas de
descomposiciones reductivas métricas, teniendo en cuenta que con respecto a una descomposicién
adecuada el operador de Ricci de un solitéon semi-algebraico se puede escribir como en el Corolario
2.1.13. Finalmente, aplicaremos los resultados sobre la estratificacién de la variedad de algebras
de Lie dados en la Seccién 1.5 como herramienta principal para obtener el Teorema 3.3.6, que es
el resultado principal de este capitulo, y en el cual se dan condiciones necesarias y suficientes que
caracterizan a las descomposiciones reductivas métricas que dan lugar a solitones semi-algebraicos.
Cabe mencionar aqui que todos estos resultados se aplican en particular a variedades riemannianas
homogéneas de Einstein.

Como primera aplicacion de los resultados estructurales mencionados en el parrafo anterior,
seran caracterizados los solitones algebraicos entre los semi-algebraicos mediante numerosas con-
diciones equivalentes referentes a su estructura algebraica, en la Proposicién 3.3.13. Se obtiene en
particular que todo solitén semi-algebraico con G unimodular es necesariamente algebraico.

Nuestro mayor interés recae en la aplicaciéon de estos resultados estructurales al estudio de la
conjetura de Alekseevskii, de la cual hablaremos en la primera seccién del capitulo. Utilizando
una construccién cuyo objetivo es presentar al Teorema 3.3.6 de manera més gentil (ver Teorema
3.4.1), se obtiene la Proposicién 3.4.2, con la cual se vera entonces que la conjetura se reduce a
un problema similar pero para un espacio homogéneo de la forma U/K, con U un grupo de Lie
reductivo, y en donde el operador de Ricci satisface la condicién (c3) de la Seccién 3.4 (o bien el item
(ii) del Teorema 3.3.6) con respecto a cierta representaciéon especial (en el sentido de la condicién
(c2)). Por tltimo, en la Seccién 3.5 aplicaremos nuevamente el Teorema 3.3.6, para probar que
la conjetura de Alekseevskii sobre métricas de Einstein homogéneas es equivalente a un resultado
andlogo, y a priori mucho més fuerte, para solitones algebraicos.

31



3. Estructura de solitones de Ricci homogéneos y la conjetura de Alekseevskii 32

El contenido de este capitulo se basa en el articulo [LL13b], el cual es un trabajo en conjunto
con Jorge Lauret.

3.1. La conjetura de Alekseevskii

Sea M una variedad diferenciable. Una métrica riemanniana g en M se dice de FEinstein si su
tensor de Ricci Re(g) satisface

Re(g) = cg, para algin ¢ € R.

Una referencia clésica para variedades de Einstein es el libro [Bes87]; algunos articulos expositivos
en relacién a este tema son [And95], [LW99], [Ber00, III,C.] y [Ber03, 11.4].

En el caso homogéneo, la ecuacion que debe satisfacer una métrica para ser Einstein se convierte
en un sistema de ecuaciones algebraicas muy complejo, y la siguiente pregunta sigue abierta tanto
en el caso compacto como en el no compacto:

. Qué espacios homogéneos G/K admiten una métrica riemanniana G-invariante que
sea Einstein?

Referimos a los articulos [Wanl2, Lau09] y a las referencias alli citadas para una exposicién
actualizada sobre el problema en los casos compacto y no compacto, respectivamente.

Como ya mencionamos en el Capitulo 2, en el caso homogéneo no compacto, los inicos ejem-
plos conocidos son de una clase muy particular: grupos de Lie solubles munidos de una métrica
riemanniana invariante a izquierda (i.e. solvariedades). Mas atin, son todos simplemente conexos y
en consecuencia difeomorfos a un espacio euclideo R™. La siguiente conjetura, que lleva ya muchos
anos planteada, ha sido atribuida a Dmitrii Alekseevskii.

Conjetura de Alekseevskii [Bes87, 7.57]. Sea (G/K,g) un espacio homogéneo rie-
manniano tal que G C I(G/K, g) es un subgrupo cerrado. Si (G/K,g) es Einstein con
curvatura escalar negativa, entonces K es un subgrupo compacto maximal de G.

Cuando el grupo G es lineal, la maximalidad de K implica que (G/K, g) es en realidad isométrico
a una solvariedad simplemente conexa (ver [Wol64, Corollary 1,c]). La conjetura es todavia un
problema abierto, y tnicamente se sabe que es verdad para dim < 5, lo cual se deduce de una
clasificaciéon completa para esas dimensiones dada en [Nik00]. En [Nik05] se dan muchos ejemplos
de espacios homogéneos no compactos que no admiten una métrica de Einstein invariante. Sin
embargo, muchos de ellos si admiten métricas invariantes con curvatura de Ricci negativa. Ver
por ejemplo [DL82] y [DLM84], en donde se dan ejemplos de métricas invariantes a izquierda de
curvatura de Ricci negativa en los grupos de Lie SL,(R), n > 3, y en cualquier grupo de Lie simple
complejo, respectivamente.

Proposicién 3.1.1. Sea (M, g) una variedad riemanniana homogénea conezxa. Las siguientes con-
diciones son equivalentes:

(i) Eziste un subgrupo de Lie cerrado G C I(M,g) que actia transitivamente en M tal que la
isotropia K es un subgrupo compacto maximal de G.



33 3.2. Aspectos algebraicos de las variedades homogéneas

(i) M es difeomorfa a un espacio euclideo.

(iii) K es un subgrupo compacto maximal de G para cualquier espacio homogéneo riemanniano
(G/K, g) isométrico a (M,g) con G conexo y K compacto.

Demostracion. Es sabido que si G es un grupo de Lie conexo y K C G es un subgrupo de Lie
compacto, entonces G/ K es difeomorfa a un espacio euclideo si y sélo si K es un subgrupo compacto
maximal de G (ver por ejemplo [Iwa49], [Hoc65] o el libro mas reciente [HN11, §13.1-13.3]). De esta
forma, la equivalencia entre el {tem (ii) y cualquiera de los otros dos se sigue inmediatamente. []

Entonces la conjetura puede ser escrita de la siguiente manera, mucho mas transparente:

Conjetura de Alekseevskii. Toda variedad riemanniana homogénea de Einstein con
curvatura escalar negativa es difeomorfa a un espacio euclideo.

Se deduce también de la Proposicion 3.1.1 que para probar la conjetura para una variedad
homogénea dada, tenemos permitido trabajar con cualquiera de sus presentaciones como espacio
homogéneo.

3.2. Aspectos algebraicos de las variedades homogéneas

Fijemos ahora y para el resto de esta seccién un espacio homogéneo Riemanniano (G/K, g) con
una descomposicion reductiva métrica (g = €@ p, (-,-)). Es decir, g = Lie(G), ¢ = Lie(K) C g,
g = £ D p es una descomposicién reductiva (en particular, [¢,p] C p), v (-,-) es un producto interno
Ad(K)-invariante en todo g obtenido al extender el producto interno (-, -) de p definido por g, como
en la Observacién 1.3.2.

Consideremos

p=bhen, (3.1)

la descomposicién ortogonal con respecto a (-, -}, donde n es el nilradical de g, i.e. el ideal nilpotente
maximal. Observar que n C p en el caso en que hayamos elegido la descomposicion reductiva métrica
con B(t p) = 0, ya que n estd incluido en el radical de la forma de Killing; en caso de tener otra
descomposicién reductiva, siempre podemos suponer que se satisface la condicién n C p, ya que n
es invariante por la representaciéon de isotropia y entonces se lo puede extender hasta obtener un
complemento reductivo. De esta manera, la componente en p

[lpipxp—p

del corchete de Lie [, -] de g restringido a p x p se puede descomponer como suma de aplicaciones
bilineales como sigue:

['a']P:)‘0+)\1+77+/L’

donde
A:hxh—b, n:hxn—n,

A:hxbh—n, ginxXn—mn. (3:2)

Estamos usando aqui que n es un ideal de g. Notar ademds que Ao, A1 y p son antisimétricas, (n, u)
es un algebra de Lie nilpotente, y por convencién [X,Y] = —n(Y,X) para todo Y € h, X € n.
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Notar que [+, -], no es necesariamente un corchete de Lie en p, pues puede no cumplirse la identidad
de Jacobi. De hecho, (p,[-,]p) es dlgebra de Lie si y sélo si g = £ x p.

Para poder aplicar los resultados de la Seccién 1.5, si dimn = n, entonces identificamos n con
R™ por medio de una base ortonormal {ey, ..., e, } de n. Asi, u puede ser pensada como un punto en
la variedad de dlgebras de Lie nilpotentes N C V. Si u # 0, entonces p pertenece a algtn estrato
Sp con € tT (ver Teorema 1.5.1), y podemos definir Eg € End(p) mediante

Egi= ["apapr]s  ie Egly=0, Egl=B+IIBIFL. (33)

Observacion 3.2.1. Sigue siendo poco claro ain cudl es el significado geométrico de la matriz
diagonal 5 asociada a cada descomposicion reductiva métrica, y consecuentemente, a cada variedad
riemanniana homogénea. Sin embargo, dicha S serd fundamental en las pruebas de la mayoria de
los resultados estructurales sobre solitones de Ricci homogéneos presentados en este capitulo.

Por otro lado, identificaremos al corchete [, -], con un elemento de A?p* @p y usaremos también
para éste la notacién introducida en la Seccién 1.5, reemplazando R™ por p.

El siguiente lema técnico serd crucial en las pruebas de los principales resultados del capitulo.

Lema 3.2.2. Si p € Sg satisface B, = 3, entonces
(m(Eg)[ Jps [ -]p) 2 0.

Demostracién. Primero notemos que 7(Eg) deja invariantes a los subespacios de A%p*®@p alos que
pertenecen los \;’s,  y u (por ejemplo, A\g € A%h* ® h, \; € A%h* @ n, etc). Estos subespacios son
mutuamente ortogonales con respecto al producto interno (-, -) definido en (1.22), luego

(m(Ep)-Jos [ Jo) = (w(Eg)Ao, Ao) + (m(Eg)Ar, M) + (w(Eg)n,m) + (m(Ep) e, p1)-
Sean {Y;} y { Xk} bases ortogonales de b y n, respectivamente. Es facil ver que
<7T(E/3)/\07 )‘0> =0,

y como Fgl, es definida positiva por (1.28), tenemos que
(r(E)h M) = S (o (Vi, Y)), (¥, ¥i) 2 0. (3.4)
Si ad, Y denota la derivacién de (n, i) definida por la accién adjunta de Y € h en n, entonces

(m(Eg)n,m) =23 (Egn(Yi, X;) — n(Yi, B X;),n(Yi, X;))
=2 ([8, ad, Yi](X;), ad,, Yi(X;)) (3.5)
=2 Z([ﬁ; ad, Yi], ad, Y3).
Se deduce entonces de (1.27) que (w(Eg)n,n) > 0. Finalmente, tenemos que
(m(Bg)p, 1) = (7 (B + |IBIPT) 1, 1) = 0 (3.6)

gracias a (1.31), lo cual concluye la prueba del lema. O
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Veremos a continuacién una férmula para el operador de Ricci de un espacio homogéneo
(G/K,g) con descomposicién reductiva (g =€ @ p, (-, -)). Para eso, necesitamos observar en primer
lugar que existe un unico elemento H € g que satisface

(H,X)=trad X, VX e€g. (3.7)

Vemos que H € p pues (-, -) es ad t-invariante, y que H = 0 si y s6lo si g es unimodular. Llamemos
By : g — g al operador simétrico definido por la forma de Killing de g con respecto a (-, ), esto
es,

(BX,Y) =trad XadY, VX,Y eg. (3.8)

Se ve que, en relacién a la descomposicién g = € @ p, el operador By tiene la siguiente forma:
B
By = [ % Bﬂ ., By<0, (3.9)

con * = 0 si asumimos que B(¢,p) = 0. Recordemos que By < 0 (i.e. es definida negativa) debido
a que ad(Z) es antisimétrica para todo Z € ¢, y no nula si Z # 0 por casi-efectividad.

El operador de Ricci Ric del espacio homogéneo riemanniano (G/K,g) con descomposicién
reductiva métrica (g =€ @ p, (-, -)) viene dado entonces por (ver [Bes87, 7.38])

Ric =M —1B, — S(ad, H), (3.10)
donde ady H : p — p se define por ad, H(X) = [H, X], para todo X € p,
S(A):=(A+ A", (3.11)

es la parte simétrica de un operador, y M : p — p es el operador simétrico definido mediante
(MX,Y) = ([X, Xilp, X5)([Y, Xily, X;) (3.12)
+1Z<[Xi’XJ]P>X><[X1'7XJ']P’Y>> VXY e,

con {X;} cualquier base ortonormal de (p, (-, -)).

Se sigue de (1.24) que este operador “anénimo” M en la férmula del operador de Ricci satisface
que
m([,]p) = |H'7'A}Lp\|2 M, (3.13)
donde m : A%p* @ p — sym(p) es la aplicacién momento para la accién natural de GL(p) en
A%p* ® p. En otras palabras, se podria definir alternativamente M mediante
trME = i<7T(E)[, ']Pa ['7 ']P)) VE € End(p)a (314)

donde estamos considerando [+, -], como un vector en A%p* @ p, (-,-) es el producto interno definido
n (1.22), y 7 es la representacién dada en (1.21) (ver la notacién definida en la Seccién 1.5 y
reemplazar el espacio vectorial R™ por p).

Observacion 3.2.3. En particular, M es ortogonal a cualquier derivacién del algebra (p, [, ]y).

Observacion 3.2.4. Se tiene que el operador M asociado a la aplicacién momento conmuta con
cualquier derivacién del algebra (p, [+, -]p) cuya traspuesta sea también una derivacion. En efecto, si
FE es una tal derivacion, entonces

tr [M, E]C =tr M[E, C] = +(x([E, C))[-, Jp, [
=1(m(O)], Jp, (BN, ]> (m(C
[

para todo C € End(p), lo cual implica que [M, E] =

NI
|

—~~ T
S
~
s
5
~
|

=
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Notar que las dos observaciones anteriores son en realidad validas para cualquier algebra y su
aplicacién momento, consideradas como en la Seccion 1.5.

Probaremos ahora algunos resultados técnicos que involucran a H, Ric y la representacion
adjunta de £ en p (representacion de isotropia a nivel de dlgebra de Lie), los cuales seran muy utiles
en las secciones subsiguientes.

Sea p = h @ n la descomposicién ortogonal definida en (3.1), y consideremos [+, ], = Ao + ... +
como en (3.2). Como n es el nilradical de g tenemos que H | n, y n estd en el radical de la forma
de Killing. Luego,

H e,

y ady H y B, tienen la siguiente forma:

a'dH7|:ad>\0H 0 :|
P - )

_[B10
ady, H ady H Bp - [ 01 0] ’ (3'15)

donde ady, Y(Y’) = X\i(Y,Y’) para todo Y,Y”’ € b, y andlogamente para 7.
Recordemos que

g=tobon, [EECE [EhCh [gn Cn,

con lo cual el corchete de Lie de g se descompone como
['7'] =1+t +)‘2 + ['a']Pa

donde
vyt Xt — g A:hxh—¢t
V1:E><h—>b,
vo it X n—n,

En el resto de este capitulo serd muy 1til tener en mente las siguientes férmulas para los operadores
adjuntos con respecto a la descomposicion g=tdhdn. Para Z €& Y € h y X € n tenemos

ady, Z 0 0 0 ady,Y 0 0 0 0
ad Z = 0 ady,Z 0 ], adY = |ad,; YV ady, Y 0O , adX = [ 0 0 0 .
0 0 ady, Z 0 ady, YV adyY adyy X ady X ad, X
Siu:=t®@ b entonces es ficil ver que [, ], := vy + 11 + Aa + Ag satisface la condicién de Jacobi;
més ain, (u, [, -]y) es una subalgebra de Lie reductiva (i.e. semisimple mds un centro) isomorfa a

g/n. Esto implica que trady,Y = trad, Y = 0, pues toda &lgebra de Lie reductiva es unimodular,
y entonces
tradY = (H,Y) =trad, Y, VY €b. (3.16)

Por otro lado, de la identidad de Jacobi para g obtenemos que ad, [Z,Y] = [ad,, Z,ad, Y], de lo
cual se deduce que

(Z,H),Y) = —(H,[Z,Y)) = —trad, [Z,Y] =0, VZetY b,

y entonces
¢, H] = 0. (3.17)

Lema 3.2.5. [ad Z|,, Ric] = 0 para todo Z € €.
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Demostracion. Usando que e!®Z . [...] =[]y e [,:]p = [,-]p para todo t, obtenemos

et2dZlb BetadZly = B,y et2dZle Me~tadZl = M para todo ¢, de lo cual se deduce respectiva-
mente que [ad Z|y, By] = 0y [ad Z|,, M] = 0. Por otro lado, de (3.17) sabemos que [ad Z,ad H]| =
ad [Z,H] = 0, con lo cual [ad Z|,, S(adp H)] = 0 pues ad Z|, es antisimétrica. El lema queda de-
mostrado entonces si usamos la definicién de Ric (ver (3.10)). O

tad Z|,

Terminamos esta seccién con un lema técnico sobre las derivaciones de g que dejan € invariante,
el cual es una refinacién del Lema 2.1.12 (en particular, damos una prueba alternativa a dicho
resultado).

Lema 3.2.6. Si consideramos la descomposicion reductiva métrica con B(t,p) =0 y D € Der(g)
es una derivacion tal que D€ C €, entonces

Dyp Cp, Dn Cn, tr D], = tr Dy.

Demostracion. Como Dt C ¢, tenemos que D tiene la siguiente forma con respecto a la descompo-
sicién g = € @ p:

D:[%g] (3.18)

Por otro lado, ¢'P € Aut(g) y entonces e*tDthe*tD

obtiene

= By para todo t, luego derivando en t = 0 se

ByD + D'By = 0. (3.19)

Ahora usamos esta férmula junto con la informacién de (3.9) y (3.18) para obtener que ByC = 0,
y entonces C' = 0 pues By es definida negativa. Asi, Dp C p, y como n es el nilradical de g, se tiene
también que Dn C n.

Para probar la tltima afirmacién, observemos que como n C Ker By C p, se puede asumir
sin pérdida de generalidad que existe una descomposicién ortogonal h = h; @ a de modo que
a @ n = Ker By. Recordar que Ker By y n son ambos ideales caracteristicos de g, es decir, toda
derivacién los deja invariantes. Mds ain, toda derivacién de g lleva Ker By en n, pues n es también
el nilradical del 4lgebra de Lie soluble Ker By (ver [GW88, Lemma 2.6]). Entonces, con respecto a
la descomposicién g = €@ by @ a @ n, vemos que By y D tienen la siguiente forma:

* OO O

By 0 00 L())elg) 8
392[03288}’ D=1¢%00 |- (3.20)
00 0 * xDn

Se deduce asf de (3.19) que BaD; + D! By = 0, pero como Bs es invertible, obtenemos que
D! = —ByDB; .
Esto implica que tr D1 = 0, lo cual concluye la prueba. 0

00
0

Observacion 3.2.7. Se sigue de (3.19) que tr By D, = 0 para cualquier [ Dp] € Der(g). Si ademds

se tiene que B(,p) = 0, entonces esto vale para cualquier [2 D*p} € Der(g).
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3.3. Estructura de solitones semi-algebraicos

En esta seccién estudiaremos la estructura algebraica de las descomposiciones reductivas métri-
cas de solitones semi-algebraicos. Probaremos que deben satisfacerse muchas propiedades relacio-
nadas con la teoria de Lie. El principal resultado de esta seccién (y de este capitulo) es el Teorema
3.3.6, y la principal herramienta utilizada son los resultados dados en la Seccién 3.2, la mayoria de
los cuales han sido obtenidos usando la estratificaciéon dada por la teoria geométrica de invariantes,
descrita en la Secciéon 1.5.

Recordar que, por lo mencionado al comienzo de la Seccién 2.1, todo solitén de Ricci homogéneo
no trivial es de expansion, i.e. ¢ < 0. Es por eso que a lo largo de este capitulo asumiremos que los
solitones semi-algebraicos considerados son todos de expansién.

El lector interesado unicamente en variedades homogéneas Einstein debe asumir simplemente
D = 0 a lo largo de la seccion, sin embargo vale la pena mencionar que el esfuerzo requerido para
comprender la prueba del Teorema 3.3.6 para el caso Einstein o para solitones semi-algebraicos en
general es practicamente el mismo.

Sea (G/K, g) un espacio homogéneo riemanniano, y consideremos la descomposicién reductiva
métrica (g =€®p, (-,-)) de modo que B(¢,p) = 0. Se deduce de (2.5), (3.10) y (3.14) que (G/K, g)
es un solitén semi-algebraico, digamos con operador de Ricci Ric = ¢I + S(Dy) (ver (2.5)), siy
solamente si

tr (CI + %BP + F)) B = %<7T(E)[7 'h‘? [‘7 ']p>> VE € End(p)7 (3'21)
donde
F := S(ady H + Dy).

Gracias al Lemma 3.2.6 sabemos que la derivacién D € Der(g) tiene la siguiente forma con respecto
a la descomposiciéon g=tS h o n:

00 0
D = [8 Dthn g,,} , D, € Der(n), tr Dy = 0. (3.22)

Podemos proceder ahora con la prueba del primer resultado estructural, el cual empieza a
mostrar que la estructura algebraica de (g =€ @ p, (-, -)) estd bien lejos de ser arbitraria cuando se
tiene la condicién de soliton semi-algebraico.

Proposicién 3.3.1. Sea (G/K, g) un espacio homogéneo riemanniano, y consideremos la descom-
posicion reductiva métrica (g = @y, (-,-)) con B(&,p) = 0. Supongamos que (G/K, g) es un soliton
semi-algebraico de expansion, con Ric = cI 4+ S(Dy), ¢ < 0, y consideremos las descomposiciones
p=b@nyl, ], =X +..+p definidas en (3.1) y (3.2), respectivamente. Entonces,

[h: h]p - b?

o equivalentemente, \y = 0. Mds ain, si p # 0 y B, = B para la B € t tal que p € Sp (ver
Teorema 1.5.1), entonces

(i) B+11BI1*I € Dex(n);
(ii) [B,adbla] = 0;

(1it) S(ady, H 4+ Dy) = tEg para t = % (ver (3.3)), o equivalentemente, se tienen las

stguientes condiciones:
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(a) S(ad,\OH—I—Dh) =0
(b) ad)\lH:Dbn :0;
(¢c) S(ady, H|w + Dy) = t(8 + ||8]|*1), para algin t > 0.

Para 1= 0 se tiene que S(ady H + Dy) = [3 5], donde t = HHU;%D“.

Demostracion. Para poder aplicar los resultados de la Seccién 1.5, identificamos a n con R™ via una
base ortonormal {eq,...,e,} de n. De esta forma, p puede ser visto como un elemento de N' C V
(ver (1.19)). Si u # 0 entonces p € S para algin 8 € B C t* y existe h € O(n) tal que g :=h-p
cumple 3; = f3; en consecuencia, se cumplen muchas propiedades adicionales para fi en relacién

con 5. Sea h : g — g la aplicacion definida por ﬁ\g@h =1, fz]n = h, y denotemos por g al dlgebra
de Lie que consiste del espacio vectorial g y corchete de Lie dado por

h-[,]=hlh~t AL

Es fécil ver que (g = €@ p,(-,-)) es también una descomposicién reductiva métrica. Como la
condicién A\; = 0 se cumple para (g = €@ p,(-,-)) si y sélo si se cumple para (g = ¢ D p, (-,)),
podemos asumir de ahora en mas que 3, = 3, con lo cual se podran usar en la prueba todas las
propiedades enunciadas en el Teorema 1.5.1 y el Lema 3.2.2.

Lema 3.3.2. Bajo las mismas hipdtesis de la proposicion, se tiene que
ctr F 4 tr F2 =0, (3.23)
donde F' = S(ady H + Dy).
Observacidon 3.3.3. Este lema también vale en el caso ¢ > 0.
Demostracion. Poniendo E = ad, H 4+ D, en (3.21) obtenemos
ctr F + 2 tr By(ady H + Dy) + tr F? = Yw(ady H + Dy)[, g, [+ Jp)- (3.24)
Gracias a (3.17), el Lema 3.2.6 y (3.22), tenemos que

E = [0, H+p,] =ad H + D € Der(g).

Entonces, ad, H 4 D, es una derivacion del dlgebra (p, [+, -]p), con lo cual el lado derecho de (3.24) se
anula. Pero por la Observacién 3.2.7 se tiene que tr By(ady, H + D,) = 0, luego queda demostrado
el lema. ]

Supongamos en primer lugar que p = 0, y apliquemos (3.21) a E € End(g) dada por El, =0,
E|, = I. Recordemos que tr F'|, = tr F' gracias al Lema 3.2.6. Se obtiene entonces de (3.21) que

%]\)\1\]2 =cn +tr F,

donde n = dimn. Si n = 0, la afirmacién a probar es trivial. En caso contrario, como ¢ < 0, se debe
cumplir que tr F' > 0, y entonces de (3.23) deducimos que

2 2 tr F)?2
Ll =en+tr P =~ 4t P = w2 (002 )

te P2 ((tr Fln)? te P2 (((fittfn)?
<%F (tr(F|n)2 _”) <&F ( Proggz 1) <0,
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donde fi,..., f, son los autovalores de F'|,. Asi, \; = 0, y ademéds se obtiene que F|, = 0 (pues
2
tr F?2 = tr (F|4)?) y F|, = tI para algin t € R, el cual satisface t = trf:'“ — lA]] :LrtrD“.
Consideremos ahora el caso pu # 0. Como vimos antes, podemos asumir que p satisface 3, = 3,

o sea que el lado derecho de (3.21) aplicado a Eg (ver (3.3)) es no negativo gracias al Lema 3.2.2.
De (3.21) se obtiene entonces que

ctrEg +tr FEg > 0. (3.25)
En particular, F' # 0 pues ¢ < 0y tr Eg > 0 (ver (1.28)), lo cual implica que tr ' >0y ¢ = —ttrrl}f

por (3.23). Recordemos que tr 5 = —1, luego

tr B3 = (8% + [181*1 + 2/1B1*8) = |IBII*(1 + nl|BI* - 2) (3.26)
=[1811(=1 + nl[8I*) = ||8]1* tr Ep.
Por otro lado, usando (1.30) se obtiene
tr FEg = tr F|o (8 + ||8]%) = ||8])* tr F. (3.27)

Ahora usamos (3.23), (3.25), (3.26) y (3.27) para obtener, después de una manipulacién algebraica
estandar, la desigualdad
tr F2 tr B3 < (tr FEg)®,

la cual es una desigualdad de Cauchy-Schwarz “al revés”. Esto implica que I’ = tFg para algtin
t > 0, de lo cual se deduce el item (iii) (observar que las propiedades (a)-(c) valen, por (3.15) y
(3.22)). Pero también se da la igualdad en (3.25), lo cual hace que tengamos igualdad en todas las
desigualdades de la prueba del Lema 3.2.2. En particular, A\; = 0 se deduce de (3.4), y el item (i)
se sigue de (3.6) y (1.31).

Finalmente, usando (3.5) y (1.27) se obtiene el item (ii), y esto da por concluida la prueba. [

Utilizando la Proposicién 3.3.1, si (g = €@ p, (-, -)) es una descomposicién reductiva métrica de
un solitén semi-algebraico de expansion, vemos que las matrices de las aplicaciones adjuntas y de
D se simplifican de la siguiente manera:

0 0 0 00 0
ad H — [Oad)\oH 0 ]’ D= [o Dy 0 }, (3.28)
0 0 adyH

y para todo Y € b,

0 ady,,Y 0
] (3.29)

adyY = |:ad,,1Yad>\OY 0
0 0 ad,Y

Luego de los resultados estructurales obtenidos en la Proposicién 3.3.1, podemos ver una férmula
mas detallada para el operador M, el término mas complicado del operador de Ricci Ric.

Lema 3.3.4. Sea (G/K, g,..)) un espacio homogéneo riemanniano con cualquier descomposicion
reductiva métrica (g = €®p, (-, -)), y consideremos las descomposicionesp = h@n y [, -], = Ao+...4+p
definidas en (3.1) y (3.2), respectivamente. Supongamos que [h,h] C €D b (i.e. Ay = 0). Entonces,
el operador simétrico M definido en (3.12) estd dado para todo Y € b, X € n por

(MY,Y) = (M,,Y,Y) — trad, Y(ad, Y)",
(MX, X) = (M, X, X) + 5 Y([ad, ¥, (ad, ¥7)'] X, X),

(MY, X) = —1trad, Y(ad, X)",
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donde My, y M, se definen como en (3.12), reemplazando [-,-], por los corchetes Ao : h x h — b
y i n X n — n, respectivamente, e {Y;} es cualquier base ortonormal de b.

Observacion 3.3.5. El Lema vale en realidad para cualquier descomposiciéon en suma directa de
subespacios p = h @ n que cumplan que [, h], C b y [p,n], C n (es decir, no es necesario que n sea
precisamente el nilradical de g).

Demostracion. Sea {X;} una base ortonormal de n. Como \; = 0, el célculo de M para Y € b,
X € n puede ser llevado a cabo de la siguiente manera:

(MY,Y) = Mo(Y,Y5), V)% - (Y, Xy), +1) (¥, Y)),
= <M,\0YY %Z@d Y(X;),ad, Y (X )>
= (M), V,Y) = £ ((ad,)'Y ad, Y (X;), X;)
=(M,,Y,Y) — itr(ad, V) ad, Y,
(MX, X) =—3 ) (X,v],X;)* - (u(X, Xi), X;)?
+31> (Yi, X)), X)? 42 Xz,X X)?
=(M,, X, X) — 5" (n(v;, X), + 1Y (v, X;),

=M, X, X) — 1) (ad, Y;(X),ad Y( ))

+5 ) ((ady Y1) (X), (ad, Yi)" (X))
=M, X, X) + 3 > ([ad, V;, (ad,, ¥;)'] X, X),

(MY, X) = =3 S0, X0, X5 X, X0, )
= —%tradnY(aduX) ;

y el lema queda demostrado. O

Estamos ahora listos para probar el principal resultado estructural de este capitulo.

Teorema 3.3.6. Sea (G/K,g) un espacio homogéneo riemanniano, y consideremos la descompo-
sicion reductiva métrica (g = €D p, (-,-)) con B(¢,p) = 0. Consideremos también la descomposicion
ortogonal p = h @ n, donde n es el nilradical de g. Si (G/K,g) es un soliton semi-algebraico de
expansion, con constante cosmoldgica ¢ < 0, entonces se cumplen las siguientes condiciones:

(i) [h,b] C D b. En particular, u = €D b es una subdlgebra de Lie reductiva de g y g =uxn
(producto semidirecto).

(it) Ricy = ¢l + Cy, donde Ric, es el operador de Ricci de la descomposicion reductiva métrica
(u=2t®h, (-, )|uxu) ¥ Cy es el operador simétrico definido por

CyY,Y) =trS(adY|,)?, VY € b.
b
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(#ii) Ricy, = ¢l + D1, para alguna Dy € Der(n), donde Ric, denota el operador de Ricci del dlgebra
de Lie métrica nilpotente (n, (-, )|nxn) (i-€. (0, {-,)|nxn) €s un nilsoliton).

(iv) S[ad Yi|a, (ad Yi|n)!] = 0, donde {Y;} es cualquier base ortonormal de b (en particular,
(adY|,)! € Der(n) para todo Y € ).

(v) El operador de Ricci de (G/K,g) estd dado por Ric = cI + S(Dy), donde

D:=—adH + [OODJ € Der(g).

Reciprocamente, si se cumplen las condiciones (i)-(iv) y G/K es simplemente conezxa, entonces
(G/K,g) es un soliton semi-algebraico con constante cosmoldgica ¢ y derivacion D como arriba.

Observacion 3.3.7. En particular, estos resultados de estructura se aplican a cualquier espacio
homogéneo Einstein de curvatura escalar negativa, ya que todos esos espacios son solitones semi-
algebraicos de expansion con respecto a cualquier descomposicién reductiva.

Observacion 3.3.8. En el item (ii), Ric, se define como en (3.10) y es en realidad el operador de Ricci
del espacio homogéneo U/ K con la métrica U-invariante determinada por (-, -)|sxp, donde U es el
subgrupo de Lie conexo de G con algebra de Lie u y Ky es la componente conexa de la identidad
de K. Observar que U/K es casi-efectivo si y sélo si el nicleo de la aplicacién ¢ — End(bh),
Z — ad Z|y, es trivial.

Demostracion. Consideremos la descomposicién reductiva métrica (g = € @ p, (-, -)) definida en el
comienzo de la prueba de la Proposicién 3.3.1, para la cual el correspondiente g = h-u (h € O(n))
satisface B; = 3. El operador de Ricci de (g = €®p, (-,-)) estd dado por Ric = hRich~!. M4s ain,
es facil ver que

Ricy = Ricy, adY|y=hadY|,h~', Cy=Cy, Ricy = hRicyh ™l

para todo Y € b, de lo cual se deduce que los items (i)-(v) se cumplen para (g = €@ p,(-,-)) siy
sélo si se cumplen para (g = €@ p, (-, -)). Esto nos permite asumir de ahora en més que la condicién
B, = B se cumple para nuestra p en el caso de que ésta sea no nula, y consecuentemente podemos
hacer uso de todas las propiedades enunciadas en el Teorema 1.5.1 y el Lema 3.2.2.

Supongamos primero que (G/K,g) es un solitén semi-algebraico como en el enunciado del
teorema, con Ric = ¢l 4+ S(Dy), ¢ < 0. Recordemos que ya hemos probado algunas restricciones
sobre la forma que puede tener D (ver (3.28)). La notacién introducida en la Seccién 3.2 serd usada
constantemente a lo largo de la prueba de este teorema.

El item (i) es parte del contenido de la Proposicién 3.3.1. Para probar los items (iii) y (iv)
necesitamos el siguiente resultado.

Lema 3.3.9. Para cada Y € b se tiene que (adY |,)! es una derivacion de n.

Demostracion. Para pp =0 (i.e. n abeliano), la afirmacién es trivial. Sip # 0y p € Sg entonces sabe-
mos por el {tem (iii), (c) de la Proposicién 3.3.1, que F|, = t(8+||8||*I), donde F = S(ady H+ D),
y como F|, es una derivacién de n gracias al item (i) de dicha proposicién, usando también (1.30)
obtenemos

tr (Flu)? = 4181 tr Fl.
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Pero del ftem (iii) de la Proposicién 3.3.1 sabemos que tr F|, = tr F' y tr (F|,)? = tr F'2, entonces
podemos usar (3.23) y concluir que t = — TAE: con lo cual

Flo = —fmB —cl. (3.30)

Recordar que F' # 0 por (3.25), luego tr F'|, = tr F > 0 por (3.21).

Por otro lado, como Ric |, = ¢I + S(D,), deducimos del Lema 3.3.4 (el cual puede usarse ya
que hemos probado el item (i)) que

MN +% Z [adn Y;v (adn Y;)t] - F|n = CIa

y entonces (3.30) implica la siguiente identidad en n:

My +5 ) [ady i, (ady Y0)] + 28 = 0. (3.31)
Tomando traza en esta identidad y usando que trM,, = —%||u||* y tr 8 = —1, llegamos a que
¢ =~ I8Pl (3.32)

Se deduce también de (3.31) que

0=trM, + 3> trM, [ad, V;, (ady, V;)'] + 1 tr M, 8.

C
IEIR
De manera anéloga que en (3.14), tenemos que

tr M, E = Xr(E)p, ), VE € End(n),

o equivalentemente, m(u) = ‘jHQ M,, para todo p € V' (ver (1.24)). Luego, para cada 1,
tr My, [ady, Y7, (ady Yi)'] %<7T([ad Yiln, (ady Y D, )
= (m(ad, Yi)m((ady, Yi)" ), ) (3.33)
=1(m((ady Y2)" ), m((ady Y:)") 1)
=1llm((ady, Y3)")ul .

Esto, junto con (3.32), implica que
2
0=trMj, +§ Y IIn((ady i) )ull” = 4E (v, )
1 2 Y 16 2 4
=1 3" lim((ady Yyl 2 4+ LI (28 e M2 — (b M., 8)
4

=5 2 lIm((ady Y0 )l > 4+ g~ ([Im(u)] | — (mipe). 5))

Pero como u satisface 5, = 8 obtenemos de (1.29) que

(m(u), B) < |lm()I 1181 < llm(w)|[,

lo cual implica que § > ||7((ad, Y;)")u||? = 0. Asi, (ad, Vi) € Der(n) para todo i y queda demos-
trado el lema. O

Observacion 3.3.10. Aplicando (3.33) a cualquier algebra de Lie métrica, se obtiene que la tras-
puesta de toda derivacién normal es también una derivacién.
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Si p = 0, entonces los items (iii) y (iv) se siguen directamente del hecho de que F|, = tI (ver
Proposicién 3.3.1) y la férmula para Ric |, y M |4 (ver Lema 3.3.4). También se obtiene que t = —c.

Para p # 0, aplicando (3.31) y el Lema 3.3.9 obtenemos
My + g8 =0, > [ad, Vi, (ady 7)) = 0,

pues son aplicaciones ortogonales entre si por la Observacién 3.2.3 y (1.30). Esto implica que vale
el item (iv), y el item (iii) se deduce de la primera ecuacién de arriba, ya que por (3.30),

M, = —WBch%—F!n.
Con respecto al item (ii), sabemos por el Lema 3.3.4 que
(M), V,Y) = (MY,Y) + S trad, Y (ad, Y)". (3.34)
Por otro lado, como u es unimodular (por ser reductiva), tenemos que
(Ric, V,Y) = (M), Y,Y) — 2tr(ad Y],)?, VY €. (3.35)

Luego, usando que Fly = 0, Ric|y = cI y tr (adY)? = tr (ad Y|y)? + tr (ad, Y)?, junto con (3.34) y
(3.35), se obtiene la férmula enunciada para Ricy. Esto concluye la prueba de la primera parte del
teorema.

Reciprocamente, asumamos ahora que valen los items (i)-(iv). En primer lugar observemos que
(iv) implica que (ad, Y)" es una derivacién de n para todo Y € b, usando (3.33). Ademds, como
sabemos que \; = 0 gracias al item (i), podemos usar el Lema 3.3.4 y calcular Ric, lo cual haremos
a continuacién.

Usando el item (ii) y (3.35) obtenemos la férmula

(M—1B,)Y,Y)=(M,,Y,Y) — s trad, Y(ad, V)" —  tr (ad Y)?
=(Ric, V,Y) + L tr(ad Y]y)® — 3 tr (adYV)? — S trad, Y (ad, Y)'
=(Ric, YY) — L tr(ad, Y)? — L trad, Y (ad, Y)" (3.36)
=c||Y?,

para todo Y € h. Més atin, de (3.15) se tiene que
(M—1B,)Y,X)=—3trad,Y(ad, X)' =0, VY €h,X €en, (3.37)

ya que (ad,Y)" es derivacién de n y entonces si n = ny @ ... ® n, es la descomposicién ortogonal
definida por [n,n] =na @ ... ®n,, [n,[n,n]] =nz & ... & n,, etc, se ve que ad, Y deja invariantes los
subespacios n;, pero por otro lado ad, X (n;) C n;41 ® ... ® n, para todo . De (3.15) y el ftem (iv)
se deduce también que

(M—1B,)X,X) = (M, X, X) = (Ricy X, X). (3.38)
De (3.36), (3.37) y (3.38), y usando el item (iii), concluimos que

Ric = ¢l + S(Dy), para D= —adH + Dy,
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donde Dy se define por ﬁl\g@b =0, 151\,1 — D;. Solo resta probar ahora que Dy € Der(g), ya que
luego podemos aplicar (2.5) y el comentario que le sigue a dicha férmula, y obtener asi que (G/ K, g)
es un solitén semi-algebraico.

Para esto, recordemos que D; € Der(n), luego basta con ver que
[ad (Y + Z)[n, D1] = 0, (3.39)

para todo Y € b, Z € £. Pero D conmuta con toda derivacién E de n cuya traspuesta también sea
una derivacién, pues M,, = ¢l + D (ver Observacién 3.2.4), con lo cual (3.39) se sigue gracias a
que (ad(Y)|y)! € Der(n) y (ad Z|,)! = —ad Z|,, para todo Y € b, Z € £. Esto concluye la prueba
del teorema. O

Corolario 3.3.11. Sea (G/K,g) un soliton semi-algebraico de expansion, como en el Teorema
3.5.6.

(i) Si[b,bh] =0, entonces (G/K,g) es isométrico a un solsoliton. Esto vale en particular cuando
el dlgebra de Lie g es soluble.

(ii) Si g es semisimple, entonces (G/K,g) es Finstein, con Ric(g) = cg.

Demostracion. Probemos primero el item (i). Es facil ver que (G/K,g) es isométrico al subgrupo
de Lie conexo y soluble S de G con algebra de Lie h @n munido de la métrica invariante a izquierda
definida por (-, ), el cual es claramente un solsolitén gracias a los ftems (ii)-(iv) del Teorema 3.3.6
y [Laullb, Proposition 4.3]. Como podemos asumir que G es simplemente conexo sin perder la
casi-efectividad, S resulta entonces simplemente conexo pues se tiene G = K x S como variedades
diferenciables. Notar adema&s que si g es soluble, entonces en realidad u debe ser abeliana.

El item (ii) se deduce inmediatamente del Teorema 3.3.6, pues en este caso tenemos que n = 0.
O

A lo largo de la prueba del Teorema 3.3.6, se han obtenido adicionalmente las siguientes pro-
piedades estructurales.

Proposicién 3.3.12. Bajo las mismas hipotesis que en el Teorema 3.3.6, si Ric = ¢l + S(Dy), y
F = S(ady H + Dy), entonces Dy = S(ad H|w + D) y

l[ad u|y, D1] = 0, ladul,, F] = 0.
Ademds, el operador M deja n invariante, y M|, = M,. Supongamos ahora que n no es abeliano,
=1, ]laxn € Sg ¥ Bu = B, y definamos Ez € End(g) por
0
Eg:i=| 0 .e. E =0, FEglo= ’I.
B I: 5+|ﬁ|l21:| ’ [ 5’369@ 0, ,3‘31 5—’_”5”

Entonces se tienen las siguientes condiciones:

» Eg € Der(g) (o equivalentemente, [3,aduly] =0 y B+ ||B||*I € Der(n)).

« S(ad H + D) = — 0 .

= c=—1|[ul2|IBI* y la aplicacién momento satisface m(p) = 3.
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En el Capitulo 2 hemos caracterizado a los solitones algebraicos entre todos los solitones de Ricci
homogéneos como aquellos para los que la solucién al flujo de Ricci diagonaliza simultdneamente
con respecto a una base ortonormal fija de algin espacio tangente. Como primera aplicaciéon del
Teorema 3.3.6, daremos ahora algunas caracterizaciones de los solitones algebraicos con respecto a
su estructura algebraica.

Proposicién 3.3.13. Bajo las mismas hipdtesis que en el Teorema 3.3.6, asumamos que (G/K, g)
es un soliton semi-algebraico de expansion, con Ric = c¢I + S(D,), ¢ < 0, D = [8 Dop] € Der(g).
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) (G/K,g) es un solitén algebraico (i.e. S(D) € Der(g)).

(ii) S(Dy) € Dex([:, Jy).
(1it) S(ady H) € Der([-,-]p) (o equivalentemente, S(ad H) € Der(g)).
(iv) ady, H es normal (o equivalentemente, ad H es normal).

(v) S(Dly) = 0.

(vi) S(ad H|y) = 0.
(vii) Ricly = clI.

Demostracion. Si asumimos el {tem (i), entonces (ii) vale porque S(D)p C p. Reciprocamente, el
item (ii) junto con el hecho de que [ad Z|,, S(Dy)] = 0 para todo Z € ¢ (lo cual se deduce del Lema

3.2.5), implican que S(D) = [8 5(%'@)} € Der(g).
La equivalencia entre el {tem (iii) y que S(ad H) € Der(g) se ve de la misma manera, usando que
S(adH)p C p (ver (3.28)) y [ad €|y, S(ady H)] = 0 (ver (3.17)). De la Proposicién 3.3.12 tenemos

que S(ady H + Dy) € Der([-,]p), con lo cual los items (ii) y (iii) son equivalentes. Para ver que (iii)
implica (iv), observemos en primer lugar que

((adp H)' H,X) = (H,[H, X]p) = trad[H, X] = trfad H,ad X] =0, VX €p,

luego (ad, H)" H = 0. Usando esto y que (ad, H)" es una derivacién (lo cual es equivalente al ftem
(iii), puesto que ad, H € Der([-,-]y)), obtenemos

(ady H)' ([H, X1) = [H, (ady H)" X1,
y entonces ad, H es normal (ad H es por lo tanto también normal por (3.28)). Reciprocamente, si

asumimos el item (iv), podemos razonar como en (3.33) y obtener

0 = tr Mlady H, (ady H)"] = 1 ||z ((ady H)) [-, 1o

Esto implica que (ad, H)" € Der([,-],), ¥ entonces tenemos que (iii) vale.

De la Proposicién 3.3.12 tenemos que S(ad H|y + Dly) = 0, por lo tanto usando que Ric|, =
cl 4+ S(DJy) se deduce facilmente que los ftems (v), (vi) y (vii) son mituamente equivalentes.

Ahora bien, si suponemos (vi), entonces podemos usar que M|, = M,, (ver Proposicién 3.3.12)
para obtener

Ulr ((ady H)Y) [ 1| = tr Mlady H, (ady H)']
—tr My[ad H|y, (ad H|,)"] = L || ((ad H|2)") ul|” = 0,
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por el item (iv) del Teorema 3.3.6, y se tiene entonces (iii).

Reciprocamente, asumamos que (ad, H ) e Der([-,]p). Esto implica que [M, ad, H] = 0 gracias
a la Observacion 3.2.4. Por otro lado, recordemos que M — %Bp = cl + F, y por la Proposicién
3.3.12, cI + F' también conmuta con ad, H. Luego, se tiene que

Ahora bien, consideremos la descomposiciéon p = h; @ adn al igual que en la prueba del Lema 3.2.6.
Entonces, con respecto a dicha descomposicién, los operadores By y ady H tienen la forma:

B2 00 adHlp, 0 0
B, = [0 00}, ady, H = 0 0 0
000 0 OadHln

Estamos usando aqui (3.20), y que (ad H)! € Der(g). Luego, como en la prueba de ese lema,
obtenemos

(adH‘fh)t = —Bs (adH|h1)B2_1'

Pero [Bz,ad H|y,] = [By,ady, H]lp, = 0, entonces (ad H|p,)" = —ad Hl|p, y el ftem (vi) queda
demostrado. Esto concluye la prueba de la proposicion. O

3.4. Construccién de solitones semi-algebraicos

El objetivo de esta seccién es enunciar el Teorema 3.3.6 de manera més transparente, por medio
de una construccién.

Consideremos primero el siguiente conjunto de datos y condiciones:

(d1) (n,(:,-),): un algebra de Lie métrica nilpotente con operador de Ricci Ric, = ¢I + Dy, para
algin ¢ < 0, Dy € Der(n) (i.e. (n,(:,-),) es un nilsolitén; recordar que D; es siempre definida
positiva).

(d2) (u=t®h,(:,),): una descomposicién reductiva métrica, con u un algebra de Lie reductiva.
(d3) € :u — Der(n): un morfismo de élgebras de Lie tal que

(c1) 6(Z)t = —0(Z) para todo Z € E.

(c2) ST[0(Y;),0(Y;)] = 0 para cualquier base ortonormal {Y;} de b (se ve por (3.33) que
entonces 0(Y)! € Der(n) para todo Y € b).

(c3) El operador de Ricci de (u=¢® b, (-,-),) satisface
Ric, = cI +Cy,  donde (CyY,Y)=trS(A(Y))?, VY €b.
Consideremos ahora el correspondiente producto semidirecto de algebras de Lie,
g=udn,

y la descomposicién reductiva métrica (g = €@ p, (-,-)), donde p := h @ n y el producto interno (-, -)
esta dado por

Gl = Codw Codlxn = (s



3. Estructura de solitones de Ricci homogéneos y la conjetura de Alekseevskii 48

y tal que
r-/u\
g=tohdn
——
p

es una descomposicién ortogonal. Definamos D : g — g mediante

D= _'[aduk{e(ﬂy} +[%p, ],

donde H € b se define por (H,Y) = trf(Y) para todo Y € u (se ve facilmente que [¢, H] = 0).
Tenemos que D € Der(g), pues Dy € Der(n) (ver (d1)) y [#(u), D1] = 0 (ver Observacién 3.2.4).

De la reciproca del Teorema 3.3.6, el operador de Ricci de la descomposicién reductiva métrica
(g=t@p, () viene dado por

—S(ady Hlp)

Ric =cl 4+ S(Dp) =l + S+ Dy | ¢

(3.40)
Notar que Ric = ¢I siy sélo si S(ady H) = 0y D1 = 3(6(H) + 0(H)"). Ademds, es un solitén
algebraico si y sélo si S(ady H|y) = 0, lo cual equivale a decir que ady H y 0(H) sean ambos
operadores normales (ver Proposicién 3.3.13).

Podemos reescribir entonces la conclusién principal del Teorema 3.3.6 de una manera més
simple.

Teorema 3.4.1. Todo soliton de Ricci homogéneo de expansion es isométrico a un espacio ho-
mogéneo (G/K,g) con descomposicion reductiva métrica obtenida como en la construccion llevada
a cabo previamente.

Demostracion. Por el Teorema 2.1.9, todo solitén de Ricci homogéneo es isométrico a un solitén
semi-algebraico (G/K,g). Consideremos ahora la descomposicién reductiva métrica que cumple
B(t,p) = 0. Se deduce facilmente de los items (i)-(iv) del Teorema 3.3.6 que dicha descomposicién
se obtiene mediante la construccién descrita més arriba, con (YY) := ad Y|, para todo Y e u. [

Sea (G/K, g) un espacio homogéneo riemanniano conexo con descomposicién reductiva métrica
(g =tdp, (-, ) construida como arriba, con g = udn. Asumamos que G es conexo, y consideremos
U, N C G los subgrupos de Lie conexos con algebras de Lie u y n, respectivamente. Notemos que
si K es conexo, entonces K C U.

Tenemos que UN es un subgrupo de GG, pues N es normal, y como contiene a un entorno de la

identidad de G (pues la aplicacién g=u@®n — G, (Y, X) — exp(Y) exp(X) es un difeomorfismo
entre algin entorno abierto de (0,0) y uno de e € G), debe cumplirse que G = UN. La funcién

q:Ux N — @G, q(u,n) := un,

es un epimorfismo de grupos de Lie, cuya derivada en la identidad es el isomorfismo de algebras
de Lie dado por dg|.(Y,X) =Y + X, para todo Y € u, X € n. Recordemos que en el producto
semi-directo exterior U x N la multiplicacién se define por (u,n) - (v,m) = (uv,v"'nvm). Luego
q es un cubrimiento, y su nticleo un subgrupo discreto del centro de U x N, el cual estd dado
precisamente por la anti-diagonal

Ker(q) = AWUNN) :={(z, 27 : 2 € UNN}.
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Maés ain, tenemos que G es isomorfo a (U x N)/A(U N N). En particular, si G es simplemente
conexo, entonces G ~ U X N, y luego G es difeomorfo al producto de variedades diferenciables
U x N, lo cual implica que U y N son también simplemente conexos.

Enunciamos ahora algunas estas de propiedades para su posterior uso.

Proposicién 3.4.2. Sea (G/K,g) un espacio homogéneo riemanniano con descomposicion reduc-
tiva métrica (g =@ p, (-,-)) construida como arriba, y asumamos que G es simplemente conexo y
K conezxo. Entonces, G ~ U X N, los grupos U y N son simplemente conexos, y G/K es difeomorfo
al producto de variedades diferenciables U/K x N.

Se sigue del Teorema 3.4.1 que un espacio homogéneo de Einstein (G/K, g) que sea simplemente
conexo cumplird la conjetura de Alekseevskii si y sélo si U/K es difeomorfo a un espacio euclideo,
o equivalentemente, K es un subgrupo compacto maximal de U (ver Seccién 3.1).

3.5. Solitones algebraicos y la conjetura de Alekseevskii

En esta seccidon mostraremos otra aplicacién de los resultados estructurales obtenidos, la cual
esta relacionada con un vinculo entre las variedades homogéneas Einstein y los solitones algebraicos.
Como consecuencia, obtendremos que si la conjetura de Alekseevskii es cierta, entonces también lo
es el siguiente resultado a priori mucho mas fuerte:

Todo solitén algebraico de expansién (G/K, g) es difeomorfo a un espacio euclideo (o
equivalentemente, K es un subgrupo compacto maximal de G).

Asumamos que tenemos una descomposicién reductiva métrica (g =@ p, (-, -)) tal que g es no
unimodular. O sea que el vector H € p definido en (3.7) es no nulo, y como [g,g] L H, es claro
que el subespacio gg := {H}* es en realidad un ideal unimodular de codimensién uno en g. Esto
implica que

g =RH & go,

es un producto semidirecto de algebras de Lie.
El siguiente resultado nos muestra que podemos obtener una descomposiciéon reductiva métrica

que sea Einstein a partir de cualquier solitén algebraico, sélo cambiando la accién adjunta de H, o
agregandole un H adecuado en el caso unimodular.

Proposicién 3.5.1. Sea (g = t®p, (-, -)) una descomposicion reductiva métrica tal que B(¢,p) = 0,
y asumamos que es un soliton algebraico, con Ric = cI + Dy, D = S(D) € Der(g), como en (3.40).

(i) Si g no es unimodular, consideremos la nueva dlgebra de Lie § cuyo espacio vectorial es el
mismo g = RH ®go, y cuyo corchete de Lie coincide con el corchete de g en go, y se reemplaza
la accion adjunta de H en gg por

_ =]

0
odg H = a(S(ady H) + D) =a "0 [ a= s,

Entonces, la descomposicion reductiva métrica (g = €& p, (-,-)) es Einstein, con operador de
Ricci Ric = cl.
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(it) Si g no es unimodular, entonces la descomposicion reductiva métrica (go = €S Po, (-, )|goxgo)>
donde pg := p N {H}*, es también un soliton algebraico, con

Ricg, = ¢l + Dy, donde D':= D|y, + S(ad H)|g, € Der(go).

Observar que go es un ideal unimodular de codimension uno en g.

(7ii) Si g es unimodular, consideremos el producto semidirecto g = RA @ g, con

1

0
a.dgA:aD:Oé[ 0D1]7 GIW

Entonces, la descomposicion reductiva métrica (g = €&p, (+,-)), donde p := RA®p y || 4] = 1,

(A,p) =0, es Einstein, con operador de Ricci Ric = cl.

Observacion 3.5.2. Los items (i) y (ii) pueden ser vistos como una generalizacién del vinculo entre
solvariedades Einstein y nilsolitones descubierto en [Lau01].

Demostracion. Probaremos primero los items (i) y (ii). Sean Ric, M, Ep y H € RH los corres-
pondientes tensores para la descomposicién reductiva métrica (g = €@ p, (-,)), definidos como en
(3.7)-(3.12). Ademds, sea pg :={Y € p: (Y, H) = 0}, de manera que

p=RH & po

es una descomposicién ortogonal. Aplicando el Lema 3.3.4 con la descomposicién recién mencionada
(ver Observacién 3.3.5 y usar que H L [g,g]) a las descomposiciones reductivas métricas (g =
£ P, <'a >) y (g =to P, <'7 >)a obtenemos que

(MX,X) = (Mo X, X), (MX, X) = (Mo X, X),
(M X, H) = —1trad, X(ady H)", (MX, H) = —Ltrad; X adg H,
(MH,H) = —1trad, H(adg H)", (MH, H) = —1 trad; H ad; H,

para todo X € pg, donde My es el operador de la aplicacion momento correspondiente a la
descomposicién reductiva métrica (go = € @ po, (-, -)[goxgo) (¥ recordar de la Proposicién 3.3.13
que adg H y adg H son ambos operadores normales). Esto implica que el operador de Ricci de
(g0 = LD o, (-, ) |goxgo) estd dado por Ricy, = ¢l + Dy, + S(ady Hlp,), con lo cual queda demos-
trado el item (ii).

Para X, X' € pg es claro que,
(M—=1B)X, X") = (M—1By)X,X") = ((cI + Dy + S(ad, H)) X, X").
Sabemos que H= ~vH, para algin v > 0 que estd determinado por
a(|H| + tr D) = tradg H = || H|* = ¥*| H|, (3.41)
asi que la féormula para Ric en po es la siguiente:

((eI + Dy + S(ady H) — ady H) X, X')
((cI + Dy + S(ady H) — ya(S(ady H) + D)) X, X')
(eI +(1—ay)(Dy+ S(ady H)) )X, X").

(RicX, X')
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Tomando a = v~ 1, el cual coincide con la férmula dada para a en el enunciado de la proposicién
(usando (3.41)) obtenemos que Ric = ¢I en py.

Por otro lado, se deduce de las Observaciones 3.2.3 y 3.2.7, y del hecho de que trad, X =
trad X =0, que

(RicX, H) =(M — 1 B,)X, H) = — tradg X S(adg H)
=—atrad, X(S(ady H) + D,) = —atrad, X(—cI + M — 3B) = 0.

Finalmente, usando (3.23) llegamos a que

(RicH,H) =((M — 1By)H, H) = —tr (ad, H)?
=—a?tr (S(ady H) + Dy)* = ca’tr S(ady, H) + D, = ¢| H||?,

lo cual concluye la prueba del item (i).

Probaremos ahora el ftem (iii) de manera muy similar. Es facil ver que H = (tr D1)Y/24, y como
trad Aad X = atrDyady, X = atr (M — %B —cl)ad, X =0, VX ep,

por unimodularidad y las Observaciones 3.2.3 y 3.2.7, tenemos que el operador asociado a la forma
de Killing de g tiene la siguiente forma en p:

. (trD1)~1trD? 0
B; 0 By |-

Aplicando el Lema 3.3.4 a la descomposicién p = RA @ p (ver Observacién 3.3.5), se obtiene
(MX, X) = (MX,X), (MX,A) =0, (MA,A)=—L(trD;) " trD?

para todo X € p. Finalmente, usando que Ric, = cI + D; se obtiene ¢ = —(tr D1)~!tr D? (ver
Observacién 3.2.3), de lo cual se deduce facilmente que Ric = M — %Bg —S(adz H) = cl, y esto
concluye la prueba de la Proposicion. ]

Teorema 3.5.3. Supongamos que existe un soliton algebraico de expansion el cual no es difeomorfo
a un espacio euclideo. Entonces, existe un contraejemplo a la conjetura de Alekseevskii.

Observacion 3.5.4. Este resultado fue probado en [HPW13] (ver Remark 1.14 en dicho articulo) en el
caso de métricas invariantes a izquierda en grupos de Lie, usando métodos completamente diferentes.
Ellos estudian estructuras de productos torcidos (warped products) en variedades Einstein.

Demostracion. Sabemos que un tal solitén es isométrico a un solitén algebraico (G/K,g) con
descomposicién reductiva métrica (g = € ® p,(-,-)), g = u @ n, construida como en la Seccién
3.4, y con operador de Ricci como en (3.40), con D = S(D). Podemos asumir también que G es
simplemente conexo y que K es conexo (ver Observacién 2.1.10). Consideremos la descomposicién
reductiva métrica Einstein (g = €®p, (-,-)) que nos da la Proposicién 3.5.1 a partir de (G/K, g), y
tomemos el espacio homogeneo _correspondiente (G / K ,g), donde G es el grupo de Lie s1mplemente
conexo con dlgebra de Lie g y K es el subgrupo de Lie conexo de G con algebra de Lie ¢. El hecho
de que K es cerrado en G se deducird del analisis subsiguiente; notar que G / K es casi- efectivo,
pues la representacién de isotropia de ¢ es fiel (por casi-efectividad de G/K).
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_ Supongamos primero que g no es unimodular. Tenemos por la Proposicién 3.4.2 que G /Ky
G/K son respectivamente difeomorfos a

U/KxN, UJKxN,

donde U es el subgrupo de Lie conexo de G con algebra de Lie u (y andlogamente para U ). Ahora,
si Up es el subgrupo de Lie conexo de G con dlgebra de Lie ug := £ @ (hMNgo) (v andlogamente para
Up), entonces G/K y G/K son respectivamente difeomorfos a

RxUy/K x N, RxUy/K xN.

Pero Uy ~ UO y N ~ N al ser simplemente conexos y con élgebras de Lie idénticas, y como K
y K son conexos, obtenemos que Up/K es difeomorfo a Up/K. Asi, G/K y G/K son difeomorfos,
pues N y N son ambos nilpotentes y simplemente conexos, en particular difeomorfos a un espacio
euclideo. Esto implica que G / K 1o es difeomorfo a un espacio euclideo tampoco, lo cual seria un
contraejemplo para la conjetura de Alekseevskii ya que Ric = ¢l , ¢ < 0, como queriamos probar.

El caso en el que g es unimodular se prueba de la misma manera (se tiene que G / K es difeomorfo
a R x G/K). Asi se concluye la prueba del teorema. O



Capitulo 4

La curvatura escalar a lo largo del
flujo de Ricci homogéneo

En este capitulo dejamos de lado los solitones de Ricci para estudiar un problema sobre el
flujo de Ricci, en el caso de variedades homogéneas. Mas precisamente, la pregunta que abordamos
aqui es la siguiente:

;,Cual es la cantidad geométrica mds simple que permite controlar la formacién de
singularidades a lo largo del flujo de Ricci?

Se sabe que en presencia de una singularidad en tiempo finito, la curvatura de Riemann y la
curvatura de Ricci deben explotar necesariamente. Se ha conjeturado que también deberia explotar
la curvatura escalar, sin embargo este sigue siendo un problema abierto y de gran actualidad en el
caso general.

En la primera seccién de este capitulo haremos un repaso de los resultados conocidos a la fecha
en relacién al problema. En la segunda seccién, nos centramos ya en el estudio de regularidad
del flujo de Ricci homogéneo, utilizando como herramienta fundamental el flujo de corchetes (ver
Seccién 1.4), y veremos algunos resultados de regularidad en relacién al mismo. Finalmente, en la
tercera seccién probaremos el Teorema 4.3.3, el cual es el principal resultado de este capitulo y da
una respuesta afirmativa a la conjetura mencionada en el parrafo anterior para el caso de variedades
homogéneas.

Este capitulo estd basado en el articulo [Laf13b].

4.1. Una introduccién al problema

Una pregunta importante sobre las soluciones al flujo de Ricci (1.1) es qué cantidades geométri-
cas pueden controlar la formaciéon de singularidades en tiempo finito, en el sentido de que si se
mantuvieran acotadas en un intervalo [0,T"), entonces se podria extender la solucién a un intervalo
de tiempo [0,7 +¢), € > 0 (ver [Kno09]).

En el caso compacto, R. Hamilton probé en [Ham95| que si el flujo desarrolla una singularidad
en un instante de tiempo finito w, entonces la norma del tensor de curvatura de Riemann | Rm(g(¢))]
no puede estar acotada en M x [0,w). O sea,

limsup sup|Rm(g(t))| = +oo.
t—w M

53
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Esto fue mejorado por N. Sesum en [Ses05], quien probé que tampoco | Re(g(t))| puede estar acotado
en M x [0,w), es decir,
limsup sup | Re(g(t))| = +oo,
t—w M

donde Re(g(t)) denota el tensor de curvatura de Ricci de (M, g(t)). B. Wang probé en [Wan0§|
que una cota inferior para la curvatura de Ricci, junto con una cota integral (en lugar de punto
a punto) para la curvatura escalar R de la forma fOT Jas |R|*dvolyyy dt < C, o > ™52, permiten
extender la solucién al flujo de Ricci més alld del tiempo T'.

Es esperado, y ha sido conjeturado por X. Chen, que inicamente con una cota adecuada para la
curvatura escalar se deberia poder continuar la solucién al flujo de Ricci. Es decir, que si tenemos
una singularidad en tiempo finito w, entonces deberia ocurrir que

limsup sup |R(g(t))| = +o0,
t—w M

donde R(g(t)) denota la curvatura escalar. Sin embargo, ésta es todavia una pregunta abierta. En
esta direccién, J. Enders, R. Miiller y P. Topping probaron en [EMT11] que si la singularidad es de
Tipo-I (esto es, que la norma del tensor de curvatura de Riemann no crezca mas rapido que %
cuando t — w), entonces la curvatura escalar tiene que explotar cuando ¢ — w. Fue probado por
N. Le y N. Sesum en [LS10] que en realidad es suficiente con una cota integral para la curvatura
escalar (en el caso compacto) para prevenir singularidades de Tipo-I. Por otro lado, otro resultado
parcial fue obtenido por Z. Zhang en [Zhal0], en donde se prueba que la curvatura escalar debe

explotar en la primera singularidad del flujo de Ricci de variedades Kéhler.

Nuestro objetivo en este capitulo es estudiar qué ocurre con la curvatura escalar del flujo de
Ricci homogéneo en presencia de una singularidad en tiempo finito.

4.2. La norma del corchete a lo largo del flujo de corchetes

Comenzamos ahora con el estudio del flujo de Ricci homogéneo. Para esto, nuestra principal
herramienta serd el flujo de corchetes (ver 1.9), y el Teorema 1.4.3, el cual asegura que los intervalos
de definicién de ambos flujos, asi como también cualquier invariante riemanniano, coinciden.

En esta seccién estudiaremos el comportamiento de la norma del corchete a lo largo de una
solucién al flujo de corchetes con la propiedad de tener un tiempo de extincién finito (hacia adelante
o hacia atras). A pesar de que esta cantidad no es un invariante riemanniano, ha probado ser de gran
importancia en el estudio cualitativo del flujo de corchetes. El marco tedrico en el cual trabajaremos
es el desarrollado en las Secciones 1.3 y 1.4.

Comenzamos con un lema simple, pero bastante ttil.

Lema 4.2.1. Si u(t) es una solucion al flujo de corchetes en Vyip, entonces
|4 | < C|Ricy ||p| < Clul?
dt'u = 12 ,LL — ,LL )

donde C,C son constantes que sélo dependen de n.

Demostracion. Vemos que m(A)p es lineal en p, con lo cual la primera desigualdad se deduce
directamente de la definicién del flujo de corchetes (ver (1.9)). Por otro lado, usando que cada
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coordenada de Ric, (o, més precisamente, de su correspondiente matriz con respecto a cierta base
ortonormal) es un polinomio homogéneo cuadratico en los coeficientes de estructura de p, obtenemos

| Ricy, | < Culul?,

v asi queda probada la segunda desigualdad. O

Por la teoria estandar de ecuaciones diferenciales ordinarias, estd claro que si se forma una
singularidad en tiempo finito w < oo para el flujo de corchetes, entonces la norma del corchete
|p(t)| no puede quedarse acotada, ya que sino la solucién p(t) permaneceria en un compacto, lo
cual implicaria que esté definida para todo t € [0,00). O sea, debe existir una sucesién de tiempos
tr — w tales que |u(tg)| — oo. El siguiente resultado mejora esto, mostrando que en realidad
se tiene que |u(t)] 200y dando una cota para la velocidad con la cual la norma diverge. Un

resultado andlogo vale también en el caso de singularidades en tiempo finito hacia atras.

Proposicién 4.2.2. Sea pu(t) una solucion al flujo de corchetes (1.9), con intervalo mazimal de
definicion (a,w). Entonces, existe una constante C' = C(n) > 0, tal que:

(i) Siw < oo, entonces

C
()] = (w2 vt € [0,w).
(ii) Si a > —o0, entonces
C
()| = =)l vt € (o, 0].

Demostracion. Nos concentraremos en probar unicamente el item (i), ya que entonces el {tem (ii)
se prueba andlogamente, cambiando el signo de la variable ¢.

Sea tg € [0,w). Gracias al Lema 4.2.1 tenemos que

L1 =2(u, $0) < Clult,  tefto,w).

(podemos tomar en realidad la misma constante C' para todo ty € [0,w)). Luego, por comparacién,
obtenemos que |u(t)| < f(t), para todo t € [tp,w), donde f es la solucién a la siguiente ecuacién
diferencial ordinaria

F=Cf f(to) = |ulto)*.

Resolviendo la ecuacién diferencial obtenemos que

) 1
HOF = —o =) + Tute)

y entonces |4(t)| no puede divergir antes del instante de tiempo t =t + % | (o) ™2, pues es en ese
preciso instante que diverge el lado derecho de la ecuacién anterior, y no antes. Esto implica que
w >ty + & |1u(to)| ™2, de lo cual se deduce la proposicion. O

Observacion 4.2.3. Si se pudiera obtener también una estimacién de la forma |p(t)| < (LI/Q (como

w—t)
es el caso de todos los ejemplos conocidos) entonces se podria probar que la solucién correspondiente
al flujo de Ricci tiene una singularidad de Tipo-I. En efecto, en tal caso razonamos como en [Laulla,

Section 6.2] para obtener
C

[Rm(g(1))| = [Rm(u(t)| < Culp(®)* < ——.
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4.3. La curvatura escalar y el intervalo de definicion del flujo

El objetivo de esta seccién es analizar la relacion entre la curvatura escalar y el intervalo maximal
de definicién de una solucién al flujo de Ricci homogéneo. Para eso, nuestro principal resultado es el
Teorema 4.3.3. Pero antes de probar dicho teorema, presentamos un resultado que es bien conocido
en el contexto general del flujo de Ricci en variedades compactas, pero que sin embargo puede ser
extendido (por considerar el flujo hacia atras), y su prueba simplificada, en el caso de variedades
homogéneas.

Proposicién 4.3.1. Sea (M, g(t)), g(0) = go, una solucién al flujo de Ricci con intervalo maximal
de definicion (a,w), o < 0 < w, tal que para cada t € (a,w) la curvatura escalar R(g(t)) es
constante en M (lo cual en particular se cumple si g(t) es homogénea).

(i) Si R(go) > 0, entonces w <

3
(ii) Si R(go) <0, entonces o > 2 R(go) .

Demostracion. La ecuacion de evolucion de la curvatura escalar a lo largo de una solucion del flujo
de Ricci implica que

d 2
—R>AR+ ~R?
ot — +n

(ver, por ejemplo, [Top06, Corollary 2.5.5]). Nuestra hipdtesis sobre la curvatura escalar nos dice
que AR =0, o sea que R satisface la siguiente desigualdad:

d 2
el HRQ‘ (4.1)

Por comparacion, obtenemos

R(g(t)) > (=2t + R(go)™") ™"
Ahora asumamos que R(go) > 0. El denominador —%t + R(go) ! no puede anularse para t € [0,w),
y como es positivo en £ = 0, tenemos que

—2t 4+ R(go)~' >0, vt € [0,w),

lo cual al tomar limite con ¢ — w, implica el {tem (i).

La prueba del item (ii) es completamente andloga, cambidndole el signo a la variable t. O

Observacion 4.3.2. En el caso homogéneo, uno podria obtener la desigualdad (4.1) usando tnica-
mente la ecuacién de evolucion para la curvatura escalar a lo largo del flujo de corchetes:

d .
&R(u(t)) =2tr Rlci(t) (4.2)

(ver [Laul3, Proposition 3.8, (vi)]).

Este resultado implica que una solucién inmortal al flujo de Ricci homogéneo debe satisfacer
R <0, y que una solucién antigua a dicho flujo debe cumplir R > 0, para todo t. Estas desigualdades
son estrictas para todo ¢, a menos que R(t) = 0, en cuyo caso g(t) es una métrica plana para todo
t. Se deduce en particular que no hay soluciones homogéneas al flujo de Ricci que sean no planas
y eternas.

A continuacién presentamos el principal resultado de este capitulo, el cual confirma el compor-
tamiento esperado para la curvatura escalar a lo largo del flujo de Ricci homogéneo en presencia
de una singularidad en tiempo finito.
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Teorema 4.3.3. Sea (M, g(t)) una solucion al flujo de Ricci con intervalo maximal de definicion
(a,w), y asumamos que (M, g(t)) es homogénea para todo t € (a,w). Sea R(g(t)) la curvatura
escalar (que es constante en M ) de la métrica g(t).

(i) Siw < oo, entonces R(g(t)) — oo.

t—w

(ii) Si a > —o0, entonces R(g(t)) oo
—Q
Demostracion. Probemos el item (i). Usando el Teorema 1.4.3, vemos que es suficiente probar que
si u(t) es una solucién al flujo de corchetes con una singularidad en tiempo finito w < oo, entonces
R(u(t)) A En efecto, ese resultado prueba que el flujo de Ricci homogéneo y el flujo de
—w

corchetes son equivalentes, salvo pull-back por difeomorfismos, y que sus intervalos maximales de
definicién coinciden (ver Observacién 1.4.4).

Para probar eso, observemos que por el Lema 4.2.1 tenemos que toda solucién al flujo de
corchetes satisface

Slul? =205 1) < 2| Gul lpl < Clpl?| Ricy |,

luego integrando en [0, ¢), para cualquier ¢ € [0,w), se obtiene

t t
g (1) = Tog [(0)* = | k10 (s) s < © [ Ry s

Asi, fé‘) | Ricy(s) [ds = 00, ya que u(t) no estd acotada cerca de w. Por otro lado, para t € [0,w),
usamos la ecuacién de evolucién para la curvatura escalar dada en (4.2) y tenemos que

t t
/|Ricu(s) |ds§/ 3 (14| Ricy () [*) ds
0 0

t
_ iyl /0 4 R(u(s))ds

=5+ 3 (R(u(t) — R(u(0))),
entonces el item (i) se sigue si hacemos tender t — w.

El item (ii) se prueba de manera completamente analoga. O

Como aplicacién del Teorema 4.3.3 vemos que toda solucién al flujo de Ricci homogéneo en R
es inmortal. Esto se aplica en particular para el flujo de Ricci de solvariedades, ya que todas son
difeomorfas a un cociente de R™.

Corolario 4.3.4. Sea M = G/K un espacio homogéneo. Si el cubrimiento universal de M es
difeomorfo a R™, entonces la solucion al flujo de Ricci g(t) comenzando en cualquier métrica G-
invariante go en M estd definido para todo t € [0,00). Por otro lado, si el cubrimiento universal
de M no es difeomorfo a R", entonces existe una métrica G-invariante go en M tal que el flujo de
Ricci g(t) empezando en gy desarrolla una singularidad en tiempo finito.

Demostracion. Por [BB78, Théoreme 2|, el cubrimiento universal de M es difeomorfo a R™ si y
sélo si toda métrica G-invariante en M tiene curvatura escalar no positiva. O sea que si eso ocurre,
tenemos que R(g(t)) < 0 para todo t, y el Teorema 4.3.3 implica entonces que no puede haber una
singularidad en tiempo finito. La dltima afirmacién del enunciado se sigue del Lema 4.3.1, (i), ya
que en un espacio homogéneo como el mencionado, existen métricas G-invariantes con curvatura
escalar positiva. ]
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Observacion 4.3.5. Se podria enunciar un resultado andlogo al Corolario 4.3.4 pero para el caso
de curvatura escalar positiva, y tiempo de definicion del flujo hacia atrds. Sin embargo, la con-
clusién en este caso es trivial, debido a la rigidez que impone la positividad de las curvaturas
escalares. En efecto, recordar que un espacio homogéneo G/K en donde toda métrica rieman-
niana G-invariante tiene curvatura escalar no negativa, tiene la propiedad de que cada métrica
G-invariante es (localmente) el producto riemanniano de una métrica plana y métricas invariantes
en espacios homogéneos compactos de tipo normal (en el sentido que define Bérard-Bergery, ver
[BBT78]). M4s atin, una tal métrica es isométrica al producto riemanniano de una métrica plana y
métricas invariantes en espacios homogéneos compactos isotrépicamente irreducibles (ver[Ber95]),
los cudles son necesariamente Einstein y de curvatura escalar positiva (en particular, dan lugar
soluciones antiguas al flujo de Ricci). Asi, una solucién al flujo de Ricci comenzando en cualquiera
de dichas métricas estara dada por el producto de las soluciones al flujo de Ricci en cada factor,
con lo cual es evidentemente una solucién antigua.
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