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Resumen

Sea C una categoria de fusion integra. En este trabajo se estudian algunos
grafos, llamados el grafo primo y el grafo comun divisor, relacionados con las
dimensiones de Frobenius-Perron de los objetos simples de C. Estos grafos gen-
eralizan los grafos correspondientes asociados a los caracteres irreducibles y a
los 6rdenes de las clases de conjugacion en un grupo finito. Se describen los
grafos en distintos casos especificos, entre otros, cuando C es una equivarianti-
zacion bajo la accion de un grupo finito, una categoria 2-pasos nilpotente, y
la categoria de representaciones de un doble de Drinfeld torcido de un grupo
finito.

Se demuestran generalizaciones al contexto de las categorias de fusién inte-
gras de resultados sobre el nimero de componentes conexas de los grafos cor-
respondientes para grupos finitos. En particular, se prueba que si C es una
categoria integra trenzada no degenerada, entonces el grafo primo de C tiene
a lo sumo 3 componentes conexas, y tiene a lo sumo 2 componentes conexas si

C es ademaés resoluble.

Como aplicacién de los resultados principales, se demuestra un resultado
de clasificacion para categorias de fusion débilmente integras tales que las

dimensiones de sus objetos simples son todas potencias de nimeros primos.

Palabras clave: Categoria de fusion; dimension de Frobenius-Perron;
grafo de Frobenius-Perron; equivariantizacién; categoria de fusion trenzada;
categoria modular; resolubilidad.
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Abstract

Let C' be an integral fusion category. In this work, we study some graphs,
called the prime graph and the common divisor graph, related to the Frobenius-
Perron dimensions of simple objects of C'. This graphs extend the correspond-
ing graphs associated to the irreducible character degrees and the conjugacy
class sizes of a finite group. We describe these graphs in several cases, among
others, when C is an equivariantization under the action of a finite group, a
2-step nilpotent fusion category, and the representation category of a twisted
quantum double.

We prove generalizations of known results on the number of connected
components of the corresponding graphs for finite groups in the context of
braided fusion categories. In particular, we show that if C is any integral non-
degenerate braided fusion category, then the prime graph of C has at most 3
connected components, and it has at most 2 connected components if C is in
addition solvable.

As an application we prove a classification result for weakly integral braid-
ed fusion categories all of whose simple objects have prime power Frobenius-
Perron dimension.

Key words and phrases: Fusion category; Frobenius-Perron dimension;
Frobenius-Perron graph; equivariantization; braided fusion category; modular
category; solvability.

2010 Mathematics Subject Classification. 18D10; 05C25.
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Introducciéon

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y de caracteristica cero. El objeto
principal de estudio de esta tesis son las categorias de fusién sobre k. Una
categoria de fusion es una clase particular de lo que se denomina una categoria
tensorial finita. La nocion de categoria tensorial finita aparece en el trabajo
[23] v juega un rol fundamental en varias ramas de la matemadtica y de la
fisica tedrica. Recordemos que una categoria tensorial finita sobre k es una
categoria C monoidal, rigida, k-lineal finita tal que el objeto unidad 1 es simple
y que posee un numero finito de clases de isomorfismo de objetos simples. Una
categoria de fusion es por definicién, una categoria tensorial finita semisimple.

Las categorias tensoriales engloban diversos tipos de estructuras. Como
ejemplo de estas podemos nombrar a la categoria de representaciones de un
grupo finito, de algebras de Lie y mas generalmente, a la categoria de repre-
sentaciones de un algebra de Hopf.

En el articulo [17], Drinfeld introduce la nocién de una cuasi-algebra de
Hopf, esta es una version mas general de un algebra de Hopf donde se ha
debilitado la asociatividad del coproducto. La categoria de representaciones
de una cuasi-algebra de Hopf de dimension finita es una categoria tensorial
finita.

Existen varias herramientas que se han desarrollado para el estudio de las
categorias de fusién. Una de ellas, estudiada en detalle por Etingof, Nikshych
y Ostrik en el trabajo [21], es la nocién de dimension de Frobenius-Perron,
esta dimensiéon generaliza la dimensién de una representacion. La dimension
de Frobenius-Perron es un ntimero real positivo que es asignado a cada clase de
equivalencia en el anillo de Grothendieck G(C) de la categoria de fusién. En el
mencionado trabajo, Etingof, Nikshych y Ostrik demostraron que las categorias
de fusién cuya dimension de Frobenius-Perron de cada clase de isomorfismo
de objetos simples es un numero entero, son exactamente las categorias de
representaciones de cuasi-algebras de Hopf semisimples. Este resultado tiende
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14 INTRODUCCION

un puente en el sentido de que un avance en la teoria de las cuasi-algebras de
Hopf es reflejado en la teoria de categorias de fusiéon integras y viceversa.

Por el momento, dar una clasificacién general de todas las categorias de
fusion es una cuestion que esta fuera de alcance. Una de las formas de avanzar
en el problema es restringir el conjunto de las categorias de fusiéon que se

consideran, anadiendo algunas hipdtesis extra.

Nociones de la teoria de grupos tales como nilpotencia y resolubilidad han
sido generalizadas al contexto de categorias de fusién en los trabajos [27] y [22]
respectivamente. Asi mismo, resultados importantes han sido generalizados a
este contexto. Uno de tales resultados, el cual es demostrado en [22], es la
version del teorema de Burnside para categorias de fusion: Sea C una categoria
de fusién tal que su dimension de Frobenius-Perron se factoriza en la forma
p%q® , con p y ¢ primos, entonces dicha categoria es resoluble.

Sea GG un grupo finito. Podemos asociar al grupo G dos conjuntos de
numeros enteros positivos. El primero de ellos, denotado por ¢d(G), se de-
fine como el conjunto de las dimensiones de las representaciones irreducibles
de dimension finita del grupo G sobre k, es decir, como el conjunto de los
grados de los caracteres irreducibles de GG. El segundo conjunto, denotado por

cs(G), es el conjunto formado por los cardinales de las clases de conjugacion

de G.

Sobre estos dos conjuntos se han definido diversas estructuras de grafos. El
conocimiento de las propiedades de estos grafos, entre los cuales cabe destacar
el nimero de componentes conexas y su didmetro, entre otras condiciones,
proveen de informacién importante sobre la estructura del grupo G. Entre
las principales referencias acerca de estos grafos y sus propiedades, podemos
mencionar los trabajos [11], [36] y [41], asi como las referencias que alli se

citan.

En este trabajo nos vamos a concentrar principalmente en dos tipos de
grafos conocidos con los nombres de grafo primo y grafo comin divisor. En
general, estos grafos son definidos sobre cualquier conjunto de enteros. Sea S un
conjunto de enteros positivos. El grafo primo sobre S, el cual denotaremos por
A(S), se define de la siguiente manera: El conjunto de vértices es el conjunto
de ntmeros primos p tales que p divide a un elemento del conjunto S. Dos
vértices p y ¢ estan unidos por una arista si y sélo si existe un elemento s € S
tal que pq divide a s.



INTRODUCCION 15

Por otro lado, el grafo comtn divisor sobre S, que denotaremos por I'(.S),
es definido asi: Su conjunto de vértices es el conjunto S' — 1, dos vértices a y b
estan unidos por una arista si y solo si a y b no son coprimos.

Sea G un grupo finito, fijemos los conjuntos de enteros cd(G) y cs(G)
definidos anteriormente. Los grafos primo y grafo comun divisor sobre el con-
junto c¢d(G) serdn denotados por A(G) y I'(G) respectivamente. Andlogamente,
podemos definir el grafo primo y el grafo comiin divisor sobre el conjunto cs(G).
Estos seran denotados por A’(G) y I''(G) respectivamente.

Sobre el grafo A(G), donde G es un grupo finito, se sabe que el nimero de
componentes conexas es lo sumo tres. Este niimero se reduce a dos si el grupo
G es resoluble. Mds an, si el grafo A(G) es conexo, entonces su didmetro es a
lo sumo tres. Por otro lado, si el grafo no es conexo, entonces cada componente
conexa es un grafo completo, [40], [41], [42].

En cuanto al grafo A’(G), se sabe que este grafo posee a lo sumo dos
componentes conexas. Mas aun, este grafo no es conexo si y sélo si, el grupo G
es un grupo cuasi-Frobenius con complemento y nticleo abelianos, en este caso
cada componente conexa es un grafo completo. Estos resultados aparecen en
los trabajos [3] y [36].

Como dijimos anteriormente, una forma de encarar el estudio de las cate-
gorias de fusion es imponiendo restricciones extras a la definicion. En esta tesis
vamos a trabajar con una clase de categorias de fusion llamadas categorias de
fusion integras. Decimos que una categoria de fusién C es integra si las dimen-
siones de Frobenius-Perron de las clases de isomorfismo de sus objetos simples

son numeros enteros.

Sea C una categoria integra. Uno de los principales objetivos de la tesis,
consiste en estudiar el grafo primo A(C) y el grafo comin divisor I'(C). Estos
grafos son definidos como los grafos asociados al conjunto cd(C) de dimensiones
de Frobenius-Perron de las clases de isomorfismo de los objetos simples de C.
Dichos grafos coinciden con A(G) y I'(G) cuando C es la categoria Rep G de
representaciones de dimension finita de un grupo finito G' sobre k.

Una consecuencia muy importante de los resultados sobre la estructura de
los grafos, tanto en las categorias de representaciones de grupos como en el
caso de las categorias de fusién, es que dan restricciones sobre las posibles
dimensiones que ocurren y por lo tanto, dan una medida de la rigidez que

impone la estructura de este tipo de categorias. Ademads, eventualmente estos
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resultados tienen aplicaciones en problemas de clasificacién, usandolos para
descartar posibilidades en argumentos de conteo.

Los resultados de esta tesis hacen parte del trabajo [56] titulado Graphs
attached to simple Frobenius-Perron dimensions of an integral fusion category,
el cual serd publicado en la revista Monatshefte fiir Mathematik y cuya version
preprint puede ser consultada en arXiv:1403.1247.

En el Capitulo 1 introducimos las nociones preliminares sobre categorias,
esto con el fin de hacer la monografia lo més autocontenida posible.

El Capitulo 2 esta dedicado a las nociones basicas y ejemplos de categorias
de fusién. Comienza con la definicién de la dimensién de Frobenius-Perron
para una categoria de fusion, luego introducimos dos construcciones muy im-
portantes las cuales son la equivariantizacion y la extensién de una categoria
de fusién por un grupo finito. La Seccién 2.5 es consagrada al estudio de la
nocién de sucesiones exactas de categorias tensoriales las cuales fueron intro-
ducidas por Brugieres y Natale en el trabajo [7]. La Seccién 2.6 esta dedicada

a la nocion de categoria de fusion trenzada.

En la Seccién 2.7, introducimos una nociéon debida a Turaev, la cual es lla-
mada categoria de fusién G-cruzada. Estudiamos un invariante, en el contexto
de categorias trenzadas, el cual es conocido con el nombre de la S-matriz y
la nocién relacionada de categoria modular. Las categorias modulares tienen
una gran conexion con el area de la fisica matematica y formulas importantes
como la llamada formula de Verlinde han sido adaptadas y generalizadas al
contexto categorico. En esta misma seccion enunciamos la férmula de Verlinde

y algunas consecuencias.

El tercer Capitulo esta dedicado a definir y estudiar los diversos grafos
sobre un grupo finito G' con los que vamos a trabajar en la tesis. Introducimos
los grafos primo y comun divisor sobre el conjunto de enteros cd(G) y cs(G),
asi como una generalizacién de este tltimo grafo debida a Isaacs y Praeger
[32] y que es conocido con el nombre de IP-grafo. A lo largo del Capitulo
damos caracterizaciones sobre el niimero de componentes conexas asi como la

descripcion de las mismas y ejemplos particulares.

En el Capitulo 4 introducimos la nociéon de grafos de Frobenius-Perron para
una categoria de fusién integra. Damos esta definicién en la Seccion 4.1. En la

Seccion 4.2 estudiamos y caracterizamos el grafo primo para una categoria de
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fusion integra 2-pasos nilpotente, asi como el grafo primo de una categoria de
fusion integra, nilpotente y trenzada.

El resultado principal de la Seccion 4.3, es el siguiente resultado el cual
generaliza al contexto de categorias de fusién un teorema de la teoria de rep-

resentaciones de grupos llamado el Teorema de Gallagher.

TEOREMA [4.3.1] Sea F': C — D un funtor tensorial entre dos categorias
de fusion C,D. Sean X, Y objetos simples de C tales que Y € Rerp y F(X) es
un objeto simple de D. Entonces ¥ ® X es un objeto simple de C.

En el Capitulo 5 damos una caracterizaciéon de los grafos de Frobenius-
Perron para una equivariantizacion de una categoria de fusion integra por un
grupo finito G. El resultado principal es la caracterizacion del grafo primo: Si
el grupo G no es abeliano, entonces el grafo primo A(CY) tiene a lo sumo tres
componentes conexas, este nimero se reduce a dos si el grupo G es resoluble.

Por otro lado, el grafo primo de la categoria C de representaciones de
dimensién finita de un doble cuédntico torcido D¥(G), con w € H3(G,k*),
estd relacionado con el grafo A’(G). En la seccién 5.2 estudiamos los grafos de
la categoria de representaciones de un doble cuantico torcido. En particular,

obtenemos el siguiente resultado de estructura:

TEOREMA [5.2.8 Sea G un grupo finito y sea w un 3-cociclo sobre G.
Entonces el grafo A(D“(G)) tiene a lo sumo dos componentes conexas y su

diametro es a lo sumo tres. Mas ain, se tiene:

(i) Supongamos que G es un grupo nilpotente. Entonces A(D¥(G)) es el
grafo completo sobre el conjunto de vértices S,,.

(i) Si el conjunto S,, es no vacio, entonces el grafo A(D“(G)) es conexo y
su didmetro es a lo sumo dos.

(ili) Supongamos que A(D*(G)) no es conexo. Entonces S, = 0 y G es un
grupo cuasi-Frobenius con complemento y nicleo abelianos. Mas atn,
tenemos que A(D*(G)) = A’'(G) tiene dos componentes conexas y una
de ellas es un grafo completo.

(iv) Supongamos que G no es resoluble. Entonces el grafo A(D“(G)) es

conexo y su diametro es a lo sumo dos.

El conjunto S, que aparece en el enunciado del Teorema es un conjunto de

nimeros primos que satisfacen ciertas condiciones.
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Finalmente, en el Capitulo 6 enunciamos y demostramos los resultados
principales de la tesis.

Una clase distinguida dentro de las categorias de fusion es la de las cate-
gorias de fusién trenzadas, y en particular las categorias de fusién trenzadas
no-degeneradas. Este tipo de categorias son muy relevantes en distintas areas
de la matematica y de la fisica matematica. Ver por ejemplo [2], [62].

Obtenemos el siguiente teorema en el contexto de las categorias de fusién
trenzadas e integras:

TEOREMA [6.2.1l. Sea C una categoria de fusién integra no-degenerada.

Entonces se tienen:

(i) El grafo A(C) tiene a lo sumo tres componentes conexas.
(ii) Supongamos que la categoria C es resoluble. Entonces el grafo A(C)

tiene a lo sumo dos componentes conexas.

Para categorias de fusién trenzadas de tipo grupo, las cuales son siempre

integras, obtenemos el siguiente teorema:

TEOREMA [6.2.2 Sea C una categoria de fusién trenzada de tipo grupo.

Entonces se tienen:

(i) El grafo A(C) tiene a lo sumo tres componentes conexas.
(i) Si la categoria C es no-degenerada, entonces el grafo A(C) tiene a lo

sumo dos componentes conexas y su didmetro es a lo sumo igual a tres.

Como aplicacién de los resultados obtenidos a lo largo del trabajo, enunci-

amos y demostramos el siguiente teorema de clasificacién:

TEOREMA [6.3.2] Sea C una categorfa de fusién trenzada tal que
FPdimC € Z y sean pq,...,p, nimeros primos. Supongamos que las dimen-
siones de Frobenius-Perron de los objetos simples de C son una potencia del
primo p; para algin 1 <7 < r. Entonces C es débilmente de tipo grupo.

Ademas, si una de las siguientes condiciones ocurre

(a) r<2/0
(b) p; > 7, paratodoi=1,...,7.

Entonces la categoria C es resoluble.
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La prueba del Teorema involucra un estudio de subcategorias Tan-
nakianas de categorias de fusion trenzadas y su conexion con la equivarianti-
zacion. Usamos en la demostracion, el hecho de que el grafo de Frobenius-
Perron de una categoria de fusion trenzada no-degenerada sin subcategorias
Tannakianas no punteadas tiene a lo sumo dos componentes conexas. Este tlti-
mo resultado sigue de una aplicacién de la férmula de Verlinde para categorias
modulares.

Obtenemos el Teorema [6.2.2] usando la descripcion de los grafos del doble
de Drinfeld torcido de un grupo finito y del grafo para una equivariantizacion
de una categoria de fusiéon punteada.






Capitulo 1

Preliminares sobre categorias

Recordemos que a lo largo de este trabajo vamos a fijar un cuerpo k alge-
braicamente cerrado y de caracteristica cero.

En este capitulo recordaremos algunas definiciones y nociones sobre cate-
gorias, las cuales seran necesarias en capitulos posteriores cuando nos aden-
traremos en el estudio de una clase particular de estas. Ademas presentaremos

algunos ejemplos y resultados que usaremos posteriormente.

Vamos a suponer conocidas las definiciones bésicas de categorias, funtores
y transformaciones naturales. Para el lector interesado en estas nociones re-
mitimos a los libros [38], [24]. Para categorias monoidales, las principales ref-
erencias seran [35] y [2]. Para la seccién de categorias tensoriales finitas y de
fusién, nuestras principales referencias seran [20] y [21].

1.1. Categorias abelianas

En esta seccion introduciremos la nocién de categoria abeliana vy
mostraremos algunos ejemplos de las mismas. La principal referencia usada
sera [38].

Todas las categorias que consideraremos a lo largo de este trabajo seran
categorias pequenas, esto es, categorias C tales que la clase de objetos Obj(C)

es un conjunto.

Definicién 1.1.1. Una categoria aditiva C es una categoria que satisface las

siguientes condiciones:

(i) Para todo par de objetos X, Y en la categoria se tiene que el conjunto
de morfismos Home (X, Y') tiene estructura de grupo abeliano.
(ii) Para cualesquiera objetos X, Y, Z en la categoria tenemos que la com-

posicion de morfismos
o: Home(Y, Z) x Home(X,Y) — Home (X, 2)

es bilineal.

21



22 1. PRELIMINARES SOBRE CATEGORIAS

(iii) Existe un objeto en la categoria C, denotado por 0, llamado el objeto
cero. Este objeto satisface que para todo objeto X en C, el conjunto de
morfismos Home (X, 0) y Home (0, X)) posee un tnico elemento.

(iv) Todo par de objetos X e Y poseen suma directa en C.

Sean C y D dos categorias aditivas. Un funtor F': C — D se dice aditivo si
para todo par de morfismos f, g en Home(X,Y') se tiene que

F(f+g)=F(f)+F(g)

Consideremos dos funtores F,G : C — D entre las categorias aditivas C
y D. Una transformacion natural 7 : F — G es una familia de morfismos
{rx : F(X) — G(X)}xec tales que el diagrama

F(X) —— G(X)
F() G

FY) —— G(Y)

TY

conmuta para todo X,Y € C y para todo morfismo f: X — Y.

Ejemplo 1.1.2. Sea R un anillo. Las categorias gpM, Mpr v gpRMpr de R-
modulos a izquierda, R-mddulos a derecha y de R-bimoddulos respectivamente,

son aditivas.

Definicién 1.1.3. Sea C una categoria aditiva. Decimos que la categoria C es
k-lineal, si para todo par de objetos X e Y de C, el conjunto de morfismos
Home (X, Y') es un k-espacio vectorial y la composicién es k-bilineal.

Todos los funtores entre categorias aditivas (respectivamente k-lineales)

que consideraremos seran supuestos aditivos (respectivamente k-lineales).

Definicién 1.1.4. Sea C una categoria aditiva. Decimos que la categoria es

abeliana si se satisface:

» Para todo morfismo ¢ € Home(X,Y) en la categoria, existe el nicleo
Ker ¢ y el contcleo Coker ¢.
= Todo monomorfismo en la categoria es niicleo de algiin morfismo.

= Todo epimorfismo en la categoria es un contcleo de algiin morfismo.

En virtud de la siguiente proposicion, tenemos que en toda categoria
abeliana cualquier morfismo se puede escribir como la composicién de un epi-

morfismo seguido de un monomorfismo.
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Proposicién 1.1.5. Sea C una categoria abeliana. Cada morfismo f en C tiene
una factorizacion f = me, donde m es un monomorfismo y e un epimorfismo.
Mds aun,

m = ker(cokerf), e = coker(kerf)

DEMOSTRACION. Ver [38, Proposition 1 pag. 195] O

Recordemos que un funtor F' : C — D entre dos categorias se dice fiel
(respectivamente pleno), si para todo X,Y € C, la funcién inducida

Fxy : Home(X,Y) — Homp(F(X), F(Y))
dada por f +— F(f), es inyectiva (respectivamente sobreyectiva).

Un funtor entre categorias abelianas se dice ezacto si preserva ntcleos y

conucleos.

Existe un resultado conocido como el teorema de Freyd-Mitchell el cual car-
acteriza a una categoria abeliana. Para el lector interesado en su demostraciéon

recomendamos las referencias [24], [46].

Teorema 1.1.6 (Teorema de Freyd-Mitchell). Si A es una categoria abeliana
pequena, entonces existe un anillo con unidad R y un funtor exacto, fiel y pleno
de A en la categoria g M, el cual hace que A sea equivalente a una subcategoria

plena de R M.

En vista del anterior teorema, podemos ver los principales conceptos de las
categorias abelianas en términos de la teoria clasica de médulos sobre anillos.
Por ejemplo, la definicién de la serie de Jordan-Hélder, concepto definido ini-
cialmente para moédulos, tiene una extension natural a categorias abelianas.
Diremos que un objeto X en una categoria abeliana C es de longitud finita si

su serie de Jordan-Holder es finita.

Ejemplo 1.1.7. La categoria Ab de grupos abelianos de dimension finita es
abeliana.

Definicién 1.1.8. Un objeto U de una categoria abeliana C se dice simple
si todo monomorfismo V' — U es el morfismo cero o un isomorfismo. Una
categoria abeliana es llamada semisimple si todo objeto es suma directa de

objetos simples.

Ejemplo 1.1.9. Sea G un grupo finito. La categoria Rep(G) de representa-
ciones del grupo G, es una categoria abeliana k-lineal. Si consideramos la sub-

categoria plena Rep(G) de representaciones de dimension finita tenemos, por
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el teorema de Maschke, que Rep(G) es semisimple si y sélo si la caracteristica
del cuerpo k£ no divide al orden de G.

1.1.1. El grupo de Grothendieck G(C). Sea C una categoria abeliana.
Para cada objeto X € C, denotaremos por [X] a la clase de isomorfismo de X
en C. El grupo de Grothendieck, el cual serd denotado por G(C), es el grupo
abeliano generado por las clases de isomorfismos de objetos de la categoria C,

sujetos a las relaciones:

si existe una sucesion exacta
0—-Y—->X—>2—-0
donde X,Y, Z € C.

En el caso de que la categoria C sea de longitud finita, es decir, que para
todo objeto su serie de Jordan-Holder es finita, el grupo de Grothendieck G(C)
es un grupo abeliano libre generado por las clases de equivalencia de los objetos
simples de C.

1.2. Categorias monoidales

Una estructura importante que aparece en teoria de categorias y que us-
aremos a lo largo de la monografia es la estructura de categoria monoidal, la
cual serd definida en esta seccion. Nuestras principales referencias son [35], [2]
y [20].

Nota 1.2.1. En el libro [35] a las categorias monoidales se las denomina “cat-
egorias tensoriales”. Nosotros usaremos categoria tensorial para una estructura

mas restrictiva que sera definida mas adelante.

Definicién 1.2.2. Una coleccion (C,®,1,a,r,l) se dice una categoria

monotdal, si

» C es una categoria, 1 € obj(C) un objeto en C;
= ®:C xXC — C es un bifuntor;

" axyyz: (X®Y)®Z - XR(Y®Z) es una familia de isomorfismos nat-

urales,

mry X ®1 = Xylxy :1®X — X son familias de isomorfismos

naturales,

tales que para todo objeto X, Y, Z, W en C se satisfacen los siguientes axiomas:
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= El Azioma del pentdgono. Para todos X,Y, Z, W € C, el siguiente dia-
grama es conmutativo:

(XeY)o2)oW

ax,y,z®id AXQY,2,W

Xo Y o2)eWw (X®Y)®(ZaW)
Xo(Y®2Z2)oW) Hemsw XeYe(ZeW)

» Azioma del tridangulo. Para todo X € C, el siguiente diagrama es conmuta-
tivo:

ax,1,Y

(X®1) oW X® (1o W)

XoW

De ahora en adelante y cuando no se preste a confusiones, a la categoria

monoidal (C,®,1,a,r, 1) la denotaremos simplemente por C.

Si en la definicion tenemos que las familias de isomorfismos naturales a, rx

y lx son identidades, diremos que la categoria monoidal es estricta.

Definiciéon 1.2.3. Sean C y D categorias monoidales. Un funtor monoidal de
C en D es una coleccién (F, f, ¢) donde

= [':C — D es un funtor;
» {fxy : F(X)®F(Y) —» F(X®Y)|X,Y € obj(C)} es una familia de
isomorfismos naturales,

» ¢: F(l¢) — 1p es un isomorfismo en D,
tales que para todo X,Y, Z € C, se verifican:
(1) (id ®fY,Z)fX,Y®ZF(CLX,Y,Z) = aF(X),F(Y),F(Z)(fX,Y@ id)fX@Y,Za
(2) lrex) = F(lx) fux (67 @ idr(x)),
(3) e = F(rx) fxa(idpeo @07,
Una transformacion natural monoidal 7 : (F, f,¢) — (F', f',¢') entre dos

funtores monoidales es una transformacion natural 7 : F — F”’ tal que para
cualquier X,Y € C, las identidades

(4) ¢=¢'1, Txevfxy = fxy(Tx®T1y).

se satisfacen.
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Un isomorfismo natural monoidal es una transformacion natural monoidal

que es un isomorfismo natural.

Una equivalencia monoidal entre dos categorias monoidales C y D es un

funtor monoidal (F, f,¢) : C — D, tal que existe otro funtor monoidal
(F'. f,¢"):D—C
e isomorfismos naturales monoidales
7:FoF —1Idp, 7 :F oF —Ide.

En este caso decimos que las categorias monoidales C y D son monoidalmente
equivalentes.

Nota 1.2.4. Un hecho muy importante de las categorias monoidales que usare-
mos es el siguiente: Sea C una categoria monoidal, entonces existe una categoria
monoidal estricta C’, tal que C y C’ son monoidalmente equivalentes. Esto se
conoce como el Teorema de Coherencia de Mac-Lane y puede ser consultado
en [38].

Ejemplo 1.2.5. Sea Vec la categoria de espacios vectoriales sobre el cuerpo .
Esta categoria es una categoria monoidal donde ® = ®y, 1 = ky los morfismos
a, vy [ son los morfismos usuales de espacios vectoriales.

Ejemplo 1.2.6. Sea G un grupo finito. Consideremos la categoria Rep(G)
de representaciones sobre el cuerpo k. Sea V' una representacién y py : G —
GL(V) el morfismo correspondiente a esta representaciéon. Podemos dotar a
esta categoria de una estructura de categoria monoidal de la siguiente forma:

Si V' y W son dos representaciones, entonces su producto tensorial es una
nueva representacion cuyo espacio vectorial subyacente es V@ W =V @, W.
La aplicacion

pvew : G — GL(V @ W)

es dada por pyew(g) = pv(9) ® pw(g). El objeto unidad es la representacion
trivial, es decir, 1 = k.

Ejemplo 1.2.7. El ejemplo anterior se puede generalizar al siguiente caso. Sea
H una bidlgebra y sea H — Mod la categoria de H-mddulos. Dados U,V € H
definimos su producto tensorial a partir de la accién diagonal determinada por
la comultiplicacion de H, es decir U ® V' es un H-modulo con la accién dada
por:

h-(u®wv):=ha - u®hg)-v
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paratodoshe Houe U, v e V.

Con este producto tensorial, H —Mod es una categoria monoidal. La unidad
es el cuerpo k visto como un espacio vectorial sobre si mismo, donde la accion
viene dada por la counidad de H, es decir, h -1 = £(h). Los isomorfismos de

asociatividad y de unidad son los usuales de espacios vectoriales.

Ejemplo 1.2.8. Sea G un grupo finito, denotaremos por C(G) a la categoria
de k-espacios vectoriales de dimension finita G-graduados. Sus objetos son es-

pacios vectoriales munidos de una G-graduacién V = @, _, V, y sus morfismos

e
son los morfismos que respetan la G-graduacion. ’
Ahora, vamos a dotar a esta categoria de un producto tensorial de la sigu-
iente forma:
VoW =@vew),
geG
donde
(VeW),=P V. W,
zed
El objeto unidad satisface 1. = ky 1, = 0 si g # e. Si consideramos los
isomorfismos de asociatividad y de unidad de espacios vectoriales, entonces

podemos definir los isomorfismos a,r y | de manera obvia.

Ejemplo 1.2.9. En este ejemplo, daremos una generalizacion del ejemplo
anterior donde el isomorfismo de asociatividad no serd el trivial.

Sea GG un grupo finito. Un &-cociclo normalizado es una funcion w : G x
G x G — k* que satisface:

W(92, g3, 94)00(91, 9293, 94)00(917 g2, 93) = w(9192, g3, 94)00(91, 92, 9394)

w(g, 1,1) =
Para todo g7lagla927g3vg4 e d.
De la definicién se puede deducir que w(1,g,l) = 1 = w(g,l,1) para todo
9,1l € G.

Definimos la categoria monoidal C(G,w) de la siguiente manera: Como
categoria abeliana, C(G,w) es igual a C(G). El producto tensorial y el objeto
unidad son los mismos que los de la categoria C(G).

La diferencia ocurre con el isomorfismo de asociatividad a®“, el cual se define

Ccomo

@ (UV)eW U ((VeW)
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agyw((u®v) @w) = wlg, f,h)(u® (v@w))

para elementos homogéneos v € Uy, v € Vy y w € W), de U, V, W € C respec-
tivamente.

Cuando tomamos el cociclo trivial 1, tenemos que C(G, 1) = C(G).

1.2.1. Categorias trenzadas. Recordemos la nocién de categoria tren-
zada, introducida por Joyal y Street en el articulo [34].

Definicién 1.2.10. Una categoria monoidal C se dice trenzada, si estd munida

de un isomorfismo natural,
CX7y2X®Y$>Y®X, X,YEC

el cual es llamado una trenza, tal que satisface las siguientes ecuaciones para
todos los objetos X, Y, Z en C:

(ayzx)(cxyez)(axyz) = (idy ®cx z)(ayxz)(cxy ®idy)
(ag,lX,Y>(CX®Y,Z)(a;(,1Y,Z> = (cxz ® idY)(“;(,lz,Y)(idX ®cy,z)
estas ecuaciones son conocidas como los axiomas del hexagono.

Si la trenza satisface ademds que cyycyy = idygy para todo U,V en C,
decimos que la categoria C es simétrica.

Definicién 1.2.11. Sean C! y C? categorias monoidales trenzadas cuyas tren-
zas son denotadas por ¢! y ¢? respectivamente. Un funtor monoidal (F, f, ¢)

de C! a C? se dice trenzado si el siguiente diagrama conmuta:

), ()

F(X)® F(Y) FY)® F(X)
f;}yl lf;,k
FIX®Y) M F(Y ® X)

para todos los objetos X, Y en la categorfa C!.

Ejemplo 1.2.12. Si G es un grupo finito, entonces la categoria Rep(G) es

simétrica, su trenza es la trenza estandar. Esto es,

cxy(z®y) =y
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Ejemplo 1.2.13. Denotemos por sVec a la categoria de k-espacios vectoriales
de dimensién finita Z/27Z-graduados. Un elemento de esta categoria es de la

V=VvEPn

esta resulta ser una categoria simétrica. La trenza ¢ : V@ W — W @ V entre

forma

dos objetos V, W en sVec se define como
c(v®w) = (-1)%w®uv
para elementos homogéneos v € V,,, w € Wy, con 0 < a,b < 1.

Ejemplo 1.2.14. Sea GG un grupo finito y sea z € G un elemento central
tal que 2% = 1. Podemos asociarle a la categoria Rep(G) una trenza ¢ de la
siguiente forma:

Supongamos que zz = (—1)"x y zy = (—1)"y, entonces:

dyy(@y) = (=1)""(y ®x).

Denotemos por Rep(G, z) a la categoria Rep(G) equipada con esta trenza,

las categorias de esta forma reciben el nombre de categorias super- Tannakianas.

Ejemplo 1.2.15. En este ejemplo, introduciremos una clase de bidlgebras
definidas por Drinfeld en [17] y que son llamadas Bidlgebras cuasi-triangulares.

Sea A una bidlgebra. Decimos que A es una bidlgebra cuasi-triangular si
existe un elemento invertible R en A ® A, llamado la R-matriz universal, tal
que para todo a € A se satisface:

A“(a) = RA(a)R™"
(id ®A)(R) = Ri3R1o
(A ® 1d)(R) - R13R23

(e @id)(R) = 1 = (id @¢)(R)

donde R, significa R®@1 € A®? y de manera similar para los elementos Ri3 y
Ras.

En [35] Chapter XV] se demuestra que si A es una bidlgebra cuasi-
triangular, entonces la categoria A-Mod es una categoria monoidal trenzada.
Ms4s atin, esta categoria es simétrica si se cumple que Ry; = R
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Dada una categoria monoidal C, existe una categoria asociada llamada el
centro de C, esta categoria serd denotada por Z(C). Entre las principales car-
acteristicas de dicha categoria, podemos nombrar el hecho de que esta resulta

ser una categoria monoidal trenzada.

Por comodidad, consideraremos a la categoria C como una categoria
monoidal estricta.

Definicién 1.2.16. El centro de la categoria C, denotado por Z(C), es la
categoria cuyos objetos son pares (V,c_ ), donde V' es un objeto de C y

CX7viX®V—>V®X

es una familia de isomorfismos naturales tales que para todo XY € C se
satisface la siguiente identidad

CX®Y,V = (CX,V X ldy)(ldx ®Cy7v)

Definicién 1.2.17. Sean (V,c_yv) y (W, c_w) dos objetos de Z(C), un mor-
fismo
frVieey) = (Weow)

es un morfismo f: V — W en C y tal que

(f ®idx)exv = cxw(idx @f)

para todo X en C.

El centro Z(C) satisface unas propiedades muy interesantes que enunciare-

mos en el siguiente teorema:

Teorema 1.2.18. Sea (C,®, 1,a,r,l) una categoria monoidal.
1. SiC es una categoria abeliana (k-lineal) entonces Z(C) es una categoria
abeliana (k-lineal).
2. Z(C) es una categoria monoidal con unidad (1,1_or_) y si (Vic_y) y
(W, c_w) son objetos de Z(C), entonces su producto tensorial se define
como

Vieev)® (Weew) =V e@W,c_yvew)

donde cx yew = (idy @cxw)(cx,v ® idw) para todo X en C.
3. La categoria Z(C) es trenzada. La trenza es dada por

OWiee ) (Wiew) * (Ve y) @ Wieow) = (Woew) @ (Ve )

OWVe—v),(Weeew) = CV,w
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DEMOSTRACION. Ver [35, Theorem XIII.4.2] O
1.2.2. Categorias monoidales rigidas. Sea (C,®,1,a,r,1) una cate-

goria monoidal. Supondremos en esta subseccién que C es estricta. La referencia
usada es el libro [2].

Definicién 1.2.19. Sea X un objeto de C. Un dual a derecha de X es un
objeto X* munido de morfismos

evy : X" ®X =1, coevy:1—->X®X"

llamados morfismos de evaluacion y de coevaluacién respectivamente, tales que

las composiciones:

X coevx ®id x X®X* ®X idx ®evx X

idx* ®coevx evx Qid x =

X XX X" X

son las identidades.

Anélogamente un dual a izquierda de X es un objeto *X munido de mor-
fismos

evxy : XX =1, coevy:1—->"X®X

tales que las composiciones:

X id x ®coevx X ®* X ® X ev, ®id x X

coevx ®idx x id* x ®evx

*X XXX *X

son las identidades.

Lema 1.2.20. Los duales a derecha vy a izquierda son unicos salvo isomorfis-
mos.

DEMOSTRACION. Ver |2, Lemma 2.1.5]. O

Definicién 1.2.21. Una categoria monoidal se dice rigida si todo objeto posee

duales a derecha y a izquierda.

Si C es rigida, el objeto unidad verifica que 1* ~ 1 ~* 1.
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Lema 1.2.22. Sea C una categoria rigida. El funtor dualidad ( )*:C — C es
un funtor contravariante. Ademds para todo X, Y en la categoria C se tiene

que (X @Y)" ~Y*® X*.
DEMOSTRACION. Ver [2]. O

Definiciéon 1.2.23. Un objeto g de C se dice invertible si g® ¢g* = 1 = ¢g* ® g.
Una categoria C abeliana y rigida es llamada punteada si todos sus objetos

simples son invertibles.

Ejemplo 1.2.24. La categoria C(G,w) del Ejemplo es una categoria
punteada.

Lema 1.2.25. Sea C una categoria rigida. Entonces existen isomorfismos nat-
urales

Hom¢ (U®V, W) = Home (U, WQV™) Home (U, VW) = Home(V*QU, W)
Home (U®V, W) = Home (U,* VRW) Home (U, VW) = Home (UR*V, W)
para todo U, VW € C.

DEMOSTRACION. Sea ¢ € Home(U @V, W). A este morfismo le asociamos
la composicién

U id ®coevy UV eV P®id WeV*

De manera analoga, al morfismo ¢ € Home (U, W ® V*) le podemos asociar

el morfismo
UV 224 wevieV M2%

Es facil verificar que estos morfismos son inversos el uno del otro. Analoga-
mente se demuestra la existencia de los otros dos isomorfismos naturales. [

Usando el Lema|l.2.25] demostraremos la siguiente proposicion, la cual nos
da condiciones para que el funtor ® sea exacto en cada variable.

Proposicién 1.2.26. Sea C una categoria abeliana y rigida. Entonces el funtor

® es exacto en cada variable. Es decir, st la sucesion
0=-U—=V-=>W=0
es exacta en C, entonces las sucesiones

02U X =>2VRX->2WeX—=0

0> XQRQU XV -2>2XW —=0
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son exactas.

DEMOSTRACION. La sucesién
0= URX=VeX->WaX =0
es exacta si y sélo si la sucesion
0 — Home(Y,U ® X) — Home(Y,V ® X) — Home (Y, W ® X) — 0
es exacta para todo Y € C, esto se puede consultar en [3§].

Por el Lema [1.2.25] tenemos que Home(Y,U ® X) = Home(Y ®* X, U).
Como el funtor Home(Y, —) es exacto a izquierda, entonces tenemos que — ®
X es exacto. Andlogamente, usando las otras identidades del mismo lema,
tenemos que X ® — es exacto. ]

1.2.3. El anillo de Grothendieck G(C). Sea C una categoria abeliana
monoidal rigida. La Proposicién [1.2.26| nos dice que el funtor ® es exacto.

Este hecho nos permite definir una estructura de anillo sobre el grupo de
Grothendieck G(C).

Sean [X] e [Y] elementos del grupo de Grothendieck. Definimos su producto
como

XY =X ®Y]
el objeto unidad corresponde a la clase [1].

El anillo resultante se conoce como el anillo de Grothendieck de la categoria.

1.3. Categorias tensoriales finitas y de fusion

Usando los preliminares de las secciones anteriores vamos a introducir la
definicién de categoria de fusion. Esta es una clase especial de una categoria
llamada categoria tensorial finita. Las categorias de fusién son el contexto
categorico en el que vamos a trabajar a lo largo de la monografia.

Definicién 1.3.1. Sea C una categoria abeliana k-lineal. Decimos que C es
localmente finita si todo objeto de C es de longitud finita y los espacios de
morfismos Home (X, Y') son espacios vectoriales de dimensién finita para todo
X, Y enC.

La categoria C se dice finita si es localmente finita y tiene un nimero finito

de objetos simples.

Definicién 1.3.2. [20] Sea & un cuerpo algebraicamente cerrado.
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1. Una categoria tensorial finita sobre k, es una categoria finita, k-lineal,
monoidal rigida, tal que el objeto unidad 1 es simple.
2. Una categoria de fusion sobre un cuerpo k es una categoria tensorial

finita semisimple.

Ejemplo 1.3.3. Los siguientes son ejemplos de categorias de fusion:

1. Sea GG un grupo finito y £ un cuerpo algebraicamente cerrado tal que
la caracteristica de k no divide al orden de G. La categoria Rep(G) es
una categoria de fusion.

2. Sea H una (cuasi-)algebra de Hopf semisimple de dimensién finita sobre

k. La categoria Rep H es categoria de fusion.

Ejemplo 1.3.4. Cada categoria de fusion punteada C es equivalente a la cat-
egorfa C(G,w) con G un grupo finito y w un 3-cociclo en G.

Consideremos una categoria de fusién C sobre k. Una subcategoria tensorial
plena D C C es una subcategoria de fusion de C si para todo objeto X en C
isomorfo a un sumando directo de un objeto en D se tiene que X € D. Una
subcategoria de fusion es rigida, por lo tanto, es una categoria de fusion por si
misma. Para una demostracién de este hecho, referimos al lector a [19].

Sea X una coleccién de objetos de C. La subcategoria de fusién generada
por X, es la menor subcategoria de fusion que contiene a X', la denotaremos
por C[X]. En el caso en que X estd formado por un solo objeto X, denotaremos

esta categoria por C[X].

Definicién 1.3.5. La subcategoria adjunta C,q de la categoria de fusion C, es
la subcategoria de fusiéon generada por todos los elementos X ® X*, donde X
recorre todos los objetos simples de C.

Definicién 1.3.6. Sea C una categoria de fusién trenzada. Una subcategoria
simétrica D C C se dice tannakiana, si es equivalente, como categoria de fusion
trenzada, a la categoria de representaciones de dimension finita de un grupo
finito G. Es decir, si existe un funtor F': D — Rep(G) el cual es una equiva-
lencia de categorias de fusion trenzadas.

Ejemplo 1.3.7. Sea GG un grupo finito, consideremos la categoria C = Rep(G).
Su subcategoria adjunta es C,q = Rep(G/Z(G)), donde Z(G) denota el centro
del grupo G.

Una pregunta interesante es determinar cuando el producto tensorial de dos

objetos simples en una categoria de fusion es de nuevo un objeto simple. La
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respuesta a esta pregunta se encuentra en el siguiente lema cuya demostracion
aparece en [16, Lemma 2.5|. Recordemos que para dos objetos X,Y € C,
m(X,Y) denota la multiplicidad de X en Y.

Lema 1.3.8. Sea C una categoria de fusion. Sean X eY objetos simples de

C. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

n X*®Y es simple.
= Para todo objeto simple Z distinto del objeto unidad, se tiene que
m(Z,X@X*)=0o0m(Z,Y ®Y*) =0.

1.4. Categorias médulo

Sea C una categoria monoidal. La nocién de categoria modulo generaliza
la nociéon de modulo sobre un anillo. En esta seccién daremos una breve intro-

duccién a este concepto.
Definicién 1.4.1. Un médulo a izquierda sobre C, es una categoria abeliana

M, equipada con un bifuntor @™ : C x M — M, munido de isomorfismos
naturales

ay'yy (X@Y)oMM —— XM (Y oM M)

tales que los siguientes diagramas

(XeY)®2Z)eMM

M

(XY ®2)eMM (X®Y)eM(ZaeMM)
M aM
J/%(,Y@Z,M - X,Y,Z®M]MJ/
id®a
XM (Y ® Z) @M M) 2 X @M (Y @M (Z @M M)
a/)\(/fl,Y
(X®1l) MM X @M (1M M)

X M M.
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conmutan para todo X,Y, Z €Cy M € M.

Definicién 1.4.2. Sean M y N dos categorias médulo a izquierda sobre C.
Denotemos por ¢ y ¢V a los isomorfismos naturales de asociatividad de cada
una de las categorfas. Un funtor de C-mddulos de M a N es un par (F,s),
donde F': M — N es un funtor y

sxar: F(X @M M) = X @V F(M)

es un isomorfismo natural tal que los siguientes diagramas

F(X®Y)aMM)

F(X @M (Y @M M)) (X®Y)eN F(M)

N
JSX,Y@;M M XY, F(M) l
idx @V sy,m

XN F(Y @M M) XN (YN F(M)

S1,M

F(1 @M M) 1N F(M)

N

F(M).

conmutan para todo X, Y en la categoria C y M en la categoria M.

De ahora en més cuando digamos categorias médulo nos estaremos refirien-

do a una categoria médulo a izquierda.

Decimos que una categoria médulo es indescomponible, si no es equivalente

a la suma directa de dos categorias modulo no triviales.

Una categoria médulo M sobre C se dice ezacta si para todo objeto proyec-
tivo P € C, el objeto P @™ M es proyectivo para todo M € M.

Sean C una categoria tensorial y M una categoria médulo exacta indescom-
ponible sobre C. Consideremos la categoria Ci, = End¢(M) de endofuntores
de C-médulos de M. Esta resulta ser una categoria tensorial, decimos que C},
es la categoria dual de C con respecto a M.

Si C es una categoria de fusiéon y M es un C-moédulo exacto indescom-

ponible, entonces la categoria C}, también es semisimple.
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Utilizando la nocién de categoria dual, Miiger en [48] generaliz la nocién
clasica de equivalencia Morita entre anillos al contexto de categorias tensori-
ales.

Definicién 1.4.3. Dos categorias tensoriales C y D se dicen Morita equiva-

lentes si D = (Cy,) para alguna categoria médulo M indescomponible sobre

C.






Capitulo 2

Categorias de fusion

Sea C una categoria de fusién. Existe un invariante numérico de la categoria
llamado la dimensién de Frobenius-Perron, este es un invariante muy impor-
tante que ha sido estudiado a profundidad por varios autores. Un objetivo de
este capitulo sera introducir esta nocién y mostrar algunas de sus propiedades.

La equivariantizacién de una categoria de fusién por un grupo finito, asi co-
mo la extensién de una categoria de fusion, son construcciones que nos per-
miten, a partir de categorias conocidas, construir nuevas categorias. Parte del
capitulo serd dedicado a recordar estas dos construcciones, asi como también
presentar una construccion debida a Turaev la cual es llamada categorias de
fusién G-cruzadas.

Las categorias de fusion trenzadas tienen una motivacién desde el punto
de vista de la fisica. Nociones como la S-matriz y la formula de Verlinde que

aparecen en estos casos seran presentadas y discutidas aqui.

2.1. Dimensiones de Frobenius-Perron

Sea C una categoria de fusion, denotemos por Irr(C) al conjunto de clases
de isomorfismos de objetos simples de C.

Consideremos el anillo de Grothendieck G(C), este fue definido en la Sub-
seccion [I.2.3] Como la categoria C es una categoria de fusién, entonces todos
sus objetos son de longitud finita. En este caso G(C) es generado por las clases
de isomorfismo de objetos X € C con adicién y multiplicacién dada por:

X+ [Y]=[XeVY] XY =[X®Y]

para todo X e Y en C. G(C) es un Z-médulo libre con base Irr(C).

Antes de introducir la nocién de dimensién de Frobenius-Perron de una
categoria de fusién, enunciaremos un teorema clasico del algebra lineal cuya
demostraciéon puede encontrarse en [25].

39
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Teorema 2.1.1. (Teorema de Frobenius-Perron) Sea A una matriz cuadrada

con entradas reales no negativas.

1. A tiene un autovalor real no negativo. El mayor autovalor real no neg-
ativo N(A) de A domina los valores absolutos de todos los otros auto-
valores de A.

2. Si A tiene entradas estrictamente positivas entonces A(A) es un auto-
valor positivo simple y el autovector correspondiente puede ser normal-
1zado para tener entradas estrictamente positivas.

3. Si A tiene un autovector v con entradas estrictamente positivas, en-

tonces el autovalor correspondiente es A\(A).

Sea C una categorfa de fusion y sean X,Y,Z € Irr(C). Denotemos por
NZ,. € Z, la multiplicidad del objeto simple Z en el producto tensorial X @Y,
es decir,

Xove P NLZ
Zelrr(C)
Para el objeto X consideremos la matriz de enteros no negativos

NX = (N)%Y)Y,Zelrr(C)

Definicién 2.1.2. Sea X € C, definimos su dimension de Frobenius-Perron,
como el autovalor de Frobenius-Perron de la matriz N*. Lo denotaremos por

FPdim(X).
La dimension de Frobenius-Perron de la categoria C se define como

FPdimC = Y (FPdimX)?
Xelrr(C)
Sean X € C, consideremos su dual a derecha X*. Las dimensiones de
Frobenius-Perron de estos objetos satisfacen que FPdim X = FPdim X*.

Definicién 2.1.3. La categoria C es llamada integra si FPdim X € Z, para
todos los objetos simples X € C. Decimos que C es débilmente integra si
FPdimC € Z.

Nota 2.1.4. Toda categoria de fusién integra es equivalente a una categoria
Rep H, donde H es una cuasi-algebra de Hopf de dimensién finita. Este hecho
estd enunciado y demostrado en |21, Theorem 8.33].

En el articulo [21] se estudia con mucho detalle la nocién de dimensién de
Frobenius-Perron para una categoria de fusion C. Algunos de los principales

resultados son:
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Teorema 2.1.5. La asignacion X — FPdim X se extiende a un morfismo de
anillos FPdim : G(C) — R. Mas aun, FPdim es el inico morfismo de anillos
que satisface FPdim(X) > 0 para todo objeto simple X en C.

Teorema 2.1.6. Sea C una categoria de fusion. Entonces FPdim Z(C) =
(FPdim C)?, donde Z(C) es el centro de la categoria C.

Teorema 2.1.7. Sea C una categoria de fusion trenzada, débilmente integra.
Entonces para cualquier objeto simple X € C, el radio FPdim(C)/ FPdim(X)
es la raiz cuadrada de un nimero entero.

Este teorema puede ser visto en [21].

2.2. Equivariantizacién de categorias de fusién

La equivariantizacién es una construccién que permite construir nuevas
categorias de fusién a partir de un grupo finito y de una accién de este sobre
una categoria de fusion. El objetivo de esta seccién es definir esta nueva cate-
goria, la cual resultara ser de fusién nuevamente, asi como ver algunas de sus

propiedades.

Sea G un grupo finito. A partir de este grupo construiremos una categoria
monoidal, denotada por G, de la siguiente forma:

= Los objetos de G son los elementos de G.
= Los morfismos en la categoria son las identidades.
» El producto tensorial es dado por el producto del grupo G. Es decir, si

x e y pertenecen a G, entonces r ® y = xy.

Sea C una categoria de fusién. Definimos la categoria monoidal Aut,, (C) co-
mo la categoria cuyos objetos son autoequivalencias monoidales de la categoria
C en si misma (tales equivalencias se conocen como autoequivalencias tenso-
riales), los morfismos son los isomorfismos naturales monoidales entre estos

funtores y el producto tensorial es dado por la composicién de funtores.

Definicién 2.2.1. Sea G un grupo finito.
Una accion de G sobre una categoria de fusion C consiste en un funtor

monoidal

p:G— Auty(C) g p.
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De esta definicién se tiene, que cada g € G es enviado a una autoequiv-
alencia tensorial p? : C — C tal que para cada par g, h de elementos de G,
existe un isomorfismo natural de funtores tensoriales

7h .
ps s p?opht e pt

y un isomorfismo natural
po :ide — p°

tales que los siguientes diagramas son conmutativos

g bk 3" o gh
pp"pt —— p?p

h.k h.k
P73 l lpg

para todo g, h, k € G.

Definicién 2.2.2. Sean GG un grupo finito y C una categoria de fusién. Consid-
eremos una accién de G sobre C, p : G — Aut,(C). Un objeto G-equivariante
de C es un par (X, {¢?},ec), donde X es un objeto de Cy p? : p?(X) ~ X,
g € G, es una coleccién de isomorfismos tales que el diagrama

P (p"(X)) —— p(X)
pg hl l“g
phx) L X
conmuta para todo g, h en G.

Un morfismo de dos objetos equivariantes (X, {i?}geq) v (Y, {v9}4eq) en
C, es un morfismo f : X — Y tal que el diagrama

p(X) 2Ly ()
< 5
X Y

conmuta para todo g € G.

_r
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Dados un grupo finito GG, una categoria de fusiéon C y una acciéon de G sobre

C, vamos a construir una nueva categoria llamada la equivariantizacion.

Definicién 2.2.3. La equivariantizacién, denotada por C%, de la categoria de
fusion C bajo la accién de G, es la categoria cuyos objetos son los objetos
G-equivariantes y cuyos morfismos corresponden a los morfismos entre objetos

G-equivariantes.

Cuando k es un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero,
tenemos que la equivariantizacién C¢ de la categoria de fusién C, es de nuevo

una categoria de fusién y su dimension de Frobenius-Perron es
FPdim C% = |G| FPdim C.

Este resultado, asi como mas informacién sobre la equivariantizaciéon pueden

ser consultados en las referencias [7], [8], [19].

Sea CY la equivariantizacién de C bajo la accién p y sea F' : C¢ — C el
funtor de olvido.

Para cada objeto simple Z de C, sea Gz C G el subgrupo de inercia de Z.
Este se define como

Gz={9€G: p(Z)=Z}.

Como Z es simple, existe un 2-cociclo az : Gz X Gz — k* definido por la

relacion

az(g,h)"Midy = p?(M)(p8y) (M) Z = 2,
donde, para todo g € Gy, se tiene que ¥ : p(Z) — Z es un isomorfismo fijo
[9], Subsection 2.3].

Los objetos simples de C¢ estan parametrizados por pares (Z,U), donde
Z corre sobre las G-6rbitas de Irr(C) y U es una clase de equivalencia de una
representacion irreducible az-projectiva de Gz (ver [9]).

Usaremos la notaciéon Sz para indicar la clase de isomorfismo del objeto
simple correspondiente al par (Z,U). Se demuestra en el articulo [9] que las

dimensiones de Frobenius-Perron de los objetos simples satisfacen:
(5) FPdim Sz = [G : Gz] dim U FPdim Z.

Sea C una categoria tensorial. Existe un proceso opuesto a la equivarianti-
zacion, llamado la de-equivariantizacion, el cual vamos a describir a contin-

uacion.
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Sea £ = Rep(G) una subcategoria tannakiana del centro Z(C), donde G
es un grupo finito. Consideremos el algebra A en la subcategoria £ correspon-
diente al dlgebra k% de funciones sobre G con la accién regular de G. Esta
algebra resulta ser conmutativa en la categoria £.

Consideremos la categoria Ci; de A-moddulos a derecha en C; esta es una

categoria tensorial y es llamada la de-equivariantizacion de C con respecto a
Rep(G).

La equivariantizacién y la de-equivariantizacion son construcciones inversas
canénicamente una de la otra, es decir, existen equivalencias de categorias
tensoriales (Cq)® = (CY)g, ver [19].

2.3. Categorias de fusién de tipo grupo

Una clase de categorias de fusion son las llamadas categorias de fusion de
tipo grupo, las cuales fueron definidas en [57] y estudiadas a profundidad en
[21]. Estas se definen a partir de grupos finitos. El objetivo de esta seccién

sera dar una breve introducciéon a estas categorias.

Consideremos los siguientes datos:

= Sea G un grupo finito y H C G un subgrupo.
» w € Z3(G, k) un 3-cociclo.

» o € C*(H, k) una 2-cocadena tal que da = w|y.

Consideremos el élgebra de grupo torcida A = k,[H]. Como da = w|g,
entonces el dlgebra A es un dlgebra asociativa en esta categoria.

Consideremos ahora la subcategoria Vecg,(H), la cual es la subcategoria

de Vecq,, de objetos graduados por H.

Definimos la categoria C(G, H,w, ) como la categoria de A-bimédulos en
Vecq . Estas categorias se llaman categorias de fusion de tipo grupo.

Una caracterizacién simple de las categorias de tipo grupo es dada en [57],

remitimos al lector a dicho articulo para ver su demostracion.

Proposicion 2.3.1. Una categoria de fusion C es de tipo grupo si y solo si es
dual a una categoria punteada con respecto a una categoria modulo indescom-

ponible.

El siguiente corolario, el cual se demuestra en [21I], nos dice que las cat-
egorias de fusién de tipo grupo son integras, es decir que las dimensiones de
Frobenius-Perron de sus objetos simples son niimeros enteros.
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Corolario 2.3.2. [21], Corollary 8.43] Los objetos simples de una categoria de

fusion de tipo grupo tienen dimensiones de Frobenius-Perron entera.

Los resultados de [57] implican que la clase de las categorias de fusién de
tipo grupo es cerrada bajo el producto tensorial, categoria opuesta y toman-
do la categoria dual con respecto a una categoria médulo indescomponible.
Ademas la clase es cerrada tomando subcategorias y bajo componentes de una
categoria cociente.

2.4. Categorias graduadas

En esta seccion recordaremos la nocién de graduacién por un grupo finito
en el contexto de categorias de fusién. Esta herramienta es muy 1til a la hora
de construir nuevas categorias de fusion a partir de categorias conocidas. La

referencia principal es el articulo [27].

Definicién 2.4.1. Sean C una categoria de fusién y G un grupo finito. Decimos
que C es graduada por G, si la categoria C se descompone como una suma

directa de subcategorias abelianas plenas C = @ C, tal que para todo g, h €

geG
G, el producto tensorial

QK:CxC—=C

envia C, x Cp, en la subcategoria Cgy,.

La subcategoria abeliana C. correspondiente al elemento neutro e € G es
llamada la componente trivial de la G-graduaciéon. Esta subcategoria resulta
ser una subcategoria de fusion.

Nota 2.4.2. Es consecuencia de lo anterior que el dual satisface C; = Cy-1.

Si tenemos que Cy4 # 0 para todo g en el grupo G, decimos que la graduacién
es fiel. Si C es fielmente graduada por un grupo G, diremos que C es una G-

extension de C,.

Sea C una G-extension de C,.. Las dimensiones de Frobenius-Perron de las
subcategorias abelianas satisfacen que FPdim C, = FPdim C., para todo g € G.
Ademas la dimensién de Frobenius-Perron de la categoria C es FPdimC =
|G| FPdim C,.. Ver [19, Corollary 4.28].
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En el mismo trabajo [27], Gelaki y Nikshych probaron que para toda cat-
egoria de fusion C existe una graduacion fiel canénica
c=@p ¢
geu(C)
Esta graduacién es llamada la graduacion universal de C. El grupo U(C) es
llamado el grupo de graduacion universal de C. Este grupo es abeliano si la

categoria C es trenzada. En este caso la componente trivial de la graduaciéon
C. es la categoria adjunta.

2.4.1. Categorias de fusion nilpotentes. Sea C una categoria de
fusion. La serie central ascendente de C se define recursivamente de la siguiente
forma:

cO — C, c — Cods cm — (C("fl))ad,

para todo entero n > 1.

Definicién 2.4.3. Una categoria de fusién C es nilpotente si su serie central
ascendente converge a la categoria Vec de espacios vectoriales de dimensién
finita, es decir, si existe un ntimero entero n para el cual C™ =Vec.

El menor niimero n para el que ocurre esto se conoce como la clase de

nilpotencia de C.

La nocién de una categoria de fusién nilpotente fue introducida en el articu-
lo [27].

Una condicién equivalente a que una categoria C sea nilpotente es que
exista una sucesion de categorias de fusion

Vece=C,cC,c---c(C,=C

y una sucesion de grupos finitos G1,- -+ , G, tal que C; se obtiene de C;_; por
una G;-extensién para todo ¢ = 1,--- ,n. Esta afirmacién estd demostrada en
[27] (ver Theorem 3.5 y Remark 4.7).

Si todos los grupos Gy, - -- , G, resultan ser ciclicos, decimos que la cate-

goria C es ciclicamente nilpotente.

Ejemplo 2.4.4. Consideremos una categoria de fusién punteada. Esta cate-
goria siempre resulta ser nilpotente [27, Remark 4.7]. Més atin, las categorias
con clase de nilpotencia 1 son siempre de esta forma.
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Ejemplo 2.4.5. Sea G un grupo finito. La categoria C = Rep(G) es nilpotente
si y sélo si el grupo G es nilpotente.

2.4.2. Categorias de fusién resolubles. En el articulo [22] se intro-
ducen las definiciones de categoria de fusion débilmente de tipo grupo y cate-
goria de fusion resoluble.

Definicién 2.4.6. Una categoria de fusiéon C es débilmente de tipo grupo si es
Morita equivalente a una categoria de fusion nilpotente.

Por otro lado, decimos que C es resoluble si se satisface alguna de las sigu-

ientes dos condiciones equivalentes:

1. C es Morita equivalente a una categoria de fusién ciclicamente nilpo-

tente.
2. Existe una sucesion de categorias de fusion Cy = Vec,Cy,--- ,C, =Cy
una sucesiéon Gy, - - - , G, de grupos ciclicos de orden primo tal que C; es

obtenido de C;_; por una G;-equivariantizacién o por una G;-extension.

En [22] se demuestra que las categorias débilmente de tipo grupo y las
categorias resolubles son débilmente enteras.

Las principales propiedades de las categorias débilmente de tipo grupo se

resumen en la siguiente proposicién.

Proposicion 2.4.7. La clase de categorias débilmente de tipo grupo es cerrada
bajo extensiones, equivariantizaciones, equivalencia Morita, productos tensori-

ales, el centro, subcategorias y componentes de categorias cocientes.

DEMOSTRACION. Ver [22] Proposition 4.1] O

Para categorias resolubles también en el mismo articulo se obtienen los

siguientes resultados:

Proposicién 2.4.8. 1. La clase de categorias resolubles es cerrada
tomando extensiones y equivariantizaciones por grupos resolubles,
equivalencia Morita, productos tensoriales, el centro, subcategorias y
categorias componentes de categorias cocientes.

2. Las categorias Vece,, y Rep(G) son resolubles si y solo si G es un grupo
resoluble.

3. Una categoria de fusion nilpotente trenzada es resoluble.

4. Una categoria de fusion resoluble C # Vec contiene un objeto invertible
no trivial.
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DEMOSTRACION. Ver [22, Proposition 4.5] O

2.5. Sucesiones exactas

Sean C y D categorias de fusién y sea F' : C — D un funtor tensorial.

Definicién 2.5.1. Decimos que el funtor es dominante si todo objeto Y de D
es un subobjeto de F'(X) para algin objeto X en la categoria C.

Denotaremos con Kerp a la subcategoria de fusién formada por los objetos
X de la categoria C tales que F'(X) es un objeto trivial de la categoria D. Esto

significa que F'(X) es isomorfo a 1" para algtn entero n.

Definicién 2.5.2. El funtor F' es normal si para cada objeto simple X de C
que satisface Homp(1, FI(X)) # 0, tenemos que X pertenece a Ketp.

En [7] se define la nocién de sucesion exacta de categorias de fusion. Esta

es una sucesion de funtores tensoriales entre categorias de fusion

F

¢ —=c c”
tal que el funtor I’ es dominante y normal, y tal que 7 induce una equivalencia
entre C' y Revp.

Ejemplo 2.5.3. Sea G un grupo finito y consideremos la sucesién exacta de
grupos 1 - G' - G — G” — 1. Esta de lugar a la sucesién exacta de
categorias tensoriales:

Rep(G”) — Rep(G) — Rep(G").

Bruguieres y Natale en [7] demostraron en particular que si ¢’ — C — C”
es una sucesion exacta de categorias tensoriales, entonces las dimensiones de
Frobenius-Perron satisfacen:

FPdimC = FPdim C' FPdim C".

En el mismo articulo se demuestra que el proceso de equivariantizacion pro-
duce ejemplos de sucesiones exactas de categorias tensoriales. Especificamente,

tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.5.4. [7, Corollary 4.22] Una accién de un grupo finito G sobre una
categoria tensorial C por autoequivalencias tensoriales da lugar a una sucesion
exacta de categorias tensoriales:

RepG — C% = C
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Esta es una sucesion exacta de categorias de fusion si k es algebraicamente

cerrado, C es una categoria de fusion y char(k) no divide al orden de G.

En este caso, el funtor I : C¢ — C corresponde al funtor de olvido
F(X, ) =X.

2.6. Categorias de fusién trenzadas

Definicién 2.6.1. Sea C una categoria de fusion trenzada y ¢ su trenza. Dos
objetos simples X y Y se dicen que se centralizan el uno al otro si la trenza
satisface cy xcxy = idxgy.

El centralizador de Miiger de una subcategoria de fusién D, el cual de-
notaremos por D', es la subcategoria de fusién plena generada por todos los
objetos X en la categoria C tales que cy xcxy = idxgy para todos los objetos
Y en la subcategoria D.

El centralizador C' de la categoria C se llama el centro de Miiger de la
categoria.

Tenemos que la categoria C es simétrica si y sélo si ' = C. Si C' = Vec,
decimos que C es no degenerada, y es llamada ligeramente degenerada si C' =
s Vec.

El siguiente teorema nos muestra una condicién que satisfacen las dimen-
siones de Frobenius-Perron cuando es trenzada, débilmente integra no degen-

erada.

Teorema 2.6.2. Sea C una categoria de fusion trenzada, débilmente inte-
gra no degenerada. Entonces para cualquier objeto simple X € C, el radio
FPdim(C)/ FPdim(X)? es un entero.

La subcategoria adjunta de una categoria no degenerada satisface la sigu-

iente condicion interesante:

Corolario 2.6.3. SiC es no degenerada, entonces (Coq)’ iguala la subcategoria
punteada mazimal Cp, C C, es decir la subcategoria de fusion generada por los

objetos invertibles de C. Ademds, C,, = Cagq.

DEMOSTRACION. Ver [19, Corollary 3.27]. O

La siguiente proposicién, la cual es extraida de [22], nos muestra un caso
en el que una categoria de fusion integra trenzada, ligeramente degenerada

contiene una subcategoria tannakiana no trivial.
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Proposiciéon 2.6.4. Sea C una categoria de fusion integra trenzada, ligera-
mente degenerada. Supongamos que C contiene un objeto simple de dimension
p" para algun primo p > 2. Entonces C contiene una subcategoria tannakiana
no trivial.

DEMOSTRACION. Ver [22] Proposition 7.4] O

Generalizando un poco la nocién de centralizador, decimos que dos objetos
X eY se centralizan proyectivamente el uno al otro, si cy xcxy es un multiplo
escalar de la aplicacién identidad de X ® Y. Una respuesta a la pregunta de
cuando dos objetos se centralizan proyectivamente el uno al otro es dada por

la siguiente proposicién, la cual aparece en el articulo [19]:

Proposicién 2.6.5. [19, Proposition 3.22] Para un par de objetos simples
X e Y pertenecientes a una categoria de fusion trenzada C, las siguientes

condiciones son equivalentes:

1. X centraliza a Y @ Y*;
2. X ® X* centraliza a 'Y,

3. X eY se centralizan proyectivamente el uno al otro.

Se define el centralizador proyectivo de un objeto simple X (respectiva-
mente de una subcategoria plena D) como la subcategoria plena de C cuyos
objetos centralizan proyectivamente a X (respectivamente, a cada objeto sim-
ple de D). Esta resulta ser una subcategoria de fusién de C [19] Lemma 3.15].

Bajo algunas condiciones podemos decir cuando una categoria es ligera-
mente no degenerada, ese es el resultado del siguiente lema para cuya de-

mostracién remitimos al lector a [54, Lemma 7.1].

Definimos al grupo G[X] como el subgrupo del grupo de objetos invertibles
s de C tales que s ® X =2 X.

Lema 2.6.6. Sea C una categoria de fusion trenzada. Supongamos que C no
contiene subcategorias Tannakianas o no-degeneradas no triviales. Entonces la
categoria C es ligeramente degenerada y tenemos lo siguiente:
n Cp =C.
» G[X] =1, para todos los objetos simples X € C
Existen varios resultados de clasificacion de categorias de fusién trenzadas

con alguna hipétesis adicional, uno de estos resultados que usaremos en resul-

tados posteriores es el siguiente.
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Teorema 2.6.7. [18| Theorem 1.1] Una categoria de fusion nilpotente trenzada
C tiene una descomposicion unica como un producto tensorial de categorias de

fusion trenzadas

CxCiX---KC,

donde para todo i se satisface FPdim(C;) = pfi, con p; un numero primo y tal
que p; # pj SiLF J.

Un resultado interesante, debido a Naidu, Nikschych y Witherspoon, car-
acteriza las categorias de fusion de tipo grupo trenzadas como una equivari-

antizacion de una categoria de fusion punteada.

Teorema 2.6.8. Sea D una categoria de fusion trenzada. Entonces D es de
tipo grupo si y solo si D contiene una subcategoria tannakiana & = Rep(G) tal
que la correspondiente de-equivariantizacion Dg es punteada.

DEMOSTRACION. Ver [51, Theorem 7.2]. O

2.7. Categorias de fusién G-cruzadas

Sea G un grupo finito, a continuacién vamos a introducir una nocién debida

a Turaev y que se encuentra en [62], [61]:

Definicién 2.7.1. Una categoria de fusion G-cruzada es una categoria de
fusion C equipada con las siguientes estructuras:

= Una graduacién (no necesariamente fiel) C = @ Cy-
» Una accién p : G — Autg,(C) de G sobre C tal que p?(Ch) C Cypg-1-

= Una coleccién de isomorfismos naturales, llamados la G-trenza:

nyin(XJYEpg(Y)@X, XGCQ,QGGGYEC

Sean p§" : p9p =2 p9" la estructura monoidal del funtor p y 1, la estructura
tensorial de p9.

Las anteriores estructuras deben satisfacer las siguientes relaciones de com-
patibilidad:



52 2. CATEGORIAS DE FUSION

(a) el diagrama

Co9 (X009 (V) p 01

P! (X) @ p?(Y) P (p?(Y)) @ p?(X)

y
(Ng);(,ly (pghg_l,g)Y®Idpg(X)
PXRY) P (V) @ p?(X)
p(ex,y) (pg’h)y®1dpg(x)
Y

P(p"(YV)® X) ——— p(p"(Y)) ® p?(X)

(19) o (v), x

conmuta para todo g,h € G y objetos X € Cp,,Y € C;

(b) el diagrama

(XQY)®~Z
W wdz
X®(Y®2) PY)oX)®Z
cX,Y®z ap9(v),X,2
pg(Y®’Z)®X pg(Y)®’(X®Z)
(1g)y 'y @ldx Id,0(v)®cx,z

Ap9(Y),p9(2),X

(P(YV)@p'(2)) © X - (V)@ (p?(Z2) ® X)

conmuta para todo g € Gy objetos X € C,, Y, Z € C;

(c) el diagrama
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X®((Y®2)
ax\y,z ldx®cy,z
(X®Y)®Z Xe(p'2)eY)
-1 —1
CXQY,Z X, ph(2),y
pP(Z2)® (X ®Y) (X®p"(Z)®Y
(p‘g’h)Z@IdX@y CX,ph<Z>®IdY
-1 Y

a
pIph(2),X,Y

Pp"(Z2)® (X ®Y)

- (p"(Z)eX)oY
conmuta para todo g,h € G y objetos X € C,,Y € Cp,, Z € C.

La componente neutra de C respecto a la G-graduacién, denotada por C,,

es una categoria de fusién trenzada.

Sea C una categoria de fusién trenzada y sea & = Rep(G) una subcategoria
tannakiana de C. La de-equivariantizacién Cg es una categoria de fusion G-
cruzada. Esta afirmacién se puede consultar en [19]. Denotaremos por C2 a la

componente trivial de la G-graduacion asociada a Cg.

Proposicién 2.7.2. Sea C una categoria de fusion trenzada. Supongamos que
RepG = & C C es una subcategoria tannakiana. Entonces C es débilmente
integra (respectivamente integra o débilmente de tipo grupo) si y solo si C
es débilmente integra (respectivamente integra o débilmente de tipo grupo).
Ademds C es resoluble si y solo si C es resoluble y G es resoluble.

DEMOSTRACION. Ver [54, Proposition 4.1]. O

Como un caso particular de [13] Corollary 3.30], se tiene el siguiente resul-
tado.

Proposiciéon 2.7.3. Consideremos las mismas hipdtesis de la proposicion
anterior. La categoria de fusién C es no-degenerada si y sélo si CO es no-

degenerada y la G-graduacion sobre la categoria Cq es fiel. Si esto ocurre, hay
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una equivalencia de categorias de fusion trenzadas:
CX(CQ)? = Z(Cq)

Reciprocamente, si D es una categoria de fusién G-cruzada, entonces la
equivariantizaciéon D bajo la accién de G es una categoria de fusién trenzada,
y C contiene a & = Rep G como subcategoria tannakiana, bajo la inclusion
canénica Rep G — DY = C [19] Section 4].

Supongamos ademas que la subcategoria tannakiana £ estd contenida en
C’. entonces la trenza de C induce una trenza en la de-equivariantizacion Cg
tal que el funtor canénico C — Cg es un funtor tensorial trenzado y la accion
de G sobre Cg es por autoequivalencias trenzadas [5], [47], [7, Corollary 5.31].

Nota 2.7.4. Supongamos que C = Rep(G,u) es una categoria de fusién
simétrica. Entonces tenemos que C; = Rep(G/(u)) es una subcategoria tan-

nakiana maximal.

Sigue de la discusion anterior que la de-equivariantizacion D = Cg(u) €8
una categorfa de fusién trenzada munida con una accién de G/(u) por autoe-
quivalencias trenzadas tales que C = D/,

Observemos ademés que si C no es tannakiana, entonces tenemos la
equivalencia D = sVec como categorias de fusion trenzadas. Tenemos que
FPdimD = FPdimC/FPdimC, = 2 y como el funtor canénico C — D es
un funtor tensorial trenzado, entonces la categoria D es simétrica (y no es

tannakiana). Como consecuencia obtenemos:

Proposicién 2.7.5. Sea C una categoria de fusion simétrica no tannakiana.
Se tiene una sucesion exacta de categorias de fusion trenzadas

Rep G/(u) — C — sVec.

2.7.1. S-matriz y féormula de Verlinde para categorias modu-

lares.

Definicién 2.7.6. Una estructura pivotal sobre una categoria de fusién C, es
un isomorfismo tensorial 1 entre la autoequivalencia identidad de C y el funtor
doble dual X — X**. Una categoria de fusion con una estructura pivotal es

llamada pivotal.

Definicién 2.7.7. Sean C una categoria pivotal, V' un objeto de C y f un

endomorfismo de V. Definimos la traza cudntica de f, denotada por Tr f €
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Endg(1) ~ k, como la composicion
coevy f®id ®id ey

1 Vv VeV 22y gy

1.
Para todo objeto V' € C, definimos su dimension categorica como dy =

Tr(ldv)

Definicién 2.7.8. Una estructura pivotal sobre una categoria C se dice esférica

si para todo X € C se satisface dx = dx-~.

Definicién 2.7.9. [2] Una categoria premodular C es una categoria de fusiéon

trenzada equipada con una estructura esférica.

Esta definicién es equivalente a que la categoria C es una categoria de fusién
trenzada munida con una estructura balanceada, esto significa que estd munida
con un automorfismo natural 0 : id; — id¢ el cual satisface

Oxoy = cyxcxy(Ox @ by)
91 - ld
(0x)" = Ox-
para todos los objetos X, Y de C.

En el libro [2] se demuestra que una estructura balanceada 6 define un

isomorfismo natural entre los funtores § : ide — ()™ con las siguientes

propiedades:
dvew = 0y @ ow
01 =id
Sy = (0y) "

para todo V € C.
Sea C una categoria premodular. Sean X,Y objetos simples de C. Deno-
taremos por Sxy € k a la traza cudntica de la composicién
Cy, XCX)y : XY > XY.

La S-matriz de C es definida en la forma S = (Sxy)x yenr(c)- Esta es una

matriz simétrica con entradas en un cuerpo ciclotémico que satisface
Sxy+ = Sxy = Sx+v,

para todo X,Y € Irr(C), donde Sxy denota la conjugacién compleja. En par-
ticular, el valor absoluto de Sxy esta determinado por

Sy ? = SxySxy+ = SxySx+y, X,Y €Tir(C).
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Definicién 2.7.10. [64] La categoria premodular C es llamada modular si la
S-matriz es no-degenerada.

Para cada X,Y, Z € Irr(C), sea N%, = dim Hom¢(Z, X ® Y') la multiplici-
dad del objeto simple Z en el producto tensorial X ® Y.

Las categorias modulares han sido de gran interés no solo en matematica
sino también en el area de la fisica. Precisamente una férmula importante en
la fisica llamada la formula de Verlinde ha sido generalizada y probada en este

contexto.

Teorema 2.7.11. Sea C una categoria modular. Entonces se cumple la sigu-

tente igualdad:

1 Sx1 Syr Sz*1
6 NZ, = — DXL OYT P2
( ) XY dlm(C) Te%r:(C) dT

para todo XY, Z € Irr(C), donde dr es la dimension categorica del objeto T .

DEMOSTRACION. Se puede consultar en [2, Theorem 3.1.14]. O

Observacién 2.7.12. Sea T un objeto simple de C. Por |27, Lemma 6.1],
tenemos que para todo X € Irr(C) se satisface la igualdad |Sxr| = |dxdr]|, si

y s6lo si T" es un objeto invertible de C.

Por el resto de esta seccion, asumiremos que la categoria C serd una cat-
egoria de fusion trenzada, débilmente integra, esto es, FPdim C es un niimero

natural.

En este caso, el resultado [21], Proposition 8.23] nos dice que existe una
estructura esférica en la categoria C en la cual las dimensiones categdricas
de los objetos simples coinciden con sus dimensiones de Frobenius-Perron.
Esta estructura es conocida como la estructura esférica positiva canodnica. La

correspondiente estructura balanceada la denotaremos por 6 : ide — id¢.

Supongamos que £ = Rep G es una subcategoria tannakiana de C contenida
en C'.

Consideremos la de-equivariantizacién Cg de C, la cual también es débil-
mente integra y entonces una categoria premodular con estructura candnica

balanceada 6.

La accién por autoequivalencias trenzadas de G sobre Cqg y el funtor

canénico C — Cg preservan las estructuras balanceadas, es decir,

Orx) = F(0x), 0py) =0y,
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para todos los objetos X de C y Y de Cg, y para todo g € G [5, Lemme 3.3].

Lema 2.7.13. Sea Z € C' un objeto simple. Supongamos que Z es un compo-
nente de X ® X* para algun objeto simple X de C. Entonces 07 = 1.

Este lema esté contenido en [47, Lemma 5.4] para el caso en que Z es un
objeto invertible de C.

DEMOSTRACION. La categoria C’ es una categoria de fusién simétrica. Sea
G un grupo finito y sea v € Z(G), u? = 1, tal que C' = Rep(G, u).

Como C’ es simétrica, entonces para cada objeto simple Z de C tenemos
que 07 =+1,y Z € RepG/(u) siy sélo si 07 = 1.

Supongamos por el contrario que ; = —1. En particular C’ no es tan-
nakiana y £ = Rep G/ (u) es su subcategoria tannakiana maximal. Entonces &€
es una subcategoria tannakiana maximal de C contenida en el centro de Miiger
C'.

Denotemos con D = Cg/(y) la de-equivariantizacién de C, la cual es una cat-
egorfa de fusién fntegra. Indicaremos por 6 la estructura balanceada, canénica

y positiva en D.

Entonces el grupo G/(u) actia sobre D por autoequivalencias trenzadas
que preservan las estructuras balanceadas, tal que C = D%/ v el funtor
canénico F' : C — D es un funtor trenzado el cual preserva las estructuras
balanceadas.

La imagen esencial de C’ bajo el funtor F' es equivalente, como categoria de
fusion trenzada, a la categoria sVec de super espacios vectoriales; ver la nota
Sea g € F(C') = sVec el tnico objeto invertible no trivial; g es el inico
objeto simple de F(C’) tal que §, = —1. Notemos que, como Z € C', entonces
g € D' [5, Lemme 2.2 (1)].

Ahora, como 6; = —1 y F preservan las estructuras balanceadas, en-
tonces @F(Z) = —1idpz). Como el funtor F' es normal, esto implica que
Homp(1, F(Z)) = 0y entonces F'(Z) es isomorfo a una suma directa de copias
del objeto g € F(C').

Sea Y una componente simple del objeto F'(X) en D. El objeto F(X) € D
se descompone como una suma directa de conjugados de Y bajo la accién de

G/(u). La hipétesis de que Z es una componente de X ® X* implica que F(Z)
es un sumando directo de FI(X ® X*) =2 F(X) ® F(X)*.
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En particular, existen s,t € G/(u) tales que g tiene multiplicidad positiva
en el producto tensorial p'(Y) ® p*(Y)*. Esto implica que

g& p'(Y) =2 p(Y).
Por consiguiente, §g®ps(y) = gpt(y) = fy. Por otro lado, como g centraliza a
p*(Y'), obtenemos que

ag®pS(Y) - (gg ® gpS(Y))CPS(Y),g Cg.ps(Y) = _gps(Y) = —fy.

Esto da origen a una contradiccion 6y = —fy. Esta contradiccion viene de

suponer que #; = —1. Luego obtenemos que 67 = 1, como se queria. O

Existe un lema debido a Etingof, Nikshych y Ostrik el cual nos da una
condicién que satisfacen dos elementos simples cuya dimensién es coprima.
Para los detalles acerca de su demostracién, remitimos al lector al articulo
[22] Lemma 7.1]

Lema 2.7.14. Sean X eY dos objetos simples de una categoria de fusion tren-
zada e integra cuyas dimensiones de Frobenius Perron FPdim(X) y FPdim(Y')

son coprimas. Entonces se satisface una de las siguientes dos condiciones:

(i) X eY se centralizan proyectivamente el uno al otro.

(11) SX,Y == O



Capitulo 3

Preliminares acerca de grafos de grupos finitos

En este capitulo, introduciremos la nocién de grafo primo y de grafo comin
divisor para un conjunto de enteros positivos. Esta construcciéon, de natu-
raleza meramente combinatoria, ha sido aplicada con gran éxito a problemas
de teoria de grupos. Grafos primos y de comun divisor cuyos conjuntos de
vértices son los caracteres irreducibles del grupo o los cardinales de las clases
de conjugacion se han definido y estudiado. Condiciones como el niimero de
componentes conexas seran importantes para nuestras aplicaciones. El obje-
tivo de este capitulo sera el mostrar estas nociones y discutir sus principales
propiedades.

Sea G un grupo finito. En primer lugar, vamos a definir algunos grafos
asociados al grupo G que seran generalizados y estudiados mas adelante en el
contexto de las categorias de fusion.

Sea n un ndmero natural. La notacién w(n) indicard el conjunto de divi-
sores primos de n. Si X es un conjunto de enteros positivos, la notacién 7(X)
indicard el conjunto de ntimeros primos p tales que p divide a algiin elemento
de X.

Trabajaremos con grafos no orientados. Para un grafo G, el conjunto de sus

vértices sera denotado por ¥(G).

Sean z e y dos vértices conectados por un camino en G. La distancia entre
x e y serd denotada por d(z,y); esta es por definicién la longitud minima de un
camino en G que conecta a los vértices = e y. Si los vértices z e y pertenecen a
componentes conexas distintas (es decir, ellos no estan conectados por ningin

camino) la distancia entre ellos no esta definida.

El diametro de G es el méximo del conjunto de todas las distancias de todos

los vértices del grafo G.

59
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3.1. Grafo primo y grafo comin divisor

Definicién 3.1.1. Sea S un conjunto de enteros positivos. El grafo primo

A(S) y el grafo comin divisor I'(S) de S se definen como sigue:

» El grafo A(S) tiene como conjunto de vértices al conjunto 7(S). Dos
vértices p v ¢ estan unidos por una arista si y sélo si existe a € S tal
que el producto pq divide a a.

» El grafo I'(S) tiene como conjunto de vértices al conjunto S — {1}.
Dos vértices a y b estan unidos por una arista si y sélo si @ y b no son

coprimos.

Denotaremos por dr(sy(zy) Y da(s)(p,q 1as distancias en los grafos I'(S) y
A(S) respectivamente.

El siguiente lema, cuyo enunciado y demostracién es tomada de [37], es
importante por el hecho de que nos brinda una relacién entre las distancias de
ambos grafos.

Lema 3.1.2. [37, Lemma 3.1] Sea S un conjunto de enteros positivos. Supong-
amos que a,b € S* = S —{1}. Sean p y q nimeros primos tales que p | a y
q | b. Entonces a y b estan en la misma componente de T'(S) si y sdlo sip y q
estan en la misma componente de A(S).

Mds atin, si esto ocurre, entonces | dp(s)(a,b) — das)(p,q) |< 1.

DEMOSTRACION. Supongamos que a y b estdn en la misma componente
conexa de I'(S). Escojamos enteros a = ag, ay,- -+ ,a, = b € S* tales que

a=ay—>a, — - —>a,=>=
es un camino con el menor nimero de vértices entre a y b en el grafo I'(.S).
Por lo tanto drs)(a,b) = n.

Para cada i = 1,--- ,n podemos encontrar un primo p; € 7(S) tal que

pilai—1 y pila;. Por lo tanto tenemos el siguiente camino en el grafo A(S)
DL e g

Este camino es de longitud n+ 1 en A(S). Luego, p y ¢ pertenecen a la misma
componente conexa del grafo A(S). Ademéds concluimos que

daes)(p,q) <n+1=dpe(a,b) + 1.



3.1. GRAFO PRIMO Y GRAFO COMUN DIVISOR 61

Para probar la reciproca, supongamos que p y ¢ pertenecen a la misma
componente conexa del grafo A(S). Elijjamos del conjunto 7(S) un conjunto
de primos p = qo, q1, -+ , @ = q tales que el camino

P=q —q— = q=(q
es el camino de menor longitud entre p y g en A(S).
Por lo tanto da(s)(p,q) = I.

Para i = 1,--- [, encontramos b; € S* tal que ¢;_1¢;|b;, esto implica que

tenemos que el camino

a—by—--—=b —=b

conecta a los vértices a y b en I'(S). Més ain, este camino tiene longitud [ + 1,
luego

dF(S)(aa b) < [+1= dA(S)(p7 q) +1

Por lo tanto, concluimos que |dr(sy(a,b) — da(s)(p,¢)| < 1, lo cual da por
terminada la demostracién. ]

El siguiente corolario nos brinda un hecho muy importante que sera usado

repetidamente a lo largo de este trabajo.

Corolario 3.1.3. [37, Corollary 3.2] Sea S un conjunto de enteros positivos.
El nimero de componentes conezas del grafo T'(S) es igual al nimero de com-

ponentes conexas del grafo A(S).
Mas aiun, |diam(A(S)) — diam(T'(S))| < 1.

DEMOSTRACION. Por el Lema anterior, tenemos una correspondencia entre

las componentes conexas de I'(S) y las componentes conexas de A(S).

Mas precisamente, consideremos un subconjunto maximal A de §5* = 5 —
{1} de vértices en el grafo I'(S), es decir un subconjunto A en el que no existe
un punto z € S* — A tal que z esté conectado con un punto de A. Sea 7w(A)

su conjunto de primos.

Entonces tenemos que A corresponde a una componente conexa de I'(S) si
y sélo si w(S) corresponde a una componente conexa del grafo A(S). Més ain,
su diametro difiere a lo sumo por 1. Esta ultima afirmacién se tiene nuevamente
por el lema anterior. O
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3.2. El grafo A(G)

Sea GG un grupo finito y sea k un cuerpo algebraicamente cerrado de car-
acteristica cero.

Recordemos que dada una representacién de dimension finita p : G —
GL(V) sobre k, el caracter y = xy se define en la forma

x(9) = Tr(p(g))
para todo g € G.
Si x es un caracter de GG, definimos su grado como
x(1) = dim(V'),

donde V es el espacio vectorial subyacente a la representacion de la cual x es

su caracter.

Denotaremos por c¢d(G) al conjunto de los grados de los caracteres irre-

ducibles del grupo G, es decir,

cd(G) = {x(1) : x € Irr(G)}.

El conjunto 7(cd(G)) es entonces el conjunto de niimeros primos p tales que p
divide a x(1) para algin x € Irr(G). La notacion A(G) serd usada para indicar
el grafo primo sobre cd(G).

El grafo méximo comin divisor sobre el conjunto c¢d(G) serd denotado por

I(G).

El grafo A(G) brinda muchisima informacién acerca de la estructura del
grupo G. Estas relaciones han sido estudiadas fuertemente. Entre las princi-
pales referencias podemos citar a [43, Chapter V] y [37].

Para los siguientes ejemplos vamos a fijar como cuerpo k al cuerpo de los

nimeros complejos C.

Ejemplo 3.2.1. Sea G un grupo finito abeliano. Como cada representacién
irreducible de un grupo abeliano tiene dimensién 1, tenemos que en este caso

el grafo A(G) es el grafo vacio (sin vértices y sin aristas).

Ejemplo 3.2.2. Sea G un grupo finito no abeliano de orden una potencia de
un primo p. Es un hecho conocido en la teoria de representaciones de grupos
finitos que el orden de cualquier representacion irreducible divide al orden del
grupo, ver por ejemplo [30].
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En este caso, como el grupo GG es no abeliano, existe una representacion
irreducible ¢ cuyo grado no es 1. En vista del hecho mencionado anteriormente,
tenemos que el grado de ¢ debe ser alguna potencia del primo p.

Por lo tanto, podemos concluir que el grafo A(G) es un grafo con solo un

vértice correspondiente al primo p.

Ejemplo 3.2.3. Sea G un grupo finito nilpotente. Entonces G es producto
directo de sus subgrupos de Sylow, este hecho puede ser visto en [28] Chapter
I1, Proposition 7.5].

Como G es un producto directo de grupos, entonces los grados de sus
representaciones irreducibles sobre C son el producto de los grados de las rep-
resentaciones irreducibles de sus factores directos.

Por lo tanto el grafo A(G) tiene como conjunto de vértices al conjunto de
primos p tales que el p-subgrupo de Sylow de G es no abeliano. La caracter-
izacion anterior de las representaciones irreducibles del grupo GG nos permite
concluir que todos los vértices de A(G) estan conectados entre si. Luego el
grafo A(G) es completo.

En el siguiente teorema resumiremos algunos de los resultados méas impor-
tantes demostrados por Manz, Staszewski y Willems [41], Manz [40] y Manz,
Willems y Wolf [42]; ver [37, Corollary 4.2 y Theorem 6.4]:

Teorema 3.2.4. Sea G un grupo finito. Se tienen:
(i) El grafo A(G) tiene a lo sumo tres componentes conexas.
Supongamos que el grupo G es resoluble. Entonces:

(ii) Bl grafo A(G) tiene a lo sumo dos componentes conezas.

(iii) Si A(G) es conexo, entonces su didmetro es a lo sumo igual a 3. O

Hacemos notar que la prueba de la parte (i) del teorema, la cual es dada
en [41], usa la clasificacién de los grupos finitos simples.

Cuando el grupo G es ademds resoluble y el grafo A(G) no es conexo,
podemos dar una caracterizacién de sus componentes conexas gracias a los
siguientes resultados de Palfy. Para su demostracion, remitimos al lector a
[37] y a las referencias alli citadas.

Teorema 3.2.5. Sea G un grupo resoluble, si el grafo A(G) no es conexo,
entonces cada componente conexa es un grafo completo.
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Teorema 3.2.6. Sea G un grupo resoluble, supongamos que el grafo A(G)
tiene dos componentes conexas. Sean n y N las cardinalidades del conjunto de
vértices de las dos componentes de A(G), donden < N. Entonces N > 2" —1.

Ejemplo 3.2.7. Como consecuencia del anterior teorema tenemos que el grafo

no se realiza como un grafo A(G), con G grupo resoluble.

Ejemplo 3.2.8. Existen otros ejemplos de grafos que no son realizaciones
de grafos A(G) con G grupo resoluble. Por ejemplo, Zhang demostr6 que el
siguiente grafo

no se realiza si G es un grupo resoluble. Ver [37, Theorem 4.5].

Diversos autores han aplicado la técnica de grafos de grupos finitos para
resolver problemas o enunciar propiedades interesantes referentes a los grupos.
Como un ejemplo de esto, vamos a citar el siguiente corolario cuyo enunciado
y demostracion aparece en [41], Corollary 1].

Corolario 3.2.9. Sea G un grupo no resoluble tal que los grados de todos sus
caracteres irreducibles son potencias de primos. Entonces G ~ S x A, donde
A es un grupo abeliano y S es el grupo As o el grupo SL(2,8).

La siguiente observacién, la cual esté basada en el anterior corolario sera us-
ada en la parte final de la monografia cuando probemos uno de nuestros resul-

tados principales.

Observacién 3.2.10. Vamos a aplicar el anterior corolario en el siguiente
caso:

Sea GG un grupo que satisface alguna de las siguientes dos condiciones:

(i) Los grados de las representaciones irreducibles de G son potencias de
algin elemento del conjunto {p, ¢} con p y ¢ primos.

(ii) Los grados de las representaciones irreducibles de G corresponden a
potencias de algin elemento del conjunto {py,--- ,p,} donde p1,--- , p,
son primos y ademas p; # 2,3,5 0 7 para todoi =1,--- | r.

En cualquiera de los dos casos, el corolario anterior implica que el grupo
G es resoluble puesto que el grupo G no es de la forma S x A, donde A es un
grupo abeliano y S es el grupo As o el grupo SL(2,8)
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3.3. El grafo A'(G)
Sea G un grupo finito. Denotemos por ¢s(G) al conjunto
cs(G) = {|C] : C es una clase de conjugacién de G}.

Los grafos primo y maximo comun divisor sobre el conjunto cs(G) seran deno-

tados respectivamente por A'(G) y I'(G).

Ejemplo 3.3.1. Sea Dy, el grupo dihedral.

Si n es impar, entonces el grupo Ds, tiene una clase de conjugacion de
n J—

orden 1, clases de conjugacion de orden 2 y una clase de conjugacion de
orden n. Entonces el grafo A’(D,,,) tiene como conjunto de vértices al conjunto
2Um(n). Este grafo tiene dos componentes conexas una de las cuales tiene como

unico elemento al 2.

El grafo A’(G) tiene unas propiedades muy interesantes, las cuales seran re-
sumidas en el Teorema|3.3.14| que enunciaremos més adelante. Estos resultados
pueden ser consultados por ejemplo en [11] y [37].

A continuacién, enunciaremos un pequeno corolario que nos serd de gran
utilidad para varios resultados. Remitimos al lector al articulo [I11), Corollary
4].

Corolario 3.3.2. Sea p un nimero primo el cual es coprimo con |x%| para todo

x € G. Entonces el p-subgrupo de Sylow de G es un factor abeliano directo de

G.

Lema 3.3.3. Sea p un nimero primo. Tenemos que p ¢ mw(csG) si y sélo si

existe un p-subgrupo de Sylow central en G.

DEMOSTRACION. Supongamos que p no divide a |“a| para todo a € G,
entonces el grupo G tiene un p-subgrupo de Sylow central S, por el Corolario
9.9.2)

La otra implicacion sigue del hecho que si G tiene un p-subgrupo de Sylow
central Sy, entonces el subgrupo 5, es un factor directo abeliano de G'y por lo
tanto cs(G) = ¢s(G/S,). Pero todos los nimeros en cs(G/S,) dividen el orden
de G/S,, el cual es coprimo con p. O

El siguiente resultado debido a Naboru Ito, aparece por primera vez en [33]

y serd usado varias veces.
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Teorema 3.3.4. [33] Sea G un grupo finito. El grado de cualquier repre-
sentacion irreducible de G divide al indice de cada uno de sus subgrupos nor-

males abelianos mazximales.

Michler en [45, Theorem 5.4] da una condicién para que un grupo fini-
to tenga un p-subgrupo de Sylow normal abeliano. En resumen, tenemos el
siguiente enunciado conocido como Teorema de Ito-Michler:

Teorema 3.3.5. [45] Sea G un grupo finito. G tiene un p-subgrupo de Sylow

normal abeliano P si y solo si pt x(1) para cada caracter irreducible x de G.

Observacién 3.3.6. El teorema de Ito-Michler usa en su demostracion la

clasificacién de los grupos finitos simples.

Corolario 3.3.7. Sea G un grupo finito y p un nimero primo. Tenemos que

p ¢ m(cd Q) siy sdlo si existe un p-subgrupo de Sylow normal abeliano.

DEMOSTRACION. Sea p primo tal que p ¢ 7(cd G). Por la definicién del
conjunto 7(cd ), tenemos que p no divide al grado de ninguna representacion
irreducible. Es decir, para toda representacion irreducible y de G se satisface
p ¢ x(1). Luego, usando el Teorema concluimos que existe un p-subgrupo

de Sylow normal abeliano.

Veamos ahora la otra implicacion. Por hipdtesis, existe un p-subgrupo de
Sylow normal abeliano. Nuevamente el Teorema de Ito-Michler nos dice que
para toda representacién irreducible x de G, se satisface p 1 x(1), es decir,
p ¢ m(cdG).

O

Lema 3.3.8. Sea G un grupo finito. Entonces m(cd(G)) C w(cs(@)).

DEMOSTRACION. Sea p un ntimero primo tal que p ¢ 7(cs(G)). El Lema
nos dice que G tiene un p-subgrupo de Sylow central .S,,.

El Teorema [3.3.4] implica que el grado de cualquier caracter irreducible y
divide al indice [G : S,]. Por lo tanto p { x(1), es decir, p ¢ 7(cd(QG)).

Entonces 7(cd(G)) C m(cs(G)), lo cual concluye la demostracion. O

Una propiedad interesante y un tanto inesperada acerca de los grafos de
un grupo resoluble fue enunciada por Dolfi. Para su demostracién remitimos
al lector a [37, Theorem 8.4].

Teorema 3.3.9. Sea G un grupo resoluble. El grafo A(G) es un subgrafo de
A'(G).
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En el enunciado del teorema principal de esta seccién, las nociones de un
grupo de Frobenius y un grupo cuasi-Frobenius seran importantes, por lo cual
las recordaremos.

Definicién 3.3.10. Un grupo G es llamado un grupo de Frobenius con com-

plemento de Frobenius H, si existe un subgrupo propio H C G tal que

HnNgHg ' = {e} para todo g € G\H.

Si G es un grupo de Frobenius con complemento de Frobenius H, entonces
GG es un producto semidirecto G = N x H, donde el subgrupo normal N C G,

esta univocamente determinado por H. N se llama el nicleo de Frobenius de

G.

A continuacién enunciaremos algunas propiedades de los grupos de Frobe-

nius, remitimos al lector interesado al libro de Isaacs [30], Capitulo 7].

Proposiciéon 3.3.11. Sea G un grupo de Frobenius con complemento H y
niucleo N, entonces se tiene lo siguiente:

(i) Los drdenes de H y N son primos relativos.
(ii) Para todo 1 #n € N se tiene que Cg(n) C N.
(iii) Para todo 1 # h € H se tiene que Cg(h) C H.

Observacién 3.3.12. Sea G un grupo de Frobenius, supongamos que su
nicleo N y su complemento H son abelianos. Sea n € N un elemento cuya
clase de conjugaciéon Cg(n) no es trivial. Como N es abeliano, entonces ten-
emos que N C Cg(n). Ahora, la Proposicién anterior nos dice que Cg(n) C N.
Luego concluimos que si la clase de conjugacion de n € N es no trivial entonces
satisface N = Cg(n).

De la misma manera concluimos que si h € H es un elemento del sub-
grupo H cuya clase de conjugacién en G no es trivial entonces su centralizador
satisface Cg(h) = H.

Definicién 3.3.13. Un grupo G es llamado un grupo cuasi-Frobenius con
nticleo de Frobenius N € G y complemento de Frobenius H C G, si G/Z(G)
es un grupo de Frobenius con niicleo N/Z(G) y complemento H/Z(G).

Ahora procederemos a enunciar el teorema principal de esta seccién. Los
resultados son debidos a Bertram, Herzog y Mann, Kazarin, Casolo y Dolfi y
Alfandary [3], [36], [12], [1]. Ver por ejemplo [37), Section §].

Teorema 3.3.14. Sea G un grupo finito. Entonces se tienen:
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(i) El grafo A'(G) tiene a lo mds dos componentes conexas.

(i) El grafo A'(G) tiene dos componentes conezxas si y sélo si G es un grupo
cuasi-Frobenius con complemento y nicleo abelianos. En este caso, cada
componente conezxa es un grafo completo.

(iii) Si el grupo G no es resoluble, entonces el grafo A'(G) es conero y su
didmetro es a lo sumo dos.

(iv) Si el grafo A'(G) es conexo, entonces su didmetro es a lo sumo igual a
3.

Concluimos esta seccién con dos propiedades mas del grafo A'(G).

Lema 3.3.15. Sea G un grupo finito. Los ordenes de las clases de conju-
gacion de G son los mismos que los del grupo G/Z(G). Mas ain A'(G) =
A (G/Z(G)).

Proposicién 3.3.16. Sea G un grupo cuasi-Frobenius con nicleo abeliano N
y complemento abeliano H. Entonces el grafo A'(G) posee dos componentes

conezas, ademas cada componente es un grafo completo.

DEMOSTRACION. Sean n y m los érdenes de los grupos N = N/Z(G)
y H = H/Z(G) respectivamente. Como G es cuasi-Frobenius entonces, por
definicién, tenemos que el grupo G/Z(G) es un grupo de Frobenius con nicleo
N/Z(G) y complemento H/Z(G). La Proposicién implica que (n,m) =
1.

Ahora bien, por hipédtesis, tanto el niicleo como el complemento de G son
abelianos. Esto implica que los subgrupos N/Z(G) y H/Z(G) también son
abelianos, es decir, el grupo de Frobenius G/Z(G) tiene nicleo y complemento
abelianos. En este caso, la Observacién [3.3.12] nos dice que las unicas clases de
conjugacién no triviales de G/Z(G) corresponden a los subgrupos N/Z(G) y
H/Z(G).

El lema anterior implica que los 6rdenes de las clases de conjugacion del
grupo G son los mismos que los del grupo G/Z(G). Por lo tanto concluimos

que los érdenes de las clases de conjugacion no triviales de G son n y m.

Como n y m son coprimos entonces tenemos que las componentes conexas
del grafo A’(G) son los grafos completos sobre el conjunto de vértices m(n) y
m(m). Luego, el grafo A’'(G) posee dos componentes conexas.

Sean a,b € m(n), como el producto ab divide a n, entonces los vértices a

y b estdn unidos por una arista en el subgrafo generado por el conjunto 7(n).
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Por lo tanto la componente conexa generada por el conjunto 7(n) es un grafo
completo. De manera andloga, concluimos que el grafo sobre el conjunto de
vértices m(m) también es completo. Esta afirmacién nos permite concluir la
demostracion. O

3.4. El grafo I'"(G) y el IP-grafo

En esta seccién vamos a considerar una generalizacién del grafo I'V(G) in-
troducida por Isaacs y Praeger en [32] y que se conoce con el nombre del
[P-grafo.

Sea GG un grupo finito actuando transitivamente sobre un conjunto 2. Con-
sideremos un elemento o € €1 y sea G, C G su subgrupo estabilizador. El
subgrupo G, actia sobre el conjunto €2 por restriccion de la accién original.

Definicién 3.4.1. Definimos los subgrados de (G, €2) como las cardinalidades
de las orbitas de la accién de un estabilizador G, a € €2, sobre el conjunto €2.

El conjunto de subgrados de (G, 2) es denotado por D = D(G, Q).

Observacién 3.4.2. Como la accién original es transitiva, se tiene que el
conjunto D estd bien definido, independientemente de la eleccién de a € €.

Definicién 3.4.3 ([32]). Supongamos que todos los subgrados de (G, ) son
finitos. Se define el IP-grafo de (G, ) como el grafo comun divisor I'(D) del
conjunto D.

Las principales propiedades del IP-grafo se resumen en el siguiente teorema.
Ver [32, Theorem A and Theorem CJ.

Teorema 3.4.4. Sea G un grupo. Supongamos que G actia transitivamente
sobre el conjunto § y que todos los subgrados son finitos. Entonces el IP-grafo

de (G,9Q) tiene a lo sumo dos componentes conexas. Mds ain, se tienen:

(i) Si el IP-grafo tiene sélamente una componente conexa, entonces esta
componente tiene didmetro a lo sumo 4.
(i) Si el IP-grafo tiene dos componentes conexas, entonces una de esas es

un grafo completo y la otra tiene didmetro a lo sumo 2.

Nota 3.4.5. En el resultado original dado en [32] se considera al 1 como una
componente conexa también. Esto hace que en el enunciado del teorema se
afirme que el grafo tiene a lo sumo tres componentes conexas. En esta tesis
no consideramos al 1 como un elemento del conjunto de vértices, razén por la
cual el nimero de componentes conexas de la version del teorema se reduce en

uno.
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Antes de dar un ejemplo donde haremos uso de este teorema, enunciaremos
un resultado debido a Yuster cuya demostraciéon puede ser encontrada en [66,
Theorem 1.5].

Teorema 3.4.6. Sean H y G grupos finitos, tal que H actia sobre G por
automorfismos. Sean x,y € G con |zf| = m, |y*| = n donde (m,n) = 1.
H| =

Supongamos que (|G|, |H|) = 1, entonces |(zy) mn

Ejemplo 3.4.7. El Teorema serd aplicado luego en este trabajo (ver
Teorema en el Capitulo 5) en el siguiente contexto. Sean G, A grupos
finitos tales que G actiia sobre A por automorfismos. Esta accién es transitiva.

Consideremos los subgrados de (G, A) y formemos su correspondiente IP-
grafo. Como consecuencia del Teorema [3.4.4] tenemos que este grafo tiene a lo
sumo dos componentes conexas. Es decir, el grafo comin divisor del conjunto
de 6rdenes de las o6rbitas de la accién de G sobre A tiene a lo sumo dos

componentes conexas. Ver [32], Corollary B].

Si, ademas, los 6rdenes de GG y de A son primos relativos, entonces por el
Teorema [3.4.6] tenemos que el grafo comin divisor del conjunto de érdenes de
las érbitas es conexo y su diametro es a lo méas 2.

El siguiente es un teorema, debido a Isaacs, que nos permitird demostrar
el Lema [3.4.11] Su demostracién puede ser consultada en [31], Theorem A].

Teorema 3.4.8. Sean H y N grupos finitos cuyos ordenes son coprimos.
Supongamos que H actia sobre N por automorfismos de manera no trivial.
Asumamos que H fija cada caracter irreducible no lineal de N. Entonces el

subgrupo derivado de N es nilpotente y por lo tanto N es resoluble.

Un concepto 1til en teoria de grupos es el de subgrupo caracteristico, el

cual definiremos a continuacién.

Definicién 3.4.9. Sea GG un grupo finito y sea H un subgrupo de GG. Decimos
que el subgrupo H es caracteristico si H es invariante bajo cada automorfismo
de G. Es decir si

p(H) = H

para cualquier automorfismo ¢ : G — G.

Proposicién 3.4.10. Sea H un subgrupo caracteristico en K y sea K < G.
Entonces H <1 G.

DEMOSTRACION. Ver [58, Proposition 1.5.6 page 28| O
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Para terminar este capitulo, enunciaremos el siguiente lema que sera usado

mas adelante. Para mds informacién, remitimos al lector a [41].

Lema 3.4.11. Sea G un grupo finito y sea q un nimero primo. Supongamos
que N es un subgrupo normal no resoluble de G cuyo indice es una potencia
de q y sea Q C N un gq-subgrupo de Sylow normal de N. Si Q9 C G es un
q-subgrupo de Sylow tal que cada representacion irreducible no lineal de N/Q

es estable bajo Qy/Q), entonces Qo es normal en G.

DEMOSTRACION. El subgrupo ) es un g-subgrupo de Sylow normal de N,
por lo tanto es el inico ¢g-subgrupo de Sylow de N. Como cualquier automor-
fismo de N debe preservar los ¢g-subgrupos de Sylow entonces concluimos que
el subgrupo () es un subgrupo caracteristico de N.

Por hipétesis, N es normal en G. Como () es un subgrupo caracteristico de
N, usando la Proposicién deducimos que @) es un ¢-subgrupo normal de
G. En particular, Q) C @)y para el g-subgrupo de Sylow )y de G.

Consideremos los subgrupos Qy/Q y N/Q de G/Q. Por la forma en que
estan definidos @), N y @, tenemos que el orden de QQy/@ es una potencia de
qy el orden de N/Q es coprimo a ¢. Luego (|Qo/@Q)|, |N/Q]) = 1.

Vamos a suponer en primer lugar que el subgrupo Qy/Q no centraliza
al subgrupo N/Q en G/Q. Entonces el grupo /@) actia sobre N/Q por
conjugacion de una forma no trivial. Por hipdtesis, cada representacion no
lineal irreducible de N/Q es estable bajo Qy/Q. Luego sigue del Teorema
que el grupo derivado (N/Q)’ es nilpotente y en particular, N/Q es
resoluble. Como () es un grupo resoluble por ser g-subgrupo de Sylow, entonces
concluimos que el subgrupo N es resoluble, lo cual es absurdo puesto que N

no es resoluble por hipédtesis.

Por lo tanto tiene que ocurrir que los subgrupos Qo /@ vy N/Q se centralizan
el uno al otro en el grupo G/Q. Esto implica que N C Ng(Qp). Como N tiene
como indice una potencia de ¢, entonces G = NQy C Ng(Qo).

Luego G = Ng(Qy) vy esto permite concluir que @y es normal en G. O






Capitulo 4

Grafos de Frobenius-Perron de una categoria de fusién

integra

Sea C una categoria de fusién integra, en este caso, las dimensiones de
Frobenius-Perron de sus objetos son enteros positivos. Utilizando este hecho,
podemos definir sobre el conjunto de dimensiones de Frobenius-Perron de sus
objetos simples los grafos que estudiamos en el capitulo anterior, lo cual da
lugar a la nocién de Grafos de Frobenius-Perron para una categoria de fusion

integra. Este concepto sera introducido en este capitulo.

Estudiaremos los grafos para algunas clases de extensiones graduadas. Tam-
bién generalizaremos, al caso de categorias de fusion, un teorema que en el caso

de teoria de grupos se conoce como el Teorema de Gallagher.

4.1. Definicién de grafos de Frobenius-Perron para una categoria
de fusién integra

Sea C una categoria de fusién integra. Por analogia con la notacién estandar
en la teorfa de caracteres de grupos finitos, denotaremos por cd(C) al conjunto:

cd(C) = {FPdim X : X € Irr(C)}.

Definicién 4.1.1. Sea C una categoria de fusién integra. El grafo primo A(C)
y el grafo comin divisor I'(C) de C se definen como el grafo primo y el grafo

comun divisor sobre el conjunto cd(C) respectivamente.

Llamaremos a A(C) y I'(C) los grafos de Frobenius-Perron de C.

Ejemplo 4.1.2. Sea GG un grupo finito. Cuando C = Rep GG es la categoria de
representaciones de dimension finita de G, los grafos de Frobenius-Perron A(C)
y I'(C) de C coinciden con los grafos A(G) y I'(G) discutidos en el Capitulo 3.

Ejemplo 4.1.3. Supongamos que C tiene un tinico objeto simple no invertible
X; en este caso C es llamada una categoria de fusion casi-grupo. Asumamos
ademés que FPdim X € Z. Entonces el grafo A(C) es el grafo completo sobre
el conjunto de vértices m(FPdim X') de divisores primos de FPdim X.
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4.2. Grafos de Frobenius-Perron de algunas clases de extensiones
graduadas

En esta seccién vamos a estudiar el grafo primo de una categoria de fusion
integra 2-pasos nilpotente y de una categoria de fusién integra, nilpotente y
trenzada.

Proposicién 4.2.1. Sea C una categoria de fusion integra. Supongamos que
C es una categoria de fusion 2-pasos nilpotente, esto es, C es una extension
de una categoria de fusion punteada. Entonces el grafo A(C) es conexo y su
didmetro es a lo sumo 2.

DEMOSTRACION. Por hipétesis, existe un grupo finito G'y una graduacién
fiel

C — @QEGC_(]

tal que C. = D es una subcategoria de fusion punteada.

Supongamos que X es un objeto simple no invertible de C. Entonces X
pertenece a Cy4, para algin e # g € G. Por consiguiente, podemos concluir que
X®X*el. =D.

Por lo tanto, todas las componentes simples de X ® X* son invertibles y
tenemos que

Xox = s
s€G[X]
donde G[X] es el subgrupo del grupo de objetos invertibles s de C tales que
s X = X.

Ahora,
FPdim(X)* = FPdim(X ® X*) = FPdim @ s = |G[X]|.
s€G[X]

Esta ultima igualdad se obtiene porque FPdim(s) = 1. Notemos que los
divisores primos del orden de G[X] coinciden con los divisores primos de
FPdim X.

Sean p # q vértices de A(C). Luego, existen objetos simples X y Y tales
que p| FPdim X y ¢| FPdim Y. Entonces p||G[X]| y q||G[Y]|.

Supongamos primero que |G[X]| y |G[Y]]| tienen un divisor primo en comin
r. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que p # r # ¢. Entonces
pr| FPdim X y ¢r| FPdim Y. Con lo cual concluimos que d(p, q) < 2.
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Ahora, si |G[X]| y |G[Y]] son coprimos, entonces G[X] N G[Y] = 1, luego
X®X*yY ®Y" no tienen componentes simples no triviales en comun.

Usando el Lema [1.3.8] concluimos que el producto tensorial X* ® Y es
simple. Como pq| FPdim(X* ® Y'), entonces se satisface que d(p,q) = 1. Esta
ultima afirmacion concluye la prueba de la proposicion. 0

Proposicién 4.2.2. Sea C una categoria de fusion integra, nilpotente y tren-
zada. Entonces A(C) es un grafo completo.

DEMOSTRACION. Recordemos que por el Teorema [2.1.7, las dimensiones
de Frobenius-Perron de los objetos simples de C dividen a FPdim C.

Por el Teorema[2.6.7] hay una equivalencia de categorfas de fusién trenzadas
C=CX---XKC,

donde para cada i = 1,...,m, la categoria C; es una categoria de fusion tren-

. .y . . . d;
zada cuya dimension de Frobenius-Perron es una potencia de un primo p;’,
d; > 1.

Por hipotesis, la categoria C es integra. Entonces las subcategorias

Ci,...,C,, también lo son.

Asumamos ademas que C no es punteada. Sean Cy, ..., C; las subcategorias
componentes no punteadas, con 1 < ¢t < m. Para todo 1 < ¢ < ¢, la sub-
categoria C; tiene un objeto simple Y; cuya dimension de Frobenius-Perron es

divisible por p;.
Cada objeto simple X de C es de la forma

X=XKX;X--- XX,

donde X; es un objeto simple de la subcategoria C;, para todo ¢ =1,...,m.
Por lo tanto, el conjunto de vértices de A(C) es el conjunto {pi,...,p:}.
Ademas

Y=Y, X-- - XY, K1IKX---X1

es un objeto simple de C cuya dimension de Frobenius-Perron es divisible por
pi, paratodoi=1,... t.

Entonces concluimos que el grafo A(C) es un grafo completo sobre el con-
junto de vértices {p1,...,pi}. O
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4.3. Teorema de Gallagher para categorias de fusién

En esta seccion vamos a generalizar al contexto de las categorias de fusién,
un resultado muy conocido e importante en la teoria de representaciones de
grupos finitos.

Teorema 4.3.1. Sea F' : C — D un funtor tensorial entre dos categorias de
fusion C,D. Sean X,Y objetos simples de C tales que Y € Revp y F(X) es un
objeto simple de D. Entonces Y ® X es un objeto simple de C.

DEMOSTRACION. Por el Lema [1.3.8] una condicién necesaria y suficiente
para que el producto tensorial Y ® X sea simple, es que para cualquier ob-
jeto simple Z # 1 de C, se cumpla que Hom¢(Z,Y* ® Y) = 0, o bien que
Home(Z, X @ X*) = 0.

Sea Z # 1 un objeto simple tal que Hom¢(Z, Y*®Y') # 0. Como Y € Retp,
esto implica también que Z € Rerp, es decir, F'(Z) es un objeto trivial de D.

Supongamos también que Home(Z, X ® X*) es no nulo. Entonces, tenemos
una descomposicién

XRX"'Z21pZ6...
en C. Aplicando el funtor F', obtenemos los isomorfismos
FX)o P X)Z2FXeX)=1eF(Z)e...
en la categoria D.

Como F(Z) # 0, entonces tenemos que la multiplicidad del objeto trivial
de Den F(X)® F(X)* es mayor que 1.

Esta ultima conclusién contradice el hecho que F(X) es simple.

Por lo tanto Home(Z, X ® X*) = 0 para todos los objetos simples Z tales
que Home(Z,Y* ®Y') # 0. Luego Y ® X es simple. O

Como una consecuencia inmediata de este teorema, tenemos el siguiente

corolario:

Corolario 4.3.2. Sea C' — C 5 C” una sucesién ezacta de categorias de
fusion. Sean Y € C', X € C, objetos simples y supongamos que F(X) es un
objeto simple de C". Entonces Y @ X es un objeto simple de C. U
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Consideremos una accién de un grupo finito GG sobre una categoria de fusién
C por autoequivalencias tensoriales. El Teorema[2.5.4]nos dice que tenemos una
sucesion exacta de categorias de fusion

RepG — C“ — C.

El Corolario implica que para cada representacion irreducible de di-
mension finita V de Gy para cada objeto simple equivariante (X, u) € C¢ cuyo
objeto subyacente X es un objeto simple de C, el producto tensorial V & (X, u)
es un objeto simple de C%.

Un ejemplo de una sucesion exacta viene de sucesiones exactas de grupos
finitos: Si F' es un grupo finito y N C F' es un subgrupo normal, entonces la
accion natural de F' sobre las representaciones de dimension finita de N induce
una accién del grupo cociente G = F/N sobre Rep N por autoequivalencias
tensoriales. Mds atn, hay una equivalencia de categorias tensoriales Rep F' =
(Rep N)¢, tal que el funtor de olvido (Rep N)¢ — Rep N se identifica con el

funtor restriccion Rep F' — Rep N, X — Xy.

Obtenemos que para caracteres irreducibles ¢ y x de F' tales que N C ker )
y xn € Irr(N), el producto ¥y es de nuevo un caracter irreducible de F'.

Este hecho, el cual es bien conocido en teoria de grupos, se conoce como

Teorema de Gallagher clasico. Para ver este resultado remitimos al lector al
libro [30, Corollary 6.17].






Capitulo 5

Grafos de una equivariantizaciéon y de la categoria de

representaciones de un doble de Drinfeld torcido

En este capitulo estudiaremos los grafos de Frobenius-Perron para una
equivariantizacién. Daremos una descripcion del nimero de sus componentes

conexas y algunos resultados de caracterizacion de las mismas.

Consideremos el doble de Drinfeld torcido, el cual es una cuasi-dlgebra de
Hopf. La categoria de representaciones de esta cuasi-algebra de Hopf es una
categoria de fusién. Uno de los objetivos de este capitulo es dar una descrip-
cion de los grafos correspondientes a esta categoria. Para esto, consagraremos
una seccion a presentar el doble de Drinfeld torcido, asi como a estudiar sus
representaciones. Como resultado principal de este estudio, obtuvimos una

caracterizacion de sus grafos correspondientes.

5.1. Grafos de Frobenius-Perron de una equivariantizacién

En esta seccién C sera una categoria de fusion integra y G sera un grupo fini-
to con una accién sobre C por autoequivalencias tensoriales p : G — Aut (C).
Recordemos que en este caso la equivariantizacién C¢ es una categoria de fusién

integra.

La subcategorfa plena de C¢ cuyos objetos simples son parametrizados por
S1,u, donde U corre sobre las representaciones irreducibles no isomorfas de G,
es una subcategoria de fusién de C¢ equivalente a Rep G. Esta subcategoria

coincide con el nicleo fetp del funtor de olvido F : C¢ — C. En particular,
A(G) es un subgrafo de A(C%). Ver [7].

Lema 5.1.1. Sea X un objeto simple de C¢ tal que FPdim X es coprimo con
el orden de G. Entonces F(X) es un objeto simple de C.

DEMOSTRACION. Sea (Z,U) el par correspondiente al objeto simple X,
es decir, el objeto que satisface X = Sz . Como el nimero [G : Gz]dim U
divide el orden de G, el cual por hipdtesis es coprimo con FPdim X, entonces

79
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G :Gz]dimU =1y FPdim F(X) = FPdim X = FPdim Z. Luego F(X) = Z
es un objeto simple de C. U

La siguiente proposicién sera usada para probar los resultados principales
de nuestro trabajo. Esta demostracion usa el Teorema de Ito-Michler [3.3.5]

Proposiciéon 5.1.2. Sea G un grupo finito no abeliano y sea q un nimero
primo. Supongamos que q es un vértice del grafo A(CY) tal que q ¢ 7(cdG).

Entonces vale alguna de las siguientes afirmaciones:

(i) Eziste p € w(cdG) con d(p,q) <1, o
(ii) G posee un subgrupo de Sylow normal abeliano.

En particular, si G no satisface (ii), entonces el nimero de componentes

conexas de A(CY) es a lo sumo igual al mimero de componentes conezas de

A(G).

DEMOSTRACION. Consideremos un objeto simple X € C% tal que ¢ divide
a FPdim X.

Supongamos que FPdim X es divisible por un factor primo p del orden
de G. Entonces tenemos que p € 7(cd G), en cuyo caso (i) ocurre, o en caso
contrario, por el Teorema de Ito-Michler [3.3.5 G tiene un p-subgrupo de Sylow

normal abeliano y entonces ocurre (ii).

En vista de esto, podemos asumir que FPdim X es coprimo con el orden
de G. En este caso, por el Lema tenemos que F'(X) es un objeto simple
de C.

Por otro lado, como G no es abeliano, entonces 7(cd G) # 0.

Sea p € m(cd G) y sea Y un objeto simple de Rep G = Ketrp cuya dimensién
es divisible por p. Por el Corolario tenemos que Y ® X es un objeto simple
de C¢. Ademss se tiene que pq divide a FPdim(Y ® X).

Por lo tanto, concluimos que la distancia entre p y ¢ en el grafo A(CY) es
d(q,p) = 1, lo cual hace que ocurra (i).

Observemos finalmente que si G no tiene subgrupos de Sylow normales
abelianos no triviales, entonces cada vértice de A(CY) estd conectado con un
vértice de A(G). Esto prueba la afirmacién hecha sobre el niimero de compo-

nentes conexas. ]
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5.1.1. Equivariantizacién bajo la accién de un grupo no abeliano.
El principal objetivo de esta subseccién serd el estudiar el grafo C¢, donde G
es un grupo no abeliano.

Nota 5.1.3. Usaremos repetidamente el siguiente hecho: Supongamos que N
es un subgrupo normal de G.

La accién
p: G — Autg(C)
induce por restriccién, una accién de N sobre C por autoequivalencias tenso-
riales. Més atin, existe una accion por autoequivalencias tensoriales del grupo
cociente G/N sobre la equivariantizacion CV, tal que C¢ es equivalente a la
categoria (CN )G/ N como categorias tensoriales. Estos hechos pueden ser encon-
trados en las referencias [6, Corollary 5.4], [13 Example 2.9].

Consideremos la subcategoria de fusién Rep N C CV. Por la demostracién
de 6, Corollary 5.4], tenemos que la restriccién de la acciéon de G/N a la
subcategorfa de fusién Rep N C CV es equivalente a la accién adjunta de G
sobre Rep NV, la cual esta inducida por el funtor restricciéon Rep G — Rep N.

Lema 5.1.4. Sea G un p-grupo finito no abeliano, donde p es un nimero
primo. Entonces d(p,q) < 1 para todos los vértices q del grafo A(CY). En

particular, el grafo A(C®) es conexo y su didmetro es a lo sumo 2.

DEMOSTRACION. Un p-grupo no abeliano no tiene subgrupos de Sylow
abelianos triviales. Entonces el resultado sigue de la Proposicién [5.1.2] O

Proposicién 5.1.5. Sea G un grupo nilpotente no abeliano. Entonces el grafo
A(CY) es conexo.

DEMOSTRACION. Por hipétesis, el grupo G es nilpotente, luego G es el
producto directo de sus subgrupos de Sylow. Ademas GG no es abeliano, por lo
tanto podemos asumir que existe un nimero primo p tal que el p-subgrupo de
Sylow S, no es abeliano.

Sea L = G/S,, entonces G = S, x L. La Nota implica que el grupo S,
acttia por autoequivalencias tensoriales sobre la equivariantizacién C'. Luego

tenemos una equivalencia de categorfas de fusién C¢ = (CL)%.
Usando el Lema concluimos la demostracién de la proposicién. 0

Vamos a enunciar sin demostracién, un resultado que usaremos en la prueba
del Teorema [5.1.7| Para ver los detalles de su prueba, referimos al lector al libro
de Isaacs [30, Lemma 12.3].
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Lema 5.1.6. Sea G un grupo resoluble tal que G' C G es el unico subgrupo
normal minimal. Entonces los caracteres irreducibles de todas las representa-
ciones no lineales de G tienen el mismo grado f y ocurre una de las siguientes
afirmaciones:

» G es un p-grupo, Z(QG) es ciclico y G/Z(QG) es elementalmente abeliano
de orden f2.
» G es un grupo de Frobenius con complemento abeliano G'. Ademds G’

es el nucleo de Frobenius y es un p-grupo abeliano elemental.

La prueba del siguiente teorema usa las ideas de un resultado analogo para

el grafo de caracteres de un grupo finito, el cual puede ser visto en [43], Theorem

18.4].

Teorema 5.1.7. Sea G un grupo resoluble no abeliano. Entonces el grafo

A(CY) tiene a lo sumo dos componentes conexas.

DEMOSTRACION. Consideremos primero el caso donde G/L es abeliano
para cada subgrupo normal no trivial L C G. Notemos que esta condicién es

equivalente a asumir que G’ C G es el tinico subgrupo normal minimal de G.

Por el Lema [5.1.4] podemos asumir que el orden de G no es potencia de
un primo. El Lema [5.1.6| nos permite concluir que el grupo G tiene un unico
grado irreducible d > 1. Mas atn, G es un grupo de Frobenius con nitcleo
de Frobenius GG, el cual resulta ser un r-grupo abeliano elemental para algin

nimero primo r, y cuyo complemento de Frobenius H, es abeliano de orden d.
Observemos que el orden del grupo G es
|G| =r"d
para algin n > 1.

Ademas, el conjunto de vértices de A(G) coincide con el conjunto 7(d) de

divisores primos de d y A(G) es el grafo completo sobre el conjunto m(d).

Ahora, sea p un vértice de A(C%), y sea X un objeto simple de C¢ tal que
p| FPdim X. Si | FPdim X, entonces r también es un vértice de A(CY), luego
d(p,r) < 1.

Asumamos que FPdim X no es divisible por . Vamos a mostrar que cada
divisor primo de FPdim X esta conectado por un camino con cada vértice de
A(G). Supongamos primero que FPdim X no es coprimo con d, entonces es
divisible por algin nimero primo ¢ en 7(cdG) y d(p,q) < 1. Como A(G) es
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un grafo completo, esto implica que p estda conectado por un camino con cada
vértice t del grafo A(G).

Por otro lado, supongamos ahora que FPdim X es coprimo con el orden de
G. Luego F(X) es un objeto simple de C por el Lema[5.1.1] Sea Y € Irr(G) de
dimension d. El Corolario implica que Y ® X es un objeto simple de C%.
Como FPdim(Y ® X) es divisible por pq, para todo nimero primo g € m(cd G),
obtenemos que d(p, q) < 1, para todos los vértices ¢ del grafo A(G). Esto nos
muestra que el grafo A(CY) tiene a lo sumo dos componentes conexas en este

caso.

Consideremos ahora el caso general. Sea N C GG un subgrupo normal max-
imal tal que el cociente L = G/N no es abeliano. Como resaltamos en la Nota
el grupo L actiia sobre la equivariantizacién CV por autoequivalencias
tensoriales tal que C¢ es equivalente a (C™)* como categorfas tensoriales.

Por otro lado, el hecho de que el subgrupo N sea maximal, implica que
cada cociente propio del grupo L es abeliano. Luego, por la primera parte de
la prueba, el grafo primo de (CV)* = CY posee a lo mas dos componentes

conexas. Con esto concluimos la demostracion. O

Teorema 5.1.8. Sea G un grupo finito no abeliano y sea C una categoria de
fusion integra munida de una accion por autoequivalencias tensoriales G —

Aut (C). Entonces el grafo A(CC) tiene a lo sumo tres componentes conezas.

DEMOSTRACION. Haremos la prueba por induccién sobre el orden de G.
Para esto, seguiremos las lineas de la tltima parte de la prueba de [41], Propo-
sition 2].

Por el Teorema [5.1.7, podemos asumir que G no es resoluble. Usando la
Proposicién [5.1.2] podemos asumir que G contiene un subgrupo de Sylow nor-
mal abeliano no trivial. En otro caso, usando de nuevo la Proposiciéon y
el Teorema sigue el resultado.

Sean S, , ... Sy, los subgrupos de Sylow normales no triviales (no necesari-
amente abelianos) del grupo G, donde py, ..., p, son divisores primos distintos
del orden de Gy |S,,| = |G|y, i =1,...,r.

Definimos S como el subgrupo de G generado por S, ,...,S,.. Entonces
S es un subgrupo normal de G isomorfo al producto directo S,, X --- x .S, .
Luego tenemos que S C G, esto ultima afirmacién se cumple porque estamos

asumiendo que el grupo G no es resoluble.
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Sea N C G el subgrupo normal maximal tal que S € N C @. Luego,
el grupo cociente G/N es simple y su orden es coprimo con p;, para todo
1=1,...,7.

De la misma forma que en la prueba del Teorema tenemos que existe

una accién de G'//N sobre la equivariantizaciéon CV tal que C% = (CV)&/N,

Supongamos primero que G/N no es abeliano. La Proposicion implica
que el niimero de componentes conexas del grafo primo de (CV)%/N = C& es
a lo sumo igual al nimero de componentes conexas del grafo A(G/N). Por el
Teorema [3.2.4] sabemos que este ntimero es a lo sumo tres.

Podemos entonces asumir que G/N es un grupo ciclico de orden primo gq.
En particular, N no es resoluble. Notemos que ¢ # p;, para todo i =1,...,r.
Como |N| < |G|, podemos asumir inductivamente que el grafo A(CY) tiene a

lo sumo tres componentes conexas.

Los objetos simples de (CV)¢/N

estan parametrizados por pares Sy, donde
Y recorre un conjunto de representantes de las drbitas de la accién de G/N

sobre Irr(CY) y U es una representacion proyectiva irreducible del estabilizador
de Y.

El grupo G/N es ciclico y de orden g. Luego Gy = 1 6 G/N. En vista
de la férmula para las dimensiones de Frobenius-Perron de un objeto simple
de una equivariantizacién, la cual fue dada en la Seccién 2.2 tenemos dos
posibilidades para cada Y € Trr(CY):

(a) FPdim Syy = ¢ FPdimY, o (b) FPdim Syy = FPdimY.

La posibilidad (b) ocurre si y sélo si Y es G/N-estable. Més atin, podemos
asumir que hay un objeto simple de CV el cual no es G/N-estable, si esto no
ocurriese, cd(CY) = cd(CY) y entonces C¥ y CV tendrfan el mismo grafo primo.
Lo cual implicaria el resultado en este caso.

Entonces 9(A(CY)) = {q} UI(A(CY)). Vamos a mostrar que ¢ estd unido
con un vértice en A(CY) y usaremos la hipétesis inductiva sobre CV.

Podemos asumir que IV no tiene representaciones irreducibles no lineales de
dimensién divisible por ¢ (si una de estas representaciones existiese, entonces
q estd unido a un vértice de A(N) el cual es un subgrafo de A(CY)). Por
el Teorema de Ito-Michler 3.3.5, N tiene un g-subgrupo de Sylow abeliano y
normal ). Notemos que ¥(A(N)) = 9(A(N/Q)), por el teorema de Ito.
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Analogamente, si N tiene una representacién irreducible no lineal Y, donde
Gy = 1, sigue que FPdim Sy = ¢dim Y. Concluimos que ¢ estd conectado
con los divisores primos de dim Y, lo cual prueba el resultado para este caso.

Ahora, asumamos que cada representacion irreducible no lineal de N/Q es
estable bajo G/@Q. El Lema [3.4.11]implica que G tiene un g-subgrupo de Sylow
normal Q).

La eleccién del subgrupo normal N implica que Q9 € N y en particular
[G : NJ es coprimo con ¢, lo cual es un absurdo. Esto nos muestra que ¢ debe
estar conectado con un vértice del grafo A(CY) y por induccién, obtenemos
que el grafo A(CG) tiene a lo sumo tres componentes conexas. Esto completa

la demostracion. O

5.1.2. Equivariantizaciones de categorias de fusién punteadas.
Sea G un grupo finito y sea G — Autg,(C) una accién de G por autoequiv-
alencias tensoriales sobre una categoria de fusién punteada C. En el trabajo
[59] Section 7], Tambara describe las acciones de este estilo. Para una mejor

comprensiéon del lector, vamos a transcribir esa descripcion aqui.

Como C es punteada, podemos asumir que C = C(A,w), donde A es el
grupo de clases de isomorfismo de objetos invertibles en C, y w € H3(A, k*)
es un 3-cociclo invertible y normalizado. Recordemos que C(A,w) = Vec/ es
la categoria de espacios vectoriales A-graduados con la asociatividad inducida
por w.

Una accién p : G — Aut,C es determinada por una accién por automorfis-
mo de grupos de G sobre A, x — Y9a, con a € Ay g € G, y por dos funciones
T:GXAXA—=EkEya:GxGxA— k" las cuales satisfacen
(™) w(9a,9b,9c) T g;b,¢) T(g; a,be)

a(h,l;a) a(g, hl;a)
~ algh,l:a) alg, hi'a)
7(gh;a,b) _ (g, h;a) a(g, h;b)

9
¥ e rhiad) | alghiah)
para todo a,b,c € A, g,h,l € G.

w(a,b,c) 7(g;ab,c) T(g;a,b)
(

Asumamos ademas que los 3-cociclos 7 y « son normalizados.

Introducimos la notacién a,(g, h) = a(g, h;a) y 7as(g) := 7(g;a,b), donde
a,be Ay g, h €.
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Sigue de la Ecuaciéon , que para todo a € A, a, : G4 X G, — k* es un
2-cociclo. Se denotaré por [a,] € H*(G,, k*) a la clase de cohomologia de .

Sea A = {a € A: G, = G} el subgrupo de puntos fijos de A bajo la
accion de G.

Lema 5.1.9. La asignacion a — o] define un homomorfismo de grupos

AY — H?(G, k*).

DEMOSTRACION. Supongamos que a,b € A%. La ecuacién @D se puede
escribir de la siguiente forma:

(atyargy ) (9, 1) = 7ap(gh) 7,4 (9)7,, (h) = drap(g. ),

para todo g, h € G, donde 7, : G — k* es la 1-cocadena g — 7,,(9g).
De lo anterior concluimos que [og] =[] [as] € H*(G, k*), con lo cual

finalizamos la prueba. O

Recordemos que el conjunto de clases de isomorfismo de objetos simples de
CY estd parametrizado por las clases de isomorfismo de objetos simples X, r,,
donde a recorre las 6rbitas de la accién de G sobre A y U, es una representacion
irreducible proyectiva del estabilizador G, C G con factor a,. En este caso,

diremos que el objeto simple X, 7, yace sobre a € A.
Para cada par (a,U,) tenemos
(10) FPdim X, ¢, = |“a| dim U,,.

Teorema 5.1.10. El grafo T'(C(A,w)%) tiene a lo sumo tres componentes

conexas.

DEMOSTRACION. El Corolario nos dice que para cada conjunto X
de enteros positivos, el grafo A(X) y el grafo I'(X) tienen el mismo nimero
de componentes conexas. Usando ademas el Teorema podemos asumir

entonces que el grupo G es abeliano.

Como consecuencia de lo visto en el Ejemplo y usando la ecuacion
, tenemos que las dimensiones de Frobenius-Perron de los objetos simples
X, v, que yacen sobre puntos no fijos a € A\AY pertenecen a lo sumo a dos
componentes conexas de I'(C(A,w)%).

Como el grupo G es abeliano, las dimensiones de Frobenius-Perron so-
brantes de C(A,w)% corresponden a objetos simples X, 7, que yacen sobre

elementos a € A% tales que [a,] # 1. Para tales objetos simples, tenemos que

FPdim X, ¢y, = dim U,.
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Denotaremos por n, al orden de la clase [o,] en H?*(G, k*). Entonces n, divide
a dim U,. Observemos que como G es abeliano, entonces las dimensiones de
las representaciones proyectivas irreducibles de U, son iguales.

Supongamos que a,b € A% son tales que [ay], [a] # 1 y 1, s coprimo con
ny. En particular, ab € A9 y por el Lema obtenemos que el orden de la
clase [ag] = [ag]aw] es igual al producto de los érdenes ngny.

Entonces las dimensiones de Frobenius-Perron de X,py, y Xy, estan
conectadas a la dimensién de Frobenius-Perron de X, ,,, para alguna rep-

resentacion agp-proyectiva irreducible Uy, de G.

Luego, las dimensiones no triviales de los objetos simples de C(A,w)%

que yacen sobre puntos fijos de A pertenecen a la misma componente de
['(C(A,w)%). Por lo tanto concluimos que el grafo tiene a lo sumo tres compo-

nentes conexas. U

5.2. El grafo de la categoria de representaciones de un doble de
Drinfeld torcido

El doble de Drinfeld torcido, que definiremos a continuacién, es un ejemplo
de lo que se conoce como una cuasi-algebra de Hopf. La definicién, asi como
mas detalles acerca de las cuasi-algebras de Hopf pueden ser consultados en
[17].

Sea G un grupo finito y w : G x G x G — C* un 3-cociclo normalizado.
Consideremos los elementos x,y, g € (G, para estos elementos definimos:

w(g, z, y)w(z,y, (zy) 'gzy)
w(z, z gz, y)

O4(z,y) =

w(z,y, 9)w(g, 9" x99 'yg)
w(z, 9,9'yg)
El doble de Drinfeld torcido D¥(G) de G con respecto a w se define como
la cuasi-algebra de Hopf con espacio vectorial subyacente (CG)* ® CG, donde

’79(xay) =

la multiplicacién y la comultiplicacion estan definidas respectivamente como:
(e(g) @ x)(e(h) @ y) = Oy(x,y)e(g)e(zha™) ® xy

Ale(g) @ z) = Z Ye(h,k)e(h) @ z @ e(k) @

hk=g

acd {e(g)|g € G} es la base dual de la base canénica de CG.
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La counidad y la antipoda de D“(G) estan dadas por
€(e(g) ® ¥) = dga

S(e(g) ® @) = 01 (z,27) (g, g7 ) e(aT g ) @27

donde 4, ; es el delta de Kronecker.

El elemento asociador ® se define como:

o= > wghk) le(g)@loeh)@l@ek) @1

g,h.keG

En [51], Section 5] se afirma que las representaciones irreducibles de D“(G)
estdn parametrizadas por pares (a,U), donde a es un representante de una
clase de conjugacién de G y U es una representacion proyectiva irreducible de
Cq(a), el centralizador de a en G, con 2-cociclo a, cuyos coeficientes en k*
estan dados por:

w(a,z,y)w(z,y,a)
w(z,a,y)

(11) ag(z,y) = , x,y € Cgla).

La dimensién de la representacién W,y correspondiente al par (a,U) es
dim W,y = [G : Cg(a)]dimU = |%aldim U, donde “a C G denota la clase
de conjugacion de a.

Nota 5.2.1. La categoria de representaciones del doble de Drinfeld torcido
D¥(G) es una categoria de fusién integra y es equivalente, como categoria
trenzada, a la categoria Z(C(G,w)). Esta afirmacién se encuentra demostrada
en el articulo [39].

Nota 5.2.2. Sea C(G,w) la categoria de fusién de espacios vectoriales G-
graduados de dimension finita con asociatividad dada por el 3-cociclo w. La
accion adjunta de G sobre si mismo da lugar a una accién por autoequivalencias
tensoriales G — Aut, (C(G,w)) de tal forma que Rep D*(G) = C(G, w)“. Esta
ultima equivalencia de categorias puede ser vista en la seccién 6 del articulo
[50].

Los grafos de Frobenius-Perron de la categoria de fusién C = Rep D¥(G)
seran indicados por A(D¥(G)) y I'(D¥(G)). El conjunto de vértices del grafo
A(D¥(@G)) serd denotado por ¥(D¥(G)).
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Para cada a € G, consideremos el 2-cociclo asociado o, de Cg(a) dado por
la ecuacion (|11). La funcién D, : w +— «, induce un homomorfismo de grupos

H*(G, k") — H*(Cc(a), k*)

Siguiendo la notacién del trabajo [44], denotaremos por H?*(G, k*). al sub-
grupo
HG, k") = (] ker D, € H*(G, k).
acG
También denotaremos por Z3(G, k*)q al subgrupo de 3-cociclos normalizados
cuyas clases estdn en H3(G, k*)p.

Sea p un nimero primo. Denotaremos por w, la p-parte del cociclo w. Esto
es, W =[], wp-

Consideremos el conjunto S, de niimeros primos, el cual es definido de la

siguiente manera:
So=1{p:w, & H*G,k")a y G tiene un p-subgrupo de Sylow central}.
Hacemos notar que el orden de w es divisible por todos los primos p € S,,.

Enunciaremos sin demostracion dos resultados que estan formulados y

probados en [44], los cuales usaremos en esta seccion.

Corolario 5.2.3. [44, Corollary 3.6] Sea G un grupo finito y w un 3-cociclo

normalizado. Es equivalente:

» G es abeliano y w € Z3(G, k*) ap.

» D¥(QG) es un dlgebra conmutativa.

Proposicién 5.2.4. [44], Proposition 4.2] Sea G un grupo finito el cual es
un producto de grupos H x K con |H| y |K| coprimos. Entonces para un 5-
cociclo normalizado w de G existen 3-cociclos normalizados n yn' de H y K
respectivamente, tales que D“(G) y D"(H) ® D" (K) son equivalentes como
cuasi-dlgebras de Hopf.

Lema 5.2.5. Sea p un nimero primo y asumamos que G posee un subgrupo
de Sylow central S. Entonces p € S,, si y sélo si w|s & H(S, k).

DEMOSTRACION. La hipétesis implica que S es un factor directo abeliano
de G, es decir, G = S x G, donde el orden de G no es divisible por p. Entonces
existen 3-cociclos wy € H3(S,k*) y wo € H3(G, k*) tales que Inflwy Inflwy, = w
[4].
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Observemos que el orden de la clase de cohomologia de Inflwsy divide al
orden de G y es coprimo con p. Entonces la clase de Inflw; coincide con la
p-parte w, de la clase de w. Ademas

wls = wpls = wi.

Supongamos w, € H*(G, k*)4. Entonces, para todo a € S C Z(G), existe
una l-cadena f, : G — k* tal que o, = df,, donde a, € H*(G, k*) es asociado
a w, por (11). Sea af € H?(S,k*) el 2-cociclo asociado a wi = wy|g, entonces
tenemos que a} = df,|s y por lo tanto w; € H3(S, k*)ap.

Para probar la afirmacién inversa supongamos que wi; = w|g € H>(S, k*) .
Entonces para todo a € S, existe f, : S — k* tal que o, = df,, donde
ol € H?(S,k*) es asociado a w|g por la Ecuacién ((11)).

Sea f(a,h) .G =8 x G — k* la 1-cocadena definida por f(ayh)(b, g) = fa(b)
para todo a,b € S, h, g € G. Considerando Q(a,h) €l 2-cociclo sobre G = Cg(a

~—

asociado a w, = Infl(w;) por (1)), obtenemos que a(q ;) = d f. Entonces w,
Inﬂw1 € Hg(G, k*>ab'

Ol

Proposicién 5.2.6. A(G) y A'(G) son subgrafos de A(D*(G)). Mds ain,
m(csG) CY(DY(G)) C m(esG) U S,
DEMOSTRACION. Consideremos p un vértice del grafo A/(G). Entonces
existe a € G tal que p divide a |“a|. Sea W una representacién irreducible

de D¥(G) corresponidente al par (a,U), donde U es alguna representacion
proyectiva irreducible Cg(a) con 2-cociclo . Tenemos que

dim(a,U) = |a| dim U,

de esto podemos concluir que p divide a dim W. Luego p € A(D*(G)). Por lo

tanto tenemos que
(es G) CY(D*(G)).
Claramente, A'(G) C A(D“(G)) es un subgrafo.
En vista de la Nota tenemos la siguiente equivalencia de categorias
Rep D¥(G) = C(G,w)C.

En particular, la categoria Rep G es equivalente a una subcategoria de
fusion de Rep D¥(G) y por lo tanto A(G) = A(Rep G) también es un subgrafo
de A(D¥(G)).
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Asumamos que el vértice p € 9(D“(QG)) satisface p ¢ 7(cs G). Luego, para
cada g € G tenemos que p no divide a |“g|. Usando el Corolario podemos
afirmar que el p-subgrupo de Sylow de G es un factor directo abeliano de G.
Entonces G tiene un (tinico) p-subgrupo de Sylow central S,.

En vista de esto, podemos escribir al grupo G como un producto de grupos
G~ S, xG
donde los érdenes satisfacen (|.S|, G)=1y S, es un p-grupo abeliano.

La Proposicién [5.2.4] nos garantiza el siguiente isomorfismo de cuasi-alge-
bras de Hopf

(12) D*(G) = D (S,) ® D**(G),
donde los 3-cociclos wy y wy satisfacen Infl wy Infl wy = w. Més atn, la clase de
Inflw; coincide con la p-parte w, de la clase de w y wyls = w;.

El isomorfismo implica que las representaciones irreducibles de
D”(@) son dadas por productos tensoriales de representaciones irreducibles
de D“(S,) y D*?(G).

Como tenemos que (|.S,], |G|) = 1, entonces el ntimero p no divide al orden
de G. Luego, p no divide la dimensién de ninguna representacion irreducible de

D% (G). Entonces p divide a dim Z, donde Z es una representacién irreducible
de D“'(S,). Esto tultimo implica que D“*(S,) no es un algebra conmutativa.

Ahora, usando el Corolario m podemos concluir que wy ¢ H3(Sp, k*)ap.-
Entonces w, ¢ H*(G,k*)aw, por el Lema [5.2.5 Esto tltimo demuestra que
p € S,, con lo cual podemos finalizar la demostracion. O

Proposicién 5.2.7. Sea p € ¥(D¥(G))\ w(csG). Entonces p estd conectado
con cada vértice ¢ € A'(G).

DEMOSTRACION. Sigue de la Proposicién que p € S,. Entonces el
p-subgrupo de Sylow S, de GG es un factor directo abeliano de GG. Tenemos un

isomorfismo

D(G) = D*1(5p) @ D**(G)

donde G = S, x Gy [Inflw;|[Inflw,] = [w]. Més atin, las representaciones irre-
ducibles de D¥(G) estan dadas por productos tensoriales de representaciones

irreducibles de D“1(S,) y D*?(G).



92 5. GRAFOS DE EQUIVARIANTIZACIONES Y DEL DOBLE DE DRINFELD

Como p € ¥(D¥(G)), y p no divide la dimensién de las representaciones
irreducibles de D“?((G), entonces p divide a dim Z, para alguna representacion
irreducible Z de D“'(S,).

Sea ¢ € m(cs@). Observemos que cs(G) = cs(G), esto se tiene porque
G =25, x G y el grupo S, es abeliano. Entonces, existe a € G tal que ¢ divide
a |Ga| Luego ¢ divide la dimensién de una representacion irreducible WaU)
de D“’Q(G). Esto implica que pq divide la dimensién de Z ® Wa,U y, como
esta ultima es una representacién irreducible de D¥(G), entonces p y ¢ estén
unidos por una arista en A(D“(G)). O

Usando las proposiciones previas, obtenemos el siguiente resultado impor-
tante sobre el grafo A(D¥(G)).

Teorema 5.2.8. Sea G un grupo finito y sea w un 3-cociclo sobre G. Entonces
el grafo A(D*(Q)) tiene a lo sumo dos componentes conezas y su didmetro es

a lo sumo tres. Mds aun, se tiene:

(i) Supongamos que G es un grupo nilpotente. Entonces A(D*(G)) es el
grafo completo sobre el conjunto de vértices S,,.

(ii) Si el congunto S, es no vacio, entonces el grafo A(D*(G)) es conexo y
su didmetro es a lo sumo dos.

(iii) Supongamos que A(D¥(G)) no es conexo. Entonces S, =0 y G es un
grupo cuasi-Frobenius con complemento y nicleo abelianos. Mds ain,
tenemos que A(D*(G)) = A'(G) tiene dos componentes conezxas y una
de ellas es un grafo completo.

(iv) Supongamos que G no es resoluble. Entonces el grafo A(DY(G)) es

conexo y su didmetro es a lo sumo dos.

DEMOSTRACION. (i) La hip6tesis implica que el grupo G es el producto
directo de sus subgrupos de Sylow: G = S, x --- x S, , donde py,...,p, es
el conjunto de divisores primos del orden de G. Nuevamente, la Proposicion
5.2.4/ nos dice que tenemos el isomorfismo:

D*(G) = D(Sp,) @ -+ - @ D**(5,,,),
donde los 3-cociclos w; € H3(S,,, k*) satisfacen Inflw; ... Inflw, = w.

En nuestro caso tenemos que Rep D*(G) es una categoria nilpotente tren-
zada y entonces la parte (i) sigue de la Proposicién 4.2.2, Cabe agregar que en
este caso, el conjunto de vértices coincide con el conjunto S,,.
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(ii) Podemos asumir que el grupo G no es abeliano. Sea p € 9(D“(G)) tal
que p € S,. Usando la Proposicion m, para algin ¢ € 9(D“(G)) tal que
q € A’'(G) tenemos que p y ¢ estan unidos por una arista. Esto prueba que el
grafo es conexo. Si s y 7 son dos vértices en A’(G) entonces puede ocurrir que
sy r estan unidos por una arista o que existe un camino de longitud 2, el cual

consiste de las aristas (s,p) y (p,7).

Anélogamente, supongamos que p # [ € S, es otro vértice. Como G no es
abeliano, entonces existe un vértice t € A’'(G). Entonces t estd unido al vértice
p y también estd unido al vértice [ . Luego, existe un camino (p,t) (I,t) de p
a [, de longitud dos. Entonces tenemos que el grafo A(D¥(G)) tiene didmetro
a lo sumo 2. Con esto queda demostrada la afirmacion (ii).

(iii) Supongamos que el grafo A(D¥(G)) no es conexo. Entonces por la parte
(i) se concluye que S,, = (). Por la Proposicién [5.2.6], tenemos que ¥(D*(G)) =
m(cs G) y como el grafo A'(G) es un subgrafo de A(D¥(G)), tenemos pues que

el grafo A’(G) tampoco es conexo. El Teorema |3.3.14| implica que G es un
grupo de Frobenius con complemento y nicleo abelianos.

La hipdtesis de disconexidad del grafo A(D¥(G)) nos permite decir que
no existen més vértices en A(D¥(G)) que también estén en A’(G). Luego
A(D¥(G)) = A'(G) y asi queda demostrada (iii).

(iv) Por la afirmacién (ii), podemos asumir que el conjunto S, es vacio,

entonces ¥(D*(G)) = w(cs G), por la Proposicién [5.2.6,

Como G no es resoluble, tenemos que A’(G) es conexo y su didmetro es
a lo sumo dos, esta conclusién es gracias al Teorema [3.3.14] (iii). Esta ultima
afirmacién también ocurre para el grafo A(D¥(G)). Con esto demostramos la

afirmacién (iv).

La afirmacion referente al nimero de componentes conexas de A(D¥(G))
sigue de (iii).

Finalmente, nos queda solo por demostrar la afirmacién concerniente al
didmetro. Tenemos que ¥(D¥(G)) C w(esG) U S,. Si S, # (), entonces el
didmetro de A(D¥(G)) es a lo sumo dos por la parte (ii).

Supongamos por otro lado que S, = 0. Como A’(G) es un subgrafo
de A(D¥(G)), entonces el didmetro de A(D“(G)) no es mas grande que el
didmetro de A’(G). Por el Teorema |3.3.14] el didmetro A'(G) es a lo sumo
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tres. Esto demuestra la afirmacion y con esto podemos dar por concluida la
demostracion. 0



Capitulo 6

Grafos de Frobenius-Perron de una categoria de fusién

no-degenerada

En este capitulo daremos la demostracion de los resultados principales de
la tesis. Para ello, enunciaremos y demostraremos unos resultados previos los
cuales usan fuertemente la formula de Verlinde y hechos vistos en los capitulos

anteriores.

Como aplicacién, daremos un resultado de clasificaciéon para categorias de
fusion trenzadas débilmente integras cuyos objetos simples tienen dimension

de Frobenius-Perron potencia de un primo.

6.1. Resultados preliminares
Sea C una categoria de fusion trenzada débilmente integra.

Comenzaremos dando condiciones suficientes para que un producto tenso-

rial de objetos simples de C sea también simple.

Lema 6.1.1. Supongamos que cada subcategoria tannakiana de C es punteada.
Sean X,Y objetos simples de C tales que G| X*|NG[Y]| = 1. Asumamos ademds
que X e Y se centralizan proyectivamente el uno al otro. Entonces el producto

tensorial X @ Y es un objeto simple de C.

DEMOSTRACION. Supongamos que Z es una componente simple no trivial
comin a X*®X y aY®Y*. Como por hipdtesis G| X*|NG[Y] = 1, entonces Z
no es invertible. Ademas, como X e Y se centralizan proyectivamente el uno al
otro, entonces por la Proposicion el objeto Z centraliza simultaneamente
aXyaY.

Sea C la subcategorfa de fusién de C generada por X e Y. Entonces Z
pertenece al centro de Miger C'. Ademds, como Z es sumando directo de
Y ® Y*, entonces Z € C. El Lema implica que 8z = 1. Luego, Z genera
una subcategoria tannakiana de C. Pero Z no es invertible, esto contradice
la hipdtesis de que la categoria C no contiene subcategorias Tannakianas no
punteadas.

95
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Por lo tanto X*® X y Y ® Y* no pueden tener componentes simples no
invertibles en comun. El Lema [1.3.8/ implica que el producto tensorial X ® Y
es simple como se afirma. 0

Nota 6.1.2. Recordemos que para cada objeto simple Z, el orden del grupo
G[Z] de componentes simples invertibles de Z ® Z* divide a (FPdim Z)?. Ver
por ejemplo [16, Lemma 2.2].

Supongamos que C es una categoria integra. Sean X e Y objetos simples
de C tales que FPdim X y FPdimY son coprimos. Supongamos ademas que
X e Y se centralizan proyectivamente el uno al otro. Entonces los 6rdenes de
los grupos G[X*] y G[Y] son coprimos también, por lo que se puede aplicar
el Lema Se obtiene asi que, bajo estas condiciones, X ® Y es un objeto
simple de C.

Corolario 6.1.3. Sea C una categoria de fusion trenzada e integra tal que
cada subcategoria tannakiana de C es punteada. Supongamos que X e Y son
objetos simples de C tales que FPdim X y FPdimY son coprimos. Entonces

debe ocurrir una de las siquientes posibilidades:

(i) El producto tensorial X @ Y es simple, o bien
(11) SX,Y == O

DEMOSTRACION. Como FPdim X y FPdim Y son coprimos, el Lema[2.7.14]
implica que, o bien Sxy = 0, y tenemos (ii), o bien X e Y se centralizan
proyectivamente el uno al otro. Si ocurre la segunda posibilidad, entonces por
el Lema y la Nota [6.1.2] tenemos que X ® Y es simple. Esto prueba que
en este caso debe valer (i). O

Sea C una categoria de fusién trenzada, integra no-degenerada. Consider-
emos a la categoria C munida con su estructura esférica candnica positiva, de

modo que C es una categoria modular.

Lema 6.1.4. Supongamos que cada subcategoria tannakiana de C es punteada.
Sean X,Y objetos simples no invertibles de C. Se tienen:
(i) Si d(FPdim X, FPdimY') > 2 en el grafo I'(C), entonces Sxy = 0.
(i) Si FPdim(X) y FPdim(Y) pertenecen a diferentes componentes
conezas del grafo I'(C), entonces la multiplicidad de Y en X @ X* es
dada por:

FPdimC
1 o NN = Y .
(13) (FPdim X)2 = %X Sy

FPdimT=1
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DEMOSTRACION. (i). La hipétesis implica que FPdim X y FPdimY son
primos relativos. Mas atn, el producto tensorial X ® Y no puede ser simple,
porque en este caso tendriamos que d(FPdim X, FPdimY’) < 2 en I'(C). Luego
por el Corolario tenemos que Sxy = 0, con esto queda demostrado (i).

(ii). Recordemos primero la férmula de Verlinde, la cual fue enunciada en

el Teorema R2.7.11]

1 Sxr Syr Sz+r
N{y = Y. Trpgr

FPdim(C) reme) FPdim T

Sea I'y la componente conexa de FPdim(X). La multiplicidad de Y en X ® X*
viene dada por la formula de Verlinde.

Por la parte (i), los sumandos no nulos de esta expresién corresponden a los
objetos simples T tales que d(FPdim T, FPdim X)) < 2. Por lo tanto FPdim T’
pertenece a la componente conexa I'y de FPdim X o FPdim T es invertible.
Luego tenemos:

1 Sxr Sx+r Sy*T
NY o = =—"—
XX FPdim C , 2 , FPdim T
d(FPdim T, FPdim X)<2
1
S Sxr Sy+r
FPdlmC Z XX
FPdim
Recordemos que si T es un objeto invertible, entonces FPdimT = 1.

Ademas, por la Observacién [2.7.12] tenemos que SxrSx«r = ]SX,TP =
(FPdim X)2.

Por otro lado, si d(FPdim 7, FPdim X)) < 2, entonces FPdim 7Ty FPdim Y
no estan conectados en I'(C) puesto que FPdim Y no pertenece a la componente

conexa I'y. Luego, por la parte (i) tenemos que Sy« = 0.

Por lo tanto la expresién anterior queda reducida a

FPdim X)?
14 NY . = (— .
(14) XX FPdim C Z Sz
FPdim T'=1
Esto implica la parte (ii) y finaliza la demostracién. O

Observacién 6.1.5. Consideremos las hipétesis del Lemal6.1.4] (ii). Entonces,
X e Y son objetos simples no invertibles de C tales que FPdim X y FPdimY
pertenecen a distintas componentes conexas de I'(C). Supongamos que Y € Cyy.

Afirmamos que Sy+r = FPdimY, para cada objeto invertible T'. Esto sigue
del hecho que Coq = C,, el cual fue enunciado en el Corolario m
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Por lo tanto, la relacién (13| se escribe como

FPdim C

Yy . )
m Nx x+» = FPdimY FPdim Cp.

En particular, obtenemos que N}é’ x+ > 0.

Proposiciéon 6.1.6. Sea C una categoria de fusion trenzada, integra no de-
generada. Asumamos que cada subcategoria tannakiana de C es punteada. En-

tonces, el grafo I'(C) tiene a lo sumo dos componentes conexas.
DEMOSTRACION. Para esta prueba vamos a considerar dos casos.

En primer lugar, consideremos el caso en el que para cada objeto simple
no invertible X y para cada objeto simple no invertible Z que hace parte de
la descomposicién de X @ X*, FPdim X estd conectado con FPdim Z en I'(C).

Supongamos que el grafo I'(C) no es conexo. Sean X,Y € Irr(C) tales que
FPdim X y FPdim Y pertenecen a componentes conexas distintas de I'(C). En
particular, FPdim X y FPdimY son coprimos y G[X*| N G[Y] = 1.

El producto tensorial X ® Y no puede ser simple, puesto que en otro caso
d(FPdim X, FPdimY") < 2.

Por lo tanto, el Lema [1.3.8] implica que los productos tensoriales X* @ X
e Y ® Y™ tienen un elemento simple en comun Z. Este elemento es no invert-
ible. Por hipétesis, las dimensiones de Frobenius-Perron de las componentes no
invertibles de X* ® X (respectivamente Y ® Y*) pertenecen a la misma com-
ponenente conexa que FPdim X (respectivamente FPdimY'). Esto implica que
FPdim X y FPdim Y estdn conectados en I'(C) lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto I'(C) es conexo en este caso.

Ahora, consideremos el caso en el que existen un objeto simple no invertible
X y una componente simple no invertible Z de X ® X* tales que FPdim X no
estd conectado con FPdim Z en I'(C).

Por el Lema (ii), la multiplicidad de Z en el objeto X ® X* satisface

FPdimC z
Fpdm ) VKx = D S
FPdim T=1

Supongamos que Y es un objeto no invertible tal que FPdim Y no pertenece

a la componente conexa de FPdim X en I'(C). Si FPdim Y no esté conectado



6.1. RESULTADOS PRELIMINARES 99

con FPdim Z, entonces el Lema (ii) de nuevo implica que la multiplicidad
de Z en Y ® Y* satisface
FPAMC o 5~ g, ( FPdimC

(FPdimy)2 ™"~ o ~ (FPdimXx)2 %X

En particular, N)%Y* > ( y entonces ocurre la siguiente relacién:
(FPdim X)* N{. = (FPdimY')* N¥ «..

Por hipétesis, FPdim X y FPdimY son coprimos, luego tenemos que
(FPdim X)? divide a N )% «+. Pero esto es imposible porque

N)%X* FPdim Z < FPdim(X ® X*) = (FPdim X)2
con lo cual tenemos una contradiccion.

Por lo tanto tenemos que para cada objeto simple no invertible Y, FPdim Y
estd conectado con FPdim X o con FPdim Z. Esto implica que el grafo I'(C)
posee dos componentes conexas. Con esto concluimos la demostracién de la

proposicion. O

Observemos que la anterior proposicién aplica en particular cuando la cat-
egoria de fusién no degenerada C no contiene subcategorias Tannakianas no

triviales.

Cuando la categoria C de la Proposicion [6.1.6] no posee subcategorias pun-

teadas no triviales, el grafo I'(C) es conexo.

Proposicién 6.1.7. Sea C una categoria de fusion trenzada, integra no de-

generada tal que Cp = Vec. Entonces el grafo I'(C) es conexo.

Como C,; = Vec, la condicién de que C no contiene subcategorias Tan-
nakianas no triviales es equivalente a que cada subcategoria tannakiana es

punteada.

DEMOSTRACION. Como C es no degenerada, el Teorema implica que
(FPdim X)? divide a FPdim C para cada objeto simple X € C.

Supongamos por el contrario que X e Y son objetos no invertibles tales
que FPdim X y FPdimY estdn en componentes conexas distintas en el
grafo I'(C). En particular, FPdim X y FPdimY son coprimos. Por lo tanto
(FPdim X )*(FPdim Y)? divide a FPdim C.

Como C es no degenerada, entonces el Corolario nos permite concluir
que Cuq = C,,;. La hipétesis implica que C = Cyq.
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Por la Observacién 6.1.5] la multiplicidad de Y en X ® X* satisface
FPdimC _ ' '
(FPdim X )2 Nx x- = FPdimY FPdimC, = FPdimY.

Luego
FPdimC v 1

NY o= oo
(FPdim X)2(FPdimY)2 = %"~ FPdimY

Tenemos una contradiccién, porque el lado izquierdo de esta ecuacién es

un entero, pero el lado derecho no lo es. Esto nos muestra que el grafo I'(C)
debe ser conexo. a

6.2. Resultados principales

Usando las herramientas desarrolladas hasta ahora, vamos a dar en esta
seccion la demostracion de dos de los resultados principales de nuestro trabajo.

Teorema 6.2.1. Sea C una categoria de fusion integra no-degenerada. En-

tonces se tienen:

(i) El grafo A(C) tiene a lo sumo tres componentes conexas.
(ii) Supongamos que la categoria C es resoluble. Entonces el grafo A(C)

tiene a lo sumo dos componentes conexas.

DEMOSTRACION. Sea C una categorfa de fusién trenzada integra y no de-
generada. Si cada subcategoria tannakiana de C es punteada, entonces por la
Proposicién el grafo I'(C) posee a lo sumo dos componentes conexas.

Ahora, por el Corolario 3.1.3] tenemos que el grafo A(C) también posee a

lo sumo dos componentes conexas.

Podemos entonces asumir que C contiene una subcategoria tannakiana & ==
Rep G, donde G es un grupo finito no abeliano. Entonces la categoria C es una
equivariantizacién C = DY, donde D = C¢ es la categorfa de fusién trenzada
G-cruzada asociada (ver enunciados de la Seccién [2.7).

Sigue del Teorema [5.1.8] que el grafo A(CY) tiene a lo sumo tres compo-
nentes conexas. Esto demuestra la parte (i) del teorema.

Por la proposicion 2.4.8] si C es resoluble, entonces el grupo G también es
resoluble. Luego, el grafo A(C) tiene a lo sumo dos componentes conexas por
el Teorema[5.1.7] Esto termina de probar la parte (ii) del enunciado y con esto

concluimos la demostracion del teorema. O

El siguiente teorema concierne al grafo de categorias de fusion trenzadas

de tipo grupo. Recordemos que estas categorias son integras.
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Teorema 6.2.2. Sea C una categoria de fusion trenzada de tipo grupo. En-

tonces se tienen:

(i) El grafo A(C) tiene a lo sumo tres componentes conexas.
(i) Si la categoria C es no-degenerada, entonces el grafo A(C) tiene a lo

sumo dos componentes conexas y su didmetro es a lo sumo igual a tres.

DEMOSTRACION. Sea C una categoria de fusién trenzada de tipo grupo.
Por el Teorema [2.6.8| existe una subcategoria tannakiana £ = Rep GG de C tal
que la de-equivariantizaciéon Cg es una categoria punteada. En particular, la

categoria C es una equivariantizaciéon de una categoria de fusiéon punteada.

Por lo tanto, como consecuencia del Teorema |5.1.10{ obtenemos la parte (i)
del teorema, dado que el grafo primo y el grafo méaximo comun divisor de la
categoria C tienen el mismo numero de componentes conexas por el Corolario
0. 1.3

Ahora demostraremos la parte (ii). Sea C una categoria de fusién trenzada
de tipo grupo y no-degenerada. Sea £ = Rep (G la subcategoria tannakiana de
C tal que Cg es punteada. Entonces tenemos la equivalencia Cg = C(I', w), para
algtin grupo finito I' y algtn 3-cociclo w € H3(T', k*). Ver el Ejemplo [1.3.4]

La Nota [5.2.1] implica la siguiente equivalencia de categorias
2(Ca) = Z(C(T,w)) = Rep D*(T).

Ademas, por la Proposicién [2.7.3] hay una equivalencia de categorias de
fusién trenzadas C X (CQ)°P = Z(Cg), donde la componente neutra C& C Cq
también es punteada.

Esto implica que
A(C) = A(Z2(Cq)) = A(D*(T))

luego, la parte (ii) se deduce del Teorema m O

6.3. Aplicacion

Para comenzar esta seccidn, recordemos el siguiente resultado, que se de-
muestra en [54, Theorem 7.2].

Teorema 6.3.1. Sea C una categoria de fusion trenzada débilmente integra.
Supongamos que p es un numero primo tal que FPdim X es una potencia de

p, para todo objeto simple X . Entonces la categoria C es resoluble.



102 6. GRAFOS F-P DE UNA CATEGORIA DE FUSION NO-DEGENERADA

El objetivo principal de esta seccion consistira en dar una aplicaciéon basada
principalmente en la Proposiciéon [6.1.7] Este es un resultado de clasificacién,
el cual generaliza el Teorema anterior.

Teorema 6.3.2. Sea C una categoria de fusion trenzada tal que FPdimC €
Z y sean pi,...,p, numeros primos. Supongamos que las dimensiones de
Frobenius-Perron de los objetos simples de C son una potencia del primo p;
para algin 1 < i <r. Entonces C es débilmente de tipo grupo.

Ademds, si una de las siguientes condiciones ocurre

(a) r<2 0

(b) p; > 7, para todoi =1,...,r.

Entonces la categoria C es resoluble.

DEMOSTRACION. Sea C una categoria de fusién trenzada que satisface las
hipétesis del teorema.

La prueba se hara por induccién en FPdim C. Observemos que las hipétesis
sobre las dimensiones de los objetos simples de C se satisfacen también
para cualquier subcategoria de fusién y por lo tanto, para cualquier de-

equivariantizacion de C.

Si FPdimC = 1 entonces no tenemos nada que demostrar. Si C,y € C,
entonces C es una U(C)-extension de su subcategoria adjunta C,q, donde U(C)
denota el grupo graduado universal de C. Como C es trenzada, entonces el
grupo U(C) es abeliano.

Podemos asumir inductivamente que C,4 es débilmente de tipo grupo (re-
spectivamente resoluble), y entonces C es débilmente de tipo grupo (respecti-
vamente resoluble), en vista de la Proposicién [2.4.8

Por lo tanto, podemos asumir que C = C,q. En particular, C es integra y
no punteada. Més atn, podemos también asumir que el grafo A(C) consiste
de al menos dos puntos aislados; en otro caso las dimensiones de Frobenius-
Perron de los objetos simples de C son potencias de un niimero primo fijo y el
resultado sigue del Teorema [6.3.1].

Vamos a demostrar que C contiene una subcategoria tannakiana no trivial
£. Supongamos que no. Supongamos ademas que C es no degenerada. Como
C = Cqa, entonces C, = Vec, la Proposicién implica que el grafo A(C)
es conexo, lo cual contradice la hipdtesis de que A(C) tiene por lo menos dos

vértices aislados.
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Si, por otro lado, C contiene una subcategoria de fusién propia no trivial y
no-degenerada D, entonces C = DXD'. Como FPdim D, FPdim D’ < FPdimC,
entonces sigue por induccién que Dy D’ son ambas débilmente de tipo grupo,
luego C también es débilmente de tipo grupo.

Analogamente, si C satisface (a) o (b), entonces también lo satisfacen las
subcategorias D y D’. Luego D y D’ son resolubles por hipdtesis inductiva, y
luego C es resoluble también.

Supongamos ahora que C no contiene subcategorias Tannakianas no triv-
iales (o subcategorias no-degeneradas). En este caso, el Lema implica que
la categoria C es ligeramente degenerada. Como A(C) consiste de al menos dos
puntos aislados, entonces C tiene un objeto simple de dimensiéon una potencia
de p para algin primo impar p. La Proposicion [2.6.4] implica que en este caso
C posee subcategorias Tannakianas no triviales, lo cual contradice la hipotesis.

Con esto queda demostrado que la categoria C tiene una subcategoria tan-

nakiana no trivial £. Entonces £ = Rep G para algin grupo finito G.

Como C contiene Rep G como subcategoria tannakiana, entonces la cat-
egoria C es una equivariantizacion de una categoria de fusion trenzada G-
cruzada Cg.

Como FPdim(C2 < FPdim(Cg = FPdimC/|G| < FPdimC y C2 es una
categoria de fusién trenzada, entonces por hipdtesis inductiva tenemos que C3
es débilmente de tipo grupo. Entonces la Proposicién implica que C es
débilmente de tipo grupo.

Mas ain, si C satisface las condiciones (a) o (b), entonces también la cate-
goria Cq satisface estas condiciones (esta categoria no es necesariamente tren-

zada). Lo mismo ocurre para la subcategoria de fusién Cg C Cq.
Entonces C2 es resoluble por induccién.

Por otro lado, la condicién (a) implica que el grafo primo A(G) consiste de
a lo sumo dos puntos aislados, mientras que la condicién (b) implica que las
componentes conexas del grafo A(G) son {p1},...,{p,}, donde p; # 2,3,5 0
7, para todoi=0,...,r.

En cualquier caso, tenemos que el grupo G es resoluble, por la Observacion
3.2.10, Nuevamente usando la Proposicion 2.7.2], tenemos que la categoria C es
resoluble.
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Con esto concluimos la demostracion del teorema.
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