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Resumen

Esta Tesis trata de el Problema de Equivalencia para distribuciones y estructuras geométricas
asociadas, o sub-estructuras.

En primer lugar, repasamos el método de equivalencia de Cartan haciendo hincapié en el pro-
ceso de prolongacion de G-estructuras. Luego lo comparamos con el Método de Prolongacion de
Tanaka, que refina ese para estructuras asociadas a distribuciones. Clave dentro de este proceso es
la prolongacién de algebras de Lie graduadas nilpotentes, de interés independiente.

Luego damos una breve introduccion a las conexiones de Cartan, que es lo se aspira obtener
al resolver un Problema de Equivalencia, y obtenemos algunos resultados sobre su existencia y
unicidad.

Finalmente, aplicamos la prolongaciéon de Tanaka geométrica a ejemplos distinguidos de dis-
tribuciones con métricas subriemannianas y subconformes, obteniendo sus conexiones de Cartan
explicitamente. En las de dimensién y codimension [2,1] [3,2] y [4,2], calculamos la curvatura armo-
nica de la conexion de Cartan y obtenemos sus invariantes (curvaturas) fundamentales.

Palabras claves: problema de equivalencia, prolongacién de Tanaka, conexiones de Cartan,
métrica subriemanniana, métrica conforme

2010 Mathematics subject Classification: 53A55 Invariantes diferenciales (teoria local),
objetos geométricos, 53C15 Estructuras geométricas generales en variedades, 58 A30 Distribucio-
nes vectoriales, 53B15 Otras conexiones, 53C17 Geometria subriemanniana , 53D10 Variedades de
contacto, general.






Abstract

This thesis deals with the Equivalence Problem for distributions and associated geometric struc-
tures, or sub-structures.

First, we review Cartan’s equivalence method focusing on the prolongation procedure of G-
structures. Then we compare it with Tanaka’s prolongation Method, that refines it for structures
associated to distributions. Key within this process is the prolongation of nilpotent graded Lie
algebras, that has its own relevance.

After that, we give a brief introduction to Cartan connections, that are what one aspires to reach
by solving the Equivalence Problem and we obtain some results about its existence and uniqueness.

Finally, we apply Tanaka’s geometric prolongation to some distinguished distributions with
subriemannian and subconformal metrics, obtaining explicitly corresponding Cartan connections.
In the dimension and codimension [2,1] [3,2] ¥ [4,2], we calculate the harmonic curvature of the
connection and obtain its fundamental invariants (curvatures).

Key words: Equivalence problem, Tanaka’s prolongation, Cartan connections, subriemannian
metric, conformal metric.

2010 Mathematics subject Classification: 53A55 Differential invariants (local theory),
geometric objects, 5B3C15 General geometric structures on manifolds, 58A30 Vector distributions,
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Notacion

En general, denotaremos por
g, b, m, n,... alas algebras de Lie,
G, H, N, a los grupos de Lie,
Z,Y,2,u,v,Ww, ... a elementos de un algebra de Lie,
g,h,n,m, ... a elementos de un grupo de Lie.
a,b,c,d,r, ... a derivaciones de un algebra de Lie,
XY, Z,... a campos vectoriales,
P, q, ... a puntos en una variedad,
A, @, ... a elementos de un fibrado principal.

QOF(M, g) denotara el espacio de k-formas en una variedad M con valores en g,
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Introduccion

Un problema central de la Geometria es determinar condiciones necesarias y suficientes para
que dos estructuras geométricas sean equivalentes. FEste problema fue abordado desde los inicios de
la Geometria y ha cumplido un papel preponderante en el desarrollo de ésta. Podemos mencionar,
por ejemplo, los criterios de congruencia de tridngulos; el teorema fundamental de las curvas en
el espacio y el teorema de Darboux en la geometria simpléctica. En el siglo XIX, Sophus Lie,
inspirado en el Programa de Erlangen de F. Klein, intent6é desarrollar un método general para
obtener los invariantes de una geometria. Sin embargo, su enfoque se basaba en la resolucion de
sistemas de ecuaciones diferenciales, con las dificultades que esto presenta, y sélo era aplicable en
casos particulares. En 1908, E. Cartan a partir de un enfoque innovador resuelve este problema.
En el revolucionario paper [Cal| establece un procedimiento para determinar los invariantes de un
objeto geométrico bajo un pseudogrupo de transformaciones definidas por ecuaciones diferenciales
de primer orden, el cual se conoce como el Método de Equivalencia de CartanE]

En la década de 1960, Singer, Sternberg, Guillemin, Kuranishi, Kodaira, Spencer entre otros
profundizaron el estudio del Método, en particular de la prolongacion de G-estructuras [SS|. Re-
sulta que cuando el grupo G tiene prolongacion finita (es de tipo finito) se puede asegurar que el
Problema de Equivalencia se resuelve con un nimero finito de prolongaciones de la G-estructura
correspondiente. A finales de 1960, Noburo Tanaka observo que en varios problemas importantes,
principalmente aquellos donde la estructura geométrica estd asociada a una distribucién, el grupo
G no era de tipo finito, lo que complicaba la aplicacion del método. Por ello, en [T1] desarrollo
un nuevo esquema de prolongacién para variedades con distribuciones, que aplic6 para resolver el
Problema de Equivalencia de variedades CR de codimension 1 [T3]. Aunque algunos autores como
Yamaguchi y Morimoto siguieron esta linea de investigacion [Y] [Morl], la teoria de Tanaka no tuvo
amplia difusion. Recién en los ultimos afios se empez6 a apreciar su verdadero potencial [Z] [OW]
[Kul. Esta tesis pretende dar un paso en esta direccion.

Cuando hablamos de una estructura geométrica nos referimos a una G-estructura, que es una
reduccion del fibrado de marcos de una variedad M, donde G es un subgrupo de GL(V) y V es
un espacio vectorial que modela al espacio tangente de M en cada punto. Entonces el Problema de
Equivalencia (local) puede plantearse de la siguiente manera:

Sean B y Bs dos G-estructuras sobre las variedades M7 y My respectivamente y sean
p € My e g € My. ;Existen entornos U de p, V' de g y un difeomorfismo f: U — V que

'De acuerdo a Dieudonné, la idea de Cartan constituyé "... the most unexpected extension of Klein’s ideas in
Differential Geometry. He had envisaged groups of isometries of Riemannian spaces as possible fields of study of his
program, but a generic Riemannian manifold does not have any isometries except for the identity transformation. By
an extremely original generalization, Cartan was able to show that the idea of “operation” still plays a fundamental
role, but it is necessary to replace the group with a more complex object, called the “principal fiber space” ... and it
is in “pulling up to the principal fiber” that Cartan inaugurated a new era ...”

XI



induce un difeomorfismo f : By|y — Ba|v?

El método de equivalencia tiene como objetivo transformar un Problema de Equivalencia en otro
entre {e}-estructuras, i.e. variedades con un marco distinguido, problema ya resuelto por Cartan.
El método consta principalmente de dos procesos: la reducciéon y la prolongacion de G-estructuras.
El primero consiste, como su nombre lo indica, en reducir el grupo estructural de una manera
compatible con isomorfismos. Esto quiere decir que si partimos de dos G-estructuras By y Ba, luego
de aplicar el proceso de reduccion se obtienen dos G’-estructuras B} y Bj con G’ subgrupo de G
de manera que By y Bg son equivalentes si y solo si B} y Bj lo son. Por otro lado, dada g C gl(V)
su prolongacion es el algebra graduada maximal de la forma V @ g @ gV @ g @ ... donde V se
considera abeliano y los g*) actaan de forma libre en V. Si consideramos una G-estructura B; donde
Lie(G) = g, el proceso de prolongacién construye una sucesion de fibrados By « B < B? < ...
donde Bi“ es una GU*+1_estructura sobre B! cuyo grupo estructural G+ es abeliano y tiene la
misma dimension que g(tY. Esta construccion también se realiza de manera compatible con los
isomorfismos.

En general, al aplicar el método es necesario alternar entre la prolongacion y la reduccion (aunque
este proceso puede no terminar o estancarse) pero en el caso en que g¥) = {0} para algian i > 0, en
cuyo caso se dice que g o G es de tipo finito, basta aplicar el proceso de prolongaciéon a lo sumo ¢
veces para obtener una {e}-estructura lo cual resuelve el problema de equivalencia. Los casos en que
G = O(n) y G = CO(n) son los mas conocidos dentro de los de tipo finito y se corresponden a la
geometrias Riemanniana y conforme respectivamente. Sin embargo, en general el grupo G no es de
tipo finito, como sucede genéricamente para estructuras definidas en distribuciones. El método de
Tanaka permite resolver el Problema de Equivalencia para ciertos grupos que no son de tipo finito
en el sentido clésico.

Mas precisamente, sea D una distribucién de rango d en una variedad M de dimensién n. El
meétodo de Cartan considera el fibrado principal P — M de marcos (o comarcos) D-adaptados:

P={(p,¢):p:R" = T,(M) es un isomorfismo lineal y p(R%) = D(p)}.

Esta es una G-estructura, donde G es el estabilizador de R € R™ que no es un grupo de tipo finito.
Dos distribuciones son (localmente) equivalentes si y s6lo si las correspondientes G-estructuras son
equivalentes. Estructuras adicionales en (M, D) se corresponden con reducciones de P.

Uno puede interpretar a las ¢’s en P como una comparaciéon, en cada punto, de D con la distribu-
cion integrable estandar (plana) de la misma dimension y codimension, es decir R € R™. La, torsion
tnvariante de P mide cuanto difiere D de esta distribucion. Tanaka observo que para distribuciones
no integrables esta comparacién no es apropiada. Una distribucién de contacto, por ejemplo, deberfa
ser comparada con la distribucién no integrable estandar en el grupo de Heisenberg. En efecto, toda
distribucién que satisface ciertas condiciones de regularidad define un fibrado de algebras de Lie
nilpotentes graduadas mutuamente isomorfas que corresponden al “modelo plano” con el que debe
ser comparada, es decir la correspondiente distribucién invariante a izquierda en el correspondiente
grupo simplemente conexo. Esta dlgebra de Lie se denomina el simbolo o nilpotentizacion de la
distribucién y se define de la siguiente manera. Sea

D '(p)=D(p) D (p)=D 7 (p)+[D, D7 (p)
donde D también denota las secciones de D. Definimos
mp(p) = D'(p)/D"(p)
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y sea el simbolo de D en p:
mp(p) = mp"(p) & -~ © mp! (p).

Es facil ver que el corchete de Lie de campos en M induce una estructura de algebra de Lie graduada
en mp(p) y que distribuciones equivalentes tienen simbolos isomorfos.

Asumimos que D es totalmente no integrable, i.e. D¥(p) = T,(M) para algin k y todo p, y que
sus simbolos mp(p) son todos isomorfos a un édlgebra de Lie graduada nilpotente fija

m:m_k@---@m_l

generada por m~!. Sea
P ={(p,¢): ¢:m — mp(p) es un isomorfismo de algebras de Lie graduadas}.

Este es un fibrado principal sobre M, con grupo estructural G° = Autg,(m), los automorfismos
graduados de m. P? no es en general una G-estructura, ya que esta asociada a np en lugar de a
T(M); es un ejemplo de pseudo-G-estructura. Como antes, estructuras adicionales en (M, D) se
corresponden con reducciones de PY.

Fijando m y una subdlgebra
g" C Derg, (m)

(correspondiente a una reduccién de P°), consideremos la suma directa
gem 2 mFe comeg
De manera similar a la prolongacion clasica esta tiene una tinica extensién maximal
mFe - comleged g’
como algebra de Lie graduada con la propiedad que todo p € g! ® g?> ® - -- no nulo satisface
ker(ad(p)) Nm~! = 0.
Asociado a D, m, g, se puede definir una torre
o PP Pl P M
tal que:

1. Para todo i > 1, P? es un fibrado principal sobre Pi~! con grupo estructural abeliano G* de
dimension dim g’. Ademads, tienen una estructura adicional con la cudl forman una categoria
y se denominan pseudo-G*-estructuras.

2. Dos distribuciones son equivalentes si y s6lo si las correspondientes pseudo-G'-estructuras P*
son isomorfas.

Si g° = 0 para algtin 4 se prueba que PJ con j > i, que tiene grupo estructural trivial, es
realmente una {e}-estructura.

Por otro lado, hay casos donde la {e}-estructura obtenida es muy particular. Esta se puede
considerar como una 1-forma con valores en un algebra de Lie g sobre un fibrado principal P — M
con grupo estructural H que generaliza la 1-forma de Maurer-Cartan del fibrado canénico G —
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G/H. Es decir, permiten ver la geometria de M como la de un espacio homogéneo deformado por
curvaturas, y se denominan conexiones de Cartan.

En cuanto al contenido de esta Tesis, en los cuatro primeros capitulos damos un resumen de la
teoria general focalizado en las estructuras geométricas asociadas a distribuciones. A pesar de que
la mayor parte de los resultados alli descriptos se encuentran en la bibliografia, la recopilacion es
novedosa e incluye algunos resultados originales.

Maés especificamente, en el capitulo 1 repasamos el Método de Equivalencia clasico para G-
estructuras de tipo finito. En particular, describimos los procesos de reduccién y prolongacion,
presentamos el teorema de Cartan sobre equivalencia de {e}-estructuras.

En el capitulo 2 introducimos la prolongacién de Tanaka de algebras graduadas, que generaliza el
proceso de prolongaciéon clasico. Esta esté relacionada con el calculo de ciertos grupos de cohomologia
de Spencer generalizados que describimos en la secciéon

En el capitulo 3 precisamos la nocién de estructura geométrica asociada a una distribucién,
de forma extrinseca (estructuras de tipo constante) e intrinseca (pseudo—GO—estructuras regulares),
demostrando que estos conceptos son equivalentes. Luego, en las secciones y describimos el
proceso de prolongacién de Tanaka para estas estructuras y concluimos con su teorema principal

3.4.31

En el capitulo 4 definimos geometria de Cartan y geometria de Cartan graduada. Vemos que
el problema de asociar una geometria de Cartan graduada canoénica a una pseudo-G°-estructura
refina el Problema de Equivalencia. En ciertos casos se puede garantizar la unicidad de la geometria
de Cartan graduada, imponiendo cierta condicién de normalizacién en su curvatura. En ese caso
la parte armoénica de la curvatura resulta un sistema de invariantes fundamentales de la geometria.
Por tltimo probamos que si partimos de una estructura de tipo constante (m, g°) (i.e. pseudo-G°-
estructura regular) tal que la prolongaciéon de Tanaka de (m,g°) sea trivial, podemos utilizar el
proceso de prolongacion de Tanaka definido en el capitulo 3 para obtener una conexién de Cartan
normal. Como consecuencia se tiene que en estos casos las distribuciones poseen un complemento
en T'M y una conexién principal candnicos, i.e. invariantes bajo los automorfismos de la estructura.

En el capitulo 5 estudiamos las algebras de tipo Heisenberg (o tipo H) que son una familia infinita
y distinguida de &algebras graduadas dos pasos nilpotentes. Esta son maximalmente simétricas en
cierto sentido [KT] y seran simbolo de distribuciones con estructura conforme satisfaciendo una
condicién de compatibilidad. Calculamos la prolongacién de Tanaka de estas y del par (b, g2.)
donde g, es el dlgebra de derivaciones que preservan la métrica conforme en b.

En el capitulo 6 deducimos las consecuencias geométricas de nuestros resultados. En la seccion
introducimos la nocién de estructura conforme compatible en distribuciones fat y damos resultados
sobre su unicidad y sobre la existencia de conexiones de Cartan asociadas.

En la seccién aplicamos el método de prolongacién de Tanaka a las distribuciones subrie-
mannianas de contacto en variedades de dimensién 3. De esta manera construimos explicitamente
la conexién de Cartan normal asociada, calculamos su curvatura y su curvatura armonica, y a partir
de esta obtenemos un sistema de (dos) invariantes fundamentales. Luego, describimos todas las po-
sibles conexiones de Cartan asociadas a distribuciones subriemannianas de contacto en variedades
de dimensién 3, observando que si bien el complemento candénico siempre esté generado por el vector
de Reeb, existe una familia uniparamétrica de conexiones lineales canénicas inequivalentes entre si.
Por altimo, describimos todas las estructuras subriemannianas de este tipo invariantes a izquierda
en un grupo de Lie donde se anula uno de los dos invariantes. Aunque varios de los resultados de

X1V



esta seccion se superponen con los de [Hu| en donde se aplica el Método de equivalencia Clasico,
nuestro enfoque permite comparar ambos métodos y complementa ese trabajo.

En la secciéon consideramos estructuras subriemannianas y subconformes en distribuciones
de dimension 3 en variedades de dimension 5, de tipo constante. Al igual que en la anterior seccion,
aplicamos el proceso de prolongacién de Tanaka en ambos casos, encontrando complementos cané-
nicos para la distribucién y construyendo explicitamente la conexién de Cartan normal asociada.
De esta forma arribamos a un sistema de invariantes fundamentales a partir de la curvatura armoé-
nica (nueve para subconformes y diez para subriemannianas) y describimos todas las estructuras
invariantes a izquierda sobre grupos de Lie de dimension 5.

En la secciéon consideramos estructuras conformes compatibles de rango 4 en variedades de
dimensiéon 6. Calculamos la componente de grado 1 de la curvatura arménica, obteniendo los corres-
pondientes invariantes (cuatro) que resultan ser invariantes de la distribucién misma sin estructura
adicional. Luego completamos la primera prolongacién obteniendo un complemento canénico para
estas estructuras.

En la seccién calculamos los grupos de cohomologia de Spencer generalizados de orden 2

para. 1os pares (21.0%), (132.0%), (132, 90), (h32.0%) ¥ (ha2.5C,) necesarios para los ejemplos
del capitulo [6]

Cabe comentar sobre la complejidad de algunos célculos. Parte de la misma es comun a la
mayoria de las aplicaciones del Método de Equivalencia, comenzando con las originales de Lie y
Cartan, y es inevitable. Otra parte es probablemente evitable, por ejemplo trabajando sobre C en
vez de R en las secciones 6.3 y 6.4, y usando notacién y técnicas homolédgicas especialmente en el
capitulo 7, y esperamos corregirlo en una préxima version.

Resultados obtenidos

Las contribuciones de esta tesis son las siguientes:

1. En las secciones y presentamos una variante del método de prolongacion de Tanaka
descripto en [T1] y [Z].

2. Probamos la Proposicion [£.2.8] También debemos mencionar como un aporte la Proposicion
que a pesar de ser elemental tiene consecuencias importantes.

3. Proposicion y el Teorema publicado en parte en [KS].

4. Resultados de los capitulos 6 y 7 descriptos anteriormente incluida la nocién de estructura
conforme compatible [KS].
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Capitulo 1

El Método de Equivalencia

En este capitulo damos un repaso general del Método de Equivalencia de Cartan para G-
estructuras, formalizado por Chern, Guillemin, Sternberg, Gardner, Kuranishi, Spencer, entre otros.
Presentamos los procesos de reduccién y prolongacién clasicos, y enunciamos el teorema de equiva-
lencia de {e}-estructuras.

1.1. G-estructuras

Sea M una variedad diferenciable de dimension n, y sean §(M) y §*(M) sus fibrados de marcos
y comarcos, respectivamente. §(M) y §*(M) son GL(n)-fibrados principales equivalentes. En efecto,
cada punto de F(M) es un isomorfismo A : R® — T,M y la accién (a derecha) de un g € GL(n)
es Ry(\) = X o g, mientras que un punto de §*(M) es un isomorfismo 6 : T,M — R™ y la accion
es Ry(0) = g1 o 0. Es claro que A — A1 es un isomorfismo de fibrados principales. Si bien el
Problema de Equivalencia se trata usualmente en término de §* (M) de manera de poder utilizar
el calculo diferencial exterior de manera directa, en nuestro caso y por motivos que veremos mas
adelante, trabajaremos con §(M).

Definiciéon 1.1.1. Sea G un subgrupo de GL(n). Una G-estructura en una variedad n-dimensional
M es una reduccion de §(M) al grupo G, es decir, una subvariedad Bg C §(M) tal que para todo
A € Bg y todo g € GL(n) se verifica que Rg\ € Bg si y solo si g € G.

En toda G-estructura Bg hay una 1-forma diferencial R™-valuada canénica w : TBg — R™,
denominada I-forma tautoldgica, definida por:

wA(X) = A~ (dm(X))

para todo A € Bg v X € T\(Bg), y donde 7 : Bg — M es la proyeccion canodnica. Esta forma
verifica las siguientes propiedades:

l. Rjw = g~ 'w para todo g € GL(n)
2. w(X) =0« X es vertical, i.e., dr(X) = 0.

Las G-estructuras establecen un marco comtn para una gran variedad de estructuras geométri-
cas. Por ejemplo: una O(n)-estructura equivale a una estructura riemanniana en M; una O(p, q)-
estructura con p + ¢ = n, a una pseudoriemanniana; una C'O(n)-estructura, a una conforme; una

1



1. El Método de Equivalencia 2

Sp(n)-estructura a una simpléctica; si dim M es par, una GL(n/2,C)-estructura equivale a una
estructura casi compleja en M.

En lo que sigue estos ejemplos juegan un rol fundamental, en combinacién con el siguiente, donde
G no es semisimple. Sea G(V) C GL(n) el subgrupo de elementos que preservan un subespacio V
de dimension k en R™. Una G(V)-estructura equivale a una distribucion de rango k en M.

Un difeomorfismo ¢ : M; — My induce un difeomorfismo Dy : §(M1) — §(Ma)
Dp(X) =dpo A

que conmuta con las acciones de G. Fijemos G y sean Bé — My Bg; — My dos G-estructuras.
Un difeomorfismo ¢ : My — M> se denomina un isomorfismo de Bl en B si Dp(Bl) = B%. Al
mapa & = Dy : B%; — Bé también se lo denomina isomorfismo de B%; en Bé.

Dados p € My e g € Ms, se dice que B1G y Bé son localmente isomorfas o equivalentes en (p,q),
si existen entornos U de p, V' de ¢, y un isomorfismo ¢ de BMU en Bé“v tal que ¢(p) = q.

La siguiente proposiciéon caracteriza la equivalencia de G-estructuras a partir de sus formas
tautoldgicas.

Proposicion 1.1.2. Un difeomorfismo de wvariedades @ : Bé — Bé es un isomorfismo de G-
estructuras st y solo st P*ws = wy.

La G-estructura playa estdndar de un subgrupo G C GL(n) es el fibrado §g(R™) — R"™ con fibra
tipica Rg(e) donde e es el marco de campos estandar en R”. Una G-estructura se dice localmente
playa si es localmente equivalente a la G-estructura playa.

Sea Bg — M una G-estructura y sea A € Bg. Denotamos por V() al espacio tangente a la
fibra sobre p = 7(\), o sea, V(\) = ker(dn|y). Este espacio se denomina el espacio vertical en A\ y
se identifica candnicamente con g, el algebra de Lie de G, mediante:

I)\:g — V()\)

d
= ﬁ(/\ : em)‘t:O

Fijado un elemento x € g, esta identificacién genera un campo vertical en B¢, denominado campo
fundamental generado por z, que denotamos X1.

r = I\(z)

Un subespacio H C T)\Bg tal que
T\Beg=V(\ & H
se dice horizontal. La forma w identifica a H con R" y el correspondiente monomorfismo ¢ =

(w|g)~t : R — T\Bg caracteriza a H.

Para cualquier otro subespacio horizontal H C T\Bg se tiene

T =" + o f (1.1)
para algin f = fy 7 € Hom(R",g). En efecto, si v € R", w(p (v) — <pg(v)) =v—v =0, por lo
que p (v) —pH(v) € V(N), 5 f(v) = I, (¢" (v) — ¢ (v)). Reciprocamente, dada f € Hom(R", g)
y H existe un unico espacio H tal que f = Tui-

La torsion del subespacio H es el elemento Cy € Hom(R™ A R™, R™) dado por

Cn(u,v) := dwr(@™ (u), 9 (v)) = —wr([p" (w), 0" (v)]).
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Para comparar C'z y Cy nos valdremos de la siguiente definicion. Sean V' 'y W espacios vectoriales
y 8 C Hom(V, W) un subespacio. El homomorfismo

0:Hom(V,g) — Hom(VAV,W)
[ 0f(vi,v2) = f(vr)ve = f(v2)ur

se denomina operador de Spencer, que denotamos Jy,yy,q) cuando sea necesario. El espacio g(l) =
ker(0) se denomina la primera prolongacion de g. La i-ésima prolongacion de g se define inductiva-
mente por

g(z+1) = ker a(V,g@*l),g(i))

donde g® = g. A veces nos referiremos a g9 como la i-ésima prolongacion clisica de g para
diferenciarla de la prolongacion de Tanaka que definiremos en el siguiente capitulo.
Un subespacio g € Hom(V, W) tal que g(k) = {0} para algun entero k se denomina de tipo finito.

Un subgrupo G C GL(n) es de tipo finito si Lie(G) lo es. Veamos algunos ejemplos y contraejemplos.

Ejemplo 1.1.3. Si g = Lie(G) contiene una matriz de rango 1 (G no es eliptico), entonces no es de
tipo finito. En efecto, sea A € g de rango 1. Existe un funcional A : V' — R tal que A(v) = A(v)vg
para cierto vy € V. Entonces la funcion A; : V — g definida por A;(v) = A(v)A pertenece a g(!),
primera prolongaciéon de g. Inductivamente definimos A; 11 : V — g° por A;11(v) = Mv)A4; y se
comprueba de forma directa que A;4+1 € glith),

Por otra parte,
Lema 1.1.4 (o(n)-lema). so(n)® = {0}
Si f € so(n)(), definiendo (v, u,w) = (f(v)(u), w) este lema es equivalente al bien conocido

Lema 1.1.5. Sean V y W espacios vectoriales y ¢ : V XV x V. — W wuna aplicacion trilineal tal
que o(v1,v2,v3) = (v, v1,v3) = —p(v1,v3,v2) para todo v; € V. Entonces ¢ = 0.

Demostracion. Elemental.

O
Proposicién 1.1.6. co(n)) = (R7)*.
Demostracion. Cada elemento u € co(n)() tiene la forma:
u(v) = p(v)Id+ D} € co(n) (1.2)

con DY € so0(n), v € R" y p € (R™)*. Definimos entonces la aplicacion lineal W : co(n)®) — (R™)*,
U(u) = p. Es inmediato del o(n)-lema que ¥ es inyectiva.

Veamos que W es sobreyectiva. Sea {e;}; una base ortonormal de R y {e!}?; su base dual.
Para cada i = 1,...,n definimos:
UZ(EZ) =1Id
ui(ej) = D; sij#i

donde D;(ei) = ej, Dé(ej) =—€y D;(ek) = 0sik # i, j. Se verifica que u; € co(n)M) y U(u;) =

i
e
para cada . 0
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Continuemos ahora analizando la torsién, para lo cual nos interesa el operador de Spencer para
V=W =R"y g C gl(n) una subélgebra de Lie.

Proposicion 1.1.7. Dados subespacios horizontales H y H se verifica que
Cﬁ =Cqy+ 8fH}~I
Demostracion. Ver paginas 316 y 317 de [St]. O

Sip: Hom(R" AR™,R™) — Hom(R™ AR"™,R™)/Im 9 es la proyeccion al cociente, por la propo-
sicion anterior p(Cy) no depende del subespacio horizontal H.

Definicion 1.1.8. Sea By una G-estructura. Denominamos funcidn de estructura o torsién intrin-
seca de Bg a la funcion

C:Bg — Hom[R"AR",R")/Imd
A = p(Cry)

para cualquier distribucion A — H(\) de subespacios horizontales de ThBg (que se denomina
pseudoconerion).

La funciéon C generaliza las constantes de estructura de un grupo de Lie. Cuando G = {e} y
By es un grupo de Lie, C' es constante e igual al corchete de Lie a partir de la identificacion de
R™ con el &lgebra de Lie de By.y.

G actia naturalmente a derecha en Hom(V,g) y en Hom(R" AR™,R") por

Ry(f)(u) =Ad(g™") f(gu)
Ry(f)(u,v) =g~ f(gu, gv).

Es inmediato comprobar que 9 es equivariante con respecto a estas acciones, i.e.
ORy(f) = R,0f.

De aqui resulta que Im 9 es invariante por la accién de Gy por lo tanto obtenemos una representacion
de G en Hom(R™ AR™ R™)/Im 0. La torsion intriseca C' es equivariante por esta accion, es decir,

C(Ry(N) = RyC(X)
paratodo A€ Bgyge€G.

Teorema 1.1.9. Sean Béy Y Bé dos G-estructuras en My y Ma. Si ® es un isomorfismo de Blc en
B?; entonces

C?0d =01

donde C* es la torsion de By, para i = 1,2. Es decir, la torsion intrinseca es un invariante de la
G-estructura.

Teorema 1.1.10. Si una G-estructura es localmente playa entonces su torsion es idénticamente
nula.
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El reciproco de este Gltimo teorema no es valido en general. Es mas, para algunos grupos G, la
torsion es nula cualquiera sea Bg y por lo tanto no aporta ninguna informacién sobre la estructura —
por ejemplo si 0 es sobreyectiva. Sin embargo, para algunos grupos el reciproco si vale. Por ejemplo,
si G es el grupo de todas las transformaciones que dejan invariante un subespacio V' C R", cuyas
G-estructuras estan asociadas a distribuciones, entonces el reciproco no es més que el teorema de
Frobenius. En efecto, sea M una variedad de dimensién n con una distribucion D de rango d. A
esta estructura le asociamos canénicamente el siguiente fibrado sobre M:

B = {(p790) :pE M, ¢:R" = T,M con p(R? x {0}) :D(p)}.

B es una G-estructura con grupo estructural

G—{(é‘ g):AeGL(d),BeM(d,n—d),CeGL(n—d)}.

Para cada pseudoconexiéon H en B tenemos el correspondiente levantamiento D' C H de D. Por
otro lado, observamos que la imagen de 0 son las funciones de f € Hom(R™ A R™ R") tales que
fRYERY) Cc Ry si C = 0 entonces Cy € Imd lo que implica que D’ es involutiva y por lo tanto
D es involutiva.

1.2. Reduccion de G-estructuras

Suponemos que la imagen de la funcién de estructura C' (en un abierto de Bg) estd contenida
en una orbita W C Hom(R™ A R™,R™)/Im 9 de la accion de G . Fijamos 7 € W y sea G1 C G el
subgrupo de isotropfa de 7. La subvariedad de B definida por:

Bg, = {/\ € Bg: C()\) = T}
es una Gi-estructura. En efecto, dado A € Bg, y g € GL(n)

R\ € Bg, & C(R\) =7 R, C(\) =7 Ryr =7 g€Gh.

El proceso de reduccion se basa en el siguiente resultado.

Teorema 1.2.1. Dos G-estructuras By y B son localmente equivalentes si y sélo si sus reducciones
Bi y B (a partir de un 7 fijo) son localmente equivalentes.

Demostracion. Por una equivalencia entre By y Ba se restringe a una equivalencia entre Bj
y BS. Si @ : B} — B) es un isomorfismo entonces existe un isomorfismo ¢ : My — My tal que
Dg0|Bi = ®'. Veamos que Dy|p, es un isomorfismo entre By y Ba. Si A € By, por hipotesis C(\)
esté en la orbita de 7 bajo la accion de G, es decir, existe g € G tal que R,C(\) = 7y por lo tanto
Ry € Bj. Luego, Do(Ry\) = RyDyp(X\) € Bj. Como g € G, resulta Dp(X) € Bo. O

Mencionamos que en el caso que no se cumpla que la imagen de C' esta contenida en una 6rbita
es necesario tomar, en lugar de 7, una seccién del espacio de érbitas y al reducir no obtendremos
G-estructuras sino una generalizacion de estas, donde el grupo varia punto a punto [Gal.
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1.3. Prolongaciéon de G-estructuras

Sea B = B¢ una G-estructura, g(® la i-ésima prolongacion de g = Lie(G). Un complemento N
de Im0 en Hom(R™ A R"™,R") se denomina condicion de normalizacion para la prolongacion. La
primera prolongacidn de B es el fibrado principal BW — B definido por:

B = e o) : X € B, H es un subespacio horizontal de T\B con Cj € N}
Si identificamos ¢ con el isomorfismo @ @ Iy : R" @ g — Ty B, resulta que
BW c 3(B),

el fibrado de marcos de B.

Dado un subespacio horizontal cualquiera Hy, se tiene que Cp, + f € N para cierta f €
Hom(R"™, g). Por lo visto anteriormente, f = fy,m para algin espacio horizontal H, y Cy € N
por la proposicion m Entonces, B es no vacio. Ademas, CgzeNsiysolosi 0fy5 =0, 0 sea
fui € gy cpH =l o A donde A € GL(R" @ g) verifica Alg, = Idgn — fumy A\g = Idy por
1),

Concluimos que BY) — B es una G(M-estructura, donde G ¢ GL(R™ @ g) es el subgrupo de
g’s de la forma

9|R” = Ian + T,
g|g = Idg

con T e gV Hom(R", g). Observemos que G es abeliano y que su algebra de Lie se identifica
con g,

Podemos considerar a su vez la prolongacion B3 = (B(l))(l) y sucesivamente se construyen
fibrados B = (B(ifl))(l) — BU=1 cuyo grupo estructural G es abeliano y su algebra de Lie se
identifica con g(¥.

Teorema 1.3.1. Dos G-estructuras By y Bo son localmente equivalentes si y sdlo si sus prolonga-

ciones B%l) Y Bél) son localmente equivalentes.

Para la demostracion ver la pagina 336 de [St].

Observacion 1.3.2. En una G-estructura, una distribucién A — H()\) que asigna a cada punto un
subespacio horizontal se denomina pseudoconezidn. Si ademas H es invariante por la accion de G
entonces es una conezrion principal. Si prolongamos con respecto a una condicién de normalizacion
G-invariante y arribamos a una Unica pseudoconexidn, esta serd una conexidon, pero e€so no pasa
siempre. Mas adelante, precisaremos esto en el proceso de prolongacién de Tanaka.

Ejemplo 1.3.3. Sea M una variedad riemanniana y B su fibrado de marcos ortonormales, que es una
O(n)-estructura. Vimos que so(n)") = {0}, por lo tanto el operador de Spencer 9 es inyectivo. Pero
como las dimensiones del dominio y del codomino de 9 coinciden (ambas son iguales a WT_I)), 0
es biyectivo. Entonces N’ = {0} es la unica condicién de normalizacion admisible y existe una tinica
pseudo-conexién H tal que C'y = 0, que no es otra que la conexién de Levi Civita de la métrica.
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1.4. Equivalencia de e-estructuras (marcos)

El objetivo del método expuesto anteriormente es reducir un problema de equivalencia de G-
estructuras a un problema de equivalencia de e-estructuras, i.e. G-estructuras con grupo estructural
discreto. Daremos una breve resena de cémo se resuelve este problema. Por comodidad vamos a
suponer que el grupo estructural es trivial, en cuyo caso una e-estructura B, — M sobre una
variedad M de dimension n no es mas que la eleccién suave de una base de T),M para cada p € M,
o equivalentemente, n campos vectoriales X7i,...,X,, linealmente independientes en cada punto,
que denominamos marco.

Sea ® = {X1,..., Xy} un marco sobre M. Las funciones de estructura cfj se definen por

n
X0, X5 = i X
k=1

Si estas funciones son constantes, el marco es localmente equivalente a un marco invariante a iz-
quierda en un grupo de Lie. En general, hay que tener en cuenta las derivadas de las funciones de
estructura. El resultado preciso es algo complicado de formular, pero lo haremos por completitud.

Definimos inductivamente los conjuntos

Go(®) ={cf; i, 5,k=1,....n}
Bip1(®) ={X,;f:fe®;,j=1,...,n} parai>0.

Cada funcién en &; tiene un indice correspondiente de ¢ + 3 nimeros entre 1 y n tal que el indice
de cfj es (i,7,k) y el indice de X, f es el indice de f al que se le concatena i. Para cada i € N sea

Fi(®) = [ &;(@)
=0

Definicién 1.4.1. k funciones {fi}¥_, en C°(M) se dicen independientes en p si el conjunto
{dfil,}¥_, es linealmente independiente en TyM. Se define entonces el rango de una familia de
funciones § C C°°(M) en p como el niumero maximo de funciones independientes en § y lo denotamos
por 7,(F). Decimos que la familia § es regular en p si su rango es constante en un entorno de p.

Si § es una familia regular de rango k, se pueden encontrar k funciones en § independientes en
p que son componentes de un sistema de coordenadas alrededor de p.

En el marco ® definimos, para cada ¢ > 0y p € M, ki(p) = r,(5i(®)). Entonces es claro que
0 < ki(p) < kiv1(p) < ny por lo tanto existe ig > 0 tal que ki—1(p) < kiy(p) = k;j(p) para todo
J > ip. Este nimero se denomina el orden del marco en p y se denota por r(p) y al correspondiente
rango k. (p) se lo denomina el rango del marco. Ademés, diremos que el marco es regular en p si
Sr(p) es regular. En dicho caso se prueba que r(p) es el menor entero ig tal que kiy(p) = kiy+1(p)
ISt].

Teorema 1.4.2. Sea ® un marco en una variedad M que es reqular de orden r y rango k en un
punto p € M y sea ¥ un marco regular en un punto p’ € M'. Existe un difeomorfismo F : U — U’
de un entorno de p en un entorno de p' tal que F(p) =p' y dF(®) =¥ si y sdlo si se verifican las
siguientes condiciones:

1. U tiene orden r y rango k en el punto p’
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2. FEuzisten k funciones independientes en §,.(®) tales que las correspondientes k funciones de
§r(V) con los mismos indices son también independientes. En dicho caso, sean ¢ : V — R" y
P V! — R" sistemas de coordenadas alrededor de p y p' respectivamente que tienen a dichas
funciones como componentes.

3. Sio=1"1o¢p entonces
floo=f (1.3)

para todas f € Fr11(P) y f' € Frr1(¥) con los mismos indices.

Demostraciones de este teorema se pueden hallar en [St] y [Gal]. Vale aclarar que la funcion o
no es necesariamente el isomorfismo F'.

Ejemplo 1.4.3. Si los campos de ® y ¥ conmutan dos a dos, Fr4+1(P) v §r+1(¥) solo poseen la
funcion nula y cualquier cambio de coordenadas o verifica (1.3).

El teorema [1.4.2| completa el Método de Equivalencia para G-estructuras de tipo finito. Motiva-
dos por este definimos:

Definiciéon 1.4.4. 1. Sea ® = {X;,...,X,,} un marco en M, H una familia de funciones en
C>®(M) y F(H) el subespacio de C>°(M) generado por las funciones de la forma X;, ... X;, f
para todo 1 > 0,1 < idy,...,4 < ny f € H. Decimos que H es un sistema de invariantes

fundamentales de & si:

$(H) = Fr1(2),
donde r es el orden de ® y § denota el 4lgebra generada por las funciones de la familia F.
2. Un sistema de invariantes fundamentales de una G-estructura B de tipo finito es el conjunto

de funciones en B que pertenecen a un sistema de invariantes fundamentales de una {e}-
estructura asociada a B por el proceso de prolongacion.

Por otro lado, del propio proceso de prolongaciéon se desprende que los automorfismos de una
G-estructura de tipo finito se corresponden con los automorfismos de la {e}-estructuras asociada,
i.e. difeomorfismos de M en M que preservan el marco.

Corolario 1.4.5. [Kol Teorema 3.1 El grupo de automorfismos de una {e}-estructura sobre una
variedad M n-dimensional es un grupo de Lie de dimension a lo sumo n.

Maés generalmente,

Corolario 1.4.6. FEl grupo de automorfismos de una G-estructura de tipo finito sobre una variedad
M es un grupo de Lie de dimension a lo sumo Zf:o dim g, donde g es la i-ésima prolongacion
del dlgebra g = Lie(G).

Para continuar el estudio del problema de equivalencia para G-estructuras ver [St], [Gal, [BGG].



Capitulo 2

Algebras de Lie graduadas

En la geometria clésica el espacio tangente de una variedad se modela como un espacio vectorial
V' o simplemente R™ y los modelos playos son aquellos equivalentes a un determinado modelo en
R™. Sin embargo, cuando consideramos geometrias asociadas a distribuciones no-involutivas, es
mas conveniente tomar como modelo un algebra de Lie graduada nilpotente m = Z;:lf u m’ y su
correspondiente grupo de Lie simplemente conexo, como se vera en el capitulo [3]

En este capitulo introduciremos las algebras de Lie graduadas m y las estructuras de Tanaka
(m, g%). Definiremos la prolongaciéon de Tanaka de m y de (m, g°) y daremos propiedades de estas,
considerando especialmente el caso en que (m,g") esta asociado a productos internos subrieman-
nianos o subconformes. Por ultimo, definiremos los operadores y la cohomologia de Spencer y su
realizacién mediante clases armonicas, cruciales en los ejemplos por venir.

2.1. Algebras de Lie graduadas

En esta tesis un dlgebra de Lie graduada es un algebra de Lie g real o compleja junto con una
descomposicién en subespacios de dimensién finita

s=Pd
1€EZ
que satisfacen
o' g’] C g
para todo ¢, j. Escribiremos a veces g = Z g’
1€Z

Toda élgebra de Lie graduada g =, g’ tiene una ﬁltracic’)n agoQiada dada por fé = ijl- g’

Observemos que g° y fé con ¢ > 0 son subélgebras de g, y | é, fa] C flgﬂ para todo 1, j.

Un isomorfismo (resp. derivacion) entre dos algebras de Lie graduadas g = @iczg’ v b = @iezb’
es un isomorfismo (resp. derivacién) de algebras de Lie ¢ : g — b que verifica ¢(g') C b para todo
1 € Z. El grupo de automorfismos y el dlgebra de derivaciones de un algebra de Lie graduada g se
denotan por Autg.(g) y Derg,(g), respectivamente.

Toda algebra de Lie graduada tiene una derivaciéon definida por a\gk = —klId paratodo k € Z, a
la que denominamos dilatacion infinitesimal (o simplemente dilatacién) y su correspondiente grupo
1-paramétrico de automorfismos e'®| ok = t~*Id, que denominamos dilataciones.
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De ahora en adelante trabajaremos con algebras de Lie graduadas sobre R o sobre C de dimensiéon
finita, salvo que se diga lo contrario. En particular si g* = {0} para todo ¢ < 0, o para todo i > 0,
entonces g es nilpotente.

Definicion 2.1.1. 1. Un algebra de Lie graduada de la forma m = Z_l m’ se denomina fun-

T=—
1 1 i—1

damental, si esta generada por m™!, i.e. [m™!, m'] = m*~! para todo i, y se dice no degenerada

si su centro es m™#.

2. Denominaremos estructura de Tanaka a un par (m, g°) donde m es un algebra de Lie graduada
fundamental y g° es una subalgebra de Der,, (m).

La razon por la que consideramos graduaciones con enteros negativos se verd méas adelante. Por
ahora observamos que con esta graduacion .t =m™!y §.¢/f "1 =2 m~¢ para todo i > 1.

A continuacion consideramos productos internos en un algebra de Lie graduada.

Definiciéon 2.1.2. Seag=>,, g’ un algebra de Lie graduada.

1. Un producto interno { , ) definido en g se dice adaptado si g' L g’ cuando i # j.

2. En la familia de productos internos adaptados de g definimos la relaciéon de equivalencia
(i~ (,)ee3r>0tq r(,)1=(,)2en g ¢ para todo i
y llamamos producto interno gr-conforme en g a una clase de equivalencia de esta relacién.

Un producto interno gr-conforme en g no es un producto interno conforme (clase de equivalencia
conforme de productos internos), pero su restriccion a g~! si lo es.
Definicién 2.1.3. Seam = ZZ;I_M m’ un dlgebra de Lie graduada fundamental y { , ) un producto
interno definido en m~!. El par (m, (, )) se denomina dlgebra de Lie graduada subriemanniana. Si,
en cambio, consideramos en m~! un producto interno conforme ( , )¢, el par (m, ( , )¢) se denomina
dlgebra de Lie graduada subconforme.

Un isomorfismo entre dos élgebras de Lie graduadas subriemannianas (resp. subconformes)
(m,(,)1) vy (n,(,)2), es un isomorfismo de algebras de Lie graduadas ¢ : m — n que verifica
que ©|,—1 es una isometria (resp. isometria conforme). De manera analoga se define una derivacion.

El grupo de automorfismos y el algebra de derivaciones de un dlgebra de Lie graduada subrie-
manniana (m, ( , )) se denotan por Autg,(m,(, )) y Derg,.(m,(,)) o, en el caso que este claro que
producto interno estamos considerando, por G2,.(m) y g (m), respectivamente. Para las dlgebras
de Lie graduadas subconformes usaremos la notacién Autg.(m, ( , )¢), Derg(m,( , )¢), G%(m) y
g2.(m). Entonces (m, ( ,)) (resp. (m,(, )¢)) tiene asociada naturalmente la estructura de Tanaka
(m, g.(m)) (resp. (m,g’.(m))). Ademés, si ( , ) pertenece a la clase ( , )¢ claramente se verifica:

Autg,(m, (, )) C Autg,(m, (,)°) C Autg,(m)
y las relaciones analogas para las correspondientes algebras de derivaciones.

Lema 2.1.4. 1. Dada un dlgebra de Lie graduada subriemanniana (m,( , )) existe una ertension
natural de (, ) a un producto interno adaptado en m que es invariante por Autg,(m,( , )).
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2. Dada un dlgebra de Lie graduada subconforme (m,( , )¢) existe una extension natural de ( , )¢

a un producto interno gr-conforme en m que es invariante por Autg.(m, (, )°).

Demostracién. Construimos el producto interno adaptado en m inductivamente. En m~* es ( , ).
Supongamos que tenemos definido un producto interno en m~*1. Junto con ( , ), induce uno en
m~' Am~1. Por otro lado el corchete de Lie en m define una aplicacién lineal

a:m P AmTTH

V1 N V_jq1 > [’Ul, U—i-i—l]

Como m es fundamental, v es sobreyectiva y se restringe a una biyeccion entre (ker o)* y m™*. Con-
sideramos en m~" el producto interno inducido por esta biyeccién. Por construccién, este producto
interno es invariante por Autg,(m, (, )).

En el caso de un algebra de Lie graduada subconforme fundamental (m,( , )¢) cada producto
interno en la clase de (, )¢ tiene una extension natural a m por la parte |1l Vemos que si (, )1 esta
en {, )¢ entonces (, )1 =7(,) en m~! para cierto r > 0 y sus extensiones verifican:

(,)1=7",) en m~* para todo i > 0. (2.1)

Por lo tanto, la extensiones naturales de los productos internos en ( , )¢ forman un producto interno
gr-conforme en m. U

Cuando trabajemos con un algebra de Lie graduada fundamental (m, (, )), (, ) denotara tanto
el producto interno en m~! como su extensiéon natural a m y ambos se denominaran productos
internos subriemannianos en m. Analogamente para el caso subconforme.

2.2. Prolongacién de Tanaka algebraica

Seam =@, m’ un algebra de Lie graduada fundamental. La prolongacion de Tanaka de m es
el dlgebra de Lie graduada g(m) = Y,, g"(m), que verifica:

1. g'(m) = m para todo i < 0;
2. si v € gi(m) con i > 0 verifica [v,g~!] = 0, entonces v = 0;
3. g(m) es maximal entre las &lgebras de Lie graduadas que satisfacen 1 y 2.

Para 7 > 0 se tiene inductivamente

g (m) = {u € @ Hom(g?, ¢"*") : u([,y]) = [u(@),y] + [z, u(y)]} (2.2)
p<0

y el corchete en g viene dado por:
» Siz,y €m, [z,y] ya estd definido;
s siucgi(m)coni>0yxem, [u,x] =u(z);

» siu€gi(m)yveg/ (m)coni,j>0, [uv](x)=/u,z],v]+ u|v,z]] para todo z € m;
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Observemos que g’(m) = Derg, (m).

La prolongacion de una estructura de Tanaka (m, g") es la subalgebra graduada:

g(m,g”) = g'(m,g") C g(m)
1€EZ

donde gf(m,g%) =m?sii <0, g°(m,g°) = g°, y para i > 1 se define g*(m, g°) inductivamente como
el subespacio maximal de g*(m) que verifica [g¢(m, %), m~!] C g*~!(m, g°).

La prolongacion de (m,g°) es igual a la prolongacién de m en el caso que g° = Dery,(m) y si
g% C b0, entonces g(m,g%) C g(m,h°). Ademas, si m = m~! es abeliana, el espacio g‘(m, g°) para
cada i coincide con i-ésima prolongacion clasica de g° (ver Pag. .

El algebra graduada m (resp. el par (m, g°)) se dird de tipo finito si su prolongacién es un algebra
de dimension finita, o sea existe k > 0 tal que g'(m) = {0} (resp. g*(m,g°) = {0}) para todo i > k.
En caso contrario, se dice que es de tipo infinito.

Para determinar el tipo de (m, g°), consideremos la subalgebra

i>—1

donde
b' = {ueg(m g’ : [u P m]={0}}. (2.3)

i<—2
b0 se identifica con una subalgebra de gl(m™!) y b’ con la i-ésima prolongacion clésica de hY.

Proposicién 2.2.1. (m,g°) es de tipo finito si y sélo si existe i > —1 tal que h* = {0}, es decir
que h0 es de tipo finito en el sentido cldsico.

Para la demostracion, ver [T1)], Teorema 11.1.

Veamos una interpretacion geométrica de la prolongacion de Tanaka. Sea M (m) el grupo de Lie
simplemente conexo con algebra de Lie m y D la distribucion invariante a izquierda en M (m) tal
que D, = m~!, denominada distribucién estandar de tipo m. Un campo vectorial X € I'(TM) se
dice un automorfismo infinitesimal de D si

[X,Y] € T'(D) para todo Y € I'(D).

Es decir, son los campos generados por los difeomorfismos que preservan la distribucion. Sea A el
algebra de Lie de los gérmenes de automorfismos infinitesimales de D en la identidad e. A tiene una
filtracién natural definida por:

Ap ={X € A: X. =0},
A_q :{X cA: X, € De},
A_i_1 =[A_;, A_1] para todo i > 1,
Aij1 ={X € A; : [X,A_1] C A;} para todo i > 0,

donde X denota el germen del campo X. Si definimos A; := A;/A;4+1 entonces el corchete de campos
induce en A := @®;czA; una estructura de algebra de Lie graduada.
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Teorema 2.2.2. Fl dlgebra de Lie graduada A asociada a (M(m),D) es naturalmente isomorfa a
la prolongacion g(m)

Demostracion. Referimos al teorema 6.1 de [T1]. O

Definicién 2.2.3. Dada la prolongacion g = > ;. g’ del par (m, g°) podemos considerar una familia
de grupos de Lie {G*(m, g°)}r>0 (o simplemente {G*}1>0) donde G®(m, g°) es el subgrupo de Lie
conexo de Aut,,(m) con algebra de Lie g° y para k > 1, G*(m, g°) es el grupo abeliano de todos los
mapas A € @,_, Hom(g', g' ® g"**) tales que:

Alg =1Idg+T;, sii<0

A|go == Idgo

con T; € Hom(gl, g™ F) y T, @ ... ® T, € g~.

Observemos que la dimension de G* es igual a la de g*.

En [Y] se estudia el caso en que la prolongacion g es un élgebra de Lie simple, comenzando con
describir las posibles graduaciones de un algebra simple, como sigue.

Proposicion 2.2.4. Sea g un dlgebra simple sobre C, h una subdlgebra de Cartan de g, /\ el
correspondiente sistema de raices, AT un sistema de raices positivas y A° = {ai,...,aq} el conjunto
de raices simples. Para cada o € /A denotamos por g% el espacio raiz correspondiente a «.

Todo subconjunto ¥ C A determina una graduacion g =g~ % @ ... ® g* donde

o =be D g% d"=> g% gF=> g

a€¥ acXy acXy

para k >0, con
l
Ek:{a:ZniaiEAJr: ZTLZZIC}
k=1 a; €Y
FEsta dlgebra graduada se denota por (g,%).

Ademds, toda graduacion de g se obtiene de esta forma para alguna eleccion de subdlgebra de
Cartan y raices positivas.

Si g es un algebra simple sobre R existe una correspondencia similar entre las graduaciones de
g v subconjuntos particulares del conjunto de raices restringidas simples (Ver pag. 446 de [Y]).

Teorema 2.2.5. Sea g = Piczg’ un dlgebra de Lie simple graduada sobre C tal que m = ®;-0g" es
fundamental. Luego g es la prolongacion de m excepto en los siguientes casos:

L.g=glag’og.

2. g=g20g 'eg’ea'@g® condimg? =1ytal que[,]:g ' xg~! — g2 es no degenerado.

3. g = ®ezg® es isomorfa a (A, {a1,;}), para algin 1 <i <1, o a (C},{a1,q}).

Ademds, g es la prolongacion de (m,g°) excepto cuando g = ®iezg’ es isomorfa a (A;,{a1}) o a

(Cr, {an}).
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Teorema 2.2.6. Sea g = @iczg’ un dlgebra de Lie simple graduada sobre R tal que m = ®;-og’ es
fundamental. Luego g es la prolongacion de m excepto en los siguientes casos:

Lg=g'ogog"

2

2.g=g20g'eg’eg ' @g® condimg?=1y[,]:97' xg~! = g2 es no degenerado o es

la complexificacion de una dlgebra de esta forma.

3. g = Diezg’ es isomorfa a (A, {a1,q;}) para algin 1 < i <1, a (C},{a1,q;}) o a sus formas
reales split (Al {a1,a;}) con 1 <i <, (CI,{a1,a;}).

Ademds, g es la prolongacion de (m,g°) excepto cuando g = ®iczg’ es isomorfa a (A;, {a1}) con
1<i<l, a(C,{a1}) o a sus formas reales split (Al {an}) con 1 < i<, (CI,{a1})

2.3. Prolongaciéon de Algebras de Lie subriemannianas y subconfor-
mes

Si m posee un producto interno subriemanniano y G® € G%.(m) con Lie(G?) = ¢° C g%.(m) en-
tonces el producto interno se puede extender a un producto interno G%-invariante en la prolongacion
de (m, g"). Basta observar inductivamente que para k > 0, cada g* es un subespacio G'-invariante
de @;<0g"* @ (g°)*. El producto interno de este espacio coincide con (A, B) = tr(AT B) en cada
espacio g% ® (g)* ~ Hom(g’, g"**). De manera analoga se procede si partimos de un producto
interno subconforme en m y G° ¢ G%,(m).

Sin embargo, para el caso que g° C g¥.(m) la siguiente proposicién nos determina exactamente
la prolongacioén.

Proposicion 2.3.1. Si (m,( ,)) es un dlgebra de Lie graduada subriemanniana, la prolongacion
de (m,g2.(m)) es trivial, i.e. g'(m,g%.(m)) = {0} para todo i > 0.

Demostracion. Ver [Mor2]. O

Proposicion 2.3.2. Si (m,( , )¢) es un dlgebra de Lie graduada subconforme, la prolongacion de
(m, . (m)) es finita

Demostracion. Seau € hl(m, g% (m)) (ver (2.3)). Luego u(g~!) C g% .(m), derivaciones que preservan
un producto interno en la clase conforme ( , )¢. Por 2.3.1} v = 0 y la proposicién se deduce de
221 O

2.4. Cohomologia de Spencer y formas armoénicas

Sea g = @jczg’ un algebra de Lie graduada y sea m = @;-0g’. La graduaciéon en g induce una
graduacion del espacio C™(m, g) = C™ = Hom(A"m, g) = A"m* ® g dada por:

chn = GB Hom(gi1 A A ginjgil'i"“‘i‘in"rk) (2.4)

ZA17---7in<0

Por ejemplo, C*0 = gk, Ck! = @, oHom(g, g"t*) y CF2 = @, jcoHom(g' A g7, g"ti7F). Lla-
maremos a los elementos de C*™ como n-formas de grado k.
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El operador de coborde 0 : C* — C™*! es

@F) (w1, vng1) = Y (=1 o, f(vr,. o Biy e Upg)]

i

» (2.5)
+Z(—1)Z+]f([vi,vj],v1, N TN o) I 7vn+1)
1<j
con f€C"ywvy,...,0pe1 €m,y donde © denota la omisiéon de v. Es conocido el hecho que 6% = 0,

por lo tanto (9 : C™ — C™*1) es un complejo. Denotamos por H™(m, g) los correspondientes grupos
de cohomologia. Ademas, O(C*™) ¢ Ck"+1 (9 preserva el grado) e induce una familia de complejos
(O : CF™ — CF" ) v una graduacion:

H"(m,g) = @ H*"(m, g)
k

Este espacio graduado se denomina el grupo de cohomologia de Spencer generalizado del &lgebra
graduada g, y O el operador de Spencer generalizado de grado k.

Un ¢ € Aut(g) actaa en C™(m, g) por la acciéon estandar

(90 : f)(Uh s 7vn) = Soilf(tpvlv s 7902}71)
De manera directa obtenemos:

Lema 2.4.1. El operador O es equivariante con respecto a la accion de Aut(g), es decir

(p-0f)=0(¢-f)

para todo ¢ € Aut(g) y f € C™(m,g). Por lo tanto, Aut(g) actia naturalmente en H"(m,g).
Ademds, si ¢ € Autg,(g), la accion de ¢ en C™(m,g) preserva la graduacion y Autgy,.(g) actia en
cada H*"(m, g).

Lema 2.4.2. Sea g = ®;czg’ un dlgebra de Lie graduada tal que m = ®;-0g’ es fundamental. Luego
g es la prolongacion de m (resp. (m,g") ) si y sdlo si se verifican las siguientes dos condiciones:

1. Para k>0, siu € gF y [u,m] = {0}, luego u = 0.
2. H*'(m,g) = {0} para k >0 (resp. k> 1).

Demostracion. Es inmediata recordando la construccion (2.2)). O

Yamaguchi utilizé este resultado y la teoria de Kostant para calcular grupos de cohomologia,

en particular obtener los Teoremas y [Y]. Supongamos que g = @;czg’ posee un pro-
ducto interno adaptado ( , ). Este induce un producto interno en el espacio @, C"(m,g) tal que

Ckn(m,g) L CH™(m, g) si (k,n) es distinto de (I,m). Denotamos por 9* : C"*! — C™ al operador
adjunto de O con respecto a este producto interno, i.e. para cada f € C"tl y g € O™

(0% f,9) = (f,09)

Como 0 preserva el grado y el producto interno es adaptado resulta que 9* también preserva el
grado y tenemos la familia de complejos (9} : CPnH — CFn),

Dado r > 0, si multiplicamos el producto interno en g¢ por r* entonces el producto interno
inducido en C*™ se multiplica por r* y el operador 9* no se modifica. Es decir, 0* esta bien definido
si partimos de un producto interno subconforme en g.
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Lema 2.4.3. Si GY. C G2.(g) entonces 0* es equivariante con respecto a la accion de G9,.

Demostracion. Sea ¢ € G2, f € O™ty g € O™ entonces:

8T

(00 f)9) =0 [,09) = (f,o~" - 0g) = (f,0p" - g) = (0" f, 07" - g) = (p-0"f.g)
O

En general los subgrupos G C Aut(g) que se presentan no preservan ningin producto interno
subconforme, pero sin embargo existen productos internos subconformes que satisfacen la siguiente
propiedad.

Definicién 2.4.4. Sea K C Autg,(g). Un producto interno subconforme en g se dird admisible con
respecto a K si 0" es equivariante por la accion de K.

Ejemplo 2.4.5. Sea g = @f:_ugi un algebra de Lie semisimple real graduada con G = Aut(g),
p = @;>00° la correspondiente subalgebra paraboélica, P y G los subgrupos de Lie de G con
Lie(G°) = g" y Lie(P) = p°. Estos grupos de Lie son, en general, no compactos y no preservan
ningin producto interno subconforme en g (por ejemplo, si suponemos rango real > 1). Sin embargo,
si consideramos una involucién de Cartan 6 : g — g tal que 0(g’) = g~ para todo 4, el producto
interno By definido por
Bg(fﬂ,y) = B(e(x)ay) r,ycg

donde B es la forma de Killing de g, resulta ser admisible con respecto a P. Esto es fundamental
en la teorfa armoénica de Kostant.

Para cada n € N, consideramos el laplaciano
A=00"+0"0:C"(m,g) —» C"(m,g).

Decimos que una f € C™ es armdnica si Af = 0. El espacio de todas las formas armoénicas en C™
(resp. C%") se denota por H™(m, g) (resp. H¥™(m, g)) o simplemente H" (resp. H*™).

Proposicién 2.4.6. 1. f e C™ es armdnica si y sdlo si Of = 0*f = 0.
2. Vale la descomposicion de Hodge
c"=9(C" Y e H @ o (C™H) (2.6)

En efecto,
Ck,n — 8(Ck,n71) @ er,n @ 8*(Ck,n+1) (27)

para todo k.

Demostracion. Dada f € C™
(Af, f)=(00"f, f) +(0°0f, f) = (0" f, 0" f) + (0f,0f) = 0
De donde se deduce [Il Por otro lado,
fe(md)t o (f,0°g) =0Vge C" o (0f,g) =0Vge C" o f ckerd

Por lo tanto, C™ = Im 0* @ ker 0 es una descomposicién ortogonal. De manera anéloga se deduce la
descomposicién ortogonal C™ = Im d @ ker 9*. Como 0% = 0, tenemos que Im 9 C ker 9, es decir,
Im O e Im &* son ortogonales. Ademds por la parte [I, H™ = ker 9 N ker 9* de lo que se concluye
. se deduce inmediatamente del hecho que 0, 9%, y por lo tanto también A, preservan el
grado. O



Capitulo 3

Equivalencia de distribuciones y
subestructuras asociadas

3.1. Distribuciones

Definicion 3.1.1. Una distribucion D en una variedad suave M es un subconjunto D C T'M tal
que para cada p € M, D, := DNT,M es un subespacio vectorial de T,M. D se dice de rango
constante k si dim D, = k es constante, y D se dice suave si esta generada por campos vectoriales
suaves en un entorno de cada punto. Un campo vectorial suave X definido en un abierto U de M
es una seccion de D si X, € D, para todo p € U. Denotamos al haz de secciones de D por I'(D).

Supondremos, salvo que se indique lo contrario, que una distribucion tiene rango constante y es
suave.

Dos distribuciones Dy y Dy, en My y My respectivamente, se dicen equivalentes si existe un
difeomorfismo F : My — M> tal que dF(D1(p)) = Da2(F(p)) para cada p € M. Se dice que F es
una equivalencia o isomorfismo entre las distribuciones. Dados p € M; e ¢ € M, se dice que Dy y
D4 son localmente equivalentes en (p, q) si existen entornos U de p y V' de ¢, y una equivalencia ¢
de Dy en Daly, tal que ¢(p) = q.

Recordemos que para tratar el problema de equivalencia de distribuciones como un problema de
equivalencia de G-estructuras debemos considerar el grupo:

G:{(‘g g) :AeGL(d),BeM(d,n—d),CeGL(n—d)}

Este grupo no es eliptico (Lie(G) contiene elementos de rango 1) y por lo tanto es de tipo infinito (cf.
Ejemplo[1.1.3)). N. Tanaka en [T1] establecié un método de prolongacion para estructuras asociadas
a distribuciones que generaliza el método clasico y permite resolver el problema de equivalencia
utilizando inicamente la prolongacién, atn en casos donde el grupo no es de tipo finito y ni siquiera
eliptico.

Para cada punto p € M, la distribucién D define una filtracién
D Y(p) cD3(p) C--- C T,M,

con D~Y(p) = D(p) y DI (p) = D+ (p) + [D, D7 (p). D se dice regular si para todo j < 0,
las dimensiones de los espacios D?(p) son independientes del punto p y D se dice completamente no

17
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integrable si Vp € M existe k > 0 tal que D% = T,M. El minimo k es el grado de no-holonomia
1(p) de D en p. De ahora en adelante asumimos D completamente no integrable y regular, con grado

de no-holonomia p constante. Sea m~!(p) = D1 (p) y mI(p) = % para j < —1, y consideremos

el espacio vectorial graduado
-1

m(p) = P w(p)

Jj=—p

Proposicion 3.1.2. El corchete de Lie de campos induce en m(p) una estructura de dlgebra de Lie
graduada nilpotente fundamental.

Demostracion. Si X es una seccion de D! e Y es una seccién de D7, entonces [X, Y] es una seccién
de DI, Sea 7; : Di(p) — % la proyeccién canénica. Para cada par 4, j definimos el corchete:
[, ] mi(p) x m(p) — m™ (p)
(mi(Xp), mi(Yp)) = mig ([X, V)

donde X € T'(D?) e Y € I'(D7). Est bien definido, porque si X’ € T'(D*™!) e Y’ € I'(D/*1), entonces
X+ XY +Y]=[X,Y]+ [X, Y]+ [X Y]+ [X, Y]

donde los tres ultimos términos son secciones de D1, Por linealidad, estos definen un corchete
[, ](p) en m(p). La antisimetria y la identidad de Jacobi se comprueban inmediatamente de las
propiedades andlogas que verifican los campos vectoriales. Por lo tanto m(p) es un algebra de Lie
graduada y de la propia definicién se desprende que es nilpotente y esta generada por m~!(p). O

Definicién 3.1.3. m(p) se denomina el simbolo o la nilpotentizacion de D en p.

Si dos distribuciones D y D’ son equivalentes en (p, q) entonces el simbolo de D en p es isomorfo
al simbolo de D’ en ¢ y la diferencial de toda equivalencia F' induce naturalmente un isomorfismo
de algebras de Lie graduadas. Fijada un dlgebra de Lie graduada fundamental m, una distribucion
D se dice de simbolo (o tipo) constante m si para todo p la nilpotentizacion m(p) es isomorfa a m

como &lgebras de Lie graduadas.

1

Entre las distribuciones de tipo constante m = @j_:—u m’ existe una estdndar, o playa. Sobre

el grupo de Lie simplemente conexo con &algebra de Lie m, es la distribucién invariante a izquierda

definida por m~1.

Sea GY(m) := Autg,(m) el grupo de automorfismos del dlgebra de Lie que preservan la gradua-
cion, y sea g%(m) := Derg,.(m) su algebra de Lie, i.e. el dlgebra de derivaciones de m que preservan la
graduacion. Toda distribucion de tipo constante m tiene asociado un G°(m)-fibrado principal dado
por

P(m) = {(p,¢) : p € M, : m — m(p) isomorfismo de algebras de Lie graduadas}

donde la accion es (p, ¢)- A = (p,po A) para A € G°(m). Decimos que P° es una estructura de tipo
constante m.

De manera analoga a las G-estructuras, los isomorfismos entre estructuras de tipo constante m
son aquellos inducidos por difeomorfismos de las bases que preservan la distribucién. En el caso que D
posee estructuras adicionales (métricas subriemannianas, subconformes, estructuras casi complejas,
etc.) deberemos considerar una reduccién P? del fibrado P%(m).
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Definicién 3.1.4. Una reduccién P del fibrado principal PY(m) con grupo estructural G° C G°(m)
tal que Lie(G°) = g° se denomina estructura de tipo constante (m, g°).

Ejemplo 3.1.5. Si D posee una métrica subriemanniana g, i.e. una métrica definida en cada subes-
pacio D), de T,,M de manera suave, entonces el simbolo subriemanniano de (D, g) en el punto p se
define como el algebra de Lie graduada subriemanniana (m(p), g,) donde m(p) es el simbolo de D y
gp es el producto interno en m~1(p) inducido por la métrica subriemanniana. Fijada un algebra de
Lie graduada subriemanniana (m, ( ,)) entonces (D, g) se dice de tipo constante (m, (,)) si (m,(,))
es isomorfa a (m(p), g,) para todo p. Luego el conjunto de las aplicaciones ¢ : m — m(p) en P%(m)
tales que ¢|,-1 es una isometria, es una reduccién de P%(m) con grupo estructural Autg.(m,{ ,)),

i.e. los isomorfismos de m que preservan el producto interno en m=!.

De manera andloga si D posee una métrica subconforme ¢¢, i.e. una clase de equivalencia confor-
me de métricas definidas en cada subespacio Dy, se define el simbolo subconforme como un algebra
de Lie graduada subconforme y para las distribuciones de simbolo subconforme constante se obtiene
una reduccién de P%(m) con grupo Autg,(m,( ,)°).

Veamos una caracterizacion intrinseca de las estructuras de tipo constante (m, g°).

Definiciéon 3.1.6. 1. Sea (m = Zi_:l_“ g’,g°) una estructura de Tanaka, G° un subgrupo de
Lie de Autg.(m) con algebra de Lie g v M una variedad de dimensién m = dim m. Una
estructura de bandera infinitesimal o pseudo-G°-estructuras en M es una terna (P°,D,wq) (o
simplemente (P° wp)) donde:

a) mo: P® — M es un fibrado principal con grupo estructural G°

b) ® = {D'};<0 es una familia de distribuciones en M que definen una filtracion TM =
D> ... > D! con dim D = dim Z]_:ll g’. A su vez estas definen una filtracién en
PP dada por D} = (dmy) " H(D?) sii < 0y D] es el espacio vertical.

¢) wo = (wp”,... ,wal) donde cada wj : Dj — g’ es una 1-forma g’-valuada definida en
Di que es GY%-equivariante en el sentido que R"Awé = A~1w para todo A € G e i < 0,
y el nicleo de wg es Dé“. Estas formas se denominan formas tautoldgicas parciales.

2. Un isomorfismo entre dos pseudo-G-estructuras (P% wj) v (]50,&6) sobre variedades M y
M, respectivamente, es un_isomorfismo de fibrados principales @ : PY — PY que cubre un
difeomorfismo ¢ : M — M tal que dp preserva las filtracion y ®*@) = wj para todo i =

—y .oy —1.

Tanaka introdujo estas estructuras y las denominé pseudo-GC-estructuras. Sin embargo, en la
actualidad, especialmente en el contexto de las geometrias parabolicas, se usa el nombre estructura
de bandera infinitesimal [CSI|. Ahora podemos enunciar el resultado principal de esta seccion.

Proposicién 3.1.7. Toda estructura de tipo constante (m, g%) es una pseudo-G°-estructura de tipo
m. Mas aiin, en cualquier pseudo-G°-estructura (P°,D,wq) de tipo m la distribucién D=1 de la
filtracion es de tipo constante m y (P°, D, wq) es isomorfa a una estructura de tipo constante (m, g°)
sobre D71,

Demostracion. Una variedad filtrada es una variedad diferenciable M junto con una filtracion TM =
D~#* > ... > D! de su fibrado tangente por distribuciones que verifica:

(X, X;] € T(D") si X; € T(DY), X; € T(D?) para i, 5 < 0.
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Una pseudo-GP-estructura (P, D, wg) en M se dice de tipo m o reqular si (M,D) es una variedad
filtrada y para todos i, j < 0 tales que i +j > —uy X € (D)), Y € T'(D)) se verifica:

wp 7 ([X,Y]) = [wh(X), b (Y)] (3.1)

Observemos que la propiedad es tensorial, por lo tanto basta verificarla en cada punto A € PO
y para vectores tangentes X € Dj(N), Y € Dj(N).

Sea P° una estructura de tipo constante (m, g°) asociada a una distibuciéon D! de tipo constante
m en M. Veamos que P° es naturalmente una pseudo-G’-estructura regular.

Sea 7y : P* — M la proyecciéon canénica, {Di}KO la filtracion de TM generada por D~! que
se levanta a una filtracién {Dé}i <o de TPP. Definimos en PY las 1-formas tautolégicas parciales
{wb},-0 PO,

wolx 1 DHA) — ¢’
X = wip) = ¢~ (dmo(p) + D" (p))

para cada A = (p, p) € P* y X € Di()\). Recordar que ¢ : g' — Di(p)/D*(p).
Es claro de la definicién que Dé“ = ker(wé). Veamos que ademés las formas wé son equivariantes.
Sea A = (p,¢) € P°, g € Gy X € Dj()\) entonces:

wWilrg(dRg(X)) = (90 g)~ (dmo(dRy(X)) + D (p)) = g~ ¢ (dmo(X) + D (p)) = g~ whlr(X)

Por lo tanto, toda estructura de tipo constante (m, g°) es naturalmente una pseudo-G°-estructura.
Mas ann, es regular ya que, por construcciéon, M con la filtracién generada por D es una variedad
filtrada y las 1-formas wjy verifican la condicién yva que las funciones ¢ son isomorfismos de
algebras graduadas.

Por otro lado, sea (P% D,wp) una pseudo-G%-estructura regular de tipo m y sea A € P con
p = mp(A). De manera similar al simbolo definimos m(p) = EB‘_:I_N ¢’ (p) para la filtracion D donde
g lp) =D (p)y ¢(p) = % para j < —1. m(p) posee estructura de algebra de Lie graduada
porque (M, D) es una variedad filtrada. Podemos definir entonces la funcion ¢y : m — m(p),

PA(X) = dro((w)) ™' (X)) + D (p) € 8'(p)

para todo z € g’ e i < —1.

) esta bien definida y es biyectiva ya que Déﬂ = ker(w)) y dim D' = dim Z_:ll g’. Ademas,
es un isomorfismo de algebras de Lie graduadas por la condicién de regularidad . Por lo que
D! es de tipo constante m. Como las 1-formas wé son GY-equivariantes, el mapa A — @) es un
isomorfismo de pseudo-G®-estructuras entre (P°,D,wp) y la estructura de tipo constante (m,g”)
asociada a D1,

O

3.2. Primera prolongacién de Tanaka

Sea P? una estructura de tipo constante (m = Ei_:l_u gt,g°) en M con mp : P° — M la
proyeccién canodnica. Las formas tautolégicas parciales wy) inducen un isomorfismo lineal de Df/ D(’)+1
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en g' al que denotaremos @) y, como antes, denotamos por Iy : g — DJ(A) a la identificacion
canénica de g° con el espacio vertical.

Fijemos A = (p, ) € PY. Para cada i < 0, consideramos la proyecciéon canénica
Po + Do(N)/Dg(A) = D(A)/Dg™ (A)
y el isomorfismo ' ‘ ‘ ‘ ‘
dry - DH(N) /Dy () — D' (p) /D (p)
inducido por dmyg.
Para cada i < 0, elegimos un subespacio H* C D§(\)/Dy () tal que:
Dy(N)/ D5 (A) = Dy (N)/ D (\) @ H' (3.2)
Denominamos al conjunto H = { H'};<o estructura horizontal en \. La composicién drjjopf identifica

H' con Di(p)/D!(p) que a su vez se identifica con g’ mediante . A partir de esta identificacion
podemos definir el monomorfismo:

o™ € @ Hom(g', D5(N) /D5 (V) (3-3)
1<0

como

H

gi:{ (drhy o phlui)~ oo, sii<0; (3.4)

I, si i = 0.
De manera similar al caso de la prolongacion clasica, esta funcién caracteriza a la estructura hori-
zontal. Es decir, dada @ como en (3.3) tal que

dﬂ-[z] o P%) ° ‘ﬂgz = 90|gi
para i < 0 entonces ‘{@(gi)}K‘g es una estructura horizontal. Denominamos pri* la proyecciéon de
Diy(N)/DET2(N) en DyT(N)/DET2(N) paralela a H'.
A cada estructura horizontal H le asociamos una funcién de estructura o torsion asociada:
e €1 = @) Homlg' /4797
3,5 <0
Dados v € g y v3 € g con i, j < 0, consideramos dos campos Y7 y Y2 en un entorno de A en PO
tal que Y; es seccion de D), Ya es secciéon de D}, y

wé(Yl) =y, wg(Yg) = vy,

Vi) + D52 = (o). Ya(M) + DI = M (). )

Es decir, Y1 (\) + Dé” es la tnica clase en H® que se identifica con vy a través de @H e Y7 es una
extension wy-constante, lo mismo para Y5.

Como Yy € T(D) e Vs € F(Dg) entonces [Y1,Ys] € F(Dé+j) y la forma tautolégica wé+j le
asocia a [Y7, Y2](A\) un elemento de g**7. Utilizando la estructura horizontal H le podemos asignar
también un elemento de g"™/ 1. En efecto, si tomamos la clase de [Y7, Y2](\) en Déﬂ()\)/DéﬂH()\)
y proyectamos en Déﬂ T/ Dé+j T2()\) segtin la descomposicion , tenemos que este espacio se
identifica con g™+ a partir de @), Resumiendo, definimos

Cy(v1,v2) = w7 (prlt (Y1, Ya] (V) + Dy 2))
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CH(vl, ’1)2) no depende de la eleccién de los campos Y] e Ya, va que si escogemos otros campos
Y y Y2 como entonces B _
Yi=YV1+21 Yoa=Yo+ 2o
con Z; € Dyt tal que Z1(\) € D52y Zy € DI tal que Z1(\) € D2, Luego, [Y1, Zo|(A), [Ya, Z1)(N) €
Dyt *2(X\) y, como en la prueba de resulta:

T %2000 = VY30 méd DI

Sea H = {ﬁ z}i<0 otra estructura horizontal, comparemos sus funciones de estructura. Dado
v e g, ot (v) — () € DTN /DETA(N) que se identifica con g™ mediante @t cuando i < —1.
Entonces podemos definir una funcion f, 5 € @, o Hom(g", g't') dada por
o) = 4 S @) - pH(v), siveg coni< 1
[ LMW — o (v),  siveg™

<o Hom(g", g"™) existe una estructura horizontal H={H}ico
tal que f = f, 4. Basta tomar H~' = H '+ I \(f(g7")) y H' = H' + (@ S (gY)) parad < —1.

Para el par (m, g°) recordemos que el operador de Spencer generalizado de grado 1 viene dado
por:

Reciprocamente, para cada f € €,

o1 : @Hom(gi,g”l) — ch?
<0
o 0uf(v,w) = [f(v),w] + [v, f(w)] = f([v,w])
donde g' = ker(d;) coincide con g!(m, g°), la primera prolongacién de Tanaka de (m, g°).
Proposicion 3.2.1. Dados dos estructuras horizontales H y H se cumple que

C;:[ =Cy + 81f;_”:t

Sea N7 C CY? un subespacio complementario de Im 0; denominado condicion de normalizacion.
La primera prolongacién de P es el fibrado:

Pt ={(\¢") :xe P’ Cy e N}

De manera similar al caso de G-estructuras, se prueba que P! es un fibrado principal con grupo
estructural abeliano G*(m, g°) (ver definicion [2.2.3).

Observacion 3.2.2. Este proceso se puede realizar de la misma forma considerando, en lugar del
espacio total C1? de dos formas lineales de grado 1, el subespacio:

ch? = @ Hom(g7'® g, g") ® Hom(g7 ' Ag~tg™h)
i=—p

y, si p:Ch? — CH? es la proyecc1on las respectivas funciones p o 91 y p(Cy). Esto se debe a que
el nucleo de p o 0y tamblen es g' y por lo tanto ker p N Imd; = {0}, entonces toda condicién de
normalizacion N en C;’ L2 se puede extender a una condicién de normalizacién N, 1 = Ni@ker penC?
de manera que con ambas condiciones obtenemos el mismo fibrado P!. Sin embargo, esto restringe
la eleccion de la condicion de normalizacion. Para llegar a un marco con ciertas propiedades (como
el caso de las conexiones de Cartan normales que trataremos mas adelante) debemos considerar el
espacio total C12.
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3.3. Prolongacién de Tanaka de mayor orden

A diferencia del caso de G-estructuras, el fibrado P! no es una estructura de tipo constante
(m, g") v el proceso de prolongaciéon no es recursivo, es decir no se verifica que P*! = (P%)!,

Construiremos las prolongaciones de mayor orden de P° por induccién. Denotamos P~! = M
y suponemos que la l-ésima prolongacion P! estd construida para 0 < [ < k con las siguientes
propiedades:

1. m : P! — P! es un fibrado principal con grupo estructural G(m, g°).

2. Fl fibrado tangente T P! tiene una filtracion {Df}iq invariante por la acciéon del grupo G*
donde D' | = D! y para | > 0:

D! = ker(dm)
Di = {v e TP :dm € D;;l} Vi < I
DI = {0} Vi>I
Dado A\ € m, I, : gl — Df(/\l) es la identificacién canodnica del tangente a la fibra.

3. Los elementos de P! son pares (\j_1, ;) con \_1 € P71y

o1 € @ Hom(g', Di_y (\i-1)/Di (Niow))
i<l

un monomorfismo tal que | = I, , vy para ¢ <[ define la siguiente graduacion:

9171
Di_1(N—1)/ DI N = wi(@ ) @ p(g™ T @ a wi(gtth) @ wi(g?). (3.6)

donde cada ¢;(g*) representa su proyeccion en el cociente correspondiente y se identifica con
gk. Ademiés, si ¢ > 0 entonces (pl\gi depende s6lo de \_1. La accién de G! viene dada por

@1+ A= ;0 A para todo A € G'.
4. Sea 0 <l <k, \j-1=(N—2,01-1) € Ply )\ = (N—1,¢1) € P'. Denotamos por:
pi: DI (N)/DH2(N) = D () /D ()
a la proyeccién canénica y por
drj : D}(M)/DyHH () — Dy A/ ()
al mapa inducido por dmg. Luego, se verifica que
Piotlg = dm_y 0 pi_1 © @il

Observemos que si ¢ < 0, dﬂ'li es un isomorfismo y si ¢ > 0, pf es la identidad.

En P! existen formas tautoldgicas parciales {w;}l que generalizan las correspondientes en P°,

definidas por:

<l’

wi-DiN) — gtle...oglag
Y = wl(Y) =g Hdm(Y) + D ()
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donde gpl_l representa la identificacion dada por la descomposicién 1} Estas formas son compati-

bles entre si, es decir, w} —wli'H € gtttlen Df‘H. En este caso resulta que ker (w) = Df+l+1(x\l), w}
induce un isomorfismos &f entre Di(\)/DiT (N y gt @. .. @gt @gl, y ©f entre Di(\)/DiTH(N\)

y g

La terna (P!, {Df}iq ,w') se denomina una pseudo-G*-estructura de orden k y tipo m (Ver

Definicion [3.4.1)).

Construimos a continuacién la prolongaciéon Pl Fijemos A\ = (Ag—1, ¢%) € P* con

vr € @ Hom(g', Dj_1 (A1) /D (A1)
i<k

Los elementos de P**! seran pares (\g, Pry1) donde

Pra1 € €D Hom(g', Dy(\e) /Dy 2 (M)
i<k

tal que cpk]gi = dr} o p} o cﬁkﬂ\gi paratodoi <ky @kﬂlgk =1,.

Por otro lado, sea Hy = {H}.}i<x donde H} = px(g"). Definimos una estructura horizontal en Ay
como un conjunto de subespacios Hy 1 = {H}_ }ick, con Hy | C D}C(Ak)/D;jk“(Ak) que verifica:

1. para i <0,
Dy (M) /D2 (M) = D () /D2 (M) © Hiyy

con (drj, o pj,)(Hj 1) = Hy;
2. para 0 <i <k, (dr}) " (H}) = Df (M) ® Hj 4.

La funcién dw}; o p%C define un isomorfismo entre Hli+1 y H}C para todo ¢ < k.

(3.7)

Hay una correspondencia entre las funciones @11 v las estructuras horizontales. En efecto, dada

Hir1 = {H,i+1}i<k estructura horizontal en A, podemos definir el mapa

o™ € @5 Hom(g', Dy (M) /D2 ()
i<k

como

(dmy o phla;, )" o (Pk:’gi , s <0

Hi+1| — : 1 . .
® g (drr,i]H]iH) ogpk‘gi, si0<i<k;

I>\k, sii=k.

Reciprocamente, las imagenes H} = @’r+1(g?) forman una estructura horizontal en .

La funcién de estructura o torsién de la estructura horizontal Hy11 es una funcion quflkﬂ

espacio de 2-formas de grado k + 1 extendido:

k—1
C§+1,2 _ @ Hom(gi ®gj7gi+j+k+l) @ @Hom(g’l ®gi’gk71)
i7j<0 ZZO

en el
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que se define de la siguiente manera: Dados v; € g y vg € ¢/ con 4,5 < 0 consideramos dos campos
vectoriales Y7 e Y2 en un entorno de X, tales que Y3 € I'(D}), Yo e I(D}) v

wi (Y1) = vy, wi(Yg) = vy
Vi) + D2 = et (or), Ya(h) + DI = P (),
Entonces tenemos que [Y7, Ya](A\x) € ijj, tomamos su clase en el cociente D+j /Df:”urk’dr2 y usamos

la estructura horizontal para proyectarla en D,i:rj + / DZH T2y partir de QD La forma @;ﬂ el

identifica este espacio con gt/ A+l @ @ gt @ g'. El valor de la torsion sera la correspondiente
componente en gt/ +*+1 Resumiendo,

k —ititktl,  H
Cltpyr (W1,02) = @75 (pril 5 (Y1, Ya)) )i ja ke (3.8)
Hit1 ‘s i . C ey
donde pr; ;" es la proyeccion paralela a Hy , segun la descomposicion 1}

Por otro lado, si v1 € g~ y vg € g/ con j > 0 consideramos campos Y7 e Y3 de la misma manera
y definimos la torsién en (vi,vs) como la componente en gF~! de w?ﬁkﬂ([Yh Ys]).

De manera similar a la seccidén anterior, se prueba que C7k{k+1 (v,w) no depende de la eleccion de
los campos Y7 e Ys.

Sea Hpy1 otra estructura horizontal en A\, veamos como estan relacionadas las funciones C’%Hl

y C’%Hl. Para cada v € g, @ﬁkﬂ(v) — @'r+1(v) pertenece a D?kﬂ()\k)/D}jk”()\k) si7 <0, este

espacio se identifica con g't*+1 mediante w}j’““; ysi0 <i <k, th+i(v) — oM+t € DE(NL) que
se identifica con gF mediante T /\_kl. Entonces definimos

k—1
Frtooiiin,, € D Hom(g' g™ ) & D Hom(g', g")

i<0 =0
por
_ @?kﬂ(@ﬁ’““(v) —@Met1(v)) siv e glconi < —1,
fHk+1ﬁk+1(U) = { I;kl(gpﬁkﬂ(v) _ QOH’“J”('U)) sive gi con —1 < i<k

Reciprocamente, dada f € @, Hom(gl, g™+ @ EB;:OI Hom(g', g*) existe una tnica estruc-
tura horizontal Hy4q tal que f = fHk+17'~lk+1'

Consideramos la siguiente extension de operador de Spencer generalizado de grado k + 1:

k—1
8k+1 . @Hom(gi7gi+k+1) D @Hom(gl,gk) N C§+l,2
<0 =0
_ | [f),w] + o, f(w)] = f([v,w]) siveg weg,i<O,
ak—i-lf(’(),w) = { [U,f(UJ)] sive g—l, w e gi’ 0<i<k.

Si f € ker(dy41) entonces [v, f(w)] = 0 para todo v € g~! y w € g* con 0 < i < k. Por la propiedad
que caracteriza la prolongacién se tiene que f|;; = 0 para todo 0 <7 < k — 1. Luego, su ntcleo
ker(Opy1) = gt = g'(m, g°) es la k-ésima prolongacion del algebra g.

La extensiéon del operador de Spencer se considera para poder extender la proposicion
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Proposicion 3.3.1. Dadas dos estructuras horizontales Hy11 y 7-lk+1 en A\ se verifica que

;f[k+1 = C’Hk+1 + ak+1f7'[k+17'~tk+l

., . . k+1,2
Procedemos como en la seccion anterior. Consideramos Njy1 C Ce+ ’

tario a Im 041,

subespacio complemen-

CH12 = Tm Opy1 ® Ny

También se denomina condiciéon de normalizacién y puede elegirse independiente del fibrado P9 del
que partimos. La (k + 1)-ésima prolongaciéon geométrica de P° es el fibrado P**! sobre P¥ dado
por:

prtl — {()\k, @Hk“) t AL € Pk7C7.[k+l S Nk+1}

P*+1 es un fibrado principal con grupo estructural G¥+1(m, g%). Ademas, para aplicar la induccién,
se comprueba de manera directa que PFT! verifica las condiciones 1 a 4 expuestas anteriormente.

En particular, debemos notar lo siguiente. Por construccién los espacios horizontales verifican:
i) pitht2 _ prith+l g i
v/ Dy, =H 7 ©...® Hpyy, (3.9)

salvo proyecciéon al cociente, que es justamente la descomposmlon - Las funciones @j4 = @'tk
identifican cada H}Hl con g'. La forma tautologica parcial wy , de Pl en el punto Mgy =

(A, r41) se calcula proyectando a TP* y aplicando la identificacion dada por 1. Mas precisa-
mente:

wlichl :Dlichl(/\kJrl) — g @GZH --@ngH
Y o wh (V) = oty (dmea (V) + DEFF2(0)

Ademiés, verifican:

Wi (V) = wh(dmea(Y))  moéd gt (3.10)
Wi (V) = i (prffin (dmga () méd ¢f (3.11)

donde erfiH es la proyecciéon paralela a H,iH en 1} (0 bien la dada en )

Observacion 3.3.2. Si (m = Zi_:l_u m’, g%) es de tipo finito con prolongacién g = g7 @ ... & g~ H.
Entonces, g' = {0} para todo [ > 7, o sea, que P! tiene grupo estructural trivial, es difeomorfo a
P71 y tiene dimension dimg. Ademads, si | > pu + 1, la forma tautologica parcial wl_“ . TP —
g "t .. @ g #t @ g define un paralelismo o marco en TP!. Como P! se identifica con P, en
realidad tenemos un marco en 7.

3.4. Teorema fundamental

Definiciéon 3.4.1. 1. Sea (m = Zi;l_“ g’,g°) una estructura de Tanaka, G* el grupo de Lie

asociado definido en m y M una variedad de dimension m = dim (3", g*). Una pseudo-
G*-estructuras en M es una terna (P*,®,w;) donde:

a) 7 : P¥ — M es un fibrado principal con grupo estructural G¥
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b) ® = {D'};<0 es una familia de distribuciones en M que definen una filtracion TM =
D* > ...>D ! condimD’ = dim Zf;zl g’. A su vez estas definen una filtracién en P°
dada por Di = (dmg) (D) sii < 0y DY es el espacio vertical.

c) wp = (w.",...,w; ") donde

w,i:D,i—>gi@...€Bgi+k

es una 1-forma con nucleo D,ijkﬂ que es G*-equivariante en el sentido que si g € G* tal

que g = Id+ v con v € gF entonces:

0 i—ky|
Rjywy, = wy, — ad(v)(wy, )|D;€
Estas formas se denominan formas tautoldgicas parciales.

2. Un isomorfismo entre dos pseudo-GF-estructuras (P*, DF, w*) y (P*, D*,&F) sobre variedades
My M , respectivamente, es un isomorfismo de fibrados principales ®, : P* — Pk que cubre
un difeomorfismo ¢ : M — M tal que dp preserva las filtracion y @Z@}C = w,i para todo
1= —py...,—1.

Observacion 3.4.2. Esta definicion no es exactamente igual a la definicién de pseudo-GF-estructura
dada por Tanaka en [T'1] pero es equivalente. Tanaka considera la misma filtracion pero a las formas

tautologicas parciales con valores en gt* y estas se corresponden con la componente gt* de las
formas tautoldgicas en nuestra definicion.

Teorema 3.4.3 (Tanaka). Supongamos que G° es conero y para cada k > 1 fijemos una condicion
de normalizacion Hy,. Entonces toda pseudo-G°-estructura (P°, D% w°) de tipo m en una variedad
M, tiene asoctada una secuencia

(P°, D%, W0) « - (PP L DF L WP (PR, DR WF) -
tal que:
» Para cada k > 1, (P*,D* w*) es una pseudo-G*-estructura de tipo m en PF1.

» La correspondencia (P°, D% W) s (P*, D* wF) es compatible con los isomorfismos para todo
k> 0.

Demostracion. La demostracion se basa en la construccion dada en las secciones y Para
mayor detalle sobre la compatibilidad con isomorfismos ver [T1]. O

De la observacién se desprende que

Corolario 3.4.4. Sea D una distribucion sobre una variedad M que da lugar a una estructura de
tipo constante (m,g°). Si (m,g°) es de tipo finito con prolongacion g entonces existe un fibrado P
sobre M de dimension g con un marco canonico.

Al igual que en el caso de G-estructuras la prolongacion depende en cada paso de la eleccion del
subespacio complementario Hj de la imagen de O, por lo que el marco canénico que obtenemos en
P! no es necesariamente tnico.

Corolario 3.4.5. Supongamos que el par (m, g°) es de tipo finito, y sea P° una pseudo-G°-estructura
de tipo m en una variedad conexa M. Entonces el dlgebra de Lie de automorfismos infinitesimales
de PY es de dimension finita, acotada por la dimensién de g, la prolongacion del par (m,g°).

Demostracion. Consecuencia de y [1.4.5] O






Capitulo 4

Conexiones de Cartan

Como vimos en el capitulo[I]el objetivo principal del Método de Equivalencia es obtener un marco
canénico sobre algiin fibrado B — M asociado a una estructura geométrica en M, cuyas funciones
de estructura generen los invariantes de esta tltima. Este marco no es mas que una paralelizacién
de un fibrado principal. Las conexiones de Cartan son un ejemplo especial y muy importante de
paralelizacion que describe los invariantes y las propiedades de la geometria de una manera clara e
intuitiva. El hecho mismo que una estructura geométrica tenga asociada una conexion de Cartan
va dice mucho sobre sus propiedades.

En este capitulo daremos las definiciones y propiedades basicas de las geometrias de Cartan.
Veremos que toda geometria de Cartan graduada induce una pseudo-G-estructura en su base y
mostraremos que bajo ciertas condiciones podemos aplicar el método de prolongacién de Tanaka
dado en el capitulo anterior para realizar el proceso inverso, es decir, asociar a una pseudo-G°-
estructura (distribucién con o sin estructura adicional) una conexiéon de Cartan canénica.

4.1. Definicién y propiedades

Definicion 4.1.1. Sea H C G un subgrupo de Lie de un grupo de Lie G, y sean h y g sus respectivas
algebras de Lie. Una geometria de Cartan de tipo (G, H) en una variedad M es un fibrado principal
p: P — M con grupo estructural H junto con una 1-forma g-valuada w € Q'(P,g), denominada
conexion de Cartan, que verifica las siguientes propiedades:

1. (Rp)*w=h"'-w para todo h € H,
2. w(XT(\)) =z paratodoz €h, A € P,

3. w(A) : T\P — g es un isomorfismo para cada A € P.

(1) indica que g : TP — g es H-equivariante, con h actuando en g por Ad(h™!) y en TP por
la diferencial de la traslacién a derecha Rj-1. La segunda propiedad nos dice que w reproduce los
generadores de los campos fundamentales, lo cual determina a w sobre el espacio vertical de P, ya
que todo vector en dicho espacio se puede extender a un campo fundamental. Por tltimo, (3) nos
dice que w es un paralelismo, i.e. una {e}-estructura sobre P. En particular, si fijamos una base
{x1,...,2,} de g que extiende una base de b, entonces {w™!(z1),...,w ' (2,)} es un marco de

29
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campos w-constantes en P que extiende un marco de campos fundamentales. Como consecuencia,
dimM = dim G — dim H.

En la definicién el grupo de Lie G puede ser reemplazado por un algebra de Lie g que
tenga a h como subélgebra y una representacion Ad : H — Aut(g) que extienda la representacion
adjunta Ad : H — Aut(h). Decimos entonces que la geometria es de tipo (g, H).

El modelo homogéneo (o playo) para las geometrias de Cartan de tipo (G, H) es el fibrado
canénico p : G — G/H junto con la forma de Maurer-Cartan w € Q'(G, g)

w(g) :T,G — g
X, > dL,-1(X,)

para cada g € Gy Xy, € T;G, donde Ly es la traslacion a izquierda en G e identificamos
naturalmente 7T.G con g. No es dificil comprobar que w es una conexién de Cartan, que ademés
verifica la ecuacion de Maurer-Cartan

(X, Y) + [w(X),w(Y)] = 0
para todo par de campos X e Y en G.

Definicién 4.1.2. La forma de curvatura K € Q?(P, g) de una geometria de Cartan (p : P — M, w)
es la 2-forma con valores en g

K(X,)Y) =dw(X,Y)+ [w(X),w(Y)].

Si p:g— g/h es la proyeccion al cociente, la 2-forma p(K) se denomina torsion de la geometria, y
si p(K) =0, es decir que K toma valores en b, se dice que la geometria es libre de torsion.

Como w es un paralelismo la forma de curvatura K puede codificarse en la funcidn de curvatura
k:P — A*g* ® g definida por:

KA (@,y) = KW () (A),w  (y)(V)
para todo A € Py z, y € g. Aplicando la definicion de K es facil ver que:

KN (,y) = [2,9] = wa(lw™ (2), 0™ ()] (V) (4.1)

Vemos que la funcién de curvatura mide la diferencia entre el corchete en el algebra de Lie y el
corchete de los campos w-constantes correspondientes en P. En general, simplemente diremos que
K es la curvatura de la conexién w.

Lema 4.1.3. La forma de curvatura K es horizontal, es decir, Kx(X,Y)=0si X oY es tangente
a la fibra en X. Por lo tanto, la funcidon de curvatura puede considerarse como mapa kK : P —
/\2(g/h)* ®g. Ademds, K y k son H-equivariantes, es decir,

(Rp)*K=h"' K
R(RpN)(2,y) = Ad(h™1) - 5(A\)(Ad(h)z, Ad(h)y).

para todo he H, A\e P yz, y € g.

Demostracion. Ver Pagina 72 de [CS]]. O
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Definicion 4.1.4. Un isomorfismo entre dos geometrias de Cartan (P — M,w) y (P' — M' W)
de tipo (G, H) es un isomorfismo de fibrados principales ¢ : P — P’ tal que ¢*w’ = w.

Debido a la ecuacién de Maurer-Cartan, el modelo homogéneo tiene curvatura cero. El siguiente
teorema es un reciproco local de esta afirmacién.

Teorema 4.1.5. La curvatura de una geometria de Cartan (P — M,w) es idénticamente nula si y
solo si cada p € M tiene un entorno abierto U tal que la restriccion (p~*(U) — U,w) es isomorfa
a la restriccion del modelo homogéneo (G — G/H,wq) a un abierto.

La demostracion de este hecho es consecuencia del teorema v la ecuacion (4.1). Ademaés,
basandonos en la definicion decimos que k es un sistema de invariantes fundamentales de
(P — M,w).

4.2. Geometrias de Cartan graduadas

Definicion 4.2.1. Sea g = Zf:—u g’ un algebra de Lie graduada tal que ad : h: =g’ @ ... @ g* —

Der(g) es inyectiva, y sea H el subgrupo de Lie conexo de Aut(g) con algebra de Lie h. Denominamos
geometria de Cartan graduada a una geometria de Cartan (P — M, w) de tipo (g, H).

Observamos que ad|y es inyectiva, en particular, cuando g es la prolongacion de su parte negativa.
En lo que sigue H™ y G° denotaran los subgrupos de Lie conexos de H con élgebras de Lie h+ =
gl @...®g" vy g°, respectivamente.

Proposicion 4.2.2. Una geometria de Cartan graduada (P — M,w) de tipo (g, H) induce una
pseudo-GP-estructura (PY, D, wo) en M, de manera que todo isomorfismo entre geometrias de Cartan
de tipo (g, H) induce un isomorfismo entre las pseudo-G-estructuras correspondientes.

Demostracion. Recordemos que si P — M es un fibrado principal con grupo estructural G y G’ es
un subgrupo de Lie normal de G entonces P /G’ denota el espacio de orbitas de la accion de G’ en
P y resulta ser un fibrado principal sobre M con grupo estructural G/G’. En nuestro caso, es claro
que H/H* 2 G%y 7g : P* := P/H" — M es un G'-fibrado principal.
Consideramos la filtracion
g=fHFofHtl o ok

dada por ' = @jzigj . La conexién de Cartan w induce una filtracion
TP=DH"P> .- >D"P

con D'P := w1(§%). Como los f' y w son H-invariantes, las distribuciones DP son invariantes por la
accion principal, i.e. dRy,(D'P) C D'P paratodo h € H ei = —u,--- , k. Entonces estas filtraciones
desciende a filtraciones

TP’ =Dy" > - > Dy

TM =D ">-..>D "
Por construccién dim D! = dim Z]_:ll ¢/, D} = (dmo) "1 (D¥) sii < 0y DY es el espacio vertical.

La conexién de Cartan induce formas tautologicas parciales en TP°. Sea m : P — P la pro-
yeccion canénica. Fijados g € PY, i € {—pu,...,—1} y un vector tangente X € D(\o), escogemos
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A€ P tal que m(A) = Ao y X € DIP()) tal que dr(X) = X. Por construccién de la filtracion,
wX)ef=g®...®g"y definimos wi(X) como la componente en g’ de w(X).

Veamos que wg estd bien definida. Fijado A, si elegimos otro X' tal que dw()N(’) = X entonces
X' — X pertenece a ker(dr) = D'P por lo que w(X) —w(X') € f* y por lo tanto tienen la misma
componente en g. A su vez, otra eleccién del punto en P es de la forma A - h con h € H' y existe
u € b tal que exp(u) = h. Dado X € D'P()) levantamiento de X entonces dRj,(X) también es un
levantamiento de X. De la equivariancia de w resulta w(X - h)(dRp, (X)) = e®(=%) (w(X)(X)). Como
u € b, la componente en g¢ no cambia.

Por construccion, wi(X) = 0 si y solo si w(X) € fit! pero entonces X € DitIP(N) y dn(X) =
X € Dé“()\). Como H1 es un subgrupo normal de H, la proyeccién 7 es GC-invariante. Luego,
dado X € Dj()\g), un levantamiento X e D'P(\) y g € GY, resulta que ng()?) es un levantamiento
de dR,(X). Luego, la equivariancia de w implica la de wj.

Por la construccién, es claro que todo isomorfismo de entre dos geometrias de Cartan desciende
a un isomorfismo entre las respectivas pseudo—GO—estructuras. O

Veamos ahora cuando la pseudo-G?-estructura inducida es regular. Observemos que la curvatura
Kk : P — C?(m,g) de una geometria de Cartan graduada se descompone segiin la graduaciéon de
C%*(m,g) como k =Y, K" donde k' : P — C“?*(m, g).

Proposicion 4.2.3. Sea (P — M,w) una geometria de Cartan graduada de tipo (g, H) en M con
curvatura k y (P°,D,wo) la pseudo-GO-estructura inducida en M. Entonces:

1. (M,D) es una variedad filtrada si y sélo si Y, oK' =0 i.e. £(g", ¢7) C féﬂ para todo i, j < 0.

2. (P°,D,wo) es regular si y sdlo si <0 k' =0 e rk(ghg!)C féﬂﬂ para todo i, j < 0.

Demostracion. Sea k la curvatura de la conexion de Cartan w : TP — g, k = Y ;o7 k¥ su des-
composicion segin la graduacion de C?. Supongamos que (PY, D, wp) es la pseudo-G-estructura
inducida por (P — M,w) tal que (M,®) es una variedad filtrada. Por la prueba de resulta
que (P, DP) es una variedad filtrada.

Fijemos v € g' y w € g% con 4,5 < 0. Entonces

R (0, 0) = [0, Wik — (™ (0),07 (@)1 (42)
donde el subindice indica la componente en g"*t7+*. Observamos que [v,w] € g7 y, como w™!(v) €
Dy wl(v) € DI, resulta que [w™t(v),w H(w)] € D ya que (P, DP) es una variedad filtrada.
Como . . . . . . . .

W(DZ-FJ) C fl+j — gz+j D gz+]+1 D... O go’
el miembro derecho de es de grado mayor o igual a i + j. Concluimos que k¥ =0 si k < 0.

Si suponemos que la pseudo-GY-estructura es regular

w(w™ (@), w ™ ())irs = w0y (W) 7 (), (W) (w)])
= [wi(wh) ™' (v), (wp) ™ (w)]

= [va]

donde en la primera igualdad usamos que la pseudo-G-estructura estd inducida por w y en la
segunda la condiciéon de regularidad Entonces, k¥ =

Para las reciprocas ver pagina 256 de [CS]]. O
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Un problema fundamental es determinar cuando se puede realizar el proceso inverso. Fs decir,
construir a partir de una pseudo-G-estructura P en M una geometria de Cartan (P, w) graduada
en M de manera que P° sea la pseudo-GY-estructura inducida por P y que la construccién sea
compatible con isomorfismos. Como (P,w) es un fibrado con un paralelismo resolveriamos de esta
manera el problema de equivalencia para estas pseudo-G-estructuras y la curvatura de la conexién
de Cartan contendria los invariantes de estas. Ademés, esto permite estudiar las estructuras de
partida (distribuciones, distribuciones subriemannianas, distribuciones subconformes, etc.) en el
marco de las geometrias de Cartan como espacios homogéneos deformados por curvaturas. [Sh|.

La conexion de Cartan obtenida como resultado del proceso de arriba, no es en general tnica.
Para asegurar unicidad es necesario normalizar la curvatura, por ejemplo, como sigue.

k

Definicion 4.2.4. Supongamos que g = Zi:ﬁu g posee un producto interno subconforme admnisi-

ble con respecto a H (cf. Definicion [2.4.4)).

1. Una geometria de Cartan graduada (P — M,w) de tipo (g, H) regular se dice normal si su
curvatura x satisface
0"k = 0.

2. Si (P - M,w) es una geometria de Cartan normal con curvatura «, la curvatura armonica
ki @ P — H™(m,g) es la componente armonica de k respecto a la descomposicion de Hodge

9.

La condicién de normalidad ademés de garantizar unicidad de la conexién, asegura que la curva-
tura arménica kg, mas simple que k como se verd, determina un sistema fundamental de invariantes
de (P,w) en el sentido de la definicion Mas precisamente, sea C*°(P) el espacio de funciones
diferenciables en P. Dado un espacio vectorial V' de dimensién finita y una funcién diferenciable
@ : P — V, definimos:

Solp) ={f € C°(P) : f =v"op para algan v* € V*}

F () es el subespacio de C°°(P) generado por las funciones de la forma w=(X7)...w (X)) f para

todo 1 >0, Xq,...,X;emy f €Fole); y §(p) es la subalgebra de C°(P) generada por §(p).

Proposicion 4.2.5. Si (P,w) es una geometria de Cartan graduada normal entonces:

1. (k) =F (k)

2. §(k) =3§ (ki) st w es libre de torsion.
En particular, kK =0 st y solo st kg = 0.

La demostracion dada en [T2] para el caso que g es simple se extiende para otras geometrias de
Cartan normales.

Muchos han tratado el problema de construir conexiones de Cartan, partiendo de E. Cartan
mismo quien lo hizo para distribuciones de tipo (2,3,5) [Call]. En [T1] se prueba el siguiente resul-
tado:

Teorema 4.2.6. Sea g = g~ *®...®g" un dlgebra de Lie simple graduada tal que g es la prolongacion
de (m,g°) dondem = g *@.. . ©g~!. Sea P el subgrupo de Aut(g) que preserva la filtracion {f; f:_k
Entonces:
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» Si (P2, D,wp) es una pseudo-GO-estructura de tipo m en M, existe una geometria de Cartan
graduada normal (P,w) de tipo (g, P) en M que induce la pseudo-G°-estructura dada.

= Sean (P,w) y (P,®) son geometrias de Cartan graduadas normales de tipo (g, P) en variedades
M y M respectivamente, y sean (P, ®,wo) y (P°,D,%0) las respectivas pseudO—GO—estrucjums
inducidas. Si ¢ : P° — P° es un isomorfismo, existe un tnico isomorfismo ® : P — P que

mduce .

En [CS| se prueba este resultado de manera independiente, extendiéndolo para élgebras semi-
simples. Recientemente, [AD] generaliza estos resultados probando que:

Teorema 4.2.7. Sea g un dlgebra graduada que admite un producto interno admisible respecto a
H y tal que H(m,g)"' = 0 para | > 0. Entonces para toda pseudo-G°-estructura existe una tinica
geometria de Cartan graduada normal que induce la pseudo-GO-estructura dada.

La condicién para los grupos de cohomologia se verifica especialmente cuando g es la prolongaciéon
de su parte negativa (Ver Lema|2.4.2)). Aunque esta condicién no es muy restrictiva para g semisimple
[CS], lo es en general.

Senialamos que no es sencillo construir explicitamente las conexiones de Cartan y calcular su
curvatura. En ciertos casos la prolongacién de Tanaka facilita el problema. En particular, probamos
el siguiente resultado.

Proposicién 4.2.8. Sea P° una pseudo-GO-estructura de tipo m tal que la prolongacion de Tanaka
de (m, g°) es trivial. Si en cada paso del proceso de prolongacién de Tanaka tomamos una condicion
de normalizacion GO-invariante, entonces al finalizar arribamos a una conexion de Cartan en P°
de tipo (m @ g*, G°) que induce la pseudo-G°-estructura dada.

En el caso que m posea un producto interno subconforme admisible con respecto a G, si tomamos

como condicién de normalizacion en cada paso el complemento ortogonal de la imagen del operador
0 obtendremos una conexion de Cartan normal.

Demostracion. En el caso en que la prolongacion de (m, g¥) es trivial P es isomorfo a PY para todo
k. Al identificarlos entre si, Dj. se identifica con Df para cada i <0y dado A\g € PO existe un anico
elemento en P* de la forma:

er(Xo) € @ Hom(g', Dj(xo)/Di 1 (Mo))

—p<i<0

de manera que
Aolgi = dmo pio ¢1(Ao)|gi para todo i <0

v @k es una extension de i1 para k > 1, es decir,
Pr—1(Ao)lgi = Pl o ©K(Ao)|g para todo i <0

donde pi = Di(Xo)/ D5 (Xo) — Di(Mo)/DiT*(No) es la proyeccion al cociente y 7 : PO — M
la proyecciéon candnica. Observemos que D6+“+1 = {0} para todo —p < ¢ < 0 entonces, por
construccion, ¢, : g — Dyt = TP define un paralelismo sobre M. Veamos que la forma

tautologica w, " = (p,) 1 : TPY — g & g es una conexion de Cartan.
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Por construccion w, " es un paralelismo y reproduce los generadores de los campos fundamen-

tales. Solo nos queda probar que es equivariante. Para probar esto veamos que ¢y es equivariante
para todo k > 1, es decir,

(M) (Ad(g71)X;) = dRy(pr(No 0 g7 1)(X;)) para todo i <0, X; € ¢, g € G° (4.3)

Primero debemos observar que, para ¢ € GY, dR¢g preserva las distribuciones Df) vy por lo tanto
actia de forma bien definida en los cocientes de estas.

La ecuacion se verifica inmediatamente para el caso i = 0 porque ‘Pk’gﬂ es la identificacion
candnica con el espacio vertical para cada k.

Recordemos que Hy = {H}}ico con H! = ¢i(g") se denomina una estructura horizontal y
verifica

Dj(X0)/ D5 (Ao) = D™ (Xo) /Dy (No) @ Hj (4.4)
parak=1y
Dj(M)/ D5 (M) = D5 (M) /Dy (ho) @ Hj, con pj,(H}) = Hj_y (4.5)
para k > 2.

Veamos por induccién en k que Hj, es invariante por la accién de GO, i.e ng(H,i) = H,g para
todo g € G° y todo i < 0.

De 1} vemos que H; = {ﬁ{} con fli := dRy(H?) es una estructura horizontal para la primera
prolongacion. La aplicacion @1 correspondiente a este espacio es

$1(Mo) =dRgo0p1(Ngog ) og, (4.6)

ya que satisface (3.4).

Si Y; e Ys son campos que verifican las condiciones para vy € g' y va € g/ con respecto a
”;fll, entonces Y] = ngq(}ﬁ;l) eY, = ng—l(?z) son campos que verifican las condiciones para
gu1 € g''y gva € g/ con respecto a Hi. Usando que las formas & son equivariantes y el hecho que
dR, transforma la descomposicién de H! en la de H ! se deduce que

wh(prlt 1 (1, V) (0) + D)) = g~ @h (L (Y, Yl (V) + D)

por lo tanto:
Cyi(v1,v2) = g~ Cu(gvr, gua) (4.7)
es decir, Cf; = g - Oy por la accion natural de G° en el codominio de 0.
Por hip6tesis la condicion de normalizacion N es G%-invariante y Cyy, € N7. Luego Cj, perte-
nece a N7y 8fﬁ1H1 = 0. Pero como la prolongacion de (m, g%) es trivial, resulta que Hi = H;.

_ El paso inductivo es andlogo al caso k = 1. Por la hipotesis inductiva y (4.5) se tiene que
Hy = {dR4(H})} es una estructura horizontal para la k-ésima prolongacion con:

Pk(XNo) = dRgopr(Moog ) og (4.8)

y ademdés que las formas CJ; son equivariantes, de donde se deduce que Cy; = g - Cy. Por la G°-

invariancia de la condicién de normalizacion se concluye que H = H v @ = k.

De QD y 1’ se obtiene 1’ para ¢ < —1. Concluimos que w, " es una conexién de Cartan
de tipo (m @ g%, GY).
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Para ver que w, " induce la pseudo-GO-estructura de partida basta observar que las formas
i i gl .
wL : DL/DLJF — g,

que resultan de restringir w," y proyectar a g’, se identifican por construccién con las formas
tautoldgicas parciales wy de la pseudo-GY-estructura.

Para probar la segunda afirmacién consideremos £ la curvatura de la conexion de Cartan w,, " =

np;l TP — g laogy k = Y okez kF su descomposicion segin la graduacion de C2. Por la
Proposicion 4.2.3, k¥ =0si k < 0. Sea k > 0y fijemos v € g' y w € ¢’ con i,j < 0. Entonces,

K (v, w) = [0, wlig ik — i ([0u(©), u(w)])irj (4.9)
donde el subindice indica la componente en g't/™*. Como [v,w] € g'™/ el primer término de la
derecha es nulo. Por otro lado, [¢,(v), pu(w)] € DL+J. Por la compatibilidad de las formas,

w;:“bjﬁ — wlz‘:rj_

De (3.10) y (3.11) se obtiene que,
it+j+1 (er,’i““

Wit ([pu(v) ou(@)Ditjrk = wi ([0 (0), ou(w@))ijrr = Wi ([ (V) ppu(w)]))igjrn

Esta tltima coincide con la definicién de C’;‘Zl(v, w) en 1} Concluimos que:
K= —Cp ! (4.10)

Como (Im 8)*+ = ker(9*), por la elecciéon de la condicién de normalizacion 9*(k*) = 6*(07]‘_};1) =0
para todo k > 0. O

En el capitulo [f] aplicaremos esta proposicion en algunos ejemplos.

Proposicién 4.2.9. Una geometria de Cartan graduada regular (P — M,w) de tipo (m @ g°, G°)
en M induce una graduacion de TM, cuya fillracién asociada es la correspondiente a la pseudo-GP-
estructura inducida, y una conexion principal en P.

Demostracion. Sea w : TP - m® g’y p: m® g’ — g° la proyeccion canonica, entonces por la
definicién de una conexiéon de Cartan resulta que pow : TP — g° es G%invariante y reproduce los
generadores de los campos fundamentales por lo tanto es una conexion principal en P. (pag. 64 de
[KoNol).

Como vimos en la prueba de [4.2.2} la graduacion de g =g_, ®g_,41 D --- @ g_1 ® go induce

una graduacion
TP=D"P&.-.-o D 'PaD'P
donde D'P := w~!(g") y en particular, D"P es el espacio vertical. Como G preserva la graduacion
de g, por la equivariancia de w también preserva la graduacién de T'P. Luego esta graduacion
desciende a una graduacién
T™M =D " --eD!

tal que D = dn(D'P). O

En particular por [2.3.1] se tiene que:

Corolario 4.2.10. Toda distribucion con una métrica subriemanniana de tipo constante tiene una
conexion principal y un complemento candnicos, i.e. invariantes por los automorfismos de la estruc-
tura.



Capitulo 5

Prolongacion de algebras tipo H

En este capitulo calculamos tanto la prolongacién de Tanaka total como la subconforme de las
algebras tipo Heisenberg (o tipo H). Cuando decimos prolongacion subconforme nos referimos a la
prolongacién del par (n,gY.) donde n es un algebra de tipo H y g2, es la subélgebra de derivaciones
de n generada por las derivaciones ortogonales y la dilatacién, i.e. derivaciones que preservan la
estructura conforme de n.

5.1. Algebras de tipo Heisenberg: clasificaciéon y derivaciones

En esta seccion presentaremos resultados generales sobre las algebras de tipo H. Aunque la
mayorfa se encuentran en la bibliografia, daremos algunas pruebas alternativas enfocandonos en
aquellos resultados que necesitaremos en la préximas secciones.

Sea n un algebra de Lie 2-pasos nilpotente real con un producto interno ( , ). Luegon =3 v
donde 3 es el centro de n y v su complemento ortogonal. Sea J : 3 — End(v) la transformacion
lineal definida por

(Lx,y) = (z,[z,y]) z€3, x,y€v. (5.1)

Se dice que n es de tipo Heisenberg (o de tipo H) si existe un producto interno (.,.) en n tal que
JP=—2’Id ze; (5.2)

Observacion 5.1.1. El producto interno es auxiliar en la definicién de tipo H, puede existir més de
uno en n para los que se verifica la condicion De ahora en adelante, cuando trabajamos con un
algebra tipo H fijamos un producto interno con su respectiva accién J.

De (5.1]) obtenemos que
Jt=—J, (5.3)

z
Por lo tanto, (5.2)) es equivalente a que J, sea ortogonal para todo z € 3 de modulo 1.
De la polarizacion de (5.2) surge que

Jodw + Juwd, = =2(z,w)Id
En particular, cuando z y w son ortogonales,

) S (5.4)

37
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Otras propiedades que se derivan de las anteriores son [CDKR2]:

(Jox, Jy) = (z,2)(z,y) (5.5)
(Jox, Jyx) = (z,w)(x, ) (5.6)
[z, J.x] = (x,2)z (5.7)
(2, J29] + 9 Joa] = 2(2,9) (5.8)
[z, Joy] = —(z, 2)r=([2, 9]) (5.9)
donde 7, es la reflexion con respecto al hiperplano 2.
Proposicion 5.1.2. Si z y 2/ son ortonormales entonces
(Lo dyx,y] + (@, JoJoy) = =2([z,y], 2') 2 + 2([2, y], 2) 2" = 2d, ([, y]) (5.10)
donde d, . es la transformacion lineal antisimétrica que verifica d, . (z) = 2, dzyzr(z’) = -z
. (({z, ZHH) =0.
Demostracion. Reemplazando en (5.8) = por J,.x obtenemos:
[z, Lyl + [y, JoJox] = 2{[z,y], )z (5.11)
Si en cambio reemplazamos z por 2’ e y por J,y:
[z, J Ly + [ Ly, Joz) = —=2([x, 9], 2)2’ (5.12)
Sumando miembro a miembro (5.11)) con (5.12)) y aplicando (5.4) resulta (5.10). O

Sea m = dim 3 y C(m) el algebra de Clifford C(3,—(.,.)). La accién J en v se extiende a una
representacion unitaria de C'(m) en v, es decir, v es un C(m)-modulo. Reciprocamente, a partir
de un C(m)-mo6dulo podemos construir un algebra de tipo H con centro de dimension m. Se dira
que el algebra es irreducible o isotipica si la representacion de C'(m) es irreducible o isotipica,
respectivamente.

Se sabe que si m = 0,1,2 (mod4) entonces C(m) es un algebra simple y hay una tunica repre-
sentacion irreducible de C'(m) [Sa], entonces todo C'(m)-moédulo es suma directa de una cantidad
finita de estas representaciones. Entonces toda algebra de tipo H cuyo centro tiene dimensiéon
m = 0,1,2(mod4) es isotipica y queda univocamente determinada por m y el nimero de represen-
taciones irreducibles que componen a v. Por lo tanto el algebra serd denotada por b4, ) donde
d = d(m) es la dimension del C'(m)-mo6dulo irreducible y n es el niimero de representaciones irredu-
cibles que componen a v. En el caso m = 3 (mod4), C(m) es suma directa de dos dlgebras simples y
tiene dos representaciones irreducibles no equivalentes de la misma dimension real. Si {z1,..., 2, }
es una base ortonormal de 3 entonces en una representacion J,, J,, ... J;, actia como Id y en la otra
como —Id. Sin embargo, estas representaciones dan lugar a algebras tipo H irreducibles isomorfas
(por un isomorfismo que actia con determinante —1 en 3). Pero cuando b no es isotipica, su clase de
isomorfismo no solo depende de la cantidad de representaciones irreducibles que componen a v sino
cuantas hay de cada tipo. En este caso al algebra de tipo H la notamos por bg(,+4n—),m) donde nt
vy n~ son las multiplicidades de las representaciones irreducibles de cada tipo que componen a v.
Vale la pena observar que h(g(n+4n—),m) €8 isomorfa a bg(,—4n+)m) Por lo que al algebra isotipica
la denotamos gy, ). Reescribimos la tabla I de [Sa] donde se tienen explicitamente las &lgebras
C(m) y las dimensiones de sus representaciones irreducibles.
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m 8k 8k +1 8k + 2 8k + 3
C(m) M(2% R) M@2% C) [ M(2% H) M(2% H) & M(2* H)
dim rep. irred. 24k 24k+1 24k+2 24k+2
m 8k + 4 8k +5 8k + 6 8k + 7
C(m) MQ¥H) [ M(2%+2,C) | M(2%+3,R) | M(2%+3 R) © M (2%%+3 R)
dim rep. irred. 24k+3 24k+3 24k+3 24k+3

El 4lgebra nilpotente que se obtiene de la descomposicién de ITwasawa de un algebra semisimple
real de rango split uno es de tipo H y se denomima de tipo I-Iwasawa. Estas &dlgebras fueron
clasificadas, son las dlgebras de Heisenberg reales, §oy, 1), las dlgebras de Heisenberg cuaterniénicas
B(an,3) ¥ €l algebra tipo H irreducible con centro de dimensién 7, hg 7) [CDKR].

Veamos que estructura tiene esta dlgebra g° = Derg,(n).

En primer lugar observamos que toda algebra tipo H (como toda algebra graduada) tiene una
derivacion definida por A, = Id y A|; = 2Id ala que denominamos dilatacién. Ademas, por (5.10)),

las transformaciones:
Sy
Zdz,z/

son derivaciones antisimétricas, para z y 2z’ ortonormales en 3. Es facil ver que el espacio vectorial
generado por estas derivaciones es una subalgebra de g°, y la restriccion a 3 determina un isomorfismo
de esta con so(m).

Por otro lado, las derivaciones que acttan trivialmente en el centro forman un ideal de g° que
denotaremos por Derg(n).

Lema 5.1.3. Toda d € g° actia en 3 como un miltiplo de la identidad mds una transformacion
antisimétrica.

Demostracion. Sean z € 3 y © € v, ambos de norma 1,

(dz, zy = (d[z, J,x], z)

= ([dz, J x|, z) + ([x,d],z], z)
= (Jdz, J,x) + (J,x,dJ,x)
=

dr,x) + (J,x,dJ,x)

Si {z;}; es una base ortonormal de v, {J,z;}" ; también lo es. Evaluando la anterior expresion
en cada x; y sumando obtenemos que:

D (dz,2) = (dwi,xi) + Y (Jowi, dJoai) = 2Tr(dly)
i=1 i=1 i=1
Si A = 2Tr(d|,) (que es independiente de z) tenemos que ((d — A[d)z, z) = 0. O

De este lema se concluye que:

Proposicion 5.1.4. g° es isomorfa al producto semidirecto (a © so(m)) x Derg(n) donde a es el
dlgebra abeliana unidimensional generada por A.
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Esta proposicién también es consecuencia de [Sal] donde se determina explicitamente el grupo
de automorfismos de un algebra de tipo H. En particular, a partir de la proposicion 2.1 de [Sa]
podemos determinar exactamente que algebra de Lie es Derg(n) en cada caso.

A continuacién, presentaremos algunos resultados sobre derivaciones y automorfismos que seran
de utilidad en la préxima seccién.

Proposicién 5.1.5. La parte simétrica y la parte antisimétrica de todo elemento de g° son también
elementos de g°.

Demostracion. Basta ver que si d es una derivacion entonces d’ también lo es.
d es derivacion si y soélo si:

Jyr, = J.d+dJ, (5.13)

para cada z € 3. Si multiplicamos esta ecuaciéon a derecha y a izquierda por J,:

JJgr g, = —(z,2)(dJ], + J.dT) (5.14)

De y (5.4) obtenemos que Jyr,J, = J.Jg, y por lo tanto:
Jg. =dJ, + J.d" (5.15)

es decir, dT es derivacion. O

El siguiente resultado no se halla en la bibliografia y es fundamental en la siguiente seccién.

Proposicion 5.1.6. Los automorfismos ortogonales de un dlgebra tipo H actian de manera irredu-
cible en v.

Demostracion. Por (5.9)), toda algebra de tipo H tiene como automorfismo a:

(")

para cada z € 3. Estos generan un subgrupo de automorfismos ortogonales denominado Clif f(m)
y su accion en v coincide con la de accion de C(m). Luego, si el dlgebra es irreducible, la accion de
los automorfismos en v es irreducible.

Si el algebra no es irreducible, consideremos vy y ve dos subrepresentaciones irreducibles de
v, luego vy @ 3 v vo B 3 son subdlgebras tipo H irreducibles y por lo tanto isomorfas. Entonces
existe un isomorfismo 6 : v @ 3 — vo @ 3 compatible con los productos internos de ambos espacios.
Definimos el automorfismo ortogonal © : g — g por @|3 =40, 0|, =0, 0|, = 0~'y ©| =Id
donde ¢ es el complemento ortogonal de vy @ v B 3. Como vy v by son arbitrarias queda probada la
proposicién. 0

Proposicién 5.1.7. Sin es irreducible y dim g=2 = 3,5,6,7 (mod 8) entonces toda derivacion de n
es un multiplo de la dilatacion mds una derivacion antisimétrica. Es decir, el producto interno tipo
H en n es dnico salvo miiltiplo por constante.
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Demostracion. Suponemos por el absurdo, usando5.1.4]y que n tiene una derivacion simétrica
S que acttia trivialmente en el centro y anticonmuta con los operadores J,. Si A es un autovalor no
nulo de S con autoespacio gy C g~ ! entonces .J,(gy) = g_» es el autoespacio de S de autovalor —\.
Por la irreducibilidad de n, tenemos que g~! = g) ® g_, v ambos autoespacios son invariantes por
los operadores J,.J.» para z, 2’ € g~2. Entonces g, (al igual que g_») admite una representaciéon del
algebra de Clifford par C*(m) = C(m—1). Esto quiere decir que las representaciones irreducibles de
C(m —1) tienen dimensién menor que las de C'(m) y esto ocurre si dim g=2 = 0,1,2,4 (mod8). O

5.2. Prolongaciéon de las algebras tipo H

Teorema 5.2.1. La prolongacion total, subconforme y subriemanniana de un dlgebra de tipo H es
trivial salvo en los casos descriptos en el cuadro

Cuadro 5.1: Prolongacion de algebras de tipo H

Algebra de Lie Subconforme Total
bean, 1) su(n+1,1) Infinita
Ban,2) trivial Infinita
b(4n,3) 5p(n+171) 5p(n+171)

Bant+an-,3) trivial sp(nt +1,n" +1)

b(8n,4) trivial sl(n + 2, H)
b, 7 FII FII
b(167 8) trivial EIV

donde n, n™, n~ € N.

Como corolario se obtiene la lista de las algebras de tipo H que son subélgebras de Iwasawa de
grupos semisimples de cualquier rango real (una observacion de Fulvio Ricci sobre esta cuestion fue
muy Ttil en la demostraciéon del teorema [5.2.1)). Las mismas son:

Subalgebra de Iwasawa Algebra semisimple Rango

h(2n, 1) 5Ll(TL + 1, 1) 1
B an, 3) sp(n+1,1) 1
b(s, 4) sl(3, H) 2
b, 7) FII 1
b(16,8) EIV 2

La demostraciéon del teorema [5.2.1| estard compuesta de una serie de lemas y proposiciones.

Proposicion 5.2.2. Sin es un dlgebra de tipo H con centro de dimension mayor que 2 entonces
bl(n) =0 i.e. si w € g' verifica [w, z] = 0 para todo z € g~2 entonces w = 0. Por lo tanto, n es de
tipo finito.

Ver Teorema 3 en [OW] y
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Proposicion 5.2.3. Dados m, n € N, si la prolongacion de b4y m) (b(d(ﬂr(n_r))’m) para todo 1 <
r < n) es trivial, entonces la prolongacion de Yian m) (0(d(r+n'—r)),m) para todo 1 < r < n') con
n' >n es trivial.

1

2 1

Demostracion. Sean = g~2 @ g~ ! un algebra de tipo H con dim g~ = d.n’ tal que
n' >nyseaw € g'(n). Veamos que w = 0.

2 1

=mydm g~

Sea z € g2, consideremos h~! C g~! una subrepresentaciéon de dimensién d.n, i.e. suma directa
de n subrepresentaciones irreducibles de g=! . Luego h = g72 @ h~! es una subalgebra de tipo H de
n con centro de dimensién m y dim h=! = d.n. Por hipétesis, g*(h) = {0}. Ademas observemos que
gl=b'dctalque [p~ !¢ =0

A partir de w, podemos definir @ € g'(h) por:

donde pry-1 es la proyeccion de g lenbh!paralelaacy pryo €s una proyeccion de g% en Y, definida
por:

pryo(d)(z) = d(z)siz€ g2

pryo(d)(z) = pry-1(d(z)) siz € h!
para todo d € g'.
Es facil ver que priyo(d) € b y que w € g*(h). Luego, w = 0y por lo tanto w(z) = pry-1(w(2))

0. Como h~! es suma de n subrepresentaciones irreducibles arbitrarias de g !, tenemos que w(z) = 0.
De [5.2.2| concluimos que w = 0. O
Veamos que forma tienen los elementos de g' para un algebra de tipo H.
Seaw € glyycg ! Porl5.1.3
w(y) = p(y)a+dy € g (5.16)

con a la dilatacion, dy € g¥ antisimétrica en g=2 y p € (g~ !)*. Esta funcional se puede representar
como p(y) = (T, y) para algin z,, € g~'. Entonces

(Tw(2),9) = {[0(), 9], 2) = (w()(2),2) = 20(0) 22 = (2] 0.

Donde en la segunda igualdad usamos el hecho que w € g' y z estd en el centro, y en la tercera
igualdad usamos (5.16).
Luego
w(z) = =2,y zeg? (5.17)

w(y) = (Tw, y) a +dy yeg (5.18)

2

Proposicién 5.2.4. Si dim g=2 > 3 y la dimension de Derg(n) es menor que dim g2 entonces la

prolongacion de n es un dlgebra stimple o es trivial.
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Demostracion. Supongamos que gt # {0}.

Consideremos

Uy:gl =g,

definida por
Uy (w) = 2y
con x,, dado en W, es lineal, veamos que es un isomorfismo de espacios vectoriales.
Si Uy (w) = 0 entonces w(z) = —2J,¥;1(w) = 0 para todo z € g~2 y por se concluye que
w = 0.
El grupo G = Autg,(n) acttia en g por conjugacion. Mas precisamente si A € G y w € g,
definimos A - w € g' por:

A-w(z) = Aw(A™12)sizeg™?
A-w(x) = Aw(A'2)A sizeg?

En particular, si A es ortogonal tenemos que:
A-w(z) = A(w(A™12)) = —24(Jg-1,1y) = —2J,AX,,
donde la ultima igualdad se verifica porque A es automorfismo ortogonal. Es decir:
Ui (A-w) = AT (w)

o sea, U1 es equivariante con respecto a la accién de los automorfismos ortogonales. Por
concluimos que la imagen de ¥y es {0} o g~!, pero como es inyectiva debe ser sobre.

Sea v € g2, de manera analoga a lo anterior tenemos que:

v(z) = (2y,2) a + € zeg 2 (5.19)
y, como W es biyectiva,

v(y) = U1 (o)) yeg . (5.20)
donde EV € g% es antisimétrica en g=2 y ¢ : g~' — g~! es una transformacion lineal. Definimos
ahora el mapa lineal

U, : 92 — 972

por Us(v) = %zv. A continuacién probamos que este mapa también es biyectivo.

1

Fijamos = € g~! con |z| = 1, definimos ¥_5 : g=2 — g2 por:

Woo(2) = U7 (2), U7 (o)
Tenemos que:

(W7 (@), U7 (L)) () =W (@) O (L) () — Wy (L) Uy () (2)
=0 (@) (2] Jx) — O (Ja) (—2J.0)

—1 —1
=—2 <$‘, szjz$> a—+ d?éj(,w}zx +2 <sza leiL'> a— dféJ(/szx))

=(4z,7'ya + d;
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Es decir que Wy (V_5(2)) = 2.

Por otro lado, si Wo(v) = 0 se tiene que v(z) es antisimétrica en g~2 para cada z € g~—2. Entonces
(v(2)(2"), 2") verifica el lema y v(z) actta trivialmente en en el centro i.e. v(z2) € Derg(n) para
todo z € g~2. Por hipotesis existe 0 # 2z € g2 tal que v(z) = 0 = v(2)(z) = 0 Ve € g7 =
v(z)(2) =0 = U (p(x)(2) = 0= —2J,0(x) =0 = ¢(z) = 0 Vo € g~'. Entonces, v =0 en g~
y como g~ ! genera n, v = 0.

Consideremos ahora u € g°. Si z € g72, u(z) = ¥;'(a(2)) para cierta transformacion lineal
a:g? =g ltysizeg ! ulx) =V (B(x)) con B:g~' — g2 lineal.

Observamos que para z, 2’ € g~2,
—2J.a(z) = U (a())(2) = u(Z)(2) = u(2)(z') = ¥ (a(2))(2) = —2Jza(2)
. En el caso que z y 2’ sean ortonormales obtenemos, por (5.4):
Joa(z) = —Jua(Z)
Pero, como dim g~2 > 3, podemos encontrar z, 2’ y 2" ortonormales:

Ja(z) = —Jya() = Jra(z") = —J,a(2)

Concluyendo que o = 0. Pero entonces u(z) = 0 cualquiera sea z € g~2, y

0 = u(=)(x) = u(x)(2) = (B(x), 2ha + '

Luego S(z) = 0. Es decir, u = 0.
Llegamos entonces a que
gm) =g og ' og’®g' ©g’

L (vesp. g72).

Para probar que g(n) = g es simple, veamos primero que es semisimple. Suponemos que tiene un
ideal abeliano a que contiene un elemento no nulo I € a. Obtenemos una contradiccién considerando
los siguiente cuatro casos.

l.L=z+xcon0#2e€g'yzecg?2 Luego

con la dimensién de g! (resp. g?) igual a la de g~

(01 (2), [z + @, Joz]) = |2* U_i(2)(2)) = =2|z|* Tz € a

para 0 # 2/ € g~2. Luego J, .z € a y, como a es abeliano, 0 = [z, J,.z] = \x|2 ', absurdo. Similar-
mente, si L = z # 0,
0# [V_i(x),2] =¥Y_1(x)(2) = —2J,x € a,

también una contradicciéon por lo ya visto.

2. L=z4+x+dcon0#dcg’,xcglyzecg? Comod#0, existe y € g~! tal que d(y) # 0.
Luego,

242+ d,y] = [z,y] +d(y) € a.

Del caso 1, también obtenemos una contradiccion.

3.L=z4+x+d+wcon0#wecgdecg’ xcglyzecg? Existe0#yc g ! tal que

w(y) # 0.
[z4+x+d+wy =[z,y] +dy)+wy) €a
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como en el caso 2.

4. L=z4+z+d+wH+vecon0#vecglwecg,dcg’,ocglyzeg? Seal#2 =
Wy (v) € g72, luego v(2') # 0.

[z+z+d+w+v,2] =d=)+w@) +v() €b,

reduciendo al caso 2.

Ahora consideramos un ideal simple b de g que contiene un elemento no nulo L = z+x+d+w+v €
b (donde la suma indica las componentes de L con respecto a la graduacion como antes). A partir
de L podemos encontrar un elemento 0 # 2z’ € bN g~2. En efecto, si 0 # v € g2,

[[L, 2], 20] = [[v, 2], 2] € N g™\ {0}

De manera similar se procede si w # 0, d # 0 0 o # 0. Ahora bien, si 0 # 2/ € bng=2 con |z| =1
entonces [2/, ¥_5(2')] = a+d € b para alguna derivacion d antisimétrica en g=2, luego 22 +d(z) € b
para cada z € g2, Como d(z) es ortogonal a z, se obtiene que g~2 C b. Ahora bien, para todo

x € gl Urt(x)(2) = —2J.2 € b, 0 sea g~! C b. De manera similar, si v € g2, v(p~ (x)) =
Ul (2) € by [N (a), U (J.2)] = U_o(2) € b, con lo que concluimos que g 2@ g~ ' @ g' @ g? C b.
Si suponemos que g tiene otro ideal simple ¢ y C' € ¢, entonces [C,g~2 @ g~'] = 0 y de esto se

concluye inmediatamente que C' = 0. Esto finaliza la prueba del teorema.
O]

Proposicion 5.2.5. Si la prolongacion de un dlgebra n de tipo H es simple, entonces es un dlgebra
simple no compacta de rango real menor o igual a 1+ donde r es la dimension de una subdlgebra
abeliana mdzima en Derg(n). En particular, si n es irreducible su prolongacion tiene rango real
menor o igual a 3.

Demostracion. El édlgebra es no compacta ya que la dilatacion A verifica que B(A, A) > 0 donde
B es la forma de Killing. De la demostracion del teorema 3.2.9 de [CS]], existira una involuciéon de
Cartan 0 de g tal que (A) = —A, o sea existe una descomposiciéon de Cartan g = £ @ p tal que
A € p. Si consideramos a una subalgebra abeliana maximal en p que contiene a A, a C g°. Los
elementos de a acttian en g2 de manera diagonalizable con autovalores reales, por concluimos
que a C ({A}) ® Dero(g). Lo que concluye la demostracion de la primera parte de la proposicion.

En la proposicion 2.1 de [Sal] se calculan los grupos de automorfismos de las algebras tipo H
que actian trivialmente en el centro, estos tienen algebra de Lie Derg(g). Vemos que en el caso
irreducible Derg(n) es s[(2,R), slr(2,C), su(2), u(2), un algebra abeliana de dimension 1 o es nula,
v sus subdalgebras abelianas tienen dimensiéon a lo sumo 2. O

Observacion 5.2.6. De la demostraciéon anterior se desprende que m = Ci(a) C g".

Corolario 5.2.7. Si dim g=2 = 5,6 (mod8) entonces la prolongacion de n es trivial.

Demostracion. Por la proposicién anterior, la prolongacién de n en el caso irreducible coincide con su
prolongacién subconforme que veremos que es trivial cuando dim g=2 = 5,6 (mod 8) en la siguiente
seccion. Por B.2.3] es trivial en el caso no irreducible también. O

A partir de los resultados obtenidos podemos calcular la prolongacion de toda dlgebra de tipo
H.
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= Casom=102.

Es bastante conocido en la literatura que la prolongaciéon de las algebras de Heisenberg reales
B2n,2n+1) ¥ complejas h4y 4n42) tiene dimension infinita. Daremos una prueba elemental de
este hecho.

Basta ver que existe 0 # d; € gi(b(gml)) y0#£E; € g"(h(4n72)) para todo ¢ € Z.

Para el caso de b, 1), consideramos una base del dlgebra {zi,yi,z : i :=1,...,n} tal que
[xi,yi] = z para i := 1,...,n y el resto de los corchetes es 0. Consideramos la derivacion

d € g°(han1):

d(z:) =d(y) =Y xr— > yp  d(z) =0
Definimos dy € gl(h(gml)) tal que:
di(w;) =di(yi) =d  di(2) =0
Si suponemos definido 0 # d; € gi(f)@n’l)), es facil comprobar que d; 11 dado por
dip1(zi) = diy1(yi) =di dig1(2) =0

verifica 0 # d;4+1 € gi+1(h(2n,l))'

Para b4y, 2), existe una base del dlgebra {z;, J;, Y, Jyi, 21, 22 1 i == 1,...,n} tal que [z;,y;] =
[Jyi, Jx;| = 21 ¥ [mi, Jys| = [Jxi,y;) = 22 para i :=1,...,n y el resto de los corchetes es 0.
En este caso tenemos las derivaciones E, F' € go(b(4n72)):

E(w) = E(y) =Y o —y g E(Jz;) = E(Jy) = ijk—ZJyk
k=1 k=1

E(Zl) = E(Zg) =0

F(z:)=F(y) =Y Jo,— > Jye  F(Ju) =F(Jy) = ka + Zyk
k=1 k=1
F(z1)=F(z2)=0
Como antes construimos Fq, F} € gl(b(4n,2)) tal que:

El({L‘Z) == El(yi) =F El(Jl‘l) = El(Jyz) =F El( ) = El(ZQ) 0
Fl(a:i):Fl(yi):F Fl(Jl’i):Fl(in):—E F1(21)2F1(22)20

e inductivamente F;y1, Fij41 € gi+1(f)(4n’2)) COmo:

Eit1(wi) = Eiy1(yi) = E; Eip1(Jx;) = Fi(Jy;)) = Ei Eiy(z1) = Eiy1(22) =0
Fipi(xi) = Fip(yi) = F; Fipi(Jri) = Fi(Jyi) = =By Fiyi(z1) = Fipa(z2) =0

Para una descripcion precisa de estas algebras infinitas ver [Kul.
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= Caso m = 3.
Sea k € N, consideremos el 4lgebra
sp(k+1n+1—k)={x e Myi2(H): 2"l = Iz}
donde z* denota la transpuesta conjugada de x e I es la matriz diagonal con las primeras k+1

entradas iguales a 1 y las restantes n + 1 — k iguales a —1.

Denotamos por E;; la matriz con la entrada (4, j) igual a 1 y el resto igual a 0. Sea H :=
Eigio+ Epio1 € sp(k+1,n+ 1 — k). Luego ad H tiene autovalores 2, 1, 0, —1 y —2 y sus
autoespacios determinan una graduacién de g dada por:

9% ={a(B11 — Egy2k12 + Erkra — Epg21) 1 a=1, j, €})
o’ =({a(F11 — Eryors2 — Bigyo + Eryo1) ta =1, j, €})
9 ' ={aF1j;—aEj1 —aBgioj —aEjpie:a=1,1,j, 8 2<j<k+1})

® ({—aF1; —aEj1+abp0j —aEjp0: a=1,1,), 8, k+3<j<n+2})
o' =({aE1; —aEj1 + aBryoj +aEjpi0: a=1,1,§, 6 2<j <k+1})
@ ({aE1j+abj1 +aFy2j —aEjp2: a=1,1,), 6, k+3<j<n+2})
O ={HY® {aE; —aEj;:a=1,1,},2<i<j<k+1Vk+3<i<j<n+2})
& {aEij+alj;:a=1,1,j, 6 k+3<i<n+22<j<k+1})
S {aEi;:a=1,i,82<i<k+1Vk+3<i<n+2})

Resulta que g2 @ g~! es un algebra de tipo H de tipo B (ak+4(n—k),3)- Por el Teorema 5.3 de

[Y] concluimos que la prolongacion de bgrta(n—r),3) es sp(k +1,n+1—k).
= Caso m =4.

Sea n € N, consideremos el dlgebra
sl(n+2,H) = {z € gl(n,H) : re(tr(z)) = 0}

En este caso, sea H := F11 — Epyon42 € sl(n + 2,H). Luego ad H tiene autovalores 2, 1, 0,
—1y —2, con autoespacios:

g 2={aE,1:a=1,i,j, €})
g’ =({aBint2: a=1,1,j, &)
g_1:<{an1: a=1,1,j,¢75=2,....,n+1})
& ({aBpi2j:a=1,1,j, % j=2,...,n+1})
o ={aEy:a=1,1,i,8j=2,....,n+1})
& ({aBjnin: a=1,1), & =2, nt1})
o’ ={H}Y) © ({Bjj — Bjsyn: j=1,...,n})
& {abjj:a=1),¢j=1,...,n+2})
EB<{CLE,-]-: a=1,1,j, &4, 7=2,...,n+1,i#j})

Como en el caso anterior resulta que g~ 2@ g~

es sl(n + 2, H).

es isomorta g, 4) y por lo tanto su prolongacion
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= Casom =171.

Ya hemos probado que el algebra irreducible b5 7) no posee derivaciones simétricas que no sean
multiplos de la dilatacion, y su prolongacion coincide con su prolongacién subconforme. Este
caso serd tratado en la siguiente seccién donde veremos que es un algebra simple de rango real
1, méas precisamente es la forma real no compacta de F'4 denominada F'I1 o también conocida
como f4(—20)(Ver pagina 717 de [Knl).

Ahora debemos analizar las algebras que provienen de considerar la suma de dos representa-
ciones de C(7). Estas son h(157) v hs4s7). En ambos casos la dimension de las derivaciones
que actian trivialmente en el centro es 1 [Sal y por lo tanto podemos aplicar la proposicion
[(.2.4] Si la prolongacion es simple podemos calcular su dimension. En efecto, el algebra de
derivaciones graduadas tiene dimension 23 (en ambos casos) y por lo tanto su prolongacion
deberia tener dimensiéon 7+ 16 +23 + 16 + 7 = 69 pero no existe ningin algebra de Lie simple
con esta dimensién. Por lo tanto la prolongaciéon en ambos casos es trivial.

Apelando a la proposiciéon concluimos que la prolongacién de las demaés dlgebras de tipo
H con centro de dimensién 7 es trivial.

s Caso m = 8.

Para el algebra irreducible b6 5), la dimension de las derivaciones que actian trivialmente en
el centro es 1. Se puede comprobar (calculando o computacionalmente) que la prolongacion
de esta algebra es no trivial y por lo tanto tiene que ser simple. Ademas la dimension de la
prolongacion es 84+164+30+16+8 = 78 y resulta la forma real no compacta de E6 denominada
EIV o ¢6(—26).

Para el algebra h(32g) también se puede aplicar (la dimension de las derivaciones que
actuan trivialmente en el centro es 4). Si su prolongacion fuera simple, su dimension sera
8+4+32+33+3248 = 113 y tampoco existe un 4lgebra simple con esa dimensién. Nuevamente
a partir de la proposicién se puede concluir que la prolongacién de todas las algebras de
tipo H con centro de dimensién 8 no irreducibles tienen prolongacién trivial.

s Casom > 9.

Veamos que en este caso la prolongacion siempre es trivial. Por basta probarlo para
las 4lgebras irreducibles. Los casos m = 9,10, 11,15 se resuelven por absurdo, calculando la
dimension de una hipotética prolongacion simple (112, 200, 209 y 392 respectivamente). Si
intentamos proceder de la misma forma en el caso m = 12 obtenemos 124 1284-66+4128412 =
351 que es la dimension de cualquier forma real de Byg y de Ci3. El siguiente par de lemas
resuelven todos los casos. Recordar que para m = 13,14 ya fue probado en [5.2.7

Lema 5.2.8. Sim =12 0o m > 16 entonces 2(dim g° — 1) < dim (g 2 ® g 1).

Demostracién. Sim = 12, entonces 2(dim g —1) = 140 y dim (g 2@ g~ ') = 12 + 128 = 140.
Como g esta generado por so(m) (algebra de Lie de Pin(m)), la dilatacién y las derivaciones
que actuan trivialmente en el centro, tenemos que:

(m—1)

dimgl —1< 5 T 6

Ya que vimos en la demostracion de que en el caso irreducible la dimension de Dery(g)
es a lo sumo 6.



49 5.3. Prolongacién subconforme y subriemanniana de las algebras tipo H

Por otro lado, 2[%771 es una cota inferior para la dimensién de las representaciones irreducibles
de C(m), entonces:

dim (g 2@g ') > 2" 1 4 m
Por induccién (separando en m par y m impar) se prueba que para m > 16:

m(m — 1)

s +6<2 T pm

O]

Lema 5.2.9. Sig=g 20 g ' @ g’ ® g' © g? es un dlgebra simple graduada no compacta de
dimension mayor o igual a 351 y rango real a lo sumo 3 entonces 5(dim g — 1) > dim g.

Demostracién. Como a®m C g, basta probar que 5(dim m) > dim gy para ello recurriremos
a la clasificacion de las algebras simples reales y el célculo de sus respectivas subdlgebras m.
Primero observamos que, por la hipotesis del rango y la dimensién, el algebra debe ser no
compleja. Entonces debe ser una forma real no compacta [Knl.

Consideramos dos casos, g es una forma real de A,, con m > 18 o es una forma real de B,
C, od, conn>13.

En el primer caso, g = su(p,q) con 1 <p <3y p+q > 19. Como m = RP G su(q—p), tenemos
que:

5(dim m) —dim g > 5((¢ —p)* = 1) = ((p + ¢)* — 1) = 4p” + 4¢° — 12pg — 4
= 4(p* — 1) + 4q(q — 3p)
Solo basta observar que ¢ > 3p, por las condiciones que estos verifican.

Si g es una forma real de By, C,, o d,, con n > 14 entonces g = so(p,q) con 1 < p < 3y
p—;q >13,0g=sp(p,q) con 1 <p<3yp+q>13.Sig=s0(p,q) entonces m = s0(q — p) y:
: : 5 1
5(dim m) —dim g > S(¢ —p)lg—p—1) -~ 5(a+p)a+p—1) 2 2¢° — 6gp — 2q
=2¢(¢g—3p—1)>0

Si g = sp(p, q) entonces su(2)? ®sp(q — p) y:
. . )
5(dim m) —dim g > 5(¢ —p)(2(¢ —p) = 1) = (¢ +p)(2(¢ +p) ~ 1) 2 2¢% — 6gp — 2¢
=2q(4g—12p—3) >0
]

5.3. Prolongacién subconforme y subriemanniana de las algebras
tipo H

Fijado un producto interno tipo H en un algebra n podemos considerar los pares subrieman-
nianos y subconformes (n,g%.) y (n, g%.). De tenemos que g2, es la subalgebra de derivaciones
antisimétricas de n que preservan la graduacion y

gee =a® gy, (5.21)
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donde a es el dlgebra unidimensional generada por la dilatacion A.

Ya vimos que la prolongacion del par (n, g%.) es trivial y el par (n, g%.) es de tipo finito.

Teorema 5.3.1. Sean =g 2@ g~ un dlgebra de tipo H y sea g%, como en .

(i) Sin es de tipo 1-Iwasawa con dlgebra semisimple asociada g, entonces Prol(n,g’.) = g;

(ii) Sin no es de tipo 1-Iwasawa, entonces Prol(n,g2.) =g 2@ g ! @ gl.

Demostracidn. (i) es inmediato del teorema [2.2.6]
Para (ii), la prueba es similar a la de la proposicion con algunas modificaciones.

Primero observamos que n es de tipo 1-Iwasawa cuando dim g=2 = 1 o 2 (4lgebras de Heisenberg
reales y complejas), por lo que suponemos que dim g=2 > 3.

Cuando se prueba que Wi es sobre hay que observar que la acciéon del grupo de automorfismos

graduados ortogonales de n en g¥ deja invariante a g?,..

Como ya no se verifica la hipotesis que la dimensiéon de g=2 es mayor que la dimensién de Derg(n)

debemos modificar la prueba de que Wy es inyectiva. Si WUa(v) = %zv =0, se tiene que v(z) € g%,
para todo z € g~2. Como v(z) € g! para z € g~!, v(z) = U (p(z)) para algin endomorfismo
lineal p : g=' — gL

o([z,y]) = v(@)(y) —v(y)(z)

Como v([z,y]) € g, tenemos que (p(x),y) = (p(y),z) i.e. p es simétrico.

Por otro lado

v de la definicién de ¢ sigue que

<Jz90(x)7 y> == <Jz()0(y)7 1,‘> >

Como J, es antisimétrico y ¢ is simétrico, esto implica que
Jo = pd,
Como en la prueba de se tiene que v(2)(z') =0V 2, 2/ € g~2. Tenemos entonces que

[v(z)(@),y] = [v(z)(y), 2] + v(2)([z, y]) [v(@)(2),y] = [v(y)(2), 2]
[Jzpz,y] = [J-0y, 2]
(Jodpz,y) = (S 20y, @)
(z, pJ.Jy) = (J 0y, )
= (LJopy,x) = (J Jpy, @)
= S dop =T

—
—
—
—

paratodoz, ycg lyz, 2 € g2
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Podemos considerar z y 2’ elemento no nulos ortogonales de g=2 y de (5.4 obtenemos

Jsz’SD = JZ’JZSD = _Jsz’QD

1

Como J, y J, son inversibles, ¢ = 0. Luego v(z) = 0 para todo z € g~', y v = 0.

El resto de la prueba sigue de manera idéntica, concluimos que
gngs) =9 @9 g’ g of’

es un algebra simple. De la demostraciéon de se tiene que g(n, g°.) tiene rango real 1 por lo que
g 2@ g~ ! es una subalgebra de Iwasawa de g, i.e. de tipo 1-Iwasawa. O

Observacion 5.3.2. Debemos mencionar que pruebas alternativas de y la Proposicién se
pueden obtener a partir de [Y, Lema 5.8].






Capitulo 6

Aplicaciones geométricas

En primer lugar presentaremos una familia de estructuras subconformes a las que denominamos
estructuras compatibles. Estas tienen simbolo de tipo H y por resultados de las secciones anteriores
tienen asociadas conexiones de Cartan normales.

Por otro lado analizaremos en detalle ejemplos de distribuciones con estructuras subrieman-
nianas y subconformes. Construiremos explicitamente conexiones de Cartan para distribuciones
subriemannianas de contacto en variedades de dimensién 3. Compararemos los resultados con los de
Hughen [Hul aplicando el método de Cartan, y mostraremos que existe una familia a un parametro
de conexiones de Cartan y conexiones lineales asociadas naturalmente a estas distribuciones.

Analizaremos luego distribuciones de dimensién 3 con métricas subconformes y subriemannianas
en variedades de dimension 5, obteniendo explicitamente el complemento canénico de la distribucion
y la conexién de Cartan normal. Calculamos su curvatura y su curvatura armonica, obteniendo los
invariantes fundamentales de estas estructuras.

Por dltimo estudiaremos las distribuciones de dimensién 4 en variedades de dimensién 6 con
meétricas subconformes compatibles donde obtenemos también explicitamente los complementos
canoénicos de la distribucion.

6.1. Estructuras subconformes compatibles

Definicién 6.1.1. Un algebra de Lie graduada g = g=! @ g=2 se dice no singular si para todo
0#x€g !, ad(z): gt — g2 es sobreyectiva.

Proposicién 6.1.2. Sea g = g~ ! @ g2 un dlgebra de Lie graduada. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. g es no singular.

2. Para todo 0 # \ € (g72)*, la forma bilineal (z,y) — N[z, y]) es no degenerada.

1

3. Fijado un producto interno en g~', para cada z € g=2, el operador J, : g~' — g~ definido

por:

(Lx,y) = (z,[z,y]) Va,yecg "

es no singular.

93
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Observacién 6.1.3. De la parte (3), resulta que las algebras de tipo H son no singulares. Ademaés,
dada un algebra no singular g = g~' @ g2 existe h = h~' @ h~2 algebra de tipo H con dim h=! =
dim g~! y dim h=2 = dim g~2. En dicho caso, se conjeturé que dim Aut, (h) > dim Aut,,(g) donde
la igualdad se da si y sélo si g es de tipo H. Esta conjetura fue probada para dim g=2 = 2 en [KT].

Definicion 6.1.4. Una distribuciéon D se denominard fat o de policontacto si su simbolo es un
algebra no singular en cada punto p.

Ejemplo 6.1.5. Recordemos que una distribucién de contacto D en una variedad M es aquella que
se puede representar como el nicleo de una 1-forma « de rango maximo, es decir, a A (da)’l‘C #0
donde 2k + 1 es la dimensién de M. Esto es equivalente a que da|y, : Dy X D), — R es no degenerada
en cada p € M. Como T,M /D, tiene dimension 1, por (2) de la Proposicion concluimos que
D es de policontacto. Es mas, las tnicas algebras no singulares, salvo isomorfismo, con centro de
dimension 1 son las algebras de Heisenberg reales oy, 1. Concluimos que una distribucién D en una,
variedad de dimension 2k + 1 es de contacto si y sélo si es de simbolo constante by, 1.

Sea D una distribuciéon de policontacto. Para todo A € (T'(M)/D)* no nulo definimos la 2-forma
no degenerada en D,

2
wy /\Dp — R,
wA(X,Y) = M([X, Y], + D(p))

donde X,Y son extensiones locales de X,Y. Una estructura subconforme g¢ en D se denomina
compatible si existe una métrica g en la clase de la estructura conforme que es compatible con las
wy’s para toda A € (T'(M)/D)*, en el sentido que los endomorfismos J) de D definidos por

g(Nz,y) = wA(X,Y)

satisfacen Jf = —I. En particular, D es una distribucién de policontacto.

Se deduce que

Proposicion 6.1.6. Una distribucion posee una estructura subconforme compatible si y sdlo si su
simbolo es de tipo Heisenberg.

Como la cantidad de algebras de tipo H con un dimension fija es finita toda distribucién con
una estructura subconforme compatible es genéricamente de tipo constante.

De la proposicién obtenemos el siguiente:

Corolario 6.1.7. Toda distribucion de simbolo constante n donde n es un dlgebra de tipo H irredu-
cible con centro de dimension dim g=2 = 3,5,6,7 (mod8) tiene una tinica estructura subconforme
compatible candnica

Una distribucion fat que posee una estructura subconforme compatible (de tipo constante) tiene
asociada naturalmente una estructura P° de tipo constante (n, g%.(n)) donde n es el dlgebra de tipo
H isomorfa al simbolo de la distribucion y g2, es la subalgebra de derivaciones de n que preservan la
graduacién y el producto interno salvo multiplo. Si n es de tipo 1-Iwasawa decimos que la estructura
es parabolica y si no decimos que es no parabdélica.

Sea G, el grupo de automorfismos de n que preservan la métrica subconforme cuya algebra de
Lie es g2. y G = G% x N donde N es el grupo de tipo H simplemente conexo con algebra de Lie n.
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Proposicion 6.1.8. Toda estructura subconforme compatible no parabdlica de tipo constante tiene
asociada candnicamente una conexion de Cartan normal de tipo (G, GY,)

Demostracion. Es consecuencia de y [p-2.1] O

6.2. Distribuciones subriemannianas de contacto de tipo (2,3)

Sea ha1 = g 2@ g ! el algebra de Heisenberg de dimensién 3. Como los automorfismos de h
acttian como GL(2,R) en g~! todas las 4lgebra subriemannianas (b, { , )) son isomorfas. Sea {z, y}
una base ortonormal de g~!, luego {x,y, 2 = [z, y]} es una base ortonormal de b.

Sea GO la componente conexa de la identidad de GY,, es decir, el grupo de automorfismos del

algebra graduada b cuya restriccion a g~! es una isometria y preservan la orientacién. En la base
{x,y, 2} los elementos de GY, se representan por

cos —sinf
sinf cos6 ,0eR

y su correspondiente algebra de Lie g, es

0 —«
a 0 , a €R
0

GY actiia en h de manera estandar y en g2, por la adjunta. Por la proposicion la prolon-
gacion de Tanaka de (h,g%.) es g = h @ g%.. En g consideramos un producto interno que extiende
el producto interno en b y tal que g2, es ortogonal a b (cf. Seccion [2.3)). GO, preserva este producto
interno.

Sea D una distribucién subriemanniana de contacto en una variedad M de dimensién 3 orientada.
En este caso, D es automaticamente de tipo constante subriemanniano (b, (, )). Sean X e Y campos
que, en cada punto p de un abierto U, definen una base ortonormal positiva de D,,. Sea 6 una 1-forma

que define a D en U, i.e. ker(f) = D y definimos
f5=df(X.,Y)

Es facil ver que fj es diferenciable y no depende de los campos X e Y seleccionados. Definimos la
1-forma

o— 1§
f5
Veamos que 0 no depende de la eleccion de 6. Si 6’ es otra 1-forma que define a D en U entonces
existe una funcion g tal que g = gé. Luego, do' = dg N\ 0+ gdé. Como 6 se anula en D, fo = 915
Concluimos que 6 solo depende de D y de la métrica subriemanniana. Podemos considerar entonces
el campo de Reeb Z asociado a 6. Es decir, el tinico campo que verifica

La distribucién generada por Z es un complemento canénico de la distribucién subriemanniana D.
Fijamos el marco {X,Y,Z} en U.
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Sean r{,7r2, 7. r3 e y f funciones en M definidas por

(X, Z] =riX +rY
Y, Z] = ryX +r3Y (6.1)
(X,Y]=Z+eX + fY

Podemos encontrar relaciones entre las funciones 71, 72, 7l 7“%, e v f usando la identidad de
Jacobi. De
(X, [V, Z]| + [Y,[2, X]| + [Z,[X, Y]] =0

obtenemos que:

r% + r% =0

Ze+ Xrs —Yri —erf — fri =0 (6.2)

ijLXT%*Y’I“%*eT%*fT%:O
Para todo p € U, m(p) = D(p) ® T,M/D(p) es el simbolo de la distribucién en p. Por hipdtesis,
m(p) es isomorfa a h como &lgebras graduadas, mas atn, (m(p),( , )p) v (h,(,)) son algebras
subriemannianas isomorfas. Luego, el fibrado P es el conjunto de pares (p,p) conp € My p: h —

m(p) un isomorfismo de lgebras graduadas tal que ¢[;-1 : g1 — D(p) es una isometria. P es una
estructura de tipo constante (b, g%).

0 9|, — _ (910 0 9 :
Para cada A € P7, sea g5[x = I)\(r) donde r = ((1J 00) base de gy,. 5 es un campo vertical
en P?

Podemos definir la siguiente seccién de P°:

o:U — P°
p = ®(p)=(p.op)

donde
pp(z) = X(p)
ep(y) =Y (p)
vp(2) = Z(p) + D(p)

Esta seccién nos define una trivializacion de P° dada por:

d:UxG — P°
(p,R) = 'i)(pvR):(p790p'R)

mediante la cual definimos coordenadas (p,) en PV.

cosf —sinf

Si Ry = (sine cos 0 ), entonces
1

(¢p - Rg)(x) = cos OX (p) + sin Y (p)
(#p - Ro)(y) = —sin 60X (p) + cos 6Y (p)

(¢p - Ro)(2) = Z(p) + D(p)
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A partir de la trivializacion <I> los campos X, Y y Z se levantan a campos en P que denomina-
remos X, Y v Z que Junto con 60 definen un marco de P?. Los corchetes entre estos campos verifican
las mismas relaciones ) que los campos en M y (X, 00] =Y, 886] Z, 89] = 0. Ademés, si f
es una funcién en M con51derada en P° entonces Xf = X f, vy andlogamente para Y y Z. Luego,
tenemos en PY la filtracion

D= () C D' ={XT. O} C D2=TP

Fijamos A = (p,0) € P°, o sea \ = ¢p - Rg. Las formas tautologicas parciales son:

:N 72 . T)\PO N g—2
wy H(X () = cosfx — sin Oy w2 (Z(\) = 2
wy MY (N)) = sin 0z + cos Oy w2 (D7 (V) = 0
1,0
" () =0

Todo par de subespacios horizontales es de la forma:
) = (KW ) ggh PO+ 000 g
H2(\) = ({Z) +a2(M)X () + b)Y () + DN}
para ciertas funciones a1, as, b1, by en P?. A este par de subespacios le corresponde la funcién

@Hl € Hom(gO,Dg()\)) P Hom(gfl,Dal()\)) P Hom(g*Q,T,\PO/Dg()\))

©M(z) = cosOX(N\)+sinfY (\) + (cosfai(\) + sin 6by (A ))g\
©M(y) = —sinfX(N\) + cosOY (\) + (—sinfa;(N) + cos Oby (A )) 0 |>\
P (z) = Z(A) +aa(NX(A) + b (MY (V) + DY(N)

2 0

e (r) = %b\

}Paraxeg y z € g2, loscamposX—

Calculemos la torsién del par H = {H ' H [
v Z =7+ aX + b2Y verifican las condiciones en y

cos0X + sinfY + (cosfa; + sin Gbl)g
ademas:

(X, Z] = cosO[X, Z] +sin [V, Z] — sinfazy Z + cos Oba Z = —sinfagZ + cos0beZ  (mod Dy )
Por definicién,

Cr(w,2) = &g (X, Z)(0) + Dy (V)
= (—sinfay + cosby)z

Analogamente, considerando el campo ¥ = —sin X + cos Y + (— sinfa; + cos 1%1) 5y obtenemos

Cy(y,z) = (— cosfag — sinObs)z
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Por otro lado,

A~ A~ ~

(X,Y]=Z+(e—a)X +(f —b)Y (modDY)

Cr(w,y) = & ' (pri([X, YI(N) + DY(N)))
=[(e— a1 —az)cosO+ (f — by — by)sinflx
+ [—(e—a1 —ag2)sinf + (f — by — ba) cos by

El operador de Spencer generalizado para la primera prolongacion es de la forma
8 : Hom(g™%,g7") @ Hom(g™',¢") — Hom(g"'®@g % ¢ %) ®Hom(g ' Ag "0}

Es inyectivo (ver [2.3.1]) y la dimensién del dominio coincide con la del codominio. Luego dp es un
isomorfismo y el tnico subespacio complementario de su imagen es ' = {0}. Entonces

CH€N<:>CHEO<:>CL1:€, blzf, as =by =0

Sea

O (z) = cosOX(N) +sinfY (\) + (cosbe + sin 0f) 0

26"
©M(y) = —sinfX(N\) + cosfY (\) + (—sinfe + cos 9f)§0\)\
() = Z(N)+DEM)

0
Hi _ 7
" (r) = g\

En este caso, el fibrado P! es isomorfo a P% y estd formado por las funciones ¢’ que se
proyectan al correspondiente A € PY. Esto concluye la primera prolongacién. Podemos pensar que
@M es un “marco” que “mejora” el dado por A. Para llegar a un marco real y obtener la conexion de
Cartan asociada a nuestra estructura debemos prolongar una vez més (para eliminar la ambiguedad
en o*1(2)).

El operador de Spencer generalizado de grado 2 en este caso es

O :Hom(g?,g") — Hom(g'@®g 2 g ")®Hom(g" ' Ag', g%

que tiene dominio e imagen de dimensién 1. A partir de cada complemento de la imagen de 97 que
sea invariante por la accion del grupo G9. = SO(2) podemos construir una conexién de Cartan
asociada a nuestra estructura. En particular, el complemento ortogonal, al que llamamos H, se
corresponde con la conexiéon de Cartan normal.

Como f(z) = r genera el dominio de 0;, entonces la funcion:

81f(27,2) = Yy
81f(y,z) = Z
alf(xay) = -

genera la imagen de 0. Luego obtenemos que:

gEH <~ _<g(x7z)7y> + <g<y7 Z),ZL‘> - (g(x,y),r> =0
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Como P! es difeomorfo a P° podemos identificarlos.

Las estructuras horizontales en en este caso tienen la forma:

B0 = (KO + el YO0+ F o))

200 = (120 + ) aplad)

donde ¢ es una funciéon en P? a determinar.

A partir de la condicion —(Cy(z, 2),y) + (Cu(y, 2),x) — (Cy(x,y), A) = 0y del calculo de la
funcién de torsion obtenemos que

r%—r%—l—Xf—Ye—eQ—fQ
3

CcC =

Arribamos de esta manera a un marco canénico en P que a su vez es invariante por la accién del
0 .
grupo estructural G,

r%—r%-l—Xf—Ye—eQ—ng’
3 96"
©"2(z) = cos OX (N) + sin Y (\) + (cos fe + sin Gf)ge\)\

P (2) = Z(\) +

M2 (y) = —sinOX () + cos Y (A) + (—sinfe + cos@f)aaeh

0
‘PH2(T) = %b\

La conexién de Cartan normal viene dada por la “inversa” de "2,

r%—7“%—i—Xf—Ye—eQ—f2

w(Z)=z— 5 "
w( A ) = cos Oz — sinfy — er (6.3)
w(Y) =sinfz + cos by — fr
0
w(%b\) =r

Su curvatura se descompone, segun (2.4), en una parte de grado 2:

r? —rd —2Xf +2Ye+2e +2f2
”
3
K2 (x, 2) = {—cos? Or] — cos@sinO(r} + r3) — sin® Ors } x

+{- cos® 97“% + cos 0 sin 0(7“} — T%) + sin? 97“% +cly

RQ(xa y) =

w2 (y, 2) = {—cos® Ord + cosOsin@(r} —r3) +sin?0r? — c}x

+ {—cos? Or3 + cosOsin O(rs +r?) —sin?Ori}y
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v una de grado 3:

K2 (x,y) =0

w3 (x, 2) = {(cos Or] + sinOrd)e + (cos Or? + sin Or3) f
—cosOXc —sinfYc+cosOZe +sin0Zf}r

w3 (y, 2) ={(—sin@ri + cosOri)e + (—sin rf + cos Or3 f
+sinfXc¢ — cosOY ¢ — sin@Ze + cos O Zf} r

Recordemos que la curvatura armoénica es la parte arménica de la curvatura que sigue siendo
un sistema de invariantes fundamentales de nuestra estructura. En el siguiente capitulo, calculamos
los grupos de cohomologia de b2 1 y sus formas armoénicas (cf. . En particular, se ve que solo
H??2 £ 0 por lo que la curvatura arménica tiene grado 2 y k3 puede descartarse. Mas precisamente,

r? —rd —2Xf +2Ye+2e% +2f2
”
3
ki (x, z) = (— cos? Or{ — cosOsinf(r} +rl) — sin? 6r3)x

+ (- cos? 97’% + cosfsinO(r] — 7“%) + sin? Gr% + o)y

ki(x,y) =

ki (y,z) = (—cos® Or} + cosOsin(rt — r3) + sin? 0r? — ¢)z

+ (— cos® 72 + cos Osin O(rs + r2) — sin? Ori)y

Los coeficientes de la P! forman un sistema de invariantes fundamentales de la estructura PV y
a partir de ellos podemos construir un sistema de invariantes fundamentales en M. En efecto, las
funciones

r? —rd —2Xf+2Ye+2e +2f?

61 = {rn(a,0). ) = : (6.4
¢2 =/ ((kr (2, 2), 2) — (kr (Y, 2),9))? + ((kr (2, 2),9) + (kE (Y, 2), 7))
= \J(r =132 + (13 + )2 (6.5)

estdn definidas en M y ademds a partir de ellas podemos reconstruir la curvatura armoénica. En
efecto, tomando una secciéon adecuada de P resulta,

k() = dur
pri(2,2) = £ cost! gaa + S (sindf 65— 61)y

1 1
kY, z) = 5(51119/ G2+ 1) x — 5 cos 0 gy

Teorema 6.2.1. Sea D una distribucion subriemanniana de contacto en una variedad M de di-
mension 3 orientada. Consideramos un marco X,Y,Z como en[6.]]

1. La conexion de Cartan normal asociada viene dada por .
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2. Un sistema de invariantes fundamentales de D es

72 —rl —2Xf+2Ye+2e% +2f2
b= +—2 3 (6.6)

b2 = \J(r] =132 + (13 +1})? (6.7)

3. D es localmente equivalente (alrededor de un punto p) a la distribucion invariante a izquierda
estandar del grupo de Heisenberg con la métrica subriemanniana invariante st y sélo si:

en un entorno del punto p.

Observacion 6.2.2. La eleccion del campo de Reeb al principio del proceso de prolongacion se hizo
dnicamente para simplificar los calculos, si partiamos de un campo Z arbitrario en la clase de [X Y]
modulo D el proceso se aplicaba de la misma forma arribando a la misma conexién de Cartan. El
campo de Reeb se obtiene naturalmente como la proyeccion de w™!(z) a TM, que junto con D
determinan la graduacion candnica de M dada por [£.2.9] Es mas, el campo de Reeb ya se obtiene
luego de la primera prolongaciéon como la proyeccion de @1 (z).

Veamos qué otras conexiones de Cartan podemos obtener si consideramos otros complementos
invariantes de la imagen de d;. Descomponiendo la representacion Hom(g '®g=2, g )@ Hom(g A
g7 1,g% de GY. = SO(2) en irreducibles vemos que Hom(g ! @ g72,g7!) @ Hom(g7' Ag~!,¢°) =
Ay @ 3Ap donde Ay es la representacion de dimensiéon real 2 que se obtiene de la representacion
compleja que resulta de multiplicar por 2% y Ag es la representacion trivial de dimension 1. La
imagen de 0; es una representacion trivial Ag y todo complemento invariante sera una representacion
de la forma Ao @ 24y con 249 C 3Ap complementario a la imagen de 0;. Por lo tanto, cada
complemento invariante se corresponde con un subespacio complementario a la imagen de 0; en la
componente isotipica 34g. Calculando vemos que estos complementos H,; estdn parametrizados
por a, b € R de manera que g € Hgyp iy solo si:

b(g(z,2),z) — (a = 1)(g(z,2),y) + (a — 1){g(y, 2), z) + b{g(y, 2),y) + 2a({g(z,y),r) =0

En cuyo caso:
2 1

ca:(1—a)7"1;"”2+a(Xf—Ye—eQ—f2) (6.8)

En todo caso la conexién de Cartan que obtenemos depende s6lo del pardmetro a € R y viene
dada por:

wa(X) = cosbx — sinfy — er
wa(Y) = sin Oz + cos Oy — fr
wa(Z) =z — cur

0
wa(%) =r

Recordando la Proposicion vemos que todas estas conexiones definen el mismo comple-
mento canoénico, i.e. el definido por el campo de Reeb. Sin embargo, determinan una familia unipa-
ramétrica de conexiones principales en P? canénicamente asociadas a nuestra estructura que a su
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vez inducen conexiones lineales canénicas en T'M dadas por:

VX =—eY VxY¥=eX VyX=-fY VyY=fX
VX =—c,Y VzY=c,X VZ=0

Su torsiom es:

TX,Y)=-Z T(X,Z2)=-rX+(ca—12)Y T,Z)=(—cq—rd)X —7r3Y

En la literatura de geometria subriemanniana aparece regularmente la conexién lineal que veri-
fica:
(X, 2),Y) =(T(Y, 2), Z)
que se corresponde con la dada por a = 1 [BEG] [HI]. No hemos encontrado referencias de esta
familia de conexiones en la bibliografia.

Supongamos ahora que M es un grupo de Lie de dimensién 3 y que D y la métrica subrieman-
niana son invariantes a izquierda. Podemos encontrar una base como en (6.1)) invariante a izquierda
y por lo tanto, los coeficientes de estructura y los invariantes fundamentales seran constantes. Sin
embargo, si estos invariantes no son nulos la estructura no es playa, i.e. equivalente a la distribucion
invariante a izquierda estandar del grupo de Heisenberg con la métrica subriemanniana invariante.
Ademas, dos de dichas estructuras son equivalentes si y sblo si sus invariantes coinciden (todas sus
derivadas son cero). Vamos a ver cudles son dichas estructuras en los casos que un tnico invariante
sea No Ccero.

1. ¢1 =0, 0sear? —rd +2e% +2f2 = 0. De las condiciones 1’ resulta que
frh = —erl
er? = fri
Supongamos que (e, f) # (0,0). Multiplicando ¢ por ef y reemplazando por estas identidades
obtenemos que r{ = —2ef, ri = 2¢% y r? = —2f2. Entonces,
(X,Z) = —2efX —2f?Y
[V, Z] = 2¢*X + 2efY
(X, Y]=Z+eX + fY

con ¢ = 2y/e2 + f2. Son algebras de Lie solubles de la forma (A) x R? con A € gl(2).

Supongamos ahora que (e, f) = (0,0). Entonces, r¥ = rl y

(X, Z] =riX 4+ 7Y
Y, Z] =riX —rY
X,Y]=Z

con ¢g = 24/(r1)2 + (r?)2. El algebra es isomorfa a s((2,R).

2. ¢o =0, luego ri =0y r? = —ri.
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con ¢ = 2(r? + e + f2).

Si r? = 0, el dlgebra es soluble,

[X,2] =0
[Y,Z] =0
[X,Y]=Z+eX + fY

con ¢1 = 2(e? + f2) > 0.

Sir? #0, por (6.2), e = f =0y ¢ = 2r?. Entonces, el algebra es semisimple. Més precisa-
mente, es isomorfa a s[(2,R) si 72 > 0y a su(2) si 72 <0

6.3. Distribuciones subriemannianas y subconformes de tipo (3,5)
Consideremos ahora el algebra 2-graduada fundamental no degenerada mzs = g~ 2 @ g~! con

—2 V= span{z1, 79,23} y definida por

g~ = span{z1, 22}, 9~

[T1,23) = 21 [w2, 23] = 22

Esta es el algebra dos pasos nilpotente fundamental no degenerada de menor dimensién que no
es de tipo H.

Sea G el grupo de automorfismos del dlgebra graduada mzo. En la base {z1, 220, 21, 22, 23} los
elementos de G° se representan por

ag bg

cg dg
a a’ab7cvdaeaf7g€R_{0}
c

b e
d f

g
y su correspondiente algebra de Lie g°,

a+g b

c d+g
a b e |,a,bc d e f,geR

c d f

g

La prolongacion de m3 o es de dimension infinita y esté calculada explicitamente en [Kul.

Podemos considerar ciertos subgrupos del grupo G°:

= Gg, el subgrupo de los automorfismos de m3 2 que preservan el subespacio generado por 3.

ag bg
cg dg
Gy ={

v ca,bc,d geR—{0}}

[SIERS

ST
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y su correspondiente algebra de Lie

a+g b
c d+g
,a, b,cd, g eRY

[a=}
=N o
I
~
(SIS

La prolongacion del par (ms 2, gg) es sl(4,R).

Definimos en m3 2 el producto interno ( , ) que resulta de considerar {z1, 22, x1, 22,23} orto-
normal y el producto interno subconforme correspondiente.

» GY., el subgrupo de los automorfismos de m3o que preservan conformemente el producto

interno en g~! y su orientacion.

p?cos® —p’sinf
p’sinf  p?cosf
GY ={ pcosf —psinf ,0,peRT}
psinf  pcosf

P

y su correspondiente algebra de Lie

26 —«

a 20

a2 ={ B —a , a, B € R}
a p
p
= GY., el subgrupo de los automorfismos de m3 2 que preservan el producto interno y la orienta-

cion de gt

cosf —sind

sinf  cosf
G% =1 cosf —sinf , 0 e R—{0}}

—sinf  cosf

y su correspondiente algebra de Lie
0 —«a

a2 ={ 0 —a , a € R}

Las prolongaciones de (m32,9%.) v (m32,g%) son ambas triviales, o sea, g'(ms2,9%) = {0} v
gl(ms2,0%) = {0} (cf. Proposicion [2.3.1)).
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Sea D una distribucién subconforme (o subriemanniano) de tipo constante subconforme (o
subriemanniano) (mge, ( , )) en una variedad orientada M de dimension 5. Luego existe una base
local de la distribucion {X1, X2, X3} compuesta por campos conformemente ortonormales en cada
punto (para toda métrica de la clase conforme son ortogonales y de la misma longitud) tales que

{Xl, X27X37 [leX?)]v [XQ? X3]}

es un marco positivo y:

(X1, Xo] = 1 X1 + 2 X2 + 3 X3 (6.9)
[Xl,Xg] =71+ $1X1 + 590 X9 + 53X3 ¢ D (610)
[XQ,Xg] =Zo+t1X1 +taXo + t3X3 ¢D (611)

Existen funciones rfj, éj, w; y vjconi,l=1,2y j,k=1,2,3 tales que

[Zi,Xj] Zl+u ZQJrT X1+T‘ X2+T X3 (612)
[Zl,Zg] = w141 +waly + 11X + v2Xo +v3X3 (6.13)

Observamos que la eleccién de los campos Z; y Zs es arbitraria entre los campos conguentes con
[X1, X3] v [X2, X3] médulo D. Luego de la primera prolongacion veremos qué eleccion es la méas
conveniente (como el campo de Reeb en la seccion anterior).

Desarrollaremos aqui el caso subconforme haciendo algunas acotaciones sobre el caso subrie-
manniano, que es analogo.

Como en el caso anterior construimos el fibrado P? que es una estructura de tipo constante
(m32,02), v definimos una seccién de P

o: M — P°
p = @(p)=(p,ep)
donde
ep(xi) = Xi(p)  ¢p(2j) = Zj(p) + D(p)

parat=1,2,3y j5=1,2.
p%cosf —p?sinf

2 o 2
. p~sinf p“cosf ., .
Si Ry = pcos® —psinf . la accion en el fibrado P° viene dada por:

—psin@ pcosf
o

( )(21) = p? cos 0Z1(p) + p? sin 0Zs(p) + D(p)
(¢p - Rg)(22) = —p*sinbZ,(p) + p* cos 0Z5(p) + D(p)
(pp - Rg)(z1) = pcos0X1(p) + psin0Xa(p)

(pp - Rg)(x2) = —psin X7 (p) + pcos 0 Xa(p)

(¢p - Ro)(z3) = pX3(p)

SDp'RG

=T~ T )
I T

Qomo antes, la seccion @ deNﬁne coordenadas (p, p,0) en PY y consideramos los levantamientos Xi,
Zj a PV de los campos X, Zjen M parai=1,2,3,j = 2 Entonces, la filtracion inducida en P°

es:

o 0 _ 0
D8:<{%,8fp}) C Dyl=({X1, X2, X3, =~

-2 _ 0
56°5,)) € Do =TP
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y las formas tautolégicas parciales

wal : Dal g w&Z : TpP0 — g2
wal(j(l) N Copsexl B 8129@ Wa2(21) - 0282921 - Sipn?em
wy ! (Xa) = Sinexl C089$2 wo 2(Z2) = Si,on2‘9271 C(,;S?HZQ
wy ' (Dg) =0

Fijamos ¢ = (p,p,0) € PY. En lo que sigue las funciones y los campos estardn evaluadas en ¢
pero lo obviaremos para simplificar la notacion.
Cada par de subespacios horizontales en ¢ es de la forma:
- 0 J - 0 0
H'=({X — o Xo4 b — 4+ byp—
({Xq +a189 +a2’08p’ 2+ 159 + 2'08p’
- 0 0
X il Il
3+ “15g =+ Czﬂap}>
H™2=({Z; + d1 X1 + daXo + d3 X3 + DY,
Zy + e1 X1 + ea X + e3 X3 + DJ})

Los cuales son representados por la funcién:
oM € Hom(s", D) & Hom(g ™", Dy") & Hom(s ™2, TP /DY)

@M (z1) =pcosOX| + psin0X, + (pcosba; + psin 9b1)% + (p* cos Bag + p? sin Hbg)g
P

@M (29) = — psinOX| + pcos0X, + (—psinba; + pcos 9b1)%+

(—p? sinBay + p* cos 0b2)86p

M (23) =p X3 + Pcl% + P2C2aap
@Hl(zl) =p?cos0Z, + p?sin0Z, + (p2 cos 0d; + p? sin 961))214—

(p? cos Ody + p?sin fes) Xy + (p? cos Ods + p? sin fez) X5 + Dy
@M (29) = — p?sin 02y + p? cos 0Zo + (—p? sin Od; + p? cos fe1) X1+

(—p?sinOdy + p? cos fez) Xo + (—p? sin Odz + p? cos fez) X3 + D)

Calculamos la funcién de estructura de este par de subespacios horizontales.

Cr(z1,21) =p(cos® Qut, + cos? Osin O(uiy + usy + usy) + cos Osin® O(udy + u2y + u3))
+ sin30u§2 —2cosfay —2sinf by — cosfds —sinfeg) 21
+ p(cos® G u?, + cos? Osin O(—uiy + uiy + udy) + cosOsin® O(u3y — ujy — ud;)

—sin® Qud, — cosfa; —sinfby) 2z
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Ch (22, 1) =p(cos® Qud, 4+ cos® Osin O(—ui, + udy + u3;) + cos Osin® (—uly — u2, + ud,)
- sin39u%2 +cosfaj +sinfb; +sinfds — cosfes) 21
+ p(cos® O u3; + cos? Osin (—uyy — uiy + udy) + cosfsin® O(ul; — usy — uiy)

+ sin® 9u12 —2cosfag — 2sinfby) 29

Cr (21, 22) =p(cos® O uly + cos® Osin O(—uly + udy + uiy) + cos Osin® O(—ud, — ui; + usy)
—sin®Qudy + 2sinfay — 2cos0by) 21
+ p(cos® B uly + cos? Osin O(—uty — u?; + udy) + cosOsin? O(ul; — udy — u3))

+sin®Qul; +sinfa; —cosfb; — cosfds —sinfes) z

Crr (22, 12) =p(cos® O ujy + cos® Osin O(—ujy — udy + u3y) + cos Osin® O(ui, — uiy — udy)
+ sin 9“11 —sinfay + cosOby) 21
+ p(cos® B udy + cos? Osin O(—udy — uly — udy) + cos Osin® O(uiy + udy + ul;)

— sin? 9u11+2s1n9a2 —2cosfby +sinf ds — cosfes) zo

Cr(z1,23) =p(cos® O(uls + dy) + cos O sin O(uds + uis + da + e1) + sin? O(uds + e2) — 2¢2) 21
+ p(cos® B(uly + dy) + cos O sin O(—uls + uss — dy + e2) — sin® O(uds +e1) — c1) 2o

Crr (22, x3) =p(cos? O(uss + e1) + cos O sin O(—uis 4+ us; — dy + ea) — sin? O(ui; 4+ da) +¢1) 21
+ p(cos® B(udy + e2) — cosOsinO(uls + udy + do + e1) +sin? O(uls + dy) — 2¢2) 2

Cy(z1,x2) =p(cosb(qr — a1 — b)) +sin (g2 — by + a2)) o1
+ p(—sinf(q1 — a1 — ba) + cos (g2 — by + a2)) z2
+ pg3 T3

Cr(x1,23) =p(—ca + cos? O(s1 —dy1) + cosOsinb(sy +t1 —dy —e1) + sin? O(ty — e2)) x1
+ p(—c1 + cos? O(sg — dg) + cosOsinO(—sy + ta + dy — e2) — sin? O(t1 — e1)) xo
+ p(cosO(s3 + ag — d3) +sinO(tz + by — e3)) x3

CH(SL‘Q, 563) :p(Cl + cos? 9(751 — 61) + cos 0 sin 9(*51 +to+dy — 62) — sin? 9(82 — dg)) T
+ p(—c2 + cos? O(ta — e2) + cosOsin@(—sy —t1 +da +€1) + sin? O(s1 —dy)) x2
+ p(—sinf(s3 + ag — d3) + cos O(ts + by — e3)) x3

Como g!(m32, %) = {0}, 0 es inyectiva por lo que su imagen tiene dimensién 12. Para obtener
la conexién de Cartan normal debemos considerar como condicién de normalizacion el espacio
ortogonal de dicha imagen. Obtenemos entonces un sistema lineal no singular de 12 ecuaciones con
12 incognitas (que es exactamente el dado por las 9 ecuaciones a y las tres dadas en
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(7.10))) cuya solucion es
% 5 1, 1
a1 = + *4153 ~ gtz 7 + = 7 + o122
1 1, 2,
a2 == g2~ g8+ Ui — Uy + SUG
25 1,
by = =512 = 5,53 + gUa + 142 o
1 1 1, 1 2
by = =180~ 6t3 + gl22 ~ 18“11 + cup
S9 — tl — u%3 + u%3
Cl1 =
4
S1 +ta + u%g) + ugg
co =
6
7 to — bul 2
gy =151t 12“13+“23 (6.14)
2
S u
dg — 2 5 13
d 7 + 11 L + + ==
=— — 83— —u? u
BT T T gy T gt 12
PR
€1 = 1 — Uss
2
. _s1+ Tty + u%g — 5u§3
2 12
7 1
e3 = 72Q1+ 4 9U12+ U21+

De esta manera finalizamos la primera prolongacién. Si proyectamos (1

un complemento canénico de D:

D2 = ({Z1 +d1 X1 + do X2 + d3X3, Za+ e1 X1 + eaXo + e3X3})

~2) a M obtenemos

Este complemento generaliza el campo de Reeb para estructuras de distribuciones métricas subcon-

formes.

Pero entonces podemos elegir, en un principio, los campos Z; y Z3 en este complemento, en cuyo
caso, di = do = d3 = e; = eg = e3 = 0. Es decir, consideramos que los coeficientes de estructura en

y verifican las condiciones:

L3 1
U3 = 531 + §t2
uiz = so
upz =ty

, 1 3
U23 = 531 + §t2

Tq1 + 33ts — Suly + 18ud; + 11u?, + 21u3y =0
Tqa — 33s3 + 8u3; — 18uly —

1ludy — 21u}; =0

(6.15)



69 6.3. Distribuciones subriemannianas y subconformes de tipo (3,5)

En el caso subriemanniano, se obtienen las condiciones:

1
U13 = 851
2
U13 = 89
1
U9z = tl
2 (6.16)

1 + 3ts + 2ujy +udy +3udy =0

2 1 1
qo — 383 - 2U12 — Ugy — 3u11 =0

Proposicion 6.3.1. Sea D una distribucion de dimension 3 en una variedad de dimension 5 con
una estructura subconforme de tipo constante (mzo,( ,)¢) y sean X1, Xo y X3 campos en D que
forman una base conformemente ortonormal en cada punto de de un entorno U. Entonces existen
inicos campos Zy y Zo congruentes con [ X1, X3] y [Xo, X3] mddulo D respectivamente tales que:

(120, X5, 20) =2 (10, X5, X0) + 5 (X, X, X0)
(71, X3], Z2) =([X1, X3], X2)
(22, X3], Z1) =([X2, X3], X1)
(122, Xs), Z2) =3 (X1, X], X2) + 5 (1 Xz, X, Xa)
([X1, Xo], X1) = — ?<[X27X3],X3> + §<[Z1,X2], Z1) + $<[Z2,X1], Zh) — %([Zl,Xl],Z2>
— 3([Z2, X2], Z2)
8

([X1, Xo], X2) =§<[X1,X3],X3>
+ 3([Z1, X1], Z1)

7<[Z27 Xi], Z2) + 178<[217X2]7 Za) + 171([227)(2}7 Zv)

donde ( , ) es la métrica en U en la cual {X1, Xo, X3, Z1, Zo} son ortonormales. En este caso, la
distribucion generada por Zy y Zs es invariante por los difeomorfismos que preservan la estructura
subconforme.

Proposicién 6.3.2. Sea D una distribucion de dimension 8 en una variedad de dimension 5 con
una estructura subriemanniana de tipo constante (mz2,( , )) y sean X1, Xo y X3 campos en D que
forman una base ortonormal en cada punto de de un entorno U. Entonces existen tinicos campos
Z1 y Za congruentes con [X1, X3] y [X2, X3] mddulo D respectivamente tales que:

(21, X5, Z1) =([X1, X35], X1)

(21, X3], Z2) =([X1, X35], X2)

(22, X3], Z1) =([X2, X3], X1)

([Z2, X3], Z2) =([X2, X3], X2)

([X1, Xo], X1) = — 3([Xa, X5, X3) — 2([Z2, X1), Z1) — ([Z1, X1], Z2) — 3([Z2, X3], Z2)
([ X1, Xa], Xo) =3([X1, X3|, X3) + 2([Z1, X2, Z2) + ({[Z2, Xo|, Z1) + 3([Z1, X1], Z1)

donde ( , ) es la métrica en U en la cual {X1, Xo, X3, Z1, Zo} son ortonormales. En este caso, la
distribucion generada por Zy y Zy es invariante por los difeomorfismos que preservan la estructura
subriemanniana.
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El complemento subconforme es trivialmente invariante por las transformaciones que preservan
la estructura subriemanniana por lo tanto es canénico. Sin embargo, el complemento subriemanniano
obtenido no coincide con este en general, lo que indica que en este caso hay mas de un complemento
cano6nico. En cierto sentido, podemos decir que la prolongacién normal nos da uno més “simple”.

Como en la secciéon anterior identificamos P y P'. Los espacios horizontales en P! son de la
forma;:

0 0 0
+ b2pafp X34 c1o: + Czp%}>

0
H™ <{X1—|—6L1 20

89

o - o )
H™? Z -, Z — —
={{ 1+f1 gt ey, Lot agst oy )

0 4 0
+ CLQP%, Xo+ 51%

donde las funciones a;, b; y ¢; fueron determinadas en la primera prolongacion.

El fibrado P? estara compuesto por funciones de la forma:

oM € Hom(g°, DY) @ Hom(g™*,Dy') @ Hom(g™%, TPP)

©"2(x1) = pcos X, + psin X, + (pcosfa; + psin 9b1)%

0
+ (p? cos Bag + p? sin Hbg)a—p

~ ~ 0
©"2(x9) = —psin X, + pcos Xy + (—psinba; + pcos (%1)80

. 0
+ (—p?sinfag + p? cos Gbg)a—p

0
Ho — X 2. Y
P (23) = pX3 + perg, +p 5,
0
©2(z1) = p*cos0Z; + p*sin0Zy + (p? cos 01 + p?sinfg;) —

00

+ (p3 cos O fy + p®sin 992)(;1

012 (29) = —p? sin0Z, + p*cos0Zs + (—p?sin @ f1 + p? cos 991)889

+ (—p3sin b fy + p cos «992);}/)

con f; v g; a determinar.

En este caso el dominio y la imagen de J» tienen dimensién 4 y al considerar su complemento
ortogonal obtenemos un sistema de 4 ecuaciones con 4 incognitas (dado por (7.12) y (7.13) y sus
correspondientes). Resolviendo obtenemos:

—47“%1 + 41“%2 + r%l + 7“%2 + 7’5’3 + 2wy — 441 + By

fi= 7
p 47“%2 — 47’%1 - r%z — 7“%1 — r‘;’3 + 2w9 — 4B1 — Ay
1 pr—
}4 3 (6.17)
=13 — 2%y + 1y — 20y — 21y — 3wy — By — 24
fa=
14
go = _T12 2T21 + ?"11 27”%2 — 27’%3 + 3w1 =+ Al — 232

14
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donde

Ay =— Xic1 + Xza1 +ais1 + bisa + 183

B1 = — Xoc1 + X3b1 + aity + bite + cit3

Ay = — Xjco + X3as + assy + baso + c283 (6.18)
By = — Xoco 4+ X3bg + agt] + bats + cots

Esto completa la segunda prolongaciéon y el proceso de prolongacién. Como resultado obtenemos la
conexion de Cartan:

~ cos 6 sin 0
w(Xy) = Tl — ——T9 — a1r — G2a
P p
ind 0
(%) 2812 o cos 2o — bir — ba
~ 1
w(X3) =—x3 — 11 — 20
~ cos 6 sin 6
~ sin 6 cos 0
w(Z2) =—5-21+—522 — Q17 — g2a
p p
0
w(%) =r
0 1
w(l=—)=-a
(8p) ;

donde los a;, b; y ¢; estan dados en (6.14)) y los f;, g; en (6.18) para i =1,2.
Su curvatura se descompone en componentes de grado 1, 2 y 3, y viene dada explicitamente por:

k(x1,22) =p(—cosb(q1 — a3 — by) —sinb(ga + ag — b)) 21
+ p(sinf(q1 — a1 — ba) — cosb(q2 + az — b1)) z2 — pgs =3
+ p*(—x1b1 + Taa1 + qra1 + qoby + gzc) 7
+ p*(—21by + 203 + qraz + @2b2 + g3c2) a
rk(z1,23) = p(—cos? B 51 — cosOsinB(sy + t1) — sin? Oty + cp) 3
+ p(—cos® 0 sy + cos Osinf(s — to) +sin® Oty + c1) o
+ p(—cosO(s3 + az) —sinb(ts + be)) 3
+ p*(cos O(Ar + f1) +sinf(B1 + g1)) 7
+ p*(cos O(Az + f2) +sind(Bs + g2)) a
K(z2,x3) = ,o(sin2 0 so + cosfsinf(s; — ta) — cos® 0ty — c1)xy
+ p(— sin® 0 s1 + cos @ sin O(s2 +1t1) — cos® Oty + co) T2
+ p(sinO(s3 + az) — cosO(t3 + ba)) x3
+ p*(—sinf(A; + f1) +cosO(By + g1)) r
+ p?(—sinB( Ay + fo) + cosO(Bs + g2)) a

k(z1,21) = — p(—=2cos @ ag — 2sin O by + cos® O ut, + cos? Osin O(uiy + udy + 1))
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K(z1,x2) =

k(z1,23) = —

K(z2,x1) =

+ cos O sin? O(udy 4+ uy + ud)) + sin® G udy) 2

— p(—cosfay —sin@b; + cos® Qu?, + cos? Osin O(—ul, + u2y + ud))
+ cos 08in? (—uiy — udy + u3e) — sin® Ouly) 22

— p?*(cos B fo +sin b gy + cos® @l + cos? OsinO(rly +ra; +1%)

+ cos Osin? O(ryy + 11y +131) +sin® 0 1r3,) x;

— p?(cos B fi +sin@ gy + cos® @13 + cos? OsinO(—riy + r2y +13;)
+ cos 0sin? 0(—riy — 13 + T39) — Sin® O 73,) 29

— p%(cos? 013, + cosOsin O(rdy + 13)) + sin® 0 13y) 23

+ p*(cos? 0 Cf; + cosOsinO(Ciy + Ca1) +sin? 0 Cay) 7

+ p3(cos?  C% + cosOsin §(CEy + C3)) +sin? 0 C%y) a

— p(2sin0ag — 2sin 0 by + cos® O uly + cos® Osin O(—ui; + usy + uis)
+ cosOsin® O(—ud, — u?, + udy) —sin® O ud,) 2

— p(sinf a; — cos O by + cos® O uly + cos® Osin O(—uty — uly + uy)
+ cos O sin? O(ui; — usy — u3y) +sin® Gud;) 2o

— p*(—cos B fi —sin® gy + cos® O riy + cos® Osin O(—riy + 735 + 735)
+ cosOsin® O(—r, — 12 4+ 1r2y) —sin 0r2))

— p?(cos B fo +sin b gy + cos® @iy + cos? Osin O(—riy — 13y + 139)
+ cosOsin® O(r], — 72y — ray) +sin® 01l ) o

— p?(cos? 013y + cosOsin (=13, +13y) —sin® 073, 3

+ p3(cos? 0 Cly + cos O sin §(—Ciy + Coy) — sin? 0 Cay) 7

+ p3(cos? 0 C%, + cos Osin O(—C3 + C3y) —sin? 0 C3y) a

(cos® B uty + cos O sin O(uds + uls) + sin G udy — 2¢0) 21

— p(cos? O uls + cos Osin O(—uls + u3z) — sin® Quls —c1) 2o

2

cos® 0 {5 + cos O sin O(rs 3 +1r3s) +sin? 01r3;) 1y

?(cos O(rs + f2) +sin0(r3; + g2)) 3
cosf Cls +sinf Caz) 7
+ p?(cos 0 Ciy +sin C33) a

P

2(cos2 0725 4 cosOsinO(—rig + 135) — sin? O 7a3) a9
P
P

— p(cosBay +sin@by + cos® Oudy + cos® sin O(—uly + udy + u3;)

+ cos O sin? O(—uiy — udy + udy) — sin® Hudy) 2

— p(—2cosfag — 2sin 0 by + cos® O usq + cos® Osin O(—udy — udy + u3y)
+ cosOsin? O(ui; — udy — udy) + sin® Gui,) 2z

— p*(—sinb fo + cos O gy + cos® O 1y, + cos? Osin O(—riy + rig 4+ 131)

+ cos 0sin® O(—riy — 13y + 15) — sin® 0 1%y)

— p*(—sinf fi + cos O g1 + cos® 013, + cos? Osin O(—ry, — 13 4+ 1r35)

+ cos 0 sin? 0(7“11 — ?"52 — 7“12) + sin 97“12) L2
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— p%(cos? 013, + cosOsin (=1, +13,) — sin® O713,) x3
— p3(cos? 0 C3y + cosOsin§(—C1 + Cay) —sin 0 CLy) r
— p?(cos? 0 O3, + cos Osin O(—C3 + C3,) —sin 0 CH) a
ki (22, w2) = — p(—sin@ay + cos O by + cos® @ udy + cos® Osin O(—uly — uyy + uis)
+ cosfsin? O(ul, — uy — udy) +sin® G u?)) 2
— p(2sin @ ay — 2cos O by + cos® O udy + cos® Osin O(—udy — uly — u3y)
+ cos O sin® O(uiy + udy + un) — sin Hun) 29
— p*(sinf fi — cosB g1 + cos® O iy + cos? OsinO(—riy — ra; + r35)
+ cos@sin? O(rl, — 12y —r3) +sin®0rd))
— p*(—sinf fo + cos B go + cos® O3y + cos® Osin O(—ray — 125 — 13))
+ cos0sin? O(riy + 13y +13)) —sin® Or];) 2o
— p?(cos? 013, — cosOsinO(riy +13,) +sin® 073)) 3
— p?(cos? 0 O3y — cos Osin O(Cly 4+ C) +sin® 0 C) r
— p?(cos? 0 O3y — cos Osin O(CE, 4 C3y) +sin” 0 CH) a
K (20, 23) = — p(cos® Qudy + cos O sinO(—uls 4+ u3s) — sin? Quls + 1) 21
— p(cos® O udy — cos Osin O(udg + uly) +sin® uiy — 2ca) 29
— p%(cos? O rys + cosOsinO(—ris + 133) — sin® Ori5) a1
— p*(cos® 13y — cosOsinO(ras + 125) +sin O7i3) o
— (= sin 00y + f) + cos 00 + 42)) s
— p3(—sinf Ci5 + cos O Caz) 7
— p*(—sinf Cf; + cos C33) a
K(z1,20) = — p?(cos B (w1 — f1 — 2g) +sinf (wy — g1 + 2f2)) 21
2( sin @ (wy — f1 — 2g2) + cos O (wy — g1 + 2f2)) 22
3(c0s91)1 + sinfvy) 71
— p3(—sinfuv + cos 0 vg) o
- P3 V3 T3
+ pA(frwr + grws + a1 + by + c1v3 — Zigi + Zof1) T
+ ! (fawr + gaws + agvy + bavy + covs — Z1ga + Zafo) a

donde
Ck _umfk + uz]gk’ + ’rzja’k + Tz]bk + szck Zld]k + thzk

con di = ay, dog = b, dsp = ¢k, hag = fr ¥ hor = g
Pero del calculo de las cohomologia y las formas armoénicas en deducimos que la curvatura
armoénica tiene s6lo componentes de grado 1 y 2 dadas por:

Ky (x1,29) = p(—cosB(qr — ay — by) —sinB(g2 + ag — b)) 3
+ p(sin (g1 — a1 — bz) — cos (g2 + az — b1)) 2 — pg3 3
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kb (z1,23) = p(—cos® Os1 — cosfsinf(sy + 1) —sin? Oty + ¢o) 2
+ p(— cos® 0 sy + cos O sin O(s1 —t2) + sin? 0ty + c1) T2
+ p(—cosO(s3 + az) —sinB(ts3 + ba)) x3
/@}I(xg, x3) = p(sin2 0 so + cosOsinf(s) — ta) — cos? 0ty — €1)x]
+ p(— sin? 6 s; + cos 6 sin O(s2+t1) — cos? 0ty + c2)x
+ p(sinf(sz + ag) — cosO(t3 + b2)) x
kir(z1,21) = — p(—2cosBay — 2sin O by + cos® O ut, + cos® Osin O(uty + udy +udy)
+ cos 0sin? O(udy + uly + u3;) + sin® Gudy) 21
— p(—cosfay —sin@b, + cos® Qu?; + cos® Osin O(—ul; + uiy + ud))
+ cos Osin® O(—uty — ud; + udy) — sin Guly) 2o
ki (z1,29) = — p(2sin 6 az — 2sin O by + cos® O uty + cos® Osin O(—ud; + udy + uly)
+ cos 0sin® O(—uy, — uiy + udy) —sin® O u3;) 21
— p(sinfa; — cos @by + cos® Quly + cos® Osin O(—uly — udy + uly)
+ cos@sin? O(ut, — udy — ud)) +sin® Gul,) 2
ki (21, 13) = — p(cos? Ouls + cos Osin O(udg + u?y) +sin® G uss — 2¢2) 21
— p(cos? O u?s + cos O sin O(—uls + uss) —sin? Quds — 1) 29
kir(z0,21) = — p(cosBar + sinf by + cos® B udy + cos? O sin O(—ut; + usy + u3y)
+ cos Osin? O(—uly — u?, + udy) —sin® G ud,) 2
— p(—2cosfag — 2sin 0 by + cos® O u3y + cos® Osin O(—uy; — udy + u3y)
+ cos 0sin? O(ui, — usy — udy) +sin® Guly) 2o
ki (22, 19) = — p(—sinfay + cos O by + cos® B udy + cos? Osin O(—uiy — udy + udy)
+ cosOsin? O(ui; — uly — udy) +sin®Gu?)) 2
— p(2sinfas — 2cos 0 by + cos® B usy + cos? sin O(—udy — uly — u3;)
+ cos @sin? O(uty + udy +ud)) —sin® Guly) 2
Kby (22,13) = — p(cos? O uds + cos O sin O(—uls + uig) — sin® O u?s + c1) 21

— p(cos? O ujs — cos O sin O(udy + uisy) +sin® fuiy — 2¢a) 29

02
w3 (x1,9) = 307“
0
KA (21, 23) = E(eos@A%—sinHB)r
02
ke (Tg, 23) = E(—sin@A%—cosﬂB)r
w3 ( p—Q—'&A 6B pj_ 6 A—sinfB p—QC
4(z1,21) = 10( sinf A + cos )x1+40( cos sinf B) xo + 3 Cas
2 02
K2 (21, 20) = ZO( cosGA—bmHB)xl—f—20(—sin0A+sin93)x2
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K% (21, 23) = — p*(cos® O rig 4 cosOsinO(ras + 113) 4 sin® O 733) x

— p*(cos? 01l + cos OsinO(—ris + 133) — sin® O7ri3) o

02
+ —(sinf@ A — cosf B) z3

10
2 2

Ko (29, 1) = 20( cosGA—sm@B)xl—i—40(—sin0A+coseB)x2

2 2 2
K% (29, 0) = Z—O(—sinﬁA +cosf B)z1 + %(—cos@A —sinf B) xg + % C s
K3 (22, 23) = — p*(cos® O ras + cosOsin@(—ris + 733) — sin® O115) a1

— p*(cos? 0135 — cos Osin O(ras + i) + sin® O ri5) 29

2
+ If() (cos@A+sin6B) x3
P’ P’
ki (21, 2) = E(_ cosA —sinfB) z + E(SineA —cosOB) z,

donde
A :7"%1 + 74%2 + 27"%1 + 47"%2 — 47‘%3 + w1 + Al
B=- 7“%2 - 7‘%1 - 27“%2 - 47“}1 + 47’51)’3 + we + By
3

C =— X1b1 + Xoa1 + qra1 + g2b1 + g3c1 — 7”“;’1 — T22

Como en la seccion anterior obtenemos los siguientes invariantes fundamentales en M:

U =43

by =(ugy +ufy — uy + uy)? + (udy + uyy — uiy + uiy)?

by =(ug; — ufy — ujy — udy)® + (—udy + uhy + upy + ui;)?

by =(s1—t2)* + (s2+ t1)?

V7 =(—X1b1 + Xoar + qrar + qaby + gzcr — 13 — 73y) (6.20)
V3 =(A* + B%)

¥3 :(\/(Tls —133)? + (r35 +73)?)

)i =(—ra3 +173)

W3 =(ri3 +133)

definidos salvo multiplicacién por una misma constante positiva.

En el caso subriemanniano, la curvatura armoénica coincide con la curvatura arménica subcon-
forme considerando p = 1, as = by = co = 0. Por lo tanto, los invariantes fundamentales en este
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caso resultan:
o1 =q3
1 1 2 2 142 2 1 1 242
¢y =(uyy + ufy — uyy + upe)” + (ugg + ugy — ujg + uyy)
1 1 2 2 142 2 1 1 2 \2
¢3 =(uyy — ujs — Uy — Ugy)” + (—usy + upy + ujg + uiy)
o5 =(s1 — t2)” + (s2+ t1)?
gf)é =81 + t2
¢ = — X1by + Xoa1 + qray + q2by + qzc1 — 13 — iy (6.21)
B=A? 4
03 =(rls — r33)° + (ra3 +713)°
¢ = — o3 + 773
¢3 =113+ 7153

Teorema 6.3.3. Sea D una distribucion subconforme de dimension 3 en una variedad M de di-
mension § orientada de tipo constante subconforme (mzz, ( , )¢). Sea X1, X9, X3, Z1, Z2 un marco

como en Yy que verifica [6.15]
1. La conezion de Cartan normal asociada viene dada por[6.19

2. Los invariantes fundamentales de D son las funciones en definidas salvo multiplicacion
por una funcion positiva.

3. D es localmente equivalente a la distribucion invariante a izquierda estandar del grupo de Lie
N simplemente conexo con dlgebra de Lie m3zo y con la métrica subconforme invariante si y
solo si las funciones de estructura de los campos X1, Xo, X3, Z1, Zo satisfacen:

1 2 1 2
g3 =T13="T13 =T33 =733 =0

s1 =ty S2=—1
1 _ .2 1 .2

Uy = Uy Ugp = —Ujpg
2 1 2 _ 1

Uy = —Ugp  Ugp = Upg

Xouk & Xou2 1, 2\ 2 1
1Upo + A2uip + (5“22 +uiy)uyy + (5“

2 1 1 2
T3y + g+ 1y + 415, — Bris =0

1 2 2 1 3 _
—Tgy — Ty —T1g —4r1; + 0173 =0

1 14,1 3 3 _
11 Ugg)uge — 77 — 75 =0

Teorema 6.3.4. Sea D una distribucion subriemanniana de dimension 3 en una variedad M
de dimension 5 orientada de tipo constante subriemanniano (mzz,( ,)). Consideramos un mar-

co X1, X0, X3, 21, Z como en[6.9 y[6.13 que verifica[6.16

1. La conexidn de Cartan normal asociada viene dada por:

w(X1)

0 ind ~ in @ 0 ~
CO; T — sl xo —air  w(Xa) = &xl cos xo —bir  w(X3) = ;[Eg —cr
~ cos 6 sin 0 ~ sin @ cos 6
wZ)=—F2n——F2n-fir wZ)=—7Fun+—7F2—-ar (6.22)
p p p
0 0 1
w(%) =r w(a—p) = ;a
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donde:

1
ai =§(€I1 + t3 4+ u3y + udy)
1

b1 25((12 — 83— ujy + ufy)

1

= (sy—t

c1 2(82 1)

—r3 + iy +wp — Ay
i = -

r%z — 7“%1 + wo — By
g1 = 4

con A1 y By definidos en (6.18).
2. Los invariantes fundamentales de D son las funciones en .

3. D es localmente equivalente a la distribucidn invariante a izquierda estindar del grupo de Lie
N simplemente conezo con dlgebra de Lie m3z o con la métrica subriemanniana invariante si y
sdlo si las funciones de estructura de los campos X1, Xo, X3, Z1, Zo satisfacen:

1 2 1 2
qg:Sl:t22T13:T13:T23:T23:0

S9 = —tl
1 _ .2 1 _ 2
Uy = Uy Ugp = —Upg
2 1 2 _ 1
Uy = —Ugp  Ugg = Ujg

i 413 =0
rii 4 T1p + 1y + 4drdy — 51y =0
1 2 2 1
ras + 75 + iy +4r; — 5riz = 0
Ahora procedemos a realizar un estudio de estas estructuras en grupos de Lie similar al de la

seccién anterior. Mostraremos para que algebras de Lie la estructura subriemanniana asociada tiene
s6lo un invariante no nulo.

1. ¢1 = g3 # 0. El algebra de Lie es de la forma:
(X1, Xo] = 3 X5 [X0,X3] =21 +83X3 [ X2, X3] = Zo +3X3
(Zi, Xa) = —s3Z;  [Zi, Xo] = —13Z;
con s3,t3 € R. Resulta un algebra de Lie soluble, y es nilpotente si y solo si (s3,t3) = (0,0).
2. En el caso que todos los invariantes sean cero salvo (ﬁ% y ¢§, se tiene que
03 =0 5 =0

Si queremos explicitar todas las dlgebras con estos coeficientes no nulos las relaciones dadas por
Jacobi se vuelven muy complicadas (polinomios ctibicos). Sin embargo, mostramos ejemplos
donde el resto de los invariantes son nulos y ¢3 = ¢3.

(X1, X3] =21 [X2,X3] =25
(21, X = —baZs  [Z1,Xs] = |7, X1] = aZ:
[Z2, Xo] = aZy

donde ¢ = ¢ = 16a2.
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3. Si todos los invariantes son cero salvo ¢} y @i, el algebra de Lie correspondiente es de la forma:
(X1, X3] = Z1 + 51 X1 +s2Xo [Xo, X3] = Zo + 11 X1 + 12X
(21, X3] = 5121 + s2Za  [Zo9, X3] = t1Z1 + taZs
Son &lgebras de Lie solubles de la forma (X3) x R* con X3 € gl(4).

4. ¢? # 0 No existen ejemplos. La anulacién de los demas invariantes implica que ¢3 = 0

5. 6340
(X1, X3l =21 [X2, X3] = 2o
[Zl,Xﬂ =2aX; [Zl,Xg] = BXl + aXsy [Zl,Xg] =2aX3
[Z9, X1] = a Xy + Xy [Z1,Xa] = 28Xy [Z2,X3] = —28X3

6. 63 # 0,93 #0y 2 #0.
(X1, X3] = Z1 + 82 Xo [Xo, X3] = Z5 — 52X
[Zl, Xg] = ’I“%3X1 + 7”%3X2 + 5929 [ZQ, Xg] = 7’%3X1 + T%:))XQ — S9/1
Para el caso subconforme las relaciones son més complicadas y las &lgebras de Lie corres-
pondientes resultan mas dificiles de calcular y/o escribir. Sin embargo, para cada invariante solo hay

dos estructuras salvo equivalencia con todos los demads invariantes nulos ya que estos estan definidos
salvo multiplo positivo. Daremos familias de ejemplos en cada caso.

1. 9 =q3 #0.
(X1, Xo] =3 X3 [X1,X3] =21 [Xo,X3]=2

2. 5 =1y #0.
(X1, X3] =21 [X2,X3] =25

[(Z1,X1] = Zy (21, X2] =22, X1 =y

—o
[Z9, Xo] = aZ>
La constante —% proviene del hecho que el marco debe verificar
3. i #£0.
[Xl, Xg] == Z1 + 281X1 + 252X2 [XQ, Xg] = ZQ + 2t1X1 + 282X2
[Zl, Xg] = (381 + tz)Z1 + 5979 [ZQ,X;),} =471+ (81 + 3t2)Z2

4. w% # 0 No existen ejemplo. La anulaciéon de los demés invariantes implica que @ZJ% =0.

5. 93 #0
(X1, Xo] = —t3 X1 +s3Xo  [X1,X3] =21+ 1 X1 +83X3  [Xo, X3] = 2o+ 51 X0 +t3X3
(Z1,X1] = —2s3Z1  [Z1,Xo| = —2t321  [Z1,X3] = 25174
[Zg,Xl] = —28321 [ZQ, XQ] = —2t322 [ZQ,Xg] = 281Z2

con 3 = 4s3t3.
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6. 3 # 0, 193 # 0, 2 # 0. En el siguiente ejemplo los tres invariantes pueden tomar cualgier
valor posible mientras que los demads invariantes son nulos.

(X1, X3] =Z1+51X1 + 52X [Xo, X3] = Z3 — 52.X1 + 51X2
[Zl, Xg] = 28121 + SQZQ + T%3X1 + T%SXQ
[Zo, X3] = —s97) + 25172 + 133 X1 + 133X

6.4. Distribuciones subconformes de tipo (4,6)

Consideramos en este caso distribuciones fat de dimensién 4 en variedades orientadas de dimen-
siéon 6 con una estructura conforme compatible. Por la proposicion su simbolo es el dlgebra de
Heisenberg compleja b4 2y con su estructura conforme correspondiente. b4 ) tiene una estructura
compleja graduada (ver Definicion que induce una estructura casi compleja en la distribucién
D.

En [CE], estas distribuciones (sin considerar la estructura conforme) son denominadas elipticas

y se prueba el siguiente teorema:

Teorema 6.4.1 (Cap, Eastwood). Si una distribucion D de dimension 4 en una variedad M de
dimensidn 6 es eliptica, entonces M admite una inica estructura casi compleja J : TM — TM
caracterizada por las siguientes propiedades:

= J preserva D;

la orientacion en M inducida por J es la dada;

L:DxD — TM/D es bilineal compleja para las estructuras inducidas, o equivalentemente
(X, Y]+ J[JX,Y] €T(D) para X,Y € I'(D);

[X,Y]+ J[JX,Y] = J[X,JY] + [JX,JY] € T(D) para X € T(TM), Y € T(D);

La primera y segunda condicién para J nos dice que esta es una extension de la estructura casi
compleja en D ya considerada. Ademés, se prueba también que J es integrable si y s6lo si se anula
el tensor:

S:TM/D®D — TM/D (6.23)
S(Z,X)=1[2,X]+ J[JZ,X] modD (6.24)

para Z € I'(TM) y X € I'(D). En dicho caso, D es una distribucién de contacto compleja y por
el teorema de Darboux es localmente isomorfa a la distribucion flat, i.e., el grupo de Heisenberg
complejo con la distribucién invariante a izquierda canénica. Es decir, .S es la obstruccién para que
la distribucion sea localmente equivalente al modelo playo. Ademas, J se caracteriza como la tUnica
estructura casi compleja en M que extiende la dada en D y tal que el tensor S resulte de tipo (0, 2),
es decir,

S(JZ,X)=5Z,X)=-J5Z,X)

Para prolongar construiremos una base de campos adaptados a nuestra estructura. Si fijamos
una meétrica subriemanniana en la clase de la métrica subconforme, como la estructura es compa-
tible podemos encontrar campos ortonormales en D de la forma X, JX, Y y JY. Luego podemos
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considerar las 1-formas 61 y 62 que se anulan en D y verifican:
01([X,Y])=—-01([JX,JY]) =1 01([JX,Y])=0,([X,JY])=0
O2([X,Y]) =02([JX,JY]) =0  65([JX,Y]) =02([X,JY]) =1
Entonces existe un anico campo Z que verifica:
doy(Z, W) +dbx(JZ, W) =0 (6.25)

para todo W € I'(D). Observamos que {Z, JZ} es un complemento candnico para la estructura su-
briemanniana escogida pero no para la estructura subconforme (si tomamos otra métrica en la clase
conforme este complemento varia). Sin embargo, consideramos este complemento para inicializar el

proceso de prolongacién en un intento de simplificar las célculos.

Entonces {X,JX,Y,JY,Z, JZ} es un marco adaptado a la estructura y sus ecuaciones de es-

tructuras tienen la forma:
(X, JX] = foX + foJX + goY + goJY
[(X,Y]=Z+ fioX + fioJ X + g10Y + g10JY
(X, JY]=JZ+ fuX + f{1JX + guY + ¢, JY
[JX,Y]=JZ+ fioX + flaJX + g12Y + gl JY
[JX,JY] =~Z+ f1i3X + [i3JX + gisY + gi3JY
Y, JY] = fuuX + fiaJ X + guaY + g14JY

81—|—82
17, X] = _1le+ SSIZ+ X+ flIX + 1Y + ¢ JY
1Z,JX] = Z 4 S1JZ 4 foX + fJX + g2Y + ghJY

1 2
S§1+ s

S%Jrs%
2

JZ,X] = s37 +

JZ + f3X + f5JX + g3Y + g5JY

s%—i—s%

JZ,JX) =s1Z — JZ + f1X + fiIX + 1Y + gy JY

1 2
+
Z,Y] = —¥Z S IZ 4 s X + fLIX + gsY + ghJY

1 2
2, JY] = %Z +SLTZ + foX + fLIX + gY + ghJY

5;1))4—8%

[JZ,Y] = s3Z + JZ + f1X + f7JX + g7Y + g7 JY

s}l—i—si
2

(JZ,JY) = s37 —

JZ + fs X + f3JX + gsY + ghJY

El grupo de automorfismos conformes del dlgebra de Heisenberg esta dado por

G0:{<AB C>a2+52+72+62:1}

donde
a —f —y =0 pcos(8) —psin(0) 0 0
. B a & —v g_| 7 sin(f)  pcos(9) 0 0
v =6 o f 0 0 pcos(8) —psin(0)
0 v -0 « 0 0 psin(0)  pcos(f)
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[ pPeos(20) —p*sin(20)
¢= < p?sin(20)  pcos(20) >

Los elementos del GO-fibrado principal P° son:

p(cosfa —sin05) X + p(sin O + cos 05)J X + p(cos Oy —sin06)Y
+ p(sinfy 4 cos 65)JY
(—sinfa — cos0B) X + p(cosba — sin0F)J X + p(—sinby — cos §6)Y
(cosfy —sin ) JY

p
p
(ep - A)(y) = p(— cos By —sin05) X + p(—sin by + cos §6)J X + p(cos b + sin5)Y
p(sinfa — cos 65)JY

(pp - A)(Jy) = p(sinby — cos 06) X + p(— cos 0y —sin09)J X + p(—sinfa + cos§5)Y
+ p(cosBa + sin63)JY
(p - A)(2) = p? cos(20)Z + p*sin(20)J Z
(¢p - A)(Jz) = —p*sin(20)Z + p? cos(260)J Z

donde ¢, es la seccion de P definida por los campos {X, JX,Y,JY, Z, JZ}.

tan los campos {X,JX,Y,JY, Z, JZ} segun la trivializacion determinada por ¢y,

Consideramos en el dlgebra g° de derivaciones conformes la base dada por:

1 0 —1 0 1
1 1 0 10
1 0 -1 0 -1
a= 1 r= 1 0 b= 1 0 (6.26)
9 0 —2 00
2 2 0 00
10 1
0 1 1
1 0 1
o -1 d=1_4
0 0 0 0
0 0 0 0

Estos elementos generan una base de campos fundamentales de D en el fibrado P° dada por:
. 0 ._ 0 0 o) o) - 0 0 0 A0 0 0
Todo par de espacios complementarios es de la forma:

H' = ({X+ A"+ iR+ BT+ £.CT + f2DF, JX + fLAT + fIRY + fiBY + fiCt + f1DT,

Y 4 g, AT + g R" + g, Bt + g.Ct + g4DT, JY + g;,AT +g,R" + g, BT + ¢.CT + ¢,D'})
H? = ({Z+4heX 4 hjed X +hy)Y + hy,JY + D),
JZ + WX + Wy JX + h,Y + ), JY + Dy}
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Calculando la funcién de torsiéon en g=2 ® g~' obtenemos que:

sp st sy + 83 si+ 83 ; si+ s ;
<C%(Z,I),Z> 12 1R(z59)+ 222I (159) 323R(50 )_|_424Im(€50w)

— 2(f,Re(e"v) + f;Im(eiev) + g,Re(ew) + g;Im(@ww))
+ (c08(20)h + sin(20) ;) Re(e™"w) — (c08(20)huy + sin(20) 'y, Im(e™w)
— (cos(20)hy, + sin(20)h) Re(e™"v) + (cos(20)h.z,, + sin(20) 'y, ) Im(e™v)

<C%(JZ,J.%’), > Sl+81R ( 150 ) S%;S%Im(ei‘r’ev)—l— 83+53R ( 150 )_ 54—554] ( 150

2 2
51— 51 Re(ev) + S%;S%Im(ewv) - 5 ; 55 Re(e®w) + Sigsilm(eww)
2(=folm(e"v) + fyRe(e"'v) — goIm(ew) + gy Re(e"'w))
— (—sin(20)hy + cos(20) L) Im (e~ Pw) — (= sin(20)h . + COS(29)hi,x)Re( ~ )
+ (—sin(20)hy + cos(29)h;)lm(6_i9v) + (—sin(20)h s, + cos(20)h’;, ) Re(e” )

w)

1., .2 1., 2 1., 2
(O (Jz,x), Jz) S B ; o1 Re(e%y) — 525 _g %2 Im(e®v) + S35 ;— %3 Re(e®%w) — ! ; 841 (e®w)

— 2(f,Re(e"v) + f;)Im(ewv) + g,Re(ew) + g,Im(e ew))
+ (—sin(20)hy + cos(20)h ) Im (e~ w) + (— sin(20)h s, + cos(20)h;, ) Re(e™w)
— (—sin(20)hy, + cos(20)h,,) Im(e~"*v) — (—sin(20)h 5, + cos(20)h'y,) Re(e z%)

1y 2 ‘ 1, 2 ' 1y 2 .
(CY(2,Jx), Jz) St _g %1 Re(e®%y) — S2t % —; %2 Im(e%) + i —g 83R (e®0w) — S5 _g Z Im(e®%w)
ol _ g2 4 T ' 12 4 12

+ %Re(ewv) _ % 5 Im(e'%v) + %Re(eww) — %Im(eww)
— 2(=foIm(e"v) + fyRe(e"v) — ggIm(ew) + gyRe(ew))

+ (cos(260)hy + sin(20) R, ) Re(e~Ow) — (cos(20) Ry, + sin(20)hy, ) Im (e~ w)
— (cos(20)hy, + sin(20)h;,) Re(e “90) + (cos(20)h g, + sin(20)1; y)Im(e ~y)

donde v = a + i, w =y 4+ 1J. Los otros coeficientes tienen féormulas similares.

Por la ecuacién la torsién de la estructura horizontal correspondiente a la primera prolon-
gacion coincide con la componente de grado 1 de la curvatura y a partir de esta podemos calcular
la componente de grado 1 de la curvatura armoénica. Por v el hecho que las formas de tipo
(2,0), (1,1) y (0,2) son ortogonales, la curvatura arménica es la parte de tipo (0,2) de la curvatura
en Hom(g~2 ® g~ !, g~2). Entonces,

1

ki (z,) = —Z(C%l(z,x) — CY, (Jz, Jz) + J(CY, (2, Jx) + CF, (T2, )

para todo z € g=2 y 2 € g~!. Concluimos que:

1 2 ' 1 .2 . 1 2 . 1 2 .
(kb (z,2),2) = — S B ;— *1 Re(e™%v) + 5215 ;— %2 Im(e®%v) — 5375 ; >3 Re(e®w) + i ;— %1 Im(e®%w)
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De manera anéloga:

1 2 ‘ 1 2 . 1 2 . 1 2 ‘
(ki (z, 1), J2) _Sits Im(ezsgv) + S27T 5% ; %2 Re(elwv) + 5375 —; %5 Im(e’ww) + sS4 % ;— %4 Re(ez‘r’ew)
1 2 1 2 1 2 1 2
</€}_I(Z, y)7 Z> :Sl ;— 51 Re(e—z59w) + 53 —; 53 Im(e—zE)Hw) . 53 _;_ S3R€(6—1500) _ Sy —; S4Im(€—1500)
1 2 ' 1 2 . 1 2 . 1 2 .
(ki (z,y), J2) S —; °1 Im(e %) — 275 —; %2 Re(e™%w) — 5315 ;_ i Im(e™®%) + S41 5% ;_ i Re(e™%)

Como K,}{ es de tipo (0,2), los demés coeficientes se obtienen de estos.

Hemos logrado calcular la componente de grado 1 de la curvatura armoénica sin siquiera pro-
longar. Vemos ademas que los invariantes de la estructura en M que se obtienen a partir de fi}{
son:

¢r =si +s7 i=1,2,3,4

S

Pero si calculamos el tensor S dado en (6.23]), en la base que estamos trabajando,

S(Z,X)=(Z,X|+ J[JZ,X]| = —(s1 + s2)Z + (s3 + 53)JZ modD
S(Z,Y)=[Z,Y]+J[JZ,Y] = —(ss + 2)Z + (s} + s3)JZ modD

Es decir, hemos probado de manera alternativa que el tensor .S es un invariante de nuestra estructura
y ademas que todos los invariantes asociados a la estructura subconforme (si es que hay) deben
obtenerse a partir de la componente de grado 2 de la curvatura armoénica (ver Proposicion y

Lema [7.1.10)

Ahora pasamos a calcular la primera prolongaciéon. Tomando como condicién de normalizacion el
complemento ortogonal de la imagen de J; obtenemos un sistema de 28 ecuaciones con 28 incognitas
cuya solucién es:

hx—gé+f1?)()+f{27 th_gg_f%”_fH, hy__f{4+g10+9117 th_—f14—gig—9127
hg:_99+‘§3+f117 i]$:9§+f1;+f{27 h;:f14+g;1)3+912, &y:—f{4+§10+9'117
fp:f{4—géo—911 f;:_f14+9é2+9'13, gp:f10+J;{2+96’ g/p:f11+J;{3—99’
ft:3f9+f14—2%'10+911—912’ ft/:3f§+f{4+29é0—931—3g/127
gt:gg+3g14+2]6”{0+f11—f12’ 922g§+ggi4_2fé0+3f{1+f{2>

fo =(ad = B7) (=g + fr0 — fiz) + (v + B6)(—go + fio + f12)

1
+(5 =" =) (=fo — glo — 912),

fo =(ad = B7)(go + fio + fi2) + (v + B)(—go — fr0 + fia)

+ (% =7 = 8)(=fo + g10 — 91a);
gy =(ad — B7)(f1a + g10 — g11) + (o + BO)(— f1a — g10 — 911)

1

+ (5 — 9% =) (914 — fio — f11),
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gp =(ad = By) (= fra + g1o + g11) + (@y + BO) (= fis + g10 — g11)
(5 =7 = P)dha + fro— Fla),

fe=(aB —76)(go — flo — fi2) + (@d + BY)(—fo — 910 — 912)
+G =B = P)gh— fro+ fl),

fe=(aB —70)(gg + fro — fi2) + (@0 + B7)(—fo + g10 — 912)

(g~ 62— ) (g0~ flo— fr2),
ge =(af —70)(f1a + 910 + g11) + (ad + Bv)(g1a — fig — f11)
+ (% — B2 = 6*) (= fla — 910 + 911,

g. =(af —70)(fia — 910 + 911) + (0 + B7)(g14 + f10 — f11)
+ (% — B2 = 6*)(fua — gho — 911),
fa =(ay = B8)(fo + gio + 912) + (af +78) (g9 — fi0 + fi2)

F (5= B =)o + flo + fi2)
fa =(ay = BO)(fy — g10 + g12) + (@B +70)(=go — fi0 — fr2)
(5= B =g~ fro + fio)

ga =(ay — BO)(—g1a + flo + f11) + (@B + ¥0)(— f14 — 910 + 911)
+ (% — B2 =) (= fia — dio — 911),
ga =(ay — BO)(—gha — fro+ fi1) + (aB + 70)(f1a — 910 — 911)

+ (5 =82 =) Fha + 10— gla).

Obtenemos por lo tanto el siguiente complemento canénico de la distribucién

/ / o o / _ A
D2 ({7 + g9+f30+f12X+ 99 fl?;; fHJX-|— f14+g10+911y_|_ fia ;713 ngY,
(6.27)

—99+f{3+f11X+g§+f10+f{2JX_|_ f14—i-g/13+912y+ —f{4+910+gﬂljy}>

JZ
* 3 3 3 3

Observemos que D2 es J-invariante.

La eleccién del complemento de partida simplifico los célculos en la primera prolongacion.
Sin embargo, como este en general no coincide con el complemento canénico obtenido D=2, no
podemos suponer que partimos del complemento canénico como lo hicimos en la seccién de
manera de suponer que los coeficientes h y h’ son cero para simplificar la segunda prolongacion.
Ademis, la expresion dada en no permite caracterizar de manera directa a D~2.
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Si en cambio, partimos de un complemento J-invariante arbitrario con:

(X, JX] = foX + foJX + goY + ghJY

(X,Y] =Z+ fioX + f1oJX + g10Y + g10JY

(X, JY|=JZ+ fnX + f{lJX +gn1Y +g’HJY
[JX,Y] =JZ+ fi1oX + fioJX + g12Y + ¢} JY
[JX,JY] = ~Z + f13X + fi3JX + g13Y + ¢}3JY

Y, JY] = fuX + fiaJX + 1Y + g1, JY

2, X] = uh Z+uy JZ+ X + flIX +g1Y +gJY
(Z,JX] =utsZ + U2y JZ + foX + f5JX + g2 + ghJY
JZ,X] = u Z + 03, JZ + f3X + f4TX + g3Y + g4 JY
[(JZ,JX] = uboZ + udod Z + f1X + f1IX + uY + ¢, JY
(Z,Y] = uisZ + uisJZ + fs X + f3JX + g5Y + g5 JY
(Z,JY) =ul, Z +ud,JZ + fsX + fiJX + gsY + g5JY
[JZ,Y] = ubs Z + 03I Z + f1X + fodX + g1Y + ghJY
(JZ,JY] = ud Z +ud, JZ + fs X + foJ X + gsY + g JY

Entonces resulta que el complemento canénico es:

D2 =({Z+c1X +c2JX +c3Y + ¢y JY,
JZ — X +aJX — C4Y+63JY}>

con

_ 290 + f10 + f11 + 2f1o + g1y — uis — uiy
6

299 — 2f11 — fi2 — fi3 + 914 — uig + uiy
6

= fo+ 910+ 294 + 91y — 214+ upy +uiy
6

—fo — 911 — 2012 — g3 — 2f1a + uf; — ujy
6

Cy —

Cq4 =

Proposicion 6.4.2. Sea D una distribucion de rango 4 en una variedad de dimension 6 con
una estructura subconforme compatible de tipo constante y sea X e Y campos en D tales que
{X, JX, Y, JY} formen una base conformemente ortogonal en cada punto de un entorno U. En-
tonces existe un inico campo Z congruente con [X,Y| mddulo D tal que:

(12,X),2)+ (|2, TX),]Z) =
(X,JX],JX) = ([X,Y],Y) = 2([X, Y], JY) = ([JX,Y],JY) + 2([Y, JY], J X)

(2,X),7Z) - (2,JX), Z) =
(X, JX], X) +2([X, JY],Y) + 2([JX,Y],Y) + ([JX,JY],JY) + 2([Y, JY], X)
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(2.Y],2) +((2,JY], ] Z) =
2[X, JX], JY) + (X, Y], X) + ([X, JY], JX) + 2([JX, Y], JX) + ([Y, JY], JY)

(12,Y)],0Z) —(|Z,JY), Z) =
20X, JX],Y) = 2([X,JY],X) — ([JX,Y], X) — 2([JX,JY], JX) + ([Y, JY],Y)

donde ( , ) es la métrica en U enla cudl {X, JX, Y, JY, Z, JZ} son ortonormales. En este caso, la
distribucion generada por Z y JZ es invariante por los difeomorfismos que preservan la estructura
subconforme.

Para realizar la segunda prolongacion calculamos la funciéon torsion C}{ y resolvemos el sistema
correspondiente a 8*071{, pero las soluciones explicitas son demasiado largas para describir en este
trabajo.

Ejemplo 6.4.3. Consideramos en R®, con coordenadas (1, x2, T3, T4, 21, 22), los siguientes campos

x -9 x_z)i i x, -2 .9 .90 9

L T T T 27 Oxg T Yoxs 0z o
d )

)(3—871;3 X4—87w4

v ademés la clase conforme de la métrica subriemanniana en la que son ortonormales, obtenemos
un ejemplo de distribucion fat de tipo (4,6) con una estructura conforme compatible.

La estructura casi compleja asociada a esta distribucién viene dada por:

0 0 1 0 0 1
X=X X3=X — = —--X = X
J ! 2 J 3 4 Jazl 8,22 2 4 JaZQ 821 2 3

Observamos que en este caso el tensor S del teorema [6.4.1| es no nulo,

9 li mod D

S5 %) =55,

por lo tanto la distribucién no es localmente equivalente al modelo flat.

Considero Zy = J 8%1, entonces:

[XlaX3] = Zl
1
(X1, X4] = Zo + §X4
1
(X2, X3] = Z2 + §X4
(X2, X4l =21 — X3
0
71, X
[ 1, 1] 821

1
Zo. X :fZ -X
[Z2, X1] 22+4 3

1 1
T, Xo| = —=Z1 — =X
[Z2, X5] 521~ 5X3
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o _ 1 1 1 _ — 2 _ 1 1 _ 1
0sea, g1 = 3, Y12 = 3, U1 = Lgiz = —1, ug = 5y upy = —3.
Por lo tanto el complemento candnico de la distribucién esta generado por:






Capitulo 7

Calculo de cohomologias y formas
armonicas

7.1. Cohomologia de estructuras de Tanaka de paso 2.

Sea (m,g") una estructura de Tanaka con m = g2 © g ' y g = g(m,g°). Denotamos por
n; = dim g~ para cada i = 0,1,2.
Analizamos a continuacién el grupo de cohomologia H'(m,g). Como m es dos pasos nilpotente
H*(m,g) = {0} si k < —2y, por el lema[2.4.2] H*'(m,g) = {0} para k > 1.
Sik=-—1,
H~"(m,g) = Hom(g™",g77)/ad(g™")

Se deduce inmediatamente el siguiente
Lema 7.1.1. 1. H YY(m,g) depende tinicamente del dlgebra m.

2. dim H~ V! > ning — ny.

. dim H=Y! = nyiny — ny si y sdlo si m es no degenerada, i.c. el centro de m es g~ 2.

3
4 L1 = {0} si y sdlo si m = h(2n,1)'
5

. En el caso que m posee un producto interno, las formas armdnicas resultan ser los elementos
de Hom(g=!,g2) ortogonales al subespacio ad(g™'), es decir:

HW = {f e Hom(g"',07%) : tr((adz) o f) =0 Vzeg '}

Definicion 7.1.2. Una estructura compleja en un 4lgebra de Lie g es un endomorfismo J : g — g
tal que:
JP=—Id  Jz.y] = [Ja,y]

Un &lgebra de Lie g se denomina compleja graduada si es graduada y posee una estructura compleja
J tal que J(g") C g' para todo i.

Lema 7.1.3. Sim = g 2@ g~ ! es un dlgebra de Lie compleja graduada no degenerada con un
producto interno J-invariante.

{f € Hom(g™!,g7%) : f(Jo) = —Jf(x) Ve eg™'} CH M (m)

89



7. Céalculo de cohomologias y formas arménicas 90

y la igualdad se da si y s6lo st m = hyy o).

Demostracion. Sea {x;, Jx;}_; una base adaptada de g~ !. Entonces, para cada f

(f(@i), [y, za]) + (f(Tza), [y, Ji]) = (f (@), [y, zi]) — (T f(2i), Ty, z:]) = 0

Sumando sobre todos los i se obtiene que f € H~1!(m). La dimensién del espacio de la izquierda es
%nlng v la de Hfl’l(m) es ning — ny, entonces la igualdad se da si y sélo si ng = 2. Considerando
a m como un édlgebra sobre C se deduce que m = b4y, 9)- Ul

Ejemplo 7.1.4. Si m(3 g) es el dlgebra de Lie graduada definida en la seccién ,
H M (ms ) = {f € Hom(g™ ", 97%) : f(z3) =0, (f(z1),21) + (f(22), 22) = 0}

Por otro lado:
HY = Derg,ﬂ(m)/g0

Es decir H%! nos da una medida de cuanto se diferencia g° del algebra de derivaciones graduadas de
m y, trivialmente, H 1% = {0} si y s6lo si g° = Dery,(m). Ademas el espacio de formas arménicas
es el complemento ortogonal de g° en Der,(m),

701 — {D € Derg,(m) : tr(TT oD)=0 VT € go}

Ejemplo 7.1.5. Si m es un algebra tipo H y g° = Derg.(m) (respectivamente g° = Derg.(m))
entonces, por y HO! son las derivaciones simétricas de m (resp. derivaciones simétricas
de traza cero).

Ejemplo 7.1.6. Si (m,g°) = (m(3,2), Ders,(m)) entonces,
H™ ={D € Derg(m3,9) : (D(x1), 1) = (D(x2), x2)}
y si g° = Derg.(m),

H M ={D¢c Dergr(m3,9)) : (D(21),71) = (D(x2), T2) ¥ 2tr(D|g-2) +tr(D|g-1) = 0}

Pasemos ahora a analizar H?(m, g) en el caso que la prolongacién de (m, g°) es trivial, es decir,
g =m® g°. Inmediatamente se desprende que H*2(m,g) = {0} para k> 5y k < 0.
H%* = Hom(g" ' Ag™t,97%)/Imd donde Imd = Homy.(m)/Dery(m)
Lema 7.1.7. 1. H%?(m,g) depende tinicamente del dlgebra de Lie m.
2. dim H%? = ("})ng — n? — n} 4+ dim Derg,(m).

3. dim H%? < (gl)ng—n%. En particular, H*? = {0} sim es un dlgebra libre dos pasos nilpotente.

Demostracion. [I]y 2]son inmediatos. Para[3] observamos que como m es fundamental toda derivacion
graduada de m queda determinada por como actiia en g=!. Luego, dim Dery(m) < n? . En las

algebras libres dos pasos nilpotente se verifica que ng = ("21)

O
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Observacion 7.1.8. Laigualdad dada en la parte[2]de la proposicion anterior se verifica para cualquier
ni

dlgebra dos pasos nilpotente y, fijadas las dimensiones ny y na con n? +n3 — ( 9 )n2 > (0, me da una
cota inferior para la dimension de Derg,(m).

Ejemplo 7.1.9. Como dim Dery,(h(2, 1)) = 4, dim Derg.(h4,2)) = 8 y dim Dery,(m3 2)) = 7 resulta
que

HO’Z(h(zl)) = {0}, Ho’z(h(z,l)) = {0}, HO’Q(m(B.,Q)) = {0}.

El grupo de cohomologia H*?(m, g) es el ntcleo de

3
d:Hom(g 2ng 2 ¢%) — Hom(/\ m,g)
Sea f € H*?(m,g), 2 € g~2, x, y € g~ ! entonces:
0=20f(z,2,y) = —f([z,9], 2)

Como g es fundamental, resulta que f = 0.
Lema 7.1.10. Sim es fundamental, H*?> = {0}

Definicion 7.1.11. Sea m = m~? @ m~! un algebra de Lie 2-pasos nipotente graduada. Decimos
que m es reducible si existe una descomposicion m~! = n~! @ p~! tal que [n~!,p~!] = {0} en cuyo
caso denominamos componentes de m a las subalgebras m 2 @n~ ! ym 2 @p L.

Por ejemplo, las algebras de tipo H no irreducibles son un ejemplo de algebras reducibles donde
cada componente es fundamental.

Proposicién 7.1.12. 1. Si la prolongacion de los pares (m, g") y (m,b°) es trivial con g° < p°

entonces
dim H'?(m, g°) = dim H"?(m, h°) + (dim h° — dim g°)ny (7.1)

En particular, si H?(m, g%) = {0} entonces g° es mazimal entre las subdlgebras de Derg,(m)
para las cudles la prolongacion es trivial. Ademds, en este caso, H%?(m, Derg,(m)) = {0}.

2. Si g° < p° entonces H>2(m,g°) C H>?(m, ).

3. Sim es reducible en dos componentes fundamentales entonces H>? = {0}.

Demostracion. 1. Observamos que 915 : C1?(m,g%) — C13(m, g°%) no depende de g° y por lo
tanto, fijada m, H1?(m, g?) depende s6lo de la imagen de 811 : Cb(m,g"%) — C1%(m,g").
Cuando la prolongacién del par (m,g°) es trivial esta funciéon es inyectiva y dim Im 1 =
nany + ning de donde se concluye (7.1)). Las demas afirmaciones son inmediatas.

2. Es trivial ya que H32(m, g°) es el niicleo de 93 en C32.
3. Sean m™! = n=! @ p~! una descomposicion demconn = m 2 PEntyp =m2ZPp!
subalgebras fundamentales. Consideremos f € ker ds 3, u,v € n~!yw e p! entonces:
0=0f(u,v,w) = —f([u,v],w) + f([u,w],v) = f([v,w],u) = = f([u,v], w)

Como n es fundamental, f(m=2 p~!) = 0 y andlogamente se prueba que f(m=2 n~!) = 0. Por

lo tanto, f(m~2,m~!) = 0. Si ahora consideramos u,v € m~! y z € m~?2 entonces:

0= 8f(u,v,z) = _f([ua U],Z) + f(ua Z)(U) - f(UaZ)(u) = _f([uv ’U],Z)

Con lo que concluimos que f(m~=2, m~2) = 0. Por lo tanto, f = 0.



7. Céalculo de cohomologias y formas arménicas 92

7.2. Cohomologia subriemanniana y subconforme de b1, m32 y bhao

De la anterior seccién sabemos que H*2(m.g%) = {0} si k <0 0 k > 4 para m = ho1, m32, hao
cualquiera sea el algebra g°.

Mediante sencillos célculos y observando las dimensiones de los espacios involucrados vemos que:

Hl’z(hZ,lv gg’r) = {O}
dim H*?(h21,99,) =3

H*3(ha,1,95,) = {0}

Ademas, el espacio de funciones armoénicas H>? esta compuesto por las formas f € C?? que verifican:

(f(z,y),r) =(f(z,2),y) = (f(z,9),2) (7.2)

<f(zv$)7$>:_<f(zay)ay> 7.3
Estas ecuaciones provienen de la condiciones f € (Imd)* y f € (Im9*)*, respectivamente (recordar
la descomposicién de Hodge .

Como b2 es de tipo 1-Iwasawa, la prolongacién del par (hg,l,ggr) es el algebra semisimple
su(2,1) (cf. Proposicion [5.3.1). Los grupos de cohomologia H%? en el caso que la prolongacion es
simple son calculados en [Y].

Para el algebra de Lie m3o se verifica que dim g, = 1, dim g¥, = 2 y dim Derg,(m) = 7.
Calculando obtenemos que:
dim H1’2(m372,ggc) =7
dim H2’2(m3,2, ggc) =7
H*?(m32, %) = {0}

v a partir de [1] y [2] de 1a Proposicién [7.1.12] y calculos auxiliares tenemos que:

dim H'?(mg2,g%,) = 10
dim H*?*(mgo,g%.) =7
H*?(m32,99,) = {0}

Las formas arménicas en H2(mg 2, g%,) verifican las siguientes ecuaciones:

(f(zi,x3), 25) = (f(x4,23),25) parad,j=1,2 (7.4)
(f(zi,x1),21) + (f(2i,22), 22) + (f(xi, x3),23) =0 parai=1,2 (7.5)
(f(z2 i), 21) — (f(21,20), 22) — (f(21,22),2) =0 parai=1,2 (7.6)
(f(z2,23), 21) — (f(21,23), 22) — (f (21, 23),22) + (f (22, 73),21) =0 (7.7)
(f(z1,22), 21) = (f(22,21), 21) — (f (21, 22), 21) — (f(22,23),23) = (7.8)
(f(z1,22), 22) — (f(22,21), 22) — (f (21, 22), 22) — (f (21, 23),23) =0 (7.9)
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donde las primeras 9 ecuaciones provienen de la condicién de ortogonalidad con I'm 0 y las tltimas
dos de la ortogonalidad con Im d*. Es claro que las formas arménicas en H2(mj32,¢2.) deben
verificar las ecuaciones a porque el espacio C1? y la imagen de 9 no dependen de g° y la
imagen de O con respecto a g’. contiene a la imagen 0 con respecto de g2, es mas, la diferencia de
sus dimensiones es 3 (por 1| de la Proposicion . Entonces, las formas armoénicas subconformes
deben verifican 3 ecuaciones adicionales:

3
22 (xi,25), 25) +Z (xi,25),2;) =0 parai=1,2,3 (7.10)
7j=1

En el caso de grado 2 subriemanniano, f es una forma armoénica en H?%(m32,g%,) si y solo si
verifica las siguientes 16 ecuaciones:

(flzr,23),m) = (f (21, 21), 22) + (f (21, 22),21) = (7.11)
(f(z1,23), 1) — (f(21,21), 22) — (f (21, 22), 1) + 2(f (22, 21), 21)
—(f(z1,22),21) = 0
(f(z1,22),7) — (f(21,71),23) =0
(f(z1,23),7) + (f(21,71),22) =0
(f(z1,21), 1) — 4(f(21,72),2) — (f(21,73),23) =0
(f(z1,21),21) + (f(21,23),23) =0
(f(z1,22), 21) — (f(21,22),21) = 0
(f(z1,m2),23) =0

donde las otras 8 ecuaciones se obtienen de hacer la sustitucion z; — 29, 20 = —21, T1 = 22 ¥
r9 — —x1. Esto se debe a que Im 9, Im 0* y H? son invariantes por la accion de GY.. La primera
ecuacion y su correspondiente son las que provienen de la ortogonalidad con I'm 0.

En el caso subconforme, el espacio C%2? depende de g° por lo que las formas armoénicas en este
caso pueden no verificar las ecuaciones anteriores. Mas precisamente, f € H*?(m32,g%,) si y solo
si:

(fz1,23),m) — (f(21,21), 22) + (f(21,22), 21) =0 (7.12
(f(@1,23), D) — (f(21,21),21) — (f(21,22), 22) — (f(21,23),23) =0 (7.13)
(f(x1,m3),m) — (f(z1,21), 22) — (f(21,22), 21) + 2(f (22, 1), 1)
—(f(z1,22), 21) + 5(f (w2, 23),a) =0
(f(z1,22),7) — (f(21,71),23) =0
(f(z1,23),7) + (f(21,71),22) =0
(f(z1,21),21) — 4(f (21, 2), 22) — (f(21,23), 23) — 5(f (21, 23),a) =0
(f(z1,21), 21) + (f(21,23), 23) + 2(f (21, 23),a) =0
(f(z1,22), m1) — (f(21, 22), 21 + 4(f (22, 23),a)) = 0
(f(z1,22),23) =0

Las demés ecuaciones se obtienen de la sustitucién mencionada anteriormente. En este caso las
primeras dos ecuaciones y sus correspondientes provienen de la ortogonalidad con Im 0.

Ahora consideremos el algebra de Heisenberg compleja by 2.
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Proposicién 7.2.1. dim H"?(hs2,0%) =4 y ademds,

H' 2 (0a,05.) = {f € Hom(g 2 @9~ ',07°): f(2,J2) = f(Jz,2) = =T f(z,2) Veeg !, zeg7?}
(7.14)
Demostracion. Primero veamos que 9y 2 : C 2 — C13 es sobreyectiva. Consideramos el conjunto:

Aay ={f€Hom(@>®g ', %) : f(Jz,Jz) = f(z,x) Voecg ', z2€g °}

que se denominan formas de tipo (1,1) con respecto a J. Restringimos 02 a este conjunto y

consideramos f € A 1) tal que df = 0. Entonces, para z,y € g !,

0= 8f(x,Jx,y) = f([.’E,yLJJJ) - f([JSL‘,y],.ZL‘) = f([x,y], JI‘) - f(J[x,y],a:) = 2f([x,y],Jx)

lo que implica que f = 0. Entonces, como A 1)y C??3 tienen ambos dimension 8 se concluye que O12
es sobre y a partir de un simple cdlculo con las dimensiones obtenemos que dim H2(hy 2, g%.) = 4.

Ahora bien, denominamos A(g9) al espacio definido en cuyos elementos se denominan
formas de tipo (0,2). Observamos que A ) tiene dimensién 4, luego solo basta ver que toda
[ € A(o,2) es arménica, i.e. df =0y 9*f = 0. Como f € Hom(g?2®g~!,g7?), de la definicién de 0
y la compatibilidad de J con el corchete se deduce que df debe ser de tipo (0,2), es decir, verificar
la, propiedad:

of (Jz,y,w) = =JOf(z,y,w)

para z,y,w € g L. Pero en C%3 = Hom(g_1 A g—1 A g—1,9-2) el espacio de funciones con esta
propiedad es nulo.

Por otro lado, consideremos una base de by o de la forma {z1, Jx1, z2, J2,2, J2} con x1,z2 € g !

y z € g~2. Entonces, para g € C%!

(09(z, i), f(2,2:)) +(0g(Jz, 25), f(J 2, 2:))

+(09(z, Jzi), (2, J;)) + (0g(J 2, Jxi), f(Jz, Ja;)) =

([9(2), 2] = g(@i)(2), f(2,20)) + ([9(J2), ] — g(x:)(J2), f(Jz,20))

+([9(2), Jwi] — g(Jxi)(2), £z, Jxi)) + ([9(J2), Jwi] — g(Jwi) (T 2), f (T2, Ja;)) =
([9(2), @], £z, 2:)) — (g(2:)(2), f(z,21))

—([g(J2), 2], T f (2, 20)) + (Jg(w:)(2), T f (2, 7))

—(Jg(2), zi], T f (2, 25)) + (9(Jw3)(2), J f (2, 7))

—(Jg(J2), zil, f(2, %)) + (Jg(J2i)(2), f(2,2:)) = 0

donde usamos que los elementos de g2, conmutan con J y el producto interno es J-invariante.
Sumando para i = 1,2, concluimos que (Jg, f) = y por lo tanto, 0*f =0 O

(7.15)

Proposicion 7.2.2. H3’2(f)4,2,ggc) ={0} y H3’2(f)472,gg,,) = {0}.

Demostracion. Por [2| de la Proposicion [7.1.12 basta ver que 032 es inyectiva en C32? en el caso
subconforme. Sea f € C3? tal que 0f = 0. Entonces, para =,y € g~ !,

y como b4 2 es no singular podemos concluir que

flJz,z) = f(z,Jx) (7.16)
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paratodoz € g7l y z € g2

Sea z = [z,y] no nulo,

y por otro lado,

0=0f(Jz,Jx,Jy) = —f(Jz,Jx)(Jy) + f(Jz, Jy)(Jzx) + f(z,J2)
= f(z,2)(Jy) — f(z,9)(Jz) + f(z,]2)
= J(f(z2)(y) — f(z,y)(Jz)) + [(2, J2)
= f(z,Jz)

donde en la tercera igualdad usamos (7.16)), en la cuarta que toda derivacion de hs o conmuta con

J y en la quinta (7.17)). Concluimos que, f(g=2,g72) = 0.
Entonces, (7.17)) se verifica para todos z,y € g~! y 2 € g2 y ademas,

(f(z,Jx) = Jf(z,2))(y) = f(z, Jx)(y) — T f(2,2)(y)
= f(zy)(Jz) = Jf(z,y)(x)
= f(zy)(Jz) = f(z,y)(Jz) =0

Concluimos que f(z,Jx) = Jf(z,z) en g~ (se puede probar de forma ansloga que son iguales en
todo ha2) pero como f(z, ), f(z, Jx) € g% se debe cumplir que, para todo z € g2y z € g™}, f(z, 7)
pertenece al espacio generado por a y r (ver , a y r generan el subespacio de g2, invariante
por J). Fijado z € g~! existe y € g~ ! tal que {x, Jx,y, Jy} es base de g~1. Si f(z,2) =aa+ fBry
F(5,y) = na + 7,

ay + BJy = f(z,2)(y) = f(z,y)(z) =y + ]z

por ([7.17). Concluimos que f(g=2,g71) =0, o sea f = 0. O
Proposicion 7.2.3. dim H??(by2,99.) > 16, dim H??(hy,¢2,) > 12.

Demostracion. dim C12(hq9,g%) = 10, dim C?2(hy2,9%) = 64 y dim C>2(hy2,¢2.) = 40. Ade-
mas, si consideramos en Hom/(g 2Ag~ ' Ag™!) C C32 el espacio de dimensién 2 de las formas de tipo
(0,3), i.e. tales que f(Jz,z,y) = f(z,Jz,y) = f(z,x,Jy) = —J f(z,x,y), este resulta estar en ker 0"
por un calculo similar a . Luego, dim (Imd) < 38 y concluimos que dim H??(b,2,g2.) > 16.
De la misma forma se prueba que dim H??(h42,g%,) > 12.

O]

Es razonable conjeturar que en esta proposicién vale la igualdad.
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