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Resumen

Para un grupo algebraico unipotente 91 sobre un cuerpo de ntimeros K, definimos dos invariantes
o~ (M) y a”(N) tales que en el caso K = Q ellos son respectivamente la abscisa de convergencia de la
funcién zeta de subgrupos y la abscisa de convergencia de la funcion zeta de subgrupos normales de
cualquier subgrupo aritmético de 91. Se prueba que estos invariantes son de naturaleza geométrica,
es decir, si F//K es una extension finita de cuerpos entonces a*(M @k F) = o*(N), y si M es otro
grupo algebraico unipotente sobre K tal que M@ x K’ = M K’ para alguna extension de cuerpos
K'/K, entonces a*(M) = a*(M) (x € {<,<}). En particular, si dos grupos nilpotentes finitamente
generados y libres de torsion I'; y I'y tienen R-completaciones de Mal’cev isomorfas como grupos de
Lie, entonces I'y v I's tienen la misma tasa de crecimiento de subgrupos y de subgrupos normales
de indice finito. Para todo esto, desarrollamos una teoria de funciones zeta de grupos nilpotentes
con exponentes en anillos méas generales que el anillo de los enteros.

Un trabajo analogo se realiza para extensiones de grupos finitos por grupos algebraicos unipo-
tentes sobre cuerpos de niimeros en general.

Como aplicacién de nuestros métodos, presentaremos los calculos explicitos de las funciones
zeta de subgrupos de todos los grupos almost-Bieberbach de dimensién 3, es decir, los grupos
fundamentales de las infra-nilvariedades de dimensién 3.

Palabras claves: funciones zeta de grupos, grupos nilpotentes, integrales conicas.
2010 Mathematics subject Classification: 20E(07, 11M41.
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Abstract

For a unipotent algebraic group 91 over a number field K, we define two invariants o~ (91) and ()
such that in the case K = Q they are respectively the abscissa of convergence of the subgroup zeta
function and the abscissa of convergence of the normal zeta function of any arithmetic subgroup
of M. We prove that these invariants have a geometric nature, that is, if F//K is a finite field
extension then a* (M @k F) = o*(N), and if M is another unipotent algebraic group over K such
that Mk K' = M @k K’ for some field extension K'/K then o*(M) = a*(M) (x € {<, <}).
In particular, if two finitely generated torsion free nilpotent groups I'y and I's have isomorphic
R-Mal’cev completions as Lie groups, then I'; and I'y have the same subgroup growth rate and the
same normal subgroup growth rate. To do this, we develop a theory of zeta functions of nilpotent
groups with exponents in rings which are more general than the ring of integers.

An analogous work is done for extensions of finite groups by unipotent algebraic groups over
number fields.

As an application of our methods, we present the calculation of the subgroup zeta functions of all
the 3-dimensional almost-Bieberbach groups, that is, the fundamental groups of the 3-dimensional
infra-nilmanifolds.

Key words: zeta functions of groups, nilpotent groups, p-adic integrals.
2010 Mathematics subject Classification: 20E(07, 11M41.
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Introduccion

. Es posible clasificar lo inclasificable?

En matematicas, los problemas de clasificacién han sido sin dudas ejes fundamentales que han
guiado el rumbo de muchos mateméticos. Clasificar es lo que todos pensamos: tener suficientes
etiquetas que nos permitan distinguir de manera, efectiva los objetos en una determinada familia.
El primer ejemplo con el cual nos topamos todos cuando estudiamos matematicas es la clasificacién
de los espacios vectoriales de dimensiéon finita sobre un cuerpo dado. En este caso, los enteros no
negativos pueden servirnos como etiquetas: para cada entero no negativo n hay exactamente un
espacio vectorial (salvo equivalencia lineal) de dimension n. Decimos entonces que la dimension es
un invariante del espacio vectorial que determina completamente su estructura.

La década de 1980 se ha encontrado con uno de los logros mas celebrados en la historia de la
matematica: la clasificacién de los grupos finitos simples. Estos son los bloques elementales con
los cuales podemos armar cualquier otro grupo finito. Sin embargo, atn usando uno de los bloques
més simples como por ejemplo lo es el grupo ciclico de dos elementos Co, el problema de clasificar
todos los grupos que se obtienen pegando varios bloques iguales a Cy (la familia de los 2-grupos
finitos) es considerado salvaje: no podriamos encontrar un conjunto razonable de etiquetas que nos
permitan distinguirlos a todos.

., Qué podemos esperar entonces en el mundo de los grupos infinitos?. Si bien ya no es razonable
aspirar a una clasificacién de los mismos, es notable cémo la naturaleza de algunos invariantes puede
impactar de una manera rotunda en la estructura de los objetos. Un ejemplo paradigmatico es la
celebrada caracterizacion por Gromov de los grupos con crecimiento polinomial que describimos a
continuacion.

El teorema de Gromov

Para un grupo finitamente generado G y un conjunto generador S, la longitud ls(g) de un elemento
g de G es el menor entero k para el cual existen elementos s1, ..., s, € SUS™! tales que g = s1 ... 5.
Poniendo dg(g,h) = ls(gh™!), se prueba que (G,ds) es un espacio métrico. Denotamos por bg(n)

) . . log b
a la cantidad de elementos de G de longitud < n y ponemos g = limsup,, OigSY(L") € RU{+o0}, el
cual se prueba que es independiente de S. Decimos que G tiene crecimiento polinomial si fg < +00.

En tal caso, resulta que S¢ es el menor namero real para el cual bg(n) = O(nﬁG“) para todo € > 0.

El celebrado Teorema de Gromov [Gro81] afirma que G tiene crecimiento polinomial si y sélo si G
contiene un subgrupo de indice finito que es nilpotente. En tal caso, 8g se calcula usando la férmula
de Bass-Guivarch: fg =Y ¢, krank(I'y(N)/T'y11(N)), donde N es un subgrupo nilpotente de G
de indice finito y N =T'1(N) > T'a(N) > ... > T'c41(IV) = 1 es su serie central descendente [Ba72].
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Crecimiento de subgrupos

Podriamos decir que el problema en el cual tiene origen esta tesis es el analogo al anterior, donde en
vez de contar elementos de longitud < n con respecto a un conjunto generador, esta vez contamos
subgrupos de indice < n.

Para un grupo finitamente generado G y un entero positivo n, la cantidad de subgrupos de G
de indice < n es finita y serd denotada por 0,(G). Sea L el lattice de subgrupos de G de indice
finito y para H, K € Lg ponemos Dg(H, K) =log([K : K N H|[H : K N H]). No es dificil ver que
(Lg, D) es un espacio métrico; por lo tanto, 0, (G) no es méas que el numero de elementos de Lg
que estan en la bola cerrada de centro G y radio logn. En contraste con el caso anterior, esta vez
on(G) es un invariante de G (no depende de ningtn conjunto de generadores).

El estudio asintotico de la sucesion (0, (G))nen toméd mucho auge a partir de la década de 1990
dando origen a una nueva area dentro de la teoria de grupos denominada Crecimiento de subgrupos.
Para conocer mas sobre el desarrollo en esta area citamos por ejemplo a [Lub93], [LS03| v a las

referencias que alli se encuentran.

Sea G un grupo finitamente generado. Ponemos «(G) = limsup,, % y decimos que G

tiene crecimiento polinomial de subgrupos si a(G) < +o00. En este caso, a(G) resulta ser el menor
nimero real para el cual ,(G) = O(n®%)*€) para todo € > 0 y por lo tanto sera llamado la tasa
de crecimiento de subgrupos de G. El andlogo al Teorema de Gromov fue probado por Lubotzky,
Mann y Segal en [LMS93|: si G es un grupo finitamente generado y residualmente finito, entonces
G tiene crecimiento polinomial de subgrupos si y solo si G tiene un subgrupo de indice finito que es
soluble de rango finito. El residuo R(G) de un grupo G es la interseccién de todos sus subgrupos
de indice finito. Puesto que 0,(G) no distingue entre G y G/R(G), para estudiar la sucesion o, (QG)
podemos siempre reemplazar G por G/R(G) y suponer asi que R(G) = 1. En tal caso, diremos
que G es residualmente finito. Un grupo G tiene rango finito si existe 7 € N tal que todo subgrupo
finitamente generado de G puede generarse por r elementos. Ejemplos de grupos con crecimiento
polinomial de subgrupos son entonces los grupos nilpotentes y finitamente generados, y maés en
general los grupos policiclicos (los que se obtienen por extensiones sucesivas de grupos ciclicos) y
cualquier extensién de un grupo finito por un grupo policiclico.

Hasta ahora, no se conoce una expresion general para a(G) en términos de G. Segun du Sautoy
y Grunewald, este es uno de los problemas mas desafiantes en el area [dSGO6].

Grupos nilpotentes y funciones zeta

Para un grupo finitamente generado G'y un entero positivo n, denotamos por a,(G) a la cantidad de
subgrupos de G de indice n. Con la notacion de la seccion anterior tenemos 0,(G) = > p_; ai(G).
En el trabajo fundacional [GSS88|, Grunewald, Segal y Smith introducen la funcion zeta de sub-
groups de G como una herramienta analitica para analizar no sélo el comportamiento asintotico de
la sucesion (0, (G))nen sino también las propiedades aritméticas de la sucesion (an(G))nen. Ella es
la serie de Dirichlet

Gl =329 (e
n=1

De la teoria general de series de Dirichlet, sabemos que (g (s) converge en algiin semiplano complejo
no vacio si y s6lo si (0,(G))nen tiene crecimiento polinomial, es decir, cuando G tiene crecimiento



polinomial de subgrupos. Si este es el caso y ademés a(G) > 0 entonces a(G) es la abscisa de
convergencia de (z(s), es decir, (g(s) converge para todo s € C con Re(s) > a(G) y (g(s) diverge
para todo s € C con Re(s) < a(G). Por lo tanto, si G es un grupo finitamente generado con
crecimiento polinomial de subgrupos, la serie (z(s) no es s6lo un objeto formal sino también un
objeto analitico, y el problema de relacionar a(G) con la estructura de G se extiende al siguiente:
squé propiedades analiticas tiene la funcion zeta de subgrupos de G? y ;qué propiedades de la
estructura de G revelan estas propiedades analiticas?.

Cuando G es un grupo nilpotente y finitamente generado, este tiene crecimiento polinomial de
subgrupos y su funcién zeta de subgrupos tiene una descomposiciéon como un producto de Euler

is)= [] ¢enls)

primo

donde (g p(s) = D op2q Ay (G)p~** es la funcion zeta de subgrupos de G local en p. Esto no es mas
que el reflejo de la propiedad de que los cocientes finitos de G son grupos nilpotentes finitos, por lo
tanto ellos son el producto de sus subgrupos de Sylow.

El ejemplo mas basico es con G = Z, el grupo infinito ciclico. Puesto que para cada n € N,
nZ es el tnico subgrupo de Z de indice n, tenemos (z(s) = ((s), la funcién zeta de Riemann.
La factorizaciéon como un producto de Euler se reduce en este caso a la conocida factorizacién
C(s)=1I, # Ejemplos menos triviales son
((5)¢(s = 1)¢(2s — 2)¢(2s — 3)

((3s—3) ’

donde Z" es el grupo abeliano libre en h generadores y Hs es el grupo de Heisenberg

Czn(s) =C(s)C(s = 1) ... ¢(s —h+1) ¥ Cus(s) =

1
H; = 0
0

O =

b
c |:a,bjceZ
1

Se lee de las expresiones anteriores que a(Z") = h para todo h € N, mientras que a(H3) = 2. En
general, hasta ahora lo més que se puede establecer sobre a(G) son cotas tales como por ejemplo
h(G%) < a(G) < h(G), donde para un grupo nilpotente G, h(G) denota su longitud de Hirsch
(la cual puede interpretarse como la "dimensiéon" o el "rango" de G) y G = G/[G,G] es la
abelianizacion de G.

Si T es el subgrupo de torsién de un grupo nilpotente y finitamente generado G entonces puede
probarse que a(G) = a(G/T) y (cp(s) = (a/rp(s) para todo primo p que no divide el orden de
T; por lo tanto, no perdemos mucho si suponemos de ahora en mas que G es un grupo nilpotente,
finitamente generado y libre de torsiéon. Un tal grupo es llamado un 7-grupo.

En [GSS88, Proposition 1.8] se prueba que si Gy y G2 son dos 7-grupos conmensurables entonces
a(G1) = a(G2). Decir que G; y G2 son conmensurable significa que para cada i = 1,2 existe un
subgrupo H; de G; de indice finito tal que H; y Ho son isomorfos. Si G es un 7-grupo, existe una
sucesion = (x1,...,xp) de elementos de G llamada una base de Mal’cev para G de modo que todo
elemento del grupo puede escribirse de manera tunica en la forma z7* ... xzh con ai,...,ap € Z. Si
identificamos G con Z" mediante esta base, la multiplicacién G x G — G resulta un mapa polinomial
mg : Z" x Z" — Z" y el mapa G x Z — G dado por (x,r) + 2" resulta un mapa polinomial
es : Z" x 7. — 7Z". Para un cuerpo K de caracteristica cero, la K-completacion de Mal’cev de G es
el grupo G cuyo conjunto subyacente esté formado por las expresiones de la forma xt... xzh con
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r; € K. Identificando GX con K" la multiplicacion en G¥ es el mapa K" x K" — K", extension
del mapa mg, y ademds G¥ tiene una operacion de exponenciaciéon por elementos de K dada por
el mapa K" x K — K", extension del mapa eg. Esta ultima operacién convierte a GX en un grupo
nilpotente K -potenciado y un K-morfismo entre por ejemplo GX y G es un morfismo de grupos
que conmuta con esta operacién. Se tiene que dos 7-grupos G y Ga son conmensurables si y sélo
si G? y G? son Q-isomorfos. Por lo tanto el resultado anterior se reescribe diciendo que a(G) es en
realidad un invariante de la Q-completacién de Mal’cev de GG. Uno de los resultados que probaremos
en esta tesis es el siguiente.

Teorema A. Si Gy y G2 son dos T-grupos para los cuales existe un cuerpo K de caracteristica cero
tal que GE y GX son K-isomorfos, entonces a(G1) = a(G2).

La conclusién de este teorema puede expresarse diciendo que la tasa crecimiento de subgrupos
en los grupos nilpotentes es un invariante geométrico pues depende sélo de la C-completacion de
Mal’cev del grupo.

Hay otra forma de escribir este resultado. Los grupos que se obtienen como la Q-completaciéon
de Mal’cev de un 7-grupo son precisamente los grupos de la forma &(Q), donde & es un grupo
algebraico unipotente sobre Q. Dos 7-grupos son conmensurables si y s6lo si ellos son isomorfos
a subgrupos aritméticos del mismo grupo algebraico unipotente. El resultado mencionado en el
parrafo anterior al Teorema A se traduce diciendo que para un grupo algebraico unipotente & sobre
Q es posible definir un invariante «(®) el cual puede calcularse como la abscisa de convergencia de
la funcion zeta de subgrupos de cualquier subgrupo aritmético de &. El Teorema A dice que a(®)
es un invariante geométrico de &, es decir, si D es otro grupo algebraico unipotente sobre Q tal
que & ®g K = M ®g K para algin cuerpo K de caracteristica cero, entonces a(®) = a(MN) (aqui
® ®q K denota & @gpec(q) Spec(K)).

Surge entonces la pregunta de si es posible definir de manera razonable «(®) para grupos al-
gebraicos unipotentes sobre cuerpos de nimeros mas generales. Responder a esto nos daria mas
indicios sobre la naturaleza del invariante a(®). Tanto la demostracién del Teorema A como la re-
spuesta a esta pregunta va a depender fuertemente del estudio realizado por du Sautoy y Grunewald
sobre integrales conicas en [dSGO0| y cuyos resultados resumiremos a continuacion.

Sea K un cuerpo de nimeros con anillo de enteros algebraicos O y sea D = (fo, 90,---, f1,91)
una coleccién de polinomios no nulos en K[X] = K[X,...,X,,]. Para cada ideal primo no nulo p
de O definimos

Zn(s.p) = /V o) |90 () [dpu(x) (s € ©),

donde V, = {x € 0;” cup(fi(x)) < vplgi(x)), i =1,...,1}. Aqui Op es la completacion p-adica de
O, vy es la valuacion discreta asociada a p, | - | es la norma p-adica dada por |z| = qp_v"(x), con g el
cardinal de 0/p, y p es la medida de Haar en Oy" normalizada de modo que ,u(O;”) =1.

Decimos que Zg(s,p) es una integral conica sobre K con dato de integral conica D. Esta es
una funcion racional en g, ° [Den84] y, por lo tanto, puede escribirse como una serie > ;2 ap rqy ks,
Obtenemos asi una serie de Dirichlet

Zp(s)=  []  apoZo(s:p),

pESpec(0)\(0)
ap,07#0
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la cual es llamada una integral conica global sobre K (con dato D).

En [dSGO00] se obtiene que la serie Zp(s) = > 77, 9= tiene coeficientes no negativos y que cuando

no es la funcién constante ella tiene las siguientes propiedades.

(i) Zp(s) tiene abscisa de convergencia racional ap y la abscisa de convergencia de cada factor
local Zp(s,p) es menor estricta que ap.

(ii) Existe 6 > 0 tal que Zp(s) admite continuacion meromorfa al semiplano {s € C : R(s) >
ap — 0} y ap es el unico polo en la recta {s € C: R(s) = ap}.

(iii) Sea (Y, h) una resolucion para F(x) = Hi:o fi(X)gi(X) sobre K y sean (F;)icr las compo-
nentes irreducibles del esquema reducido (h™1(D));eq sobre Spec(K), donde D = Spec(@).
Entonces existen funciones racionales P;(X,Y) € K(X,Y) para cada I C T con la propiedad
de que para todos salvo una cantidad finita de ideales maximales p de O (més precisamente

para todos aquellos p para los cuales Y tiene buena reduccion médulo p) se tiene

Z’D(Sap> = Z CPJPI(qIM Qp_s)7
ICT

donde ¢y 7 = |{a € Y(F,,) :a € Ejsiysolosiie I} yY significa reduccion del esquema Y
modulo p.

Cabe mencionar que en [dSG00] se supone K = @, pero un andlisis detallado muestra que todo
sigue siendo valido para cuerpos de nlimeros en general.

Sea ahora K’ un cuerpo de niimeros que contiene a K, O" su anillo de enteros algebraicos y D’ la
misma coleccion D pero donde a los polinomios se los considera con coeficientes en K’. Obtenemos
una integral conica global sobre K’ que se denota por Zp/(s). Nuestro resultado clave para probar
el Teorema A es el siguiente.

Teorema B. Las series Zp(s) y Zp/(s) tienen la misma abscisa de convergencia.

Este resultado puede interpretarse como una generalizacién del hecho de que todas las funciones
zeta de Dedekind tienen abscisa de convergencia 1. El siguiente resultado respecto al compor-
tamiento de los factores locales por extensién de base hace méas fuerte esta analogia.

Teorema C. Sip es un ideal mazimal de O para el cual Y tiene buena reduccion mddulo p y p’ es
un ideal mazimal de O' que yace sobre p, entonces

ZD/(S,p/) = Z Cp/,IPI(qp’a q};s),
ICcT

donde esta vez qy = |0'/p'| y ey 1 = |{a € Y(qu,) a € E; siysolosiie T}

. Qué tiene que ver todo esto con funciones zeta de grupos?. En [dSG00] se prueba que si G es
un 7-grupo de longitud de Hirsch h, existe un dato D de integral cénica sobre QQ tal que para todos
salvo una cantidad finita de primos p se tiene (g p(s) = Zp(s — h), mientras que para los primos
excepcionales se prueba que las abcisas de convergencia de los factores locales correspondientes
son menores estrictas que la de (g(s). La idea es asociarle a G un anillo de Lie L(G) via la
correspondencia de Mal'cev [Se83, Cap. 6 |, luego definir la funcién zeta de L(G) (asociada al
problema de contar subanillos de indice finito), luego probar que (¢ (s) = (1) p(s) para todos
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salvo una cantidad finita de primos p y finalmente probar que existe D tal que (r)(s) = Zp(s—h).
Nosotros vamos a probar este resultado nuevamente sin pasar por el anillo de Lie. Esto sera necesario
para nuestro estudio posterior de funciones zeta de grupos virtualmente 7-grupos.

Teorema D. Si G es un 7-grupo de longitud de Hirsch h > 1, entonces existe un dato de integral
conica D sobre Q tal que (a(s) = Zp(s — h).

Se sigue de las propiedades de integrales conicas enunciadas anteriormente que (g(s) tiene
abscisa de convergencia racional y continuacién meromorfa més alld de la abscisa de convergencia,
sin polos en la recta R(s) = a(G) aparte de a(G). Como a(G) > h(G®) > 1, podemos aplicar
[dSG00, Theorem 4.20] para concluir al igual que en [dSG00, Theorem 5.7] el siguiente corolario.

Corolario. Si w(G) es el orden del polo (c(s) en a(G), entonces existe ¢ € R tal que

a1(Q) + ...+ an(G) ~ c- n*Dlogn)* D=1 cuando n — .

Volvamos a considerar nuevamente un esquema de grupos unipotente & sobre un cuerpo de
numeros K con anillo de enteros O. En el capitulo 1 desarrollaremos los fundamentos necesarios
para que por ejemplo podamos hablar de grupos nilpotentes con exponentes en Op, la completacion
p-addica de O con respecto a un ideal maximal p. En particular, se define lo que es un T5,"8IUPO,

sus Op—subgrupos y su funcién zeta asociada al problema de contar Op—subgrupos de indice finito.
Veremos que 05(Op) estd definido para todos salvo una cantidad finita de ideales maximales p de
O y que es un Tp, 8rupo cuya funcién zeta de Op—subgrupos se denotard (g p(s). Nuestro proximo
resultado es

Teorema E. Si & es un grupo algebraico unipotente de dimension h sobre un cuerpo de nimeros K,
entonces existe un dato D de integral conica sobre K tal que para todos salvo una cantidad finita de
ideales mazimales p del anillo de enteros algebraicos de K se tiene (g p(s) = (1—|0/p|™1)""Zp(s—

h,p).

Este resultado nos permite definir a(®) como ap, donde D es un dato de integral conica que
satisface la conclusiéon del teorema y este nimero no depende de qué D elijamos. En efecto, para
otro tal dato D; se tiene por este teorema que Zp(s — h,p) = Zp, (s — h,p) para todos salvo una
cantidad finita de ideales maximales p del anillo de enteros algebraicos de K; por lo tanto, nuestra
afirmacion se sigue de la propiedad (i) sobre integrales conicas enunciada mas arriba. Cuando
K = Q esta definicion coincide con la ya previamente vista para este caso. Terminaremos esta serie
de enunciados con el siguiente resultado que determina la naturaleza geométrica de o(®).

Teorema F. Sea & un grupo algebraico unipotente sobre un cuerpo de nimeros K.

(i) Si K — K' es una extension finita de cuerpos entonces a(® @k K') = a(®).

(i) Si N es otro grupo algebraico unipotente sobre K y K — K' es una extension de cuerpos tal
que Qg K' 2N @K K' entonces a(&) = a(MN).

Funciones zeta de grupos virtualmente nilpotentes

Hemos visto que si G es un 7-grupo y H es un subgrupo de G de indice finito, entonces a(G) = a(H)
pues H y G resultan conmensurables. Esto es vilido atn si eliminamos la hipétesis de ser libres
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de torsion. Mas aun, resulta que (g p(s) = Cmp(s) para todo primo p que no divide al indice
[G : H]. Sin embargo, cuando salimos del mundo nilpotente, ain en el ejemplo méas sencillo como
lo es el grupo dihedral infinito Do, = Z x Cy, la funcién zeta muestra ser un objeto muy sensible
cuando se pasa a subgrupos. En efecto, {(p__(s) = ((s — 1) +27%((s), cuya abscisa de convergencia
es 2, mientras que (z(s) = ((s), cuya abscisa de convergencia es 1. Motivados en entender estos
fenomenos, en [dSMS99] du Sautoy, McDermott y Smith estudian funciones zeta de grupos que son
extensiones de grupos finitos por grupos abelianos libres, incluyendo por ejemplo a todos los grupos
cristalograficos. El resultado mas relevante de aquel trabajo es que las funciones zeta de estos grupos
tienen continuacién meromorfa a todo el plano complejo. Cabe mencionar que esto no es cierto en
general aun para las funciones zeta de 7-grupos [dSWO08, Chap. 7]. En [dSMS99| se presentan
también los resultados obtenidos en la tesis doctoral de McDermott [McD97] con respecto al célculo
explicito de las funciones zeta de los grupos cristalograficos planos. Esta coleccién de céalculos
constituyen los primeros ejemplos de funciones zeta de grupos finitamente generados calculadas
fuera del mundo nilpotente.

Un grupo G se dice virtualmente nilpotente si contiene un subgrupo nilpotente de {ndice finito.
Si ademés G es finitamente generado, puede verse facilmente que G contiene un subgrupo de indice
finito que es un 7-grupo. Vamos a considerar extensiones de grupos & : 1 - N - G 5 F — 1
donde N es un 7-grupo y F' es un grupo finito. La funcidn zeta de subextensiones de & es la serie

(s(s)= > [G:A]™

A<;G,AN=G

Para cada subgrupo H de F se obtiene una extension &y : 1 — N & 7~ YH) & H — 1y
se ve facilmente que (q(s) = Y py<plF : H| ®Cs,(s). Por lo tanto, para deducir propiedades
analiticas de funciones zeta de grupos virtualmente nilpotentes basta estudiar las funciones zeta de
subextensiones para extensiones de grupos finitos por 7-grupos. Para estas funciones zeta tenemos
el siguiente teorema.

Teorema G. Si 6 :1 - N 5 G 5 F — 1 es una extension de un grupo finito F por un
T-group N de longitud de Hirsch h, entonces existe un dato de integral conica D sobre Q tal que

Cs(s)=Zp(s—h—|F|+1).
Como consecuencia de todo lo que venimos diciendo se tiene

Corolario. Sea & : 1 - N 5 G 5 F — 1 una estension de grupos donde N un T-grupo y F
es un grupo finito. Entonces (s(s) y (a(s) tienen abcisas de convergencia racional y continuacion
meromorfa a una region mds alla de sus abscisas de convergencia.

Para un cuerpo de caracteristica cero K, vamos a definir en el Capitulo 1 lo que seria la K-
completacion de Mal’cev &% de una extension & :1 —- N 5 G 5 F — 1, donde N es un 7-grupo
y F un grupo finito, y también lo que serfa un K-isomorfismo entre K-completaciones de Mal’cev
de extensiones de este tipo.

Teorema H. Parai=1,2, sea S; : 1 — N; KN G; KN F; — 1 una extension de un grupo finito F;
por un T-grupo N;. Si existe un cuerpo K de caracteristica cero tal que 6{( Yy 65< son K -isomorfos,
entonces (g, (s) y (&, (s) tienen la misma abscisa de convergencia.

Se pueden considerar extensiones G : 1 - 9 — & — ' — 1 donde F' es un grupo finito y
M es un grupo algebraico unipotente sobre un cuerpo de niimeros. Todo lo que enunciamos para
grupos algebraicos unipotentes puede enunciarse también en esta situacion. Para no ser repetitivos
invitamos al lector a leer los enunciados en el Capitulo 3.
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Otro tipo de conteo

En vez de considerar todos los subgrupos de indice finito de un grupo podriamos considerar sélo
aquellos que son normales. Definiendo a;)(G) como el nimero de subgrupos normales de G de indice

n, la funcién zeta de subgrupos normales de G es la serie de Dirichlet (5(s) = > 77, % Todo lo

que hemos dicho hasta ahora con respecto a (g(s) también lo vamos a establecer para (5(s).

Grupos almost-Bieberbach y calculos explicitos

De la teoria de variedades riemaniannas compactas planas se sabe que estas estan completamente
determinada por su grupo fundamental. Estos a su vez pueden caracterizarse de manera puramente
algebraica: un grupo F es el grupo fundamental de una variedad riemanniana compacta plana si y
s6lo si E es finitamente generado, libre de torsién y contiene un subgrupo normal abeliano de indice
finito. A un tal grupo se lo llama grupo de Bieberbach y su dimensidn es la dimension de la variedad
riemanniana correspondiente. Salvo isomorfismo, hay exactamente 10 grupos de Bieberbach de
dimension 3. En el Capitulo 4 se presenta el célculo de la funcién zeta de subgrupos de cada uno de
ellos. Esto aporta méas ejemplos de funciones zeta de subgrupos calculadas para grupos virtualmente
abelianos aparte de las funciones zeta de subgrupos de los grupos cristalograficos planos calculadas
por McDermott en [McD97|.

Una generalizaciéon de las variedades riemannianas compactas planas son las infra-nilvariedades.
Para una definicién de estos, referimos al lector al capitulo 4. Un grupo F es el grupo fundamental
de una infra-nilvariedad si y s6lo E es finitamente generado, libre de torsién y tiene un subgrupo
normal nilpotente de indice finito; ademés este grupo determina la variedad. A un tal grupo se lo
llama un grupo almost-Bieberbach y su dimension es la dimension de la infra-nilvariedad asociada.
Los grupos almost-Bieberbach de dimensén 3 también estan clasificados y hay una cantidad infinita
de ellos. Nosotros presentaremos el calculo explicito de la funcién zeta de subgrupos de cada uno
de ellos. Estos son los primeros calculos de funciones zeta de grupos virtualmente nilpotentes que
no son nilpotentes ni tampoco virtualmente abelianos.

i.Ecuaciéon funcional?

Uno de los resultados méas importantes en la teorfa de funciones zeta de grupos fue probado por Voll
en [Voll0] y refiere a la existencia de una ecuacion funcional que satisfacen los factores locales de las
funciones zeta de los factores locales. Si G es un 7-grupo de longitud de Hirsch h, existen variedades
proyectivas lisas Vi, t € {1,...,m}, definidas sobre Q, y funciones racionales W;(X,Y) € Q(X,Y)
tales que para todos salvo una cantidad finita de primos p se tiene

(1) Capl(s) = 2?;1 be(p)Wi(p,p~*), donde by(p) = \Vt(IFp)\ y V; es la reduccién de V; mod p.

(ii) Poniendo (g p(s)lpsp-1 = Doreq be(p~HWi(p~t, p%), donde by(p~t) = p~ dim(Ve)p, (p), se verifica
la siguiente ecuacién funcional

Cop($)popt = (=1)p(2) ¢ (s).

Notar que la forma de esta ecuacién funcional depende sélo de la longitud de Hirsch de G. En todos
nuestros célculos de funciones zeta de subgrupos de los grupos almost-Bieberbach notaremos que
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también se presentan ecuaciones funcionales para los factores locales, pero esta vez van a depender
del grupo G y del primo p.
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Capitulo 1

Elementos de teoria de grupos

En este capitulo se desarrollan los conceptos necesarios sobre teoria de grupos que seran usados
més adelante en nuestro estudio de las funciones zeta de grupos. Empezaremos repasando la teorfa
de grupos nilpotentes con exponentes en anillos binomiales, 0 més precisamente en anillos que
llamaremos c-binomiales. La completaciéon de Mal’cev es la que nos permitird cambiar el anillo
de exponentes. Luego para un anillo c-binomial introduciremos los grupos virtualmente R-grupos
nilpotentes y sus completaciones de Mal’cev. La mayoria de los resultados que enunciaremos son
clasicos y pueden encontrarse en [Hal69] y [War76], por lo cual salvo excepciones no daremos ninguna
cita de ellos y s6lo pondremos en proposiciones aquellos que sean nuevos o que estén expresados de
manera muy distinta a como se encuentran en las fuentes mencionadas.

1.1 Grupos nilpotentes

1.1.1. Sea N un grupo. La serie central ascendente de N es la serie normal 1 = Zp(N) < Z;(N) <

Z3(N) < ... definida recursivamente por Z;(N) = {z € N : [z,y] € Z;_1(N) Yy € N} para
i > 0. La serie central descendente de N es la serie normal N = I'i/(N) > I's(N) > ... definida
recursivamente por I';(V) = [N,T';_1(N)] para todo i > 1. Se verifica que I';(I';(IV)) < I'ig;(N)
para todo 4,5 > 1. El grupo N se dice nilpotente si existe un entero c¢ tal que Z.(N) = N y al
menor de tales enteros se lo denomina la clase (de nilpotencia) de N. Resulta en tal caso que
['i(N) < Ze_it1(N) para 1 <14 < ¢. Més atun, N es nilpotente si y solo si existe un entero ¢ tal que
[e11(N) = 1y el menor de tales enteros coincide con la clase de nilpotencia de N. A Z(N) = Z;(N)
se lo llama, el centro de N y a N% = N/I'5(N) se lo llama la abelianizacion de N.

1.1.2. Un grupo nilpotente, finitamente generado y sin elementos de torsiéon aparte de la identidad

es llamado un 7-grupo. Si N es un 7-grupo de clase ¢, cada cociente Z;(N)/Z;_1(N) es un grupo
abeliano libre de rango finito. Al namero h(N) = Y7, rank(Z;(N)/Z;—1(N)) se lo denomina la
longitud de Hirsch de N. Una base de Mal’cev para N es una sucesion (x1,...,xp) tal que si
N; = (x;,...,xp) entonces N; es normal en N y N;/N;11 = Z para i = 1,...,h. Dos bases de
Mal’cev para N tienen siempre la misma cantidad de elementos, la cual coincide con la longitud de
Hirsch de N. Se puede obtener una base de Mal’cev para N poniendo en sucesién en primer lugar
elementos de N que se proyectan a una base para N/Z._1(N), luego elementos de Z._1(N) que se
proyectan a una base de Z._1(N)/Z.—2(N), y asi sucesivamente.

1.1.3. Si (x1,...,2,) es una base de Mal’cev para N, todo elemento de N se escribe de manera
tnica en la forma z{'.. xzh con ai,...,a € Z. Para simplificar la notacién escribiremos x? =
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z{'...zy". La multiplicacion y la exponenciacion en N con respecto a esta base estan dadas
por mapas polinomiales: existen polinomios fi,...,fn € Q[X1,..., Xn, Y1,..., Y] y g1,...,9n €
Q[X1,. .., Xn, Z] tales que escribiendo £ = (f1,..., fn) y & = (91,-..,9n) se tiene

x* - xP = xf@P) v (x2) = x8@") para a b ez reZ
En (1.2.10) daremos informacién més precisa sobre estos polinomios.

1.1.4. (Formula de Hall-Petresco) Sea F' el grupo libre en los generadores z1,...,%y,. Se definen
palabras 7,(x1,...,Zn) = T,(x) inductivamente por la formula

22 = 7 (x) ()3 . (30) ) 7 ().

Resulta entonces que 7,(21,. .., %) € I'n(F). Méas atn, si G es el grupo libre en los generadores
Tlyenoy Ty Yly---, Yt ¥ @ @ G — F es el homomorfismo que lleva z; en x; e y; en 1, entonces
¢(Tn($1, ey Tmy Y1, - e yt)) == Tn(xla o ,I'm).

Como aplicacién, tenemos que si N es un grupo nilpotente de clase < ¢, entonces para todo
T1,...,Tm € N y r € Z vale la igualdad

xry...x, = Tl(X)TTQ(X)(g) . Tc(x)(f;);
y ademas para todo morfismo de grupos nilpotentes f : M — N se tiene que 7,,(f(z1), ..., f(xm)) =

f(rn(z1, ..., 2m)) para todo z1,...,2, € M yn € N.

Ejemplo 1.1.5. Para n € N, denotamos por U, (Z) al subgrupo de GL,(Z) de todas las matrices
triangulares superiores con s6lo 1’s en la diagonal. Este es un 7-grupo de clase n — 1 y con longitud
de Hirsch w La serie central ascendente de U, (Z) esta dada por Z;(Uy(Z)) = {A € U,(Z) :
A;j =0sij—1i <n—i}. Denotando por E,, a la matriz con entrada 1 en el lugar (r,s) y con 0’s en
los lugares (r',s") # (7, s), se observa que las clases de las matrices I;, + Ej g4 con 1 <i<n—1y
1 <k <n—imoédulo Z;(U,(Z)) forman una base del grupo abeliano libre Z;(U,(Z))/Z;i—1(Uy(Z)).
Por lo tanto, escribiendo z;; = I, + Ej, j44 resulta que (zi%)1<i<n—1,1<k<n—i, ordenado de acuerdo
al orden lexicografico de los pares (i,7), es una base de Mal’cev para U, (Z).

Por otro lado, si IV es un 7-grupo entonces existe n € N tal que N es isomorfo a un subgrupo
de U,(Z) (|Hal69, Theorem 7.5]).

1.2 Grupos nilpotentes R-potenciados

1.2.1. Sea ¢ € N. Un anillo R se dice c-binomial si es un dominio integro de caracteristica cero
tal que para todo r € R y para todo 1 < k < ¢ se tiene (;) = W(T_l)kw € R. Ejemplos son el

anillo de enteros Z, el anillo de enteros p-adicos Z;, = @Z /p*7Z para todo primo p, la completacion

profinita Z = limZ/nZ de Z y la localizacion de cualquier dominio integro de caracteristica cero
con respecto a un subconjunto que contiene a 1,2,...,¢, como por ejemplo cualquier cuerpo de
caracteristica cero.

1.2.2. Sea ¢ € Ny R un anillo ¢-binomial. Un grupo nilpotente N se dice R-potenciado si es de
clase a lo sumo ¢ y si para cada x € N y para cada r € R se ha definido un elemento " de modo
que

(i) 2° =1, 2! =2y 2" = (2")° paratodo x € N y r,s € R;
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(i) yz"y~! = (yry~!)" paratodoxz,y e Nyr e R;y

(iii) para todo x1,...,2,m € N y r € R se verifica la formula de Hall-Petresco (1.1.4)

r

(1...xm) =11(x1, .o 2m) T2(21, - - ,wm)(2) e Te(xy . ,xm)(D.

Un morfismo de grupos ¢ : M — N entre grupos nilpotentes R-potenciados se dice un R-morfismo si
verifica p(z") = p(z)" para todo x € N y r € R. Tenemos asi la categoria de los grupos nilpotentes
R-potenciados.

Notar que para ¢ = 1, la categoria de grupos nilpotentes R-potenciados coincide con la categoria
de R-moédulos, es decir, un grupo abeliano R-potenciado es los mismo que un R-moé6dulo y un R-
morfismo entre grupos abelianos R-potenciados es un morfismo de R-médulos.

1.2.3. Sea N un grupo nilpotente R-potenciado. Un subgrupo M de N se dice un R-subgrupo
si " € M para todo x € M y r € R. La intersecciéon de una familia arbitraria de R-subgrupos
es un R-subgrupo. Si M es un R-subgrupo normal de N entonces M/N es un grupo nilpotente
R-potenciado si definimos (zM)" como "M y el mapa cociente N — N/M es un R-morfismo.
Mas atn, el mapa K — K/M da una correspondencia uno a uno entre los R-subgrupos de N que
contienen a M y los R-subgrupos de N/M. Si A es un R-subgrupo de N y M es un R-subgrupo
normal de N entonces AM es un R-subgrupo de N y el isomorfismo canoénico AN/N = A/ANN
es un R-isomorfismo. Los elementos de la serie central ascendente y la serie central descendente de
N son R-subgrupos.

El producto [[,c; N; de una cantidad arbitraria de grupos nilpotentes R-potenciados N; es de
nuevo un grupo nilpotente R-potenciado si definimos (z;)" = (zj) para (z;) € [[;c; Niyr € R,y
él es un producto en la categorfa de grupos nilpotentes R-potenciados.

Proposicion 1.2.4. Sea S un subconjunto de un grupo nilpotente R-potenciado N y sea (S)r el sub-
conjunto de todos los elementos de N que pueden escribirse en la forma x7* .. ZL’Zk conxy,...,x €5
YTi,...,rr € R. Entonces (S)r es un R-subgrupo de N.

Demostracion. Es claro que (S)g es un subgrupo de N. Para z1,...,2p € Sy ri,...,r5,7 € R
queremos ver que (27’ ...z;*)" € (S)g. Cuando z7' ... 2% € (S)r NTcq1(N) = 1 no hay nada que
probar. Si zi' ...z € (S)pr NT(N) con i < ¢ entonces por la formula de Hall-Petresco tenemos

oy = (e xR ) (el ,xzk)(;) coTe(at ,xi’“)(g,
y el resultado se sigue por induccion pues 7;(z7, ..., ;%) € (S)rNT;(T3(N)) € (S)rNTj4i(N). O

1.2.5. Sea N un grupo nilpotente R-potenciado. Decimos que un conjunto S C N genera N si
todo elemento de N puede escribirse como zi' ...z} con x1,..., 2, € Sy r1,...,7; € R, es decir,
N = (S)r. Segun (1.2.4) esto equivale a decir que N es el menor R-subgrupo de N que contiene
a 5. Si ademés S puede elegirse finito, decimos que N es finitamente generado (como grupo R-
potenciado). En tal caso, existe una serie subnormal N = Ny > ... > N,, > N,;1 = 1 formada
por R-subgrupos tales que N;/N;;1 es un R-mo6dulo ciclico [War76, Theorem 3.8]. Mas atn, si M
es un R-subgrupo de N, entonces M = (M N Ny) > ... > (M NN, > (MNNyy1) =1 es una
serie subnormal de M con M N N;/M N Niy1 = (M N N;)Nit1/Niy1, el cual es un R-submédulo
del R-mo6dulo ciclico N;j/N;t+q. Concluimos por ejemplo que si R es noetheriano entonces todo
R-subgrupo de un grupo nilpotente R-potenciado y finitamente generado es tambén finitamente
generado; en particular, los factores Z;(N)/Z;—1(IN) de la serie central ascendente son R-moédulos
finitamente generados.
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1.2.6. Un elemento x de un grupo nilpotente R-potenciado N se dice un elemento de R-torsién si
existe r € R distinto de 0 tal que 2" = 1. El conjunto de todos los elementos de R-torsion de N
es un R-subgrupo normal de N que lo denotamos tr(/N). Decimos que N es libre de R-torsion si
tr(N) =1y si ademas N es finitamente generado decimos que N es un 7r-grupo.

Si N es un 7r-grupo entonces Z(N) es un R-mdédulo que es libre de torsion y N/Z(N) es un 7p-
grupo. En efecto, si x € N satisface 2" € Z(N) para algin 7 # 0 entonces (yry )" = ya"y 1 = 2"
para todo y € N, y la conclusion resulta de [War76, Lemma 10.8]. Se concluye por induccion que
cada cociente Z;11(N)/Z;(N) es un R-modulo libre de torsion.

1.2.7. Sea R un anillo ¢-binomial que es un dominio de ideales principales y sea N un Tr-grupo
de clase c¢. Por (1.2.5) y (1.2.6) cada Z;(N)/Z;—1(N) es un R-moédulo libre de rango finito. Al
namero h(N) = Y7  rankp(Z;(N)/Z;—1(N)) se lo llama la R-longitud de Hirsch de N. Una
sucesion (z1,...,x,) de elementos de N se dice una R-base de Mal’cev para N si el R-subgrupo
N; de N generado por {z;,...,xp} es normal y N;/N;11 = R para i = 1,...,h. El namero de
elementos de cualquier R-base de Mal’cev para NN coincide con la R-longitud de Hirsch de N. Una
R-base de Mal’cev para IV se obtiene poniendo en sucesién en primer lugar elementos de N que se
proyectan a una base de N/Z._1(N), luego elementos de Z._1(N) que se proyectan a una base de
Ze1(N)/Z.—2(N), y asi sucesivamente.

Resulta que si (x1,...,x,) es una R-base para Mal’cev para N entonces cada (z;,...,zp) es una
R-base de Mal’cev para N; y todo elemento de N se escribe de manera tnica en la forma ' ... z}"
conry,...,r, € R.

1.2.8. Para k € N denotamos ()k() = X(Xfl)','c'!(X*kH) € Q[X] y definimos ()0() = 1. Para un
entero positivo ¢, denotamos por B al subanillo de Q[X] generado por el menor subconjunto S de
Q[X] que contiene a {()1(), ey ()C()} y con la propiedad de que para f,g € S la composicion f o g

también pertence a S. Para h > 1, denotamos por B,  , al subanillo de Q[Xj, ..., X}] generado
por los subanillos Bx,, ..., Bx,. Notar que si R es un anillo c-binomial y r1,...,7, € R, entonces
f(r1,...,ry) € R para cualquier f € B%, .x,

Lema 1.2.9. Sea R un anillo c-binomial. Si f1,..., fi € B, x, ®Ryg € By, y ®R entonces
9(f1,---, f1) € B%, .x, ®R.

Demostracion. Como By, y, ® R esta generado como R-dlgebra por los subanillos By, ,..., By,

podemos suponer sin pérdida de generalidad que [ =1y g € By,. Més ain, por definicién de By, ,

basta considerar s6lo el caso en que g es de la forma (il) con 1 <k < c¢. Como R es c-binomial,

el resultado se sigue claramente si probamos que (_kX) € Bé“( y (Xzy), (Xky) € Bgy. Por un lado,

tenemos las identidades bien conocidas
@ (0 =2 () () € By,
(i) () = DR = (0P, (D () € By

Por otro lado, para a € Z el polinomio f,(Y) = (alz/ ) tiene grado a lo sumo k. Usando la formula
bien conocida (vélida para un polinomio cualquiera de grado a lo sumo k y coeficientes racionales)

=3 ;<—1>H‘ (D)no(}):

r=0 1
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)

obtenemos (Xky) = Zfzo S (=) (%) (),?) (}:) Finalmente aplicamos sucesivamente (i) al poli-
‘ XY k
) € By y . O

nomio ()f’) y obtenemos que (

Proposicion 1.2.10. Sea R un anillo c-binomial que es un dominio de ideales principales y sea
N un TRr-grupo con R-base de Mal'cev (x1,...,xy). Entonces ezisten polinomios fi,...,fn €
Bg(vlv'“ththu-,Yh.@ Rygi,....9n € B, x,z® R tales que escribiendo f = (fi,--sfn) yg =
(g1,...,9n) se tiene

x* . xP = xf@P) o (x2) = x8@") parg todo a,b e R, r € R.

Si N es otro TRr-grupo con R-base de Mal’cev (T1,...,%;) y o : N — N es un R-morfismo, entonces
ezisten polinomios p1,...,p;, € B,  x, ® R tales que escribiendo p = (p1,-..,p;) se tiene

o(x?) = %@ para todo a € R".

Demostracion. La primera parte sale de la demostracion de [Hal69, Teorema 6.5] usando como punto
de partida la féormula de Hall-Petresco para N y el Lema 1.2.9. Para la segunda parte, poniendo
o(z;) = XV se tiene p(x?) = (1) ... o(xy)™ = xBW1.01) | x8Wn.ar) donde esta vez £ y g son
las colecciones de polinomios que expresan la multiplicacién y la exponenciacién en N con respecto
a la base dada. El resultado se sigue combinando la primera parte con el Lemma 1.2.9. 0

1.2.11. Sea R un anillo ¢-binomial que es un dominio de ideales principales y sea N un 7r-grupo
de longitud de Hirsch h con R-base de Mal’cev (z1,...,x). Denotemos por N; al R-subgrupo de
N generado por {x;,...,xp}. Sea M un R-subgrupo de N. Tenemos que (M N N;)/(M N N;y1) =
(M N N;)N;t1/Niy1 como grupos R-potenciados y este altimo es isomorfo a un sub-R-médulo de
N;/Ni+1 = R. Luego (M N N;)/(M N Nit1) es 0 o es isomorfo a R. Se sigue que M es un 7p-
grupo de R-longitud de Hirsch h(M) < h y que h(M) = h si y s6lo si M N N; # M N N1 para

todo ¢ = 1,...,h. En este ultimo caso, si y; € M N N; se proyecta a un generador del R-moédulo
(M N N;)/(M N Nit1), entonces (y1,...,yp) resulta una R-base de Mal’cev para M. Diremos que
(y1,-..,yn) es una base buena para M (con respecto a (x1,...,x5)). Notemos que y; se escribe

como x;"...xz," para ciertos r;; € R con r; # 0. Diremos que la matriz triangular superior

r = (r45) € Tr(h, R) representa esta base buena.

1.2.12. Con las hipétesis de (1.2.11), supongamos ademds que para todo 7 € R no nulo se tiene
que R/rR es finito. Los R-subgrupos M de N con h(M) = h son precisamente los R-subgrupos
de indice finito. En efecto, [N : M] = H?Zl[NiM : MNj] = H?:l[Ni : (M N N;)Nit1], el cual es
finito si y solo si M NN; # M N N;;q paratodoi =1,..., h. Mas ain, siguiendo (1.2.11) obtenemos
que si (rj;) representa una base buena para M entonces [N; : (M N N;)Nip1] = |R/r4R| y por lo
tanto [N : M] = [[™, |R/r4R)|.

Ejemplo 1.2.13. Sea n € Ny sea R un anillo (n — 1)-binomial. Denotemos por U, (R) al subgrupo
de GL,,(R) de todas las matrices triangulares superiores que tienen s6lo 1’s en la diagonal. El grupo
U, (R) es nilpotente de clase n—1y es R-potenciado si ponemos A" = > 77 (2) (A—1,)*, donde I,
es la matriz identidad ([War76, Corollary 10.25]). Notar que esta suma es finita pues (A — I,,)* = 0
para todo k > n. Resulta también que U, (R) es un 7r-grupo. Al igual que en (1.1.5), la serie
central ascendente de U, (R) esta dada por Z;(U,(R)) = {A € Uy(R) : A;; =0sij—1i<n—i}
Con la notacion de (1.1.5), la clase de los z;;, modulo Z;_1(Uy,(R)), con 1 < k < n — i, forman
una base para Z;(Uy,(R))/Zi—1(Up(R)). Luego (zix)1<i<n—1,1<k<n—i, ordenado de acuerdo al orden
lexicogréfico de los pares (7, ), es una R-base de Mal’cev para U,(R).
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Reciprocamente, si R es un anillo ¢-binomial para todo ¢ € N (también llamado un anillo
binomial) y N es un 7g-grupo, entonces existe n tal que N es isomorfo a un R-subgrupo de U, (R)
([War76, Theorem 11.7]).

1.3 Completacién de Mal’cev

1.3.1. Sea a: R — S un morfismo (de anillos) entre anillos c-binomiales. Si M es un grupo nilpo-
tente S-potenciado, entonces M puede considerarse un grupo nilpotente R-potenciado si definimos
" = 2*") parax € M yr € R, y en tal caso lo vamos a denotar Mia). Del mismo modo, si
o : M — M’ es un S-morfismo entonces ¢ : My — M[’a} es un R-morfismo que serd denotado
por ¢[q]- Se obtiene asi un funtor covariante de la categoria de grupos nilpotentes S-potenciados
en la categoria de grupos nilpotentes R-potenciados al cual llamaremos el funtor de restriccion de

escalares.

Si N es un grupo nilpotente R-potenciado y M es un grupo nilpotente S-potenciado, un mapa
¢ : N — M se dice un a-morfismo si es un R-morfismo de N en M.

Proposicion 1.3.2. Sea o : R — S un morfismo de anillos c-binomiales. Si N es un grupo
nilpotente R-potenciado, existe un grupo nilpotente S-potenciado N Qg S y un a-morfismo v : N —
N ®gr S con la siguiente propiedad universal: para todo grupo nilpotente S-potenciado M y para
todo a-morfismo ¢ : N = M, existe un inico S-morfismo ¢ : N @r S — M tal que o1 = .

Demostracion. Consideremos la clase C cuyos objetos son los pares (f, M) donde M es un grupo
nilpotente S-potenciado y f : N — M es un a-morfismo tal que f(N) genera a M como grupo
S-potenciado. Decimos que dos pares (f, M) y (f', M') son equivalentes si existe un S-isomorfismo
¢: M — M’ tal que ¢po f = f'. Esta clase es no vacia pues la abelianizacion N% = N/Ty(N) de
N es un R-modulo (1.2.3) y tomando a f como la composicion N — N%® — N% @p S, donde el
segundo mapa es el morfismo canénico, obtenemos que (f, N® @ S) es un elemento de C. Por otro
lado, las clases de equivalencias de estos pares constituyen un conjunto. En efecto, todo par (f, M)
es equivalente a un par (f’, M'), donde M’ tiene como conjunto subyacente a un subconjunto de
(N x S)N (esto es pues M esta generado como grupo S-potenciado por f(N)). Sea {(f;, M;)}icr
un conjunto de pares en la clase C tal que cualquier otro par de la clase es equivalente a uno de
este conjunto. Luego [],.; M; es un grupo nilpotente S-potenciado y los a-morfismos f; : N — M;
se levantan de manera tinica a un a-morfismo f : N — [[,.; M;. Sea N ®g R el S-subgrupo de
[L;c; M; generado por f(N) y sea t: N — N ®g R la corestriccion de f. Si ¢ : N — M es un
a-morfismo y M’ es el S-subgrupo de M generado por ¢(N), entonces (p, M) es equivalente a uno
de los pares (f;, M;) y, por lo tanto, existe un S-morfismo ¢ : [],.; M; — M’ tal que ¢’ o f = ¢.
Si@: N®grS — M esla restriccion de ¢', entonces se tiene que ¢ ot = . Finalmente la unicidad
de la extension de ¢ se debe a que N ®p S esta generado por ¢(N). O

1.3.3. Sea a: R — S un morfismo de anillos c-binomiales. Para un grupo nilpotente R-potenciado
N, al par (N ®pr S,¢) de la Proposiciéon 1.3.2 (o cualquier otro equivalente a él) lo vamos a llamar
la a-completacion de Mal’cev de N o la S-completacion de Mal’ev de N cuando no haya lugar a
confusiéon. También diremos que N ®g S es la S-completacion de Mal’cev de N y que ¢ el morfismo
can6nico. Si f : N7 — Ny es un R-morfismo de grupos nilpotentes R-potenciados entonces existe
por (1.3.2) un dnico S-morfismo f@r S : N1 ®rS — Ny ®pg S, lamado la S-extension de f, tal que
(f®rS)oun, =tn, 0 f, donde parai = 1,2, 1y, : N; = N; ®r S es el morfismo canénico. Resulta
asi que la aplicacion N — N ®p S define un funtor covariante de la categoria de grupos nilpotentes
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R-potenciados en la categoria de grupos nilpotentes S-potenciados y la Proposicion 1.3.2 afirma
que este funtor es adjunto a izquierda al funtor de restricciéon de escalares (1.3.1). A este funtor se
lo denomina la S-completacién de Mal’cev.

Se sigue de la propiedad universal de N ®g S que si N es un grupo abeliano S-potenciado, es
decir un R-mo6dulo, la S-completaciéon de Mal’cev de N coincide con el producto tensorial de N por
S. Esto justifica nuestra notacion.

1.3.4. Si 8 : S = T es un segundo morfismo de anillos ¢-binomiales y N es un grupo nilpotente
R-potenciado, la propiedad universal (1.3.2) da un isomorfismo natural (N @ S) ®sT = N QrT.

1.3.5. Sea o : R — S una extensiéon de anillos c-binomiales tales que R es un dominio de
ideales principales y sea N un 7r-grupo con R-base de Mal’cev (z1,...,xp). Sean fi,...,fn €
B oxuviv, @RY 91,90 € B, x, 72 @R los polinomios que expresan la multiplicacién
y la exponenciacién en N con respecto a esta base (1.2.10). La definicion de BS; muestra que
Sl S1,...,8h,8),...,8),,s € S, entonces f*(s1,...,5h,81,...,8,) € Sy g¥(s1,...,5h,5) € S para
i=1,...,h,donde f* y gi" denotan las imagenes de fiy g; en By,  x,y, vy, ®SyenBf y ®S
respectivamente. Definimos entonces N° como el conjunto de todas las expresiones formales
x% = ' ... 2" con s; € S, con multiplicacién y exponenciacién dadas por x5x% = xf"(ss)
y (x5)% = x87(8:5) regpectivamente. Con estas operaciones, N° resulta un grupo nilpotente S-
potenciado de clase igual a la de N, y si N; es el tp-subgrupo de N con R-base de Mal'cev
(i, ...,xp) entonces N es un S-subgrupo normal de N tal que NJ/NJ | = S [Hal69, p. 48].

+1 —
Denotamos por ty : N — N al morfismo z7 ... 2}" — x?(“) . 'xz(m)

Proposiciéon 1.3.6. El par (ty, N°) es la S-completacion de Mal’cev de N.

Demostracion. Seat: N — N ®p.S la S-completacion de Mal’cev de N. Por la propiedad universal
de la S-completacion de Mal’cev, existe un S-morfismo f : N®rS — N¥ tal que f(u(z;)) = z; para
i=1,...,h. El mapa f es suryectivo pues {x1,...,z;} genera N°. Para ver que f es inyectivo
basta ver que todo elemento de N ®p S se escribe en la forma ¢(x1)% ... c(zp)*" con s; € S, pues
en tal caso f(u(z1)*'...u(sp)%) =z} ... 23" v, por definicion, este elemento es 1 en N si y s6lo si
s1=...=5,=0.

Finalmente, denotemos por (N ®pg S); al S-subgrupo de N ®r S generado por {¢(x;),...,t(zp)},
de modo que (N ® R); = N ® R. Veamos que todo elemento de (N ®p S); puede escribirse
en la forma ¢(x;)% ...c(zp)% con s;,...,s, € S. La afirmacion es clara si i@ = h, por lo tanto
podemos suponer que ¢ < h. Por induccién, bastard ver que para i < j < h'y s,s € S se
tiene ()% t(z;)* = t(x;)%u para algin u € (N ®g S)iy1. Por empezar, tenemos t(z;)% t(z;)° =

L(:Ui)s(b(xj)(L(xjflmi_lxj))sL(wi)s)sl. Poniendo z = :L‘j_lxi_lmj y usando la formula de Hall-Petresco

obtenemos ¢(2)%t(x;)® = (L(xj_lxi_lxjx,—))sb(m(z,xi))(g) e L(Tc(z,xi))@. Claramente se tiene que
j_lxi_lacjxi,m(z, Zi)y .oy Te(2, ;) € Nit1, y por lo tanto ¢(2)%c(z;)® € (N ®g S)it1. Luego nuestro

objetivo se alcanza tomando u = ¢((z;2°5)). O

X

Proposicion 1.3.7. Sea a: R — S un morfismo inyectivo de anillos c-binomiales que son dominios
de ideales principales y sea N un Tr-grupo. Si M es un R-subgrupo de N, entonces la S-completacion
de Mal’cev de M es el S-subgrupo de N generado por la imagen de M en N ®p S.

Demostracion. Vamos a suponer que R es un subanillo de S y que « es la inclusion. Sea (z1,...,xp)
una R-base de Mal’cev para N y usemos la descripcion N° de N ®p S por lo cual ¢ es la inclusion
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(1.3.5). Sea N; = (x4, ...,xp)g. Vimosen (1.2.11) que M = MNN; > ... > MNN > MNNp41 =1
es una serie normal de M tal que M N N;/M N Njp1 = R 6 0. Sea {i1,...,itJ< C {1,...,h} el
subconjunto ordenado de los ¢ € {1, ..., h} tales que M N N;/M NNy = R. Seay;, € (MNN; )\
(M N Ny, ) tal que y;, (M N N;, ) es un generador del R-moédulo ciclico (M N Ny, ) /(M NNy, ).
Resulta entonces que (y;,, ..., yi,) es una R-base de Mal’cev para M. De la formula de Hall Petresco
resulta inmediato que (M)g es exactamente el subconjunto de N° de los elementos de la forma
Yyl ...yt con sy, 8 €S,

Veamos que todo elemento de (M)g puede escribirse de manera tnica en la forma yfll - y;con

s; € S. En efecto, supongamos que y;! .. yff =y ...y, . Enla S-base de Mal'cev (21,...,75)
para N¥, el elemento yi, tiene la forma z; T ..;v::lh para ciertos r;;’s en R con 74, # 0. De
la formula de Hall-Petresco se sigue que yi1 = xflmlilz para algin z € NSJr1 y por lo tanto
(T TS xsl 1 21 para algin z; € N“Jrl De manera andloga y;'' ... y;\" = xul 1 2y para algin

(s1—u1)

29 € NlJr1 Luego z; e NlJr1 y, por lo tanto, (s; — u1)r,:, = 0. Concluimos que s1 = u;

y, por lo tanto, %2 . yftt = yz2 lt . Nuestra afirmacion se sigue ahora por induccidn.

Finalmente, la inclusién i : M — N induce un S-morfismo i @z S : M @ S — N cuya imagen
es claramente (M)g. Usando la descripcion M de M ®g S en (1.3.5) a partir de la R-base de
Mal’cev (yi,, - - -, i), obtenemos que i ®g S es el mapa y;!' ... y;" = y;' ... y;", el cual por lo visto
en el parrafo anterior resulta inyectivo. Luego i ®p S : M® — (M)g es un S-isomorfismo. O

Ejemplo 1.3.8. Sean € Ny sea R un anillo (n—1)-binomial que es un dominio de ideales principales.
Vimos en (1.1.5) y (1.2.13) que el conjunto (xik)i<i<n—1,1<k<n—i, ordenado de acuerdo al orden
lexicografico de los pares (i, k), es una base de Mal’cev para U, (Z) y una R-base de Mal’cev para
U,(R). La inclusién i : U,(Z) — U,(R) se extiende a un R-morfismo 7 : Up(Z) ® R — U,(R)
que es claramente suryectivo. Usando la descripcion U, (Z)® de U,(Z) ® R (1.3.5) con respecto a
la base de Mal’cev (25)1<i<n—1,1<k<n—i Se obtiene claramente que ies inyectivo y por lo tanto un
R-isomorfismo.

Se sigue de (1.3.4) que si @ : R — S es un morfismo de anillos (n — 1)-binomiales que son
dominios de ideales principales entonces U, (S) es la S-completacion de Mal’cev de U, (R).

Ejemplo 1.3.9. El anillo de enteros profinitos 7 = @n Z/nZ es c-binomial para todo ¢ € N pues Z

es denso en Z y (T) es una funcién continua en r. Si G es un grupo profinito nilpotente de clase ¢
v x € G, el mapa Z — G dado por r — x" se extiende, por propiedad universal de la completa(non
profinita, a un morfismo continuo 7 — G. Esto nos permite definir 2" para todo r € 7 y resulta
asf que G es un grupo nilpotente Z-potenciado. En efecto, la formula de Hall-Petresco (1.2.2, (ii1))
vale para todo r € Z pues G es nilpotente de clase ¢, luego también vale para todo r € 7 por
continuidad.

Sea N es un 7-grupo con base de Mal'cev (z1,...,2zp) y pongamos N; = (z;,...,2p). Sea
N la completacion profinita de N y sea N; la clausura de N; en N. De la teoria de grupos
profinitos, se sigue que N; es un subgrupo normal de N tal que N; i/ NZ+1 Z el cual esta generado
topoldgicamente por z;N;1. Resulta entonces que (z1,...,z)) es una Z-base de Mal’cev para N.
Ahora la propiedad universal de N ® 7 permite extender la inclusion N = N a todo N ® Z. La
descripcion de N ® 7 = NZ en (1.3.5) muestra que esta extension es un isomorfismo de grupos
nilpotentes Z—potenciados.

Ejemplo 1.3.10. Para un primo p, el anillo de enteros p-adicos Z, = lglk 7./p*Z es c-binomial para
todo ¢ € N pues Z es denso en él. Con exactamente el mismo razonamiento de (1.3.9) se prueba
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que si N es un 7-grupo, la completacién pro-p Np de N es un grupo nilpotente Z,-potenciado que
es isomorfo a N ® Z,.

1.4 Extensiones de grupos

1.4.1. Una eztension de grupos es una sucesiéon exacta de grupos no necesariamente conmutativos
L ™ . . . .
G&:1—- N =G — F — 1, es decir, ¢ es un morfismo inyectivo, 7 es un morfismo suryectivo y
t(N) = ker . También se dice que & es una extension de F por N y cuando los mapas ¢ y 7 sean
evidentes haremos abuso del lenguaje y diremos que G es una extensiéon de F' por N. Un morfismo

de extensiones de la extension 1 - N 5 G 5 F — 1 en la extension 1 — N’ 5 G' 25 F' — 1 es
una terna (u,v,w) de morfismos N % N, G 5 G’ y F 2 F’ tales que el diagrama

1 N ‘G -+ F 1
| .
1 N s T 1

es conmutativo. Un morfismo de la forma (idy, v,idp) : & — & es necesariamente un isomorfismo y
seré llamado una equivalencia de extensiones de F por N, y las extensiones & y & de F por N seran
llamadas equivalentes. Las clases de equivalencias de extensiones de F' por N forman un conjunto
que sera denotado Coext(F.N). En efecto, veremos en (1.4.6) que toda clase de equivalencia contiene
una extensién cuyo término central es un grupo con conjunto subyacente N x F' .

1.4.2. Toda extension & : 1 - N % G 5 F — 1 determina una accion p : G — Aut(N)
dada por conjugacion: (u(g)(x)) = gi(x)g~'. Este morfismo mapea t(N) sobre Inn(N), el grupo
de los automorfismos interiores de N, y por lo tanto induce un morfismo ¢ : F' — Out(N) =
Aut(N)/Inn(N), al cual se lo denomina kernel de la extension. En general cualquier morfismo de
F en Out(N) se denomina un kernel abstracto.

Notar que dos extensiones equivalentes de F' por N poseen el mismo kernel. Dado un kernel
abstracto ¢ : F' — Out(V), al conjunto de todas las clases de equivalencias de extensiones de F' por
N con kernel ¢ se lo denota Coexty,(F, N).

1.4.3. Sea ¢ : F' — Out(F) un kernel abstracto. Como Aut(N) deja invariante al centro Z(N) de
N y Inn(N) acttia trivialmente alli, Out(N) actua en Z(NN). Pre-componiendo esta accién con ¢
obtenemos una accion de F' en Z(N) que hace de este tltimo un F-moédulo. Si ademas existe una
extension de F' por IV con kernel ¢, entonces existe una biyeccién entre Coext,(F, N)y H(F, Z(N))
[McL75, Theorem 8.8, Chap. IV].

1.4.4. Dada una extension & : 1 - N 5 G 5 F — 1, a una funcién (no necesariamente un
morfismo) s :— G tal que s(1) = 1 y 7(s(f)) = f para todo f € F la llamamos una seccidn
normalizada de S. Para una tal seccién normalizada podemos definir dos mapas ¢ : F' — Aut(N)
Y161 F x F - N de modo que «(6(f)(x)) = s(f)u(x)s(f) "L v s(f)s(f") = w(f, /)s(f ') para todo
x € Ny f,f € F. Notar que ¢ es un levantamiento del kernel de & y que todo elemento de G
se escribe de manera tnica en la forma «(n)s(f) conn € Ny f € F. La multiplicaciéon en G en
términos de estos mapas viene dada por ¢(n)s(f)e(n')s(f") = c(n)d(f)(n)O(f, fs(ff).

Al par (¢,v) lo llamaremos el cociclo asociado a (S, s). Se verifican las siguientes propiedades

() ©(f,1) =9, f) =1 para f € F;
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(i) o(f)o(f') = pyrp@(ff') para f, f' € F (para x € N, p1, € Aut(N) es el mapa y — zyz™1);

(i) O(f, )OS 1) = SN f) S 1) para £ f, f" € F.

En efecto (i) y (iii) salen de escribir la propiedad del elemento neutro y la asociatividad en G cuando
expresamos sus elementos en la forma «(n)s(f), mientras que (ii) es inmediata de la definicion.

1.4.5. Reciprocamente, dado un par de mapas ¢ : F' — Aut(N) y ¢ : F' x F' — N que satisfacen
las condiciones (i), (i) y (iii) establecidas anteriormente, se obtiene una extension Gy : 1 — N =
NxgyyF 5 F — 1, donde N X ¢ ' es el grupo con conjunto subyacente N x F'y con multiplicacién
(n, f) = (0, ) = (n@(f)( ) (f, f'), ff'), v es el mapa ¢(n) = (n,1) y 7 es el mapa 7(n, f) = f.
Resulta que (¢,) es el cociclo asociado a (&g y, s), donde s(f) = (1, f) para f € F.

1.4.6. Notar que si (¢,1)) es el cociclo asociado a una extension 1 - N 5 G 5 F — 1y a una
seccién normalizada s : F' — G, entonces el mapa ¢(n)s(f) — (n, f) de G en N x4, F define una
equivalencia de extensiones de F' por N.

1.5 Grupos virtualmente nilpotentes R-potenciados

1.5.1. Sea R un anillo ¢-binomial. Un grupo virtualmente nilpotente R-potenciado es una ex-
tension de grupos & : 1 - N 5 G 5 F — 1 donde N es un grupo nilpotente R-potenciado,
F un grupo finito y el morfismo p : G — Aut(N) tiene imagen contenida en Autr(N), es decir,
G acttia en N por R-automorfismos. Como Inn(N) actia en N por R-automorfismos entonces
Outr(N) = Autr(N)/Inn(N) es un subgrupo de Out(NV); por lo tanto, decir que G actua en N
por R-automorfismos equivale a decir que el kernel de & tiene imagen contenida en Outgr(N). En
consecuencia, si G es un grupo virtualmente nilpotente R-potenciado entonces cualquier extension
de F por N equivalente a & es también un grupo virtualmente nilpotente R-potenciado (1.4.2).
Cuando R sea un dominio de ideales principales y N un 7p-grupo diremos simplemente que & es
un grupo virtualmente 7p-grupo.

Un morfismo de extensiones (u,v,w) : &1 — G2 entre grupos virtualmente nilpotentes R-
potenciados se dice un R-morfismo si v es un R-morfismo de grupos nilpotentes R-potenciados. Se
obtiene asi la categoria de grupos virtualmente nilpotentes R-potenciados.

1.5.2. Sea a : R — S un morfismo de anillos ¢-binomiales. Todo grupo virtualmente nilpotente
S-potenciado y todo S-morfismo entre grupos virtualmente nilpotentes S-potenciados pueden con-
siderarse respectivamente un grupo virtualmente nilpotente R-potenciado y un R-morfismo entre
grupos virtualmente nilpotente R-potenciados. Obtenemos asi un functor covariante & — &, de la
categoria de grupos virtualmente nilpotentes S-potenciados en la categoria de grupos virtualmente
nilpotentes R-potenciados al cual llamaremos el funtor de restriccion de escalares.

Si G es un grupo virtualmente nilpotente R-potenciado y ¥ es un grupo virtualmente nilpotente
S-potenciado, un R-morfismo de & en T, se denomina un a-morfismo.

Proposicion 1.5.3. Sea o : R — S un morfismo de anillos c-binomiales. Si & es un grupo
virtualmente nilpotente R-potenciado, existe un grupo virtualmente nilpotente S-potenciado G ®pr S
y un a-morfismo (i,j5,k) : 6 — & ®r S con la siguiente propiedad universal: para todo grupo
virtualmente nilpotente S-potenciado T y para todo a-morfismo (o, 8,7) : & — T, ewxiste un unico
S-morfismo (d,,@’,’y) 6 ®rS — T tal que (& 0i,fo7j,7o0 k)= (a,3,7).
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Demostracion. Sea & : 1 - N 5 G 5 F — 1 y fijemos una seccién normalizada s : F — G de
S con cociclo asociado (¢,1). Consideremos la S-completacion de Mal’cev i : N — N ®p S de
N. Sean ¢ y 1 definidos por ¢(f) = ¢(f) ®r S (f € F) y ¢ = io1 (1.3.3). EL hecho de que
el par (¢,v) satisface también las condiciones (i), (i) y (iii) de (1.4.4) se sigue inmediatamente
de la propiedad funtorial de la S-completacion de Mal’cev. Por (1.4.5), obtenemos una extension
G®rS:1—= (N®rS)— (N®RrS) X = F — 1 que es un grupo virtualmente nilpotente
S-potenciado pues su kernel abstracto tiene como levantamiento a ¢ : N — Autg(N ®p S) (1.4.5).
Poniendo j(¢(n)s(f)) = (i(n), f) v k = idp, se puede ver facilmente que (i,7,k) : & - S Qg S es
un a-morfismo.

Veamos ahora que (i,j,k) : & — & ®pr S satisface la propiedad universal enunciada. Sea
T:1— M5 H ™S K — 1 un grupo virtualmente nilpotente S-potenciado y sea (o, 5,7) : 6 =%
un a-morfismo. Por la priopiedad universal de N ® .S, existe un tinico S-morfismo & : N®QgrS — M
tal que & oi = . Como k = idp, la tinica opcién posible para ¥ es 4 = . Por dltimo, si queremos
definir 3 de modo que (a ,3,7) sea un morfismo entonces deberfamos tener 3(n,1) = tg(a&(n)); si
ademas queremos que 3o j = 3 entonces deberfamos tener 5(1, f) = B(j(s(f))) = B(s(f)). Como
en (N ®g S) x (@) I se tiene (n, f) = (n,1)(1, f), resulta entonces que la unica definicién posible
para (3 es B(n, f) = wz(@(n))B(s(f)). Notar que esta definicion de § satisface m<(B(n, f)) = f;
por lo tanto, si probamos que B es un morfismo de grupos entonces se siguird que (54,5,’?) es un
S-morfismo. Luego s6lo resta probar que 3 es un morfismo.

Por un lado tenemos

Bl(n, f) - (W, 1) = Bnd(f) (0 )b(f, ), F ) = es(@lnd(f) () (f, £)))B(s(f 1))

Por otro lado tenemos
Bn, HB(, f) = 1x(@(n)B(s(f))ex(@n)B(s(f') = va(@(m)pmas(py) (@n’))B(s())B(s(f))

(
donde pgs(ry) € Autg(M) es el automorfismo tal que ts(pges(py)(m)) = B(s(f))ex(m)(B(s(f))) ™
como B(s(f)B(s(f') = B(s(f)s(f) = B (f, f)s(f 1) = ex(@i((f, f))))B(s(ff')), nuestra
expresion anterior se convierte en tg(a(n)pgs(r)) (@(n'))a(y(f, f MBs(ff).

Comparando las expresiones para 5((n, f)-(n’, f')) v B(n, f)B(n’, f') alas cuales hemos arribado,
vemos que s6lo necesitamos probar que los morfismos (g o & o gg(f) Y tg 0 pgs(f)) © @ de N ®@p S
a tx(M) son iguales. Como ellos son claramente S-morfismos, es suficiente probar que ambos son
extensiones a N ®g S del R-morfismo N — (M) dado por n +— B(s(f)e(n)s(f)~1). Para el primer
mapa tenemos

v (@(e(f)(i(n)))) = wx(@(@(¢(f)(n)))) = tx(a((f)(n)) = B(S(f)(n)) = Bls(fe(n)s(f)7").
Para el segundo mapa tenemos
vs(up(an) (@(i(n)))) = Bls(N))ex(@(i(n))B(s()) ™) = Bs(f)es(a(n)B(s()) ™)
= B(s(NNB(n)B(s())1) = Bls(Nua(n)s(f)™H),
lo cual prueba nuestra afirmacién. ]

1.5.4. Sea o : R — S un morfismo de anillos c-binomiales. Si & es un grupo virtualmente
nilpotente R-potenciado, al par (& ®p S, (i,k, k)) de la Proposicion 1.5.3 (o cualquier equivalente
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a él) se lo denominara la a-completacion de Mal’cev de & o la S-completacion de Mal’cev de S.
Como consecuencia de (1.5.3) se obtiene que la aplicacion & — & ®pr S define un funtor de la
categoria de grupos virtualmente nilpotentes R-potenciados en la categorfa de grupos virtualmente
nilpotentes S-potenciados que es adjunto a izquierda al functor de restriccion de escalares (1.5.2) .
A este funtor lo llamaremos la S-completacion de Mal’cev.

Proposicién 1.5.5. Sea a: R — S un morfismo de anillos c-binomiales. Sean & :1 — N 5 G 5

F — 1 un grupo virtualmente nilpotente R-potenciado, T:1 — N' 5 G' 55 F' — 1 un grupo
virtualmente nilpotente S-potenciado y (V',j', k') : & — T un a-morfismo tal que (N',i") es la S-
completacion de Mal’cev de N y k' es un isomorfismo. Entonces (T, (i',j', k")) es la S-completacion

de Mal’cev de S.

Demostracion. Sea (7,7, k') : & ®r S — T el S-morfismo que extiende a (7', j', k'). Por unicidad
(salvo isomorfismo) de la S-completacion de Mal’cev de NV resulta que i’ es un S-isomorfismo. Como
k' es también claramente un isomorfismo, resulta que j’ es un isomorfismo. O

1.5.6. Si B : S — T es otro morfismo de anillos ¢-binomiales y & es un grupo virtualmente
nilpotente R-potenciado, entonces (1.5.3) da un isomorfismo natural (6 @z S)RsT XS i T.

Ejemplo 1.5.7. Sea®:1 >N 5G5S F —1un grupo virtualmente 7-grupo. Podemos suponer
que N es un subgrupo de G y que ¢ es la inclusién. Sea G la completamon profinita de G. Entonces la
clausura N de N en G se identifica con la completamon profinita N de N y mas atn G/N = G/N. Se
obtiene asi una extension 6:1 - N 5 G 5 F - 1 que resulta un grupo virtualmente nilpotente
Z-potenciado por (1.3.9) y por el hecho de que todo automorfismo de N es continuo [NS07]. Mas
atn, sii: N — Ny j :— G son las inclusiones naturales, entonces (i,4,idp) es un morfismo
de extensiones. Luego por (1.5.5) y (1.3.9) se obtiene que (&, (i,7,idr)) es la Z-completacion de
Mal’cev de &. A esta también la llamaremos la completacidn profinita de S.

Ahora N es el producto de sus pro-p subgrupos de Sylow Np, y cada Np se identifica con la
completacion pro-p de N. Poniendo T}, = [| p Nq, donde el producto se toma sobre todos los primos
q que son distintos de p, entonces T}, es un subgrupo cerrado caracteristico de N y N/Tp = Np. Se
obtiene una extension é 1 — N -G /T, — F — 1 que resulta un grupo virtualmente nilpotente
Zy-potenciado por (1.3. 9) y por el hecho de que todo automorfismo de N es continuo [DdSMS99,
Corollary 1.21]. Si w : N — N/T =N,y (G = G/T son las proyecc1ones naturales; entonces
(u,v,idp) : S — 6p es claramente un morﬁsmo, ycomouoi: N — Np es la Zy-completacion de
Mal’cev de N (1.3.10), concluimos por (1.5.5) que (ép, (uoi,voy,idp)) es la Z,completacion de
Mal’cev de &. A esta también la llamaremos la completacion pro-p de G.

1.5.8. Diremos que una extension 1 — N = G 5 F — 1 es escindida si existe un morfismo
o:F — Gtal que moo =idp.

Lema 1.5.9. Sea F' un grupo finito de orden r y sea M un F-mddulo donde la multiplicacion por
r es inyectiva. Entonces H (F, M) = 0 para todo i > 1.

Demostracion. Por [McL75, Proposition 5.3, Chap. IV], si x € H'(F, M) (i > 1) entonces rx = 0,
y como por hipétesis x — rx es inyectiva, se obtiene z = 0. OJ

La siguiente proposicion es s6lo una adaptacion de [Dek96, Lemma 3.1.12]
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Proposicion 1.5.10. Sean R un anillo c-binomial, N un grupo nilpotente R-potenciado y F un
grupo finito tal que r = |F| € R*. Entonces

(i) Todo kernel abstracto ¢ : F — Outr(N) se levanta a un morfismo ¢ : F — Autg(N).

(i) Toda extension de F por N que es un grupo virtualmente nilpotente R-potenciado es escindida.

Demostracion. La prueba es por induccion en la clase de nilpotencia de N. Si N es abeliano (i)
es trivial pues Outg(N) = Autr(N) y (ii) se sigue de (1.5.9) y (1.4.3) pues al ser r una unidad
de R la mulitplicacion por r es un automorfismo de N. Supongamos que N no es abeliano y
sea ®(F') la pre-imagen de ¢(F') por la proyeccion Autr(N) — Outgr(NV), obteniéndose asi una
extension 1 — Inn(N) — ®(F) — ¢(F) — 1. Notar que el morfismo p : N — Inn(N), dado
por conjugacion, induce un isomorfismo N/Z(N) = Inn(NN) y que la accién por conjugacion de
®(F) sobre N/Z(N) inducida por esta identificacién no es otra que la restriccion de la accifon
natural de Autr(N) sobre N/Z(N), es decir o(zZ(N)) = o(x)Z(N). Obtenemos asi un grupo
virtualmente nilpotante R-potenciado 1 — N/Z(N) — ®(F) — ¢(F) — 1, por lo tanto, su kernel
es un morfismo ¢’ : (F) — Outr(N/Z(N)). Como la clase de N/Z(N) es menor que la de N,
por hipotesis inductiva la extension 1 — N/Z(N) — ®(F) — ¢(F) — 1 es escindida y, por lo
tanto, existe un morfismo seccion ¢’ : p(F) — ®(F). Tomando ¢ = ¢’ o ¢ resulta claro que ¢
levanta a . Finalmente, si & : 1 - N 5 G 5 F — 1 es un grupo virtualmente nilpotente
R-potenciado con kernel ¢ : I — Outr(N) y ¢ : F — Autr(N) es un morfismo que levanta a ¢,
entonces Gy : 1 - N — N x4 F — F — 1 también tiene kernel ¢. Como por (1.5.9) se tiene
H%*(F,Z(M)) =0, se sigue de (1.4.3) que & es equivalente a G, es decir, & es escindida. O

Ejemplo 1.5.11. (i) Si K es un cuerpo de caracteristica cero, todo grupo virtualmente nilpotente
K-potenciado es una extensién escindida.

(i) Si6:1 -+ N4 G5 F — 1 es un grupo virtualmente 7-grupo, entonces para todos salvo
una cantidad finita de primos p, la Z,-completacién de Mal'cev &, de & es escindida. En
efecto, |F'| es una unidad en Z, cuando p no divide a |F]|.

(iii) Sea o : R — S un morfismo de anillos c-binomiales y sea & : 1 - N = G 5 F — 1 un
grupo virtualmente nilpotente R-potenciado. Si & es escindida entonces también lo es S®p.S.

En efecto, si G = N x4 F' para un morfismo ¢ : F' — Autr(N) y é es la composicion F 2

Autr(N) ELEN Autg(N), entonces usando (1.5.5) se verifica facilmente que (N ®@g S) x5 F
es la S-completacion de Mal’cev de &.

Teorema 1.5.12. Sea K un cuerpo de caracteristica cero. Si &1 y Go son dos grupos virtualmente
Tr-grupos y st existe una extension de cuerpos K — K tal que 61 @ K y G2 K son K-
isomorfos, entonces existe una extension finita de cuerpos K — k tal que G2 Qi k y G2 Qi k son
k-isomorfos.

Demostracion. Por (1.5.11, (i)), tales extensiones son escindidas y, por lo tanto, podemos tomarlas
de la forma &; : 1 = N; = N; x4, F; — F; — 1 para un morfismo ¢; : ' — Autg(N;) (i = 1,2).
Vimos en (1.5.11, (iii)) que para una extension k de K se tiene &; ®x k : 1 — N,; Qg k —
(N; ®K k) x4, F; — F; — 1, donde haciendo abuso de la notaciéon denotamos también por ¢; a la

composicion F; KN Aut g (N;) — Auti(N @K k).
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Fijemos un K-isomorfismo (d,B,’y) : 61 9k K — & ®x K. Para una extension k de K y un
k-isomorfismo (a, 3,7) de &1 @k k — G2 @k k, se puede ver facilmente que §: (N1 @k k) x4, F1 —
(N2 @k k) Xg, Fo es de la forma S(z, f) = (a(x)s(f),(f)) para una funciéon s : F1 — Ny Qg k.
La propiedad de que (a, 3,7) es un isomorismo se traduce en términos de esta funcion s diciendo
que « es un k-isomorfismo, que v : Fy — F5 es un isomorfismo y que s : I} — Ny Qg k satisface la
siguiente propiedad:

a(¢1(f)(@)s(ff) = s(f)d2(v(f))(e(x)s(f') para f, f" € Fy,z € Ny. (*)

En efecto, esto sale de escribir la condicién para que la funcion (z, f) — (a(z)s(f),v(f)) sea un
morfismo (en cuyo caso serd un isomorfismo pues a y 7 lo son).

Fijaremos v = 4. Nuestro objetivo es encontrar una extension finita k& de K de modo que existan
un k-isomorfismo a : Ny ® g k — No ® k y una funcion s : F; — Na que satisfaga la condicion (*).

Fijemos K-bases de Mal’'cev (x1,...,24) v (y1,...,yn) para N1 y Na respectivamente y usemos
la descripcion NF de N; ®k k dada en (1.3.5). Un k-morfismo a : Nf — N¥ queda completamente
determinado por la matriz a = (a;;) € k"*" tal que a(z;) = y{* ...y;". Reciprocamente, una tal
matriz define una funcién as : Nf — N¥ dada por aa(x¥) = (y21)™...(y2)™ (aqui aj,...,ay
denotan las filas de a). Por (1.2.10) existen polinomios p1, . ..,pn € K[(Xij)1<ij<hs Z1,-- -, Zp) tales

que para toda matriz a € k"*" y para todo r € K" se tiene au(x¥) = ypl(a ) .yfbh(a’r). De manera

analoga una matriz b € k"*” define una funcion oy, : N§ — NF tal que 6(y*) = (zP1) ... (mzh)rh
y existen polinomios q1,...,q, € K[(Xz‘j)lgi,jgh, Zi, ..., Zp) tales que para todo b € Ehxh yre Kl
tenemos op(y") = x‘fl(b’r) . m%h(b’r). Decir que a € k" define un isomorfismo «, significa que la
funcion o, es un k-morfismo y que existe una matriz b € k" tal que dpoaa = ide Y aq00p = idNéc.
A continuacién vamos a traducir estas condiciones con condiciones polindémicas.

Sean p(T,Z) = (p1(T,Z),...,pn(T,Z)) y (T, Z) = (1(T,Z), ..., qn(T,Z)). Denotaremos por
fy g (resp. f y g) alas colecciones de polinomios que expresan la multiplicacion y la exponenciacion
en N (resp. Na) con respecto de la base (x1,...,25) (resp. (y1,---,Yn))-

El mapa aa es un k-morfismo si y so6lo si aa(x x') = aa( ) a(x™) 7 aa((x5)%) = (o (x))"
para todos r, 1’ € k" y u € k. Por un lado, aa(x*x" ) = aa ")) = yP@fEr) v o (%) aa(x") =
yP(, r)yp(ar) — ( (@r).p@r)  Por otro lado, aa((x )u) = (g (x8(u )) yP@eEw) v (o, (x*))" =
(yPar)yu — yg(p(a )4 Luego a define un k-morfismo si y solo si f(p(a,r), p(a,r’)) = p(a, f(r, 1))
y p(a,g(r,u)) = g(p(a,r),u) para todos r,r’ € k" y u € k (como estas son identidades polindmi-
cas con coeficientes en K solo basta verificarlas para r,v' € K" y u € K). Sea J el ideal de
K|[(Tij)1<ij<n) generado por los polinomios que son entradas de las h-uplas de los polinomios
f(p(T,r),p(T,r')) — p(T,f(r,r')) v p(T,g(r,u)) — gp(T,r),u) con r,r' € K" y u € K. Se
concluye entonces que a; es un k-morfismo de N en N si y solo si a es un cero de J.

Para dos matrices a,b € k"*" tenemos dp, 0 aa(x*) = 0, (yP@1)) = xabP@1) v o 0 5y (y*) =
oa (x4(P1)) = yP@abr) T ego 6y, es una inversa de oy si y solosi (b, p(a,r)) = ry p(a,q(b,r)) =
r para todo r € k". Como estas identidades son polinomiales con coeficientes en K basta verfifi-
carlas para r € K" Sea 7' el ideal de K|( Tij)1<ij<h> (Uij)1<ij<n] generado por los polinomios del
ideal J y las entradas de las h-uplas de los polinomios q(U, p(T,r)) —r y p(T,q(U,r)) — r para
r € K. Concluimos que as es un k-isomorfismo si y sélo si existe existe una matriz b € k"** tal
que (a,b) es un cero de J'.

Una funcién s : F; — N2 estd dada por una coleccién de h-uplas v = (vf) € [er kM de
modo que s(f) = s,(f) = . Por (1.2.10) existen h-uplas de polinomios pf(X) (f € F1) y pf(Y)
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(f € F») tales que o1(f)(x") = xP’ (r) y ¢2(f)(yr) = yf’f(r) para todo r € k. Sea a = (a;;) € kK"
El lado izquierdo de (*) para a, y sy resulta

aa(d1(f)())sy (£ 1) = a(x? @)y ¥ = yp@p (N v _ yfplap/)v/ 1),

mientras que el lado derecho de (*) resulta

se(F) o (V) (ax )y () = ¥ 321 (1)) (PE0yY" ) = 3 o (()) (v PRI V)

=y P D FEanv) = F 5D (Fparn )

Se verifica (*) para aa y sy siy solo si f(p(a, pf(r),v/!") = f(v/,p"(f(p(a,r),v/"))) para todos
f,f' € Fi yr € k". Como estas son identidades polinémicas con coeficientes en K, basta verificarlas
solo para r € K". Sea 3" el ideal de K[(T}j)1<i j<h, (V,-f)lgigh, ter] generado por las entradas de
las h-uplas de los polinomios f'(p(T,pf(r)),fo/) — f(Vf,f)V(f)(f(p(T,r),Vf/))) para f,f' € F
y r € K". Finalmente denotemos por 3 al ideal de K[(Tij)1<ij<n, (Uij)i<ij<h, (Vif)lgigh, fer)
generado por los polinomios de 3’ y de J”.

Concluimos que a; es un k-isomorfismo y que o y sy satisfacen (*) si y solo si existe b € kP*?

tal que (a,b,v) es un cero del ideal 3. Como una tal solucion existe para k = K (la obtenida
a partir de (07,5,'?)) entonces J” no puede ser todo B. Luego por el Teorema de los ceros de
Hilbert (Hilbert’s nullsellensatz), 3" tiene una solucion ((aij), (bij),vlf) e KM +h*+hlfl qonde K
es la clausura algebraica de K. Dada una tal solucién, la demostracién se completa tomando k el
subcuerpo de K generado por las entradas de esta solucion. O

Corolario 1.5.13. Sea K es un cuerpo de caracteristica cero y sean N1 y No dos Ti-grupos. Si
existe un cuerpo K' que contiene a K tal que Ny @ K' y Ny @k K' son K'-isomorfos, entonces
existe una extension finita k de K tal que N1 ® k y No Qg k son k-isomorfos.

1.6 Grupos algebraicos unipotentes

Para un anillo conmutativo (no nulo) R, el término R-algebra siempre va a significar una R-algebra
conmutativa con unidad, a menos que se expecifica explicitamente lo contrario. El término R-4lgebra
de Lie va a significar un R-m6dulo con una forma R-lineal alternada que satisface la identidad de
Jacobi. Una R-algebra de Lie (n,[-,-]) se dice nilpotente si existe un entero positivo ¢ tal que
[x1, [z2,[. -, [Tes Tet] - - ]]] = O para todos z1,...,%c, Tcy1 € 0, y al menor de tales enteros c se lo
llamaremos la clase de nilpotencia de n. Cuando no especifiquemos, la letra K siempre va a denotar
un cuerpo de caracteristica cero.

1.6.1. Para un cuerpo K, denotaremos por K -Alg a la categoria de K-algebras. Denotamos
también por Sets a la categoria de conjuntos, por Groups a la categoria de grupos y por F :
Sets — Groups al funtor de olvido. Un esquema de grupos afin sobre K es un funtor covariante
® : K-Alg — Groups tal que F o & es representable, es decir, él es naturalmente isomorfo a
un funtor de la forma HomK_Alg(A, —) para alguna K-algebra A. Por el lema de Yoneda, la K-
algebra A estd univocamente determinada (salvo isomorfismo) por &, ella se denota por O(®)
y se llama el anillo coordenado de &. Un morfismo ¢ : & — G, entre esquemas de grupos
afines sobre K es simplemente una transformacién natural, es decir, una coleccién de morfismos
de grupos ¢p : B1(R) — &2(R) tal que para todo morfismo de K-élgebras o : R — S se tiene
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s 0 &1(a) = Ba(a) o pr. Por aplicacion del lema de Yoneda, todo morfismo ¢ : &1 — B4 de
esquemas de grupos afines induce un morfismo de K-algebras O(y¢) : O(®2) — O(B1). Un subgrupo
afin de un esquema de grupos afin & sobre K es un subfuntor §) de & tal que F o) es representable
y el morfismo inducido O(®) — O(9) es suryectivo.

1.6.2. Decimos que un esquema de grupos afin & sobre un cuerpo K es un grupo algebraico afin
sobre K si O(®) es una K-algebra finitamente generada. Un morfismo ¢ : ; — &2 entre grupos
algebraicos afines sobre K es simplemente, al igual que antes, una transformacién natural. Si $) es
un subgrupo afin de un grupo algebraico afin & sobre K, §) es también un grupo algebraico afin
sobre K pues O($)) resulta un cociente de O(®).

1.6.3. Sea K — K’ una extension de cuerpos y sea & un grupo algebraico afin sobre K. Se obtiene
un grupo algebraico afin ® @ K’ sobre K’ si para cada K’-algebra R’ y para cada morfismo de
K'-algebras ¢ ponemos & @ K'(R') = &(R') y ¢’ = ¢, donde en el lado derecho de la primera
igualdad se considera a R’ como K’-algebra mientras que en el lado derecho de la segunda igualdad
se considera a ¢’ como un morfismo de K-algebras. En efecto, es facil ver que O(& @k K') =
O(8) ®k K', 1a cual resulta una K’-algebra finitamente generada. Si ¢ : &1 — &2 es un morfismo
de grupos algebraicos afines sobre K, obtenemos un morfismo de grupos algebraicos afines o @ K’ :
&1 K K' = 65®K K’ sobre K’ poniendo (¢ @i K')g = ¢r. Obtenemos asf un funtor covariante
— ®x K’ de la categoria de grupos algebraicos afines sobre K en la categoria de grupos algebraicos
afines sobre K.

1.6.4. Sea n € N. Para una Q-algebra R, denotamos por U,(R) al grupo multiplicativo de las
matrices triangulares superiores n X n, con entradas en R y con sblo 1’s en la diagonal. Para
un morfismo de Q-algebras R = S, U,(a) : Uy(R) — Uy(S) es el morfismo natural inducido
por a. Resulta que U, es un grupo algebraico afin sobre Q cuyo anillo coordenado es claramente
Q(Xij)i<i<j<n)

Sea K un cuerpo de caracteristica cero. Un grupo algebraico unipotente sobre K es un grupo
algebraico afin que es isomorfo a un subgrupo afin de U, ®gK para algtn n.

1.6.5. La férmula de Baker-Campbell-Hausdor(f. En Q[[X]] se consideran las series formales

S 1 n . (_1)n+1 n
S(X):ZEX y LX)=) ~——X"
n=0

n
n=1

Estas verifican las conocidas identidades E(L(X)) =1+ X y L(E(X) — 1) = X. Denotamos ahora
por Q((X,Y)) a la Q-algebra asociativa de las series de potencias en las variables no-conmutativas
X,Y. La serie de Baker-Campbell-Hausdorff es la serie

B(X,Y) = LEX)EY) —1) € QUX, Y.

Es facil ver que en Q((X,Y, Z)) se verifican las identidades ®(X,0) = ®(0,X) = X, &(X,-X) =0
y (X, (Y, 7)) = ¢(P(X,Y),Z). Consideramos ahora en Q(X,Y)) el corchete de Lie (Uy,Us) =
U Uy — UyU;. Para r > 2 definimos recursivamente (Uy,...,U,) = ((Uy,...,Ur—1),U,). Para un
vector e = (eq,...,e,) de enteros positivos escribimos (e) =e1 + ...+ e, y

(X, Y)e=(X,Y,....,Y,X,...,X,...).
~—_—— ——

€1 €2
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La férmula de Baker-Campbell-Hausdorff ([DASMS99, Proposition 6.29]) afirma la existencia de
numeros racionales ¢ € Q tales que

<I>(X,Y):X+Y+%(X,Y)+Z > ge(X,Y)e.

n>3 (e)=n—1

1.6.6. Sea K un cuerpo de caracteristica cero y sea n una K-algebra de Lie nilpotente de dimensiéon

finita. Para cada K-algebra R, podemos definir en n ® x R una operacion z xy = ®(X,Y’) usando
la formula de Baker-Campbell-Hausdorff, la cual resulta ser una suma finita pues si la clase de
nilpotencia de n es ¢, entonces [z,yle = 0 para todos z,y € n @k R si (e) > c¢. Denotamos
por BCHg (n)(R) al conjunto n @ R con la operacion x. De las propiedades de la serie ®(X,Y)
resulta que BCHg(n)(R) es un grupo. Si o : R — S es un morfismo de K-algebras, es claro
que (idy ®ga)(®(z,y)) = ¢(idy @xa(x),idy ®ga(y)), por lo cual BCHi (n)(«) 1= idy ® kv €s un
morfismo de grupos. Luego tenemos un funtor covariante BCHg (n) : K -Alg — Groups. Més atin,
si n es de dimension h, entonces F' o BCHg (n) es isomorfo al funtor R — n®x R = R", el cual est4
representado por K[X7,...,Xy]. Concluimos entonces que BCHg (n) es un grupo algebraico afin
sobre K.

Si ¢ :n — m es un morfismo de K-algebras de Lie nilpotentes de dimensién finita, entonces
PRk R:n®g R — m®k R es un morfismo de R-algebras de Lie, y usando la formula de Baker-
Campbell-Hausdorff obtenemos que (¢ @k R)(®(z,y)) = ®((¢p @k R)(z), (¢ @k R)(y)) para todos
z,y € n®x R. Luego BCHi(¢)r := ¢ ®x R es un morfismo de grupos, el cual puede verse
facilmente que es natural en R. Obtenemos asi un morfismo BCHg () : BCHg(n) — BCHg (m)
de grupos algebraicos afines sobre K.

Se obtiene entonces un funtor BCHg de la categoria de K-algebras de Lie nilpotentes de dimen-
sion finita en la categoria de grupos algebraicos afines sobre K.

1.6.7. Sea K’ una extension de K. Para toda K-algebra de Lie nilpotente n de dimension finita
tenemos (BCHi (n) @ x K')(R') = BCHx(n)(R') = (n®k R',*) y BCHg(n®@x K')(R') = (n®xK
K'Y ®g R %) 2 (n®g R/, x), y por lo tanto BCHg(n @ K') 2 BCHg (n) ® K'. Se puede ver
facilmente que este isomorfismo es natural en n.

1.6.8. Sea n € N. Para una Q-algebra R denotamos por u,(R) a la R-algebra de Lie formada por
las matrices n X n con entradas en R que son triangulares superiores estrictias, es decir, que tienen
solo 0’s en la diagonal. Notar que U, (R) = 14 u,(R) y ademas u,(R) = u,(Q) ®g R. Si z € uy(R)
entonces expp(z) == E(x) = 1+ > 12, el + up(R) = Up(R), y si 1 +x € U,(R) entonces

n!
logr(1+ ) = L(z) => 72, (71,):“1"“ € uy(R). Como LIEX)—1) =Xy E(L(X)) =14+ X, se
sigue que logp : Up(R) — u,(R) y exp : u,(R) — U, (R) son biyecciones, una la inversa de la otra.
Para x,y € u,(R) tenemos que zxy = ®(z,y) = L(E(z)E(y) —1) = logr(expr(x) expr(y)) v, por lo
tanto, expp(z *xy) = expg(x) expr(y). Luego expp : BCHg(u,(Q))(R) — Uy (R) es un isomorfismo
de grupos que es claramente natural en R. Se obtiene asi un isomorfismo exp : BCHg(u,(Q)) — U,
de grupos algebraicos afines sobre Q.

1.6.9. Si K es un cuerpo de caracteristica cero y n es una K-subalgebra de Lie de u,(K) =
u,(Q) ®g K, entonces la inclusion n < u,(K) produce un morfismo de grupo algebraicos afines
BCHg(n) — BCHg(u,(K)). Identificando a n ® x R con un subconjunto de u,(K) @ R =
u, (R) resulta que BCHg (n) es un subfuntor de BCHg (u,, (K)). Identificamos a F o BCHg (u,, (K))
(recordemos que F : Groups — Sets es el funtor de olvido) con el funtor R — R 2 , el cual esta

representado por K[(7T};)1<i<j<n]. Sin, como subespacio de K(g), esté definido por las funcionales
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lineales fi,..., f;, entonces el funtor R — n ®x R estd claramente representado por el cociente
K[(Tij)i1<i<j<nl/(f1,- .., ft). Concluimos que BCH (n) es un subgrupo afin de BCHg (u,(K)) =
BCHg(u,(Q)) ®g K = U,, ®gK. Luego BCHg (n) es un grupo algebraico unipotente sobre K.

1.6.10. Sea n una K-algebra de Lie nilpotente de dimensi6n finita. Por el Teorema de Ado para
algebras de Lie nilpotentes, existe n € N tal que n es isomorfa a una K-subélgebra de Lie de u,, (K).
Por lo anterior resulta entonces que BCHg (n) es un grupo algebraico unipotente sobre K.

Teorema 1.6.11. El funtor BCHy define una equivalencia de categorias entre la categoria de K-
dlgebras de Lie nilpotentes de dimension finita y la de grupos algebraicos unipotentes sobre K.

Demostracion. Esto es [DG70, pag. 499, Cor. 4.5]. O

1.6.12. Sea K un cuerpo de caracteristica cero. Sin es una K-algebra de Lie nilpotente de dimen-
sién finita, denotamos por Ng(n) al grupo (n,x*) definido usando la formula de Baker-Campbell-
Hausdorff y en donde se ha definido ademés la operacién =" := rx para ¢ € ny r € K. Veamos
que Ngx(n) es un grupo nilpotente K-potenciado. En efecto, podemos suponer que n es una K-
subalgebra de Lie de u,(K) para algin n € N. Vimos en (1.6.8) que el mapa expg : (n,*) —
expr(n) < U,(K) es un isomorfismo de grupos, por lo tanto basta ver que exp(n) con la op-
eracion (1 +z)" := expg (rlogr (1 + x)) es un grupo nilpotente K-potenciado. Usando la identidad
expg(rlog(l +z)) = > 2, (Z)xk obtenemos que la operacion definida es la inducida por la de
Upn(K) (1.2.13). Luego expg(n) con la operacion (1+x)" = expg(rlogg(1+z)) es un K-subgrupo
de U, (K) y, por lo tanto, él no es s6lo un grupo nilpotente K-potenciado sino también un 7x-grupo.

Si ¢ :n — m es un morfismo de K-dlgebras de Lie nilpotentes de dimensioén finita, entonces
o(x®) = p(kx) = ko(z) = p(x)*; por lo tanto, Ng(¢) = ¢ : Ng(n) — Ng(m) no es sélo un
morfismo de grupos sino también un K-morfismo. Luego Ng es un funtor de la categoria de K-
algebras de Lie nilpotentes de dimension finita en la categoria de Tx-grupos.

Teorema 1.6.13. El funtor Ni define una equivalencia de categorias entre la categoria de K-
dlgebras de Lie nilpotentes de dimension finita y la categoria de Ti-grupos.

Demostracion. Esto esta probado en [Mal49] para K = Q. Para cuerpos generales de caracteristica
cero la prueba es exactamente la misma. O

1.6.14. Sea K un cuerpo de caracteristica cero. Como aplicacion de (1.6.13) y del hecho de que
expg : Ng(up(K)) — Uy (K) da un K-isomorfismo, obtenemos que el mapa n — expg(n) da una
correspondencia uno a uno entre las K-subalgebras de Lie de u,(K) y los K-subgrupos de U, (K)
cuya aplicacion inversa es N — logy (N).

1.6.15. Sea K — K’ una extensiéon de cuerpos. Si n es una K-algebra de Lie nilpotente de
dimension finita, entonces Ng (n) @ g K/ = N/ (n®g K'). En efecto, podemos suponer que n es una
subalgebra de u,(K). Luego expy : Nx(n) = expr(n) < U,(K) es un K-isomorfismo. Vimos en
(1.3.8) que U, (K') = U, (K) @k K’, y esto junto con (1.3.7) implican que expx(n) @ K’ es el K'-
subgrupo de U, (K’) generado por expy (n). Es claro entonces que expr (n)Qx K’ C expyr(n@i K').
Luego logg (expy(n) @ K') es una K’-subalgebra de Lie de n ® g K’ que contiene a n (1.6.14).
Concluimos asi que expy () @x K’ = expp(n®k K'), y por lo tanto Ng(n)@x K’ = N/ (n®g K').
Es facil ver que este isomorfismo es natural en n.
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1.6.16. Finalmente, sea 91 un grupo algebraico unipotente sobre un cuerpo K de caracteristica
cero. Vimos que 9 = BCH(n) para alguna K-élgebra de Lie nilpotente de dimension finita n y
por lo tanto 9(K) puede considerarse como un 7x-grupo via el isomorfismo M(K) = Ng(n). De la
misma forma, si ¢ : 9 — M es un morfismo de grupos algebraicos unipotentes sobre K entonces
vr  MK) — M(K) es un K-morfismo. Como consecuencia de todo lo que hemos dicho hasta
ahora obtenemos

Corolario 1.6.17. Sea K un cuerpo de caracteristica cero. Entonces la aplicacion N — N(K)
define una equivalencia de categorias entre la categoria de grupos algebraicos unipotentes sobre K
y la categoria de T -grupos. Ademds para una extension K' de K se tiene un isomorfismo natural
‘JI(K) RK K' = (m RK K’)(K’),

Proposicion 1.6.18. Sean 0N y M dos grupos algebraicos unipotentes sobre un cuerpo K de carac-
teristica cero. Si existe una extension K' de K tal que N@x K' =2 MR K’ como grupos algebraicos
afines sobre K', entonces existe una extension finita k de K tal que N k y MR k son isomorfos
como grupos algebraicos afines sobre k.

Demostracion. Esto es consecuencia inmediata del corolario anterior junto con (1.5.13). O






Capitulo 2

Integrales conicas

Las integrales cénicas son cierto tipo de integrales p-adicas. Ellas van a ser muy importante para
nuestro estudio de las propiedades analiticas de las distintas funciones zeta de grupos que con-
sideraremos més adelante. Ellas fueron introducidas y estudiadas por du Sautoy y Grunewald en
[dSGO0]. En este capitulo se trataran algunas de sus propiedades mas importantes.

2.1 Integrales cénicas y Resolucion de singularidades

2.1.1. Sea K un cuerpo de nameros con anillo de enteros algebraicos O. Para un ideal maximal
p de O, g, denotara el cardinal del cuerpo residual O/p, Oy la completacion p-adica de O, K, el
cuerpo de fracciones de Oy, v, : K, — Z U {400} la valuacién p-adica, y usaremos siempre la

p(

norma p-adica: |z], = q;v ) Como Oy es un grupo topolégico compacto Hausdorff, en él o mas

generalmente en Og (n € N), denotaremos por Hop @ la medida de Haar normalizada de modo que
MO;’L(OQ ) =1

2.1.2. Fijemos una coleccion de polinomios no nulos D = (fo, 90, f1,91,---, f1,91) con fi,g; €
K[Xi,...,Xn]=K[X] (i=0,...,1). Para p € Spec(O) \ {0} ponemos

Vi = {x € OF" : vp(fi(x)) < vp(gi(x)) para i =1,...,1}.

A la funcién compleja
Zo(s) = [ 1706 lanGo)lomoy
P

se la llama una integral conica sobre K y a D se lo llama el dato de integral conica.

2.1.3. Escribimos F = Hi:o figi, X = Spec(K[X]) y D = Spec(%) C X. Fijemos una

resolucion (Y, h) para F sobre K, esto es, un subesquema cerrado Y de algin P% = IP";( X g X junto
con un morfismo h : Y — X que es la restricciéon a Y de la proyecciéon Pl)“( — X, que verifican las

siguientes propiedades.
(i) Y es liso sobre Spec(K);

(ii) la restriccion h: Y \ h=1(D) — X \ D es un isomorfismo; y

21



2. Integrales conicas 22

(iii) el esquema reducido (h=1(D))geq asociado a h=1(D) tiene solo cruzamientos normales como
subesquema de Y.

Denotemos por (E;);er a los subesquemas cerrados integrales de Y cuyos espacios subyacentes
son las componentes irreducibles de (h™1(D))eq. Decir que (h~1(D))eq tiene solo cruzamientos
normales significa que para cada a € Y, existe un sistema regular de parametros (c1,...,¢,) del
anillo local Oy,, de Y en a tal si a € E; entonces el ideal de E; en Oy, estd generado por uno de
los elementos cq, ..., cp.

Por el Teorema de Resolucion de Singularidades de Hironaka [Hir64, p. 146, Corollary 3|, una
tal resolucién siempre existe.

2.1.4. Para cada ¢ € T, denotamos por N; a la multiplicidad de F; en el divisor de F o h y por
v; — 1 a la multiplicidad de E; en el divisor de h*(d X1 A...AdX,,). A la coleccion de pares (N;, v;)
(1 € T) la llamaremos el dato numérico de la resolucion (Y, h) para F. Notar que N; > 1 y ademés
los E; (i € T) son las unicas componentes del divisor de F o h. Del mismo modo v; > 1 para
todo i € Ty por (2.1.3, (ii)) los E; (i € T') son las tnicas posibles componentes en el divisor de
h*(dX1A...ANdX,,). Aparte del dato numérico de la resolucién, vamos a considerar también N;( f;)
y Ni(g;), las multiplicidades de E; en los divisores de fj o h y g; o h respectivamente (i € T, y
j=0,...,1). Agregando esta nueva coleccion de pares (N;(f;), Ni(g;)) (i € T,0 < j < 1) al dato
numeérico de la resolucién, obtenemos una coleccién llamada el dato numérico de la resolucion con
respecto a D. Notar que N; = Zé‘:o(Ni(fj) + Ni(g;)).

2.1.5. A cada subconjunto I = {i1,...,4} de T con r < m le vamos a asociar un par (N, C7),
donde Ny es una coleccion de nameros y Ct es un cono poliedral convexo racional. La coleccion de
nimeros Ny es: Ajr = N, (fo) y Bjr = Ni;j(go) +vi; para j =1,...,7y Aj; = 0,B;; = 1 para
r <7 <m. El cono es

T T
Cr=1(z1,...,2m) € RYy: ZNij(fi)xj < ZNij(gi)xj parai=1,...,1
j=1 j=1

Se puede escribir este cono como una unién disjunta de conos simpliciales C1, ..., Cy, de la forma
Cj = {Ozﬂ}jl + o Vjmy t O € Ry, parak=1,... ,mj}

donde {vj1,...,Vjm;} es un conjunto linealmente independiente de vectores de R™ con entradas
enteras no negativas y con la propiedad de que una region fundamental de Zv;; + ... + Zvjy,, no
contiene puntos de Z™ en su interior [Dan78, p. 123-124]. Escribimos vji, = (¢jk1,-- -, ¢jkm) € Ng' y
definimos Ay 1; = > "1 qjkidir € Noy Birj = > 1oy ¢ikiBi,r € N. De este modo, al par (N7, Cr)
le asociamos la siguiente funcién racional

m4
WI 9 X B YAk

Z(NLCI)(X7 Y) = (1 - X)mzlkl_‘[ 1 _ XBkaijAkJaj .
j=1k=1

2.1.6. Para p € Spec(O) \ {0}, sea O, la localizaciéon de O en p y sea k, = O/p. Identificamos
a Spec(K) con un subesquema abierto de Spec(O,) y a Spec(ky) con un subesquema cerrado de
Spec(Op). Ponemos X = Spec(0,[X]) y X = Spec(ky[X]) de modo que X = X X0, Spec(K) se
identifica con un subesquema abierto de X y X = X X0, Spec(kp) con un subesquema cerrado
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de X. Del mismo modo P% = P]}( X0, Spec(K) se identifica con un subesquma abierto de P’}( y
Pk— = P’“~ X0, Spec(ky) con un subesquema cerrado de Pk~.

Para un subesquema cerrado Z de Pk denotamos por Z a la clausura esquemética de Z en
. Resulta que Z es un subesquema ablerto de Z que se identifica con Pk X0, Spec(K) [EGA I,

Proposmon 9.5.10]. La reduccion modulo p de Z es el subesquema cerrado Z Z x 0, Spec(ky) de
Z y que también puede verse como un subesquema cerrado de Pk = Pk X0, Spec(ky). Denotamos
por h:Y — X ala restriccion de la proyeccién P_’; - X.

2.1.7. Se dice que la resolucion (Y, h) para F' sobre K tiene buena reduccion médulo p [Den87| si
(i) Y es lisa sobre Spec(ky),

(ii) cada E; es lisa sobre Spec(ky) y UjerE; tiene solo cruzamientos normales como subesquema
deY,y

(iii) E; y Ej no tienen componentes irreducibles en comin cuando i # j.

Para todos salvo una cantidad finita de ideales maximales p de O la resolucion (Y, h) tiene buena
reduccion modulo p [Den87, Theorem 2.4].

Proposicion 2.1.8. Supongamos que (Y, h) tiene buena reduccion mddulo p. Para a € Y (ky)
ponemos I, ={i € T : a € E;}. Entonces |Io] <m y

Zp(s,p) = Y. Zvg,.con)@ )

a€y (k)

Demostracion. El esquema Y es regular de dimensién m ([Den87, Proposition 2.6]) y como U;er E;
tiene s6lo cruzamientos normales (2.1.7, (ii)) resulta que |I,| < m para todo a € Y. Lo demés se
sigue de [dSGO00, p. 804-805] para el caso K = Q y la misma prueba sirve también para el caso
general. O

Corolario 2.1.9. Supongamos que (Y, h) tiene buena reduccién mdédulo p. Entonces

wy Mj (Ak 1,j5+Bk,1,5)

ZD(S7p) (1_qp ZCPIZH Ak[]5+BkI])

IcT  j=1k=11—

donde co.; = |{a € Y(ky) : a € E; si y sélo si i € I}|.

2.1.10. Por el corolario anterior Zp(s, p) es una funcién racional en g, * con coeficientes no negativos

si (Y,h) tiene buena reducciéon modulo p. Usando [dSGO0, Proposition 3.3] se puede concluir lo
mismo para todo ideal maximal p. Por lo tanto podemos escribir a Zp(s,p) como una serie de
potencias en g, ° cuyo término constante se denota por apo. Por [dSG00, p. 806] se tiene que
apo # 0 para todos salvo una cantidad finita de ideales maximales p de O. Se obtiene asi una serie
de Dirichlet con coeficientes no negativos

Zp(s)= [[  ap0Zols.p),
pESpec(0)\{0}
ap,(ﬁéo
la cual se denomina una integral cénica global sobre K (con dato D). También decimos que Zp(s)
estd definida como producto de Euler de integrales conicas sobre K. Denotaremos siempre por ap
a su abscisa de convergencia.
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2.1.11. Asociemos ahora a D el siguiente cono poliedral racional
DT:{UGRQJ:ZNZ-(]”J' <ZN gj)u para]—l,...,l}.
€T i€T
Existen vectores eq,...,e, € NOT tales que
(i) Ng; N Rzoek =Npep parak=1,...,r,

(ii) todo elemento de Dy puede expresarse como combinacion lineal de {eq, ..., e,} con coeficientes
reales no negativos, y

(ili) ningtn ey, es combinacion lineal con coeficientes no negativos de los {e;};«.

Estos vectores estan univocamente determinados por D v los llamaremos los generadores enteros
extremales de Dr. En efecto, el conjunto {R>pey : k =1,...,¢} es exactamente el conjunto de las
aristas extremales de Dp.

Definimos para cada k = 1,..., g las siguientes constantes:
= ex(i)Ni(fo) €No v Bp =Y ex(i)(Ni(go) +vi) € N.
€T €T

Teorema 2.1.12. Supongamos que Zp(s) no es la funcidn constante.

(i) Para p € Spec(O) \ {0}, si Zp(s,p) no es una funcion constante, entonces su abscisa de
convergencia es uno de los nimeros ractonales —f—}’z donde k=1,...,q y A # 0.

(1) ap = max{lgfk’ : A # 0}. Por lo tanto, la abscisa de convergencia de cada factor Zp(s,p)

es menor estricta que ap.

(111) Existe 6 > 0 tal que Zp(s) tiene continuacion meromorfa al semiplano {s € C: R(s) > ap—d}.
Ademds la funcidn continuada no tiene polos en la recta {s € C: R(s) = ap} aparte de ap.

Demostracion. Esto es el Corollary 3.4, el Lemma 4.15 y el Corollary 4.22 de [dSG00], donde se
asume K = Q. La prueba para el caso general es exactamente la misma. En efecto, los principales
ingredientes en aquellas demostraciones son: (1) la estimacion de Lang-Weil en [LW54] la cual se
enuncia sobre cualquier cuerpo finito, y (2) las propiedades de las funciones L de Artin en [Mar79],
las cuales se enuncian en el contexto de cuerpos de ntimeros en general. O

2.2 Extension de base

2.2.1. Vamos a conservar toda la notacion de la secciéon anterior. Sea K’ un cuerpo de ntimeros
que contiene a K y denotemos por O a su anillo de enteros algebraicos. Denotemos por D®x K’ a
la misma coleccion D pero donde a los polinomios se los considera con coeficientes en K. Ponemos

K'[X
X' = X xx Spec(K') = Spec(K'[X]), D' = D x  Spec(K') = Spec(530), ¥ = ¥ x Spec(K') y

h' = h X g idgpec(ky, de modo que Y resulta un subesquema cerrado de P% X Spec(K') =Pk, y

R’ es la restriccion a Y’ de la proyeccion P%, — X’. Resulta entonces que (Y, k') es una resolucién
para F' sobre K’ [Den87, Proposition 2.3], la cual decimos que se obtuvo a partir de (Y, h) por
extension de escalares. Denotamos por p: Y’ — Y a la proyeccion.
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2.2.2. Sean (E])ycr los subesquemas cerrados integrales de Y’ cuyos espacios subyacentes son
las componentes irreducibles de (A'~Y(D"))yea = (h71(D))yea Xk Spec(K’'). Existe una funcion
suryectiva m : 7" — T tal que p(E}) = Erq) para todo ¢ € T" y ademas para cada i € T las
componentes irreducibles de FE; X Spec(K’) son precisamente los E}, con i € n~1(i) [EGA IV,
4.4.1]. Mas atn, como U;erE; tiene solo cruzamientos normales, cada E; es liso sobre Spec(K) y
por lo tanto E; X g Spec(K') es liso sobre K’. Luego E; x i Spec(K’) es la union disjunta de sus
componentes irreducibles, o en otras palabras, Elf,l N EZ’.,2 =0 si w(i)) = w(ih) y i) # ib.

Sea N/, (f;), Nl (g;), v, (i" € T',j =0,...,1), el dato numérico de la resolucion (Y’, h’) respecto
aDRg K,

Proposicion 2.2.3. Para i’ € T' y j =0,...,1 se tiene N,(fj) = Nyun(f;), Nji(95) = Nr@ry(g5) vy

I/Z{, = VTr(i’)'

Demostracion. Sea (') =i y denotemos por a’ y a a los puntos genéricos de E!, y E; respectiva-
mente, de modo que p(a’) = a. Como E; y E!, tienen codimension 1 en Y e Y’ respectivamente,
los anillos Oy 4 y Oy, son anillos de valuacién discreta. Sit es el generador del ideal maximal
de Oy,q, el morfismo 8 : Oy, — Oy’ manda ¢ en un elemento que forma parte de un sistema de
parametros regular para Oy oo [EGA 1V, 0, 20.5.14] y por lo tanto () genera el ideal maximal de
Oy 4. La proposicién ahora es inmediata pues si un elemento v € Oy,, tiene orden n en Oy,q, €l es
de la forma vy = t"s con s una unidad. Como 3(s) es unidad en Oy o y 5(y) = B(t)"B(s), entonces
B(7) tiene orden n en a’. La proposicion resulta clara a partir de esto. O

2.2.4. Sea p un ideal maximal de O para el cual (Y,h) tiene buena reduccion modulo p. Sea
p’ un ideal maximal de O" que yace sobre p, es decir p’ N O = p. Por [Den87, Proposition 2.3],
(Y’, h') tiene buena reduccion modulo p’. Por otro lado es claro que E; x ¢ Spec(K’) es la clausura
esquematica de E; X g Spec(K’) y por lo tanto {E’ 7(i") = i} es el conjunto de las componentes
irreducibles de El X i Spec(K'). Como este altimo esquema es regular ([Den87, Proposition 2.6])
entonces E;,l N EZ(,Q =0 si w(iy) = w(iy) =iy iy # i5. Se concluye asi que cada Ej xy, Spec(ky) es

la unién disjunta de los distintos E/, = Eg, NY con 7(i') = .

Proposicion 2.2.5. Sea p un ideal mazimal de O tal que (Y, h) tiene buena reduccion mddulo p.
Sea p’ un primo de O' que yace sobre p. Entonces

wy My (Ak1]5+BkI])
(=g e ]
Zpor(s,p') = T G I 1_ AkI]S+BkIJ)
ICT =1 k=1

donde ¢y 1 = |{a €Y (ky) :a € E; siy sdlo sii€ I}
En este caso la expresion a € E; significa que la imagen del ky-morfismo a estd contenida en E;.

Demostracion. Para o/ € Y’, ponemos I/, = {i’ € T' : d’ € E{,} Como (Y’,h') tiene buena
reduccion modulo p’ (2.2.4), de la Proposicion 2.1.8 se sigue que |I],| < m y que

Zpso ek (s,p) = Z Z(N Ny, Cr, )(qp/ 1 dy”);
aEY’( /)

donde esta vez Ny, y Cp, se calculan a partir del dato N(f),Ni(gj),vi, (i €T',j=0,...,1)(2.1.5).
Por (2.2.4), se sigue que m : I', — 7w(I},) es una biyeccion. Sea entonces I’ C T" tal que \I’| <m
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y ™ I' = w(I') es una biyeccion, y sea I = w(I'). Se sigue de la Proposicion 2.2.3 que el par
(Nr,Cp) coincide con el par (N7, Cr), y por lo tanto Zn, c,)(X,Y) = Zn; c;)(X,Y). De la
expresién anterior concluimos entonces

ZD®KK’(Sap,) = Z C;’,IZ(NLCI)(qt;l’ q!;s)’
IcT

donde ¢, ; = [{d’ € Y/(ky) : w(I.,) = I}|. Finalmente es claro que w(I/,) = I si y s6lo si I = I,
y que si vemos a a’ como un elemento de Y (ky) (que se identifica con Y”(k,)) entonces p(a’) es
precisamente la imagen del ky-morfismo a’. Luego {a’ € Y/ (ky) : n(I},) =1} ={d’' € Y(ky):d €
E; siy solo si i € I'}. Esto concluye la demostracion. O

Teorema 2.2.6. Zp(s) y Zpgk'(s) tienen la misma abscisa de convergencia.

Demostracion. Usando la Proposicion 2.2.3 concluimos que el cono asociado a D @ K', analogo al
definido en (2.1.11), es

Dp=qu eRE:SNi(f) | DY @) | <D Nigy) | D )], i=1....1

ieT ien—1(i) i€T i'er—1(i)

Siguiendo (2.1.11) se obtienen vectores con coordenadas enteras €, .. ., e;, que son las que generan
las aristas extremales del cono. Resulta de la Proposicion 2.2.3 que las constantes asociadas anélogas
a las definidas en (2.1.11) son

=N [ @) ] v B = i) ) [ S k@) | k=1 ()

ieT irer—1(4) ieT er—1(3)

Por el Teorema 2.1.12, la abscisa de convergencia de Zp/(s) resulta igual a max{i—{g’/“ : Al # 0}
k

El teorema serd entonces consecuencia inmediata del siguiente lemma. O

Lema 2.2.7. El conjunto de pares (Ay,By) con k = 1,...,q coincide con el conjunto de pares
(A, By) conk=1,...,q¢.

Demostracion. Lo primero a observar es que el cono Dy puede definirse para cualquier conjunto
finito T" y para cualquier mapa suryectivo 7 : 7" — T usando la expresion (*), y con él podemos
definir las constantes A} y By usando las expresiones en (**).

En segundo lugar, dada una funciéon suryectiva m : 7" — T, podemos definir un mapa II :
Rgo — RZ, poniendo II(u')(i) = Yiren—1(7) W (¢'). Este mapa es claramente suryectivo y satisface
~Y(D7) = Dyv. Decimos que € € Dy yace sobre e € Dr si II(e/) = e y para todo i € T existe
i’ € 771(i) tal que €/(i’) = e(i). Notar que el conjunto de vectores € que yacen sobre un e € Dp
es no vacio. Denotamos por By al conjunto de todos los vectores en D7/ que yacen sobre alguno
de los vectores ey, ..., ex. Si probamos que By es exactamente el conjunto de generadores enteros
extremales de D (2.1.11), entonces usando (**) obtendremos que para €}, que yace sobre ey se
tiene (A}, By,) = (A, By) y con esto claramente nuestro lema estara probado.

Por altimo se observa facilmente que si 7’ : T — T es otra funcién suryectiva, entonces el cono
obtenido a partir de Dy y 7’ es el mismo que el que se obtiene a partir de Dy y mo7’, y ademas si
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By es el conjunto de vectores de Dy~ que yacen sobre alguno de los vectores eq, ..., €4, entonces
Brn es el conjunto de vectores que yacen sobre alguno de los vectores de Bpr.

Usando todo esto y el hecho de que el mapa 7 : 77 — T (si no es biyectivo) se escribe como
una composiciéon de mapas suryectivos T/ =T, — Tj,_1 — ... — T1 — Ty = T tales que para cada
i =1,...,n se tiene que |T;| = |T;—1| + 1, entonces podemos suponer sin pérdida de generalidad
que T'={1,...,t}, 7" ={0,...,t} y que el mapa 7 esta dado por 7(0) =7(1) =1y 7(i) =i para
todoi=2,...,t.

Cada vector e = (vg1,...,Ux) tiene a lo mas dos vectores que yacen sobre él. Ellos son
eg = (Vk1,0, V52, .-, Vkt) ¥ e,lC = (0, Vg1, Vg2, - - -, Ukt). Tenemos que ver que el conjunto {ez k=
1,...,qg y § = 0,1} es el conjunto de los generadores enteros extremales de D7 (2.1.11). En
primer lugar, si aei € Noei para algin o € R, entonces ae; € Npey y por lo tanto a € Np.
En segundo lugar, si (zq,1,...,7;) € Dp entonces (xg + z1,%9,...,2¢) € Dr y por lo tanto
este puede escribirse como Y {_; apey para ciertos oy > 0. En particular zo + 21 = > {_; avk1-
Puede escribirse ap = B + v con B, v > 0 de modo que xp = Zzzl Brvp1 y 1 = Ezzl Ve Uk -
Resulta claro entonces que (zg,21,...,2:) = Y 1_,(Bke} + ye}). Finalmente, supongamos por
ejemplo que eg es combinacién lineal con coeficientes positivos de los otros elementos de Bys. Estos
necesariamente son de la forma eg) pues la segunda coordenada de eg es 0. Luego esta expreseion
de eg como combinacién lineal de otros e?’s con coeficientes positivos induce a una expresion de e
como combinacién lineal con coeficientes positivos de otros e;’s, lo cual es absurdo. Luego By es
el conjunto de generadores extremales de D7/, y esto completa la demostracion. O






Capitulo 3

Funciones zeta de grupos

3.1 Introduccion

3.1.1. Para un grupo G denotamos por ﬁé y F§ respectivamente a los lattices de subgrupos de

G de indice finito y de subgrupos normales G de indice finito. Para n € N, sean a; (G) = |[{A €
F5 |G Al=n}yal(N)=|{A € F5:[G: Al =n}|. Cuando estos niimeros son todos finitos,
la funcion zeta de subgrupos de G v la funcion zeta de subgrupos normales de G son las series de
Dirichlet

cuyas abcisas de convergencias se denotaran por o (G) y a?(G) respectivamente. Para un primo
p, las funciones zeta de subgrupos y de subgrupos normales de G locales en p son las series

< * a(G) =, 4 (G)
CC_},p(S) = Z . ks y <§7P(S) = Z s ks
=0 P = P

Siempre usaremos el simbolo * € {<, <} para dirigirnos a ambos casos simultaneamente.

3.1.2. Si N es un 7-grupo de longitud de Hirsch h > 1, las siguientes propiedades fueron estable-
cidas en [GSS88|, [dSGO0] y [Vol10].

(i) (V) es un namero racional < h que depende s6lo de la Q-completacion de Mal’cev de N.

(ii) ¢(§(s) admite una factorizacién como un producto de Euler (5 (s) = I, (y,(s), donde cada
factor local (3 ,(s) es una funcion racional % en p~° con polinomios P;(X) y Q;(X) de
’ P
coeficientes enteros y grados acotados por una constante que no depende de p.

h
(iii) (i ,(s) satisface una ecuacién funcional de la forma (3 ,(8)[pp-1 = (—1)hp*h3+(2)q}§,,p(s).

(iv) Existe 6* > 0 tal que (x(s) admite continuacion meromorfa a {s € C: R(s) > a*(N) —0*} y
la funcién continuada tiene a a*(IN') como tnico polo en la recta {s € C: R(s) = a*(N)}.

29
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(v) Sib*(NV) es el orden del polo de la funciéon continuada en o*(N) entonces existe ¢* > 0 tal que

aiX(N)+ ...+ a5 (N) ~ ¢ -n® M ogn)” M=1 cuando n — oo.

3.1.3. Sea G : 1 - N = G 5 F — 1 una extension de grupos y sea * € {<,<}. Para H € F}
ponemos F& iy = {A € F : m(A) = H} y definimos su respectiva funcion zeta como

Guls)= Y [ '(H) A,

AETE

cuya abscisa de convergencia serd denotada por a*(&, H). Para un primo p, ponemos .#g Hp =
{A€ Z& [ '(H) : A es una potencia de p} cuya funcion zeta asociada serd

1 . _
Gupls)= D [ '(H): A
ACFE 4
De particular interés van a ser las series Cé (s) = Cé r(8) ¥y ¢§(s5) = (& p(s) a las cuales llamare-
mos las funciones zeta de subextensiones y de subextensiones normales de & respectivamente. Sus
abcisas de convergencia seran denotadas por o (&) y a?(6) respectivamente. De manera andloga

escribimos ¢§ ,(s) = (& ., (8)-

Proposiciéon 3.1.4. SiS:1 - N 5 G5 F — 1 es un grupo virtualmente T-grupo entonces se
verifica lo siguiente.

(1) CG(8) = 2per: [ H77Cs 1(s).

(ii) Para cada H € F} y para cada primo p se tiene (& (s) = & H(s), donde ép es la
b 9. Dy

completacion pro-p de & (1.5.7).

1) Para cada H € F}. se tiene el producto de Euler (% (s) = X s).
F 6,H PG, H
’ Dy

Demostracion. (i) Como Fj = UHeﬁf‘; FEy v |G A = [F : Hl[rx"Y(H) : A], para cualquier
A € F§& y obtenemos

Gls)= Y [G:A= Y [F:H]™ Y [ (H): A= Y [F:HEuls)

AT, HeZF, AeTE HeZ,

(ii) Podemos suponer que N es un subgrupo de G y que ¢ es la inclusion. Consideremos la

completaciéon profinita 1 — NG5 F—1de& de modo que N,G vy N son subgrupos de G
(1.5.7). Todo subgrupo de indice finito de G es abierto pues G es finitamente generado como grupo
profinito [NS07]; por lo tanto, de la teoria general de completaciones profinitas, A ++ A (donde A
denota la clausura topologica de A en G) da un isomorfismo de lattices entre ZJ y ﬁ‘g que preserva
indices relativos, es decir, [B : A] = [B : A] para todos A < B en .%},. Es claro que #(A4) = w(A)
para todo A € % por lo cual en la correspondencia entre Z5 y ffé, fng se corresponde con

ﬁé Y ademas de la preservacion de indices relativos resulta que .Fg ; » S€ corresponde con
5 b 9.

yé,Hm' Obtenemos asi que C&H(s) = CgH(s) y para cada primo p, CgH’p(s) = Céjﬂp(s).
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Se tiene N = Hp Np, donde Np es el subgrupo pro-p de Sylow de N (el cual se identifica con
la completacion pro-p de N). Ponemos N}’o = Hq?ép Ny, donde el producto se toma sobre todos los
primos ¢ diferentes de p, y asi &, : 1 = N, = G/N;, = F' — 1 es la completacién pro-p de & (1.5.7).
Para A € ﬁéH, se tiene que A € ﬁé 5, SLY s6lo si AN N tiene indice una potencia de pen N, y

s 44y,

este es el caso si y sélo si ANN contiene a N’ Esto implica que A — A/NI; da una correspondencia
* %
uno a uno que preserva indices entre JG Hp Y Jg g Y por lo tanto Cé’Hp(s) = ép,H(s)'

(iii) Basta probar por lo anterior que & 5s) =11, Cg Hyp (s). Se sigue por lo afirmado en el
parrafo anterior que para A € .Z 6 5 Se tiene AN’ € ﬂg iy ;
IL, 7§ Hap dado por A — (AN,),. Notar que para A € .7 7H se tiene AN) = 7~ 1(H) para todos
salvo una cantidad finita de primos p.

Para A € FE . se tiene A = ANy En efecto, [~ (H) : A] = [N : AnN] = IV :
(AQN)N’] = H [N : AN, N V] = [l " (H) : AN}] = [#7'(H) : N, AN,]. Reciprocamente,

dados A, € ¥ 6 Hyp donde A, ﬁfl(H) para todos salvo una cantidad de primos p, entonces

poniendo A = N,A, tenemos [AN : A = [N : ANN] = [N : Ny(4, N N)] = HP[N Ay N
N] = Hp[frfl(H) D Ay = [7~Y(H) : NpA,). Luego AN = 7#~'(H), y como también obtuvimos
anteriormente [7~1(H) : A] = Hp[frfl( ) : AN}], la inclusion obvia AN}, C A, implica A, = AN,

Conclufmos asi que A — (AN,), da una biyeccion entre .7 6 5 v el conjunto de aquellos (Ap)p €

obtenemos as{ un mapa ¥* : ﬂé g

Hp ﬁé oy tales que A, = #1(H) para todos salvo una cantidad finita de primos p, y mas atn

[~ 1(H): A] = I, [#~1(H) : AN]]. Esto es exactamente la transcripcion del producto de Euler que
queriamos probar. O

3.1.5. Sea R un anillo c-binomial que es un dominio de valuacién discreta con cuerpo residual

finito de ¢ elementos y elemento uniformizador # € R. Para un 7r-grupo N, todo R-subgrupo
. Lo . . <

de N de indice finito tiene indice una potencia de ¢ (1.2.12). Denotemos por a;f (N)y a;kR(N)

respectivamente al ntmero de R-subgrupos de N y de R-subgrupos normales de N de indice ¢*.
Veremos en (3.1.6) que estos nameros son siempre finitos por lo que podemos definir la funcidn zeta
de R-subgrupos de N y la funcién zeta de R-subgrupos normales de N como las siguientes series
complejas:

<p _ ° ai,f (N) - e ajR
)= 3 VBT =) v G = 3 NGB =) e
B<gpN =0 9 B<gN
Como 7*R es el tinico R-submo6dulo de R de indice ¢*, se tiene C;R (s) = CRR(s) = Ypdy q—,&s =

1_;,5 en cuyo caso escribiremos simplemente (r(s). El siguiente lema no es mas que una adaptacion

de [dSGOO, Prop. 1 y Prop. 4]

Lema 3.1.6. CR’L (s) =Cr(s)Cr(s—1)...Cr(s — h+1). Mds en general, sea N es un Tr-grupo de
R-longitud de Hirsch h. Entonces para s € R se tiene C]%,R (s) < C;f (s).

Demostracion. Razonemos por induccién en h. Para h = 1 no hay nada que probar y por lo tanto
supongamos h > 1. Sea Z un R-subgrupo ¢iclico del centro de N tal que N/Z es libre de R-torsion.
Sean U,V R-subgrupos de N tales que V< Z < U y con [N : U]y [Z : V] finitos. El conjunto de
R-subgrupos B de N con BZ =U y BN Z =V esta en correspondencia 1-1 con los R-subgrupos
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de U/V que son complementos de Z/V. Cuando un tal complemento @)y existe (lo cual ciertamente
sucede si N es abeliano pues Z/V es el R-modulo de torsion del R-modulo U/V'), es facil ver que
la correspondencia usual entre {Q < U/V : Q(Z/V) =U/V,QN(Z/V) =1} y Hom(U/Z,Z/V)
hace corresponder R-subgrupos con R-morfismos. Por lo tanto, la cantidad de R-subgrupos B de N
con BZ =Uy BNZ =V es menor o igual que | Homg(U/Z,Z/V)| < |Z/V|*~!, donde la tltima
desigualdad se sigue pues U/Z tiene R-longitud de Hirsch h—1. La igualdad se da si N es abeliano.
Para un tal R-subgrupo B se tiene que [N : B] = [N : U][Z : V]. Luego

C]%[R (s): Z [NU]_S[ZV]_SHB SR: BZ:UaBﬂZ:V}‘
V<rZ<U<grN
< Z [N :U|™°[Z : V]~ s+
V<rZ<U<grN

< ()G (5 = ht 1) < G (8)Crls — h + 1)

donde la ltima desigualdad vale por hipdtesis inductiva. Como todas estas desigualdad son igual-
dades en el caso en que N es abeliano entonces la demostracién se completa por induccién. O

3.1.7. Sea R un anillo c-binomial que es un dominio de valuacién discreta y con cuerpo residual
finito. Sea & :1 - N & G 5 F — 1 un grupo virtualmente 7z-grupo (1.5.1). Un subgrupo A
de G se dice un R-subgrupo si AN N es un R-subgrupo de N. Denotamos por %\ER y %\GQR a los
lattices de R-subgrupos de G y de R-subgrupos normales de G de indice finito y cuyas funciones
zeta asociadas se denotaran por CéR (s) v (5%(s) respectivamente. Para x € {<,<} y H € Z},
ponemos ﬁgRH ={A e Z5" : m(A) = H} cuya funcion zeta asociada sera

(yls)= Y [ '(H): A

AeF
Las series CéR (s) = Céf}(s) y (§"(s) = (g'h(s) van a ser llamadas las funciones zeta de R-

subextensiones y de R-subextensiones normales de &. Con la misma prueba de (3.1.4, (i)) se prueba
que ¢ (s) = Ynesp F  H® o (8); por lo tanto, las propiedades analiticas de ¢(/f(s) pueden
estudiarse a partir de las propiedades analiticas de las distintas funciones zeta CE,;RH(S).

3.2 Funciones zeta de grupos: caso local

3.2.1. Fijemos ¢ € N y un anillo c-binomial R que es un dominio de valuacién discreta completo
con cuerpo residual finito. Sean P el ideal maximal de R, ¢ el ntumero de elementos de R/P y K
el cuerpo de fracciones de R. Sea v : K — Z U {+o0} la valuacion discreta y para r € R ponemos
Ir| = ¢ "), su norma P-adica. Se tiene que R es un grupo compacto y de Hausdorff y entonces
vamos a denotar por pg a la medida de Haar en R normalizada de modo que p(R) = 1, mientras
que en R" (n € N) siempre consideraremos la topologia producto con la medida producto denotada
por pgn. Se obtiene por ejemplo que pgr(rR) = |r| para todo r € R.

Fijemos también un 7r-grupo N con R-longitud de Hirsch h y una R-base de Mal’cev (x1,...,zp)
para N. El R-subgrupo de N generado por {x;,...,x,} sera denotado por N;. Denotaremos por
¢ : R" — N a la biyeccion (rq,...,rp) — z]*. L.y por @ Rh=1 5 N a la restriccion de

¢ a R"*1 Los polinomios que expresan la multiplicacion y la exponenciacién en N con respecto
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a la base (x1,...,xzp) seran denotados por fi,...,fn € K[X1,...,Xp,Y1,..., Y] vy 91,...,9n €
K[Xi,...,Xp, Z] (1.2.10).

A N lo consideraremos siempre como un grupo topologico con la topologia donde una base
de entornos de la identidad es la familia de R-subgrupos de indice finito, o equivalentemente, R-
subgrupos de longitud de Hirsch A (1.2.12). Notar que todo R-subgrupo de N de indice finito
contiene un R-subgrupo normal de indice finito. En efecto, si B es un R-subgrupo de N de indice
finito, existe a lo més una cantidad finita de subgrupos conjugados de B (3.1.6) y todos ellos son
también R-subgrupos; luego la interseccion de todos ellos es un R-subgrupo normal de indice finito.
Notemos también que para todo x € R, el morfismo de grupos e, : r +— 2" de R en N es continuo.
En efecto, si B es un R-subgrupo normal abierto de N entonces ¢! (B) es un R-subgrupo de R y
por lo tanto es de la forma rR para algin r € R. Como el morfismo inducido R/rR — N/B resulta
inyectivo y N/B es finito, entonces R/rR es finito, por lo cual r # 0 y luego rR es abierto.

Lema 3.2.2. N es un grupo profinito, es decir, es un grupo topoligico compacto, de Hausdorff
y tiene una base de entornos de la identidad formada por subgrupos abiertos. Ademds ¢ es un
homeomorfismo.

Demostracion. Basta probar la tltima afirmacion. Si m; : RP — R es la proyeccién en la i-ésima
coordenada entonces el mapa ¢ es la multiplicacién de los mapas e, o m; y por lo tanto es continuo.
Para completar la demostracion bastara probar que N es de Hausdorff, pues en tal caso ¢ : R* — N
serd una biyeccién continua de un espacio compacto sobre un espacio de Hausdorff y, por lo tanto,
un homeomorfismo.

Vamos a razonar por induccién en h. Si h = 1 entonces N = R como grupos topolégicos y
por lo tanto N es de Hausdorff. Supongamos que h > 1y sea x € N distinto de 1. Si z ¢ Ny, la
preimagen de cualquier R-subgrupo de N/Ns = R de indice finito que no contiene a la imagen de
x es un R-subgrupo de N de indice finito que no contiene a z. Si x € Na, por hipdtesis inductiva
existe un R-subgrupo normal B’ de N> de indice finito en Ny y que no contiene a z. El grupo N
actiia por conjugacion en la familia de R-subgrupos Na. Por (3.1.6) la 6rbita de B’ es finita y por lo
tanto el normalizador de B’ en N tiene indice finito. Luego existe y € N \ Ny tal que yB'y~! = B'.
Es claro que B = y®B’ es un R-subgrupo de N de indice finito y que no contiene a . O

Corolario 3.2.3. Para cadai=1,...,h, N; es un R-subgrupo cerrado de N cuya topologia inducida
por la de N coincide con su topologia como Tr-grupo.

Demostracién. Es claro por la proposicién anterior que N; es un cerrado de N pues N; = (R 1)
y Rl es un cerrado en R". Aplicando la proposiciéon anterior a la restriccion O|gh—iv1 =
@;; RV — N; obtenemos entonces que la topologia de N; como Tr-grupo coincide con la topologia
como subespacio de N. ]

Lema 3.2.4. Si uy denota la medida de Haar en N normalizada de modo que un(N) = 1, entonces
para todo boreliano S de R" se tiene que pgn(S) = un((S)). En particular, para todo R-subgrupo
B de N y para todo g € N se tiene upn(p~(gB)) = [N : B]7L.

Demostracion. Notar que por la descripciéon de la topologia en N y por el hecho de que ¢ es un
homeomorfismo (3.2.2), basta probar la tltima afirmacion. Vamos a razonar por induccion en h.
Como la afirmacién para h = 1 es trivial, podemos suponer que h > 1. Sea B un R-subgrupo abierto
de N con base buena (y1,...,yn), de modo que para cada i = 1,...,h se tiene y; = x;" ...z}
para ciertos r;; € R con r;; # 0, y sea g = ZL'(ISI ...xi’L € N. Se tiene entonces ¢~ !(gB) =
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{(r1,...,rn) € Rh 1 2* .. 2" € gyl (BN Ny)}. Parar € R tenemos que gy} = gdtrur

gr = a:l_(sl_””gy{ es claramente un elemento de Ny. Notar que la aplicacion r +— ¢~ 1(g,) de
R en R" ! es continua pues la multiplicaciéon y la exponenciacion en N estan dadas por mapas
polinomiales. Sean t1,...,t, representantes de las distintas clases laterales a izquierda de B N Ny
en Np. Por hipotesis inductiva aplicada a Na, cada o ~!(¢;(B N Na)) es un abierto en R"~! con
medida de Haar relativa [No : BN No]™t. Sea V; = {r € R : g, € t;(B N N3)}, el cual resulta

entonces un abierto de R. Luego

gr, donde

cp_l(gB) =\ H{(ri,...,mn) i €61 +ruVi, 252 ..xzh €t;(BN Ny}

=

Il
i

(2

(61 +r11V;) x o 1 (t;(B N Ny))

s

Il
—

1

donde la union es disjunta. Concluimos que ppn(¢ = (gB)) = Yoity ur(d1+711 Vi) pgn— (01 (t:(BN
N))) = 37 [rualpr(Vi)[N2 : BN NoJ ™' = 320 up(Vi)[N 2 BNo| '[N : BONo| ™! = [N = B] Y,
donde la dltima igualdad vale pues la unién de todos los V;’s es R. 0

3.2.5. Para un R-subgrupo abierto B de N denotamos por M(B) al conjunto de todas las matrices
(rij) € Tr(h, R) que representan una base buena para B (1.2.11). Notar que para cualquier (7;) €
M(B) se tiene que |7’”‘ = [Nz : (B N Ni)NH_ﬂ_l vy [N : B]_l = H?:l |7’”‘ (1.2.12).

Lema 3.2.6. M(B) es un subconjunto abierto de Tr(h,R) = R" x R"~! x ... x R con medida
(1= )Ty Iral”

Demostracion. Sea (yi,...,ys) una base buena para B y escribamos y; = x;" ... x;". Es claro que
(tij) € Tr(h, R) = R" x R* x ... x R representa una base buena para B si y solo si z* .. .xfjh €
y¥ (BN Niy1) para i = 1,...,h. Como (y1,...,yp) es una R-base de Mal'cev para B entonces
por (3.2.2) y (3.2.4) se tiene que yZ (B N Njy1) es un abierto de B N N; con medida relativa
w(R*) =1—¢q ' Como BN N; es abierto en N; con medida relativa [N; : BN N;] = |ri| ... [7hnl,
entonces yX (BN Ni1) es un abierto de N; con medida (1 — ¢~ 1) HZ:Z |rkk|. Por (3.2.2) y (3.2.4)
aplicados a ¢; : R* — Nj se sigue M(B) = 7 ' (yF (BNN2)) x ... x o, 1 (yF (BAN)) x 9, ' (yF)
es un abierto de R" x RP! x ... x R con medida (1 — ¢~ )" H?:l |75 O

Denotamos por MR y ME respectivamente a los conjuntos de matrices en Tr(h, R) que
representan una base buena para algin R-subgrupo abierto de NV y para algin R-subgrupo normal
abierto de N. Por (3.2.6), estos son subconjuntos abiertos de Tr(h, R). Denotamos por p a la
medida de Haar normalizada en Tr(h, R) = RM"*1)/2 Se obtiene el siguiente resultado analogo a
|GSS88, Proposition 2.6].

Proposicion 3.2.7. Para x € {<, <1} se tiene
FO==a ) [l
M*R

Demostracion. Para un R-subgrupo abierto B de N y una matriz (r;;) € Tr(h, R) que representa
una base buena para B se tiene por (3.2.5) y (3.2.6) que |r;| depende sélo de B y ademas [N :
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_ h kTR i 1y _ _
B~ =Tz Iral* = A=¢ )" (TLisy il ) uM(B)) = (1=~ )" [y IrualP=" - rwn >~ dp.
Para x € {<, <} se tiene entonces

M(s)= D IN:B = > (1-¢ " /M(B) Rt e Al 17

B*RN B*RN

= (1 — q_l)_h/ ‘7“11|S_1 e |7“hh|s_hd[£

M*R

O

La siguiente descripcion de M*R es andloga a la obtenida en [GSS88, Lemma 2.4 y Lemma 2.5].

Proposicion 3.2.8. Sea r = (r;;) € Tr(h, R) cuyos vectores filas los denotamos por ry,...,rp.

(i) r € M siysélosiry...rh#0y [x"i, x"] € (x"itt, .. X" g para 1 < i< j < h.

(i) Si ei,... e, son los vectores de la base candnica de R, entonces v € MR si y sdlo si
ri1...The # 0 y X5, x%] € (xMit, L x™ g para 1 <i<hyl<j<h.

Demostracion. Denotemos B; = (x",...,x"™)r. Si (x",...,x"") es base buena para B = By
entonces ella es una R-base de Mal’cev para B; por lo tanto [x",x"] € (x"+!, ... x")p para
1<i<j<hylril-..|ta] = [N : B]7! # 0. Si ademés B es normal entonces [x%,x%] €
Niy1 N B = B;;1. Reciprocamente, si [x",x%] € B; para 1 < i < j < h entonces todo elemento
de B; se escribe en la forma (x")% ... (x"™)% con aj,...,a, € R; por lo tanto B; = BN N;, que
es normal en B, y B; = (x*)®B;,1. Ademas, si r; # 0 entonces x™ ¢ N;y1 2 Biy1 v , por lo
tanto, B;/Bi+1 = R. Por lo tanto {x"!,...,x"} es una R-base de Mal’cev para B y r representa
una base buena. Por otro lado, si se verifica [x",x%] € (x"i+1, ... ,x") g para todo 1 < i,j < h,
entonces cada B; es un R-subgrupo normal en N y es facil ver que se verifica [x",x"/] € B; para
1 <i < j < h. Como antes, se concluye que r representa una base buena. ]

3.2.9. Con las hipotesis de antes, sea ahora F un grupo finito y & : 1 - N 5 G 5 F — 1
una extension de F' por N que es un grupo virtualmente 7g-grupo (1.5.1). Sea o : F — G una
seccion normalizada con cociclo asociado (¢, ) (1.4.4) y supongamos (esto siempre es posible) que
o(f~1) = o(f)~!. Vamos a suponer ademés que N es un subgrupo de G'y que ¢ es la inclusion.
Fijamos H € %,. Para A € féRH es facil ver que existen ny € N (f € H) tales que

A=(AnNu | AnN)ngo(f).
fer\{1}

Esto nos permite definir 7(A) como el conjunto de todos los pares de matrices (r,v) € Tr(h, R) x
[Temy R tales que r representa una base buena para ANN y {1} U Usemy{x"o(f)} es una
transversal de las clases laterales a derecha de AN N in A.

Lema 3.2.10. T(A) es un subconjunto abierto de Tr(h, R) X [rcp (1 RM con medida de Haar

h
u(T(A) = (=g ) T ral 7,
=1
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Demostracion. Si A = (ANN)UU e (13 (ANN)nso(f) con ny € N, entonces claramente (r, v) €
T(A)siysolosire M(ANN)y (ANN)x¥fo(f) = (AN N)nso(f) para todo f € H\ {1}. La
tltima igualdad es equivalente a xV/ € (ANN)ny, y esta condicién equivale a vy € o 1 ((ANN)ny).
Por lo tanto T(A) = M(ANN) x [Trem 13 ¢ Y (AN N)ny), y este es un subconjunto abierto de

Tr(h, R) x HH\{l}thh (3.2.2) con medida u(M(A N N))[N : A]"HI+1 (3.2.4). El resultado se
sigue de (3.2.5) y (3.2.6). O
3.2.11. Para x € {<, <}, sea T,/ = UAeﬁg’jq T(A). Por el Lema 3.2.10, este es un subconjunto
abierto de Tr(h, R) X e\ {1} RM.

Proposicion 3.2.12. Sea p la medida de Haar normalizada en Tr(h, R) X s\ (1} R Entonces

(& (s)=(1—q7") / H jraa =
Tu 'z 1
Demostracion. Para A € ZE%,, se tiene por (3.2.5) y (3.2.10) que [ (H) : A]™* = [N : ANN|~* =

H?=1 Irig]* = (1 — ¢ H)™" H?=1 |7’ii‘s_i_‘H|+1M(T(A)) = 1—-qghH™" fT(A) H?:l ‘Tii,s_i_m‘ﬂdﬂ-
Luego

(& (8) = Z [m N (H): A7 = Z (1—g¢ )" / H‘r jsmi-lHl+1 g,

AeTLR, AeTLR, T(4) =1

1_q / H|,r ‘s i— \H|+1d1u

Hzl

O

Proposicién 3.2.13. Para (r,v) € Tr(h, R) x [ ;e 1y RM denotamos porry,... v, a las filas de
r. Se verifica lo siguiente.

(i) (r,v) € T;R siy solo sir € M™% y ademds

(a) x¥7p(f)(xF)(xVF)t e (x,... ., x")\ g para f € H\ {1} yi=1,...,h;

(b) xVixVip(f, fIxV) e (xF, . x™ g para f, ff € H\{1} con ff' #1yi=1,...,h;
Y

(c) XV O(F)(x"I) € ("1, X" para f € H\ {1},
(ii) (v,v) € TR siy solo sir € MIE, se verifica (a), (b), (c), y ademds

(a’) o(f)(x"i) € (x",...,x""\g para f € F\ {1} yi=1,... h;
(b)) xxVip(f )(:U;)Vf€< Loox™popara f e F\{1} yi=1,...,h; y
() (F)K IO, fYO(ff (T ) 7 e (x™ L x™) g para f € F\H, f' € H\{1}.

ry

Demostracion. Para (r,v) € Tr(h, R) x []rep 1y RM vamos a denotar B, = (x™,...,x™)gr v
Ay =By U UfeH\{l} ByxVfo(f). Se tiene que By = Ayv N N.

(i) Notar que (r,v) € T;R si y solo si r representa una base buena para B, y ademds Ay, es un
subgrupo de G. Asumiendo que r representa una base buena para By, como N es normal en 7~ (H)
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y Br = ArvNN se tiene que Ay y es un subgrupo de G siy sélo si {xV/0(f)} rem {1} estd contenido en
el normalizador N¢(By) de By y Ay /By es un subgrupo de Ng(By)/By. Ahora xV/o(f) € Ng(By)
si y solo si xVfo(f)xTio(f)"H(xV)t = xVo(f)(x%)(xV/)"t € By para i = 1,...,h, es decir
(a); y si esto vale para todo f € H \ {1} entonces A, /Bt es un subgrupo de Ng(By)/By siy
610 5t X1 o (£ o ()1 a(F1)) ) € Be y xV1a(f) (" a(f 1) = x¥I6(f)(x"1 ) € By
para f,f € H\ {1} con ff' # 1. Esto es (b) y (c) pues x"fo(f)x " o(f)(x"o(ff))~ ! =
xS o (fo(f)o(f/~ )T =¥ g(f) () (f, )

(ii) Notar que (r,v) € Ry si y solo si By es normal en G, r representa una base buena para By
y Ay~ /By es un subgrupo normal de G/By. Asumamos entonces que r representa una base buena
para B, y que B, es normal en N. Las condiciones anteriores se traducen entonces diciendo que
{o(f)}ser esta en el normalizador de By, Ay, es un subgrupo de G y los conjuntos {z;}1<i<h
y {o(f)} fer\ {1} estan contenidos en el normalizador de Ayy. Usando (i), esto equivale a que se
cumplan (a), (b), (c), o(f)x"io(f)~t = ¢(f)(x%) € By para f € F\ {1} yi =1,...,h, es de-
cir (2'), ziArva; ' € Apy parai = 1,...,h y o(f)Arvo(f)"t = Apy para f € F\ {1}. Para
traducir estas tltimas dos condiciones, asumamos que B, es normal en G y que A, es un sub-
grupo de G. La normalidad de B, implica la igualdad xiAryvxi_l = B, U UfeH\{l} Brxix"fa(f)mi_l
y como z;x¥/o(f)r;t = 2ix¥(f)(x; 1) (xV)TIxV o (f) obtenemos que z;Ayyx; ' = Apy para
i=1,...,h equivale a z;x"/ ¢(f)(z; ') € By parai=1,...,hy f € F\ {1}, es decir (b’). Asum-
iendo también esta condicién, resulta que A,y es normal en NA,, = 7T_1(H ) y por lo tanto la
condicién o(f)Arvo(f)™1 = A,y solo necesita ser verificada para f € F'\ H. La normalidad de By
implica () Aryo(£) 1 = Be UU a1y Beo(FXFo(f)a(fY). Como o(f)3xr o(fo(f ) =
SN, o (ff)o(f71) = o)W )0 Do (FF 1) = o), IS )
obtenemos que la condicion o(f)Arvo(f)™! = Ary para f € F\ H equivale a la condicién

SN, YOS f) (x5 ) " € By para f € F\H y f' € H\ {1}, es decir (¢/). O

3.3 Funciones zeta de grupos: caso global

3.3.1. Sea K un cuerpo de nimeros y N un 7x-grupo con K-base de Mal’cev (x1,...,xzp). Sean
fisoosfn € KIX, Y]y g1,...,9n € KIX, Z], donde X = (X1,...,X) v Y = (Y1,...,Y}), los
polinomios que expresan la multiplicacion y la exponenciacion en N con respecto a esta base (1.2.10).
Escribimos f = (f1,...,fn) v & = (91,...,9r). Los polinomios que expresan el conmutador serin
muy frecuentes en nuestro analsis. Ellos son ¢;(X,Y) = fi(f(X,Y),g(f(Y,X),-1)) (i=1,...,h)
y escribiremos ¢ = (¢, ..., cp).

3.3.2. Para una coleccién de variables variables X = (Xi,...,X}) siempre denotaremos X’ =
0,...,0,X;,...,Xp) y X = (X;,...,X},). Esto también se aplica a colecciones de polinomios
p = (p1,...,pn). A continuacén, algunas de las propiedades de los polinomios f1,..., fa, g1,---,9n
v c1,...,Cp que seran usadas frecuentemente.

o fi(X,Y)=0yg;(X",Z)=0paral<j<i<h,
o i(XLY)=X,+Yiyg(X,Z)=X;Zparal <i<h,y
o cp(X',YJ) =0paral<i,jk<hyk<min{ij}

3.3.3. Parai=1,..., h, sean f() = (fi(X*, Y, ..., fu(X), YY), g = (¢:(X%, Z),...,g9n(X", Z))
y c = (e; (X5 YY), ..., en(X YY), Notar que estos son precisamente los polinomios que repre-
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sentan la multiplicacién, la exponenciacién y el conmutador en N;, el K-subgrupo de N generado
por {z;,...,xp}, con respecto a la K-base de Mal'cev (z;,...,xp).

3.3.4. A partir de (f,g) y de colecciones de variables T = (T} )1<i<j<n ¥ Z = (Z1,. .., Zp), vamos
a definir polinomios p1(T,Z),...,pp(T,Z) y ¢1(T,Z),...,qn(T,Z) del siguiente modo:

(1) Elegimos variables auxiliares Wi, ..., W}, y ademas escribimos T; = (0,...,0, T, ..., Tin).

(2) Se definen recursivamente colecciones de polinomios ki, ..., k; del siguiente modo

® k1 =7
) k’L = f(g(gi(Tifl,Wi71)7 —1)71{2:71) para 1< S h.

Notar que k; es de la forma (0,...,0, ki, ..., ki) donde para 1 < i < j, k;; es un polinomio
en las variables T,s (r < i,r < 8), Z1,...,Zp y W1,...,W;_1. Para simplificar escribiremos
kij = kij(T1, ..., Tic1, Z, Wh,...,Wi_1).

(3) Se definen recursivamente funciones racionales vi(T,Z),...,vs(T,Z) del siguiente modo

v1(T,Z) = kn(Z)/Tn
'Uz'(T7 Z) = kii(TL o T, Z,’Ul(T, Z), .. .,Ul‘_l(T, Z))/Tu for 1 < i <h.

(4) Para i =1,...,h, se escribe finalmente v;(T,Z) = p;(T,Z)/q:(T,Z) donde p;(T,Z) y ¢:(T,Z)

son polinomios sin factores en comun. Notar que ¢;(T,Z) es un monomio en 71y, ...,T;; por
lo cual directamente escribiremos ¢;(T,Z) = Tyj'...T;* para ciertos enteros no negativos
€ils -5 €

3.3.5. Parai=1,...,h, a partir de (f(i), g(i)) y de las colecciones de variables T() = (Trs)i<r<s<h
y 20 = (Zi, ..., Zp), podemos aplicar el método anterior donde en (1) usaremos variables auxiliares
Wi, ..., Wp, mientras que en (2) la definicion arranca con k; = Z (1), Como resultado se obtienen

polinomios pl@ (TW,ZM), ... ,pg)(T(") Z0) y q@ (TW,Z®), ... ,q}(f)(T(i) Z(®), de modo que para
) ) ) () RO .
1 <j<h, q](-z) (T(Z), Z(’)) = T;” R i g para ciertos enteros no negativos egz), e
3.3.6. Asociamos a (N, f, g) las siguientes colecciones de polinomios sobre K.

- IO ORP
Dyngg = (H TmHT}f (T "'T£Zk7p]g)(T(Z)aci(TjaTi1)a--~ach(Tj>Tz’1)))1<j<i—1<k<h> ,
=1

@)
DiNfg = <H EZ?HT}I (T, 6’” : T;Zk,P;(Q)(T(Z) Cz‘(ej,Tz'—l),---,Ch(ej,Tz'—ﬁ))lf?gh) ,
Y

donde eq,...,e;, son los vectores de la base canénica de K”. Sean Zy< (s)y Zps (s) las
N g 1,8
integrales conicas globales sobre K asociadas a estos datos de integrales conicas (2.1.10). Entonces

la funcion zeta de subgrupos y la funcion zeta de subgrupos normales de N con respecto a la K-base
de Mal’cev (z1,...,xp) son respectivamente las series

Gogl®) = Zps (5—h) v (Regls) = Zpg, (s—h)

Nfg
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3.3.7. Si K — K’ es una extension finita de cuerpos entonces (x1, ..., xp) puede considerarse una
K'-base de Mal’cev de N @ K', la K'-completaciéon de Mal’cev de N y los polinomios que expresan
la multiplicacion y la exponenciacion en N @ K’ son precisamente f1,...,fny g1,--.,9n (1.3.5).
Como todo el trabajo con polinomios que hemos hecho anteriormente no depende del cuerpo en
donde viven los coeficientes, concluimos que Do jor ¢ o = Dy g (x € {<, <}), 1o cual por (2.2.1)

se expresa como Dye g0 =Dy g OK K'. Del Teorema 2.2.6 concluimos el siguiente corolario.

Corolario 3.3.8. Sea x € {<,<}. Si K < K’ es una extension finita de cuerpos entonces (i ¢ (5)
Y CNeox K’ fg(s) tienen la misma abscisa de convergencia.

3.3.9. Sea O el anillo de enteros de K y sea p un ideal maximal de O tal que para todo
Tly-veyThyS1,---,5h,2 € Oy se tiene fi(ri,...,7h,81,...,8,) € Ry gi(r1,...,7h,2) € Op y tal
que O, es c-binomial, donde c es la clase de N. Definimos N, = {z* ... x;" : 71,...,r;, € Op}. No-
tar que IV es un grupo nilpotente Op-potenciado sin elementos de Oy-torsion y, por la eleccién de p,
se obtiene que N, es un Op-subgrupo de V. Luego IV, es también un grupo nilpotente Op-potenciado
sin elementos de Op-torsion, y como es finitamente generado por definicién, Ny, es un 7p,-grupo.
Es claro que (x1,...,xp) es una Op-base de Mal’cev para N, y ademas N es la K-completacion de
Mal’cev de N, (1.3.5).

Finalmente sea Op la completacion p-adica de O y escribamos s si vp(r) < vy(s), donde vy
es la valuaciéon p-adica. Denotando por Np a la Op—completacién de Mal’cev de N, resulta que
(x1,...,2p) también es Op—base de Mal’cev de Np y cuyos polinomios asociados a la multiplicaciin
y a la exponenciacion son precisamente f1,..., fny g1,--.,9n (1.3.5).

Proposicién 3.3.10. Supongamos que t = (t”) € Tr(h, Op) representa una base buena para algin
Op -subgrupo abierto de Np y sea (z1,...,2p) € Oh Entonces z3' ...z" € (x*,. .. th>Op sty sdlo

511 511

sityy ..t pi(t,z) parai=1,...,h (5’5’4)

Demostracion. Sea By = (x%, ..., th)op. Como t representa una base buena para By, todo el-

emento de By puede escrlblrse de manera tnica en la forma (x*1)? ... (x% )% para ciertos a; €

O,. El elemento (x%)% ... (xt)% escrito en la Op-base de Mal’cev (z1,...,zp) tiene la forma
tiiai ,,bit1 bh
i Tigy -
explicita.

para ciertos bjy1,...,b, € Op (3.3.2). Haremos uso de estos hechos sin mencion

Sea w; = v;(t,z) (3.3.4). Se tiene que x* € By si y s6lo si x” (th)‘“ ... (x*) para ciertos
ay...,ap € Op. Como (x'1)" ... (x th)“h tiene la forma xi“‘”xg?. mh , la condicion x* € By
implica t11|z1, o equivalentemente w; € Op7 y por lo tanto, el elemento (x%1)%1/t11 = x&(t1,w1) debe
estar en By. Entonces x* € By si y sblo si wy € Op y X% = = x8tLw1)y para algun n € Bi. Como
g1(t1,w1) = tjwy = 21, la altima condiciéon equivale a wy € Op y X% = x8 (tlvwl)n, para algan

n € <Xt2,... 7Xth>op. Se tiene que (ng(thwl))*lXZQ — Xf(g(gQ(tlvwl)vfl):ZQ) — sz(tLZ,’wl); por 10

tanto, x? € By si y solo si wy € O, y xkev2wi) ¢ (xt2 ,xth>ép.

Sea ¢ > 1 y asumamos que X* € By si y solo si wy,...,w;—1 € Op y xKi(titionzwn,.wion) o
(xti ... th} Oy . Trabajando como en el parrafo anterior y asumiendo que wq,...,w;_1 € Op, vemos

que la ultlma condicion es equivalente a tj;|ki;(t1,...,t;—1,2,w1,...,w;—1) (0 equivalentemente a
w; € Op) y xKilbticrzwnwi1) — x8twi)y para algan n € (xb, ... ,xth> . Nuevamente esto

A~ i+1 . . i+1(t. ap: .
equivale a w; € Op y ki (1, ti—1,2,w1 50 wi— 1) — %8 (t27wz)n para algun n E <th+17 e th>op_
Notemos que (Xgi+1(ti7wi))_1 (b1t 1,2w1,wi) 5 F (g (iywi),— 1) kT (1 bim 1,200, wi))

xKit1(b1,6,2:01,03) - Ohtenemos que x* € By siy solo siwi, ..., w; € Op y xKit1 (e tizwiwi) ¢
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(xbirr o xth) 6, Por induccién concluimos que x* € By siy solo siwi,...,ws € O,, y como w; =

pi(t, z)/te””1 ...t tenemos entonces que X% € By si y s6lo si 177 ... 5 |pi(t, z) parai=1,...,h. O

Con la notacion de (3.3.5) obtenemos

Proposicion 3.3.11. Una matriz t € Tr(h, Op) representa una base buena para algun Op—subgrupo
abierto de Ny si y solo sity...th, #0 y

('L) .
tokL te’“’“\ VD, st tin), - en(ty tio1)) para 1<j<i—1<k<h.

Una matriz t € Tr(h, Op) representa una base buena para algin Op—subgrupo normal abierto de Np
sty s6lo sityy...thp 0y

(#)
ki tekk| ( ,-(ej,ti_l), e ,ch(ej7ti_1)) para 1 <i<k<h,1<j<h.

’L’L
Demostracion. La necesidad de las condiciones en ambos casos es una aplicaciéon inmediata de la
Proposicion 3.2.8 y la Proposicién 3.3.10. Para ver la reciproca, escribamos B; = (x% ... ,xth>O
p

Por la Proposicién 3.3.10 bastara ver que x¢(titi-1) ¢ B para 1< j<i<h (resp. x clejti-1) ¢ B

paral <i<hy1l<j<h). Esclaro que x* es una base buena para B), con respecto a la Op base

de Mal'cev (x3) de (z4)p . Asumamos que (x, x") es una base buena para B; con respecto a
p

la Op—base de Mal’cev (zj,...,zp) para (x;, ..., xp > 5 . La hipotesis y la Proposicion 3.3.10 implican
que x°ti-1) € B; para 1 < j < i (resp. x°(®i:ti-1) 6 B; paral < j <h)y porla Proposicién 3.2.8

se concluye también que (x%-1 ... x%) es una base buena para B;_ 1 con respecto a la Op base de
Mal’cev (x;—1,...,xp) para (xi,l, .. xh> . El resultado se sigue ahora por induccion. O]

Corolario 3.3.12. Sea p un ideal mazimal de O que satisface las hipdtesis de (3.3.9). Entonces
G ()= (1 10/l ™) " Zye (s —hop) v (L () = (1~ 10/pl™) " Zpg, (s~ h.p)

Ny = p Diey Py Sy = p DYy .p).
Demostracion. Esto resulta inmediatamente de la proposicién anterior junto con la Proposicion 3.2.7
y la observacion de que la condicion t17 ... tn, # 0 puede ser eleminada del conjunto de condiciones
que define el dominio de integracién porque el conjunto de matrices que la verifican tiene medida

cero. O
3.3.13. Sea (2], ...,2}) otra K-base de Mal'cev para N cuyas colecciones de polinomios asociados
a la multiplicacion y a la exponenciacién denotamos por £ = (f{,...,fl) y & = (¢,-..,9},)- Se

definen datos de integrales conicas Df\, frg' Y Dy gr.g como en (3.3.6).

Corolario 3.3.14. Sea x € {<,<}. Para todos salvo una cantidad finita de ideales maximales p
de O tenemos Zp}*vfg(s —h,p) = Zp, o /( — h,p). Por lo tanto la abscisa de convergencia de

(Ng(s) (3.3.6) no depende de la K- base e Mal'cev elegida para N.

Demostracion. Por la proposicion 3.3.12, para todos salvo una cantidad finita de ideales maximales
p de O se tiene pryfyg(s—h,p) =(1- ]O/p]‘l)hg‘;o;"( s) = Zpr
se sigue de esto pues por el Teorema 2.1.12 los factores locales excepcionales no influyen en la
determinacién de la abscisa de convergencia. O

Mg (s —=h,p). La tltima afirmacion
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3.3.15. Sea K un cuerpo de numeros y N un 7x-grupo. Para x € {<, <1} definimos o*(N) como
la abscisa de convergencia de cualquier serie C;(,’f’g(s) (3.3.6), donde f y g son las colecciones de
polinomios asociados a la multiplicacién y a la exponenciacién en N con respecto a alguna K-base
de Mal’cev para N (1.2.10). El corolario anterior nos dice que esta definicion es buena, es decir que

no depende de la base elegida. El siguiente teorema nos dice que o*(NN) es un invariante geométrico
de N.

Teorema 3.3.16. Sea K un cuerpo de nimeros y sean N y M dos Tx-grupos. Sea x € {<, <}.
(i) Si K" es una extension finita de K entonces a*(N) = a*(N @k K').

(11) Si existe una extension K' de K tal que N @ K' y M @k K' son K'-isomorfos, entonces
a*(M) = a*(N).

Demostracion. (i) se sigue del Corolario 3.3.8. Para (ii), por (1.5.13) existe una extension finita K’
de K tal que N @ K' y M @k K’ son K’ isomorfos y por lo tanto de (i) se sigue que a*(M) =
a*(M @k K') = o*(N @k K') = o*(N). O

Teorema 3.3.17. Sea N un 7-grupo de longitud de Hirsch h y sea x € {<, <}. Entonces eziste un
dato de integral conica D* tal que (3 (s) = Zps«(s — h).

Demostracion. Sean f y g las colecciones de polinomios asociados a la multiplicacién y a la expo-

nenciaciéon de N con respecto a una base de Mal’cev para N; por lo tanto, ellos también expresan

las operaciones en el g-grupo N ® Q con respecto a la misma base. Entonces la condicion (3.3.9)

la satisfacen todos los primo p y, por lo tanto, el Corolario 3.3.12 es aplicable para todo primo p.
*7,

Entonces basta tomar D* = Dyo0 ¢, ¥ usar el hecho de que (}(s) =[], CN: (s) (3.1.4). O

3.3.18. Sea K un cuerpo de numeros. Vimos en (1.6.17) que la aplicacion 9 — N(K) da una
equivalencia de categorias entre la categoria de grupos algebraicos unipotentes sobre K y la categoria
de Tg-grupos. Para un grupo algebraico unipotente M sobre K y para x € {<, <1} definimos entonces
a*(MN) = o (MN(K)).

Teorema 3.3.19. Sean N y M dos un grupos algebraicos unipotentes sobre un cuerpo de nimeros
K y sea x € {<, <}.

(1) Para cualquier extension finita K' de K tenemos que o*(MN @k K') = a*(N).

(ii) Si existe una extension K' de K tal que M@k K' y M @k K' son isomorfos como grupos
algebraicos sobre K', entonces a* (M) = a* (M)

Demostracion. Esto es consecuencia inmediata de (1.6.17) y (3.3.16). O

3.3.20. Sean K un cuerpo de numeros, N un 7x-grupo de longitud de Hirsch h y (z1,...,2;) una
K-base de Mal’cev para N. Sean f y g las colecciones de polinomios asociados a la multiplicacion
y a la exponenciacion en N con respecto a la base dada (1.2.10). Sea F un grupo finito y G
una extension de F por N tal que & : 1 - N — G 5 F — 1 es un grupo virtualmente 7x-
grupo (1.5.1), es decir, la acciéon por conjugacion de G en N se realiza por K-automorfismos.
Fijemos una seccion normalizada ¢ : F' — G con cociclo asociado (¢,%) (1.4.4) y que ademas
satisface o(f~1) = o(f)~!. Se tienen h-uplas ng y € K" (f,f' € F) definidas de modo que

(f, f) = x"5+). Ademés, por (1.2.10) se tienen h-uplas de polinomios pf = (p{(X), .. ,pi(X))
(f € F) tales que ¢(f)(x") = xP’' () para todo r € K™.
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3.3.21. Sea H un subgrupo de F'. Para una matriz de variables V = (Vfi>f€H\{1},1§i§h denotamos

. < . <
por Vy a la coleccion (Vyq,..., V). Sea Dg p g la coleccion Dy ¢ . a la cual le agregamos los
siguientes nuevos pares:

(Tys . T pi(TE(E (V5,0 (T0)), 8(Viy, —1)) ) 1<ksh, fer\(1}1<i<h
(Tt Tk o (FEE(V 5, Vi )omgg ), 8V, =1)))1<k<n, f.f e B\{1}.ff#1,1<i<h
(Tffl s Tke;ilikvpk(Ta £(Vy, pf(Vf—l))))lgkgh,feH\{l}

La funcion zeta de subextensiones de S relativas a H y con respecto a (f,g,0) es la serie

(ot fgols) = Zps (s —h—[H[+1)

S,H,f,g,0
La funcion zeta de subextensiones de & con respecto o (f,g,0) es la serie Cé fgo(S) = Cé Ffgol(s)

3.3.22. Sea H un subgrupo normal de F'. Sea Dg ;¢ - la coleccion Dy, ¢ g @ la cual le agregamos
los siguientes pares

o)

(T .. T8 (T,
(Tyhr . Torx, p(£(F
(Tﬂ“l ... T,:Zk,pk(T
(Tyst Tk pr(p
( (
(

(F(Vy, P/ (%), 8(Vy, —1))1<han rer\(1}1<i<h

/'\

£V, Vi)im ), &V —=1)))1<k<n,f.fre B\{1}.f f'#1,1<i<h
(Vi p (V=) 1<hen rem (1)

A;—h

Ti)))1<k<h,feF\{1}
TS T

T T p(f

F(F(f(es, Vi), P! (—€i)), V) i<ken fem (1} 1<i<h
(f(f(p (Vf/)an(f,f'))’n(ff',ffl))ag(vff'ffla—1))))1§k§h,feF\H,f'eF\{1}

La funcion zeta de subextensiones normales de & relativa a H con respecto a (f,g, 0) se define como
(S.Hfgo(s) = Zpngﬂg,U(S —h—[H|+1).

La funcion zeta de subeztensiones normales de S con respecto a (f,g,0) es la serie (éfga(s) =
<>§7F’7f'7g7£j-((9)'

3.3.23. Sea K — K’ una extension finita de cuerpos. Consideremos la K’-completacion de Mal’cev
N @k K' de N la cual por (1.3.5) tiene base de Mal’cev (x1,...,xp) y colecciones de polinomios
asociados (f,g). Sean ¢ : F — Autg/(N ®x K') el mapa ¢'(f) = ¢(f) ®x K’ y ¢' el mapa
1) considerados como mapa de F X F en N ®x K’'. En la demostracion de la Proposicion 1.5.3
se obtiene que una K’-completacion de Mal’cev de & es Gy 4 (1.4.5), cuyo cociclo asociado a la
seccion normalizada o' (f) = (1 f) es (¢',¢"). Es facil ver entonces que para un subgrupo Hde F
se tiene Dé@)KK’,H,f,g,a DE S.H f.g.00 situaciéon que se escribe DC®KK, Hfgo Dé Hfgo OK K'.
De manera anédloga, para un subgrupo normal H de F se tiene Dg oK HEgo = DG Higo DK K.

Como consecuencia del Teorema 2.2.6 obtenemos

Corolario 3.3.24. Sea x € {<,<}. Con la notacion de (5.5.23), (&g ,(5) Y (Eoprrf.g.00(5)
tienen la misma abscisa de convergencia.

3.3.25. Sea O el anillo de enteros algebraicos de K y sea p un ideal maximal de O tal que
f(r,r'),g(r,r) € OQ para todo r,r’ € O;L yr € Oy, p/(r) € OQ para todo r € OQ y f €F,
ng € O{} para todo f, f' € F, y O, es c-binomial, donde c es la clase de N. Notar que todos
salvo una cantidad finita de ideales maximales p de O satisfacen estas condiciones.
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En (3.3.9) obtuvimos un 7o,-grupo Ny con Oy-base de Mal'cev (z1,...,zp) y polinomios asoci-
ados (f,g) de modo que N es la K-completacion de Mal’cev de N,. La hipétesis de que pf(r) € Oy
para todo r € O{} y [ € F implica que o(f)Nyo(f)~1 C Ny, y la hipotesis de que o(f)~t = o(f71)
implica que o(f)Npo(f)™! = Ny, es decir ¢(f)(Ny) = N, para todo f € F. Es claro que
&(f) : Ny = Ny es un Op-morfismo pues él es un K-morfismo de N en N. Denotamos por ¢y
al mapa ¢ visto como mapa de F' en Autp,(N,). Por otro lado, la hipétesis de que ns ) € O{f
para todo f, f’ € F implica que 9 puede verse como un mapa de F x F' — N,. Denotemos por
Py : F' X F'— Ny a esta corestriccion. Obtenemos asi un grupo virtualmente 7o, -grupo &g, 4, con
cociclo asociado (¢p, 1p) (1.4.5) cuya K-completacién de Mal’cev no es otra que & (ver demostracion
de 1.5.3). Denotamos &, = &g, y,,.

Finalmente consideremos la Op—completacién de Mal’cev de &,, denotada por ép, la cual se
describe como & P (1.4.5), donde gzgp y ﬂp son los mapas ¢, y v, considerados como mapas de

F en Autép(Np) yde FF x F en Np respectivamente. Para cada f € F la coleccién de polinomios
asociada a ggp(f) con respecto a la Op—base de Mal'cev (z1,...,x5) de N, (1.2.10) no es otra que
p/ (U) mientras que 1y (f, f') = x4,

Proposicion 3.3.26. Sea p un ideal maximal de O que satisface las hipdtesis de (3.8.25).

(i) Sea H < F. Un par (t,v) € TY(h,Op) X erF\{l}O vive en T O (8.2.11) si y sdlo si
tn---thh?éOZ/

6() (f
tr Lt i \p (t Ci(tj,tim1), .. en(ty,tic1)) para 1<j<i—1<k<h.
Lt (b, £ (F (v, P (80)),8(vy,—1)), 1<k <h fe F\{1},1<i<h
it o EEE vy ve)ng ), g(vep, —1), 1<k <h f, ffe H\{1},1<i<h

)

Lt (b, £ (v, Pl (vi1)), 1< k< h feH\{1}

(ii) Sea H < F. Un par (t,v) € Tr(h,Op) x ey OQ vive en T;O" (8.2.11) si y sdlo si
tir...thn #0y

(%)
€k %k
£k £k |pl

(t sci(ej,tiz1),...,cn(ej,tim1)) para 1 <i<k<h,1<j<h.
t5t pe (6, £ (F (v, pY (8)), 8(vy, —1)), 1<k <h, fe F\{1},31<i<h
et o (EE(E (v, vp) g ), 8(vep, 1), 1<k <h f,fe H\{1},1<i<h
th Ltk k(b £ (v, p F(v 1)), 1<k<h,feH\{1}
Rk R (P (), 1<k <h,feF\{1}
th Ltk e (E(E(f(es, v), P ( €)),vye)), 1<k<h feF\{1},1<i<h
vk o (EE(E (DT (Vi) g )i 1)), 8(Vppp-1,—1)), 1<k <h, feF\H,f € F\{1}

Demostracion. Esto no es més que una aplicaciéon de la Proposicién 3.2.13, junto con la Proposicién
3.3.11 y la Proposicién 3.3.10. 0

Corolario 3.3.27. Sea p un ideal mazimal de O que satisface las hipdtesis de (3.3.25). Para
x € {<,<} y H=F se tiene

G (s) = (1 =10/pI ™) " 2py . (s—h—[H|+1)
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.
Demostracion. Esto es la Proposicion 3.2.12 junto con la descripcién de THOP en la proposicion
anterior, la definiciéon de los conjuntos D*&H,f?g’(7 en (3.3.21) y la observacion de que el conjunto de
pares (t,v) con t11...tp, # 0 tiene medida cero y por lo tanto esta condicion puede sacarse del
conjunto de condiciones que definen el dominio de integracién. O

3.3.28. Otra K-base de Mal’cev para N darfa nuevas colecciones de polinomios f’ y g’ y otra secciéon
normalizada ¢’ : F' — G darfan nuevas colecciones de polinomios p’ I y elementos n/( € K" con

respecto a esta nueva base (3.3.20). Se obtendrfan asf nuevas colecciones de polinomios Dg j ¢/ v

Corolario 3.3.29. Sea x € {<,<} y H x F. Para todos salvo una cantidad finita de ideales

mazimales p de O se tiene Zpy (s—h—|H|+1,p) = Zps (s —h—|H|+1,p). En
S,H,f.g,0 S,H,17,8",0

particular la abscisa de convergencia de Cg,H,f,g,a<S) depende solo de (S, H).

Demostracion. Por (3.3.27), para todos salvo una cantidad finita de ideales maximales p de O

o _ _ —1\h *Op _ . _h_
tenemos Zpy | (s—h—|H|+1,p) = (1-|0/p|™") Cép,H(S) = ZDG,H,f’,g/,a/(S h—|H|+1,p). La
ultima afirmacion se sigue de pues los factores locales excepcionales no influyen en la determinaciéon
de la abscisa de convergencia de una integral conica global (2.1.12). O

3.3.30. Sea & :1 > N 5 G5 F — 1 un grupo virtualmente 7x-grupo. Definimos o~ (&) (resp.
a¥(6)) como la abscisa de convergencia de cualquier funcion zeta de subextensiones de & (resp.
funcion zeta de subextensiones normales de &) con respecto a una K-base de Mal’cev para N y una
seccioén normalizada o — G (3.3.21). El corolario anterior nos dice que esta definicién es buena. El
siguiente teorema nos dice que estos son invariantes de naturaleza geométrica.

Teorema 3.3.31. Sea K un cuerpo de nimeros y sean & y T dos grupos virtualmente Tx -grupos.
Sea x € {<, <},

(i) Si K' es una extension finita de K entonces a*(6) = a*(6 @ K').

(i1) Si existe una extension K' de K tal que & @ K' y T @k K' son K'-isomorfos, entonces
a*(6) = a*(%).

Demostracion. (i) es consecuencia inmediata de la definicion y de (3.3.24). Para (ii), se sigue del
Teorema 1.5.12 que existe una extension finita K’ de K tal que 60k K'y 6® g K’ son K'-isomorfos,
y el resultado se sigue entonces de (i). O

Teorema 3.3.32. Sea S :1 - N 5 G 5 F — 1 un grupo virtualmente T-grupo tal que N es de
longitud de Hirsch h. Sea x € {<, <} y H x F. Entonces eziste un dato de integral conica Dj; tal
que C§ 1 (8) = Zps, (s —h — [H| +1). Mds ain o*(6) = a*(6® Q) (5.1.9).

Demostracion. Sea (x1,...,x,) una base de Mal’cev para N y sean f, g los polinomios asociados a
la multiplicacién y a la exponenciacién en N con respecto a esta base. Sea o : F' — G una seccién
*
normalizada de & tal que o(f~ 1) = o(f)~!. Se sigue de (3.1.4) que (% ; = I, (GZPH(S) y por lo
) P
tanto el resultado se sigue tomando Dy = Dggq g g, PUes la condicion (3.3.25) se satisface para
todo primo p. La ultima afirmacién es inmediata. O



Capitulo 4

Funciones zeta de grupos
almost-Bieberbach

En este capitulo se calculan las funciones zeta de subgrupos de todos los grupos almost-Bieberbach
de dimensiéon 3. Esto dependera de la clasificacion que existe de los mismos, su descripcién por
generadores y relaciones, y el método descripto en el capitulo anterior para expresar la funciéon zeta
de un grupo virtualmente 7-grupo como una integral cénica global.

4.1 Grupos almost-Bieberbach

4.1.1. Consideremos el grupo de Lie abeliano simplemente conexo R™. Su grupo de automorfismos
es GL,(R) y el grupo afin asociado es Aff,,(R) = R™ x GL,(R). Este grupo actia en R" mediante
(t,a) : x — t + a(x). El grupo ortogonal O(n) es un subgrupo compacto maximal de GL,(R). Un
grupo de Bieberbach (de dimension n) es un subgrupo discreto uniforme I' de R™ x O(n) que es
libre de torsion. Se sigue que la accién de un tal I' en R™ (inducida por la accion de Aff,(R)) es
libre, propia y discontinua, y ademads ella se realiza por isometrias de R™ (como espacio euclideo);
luego, el cociente R™/T" es una variedad riemanniana compacta y plana. De hecho toda variedad
riemanniana compacta y plana de dimension n se obtiene de esta forma y I' es el grupo fundamental
de R"/T". Mas atn, R"/I'; = R"™ /T’y como variedades riemannianas si y s6lo si I'; 2 I's como grupos
abstractos.

Existe una caracterizaciéon abstracta de los grupos de Bieberbach. Un grupo I' es isomorfo a

un grupo de Bieberbach de dimension n si y s6lo si I' es un grupo finitamente generado, libre de
torsién y contiene un subgrupo normal abeliano de indice finito que es libre de rango n.

4.1.2. Sea G un grupo de Lie nilpotente simplemente conexo. Su grupo de automorfismos de Lie se

denota por Aut(G) y su grupo afin asociado es Aff(G) = G x Aut(G), el cual acttia en G mediante
(t,a) : © — ta(x). Un grupo almost-Bieberbach es un subgrupo discreto uniforme y libre de torsion
de G x C, donde C es un subgrupo compacto maximal de Aut(G), y su dimension es la dimension
de G. La accion de un tal grupo I' en G (inducida por la accion de Aff(G)) es libre, propia y
discontinua, y al espacio cociente G/T" se lo llama una infra-nilvariedad, la cual tiene como grupo
fundamental a I'. Notar que cuando G = R”, esta definicién se reduce a la definicién de grupo de
Bieberbach pues cualquier subgrupo compacto maximal de GL,,(R) es conjugado a O(n).

Existe una caracterizaciéon puramente algebraica de los grupos almost-Bieberbach [Dek96]. Un

45
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grupo I' es isomorfo a un grupo almost-Bieberbach de dimension n si y s6lo si I' es finitamente
generado, libre de torsién y contiene un subgrupo de indice finito que es un 7-grupo de longitud de
Hirsch n.

4.1.3. Sea G un grupo almost-Bieberbach. Existe un tnico subgrupo nilpotente maximal de G,
el cual se denomina el subgrupo de Fitting de G y se denota por Fitt(G). Este es un subgrupo
normal de G y el cociente G/ Fitt(G) se denomina el grupo de holonomia de G. De este modo, G
determina una sucesion exacta & : 1 — Fitt(G) — G — G/ Fitt(G) — 1. A esta sucecion exacta,
la cual es un grupo virtualmente 7-grupo pues Fitt(G) es finitamente generado y libre de torsion
(1.5.1), también la llamaremos un grupo almost-Bieberbach. Por lo tanto cuando digamos que una
sucesion exacta & : 1 — N 5 G 5 F — 1 es un grupo almost-Bieberbach estamos diciendo que G
es un grupo almost-Bieberbach, N su subgrupo de Fitting y F su grupo de holonomia.

Notar que la caracterizacion algebraica de los grupos almost-Bieberbach implica que cualquier
subgrupo de un grupo almost-Bieberbach también es almost-Bieberbach. En particular, si &:1 —
N 5 G5 F — 1 es un grupo almost-Bieberbach y H es un subgrupo de F entonces la sucesion
exacta inducida Gy : 1 — N — 7 1(H) — H — 1 también es un grupo almost-Bieberbach.

4.1.4. Grupos de Bieberbach de dimension 8.

Salvo isomorfismo, existen exactamente 10 grupos de Bieberbach de dimensién 3. Vamos a presen-
tar a cada uno de ellos por generadores y relaciones. Salvo pequenias modificaciones, los mismos
apareceran como en [HJKLO02|. Los primeros seis son los grupos fundamentales de las 3-variedades
Riemannianas compactas planas orientadas mientras que los tultimos cuatro corresponden al caso
no orientado. En todos los casos (x1,x2,x3) es el subgrupo de Fitting.

B = (xl,.%‘g,.l‘g : [xi,xj] =1,1<i1<yg §3>

Gy = (v,21,73,23 : [75,25] = 1(1 <i < j <3),7* =21, ym0y ' =2y, yagy =23 t)
®3 = (y,21,20, 23 : [14, 2] = 1(1 <i < j <3),9° =21, y207 ! = 23,y237" ' = 2523 1)
Gy = (v, 21,22, 73 : [, 75] = 1(1 <i < j <3), 4 = 21,7207 = 23,7237 =25 ")
G5 = (7,21, 22,23 : [75,2] = 1(1 <i < j <3),7% = 1,729y = 23, y237™ = 25 'a3)
&6 = (a, B, x1,22,23 : [z, 2] =11 <i<j< 3),a2 = 11, a0l = CL‘;l,Oél‘gOé_l = x;l

B2 =, 1t = ayt Brsf Tt = a5 (af)? = 23 )
By = (v, 21, 29,23 : [z, 25] = 1(1 <i < j <3),7% = w1, yw0y " = 20,737 = a3")

By = <’77$17:U37$3 : [$1,ZL‘]] = 1(1 <i< ] < 3)772 = x1a7w27_1 = $277$3’7_1 = $2$§1>

Bs = (o, B, 1,09, 23 [z, ;) =1(1 <1< j < 3),0% = 1, arsat = a:2_1,oz$3ofl = x3_1
2 ~1 ~1 —1 11
B =x9,fx187 " = w1, P37 = w3, faf o = x9)
L ~1 ~1 ~1 ~1
By = (o, B, 21,220,203 : [r5,2;) =1(1 <i<j < 3),a% = 1, azya™! = Ty ,0r30” " = Ty

_ _ 1 1
B% = x9, Br1 Bt = a1, Bzt = 231, BaB o = wons)
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4.1.5. Almost-Bieberbach groups of dimension 3.

Los grupos almost-Bieberbach de dimension 3 también estan clasificados [DIKL95]. Aquellos que
no son grupos de Bieberbach estan distribuidos en varias familias infinitas: pl, p2, pg, p2g9g, p4, p3
y p6. Vamos a presentar estos grupos en cada familia por generadores y relaciones tales como se
encuentran en [Dek96, Chap. 7]. En todos los casos (x1, z2,x3) serd el subgrupo de Fitting, el cual

tiene a (1, 2, r3) como base de Mal’cev.

(i) @=pl
¢, = (21,22, 73 : [v2, 1] = 2, (21, 23] = [w2,23) = 1), ¢€N
(i) @ =p2
2
Coq = (1,22, 23,7 ¢ (w2, 21] = 257, [23, 21] = |23, 2] = [23,7] =1,
ya1 = 27y, yme = 25y, = 23), geN.
(iil) Q@ = pg
QZQq - <$1,$2,$3a’y : [1'2,171] — ﬂf?z,qa [Ig,ﬂ?l] - [ng,IEQ] — [Waxl] — ]-7
vas =3y, v = 25 'v23 0,92 = 21), g€EeN.
(iv) @ = p2gg
Cyy = (1, T2, T3, 71,72 : [T2, 1] = xéq, [3,71] = [23,22) = 1,
| 2q _ 1 —2q _
Y1T1 = Ty Y1T3, V12 = Ty Y1T3 T, Y1T3 = T3V,
Vo1 = T1y2, Yoo = Ty yaTy o, Yoz = T3 Y2,
o —(2¢+1
V2= 25,78 = w1, Y172 = 27 ey yemizy CTTY), g e N,
(v) @ =p4
2
Coy = (x1, T2, T3, Y[w2, 1] = 237, (w3, 21] = [w3,22] = 1
vT1 = 97, VT2 = 27 11,7t = w3), g €N,
Tag = (@1, T2, 23, Y[T2, 1] = xéq, [r3, 1] = [23,22] = 1
yT1 = 29y, Y12 = 27 Y,y = 23), geN.
(vi) Q@ = p3

C3q = (w1, @2, 23,7 : [T2, 71| = x%q, [z3, 1] = [23,22] =1

Ya1 = T2y, Y2 = a7 @y 'y, a3 = 237,7° = x3), ¢ €N.

S3q - <531755273337’Y : [1‘2,171] = J’gqv [333,1’1] = [.5[?3,562] =1

Yr1 = @9y, Y2 = a7 @y Y, yw3 = w37,7° =23), q€N.

R = (z1,x9, 23,7 : [T2, 1] = 25, [x3, 1] = [23,22] = 1
1

NIy = Ty, T2 = 2 'y ty, yrs = v37,7° = x3), 7€ N,r ¢ 3N.
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(vii) @ =p6
Qiqu - <531755273337’Y : [5132,1'1] = xgqv [ﬂfg,xﬂ = [5[73,562] =1

YTy = 1397, Y2 = 2] 1Y, yr3 = 237,7° = 23), q €N,

6q+4
S6q+4 = (w1, 22, 23,7 : [302,1'1] = x3q+

YTl = 21727, Y2 = 7] Y, Yas = 237,7° = 23), ¢ €N,

w3, 1] = [23,22] =1

Roq = (21,22, 73,7 : [X2,21] = 257, [203,21] = [w3,29] = 1
Ya1 = 3132y, VT2 = T 'y, Y23 = 237,7° =28), ¢ €N,

6q+2

N6g+2 = (21,72, 73,7 : [T2,71] = 2377, [23, 71] = [23, 2] = 1

Y1 = 21727, Y2 = ] Y, y23 = 237,7° = 28), g€ N.

4.2 Funciones zeta de grupos almost-Bieberbach y método de cal-
culo

42.1.Sa & :1 - N5 G5 F — 1 un grupo almost-Bieberbach de dimension h > 1. A
la funcién zeta de subextensiones de & (3.1.3) la llamaremos directamente funcidn zeta de & y
serd denotada por (g(s). Notar que en general (s(s) # Cé (s). En efecto Cé (s) = > pyeplF :
H]™%Cs, (s) (3.1.4). La funcién zeta de & admite una factorizacién como un producto de Euler
Ce(s) =11, Cép(s) (3.1.4), donde &, es la completacion pro-p de & (1.5.7) y Cép(S) = Cép(s);

ademas
Cs,(5) = (1 —pl)h/T [t |51t T
p

donde 7T, es cierto subconjunto abierto de Tr(h, Zp) X []sep 1 Z} (3.2.12). (Aqui y en toda la
seccion donde se presente esta situacion |-| denota la norma p-adica y p la medida Haar normalizada

en Tr(h, Zp) % [1sep 1y Zpr-)

A continuacion, una expresion para estas funciones zeta que aprovecha la presentacion del grupo
de holonomia.

Proposicién 4.2.2. Sea G:1 - N 5 G 5 F — 1 un grupo almost-Bieberbach, (x1,...,xp) una
base de Mal'cev para N y {1,72,...,%} una transversal de las clases laterales a derecha de N en
G. Supongamos que G/N estd definido por t generadores N~ ,..., N7, y un conjunto finito de
relaciones Rj(N~i,,...,Nv;,) =1 (j € J). Entonces para cada primo p

Cé (S) = (1 — pil)ih ‘t11’8717t|t22‘5727t - |thh’87h7tdu
p 7’/
P

donde T, es el conjunto de pares (t,v) € Tr(h, Z) x[;_y ZZ que satisfacen las siguientes condiciones

(1) t representa una base buena para algin subgrupo abierto By de Np,'
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(2) wijfyijxti(wii Yi,)) ' €By,i=1,...,hyj=1,....1;

(3) Rj(x";, ..., x" "itry,,) € By, j € J.

Demostracion. Pongamos Qgp 1 — Np — Gp —» F — 1. Para (t,v) € Tr(h,Z) x [[\_, Zz ponemos
By = (x%,... ,xth>zp Y Ay = By U ByxY2y2 U ... U BgxV2,.. Vimos en (3.2.12) que

(s, () =(1 —P_l)_h/T [t P T
p

donde 7, es el conjunto de pares (t,v) € Tr(h,Z) x []._, le} tales que t representa una base
buena para By y A,v) es un subgrupo de G,. Existen palabras w;(Xi, ..., X;) tales que Nv; =
w;i(NYiy,s ..., Nvi,) para j = 2,...,r. Veamos que 7, es el conjunto de pares (t,v) tales que

1) t representa una base buena para By,

2) xVivy;xb(xViy;)"l € By, i =2,...,7;

(1)
(2)
(3) Rj(x¥1vysy,...,xvity,;,) € By, j € J,
(4)

4) xViy; € Bywj(x¥,...,xVit) para j & {i1,..., 0}

En efecto, si (t,v) € T, entonces se satisface (1) por definicion, se satisface (2) pues By = NpﬂA(tw)
es normal en A ), también se cumple (3) pues R;j(x¥i17y;,...,xViy;,) € Agyv) NN = By y se
satisface (4) pues w;(xVir, ..., xVit)(xViy;) "t € Ay N Np = Bt. Reciprocamente, las condiciones
(2) y (4) implican que cada x¥/;, con j = 2,...,r, estd en el normalizador de By. Sea A/By
el subgrupo de Ng,(Bt)/Bg generado por BgxVi, ..., ByxVity;,. La condicién (4) implica que
ByxViy; € A/By para j = 2,...,7; en consecuencia A y)/Bg estd contenido en A/Bg, lo cual
implica que r = |A¢y)| < [A/Bg|. Finalmente, la condicién (3) implica que los generadores de
A/ By satisfacen las relaciones R; = 1 (j € J); por lo tanto, |[A/Bg| < |G/N| = r. Entonces
A/By = Atv)/ Bt y, en consecuencia, A y) es un subgrupo de Gy

Fijado j € {2,...,7} \ {i1,...,4}, el conjunto de los vectores v; € Z;; tales que xVivy; €
Byw;(x¥i, ..., xvir) tiene medida [N : Bg]~' = ty1...tn, (3.2.4). Si empezamos integrando con
respecto a las entradas de los vectores vj con j € {2,...,7} \ {i1,...,4}, al terminar nuestro

integrando se multiplica por [t11|" 771, .. [tps|" 77! v el conjunto 7T, se reduce a 7T, Esto completa
la demostracion. I

4.2.3. Método de cdlculo de las funciones zeta

Sea G:1— N5 G5 F— 1 un grupo almost-Bieberbach de dimension 3. Este vendra dado por
una presentacion del grupo G que tiene la forma (z1,z2,2z3,,8,...|...) donde (z1,z2,23) = N.
Los pasos a seguir para calcular (g(s) son los siguientes.

(i) Lo primero que tenemos que identificar es el tipo del subgrupo de Fitting N. De acuerdo a la
clasificacion descripta en la seccion anterior se obtiene que N es de la forma N, = (x1, 29, x3 :
(2, 1] = x4, [x1,23) = [x2,23] = 1) para algin entero ¢ > 0. Notar que el caso ¢ = 0
corresponde al caso en que NN es abeliano, es decir, cuando & es un grupo de Bieberbach.

(ii) Con la informacién anterior, para un primo p ya podemos describir cuando una matriz t repre-
senta una base buena para algtn subgrupo de N,,. Cuando N es abeliano no hay restricciones
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sobre t, salvo la condicion ty1taootss # 0 a la cual ignoraremos pues el conjunto de matrices
t € Tr(3,Zp) con determinante cero tiene medida nula. Cuando N no es abeliano, es decir,
cuando [z9,21] = 2% para algin ¢ > 0, siguiendo (3.2.8) obtenemos que t representa una
base buena si y sélo si [xtl,xtz’] € :1:2332? y tii1testss # 0. Un calculo rapido muestra que
[xt1 xb2] = xgt“t”. Luego la condicion para t es t11toatss # 0y t33]|qti1te2. Nuevamente, nos
quedamos so6lo con t33|qti1tas.

(iii) El siguiente paso es reconocer de la presentacion de G la presentacion del grupo de holonomia.
Este siempre va a ser ciclico de orden 2, 3, 4 6 6, o bien el grupo no ciclico de orden 4 Cs x Cos.
Si t es el namero de generadores en la presentacion de G/N entonces obtenemos segin (4.2.2)

o, ()= (1= 7)™ [ len ool =gl

P

donde 7;/ se describe como en (4.2.2) usando la presentacion ya identificada de G/N.

(iv) Usando la presentacion de G podemos escribir 7;,’ como una conjuncién de condiciones de la
forma xP(tV) ¢ (xt1, xb2 xbs), |

(v) El siguiente paso es hacer uso de (3.3.10) para transformar las condiciones anteriores en varias
condiciones de la forma ¢7}#53t53|Q(t, v), donde ey, e2, e3 son enteros no negativos y @ es un

polinomios en las entradas de t y de v. Si N = (@1, x9, 23 : [v2, 1] = 28, [21, 23] = [22, 23] = 1)

entonces aplicando (3.3.10) obtenemos que z{'25%25* € (x*1,x%2,x")7 siy solo si

(a) tu‘al
_ar
?
(b) tao| = {Lt12 + a2
—:1—11+a2 ai ai (a1
(c) tag| — —f—taz — fitig + g (£ + Dtntaz — qaras + as.

(vi) Se comienza con el proceso de simplificacion del dominio de integracion. Este proceso puede
depender del primo p que hayamos elegido. Primero eliminamos aquellas condiciones que
pueden ser implicadas por otras o por lo menos simplificaremos condiciones a partir de otras.
Por ejemplo las condiciones a|b+ ¢ y alb se cambian por a|b y alc. Aveces también se nos van
a presentar, por ejemplo, condiciones de la forma a|3b. En este caso si p # 3 entonces 3 es una
unidad en Z, y, por lo tanto, esta condiciéon se transforma en alb. Si p = 3 y tenemos , por
ejemplo, la condicién a|3b + 1 entonces podemos reemplazarla por a € Z3. Muchas veces sera
necesario partir el dominio de integracién con respecto a la relacion de divisibilidad entre dos
variables. Por ejemplo, dadas dos variables a y b, podemos partir el dominio de integracién
de acuerdo a si alb 6 a{b. A continuaciéon un método de simplificacion muy util.

Proposicion 4.2.4. Sean fo, 9o, 91,---,9n € Qp[T1, ..., Ty] polinomios no nulos y sea Dy un
subconjunto medible de Zy' tal que g;(Do) C Zp para i =0,...,n. Supongamos que se pueden
construir subconjuntos D; C Zj,' X Z; para cada @ = 1,....,n tales que existen funciones

racionales ki € Qp(X1,.. ., 2m, V1,...,Vic1) y \i € Zyy para i =1,...,n tales que k;j(D;—1) C
Zyp y D; = Di_1 x E;, donde E; es un subconjunto de Z, de uno de los siguientes dos tipos:

Tipo I E; = {’UZ‘ € Zp : gi(tl,. .. ,tm)’ki(tl, ceiytn, U1, ... 7'Ui—1) + /\ﬂ)z‘}
Tipo II: E; = {’UZ' € Zp : |gi(t1, ... ,tm)’ = ’ki(tl, ceiytn, U1, .. ,1}1‘_1) + )\ZU1|}
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(vii)

Entonces
j/ [ folti, s tm)*1go(t1, - o) ldp = (1 —p~1)" ][ [folta, - tm ’SII|gzt1w--,hnﬂdu
D, Do
donde 1 es el nimero de E;’s del tipo II.

Demostracion. Esto no es mas que una aplicacion del teorema de Fubbini. Empezamos inte-
grando con respecto a la variable v,. Notar que gy (t1,...,tm)|kn(t1, .- tm, V1, V1) +
AnUp 81y s6lo si v, € gp(t1, ... ,tm)Zp—)\;lkn(tl, vty V1, V1) Y la medlda de este con-

junto es simplemente |g, (t1, ..., ty,)|. De manera andloga |g;(t1,...,tm)| = [kn(t1, ... tm,v1,. ..

AnUn| siy solo si vy, € gn(tl,...,tm)Z; — Mk (t, oty 1, -, 0p—1) v la medida de este
tltimo conjunto es (1 — p~1)|gn(t1,. .., tm)|. Concluimos que, despues de haber integrado re-
specto de vy, el integrando se mulitplicard por |g, (1, - .., tm)| 0 por (1 —p~H|gn(t1, .- tm)]
de acuerdo a si E, se elige del tipo I o del tipo II. Luego continuamos integrando respecto de
Un—1 Y asi sucesivamente. ]

Una vez simplificada la integral, generalmente expresada como una suma de varias integrales
sobre dominios de integracion sencillos, procedemos a realizar la integracion. A continuacién
coleccionamos algunas integrales que se nos van a presentar muy seguido. Recordemos que
w(aZy +b) = p(aZyp) = |a| y p(aZi 4+ b) = p(aZs) = (1 — p~')|a| para todos a,b € Z,. La
integrales son

(a) Ip(s) = fZ |z *dp = 3 52 ofyp(x) plzlidp =320 o PR pu(phZy) = >0 o (1—p~H)p —k(s+1) —
1—

—1

]_—p*(5+1) .
o % 1—p—1 —(s+1)
(b)%()—]ﬁ @l dp = Ip(s) = fy, lel*dp = I(s) — p(Zp) = 5.
(c) J"f?ezf)\x||deu 3020 Jo@ymotyyn T ) (0  Zy)
v y
142
=(1- p‘1)2 Zk:o p—k(s+t+2) _ %.
(@) Jf (s,0) = [ wgez, |2llyl'dn = 3320 fow=rpr o E 0~ * p(p" M 2o u(p*Zy) = (1 -
v(z)=v(y)+1 - j_]%!):k
_ 1 s 00 k(s 1—p—s —(s
pHZp1p 30D k(s+t+2) _ %
(e) J)(s,t) = [ ayez, |=|°|yl'du. Para n > 0 esta integral se calcula
v(z)<v(y)+n
o k+n . oo k+n ‘ '
>y / P = Y S 5 ;)
k=0 j=0 )=k k=0 j=0
(t+1) = (s+1) T T A
s o _
IV S
(1 —p )2 (1 _p—l)zp—(n+1)(s+1)

T (U= p CH)(I —p ) (1 p G (1 pe )

7Un71)7



4. Funciones zeta de grupos almost-Bieberbach 52

Para n < 0 esta integral se calcula

Z Z / p ks it gy, Z Z kD), =i(1+1)

k=0 j=k—n k=0 j=k—n
—(t+1)(k—n) n(t+1)
k(s+1) p 12 P —k(s+t+2
Zp 1@+ 1=p"") 1 _ p—(+0D) Zp :
(1 _ >2pn(t+1)
- (1—p~ (t+1))(1 — psttt2y’
(f) Como ultimos ejemplos tenemos
Paran >0
oo i+j+n
n U —is, —jt, —ku
Kp(s,t,U)—/ egecz, PPl dp = 3y / p p M dp
v(2) <o(x) +o(y) +n ij=0 k=0 Jv@=to)=iv(z)=k
oo itt+j+n '
_ Z Z 1— 3 fz(erl)pf](erl)pfk(qul)
i,j=0 k=0
1— (i+j+n+1)(u+1)
—(1— —i(s+1) y=i(t+1)
(1 Z p 1 _ (u+s)
1,j=0
B (1 o p—1)3 B (1 o p—1)3p—(n+1)(u+1)
(L =pm )1 = pm D) (1 = pm (D) (1 — p(sHud))(1 — pm(trur2)) (1 — p=(utl))’
Paran >0
0o 2i+n
n _ u —1is, —it, —ju
O - NTERTE S / P p I
v(2)<v(@)+v(y) +nv(@)=v(y) i=0 j=0 J=iwl(z)=j
0o 2i+n
) 1— (21+n+1)(u+1)
— - 3 —i(s+t+2), —ju _ —i(s+t+2)
; ;) ! ! Zp 1—p (ut)
B (1 _ p—1)3 B (1 _ p—1)3p—(u+1)(n+1)
T (1= pGHF2)) (1 — plutD)) (1 — p=(sFt+2urd)) (1 — p—(ut1))
Paran >0
et = [ AR

U(Z)Sv($)+v(y)+n7v(z)>v(y)

35330 B e
i=0 j=it1 k=0 “( =k

oo it+j+n ' ‘
(1 _ pfl)3pf](s+1)pfz(t+1)pfk(u+1)

Z

3(s41) pilt+1) 1 — p~(Hitnt)(utl)
i=0 J;rlp 1 — p—(utl)
(1—p H)3p=(+2) (1 — p 1) (D)= (s+u+2)

- (1 — p=GH+2)) (1 — p=(+1)) (1 — p—(utD) o (1 — p~(wtD)(1 — p=GHut2)) (1 — p—(sH+2ut4)y’
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4.3. Calculo de las funciones zeta de los grupos de Bieberbach de dimensién 3

(viii)

Una vez calculada la integral, habremos concluido con el célculo de Cép(s) para cada primo
p. Se notard que para todos salvo una cantidad de primos p las funciones zeta locales Qép(s)

satisfacen una ecuacion funcional similar a las que satisfacen los 7-grupos [Vol10],aunque aqui
la ecuaciéon funcional va a depender de como se factoriza el primo p en alguna extension finita
de Q asociada a &. A modo de ejemplo, mostramos la ecuacion funcional que satisfacen los
factores locales de la funcién zeta de un grupo de Bieberbach de dimensién 3, el grupo &;.
Obtendremos que para todo primo p # 3 se tiene

1 1
(1—p==)(1—p=G=D)1 — x3(p)p~ -1’

donde x3 es un caracter de Dirichlet.Denotamos por (g (s)],—p-1 @ la funcién que se obtiene
3p

C@p(s) =

después de reemplazar p en el lado derecho de la igualdad anterior por p~!. Entonces se verifica
facilmente la siguiente igualdad

(g (8)lpsp1 = (—1)?’X3(p)p738+2§‘@p(8)7

3p

la cual serd referida como la ecuacion funcional que satisface (5 (s).
3p

Finalmente se procede a hacer el producto de Euler de todas estas funciones zeta locales. El
resultado es (s (s) (3.1.4). Sera muy facil leer la absicsa de convergencia de esta serie a partir
de la expresion a la que lleguemos usando el hecho de que un nimero finito de factores locales
no afecta la abscisa de convergencia de la funcién zeta global (2.1.12).

ak(®)

Nota: Todos los calculos de (g ,(s) = > pey T fueron corroborados calculando los coeficientes

apk((’i) para los primos p desde 2 hasta 31 y para k < 10, usando el paquete Polycyclic [EHN13] del
sistema GAP 4 (Groups, Algorithms and Programming)|GAP15|.

4.3 Calculo de las funciones zeta de los grupos de Bieberbach de

dimensiéon 3

A continuacion presentamos el calculo de las funciones zeta de los 10 grupos de Bieberbach de
dimension 3.

4.3.1. La funcién zeta de &;

& = <.1‘1,.1'2,:E3 : [.I‘Z',.%'j] =1,1<i1<y §3>

En este caso tenemos simplemente

G, (8) =1~ P_l)_g/ [t [ oo Pt P dp = (1= p™) TP Ly (s — DIp(s — 2)Ip(s — 3)

Tr(3,Zp)

1
(L—p=*)(1 —p~ (=) (1 — p=(-2)

que satisface la siguiente ecuacion funcional

Cor.p(8)lpop—t = (=1)*7 "¢, (5).
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Haciendo el producto de Euler de estos factores locales obtenemos

1
o = a=samema e

p

= ((s)¢(s = 1)¢(s = 2)

cuya abscissa de convergencia es 3.

4.3.2. La funcion zeta de &,

1 1

Gy = (7,21, 73,23 : [75,2;] = 1(1 <i < j <3),92 =21, yw2y " = a5 ', ywzy !t = a3t)

El grupo de holonomia es ciclico de orden 2 generado por N+ vy, por lo tanto, por (4.2.2) obtenemos
que para cada primo p

(e, (s) = (1 —PI)B/ [0 ]* 7 [to2 ]~ [t3s] " dp,
T/
donde T es el conjunto de pares (t,v) € Tr(3,Z,) x Zg para los cuales

xVyx®(xVy) T e (xM,x®, x") parai=1,2,3y (xVv)? € By.

Luego de algunas simplificaciones, estas condiciones se traducen a

2u1+1

19 2t t] to ot t1 ot ot
ry Pzt € (x,x?,x")z,, and ] € (x'1,x",x"

>Zp’
Usando (4.2.3, (v)) transformamos estas condiciones en

1) to2]2t2,

(1)

(2) tas| — 2293 + 2t13,
(3) t11|2v1 + 1,
(4) tag| — 2

L2

(5) tgs|2uitllagy,  2odly

ti1 t22 t11

tiotoz
tos t13.

Cuando p = 2, (3) puede reemplazarse por t1; € Z3, (4) por taslti2 y (5) por tas|
Entonces (1) y (2) pueden elminarse y el nuevo conjunto de condiciones resulta

t12to3
too

ti € Zy, tosltia, v t33] — t13.

Usamos (4.2.4) con Dy = Z4 x Z3 y las variables t11,t02,t33;t12,t23, t13, de modo que E; es la
condicion togl|tie, Eo es 1|tas vy E3 es tgg‘% — t13. De este modo, la integral sobre D3 = Dy X
FE71 x Ey x FE3 resulta

(60 = (12 [ o Tl el S = (1= 27) 2 ol — 2)als — )
t22,t33EZ3
1

(1- 2*(5*1)))(1 — 2*(8*2))'
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Cuando p # 2, (1) implica (4) y (2) implica (5) y, por lo tanto, las condiciones se reducen a

t12to3
tog

toaltia, t33| — +t13 and  ty1|1 4+ 20,

Usamos (4.2.4) con Dy = Zg y las variables t11.t22.t33; t12, to3, t13.01, de modo que F1 es la condicion

too|ti2, Eo es 1|tas, F3 es tss] — % + t13 y Ey es t11]1 + 2v;. De este modo la integral sobre

Dy =Dy x E; x...x E4 sereduce a

Cg,, ()= (1—p™ )7 /T . 11 |" o2l 2 [tas|* % = (1 —p™ ) 2L (s = 1) (s — 2)Ia(s — 3)
B 1
C(L=p (1= p D)L = p (-2

Estas funciones zeta locales satisfacen la siguiente ecuaciéon funcional

<Q517p(3) ‘p—>p*1 = (_1)3p_38+34(’51,p(3)-

El producto de Euler de todas estas funciones zeta locales es

Coa(s) = C(s)¢(s = 1)C(s —2)(1 —277),
cuya abscisa de convergencia es 3.

4.3.3. La funcién zeta de &,

®3 = (7,21, 72,23 : [, 2] = 1(1 <i < j <3),9% = 21,702y = 23, y237 ! = 25wz t)

El grupo de holonomia es ciclico de orden 3 generado por N+ y, por lo tanto, por (4.2.2) obtenemos
para cada primo p

G ()= (=) [ o2l el

donde T es el conjunto de pares (t,v) € T7r(3,Zp) X Z?, que satisfacen

—1 t1 to t1 t2 t3

t; 3 ¢
(xVy)x%(xVy) 7! e (xM,x",x®)y, parai=1,2,3, v (x¥7)% e (x",x" x")z .
Luego de algunas simplificaciones, estas condiciones se traducen a

t13+t12 2t13—t12 tzs tag—ta2 ,.t33 . 3vi+l t1 t2 t3
x5 x5 Ty SN €(x",x2,x%)z,.

Por (4.2.3, (v)), estas condiciones se transforman en

1) tooltiz + ti2;
2) tag| — B2 t05 4 2013 — t1;

4) taz] — i;; tog + tog — ta2;

(1)
(2)
(3) ta2|tas;
(4)
(5)

5) toaltss;
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(6) tas] — {tas;
(7) t11]3v1 + 1;

(8) tog| — Uty

t11

(9) tas| 25 (722

(23 — ti3);

Veamos que (1) y (8) pueden reemplazarse por tao|t12 y toz|t13. En efecto, es claro que estas nuevas
condiciones implican (1) y (8). Reciprocamente, si p = 3 entonces (8) implica ta2]t12 y esto junto
con (1) implican tes|t13; si p # 3, entonces (3) y (2) implican t92|2t13 —t12 que junto con (1) implican
too|3t13, lo cual equivale a tas|ti3, v esto junto con (1) implican tes|tio.

Una vez hecho este reemplazo veamos que las condiciones taslt13, (2) v (9) pueden reemplazarse
por la condicion (*) t33] t12 tos—t13. Esclaro que (*) y (7) implican (9). Multiplicando el lado derecho

2
de (*) por ; t23 , el cual es entero p-adico por (3), obtenemos t33| gi :;2 t1t32t223, la cual junto con (4) y el

hecho de que tgg\tlg implican t33\t (taz—too)— t13t23 ; por lo tanto, ts3| t12 (taz—ta)— t132t223 2(% —
t13) = t13+tl2 toz+2t13—t12, lo cual es exactamente (2). Finalmente, es claro que (*) y (5) implican

1251 tm tog— t13 y esto junto con (3) implican tg2|t13. Reciprocamente, si p = 3 entonces (*) se sigue de
(9); si p # 3 entonces multiplicando el lado derecho de (2) por ; tzf‘ +1, el cual por (3) es un entero p-
adico, obtenemos t33|(—13 M2 to3 42813 —t19) (122 +1) = —tlg((t23) +2t23 +1)+t1g(—(22)2 4 284 2),

too t22 ta2
y usando (4) esta puede reducirse a la condicion t33] — 3%; tos + 3t13, la cual implica (¥*).
La condicion (3) implica (6), las condiciones (4) y (5) implican taa| — g—gtgg + tog — tag y, por lo
tanto, (t;—;)2 - g;’ € Zp, lo puede suceder si y so6lo si tas|ta3. Luego (4) y (5) implican (3).
Nuestro nuevo conjunto de condiciones es el siguiente

taolt12;

tao|tss

)
)
) 2 2 .
) tootss| — t53 + tostan — t39;
) tll‘SUl + 1;

)

taa| P2 tas — t13.

Supongamos p = 3. La condicién (4’) se transforma en t1; € Zj. Afirmamos que (3’) se
verifica si y s6lo si (a) |t22| == ‘t33| Yy tgz‘tgg 6 ( ) |t22‘ 3|t33’ y 3t22|t23 - 3t22 En efecto, si
|tao| = |t33| entonces (3') se reduce a t3,|tag(tas — t22), lo cual (por (3) de las condiciones viejas)
equivale a toa|tog. Si |toa]| = 3|ts3| entonces (37) equivale a 3| — (gg)Q + g; 1, lo cual sucede si y
s6lo si g—; = 2 mod 3, es decir, 3tag|taz — 2t2. Finalmente, si 3%tss|t33 entonces (37) implicarfa que
9| — (= £ 2)2 4+ g—g —1, pero no existe solucién de 2 —x+1 =0 mod 9. Habiendo reemplazado (3’) por
(a) o (b), podemos eliminar la condiciéon (2’). Aplicamos ahora (4.2.4) en ambos casos. En el caso
(a), usamos Do = {(tlla to9, t33) S Zg 1ty € Zg, |t22‘ = ’t33|} con las variables t11,122,1t33;t12, ta3, to3
de modo que E; es la condicion tos|tie, Eo es la condicion tasl|tes v Es3 es la condicion t33|g—§t23 —t13.

La integral sobre D3 = Dg x Fq X Es X Fs se reduce entonces a

1
(- 31)3/ [toa]*Htas|*Pdp = (1 =37 P (Z3) Js(s — 1,s = 3) = -5
t11€Z},|t22|=]t33] 1-3
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En el caso (b), usamos Do = {(t11,te2,t33) € Z3 : t11 € Z},v(t33) = v(ta2) + 1} con las variables
tllv t22, t33; tlg, t23, t13, de modo que E1 es la condiciéon tgg’tlg, E2 es la condicién 3t22| - 3t22 + t23 y
FE3 es la condicién tgg\g—;tgg — t13. La integral sobre D3 = Dy x E; X Ey X F3 se reduce entonces a

L B B B e . 37(371)
(1—-31H3 b€z 37 baa|* Htaa|*Pdp = (1 = 371) P37 u(Z5) T (s — 3,5 — 1) = 132"
U(tgg):v(t33)+1
Sumando los dos resultados obtenemos
1
CQ§33(3) =1 3G
Supongamos que p # 3. Cuando |te2| = |t33], al igual que antes (3’) equivale a too|ta3. Usamos

(4:24:) con DQ = {(t117t227t33) c Zg : v(tgg) = ’U(t33)} y las variables tll,t22,t33;t12,t23,7)17t13, de
modo que Fj es la condicion tog|t12, Eo es la condicion tes|tes, Es es la condicion t11|3v1 + 1y Ey
es la condicion t33|g—§t23 —t13. La integral sobre Dy = Dy X F; X Es X Es X Fy se reduce entonces a

(1 —p_l)_?’/ 11 * o2 tss PP = (1 —p™ ) P L (s — 1) Jp(s — 1,5 — 3)
v(ta2)=v(t33)
1
(1—p=*)(1 —p=s=2))

Si [tea| > |tss|, entonces (3’) implica que % es una soluciéon de 22 — 2z + 1 = 0 mod p, lo cual
s6lo puede suceder cuando p = 1 mod 3; por lo tanto, vamos a asumir que este es el caso. El
lema de Hensel implica que existen 11,12 € Z, tales 22 —x + 1 = (z — m)(z — 12), ellas no son
congruentes mod p y ademés son las tnicas soluciones mod p™ para todo n > 1. La condicién
(37) equivale a que % es solucion de 22 + —z + 1 = 0 mod i;—: y, por lo tanto, una y sélo una
de las soluciones 11,792 es congruente a g—g mod % Luego (3’) es equivalente a t33|tas — mitag 0
t3s|tas —matag, y estas condiciones no pueden darse simultaneamente. Sea i € {1,2} y reemplacemos
(37) por t33|t23 — nitoa. Apliquemos (4.2.4) con Dy = {(tll,tgg,tgg) € Zg : U(tgg) < U(tgg)} y
las variables t11,t11, t33, t12, tes, v1, t13, de modo que Ej es la condicion too|t12, Eo es la condicion
tas| — mitea + tos, E3 es la condicion t11|3v; + 1 y Ey es la condicion t33|2—§t23 — t13. La integral
sobre Dy = Dy x E; x E9 x E3 x E4 multiplicada por 2 (pues lo hacemos para i = 1,2) se reduce a

2(1 —p1)3/ [t |5 o2l 2[tas] " Pdp = 2(1 — p~ ) P Ly(s — 1)J, (s — 2,5 — 2)
v(ta2)<v(tss)

~(s-1) 1
(1 =p=*)(A —p~ =D)AL —p=Cs=2))’
Para escribir el resultado final usamos el caracter de Dirichlet x3 : N — Z definido como x3(n) =1

sin=1 mod3, x3(n) = —1sin=2 mod3y x3(n) =0 en los demas valores de n. Se obtiene
para p # 3
0 1 Lt Gl + D2
_(g) = Y A
6, (1 _ p—9>(1 _p—(23—2)) X3\p 1— pl—s
_ 1 1+ x3(p)p'~*
(I—p*) (1 —p=(3=2) 1—pl=s
B 1 1—p? 2% 1
(1—p==)(1 —p~=2) 1 —p'=s 1 —x3(p)p'~*
1 1

(1—p=*)(1—p= D)1 — x3(p)p~ =1
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Estos factores locales satisfacen la siguiente ecuaciéon funcional

G, (3)popr = (D™ G, (9):

3p
El producto de Euler de todas estas funciones zeta locales es

Co,(s) = C(s)C(s = 1)L(s — 1, x3)(1 =377)

donde L(s, x3) es la funcion L asociada al caracter ys que tiene abscisa de convergencia 1. Con-
cluimos que la abscisa de esta serie es 2.

4.3.4. La funcién zeta de &,

Gy = (y,21,22,23 ¢ w5, 7] = 11 < i < j <3),9" = w1,ym0y " =23, yw37” =23 ")
El grupo de holonomia es ciclico de orden 4 y generado por N+, donde N = (z1, z2, x3). Por (4.2.2),
para cada primo p tenemos

¢, (5) =01 -p )7 /T [t11]* 2 [to2|"ftas|* " du

, donde T es el conjunto de pares (t,v) € Tr(3,Zy) x Z3 que satisfacen

XVt (x9) 71 € (xt,xt2, %), para i = 1,2,3 y (x¥7)} € (x¥,x%, xt);

.
Luego de algunas simplificaciones, estas condiciones se convierten en

ti2+t13,.—ti12+t13

—t t t 4 1
x5 T3 23 .t22 33 v1+ t1 Lto t3

s Ty P, x5, x) € (x",x2,x%)7, .
Usando (4.2.3, (v)), estas condiciones se transforman en

1) toolti2 + ti3;

2) tag] — H2thsgys — 1o + t3;

to2

3) toaltes;

5) taaltss;

6

(1)
(2)
(3)
(4) st + too;
(5)
(6) t11]4v1 + 1,
(7)

7) tog| — Futlyy,

t11

®) ¢ |4”1+1<“2

t11 t22t 3 t13)

Las condiciones (1) y (7) pueden reemplazarse por too|t12 y too|t13. En efecto, estas nuevas condi-
ciones implican (1) y junto con (6) implican (7). Reciprocamente, si p = 2 (7) implica que to2|t12 ¥y
esta junto con (1) implican tog|tis; si p # 2, de (2) y (5) se deduce toa| — %tgg — t1o + t13, que
junto con (1) y (3) implican taa| — t12 + t13, la cual con (1) implican t2|2t12 y, por lo tanto, tes|tio.

Una vez hecho este reemplazo, veamos que las condiciones too|ti3, (2) v (8) pueden ser reem-
plazadas por la condicion (*) t33|t12t23 —t13. Es claro que (*) y (6) implican (8). Si multiplicamos



59 4.3. Calculo de las funciones zeta de los grupos de Bieberbach de dimensién 3

el lado derecho de (*) por % (que es entero p-adico por (3)) obtenemos t33 gi :;2 - t13g3, la

cual combinada con (4) y toa|ti2 producen tss|tia — t13t Esta condicion junto con (*) producen
too too

(
t22|t12t23 t13, y esto junto con (3) implican t22|t13. Reciprocamente, de (2) y (3)

t12+t t _ ti1a+t t t1a+t1s
tas|(— 12t22 LBto3 — t1o + tlg)( 2’ +1)=-— 12t22 13t t22 — 112 t;; + 113 t;; _ 121522 13493 — t19 + t93. Usando

taz|t1a — t1313 4 2453 — t13. la cual es exactamente (2) Finalmente (*) junto con (5) implican

obtenemos

(4), podemos reemplazar ; s 2 por —t2 en esta dltima expresion para luego asi, después de simplificar
términos, obtener t33| — 2%; tos + 2t13. Sip # 2 esto implica (*), y si p = 2 entonces (*) se sigue de
(8).

Finalmente (4) y (5) implican t3,|t3; + t35 v esta condicién implica (3).

El nuevo conjunto de condiciones de integracién es

Supongamos que p = 2. La condiciéon (4’) se reemplaza por t11 € Z5. Veamos que (3’) vale si
y so6lo si (a) |t22| = ‘t33| y t22|t23 o) (b) ’t22| = 2|t33’ y |t22| = |t23|. En efecto, si |t22| = ’t33| la
condicién (3’) se transforma en t3,|t3; + t3,, la cual equivale a tos|tag. Si|taa| = 2|t33| entonces (3”)
se transforma en 2t3,|t3; + 135, lo cual vale si y s6lo si [tag| = |ta3|. Si 23t22|t33 entonces (37) implica
que 4\(%)2 + 1, pero no existe soluciéon de 22 + 1 = 0 mod 4, por lo que este caso no es posible.
Calculamos la integral usando (4.2.4) en ambos casos. Para el caso (a) usamos Dy = {(t11, t22,t33) €
73 t11 € Zh, v(tae) = v(ts3)} y las variables t11, ta2, t33; t12, ta3, t13, de modo que Ej es la condicion
t22|t12, E2 es t22|t23 y E3 €s t33|%t23 — t13. La integral sobre D3 = DO X El X E2 X E3 se reduce
entonces a

1

_ 5—1y-3 _
(1 2 ) 1 —92-(2s-2)°

ez 2l Mt du = (1= 271 p(Z5) Jo(s — 1,5 = 3) =

v(t22)=v(t33)
En el caso (b), usamos Do = {(t11,ta2,t33) € Z3 : t11 € Z5,v(ts3) = v(tae) + 1} y las variables
tlla t22, t33; t12, t23, t13, de modo que E1 es la condicién t22|t12, E2 es la condicién |7f22| = |t23|, E3 €es
t33\2—§t23 — t13. La integral sobre D3 = Dy x E; X FEo x Ej3 se reduce entonces a

(1—271H73 (1 =27 D) tao" Mtgs*Pdp = (1 — 27 1) Pp(z5)27 I (s — 3,5 — 1)

t11€Z5
v(t33):7}(t22)+1
9—(s—1)

- 1 —92—(25-2)°

Sumando ambas integrales obtenemos

.0 =T
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Supongamos que p # 2. Como antes, si |too| = |t33] entonces (3’) es equivalente a too|tas v,
por lo tanto, podemos usar (4.2.4) con Dy = {(t11,t22,t33) € Zf, s v(ta) = v(tss)} v las variables
tll,tQQ,t33;t12,t23, ’Ul,tlg, de modo que E1 es la condicién t22’t12, E2 es t22‘t23, E3 [S] t11|4’l)1 + 1 y
FEy es tgglg—ztgg — t13. La integral sobre Dy = Dg x Fq X ... X Ey se reduce entonces a

(1 —p_l)_3/ t1 ¥ oo tss PP = (1 —p™ )P L (s — 1) Jp(s — 1,5 — 3)
’U(tzg):’v(tgg)
1
(1—p=*)(1—p=(2s=2)°

Si |tea| > |t33], escribiendo (3’) como %K%)Q + 1 se obtiene que Z—z es solucién de 22 +1 = 0
mod p, lo cual sélo puede pasar cuando p =1 mod 4; por lo tanto, asumiremos que este es el caso.
El lema de Hensel implica que existe i € Z, such that 22 + 1 = (z —4)(z + i), que i y —i no son
congurentes mod p y ademas que i y —i son las tinicas soluciones de 22 + 1 = 0 mod p" para

todo n > 1. La condicién (3’) equivale a que 2 es solucion de 22 +1 mod 2% y por lo tanto
too to2)

una y s6lo una de las soluciones ¢, —i es congruente a tg—; mod % Concluimos que (3’) equivale

¢
a (a) tas|tas — iteg O (b) t33|tes + itaa y que estos dos casos no pueden darse simultaneamente. En

el caso (a) calculamos la integral usando (4.2.4) con Dy = {(t11,t22,t33) € Zf; to(ta2) < w(tss)}y
las variables t11, a2, t33; t12, ta3, v1,t13 de modo que E; es la condicion too|tee, E2 es la condicion
tss| — tog + tos, F3 es la condicion t11|4vy + 1y Ey4 es la condicion t33|g—§t23 — t13. La integral sobre
Dy = Dy x E1 x Ey x E3 x E4 multiplicada por 2 (pues la integral en el caso (b) da lo mismo) se
reduce entonces a

2(1 - p—1>—3/ |11 [* ol 2| tas|* Pdp = 2(1 — p™ ") P L (s — 1), (s — 2,5 — 2) =
v(t22)>v(t33)

1
(1—=p=)(1 —p= )1 - p=(2s=2))

Para escribir el resultado final usamos el caracter de Dirichlet x4 : N — Z definido como x4(n) =1

sin=1 mod4, x4(n) = —1sin=3 mod4y xas(n) =0 en los demas valores de n. Se obtiene
para p # 2
0 1 Lt Gl + )2
_ (s) = &
6,, (1 _ p—s)(l _ p—(2s—2)) X4\p 1— pl—s
_ 1 1+ xa(p)p'™
(I—p*)(1—p=s=2) 1-pl=s
- 1 1— p2—25 1
(1 _p—s)(l _ p—(25—2)) 1 _pl—s 1— X4(p)p1—s
1 1

(1—p=)1—p= D)1 — xa(p)p= =1~

Estas funciones zeta locales satisfacen la siguiente ecuacién funcional

(o (8)lpop—1 = (—1)3X4(p)p’33+2<“@p(8)-

4p
El producto de Euler de todas estas funciones zeta locales es
Co,(s) = C(s)¢(s = 1)L(s = 1,xa)(1 = 27°)

donde L(s, x4) es la serie L asociada al caracter x4, la cual tiene abscisa de convergencia 1. Luego
la abscisa de convergencia es 2.
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4.3.5. La funcién zeta de &,

1

G5 = (7,21, 72,23 : [75,25] = 1(1 <i < <3),95 =1, y2077 ! = 23, y237 " = 25 'a3)

El grupo de holonomia es ciciclo de orden 6 generado por Nv. De (4.2.2), resulta que para todo
primo p se tiene

G, () =0—p )7 [r 11|t [tss] "~ dps

donde T es el conjunto de pares (t,v) € Tr(3,Zp) X Zf; que satisfacen

xVyxt(xVy) 7t e (xM,x"2,x"); parai =1,2,3 y (x¥7)° € (x*,x%2,x")z .

Luego de algunas simplificaciones, estas condiciones se reducen a

—ti12—t13 .t12 —ta3 . ta2+t23 33 6v1+1 t1 t2 t3
Zq 5%, 1y Pag , TyP, X € (x",x2,x%)z,.

Usando (4.2.3, (v)) podemos transformar estas condiciones en

1) toolti2 + ti3;

t t .
2) taa| M2ty + ty;

3) toaltes;

4) t33] 23493 + tag + tag;

22

5) toaltss;

t3: .
6) t33]i23tas;

7) t11|6v) + 1;
6v1+1
t11

(
(
(
(
(
(
(
(8

)
)
)
)
)
)
)
)

too| — t12;

(9) ta3| % (H2tyy — 113).

La condicién (6) puede eliminarse pues ella es implicada por (3). Veamos que (1) y (8) pueden
ser reemplazadas por too|t12 y toa|t13. En efecto, de (2) y (5) se sigue t22|t12t;t13 toz + t12, y esta
condicion con (1) y (3) implican tg2|t12, la cual junto con (1) implican tos|t13. Reciprocamente, la

condicion tag|ti2 junta con (7) implican (8) y junta con taa|ti3 implican (1).

Una vez hecho este reemplazo, veamos que las condiciones too|t13, (2) v (9) pueden ser reem-
plazadas por (¥*) t33‘%t23 — t13. En efecto por (2) y (3) se tiene t;ﬂ(%t% + tu)(g—g +1) =

2

2
tio+ti3 133 t12 ti2+ti3 i3
LR+ Ptay + P4 a3+ 112, Por (4), podemos reemplazar 72 por —t2 —t23 en el lado dere-
¢

. . t2
cho de la condicién anterior y, por lo tanto, obtenemos t33|(%t23 +t)(E+1) = %% +

%tgg + %tg:& +t1g = g—itgg — t13. Reciprocamente, (*) y (7) implican (9), y por (3) se tiene

2 2
S| (b2 _ tog _ tiotz3 _ tia t33 143 P
7535|(t22 to3 tlg)t22 = 722 — 93, Usando (4) podemos reemplazar -2 en esta ltima expresion

por —t22 — t13 y el resultado es t33’%(—t22 — t23) — %tgg = —fractlg +t13t22t23 - t12 que es
exactamente (2). Finalmente, usando (*) y (5) se obtiene t22|g—§t23 —t13 que junta con (3) implican
toat13.

El nuevo conjunto de condiciones resulta
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t22

(17)

(2')

(37) t33|22ta3 + tog + tos;
(47) t11]6v1 + 1;

(57)

t
tas|ft2tas — t13.

Supongamos p = 2. La condicién (4’) se transforma en ¢1; € Zj3. Veamos que (3’) puede
reemplazarse por las dos condiciones [too| = |ts3| ¥ to2|tes. En efecto, si [taa| = |t33]| entonces
(3") implica t3,[t35 + tastae + 135, la cual equivale a tag|tas. Si |tae| > |ts3] entonces (37) implica
2135|353 + tastan + t35; por lo tanto, g—g es solucién de 22 + z +1 = 0 mod 2, pero no existe
una tal solucién. Calculamos la integral usando (4.2.4) con Do = {(t11,t22,t33) € Z3 : t11 €

5,0(ta2) = v(tss)} y las variables ¢11, tog, tas; t12, ta3, t13 de modo que Ej es la condicion toalti2, Fo
es la condicion tog|tes v E3 es la condicién t33|§2%t23 — t13. La integral sobre Dy se reduce entonces

a

G, () =027 [ o o' Htasl P = (1 - 271) P u(25) Ja(s — 1,5 = 3)
’U(t22)=’u(t33)
_ 1
- 1 —92-(25-2)°
Supongamos p = 3. La condicion (4’) se transforma en t1; € Z5. Si |taa] = |t33], vemos

como en el caso p = 2 que (3’) equivale a taa|tas. Si |taz] = 3|t33] entonces (3’) se transforma en
3|(§§—‘2‘)2 + g—g + 1 lo cual sucede si y solo si g—z = 1 mod 3, es decir 3taa|tas — toa. Si 3%taolts3
entonces (37) implica que Z—z es solucion de 22 +x+1 =0 mod 9, pero no existe una solucién a tal
ecuacién; por lo tanto, tal caso no puede ocurrir. Calculamos la integral en los primeros dos casos
usando (4.2.4). En el primer caso usamos Do = {(t11,ta2,t33) € Z3 : t11 € Z5,v(tae) = v(ts3)} v
las variables tll,tgg,tgg;t12,t237t13, de modo que E1 es la condicién t22|t12, E2 es tgg‘tgg y E5 es
t33‘%t23 — t13. La integral sobre Dy se reduce entonces

1

_ a—1\-3 _
(1 3 ) 1 —3(2s-2)°

peezs Mol sl P = (1= 37) P(Z5)o(s — 1,5 - 3)

’U(tgg):i}(tgg)

En el segundo caso usamos Do = {(t11,t22,t33) € Z3 : t11 € Z5,v(t33) = v(t22) + 1} vy las variables
tu, tQQ, t33; tlg, tgg, t13, de modo que E1 es la condicién t22’t12, EQ es 3t22‘t23 —tgg y E3 es t33‘%t23 —
t13. La integral sobre Dy se reduce entonces a

(1-3"1H7 37 oo |* sl Pdp = (1= 37 P (Z8)37 I (s — 3,5 — 1)

t11€2Z5
v(t33):v(t22)+1
3—(s—1)

- 1 —3(25-2)°

Sumando ambos resultados obtenemos

1
G5, = T30
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Supongamos que p # 2,3. Como antes, cuando |te2| = |t33| la condicion (3’) puede reemplazarse
por tog|tes. Usamos (4.2.4) para calcular la integral en este caso usando Do = {(t11, t22,t33) € Zg :
v(tea) = wv(tss)} v las variables t11,ta9, t33; t12, tas, v1, t13, de modo que Ej es la condicion tasltio,
Es5 es tosltes, Es es ty1|+6vi +1y Ey es t33|2—3t23 —t13. La integral sobre Dy se reduce entonces a

(1 —pl)?’/ [t o[ T a3 P dp = (1= p™) P Ip(s — 1) (s — 1,5 = 3)
v(t22)=v(t33)
1
(1—p=5)(1 —p~(s=2))°

Si [taa] > |tss] entonces (3’) implica que % es solucion de 2 +x +1 = 0 mod p la cual tiene
solucién si y s6lo si p = 1 mod 3 y por lo tanto asumiremos que este es el caso. Por el lema
de Hensel, existen 11,72 € Z, tales que 22 + 2+ 1 = (z —m)(z — 172). Ademés n; y 72 no son
congruentes mod p y ellas son las tnicas soluciones mod p™ para todo n > 1. La condicién (3)
equivale a que 2—2 es solucion de 22 + 2 +1 =0 mod g’—; y por lo tanto g—z =1; mod g—z para un
tnico ¢ € {1,2}. Luego (3’) equivale a t33|tas — nitea O tss|tas — mates y estas dos condiciones no
pueden verificarse simultdneamente. Sea i € {1,2} y reemplacemos (3’) por toa|tes — mit22. Usamos
(4.2.4) para calcular la integral con Dy = {(t11,22,t33) € Z) : v(t22) < v(t33)} y las variables
tll,t22,t33;t12,t23,1)1,t13, de modo que El es la condicién t22‘t22, E2 es t33‘ — ’r]itgg + t23, E3 es
t11/6v1 + 1y Ey es t33|g—§t23 — t13. La integral sobre Dy = Dy x E1 x Ey x E3 x E; multiplicada
por 2 (pues la integral en ambos casos ¢ = 1,2 da lo mismo) se reduce entonces a

2(1 —p1)3/ [t |5 o2l 2[tas] " Pdp = 2(1 — p~ ) P L(s — 1)J, M (s — 2,5 — 2)
v(ta2)<v(tss)

~(s-1) 1
(1—p=)(1 —p=G=D)(1 — p=Zs=2))

Para escribir el resultado final, usamos el caracter de Dirichlet x3 : N — Z, definido como x3(n) =1

sin=1 mod 3, x3(n) = —1sin=2 mod 3y x3(n) =0 en los demas valores de n. Se obtiene
para p # 2,3
1 plfs
C@;p(s) S U= )1 —p @) (1 + (xs(p) + 1)1—pl—s>
_ 1 1+ xs(p)p'™
(1=p=*)(1—p@s=2) 1-—pl=s
- 1 1 _p2—28 1
B (1—p=5)(1—p=(25=2)) 1 —pl=s 1 — y3(p)p'~*
1 1

(1—p=)1—p=G=N) 1 — x3(p)p~ =1~

Estos factores locales satisfacen la siguiente ecuacion funcional

G, (S)pmpr = ()PP ™G, (s).

5p
El producto de Euler de todos los factores locales resulta entonces
Co5(s) = C(s)C(s = 1)L(s — 1,x3)(1 —27°)(1 =377)

donde L(s, x3) es la serie L asociada a y3. La abscisa de convergencia resulta igual a 2.
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4.3.6. La funcion zeta de &g

66 = <OZ,B,LL'1,$2,IE3 : [QUZ,CL"]] = 1(1 S 1 <] S 3),@2 — ‘TlaaxQO[_l = :Eglyax?)a_l - x:;l

B2 = w9, B 81 = 27!, Bt = a3, (aB)? = a3 )

Resulta que el grupo de holonomia es de orden 4, isomorfo a Cy x Cs y con generadores Nay NS.
Por (4.2.2), se obtiene para cada primo p

(g (s)=(1 —p_l)_3/ [t [t22 > ts ] dp
p T/
donde 7 es el conjunto de pares (t,v) € Tr(3,Zy) X Z3 x 72 tales que

xVlax® (xVia) ™t € (x', xt xB) xV2pxt(x v2) e (xt xt2 )z, parai=1,23y
ta L t3
(x¥ a) (x VQﬁ) (leaxvgﬂ) (X X2, x >Zp-
Luego de algunas simplificaciones, estas condiciones se traducen en

2t12 2t13 2t13 2to3 2U11+1 2012 —1—2v134+2v93 to t3
e e I e 151 , Ty 2, X €<XXX>ZP.

Usando (3.3.10), las condiciones anteriores se traducen en

2t12
t22

t33|2t13;

(1)
(2)
(3)
(4) t33]2t23;
()
(6) t

t33] =2 t93;

5) t11]2vn1 + 15
6) taa| 24 o
(7) taa| 22 (B2t — 113);
(8) t22|2v22 + 1;
(9) ta3| 2222 tos;
)

Cuando p = 2, las condiciones (5), (8) y (10) implican que t11, too y t33 estan en Z3, y reciprocamente,
estas tres condiciones trivializan todas las demés. Luego la integral resulta

(s (5) = (1—2‘1)‘3/ dp =1
G2g t11,t22,t33€Z5

Cuando p # 2, (1) equivale a fta2|t12, (2) es consecuencia de (1) y (4), (3) equivale a t33]ta2, (6) es
consecuencia de (1) y (5), (7) es consecuencia de (1), (3), (4) y (5), y finalmente (9) es consecuencia
de (4) y (8). Luego las condiciones se reducen a

taolti2, t3s|tis, ts33ltes, t11]2v11 + 1, toa|2v22 + 1, t33] — 1 — 2013 + 2093.
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Calculamos la integral usando (4.2.4) con Dy = Z;’, y las variables t11, a9, t33, t12, t13, t2s, V11, V22, V13, V23,
de modo que E es la condicién tgg’tlg, FEses t33‘t13, FEses t33‘t23, FE,es t11|21}11+1, FEs es t22|2’U22+1,

Eg es 1lviz y E7 es t33] — 1 — 2v13 + 2v93. La integral sobre D7 = Dg x Ey X ... x E7 se reducen
entonces a

(g, () =01-p )77 /T, [t * o2 2t 2 dp = (1= p™) TP Ly (s — 2)Ip(s — 2)Lp(s — 2)
1
(1—p= ()3

Estas funciones zeta locales satisfacen la siguiente ecuaciéon funcional

>

ot = (1P (5).

El producto de Euler de todos los factores locales es

Cos(s) = (s = 1P (1 —277D)3,
cuya abscisa de convergencia es 2.

4.3.7. La funcion zeta de ‘B,

1

By = (v, 21, 29,23 ¢ [z, 25] = 1(1 < i < j < 3),9* = w1, y207 ™" = mg,y23y ™" = 23")

El grupo de holonomia es ciclico de orden 2 y generado por N~. Por (4.2.2) resulta que para cada
primo p

G, ()= (1 —p)7 /T R A R TR

donde T es el conjunto de pares (t,v) € Tr(3,Zy,) X Z3 que satisfacen las siguientes condiciones

(xvv)xti ()("7)_1 € <xtl,xtQ,xt3>Zp parai=1,2,3y ()("7)2 € (xtl,xtQ,xt?’)ZP.

Luego de algunas simplificaciones, estas condiciones se traducen en

2t13 2tos

2 to t

v1+1, 2v2 3
x5 % € X7,

(x™ x
Usando (4.2.3, (v)) podemos transformar estas condiciones en

(1) tas|2tis;
(2) tas|2tas;
(3) t11’21}1 =+ 1;

(4) tog| — 22FLt15 + 20y

t11

_ 2vy+1

(5) taz] — —*

t12+2v2 20141

to22 37T Tin t13-
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Cuando p = 2, la condicion (3) dice que ¢;; es una unidad. Por (1) y (2) el dominio de integracion
se divide en 4 subconjuntos disjuntos de acuerdo a los siguientes casos: (a) t33|t13 v tas|tes, (b)
t33lt13 y |tas] = |2tas], (c) |t33| = |2t13] y t33]tes, ¥ (d) [t33] = |2t13] = |2ta3].

Caso (a): tss|ti3 y tss|tes. La condicion (5) es implicada por estas condiciones y por lo tanto
las condicones resultan

21)2t11
t11 € Z3, tasltis, tsslt toolt19 — .
11 € Z3, t33|t13, t33ltes y taalt12 So; 4 1
Usamos (4.2.4) con DO = {(tlb to2, t33) S Z‘% 1 t11 € Z;} y las variables t11, t22,133; €13, tag, v1, U2, t12,
de modo que E; es la condicion tss|tis, E2 es tss|tes, E3 es 1|v1, By es 1|ve v E5 es taa|tia — gﬁtﬁ
La integral sobre D5 = Dg x Fq X ... X Es se reduce entonces a
N _ _ N 1
(=297 [ el Pl 2= (1= 27 @A - Dhls — ) = g
t11€Z3 (1-2 )
Case (b): tss|tis y |tsz| = |2tes|. Necesariamente t33 € 2Zg. La condicion ts3|t13 muesta que
R STAD
(5) equivale a t33| — t“tzf ” tos, la condicion |tss3| = |2te3| muestra que la anterior equivale a
20| — %tlg + 2vy, y finalmente esta implica (4). Luego el nuevo conjunto de condiciones es
_ 2uat11
ti1 € Z3, tg3 € 27, tssltrs, |27 tss| = |tas], 2tan|tia — .
11 2, 133 2, t33lti3, | 33| = [tasl, 2taz|t12 901 + 1

Calculamos la integral sobre estas condiciones usando (4.2.4) con Dy = {(t11,t22,t33) € Z% i t11 €
Zy,tss € 2Zo} y las variables t11, to2, tas; t13, ta3, v1, U2, t12, de modo que Ej es la condicion tzs|t13,
Ey es |27 33| = |tos|, FE3 es 1|vy, Ey es ljva v E5 es 2tao|tio — ngﬂ La integral sobre D5 =
Dy x Ep X ... x E5 se reduce entonces a

-2ty [ e el 2wl = (- 2 (i) - DI (s - 2
11€235,t33€272

278
- (1 _ 27(571))2'
Caso (c): |tssz| = |2t13| y tas|tes. La condicion tss|tas junto con (5) implican que t33|t13, lo cual
contradice la condicién |ts3| = |2t13]. Entonces no puede darse este caso.
Caso (d): |tsz| = |2t13] = |2t23]. Con estas condiciones, la condicién (5) equivale a 2| —
- 21;111_1“24_2”2 2v1+1 t13 1 _ 21;111_11512-4-2712 . i i
T — =512, la cual a su vez equivale a o € 75, y esta implica (4). Las
condiciones se reducen entonces a
_ _ 2uat11
tin € Zy, tsg € 2Zo, |27 3] = [tas], (27 tss| = [tas] ¥ |toe| = [t12 — .
201 +1

Usamos (4.2.4) para calcular la integral bajo estas condiciones con Dy = {(t11,t20,33) € Z3 :
ti1 € Zs,ts3 € 2Z9} y las variables t11,tog, t33; €13, tas, v1, v2, t12, de modo que Ej es la condicion
’2_1t33| = |t13‘, FE5 es ’2_1t33| = |t23’, FEses 1‘1)1, Ej4es 1|2}2 v E5 es |t22’ = |t12 — :‘;Z?i}“ La integral
sobre Ds = Dy X E1 X ... x E5 se reduce entonces a

a2 [ a2l el
t11€2Z5,t33€27Z2

2—5
(1 _ 27(371))2'

= 2u(23) (s — 2)I3(s — 5) =
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Sumando los resultados de estos 4 casos obtenemos

1

(o, () = (1+ 2175)m-

Cuando p # 2, las condiciones (1) y (2) son simplemente t33|t13 y t33]tas, y estas con (3) y (4)
implican (5). Luego las condiciones son

201 + 1

tas|tis, tas|tes, t11]|2v1 + 1 and toa| — ti2 + 2vs.

Usando (4.2.4) con Dy = Zg y las variables t11, too, t33; t13, to3, v1,t12, v2, de modo que Fj es la

2U1+1

o t12 +2v9. La integral

condicién t33|t13, E2 [S] t33|t23, E3 es t11’2111 + 1, E4 es 1‘1512 y E5 es t22‘ —
sobre D5 = Dy x E7 X ... x E5 se reduce entonces a

(g, () =01-p )" /Z3 (117 o] "2 [tas|*2dp = (1 — p~ ) TP L(s — 1)Ip(s — 2)Ip(s5—)
1
(1—p=5) (1 —p~G-1)2

Estas funciones zeta locales satisfacen la siguiente ecuaciéon funcional

S, (pospr = (F1°p 25 (s).

El producto de Euler de todos los factores locales resulta,

G, (5) = C(5)¢(s = (1 = 27°)(1 +217),
cuya abscisa de convergencia es 3.

4.3.8. La funcion zeta de 8B,.
By = (v, w1, 23,73 : [15,2;] = 1(1 <i < j <3),9% = 21,7027 ' = 22,7237+ = 20705 ")

Veamos que para p # 2 se tiene que %\Zp = %\lp como grupos virtualmente 77,-8rUPOS. En efecto,
271 ¢ Z, y, por lo tanto, podemos hacer el siguiente cambio de variables y1 = 1, y2 = 2 e y3 =
25?25, Resulta que 72 = — =y P gy = g Vst =yt

2 3 que 7y Y1, vy2y Y2 Y VY3 "V Y YE3Y 2 223 Ys Y
por lo tanto, la presentacion de B, coincide con la de B,,. Resulta entonces

1
(1—p=)(1 —p=(=)2

(g5, (8) =
la cual satisface la ecuaciéon funcional
G, (ot = (1P (5)
Para p = 2, vamos a hacer un cambio de variables poniendo y; = x3,y2 = z1,y3 = x2 de modo que

Yyt = Z/flyS, yy37 ' =3 y ¥2 = yo. El grupo de holonomia es ciclico de orden 2 generado por
N~. Usando (4.2.2) con esta nueva presentacion, tenemos

G () = (=277 [ o2l ol
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donde T es el conjunto de pares (t,v) € Tr(3,Z2) x Z3 tales que

Yy (V) Tt e (v vty ")z, parai = 1,23y (yV7)” € (yM, ¥, y%)z,.
Luego de algunas simplificaciones, estas condiciones se reescriben como

2t12, 2t13+t11 2ua+1, 2uz+v1 c
)

Yy Y3 Yo Y3 (y*, y*2,y")z,.

Usando (3.3.10), podemos transformar estas condiciones en

(1) to2|2ty9;

(2) tag] — 22493 + 2ty3 + t1;

t22

(3) taa|2v9 + 1;

(4) tas] — 212223%23 + 2v3 + V1.
La condicion (3) se traduce a toa € Z3 y entonces podemos eliminar (1). Dividimos ahora en dos
casos: (a) ts3 es unidad, y (b) 2|ts3. En el caso (a), las condiciones (2) y (4) se trivializan y la
integral en este caso resulta

1
-2 [ e
ta2,t33€Z5 1—2-(=1)

En el caso (b), la condicién (2) se transforma en 2|t1; y 83| — %tgg +t13+ 4L, Usamos (4.2.4) para

calcular la integral bajo estas condiciones con Dy = {(t11,t20,t33) € Z3 : t11,t33 € 2Zo,t20 € Z35} y
las variables t11, tag, tas; t12, tos, t13, v2, v3,v1, de modo que Ej es la condicion 1|t12, Eo es 1|tes, E3
es “”73\ - %tzg +t13 + “71, Ey es 1|vg, Es es 1|vs y Eg es tag| — 2‘;22;11523 + 2v3 +v1. La integral sobre
Dg = Dg x 4 x ... X Eg se reduce entonces a

2—(28—3)
(- 21)3/ [t " 22ft3s* P = 21 = 27 P u(ZH) (I5(s — 2))* = =iy

t11,t33€2 %2, t22 €Z5 (1 —2=(=D)
La suma de los resultados obtenidos en estos dos casos resulta

1— 2—(5—1) + 2—(23—3)
(g, (8) = “(—1))2
22 (1—2-( ))

El producto de Euler de todas estas funciones zeta locales resulta
G () = C()(C(s = 1)) (1 —271)(1 — 277D 4 27 (7))
cuya abscisa de convergencia es 2.

4.3.9. La funcién zeta de B;.

Bs = (o, B, 21,22, 23 [z, 2] =1(1 <1< j < 3),042 =21, azea” ! = 3:2_1,04:5304_1 = ac3_1

52 = 1’2,5$15_1 = x1, 6.%'3,3_1 = 1‘3_1, Baﬁ_la_l = l‘2>
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El grupo de holonomia es de orden 4, isomorfo a Cy x Cy y generado por las clases de a y 8. Por
(4.2.2), tenemos que para todo primo p

< _ _ — _ —
Gy o p(8) = (1 =p7") 1[P [t1 "7 2ol ta3 )" du
donde 7" es el conjunto de ternas (t, vy, ve) € Tr(3,Z,) X Zg X Zg tales que

xVlax® (xVia) ™t xv2Bxbi (xv33) 7! € (x"1x"2x"), parai=1,2,3

(xvla)Z, (xv2,3)2,xv2ﬁxvla(xv2ﬁ)_1(xvla)_l S (xtlxt2xt3>zp.

Luego de algunas simplificaciones, estas condiciones se reescriben como

ti12 _too _t13 _toz 2vui1+1 _2va1 2v20+1

2v92+1, 2v13—2v23
R I e R , X5 T3 €

t1 tot
(xb1xt2 3>Zp_

Usando (4.2.3, (v)), podemos trasnformar estas condiciones en

1) too|2t12;

2t12
t22

t33]2t13;

2) tzz|522ta3;

3

4) tas|2tas;

5 t11’21}11 + 1;
2v11+1
t11

(
(
(
(
(
(6

)
)
)
)
)
)

toa| — t12;

(7) taa 24t (U2t — t3);

(8) t11]2v21;

(9) taa] — Qtiﬁltm +2v2 + 1;

— 220214154 Qg9 +1

(10) tgg] — —12

2v91
t11

o ta3 — 71133

(11) t22’2'022 + 1;

(12) t33| — %hs + 2013 — 2023.

Supongamos que p = 2. Las condiciones (5) y (11) equivalen a t1; € Z3 y too € Z3 y, por lo tanto,
podemos eliminar las condiciones (1), (6), (8) y (9). Se sigue también que el coeficiente de ta3 en
el lado derecho de la condiciéon (10) es una unidad; por lo tanto, usando (3) vemos que (10) puede
reemplazarse por t33|tes. Podemos eliminar entonces (4) y reemplazar (12) por t33]|2v13 — 2v93. Las
condiciones resultan entonces

t11 € Zy, tog € Zs, t33|t13, taz|tas y 332013 — 2v93.

Consideremos dos casos: (a) t33 € Z5 y (b) t33 € 2Zy. En el primero, las condiciones se reducen a
11,122,133 € Z5 y la integral resulta entonces

(1—21)3/ dp = 1.
t11,t22,t33€2Z5
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En el caso (b), la condicion ts3|2vi3 — 2v93 equivale a %]vm — v93. Usamos (4.2.4) con Dy =
{(t11, 22, 33) € Z3 : t11,ta2,t33 € 2Zs} y las variables ¢11, ta2, t33; t13, t23, 13, V23, de modo que Ey
es la condicion ts3|t13, Eo es tss|tas, E3 es 1llvis y Ey es t%ﬂvlg — v93. La integral sobre Dy =
DOXE1X...XE4GS

9—(s—2)

a-2 [ Dt 2 = 2(1 — 27 H(u(Z3))PTals — 2) =
t11,t22€2%,t33E€270 1—2

Sumando ambos resultados obtenemos

1+ 2175

.= T

Supongamos que p # 2. Las condiciones (1) y (4) implican (2), las condiciones (1) y (5) implican

(6), las condiciones (1), (3), (4) y (5) implican (7), las condiciones (3), (4), (8) y (9) implican (10),

las condiciones (1), (8) y (11) implican (9), y finalmente (4) transforma (12) en t33|viz — va3. El
conjunto reducido de condiciones resulta

tooltia, tas|tis, tasltas, t11|2v11 + 1, ti1|var, to2|2v20 + 1y ta3|viz — vas.

Usamos (4.2.4) para calcular la integral bajo este conjunto de condiciones con Dy = Zf; y las
variables t11,tQQ,t33;t12,t13,t23,1}11,1)21, V22, V13, V23, de modo que E1 es la condiciéon tgg’tlg, EQ es
t33ltiz, E3 es tas|tas, Eg es ti1|2vi1 + 1, Es es ti1|va1, Eg es taa|2v2 + 1y E7 es t33lviz — va3. La
integral sobre D7 = Dy x E1 X ... x E7 resulta

S, (5) =01 —p )7 /Z3 [t [ a2 "2 a3 2 du = (1= p~ 1) P Ly(s — DI(s — 2)Ip(s — 2)
P

1
(1—p=)(1 —p= ()2

Estas funciones zeta locales satisfacen la siguiente ecuaciéon funcional

C@ (S)’p—>p*1 :(_1)3p735+24§ (S)

3p 3p

El producto de todos los factores locales es

G, (5) = C(s)¢(s = 1P (1 =271 - 277),
la cual tiene abscisa de convergencia 2.

4.3.10. La funcién zeta de 5,.

1 1 -1

By = (o, B, 21,22, 23 : [z, 2] =1(1 <i<j < 3),a% = z1, azsa™! = xz_l,aazga* =3

B% = x9, 17! = a1, Bzt = 23!, BaB o = woxs)

El grupo de holonomia es de orden 4 isomorfo a Co x Cy generado por las clases de aw y 5. Por
(4.2.2), para todo primo p tenemos que

(g, () =(1=p)7° /T et s dp,
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donde 7" es el conjunto de ternas (t,vi,ve) € Tr(3,Z,) x Zg X Zg que satisfacen

xVaxt (xV1a) ™ xV2pxt (xv28) 7t € <xt1,xt2,xt3>zp parai=1,2,3

(xvloz)2, (XVZB)Q,xv2,8xvla(xvzﬂ)_1(xv1a)_l S <Xt1,xt2,xt3>zp.

Luego de algunas simplificaciones, estas condiciones se reescriben como

2t12 2t13 2to3 2v11+1 211211,%11224-1 c <

to

t t
X", x"2,x) 7.

Usando (4.2.3, (v)), las condiciones anteriores se transforman en

to2|2t19;

2t12

ta3| 2 tas;

t33]2t23;
t33]2t13;

t11]2v11 + 1;

2v11+1 .
too| = to;

(7) taa 24t (M2t — t3);

(8) t11]2v21;

(9) taa] — Qtﬁr"lltu + 2v2 + 1;

2
(10) tgg| — —t2ett

2v21
t11

o 23 — 3, t13;

(11) t22’21)22 +1

(12) t33] — Mtgg + 2v13 — 2v93 + 1.

t22

Supongamos p = 2. La condicién (5) equivale a t1; € Z5, la condicion (11) equivale a t92 € Z5.

L. —2;}21t12+2v22+1
La condicion (4) y el hecho de que t17 € Z3% reducen (10) a t33] — — 193, y como el

coeficiente que acompana a tog en esta tltima condicion es claramente una unidad entonces (10) se
reemplaza por t33|tes. Finalmente, esto combinado con (12) muestran que ¢33 € Z5. Luego

=02 [ e

t11,t22,t33€Z5

Supongamos p # 2. Las condiciones (1) y (3) implican (2), las condiciones (1) y (5) implican (6),
las condiciones (1), (3), (4) y (5) implican (7), y finalmente las condiciones (3), (4) y (9) implican
(10). Gracias a (1) y a (4), las condiciones (9) y (12) se reducen a ta3|2v22 + 1 y t33]2v13 — 2023 + 1.
El nuevo conjunto de condiciones resulta

toolti2, tas|tis, ts3ltes, t11]2v11 + 1, t11|va1, ta3]|2v13 — 2v23 + 1.

Usamos (4.2.4) para calcular la integral sobre estas condiciones usando Dy = Zg y las variables
t11, 22, 333 t12, 113, t23, V11, V21, V13, V23, de modo que Ej es la condicion to|tia, B es ts3ltis, B3 es
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t33‘t23, FE, es t11‘27)11 +1, E5 es t11|1}21, FEg es 1’1)13 y F7 es t33’2'l)13 — 2v93 + 1. La integral sobre
D7 = Dy x E1 X ... x E7 se reduce entonces a

C@p(s) =(1-pH7* /Z3 t11 |5 ftan] 2 [tas|* 2dpu = (1 — p~ ) 3L (s — 1)(I(s — 2))?
1 p
(1—p=*)(1—p-l=2)2

La ecuacién funcional que satisfacen estos factores locales es

C@;p(sﬂp—)p*l = (_1)3p738+2<%\4p(3)

El producto de Euler de todos los factores locales es
G, (8) = C(s)C(s — D*(1—27%)(1 -2 672,

cuya abscisa de convergencia es 2.

4.4 Calculo de las funciones zeta de los grupos almost-Bieberbach
de dimension 3

Denotemos por N, = (x1,x2,2z3 : [x2,x1] = w3, [x3,71] = [v3,22] = 1). Este es un 7-grupo
de longitud de Hirsch 3 con base de Mal’cev (x1,x2,x3). La multiplicacién y la exponenciacion

expresadas en esta base resultan
ay az a3 b1 bz by _ _ai+bi as+be, az+bz+gbiaz
' xtrsi ) xy’ws® = R

T
ai,.az az\r _ rai raz raz+(})qa1az
(x]'2x5?x$?)" = 2] xh ™ xy

Vimos en (4.2.3, (ii)) que la condicién para que una matriz t € Tr(3,Z,) represente una base buena
para algtin subgrupo abierto de qu es que t33|qti1tae (mas la condicion t11teatss # 0, la cual sera
ignorada). Usaremos la notacion (p(s) = 1_7;_5. De este modo ((s) = [[, (p(s).

4.4.1. Funciones zeta de los grupos del tipo Q = p;
€, = (x1,m2,23 : [12,21] = x4, [11, 23] = [w2, 23] = 1), g€ N.

Resulta por (3.2.7) que para todo primo p se tiene

(e ()= (1—pH)® / a2 22 sl
ap t33)|qt11t22

=(1—p )K (s —1,5-2,5-3)
1 p(r(@+1)(s-2)
(1=p=) 1 =p= D)1 =p=6=2 (1 —p=E=2)(1 - p=Cs=3))(1 — p=(s-2))

Cuando v,(q) = 0, es decir cuando p 1 ¢, la expresion anterior resulta

1— p—(Ss—S)

(= p )= p D)L= p P2 (1= p )

Cg;, (5) =
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Estas ultimas funciones zeta locales satisfacen la siguiente ecuacion funcional

G, ()ppr = (Z1P7 G, (s).

ap

El producto de Euler de todos los factores locales resulta,

H (s gp s—1)— (2 S)(vp(q)ﬂ)gp(gs —2)¢p(25 — 3)
via (s)Cp(s—1) — p(2= S)Cp(Qs —2)(p(2s — 3)
' <<s><<s —1)¢(25 — 2)¢(25 — 3)

¢(3s—3)

cuya abscisa de convergencia es 2.
4.4.2. Funciones zeta de los grupos del tipo Q) = p2
Coq = (1,22, 73,7 ¢ [12,71] = 737, [$3,$1} [l“s,évz] [z3,7] =1,
yry =z 'y, me = x5 'y,9* = x3), g €N,

El subgrupo de Fitting de €5, es Noy y su grupo de holonomia es ciclico de orden 2 generado por
la clase de 7. Resulta de (4.2.2) que para todo primo p

Gz ()= (=)™ [ o2l el

donde T es el conjunto de pares (t,v) € Tr(3,Z,) x Zf; que satisfacen

t33|2qt11ton, (yxY) IxbiyxY € (xb1,xb2, xbs )z,, Parai=1,2,3, y 7x"yx" € (xt xt2 xts )Z,-

Luego de algunas simplificaciones, estas condiciones se reescriben como

2t13+QCI(t1102 vit12)—2qt11tiz _ 2t23+2q(—vit22) _ 2v3—2quiva+l t1 ot
t33|2qtiitas, © , T3 , T3 € (x",x" x")y .

Usando (4.2.3, (v)), podemos transformar estas condiciones en

1) t33|2qt11tae

(1)
(2) t33]2t13 + 2q(t11v2 — vitiz) — 2qt11ti2
(3) t33]2tas — 2quitas

(4) tss|2v3 — 2quive + 1

Cuando p = 2, la condicién (4) equivale a t33 € Z3 y, por lo tanto, las otras condiciones se satisfacen
trivialmente. La integral resulta

S, () =(1— 2_1)_3/ 11" ftoel P dp = (1= 27 P u(Z3) I (s — 2)Ia(s — 3)

t33€Z;§
B 1
(1—2-6-D)(1—2-(=2"
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Cuando p # 2, calculamos la integral usando (4.2.4) con Dy = {(t11, taz, t33) € Z;’J D ta3|2qtiiten} y
las variables tlla tQQ, t33; V1, V2, tlg, t13, t23, V3 de modo que E1 es la condicién 1|U1, E2 es 1|1}2, E3 es
1|t12, Eq es (2), E5 es (3) y Eg es (4). La integral sobre Dg = Dy X E} X ... Eg se reduce entonces a

(= (s)=(1- p_l)_g/ b1 |52 [to2]* 2 [tas]*tdu = (1 — 2_1)_3K;’(2q)(s —2,5—3,5—1)
*p t33|2qt11t22
= (p(s) (Cp(s —1G(s—2) — p_s(vp@q)ﬂ)fp(?s —1)(p(2s — 2)) .

Cuando p { 2¢, se obtiene la siguiente expresiéon més simple

1 _p—(3s—3)
(1 —p=6=D)1 —p=6=2)(1 — p~@s=1))(1 — p~(25-2))

Estas ultimas funciones zeta locales satisfacen la siguiente ecuacion funcional

G Oyt = CD g (o)

(e, (8) =

El producto de Euler de todos los factores locales resulta

C2(3s —3)

C@zq(s)zcz( 8—1)C2( 3_2)
H Cp Cp S — 2) —s(vp(Qq)-i-l)Cp(Qs _ 1)@;(28 B 2)
p#2.plq Cp s = 1)Gp(s = 2) = p72(p(25 — 1)Gp(2s - 2)

Cls = 1)¢(s — 2)¢(2s — 1)¢(2s — 2)
(35— 3) /

cuya abscisa de convergencia es 3.
4.4.3. Funciones zeta de los grupos del tipo @ = pg
2
Eoq = (21,2, 23,7 : [T, 21 = 257, [23, 11] = [23, 2] = [, 1] = 1,
yrg = x5y, Y = vy a9t =), geN.

Para g € N, el subgrupo de Fitting de &5, es N, y el grupo de holonomia es ciclico de orden 2
generado por la clase de . Resulta por (4.2.2) que para todo primo p

C@p(s) =(1-pH? /T/ It11] 52 [t22] "3 tas"dp,

donde T es el conjunto de pares (t,v) € Tr(3,7Z,) x Zg que satisfacen

tas|2qtintas, (7xV)7IxtiyxY € (x*,x% x®)y parai=1,2,3y (3xV)? € (x",x" x%)z, .

Luego de algunas simplificaciones, estas condiciones se traducen en

2t12 2t13+qt12+2q(t11v2+v1t12) qtoo+2quitas 20141 —qua—2quivs t t
t33|2qt11ton, x5 P , T3 , Xy € (x",x?

Usando (4.2.3, (v)), estas condiciones se transforman en

to

x, x®2 x%), e (x*,x", x

t3

)z,
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1) t33|2qti1tae
too|2t12

t33] — t12t23 + 2t13 + qti2 + 2q(t11v2 + vit12)

2
3

4) tss|qtas + 2quites

5 t11’21}1 + 1

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)

6) tog| — 20ty

t11

201 +1)
(7) tg|Zotliiz 1;11;2;1275 2?;175 + qmilljl (27;?1 + Dt11ti2 — qua — 2quiva.

Supongamos que p = 2. Podemos reemplazar (5) por t1; € Z5 y (6) por taa|ti2; por lo tanto, (2)
se elimina y (1) se reemplaza por t33]2qtee. Esta altima junto con (4) pueden reemplazarse por la
sOla condicion tsz|gtee. Esta ultima condicién junto con tesl|tie reducen (3) y (6) respectivamente

en las siguientes condiciones mas sencillas (3’) 33| — 2t12 2193+ 2t13 4+ 2qt11v2 y (67) 3 ](2U1+1 f12

t11t22
%tlg — quo — 2qu1vo. Como % €73, (6) equivale a ts3) t;i toz —t13 — qt11v2. El nuevo conjunto

de condiciones resulta
« t12
ti1 € Zsy, tsz|qtan, taolti2, t33|7t23 — qt11va — t13.
22

Usamos (4.2.4) para calcular la integral bajo estas condiciones usando Dy = {(t11,t20,t33) € Z3 :
t11 € Z;,’U(t33> S v(q) + U(tgg)} y las variables t11,t22,t33;t12,t23,Ug,tlg, de modo que E1 €s
la condicion toa|tia, Fo es 1|tas, E3 es ljve y Ey es tgglg—gtgg — qt11v2 — t13. La integral sobre
Dy =Dy x E1 x...x Ey sereduce a

6212(3) =(1-27h7 t11€Z3 [toz | taa| P = (1 —271) 212 W (s = 3,5 - 2)
v(t33)<v(g)+v(te2)
— Cos — 2)(Ca(s — 1) — 27 =D @@+, (95 _ 3))

Supongamos que p # 2. De (5) se sigue qt11t22|2quites+qtas y esta con (1) implican (4). Claramente
(2) implica (6), y de la condiciones (1), (2) y (5) se obtiene t33|qti1teo|qt12(2v1 + 1). Con esto la
condicion (3) se reduce a (3’) t33] — 2“2 293 + 2t23 + 2¢t11v2. De manera similar (1) y (2) implican

tas|gtiitia, y esto reduce (7) a (7°) ¢ 3\ - %tgg + quo + 2quive + 212111+1t13' Multiplicando el
2U1+1
1

segundo término de (3’) por obtenemos (7’). El nuevo conjunto de condiciones resulta

2t12
taslqtiites, tooltiz, ts3| — Et% + 2t13 + 2qt11v2 ¥ t11|2v1 + 1.

Calculamos la integral bajo este conjunto de condiciones usando (4.2.4) con Dy = {(t11, tag,t33) €
Zg : U(tgg) < U(tgg) < v(q) + U(tll) + U(tgg)} y las variables tll,tzg,tgg,t12,t23,1)2,7513,1)1, de modo
que E1 es la condicién t22|t12, E2 es 1‘t23, E3 es 1’1)2, E4 es t33| 2t12 t23 + 2t13 + 26]15111)2 y E5 €es
t11|2v1 + 1. La integral sobre D5 = Do x E1 X ... x Ej5 se reduce entonces a

t11] 5t 52 |tas|*2dp

G ()= (L=p"

= (1—p H B3RP D(s—1,5-2,5—3)
= Gp(s = 2)(Gp(8)Gp(s — 1) __p(2—s)0¢(q)+1)cp(2s —2)(p(2s — 3)).

1)73 /
v(t33) <vp(q)+v(ti1)+v(ta2)
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Cuando p 1 ¢, se tiene la siguiente expresion méas sencilla
1— p—(35—3)
(= p )= pC D)1 = p G D)1 = )

la cual satisface la siguiente ecuaciéon funcional

e, Moyt = (~1P 7 (9)

(e, (8) =

El producto de Euler de todos los factores locales resulta

Cewy(5) = Gals = 2) (Gals — 1) — 27 (220 gy (25 — 3) )
] Se)ple = =pC om0, (20— 2)Gy(25 =3
pinp PG5 = 1) = PG (25 = 2)Gy(25 - 3)
C(8)6(s = 1)¢(25 = 2)¢(25 = 3)
((35—3)

cuya abscisa de convergencia es 2.

4.4.4. Funciones zeta de los grupos del tipo @Q = p2gg.

4
Cyq = (x1, 2, T3,71,72 © [@2, 21] = 37, (w3, 21] = [w3, 29] = 1,
| 2q _ -1 —2q _
Y1T1 = Ty Y1T37,Y1T2 = Ty Y1T3 T, V1T3 = T3V,
_ _92 _
V2T1 = T17Y2, V22 = Tg 1’72!133 1 V2T3 = Tg 1’Y27
1 —(2¢+1
W = 3,78 = w1, 2 = 77wy ey PITY), geN.
Para g € N, el subgrupo de Fitting de &4, es N4y = (1,22, 23) y el grupo de holonomia es de orden

4 isomorfo a Cy x Co generado por las clases de 71 y 2. Resulta de (4.2.2) que para todo primo p
se tiene

(g (8)=(1=p)7 [r oot dp,

donde T es el conjunto de ternas (t,v1,va) € Tr(3,Z,) x Z3 x Z3 que satisfacen
tas|dqtintan, (yx¥) IxbigxYi € (xt x'2 x 8)z,, parai=1,2,3,7=1,2
(1x")?, (12x72)%, (nx"1ex¥2)? € (x*,xP xB)y .

Luego de algunas simplificaciones, estas condiciones se reescriben como t33|4qtiitas y

2t134+2q(t11—t12)+4q(t11vi2—v11t12) 2t23+2q(—t22)—v11t22) —2t19 _—2t13—2qt12—4q(t11v22+v21t12)

—2qtoo—4q(va1t22) 2v13+2¢(v11—v12)+1—4qui1vi2 _2ua1+1  —2quas—4quaivae
I'B 5 1‘3 'Tl xg 9

t1 to ts

— —1 —2q(vi1+va21)+4q(—vi2+v2e2)—2q9+4q(v v —v12+4v
x22v12+2v22 1303 q(v11+v21)+4q(—v12+v22) —2q+4q(vi1+var)(—vi2 22)6<X xt2 x >Zp

Usando (4.2.3, (v)) podemos traducir estas condiciones en

(1) t33]4qtiitar
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t33|2t13 4+ 2q(t11 — t12) + 4q(t11v12 — vitt12 — tiit1a)
t33|2t23 — 2q(1 + v11)t22

too|2t12

t33] — 2qtao — 4quaitas
t33]2v13 + 2q(vi1 — vi2) + 1 — 4quiivi2

(2)
(3)
(4)
(5) t33|302t03 — 2613 — 2qt1n — 4q(t11v22 + vart12)
(6)
(7)
(8) t11|2v91 + 1

(9) ¢

2vg1+1
9o| == fy o 112

(10) t33’ 2v21+1)t12t + 21}21+1t13 +2q(2v12+1)(2v12+1 + 1)t11t12 + 2quas + dquaivas

t11t22 t11 t11

(11) tgg’ — 2’012 + 2v99 — 1

(12) tg3| — =22t2022=Lpoy 4 q(u1) 4+ 1 + 2021 + 1)(—2v12 + 2v22 — 1)
Cuando p = 2, las condiciones (7), (8) y (11) implican que t11,t22,t33 € Z35 y luego todas las
condiciones se satisfacen trivialmente. La integral resulta

Gy =2 [ du =1

t11,t22,t33€Z5

Supongamos p # 2. De (1) y (4) se sigue t33|qti1ti2 y esta reduce (2) a (27) t33|2t13 +2q(t11 — t12) +
4q(t11’012 —Ulltlz). Por (4) y (8) se tiene t11t22|qt12(021 + 1), y hlegO de (1) se sigue t33|qt12(U21 + 1)
Asi, la condicién (5) puede reducirse a (5) t33]2t12 tog — 2t13 — 4qti11v22. De (27), (3) v (4) se obtiene
t33] 412 (2193 — 2¢(1 + w1 )tas) — 2t13 + 2q(t11 — t12) + 4q(t11v12 — virtiz) = ta3| 2293 — 213 — 2qt1o —
2qt11(1+2v12). Esto reduce (5°) a t33]2qt11(—1 4 2v12 + 2v92), la cual puede deducirse de (1) y (11)
y, por lo tanto, puede ser eliminada. La condicién (6) es consecuencia de (8) y (1), mientras que
(9) se sigue de (4) y (8). Las condiciones (4) y (1) reducen (10) a tgg| — ZztDhay o 2uadly oy

t11t22 t11
2quas + 4quorves, y esta condicion es implicada por (8) y ts3] — t22 H2t93 + t13 + 2qt11v92, pero vimos
que esta ultima es (5’) la cual es implicada por las otras condiciones. Luego podemos eliminar
(10). Finalmente de (3) obtenemos t33|%(2t23 —2q(1+4wv11)ta2) mientras que de (8) y (11)
obtenemos t33](2v21 +1)(—2v12+2v92+1). Sumando los miembros derechos de estas dos condiciones

obtenemos (12). Luego el nuevo conjunto de condiciones es

1) ts3|qtiitas;
27) t22|2t12;
3') t33]2t13 + 2q(t11 — t12) + 4q(t11v12 — viit12);
4') t33]2ta3 — 2q(1 + v11)ta0;
5) t11]2v21 + 1;
)

(
(
(
(
(
(

6’) t3z|2v13 + 2q(vi1 — vi2) + 1 — 4quiivie;
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(7’) t22‘ — V12 + 2'[)22 — 1.

Calculamos la integral bajo estas condiciones usando (4.2.4) con Dy = {(t11, %22, t33) € Z3 : v(t33) <
’U(q) + ’U(tll) + UQQ)} y las variables tlla t22, t33; t12, V11, V12, t13, t23, V21, V13, V22, de modo que E1 es
(2%), B9 es 1|v11, E3 es 1|via, Eqes (3'), E5 es (47), Eg es (57), E7 es (6') y Eg es (7). La integral
sobre Dg = Dy x E7 X ... X Eg se reduce entonces a

G, =0 [ 11 "2 a2 s 2
r vp (t33) <vp(q)+vp(ti1)+op(tez)

=(1- pil)*ng”(q)(s —2,5—2,5—2)

= (s — 1)(Gp(s — 1)? — p~ D@ FD e (95— 2)2),

Cuando p { 2q se obtiene

1— p—(3s—3)

o (s) = (1 —p=(s=D)2(1 — p=(25-2))

€aay

la cual satisface la siguiente ecuaciéon funcional

(s).

C@:qp (5) |p%p*1 = (_1)3p_38+3(

€4ap

El producto de Euler de todas las funciones zeta locales es

Cp(s —1)2 (8—1)(vp(q)+1)gp(25 —2)?
el pil;lplq (s = 1) —p= =D, (25 — 2)2
((s—1)° 4(25 —2)°
o ((Bs-3)

cuya abscisa de convergencia es 2.

4.4.5. Las funciones zeta de los grupos del tipo Q = p4.

Coy = (x1, T2, T3, Y[T2, 1] = w%q, [r3,71] = [23,22] = 1

YT = ToY, VT2 = 561_1%74 =x3), q€N,

Fag = (@1, 2, 23, Y[T2, 1] = xéq, [3, 1] = [23,22] = 1

yT1 = 29y, YTe = 27 'y, 9t = 23), geN.

Sea ¢ € N. El subgrupo de Fitting de €y es Noy = (21,22, 23) v el de Fuaq es Nag = (x1, 22, 23).
Denotemos por & a €,5 0 a §,q v sea € = 2 6 4 de acuerdo a si & = €,3 0 & = §,q. El grupo
de holonomia de & es ciclico de orden 4 generado por la clase de . Por (4.2.2) se tiene para todo
primo p

G, (3

P

/ 10|72 taa |3 [ts| "
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donde T es el conjunto de pares (t,v) € T7r(3,Z,) X Zf; que satisfacen

tagleqtintan, (7xY) 7 Ixbiyx¥ e (xb x%2 x®), parai=1,2,3, y (yx¥)* € (x, x% xP3).

Luego de algunas simplificaciones, estas condiciones se reescriben como

t33leqtiitaz,

t12,.—t11 t13—eqt12v2—eqt12t11—eqvlvg—eqvltu ton, toz—eqtaova—equive _€—144vz—2equiva—equi—equ}
.’131 5[72 3 y .’171 $3 . $3

€ (x",x%,x%); .
Usando (4.2.3, (v)) podemos transformar estas condiciones en

(1) tasleqtinton;
(2) ti1ltio;

(3) toz| — H2t1g — ta1;

+
3] }jmft + (1= P2)ta3 + 6q%t*2(tﬁ + D)t1itie — eqtiov2 — €quivy — €quityy;

(4) t3

(5) ti1ltaz;

(6) tao| — 2t19;
(7) 22+ Dtitis — equatar — €quivy;
(8)

11
taa|(1+ $2)t23 — 22413 + eqg 22 (

t11

tgle — 1 + dvg — 2equivg — €qu? — equi.

Supongamos que p = 2. La condicion (8) se reemplaza por tz3 € Z5 y luego (1), (4), (7) y (8)
pueden eliminarse. Vamos a condiderar dos casos: (a) taa|ti2 y (b) taa 1 t12. En el caso (a), las
condiciones (2), (3), (5) v (6) pueden reemplazarse por |t11| = |t22| > |t12| y por lo tanto la integral
en este caso se calcula usando (4.2.4) con Do = {(t11,te2,t33) € Z3 : t33 € Z5,v(t11) = v(ta2)} vy las
variables t11, teo, t33, t12 de modo que Ej es la condicion too|t12. La integral sobre D1 = Dy x Ej se
reduce a

(1-27H73 t11]° 72 ton | 2dp == (1 = 2712 Ja(s — 2,5 — 2) = (2(25 — 2).

tas €7}
v(t11)=v(t22)
En el caso (b), como t12|teg se sigue de (2) v (3) que t12]t11]t12, es decir |t11| = [t12| > |t22|. Poniendo
t12 = (1 + 2t)t11 la condicién (2) se escribe tao|(2 + 4t + 4t2)t17 lo cual junto con tq1[toe implican
[tao] = 271 |t11]. Luego (2), (3), (5) v (6) se reemplazan por |t11| = |[t12| = 2|t2a]. Usamos (4.2.4)
para calcular la integral sobre este conjunto de condiciones usando Doy = {(t11, ta2, t33) € Z% 1133 €
Z3,v(ta2) = v(t11) + 1} y las variables t11, 22, t33;t12 de modo que Ej es |t11] = |t12|. La integral
sobre Di = Dy x E7 se reduce a

(1—27H73 11| 2 too|*2dp = (1 — 271 72T (s — 2,5 — 2) == 2757V ¢5(25 — 2).

t33 EZ;
’U(tgg):U(tu)—i-l

La suma de los resultados obtenidos en los dos casos es

G5, (5) = Cals — 1).
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Supongamos que p # 2. Vamos a considerar dos casos.

Caso 1: tgs|tio. Es claro que (2), (3), (5) y (6) pueden reemplazarse por la condicion |t11| =
|taa| > |ti2|. Multiplicando el lado derecho de (7) por % y sumando el lado derecho de esta
nueva condicién al lado derecho de (4) obtenemos una nueva condicion (4’) de la forma t33]22—;t23 +
u(ti1, to2, t12,v1,v2), donde w es una funcién racional que toma valores en Z, si se cumplen las
demas condiciones. Podemos reemplazar (4) por (4’). Méas ain, como el coeficiente de to3 en el lado
derecho de (4’) es una unidad cuando se verifica |t11| = |ta2| entonces podemos reemplazar (4’) por
tas|tas + ;f—iu(tn,tgg,tm,vl,vg). Por la misma razon podemos reemplazar (7) por una condiciéon

de la forma t33|t13 — %u’(tll, tog, t12, tag, v1,v2) donde u’ es una funcién racional que toma valores

en Zj, cuando se verifican las demds condiciones. Luego el nuevo conjunto de condiciones es

too
taslqtiiten, [ti1] = |to2l, tazltia, tas|tes + ﬁu(tllat223t12avlav2)v

t11
t3sltiz — @U'(tn, tao, t12, a3, v1,v2), tazle — 1+ dvz — 2equivg — €qui — equ3

Usamos (4.2.4) para calcular la integral bajo estas condiciones usando Dy = {(t11,t22,t33) € Z;’, :
v(ts3) < v(q) + v(ti1) + v(tae),v(t11) = v(ta2)} y las variables t11, 22,133 t12,v1, V2, t23, t13, 3,
de modo que By es toltia, Ea es 1|v1, B3 es 1|va, Ey es tas|toz + 5722 u(ti, taz, trz, v1,v2), Es es
t33‘t13 — %ul(tu,tzg,tlg,hg,vl,1)2), y E6 es t33‘6 -1 + 4’03 — 26(]1]11)2 — GQU% — 6(]1)%. La integral
sobre Dg = Do x E7 X ... X Eg se reduce entonces a

—1y-3 s—2 s—2 s—1 _ —1\—37vp(q)
(1 —P ) ﬁp(t33)SUP(Q)+Up(t11)+UP(t22) |t11| |t22| |t33| d'u o (1 —p ) Lpp (S 2528 1)

vp (t11)=vp(t22

Gp(5)(Gp(25 — 2) — p~P DTV (4s — 2)).

Caso 2: tao 1 t12. En este caso es facil ver que (2), (3), (5) y (6) pueden reemplazarse por (3) y
[t11] = |t12] > |tea|. Escribiendo t19 = (k + pt)t11 for k € {1,...,p — 1}, entonces la condicién (3)
implica to2|((k + pt)2 + 1)t11, y como |taz| < |t11] entonces obtenemos k% + 1 =0 mod p. Por otro
lado, la ecuacién 22 + 1 = 0 mod p tiene solucién mod p si y sélo si p =1 mod 4; por lo tanto,
vamos a suponer que este es el caso. Por el lema de Hensel, existe ¢ € Z, tal que P?+1=0,y
més aln, 4 y —i son las Gnicas soluciones de 2> + 1 = 0 mod p” para todo n > 1. La condicién

; t12 P 2 — tog ;
(3) es equivalente a que 72 es solucion de 2+ 1 = 0 mod 72y, por lo tanto, esto equivale a
decir que if—f 2—? —10 Z—f E—f + i, ademés estos casos no pueden darse simultaneamente. Luego, (3)
divide nuestro conjunto de condiciones en dos casos: (a) too|t1a — it11 v (b) taz|t12 + it11. Notar

que como i % 1,—1 mod p entonces cualesquiera de estas dos ultimas condiciones implica que
lt11] = |t11 — t12| = |t11 + t12] = |t12] ¥ esto combinado con [t11| > |te2| implican que % v

% son unidades y ademas tl;ﬁiﬂ € Zy. Podemos multiplicar entonces el lado derecho de (4)

por tut?tu y sumar este resultado al lado derecho de (7) para reducirla a una nueva condicion (7)

que no involucre la variable ¢13. El coeficiente de to3 en el lado derecho de (7’) resultard entonces

1+ E—f + tllit12 % =1+ 2?1‘2; = 2t11t11t12, el cual es una unidad. Como el coeficiente de t13 en
el lado derecho de (4) también es una unidad, podemos concluir finalmente que asumiendo (a) o (b)
y [t11] > |tee| se tiene que (7) equivale a una condicion de la forma (7”) t33|tas +u(t11, tag, t12, v1, v2),
donde u es una funcion racional que toma valores en Z, (bajo las condiciones asumidas) y que (4)
puede reemplazarse por una condicion de la forma (4°) ts3|t13 + u/(t11, teg, t12, tog, v1,v2) donde o’

es una funcioén racional que toma valores en Z, (bajo las condiciones asumidas) si se satisface (77).
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Mas aun, se tiene |t11] = |t12]. Luego las condiciones, por ejemplo en el caso (a), son

tsslqtiitan, [ti1] > |taz], toaltia — it11, tss|tes + u(tin, tae, tiz, v1,v2),

tasltis + o' (t11, ta2, t1a, taz, v1,v2), tazle — 1+ dvg — 2equiva — equi — equi.

Usamos (4.2.4) para calcular la integral bajo estas condiciones con Dy = {(t11,t,t33) € Zj :
U(t33) S v(q) + U(tll) + U(tgg),v(tn) < U(tgg)} y las variables t11, tzg,tgg;tlg, V1, Ug,tgg,tlg, U3, de
modo que E1 es t22|t12 — itll, E2 €S 1|U1, E3 es 1|U2, E4 [S] t33|t23 + u(tll,tgg,tlg,vl,UQ), E5 €S
tsltis + u'(t11, ta2, t12, ta3, v1,v2) ¥ Eg es tasle — 1 + 4vg — 2equivg — €qv? — equs. La integral sobre
D¢ = Dy x Ey X ... x Eg multiplicada por 2 (pues en el caso (b) obtendriamos lo mismo) se reduce
entonces a

_ 13 5—2 5—2 s—1
2-0-r7) ﬁp(t33><vp(q>+vp(tu)+v,,(t22)|t11 b2 ltaal™

v(t11)<v(t22)

= (1—p H3MPD(s—2,5-25-1)
= G(8)p CTV(C(s — 1)¢p(25 — 2) — p~* DD (45 — 2)¢, (25 — 1))

Para calcuar la suma de los dos casos usamos el caracter de Dirichlet x4 : N — Z definido por
xa(n) = 1sin =1 mod4, xa(n) = —1sin =3 mod4y xa(n) = 0 en los otros casos. El
resultado es

G, (3) = Gpl8)(Gp(2s — 2) — p~*rlFI( (4s — 2))
+ (xa(p) + DG ()™ V(G (s — 1)Gp(25 — 2) — p~* P @OF2(, (s — 2)G (25 — 1)),

Cuando p # 2q la expresion anterior toma la siguiente forma méas simple

1= ()
(= p )1 = p D)1= xa(p)p ¢ D)(1 = p &)’

la cual satisface la siguiente ecuaciéon funcional

(g, (s) =

Ca, (8)lpop1 = (1) xa(p)p™> 25 (5)-
El producto de Euler de todos los factores locales resulta,
Go(s) = Gals = ) TT [Go(5)(Gp(25 = 2) = p~ @ (45— 2)
P#2
+ (xalp) + DG ()P (G5 = 1)6p(25 = 2) = p DG (45 — 2)G, (25 — 1)
' H L(3s—2,x4,p)
20 p(8 = 1)Gp(28 — DL(s — 1, x4, p) L(25 — L, x4, p)

(s = ¢ — DE(s — 1, xa) L2 — Lxa)
L(3s —2,x4) ’

donde L(s, x4) es la serie L asociada al caracter x4 y L(s, x4,p) es su factor local en p. Resulta
entonces que la abscisa de convergencia de (g(s) es 2.
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4.4.6. Las funciones zeta de los grupos del tipo Q = p3.

Caq = (21,22, 23,7 ¢ [9,21] = 237, [w3, 1] = [23, 2] = 1

VT = Ty, VLo = xflfb‘gl%’ms = 37,7 =3), q€N.

83 = (T1, T2, 23,7 : [x2,21] = l”gq, (73, 21] = [r3,22] = 1

YT1 = 27, YT2 = $I1x51777$3 = 133’7,’)’3 = l‘§>, qge N.

R = (x1, 20, 23,7 ¢ 22, 21] = x5, (23, 21] = [x3,22] =1

VX1 = TaYT3, YTy = xflxglv,vxg = ZL‘3’Y,’}/3 = $3>, reN,r §é 3N.

Para tales g y 7, los subgrupos de Fitting de &;q, §34 v A son respectivamente N3;, N3; v N;.
Fijemos ¢ e Ny r € Ncon 31r. Sea & €€ {€;q,F;q, R} ¥ denotamos por k a cualquiera de los
ntimeros 3¢g 6 r de acuerdo al caso . Sea e =151 & = €350 6 = R y € = 251 & = §3q. Finalmente,
sea d =181 B =R yd=0en los otros casos. El grupo de holonomia de & es ciclico de orden 3
generado por la clase de . Por (4.2.2), para todo primo p se tiene

Go, () = (=)™ [ Jen " 2leal el
donde T es el conjunto de pares (t,v) € Tr(3,Zy,) X Z3 que satisfacen
tas|ktiitas, (yx¥) 7 Ixbiax¥t € (x®,x", x%), parai=1,2,3, y (¥°x")% € (x*,x*,x%)y .
Luego de algunas simplificaciones, estas condiciones se reducen a

t3s|kti1ta,

111
otttz —tn $t13+kt11 1L —kt11t12+kv2t11—kvzt12—kt11v1+5(t11—t12)
1 2 3

< t1 th Xt3>Z

+e+6(2v1—v
(201-v2) € (xtl xt2 x% )Z,-

P

1 1
too tog—kvaotoo—Otas 3U3_kU1U2_kU2%—k’U U1+
Ty7x3 » T3

Usando (4.2.3, (v)), estas condiciones se transforman en
(1) taslktiitas

(2) t11] — t11 + ti2

(3) to| Dtz

(4) t33’t t11t12+t12t + 2t1111t12t + k t11+t12(7t1t1$t12 + l)tntlg + k(—tu + tlz)tu + ktntll 1

t11t22 11
ktiitia + kvatiy — kvatio — ktiivr + 0(t11 — ti2).
(5) ti1]tae
(6) toa] — 75111512

(7) t 3|t11+t12 tog — tﬂtm + Lkl (t22 + 1)t11t12 — kvotog — dtan

t11 t11 2t11 VM1



83 4.4. Calculo de las funciones zeta de los grupos almost-Bieberbach de dimensién 3

(8) t33’3'U3 — kvivg — kvio v22+1 — kvlvlTH — kvivg + €+ 5(21)1 — Ug)

Supongamos que p = 3. Si k = 3¢ entonces (8) dice que t33 € Z3, y si k = r (en cuyo caso 6 = 1)
entonces, analizando los residuos mod 3 de r, v; y va, obtenemos que 3vs — rvive — rvg ”2;“ L_
rvl%—ﬂ + 14 2v; — v9 no es divisible por 3; por lo tanto, (8) se transforma en t33 € Z,,. Luego,
en cualquier caso podemos asumir que t33 € Zj y eleminiar entonces (4), (7) y (8). Consideremos

ahora dos casos

Caso 1: taaltia. Es facil ver que (2), (3), (5) y (6) pueden reemplazarse por |ti1| = |taa] > |t12].
Calculamos la integral usando (4.2.4) con Dy = {(t11,t92,t33) € Z3 : v(t11) = v(t2a), t33 € Z3} y las
variables t11, ta2, t33;t12, de modo que Ej es la condicion too|t12. La integral sobre D; = Dy x Ej
se reduce entonces a

(=307 [ Pl eal"du = (1 =37 2 5(s = 2,5 - 2)
v(tn):z}(tgg)
= (3(2s — 2)
Caso 2: tag t t12. Se sigue facilmente de (2) y (3) que [t11] = |t12] > |t22| v reciprocamente esta

condicion implica (2), (5) y (6). Luego podemos reemplazar (2), (5) y (6) por [ti1] = |ti2] > [t22].
De esto y de la condicion (3) se sigue que 2—? es solucion de 22 —z +1 =0 mod 3. Como la tinica
solucion de tal ecuacion es 2 entonces se tiene que t19 = (2 + 3t)t;; para algin ¢ € Zs, es decir,
3t11]t12 — 2t11. La condicion (3) se reescribe como tao|(3 + 9t +9t2)t11, la cual junta con [t11| > |ts]
implican |toa| = |3t11]. Reciprocamente, esto junto con 3t11|t12 — 2t11 implica (3). Es facil ver que
3t11|ti2 — 2t11 también implica |t11| = |t12|. Las condiciones nuevas son entonces [3t11| = |taa| ¥
3t11|t12 — 2t11. Calculamos la integral sobre este nuevo conjunto de condiciones usando (4.2.4) con
Dy = {(tlla too, t33) S Z% 1 t33 € Z§7U(t22) = U(tll) + 1} y las variables t11, too, t33; t12, de modo que
E; es la condicion 3ty|t12 — 2t11. La integral sobre Dy = Dy x Ej se reduce entonces a

(13707 [y = 3703 el el = (1= 37) 2 (5= 35— 1)

tas €Ly
=37(71¢5(25 — 2)
Sumando los resultados obtenidos en ambos casos obtenemos
Go(s) = (1+37C7D)((2s —2) = G3(s — 1.
Supongamos que p # 3. Consideremos dos casos

Caso 1: taaltia. Es facil ver que (2), (3), (5) v (6) se vuelven equivalentes a [t11]| = |ta2]| > |t12].

Como bajo estas condiciones 2“;2% es un entero p-adico, multiplicando el lado derecho de (7) por
2t11—t12

t22 .
forma t33]3t;—; +u(ti1,t22,t12,v1,v2), donde u es una funcion racional que toma valores en Z, si se

y suméandolo al lado derecho de (4), podemos convertir (4) en una nueva condicion de la

verifica |t11| = [ta2]| > |t12], y como ademds en tal caso 3% también es una unidad entonces (4)
se transforma en una condicion de la forma (4’) tss|tas + u'(t11, ta2, t12,v1,v2). Como el coeficiente
de t13 en el lado derecho de (7) también va a resultar ser una unidad si asumimos |t11| = |taa] >
|t12], entonces (7) equivale a una condicién de la forma (77) tas|t1s + w}(t11, t2e, ti2, tes, v1, v2). Las
condiciones resultan entonces

tss|ktiitan, [t11| = |taz|, tazltie, tssltas + u'(t11, tas, tio, v1,v2), tas|tis + u)(t11, taz, tia, tog, v1,v2),

1 1
t33|3U3 — kvivg — kv1a U2;_ — kv ?}1;- — kvivg + €+ 5(2111 — ’U2)
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Calculamos la integral bajo estas condiciones usando (4.2.4) con Do = {(t11, %22, t33) € Z3 : v(t33) <
’U(k) + ’U(tll) + U(tgg),v(tn) = U(tgg)} y las variables tll,t22,t33;tlg,vl,vg,tgg,tlg,’vg, de modo
que E1 es t22|t12, E2 es 1‘@1, E3 es 1‘?}2, E4 es t33‘t23 +u (tu,tQQ,tlg,vl,vg) E5 es t33’t13 +
ul(tll, too, t12, tos, U1, Ug) y Eg es t35‘32)3 — kvivg — kvig 2 2+1 — kuy UH_ —kvivg + e+ (5(2’01 — Ug) La
integral sobre Dg = Dy X Fq X ... X Eg se reduce entonces a

—1\-3 s—2 s—2 s—1
1=r) / (t35) S0 K)oy (t11) oty 11 22l s

vp(t11)=vp(t22)

=(1-p 2Ly W(s -2, 2,5 - 1)
= G (5)(G25 — 2) — po G, (45— 2))

Caso 2: tog 1 t12. Es facil ver que (2), (3), (5) y (6) son equivalentes a la condicion (3) junta
con [t11| = |ti2| > |t22]. Ahora la condicion (3) equivale a que %—f es solucion de 22 — 2z + 1 =
0 mod if—f Como la ecuaciéon 22 — 2 +1 = 0 mod p tiene solucién si y sélo si p = 1 mod 3
entonces vamos a asumir que este es el caso. Por el lema de Hensel, existen «, 8 € Z, tales que

2_24+1=(z—a)(zr—p)yademas ay (3 son las tnicas soluciones de 22 —z +1 =0 mod p"
para todo n > 1. Luego (3) parte el dominio de integracion en dos casos: (a) 2—? 2—? —ay (b)
% 2—3 — By estas condiciones no pueden satisfacerse simultaneamente. Es facil ver que cualquiera
de estas condiciones implican [t11]| = [t12] = |2t11 — t12] = |[t11 + t12]. Supongamos ahora que se
satisface (a) o (b) y la condicién |t11| > |tee|. Multiplicando el lado derecho de (4) por Qtltfiftw,
el cual es un entero p-adico por las hipotesis asumidas, y sumando esto al lado derecho de (7),

obtenemos una nueva condicién (7’) que no involucra a t13. Mas aun, el coeficiente de to3 en

12, —t11t19+t3 3 t11+t 3t : :
? 11 12 22 11 12 11 ?
el lado derecho de (7’) resulta ihe o, O = g, v oast (T7) tiene la forma

t33|%11 H—t93 + u(ti1, ta2, t12, v1,v2) donde u es una funcién racional que toma valores en Z, bajo
las condiciones asumidas. Como 2t3 U— resulta una unidad, (7’) se transforma en una condicion
de la forma t33|tes + u'(t11, t22, t12, V1, ’U2) De manera analoga, (4) se transforma en una condicion
de la forma t33|t13 + w1 (t11, tag, t12, v1, U2, t23). Luego el nuevo conjunto de condiciones, por ejemplo

en el caso (a), resulta

tsslqtintan, |t11] > |taal, tealtia — atiy, tss|tas + u'(t11, tas, ti2, v1,v2), tas|tiz + ui(ti, tas, tia, v1, V2, tas)
v +1 v1 +1
— k’Ul

t33|31)3 — kvivg — kv — kvivg + €+ 5(21)1 — ’02)

Usamos (4.2.4) para calcular la integral bajo estas condiciones con Dy = {(t11,t99,t33) € Zg :
U(tgg) < U(k) + U(tn) =+ ’U(tgg),’v(tn) = ’U(tgg)} y las variables t11,t22,133; t12, V1, U2, 23, t13, U3, de
modo que Fq es t22|t12 — atyy, Fo es 1|2}1, FE3 es 1|UQ, FEy es t33|t23 + Ul(t11,t22,t12,1}1,1}2), FE5 es
tas|tiz+ui(ti1, taz, tia, v1, V2, ta3) ¥ Eg es tg|3vs—kviva—kvio 2 —kvy U5 — kvyvo+e+6(2v1 —v2).
La integral sobre Dg = Dy X Eq X ... x Eg multiplicada por 2 (pues en el caso (b) daria lo mismo)
se reduce entonces a

13 s—2 s—2 s—1
20=p7) ﬁp(tm)évp(k)-*-%(tn)+Up(t22) a2l o™y

v(t11)<v(ta2)

= (1 —p )PP —2.5-2,5-1)
= 26,(s)p~ (G5 — 1)¢p(25 — 2) — p 5@ @D+ (45 — 2) ¢, (25 — 1))
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Para expresar la suma de ambos casos usamos el caracter de Dirichlet x3 : N — Z definido por
x3(n)=1sin=1 mod 3, x3(n) = —1sin=2 mod 3y x3(n) en los otros casos. El resultado es

Cq?p(s) = Gp(5)(Gp(2s — 2) — p P @HIC (45 — 2)) 4
(1 4+ x3() G ()™ 7V (Gols = 1)Gp(25 — 2) — p~ (P DF2)( (s — 2)¢ (25 — 1)),

Cuando p t 3k, la expresion anterior se escribe de la siguiente forma mas simple

1 — x3(p)p~*—2
(1 —p=C=D)(1 = p= =) (1 = xa(p)p~ D) (1 — x3(p)p~ 2~ V)

Estas ultimas funciones zeta locales satisfacen la siguiente ecuacion funcional

(g, (s) =

g, ()lpop-1 = (—1)3P_35+2X4(P)C@p(8)-
El producto de Euler de todos los factores locales es

Gols) = Gols = 1) T Gls) [(G(25 = 2) —p DG (45— 2))+

p#3,plk
(14 x3(p) P~ (Gols = 1)Gp(25 — 2) = p DG (45 — 2)G,(25 - 1))

H L<38_27X4ap)
ol Cp(s —1)Cp(25 = 1)L(s — 1, x3,p)L(25s — 1, x3,D)

(s = 1¢@s — DE(s — 1, xa) (25 — L xo)
L(3s —2,x3) ’

donde L(s, x3) es la serie L asociada a x3 y L(s, x3,p) su factor local en el primo p. La abscisa de
convergencia de (g(s) resulta igual a 2.

4.4.7. Las funciones zeta de los grupos del tipo @ = p6.

Coqg = (T1, T2, 23,7 : [x2, 1] = xSq, (3, 21] = [23,22] =1

YTl = 2172, Y2 = 7] Y, Y23 = 237,7° = 23), ¢ €N,

S6q+da = (T1,T2,73,7 : [12,21] = mgq+4

Y1 = 21727, Y2 = ] Y, Y23 = 237,7° = 23), g €N,

,[.%'3,.%1] = [373,1’2] =1

Roq = (@1, 22, 23,7 : [£2,21] = mgq, [3, 1] = [23,22] = 1

YTl = 21727, Y2 = 7] Y, Yas = 237,7° = 23), ¢ €N,

6q+2

Neg+2 = (T1, T2, 23,7 : [x2, 1] = 25", (23, 21] = [x3,22] =1

Y1 = 21727, Y2 = 7] Y, Y23 = 237,7° = 23), g€ N.
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Sea g € N. Sea & € {€¢q, S6q+4> R6q+4> D6g+21 ¥ para tal & sea k = 6¢,6q + 2 6 6¢ + 4 de acuero al
caso. El subgrupo de Fitting de & es entonces Ny = (x1,x2,x3) y el grupo de holonomia es ciclico
de orden 6 generado por la clase de . Por (4.2.4), para cada primo p se tiene

Co,(5) = (1—p 1) / 1012 a3 [t
T

donde 7 es el conjunto de pares (t,v) € Tr(3,Zy,) % Z3 tales que

tag|ktirtan, (yxV1) " IxbigxVt € (xb, xt2 x* #)z, parai=1,2,3.(yx" 10 e (xb xt ,x%) g
Luego de algunas simplificaciones, estas condiciones se reescriben como

tas|kt11ta2

tio —ti1+t12 ti13tktio(tia+1)—kti1ti2—kvatio—kt11v1+kti2v1 t1 to
x? Tq € (x",x" x")y
t 6qto2(toa+1)—6quat 6qtoov 14+6v3—kv1 (3v1+3)—kva(3v2—3
xti”x;”x;ﬁ gtz (ta+1)—6quataa+6qtas L s 3—kv1 (3v1+3)—kva2 (3v2—3) c <Xt1 Xt2 «t3 >Zp

Usando (4.2.3), estas condiciones se transforman en

(1) t33lktirton
(2) t11]ti2

t2,+t2, —t11t12
(3) tzg’— 12 115111

(4) t33|Mt + (1= B2y g+ B02(H2 4 1)ty 81y — ko (—t11 +t12) + ktio(tia+1) — ktiitia —

t11t22

kvatia — kt11v1 + kti1av1
(5) t11]t2e

(6) too| — 22815 + too

t11

(7) t33|t12 togz — L t13 + 5%(@ + 1) - k‘t%Q + k?tzg(tgg + 1) - k‘Ugt22 + k‘tzgvl

t11 t11

(8) t33|€ + 6wz — kvp (3U1 + 3) — /{TUQ(?)’UQ — 3).

Si p =2 6 p = 3 entonces la condicion (8) implica que t33 debe ser una unidad y las condiciones
(2), (3), (5) v (6) son equivalentes a las correspondientes en el calculo de las funciones zeta de los
grupos del tipo Q@ = p4d y Q = p3 en (4.4.5) y (4.4.6). Los resultados son entonces los mismos, es
decir

(g, (8) = C2(25 = 2) y (g, (s) = Ga(s — 1).

Supongamos ahora que p # 2,3. Consideremos dos casos Caso 1: taslt12. En este caso, es fa-
cil ver que las condiciones (2), (3), (5) y (6) son equivalentes a |t11| = |ta2] > |ti2|- Podemos
multiplicar el lado derecho de (7) por % y sumarlo al lado derecho de (4) para asi reem-

plazar (4) por una condiciéon que no involucra a la variable t13. El coeficiente de t23 en esta nueva
. o 2, +t2 —tint —
condicion serd -2 tﬁtm“ 2+ t“tmtmz—f = g; y por lo tanto esta condicion sera de la forma (4)

tgg\il—ltzg + u(t11, t22, t12,v1,v2) donde u serd una funciéon racional con valores en Z, si se satis-
face |t11] = |taa] > |ti2|. Mas aun, si se satisface |t11| = |taa] > [t12]| entonces (4’) equivale a
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tas|tes + %U(tn,tgg,tlg,vl,’l)g). De manera anéaloga, podemos reemplazar a (7) por la condicion
que se obtiene multiplicando el lado derecho por —Z—f y, por lo tanto, (7) es equivalente a una
condicion de la forma t33|t13 + %u’(tn, tog, 33, t12, U1, V2, t23) donde v’ es una funcion racional que

toma valores en Zj, si se satsiface |t11] = |t22| > |t12]. Las nuevas condiciones resultan entonces

too
tas|ktiitog, [ti1] = |taa], toolti2, tss|tes + EU(tn,tm,tlz,m,Uz)’

tog
t3s|tiz + aul(tn,tm,t%,tm, U1, 2, t23), tagle + 6uz — kvi(3v1 + 3) — kva(3v2 — 3).

La integral se calcula como en el caso 1 cuando p # 2 en (4.4.5). El resultado es

(1) [ 10l 2l 2l s = G (5)(Gy(25 — 2) = p 394G 45 — 2)

[t11]=[t22]

Caso 2: tog 1 t12. En este caso (2),(3),(5) y (6) son equivalentes a la condicién (3) junta con
[ti1] = |ti2| > |t22]. Vimos en el caso 2 cuando p # 3 en (4.4.6) que esto puede satisfacerse solo
cuando p =1 mod 3. Ademsés, en tal caso la condiciéon (3) se divide en dos casos: (a) tes|t12 — ates
y (b) taaltia — Bta2, donde a y B son las raices de 2 — x + 1, y que estas dos posibilidades no
pueden darse simultdneamente. Més ain, si se verifican algunas de estas dos condiciones entonces
se satsiface [t;1| = |ti12|. Finalmente, al igual que en el caso 2 cuando p # 3 en (4.4.6), se obtiene
que, por ejemplo en el caso (a), las condiciones se vuelven equivalentes a

t3s|qtiitas, |ti1] > [toa], toaltiz — ati1, tssltes + ulti, o2, t12, v1,v2), tasltis + u'(t11, t22, t12, v1, V2, t23)
t33|€ + 6vg — kv (3111 + 3) — k"Ug(3U2 — 3),

donde u y «’ son funciones racionales que toman valores en Z, cuando se satisface [t11] > [taa] ¥
toa|ti2 — atyy, tss|. Luego la integral bajo estas condiciones multiplicada por 2 (pues en el caso (b)
obtendriamos lo mismo) resulta, al igual que en (4.4.6),

2(1—-p~1)~° 11| 2 [to2|* 2 |tss]* =

t33|qti1taz
[t11]>[t22]

2<p(5)p_(5_1)(Cp(5 —1)¢p(2s —2) — p_s(vp(k)+2)<p(45 —2)¢p(2s — 1))
Usamos el caracter de Dirichlet y3 para expresar el resultado final para p # 2, 3:
G, (5) = Go(5)(Gp(25 = 2) — p~*rIHIG (45 — 2))+
(146G V(G — 1625 — 2) — p=* oG, (45— 2)G,(25 — 1))

Cuando p { 6k se obtiene

1 — xs(p)p~®?
(1 —p=G=D)(1 - p=@s=D)(1 — x3(p)p~=D)(1 — x3(p)p~(2s—1)

Estas dltimas funciones zeta locales satisfacen la siguiente ecuacion funcional

(g, (s) =

C@p (3) ‘p—>p*1 = (—1)3P_35+2X4 (p)C@p (3)
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El producto de Euler de todos los factores locales resulta
Co(s) = Ca(25 = 2)Gals = 1) T] Gols) [(Gp(25 = 2) = p~ (0 H0G, (45— 2))+
p#2,3
(1+ X3(p))p_(s_1) (Gp(s = 1)¢p(2s — 2) — p_s(vp(q)+2)(:p(45 —2)Gp(2s — 1))]
L(3s —2,x4,p)
oo g P8~ DGp(28 = DL(s — 1, x3,p) L(25 — 1, X3, p)

(s — 1)¢(2s — )L(s — 1, xa)L(2s — L, x3)
L(3s —2,x3)

cuya abscisa de convergencia es 2.
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