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A Telma y Ondina.
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“Que nada nos limite.

Que nada nos defina.

Que nada nos sujete.

Que la libertad sea nuestra propia sustancia.”
Simone de Beauvoir.
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Resumen

En la primera parte de esta tesis, damos ejemplos, y planteamos algunas preguntas, sobre
extensiones de algebras de Hopf semisimples. Para esto, definimos la nociéon de longitud de un
algebra de Hopf, por ejemplo, que un algebra de Hopf H sea de longitud 1 significa que H es
simple; de longitud 2, que H es una extension de T por K, donde K y T son &lgebras de Hopf
simples. Presentamos ejemplos de dlgebras de Hopf de longitud 2 que no son extensiones abelianas.

En la segunda parte, presentamos ejemplos de algebras de Hopf con la propiedad de Chevalley
dual, o sea, algebras de Hopf cuyo corradical es una subalgebra de Hopf. Para esto, determinamos
todas las algebras de Hopf semisimples Morita-equivalentes a un dlgebra de grupo de un grupo
finito, para una lista de grupos que soportan algebras de Nichols no-triviales de dimension finita.

Palabras claves: dlgebra de Hopf semisimple, propiedad de Chevalley dual.
2010 Mathematics subject Classification: 16W30, 16T05.
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Abstract

In the first part of this thesis, we give some examples of, and raise some questions on, extensions
of semisimple Hopf algebras. For this, we define the notion of length of a Hopf algebra, for example,
a Hopf algebra H has length 1 means that H is simple; of length 2, that H is an extension of T
by K, where T' and K are simple Hopf algebras. We present examples of Hopf algebras of length 2
that are not abelian extensions.

In the second part, we present examples of Hopf algebras with the dual Chevalley property, that
is, an Hopf algebra whose coradical is a Hopf subalgebra. For this, we determine all semisimple Hopf
algebras Morita-equivalent to a group algebra over a finite group, for a list of groups supporting a
non-trivial finite-dimensional Nichols algebra.

Palabras claves: semisimple Hopf algebras, dual Chevalley property.

2010 Mathematics subject Classification: 16W30, 16T05.
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Introduccion

La primera definicion formal de algebra de Hopf fue dada por Pierre Cartier en 1956, bajo el
nombre de hiperdlgebra de Lie, fue inspirada en los trabajos de Dieudonné en grupos algebraicos
en caracteristica positiva. Independientemente, Armand Borel estudié una estructura aniloga en
el contexto de su estudio de la cohomologia de grupos de Lie, estructuras a las que dio el nombre
de algebra de Hopf en 1953, en honor a los trabajos de Heinz Hopf. O sea, por un lado tenemos
la teoria de grupos algebraicos y por otro lado la topologia algebraica, ambas ramas interactian a
partir de los principios de los 60. Con el libro de Sweedler de 1969, esta nocién llega a su madurez
[Sw]. Para més detalles, referimos a [AF]. Ademds de su interés intrinsecamente algebraico, las
algebras de Hopf tienen aplicaciones en muchas areas de la matematica y de la fisica, tales como
teoria conforme de campos, topologia, y dlgebra de operadores. En [Mon2] se pueden encontrar
referencias especificas sobre estos temas.

Un punto de quiebre en el estudio de las dlgebras de Hopf es el famoso articulo [Dx] donde se
discuten las aplicaciones de los grupos cuanticos, introducidos previamente por Drinfeld y Jimbo
inspirados en trabajos de Kulish, Reshetikhin y Sklyanin sobre U, (sl2), particularmente a la ecua-
cién cuantica de Yang-Baxter, que aparece en mecanica estadistica y en modelos completamente
integrables. En [D1] se pone de manifiesto por otra parte la relacién de los grupos cuanticos con la
teoria de deformaciones formales (también llamada cuantizacién por deformacién) de las variedades
de Poisson, en particular de los grupos de Lie-Poisson. Las soluciones de la ecuacién cuantica de
Yang-Baxter que se construyen a partir de los grupos cudnticos estan profundamente relaciona-
das con el polinomio de Jones y su generalizacién el polinomio HOMFLY que sirve para clasificar
distintas clases de espacios topolégicos de baja dimension.

En otra direccion, los grupos cudnticos pequenos en raices de la unidad estan relacionados
con grupos algebraicos en caracteristica positiva (Lusztig); mas generalmente, se ha observado
una relacién entre (ciertas) dlgebras de Nichols de dimensién finita (complejas) y dlgebras de Lie
en caracteristica positiva. En una linea directamente involucrada con el tema de esta tesis, cier-
tas algebras de operadores de vértice, relacionadas con la teoria conforme de campos, admiten
como invariante una categoria de fusién, esto es una categoria tensorial semisimple finita (Zhu,
Huang). Una formulacién anédloga en algebras de operadores es a través de subfactores. Dado que
las categorias de médulos sobre algebras de Hopf semisimples de dimensién finita son de fusion, la
clasificacién de las dlgebras de Hopf semisimples ha suscitado interés entre especialistas en algebras
de operadores de vértice y subfactores.

El problema principal en el cual se encuadra esta tesis es la clasificacién de las algebras de
Hopf de dimensién finita sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado de caracteristica cero. Se
consideran diferentes clases de algebras de Hopf, las semisimples y las no semisimples. Cudndo se
quiere clasificar, los ejemplos son extremadamente importantes. Los primeros ejemplos de algebras
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de Hopf semisimples son el algebra de grupo kG de un grupo finito Gy su dual, el algebra de
funciones en G. De hecho, el dual de un algebra de Hopf de dimensién finita es nuevamente un
algebra de Hopf. Andlogamente a los grupos, una extension de algebras de Hopf de dimension finita
k — A — C — B — k puede ser descrita por el espacio vectorial subyacente A ® B, con acciones,
coacciones y cociclos. Ademas, C' es semisimple siy sélo si Ay B son semisimples. Un caso particular
son las extensiones abelianas k — k& — C — kF — k que estdn totalmente determinadas por
(F,G) con acciones mutuas y cociclos compatibles. Otra forma de construir &lgebras de Hopf a
partir de ejemplos conocidos es via deformaciones de la multiplicacién o de la comultiplicacion.
Exploramos todas estas construcciones en el Capitulo [3| Por lo que conocemos, todos los ejemplos
de algebras de Hopf semisimples surgen de las algebras de grupos por las construcciones anteriores.
Esto fue probado en [N6, N7] para dimensiones pequeias y en [ENOI] para p%q®, pgr, donde p,
q y r son primos. En el caso de las dlgebras de Hopf no semisimples, uno puede mirar aquéllas
cuyo corradical es una subdlgebra de Hopf y por lo tanto, semisimple. Entre éstas, la clase mejor
entendida es la de las dlgebras de Hopf punteadas, o sea, cuyo corradical es un algebra de grupo.
La clasificacién de las algebras de Hopf punteadas con G abeliano esta cerca de ser completada y
hay progresos en el caso no abeliano. Otra clase son las copunteadas, cuyo corradical es k&.

El trabajo [A2] presenta lo que se conoce hasta la fecha sobre la clasificacién de las &lgebras
de Hopf sobre un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero. Sobre la clasificacion de
las dlgebras de Hopf de dimensién pequeiia, en [BG|] hay una tabla con el estado de la clasificacion
hasta dimension 100, por ejemplo la clasificacién de las algebras de Hopf semisimples de dimension
24 es un problema en abierto.

El Capitulo 4 contiene los resultados del trabajo [AM]|. La categoria de representaciones de un
algebra de Hopf semisimple tiene una estructura muy rica — es una categoria de fusién. Uno de
los enfoques mas fructiferos para abordar los problemas de clasificaciéon de las algebras de Hopf
semisimples es a través de categorias de fusién. Pero la nocién bésica de extensién no es categorica,
al menos de una manera directa. Aqui exploramos la nocién de extensién. Primero, proponemos
una definicién de series de composicién de algebras de Hopf.

Definiciéon 1. Sea H un algebra de Hopf de dimensién finita. Una serie de composicion $ de H
es una sucesion de algebras de Hopf simples )1, ..., £, obtenidas recursivamente como sigue.

= Si H es simple, entonces tenemos n =1y $H; = H.

= Si H no es simple, entonces existen A <t H, A # k, H, y series de composicién 2y, ..., Ay,
Bi,...,B;, de Ay B = HJ/A respectivamente, tales que n =m+1y

i =2, 1<i<m Hi=Bi_m, m+1l<i<m+l.

Las algebras de Hopf simples $1, ..., , son los factores de la serie ) y n es su longitud.
Después de compartir esta definiciéon con S. Natale, ella la utilizé6 para demostrar el Teorema de
Jordan-Holder para dlgebras de Hopf de dimensién finita.

Teorema 2 ([N2, Theorem 1.2]). (Teorema de Jordan-Hélder para dlgebras de Hopf de dimension

nita). Sean H1,...,9, yH, ..., N, dos series de composicion de un dlgebra de Hopf de dimension
1 m
nita H. Entonces existe una biyeccionv : {1,...,n} — {1,...,m} tal que $H; ~ . como dlgebras
ita H. Ent st biyeccio 1 1 tal que $ ﬁ;j(l) ilgeb
de Hopf.
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El Teorema [2] muestra que el estudio de las algebras de Hopf simples semisimples constituye
un paso fundamental en la clasificacién de las dlgebras de Hopf semisimples. Usamos los ejemplos
de algebras de Hopf simples semisimples conocidos (twists de dlgebras de grupo o sus duales) para
construir ejemplos explicitos de algebras de Hopf de longitud 2, que no son extensiones abelianas.

Proposicion 3. Supongamos que

i) G es un grupo simple no abeliano;
ii) (kN)? es un dlgebra de Hopf simple;
it7) si C <N es abeliano, entonces C = {e} (en particular N no es abeliano),

i) J es un twist no trivial.
Entonces H = (kN)? x kY tiene longitud 2 y no es una extension abeliana.

Después listamos familias de ejemplos que satisfacen las hipotesis, ver la Seccién

El Capitulo |5| contiene los resultados del trabajo [AGM]|, donde damos ejemplos explicitos de
algebras de Hopf con la propiedad de Chevalley dual. Un algebra de Hopf tiene la propiedad de
Chevalley dual si el producto tensorial de dos comoédulos simples es semisimple, o equivalente-
mente si su corradical es una subdlgebra de Hopf. Este tipo de algebra de Hopf es interesante
por muchas razones, entre ellas la estrategia para su clasificacién alude al Método de Levante de
Andruskiewitsch-Schneider [AS]. Pocos ejemplos fuera de la clases de las dlgebras de Hopf punteadas
y copunteadas son discutidos en la literatura [CDMM, [Mo].

Dos categorias de fusion C y D se dicen Morita-equivalentes si D es equivalente como categoria
tensorial a la categoria de endofuntores de una categoria C-moédulo indescomponible. Dos algebras de
Hopf semisimples K y H se dicen Morita-equivalentes si Rep K y Rep H lo son. Se sabe que C y D son
Morita-equivalentes si y sélo si sus centros de Drinfeld son equivalentes como categorias tensoriales
trenzadas [ENOIT, Theorem 3.1]. En particular, si K y H son Morita-equivalentes, entonces sus
categorias de modulos de Yetter-Drinfeld son equivalentes como categorias tensoriales trenzadas y
por ende las algebras de Nichols sobre una de ellas se corresponden biyectivamente con las algebras
de Nichols sobre la otra.

Para construir ejemplos de dlgebras de Hopf con la propiedad de Chevalley dual, se construyen
algebras de Hopf H Morita-equivalentes a algebras de grupo kG, donde G es un grupo finito tal
que conocemos modulos de Yetter-Drinfeld V' cuya algebra de Nichols ®B(V) tiene dimensién finita.
Hay ejemplos de tales grupos en la literatura, ver Tabla[I]

Sea GG un grupo finito. La caracterizacién de todas las algebras de Hopf semisimples Morita-
equivalentes a kG sigue de [O]. Sean F,T' < G tales que G = FT'—pero F'NT no es necesariamente
trivial. Dado un par adecuado (a, ) € H?(F,k*)x H*(T',k*), cf. Deﬁnicién correspondiente-
mente existe un dlgebra Hgﬁ (F,T) tal que Hgﬁ (F,T) ~Mor kG. La coleccién (F, «, T, 3) es llamada
dato grupo-teorético para GG. Estas son todas las algebras de Hopf que provienen de los funtores de
fibra de todas las categorias de fusién Morita-equivalentes a vece [O], por lo tanto todo H ~pjor kG
es de esta forma. Ver para mas detalles. Notamos que sin embargo decidir cuando dos de estas
algebras de Hopf son isomorfas no es evidente.
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Las algebras de Nichols B(V) dependen esencialmente sélo del espacio vectorial trenzado
subyacente al modulo Yetter-Drinfeld V. No consideramos espacios vectoriales trenzados de ti-
po diagonal—excepto para modulos Yetter-Drinfeld sobre algunos grupos diedrales, ver Tabla en
la Seccién Nos centramos en espacios vectoriales trenzados de tipo pecio (en inglés rack), ver
[AG] o [AFGYV]. Para més ejemplos con espacios vectoriales trenzados de tipo diagonal referimos a
[CDMM, [Mo]. Sea (X,q) un par donde X es un pecio y q un 2-cociclo, sea V' el espacio vectorial
trenzado asociado y supongamos que B(V) es de dimensién finita, cf. [HLV]. Consideramos un
grupo G tal que V es realizado en g;gyp. Entonces calculamos todos los datos grupo-teoréticos
(F,a,T, B) para G. Consecuentemente, H = HEB(F, [) ~mor kG y existe V! € ZYD tal que
B(V') ~B(V), como &lgebras y codlgebras. Resumimos nuestros célculos en la Tabla

Teorema 4. Los nuevos ejemplos de dlgebras de Hopf con la propiedad de Chevalley dual estdn

dados en las Proposiciones[5.2.9, [5.3.3,[5.4.3,[5.5.3,[5.6.3, [5.7.9 y[5.8.5

Tabla 1

(X,q) dimB(V) | Referencia G H ~or kG

(D3, —1) 12 [MS] C3 x Cs | Prop.[5.2.1|
(Qs,2,—1), (Qs5,3,—1) 1280 [AG] C5 %13 Cao | Tablafp.3
(03, -1), (03,x) (04, -1) 576 [FK| M3 S4 Tabla [5.4
(03, -1), (03, x) 8294400 | [FK, [G1,IGQl Ss Tabla 5.5
(T,—1) 72 [G] Ay x Cy | Tablal5.6

(Q7,37 _1)7 (Q7,57 _1) 326592 [Gl] C7 x3 Cy Prop. |5.7.1|

Existen grupos G que admiten un algebra de Nichols de dimensién finita pero no existe H no
trivial tal que H ~)jor KG. Por ejemplo (D3, —1) corresponde a algtiin V' € ﬂg’;‘yp pero H ~ypor kS3
implica H ~ kS3 o k53, Ademas, (Qs2,—1) corresponde a algun V' € ﬁgyp, donde G =
k(C5 x9 Cy); pero H ~yjor kG implica H ~ kG o k€,

En los Capitulos y 3, damos las principales definiciones, ejemplos y resultados necesarios
para los Capitulos 4] v bl En el Apéndice listamos los programas en GAP utilizados para hacer
algunas cuentas en el Capitulo

XVI



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo daremos definiciones y resultados basicos sobre la teoria de dlgebras de Hopf y
también sobre cohomologia de grupos, que utilizaremos en los capitulos siguientes. Las referencias
principales para algebras de Hopf son [DNR] [Kal, Monl, [R1l [Scll [Sw] y para cohomologia de grupos
[Br], [Y2, Appendix A] y [EGNOI 1.7].

A lo largo del trabajo consideramos un cuerpo k algebraicamente cerrado de caracteristica cero.
Todos los productos tensoriales y espacios vectoriales son sobre el cuerpo k, a menos que se diga lo
contrario. Denotamos por 1 el elemento identidad de un grupo. Si n € N, entonces C,, es un grupo
ciclico de orden n escrito multiplicativamente. Denotamos por D,, el grupo diedral de orden 2n. Si
G es un grupo finito, entonces G = Homgrupos (G, k™). La notacién F' < G significa que F' es un
subgrupo de G, y F' <1 G significa que F' es un subgrupo normal. Denotamos el centro del grupo
G por Z(G). Si F,F' < G, denotamos el conmutador de F' y F’ por [F,F']. Si > es una accién
de un grupo G en un conjunto F, entonces denotamos por FC el subconjunto de F' de los puntos
fijos por >. Denotamos multiplicativamente los grupos de cohomologia H"(G,k*). Ocasionalmente,
denotamos por la misma letra un elemento en H"(G,k*) y cualquiera de sus representantes. Si
a,b € Z, el minimo comtn multiplo de a y b es denotado por [a,b] y el madximo comun divisor de
a y b es denotado por (a,b). Denotamos por G,, = {z € k* : 2™ = 1}, n € N, y por G/, las raices
n-ésimas primitivas de la unidad.

1.1. Algebras de Hopf

Definicién 1.1.1. Una k-dlgebra es un triple (A, m, u), donde A es un k-espacio vectorial no nulo,
m:A®A— Ay u:k— A son morfismos de k-espacios vectoriales tales que los diagramas

ida ®m

ARARA AR A AR A
uy Wu
m®id 4 m k@A m A@k
R, S <
© A

conmutan, donde id 4 es la identidad en A.
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Mediante la definiciéon de un algebra por diagramas, es posible obtener la definiciéon dual de la
misma cambiando el sentido de las flechas de los diagramas anteriores.

Definicién 1.1.2. Una k-codlgebra es un triple (C,A,¢), donde C es un k-espacio vectorial no
nulo, A: C - C®C ye:C — k son morfismos de k-espacios vectoriales tales que los diagramas

conmutan
A /C\
A id®A k®c A C@k
j&%\ /A£:
C’®CA®idC®C®C’ r-%s]

Las aplicaciones A y ¢ son llamadas comultiplicacion y counidad de la coalgebra C, respectiva-
mente. La conmutatividad del diagrama del lado izquierdo es llamada coasociatividad.

Ahora, presentamos la notaciéon de Heynemann-Sweedler para A. La definiciéon recursiva de la
sucesién de aplicaciones (A, )p>1 es definida como A1 = Ay, paran > 2, A, : C = C®---®C (n+1
veces), tenemos que A, = (A®id"1)A,,_;. La notacién de Heynemann-Sweedler para A se escribe

como A(c) = ¢1 ® ¢, para todo ¢ € C, evitando asi la escritura A(c) = Y ¢; ® ¢;. Inductivamente,
i’j
Ap(c) =1 ® - ®cpt1, Vn > 2. La conmutatividad de los diagramas de la definicién de coédlgebra

se escribe como
Ag(c) =c1, ®c, @ =c1®Cp Qegy =C1 D2 ®@c3 Y

c=c¢(e1)er = cie(er).

Ejemplo 1.1.3. Sea G un grupo y kG el algebra de grupo con base {g}gec. Entonces kG es una
codlgebra con A(g) =g® gy e(g) =1, para todo g € G.

Ejemplo 1.1.4. Sea g un &algebra de Lie. El &dlgebra envolvente U(g) es una coalgebra, donde
Alx)=2®1+1®xy e(r) =0, para todo = € g.

Definicién 1.1.5. Un algebra (A, m,u) es conmutativa si el diagrama

AR A T AR A

ENe

A

es conmutativo, donde 7: A® A — A® A es la funcién dada por 7(a ® b) = b® a.

El dlgebra opuesta de A, AP, es el dlgebra (A, m°P,u), donde m°? = mo 7. Dualmente, se tiene
la definicién de codlgebra coconmutativa.

Definicién 1.1.6. Una codlgebra (C, A, ¢) es coconmutativa si el diagrama

>

ceC cC

es conmutativo. Esto significa que, para todo ¢ € C, A(c) =1 ® ca = TA(c) = ca ® 1.
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Las codlgebras de los Ejemplos y son coconmutativas.

La codlgebra coopuesta C°°P es la codlgebra (C, A®P ¢), donde A°P = 7o A. Dual a la nocién
de morfismo de algebras que también se puede presentar con diagramas, tenemos la nocién de
morfismo de codlgebras.

Definicién 1.1.7. Sean (C,A¢c,ec) v (D,Ap,ep) k-codlgebras. Una funcién k-lineal f : C' — D
es un morfismo de codlgebras si los siguientes diagramas son conmutativos

c—71 .p c ! D
| o

_ k.
C&C——DaD

La conmutatividad del primer diagrama puede ser expresada como

Ap(f(c) = f(eh @ fle)2 = fle1) @ f(e2) = (f @ [)(A(e)), Ve e C.

Definicién 1.1.8. Sea (C,A,¢) una coalgebra. Un k-subespacio D de C es una subcodlgebra si
A(D)C D®D.

Definiciéon 1.1.9. Sea C una codlgebra.

i) Una codlgebra es simple si no tiene subcodlgebras propias y es cosemisimple si es una suma
directa de subcodalgebras simples.

ii) Un elemento de tipo grupo de C es un ¢ € C tal que A(c) = c® cy (c) = 1. El conjunto de
los elementos de tipo grupo de C' es denotado por G(C).

iii) El corradical Cy de C' es la suma de todas las subcodlgebras simples de C.

iv) Una codlgebra se dice punteada si las subcodlgebras simples de C' tienen dimensién 1.

No es dificil probar que en cualquier codlgebra, los elementos de tipo grupo son linealmente inde-
pendientes. Luego si C' = kG entonces G(C) = G. Necesariamente una subcoélgebra de dimension
1 es de la forma kg, g € G(C). Entonces, C' es punteada si y sélo si Cy = kG(C).

Ejemplo 1.1.10. Sea G un grupo. Claramente C' = kG es punteada y Cy = kG.
Ejemplo 1.1.11. Sean g un algebra de Lie y C' = U(g). Entonces Cj = k1.
Definicién 1.1.12. Una filtracion de una codlgebra C' es una familia de subespacios {V,}n=0 de

C que satisface Vo CV; CWV C--- C U V,=Cy A(V,) €31y Vo1 ® V; para todo n > 0.

n=0

Sea C' una coalgebra. Definimos C,, = A™1(C,,_1 ® C + C ® Cp), n = 1. Entonces {Cy,}n>0 es
una filtracién de C, llamada filtracion corradical. Ver por ejemplo [R1l, Proposition 4.1.5].

Definicién 1.1.13. Una filtracion de un dlgebra A es una familia de subespacios {V;,}n>0 de A

que satisface Vo CVi CVo C---C U Vi, = Ay ViViu € Vi, para todo m,n > 0.
n=0
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Definicién 1.1.14. Sean (C, A, ¢) una codlgebra e I un k-subespacio de C. Entonces I es

i) un coideal a izquierda (a derecha) si A(J) CC®I (A(I) CI®C);

ii) un coideal si A(I) CIRC+C®Iye(l)=0.
Sea (C, A, e) una coalgebra. Entonces (C*,m,u) es un algebra. Definimos
mzA*p:C*@C*L(C’@C’)*&C’* y uzs*wzki>k*€—*>0*

donde p : C*®@C* — (C®C)* es la funcién dada por p(f®g)(c®d) = f(c)g(d), para todo f,g € C*,
ce,d € C,y vk = k* es el isomorfismo dado por ¢(«)(8) = af, para todo a, 8 € k. Dada un
algebra (A, m,u), si A es de dimensién finita entonces A* es una codlgebra con A : A* — A* @ A*
y € : A* — k definidas, respectivamente, por

* —1 *
A=plm A" (AQA) L A @A y e=pu': A" k" Sk

donde ¢ : k* — k es el isomorfismo lineal dado por ¢(f) = f(1), para todo f € k*.

Més generalmente, sea C' una coalgebra y A un édlgebra. Entonces Homy (C, A) es un algebra
con el producto de convolucion

(f xg)(c) = fle1)g(e2),

para todo f,g € Homg(C, A), ¢ € C. El elemento unidad es ue. Notemos que C* = Homy(C, k)
como algebra.

Definicién 1.1.15. Una bidlgebra es una coleccion (H, m,u,A,e) donde (H, m,u) es un algebra,
(H,A,¢) es una codlgebra y m,u son morfismos de codlgebras (equivalentemente, si A, e son mor-
fismos de dlgebras). Si ademas la aplicacién id tiene inversa S respecto al producto de convolucién
en el dlgebra Homy(H, H), esto es, S(h1)he = e(h)l = h1S(he), H es llamada un dlgebra de Hopf
y S es llamada antipoda de H.

Ejemplo 1.1.16. Sea G un grupo. Entonces el dlgebra de grupo kG es un algebra de Hopf con la
estructura de coalgebra dada en el Ejemplo v S(g) = g~ !, para todo g € G.

Ejemplo 1.1.17. El slgebra de funciones en un grupo finito G, k&, es un élgebra de Hopf con
base {dg}4ec, donde 64(h) = g p, para todo g,h € G, 5305 = dg, 6g0n = 0si h # g, 1 =3 ¢ dg,
A(dg) = X peq 0z @ 0y-14, €(0g) = 091 y S(0g) = 0g-1.

Las algebras de Hopf kG y k& son llamadas triviales.

Ejemplo 1.1.18. Si H es un algebra de Hopf de dimension finita entonces H* es un algebra de
Hopf.

Ejemplo 1.1.19. Sea g un dlgebra de Lie. El dlgebra envolvente U(g) es un dlgebra de Hopf, donde
la estructura de codlgebra es la del Ejemplo y S(z) = —z, para todo x € g.

Definiciéon 1.1.20. Sean K, H Aalgebras de Hopf. Una aplicacién k-lineal f : H — K es un
morfismo de dlgebras de Hopf si es un morfismo de algebras y de codlgebras.
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Si f: H— K es un morfismo de dlgebras de Hopf, entonces f oS = S o f. Es facil ver que si
G es un grupo finito, entonces k& ~ (kG)*. Toda 4lgebra de Hopf conmutativa es isomorfa a k&
para algin grupo finito G, ver por ejemplo [Scl]. Luego, toda &lgebra de Hopf coconmutativa es
isomorfa a kG para algin grupo finito G.

Observacion 1.1.21. Si dos élgebras de Hopf H y K son isomorfas, entonces G(H) ~ G(K) y si son
de dimensién finita G(H*) ~ G(K*).

Definicién 1.1.22. Sea B una bidlgebra. Un elemento b € B es llamado primitivo si A(b) =
b® 1+ 1®b. El conjunto de todos los elementos primitivos de B es denotado P(B).

Definicion 1.1.23. Una subdlgebra de Hopf K de un algebra de Hopf H es una subdalgebra y una
subcoalgebra, tal que S(K) C K. Denotamos K < H.

Definicion 1.1.24. Un subespacio I de un algebra de Hopf H es un ideal de Hopf si es un ideal,
un coideal y S(I) C 1.
Si H es un &lgebra de Hopf, entonces H+ = ker ¢ es un ideal de Hopf. Si I es un ideal de Hopf

de H, entonces el espacio vectorial H/I tiene una estructura de algebra de Hopf inducida de H.

Definiciéon 1.1.25. Un algebra de Hopf es semisimple si es semisimple como algebra; y es cosemi-
simple si es cosemisimple como coalgebra.

Si H es un dlgebra de Hopf semisimple, entonces H es de dimensién finita [Sw, p. 107].

Teorema 1.1.26 (Larson-Radford). Sea H un dlgebra de Hopf de dimension finita. Son equivalentes:

i) H es semisimple.
it) H es cosemisimple.
iii) S? =id.
Demostracion. Ver [Scll, Theorem 3.14].
O

Ejemplo 1.1.27. Sea G un grupo finito. El 4dlgebra de grupo kG y el dual k¢ son semisimples.

Definicién 1.1.28. Sea (C,A,¢) una k-codlgebra. Un C-comddulo a derecha es un par (M, p),
donde M es un k-espacio vectorial y p: M — M ® C es un morfismo de k-espacios vectoriales tal
que los siguientes diagramas conmutan

M—" M@C M

P id @A P \M®k
MO A

®C—+MeC®C MeE

Dado m € M, escribimos p(m) = m) ® m(y). Andlogamente, definimos un C-comddulo a
izquierda con A : M — C'® M denotada por A(m) = m(_1) @ mg).
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Ejemplo 1.1.29. Toda codlgebra es un comédulo sobre si misma (a derecha y a izquierda) con
p=A.

Ejemplo 1.1.30. Sea G un grupo. M es un kG-comédulo si y sélo si M es un médulo G-graduado.

Observacion 1.1.31. M es un C-comoédulo a derecha si y sélo si es un C*-moédulo a izquierda.
Tenemos que p(m) = m(g) @ my) si y solo si f-m = f(m))m ), para todo m € M, f € C*.

Definicién 1.1.32. Sean H un algebra de Hopf y (M, p) un H-comddulo a derecha (respectiva-
mente, a izquierda), definimos el conjunto de los coinvariantes de H en M por

M©H = {me M:p(m)=m®1} (respectivamente, “HM ={m e M : p(m) =1 m}).

Dado un morfismo de algebras de Hopf 7 : H — K, entonces H es un K-comédulo a derecha
(respectivamente, a izquierda) con p = (id ®7m)A (respectivamente, p = (7 ® id)A). En este caso,
al conjunto H°K también lo denotamos H.

Definicién 1.1.33. Sean C una k-codlgebra, (M, p) y (N, ¢) dos C-combdulos a derecha. Una
funcion k-lineal g : M — N es un morfismo de C'-comddulos si es conmutativo el diagrama

M 9 N

M&C N®C.

g®id

1.2. Cohomologia de grupos

Recordamos las definiciones bésicas de cohomologia de grupos que serdn utilizadas en lo que
sigue, sobre todo para fijar notacion. Sea R un anillo. Un complejo de cadenas sobre R es un par
(Cs,d) donde Co = (Cp,)nez es una familia de R-médulos y d = (d,, : Cp, = Cp—1)nez es una familia
de homomorfismos de R-médulos tal que d, od,+1 = 0. El mapa d es llamado operador borde de Cl.
Definimos los n-ciclos Z,(C,), los n-bordes B, (Cs) y la homologia H,(C,) por Z,(Cs) = kerd,,
B(Ca) = Tmdy i1 ¥ Ha(Ca) = Za(Ca)/Bu(Ca).

Una cocadena compleja sobre R es un par (C*,d) donde C* = (C"),cz es una familia de R-
moédulos y d = (d" : C;, = Chy1)nez es una familia de homomorfismos de R-médulos tal que
d"™! o d® = 0. El mapa d es llamado operador coborde de C'*. Definimos los n-cociclos Z™(C*®), los
n-cobordes B"(C*®) y la cohomologia H™(C*®) por Z"(C*®) = ker d"**, B*(C*) = Imd" y H"(C*) =
zZ"(C*)/B™(C*).

Sea

0 0

Cy Cy Co Z 0 (1.1)

una resolucion proyectiva del G-médulo trivial Z, i. e., una sucesién exacta en que cada médulo es
proyectivo. O sea, (Ce,d) es una cadena compleja de ZG-mddulos. Sea A un grupo abeliano con
una G-acciéon. Entonces (Homg(C,, A),d = Homg(0, A)) es una cocadena compleja

0 — Homg(Z, A) —= Homg(Cy, A) —= Homg(Cy, A) —2> Homg(Ca, A) —= - . (1.2)
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Para cada n > 0 los grupos de cohomologia son definidos por

H™(G, A) = H"(Homg(C., A)).

En general, usamos la resolucién libre estdndar (o Bar), donde

Cn = @ Z(go, -+, 9n)

90,91, ,gn€G

es un Z-médulo libre con G-accién definida por

9905+, 9n) = (990, ,99n)-

El operador de borde 0 es definido por

8n(90)glv to 7gn) :(90917927 T 7gn) - (90791927 T 7gn)+
A (=1 g0, s gn19n) + (1) (90,7 » Gn1)-

Tenemos un isomorfismo v, : Homg(Cp, A) — Fun(G", A) dado por v,(h)(g1, - ,9n) =
h(1,91,-- ,9n), y los mapas d* = Homg(0,A) : Homy(Cp—1,A) — Homg(Cy, A) a menos de
esta identificacién son

d*(f)(g1, - 9n) =91 f(92,- - s gn) — (9192, -, gn)+
e (—1)n_1f(91> o gn—19n) + (=1)" (91, , Gn—1)-

Denotamos el complejo por C" = C™(G, A) := Fun(G", A). Notemos que H°(G, A) = A% los
G-invariantes en A. El siguiente teorema sera 1til para probar el lema que sigue.

Teorema 1.2.1 (Teorema de los Coeficientes Universales). Consideramos una resolucion libre

(1.1). La sucesion
0 —> ExtL(Hy 1 (F), A) — H™(G, A) —L> Hom p(H,(F,), A) —> 0,
donde h([w])([o]) = w(0o), es exacta. O

Si0 — L — M — N — 0 es una sucesion exacta de ZG-mdbdulos, entonces la sucesion
0—L¢ - M9 = N¢ X8 HYG, L) - HYG, M) — HY(G,N) & H*(G,L) — - --

es exacta. Los mapas §, son llamados los homomorfismos de conexrion y pueden ser obtenidos del
lema de la serpiente. Sean Goo = U, ey Gn y Oty, respectivamente 2Aby, la categoria de grupos
finitos, respectivamente grupos abelianos finitos.

Para hacer calculos de cohomologia con determinados grupos, hemos usado el paquete HAP del
GAP, ver el Programa [3| del Apéndice. Pero este paquete calcula cohomologia con coeficientes en Z
y como a nosotros nos interesan coeficientes en k*, tenemos el siguiente lema.

Lema 1.2.2. Existe un isomorfismo natural entre los funtores

H"(,k*), H"™(,Z): Bt; — Abs, n € N.
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Demostracion. Sea G un grupo finito. Por el Teorema H"(G,G) = H"(G,k*), i. e. para
todo n > 0 todo n-cociclo con coeficientes en k* es equivalente a algiin n-cociclo con coeficientes
en Go. Esto define un isomorfismo natural H"(_,G) ~ H"(_,k*). Como H"(G,Q) = 0 para
todo n, y usando la sucesion exacta 0 — Z — Q — Gy — 1, el homomorfismo de conexién
§n t HY(G,Gs) — H™ (G, Z) define un isomorfismo natural entre H"(_, Goo) ~ H" 1 (_,Z). Por
lo tanto H"(_,k*) ~ H"(_,G) ~ H"(,Z). O



Capitulo 2

Categorias tensoriales

En este capitulo vemos definiciones, ejemplos y resultados de categorias tensoriales necesarios
para lo que sigue. También introduciremos las nociones de categorias trenzadas y médulos Yetter-
Drinfeld. Después estudiamos las categorias médulo sobre una categoria tensorial. Las referencias
bésicas para categorias tensoriales y categorias médulo son [EGNO) [ENOL M1l [Mo2] y también
resultados o definiciones especificos de [AGL [AG2, [GIV] y [ENO2| [GP, Na, [O].

2.1. Categorias abelianas

Definiciéon 2.1.1. Una categoria C se dice aditiva si C posee un objeto cero 0 € C tal que
Hom¢(0,0) = 0, para todo X, Y € C, Home(X,Y') es un grupo abeliano, la composicién de morfis-
mos es bilineal, es decir, para cada f, f': X =Y, 9,9 :Y — Z,

go(f+f)=gof+gof (9+g)of=gof+gof,
y todo par de objetos posee suma directa.

Definicion 2.1.2. Una categoria C se dice abeliana si

i) C es aditiva;

ii) todo morfismo en C posee niicleos y conticleos;

iii) todo monomorfismo es el niicleo de su conticleo y todo epimorfismo es el conticleo de su nicleo;

iv) todo morfismo f en C se factoriza como f = am donde o es un monomorfismo y 7 es un
epimorfismo.

Definiciéon 2.1.3. Sea C una categoria aditiva. Un objeto distinto a cero S de C se dice simple si
todo subobjeto de S es isomorfo a 0 o a S.

Definicién 2.1.4. Un morfismo f : M — N en una categoria C se dice esencial si es un epimorfismo
y para todo morfismo g : L — M tal que f o g es epimorfismo entonces ¢ es epimorfismo. Un
cubrimiento proyectivo de un objeto M de C es un par (P, f) donde f : P — M es esencial y P es
un objeto proyectivo.
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Definicién 2.1.5. Una categoria abeliana C se dice k-lineal si Hom¢(X,Y') es un k-espacio vectorial
para todo par de objetos X,Y y la composicién es k-bilineal. Una categoria abeliana k-lineal C se
dice finita si todo objeto de C posee longitud finita, dim(Hom¢(X,Y)) < oo para todo X,Y € C,
todo objeto simple de C posee cubrimiento proyectivo y la cantidad de clases de isomorfismos de
objetos simples es finita.

Para la definicién de longitud de un objeto en una categoria abeliana, ver [Mo2, 2.8.2].

Ejemplo 2.1.6. Sea A una k-algebra. La categoria A-Mod de los A-médulos a izquierda es abeliana
k-lineal.

Sean C, D dos categorias aditivas (k-lineales). Un funtor F' : C — D se dice aditivo (k-lineal) si,
para todo X,Y € C, la funcién Fxy : Home(X,Y) = Homp(F(X), F(Y)) dada por f — F(f) es
un homomorfismo de grupos (es k-lineal).

2.2. Categorias monoidales

Definicién 2.2.1. Una categoria monoidal es una coleccién (C,®,a,1,l,7) donde C es una ca-
tegoria, ® : C x C — C es un funtor, 1 es un objeto de C, para todo X,Y,Z objetos de C,
axyz  (X®@Y)®Z - XY ®2),Ilx :19X - Xyrx : X®1 = X son isomorfis-
mos naturales, sujetos a los siguientes axiomas:

i) Axioma del Pentdgono: el diagrama

(X®Y)®Z)eT

XoYe2)eT (X®Y)®(ZeT)

X® (Y ®((ZaT))

aX,Y®Z,T\L

Xo(Y®Z)aT)

id®ay,z,T

conmuta,

ii) Axioma del Tridngulo: el diagrama

(X®1)eY ey X®(1eY)
X®Y

conmuta.

Ejemplo 2.2.2. Sea (C,®,a,1,l,7) una categoria monoidal. La categoria C™¥ = (C,®"",a"",

. . c e -1
1,1,7) es una categoria monoidal, donde X @Y =Y ® X y la asociatividad es aggvx 7z =0zyx-
Algunas referencias llaman a esta categoria la opuesta de C, pero usamos “opuesta” en otro contexto.
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Ejemplo 2.2.3. La categoria de k-espacios vectoriales Vec es monoidal con el producto tensorial
sobrek, axyz((z®y)®z2) =2 (y®z),1 =k, Ix k@ X —- X, rx : X®k — X los isomorfismos
canénicos, para todo X,Y, Z espacios vectoriales y x € X, y € Y, 2 € Z. Denotamos la categoria
de los k-espacios vectoriales de dimensién finita por vec.

Ejemplo 2.2.4. Sea H una bidlgebra sobre k. La categoria de los H-médulos a izquierda es
monoidal con el producto tensorial de espacios vectoriales y V ® W es un H-médulo con accién
dada por h- (v ® w) = hy - v ® hy - w, para todo V,W H-médulos, h € H, v € V, w € W; los
morfismos a, [, r son los mismos de Vec, 1 = k con accién trivial. Denotamos la categoria de los H-
modulos de dimensién finita por Rep H. Anédlogamente, la categoria de los H-comddulos a izquierda
es monoidal y denotamos la categoria de los H-comédulos de dimension finita por Corep H.

Ejemplo 2.2.5. Sea G un grupo finito y sea w € Z3(G,k*). Denotamos por vecg, la categoria
de espacios vectoriales de dimension finita G-graduados, es decir que los objetos son los k-espacios

vectoriales V' de dimensién finita con una G-graduaciéon V = @ V; y los morfismos son trans-
geG
formaciones lineales que preservan la graduacién. vecy, es monoidal con el producto tensorial de

espacios vectoriales y

VeW),= P V.oW, kg = dg,1k,
zy=g
rv(v®1) =w(g,1,1)v, ly(1®v) =w(l,g,g v

avyw((u®v)@w) =w(f,g,h)u® (v w),
para todo U, V,W € vecg, f,g,h € G,uc Ur,veVy, we W

Ejemplo 2.2.6. Si C es una categoria, la categoria de endofuntores End(C) es monoidal con pro-
ducto tensorial dado por la composicién de funtores. Esta categoria monoidal es estricta. El objeto
unidad es el funtor identidad, los morfismos de asociatividad son las igualdades. La composicion
de transformaciones naturales es la vertical: sean F,G,H € End(C), u: F — G, v : G — H trans-
formaciones naturales, entonces vou : F — H estd dada por (vopu)x = vx opux para todo X € C.
El producto tensorial de dos transformaciones naturales es la horizontal: sean F, G, J, H € End(C),
n:F — G, v:J — H transformaciones naturales, von : Jo F — H oG es la transformacion
natural determinada por (v o n)x = vg(x) © J(nx), para todo X objeto de C.

Definicién 2.2.7. Sean C y D categorias monoidales. Un funtor monoidal es una terna (F,n,u)
donde F' : C — D es un funtor, n = 7y y es una familia de isomorfismos naturales nxy : F(X®Y) —
F(X)@ F(Y)yu:F(1) — 1 es un isomorfismo natural tales que los diagramas

FIX®Y)®F(Z
yZ? w
F(X®Y)® Z2) F(Y))® F(Z)
lF(ax,y,Z) laﬂxw(v)ﬂm
FX® (Y ®2) (FY)® F(Z))

my

X)@FY®Z)
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y
FleX)—2XFP1)® F(X) FX®1) 2L F(X)® F(1)
lF(lx) lu@id lF(Tx) iid ®u
F(X) =18 F(X) F(X) < F(X) @1

son conmutativos.

Si (F,n,u), (F',n',u’) son funtores monoidales entre las categofas monoidales C, D, una trans-
formacidn natural monoidal 0 : (F,n,u) — (F',n',u’) es una transformacién natural 6 : F — F’
tal que para todo X,Y € C,

u'fy = u, (0x @ Oy )nxy = NxyOxey.

Una equivalencia monoidal entre dos categorias monoidales C, D es un funtor monoidal (F,n,u) :
C — D tal que existe otro funtor monoidal (F’,7',u’) : D — C e isomorfismos naturales monoidales
0:FoF —idp , 0 : F'oF —ide.

Por el Teorema de coherencia de Maclane toda categoria monoidal es monoidalmente equiva-
lente a una categoria monoidal estricta, o sea, podemos suponer que los isomorfismos naturales de
asociatividad, unidad a izquierda y a derecha son identidades.

Definiciéon 2.2.8. Sea C una categoria monoidal estricta y X un objeto en C. Un dual a derecha
de X es un objeto Y de C munido de morfismosex : Y ® X - 1ycx :1 = X ®Y tales que

(idy ®ex)(cx ®idyx) = idx, (ex ®idy)(idy ®cx) = idy .

SiY es un dual a derecha de X se dice que X es un dual a izquierda de Y. C se dice rigida si todo
objeto de C tiene dual a derecha y a izquierda.

Un dual a derecha (izquierda) es tnico salvo un isomorfismo canénico, luego denotamos Y = X* y
X =*Y.

Ejemplo 2.2.9. La categoria de los k-espacios vectoriales de dimensién finita vec es rigida.

Ejemplo 2.2.10. Sea H un algebra de Hopf con antipoda biyectiva. La categoria Rep H de los H-
modulos de dimension finita es monoidal rigida. Si V' € Rep H, entonces V* = Hom(V,k) € Rep H
con accién dada por (h - «a)(v) = a(S(h)v) y *V = Hom(V,k) € Rep H con accién dada por
(h-a)(v) = a(S71(h)v), para todo h € H, o € Hom(V k), v € V.

Ejemplo 2.2.11. Sea C una categoria. Sabemos que la categoria de endofuntores End(C) es mo-
noidal. Si C es una categoria abeliana (k-lineal), la categoria de endofuntores exactos (k-lineales)
es rigida. Este resultado sigue de que todo funtor exacto posee adjuntos a izquierda y a derecha.

Definicion 2.2.12. Una categoria abeliana se dice semisimple si todo objeto es isomorfo a una
suma directa de objetos simples. El rango de una categoria abeliana k-lineal finita semisimple es el
numero de clases de isomorfismos de objetos simples.

Definicion 2.2.13. Una categoria tensorial finita sobre k es una categoria abeliana k-lineal finita,
monoidal rigida tal que ®, a, I, r son aditivos k-lineales y el objeto unidad es simple. Una categoria
de fusion es una categoria tensorial finita sobre k semisimple.
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Ejemplo 2.2.14. Sea H un &lgebra de Hopf semisimple. Entonces Rep H es una categoria de
fusion.

Consideramos ahora la categoria vecg,. Una categoria es esquelética si no posee objetos distintos
isomorfos. Toda categoria es equivalente a una categoria esquelética. Es conveniente trabajar con la
categoria esquelética equivalente a vecg, que seguimos denotando de la misma forma. Los objetos
simples de vecg, los denotamos por g, g € G. El producto tensorial es definido por g1 ®g2 = g192 y los
isomorfismos de asociatividad w(g1, g2, 93) idg, g.g5- El objeto unidad es 1. Los isomorfismos unidad
a izquierda y a derecha son w(lg,lg,9)idg v w(g,1lq, lg)idy, respectivamente. Como podemos
suponer que los cociclos son normalizados, los isomorfismos unidades a izquierda y a derecha son
los morfismos identidad. Los objetos duales a derecha y a izquierda de g son g* = *g = g~ !. Si G’
es otro grupo y w’ € Z3(G’,k*), entonces vecy, ~ vec“é’, si y sélo si exite un isomorfismo a : G — G’
tal que W’ y w?® := w o a*™ son cohomdlogos.

Ejemplo 2.2.15. La categoria vecy, es una categoria de fusién.

Definiciéon 2.2.16. Si C, D son categorias tensoriales finitas sobre k, un funtor tensorial es un
funtor monoidal F' : C — D aditivo k-lineal.

Sea C una categoria tensorial finita sobre k. Un funtor de fibra F' para C es un funtor monoidal,
fiel y exacto F' : C — vec tal que F(1) = k. Existe una biyeccién entre categorias tensoriales
sobre k munidas de un funtor de fibra (salvo equivalencia monoidal de categorias e isomorfismos de
funtores monoidales) y élgebras de Hopf de dimensién finita sobre k (salvo isomorfismo de dlgebras
de Hopf). Dado F' un funtor de fibra obtenemos un élgebra de Hopf semisimple H := End F tal
que C es equivalente a la categoria Rep H.

Definicion 2.2.17. Sea C una categoria monoidal rigida. Un objeto X en C es invertible si ex :
X*®X > 1ycex:1— X ®X* son isomorfismos. Una categoria de fusién es punteada si todos
los objetos simples son invertibles.

Ejemplo 2.2.18. Sea H un édlgebra de Hopf semisimple. La categoria de H-comoédulos de dimension
finita Corep H es punteada si y sélo si H es coconmutativa. De hecho, Corep H es punteada <
dim V' =1 para todo V un H-comédulo simple < dim H = |G(H)| < H es isomorfa a un dlgebra
de grupo. Luego, Rep H es punteada si y sélo si H es conmutativa.

Ejemplo 2.2.19. La categoria vect (Ejemplo [2.2.5)) es punteada. Toda categoria de fusién pun-
teada es equivalente a una categoria vecg.

Proposicion 2.2.20. El conjunto de las clases de isomorfismo de objetos invertibles en una cate-
goria de fusion C forma un grupo con multiplicacion inducida por el producto tensorial.

Demostracion. Por [EGNO] Proposition 2.11.3], si X,Y son invertibles de C entonces X ® Y, X*
son invertibles de C. O

Ejemplo 2.2.21. Sea H un algebra de Hopf semisimple. Los objetos invertibles en Corep(H) son
precisamente los comddulos de dimensién 1 y el grupo es isomorfo a G(H).
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2.3. La categoria monoidal de bimédulos

Definicion 2.3.1. Un dlgebra en una categoria monoidal C es un objeto A de C con un morfismo
multiplicaciéon m : A ® A — A y un morfismo unidad u : 1 — A tales que los diagramas

(A & A) ®A
A®(A® A) AR A
id ®ml lm
AR A m A
y
1A A®1
o 2
A - A® A A — A® A
conmutan.

Una codlgebra en una categoria monoidal C es un objeto C' de C con un morfismo comultiplicacion
A:C — C®C yun morfismo counidad ¢ : C'— 1 tales que

(Id®A)A = ac,cc(A ®id)A,
lo(e ®id)A =ide = ro(id ®e)A.

Definicion 2.3.2. Sea B un algebra en una categoria monoidal C. Un B-mddulo a derecha es un
objeto M de C con un morfismo p: M ® B — M tal que

p(p®@idp) = p(id @m)an, B, B, p(idp ®u) = ryy.

Sea A un algebra en C. Un A-mdédulo a izquierda es un objeto N de C con un morfismo A : AQN — N
tal que

A(m ®@idy) = A(ida ®N)aa a,n, AMe®idn) = In.

Un (A, B)-bimddulo M en C es un B-mddulo a derecha con una accién p, un A-médulo a izquierda
con una accién A tal que

/\(idA ®p)CLA,M7B = ,0()\ & idB).

Un morfismo de médulos o : My — Ms es un morfismo en C tal que AM(a ® id) = a\. Denotamos
por Cp, 4C, 4Cp a la categoria de B-moddulos a derecha en C, A-médulos a izquierda en C y
(A, B)-bimoédulos en C, respectivamente.

Ejemplo 2.3.3. Sea G un grupo finito y w € Z3(G,k*). Dados F < Gy a € C*(F,k*) un 2-
coborde tal que da = wpxpx . El dlgebra de grupo torcida ko F' es el espacio vectorial subyacente
kF' con multiplicacién = -y = a(x,y)ry, para todo z, y € F. Entonces k,F' es un algebra en la
categoria monoidal vecg. Denotamos la categoria i p(vect )k, r por C(G,w, F, o), esta categoria es
una categoria de fusion.
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Sean C una categoria monoidal estricta y (A, m,u) un élgebra en C. La categoria 4C4 posee
una estructura monoidal con el producto tensorial ® 4, que es el coecualizador de los morfismos
pv @ idy, (idy ®An) : (M ® A) ® N - M ® N, denotado por myy v : M @ N — M @4 N. Si
f:M — N, g: M — N’ son dos morfismos de A-bimddulos en C entonces f @4 9: M @4 M —
N ®4 N’ es el morfismo definido como sigue. El morfismo masp(f ® g) : M @ M — N ®4 N’
satisface

T (f @ g)(py @ idar) = mar e (f © g)(idar @A )aa i ar-

Por lo tanto existe un morfismo tal que (f ®4 )7 v = TN (f ®g). La estructura de A-bimédulo
de M ®4 N estd dada como sigue. Sea ¢ : M QN ® A — M ®4 N, ¢ = mpr,n(idy ®pn). Entonces
d(pr@idy ®@ida) = ¢(idyr @AN ®id 4). Luego existe un morfismo pyre v : M@AN®A — M@ N
tal que ma v (idar ®pN) = pye N (T, v ida). Andlogamente, se define una accién a izquierda.

2.4. Categoria monoidal trenzada y la construcciéon del centro

Sean (C,®,a,l,r,1) una categoria monoidal y 7:C x C — C x C el funtor 7(X,Y) = (Y, X).

Definicién 2.4.1. Una trenza para C es un isomorfismo natural ¢ : ® — ® o 7 que satisface

ay,z,XCX,Yoz0x,y,z = idy ®cx zay,x,z(cxy ®idz)
-1 -1 . -1 .
ayxyCxev,z0xy., = (cx,z ®idy)ay 5y (idx ®cy,z)

para todo X,Y, Z € C. Una categoria monoidal trenzada es un par (C,c) donde C es una categoria
monoidal y ¢ es una trenza para C.

Definicién 2.4.2. Sean (C,c), (D,d) dos categorias monoidales trenzadas. Un funtor monoidal
(Fyn,u) : C — D se dice trenzado si para todo X,Y € C el siguiente diagrama es conmutativo
FX)® F(Y) 2 s F(X ®Y)
dF(X%F(Y)l J{F(CX,y)
F(Y)® F(X) 2 F(Y @ X).
Dos categorias monoidales trenzadas se dicen trenzadamente equivalentes si existe un funtor mo-
noidal trenzado que es una equivalencia de categorias monoidales.

Dada C una categoria monoidal, asignamos una categoria monoidal trenzada Z(C), llamada el
centro de C. Un objeto de Z(C) es un par (V,c_y),donde Ve Cycxy: X®V -V ®X son
isomorfismos naturales en X que satisfacen (CX,V ® idy)ax’uy (idX ®Cy’v) = aV,X,YCXRY,VAX,Y,V
y ey = 7"{,1 idy ly, para todo X,Y,Z € C. Un morfismo f : (V,c_v) — (W, c—w) es un morfismo
f:V = WenC tal que (f ®idx)cxy = cx,w(idx ®f). El producto tensorial es (V,cy) ®
(W,ew) = (V&®W,c_yvew), donde para todo X,Y €C

exvew  XQVeW)—- VeoW)eX

cx,vew = ayw,x (idy ®CX,W)G\_/71X7W(CX,V ® idw)ax,v,w,

la unidad es (1,¢c- 1), cy1 = l{/l idy ry y la trenza es cyw.
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Observacion 2.4.3. Sea C una categoria monoidal trenzada. Si A y B son algebras en C, entonces
A ® B es un élgebra en C con multiplicacién

mag = (Mma ® mp)(idg ®ca,p ®idp).
Si C'y D son coalgebras en C, entonces C'® D es una codlgebra en C con comultiplicacién
Acgp = (ide ®ce,p ®idp)(Ac ® Ap).

Definicién 2.4.4. Una bidlgebra en C es una coleccién (H, m,u, A, ) tal que (H, m, u) es un dlgebra
en C, (H,A,¢) es una coalgebra en C y A, e son morfismos de algebras, con la estructura anterior
en H @ H. Ademas si existe un morfismo S : H — H tal que m(S ® id)A = m(id ®S)A = ue, H
se dice un dlgebra de Hopf en C y S su antipoda.

2.4.1. Mobdulos de Yetter-Drinfeld

Definicion 2.4.5. Sean V un espacio vectorial y ¢ : V@V — V@V un isomorfismo lineal. Entonces
(V,¢) es llamdo un espacio vectorial trenzado si ¢ satisface la ecuacién de trenzas

(c®id)(id®c)(c®id) = (id ®c)(c ® id)(id ®c).
(V, ¢) es de tipo diagonal si existe una base 1, - ,z, de V y escalares ¢;; € k* tales que ¢(z;®x;) =
Qi & x;.
Ejemplos de espacios vectoriales trenzados vienen de categorias trenzadas, como la categoria de

los modulos de Yetter-Drinfeld.

Definiciéon 2.4.6. Sea H un algebra de Hopf. Un mddulo de Yetter-Drinfeld a izquierda sobre
H es un espacio vectorial M con una estructura de H-médulo a izquierda - : H @ M — M y de
H-comédulo a izquierda p : M — H ® M tal que vale la condicién de compatibilidad:

(h-m)_1) ® (h-m)) = him_1)S(h3) @ ha - m(p),Vm € M, h € H. (2.1)
(=1 (0) (=1) (0)

Denotamos por gyD a la categoria de médulos de Yetter-Drinfeld sobre H; los morfismos de
modulos de Yetter-Drinfeld son los homomorfismos de H-médulos y de H-comddulos.

f]yD es una categoria monoidal con el producto tensorial usual sobre k, donde 1 = k y los iso-
morfismos naturales de la asociatividad y unidad son los usuales para espacios vectoriales y, para
M,N € gyD, M ® N tiene la estructura diagonal de médulo y comdédulo dadas por

h-(m@n)=h-m®hg-n, (Mn)_y & (Mmn)g) =m—yn—1 @me) nq)-
Es también una categoria trenzada con trenza dada por
cuN:MON —NQM, c(m®mn) =m(—1) N & mq-
Sea H un algebra de Hopf con antipoda biyectiva. La categoria gyD es trenzadamente equi-

valente a la categoria Z(H —Mod). Un mdédulo de Yetter-Drinfeld V' es un objeto en Z(H—Mod)
con

exyv(z®@v) = hi(S_l(.%(_l)))JE(o) ® h; - v,
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donde {h;}; es la base de H y {h'}; es la base dual.

Consideramos las acciones —, «—— de H en H* dadas por
(h = f)(x) = f(zh), (f = h)(z) = f(hz), Vz,h e H,f € H".

Proposicién 2.4.7. Sea H un dlgebra de Hopf de dimension finita. El doble de Drinfeld D(H) =
H*°P @ H es un dlgebra de Hopf con estructura de codlgebra dada por el producto tensorial y
estructura de dlgebra y antipoda dadas por (aqui a#h =a ® h)

(a#h)(B#g) = a(hy — B+ S (hs))#hag,
1 =e#l,
S(a#th) = [S(hs) — S(a) « h1]#S(ha).

Ademds, hay una equivalencia de categorias monoidales trenzadas entre Rep D(H) y gyD.

Demostracion. Ver M1, Theorem 7.1.1] y [Kal, Theorem XIII 5.1]. O

2.4.2. Pecios

La teoria bésica sobre pecios puede ser encontrada en [AG]. Acd recordamos brevemente las
deficiones y ejemplos basicos y vemos una forma de construir médulos de Yetter-Drinfeld sobre un
algebra de grupo.

Definicién 2.4.8. Un pecio es un conjunto no vacio X con una operaciéon >: X x X — X tal que
¢; X — X, dada por ¢;(j) =i> j, es una funcién biyectiva y ¢;(j > k) = ¢;(j) > ¢i(k), para todo
i,j,k € X. Una funcién ¢ : X x X — k>, (4,7) — ¢sj, es un 2-cociclo en X si ¢; jokQjk = Qivj,ivkTik
para todo i,j,k € X.

Ejemplo 2.4.9. Sea A un grupo abeliano y T" € Aut A. El pecio afin Afin(A,T) es el conjunto
A con operacion a>b = T'(b) + (id —T)(a), Va,b € A. Otra notacién es Q4 7; 0 Qqp cuando A es
isomorfo a un cuerpo finito F,, donde ¢ es una potencia de un primo, y T' € AutF,, T'(x) = bz,
z€F, beF* ~Cy_y. También 7 = Qqp, b € Fy irreducible, es llamado el pecio tetraedral .

Ejemplo 2.4.10. Sea G un grupo, g € Gy O, la clase de conjugacién de g. Si x>y = zyx !,

entonces (Oy,>) es un pecio. Sea G = S,,, T un j-ciclo, 07 denota el pecio inducido por su clase de
conjugacion.

Definicién 2.4.11 (J[AG2, MS]). Sea X un pecio y ¢ un 2-cociclo en X. Una YD-realizacion
principal de (X, q) sobre un grupo finito G' es una coleccién (-, g, {x; }icx) donde

= - es una accion de G en X

» g: X = G, i+ g, es una funcién tal que gp; = hgih~'y g; - j = i> j, para todo i,j € X,
h € G;

» {Xi}liex es un l-cociclo — esto es, una familia de funciones y; : X — k* tales que y;(ht) =
xti(h)x:(t) para todo i,j € X, h,t € G — satisfaciendo x;(g;) = ¢ji, para todo 7,j € X.
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Este dato define un objeto V(X,q) € { yD [AG2]. Decimos que (X, ¢) puede ser realizado en
G. Como espacio vectorial V (X, q) = k{xz}ze X, con accién y coaccién dados por

t-x; = xi(t)xe, p(x;) = gi ® x;, tedG,ieX.

Ahora veamos cémo se define una familia de YD-realizaciones principales del pecio Afin(A,T)
con un 2-cociclo constante. Sean A un grupo abeliano, C,, = (t), T' € Aut A tal que |T| divide n.
Sea A xp C), el producto semidirecto de A y C,, con respecto a T donde t - a = T'(a), para todo
a € A. Sea £ una raiz primitiva de la unidad y I = [|T|, ¢]].

Proposicién 2.4.12 ([GIV]). Sean k,m € N con 0 < k < m. Consideramos el pecio afin X =
Afin(A,T) con 2-cociclo constante §. Sean

» g: A — Axy Gy la funcion a — (a, tF+1);

n 2 Axyp Cpy x A— A dada por h-a=b, si hg,h™' = g;

Xa : A X7 Cpy — k> definida por xq(b,t°) = &%, s € N.

Entonces (g,+,{Xa}taca) es una YD-realizacion fiel (i. e. g es inyectiva) de (X, &) sobre A Xp Cpy.

Ejemplo 2.4.13. Consideramos el pecio Qs 2 con cociclo -1. Tenemos que [ = [|2|,|—1]] = [4,2] =4
y entonces (Qs2, —1) puede ser realizado en G, = C5 X3 Cyyy, m € N.

Analogamente, (Qz,2, —1) puede ser realizado en G, = C3 X3 Cay,, m € N; (Q7,3, —1) puede ser
realizado en G,, = C7 x3 Cgm, m € N.

2.5. Categorias médulo

Definiciéon 2.5.1. Una categoria modulo a izquierda sobre una categoria tensorial C es una cate-
goria abeliana k-lineal finita semisimple M con un funtor exacto en cada variable ® : C x M — M
e isomorfismos naturales de asociatividad y unidad mxyy : (X @Y)® M - X @ (Y ® M),
lpy :1®@ M — M para todo X, Y € C, M € M, tales que los diagramas

(XeY)®eZ)o M (2.2)
(X® (Y ®2) (XRY)®(Zo M)
mX,Y®Z,]\/Il lmX,Y,Z(@I\I
id®@my, z m
Xe(YeZ)o M) X® (Yo (ZeM)
y
(X®1)© M T X®(1® M) (2.3)
% m
XM

conmutan.
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Definiciéon 2.5.2. Sean M; y Ms categorias médulo sobre C. Un funtor mddulo de My en Moy
es un funtor F': M; — My con isomorfismos naturales cx s : F'(X ® M) - X ® F(M) para todo
X € C, M € M tales que los dos diagramas siguientes conmutan.

(X®Y)e M)

mX Y, M CXQY,M

F(X ® (Y ® M)) (X®Y)® F(M)

CX,Y®]M\L J{mX,Y,F(M)

id ®cy, mr

X@FY®M) : X® Yo FM)

aleYs)
c1,M

1© F(M).

F(M)

Dos categorias médulo My y My sobre C son equivalentes si existe un funtor médulo de My
en My que es una equivalencia de categorias. Para dos categorias médulo My y Ms sobre un
categoria tensorial C, la suma directa es la categoria My @ My con la estructura obvia de categoria
moédulo. Una categoria médulo se dice indescomponible si no es equivalente a la suma directa de
dos categorias moédulo no triviales.

Definicién 2.5.3. Sean (F,c¢), (G,d) : M — N dos funtores de C-médulos. Una transformacion
natural de C-mddulos es una transformacién natural 6 : F' — G tal que el diagrama

F(X ® M) 22 G(x @ M)

CX,]VI\L dx,m

X®F(M)ldx ®9MX®G< )

es conmutativo, para todo X € C, M € M.

Una forma de construir categorias médulos sobre C es la siguiente.

Ejemplo 2.5.4. Sea A un algebra en C. La categoria C4 de los A-mddulos a derecha en C es una
categoria C-médulo a izquierda con ® : C x Cq4 — Ca, (X, (M, ) = (X @ M,idx ®@M).

Ejemplo 2.5.5. Sea (F,n) : C — D un funtor tensorial. Cualquier categoria D-médulo (M, ®, «)
también tiene una estructura de C-moédulos inducida por el funtor tensorial F', que denotamos
(ME,@F af), donde MF = M como categoria abeliana, la accién a izquierda es V @ M :=
F(V)® M y la asociatividad estd dada por mﬁWM = mpwy,rovym o (vw ®idar) : (Vo W) @F
M — V@ (W eF M), para todo V,W € C, M € MF.

Veamos cémo son las categorias médulos indescomponibles sobre vecy:, ademds vemos cudl es
el rango de tal categoria moédulo.
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Ejemplo 2.5.6 (O, Example 2.1], [Na, Example 2.8]). Sea M una categoria médulo indescompo-
nible sobre vecg con estructura de médulo p. Sin pérdida de generalidad supongamos que M es
esquelética. El grupo G actia a derecha en el conjunto de los objetos simples de M y por lo tanto
puede ser identificado con el cociente K = H\G, para algin H subgrupo de G, con accién de G
dada por la multiplicacion a derecha. Entonces el conjunto de todos los objetos simples de M es
K. Todos los isomorfismos fiz g, 4., * € K, 91,92 € G son dados por escalares. Entonces podemos
mirar a p como un elemento de C?(G, Fun(K,k*)),

p:G x G— Fun(K,k™)
(91,92) = (g1, 92) : K = K, () = pra,g, 900 Vo € K.

Podemos suponer que la 2-cocadena p es normalizada. Asi, como los isomorfismos naturales uni-
dades de vecy, son triviales, entonces por el diagrama la unidad en M es trivial. Podemos
pensar a w como un elemento de Z3(G, Fun(K,k*)) C C3(G, Fun(K,k*)) tratando a w como una
funcién constante en K,

w:G x G xG— Fun(K,k™)
(91,92, 93) = w(g1,92,93) : K = k™, w(g1,92,93)(x) = w(g1, 92, 93), V& € K.

Veamos que d?yt = w. De hecho, para todo g1, ¢2,93 € G, x € K,

(1) (91,92, 93) () = (91> (g2, 93)) 1~ " (9192, 93) (91, 9293 1™ (91, 92)) ()
= p(g2, 93)(xg1) " (9192, 93) () (g1, 9293) ()~ (91, 92) (@)
= Mﬂcgl,92793:“;,“}7192,93”179179293/‘;,_}]1,92
=) w(gr, g2, 93) = w(g1, 92, 93) (x),

donde la igualdad (x) sigue del diagrama . En particular, esto significa que w restringido a
H x H x H representa la clase trivial en H3(H,k*). Sea Ly, = {u € C*(G, Fun(K,kX)) : d*u = w}.
Dos elementos en Ly, dan lugar a categorias médulo equivalentes si y sélo si ellos difieren por un
elemento en B?(G, Fun(K,k*)). Asf tenemos una relacién de equivalencia en Ly, dos elementos
de Lp,, son equivalentes si y sélo si ellos difieren por un elemento en B?*(G, Fun(K,k*)). El
conjunto de las clases de equivalencia de Lp, estd en biyeccién con H2(H,k*).

Por lo tanto, las categorfas médulo indescomponibles sobre vecg estdn clasificadas por pares
(H,u) donde H < G tal que wly = 1y p € C*(G, Fun(K,k*)) es una 2-cocadena tal que d*u = w.
Denotamos por M (H, ;1) la categoria correspondiente a un par (H, ). Si w = 1, entonces d?u = 1
y por lo tanto u € ker d? = Z?(H,k*). Adem4s el rango de M(F,a) es [G : F].

La categoria de funtores de C-md6dulos entre M y N es denotada por Fung(M,N'). En parti-
cular, si M = N denotamos Fung(M, M) = End¢(M). Sea C una categoria de fusién y M una
categorfa médulo sobre C indescomponible, la categoria End¢(M) es una categoria de fusién, ver
[ENOL Theorem 2.18].

Sea C una categoria de fusion.

Ejemplo 2.5.7. Sean A, B &algebras en C. Las categorias Fun¢(C4,Cp) y ACp son equivalentes,
donde la equivalencia estda dada por F'— F(A).

Ejemplo 2.5.8. Sea M una categoria C-mdédulo. Entonces M es una categoria Ende(M)-médulo
a izquierda con accién dada por F© M = F(M), F € End¢(M), X € C, M € M.
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Ejemplo 2.5.9. Sea F' : C — vec un funtor de fibra. Entonces vec es una categoria médulo sobre
Ccon X@V:=F(X)®V, X eC,V € vec. Reciprocamente, una estructura de categoria médulo
sobre C en vec determina un funtor de fibra en C.

Ejemplo 2.5.10. Sea C = vecg y M = vec la categoria médulo correspondiente al funtor de olvido
usual vecg — vec. Por [0 Example 2.2], Ende(M) ~ Rep G. Ver Ejemplo [3.6.3]

Més generalmente, sea M la categoria médulo asociada al par (F,1) en el Ejemplo m
Entonces la categoria End¢ (M) es equivalente a la categoria de haces F-equivariantes en G/F' con
producto tensorial dado por el producto de convolucion de haces. En particular, si F' = G entonces

kc(veca)ka ~ Rep G.

Sean C y D categorias abelianas k-lineales. El producto tensorial de Deligne C K D es una
categoria abeliana k-lineal que es universal para el funtor que asigna a cada categoria abeliana
k-lineal A la categoria de bifuntores bilineales exactos en cada variable C x D — A. Esto es, existe
un bifuntor

N:CxD—=CKRD,(X,Y)—» XRY

que es exacto a derecha en ambas variables tal que para cualquier bif_untor exacto a derecha en
ambas variables F': CxD — A existe un tnico funtor exacto a derecha F' : CKD — A satisfaciendo
F oX = F. El producto tensorial de Deligne C X D existe y es tinico a menos de equivalencia.

Ejemplo 2.5.11. La categoria de fusién C es una categoria médulo sobre CXC™ via (XXY)®Z =
X ® Z ®Y. La asociatividad y unidad son definidas usando la asociatividad y la unidad de C.

2.6. Categorias bimoédulos

Sean C y D categorias de fusién.

Definicién 2.6.1. Una categoria (C,D)-bimddulo es una categoria médulo sobre C X D™V,

Equivalentemente, una categoria (C,D)-bimddulo es una categoria abeliana M que es una ca-
tegoria C-modulo a izquierda, D-médulo a derecha y estas acciones deben ser compatibles, [Gr].

Ejemplo 2.6.2. Sea X una categoria. Denotamos por X°P a la categoria opuesta de X, cuyos
objetos son los mismos de X y las flechas estdn dadas por Homyer(X,Y) = Homy (Y, X), para
todo X,Y € X. Si M es una categoria (C,D)-bimédulo, entonces su categoria opuesta M°P es un
(D, C)-bimébdulo con acciones ® dadas por XOM = M@X*yMoX =X*@M,X €C, M € M.
Ver [ENO2, §6.9].

Sean M = (M, m) una categoria C-médulo a derecha y sea N' = (N, n) una categoria C-médulo
a izquierda, donde m y n son las asociatividades: VY € C, M € M, N € N,

mM,X’y:M®(X®Y)—>(M®X)®Y, TLX,Y,NZ(X®Y)®N—>X®(Y®N).

Sea A una categoria abeliana semisimple.
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Definicién 2.6.3. Sea F': M x N' — A un bifuntor aditivo en cada argumento. Decimos que F es
C-balanceada si existe una familia de isomorfismos naturales by x v : F(M®X,N) - F(M,X®N),
satisfaciendo el siguiente diagrama conmutativo

F(M® (X ®Y),N) Ty F(M®X)®Y,N)
J{bI\/I,X®Y,N \LbM®X,Y,N
F(M,(X@Y)@N) F(M@X,Y@N)

. P

F(M, X ® (Y @ N))
para todo M e M, N e N, X,Y €C.

Definicién 2.6.4. Un producto tensorial de una categoria C-moddulo a derecha M y una categoria
C-moédulo a izquierda N es una categoria abeliana M K¢ N con un funtor C-balanceado

BMJ\[:MXN—)M@CN (2.4)

induciendo, para cualquier categoria abeliana A, una equivalencia entre la categoria de funtores
C-balanceados de M x N en A y la categoria de funtores de M Xe N en A:

Funpg (M x N, A) ~ Fun(M K¢ N, A).

Esta definicién aparece en [ENO2, §3], es la categorificacién de la nocién de producto tensorial

de médulos sobre un anillo y es la generalizacién del producto tensorial de Deligne (que es un
producto tensorial de médulos sobre la categoria vec).
Observacion 2.6.5. Equivalentemente, el bifuntor es universal para todos los bifuntores C-
balanceados de M x N en categorias abelianas. Mds precisamente, para todo funtor C-balanceado
F: M x N — A existe un tnico funtor aditivo F’ : M X N — A tal que el siguiente diagrama es
conmutativo

MxN

Si M, N son C-bimédulos, entonces M K¢ N es un C-bimédulo.

Definicién 2.6.6. Una categoria (C,D)-bimédulo M es invertible si existen equivalencias de bi-
moédulos MP Xe M ~D y M Kp M°P ~C.

El grupo de Brauer-Picard BrPic(C) de una categoria de fusién C es el conjunto de clases de
equivalencia de categorias C-bimddulos invertibles con producto dado por K¢, [ENO2J.

Ahora introducimos el resultado de [GP] que dice cudndo Endp(N) y Ende (M) son equivalen-
tes. Mas adelante usamos este resultado para categorias grupo-teoréticas.

Sea § € End¢(M). Entonces Fungyg, (am) (M, S) es una categoria C-médulo a derecha pues las
acciones a izquierda de C y End¢ (M) conmutan, y la accién a derecha es dada por (F © X)(M) =
F(X ® M), para todo F € Fungpq,(pmy(M,S), X €Cy M € M.
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Teorema 2.6.7 (|GP, Theorem 3.1]). Sean M una categoria C-mddulo a izquierda y S una ca-
tegoria Endc(M)-modulo a izquierda. Existe una equivalencia de categorias Ende(M)-mddulos a
izquierda dada por

e : Fungug, (v (M, S) Ke M — S
FXe M — F(M),

para todo M € M, F € Fungyg,m) (M, S). O

Sean M una categoria C-mo6dulo a izquierda semisimple indescomponible, A/ una categoria D-
modulo a izquierda semisimple indescomponible y F': Endp(N) — Ende(M) un funtor tensorial.
Supongamos sin perdida de generalidad que las categorias de fusion y las categorias médulo son
estrictas. La categoria

Sp = Fungya, vy (N, M5),

es un (C, D)-bimdédulo con C-accién a izquierda y D-accién a derecha dadas por
(XOG)(N)=X®G(N), (GOoY)N)=GY®N), XeCYecD GeS' NeN.

Observacion 2.6.8. Por el Teoremal[2.6.7, SpXpN ~ M es una equivalencia de categorias C-médulos
a izquierda. Mas ain, dadas S una categoria (C, D)-bimédulo y o : SKp N — M una equivalencia
de categorias C-médulos a izquierda, M es una categoria C-médulo a izquierda indescomponible
semisimple y A es una categoria D-mddulo a izquierda, indescomponible semisimple, entonces
existe una equivalencia tensorial F': Endp(N) — Ende(M).

Maés precisamente, sea Funct la categoria cuyos objetos son pares (C, M), donde C es una
categoria de fusion y M es una categoria C-mddulo a izquierda indescomponible semisimple, los
morfismos de (C, M) en (D,N) son clases de equivalencia de funtores monoidales de End¢ (M)
en Endp(N). La composiciéon de morfismos es la composicién usual de clases de equivalencia de
funtores monoidales.

Sea Cot la categoria cuyos objetos son pares (C, M), donde C es una categoria de fusion y
M es una categoria C-médulo a izquierda indescomponible semisimple. Un morfismo de (C, M)
a (D,N) es una clase de equivalencia de pares (S, ), donde S es una categoria (C, D)-bimédulo
y a: SKp N — M es una equivalencia de categorias C-médulos a izquierda. Dos pares (S, «) y
(8, &') representan el mismo morfismo de (C, M) en (D, N) si existe un par (¢, a), donde ¢ : S — &’
es una equivalencia de (C, D)-bimddulos y a es un isomorfismo natural de funtores de C-mdédulos a
izquierda de a a o’ o (¢ Mp id ).

SKp N

Mo@vl X

S'Bp N &> M.
Si (S,a) € Cor((C, M), (D,N)) y (P,) € Cox((D,N), (K, T)) son morfismos, la composicién es

(S,a) ©(P,B) = (SHp P,a® B) € Cor((C, M), (K, T)),
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donde a ® 8 estd dado por el siguiente diagrama

(SHpP)Rye T — . Mm
as, P, T «a
SBp (PR T) —227 s mp A,

Las categorias unct y €ot son equivalentes, ver [GP, Theorem 1].

Proposicién 2.6.9 ([GPl Proposition 5.1]). Un funtor tensorial F' : Endp(N) — End¢ (M) es una
equivalencia si y solo si Sp = Fungpnq, () (N, MFE) es una categoria (C, D)-bimddulo invertible. [

Recordamos algunos resultados relacionados con bimédulos invertibles sobre categorias de fusion
punteadas y el producto tensorial de sus categorias médulo contenidos en [GP]. En el trabajo [NiR],
ellos calculan el grupo de Brauer-Picard de algunos grupos finitos, en particular nos interesa el
resultado que tienen para Sy que utilizamos en el Capitulo [5]

Observacion 2.6.10. i) Si X es una categoria veci-bimddulo invertible entonces como categorias

ii)

vecg-médulo a derecha X ~ M(A, a), donde A <G es abeliano y o € H?(A,k*)24C cf [GP)
Corollary 7.11]. En el caso de G = Sy, existen categorias bimddulo invertibles X tales que
como categorias vecg,-moédulo a derecha X = M(N, «), donde N ~ C x C5 es el subgrupo
de Klein normal de Sy (es el tinico subgrupo abeliano normal de S4), o € H?(N,k*), cf [NiR},
Subsection 8.2].

El rango de M(F, o) Myecs, M(I', 3) puede ser calculado de la siguiente forma. Sea X := F\G
y Y := G/T, el grupo G acttia en X x Y como g-(z,y) = (zg~',gy). Dados xz € X,y € Y, sea
Stabg(z,y) ={g9 € G/g-(z,y) = (z,y)}. Sea {(¥i,¥:) }icr\¢/r un conjunto de representantes
de las 6rbitas de la accién de G en X xY (el conjunto de G-6rbitas estd en correspondencia con
los (F,T')-cosets dobles), entonces existe una correspondencia biyectiva entre objetos simples
en M(F,«) Nyecs, M(T, B) y representaciones irreducibles de ko, Stabg (i, y;), donde a; son
ciertos 2-cociclos asociados con o'y 3, cf [GP, Theorem 7.14, Corollary 7.15].



Capitulo 3

Algebras de Hopf semisimples

En este capitulo vemos las principales formas de construir ejemplos de dlgebras de Hopf semisim-
ples, que son twist de la comultiplicacién y de la multiplicacién y extensiones. También presentamos
la definicién y resultados que utilizamos de algebra de Nichols. Finalmente, estudiamos las algebras
de Hopf grupo-teoréticas.

Las referencias bésicas para twists y extensiones de algebras de Hopf son [All [ADL [R1} K| Monl,
M, [T] y resultados de [BM, EGl EG2, [EGI) [GN|, [Mal, MO, Mov, NiTl [Nl [Scl [S| [S2]. La principal
referencia algebras de Nichols es [AS]. Las referencias para algebras de Hopf grupo-teoréticas son
[ENOIL [EGNO], [GeNl [0} (01, [S1], Nal, IN|, [Ni].

3.1. Torcimientos

Hay maneras de obtener nuevas algebras de Hopf cambiando la comultiplicacién o la multipli-
cacién. La primera aparece en [Dr] en el contexto de cuasi-algebras de Hopf; la segunda, dual a la
primera, fue estudiada por primera vez en [DT].

3.1.1. Torcimiento de la comultiplicaciéon

Definicién 3.1.1. Un twist en un algebra de Hopf H es un elemento J € (H ® H)* tal que

(A ®id)(J)(J @ 1) = ([d@A)(J)(1® J), (e @id)(J) = (id@e)(J) = 1.

Si J € H® H es un twist, entonces (H”,m, A’,S”) es un lgebra de Hopf con
H’=H,  AMn)=J'AM)J, S/ (h)=u'S(h)u, heHu=m(S®id)(J).

Decimos que H y H” son twist equivalentes. Notemos que si H es semisimple, entonces H” es
semisimple, pues el twist no afecta la estructura de algebra.

Teorema 3.1.2 ([EG3,[S]). Dos dlgebras de Hopf de dimension finita H y H' son twist equivalentes
si y sélo si las categorias Rep H y Rep H' son monoidalmente equivalentes. Ol

25
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Si J es un twist y v € H es invertible, entonces .J, := (v ® v)JA(y!) es nuevamente un twist
y H" — H’ h+— v~ 'hy es un isomorfismo de algebras de Hopf. Decimos que J y J’ son gauge-
equivalentes. Existe una equivalencia de categorfas trenzadas T : gyD — gij, Vi~ V7, que
es la identidad en el espacio vectorial subyacente, morfismos y acciones, y transforma la coaccién
deHenVenp’:V/ > H @V,

_ _1k i 7—
pl (W) = Li(J )y T @ T v) ), ve V. (3.1)
La transformacién natural by : V' @ W7 — (Vo W)/,

bV’W(v®w):J_1k-v®J_1k-w, veV, wel, (3.2)
da una estructura monoidal en 7. Ver [MO), 2.8].

Sea S un grupo finito y w € Z2(S,k*) un 2-cociclo. Un elemento s € S es llamado w-regular si
w(s,t) = w(t,s), para todo t € Cg(s) (el centralizador de s en ). El 2-cociclo w es no degenerado
si y sélo si {1} es la tnica clase w-regular en S. Equivalentemente, si el algebra k,S es simple.
Los twists en un algebra de grupo H = kN, donde N es un grupo finito, estan clasificados, a
menos de gauge-equivalencia, por clases de pares (S,w) donde S < N y w € H?(S,k*) es un
2-cociclo no degenerado en S. Entonces S es soluble y |S| es un cuadrado. A saber, si J es un
twist en H, entonces S < N es un subgrupo minimal para J, i. e., las componentes de J2*11J
generan kS; y J determina w. Si S es abeliano, entonces el twist correspondiente a (S,w) esta dado

1
por J = meegw(x,n)ex ® ey, donde ey = &l Shes X(R~Hh. Ver [Movl [EG]. Sean N un grupo y

S<IN. Decimos que w es ad N-invariante en H?(S, k) si [w] = [w9] en H?(S,k*) para algin g € N,
donde w9(s,t) = w(gsg~ ', gtg~!), Vs, t € S. Claramente, el cociclo trivial es ad N-invariante. EI
mapa

H?*(S, k™) — H?(S,k*), [w] — [w]

es un automorfismo de grupos para cada g € N. Por ejemplo si H2(S,k*) ~ Cy, como Aut(Cy) =
{id}, entonces w € H?(S,k*) es ad N-invariante.

Lema 3.1.3 ([GN, 2.6]). Sea J € kN @ kN el twist asociado al par (S,w), donde S es el subgrupo
mintmal de J. Entonces (]kN)J es coconmutativo si, y solo si, S <A N, S es abeliano y w es ad N-
invariante en H?(S,k*). O

3.1.2. Torcimiento de la multiplicacion

Definicion 3.1.4. Sea H un algebra de Hopf. Un 2-cociclo para H es una forma bilineal o :
H x H — k invertible respecto al producto de convolucién tal que, para todo h, I, m € H,

U(ll,ml)a(h, lgmg) = O'(hl,ll)a(hglg,m), O’(h, 1) = E(h) = O’(l, h)

Si o es un 2-cociclo para H, entonces (Hy, -5, A, Sy) es un dlgebra de Hopf, llamada torcida por
cociclo de H, con

H,=H, g0 h=0(g1,h1)g2ha0 (g3, h3),

So(h) = o(h1,8(h2))S(hs)o " (S(ha), hs), g,h € H.
Si H es de dimensién finita, entonces (H”)* = (H*)y con o(f, f) = (f @ f)(J), f,f € H*.
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Teorema 3.1.5 ([S, Corollary 5.9]). Dos dlgebras de Hopf de dimensién finita H y H' son deforma-
ciones por cociclo una de la otra si y sélo si las categorias Corep H y Corep H' son monoidalmente
equivalentes. O

Si @ € Hom(H, k) es invertible respecto al producto de convolucién , definimos

o (z,y) = a(r1)a(y)o(v2, y2)a H(wsys), Va,y € H.

Entonces ¢® es un 2-cociclo y a~! xid*a : Hye — H, es un isomorfismo de dlgebras de Hopf.
El grupo de funcionales lineales invertibles respecto a la convoluciéon de H actiia en el conjunto
Z2%(H,k) de 2-cociclos. El cociente de Z2(H, k) bajo esta accién es denotado por H?(H, k).

Existe una equivalencia de categorias trenzadas 7 : g)}D — g; YD,V — V,, que es la identidad

en el espacio vectorial subyacente, morfimos y coacciones, y transforma la accién de H en V en
o Hy @ Ve =V,

hgv=0(h1,v-1))(h2 - v(0))©0) ' ((h2 - v(0))(-1), h3), (3.3)
h € H,, v € V. La transformacién natural by : V, @ Wy = (V@ W),
byw (v @ w) = o(v1),w1))ve) ®we)y, vEV, weW, (3.4)

da una estructura monoidal natural a 7,. Ver [MO), 2.7].

3.2. Algebra de Hopf triangular

Definicion 3.2.1. Un algebra de Hopf H es cuasitriangular si existe un elemento invertible R =
R, ® R € H® H, llamado R-matriz, que satisface

QT1) (A®id)(R)=R; ® R; ® R'R/.

QT2) (¢ ®id)(R) =1

QT3) (Id®A)(R) = R;R; ® R¥ @ R'.

QT4) (id®e)(R) = 1.

QT5) A®P(h) = RA(h)R™!, para todo h € H.

(H,R) es triangular si ademds R~! = R' ® R;. Un algebra de Hopf de dimensién finita H es
cocuasitriangular si H* es cuasitriangular.

Si H es coconmutativa, entonces (H,1® 1) es triangular. Si (H, R) is triangular y J es un twist
en H, entonces H” es triangular con R-matriz ((J~1)' @ (J71);)RJ.

Teorema 3.2.2 ([EG2, Theorem 2.1]). Si H es un dlgebra de Hopf semisimple triangular, entonces
es isomorfa al twist de un dlgebra de grupo. O

De este teorema se sigue que si H es un algebra de Hopf semisimple cotriangular, entonces es
isomorfa al twist-cociclo del dual de un algebra de grupo.
Observacion 3.2.3. Si (H, R) es un algebra de Hopf cuasitriangular y 7 : H — K es un epimorfis-
mo de algebras de Hopf, entonces (K, (m ® 7)(R)) es cuasitriangular. Dualmente, si (H, R) es un
algebra de Hopf cocuasitriangular y ¢« : K — H es un monomorfismo de algebras de Hopf, entonces
(K, R|kgK) es cocuasitriangular.
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3.3. Extensiones de algebras de Hopf

Definicién 3.3.1 (JAD]). Una sucesién de morfismos de algebras de Hopf

k A—‘~C-*-B k (3.5)

es exacta o C es una extension de B por A si

i) ¢ es inyectiva (identificamos A con su imagen),

ii) m is suryectiva,

v

)

)

iii) kermr =CA™,y
) A= Ceom,

En este caso, C' es semisimple si y s6lo si A y B son semisimples, ver [BM] . Por [Ma) 3.1], si
(3.5) es una sucesién de morfismos de élgebras de Hopf de dimensién finita que satisfacen i) y ii),
entonces iii) y iv) son equivalentes; ademads, la sucesién dual B*——— C* — A* es exacta.
Observacion 3.3.2. Si la sucesién K> H —"» T es exacta y H' < H, entonces H’' es una
extensién de 7" = w(H') por K’ = K N H'. De hecho, K N H'“— H'—— T’ es una sucesién
de morfismos de algebras de Hopf, t|xngs es inyectiva y 7|y es suryectiva. Ademds H'°" =
H' N H®™ = H' N K, luego la sucesién es exacta.

Definicién 3.3.3. La accidn adjunta a izquierda (respectivamente, a derecha) de H es ad; : H —
End H (resp., ad, : H — End H), ad;(h)(k) = h1kS(h2) (respectivamente, ad,(h)(k) = S(h1)kha),
he HkeK.

Definicién 3.3.4. Una subélgebra de Hopf K C H es normal si ad;(h)(K) C K y ad,(h)(K) C K,
para todo h € H; denotamos K < H. H es simple si no contiene subdlgebras de Hopf normales
propias.

Si H un 4lgebra de Hopf de dimensién finita, entonces S es biyectiva y por lo tanto, ad;(h)(K) C
K si, y sélo si, ad,(h)(K) C K, para todo h € H. Asi, denotamos ad; por ad.

Lema 3.3.5. Sea H un dlgebra de Hopf de dimension finita.

i) Si K es una subdlgebra de Hopf normal de H, entonces la sucesion K= H —"s H//K
es exacta, donde H//K := H/HK™, 1 es la inclusion y m la proyeccién candnica.

. . .z L ™
i1) Reciprocamente, dada una sucesion exacta K——= H ——T | entonces K < H.

Demostracién. Para probar i), basta ver que I = HK™ es un ideal de Hopf de H, i. e., I es un
idealde H, A(l) CH®I+1®H,c(I) =0y S(I) C I. Tenemos

ha = h1a€(h2) = hlaS(hg)hg = ad(hl)(a)hg.

Si K<H ya € K, entonces ha € KH, paratodo h € H. Ademas, sic(a) = 0 entonces e(ad(h)(a)) =
0, luego HK™ C KT H. Andlogamente, K™H C HK™. Por lo tanto, I es un ideal de H y S(I) C I.
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Claramente, €(I) = 0. Sea b € KT, entonces A(b) € ker(e ®e) = K ® KT + Kt ® K. Luego,
AD)CH@I+IH

Para ii), como K = H™ para todo a € K, (id®m)(a) = a ® 1. Entonces

(dem)A@d(h) (@) = (demAnaShs)) = haiS(h) @ r(hasS(hs))
= hlaS(h4) & 7['(h28(h3)) = hle(hg)aS(hg) & 7T(1)
= ad(h)(a)®1,

para todo h € H, a € K; luego ad(h)(K) C K para todo h €y K < H. O

Asi tenemos que el dual de un dlgebra de Hopf simple (de dimensién finita) es simple.
Ejemplo 3.3.6. Si G es un grupo finito simple, entonces kG y k& son élgebras de Hopf simples.

Ejemplo 3.3.7 ([Nil]). Si G un grupo finito simple y J es un twist de kG, entonces (kG)” es
simple.

Ejemplo 3.3.8 ([GN, Theorem 3.5]). Sea n > 5. Consideramos el subgrupo abeliano H = ((12),
(34)) =~ Cy x Oy del grupo simétrico S,. Sea w € H?(H, k*) el tnico 2-cociclo no trivial y J €
kH ® kH el twist correspondiente. Tenemos que (kS,,)” es simple.

Definicién 3.3.9 ([All 3.1.14]). La extension (3.5) se dice escindida si existe una aplicacion x :

B — C, invertible para el producto de convolucién, tal que x(1) = 1, ex = ¢ y (id®nm)Ax =
(x ®id)A.

Por [Scl, Theorem 2.4], toda sucesién exacta de dlgebras de Hopf de dimensién finita es escindida.

Definicién 3.3.10 ([AL 2.1]). Sean A un édlgebra y B un algebra de Hopf. Una accion débil de B
en A es una aplicacion lineal ~: B A — A, b® a — b — a tal que

Al) b—ad = (b — a)(by — d),
A2) b—1=¢(b)1,
A3) 1 —a=a.

Definicién 3.3.11 ([A1l 2.3]). Sean A un algebra de Hopf y B una codlgebra. Una coaccion débil
de B en A es una aplicacién lineal p: B — B ® A tal que

Cl) (A®id)p = m*(p ® p)A, donde m** : B A B® A - B® B® A estd dada por
m*(c@h®d®k)=c®d® hk,

C2) (e@id)p=ec®1,

C3) (id®e)p =id.

Tenemos la siguiente caracterizacion de extensiones de algebras de Hopf.
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Teorema 3.3.12 ([All [AD]). Sean A y B dlgebras de Hopf, =: B® A — A una accion débil,
p: B — B®A una coaccion débil, 0 : Bx B — A yT1: B — A® A aplicaciones lineales;
supongamos que

o(h,1) = o(1,h) = e(h)1, (3.6)
[h1 — o (111, m1)]o(ha, lama) = o(hy, 11)o (hala, m), (3.7)

(h1 — (I3 = a))o(ha,ly) = o(h1, 11, (haoly — a), (3.8)

e(b)1 = (e ® id)7(b) = (id ®e)7(b), (3.9)

mes(A ®id@7T @ id) (T ® p)A = (id @M ge2)(Id A @ id®id) (T @ T)A, (3.10)
(id @m o) (iId @A ® id ®id) (p @ T)A = ml%e (Id @ id ®p @ id) (7 @ p)A, (3.11)

donde m'3,; : AQAQBR®A®A—-+BRARA ml(h@k@c@h @k)=c@hh @ kK,
p()=7(1)=1®1, co=e®e, e(b—a)=c(a)e(b), (3.12)
A(br = a)(ba) = 7(b1)((p(b2)i — a1) @ p(b2)" (b3 — az)), (3.13)
(1@ o (b1),b)p(baby) = p(b1)(p(B))1 @ (ba — p(b7)*))(1 @ (b3, b)), (3.14)
(L®b1 — a)p(bz) = p(b1)(1 @ b2 — a) (3.15)
Ao (b, b)) 7 (babh) = 7(b1)(p(b2)i — T(b1)p ® p(b2)* (b3 — T(b1)P)) (3.16)
(0(p(ba); @ p(b3)g) @ p(ba)’ (bs = p(by)?)) (1 @ o (b, b))
Sea C'= AT#,B el espacio vectorial A @ B con multiplicacion y comultiplicacion
(a®b)(d @) =a(by — a')o(ba, b)) @ bsbh

A(a®b) = ar7(b1); © p(ba)i ® as7(b1) p(bz)" ® bs.

Tenemos que C es una bidlgebra. Mds atn, si o y T son invertibles con respecto al producto de
convolucion, entonces C' es un dlgebra de Hopf y la antipoda estd dada por

S(a®b) = [0~ (Sp(b2)n ® p(b3);) © Sp(br)il[r~" (ba)kS (ap(br)'p(b2)"p(bs)' 7~ (ba)*) @ 1].

En este caso, tenemos una sucesion exacta de dlgebras de Hopf

k A—s(C—/7>B k (3.17)

donde 1(a) = a®1 ym(a®b) = (a)b. Reciprocamente, sea una sucesion exacta de dlgebras de
Hopf y supongamos ademds que es escindida. Entonces existe un dato compatible (p,—,0,7),
o0 sea, p,—, 0, T satisfacen las condiciones anteriores, tal que C' ~ A"#,B.

El lema siguiente nos va a ser tutil més adelante.

Lema 3.3.13 ([S2, 6.3.1]). Sea A= C —" B wuna sucesion eracta de dlgebras de Hopf.

i) Sea J € A® A un twist. Entonces A~ C’ —" B es una sucesion exacta.

it) Sea 0 : B® B — k* un 2-cociclo. Entonces A~ C, —5 B, es una sucesion exacta.
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3.4. Extensiones Abelianas

El primer ejemplo no trivial de algebras de Hopf que aparecié fue el de las extensiones abelianas,
que son un caso particular de extensiones de algebras de Hopf, ver [Kl [T}, [M]. Para su definicién
necesitamos

i) un par de grupos apareados (F,G,<,>);

ii) un par de cociclos normalizados compatibles (o,7) € Z?(F, (k%)*) x Z2(G, (kF')*).

Aqui i) significa que F' y G son grupos finitos, G <—— G x F —>> F son acciones (respecti-
vamente, a derecha y a izquierda) tales que s>xy = (s> z)((s<z)>y), st<dx = (s<a(t>z))(t<x),
para todo s,t € G, 2,y € F. Si denotamos o : F x F — (k%)X y 7: G x G — (kI')*) por

o(xz,y) = Z os(x,y)ds, x,y € F, T(s,t) = Z Tz (8, 1)0q, s, t € @G,
seG zeF

entonces que ¢ y T son 2-cociclos normalizados significa que para todo s,t,p € G, z,y,z € F,

0sax(Y, 2)0s(x,yz) = os(xy, 2)os(x, y), os(l,z) =1 =o04(x, 1), (3.18)
Tz (8t, D) Tpoa (8, 1) = T2(t, )70 (s, tp), T2(1,8) =1 =17,(s,1). (3.19)

Mas atn, la compatibilidad es expresada por las siguientes condiciones:

o1(z,y) =1=m(s,t) (3.20)
Ot (2, Y)Tuy (5, 1) = o5(t>z, (tax) > y)or(x, y)Te(s, ) 7y(s < (t> ), t 1 z), (3.21)

para todo s,t € G, x,y € F. Con estos datos, se construye un algebra de Hopf H = k& ">,k F que
es el espacio vectorial k¢ ® kF con multiplicacién y comultiplicacién

((55#1’)((5,5#:9) = 554:57150'5(337 y)&s#%y,

A(Ss#x) = Y Ta(a,b)da#(b> x) ® G#w.

s=ab

Un elemento f ® x en H es denotado por f#x. Tenemos que la sucesion k& — H — kF es
exacta y toda extensién de kF por k@ es de esta forma. Decimos que k& "<,k F es una extension
abeliana.

Observacion 3.4.1. Una extensién abeliana es cocommutativa si y sélo si G es abeliano, > es trivial
y T es un 2-cociclo simétrico.

Este es un caso particular del Teorema [3.3.12/con —: kF @ k¢ — k&, z — 0g = Ogaz; p : kKF —
kF @ k%, p(x) = Y,eqgPx @0 0 : kF QkF - k%, 6(z®y) = o(z,y) y 7 : kF — k% @ kO,
7’:(:U)(g’ h’) = Tx(g,h), v.g7 h € G7 z,yY € F

Dados grupos finitos F' y G, encontrar acciones G <—— G x F —= F tales que (F, G, 4,1) sea
un par de grupos apareados equivale a encontrar un grupo ¥ con una factorizacién exacta (F, G),
o sea, F'y G son subgrupos de X tales que ¥ = FG y FFNG = 1; en otras palabras, todo a € X
admite una tnica factorizacion a = xg con x € F'y g € G. Mas precisamente, una factorizacion
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exacta da lugar a un par de grupos apareados (F,G,<,>) donde gz = (¢g>z)(g<x), para g € G
y « € F. Reciprocamente, dado un par de grupos apareados (F,G, <, >), el conjunto ¥ = F' x G
tiene un estructura de grupo tal que F'x 1y 1 x G forman una factorizaciéon exacta que recupera las
acciones originales. Hay muchos resultados en la literatura sobre factorizaciones exactas de grupos.
Por ejemplo, en [WW] ellos determinan todas las factorizaciones exactas de los grupos simétrico y
alternante y [Gi] para los grupos espordadicos simples.

Dado un par de grupos apareados (F, G, <,>). La clase de equivalencias de extensiones abelianas
de kF por k& da lugar a un grupo abeliano denotado por Opext(]kG, kF'), es un grupo finito con el
producto de Baer de extensiones. La clase de un elemento de Opext(k%, kF) puede ser representada
por un par (0,7), donde o : G x F? — k* y 7 : G®> x F — k* satisfacen (3.18)), (3.19)), (3.20) y
.Esto da lugar a un isomorfismo entre Opext(k®, kF) y un primer grupo de cohomologia de
un cierto complejo doble. Ver [Ma]. Por un resultado de Kac [Ma, Th 7.4], tenemos la siguiente
sucesion exacta:

0— H'(S, k) "% HY(F, k) & H(G, k)
- Aut(kC T,k F) — H2(S, k) "L H2(F,kX) & H2(G, k)
— Opext(k¥, kF) - H3(S, k%) ™S H(F,k*) & H3(G, k) — -+,

donde res’, i = 1,2,3, son las funciones inducidas del mapa restriccién de cohomologfa de grupos
para F C X D G. [N, 3.2] Sean F <% -G, donde p(zg) = gy n(zg) =z, 2z € F, g € G. La
imagen de [(o,7)] € Opext(kF, k%) por @ es la clase del 3-cociclo w(o, 7) € Z3(%,k*), definido por

w(o,7)(a,b,c) = Tr)(p(a) A (b), p(b))op(a)(m(b), p(b) > 7(c)), a,b,ce . (3.22)

Lema 3.4.2 ([AM]). Subdlgebras de Hopf de extensiones abelianas son extensiones abelianas.

Demostracidn. Sean A una extensién abeliana, o sea, existe una sucesién exacta k> A 5 kF
y B < A. Como 7(B) es una subélgebra de Hopf de kF, 7(B) = kF’, para algin F’ < F. Por otro
lado, B7ls8 = BN A®°™ = BNk es una subalgebra de Hopf de k&; entonces existe un grupo

cociente G — G’ tal que B®™5 = k& Por lo tanto, la sucesién k&< B —kF’ es exacta por
la Observacion [3.3.2] I

3.5. Bosonizacién y Algebras de Nichols

Sea H un algebra de Hopf y B un algebra de Hopf en gyD. El biproducto o bosonizacion de
B y H es el dlgebra de Hopf B#H, que es el espacio vectorial B ® H, con multiplicacién, unidad,
comultiplicacién, counidad y antipoda dados por

(b4R) (H41') = b(hy - ) 4hol! Lpan = Lp#ly
A(b#th) = bi#ba(—1yh1 @ bao)F#ha e(b#h) = ep(b)en(h)
S(b#h") = (1#Su(b—1)h))(SB(b))#1), vb,b' € B,h,h € H.

J
Ademas, las aplicaciones B#H =—= H definidas por w(b#h) = e(b)h y j(h) = 1#h, para todo
™
b € B, h € H son morfismos de algebras de Hopf tales que 7j = idy; y tenemos que B = (B#H ).
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Reciprocamente, si A y H son algebras de Hopf y 7 : A — H, j : H — A son morfismos de algebras
de Hopf tales que 7§ = idy, entonces B = A°™ es un algebra de Hopf en gyp y A ~ B#H como
algebras de Hopf. Ver [AS].

Un algebra de Hopf graduada R es un algebra de Hopf con una graduacion R = @,>oR(n) tal
que R es un algebra graduada y una codlgebra graduada.

Definicién 3.5.1. Sean H un 4lgebra de Hopfy V € ¥ YD. Un 4lgebra de Hopf trenzada graduada
R = @p>oR(n) en LYD es un dlgebra de Nichols de V sik ~ R(0), V ~ R(1) en £YD, P(R) = R(1)
y R estd generada como algebra por R(1).

Para V € gyD denotamos por B(V) al algebra de Nichols de V', que existe y es unica. Para
la existencia, dado V € £ YD, el dlgebra tensorial (V') admite una tinica estructura de &lgebra de
Hopf trenzada graduada en YD tal que V. C P (T(V)). Se considera la familia § de todos los ideales
homogéneos bilateros I C T'(V) tales que I esta generado por elementos homogéneos de grado > 2,
I es submédulo de Yetter-Drinfeld de T'(V'), I es un ideal de Hopf: A(J) CI@T(V)+T(V) ® I.
El cociente de T'(V') por el mayor ideal I(V') de § es el dlgebra de Nichols.

Definiciéon 3.5.2. Una filtracion de un dlgebra de Hopf H es una filtracién de algebras y de
codlgebras {V,, }n>0 tal que S(V,,) C V,, para todo n > 0.

El espacio vectorial graduado asociado grH = @,enVi/V,—1 es un algebra de Hopf graduada.
Ver [R1, Proposition 7.9.2]. La filtracién corradical de un algebra de Hopf H es una filtracion de
algebra de Hopf para H siy sdlo si Hy es una subédlgebra de Hopf de H. Ver [R1, Lemma 7.9.3].

Supongamos que A es un dlgebra de Hopf cuyo corradical H = Ag es una subalgebra de Hopf.

J
Tenemos morfismos de algebras de Hopf grA =—= H , donde j es la inclusién y 7 la proyeccién,
™

tales que mj = idy. Sea B = (grA)®°™, B es un algebra de Hopf en g)}D y grA puede ser construido
a partir de By H como grA ~ B#H. El dlgebra de Hopf trenzada B es graduada, B = @,>0B(n),
y B(0) =kl1, B(1) = P(B). O sea, B es el algebra de Nichols de V' = B(1).

Observacion 3.5.3. Si F' : gyD — gyD es una equivalencia tensorial trenzada, entonces F'(B (V")) ~
B(F(V)). Ver por ejemplo [GIV], §3.1]

Si grA = B(V)#H, entonces A es llamado un levantamiento o deformacion de B(V') sobre
H. Sea J un twist en H y F': gyD — gij equivalencia tensorial trenzada. Si tenemos levanta-
mientos de B(V) sobre H entonces tenemos levantamientos de B(F(V)) sobre H”. Pues si A es
un algebra de Hopf tal que Ay = H, entonces (A”)g = H” y por lo tanto tenemos una biyeccién
entre los conjuntos de algebras de Hopf {A: Ay = H} y {B: By = H’}.

3.6. Algebras de Hopf grupo-teoréticas

Las algebras de Hopf semisimples pueden ser estudiadas a través de sus representaciones; la
categoria Rep H es una categoria de fusién.

Definicion 3.6.1. Dos categorias tensoriales C y D son Morita-equivalentes si existe una categoria
C-modulo indescomponible exacta M tal que D es equivalente a la categoria de funtores médulo

End¢(M).
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Dos categorias tensoriales C y D son Morita-equivalentes si y sélo si sus centros son equivalentes
como categorias tensoriales trenzadas [ENOIL Theorem 3.1]. En este caso, denotamos C ~yjor D.
Morita-equivalencia de categorias es una relacién de equivalencia, [EGNO, Proposition 7.12.15].
Esta relacion establece una reduccién bésica en el programa de clasificacién de categorias de fusién
y tiene la siguiente contrapartida: dos algebras de Hopf semisimples H y K son Morita-equivalentes
si Rep H y Rep K son Morita-equivalentes E|7 equivalentemente, si gyp y g)ﬂD son equivalentes
como categorias tensoriales trenzadas.

Observacién 3.6.2. Sean Gy G’ grupos finitos. Si kG ~por kG’ entonces la cantidad de objetos
simples en JﬁigyD y ]ﬁig:yl? es la misma. Ahora, G es abeliano si y s6lo si la cantidad de simples en
Eg)ﬂ) ~ Rep D(kG) es |G|*. Luego un grupo abeliano no puede ser Morita-equivalente a un grupo
no abeliano.

Ejemplo 3.6.3 ([O1, Theorem 5]). Sea H un algebra de Hopf de dimensién finita. El funtor de fibra
Rep H — vec da una estructura de categoria médulo sobre Rep H a vec y Endgep(p) (vec, vec) =
Rep(H™). Entonces Rep H y Rep(H*) son Morita equivalentes y por lo tanto, H y H* son Morita-
equivalentes. En particular vecg ~mor RepkG.

Ejemplo 3.6.4. La categoria C(G,w, F, o) de ko F-bimédulos en vecg: es una categoria de fusion,
Morita equivalente a vec.

Definicién 3.6.5. Categorias tensoriales equivalentes a C(G,w, F, ) son llamadas categorias de
fusién grupo-teoréticas.

Sea A un algebra en una categoria tensorial C. Por el Ejemplo las categorias End¢(Ca) y
AC4 son equivalentes. Tenemos que C(G,w, F, o) = i, r(vecs )k r =~ Endyecy, (vecgka F) es equiva-
lente a decir que C(G,w, F, o) ~\ior vecs. Entonces, una categoria tensorial es grupo-teorética si y
sélo si es Morita equivalente a una categoria de fusién punteada. Por [S1], el centro de C(G,w, F, «)
es equivalente, como categorias monoidales trenzadas, al centro de vecg.

Teorema 3.6.6 ([Na, Theorem 3.4]). C(G,1; F,«) es punteada si y sélo si F' es abeliano, F es
normal en G y o € H?(F, k> )26, O

Teorema 3.6.7 ([O, Theorem 3.1]). Las categorias C(G,w, F,a)-mddulo indescomponibles son
parametrizadas por clases de conjugacion de pares (I', ) donde T' < G tal que wlp =1 y 8 €
H?(T',k*). Mds aiin, la categoria médulo correspondiente al par (T, B) es evactamente la categoria
M de (ko F, kgI')-bimddulos con producto tensorial sobre ko F' como un bifuntor C(G,w, F, o) x M —
M. O

O sea, si A = ko F', B =kgI', C = vecy, entonces M = 4Cp. En particular, la categoria M(T', /)
del Ejemplo es (vecE )kyr-

Teorema 3.6.8 ([0, Corollary 3.1]). Los funtores de fibra de la categoria C(G,w; F,«) estan cla-
sificados por pares (T, B) tales que

i) La clase w |r es trivial.

it) El numero de clases laterales dobles F\G/T es 1.

No es lo mismo que ser Morita-equivalentes como 4lgebras.
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iii) La clase o |par B~ |Far es no degenerada.

O]

Por la dualidad de Tannaka, describir los funtores de fibra de C(G,w; F, ) equivale a describir
las algebras de Hopf H tales que Corep H ~ C(G,w; F, o). Entonces denotamos por Hfﬁ(w, F,T)

estas dlgebras de Hopf y si w = 1, las denotamos por Hocfﬁ(F, r).

Definiciéon 3.6.9. Un algebra de Hopf semisimple H es grupo-teorética si Corep H es grupo-
teorética.

Notamos que en [N] se dice que un algebra de Hopf es grupo-teorética si Rep H es grupo-
teorética. Estas definiciones son equivalentes. De hecho, si Corep H es tensorialmente equivalente
a C(G,w; F,a), entonces H ~ Hfﬁ(w, F,T") para I', 5 como en el Teorema Se puede probar
que H* ~ Hga(w, I, F). Luego Rep H ~ Corep H* ~ C(G,w; T, 3). La reciproca es anéloga.

Observacion 3.6.10 ([N, Remark 4.6]). Sea (o, 7) un representante de una clase en Opext (k% kF),
y w el 3-cociclo dado por Sea A = k% >q,kF. Sea a € Z2(F,k*) y B € Z?(G,k*). Entonces
por el Lema kG — A7(B) _ KkF es exacta y k& — (A7), — kF es exacta. Esto define una
accion de H?(F,k*) @ H%(G,k*) en Opext(k®, kF), que viene del mapa H?(F,k*)® H*(G,k*) —
Opext(k, kF) en la sucesién exacta de Kac; en particular se tiene el mismo 3-cociclo w. El 4lgebra
de Hopf H%a(w, G, F) es precisamente (A7),

La clase de algebras de Hopf grupo-teoréticas es estable por twist; pues si H es grupo-teorética y
J es un twist en H, entonces por el Teorema HY es grupo-teorética. Ademés, por [ENOT] 8.8]
duales, opuestas, subalgebras de Hopf, algebras de Hopf cociente, y producto tensorial de algebras de
Hopf grupo-teoréticas son grupo-teoréticas; por [N|] extensiones abelianas son grupo-teoréticas. Fue
conjeturado que toda algebra de Hopf semisimple es grupo-teorética [ENQO], pero contraejemplos
fueron presentados en [Nil: existe un algebra de Hopf no grupo-teorética H,, de dimensién 4p? para
cada primo impar p. De hecho, H, es una extensién de la forma k2 < H, — (kG)”, donde
G = (Cp, x Cp) x Oy y J es un twist no trivial en kG. Entonces la clase de algebras de Hopf
grupo-teoréticas no es estable bajo extensiones. Ejemplos més generales de algebras de Hopf no
grupo-teoréticas fueron descritos en [GNN].

En el siguiente resultado, D*(G) es una variacién del doble de Drinfeld D(G) = D(k%) de un
grupo finito G, dependiendo de un 3-cociclo del grupo G con coeficientes en k*. D¥(G) no es un
algebra de Hopf, sino que es un algebra cuasi-Hopf, pues la comultiplicaciéon no es coasociativa pero
tiene una cuasi-coasociatividad cambiada por el 3-cociclo w. Para la definicién precisa, ver [DPRIJ.

Teorema 3.6.11 ([N, Theorem 1.2]). Sea A un dlgebra de Hopf semisimple. Son equivalentes:

i) A es grupo-teorética.

ii) Existe un grupo finito G yw € Z3(G,k*) tal que D(A) es twist equivalente a D¥(G).

O]

Observacion 3.6.12. Tenemos que si A es grupo-teorética tal que w = 1, entonces A ~pior kG y si
A ~por kG entonces A es grupo-teorética. De hecho, un dlgebra de Hopf A es grupo-teorética si y
solo si existe un grupo finito G y w € Z3(G, k) tal que D(A) ~ (D¥(G))? si y sélo si Rep D(A) ~
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Rep D¥(@G). En particular, si A es grupo-teorética y w = 1, entonces Rep D(A) ~ Rep D(G); luego
por la Proposicién ﬁyD ~ ﬁgyp. Por lo tanto A ~pjor k¢ ~nor kG. Reciprocamente, si
A ~\or kG entonces 4YVD ~ g;gyp; y por lo tanto Rep D(A) ~ Rep D(G). Luego, D(A) es twist
equivalente a D(G) y por el teorema anterior A es grupo-teorética.

La nocién de categorias de fusién y algebras de Hopf débilmente grupo-teorética fueron intro-
ducidas en [ENOI]; [ENOI, Question 2] pregunt6 cuando cualquier algebra de Hopf semisimple es
débilmente grupo-teorética.

Pregunta 1. [NJ] ;Una extension de dlgebras de Hopf débilmente grupo-teorética, es nuevamente
débilmente grupo-teorética?

Respuestas afirmativas son conocidas bajo ciertas hipdtesis [ENOT].

3.6.1. EIl grupo de objetos invertibles en una categoria grupo-teorética

Acé explicitamos el resultado de [GeN], que utilizamos en el Capitulo |5 donde calculan el grupo
de los objetos invertibles en una categoria grupo-teorética C = C(G,w; F, «).

Sea R = {u(z) : x € F\ G/F} el conjunto de representantes del cociente doble de F' en G.
Dado g € G, F9 = FNgFg~! es un grupo y definimos el 2-cociclo a9 en F9 por

w(hi, ha, g)w(h1, hag, g hy'g)

a9(h1,he) = a(hy, he)a(g  hytg, g hitg 2 —
(o) = el B)old 0 a0 g, g h g, g Thr )

Para cualquier g € Ng(F), f € C™*(F,k*), definimos 9f(h1,--+ ,hn) = (g7 hig, -+, 9~ hng).
Elegimos g1, g2 € Ng(F) y sea g3 = g1g2k, k € F. Definimos 3(g1, g2) : F — k* dada por

) = (g5 gy 'hgrgak, g5 'h~tgs)
B(g1,92)(h) P 1 R 1 -1
algy g1, 91 hg1)a(gy 91 htg192,95 91 hgig2k)
(flh flh—l flh ) ( flh flh—l ) (flh k‘)
wlg: Nng1,91 91,97 ngi1)w\gi,91 ngi, g, g1)w\ g1 ngi, g2,
w(g2, 95 91 " hg192, k)
1 -1 —1 —1;-1 -1 -1 -1 -1 —1 —1;-1
w(gy 91 hg192,95 91 ™ 9192,95 91 hg192k)w(g2,95 917 hg192,95 91 h™ ' g192)
w(g2, 95 "91 *hg1gak, g3 *h~1g3)

Se puede ver que

a® = d(B(g1, g2))a? (7 (). (3.23)

Sea K = {g € R: g € Ng(F)y a9 es cohomolégicamente trivial}. Para todo g1,92 € K,
definimos g; - g2 = u(g192). Sigue por (3.23)) que K es un grupo con este producto y es isomorfo a
un subgrupo de Ng(F')/F.

Para cada g € K, fijamos 7, : F — k* tal que dn, = 9. Tomamos 1 = $(1,1)7!. Para
cualquier g1, g2 € K, definimos v: K x K — F,
_ Mg (“*1g,)

v(g1,92) = ——=5(91, 92)-
Ng1-g2
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Consideramos el grupo K X F =K x F con producto

(91, p1) (92, p2) = (91 - 92, (g1, 92)p1 (V" p2)).

Teorema 3.6.13 ([GeN|, Theorem 5.2 ). El grupo G(C) de las clases de isomorfismo de los objetos
tnvertibles de C es isomorfo al grupo K x F. O
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Capitulo 4

Ejemplos de extensiones

Discutimos algunos casos particulares de extensiones, ver por ejemplo [AN| 1.1, 1.2], y damos
fuentes de ejemplos [AM]. En este Capitulo, K, Ry T son dlgebras de Hopf, mientras F', G, T, L y
N son grupos finitos. Pero primero establecemos algunas definiciones que nos van a servir de guia
en la busqueda de ejemplos.

4.1. Series de Composicion y Longitud

Toda &lgebra de Hopf de dimensién finita puede ser construida a partir de las simples por
extensiones sucesivas. Mas precisamente, proponemos la siguiente definicién.

Definiciéon 4.1.1. Sea H un algebra de Hopf de dimensién finita. Una serie de composicion $ de
H es una sucesion de algebras de Hopf simples £, ..., $, obtenidas recursivamente de la siguiente
forma:;:

= Si H es simple, entonces tenemos n =1y $H; = H.

= Si H no es simple, entonces existen A <t H, A # k, H, y series de composicion 2y, ..., %,
Bi,...,B;, de Ay B = HJ/A respectivamente tales que n =m +1y

Hi =2, I1<i<m i = DBi—m, m+1<i<m+l.

Las algebras de Hopf simples 91, ..., 9, son los factores de la serie $ y n es su longitud.

Lema 4.1.2 ([N2| Lemma 4.1]). Toda dlgebra de Hopf de dimension finita admite una serie de
composicion.

Demostracion. Si H es simple, entonces $1 = H es una serie de composicion de H. Caso contrario,
H contiene una subélgebra de Hopf normal k ; K ; H. Tenemos que dim K, dim H//K < dim H,
pues dim H = dim K dim H// K. El lema sigue por induccion. O

Teorema 4.1.3 ([N2, Theorem 1.2]). (Teorema de Jordan-Hélder para dlgebras de Hopf de di-
mension finita). Sean $H1,...,9, y HY, ..., 9, dos series de composicion de un dlgebra de Hopf de
dimension finita H. Entonces existe una biyeccion v : {1,...,n} — {1,...,m} tal que $H; ~ '6:/(1')
como dlgebras de Hopf.

39
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Entonces, definimos la longitud y los factores de H como la longitud y los factores (a menos
de permutacién) de cualquier serie de composicién. Por ejemplo, que H sea de longitud 1 significa
que H es simple; de longitud 2, que H es una extensiéon de T por K, donde K y T son simples.
Ademsds, H es de longitud 3 si existe una sucesion exacta K < H — T donde K es simple y T
es de longitud 2, o T" es simple y K es de longitud 2; pero estas dos situaciones no necesariamente
valen simultdneamente, ver [N2|. Ver [N2, Section 5] para la comparacién de la nocién de serie de
composicién con serie superior e inferior en [MW].

El Teorema de Jordan-Hoélder para algebras de Hopf es una generalizacién de este resultado
para grupos, en [Al 2.1] Andruskiewitsch preguntd si esto era cierto.

4.1.1. Longitud 1

El Teorema muestra que algebras de Hopf simples semisimples son pilares fundamentales
en la clasificacién de dlgebras de Hopf semisimples. Vimos en los Ejemplos [3.3.6], [3.3.7 v [3.3.8 que
algebras de grupo de grupos simples, sus torcimientos y duales son todos simples, pero existen twists
de algebras de grupo de grupos solubles que son simples como algebras de Hopf. Sin embargo, un
twist de un algebra de grupo de un grupo nilpotente nunca es simple. A nuestro entender, todos
los ejemplos conocidos de dlgebras de Hopf simples semisimples son twists de dlgebras de grupo o
sus duales. Seria decisivo probar que éstas son todas, o encontrar esencialmente nuevos ejemplos.
Proponemos una definicién para trabajar en esta direccion.

Definicion 4.1.4. Sean H, K algebras de Hopf de dimensién finita. Decimos que H es alcanzable
por K si H puede ser obtenida a partir de K por un niimero finito de operaciones que son dualidad
o twist.

Por ejemplo, un twist-cociclo K, es alcanzable por K: K ~» K* ~ (K*)) ~ ((K*)7)* =
K,, donde J es 0 a menos de identificacién. Entonces H es alcanzable por K si y sélo si H o
H* es obtenida de K aplicando sucesivamente torcimientos por twists y cociclos. Claramente, ser
alcanzable es una relacién de equivalencia.

Pregunta 2. ;Toda dlgebra de Hopf simple semisimple es alcanzable por un dlgebra de grupo?

En particular, ignoramos la respuesta a:

Pregunta 3. ;Un twist-cociclo de un dlgebra de Hopf triangular es nuevamente triangular? ; Existe
un dlgebra de Hopf simple de la forma (kG”), que no es triangular?

Por [GN], existen élgebras de Hopf simples alcanzables por un algebra de grupo de un grupo
super-soluble. Ademas, preguntamos:

Pregunta 4. Clasificar todas las dlgebras de Hopf simples alcanzables por un dlgebra de grupo.

Si H es alcanzable por K, entonces H y K son Morita-equivalentes, pero es improbable que la
reciproca sea verdadera. Sin embargo, preguntamos:

Pregunta 5. Sean H y K dlgebras de Hopf simples semisimples. St H y K son Morita-equivalentes,
sentonces H es alcanzable por K7
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Quizés la pregunta mas natural y ambiciosa es la siguiente:

Pregunta 6. ;FEs toda dlgebra de Hopf simple semisimple Morita-equivalente a un dlgebra de
grupo?

La respuesta a la Pregunta [0] es negativa sin la hipétesis de simplicidad; de hecho algebras de
Hopf Morita-equivalentes a un algebra de grupo son grupo-teoréticas. Y vimos en la Seccion
que existen algebras de Hopf semisimples que no son grupo-teoréticas. La Pregunta [6] puede ser
reformulada como sigue — ver también Pregunta

Pregunta 7. ;Puede toda dlgebra de Hopf semisimple ser obtenida como una extension de dlgebras
de Hopf grupo-teoréticas?

Finalmente, consideramos un algebra de Hopf H con un twist .J y un cociclo o, y sea H/ el
espacio vectorial H con multiplicacién m, y comultiplicacién A”7. (No es lo mismo que (H”),
porque un cociclo respecto a A no es lo mismo que un cociclo respecto a A”). Una cuenta directa
nos da las condiciones necesarias para que H; sea un algebra de Hopf; lo llamamos twist simulténeo.

Pregunta 8. Encontrar ejemplos no triviales de twists simultdneos.

4.1.2. Longitud 2

Extensiones abelianas k& ">,k F' tienen longitud 2 si G y F son simples, pero la determinacién
de todas las dlgebras de Hopf semisimples de longitud 2 (con factores conocidos) no es clara.

Pregunta 9. Sean G y F' grupos finitos simples no abelianos. Encontrar extensiones de las formas

(1) k%= Akl (II) kG < A -k, (III) kG — A — kF,

que no pueden ser presentadas como extensiones abelianas (en particular, son no triviales). Por
dualidad, soluciones a (1) dan soluciones a (I11).

Ejemplo 4.1.5. [N3| Proposition 4.10] Sea G un grupo finito y A un algebra de Hopf tal que la
sucesiéon kG — A — k(5 es exacta. Entonces A es una extensién abeliana.

Discutimos maés sobre longitud 2 en lo que sigue.

4.2. Coproducto semidirecto

Consideramos el coproducto semidirecto R x K; dada una coaccién a izquierda p: R - K ® R
tal que

(1) Ag: R— R®R, ¢: R — k, son morfismos de K-comddulos;
(2) mr: R® R — R, ur : k — R, son morfismos de K-comé6dulos;

(3) r—nk @7y = kr_) @7, paratodor € R, k € K.
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Entonces el dlgebra de Hopf coproducto semidirecto R x K es el algebra producto tensorial
R ® K, donde r#k := r ® k, con comultiplicacién y antipoda, para todo r € R, k € K

A(r#k) = ri#(r2) (k1 @ (r2) ) #k2,
S(r#k) = S(r))#S(r1)k).
El algebra de Hopf R x K es una extension
K- >RxK-—"+R, (4.1)
donde ¢ y 7 son «(k) = 1#k y w(r#k) = e(k)r, parar € R, k € K.

Demostracion. Sigue del Teorema [3.3.12] tomando A = K®P, B = R°P, 7, 0 y — triviales. De
hecho, la condicién (1) equivale a C1) y C2); las condiciones C3) y (3.11)) implican que p es una

coaccién; (2) corresponde a (3.14)); (3) corresponde a (3.15)). O

Observacion 4.2.1. JAN| 1.1.5] Las hipétesis (1), (2) y (3) significan que R es un algebra de Hopf
en la categoria g)ﬂD, con coaccidn p y acciéon trivial. Ademads, R x K coincide con la bosonizacién
R#K.

Observacion 4.2.2. Supongamos que dim R < co. Si R es un comoédulo a izquierda que satisface
(1), (2) y (3), entonces R* también las satisface, con coaccién § : R* — K ® R* de la forma
(o, S(r—py))(f,7(0)) = (@ f(=1)){f(0),7), para todo a € K*, f € R*, r € R.

Observacion 4.2.3 ([AN 2.1.1]). Una coaccién a izquierda p : R — kI ® R tal que (1), (2) y (3)
valen, es equivalente a un homomorfismo de grupos 6 : I' = Autp,,s R. De hecho, si p : R — ko
es una coaccién a izquierda, entonces R es un kI'-médulo a derecha con accion «—. Luego 6 :
I' = Autp,ys R definida por 0(y)(r) = r < ~, para todo v € I', r € R, es un homomorfismo de
grupos. Reciprocamente, si 6 : I' = Autpgop R es un homomorfismo de grupos definimos p(r) =
> over 0y ® O(y~1)(r). Se puede ver que p es una coaccién a izquierda que satisface (1), (2) y (3).

Tenemos la sucesién exacta k — R* Z> R*#kI" > kI' —k, donde R*#kI' = (R x k)* tiene

producto (f#7)(f'#7) = f(v-f)#7 vy antipoda S(f#7) = S(y™ - f)#y ' cony-f = fol(y 1),
para todo f, f' € R*, v, e€T.

Observacion 4.2.4. Una coaccién a izquierda p : R — kG ® R que satisface (1), (2) y (3), es
equivalente a una G-graduacion de dlgebras R = P, eq Ry, tal que € y A son homogéneos, y
sop(R) = {g € G : Ry # 0} C Z(G). De hecho, si p es una coaccién a izquierda, entonces
R =@ cq Ry donde Ry = {r € R: p(r) = g®r}; (2) es equivalente a 1 € Ry y RgRy C Ryy;
(1) es equivalente a e(Ry) = 0, si g # 1, y A(Ry) € Ypeq Rgp-—1 @ Ry, para todo g € G (3) es
equivalente a sop(R) C Z(G).

4.2.1. Extensiones de algebras de grupo

Veamos algunos casos en que intentamos encontrar ejemplos no triviales de (III). Supongamos
que R y K son algebras de grupo. Sean ¢ : kF — kG un isomorfismo de algebras y v : G — L un
homomorfismo de grupos. Definimos a, = ¢~*(g), g € G. Entonces kF' tiene una G-graduacién de
algebras kF' = @®g4cq(kF)4, donde (kF), = kay, y una L-graduacién de élgebras kF' = @, (kF);,
donde (kF); = @geG:w(g):l kag. Sean pg, pr las coacciones asociadas y — la accién trivial de kF'
en kG o kL.



43 4.3. Producto semidirecto

e Sea (—, pr, 0, 7) un dato compatible. Si ¢ es suryectiva, entonces kL kL "#,kF —kF

es una extensién abeliana. Por lo tanto, la extension kG kG ™#,kF — > kF es abeliana pa-
ra cualquier (—, pg, 0, 7) dato compatible. De hecho, por (3.15), (1®1)p(ay) = p(ag)(1®1), Vg € G,
[ € L. Entonces sop(kF') =Imvy = L C Z(L), y L es abeliano.

Un isomorfismo de algebras ¢ : kF' — kG no necesariamente viene de un isomorfismo de grupos.
El siguiente ejemplo lo ilustra.

Ejemplo 4.2.5. Sean Cy = (v/x* = 1), Oy x Cy = (g,h/g*> = h? = (gh)* = 1). Se tiene un

1 1—1
isomorfismo de algebras de grupos ¢ : CCy — C(C2 x C3) dado por ¢ < + l:p + Zx3> =g,

2 2
1—i 143
s0< . Yo+ —2H$3> — h.

e Si ¢ viene de un isomorfismo entre F' y G, entonces py, es trivial; por lo tanto kF' x kL ~
kF ® kL. De hecho, si g € G, entonces a4 € F', luego e(ay) =1y ay € (kF')1, por la Observacién
Por lo tanto kF' = (kF');. Entonces tenemos que considerar isomorfismos de algebras de
grupos que no vienen de homomorfismos de grupos. Estos fueron intensivamente estudiados.

e En particular, supongamos que F', G’ son grupos abelianos de mismo orden n. Sea e, =
% Z x(g™Hg, para x € G estos son los idempotentes primitivos de kG y g = Z X(g)ey. Entonces
geG xea
todo isomorfismo de &lgebras ¢ : kF' — kG estd determinado por una biyecciéon 7 : G F ;
precisamente, ! : kG — kF esta dado por

e )= 3 Y Mo

Xeé‘xeF

Entonces py, es trivial y kF' x kL ~kF @ kL.

Demostracion. Para cada g € G,

1 _ 1 _
elag) =~ > D x(@T0)@ ™) =~ > x(9)na.e =7 '(e)(g) # 0.
xeé\xEF Xe@
Entonces a4 € (kF')1 y p es trivial. O

4.3. Producto semidirecto
Consideramos una accién a izquierda de K en T tal que

(4) Ar: T —-T®T,e:T — k, son morfismos de K-médulos;
(5) mp:TRT — T, ur :k — T, son morfismos de K-modulos;

(6) k1 ko -t =ko®ky-t, paratodot €T, ke K.
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O sea, T es un algebra de Hopf en EJJD, con la acciéon dada y coaccién trivial. Entonces el producto
semidirecto T# K es la bosonizacion, i. e., la codlgebra producto tensorial T'® K con multiplicacién
y antipoda

(t#E) (utl) = t(k1 - u)#kal, S(t#k) = S(k2) - S(t)#S(k1),

para todo t € T, k € K; aqui t#k denota nuevamente ¢t ® k. El dlgebra de Hopf T#K es una
extension de la forma (con aplicaciones ¢ y 7 obvias)

T——T#K —» K. (4.2)

Observacion 4.3.1. Supongamos que dim K < oco. Entonces R es un K-comédulo a izquierda que
satisface (1), (2) y (3), si y s6lo si R es un K*-médulo a izquierda que satisface (4), (5) y (6), con
accion a -1 = (a, S(r(_1)))r(0), @ € K*, 7 € R. Por lo tanto, asumiendo también que dim R < oo y
combinando con la Observacién tenemos que

(R x K)* ~ R*#K*. (4.3)

Claramente, una accién de kF' en T que satisface (4), (5) y (6), es equivalente a un homomorfismo
de grupos 0 : F' — Autpeps T'. Consideramos la sucesion exacta

TS THKE 5 kF

en el lema siguiente describimos todas las secciones de élgebras de Hopf s de 7 (i. e., los morfismos
de dlgebras de Hopf s : kF' — T#kF tales que m o s = idgp) con imagen normal.

Lema 4.3.2. Si ¢ € Hom(F,G(T)) satisface

g-t=op(g)te(g™h), geFteT, (4.4)

entonces sy, : kKF — TH#KF, s,(g) = ©0(g N#g, g € F es una seccion de dlgebras de Hopf de 7 y
K, :=Ims, <TH#KkF. Mds ain, cualquier seccion de dlgebras de Hopf s tal que Im s << T#HKF es
de esta forma. Sim admite una seccion de dlgebras de Hopf con imagen normal, entonces THKEF ~
T @ kF como dlgebras de Hopf.

Demostracién. Si ¢ : F' — G(T) es un homomorfismo de grupos que satisface (4.4)), entonces para
todo g,h € G

m(so(9)) = elelg))g=y,

so(9)se(h) = (o(g " )#9) (e(h™ ) #h) = o9~ ) (g - p(h"))#gh
= (g e(g)e(h " )e(g ") #gh = o((gh) ") #gh
= sy(gh)

)

sp(1) = @(1)#1 =141,
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y claramente s, es un morfismo de codlgebras. Por lo tanto, s, es una seccién de algebras de Hopf
de 7. Dados t €T, g,h € F,

(t#h)1(p(g7 ") #9)S((t#h)2) = (tl#h)«o(g‘l)#g)((h ! 8(t2> #h™h)
( —1
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(tip(h)p(g™
tip(h)p(g
tio(h)p(g™
= e(t)p(hg~'h™

Luego K, = Im s, es normal en T'#kF".

Reciprocamente, sea s una seccién de algebras de Hopf de 7w tal que K = Im s es normal en
T#kF. Dado g € F, escribimos s(g) = >_.cp d-(g)#7. Como s es una seccién de , entonces

g=mn(s(g) = (Z dv(ﬂ)#V) = e(dy(9),

YEF YEF
y por lo tanto, £(d,(g)) = d4,4. Como s es un morfismo de coélgebras, entonces por un lado
(s@s)A(g) =s(g)®@s(g) = Y dy(g)#y @ dy(9)#
' EeFR

y por otro lado,
=Y dy(9)1#7 ® dy(g)2#-

yeF

Aplicando id ®dp, ® id ®dp,, para todo h € F, a la igualdad tenemos que
dg(h) @ dg(h) = dg(h)1 @ dg(h)a-
Sean «v, h € F tales que v # h. Entonces
dy(h) = (id®e)A(dy(h)) = (id @e)(dy (h) @ dy(h)) = dy(h)e(dy () = dy(h)dy n = 0.

Por lo tanto, s(g) = dg(g)#g. Escribimos simplemente d(g) = d4(g) € G(T'), para g € F. Como s
es un morfismo de algebras,

d(gh)#gh = s(gh) = s(g)s(h) = (d(9)#g)(d(h)#h) = d(g)(g - d(h))#gh

1#1 = s(1) = d(1)#1,
luego d(gh) = d(g)(g-d(h)) y d(1) =1, para todo g, h € F.
Como K < T#KF, (14t7)s(g)(1#7~ 1) € K, para todo g, v € F, t € T. Asi tenemos que

(1#7)s(9) (171 = ((v - d(9))#v9) A#y 1) = (v - d(9)#vgy " = d(h)#h

para algin h € F. Aplicando e®id a la tltima igualdad y como € es morfismo de kF-mddulos por (4),
sigue que h = ygy~!. Ahora, aplicando id ®e a la igualdad (v - d(g))#vgy ! = d(vgy VD #ygy L,
sigue que

v-d(g) = d(vgy™ "), Vg,7 € F.
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Anélogamente, como t15(g)S(t2) € K tenemos que

e(t)d(g) = tid(g)(g - S(t2)), Vt € T,g € F.

Ahorasige FyteT, entonces

d(g)'S(t)d(g) =

luego g - f = d(g) ' fd(g). Sea ¢ : F — G(T), ¢(g) = d(g)~! para g € F. Como
d(gh) = d(g)(g - d(h)) = d(g)d(g)~'d(h)d(g) = d(h)d(g), Vg, h € F,
¢ es un homomorfismo de grupos y claramente vale. Finalmente, observamos que
s(9)(t#1) = (9) (9 - )#g = to(g) ' #g = (t#1)s(9), geFteT.
Sea 1 : TH#kF — T ® K definida por ¢(t#g) = to(g) ® s(g), t € T, g € F. Entonces 1 es un

isomorfismo de 4lgebras de Hopf con inversa ™' : T ®@ K — TH#kF, v~ (t ® s(g)) = to(g) '#g,
teT, g€ F,ylatltima afirmacion sigue. O

4.3.1. Contexto

Consideramos el siguiente contexto:

= [' es un grupo finito simple,
= R es un algebra de Hopf simple semisimple y

s 0:1 — Autyepr R es un homomorfismo de grupos.

Entonces las dlgebras de Hopf R x kI, R#kI', R* x kI, R* x kI" son de longitud 2.

Lema 4.3.3. Si B< R x k' y B #k, R x k', entonces B = k' o existe p : T' — G(R*) tal que
(4.4) vale y B ~ R.

Demostracion. Sea k'“> R x k' 5 R. Como R es simple y n(B) < R, n(B) = k o n(B) =
R. Como T' es simple y B®°™5 = BN (Rxk)®°™ = BNkl gk, B®7s = k o kI'. Pero
B°7IBC~ B = 1(B), es exacta, luego B = k' o 7|g : B — R es un isomorfismo de 4lgebras
de Hopf. En el dltimo caso, sea j : B — R x kU la inclusién, p : R*#kI' — B*, p = j*, y
K := (R*#kI")°P g R*#kI". Entonces ¢*| : K — kI es un isomorfismo de algebras de Hopf y el
Lema se aplica a s = (1*|x) 1 O
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4.4. Ejemplos donde R es un twist de un grupo finito

Sean N un grupo finito y J un twist en kNN correspondiente al par (S,w). Sea 6 : G —
Autpopt(kN)? un homomorfismo de grupos y H := (kN)’ x k“. Notemos que p : H — k%,
o(r#k) = e(r)k, es una retraccion de algebras de Hopf de ¢+ : k¢ — H, i. e., un morfismo de
algebras de Hopf tal que po: = idyc.

Lema 4.4.1. Supongamos que

i) G no es abeliano,

i) existe M < NC no abeliano tal que [M,S] = 1.
Entonces H no es triangular ni cotriangular.

Demostracién. Por i), k%, y a posteriori H, no es cuasitriangular (usamos p y la Observacion
3.2.3). Por i), kM < H; como M no es abeliano, kM no es cocuasitriangular, luego H no es
cocuasitriangular. O

Veamos qué hipdtesis tenemos que agregar para que H no sea trivial.
Lema 4.4.2. i) H es conmutativa si y sélo si N es abeliano.

ii) H es coconmutativa si y solo si (kN)? es coconmutativa, G es abeliano y p es trivial.
Ver Lema para la cocommutatvidad de (kN)”.

Demostracion. Por la Observacién y [R, Proposition 1]. O

Ahora vemos que bajo algunas hipétesis, H no es una extension abeliana.

Proposicion 4.4.3. Supongamos que

i) G es un grupo simple no abeliano;
ii) (kN)? es un dlgebra de Hopf simple;
iti) si C' < N es abeliano, entonces C = {1} (en particular N no es abeliano),

i) J es un twist no trivial.
Entonces H = (kN)” x k@ tiene longitud 2 y no es una extension abeliana.

Demostracion. H no es conmutativa ni coconmutativa por el Lema Sea B< H. Si B =k©,
entonces H//B ~ (kN)” no es coconmutativa por el Lema y las hipétesis i) y iv). Si B ~
(kN')”7, entonces no es conmutativa (o alternativamente H//B ~ k% no es coconmutativa). Por el
Lema [£.3:3] estas son las posibles subdlgebras de Hopf normales no triviales de H. Por lo tanto
(kN)7 x k% no es una extensién abeliana. O
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4.5. La construccién bésica [AN, 2.1.5]

Consideramos la siguiente data
e homomorfismos de grupos I' —%> Autpepr R <2 @G tales que [u(@),0(T)] =1,
e un 2-cociclo & € H(G,T).

Sea A := Rxkl'#,kG un algebra de Hopf que es el espacio vectorial Rkl ® kG con producto,
coproducto y antipoda dados por

(r#f#9)(s#f'#9") = ru(g)(s)#f f'o(g, 9')#a9,
A(r#d,#g) = r)#Oug @ 0(u") (r2)) #ou#tg,
U’U:'Y
S(r#oy#g) = (g™ ) 0 (v NS(r))#o(g ", 9) 019",

donde r#f#qg = r ® f ® g, para todo r,s € R, f,f € k', v,u,v € T, g,¢4 € G. Tenemos una
sucesion exacta

R x kP> R x k' #,kG —> kG. (4.5)

Observacion 4.5.1. Si @ = o/ en H?(G, I‘) entonces R x k' #,kG ~ R x kU'#,kG. De hecho,
consideramos la accién tr1v1al de G en F como & = o/ existe una funcién f : G — [ tal que
o =0o'8f, donde 6f : G x G — T es tal que 5f(:r3,y) = f(y)f(z)f(xy)~'. Entonces las dlgebras
de Hopf R x k' #,kG y R x kU'#,kG son isomorfas y un isomorfismo explicito estd dado por

r#fH#g = r#Ef(f)#g.

Observacion 4.5.2. Si I', G son grupos finitos simples (podemos suponer que o es trivial) y R es
un 4algebra de Hopf simple semisimple, entonces el algebra de Hopf R x kI #kG es de longitud 3.

4.5.1. Ejemplos donde R es un twist de un grupo finito

Consideramos la construccion basica A = (kN)” x kU'#kG, donde J es un twist en kN corres-
pondiente al par (S,w), y 0 : I' — Autgepr(kN)” y 11 G — Autpept(kN)? son homomorfismos de
grupos tales que [u(G),0(T")] = 1.

Proposicion 4.5.3. Supongamos que:
i) T' es simple no abeliano;
ii) (kN)’ es un dlgebra de Hopf simple;
iii) si C' QN es abeliano, entonces C' = {1} (en particular N no es abeliano);
w) J es un twist no trivial.

Entonces A no es una extension abeliana.

Demostracion. Por el Lema pues (kN)” x k! no es abeliana por la Proposicién O

Lema 4.5.4. Supongamos que
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i) I' es simple no abeliano,

i1) G es simple,
i1i) R es un dlgebra de Hopf simple semisimple,
iv) existe M < N no abeliano tal que [M,S] =1,

v) p(g) € Aut(N) y (u(g) ® u(g))(J) = J.

Entonces A no es triangular ni cotriangular, pero la sucesion klels AP (kN)/#kG es exac-
ta, donde (kN)’#kG es triangular.

Demostracion. Por el Lema R x k' < A no es cocuasitriangular; entonces A tampoco.
Notemos que 7 : A — kU, n(r#f#g) = e(r)f, es un epimorfismo de algebras de Hopf. Como T
no es abeliano, A no es cuasitriangular. No es dificil ver que la sucesion es exacta. Por (4.5.4)),

(KN)7#kG ~ (kN#kG)” = (k(N x G))’, donde J = J; 1 ® Ji ® 1. O

4.6. Ejemplos concretos

En los ejemplos que siguen, consideramos un grupo finito N y un twist J en kIV correspondiente
al par (S,w). Entonces

C(N,S):={¢p € Aut N : ¢|s = idg} = Autpopr(kN)”. (4.6)

Si Z(N) = 1, entonces ad : N — Aut N induce un monomorfismo del centralizador Cy(S) en
C(N,S), y es un isomorfismo si ad : N — Aut N es un isomorfismo. En todo caso, si I', G < Cn(S)
yI'NZ(N) =1 = GNZ(N), entonces denotamos por 6 : I' — Autpops(kN)7, 1 : G — Autgeps(kN)7
las composiciones de los correspondientes monomorfismos.

Ejemplo 4.6.1. Sean n,m € N tales que n > m > 9. Sea N = A,, Cy x Cy ~ S = ((12)(34),
(13)(24)) < N, 1 #w € H2(§, k%) ~ Cy y J € kS ® kS el twist correspondiente. Por el Ejemplo
3.3.7, (kA,)”? es simple. Sea I' = A,,_4 (actuando en {5,6,---,m}); por hipotesis, I' es simple
no abeliano. Ahora supongamos que n — m > 4; entonces M = A,,_,, (actuando en {m + 1, m +
2,---,n}) no es abeliano y conmuta con I y S. Por el Lemam, (kA,,)? x kAm—4 no es triangular
ni cotriangular. Por la Proposicion no es una extension abeliana; y es de longitud 2. Ahora
supongamos que n — m > b; entonces G = A,,_,, (actuando en {m + 1,m + 2,--- ,n}) es simple,
no abeliano y conmuta con I'. Por lo tanto, (kA,)” x kAm—44tkA,, ., no es una extensién abeliana
pero es una extensién de un algebra de Hopf triangular por una cotriangular.

Ejemplo 4.6.2. Sean n,m € Ntalesquen >m >9.Sea N =S,,, Ca xCy ~ S = ((12),(34)) < N,
i

1#£we H2(§,kx) ~ (Cyy JekS®KkS el correspondiente twist. Por el Ejemplo (kS,)” es
simple. Sea I' = A,,,_4 (actuando en {5,6,--- ,m}); por hipétesis, I es simple no abeliano. Ahora
supongamos que n —m > 3; entonces M = S,_,, (actuando en {m + 1,m + 2,--- ,n}) es no

abeliano y conmuta con I' y S. Por el Lema (kS,,)” x kA1 no es triangular ni cotriangular;
por la Proposicién [£.4.3] no es una extensién abeliana; y es de longitud 2. Ahora supongamos que
n —m > 5; entonces G = A,,_,, (actuando en {m + 1,m + 2,--- ,n}) es simple, no abeliano y
conmuta con I'. Por lo tanto, (kS,)” x k*n—4#kA, ,, no es una extensién abeliana pero es una
extension de un algebra de Hopf triangular por una cotriangular.
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Ejemplo 4.6.3. Sea [F, un cuerpo finito con ¢ elementos. Sean n,r € N, s € NU {0} tales que
n=3+r+s,r=2 (r,g—1) =1y (r,q) # (2,2). Sea

N = PSLn(Fy) = SLu(Fy)/{Nn : A € Fg, A" = 1}.

I,
z 0 0
Sea F,* x F,* ~ S = 0 vy 0 cr,y€F ) < N, 1 #w € H2(S,k*) y
00 (apy)!
I
J € kS ®@ kS el correspondiente twist. Como r > 2, (r,q—1) =1y (r,q) # (2,2),
A
r= I3 :Ae SL,(F,) p ~PSL,(F;) < N

I
es simple y no abeliano. Ahora supongamos que s > 2; entonces

I
M = I : B € SLy(F,) ¥ ~ PSLy(F,) < N
B

es no abeliano y conmuta con I' y S. Por el Lema 1} (kPSL,(F,))’ xk3L(Fa) no es triangular ni
cotriangular; por la Proposicién [£.4.3] no es una extensién abeliana; y es de longitud 2. Supongamos
I,
que s >2,(s,q—1) =1y (s,q) # (2,2). Entonces SLy(Fy) ~ G = I3 : B e SLy(Fy)
B

es simple, no abeliano y conmuta con T'. Por lo tanto, (kPSL,(F,))” xkFrFa) #kSL(F,) no es una
extension abeliana pero es una extensién de un algebra de Hopf triangular por una cotriangular.

Observacion 4.6.4. (C. Galindo). Sea S < N abeliano, w € HQ(S”,kX) y J el correspondiente
twist. Sean G,I' < Cn(5) tales que TN Z(N) =1 =GNZ(N)y 0 :T — Autpopt(kN)7 y

p: G — Autpept(kN)? como antes. Entonces (kN)7 x kI ~ (kN x ]kr) como algebras de Hopf,

donde J = J; 1 ® J* @ 1. Como (kN x k') es grupo-teorética, las extensiones de longitud
2 en los Ejemplos [4.6.1} 4.6.2] y 4.6.3| son grupo-teoréticas. Los ejemplos de longitud 3 también

son grupo-teoréticas. De hecho, (kN)? x k'#kG ~ k(N x G)’ x kU como algebras de Hopf7
donde k(N x @)’ x k& es el coproducto semidirecto definido por 6 : I' — AutHO t(k(N x Q)7
0(v)(n,g) = (0(v)(n),9), para todo v € I',n € N,g € G, ver Observacién Como antes,
]k(NNG)jx]kF ~ (k (NNG)NkF)J donde J = Ji®l®l®J'®l®l,y por lo tanto es
grupo-teorética.

Observacion 4.6.5. (A. Davydov). Sean J un twist en kN, K € kN®kN ad N-invariante e invertible
y ¢ € Aut N tales que (¢ ® ¢)(J) = JK. Entonces ¢ € Autyops(kN)’. De hecho, notemos que
1= (p®@¢)(JJ 1) = JK(p @ ¢)(J 1), y como K y J son invertibles (¢ @ ¢)(J 1) = K-1J~L
Entonces

(@@ )A ) = (p29)(J  (n@n)))=(6®¢)(J ) (d(n) @ d(n)JK
= K 17N (n) @ 6(n))JK = I ((n) ® ¢(n))J = A (4(n)),
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donde en la pentltima igualdad usamos que K es ad N-invariante.

En nuestros casos, N es simple y no abeliano o N = §,, con n > 2, luego K C Z(N) = 1. La
existencia de otros elementos en Autpops (kN )/ podria proveer nuevos ejemplos de extensiones de
longitud 2.

Pregunta 10. ;Qué es AutHOpf(kN)J?
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Capitulo 5

Ejemplos de algebras de Hopf con la
propiedad de Chevalley dual

En este capitulo presentamos ejemplos de algebras de Hopf de dimension finita con la propiedad
de Chevalley dual, [AGM].

Definiciéon 5.0.1. Un &lgebra de Hopf H tiene la propiedad de Chevalley dual si el producto
tensorial de dos H-comddulos simples es semisimple.

El dual de esta nocién fue introducido por Andruskiewitsch, Etingof, y Gelaki en [AEGI, y es
motivada por un teorema de Chevalley que dice que el producto tensorial de dos kG-médulos simples
es semisimple (G es un grupo no necesariamente finito). Veamos una formulacién equivalente de la
propiedad de Chevalley dual.

Proposicion 5.0.2. Sea H un dlgebra de Hopf de dimension finita. Son equivalentes:

i) H tiene la propiedad de Chevalley dual.

i1) Hy es una subdlgebra de Hopf de H.
Demostracion. [AEGL Proposition 4.2]. O

Clases particulares son las dlgebras de Hopf punteadas (el corradical es un algebra de grupo)
y las copunteadas (el corradical es el dlgebra de funciones en un grupo finito o reductivo). Hay
ejemplos de algebras de Hopf que no cumplen esta propiedad, como los duales de los nicleos de
Frobenius-Lusztig.

Queremos dar ejemplos de algebras de Hopf con la propiedad de Chevalley dual que no sean
puntedas ni copunteadas. Si conocemos ejemplos de:

1. G un grupo finito y V € YD tal que dim B(V) < oo,

2. H un algebra de Hopf semisimple tal que gyD ~o ﬁg)}D,

53
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entonces el funtor F : E5YD — HYD preserva dlgebras de Nichols, i. e., F(B(V)) ~ B(F(V)) y
si V! = F(V), entonces dim B(V’) < oo. Ademds A(V') = B(V')#H es un algebra de Hopf de
dimensi6n finita con A(V')y ~ H.

Ejemplos de G 'y V como en[l] son conocidos en la literatura. En la Tabla hay ejemplos de
tales grupos y el dlgebra de Nichols de dimension finita viene de un pecio. La Tabla es separada
de la primera tabla, pues se conocen familias de ejemplos de dlgebras de Nichols de dimension finita
cuyos modulos Yetter-Drinfeld se realizan sobre grupos diedrales, pero este médulo no viene de un
pecio sino que es de tipo diagonal. Mas ejemplos de algebras de Hopf con la propiedad de Chevalley
dual con espacios vectoriales trenzados de tipo diagonal se pueden encontrar en [CDMM), Mo].

Tabla 5.1
(X,q) dim*B(V) | Referencia G
(D3, —1) 12 [MS] Ss
(Qs,2,-1), (Qs,3,—1) 1280 [AG] C5 X3 Cy
(03,-1), (03,x) 8294400 | [FKl [G1} [G] S5
(T7 _1) 72 [G] A4 X CQ
(Q7,3, —1), (Q7,5, —1) 326592 [Gl] C7 A3 CG
Tabla 5.2
dim*B(V) | Referencia G
< 00 [FG] D4t7t 2 3

Para encontrar ejemplos como en [2], dada un dlgebra de Hopf semisimple H y un grupo finito
(G, sabemos que las categorias g))D y ]ﬁigyD son equivalentes como categorias tensoriales trenzadas
siy sélo si H ~n\or kG. Ahora, por la Observacién [3.6.12] si H es un algebra de Hopf tal que
H ~yor kG entonces H es grupo-teorética; reciprocamente, si H es grupo-teorética con w = 1,
entonces H ~yjor KG.

5.1. Algebras de Hopf cuyo coradical es una subilgebra de Hopf

Sea G un grupo finito. Estamos interesados en algebras de Hopf grupo-teoréticas H con w =1
tales que H ~\or kG. Mas precisamente, consideramos el Teorema [3.6.8| con w = 1 e introducimos
la siguiente definicion.

Definicién 5.1.1. Un dato grupo-teorético para G es una coleccién (F,«,T',5) donde F,I" < G,
a € HY(F,k*) y B € H*(T',k*), satisfacen

= G =FT;

" QA B|mel es no-degenerado en F'NT.

Sea (F,a,I', ) un dato grupo-teorético para Gy elegimos representantes a, 3. Por el Teorema
podemos describir un funtor de fibra de C(G,w; F,«) y por dualidad Tannakiana, existe un
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algebra de Hopf H = H G (F I') con Corep H tensorialmente equivalente a C(G, 1; F, «), y por lo

tanto H ~yp1or kG; dec1mos que H es un algebra de Hopf grupo-teorética sobre GG. A menos de iso-
morfismo, H s6lo depende de las clases oy 3; entonces denotamos H = H; G (F I'). Reciprocamente,
sea H tal que H ~\or kG. Entonces Rep H ~yor Rep G ~vior Vecg. O sea, Rep H es tensorialmente
equivalente a Endyec,, (Veckﬂp) ~9 kﬂp(veCG)kﬂp =C(G,1;T, ). Por lo tanto H ~ HﬁGa(I‘, F), para
algin dato grupo teorético (I, 5, F, ).

Ahora definimos una relacién de equivalencia de datos grupo-teoréticos.

Sea § € AutG y v € H*(G,k*). Si (F,a,T,) es un dato grupo-teorético para G, enton-
ces (O(F),0.(ayp), 0(I), 0.(Byr)) también lo es. Aqui 0.(ayp) es el cociclo pushforward , i. e.
Ox(ay ) (0(a),0(b)) = ala,b)y(a,b), para a,b € F'y andlogamente para 6.(Bvr). Sean DGT¢g
el conjunto de los datos grupo-teoréticos para G'y AutG x H?(G,k*) el producto semidirecto
de grupos asociado al homomorfismo ¢ : AutG — Aut H?(G,k*), dado por ¢(f) = ~ o (6,6),
para todo 6 € AutG. O sea AutG x H*(G,k*) = AutG x H?(G,k*) con producto dado por
0,7)(0",7") = (000, p(0)(y)Y), para todo 6,0 € Aut G, v,+ € H*(G,k*). Entonces

AutG x H2(G,k*) x DGT¢ — DGTg
((07 7)7 (F7 a, T, ﬂ)) = (Q(F)v 9*(0‘7|F)7 H(P)v 9*(57|F))

es una accién a izquierda del grupo Aut G x H?(G,k*) en el conjunto de los datos grupo-teoréticos
para G. De hecho,

(id,1) - (F, o, T, 8) = (F,id« (), T,1d4(8)) = (F, o, T, B),
y para todo 7,7 € H*(G,k*), 6,0 € Aut G, tenemos por un lado
(0.7) - ((0'.7) - (F.e, T, B)) = (0,7) - (0'(F), O, (arp), 0 (D), 02.(87|r))
= (0(6"(F)), 005 (| p) Vo)) 00" (1)), 0 (05 (BY [0)V]or (1))
y por otro lado,

(97 7)(9,a 7,) : (Fa a, T, /3) - (0 o 9/7 @(0/)(7>7/) ’ (Fa a, T B)
= ((000)(F),(008). (@) ()7 k), (00 0)(T), (0 08)(B(e(0) ()7 )r))-

Para todo a,b € G,

(60 6+ ((0(6")(7)7) ) (0 0 6) (a), (00 0') (D)) = o

) 9(@) (¢"(0))
1)((008)(a), (806 (b)).

Luego, la afirmacién sigue. Decimos que dos datos grupo-teoréticos son equivalentes si ellos perte-
necen a la misma érbita por esta accion.

Lema 5.1.2. Sea (F,a, T, 3) un dato grupo-teorético para G.

i) SifcAutG yvy e H*(G,k*), entonces como dlgebras de Hopf

e G
HaB(F7F) - HG*(av‘p)a*(ﬁ’ﬂr)(Q(F)? Q(P))

O sea, datos grupo-teoréticos equivalentes producen dlgebras de Hopf isomorfas.
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ii) HS3(F,T)* ~ HF (T, F).

iii) HSB(F, I') es coconmutativa (respectivamente, conmutativa) si y solo si F'' <9 G es abeliano
y a € H2(F,k*)*C (respectivamente, T < G es abeliano y f € H*(T,k*)24%). i H =
Hgﬁ(F, ') es coconmutativa entonces KG(H) ~ por KG y todo G tal que kG’ ~p10r kG es de

esta forma.

w) HE|(F,G) es un twist de kG y todo twist es de esta forma.

v) Si FNT =1, entonces HO?B(F,F) es una extension abeliana de k' por kI':
k" — HS,(F,T) — KT

Demostracion. i) Sea H = Hgﬁ(F, I'), C = vecg, A = koF y B = kgI'. Como (F,«,T,3) es un
dato grupo-teorético, por el Teorema [3.6.8] el rango de 4Cp es uno. Entonces 4Cp ~ vec como
categorias abelianas. Luego End(4Cp) ~ End(vec) ~g vec. De esto se sigue que la accién de 4Cy
sobre 4Cp induce un funtor tensorial de 4C4 a vec, que es el funtor de fibra asociado a H. Tenemos
que H es la reconstruccion Tannakiana del funtor de fibra

C(G, l;F, a) =A CA — End(ACB).

Si (6,7) € Aut G x Z2(G,k>), entonces inducimos un automorfismo tensorial (fs,7) : vecg — vecg
dado por

kg = ko(g), Vig ke = V(G 1) idic ) Ko(g) © Koy = Ko(gn)-

Como A es un élgebra en C, entonces 0.(A) = P e kg(g) es un dlgebra en C con multiplicacién
ug(gyto(n) = Y(g, h)a(g, h)uggn)- El automorfismo tensorial (6,) induce una equivalencia tensorial
(04,7) = aCa — 4,(4)Co,(4) tal que el siguiente diagrama de funtores tensoriales conmuta:

AC4 ——— End(4Cp) (5.1)

-

0.(4)Co.(a) — End (g, (4)Co(p))-

La reconstruccién Tannakiana de g4)Coca) — End(g(a)Co(m)) s Hﬁ(aWF)H*(BV\r)(H(F)’G(F))’ en-

tonces por formalismo Tannakiano y la conmutatividad del diagrama (5.1]), las dlgebras de Hopf

Hgﬁ(F,F) y Hci(av‘p)e*(ﬁmr)W(F)’9(F>) son isomorfas.

it) Sea (F,«,T', 3) un dato grupo-teorético para G. Tenemos dos categorias de fusiéon asociadas
ko F(VECG)koFs ksT(VeCG )k ¥ la categorfa bimédulo de rango uno g, r(veca)k,r- El dlgebra de
Hopf HS 5(F,T) (resp. HEQ(F, F)) es por definicién la reconstruccion Tannakiana de i p(vecs )k, F
(resp. kyr(vece)kyr) respecto al funtor de fibra definido por la categoria médulo a izquierda (resp.
a derecha) i, r(vecg)k,r. Ahora, sigue de [Y, Appendix C] que HG/B(F7 r)* ~ Hga(f‘, F).

[0}

i17) Un algebra de Hopf semisimple H es coconmutativa, respectivamente conmutativa, si y
s6lo si Corep H, respectivamente Rep H, es punteada, ver el Ejemplo [2.2.18] Por el Teorema [3.6.6
C(G,1; F, ) es punteada si y s6lo si F' es un subgrupo abeliano normal de G y « es ad G-invariante,
lo que implica la primera afirmaciéon. Si H = Hgﬁ (F,T') es coconmutativa, entonces H ~ kG(H) y
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por construccién H ~yjor kG, luego kG(H) ~yor KG. Reciprocamente, si G’ es tal que kG' ~yor
kG, entonces RepkG’ ~yior vecq. Luego, existen I' < Gy 8 € H2(I',k*) tales que Corepk® ~
RepkG’ =~ i r(vecg)k,r = C(G, 1;T', 3). Por tanto Hﬁg (T,F) ~ k& y por ende, HEB(F, ) ~kG'.

«

iv) La categoria de fusién
Rep HY|(F, G) ~ Corep HE (G, F) ~ C(G,1; G, 1) = xa(veca )xa

es tensorialmente equivalente a RepkG. Entonces, por el Teorema H gl(F ,GG) es twist equi-
valente a kG. Reciprocamente, si H ~ (]kG)J, entonces Rep H ~ RepG ~ C(G,1;G,1). Luego
H ~ HY (F,G) para algin F < G y o € H%(F,k*) no-degenerado.

v) Sea A una extensién de k' por kI' con 3-cociclo w. Por la Observacién H =
Hgﬂ(w,F,F) ~ (A7®), y H es una extensién de k¥ por kI' con 3-cociclo w. Dado que la ex-
tensién kI o< kI tiene 3-cociclo 1, HS 5(F, I') resulta una extensién abeliana. O

Debemos calcular todos los datos grupo-teoréticos de algunos grupos especificos y entonces
determinar las clases de isomorfismos de las correspondientes algebras de Hopf grupo-teoréticas.
Presentamos ahora algunos resultados auxiliares para este fin.

Observacién 5.1.3. Sea (F,a,I',3) un dato grupo-teorético para G. Si v € H?(G,k*), tal que
v|F = a1 entonces (F,a, T, 8) y (F,1,T, 8y|r) son equivalentes, asi HSB(F, I~ HlGBvlr (F,T). De
hecho, (id,7) - (F,a, ', 8) = (F,1,T, B7y|r). Lo mismo resulta con I' en lugar de F.

Lema 5.1.4. Sean (F,o,T',3) un dato grupo-teorético, H = HSB(F,F) y K ={g € Ng(F)/F :
[a] = [a9]}. Entonces la siguiente sucesion es exacta

Jas G(H) K . (5.2)

Demostracion. Dado que G(H) es isomorfo al grupo de objetos invertibles en la categoria tensorial

Corep H ~ C(G, 1; F, a), la afirmacion sigue del Teorema [3.6.13 O

En particular, por la definicién de la accién y del cociclo dados en la Seccién [3.6.1, si oo = 1,
entonces G(H) ~ F x Ng(F)/F.

Lema 5.1.5. Sea G' un grupo finito. Sean (F,a,T, ) y (F',a/,T", ") dos datos grupo-teoréticos
para G y G’ respectivamente. Entonces Rep Hgﬁ(F,I‘) y Rep Hgﬁ, (F',T") son equivalentes como
categorias tensoriales si y solo si existe una categoria (vecq, vecar)-bimddulo invertible X tal que

X Byecy, M(T, ') = M(T, B) (5.3)

como categorias vecg-modulos a izquierda.

Demostracion. Recordemos que Rep Hgﬂ(F, ') ~C(G,1;T,5) y Rep Hg/ﬂ,(F’, I ~C(G, 1,1, 08)
son equivalencias tensoriales. Sabemos que C(G,1;T, 8) = Endyec,(M(T, 3)) y C(G', 1;17,5") =
Endec,, (M(IY, B7)), ver Ejemplo SiT : Endyecs (M(T', 8)) = Endye (M(I, 8')) es una equi-
valencia tensorial, entonces por la Proposicién A = Fungng,,. ., (m(1,8)) (M(T, 8", M(T, B)T)
es una categoria (vecq, vece)-bimédulo invertible. Por la Observacion @, vale . Recipro-
camente, si X’ es una categoria (vecg, vecqr)-bimédulo invertible tal que @ es una equivalencia

de categorias vecg-médulos a izquierda, entonces por la Observacion [2.6.8] existe una equivalencia
tensorial entre Endyec, (M(T, 8)) y Endyec,, (M(T, 5)). O
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5.2. Algebras de Hopf grupo-teoréticas sobre Cj3 x Cy

El grupo S3 tiene un médulo de Yetter-Drinfeld V' con dimB(V) = 12 [MS], pero no hay
algebras de Hopf grupo-teoréticas sobre Sz no triviales. En efecto, la clasificaciéon de las algebras
de Hopf de dimensién 6 = |Ss| es conocida: kCs, kS3 y k. Por la Observacién kS3 no es
Morita-equivalente a kCg. Por el Ejemplo k53 ~nior kSs3. Por lo tanto las tnicas algebras de
Hopf grupo-teoréticas sobre S3 son kS3 y kSs.

Sin embargo el espacio vectorial trenzado V' puede ser realizado como un médulo de Yetter-
Drinfeld sobre G, = C3 x Cay,, m € N ver Proposicién [2.4.12] El menor grupo donde hay ejemplos
no triviales es G = C35 x Cg. Recordamos que la clasificaciéon de las algebras de Hopf semisimples
de dimensién 18 es conocida [Ma2].

Sea & € G3, L =Cy = (z), N = C3xC3 = (a) x (b). El algebra de Hopf A;g¢, definida en [Ma2),
1.2], es la extension abeliana asociada al par de grupos apareados (L, N,>,<) donde >: N x L — L
es trivial, < : N x L — N es dada por a't! <z = a’b™/ y cociclos ¢ : L x L — (k™)X trivial y
7: N x N — (k¥)* dado por 7(a'd?, a"b®) = &1 + £76,. En consecuencia, G = C3 x Cg = (z, a, b).
Ademés, Al&g ~ AlS,r] <~ |£‘ = |’I’]‘ [Ma2, 15]

Proposicién 5.2.1. Las dlgebras de Hopf grupo-teoréticas sobre G no triviales son Aig¢ y (Aige)”,
€ € Gj.

Demostracién. Dado que |G| = 2 x 32, el tinico subgrupo no trivial con un 2-cociclo no-degenerado
es N ~ (3 x C3. Sea M = (x,b) ~ S3. Sea (F,«,I", ) un dato grupo-teorético para G; entonces
FNT'esloN.

Caso 1. F NI = 1. A menos de conjugacién, (F,I') o (I', F') es uno de los siguientes pares

(L, N) (5.4) ({a), M) (5.6)
(), (z, a)) (5.5) ({ab), M) (5.7)

Si (F,T') es como en , , F <G entonces HSB(F, I') es coconmutativa, cf. Lemamiii).
Si (F,T') es comoen (5.7), F £ G y I' no es abeliano, por tanto H = Hsﬁ(F, I') es no trivial. Ademas
como H?(C3,k*) =1 = H?(S3,k*), por el Lemal|5.1.4, G(H) ~ C3x(C3xC3)/C3 ~ C3xC3; y una
vez que [F, Ng(F)] =1, G(H) ~ Cs x Cs. Ahora, G(H*) ~ S3 x G/S3 ~ Cy x C3 = Cy x C3 = Cg.

Si (F,T') es como en (5.8), F,T" 4 G, por tanto H = HSB(F, I') es no trivial. Andlogamente al
caso anterior, G(H) ~ C3 x (3. Ademés G(H*) ~ Cg x Cs/Cg ~ C.

Si (F,T) es como en (5.4), F # G, H*(N,k*) ~ C3 y H*(N,k*)*% = 1, entonces H =

HIGB(G, N), B # 1, es no trivial. Ademds, estos cociclos dan lugar a algebras de Hopf isomorfas.
Tenemos que G(H) ~ Cy x Cs/Cy =~ Cy x C3 = Cg. Para calcular G(H*), vemos que K = {g €
Ng(N)/N : [y] = [9],Vy € H*(N,k*)} = 1. Luego G(H*) ~ C5 x Cs.
Caso 2. FNT = N, por lo que (F,T') es (N,G) —denotado por (5.9)- o (G, N). Dado que
H?(N,k*) ~ Cyy H>(N,k*)*¢ =1 H = HEI(N, G), B # 1, es no-trivial. Ademds, estos cociclos
dan lugar a algebras de Hopf isomorfas. Tenemos que G(H*) ~ G ~ Cg. De hecho, la abelianizacién
de G, G* ~ (C3P)¢g, x C&> ~ C3/{(h-n)n~t :n € C3,h € Cg} x Cs ~ C/C3 x Cg ~ Cq, una vez
que la accién de Cg en C3 no es trivial. Para el calculo de G(H), andlogamente al caso anterior
K =1, luego G(H) ~ C3 x Cs.

({ab), (z, a)) (5:8)
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Luego tenemos las siguientes posibilidades:

# F a r B G(H) G(H™)
0.4 L:Cg 1 N:CgXCg 751 Cﬁ C3><03
ﬂ <ab> ~ Cg 1 M ~ Sg 1 Cg X 03 C()‘
5.8] (ab) 1 (x,a) ~ Cg 1 | C3xCs Cs
(5.9) N 75 1 G 1 Cg X Cg C6
Por [Ma2| 2.3, 2.5], dado que |G =9, (A ~ (7 ~ Gy ~ ~ Ajg¢; dado que

H)| =6, B4) ~ E-9" ~ E-3" = (5.9)" = (Aise)". O

Por lo tanto Ajg¢ ~ (5.9) es un twist de kG. Recordamos que levantamientos de B(V)#kG,
donde V' es como antes, son clasificados (y hay no triviales) [GIV].

Proposicién 5.2.2. Las dlgebras de Hopf Aig¢ y (Aige)* tienen un modulo de Yetter-Drinfeld no
nulo V' con dimB(V') < co. Bosonizando, obtenemos nuevas dlgebras de Hopf con la propiedad de
Chevalley dual de dimension 216.

La clasificacion de todos los levantamientos de B(V)# A1 ¢ sigue de [GIVY] (y hay no triviales).
O

Observacion 5.2.3. Vimos en la prueba de la Proposicion que si (F,T") es como en (5.5) o
(5.6)), entonces H es coconmutativa. Calculando G(H), tenemos que G(H) ~ G. Luego por el Lema
5.1.2|iii), no existe un grupo G’ % G con kG’ ~pjor kG.

5.3. Algebras de Hopf grupo-teoréticas sobre C; x5 Cy

El grupo G = C5 x2 Cy tiene dos médulos Yetter-Drinfeld V;, j = 2,3, con dimB(V}) = 1280
[AGI; V; es un espacio vectorial trenzado con pecio Qs ; y cociclo —1,y Vo =~ V5 en ]ﬁgyl). Pero un
algebra de Hopf grupo-teorética sobre Cs xo Cy >~ C5 x5 Cy es trivial. En efecto, un subgrupo no
trivial de C5 X2 C4 no admite un 2-cociclo no-degenerado, (alternativamente, no existen algebras
de Hopf triangulares no triviales de dimensién 20 |Ge, N5]). Por lo tanto tales dlgebras de Hopf
grupo-teoréticas deben ser extensiones abelianas, y éstas son triviales.

Sin embargo, el espacio vectorial trenzado Vj, 7 = 2 o 3, puede ser realizado como médulo de
Yetter-Drinfeld sobre Cs xo Cyy =~ C5 X3 Cym, m € N, ver Proposicién El menor grupo
donde hay ejemplos no triviales es G = C5 x5 Cyg.

Proposicion 5.3.1. Las dlgebras de Hopf grupo-teoréticas sobre G = Cs X9 Cog no triviales estdn
dadas por los datos grupo-teoréticos en la Tabla[5.3

Pregunta 11. ;Es cierto que[5.3[d ~ [5.3[d ~ [5.3[] ~ [5-3[?

Demostracién. Sea G = (a,b,z), donde |a| = |b] =5, |z| = 4, a es central y xbr~! = b%. Entonces
N = (a,b) ~ C5 x C5 es un 5-subgrupo de Sylow normal. Dado que G no tiene ningin subgrupo
isomorfo a Cy x Cy, el inico subgrupo no trivial con un 2-cociclo no-degenerado es N. Sea (F, o, I, )
un dato grupo-teorético para G; entonces FNT'es 1o N.
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Tabla 5.3: Datos grupo-teoréticos para C 9 Cog

# F a r 3 | G(H)
5.3la <x> ~ C4 1 N ~ 05 X 05 7'5 1 CQ()
5.3lb N #1 (x) 1 | CsxCs
5.3lc (ab) ~ Cs 1 | (byz) 2CsxCy| 1 | C5xCs
d <b, JI> 1 <ab> 1 CQO
e (ab) ~ C5 1 <x3a2> >~ CQ() 1 05 X C5
5.3.f (z3a?) 1 (ab) 1 Cao
53g NZC5XC5 751 G 1 C5XC5
5.3lh G 1 N Z£1| Cx

Caso 1. FNT =1. A menos de conjugacién, (F,I") o (I, F') es uno de los siguientes pares

({z),N) (5.10) ({a), (b,x)) (5.12)
((b), (z*a®)) (5.11) ((ab), (b, z)) (5.13)

Si (F,T) es como en (5.10), F' #4 G, HX(F,k*) = 1, H*(T',k*)™¢ = 1 y H*(T,k*) ~ Cs,
entonces H = chﬁ(F ,I'), B # 1, es no trivial. Mas atn, estos cociclos dan lugar a algebras de
Hopf isomorfas, denotada Por el Lema G(H) ~ C4 x Oy /Cy ~ Cy x C5 = Cyp pues
C5 — Aut Cy ~ (5 debe ser el homomorfismo trivial. Para calcular G(H*), notemos que K = 1,
luego G(H*) ~ C5 x Cs.

Si (F,T) es como en (5.11)), (5.12)), F <G por lo tanto Hgﬁ (F,T') es coconmutativa, cf. Lema|5.1.2
iii). Si (F,T) es como en (5.13)), F 4 G, H*(F,k*) = 1 = H?(I',k*) y T es no abeliano, entonces
H = HE (F,T) es no trivial, dando Por el Lema [5.1.4 G(H) ~ C5 x (C5 x C5)/Cs5 ~ Cs x Cj
pues ¢ : C5 — Aut C5 ~ C4 debe ser el homomorfismo trivial.

Si (F,T') es como en (5.14), F,T' 4 G, H?(F,k*) = 1 = H*(T,k*), entonces H = HE|(F,T) es
no trivial, por tanto [5.3lfef, Como F' es el mismo que el caso anterior, G(H) ~ C5 x Cs. Por el Lema
5.1.4 G(H*) ~ 020 A 020/020 ~ 020.

Caso 2. FNI' = N. A menos de conjugacion, (F,T') es (N, G) o (G, N). Dado que H?(N,k*)*d¢ = 1
y H*(N,k*) ~ C5, H = HﬁGl(N, G), B # 1, es no trivial. Mas atn, estos cociclos dan lugar a
dlgebras de Hopf isomorfas, i. e.|5.3)jgl Por el Lema tenemos que K =1y G(H) ~ C5 x Cs;

((ab), (z3a%)).  (5.14)

Observamos que [5.3llg] es un twist de kG. Recordamos que levantamientos de B(V)#kG, donde
V es como antes, estan clasificados (y hay no triviales) [GIV].

Proposicion 5.3.2. Las dlgebras de Hopf de la Tabla tienen dos maodulos de Yetter-Drinfeld
no nulos duales V' con dim B(V') = 1280. Bosonizando, obtenemos nuevas dlgebras de Hopf con la
propiedad de Chevalley dual de dimension 128000.

Sea H el dlgebra de Hopf correspondiente a[5.3[g La clasificacion de todos los levantamientos
de B(V)#H sigue de [GIV] (y hay no triviales). O

Observacion 5.3.3. Vimos en la prueba de la Proposicion que si (F,T") es como en (5.11f) o
(5.12), entonces H es coconmutativa. Calculando G(H), tenemos que G(H) ~ G. Luego por el
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Lema iii), no existe un grupo G’ # G con kG’ ~ppo; kG.

5.4. Algebras de Hopf grupo-teoréticas sobre S,

La clasificacion de las dlgebras de Hopf punteadas de dimensién finita sobre S se completd en
[GG]; hay exactamente tres médulos de Yetter-Drinfeld no nulos sobre kS, cuya dlgebra de Nichols
es de dimensién finita y todos admiten deformaciones no triviales. El pecio subyacente y el cociclo
son (03, 1), (05,%x) o (0Of,—1). Aqui nos ocupamos de las &lgebras de Hopf grupo-teoréticas
sobre G = Sy4; dado que Out Sy = 1, necesitamos describir todos los datos grupo-teoréticos para G
a menos de conjugacién, cf. Lema i).

Proposicion 5.4.1. La clasificacion de las dlgebras de Hopf grupo-teoréticas sobre S4 no triviales
estd dada por los datos grupo-teoréticos en la Tabla[5.4)

Tabla 5.4: Datos grupo-teoréticos para Sy

+# F « T I} G(H)
b.4la | ((34),(13)(24)) ~ Dy 1 ((243)) ~ C}s 1 | Cox (o
5.4.b ((243)) ~ C; 1 | ((34),(13)(24)) ~ Dy | 1 Ss
5.4lc <(12), (34)) ~ CQ X CQ 7'é 1 84 1 D4
5.4.d Sy 1 ((12), (34)) #1 Co
Demostracién. Dado que [S4| = 23 x 3, todo subgrupo no trivial que admite un 2-cociclo no

degenerado es isomorfo a Cy x Cy. Sea (F,«, ", 3) un dato grupo-teorético para Sy; entonces F NI’
es trivial o isomorfo a Cy x Cs.

Caso 1. FNI'=1,1i. e. (F,T") es una factorizacién exacta. A menos de conjugacion, (F,I') o (T, F)
es uno de los pares

(((34)), ((13)(24), (243))) = (C3, A4) (5.15)

(((243)), ((34), (13)(24))) ~ (C3, D), (5.16)
(((1324)), ((34), (243))) = (C4, S3), (5.17)
(((14)(23), (13)(24)), ((34), (243))) =~ (C x C%,S3) (5.18)

Si (F,T) es como en (5.18), ((14)(23),(13)(24)) < S4 entonces HE“B(F,F) es coconmutativa. Si
(F,T') es cualquiera de los otros casos, F' no es normal en S4, Ay no es abeliano y los otros I
no son normales, por lo tanto HS“B(F,F) es no trivial, cf. Lema iii). Ademds, si (F,T") es

como en (5.15) o (5.16), H2(F,k*) = 1 y la funcién restriccién Res : H?(Sy,k*) — H2(T,k*) es
suryectiva, entonces por la Observacién HE‘*B(F, ) ~ HY(F,T). Si (F,T) es como en (5.17),

H2(F,k*) =1 = H?(I',k*), entonces el algebra de Hopf asociada es H4(F,T).
Caso 2. FNT ~(Cy x Cy. A menos de conjugacion, (F,I") o (', F') es uno de los pares
(((12),(34)), G) =~ (Ca x Cq,Sy) (5.19)
(((14)(23), (13)(24)), G) ~ (Cy x Co,Sy) (5.20)
(((14)(23), (34)), ((13)(24), (243))) = (D, A4). (5.21)
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Si (F,T) es como en (5.20), H HS4 1 (F,S4) es coconmutativa por el Lema n iii); pero si es
como en ([5.19)), entonces H (un twist de kS4) es no trivial dado que F' 4 S;. Ahora supongamos que
(F,T) es como en (5.21). Si v € H*(Dy,k*) ~ Cy ~ H?(A4,k*) 3 3, entonces ojprr - 6|Fmp #1
sii o # 1y =1, o viceversa. Por el Lemam 111) HS4 V(F D)y HIS%(F,F) son no triviales, dado
que F'y A4 no son abelianos. Por la Observacién HE“l(F, )~ HIS‘E(F, I).

Si (I', F) es cualquiera de lo casos (5.15)), ..., (5.21) arriba, entonces HE“Q(F,F) es dual a

H = Hi‘*B(F,F) por el Lema ii). En conclusién, tenemos las siguientes dlgebras de Hopf no
triviales (por abuso de notacion):

L HY4(Cy, Ay), (B-18)" : H{ (A4, Co);
: H7'{(C3, Dy), B16)" : H1(Dy, Cs);
L HY4(Ca, Sp), GBI : HY(Ss, Ca);
(.19) : H3% (Co x Cy,Sy), (BI9)* - HY4 (S, Ca x Ca);
(B-21) : Hy4(D4, Ay), (.21)* : H34 (A4, Dy)

Por el Lema i), Rep H4(Cy, Ay) = C(S4,1,A4 1) ~ Rep HP4(Dy, Cs) = C(S4,1;Cs3,1)
~ RepH (D4,A4) C(S4, 1; A4, B). Por el Teorema las &lgebras de Hopf - -
(5.21)) son tW1st equivalentes. Por el Teorema3.6.8] los untores de fibra de C(Sq4, 15 ((234)),1) estan
clasificados por pares (T'1, 31) tales que G = ((234))T'1 y 87 *|csnr, €s no degenerado Vimos que hay
una tnica factorizacién donde aparece el subgrupo ((234)), que es (5.16)), o sea, C(S4, 1;((234)),1)
admite un ﬁnico funtor de fibra. Entonces las algebras de Hopf (5.15)), (]m[) y m son isomorfas—
esto nos da con dual [5.4)bl Por el Lema G(H) ~ Cy x (Cy x C9)/Cy >~ Cy x Cy y
G(H*) ~ A4 X 84 /Ay ~ C3 x Cg ~ S3; aqui sabemos que la accién es no trivial usando el GAP(ver
Apéndice, Programa @

Por el Lema [5.4.2 i), Rep HS4(Cy, (34 43))) = C(S4,1;((34), (243)) ) C(S4,1;S4,1)
= Rep H, S4 1 (Cy x 02,84) Por el Teorema las algebras de Hopf (5.17) y (5.19) son twist-
equivalentes. Pero vimos anteriormente que kS4 admite un tnico twist no tr1v1al por lo tanto las
algebras de Hopf y son isomorfas—esto nos da con dual Por el Lema
G(H) ~ Cy x Dy/Cy ~ Cy x Cy ~ Dy; sabemos que la accién es no trivial usando el GAP (ver
Apéndice, Programa [6). Ademés G(H*) ~ S3 x S3/Ss ~ C5. Observando los varios G(H), podemos
concluir que las algebras de Hopf en la Tabla no son isomorfas. O

Lema 5.4.2. i) C(S4,1;((34),(243)),1) ~g C(S4, 1;S4, ) ~g RepS4, a € H?(Sy, k).
ii) C(S4,1;((234)),1) ~g C(S4, 1; Ay, B), donde B € H?(Ay, k).

Demostracion. i) Por el Lema basta ver que existe una categoria vecg,-bimédulo invertible
X tal que
X Wyecs, M({(34), (243)),1) =~ M(S4, @),

dado que C(S4,1;Sy, ) ~g Rep Sy para todo a € H?(Sy,k*). Por la Observacién i), sea X
una categoria bimddulo invertible tal que como categoria vecs,-médulo a derecha X = M(N, 1),
donde N es el subgrupo de Klein normal de Sy, 7 € H2(N,k*). Como (F,T) = (N, ((34), (243)))
es una factorizacion exacta de Sy, hay solamente un elemento en F\G/I'. El elemento (F,I") es un
representante, g € Stabg(F,T) & (F,T) =g (F,T) = (Fg~',gI') & g € FNT = 1. Luego, el
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estabilizador es trivial y por la Observacién 2.6.10[ii), el rango de M(N, 7)Byecs, M({(34), (243)),1)
es uno (luego es indescomponible).

Las categorias vecs,-médulo indescomponibles M(Sy, ) tienen rango [S4 : S4] = 1, por el
Ejemplo [2.5.6l Ademds vimos en este mismo ejemplo que si M es una categoria vecs,-médulo
indescomponible, entonces M ~ M(F,n), n € H?>(S4,k*), F < S4. Y si M tiene rango 1, debemos
tener que [Sy : F] = 1. Luego M =~ M(Sys,n), n € H?*(S4,k*). O sea, las categorias vecs,-
médulo indescomponibles de rango 1 son caracterizadas por M(Sy, ), a € H?(S4,k*). Por lo
tanto, &' Myec;, M({(34),(243)),1) =~ M(S4, @).

i1) Nuevamente, por el Lema basta ver que existe una categoria vecg,-bimédulo invertible
X tal que X Myee;, M(((234)), ) =~ M(Ay4, ). Por la Observacién i), sea X una categoria
bimédulo invertible tal que como categoria vecs,-mdédulo a derecha X = M(N, «), donde N es el
subgrupo de Klein normal de S4. Como ((234))\G/N = {((234))N, ((234))(14)N } y el estabilizador
de cada elemento es trivial, por la Observacién i) el rango de M(N, ) Wyec;, M({(234)),1)
es dos. Como M(N,«) es invertible y M(((234)),1) es indescomponible, entonces la categoria
M(N, @) Byees, M(((234)),1) es indescomponible.

Por el Ejemplo las categorias médulo M(Ay, B) tienen rango [Ss : A4] = 2, y todas las
categorias vecg,-moédulo de rango dos son de la forma M(Ay, (), pues Ay es el inico subgrupo de
indice 2. Luego, X Kyec;, M({(234)), ) = M(Ay, B). O

Proposicién 5.4.3. (1) Las dlgebras de Hopf grupo-teoréticas en la Tabla tienen exactamente
tres modulos de Yetter-Drinfeld no nulos cuyas dlgebras de Nichols son de dimension finita. Bo-
sonizando, obtenemos nuevas dlgebras de Hopf con la propiedad de Chevalley dual de dimension

13824.

(2) Las dlgebras de Hopf de dimension finita con corradical isomorfo al dlgebra de Hopf grupo-
teorética @ estan clasificadas como las dlgebras de Hopf punteadas sobre Sy, ver [GG]. O

Observacion 5.4.4. Vimos en la prueba de la Proposicion que si (F,T") es como en (5.18]) o
(5.20]), entonces H es coconmutativa. Calculando G(H), tenemos que G(H) ~ G. Luego por el
Lema iii), no existe un grupo G’ # G con kG’ ~y1o; kG.

5.5. Algebras de Hopf grupo-teoréticas sobre Sy

La clasificaciéon de las algebras de Nichols de dimensién finita sobre S; no es conocida; hay
dos moédulos de Yetter-Drinfeld no nulos sobre kSs con algebra de Nichols de dimension finita
[FK. [G1, [GG] y un caso abierto [AFGV]. El pecio subyacente y cociclos son (O3, —1) o (O3, x).
Aqui nos ocupamos de las algebras de Hopf grupo-teoréticas sobre G = S5, a menos de conjugaciéon

porque Out G = 1, cf. Lema i).

Proposicion 5.5.1. La clasificacion de las dlgebras de Hopf grupo-teoréticas sobre Ss es dada por
los datos grupo-teoréticos en la Tabla[5.5],

Demostracién. Como |S5| = 23 x 3 x 5, todo subgrupo no trivial que admite un 2-cociclo no
degenerado es isomorfo a Cy x Cy. Sea (F,«, ", 3) un dato grupo-teorético para Ss; entonces F'N T’
es trivial o ~ Cy x Cs.
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Tabla 5.5: Datos grupo-teoréticos para Ss

7 a r RNl
5.9La ((4 )) ~ 1 ((12345), (345)) ~ Aj 1 Cy X S3
5.5b | ((12345), (345)> 1 ((45)) 1 Cy
5.5 c | ((12345)) ~ Cj 1 ((345), (2435)) ~ 1 Cs x Cy
5.50d | ((345), (2435)) 1 ((12345)) 1 Cs
5.0le | ((345),(45)) ~ S; 1 ((12345),(2354)) ~ C5 x Cy 1 Cy x (9
5.5l | ((12345), (2354)) 1 ((345), (45)) 1 Cy
5.5lg | ((12)(345)) ~ Cs 1 ((12345),(2354)) ~ C5 x Cy 1 Dg
5.5th | ((12345), (2354)) 1 ((12)(345)) 1 Cy
5.501 | ((23)(45),(24)(35)) | # 1 Ss 1 (Cy x C) X, S3
~ CQ X CQ
55l | S5 1 (2345), 29 (35)) | #1 s
5.51k | ((45),(23)) #1 Ss 1 Dy
~ (5 x Cy
551 | S5 1 ((45), (23)) 71 C
5.5 m | ((45), (24)(35)) #1 Ag 1 Cy x Oy
~ Dy
Boin | As 1 ((45), (24)(35)) 71 s

Caso 1. F ﬂF =1 A menos de conjugacion, (F,T") esm -l -Io 0 sus transposiciones
5.5b] [B-5ld), B-5f o B Dado que Az no es abehano y los otros subgrupos en esta hsta no son
normales, entonces H 5(F,T) es no trivial por el Lema [5.1.2{iii). Ademas HS%(F ) ~ HY(F,T)
por la Observacion Por el Lema para (F,T') como en G(H) ~ Cy x Dg/Co ~
Cox D3y G(H*) ~ AsxSs/As ~ Cy. Para (F,T) como en/5.5 G(H) C5><(C5>404)/C’5 CsxCy
y G(H*) ~ S; % S4/S4 ~ Cy. Para (F,T) como en [5.5]e G H)~S3xCy~CyxCyy G(H*)
Cm4N(C5XC4)/C5NC4204.Pa1“a (F,F) COHlOGH G( ) CﬁND(}/C{; CﬁNCQ

y G(H*) ~ C4.

Caso 2. FNT ~ (Cy x Cy. A menos de conjugacién, (F,T') o (I', F') es |5.5) m -.I ko [5.5m| Por el
Lema iii), como en los primeros dos casos F' 4 Ss, entonces H> (F,Ss) es no tr1v1al Sl (F,T)
es como en por el Lema[5.1.4, K = {g € S4/(Ca x C2) : [a] = [oﬂ]} S3 pues todo elemento
de H?(Cy x CQ,kX) es ad G-invariante; luego G(H) ~ (Cy x C3) %, S3, v € H?(S3,Cy x C3). Adem4s
G(H*) ~ S5 % S5/S5 ~ Cy. Si (F,T) es como en I K ={g € Ds/(Cy x C3) : [a] = [a9]} >~ Cy;
luego G(H) ~ (Cy x C3) x,, Ca, y sabemos por GAP que este producto semidirecto no es directo.
O sea, tenemos un grupo no abeliano de orden 8 con un subgrupo de Klein normal, por lo tanto

G(H) ~ Dy. Ademéas G(H*) ~ Cs.

Ahora consideramos (F,T") como en Sia € H?(Dy,k*) ~ Cg ~ H?(As,k*) > 3, entonces
Q|pAr ﬂ|Fmp_1 #1siia# 1y =1, o0 viceversa. Por el Lema iii) S S(FA5) y ng%(F, Aj)
Hsl(F As) > HY%(F, As).
Tenemos que G(H) ~ Dy x Dy/Dy ~ Coy x Cy y G(H*) ~ A5 x Sg,/Ag, ~ (.

Si (T, F') es como en cualquiera de los casos 5.5lfal el o] 0 entonces

HEE‘O{(F, F)esduala H= HCSYE:@(F, I') por el Lema ii). Observando a los G(H) concluimos que
las algebras de Hopf en la Tabla no son isomortas. O

son no triviales, pues F' y A5 son no abelianos. Por la Observacién
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Proposicion 5.5.2. Las dlgebras de Hopf de la Tabla tienen dos mddulos Yetter-Drinfeld no
nulos V' con dimB(V) < oo. Bosonizando, obtenemos nuevas dlgebras de Hopf con la propiedad de
Chevalley dual de dimension 995328000. Ol

5.6. Algebras de Hopf grupo-teoréticas sobre A, x C

La clasificacion de las algebras de Nichols de dimensién finita sobre G = A4 x C5 no es conocida,
pero existe V € L& VD con dim B(V) = 72 [G]; el pecio subyacente es T y el cociclo es —1. El grupo
Aut G es isomorfo a Sy, via ¢ : Sy — Aut G dado por ¢(a)(b,i) = (aba™?',i), para todo a € Sy,
be Ay, i€ Cy={l,z}. Sea M < G,

M = ((13)(24), 1), ((12)(34), 1), (1, 2)) =~ Co x Cy x Cs.

Proposicion 5.6.1. La clasificacion de las dlgebras de Hopf grupo-teoréticas sobre G = Ay x Cy
corresponde a los datos grupo-teoréticos en la Tabla[5.6

Pregunta 12. ;s cierto que [-0[d ~ [F-0[d ~ [F-00d ~ [5-0 ~ [0 ~ a0

Tabla 5.6: Datos grupo-teoréticos para G = Ay x Cs.

# F o T I} G(H)
5.6la | (((12)(34),2)) ~Cy | 1 Ay x1 1 Cay x Cy x Cy
5.6b | Ay x 1 1 (((12)(34),z))| 1 Cs
5.61c | (((123),1)) ~ Cs 1 M ¢ H?(F k*)2d& Cs
5.6.d | M ¢ H?(F, k)& | (((123),1)) | 1 Co x Cy x Oy
5.6le | (((14)(23),1), 1 (((123),x)) |1 Co x Oy x Oy

((12)(34), z)) ~ Cg
~ Cg X Cz
5.6.f | (((123),z)) 1 (((14)(23),1),] 1 Cs
((12)(34), z)
5.6lg | (((13)(24),1), #1 G 1 Cay x Cy x Cy
((12)(34),1))
~ CQ X CQ
5.6lh | G 1 (((13)(24),1),| # 1 Cs
((12)(34), 1))
5.0l | (((13)(24),z), #1 G 1 Co x Cy x Oy
((12)(34), 1))
~ 02 X 02
5.6lj | G 1 (((13)(24),),| # 1 Cs
((12)(34),1))
5.6lk | M ¢ H>(F, k)G | Ay x 1 1 Cy x Oy x Oy
alpar # 1
5.61 | Ay x 1 1 M ¢ H?(I k*)2d¢ Cs
Blpar # 1
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Demostracién. Como |G| = 23 x 3, todo subgrupo no trivial que admite un 2-cociclo no degenerado
es isomorfo a Cy x Cy. Sea (F,a, ', B) un dato grupo-teorético para Ss; entonces F NI es trivial o
isomorfo a Cy x C5.

Caso 1. FFNI' =1. A menos de automorfismo, las factorizaciones exactas (F,I') de Ay x Cy son

(1 % Oy Ay x 1) = (Ca, Ay) (5.22)
((((12)(34),2)), Ag x 1) = (O3, Ag), (5.23)

((((123),1)), M) = (C3, Ca x Oz x C3), (5.24)

((((14)(23),1), (12)(34), 1)), (((123),2))) = (C2 x C2,Cy), (5.25)
((((14)(23),1), ((12)(34),2)), (((123), 2))) == (C2 x C2, Cs), (5.26)

o sus transposiciones. Si (F,T) es como en (5.22) o (5.25)), entonces HS 5(F,T') es coconmutativa.
Si (F,T) es como en (5.23), F #1 G y I no es abeliano, entonces H = HS 5(F,T') es no trivial. Por
el Lema|.1.4 G( ) 02 X (02 X 02 X 02)/02 02 X 02 X 02 y G(H*) 1&; X (A4 X 02)/A4 ~
C3 x Oy ~ Cg, pues por GAP sabemos que este producto es directo.

Si (F,T") es como en (j5.26]), entonces HQGB(F,F) es no trivial, dado que F,T" 4 G. Por el Lema
5.1.4 G(H) ~ (CQ X 02) X (CQ X CQ X CQ)/(CQ X Cg) ~ CQ X CQ X CQ, dado que [F, NGf(F)] =1.
Ademis G(H*) ~ C6 Dal 06/06 ~

Supongamos que (F,T') es como en (5.24)). Hay seis elementos en H?(M,k*) — H?(M,k*)2d&
y todos estdn en la misma 6rbita por la acciéon del subgrupo (ad,) < Aut G, donde a € G — M,
luego tenemos algebras de Hopf isomorfas. Luego, para tal 8, H 1Gﬁ (F,T) es no trivial, pues F ¢4 G.
Por el Lema G(H) ~ C3 x Cg/C3 ~ Cg, pues [F,Ng(F)] = 1. Ademds, como K = 1,
G(H*) ~ 02 X CQ X CQ.

Caso 2. FNT ~ Cy x Cy. A menos de automorfismo, (F,I') o (I', F') es uno de los pares

((((13)(24), 1), ((12)(34), 1)), G) = (C2 x C2, G), (5.27)
(L, 2), (12)(34), 1)), G) = (C2 x O, G), (5.28)
((((13)(24), 2), (12)(34),1)), G) = (Ca x s, G), (5.29)
(M, A4 1) (CQ X Cg X CQ,A4) (530)

Si (F,T) es como en (5.27)) entonces HS, (F,G) es coconmutativa. Si (F,T) es como en 0
(5.29), F 4 G, entonces HS,(F,G) es no trivial. En ambos casos, G(H) =~ (O3 x C2) % (Ca x O3 x
CQ)/(CQ X CQ) ~ 02 X 02 X CQ, pues [F, Ng(F)] = 1, y G(H*) ~ G~ C@.

Ahora supongamos que (F,I") es como en ((5.30). Hay tres elementos en
X = {a € H*(M,k*) — H*(M,k*)*% . a|pnr # 1}

y (ad,) < Aut G, donde a € G — M, actia transitivamente en X, entonces tenemos algebras de
Hopf isomorfas. Para a € X, HS, (M, A4 x 1) es no trivial, dado que A4 x 1 es no abeliano. Por el
Lema 5.1.4 G(H) ~ CQ X CQ X CQ y G(H*) ~ CG.

En conclusion, tenemos las algebras de Hopf no triviales descritas por los datos grupo-teoréticos
en la Tabla 5.6 O
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Aqui |5.6lig| y son twists de kG. Recordamos que levantamientos de B(V)#kG, donde V' es
como antes, estan clasificados (y hay no triviales) [GIV].

Proposicién 5.6.2. Las dlgebras de Hopf de la Tabla[5.6] tienen un mddulo de Yetter-Drinfeld no
nulo V' con dimB(V') = 72. Bosonizando, obtenemos nuevas dlgebras de Hopf con la propiedad de
Chevalley dual de dimension 1728.

Sea H el dlgebra de Hopf correspondiente a[5.0]g o a[5.0[1 La clasificacion de todos los levan-
tamientos de B(V)#H sigue de [GIV] (y hay no triviales). O

Observacion 5.6.3. Vimos en la prueba de la Proposicién que si (F,I") es como en ([5.22)),
(5.25)) o (5.27), entonces H es coconmutativa. Calculando G(H), tenemos que G(H) ~ G. Luego
por el Lema iii), no existe un grupo G’ % G con kG’ ~1or kG.

Observacion 5.6.4. Hagamos un comentario sobre la Pregunta Por [N, 1.1.1], dada un &lgebra
de Hopf semisimple H, como algebras

H~k"® @ My, (k)™, (5.31)
d;>1

donde n = |G(H*)|. Vimos que si H es como en o entonces
G(H*) ~Csy G(H) ~ Cy x Cy x Cy. Luego, por y argumentos de conteo, H ~ k® @ M, (k)?
como algebras y H ~ k® @ My(k)* o H ~ k® @ (M3(k)*)? como codlgebras. O sea, seguramente
algunas de éstas son isomorfas entre si y hay a lo sumo dos no isomorfas. Ver también [N6, 6.1.1].

5.7. Algebras de Hopf grupo-teoréticas sobre C; x5 Cg

La clasificacion de las algebras de Nichols de dimensién finita sobre G = C'7 x3Cg no es conocida,
pero existen V3, Vs € KSYD con dim B(V;) = 326592, j = 3,5, ver [G]. Los pecios subyacentes son
Q7,, 7 = 3,5; en ambos casos, el cociclo es —1. Notemos que C7 x3 Cg >~ C7 x5 Cs.

Existen dos élgebras de Hopf semisimples no triviales de dimensién 42, A7(2,3) y A7(3,2) ~
A7(2,3)% G(A7(3,2)) ~ G(A7(2,3)) ~ Cg y como codlgebras, A7(2,3) ~ kCs®(Ms3(k)*)*, mientras
A7(3,2) ~kCs @ (Ma(k)*)?, [N6, Chapter 10].

Proposiciéon 5.7.1. Las dlgebras de Hopf grupo-teoréticas sobre G no triviales son A7(2,3) y
A7(3,2).

Demostracion. Sea (F,a,I', 3) un dato grupo-teorético para G; entonces F'N I es trivial. A menos
de conjugacion, (F,T') o (I', F') son isomorfas a (Co,C7 x Cs), (C3, D7), o (Cg,C7). Por el Lema
i), H{ (Cg, Cr) es trivial, mientras H := H(Co,Cr x C3) y H' := HE(Cs, D7) son no
triviales.

Por el Lema [5.1.2 v), kC7*C s H* = kCy . Dado que k(C7 x C3) ~ k3 @ (M3(k))? como
4lgebras, entonces k673 ~ k(O3 @ (M3(k)*)? como codlgebras. Asi H* ~ A7(2,3) y por lo tanto,
H ~ A7(3,2). Ademas, kP7C—= H"* k(5. Dado que kD; ~ k% @& (M>(k))? como algebras,
entonces kP7 ~ kCy @ (Mz(k)*)? como codlgebras. Por lo tanto H"* ~ A7(3,2) y luego H' =~
Az(2,3). O
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Proposicién 5.7.2. Cada una de las dlgebras de Hopf A7(2,3) y Az7(3,2) tiene dos mddulos de
Yetter-Drinfeld no nulos V' con dim B(V') = 326592. Entonces obtenemos nuevas dlgebras de Hopf
con la propiedad de Chevalley dual de dimension 13716864. O

Observacidén 5.7.3. Vimos en la prueba de la Proposicién que si (F,T) = (Cg, C7), entonces
H* es coconmutativa. Calculando G(H™), tenemos que G(H*) ~ G. Luego por el Lema iii),
no existe un grupo G’ 2 G con kG’ ~yor kG.

5.8. Algebras de Hopf grupo-teoréticas sobre D,

Sea D, = (r,s : 7" = 82 = 1,srs = r~!) el grupo diedral de orden 2n, n > 3. La clasificacién
de las algebras de Hopf punteadas de dimensién finita sobre D, es conocida solamente cuando
n =4t > 12, t € N [FGJ]. Aqui nos ocupamos de las dlgebras de Hopf grupo-teoréticas sobre
G = D,, para todo n > 3. Resumimos abajo algunos hechos bien conocidos sobre D,,:

n impar n par
Z(Dy,) 1 (rn/?)
Aut D,, {61 (k,n) =1,0<1<n}; dpu(r) =15, dpi(s) = sr!
Subgrupos (r?y, d|n; (r? r¥s), dn, 0 < k < d
Subgrupos (r?y, din; (r?.s), dn
a menos
de Aut D,,
Subgrupos (r?y, d|n (r?), dln; (r2,s); (r?, sr)
normales
(D, Dy (r) (r?)
D, Co Cy x Cy
H2(D,,Cx) 1 Cy

(#) Un representante de la clase no trivial es Ix € Z2(Dy, k), fr(ris? rkst) = x(r*)7, j € {0,1}, donde
X : (r) = k* es un cardcter de orden n.

5.8.1. Algebras de Hopf grupo-teoréticas sobre D,,, n impar

Proposiciéon 5.8.1. Toda dlgebra de Hopf grupo-teorética sobre G = D,,, n impar, es trivial.

Demostracion. Sabemos que H2({r?),k*) = 1 y dado que n es impar, H?*(Dy/q,k*) = 1. Sea
(F,a,T, B) un dato grupo-teorético para D, ; entonces F N T = 1.

Consideramos el caso F' = (r), d|n, y T' = (r¢,7¥s), e|n, 0 < k < e. Afirmamos que FNT =1
siy sélosi(de) =1yde=mn.Si FNT = 1, entonces 2n = |D,| = |F|-|T| = 2 - 22 ¢ sea,
n = de. Ademés, como 1 = FNT = (rl®€) entonces [d,e] = n\ para algin A € N. Dado que
(d,e) = ﬁ = 2 = 1; entonces (d,e) = 1. Reciprocamente, si (d,e) = 1 y de = n, entonces
[d,e] = n; luego FNT = (rl4€l) = 1. Por el Lema i), HP»(F,T) es coconmutativa pues
F < D, abeliano y H?((r!),k*) = 1.
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Ahora consideramos el caso F' = (r?, r¥s), dln, 0 < k < d, y T' = (ré,rls), eln, 0 < I < e. Si
FNT =1, entonces 2n = [Dy| = |F| - |T| = 2} - 2 0 sea de = 2n. Luego d es par o e es par; esto
es una contradiccién pues n es impar. Por lo tanto no hay algebras de Hopf grupo-teoréticas sobre
D,, no triviales. ]

5.8.2. Algebras de Hopf grupo-teoréticas sobre D,,, n par

Proposicion 5.8.2. La clasificacion de las dlgebras de Hopf grupo-teoréticas sobre G = Dy, n par,

no triviales estd dada por los datos grupo-teoréticos en la Tabla[5.7

Pregunta 13. ;Es cierto que[5.8d ~ [5.8[d ~ [5.8[d?

Tabla 5.7: Datos grupo-teoréticos para D,,, n par

# | F a |T B | Condicion | G(H)

5.8 (r? rks), 1| (res), 1 | (d,e) = Para d = 2,
d|n, eln, [d,e] =n, (Cy x Co) % Cy, si % es par,
0<k<d {e #2or rk ¢ <7’2> Cy x Cy, si i es impar.
{d#2o0 (e # n and Para d # 2,
(d # n and e# 5)} Cy x C, si % es par,
d# %)} Ca, si & es impar.

5.8b | (r€,s), 1| (9, rFs), 1 | (d,e) =2, la misma que antes para e
eln, d|n, [d,e] =n,
{e#£2o0 0<k<d rk ¢ (r?)
(e # n and {d#2or
e# 5)} (d # n and

d# )}
5.8 (r"/2, s) %1 | Dy 1 n#4 Cy x Cy, si § es par
Cs, si 5 es impar

5.8.d | Dy, 1| (r2)s) #£1 | n#4 Co x Oy

5.8 (r? rks), #1 | (res), 1 | (d,e) , Para d = 2,
dln, d # 1 eln, e £ 1 [d,e] =3, (Cy x C3) »,, Cy, si % es par,
0<k<d {e#2or rk ¢ (rd) Ca x Oy, si & es impar.
{d#2o0 (e # ny Para d # 2,
(d # nand e#5)} Cy x Cy, si & es par,
d # %)} Cy, si % es impar.

5.8 (re,s), 1| (9 rFs), #1 | (dye) =1, la misma que para e
eln, e # 1 dn, d # 1 d,e] =5,
{e#20 0<k<d rk e (rd)
(e # ny {d#2o0
e £ D) @+ ny

d#5)}

Demostracion. Sea (F,a,T', ) una data grupo-teorética para G. Entonces FNI'es 1 o M =
~ (9 x (3, a menos de equivalencia de datos grupos teoréticos.

(r/2, s)
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Caso 1. FNT =1.8i F = (r?) y T = (r¢,7*s), entonces (d,e) = 1, luego de = n, y H " (F,T) es
coconmutativa. Si F = (r?,r*s) y ' = (r¢,rls), entonces via el automorfismo $1,n—1 tenemos que
F~ (rd, rk/s) y I' =~ (r¢, s). Por lo tanto, podemos suponer que F' = (r¢,r¥s) y T' = (r¢, s), a menos

de equivalencia de datos grupo-teoréticos. Afirmamos que (F,I") es una factorizacion exacta sii

(d,e) =2, [d,e] =n, k¢ (r?). (5.32)
Primero, FNT = ((rY)Urd)rks) 0 ((re)U(r€)s) = (rldehu ((rd)rksn (r€)s). Asi FNT = 1 sii n|[d, €]
y ¥ & (rd)(re) = (r(@)). Si (F,T) es una factorizacién exacta, entonces 2n = |F||T'| = n.2n e,

2n = de, y [d, €] = 2n o n. Pero [d,e] = 2n implica (d,e) = 1 y 7¥ € (r), una contradiccién. Por lo
tanto ([5.32]) vale. Reciprocamente, si (5.32)) vale, entonces FNT' =1y

FT = ) U (rD (1) s U (r)r*s(r€) U (rd)rFs(r)s
= (YU (s U (rDrFs U (1) rF = D,,, pues k es impar.

Finalmente, F' < D, sii d = 2; F' es abeliano sii d = n o d = %; lo mismo para I'. Asi, debemos
suponer que d # 20 (d#nyd# 5)ye#2o0(e#nye# %).Luego,Hfg(F,F) es no
trivial. Ahora, si n/d y n/e son impares, H?(F,k*) = 1 = H?(I',k*), entonces el dlgebra de Hopf

. D, . . .,
asociada es H{7"(F,T"). Si n/d o n/e es par, usando el Lema abajo y la Observacion
HaDg (F,T) ~ HPn(F,T); en cualquier caso tenemos a
Caso 2. FNT =M. Si (F,I") = ((r"/2,s), D,), entonces F <1 D,, sii n = 4. Por el Lema iii),
Hff (F,T), n # 4, es no trivial, esto nos da

Ahora, debemos suponer que F = (r? r¥s) y T' = (r®, s). Afirmamos que esta factorizacién es
tal que FNT' = M si y solo si

(d,e) = 1, [d,e] = g ke (rd). (5.33)

Tenemos que FNT = (/2 s) sii [d, ] = 2 médnyrte (r(z9), Si (F,T) es una factorizacién
tal que FNI' = M, entonces 2n = |§’H11:|| = i%”%", i.e.de=7%,yl[de] =75, (de)=1. Porlo tanto
vale. Reciprocamente, si vale, entonces FNI' =M y

FT = (rd9)y U (r(de)ys U () kg U (p(de)ypk
= (r)U(rsU (r)r*su (r)rk = D,.

Como (d,e) =1, d es impar o e es impar, luego n/d es par o n/e es par. Si n/d y n/e son pares,
o € H2(Dn/d,]kx) ~ (y ~ HQ(Dn/e,]kX) > f3, entonces apnr - B|Fmp_1 #Z1lsia#1ypB=1,0
viceversa. Por la Observacion [5.1.3, HS, (F,T) ~ H% (F,T'). Sin/d es par y n/e es impar, entonces
HQ(Dn/e,]kX) =1y 1+#a¢€ H*(Dy,q,k*) =~ Ca, entonces a|rnr # 1 por el Lema abajo.
Ademés, HPr(F,T),d#20 (d#ny d # Z)ye#2o0 (e#nye# %), esno trivial. En ambos
casos esto nos da El caso n/d impar y n/e es par aparece en el dual

Finalmente, veamos los G(H). Si F = (r?,r¥s), entonces Ng(F) = G, dado que F < G. Por el
Lema [5.1.4] si o = 1, entonces

Cy x Cy) xCy i 2 es par
( 2

G(H):FxG/F:Dn/QNCE—{ Co x Cy si § es impar.
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Si a # 1, entonces K = Cy (es el mismo si n/2 es par o impar). Luego

s L ] (Ce x C3) %, Cy si%es par
G(H)_FXG/F_D”/QNCQ_{C’2>4VC'2 si § es impar
) (C2xCg) %, Oy sig espar
] Cox Gy si 5 es impar.

Si F = (rd,rks), d # 2, entonces Ng(F) = (r¢,rls) ~ Dy, /e- Dado que F' <1 Ng(F'), entonces
d=eod=2 TLuegod=ey Ng(F)=F.Porel Lemap.1.4 K =1y

es par
es impar.

N = Cy x Oy si
G(H):F:Dn/d:{c,z 2 s

UIaS

O]

Lema 5.8.3. Sea n par. Si F = (r®,7*s), djn, 0 < k < d y n/d es par, entonces la funcion
restriccion Res : H?(D,,,k*) — HQ(F,H(X) es no trivial.

Demostracion. Notemos que F' = (r? rks) ~ (r? s) = S, llamemos ¢ a este isomorfismo. Entonces

Res|r = Res|g o ¢ y por ende Res|p es trivial si y solo si Res|g es trivial. Tenemos que fy|s =
Jyd € ZQ(Dn/d,kX) 6 Z%(Cqy x Co,k*) y fya tiene clase de cohomologia no trivial.

O
Observacion 5.8.4. Vimos en la prueba de la Proposicién 2| que si (F,T") = ((r ) (re, r¥s)),
entonces (d,e) = 1y H es coconmutativa. Calculando G(H ) tenemos que G( ) ~ G. Luego por

el Lema iii), no existe un grupo G’ # G con kG’ ~\1o; kG.

Proposiciéon 5.8.5. Las dlgebras de Hopf de la Tabla[5.7 admiten familias de mddulos de Yetter-
Drinfeld de dimensidn finita V' con B(V) = A(V). Por lo tanto obtenemos nuevas dlgebras de Hopf
de dimension finita con la propiedad de Chevalley dual.

Sea H el dlgebra de Hopf correspondiente a[5.8]d La clasificacion de todas las dlgebras de Hopf
de dimensidn finita cuyo corradical es isomorfo a H sigue de [F'G. O
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Apéndice A

Usamos GAP [GAP] para hacer algunos célculos y en especial el paquete HAP [HAP] para las
cuentas con cohomologia de grupos. Listamos los programas utilizados. El Id de un grupo finito en
GAP es un par ordenado [n,m|, donde n es el orden del grupo y m es la posicién que este grupo
ocupa en la biblioteca del GAP entre los grupos de orden n. La siguiente funciéon GT'(G, [n, m]) tiene
como input un grupo finito G y el Id [n, m| de un grupo y calcula un conjunto de representantes, a
menos de conjugacion, de todos los posibles F,T' < G tales que G = FT' y el Id de F N T is [n,m)].

Programa 1. GT(G, [n,m])

LoadPackage("sonata");
GT := function(G, IdGr)
local Pares, int, g, i, j;
Pares := [ ];
g:=List(ConjugacyClassesSubgroups(G),Representative);
for i in [1..Length(g )-1] do
for j in [i+1..Length( g )] do
int := Intersection(glil,g[j]);
if IdGr=IdGroup(int) and
Order(gli])>1 and Order(g[jl)>1 and
Order(G)>Order(glil]) and Order(G)>Order(glj]) and
1= Size(DoubleCosets( G, glil,glj]))
then Add( Pares, [glil,gljll );

fi,
od;
od;
return( Pares );
end;

Por ejemplo el Id del grupo trivial es [1, 1], entonces GT(G,[1,1]) calcula las factorizaciones
exactas de G a menos de conjugacion. La siguiente funcién SublsoTo(G,[n, m]) tiene como input
un grupo finito G y el Id [n,m] de un grupo H y calcula un conjunto de representantes a menos
de conjugacién de todos los posibles F' < G, tales que F' ~ H.
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Programa 2. SublsoTo(G,[n, m])

LoadPackage("sonata");
SublsoTo := function( G, IdGr )
local Subgrupos, g, i;
Subgrupos = [[;
g:=List(ConjugacyClassesSubgroups(G),Representative);
for i in [1..Length(g)] do

if IdGr=IdGroup(glil)

then Add(Subgrupos, gliD;

fi;
od;
return(Subgrupos);
end;

La siguiente funciéon Res(G, F') tiene como input un grupo finito G y un subgrupo F < Gy
calcula la funcién restriccion Res : H?(G,Z) — H3(F,Z) (o equivalentemente por el Lema m
Res : H?(G,k*) — H?(F,k*)).

Programa 3. Res(G, F)

LoadPackage("hap");

Res:=function(G,F)

local RG,RF,phi,chnmap,C;
RG:=ResolutionFiniteGroup(G,4);;
RF:=ResolutionFiniteGroup(F,4);;
phi:=GroupHomomorphismByFunction(F,G,x->x);;
chnmap:=EquivariantChainMap(RF,RG,phi);;
C:=HomTolntegers(chnmap);;
return(Cohomology(C,3));;

end;

La siguiente funcién Afin(p, s, m) tiene como input un nimero primo p, un entero s médulo
p—1deorden p—1y m €N, y construye el producto semidirecto C, x, Cy, con acciéon dada por
el automorfismo g : Cp, — Cp, g(x) = sz, para todo x € C),.

Programa 4. Afin(p,s,m)

Afin:=function(p,s,m)

local C,D,aut,g,h,hom,T,G;

C:=CyclicGroup(p);

D:=CyclicGroup(m);

g:=MinimalGeneratingSet(C)[1];
h:=MinimalGeneratingSet(D)[1];

T := GroupHomomorphismByImages( C, C, [gl, [g”s] );
aut:=Group([TD;

hom := GroupHomomorphismBylmages( D, aut, [h], [T] );
G:=SemidirectProduct( D, hom, C );
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return(G);
end;

En los casos que necesitamos, C3 x Cg = Afin(3,2,6), C5 x2 Cy = Afin(5,2,4), C5 x5 Coo =
Afm(5, 2, 20) y 07 X3 Cﬁ = Afzn(?, 3, 6)

Los programas [1] y 2] nos van a dar resultados a menos de conjugacién, pero los automorfismos
de A4 x Cy no son solamente conjugaciones. Entonces, después de aplicar cualquiera de los dos,
todavia tenemos que ver cudles son no isomorfos. Para esto usamos el siguiente programa, cuyo
input son pares ordenados S, T de subgrupos de Ay x Cy yresulta 0 si S 2T y 1si S ~T. Para
usar el Programa [5| debemos definir en GAP el grupo H =S4 x C3 y el grupo G = A4 x Cy, pero
como un subgrupo de H:

H:=DirectProduct(SymmetricGroup(4),CyclicGroup(2));;
E:=FElements(H);;
G:=Subgroup( H, [E[2],E[15],E[17]] );;

Programa 5. ConjPair(S,T,G, H)

ConjPair:=function (S, T,A4x22,34x22)
local ElemG, L,j,i;
ElemG:=FElements(S4xz2);
L:=[];
for i in [1..Length(ElemG )] do
L[i]:=ConjugatorAutomorphismNC(A4xz2, ElemGli] );
od;
j:=0;
for i in [1..Length(L)] do
if [Image( L[il, S[1]),Image( L[il, S[2])]= T then j:=1,

fi;
od;
return(j);
end;

Para decidir cuales cociclos son ad G-invariante usamos el paquete HAP como en el siguiente
ejemplo. Recordemos que H3(F,Z) ~ H?(F,k*), Lema Sea G=C3xCgy F ~Csx(Cs.

gap> LoadPackage("hap");

gap> eG:=Elements(G);

[ <identity> of ..., f1, £2, 3, f1xf2, f1xf3, £272, f2f3, £372, f1*f272,
f1xf2x£3, f1*£372, £272%£3, f2%x£372, f1xf272*£3, f1*xf2%£f372, f272*%£372,
f1xf272%£372 ]

gap> eF:=Elements(F);

[ <identity> of ..., £2, £3, £272, f2%f3, £372, f272*f3, f2*f372, 272372 ]

Elegimos un elemento y de G que no esta en F.

gap> y:=eGl2];
f1
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Definimos el isormorfismo ¢ : F — F conjugacion por y y entonces definimos la funciéon ¢ :
H?(F,k*) — H*(F,k*), c([a]) = [o¥].

gap> phi:=Conjugatorlsomorphism(F, y);;

gap> RF:=ResolutionFiniteGroup(F,4);;

gap> chnmap:=EquivariantChainMap(RF,RF,phi);;
gap> C:=HomTolntegers(chnmap);;

gap> c:=Cohomology(C,3);

[f1]->[f1"2]

gap> S:=Source(c);

<fp group on the generators [ f1 ]>

gap> eS:=Elements(S);

[ <identity ...>, 1, f1°2 ]

Podemos observar que el tinico elemento de H?(F,k*) que es ad y-invariante es 1. Ademés, G/F ~
Co = (y). Luego los elementos no triviales de H?(F,k*) no son ad G-invariantes. Notemos que
¢ : G — G dada por ¢(g) = 27 'gx, es un automorfismo de Gy ¢|r = ¢ € Aut F, pues F < G.
Vimos que los cociclos no triviales pertenecen a la misma 6rbita por la accién de () < Aut G.

Para ayudar en los cdlculos de los G(H), tenemos el siguiente programa que nos dice si el
producto semidirecto que aparece en la definicién de G(H) va a ser directo o no. El input es un

~

grupo G y un subgrupo F' < G. Estamos usando que Hy(F,Z) = F/[F,F]| ~ F.

Programa 6. IsDirect(G, F')

IsDirect:=function(G, F)
local N, Gen__N, RF, g, eg, tg, hg, R, i, M, id, P;
LoadPackage("hap");
N:=Normalizer( G, F );
Gen_ N:=SmallGeneratingSet(N);
RF:=ResolutionFiniteGroup(F,2);
g:=ll; eg:=l[l; tg:=[l; hg:=[]; R:=l[];
for i in [1..Length(Gen_N)] do
glil:=ConjugatorAutomorphism( F, Gen_ NI[i] );
eglil:=EquivariantChainMap(RF,RF,glil);
tglil:=TensorWithIntegers(eglil);
hglil:=Homology(tglil,1);
M:=Source(hg[1]);
id:=GroupHomomorphismByFunction(M,M,x->x);
if hglil=id then Rlil:=1,;
else R[i]:=0;
fi;
od;
P:=Product(R);
return(P);
end;



Bibliografia

[A] N. Andruskiewitsch, About finite dimensional Hopf algebras, Notes of a course given at the
CIMPA School Quantum symmetries in theoretical physics and mathematics Bariloche 2000.
Contemp. Math. 294, 1-57 (2002).

[A1] , Notes on extensions of Hopf algebras. Canad. J. Math. 48 (1996), 3-42.

[A2] , On finite-dimensional Hopf algebras. Proceedings of the ICM Seoul (2014), Vol. II,

117-141. (2014).

[AD] N. Andruskiewitsch, J. Devoto, Extensions of Hopf algebras. Algebra i Analiz. 7 (1995), 22-61.

[AEG] N. Andruskiewitsch, P. Etingof, S. Gelaki, Triangular Hopf Algebras With The Chevalley
Property. Michigan Math. J. 49 (2001), 277-298.

[AFGV] Andruskiewitsch, N., Fantino, F., Grana, M., Vendramin, L. Finite-dimensional pointed
Hopf algebras with alternating groups are trivial, Ann. Mat. Pura Appl. (4), 190 (2011), 225—
245.

[AF] N. Andruskiewitsch, W. Ferrer, The beginnings of the theory of Hopf algebras, Acta Appl.
Math. 108 (2009), 3-17.

[AG] N. Andruskiewitsch, M. Grana. From racks to pointed Hopf algebras, Adv. Math. 178 (2003),
177-243.

[AG2] N. Andruskiewitsch, M. Grana. FEzamples of liftings of Nichols algebras over racks, AMA
Algebra Montp. Announc. 1 (2003) (http://www.mate.uncor.edu/andrus/papers/ama-
nicomat.ps).

[AGM] A. Andruskiewitsch, C. Galindo, M. Miiller, Ezamples of finite-dimensional Hopf algebras
with the dual Chevalley property. arXiv:1509.01548.

[AM] N. Andruskiewitsch, M. Miiller, Examples of extensions of Hopf algebras. Rev. Colomb. Mat.
(1) 49 (2015), 193-211.

[AN] N. Andruskiewitsch, S. Natale, Ezamples of self-dual Hopf algebras. J. Math. Sci. Univ. Tokyo
6 (1999), 181-215.

[AS] N. Andruskiewitsch, H.J. Schneider. Pointed Hopf algebras, Recent developments in Hopf al-
gebra Theory, MSRI Publ. 43 (2002), 1-68, Cambridge Univ. Press.

7



Bibliografia 78

[BG] Beattie, M., Garcia, G. A., Classifying Hopf algebras of a given dimension, Contemp. Math.
585 (2013), 125-152.

[BM] R.J. Blattner, S. Montgomery, Crossed products and Galois extensions of Hopf algebras,
Pacific J. Math. 137 (1989), 37-54.

[Br] K. S. Brown, Cohomology of Groups, Graduate Texts in Mathematics, 87 (1982). New York -
Heidelberg - Berlin: Springer-Verlag.

[CDMM] C. Calinescu, S. Dascéalescu, A. Masuoka, C. Menini. Quantum lines over non-
cocommutative cosemisimple Hopf algebra, J. Algebra 273 (2004), 753-779.

[DNR] S. Dascalescu, C. Nastasescu, S. Raianu. Hopf Algebras: An Introduction (2001). New York:
Marcel Dekke.

[DPR] R. Dijkgraaf, V. Pasquier, P. Roche, Quasi-quantum groups related to orbifold models, Proc.
Modern Quantum Field Theory, Tata Institute, Bombay, (1990) 375-383.

[DT] Doi, Y., Takeuchi, M., Multiplication alteration by two-cocycles. The quantum version, Comm.
Algebra 22 (1994), 5715-5732.

[Dr] V.G. Drinfeld, Quantum groups. Proc. Int. Congr. Math., Berkeley (1987), 798-820.

[EG] P. Etingof, S. Gelaki, The classification of finite dimensional triangular Hopf algebras over
an algebraically closed field of char 0. Mosc. Math. J. 3 (2003), 37-43.

[EG1] P. Etingof, S. Gelaki. The Classification of Triangular Semisimple and Cosemisimple Hopf
Algebras Over an Algebraically Closed Field, Int. Math. Res. Not. 5 (2000), 223-234.

[EG2] , Some properties of finite-dimensional semisimple Hopf algebras. Math. Res. Lett. 5
(1998), 191-197.

[EG3| , On families of triangular Hopf algebras, Int. Math. Res. Not. IMRN 14 (2002),
757-768.

[ENO] P. Etingof, D. Nikshych, V. Ostrik, On fusion categories, Ann. Math. (2) 162, 581-642
(2005).

[ENO1] , Weakly group-theoretical and solvable fusion categories, Adv. Math. 226 (2011),
176-205.

[ENO2] , Fusion categories and homotopy theory. With an appendix by Ehud Meir, Quantum

Topol. (1) 3, 209-273 (2010).

[EGNO] P. Etingof, S. Gelaki, D. Nikshych, V. Ostrik, Tensor Categories, Math. Surveys Monogr.
205 (2015).

[FG] F. Fantino, G. A. Garcia, On pointed Hopf algebras over dihedral groups, Pacific J. Math. 252
no. 1 (2011), 69-91.

[FK] S. Fomin, K. N. Kirillov, Quadratic algebras, Dunkl elements, and Schubert calculus, Progr.
Math. 172, Birkhauser, (1999), 146-182.



79 Bibliografia

[GAP] The GAP Group, GAP — Groups, Algorithms, and Programming, Version 4.7.7; 2015,
(http://www.gap-system.org).

[GG] G. A. Garcia, A. Garcia Iglesias, Pointed Hopf algebras over Sy. Israel J. Math. 183 (2011),
417-444.

[GP] C. Galindo, J. Plavnik. Tensor functors between Morita duals of fusion categories, Preprint,
arXiv:1407.2783.v1.

[G] M. Grafia, On Nichols algebras of low dimension, New Trends in Hopf Algebra Theory, Con-
temp. Math. 267 (2000), 111-136.

[G1]

, Finite dimensional Nichols algebras of non-diagonal group type, zoo of examples
available at http://mate.dm.uba.ar/~matiasg/zoo.html.

[GN] C. Galindo, S. Natale, Simple Hopf algebras and deformations of finite groups. Math. Res.
Lett. 14 (2007), 943-954.

[GIV] A. Garcia Iglesias, C. Vay. Finite-dimensional pointed or copointed Hopf algebras over affine
racks, J. Algebra 397(2014), 379-406.

[Ge] S. Gelaki. Quantum groups of dimension pq?, Israel J. Math. 102 (1997), 227-267.

[GeN] S. Gelaki, D. Naidu. Some properties of group-theoretical categories, J. Algebra 322 (2009)
2631-2641.

[GNN] S. Gelaki, Deepak Naidu, D. Nikshych, Centers of graded fusion categories. Algebra and
Number Theory 3 (8) (2009), 959-990.

[Gi] M. Giudici, Factorizations of sporadic simple groups. J. Algebra 304 (2006), 311-323.

[Gr] J. Greenough, Monoidal 2-structure of Bimodule Categories. J. Algebra 324 (2010), 1818-
1859.

[HAP] G. Ellis, Homological Algebra Programming - a GAP package, 1.10.15 , (07/12/2013),
http://hamilton.nuigalway.ie/Hap/www/.

[HLV] I. Heckenberger, A. Lochmann, L. Vendramin. Braided racks, Hurwitz actions and Nichols
algebras with many cubic relations, Transform. Groups 17 (2012), no. 1, 157-194

[K] G.I. Kac, Extensions of groups to ring groups. Math. USSR Sbornik 5 (1968), 451-474.

[Ka] C. Kassel, Quantum Groups. Graduate Texts in Mathematics, 155, Springer-Verlag, New York
(1995).

[M] S. Majid, Physics for algebraists: non-commutative and non-cocommutative Hopf algebras by
a bicrossproduct construction. J. Algebra 130 (1990), 17-64.

[M1] , Foundations of Quantum Group Theory, Cambr.Univ. Press, (1995).

[MO] S. Majid, R. Oeckl, R, Twisting of Quantum Differentials and the Planck Scale Hopf Algebra,
Comm. Math. Phys. 205(1999), 617-655.



Bibliografia 80

[Ma] A. Masuoka, Extensions of Hopf algebras (lecture notes taken by Matias Grafia). Mat. 41/99,
FaMAF Uni. Nacional de Cordoba, 1999.

[Ma2] A. Masuoka. Some further classification results on semisimple Hopf algebras, Commun. Al-
gebra 24 (1996), 307-329.

[MS] A. Milinski, H.-J. Schneider, Pointed Indecomposable Hopf Algebras over Cozeter Groups,
Contemp. Math. 267 (2000), 215-236.

[Mo] M. Mombelli. Families of finite-dimensional Hopf algebras with the Chevalley property, Algeb.
Represent. Theory 16 (2013), 421-435.

[Mo2] , Una introduccion a las categorias tensoriales y sus representaciones. Notas de curso
FaMAF-UNC.http://www.famaf.unc.edu.ar/~mombelli/categorias-tensoriales3.pdf

[Mon] S. Montgomery, Hopf algebras and their action on rings, CBMS Regional Conference Series
82 (1993).

[Mon2] , Classifying finite dimensional semisimple Hopf algebras. Contemp. Math. 229
(1998), 265-279.

[Mov] M. Movshev, Twisting in group algebras of finite groups. Func. Anal. Appl. 27 (1994), 240—
244.

[MW] Montgomery, S., Whiterspoon, S., Irreducible representations of crossed products, J. Pure
Appl. Algebra 129 (1998), 315-326.

[Na] D. Naidu, Categorical Morita equivalence for group-theoretical categories, Comm. Algebra 35
(2007), no. 11, 3544-3565.

[N] S. Natale, On group theoretical Hopf algebras and exact factorizations of finite groups. J.
Algebra 270 (2003), 199-211.

[N1] , On Quasitriangular Structures in Hopf Algebras Arising from Ezxact Group Factori-

zations. Commun. Algebra 39 (12) (2011), 4763-4775.

[N2] S. Natale, Jordan-Hélder theorem for finite dimensional Hopf algebras, Proc. Am. Math. Soc.
143, no. 12 (2015), 5195-5211.

[N3] , Hopf Algebra Extensions of Group Algebras and Tambara-Yamagami Categories. Al-

gebr. Represent. Th. 13 (2010), 673-691.

[N4] , Semisimple Hopf algebras and their representations, Publ. Mat. Uruguay 12, 123-167
(2011).

IN5] _____, On Semisimple Hopf Algebras of Dimension pq®, J. Algebra 221 (1999), 242-278.

[N6] , Semisolvability of semisimple Hopf algebras of low dimension, Memoirs Amer. Math.

Soc. 186 (2007).
IN7] | Semisimple Hopf algebras of dimension 60, J. Algebra 324 (2010), 3017-3034.

[Ni] D. Nikshych, Non-group-theoretical semisimple Hopf algebras from group actions on fusion
categories. Sel. math., New ser. 14 (2008), 145-161.



81 Bibliografia

[Nil] , Ko-Rings and twisting of finite dimensional semisimple Hopf algebras. Commun.

Algebra 26(1) (1998), 321-342.

[NiR] D. Nikshych and B. Riepel. Categorical Lagrangian Grassmannians and Brauer-Picard groups
of pointed fusion categories, J. Algebra 411 (2014),191-214.

[O] V. Ostrik, Module categories over the Drinfeld double of a Finite Group, Int. Math. Res. Not.
27 (2003), 1507-1520.

[O1] | Module categories, weak Hopf algebras and modular invariants, Transform. Groups 8
(2)(2003), 177-206.

[R] D.E. Radford, The structure of Hopf algebras with a projection. J. Algebra 92 (1985), 322-347.

[R1] , Hopf algebras. Series on Knots and Everything 49. Hackensack, NJ: World Scientific.

xxii, 559 p. (2012).
[S] P. Schauenburg, Hopf bigalois extensions. Commun. Algebra 24 (1996), 3797-3825.

. Schauenburg, e monotdal center construction and bimodules, J. Pure Appl. Algebra 158
S1] P. Sch b Th dal d bimodules, J. P Appl. Algeb
(2001), 325-346.

[S2] , Hopf bimodules, coquasibialgebras, and an exact sequence of Kac, Adv. Math. 165

(2002) 194-263.

[Sc] H.-J. Schneider, Normal basis and transitivity of crossed products for Hopf algebras. J. Algebra
152 (1992), no. 2, 289-312.

[Scl]

, Lectures on Hopf algebras. Trabajos de Matemética 31/95 - FaMAF (1995).

[SONATA] E. Aichinger, F. Binder, J. Ecker, P. Mayr, C. Nobauer, System of nearrings
and their applications - a GAP package, 2.6, (07/11/2012), http://www.algebra.uni-
linz.ac.at/Sonata/.

[Sw] M. E. Sweedler, Hopf Algebras. Benjamin, New York, 1969.

[T] M. Takeuchi, Matched pairs of groups and bismash products of Hopf algebras. Commun. Algebra
9 (1981), 841-882.

[WW] J. Wiegold, A. Williamson, The factorizations of the alternating and symmetric groups.
Math. Z. 175 (1980), 171-179.

[Y] S. Yamagami. Group symmetry in tensor categories and duality for orbifolds, J. Pure Appl.
Algebra, 167 (2002), 83-128.

[Y2] S. Yamagami. Polygonal presentations of semisimple tensor categories, J. Math. Soc. Japan,
54 (2002), 61-88.






	Resumen
	Abstract
	Introducción
	Preliminares
	Álgebras de Hopf
	Cohomología de grupos

	Categorías tensoriales
	Categorías abelianas
	Categorías monoidales
	La categoría monoidal de bimódulos
	Categoría monoidal trenzada y la construcción del centro
	Módulos de Yetter-Drinfeld
	Pecios

	Categorías módulo
	Categorías bimódulos

	Álgebras de Hopf semisimples
	Torcimientos
	Torcimiento de la comultiplicación
	Torcimiento de la multiplicación

	Álgebra de Hopf triangular
	Extensiones de álgebras de Hopf
	Extensiones Abelianas
	Bosonización y Álgebras de Nichols
	Álgebras de Hopf grupo-teoréticas
	El grupo de objetos invertibles en una categoría grupo-teorética


	Ejemplos de extensiones
	Series de Composición y Longitud
	Longitud 1
	Longitud 2

	Coproducto semidirecto
	Extensiones de álgebras de grupo

	Producto semidirecto
	Contexto

	Ejemplos donde R es un twist de un grupo finito
	La construcción básica [2.1.5]AN
	Ejemplos donde R es un twist de un grupo finito

	Ejemplos concretos

	Ejemplos de álgebras de Hopf con la propiedad de Chevalley dual
	Álgebras de Hopf cuyo coradical es una subálgebra de Hopf
	Álgebras de Hopf grupo-teoréticas sobre  C3C6
	Álgebras de Hopf grupo-teoréticas sobre  C52 C20
	Álgebras de Hopf grupo-teoréticas sobre S4
	Álgebras de Hopf grupo-teoréticas sobre S5
	Álgebras de Hopf grupo-teoréticas sobre A4C2
	Álgebras de Hopf grupo-teoréticas sobre C73 C6
	Álgebras de Hopf grupo-teoréticas sobre Dn
	Álgebras de Hopf grupo-teoréticas sobre Dn, n impar
	Álgebras de Hopf grupo-teoréticas sobre Dn, n par


	Apéndice A
	Bibliografía

