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Resumen

Una variedad de ideas relacionadas a las acotaciones con pesos surgié casi simultanea-
mente con la introduccion de las integrales singulares, aunque no fue sino hasta la década
de 1970 que se obtuvo una mejor comprension sobre esta teoria. El impulso fue dado por
la caracterizacion de Muckenhoupt de los pesos para los cuales el operador maximal de
Hardy-Littlewood actia sobre los espacios de Lebesgue en si mismos. Esta caracterizacion
llevé naturalmente a la introduccion de la clase de Muckenhoupt y el desarrollo de las aco-
taciones con pesos.

La teoria de pesos tiene una destacada importancia en el estudio de problemas de valores
en la frontera para la ecuacion de Laplace en dominios de Lipschitz. Las acotaciones con
pesos también se aplican a la teoria de extrapolaciéon y a las estimaciones para ciertas clases
de ecuaciones diferenciales parciales no lineales.

El objetivo principal de esta tesis es estudiar la acotacion con pesos de una familia de
operadores integrales en los espacios de Lebesgue y en los espacios generalizados de oscilacion
media acotada de John y Nirenberg BMO”. La idea fundamental para los resultados en los
espacios de Lebesgue, es una simple acotacién puntual de los operadores por una maximal
local de Hardy-Littlewood y el operador de Calderén, 6 por la maximal fraccionaria y el
operador de Calderéon modificado, dependiendo del grado de las singularidades de los opera-
dores. Esto permite obtener inmediatamente las acotaciones entre espacios de Lebesgue con
pesos en la clase de Muckenhoupt. Asimismo se logra caracterizar los pesos potencia para
estas acotaciones.

Posteriormente, analizando una localizacién y la parte global de los operadores, se ob-
tienen en el caso fraccionario, las acotaciones con pesos desde los espacios LP-débiles de
Lebesgue en espacios adecuados BMO?, para p que supera el exponente critico, y pesos
que satisfacen una condiciéon de duplicaciéon y una condicion reversa de Holder. Luego se
definen espacios de tipo BMO7 local y se obtienen, en el caso general, las acotaciones desde
estos espacios en BMO?° para pesos que satisfacen una condicién de duplicacién. Finalmen-
te, se demuestran resultados analogos para generalizaciones del operador de Calderén y del
operador integral de Hilbert.

Palabras claves: espacios de Lebesgue, espacios BMO, desigualdades pesadas, opera-
dores integrales, pesos de Muckenhoupt, espacios de Lipschitz.

2010 Mathematics subject Classification: 30H35, 42B25, 42B35.

I11



v



Abstract

A collection of ideas related to weighted inequalities appeared almost simultaneously
with the introduction of singular integrals. But it was not until the 1970’s that a better
understanding of this theory was developed. The advances were made possible by Mucken-
houpt’s characterization of the weights for which the Hardy-Littlewood maximal operator
maps Lebesgue spaces into themselves. This characterization motivated the definition of the
Muckenhoupt class of weights and related results for weighted inequalities.

The theory of weights is important in the study of boundary value problems for the
Laplace equation on Lipschitz domains. Additionally, weighted inequalities find applications
to the theory of extrapolation of operators and are useful to deduce estimates for certain
non-linear PDE’s.

The main objective of this thesis is to study weighted boundedness of a family of integral
operators on Lebesgue spaces and on generalized spaces of John and Niremberg of mean
bounded oscillation BMO". The fundamental idea for the first set of results is a simple
pointwise bound of the operators by a local Hardy-Littlewood maximal plus the Calderén
operator, or by the fractional maximal operator plus the modified Calderén operator, de-
pending on the degree of the singularities of these operators. From this, the boundedness on
Lebesgue spaces with weights in the Muckenhoupt class, follow immediately. Moreover, the
power weights for which boundedness holds are characterized.

Later, the boundedness with weights of the original operators, in the case fractional, from
weak-LP Lebesgue spaces into appropriate BMO7 spaces is obtained for p exceeding the cri-
tical exponent, and weights satisfying a doubling condition and a reverse Holder condition.
This result is based on the analysis of a localization and the global part of the original ope-
rators. Further, local type BMO7 spaces are defined and weighted boundedness from these
spaces into BMO? is proved for weights satisfying a doubling condition. Finally, analogous
results are proved for generalizations of the Calderon operator and the integral operator of
Hilbert.

Key words: Lebesgue spaces, BMO spaces, weighted inequalities, integral operators,
Muckenhoupt weights, Lipschitz spaces.

2010 Mathematics subject Classification: 30H35, 42B25, 42B35.
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Introduccion

El estudio de desigualdades con pesos ha adquirido un creciente interés desde que B. Muc-
kenhoupt lo iniciara sistematicamente en 1972 con su articulo “Weighted norm inequalities
for the Hardy-Littlewood maximal function” [Muc72], debido a la importancia del operador
maximal de Hardy-Littlewood en el andlisis real y armoénico. Luego, en 1974 Muckenhoupt
y Wheeden publicaron “Weighted norm inequalities for fractional integrals” [MW74], donde
los autores introdujeron el operador maximal fraccionario que en las estimaciones con pesos
para los Potenciales de Riesz, desempena un rol similar al del operador maximal de Hardy-
Littlewood en las integrales singulares.

En esta tesis estudiaremos las acotaciones con pesos para ciertas familias de operadores
integrales sobre diferentes espacios de funciones.

Comenzamos considerando la siguiente familia de operadores, sea n un ntimero natural
y 0 < a < n, definimos T}, por

ﬂJ@%=/ f() dy.

g |7 — y|¥|x 4y

Estos operadores fueron introducidos por Ricci y Sjogren como una herramienta para
demostrar algunos resultados relacionados al grupo de Heisenberg. Ellos necesitaron la aco-
tacién de T, sobre L*(R) y la probaron en su publicacién [RS88]. Pocos anos mas tarde,
se demostraron las acotaciones sobre LP(R"), 1 < p < oo, en [GU93]. Posteriormente, en
[RUO5] se obtuvieron las acotaciones con pesos sobre LP(w), 1 < p < oo, para lo cual se
usé que el resultado en el caso w = 1 era valido. En ese mismo articulo se estudié la acota-
cién desde L°(R™) en el espacio clasico de John y Nirenberg BM O, y més recientemente, en
[RU13] uno de los objetos de estudio fue la acotacién con pesos desde L>(w™') en BMO(w).
También, en [RU12] se estudiaron las acotaciones sobre los espacios de Hardy H?.

Nosotros abordamos el estudio de T, desde otro punto de vista. Comenzamos el anélisis
de las acotaciones mostrando de una manera simple que 7, se puede controlar puntualmente
con una maximal local de Hardy-Littlewood y el operador de Calderén. Este enfoque nos
permitié obtener las acotaciones de tipo (p,p), 1 < p < oo, con pesos perteneciendo a la
clase A, de Muckenhoupt, y la acotacién de tipo débil (1,1) con pesos perteneciendo a la
clase A1, sin necesidad de mostrar primero el caso w = 1. Ademas, logramos caracterizar los
pesos potencia w para los cuales T, es acotado de LP(w) en si mismo, lo cual enunciamos a
continuacion.

Teorema A. Sea w un peso potencia y sea 1 < p < 0.
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» Bl operador T, es de tipo fuerte pesado (p,p) asociado al peso w, siy solo siw € A,.

» FEl operador T, es de tipo débil pesado (1,1) asociado al peso w, si y solo si w € Aj.

Si bien ha sido estudiada la acotacién de T, desde L®(w™') en BMO(w), observamos
que |T,f| es idénticamente infinito para funciones f constantes, por lo tanto no se puede
esperar la acotaciéon de T, desde todo el espacio L*>. Luego, cada vez que consideremos un
operador T' definido sobre un espacio de funciones X, denotaremos por E(X) el conjunto
de funciones f en X tales que |T'f(x)| es finito para algin punto x € R™ no nulo, siempre
que no se preste a confusion cual es el operador en cuestion. Entonces, uno de los resultados
obtenidos en [RU13] es la acotacién de T, desde E(L>®(w™")) en BMO(w) para w € A; tal
que w(z) < Cw(—2x) para casi todo z.

Es natural preguntarse si T, puede ser extendido continuamente a un espacio mas grande
de tipo BMO. En esta direccion, realizamos el analisis de una localizacién de T, y de la parte
global del mismo, lo cual nos condujo a definir un espacio de tipo BMO(w)-local denotado
por BMOy(w), que es intermedio entre L>®(w™') y BMO(w).

El espacio BMOy(w) consiste de las funciones f € BMO(w) tales que el promedio

1
|f| es uniformemente acotado para bolas B centradas en el origen. Denotamos

w(B) Jp ) )
por || - | BMOy(w) 1& DOTMa que es natural asociar a este espacio. Concretamente hemos
demostrado.

Teorema B. Sea f € E(BMOy(w)). Siw € Ay y satisface w(—z) < cw(z) para casi todo
x € R", entonces T, f € BMO(w). Mds ain, existe C independiente de f tal que

||Taf||BMo(w) < C{HfHBMOo(w)'

Estos resultados han sido publicados en [FF15a] y estdn desarrollados en el Capitulo 2
de la tesis.

Para continuar, hemos considerado una generalizacién de tipo fraccionario de T,. Sean
a, B > 0 tales que a + 8 < n. Definimos Ty, g por

B f(y)
Taspf(@) = / PR

Muckenhoupt y Wheeden en [MW74] caracterizaron los pesos para los cuales el operador
integral fraccionario 1, actia desde LP(w?) en L9(w?) paral <p <n/ay1l/q=1/p—a/n.

En este contexto, demostrando de una manera simple una acotacién puntual de 7,, 3 por
los operadores maximal franccionario y de Calderén modificado, hemos obtenido la acotacién
con pesos de T, 3 desde LP(wP) en L?(w?) para adecuados py q, y w € A,,. Este resultado
también estd demostrado en [RU13] usando otras técnicas del andlisis.

Para estas acotaciones hemos logrado caracterizar los pesos potencia, lo cual enunciamos
a continuacién. Denotamos A = n — (a + ).
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Teorema C. Sean o+ <n, 1 <p<n/Xyl/g=1/p—n/X. Siw(x)=|z|* es un peso
potencia, entonces w € A, si y solo si existe C' indenpendiente de f tal que

HTaﬁfHLq(wq) < CHfHLp(wp)'

Continuando naturalmente el andlisis de I, en [HSV97] los autores caracterizaron los
pesos para los cuales I, es acotado desde una version débil de los espacios de Lebesgue pesa-
dos, Ei _,econn/a<p<n/(a—1)", en adecuados espacios de Lipschitz pesados, y también
entre espacios de Lipschitz pesados. En particular, BMO(w) y BMO?7(w) son espacios de
Lipschitz pesados.

En este sentido, hemos estudiado las acotaciones con pesos de T, g desde ii L, en BMO"(w),
y entre espacios BMO?(w), para lo cual hemos analizado independientemente las partes lo-
cal y global del operador.

Precisamente, consideramos los siguientes espacios de funciones. Sean w un peso y 0 <
v < n. Una funciéon f medible Lebesgue pertenece a I:Z _y si

171, | = swel{z e R”: |f@)lw (@) > t}] < o0,

Una funcién f localmente integrable pertenece a BMO7(w) si existe una constante C' tal
que para toda bola B C R",

1
W/B\f—fﬂéa

Luego, una funcién f pertenece a BMOg(w), si f € BMO"(w) y existe una constante C' tal

que )
W/B‘f'ﬁc

n :
para toda bola B C R™ centrada en el origen. Denotamos por || - HBMOW(W) y - HBMog(w)
las normas que son naturales de asociar a estos espacios. Por ultimo, dado n > 1, decimos

que w pertenece a D, si satisface la siguiente condicién de duplicacién
w(tB) < Ct"w(B),

para todo t > 1 y para toda bola B C R".

A continuaciéon enunciamos los resultados principales que hemos obtenido. Para tal fin,
denotamos por A = n — (a + 8), Jy = [2, ﬁ) y RH(p) la condicién reversa de Holder
con exponente p.

Teorema D. Supongamos que o+ <n yp € Jy. Sea w un peso que satisface w € RH(p'),
w € D, para algin 1 < n < *2 4 14 %, y w(—z) < cw(x) para casi todo v € R".
Si f € E(ii,l) entonces T, 5f € BMO’(w) para § = 1 — aTJrﬂ — zl)' Mas ain, existe C
independiente de f tal que

T pasosiny < Ml
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Teorema E. Supongamos quen —1 <a+p<ny0<y< % Sea w un peso que satisface
w € D,, para algin 1 < n < C“TJFB + % -7, y w(—z) < cw(z) para casi todo x € R™. Si
fe E(BMOg(w)) entonces Ty 5f € BMO®(w) para § = 1 — QTHB + 7. Mds ain, existe C
independiente de f tal que

HTa,ﬂf”BMoé(w) < C“fHBMOS(w)'

El Teorema D extiende el correspondiente resultado probado en [RU13] para el caso
p =n/(n— (a+ f)), es decir, 6 = 0. Pues el teorema implica la acotaciéon de T, 3 desde
un espacio mas grande E(ZZ _1) y para una clase mas amplia de pesos. Por otro lado, si
bien el espacio de llegada BMO°(w) es mas grande que la versién pesada de BM O usada en
[RU13], ambos espacios coinciden para los pesos w tales que w™ @9 € A, (ver Observacién
1.1.12 del Capitulo 1), considerados en ese articulo.

El Teorema E extiende el resultado de tipo BMO obtenido en [FF15al, pues ahora con-
sideramos una clase mas amplia de pesos. Por otro lado, el caso limite p = oo (p = 1) del
Teorema D se corresponde con el Teorema E para v = 0, debido a que las hipotesis sobre los
pesos coinciden.

Los resultados obtenidos para la familia de operadores T, 3 estdn contenidas en el tra-
bajo [FF15b], enviado para ser considerado para su publicacion, y estan desarrollados en el
Capitulo 3 de la tesis.

Habiendo comparado puntualmente la parte global de T}, con el operador de Calderén S,
nos llevé a preguntarnos si se podrian obtener para S resultados similares a los teoremas D
y E. A partir de esto, definimos el operador de Calderén modificado S, por

1 f(y)
Suf (1) = —— /| Wy /| dy,

el yl>lz) 1Y

con 0 < a < n, siendo Sy = S.
A su vez, como S es comparable puntualmente con el operador integral de Hilbert H,
definimos el operador integral de Hilbert modificado H, por

_ fy)
@)= |, T

con 0 < a < n, siendo Hy = H.
Para estos operadores hemos obtenido.

Teorema F. (i) Supongamos que a > 0 y 2 < p < ( . Sea w un peso que satisface

_n__
a—1)*t

w€ RH(Y) yw € D, para algin 1 < n < 1+ 24 %. Si f e E(I:Z,l) entonces S, f €
BMO?(w) para § = & — %. Mas aun, existe C' indenpendiente de f tal que

18a N ppros < Clfllzs
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(17) Supongamos que 0 < a <1y 0 <~vy < % Sea w un peso en D, para algin 1 < n <
14+ 12—~ Si f € E(BMO](w)) entonces Sof € BMO’(w) para § = < + ~. Mds ain,
existe C' independiente de f tal que

||Saf||BMO‘S(w) S CHfHBMOg(w)

Teorema G. (i) Supongamos que o > 0 y 2 < p < ﬁ Sea w un peso que satisface
w e RH(Y') yw € D, para algin 1 < n < 1+ L= +%}. Si f € E(LP_,) entonces H,f €
BMO?(w) para § = o — %. Mas aun, existe C indenpendiente de f tal que

1ol pasorcy < 7l
(17) Supongamos que 0 < a <1y 0 <~y < % Sea w un peso en D, para algin 1 < n <
1412 — . Si f € E(BMO](w)) entonces Hof € BMO®(w) para 6 = ¢ + ~. Mds aiin,
existe C' independiente de f tal que

||HafHBMO§(w) S CHfHBMOg(w)

En los teoremas para Ty, y T, s, una de las hipdtesis sobre los pesos w es que satisfagan
w(—x) < cw(x) para casi todo z € R", y estd relacionada a las singularidades de los opera-
dores. Pero, en los Teoremas F y G, esa hipotesis no es necesaria.

Los resultados para los operadores S, y H, estdn desarrollados en el Capitulo 4 de la
tesis.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introduciremos conceptos conocidos del andlisis real y armdnico que
luego necesitaremos para enunciar y demostrar los resultados obtenidos a lo largo de esta
tesis.

En general se dejara alguna referencia donde pueden encontrarse los detalles.

1.1. El operador maximal de Hardy-Littlewood

Las funciones maximales surgen naturalmente en el andlisis armoénico y han sido objetos
de estudio para la comprensién y resolucién de una amplia variedad de problemas en distintas
areas de la matematica. Una de las funciones maximales mas destacada y estudiada ha sido
la de Hardy-Littlewood, sus propiedades y su comportamiento estan totalmente relacionados
a la teoria de pesos de Muckenhoupt. Esta es una buena razon quizas, para asegurar que el
estudio de acotacion con pesos de operadores, es importante.

Dada una funcién f medible Lebesgue y localmente integrable, la funcion maximal M f
es el valor mas grande de los promedios de f en cada punto. Precisamente, damos la siguiente
definicion.

Definicién 1.1.1. Sea f € L} (R™), entonces M f, la funcién maximal de Hardy-Littlewood

loc

de f, se define para x € R"™ por
1
Mf(x) = sup — [ [f(y)ldy, (1.1)

donde el supremo se toma sobre todas las bolas B C R™ que contienen a x. Estamos deno-
tando por |B| la medida de Lebesgue de B.

Existen diferentes definiciones del operador maximal de Hardy-Littlewood pero todas son
equivalentes entre si. Por ejemplo, una definicion comtinmente usada por muchos autores
es, reemplazar las bolas B de (1.1) por cubos @ que contienen a x para luego tomar el
supremo sobre tales cubos @. En [Gra09] y [CUF13] se pueden encontrar algunas de las

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

definiciones equivalentes a la Definicién 1.1.1. A medida que avancemos en la tesis, daremos
varias definiciones utilizando bolas, pero como sucede para el operador maximal de Hardy-
Littlewood, existen otras definiciones equivalentes.

Una funcién w definida en R™ se dice un peso, si es localmente integrable y positiva en
casi todo punto. Sea 1 < p < oo, un peso w pertenece a la clase de Muckenhoupt, y lo
denotamos por w € A,, si existe una constante C' tal que

! ! ) e s 1.2
E/Bw E/Bw <C, sil<p<oo, (1.2)

( ) g :
w(B) < -
] C’eiselélf w(z), sip=1, (1.3)

para toda bola B C R", donde w(B) = / w. Se define la clase A, por

B

A= |J 4

1<p<oo

Sea w un peso. Definimos el espacio LP(w), 1 < p < 0o, como la coleccién de todas las
funciones f medibles Lebesgue tales que

W = ([ Wopawe) <o

También, definimos el espacio L*(w) como la coleccién de todas las funciones f medibles
Lebesgue tales que

1l = Ielle < o0.

Nos referimos al espacio LP(w) como el espacio de Lebesgue pesado con exponente p.

El siguiente teorema muestra la relacién entre la clase A, y el operador maximal M. Una
demostracion de este resultado y las definiciones dadas anteriormente, estan contenidas en
[Duo01].

Teorema 1.1.2. Sean 1 < p < 00 y w un peso. Entonces w € A, si y solo si existe C' tal
que

w{z eR": Mf(z) >1t}) < tgp/n |f(x)|Pw(x)dx, (1.4)

para toda f € LP(w) y para todo t > 0.
Mds ain, sip > 1, entonces w € A, si y sdlo si existe C' tal que

/n (M f(z)) w(z)dz < C/ |f(z)|Pw(x)de. (1.5)

n

para toda f € LP(w).



1.1. EL OPERADOR MAXIMAL DE HARDY-LITTLEWOOD 3

En general, si un operador satisface una condicién como (1.4), se dice que es de tipo
débil pesado (p,p) con respecto al peso w, o bien que es de tipo débil pesado (p,p), cuando
el contexto sea claro. Del mismo modo, si un operador satisface una condicién como (1.5), se
dice que es de tipo fuerte pesado (p, p), o bien que es de tipo pesado (p, p). Es usual denotar

(1.4) y (1.5) por
M ey <Oy ¥ 1M Ty < Cll e,

respectivamente.

Observacion 1.1.3. Una caracterizacién de la acotacién con pesos para M que se puede
obtener de las definiciones, es la siguiente.
Sea w un peso. Entonces w € Ay si y solo si existe una constante C' tal que

1M1y < Ol
para toda f € L®(w™1).

La clase de pesos de Muckenhoupt A, tiene propiedades que permiten estudiar la acota-
cién con pesos de varios operadores importantes en el andlisis arménico. Nosotros enuncia-
remos algunas de estas propiedades, que luego necesitaremos en los siguientes capitulos. Las
demostraciones se pueden encontrar en [Gra09].

Dado 1 < p < 00, sea p' tal que —+— = 1. El ntimero p’ se llama el exponente conjugado
p p
de p. Si p =1, su conjugado serd p’ = 0o, y si p = 00, su conjugado serd p’ = 1.

Proposicién 1.1.4. Dado 1 < p < oc.

(1) Sip>1ywe A, entonces w' ™ € Ay.

(2) Sip < q< oo, entonces A, C A,.

(8) La medida w(z)dz es duplicante, precisamente, existe C' tal que

w(AB) < CA™w(B).

para todo A > 1 y para toda bola B.
(4) El peso potencia w(zx) = |x|* € Ay si y sdlo si —n < a < 0. Sea 1 < p < 00, w(x) =
lz|* € A, si y sdlo si —n < a < (p— 1)n.

Definicién 1.1.5. Dado 1 < p < 0o, un peso w satisface la desigualdad reversa de Holder
con exponente p y lo denotamos por w € RH(p), si existe una constante C' tal que

1 1/p 1
— P < (O— ’
(rB\/B“’) = \Br/B“’

Teorema 1.1.6. Sea 1 < p < 00, si w € A, entonces existe ¢ > 1 tal que w € RH(q).

para toda bola B C R".

Para poder demostrar el teorema anterior, en general se necesita un resultado previo
sobre los pesos en A,, que enunciamos a continuacion.
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Lema 1.1.7. Sean w € A, y 0 < o < 1, entonces se cumplen.

(1) Ezxiste 0 < [ < 1 tal que para cualquier E subconjunto medible de una bola B que
satisface |E| > «|B|, tenemos que w(E) > pw(B).

(2) Ezxiste 0 < [ < 1 tal que para cualquier E subconjunto medible de una bola B que
satisface a|B| > |E|, tenemos que fw(B) > w(E).

Una propiedad importante de la clase de Muckenhoupt que se desprende del Teorema
1.1.6 es la siguiente.

Corolario 1.1.8. St w € A,, entonces existen € > 0 y C' constante tales que para toda bola
B y E subconjunto medible de B se satisface

o) o2l
w(B) | B|
Un 1dltimo resultado que mencionamos es que se satisface la reciproca del Teorema 1.1.6.

Teorema 1.1.9. Siw € RH(p) con 1 < p < 00, entonces w € A.

Notemos que en esta secciéon primero hemos introducido el operador maximal M, luego
la clase de pesos A, y por tltimo los espacios de Lebesgue pesados LP(w). Después hemos
enunciado el Teorema 1.1.2 que relaciona estos conceptos. Frecuentemente usaremos este es-
quema para introducir los operadores y enunciar las acotaciones con pesos asociados a estos
operadores sobre adecuados espacios de funciones.

Finalizamos esta seccién introduciendo el espacio pesado BMO. En [JNG1], John y Ni-
renberg introdujeron las funciones de oscilacién media acotada, BMO, como las funciones

f e L .(R") tales que
1

loc
1
para toda bola B C R" y alguna constante C, donde fg =

E/ f. Luego, una posible
B

definicién para el espacio pesado BMO es la siguiente.

Definicién 1.1.10. Sea w un peso. Una funcién f localmente integrable pertenece a BMO(w)
si existe una constante C' tal que

1
— — <C 1.6
para toda bola B C R".

La seminorma de f en BMO(w), denotada por | , es el infimo sobre tales cons-

tantes C.

Observacion 1.1.11. Siw es un peso duplicante, en el sentido de la Proposicién 1.1.4, entonces
para verificar que una funcién f localmente integrable pertenece a BMO(w), es suficiente
verificar que satisface la condicién (1.6) para todas las bolas centradas en el origen y para
todas las bolas B(z,r) = {y € R" : |y — x| < r} de centro z y radio r < ¢|z|, donde ¢ es una
constante fija tal que 0 < ¢ < 1.

[l parow)
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Observacion 1.1.12. En [MW74] y [RU13] consideran el espacio BMO pesado respecto del

peso w como el conjunto de las funciones f € L}, (R") tales que

_ 1
sup [Jo 1><Buoo—/ F-fl<C
B |B‘ B

para alguna constante C', donde el supremo se toma sobre todas las bolas B C R™. Deno-
tamos, convenientemente en esta ocasion, BMO(w) a este espacio, para compararlo con el
espacio BMO(w) de la Definicién 1.1.10. No es dificil mostrar que BMO(w) C BMO(w) para
cualquier peso w. Por otro lado, si w” € A; con r > 1, entonces se puede ver sin dificultad
que BMO(w) = BMO(w).

El espacio BM O surge naturalmente de la clase de funciones que tienen desviacion de sus
promedios sobre cubos o bolas acotada. Este espacio de funciones es un objeto importante en
el estudio del andlisis armdnico y esté relacionado con el espacio de Hardy H', las medidas
de Carleson, con problemas de Deformacion Elastica, etc.

Una de las propiedades que usaremos del espacio BMO(w) es la siguiente.

Proposicién 1.1.13. Si f es una funcion localmente integrable entonces

1,
< Slép o(B) 16215/13 |f(z) — Cpldx < HfHBMO(w)’

1
§||f||BMO(w)
donde Cg es una constante que depende de la bola B.

La demostracion de esta proposicién se puede encontrar en [Gra09], realizando las modi-
ficaciones obvias.

1.2. El operador de Calderén y la maximal local
de Hardy-Littlewood

En esta seccién enunciaremos algunos resultados de acotaciones con pesos para el opera-
dor de Calderén y la maximal local de Hardy-Littlewood, que luego usaremos en el Capitulo
2. En los siguientes teoremas enunciados, se puede apreciar como el comportamiento de estos
operadores esta relacionado a ciertas clases de pesos similares a la clase de Muckenhoupt.

Consideramos el operador clasico de Hardy P y su adjunto () definidos por

_ b ) — f(y)
Pi(z) = / W Qs@) / dy

|z[" wizle [YI"

y el operador de Calderén S definido por
Sf(x) = Pf(x) + Qf ().

En [DMRO13], los autores dan una caracterizacién sobre los pesos w para los cuales el
operador S es acotado en LP(w) para 1 < p < 00, y es de tipo débil pesado (1,1). Llamaron
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a esta clase de pesos A, o. Especificamente, un peso w pertenece a la clase A, si satisface la
condicién (1.2) o (1.3) segin corresponda, pero sélo para bolas centradas en el origen. Ellos
obtuvieron el siguiente teorema.

Teorema 1.2.1. Sean 1 < p < 0o y w un peso. El operador S es de tipo fuerte pesado (p,p)
o de tipo débil pesado (p,p) si y solo siw € A,o. El operador S es de tipo débil pesado (1,1)
sty solo siw € Ay .

En [LS10], los autores estudiaron las acotaciones con pesos sobre L?(w) para una maximal
local. Para definir el operador maximal local de Hardy-Littlewood, introdujeron cubos locales
de la siguiente manera: para 0 < k < 1, un cubo Q(z,r) = {y € R" : ||y — 2|/~ < r} centrado
en r con ‘radio” r y con lados paralelos a los ejes de coordenadas, es un cubo k-local si
0 < r < k|z|. Denotaron por Oy la familia de todos los cubos k-locales y definieron una
maximal local de Hardy-Littlewood por

Msoof () = “pI%ﬂJ” r e R\ {0},

Qe0:zeQ

donde el supremo se toma sobre todos los cubos Q) € Oy, tales que = € Q.

En ese mismo trabajo, caracterizaron la clase de pesos para los cuales M, ;0. es acotado
de LP(w) en si mismo para 1 < p < oo, y de tipo débil pesado (1,1). Esta clase de pesos,
denotada por A j e, consiste de los pesos que satisfacen la condicién (1.2) o (1.3) segin
corresponda, pero sélo para cubos k-locales. Después, probaron que Ay kioc = Apkrioc Para
cualesquiera 0 < k,k/ < 1. Por lo tanto, esta clase de pesos es denotada simplemente por
Apioc v se define

Aoo,loc - U A Jloc-
1<p<oo

Ellos obtuvieron el siguiente teorema.

Teorema 1.2.2. Sea 0 < k <1 y sea w un peso. El operador My, 0. es de tipo fuerte pesado
(p,p) o de tipo débil pesado (p,p) para 1l < p < oo siy s6lo si w € Apoe. El operador My .
es de tipo débil pesado (1,1) si y sdlo si w € Aj joc.

En ambos articulos [DMRO13] y [L.S10] algunas de las propiedades més importantes de
la clase A, son estudiadas en A,y Ap o, debido a que claramente las clases Ay y Apioc
son mas grandes que la clase A,.

Continuando con el andlisis de la maximal local, en [CRH11] y [HCR14] se estudiaron
las acotaciones con pesos de Mj, o, sobre adecuados espacios de tipo BMO locales, definidos
sobre la semirrecta R™ = (0, 00). Para esto, llamaron intervalos sub-k-criticos a los intervalos
I(z,r) = (x—r,z+7) sir < k|z|, intervalos k-criticos si r = k|x| e intervalos supra-k-criticos
si 7 > k|z| y no contienen al cero. En este contexto, los pesos son funciones localmente
integrables, positivas en casi todo punto y definidas en la semirrecta RT.

Definicién 1.2.3. Sean 0 < k < 1 y w un peso definido en R*. Una funcién f localmente
integrable sobre R™ pertenece a BM O, ,.(w) si existe una constante C' tal que se satisfacen

1
JﬁzuuwﬁwM<a
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para todo intervalo I sub-k-critico, y

1
w0 / @)z < C,

para todos los intervalos I k-criticos y supra-k-criticos.

Si w es un peso definido en R, se define la norma de f en BM Oy ,.(w), denotada por
11l 5 MOy 1) €00 € infimo de las constantes C' que satisfacen ambas condiciones de la
definicién 1.2.3.

En [CRH11], los autores obtuvieron el siguiente resultado.

Teorema 1.2.4. Sean 0 < k <1 yw un peso definido en R™. El operador My .. es acotado
de BM Oy joc(w) en si mismo si y solo si w € Aj joc.

1.3. El operador integral fraccionario y
el operador maximal fraccionario

De manera similar al operador maximal de Hardy-Littlewood, el operador maximal frac-
cionario M, y el operador integral fraccionario I, también estan relacionados a la clase de
pesos de Muckenhoupt, y su estudio ha sido de gran interés para muchos matemaéticos.

Comenzamos introduciendo el operador I,,. Los detalles de esta seccion se pueden encon-
trar en [Ste70] y [MWT74].

Definicién 1.3.1. Sea 0 < a < n, el Potencial de Riesz I, también llamado el operador
integral fraccionario con exponente «, es el operador de convolucién dado por

I.f(z) = C(a,n) /R )

oo —ylre

Y

donde C(a,n) = /<2—2 _F(iz
ﬂ-n (63 =3

Nosotros consideraremos I, al igual que muchos autores, sin la constante C(«,n), es
decir )
Yy
I,.f(x) = — = dy.
= [y
Lo cual no afectara el modo de usar los resultados para este operador.

Los Potenciales de Riesz no son acotados de LP(R™) en si mismo, pero satisfacen una
acotacion de tipo “diagonal” en el sentido del siguiente teorema.

Teorema 1.3.2 (Lema de Sobolev). Sean 0 < o < n y 1 < p < n/a, definimos q por
1/g=1/p—a/n. Sip=1, entonces existe C tal que

wersins@l >l < (§ [ 1)
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para todo t > 0.
Si p > 1, entonces entonces existe C' tal que

</ Uaf(x)'qu) o ( 5 |f(x)|pdx> "

para toda f € LP(w).

Para enunciar el teorema sobre la acotacién con pesos asociados al operador I,, intro-
ducimos la clase de pesos A4, ,. Luego, enunciamos un lema que muestra la relacién de las
clases A, , con las de Muckenhoupt A,.

Definicién 1.3.3. Sean 0 < a <ny 1 < p < n/a definimos ¢ por

Entonces, un peso w pertenece a la clase A, , si existe alguna constante C' tal que

/P’
1 / )( 1 / p’/q)q
— | w]l— [ w <,
(!B| B 1Bl /s
para toda bola B C R".

Cuando p =1, se define A, , = A;.

Lema 1.3.4. Sean 0 < a <nyl <p < n/a, un pesow € A,, siy silo si w! € A, con
r=1+q/p.

Teorema 1.3.5. Sean 0 < a <n, 1 <p<n/ayl/q=1/p—n/a. Entoncesw € A,, siy
solo si existe C' tal que

( / . (|faf(ac)|W(a:))qu> " C( / 0 (x)|w($))pdx> w”

para toda f € LP(wP).
Sil/q=1—n/a, entonces w € Ay, siy sélo si existe C' tal que

wi({z € R": [I,f(z)| > t}) < (% - |f(x)|w(x)dx) )
para toda f € L*(w).

Definicién 1.3.6. Sea 0 < o < n, se define el operador maximal fraccionario M, por

B:zeB

1
M. f(z) = sup |B\1—O</”/B|f(y)|dy’

donde el supremo se toma sobre todas las bolas B C R™ que contienen a x.
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El operador M, fue introducido por Muckenhoupt y Wheeden en [MW74], y en las esti-
maciones con pesos para los Potenciales de Riesz I,,, desempena un rol similar al del operador
maximal de Hardy-Littlewood en las integrales singulares.

Como una consecuencia de la desigualdad de Holder, puede obtenerse la siguiente de-
sigualdad puntual,

Mo f(a) < || FI150 (M f ()",

para 1/¢ = 1/p — a/n. Esto muestra que los operadores maximales fraccionarios estan
fuertemente relacionados con el operador maximal de Hardy-Littlewood.
El operador M, satisface un resultado andlogo al Teorema 1.3.5.

Teorema 1.3.7. Sean 0 < a <n, 1 <p<n/ayl/qg=1/p—n/a. Entoncesw € A,, si y
solo si existe C' tal que

(1Mo f(2)|w(2))"dz l/qSC (1f(2)lw(@))"da l/p,
(L. ) =e(L

para toda f € LP(wP).
Si1l/qg=1—n/a, entonces w € Ay, si y solo si existe C tal que

(e R s af @) > ) < (§ [ 1@lta) |

para toda f € L'(w).

1.4. Clases de pesos y un espacio débil de Lebesgue

Las clases de pesos y el espacio de funciones que definimos a continuacion, fueron intro-
ducidos en [HSV97]| para obtener condiciones necesarias y suficientes para la acotacién del
operador integral fraccionario I,, en el rango p > n/a.

Definicién 1.4.1. Sean 0 < A <ny 1 < p < oo. Decimos que un peso w € H (A, p) si existe
una constante C' tal que

’B\l/pk/nﬂ/n(/ W (y) dy) v < C—W(B)
)p/ —
R

mp |rp — YA | B

para toda bola B C R", donde xg es el centro de la bola B.
Si p = oo, decimos que un peso w € H(\, 00) si existe una constante C' tal que

1/p
R

mp lvp —y[n A | B

para toda bola B C R".
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Lema 1.4.2. Sean 0 < A <n y 1 < p < o0o. Para un peso w las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) we H(\Dp).
(2) we RH(p') y existen constantes positivas C' y € tales que
W (B(ZBB, tr)) < O P e, (B(xB, 7“))
para toda bola B = B(xp,r) y para todo t > 1.

(8) Existen constantes positivas C' y € tales que

(wp’ (B(zp,tr)) ) /v < Cyplrri—ely w(B(zp,T))
|B(zp,tr)| - |B(zp,7)]

para toda bola B = B(xp,r) y para todo t > 1.

Definicion 1.4.3. Sean 1 < p < 0o y w un peso. Una funcién f medible Lebesgue pertenece
a Ll si
17z, =sup ] {z € B s (@)™ (@) > 1} < .
w1 >

|| - Hii_l es una quasinorma en L”_,.

Lema 1.4.4. Sean 1 <p<oo yw € RH(P'). Si f € f)i_l entonces existe una constante C

independiente de f tal que
w(B)
[in=cisly, 5

para toda bola B C R™.

Lema 1.4.5. Sean 1 <p <oo yw € H(A\,p). Si f € sz,l entonces existe una constante C
independiente de f tal que

/ VWL < oppyy, D)

B lzp — y[r V| B[+ /nt1/p=2/n

para toda bola B = B(xg,r) C R".

1.5. El operador de Calderén modificado

En [Bra78], [DHK97] y [Duol3] se estudian las acotaciones del operador de Calderén
modificado S, desde LP(v) en L9(u). Los detalles de la definicién y del teorema que damos
a continuacion, se pueden encontar en los articulos antes citados.
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Definicién 1.5.1. Sea 0 < a < n, se define

1 f(y)
Suf(2) / Wy / dy

 Jafre sl Y17

Notemos que Sy = S, el operador de Calderon.

Teorema 1.5.2. Sean 0 < a <n y 1 <p < g < oo. Entonces S, es acotado de LP(v) en
Li(u) si y solo si existe C tal que

</|:c>R %m) Uq(/'xl@v(x)l‘p/dx) " <C (1.7)
(/IDR m—:;dx) ” </|x<Ru(x) dx) : =C (1.8)

Los conceptos contenidos en las secciones 1.3, 1.4 y 1.5 serdn usados en los Capitulos 3
y 4.

para todo R > 0.






Capitulo 2

Acotacion de T,

En este capitulo de la tesis estudiaremos las acotaciones con pesos de la familia de
operadores integrales T,, primero sobre los espacios de Lebesgue y luego sobre espacios
de tipo BMO locales.

Especificamente, sea n un nimero natural y 0 < a < n, definimos el operador T,, por

T f(x) /R f() dy.

o |z =yl 4y

Como fue mencionado en la Introduccidn, estos operadores {T,, }g<a<n fueron introducidos
por Ricci y Sjogren como una herramienta para demostrar algunos resultados relacionados
al grupo de Heisenberg y demostraron la acotacién de T, sobre L?(R) en su publicacién
[RS88]. Luego, la acotacién sin pesos y con pesos de esta familia de operadores integrales
sobre distintos espacios de funciones fue estudiada en los articulos [GU93], [RU05], [RU12],
[RU13], [FF15al, entre otros.

Los resultados de este capitulo estdn publicados en [FF15a].

2.1. Acotacion de T, sobre L?

Una de las ideas subyacentes para el anélisis de los operadores introducidos se encuentra
contenida en el siguiente lema, el cual muestra que T, esta puntualmente controlado por los
operadores de Calderén y una maximal local de Hardy-Littlewood.

Como es usual en analisis, a lo largo de este trabajo ¢ y C' denotaran constantes positivas,
no necesariamente las mismas en cada ocasién. Dado un conjunto F medible Lebesgue,
denotaremos por E¢ el complemento de £ en R y Xg la funcién caracteristica de E. Dada
una bola B = B(x,r) de centro x y radio r, denotaremos por tB la bola B(z, tr). Denotamos
Mioe = M /2 10c

Lema 2.1.1. Sea f € L, .(R") no negativa, entonces existe C tal que

loc

Tof(z) < C(Sf(x) + Migef () + Mige f(—1)),
para todo v € R™\ {0}.

13
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Demostracion. Sea x # 0. Llamamos U; = B(0, |z|) N Q°(z, [|z]|~/2) N Q°( — &, ||z /2) ¥
U, = B%(0,|z|) N Q°(z, ||z]|s/2) N Q°( — , ||z]|s/2). Descomponemos el operador T, como

T.f(x) = To(Xv, £) (@) + To(Xvn f) () + Ta(XBefay2) ) (@) + Ta(XB(—a a2 f) (2). (2.1)
Siy € Uy entonces |z —y| > |x|/(2v/n) ¥y |z + y| > |z|/(2/n), luego

T (X, 1) (2) < cP (). 22)
Siy € Uz entonces [z —y| > [y|/(1+2y/n) y [x +y| = [y|/(1 4+ 2¢/n), luego
T, (XUQf) (x) <eQf(x). (2.3)

Ahora, si y € Q(z,]|z|«/2) entonces |z + y| > ||z]/«, luego

/ f(y) dy (2.4)
Q

(@ alleo/2) [T — Y|*2 +y[" e

1
< —_/ Mdy
12125 Jo@jzllr2) 17— Y|*

C 1 /
< : f(y)dy
[ [ ; (2772 llo0)* Sami=1 ol oo <lle o <212l

1
< cMioef () Z Sin=a)

j=1

= cMypof (). (2.5)

Similarmente, si y € Q( — z, ||z]|/2) entonces |z — y| > [|z||w, luego

fy)
/B(—w»lwlm) =gl g S Mioef (—2). (2.6)

Por lo tanto, usando (2.2)-(2.6) para acotar puntualmente en (2.1), concluimos la demos-
tracion del lema.
[l

Usando las caracterizaciones de las acotaciones con pesos para S y M,,. obtenidas en
[DMRO13] y [LS10] (ver los enunciados 1.2.1 y 1.2.2 de la Seccién 1.2 del Capitulo 1),
podemos obtener.

Teorema 2.1.2. Siw € A, 1,cNA, o0 = A, y satisface w(—z) < Cw(x) para casi todo x € R",
entonces el operador T, es de tipo fuerte pesado (p,p) para 1 < p < oo, y es de tipo débil
pesado (1,1) sip=1.

Demostracion. Sea f € LP(w) con 1 < p < oo . Usando el lema 2.1.1 y que S’y M, son
acotados sobre LP(w) para w € A, N Ay o, obtenemos

HTafHLp(w) < C(HSfHLP(w) + HMlocfHLp(w) + HMlocfHLp(w)) < CHfHLP(w)
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De manera similar, si f € L'(w), entonces
HTafHLl,oo(w) S C(HSfHLl,oo(w) + HMZOCfHLLOO(w) + HMlocfHLl,oo(w)) S CHfHLI(w)

Por ultimo, como mencionamos en el Capitulo 1, es equivalente definir la clase de Muc-
kenhoupt sobre bolas o sobre cubos. Por lo tanto, es inmediato de las definiciones que
A, C Apioe N Apo. A su vez, no es dificil mostrar que es equivalente definir la clase A,
sobre bolas centradas en el origen o sobre cubos centrados en el origen. Luego se sigue que
Ap,loc N Ap70 C Ap.

m

Observamos que el Teorema 2.1.2 establece la acotacién de T, entre espacios de Lebesgue
LP(w) sin necesidad de mostrar primero el caso w = 1.

Una importante clase de pesos en andlisis armonico, es la de los pesos potencia de la
forma w(z) = |z|%, con a € R. Por ejemplo, en el articulo [Duol3] se estudian las acotaciones
del operador integral fraccionario sobre funciones radiales en espacios de Lebesgue pesados
con pesos potencia.

No es dificil probar que un peso potencia w € A, si y sélo si w € A,o. Por otro lado,
enunciamos en la Proposicién 1.1.4: “El peso potencia w(x) = |z|* € Ay siy s6lo si —n <
a<0.Paral<p<oo,w(x)=|z|*€ A,siysélosi —n<a<(p—1)n".

Para concluir esta seccion, podemos obtener como corolario del Teorema 2.1.2, la siguiente
caracterizacion de la acotacién con pesos de T, sobre los espacios de Lebesgue para los pesos
potencia.

Corolario 2.1.3. Sea w un peso potencia y sea 1 < p < 00.

» El operador T, es de tipo fuerte pesado (p,p) asociado al peso w, si y solo siw € A,.

» El operador T, es de tipo débil pesado (1,1) asociado al peso w, si y solo siw € A;.

Demostracion. Sea x # 0. Si y € B(0,|z|) entonces |z + y| < 2|z|. Y si y € B¢(0,|z|)
entonces |z + y| < 2|y|. Luego, si f € L}, .(R") y es no negativa

loc

.00 - | W+ [ 1w _ay
B,z 1T — y|¥|z + Y Be(o,jz) 1T — yl*|z + Y

1 Iy
- C(|93|" /B(O,lw) fw)dy + /BC(O,|30|) ly|" dy)
=C(Pf(r)+Qf(x)) = CSf(z).

Usando este hecho, si T, es de tipo fuerte pesado (p,p) o es de tipo débil pesado (1, 1),
entonces S es de tipo fuerte pesado (p,p) o es de tipo débil pesado (1, 1), respectivamente.
Luego, por el Teorema 1.2.1, resulta w € A, , o bien w € A,,.

Las reciprocas de ambas afirmaciones del corolario son casos particulares del Teorema
2.1.2.

O
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2.2. Acotacion de T, sobre L™

El espacio de funciones de oscilacion media acotada BMO surge naturalmente en va-
rias situaciones del andlisis arménico. Las funciones del espacio L>°(R™) tienen la propiedad
de oscilacién media acotada sobre bolas, es decir, L C BMO, pero existen funciones no
acotadas que también tienen esta propiedad. Como se puede apreciar en [GCRAF85], los
operadores integrales singulares clasicos no son acotados de L en L*° sino que son acotados
de L* en BMO. En esta seccién estudiaremos la acotacion con pesos de T, en este sentido.

Cabe destacar, que la importancia del espacio BMO en anélisis armoénico es mucho mas
profunda que la mencionada para el estudio de acotaciones de operadores. Por ejemplo el
espacio BM O sirve como herramienta para la teoria de interpolacion, esta relacionado con
las medidas de Carleson y los espacios de Hardy H?, etc., (ver [CRWT76], [FST72], [HSVOT7] y
[JN61]).

Sea w un peso entonces los espacios L>®(w) y BMO(w) estan definidos como sigue. Una
funcién f localmente integrable pertenece a L*>(w) si

11y = Il < o0.

Efectivamente, || - es una norma en L™ (w).

I
(@)
Una funcién f localmente integrable pertenece a BMO(w) si existe C' tal que

1
5 / (@) = flde < C.

para toda bola B C R". La seminorma de f en BMO(w), denotada por ||f||BMO(w), es el

infimo sobre tales constantes C'.

Puede mostrarse sin dificultad que L*°(w™') € BMO(w).

Como queremos estudiar la acotacién de T, desde L*®(w™!) en BMO(w), tendremos en
cuenta primero la acotaciéon del operador de Hardy P y su adjunto () sobre un espacio
adecuado que también contiene a L (w™1).

Definicién 2.2.1. Sea w un peso, una funcién f localmente integrable pertenece a BMy(w)
si existe una constante C' tal que

1
5 /B f@)ldz < C,

para toda bola B centrada en el origen.

Podemos definir la norma de f en BMy(w), denotada por ||f]| BMo(w)» Como el infimo
sobre tales constantes C. Por otro lado, es inmediato que Hf||BMO(w) < HfHLoo(w_ para toda
fe L>*w™), luego L>®(w™') € BMy(w).

Ahora, como |Qf| y |T.f| son idénticamente infinito para una funcién f constante, no

b
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podemos esperar las acotaciones de estos operadores sobre todo el espacio L>(w™}). Por lo
tanto definimos

E(L®w™) ={f e L®w™):|Qf(z)] < co para algtin  # 0}

y
E(BMy(w)) = {f € BMy(w) : |Qf(z)| < oo para algin = # 0}.

Observacion 2.2.2. Frecuentemente usaremos el siguiente hecho en las demostraciones, si w
es un peso y E es un conjunto medible y acotado en R", entonces

i 1
essinf w < —/w

por lo tanto, si w € A; tenemos que

w(B) |E]
T8 o <

para toda bola B y cualquier conjunto £ C B con medida positiva.

-1

(ess inf w) (ess inf w) <,
E
Proposicién 2.2.3. Sea w € A, entonces existe C tal que
(1) ||Pf||Loc(w,1) < C||f||BMO(w) para toda f € BMy(w) ;

@) 197 I asow < Oy para toda f € E(BMo(w)).

Demostracion. La parte (1) es inmediata a partir de las definiciones de P y de los espacios.

Para la parte (2), sean f € E(BMy(w)) y w € Ajg. Probemos que Qf(z) esta bien
definido para todo x # 0. En efecto, sea xg € R" tal que Q f () es finito. Entonces |Q f(z)| <
Q|f|(xg) < oo para |z| > |zg|. S1 0 < |z] < |zo|, entonces

g

‘/Ixo|>y|>|:c| |?J| ‘ ’/|y>xo |?J| ’

[ W+ i)
B(0,]zo])

L
JrE

Ahora, sean r > 0 y v € R” tales que |v| = r, entonces

)|dx < d dx
/B(O,r) |Qf( Qf | ! /0<|m|<r L<|y|<r ’y‘

L e
0<|y|<r ‘y’ B(0,]y)

< Ol g (BUO.)).

!56\”

<N pas ey o w(B(O, |2o])) + @ (o) | < oo
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Por lo tanto, ,
w(B(0, ) /B(O,r) Qf (@) = QFW)]dz < Cllfll g0 ) (2.7)

Ahora, consideramos la bola B(a,r) con r > |a|/2 y v € R™ tal que |v| = 3r. Como
B(a,r) C B(0,3r), usando (2.7) y Observacién 2.2.2, tenemos

1
w(B(a,1)) /B (w)\@f (2) = Qf(v)|da

w(B(0,3r)) 1 o) Az
< o(Bla, 1) w(B0.37) /Bw,gr) Qf (@) = Qfv)|d

< O fllpane

Luego, si consideramos B(a,r) con r < |a|/2 y v € R" tal que |v| = |a| + 7, entonces
B(a,r) C B(0,|a| + ), |x| > |a| — r para x € B(a,r), y |a] —r > |a|/2. Asi, usando la

Observacién 2.2.2
/ f(y) dy' i
|z <|y|<|a|+r |y|

1 1
S(Blar) /Bm,r)‘Qf(x)‘Qf(”)'dgf B ) /BM

< / / |/ (y )|d e
W(B CL,T) B(a,r) J|a|-r<|y|<|a]+r |y|
‘B(a,r)‘ 1

R AL
Cllf Il s, w)(;z: +r)

HfHBMO(w)-

IN

S

]

Estas propiedades para Py () nos permiten dar otra demostracién del siguiente resultado,
ya obtenido en [RU13].

Teorema 2.2.4. Si w € Ay y satisface w(—x) < cw(x) para casi todo x € R", entonces
existe C' tal que

HTCVf”BMo(w) < C(HfHLOQ(uJ_l)’
para toda f € E(L®(w™)).

Demostracion. Sea f € E(L‘X’(w_l)). Por la Proposicién 2.2.3 y el Lema 2.1.1, tenemos que
T.f € L}, .(R"). Ahora hacemos una descomposicion similar a la que hicimos en el Lema
2.1.1. Sean K, (z,y) = |z —y| ¥z +y| """y U = B(0,3|z|/2) N B(z, |z|/2) N B*(—x, |z|/2),
entonces

Taf(x) - Qf(l') = Ta(XUf>($) + T, (XB( |90\/2)f) (ZE) + T, (XB |CC|/2 f)
_ f(y) i 1
/(:c3|x|/2 Tl ™ +/yl>3|a:/2 (K( Y >f( )dy
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De manera similar a la demostracion del Lema 2.1.1, obtenemos

(X8 je)/2)f) (@) + To(XB(—aje)y2)f) () — / Mdy

+ T,
|z|<|y|<3|=|/2 ly|™
C(P|f1(32/2) + M|f|(x) + M|f|(—z))
C(M|f|(z) + M|f[(—z)).

Ta(XUf)( )

<
<

Por el teorema del valor medio y w € A;, tenemos que

[ (Kt - o Jan| <l W),
¢(0,3/]/2) ly|™ Be(03(z/2) V]

< Ol o

w(y)
|y|n+1

Be(03]zl/2)

= Oy 2 | ey

3la|2t/2<y|<3lx|2:F1 /2

I

< Ol fll ot / w(y)dy
I1£1, )Z )™ Sy (v)
< Ol fll ooy < ).

Ahora, usando que w satisface w(—z) < cw(z) para casi todo x € R™, obtenemos
Tt = @ sy < CUMAFD gty NI e sy + 1))

donde (M f)¥(z) = M f(—=z). Asi, por la Proposicién 2.2.3 podemos concluir el teorema.
[

2.3. Acotacién de T, sobre BMO de tipo local

En esta seccion introducimos un adecuado espacio de tipo BMO para estudiar la aco-
tacion del operador T,. Como consecuencia de ello, obtenemos un resultado que extiende el
obtenido en el Teorema 2.2.4.

Definicién 2.3.1. Sea w un peso, una funcién f pertenece a BMOgy(w) si f € BMy(w) y
existe una constante C' tal que

1
—B)/B|f—fB|§Q

para toda bola B = B(x,r) con r < |z|/8.
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Podemos definir la norma de f en BMOgy(w), denotada por , como el infimo

1 o
sobre las constantes C' que satisfacen simultaneamente las desigualdades de las definiciones

2.2.1y2.3.1.

Informalmente, decimos que BMOy(w) es un espacio de tipo BMO local, debido a la
similitud con el espacio BM Oy, jo.(w) definido en [CRH11] para estudiar la acotaciéon con
pesos de la maximal local de Hardy-Littlewood Mj, ;.. en estos espacios.

Es inmediato a partir de las definiciones, que L*(w™!) € BMO(w)NBMy(w) C BMOqy(w).
Mas aun, se puede ver sin dificultad que

BMO(w) N BMy(w) = BMOg(w). (2.8)
Por la misma razén que mencionamos antes, definimos
E(BMOy(w)) = {f € BMOy(w) : |Qf(z)| < oo para algtin  # 0}.
Enunciamos el principal resultado de esta seccion.

Teorema 2.3.2. Sea [ € E(BMOy(w)). Si w € Ay y satisface w(—z) < cw(z) para casi
todo x € R", entonces T,,f € BMO(w). Mds ain, existe C independiente de f tal que

||Taf||BMo(w) < C{HfHBMOo(w)'

Este resultado extiende el Teorema 2.2.4, pues para w = 1, la funcién
log—— six € (1,3),
ho(w) = { ETe =] (1,3)
0 siz ¢ (1,3),

satisface hg € E(BMOgy(w)) pero hy ¢ L®(w™"). En efecto, es conocido que la funcién

1
logm si |z| < 1,

0 si |z| > 1,

go(x) =

pertenece al espacio BMO. Ademés, si f € BMO entonces 7,f € BMO, donde 7,f(z) =
f(z—y) para todo = € R (ver [Gra09]). Luego, se sigue que hy € BMO. Ahora, es inmediato
que hg € L'(R), y si 1 < r entonces

1 [ 1
3 [ Ihotalde < Flhol,

lo cual muestra que hy € BM,. Por ultimo, si x > 3 entonces
h h
wizlel Y] w3 Yl

Antes de proceder con la demostracién del Teorema 2.3.2, necesitaremos algunos resul-
tados previos.
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Comenzamos dando una posible definicién del espacio BM Oy joc(w) en R™ \ {0}. Para
ello consideramos en R", bolas sub-k-criticas a las bolas B(x,r) si r < k|z|, bolas k-criticas
si 7 = k|x| y bolas supra-k-criticas si r > k|x| y no contienen al cero. En este contexto, los
pesos son funciones positivas en casi todo punto, definidas R™\ {0} y localmente integrables
sobre R™ \ {0}. Entonces, sean 0 < k < 1 y w un peso definido en R™ \ {0}, una funcién f
localmente integrable sobre R™\ {0} pertenece a BM Oy, joc(w), si existe una constante C' tal
que se satisfacen

%B) / (@) = falde < C. (2.9)

para toda bola B sub-k-critica, y

ﬁ/B\f(xﬂdx e (2.10)

para todas las bolas B k-criticas y supra-k-criticas.
Si w es un peso definido en R™ \ {0}, se define la norma de f en BM Oy j,.(w), denotada
por [[fll g0, (> como el infimo de las constantes C' que satisfacen simultaneamente las

condiciones (2.9) y (2.10).
Con estas definiciones, se puede demostrar sin dificultad el siguiente resultado.

Lema 2.3.3. 510 < k <1 yw € Ay, entonces existe una constante C' tal que HfHBMOM
C'||f||BMOO(w) para toda f € BMOy(w).

W S

Para continuar, en [CRH11], la versién sobre RT = (0,00) del siguiente lema es obte-
nida (ver Lema 3.3 de ese mismo trabajo). Afirmamos que la misma demostracion, con las
modificaciones obvias, puede ser adaptada a R".

Lema 2.3.4. Sean 0 <k <1,r>1 yw € A;. Entonces existe C tal que

1 o 1/r
(s [ 110 = sal @) < Ol 0
para toda bola B sub-k-critica y para toda f € BM Oy, joc(w).

Ahora vamos a introducir el operador V,,, que es una localizacién de T, y estudiaremos
su acotacién. Sea ¢y € C*(R) tal que 0 <¢p <1, ¢p=1en [— L1 1] yyp=0en [ 1 1]°

490 4 272
Definimos .
Vi () = Gl m—ynqw@hx#a
re |2 —yl¥z +y[re

Si f es no negativa, entonces V,, f < T, f. Consecuentemente, por el Teorema 2.1.2, V,, es de
tipo (p,p) con respecto a la medida de Lebesgue para 1 < p < co.
El siguiente lema es la clave para la demostracion del Teorema 2.3.2.

Lema 2.3.5. Siw € Ay, entonces V,, es acotado de BMOy(w) en si mismo. Mds ain, existe
C independiente de f tal que

HVO‘fHBMOo(w) < CHfHBMOo(W)'
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Demostracion. Sean f € BMOy(w) y to = 3/4. Primero demostraremos que la condicién de
oscilacién media acotada de la Definicién 2.3.1 se satisafce para V,, f. Sea B = B(xg,r) con
radio 0 < r < |zo|/8, queremos obtener que

1
@/B ‘Vaf(m) - C|di€ < CHfHBMOO(w)’ (2'11)

para algunas constantes ¢ dependiendo de f y B, y C' independiente de f.
Escribimos a f como

f=(f—fe)Xep+ (f — fB)X@B) + fB=fi+ fa+ fs,

donde 2B = B(xy, 2r).
Primero, consideramos V,, f;. Como w € Aj, entonces satisface RH(s) con s > 1. Asi w® €

—1
Aj. Elegimos ¢ > 1y v > 1 tales que s = W—l Usando que V,, es de tipo (g, q) para
1 < g < o0 y la desigualdad de Holder, obtenemos

Zﬁ%lﬂ”ﬁhdﬁg?(@WMw)w
T
< |f(|;§’ (/23 ;e ng]’%l—W) 1/W</23 wS)I/W

+ % ( /23 |5 — fB\”qwl‘W> Wq ( /23 wS) Wq. (2.12)

Ahora, analizaremos cada término de la ultima expresién en (2.12). Aplicando el Lema
2.3.4, la propiedad de duplicacién para los pesos en A, y el Lema 2.3.3 con k = 1/4, tenemos

que
1/vq 1/~1q
([ 1= farmrn) ([ o)
2B 2B

|B|V/ w(2B)\*"
< CHfHBMOtDJDC(w)MW(QB)UW@BP/W W

< Ol BI#H/7147 00()7vl

Sy

(S

IA

€
Sy

B|1/q/
w(B)

= Ol prrone (2.13)

Para el segundo término, usamos que w® € A, la propiedad de duplicacién y el Lema
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2.3.3 con k = 1/4. Entonces

‘B’1/q/< - . I_W) 1/7(1( S) 1/~v/q
(B /23|f2B fB"w /sz

B |B|1/q/( 1_7(1) 1/7q<

~ w(B) / N /

1/v1q
) \fos — 3|
|B|1 ql

B
DBl [ 1= s
< Ol llppsor o BV
<)

€

aOue) (2.14)

Para continuar, consideramos V, fo. Sea x € B, entonces

Vi fo(x) = Va falzo)| < /Rn | o) Ka(z, ) |0 (I e — yl) — ¢ (lzol Hwo — yl) |dy

[ 1) ol = | Kol 9) = Kaloo )| d. (215)

Nuevamente analizaremos cada término.

Notemos que si & € B, entonces Z|zo| < |z| < 2|zo|. Si ¢(|z|™ |z — y|) # 0 entonces
y € B(z,|z|/2). Ademss, siy € B(z, |z|/4), entonces 1/1(|x\ Ho—y|) = 1. Asi, si | (|z| o —
1) — 6 (jo| o — )] # 0, entonces y € 2 = [B(z, [212) U Bz, [10]/2)] 1 [B(x, |z]/4) U
B¢(o, |wo|/4)]. Ahora, siy € Q\B(zo, |o|/2), entonces [y—zo| < |y—z|+|z—z0| < S|z|+r <
Tlzol. Y siy € B(o,|w0]/2), entonces |y — zq| < |xo|/2. Luego Q C B(wg, 1t|z0|) = Bo.
Aplicando el teorema del valor medio, obtenemos

(2] e = yl) = ¥ (lzo] ™ o — yl)[ < [0'(€)

wu—yy_uo M‘

|0l
|z —y|  |ro —y lzo —y|l  |wo—y
<C - + -
|| £
.
<(J|730—| (2.16)

Observamos también que si y € €2, entonces |z — y| > c|xg| v |z + y| > ¢|zg|. Por lo tanto
tenemos que

QéJﬁ@ﬂKwawWUﬂ*w—yD—¢ﬂ%ﬁ%m—way§ |n+1/|f2 )|dy

(2.17)

Ahora, elegimos un nimero natural jy tal que 27°r < do|zg| < 270y donde dy = 11/16.
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Denotamos por L; = B(xg,2/r) para j = 0,1,2... jo, as{ L; C By. Entonces

Jo
\f = I8l <|f = fool + | fBy — fL;,| + Z |fo, — fr;_.|

j=1
C Lo
<|f = fBo| + / |f — fBol + / |f = fr,l
0 ‘L]0| LjO ’ ; ‘Ljfly Lj—l
C LN
<1 = dult g [ 15— dml+ > [ 1= gl 218
‘ BO‘ ‘BOI Bo| BO| ;‘le Lj| L‘ ( )
Como By y Lj, j =0,1,2... jo, son bolas sub-to-criticas, usando (2.18), el Lema 2.3.3 con

k=1/4,y que L(2 + jo) < (1 +dy), obtenemos

r 1 r w(By) Jo w(Lj))
C <G, 2 +y )
ool [Ba] s, 12! = CollFlznsone ||( B 2L

j=1

r :
C’HfHBMOO(w Tz |(essmf w)(2 + Jo)
< C’||f||BMOO(w)essBmf w. (2.19)

Por lo tanto, por (2.17)

[ s (22 - (B )

5]
P

< Nl paroner (2.20)

< ess Binf w

Ahora estimaremos el segundo término de (2.15). Aplicando el teorema del valor medio,

tenemos
|z — x| r

<C

ly — zo|n L ly — x|t

| Kalw,y) = Ka(wo.y)| < C

Asi

%/B/ @) (Jaol o = y) | Kale,y) = Kalwo,y)|dyda

B
<ctf | |ﬁ@1H@
w(B) B(wo,|w0|/2) ly — o]

Bl W) = fol,
A(

(U(B) _ x0|n+1

x0,21,|z0]/2) |y
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Elegimos j; un nimero natural tal que 2/1r < |zo|/2 < 2717y, Llamamos A; = A(zg, 27 'r, 277),
L; = B(xo,27r) con j =1,2...51 vy A= A(zo, 27r, |z0|/2). Entonces

7‘!3\/ |f(y) |
W(B) J azo,2m o) /2) 1Y — To|" T

B] ( () — () — fl )
O RTEr A A

Jj=1

r| B !
SCw(B)<Z iy n+1/ \f = Bl + (27 n+1/|f fB)

5 1 )
el ~al).
= L) szm/ R oo ) L

Similares argumentos a los que usamos en (2.18)-(2.20), implican

1Bl [ o }
A(B) 2J|LI/ =I5l B Twal ) B(xowm’f 1!

<c‘f'){ﬂ S i (- fL\+Z\fL )

+ — \f — FBo,jzol/2)| + | fB(0,/ 2—fB|>]
21| B(wo, |20l /2)| JB(ao,jaol/2) (o, |zol/2) (zo:lz0l/2)

B [~ (#(L) | 1 §mw(L)
<CHfHBMO”c )w(B ){Z<W+Q_j;m>
w( 960711’0’/2)

5 B o] * 315 Jy 1~ |
J1 .
1 J
< Cl Nl paroye [Z (27 + 2]) + 21 (2.21)

Jj=1

Luego por (2.15), (2 20) y (2.21) hemos probado que

/ ’V f2 -V f2 Zo ‘d-f’? < O”fHBMOO

Pasamos a considerar V, f3.

x|t —
Vaf:),(l’):/R ¢(| = y|)f3dy

n o —yl|*|z + y[re
(|l — 2])

e e I F P S

=fs
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3 p(AEe) ~R@)
Rn ‘R(el) — R(u)|a‘R(el) + R(u)|n_a

_ Y (ler — ul)
=5 /]R" ler — ul*|er + U|”_°‘du
:f3/( o), ey,

B0,1/2) [V|*|2e1 +v|"—e

donde hicimos el cambio de variables z = R(u) con R la rotacién tal que R(e;) = x|z|™!.
Como es usual, denotamos e; = (1,0...0). Por (2.12)-(2.15), (2.20) y (2.21) tenemos que

%)é Vi f (@) — Vafolwo) — Vi folw)|de

1
S8 [, Vehollde + g [ Vadale) = Vafteolld
<1l

Es decir, (2.11) esta probado.
Ahora demostraremos que la condicién de acotacion media de la Definition 2.3.1 se sa-
tisface para V,, f. Sea B = B(0, ), queremos probar que

1
_B)/B Vot @)]dz < Cl fll prsoner

para alguna constante C independiente de f.
Siz€e By ‘x‘ |y‘ < 1, entonces |y| < 2r, y

! DIl )
MBxé“@“”Wx o o L e e
GO )
dzd
5157 L 0 = e

(2| e —
7 [ 1) / Doy
|z —yl*lz +y
La demostracién quedara completa si

PR

Bl —ylole+yre T

BMO()(UJ

para 0 < |y| < 2r. Entonces, sea R la rotacién tal que R(e;) = y|y|~" y hacemos el cambio
de variables R(u) = z|y|™!. Asi, si ¢(Ju| ™' |u — e1]) # 0, se sigue que 0 < ¢o < |u| < ¢1y
|u+e1| > ¢ > 0. Por lo tanto

[lelei) [ Melece)
o=yl + ol g Tu— eaflut eal

1
S O/ —adu S C.
A(0,co,c1) |U - 61’
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Demostracién del Teorema 2.3.2. Sean f € E(BMOg(w)) y « # 0. Definimos U = B(0, 3|z|/2)N
B(x,|x|/4) N B*(—x, |x|/4). Entonces

Tf (z) = Vaf (&) = Vcaf (=2) = Q)
nnie - | ¥(lal e = yl)

Awfal/afalf2) 1& =yl +y[re
U (|| + yl
_/ ( a n)af(y)dy
A(=a,J]/4,|x|/2) [z — ylofx + y|

N I + Ka ) TS dy.
/|:c|3|y<3x|/2 y A,Zm/g (@y) iyl fy)dy

Como w € Ay, entonces

f(y)dy

O (| — yl)
T.0wh@) - [ F(w)dy
v Ao |2l /4J2l/2) 1T — Y|z + y|rm
_/ (|l e + yl) f(y)dy_/ f(y)dy‘
A(—az)/ajz)/2) [T — y|¥]x 4y <yl <3lzl/2 Y™
1
<ot / F)ldy
|| B(0,3|z|/2)
< Col@) I paron e

Similares argumentos a los que usamos en la demostracién del Teorema 2.2.4, implican
1 - 1
Kl = o ) fdn| < €3 5 od | FWldy
‘ /|yz3x|/2 ( 9] z:; 2(2121)" Jigi<sfalzi 2

< Cw(@) N pagy ()

Por lo tanto,
”Taf - Vaf - (Vn—af)v - QfHLoo(wfl) < CHfHBMOO(w)'

Asi, por la Proposicion 2.2.3, el Lema 2.3.5 y que w(—z) < Cw(z) para casi todo x € R", el
teorema queda demostrado.

[]

2.4. Comparacion entre espacios

Considerando (2.8) de la seccién anterior, haremos una breve comparacién entre los
espacios BMy(w), BMOy(w) y BMO(w) en el caso 1-dimensional para el peso w = 1.
Sean

1 1
log— sijz| <1,
ha) = Visi v gole)={ OB Sl

0

siz ¢ (1,2), 0 si|z| > 1.

siz e (1,2),
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Entonces,

(1) fo € BMy(w) pero fo ¢ BMO(w), luego se sigue que fo ¢ BMOy(w);
(2) g0 € BMO(w) pero go ¢ BMo(w).

Por lo tanto, las inclusiones BMOy(w) C BMy(w) y BMOy(w) C BMO(w) son estrictas,
y los espacios BMy(w) y BMO(w) son diferentes en el sentido que no hay contencién entre
ellos.

Veamos (1), en efecto, sea 1 < r < 2

1
27"

ror—1

1 r

fo

<1

1
=—-vr—1
r

v

esto muestra que fo € BMy(w). Ahora, sea € > 0, y notemos que si 1 < z < 1 + € entonces

Vi —1 < /e, luego

1 [ te 1 1
— - — t)dt|d - — ——dt|d
2 ef(’ / folt) |, |fol@ 26/1 i1
1 1+6 1
— ——\d
92 e Jo(2) \/E$
1 1 1 1 e 1 1
dr + — ——d
2616\/—x+ r—1 \/Ea7
1

%7

lo cual muestra que fo ¢ BMO(w).
Es muy conocido que go € BMO y que gy ¢ L*(R) (ver [Duo01]). Veamos que gy ¢
BMj(w), en efecto, sea € > 0, entonces

3 [ alas =2 [Cogtante = (s1oxto) - o)

lo cual muestra (2).

0
= —log(e) + ]-7

€




Capitulo 3

Acotacion de T, 3

En este capitulo estudiaremos una generalizacién de tipo fraccionario de los operadores
integrales T, que denotaremos por 7, g. Primero, probaremos las acotaciones con pesos de
T, 3 entre espacios de Lebesgue para pesos en la clase de Muckenhoupt. Luego, demostra-
remos las acotaciones con pesos de T, g, a + 3 < n, desde una versién débil del espacio L?,
conn/(n—(a+pB)) <p<n/(n—(a+p)—1)*, en adecuados espacios BMO?, para pesos
cumpliendo una desigualdad reversa de Holder y una condicion de duplicaciéon. Por ultimo,
probaremos las acotaciones con pesos de T, 5, n — 1 < a4+ 8 < n, desde un subespacio de
un espacio de tipo BMO] local en un adecuado espacio BMO?°, para pesos cumpliendo una
condicién de duplicacion. Es importante destacar, que en este tultimo resultado, la clase de
pesos considerada es mas grande que A..

Seann > 1y a,3 > 0 tales que a + 8 < n. Entonces T, g estd definido por

T sf(z) = /R f()

w |z —ylolo FylfT

Notemos que para el caso o + 8 = n, entonces T, 3 = T,. Los resultados obtenidos en este
capitulo estan contenidos en [FF15b].

3.1. Acotaciéon de 7;, 3 de L? en L1

El siguiente lema muestra que T, 3 estd puntualmente controlado por los operadores de
Calderén modificado y maximal fraccionario. Denotamos por A = n — (a + 3).

Lema 3.1.1. Sean a+ 3 <n y f € L} (R™) no negativa, entonces

cSif(z) < Thpf(z) < C(Saf(z) + Myf(z) + Myf(—2)),

para todo x € R", x # 0, donde ¢ y C son independientes de f.

29
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La demostracion del Lema 3.1.1 se puede deducir de la demostracion del Lema 2.1.1 del
Capitulo 2, con las modificaciones obvias.

Teorema 3.1.2. Sean a+ 3 <n, 1 <p<n/Ayl/g=1/p—n/A. Siw e A,, y satisface
w(—z) < ew(x) para casi todo © € R™, entonces existe C' tal que

HTa,BfHLq(wq) < CHfHLp(wp)a

para toda f € LP(wP).

Demostracion. Suponemos que a+ f <n, 1 <p<n/Ay1l/q=1/p—n/A\.

Por el Teorema 1.3.7, w € A, si y sblo si M) es acotado de LP(wP) en L9(w?). A su vez,
por el Lema 1.3.4 que w € A,  siy sblo si w? € Ayy/y. Ahora, no es dificil mostrar que
si w? € Aj4q/y entonces se satisfacen las condiciones (1.7) y (1.8) del Teorema 1.5.2, con
u=w!yv=wP. Luego, si w? € Ayq/y, entonces Sy es acotado de LP(w”) en L?(w?). Por lo
tanto, la demostracién del teorema sigue de estos hechos y del Lema 3.1.1 antes enunciado.

]

Para concluir esta seccién, podemos obtener como corolario del Lema 3.1.1 y del Teorema
3.1.2, la siguiente caracterizacion de la acotacién con pesos de T, g3 entre espacios de Lebesgue
para pesos potencia.

Corolario 3.1.3. Sean a+  <n, 1 <p<n/Ayl/g=1/p—n/X. Siw(zx) = |z|* es un
peso potencia, entonces w € A, , si y solo si existe C tal que

HTaﬁf”Lq(wq) < CHfHLp(wp)a

para toda f € LP(wP).

3.2. Clases de pesos y espacios de funciones
para la acotacion de T, g

Siguiendo el esquema usado en los capitulos anteriores, una vez definidos los operadores,
introducimos las clases de pesos con las cuales estudiaremos la acotacion, y luego los espacios
de funciones sobre los cuales estaran definidos los operadores.

Comenzamos recordando la desigualdad reversa de Holder para pesos dada en la Defini-
cién 1.1.5. Sea 1 < p < oo, entonces w € RH(p), si existe C' tal que

1 Yoo
— | WP <(C— [ w,
(!B\/B ) ~ Bl /s

para toda bola B C R".
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Definicién 3.2.1. Sea n > 1, un peso w pertenece a D, si satisface la siguiente condicién
de duplicacién
w(tB) < Ct"w(B),

para todo t > 1, para toda bola B C R™ y alguna constante C.

Como comentamos en el Capitulo 1, es conocido que todo peso en la clase de Muckenhoupt
A pertenece a RH (p) para algun p. Reciprocamente, todo peso en RH (p) pertenece a A.
Por lo tanto, podemos escribir

As = | JRH(p).
p>1

Por otro lado, si un peso w pertenece a la clase de Muckenhoupt A, entonces w € D,
para algiin n > 1. Sin embargo, la reciproca no es cierta, esto fue obtenido por Fefferman y
Muckenhoupt en [FM74]. Definimos el ejemplo de peso que consideraron los autores en su
publicacion.

Sea j un numero entero, consideramos

1/2 si0<z<477!
filr) =% 3/2 sid7 ' <o <3477
1/2 si3-4797 < g <477
y f; de periodo 479, Luego, para x positivo sea j(z) el nimero entero tal que

4=1@) =1 g < 4@,

Entonces definimos

( 2j(x)
Hf](x) si0<x <1,
=0
Wiz) = 6 six =0, (3.1)
1 six>1,
([ W(—z) siz<0.

Fefferman y Muckenhoupt mostraron que el peso W satisface la condicion de duplicacion
D, para algin 7, y que W ¢ A.

Las clases de pesos RH(p'), D, y H(\, p) (ver la Definicién 1.4.1), satisfacen las siguientes
relaciones que se obtienen a partir del Lema 1.4.2.

1A
(1)Sil<np<1l+———,con0<A<1entonces, D, = H(\, 00).
non

2)Si0o < A<nyl<pc< entonces, w € RH(p/ w’ € Dy para algin
y p p)y 7 P g

n
(A-1)*
—A+1
1<n< up' siy sélo siw € H(A,p).
n,
Luego, es facil de comprobar.

B)Sio < A<nyl<pc< entonces w € RH(p') y w € D, para algin

n
(A=1*
11 X . £ o
I1<n<l4+—+-——siysdlosiwe H(\Dp).

n o p n
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Por lo tanto, si 1 < p < n/(A —1)%, la hip6tesis w € H(\, p) del Lema 1.4.5, puede ser
reemplazada por las condiciones para w dadas en (3).
Finalmente, observamos que si w € D,, entonces existe una constante C' tal que

w(B) < Cw(B\ 3B) (3.2)

para toda bola B en R".

Ahora, repasamos la Definicién 1.4.3 de ZNLZ _1, e introducimos los espacios de funciones
BMOY(w) y BMOJ(w).

Dado un peso w y 1 < p < oo, entonces [ € fji,l si

71, | =swerlie € R : @) (@) > 1}] < oo,

Definicién 3.2.2. Sean w un peso y 0 < v < 1/n. Una funcién f localmente integrable
pertenece a BMO?(w) si existe una constante C' tal que

1
- - _ < _
para toda bola B C R".

La seminorma de f en BMO"(w), denotada por | f|l 5,,0- ) € el infimo sobre tales
constantes C.
Definicién 3.2.3. Sean w un peso y 0 < v < 1/n. Una funcién f localmente integrable

pertenece a BMOJ(w) si existe una constante C' tal que f satisface la condicién (3.3) para

toda bola B C R", y
o7 |
_— flI<cC 3.4
BT Jp 34

para toda bola B C R" centrada en el origen.

La norma de f en BMO{(w), denotada por || f||
tes C.

El espacio de funciones ZNLZ _, es una version del espacio de Lebesgue LP-débil pesado y
satisface LP(w™?) C LP .

Por otro lado, observamos que con estas definiciones el espacio BMO®(w) es el espa-
cio BMO(w) de la Definicién 1.1.10. Esta versién pesada de BMO(w), fue introducida por
Muckenhoupt y Wheeden en [MW76]. Ademds BMO§(w) es el espacio BMOy(w) de la De-
finicién 2.3.1. También, la familia de espacios BMO7(w) esta contenida en la familia de
espacios pesados de Lipschitz £, () definidos y estudiados en [HSV97], y BMO"(w) para
w = 1 es el conocido espacio integral de Lipschitz.

Antes de comenzar nuestro estudio sobre la acotacién de T, g en los espacios antes defi-
nidos, notamos que T, gf puede ser idénticamente infinito para algunas funciones tanto en
Ef} _, como en BMO{(w). Por ejemplo, sea w = 1, consideramos las siguientes funciones,

BMOY (@) el infimo sobre tales constan-

) = { # six € (1,00),
0 siz¢(1,00);



3.3. ACOTACION DE T, 5 SOBRE L” | 33

y g una funcién en C*°(R) tal que 0 < g <1,g=0en B(0,1) y g =1 en B0, 2). Entonces
no es dificil mostrar que f € L” , y g € BMOJ(w). Pero tanto T, 5 f parap > 1/(1—a—f3),
como T, gg, son idénticamente infinito.

Sin embargo, en el Lema 3.3.2 de la siguiente seccién 3.3, mostraremos que si f € [7:),1
o f € BMOj(w), y Tasf(z) es finito para algin punto x, entonces T, zf es finito en casi
todo punto. Por esta razon, definimos

E(EZ_I) = {f € ii—l : Tapf(x) < 0o para algin z # O}

E(BMOj(w)) = {f € BMOj(w) : Tosf(z) < co para algin z # 0}.

Por tltimo, si w = 1 y g es una funcién en C*(R") tal que 0 < g <1, g =1en B(xg,1) y
g = 0en B°(x,2) con |xy| = 8, entonces g pertenece tanto a E(I:Z,l) como a E(BMO](w)).
Maés atn, g € E(BM Og(W)) para el peso W definido por Fefferman y Muckenhoupt (ver
(3.1)).

Para continuar, vamos a introducir un operador analogo al operador V,, que definimos en
la seccién 2.3 del capitulo 2. Su estudio serd clave para demostrar los resultados principales
sobre Ty, g de las siguientes secciones.

Sea 1 una funcién par en C*(R) tal que 0 <1 <1, ¢ =1 en [— i,ﬂ y 1 =0 en
[ — 1,1]°. Definimos

el = wl) fy)
R T A

Por simplicidad denotamos K, 5 = |z — y| =¥z + y| 7.

3.3. Acotacién de T, 3 sobre ii,l

Denotamos por A=n— (a+ ) y Jy = [%, ﬁ)

Lema 3.3.1. Supongamos que a+ 5 <n yp € Jyr. Sea w un peso que satisface w € RH(p'),
w € D, para algin 1 < n < O‘Tw + =+ i, y w(—z) < cw(x) para casi todo x € R™.
Si f € E(if},l) entonces Vo gf € BMO’(w) para § = 1 — <8 — %. Mas ain, existe C

independiente de f tal que
HVOé,ﬁf”BMoé(w) S C”in’i—l

Demostracion. Sea f € EZ _,. Observamos que por la equivalencia (3) de la seccién anterior,
estamos en condiciones de usar los lemas 1.4.4 y 1.4.5.

Mostraremos primero que la condicién media acotada (3.4) de la Definicién 3.2.3 se
satisface para V, sf. Esto es, sea B = B(0,r), entonces queremos probar que

1
STENTE J, Voo @l < Wl (35
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para alguna constante C independiente de f y de r.
Size By ‘x‘ |y‘ < 3, entonces |y| < 2ry

(2]~ — )
/B‘Va,ﬁf(x)‘de/ ]/ P— ’x+y|6dxdy. (3.6)

Ahora probemos que

V(2| —yl)

dr < C (a+5
B T —yl*|z +yl|°

para 0 < |y| < 2r. En efecto, sea R la rotacién tal que R(e;) = y|y|~'. Hacemos el cambio
de variables R(u) = z|y|~*. Entonces, si ¢ (|u|*|u — e1]) # 0, se sigue que 0 < ¢y < |u| < ¢
y |u+ e1] > ¢ > 0. Por lo tanto,

x| e — ul "ty —e
w(’ ‘ ‘ y%dwﬁ |y|n—(a+ﬁ)/ w(’ | | 1|)[3du
B |7 —yl*z + AO.co.er) U — €1]*u+ eq]

1

< C’r"_(aJrﬁ)/ ——du
A(0,co,c1) |U - €1|a

< Crn(@th) (3.7)

Luego, por (3.6), (3.7), el Lema 1.4.4 y w € D, tenemos que

n—(a+p)
/\Vaﬂf ldr < 0 /|f(y)ldy
2B

()
< Clfly, Ao

< Cllfll; |BP. (3.8)

n—(a+8)—n/p

Ahora mostraremos que la condicién de oscilaciéon media acotada (3.3) se satisface para
Vasf. Sea B = B(xg,r) con radio r < |zo|/8, queremos probar que existe una constante C'
independiente de f y de B tal que

1
- — < -, |BJ°
W(B)/B\Vaﬁf(ﬂf) C!dfﬁ_CHfHLml\ %,

para alguna constante ¢ dependiendo de f y de B. Por (3.5), es suficiente considerar sélo
tales bolas B.
Escribimos a f como

J=1FXop+ [-Xepe=fi+ [fo

Primero consideramos V,, gf1. Siy € 2B y x € B entonces |x + y| > c|xo|. Asi, usando el
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Lema 144 y w € D,, tenemos que

V., )dr < ——— //
S L Veen@ls < s B|x—y|a

C
" B |ﬁ/ 7 '/ ey
<C||f|| et
_Cifl;, B (39)

Consideramos ahora V,, gfs. Sea © € B = B(x,r),
|Va,ﬁf2($) - Va,ﬁf2($o)|
o L e (N P

+ [ 1l Mo = o) [Kosl) = Koglanldy. (310

Analizaremos cada término de la desigualdad. Notemos que si x € B, entonces §|x0| <
2| < 2|wo|, es decir, |z| ~ |zo|. Si v (|Jz|~x — y|) # 0 entonces y € B(z,|z|/2). Ademds, si
y € Blx.|al/4), entonces v (|z| o —yl) = 1. Ast, si [v(|e] " r—yl) — (ol Lo —y)| # 0,
entonces y € Q = [B(z, |z[/2) U B(xo, |z0|/2)] N [B(x,|z|/4) U B%(xo, |7o|/4)]. Ahora, si
y € Q, entonces |y — x| < |xo|. Luego Q C B(xy,|zo|) = Bo. También, si y € €2, entonces
Ka 5(93 y) < Clzo|~@*#). Por lo tanto, usando el teorema del valor medio, obtenemos que

|6 (j2] Mz — y]) — v (Jzo] o — y])| < C—,
’$0|

y entonces

C
[ 1 ool = ) =l o = oDy < s [ Gl
(3.11)

Por (3.11), el Lema 1.4.4 y w € D,, tenemos que

1 B _
—B/ |f2(y)|[(aﬁ(x7 y)‘@/z<|;p| 1|1‘ — yl) - 7»D(|l‘0| 1|$0 - y|) ‘dydx
w( ) B JRn
1w(B0)
< CHf“if}l |wo|a A+ 0P ( B)
pntl |x0| 1—(a+B)+n/p
< CHf“EZ_l || FBT+n/p ( )

<CIfl;, | |BP (312)
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Para seguir, estimamos el segundo término de (3.10). Si z € B, y € B(xo, \:U0|/2) e
y € (2B)°, entonces por el teorema del valor medio

r

‘Ka,ﬁ(xay) - Ka,/i(if(),y” < CW.

Asi, por el Lema 1.4.5 y w € D, tenemos que

LB) /B /Rn|f2(y>|1/1(|$0|_1|5(;0 - y|) ‘Ka,ﬂ(ft, y) - Koz,ﬂ(x07 y)ldydl’

N w(B) Be<(xo,2r) ’y - :C0|O[+6le

< Ol |BI" (313)

Por (3.10), (3.12) y (3.13) hemos probado que

57 [ IVefo@) = Vasoan)lde < €11, |BP (314

Luego, por (3.8), (3 9) v (3.14) hemos demostrado el lema.
0

Lema 3.3.2. (i) Sean 1 < p < oo, w € RH(Y)) ya+ 5 <n. Si f € E(Zf)_l) entonces
a,Bf € Lloc(Rn)'

(17) Sea f una funcion localmente integrable que satisface (3.4) de la Definicion 3.2.2 con

0 <~ <1/n,yseaw un peso en D, para algin n. Si T, zf(x) es finito para algin x # 0,
entonces Ty 5f € Li,.(R™).

loc

Demostracion. Sea f una funcién no negativa y localmente integrable. Consideramos

_ 1 ) — f(y)
Pusf (@)= gz | Sy v Quat) = | &y

yi>lz| 1Yo

No es dificil obtener que

CQa,,Bf(m> S Ta,6f<x> S O(Pa,ﬁf(x) + Qa,ﬂf<x> + Va,ﬁf(x) + Vﬂ,af(_J:))u

para casi todo = € R™.
Por (3.6) y (3.7) del Lema anterior 3.3.1, resulta que V, sf € L;,.(R™).

Ahora supongamos que T, gf(xo) < 00, xg # 0. Entonces Qq 5f(z) < oo para |z| > |z,
y si 0 < |z| < |xo| entonces

Qusf @) < s [ 0y + Qusl (aw) < oo

Ademas, como

| (@ust@ - Qups)r < [ Jw)ly Py < o
B(0,r)

B(0,r)
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donde |v| = r, entonces Qq5f € Lj,.(R™).

Si a+ 8 < n es inmediato que P, sf € Li,.(R™). Por lo tanto, (i) sigue a partir del Lema
1.4.4.

Para (ii) solo resta probar que P, sf € L},.(R") en el caso a+ = n. Sea B; = B(0,27r),

j=0,1,.... Usando (3.4), w € D, y (3.2), Obtenemos que

1 B
/ —n/ fy)dydr < C (B0, Iz]) (Oilxmdx
Bo |‘I‘ B(0,|z|) Bo |',“U|n "

o0

1
ny—n ]
<Cr E 2]'(”7_")/3.\B+1w<3])dx
J J

=0
— w(B; \ Bj1)
iny

< Cr™
=0
< Cr"w(By).
]
Teorema 3.3.3. Supongamos que o + 5 < n yp € Jy. Sea w un peso que satisface w €
RH(p), w € D, para algin 1 <n < % +14 ﬁ, y w(—x) < cw(zx) para casi todo = € R™.
Si f € E(ffz_l) entonces T, 5f € BMO’(w) para § = 1 — aTJrﬁ — %. Mas ain, existe C

independiente de f tal que
I1Tes lpasor < I

Demostracion. Sea f € E(sz,l). Sean 1 y ¢y funciones pares en C*(R) tales que 0 <
01,020 < 1,901 = 1len [-2,2], o1 = 0 en [-3,3]°, vy 92 = 1 — ¢1. Luego, escribimos a T, 4
como
Topf(x)= | f@)Kaplz,w)pr(lzlyldy + [ [(y)Kas(@,y)ea(lz] y])dy
Rn Rn

Por (i) del Lema 3.3.2, se satisface que T, 5f € L}, .(R").

loc
Analizaremos cada operador 7} de la expresién (3.15). Primero consideramos 77 f. Sean

B = B(0,r) y x € B. Usando que |1 (|z[|y|) — ¢ (x| "z — y|) — ¥ (|z[ "'z + y|)| = 0 para
y € B(x,|z|/4) U B(—x,|z|/4), el Lema 1.4.4 y w € D,,, tenemos que
1
57 . 1T @) = Vo (@) = Vof ()

< | | wlKestan)

< |1 (lz]Myl) = (x| Mo — yl) — ¥ (Jz] o + yl) |dyda
C 1
< dyd
~ w(B) /B |z|oth /13(0,37«) 17(9)ldydz
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B(0, 3r
<Clfly A0 [
< CHf||E5_1|B!5- (3.16)

Para continuar, sea B = B(xg,r) con r < |zo|/16. Por (3.16) es suficiente considerar sélo
tales bolas B. Luego

Jéﬁlﬂﬂﬂ@—»@mm»—wmﬂ—@—%ﬂf—wwf Voal)') sl

g [, [ 1T = Vst @) = Vauf (-0
—( f(2) = Vagsf(2) = Vsaf(—2))|dzdz, (3.17)

donde (Vs of)Y(z) = Viof(—z). Para x,z € B
T1f (@) = Vasf (@) = Vaf(=2) = (T1f(2) = Vasf(2) = Vaaf(=2))]
< /Q Ko s y)lf)ler(2] ™ yl) — (2|7 e = yl) = (]~ o + yl)
- o127 yl) + (22 = yl) + w27z + yD)|dy

] [f | Kapla,y) — Kap(z9)|
x Jor(l217Hyl) = |27z = yl) — ¢ (l=l 7z + yl)|dy
= 1+11, (3.18)

donde @ = [B%(z, |z|/4) U B(z, |2|/4)] N [B*(—=, |z|/4) U B*(—2z,]|z|/4)] N B(0,3]z|) N
Para estimar I, notemos que |z £y| > c|xy| para y € Qy, y por el teorema del valor medio

_ _ T
lo1(Jz| M yl) — (|2 Hy))| < C—

|0l

(el £ yl) — w127z £ )] < O

|0

Por lo tanto

Cr /
[< 2" F(y)ldy. 3.19
B B(O,4|aco|)| )l (3.19)

Para estimar II, notemos que si y € 2 entonces |z £ y| > clxg| v |2 £ y| > c|xo|, luego
por el teorema del valor medio

r

|Kop(z,y) — Kap(2,y)] < Cw-
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Por lo tanto

Cr /
m< —— Fly)\dy. 3.20
B B(0,4|a:0|)‘ W (3:20)

Entonces, por (3.17)-(3.20), el Lema 1.4.4 y w € D,,, tenemos que
1
—/ |T1f(x)_va,5f($) - Vﬁ,af<_x) - (Tlf - Va,ﬁf (VB af )B|d£€
w(B) Jp

CT"+1 /
|f(y)|dy
W(B)|7o|* T 50 41m0))

prtl w(B(O,4|x0|))

< C”f”Lfrl |zo|etAt1+n/p w(B)
—= ||f||l~1571 ‘xo‘a+5+l+”/p r
S C||f||ip_1 |B|5 (321>

Asi, por el Lema 3.3.1, (3.16) y (3.21), obtenemos que
1T fll paros iy < €l - (3.22)

Ahora pasamos a considerar T,. Notemos que

Tof ()] < / Wl o (3.23)

y|>|z| |y|a+ﬁ

para todo x # 0 como vimos en la demostracién del Lema 3.3.2. Sea B = B(0,7), y sea v
tal que |v| = r. Aplicando el teorema del valor medio obtenemos

1
7 IS0 = Taf )
< 57 |, | @IEas(s)leae o) = oallvl ludyde

w—/ . [F )2l yD | Kas(2,y) — Kas(v,y)ldyde

(B) Jp

C

—B)/ /‘4(02le 5) |f ()| Kap(z, y)dydz
C

|y‘a+,3+1

+
}—‘\/

| A

(3.24)

c(0,2r)

Nuevamente analizaremos cada término de la dltima expresién en (3.24) usando que w € D;,.
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Por el Lema 1.4.4,

) Ko p(z,y)dyde < < / / d dy
//02w|3r ‘ 5( B(0,3r) J B(0,]y|/2) |3/’a+5

- n—(a+h) g
< 5B} o TSy

< c||f||zgl%

<C|fl; |BP. (3.25)

Para el segundo término, por el Lema 1.4.5,

(vl o w(2B)

’awﬂdyda; < C“f”ii,l w(B) ri+n/rath)

<Clfll, |BI" (3.26)

<(0,2r) ly

Luego, por (3.24)-(3.26), hemos probado que

T /. B @) = Tl @)lds < Il (3.27)

para toda bola B centrada en el origen.
Ahora, sea B = B(xg,r) con r < |zg|/2, por (3.27) es suficiente considerar solo tales
bolas B. Sea v = |§_8|(’950| + 1), por el teorema del valor medio

1
5 / Tof (@) — Tof (v)\de

1

: _B>/ ) Kap(@, )lea(2 7 y]) = a(lv| ™ yl) dyda
1

T / / P20 D K s y) — Fonp(v, )|y

y)|
dydx
\xo\//,4(02|x|3y| ’f‘/\ oo
C’r //
———dydx
<(0,2[v]) ‘y|a+ﬂ+1

C’””“ / Crt! )]
fw)ldy + / dy. 3.28
w(B)|wo|' T+ B(0,5|z0|)| ) w(B) Jpeoap) lyl*HH (3.28)

Una vez més analizaremos cada término de la dltima expresién. Como |v| ~ |a| y |z| ~ |al,
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entonces por el Lema 1.4.4 y w € D, tenemos que

T [ bW
f(y)ldy
w(B)[zol*FHY 50 (a0
<Olflyy - B )
< Wl B s
<l 1B (329

Para el segundo término, como |v| ~ |a|, entonces por el Lema 1.4.5 y w € D,),

w(B) 0,2l)) \y|a+ﬂ+1 w1 W(B) |xo|tHn/pHath)
< C||f||ip71|B|5- (3.30)
Por (3.27)-(3.30) tenemos que
”TQfHBMOé(w) < CHfHBMOg(w) (331)

Luego, por (3.22) y (3.31), hemos demostrado el teorema.

3.4. Acotacién de T, 3 sobre BMO"(w)

Comenzamos demostrando la acotacién del operador V, g, que como mencionamos, es
fundamental para obtener el teorema sobre tab.

Lema 3.4.1. Supongamos quen —1 < a+p<ny0<y< % Sea w un peso que satisface
w € D, para algin 1 < n < O‘Tw + 2 =9, yw(—z) < cw(z) para casi todo x € R™. S
f € BMOJ(w) entonces V,5f € BMO}(w) para § = 1 — aTJrﬁ + 7. Mds ain, existe C
independiente de f tal que

HVCY 5fHBMO5 (W) = CHfHBMo“/

Demostracién. Sea f € BMOg(w). Primero mostraremos que la condicién media acotada
(3.4) de la Definicién 3.2.3 se satisface para V,, gf. Sea B = B(0,r), por (3.6) y (3.7) de la

demostracion del Lema 3.3.1, tenemos que

| pr-(art)
57 | Wass@laz < e | 7wy
< Ol sy | B (332

BMO{J (w)
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Ahora mostraremos que la condicién de oscilacién media acotada (3.3) de la Definicién
3.2.2 se satisface para V, gf. Sea B = B(x¢,r) con radio r < |zo|/8, queremos probar que
existe C' independiente de f y de B tal que

1
57 . Vot @) = cldz < U, 1B (333

para alguna constante ¢ dependiendo de f y de B. Por (3.32), es suficiente considerar sélo
tales bolas B.
Escribimos a f como

f=—f)Xop+ (f = fB)X@B)e + f5=fi+ fo+ f5.

Consideramos V,, gf1. Siy € 2B y x € B entonces |z + y| > c|xg|. Asi

1
B)/B|Vaﬁf1(g“">“’”““< B Sy L |x—y|a A e
C // fBLE?)T‘
dydx
B)leW B(z,3r) |£E - y|a

C / / ‘fB (z,3r) — fB‘
" dydx. 3.34
SBTl Ly Jows Tz -3l (3.34)

Ahora analizaremos cada término en la ltima expresién (3.34). Llamamos B; = B(x,2773r),
con j =0,1,.... Usando (3.2) obtenemos que

/ |f(y) — fB(a:,ESr)‘d & / |f(y) — fB(x,3T)|d
a Y= Z o Y
B(z,3r) |z =y =0 / Bi\Bj+1 |z —y|

<O g [ 110 =
< czjj(w‘r)”—a( 5 [ 1= 1)
< Ml 07 (Z )

C W(BZ) —i, \n—a
S CHfHBMOg(w)Z B"1_7(2 7”)
i=0 "

\ Bit1)
< CHfHBMO“’ (w) Z 1-v)—(n—a)

w(y)
< O pssogen / REETr
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Como w € D,, entonces

}B(1737 |
; uyuiﬁ

1
<C , Sdyd
= HfHBMO U,;)w B)’fﬂ ‘B//Bo |x_y|n1 'y) (n—a) yax
1

1
< .
< CHf”BMOg(w)w( B)|zo|? /43w(y)/3 |z — y[r)—(n=a) dzdy
)

7-”(14‘7 —a

< CH.fHBMOS’(W)W

< Cl N prsrog )1 BI* (3.35)

Luego, analizamos el segundo término de (3.34). Usando que w € D,,, obtenemos

|fB:c37") fB|
—————dydx
‘xOIB//rS'r) ‘x_y‘a

».3m |dudx
< 81 J, 0~

<C||f||BMOV W/Bw(B(a:,?)r)ﬂB(x,?)r)de

<C w(B(xo, 4r))rm—otm
< Cllfll parog ) w(B)|zo|?

< Ol g BI' (3.36)

Entonces, por (3.34)-(3.36) hemos obtenido que

L 5
5 . Vash@)lde < €1l g7, B 87
Pasamos a considerar V, g fo. Sea v € B = B(xo, 1),

\Vasf2(x) = Vag fa(zo)|

. | o ()| Kz, y) [0 (|2 o = y]) — ¢ (Jwo] ™ o — yl) |dy

+ [ 1l o = o) [Kopl) = Koplanmldy.— (339)

Observamos que la desigualdad (3.11) de la demostracién del Lema 3.3.1, se satisface
para el primer término de la desigualdad (3.38). Luego, elegimos un nimero natural j, tal
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que 27071y < |xo| < 2797 y denotamos B; = B(xg,2/r) para j = 0,1,..., jo, entonces
1 _ _
i |- 1@ Kaste il e = ) = ool oo — o) dyds
B) Jp Jrn
Crntt
d
w(B)\:co|a+ﬁ+1/ iy

Crmt! |BJ0|
|d
e 0 [, ) =gl

“ | Bj|
Tn+1+n'y (yAn—1)
< C”f”BMO" szaon Zzan y+n
j=1
< Cl N paso | BI* (3.39)

Ahora estimaremos el segundo término de (3.38). Como = € B, y € B(xo, |z]/2) e
€ (2B)¢, entonces por el teorema del valor medio

r

| Ko p(2,y) — Kap(ro,y)| < CW.

Si Aj = A(zg, 27 r,27r), B; = B(xo,27r) con j € N, entonces

1
w(B) /B /Rn‘f2(y)|¢(!xo|‘1|xo —yl) [ Kap(2,y) — Kap(xo,y)|dyde

n+1 |f( ) ‘
< c_/ VW = Jal
B W(B) A(zo 2, \zo\) ‘y — xO’aJrBJrl Y

n+1 OO
/ |y_x0|oc+ﬂ+1dy

C’r”_o‘_ﬁ >

1
; — d
w(B) ; 95 (a+B+1) /Bj |f(y) — [Bldy
Tnfafﬁ o0 |B | J
= |d
- w(B) 321 2j a-i-,B—f—l) |B |/ |f fBl| Y

1B,
< Ol parogy™ ™" 522] vy 221 e

<A

1B, (3.40)

BMO{] (w)

Luego, por (3.38)-(3.40) hemos probado que

1
@/B |Vasf2(x) = Vasfa(xo)|dz < Cllfll 5pr07 )1 BI” (3.41)
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Finalmente, consideramos V, 3 fs.

(le e — o) fo
Va xr) = d
sB@ = | g

Y((2"'x — 2])
— n d
Jslel /R” H:z:|*1:x—z‘aHx\*1x+z}B ’

o ¥ (|R(er) = R(u)|)
i / |Rer) = R(u)|*| R(er) + R(u)|”

= fB\ZC!n(Mﬁ)/ ¢(|€1 — u|) du = C falz["~F),
R

n ler — ul®e; + ul?

donde hemos usado el cambio de variables z = R(u) con R la rotacion tal que R(e;) = z|z|™,
= (1,0...0).
Como antes, sea jo un nimero natural tal que 2707 < |zo| < 297 y sea B; = B(x, 2'r)
para 7 =0,1,...,70. Entonces

1
< 15 / F)ldy

Jo 1
_o;@/Bj|f< ~ faldy +

\B]o!

r n—ny—mnn
< Ol oy 1B ()

|0

Luego, por el teorema del valor medio

! C
m /B {Va,ﬁf?)(x) - Va,ﬁfg(x0)|dx < wé?}l /B “x|n—(a+6) . |$0|n_(a+6)‘dx

< Ol o BP () rlaol i)
= BMOY (w) | o] 0
< Ol fll agon | BI" (3.42)
Por (3. 37) (3.41) y (3.42) tenemos que
/ Vasf(2) = Vagfolo) — Vasfs(zo)|da
1
—B)/B|V&7’Bfl(x)‘dx+ @/B ‘Vaﬁfg(x) — Va”gfg(:vo)‘dx
+ W/B ‘Vaﬁfg(x) - Vawgfg(ito)‘dx

< Ol L pasop | B

Es decir, (3.33) se satisface y esto completa la demostracién del lema.
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Teorema 3.4.2. Supongamos quen —1 < a+<nyld <y < % Sea w un peso que
satisface w € D,), para algin 1 <n < O‘nﬂ + 2 — 7, yw(—z) < cw(x) para casi todo x € R™.
Si f € E(BMOj(w)) entonces To5f € BMO®(w) para 6 =1 — O‘—:ﬁ + 7. Mas aun, eziste C
independiente de f tal que

1Tesf | garosw) < CllFl arog )

Demostracion. Sea f € E(BMOg(w)). Usando las mismas funciones ¢; y oo definidas en la
demostracién del Teorema 3.3.3, escribimos a T, g del mismo modo como hicimos en (3.15)

Topf(x) = Tif(2) + Tof (z),

y analizaremos cada operador Tj.
Consideremos T1f. Sea B = B(0,r) y sea z € B. Denotamos por B; = B(0,27r),
= 0,1,.... Usando que |¢1(|2["[y[) — 92| |z — y|) — ¢ (|z| Mo +y[)| = 0 para y €
( |z|/4) U B( — z,|z|/4), w € D, y (3.2), tenemos que

ﬁ /B T f(5) = Vg f(3) = Vi o f(—2)|da

< | | wlkesta)

< o1 (lz| yl) = ¥ (lz| o = yl) — (a7 + y]) |dyda

B, e |
< f(y)|dydz
w(B) Jp |z|>ts B(0,3\x|)| @)l

Cll; HBMOW "
o("-’) |I’|
w(B d
B) - Tal? (B(0,3|x|))dz

—J
Jj= J\Pj+1

— oo
prny—(atB) w

(B \ Bjt1)
< OWllsmoze 5By 2 2orim-ei)

1B” <
< OHf”BMOg(w)w(B) w<Bj \ Bj-‘rl)
=0
< Ol o B (3.43)

Para continuar, sea B = B(zg,7) con r < |x9|/16. Por las estimaciones (3.17)-(3.20)
obtenidas en la demostracién del Teorema 3.3.3 y w € D,, tenemos que

ﬁ/B ’T1f($)_va,/5f($) - Vﬁ,af(_x> - (Tlf o Va’ﬁf (Vﬁ af |dl’

CrnJrl /
| f(y)|dy
W(B)|zo|* T Jp(041m0))
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,,,.TH-I |x0‘ nn
< C1||f||BMOg(w) |x0|a+,3+1—n'y < r

< Cll N parog )| BI* (3.44)
Luego, por el Lema 3.4.1, (3.43) y (3.44)

||T1f||BM05 < CHfHBMOV (w)" (345>

Ahora consideramos T, f. Como ya lo mencionamos en (3.23) en la demostracién del
Teorema 3.3.3,

Tof (z)] < / ‘f|<oi)g|dy <00

y|>|z| |y

para todo = # 0. Sea B = B(0,r) y sea v tal que |v| = r. Por la desigualdad (3.24) obtenida
en la demostracién del Teorema 3.3.3, tenemos que

ﬁ/B\TQf(x) 2f(V)ldr < — = //A(OM . Y)| Kap(z,y)dyde

//co2r |y‘a+ﬂ+1d e <3'46)

Estimaremos cada término de la tltima expresion en (3.46) usando que w € D,

WK p(x,y)dyde < < / / d dy
//02x|37’ | 5( ) B(0,3r) J B(0,]y|/2) ‘y’aw

- n—(a+h) g
< 505} ra, F Sy

< C(||f||3]\/[0“Y nlath)
= OHfHBMOg(w)rBP. (3.47)

Tn

Para el segundo término,

Cr”“ > 1 /
Wz | ;
//CO2T |ZU|Q+BJrl w(B) jz: (277 )otB+1 2j717’<|y|§2jr|f(?/)| Yy

OTHHHfHBMO” = w(B(0,277))(20r)™
Z 2]7’ a+6+1

1
)
< C1||']8||BMOg(w)|B| Z 2j(a+B+1-nn—ny)
=1

1B, (3.48)

< |/l

BMOJ (w)
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Luego, por (3.46)-(3.48) hemos probado que

W(B;Bld /B |T2f($€) - TQf(”)’d'r < CHfHBMOg(w) (349)

para toda bola B centrada en el origen.

Ahora, sea B = B(zg,r) con r < |zg|/2, por (3.49) es suficiente considerar solo tales
bolas B. Sea v = é—8|(|$0| + r), por (3.28) de la demostraciéon del Teorema 3.3.3, tenemos
que

1
5 / Tof (@) — Tof (v)|de

Crn—i-l

Crmtl /()]
fy)ldy + / ————dy. 3.50
w(B)|wo|*tF T /B(0,5|3:0|) 7) w(B) Jpeoap) ly[*HH (3.50)

Nuevamente analizaremos cada término de la tdltima expresiéon usando que w € D,,. Como
|v| ~ fo| ¥ [a] ~ |xof, entonces

[ iswla=cin (’””“')m
Yy)ay ~
W(B) 2o J 50 5100 BMOG (@) | go[o+BH1—ny \ y

< Ol flpason e BI' (3.51)

Para el segundo término, como |v| ~ |xg|, entonces

)] Crtl S
/ T W = B % a+,8+1/ |f(y)|dy
Be(0,2|v]) Y| w(B) =1 (27|v]) 251 |v|<|y| <27 |v|

w(B)
< O W howggi §(BO 2@
=T B & @k
n—l—l nn
< C(HfHBMOg ’ |a+ﬁ+1 nn—ny Z j(a+B+1—nn—ny)
J=1
< Ol garop | B (352
Luego, por (3.49)-(3.52) tenemos que
||T2f||BMO5(w) < CHfHBMOa’(w) (353)

Entonces, por (3.45) y (3.53), hemos demostrado el teorema.
[

Algunos comentarios sobre los teoremas principales de este capitulo estan contenidos en
la Introduccion.



Capitulo 4

Acotacion del operador de Calderéon y
del operador integral de Hilbert

En este capitulo introduciremos una generalizacién del operador de Calderén Sy también
del operador integral de Hilbert H. Luego, teniendo en cuenta las técnicas usadas para el
analisis de Ty, g en el Capitulo 3, estudiaremos las acotaciones con pesos para estos operadores
en los espacios [Nzi,l y BMOY(w).

Sea f una funcion medible Lebesgue definida en R", entonces S y H estan definidos
respectivamente por

o b fw) f)
Sf(@) \x|n/|y<|xf(y)dy+/|y>|w wrd v Hi@)= /Rn<\x|+|y|>ndy'

Recordamos que S = P + ), donde P es el operador de Hardy y @ es el adjunto de P.
Para muchos autores, el operador P y distintas generalizaciones en n dimensiones, han

sido objetos importantes de estudio dentro del anélisis arménico, por ejemplo ver [Bra78],
[DHK97], [Xia01], [Duol3], [DMRO13] y [CH14]. La desigualdad de Hilbert!

[ s [ o) [ s

y sus aplicaciones en distintas dreas de la matemética (ver [HLP88] y [Wey08]), generaron
numerosos trabajos relacionados a este tipo de desigualdades sin pesos y con pesos.

4.1. Acotacién de S, sobre Ef}_l y BMO7(w)

En esta seccion mostraremos la acotacion con pesos para una generalizacion del operador
de Calderén sobre los espacios E(LF_,) y E(BMOj(w)).

'La versién discreta de la desigualdad de Hilbert con una constante no éptima, fue demostrada por el
mismo D. Hilbert, y fue publicada por H. Weyl en [Wey08].

49
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50 DEL OPERADOR INTEGRAL DE HILBERT

Sea 0 < a < n, consideramos los operadores de tipo fraccionario de Hardy P, y su
adjunto @), definidos por

_ 1 o) = f(y)
Puf(e) = — /| W Qui) = /| )y,

|| yl>lal 1YI"

y el operador de Calderén S, definido por

Saf:Paf+Qafa

para una funcién f medible Lebesgue definida en R".
Frecuentemente, nos sera 1til escribir el operador S, como

[ win |y|”‘°‘} fy)
Saf('r) - /n {17 |$|n_a |y‘n_ad3/-

Teorema 4.1.1. Supongamos que o > 0y 2 < p < ﬁ Sea w~un peso que satisface
we RH({Y) yw € D, para algin 1 < n <1+ 1*70‘ + %. Si f € E(Li_l) entonces Sy f €
BMO%(w) para § = o — ]l). Mads aun, existe C' indenpendiente de f tal que

HSafHBMOJ(w) S CHfHZfFI

Demostracion. Sea [ € E(if},l). Si observamos la demostraciéon de (i) del Lema 3.3.2

podemos concluir sin dificultad que |S, f(z)| < oo para todo = # 0 y que S,f € L, .(R").
Comenzamos considerando B = B(0,7) y x € B. Sea v tal que |v| =, y sea
Kl/(x7y) = min {17 |y|—_} — min {]-7 |y|—_}
|J7|n a ’V|n a
Entonces
fly fly
5@ =50 = [ Rty [ KT,
lyI<Iv] ] lyl>1] [yl
fly
—/ sz(x7y) E’L—)ady (41)
i<l 9]

Pues, si |y| < |v| entonces K, (z,y) > 0, y si |y| > |v| entonces K, (x,y) = 0. Luego

ﬁ/B}Saf( — Suf(v ‘dx<—//K xyHnldyd:c
N —B) /B /y|<|x| Rl |y|("_)i e

b oWl
") /B/|x<|y|<rK”( ’y>|y|"‘adyd ' (42)
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Ahora estimaremos cada término de (4.2).
"l

| |n @ |V|n—a

//|ZL/|<w| |y|(£/)l dydx < w(lB>/B|x‘,1q,_a/B\f(y)\dydx
5 | s [ 17l

< Clfl, o
= Cllfl; Bl (4.3)

|nfoz

Si ly| < |x| entonces K, (z,y) = . Luego, por el Lema 1.4.4, tenemos que

Para el segundo término de (4.2), como 0 < K, (z,y) < 1, por el Lema 1.4.4 tenemos que

2),
If( )| 1 1
5 ), /|z<|y|<r e A /|m|<|y9‘f (v)ldydz
1 1
N W/BU(?J)' lal<Iyl len‘admdy
— 5 [ It wlyiay

<Clfllg |1BI. (4.4)

Luego, por (4.2)-(4.4), hemos probado que

w(B§|B|5 /B |Sacf (@) = Saf (v)|da < C”inZ_l’ (4.5)

para toda bola B centrada en el origen.
Pasamos a considerar bolas B = B(x,7) conr < |zo|/8. Por (4.5) es suficiente considerar

sélo tales bolas B. Seanx € By v = |$|0|’|er Del mismo modo que obtuvimos (4.1), tenemos
que
fy
500 = Suf ) = [ Kole Ly
i< [yl

Ahora, observemos que si |y| < |v| entonces K, (z,y) > 0. Aplicando el teorema del valor
medio y usando que |v| ~ |z|, entonces

’n—cx ‘n—a ’n—a ’n—a |n—cx

ly ly

" = rly
Sl e =¢

|x|nfa|y|nfa — |V|nfa+1'

K, (z,y) <

|7’L—Oé

(4.6)

Luego, por el Lema 1.4.4 y w € D,, tenemos que

1
—_— Sof(z )|dx < C / / )|dydx
B>/B’ f@) = Sa1) V|" ot |y|<\u| oy
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rt w(B(0, )
< CHini_l et/ (B)
r

n41 |I/‘ n+l—a+n/p
< C||f|liilm<7)

< ClIfl;, |BI (4.7)

Por lo tanto, de (4.5) y (4.7), el teorema queda demostrado.

Teniendo en cuenta la Definicién 2.2.1 vamos a considerar el siguiente espacio.

Definicién 4.1.2. Sean w un peso y 0 < v < 1/n. Una funcién f localmente integrable
pertenece a BM] (w) si existe una constante C' tal que

1
T J, 1156

para toda bola B C R" centrada en el origen.

Podemos definir la norma de f en BM{ (w), denotada por || f]| 87 () COmo el mfimo
0
sobre tales constantes C'.

Por argumentos similares a los que introducimos £ (BMO (w)), definimos
E(BMj(w)) ={f € BMJ(w) : |Qaf(z)| < 0o para algin = # 0}.

Teorema 4.1.3. Supongamos que 0 < a <1 y0<~vy< % Sea w un peso en D, para algin
1<n<1l+L2—~. 8ifeE(BM](w)) entonces Sof € BMO®(w) para § = ¢ + ~. Mis
aun, existe C independiente de f tal que

1Safll srrosy < CIE Nl gagy -

Demostracion. Sea f € E(BMg(w)). Si observamos la demostracién de (ii) del Lema 3.3.2
podemos concluir sin dificultad que S,f(z) < oo para todo z # 0y S.f € L} .(R").
Comenzamos considerando B = B(0,r) y z € B. Sea v tal que |v| = r. Del mismo modo

que en (4.2) de la demostracién del teorema anterior, tenemos que

1 DS e < L IO
5 /B 50(2) = Suf W)lds < 2 /B / )

e ()]
* (U(B) /B/|50|<|y<r KV( ’y)|y|n—o¢dyd ) (48)
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donde K, (z,y) = min {1, vl — } — min {1, vl — }
|z v|"=e o o
Para el primer término de (4.8), si |y| < |z| entonces K, (z,y) = ;y\‘ ;y]’ . Luego
n—« 1% n—«
1 1
i [ s e < / =
i<z Myl 21" Jyyi<iad
5 | oo | 1 lvas
||
w(B(0, |z))
<C . d
||f||BM (w) (B)/ ‘l"n oa—ny x
4 Ol
Denotando B; = B(0,277r), j =0,1,... y usando que w € D, tenemos que
1 w(B(0, |x|)) pr—(n—a) 1 / .
de < C : B(0,277r))d
5 J, e < 2 T [y, B0
e E (B, \ By
Z() j(ny+a)
j:
|B|6 S
ZW i\ Bjs1)
]:0
= C|B|5. (4.9)
Asi hemos probado que
O byiz < O ]y, 1B (1.10)
il ly|” B '
y|<|z

Para el segundo término de (4.8) consideraremos dos casos. Primero supongamos que

a> 0. Como 0 < K,(z,y) < 1, entonces

If( ) 1 1
), /|x<|y|<r Dpatvte < o [ s /,mkw'f (v)ldydz
1 1
< 5 | ) =
C (7
- =7 [ @l

< Ol fll a1 BI"

(4.11)
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Para el caso a = 0, como 0 < K, (z,y) < 1, entonces

/ / Koo L0 g < L [UOL
\x|<\y|<r ’?J| ( )JB lylm lz|<|y]

/ |F(w)ldy

< 0||f||BM3(w)|B|5. (1.12)

Luego, por (4.8)-(4.12) hemos probado que

—W(B;B‘& /B |Saf (@) = Saf )]z < Cllfll ppsa (4.13)

para toda bola B centrada en el origen.
Pasamos a considerar bolas B = B(x,r) con r < |zo|/8. Por (4.13) es suficiente consi-
derar solo tales bolas B. Sean z € By v = |3[7|°|T xo. Del mismo modo que obtuvimos (4.1)

y (4.6) en la demostracién del teorema anterior, tenemos que

500 = 5u50) = [ Ko d W,

i<l |y

|n7a

y K,(z,y) <C rly

|V|n—a+1‘

1 pntl
B 110~ SO < O e | Mo
o w(B(0,[v])

Usando w € D,, tenemos que

< CV”fHBMW ’ ’n a+1l—ny UJ(B)
7"n+1 |V| n+l—a—ny
= C||f||BMg(w>W(7)
< O fll s B (4.14)

Por lo tanto, de (4.13) y (4.14) el teorema queda demostrado.
[l

En el caso que v = 0, es inmediato que L>(w™') C BMy(w). Luego, a partir del Teorema
4.1.3, obtenemos.

Corolario 4.1.4. Supongamos que 0 < a < 1. Sea w un peso en D, para algin 1 < n <

1+ L2 G fe E(L®(w™)) entonces Sof € BMO’(w) para § = . Mds ain, eziste C
independiente de f tal que

HSafHBMoé(w) S CHfHLoo(wfl)'
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A partir de las definiciones 3.2.3 y 4.1.2, es inmediato que BMO{(w) C BM{ (w), vy si
f € BMOJ(w) entonces HfHBM'Y(w) < HfHBMO'Y(w)' Luego por el Teorema 4.1.3, obtenemos.
0 0

Corolario 4.1.5. Supongamos que 0 < a <1 y0<vy< % Sea w un peso en D, para algin
1<n<1+L2—~. 8ifeE(BMO](w)) entonces Sof € BMO®(w) para § = & +~. Mds
aun, existe C independiente de f tal que

||Saf||BMO5(w) = C||f”BM03(w)'

4.2. Acotacién de H, sobre lN}i_l y BMO7(w)

En esta secciéon mostraremos la acotacién con pesos para una generalizacion del operador
integral de Hilbert sobre los espacios E (Ei ) v E(BMOj(w)). El operador integral de
Hilbert H surge a partir de la versién continua de la desigualdad de Hilbert (ver [HLPS8S,
Capitulo IX]).

Sea 0 < «a < n, consideramos el operador integral de tipo fraccionario de Hilbert H,
definido por

_ f(y)
@) = [, G

para una funciéon f medible Lebesgue definida en R™. Se puede ver facilmente la siguiente
comparacion

Hof < Sof <2 “H,f (4.15)

para funciones f no negativas. Por lo tanto podemos concluir inmediatamente que H,f es
localmente integrable si S, f lo es.
Sean x,v € R", escribimos

1 1
|Haf($) - Haf(V)| < /y|§l/ |f(y)| ‘(‘:d + ’y|)n—a - (‘I/‘ + ‘y|)nfa dy
1 1
+ /| NG e e 19)

Teorema 4.2.1. Supongamos que o > 0y o < p < ﬁ Sea w un peso que satisface
we RH(p') yw € D, para algin 1 < n < 1+ 1’7‘1 +%}. Si f € E(Ei_l) entonces H,f €
BMO®(w) para § = o — ]l). Mas aun, existe C indenpendiente de f tal que

HHCYf||BMO5(w) < CHf”ZZ_l‘

Demostracion. Sea f € E(if},l). Por la comparacién (4.15) y lo visto para S, en el comienzo
de la demostracion del Teorema 4.1.1, tenemos que |H,f(z)| < oo para todo z # 0y
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H.f € L (R™).
Sean B = B(0,r) y x € B. Sea v tal que |v| = r. Por el Lema 1.4.4, tenemos que

553 Jy Sy VO s~ ] < i e

<cifl. [ —L1 4
< HfHLW |, e
—Clfl, |BF.  (417)

Para analizar el segundo término de (4.16), usamos que |y| > |v| y el teorema del valor
medio, entonces

’ 1 1
(lz] + |y (v + [y
Luego, por el Lema 1.4.5

8 o s

r

|y|n—a+1'

= 55 [, s

’n a+1
< C'||f||ip ra_”/p
w—1

= CllflliifllBl‘;- (4.18)

1
(2] + Ty (Il + [y

Luego, por (4.16)-(4.18), hemos probado que

w(Bi\BP /B |Hof(x) = Hof (v)|dz < C”f“flzila (4.19)

para toda bola B centrada en el origen.
Pasamos a considerar bolas B = B(xg,r) con r < |xy|/8. Por (4.19) es suficiente con-
siderar sélo tales bolas B. Sean x € By v = |“”|°|’|er0, entonces tenemos que |v| ~ |z| y

|z| ~ |xo|. Usando que |y| < |v| y el teorema del valor medio

r

‘ 1 1
(lz] + |y (v + [y
Luego, por el Lema 1.4.4y w € D,

\y|<|u\ (Jz| + [y (] + |y[)»—
C«rnJrl /
J(y)ldy
w(B)|xo|n—att |y|§\u|| )l

potl |0 ntl—a+n/p
S CHinz_l |zo|not1tn/p (

|x0|n—a+1'

dydx

r

= ClIfll; IBP. (4.20)



4.2. ACOTACION DE H, SOBRE L, Y BMO"(w) 57

Ahora, usando que |y| > |v| y el teorema del valor medio

1 1
([ + Iy (vl + ly[)n=e

r

|y|n—a+1'

Luego, por el Lema 1.4.5y w € D,
mr I (e

|y\>|1/| (lz| + lyl)r == (!V| + !y\)"*“

Cr
// n— a+1 ydaj
ly|>|v| \y!
n+1

) n+l—a+n/p

dydzx

| %ol
|x0‘nfa+1+n/p r
= CHpr_l\BI‘;- (4.21)

< Clfllz

Por lo tanto, de (4.16) con v = |m|‘;|(jrx0, (4.20) y (4.21), tenemos que

1
w(B)|B? /B |Ho f () — Ho f(v)|da < C’||f||i571,

para todas las bolas B = B(xg,r) consideradas. Esto completa la demostracién del teorema.
m

Teorema 4.2.2. Supongamos que 0 < a <1 y0<~vy< 711 Sea w un peso en D, para algun
1<n<1+L2—n 8ifeE(BM](w)) entonces H,f € BMO’(w) para § = 2 + ~. Mds

atun, existe C' independiente de f tal que

HHaf“BMOfS(w) S CHfHBMéY(w)

Demostracion. Sea f € E(BM(w)). Por la comparacién (4.15) y lo visto para S, en el
comienzo de la demostracion del Teorema 4.1.3, tenemos que |H, f(x)| < oo para todo z # 0
y Hof € Llloc(Rn)'

Sean B = B(0,7) y z € B. Sea v tal que |v| = r. Usando que w € D, y (4.9) de la
demostracion del Teorema 4.1.3, tenemos que

8y e

1 1
|x|+|y| nre (vl lyhre

/!xl /y|<|:c| Fluydyde

1 0,
scl\fHBMg(w /B wBOJ2)

w(B) Jy lalom
< Ol fll a1 BI" (4.22)

dydx
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Para continuar, usando (4.11) y (4.12) de la demostracion del Teorema 4.1.3 para a > 0
y a = 0 respectivamente, obtenemos

dydx

//|x<|y|<u| ‘(\CL‘I +1|y|)” « (v +Ty|)"—a

/ /|vx<|y|<7" |y|

< C||f||BM3(w)|B|‘5- (4.23)

Por otro lado, usando que |y| > |v| y el teorema del valor medio

1 1

‘(le +lyhme (vl =+ [yl)e

‘y’nfcwrl'

Por lo tanto

/. /| )

1
(IfL’I +ly)m=e (IV! + lyl)re

5 ), o

C’r”“ e /
< J(y)ldy
w(B) = (2““)"*”1 2J'*1r<|y|§21r’ (@)l

CTn+1|’fHBM”Y i B(0,277))(29r)™

2]7” n—a-+1

dydx

|n a+1

]:

< OHfHBMV w)|B| Z (n—a+1—nn—ny)

< CHfHBMg(w)!B\‘s- (4.24)

Luego, por (4.16) y (4.22)-(4.24), hemos probado que
i [ | Haf ()~ Haf )]s < CIf] (4.25)
w(B)BI Jp'° BMo ()

para toda bola B centrada en el origen.

Ahora consideramos bolas B = B(xg,r) conr < |zo|/8. Por (4.25) es suficiente considerar
sélo tales bolas B. Sean z € By v = %xo, entonces tenemos que |v| ~ |z| y |z| ~ |zo].

Usando que |y| < |v| y el teorema del valor medio

1 1 < T
(Jz] + lyhm=e (lv[+ |yhr=e| = |wo[r—ott
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Luego, como w € D,,, tenemos que
: / /
£ ()]
W(B) Jp Jy<p

1
(2 +Tyh™= (Il + lyl)

CT"+1 /
J(y)|dy
w(B)|zg|n—att \y|g|y\| )l

< Il O
= W e ) fggpari=m \
< 11l g |BI° (426)
Por otro lado, usando que |y| > |v| y el teorema del valor medio
1 1
(J + D= (| + [y
Luego, como w € D,, tenemos que

8 o o

dydx

Tn+1

r
<(C———:.
- ‘y|nfa+l

1
([ +lypr=e (] + ly[)n=e

<c_/ 1wl
|

< Yy
w(B) Jiysv) Jy|n—o+t
COrntl & 1

< ~ | f(v)|dy
w(B) - < (27|v[)n-ott /2f—1|u<|y|<2w|

CT"“IIfIIBM B(0, 2] i)
() Z ) (27]v])

dydx

2] V‘ n a+1
n+1 —nn
S CHfHBM'Y |I‘ ‘n a+1—nn—nry Z (n—a+1—nn—nvy)
7j=1
< Cllfll gy B (4.27)

Por (4.16) y (4.26)-(4.27), hemos probado que

1
T el @) = Haf0)]de < Clf gy

para todas las bolas B = B(xg, ) consideradas. Esto completa la demostracién del teorema.
O

Como ya mencionamos, en el caso que v = 0, es inmediato que L®(w™!) C BMy(w).
Luego, a partir del Teorema 4.2.2, obtenemos.

Corolario 4.2.3. Supongamos que 0 < a < 1. Sea w un peso en D, para algin 1 < n <
1+ 2 8i f € E(L>*(w™)) entonces Hyf € BMO®(w) para § = ¢. Mds ain, existe C
independiente de f tal que

HHO&fHBMoé(w) S CHfHLOO(w*I)'
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También mencionamos que BMOJ(w) C BMy (w), ysi f € BMO{](w) entonces Hf“BM”(w) <
0
“fHBMog(w)' Luego por el Teorema 4.2.2, obtenemos.
Corolario 4.2.4. Supongamos que 0 < a<1y0<~vy< % Sea w un peso en D, para algin
1<n<1l+2—5. 8ife E(BMO](w)) entonces Hyof € BMO®(w) para § = % +~. Mis
aun, existe C independiente de f tal que

HHaf||BMot5(w) S CHfHBMog(w)

Algunos comentarios sobre los teoremas principales de este capitulo estan contenidos en
la Introduccion.



Bibliografia

[Bra7s]

[CH14]

[CRH11]

[CRW76]

[CUF13]

[DHKO7]

[DMRO13]

[Duo01]

[Duol3]

[FF15a]

J. Scott Bradley, Hardy inequalities with mized norms, Canad. Math. Bull. 21
(1978), no. 4, 405-408. MR 523580 10, 49

Nguyen Minh Chuong and Ha Duy Hung, Bounds of weighted Hardy-Cesaro
operators on weighted Lebesque and BMO spaces, Integral Transforms Spec.
Funct. 25 (2014), no. 9, 697-710. MR 3210357 49

Anibal Chicco Ruiz and Eleonor Harboure, Weighted local BMO spaces and the
local Hardy-Littlewood mazimal operator, Rev. Un. Mat. Argentina 52 (2011),
no. 1, 47-56. MR 2816209 6, 7, 20, 21

R. R. Coifman, R. Rochberg, and Guido Weiss, Factorization theorems for Hardy
spaces in several variables, Ann. of Math. (2) 103 (1976), no. 3, 611-635. MR
0412721 16

David V. Cruz-Uribe and Alberto Fiorenza, Variable lebesque spaces, first ed.,
Applied and Numerical Harmonic Analysis, Birkhauser Basel, 2013. 1

Pavel Drabek, Hans P. Heinig, and Alois Kufner, Higher-dimensional Hardy
inequality, General inequalities, 7 (Oberwolfach, 1995), Internat. Ser. Numer.
Math., vol. 123, Birkhauser, Basel, 1997, pp. 3—16. MR 1457264 10, 49

Javier Duoandikoetxea, Francisco J. Martin-Reyes, and Sheldy Ombrosi, Cal-
deron weights as Muckenhoupt weights, Indiana Univ. Math. J. 62 (2013), no. 3,
891-910. MR 3164849 5, 6, 14, 49

Javier Duoandikoetxea, Fourier analysis, Graduate Studies in Mathematics,
vol. 29, American Mathematical Society, Providence, RI, 2001, Translated and
revised from the 1995 Spanish original by David Cruz-Uribe. MR 1800316 2, 28

, Fractional integrals on radial functions with applications to weighted
inequalities, Ann. Mat. Pura Appl. (4) 192 (2013), no. 4, 553-568. MR 3081635
10, 15, 49

Elida Ferreyra and Guillermo Flores, Weighted estimates for integral operators
on local BMO type spaces, Math. Nachr. 288 (2015), no. 8-9, 905-916. xI1, X1V,
13

61



62

BIBLIOGRAFIA

[FF15b]

[FM74]

[FS72]

[GCRAFS5]

[Gra09]

[GU93]

[HCR14]

[HLP8S]

[HSV97]

[HSV07]

[IN61]

[LS10]

[MucT72]

_, Weighted inequalities for integral operators on BMO"(w) spaces, Pre-
print, submitted (2015). x1v, 29

Charles Fefferman and Benjamin Muckenhoupt, Two nonequivalent conditions
for weight functions, Proc. Amer. Math. Soc. 45 (1974), 99-104. MR 0360952
(50 #13399) 31

C. Fefferman and E. M. Stein, H? spaces of several variables, Acta Math. 129
(1972), no. 3-4, 137-193. MR 0447953 16

José Garcia-Cuerva and José L. Rubio de Francia, Weighted norm inequalities
and related topics, North-Holland Mathematics Studies, vol. 116, North-Holland
Publishing Co., Amsterdam, 1985, Notas de Matematica [Mathematical Notes],
104. MR 807149 (87d:42023) 16

Loukas Grafakos, Modern Fourier analysis, second ed., Graduate Texts in Mat-
hematics, vol. 250, Springer, New York, 2009. MR 2463316 (2011d:42001) 1, 3,
5, 20

T. Godoy and M. Urciuolo, About the LP-boundedness of some integral operators,
Rev. Un. Mat. Argentina 38 (1993), no. 3-4, 192-195. MR 1276023 (95e:47069)
X1, 13

Eleonor Harboure and Anibal Chicco Ruiz, BMO spaces related to Laguerre
semigroups, Math. Nachr. 287 (2014), no. 2-3, 254-280. MR 3163578 6

G. H. Hardy, J. E. Littlewood, and G. Pdlya, Inequalities, Cambridge Mathe-
matical Library, Cambridge University Press, Cambridge, 1988, Reprint of the
1952 edition. MR 944909 49, 55

Eleonor Harboure, Oscar Salinas, and Beatriz Viviani, Boundedness of the frac-

tional integral on weighted Lebesque and Lipschitz spaces, Trans. Amer. Math.
Soc. 349 (1997), no. 1, 235-255. MR 1357395 (97d:42014) xi11, 9, 32

, A look at BMOy(w) through Carleson measures, J. Fourier Anal. Appl.
13 (2007), no. 3, 267-284. MR 2334610 16

F. John and L. Nirenberg, On functions of bounded mean oscillation, Comm.
Pure Appl. Math. 14 (1961), 415-426. MR 0131498 4, 16

Chin-Cheng Lin and Krzysztof Stempak, Local Hardy-Littlewood mazimal ope-
rator, Math. Ann. 348 (2010), no. 4, 797-813. MR 2721641 (2011g:42041) 6,
14

Benjamin Muckenhoupt, Weighted norm inequalities for the Hardy maximal
function, Trans. Amer. Math. Soc. 165 (1972), 207-226. MR 0293384 X1



BIBLIOGRAFIA 63

IMW74]

IMW?76]

[RSSS]

[RUOS]

[RU12]

[RU13]

[Ste70]

[Wey08]

[Xia01]

Benjamin Muckenhoupt and Richard Wheeden, Weighted norm inequalities for
fractional integrals, Trans. Amer. Math. Soc. 192 (1974), 261-274. MR 0340523
XI, XII, 5, 7, 9

Benjamin Muckenhoupt and Richard L. Wheeden, Weighted bounded mean os-
cillation and the Hilbert transform, Studia Math. 54 (1975/76), no. 3, 221-237.
MR 0399741 32

Fulvio Ricci and Peter Sjogren, Two-parameter maximal functions in the Hei-
senberg group, Math. Z. 199 (1988), no. 4, 565-575. MR 968322 (90d:43006) XI,
13

Marfa Silvina Riveros and Marta Urciuolo, Weighted inequalities for integral
operators with some homogeneous kernels, Czechoslovak Math. J. 55(130)
(2005), no. 2, 423-432. MR 2137148 x1, 13

P. Rocha and M. Urciuolo, On the H?-L9 boundedness of some fractional integral
operators, Czechoslovak Math. J. 62(137) (2012), no. 3, 625-635. MR 2984623
X1, 13

Maria Silvina Riveros and Marta Urciuolo, Weighted inequalities for fractional
type operators with some homogeneous kernels, Acta Math. Sin. (Engl. Ser.) 29
(2013), no. 3, 449-460. MR 3019784 X1, XI1, XII, XIV, XIV, 5, 13, 18

Elias M. Stein, Singular integrals and differentiability properties of functions,
Princeton Mathematical Series, No. 30, Princeton University Press, Princeton,

N.J., 1970. MR 0290095 7

H. Weyl, Singuldire Integralgleichungen, Math. Ann. 66 (1908), no. 3, 273-324.
MR 1511502 49

J. Xiao, LP and BMO bounds of weighted Hardy-Littlewood averages, Journal
of Mathematical Analysis and Applications 262 (2001), no. 2, 660-666. 49






Indice alfabético

bolas k-criticas, 6

clase Ay, 2
clase de Muckenhoupt A,, 2
clase de pesos

Apo, 6

Ap,loca 6

Apgs 8

H(\p), 9

condicion de duplicacion D, 31

desigualdad de Hilbert, 49
desigualdad reversa de Holder, 3, 30

espacio
BMOkloc(w) 6, 21
(BMOO( ), 20
E(BMy( )), 17
E(BMOj(w)), 3
E(LF ), 33
BMj(w), 16
BM{ (w), 52
BMO(w), 4
BMO,(w), 1
BMOY(w), 3
BMO{(w), 3
espacio BMO(w), 16
espacio L™ (w™1), 16
espacio de Lebesgue
Le(w™h), 17
LP(w), 2
IP ., 10, 32
exponente conjugado, 3

funcién

(Mf)¥, 19

(Vﬁ,af)va 38

nucleo

K,, 18
Kag, 33

operador

de Calderén, 5, 49

integral de Hilbert, 49

integral de Hilbert modificado, 55
adjunto de Hardy, 5

adjunto de Hardy modificado, 50
de Calderén modificado, 11, 50
de Hardy, 5

de Hardy modificado, 50

integral fraccionario, 7

maximal de Hardy-Littlewood, 1
maximal fraccionaria, 8

maximal local de Hardy-Littlewood, 6

operador de tipo

débil pesado (p,p), 3
fuerte pesado (p,p), 3

operador integral

P, s, 36
Qa,ﬁ? 36
T, 13
Vo, 21
Thps 29
Va8, 33

pesos

65

duplicantes, 3
potencia, 3






	Resumen
	Abstract
	Agradecimientos
	Índice general
	Introducción
	Preliminares
	El operador maximal de Hardy-Littlewood
	El operador de Calderón y la maximal local  de Hardy-Littlewood
	El operador integral fraccionario y  el operador maximal fraccionario
	Clases de pesos y un espacio débil de Lebesgue
	El operador de Calderón modificado

	Acotación de T
	Acotación de T sobre Lp
	Acotación de T sobre L
	Acotación de T sobre BMO de tipo local
	Comparación entre espacios

	Acotación de T,
	Acotación de T, de Lp en Lq
	Clases de pesos y espacios de funciones  para la acotación de T,
	Acotación de T, sobre -1p
	Acotación de T, sobre BMO()

	Acotación del operador de Calderón y  del operador integral de Hilbert
	Acotación de S sobre -1p y BMO()
	Acotación de H sobre -1p y BMO()

	Bibliografía
	Índice alfabético

