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Resumen

En la presente tesis presentamos aportes al problema de clasificacion de algebras
de Hopf sobre un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero. El resultado
principal es la determinacion de todos los subgrupos cuéanticos de un grupo cuéntico
simple torcido.

Varios autores, [AG, BBl BY], [G2, Mul [P], han hecho importantes aportes en el

problema de clasificacion de subgrupos cuénticos de distintos grupos cuanticos. Entre
ellos, GL,(n), SU,(2) para ¢ € [—1,1] \ 0, SU_1(3), SO_1(3), GLap(n) y Oy (G).

En [AG] se clasificaron los subgrupos cuanticos finitos de O.(G) donde G es grupo
algebraico afin simple, conexo y simplememte conexo y € es una /¢-raiz primitiva de la
unidad cumpliendo que ¢ es impar y coprimo con tres si G es de tipo Gs. En [CV2]
se introduce una deformacion multiparametro de O.(G), que denotamos Of(G). El
trabajo principal de esta tesis es encontrar los subgrupos cuanticos de esta deformacion,
escogiendo €, G y g = Lie(G) como en [AGI, establecer nuevos ejemplos de élgebras de
Hopf y ver semejanzas con el caso uniparamétrico O (G).

El teorema principal de la tesis caracteriza los sugbrupos cuanticos de Of(G), me-
diante lo que entendemos por dato de subgrupo torcido. El cual estd dado por una
6-upla D¥ = (I.,1_,N¥ T v,0), tal que: I, I_ son subconjuntos del conjunto de rai-
ces simples de g y ellos se relacionan con un subgrupo conexo P de G, N¥ es grupo
abeliano finito, I' es un grupo algebraico, v : I' = P es un homomorfismo injectivo de
grupos y 0 : N¥ — I' es un homomorfismo de grupos. Entonces tenemos que,

Teorema 1 Hay una biyeccion entre morfismos sobreyectivos de dlgebras de Hopf
O?(G) — A y datos de subgrupos torcidos salvo equivalencia.

La tesis consta de cinco capitulos, en el primero introducimos notaciones basicas y
preliminares, tales como deformaciones por 2-cociclo, deformaciones por twist y exten-
siones de algebras de Hopf. En el segundo capitulo describimos, siguiendo [BG, [CV2],
el algebra envolvente cuantica torcida y un endomorfismo del Q-espacio vectorial QP
donde P es el reticulo de pesos asociado a una sugalgebra de Cartan h de g, que deno-
minamos el morfismo de torcimiento . En estos primeros dos capitulos no se incluye
ningdn resultado original.

Para el tercer capitulo definimos el grupo cuantico Of(G) y probamos que coincide
con una deformacion por 2-cociclo de O.(G), mostrando el primer resultado original de
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esta tesis. Definimos el morfismo cuéntico de Frobenius Fr y los nicleos de Frobenius-
Lusztig torcidos u?(g), de estos tltimos caracterizaremos sus subélgebras de Hopf por
ternas (I,,1_,3%), donde ¥¥ es un subgrupo de G(u?(g)) el grupo de elementos de
tipo grupo de u?(g).

En el capitulo 4, definimos el subgrupo cuantico regular torcido O?(P) de O¢(G),
donde P es un subgrupo algebraico de G con Lie(P) = p. Establecemos que los cocientes
u?(p)* de u¥(g)* parametrizados por la terna (T%, I, ), donde T¥ ~ G(u?(g)), son
deformacion por 2-cociclo de u.(p)*. Por otra parte, obtenemos cocientes de u¥(g)* que
dependen de un grupo abeliano finito N¥ y ellos no son necesariamente deformacion
por 2-cociclo de aquellos obtenidos cuando ¢ = 0. En los dos casos anteriormente
mencionados obtenemos nuevos ejemplos de algebras de Hopf que son cocientes de

Oz(G).

En el capitulo 5 construimos subgrupos cuénticos A?, ., de Of(P) que dependen
de un morfismo inyectivo de grupos v : I' — P, con I' un grupo algebraico. Ellos
son obtenidos mediante la construccion pushout descrita en [AG, Proposicion 2.10] y
resultan ser deformacion por 2-cociclo del subgrupo cuantico de O.(P), Acp~. También,
usando un morfismo de grupos 6 : N¥ — f, podemos definir un cociente A de AZ, ..
Note que juntando lo hecho en el Capitulo 4 y 5 hasta ahora, A se parametriza por un
dato de subgrupo torcido D?, por eso serd denotado Ape. Reciprocamente, probamos
que dado un cociente A de O?(G), entonces para algin dato de subgrupo D¢, A
es isomorfo como algebra de Hopf a Ape. Finalmente, establecemos el Teorema 1 y
analizamos clases de isomorfismo de subgrupos cuanticos al definir una relacion de
orden parcial sobre el conjunto de datos de subgrupo torcidos y relacionarla con los

cocientes Ape.

Como producto de la tesis se escribio el articulo Quantum subgroups of simple
twisted quantum groups at roots of one en co-autoria con mi director de tesis Gaston
Andrés Garcia, puede ser descargado en arxiv.org/abs/1601.00897.


arxiv.org/abs/1601.00897

Abstract

In this thesis we present contributions to the problem of classifying Hopf algebras
over an algebraically closed field of characteristic zero. The main result is the determi-
nation of all quantum subgroups of a simple twisted quantum group.

Several authors, including [AGl BBl BY, G2l [Mul [P], have made significant contri-
butions to the classification problem of quantum subgroups of a fixed quantum group.
Among them, GL,(n), SU,(2) for ¢ € [-1,1] \ 0, SU_1(3), SO_1(3), GLapg(n) and
O,(G).

In [AG], all quantum subgroups of Of(G) were classified where G is a simple,
connected, simply connected complex algebraic affine group and € is a primitive ¢-th
root of unity with ¢ odd and coprime with 3 if G is of type Gs. In [CV2], introduced a
multiparameter deformation of O.(G), which we denote this one by Of(G). The main
purpose of this thesis is to find all quantum subgroups of this deformation, fixing e,
G and g = Lie(G) as in [AG], to establish new Hopf algebra examples and to show
analoguies with the uniparameter case O(G).

The main theorem of this thesis is the characterization all quantum subgroups of
O?(G). For this, we introduce the concept of twisted subgroup data. It is given by a
6-tuple D¥ = (I, I_,N? T',v,0) such that: I, I_ are subsets of the set of simple roots
of g and are related with a connected subgroup P of G, N¥ is an abelian finite group, I
is an algebraic group, v : ' — P is an injective group homomorphism and ¢ : N¥ — T’
is a group homomorphism. Then we have

Theorem 1 There exist a bijection between surjective Hopf algebra morphism
O?(G) — A and twisted subgroup data up to equivalence.

The thesis have 5 chapters, in the first we introduce basic notations and prelimina-
ries, such that 2-cocycle deformations, twist deformations and Hopf algebras extensions.
In the second chapter, following [BGL [CV2] we define the twisted quantum enveloping
algebra and an endomorphism of the Q-space vector QP, where P is the weight lattice
associated with a Cartan subalgebra b of g. We call this one the twisted morphism ¢.
In the first two chapters, we do not include any original result.

In the third chapter, we define the quantum group Of(G) and we prove that it
is a 2-cocycle deformation of O.(G), showing the first original result of this thesis.
We define the quantum Frobenius morphism and the twisted Frobenius-Lusztig kernel



u?(g). We characterize the Hopf subalgebras of the latter with a triples (1,1, ¥%),
where 3% is a subgroup of G(uf(g)), the group of group-like elements of u?(g).

In Chapter 4, we define the twisted quantum regular subgroup O¢(P) of O?(G),
where P is an algebraic subgroup of G with Lie(P) = p. We establish that the quotients
u?(p)* of u¥?(g)* parameterized with the triple (T¥,I,,1 ) where T ~ G(u?(g)), are
2-cocycle deformations of u.(p)*. On the other hand, we obtain quotients of u?(g)*
that depend on an abelian finite group N¥ and they are not 2-cocycle deformation of
those obtained when ¢ = 0, necessarily. In both cases we obtain new Hopf algebras
examples as quotients of O?(G).

In the Chapter 5, we construct quantum subgroups A7, ., of Of(P) which depend
of an injective group morphism v : I' — P, with I' an algebraic group. They are
obtained using the pushout construction cf. [AGl Proposition 2.10] and are 2-cocycle
deformations of the quantum subgroup A, . of O.(G). Also, using a group morphism
0: N? — f, we are able to define a quotient A of A7, . Note that putting together
the results of the Chapters 4 and 5, A is parametrized by a twisted subgroup data
D?, and we denote this one by Ape. Conversely, we prove that given a quotient A
of O¢(G), then exist some twisted subgroup data D¥ such that A ~ Ap.. Finally,
we establish Theorem 1 and we analyse isomorphism classes of quantum subgroups,
through a partial order relation over twisted subgroup data.

The thesis originated Quantum subgroups of simple twisted quantum groups at roots
of one article coauthored with my PhD advisor, Gaston Andrés Garcia. Is available at
arxiv.org/abs/1601.00897.


arxiv.org/abs/1601.00897

Introduccion

En el siglo pasado Grothendieck mostro6 las ventajas de estudiar objetos mateméa-
ticos por medio de las funciones sobre ellos. Por ejemplo, cuando tenemos un grupo
algebraico G, resulta que su anillo de funciones regulares O(G) es un algebra de Hopf
conmutativa. Reciprocamente, si tenemos un algebra de Hopf H finitamente generada,
conmutativa, compleja y sin elementos nilpotentes, entonces ella es isomorfa al anillo
de funciones O(G) de algtin grupo algebraico afin GG. Mas atn, hay ciertas relaciones
entre propiedades de estos objetos. Por ejemplo, si O(G) es un dominio integro enton-
ces G es conexo o ¢ : P — G es una aplicacion inyectiva si y solo si ‘v : O(G) — O(P)
es sobreyectiva.

Es natural preguntarse si es posible extender esta relacion cuando se consideran
algebras de Hopf no conmutativas. En este sentido aparece la nocién de grupo cuan-
tico. Los grupos cuanticos a per se no existen, ellos serian los objetos de una categoria
dual a las algebras de Hopf no conmutativas y no coconmutativas. Es decir, si H es
una de tales algebras de Hopf, ella deberia ser isomorfa a O(G,), donde G, es un grupo
cuantico. En esta tesis, el grupo cuantico no existe, de manera que llamaremos grupo
cuantico al algebra de Hopf que se le asocia. Por supuesto, en este sentido un subgrupo
cuantico corresponde a un cociente de algebras de Hopf.

Los grupos cuanticos aparecen inicialmente en los contextos de la geometria, pro-
babilidad y simetria cudntica y auto dualidad ([M], pag. xvi). Luego de trabajos como
Quantum Groups de Drinfeld [D] empiezan a tener un interés mas amplio en las mate-
maticas. Actualmente existe una importante cantidad de investigadores alrededor del
mundo que investigan en grupos cuanticos. Desde luego, uno de los principales proble-
mas es clasificarlos. Actualmente se han logrado clasificaciones de algunas familias de
algebras de Hopf, como por ejemplo las punteadas sobre grupos abelianos o &lgebras
de Hopf de una dimension fija o de dimensiéon potencias de primo. Existe una basta
bibliografia al respecto, por ejemplo tenemos los trabajos de [AS| [EG| [GI) N].

Al interior del problema de clasificaciéon encontramos el de clasificar los subgrupos
cuanticos de un grupo cuantico dado. Esto se fundamenta en quizés dos aspectos,
el primero es generalizar el problema clasico de conocer los subgrupos de un grupo
algebraico dado y el segundo es encontrar nuevos ejemplos de algebras de Hopf. En aras
de poder clasificar los grupos cuanticos, es importante encontrar propiedades generales
de ellos, es aqui donde emerge el problema de determinar la estructura de todos los
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subgrupos cuanticos de un grupo cuantico dado. Varios autores han realizado aportes
frente a esta situacion, al determinar todos los cocientes de grupos cuanticos conocidos,
es decir subgrupos cuanticos. Se distinguen dos casos para abordar este problema, el
algebraico y el compacto. A saber para el caso compacto encontramos en la literatura
el siguiente marco de referencia,

[P] la descripcion de los subgrupos cuénticos compactos de los grupos cuanticos de
Woronowicz SU,(2) y SO_1(3) para g € [-1,1]\ 0,

IBB] la determinacion de todos los subgrupos cuanticos de SU_4(3),
[BN] el estudio de los subgrupos cuanticos de SU,(2) para ¢ = —1,
|[EST] el estudio de los subgrupos cuanticos de SU,(2) para ¢ # —1,

IBD] la descripcion de los subgrupos cuanticos del grupo ortogonal cuantico half-
liberated O,

IBY] la clasificacion de los subgrupos cuanticos de SU_;(3).

Y para el marco algebraico,

[Mu] la descripcion de los subgrupos cuanticos finitos de GL,(n) y SL,(n) para ¢ una
raiz impar de la unidad,

[AG] la clasificacion de los subgrupos cuanticos de O(G), para un conexo, simplemente
conexo, complejo grupo algebraico simple GG, con € una (-ésima raiz primitiva de
la unidad con ¢ impar y coprimo con 3 si G es de tipo Gb,

[G2] 1a descripcion de los subgrupos cuanticos de la deformacion 2-paramétrica
GL,p(n) para o' una raiz primitiva de la unidad de orden impar.

El presente trabajo determina todos los subgrupos cuénticos del algebra de funcio-
nes cuantizada multiparamétrica Of(G), para un conexo, simplemente conexo, com-
plejo grupo algebraico simple GG, con € una f(-ésima raiz primitiva de la unidad con /¢
impar y coprimo con 3 si G es de tipo G. Si Lie(G) = gy P es el reticulo de pesos
asociado a una subalgebra de Cartan h de g, ¢ es un endomorfismo del Q espacio
vectorial QP. Lo interesante es que cuando ¢ = 0 podemos recuperar los resultados
obtenidos en [AG], es por esto que la tesis se enmarca al interior del marco algebraico.
De los resultados de tesis se produjo el articulo Quantum subgroups of simple twisted
quantum groups at roots of one en co-autoria de Gastén Andrés Garcia, este puede ser
descargado en arxiv.org/abs/1601.00897.

En el Capitulo 1 de preliminares, introduciremos las notaciones y definiciones bési-
cas de la tesis. A saber, presentaremos elementos bésicos de algebras de Lie semisimples,
algebras de Hopf y sus extensiones, apareamientos, teoria de categorias, deformaciones
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por 2-cociclo, twist y bigraduaciones. Usaremos la palabra torcido/a para aquellas al-
gebras de Hopf que se puedan ver como deformaciéon por twist o 2-cociclo de otra. Y
cuando exista un apareamiento perfecto entre dos algebras de Hopf, diremos que una
es dual a la otra o que estan en dualidad.

Sea ¢ una indeterminada, G un grupo algebraico como en [AG] y Lie(G) = g.
En [CV1] R] definieron una version multiparamétrica U?(g) del grupo cuédntico U,(g),
donde U¢(g) se asemeja a una deformacion por twist de Uy(g) cf. [CV2, R]. De Con-
cini y Lyubanskesko en |[DL|] presentan formas integrales R,[G] y I'(g) de las algebras
U,(9) vy O4(G) respectivamente, con ellas es posible definir el caso raiz de la unidad
Uc(g) y Oc(G). Luego en [CV2] generalizan esto al caso multiparamétrico presentando
una deformacion del coproducto y del producto de las algebras U,(g) y O,(G), que
denotaremos U?(g) y Of(G), respectivamente, y formas integrales R?[G] y I'*(g) que
permiten definir el caso ¢ = e. Veremos en el capitulo tres que O?(G) corresponde a
una deformacion por 2-cociclo en el sentido definido en [Do] de O.(G), lo que constituye
el primer resultado original de la tesis.

Definiremos en el Capitulo 2 el dlgebra envolvente cudntica torcida Uf(g; M), en
donde g es un algebra de Lie compleja, semisimple y de dimensién finita y M es un
subreticulo del reticulo de pesos P de g que contiene a () el reticulo de raices. Las
reglas de conmutacion en esta algebra dependen de las entradas de la matriz de Cartan
asociada a g. Cuando M = (@) denotaremos U¥?(g; M) = U?(g), en este caso coincide
como algebra con el grupo cuantico de Drinfeld-Jimbo y U#(g; P) = U#(g) cuando
M = P. Presentaremos algunas propiedades de estas algebras, algunas de las mas
importantes son las siguientes,

% UZ(g; M) es lo mismo que U7 (g; M) pero especializando g en ¢ [CKP].

% U#(g) contiene una subélgebra central Z§ la cual tiene la propiedad de ser inva-
riante bajo la accion sobre el grupo de trenzas Byy definida por Lusztig en [L2].
Mas atin U#(g) es un Z¢ modulo libre de rango (4™ 9 [BQ].

% si el rango de g es n, la cantidad de pardmetros enteros que definen a ¢ es
n(n —1)/2.

% Uf(g) posee una forma integral I'?(g) que llamaremos el dlgebra de potencias
divididas [CV2].

9 Definimos I'Y(g) como el producto tensorial I'?(g) ®gieq-1 Q(€), donde
Q(e) = Qlg, a7/ (xe(a)).

Dualmente, en el Capitulo 3 definimos el dlgebra de funciones cuantizada torcida
O¢(G). Ella corresponde al élgebra generada por coeficientes matriciales de
Uf(g)-modulos finito dimensionales en los cuales las K; actian diagonalmente para
todo i € {1,...,n =rgg} y exhibimos algunas propiedades (las cuatro primeras apa-
recen en [CV2]) tales como,



<P Of(G) contiene una forma integral RY[G] dual a I'?(g), la cual es generada
por coeficientes matriciales de I'?(g)-modulos libres de rango finito en los cuales

Ki; 0 .
K;y ( ; ) actian diagonalmente.

+

Definimos Of(G) como el producto tensorial Ry[G]®qjq,4-1Q(€), luego probamos
que Of(G) y T'*(g) son duales.

Of¢(@G) contiene una subalgebra de Hopf central isomorfa a O(G).
O?(G) es un O(G)-moédulo proyectivo de rango [4m ¢

O¢(G) es una deformacion por 2-cociclo de O (G).

%%%%

la siguiente sucesion es exacta corta de algebras de Hopf.

1 — O(G) — O¢(G) — O¢(G)/O(G)TO9(G) — 1,

Introducimos el nicleo de Frobenius-Lusztig torcido u?(g) de dimension (4™ 9, Es-
te objeto ha sido introducido en varios trabajos para el caso ¢ = 0, ver por ejemplo [AG]
BGL [L1]. Probaremos que uf(g) se puede definir como el cociente
U¢(g) /(K — 1, E!, F! Vi) o equivalentemente, como la subélgebra de I'¥(g) genera-
da por K;, E;, F; para i = 1,...,n. u?(g) resulta ser punteada, no semisimple y una
deformacion por twist de u.(g), el nicleo de Frobenius-Lusztig cf. [AG].

Usando el mapeo cuantico de Frobenius [CV2] [DI] sabemos que la sucesion,

I — u(g) — [(g) — U(g)ge — 1,

es exacta de algebras de Hopf, cf. [AI]. La sucesion 1 — u?(g) — I'?(g) — U(g)ge) — 1
también es exacta de algebras de Hopf. Mas atn, es posible dar una caracterizacion de
u?(g)* como un cociente de O?(G) al establecer el siguiente isomorfismo,

O2(G)/0(G)O2(G) =~ uf(g)",

concluimos que la siguiente sucesion de algebras de Hopf es exacta,

1— O(G) — O?(G) — u?(g)" — L.

Finalizamos el capitulo 3, probando el siquiente lema,

Lema (Subalgebras de u?(g)) Las subdlgebras de Hopf de uf(g) estdin paramétri-
zadas por ternas (I, 1_,3%) donde I. C £I1 y X% es un subgrupo de G(uf(g)) sujeto
a que K(ixpya,) € X% si a; € Iy. Denotemos por EZ =LK ;. y ﬁj = K47 Fj-
Entonces la subdlgebra de u?(g) correspondiente a la terna (I, 1_,%%) es la subdlgebra
generada por el conjunto {g, E;, ﬁj| gEX? oy €l and o € I_}.
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Uno de los objetivos principales de la siguiente tesis es caracterizar todos los subgru-
pos cuanticos del grupo cuantico Of(G), para esto nos apoyaremos en el procedimiento
presentado en [AG.

En lo que resta de la presente introduccion, todos los diagramas estaran compuestos
de algebras y morfismos de Hopf. El Capitulo 4 inicia estableciendo la conmutatividad
del diagrama

1 —0(G)ge) — O¢(G)ge) —uf(g) —1

| | |

1 ——=O(P)ge) — Of(P)ge) —uf(p)* —1.

donde p es una subalgebra de Lie regular de g que depende de los parametros I, e I_,
P un subgrupo conexo de G tal que p = Lie(P) y u?(p) es la subalgebra de u?(g) de
parametros (I, I_,T%) con T? ~ G(u?(g)) ~ (Z/(Z)".

En la segunda parte del Capitulo 4 caracterizamos todos los cocientes de u?(g)*,
al considerar un subgrupo abeliano finito N¥ relacionado con >¥. Mas atn, podemos
agruparlos en dos grandes grupos, los u?(p)* donde N¥ es trivial y los H donde N¥ no
es trivial. Los primeros resultan ser deformacion por 2-cociclo de uc(p)* y los segundos
no necesariamente son deformacién por 2-cociclo de su analogo al considerar ¢ = 0.
Esto constituye otro de los resultados importantes de la tesis, dado que presentamos
dos maneras distintas de obtener nuevos ejemplos de algebras de Hopf.

En el Capitulo 5 se establece el teorema principal, al considerar la definicion si-
guiente,

Sea g un algebra de Lie semisimple de rango n, b una subalgebra de Cartéan y II la
base del sistema de raices ® de g con respecto a h. Entonces, un dato de subgrupo
torcido es una coleccion de seis objetos D¥ := (I,,1_,N? T",~,0) donde

(i) I CE][.Sea Wi ={aell:Suppa€ i}, p=> g,y P=p s OHhDp,
P un grupo de Lie conexo G con Lie(P) = p,

(72) N¥ un subgrupo abeliano finito,

(#4) T un grupo algebraico,

(tv) 7 :T'— P es un morfismo inyectivo de grupos algebraicos,
)

(v) §: N — T un morfismo de grupos.

Teorema 1 Hay una biyeccion entre morfismos sobreyectivos de dlgebras de Hopf
O¢(G) — A y datos de subgrupos torcidos salvo equivalencia.

En la primera seccion del Capitulo 5, aplicando la construccion pushout descrita en
AGL Proposicion 2.10[, obtenemos al considerar la inclusiéon de un grupo algebraico I'
g g
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en G, el subgrupo cuantico A7, .. Si 'y : O(P) — O(T') es el morfismo sobreyectivo de

algebras de Hopf inducido por la inclusion, tenemos que el siguiente diagrama conmuta

y todas sus filas son sucesiones exactas de &lgebras de Hopf. Si adicionalmente I' es
finito, entonces A7, ., tiene dimension |I'|dim u?(p).

En la siguiente seccién del Capitulo 5, obtenemos un subgrupo cuantico Ape de
Of¢(@), a partir de un morfismo sobreyectivo r : u?(p)* — H. Mas ain, probamos
que dado un dato de subgrupo D¥, existe un algebra de Hopf Ap. que encaja en el
siguiente diagrama conmutativo, cuyas filas son todas exactas,

1 O(CG) —> 02(G) —>uf(g) — 1

11— O(P) ——= O?(P) —=u?(p)* — 1

€

| O() ——= Ay, —=uf(p) —— 1
id r
1——O() Ape H 1,

donde A7 := AZ,./Js es un algebra de Hopf cociente tal que el ideal de Hopt J;
depende del morfismo 0. Hemos utilizado la notacion A3, para A?,./Js, debido a que

en su construccion se han utilizado los seis parametros del dato de subgrupo DY =
(I+> I—7 Ngo’ Fa v 5)

Luego, mostraremos que si A es un algebra de Hopf tal que Of(G) — A es un
morfismo sobreyectivo de algebras de Hopf, entonces A encaja en el siguiente diagrama
conmutativo,
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1 0(G) — 0#(G) —u#(g)' — 1

€

1 —=0O(P)—=0O¢(P')—=uf(p/) —=1

€ €

tg! id

L O() —— A7y () 1
id r/

1 —— o) A H 1,

y es isomorfa a Ap,s para algian dato D¥' = (I, I, N¥' . T",~/,¢").

Finalizamos el Capitulo 5, definiendo una relacién de orden parcial sobre el conjunto

de clases de isomorfismo de cocientes de Of(G). A saber, si O¢(G) = Ay 0¢(G) A
son dos morfismos sobreyectivos de algebras de Hopf, Denotemos con [k] a la cla-
se de isomorfismo de cocientes con representante k, definida naturalmente. Entonces
[k] < [K] si existe un morfismo de algebras de Hopf A = A’ tal que el siguiente
diagrama es conmutativo,

Por otra parte, podemos definir una relaciéon de orden sobre el conjunto de datos
de subgrupo torcido. Sean D¥ = (I.,I_,N¥ T',~,6) y D¥ = (I',I' N¥ T+, 0)
dos datos de subgrupo torcido. Entonces D¥ < D?',si I' C I, e I' C I_, existe un
morfismo de grupos inyectivo N¥ - N¥' y un morfismo de grupos I = I”, tal que los
siguientes diagramas son conmutativos

) T

Ny — % T r— .7

7]‘ JkT >\ ‘7
N¥' L I’ P.

Probamos que [k] < [K] si y solo si D¥ < D¥'. Dos datos de subgrupo torcido son

equivalentes si D¥ < D¥' y D¥' < D¢,

Juntando todos los resultados del capitulo cinco, se construye una prueba para el
Teorema 1 mencionado anteriormente.






Capitulo

Preliminares

En el presente capitulo estableceremos definiciones bésicas, notaciones y acuerdos
que se usaran en el resto de la tesis. También describiremos algunos resultados sobre &l-
gebras de Hopf y sus extensiones. Al final, introduciremos los conceptos de deformacion
por twist, 2-cociclo y bi-graduaciones.

Trabajaremos sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado de caracteristica cero,
salvo se diga lo contrario las algebras seran asumidas sobre el cuerpo de los niimeros
complejos C. Se entenderan los productos tensoriales sobre C o k a menos de que se
especifique el anillo sobre el que se estan realizando. Omitiremos las pruebas de los
teoremas, proposiciones o lemas, remitiremos para el lector interesado a las referencias
adecuadas. Para la primera seccion usaremos [H. [Se|, para la segunda [A1l [AGL [EGNO]
Gl [Kal, Mal, [Mol, [Swl, [Scl, [T!, W] y para la tltima seccion [BG, Do, HLT, M), [Ral.

1.1. Algebras de Lie

En la presente secciéon estableceremos definiciones y notaciones bésicas acerca de
algebras de Lie. Estas se usaran a lo largo de la tesis. Asumiremos siempre a g como
un algebra de Lie semisimple compleja de dimensién finita. Resumiremos toda la in-
formaccion recolectada para g en esta seccion con lo que denominamos datum cartan,
usando la notaciéon establecida en [Se].

Es sabido que g posee, salvo conjungaciéon, una subalgebra méaximal abeliana que
consiste de elementos semisimples. Denotaremos h para esta subdlgebra, que se deno-
mina subdlgebra de Cartan. Sea o € h*, entonces definimos el subespacio g, = {z € g :
ady(z) = a(h)z, para todo h € h}. Sia # 0y g, # 0, entonces llamamos a « raiz de g,
a g, espacio raiz y denotamos por ® al conjunto de raices de g que se llamara sistema
de raices, es conocido que ® genera a h* cf. [H, Proposicion 8.3|. De las propiedades
de ® se puede escoger una base II de h*, cuyos elementos llamamos raices simples,
tal que ® = T U P, donde T denota el conjunto de combinaciones lineales enteras
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positivas de II, respectivamente con las negativas ®~. Tenemos una descomposicion
de g en espacio de raices y b, descrita por @, .4 9o @ b, dimh = n es el rango de g,
denotado por rg g.

Tambien tenemos a las subélgebras de Lie de g nilpotentes n* = Y ocot Ja ¥ la
descomposion triangular de g=nT®dhEn".

La forma bilineal (—,—) : g x g — C definida por (z,y) — Tr(ad, o ad,), es no
degenerada al restringirse a . Razoén por la cual tenemos un isomorfismo entre b y
h* inducido por (—,—). Esta forma es denominada forma de Killing. Definimos para
a € 11 el conjunto Supp a = {f € ¢ : («, 5) # 0}.

El grupo de Weyl W asociado a g, es generado por todas las reflexiones s, con
sa(B) =B — ((ﬁ a))oz en los hiperplanos ortogonales a o € II, denotamos s; para s,,. Sea
wo € W el tnico elemento de longitud maxima ¢(wy) = N. Si wg = 8, - .. S, entonces
podemos ordenar ® al definir los elementos 3; = s;, - - - s;,_, (s, ).

Es sabido que si g es simple, existe una correspondencia biyectiva entre g y matrices

indescomponibles (%) = (aij) = A. A la matriz A se le llama matriz de Cartan,
19 ,L]

la cual tiene entradas enteras. Se puede chequear que la matriz diagonal D = diag(d;),

azyaz)

con d; = simetriza a A, es decir, DA es simétrica y definida positiva.

También definimos el reticulo de raices () = ZZO@. Al identificar b con b*, de-
i=1
finimos los pesos fundamentales como los tnicos elementos w; € h* que satisfacen la
n

ecuacion (w;, o) = d;0;; para todo i,j y el reticulo de pesos P =) Zuw;.
i=1

Es valida la relaciéon o; = Z a;;w;, por tanto () C P. El conjunto {w;} es una base

deh*y A Corresponde a la matrlz cambio de base entre raices y pesos fundamentales.
Denotaremos con a;; a las entradas de A~'. Finalmente, los pesos enteros dominantes

son elementos del conjunto Py = > Zsow;. Es conocido que existe una biyeccion entre
i=1
mo6dulos irreducibles finito dimensionales de g y pesos dominantes enteros. Resumiendo,

Definicién 1.1.1. Para un algebra de Lie g simple definimos el datum Cartan como
la siguiente colecciéon de datos:

(1) P el sistema de raices asociado a b, con raices simples II = {a4,...,a,} y raices
positivas @ .

(77) W el grupo de Weyl asociado.
(731) pesos fundamentales wy, ..., w,.

(1v) P el reticulo de pesos, Py los pesos positivos o pesos dominates y () el subreticulo
de raices.
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(v) A = (a;;) la matriz de Cartan asociada y D = diag(dy, ..., d,).

(vi) rg g := dim(h) = n.

Acuerdo. A lo largo de toda tesis, siempre que hablemos de un &lgebra de Lie
semisimple g asumiremos todas las definiciones y notaciones definidas en esta seccion.

r

1.2. Algebras de Hopf

Definicion 1.2.1. Una k-dlgebra con unidad es un k-espacio vectorial A junto con
dos aplicaciones k-lineales m : A ® A — A, llamada la multiplicacion, y v : k — A la
unidad, de manera que los siguientes diagramas son conmutativos:

ASOCIATIVIDAD UNIDAD
ARARQA—T"2 4@ A A® A
|
id@m m ko A m ARk
A® A A \ /
® _ M

Notar que la unidad en A esta dada por 14 = u(1y).

Definicién 1.2.2. Sean V y W dos k-espacios vectoriales. Se define la aplicacion flip
7 como la aplicacion lineal 7: V@ W — W ® V dada por 7(v ® w) = w ® v para todo
veV, wel.

A es conmutativa si y s6lo si m o7 = m. Asumiremos que el lector esta familiarizado
con las otras definiciones basicas de &lgebras.

Dualizando la nocién de algebra obtenemos la de coalgebra:

Definiciéon 1.2.3. Una k-codlgebra con counidad es un k-espacio vectorial no nulo C'
junto con dos aplicaciones k lineales, la comultiplicacion o coproducto A : C' — C ® C
y la counidad ¢ : C' = k de manera que los siguientes diagramas son conmutativos:
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COASOCIATIVIDAD COUNIDAD
C 2 CecC C
A A®id e N C ok
CoC——r-Calal V@C@C@f

Dualizando la nocién de conmutatividad obtenenos que C' es coconmutativa si'y solo si
ToA=AenC.

Definicién 1.2.4. Sea C' una coalgebra, entonces la codlgebra coopuesta CP es la
coalgebra tal que C'°? = C' como espacios vectoriales y coproducto A“? = 7o A.

Definicién 1.2.5. Sean C' y D dos codlgebras con comultiplicacion Ac y Ap y couni-
dad e¢ y €p respectivamente.

(7) Una aplicacion lineal f : C' — D es un morfismo de codlgebras si Ap o f =
(f®f)Acyec=c¢epof.

(77) Un subespacio I C C' es un coideal si A(I) CIRC+C®I1yec(l)=0.

Con esta definicion podemos chequear que I es un coideal de C' si y soélo si el k-
espacio vectorial C'/I es una coalgebra con la comultiplicacion Ac/; = (7 ® 7)Ac,
donde 7 : C' — C/I es la proyeccion canonica. El subespacio Ct = Kere C C de C es
un coideal.

Para trabajar con codlgebras usaremos la notacion sigma de Sweedler: si ¢ es un
elemento de una coalgebra C' notaremos al elemento A(c) =), a; ® b, € C ® C de la
siguiente forma

A(c) = cay @ ¢(2).

Por ejemplo, el axioma de coasociatividad de C' dado por (A®id)oA = (id ®A)oA,
se puede expresar como

para todo c € C.

Definicién 1.2.6. Sea C' una k-coélgebra. Un C'-comddulo a derecha es un k-espacio
vectorial M junto con un aplicacion lineal p : M — M ® C tal que los siguientes
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diagramas conmutan

M ? M®C M P ~M®C.
14 pRid ~ id ®e

Anéalogamente se define un C-como6dulo a izquierda.

Usaremos la notacion de Sweedler para los comodulos: si M es un C-comoddulo a
derecha, entonces escribimos

p(m) =mey ®@ma € M ®@C para todo m € M.

Si M es un C-comoédulo a izquierda con morfismo de estructura A : M — C ® M
entonces escribimos

A(m) =my @mey € C M para todo m € M.

Sean M y N dos C-comoédulos a derecha con morfismos de estructura py; v pn, res-
pectivamente. Una aplicacion lineal f : M — N es un morfismo de C'-comddulos a
derecha si py o f = (f ®1d) o pys.

Ejemplo 1.2.7. Sea f : ¢ — D un morfismo de coélgebras. Entonces C es un
D-coméddulo a derecha y a izquierda via los morfismos

p=(0dRfHA:C -C®D y A=(feidA:C—>D&C.

Definicién 1.2.8. Sea (' una codlgebra.

(7) Un elemento ¢ € C se dice de tipo grupo si A(c) = ¢c® ¢y €(c) = 1. El conjunto
de elementos de tipo grupo de C' es un grupo y se denota por G(C).

(73) Sean a, b € G(C), el conjunto de elementos (a, b)-primitivos de C se define como

Py={ceC|Alc)=a®c+c®b}.

En particular a los elementos de P; ; se les denomina elementos primitivos, es conocido
que P ; es un algebra de Lie.

Diremos que una codlgebra C' es simple si no posee subcoalgebras propias y diremos
que es cosemisimple si es suma directa de subcoalgebras simples. En particular, se define
el corradical de C' como la suma de todas las subcolgebras simples de C' y se denota
por Cy. Si todas las subcolgebras simples de C' tienen dimension uno, entonces C' se
dice punteada y se tiene que Cy = k[G(C)] c.f. De hecho, el corradical C de
una coalgebra C' es el menor elemento de una filtracién de C'. Diremos que una familia
de subespacios {C), }nen de C es una filtracion de codlgebras si
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(2) Cn g Cn-f—l y C = UnENCna

(i1) A(C) € S0y G ® G
Si Cy es el corradical de C, entonces se define recursivamente C), para n > 1 como:

Ch=AC®Ch_1+CyxC).

Luego, {C,}nen es una familia de subcoalgebras de C' que da una filtracion de coal-
gebras, ver [Mo, Cap. 5|, [Sw, Cap. IX]. Dicha filtracion recibe el nombre de filtracion
corradical de C.

Definicién 1.2.9. Una k-élgebra B con multiplicaciéon m y unidad u, que también es
una codlgebra con coproducto A y counidad . Es una bidlgebra, si satisface alguna de
las siguientes condiciones equivalentes:

(1) Ay e son morfismos de algebras.

(79) m y u son morfismos de coalgebras.

Un subespacio I C B es un bi-ideal si es un ideal bilatero y un coideal. También
tenemos que I es un bi-ideal de una bialgebra B si y sélo si el k-espacio vectorial B/
es una bidlgebra con las operaciones inducidas del cociente.

Ejemplo 1.2.10. Sea O(M,,(k)) = k[X;;| 1 <i,j < n] el algebra de funciones polino-
miales en la matrices de n x n. Como algebra, O(M,,(k)) es simplemente el anillo con-
mutativo de polinomios en n? variables. O(M,,(k)) admite una estructura de coélgebra
con la comultiplicacién y la counidad determinada por sus valores en los generadores

del élgebra {Xij}lgi,jgn:
AXy) =) Xu®Xy, vy e(Xy)=6d;  paratodol<ij<n.
(=1

Definicién 1.2.11. Sean C una coalgebra y A un algebra. El conjunto Homy(C, A)
tiene una estructura de algebra con el producto de convolucion dado por

(fxg)(c) = flcay)glce) para todo f, g € Hom,(C, A), c € C.

Definicién 1.2.12. Una bidlgebra H es una dlgebra de Hopf, si existe un elemento S €
Homy (H, H), que es un elemento inverso a la identidad idy con respecto al producto
de convolucion. A tal elemento los llamamos antipoda. Dicho de otra manera, S debe
satisfacer las igualdades

S(h(l))h(g) = 8(]1)1[{ = h(l)S(h(g)) para todo h € H.
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Una aplicacion f : H — K es un morfismo de bidlgebras si f es un morfismo de
algebras y codlgebras. Si H y K son algebras de Hopf, se cumple que f(Sy(h)) =
Sk(f(h)) para todo h € H y en este caso decimos que f es un morfismo de dlgebras de
Hopf. Si este morfismo posee un inverso que es también de algebras de Hopf, entonces
decimos que H y K son isomorfas. Un subespacio [ de H es un ideal de Hopf si I es
un bi-ideal y S(I) C I. Claramente, I C H es un ideal de Hopf si y sdlo si el espacio
vectorial cociente H/I es un algebra de Hopf. Por ejemplo, el coideal H = Kere es
un ideal de Hopf de H y se denomina el ideal de augmentacion de H. También sucede
que si 7 : H — H es un morfismo sobreyectivo de dlgebras de Hopf entonces existe un
ideal de Hopf I tal que H es isomorfo a H/I como 4lgebras de Hopf.

Ejemplo 1.2.13. Sea G un grupo. Entonces el algebra de grupo k[G] es un algebra
de Hopf con coproducto A, counidad ¢ y antipoda S determinadas por

Aley) = e ® ey e(eg) =1 S(ey) =€4-1 para todo g € G. (1.1)

Ejemplo 1.2.14. Sean g un é&lgebra de Lie y U(g) su algebra envolvente universal.
Entonces U(g) es un algebra de Hopf con la estructura determinada por

Alx)=1r+r1, e(z) =0, S(x)=—x para todo x € g.

Ejemplo 1.2.15. El anillo de polinomios Clz] es un algebra de Hopf conmutativa y
coconmutativa, con A, £ y S determinadas respectivamente por

Alx)=1zr+r®1, e(z) =0, S(x) = —x.

Ejemplo 1.2.16. Sea g como en la seccién anterior junto a su Datum Cartan definido
en _ La Drinfeld-Jimbo algebra de g o dlgebra envolvente cuantzza,da U,(g) es la
k—algebra generada por el conjunto {EZ,FZ,Kﬂ}Z L q €Ky gt =q # %1 para

© =1,...,n satisfaciendo las siguientes relaciones para todo i, j:
Ko=1y KiK; = K;K; K,EjK; ' = ¢" E;
K, — K1
1—a;; ol -
> ] ETTEE =0 (i)
=0 - 4

1—a;;

> (-1 1_1% F R R =0 (i # )

=0 - -4

Mas atn las siguientes aplicaciones dotan de una estructura de algebra de Hopf a U,(g).
El coproducto, la counidad y la antipoda se determinan sobre los generadores por:
A(E;) =E @1+ K; ® E;, e(Ei) =0, S(E;) = —K; 'E;,
A(F)=FoK'+10F, {&F)=0, (S(F)=-FK,
A(K;) = K; ® K, e(K;) =1, S(K;) = K; .
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Ejemplo 1.2.17. Sea A una k-algebra. El dual finito o dual de Sweedler de A esta
dado por

A° ={f e A*| f(I) =0, para algtn ideal bilatero I de A tal que dim A/I < oo}.

Si A es un algebra de Hopf, entonces A° es un algebra de Hopf con los morfismos de
estructura dados por

mae = A*: A°@ A° — A° (A*(f,9),a) = (f®g,Aa)),
Ugo = "k — A° (e"(N),a) = Mg, a),
AAo: m*IAO—>AO®AO <m*(f>7a’®b> = <f7ab>>

Eao = u*:A° =k u'(f) = (f,1),

Spo = S*: A A° (§*(f),a) = (f,8(a)),

para todo a, b € A, f, g € A°. En particular, si A es de dimension finita, A° = A*

y por lo tanto A* resulta ser un &lgebra de Hopf. Note que f € G(A°) si y sélo si
f(ab) = f(a)f(b) para todo a,b € A.

Sea H un algebra de Hopf de dimension finita. Entonces H actia en H* a derecha
y a izquierda por

H®H* = H* H*®@H — H*
(h = a,z) = (a, xh) (o = h,z) = {a, hz),

para todo h, v € H, a € H*. Analogamente, H* actia en H a izquierda y a derecha
por

H*@H = H HeoH = H

B —h=huB(he) h =8 = B(ha))h),

para todo p € H*y h € H.

Observacion 1.2.18. Si a € H° entonces «(I) = 0 para algin ideal I de codimension
finita. Sea h € H y u € I entonces (h — a,u) = (o,uh) =0, asi [ C Ker(h — a) := K.
Por otra parte, dim(H/K) < dim(H/I). Asi que h — « € H°. Si h,l € H entonces
se chequea directamente que (h — u) — [ = h — (u < [). Anélogamente podemos

ver que si a € H® entonces a «—— h € H°, con lo que podemos concluir que H° es un
H-bimédulo.

Un algebra de Hopf H posee dos acciones distinguidas sobre si misma. Se definen
para todo h,k € H la accion adjunta a izquierda por (ad;h)(k) = h)kS(h)) vy accion
adjunta a derecha (ad,h)(k) = S(ha))kh).

Definicién 1.2.19. [Mol 3.4.1] Sea H un élgebra de Hopf y K una subélgebra de Hopf
de H. Decimos que K es normal en H si

h(l)bS(h(g)) e K y S(h(l))bh(g) e K para todo h € H, be K.
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Un 4lgebra de Hopf H se dice simple si no contiene ninguna subdlgebra de Hopf
normal propia no trivial. H es dice semisimple, respectivamente cosemisimple, si es
semisimple como algebra, respectivamente si es cosemisimple como coalgebra.

El siguiente teorema hace parte de uno mas general, para ver el enunciado completo
y una demostracion ver [Sc.

Teorema 1.2.20. Sea H un dlgebra de Hopf de dimension finita sobre K, entonces son
equivalentes:

(a) H es semisimple,
(b) H es cosemisimple,

(¢c) 8* =id.

]

Definicién 1.2.21. Sean H un algebra de Hopf y M un H-comdédulo a derecha. Se
define el conjunto de coinvariantes de H en M por

Me" = Im e M| p(m) =m  1}.

De la misma manera, si M es un H-comoddulo a izquierda, se define el conjunto de
coinvariantes de H en M por

CHN ={m e M| AM(m) =1®@m}.

Sean A y H algebras de Hopf v sea A = H un morfismo de algebras de Hopf.
Entonces por el Ejemplo [1.2.7] A admite una estructura de H-comddulo a derecha y a
izquierda. Los espacios coinvariantes se denotan A®H = ATy ©HA — 74 geeiin
el caso, ellos estan dados por

AT ={a € A| ld®r)A(a) = a®1} y “TA={a € Al (m®id)A(a) = 1®a}.

Mas atin, estos espacios resultan ser subalgebras de A y se denominan las subalgebras
de coinvariantes.

1.2.1. Extensiones de algebras de Hopf

Presentaremos en esta subseccion resultados referentes a extensiones de algebras de
Hopf. Estos se usaran especificamente en la construccion de todos los subgrupos cuanti-
cos finitos de O?(G), interés principal de la tesis. En todos los diagramas conmutativos
usaremos 1 para representar el algebra de Hopf k.
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Definicién 1.2.22. Diremos que el siguiente diagrama es una sucesion ezacta corta
de &lgebras de Hopf
l1—B-5 A H—1,

en donde cada flecha representa un morfismo de algebras de Hopf, si ¢ es inyectiva, 7
sobreyectiva, Kerm = ABT y B = ™A, Se acostumbra identificar a B con su imagen
al interior de A.

En este caso A se denomina una extension de B por H o simplemente que A es una
H-extension de B. Si B es central en A decimos que A es una extension central de B.

Ejemplo 1.2.23.

(i) Sean N y G dos grupos con N <G, entonces k[N] es normal en k[G] y la sucesion
siguiente es exacta de algebras de Hopf.

1 — k[N] = K[G] = K[G/N] — 1.

En particular, si N = Z(G), tenemos que k[G] es una extension central de k[V]
por k[G/N].

(17) Sea i es un ideal de Lie del 4lgebra de Lie g, entonces U(i) es normal en U(g) y
la sucesion siguiente es exacta de algebras de Hopf.

1 — U@{) = U(g) = U(g/i) — 1.

Definicion 1.2.24. [Mo| Sea B C A una extensién de anillos, decimos que A es
fielmente playa a izquierda sobre B. Si para todo morfismo de B-moédulos a derecha
f: M — N, f esinyectivo si y sblo si el morfismo de B-médulos f ®idy : M ®g A —
N ®p A es inyectivo. Similarmente definimos fielmente playa a derecha.

Omitiremos la palabras izquierda o derecha cuando A sea fielmente playa sobre B a
izquierda o a derecha.

Proposicion 1.2.25. [Md, § 3.4] Sea B una subdlgebra de Hopf de A vy
m:A— A/ABT la proyeccion candnica.

(a) Si A es fielmente playa a izquierda o derecha sobre B y ABT = BT A entonces
B =A®"= “°TA y B es normal en A.

(b) Si B es normal en A entonces ABT es un ideal de Hopf de A, ABt = BtA y
m es un morfismo de dlgebras de Hopf.
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La siguiente proposicién nos permitird construir nuevas algebras de Hopf al consi-
derar cierta sucesioén exacta corta y un morfismo sobreyectivo. En particular muestra
la importancia de la Definicion Dado que el algebra de Hopf obtenida es un
pushout, denominaremos a la siguiente proposicion, construccion pushout.

Proposicion 1.2.26. [AG, Proposicion 2.10] Sean A y K dlgebras de Hopf, B una
subdlgebra de Hopf central de A con A fielmente playa sobre B y p : B — K un
morfismo sobreyectivo de dlgebras de Hopf. Entonces H = AJ/AB™ es un dlgebra de
Hopf y A encaja en una sucesion exacta de dlgebras de Hopf

l1—B-—-— A" H—1.

Si tomamos J = Kerp C B, entonces (J) = AJ es un ideal de Hopf de A y A/(T)

es un pushout dado por el siguiente diagrama:

B = A
pj q

donde 7 es inyectiva. De manera que K se puede identificar con una subdlgebra de Hopf
central de A/(T). Mds ain, A/(J) es parte de la siguiente sucesion exacta de dlgebras
de Hopf

1 — K25 A)(T) = H—1,

donde r es la proyeccion candnica A/(T) — (A/T)/[KT/(A/T)] compuesta con un
isomormisfo entre (A/J)/[Kt/(A/T)] y H. O

La siguiente proposicién nos permite enunciar la Propoposiciéon anterior sin men-
cionar la hipoétesis de fielmentente playa.

Proposicion 1.2.27. [ArGd, Proposicion 3.12] Si v : B — A es un morfismo in-
yectivo de dlgebras de Hopf, tal que B es conmutativa. Entonces A es fielmente playa
sobre B. [

Podemos concluir de la anterior Proposicion y la que si B es una subélgebra
de Hopf central en H, entonces la sucesion 1 — B — A s H — 1 es exacta de
algebras de Hopf, donde H = A/ABT™. El siguiente resultado sera ttil en la construcion
de cocientes, al cosiderar ideales de Hopf de codimension finita.

Proposiciéon 1.2.28. [Mu, Proposicion 8.4] Sea 1 — B -+ A " H — 1 una
sucesion exacta de dlgebras de Hopf, J un ideal de Hopf de A con codimesion finita y
J = BNJ. Entonces la sucesion

1—B/J — AJJ — H/n(J) — 1,
es exacta de dlgebras de Hopf. [
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Extensiones centrales y dimensién finita

En esta subseccion obtenemos cocientes a partir de los hallados en la Proposiciéon
[1.2.26] Esto es posible al considerar un morfismo sobreyectivo de algebras de Hopf
r: H — L y suponer que K y H son de dimension finita. En sintesis, se muestra un
procedimiento para construir cocientes de A que encajan en sucesiones exactas cortas
centrales de algebras de Hopf. Las pruebas se pueden encontrar en [AG G].

Lema 1.2.29. [G, Lema 2.3.3] Consideremos la sucesion exacta dlgebras de Hopf

l—K—A—H—1,

donde K es central en A y tanto K como H son de dimensidon finita, entonces A
también lo es. [

Sean A y B algebras de Hopf, Reg(B, A) denota el grupo de morfismos lineales
inversibles con respecto al producto por convolucion. Se chequea directamente que los
conjuntos Reg,(B, A) = {a € Reg(B, A) : a(1) =1} y Reg (B, A) = {a € Reg(B, A) :
ea = e} son subgrupos de Reg(B, A).

Un é&lgebra C' que es A-comodulo y cuyo morfismo de estructura p : ¢ — C ® A es
un morfismo de algebras, se llama A-comoédulo algebra. Decimos en este caso que C
es una A-extension de C°“. La extension es hendida si existe v € Reg, (B, A) tal que
py = (y®Id)A, denominado seccion.

Dualmente tenemos la siguiente nocién. Una codlgebra C' que es A-moédulo y cuyo
morfismo de estructura p : A ® C — C es un morfismo de coédlgebras se llama A-
modulo coalgebra. Decimos es este caso que C' es una A-extension de C'/ATC. La
extension es hendida si existe £ € Reg.(B, A) tal que {(ac) = a&(c) para todoa € Ay
¢ € C, denominado retraccion.

Usamos los conceptos de seccion y retraccion para dar la siguiente definicion.
Definicién 1.2.30. Sea la sucesion exacta de algebras de Hopf 1 — B - A =
H — 1. Si existe una seccion v € Reg,(H, A) de una extension de algebras y una

retraccion £ € Reg_(A, B) de una extension de codlgebras que satisfacen &y = eylp,
entonces decimos que A es una extension hendida de B por H.

Para observar algunas definiciones equivalentes remitirse a [A1].

Teorema 1.2.31. [Al, Teorema 3.1.17] Una extension de dlgebras de Hopf de dimen-
sion finita es siempre hendida. [

Sea p : B — K un morfismo sobreyectivo de 4lgebras de Hopfy 1 — B - A
H — 1 una extension central de algebras de Hopf. Denotemos con A, al cociente de A
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obtenido en la construccién pushout [1.2.26] asi que tenemos el diagrama conmutativo

1 B—sA—">H 1 (1.2)
|
1 K—A,——H 1

con K central en A,.

Si suponemos que K y H son de dimension finita, sabemos por el Lema que
A, es de dimension finita. Asumiremos esto de ahora en adelante. Gracias al Teorema
la sucesion en la segunda fila del diagrama es hendida, sean ¢ y v la
retraccion y seccion correspondientes a esta H extension A, de K. Para un morfismo
sobreyectivo r : H — L de algebras de Hopf, es posible completar el diagrama

1 B A H 1
p | hq 7 id
1 K-l A" Sy 1
- ’ﬂ'p
g T
L

mediante la proposicion [1.2.32] que presentaremos en breve.

Denotemos por M, a q(Kerrn) = Kerrm, y por I, ¢ al menor ideal de Hopf de A, que
contiene al conjunto (id —j&)(M, ), notar que sucede que I, C M, y m,(1,¢) = m,(M,).

La siguiente proposicion es la que nos permite generar un cociente de dimensiéon
finita de A via un cociente de A,.

Proposicién 1.2.32. [AG, Proposicion 2.3.5] I,.¢ := I, N K es un ideal de Hopf de
K yA,, ¢ :=A,/1¢ encaja en una sucesion exacta de dlgebras de Hopf de dimension
finita

| KoL Ay e L1, (1.3)
K,¢e=K/I.¢ es central en A, ¢. O

Por el teorema [1.2.31] la sucesion (|1.3)) es hendida. Méas atin, es posible elegir una
seccion y retraccion relacionadas con v y £. La proxima proposicion nos dice efecti-
vamente quienes son estas dos aplicaciones. Denotaremos pe y q¢ a las proyecciones
canonicas K — K,y A, = Ap, ¢ respectivamente.

Proposicién 1.2.33. [AG, Proposicion 2.3.6] Si la extencion A, en es hendida
via la seccion vy y la retraccion & entonces las extension Ay, ¢ en es hendida via la
seccion 7 tal que 3(r(h)) = qey(h) y la retraccion & donde &(a) = aqyy ' (me(a@)). O
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Resumiendo, todas las sucesiones exactas de algebras de Hopf que hemos presentado
en esta subseccion, encajan en el siguiente diagrama conmutativo.

1 B A H 1
p | q v Id
1 K71 A" Snm 1
"‘\\‘_-’/,/ 7Tp
23 £ qe 5 T
Je
D g Ay~ L 1
3

Ellas corresponden en cada caso a extensiones centrales hendidas. Las dos filas inferiores
estan compuestas por algebras de Hopf de dimension finita. Finalmente, note que el
diagrama pudo ser construido al considerar los morfismos sobreyectivos p y 7.

Finalizamos esta subsecciéon mencionando el siguiente Lema, el cual sera 1til en el
Capitulo 5, en donde se presenta una relacién de orden para subgrupos cuénticos.

Lema 1.2.34. [AD, Lema 3.2.19] Considere el siguiente diagrama conmutativo, donde
la fila superior es un sucesion exacta de dlgebras de Hopf hendida y 6 es un morfismo
de dlgebras de Hopf,

entonces la fila inferior del diagrama es hendida y 0 es un isomorfismo de dlgebras de
Hopf. O

El siguiente Corolario al five-lemma para éalgebras de Hopf [AG, Lema 1.14], nos

sera 1til en la clasificacion de subgrupos cuanticos que daremos al finalizar la tesis.

Corolario 1.2.35. [AG, Corolario 1.15] Asuma en el diagrama del Lema|1.2.534), que
dim H es finita, A" es noetheriana y B es central en A'. Entonces 0 es un isomorfismo
de dlgebras de Hopf. O

1.2.2. Grupos cuanticos

En esta seccion describiremos la nocion de grupo cudntico, para esto primero in-
troduciremos algunos preliminares y notaciones de teoria de categorias. Para la cons-
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truccion de este capitulo hemos tenido en cuenta principalmente las referencias [BG|
EGNO, Mal, [T, W].

Dualidad categoérica

Definicién 1.2.36. Una categoria C consiste de una coleccion de objetos denotada
Ob(C), junto con colecciones Home(X,Y) de elementos llamados morfismos para cada
par de objetos X, Y. Tales que satisfacen:

(1) existe una operacion o que es asociativa en el siguiente sentido. Para morfismos
h, f, g que pertenecen a Home(Y, Z), Home(X,Y') y Home (W, X) respectivamen-
te, ho(fog)=(ho f)og. A oselellama composicion.

(77) para cada objeto X hay un morfismo privilegiado 1x € Home (X, X). Tal que si
f € Home(X,Y) y g € Home(Y, X), sucede que 1xog=gy folx = f.

Sera comun denotar fg para fogy para un morfismo f € Home(X,Y), f: X - Y
o X L Y. Un morfismo f € Home(X,Y) es un isomorfismo si existe g tal que fg = 1y
y 9f = 1x.

Definicién 1.2.37. Una subcategoria D de C, es una categoria tal que Ob(D) C Ob(C)
y para cada par de objetos X,Y € Ob(D) sucede que Homp(X,Y) C Home(X,Y).
Una subcategoria D de C es plena si Homp(X,Y) = Home(X,Y') para cada par de
objetos X, Y € Ob(D).

Ejemplo 1.2.38.

(i) Si C es un codlgebra, entonces MY denota la categoria cuyos objetos son
C-comoddulos a derecha y los morfismos son aplicaciones lineales que son mor-

fismos de C-comddulos a derecha, ver Definicion Similarmente definimos
¢ M para C-comodulos a izquierda.

(77) Andalogamente al ejemplo anterior, definimos para un algebra A la categoria 4. M
de A-modulos a izquierda, respectivamente M 4 para A-modulos a derecha.

(i17) Cada una de las categorias definidas anteriormente en (i) y (i7) contiene sendas
subcategorias plenas, al considerar tinicamente los objetos de dimensién finita.

(#7i) Si C es una categoria, C°P denota la categoria opuesta a C cuyos objetos son los
mismos que C pero Homeor(X,Y) = Home (Y, X) para cada par de objetos de C.

Definicién 1.2.39. Un funtor F' : C — D entre dos categorias C y D es una asignacion
F' entre los objetos y morfismos de C con los de D, donde para cada objeto X de C
hay uno y so6lo un objeto F/(X) de D y para cada morfismo f € Home(X,Y') hay uno
y solo un morfismo F(f) € Home(F(X), F(Y)). Ademas F satisface las dos siguientes
propiedades para todo X € Ob(C) y todo par de morfismos f,g de C, F(1x) = 1p(x)

y F(fg) = F(f)F(9)-
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Denotemos con Alg, a la categoria de k-algebras cuyos morfismos son transforma-
ciones k-lineales que respetan el producto y envian la unidad en unidad y con Vecy la
categoria de k-espacios vectoriales cuyos morfismos son las transformaciones k-lineales.
Definimos la asignacion Fo : Alg, — Vecy que consiste en olvidar la estructura de al-
gebra de un objeto A € Ob(Alg,), al cosiderarla inicamente como k-espacio vectorial.
La asignacion Fo resulta ser funtorial y usualmente se llama funtor de olvido.

Definicion 1.2.40. Una transformacion natural entre dos funtores F' : C — Dy
G : C — D es una coleccion de morfismos 7x : F(X) — G(X) indexados por Ob(C) tal
que para todo morfismo f € Home(X,Y') el siguiente diagrama es conmutativo,

F(X) —— G(X)
F(f) ham
F(Y) = G(Y)

Si todos los 7x son isomorfismos diremos que F' es equivalente a G o que los funtores
son isomorfos naturalmente.

Definicién 1.2.41. Diremos que dos categorias C y D son equivalentes, si existen
funtores F': C — Dy G : D — C tales que F o (G es equivalente a 1p y Go F a l¢.

Definicién 1.2.42. Dos categorias C y D son dualmente equivalentes, si C es equiva-
lente a D°P.

Note que si tenemos dos categorias C y D dualmente equivalentes, cuyos objetos
son conjuntos y sus morfismos funciones. Tener un morfismo inyectivo en C equivale a
tener un morfismo sobreyectivo en D y viceversa.

Ejemplo 1.2.43.

@ Si G es un grupo finito y k es un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica
cero. Entonces k[G] es un algebra de Hopf coconmutativa de dimension finita. Y si K
es un algebra de Hopf coconmutativa de dimension finita, G(K) es un grupo finito.
Mas atun, se tiene que G(k[G]) ~ G y k|G(K)| ~ K, por lo que existe una equivalencia
entre las categorfas de grupos finitos y algebras de Hopf coconmutativas. Por tanto las
categorias de grupo finitos y la de algebras de Hopf conmutativas de dimension finita
son dualmente equivalentes. Ver [Abl [Mi| para mayores referencias.

Ejemplo 1.2.44.

@ Si G es un grupo topologico compacto T2 entonces el conjunto de funciones continuas
de valor complejo C'(G) sobre G, es un algebra de Hopf conmutativa con una involucién
x. Esta correspondencia también es conocida como el teorema de Gel’fand-Naimark.
Usando este teorema es posible establer que la categoria de grupos topologicos com-
pactos T2 y la de C*-algebras de Hopf conmutativas son dualmente equivalentes. Para
mas detalles ver las referencias [BY [T, [W].
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Ejemplo 1.2.45.

@ Sea G un grupo algebraico afin complejo y sea O(G) la C-algebra de funciones re-
gulares sobre G. Entonces es conocido que O(G) es un algebra de Hopf conmutativa
finitamente generada y sin elementos nilpotentes. Reciprocamente si B es un algebra
de Hopf conmutativa y sin elementos nilpotentes, entonces existe un grupo algebraico
G afin tal que el espectro maximal Spec,,(B) de B, es un grupo algebraico afin. Se sabe
que O(Spec,(B)) ~ By Spec,,(O(G)) ~ G. Es conocido que existen sendos funtores
O : GrA — HCF® y Spec,, : HCF® — GrA entre la subcategoria plena GrA
de grupos los cuales son algebraicos afines y HCF la subcategoria plena de &lgebras
de Hopf que son conmutativas, finitamente generadas y sin elementos nilpotentes, que
establecen una equivalencia dual entre ellas. Para ver un argumento mas general de
este ejemplo consultar [Hal Ml T].

Grupos cuanticos y sus subgrupos

No existe una definiciéon ampliamente aceptada para definir un grupo cuantico. Sin
embargo, se reconocen algunos contextos en donde se acostumbra a usar el término
grupo cudntico. Por ejemplo, cuando existe una equivalencia dual entre alguna subca-
tegoria plena de la categoria de grupos y otra categoria. En los ejemplos [1.2.43]
y comentamos equivalencias duales entre subcategorias de la categoria grupos y
subcategorias de la categoria de &lgebras de Hopf conmutativas.

Definimos la categoria QG de grupos cudnticos como la categoria dual a la categoria
NCH de k-algebras de Hopf no conmutativas y no coconmutativas cf. [D]. Denote-
mos con O el funtor que va de QG a NCH. Si G, € QG entonces O(G,) deberia
corresponder a un algebra de Hopf en NCH. Sin embargo, a per se G, es inexistente
y por tanto en ocasiones se le dice a O(G,) grupo cuantico. También es posible usar la
notacion O,(G). Una forma usual de obtener ejemplos de grupos cuanticos, se logra al
deformar el producto de O(G) donde G es un grupo algebraico afin. En este contexto
la dualidad del ejemplo [1.2.45] se generaliza. A los grupos cudnticos obtenidos de esta
manera se les acostumbra a llamar grupos cudnticos algebraicos.

Similarmente, la dualidad descrita en el ejemplo puede ser generalizada de varias
maneras al caso no commutativo. Por ejemplo, en [W] se presenta el concepto de algebra
de Woronowicz. A los grupos cuanticos obtenidos de esta manera, se les llama grupos
cudnticos compactos.

Acuerdo. Cualquier afirmaciéon sobre grupos cuanticos debera ser entendida en
términos de algebras de Hopf, pero realizando una traduccion que depende de la dua-
lidad categorica. Por ejemplo, decir que P, es un subgrupo cuéntico (inclusiéon) de G,
equivale a decir que tenemos un morfismo sobreyectivo (cociente) de O,(G) a O, (P).

Problema 1. Dado un grupo cuéntico fijo dado, clasificar todos sus subgrupos
cuanticos.

En los trabajos [AG, BB, BD. BN, BS, BY (G2 [FST) Mu] se ha resulto el Problema
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1 para varios grupos cuanticos dados o familias de ellos. La presente tesis clasificaré los
subgrupos cuanticos del grupo cuantico algebraico O?(G). La cual es una generalizacion
de los resultados presentados en [AG].

1.3. Twist, 2-cociclos, bi-graduaciones y apareamien-
tos

1.3.1. Twist y 2-cociclos

Una herramienta usada regularmente para generar nuevas algebras de Hopf es la
deformacion por twist, o la deformacion por 2-cociclo. Ellas en dimension finita resultan
duales cf. [Ral § 7.8]. En el primer caso se modifica el coproducto de una bialgebra o
algebra de Hopf y en el segundo el producto. Veremos mas adelante, que algunos de
los cocientes obtenidos en la tesis se obtienen de esta manera y otros no.

En [M| § 2.3] se define para cualquier algebra de Hopf el concepto de n-cocadena, un
elemento inversible en H®" y la cofrontera. Si x es una n-cocadena, la cofrontera Oy
es una n + l-cocadena. Un n-cociclo normalizado es una n-cocadena tal que Oy =1y
gi(x) =1paratodol1 <i<ndondeeg; =id® - -®e®---®1id. Con estas definiciones
es posible recuperar las nociones cohomologicas de un grupo G al considerar k[G]. Sin
embargo, no es adecuado dar una interpretacion cohomoldgica en general para toda
algebra de Hopf usando las definiciones citadas. Porque si consideramos un algebra de
Hopf no conmutativa, puede suceder que 9% # 1. Para los casos n = 1y n = 2 si
sucede que 0% = 1, siendo posible definir los espacios de cohomologia H' y H?. Justo
H?' consiste de los elementos de tipo grupo de H y H? de los 2-cociclos que definiremos
méas adelante.

Definicién 1.3.1. Sea H un algebra de Hopf con coproducto A y counidad €. Un
elemento inversible J € H ® H es un twist de H si:

(i) -cociclo- (A®@ Id)(J)(J®1)=(IdoA)(J)(1® J),
(i7) -unitario o normal- (e®@ Id)J =1 = (Id®¢€)J,

Adoptamos la notacion J = J @ J? omitiendo las sumas. Analogamente escribimos
J 1= J W J-@ Note que en particular, no sucede necesariamente que JO J~(1) =1,
Definimos el elemento Q; := m(S® Id)J = S(JW)J? cuyo inverso es Q" := m(Id®
S)J 1t =J"WSJ@) (cf. M, §2.3]), Jo=J®@1, Jiz=JVR10JPy Jpy=1® J.

Proposicion 1.3.2. [M, Teorema 2.3.4] Si J es un twist del dlgebra de Hopf H, en-
tonces eriste un dlgebra de Hopf H” con igqual estructura de dlgebra y counidad que H,
pero con el coproducto dado por A = J"AJ y antipoda S’ = Q'SQ;. O

Se acostumbra a llamar al algebra de Hopf H” deformacion por twist de H. Simi-
larmente obtemos la nocion de 2-cociclo y una proposicion andloga a [1.3.2
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Definicién 1.3.3. Un 2-cociclo multiplicativo normalizado sobre un algebra de Hopf H
con multiplicacion m, es un elemento inversible o en (H ® H)* con respecto al producto
por convolucién * tal que:

(i) oraxo(m® Id) = o953 x o(Id @ m),

(17) o(1® Id) =e =0(Id® 1) (1 representa el mapeo constante 1).

Nos referiremos a ellos simplemente diciendo 2-cociclo. Usando la notacion de Sweedler

la condicion (i) en queda,
(b, cw))o(a, bayc) = a(aw), ba))o(aebe), c) (1.4)
para todo a,b,c € H. Y para todo x € H la (ii), como

o(l,z) =e(z) = o(x,1). (1.5)

La aplicacion o(Id ® S) de H® H en k sera la nocién aniloga de Q; y o~ 1(S® Id) de
Q;l, las cuales denotaremos Q° y Q° . Se chequea directamente que Q) =Q°
considerando el producto por convolucién.

Proposicion 1.3.4. [Dd, Teorema 1.6/ Si o es un 2-cociclo sobre H, entonces existe un
dlgebra de Hopf H, con igual estructura de codlgebra que H, pero con la multiplicacion
m, =0 xm*o Ly antipoda S, = Q7 * S Q7 . N

Hemos realizado un ligero abuso de notacion en la anterior proposicion, con el fin
de aclararlo, describimos el producto y antipoda de H, con las siguientes formulas,

mg(a, b) = a(a(l), b(l))a(g)b(g)afl(a(g), b(g)) for all a,b € H (1.6)
So(a) = o(aq), S(a))S(am)o " (Slaw), a)  forallae H (1.7)

Alternativamente es posible usar la notacion m,(a,b) = a -, b para la multiplicacion de
H, llaméndola deformacion del producto de H y a H, deformacion por 2-cociclo de H.

Observacion 1.3.5. (pullback) Sea m : A — H un morfismo sobreyectivo de éalgebras de
Hopf y ¢ un 2-cociclo sobre H, entonces 0™ := o(m ® ) es un 2-cociclo sobre A. Es
decir, o se levanta a través de m a un 2-cociclo sobre H.

Observacion 1.3.6. Si por el contrario o es un 2-cociclo sobre A, con H = A/I para
un ideal de Hopf I, 7 la proyeccion candnica y o|gara0r = 0, entonces la aplicacion
0. H® H — k definida por o, (7(a),n(s)) = o(a, s) para todo w(a),n(s) € H define
un 2-cociclo sobre H.

Efectivamente, si denotamos 7(a) = a, tenemos que ap) ® G2 = G1) @ Gz) ¥
ex(a) = €(a). Entonces, suponga que @ = ¢ y s = 7, por hipotesis 0 = o(a — ¢, s) +
o(c,s —r)=o0(a,s) —o(c,s) +o(c,s) —ol(e,r) =o(a,s) —o(e,r), lo que implica que
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o.(a,s) = o.(¢,7). Es decir, o, esta bien definido. Por otro lado, para todo a € H es
valido que o,(1,a) = o(1,a) = e(a) = £,(a), lo mismo para o,(1,a). Resta comprobar
la condicion (i) de la Definicion [1.3.3] sean a, §,¢ € H, entonces

UT"(%7 E)O-ﬂ(a’u 8(2)6(2)) = O'ﬂ-(g(l), C(l))aﬂ,(a 3( ) (c))
a(sa), cay)o(a, s)ce)
o(aqy, 3(1))‘7(a(2 5(2) ,C)
C

Adicionalmente, el morfismo sobreyectivo inducido por 7, 7, : H, — A,_ es de algebras
de Hopf. En particular note que si B es una subalgebra central de Ay o|pgpinep = €®
g, entonces, sucede que o define un 2-cociclo sobre A/BT H. Finalmente, estableciendo
las hipotesis necesarias para cada caso es posible determinar que (o,)" =o'y (07), = 0.

Observacion 1.3.7. Suponga que A es de dimension finita, si J es un twist en A entonces
la aplicacion lineal o : A* ® A* — k definida por o(f,g) := (f ® g)J es un 2-cociclo
sobre A*. También, si o es un 2-cociclo sobre A y sea su transpuesta ‘o : k* — A*® A*,
entonces ‘o(1*) es un twist en A*, reciprocamente todo twist en A* es un 2-cociclo
sobre A. Usando que A es isomorfa a A** como algebras de Hopf podemos afirmar lo
mismo para A*.

1.3.2. Apareamientos de Hopf

Los apareamientos de Hopf son una herramienta que nos permiten establecer dua-
lidades entre algebras y coalgebras. Como por ejemplo, relacionar un algebra con su
algebra de funciones. Los aparemientos de Hopf también son una herramienta para
construir una nueva algebra de Hopf a partir de otras dos. El doble de Drinfeld es un
ejemplo muy conocido respecto de esta situacion cf. [A2) § 2.6]. También, si O y U
son las algebras de Hopf tenidas en cuenta en el apareamiento, entonces tenemos una
biyeccion entre los U-modulos y los O-comodulos.

Definicién 1.3.8. Un elemento (—,—) € (O ® U)* es un aparemiento de Hopf entre
dos algebras de Hopf O y U si satisface:

(Z) <f,u’u> f(1)7u><f( )7U> (“) <fg7u> = <f,u(1)><g,u(2)>

(1id) (1,u) = ey(u) (iv) (f,1) =co(/f)

para todo f,g € Oy u,v € U. Usando estas condiciones podemos establecer la pro-
piedad (f,S(u)) = (S(f),u), que usa la antipoda. A este apareamiento lo denotamos
(O,U). Cada apareamiento de Hopf corresponde a una forma bilineal sobre O x U, si
ella es denotada por 7, es comtn usar la notacion alternativa (—, —) = w(—, —).
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Las aplicaciones, 3 : O — U* definida por (f) ==y = (f,—) vy v: U — O* por
v(u) := v, (—, u), satisfacen que Im(5) C U°, Im(y) C O° y son morfismos de algebras
de Hopf al hacer las respectivas restricciones de codominio. Si § y = son inyectivas,
decimos que (O,U) es perfecto. Decimos en este caso que O y U son duales.

Supongamos que hay un aparamiento de Hopf perfecto entre O y U, entonces hay
algunas relaciones entre estas algebras de Hopf. Por ejemplo, O es conmutativa si y
s6lo si U es coconmutativa, si M es un U-modulo entonces M es un O-comodulo y U
es de dimension finita si y s6lo si O también.

Ejemplo 1.3.9. (apareamiento evaluacion) Sea H un algebra de Hopf y H® el dual de
Sweedler definido en[1.2.17] Entonces existe un apareamiento de Hopf (H°, H) definido
para f € H°y h € H como (f,h) = f(h). Efectivamente, para todo h,a € Hy f,g €
H° tenemos (f,ha) = f(ha) = A(f)(h® a) = (fa) @ f2))(h @ a) = (fa), ) {fe),a),
(f*g,h) = (f*g)(h) = f(ha)g(he) = (f,ha)(9, he), (€.h) =eu(h) y (f,1) =
f(1) = em(f)-

Ejemplo 1.3.10. Sea g el algebra de Lie de un grupo algebraico complejo, semisimple,
conexo y simplemente conexo GG. Entonces hay un aparamiento de Hopf perfecto entre
el algebra envolvente universal U(g) y el anillo de funciones coordenadas O(G), para
mas detalles ver [BG, Hol.

Ejemplo 1.3.11. (Forma de Rosso-Tanisaki [BG, Proposicion 1.8.12]) Sea U,(g) la
Drinfeld-Jimbo algebra del Ejemplo[I.2.16] tal que ¢ no es raiz de la unidad. Considere
la descomposicion triangular Uy(ny) @ Uy(h) @ Uy(n_) de U,(g), correspondiente a
una subdalgebra de Cartan h de g. Denote por U,(by) a las subalgebras de Hopf de
U,(9), U(ny) @ Uy(h) v Uy(h) ® Uy(n_) respectivamente. Entonces existe un tnico
apareamiento de Hopf perfecto (U, (b;), U,(b_))rr tal que:

(K, Kj)rr = q~ % (K, Fj)rr =0
(Ei, Fj)rr = —0i;(qi — q; )7} (Ei, K;)rr =0

para todo ¢, j, 0;; es la delta de Kronecker y ¢; = q% donde D = diag(dy,...,d,) es la
matriz diagonal que simetriza a la matriz de Cartan A = (a;;) asociada a g.

1.3.3. Bi-graduaciones

Introduciremos el concepto de P-bigraduaciéon para un algebra de Hopf O y un
grupo abeliano P. Seguiremos lo descrito en [HLT], § 2|. También, veremos como un
bicaracter antisimétrico p sobre P induce un nueva multiplicacion sobre O. Con esta
nueva multiplicacion O continua siendo un algebra de Hopf que denotaremos O,. Esto
nos permitird dar otra caracterizacion del algebra de funciones cuantizada multipara-
métrica Of (G) que definiremos mas adelante.

Definicién 1.3.12. Un algebra de Hopf O es P-bigraduada, si posee una P x P gra-

duacion, es decir O = @ Oy, k€ Oooy Or Onpr € Oxsn s ¥
AHEPX P
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(2) A(OA,’U) g Z’UEP O}\,’U ® O—’U,,u,a
(i7) X # —p implica que (0, ,) =0,
(i17) S(Oxpu) C Opn.
Diremos que los elementos de O, , tienen bigraduaciéon (A, p) y los denotaremos ay ,,

para el producto de ellos usaremos ay, ;,Gxy .y = Gx 4201+, Para al coproducto
Alary) =D pep rw ® a—yy 0 Alar,) = ar, ® a_,,, omitiendo el signo de suma.

Definicién 1.3.13. Una aplicaciéon p : P x P — k* es un bicaracter antisimétrico
sobre P, si es multiplcativo en cada entrada y para todo A\, u € P se tiene:

(1) p(p, 1) = 1, (i) p(A, ) = p(p, =A).

Cada bicaracter antisimétrico induce un 2-cociclo sobre P x P, con el cual podremos
definir nuevas multiplicaciones. La prueba es directa, sin embargo, la presentamos con
el fin de recordar la definicién de 2-cociclo para grupos.

Proposicion 1.3.14. La aplicacion p: (P x P) x (P x P) — k* dada por,

PO 1), (X)) = p(O XN )p(ps )™
para todo (A, p), (N, ') € P x P es un 2-cociclo sobre P x P tal que p(0,0) = 1.

Prueba. Probamos directamente que se cumple la definicién de 2-cociclo sobre el grupo
abeliano P x P,

B 1), N DB+ X, o+ 1), (A, 1))

(A NP 1) p A+ N AN p(u A+ s ")~

)\7 X)p(,u,,u')_lp(/\, )\//)p()\/7 X’)p(,u,,u")_lp(//,,u")_l
)\/’ X/)p(ﬂ/’lu//)flp()\’ \ + )\Il)p(ﬂ,ﬂl + Iu//)fl

(N 1), N i)B(A ), (N X+ ).

O
Proposicion 1.3.15. [HLT, Teorema 2.1] Si O es un dlgebra de Hopf P-bigraduada,

entonces podemos definir una nueva multiplicacion my, sobre O dada por,
My (@i br) 7= @ op Oxvgr = P NP 1) ™ an iy (1.8)

para todo ay, € Oy, y by, € Oy . Si consideramos esta multiplicacion junto con
el coproducto, antipoda y counidad sin cambio, O es de nuevo un dlgebra de Hopf
P-bigraduada. La cual denotaremos por O,. 0

En la proxima subsecciéon presentaremos el ejemplo més importante de un algebra
de Hopf bigraduada para la tesis.
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P bigraduacién de O,(G)

Es conocido que cuando ¢ no es una raiz de la unidad y g es un 4lgebra de Lie semi-
simple compleja, todas las representaciones finito dimensionales del algebra envolvente
cuantizada U,(g) (ver Ejemplo son completamente reducibles y que es posible
clasificar aquellas irreducibles, en términos de pesos maximos similarmente a U(g), cf.

[Ro].

Un U,(g)-moédulo V' es de tipo 1 si es finito dimensional y los elementos K; actian
como potencias de ¢ diagonalmente. Si V' y W son de tipo 1, entonces V @ W y V*
también lo son. Basta definir las acciones siguientes para todo a € U,(g),v € V,w e W
y [ € V* segtin corresponda

a(vow) = Nawow)  (af)o = f(S(a),

note que no usamos ningun simbolo para las acciones a menos que el contexto se preste
para ambigiieades.

Denotemos por C,(g) la subcategoria plena de , ;)M cuyos objetos son los modulos
de tipo 1. Dado un elemento V € Cy(g), v € V y f € V* definimos el coeficiente
matricial o funcion coordenada cy, € Uy(g)* como ¢y, (a) = f(av). En ocasiones por

simplicidad no escribiremos la V. Se puede ver que c;, € U,(g)°, cf. [BG].

Los moédulos irreducibles de tipo 1 estan en correspondencia biyectiva con los ele-
mentos de pesos dominantes P, = Y | Z" w;. Si A es uno de tales pesos, denotaremos
con V(A) su correspondiente méodulo de tipo 1.

Sean V; € Cy(g), v; € V' 'y f; € V;* para i = 1,2, entonces podemos definir las
operaciones suma y producto entre coeficientes matriciales como,

\%1 Va _ View \%1 Va _ Vi
Cfim + Clawa = Chitfaitva Cri01Cfava = CHf2,01@0

las aplicaciones e(cy,) = f(v) y S(c},) = ¢y ; definen la counidad y antipoda respec-
tivamente. Si tenemos las bases duales {v'}, {v;} para V* y V., tenemos el coproducto
definido por:

v v v
A<Cf,v) = Cf7’l)i ® Cvi7v (19)
Por simplicidad suprimimos el signo suma. Equivalentemente es posible definir

A(Y )z @y) = c¥, (zy) para (L.9).

Definicién 1.3.16. A la subalgebra de U,(g)° generada por los coeficientes matriciales
de modulos de tipo 1, teniendo en cuenta las operaciones antes descritas, la denotamos
O,(G) y la llamamos dlgebra de funciones cuantizada.

Extendiendo las aplicaciones €, S y A definidas anteriormente, O,(G) resulta ser
un algebra de Hopf con unidad la counidad de U,(g).
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Observacion 1.3.17. |[BG, § 1.6.2] Dado A € P*, V(A) = & V(A), donde los

AEP
V(A = {v € V(A) : K = ¢™*)v} pueden ser algunos cero y (—, —) es la for-
ma bilineal sobre P x P definida en Si wp es el elemento de longitud maxima en
W, entonces V(A)* =~ V(—woA) y V(A)*, = (V(A),)*. Resulta cierto por el teorema
de Peter-Weyl que,
0,(G)= P V(M) @ V(A).

A€P+

Con el fin de poder establecer que O,(G) es un algebra de Hopf P-bigraduada, des-
cribiremos una estructura de U,(g)-bimodulo sobre ella. Usando la Observacion
sabemos que U,(g)° es un U,(g)-bimodulo. Sea u,z € U,(g), {v;} y {v'} bases duales
para V y V*, con V € C,(g), entonces

(= 1) = &, (eu) = A, (@ @ u) = o, (@)eli, () = o' (uv)el, (),

analogamente obtenemos cy, (x) < u = f(uv;)c}; , con estos dos hechos es posible

probar que O,(G) es un U,(g)-bimodulo.

Sean A, p elementos en P, definimos los siguientes espacios de peso (A, u),

Oy Gy ={y € 04(G) 1y = K" = My y K =y = g"y vi=1,...,n}
Proposicién 1.3.18. O,(G) es una P-bigraduada dlgebra de Hopf.
Prueba. Se sigue de [BGl Lema 1.8.7] o ver prueba de [HLT], Teorema 3.4]. Sin embargo,

la condicion (i7) en [1.3.12] serd de utilidad méas adelante y por eso la chequeamos. Si
feV(AL, veV(A),y f(v) #0, entonces

fv) = f(lv) = f(K7 Kiv) = f(S(K)Kw) = (K, f)(Kv) = ¢*2) f(v)

para todo 1 < i < n, lo cual implica que A = —pu. O



Capitulo 2

Algebra Envolvente Cuantica Torcida

Presentaremos una version multiparamétrica de la forma simplemente conexa U, (g).
Dada una Q-aplicacion lineal ¢ sobre el espacio vectorial QP es posible deformar
el coproducto de Uy(g) al considerar un elemento e* € Uy(g) ® Ux(g), donde Ux(g)
es la h-adica algebra de Drinfeld-Jimbo cf. [KS|. Esta deformacion se asemeja a una
deformacion por twist (ver Proposicion [1.3.2)) y sera denotada Uf(g), definiciones de
esta algebra pueden encontrarse en [CKP, I(CVIl R]. En el Capitulo 3 definiremos un
objeto dual a Uf(g) denotado O¢(G), que corresponde a una deformacion por 2-cociclo
del algebra de funciones cuantizada Oy(G) (ver Ejemplo [1.3.16)).

Analogamente a [DL] en [CV2] se define el algebra de potencias dividida I'?(g) que
resulta ser una forma entera de U?(g), la cual nos permitird interpretar ¢ como una
raiz de la unidad.

2.1. La aplicacion de torcimiento ¢

Sea R = Qlq,q '] y Q(q) su cuerpo de fracciones, € una ¢-raiz de unidad de orden
impar. Si x¢(q) es el f-ésimo polinomio ciclotémico, entonces R/[x.(q)R] = Q(e).

Para n > 0 definimos

(= TF = gt L ()] = (= Dy (2)(1) and (0), = L
o= Tl = oo~ 1[0, and o, =1,
(0w (-
k), (k)g(n —k),’ k], [k]q![n—k]q!'
Sea g un algebra de Lie, entonces la forma (—, —) puede ser extendida a una forma

bilineal simétrica en QP x QP — Q, donde QP =" | Qu;.

25
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Consideremos la Q-aplicacion lineal ¢ : QP — QP definida en [CV2, § 1.2|, que
llamaremos aplicacion de torcimiento y tal que cumple con:

(pz,y) = —(2,0y) Vr,y € QP

QOOQ':&Z‘:ZTZ‘ T; EP,izl,...,n (21)
oA ) €7 VA€ P
Si escribimos T, = Z?:l Y0y = Z?:l Z4iWy, Y = (yij)lgi,jgn y X = (l‘ij)lgi,jgn- La
primera condicién en (2.1 se reescribe como (27;, ;) = —(27;, ;), entonces tenemos
que

(27, a4) = ( E :E;ﬂwk,a]> — (275, ) = ( E xljwl,al>
= E Tri (W, 05) = — E x5 (wp, o)
k=1 =1
n n
= E TpidiOk; = — E x1;d;0y;
k=1 =1

= xjidj = —d,LQZU

de lo que se concluye que z;;d; = —d;z;;. Asi que, DX = (d;x;;) es antisimétrica y los
elementos de la diagonal de X son todos cero.

Las dos tltimas condiciones en ([2.1)) son equivalentes a que Y € M, (Z)ND'A,(Z)A
donde A, (Z) denota el submoédulo de M,,(Z) dado por las matrices antisimétricas cf.
[CV2]. De manera que, p(Q) € Q y como AY = X entonces X tiene entradas enteras.

Sean u;; las entradas de la matriz U = A~ X A~ la siguiente cuenta nos muestra que
DU es antisimétrica. Recuerde que hemos denotado AL = (@) 1<ij<ns

diuij = E di@iTipay;
= E da,ld dlxlpapj

= E ;i (—dpxp)ay;

= E —djajpxpla” :—dj’u]'i.

(2.2)
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Proposicion 2.1.1. Si g tiene rango n, entonces ¢ depende de a lo sumo ”(”T_l)

metros enteros.

pard-

Prueba. Ninguno de los d; es cero, como DX es antisimétrica diag(d;z;) = (0...0),
esto implica que la diagonal de X es cero. La matriz A~! corresponde a la matriz cambio
de coordenadas entre los pesos w; y las raices simples a;, de manera que ¥ = A1 X
dependera de X. De la segunda relacién en y del hecho de que X es de tamano

(n

n X n obtenemos que ¢ depende de los an) elementos x;; con i < j. O

Note que si el rango de g es uno, X = 0 y por tanto ¢ = 0.

Juntando la definicion del dlgebra envolvente cudntica Uy(g, M) para un subreticulo
M de P conteniendo a @) dada en [BGl § 1.6.3] con la definicion del grupo cudntico
multiparamétrico simplemente conero dada en |[CV2] § 1.3] realizamos la siquiente de-
finicion.

Definicion 2.1.2. El dlgebra envolvente cudntica torcida U?(g, M) es la k-dlgebra
generada por el conjunto {E;, F;}*, U{K\, : A € M}, ¢ € kX y ¢% = ¢ # +1
satisfaciendo las siguientes relaciones,

Koy=1y KK, = Ky, = K,K) para todo A\, u € M
K\E;K_\ = M9 E;

K\FjK_\ = q~ M9 F,

K;— K

EiFy — FiE; = bij———1—
qi — g;

S '] B EE =0 (2)

qi

2 F | } F T RE =00 (i)

Mas atn, las siguientes aplicaciones dotan de una estructura de algebra de Hopf a
Ug(g, M), ver [CKP, [CV2, R]. Donde A, es el coproducto, €, la counidad y S, la
antipoda. La propiedad ¢(Q) C @ permite probar que el coproducto esta bien definido.

A¢<EZ) =E® Kﬂ' + Kai*Ti ® E;, €§0<Ei) =0, SSO(EZ) = _K*OéiEi?
A@(E) = Fl ® K—ai—Ti + Kﬂ' ® E? 8%0<E) =Y S@(FD = _EKOW
A@(KA) = K)\ & K/\, 6@(Ka) =1, Scp(KA) = K_A.



28 CAPITULO 2. ALGEBRA ENVOLVENTE CUANTICA TORCIDA

Asumimos el siguiente acuerdo notacional, si A = > " m;w; entonces

K, =TI, Koy Ko\ = K/\_l. Si M = P diremos la forma simplemente conexa y
la notaremos Uf(g). Si M = @ la llamaremos la forma adjunta y notaremos US(g).
En lo sucesivo nuestro cuerpo base serd Q(q). Si escribimos K; = K,,, para todoi, ¢ =0
y M = Q, entonces U (g) = U,(g), en la misma situacion tenemos UY(g) = U¢(g) pa-
ra la forma simplemente conexa definida en [BGl § 1.6.3]. Por esto mantendremos el
acuerdo a lo largo de toda la tesis de omitir los simbolos cero cuando ¢ = 0. Note que
para todo M contenido entre () y P la estructura de algebra de Uf(g, M) no depende
de ¢, asi como la antipoda y counidad.

Observacion 2.1.3. Note que K. E; = B, K, y K. F;, = F;K,, para todo 1 <17 < n.
Haremos la cuenta de la primera ecuacion, la segunda se realiza similarmente, a saber
tenemos

j=1 j=1 j=1 j=1

Médulos simples sobre Uf(g)

Asumamos g simple, k no es de caracteristica 2, si g posee una componente irredu-
cible de tipo (G5 la caracteristica de k no es 3 y que ¢ no es una raiz de la unidad. Los
resultados sobre representaciones irreducibles de U,(g) coinciden con los de U¢(g) ya
que como &lgebras son iguales.

Observacion 2.1.4. Si V' es un Uf-modulo de dimension 1, debe suceder que
EV = F,V = (K? = 1)V = 0 para todo i = 1,...,n, de manera que K; acttia so-
bre V' por multiplicacién de +£1. Reciprocamente, cualquier homomorfismo de grupos
Q — Zy induce una representacion 1-dimensional de Uf(g).

Definicion 2.1.5. Un U#(g)-modulo V' es llamado de peso mdzimo si existe un vector
vy € V tal que Kyvy = ¢Mvy para todo a € Q, E;uy =0y Uf(g)vx =V para todo
1 =1,...,n. En esta situaciéon a v, lo llamamos vector de peso mdzrimo.

Los espacios pesos de V' se definen como V, = {v € V : K,v = ¢»Yy Yo € Q},
entonces podemos establecer que V' = @ueP V.

Un moédulo de peso maximo es de tipo I si es finito dimensional. Para ver una
discusion completa acerca de los tipos en los U,(g)-modulos ver [KSL § 6.2.4]. Cada
Uf(g)-modulo es completamente reducible.

Proposicion 2.1.6. [BG, § 1.6.2] Hay una biyeccion entre elementos X € P, y
Uf (g)-mddulos irreducibles de tipo 1. O
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Ejemplos

[lustraremos la aplicacion torcida ¢ en algunos ejemplos.

a) Siges de tipo (3, la matriz de Cartan asociada es 4224 , D =diag(2,2,1),
0 —2 2

4 -2 0 111/2 2x11 2x12 213
DA = <62 4 32) y A7l = (12 1 ), como DX = <2x21 2z25 2w23> debe ser
12

3/2 T31 32 33

antisimétrica, sucede que

21’11 :21‘22 — I33 = 0

2113 =131
233'12 :21’21
2x93 =32,
. 0 —a —b/2
escribiendo a = x91, b = 131 v ¢ = 239, X queda como | a« 0 —¢/2 |, con lo cual
b ¢ 0

T =aws + bws,

To = — W + Cws,
b c

T3 = — W1 — FW2
2 27

usando A~! sabemos que
wp =1 + Qo + ag,
wo =aq + 200 + 203,

31 Qg
W3 —=—— + a9 + —

2 2

y por tanto podemos expresar los 7; como

7 =(a+b/2)aq + (2a + b)ag + (2a + 3b/2)as
(—a+c/2)ar + (—a+ c)ag + (—a+ 3¢/2)as
(=b/2 —c/2)a; + (=b/2 — c)ag + (=b/2 — ¢)a,

T2

T3
asi

a+b/2 —a-+c/2 —b/2—c/2
Y = 2a +b —a+c —b/2—c
20 +3b/2 —a+3c/2 —b/2—c

se comprueba facilmente que DY A~! es antisimétrica.

(b) Si g es de tipo Bs, A = (—Zl :21 —;)2). En este caso D = diag(1,1,2), asi
0 a b

X = < —a 0 C>, como A7'X =Y obtenemos
—b/2 —¢/2 0
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—a—0/2 a—c/2 b+c
Y= —2a-0 a—c b+ 2c
—a—3b/4 a/2—3c/4 b/2+c

(c) Si g esde tipo Az, A= <—§1 :21 —(2)1). Aqui D = Id, asi que DX = :2_8

[=Neley)

)y

AXX =Y =| —a—-b/2 a/2—¢/2 b/2+c

—a/2—b/4 3a/4—c/4 3b/4+c/2
—a/2—3b/4 a4 —3c/4 b/4—|—c/2)

2 10 0
d) Si gesdetipo Dyy A = P2 ). Aqui D = Id, DA = Ay A7l =
0 -12 0

0 -10 2
1 212111 Oa((l) gg
5422 (-
511237 ), X=1{2p_-a 0 y )y por tanto
1212 e e —f0

—2a—b—c 2a—d—e 2b+2d—f 2c+2e+f
—22a+b+c) 2(a—d—e) 2(b+2d—f) 2(c+2e+ f)
—2a—2b—c a—2d—ce b+2d— f c+2e+2f
—2a—-b—2c a—d—2 —b+2d—-2f cH+2e+f

Y —

(e) Si g es de tipo Aj. Para este caso tenemos X = (9 &) A~ =

Y =503,

(

i) e

L=

Dando valores enteros especificos a la matriz X de tal manera que la matriz 2Y se
conserve de valores enteros obtenemos definiciones adecuadas de .

El coproducto A,

Describiremos en esta subseccién como el coproducto A, se asemeja a una deforma-
cion por twist de Ay = A. Iniciamos describiendo el dlgebra h-ddica de Drinfeld-Jimbo,
como referencia usaremos [KS|.

Definicién 2.1.7. Denotemos con Uy(g) a la Q[h]-algebra generada por los generado-
res F;, F; y H; parat=1,... n y relaciones:

[H;, H;] =0 [H;, Ej] = ai; E; [Hi, Fj] = —ay; F}

[Ei, Fy] = b5

sinh (Edl)
2

donde sinh denota el seno hiperbolico y las dos ultimas relaciones en la Definicion 2.1.2]
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Sea exp(z) = Y o0 %, entonces Uy(g) posee una estructura de dlgebra de Hopf,

con coproducto Ay, counidad €5 y antipoda S definidas sobre los generadores por:

h
Ah(Ez‘) =F,®1+exp (_§diHi) ® E;,

I
Ap(F;) = F; ® exp <§din~) +1® F,
Ay(H) =H;®1+4+1® H,,

en(H;) = en(E;) = en(F;) =0,

Sﬁ(Fz) = _Fz exp (_gdsz) s
Si(H;) = —H;.

El algebra U,(g) puede ser derivada formalmente de Uj(g) al sustituir g por

exp (gdl) y K; por exp (gleZ)

Para la siguiente proposicion recordemos la matriz U definida en (2.2)) y conside-
remos el elemento @ = Y 2d;ju;;H; ® H; € A?h* definido en [CV2, § 2.2|. También,
i,J

para s, € {1,2,3} tales que s < r defina los elementos ujy = 4t ® 1, ugs = 1 ®@u y
Uiz = (1 & T)ulz.

Proposicion 2.1.8. FEl elemento J = exp(u) satisface las condiciones (i) y (ii) de la
Definicion|1.3.1. En particular, J es un twist de Uy(g).

Prueba. Para s,r € {1,2,3} tales que s < r, definamos Jy. = exp(is,), por Jog =
l®exp(a) =1® ZZiouk_]: =, (li?)k = exp(l ® @) = exp(ia3), andlogamente
Jlg = exp(ﬁ) ®1= exp(ﬁ & 1) = exp(ﬂlg) y J13 = (1 X T)J12 = (1 & T)eXp(ﬁlg) =
exp((1 ® 7)t12) = exp(t3). Entonces,
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(Id ® Ap)exp(t) = exp((1 ® Ay))

Qn: 1 2d;ui; Hy @ Au(Hj))* k!

1,J

e I

k=0 4,5

=> (O h/2du;(H; @ H;® 1+ H;® 1 ® H;))*/k! (2.3)
k=0 14,5

=> (O _h/2dju;H; @ Hy@ 1+ > h/2dju; ;H; ® 1© H))*/k!
k=0 i tj

(tix3 + fiy2)* /K

[
WE

e
Il

0
Xp(ﬁls)exp(ﬁ%) = Ji3Ja3

I
@

Anélogamente podemos probar
(Ap ® 1exp(u) = exp(ty3)exp(tie) = Ji3Jio (2.4)
y la ecuacion de Yang-Baxter.
Ji2J13J23 = JagJ13J12 (2.5)

usando (2.3)), (2.4) y el hecho de que exp(a) es inversible podemos probar (ii) en la
Definicion y con (2.3), (2.4) y (2.5) probamos (i) en la misma definicion. O

Mas ann, se tiene que A, = J 1Ay J cf. [R].

Observacion 2.1.9. En lo siguiente usaremos la notacién y definiciones dadas en
[H, § 8] y las de la Seccion Recordemos que el isomorfismo entre h y h* indu-
cido por la forma de Killing identifica H; con la coraiz o, t,, con a; y sucede que
K(H;, ta;) = aij. Gracias a que AY = X entonces Y = UAy DU = DY A~'. Si toma-

n
mos @ como antes, ¢l se identifica con el elemento 4 = ) djujiof ® af en h* @ b*, el
t,j=1
cual al evaluarlo en ¢,, ® t,, sucede que
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U(ta, ®ta,) Zduﬂ ®04 ( .)
= Z djujiaikajs
,J
= Z djyjz@aikajs

Z'Lj?l

= Z d;y510155
gl

= Z d;Yjrajs
J

= Z Yk, as)
J

= (Tk’ aS)

Para finalizar esta subsecciéon presentamos la siguiente observacion.
Observacion 2.1.10. Por [KS, § 7.1.3 Prop. 10 y 11| existe una biyeccion entre
g-modulos finito dimensionales y Uj(g)-modulos V[[A]] finito dimensionales. Luego,
los modulos irreducibles de tipo 1 de U#(g) estdn en biyeccion con los Uy(g)-modulos
irreducibles completos en la h-ddica topologia.

2.2. Apareamientos entre subalgebras de Borel

En la presente seccion, definiremos sendos apareamientos perfectos sobre las subal-
gebras de Borel de U#(g). En el Capitulo 3 éstos se relacionaran con las formas enteras

I'?(g) y R?|G] de U(f(g) y Of(G) respectivamente, probando que una es dual a la otra.

Definicién 2.2.1. [CV2] §1.4] Las formas de Borel positivas o subdlgebras de Borel
positivas Uf(bJr) y Uf(by) son las subalgebras de Hopf de U(f(g) generadas por los
elementos Ky, F; con A € Py XA € (), respectivamente. Similarmente, Las subdlgebras
de Borel negativas Uf(b,) y U#(b_) son las subdlgebras de Hopf de U;’(g) generadas
por los elementos K, F;, con A € P y A € () respectivamente.

Para los monomios F; = E;, ... E; y F;, = F;, ... F; definimos los pesos p(E;) y
p(F;) de la siguiente manera,

p(E) = p(F) = o p(E) = p(F) = Y ai,.
=1
En |[CVIl Lema 2.1| prueban que las aplicaciones r := (1 + ¢) y 7 := (1 — ¢) son

Q-automorfismos de QP, mas atin ((1+ ¢)E\, 1) = (A, (1 — ¢)*p). Por ejemplo, para
el caso + tenemos para a;, a; € P que,
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((1 + %0 Oéz ( aki + kai)wk, Oéj)

=1
n

= (ag; + 2k;) (W, )

k=1
k=

:j Cljidj + ijidj
= (ai, o5) — (i, ()
= (ai, (1 = p)ay)

Si v es un monomio en las E; o las F; tal que p(v)

tl(var)nente s(v), r(v) y 7(v) para 2<P( ), r(e(N) ¥

= ) entonces escribiremos respec-
s7(¢(N)). Note en particular que
Tomemos un elemento u en la clausura algebraica de Q(g) donde ¢ = ut(4+P) En

ICV2, § 1.4] introducen un apareamiento de Hopf perfecto 7, entre Uf(b_)op y Uf(b+)
sobre Q(u), dado por:

%(KA, Ku) — q(r(A),u)7

7T§0<K)\, El) = ng((;[()\; E) =0, (26)
To(Fi, Ej) = . —qt T,
v ’ 4 — q; '

para A, p € P, i,j =1,...,n. Usando el Q-antisomorfismo ¢, de algebras de Hopf de
Uf(g) en U, #(g) definido sobre los generadores por E; + Fj, Fj — Ej, Ky K_
y ¢ — ¢~ ', el cual lleva U(f(bJr) sobre Ug"(b,). Obtenemos un apareamiento de Hopf
perfecto Ty = ¢, 0 m_, 0 (¢, ® ) entre U7 (b, ),, y Uf(b_) dado por:

—=(T(A)sp))

%@(K/MKM) =4 )

To(Ei, K\) =7,(F;, Ky) =0, (2.7)
— 51 (T

T (B F)) = 3—1 —(F (7))

t T Y
Si ¢ = 0 denotamos my 0 Ty, en estos casos los apareamientos coinciden con los definidos
en [DI} § 3.1] como 7 y 7.

Es posible calcular el apareamiento 7, sobre los monomios yK) y 2K, donde x es
un polinomio homogéneo en las F; e y en las F; y A, u en P, cf. [CVI, Lema 3.5].
Relacionando el caso ¢ = 0 con el caso ¢ # 0.

Observacion 2.2.2. Sea wy el elemento de longitud maxima en WW. Escojamos una expre-
sion reducida en términos de reflexiones simples para wy = s;,5;, - - - 5i), - Consideramos
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sobre ®* el orden total dado por

B = ay, B2 = 5N:04i10éi2"'04iN-
(s)
En particular IT C {f,...,0n}. Si G; = E; o F; definimos GES) = [iiq_!.
El grupo de trenzas By = (Tv,...,T, : T,T;T;--- = T;T,T;---parai # j,T7 = 1)

A
=

asociado a W acttia sobre Uf(g) via automofismos Lusztig T;, para 1 < j
cf. |[L3| [Ja], los cuales se definen como

T(E) = — Rk,

Ti(Fi) = — Kz‘_lEi

TiE) = (~1) g E — i B (j #i)
5=0

T(Fy) =Y (~1)" g B B F — i) (j #0)
s=0

E(Ko) :Ksi(oa) (Oé EQ)7

de esta manera podemos definir los siguientes vectores raiz

Eﬁk :TilTi2 ﬂk—l(‘Ek) y Fﬂk :Ti1Ti2""Tik71(Fk)'

ParaseN,1<i<n,1 §k§NyG,~:EioFisedeﬁneG(ﬁi) =TT, T, (G.).
Siae d,, sean
(@) 1 o ]
Qo = ¢ 2, Ta = 590(05)7 €a = (qa - QQ)EaKfTaa
7 =eh, 1= re, fE = (ga — 42" ) FaK 1,

1

e

Definiciéon 2.2.3. Recordemos que hemos denotado R = Q[q, ¢ !]. Sean R¢(B-]"y
RZ[B_]" las R-subalgebras de Uf(b+)°p y Uf(b+)00p respectivamente, generadas por e¥
Yy Ka-¢), para 1 <i<nya¢c ®". Dela misma forma definimos RZ[B,]"y R{[B,]"
las R-subalgebras de Uf(b_)"p y Uf(b_)“’p, generadas por £y Ky, paral <i<n
yae bt

Por restriccion de los apareamientos (2.6 v (2.7) obtenemos los siguientes aparea-
mientos
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dados por
ﬂ-clp(KA’ K(lf%’)u) = C]()\ M)7 W;(F}W 620) = 62]’ W;(K)\v 6;'0) =0= WZD(F’W K(lﬂﬁ))\)v
WZ(K(H@);“ K)x) - q(u A)7 Wg(ff: E]) = 5ij7 Wg(fi(pa K)x) =0= ﬂ-g(K(l—Hp)/u E )7
T (Ko, Kipy) = ¢, TLE;, ) = =65, 7K, ) =0 =7,(Ej, Katp)p),
ﬁZ;(K(l—sa)ua KA) = qi(ﬂ /\)7 7:;(‘3;?7 FJ) = 5%’3‘7 fﬁé(efa KA) =0= ﬁg(K(l O FJ)

Las algebras U7 (b, ) y Uf(b_) son linealmente generadas por los elementoﬂ

tz‘ ti
m) 7T ((Kois 0 [ﬂ (m) 7T [ Feii 0 [J
ém—HEJ (h>mh,nm—HFJ” U)K (20
respectivamente, para m;,t; > 0 cf. [L3].
En términos de estas bases podemos calcular lo siguiente,
Proposicion 2.2.4. [CV2, Proposicion 1.9/,
= > (nimim;By) o ! @ \n;
q < <p Nim.t; H(eﬁj) ]K(lfgo))\ =
j=N
zimonif) !
¢ ( (££)" Kaiv Asm) -
j=N
nin; —1) b
ﬁ(; g, 2 11 ((O%)\)) qf(ai’A) 2 q*E(”m A)
i=1 e i=1 L /g '

Formulas similares se tienen para 7, y 7.

La prueba de la anterior proposiciéon usa el siguiente hecho,

Asﬁegzeg@l_‘_[(f(lﬂp)a@ei_}—e y A@f§:f§®K(1+¢)a+1®f§+f,

donde e (resp f) son combinaciones lineales y tensores de monomios en las ef (resp
f5) y Ky con ht(3) < ht(a). Si a = «; entonces e y f son igual a cero. De manera que,

A¢€ii = ei ®1+ K_(l_@)ai & 631, y Awf;pi = fi X K(l_,_@)ai +1® f(fl (2.11)

L Aqui los paréntesis [] representan la funcién parte entera
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2.3. Algebra de potencias divididas

El dlgebra de potencias divididas, sera la forma entera de U?(g) que se mencion6
en la introduccion del presente capitulo.

Definicion 2.3.1. Por I'*(b, ) y ['*(b_) denotamos a los R-submoédulos de U7 (g) dados
por los siguientes conjuntos

P?(b,) = {u € US(by) | wi(RE[B,) " ©u) € R,
r?(b_) = {u € US(b_) | 7, (u® R¢[B_] ) € R}.

El conjunto {§,,:} es una R-base de I'?(b) y {n+} de I'?(b_). Como &lgebras son
isomorfas a I'(b;) y I'(b_) respectivamente, cf. [DL.

Las formulas siguientes son probadas en [CV1, Lema 3.7| y [DL, Lema 3.2|, recuerde
que los K, son elementos de tipo grupo.

Z qirsE T)Ks(ai—n) @ E‘(S)Krna

r+s=p

(») —rs () s)
AEY = > ¢ F, Km@F K _r(ai4m)s (2.12)

r+s=p

K;;0 s (K350 K;;0
2 (5°) - ()= (%)
\ r4s=t T S

Ellas dotan de un coproducto a I'?(b) y I'?(b_) y se observa directamente que resultan
ser subdlgebras de Hopf de U7 (g).

Los apareamientos definidos anteriormente pueden ser restringidos a los siguientes,

i T¥(b.) ®r RY[B-] — R, ' R¢[BL]" ©p ¥(by) — R,
7 :T%(by) ®r RY[By] — R, 7 R?[B_)" @ T#(b_) — R.

siendo estos apareamientos de Hopf perfectos [CV2, Lema 1.12].

Forma Entera

Clasicamente, es conocido el hecho de que las bases de Chevalley existen para un
algebra de Lie g escogida como en la Definicién Asi que podemos suponer que los
coeficientes de estructura de g son enteros, denotemos a esta Z-algebra de Lie gz. Si k
es cualquier cuerpo de caracteristica cero tenemos que gy = k ®z gz es un k-algebra
de Lie en donde a los coeficientes se les considera al interior de k. A gz se le suele
llamar Z-forma. Analogamente Kostant en [Ko| introdujo una Z-forma para U(g). La
cual resulta ser justo el subanillo con uno U(g)z de U(g) generado por los elementos
. cona € PymeZr
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Teorema 2.3.2. [Kd, Teorema 1] Fijemos algin orden para las raices o; € ®F, Sean
ni

z" ™ e h h
v = —*... C;T, €M=T:11‘...ﬂjrlyhs=(1)~~(l> para N, M € Z' y
! )

n! n,! $1 S

S e Zﬂr, entonces los elementos fyhsey forman una Z-base de U(g)z. Donde ( =

h(h—1)...(h—s+1) ’

) O]
s!

Definicion 2.3.3. El dlgebra de potencias divididas (PDA), es la R-subalgebra de
Uf(g) generada por,

K, (1<i<n),
K,.:0 C(Koqt -1
q; —
s=1
Bt
EY - t>1,1<i<n),
[t]:!
F
£ 5 (t>1,1<i<n),
[t]g:

la denotaremos I'?(g).

Ella efectivamente es el analogo cudntico de U(g)z en Uf(g) cf. [CV2]. Equivalen-
temente, ['¥(g) es la R-subalgebra de U7 (g) genereda por I'?(b, ) y T'?(b_).

Lema 2.3.4. I'?(g) posee una R-base PBW la cual consiste de monomios E(JIVK(;JF%
donde

n

ENK; FY = [] EgN“)HKfZ( ; ) IT &5, (2.13)

acQt =1 aeQt

Na,Mﬁ,ti Z 0 and 52 € {O, 1}

Prueba (Idea). Hay una ligera diferencia entre el &lgebra U definida en L3, § 1.3] y
I'?(g). Reside en el tipo de paréntesis que se usan en la expresion ( I ), una los

tiene rectos y la otra curvos. La prueba en [L4, Theorem 4.5| establece que U posee un
R-base PBW, mostraremos como adaptar este teorema a nuestro caso y asi describir
una prueba para I'¥(g). Para esto debemos hacer lo siguiente, la Proposicion 2.12 y
el Paragrafo 2.13 de [L4] funcionan igual para I'?(g), en la Proposicion 2.14 de [L4]
cambiamos las 2 formulas que aparecen en ella por las siguientes
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K;: 0 K;: 0 K;: 0
Km+1 9 — . —1 Km (3] 7th (3
Z(l>(q q)z(l+1)+q (z)

K;:; 0 K;:0 K;: 0
K™ & — le—l (2 te t+1 1 Km—l &
(l) qK; <1)+Q(q ) 41

para todo i y cambiamos las relaciones (g9) y (g10) en |[L4, pag. 270] por las dos dltimas
en [DLL §3.4 (3.15)]. O






Capitulo

Algebra de Funciones Cuantizada Torcida

En este capitulo obtenemos un objeto dual a Uf(g) denotado O¢(G), que corres-
ponde a una deformacion por 2-cociclo del algebra de funciones cuantizada O,(G).
Por esto, la llamaremos algebra de funciones cuantizada torcida. Este resultado es el
primer resultado importante de la tesis. En [CV2], O7(G) es definida por primera vez
y en [HLT] la encontramos como una deformacion del producto de O,(G) al usar la
P-bigraduacion que se definié en la Proposicion y un bicaracter antisimétrico
sobre P (ver Definicion [1.3.13)). Principalmente seguiremos definiciones y resultados de
[CV2].

También definiremos para una (-raiz primitiva de la unidad e, el algebra envolvente
cuantica torcida U?(g) y el algebra de funciones cuantizada torcida Of(G). Al especia-
lizar en la raiz € en I'?(g) obtenemos el algebra I'¢(g). La ultima resulta ser un algebra
de Hopf dual a O?(G). Luego definiremos el niicleo de Frobenius-Luzstig torcido u?(g)
y probamos que corresponde a una deformacion por twist de ue(g). Con el fin de estable-
cer la exactitud de la sucesion de dlgebras de Hopf 1 — O(G) — O?(G) — u?(g)" — 1
introduciremos el morfismo cuéntico de Frobenius. Finalmente, caracterizaremos las
subalgebras de u?(g) mediante ternas (I, 1 ,%%) donde I, CQ, I C —Qy 3% es un
grupo abeliano finito.

3.1. O7(G) como deformacién por 2-cociclo de Oy (G)

Sea C, la subcategorfa plena de la categoria yy )M cuyos objetos son modulos
finito dimensionales sobre los cuales las K; actiian como potencias de ¢. Similarmente al
ejemplo|1.3.16} definimos los coeficientes matriciales ¢}, para un objeto V € C,, f € V*
y v € V. Analogamente al caso U,(g) definimos la suma y producto de coeficientes
matriciales. También, para objetos V,W € C, definimos acciones sobre V*y V @ W,
mostrando que C, es cerrada para duales y productos tensoriales. Para a & Uf(g),
veV,weWy feVr

41
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(af)v = f((Spa)v), Y a(v @ w) =Asa(v ® w).

Definicion 3.1.1. Sea O7(G) el Q(g)-submodulo de Homg,)(Uf(g), Q(q)) generado
por los coeficientes matriciales c}/,,u, donde v € V € C, y f € V*. En ocasiones usa-
remos la notacion cy, teniendo cuidado de no olvidar los médulos que determinan al
coeficiente matricial dado.

Notar que Of(G) posee una estructura de dlgebra de Hopf, descrita en los generadores
por las siguientes ecuaciones,

Alcsa)(z ®y) = cpolzy),

g(cfvv) = f(v>7
msﬂ(cfﬂ) ® Cg,w) = Cfegvew)

S(Cf,v) = Cv,f'

para VW € Cp,v € V,w e W, fe V¥ ge Wy xy € Uf(g), en la antipoda se
tiene en cuenta el isomorfismo entre V' y V**,

La formula del coproducto es equivalente a A(cyy) = Y. Cre; @ Ceiy, donde {e;} y {e'}
son bases duales para V' y V* respectivamente. Efectivamente,

(Z Cf.e; ® Cei,v> Z Cy, el Cel v
= Zf ve;)e(
- zf (o),

o)

= f(xyv)
= cro(2y)

[lustremos la validez de una de las propiedades de la antipoda,
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mylid © 8)A(ep) (@) = my(id ® S) <Z Crei ® ) ()

Note que la unidad en OF(G) es cra 1 al considerar a Q(g) como Ug(g)-médulo con
la accion trivial y también que como coalgebras O?(G) y O,(G) coinciden.

Observacion 3.1.2. [CV2, § 2.1] Como algebras U?(g) y U,(g) coinciden, asi también
sus modulos irreducibles de tipo 1. Por esto, es posible describir propiedades de O?(G)
usando tnicamente coeficientes matriciales que dependen de moédulos irreducibles de
tipo 1. Por esta razon, mantendremos la notacion y acuerdos descritos en el ejemplo
1.3.16| para O?(G). En particular, si V(A) es el modulo irreducible de peso maximo

A € Py, tenemos las siguientes propiedades: V(A)* =~ V(=woA), V(A)*, = (V(A),)" y

O7(G)= P V(M) @ V(A).

A€P+

Definicién 3.1.3. Sea D, la subcategoria fiel plena de r¢;)M cuyos objetos son
Kl—;O

; ) actiian diagonalmente con

R-moédulos libres de rango finito en los cuales K; y (
valores propios ¢" v (T)q,, respectivamente.

Definicion 3.1.4. Sea R?[G] el R-submédulo de Homg(I'*(g), R) generado por coefi-
cientes matriciales construidos con objetos de D,,.

Similarmente definimos R-mddulos Ry [B.] al considerar categorfas adecuadas. De-
bido a que las categorfas son estrictas y tensoriales R?[G] y Rf[By] son R-algebras de
Hopf. Mas atin, tenemos los isomorfismos RY[Bi]' ~ Rf[Bi] ~ R?[B.]" cf.
[CV2, § 2.3].

El siguiente lema generaliza [DL Lema 4.1].



44 CAPITULO 3. ALGEBRA DE FUNCIONES CUANTIZADA TORCIDA

Lema 3.1.5. R?[G] esta incluida en U7 (g)° y corresponde al siguiente conjunto,

N
{F‘p(g) I R 3 ideal cofinito I C I'?(g), N tal que Vi H (K;i—¢)elyf(I)= 0}

p=—N

el apareamiento dual entre RY[G] y I'?(g) es no-degenerado.

Prueba. Ya que D, es una subcategoria plena de C, es tensorial y entonces por
[EGNOL Teorema 5.4.1], R es un algebra de Hopf. La primera afirmacion se sigue
de [DL, Lema 4.1], ya que I'?(g) y T'(g) son iguales como algebras.

Definamos en I'?(g)° los siguientes elementos,

1 siz= EéVK(;,thJ
Via.NB.080) (1) = ‘
0 en otro caso
donde los EflVK(;,th” son como en el Lema Denotemos (a, N, B, M,6,t) := <.

Se chequea directamente que v, € RZ[G]. Entonces cada f € RZ[G] se escribe como
Zg §§v§7 donde gg 6 R

Denotemos por (R7[G],['*(g)) el apareamiento evaluacion (f,y) = f(y), para
yel¥(g)y f € RG] Si(f,y) = 0 para todo y € ['*(g), entonces f = 0. Si (f,y) =0

para todo f € R?[G], en particular es vélido para f = v, y como y = . &E?K&I;Fg
por el Lema entonces v (y) = & = 0, lo que permite concluir que y = 0. Por tan-
to las aplicaciones R?[G] — I'?(g)° y I'*(g) — R{[G]° inducidas por el apareamiento

(R?[G],T'%(g)) son morfismos inyectivos de algebras de Hopf. O

Notemos que RY[G] ®r Q(q) =~ OF(G) y T¥(g) ®r Q(q) ~ U¢(g) cf. [L3| § 8]. Siendo
la razén por la que llamamos a RY[G] y I'¥(g) formas enteras.

Las inclusiones I'¥(b1) C T'¥(g) inducen inclusiones I'* (b1 ) @z ['*(bz) = I'*(g) @
['*(g). Denotemos con mr la multiplicacion de I'?(g) . Definamos las aplicaciones p y
t, como la composicion de los morfismos r oA, duales a mr o, con los isomorfismos
Rf[By]" ~ R?[B.] ~ Rf[B+]" mencionados anteriormente, segtin corresponda. Para
mayor claridad, observe los siguientes diagramas

" Ay r " "
- R2IG] =% RE[G) ®@g RE[G] — RP[BL] ®@r R?[B_] ~ R¢[B,]" ® R [B_]

, Ay T / !
P - RZ[G] — RZ|Gl®@r RZ[G] — RY[B_]®r RY[By] ~ RY[B_|'®r RY[B]'".

Lema 3.1.6. [CV2, Lema 2.5] La imagen de u:; esta contenida en la R-subdlgebra Af;
generada por los elementos 1®ef, [EQ@1y K_q1on@Ku_papara A € P,a € @ [

Sea A € Py y vy el vector de peso maximo (resp. minimo) de V() (resp. V(—X)).
Sea ¢ el tnico elemento en V(+\)*, tal que ¢4)(vey) = 1y se anula sobre el tnico
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complemento I'(h)-invariante de Q(q)viy C V(). Denotemos por 1),
estos correspondientes coeficientes matriciales.

= Coiyvgpy &

Definamos como en [DL] los coeficientes matriciales @/}i/\, para todo o € ¢,

U3 (z) = oA((Eaz) - ), PI\(2) = d-a((2Ey) - v-1),
% (@) = da((2Fy) - vy), Y_S(z) =¢ '

Observacion 3.1.7.

(a) Si A € Py, entonces ug(1-x) = K (1403 @ Ka_p)a-

Para verificar esto, se evalian ambas expresiones de la igualdad en EM ® F'N donde
EM =&, 0m0t, ¥ F'N = iy 0o, Para adecuados my,ta, mo,t; de la base de I'?(b,.)
y I'?(b_) respectivamente, cf. Definicion Usando |[DL, Lema 4.4 (iv)] tenemos

(W ($-2), EM @ NF) = ¢_y\(EMNF) = 6, pb1 p MN(=)),

donde M(\) = mo(Kx, M)y N(A) = mo(K_x, N). Entonces MN (=) = mo(K_», MN) =
mo(K_x, M)mo(K_\,N) = mo(K_x, M)7o(Kx, N) = M(=A)N(—=)\). Mas atin, conside-
rando (2.8)) tenemos

(o (), EM@NF) = 61 501 pM(=A)N(=X) = 61,801 r7, (K_(14)0, M)TL(K -z, N).
Por otra parte, si usamos los apareamientos 7r y 7r ' obtenemos que
(K_(1+pn ® K(1—px, EM @ NF) = 01,501, pm (K_(14)0, M)T(K1-p)0), N)
probando la veracidad de la afirmacion.
(b) Por [CV2| Proposiciones 1.9 & 2.7|, para todo 1 < i < n tenemos que
H@@(Q/J ) =4q ~(ri) SDK (14+)w; & K(l ©)wi ) (31)
:uga(’@/}—wi) =dq (Thwi)Kf(lJrcp)wi ® K(lfcp)wi ii'

Chequeamos la primera formula, la segunda se deduce similarmente. Ya que puf (Y_7) =
po(v=5i), v por [DLL Lema 4.5 (vi)], tenemos que pug(v=5") = fa, K-, ® K, , entonces

</"L(p (w ) EM ® NF> <fa’LK—w’L ® KWZ’ EM ® NF> = 7T0 (fa'LK—W'H EM) (Kwi7 NF)
_ﬂo(fazK—WNEM) (sz"N) O(sz'aF)
= 7T0 (fazK—wm EM)N(_Wi)(SLF‘
Ademés, como 7)(f£ K_q 4w, EM) = ¢)nf (f9 K_,,, EM) y usando [CV2, Pro-
posicion 1.9], [DLL (3.3)] y las definiciones en (2.8), podemos decir que
(f& K- tppon @ Ka—po,, EM @ NF) = 70 (& K_(14ppor, EM)TE(K gy, NF)
- Wp(faiK— (1+¢)wi» EM)N(_WI>51,F
= ¢TI (fo, Koy EM)N (=)0

probando la afirmacion.
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Recordemos que en la Proposiciéon se estableci6 una P bigraduacion pa-
ra Oy(G). Gracias a la Observacion [3.1.2] no haremos distincion notacional entre los
coeficientes matriciales en Of(G) y los de O,(G). Tampoco, para los médulos de peso
maximo, espacios peso y sus duales.

Tenemos en el siguiente lema una formula que relaciona el producto de Of(G) con

el de O,(G).

Lema 3.1.8. [LS, (2.13)] Parai=1,2 y A\, € Py, v; € L(N\;),,, fi € L(A\;)_\, tenemos
My (Cy s @ Cryy) = g2 (@) )02 (00 @ cp, ).

O

Definamos p : P x P — Q(q) mediante (A1, Ag) — g~ 2#A)22)  Entonces p es un
bicaracter antisimétrico sobre P. Efectivamente, notar primero que

(plai), ) =D milwn, ag) = > iy = dj;
donde DX es antisimétrica, ver Seccién Si A = > may, entonces

(SD(/\)7 >‘) = anns(@(&l)v as) = annsdsxsl = 07
ya que nlnsdsxsl = _nsnldlxls-

También tenemos que para todo A\, u € P es valido (A, u) = —(u, A), asi que p satisface
(1) y (4i) en la Definicion [1.3.13]

Por la Proposicion [1.3.14] p induce un 2-cociclo p sobre P x P. El cual se expresa de
la siguiente manera,

P((A1, 1), (A2, p2)) = p(Ar1, A2)p(pa, Mz)_l = q%((@(“1)’“2)_(“’0‘1)”\2)).

Mas aun, en |[HLT| Teorema 2.1] se define un algebra de Hopf O,(G), que tan sélo
difiere de O,(G) en su multiplicacion.

Presentamos a continuacion el primer resultado original de la tesis.

Teorema 3.1.9. O7(G) es una deformacion por 2-cociclo de Oy (G). El 2-cociclo o :
O,(G) ® O,(G) — Q(q) es dado por la formula

_1
O-(Cf17v17cf27v2) - E‘:(thvl)Z':(Cfmw)q 2(p(Mn):h2)

para L= 17 2; AZ € P+7 v; € V(A'l),uz Y fz € V(AZ>—)\2

Prueba. Denote x(A\1, A2) = g~ 2#(1)22) - Claramente, o(x,1) = o(l,z) = e(x) para
todo z € O, (G).
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Primero probamos la condicién (1.4]). Usemos por comodidad la notacion A(cy,) =

> cf Y@, € @, 04(G)n, ®Oy(G)yy, donde v € V(A), y f € V(A)y. Para
1 <i<3,seacy,, € Oy(G) con f; € V(A v vi € V(A;),,. Tenemos entonces,

T ((Cha0) 1) (Chss) (1)) (Cpr 005 (Chawa) @) (Cras) (2))
— Ao,V - —v1, —v
= ole) B, )0 (Cpy L )
vi,V2

A2, f)\ , ) —V2,
o Z f2,52y1 Cts, 3::/2))(()\27 )‘3)€<Cf1,v1) (CfQ,wM)5(Cf371213u3)X()‘17 vy + v3)

vi,V2

= g(cfhvl)g(cfz,w)5(Cf3,v3)X()‘2a )\S)X<>\17 >\2 + )\3)

Por otro lado,

O-((thm)( 1)» (Cf2,02)(1)) ((Cflﬂ)l)(2))<Cf2,v2)(2)7Cf37’U3)
—A1, —A2, , R
- Z Cfl ;1111 Cfa, 321/2)0.(6]011/11}1#10]021/72}2#2 Cf3,1;3)
v1,Vv2

= ele (e 2 )X (A, A e (2 Ve (e s ) X (V1 + 12, As)

vi,V2

= g(cflﬂn)6<Cf2,v2)5(cf3,v3)X(>‘17 )‘2>X()‘1 + )‘27 )\3)

De ahi, o es un 2-cociclo sobre O,(G). Probaremos que los productos, m, (definido en
, m, ¥ my, coinciden. Que my, y m,, coincidan es inmediato, al igual que x(0,0) = 1,
X()‘v O) = X<07 )‘) =1, U_l(cfl,vw szwz) = U(S<Cf1,v1)7 Cf2,v2) = €<Cf1,v1)8(cf2,v2)X(ula )‘2)
para A; € Py, v; € L(A;),,, fi € L(A) -y, 1 = 1,2y €(Oy(G)ay) = 0si —A # p (ver
Proposicion [1.3.18)):

A1, A s y ) )
Mo (i Cram) = D ol epieym(c M @ cEi)o (e ep i)
V1,V2,M1,7M2
)‘7 A: ) ) ) - )
= D el M X O Al @ e (e e (e me)
v1,V2,M1,M2

= X(/\h /\2>m(cf1,vl ® CfmUz)X(:ulv _MQ)

= X(/\h /\2)X(:u17 ,u2)_1m<cf1,v1 X Cf2,7.12) — q%((@(P«l)vl@)_(@()\l)a)@))

m<cf1,v1 ® Cf2,v2)'
]

3.2. Especializaciones en una raiz de la unidad

Establecemos en esta seccion las definiciones del dlgebra envolvente cuantizada tor-
cida y del algebra de funciones torcida en una raiz de la unidad. De aqui en adelante
€ denotard una f-ésima primitiva raiz de la unidad, con ¢ impar y si G es de tipo Go
coprima con 3. El /-ésimo polinomio ciclotémico en la indeterminada ¢ lo denotaremos

por x¢(q).
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Definiciéon 3.2.1. Se definen:

(1) el dlgebra envolvente cudntica torcida en la raiz la wunidad €, como
Ug(g; M) = U¢(g; M) ®r Q(e) para cualquier reticulo M con Q@ € M C P.

(ii) el dlgebra de potencias dividida en la raiz de la wunidad €, como
I'2(g) :==I(a) @r Q(e).

(iii) el grupo cudntico torcido en la raiz de la unidad €, como

02 (G = RE[G] @r Q(e).

Equivalentamente, podemos obtener las definiciones anteriores usando los isomorfismos

I2(g) = T%(9)/xi(@)T?(0)(9)] vy O2(G)oe ~ REIG]/[xe(q) BF|G]]; luego de considerar
el isomorfismo R/[x¢(q)R] ~ Q(¢). Similarmente, denotamos U¥(g; P) := U#(g) y
U#(g;Q) = Uf(g) para la forma simplemente conexa y la adjunta. Por facilidad,
usamos la notacion T para la imagen de = en todas las proyecciones canénicas, asi que
es importante tener precaucion al leer algunas demostraciones.

Teorema 3.2.2. Of(G)q( es una deformacion por 2-cociclo de O (G)g(e)-

Prueba. Recordemos el 2-cociclo 0 : O, (G) ® O,(G) — Q(q) del Teorema [3.1.9, En-
tonces, la aplicacion o : Of (G)ge) ® O (G)g) — Q(€) dada por

(Z,9) = o(x,y) para todo z,y € O,(G),

Ql

es un 2-cociclo bien definido para Of(G)q(). Note que estamos considerando la pro-
yeccion candnica OF(G) — OF(G)ge) vy R — Q(e). O

Observacion 3.2.3. Las relaciones Ef = 0, Ff = 0, Kﬁi = 1 son véalidas en I'?(g) para

¢ ¢ K.;0
todo 1 < i < n. Efectivamente, tenemos que [] (K,,q¢ ™™ —1) = [[(¢° — 1)( g )

s=1 s=1
¢
en I'?(g). Si especializamos ¢ en ¢, entonces [] (K, e~ — 1) = 0. Debido a que
s=1
-1 (e L1
Kl —1=T[(Ka—€¢)=¢ 2 [[(Kse*—1),secumple K} = 1, como deseabamos.
s=0 s=0

Las otras dos relaciones se siguen del hecho (¢). = 0.

['?(g) tiene una base PBW con elementos como en el Lema modulo las relaciones
de la Observacion y el =1.
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El lema siguiente es el analogo a [DL, Lemma 6.1].

Lema 3.2.4. Hay un apareamiento de Hopf perfecto p: O (G)ge) @) I'?(g) = Q(e).

Prueba. Sea p : R7[G] @z I'¥(g) — R el apareamiento de Hopf perfecto definido en el
Lema [3.1.5| Entonces, es posible definir el apareamiento p : Of(G)qe) ®@q) ['¥(g) —

Q(¢) mediante p(7,u) = p(z,u) para todo x € RY[G] y u € I'*(g). Donde estamos
considerando las proyecciones canonicas R?[G] — Of (G, [¥(g) — I'é(g) y R —
Q(e). La cuenta para probar que esta bien definido y es un aparemiento de Hopf perfecto
es directa, por eso la omitiremos. O

3.2.1. Morfismo de Frobenius cuantico

Definiremos en la presente subseccion el morfismo de Frobenius cuantico Fr. Sera
util para la construccién de cocientes que hacen parte de sucesiones exactas cortas de
algebras de Hopf. Su niicleo nos permitira definir un algebra de Hopf de dimension
finita no semi-simple y punteada, llamada ntcleo de Frobenius-Luzstig torcido. Esto
nos permitird caracterizar algunos cocientes de Of(G) mediante ciertos parametros,
generadores y relaciones. Fr es la version torcida del morfismo presentado en [DLJ],
basaremos la presentacion de resultados refiriéndonos a [CV2).

Lema 3.2.5. [CV2, § (i)] La aplicacion Fr : I'?(g) — U,(8)q(e relativa a la proyeccion
candnica R — Q(e) y definida sobre los generadores por:

Fr(E®) = /) Fe(F®) = f®0 By (K)-;O) _ (%) Fr(K) =1 Fi(g) e
p p

m) _ G gm) Ji

si{ | pd0 en otro caso, donde i = 1,...,.n yp > 0, e~ = —, f; AN
‘ m!” ! m!
h; hi(hy —1)---(h; — 1
( ) = ( ) (' m+1) y e, fi, hi son los generadores de Chevalley para g.
m m!
Es un morfismo sobreyectivo de dlgebras de Hopf. [

Mostraremos la prueba de que Fr es un morfismo de codlgebras, en aras de ilustrar
como funciona Fr. Usaremos la formula (2.12)) para realizar la cuenta,

(Fr @ Fr) Ay (E”) = (Fr @ Fr) ( N GVE Ky © EPKm))

z+y=p
= 3 g e/
THY=p
Clzy Ly

sil{p={fxylty. Tenemos, que al aplicar Fr a los sumandos no cero, obtenemos
aquellos tales que ¢ |z 6 ¢ |y , asi ¢ | zy. Por otro lado, podemos hacer el calculo
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@1 +1®@e)?/t
e e

()

r+s=p/l

_ e ® ef
- (m)!(s)!

r+s=p/t

Ay (Fr(E")) =

)

ex/ﬁ 6y/é
= U ‘ ily=V»lsyx="/¥r
2 Gy & Yy e =on

z+y=p

obteniendo que (Fr@Fr)A@(Ei(p)) = A (Fr(E( ))), tal y como deseabamos. Similar-
mente calculamos para Fi(p). La prueba de la counidad es directa.

Proposicion 3.2.6. [CV2, §3.2 (i)] Existe un dnico morfismo sobreyectivo de dlgebras
— K;; 0

de Hopf Fr : T'¢(g) — U(g)q(e) para el cual Fr(E(g)) =e; Fr( N=fyFr ( p ) =

h; y cuyo nicleo es el ideal I generado por K; — 1, E; y F;.

Realizaremos un abuso de notacién al usar Fr como notaciéon de Fr, en lo sucesivo.

Por tanto podemos considerar la inyeccion de algebras de Hopf ' Fr : O(G)g) —
I'?(g)°. Sea k una extension de cuerpos de Q(e), se llamara a Of(G)ge) g k la
k-forma de Of(G)q(e), cuando k = C simplemente se notard Of(G).

La proposicion es cierta, si consideramos en ella la forma C-forma de O?(G).
Razon por la que omitiremos el subindice Q(¢) en su demostracion. En [CV2, (3.3)]
citan este hecho sin prueba, ya que se verifica de manera andaloga al caso ¢ = 0 cf.
IDL] o [BG]. Sin embargo, se mostraran algunos detalles de la prueba.

Proposicion 3.2.7. [CV2, (3.3)] Of(G)q( contiene un dlgebra de Hopf central Fy
isomorfa a O(GQ)g). Mas ain, un elemento de Of(G)g) esta en Fy si y solo si se
desvanece sobre I y Fy = Q(e)(¢rn € OZ(G)|f € V(IN)*,,, v € V(IA)e; v, € Py),
donde V (el) es el T'9(g)-mddulo T%(g)ves siendo ven el vector peso mdzimo de V (el).

Prueba. Del apareamiento del Lema tenemos que O?(G) C T'?(g)°. Si es cierto
que Im "Fr C O?(G) e Im *Fr € Z(I'?(g)°), entonces si Im *Fr es denotado por Fy,
tendremos la prueba terminada.

Notemos que si para todo x € I'?(g) se satisface que A, (z) — AP (x) € [ ® I, donde
I = Ker Fr. Tenemos que

Fr ®id(I(1) X T2) — T(2) @ x(1 )) =0
Fr ®id(z) ® 2(2)) =Fr ®id(z@) ® (1))
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Con esto podemos concluir que f*g = g* f para f € Im' Fr y g en I'?(g)°, verificando
que Im' Fr C Z(T'?(g)°). Como A, es de algebras, basta probar lo dicho anteriormente

K,;0
sobre los generadores F;, EZ-(K), F;, Fi(g), Kil y ( g ) de I'?(g). Cada uno de los

respectivos chequeos se obtiene por calculo directo. Por ejemplo, para Ei(g) tenemos, al
usar la Observacion que

ASE) - APED) =B 01+ K, 0B 105 - BV o K,' = 0.

Finalmente, para probar que Fy C O?(G), debemos ver que toda representacion de g
puede ser obtenida como cociente de una de I'?(g). Sabemos que hay completa irre-
ducibilidad cf. ([BG, H]) para los U?(g)-mo6dulos y los g-modulos. Entonces, sea V()
el g-modulo irreducible de peso méximo A, v el vector de peso maximo y V(¢A) el
Ug(g)-moédulo irreducible de peso £A. Entonces, V(A) se obtiene como cociente del
['?(g)-modulo I'¥(g)v al especializar en la raiz de la unidad e. De esta manera los
elementos de Im ! Fr son obtenidos por elementos de R?[G] al especializar g en e, asi
Im’ Fr C O?(G). Las algebras Fy de [AG], [CV2] y [DL] coinciden, por lo que es también
véalido el isomorfismo Fy ~ O(G). O

Proposicion 3.2.8. [CV2, Proposicion 3.5] Of(G)g es un O(G) mddulo proyectivo
de rango (4m G, O

Proposicién 3.2.9. 0?(G) es un O(G)-mddulo libre de rango (4™ C.

Prueba. La prueba de este hecho para el caso ¢ = 0 esta en [BGS], ella puede rehacerse
para el caso Of (@) gracias a la Proposicion [3.2.8| O

Sea OF(G) = O?(G)/[O(G)TO?(G)] y 7 : O?(G) — Of(G)) la proyeccion cand-
nica. Por las Proposiciones y , Of(G) es un algebra de Hopf de dimension
(#mG - Como O¥(G) es un O(G)-modulo libre, es fielmente playo (ver [1.2.25). Asi
O(G) = O¢2(G)°™ = O¢((G), lo cual implica que la sucesion de algebras de Hopf

1 — O(G) — O0¢(G) — OZ2(G) — 1, (3.2)

es exacta.

3.3. Nicleos de Frobenius-Luzstig torcidos

Por resultados de [CKP, [CK| y [BG, Teorema III.6.1|, podemos interpretar a
U¢(g; M) como Uf(g; M) pero especializando ¢ en e. Recordemos la accién definida
sobre U#(g) de Byy dada en la Observacion m
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Definicion 3.3.1. Definamos Z§ como la subalgebra mas pequena By invariante
conteniendo a los elementos Ky = K-, Ef, Ff paraa € Qy 1 <i <n.

Teorema 3.3.2.

(a) Z§ esta en el centro de U#(g).

(b) Z¥ es un anillo de polinomios en 2N 4+ n = dim g generadores sobre C, con n
generadores invertidos.

(¢) Z¥ es una sub-dlgebra de Hopf de UZ(g).

(d) U?(g) es un Zy-mddulo libre de rango (%™ 9.

Prueba. Salvo para el literal (3) la prueba en [BG| funciona igualmente, ya que depende
de la estructura de algebra. En (3) debemos chequear que el coproducto A, sobre los
generadores de Z§ pertenezca a Z§ ® Z¢, mostraremos la cuenta solo para Ef, para
F! se realiza anélogamente y para K, es obvio, débido a que es un elemento de tipo
grupo. Tenemos que A, E! = (EB;® Ky, + Ko, —r, ® E;)* (ver Definicion 2.1.2)). Si hacemos
que a = B, @ K, vy b = K,,_,;, ® E; obtenemos que ab = €?diba. En efecto, al usar la
Observacion y la definicion de 7; luego de tenemos que,

EiKai*Tz‘ = EdiQKaiEiK*n KnEi = HKEJE’
= " Ko, By | [ K j
; = B[ e [ Ko
= 42K, H %% —ij Kjﬁ;'_i E; j j
J = ElKTz
= e?K, . B siij, eb%% =1ysii=j, ;=0

Ast (B; @ Ky,)(Koy—r, ® B;) = €%(Kp,—r, ® E;)(E; @ K,), de manera que utilizando
la formula e-binomial cf. [Kal (2.3)], tenemos A E! = Ef @ Koy, + Ky(,—m) @ EY.
Para finalizar la prueba basta considerar elementos F, v F, donde a no sea una raiz
simple, pero los argumentos dados en [BGl § I11.6.5] siguen siendo vélidos aqui, gracias
a que la estructura de algebra de U?(g) no depende de ¢. Por lo tanto podemos usar los
argumentos en [BG § TT1.6.5], ellos permiten reducir la prueba al caso « raiz simple. [

Definicion 3.3.3. Al cociente u?(g) := U?(g)/[(Z5)TU#(g)] lo llamamos nicleo de
Frobenius-Lusztig torcido de g en e.

Por el Teorema u?(g) es un dlgebra de Hopf de dimension (4™ 8. Facilmente
podemos ver que G(uf(g)) = (K|l < i < n) ~ (Z/lZ)". De ahora en adelante
usaremos la notacion G(uf(g)) = T¥.
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Proposicion 3.3.4. Sea U#(g) la subdlgebra de Hopf de T?(g), generada por los ele-
mentos E;, F;, K; con 1 < i < n. Entonces, U?(g) y u¥(g) son isomorfos como
dlgebras de Hopf.

Prueba. Por la Observacion y [ATlL § 3.4] tenemos que dim ﬁf(g) =dimu?(g) =
¢4m9_ - Ademas, el morfismo sobreyectivo de ﬁf(g) a u?(g) definido por E; — E,
F,— F,y K; = K;, anula a (Z§)", entonces él resulta ser de Hopf. Y debido a que
las dimensiones coinciden realmente es un isomorfismo. O

Teorema 3.3.5. Las dlgebras de Hopf Of (G) y u?(g)* son isomorfas.

Prueba. Adaptando la prueba de este hecho dada en [BG, Theorem III.7.10] para el
caso ¢ = 0 podemos decir lo siquiente. El apareamiento en el Lema induce un
apareamiento perfecto OF (G) ®q() Uf(g) — Q(e). Asi tenemos un morfismo de Hopf

b : OF(G) — U?(g)*. Por la Proposicién el Teorema y Proposiciéon m

existe el isomorfismo de Hopf deseado OF(G) — u?(g)*. O

Como consecuencia del teorema anterior, la sucesion exacta de algebras de Hopf (3.2)
se puede expresar como,

1 — O(G)ge) —= O2(G)ge) —uf(g)* — 1. (3.3)

Proposicion 3.3.6. u?(g) ~ u.(g)’ para un twist J € Q(e)[T¥ x T¥].

Prueba. Por el Lema [.2.2) Of(G)g() es una deformacion por 2-cociclo de O(G).
Denotemos este 2-cociclo por . Entonces, se tiene que &|ogo@) = € ® € y por la
Observacion [1.3.6, tenemos que u?(g)* es una deformacion por 2-cociclo de u.(g)*,
donde el 2-cociclo esta dado por la formula (7 (x), 7(y)) = o(z,y) para todo z,y €
O.(G). Entonces sabemos por la Observacion [1.3.6] que al considerar la aplicacion
‘6 : Q) = uc(g) ®uc(g) , ‘(1) es un twist en u.(g), si escribimos J = >, u; ® u'
para este twist tenemos que,

5-(7T(Cf1’”1) ® 7T(cf2,v2)) = (/. ﬂ-(cflyvl) ® W(Cf2,v2)> = Z Ji(u - Ul)fg(ui - V)
= (0, 0,)E(Cyg )3 POV = £ (1)) fo ()3 (PN,
para todo A; € Py, v; € L(A;),,, fi € L(A;)_x,, yi = 1,2, donde (-, -) es el apareamien-

to dado por la evaluacion. De ahi, las componentes de J deben actuar diagonalmente
y consecuentemente, J € Q(e)[T¥ x T¥]. O
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3.3.1. Subalgebras de los u?(g)

Supondremos a partir de aqui, que nuestro cuerpo base es C. En esta subseccion
presentaremos una parametrizacion de las subalgebras de Hopf de u?(g), que depende
de un subgrupo abeliano finito, y dos elementos de P(n). El resultado presentado
generaliza [AGl corolario 1.13] y depende principalmente de que u?(g) es punteada por
ser generada por elementos casi-primitivos y de tipo grupo. Sucede que toda subélgebra
de u?(g) es punteada, asi que ella debe ser generada por un subgrupo del grupo de
elementos de tipo grupo de u?(g) y elementos casi-primitivos.

Recordemos para esta subseccion las notaciones introducidas luego de la Definicion
Sea U un algebra de Hopf con coradical Uy que es un algebra de Hopf'y {U,, } nen la
filtracion corradical. Si U_; = 0, definimos gr U(n) = U,,/U,_; el espacio homogéneo de
gradony gr U = @,-,gr U(n) al algebra de Hopf graduada asociada a la filtracion.
También, sean ¢ : Uy — grU la inclusion canoénica y 7 : grU — Uy la proyecciéon
homogénea. Es sabido que el diagrama de U, R := (grU)®7" es un &lgebra de Hopf
graduada trenzada. Es decir, es un algebra de Hopf en la categoria de modulos de
Yetter-Drinfeld ggyp. Entonces R es una subalgebra graduada de gr U. Parar € Ry
h € Uy tenemos una Uy-accion a izquierda dada por h-r = h(l)rS(hQ) y una U, coacciéon

a izquierda dada por p(r) = r1) ® r) = 7(ra)) @ r@) y si Vg : grtU — R definida
para a € gr U como Yg(a) = an LW(SG(Q)) entonces el coproducto sobre R es dado por
Ar(r) =1V @r® =Yp(rq)) @ re). Si R(n) = RNgr U(n) entonces R = ), ., R(n)

donde R(0) ~Cy R(1) = P(R). Para ver mas detalles remitirse a [AGL § 1.5].

Lema 3.3.7. Las subdlgebras de Hopf de u?(g) estdn paramétrizadas por ternas
(I,1_,%%) donde I C £I1 y ¥¥ es un subgrupo de G(uf(g)) sujeto a que Kzxp)(a;) €
¥ st oy € 1. Denotemos por E =EK_ . vy F = Ko+ Fj. Entonces la subdlge-
bra de u?(g) _correspondiente a la terna (14,1, E“") es la subdlgebra generada por el
conjunto {g,El,F| geEX? a; €l and oy € I_}.

Prueba. Veremos como el Corolario 1.12 en [AG] se aplica al caso en que U = u?(g),
con lo cual obtendremos una prueba del Lema. A saber, analizaremos la nocion de ser
F-compatible en nuestro caso particular, donde G(U) es un grupo abeliano. Probaremos
que dim R(1)? = 1 para todo g € Supp R(1). Aqui Supp N := {g € G : N9 # 0} para
un subespacio vectorial N de Ry N9={re N:p(r)=g®r}.

u¥(g) tiene una base PBW [AG| pag. 488] cuyos elementos son combinaciones li-
neales de monomios E™K,F¥, donde m,v estan en (Z/({))N, « € Py N € N.
Asi, si E"K FY € R(1)9, entonces A(E"K,FY) = E"K, F'® 1+ g @ E"K, F" y
p(E"K F) = g ® E"K,F". Pero A,(G;) es un binomio cuando G; es E; o F;. Si
suponemos

Ny

Em:HEZni (m:<m17"'7mN1>amiE (Z/(f))),

=1
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F:HF (v=(v1,...,vn,), vj € (Z/(())),

n

K, =[] K a; € (Z/(£)),

i=1
por independencia lineal y definicién del coproducto en u?(g), sucede que el elemento
AL(E™K FY) = AL (E)™AL (K)o Ay (F)Y tiene 22™F2% sumandos. De nuevo, por la
definicion de coproducto es posible chequear que, si las z; son linealmente independien-

tes, entonces las A, (z;) también lo son. De manera que la cantidad de sumandos en
A, (D" x;) es la suma de la cantidad de sumandos de las ;.

Debe pasar en E™K,F", que el soporte de m y v es m; 6 v; para algin 7 6 j. Asi
E"K. F' = E,K, 6 E"K F" = K_F;, pero entonces

ASO(EiKa) = ASO(Ei)AsD(Ka)
=LK, ® K. K, + K. K., ® EK,.

Pero de nuevo por independencia lineal, K, K_, = 1y asi K, = K., de lo que
concluimos que g = K(1_g)(—q,) ¥ dim R(1)? = 1. Analogamente usamos un argumento
similar para el caso K, F;
Finalmente, éW(El) = Ez ®1 tK(lf‘p)ﬂ(Jai) & EZ y A¢(ﬁj)~: E ®1 i— K(1+¢)(aj) & ﬁ]
TaHlbién7 p(E1> = K(1_¢)(ai) X Ez y p(F}) = K(l—&—gp)(aj) X F}', de ahi El € R(l)K(l_“’)(“”
y F; € R(1)"0+9)  Entonces, usando [AG], Corolario 1.12] obtenemos lo deseado.

O






Capitulo I

Ntcleos de Frobenius-Lusztig Regulares
Torcidos

En el capitulo anterior definimos una parametrizacion por ternas (I, I_,3%), de las
subalgebras de Hopf de u?(g). Veremos como esta terna se relaciona con un subgrupo
algebraico de G. Esto nos permitira construir los subgrupos cudnticos torcidos Of(P) y
los nicleos de Frobenius-Lusztig torcidos uf(p). También daremos una caracterizacion
de los cocientes de u¥(g)*, la cual podremos agrupar en dos grandes grupos, aquellos
que mantienen invariante el toro T¥ y los que no. Lo interesante es que los primeros
resultan ser deformaciones por 2-cociclo del caso ¢ = 0 y los segundos no necesaria-
mente. En ambos casos obtenemos nuevos ejemplos de algebras de Hopf, ampliando
los encontrados en [AG]. El capitulo generaliza los resultados obtenidos en [AG| para
el caso p = 0.

4.1. Subgrupos cuanticos regulares torcidos

Definicion 4.1.1. Para cada par (I,]_) con I. C =II, definimos I'*(p) como la
subalgebra de I'?(g) generada por los elementos

Ka~'0 e Ka- St — 1
( zv)::H(zq;—l) (m>1,1<i<n),
m i 4 —
[m] ' (m_ y O € +)>
q;5°
Fm
Fom o (m>1,04 €1).

57
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Proposicion 4.1.2. [AG, Proposition 2.3 (a)] Sea T'?(p) := T°(p)/[xe(¢)T?(p)] =~
I'?(p) @r R/[xe(q)R], la Q(€)-dlgebra dada al especializar en e. Entonces T'¢(p) es una
subdlgebra de Hopf de I'¢(g).

Prueba. Usando es posible chequear que el coproducto sobre elementos de I'?(p)
esta en I¥(p) ® I'?(p), debido a que FE; es (K., Ky, r)-primitivo, Fj
es (K_q,—r,, Ky, )-primitivo y los elementos K,, son de tipo grupo. La antipoda es-
ta dada por S,(F;) = —K_q, Ej, Sp(Fr) = —FrKa, ¥ Sp(Ka,) = K_q, paral <i < n,
j €I,y ke I_.Asique I'’(p) es una subalgebra de Hopf de T'%(g) y I'?(p) de
I'2(g). O

La siguiente definicion es la version torcida del nicleo de Frobenius-Lusztig reqular

dada en [AG] § 2.1.2].

Definicién 4.1.3. Para cada par (I,,1_) con I C =+II, definimos el el nicleo de
Frobenius-Lusztig reqular torcido u?(p) como la subélgebra de I'?(p) generada por los
elementos

{Ko, . Ej, Fp: 1<i<n,o; € I, ap € I_}.

Proposicion 4.1.4. u?(p) es una subdlgebra de Hopf de u¥(g) dada por I'¢(p)Nu?(g) =
u?(p). Esta corresponde a la terna (I, 1_,T%).

Prueba. Se sigue de la Proposicion y el Lema [3.3.7] m

Proposicién 4.1.5.

(i) Sea U(p)gee = Fr(I'¢(p)) y denote Frpcy = Fr |re(,). Entonces el siguiente diagra-
ma es conmutativo y sus filas son sucesiones exactas de dlgebras de Hopf.

1 —uf(g) —=I¥(g) —>U(9)g — 1 (4.1)

Fryes (

(ii) Hay un morfismo sobreyectivo de dlgebras 0 : T'¢(p) — uf(p) tal que 0], () = id.

Prueba. (i) Se sigue de [CV2, DI] y Proposicion [3.2.6] que Ker Fr = u?(g)*I'?(g). La
prueba de que T'?(g)°™ = u?(g) se sigue de [AIl Lema 3.4.2], pero usando la formula
por la formula [AT] (1.1.3)]. Obtenemos por ejemplo la siguiente ecuacion, para
un z € u?(g),

12
Ad(BY) (@) = Y (~ 1y D B

(=)

eK CIKTED.

=0
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Gracias a lo probado en la Observacion [2.1.3] es posible rehacer los demés argumentos
para el caso torcido. Con lo que establecemos que la primera fila del diagrama es
exacta. Para probar que la segunda fila es exacta, note que u?(p) = u?(g) NI'¢(p) =
[2(g)°™ NT?(p) = TP (p)°Fre y por [AG, Observacion 2.5 (b)] Ker Fr,., es el ideal
bilatero

m m Koc-;o . ;
{E§ R, ( l ) Koy —1:1<i<n, m>0,l{m, jel, kel}

m

asi Ker Fr,.s = Ker FrNI'?(p) = u?(g) ¥ (g) NT'¢(p) = u?(p)TI'¢(p). Es claro que el
diagrama conmuta.

(17) Se sigue de [AGl Lema 1.10 & Proposicion 2.6]. O

Observacion 4.1.6. Es conocido que el conjunto de elementos primitivos de U(p)g(e) s
un algebra de Lie. Como U(p)gey C U(g)ow vy 8 = P(U(g9)ow)), entonces
p = P(U(p)ge)) es una subalgebra de Lie de g. Por definicion de Fr tenemos que
p debe ser generada por el conjunto {h;,e;, fr : 1 < i < mn,a; € I, ap € I_}, asi si
g=n,.PdhPn_ con h la subilgebra de Cartan generada por las h; y ny las subélgebras
de Lie nilpotentes asociadas, entonces p = p, & h@p_ donde pr C ny. Lo que nos dice
que p es una subdlgebra de Lie de g regular.

Proposicion 4.1.7. u?(p) es una deformacion por twist de u.(p).

Prueba. Sabemos que u?(g) ~ u.(g)’ para un twist J € Q(¢)[T¥ x T¥] cf. Proposicion
De ahi, J € u.(p) ® u.(p) y u(p)’ es la subalgebra u.(g)’ que es isomorfa a
la subélgebra de Hopf de u?(g) que corresponde a la terna (I;,1_,T¥). Por tanto,

u(p)” >~ uf(p). O

Para I, C =£II, sea I'?(p) el algebra de Hopf asociada al par (I,,]_) dada en la
Definicion donde p es la subélgebra regular de Lie de g descrita en la Observa-
cion [£.1.6] Construiremos en esta seccién un subgrupo cuantico de Of(G) asociado al
par (I, )y conteniendo como subalgebra central de Hopf, el algebra de funciones
regulares de un subgrupo algebraico P de G, tal que Lie(P) = p.

Denotemos por Res : I'?(g)° — I'?(p)° al morfismo sobreyectivo de algebras de
Hopf dual a la inclusion I'?(p) — I['?(g). Por el apareamiento de algebras de Hopf
sabemos que Of(G) C I'?(g)°.

Definicién 4.1.8. El dlgebra cuantizada torcida asociada a la subdlgebra p de g o
subgrupo cudntico reqular torcido se define por

O?(P) := Res(O?(G)).

€

Notemos que si ¢ = 0 entonces O%(P) = O (P) cf. [AG, §2.3.1]. Como O(G) es
una subalgebra central de O?(G) (3.2.7), Res(O(G)) es también una subélgebra de
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Hopf central de Of(P). Por la dualidad de algebras de Hopf conmutativas y gru-
pos algebraicos (ver Ejemplo [1.2.45), existe un subgrupo algebraico P de G tal que
Res(O(G)) = O(P). Ya que O(P) es una subalgebra central de Of(P), el siguiente
cociente es un algebra de Hopf

OE(P) == OZ(P)/[O(P)TOZ(P)].
Proposicién 4.1.9.

(1) P es un grupo algebraico conexo tal que Lie(P) = p.

(19) La siquiente sucesion de dlgebras de Hopf es exacta

1 — O(P) — Of(P) — O¢(P) — 1.

(4i1) Hay un morfismo sobreyectivo de dlgebras de Hopf Res : u?(g)* — Of(P) para

el cual el siguiente diagrama conmuta.

1 — 0(G) —= 0#(G) —=u#(g) —1 (4.2)
res Res jRes

1 — O(P) -2~ 0?(P) "2~ O?(P) —

—_

(iv) Of2(P) y OZ(P) son deformaciones por 2-cociclo de O(P) y O.(P) respectiva-
mente.

(v) OZ(P) ~u?(p)* como dlgebras de Hopf.

Prueba (Idea). (i) Seguiremos la prueba de [AG, Proposicion 2.7| para establecer la
validez de este item. Dualizando el diagrama se chequea que O(P) C U(p)°. Por
[Holl §XVI.3] se sabe que U(p)° es un dominio integro, y por tanto O(P). De manera
que, P es una variedad irreducible y de ahi conexa.

Antes de continuar, recordemos que una subalgebra de Lie t de g es algebraica, si existe
un subgrupo algebraico K C G tal que t = Lie(K). Y t* es la cdpsula algebraica de t
si t* es una subalgebra algebraica de g conteniendo a t, y si a es cualquier subalgebra
algebraica de g conteniendo a t entonces t* C a.

Para continuar con la prueba, se mostraré que Lie(P) es la capsula algebraica de p y que
p es un algebra de Lie algebraica. Como Ker Res |o2q) = {f € Of(G) : flrep) = 0}
y “Fr es un morfismo inyectivo que incrusta O(G) en Of(G), se tiene que O(P) ~
O(G)/J, donde

J={f € O(G): f(Fr(x)) =0, para todo x € T'¥(p)}
={f € O(G): f(y) =0, para todo y € T'?(p)}.
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Sabemos por [FR. Lema 6.9] que Lie(P) = {7 € g : f(r) = 0, para todo f € J},
entonces por el teorema PWB se sigue que p C Lie(P). Sea L C G tal que p C
Lie(L) =: 'y denotemos por Z al ideal definido de manera analoga a J, pero usando [
ymnop. Asique [={r €g: f(r) =0,Vf € Z}. Pero como p C [, sucede que Z(p) = 0.
El apareamiento dual (O(G),U(g)) es multiplicativo, por tanto Z C J y de ahi P C L.
Entonces Lie(P) C [ para toda subalgebra de Lie algebraica de g tal que p C [, lo que
implica que Lie(P) = p™. Para ver que es algebraica, basta mirar los dos tltimos pasos
de la demostracion en [AGl Proposicion 2.7].

(i¢) Estableceremos los detalles de esta demostracion en la Proposicion [p.1.1]

(77i) El primer cuadrado del diagrama conmuta por definicion. Ya que la sucesion
es exacta, tenemos que Kerm = O(G)TO¢(G) y u?(9)* ~ 0?2(G)/[0(G)TO¢(G)).
Tenemos ademas que mp Res(Ker ) = mp(O(P)TO?(P)) = 0 y de ahi existe un mor-
fismo de dlgebras de Hopf Res : u#(g)* — OF(P), el cual hace que el diagrama (4.2)
sea conmutativo.

(iv) Por el Lema [3.2.2] sabemos que Of(G) es una deformacion por 2-cociclo de
O(G), hemos denotado este 2-cociclo por ¢. El nicleo Z del morfismo de élgebras
de Hopf Res : O(G) — O.(P), es generado por coeficientes matriciales c¢s, que se
anulan al ser restringidos a ['(p). En particular, ya que 1 € I'?(p), tenemos que
0 = crurey (1) = f(v) = e(crupe (). Usando la definicion de & donde 5(z, §) = o(z, y)

para todo =,y € Oy(GQ) ¥ 0(Cruns Chown) = €(Chrm)E(Chymy)q 2 #P1A2) tenemos que
G|ze0.(@)+0. @)@z = 0. Asi, por la Observacion [L.3.6] Res induce una deformacion por
2-cociclo Gres sobre O (G) /T y sucede que Of (P) = Res((O(G))s) = (O(G)/T)og., =
(Oc(P))sp..- Similarmente podemos usar la Observacion @I para OF(P) y O(P), ya
que el cociclo Gges es trivial sobre O(P)® O(P). Lo cual se deduce de que O(P) es una
subélgebra central O.(P), a la caracterizacion de O(G) dada en la Proposicion y

que O(P) C O(G).
(v) Dualizando el diagrama (4.1)) tenemos que

1— U(g)° % T?(g)° —%> uf(g)* — 1

iRes i
¢ Fryes

(e} (e} ﬁ *
1 ——=U(p)°*—=T?(p)° —=uf(p)" — L.

Debido a que g es simple, pasa que O(G) ~ U(g)°. De ahi, como O(P) = Res(O(G))
v O?(P) = Res(O?(@G)), tenemos que ‘Fr,..(O(P)) C U(p)° y por tanto O(P)" C
Ker . Més atn, ya que o(O?(G)) = n(O?(G)) = u?(g)*, sucede que uf(p)* =
BRes(O?(G)) = B(O?(P)). Asi que, existe un morfismo sobreyectivo de algebras de
Hopf v : OZ(P) — u?(p)*. Pero por (iv), [AGL Proposicion 2.8 (¢)| y Proposicic’)nm
tenemos que dim OF(P) = dim O.(P) = dimu,(p) = dimu?(p) y entonces el morfismo
sobreyectivo es realmente un isomorfismo. O

Observacion 4.1.10. Por la proposicién anterior, sabemos que el subgrupo cuéntico
Of¢(P) encaja en la sucesicion exacta corta central de algebras de Hopf 1 — O(P) —
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Of(P) — uf(p)* — 1y que O?(P) es una deformacion por 2-cociclo de O.(P),
donde el 2-cociclo ¢ es dado por la formula Gres(Res(z), Res(y)) = a(z,y) para todo
z,y € O(G). Por otro lado, por las Proposiciones y sabemos que u?(p)* =
(uc(p)*), para el 2-cociclo 7 dado por 7(Res(w(x)),Res(n(y)) = &(z,y). Ya que el
diagrama para ¢ = 0 es conmutativo cf. [AG], el pullback del cociclo 7 coincide
con el cociclo GRres.

4.2. Cocientes de u?(g)*

Para la presente subseccion, denotaremos la C-forma del nicleo de Frobenius-
Lusztig torcido por u?(g) nuevamente. Sea H un cociente de dlgebras de Hopf de u?(g)*.
Entonces, H* es una subalgebra de Hopf de u?(g). Por el Lema[3.3.7] ella esta determi-
nada por una terna (I, I_,3%?). Sea uf(p) el nicleo de Frobenius-Lusztig regular tor-
cido asociado al par (I, 1_). Entonces, tenemos las inclusiones H* — u?(p) — u?(g)
como algebras de Hopf y por tanto la sucesion de morfismos sobreyectivos de &lgebras
de Hopf siguiente

uz(g)" —=uf(p)”

Sean [ =1, UI_,I'=1,NI_yI°= ([, Ul )*=1¢NI° Se definen los subgrupos
T? y T% de ¢ de la siguiente manera:

T = (Ki = K(—¢)(00), Kj = Kty © st € I o5 € 1),

TV = (Ko, : sia; € [,NI2).

Note que si a; € I N I_, entonces K,, € T7. De ahi, es valido T, C TY C 3¢ C T¥.
Denotemos por T%. = T¢/T7 y Q¢ = ¥¥/TY, asi que Q¥ C TT..

Definicién 4.2.1. Para todo ¢ € {1,...,n} tal que o; € (Iy N 1), definimos el
morfismo de algebras D; : u?(p) — C, por

D;(E;) = 0= D;(Fy), Di(K,,) =€, paratodoa; €, ay €I, t€{l...n}.

. ., ., Ko, — K3}
Note que si aceptaramos que «; € I, N 1_, entonces la relacion K, F; — F;E; = Z:e_fl

de la Definicion implicaria un absurdo al considerar el correspondiente D;. Si
(I, NI_)¢ =1, tenemos que I, = I_ = [ y asi no habria i tal que D; este bien definido.
Esto coincide con el hecho de que u?(g)* tiene como unico elemento de tipo grupo, la
counidad.
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Observacion 4.2.2.

(a) Para 1 < i < n, sea D; € T¢ dado por D;(K,,) = € para todo 1<t<n.
Entonces (lA?Z . 1 <i < n)="T¢y podemos identificar (Z/(Z)" ~ T¢ via z
D? = D? ... D En particular, se tlene que D; = Dj|pe para todo i € (I, NI_)°.

(b) Sea (I. NI-)*=A{a;,...,q;, . Para todo z € (Z/{Z)™, denotemos
D* = Djp--- Di € G(uZ(p)").
Si f € G(u?(p)*) entonces f = D? para algin z € (Z/0Z)™. A saber, como f

es un morfismo de algebras, al evaluarlo en los generadores de u?(p) satisface
que f(G;)" = f(GY) =0y f(Ka,)" = f(KL,) = 11lo que implica f(G;) = 0
y f(Ka, ) = € donde Gj es Ej o Fj con o € I, ¢ una (-raiz de la unidad y
a;, € (I N1_)° Pero como € es una raiz primitiva de la unidad es valido que
€; = €* para algin nimero entero z;. Asi el morfismo D* = Dfll <o+ D™ es igual

im
af.

En particular podemos hacer la identificacion

G(u?(p)*) = T#/T%, ~ (Z/(Z)"

(¢) Como T¥, C TY, hay un morfismo de grupos inyectivo T TSO/TI, = (uf(p)*)

dado por la composicion T¢/T¥, — T7. J.c. para cualquier f € T[c-

(d) Las inclusiones T¥ N Y <i> T% inducen los morfismos de grupos sobreyectivos
@—J»/i\?pconKer tj:{fe'f“\/’: f(ZS")zl}y']I/‘}Z—j;@conN“’:Ker by =
{f €TY: f(©¥) =1}. En particular tenemos,

TE| gy T _ 0

[Ne[ TN INe]

|27 = |T711€¢] = [T7] (4.3)

Mas atn, Ker f(jr) =~ 'IF?C, ya que existe un morfismo de grupos injectivo
Ker '(jo) — T y |Ker '(jo)] = |T}.
ﬁAcaremos los eAlementos ’]1/‘?0 con los de Ker *(j¢). Por otro lado, si denotamos con
D?* = D7 --- D para todo z = (21,...,2,) € (Z/UZ)", entonces

. Por esto, de ahora en adelante identi-

Ker '(ju) = {D?| D*(K;) =1=D*(K,), i€ L., je I, = € (ZJIT)"} ~T*.

Por lo tanto, si D* € Ker (i), entonces

1= D*(K,) = D*(Ka—g)ap) = D*(
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para todo i € I, y j € I_. Para encontrar los generadores de Ker “(ji) es
suficiente resolver el sistema lineal sobre Z/(Z. A saber, si I, = {ay,,...,q; } e

I ={aj,...,a;}, por (4.4) y (4.5) tenemos un sistema de ecuaciones lineales
sobre Z/{Z, cuya matriz S; esta dada por

21 - - 2Yivis . 2 . 2Yi, 4, coe 2 — 1 00 2y
23/;'31 . 2yzz +1 . 29;53‘1 . Qy;sjl . 21/;sz'1 . Qy:isn
Qy;-ll . 2y;”»5 . Qyjljzl -1 . Zy;ljl . Qy;»m . Qy;-ln
2y'jll : 2y'j”~5 : 2?/;‘13‘1 : Qyjlj; +1 . Qy‘.jlil . Qy'jm
Note que, |Ker '(ji)| = |’]I/‘?C — (257 De la misma manera es posible carac-

terizar el nicleo N¥. En este caso, debemos considerar el sistema de ecuaciones
determinado por las condiciones D*(2¥) = 1 para todo D* € T%..

2 -1 0
Ejemplo 4.2.3. Asuma que g es de tipo C3 y A = (—01 2 —21> es la matriz de Cartan

asociada. Entonces la matriz multiparamétrica Y es la siguiente

a+b/2 —a+c/2 —b/2—c¢/2
Y= 2a+b —a+c —b/2—¢c |,
2a+3b/2 —a+3c/2 —b/2-c

donde a € Z, y b,c € 2Z. Sia =1, b =2, ¢ =0y ¢ = 11. Entonces, p(a;) =
4oy + 8ag + 103, () = =201 — 209 — 23 y p(a3) = —2a1 — 205 — 2a.

(a) Si escogemos [ = {as} e I. = {a1}, entonces Sf; = (355) ~ (594%) ¥

P]I/“?c = <D:15[)2D3> >~ Z/llZ. Si tomamos X¥ = <K(1,<p)(a2),K(1+@)(a1),K73,KT2>,
tenemos que ¥ = T¥ ~ (Z/11Z)3 y N¥ es trivial.

(b) Siescogemos Iy = {as}, I- =0y 5% = (K(119)(a1)> K(1-p)(as)), €NtONCES tenemos

que T7. = (D10, DOID) ~ (Z/11Z)%, QF ~ (K(11g)(a) ¥ N? = (DH19),

(c) Sily =0,1-={as} y3¥ = (Kasg) () Ka—p)(as))- Entonces tenemos que T, ~
(DO, DOL), 2/T7 & (Kir_pyey) = 07 y N* = (DOLY) =~ (Z/1Z),

(d) Sil-=oa; =1y, =11y X% = T}y, reduciendo las matriz modulo 11

5 8 10 5 8 10 0 2 8 01 4

3 8 10 6 5 9 6 5 9 1 00
tenemos que T% ~ (DO18) QF es trivial y N¥ = T¥%. Es importante recordar
que Dy no es considerado en este caso.
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La siguiente proposicion establece que los elementos T%. son centrales en uf(p)*.
El interés de establecer esto, se debe a que este tipo de elementos son adecuados para
construir ideales de Hopf y luego hacer cocientes. En particular, estableceremos que H
se puede caracterizar en términos de estos elementos.

Proposicion 4.2.4. FEl subgrupo ']1/‘?6 de G(u?(p)*), consiste de elementos centrales de
tipo grupo.

Prueba. Por L2, Theorem 6.7 y [AGlL Page 288] uf(p) posee la siguiente base

{HFQ‘*HK@@HEQM:ogng,ti,ma <l 1<i<n, B€Qr, ae@u}

B>0 i=1 >0

usemos la notacion K,E™F" para elementos de esta base, similar a la usada en el Lema
asi si [I,| =nyy |[_| =n_, tenemos que

n4 n—
AL (KE"F) = (Ko © Ko) [] Ap(E)™ [ Au(F)”
k=1 j=1
n4 n_
= (Ko ®K,) H(Ek; @K 5 + K _opin, @ Ep)™ H(FJ ® Kojir, + Ky ® F;)"
k=1 Jj=1

N4
= (Ko ® Ka) H <Z E;cnk ® Komym, + Z E,, @ Eg, + Ky (—ajtm) © EI::nk)
k=1

rk+sk:mk

n—

H Z F;}j ® ij(aj"‘Tj) + Z F., @Fg + K_mﬂj ® F;)j

j:1 T‘j+8j=mj
ni n_—
= (K JIEM I F @ KaK ) ooy " + 3 Ko (EF), @ Ko (EF),
k=1 j=1 (‘ > meTet 30 mz‘(%”ﬂ)
k=1 j=1
7L+ n_— A
+ | KoK /oy Ko [[ B[] £
(kzl mk(*akJer)*J;l mj"']') k=1 j=1

donde E,,, E,, son monomios que contienen Fy; F, ., Fy, son monomios que contienen
F; y K,(EF), respectivamente, K,(EF), son monomios que contienen Ej o Fj. Asi
D*(K,(EF),) = 0= D*(K,(EF),),
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N4 n_
[+ D*(KE'F) = | Ko [JEX ][ F)7 | D° | KoK oy "
P i1 (— kgl mk7k+j§1 mj(aj+7j)>

n4 n_ ny n_
— f (K [Tz 11 F) D*(Ko) [[ D7 ()™ [] D (K )™
k=1 j=1 k=1 j=1

por otro lado, tenemos que

n4 n—
D % f(K E™"FY) = D* | KoK /o, . fIRJTES T
<;§1 (ot 2, mﬂ") k=1 =1

ny n_ ny n—
= D*(K,) H D*(K gy 47, )™ H D*(K_.))™ f (Ka H B H FJ%‘) :
k=1 j=1 k=1 j=1

como D*(K_;,) = D*(K_o,1r,) ¥y D*(K_;,) = D*(Ka,4r;) es cierto para k € Iy
j € I_, entonces al comparar las dos tltimas expresiones se obtiene que f*D? = D*x f.

Equivalentemente, es posible demostrar la proposicion mediante el siguiente argumento.
La hipotésis sobre D* asegura que D*f(E;) = fD*(E;) y D*f(F;) = fD*(F};) para
todo f € u?(p)*, z € (Z/MZ)", i € I, y j € I_. De hecho, ya que los elementos
K,, € u?(p) son de tipo grupo 1 <t <n, D*f(K,,) = fD?*(K,,). Como D? es de tipo
grupo en u?(p)*. Tenemos D*f(MN) = fD*(MN) para M,N € {K,,,E;, F; : i €
Ly,j € I}, ya que D*f(MN) = (D*f)q)(M)(D*f)2)(N) = D f)(M)D* f2)(N) =
fayD*(M) foyD*(N) = fD*(MN). Similarmente, por inducién se puede probar que
D? y f conmutan cuando se evaliia sobre cada elemento de la base. O]

La siguiente proposicion caracteriza todos los cocientes de u?(g)*.

Proposicion 4.2.5. Sea H un dlgebra de Hopf cociente de u?(g)*, donde H* esta
determinada por la terna (I, 1_,%%?) yu?(p) es el nicleo de Frobenius-Lusztig reqular
torcido asociado a (I, 1_). Entonces H =u?(p)*/(D* —1: D* € N¥).

Prueba. Si (I.NI_)° = {a,...,q,} escribimos D* = D;! --- D;™. Por la Observacion
4.2.2 (b), G(uf(p)*) = {D*| = € (Z/{Z)™}. Por la Proposicion [4.2.4sabemos que los
elementos de T7. son centrales en u?(p)*. Debido a que N¥ C TY., el ideal bilatero Z

de u?(p)* generado por los elementos {D* —1: D* € N¥} es una ideal de Hopf, y asi
u?(p)*/Z es un algebra de Hopf.

Por otro lado, nosotros sabemos que H* esta determinada por la terna (I, 1_,3%), de
manera que H* esta incluida en u?(p). Si denotamos por v : uf(p)* — H al morfismo
sobreyectivo dual inducido por esta inclusion, tenemos que Kerv = {f € u?(p)* :
f(h) =0, Vh € H*}. Ya que por la Observacion [4.2.2] (c), D*(g) = 1 para todo g € X¥
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y D* € N¥ sucede que D* — 1 € Kerv y de ahi hay un tnico morfismo sobreyectivo
de algebras de Hopf u?(p)*/Z — H. Pero por (4.3)) es valido que

En
dim H = |2# |-l = —|N@|£‘f+l+|ff| = dimu?(p)*/Z,
lo que implica que el morfismo inducido es realmente un isomorfismo. O]

Ejemplo 4.2.6. Sea ¢ la aplicacion de torcimiento del Ejemplo sobre g = sp;.
Si tomamos Iy = {as}, I- = {aa} y ¥ = (Ka—p)(as): K+p)(ar): Ky, K7,), entonces
¥¥ =T% ~ (Z/11Z)* y N¥ es trivial. Por otro lado, si asumimos que ¢ = 0, entonces
Y = (K, Ka,) vy N¥ 10 es trivial. Esto implica que el cociente u?(p)*/(D*—1: D* €
N¥) no puede ser una deformacion por 2-cociclo de u.(p)*/(D*—1: D* € N), ya que
ellas tendrian diferente dimension.






Capitulo

Subgrupos Cuanticos

En este capitulo determinamos todos los subgrupos cuanticos del grupo cuéanti-
co torcido Of(G). Primero construimos una familia de subgrupos cuanticos usando
informacion de g y un subgrupo algebraico I' de G. Utilizamos entre otras cosas la
construccién pushout descrita en los preliminares. Luego probamos el resultado princi-
pal de la tesis, que consiste en demostrar que cualquier otro subgrupo cuantico finito de
Of¢(G) es isomorfo a alguno construido en el camino anteriormente mencionado. Fina-
lizamos el capitulo dando una descripcion de clases de isomorfismo entre los subgrupos
cuanticos obtenidos, mostrando una relacion de orden parcial entre ellos. Asumiremos
todos los grupos cuanticos en su forma compleja.

5.1. Subgrupos cuanticos obtenidos por pushout

En esta seccién construiremos subgrupos cuanticos de Of(G) asociados a un par
(I, ) y un subgrupo algebraico I' de G contenido en P. Esto es posible gracias a la
construcion pushout dada en la Proposicion [I.2.26] la cual es un método para construir
sucesiones exactas centrales de algebras de Hopf.

La proposicion siguiente se sigue de argumentos expuestos en [AG] §2.2] y las Pro-
posiciones [1.2.26] Si~y:I' = G es un morfismo de grupos algebraicos, entonces
ty 1 O(G) — O(T') denota el correspondiente morfismo de algebras entre las algebras
de coordenadas.

Proposicion 5.1.1. Sea I' un grupos algebraico y v : I' — G un morfismo injectivo
de grupos algebraicos tales que v(I') C P. Denotemos con J al ideal bildtero Of(P)
generado por «(Ker 'y). Entonces Af, ., = Of(P)/J es un dlgebra de Hopf y existe un
morfismo inyectivo de dlgebras de Hopf j : O(I') — AZ, . y un morfismo sobreyectivo
de dlgebras de Hopf 7 : AL, — uf(p)*, tal que AZ, ., encaja al interior de la sucesion

69
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exacta de dlgebras de Hopf

1— O(T) == A%, , —=uf (p)' — 1.

Si ademds |I'| es finito, entonces dim Af,., = |I'|dimuf(p). Mds ain, el siguiente

diagrama es conmutativo

1—=0(G) ——= 0¢(G) —"=uf(g)" —=1 (5.1)

Prueba. Ya establecimos que O(P) es central en O (P). Ahora por la Proposicion[3.2.9
O?(G) es un O(G)-modulo libre de rango finito. De manera que Of(G) es notheriana,
como todo cociente de un algebra notheriana es notheriana, Of(P) es notheriana.
Entonces por [Sc(, Teorema 3.3], O?(P) es fielmente playa sobre O(P). Entonces la
sucesion de algebras de Hopf 1 — O(P) — Of(P) — u?(p)* — 1 satisface las
condiciones necesarias para aplicar la Proposicion al morfismo sobreyectivo de

algebras Hopf O(P) o, O(T'). Asi obtenemos el algebra de Hopf A, ., junto con el

morfismo sobreyectivo de algebras de Hopf Of(P) SN AZ, -, tal que el diagrama |5.1] es
conmutativo y sus filas son suceciones exactas de algebras de Hopf. O]

Proposicion 5.1.2. A, ., es una deformacion por 2-cociclo de Ay .

Prueba. Por la Proposicion [4.1.9] (iv), sabemos que Of(P) es una deformacién por
2-cociclo de O(P), el cual hemos denotado gges, ver la Observacion Entonces,
por la Observacion basta chequear que Gres|of(p)os+7007(P) = 0. Ya que J =
O?(P)ip(Ker 'y) y Ker 'y es generada por coeficientes matriciales cs, en O(P), de
bigraduacion (€A, fu) para algin A, € P, tenemos que Oges|,, (Ker t7)@u,(Ker ty) = € @
e = 0y de ahi Ores|or (P)o7+700¢(P) = 0. Asi podemos definir un 2-cociclo 7 : Acp, ®
Ay — Cpor 6((2),1¥(y)) = Ores(z,y), para todo z,y € O(P) y (Aepr)s = Alp~-
Note que & coincide con el pullback inducido por 7 del 2-cociclo 7 sobre u.(p)*. O

Gracias a la Proposicion [£.1.7] (ii), sabemos que existe un morfismo inyectivo de
codlgebras 0 : u?(p)* — I'?(p)°, y ya que u?(p)* ~ OF(P) por la Proposicion m
tenemos que Im 6 C Of(P). De ahi, la imagen del subgrupo central T%. de G(u?(p)*)

—_

es un subgrupo de G(O?(P)). Denotemos d* = '0(D*?) para z € (Z/{Z)™, D* € TY..

Lema 5.1.3. Eziste un subgrupo A = {07 = ¢('0(D?)) : D* € T7.} de G(AZ,,)

. s . . _ »
isomorfo a TY. que consiste de elementos centrales. En particular, |A| = ("85 .
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Prueba. Al igual que en la prueba de la Proposicién se ve que los elementos d*
son centrales en Of(P). A saber, si f € Of(P), entonces d*f(M) = fd*(M) para todo
generador M de I'?(p) de la Definicion Por ejemplo, sea i € I, y p > 0, entonces

por (2.12)) tenemos que

CHED) = > 4 (B Koo, [(B K,

r+S=p

= 2 4 B (Ko (B Ker) = & (Kyga ) f(B”), ¥

r+s=p

EFED) = 3 7 f(BY Ko d* (B K, )

r+s=p

= N G B Kooy ) (B (Kory) = f(EP)d (K-

r+s=p

Como d*(K;) = d*(Ka,_2r,) = D*(0(Ka, 2r,)) = 1, tenemos que d*(Kpa,—7)) =
d*(Kpr,) para todo p > 0, y entonces dzf(E(p)) fdz( ) Similarmente usando
que 1 = dZ(K ) para todo j € I_, tenemos que dzf( ) fdz( ) para todo p > 0.

;s

La igualdad sobre los generadores K;i y se sigue facilmente, debido a que

el coproducto es coconmutativo sobre ellos. Aplicando induccién sobre los monomios
constituidos por los generadores podemos chequear que d* es central en Of(P). Debido
a que ¢ : O?(P) — A7, es sobreyectivo, los elementos de tipo grupo 0° son también

©
centrales en A7 ..

Finalmente, mostremos que A ~ T%. como grupos. Por construccién, tenemos que
o '0:TY. — A es un morfismo sobreyectivo de grupos. Como el diagrama

O?(P) "> u#(p)*

es conmutativo por (5.1, tenemos 7(A) = ﬁ(@b(te('ﬂ/‘i)) = Wp(te(ﬁ) = ']I/‘]EC, lo cual
implica que ¢ o ‘0 es realmente un isomorfismo. O

5.2. Subgrupos cuanticos obtenidos desde u?(p)

En esta seccion se construiran subgrupos cuanticos obtenidos desde u?(g) y un
subgrupo algebraico de G. Sea L una subélgebra de Hopf de u?(g). Por el Lema[3.3.7]
ella esta determinada por una terna (/,/_,%¥) con ¥¥ un subgrupo de G(u?(g))
e I. C &Il son tales que K(134)0,) € X9 si oy € I+. Si H = L*, entonces por la
Proposicion H =u?(p)*/(D*—1: D? e N¥), donde N¥ esta determinado por
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3¢ como en la Observacion [£.2.2] (d). Consideremos P el subgrupo de G determinado
por el par (I;,1_) con p = Lie(P) y O?(P), u?(p) los correspondientes subgrupos
cuanticos torcidos.

Proposicion 5.2.1. Asumamos que 1" es un grupo algebraico y~v : ' — G un morfismo
inyectivo de grupos algebraicos con y(I') C P. Para cada morfismo de grupos 6 : N¥ —
f, el ideal bildtero Js de A7, . generado por los elementos 6(D*) — 0% para 0 € A y

D? en N¥, es un ideal de Hopf y el dlgebra de Hopf A,/ Js encaja al interior de la
sucesion exacta corta central

1—=OT) —> A%, ) Js > H—1.

Mds aun, el siguiente diagrama es conmutativo

id v
1 o) —~ A%,/ Js——H 1.

Si suponemos adicionalmente que |I'| es finito, entonces dim A7, . /Js = |T'| dim H.

Prueba. Se seguird la prueba de [AG], Teorema 2.17|. Sabemos que dado N¥ se tiene un
subgrupo ¥ de T% tal que la terna (I, I_, >%) corresponde a un morfismo sobreyectivo
de algebras de Hopf u?(p)* — H. Las tres primeras filas del diagrama conmutan,
gracias a que por la Proposicion es posible construir el algebra de Hopf A?, ..

Por otra parte, la Proposicion afirma que H ~ u?(p)*/(D* —1: D* € N¥) y por
el Lema sabemos que los elementos de tipo grupo 0 € A son centrales en A7, .
Entonces, ya que 6(D?) € O(I') para todo D* € N¥, el ideal Js en A7, ., generado por
los elementos 0(D?) — 0% es un ideal de Hopf. Y de ahi podemos concluir que A7, .,/ Js
es un algebra de Hopf.

Si escribimos J5 = JsNO(T), entonces A7,/ Js encaja al interior de la sucesion exacta
de algebras de Hopf

1—0()/Js —= Adpr/Js —=u¢(p)"/7(J5) —= L.

Como 7(6(D%)) = 1 y m(0*) = D* por la prueba del Lema [.1.3] se sigue que
7(Js) = (D* —1: D? € N¥). De ahi, usando la Proposicion [4.2.5] (i), tenemos
que g (p)" /7(J5) = H.

La prueba de que J5 = 0 y que A?,_/Js encaja al interior del diagrama conmutativo
se sigue de [AG, Teorema 2.17]. O
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5.3. Parametrizaciéon de subgrupos cuanticos

En esta seccion se parametrizan los subgrupos cuanticos de O?(G) por una 6-upla
llamada dato de subgrupo torcido. Mostraremos que hay una correspondencia biunivoca
entre subgrupos cudnticos torcidos y datos de subgrupo torcidos. Con lo que obtenemos
una clasificion de los subgrupos cuanticos salvo isomorfismo.

Definicién 5.3.1. Un dato de subgrupo torcido es una coleccién de seis objetos
D?:= (I, I ,N? T, ~,9) donde

(1) I CE][.Sea Ve ={aell:Suppa €}, p=> gy, 8y P=p OHhDp,
P un grupo de Lie conexo G con Lie(P) = p.

(i) N¥ un subgrupo de ’]I/‘}Zc, ver Observacion m (d).

)
(¢4i) T un grupo algebraico.
(iv) v : ' — P es un morfismo inyectivo de grupos algebraicos.
)

(v) §: N¥ — T un morfismo de grupos.
Si I" es finito, llamamos a D¥ un dato de subgrupo finito torcido.
Resumiendo los resultados previos, obtenemos el primer teorema principal de la

tesis, luego estableceremos su reciproco.

Teorema 5.3.2. Sea D¥ = (I,,1_,N¥,I',~,0) un dato de subgrupo torcido. Entonces
existe un subgrupo cudntico Apeo = Aly./Js de Of(G) que encaja en la siguiente
sucesion exacta de dlgebras de Hopf

1 O) > Ap, =~ H 1.
Si adicionalmente |I'| es finito, entonces dim Ap, = |I'| dim H.

Prueba. Por el Lema y la observacion (d), la terna (I, 1_, N¥) determina
un cociente H de uf(g)*. Ademas, por la Proposicion [£.1.9] el par (I}, 1_) determina
un subgrupo P de G, una subédlgebra de Lie p de g y los subgrupos cuanticos tor-
cidos O?(P) y u?(p). Todo esto junto a que la parte superior del diagrama es
conmutativo. Por otra parte, usando la Proposicion [5.1.1], el morfismo v:T'— P C G
permite obtener el subgrupo cuantico A¢, ., el cual es un pushout. Finalmente, por la
Proposicion el morfismo de grupos 6 : N¥ — T define el ideal de Hopf Js de
A¢, - y el dlgebra de Hopf Ap. = AZ, ,/Js encaja al interior del diagrama conmutativo

6. 0

Usando los siguientes tres lemas podremos establecer un reciproco al Teorema [5.3.2
De ahora en adelante k : Of(G) — A denotara un morfismo sobreyectivo de dlgebras
de Hopf.
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Lema 5.3.3. Existe un grupo algebraico I' y un morfismo inyectivo de grupos algebrai-
cos v : I' = @G, tal que O(T') es una subdlgebra central de A y A encaja al interior

de la sucesion exacta de dlgebras de Hopf 1 o) ~+—-A—">H 1, donde
H=A/OM)*TA. Mds ain, el siguiente diagrama es conmutativo

1 —0O(G) —= 0¢(G) ——=uf(g)" —1 (5.3)
o
1——O() A H 1.

Prueba. Denotemos K = k(1(O(G))). Ya que O(G) es central en Of(G), K es central
en A. Entonces, existe un grupo algebraico I' y un morfismo de grupos algebraicos
v:T = G, tal que K = O(T) y v : O(G) — O(T") es un morfismo sobreyectivo de
algebras de Hopf satisfaciendo 7 o' v = k o t|o(q). Mas aun, si H = A/K*A entonces
la sucesion 1 —= O(I) = A—"> H 1 es exacta y el diagrama ({5.3) conmuta.

O

Por el Lema anterior, H* es una subalgebra de Hopf de u¥(g). De ahi, por el
Lema esta determinada por una terna ([, ,>%). Sea P el subgrupo de G
determinado por el par (I.,I_), p = Lie(P) y O?(P), u?(p) los grupos cuanticos
dados por la Proposicion [4.1.9] En particular, tenemos que H* C u?(p) C u?(g) y por
la Proposicion [£.2.5) H ~ uf(p)*/(D* —1: D* € N¥), donde N¥ es determinada por
3¢ como en la Observacion [£.2.2] (d). Denotemos por v : u?(p) — H el correspondiente
morfismo sobreyectivo.

El proximo lema se sigue de [AGl Lema 3.1|, se adaptara al caso torcido.

Lema 5.3.4. El diagrama (5.3)) se factoriza a través de la sucesion exacta central

1 —=O(P) —">0¢(P) —">u?(p)* — L.

1—=0(G) ——=0?(G) —=uf(g) —=1 (5.4)

Para probar esto, es suficiente mostrar que Ker Res C Ker k. Con el fin de realizar esto,
vemos a Of(G) como una subélgebra de AY = A7 @ Q(¢), ver [CV2] §3.6], Lemam

Sea uf : O?(G) — U#(b_)P @ U# (b, )P la complejizacion del morfismo inyectivo de
algebras y, dado antes del Lema Entonces por el Lema pf(0?2(G)) C A2,
la cual es generada por ff ®@ 1, 1®ef y K_(14o0 @ Kq_py paral € Py a € O .
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La prueba se sigue al mostrar que p?(KerRes) C pf?(Kerk). Primero note que
p? (Ker Res) es el ideal bilatero Z generado por {1®ef, f @ 1| o ¢ I, oj ¢ I, }. De
hecho, por [CV2] Proposicion 2.7], la Observacion (a) y (3.1) tenemos

pE (W=5ib,) = (€7 f2) K_irg)wn @ Ka—pywn) (Kare)w) @ K- a-p)w))
= E*(Ti’wi)féfi ® 1.

Similarmente, sucede que pf(¢,, 9% ) = ¢ )1 @ 2. Como por definicion 1%,
Y_oF € KerRes cuando oy, ¢ I, a; ¢ I, obtenemos que 1 ®ey, f7 ®1 € pf(Ker Res)
para oy & I_y o ¢ I,. Reciprocamente, asuma que f € Ker Res. Entonces fire,) = 0
y (ue(f),FM @ NE) = f(FMNE) = 0 para todos los elementos F'M/ N E en una base
de I'?(p). Usando el apareamiento perfecto sobre ¢, se sigue que p?(f) C Z. Sea
h € Ker Res, entonces por la conmutatividad del diagrama 0 = vrpRes(h) =
rm(h) = 7k(h) y asi debe suceder que k(h) € Kerm = O(I')TA = k(O(G)TO¢(G)).
Entonces existe a € O(G)TO?(G) y ¢ € Kerk tal que h = a + ¢. En particular, para
los generadores de x € Z se tiene = pf(a) + pf(c) donde pf(a) € Af es la subélgebra
de A? generada por

(f&D)g@lv 1®(6§)€a Kff(lJrgo))\ X Kf(lfgo))\

para todo aw € &, y A € P. De aqui obtenemos al comparar grados, que p.(a) = 0, asi
que Z C p(Kerk). O

Resumiendo todo lo anterior, tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo

L

I —— 0(G) —'— 0¢(G)

w7 (g) —— 1

-

/// res ,’/ Res Res \\
/ \
II / Tp \
1 —— O(P) — O£(P) uf(p) ———1
t | ] 'K rr
’y \\ \\ I/
\\\ tC \\\ w y //l
\\J Z N ﬁ- X
1 o) s A H- 1

(5.5)

Note que el mapeo ¢ : O(P) — O(T') esta dado por restriccion |o(p). De ahi, *( res =
tveImvy C P.

La prueba del siguiente lema es andloga al caso ¢ = 0 y sera dada fuera de detalles.

Lema 5.3.5. [AG|, Lemas 3.2 & 3.3] Hay un morfismo de grupos 6 : N¥ — f, tal que

el ideal bildatero Js de AY, . generado por los elementos §(D*) — 0% para D* en N¥ es
un ideal de Hopf, A ~ Ap, = AZ,./Js como dlgebras de Hopf y A encaja al interior
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del siguiente diagrama conmutativo
1—0(G) — 0¢(G) ——=u¢(g)" —1 (5.6)
res Res Res

1—O(P) s O¢(P) r uf(p)  ——1

€

by P id
1—O(I) —= A%, , — =t (p) —~1
id t v
1—Ol) ——A—" - H 1.

Prueba. Como A?Y, ., esta dada por un pushout, entonces usando el diagrama ({.5)
tenemos un dnico morfismo sobreyectivo de algebras de Hopf ¢, tal que el siguiente
diagrama es conmutativo.

Si denotamos por ¢ y 7 los mapeos ¢ y 7 del Teorema [5.3.2] respectivamente. Entonces,
podemos concluir que Ker7 = j(O(I'))" A, , € Ker7t y por tanto la fila inferior del
diagrama ([5.6) conmuta con el resto del diagrama.

Sea §* € A como el Lemal[p.1.3] entonces #t(9%) = pm(9%) = 1 por la Proposicion [4.2.5]
Esto nos permite decir que £(9?) € A°* = O(T')) = I, sabemos que G(O(I)) = I'y que
t(0%) son elementos de tipo grupo. Por tanto, existe un morfismo de grupos § : N¥ — r
dado por z — 0%. Asi, Js es un ideal de Hopf tal que ¢(Js) = 0 y tenemos un mapeo
sobreyectivo de algebras de Hopf Ap — A, tal que el siguiente diagrama conmuta.

1—— o) Aps H 1
\ A /

Entonces, usando [1.2.34] tenemos que Apy >~ A. Concluyendo a demostracion.
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Usando los ultimos tres lemas podemos establecer el siguiente teorema.

Teorema 5.3.6. Si k: O?(G) — A es un morfismo sobreyectivo de dlgebras de Hopf,
entonces existe un dato de subgrupo torcido D¥ tal que A ~ Aps, como dlgebras de
Hopf. [

5.3.1. Clases de isomorfismo de subgrupos cuanticos

En esta subseccion se parametrizan los subgrupos cuanticos Of(G) salvo isomorfis-
mo. Para esto, definimos un orden parcial sobre las clases de isomorfismo de cocientes
de O?(G) y sobre el conjunto de datos de subgrupos torcidos.

Sea Q(O¢(@)) la categoria cuyos objetos son morfismos sobreyectivos de algebras
de Hopf k : Of(G) — A. Si k: O?(G) - Ay Kk : Of(G) — A’ son dos de tales
morfismos, entonces una flecha k —"= £’ en Q(O?(G)) es un morfismo de algebras de
Hopf a : A — A’| tal que ax = r’. En este lenguaje, un cociente de O?(G) es justo
una clase de isomorfismo de objetos en Q(Of(G)); [k] denota la clase del morfismo
k. Hay entonces un orden parcial entre el conjunto de cocientes de O?(G), dado por
(k] < [K] si y solo si existe una flecha Kk —"= k" en Q(O¢(G)). Note que [k] < [K] y
(k'] < [k] implica [r] = [k]. Nuestro objetivo es describir el orden parcial en Q(O?(G))
en términos de datos de subgrupo torcido.

Considere [,,I, C £II. Si I} C I, eI’ C I_, entonces I' C I y T} C T7. Por

el tercer teorema de isomorfismo de grupos, existe un morfismo sobreyectivo de gru-
pos T%. — T%. con nicleo TY/T%, el cual induce un morfismo inyectivo de grupos

n : TY. — TY%.. Note que si ¢ € N¥ y x € ¥ C X¥ entonces 7(g)(z + TY) =
g(z + T7) = 0, por tanto n(N¥) C N¥'.

Definicién 5.3.7. Sea D¥ = (I,,I_,N¥ T,~,0) y D¥ = (I',,I',N¥ 1",+/,¢") dos
datos de subgrupo torcido Of(G). Decimos que D? < D¥ si y solo si:

> I C L, I CI.
> n(N¥) C N,

> existe un morfismo de grupos algebraicos 7 : IV — T tal que y7 = /.

> 0'n=T1'.

De hecho, decimos que D? ~ D¥ son equivalentes si y solo si D¥ < D¥ y D¥ < DY,
En particular, esto implica que I', = I, I' = I_, N¥ = N¥, 7 es un isomorfismo y
§ = 7.

El altimo teorema genera la parametrizacion de cocientes de Of(G) salvo isomorfis-

mo. La prueba es analoga al caso ¢ = 0, ya que esta se realiza sobre la conmutatividad
del diagrama (5.1 y las construcciones generales de los diferentes cocientes.
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Teorema 5.3.8. Sean D? y DY datos de subgrupos torcidos k : Of(G) — Ape,
kK O2(GQ) — Ape los correspondientes cocientes. Entonces [k] < [K] si y solo si
DY < DY,

Prueba (Idea). La prueba es basicamente la misma de [AGl Teorema 2.20]|, pero cam-
biando la aplicacion 7 definida en [AGL Definicion 2.19] por la n definida antes de la
Definicién Comentaremos los detalles mas importantes de dicha demostracion.
Usando el Teoremal5.3.2] podemos establecer que el siguiente diagrama es conmutativo,
para un morfismo sobreyectivo de algebras de Hopf o : H — H'.

L m %
1 ——0(G) —— 0¢(G) —— uf(g) —— 1
/// t /// \\\
/ ’}/ / H T \
/ / \
i N ~ \
| L T \
1—— O(T : Ape H I 1
ta ! (i D
o
’y \\ \\K/ /, T
\ t \ /
T \ & 9 S/
\\J Z/ \\_n ,ﬁ./ L//
| —— O Ape Jég 1

De donde es posible probar que X' C ¥¥, I, C I, y por tanto n(N¥) C N¥'. Recor-
demos los mapeos 1 v 6 que definen los elementos 9% del Lema [5.1.3] Denotemos con
superindices / a las aplicaciones relacionadas con la construcién de Ap,/, dada por el
Teorema Entonces, para todo elemento D* € N¥ y D¥ € N¥' sucede que

'76(2) = ad(2) = at(97) = at(Y(t(D?))) = '¢'(1'6')(D?)) = &' (n(D?)),
y como ak = k', entonces podemos deducir que D¥ < D¥',

Reciprocamente, D? < D?’  sucede que u?(p’) C u?(p), también existe un morfismo
de algebras de Hopf Of(P) — O?(P’) tal que el diagrama siguiente conmuta,

0z(G) Oz(P)
Oz(P')

tt»~ _t ~ (%2 . . .
Como '7°C =" ("' y A, ~ es un pushout tenemos que el siguiente diagrama es conmuta-
tivo, para un dnico &,
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o(P) x

0

o) d
o)

se chequea directamente que @(Js) = 0 y por tanto tenemos un morfismo k : Ap, —
Aper tal que ak = K. H

Como conclusion de los ultimos tres teoremas presentados, podemos establecer una

prueba para el teorema principal de la tesis

Teorema 5.3.9 (Principal). Hay una biyeccion entre morfismos sobreyectivos de dlge-
bras de Hopf Of(G) — A y datos de subgrupos torcidos salvo equivalencia. O

Propiedades de los cocientes

Finalizamos con una lista de algunas propiedades de los cocientes. Salvo el item
(v), la prueba es similar a [AG2l, Proposition 3.8|.

Proposicion 5.3.10. Sea D¥ = (I, I_,N¥ . T',v,d) un dato de subgrupo torcido. En-
tonces,

(i) Si Ape es punteada, entonces I.NI_ =0 yT es un subgrupo del grupo de matrices
triangulares superiores de algun tamano. En particular, si I' es finito, entonces
éste es abeliano.

(11) Ape es semisimple si y sélo si I, UI_ =0 y T es finito.

(i13) Sidim Ape < 00 y A}, es punteada, entonces (') esta incluida en un toro fijo

de G.
(iv) Si Ape es co-Frobenius entonces I es reductivo.

(v) Si oy (Iy,1_,5%) son tales que X% = T¥ pero ¥ # T, entonces Ape no es una
deformacion por 2-cociclo de Ap.

Demostracion. Probamos solo (v). Si ¢ v (I4,1-,%X%) son tales que ¥¥ = T¥ pero
Y. # T, entonces N¥ =1y N # 1. Entonces, el cociente H? = u?(p)*/(D* —1: D* €
N¥) no puede ser una deformacion por 2-cociclo de H = u.(p)*/(D* —1: D* € N)
ya que tienen dimension diferente. Si Ape fuera una deformacion por 2-cociclo de Ap,
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entonces por argumentos en los diagramas conmutativos mostrados a lo largo de la tesis,
podriamos tener que H¥ es una deformaciéon por 2-cociclo de H, pero esto llevaria a
una contradiccion, ver Ejemplo [4.2.6| ]
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