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Resumen

En la presente tesis presentamos aportes al problema de clasi�cación de álgebras
de Hopf sobre un cuerpo algebraicamente cerrado de característica cero. El resultado
principal es la determinación de todos los subgrupos cuánticos de un grupo cuántico
simple torcido.

Varios autores, [AG, BB, BY, G2, Mu, P], han hecho importantes aportes en el
problema de clasi�cación de subgrupos cuánticos de distintos grupos cuánticos. Entre
ellos, GLq(n), SUq(2) para q ∈ [−1, 1] \ 0, SU−1(3), SO−1(3), GLα,β(n) y Oq(G).

En [AG] se clasi�caron los subgrupos cuánticos �nitos de Oε(G) donde G es grupo
algebraico afín simple, conexo y simplememte conexo y ε es una `-raíz primitiva de la
unidad cumpliendo que ` es impar y coprimo con tres si G es de tipo G2. En [CV2]
se introduce una deformación multiparámetro de Oε(G), que denotamos Oϕε (G). El
trabajo principal de esta tesis es encontrar los subgrupos cuánticos de esta deformación,
escogiendo ε, G y g = Lie(G) como en [AG], establecer nuevos ejemplos de álgebras de
Hopf y ver semejanzas con el caso uniparamétrico Oε(G).

El teorema principal de la tesis caracteriza los sugbrupos cuánticos de Oϕε (G), me-
diante lo que entendemos por dato de subgrupo torcido. El cual está dado por una
6-upla Dϕ = (I+, I−, N

ϕ,Γ, γ, δ), tal que: I+, I− son subconjuntos del conjunto de raí-
ces simples de g y ellos se relacionan con un subgrupo conexo P de G, Nϕ es grupo
abeliano �nito, Γ es un grupo algebraico, γ : Γ→ P es un homomor�smo injectivo de
grupos y δ : Nϕ → Γ̂ es un homomor�smo de grupos. Entonces tenemos que,

Teorema 1 Hay una biyección entre mor�smos sobreyectivos de álgebras de Hopf
Oϕε (G)→ A y datos de subgrupos torcidos salvo equivalencia.

La tesis consta de cinco capítulos, en el primero introducimos notaciones básicas y
preliminares, tales como deformaciones por 2-cociclo, deformaciones por twist y exten-
siones de álgebras de Hopf. En el segundo capítulo describimos, siguiendo [BG, CV2],
el álgebra envolvente cuántica torcida y un endomor�smo del Q-espacio vectorial QP
donde P es el retículo de pesos asociado a una sugálgebra de Cartan h de g, que deno-
minamos el mor�smo de torcimiento ϕ. En estos primeros dos capítulos no se incluye
ningún resultado original.

Para el tercer capítulo de�nimos el grupo cuántico Oϕε (G) y probamos que coincide
con una deformación por 2-cociclo de Oε(G), mostrando el primer resultado original de
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esta tesis. De�nimos el mor�smo cuántico de Frobenius Fr y los núcleos de Frobenius-
Lusztig torcidos uϕε (g), de estos últimos caracterizaremos sus subálgebras de Hopf por
ternas (I+, I−,Σ

ϕ), donde Σϕ es un subgrupo de G(uϕε (g)) el grupo de elementos de
tipo grupo de uϕε (g).

En el capítulo 4, de�nimos el subgrupo cuántico regular torcido Oϕε (P ) de Oϕε (G),
donde P es un subgrupo algebraico deG con Lie(P ) = p. Establecemos que los cocientes
uϕε (p)∗ de uϕε (g)∗ parametrizados por la terna (Tϕ, I+, I−), donde Tϕ ' G(uϕε (g)), son
deformación por 2-cociclo de uε(p)∗. Por otra parte, obtenemos cocientes de uϕε (g)∗ que
dependen de un grupo abeliano �nito Nϕ y ellos no son necesariamente deformación
por 2-cociclo de aquellos obtenidos cuando ϕ = 0. En los dos casos anteriormente
mencionados obtenemos nuevos ejemplos de álgebras de Hopf que son cocientes de
Oϕε (G).

En el capítulo 5 construimos subgrupos cuánticos Aϕε,p,γ de Oϕε (P ) que dependen
de un mor�smo inyectivo de grupos γ : Γ → P , con Γ un grupo algebraico. Ellos
son obtenidos mediante la construcción pushout descrita en [AG, Proposición 2.10] y
resultan ser deformación por 2-cociclo del subgrupo cuántico de Oε(P ), Aε,p,γ. También,
usando un mor�smo de grupos δ : Nϕ → Γ̂, podemos de�nir un cociente A de Aϕε,p,γ.
Note que juntando lo hecho en el Capítulo 4 y 5 hasta ahora, A se parametriza por un
dato de subgrupo torcido Dϕ, por eso será denotado ADϕ . Recíprocamente, probamos
que dado un cociente A de Oϕε (G), entonces para algún dato de subgrupo Dϕ, A
es isomorfo como álgebra de Hopf a ADϕ . Finalmente, establecemos el Teorema 1 y
analizamos clases de isomor�smo de subgrupos cuánticos al de�nir una relación de
orden parcial sobre el conjunto de datos de subgrupo torcidos y relacionarla con los
cocientes ADϕ .

Como producto de la tesis se escribió el artículo Quantum subgroups of simple
twisted quantum groups at roots of one en co-autoría con mi director de tesis Gastón
Andrés García, puede ser descargado en arxiv.org/abs/1601.00897.

arxiv.org/abs/1601.00897


Abstract

In this thesis we present contributions to the problem of classifying Hopf algebras
over an algebraically closed �eld of characteristic zero. The main result is the determi-
nation of all quantum subgroups of a simple twisted quantum group.

Several authors, including [AG, BB, BY, G2, Mu, P], have made signi�cant contri-
butions to the classi�cation problem of quantum subgroups of a �xed quantum group.
Among them, GLq(n), SUq(2) for q ∈ [−1, 1] \ 0, SU−1(3), SO−1(3), GLα,β(n) and
Oq(G).

In [AG], all quantum subgroups of Oϕε (G) were classi�ed where G is a simple,
connected, simply connected complex algebraic a�ne group and ε is a primitive `-th
root of unity with ` odd and coprime with 3 if G is of type G2. In [CV2], introduced a
multiparameter deformation of Oε(G), which we denote this one by Oϕε (G). The main
purpose of this thesis is to �nd all quantum subgroups of this deformation, �xing ε,
G and g = Lie(G) as in [AG], to establish new Hopf algebra examples and to show
analoguies with the uniparameter case Oε(G).

The main theorem of this thesis is the characterization all quantum subgroups of
Oϕε (G). For this, we introduce the concept of twisted subgroup data. It is given by a
6-tuple Dϕ = (I+, I−, N

ϕ,Γ, γ, δ) such that: I+, I− are subsets of the set of simple roots
of g and are related with a connected subgroup P of G, Nϕ is an abelian �nite group, Γ
is an algebraic group, γ : Γ→ P is an injective group homomorphism and δ : Nϕ → Γ̂
is a group homomorphism. Then we have

Theorem 1 There exist a bijection between surjective Hopf algebra morphism
Oϕε (G)→ A and twisted subgroup data up to equivalence.

The thesis have 5 chapters, in the �rst we introduce basic notations and prelimina-
ries, such that 2-cocycle deformations, twist deformations and Hopf algebras extensions.
In the second chapter, following [BG, CV2] we de�ne the twisted quantum enveloping
algebra and an endomorphism of the Q-space vector QP , where P is the weight lattice
associated with a Cartan subalgebra h of g. We call this one the twisted morphism ϕ.
In the �rst two chapters, we do not include any original result.

In the third chapter, we de�ne the quantum group Oϕε (G) and we prove that it
is a 2-cocycle deformation of Oε(G), showing the �rst original result of this thesis.
We de�ne the quantum Frobenius morphism and the twisted Frobenius-Lusztig kernel
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uϕε (g). We characterize the Hopf subalgebras of the latter with a triples (I+, I−,Σ
ϕ),

where Σϕ is a subgroup of G(uϕε (g)), the group of group-like elements of uϕε (g).

In Chapter 4, we de�ne the twisted quantum regular subgroup Oϕε (P ) of Oϕε (G),
where P is an algebraic subgroup of G with Lie(P ) = p. We establish that the quotients
uϕε (p)∗ of uϕε (g)∗ parameterized with the triple (Tϕ, I+, I−) where Tϕ ' G(uϕε (g)), are
2-cocycle deformations of uε(p)∗. On the other hand, we obtain quotients of uϕε (g)∗

that depend on an abelian �nite group Nϕ and they are not 2-cocycle deformation of
those obtained when ϕ = 0, necessarily. In both cases we obtain new Hopf algebras
examples as quotients of Oϕε (G).

In the Chapter 5, we construct quantum subgroups Aϕε,p,γ of Oϕε (P ) which depend
of an injective group morphism γ : Γ → P , with Γ an algebraic group. They are
obtained using the pushout construction cf. [AG, Proposition 2.10] and are 2-cocycle
deformations of the quantum subgroup Aε,p,γ of Oε(G). Also, using a group morphism
δ : Nϕ → Γ̂, we are able to de�ne a quotient A of Aϕε,p,γ. Note that putting together
the results of the Chapters 4 and 5, A is parametrized by a twisted subgroup data
Dϕ, and we denote this one by ADϕ . Conversely, we prove that given a quotient A
of Oϕε (G), then exist some twisted subgroup data Dϕ such that A ' ADϕ . Finally,
we establish Theorem 1 and we analyse isomorphism classes of quantum subgroups,
through a partial order relation over twisted subgroup data.

The thesis originated Quantum subgroups of simple twisted quantum groups at roots
of one article coauthored with my PhD advisor, Gastón Andrés García. Is available at
arxiv.org/abs/1601.00897.

arxiv.org/abs/1601.00897


Introducción

En el siglo pasado Grothendieck mostró las ventajas de estudiar objetos matemá-
ticos por medio de las funciones sobre ellos. Por ejemplo, cuando tenemos un grupo
algebraico G, resulta que su anillo de funciones regulares O(G) es un álgebra de Hopf
conmutativa. Recíprocamente, si tenemos un álgebra de Hopf H �nitamente generada,
conmutativa, compleja y sin elementos nilpotentes, entonces ella es isomorfa al anillo
de funciones O(G) de algún grupo algebraico afín G. Mas aún, hay ciertas relaciones
entre propiedades de estos objetos. Por ejemplo, si O(G) es un dominio integro enton-
ces G es conexo o ι : P → G es una aplicación inyectiva si y sólo si tι : O(G)→ O(P )
es sobreyectiva.

Es natural preguntarse si es posible extender esta relación cuando se consideran
álgebras de Hopf no conmutativas. En este sentido aparece la noción de grupo cuán-
tico. Los grupos cuánticos a per se no existen, ellos serían los objetos de una categoría
dual a las álgebras de Hopf no conmutativas y no coconmutativas. Es decir, si H es
una de tales álgebras de Hopf, ella debería ser isomorfa a O(Gq), donde Gq es un grupo
cuántico. En esta tesis, el grupo cuántico no existe, de manera que llamaremos grupo
cuántico al álgebra de Hopf que se le asocia. Por supuesto, en este sentido un subgrupo
cuántico corresponde a un cociente de álgebras de Hopf.

Los grupos cuánticos aparecen inicialmente en los contextos de la geometría, pro-
babilidad y simetría cuántica y auto dualidad ([M], pág. xvi). Luego de trabajos como
Quantum Groups de Drinfeld [D] empiezan a tener un interés más amplio en las mate-
máticas. Actualmente existe una importante cantidad de investigadores alrededor del
mundo que investigan en grupos cuánticos. Desde luego, uno de los principales proble-
mas es clasi�carlos. Actualmente se han logrado clasi�caciones de algunas familias de
álgebras de Hopf, como por ejemplo las punteadas sobre grupos abelianos o álgebras
de Hopf de una dimensión �ja o de dimensión potencias de primo. Existe una basta
bibliografía al respecto, por ejemplo tenemos los trabajos de [AS, EG, G1, N].

Al interior del problema de clasi�cación encontramos el de clasi�car los subgrupos
cuánticos de un grupo cuántico dado. Esto se fundamenta en quizás dos aspectos,
el primero es generalizar el problema clásico de conocer los subgrupos de un grupo
algebraico dado y el segundo es encontrar nuevos ejemplos de álgebras de Hopf. En aras
de poder clasi�car los grupos cuánticos, es importante encontrar propiedades generales
de ellos, es aquí donde emerge el problema de determinar la estructura de todos los
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subgrupos cuánticos de un grupo cuántico dado. Varios autores han realizado aportes
frente a esta situación, al determinar todos los cocientes de grupos cuánticos conocidos,
es decir subgrupos cuánticos. Se distinguen dos casos para abordar este problema, el
algebraico y el compacto. A saber para el caso compacto encontramos en la literatura
el siguiente marco de referencia,

[P] la descripción de los subgrupos cuánticos compactos de los grupos cuánticos de
Woronowicz SUq(2) y SO−1(3) para q ∈ [−1, 1] \ 0,

[BB] la determinación de todos los subgrupos cuánticos de SU−1(3),

[BN] el estudio de los subgrupos cuánticos de SUq(2) para q = −1,

[FST] el estudio de los subgrupos cuánticos de SUq(2) para q 6= −1,

[BD] la descripción de los subgrupos cuánticos del grupo ortogonal cuántico half-
liberated O∗n,

[BY] la clasi�cación de los subgrupos cuánticos de SU−1(3).

Y para el marco algebraico,

[Mu] la descripción de los subgrupos cuánticos �nitos de GLq(n) y SLq(n) para q una
raíz impar de la unidad,

[AG] la clasi�cación de los subgrupos cuánticos de Oε(G), para un conexo, simplemente
conexo, complejo grupo algebraico simple G, con ε una `-ésima raíz primitiva de
la unidad con ` impar y coprimo con 3 si G es de tipo G2,

[G2] la descripción de los subgrupos cuánticos de la deformación 2-paramétrica
GLα,β(n) para α−1β una raíz primitiva de la unidad de orden impar.

El presente trabajo determina todos los subgrupos cuánticos del álgebra de funcio-
nes cuantizada multiparamétrica Oϕε (G), para un conexo, simplemente conexo, com-
plejo grupo algebraico simple G, con ε una `-ésima raíz primitiva de la unidad con `
impar y coprimo con 3 si G es de tipo G2. Si Lie(G) = g y P es el retículo de pesos
asociado a una subálgebra de Cartan h de g, ϕ es un endomor�smo del Q espacio
vectorial QP . Lo interesante es que cuando ϕ = 0 podemos recuperar los resultados
obtenidos en [AG], es por esto que la tesis se enmarca al interior del marco algebraico.
De los resultados de tesis se produjo el artículo Quantum subgroups of simple twisted
quantum groups at roots of one en co-autoría de Gastón Andrés García, este puede ser
descargado en arxiv.org/abs/1601.00897.

En el Capítulo 1 de preliminares, introduciremos las notaciones y de�niciones bási-
cas de la tesis. A saber, presentaremos elementos básicos de álgebras de Lie semisimples,
álgebras de Hopf y sus extensiones, apareamientos, teoría de categorías, deformaciones

arxiv.org/abs/1601.00897
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por 2-cociclo, twist y bigraduaciones. Usaremos la palabra torcido/a para aquellas ál-
gebras de Hopf que se puedan ver como deformación por twist o 2-cociclo de otra. Y
cuando exista un apareamiento perfecto entre dos álgebras de Hopf, diremos que una
es dual a la otra o que están en dualidad.

Sea q una indeterminada, G un grupo algebraico como en [AG] y Lie(G) = g.
En [CV1, R] de�nieron una versión multiparamétrica Uϕ

q (g) del grupo cuántico Uq(g),
donde Uϕ

q (g) se asemeja a una deformación por twist de Uq(g) cf. [CV2, R]. De Con-
cini y Lyubanskesko en [DL] presentan formas integrales Rq[G] y Γ(g) de las álgebras
Uq(g) y Oq(G) respectivamente, con ellas es posible de�nir el caso raíz de la unidad
Uε(g) y Oε(G). Luego en [CV2] generalizan esto al caso multiparamétrico presentando
una deformación del coproducto y del producto de las álgebras Uq(g) y Oq(G), que
denotaremos Uϕ

q (g) y Oϕq (G), respectivamente, y formas integrales Rϕ
q [G] y Γϕ(g) que

permiten de�nir el caso q = ε. Veremos en el capítulo tres que Oϕε (G) corresponde a
una deformación por 2-cociclo en el sentido de�nido en [Do] de Oε(G), lo que constituye
el primer resultado original de la tesis.

De�niremos en el Capítulo 2 el álgebra envolvente cuántica torcida Uϕ
ε (g;M), en

donde g es un álgebra de Lie compleja, semisimple y de dimensión �nita y M es un
subretículo del retículo de pesos P de g que contiene a Q el retículo de raíces. Las
reglas de conmutación en esta álgebra dependen de las entradas de la matriz de Cartan
asociada a g. Cuando M = Q denotaremos Uϕ

ε (g;M) = Uϕ
ε (g), en este caso coincide

como álgebra con el grupo cuántico de Drinfeld-Jimbo y Uϕ
ε (g;P ) = Ǔϕ

ε (g) cuando
M = P . Presentaremos algunas propiedades de estas álgebras, algunas de las más
importantes son las siguientes,

# Uϕ
ε (g;M) es lo mismo que Uϕ

q (g;M) pero especializando q en ε [CKP].

# Uϕ
ε (g) contiene una subálgebra central Zϕ

0 la cual tiene la propiedad de ser inva-
riante bajo la acción sobre el grupo de trenzas BW de�nida por Lusztig en [L2].
Mas aún Uϕ

ε (g) es un Zϕ
0 módulo libre de rango `dim g [BG].

# si el rango de g es n, la cantidad de parámetros enteros que de�nen a ϕ es
n(n− 1)/2.

# Uϕ
q (g) posee una forma integral Γϕ(g) que llamaremos el álgebra de potencias

divididas [CV2].

# De�nimos Γϕε (g) como el producto tensorial Γϕ(g) ⊗Q[q,q−1] Q(ε), donde
Q(ε) = Q[q, q−1]/(χ`(q)).

Dualmente, en el Capítulo 3 de�nimos el álgebra de funciones cuantizada torcida
Oϕq (G). Ella corresponde al álgebra generada por coe�cientes matriciales de
Uϕ
q (g)-módulos �nito dimensionales en los cuales las Ki actúan diagonalmente para

todo i ∈ {1, . . . , n = rg g} y exhibimos algunas propiedades (las cuatro primeras apa-
recen en [CV2]) tales como,



x

" Oϕq (G) contiene una forma integral Rϕ
q [G] dual a Γϕ(g), la cual es generada

por coe�cientes matriciales de Γϕ(g)-módulos libres de rango �nito en los cuales

Ki y

(
Ki; 0

t

)
actúan diagonalmente.

" De�nimos Oϕε (G) como el producto tensorial Rq[G]⊗Q[q,q−1]Q(ε), luego probamos
que Oϕq (G) y Γϕ(g) son duales.

" Oϕε (G) contiene una subálgebra de Hopf central isomorfa a O(G).

" Oϕε (G) es un O(G)-módulo proyectivo de rango ldim G.

" Oϕε (G) es una deformación por 2-cociclo de Oε(G).

" la siguiente sucesión es exacta corta de álgebras de Hopf.

1 −→ O(G) −→ Oϕε (G) −→ Oϕε (G)/O(G)+Oϕε (G) −→ 1,

Introducimos el núcleo de Frobenius-Lusztig torcido uϕε (g) de dimensión `dim g. Es-
te objeto ha sido introducido en varios trabajos para el caso ϕ = 0, ver por ejemplo [AG,
BG, L1]. Probaremos que uϕε (g) se puede de�nir como el cociente
Uϕ
ε (g)/〈Kϕ

i − 1, El
i, F

l
i ,∀i〉 o equivalentemente, como la subálgebra de Γϕε (g) genera-

da por Ki, Ei, Fi para i = 1, . . . , n. uϕε (g) resulta ser punteada, no semisimple y una
deformación por twist de uε(g), el núcleo de Frobenius-Lusztig cf. [AG].

Usando el mapeo cuántico de Frobenius [CV2, DL] sabemos que la sucesión,

1 −→ uε(g) −→ Γ(g) −→ U(g)Q(ε) −→ 1,

es exacta de álgebras de Hopf, cf. [A1]. La sucesión 1→ uϕε (g)→ Γϕ(g)→ U(g)Q(ε) → 1
también es exacta de álgebras de Hopf. Mas aún, es posible dar una caracterización de
uϕε (g)∗ como un cociente de Oϕε (G) al establecer el siguiente isomor�smo,

Oϕε (G)/O(G)+Oϕε (G) ' uϕε (g)∗,

concluimos que la siguiente sucesión de álgebras de Hopf es exacta,

1 −→ O(G) −→ Oϕε (G) −→ uϕε (g)∗ −→ 1.

Finalizamos el capítulo 3, probando el siquiente lema,

Lema (Subálgebras de uϕε (g)) Las subálgebras de Hopf de uϕε (g) están paramétri-
zadas por ternas (I+, I−,Σ

ϕ) donde I± ⊂ ±Π y Σϕ es un subgrupo de G(uϕε (g)) sujeto

a que K(1∓ϕ)(αi) ∈ Σϕ si αi ∈ I±. Denotemos por Ẽi := EiK−τi y F̃j := K(αj+τj)Fj.
Entonces la subálgebra de uϕε (g) correspondiente a la terna (I+, I−,Σ

ϕ) es la subálgebra

generada por el conjunto {g, Ẽi, F̃j| g ∈ Σϕ, αi ∈ I+ and αj ∈ I−}.
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Uno de los objetivos principales de la siguiente tesis es caracterizar todos los subgru-
pos cuánticos del grupo cuántico Oϕε (G), para esto nos apoyaremos en el procedimiento
presentado en [AG].

En lo que resta de la presente introducción, todos los diagramas estarán compuestos
de álgebras y mor�smos de Hopf. El Capítulo 4 inicia estableciendo la conmutatividad
del diagrama

1 // O(G)Q(ε)
//

��

Oϕε (G)Q(ε)
//

��

uϕε (g)∗ //

��

1

1 // O(P )Q(ε)
// Oϕε (P )Q(ε)

// uϕε (p)∗ // 1.

donde p es una subálgebra de Lie regular de g que depende de los parámetros I+ e I−,
P un subgrupo conexo de G tal que p = Lie(P ) y uϕε (p) es la subálgebra de uϕε (g) de
parámetros (I+, I−,Tϕ) con Tϕ ' G(uϕε (g)) ' (Z/`Z)n.

En la segunda parte del Capítulo 4 caracterizamos todos los cocientes de uϕε (g)∗,
al considerar un subgrupo abeliano �nito Nϕ relacionado con Σϕ. Mas aún, podemos
agruparlos en dos grandes grupos, los uϕε (p)∗ donde Nϕ es trivial y los H donde Nϕ no
es trivial. Los primeros resultan ser deformación por 2-cociclo de uε(p)∗ y los segundos
no necesariamente son deformación por 2-cociclo de su análogo al considerar ϕ = 0.
Esto constituye otro de los resultados importantes de la tesis, dado que presentamos
dos maneras distintas de obtener nuevos ejemplos de álgebras de Hopf.

En el Capítulo 5 se establece el teorema principal, al considerar la de�nición si-
guiente,

Sea g un álgebra de Lie semisimple de rango n, h una subálgebra de Cartán y Π la
base del sistema de raíces Φ de g con respecto a h. Entonces, un dato de subgrupo
torcido es una colección de seis objetos Dϕ := (I+, I−, N

ϕ,Γ, γ, δ) donde

(i) I± ⊂ ±
∏
. Sea Ψ± = {α ∈ Π : Suppα ∈ I±}, p =

∑
α∈Ψ±

gα y p = p+ ⊕ h⊕ p−,
P un grupo de Lie conexo G con Lie(P ) = p,

(ii) Nϕ un subgrupo abeliano �nito,

(iii) Γ un grupo algebraico,

(iv) γ : Γ→ P es un mor�smo inyectivo de grupos algebraicos,

(v) δ : Nϕ → Γ̂ un mor�smo de grupos.

Teorema 1 Hay una biyección entre mor�smos sobreyectivos de álgebras de Hopf
Oϕε (G)→ A y datos de subgrupos torcidos salvo equivalencia.

En la primera sección del Capítulo 5, aplicando la construcción pushout descrita en
[AG, Proposición 2.10], obtenemos al considerar la inclusión de un grupo algebraico Γ
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en G, el subgrupo cuántico Aϕε,p,γ. Si tγ : O(P )→ O(Γ) es el mor�smo sobreyectivo de
álgebras de Hopf inducido por la inclusión, tenemos que el siguiente diagrama conmuta

1 // O(G) //

��

Oϕε (G) //

��

uϕε (g)∗ //

��

1

1 // O(P ) //

tγ
��

Oϕε (P ) //

��

uϕε (p)∗ //

id
��

1

1 // CΓ // Aϕε,p,γ // uϕε (p)∗ // 1

y todas sus �las son sucesiones exactas de álgebras de Hopf. Si adicionalmente Γ es
�nito, entonces Aϕε,p,γ tiene dimensión |Γ|dim uϕε (p).

En la siguiente sección del Capítulo 5, obtenemos un subgrupo cuántico ADϕ de
Oϕε (G), a partir de un mor�smo sobreyectivo r : uϕε (p)∗ → H. Más aún, probamos
que dado un dato de subgrupo Dϕ, existe un álgebra de Hopf ADϕ que encaja en el
siguiente diagrama conmutativo, cuyas �las son todas exactas,

1 // O(G) //

��

Oϕε (G) //

��

uϕε (g)∗ //

��

1

1 // O(P ) //

tγ
��

Oϕε (P ) //

��

uϕε (p)∗ //

id
��

1

1 // O(Γ) //

id
��

Aϕε,p,γ //

��

uϕε (p)∗ //

r

��

1

1 // O(Γ) // ADϕ // H // 1,

donde AϕD := Aϕε,p,γ/Jδ es un álgebra de Hopf cociente tal que el ideal de Hopf Jδ
depende del mor�smo δ. Hemos utilizado la notación AϕDϕ para Aϕε,p,γ/Jδ, debido a que
en su construcción se han utilizado los seis parámetros del dato de subgrupo Dϕ =
(I+, I−, N

ϕ,Γ, γ, δ).

Luego, mostraremos que si A es un álgebra de Hopf tal que Oϕε (G) → A es un
mor�smo sobreyectivo de álgebras de Hopf, entonces A encaja en el siguiente diagrama
conmutativo,
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1 // O(G) //

��

Oϕε (G) //

��

uϕε (g)∗ //

��

1

1 // O(P ′) //

tσ′

��

Oϕε (P ′) //

��

uϕε (p′)∗ //

id
��

1

1 // O(Γ′) //

id
��

Aϕε,p′,γ′
//

��

uϕε (p′)∗ //

r′

��

1

1 // O(Γ′) // A // H ′ // 1,

y es isomorfa a ADϕ′ para algún dato Dϕ′ = (I ′+, I
′
−, N

ϕ′,Γ′, γ′, δ′).

Finalizamos el Capítulo 5, de�niendo una relación de orden parcial sobre el conjunto

de clases de isomor�smo de cocientes de Oϕε (G). A saber, si Oϕε (G)
κ−→ A y Oϕε (G)

κ′−→ A′

son dos mor�smos sobreyectivos de álgebras de Hopf, Denotemos con [κ] a la cla-
se de isomor�smo de cocientes con representante κ, de�nida naturalmente. Entonces
[κ] ≤ [κ′] si existe un mor�smo de álgebras de Hopf A

α−→ A′ tal que el siguiente
diagrama es conmutativo,

Oϕε (G) A

A′.

κ

κ′
α

Por otra parte, podemos de�nir una relación de orden sobre el conjunto de datos
de subgrupo torcido. Sean Dϕ = (I+, I−, N

ϕ,Γ, γ, δ) y Dϕ′ = (I ′+, I
′
−, N

ϕ′,Γ′, γ′, δ′)
dos datos de subgrupo torcido. Entonces Dϕ ≤ Dϕ′, si I ′+ ⊆ I+ e I ′− ⊆ I−, existe un

mor�smo de grupos inyectivo Nϕ η−→ Nϕ′ y un mor�smo de grupos Γ′
τ−→ Γ′, tal que los

siguientes diagramas son conmutativos

Nϕ Γ̂ Γ′ Γ

Nϕ′ Γ̂′ P.

δ

η tτ

τ

γ′ γ

δ′

Probamos que [κ] ≤ [κ′] si y sólo si Dϕ ≤ Dϕ′. Dos datos de subgrupo torcido son
equivalentes si Dϕ ≤ Dϕ′ y Dϕ′ ≤ Dϕ.

Juntando todos los resultados del capítulo cinco, se construye una prueba para el
Teorema 1 mencionado anteriormente.





Capı́tulo 1
Preliminares

En el presente capítulo estableceremos de�niciones básicas, notaciones y acuerdos
que se usarán en el resto de la tesis. También describiremos algunos resultados sobre ál-
gebras de Hopf y sus extensiones. Al �nal, introduciremos los conceptos de deformación
por twist, 2-cociclo y bi-graduaciones.

Trabajaremos sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado de característica cero,
salvo se diga lo contrario las álgebras serán asumidas sobre el cuerpo de los números
complejos C. Se entenderán los productos tensoriales sobre C o k a menos de que se
especi�que el anillo sobre el que se están realizando. Omitiremos las pruebas de los
teoremas, proposiciones o lemas, remitiremos para el lector interesado a las referencias
adecuadas. Para la primera sección usaremos [H, Se], para la segunda [A1, AG, EGNO,
G, Ka, Ma, Mo, Sw, Sc, T, W] y para la última sección [BG, Do, HLT, M, Ra].

1.1. Álgebras de Lie

En la presente sección estableceremos de�niciones y notaciones básicas acerca de
álgebras de Lie. Estas se usarán a lo largo de la tesis. Asumiremos siempre a g como
un álgebra de Lie semisimple compleja de dimensión �nita. Resumiremos toda la in-
formacción recolectada para g en esta sección con lo que denominamos datum cartan,
usando la notación establecida en [Se].

Es sabido que g posee, salvo conjungación, una subálgebra máximal abeliana que
consiste de elementos semisimples. Denotaremos h para esta subálgebra, que se deno-
mina subálgebra de Cartan. Sea α ∈ h∗, entonces de�nimos el subespacio gα = {x ∈ g :
adh(x) = α(h)x, para todo h ∈ h}. Si α 6= 0 y gα 6= 0, entonces llamamos a α raíz de g,
a gα espacio raíz y denotamos por Φ al conjunto de raíces de g que se llamará sistema
de raíces, es conocido que Φ genera a h∗ cf. [H, Proposición 8.3]. De las propiedades
de Φ se puede escoger una base Π de h∗, cuyos elementos llamamos raíces simples,
tal que Φ = Φ+ ∪ Φ−, donde Φ+ denota el conjunto de combinaciones lineales enteras

1
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positivas de Π, respectivamente con las negativas Φ−. Tenemos una descomposición
de g en espacio de raíces y h, descrita por

⊕
α∈Φ gα ⊕ h, dimh = n es el rango de g,

denotado por rg g.

Tambíen tenemos a las subálgebras de Lie de g nilpotentes n± =
∑

α∈Φ± gα y la
descomposión triangular de g = n+ ⊕ h⊕ n−.

La forma bilineal (−,−) : g × g → C de�nida por (x, y) 7→ Tr(adx ◦ ady), es no
degenerada al restringirse a h. Razón por la cual tenemos un isomor�smo entre h y
h∗ inducido por (−,−). Esta forma es denominada forma de Killing. De�nimos para
α ∈ Π el conjunto Supp α = {β ∈ Φ : (α, β) 6= 0}.

El grupo de Weyl W asociado a g, es generado por todas las re�exiones sα con
sα(β) = β− 2(β,α)

(α,α)
α en los hiperplanos ortogonales a α ∈ Π, denotamos si para sαi . Sea

w0 ∈ W el único elemento de longitud máxima `(w0) = N . Si w0 = si1 . . . siN , entonces
podemos ordenar Φ al de�nir los elementos βj = si1 · · · sij−1

(αij).

Es sabido que si g es simple, existe una correspondencia biyectiva entre g y matrices

indescomponibles
(

2(αi,αj)

(αi,αi)

)
ij

= (aij) = A. A la matriz A se le llama matriz de Cartan,

la cual tiene entradas enteras. Se puede chequear que la matriz diagonal D = diag(di),
con di = (αi,αi)

2
simetriza a A, es decir, DA es simétrica y de�nida positiva.

También de�nimos el retículo de raíces Q =
n∑
i=1

Zαi. Al identi�car h con h∗, de-

�nimos los pesos fundamentales como los únicos elementos ωi ∈ h∗ que satisfacen la

ecuación (ωi, αj) = diδij para todo i, j y el retículo de pesos P =
n∑
i=1

Zωi.

Es válida la relación αi =
n∑
i=1

aijωi, por tanto Q ⊂ P . El conjunto {ωi} es una base

de h∗ y A corresponde a la matriz cambio de base entre raíces y pesos fundamentales.
Denotaremos con âij a las entradas de A−1. Finalmente, los pesos enteros dominantes

son elementos del conjunto P+ =
n∑
i=1

Z≥0ωi. Es conocido que existe una biyección entre

módulos irreducibles �nito dimensionales de g y pesos dominantes enteros. Resumiendo,

De�nición 1.1.1. Para un álgebra de Lie g simple de�nimos el datum Cartan como
la siguiente colección de datos:

(i) Φ el sistema de raíces asociado a h, con raíces simples Π = {α1, . . . , αn} y raíces
positivas Φ+.

(ii) W el grupo de Weyl asociado.

(iii) pesos fundamentales ω1, . . . , ωn.

(iv) P el retículo de pesos, P+ los pesos positivos o pesos dominates y Q el subretículo
de raíces.
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(v) A = (aij) la matriz de Cartan asociada y D = diag(d1, . . . , dn).

(vi) rg g := dim(h) = n.

Acuerdo. A lo largo de toda tesis, siempre que hablemos de un álgebra de Lie
semisimple g asumiremos todas las de�niciones y notaciones de�nidas en esta sección.

r

1.2. Álgebras de Hopf

De�nición 1.2.1. Una k-álgebra con unidad es un k-espacio vectorial A junto con
dos aplicaciones k-lineales m : A ⊗ A → A, llamada la multiplicación, y u : k → A la
unidad, de manera que los siguientes diagramas son conmutativos:

ASOCIATIVIDAD UNIDAD

A⊗ A⊗ A m⊗id //

id⊗m

��

A⊗ A

m

��
A⊗ A m

// A

A⊗ A

m

��

k ⊗ A

u⊗id
99

%%

A⊗ k

id⊗u
ee

yy
A

Notar que la unidad en A está dada por 1A = u(1k).

De�nición 1.2.2. Sean V y W dos k-espacios vectoriales. Se de�ne la aplicación �ip
τ como la aplicación lineal τ : V ⊗W → W ⊗ V dada por τ(v⊗w) = w⊗ v para todo
v ∈ V, w ∈ W .

A es conmutativa si y sólo si m ◦ τ = m. Asumiremos que el lector esta familiarizado
con las otras de�niciones básicas de álgebras.

Dualizando la noción de álgebra obtenemos la de coálgebra:

De�nición 1.2.3. Una k-coálgebra con counidad es un k-espacio vectorial no nulo C
junto con dos aplicaciones k lineales, la comultiplicación o coproducto ∆ : C → C ⊗ C
y la counidad ε : C → k de manera que los siguientes diagramas son conmutativos:
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COASOCIATIVIDAD COUNIDAD

C ∆ //

∆

��

C ⊗ C

∆⊗id

��
C ⊗ C

id⊗∆
// C ⊗ C ⊗ C

C

∆

��

'

yy

'

%%
k ⊗ C C ⊗ k

C ⊗ C
ε⊗id

ee

id⊗ε

99

Dualizando la noción de conmutatividad obtenenos que C es coconmutativa si y sólo si
τ ◦∆ = ∆ en C.

De�nición 1.2.4. Sea C una coálgebra, entonces la coálgebra coopuesta Ccop es la
coálgebra tal que Ccop = C como espacios vectoriales y coproducto ∆cop = τ ◦∆.

De�nición 1.2.5. Sean C y D dos coálgebras con comultiplicación ∆C y ∆D y couni-
dad εC y εD respectivamente.

(i) Una aplicación lineal f : C → D es un mor�smo de coálgebras si ∆D ◦ f =
(f ⊗ f)∆C y εC = εD ◦ f .

(ii) Un subespacio I ⊆ C es un coideal si ∆(I) ⊆ I ⊗ C + C ⊗ I y εC(I) = 0.

Con esta de�nición podemos chequear que I es un coideal de C si y sólo si el k-
espacio vectorial C/I es una coálgebra con la comultiplicación ∆C/I = (π ⊗ π)∆C ,
donde π : C → C/I es la proyección canónica. El subespacio C+ = Ker ε ⊆ C de C es
un coideal.

Para trabajar con coálgebras usaremos la notación sigma de Sweedler: si c es un
elemento de una coálgebra C notaremos al elemento ∆(c) =

∑
i ai ⊗ bi ∈ C ⊗ C de la

siguiente forma

∆(c) = c(1) ⊗ c(2).

Por ejemplo, el axioma de coasociatividad de C dado por (∆⊗id)◦∆ = (id⊗∆)◦∆,
se puede expresar como

(c(1))(1) ⊗ (c(1))(2) ⊗ c(2) = c(1) ⊗ (c(2))(1) ⊗ (c(2))(2) = c(1) ⊗ c(2) ⊗ c(3),

para todo c ∈ C.

De�nición 1.2.6. Sea C una k-coálgebra. Un C-comódulo a derecha es un k-espacio
vectorial M junto con un aplicación lineal ρ : M → M ⊗ C tal que los siguientes
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diagramas conmutan

M
ρ //

ρ

��

M ⊗ C

ρ⊗id

��
M ⊗ C

id⊗∆C

//M ⊗ C ⊗ C

M
ρ //

'

""

M ⊗ C.

id⊗ε

��
M ⊗ k

Análogamente se de�ne un C-comódulo a izquierda.

Usaremos la notación de Sweedler para los comódulos: si M es un C-comódulo a
derecha, entonces escribimos

ρ(m) = m(0) ⊗m(1) ∈M ⊗ C para todo m ∈M.

Si M es un C-comódulo a izquierda con mor�smo de estructura λ : M → C ⊗ M
entonces escribimos

λ(m) = m(−1) ⊗m(0) ∈ C ⊗M para todo m ∈M.

Sean M y N dos C-comódulos a derecha con mor�smos de estructura ρM y ρN , res-
pectivamente. Una aplicación lineal f : M → N es un mor�smo de C-comódulos a
derecha si ρN ◦ f = (f ⊗ id) ◦ ρM .

Ejemplo 1.2.7. Sea f : C → D un mor�smo de coálgebras. Entonces C es un
D-comódulo a derecha y a izquierda vía los mor�smos

ρ = (id⊗f)∆ : C → C ⊗D y λ = (f ⊗ id)∆ : C → D ⊗ C.

De�nición 1.2.8. Sea C una coálgebra.

(i) Un elemento c ∈ C se dice de tipo grupo si ∆(c) = c⊗ c y ε(c) = 1. El conjunto
de elementos de tipo grupo de C es un grupo y se denota por G(C).

(ii) Sean a, b ∈ G(C), el conjunto de elementos (a, b)-primitivos de C se de�ne como

Pa,b = {c ∈ C| ∆(c) = a⊗ c+ c⊗ b}.

En particular a los elementos de P1,1 se les denomina elementos primitivos, es conocido
que P1,1 es un álgebra de Lie.

Diremos que una coálgebra C es simple si no posee subcoálgebras propias y diremos
que es cosemisimple si es suma directa de subcoálgebras simples. En particular, se de�ne
el corradical de C como la suma de todas las subcolgebras simples de C y se denota
por C0. Si todas las subcolgebras simples de C tienen dimensión uno, entonces C se
dice punteada y se tiene que C0 = k[G(C)] c.f. 1.2.13. De hecho, el corradical C0 de
una coálgebra C es el menor elemento de una �ltración de C. Diremos que una familia
de subespacios {Cn}n∈N de C es una �ltración de coálgebras si
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(i) Cn ⊆ Cn+1 y C = ∪n∈NCn,

(ii) ∆(Cn) ⊆
∑n

i=0Ci ⊗ Cn−i.

Si C0 es el corradical de C, entonces se de�ne recursivamente Cn para n ≥ 1 como:

Cn = ∆−1(C ⊗ Cn−1 + C0 ⊗ C).

Luego, {Cn}n∈N es una familia de subcoálgebras de C que da una �ltración de coál-
gebras, ver [Mo, Cap. 5], [Sw, Cap. IX]. Dicha �ltración recibe el nombre de �ltración
corradical de C.

De�nición 1.2.9. Una k-álgebra B con multiplicación m y unidad u, que también es
una coálgebra con coproducto ∆ y counidad ε. Es una biálgebra, si satisface alguna de
las siguientes condiciones equivalentes:

(i) ∆ y ε son mor�smos de álgebras.

(ii) m y u son mor�smos de coálgebras.

Un subespacio I ⊆ B es un bi-ideal si es un ideal bilátero y un coideal. También
tenemos que I es un bi-ideal de una biálgebra B si y sólo si el k-espacio vectorial B/I
es una biálgebra con las operaciones inducidas del cociente.

Ejemplo 1.2.10. Sea O(Mn(k)) = k[Xij| 1 ≤ i, j ≤ n] el álgebra de funciones polino-
miales en la matrices de n× n. Como álgebra, O(Mn(k)) es simplemente el anillo con-
mutativo de polinomios en n2 variables. O(Mn(k)) admite una estructura de coálgebra
con la comultiplicación y la counidad determinada por sus valores en los generadores
del álgebra {Xij}1≤i,j≤n:

∆(Xij) =
n∑
`=1

Xi` ⊗X`j, y ε(Xij) = δij, para todo 1 ≤ i, j ≤ n.

De�nición 1.2.11. Sean C una coálgebra y A un álgebra. El conjunto Homk(C,A)
tiene una estructura de álgebra con el producto de convolución dado por

(f ∗ g)(c) = f(c(1))g(c(2)) para todo f, g ∈ Homk(C,A), c ∈ C.

De�nición 1.2.12. Una biálgebra H es una álgebra de Hopf, si existe un elemento S ∈
Homk(H,H), que es un elemento inverso a la identidad idH con respecto al producto
de convolución. A tal elemento los llamamos antípoda. Dicho de otra manera, S debe
satisfacer las igualdades

S(h(1))h(2) = ε(h)1H = h(1)S(h(2)) para todo h ∈ H.
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Una aplicación f : H → K es un mor�smo de biálgebras si f es un mor�smo de
álgebras y coálgebras. Si H y K son álgebras de Hopf, se cumple que f(SH(h)) =
SK(f(h)) para todo h ∈ H y en este caso decimos que f es un mor�smo de álgebras de
Hopf . Si este mor�smo posee un inverso que es también de álgebras de Hopf, entonces
decimos que H y K son isomorfas. Un subespacio I de H es un ideal de Hopf si I es
un bi-ideal y S(I) ⊆ I. Claramente, I ⊆ H es un ideal de Hopf si y sólo si el espacio
vectorial cociente H/I es un álgebra de Hopf. Por ejemplo, el coideal H+ = Ker ε es
un ideal de Hopf de H y se denomina el ideal de augmentación de H. También sucede
que si π : H → H̄ es un mor�smo sobreyectivo de álgebras de Hopf entonces existe un
ideal de Hopf I tal que H̄ es isomorfo a H/I como álgebras de Hopf.

Ejemplo 1.2.13. Sea G un grupo. Entonces el álgebra de grupo k[G] es un álgebra
de Hopf con coproducto ∆, counidad ε y antípoda S determinadas por

∆(eg) = eg ⊗ eg ε(eg) =1 S(eg) =eg−1 para todo g ∈ G. (1.1)

Ejemplo 1.2.14. Sean g un álgebra de Lie y U(g) su álgebra envolvente universal.
Entonces U(g) es un álgebra de Hopf con la estructura determinada por

∆(x) = 1⊗ x+ x⊗ 1, ε(x) = 0, S(x) = −x para todo x ∈ g.

Ejemplo 1.2.15. El anillo de polinomios C[x] es un álgebra de Hopf conmutativa y
coconmutativa, con ∆, ε y S determinadas respectivamente por

∆(x) = 1⊗ x+ x⊗ 1, ε(x) = 0, S(x) = −x.

Ejemplo 1.2.16. Sea g como en la sección anterior junto a su Datum Cartan de�nido
en 1.1.1. La Drinfeld-Jimbo álgebra de g o álgebra envolvente cuantizada Uq(g) es la
k-álgebra generada por el conjunto {Ei, Fi, K±1

i }ni=1, q ∈ k× y qdi = qi 6= ±1 para
i = 1, . . . , n satisfaciendo las siguientes relaciones para todo i, j:

K0 = 1 y KiKj = KjKi KiEjK
−1
i = qaijEj

KiFjK
−1
i = q−aijFj EiFj − FjEi = δij

Ki −K−1
i

qi − q−1
i

1−aij∑
l=0

(−1)l
[
1− aij
l

]
qi

E
1−aij−l
i EjE

l
i = 0 (i 6= j)

1−aij∑
l=0

(−1)l
[
1− aij
l

]
qi

F
1−aij−l
i FjF

l
i = 0 (i 6= j)

Mas aún las siguientes aplicaciones dotan de una estructura de álgebra de Hopf a Uq(g).
El coproducto, la counidad y la antípoda se determinan sobre los generadores por:

∆(Ei) = Ei ⊗ 1 +Ki ⊗ Ei,
∆(Fi) = Fi ⊗K−1

i + 1⊗ Fi,
∆(Ki) = Ki ⊗Ki,


ε(Ei) = 0,

ε(Fi) = 0,

ε(Ki) = 1,


S(Ei) = −K−1

i Ei,

S(Fi) = −FiKi,

S(Ki) = K−1
i .
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Ejemplo 1.2.17. Sea A una k-álgebra. El dual �nito o dual de Sweedler de A está
dado por

A◦ = {f ∈ A∗| f(I) = 0, para algún ideal bilátero I de A tal que dimA/I <∞}.

Si A es un álgebra de Hopf, entonces A◦ es un álgebra de Hopf con los mor�smos de
estructura dados por

mA◦ = ∆∗ : A◦ ⊗ A◦ → A◦ 〈∆∗(f, g), a〉 = 〈f ⊗ g,∆(a)〉,
uA◦ = ε∗ : k → A◦ 〈ε∗(λ), a〉 = λ〈ε, a〉,
∆A◦ = m∗ : A◦ → A◦ ⊗ A◦ 〈m∗(f), a⊗ b〉 = 〈f, ab〉,
εA◦ = u∗ : A◦ → k u∗(f) = 〈f, 1〉,
SA◦ = S∗ : A◦ → A◦ 〈S∗(f), a〉 = 〈f,S(a)〉,

para todo a, b ∈ A, f, g ∈ A◦. En particular, si A es de dimensión �nita, A◦ = A∗

y por lo tanto A∗ resulta ser un álgebra de Hopf. Note que f ∈ G(A◦) si y sólo si
f(ab) = f(a)f(b) para todo a, b ∈ A.

Sea H un álgebra de Hopf de dimensión �nita. Entonces H actúa en H∗ a derecha
y a izquierda por

H ⊗H∗ ⇀−→ H∗ H∗ ⊗H ↼−→ H∗

〈h ⇀ α, x〉 = 〈α, xh〉 〈α ↼ h, x〉 = 〈α, hx〉,

para todo h, x ∈ H, α ∈ H∗. Análogamente, H∗ actúa en H a izquierda y a derecha
por

H∗ ⊗H ⇀−→ H H ⊗H∗ ↼−→ H
β ⇀ h = h(1)β(h(2)) h ↼ β = β(h(1))h(2),

para todo β ∈ H∗ y h ∈ H.

Observación 1.2.18. Si α ∈ H◦ entonces α(I) = 0 para algún ideal I de codimensión
�nita. Sea h ∈ H y u ∈ I entonces 〈h ⇀ α, u〉 = 〈α, uh〉 = 0, así I ⊆ Ker(h ⇀ α) := K.
Por otra parte, dim(H/K) ≤ dim(H/I). Así que h ⇀ α ∈ H◦. Si h, l ∈ H entonces
se chequea directamente que (h ⇀ u) ↼ l = h ⇀ (u ↼ l). Análogamente podemos
ver que si α ∈ H◦ entonces α ↼ h ∈ H◦, con lo que podemos concluir que H◦ es un
H-bimódulo.

Un álgebra de Hopf H posee dos acciones distinguidas sobre si misma. Se de�nen
para todo h, k ∈ H la acción adjunta a izquierda por (adlh)(k) = h(1)kS(h(2)) y acción
adjunta a derecha (adrh)(k) = S(h(1))kh(2).

De�nición 1.2.19. [Mo, 3.4.1] Sea H un álgebra de Hopf y K una subálgebra de Hopf
de H. Decimos que K es normal en H si

h(1)bS(h(2)) ∈ K y S(h(1))bh(2) ∈ K para todo h ∈ H, b ∈ K.
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Un álgebra de Hopf H se dice simple si no contiene ninguna subálgebra de Hopf
normal propia no trivial. H es dice semisimple, respectivamente cosemisimple, si es
semisimple como álgebra, respectivamente si es cosemisimple como coálgebra.

El siguiente teorema hace parte de uno más general, para ver el enunciado completo
y una demostración ver [Sc].

Teorema 1.2.20. Sea H un álgebra de Hopf de dimensión �nita sobre k, entonces son
equivalentes:

(a) H es semisimple,

(b) H es cosemisimple,

(c) S2 = id.

De�nición 1.2.21. Sean H un álgebra de Hopf y M un H-comódulo a derecha. Se
de�ne el conjunto de coinvariantes de H en M por

M coH = {m ∈M | ρ(m) = m⊗ 1}.

De la misma manera, si M es un H-comódulo a izquierda, se de�ne el conjunto de
coinvariantes de H en M por

coHM = {m ∈M | λ(m) = 1⊗m}.

Sean A y H álgebras de Hopf y sea A
π−→ H un mor�smo de álgebras de Hopf.

Entonces por el Ejemplo 1.2.7, A admite una estructura de H-comódulo a derecha y a
izquierda. Los espacios coinvariantes se denotan AcoH = Acoπ y coHA = coπA según
el caso, ellos están dados por

Acoπ = {a ∈ A| (id⊗π)∆(a) = a⊗1} y coπA = {a ∈ A| (π⊗id)∆(a) = 1⊗a}.

Más aún, estos espacios resultan ser subálgebras de A y se denominan las subálgebras
de coinvariantes .

1.2.1. Extensiones de álgebras de Hopf

Presentaremos en esta subsección resultados referentes a extensiones de álgebras de
Hopf. Estos se usarán especí�camente en la construcción de todos los subgrupos cuánti-
cos �nitos de Oϕε (G), interés principal de la tesis. En todos los diagramas conmutativos
usaremos 1 para representar el álgebra de Hopf k.
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De�nición 1.2.22. Diremos que el siguiente diagrama es una sucesión exacta corta
de álgebras de Hopf

1 −→ B
ι−→ A

π−−→ H −→ 1,

en donde cada �echa representa un mor�smo de álgebras de Hopf, si ι es inyectiva, π
sobreyectiva, Ker π = AB+ y B = coπA. Se acostumbra identi�car a B con su imagen
al interior de A.

En este caso A se denomina una extensión de B por H o simplemente que A es una
H-extensión de B. Si B es central en A decimos que A es una extensión central de B.

Ejemplo 1.2.23.

(i) Sean N y G dos grupos con N /G, entonces k[N ] es normal en k[G] y la sucesión
siguiente es exacta de álgebras de Hopf.

1 −→ k[N ]
ι−→ k[G]

π−−→ k[G/N ] −→ 1.

En particular, si N = Z(G), tenemos que k[G] es una extensión central de k[N ]
por k[G/N ].

(ii) Sea i es un ideal de Lie del álgebra de Lie g, entonces U(i) es normal en U(g) y
la sucesión siguiente es exacta de álgebras de Hopf.

1 −→ U(i)
ι−→ U(g)

π−−→ U(g/i) −→ 1.

De�nición 1.2.24. [Mo] Sea B ⊆ A una extensión de anillos, decimos que A es
�elmente playa a izquierda sobre B. Si para todo mor�smo de B-módulos a derecha
f : M → N , f es inyectivo si y sólo si el mor�smo de B-módulos f ⊗ idA : M ⊗B A→
N ⊗B A es inyectivo. Similarmente de�nimos �elmente playa a derecha.

Omitiremos la palabras izquierda o derecha cuando A sea �elmente playa sobre B a
izquierda o a derecha.

Proposición 1.2.25. [Mo, § 3.4] Sea B una subálgebra de Hopf de A y
π : A→ A/AB+ la proyección canónica.

(a) Si A es �elmente playa a izquierda o derecha sobre B y AB+ = B+A entonces
B = Acoπ = coπA y B es normal en A.

(b) Si B es normal en A entonces AB+ es un ideal de Hopf de A, AB+ = B+A y
π es un mor�smo de álgebras de Hopf.
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La siguiente proposición nos permitirá construir nuevas álgebras de Hopf al consi-
derar cierta sucesión exacta corta y un mor�smo sobreyectivo. En particular muestra
la importancia de la De�nición 1.2.24. Dado que el álgebra de Hopf obtenida es un
pushout, denominaremos a la siguiente proposición, construcción pushout.

Proposición 1.2.26. [AG, Proposición 2.10] Sean A y K álgebras de Hopf, B una
subálgebra de Hopf central de A con A �elmente playa sobre B y p : B → K un
mor�smo sobreyectivo de álgebras de Hopf. Entonces H = A/AB+ es un álgebra de
Hopf y A encaja en una sucesión exacta de álgebras de Hopf

1 −→ B
ι−→ A

π−−→ H −→ 1.

Si tomamos J = Ker p ⊆ B, entonces (J ) = AJ es un ideal de Hopf de A y A/(J )
es un pushout dado por el siguiente diagrama:

B
ι //

p

��

A

q

��
K

j
// A/(J ),

donde j es inyectiva. De manera que K se puede identi�car con una subálgebra de Hopf
central de A/(J ). Más aún, A/(J ) es parte de la siguiente sucesión exacta de álgebras
de Hopf

1 −→ K
j−−→ A/(J )

r−−→ H −→ 1,

donde r es la proyección canónica A/(J ) → (A/J )/[K+/(A/J )] compuesta con un
isomormisfo entre (A/J )/[K+/(A/J )] y H.

La siguiente proposición nos permite enunciar la Propoposición anterior sin men-
cionar la hipótesis de �elmentente playa.

Proposición 1.2.27. [ArGa, Proposición 3.12] Si ι : B → A es un mor�smo in-
yectivo de álgebras de Hopf, tal que B es conmutativa. Entonces A es �elmente playa
sobre B.

Podemos concluir de la anterior Proposición y la 1.2.25 que si B es una subálgebra
de Hopf central en H, entonces la sucesión 1 −→ B

ι−→ A
π−−→ H −→ 1 es exacta de

álgebras de Hopf, donde H = A/AB+. El siguiente resultado será útil en la construción
de cocientes, al cosiderar ideales de Hopf de codimensión �nita.

Proposición 1.2.28. [Mu, Proposición 3.4] Sea 1 −→ B
ι−→ A

π−−→ H −→ 1 una
sucesión exacta de álgebras de Hopf, J un ideal de Hopf de A con codimesión �nita y
J = B ∩ J . Entonces la sucesión

1 −→ B/J −−→ A/J −−→ H/π(J) −→ 1,

es exacta de álgebras de Hopf.
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Extensiones centrales y dimensión �nita

En esta subsección obtenemos cocientes a partir de los hallados en la Proposición
1.2.26. Esto es posible al considerar un mor�smo sobreyectivo de álgebras de Hopf
r : H → L y suponer que K y H son de dimensión �nita. En síntesis, se muestra un
procedimiento para construir cocientes de A que encajan en sucesiones exactas cortas
centrales de álgebras de Hopf. Las pruebas se pueden encontrar en [AG, G].

Lema 1.2.29. [G, Lema 2.3.3] Consideremos la sucesión exacta álgebras de Hopf

1 −→ K −−→ A −−→ H −→ 1,

donde K es central en A y tanto K como H son de dimensión �nita, entonces A
también lo es.

Sean A y B álgebras de Hopf, Reg(B,A) denota el grupo de mor�smos lineales
inversibles con respecto al producto por convolución. Se chequea directamente que los
conjuntos Reg1(B,A) = {α ∈ Reg(B,A) : α(1) = 1} y Regε(B,A) = {α ∈ Reg(B,A) :
εα = ε} son subgrupos de Reg(B,A).

Un álgebra C que es A-comódulo y cuyo mor�smo de estructura ρ : C → C ⊗ A es
un mor�smo de álgebras, se llama A-comódulo álgebra. Decimos en este caso que C
es una A-extensión de CcoA. La extensión es hendida si existe γ ∈ Reg1(B,A) tal que
ργ = (γ ⊗ Id)∆, denominado sección.

Dualmente tenemos la siguiente noción. Una coálgebra C que es A-módulo y cuyo
mor�smo de estructura µ : A ⊗ C → C es un mor�smo de coálgebras se llama A-
módulo coálgebra. Decimos es este caso que C es una A-extensión de C/A+C. La
extensión es hendida si existe ξ ∈ Regε(B,A) tal que ξ(ac) = aξ(c) para todo a ∈ A y
c ∈ C, denominado retracción.

Usamos los conceptos de sección y retracción para dar la siguiente de�nición.

De�nición 1.2.30. Sea la sucesión exacta de álgebras de Hopf 1 −→ B
ι−→ A

π−−→
H −→ 1. Si existe una sección γ ∈ Reg1(H,A) de una extensión de álgebras y una
retracción ξ ∈ Regε(A,B) de una extensión de coálgebras que satisfacen ξγ = εH1B,
entonces decimos que A es una extensión hendida de B por H.

Para observar algunas de�niciones equivalentes remitirse a [A1].

Teorema 1.2.31. [A1, Teorema 3.1.17] Una extensión de álgebras de Hopf de dimen-
sión �nita es siempre hendida.

Sea p : B → K un mor�smo sobreyectivo de álgebras de Hopf y 1 −→ B
ι−→ A

π−−→
H −→ 1 una extensión central de álgebras de Hopf. Denotemos con Ap al cociente de A
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obtenido en la construcción pushout 1.2.26, así que tenemos el diagrama conmutativo

1 // B
ι //

p

��

A

q

��

π // H //

id
��

1

1 // K
j
// Ap πp

// H // 1

(1.2)

con K central en Ap.

Si suponemos que K y H son de dimensión �nita, sabemos por el Lema 1.2.29 que
Ap es de dimensión �nita. Asumiremos esto de ahora en adelante. Gracias al Teorema
1.2.31 la sucesión en la segunda �la del diagrama (1.2) es hendida, sean ξ y γ la
retracción y sección correspondientes a esta H extensión Ap de K. Para un mor�smo
sobreyectivo r : H → L de álgebras de Hopf, es posible completar el diagrama

1 B A H 1

1 K Ap H 1

L

ι

p

π

q id
j

πp

r

γ

ξ

mediante la proposición 1.2.32, que presentaremos en breve.

Denotemos por Mr a q(Ker rπ) = Ker rπp y por Ir,ξ al menor ideal de Hopf de Ap que
contiene al conjunto (id−jξ)(Mr), notar que sucede que Ir,ξ ⊆Mr y πp(Ir,ξ) = πp(Mr).

La siguiente proposición es la que nos permite generar un cociente de dimensión
�nita de A vía un cociente de Ap.

Proposición 1.2.32. [AG, Proposición 2.3.5] Ir,ξ := Ir,ξ ∩K es un ideal de Hopf de
K y Ap,r,ξ := Ap/Ir,ξ encaja en una sucesión exacta de álgebras de Hopf de dimensión
�nita

1 // Kr,ξ

jξ // Ap,r,ξ
πξ // L // 1, (1.3)

Kr,ξ = K/Ir,ξ es central en Ap,r,ξ.

Por el teorema 1.2.31 la sucesión (1.3) es hendida. Más aún, es posible elegir una
sección y retracción relacionadas con γ y ξ. La próxima proposición nos dice efecti-
vamente quienes son estas dos aplicaciones. Denotaremos pξ y qξ a las proyecciones
canónicas K → Kr,ξ y Ap → Ap,r,ξ respectivamente.

Proposición 1.2.33. [AG, Proposición 2.3.6] Si la extención Ap en (1.2) es hendida
vía la sección γ y la retracción ξ entonces las extensión Ap,r,ξ en (1.3) es hendida vía la
sección γ̄ tal que γ̄(r(h)) = qξγ(h) y la retracción ξ̄ donde ξ̄(a) = a(1)γ̄

−1(πξ(a(2))).
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Resumiendo, todas las sucesiones exactas de álgebras de Hopf que hemos presentado
en esta subsección, encajan en el siguiente diagrama conmutativo.

1 B A H 1

1 K Ap H 1

1 Kr,ξ Ap,r,ξ L 1

ι

p

π

q Id
j

pξ

πp

qξ r

γ

ξ
γ̄

ξ̄

jξ
πξ

Ellas corresponden en cada caso a extensiones centrales hendidas. Las dos �las inferiores
están compuestas por álgebras de Hopf de dimensión �nita. Finalmente, note que el
diagrama pudo ser construido al considerar los mor�smos sobreyectivos p y r.

Finalizamos esta subsección mencionando el siguiente Lema, el cual será útil en el
Capítulo 5, en donde se presenta una relación de orden para subgrupos cuánticos.

Lema 1.2.34. [AD, Lema 3.2.19] Considere el siguiente diagrama conmutativo, donde
la �la superior es un sucesión exacta de álgebras de Hopf hendida y θ es un mor�smo
de álgebras de Hopf,

1 // B
ι //

id
��

A

θ
��

π // H //

id
��

1

1 // B
ι′ // A′

π′ // H // 1,

entonces la �la inferior del diagrama es hendida y θ es un isomor�smo de álgebras de
Hopf.

El siguiente Corolario al �ve-lemma para álgebras de Hopf [AG, Lema 1.14], nos
será útil en la clasi�cación de subgrupos cuánticos que daremos al �nalizar la tesis.

Corolario 1.2.35. [AG, Corolario 1.15] Asuma en el diagrama del Lema 1.2.34, que
dim H es �nita, A′ es noetheriana y B es central en A′. Entonces θ es un isomor�smo
de álgebras de Hopf.

1.2.2. Grupos cuánticos

En esta sección describiremos la noción de grupo cuántico, para esto primero in-
troduciremos algunos preliminares y notaciones de teoría de categorías. Para la cons-
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trucción de este capítulo hemos tenido en cuenta principalmente las referencias [BG,
EGNO, Ma, T, W].

Dualidad categórica

De�nición 1.2.36. Una categoría C consiste de una colección de objetos denotada
Ob(C), junto con colecciónes HomC(X, Y ) de elementos llamados mor�smos para cada
par de objetos X, Y . Tales que satisfacen:

(i) existe una operación ◦ que es asociativa en el siguiente sentido. Para mor�smos
h, f, g que pertenecen a HomC(Y, Z), HomC(X, Y ) y HomC(W,X) respectivamen-
te, h ◦ (f ◦ g) = (h ◦ f) ◦ g. A ◦ se le llama composición.

(ii) para cada objeto X hay un mor�smo privilegiado 1X ∈ HomC(X,X). Tal que si
f ∈ HomC(X, Y ) y g ∈ HomC(Y,X), sucede que 1X ◦ g = g y f ◦ 1X = f .

Será común denotar fg para f ◦g y para un mor�smo f ∈ HomC(X, Y ), f : X → Y

o X
f−→ Y . Un mor�smo f ∈ HomC(X, Y ) es un isomor�smo si existe g tal que fg = 1Y

y gf = 1X .

De�nición 1.2.37. Una subcategoría D de C, es una categoría tal que Ob(D) ⊆ Ob(C)
y para cada par de objetos X, Y ∈ Ob(D) sucede que HomD(X, Y ) ⊆ HomC(X, Y ).
Una subcategoría D de C es plena si HomD(X, Y ) = HomC(X, Y ) para cada par de
objetos X, Y ∈ Ob(D).

Ejemplo 1.2.38.

(i) Si C es un coálgebra, entonces MC denota la categoría cuyos objetos son
C-comódulos a derecha y los mor�smos son aplicaciones lineales que son mor-
�smos de C-comódulos a derecha, ver De�nición 1.2.6. Similarmente de�nimos
CM para C-comódulos a izquierda.

(ii) Análogamente al ejemplo anterior, de�nimos para un álgebra A la categoría AM
de A-módulos a izquierda, respectivamenteMA para A-módulos a derecha.

(iii) Cada una de las categorías de�nidas anteriormente en (i) y (ii) contiene sendas
subcategorías plenas, al considerar únicamente los objetos de dimensión �nita.

(iii) Si C es una categoría, Cop denota la categoría opuesta a C cuyos objetos son los
mismos que C pero HomCop(X, Y ) = HomC(Y,X) para cada par de objetos de C.

De�nición 1.2.39. Un funtor F : C → D entre dos categorías C y D es una asignación
F entre los objetos y mor�smos de C con los de D, donde para cada objeto X de C
hay uno y sólo un objeto F (X) de D y para cada mor�smo f ∈ HomC(X, Y ) hay uno
y sólo un mor�smo F (f) ∈ HomC(F (X), F (Y )). Además F satisface las dos siguientes
propiedades para todo X ∈ Ob(C) y todo par de mor�smos f, g de C, F (1X) = 1F (X)

y F (fg) = F (f)F (g).
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Denotemos con Algk a la categoría de k-álgebras cuyos mor�smos son transforma-
ciones k-lineales que respetan el producto y envían la unidad en unidad y con Veck la
categoría de k-espacios vectoriales cuyos mor�smos son las transformaciones k-lineales.
De�nimos la asignación Fo : Algk → Veck que consiste en olvidar la estructura de ál-
gebra de un objeto A ∈ Ob(Algk), al cosiderarla únicamente como k-espacio vectorial.
La asignación Fo resulta ser funtorial y usualmente se llama funtor de olvido.

De�nición 1.2.40. Una transformación natural entre dos funtores F : C → D y
G : C → D es una colección de mor�smos τX : F (X)→ G(X) indexados por Ob(C) tal
que para todo mor�smo f ∈ HomC(X, Y ) el siguiente diagrama es conmutativo,

F (X) G(X)

F (Y ) G(Y )

τX

F (f)

τY

G(f)

Si todos los τX son isomor�smos diremos que F es equivalente a G o que los funtores
son isomorfos naturalmente.

De�nición 1.2.41. Diremos que dos categorías C y D son equivalentes, si existen
funtores F : C → D y G : D → C tales que F ◦G es equivalente a 1D y G ◦ F a 1C.

De�nición 1.2.42. Dos categorías C y D son dualmente equivalentes, si C es equiva-
lente a Dop.

Note que si tenemos dos categorías C y D dualmente equivalentes, cuyos objetos
son conjuntos y sus mor�smos funciones. Tener un mor�smo inyectivo en C equivale a
tener un mor�smo sobreyectivo en D y viceversa.

Ejemplo 1.2.43.

Y Si G es un grupo �nito y k es un cuerpo algebraicamente cerrado de característica
cero. Entonces k[G] es un álgebra de Hopf coconmutativa de dimensión �nita. Y si K
es un álgebra de Hopf coconmutativa de dimensión �nita, G(K) es un grupo �nito.
Más aún, se tiene que G(k[G]) ' G y k[G(K)] ' K, por lo que existe una equivalencía
entre las categorías de grupos �nitos y álgebras de Hopf coconmutativas. Por tanto las
categorías de grupo �nitos y la de álgebras de Hopf conmutativas de dimensión �nita
son dualmente equivalentes. Ver [Ab, Mi] para mayores referencias.

Ejemplo 1.2.44.

Y Si G es un grupo topológico compacto T2 entonces el conjunto de funciones continuas
de valor complejo C(G) sobre G, es un álgebra de Hopf conmutativa con una involución
∗. Esta correspondencía también es conocida como el teorema de Gel'fand-Naimark.
Usando este teorema es posible establer que la categoría de grupos topológicos com-
pactos T2 y la de C∗-álgebras de Hopf conmutativas son dualmente equivalentes. Para
mas detalles ver las referencias [BY, T, W].
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Ejemplo 1.2.45.

Y Sea G un grupo algebraico afín complejo y sea O(G) la C-álgebra de funciones re-
gulares sobre G. Entonces es conocido que O(G) es un álgebra de Hopf conmutativa
�nitamente generada y sin elementos nilpotentes. Recíprocamente si B es un álgebra
de Hopf conmutativa y sin elementos nilpotentes, entonces existe un grupo algebraico
G afín tal que el espectro máximal Specm(B) de B, es un grupo algebraico afín. Se sabe
que O(Specm(B)) ' B y Specm(O(G)) ' G. Es conocido que existen sendos funtores
O : GrA → HCFop y Specm : HCFop → GrA entre la subcategoría plena GrA
de grupos los cuales son algebraicos a�nes y HCF la subcategoría plena de álgebras
de Hopf que son conmutativas, �nitamente generadas y sin elementos nilpotentes, que
establecen una equivalencia dual entre ellas. Para ver un argumento más general de
este ejemplo consultar [Ha, Mi, T].

Grupos cuánticos y sus subgrupos

No existe una de�nición ampliamente aceptada para de�nir un grupo cuántico. Sin
embargo, se reconocen algunos contextos en donde se acostumbra a usar el término
grupo cuántico. Por ejemplo, cuando existe una equivalencia dual entre alguna subca-
tegoría plena de la categoría de grupos y otra categoría. En los ejemplos 1.2.43, 1.2.44
y 1.2.45 comentamos equivalencias duales entre subcategorías de la categoría grupos y
subcategorías de la categoría de álgebras de Hopf conmutativas.

De�nimos la categoría QG de grupos cuánticos como la categoría dual a la categoría
NCH de k-álgebras de Hopf no conmutativas y no coconmutativas cf. [D]. Denote-
mos con O el funtor que va de QG a NCH. Si Gq ∈ QG entonces O(Gq) debería
corresponder a un álgebra de Hopf en NCH. Sin embargo, a per se Gq es inexistente
y por tanto en ocasiones se le dice a O(Gq) grupo cuántico. También es posible usar la
notación Oq(G). Una forma usual de obtener ejemplos de grupos cuánticos, se logra al
deformar el producto de O(G) donde G es un grupo algebraico afín. En este contexto
la dualidad del ejemplo 1.2.45 se generaliza. A los grupos cuánticos obtenidos de esta
manera se les acostumbra a llamar grupos cuánticos algebraicos.

Similarmente, la dualidad descrita en el ejemplo 1.2.44 puede ser generalizada de varias
maneras al caso no commutativo. Por ejemplo, en [W] se presenta el concepto de álgebra
de Woronowicz. A los grupos cuánticos obtenidos de esta manera, se les llama grupos
cuánticos compactos.

Acuerdo. Cualquier a�rmación sobre grupos cuánticos deberá ser entendida en
términos de álgebras de Hopf, pero realizando una traducción que depende de la dua-
lidad categórica. Por ejemplo, decir que Pq es un subgrupo cuántico (inclusión) de Gq,
equivale a decir que tenemos un mor�smo sobreyectivo (cociente) de Oq(G) a Oq(P ).

Problema 1. Dado un grupo cuántico �jo dado, clasi�car todos sus subgrupos
cuánticos.

En los trabajos [AG, BB, BD, BN, BS, BY, G2, FST, Mu] se ha resulto el Problema
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1 para varios grupos cuánticos dados o familias de ellos. La presente tesis clasi�cará los
subgrupos cuánticos del grupo cuántico algebraicoOϕε (G). La cual es una generalización
de los resultados presentados en [AG].

1.3. Twist, 2-cociclos, bi-graduaciones y apareamien-
tos

1.3.1. Twist y 2-cociclos

Una herramienta usada regularmente para generar nuevas álgebras de Hopf es la
deformación por twist, o la deformación por 2-cociclo. Ellas en dimensión �nita resultan
duales cf. [Ra, § 7.8]. En el primer caso se modi�ca el coproducto de una biálgebra o
álgebra de Hopf y en el segundo el producto. Veremos más adelante, que algunos de
los cocientes obtenidos en la tesis se obtienen de esta manera y otros no.

En [M, § 2.3] se de�ne para cualquier álgebra de Hopf el concepto de n-cocadena, un
elemento inversible en H⊗n y la cofrontera. Si χ es una n-cocadena, la cofrontera ∂χ
es una n+ 1-cocadena. Un n-cociclo normalizado es una n-cocadena tal que ∂χ = 1 y
εi(χ) = 1 para todo 1 ≤ i ≤ n donde εi = id⊗ · · ·⊗ ε⊗ · · ·⊗ id. Con estas de�niciones
es posible recuperar las nociones cohomológicas de un grupo G al considerar k[G]. Sin
embargo, no es adecuado dar una interpretación cohomológica en general para toda
álgebra de Hopf usando las de�niciones citadas. Porque si consideramos un álgebra de
Hopf no conmutativa, puede suceder que ∂2 6= 1. Para los casos n = 1 y n = 2 si
sucede que ∂2 = 1, siendo posible de�nir los espacios de cohomología H1 y H2. Justo
H1 consiste de los elementos de tipo grupo de H y H2 de los 2-cociclos que de�niremos
más adelante.

De�nición 1.3.1. Sea H un álgebra de Hopf con coproducto ∆ y counidad ε. Un
elemento inversible J ∈ H ⊗H es un twist de H si:

(i) -cociclo- (∆⊗ Id)(J)(J ⊗ 1) = (Id⊗∆)(J)(1⊗ J),

(ii) -unitario o normal- (ε⊗ Id)J = 1 = (Id⊗ ε)J ,

Adoptamos la notación J = J (1)⊗ J (2) omitiendo las sumas. Análogamente escribimos
J−1 = J−(1)⊗J−(2). Note que en particular, no sucede necesariamente que J (1)J−(1) = 1.
De�nimos el elemento QJ := m(S ⊗ Id)J = S(J (1))J (2) cuyo inverso es Q−1

J := m(Id⊗
S)J−1 = J−(1)S(J−(2)) (cf. [M, § 2.3]), J12 = J ⊗ 1, J13 = J (1)⊗ 1⊗ J (2) y J23 = 1⊗ J .
Proposición 1.3.2. [M, Teorema 2.3.4] Si J es un twist del álgebra de Hopf H, en-
tonces existe un álgebra de Hopf HJ con igual estructura de álgebra y counidad que H,
pero con el coproducto dado por ∆J = J−1∆J y antípoda SJ = Q−1

J SQJ .

Se acostumbra a llamar al álgebra de Hopf HJ deformación por twist de H. Simi-
larmente obtemos la noción de 2-cociclo y una proposición análoga a 1.3.2.
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De�nición 1.3.3. Un 2-cociclo multiplicativo normalizado sobre un álgebra de Hopf H
con multiplicación m, es un elemento inversible σ en (H⊗H)∗ con respecto al producto
por convolución ∗ tal que:

(i) σ12 ∗ σ(m⊗ Id) = σ23 ∗ σ(Id⊗m),

(ii) σ(1⊗ Id) = ε = σ(Id⊗ 1) (1 representa el mapeo constante 1).

Nos referiremos a ellos simplemente diciendo 2-cociclo. Usando la notación de Sweedler
la condición (i) en 1.3.3 queda,

σ(b(1), c(1))σ(a, b(2)c(2)) = σ(a(1), b(1))σ(a(2)b(2), c) (1.4)

para todo a, b, c ∈ H. Y para todo x ∈ H la (ii), como

σ(1, x) = ε(x) = σ(x, 1). (1.5)

La aplicación σ(Id⊗S) de H ⊗H en k será la noción análoga de QJ y σ−1(S ⊗ Id) de
Q−1
J , las cuales denotaremos Qσ y Qσ−1

. Se chequea directamente que (Qσ)−1 = Qσ−1

considerando el producto por convolución.

Proposición 1.3.4. [Do, Teorema 1.6] Si σ es un 2-cociclo sobre H, entonces existe un
álgebra de Hopf Hσ con igual estructura de coálgebra que H, pero con la multiplicación
mσ = σ ∗m ∗ σ−1 y antípoda Sσ = Qσ ∗ S ∗Qσ−1

.

Hemos realizado un ligero abuso de notación en la anterior proposición, con el �n
de aclararlo, describimos el producto y antípoda de Hσ con las siguientes fórmulas,

mσ(a, b) = σ(a(1), b(1))a(2)b(2)σ
−1(a(3), b(3)) for all a, b ∈ H (1.6)

Sσ(a) = σ(a(1),S(a(2)))S(a(3))σ
−1(S(a(4)), a(5)) for all a ∈ H (1.7)

Alternativamente es posible usar la notación mσ(a, b) = a ·σ b para la multiplicación de
Hσ llamándola deformación del producto de H y a Hσ deformación por 2-cociclo de H.

Observación 1.3.5. (pullback) Sea π : A→ H un mor�smo sobreyectivo de álgebras de
Hopf y σ un 2-cociclo sobre H, entonces σπ := σ(π ⊗ π) es un 2-cociclo sobre A. Es
decir, σ se levanta a través de π a un 2-cociclo sobre H.

Observación 1.3.6. Si por el contrario σ es un 2-cociclo sobre A, con H = A/I para
un ideal de Hopf I, π la proyección canónica y σ|I⊗A+A⊗I = 0, entonces la aplicación
σπ : H ⊗H → k de�nida por σπ(π(a), π(s)) = σ(a, s) para todo π(a), π(s) ∈ H de�ne
un 2-cociclo sobre H.

Efectivamente, si denotamos π(a) = ā, tenemos que ā(1) ⊗ ā(2) = a(1) ⊗ a(2) y
επ(ā) = ε(a). Entonces, suponga que ā = c̄ y s̄ = r̄, por hipótesis 0 = σ(a − c, s) +
σ(c, s− r) = σ(a, s)− σ(c, s) + σ(c, s)− σ(c, r) = σ(a, s)− σ(c, r), lo que implica que
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σπ(ā, s̄) = σπ(c̄, r̄). Es decir, σπ esta bien de�nido. Por otro lado, para todo ā ∈ H es
válido que σπ(1̄, ā) = σ(1, a) = ε(a) = επ(ā), lo mismo para σπ(1̄, ā). Resta comprobar
la condición (i) de la De�nición 1.3.3, sean ā, s̄, c̄ ∈ H, entonces

σπ(s(1), c(1))σπ(ā, s(2)c(2)) = σπ(s̄(1), c̄(1))σπ(ā, s̄(2)c̄(c))

= σ(s(1), c(1))σ(a, s(2)c(2))

= σ(a(1), s(1))σ(a(2)s(2), c)

= σπ(ā(1), s̄(1))σ(ā(2)s̄(2), c̄)

= σπ(a(1), s(1))σ(a(2)s(2), c̄)

Adicionalmente, el mor�smo sobreyectivo inducido por π, πσ : Hσ → Aσπ es de álgebras
de Hopf. En particular note que si B es una subálgebra central de A y σ|B⊗H+H⊗B = ε⊗
ε, entonces, sucede que σ de�ne un 2-cociclo sobre A/B+H. Finalmente, estableciendo
las hipótesis necesarias para cada caso es posible determinar que (σπ)π = σ y (σπ)π = σ.

Observación 1.3.7. Suponga que A es de dimensión �nita, si J es un twist en A entonces
la aplicación lineal σ : A∗ ⊗ A∗ → k de�nida por σ(f, g) := (f ⊗ g)J es un 2-cociclo
sobre A∗. También, si σ es un 2-cociclo sobre A y sea su transpuesta tσ : k∗ → A∗⊗A∗,
entonces tσ(1∗) es un twist en A∗, reciprocamente todo twist en A∗ es un 2-cociclo
sobre A. Usando que A es isomorfa a A∗∗ como álgebras de Hopf podemos a�rmar lo
mismo para A∗.

1.3.2. Apareamientos de Hopf

Los apareamientos de Hopf son una herramienta que nos permiten establecer dua-
lidades entre álgebras y coálgebras. Como por ejemplo, relacionar un álgebra con su
álgebra de funciones. Los aparemientos de Hopf también son una herramienta para
construir una nueva álgebra de Hopf a partir de otras dos. El doble de Drinfeld es un
ejemplo muy conocido respecto de esta situación cf. [A2, § 2.6]. También, si O y U
son las álgebras de Hopf tenidas en cuenta en el apareamiento, entonces tenemos una
biyección entre los U -módulos y los O-comódulos.

De�nición 1.3.8. Un elemento 〈−,−〉 ∈ (O ⊗ U)∗ es un aparemiento de Hopf entre
dos álgebras de Hopf O y U si satisface:

(i) 〈f, uv〉 = 〈f(1), u〉〈f(2), v〉 (ii) 〈fg, u〉 = 〈f, u(1)〉〈g, u(2)〉
(iii) 〈1, u〉 = εU(u) (iv) 〈f, 1〉 = εO(f)

para todo f, g ∈ O y u, v ∈ U . Usando estas condiciones podemos establecer la pro-
piedad 〈f,S(u)〉 = 〈S(f), u〉, que usa la antípoda. A este apareamiento lo denotamos
〈O,U〉. Cada apareamiento de Hopf corresponde a una forma bilineal sobre O × U , si
ella es denotada por π, es común usar la notación alternativa 〈−,−〉 = π(−,−).
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Las aplicaciones, β : O → U∗ de�nida por β(f) := βf = 〈f,−〉 y γ : U → O∗ por
γ(u) := γu〈−, u〉, satisfacen que Im(β) ⊆ U◦, Im(γ) ⊆ O◦ y son mor�smos de álgebras
de Hopf al hacer las respectivas restricciones de codominio. Si β y γ son inyectivas,
decimos que 〈O,U〉 es perfecto. Decimos en este caso que O y U son duales.

Supongamos que hay un aparamiento de Hopf perfecto entre O y U , entonces hay
algunas relaciones entre estas álgebras de Hopf. Por ejemplo, O es conmutativa si y
sólo si U es coconmutativa, si M es un U -módulo entonces M es un O-comódulo y U
es de dimensión �nita si y sólo si O también.

Ejemplo 1.3.9. (apareamiento evaluación) Sea H un álgebra de Hopf y H◦ el dual de
Sweedler de�nido en 1.2.17. Entonces existe un apareamiento de Hopf 〈H◦, H〉 de�nido
para f ∈ H◦ y h ∈ H como 〈f, h〉 = f(h). Efectivamente, para todo h, a ∈ H y f, g ∈
H◦ tenemos 〈f, ha〉 = f(ha) = ∆(f)(h ⊗ a) = (f(1) ⊗ f(2))(h ⊗ a) = 〈f(1), h〉〈f(2), a〉,
〈f ∗ g, h〉 = (f ∗ g)(h) = f(h(1))g(h(2)) = 〈f, h(1)〉〈g, h(2)〉, 〈ε, h〉 = εH(h) y 〈f, 1〉 =
f(1) = εH◦(f).

Ejemplo 1.3.10. Sea g el álgebra de Lie de un grupo algebraico complejo, semisimple,
conexo y simplemente conexo G. Entonces hay un aparamiento de Hopf perfecto entre
el álgebra envolvente universal U(g) y el anillo de funciones coordenadas O(G), para
más detalles ver [BG, Ho].

Ejemplo 1.3.11. (Forma de Rosso-Tanisaki [BG, Proposición I.8.12]) Sea Uq(g) la
Drinfeld-Jimbo álgebra del Ejemplo 1.2.16, tal que q no es raíz de la unidad. Considere
la descomposición triangular Uq(n+) ⊗ Uq(h) ⊗ Uq(n−) de Uq(g), correspondiente a
una subálgebra de Cartan h de g. Denote por Uq(b±) a las subálgebras de Hopf de
Uq(g), Uq(n+) ⊗ Uq(h) y Uq(h) ⊗ Uq(n−) respectivamente. Entonces existe un único
apareamiento de Hopf perfecto 〈Uq(b+)op, Uq(b−)〉RT tal que:

〈Ki, Kj〉RT = q−aij 〈Ki, Fj〉RT = 0
〈Ei, Fj〉RT = −δij(qi − q−1

i )−1 〈Ei, Kj〉RT = 0

para todo i, j, δij es la delta de Kronecker y qi = qdi donde D = diag(d1, . . . , dn) es la
matriz diagonal que simetriza a la matriz de Cartan A = (aij) asociada a g.

1.3.3. Bi-graduaciones

Introduciremos el concepto de P -bigraduación para un álgebra de Hopf O y un
grupo abeliano P . Seguiremos lo descrito en [HLT, § 2]. También, veremos como un
bicaracter antisimétrico p sobre P induce un nueva multiplicación sobre O. Con esta
nueva multiplicación O continua siendo un álgebra de Hopf que denotaremos Op. Esto
nos permitirá dar otra caracterización del álgebra de funciones cuantizada multipara-
métrica Oϕq (G) que de�niremos más adelante.

De�nición 1.3.12. Un álgebra de Hopf O es P -bigraduada, si posee una P × P gra-
duación, es decir O =

⊕
λ,µ∈P×P

Oλ,µ, k ∈ O0,0 y Oλ,µOλ′,µ′ ⊆ Oλ+λ′,µ+µ′ , y
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(i) ∆(Oλ,v) ⊆
∑

v∈P Oλ,v
⊗
O−v,µ,

(ii) λ 6= −µ implica que ε(Oλ,µ) = 0,

(iii) S(Oλ,µ) ⊆ Oµ,λ.

Diremos que los elementos de Oλ,µ tienen bigraduación (λ, µ) y los denotaremos aλ,µ,
para el producto de ellos usaremos aλ1,µ1aλ2,µ2 = aλ1+λ2,µ1+µ2 , para al coproducto
∆(aλ,µ) =

∑
v∈P aλ,v ⊗ a−v,µ o ∆(aλ,µ) = aλ,v ⊗ a−v,µ omitiendo el signo de suma.

De�nición 1.3.13. Una aplicación p : P × P → k× es un bicaracter antisimétrico
sobre P , si es multiplcativo en cada entrada y para todo λ, µ ∈ P se tiene:

(i) p(µ, µ) = 1, (ii) p(λ, µ) = p(µ,−λ).

Cada bicaracter antisimétrico induce un 2-cociclo sobre P × P , con el cual podremos
de�nir nuevas multiplicaciones. La prueba es directa, sin embargo, la presentamos con
el �n de recordar la de�nición de 2-cociclo para grupos.

Proposición 1.3.14. La aplicación p̃ : (P × P )× (P × P )→ k× dada por,

p̃((λ, µ), (λ′, µ′)) = p(λ, λ′)p(µ, µ′)−1

para todo (λ, µ), (λ′, µ′) ∈ P × P es un 2-cociclo sobre P × P tal que p̃(0, 0) = 1.

Prueba. Probamos directamente que se cumple la de�nición de 2-cociclo sobre el grupo
abeliano P × P ,

p̃((λ, µ), (λ′, µ′))p̃((λ+ λ′, µ+ µ′), (λ′′, µ′′))

= p((λ, λ′)p(µ, µ′)−1p(λ+ λ′, λ′′)p(µ+ µ′, µ′′)−1

= p(λ, λ′)p(µ, µ′)−1p(λ, λ′′)p(λ′, λ′′)p(µ, µ′′)−1p(µ′, µ′′)−1

= p(λ′, λ′′)p(µ′, µ′′)−1p(λ, λ′ + λ′′)p(µ, µ′ + µ′′)−1

= p̃((λ′, µ′), (λ′′, µ′′))p̃((λ, µ), (λ′ + λ′′, µ′ + µ′′)).

Proposición 1.3.15. [HLT, Teorema 2.1] Si O es un álgebra de Hopf P -bigraduada,
entonces podemos de�nir una nueva multiplicación mp sobre O dada por,

mp(aλ,µ, bλ′,µ′) := aλ,µ ·p bλ′,µ′ = p(λ, λ′)p(µ, µ′)−1aλ,µbλ′,µ′ (1.8)

para todo aλ,µ ∈ Oλ,µ y bλ′,µ′ ∈ Oλ′,µ′. Si consideramos esta multiplicación junto con
el coproducto, antípoda y counidad sin cambio, O es de nuevo un álgebra de Hopf
P -bigraduada. La cual denotaremos por Op.

En la próxima subsección presentaremos el ejemplo más importante de un álgebra
de Hopf bigraduada para la tesis.
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P bigraduación de Oq(G)

Es conocido que cuando q no es una raíz de la unidad y g es un álgebra de Lie semi-
simple compleja, todas las representaciones �nito dimensionales del álgebra envolvente
cuantizada Uq(g) (ver Ejemplo 1.2.16) son completamente reducibles y que es posible
clasi�car aquellas irreducibles, en términos de pesos máximos similarmente a U(g), cf.
[Ro].

Un Uq(g)-módulo V es de tipo 1 si es �nito dimensional y los elementos Ki actúan
como potencias de q diagonalmente. Si V y W son de tipo 1, entonces V ⊗W y V ∗

también lo son. Basta de�nir las acciones siguientes para todo a ∈ Uq(g), v ∈ V , w ∈ W
y f ∈ V ∗ según corresponda

a(v ⊗ w) = ∆a(v ⊗ w) (af)v = f(S(a)v),

note que no usamos ningún símbolo para las acciones a menos que el contexto se preste
para ambigüeades.

Denotemos por Cq(g) la subcategoría plena de Uq(g)M cuyos objetos son los módulos
de tipo 1. Dado un elemento V ∈ Cq(g), v ∈ V y f ∈ V ∗ de�nimos el coe�ciente
matricial o función coordenada cVf,v ∈ Uq(g)∗ como cVf,v(a) = f(av). En ocasiones por
simplicidad no escribiremos la V . Se puede ver que cVf,v ∈ Uq(g)◦, cf. [BG].

Los módulos irreducibles de tipo 1 están en correspondencia biyectiva con los ele-
mentos de pesos dominantes P+ =

∑n
i=1 Z+ωi. Si Λ es uno de tales pesos, denotaremos

con V (Λ) su correspondiente módulo de tipo 1.

Sean Vi ∈ Cq(g), vi ∈ V y fi ∈ V ∗i para i = 1, 2, entonces podemos de�nir las
operaciones suma y producto entre coe�cientes matriciales como,

cV1f1,v1 + cV2f2,v2 = cV1⊕V2f1+f2,v1+v2
, cV1f1,v1c

V2
f2,v2

= cV1⊗V2f1⊗f2,v1⊗v2

las aplicaciones ε(cVf,v) = f(v) y S(cVf,v) = cV
∗

v,f de�nen la counidad y antípoda respec-
tivamente. Si tenemos las bases duales {vi}, {vi} para V ∗ y V , tenemos el coproducto
de�nido por:

∆(cVf,v) = cVf,vi ⊗ c
V
vi,v (1.9)

Por simplicidad suprimimos el signo suma. Equivalentemente es posible de�nir
∆(cVf,v)(x⊗ y) = cVf,v(xy) para (1.9).

De�nición 1.3.16. A la subálgebra de Uq(g)◦ generada por los coe�cientes matriciales
de módulos de tipo 1, teniendo en cuenta las operaciones antes descritas, la denotamos
Oq(G) y la llamamos álgebra de funciones cuantizada.

Extendiendo las aplicaciones ε, S y ∆ de�nidas anteriormente, Oq(G) resulta ser
un álgebra de Hopf con unidad la counidad de Uq(g).
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Observación 1.3.17. [BG, § I.6.2] Dado Λ ∈ P+, V (Λ) =
⊕
λ∈P

V (Λ)λ donde los

V (Λ)λ = {v ∈ V (Λ) : Kiv = q(λ,αi)v} pueden ser algunos cero y (−,−) es la for-
ma bilineal sobre P × P de�nida en 1.1. Si ω0 es el elemento de longitud máxima en
W , entonces V (Λ)∗ ' V (−ω0Λ) y V (Λ)∗−µ = (V (Λ)µ)∗. Resulta cierto por el teorema
de Peter-Weyl que,

Oq(G) =
⊕

Λ∈P+

V (Λ)⊗ V (Λ)∗.

Con el �n de poder establecer que Oq(G) es un álgebra de Hopf P -bigraduada, des-
cribiremos una estructura de Uq(g)-bimódulo sobre ella. Usando la Observación 1.2.18
sabemos que Uq(g)◦ es un Uq(g)-bimódulo. Sea u, x ∈ Uq(g), {vi} y {vi} bases duales
para V y V ∗, con V ∈ Cq(g), entonces

〈u ⇀ cVf,v, x〉 = cVf,v(xu) = ∆(cVf,v)(x⊗ u) = cVf,vi(x)cVvi,v(u) = vi(uv)cVf,vi(x),

análogamente obtenemos cVf,vi(x) ↼ u = f(uvi)c
V
vi,v, con estos dos hechos es posible

probar que Oq(G) es un Uq(g)-bimódulo.

Sean λ, µ elementos en P , de�nimos los siguientes espacios de peso (λ, µ),

Oq(G)λ,µ = {y ∈ Oq(G) : y ↼ K−1
i = q(λ,αi)y y Ki ⇀ y = q(µ,αi)y ∀i = 1, . . . , n}

Proposición 1.3.18. Oq(G) es una P -bigraduada álgebra de Hopf.

Prueba. Se sigue de [BG, Lema I.8.7] o ver prueba de [HLT, Teorema 3.4]. Sin embargo,
la condición (ii) en 1.3.12 será de utilidad más adelante y por eso la chequeamos. Si
f ∈ V (Λ)∗λ, v ∈ V (Λ)µ y f(v) 6= 0, entonces

f(v) = f(1v) = f(K−1
i Kiv) = f(S(Ki)Kiv) = (Kif)(Kiv) = q(λ+µ,αi)f(v)

para todo 1 ≤ i ≤ n, lo cual implica que λ = −µ.



Capı́tulo 2
Álgebra Envolvente Cuántica Torcida

Presentaremos una versión multiparamétrica de la forma simplemente conexa Ǔq(g).
Dada una Q-aplicación lineal ϕ sobre el espacio vectorial QP es posible deformar
el coproducto de U}(g) al considerar un elemento eu ∈ U}(g) ⊗ U}(g), donde U}(g)
es la }-ádica álgebra de Drinfeld-Jimbo cf. [KS]. Esta deformación se asemeja a una
deformación por twist (ver Proposición 1.3.2) y será denotada Ǔϕ

q (g), de�niciones de
esta álgebra pueden encontrarse en [CKP, CV1, R]. En el Capítulo 3 de�niremos un
objeto dual a Ǔϕ

q (g) denotado Oϕq (G), que corresponde a una deformación por 2-cociclo
del álgebra de funciones cuantizada Oq(G) (ver Ejemplo 1.3.16).

Análogamente a [DL] en [CV2] se de�ne el álgebra de potencias dividida Γϕ(g) que
resulta ser una forma entera de Ǔϕ

q (g), la cual nos permitirá interpretar q como una
raíz de la unidad.

2.1. La aplicación de torcimiento ϕ

Sea R = Q[q, q−1] y Q(q) su cuerpo de fracciones, ε una `-raíz de unidad de orden
impar. Si χ`(q) es el `-ésimo polinomio ciclotómico, entonces R/[χ`(q)R] = Q(ε).

Para n > 0 de�nimos

(n)q =
qn − 1

q − 1
= qn−1 + · · ·+ q + 1, (n)q! = (n)q(n− 1)q · · · (2)q(1)q and (0)q = 1,

[n]q =
qn − q−n

q − q−1
, [n]q! = [n]q[n− 1]q · · · [1]q and [0]q = 1,(

n

k

)
q

=
(n)q

(k)q(n− k)q
,

[
n

k

]
q

=
[n]q!

[k]q![n− k]q!
.

Sea g un álgebra de Lie, entonces la forma (−,−) puede ser extendida a una forma
bilineal simétrica en QP ×QP → Q, donde QP =

∑n
i=1 Qωi.

25
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Consideremos la Q-aplicación lineal ϕ : QP → QP de�nida en [CV2, § 1.2], que
llamaremos aplicación de torcimiento y tal que cumple con:


(ϕx, y) = −(x, ϕy) ∀x, y ∈ QP
ϕαi = δi = 2τi τi ∈ P, i = 1, ..., n
1
2
(φλ, µ) ∈ Z ∀λ, µ ∈ P

(2.1)

Si escribimos τi =
∑n

j=1 yjiαj =
∑n

j=1 xjiωj, Y = (yij)1≤i,j≤n y X = (xij)1≤i,j≤n. La
primera condición en (2.1) se reescribe como (2τi, αj) = −(2τj, αi), entonces tenemos
que

(2τi, αj) =

(
n∑
k=1

xkiωk, αj

)
−(2τj, αi) = −

(
n∑
l=1

xljωl, αi

)

=
n∑
k=1

xki(ωk, αj) = −
n∑
l=1

xlj(ωl, αi)

=
n∑
k=1

xkidkδkj = −
n∑
l=1

xljdlδli

= xjidj = −dixij

de lo que se concluye que xjidj = −dixij. Así que, DX = (dixij) es antisimétrica y los
elementos de la diagonal de X son todos cero.

Las dos últimas condiciones en (2.1) son equivalentes a que Y ∈Mn(Z)∩D−1An(Z)A
donde An(Z) denota el submódulo de Mn(Z) dado por las matrices antisimétricas cf.
[CV2]. De manera que, ϕ(Q) ⊆ Q y como AY = X entonces X tiene entradas enteras.

Sean uij las entradas de la matriz U = A−1XA−1, la siguiente cuenta nos muestra que
DU es antisimétrica. Recuerde que hemos denotado A−1 = (âij)1≤i,j≤n,

diuij =
∑
l,p

diâilxlpâpj

=
∑
l,p

diâild
−1
l dlxlpâpj

=
∑
l,p

âli(−dpxpl)âpj

=
∑
l,p

−dj âjpxplâli = −djuji.

(2.2)
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Proposición 2.1.1. Si g tiene rango n, entonces ϕ depende de a lo sumo n(n−1)
2

pará-
metros enteros.

Prueba. Ninguno de los di es cero, como DX es antisimétrica diag(dixii) = (0 . . . 0),
esto implica que la diagonal deX es cero. La matriz A−1 corresponde a la matriz cambio
de coordenadas entre los pesos ωi y las raíces simples αi, de manera que Y = A−1X
dependerá de X. De la segunda relación en (2.1) y del hecho de que X es de tamaño
n× n obtenemos que ϕ depende de los n(n−1)

2
elementos xij con i < j.

Note que si el rango de g es uno, X = 0 y por tanto ϕ = 0.

Juntando la de�nición del álgebra envolvente cuántica Uq(g,M) para un subretículo
M de P conteniendo a Q dada en [BG, § I.6.3] con la de�nición del grupo cuántico
multiparamétrico simplemente conexo dada en [CV2, § 1.3] realizamos la siquiente de-
�nición.

De�nición 2.1.2. El álgebra envolvente cuántica torcida Uϕ
q (g,M) es la k-álgebra

generada por el conjunto {Ei, Fi}ni=1 ∪ {Kλ : λ ∈ M}, q ∈ k× y qdi = qi 6= ±1
satisfaciendo las siguientes relaciones,

K0 = 1 y KλKµ = Kλ+µ = KµKλ para todo λ, µ ∈M

KλEjK−λ = q(λ,αj)Ej

KλFjK−λ = q−(λ,αj)Fj

EiFj − FjEi = δij
Ki −K−1

i

qi − q−1
i

1−aij∑
l=0

(−1)l
[
1− aij
l

]
qi

E
1−aij−l
i EjE

l
i = 0 (i 6= j)

1−aij∑
l=0

(−1)l
[
1− aij
l

]
qi

F
1−aij−l
i FjF

l
i = 0 (i 6= j).

Más aún, las siguientes aplicaciones dotan de una estructura de álgebra de Hopf a
Uϕ
q (g,M), ver [CKP, CV2, R]. Donde ∆ϕ es el coproducto, εϕ la counidad y Sϕ la

antípoda. La propiedad ϕ(Q) ⊆ Q permite probar que el coproducto está bien de�nido.


∆ϕ(Ei) = Ei ⊗Kτi +Kαi−τi ⊗ Ei,
∆ϕ(Fi) = Fi ⊗K−αi−τi +Kτi ⊗ Fi,
∆ϕ(Kλ) = Kλ ⊗Kλ,


εϕ(Ei) = 0,

εϕ(Fi) = 0,

εϕ(Kα) = 1,


Sϕ(Ei) = −K−αiEi,
Sϕ(Fi) = −FiKαi ,

Sϕ(Kλ) = K−λ.
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Asumimos el siguiente acuerdo notacional, si λ =
∑n

i=1miωi entonces
Kλ =

∏n
i=1K

mi
ωi

y K−λ = K−1
λ . Si M = P diremos la forma simplemente conexa y

la notaremos Ǔϕ
q (g). Si M = Q la llamaremos la forma adjunta y notaremos Uϕ

q (g).
En lo sucesivo nuestro cuerpo base será Q(q). Si escribimosKi = Kαi para todo i, ϕ = 0
y M = Q, entonces U0

q (g) = Uq(g), en la misma situación tenemos Ǔ0
q (g) = Ǔϕ

q (g) pa-
ra la forma simplemente conexa de�nida en [BG, § I.6.3]. Por esto mantendremos el
acuerdo a lo largo de toda la tesis de omitir los símbolos cero cuando ϕ = 0. Note que
para todo M contenido entre Q y P la estructura de álgebra de Uϕ

q (g,M) no depende
de ϕ, así como la antípoda y counidad.

Observación 2.1.3. Note que KτiEi = EiKτi y KτiFi = FiKτi para todo 1 ≤ i ≤ n.
Haremos la cuenta de la primera ecuación, la segunda se realiza similarmente, a saber
tenemos

KτiEi =
n∏
j=1

Kxji
ωj
Ei =

(
n∏
j=1

q
xji(ωj ,αi)
j

)
Ei

(
n∏
j=1

Kxji
ωj

)
=

(
n∏
j=1

q
djxjiδij
j

)
EiKτi = EiKτi .

Módulos simples sobre Uϕ
q (g)

Asumamos g simple, k no es de característica 2, si g posee una componente irredu-
cible de tipo G2 la característica de k no es 3 y que q no es una raíz de la unidad. Los
resultados sobre representaciones irreducibles de Uq(g) coinciden con los de Uϕ

q (g) ya
que como álgebras son iguales.

Observación 2.1.4. Si V es un Uϕ
q -módulo de dimensión 1, debe suceder que

EiV = FiV = (K2
i − 1)V = 0 para todo i = 1, . . . , n, de manera que Ki actúa so-

bre V por multiplicación de ±1. Recíprocamente, cualquier homomor�smo de grupos
Q→ Z2 induce una representación 1-dimensional de Uϕ

q (g).

De�nición 2.1.5. Un Uϕ
q (g)-módulo V es llamado de peso máximo si existe un vector

vλ ∈ V tal que Kαvλ = q(λ,α)vλ para todo α ∈ Q, Eivλ = 0 y Uϕ
q (g)vλ = V para todo

i = 1, . . . , n. En esta situación a vλ lo llamamos vector de peso máximo.

Los espacios pesos de V se de�nen como Vµ = {v ∈ V : Kαv = q(µ,α)v,∀α ∈ Q},
entonces podemos establecer que V =

⊕
µ∈P Vµ.

Un módulo de peso máximo es de tipo 1 si es �nito dimensional. Para ver una
discusión completa acerca de los tipos en los Uq(g)-módulos ver [KS, § 6.2.4]. Cada
Uϕ
q (g)-módulo es completamente reducible.

Proposición 2.1.6. [BG, § I.6.2] Hay una biyección entre elementos λ ∈ P+ y
Uϕ
q (g)-módulos irreducibles de tipo 1.
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Ejemplos

Ilustraremos la aplicación torcida ϕ en algunos ejemplos.

(a) Si g es de tipo C3, la matriz de Cartan asociada es
(

2 −1 0
−1 2 −1
0 −2 2

)
, D = diag(2, 2, 1),

DA =
(

4 −2 0
−2 4 −2
0 −2 2

)
y A−1 =

(
1 1 1/2
1 2 1
1 2 3/2

)
, como DX =

(
2x11 2x12 2x13
2x21 2x22 2x23
x31 x32 x33

)
debe ser

antisimétrica, sucede que

2x11 =2x22 = x33 = 0

2x13 =x31

2x12 =2x21

2x23 =x32,

escribiendo a = x21, b = x31 y c = x32, X queda como

(
0 −a −b/2
a 0 −c/2
b c 0

)
, con lo cual

τ1 =aω2 + bω3,

τ2 =− aω1 + cω3,

τ3 =− b

2
ω1 −

c

2
ω2,

usando A−1 sabemos que

ω1 =α1 + α2 + α3,

ω2 =α1 + 2α2 + 2α3,

ω3 =
α1

2
+ α2 +

α3

2

y por tanto podemos expresar los τi como

τ1 =(a+ b/2)α1 + (2a+ b)α2 + (2a+ 3b/2)α3

τ2 =(−a+ c/2)α1 + (−a+ c)α2 + (−a+ 3c/2)α3

τ3 =(−b/2− c/2)α1 + (−b/2− c)α2 + (−b/2− c)α3,

así

Y =

 a+ b/2 −a+ c/2 −b/2− c/2
2a+ b −a+ c −b/2− c

2a+ 3b/2 −a+ 3c/2 −b/2− c


se comprueba fácilmente que DY A−1 es antisimétrica.

(b) Si g es de tipo B3, A =
(

2 −1 0
−1 2 −2
0 −1 2

)
. En este caso D = diag(1, 1, 2), así

X =
(

0 a b
−a 0 c
−b/2 −c/2 0

)
, como A−1X = Y obtenemos
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Y =

 −a− b/2 a− c/2 b+ c
−2a− b a− c b+ 2c
−a− 3b/4 a/2− 3c/4 b/2 + c

 .

(c) Si g es de tipo A3, A =
(

2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2

)
. Aquí D = Id, así que DX =

(
0 a b
−a 0 c
−b −c 0

)
y

A−1X = Y =

 −a/2− b/4 3a/4− c/4 3b/4 + c/2
−a− b/2 a/2− c/2 b/2 + c
−a/2− 3b/4 a/4− 3c/4 b/4 + c/2

 .

(d) Si g es de tipo D4, A =

(
2 −1 0 0
−1 2 −1 −1
0 −1 2 0
0 −1 0 2

)
. Aquí D = Id, DA = A y A−1 =

1
2

(
2 2 1 1
2 4 2 2
1 2 2 1
1 2 1 2

)
, X =

( 0 a b c
−a 0 d e
−b −d 0 f
−c −e −f 0

)
, y por tanto

Y =


−2a− b− c 2a− d− e 2b+ 2d− f 2c+ 2e+ f
−2(2a+ b+ c) 2(a− d− e) 2(b+ 2d− f) 2(c+ 2e+ f)
−2a− 2b− c a− 2d− e b+ 2d− f c+ 2e+ 2f
−2a− b− 2c a− d− 2e −b+ 2d− 2f c+ 2e+ f

.

(e) Si g es de tipo A2. Para este caso tenemos X = ( 0 a
−a 0 ). A−1 = 1

3
( 2 1

1 2 ) e
Y = a

3
( 1 2

2 1 ).

Dando valores enteros especí�cos a la matriz X de tal manera que la matriz 2Y se
conserve de valores enteros obtenemos de�niciones adecuadas de ϕ.

El coproducto ∆ϕ

Describiremos en esta subsección como el coproducto ∆ϕ se asemeja a una deforma-
ción por twist de ∆0 = ∆. Iniciamos describiendo el álgebra ~-ádica de Drinfeld-Jimbo,
como referencia usaremos [KS].

De�nición 2.1.7. Denotemos con U~(g) a la QJ~K-álgebra generada por los generado-
res Ei, Fi y Hi para i = 1, . . . , n y relaciones:

[Hi, Hj] = 0 [Hi, Ej] = aijEj [Hi, Fj] = −aijFj

[Ei, Fj] = δij

sinh

(
~
2
diHi

)
sinh

(
~
2
di

) ,

donde sinh denota el seno hiperbólico y las dos últimas relaciones en la De�nición 2.1.2.
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Sea exp(x) =
∑∞

s=0
xs

s!
, entonces U~(g) posee una estructura de álgebra de Hopf,

con coproducto ∆~, counidad ε~ y antípoda S~ de�nidas sobre los generadores por:

∆~(Ei) = Ei ⊗ 1 + exp

(
−~

2
diHi

)
⊗ Ei,

∆~(Fi) = Fi ⊗ exp

(
~
2
diHi

)
+ 1⊗ Fi,

∆~(Hi) = Hi ⊗ 1 + 1⊗Hi,

ε~(Hi) = ε~(Ei) = ε~(Fi) = 0,

S~(Ei) = −exp
(
~
2
diHi

)
Ei,

S~(Fi) = −Fi exp
(
−~

2
diHi

)
,

S~(Hi) = −Hi.

El álgebra Uq(g) puede ser derivada formalmente de U}(g) al sustituir q por

exp

(
}
2
di

)
y Ki por exp

(
}
2
diHi

)
.

Para la siguiente proposición recordemos la matriz U de�nida en (2.2) y conside-

remos el elemento û =
n∑
i,j

}
2
djuijHi ⊗Hj ∈ ∧2h∗ de�nido en [CV2, § 2.2]. También,

para s, r ∈ {1, 2, 3} tales que s < r de�na los elementos u12 = û ⊗ 1, u23 = 1 ⊗ û y
u13 = (1⊗ τ)u12.

Proposición 2.1.8. El elemento J = exp(û) satisface las condiciones (i) y (ii) de la
De�nición 1.3.1. En particular, J es un twist de U~(g).

Prueba. Para s, r ∈ {1, 2, 3} tales que s < r, de�namos Jsr = exp(ûsr), por J23 =

1 ⊗ exp(û) = 1 ⊗
∑∞

k=o
ûk

k!
=
∑∞

k=o
(1⊗û)k

k!
= exp(1 ⊗ û) = exp(û23), análogamente

J12 = exp(û) ⊗ 1 = exp(û ⊗ 1) = exp(û12) y J13 = (1 ⊗ τ)J12 = (1 ⊗ τ)exp(û12) =
exp((1⊗ τ)û12) = exp(û13). Entonces,
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(Id⊗∆~)exp(û) = exp((1⊗∆~)û)

=
∞∑
k=0

(
n∑
i,j

}/2djuijHi ⊗∆~(Hj))
k/k!

=
∞∑
k=0

(
n∑
i,j

}/2djuijHi ⊗ (Hj ⊗ 1 + 1⊗Hj))
k/k!

=
∞∑
k=0

(
n∑
i,j

}/2djuij(Hi ⊗Hj ⊗ 1 +Hi ⊗ 1⊗Hj))
k/k! (2.3)

=
∞∑
k=0

(
n∑
i,j

}/2djuijHi ⊗Hj ⊗ 1 +
n∑
ij

}/2djui,jHi ⊗ 1⊗Hj)
k/k!

=
∞∑
k=0

(û13 + û12)k/k!

= exp(û13)exp(û23) = J13J23

Análogamente podemos probar

(∆~ ⊗ 1)exp(û) = exp(û13)exp(û12) = J13J12 (2.4)

y la ecuación de Yang-Baxter.

J12J13J23 = J23J13J12 (2.5)

usando (2.3), (2.4) y el hecho de que exp(û) es inversible podemos probar (ii) en la
De�nición 1.3.1 y con (2.3), (2.4) y (2.5) probamos (i) en la misma de�nición.

Más aún, se tiene que ∆ϕ = J−1∆0J cf. [R].

Observación 2.1.9. En lo siguiente usaremos la notación y de�niciones dadas en
[H, § 8] y las de la Sección 2.1. Recordemos que el isomor�smo entre h y h∗ indu-
cido por la forma de Killing identi�ca Hi con la coraíz α∨i , tαi con αi y sucede que
κ(Hi, tαj) = aij. Gracias a que AY = X entonces Y = UA y DU = DY A−1. Si toma-

mos û como antes, él se identi�ca con el elemento ū =
n∑

i,j=1

djujiα
∨
i ⊗ α∨j en h∗ ⊗ h∗, el

cual al evaluarlo en tαs ⊗ tαk sucede que
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ū(tαk ⊗ tαs) =
∑
i,j

djujiα
∨
i (tαk)⊗ α∨j (tαs)

=
∑
i,j

djujiaikajs

=
∑
i,j,l

djyjlâliaikajs

=
∑
j,l

djyjlδlkajs

=
∑
j

djyjkajs

=
∑
j

yjk(αj, αs)

= (τk, αs)

Para �nalizar esta subsección presentamos la siguiente observación.

Observación 2.1.10. Por [KS, § 7.1.3 Prop. 10 y 11] existe una biyección entre
g-módulos �nito dimensionales y U~(g)-módulos V [[~]] �nito dimensionales. Luego,
los módulos irreducibles de tipo 1 de Uϕ

q (g) están en biyección con los U~(g)-módulos
irreducibles completos en la ~-ádica topología.

2.2. Apareamientos entre subálgebras de Borel

En la presente sección, de�niremos sendos apareamientos perfectos sobre las subál-
gebras de Borel de Ǔϕ

q (g). En el Capítulo 3 éstos se relacionarán con las formas enteras
Γϕ(g) y Rϕ[G] de Ǔϕ

q (g) y Oϕq (G) respectivamente, probando que una es dual a la otra.

De�nición 2.2.1. [CV2, �1.4] Las formas de Borel positivas o subálgebras de Borel
positivas Ǔϕ

q (b+) y Uϕ
q (b+) son las subálgebras de Hopf de Ǔϕ

q (g) generadas por los
elementos Kλ, Ei con λ ∈ P y λ ∈ Q, respectivamente. Similarmente, Las subálgebras
de Borel negativas Ǔϕ

q (b−) y Uϕ
q (b−) son las subálgebras de Hopf de Ǔϕ

q (g) generadas
por los elementos Kλ, Fi, con λ ∈ P y λ ∈ Q respectivamente.

Para los monomios Ei = Ei1 . . . Eir y Fi = Fi1 . . . Fir de�nimos los pesos p(Ei) y
p(Fi) de la siguiente manera,

p(Er) = p(Fr) = αr, p(Ei) = p(Fi) =
r∑
j=1

αij .

En [CV1, Lema 2.1] prueban que las aplicaciones r := (1 + ϕ) y r := (1 − ϕ) son
Q-automor�smos de QP , más aún ((1 + φ)±λ, µ) = (λ, (1− ϕ)±µ). Por ejemplo, para
el caso + tenemos para αi, αj ∈ P que,
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((1 + ϕ)(αi), αj) =

(
n∑
k=1

(aki + 2xki)ωk, αj

)

=
n∑
k=1

(aki + 2xki)(ωk, αj)

k=j
= ajidj + 2xjidj

= (αi, αj) + (ϕ(αi), αj)

= (αi, αj)− (αi, ϕ(αj))

= (αi, (1− ϕ)αj)

Si v es un monomio en las Ei o las Fi tal que p(v) = λ entonces escribiremos respec-
tivamente s(v), r(v) y r(v) para 1

2
ϕ(λ), 1

2
r(ϕ(λ)) y 1

2
r(ϕ(λ)). Note en particular que

s(αi) = τi.

Tomemos un elemento u en la clausura algebraica de Q(q) donde q = udet(A+D). En
[CV2, § 1.4] introducen un apareamiento de Hopf perfecto πϕ entre Ǔϕ

q (b−)op y Ǔϕ
q (b+)

sobre Q(u), dado por:


πϕ(Kλ, Kµ) = q(r(λ),µ),

πϕ(Kλ, Ei) = πϕ(Kλ, Fi) = 0,

πϕ(Fi, Ej) =
δij

qi − q−1
i

q(r(τi),τi),

(2.6)

para λ, µ ∈ P , i, j = 1, . . . , n. Usando el Q-antisomor�smo ςϕ de álgebras de Hopf de
Ǔϕ
q (g) en Ǔ−ϕq (g) de�nido sobre los generadores por Ei 7→ Fi, Fi 7→ Ei, Kλ 7→ K−λ

y q 7→ q−1, el cual lleva Ǔϕ
q (b+) sobre Ǔϕ

q (b−). Obtenemos un apareamiento de Hopf
perfecto πφ = ςϕ ◦ π−ϕ ◦ (ςϕ ⊗ ςϕ) entre Ǔϕ

q (b+)op y Ǔϕ
q (b−) dado por:


πϕ(Kλ, Kµ) = q−(r(λ),µ)),

πϕ(Ei, Kλ) = πϕ(Fi, Kλ) = 0,

πϕ(Ei, Fj) =
δij

qi − q−1
i

q−(r(τi),τi).

(2.7)

Si ϕ = 0 denotamos π0 o π0, en estos casos los apareamientos coinciden con los de�nidos
en [DL, § 3.1] como π y π.

Es posible calcular el apareamiento πφ sobre los monomios yKλ y xKµ donde x es
un polinomio homogéneo en las Ei e y en las Fi y λ, µ en P , cf. [CV1, Lema 3.5].
Relacionando el caso ϕ = 0 con el caso ϕ 6= 0.

Observación 2.2.2. Sea w0 el elemento de longitud máxima enW . Escojamos una expre-
sión reducida en términos de re�exiones simples para w0 = si1si2 · · · siN . Consideramos
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sobre Φ+ el orden total dado por

β1 = αi1 , β2 = αi1αi2 , . . . βN = αi1αi2 · · ·αiN .

En particular Π ⊂ {β1, . . . , βN}. Si Gi = Ei o Fi de�nimos G(s)
i =

G
(s)
i

[s]qi !
.

El grupo de trenzas BW := 〈T1, . . . , Tn : TiTjTi · · · = TjTiTj · · · para i 6= j, T 2
i = 1〉

asociado a W actúa sobre Ǔϕ
q (g) vía automo�smos Lusztig Tij para 1 ≤ j ≤ N

cf. [L3, Ja], los cuales se de�nen como

Ti(Ei) =− FiKi

Ti(Fi) =−K−1
i Ei

Ti(Ej) =

−aij∑
s=0

(−1)s−aijq−si E − i(−aij−s)EjE(s)
i (j 6=i)

Ti(Fj) =

−aij∑
s=0

(−1)s−aijqsiF
(s)
i FjF − i(−aij−s) (j 6=i)

Ti(Kα) =Ksi(α) (α ∈Q),

de esta manera podemos de�nir los siguientes vectores raíz

Eβk = Ti1Ti2 · · ·Tik−1
(Ek) y Fβk = Ti1Ti2 · · ·Tik−1

(Fk).

Para s ∈ N, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ N y Gi = Ei o Fi se de�ne G
(s)
βk

= Ti1Ti2 · · ·Tik−1
(G

(s)
k ).

Si α ∈ Φ+, sean

qα = q
(α,α)

2 , τα =
1

2
ϕ(α), eϕα = (q−1

α − qα)EαK−τα ,

eϕi = eϕαi , fϕi = fϕαi , fϕα = (qα − q−1
α )FαK−τα .

De�nición 2.2.3. Recordemos que hemos denotado R = Q[q, q−1]. Sean Rϕ
q [B−]′ y

Rϕ
q [B−]′′ las R-subálgebras de Ǔϕ

q (b+)op y Ǔϕ
q (b+)cop respectivamente, generadas por eϕα

y K(1−φ)ωi para 1 ≤ i ≤ n y α ∈ Φ+. De la misma forma de�nimos Rϕ
q [B+]′ y Rϕ

q [B+]′′

las R-subálgebras de Ǔϕ
q (b−)op y Ǔϕ

q (b−)cop, generadas por fϕα y K(1+φ)ωi para 1 ≤ i ≤ n
y α ∈ Φ+.

Por restricción de los apareamientos (2.6) y (2.7) obtenemos los siguientes aparea-
mientos

π′ϕ : Ǔϕ
q (b−)⊗R Rϕ

q [B−]′ → Q(q), π′′ϕ : Rϕ
q [B+]′′ ⊗R Ǔϕ

q (b+)→ Q(q), (2.8)

π̄′ϕ : Ǔϕ
q (b+)⊗R Rϕ

q [B+]′ → Q(q), π̄′′ϕ : Rϕ
q [B−]′′ ⊗R Ǔϕ

q (b−)→ Q(q). (2.9)
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dados por

π′ϕ(Kλ, K(1−ϕ)µ) = q(λ,µ), π′ϕ(Fj, e
ϕ
i ) = −δij, π′ϕ(Kλ, e

ϕ
i ) = 0 = π′ϕ(Fj, K(1−ϕ)λ),

π′′ϕ(K(1+ϕ)µ, Kλ) = q(µ,λ), π′′ϕ(fϕi , Ej) = δij, π′′ϕ(fϕi , Kλ) = 0 = π′′ϕ(K(1+ϕ)µ, Ej),

π′ϕ(Kλ, K(1+ϕ)µ) = q−(λ,µ), π′ϕ(Ej, f
ϕ
i ) = −δij, π′ϕ(Kλ, f

ϕ
i ) = 0 = π′ϕ(Ej, K(1+ϕ)µ),

π′′ϕ(K(1−ϕ)µ, Kλ) = q−(µ,λ), π′′ϕ(eϕi , Fj) = δij, π′′ϕ(eϕi , Kλ) = 0 = π′′ϕ(K(1−ϕ)µ, Fj).

Las álgebras Uϕ
q (b+) y Uϕ

q (b−) son linealmente generadas por los elementos1,

ξm,t =
1∏

j=N

E
(mj)
βj

n∏
i=1

(
Kαi ; 0

ti

)
K

−

ti
2


αi , ηm,t =

1∏
j=N

F
(mj)
βj

n∏
i=1

(
Kαi ; 0

ti

)
K

−

ti
2


αi , (2.10)

respectivamente, para mj, ti ≥ 0 cf. [L3].

En términos de estas bases podemos calcular lo siguiente,

Proposición 2.2.4. [CV2, Proposición 1.9],

q
−
∑
i<j

(niτi,njβj)

π′ϕ

(
ηm,t,

1∏
j=N

(eϕβj)
njK(1−ϕ)λ

)
=

q

∑
i<j

(niτi,njβj)

π′′ϕ

(
1∏

j=N

(fϕβj)
njK(1+ϕ)λ,ξm,t

)
=

 N∏
i=1

δni,miq
−
nj(nj − 1)

2
βi

n∏
i=1

(
(αi, λ)

ti

)
q

q
−(αi,λ)

ti
2

 q
−

N∑
i=1

(niτi,λ)
.

Fórmulas similares se tienen para π′ϕ y π′′ϕ.

La prueba de la anterior proposición usa el siguiente hecho,

∆ϕe
ϕ
α = eϕα ⊗ 1 +K−(1−ϕ)α ⊗ eϕα + e y ∆ϕf

ϕ
α = fϕα ⊗K(1+ϕ)α + 1⊗ fϕα + f,

donde e (resp f) son combinaciones lineales y tensores de monomios en las eϕβ (resp
fϕβ ) y Kλ con ht(β) < ht(α). Si α = αi entonces e y f son igual a cero. De manera que,

∆ϕe
ϕ
αi

= eϕα ⊗ 1 +K−(1−ϕ)αi ⊗ eϕαi y ∆ϕf
ϕ
αi

= fϕαi ⊗K(1+ϕ)αi + 1⊗ fϕαi . (2.11)
1Aquí los paréntesis [ ] representan la función parte entera
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2.3. Álgebra de potencias divididas

El álgebra de potencias divididas, será la forma entera de Uϕ
q (g) que se mencionó

en la introducción del presente capítulo.

De�nición 2.3.1. Por Γϕ(b+) y Γϕ(b−) denotamos a los R-submódulos de Uϕ
q (g) dados

por los siguientes conjuntos

Γϕ(b+) = {u ∈ Uϕ
q (b+) | π′′ϕ(Rϕ

q [B+]′′
cop ⊗ u) ∈ R},

Γϕ(b−) = {u ∈ Uϕ
q (b−) | π′ϕ(u⊗Rϕ

q [B−]′
op

) ∈ R}.

El conjunto {ξm,t} es una R-base de Γϕ(b+) y {ηm,t} de Γϕ(b−). Como álgebras son
isomorfas a Γ(b+) y Γ(b−) respectivamente, cf. [DL].

Las fórmulas siguientes son probadas en [CV1, Lema 3.7] y [DL, Lema 3.2], recuerde
que los Kλ son elementos de tipo grupo.



∆ϕE
(p)
i =

∑
r+s=p

q−rsi E
(r)
i Ks(αi−τi) ⊗ E

(s)
i Krτi ,

∆ϕF
(p)
i =

∑
r+s=p

q−rsi F
(r)
i Ksτi ⊗ F

(s)
i K−r(αi+τi),

∆ϕ

(
Ki; 0

t

)
=
∑

r+s=t

Ks
i q
−rs
i

(
Ki; 0

r

)
⊗
(
Ki; 0

s

)
.

(2.12)

Ellas dotan de un coproducto a Γϕ(b+) y Γϕ(b−) y se observa directamente que resultan
ser subálgebras de Hopf de Uϕ

q (g).

Los apareamientos de�nidos anteriormente pueden ser restringidos a los siguientes,

π′ϕ : Γϕ(b−)⊗R Rϕ
q [B−]′ → R, π′′ϕ : Rϕ

q [B+]′′ ⊗R Γϕ(b+)→ R,

π̄′ϕ : Γϕ(b+)⊗R Rϕ
q [B+]′ → R, π̄′′ϕ : Rϕ

q [B−]′′ ⊗R Γϕ(b−)→ R.

siendo estos apareamientos de Hopf perfectos [CV2, Lema 1.12].

Forma Entera

Clásicamente, es conocido el hecho de que las bases de Chevalley existen para un
álgebra de Lie g escogida como en la De�nición 1.1.1. Así que podemos suponer que los
coe�cientes de estructura de g son enteros, denotemos a esta Z-álgebra de Lie gZ. Si k
es cualquier cuerpo de característica cero tenemos que gk = k ⊗Z gZ es un k-álgebra
de Lie en donde a los coe�cientes se les considera al interior de k. A gZ se le suele
llamar Z-forma. Análogamente Kostant en [Ko] introdujo una Z-forma para U(g). La
cual resulta ser justo el subanillo con uno U(g)Z de U(g) generado por los elementos
xm

m!
, con α ∈ Φ y m ∈ Z+.
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Teorema 2.3.2. [Ko, Teorema 1] Fijemos algún orden para las raíces αi ∈ Φ+, Sean

fN =
xn1
−α1

n1!
. . .

xnr−αr
nr!

, eM =
xm1
α1

m1!
. . .

xmrαr
mr!

y hS =

(
h1

s1

)
. . .

(
hl
sl

)
para N , M ∈ Zr+ y

S ∈ Zl+, entonces los elementos fNhSeM forman una Z-base de U(g)Z. Donde

(
h

s

)
=

h(h− 1) . . . (h− s+ 1)

s!
.

De�nición 2.3.3. El álgebra de potencias divididas (PDA), es la R-subálgebra de
Uϕ
q (g) generada por,

K−1
αi

(1 ≤ i ≤ n),(
Kαi ; 0

t

)
:=

t∏
s=1

(
Kαiq

−s+1
i − 1

qsi − 1

)
(t ≥ 1, 1 ≤ i ≤ n),

E
(t)
i :=

Et
i

[t]qi !
(t ≥ 1, 1 ≤ i ≤ n),

F
(t)
i :=

F t
i

[t]qi !
(t ≥ 1, 1 ≤ i ≤ n),

la denotaremos Γϕ(g).

Ella efectivamente es el análogo cuántico de U(g)Z en Uϕ
q (g) cf. [CV2]. Equivalen-

temente, Γϕ(g) es la R-subálgebra de Uϕ
q (g) genereda por Γϕ(b+) y Γϕ(b−).

Lema 2.3.4. Γϕ(g) posee una R-base PBW la cual consiste de monomios EN
αKδ,tF

M
β

donde

EN
η Kδ,tF

M
α :=

∏
α∈Ω+

E(Nα)
α

n∏
l=1

Kδl
i

(
Ki; 0

ti

) ∏
α∈Ω+

F
(Mβ)

β , (2.13)

Nα,Mβ, ti ≥ 0 and δi ∈ {0, 1}.

Prueba (Idea). Hay una ligera diferencia entre el álgebra U de�nida en [L3, § 1.3] y

Γϕ(g). Reside en el tipo de paréntesis que se usan en la expresión

(
Ki; 0

l

)
, una los

tiene rectos y la otra curvos. La prueba en [L4, Theorem 4.5] establece que U posee un
R-base PBW, mostraremos como adaptar este teorema a nuestro caso y así describir
una prueba para Γϕ(g). Para esto debemos hacer lo siguiente, la Proposición 2.12 y
el Paragrafo 2.13 de [L4] funcionan igual para Γϕ(g), en la Proposición 2.14 de [L4]
cambiamos las 2 fórmulas que aparecen en ella por las siguientes
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Km+1
i

(
Ki; 0

l

)
= (q − q−l)Km

i

(
Ki; 0

l + 1

)
+ q−tKm

i

(
Ki; 0

l

)

Km
i

(
Ki; 0

l

)
= qlKm−1

i

(
Ki; 0

l

)
+ qt(qt+1 − 1)Km−1

(
Ki; 0

l + 1

)
para todo i y cambiamos las relaciones (g9) y (g10) en [L4, pág. 270] por las dos últimas
en [DL, �3.4 (3.15)].





Capı́tulo 3
Álgebra de Funciones Cuantizada Torcida

En este capítulo obtenemos un objeto dual a Ǔϕ
q (g) denotado Oϕq (G), que corres-

ponde a una deformación por 2-cociclo del álgebra de funciones cuantizada Oq(G).
Por esto, la llamaremos álgebra de funciones cuantizada torcida. Este resultado es el
primer resultado importante de la tesis. En [CV2], Oϕq (G) es de�nida por primera vez
y en [HLT] la encontramos como una deformación del producto de Oq(G) al usar la
P -bigraduación que se de�nió en la Proposición 1.3.18 y un bicaracter antisimétrico
sobre P (ver De�nición 1.3.13). Principalmente seguiremos de�niciones y resultados de
[CV2].

También de�niremos para una `-raíz primitiva de la unidad ε, el álgebra envolvente
cuántica torcida Uϕ

ε (g) y el álgebra de funciones cuantizada torcida Oϕε (G). Al especia-
lizar en la raíz ε en Γϕ(g) obtenemos el álgebra Γϕε (g). La última resulta ser un álgebra
de Hopf dual a Oϕε (G). Luego de�niremos el núcleo de Frobenius-Luzstig torcido uϕε (g)
y probamos que corresponde a una deformación por twist de uε(g). Con el �n de estable-
cer la exactitud de la sucesión de álgebras de Hopf 1→ O(G)→ Oϕε (G)→ uϕε (g)∗ → 1
introduciremos el mor�smo cuántico de Frobenius. Finalmente, caracterizaremos las
subálgebras de uϕε (g) mediante ternas (I+, I−,Σ

ϕ) donde I+ ⊆ Ω, I− ⊆ −Ω y Σϕ es un
grupo abeliano �nito.

3.1. Oϕ
q (G) como deformación por 2-cociclo de Oq(G)

Sea Cϕ la subcategoría plena de la categoría Uϕq (g)M cuyos objetos son módulos
�nito dimensionales sobre los cuales lasKi actúan como potencias de q. Similarmente al
ejemplo 1.3.16, de�nimos los coe�cientes matriciales cVf,v para un objeto V ∈ Cϕ, f ∈ V ∗
y v ∈ V . Análogamente al caso Uq(g) de�nimos la suma y producto de coe�cientes
matriciales. También, para objetos V,W ∈ Cϕ de�nimos acciones sobre V ∗ y V ⊗W ,
mostrando que Cϕ es cerrada para duales y productos tensoriales. Para a ∈ Uϕ

q (g),
v ∈ V , w ∈ W y f ∈ V ∗,

41
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(af)v = f((Sϕa)v), y a(v ⊗ w) =∆ϕa(v ⊗ w).

De�nición 3.1.1. Sea Oϕq (G) el Q(q)-submódulo de HomQ(q)(U
ϕ
q (g),Q(q)) generado

por los coe�cientes matriciales cVf,v, donde v ∈ V ∈ Cϕ y f ∈ V ∗. En ocasiones usa-
remos la notación cf,v teniendo cuidado de no olvidar los módulos que determinan al
coe�ciente matricial dado.

Notar que Oϕq (G) posee una estructura de álgebra de Hopf, descrita en los generadores
por las siguientes ecuaciones,

∆(cf,v)(x⊗ y) = cf,v(xy),

ε(cf,v) = f(v),

mϕ(cf,v ⊗ cg,w) = cf⊗g,v⊗w,

S(cf,v) = cv,f .

para V,W ∈ Cϕ, v ∈ V , w ∈ W , f ∈ V ∗, g ∈ W ∗ y x, y ∈ Uϕ
q (g), en la antípoda se

tiene en cuenta el isomor�smo entre V y V ∗∗.

La fórmula del coproducto es equivalente a ∆(cf,v) =
∑

i cf,ei ⊗ cei,v, donde {ei} y {ei}
son bases duales para V y V ∗ respectivamente. Efectivamente,

(∑
i

cf,ei ⊗ cei,v

)
(x⊗ y) =

∑
i

cf,ei(x)cei,v(y)

=
∑
i

f(xei)e
i(yv)

=
∑
i

f(ei(yv)xei)

= f

(
x

(∑
i

ei(yv)ei

))
= f(xyv)

= cf,v(xy)

Ilustremos la validez de una de las propiedades de la antípoda,
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mϕ(id⊗ S)∆(cf,v)(x) = mϕ(id⊗ S)

(∑
i

cf,ei ⊗ cei,v

)
(x)

= mϕ

(∑
i

cf,ei ⊗ S(cei,v)

)
(x)

=
∑
i

cf⊗v,ei⊗ei(x)

=
∑
i

f(x(1)ei)v(x(2)e
i)

=
∑
i

f(x(1)ei)e
i(Sϕ(x(2))v)

= f(x(1)

∑
i

ei(Sϕ(x(2))v)ei)

= f(x(1)Sϕ(x(2))v)

= f(v)εϕ(x).

Note que la unidad en Oϕq (G) es cIdQ(q),1 al considerar a Q(q) como Uϕ
q (g)-módulo con

la acción trivial y también que como coálgebras Oϕε (G) y Oq(G) coinciden.

Observación 3.1.2. [CV2, § 2.1] Como álgebras Uϕ
q (g) y Uq(g) coinciden, así también

sus módulos irreducibles de tipo 1. Por esto, es posible describir propiedades de Oϕε (G)
usando únicamente coe�cientes matriciales que dependen de módulos irreducibles de
tipo 1. Por esta razón, mantendremos la notación y acuerdos descritos en el ejemplo
1.3.16 para Oϕε (G). En particular, si V (Λ) es el módulo irreducible de peso máximo
Λ ∈ P+, tenemos las siguientes propiedades: V (Λ)∗ ' V (−ω0Λ), V (Λ)∗−µ = (V (Λ)µ)∗ y

Oϕq (G) =
⊕

Λ∈P+

V (Λ)⊗ V (Λ)∗.

De�nición 3.1.3. Sea Dϕ la subcategoría �el plena de Γϕ(g)M cuyos objetos son
R-módulos libres de rango �nito en los cuales Ki y

(
Ki;0
t

)
actúan diagonalmente con

valores propios qmi y
(
m
t

)
qi
, respectivamente.

De�nición 3.1.4. Sea Rϕ
q [G] el R-submódulo de HomR(Γϕ(g), R) generado por coe�-

cientes matriciales construidos con objetos de Dϕ.

Similarmente de�nimos R-módulos Rϕ
q [B±] al considerar categorías adecuadas. De-

bido a que las categorías son estrictas y tensoriales Rϕ
q [G] y Rϕ

q [B±] son R-álgebras de
Hopf. Mas aún, tenemos los isomor�smos Rϕ

q [B±]′ ' Rϕ
q [B±] ' Rϕ

q [B±]′′ cf.
[CV2, § 2.3].

El siguiente lema generaliza [DL, Lema 4.1].
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Lema 3.1.5. Rϕ
q [G] esta incluida en Uϕ

q (g)◦ y corresponde al siguiente conjunto,{
Γϕ(g)

f−→ R : ∃ ideal co�nito I ⊂ Γϕ(g), N tal que ∀i
N∏

p=−N

(Ki − qpi ) ∈ I y f(I) = 0

}

el apareamiento dual entre Rϕ
q [G] y Γϕ(g) es no-degenerado.

Prueba. Ya que Dϕ es una subcategoría plena de Cϕ es tensorial y entonces por
[EGNO, Teorema 5.4.1], Rϕ

q es un álgebra de Hopf. La primera a�rmación se sigue
de [DL, Lema 4.1], ya que Γϕ(g) y Γ(g) son iguales como álgebras.

De�namos en Γϕ(g)◦ los siguientes elementos,

v(α,N,β,M,δ,t)(x) =

{
1 si x = EN

αKδ,tF
M
β

0 en otro caso

donde los EN
αKδ,tF

M
β son como en el Lema 2.3.4. Denotemos (α,N, β,M, δ, t) := ς.

Se chequea directamente que vς ∈ Rϕ
q [G]. Entonces cada f ∈ Rϕ

q [G] se escribe como∑
ς ξςvς , donde ξς ∈ R.

Denotemos por 〈Rϕ
q [G],Γϕ(g)〉 el apareamiento evaluación 〈f, y〉 = f(y), para

y ∈ Γϕ(g) y f ∈ Rϕ
q [G]. Si 〈f, y〉 = 0 para todo y ∈ Γϕ(g), entonces f = 0. Si 〈f, y〉 = 0

para todo f ∈ Rϕ
q [G], en particular es válido para f = vς y como y =

∑
ς̂ ξ̂ς̂E

M̂
η̂ Kδ̂,t̂F

N̂
β̂

por el Lema 2.3.4, entonces vς(y) = ξς = 0, lo que permite concluir que y = 0. Por tan-
to las aplicaciones Rϕ

q [G] → Γϕ(g)◦ y Γϕ(g) → Rϕ
q [G]◦ inducidas por el apareamiento

〈Rϕ
q [G],Γϕ(g)〉 son mor�smos inyectivos de álgebras de Hopf.

Notemos que Rϕ
q [G] ⊗R Q(q) ' Oϕq (G) y Γϕ(g) ⊗R Q(q) ' Uϕ

q (g) cf. [L3, § 8]. Siendo
la razón por la que llamamos a Rϕ

q [G] y Γϕ(g) formas enteras.

Las inclusiones Γϕ(b±) ⊂ Γϕ(g) inducen inclusiones Γϕ(b±)⊗RΓϕ(b∓)
ι±−→ Γϕ(g)⊗R

Γϕ(g). Denotemos con mΓ la multiplicación de Γϕ(g) . De�namos las aplicaciones µ′′ϕ y
µ′ϕ como la composición de los mor�smos r±◦∆ϕ duales a mΓ◦ι±, con los isomor�smos
Rϕ
q [B±]′ ' Rϕ

q [B±] ' Rϕ
q [B±]′′ mencionados anteriormente, según corresponda. Para

mayor claridad, observe los siguientes diagramas

µ′′ϕ : Rϕ
q [G]

∆ϕ−−→ Rϕ
q [G]⊗R Rϕ

q [G]
r+−→ Rϕ

q [B+]⊗R Rϕ
q [B−] ' Rϕ

q [B+]′′ ⊗R Rϕ
q [B−]′′

µ′ϕ : Rϕ
q [G]

∆ϕ−−→ Rϕ
q [G]⊗R Rϕ

q [G]
r−−→ Rϕ

q [B−]⊗R Rϕ
q [B+] ' Rϕ

q [B−]′ ⊗R Rϕ
q [B+]′.

Lema 3.1.6. [CV2, Lema 2.5] La imagen de µ′′ϕ esta contenida en la R-subálgebra A′′ϕ
generada por los elementos 1⊗eϕα, fϕα⊗1 y K−(1+ϕ)λ⊗K(1−ϕ)λ para λ ∈ P , α ∈ Φ+.

Sea λ ∈ P+ y v±λ el vector de peso máximo (resp. mínimo) de V (λ) (resp. V (−λ)).
Sea φ±λ el único elemento en V (±λ)∗, tal que φ±λ(v±λ) = 1 y se anula sobre el único
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complemento Γ(h)-invariante de Q(q)v±λ ⊂ V (±λ). Denotemos por ψ±λ = cφ±λ,v±λ a
estos correspondientes coe�cientes matriciales.

De�namos como en [DL] los coe�cientes matriciales ψ±α±λ , para todo α ∈ Φ+,

ψαλ (x) = φλ((Eαx) · vλ), ψα−λ(x) = φ−λ((xEα) · v−λ),
ψ−αλ (x) = φλ((xFα) · vλ), ψ−α−λ (x) = φ−λ((Fαx) · v−λ).

Observación 3.1.7.

(a) Si λ ∈ P+, entonces µ′′ϕ(ψ−λ) = K−(1+ϕ)λ ⊗K(1−ϕ)λ.

Para veri�car esto, se evalúan ambas expresiones de la igualdad en EM ⊗ FN donde
EM = ξm1,0η0,t2 y FN = ηm2,0ξ0,t1 para adecuados m1, t2,m2, t1 de la base de Γϕ(b+)
y Γϕ(b−) respectivamente, cf. De�nición 2.3.1. Usando [DL, Lema 4.4 (iv)] tenemos

〈µ′′ϕ(ψ−λ), EM ⊗NF 〉 = ψ−λ(EMNF ) = δ1,Eδ1,FMN(−λ),

dondeM(λ) = π0(Kλ,M) yN(λ) = π̄0(K−λ, N). EntoncesMN(−λ) = π0(K−λ,MN) =
π0(K−λ,M)π0(K−λ, N) = π0(K−λ,M)π̄0(Kλ, N) = M(−λ)N(−λ). Mas aún, conside-
rando (2.8) tenemos

〈µ′′ϕ(ψλ), EM⊗NF 〉 = δ1,Eδ1,FM(−λ)N(−λ) = δ1,Eδ1,Fπ
′′
ϕ(K−(1+ϕ)λ,M)π̄′′ϕ(K(1−ϕ)λ, N).

Por otra parte, si usamos los apareamientos π′′ϕ y π̄′′ϕ obtenemos que

〈K−(1+ϕ)λ ⊗K(1−ϕ)λ, EM ⊗NF 〉 = δ1,Eδ1,Fπ
′′
ϕ(K−(1+ϕ)λ,M)π̄′′ϕ(K(1−ϕ)(λ), N)

probando la veracidad de la a�rmación.

(b) Por [CV2, Proposiciones 1.9 & 2.7], para todo 1 ≤ i ≤ n tenemos que

µ′′ϕ(ψ−αi−ωi ) = q−(τi,ωi)fϕαiK−(1+ϕ)ωi ⊗K(1−ϕ)ωi , (3.1)

µ′′ϕ(ψαi−ωi) = q−(τi,ωi)K−(1+ϕ)ωi ⊗K(1−ϕ)ωie
ϕ
αi
.

Chequeamos la primera fórmula, la segunda se deduce similarmente. Ya que µ′′ϕ(ψ−αi−ωi ) =

µ′′0(ψ−αi−ωi ), y por [DL, Lema 4.5 (vi)], tenemos que µ′′0(ψ−αi−ωi ) = fαiK−ωi ⊗Kωi , entonces

〈µ′′ϕ(ψ−αi−ωi ), EM ⊗NF 〉 = 〈fαiK−ωi ⊗Kωi , EM ⊗NF 〉 = π′′0(fαiK−ωi , EM)π̄′′0(Kωi , NF )

= π′′0(fαiK−ωi , EM)π̄′′0(Kωi , N)π̄′′0(Kωi , F )

= π′′0(fαiK−ωi , EM)N(−ωi)δ1,F .

Además, como π′′ϕ(fϕαiK−(1+ϕ)ωi , EM) = q(τi,ωi)π′′0(f 0
αi
K−ωi , EM) y usando [CV2, Pro-

posición 1.9], [DL, (3.3)] y las de�niciones en (2.8), podemos decir que

〈fϕαiK−(1+ϕ)ωi ⊗K(1−ϕ)ωi , EM ⊗NF 〉 = π′′ϕ(fϕαiK−(1+ϕ)ωi , EM)π′′ϕ(K(1−ϕ)ωi , NF )

= π′′ϕ(fϕαiK−(1+ϕ)ωi , EM)N(−ωi)δ1,F

= q(τi,ωi)π′′0(f 0
αi
K−ωi , EM)N(−ωi)δ1,F ,

probando la a�rmación.
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Recordemos que en la Proposición 1.3.18 se estableció una P bigraduación pa-
ra Oq(G). Gracias a la Observación 3.1.2, no haremos distinción notacional entre los
coe�cientes matriciales en Oϕε (G) y los de Oq(G). Tampoco, para los módulos de peso
máximo, espacios peso y sus duales.

Tenemos en el siguiente lema una fórmula que relaciona el producto de Oϕq (G) con
el de Oq(G).

Lema 3.1.8. [LS, (2.13)] Para i = 1, 2 y Λi ∈ P+, vi ∈ L(Λi)µi, fi ∈ L(Λi)−λi tenemos

mϕ(cf1,v1 ⊗ cf2,v2) = q
1
2

((ϕ(µ1),µ2)−(ϕ(λ1),λ2))m(cf1,v1 ⊗ cf2,v2).

De�namos p : P × P → Q(q) mediante (λ1, λ2) 7→ q−
1
2

(ϕ(λ1),λ2). Entonces p es un
bicaracter antisimétrico sobre P . Efectivamente, notar primero que

(ϕ(αi), αj) =
∑

xki(ωk, αj) =
∑

dkδkjxki = djxji

donde DX es antisimétrica, ver Sección 2.1. Si λ =
∑
nlαl, entonces

(ϕ(λ), λ) =
∑

nlns(ϕ(αl), αs) =
∑

nlnsdsxsl = 0,

ya que nlnsdsxsl = −nsnldlxls.

También tenemos que para todo λ, µ ∈ P es válido (λ, µ) = −(µ, λ), así que p satisface
(i) y (ii) en la De�nición 1.3.13.

Por la Proposición 1.3.14, p induce un 2-cociclo p̃ sobre P × P . El cual se expresa de
la siguiente manera,

p̃((λ1, µ1), (λ2, µ2)) = p(λ1, λ2)p(µ1, µ2)−1 = q
1
2

((ϕ(µ1),µ2)−(ϕ(λ1),λ2)).

Mas aún, en [HLT, Teorema 2.1] se de�ne un álgebra de Hopf Oq(G)p que tan sólo
di�ere de Oq(G) en su multiplicación.

Presentamos a continuación el primer resultado original de la tesis.

Teorema 3.1.9. Oϕq (G) es una deformación por 2-cociclo de Oq(G). El 2-cociclo σ :
Oq(G)⊗Oq(G)→ Q(q) es dado por la fórmula

σ(cf1,v1 , cf2,v2) = ε(cf1,v1)ε(cf2,v2)q
− 1

2
(ϕ(λ1),λ2)

para i = 1, 2, Λi ∈ P+, vi ∈ V (Λi)µi y fi ∈ V (Λi)−λi.

Prueba. Denote χ(λ1, λ2) = q−
1
2

(ϕ(λ1),λ2). Claramente, σ(x, 1) = σ(1, x) = ε(x) para
todo x ∈ Oq(G).
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Primero probamos la condición (1.4). Usemos por comodidad la notación ∆(cf,v) =∑
ν c
−λ,ν
f,v ⊗ c

−ν,µ
f,v ∈

⊕
ν Oq(G)−λ,ν ⊗ Oq(G)−ν,µ, donde v ∈ V (Λ)µ y f ∈ V (Λ)λ. Para

1 ≤ i ≤ 3, sea cfi,vi ∈ Oq(G) con fi ∈ V (Λi)λi y vi ∈ V (Λi)µi . Tenemos entonces,

σ((cf2,v2)(1), (cf3,v3)(1))σ(cf1,v1 , (cf2,v2)(2)(cf3,v3)(2))

=
∑
ν1,ν2

σ(c−λ2,ν1f2,v2
, c−λ3,ν2f3,v3

)σ(cf1,v1 , c
−ν1,µ2
f2,v2

c−ν2,µ3f3,v3
)

=
∑
ν1,ν2

ε(c−λ2,ν1f2,v2
)ε(c−λ3,ν2f3,v3

)χ(λ2, λ3)ε(cf1,v1)ε(c
−ν1,µ2
f2,v2

)ε(c−ν2,µ3f3,v3
)χ(λ1, ν2 + ν3)

= ε(cf1,v1)ε(cf2,v2)ε(cf3,v3)χ(λ2, λ3)χ(λ1, λ2 + λ3).

Por otro lado,

σ((cf1,v1)(1), (cf2,v2)(1))σ((cf1,v1)(2))(cf2,v2)(2), cf3,v3)

=
∑
ν1,ν2

σ(c−λ1,ν1f1,v1
, c−λ2,ν2f2,v2

)σ(c−ν1,µ1f1,v1
c−ν2,µ2f2,v2

, cf3,v3)

=
∑
ν1,ν2

ε(c−λ1,ν1f1,v1
)ε(c−λ2,ν2f1,v1

)χ(λ1, λ2)ε(c−ν1,µ1f1,v1
)ε(c−ν2,µ2f2,v2

)ε(cf3,v3)χ(ν1 + ν2, λ3)

= ε(cf1,v1)ε(cf2,v2)ε(cf3,v3)χ(λ1, λ2)χ(λ1 + λ2, λ3).

De ahí, σ es un 2-cociclo sobre Oq(G). Probaremos que los productos, mσ (de�nido en
1.3.4),mϕ ymp coinciden. Quemϕ ymp coincidan es inmediato, al igual que χ(0, 0) = 1,
χ(λ, 0) = χ(0, λ) = 1, σ−1(cf1,v1 , cf2,v2) = σ(S(cf1,v1), cf2,v2) = ε(cf1,v1)ε(cf2,v2)χ(µ1, λ2)
para Λi ∈ P+, vi ∈ L(Λi)µi , fi ∈ L(Λi)−λi , i = 1, 2 y ε(Oq(G)λ,µ) = 0 si −λ 6= µ (ver
Proposición 1.3.18):

mσ(cf1,v1 , cf2,v2) =
∑

ν1,ν2,η1,η2

σ(c−λ1,ν1f1,v1
, c−λ2,ν2f2,v2

)m(c−ν1,η1f1,v1
⊗ cν2,η2f2,v2

)σ−1(c−η1,µ1f1,v1
c−η2,µ2f2,v2

)

=
∑

ν1,ν2,η1,η2

ε(c−λ1,ν1f1,v1
)ε(c−λ2,ν2f2,v2

)χ(λ1, λ2)m(c−ν1,η1f1,v1
⊗ cν2,η2f2,v2

)ε(c−η1,µ1f1,v1
)ε(c−η2,µ2f2,v2

)χ(µ1, η2)

= χ(λ1, λ2)m(cf1,v1 ⊗ cf2,v2)χ(µ1,−µ2)

= χ(λ1, λ2)χ(µ1, µ2)−1m(cf1,v1 ⊗ cf2,v2) = q
1
2

((ϕ(µ1),µ2)−(ϕ(λ1),λ2))m(cf1,v1 ⊗ cf2,v2).

3.2. Especializaciones en una raíz de la unidad

Establecemos en esta sección las de�niciónes del álgebra envolvente cuantizada tor-
cida y del álgebra de funciones torcida en una raíz de la unidad. De aquí en adelante
ε denotará una `-ésima primitiva raíz de la unidad, con ` impar y si G es de tipo G2

coprima con 3. El `-ésimo polinomio ciclotómico en la indeterminada q lo denotaremos
por χ`(q).
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De�nición 3.2.1. Se de�nen:

(i) el álgebra envolvente cuántica torcida en la raíz la unidad ε, como
Uϕ
ε (g;M) := Uϕ

q (g;M)⊗R Q(ε) para cualquier retículo M con Q ⊆M ⊆ P .

(ii) el álgebra de potencias dividida en la raíz de la unidad ε, como
Γϕε (g) := Γϕ(g)⊗R Q(ε).

(iii) el grupo cuántico torcido en la raíz de la unidad ε, como
Oϕε (G)Q(ε) := Rϕ

q [G]⊗R Q(ε).

Equivalentamente, podemos obtener las de�niciones anteriores usando los isomor�smos
Γϕε (g) ' Γϕ(g)/[χl(q)Γ

ϕ(g)(g)] y Oϕε (G)Q(ε) ' Rϕ
q [G]/[χ`(q)R

ϕ
q [G]], luego de considerar

el isomor�smo R/[χ`(q)R] ' Q(ε). Similarmente, denotamos Uϕ
ε (g;P ) := Ǔϕ

ε (g) y
Uϕ
ε (g;Q) := Uϕ

ε (g) para la forma simplemente conexa y la adjunta. Por facilidad,
usamos la notación x̄ para la imagen de x en todas las proyecciones canónicas, así que
es importante tener precaución al leer algunas demostraciones.

Teorema 3.2.2. Oϕε (G)Q(ε) es una deformación por 2-cociclo de Oε(G)Q(ε).

Prueba. Recordemos el 2-cociclo σ : Oq(G) ⊗ Oq(G) → Q(q) del Teorema 3.1.9. En-
tonces, la aplicación σ̄ : Oϕε (G)Q(ε) ⊗Oϕε (G)Q(ε) → Q(ε) dada por

σ̄(x̄, ȳ) = σ(x, y) para todo x, y ∈ Oq(G),

es un 2-cociclo bien de�nido para Oϕε (G)Q(ε). Note que estamos considerando la pro-
yección canónica Oϕq (G)� Oϕε (G)Q(ε) y R� Q(ε).

Observación 3.2.3. Las relaciones E`
i = 0, F `

i = 0, K`
αi

= 1 son válidas en Γϕε (g) para

todo 1 ≤ i ≤ n. Efectivamente, tenemos que
∏̀
s=1

(Kαiq
(−s+1)− 1) =

∏̀
s=1

(qs− 1)

(
Kαi ; 0

`

)
en Γϕ(g). Si especializamos q en ε, entonces

∏̀
s=1

(Kαiε
(−s+1) − 1) = 0. Debido a que

K`
αi
−1 =

`−1∏
s=0

(Kαi−εs) = ε
(`−1)`

2

`−1∏
s=0

(Kαiε
−s+1−1), se cumpleK`

αi
= 1, como deseábamos.

Las otras dos relaciones se siguen del hecho (`)ε = 0.

Γϕε (g) tiene una base PBW con elementos como en el Lema 2.3.4 módulo las relaciones
de la Observación 3.2.3 y ε` = 1.
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El lema siguiente es el análogo a [DL, Lemma 6.1].

Lema 3.2.4. Hay un apareamiento de Hopf perfecto ρ̄ : Oϕε (G)Q(ε)⊗Q(ε) Γϕε (g)→ Q(ε).

Prueba. Sea ρ : Rϕ
q [G]⊗R Γϕ(g) → R el apareamiento de Hopf perfecto de�nido en el

Lema 3.1.5. Entonces, es posible de�nir el apareamiento ρ̄ : Oϕε (G)Q(ε) ⊗Q(ε) Γϕε (g) →
Q(ε) mediante ρ̄(x̄, ū) = ρ(x, u) para todo x ∈ Rϕ

q [G] y u ∈ Γϕ(g). Donde estamos
considerando las proyecciones canónicas Rϕ

q [G] → Oϕε (G)Q(ε), Γϕ(g) → Γϕε (g) y R �
Q(ε). La cuenta para probar que esta bien de�nido y es un aparemiento de Hopf perfecto
es directa, por eso la omitiremos.

3.2.1. Mor�smo de Frobenius cuántico

De�niremos en la presente subsección el mor�smo de Frobenius cuántico Fr. Será
útil para la construcción de cocientes que hacen parte de sucesiones exactas cortas de
álgebras de Hopf. Su núcleo nos permitirá de�nir un álgebra de Hopf de dimensión
�nita no semi-simple y punteada, llamada núcleo de Frobenius-Luzstig torcido. Esto
nos permitirá caracterizar algunos cocientes de Oϕε (G) mediante ciertos parámetros,
generadores y relaciones. Fr es la versión torcida del mor�smo presentado en [DL],
basaremos la presentación de resultados re�riéndonos a [CV2].

Lema 3.2.5. [CV2, § (i)] La aplicación Fr : Γϕ(g) −→ Uq(g)Q(ε) relativa a la proyección
canónica R −→ Q(ε) y de�nida sobre los generadores por:

Fr(E
(p)
i ) = e

(p/`)
i Fr(F

(p)
i ) = f

(p/`)
i Fr

(
Ki; 0

p

)
=

(
hi
p/`

)
Fr(Ki) = 1 Fr(q) = ε,

si ` | p ó 0 en otro caso, donde i = 1, . . . , n y p > 0, e
(m)
i =

ei
m!

, f
(m)
i =

fi
m!

,(
hi
m

)
=
hi(hi − 1) · · · (hi −m+ 1)

m!
y ei, fi, hi son los generadores de Chevalley para g.

Es un mor�smo sobreyectivo de álgebras de Hopf.

Mostraremos la prueba de que Fr es un mor�smo de coálgebras, en aras de ilustrar
como funciona Fr. Usaremos la fórmula (2.12) para realizar la cuenta,

(Fr⊗Fr)∆ϕ(E
(p)
i ) = (Fr⊗Fr)

( ∑
x+y=p

q−xyi E
(x)
i Ky(αi−τi) ⊗ E

(y)
i Kxτi)

)
=

∑
x+y=p
`|x y `|y

e
(x/`)
i ⊗ e(y/`)

i

si ` - p ⇒ ` - x y ` - y. Tenemos, que al aplicar Fr a los sumandos no cero, obtenemos
aquellos tales que ` | x ó ` | y , así ` | xy. Por otro lado, podemos hacer el cálculo
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∆U(Fr(E
(p)
i )) =

(ei ⊗ 1 + 1⊗ ei)p/`

(p/`)!
(si ` | p)

=
∑

r+s=p/`

(
p/`

r

)
eri ⊗ esi
(p/`)!

=
∑

r+s=p/`

eri ⊗ esi
(r)!(s)!

=
∑
x+y=p

e
x/`
i

(x/`)!
⊗ e

y/`
i

(y/`)!
si y = `s y x = `r,

obteniendo que (Fr⊗Fr)∆ϕ(E
(p)
i ) = ∆U(Fr(E

(p)
i )), tal y como deseabamos. Similar-

mente calculamos para F (p)
i . La prueba de la counidad es directa.

Proposición 3.2.6. [CV2, �3.2 (i)] Existe un único mor�smo sobreyectivo de álgebras

de Hopf Fr : Γϕε (g) −→ U(g)Q(ε) para el cual Fr(E
(`)
i ) = ei, Fr(F

(`)
i ) = fi y Fr

(
Ki; 0

`

)
=

hi y cuyo núcleo es el ideal I generado por Ki − 1, Ei y Fi.

Realizaremos un abuso de notación al usar Fr como notación de Fr, en lo sucesivo.

Por tanto podemos considerar la inyección de álgebras de Hopf t Fr : O(G)Q(ε) →
Γϕε (g)◦. Sea k una extensión de cuerpos de Q(ε), se llamará a Oϕε (G)Q(ε) ⊗Q(ε) k la
k-forma de Oϕε (G)Q(ε), cuando k = C simplemente se notará Oϕε (G).

La proposición 3.2.7 es cierta, si consideramos en ella la forma C-forma de Oϕε (G).
Razón por la que omitiremos el subíndice Q(ε) en su demostración. En [CV2, (3.3)]
citan este hecho sin prueba, ya que se veri�ca de manera anáaloga al caso ϕ = 0 cf.
[DL] o [BG]. Sin embargo, se mostrarán algunos detalles de la prueba.

Proposición 3.2.7. [CV2, (3.3)] Oϕε (G)Q(ε) contiene un álgebra de Hopf central F0

isomorfa a O(G)Q(ε). Mas aún, un elemento de Oϕε (G)Q(ε) esta en F0 si y sólo si se
desvanece sobre I y F0 = Q(ε)〈cf,v ∈ Oϕq (G)|f ∈ V (lΛ)∗−`v, v ∈ V (`Λ)`v; v, µ ∈ P+〉,
donde V (eΛ) es el Γϕ(g)-módulo Γϕ(g)veΛ siendo veΛ el vector peso máximo de V (eΛ).

Prueba. Del apareamiento del Lema 3.2.4 tenemos que Oϕε (G) ⊆ Γϕε (g)◦. Si es cierto
que Im t Fr ⊂ Oϕε (G) e Im t Fr ⊂ Z(Γϕε (g)◦), entonces si Im t Fr es denotado por F0,
tendremos la prueba terminada.

Notemos que si para todo x ∈ Γϕε (g) se satisface que ∆ϕ(x) −∆op
ϕ (x) ∈ I ⊗ I, donde

I = Ker Fr. Tenemos que

Fr⊗id(x(1) ⊗ x(2) − x(2) ⊗ x(1)) =0

Fr⊗id(x(1) ⊗ x(2)) = Fr⊗id(x(2) ⊗ x(1)).



3.3. NÚCLEOS DE FROBENIUS-LUZSTIG TORCIDOS 51

Con esto podemos concluir que f ∗ g = g ∗ f para f ∈ Imt Fr y g en Γϕε (g)◦, veri�cando
que Imt Fr ⊂ Z(Γϕε (g)◦). Como ∆ϕ es de álgebras, basta probar lo dicho anteriormente

sobre los generadores Ei, E
(`)
i , Fi, F

(`)
i , K±1

αi
y

(
Kαi ; 0

`

)
de Γϕε (g). Cada uno de los

respectivos chequeos se obtiene por cálculo directo. Por ejemplo, para E(`)
i tenemos, al

usar la Observación 3.2.3 que

∆ϕ(E
(`)
i )−∆op

ϕ (E
(`)
i ) = E

(`)
i ⊗ 1 +K−`αi ⊗ E

(`)
i − 1⊗ E(`)

i − E
(`)
i ⊗K−`αi =

mód I
0.

Finalmente, para probar que F0 ⊂ Oϕε (G), debemos ver que toda representación de g
puede ser obtenida como cociente de una de Γϕε (g). Sabemos que hay completa irre-
ducibilidad cf. ([BG, H]) para los Uϕ

q (g)-módulos y los g-módulos. Entonces, sea V (λ)
el g-módulo irreducible de peso máximo λ, v el vector de peso máximo y V (`λ) el
Uϕ
q (g)-módulo irreducible de peso `λ. Entonces, V (λ) se obtiene como cociente del

Γϕ(g)-módulo Γϕ(g)v al especializar en la raíz de la unidad ε. De esta manera los
elementos de Im t Fr son obtenidos por elementos de Rϕ

q [G] al especializar q en ε, así
Imt Fr ⊂ Oϕε (G). Las álgebras F0 de [AG], [CV2] y [DL] coinciden, por lo que es también
válido el isomor�smo F0 ∼ O(G).

Proposición 3.2.8. [CV2, Proposición 3.5] Oϕε (G)Q(ε) es un O(G) módulo proyectivo
de rango `dim G.

Proposición 3.2.9. Oϕε (G) es un O(G)-módulo libre de rango `dim G.

Prueba. La prueba de este hecho para el caso ϕ = 0 esta en [BGS], ella puede rehacerse
para el caso Oϕε (G) gracias a la Proposición 3.2.8.

Sea Oϕε (G) = Oϕε (G)/[O(G)+Oϕε (G)] y π : Oϕε (G) −→ Oϕε (G)) la proyección canó-
nica. Por las Proposiciones 3.2.7 y 3.2.8, Oϕε (G) es un álgebra de Hopf de dimensión
`dimG. Como Oϕε (G) es un O(G)-módulo libre, es �elmente playo (ver 1.2.25). Así
O(G) = Oϕε (G)coπ =coπ Oϕε (G), lo cual implica que la sucesión de álgebras de Hopf

1 −→ O(G) −→ Oϕε (G) −→ Oϕε (G) −→ 1, (3.2)

es exacta.

3.3. Núcleos de Frobenius-Luzstig torcidos

Por resultados de [CKP, CK] y [BG, Teorema III.6.1], podemos interpretar a
Uϕ
ε (g;M) como Uϕ

q (g;M) pero especializando q en ε. Recordemos la acción de�nida
sobre Ǔϕ

ε (g) de BW dada en la Observación 2.2.2.
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De�nición 3.3.1. De�namos Zϕ
0 como la subálgebra más pequeña BW invariante

conteniendo a los elementos K`α = K`
α, E

`
i , F

`
i para α ∈ Q y 1 ≤ i ≤ n.

Teorema 3.3.2.

(a) Zϕ
0 esta en el centro de Uϕ

ε (g).

(b) Zϕ
0 es un anillo de polinomios en 2N + n = dim g generadores sobre C, con n

generadores invertidos.

(c) Zϕ
0 es una sub-álgebra de Hopf de Uϕ

ε (g).

(d) Uϕ
ε (g) es un Z0-módulo libre de rango `dim g.

Prueba. Salvo para el literal (3) la prueba en [BG] funciona igualmente, ya que depende
de la estructura de álgebra. En (3) debemos chequear que el coproducto ∆ϕ sobre los
generadores de Zϕ

0 pertenezca a Zϕ
0 ⊗ Z

ϕ
0 , mostraremos la cuenta sólo para E`

i , para
F `
i se realiza análogamente y para Kα es obvio, débido a que es un elemento de tipo

grupo. Tenemos que ∆ϕE
`
i = (Ei⊗Kτi+Kαi−τi⊗Ei)` (ver De�nición 2.1.2). Si hacemos

que a = Ei ⊗Kτi y b = Kαi−τi ⊗ Ei obtenemos que ab = ε2diba. En efecto, al usar la
Observación 2.1.3 y la de�nición de τi luego de (2.1) tenemos que,

EiKαi−τi = εdi2KαiEiK−τi

= εdi2KαiEi
∏
j

K−xijωj

= εdi2Kαi

∏
j

ε−djδij−xijKxij
ωj
Ei

= εdi2Kαi−τiEi

KτiEi =
∏
j

Kxij
ωj
Ei

= Ei
∏
j

ε−djδijxij
∏
j

Kxij
ωj

= EiKτi

si i 6= j, εdjδijxij = 1 y si i = j, xii = 0

Así (Ei ⊗Kτi)(Kαi−τi ⊗ Ei) = ε2di(Kαi−τi ⊗ Ei)(Ei ⊗Kτi), de manera que utilizando
la fórmula ε-binomial cf. [Ka, (2.3)], tenemos ∆ϕE

`
i = E`

i ⊗ K`τi + K`(αi−τi) ⊗ E`
i .

Para �nalizar la prueba basta considerar elementos Eα y Fα donde α no sea una raíz
simple, pero los argumentos dados en [BG, § III.6.5] siguen siendo válidos aquí, gracias
a que la estructura de álgebra de Uϕ

ε (g) no depende de ϕ. Por lo tanto podemos usar los
argumentos en [BG, § III.6.5], ellos permiten reducir la prueba al caso α raíz simple.

De�nición 3.3.3. Al cociente uϕε (g) := Uϕ
ε (g)/[(Zϕ

0 )+Uϕ
ε (g)] lo llamamos núcleo de

Frobenius-Lusztig torcido de g en ε.

Por el Teorema 3.3.2, uϕε (g) es un álgebra de Hopf de dimensión `dim g. Fácilmente
podemos ver que G(uϕε (g)) = 〈Kαi|1 ≤ i ≤ n〉 ' (Z/`Z)n. De ahora en adelante
usaremos la notación G(uϕε (g)) = Tϕ.
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Proposición 3.3.4. Sea Ûϕ
ε (g) la subálgebra de Hopf de Γϕε (g), generada por los ele-

mentos Ei, Fi, Ki con 1 ≤ i ≤ n. Entonces, Ûϕ
ε (g) y uϕε (g) son isomorfos como

álgebras de Hopf.

Prueba. Por la Observación 3.2.3 y [A1, § 3.4] tenemos que dim Ûϕ
ε (g) = dimuϕε (g) =

`dim g. Además, el mor�smo sobreyectivo de Ûϕ
ε (g) a uϕε (g) de�nido por Ei 7→ Ei,

Fi 7→ Fi y Ki 7→ Ki, anula a (Zϕ
0 )+, entonces él resulta ser de Hopf. Y debido a que

las dimensiones coinciden realmente es un isomor�smo.

Teorema 3.3.5. Las álgebras de Hopf Oϕε (G) y uϕε (g)∗ son isomorfas.

Prueba. Adaptando la prueba de este hecho dada en [BG, Theorem III.7.10] para el
caso ϕ = 0 podemos decir lo siquiente. El apareamiento en el Lema 3.2.4 induce un
apareamiento perfecto Oϕε (G)⊗Q(ε) Û

ϕ
ε (g) −→ Q(ε). Así tenemos un mor�smo de Hopf

[ : Oϕε (G) −→ Ûϕ
ε (g)∗. Por la Proposición 3.2.8, el Teorema 3.3.2 y Proposición 3.3.4,

existe el isomor�smo de Hopf deseado Oϕε (G) −→ uϕε (g)∗.

Como consecuencia del teorema anterior, la sucesión exacta de álgebras de Hopf (3.2)
se puede expresar como,

1 // O(G)Q(ε)
ι // Oϕε (G)Q(ε)

π // uϕε (g)∗ // 1. (3.3)

Proposición 3.3.6. uϕε (g) ' uε(g)J para un twist J ∈ Q(ε)[Tϕ × Tϕ].

Prueba. Por el Lema 3.2.2, Oϕε (G)Q(ε) es una deformación por 2-cociclo de Oε(G).
Denotemos este 2-cociclo por σ̄. Entonces, se tiene que σ̄|O(G)⊗O(G) = ε ⊗ ε y por la
Observación 1.3.6, tenemos que uϕε (g)∗ es una deformación por 2-cociclo de uε(g)∗,
donde el 2-cociclo esta dado por la fórmula σ̂(π(x), π(y)) = σ̄(x, y) para todo x, y ∈
Oε(G). Entonces sabemos por la Observación 1.3.6 que al considerar la aplicación
tσ̂ : Q(ε) → uε(g) ⊗ uε(g) , tσ̂(1) es un twist en uε(g), si escribimos J =

∑
i ui ⊗ ui

para este twist tenemos que,

σ̂(π(cf1,v1)⊗ π(cf2,v2)) = 〈J, π(cf1,v1)⊗ π(cf2,v2)〉 =
∑
i

f1(ui · v1)f2(ui · v2)

= ε(cf1,v1)ε(cf2,v2)ε
1
2

(ϕ(λ1),λ2) = f1(v1)f2(v2)ε
1
2

(ϕ(λ1),λ2),

para todo Λi ∈ P+, vi ∈ L(Λi)µi , fi ∈ L(Λi)−λi , y i = 1, 2, donde 〈·, ·〉 es el apareamien-
to dado por la evaluación. De ahí, las componentes de J deben actuar diagonalmente
y consecuentemente, J ∈ Q(ε)[Tϕ × Tϕ].
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3.3.1. Subálgebras de los uϕε (g)

Supondremos a partir de aquí, que nuestro cuerpo base es C. En esta subsección
presentaremos una parametrización de las subálgebras de Hopf de uϕε (g), que depende
de un subgrupo abeliano �nito, y dos elementos de P(n). El resultado presentado
generaliza [AG, corolario 1.13] y depende principalmente de que uϕε (g) es punteada por
ser generada por elementos casi-primitivos y de tipo grupo. Sucede que toda subálgebra
de uϕε (g) es punteada, así que ella debe ser generada por un subgrupo del grupo de
elementos de tipo grupo de uϕε (g) y elementos casi-primitivos.

Recordemos para esta subsección las notaciones introducidas luego de la De�nición
1.2.8. Sea U un álgebra de Hopf con coradical U0 que es un álgebra de Hopf y {Un}n∈N la
�ltración corradical. Si U−1 = 0, de�nimos gr U(n) = Un/Un−1 el espacio homogéneo de
grado n y gr U =

⊕
n≥0 gr U(n) al álgebra de Hopf graduada asociada a la �ltración.

También, sean ι : U0 → grU la inclusión canónica y π : grU → U0 la proyección
homogénea. Es sabido que el diagrama de U , R := (grU)coπ es un álgebra de Hopf
graduada trenzada. Es decir, es un álgebra de Hopf en la categoría de módulos de
Yetter-Drinfeld U0

U0
YD. Entonces R es una subálgebra graduada de gr U . Para r ∈ R y

h ∈ U0 tenemos una U0-acción a izquierda dada por h·r = h(1)rS(h2) y una U0 coacción
a izquierda dada por ρ(r) = r(−1) ⊗ r(0) = π(r(1)) ⊗ r(2) y si ϑR : grU → R de�nida
para a ∈ gr U como ϑR(a) = a(1)ιπ(Sa(2)) entonces el coproducto sobre R es dado por
∆R(r) = r(1) ⊗ r(2) = ϑR(r(1))⊗ r(2). Si R(n) = R ∩ gr U(n) entonces R =

⊕
n≥0R(n)

donde R(0) ' C y R(1) = P(R). Para ver mas detalles remitirse a [AG, § 1.5].

Lema 3.3.7. Las subálgebras de Hopf de uϕε (g) están paramétrizadas por ternas
(I+, I−,Σ

ϕ) donde I± ⊂ ±Π y Σϕ es un subgrupo de G(uϕε (g)) sujeto a que K(1∓ϕ)(αi) ∈
Σϕ si αi ∈ I±. Denotemos por Ẽi := EiK−τi y F̃j := K(αj+τj)Fj. Entonces la subálge-
bra de uϕε (g) correspondiente a la terna (I+, I−,Σ

ϕ) es la subálgebra generada por el

conjunto {g, Ẽi, F̃j| g ∈ Σϕ, αi ∈ I+ and αj ∈ I−}.

Prueba. Veremos como el Corolario 1.12 en [AG] se aplica al caso en que U = uϕε (g),
con lo cual obtendremos una prueba del Lema. A saber, analizaremos la noción de ser
F -compatible en nuestro caso particular, dondeG(U) es un grupo abeliano. Probaremos
que dimR(1)g = 1 para todo g ∈ Supp R(1). Aquí Supp N := {g ∈ G : N g 6= 0} para
un subespacio vectorial N de R y N g = {r ∈ N : ρ(r) = g ⊗ r}.

uϕε (g) tiene una base PBW [AG, pág. 488] cuyos elementos son combinaciones li-
neales de monomios EmKαF

v, donde m, v están en (Z/(`))N , α ∈ P y N ∈ N.
Así, si EmKαF

v ∈ R(1)g, entonces ∆(EmKαF
v) = EmKαF

v ⊗ 1 + g ⊗ EmKαF
v y

ρ(EmKαF
v) = g ⊗ EmKαF

v. Pero ∆ϕ(Gi) es un binomio cuando Gi es Ei o Fi. Si
suponemos

Em =

N1∏
i=1

Emi
i (m = (m1, . . . ,mN1), mi ∈ (Z/(`))),



3.3. NÚCLEOS DE FROBENIUS-LUZSTIG TORCIDOS 55

Fv =

N2∏
i=1

F
vj
i (v = (v1, . . . , vN2), vj ∈ (Z/(`))),

Kα =
n∏
i=1

Kai
ωi

ai ∈ (Z/(`)),

por independencia lineal y de�nición del coproducto en uϕε (g), sucede que el elemento
∆ϕ(EmKαF

v) = ∆ϕ(E)m∆ϕ(K)α∆ϕ(F)v tiene 2
∑
mi+

∑
vj sumandos. De nuevo, por la

de�nición de coproducto es posible chequear que, si las xi son linealmente independien-
tes, entonces las ∆ϕ(xi) también lo son. De manera que la cantidad de sumandos en
∆ϕ(

∑
xi) es la suma de la cantidad de sumandos de las xi.

Debe pasar en EmKαF
v, que el soporte de m y v es mi ó vj para algún i ó j. Así

EmKαF
v = EiKα ó EmKαF

v = KαFi, pero entonces

∆ϕ(EiKα) = ∆ϕ(Ei)∆ϕ(Kα)

= EiKα ⊗KτiKα + KαKαi−τi ⊗ EiKα.

Pero de nuevo por independencia lineal, KαK−τi = 1 y así Kα = Kτi , de lo que
concluimos que g = K(1−φ)(−αi) y dim R(1)g = 1. Análogamente usamos un argumento
similar para el caso KαFi

Finalmente, ∆ϕ(Ẽi) = Ẽi ⊗ 1 + K(1−ϕ)(αi) ⊗ Ẽi y ∆ϕ(F̃j) = F̃j ⊗ 1 + K(1+φ)(αj) ⊗ F̃j.
También, ρ(Ẽi) = K(1−ϕ)(αi) ⊗ Ẽi y ρ(F̃j) = K(1+ϕ)(αj) ⊗ F̃j, de ahí Ẽi ∈ R(1)K(1−ϕ)(αi)

y F̃j ∈ R(1)
K(1+ϕ)(αj) . Entonces, usando [AG, Corolario 1.12] obtenemos lo deseado.





Capı́tulo 4
Núcleos de Frobenius-Lusztig Regulares
Torcidos

En el capítulo anterior de�nimos una parametrización por ternas (I+, I−,Σ
ϕ), de las

subálgebras de Hopf de uϕε (g). Veremos como esta terna se relaciona con un subgrupo
algebraico de G. Esto nos permitirá construir los subgrupos cuánticos torcidos Oϕε (P ) y
los núcleos de Frobenius-Lusztig torcidos uϕε (p). También daremos una caracterización
de los cocientes de uϕε (g)∗, la cual podremos agrupar en dos grandes grupos, aquellos
que mantienen invariante el toro Tϕ y los que no. Lo interesante es que los primeros
resultan ser deformaciones por 2-cociclo del caso ϕ = 0 y los segundos no necesaria-
mente. En ambos casos obtenemos nuevos ejemplos de álgebras de Hopf, ampliando
los encontrados en [AG]. El capítulo generaliza los resultados obtenidos en [AG] para
el caso ϕ = 0.

4.1. Subgrupos cuánticos regulares torcidos

De�nición 4.1.1. Para cada par (I+, I−) con I± ⊂ ±Π, de�nimos Γϕ(p) como la
subálgebra de Γϕ(g) generada por los elementos

K−1
αi

(1 ≤ i ≤ n),(
Kαi ; 0

m

)
:=

m∏
s=1

(
Kαiq

−s+1
i − 1

qsi − 1

)
(m ≥ 1, 1 ≤ i ≤ n),

E
(m)
j :=

Em
j

[m]qj !
(m ≥ 1, αj ∈ I+),

F
(m)
k :=

Fm
k

[m]qk !
(m ≥ 1, αk ∈ I−).

57
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Proposición 4.1.2. [AG, Proposition 2.3 (a)] Sea Γϕε (p) := Γϕ(p)/[χ`(q)Γ
ϕ(p)] '

Γϕ(p)⊗R R/[χ`(q)R], la Q(ε)-álgebra dada al especializar en ε. Entonces Γϕε (p) es una
subálgebra de Hopf de Γϕε (g).

Prueba. Usando (2.12) es posible chequear que el coproducto sobre elementos de Γϕ(p)
esta en Γϕ(p) ⊗ Γϕ(p), debido a que Ej es (Kτj , Kαj−τj)-primitivo, Fk
es (K−αk−τk , Kτk)-primitivo y los elementos Kαi son de tipo grupo. La antípoda es-
ta dada por Sϕ(Ej) = −K−αjEj, Sϕ(Fk) = −FkKαk y Sϕ(Kαi) = K−αi para 1 ≤ i ≤ n,
j ∈ I+ y k ∈ I−. Así que Γϕ(p) es una subálgebra de Hopf de Γϕ(g) y Γϕε (p) de
Γϕε (g).

La siguiente de�nición es la versión torcida del núcleo de Frobenius-Lusztig regular
dada en [AG, § 2.1.2].

De�nición 4.1.3. Para cada par (I+, I−) con I± ⊂ ±Π, de�nimos el el núcleo de
Frobenius-Lusztig regular torcido uϕε (p) como la subálgebra de Γϕε (p) generada por los
elementos

{Kαi , Ej, Fk : 1 ≤ i ≤ n, αj ∈ I+, αk ∈ I−}.

Proposición 4.1.4. uϕε (p) es una subálgebra de Hopf de uϕε (g) dada por Γϕε (p)∩uϕε (g) =
uϕε (p). Esta corresponde a la terna (I+, I−,Tϕ).

Prueba. Se sigue de la Proposición 3.3.4 y el Lema 3.3.7.

Proposición 4.1.5.

(i) Sea U(p)Q(ε) := Fr(Γϕε (p)) y denote Frres = Fr |Γϕε (p). Entonces el siguiente diagra-
ma es conmutativo y sus �las son sucesiones exactas de álgebras de Hopf.

1 // uϕε (g) // Γϕε (g) Fr // U(g)Q(ε)
// 1

1 // uϕε (p) //
?�

OO

Γϕε (p)
Frres//

?�

OO

U(p)Q(ε)
//

?�

OO

1.

(4.1)

(ii) Hay un mor�smo sobreyectivo de álgebras θ : Γϕε (p)→ uϕε (p) tal que θ|uϕε (p) = id.

Prueba. (i) Se sigue de [CV2, DL] y Proposición 3.2.6 que Ker Fr = uϕε (g)+Γϕε (g). La
prueba de que Γϕε (g)co Fr = uϕε (g) se sigue de [A1, Lema 3.4.2], pero usando la fórmula
(2.12) por la fórmula [A1, (1.1.3)]. Obtenemos por ejemplo la siguiente ecuación, para
un x ∈ uϕε (g),

Ad(E
(`)
i )(x) =

∑̀
j=0

(−1)jεdij(`−j)E
(`−j)
i Kj

(αi−τi)xK
−(`−j)
τi

K−jαi E
(j)
i .
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Gracias a lo probado en la Observación 2.1.3, es posible rehacer los demás argumentos
para el caso torcido. Con lo que establecemos que la primera �la del diagrama es
exacta. Para probar que la segunda �la es exacta, note que uϕε (p) = uϕε (g) ∩ Γϕε (p) =
Γϕε (g)co Fr ∩ Γϕε (p) = Γϕε (p)co Frres y por [AG, Observación 2.5 (b)] Ker Frres es el ideal
bilátero{

E
(m)
j , F

(m)
k ,

(
Kαi ; 0

m

)
, Kαi − 1 : 1 ≤ i ≤ n, m ≥ 0, l - m, j ∈ I+, k ∈ I−

}
así Ker Frres = Ker Fr∩Γϕε (p) = uϕε (g)+Γϕ(g) ∩ Γϕε (p) = uϕε (p)+Γϕε (p). Es claro que el
diagrama conmuta.

(ii) Se sigue de [AG, Lema 1.10 & Proposición 2.6].

Observación 4.1.6. Es conocido que el conjunto de elementos primitivos de U(p)Q(ε) es
un álgebra de Lie. Como U(p)Q(ε) ⊂ U(g)Q(ε) y g = P (U(g)Q(ε)), entonces
p = P (U(p)Q(ε)) es una subálgebra de Lie de g. Por de�nición de Fr tenemos que
p debe ser generada por el conjunto {hi, ej, fk : 1 ≤ i ≤ n, αj ∈ I+, αk ∈ I−}, así si
g = n+⊕h⊕n− con h la subálgebra de Cartan generada por las hi y n± las subálgebras
de Lie nilpotentes asociadas, entonces p = p+⊕h⊕p− donde p± ⊂ n±. Lo que nos dice
que p es una subálgebra de Lie de g regular.

Proposición 4.1.7. uϕε (p) es una deformación por twist de uε(p).

Prueba. Sabemos que uϕε (g) ' uε(g)J para un twist J ∈ Q(ε)[Tϕ×Tϕ] cf. Proposición
3.3.6. De ahí, J ∈ uε(p) ⊗ uε(p) y uε(p)J es la subálgebra uε(g)J que es isomorfa a
la subálgebra de Hopf de uϕε (g) que corresponde a la terna (I+, I−,Tϕ). Por tanto,
uε(p)J ' uϕε (p).

Para I± ⊆ ±Π, sea Γϕε (p) el álgebra de Hopf asociada al par (I+, I−) dada en la
De�nición 4.1.1, donde p es la subálgebra regular de Lie de g descrita en la Observa-
ción 4.1.6. Construiremos en esta sección un subgrupo cuántico de Oϕε (G) asociado al
par (I+, I−) y conteniendo como subálgebra central de Hopf, el álgebra de funciones
regulares de un subgrupo algebraico P de G, tal que Lie(P ) = p.

Denotemos por Res : Γϕε (g)◦ → Γϕε (p)◦ al mor�smo sobreyectivo de álgebras de
Hopf dual a la inclusión Γϕε (p) ↪→ Γϕε (g). Por el apareamiento de álgebras de Hopf
3.2.4, sabemos que Oϕε (G) ⊆ Γϕε (g)◦.

De�nición 4.1.8. El álgebra cuantizada torcida asociada a la subálgebra p de g o
subgrupo cuántico regular torcido se de�ne por

Oϕε (P ) := Res(Oϕε (G)).

Notemos que si ϕ = 0 entonces O0
ε (P ) = Oε(P ) cf. [AG, �2.3.1]. Como O(G) es

una subálgebra central de Oϕε (G) (3.2.7), Res(O(G)) es también una subálgebra de



60 CAPÍTULO 4. NÚCLEOS DE FROBENIUS-LUSZTIG TORCIDOS

Hopf central de Oϕε (P ). Por la dualidad de álgebras de Hopf conmutativas y gru-
pos algebraicos (ver Ejemplo 1.2.45), existe un subgrupo algebraico P de G tal que
Res(O(G)) = O(P ). Ya que O(P ) es una subálgebra central de Oϕε (P ), el siguiente
cociente es un álgebra de Hopf

Oϕε (P ) := Oϕε (P )/[O(P )+Oϕε (P )].

Proposición 4.1.9.

(i) P es un grupo algebraico conexo tal que Lie(P ) = p.

(ii) La siquiente sucesión de álgebras de Hopf es exacta

1 −→ O(P ) −→ Oϕε (P ) −→ Oϕε (P ) −→ 1.

(iii) Hay un mor�smo sobreyectivo de álgebras de Hopf Res : uϕε (g)∗ → Oϕε (P ) para
el cual el siguiente diagrama conmuta.

1 // O(G) ι //

res

��

Oϕε (G) π //

Res
��

uϕε (g)∗ //

Res
��

1

1 // O(P )
ιP // Oϕε (P )

πP // Oϕε (P ) // 1.

(4.2)

(iv) Oϕε (P ) y Oϕε (P ) son deformaciones por 2-cociclo de Oε(P ) y Oε(P ) respectiva-
mente.

(v) Oϕε (P ) ' uϕε (p)∗ como álgebras de Hopf.

Prueba (Idea). (i) Seguiremos la prueba de [AG, Proposición 2.7] para establecer la
validez de este item. Dualizando el diagrama 4.1 se chequea que O(P ) ⊂ U(p)◦. Por
[Ho1, §XVI.3] se sabe que U(p)◦ es un dominio íntegro, y por tanto O(P ). De manera
que, P es una variedad irreducible y de ahí conexa.

Antes de continuar, recordemos que una subálgebra de Lie t de g es algebraica, si existe
un subgrupo algebraico K ⊂ G tal que t = Lie(K). Y t+ es la cápsula algebraica de t
si t+ es una subálgebra algebraica de g conteniendo a t, y si a es cualquier subálgebra
algebraica de g conteniendo a t entonces t+ ⊂ a.

Para continuar con la prueba, se mostrará que Lie(P ) es la cápsula algebraica de p y que
p es un álgebra de Lie algebraica. Como Ker Res |Oϕε (G) = {f ∈ Oϕε (G) : f |Γϕε (p) = 0}
y t Fr es un mor�smo inyectivo que incrusta O(G) en Oϕε (G), se tiene que O(P ) '
O(G)/J , donde

J ={f ∈ O(G) : f(Fr(x)) = 0, para todo x ∈ Γϕε (p)}
={f ∈ O(G) : f(y) = 0, para todo y ∈ Γϕε (p)}.
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Sabemos por [FR, Lema 6.9] que Lie(P ) = {τ ∈ g : f(τ) = 0, para todo f ∈ J},
entonces por el teorema PWB se sigue que p ⊂ Lie(P ). Sea L ⊆ G tal que p ⊂
Lie(L) =: l y denotemos por I al ideal de�nido de manera análoga a J , pero usando l
y no p. Así que l = {τ ∈ g : f(τ) = 0, ∀f ∈ I}. Pero como p ⊂ l, sucede que I(p) = 0.
El apareamiento dual 〈O(G), U(g)〉 es multiplicativo, por tanto I ⊆ J y de ahí P ⊆ L.
Entonces Lie(P ) ⊆ l para toda subálgebra de Lie algebraica de g tal que p ⊆ l, lo que
implica que Lie(P ) = p+. Para ver que es algebraica, basta mirar los dos últimos pasos
de la demostración en [AG, Proposición 2.7].

(ii) Estableceremos los detalles de esta demostración en la Proposición 5.1.1.

(iii) El primer cuadrado del diagrama conmuta por de�nición. Ya que la sucesión
(3.3) es exacta, tenemos que Ker π = O(G)+Oϕε (G) y uϕε (g)∗ ' Oϕε (G)/[O(G)+Oϕε (G)].
Tenemos además que πP Res(Kerπ) = πP (O(P )+Oϕε (P )) = 0 y de ahí existe un mor-
�smo de álgebras de Hopf Res : uϕε (g)∗ → Oϕε (P ), el cual hace que el diagrama (4.2)
sea conmutativo.

(iv) Por el Lema 3.2.2, sabemos que Oϕε (G) es una deformación por 2-cociclo de
Oε(G), hemos denotado este 2-cociclo por σ̄. El núcleo I del mor�smo de álgebras
de Hopf Res : Oε(G) → Oε(P ), es generado por coe�cientes matriciales cf,v que se
anulan al ser restringidos a Γε(p). En particular, ya que 1 ∈ Γϕε (p), tenemos que
0 = cf,v |Γϕε (p)(1) = f(v) = ε(cf,v |Γϕε (p)). Usando la de�nición de σ̄ donde σ̄(x̄, ȳ) = σ(x, y)

para todo x, y ∈ Oq(G) y σ(cf1,v1 , cf2,v2) = ε(cf1,v1)ε(cf2,v2)q
− 1

2
(ϕ(λ1),λ2) tenemos que

σ̄|I⊗Oε(G)+Oε(G)⊗I = 0. Así, por la Observación 1.3.6, Res induce una deformación por
2-cociclo σ̄Res sobre Oε(G)/I y sucede que Oϕε (P ) = Res((Oε(G))σ̄) = (Oε(G)/I)σ̄Res

=

(Oε(P ))σ̄Res
. Similarmente podemos usar la Observación 1.3.6 para Oϕε (P ) y Oε(P ), ya

que el cociclo σ̄Res es trivial sobre O(P )⊗O(P ). Lo cual se deduce de que O(P ) es una
subálgebra central Oε(P ), a la caracterización de O(G) dada en la Proposición 3.2.7 y
que O(P ) ⊂ O(G).

(v) Dualizando el diagrama (4.1) tenemos que

1 // U(g)◦ �
� t Fr //

����

Γϕε (g)◦ α //

Res
����

uϕε (g)∗ //

����

1

1 // U(p)◦ �
� t Frres// Γϕε (p)◦

β // uϕε (p)∗ // 1.

Debido a que g es simple, pasa que O(G) ' U(g)◦. De ahí, como O(P ) = Res(O(G))
y Oϕε (P ) = Res(Oϕε (G)), tenemos que t Frres(O(P )) ⊆ U(p)◦ y por tanto O(P )+ ⊆
Ker β. Más aún, ya que α(Oϕε (G)) = π(Oϕε (G)) = uϕε (g)∗, sucede que uϕε (p)∗ =
β Res(Oϕε (G)) = β(Oϕε (P )). Así que, existe un mor�smo sobreyectivo de álgebras de
Hopf γ : Oϕε (P )→ uϕε (p)∗. Pero por (iv), [AG, Proposición 2.8 (c)] y Proposición 4.1.7,
tenemos que dimOϕε (P ) = dimOε(P ) = dimuε(p) = dimuϕε (p) y entonces el mor�smo
sobreyectivo es realmente un isomor�smo.

Observación 4.1.10. Por la proposición anterior, sabemos que el subgrupo cuántico
Oϕε (P ) encaja en la sucesición exacta corta central de álgebras de Hopf 1 −→ O(P ) −→



62 CAPÍTULO 4. NÚCLEOS DE FROBENIUS-LUSZTIG TORCIDOS

Oϕε (P ) −→ uϕε (p)∗ −→ 1 y que Oϕε (P ) es una deformación por 2-cociclo de Oε(P ),
donde el 2-cociclo σ̂ es dado por la fórmula σ̄Res(Res(x),Res(y)) = σ̄(x, y) para todo
x, y ∈ Oε(G). Por otro lado, por las Proposiciones 3.3.6 y 4.1.7 sabemos que uϕε (p)∗ =
(uε(p)∗)τ para el 2-cociclo τ dado por τ(Res(π(x)),Res(π(y)) = σ̄(x, y). Ya que el
diagrama (4.2) para ϕ = 0 es conmutativo cf. [AG], el pullback del cociclo τ coincide
con el cociclo σ̄Res.

4.2. Cocientes de uϕε (g)
∗

Para la presente subsección, denotaremos la C-forma del núcleo de Frobenius-
Lusztig torcido por uϕε (g) nuevamente. SeaH un cociente de álgebras de Hopf de uϕε (g)∗.
Entonces, H∗ es una subálgebra de Hopf de uϕε (g). Por el Lema 3.3.7, ella esta determi-
nada por una terna (I+, I−,Σ

ϕ). Sea uϕε (p) el núcleo de Frobenius-Lusztig regular tor-
cido asociado al par (I+, I−). Entonces, tenemos las inclusiones H∗ ↪→ uϕε (p) ↪→ uϕε (g)
como álgebras de Hopf y por tanto la sucesión de mor�smos sobreyectivos de álgebras
de Hopf siguiente

uϕε (g)∗ //

%%

uϕε (p)∗

ν

��
H

Sean I = I+ ∪ I−, I ′ = I+ ∩ I− y Ic = (I+ ∪ I−)c = Ic+ ∩ Ic−. Se de�nen los subgrupos
TϕI y TϕI′ de Σϕ de la siguiente manera:

TϕI = 〈Ki := K(1−ϕ)(αi), K̃j := K(1+ϕ)(αj) : si αi ∈ I+, αj ∈ I−〉,
TϕI′ = 〈Kαi : si αi ∈ I+ ∩ I−〉.

Note que si αi ∈ I+ ∩ I−, entonces Kαi ∈ TϕI . De ahí, es válido TϕI′ ⊆ TϕI ⊆ Σϕ ⊆ Tϕ.
Denotemos por TϕIc = Tϕ/TϕI y Ωϕ = Σϕ/TϕI , así que Ωϕ ⊆ TϕIc .

De�nición 4.2.1. Para todo i ∈ {1, . . . , n} tal que αi ∈ (I+ ∩ I−)c, de�nimos el
mor�smo de álgebras Di : uϕε (p)→ C, por

Di(Ej) = 0 = Di(Fk), Di(Kαt) = εδit , para todo αj ∈ I+, αk ∈ I−, t ∈ {1 . . . n}.

Note que si aceptáramos que αi ∈ I+ ∩ I−, entonces la relación EiFi−FiEi =
Kαi−K

−1
αi

ε−ε−1

de la De�nición 2.1.2, implicaría un absurdo al considerar el correspondiente Di. Si
(I+∩I−)c = ∅, tenemos que I+ = I− = I y así no habría i tal que Di este bien de�nido.
Esto coincide con el hecho de que uϕε (g)∗ tiene como único elemento de tipo grupo, la
counidad.



4.2. COCIENTES DE uϕε (g)∗ 63

Observación 4.2.2.

(a) Para 1 ≤ i ≤ n, sea D̂i ∈ T̂ϕ dado por D̂i(Kαt) = εδit para todo 1 ≤ t ≤ n.
Entonces 〈D̂i : 1 ≤ i ≤ n〉 = T̂ϕ y podemos identi�car (Z/`Z)n ' T̂ϕ vía z 7→
D̂z = D̂z1

1 · · · D̂zn
n . En particular, se tiene que D̂i = Di|Tϕ para todo i ∈ (I+∩I−)c.

(b) Sea (I+ ∩ I−)c = {αi1 , . . . , αim}. Para todo z ∈ (Z/`Z)m, denotemos

Dz = Dz1
i1
· · ·Dzm

im
∈ G(uϕε (p)∗).

Si f ∈ G(uϕε (p)∗) entonces f = Dz para algún z ∈ (Z/`Z)m. A saber, como f
es un mor�smo de álgebras, al evaluarlo en los generadores de uϕε (p) satisface
que f(Gj)

` = f(G`
j) = 0 y f(Kαi)

` = f(K`
αi

) = 1 lo que implica f(Gj) = 0
y f(Kαik

) = εi donde Gj es Ej o Fj con αj ∈ I, εi una `-raíz de la unidad y
αik ∈ (I+ ∩ I−)c. Pero como ε es una raíz primitiva de la unidad es válido que
εi = εzk para algún número entero zk. Así el mor�smo Dz = Dz1

i1
· · ·Dzm

im
es igual

a f .

En particular podemos hacer la identi�cación

G(uϕε (p)∗) ' T̂ϕ/TϕI′ ' (Z/`Z)m.

(c) Como TϕI′ ⊆ TϕI , hay un mor�smo de grupos inyectivo T̂ϕIc ↪→ T̂ϕ/TϕI′ = G(uϕε (p)∗)

dado por la composición Tϕ/TϕI′ // // TϕIc
f // C . para cualquier f ∈ T̂ϕIc .

(d) Las inclusiones TϕI
ι
↪→ Σϕ j

↪→ Tϕ inducen los mor�smos de grupos sobreyectivos

T̂ϕ
tj
� Σ̂ϕ con Ker tj = {f ∈ T̂ϕ : f(Σϕ) = 1} y T̂ϕIc

tjs
� Ω̂ϕ con Nϕ = Ker tjs =

{f ∈ T̂ϕIc : f(Ωϕ) = 1}. En particular tenemos,

|Σϕ| = |TϕI ||Ω
ϕ| = |TϕI |

|TϕIc |
|Nϕ|

= |TϕI |
|Tϕ|
|TϕI ||Nϕ|

=
`n

|Nϕ|
. (4.3)

Más aún, Ker t(jι) ' T̂ϕIc , ya que existe un mor�smo de grupos injectivo

Ker t(jι) → T̂ϕIc y |Ker t(jι)| = |TϕIc|. Por esto, de ahora en adelante identi-

�caremos los elementos T̂ϕIc con los de Ker t(jι). Por otro lado, si denotamos con
D̂z = D̂z1

1 · · · D̂zn
n para todo z = (z1, . . . , zn) ∈ (Z/`Z)n, entonces

Ker t(jι) = {D̂z| D̂z(Ki) = 1 = D̂z(K̃j), i ∈ I+, j ∈ I−, z ∈ (Z/`Z)n} ' T̂ϕIc .

Por lo tanto, si D̂z ∈ Ker t(jι), entonces

1 = D̂z(Ki) = D̂z(K(1−ϕ)(αi)) = D̂z(Kαi

n∏
j=1

K−2yji
αj

) = εzi
n∏
j=1

ε−2yjizj , (4.4)

1 = D̂z(K̃j) = D̂z(K(1+ϕ)(αj)) = D̂z(Kαj

n∏
k=1

K
2ykj
αj ) = εzj

n∏
k=1

ε2ykjzj , (4.5)
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para todo i ∈ I+ y j ∈ I−. Para encontrar los generadores de Ker t(jι) es
su�ciente resolver el sistema lineal sobre Z/`Z. A saber, si I+ = {αi1 , . . . , αis} e
I− = {αj1 , . . . , αjr}, por (4.4) y (4.5) tenemos un sistema de ecuaciones lineales
sobre Z/`Z, cuya matriz Sϕ` esta dada por

2yi11 . . . 2yi1is . . . 2yi1j1 . . . 2yi1jl . . . 2yi1i1 − 1 . . . 2yi1n
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

2yis1 . . . 2yisis + 1 . . . 2yisj1 . . . 2yisjl . . . 2yisi1 . . . 2yisn
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

2yj11 . . . 2yj1is . . . 2yj1j1 − 1 . . . 2yj1jl . . . 2yj1i1 . . . 2yj1n
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

2yjl1 . . . 2yjlis . . . 2yjlj1 . . . 2yjljl + 1 . . . 2yjli1 . . . 2yjln


Note que, |Ker t(jι)| = |T̂ϕIc | = `n−rgSϕ` . De la misma manera es posible carac-
terizar el núcleo Nϕ. En este caso, debemos considerar el sistema de ecuaciones
determinado por las condiciones D̂z(Ωϕ) = 1 para todo D̂z ∈ T̂ϕIc .

Ejemplo 4.2.3. Asuma que g es de tipo C3 y A =
(

2 −1 0
−1 2 −1
0 −2 2

)
es la matriz de Cartan

asociada. Entonces la matriz multiparamétrica Y es la siguiente

Y =

 a+ b/2 −a+ c/2 −b/2− c/2
2a+ b −a+ c −b/2− c

2a+ 3b/2 −a+ 3c/2 −b/2− c

 ,

donde a ∈ Z, y b, c ∈ 2Z. Si a = 1, b = 2, c = 0 y ` = 11. Entonces, ϕ(α1) =
4α1 + 8α2 + 10α3, ϕ(α2) = −2α1 − 2α2 − 2α3 y ϕ(α3) = −2α1 − 2α2 − 2α3.

(a) Si escogemos I+ = {α2} e I− = {α1}, entonces Sϕ11 = ( 5 8 10
2 3 2 ) ∼ ( 1 0 8

0 1 10 ) y

T̂ϕIc = 〈D̂3
1D̂2D̂3〉 ' Z/11Z. Si tomamos Σϕ = 〈K(1−ϕ)(α2), K(1+ϕ)(α1), Kτ3 , Kτ2〉,

tenemos que Σϕ = Tϕ ' (Z/11Z)3 y Nϕ es trivial.

(b) Si escogemos I+ = {α2}, I− = ∅ y Σϕ = 〈K(1+ϕ)(α1), K(1−ϕ)(α2)〉, entonces tenemos

que T̂ϕIc = 〈D̂(1,0,10), D̂(0,1,2)〉 ' (Z/11Z)2, Ωϕ ' 〈K(1+ϕ)(α1)〉 y Nϕ = 〈D̂(1,10,8)〉.

(c) Si I+ = ∅, I− = {α2} y Σϕ = 〈K(1+ϕ)(α1), K(1−ϕ)(α2)〉. Entonces tenemos que TϕIc '
〈D̂(1,0,5), D̂(0,1,8)〉, Σϕ/TϕI ' 〈K(1−ϕ)(α2)〉 ' Ωϕ y Nϕ = 〈D̂(3,1,1)〉 ' (Z/11Z).

(d) Si I− = α1 = I+, ` = 11 y Σϕ = TIϕ , reduciendo las matriz módulo 11(
5 8 10
3 8 10

)
∼
(

5 8 10
6 5 9

)
∼
(

0 2 8
6 5 9

)
∼
(

0 1 4
1 0 0

)
tenemos que TϕIc ∼ 〈D̂(0,1,8)〉, Ωϕ es trivial y Nϕ = TϕIc . Es importante recordar
que D̂1 no es considerado en este caso.
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La siguiente proposición establece que los elementos T̂ϕIc son centrales en uϕε (p)∗.
El interés de establecer esto, se debe a que este tipo de elementos son adecuados para
construir ideales de Hopf y luego hacer cocientes. En particular, estableceremos que H
se puede caracterizar en términos de estos elementos.

Proposición 4.2.4. El subgrupo T̂ϕIc de G(uϕε (p)∗), consiste de elementos centrales de
tipo grupo.

Prueba. Por [L2, Theorem 6.7] y [AG, Page 288] uϕε (p) posee la siguiente base

{∏
β≥0

F
nβ
β

n∏
i=1

Kti
αi

∏
α≥0

Emα
α : 0 ≤ nβ, ti,mα ≤ `, 1 ≤ i ≤ n, β ∈ QI− , α ∈ QI+

}

usemos la notación KαE
mFv para elementos de esta base, similar a la usada en el Lema

3.3.7, así si |I+| = n+ y |I−| = n−, tenemos que

∆ϕ(KαE
mFv) = (Kα ⊗Kα)

n+∏
k=1

∆ϕ(Ek)
mk

n−∏
j=1

∆ϕ(Fj)
vj

= (Kα ⊗Kα)

n+∏
k=1

(Ek ⊗K−τk +K−αk+τk ⊗ Ek)mk
n−∏
j=1

(Fj ⊗Kαj+τj +K−τj ⊗ Fj)vj

= (Kα ⊗Kα)

n+∏
k=1

(∑
Emk
k ⊗K−mkτk +

∑
rk+sk=mk

Erk ⊗ Esk +Kmk(−αk+τk) ⊗ Emk
k

)
n−∏
j=1

∑F
vj
j ⊗Kmj(αj+τj) +

∑
rj+sj=mj

Frj ⊗ Fsj +K−mjτj ⊗ F
vj
j


=

Kα

n+∏
k=1

Emk
k

n−∏
j=1

F
vj
j ⊗KαK(

−
n+∑
k=1

mkτk+
n−∑
j=1

mj(αj+τj)

)
+

∑
Kα(EF)r ⊗Kα(EF)s

+

KαK(n+∑
k=1

mk(−αk+τk)−
n−∑
j=1

mjτj

) ⊗Kα

n+∏
k=1

Emk
k

n−∏
j=1

F
vj
j


donde Erk , Esk son monomios que contienen Ek; Frj , Fsj son monomios que contienen
Fj y Kα(EF)r respectivamente, Kα(EF)s son monomios que contienen Ek o Fj. Así
Dz(Kα(EF)s) = 0 = Dz(Kα(EF)r),
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f ∗Dz(KαE
mFv) = f

(
Kα

n+∏
k=1

Emk
k

n−∏
j=1

F
vj
j

)
Dz

KαK(
−
n+∑
k=1

mkτk+
n−∑
j=1

mj(αj+τj)

)


= f

(
Kα

n+∏
k=1

Emk
k

n−∏
j=1

F
vj
j

)
Dz(Kα)

n+∏
k=1

Dz(K−τk)
mk

n−∏
j=1

Dz(Kαj+τj)
mj

por otro lado, tenemos que

Dz ∗ f(KαE
mFv) = Dz

KαK(n+∑
k=1

mk(−αk+τk)−
n−∑
j=1

mjτj

)
 f

(
Kα

n+∏
k=1

Emk
k

n−∏
j=1

F
vj
j

)

= Dz(Kα)

n+∏
k=1

Dz(K−αk+τk)
mk

n−∏
j=1

Dz(K−τj)
mjf

(
Kα

n+∏
k=1

Emk
k

n−∏
j=1

F
vj
j

)
,

como Dz(K−τk) = Dz(K−αk+τk) y Dz(K−τj) = Dz(Kαj+τj) es cierto para k ∈ I+ y
j ∈ I−, entonces al comparar las dos últimas expresiones se obtiene que f ∗Dz = Dz ∗f .

Equivalentemente, es posible demostrar la proposición mediante el siguiente argumento.
La hipotésis sobre Dz asegura que Dzf(Ei) = fDz(Ei) y Dzf(Fj) = fDz(Fj) para
todo f ∈ uϕε (p)∗, z ∈ (Z/`Z)m, i ∈ I+ y j ∈ I−. De hecho, ya que los elementos
Kαt ∈ uϕε (p) son de tipo grupo 1 ≤ t ≤ n, Dzf(Kαt) = fDz(Kαt). Como Dz es de tipo
grupo en uϕε (p)∗. Tenemos Dzf(MN) = fDz(MN) para M,N ∈ {Kαt , Ei, Fj : i ∈
I+, j ∈ I−}, ya que Dzf(MN) = (Dzf)(1)(M)(Dzf)(2)(N) = Dzf(1)(M)Dzf(2)(N) =
f(1)D

z(M)f(2)D
z(N) = fDz(MN). Similarmente, por indución se puede probar que

Dz y f conmutan cuando se evalúa sobre cada elemento de la base.

La siguiente proposición caracteriza todos los cocientes de uϕε (g)∗.

Proposición 4.2.5. Sea H un álgebra de Hopf cociente de uϕε (g)∗, donde H∗ esta
determinada por la terna (I+, I−,Σ

ϕ) y uϕε (p) es el núcleo de Frobenius-Lusztig regular
torcido asociado a (I+, I−). Entonces H = uϕε (p)∗/〈Dz − 1 : Dz ∈ Nϕ〉.

Prueba. Si (I+∩I−)c = {αi1 , . . . , αim} escribimosDz = Dz1
i1
· · ·Dzm

im
. Por la Observación

4.2.2 (b), G(uϕε (p)∗) = {Dz| z ∈ (Z/`Z)m}. Por la Proposición 4.2.4,sabemos que los

elementos de T̂ϕIc son centrales en uϕε (p)∗. Debido a que Nϕ ⊆ T̂ϕIc , el ideal bilátero I
de uϕε (p)∗ generado por los elementos {Dz − 1 : Dz ∈ Nϕ} es una ideal de Hopf, y así
uϕε (p)∗/I es un álgebra de Hopf.

Por otro lado, nosotros sabemos que H∗ esta determinada por la terna (I+, I−,Σ
ϕ), de

manera que H∗ esta incluida en uϕε (p). Si denotamos por ν : uϕε (p)∗ → H al mor�smo
sobreyectivo dual inducido por esta inclusión, tenemos que Ker ν = {f ∈ uϕε (p)∗ :
f(h) = 0, ∀h ∈ H∗}. Ya que por la Observación 4.2.2 (c), Dz(g) = 1 para todo g ∈ Σϕ
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y Dz ∈ Nϕ, sucede que Dz − 1 ∈ Ker ν y de ahí hay un único mor�smo sobreyectivo
de álgebras de Hopf uϕε (p)∗/I � H. Pero por (4.3) es válido que

dimH = |Σϕ|`|I+|+|I−| = `n

|Nϕ|
`|I+|+|I−| = dimuϕε (p)∗/I,

lo que implica que el mor�smo inducido es realmente un isomor�smo.

Ejemplo 4.2.6. Sea ϕ la aplicación de torcimiento del Ejemplo 4.2.3 sobre g = sp6.
Si tomamos I+ = {α2}, I− = {α1} y Σϕ = 〈K(1−ϕ)(α2), K(1+ϕ)(α1), Kτ3 , Kτ2〉, entonces
Σϕ = Tϕ ' (Z/11Z)3 y Nϕ es trivial. Por otro lado, si asumimos que ϕ = 0, entonces
Σ = 〈Kα1 , Kα2〉 y Nϕ no es trivial. Esto implica que el cociente uϕε (p)∗/〈Dz−1 : Dz ∈
Nϕ〉 no puede ser una deformación por 2-cociclo de uε(p)∗/〈Dz − 1 : Dz ∈ N〉, ya que
ellas tendrián diferente dimensión.





Capı́tulo 5
Subgrupos Cuánticos

En este capítulo determinamos todos los subgrupos cuánticos del grupo cuánti-
co torcido Oϕε (G). Primero construimos una familia de subgrupos cuánticos usando
información de g y un subgrupo algebraico Γ de G. Utilizamos entre otras cosas la
construcción pushout descrita en los preliminares. Luego probamos el resultado princi-
pal de la tesis, que consiste en demostrar que cualquier otro subgrupo cuántico �nito de
Oϕε (G) es isomorfo a alguno construido en el camino anteriormente mencionado. Fina-
lizamos el capítulo dando una descripción de clases de isomor�smo entre los subgrupos
cuánticos obtenidos, mostrando una relación de orden parcial entre ellos. Asumiremos
todos los grupos cuánticos en su forma compleja.

5.1. Subgrupos cuánticos obtenidos por pushout

En esta sección construiremos subgrupos cuánticos de Oϕε (G) asociados a un par
(I+, I−) y un subgrupo algebraico Γ de G contenido en P . Esto es posible gracias a la
construción pushout dada en la Proposición 1.2.26, la cual es un método para construir
sucesiones exactas centrales de álgebras de Hopf.

La proposición siguiente se sigue de argumentos expuestos en [AG, �2.2] y las Pro-
posiciones 1.2.26, 1.2.28. Si γ : Γ→ G es un mor�smo de grupos algebraicos, entonces
tγ : O(G) → O(Γ) denota el correspondiente mor�smo de álgebras entre las álgebras
de coordenadas.

Proposición 5.1.1. Sea Γ un grupos algebraico y γ : Γ → G un mor�smo injectivo
de grupos algebraicos tales que γ(Γ) ⊆ P . Denotemos con J al ideal bilátero Oϕε (P )
generado por ι(Ker tγ). Entonces Aϕε,p,γ = Oϕε (P )/J es un álgebra de Hopf y existe un
mor�smo inyectivo de álgebras de Hopf j : O(Γ) ↪→ Aϕε,p,γ y un mor�smo sobreyectivo
de álgebras de Hopf π̄ : Aϕε,p,γ � uϕε (p)∗, tal que Aϕε,p,γ encaja al interior de la sucesión

69
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exacta de álgebras de Hopf

1 // O(Γ)
j // Aϕε,p,γ

π // uϕε (p)∗ // 1.

Si además |Γ| es �nito, entonces dimAϕε,p,γ = |Γ| dimuϕε (p). Más aún, el siguiente
diagrama es conmutativo

1 // O(G) ι //

res

��

Oϕε (G) π //

Res
��

uϕε (g)∗ //

Res
��

1

1 // O(P )
ιP //

tγ
��

Oϕε (P )
πP //

ψ

��

uϕε (p)∗ //

id
��

1

1 // O(Γ)
j // Aϕε,p,γ

π // uϕε (p)∗ // 1.

(5.1)

Prueba. Ya establecimos queO(P ) es central enOϕε (P ). Ahora por la Proposición 3.2.9,
Oϕε (G) es un O(G)-módulo libre de rango �nito. De manera que Oϕε (G) es notheriana,
como todo cociente de un álgebra notheriana es notheriana, Oϕε (P ) es notheriana.
Entonces por [Sc0, Teorema 3.3], Oϕε (P ) es �elmente playa sobre O(P ). Entonces la
sucesión de álgebras de Hopf 1 −→ O(P ) −→ Oϕε (P ) −→ uϕε (p)∗ −→ 1 satisface las
condiciones necesarias para aplicar la Proposición 1.2.26 al mor�smo sobreyectivo de

álgebras Hopf O(P )
tγ−→ O(Γ). Así obtenemos el álgebra de Hopf Aϕε,p,γ, junto con el

mor�smo sobreyectivo de álgebras de Hopf Oϕε (P )
ψ−→ Aϕε,p,γ tal que el diagrama 5.1 es

conmutativo y sus �las son suceciones exactas de álgebras de Hopf.

Proposición 5.1.2. Aϕε,p,γ es una deformación por 2-cociclo de Aε,p,γ.

Prueba. Por la Proposición 4.1.9 (iv), sabemos que Oϕε (P ) es una deformación por
2-cociclo de Oε(P ), el cual hemos denotado σ̄Res, ver la Observación 4.1.10. Entonces,
por la Observación 1.3.6 basta chequear que σ̄Res|Oϕε (P )⊗J+J⊗Oϕε (P ) = 0. Ya que J =
Oϕε (P )ιP (Ker tγ) y Ker tγ es generada por coe�cientes matriciales cf,v en O(P ), de
bigraduación (`λ, `µ) para algún λ, µ ∈ P , tenemos que σ̄Res|ιp(Ker tγ)⊗ιp(Ker tγ) = ε ⊗
ε = 0 y de ahí σ̄Res|Oϕε (P )⊗J+J⊗Oϕε (P ) = 0. Así podemos de�nir un 2-cociclo σ̃ : Aε,p,γ ⊗
Aε,p,γ → C por σ̃(ψ(x), ψ(y)) = σ̄Res(x, y), para todo x, y ∈ Oε(P ) y (Aε,p,γ)σ̃ = Aϕε,p,γ.
Note que σ̃ coincide con el pullback inducido por π̄ del 2-cociclo τ sobre uε(p)∗.

Gracias a la Proposición 4.1.5 (ii), sabemos que existe un mor�smo inyectivo de
coálgebras tθ : uϕε (p)∗ → Γϕε (p)◦, y ya que uϕε (p)∗ ' Oϕε (P ) por la Proposición 4.1.9,

tenemos que Im tθ ⊆ Oϕε (P ). De ahí, la imagen del subgrupo central T̂ϕIc de G(uϕε (p)∗)

es un subgrupo de G(Oϕε (P )). Denotemos dz = tθ(Dz) para z ∈ (Z/`Z)m, Dz ∈ T̂ϕIc .

Lema 5.1.3. Existe un subgrupo A = {∂z = ψ(tθ(Dz)) : Dz ∈ T̂ϕIc} de G(Aϕε,p,γ)

isomorfo a T̂ϕIc que consiste de elementos centrales. En particular, |A| = `n−rgSϕ` .
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Prueba. Al igual que en la prueba de la Proposición 4.2.4, se ve que los elementos dz

son centrales en Oϕε (P ). A saber, si f ∈ Oϕε (P ), entonces dzf(M) = fdz(M) para todo
generador M de Γϕε (p) de la De�nición 4.1.1. Por ejemplo, sea i ∈ I+ y p ≥ 0, entonces
por (2.12) tenemos que

dzf(E
(p)
i ) =

∑
r+s=p

q−rsi dz(E
(r)
i Ks(αi−τi))f(E

(s)
i Krτi)

=
∑
r+s=p

q−rsi dz(E
(r)
i )dz(Ks(αi−τi))f(E

(s)
i Krτi) = dz(Kp(αi−τi))f(E

(p)
i ), y

dzf(E
(p)
i ) =

∑
r+s=p

q−rsi f(E
(r)
i Ks(αi−τi))d

z(E
(s)
i Krτi)

=
∑
r+s=p

q−rsi f(E
(r)
i Ks(αi−τi))d

z(E
(s)
i )dz(Krτi) = f(E

(p)
i )dz(Kpτi).

Como dz(Ki) = dz(Kαi−2τi) = Dz(θ(Kαi−2τi)) = 1, tenemos que dz(Kp(αi−τi)) =

dz(Kpτi) para todo p ≥ 0, y entonces dzf(E
(p)
i ) = fdz(E

(p)
i ). Similarmente, usando

que 1 = dz(K̃j) para todo j ∈ I−, tenemos que dzf(F
(p)
j ) = fdz(F

(p)
j ) para todo p ≥ 0.

La igualdad sobre los generadores K−1
αi

y

(
Kαi ; 0

p

)
se sigue fácilmente, debido a que

el coproducto es coconmutativo sobre ellos. Aplicando inducción sobre los monomios
constituidos por los generadores podemos chequear que dz es central en Oϕε (P ). Debido
a que ψ : Oϕε (P )→ Aϕε,p,γ es sobreyectivo, los elementos de tipo grupo ∂z son también
centrales en Aϕε,p,γ.

Finalmente, mostremos que A ' T̂ϕIc como grupos. Por construcción, tenemos que

ψ ◦ tθ : T̂ϕIc → A es un mor�smo sobreyectivo de grupos. Como el diagrama

Oϕε (P )

ψ

��

πP // uϕε (p)∗

Aϕε,p,σ

π
::

es conmutativo por (5.1), tenemos π(A) = π(ψ(tθ(T̂ϕIc)) = πP (tθ(T̂ϕIc) = T̂ϕIc , lo cual
implica que ψ ◦ tθ es realmente un isomor�smo.

5.2. Subgrupos cuánticos obtenidos desde uϕε (p)

En esta sección se construirán subgrupos cuánticos obtenidos desde uϕε (g) y un
subgrupo algebraico de G. Sea L una subálgebra de Hopf de uϕε (g). Por el Lema 3.3.7,
ella esta determinada por una terna (I+, I−,Σ

ϕ) con Σϕ un subgrupo de G(uϕε (g))
e I± ⊂ ±Π son tales que K(1∓ϕ)(αi) ∈ Σϕ si αi ∈ I±. Si H = L∗, entonces por la
Proposición 4.2.5, H = uϕε (p)∗/〈Dz − 1 : Dz ∈ Nϕ〉, donde Nϕ esta determinado por
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Σϕ como en la Observación 4.2.2 (d). Consideremos P el subgrupo de G determinado
por el par (I+, I−) con p = Lie(P ) y Oϕε (P ), uϕε (p) los correspondientes subgrupos
cuánticos torcidos.

Proposición 5.2.1. Asumamos que Γ es un grupo algebraico y γ : Γ→ G un mor�smo
inyectivo de grupos algebraicos con γ(Γ) ⊆ P . Para cada mor�smo de grupos δ : Nϕ →
Γ̂, el ideal bilátero Jδ de A

ϕ
ε,p,γ generado por los elementos δ(Dz) − ∂z para ∂z ∈ A y

Dz en Nϕ, es un ideal de Hopf y el álgebra de Hopf Aε,p,γ/Jδ encaja al interior de la
sucesión exacta corta central

1 // O(Γ) ι̂ // Aϕε,p,γ/Jδ
π̂ // H // 1.

Más aún, el siguiente diagrama es conmutativo

1 // O(G) ι //

res

��

Oϕε (G) π //

Res
��

uϕε (g)∗ //

Res
��

1

1 // O(P )
ιP //

tγ
��

Oϕε (P )
πP //

ψ

��

uϕε (p)∗ //

id
��

1

1 // O(Γ)
j //

id
��

Aϕε,p,γ
π //

��

uϕε (p)∗ //

ν

��

1

1 // O(Γ) ι̂ // Aϕε,p,γ/Jδ
π̂ // H // 1.

(5.2)

Si suponemos adicionalmente que |Γ| es �nito, entonces dimAϕε,p,γ/Jδ = |Γ| dimH.

Prueba. Se seguirá la prueba de [AG, Teorema 2.17]. Sabemos que dado Nϕ se tiene un
subgrupo Σϕ de Tϕ tal que la terna (I+, I−,Σ

ϕ) corresponde a un mor�smo sobreyectivo
de álgebras de Hopf uϕε (p)∗ → H. Las tres primeras �las del diagrama (5.2) conmutan,
gracias a que por la Proposición 1.2.26 es posible construir el álgebra de Hopf Aϕε,p,γ.

Por otra parte, la Proposición 4.2.5 a�rma que H ' uϕε (p)∗/〈Dz − 1 : Dz ∈ Nϕ〉 y por
el Lema 5.1.3, sabemos que los elementos de tipo grupo ∂z ∈ A son centrales en Aϕε,p,γ.
Entonces, ya que δ(Dz) ∈ O(Γ) para todo Dz ∈ Nϕ, el ideal Jδ en A

ϕ
ε,p,γ generado por

los elementos δ(Dz)− ∂z es un ideal de Hopf. Y de ahí podemos concluir que Aϕε,p,γ/Jδ
es un álgebra de Hopf.

Si escribimos Jδ = Jδ∩O(Γ), entonces Aϕε,p,γ/Jδ encaja al interior de la sucesión exacta
de álgebras de Hopf

1 // O(Γ)/Jδ // Aϕε,p,γ/Jδ // uϕε (p)∗/π(Jδ) // 1.

Como π(δ(Dz)) = 1 y π(∂z) = Dz por la prueba del Lema 5.1.3, se sigue que
π(Jδ) = 〈Dz − 1 : Dz ∈ Nϕ〉. De ahí, usando la Proposición 4.2.5 (ii), tenemos
que uϕε (p)∗/π(Jδ) = H.

La prueba de que Jδ = 0 y que Aϕε,p,γ/Jδ encaja al interior del diagrama conmutativo
se sigue de [AG, Teorema 2.17].
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5.3. Parametrización de subgrupos cuánticos

En esta sección se parametrizan los subgrupos cuánticos de Oϕε (G) por una 6-upla
llamada dato de subgrupo torcido. Mostraremos que hay una correspondencia biunívoca
entre subgrupos cuánticos torcidos y datos de subgrupo torcidos. Con lo que obtenemos
una clasi�ción de los subgrupos cuánticos salvo isomor�smo.

De�nición 5.3.1. Un dato de subgrupo torcido es una colección de seis objetos
Dϕ := (I+, I−, N

ϕ,Γ, γ, δ) donde

(i) I± ⊂ ±
∏
. Sea Ψ± = {α ∈ Π : Suppα ∈ I±}, p =

∑
α∈Ψ±

gα y p = p+ ⊕ h⊕ p−,
P un grupo de Lie conexo G con Lie(P ) = p.

(ii) Nϕ un subgrupo de T̂ϕIc , ver Observación 4.2.2 (d).

(iii) Γ un grupo algebraico.

(iv) γ : Γ→ P es un mor�smo inyectivo de grupos algebraicos.

(v) δ : Nϕ → Γ̂ un mor�smo de grupos.

Si Γ es �nito, llamamos a Dϕ un dato de subgrupo �nito torcido.

Resumiendo los resultados previos, obtenemos el primer teorema principal de la
tesis, luego estableceremos su recíproco.

Teorema 5.3.2. Sea Dϕ = (I+, I−, N
ϕ,Γ, γ, δ) un dato de subgrupo torcido. Entonces

existe un subgrupo cuántico ADϕ = Aϕε,p,γ/Jδ de Oϕε (G) que encaja en la siguiente
sucesión exacta de álgebras de Hopf

1 // O(Γ) ι̂ // ADϕ
π̂ // H // 1.

Si adicionalmente |Γ| es �nito, entonces dimADϕ = |Γ| dimH.

Prueba. Por el Lema 3.3.7 y la observación 4.2.2 (d), la terna (I+, I−, N
ϕ) determina

un cociente H de uϕε (g)∗. Además, por la Proposición 4.1.9, el par (I+, I−) determina
un subgrupo P de G, una subálgebra de Lie p de g y los subgrupos cuánticos tor-
cidos Oϕε (P ) y uϕε (p). Todo esto junto a que la parte superior del diagrama (5.2) es
conmutativo. Por otra parte, usando la Proposición 5.1.1, el mor�smo γ : Γ→ P ⊂ G
permite obtener el subgrupo cuántico Aϕε,p,γ el cual es un pushout. Finalmente, por la
Proposición 5.2.1 el mor�smo de grupos δ : Nϕ → Γ̂ de�ne el ideal de Hopf Jδ de
Aϕε,p,γ y el álgebra de Hopf ADϕ = Aϕε,p,γ/Jδ encaja al interior del diagrama conmutativo
(5.2).

Usando los siguientes tres lemas podremos establecer un recíproco al Teorema 5.3.2.
De ahora en adelante κ : Oϕε (G) → A denotará un mor�smo sobreyectivo de álgebras
de Hopf.
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Lema 5.3.3. Existe un grupo algebraico Γ y un mor�smo inyectivo de grupos algebrai-
cos γ : Γ → G, tal que O(Γ) es una subálgebra central de A y A encaja al interior

de la sucesión exacta de álgebras de Hopf 1 // O(Γ) ι̂ // A
π̂ // H // 1 , donde

H = A/O(Γ)+A. Más aún, el siguiente diagrama es conmutativo

1 // O(G) ι //

tγ
��

Oϕε (G) π //

κ

��

uϕε (g)∗ //

r

��

1

1 // O(Γ) ι̂ // A
π̂ // H // 1.

(5.3)

Prueba. Denotemos K = κ(ι(O(G))). Ya que O(G) es central en Oϕε (G), K es central
en A. Entonces, existe un grupo algebraico Γ y un mor�smo de grupos algebraicos
γ : Γ → G, tal que K = O(Γ) y tγ : O(G) → O(Γ) es un mor�smo sobreyectivo de
álgebras de Hopf satisfaciendo ι̂ ◦t γ = κ ◦ ι|O(G). Más aún, si H = A/K+A entonces

la sucesión 1 // O(Γ) ι̂ // A π̂ // H // 1 es exacta y el diagrama (5.3) conmuta.

Por el Lema anterior, H∗ es una subálgebra de Hopf de uϕε (g). De ahí, por el
Lema 3.3.7 esta determinada por una terna (I+, I−,Σ

ϕ). Sea P el subgrupo de G
determinado por el par (I+, I−), p = Lie(P ) y Oϕε (P ), uϕε (p) los grupos cuánticos
dados por la Proposición 4.1.9. En particular, tenemos que H∗ ⊆ uϕε (p) ⊆ uϕε (g) y por
la Proposición 4.2.5, H ' uϕε (p)∗/〈Dz − 1 : Dz ∈ Nϕ〉, donde Nϕ es determinada por
Σϕ como en la Observación 4.2.2 (d). Denotemos por ν : uϕε (p)→ H el correspondiente
mor�smo sobreyectivo.

El próximo lema se sigue de [AG, Lema 3.1], se adaptará al caso torcido.

Lema 5.3.4. El diagrama (5.3) se factoriza a través de la sucesión exacta central

1 // O(P )
ιP // Oϕε (P )

πP // uϕε (p)∗ // 1.

Prueba. Queremos mostrar que A encaja al interior del siguiente diagrama conmutativo

1 // O(G) ι //

res

��

Oϕε (G) π //

Res
��

uϕε (g)∗ //

Res
��

1

1 // O(P )
ιP //

tζ
��

Oϕε (P )
πP //

ψ

��

uϕε (p)∗ //

ν

��

1

1 // O(Γ) ι̂ // A
π̂ // H // 1.

(5.4)

Para probar esto, es su�ciente mostrar que Ker Res ⊆ Kerκ. Con el �n de realizar esto,
vemos a Oϕε (G) como una subálgebra de Aϕ

ε = A′′ϕ⊗RQ(ε), ver [CV2, �3.6], Lema 3.1.6.

Sea µϕε : Oϕε (G)→ Ǔϕ
ε (b−)cop ⊗ Ǔϕ

ε (b+)cop la complejización del mor�smo inyectivo de
álgebras µ′′ϕ dado antes del Lema 3.1.6. Entonces por el Lema 3.1.6, µϕε (Oϕε (G)) ⊆ Aϕ

ε ,
la cual es generada por fϕα ⊗ 1, 1⊗ eϕα y K−(1+ϕ)λ ⊗K(1−ϕ)λ para λ ∈ P y α ∈ Φ+.
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La prueba se sigue al mostrar que µϕε (Ker Res) ⊆ µϕε (Kerκ). Primero note que
µϕε (Ker Res) es el ideal bilátero I generado por {1⊗ eϕk , f

ϕ
i ⊗ 1| αk /∈ I−, αj /∈ I+}. De

hecho, por [CV2, Proposición 2.7], la Observación 3.1.7 (a) y (3.1) tenemos

µϕε (ψ−αi−ωiψωi) =
((
ε−(τi,ωi)fϕαi

)
K−(1+ϕ)(ωi) ⊗K(1−ϕ)(ωi)

) (
K(1+ϕ)(ωi) ⊗K−(1−ϕ)(ωi)

)
= ε−(τi,ωi)fϕαi ⊗ 1.

Similarmente, sucede que µϕε (ψωiψ
αk
−ωi) = ε−(τi,ωi)1 ⊗ eϕα. Como por de�nición ψαk−ωi ,

ψ−αk−ωi ∈ Ker Res cuando αk /∈ I−, αj /∈ I+, obtenemos que 1⊗ eϕk , f
ϕ
i ⊗ 1 ∈ µϕε (Ker Res)

para αk /∈ I− y αj /∈ I+. Reciprocamente, asuma que f ∈ Ker Res. Entonces f|Γϕε (p) = 0
y 〈µϕε (f), FM ⊗NE〉 = f(FMNE) = 0 para todos los elementos FMNE en una base
de Γϕε (p). Usando el apareamiento perfecto (2.8) sobre ε, se sigue que µϕε (f) ⊆ I. Sea
h ∈ Ker Res, entonces por la conmutatividad del diagrama (5.3) 0 = νπP Res(h) =
rπ(h) = π̂κ(h) y así debe suceder que κ(h) ∈ Ker π̂ = O(Γ)+A = κ(O(G)+Oϕε (G)).
Entonces existe a ∈ O(G)+Oϕε (G) y c ∈ Kerκ tal que h = a + c. En particular, para
los generadores de x ∈ I se tiene x = µϕε (a) +µϕε (c) donde µϕε (a) ∈ Aϕ

0 es la subálgebra
de Aϕ

ε generada por

(fϕα )`⊗1, 1⊗(eϕα)`, K−`(1+ϕ)λ ⊗K`(1−ϕ)λ

para todo α ∈ Φ+ y λ ∈ P . De aquí obtenemos al comparar grados, que µε(a) = 0, así
que I ⊆ µε(Kerκ).

Resumiendo todo lo anterior, tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo

1 O(G) Oϕε (G) uϕε (g)∗ 1

1 O(P ) Oϕε (P ) uϕε (p)∗ 1

1 O(Γ) A H 1

ι

res

tγ

π

Res

κ

Res

rj
tζ

πP

ψ ν

ι̂ π̂

(5.5)

Note que el mapeo tζ : O(P )→ O(Γ) esta dado por restricción ψ|O(P ). De ahí, tζ res =
tγ e Im γ ⊆ P .

La prueba del siguiente lema es análoga al caso ϕ = 0 y será dada fuera de detalles.

Lema 5.3.5. [AG, Lemas 3.2 & 3.3] Hay un mor�smo de grupos δ : Nϕ → Γ̂, tal que
el ideal bilátero Jδ de A

ϕ
ε,p,γ generado por los elementos δ(Dz)− ∂z para Dz en Nϕ es

un ideal de Hopf, A ' ADϕ = Aϕε,p,γ/Jδ como álgebras de Hopf y A encaja al interior
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del siguiente diagrama conmutativo

1 // O(G) ι //

res

��

Oϕε (G) π //

Res
��

uϕε (g)∗ //

Res
��

1

1 // O(P )
ιP //

tγ
��

Oϕε (P )
πP //

ψ

��

uϕε (p)∗ //

id
��

1

1 // O(Γ)
j //

id
��

Aϕε,p,γ

t

��

π //

��

uϕε (p)∗ //

ν

��

1

1 // O(Γ) ι̂ // A π̂ // H // 1.

(5.6)

Prueba. Como Aϕε,p,γ esta dada por un pushout, entonces usando el diagrama (5.5)
tenemos un único mor�smo sobreyectivo de álgebras de Hopf t, tal que el siguiente
diagrama es conmutativo.

O(P ) Oϕε (P )

O(Γ) Aϕε,p,γ

A

ιP

tζ

j

ι̂

κ
ψ

t

Si denotamos por ῑ y π̄ los mapeos ι̂ y π̂ del Teorema 5.3.2, respectivamente. Entonces,
podemos concluir que Ker π̄ = j(O(Γ))+Aϕε,p,γ ⊆ Ker π̂t y por tanto la �la inferior del
diagrama (5.6) conmuta con el resto del diagrama.

Sea ∂z ∈ A como el Lema 5.1.3, entonces π̂t(∂z) = µπ̄(∂z) = 1 por la Proposición 4.2.5.
Esto nos permite decir que t(∂z) ∈ Aco π̂ = O(Γ)) = Γ̂, sabemos que G(O(Γ)) = Γ̂ y que
t(∂z) son elementos de tipo grupo. Por tanto, existe un mor�smo de grupos δ : Nϕ → Γ̂
dado por z 7→ ∂z. Así, Jδ es un ideal de Hopf tal que t(Jδ) = 0 y tenemos un mapeo
sobreyectivo de álgebras de Hopf AD → A, tal que el siguiente diagrama conmuta.

1 O(Γ) ADϕ H 1

A

ῑ

ι̂

π̄

π̂

Entonces, usando 1.2.34 tenemos que ADϕ ' A. Concluyendo a demostración.
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Usando los últimos tres lemas podemos establecer el siguiente teorema.

Teorema 5.3.6. Si κ : Oϕε (G)→ A es un mor�smo sobreyectivo de álgebras de Hopf,
entonces existe un dato de subgrupo torcido Dϕ tal que A ' ADϕ como álgebras de
Hopf.

5.3.1. Clases de isomor�smo de subgrupos cuánticos

En esta subsección se parametrizan los subgrupos cuánticos Oϕε (G) salvo isomor�s-
mo. Para esto, de�nimos un orden parcial sobre las clases de isomor�smo de cocientes
de Oϕε (G) y sobre el conjunto de datos de subgrupos torcidos.

Sea Q(Oϕε (G)) la categoría cuyos objetos son mor�smos sobreyectivos de álgebras
de Hopf κ : Oϕε (G) → A. Si κ : Oϕε (G) → A y κ′ : Oϕε (G) → A′ son dos de tales
mor�smos, entonces una �echa κ

α // κ′ en Q(Oϕε (G)) es un mor�smo de álgebras de
Hopf α : A → A′, tal que ακ = κ′. En este lenguaje, un cociente de Oϕε (G) es justo
una clase de isomor�smo de objetos en Q(Oϕε (G)); [κ] denota la clase del mor�smo
κ. Hay entonces un orden parcial entre el conjunto de cocientes de Oϕε (G), dado por
[κ] ≤ [κ′] si y sólo si existe una �echa κ

α // κ′ en Q(Oϕε (G)). Note que [κ] ≤ [κ′] y
[κ′] ≤ [κ] implica [κ] = [κ′]. Nuestro objetivo es describir el orden parcial en Q(Oϕε (G))
en términos de datos de subgrupo torcido.

Considere I±, I ′± ⊆ ±Π. Si I ′+ ⊆ I+ e I ′− ⊆ I−, entonces I ′ ⊆ I y TϕI′ ⊆ TϕI . Por
el tercer teorema de isomor�smo de grupos, existe un mor�smo sobreyectivo de gru-
pos TϕI′c � TϕIc con núcleo TϕI /T

ϕ
I′ , el cual induce un mor�smo inyectivo de grupos

η : T̂ϕIc ↪→ T̂ϕI′c . Note que si g ∈ Nϕ y x ∈ Σϕ′ ⊂ Σϕ entonces η(g)(x + TϕI′) =
g(x+ TϕI ) = 0, por tanto η(Nϕ) ⊂ Nϕ′.

De�nición 5.3.7. Sea Dϕ = (I+, I−, N
ϕ,Γ, γ, δ) y Dϕ′ = (I ′+, I

′
−, N

ϕ′,Γ′, γ′, δ′) dos
datos de subgrupo torcido Oϕε (G). Decimos que Dϕ ≤ Dϕ′ si y sólo si:

. I ′+ ⊆ I+, I ′− ⊆ I−.

. η(Nϕ) ⊆ Nϕ′.

. existe un mor�smo de grupos algebraicos τ : Γ′ → Γ tal que γτ = γ′.

. δ′η = τ tδ.

De hecho, decimos que Dϕ ∼ Dϕ′ son equivalentes si y sólo si Dϕ ≤ Dϕ′ y Dϕ ≤ Dϕ′.
En particular, esto implica que I ′+ = I+, I ′− = I−, Nϕ = Nϕ′, τ es un isomor�smo y
δ′ = τ tδ.

El último teorema genera la parametrización de cocientes de Oϕε (G) salvo isomor�s-
mo. La prueba es análoga al caso ϕ = 0, ya que esta se realiza sobre la conmutatividad
del diagrama (5.1) y las construcciones generales de los diferentes cocientes.
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Teorema 5.3.8. Sean Dϕ y Dϕ′ datos de subgrupos torcidos κ : Oϕε (G) → ADϕ,
κ′ : Oϕε (G) → ADϕ′ los correspondientes cocientes. Entonces [κ] ≤ [κ′] si y sólo si
Dϕ ≤ Dϕ′.

Prueba (Idea). La prueba es básicamente la misma de [AG, Teorema 2.20], pero cam-
biando la aplicación η de�nida en [AG, De�nición 2.19] por la η de�nida antes de la
De�nición 5.3.7. Comentaremos los detalles más importantes de dicha demostración.
Usando el Teorema 5.3.2, podemos establecer que el siguiente diagrama es conmutativo,
para un mor�smo sobreyectivo de álgebras de Hopf σ : H → H ′.

1 O(G) Oϕε (G) uϕε (g)∗ 1

1 O(Γ) ADϕ H 1

1 O(Γ′) ADϕ′ H ′ 1

ι

tγ

tγ′

π

κ

κ′

r

r′
ι̂

tτ

π̂

α σ

ι̂′ π̂′

De donde es posible probar que Σϕ′ ⊆ Σϕ, I ′± ⊆ I± y por tanto η(Nϕ) ⊂ Nϕ′. Recor-
demos los mapeos ψ y θ que de�nen los elementos ∂z del Lema 5.1.3. Denotemos con
superíndices ′ a las aplicaciones relacionadas con la construción de ADϕ′ , dada por el
Teorema 5.3.2. Entonces, para todo elemento Dz ∈ Nϕ y Dz′ ∈ Nϕ′ sucede que

tτδ(z) = αδ(z) = αt(∂z) = αt(ψ(tθ(Dz))) = t′φ′(t(θ′)(Dz)) = δ′(η(Dz)),

y como ακ = κ′, entonces podemos deducir que Dϕ ≤ Dϕ′.

Reciprocamente, Dϕ ≤ Dϕ′, sucede que uϕε (p′) ⊂ uϕε (p), también existe un mor�smo
de álgebras de Hopf Oϕε (P )→ Oϕε (P ′) tal que el diagrama siguiente conmuta,

Oϕε (G) Oϕε (P )

Oϕε (P ′)

Como tτ tζ =t ζ ′ y Aϕε,p,γ es un pushout tenemos que el siguiente diagrama es conmuta-
tivo, para un único ᾱ,
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O(P ) Oϕε (P )

O(Γ) Aϕε,p,γ

O(Γ′) ADϕ′

ιP

tζ

ῑ

tτ

ψ

ῑ′

ᾱ

se chequea directamente que ᾱ(Jδ) = 0 y por tanto tenemos un mor�smo κ : ADϕ →
ADϕ′ tal que ακ = κ′.

Como conclusión de los últimos tres teoremas presentados, podemos establecer una
prueba para el teorema principal de la tesis

Teorema 5.3.9 (Principal). Hay una biyección entre mor�smos sobreyectivos de álge-
bras de Hopf Oϕε (G)→ A y datos de subgrupos torcidos salvo equivalencia.

Propiedades de los cocientes

Finalizamos con una lista de algunas propiedades de los cocientes. Salvo el item
(v), la prueba es similar a [AG2, Proposition 3.8].

Proposición 5.3.10. Sea Dϕ = (I+, I−, N
ϕ,Γ, γ, δ) un dato de subgrupo torcido. En-

tonces,

(i) Si ADϕ es punteada, entonces I+∩I− = ∅ y Γ es un subgrupo del grupo de matrices
triangulares superiores de algún tamaño. En particular, si Γ es �nito, entonces
éste es abeliano.

(ii) ADϕ es semisimple si y sólo si I+ ∪ I− = ∅ y Γ es �nito.

(iii) Si dimADϕ <∞ y A∗Dϕ es punteada, entonces γ(Γ) esta incluida en un toro �jo
de G.

(iv) Si ADϕ es co-Frobenius entonces Γ es reductivo.

(v) Si ϕ y (I+, I−,Σ
ϕ) son tales que Σϕ = Tϕ pero Σ 6= T, entonces ADϕ no es una

deformación por 2-cociclo de AD.

Demostración. Probamos sólo (v). Si ϕ y (I+, I−,Σ
ϕ) son tales que Σϕ = Tϕ pero

Σ 6= T, entonces Nϕ = 1 y N 6= 1. Entonces, el cociente Hϕ = uϕε (p)∗/〈Dz − 1 : Dz ∈
Nϕ〉 no puede ser una deformación por 2-cociclo de H = uε(p)∗/〈Dz − 1 : Dz ∈ N〉
ya que tienen dimensión diferente. Si ADϕ fuera una deformación por 2-cociclo de AD,
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entonces por argumentos en los diagramas conmutativos mostrados a lo largo de la tesis,
podríamos tener que Hϕ es una deformación por 2-cociclo de H, pero esto llevaría a
una contradicción, ver Ejemplo 4.2.6.
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