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Resumen

En esta tesis definimos las dlgebras cuanticas de potencias divididas asocia-
das a algebras de Nichols de tipo diagonal de dimensién finita sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado de caracteristica cero. Estudiamos sus propiedades
bésicas y sus presentaciones por generadores y relaciones.

Dada una matriz q = (g;;); jer, consideramos el dlgebra de Nichols de tipo
diagonal asociada a q. Angiono defini6 el dlgebra pre-Nichols distinguida de
manera tal que existe una proyecciéon canoénica del algebra pre-Nichols sobre la
Nichols. Aqui llamamos dlgebra de Lusztig al dual graduado de dicho objeto,
obteniendo asi un algebra que contiene al algebra de Nichols de partida. Presen-
tamos a estas algebras por generadores y relaciones y a partir de alli obtenemos
propiedades como la noetherianidad y la dimension de Gelfand-Kirillov.

Luego consideramos el doble de Drinfeld de un algebra de Lusztig, a quien
llamamos algebra cuantica de potencias divididas. En este caso también pro-
bamos una presentacion por generadores y relaciones.

Ademads, tomamos un cierto cociente del algebra de Lusztig y encontramos,
en varios ejemplos, isomorfismos entre dichos cocientes y algebraj universales
de la parte positiva de algebras de Lie semisimples.

En otra direccion, tomamos un élgebra de Hopf co-Frobenius H y un alge-
bra de Hopf trenzada R en la categoria de médulos de Yetter-Drinfeld sobre H
de manera tal que A = R#H es un algebra de Hopf. Demostramos entonces
que R es co-Frobenius si y solamente si A lo es y a partir de equivalencias
de categorias entre las categorias de modulos y comoddulos de A y R proba-
mos equivalencias analogas a las conocidas para el caso usual en el contexto

trenzado.

Palabras claves: algebra de Nichols, algebras de Lusztig, grupos cuanti-

cos, algebras de Hopf co-Frobenius.
2010 Mathematics subject Classification: 16W30, 17B37, 16T20.
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Abstract

In this thesis we define the quantum divided power algebras attached to fi-
nite dimensional Nichols algebras of diagonal type over an algebraically closed
field of characteristic zero. We study their basic properties and their presenta-
tions by generators and relations.

Let q = (gij)ijer be a matrix. We consider the Nichols algebra of diagonal
type associated to g. Angiono defined the distinguished pre-Nichols algebra
such that there exists a canonical epimorphism from the pre-Nichols onto the
Nichols algebra. Here, the graded dual of this algebra is called Lusztig algebra.
The original Nichols algebra is contained in the Lusztig algebra. We give a
presentation of them by generators and relations and we prove some properties
as noetherianity and their Gelfand-Kirillov dimension.

Then we consider the Drinfeld double of a Lusztig algebra, named the
quantum divided power algebra. In this case, we also give a presentation by
generators and relations.

We consider a quotient of the Lusztig algebra and we find, in several exam-
ples, isomorphisms between these quotients and universal algebras of the po-
sitive part of semisimple Lie algebras.

On the other hand, let H a co-Frobenius Hopf algebra and R a braided
Hopf algebra in the category of Yetter-Drinfeld modules over H such that
A = R#H is a Hopf algebra. We prove that R is co-Frobenius if and only if so
is A. We prove an equivalence of monoidal categories between the categories
of modules and comodules of R and A and we give some equivalences for the

braided case which are known in the usual case.

Key words: Nichols algebras, Lusztig algebras, quantum groups, co-
Frobenius Hopf algebras.
2010 Mathematics subject Classification: 16W30, 17B37, 16T20.






Agradecimientos

Quiero agradecer en primer lugar a mi director Nicolas por todo lo apren-
dido, por ensenarme tanto y prepararme para el futuro.

Al jurado por leer detalladamente y corregir este trabajo. A los profesores
de FaMAF de quienes he aprendido mucho y a los profesores de la UNS quienes
han plantado las bases para que pudiera hacerlo. A CONICET por el apoyo
econémico que posibilité mi formacion.

A Ivan, con quien he tenido el placer de trabajar, asi como también de
compartir comidas, futbol y charlas, gracias por la paciencia y generosidad.

A los amigos de siempre que, a pesar de la distancia, los siento presentes.
A los nuevos amigos que he encontrado en esta facultad, particularmente a
Monique, una gran mujer. A la familia Lauret, en especial a Jorge y Cynthia,
quienes me han hecho sentir en casa.

A mi familia, quienes me han apoyado en cada decision a lo largo de mi vida.
Mis padres que desde pequena me ensenaron con el ejemplo la importancia del
esfuerzo cotidiano, el trabajo y sobre todo me han inculcado valores humanos.
A mi hermana Antonela por caminar a la par toda la vida.

Quiero agradecer profundamente a Emilio: mi esposo, mi amor, mi com-
panero y mi amigo. La persona que me ha aconsejado, escuchado, animado y
motivado. Quien me sostiene con amor y paciencia dia a dia.

Finalmente agradezco a Dios por darme la oportunidad de seguir trabajan-
do, de aprender y rodearme de gente amable y generosa. Le agradezco, sobre
todas las cosas, la bendicién de nuestra hija Soffa que esta por nacer.

VII






Indice general

[Resumenl 111
[Abstractl \%
[mtroduccionl XI
[Capitulo 1. Preliminares| 1
(L.1I. Convenciones| 1
|1‘2. Algebras, codlgebras y algebras de Hopﬂ 2
(.3, Dimension de Gelfand-Kirillovl 8
[1.4.  Categorias monoidales trenzadas y modulos de Yetter-Drinteld| 9
1.5. Extensiones de algebras de Hopf| 14
1.6. Algebras de Nichols| 16
|Capitulo 2. Algebras pre-Nichols distinguidas| 19
2.1.  Algebras de Nichols de tipo dia, 0nal| 19
| g po diag
[2.2. Isomorfismos de Lusztig v bases PBW]| 22
2.3. Presentacion por generadores y relaciones| 23
2.4. Algebras pre-Nichols distinguidas| 26
[Capitulo 3. Algebra de Lusztig v dlgebra cudntica de potencias divididas 29
13.1. Algebra de Lusztig| 29
|3.2. Algebra cudntica de potencias divididas| 39
ICapitulo 4. Algebras de Lie asociadas a L, | 45
[4.1.  Extensiones de algebras de Hopf trenzadas| 45
[4.2.  Algunos preliminares| 48
[4.3.  Rango 2| 53
[4.4. Rango mayor| 68
|Capitulo 5. Algebras de Hopf Co—Frobenius| 75
[>.1.  Categorias monoidales equivalentes| 75
5.2.  Algebras de Hopf co-Frobenius| 78
| g p
|5.3. Algebras de Hopf trenzadas co—Frobenius| 86
Bibliog . 93

IX






Introduccién

En la década de 1950 aparecen en la bibliografia los primeros conceptos
que aproximan la nocién de algebra de Hopf. Cartier en 1956 [Cal introduce el
concepto de hiperdlgebra donde se pueden observar los primeros indicios de la
definicién de bialgebra. Por su parte Borel en 1953 da el nombre de dlgebra de
Hopf aun algebra munida de una estructura de coproducto (no necesariamente
coasociativo). A fines de la década del '60 Sweedler publicé su libro [Sw] donde
estudia las algebras de Hopf y marca un punto de partida a la teoria de dichas
estructuras. Para una lectura mas detallada sobre la historia y la evolucién de
estos conceptos referimos al articulo [AF].

La teoria de algebras de Hopf recibié un profundo impulso en la década de
los "80 con la introduccion de los conceptos de grupos cudnticos y de algebras
envolventes cuantizadas por parte de Drinfeld [Dr]| e independientemente de
Jimbo [J]. Estas édlgebras son deformaciones por un parametro ¢ de algebras
envolventes de dlgebras de Lie semisimples de dimension finita.

El parametro ¢ que define a las algebras envolventes cuantizadas juega un
papel fundamental. Si éste no es una raiz de la unidad (caso genérico) la teoria
de representaciones de dichas algebras es similar a la teoria de representaciones
de las algebras de Lie semisimples. Sin embargo, cuando ¢ es una raiz de la uni-
dad, la riqueza de la teoria de representaciones es mucho mayor. En este caso
Lusztig ha introducido un andlogo de dimension finita de las algebras envolven-
tes llamado grupo cudntico pequeno o nucleo de Frobenius-Lusztig. En [Lu4]
ha estudiado ampliamente estos objetos y ha mostrado su estrecha relacion
con los grupos algebraicos en caracteristica positiva. Los grupos cuanticos pe-
quenos son de radical importancia y han disparado numerosos trabajos, entre
ellos la presente tesis.

Asi, dada g un algebra de Lie semisimple de dimension finita y ¢ una raiz
de la unidad, podemos observar diferentes estructuras de &dlgebras de Hopf
asociadas:

= el dlgebra envolvente cuantizada U,(g) [DK, DKP, DP];

= el grupo cudntico pequeno u,(g);

= ¢l dlgebra cudntica de potencias divididas U,(g) [Lu4l, Lul].
XI



XII INTRODUCCION

Todas estas algebras de Hopf admiten una descomposicion triangular U =~
Ut @ U ® U~ cuya parte 0 es un algebra de grupo y sus partes positiva y
negativa son algebras de Hopf trenzadas. Ademas, cabe destacar que existen

morfismos:

S

A través de los anos, ha cobrado gran importancia el problema de clasifi-
cacion de las algebras de Hopf de dimension finita sobre un cuerpo algebraica-
mente cerrado de caracteristica cero. Dicho problema se encuentra ampliamen-
te abierto si bien ha habido importantes avances. Esta clasificacién se bifurca
en dos grandes caminos muy diferentes entre si: el estudio de las algebras de
Hopf semisimples y las no-semisimples. En el segundo caso se han desarrollado
técnicas poderosas para el estudio y clasificacion de las dlgebras de Hopf no-
semisimples punteadas. Un dlgebra de Hopf H se dice punteada si su corradical
(su mayor subcodlgebra cosemisimple) es el dlgebra de grupo de los elementos
de tipo grupo

GH)={h#0e H:A(h)=h®h}.

Las algebras de grupo, las algebras envolventes de algebras de Lie, las algebras
envolventes cuantizadas y las algebras estudiadas por Lusztig se enmarcan
en este contexto. En particular, Andruskiewitsch y Schneider clasificaron las
algebras de Hopf punteadas de dimensién finita cuyo grupo G(H) es abeliano y
tiene orden coprimo con 210. Para ello han desarrollado un poderoso programa
denominado método de levante, ver [AS1]. Este método se basa en una serie

de pasos que resumimos a continuacién:

* Dado un grupo I', determinar todos los médulos de Yetter-Drinfeld V/
sobre T tales que el algebra de Nichols asociada B(V') es de dimensién
finita.

* Para cada modulo de Yetter-Drinfeld V' del punto anterior, encontrar
todas las dlgebras de Hopf H tales que gr H = B(V)#kI.

* Probar que todas las algebras de Hopf punteadas sobre I' estan gene-

radas “en grado 1”.

Cuando el grupo I' es abeliano, més especificamente cuando el espacio
vectorial trenzado es de tipo diagonal, el primer paso del método del levante
se reformula en la siguiente pregunta:
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PREGUNTA 1. [A2] 5.9] Dado un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal
determinar si el dlgebra de Nichols asociada es de dimension finita. En tal caso,

calcular su dimension y dar una presentacion por generadores y relaciones.

La primera parte ha sido respondida por Heckenberger en [H2] quien dio
una lista de los espacios trenzados (univocamente determinados por su trenza)
cuya algebra de Nichols tiene un sistema de raices finito. En esta lista se

destacan tres familias de trenzas:

1. Tipo estandar: son aquellas que tienen asociada una matriz de Cartan
[AA1]; dentro de esta familia encontramos las trenzas de tipo Cartan,
como se mostro en [AS2], estas iltimas estén relacionada con los grupos
cudnticos en raices de la unidad [Lu2l, Lu4]. Las dlgebras de Nichols
de tipo estandar fueron estudiadas en [Angl].

2. Tipo super: estan relacionadas con stuper algebras de Lie contragra-
dientes simples de dimensién finita. La descripcién precisa de los espa-
cios vectoriales trenzados de tipo stper se encuentra en [AAY].

3. Tipo no identificado: En muchos casos corresponden a siper algebras
de Lie contragradientes en caracteristica 2 o 3, segin un trabajo aun
no publicado de Andruskiewitsch y Angiono.

Mientras tanto, Angiono respondio a la segunda parte de la pregunta dan-
do una presentacién explicita por generadores y relaciones de las algebras de
Nichols de tipo diagonal de dimensién finita en [Ang2]. Tanto los resultados
de Heckenberger como de Angiono se basan en el estudio y entendimiento de
elementos como el grupoide de Weyl, los isomorfismos de Lusztig, las bases
PBW y los érdenes convexos de los sistemas de raices asociados a las algebras
de Nichols.

Dada un algebra de Hopf de dimensién finita H, la categoria de represen-
taciones de dimensién finita Rep H es una categoria tensorial. Las categorias
tensoriales pueden ser divididas en dos tipos: las semisimples y las no semi-
simples. Dentro de las categorias tensoriales semisimples, una clase que ha
cobrado gran interés es la de las categorias de fusion. Estas son categorias ten-
soriales semisimples sobre un cuerpo algebraicamente cerrado cuyos espacios
de morfismos son de dimensién finita, poseen una cantidad finita de clases de
isomorfismos de objetos simples y cuyo objeto unidad es simple. La clasifica-
cién de las categorias de fusion estd, por el momento, fuera de alcance; por lo
tanto es importante hallar ejemplos de ellas.

Si consideramos H un algebra de Hopf esférica, es decir un algebra de Hopf
con una estructura adicional, se puede obtener una categoria tensorial via

un procedimiento menos obvio introducido en [BaW1l, BaW2] inspirado en
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trabajos de Reshetikhin y Turaev [RT1), [RT2]. El procedimiento para obtener
una categoria tensorial a partir de un dlgebra de Hopf esférica H consiste en
tomar un cociente adecuado RepH de la categoria de representaciones Rep H,
ver [BaW1l, [GK|, [Kn|. Las categorias tensoriales obtenidas son semisimples
pero raramente resultan ser categorias de fusién. Si bien no existe un método
para encontrar subcategorias de fusion dentro de RepH una buena receta para
hacerlo es considerar la subcategoria de los médulos inclinantes (en inglés
tilting modules) cuya dimensién cudntica es no nula.

En [AAGTYV] los autores explican las ideas fundamentales de esta receta
y prueban que las dlgebras de Nichols de dimensién finita no seran tutiles para
encontrar categorias de fusion siguiendo este procedimiento ya que sus médulos
inclinantes son proyectivos y por lo tanto tienen dimensién cuantica nula. Sin
embargo, plantean como alternativa el estudio de dos objetos estrechamente
relacionados a las algebras de Nichols de tipo diagonal B;: las dlgebras pre-
Nichols distinguidas gq y sus duales graduados £, bautizados en ese articulo
como dlgebras de Lusztig por ser una generalizacion de las algebras de potencias
divididas antes mencionadas. Asi, el panorama es similar al planteado en :

B, L,
(0.2) N\ /
Bq

Las algebras pre-Nichols distinguidas han sido definidas y estudiadas por An-
giono en [Ang5| mientras que las algebras de Lusztig y sus dobles de Drinfeld
llamados dlgebras cuanticas de potencias divididas se definen y estudian en el
presente trabajo. Estos resultados aparecen en [AAR1].

El resultado principal de esta tesis es la presentacion de las algebras de
Lusztig por generadores y relaciones:

TEOREMA. El dlgebra de Lusztig L, estd generada por los elementos y(n),
B € Ay, n €N yrelaciones

N,
yéﬁ)—O, BeAf -9
h+3j j BeAr
h h 5
yfﬂvf;”—( . ) y§, T
I a4ss h,jeN
a< e,
YOV = Y kem, 0<hen.
meM(a,3,h,7) 0< ] < Nﬁ;
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[yéNB)’y((xNa)]c — oy 4 Z i yg)my(’) o;,éi,v € Dc'p
0<I<Ng,0<i<Nq V< 5’
meM(a,B,No—i,Ng—I)
a € 9y,
Yy = Y Ky Pm, B e Al
meM{a.Ne i) 0<J <N
Donde
bl pplod
< J >q5ﬁ_g 1_QZ)5 7

M(a B, h,7) :{mezﬁﬂff‘:degm—degya)—i—degyﬁ =

— (P bl

(5)()Nv

<yﬂ Yo ) 'y >7 degy )

(M) = deg y&Na) + deg yéNﬁ )

Si bien los coeficientes que aparecen en las relaciones no son explicitos y
su calculo no es tarea sencilla en todos los casos, la informacion que podemos
obtener de dichas relaciones es suficiente para entender algunas propiedades
de estas dlgebras. Por ejemplo, a partir de esta presentacion podemos dar una
filtracion de Ly y definir el dlgebra graduada asociada gr L, que resulta ser
noetheriana (y por lo tanto también lo es L;).

Tras demostrar la existencia de un apareamiento de Hopf entre las boso-
nizaciones de dos algebras de Lusztig (L4 y Lqt), podemos definir I, como el
doble de Drinfeld de ellas al que denominaremos algebra cuantica de poten-
cias divididas. Esta dlgebra es una generalizacién del dlgebra U,(g) estudiada
por Lusztig. La presentacion por generadores y relaciones de U, sigue de la
definicion y la presentacion del dlgebra de Lusztig. La noetherianidad y di-
mension de Gelfand-Kirillov de U, son propiedades que se siguen de considerar
el graduado gri4,.

Las algebras de Hopf co-Frobenius son aquellas que admiten una integral
no nula. A lo largo de los anos se han demostrado varias equivalencias (ver
referencias en el capitulo 5), entre ellas destacamos que un &lgebra de Hopf
es co-Frobenius si y solamente si su categoria de comddulos tiene suficientes
proyectivos.

La clasificacién de las dlgebras de Hopf co-Frobenius es un problema abier-
to. El estudio de las representaciones de las algebras cudnticas de potencias
divididas nos confirmara si sus duales son co-Frobenius. Mientras tanto, en
esta tesis damos una versién trenzada de la definicion y de las equivalencias

antes mencionadas.
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El presente trabajo estd organizado en cinco capitulos. En el primero de
ellos damos una serie de definiciones y resultados béasicos sobre algebras de
Hopf, categorias monoidales y algebras de Nichols. En el segundo capitulo
enunciamos teoremas fundamentales sobre dlgebras de Nichols de tipo dia-
gonal [Ang2] e introducimos la definicién de édlgebra pre-Nichols distinguida
haciendo un recorrido por el trabajo [Ang5].

El capitulo 3 se basa en el articulo [AARI1]. En él definimos los conceptos
de algebra de Lusztig y de su doble, el dlgebra cuantica de potencias divididas.
Entre los principales resultados se encuentran la presentacién por generadores
y relaciones de estas dlgebras que nos llevan a demostrar propiedades bésicas
como su noetherianidad y calcular su dimensiéon de Gelfand-Kirillov.

En el cuarto capitulo presentamos una extension de algebras de Hopf tren-
zadas del algebra de Lusztig y calculamos, en varios ejemplos de rango pequeno,
isomorfismos entre un cociente del dlgebra de Lusztig y la parte positiva del
algebra universal envolvente de dlgebras de Lie semisimples, estos resultados
se encuentran en el trabajo [AAR2].

En el capitulo 5, basado en el articulo en preparacién [AR], planteamos
diferentes caracterizaciones de la nocion de algebra de Hopf co-Frobenius y
mediante una equivalencia de categorias monoidales demostramos resultados
paralelos para el caso de las dlgebras de Hopf trenzadas en categorias de modu-
los de Yetter-Drinfeld.

La presente tesis marca lineas de trabajo y preguntas en las que trabaja-

remos en el futuro. Algunas de ellas se detallan a continuacion:

= Completar la lista de ejemplos vista en el capitulo 4 y definir a partir
de alli un morfismo de Frobenius cudntico para el algebra cuantica de
potencias divididas U.

» Estudiar la teorfa de representaciones de U, utilizando dicho morfismo
de Frobenius.

» Definir duales de U, mediante coeficientes matriciales y construir a
partir de alli nuevos ejemplos de dlgebras de Hopf co-Frobenius.

» Relacionar la filtracion corradical de algebras de Hopf trenzadas con la
nocion de algebra de Hopf trenzada co-Frobenius.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo fijamos la notacién que usaremos de aqui en adelante y
exponemos las definiciones y nociones basicas de la teoria de algebras de Hopf
que utilizaremos en los capitulos subsiguientes.

Recordamos entre otras cosas las definiciones de algebras y codlgebras que
nos permitiran llegar a la nocién de élgebra de Hopf. También introducimos
las categorias tensoriales trenzadas y las dlgebras de Hopf en dichas categorias.
Ademas introducimos la nocién de extensién de un algebra de Hopf. Finalmente
expondremos tres definiciones equivalentes de dlgebras de Nichols y su relacion
con el método del levante.

Los contenidos de este capitulo pueden encontrarse por ejemplo en [Moa,
DNR), EGNO, (A1, [AS1].

1.1. Convenciones

Trabajaremos sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado de caracteristica
cero. Todos los espacios vectoriales, productos tensoriales, algebras y coalge-
bras se consideraran sobre k salvo que se indique lo contrario.

Dado 6 € N denotaremos por Iy, o simplemente I si no cabe lugar a confu-
siones, al conjunto {1,2,...,60}.

Si I es un grupo, el grupo de caracteres multiplicativos de I'; es decir el
grupo de representaciones de dimension 1 del mismo, sera denotado por L.

Consideraremos S,, y B,, el grupo simétrico y el grupo de trenzas en n letras
con generadores 7; = (i1 + 1) y 0y, i € I,,_; respectivamente. Sea s : Sy — By
la seccién de conjuntos (llamada de Matsumoto) de la proyeccion 7 : By — S,
m(0;) = 7, 1 € I,_1, dada por s(w) = 0,04,...04;, para w = 7, 7y,...T;, € Sg de
largo j.

Los g-ntimeros en el anillo de polinomios Z[q|, n € N, 0 < i < n, son

(n)q = Zq wo=Tlow (7)) - o

Si g € k entonces (n)y, (n),

, (") son las respectivas evaluaciones en g.
q i/ q

1



2 1. PRELIMINARES
1.2. Algebras, coalgebras y algebras de Hopf

Daremos a continuacion una serie de definiciones que utilizaremos a lo largo
de esta tesis. Estas pueden encontrarse en cualquier texto béasico sobre algebras

de Hopf, en este caso referimos a los primeros capitulos de [Mo].

DEFINICION 1.2.1. Una k-dlgebra con unidad es un k-espacio vectorial no
nulo A con dos aplicaciones k-lineales, la multiplicacion m : A® A — Ay la
unidad u : k — A tales que los siguientes diagramas de asociatividad y unidad

conmutan:
Ao A A 29 Ag A Acd
id @m m ko A m ARk
AA —— A \\\ ///
A

Ahora dualizaremos la nocién de algebra para obtener la definicion de

coalgebra.

DEFINICION 1.2.2. Una k-codlgebra con counidad es un k-espacio vectorial
no nulo C' con dos aplicaciones k-lineales, la comultiplicacion A : C' — C® C
y la counidad € : C' — k tales que los siguientes diagramas de coasociatividad

y counidad conmutan:

C
C CxC y Y\
A A®id ke C A Ck
CeC—= CoCaC 5;>\ /ﬁﬁs
id @A C@C

A lo largo del manuscrito utilizaremos la notacion de Heynemann-Sweedler.
Si C' es una codlgebra y ¢ € C, entonces Ac) = > .a; ®b; € C®C y lo
notaremos A(c) = ¢y ® ¢(2). La conveniencia de esta notacién aparece cuando

aplicamos A mas de una vez, en ese caso gracias a la coasociatividad obtenemos
(cay) @ (e ® cr) = ¢y © (@) @ (¢@)e) = cu) © ¢@) © @)

DEFINICION 1.2.3. Sean (C,Ac,ec) v (D, Ap,ep) dos coélgebras.

(i) Una aplicacion lineal f : C' — D se dice morfismo de codlgebras si
Acof=(f®f)Apyec=c¢epof.

(ii) Un subespacio I C C' es un coideal de C'si A¢(I) CI@C+C®Iy
Ec<[) =0.
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(iii) Un subespacio I C C es un coideal a izquierda (respectivamente, a
derecha) de C' si Ag(I) € I ® C (respectivamente, Aqx(l) CC ® I).
(iv) Un subespacio B C C' es una subcodlgebra de C si Ax(B) C B® B.

Observemos que un subespacio I de C' es un coideal si y solamente si el
cociente C'/I es una codlgebra con la comultiplicacién inducida por la proyec-
cion.

DEFINICION 1.2.4. Una coélgebra se dice simple si no contiene subcodlge-

bras propias. El corradical Cy de C' es la suma de todas sus subcoalgebras

simples. Si C' = Cj, entonces C' se dice cosemisimple.

Dados dos espacios vectoriales V' y W consideramos la aplicacién llamada
flipT: VoW - WV dada por 7(v @ w) = w ® v.

DEFINICION 1.2.5. Dada un &lgebra (A, m) el dlgebra opuesta A es el
espacio vectorial A con la multiplicacion m°® = m o 7. Dualmente, dada una
coalgebra (C,A), la codlgebra coopuesta CP es el espacio vectorial C' con la
comultiplicacién AP = 70 A.

DEFINICION 1.2.6. Sean C una codlgebra y A un &lgebra. Si f,g €
Hom(C, A), definimos el producto de convolucion de fy g como el elemento de

Hom(C, A) denotado por f * g que resulta de la composicién mo (f ® g) o A.
Es decir, f* g(c) = f(cq))g(cwy), c € C.

Dado un espacio vectorial V', consideramos el dual lineal V* = Homy (V) k)
y la forma bilineal (, ) : V* x V' — k definida por (f,v) = f(v). Ademas, si
@V — W es k-lineal, tenemos la aplicacion traspuesta ¢* : W* — V* dada
por ¢*(f)(v) = f(e(v)). Observemos también que V* @ V* se identifica con
un subespacio de (V @ V)* via{]

(1.1) (f@®gvew) = (fw)gv);, VfgeVivweV
Asi, obtenemos A* : C* @ C* — C* dado por A*(f®g¢)(c) = (f ® g)A(c) y se
puede demostrar lo siguiente:

LEMA 1.2.7. Si C' es una codlgebra entonces C* es un dlgebra con multi-
plicacion A* y unidad €*.

Dualmente, si (A, m,u) es un algebra de dimensién finita, (A*, m*, u*) es
una coalgebra. Si A no es de dimensién finita, entonces A*® A* es un subespacio

propio de (A ® A)* y por esta razén m* : A* — (A ® A)* podria no caer en
A* ® A*. Esto nos lleva a una nueva definicién:

Utilizaremos esta identificacién en lugar de (f ® g,v ® w) = (f,v)(g, w) ya que es la
que se extiende a categorias monoidales.
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DEFINICION 1.2.8. Sea A un dlgebra. El dual finito o dual de Sweedler de A
es A° = {f € A*|f(I) = 0 para algin ideal bildtero I de codimensién finita}.

Ahora si, si (A, m,u) es un algebra entonces (A°, m*, u*) es una codlgebra,
ver por ejemplo [DNRJ 1.5.3].

Combinando las nociones de algebra y coalgebra obtenemos la nocion de
bidlgebra.

DEFINICION 1.2.9. Decimos que (B, m,u, A, €) es una bidlgebra si (B, m, u)
es un &lgebra, (B, A, ¢) es una codlgebra y A y e son morfismos de édlgebras
(0, equivalentemente, m y u son morfismos de codlgebras).

Un morfismo de bidlgebras es un morfismo de dlgebras y de codlgebras y un
biideal es un subespacio I de B que es ideal y coideal. El ideal de aumentacion
de B es el nicleo ker eg del morfismo g y lo denotaremos B™. Notemos que,
como ¢ es un morfismo de codlgebras, BT es un coideal de B y por ende un
biideal de B.

En una codlgebra C' existen elementos de especial importancia definidos

como sigue:

DEFINICION 1.2.10. Dada una coélgebra C'y ¢ € C' decimos que

» ¢ es un elemento de tipo grupo si A(c) = c¢® ¢y €(c) = 1. Denotamos
por G(C) al conjunto de los elementos de tipo grupo de C.

» Dados g,h € G(C), si ¢ satisface A(c) = ¢ ® g+ h ® ¢ se dice (g, h)-
primitivo. Denotamos por P, ;(C') al conjunto de los elementos (g, h)-

primitivos de C.

Observemos que si B es una bidlgebra entonces 1 € G(C'). Llamaremos
primitivos a los elementos (1, 1)-primitivos y notaremos P(B) := Py 1(B).

Recordemos que dada un algebra A, un espacio vectorial V' se dice A-
moédulo a izquierda si existe una accién de A en V', es decir una aplicacién
lineal - : A®V — V tal que 14 -v = vy (ab)-v = a- (b-v) para todo
a,b € A, v € V. Dualmente, podemos definir la nocién de C-comoédulo para
una coalgebra C"

DEFINICION 1.2.11. Sean C' una codlgebra y V un k-espacio vectorial,
decimos que V' es un C'-comddulo a izquierda si existe una aplicacion lineal
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AV — C®V tal que los siguientes diagramas conmutan:

V—2 eV V2= CeVv
| 1o
A A®id e®id
CoV A coceV k@ C

Anélogamente podemos definir la nocién de médulo y comédulo a derecha.
Utilizaremos la notacion de Sweedler para comédulos tanto a izquierda como
a derecha, en el primer caso escribimos para todo v € V'

AMv) = V(-1) @ V() € CeV;
mientras que para un comddulo a derecha (V, p) escribimos para todo v € V
p(v) = V() ®Va) € VecC.

Sean (M, y) v (N,Ay) dos C-comédulos a izquierda, un morfismo de
C-comaodulos es una aplicacién lineal f : M — N que cumple

>\N Of = (1d®f) O>\M~

Un subespacio S C M se dice C-subcomddulo si Ay (S) C C'® S. La categoria
de A-mddulos (respectivamente C-comédulos) a izquierda la notaremos 4 M
(respectivamente “M).

En el siguiente lema se utiliza la identificacion de |(1.1)}

LEMA 1.2.12. (i) Dada una codlgebra C, si M es un C-comddulo a
derecha, entonces M es un C*-mddulo a derecha.

(ii) Dada un dlgebra A, si M es un A-mddulo a derecha entonces M es un
A°-comddulo a derecha si y solo si {A-m} es de dimension finita para
todo m € M. O

Ya contamos con todos los ingredientes para definir las dlgebras de Hopf:

DEFINICION 1.2.13. Un dlgebra de Hopf es una bidlgebra H dotada de una
aplicacion lineal S : H — H llamada antipoda que satisface

m(S ® id)A = ue = m(id ®S)A.
En lo que sigue todas las dlgebras de Hopf seran consideradas con antipoda

biyectiva. Notemos que esta condicion se cumple para toda algebra de Hopf de

dimensién finita [Swi 5.1.6].

OBSERVACION 1.2.14. La antipoda de un algebra de Hopf se puede definir
como el inverso de la identidad respecto al producto de convolucion.
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Dadas dos élgebras de Hopf H y K, un morfismo de dlgebras de Hopf
f: H — K es un morfismo de bialgebras ya que todo morfismo de bialgebras
preserva la antipoda (por ser ésta el inverso de la identidad respecto a la

convolucién), es decir cumple f o Sy = Sk o f. Un biideal I de H es un ideal
de Hopf si S(I) C I.

EjempPLO 1.2.15. Dado un grupo I el dlgebra de grupo kI' es un algebra
de Hopf con la estructura dada por

Alg)=g®g, <elg=1, Slg=g "'  Vgel.

EJEmMPLO 1.2.16. El élgebra universal envolvente U(g) de un &lgebra de
Lie g es un algebra de Hopf con la estructura determinada, para cada x € g,
por

Alx)=z1+1®ux, e(z) =0, S(z) = —=x.

OBSERVACION 1.2.17. Si H es un 4lgebra de Hopf, entonces los primitivos

P(H) forman un algebra de Lie. Més atn, existe un morfismo de algebras de

Hopf U(P) — H.

EJEMPLO 1.2.18. Sea g un algebra de Lie semisimple de dimensién finita
con matriz de Cartan A = (a;;)1<ij<n- Sea D = diag{ds, ..., d,} una matriz
diagonal tal que DA es simétrica, consideramos D tal que d; € {1,2,3} para
todo i € I,. Dado ¢q € k* tal que ¢*¥ # 1, denotaremos ¢; = ¢% y q;; = q%®s.
Consideramos el dlgebra envolvente cuantizada U,(g) definida por Drinfeld y

Jimbo [Dr), J] generada por E;, F;, K' i =1,...,n con las relaciones

KiK; = K;K;, KiKiil = KflKi =1,

K, — Kt
EiF; — FiE; = bij——
q; — ¢g;

1—a;; 1

n=0 n qi

1—a;; 1

n
n=0 qi

En este caso, la estructura de dlgebra de Hopf de U,(g) estda dada, para todo
1 <7< n, por

A(KFY = K o K, S(K; ) = K, e(Kf) =1
AF)=19F+F® K, S(KF) = —FK;, e(F})) =0
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DEFINICION 1.2.19. Dada un &lgebra de Hopf H, M un H-médulo a iz-
quierda y N un H-comddulo a derecha:

= los invariantes de H en M son M = {m € M|h-m = e(h)mVh € H};
= los coinvariantes de H en N son N°H = {n € N|p(n) =n® 1}.

DEFINICION 1.2.20. Dadas un algebra de Hopf H, un dlgebra A y una

coalgebra C' diremos que:

* A es una H-mddulo dlgebra (a izquierda) si A es un H-mdédulo (a izquierda),
h-(ab) = (hay-a)(h@) -b) y h-1=¢(h)] para todo a,b € A, h € H.

* A es una H-comddulo dlgebra (a derecha) si A es un H-comédulo (a derecha)
via p, p(ab) = a(b) ® an)ybn) para todo a,be Ay p(l) =1® 1.

* C es una H-mddulo codlgebra (a izquierda) si C' es un H-mddulo (a izquier-
da), A(h-c) = hay-ca) ® ho) - co y e(h-c) =e(h)e(c), para todo ¢ € C,
heH.

* C es una H-comodulo codlgebra (a derecha) si C' es un H-comédulo (a dere-
cha), (A ®id)p(c) = c) ) @ C@) () @ cy )@ q) ¥ (E®Id)p(c) = e(c)1, para
todo c € C.

1.2.1. Filtraciones y graduaciones. Un algebra A se dice filtrada si
existe una sucesion de subespacios 0 = Ag C A; C --- C A, C --- C A tales
que A =,~0An v An.Ap € Ayp para todo n,m > 0. La familia { A, }nen,
se dice una ﬁltmcio’n de dlgebra de A.

Andlogamente, una familia de subcoélgebras {C,, },en, de una codlgebra C'
que satisface C,, € Cry1, C = ,50Cn y A(C,) € Y1, C; @ C,_; para todo
n € Ny se dice una filtracion de _codlgebm de C. Si existe una filtracion de
coalgebra de C' decimos que C' es filtrada.

DEFINICION 1.2.21. Sea H un algebra de Hopf y { H,, },en, una familia de
subespacios de H. Decimos que {Hy, }nen, es una filtracion de dlgebra de Hopf
de H si es una filtracion de élgebra, una filtracién de codlgebra y S(H,) C H,
para todo n € Nj.

EJEMPLO 1.2.22. Una filtracion de coalgebras muy importante es la filtra-
cion corradical. Si C' es una codlgebra, definimos los subespacios C,, de manera

inductiva: siendo () el corradical de C'y

Cn = A_1(0® Cn—l + CQ & C)

Dado un conjunto G consideramos la codlgebra kG. Decimos que un espacio
vectorial V' es G-graduado si es un kG-comddulo, equivalentemente si V' =
DgecV9. Six € VI diremos que x es un elemento homogéneo de grado g. Una
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aplicacién lineal f : V. — W con V,W G-graduados se dice G-graduada (o
G-homogénea) si f(V9) C WY para todo g € G.

DEFINICION 1.2.23. Si G es un monoide entonces kG es una bidlgebra y
por lo tanto la categoria de kG-comddulos es tensorial. Dadas A un édlgebra,
C una coalgebra y H un algebra de Hopf decimos que:

s A esun dlgebra G-graduada si es graduada como espacio vectorial y los
morfismos m, u son graduados;

» (' es un codlgebra G-graduada si es graduada como espacio vectorial y
los morfismos A, ¢ son graduados;

» H esun dlgebra de Hopf G-graduada si es graduada como dlgebra, como
coalgebra y § es un morfismo graduado.

Diremos simplemente que una codlgebra/dlgebra/dlgebra de Hopf es gra-
duada si es Ny-graduada.

Dada un algebra A (resp. una coalgebra C) y una filtracién de dlgebras
{A}nen, (resp. una filtracién de codlgebras {C), },en, ). Definimos A = Ay y
A= A, /A1 sin >0 (resp. C° = Ay y C" :=C,,/C,,_; si n > 0). Entonces

m(A'® AT) C AT (resp. A(C™) C Y CTe (V).
i+j=m
Asi, gr A := @,>0A" es un algebra Ny-graduada (resp. gr C' := @,>0C" es una
coalgebra Ny-graduada).
De igual manera, dada un algebra de Hopf H y una filtracion de algebras
de Hopf {H,, }nen, tenemos que gr H = @,>0H,,/H,-1 donde H_; = 0 es un
algebra de Hopt Ny-graduada llamada dlgebra de Hopf graduada asociada a H.

1.3. Dimension de Gelfand-Kirillov

Sea @ el conjunto de todas las funciones f : N — R* tales que f(n+ 1) >
f(n) para casi todo n € N.
Sea f € ®, n € N escribimos

log, f(n) := —loi(gf(g»'

LemA 1.3.1. [KL| 2.1] Sea f € ®, entonces
lim log, f(n) =mf{k € R: f(n) <n"}. O

n—oo

DEFINICION 1.3.2. Sea A un 4lgebra finitamente generada decimos que
el subespacio de dimension finita V' de A es un subespacio generador de A si
A = Upen,Vy con V,, = k+V+V24- ..+ V™ Definimos la funcién dy : Ny — N
como dy(n) = dim(V},).
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EjempPLO 1.3.3. Sea A = k(z,y) el dlgebra libre en dos generadores. En-
tonces V' = kx + ky es un subespacio generador de A y

=0

DEFINICION 1.3.4. La dimension de Gelfand-Kirillov de un algebra A es
GKdim(A) := sup lim log, dy(n),
n—oo

donde el supremo se considera sobre todos los subespacios de dimensién finita
de A.

1.4. Categorias monoidales trenzadas y médulos de
Yetter-Drinfeld

Las definiciones dadas a continuacién, asi como también un mayor desa-

rrollo de la teoria de categorias monoidales, pueden encontrarse en [EGNQO].

DEFINICION 1.4.1. Una categoria monoidal es una 6-upla (C,®,a,1,1,7)
donde:
= C es una categoria;
» ®:C xC — C es un bifuntor llamado producto tensorial;
= a,l,7 son isomorfismos naturales apyw : (UQV)W — U (VeW),
ly :1@V -V yry:V®I1—V que hacen conmutar los siguientes
diagramas:

(XeY)oZ)oW

ax,y,z®idw axQyY,z,Ww

XeolYez)eWw (X@Y)®(ZeW)

]‘D(,Y@Z,W AXY,ZQW J

idx ®ay,z,w

X ((Yeoz)oW)

XY oZoW))

rx ®idy

(X®1)eY XY
am A;Y
X®(1eY)

DEFINICION 1.4.2. Dadas C y D categorias monoidales, un funtor monoidal
es una terna (F,J, ¢) tal que:
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F :C — D es un funtor;

J={Jxy: F(X)®pF(Y) = F(X®cY)|X,Y € C} es un isomorfismo
natural;

¢:1p — F(1c);

los siguientes diagramas conmutan para todo X,Y, 7 € C

(F(X)@ F(Y)) © F(Z) cramed(X) @ (F(Y) & F(Z))

(X),F(Y),F(2)

Jx,y®idp(z) idpx)®Jy,z
(1.2) FIX®Y)® F(Z) FX)®@ F(Y® Z)
Ixev,z Ixyvez

F(ax,y,z)

F(X®Y)® 2)

F(X® (Y ®Z2))

(1.3)
id id
FX)®1p —% P(X)® F(le) 1p® F(X) 2% F(1e) @ F(X)
TF(X) JJX,IC lr(x) \ J10,x
F(X F(X®1 F(X Fle® X
(X) ~— FX®1e)  F(X) = F(1e® X)

Dado un objeto V' € C, decimos que (V*, ey, by ) es dual a derecha de V' si
V* es un objetode Cy ey : V*®V — k, by : k = V ® V* son morfismos en
C tales que

<1dV ®ev) oayy*v o (bv (024 ldv) =Ty o ldV Olv,
<€V ® idv*) O Qyxyy* O (ldv* ®bv) = lv* o ldv* OTy=.

Andalogamente se define el dual a derecha (*V,e{,,b;,) de V donde *V € C y
ey VeV =k b, k—=*V&®&YV son morfismos en C que cumple diagramas
similares a los anteriores. Notemos que si V* es dual a izquierda de V' entonces
V es dual a derecha de V*.

DEFINICION 1.4.3. Un objeto en una categoria monoidal C se dice rigido si
admite dual a derecha e izquierda. La categoria C se dice rigida si todo objeto

es rigido.

DEFINICION 1.4.4. Una categoria monoidal trenzada es una categorfa mo-
noidal C con un isomorfismo natural ¢ = {cxy : X @Y - Y ® X|X,Y € C}
llamado trenza que satisface

cxyez = (Idy ®cx z) o (cxy ®idy),

cxav,z = (cx,z ®idy) o (idx ®cy,z).
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1.4.1. Modulos de Yetter-Drinfeld y espacios trenzados.

DEFINICION 1.4.5. Sea H un algebra de Hopf . Un mddulo de Yetter-
Drinfeld V' sobre H es un H-moédulo y un H-comddulo que satisface la condi-
cion de compatibilidad

5(h . U) = h(l)v(_l)S(h(3)) ® h(g) “V(0), he Hwvel.

Un morfismo de médulos de Yetter-Drinfeld es un morfismo de moédulos
y de comoédulos. Los médulos de Yetter-Drinfeld sobre un algebra de Hopf
H forman una categorfa abeliana #YD. Mas ain, 2D es monoidal con el
producto tensorial de espacios vectoriales y la accion y coaccion de H dadas,
para VW € BYD v eV, w € W, por

h-(v®@w)=ha v hsg - w;

p(v @ w) = v_pnw—1) ® V) @ W)

Ademas, gyD es trenzada con trenza
cvw (v ®@w) = v(_1) - w @ vy, V.W e B8yD veV,weW;
cuya inversa es
(W ®v) =wie @S Hwey) v,  V,WelVD,veV,weW.

La subcategorfa plena de #YD formada por los objetos de dimensién finita es
rigida.

DEFINICION 1.4.6. Un espacio vectorial trenzado es un par (V, ¢) formado
por un espacio vectorial V' junto con un isomorfismo lineal ¢: V@V — V@V
que es solucién de la ecuacion de trenzas

(c®id)(id®c)(c ®id) = (id ®c)(c ® id)(id ®c).

OBSERVACION 1.4.7. Unmédulo V € gyD es un espacio vectorial trenzado
con trenza c(v ® w) = vy - W @ V(o). Reciprocamente, un espacio vectorial
trenzado (V,c¢) de dimensién finita se puede realizar como un H-médulo de
Yetter-Drinfeld sobre algin algebra de Hopf H (no de manera tnica) si y
solamente si la trenza c es rigida, es decir si la aplicacién lineal & : V@V —
V ® V* dada por

Cb = (6{/ ® idV®V* ) (idv* &ec X idv* ) (idv*®v ®bv)

es un isomorfismo [T].
Como hemos mencionado en la seccién [I.2] dado un espacio vectorial V'

podemos identificar el espacio V*®@V™* con un subespacio de (V ®V')* mediante
(f®g,v®@w) = (f,w){g,v), parav,w € V, f,g € V*. Si (V,c) es un espacio
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vectorial trenzado de dimensién finita, entonces (V*,¢') es el espacio vectorial
trenzado dual, donde ¢! : V* @ V* — V* @ V* es

((fog),vew) = (f®g.cvew).

PRrROPOSICION 1.4.8. [AG] 2.2.1] Sea H un dlgebra de Hopf de dimension
finita. Entonces las categorias gyD, Z:;VD, y@g Y YD son equivalentes.
O

1.4.2. Algebras de Hopf en categorias trenzadas. Tanto las defi-
niciones dadas a continuaciéon como los resultados basicos de las algebras de
Hopf trenzadas pueden encontrarse en [T].

Dada una categoria monoidal C podemos definir algebras y codlgebras en

la categoria:

» Una terna (A, m,u) es un dlgebra asociativa en C si A es un objeto
deCym: A®A — A, u:1 — A son morfismos en C tales que
mo(m®id) = mo(id ®m)oaa 4 4, mo(u®id) =14 y mo (id @u) = ra.

» Una terna (C, A, ) es una codlgebra coasociativa en C si C' es un objeto
deCyA:C — C®C,e:C — 1sonmorfismos en C tales que (id ®A)o
A=ass40(A®id)oA, lco(e®id)oA =idey reo(id®e)oA =ide.

Sean C una categoria monoidal trenzada y A, B édlgebras en C. Los morfis-
mos de algebras y codlgebras en C se definin de la manera evidente. Definimos
ademads una estructura de dlgebra asociativa en C sobre el objeto A ® B dada

por
Magp = (Ma @ mp)o (idg ®cp .4 ®@idp).

Asimismo, dadas C, D codlgebras en C, la comultiplicacién
Acgp = (ide ®cp,c ® p) o (A¢ ® Ap)
nos da una estructura de codlgebra coasociativa en C para C'® D.

DEFINICION 1.4.9. Una bidlgebra en una categoria trenzada C es una 5-upla
(H,m,u,A,¢) tal que (H,m,u) es un algebra en C, (H, A, ¢) es una coélgebra

en C y A, e son morfismos de algebras.

DEFINICION 1.4.10. Un dlgebra de Hopf en C (dlgebra de Hopf trenzada)
es una bidlgebra (H,m,u, A, ¢) en C junto con un morfismo S : H — H tal
que mo (S®id) o A =ue =mo (id®S) o A.

Sea R = ®n20 R"™ un &lgebra de Hopf trenzada graduada tal que R" es
rigido para todo n. Entonces su dual graduado R* = @, .,(R")* es nuevamente
un algebra de Hopf trenzada graduada.
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En lo que sigue utilizaremos una variacién de la notacion de Sweedler
A(X) = XD @ X para el coproducto en algebras de Hopf trenzadas.

Siguiendo |AS1) §1.5] introducimos la accién adjunta (trenzada) de un
algebra de Hopf (trenzada). Si A es un algebra de Hopf, la representacién
adjunta ad de A en si misma estd dada por

(14) ad(a)b = a(l)bS(a(g)), a,be A

Mientras que si H es un dlgebra de Hopf y A es un élgebra de Hopf en ZYD,

la accion adjunta trenzada de A en si misma se define por

(1.5) adc(a)b =m(m ® S)(id®@c)(A®id)(a®Db),  a,b€ A
También se define el conmutador trenzado [—, —].: A® A — A como
(1.6) [a,b]. = ab—moc(a®Db), a,be A

Notemos que ad.(a)(b) = [a, b, si a es primitivo.

1.4.3. Bosonizacion y doble de Drinfeld. A continuacién definire-
mos el biproducto de Radford-Majid también llamado bosonizacién definido
por Radford [Ral e interpretado en términos de categorias trenzadas por Majid
[Ma].

Sea H un algebra de Hopf sobre k. Consideramos la categoria de médulos de
Yetter-Drinfeld #YD. Sea A un élgebra de Hopf sobre k dotada de morfismos
de algebras de Hopf + : H - Ay m: A — H tales que m o+ = idy. Definimos

R= A" = Lker7 = {a € Al(id®@7)A(a) = a® 1}.

Entonces R es un algebra de Hopf en £YD con la multiplicacién y unidad de
A (R es una subélgebra de A), la comultiplicacion A(r) = rqytSu(mr2)) @ ()
para todo 7 € R, la counidad de A, la antipoda Sg(r) = tw(r(1))Sa(r@) y la
accion y coaccién de H en R dadas por,

h —r=ad(h)r = hayrS(he), plr)=("®id)A(r) Vre R, hec H.

Por otro lado, si R es un dlgebra de Hopf en #YD, definimos A = R#H
como el algebra de Hopf R ® H con la estructura dada por

(r#h)(r’#h') = T(h(l) ‘T/)#h(z)h,, 1A = 1R#1Ha
A(r#th) = (rY#ED) Cphay) © (P #hw),  elr#h) = e(r)e(h),
S(r#h) = (1#Su(ricyh))(Ss(ro))#1), Vr,r € R, h, € H.

Consideramos los morfismos ¢ : H -+ Ay 7w : A — H dados por «(h) = 1#h y
mw(r#h) = e(r)h respectivamente. Asi, tenemos una correspondencia uno a uno
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entre algebras dotadas de morfismos A< H tales que w ot = idy y algebras
de Hopf trenzadas R en HYD.

DEFINICION 1.4.11. Dada H un &lgebra de Hopf sobre k y R un &lgebra
de Hopf en ZYD, llamamos a A = R#H la bosonizacion o biproducto de R
por H.

EJjEmMPLO 1.4.12. Si H es un algebra de Hopf cuyo corradical Hy es una
subalgebra de Hopf, entonces la filtracion corradical es una filtracion de dlge-
bras de Hopf [Mol 5.2.8]. Consideramos gr H el algebra de Hopf graduada
asociada a la filtracion corradical de H. Sean 7 : gr H — H, la proyeccién
homogénea, ¢ : Hy — gr H la inclusién, y R = (gr H)®". Entonces R es un
algebra de Hopf en ggyp y gr H ~ R#H,.

Definiremos a continuacion el doble de Drinfeld de dos algebras de Hopf
respecto a un apareamiento de Hopf, esta construccion se debe originalmente

a [Dr] pero aqui seguiremos el capitulo 3 de [Jo].

DEFINICION 1.4.13. Dadas dos &lgebras de Hopf A y B, un apareamiento
de Hopf (en inglés, Hopf pairing) entre ellas es una aplicacién bilineal (-|-) :
A x B — k que satisface las siguientes propiedades para todo a,d’ € A,
b, b € B:

(1.7) (11) =

(1.8) (ad'| b) = (a\ bez))(d@'[ b))
(1.9) (al bb) = (a@| ') (a@)]|b)
(1.10) (Sala)[b) = (a| Sp(b)).

DEFINICION 1.4.14. [Jol §3.2] Dadas A y B dos élgebras de Hopf y (| -) :
A x B®P — k un apareamiento de Hopf entre A y B“P, el doble de Drinfeld

entre Ay B, es el algebra de Hopf A ® B con la estructura dada, para todo
a€ Aybée B, por

(a®b)(d' @) = (a(r)| S(bw)))aags © byt (agy | b)),
Ala®b) = apyba) ® a@)be).

Si consideramos A de dimensién finita, B = A* y D(A) el doble de Drinfeld
de Ay A*, entonces la categoria p(4)M de médulos a izquierda sobre D(A) es
isomorfa a la categorfa de médulos de Yetter-Drinfeld 4VD.

1.5. Extensiones de algebras de Hopf

En esta seccion daremos la definicion de extensiones de algebras de Hopf, es
decir de sucesiones exactas cortas. También expondremos algunos resultados
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bésicos y bien conocidos sobre ellas. Referimos al lector a [A1l, [AD] para un

estudio mas riguroso.

DEFINICION 1.5.1. Una sucesién de morfismos de algebras de Hopf
() k> ASC5 B>k

es eracta si
(i) ¢ es inyectivo,
(i) 7 es suryectivo,
(iii) kerm = Cu(A)T v
(iv) t(A) ={ce Ol (n®id)A(c) =1 ® c}.

En tal caso decimos que C' es una eztension del algebra de Hopf A por el
algebra de Hopf B.

Dadas R y S dos élgebras de Hopf, denotamos por Reg(R,S) al grupo
de morfismos lineales de R a S que son inversibles respecto al producto de

convolucion. Definimos ademas:

Regl(R7 S) = {1/) S Reg(Rv S)WJ(l) = 1}7
Rega(R7 S) = {7vZ) € Reg(Rv S)|€¢ = 5}7
Reg, (R, S) = Reg,(R, S) NReg.(R, S).

DEFINICION 1.5.2. [ATl 3.1.13, 3.1.14] Seak — A <5 C - B — k una
sucesion exacta de algebras de Hopf. Decimos que C' es una eztension hendida
(en inglés, cleft extension) de A por B si se cumple alguna de las siguientes
condiciones equivalentes:

(a) existe una seccion v € Reg, (B, C) tal que (id @m)Ay = (y ® id)A;

(b) existe una retraccién { € Reg, (C, A) tal que {(ac)al(c) para todo

ac A, ceC;

(c) existe un morfismo de A-médulos £ : C — A y un morfismo de B-

moédulos v : B — C tales que £y = egida y (&) x (ym) = ide.

PROPOSICION 1.5.3. [Schl, 2.2] Sea[(C)| una extension de dlgebras de Hopf
de dimension finita, entonces es hendida.

PropoOSICION 1.5.4. [A1l 3.3.1] Sea una sucesion de morfismos de
dalgebras de Hopf con v inyectivo y m suryectivo. St C' es de dimension finita
entonces son equivalentes:

o es exacta;
o kerm = Cu(A)*;
o 1(A) ={ce (| (r®id)A(c) =1®c};
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o es exacta, donde
(C*) k=B 505 A Sk

1.6. Algebras de Nichols

1.6.1. Definiciones. El algebra de Nichols B(V') de un espacio vecto-
rial trenzado (V) es un élgebra de Hopf trenzada graduada con propiedades
muy rigidas. Hay varias definiciones alternativas (equivalentes) de algebras de
Nichols, ver [AS1]. Daremos a continuacion tres de ellas pero no probaremos

las equivalencias.

DEFINICION 1.6.1. Dado V € gyD, el dalgebra de Nichols de V es un
dlgebra de Hopf graduada B = @,>0B" en ZYD tal que B ~ k, B! ~ V en
H
aYD,

(i) P(B)=B'y

(ii) B' genera a B como dlgebra.

Para dar la segunda definicién equivalente de B(V') introducimos las de-
finiciones de algebra tensorial y cotensorial. Dado un espacio vectorial tren-
zado V € YD denotamos por T(V) al espacio vectorial trenzado T'(V) =
@p>0T™ (V) con la trenza inducida por V. Sea T(V)QT (V) = T(V) @ T(V)
con la multiplicacion (m ®@ m)(id®@c®id) y A : T (V) — T(V)RQT(V) el tinico
morfismo de algebras tal que A(v) =v® 1+ 1 ® v para todo v € V. Entonces
T(V') es un algebra de Hopf trenzada graduada respecto a la comultiplicacién
Ay multiplicacién m = @; jm; j con m;; =id : TH(V) @ TV (V) — T (V).

De manera dual, consideramos la codlgebra cotensorial T¢(V') isomorfa a
T(V) como espacio vectorial con la comultiplicacion A = @;,;A,;; dada por
Ay =1d: T(V)™ — T4V)' @ T%(V)? y la multiplicacién dada por el tinico
morfismo de codlgebras tal que m =id : k®V - Vym=id: Vk—V,
ver [Rol, [AG].

OBSERVACION 1.6.2. Existe un tinico morfismo de dlgebras de Hopf tren-
zadas © : T(V) — T¢(V) tal que O, = idy.

DEFINICION 1.6.3. El dlgebra de Nichols de V es la imagen del morfismo
© en T¢(V).

La tercera descripcién de B(V') serd como cociente del dlgebra de Hopf
trenzada T'(V'): Sean & el conjunto parcialmente ordenado de ideales de Hopf
graduados de T'(V') cuya interseccion con k & V' es trivial y J (V) el elemento
maximal de &, entonces B(V) =T(V)/T (V).
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1.6.2. El método del levante. En esta seccién expondremos una he-
rramienta fundamental de la teoria de las algebras de Hopf, el método del
levante. En particular, Andruskiewitsch y Schneider aplicaron este método a
la clasificacion de dlgebras de Hopf punteadas de dimension finita sobre grupos
abelianos de orden coprimo con 210.

Dada un algebra de Hopf H, decimos que es punteada si todas sus sub-
codlgebras simples tienen dimensién uno, en particular tenemos Hy ~ kG(H).
Si T es un grupo y H un algebra de Hopf punteada tal que G(H) = T" decimos
que H es punteada sobre I'.

Sean H un élgebra de Hopf y {H,},>o su filtracién corradical. Si H es
punteada entonces el corradical de H es una subalgebra de Hopf. Como vimos
en el Ejemplo tenemos gr H ~ R#kG(H) Ademds, la subdlgebra de R
generada por V' es isomorfa a B(V).

Los pasos del Método de Levante [AS1] son los siguientes:

(I) Dado un grupo finito I'; determinar los espacios vectoriales trenzados
V € KLYD tales que el dlgebra de Nichols asociada B(V') sea de dimen-
sion finita.

(IT) Para cada V' del punto anterior, dar todas las algebra de Hopf H tales
que gr H = B(V)#kI.

(III) Decidir si toda algebra de Hopf punteada H sobre I' es una de las
halladas en el paso anterior, es decir si A estd generada por el primer

término de su filtracion corradical.

1.6.3. Algebras Pre- y post-Nichols. Al igual que en la Subseccién
1.6.1], consideramos & el conjunto parcialmente ordenado de ideales de Hopf
graduados de T'(V') cuya interseccion con k@ V es trivial, y el elemento maximal
J(V) tal que B(V) = T(V)/T (V).

Por diferentes motivos, resulta interesante considerar algebras de Hopf tren-
zadas T'(V')/I para diferentes I € &. Estas son llamadas dlgebras pre-Nichols
[M]. El conjunto Pre(V) = {T(V)/I : I € G} estd parcialmente ordena-
do con el orden dado por las suryecciones; luego, este conjunto es isomorfo a
(6, Q). El elemento minimal de Pre(V) es T(V), y el maximal es B(V'). De
manera dual, podemos definir el conjunto parcialmente ordenado JPost(V') que
consiste en las subalgebras de Hopf trenzadas S = @,~, 5" de T°(V) tales
que S' =V, ordenadas por la inclusién. En este caso el ‘elemento minimal es
B(V) y el maximal 7¢(V'). Llamaremos a las algebras de este conjunto dlgebras
post-Nichols.
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OBSERVACION 1.6.4. Supongamos que V' es de dimensién finita, entonces
la aplicacién @ : Pre(V) — Post(V*), ®(R) = R?, es un anti-morfismo de

conjuntos parcialmente ordenados.
DEMOSTRACION. Si R =T(V)/I € Pre(V), entonces
Rt =T+ :={y e T(V){y,z) = 0Vx € I}.

Por lo tanto, ® esta bien definido e invierte el orden. Ademas, ® es suryectivo
pues dado S € Post(V*), I = S+ es un ideal de Hopf graduado de T(V) y
S = (T(V)/I)". O



Capitulo 2

Algebras pre-Nichols distinguidas

En este capitulo recordaremos algunos de resultados de [Ang2] sobre alge-
bras de Nichols de tipo diagonal de dimension finita e introduciremos la nocién
de algebra pre-Nichols distinguida [Ang5| y algunas de sus propiedades que

utilizaremos en los capitulos subsiguientes.

2.1. Algebras de Nichols de tipo diagonal

Las algebras de Nichols de tipo diagonal juegan un rol fundamental en la
clasificaciéon de las dlgebras de Hopf punteadas de dimensién finita. Como ya
hemos mencionado, una pregunta bdsica en el programa de clasificacién [AS1]
es determinar para qué espacios vectoriales trenzados el algebra de Nichols
asociada es de dimensién finita, y en caso de serlo determinar su dimensién
y dar una presentacién por generadores y relaciones. La primera parte fue
resuelta por Heckenberger [H2] para el caso de tipo diagonal, quien obtuvo la
lista de matrices para las cuales el algebra de Nichols asociada tiene dimension
finita. Luego de algunos resultados parciales, Angiono determind las relaciones
que definen a las dlgebras de Nichols de tipo diagonal [Ang?2].

Un espacio vectorial trenzado (V,¢) se dice de tipo diagonal si existe una
base 1,...,29 de V y una matriz q = (g;;) € Mp(k*) tal que ¢(z; ® z;) =
¢ijv; ® x; para todo 7, j € I = Ij.

En lo que sigue denotaremos por (V, q) en lugar de (V] ¢) al espacio vecto-
rial trenzado de tipo diagonal con la trenza dada por la matriz q. Asimismo,
utilizaremos la notaciéon J; y By en lugar de J (V') y B(V).

Sea (V,q) un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal, entonces su dual
(V*, ") es también un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal con matriz
q. En efecto, si yy,...,ys es la base dual de zy, ..., xy, entonces

(g @y5), wn @ x1) = (Y @y, c(xn @ 21)) = qi(Yi © Y5, Th @ T)
= quidin0in = Qi (Y5 © Yi, T ® ).

Dada un algebra de Hopf H, decimos que un par (g, x) € G(H) x Alg(H, k)
es un YD-par si para todo elemento h € H se cumple

xX(h)g = x(h(2)ha)9S(ha))-

19
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En particular, resulta que g es un elemento central en H.

Sean H un élgebra de Hopf, (g;, xi), ¢ € I, YD-pares tales que x;(g:;) = ¢,
i,j € 1. Entonces (V, ¢) se realiza en £YD por h-z; = x;(h)z; y p(x;) = 9; @ x;
para todo i € I, h € H [AAGMY], a esta realizacién se la llama realizacion
principal de (V,c).

Consideraremos el caso H = kZ°, g = a; y X; € 70 dado por x;(a;) = ¢,
i,j € L. Aqui aq, ..., ay denota la base candnica de Z°.

La matriz q da lugar a una Z-forma bilineal q : Z¢ x Z — k* dada por
a(a, ax) = gjr para todo j,k € I. Si o, 8 € Z?, también escribimos

(2.1) dap = d(a, ).

El dlgebra T'(V) es Z%-graduada,; si z,y € T(V) son elementos homogéneos de
grado a, 3 € Z° respectivamente, entonces como hemos definido en su

conmutador trenzado es

[2,yle = 2y —moc(x ©y) = 1y — qapyr,

donde m denota la multiplicacion. Decimos que = g-conmuta con una familia

de elementos homogéneos (y;)icr si [z, y;]. = 0, para todo i € I.

Una herramienta crucial utilizada tanto para la clasificacion [H2] como
para la presentaciéon [Ang2| de las dlgebras de Nichols de tipo diagonal es la
nociéon de grupoide de Weyl. El grupoide de Weyl, que denotaremos por W,
juega el papel del grupo de Weyl en el caso de las dlgebras de Lie. La definicién
del grupoide de Weyl no es trivial y el entendimiento de su comportamiento
requiere un gran esfuerzo. Sin embargo, a los efectos de esta tesis nos bas-
tard con definir las reflexiones s} € GL(Z’) y recordar que A es el conjunto
de raices positivas de B,.

Sea (cf;)ijer la matriz con entradas en Z U {oo} dadas por ¢j; = 2,

(2.2) ¢y = —min{n € No : (n + 1)4, (1 — g;iq:;5:) = 0}, i# ]

q
i € Z para

todo i,j € I [Ro), §3.2]. Definimos entonces las reflexiones s} € GL(Z%) por
q

i

Asumimos de ahora en adelante que dim B, < oo. Luego c
si(a;) = a; — ¢f;a; para todo i,j € I.

Consideraremos un sistema generalizado de raices Aq = Af U (=A[) de
B, donde A;r es el conjunto de los grados de los generadores de una base
de Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW) de B, contados con multiplicidades [A AL,
H1]. El siguiente resultado relaciona las raices positivas con un elemento de
longitud maxima del grupoide de Weyl:

PROPOSICION 2.1.1. [CH, Prop. 2.12] Siw = o} --- 0] € W es tal que la

; 9 — q
longitud de w es M, entonces todas las raices 3; = s, -+~ Si]-_l(aij> € Ay son
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positivas y diferentes dos a dos. En particular, si el sistema de raices es finito
y w es un elemento de longitud mdzrima, entonces Aq+ ={81<j< M} O

2.1.1. Dobles de Drinfeld. Sea (V,q) el espacio vectorial trenzado de
tipo diagonal realizado en ﬁ%g)ﬂ) Y Z1,...,T¢ una base de V como antes.
Entonces T'(V') y B, son élgebras de Hopf en t%gyl) y podemos considerar las
bosonizaciones T'(V)#kZ° y B,#kZ’.

Describiremos los dobles de Drinfeld de T'(V)#kZ’ y B,#kZ’. Esta cons-
truccién se debe esencialmente a Drinfeld [Dr]| y ha sido adaptada a lo largo
de los anos; aqui seguimos la presentacion dada en [H3].

DEFINICION 2.1.2. El doble de Drinfeld U, de T(V)#kZ es el dlgebra

generada por los elementos F;, F;, K;, Ki_l, L;, Li_l, 1 € I, y las relaciones

XY =YX, X, Y e{KF Lf i e},
KK '=LL"'=1, E,F; — F;E; = 6, ;(K; — L;).
K,E; = q; E; K, LiE; = q;;' E; L,
K;Fy = q;' F;K;, LiF; = ¢;;F; L.

Asi, U, es un algebra de Hopf Z’-graduada, donde la comultiplicacién y la

graduacion estan dadas, para ¢ € I, por

A(KHY = KF' @ K, AE)=E®1+ K, ® E;,
ALY = L e LT, A(F)=F®L+1®F,
deg(K;) = deg(L;) =0, deg(E;) = a; = —deg(F;).

Fijamos la siguiente notacién:

= U (respectivamente, U;") es la subdlgebra generada por E; (respecti-
vamente, F;), i € ly;

= UZ" (respectivamente, U=0) es la subélgebra generada por E;, K;, K; '
(respectivamente, I}, L;, Ly '), i € Ty,

] UquO (respectivamente, Uq*O) es la subalgebra generada por Kj, Ki_1

(respectivamente, L;, L; 1), i € Iy, las cuales son isomorfos a kZ? como

algebras de Hopf;
~1

] Ul? es la subdlgebra generada por K;, K; ', L; vy L', i € Iy. Se puede

probar que es isomorfa a k7%’ como &lgebra de Hopf.

Entonces tenemos un isomorfismo via la multiplicacién que nos da la descom-
posicién triangular Uy ~ U7 @ U° ®@ Uy . Ademas, U” y U, son dlgebras de
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(2 , . .
Hopf en E%G YD via las acciones y coacciones

L;- Fy = g Fj, (F) =L; ® F;.
Consideramos el espacio vectorial trenzado de tipo diagonal (W, ¢) = (V, ")
con base yi,...,yp. Luego, existen isomorfismos * : T(V) — UF, ¥~ :
T(W) — Uy de élgebras de Hopf en lﬁ%ZJ}D dados por ¥ (z;) = E; y
V- (yi) = Fi.

Por lo tanto,

ug = Ug/ (¥ (Jqe) + ¢ ()

es el doble de Drinfeld de Bq#kZG. Denotamos por E;, F;, K;, L; los elementos
de u, que son imdgenes de sus homénimos en Uy. Sea u® (respectivamente, u;f,
ug ) la subalgebra de u, generada por Kj;, L;, (respectivamente, por E;, por
F}), i € I. Entonces u° ~ kZ?; ademas

» existe una descomposicién triangular u, ~ uq+ Ru’® Uy
+ ~ -~
= ul >~ By, ug =~ By

2.2. Isomorfismos de Lusztig y bases PBW

Lusztig definié automorfismos del dlgebra envolvente cudntica U,(g) de un
algebra de Lie simple g, ver [Lu2]. Estos automorfismos satisfacen las relacio-
nes del grupo de trenzas que cubre al grupo de Weyl de g. Gracias a ellos es
posible construir bases PBW de U,(g). En [H3], estos resultados se extienden
a los dobles de Drinfeld de algebras de Nichols de tipo diagonal de dimensién
finita donde el grupoide de Weyl juega el papel del grupo de Weyl como ya
hemos mencionado.

Sea (V, q) como antes; recordemos que estamos trabajando bajo la hip6tesis
dim By < oo. Fijado i € I, definimos el espacio vectorial trenzado de tipo
diagonal p;(V') con matriz p;(q), donde

(2.3) pi(a)j1 = alsi(ay), s (o)), J, kel
Para i # j € [ y n € Ny, definimos los elementos de 1,

E;, = (ad E;)"E;, F;, = (ad F})"F}.
Sean E;, F;, K;, L; los generadores de u,, (). Establecemos

P D
cii—1

(2.4) a;(@) == (=g 1] @aigi -1,  #i.
s=0
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TeEOREMA 2.2.1. [H3| 6.11] Para cada i € 1 existe un isomorfismo de
dlgebras T : uq — u,,(q) univocamente determinado, para h,j € I, j # i, por

T(Ky) = K, "K,, T(E)=FL", T(E)=E,_ .,
_ B 1
T(Ly)=L;“"L,, Ty(F)=K"'E, T(F)=—+F, _o. O
" 7 ag(pi(q)) T
DEFINICION 2.2.2. Los morfismos del Teorema [2.2.1] son llamados isomor-

fismos de Lusztig de uy.

Como antes, consideramos w € W, un elemento de longitud maxima del

grupoide de Weyl y fijamos una expresién reducida w = o} o}, -+ -0} . Enton-
ces, por [CH], A = {B|k € I/} donde
(2.5) Br =53, - sip_, ().
Sea N, = ord g, para todo 3, € Af.
Definimos
(26) E,Bk =1 - leﬂ(EZk)

Sih=(hy,...,hy) € N) escribimos

h har—1 h
(2.7) EP EﬁﬁEﬂj\VI[ R Eﬁll.

TEOREMA 2.2.3. [HY] 4.5, 4.8, 4.9] El siguiente conjunto forma una base
de ug :
{E" | h e N)Y 0 < hy < Ny, k €Ty}

Mas aun, para cada par 1 < k <1< M,

h h
Eg Es — a(Br, B) Ep Eg, = Zchkﬂ Py ﬁzl 11 B:+11 € By
U

La segunda parte de este teorema fue probado de manera independiente y
utilizando diferentes herramientas por Angiono en [Ang4].

2.3. Presentacion por generadores y relaciones

A continuacién daremos la presentacién explicita por generadores y rela-
ciones de las algebras de Nichols de tipo diagonal dada por Angiono. Una de
las principales herramientas utilizadas para la prueba fue la existencia de los
isomorfismos de Lusztig.

Introduciremos primero la definicién de vértice de Cartan y fijaremos la

notacion Qij = @ijqj:-



24 2. ALGEBRAS PRE-NICHOLS DISTINGUIDAS

DEFINICION 2.3.1. Sea ¢ € I, decimos que 7 es un vértice de Cartan de q si

q

(2.8) Qi = ;0 para todo j # 1,
con ¢}; como en |(2.2)|

El conjunto de las raices de Cartan de q es

(2.9)
Oq = {8}, 56, .. 51, () € A -7 € T es vértice de Cartan de py, ... pi,pi, (9)}-

TEOREMA 2.3.2. [Ang2, 3.1] Sea (V,q) un espacio vectorial trenzado de
dimension finita 6 de tipo diagonal con matriz q = (¢;j)i jer; filamos una base

T1,...,%9 de V tal que c(x; ® x;) = q;;x; @ x;. Sea q el bicaracter asociado a
q y G, el grupo de raices n-ésimas de la unidad. Asumimos que el sistema de
raices Aq es finito. Entonces B(V') es presentada por generadores x1,...,%q Yy
relaciones:
(2.10) aNe =0, Va € Og;
(2.11) (ad 2;)™i ey = 0, si qZ?”H # 1
(2.12) val =0, st 1 no es un vértice de Cartan;
(2.13) ((adc {L‘Z')l'j)2 = 0, St qii = (Yij = qjj = —1;

s% qj5 = -1

(2.14) [(adc x;)(ade xj)xk, 25)]e = 0, _ M
qik = Gijqjk = 1;
st ¢j; = —1,qiudi; € Ge

2.15 dc i2 j ) dc ) 'CZO,
(215)  [(ade )Py, (ado i) PR

si i = £qij € G3, qix =1
(2.16) [(adc xi)Q(adC a:j)xk, (ad,; a:i)a:j]c = 0, Yy — ij = aﬂ?jjk =1
0 q;; = Gji = Gr # —1;
1—0a;
[z, (ade z5)wr]e — 5ot [(ade @) zk, 2]

(2.17) a
= qij(1 — qry)zj(ade z;) )

) st a;kvaljyzj]k#lv

St E]vlk =—1
2.18 de i)z, (ade ;) (ade z5)xk]e, z5]c = 0,
( ) [(adewi)z), (ade zi)(ade zj)zk]e, 2] y ocurre alguna de |("H)

(2.19)
st gy = qjj = —1,qir =1

y (i) = (qr) ™"

([(ade z)xj, [(ade zi) @i, (ade 7) (ade ) Tk]c)e, T5]e = 0,
(2.20)
st Q% = Q550K = 1,
[[[(ade z;) (ade 2j) (ade k) 21, Tl ey Tj]es Tl = 0, (@k;)* = ()" = au,
Gk = —1, Gk = @ = qj1 = 1;
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(2.21)

[[(ade x;)(ade )2k, T5]e, 24]c = 0,
(2.22)
[[[(ade ) (ade ) xk, e, Tj)es T4]c = 0,

(2.23)

[(ade 23, (ade ) (ade )] = O,
(2.24)

[(ade zi)%a;, (ade @) wg)e = 0,

(2.25)
(1 — i) g5 q5i (i, [(ade zi) x5, 2] c]e
= (14 aj) (1 = g55G5:) ((ade ) 25)?,

[, [(adc xi)ij, (ade zi)zjlcle

(2'26) 1-4iiGji— 9% 3%, 9ii
= g, (dewi)’z)”
(2.27)  [T30,+20;, (adc T)75]c = 0,
(2.28)  [(ad.;)?w;, T30;42a;)c = 0,
(229) [x4ai+3a]‘7 (adc l’i)xj]c = 0’
(2.30)

25

~ -1 -1 ~
St Q55 =4 45 = jj = Gk € G3;
ST Q5 = -1 -1_  _ =~ Gy
455 = 495 45 = 955 = 95k € Gy;

st gy = —1,qik, = 1,

4; = —GiGr ¢ {-1,4}%
st gy € G, qj =1,
ijs Thi # Q57

8t — i, —4jj> GiGij» 9505 7 1

si qj; = —1,q:iqi; € Ge,
y my; € {4,5} 0 mij = 3,qi € Gy;

)

st 4oy —I—Baj Qf A;_anj =—-1o mj; > 2
y ademds mi; >3 0 m;j = 2,q; € Gs;

st 3a; + 205 € AF, 5oy + 30y ¢ A,
Gyij> GG # 15
si 4o + 3a; € AT, by + daj ¢ AEF

[[(ad, xi)gwj, (ad, xi)zxj]c, (ad, xi)Q:nj]C =0, sibdo+20;€ A;r, Toy; + 3o ¢ A‘T;

(231)  [220; 40y Tdoy+30;)e = @ T30, 420,

R st qjj = —1,5q; +4aj S A;_;

donde Grs := qrsQsr, v = (1 — aij)(l - q;leNzJ) — (1 - Qiiaij)(l + Qii)qnaijf

(=) = a5a;) — v qudis) — (1 + i) (1 — i) (1 + @iy + 4a@3) 45435
= 3 9.3 ;
V Qi 495954
( ~ N2 _ (-1
Gi = q; = —1,(q5)° = ()
(%) ik Zij:aij—l,fljiZ:@j € Gs
Gi = =qk=—1,q; = qxj € G3
(@i = aqee=—1,q5 = —qj = (@)*" € Gs;
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2.4. Algebras pre-Nichols distinguidas

En esta seccién daremos la definicién y algunas propiedades de las llama-
das dlgebras pre-Nichols distinguidas introducidas en [Ang2] y estudiadas en
[Ang5|.

Fijamos (V,q) un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal tal que B;
tiene dimension finita. Como antes denotaremos por O, al conjunto de raices
de Cartan de q, ver .

Sea Z; C Jy el ideal de T'(V') generado por todas las relaciones del Teorema
salvo las siguientes consideraciones:

» se excluyen las potencias de vectores rafz EY*, a € O,

= se agregan las relaciones de Serre cudnticas (ad, Ei)l_cgj E; para aquellos
. <l
i # j tales que q;;" = ¢ijqji = Gii-

DEFINICION 2.4.1. [Ang5|, 3.1] El dlgebra pre-Nichols distinguida de V es

By, =T(V)/Z,.

Sea 1y = U, /(v (Zy) + ¢+ (Z,)) el doble de Drinfeld de B,#kZ’. Entonces
existe una descomposicién triangular 1y ~ uf @u’@u; donde u” ~ u® ~ kZ*,
uf =~ By y u; =~ By como ha sido demostrado en [Ang5].

Si B es como en , k € s, entonces escribimos

Nk _ Nk si 6k ¢ Dq,
oo sl f €9,

Para simplificar la notacion, definimos
(2.32) H={heN)y: 0<h< Ny, para todo k € I }.
De manera analoga al caso Nichols, valen los siguientes resultados:

TEOREMA 2.4.2. [Ang5| 3.4] Para todo i € 1 existen isomorfismos de
dlgebras T; = ug — U, que inducen isomorfismos T; @ ug — U, q). Por lo

tanto, los elementos Eg,, E® en|(2.6), |(2.7)| tienen sentido en 1.

TEOREMA 2.4.3. [Ang5| 3.6,3.15] El conjunto {E® |h € H} es una base de
ﬁ;l“ Ademds E/BkE;Bl — q(ﬁk,ﬁl)EglEgk = Zchk+1--~hl—1Ele:11 .. EM+1 S Bq. O

* T Bryt

Como antes, tenemos un isomorfismo 1; ; gq — ﬂ;“ de algebras de Hopf en

kz°

76D, entonces podemos definir

la categoria

x5 =10 (Eg,), k€ Ty x" = L(EM), h € H.
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Notemos que Ejg, es una sucesién bien definida de conmutadores trenzados
de los elementos Ej;, ¢ € I; luego xg, es la misma sucesiéon de conmutadores

‘ hy b h
trenzados en los elementos z;. Ademds, x* = zMx M. g2t y
Bm” Brm—1 B1

B={x"|hcH}

es una base de B,.

La serie de Hilbert de un espacio vectorial graduado V = @,en,V" es
Hy =D ey, dim V" T™ € Z[[T1]]. Entonces, por el Teorema m tenemos

1— TNﬁ deg 8

(2.33)  GKdimB, = [9], Hg = H _Tdeg/a H ] — TdegB -
6k€Dq Bk Dq

A continuacién introduciremos algo de notacién de [Ang5| y [AY] que
sera de gran utilidad en capitulos subsiguientes. Expondremos ademaés algunos
resultados ttiles presentados en estos trabajos.

Dados (V,q), By y g como antes, para ¢ € [; definimos los conjuntos

= ({ag - aill0 < hy < Nj}) C By,
= ({al- i} € By,
= ({20 < h; < Nj}) C B,
= ({al- N,}) € B,

Los subconjuntos B’ y B’ son subdlgebras coideales de By:

PROPOSICION 2.4.4. [AY], 4.2, 4.11] B® (respectivamente, B') es una
subdlgebra coideal a derecha (respectivamente, a izquierda) de B. Il

Lo mismo sucede con el subconjunto B* como consecuencia de las proposi-

ciones que siguen:

PROPOSICION 2.4.5. [Ang5| 4.1] Si € O, entonces xgﬁ q-conmuta con
todo elemento de gq. O

PROPOSICION 2.4.6. [Ang5| 4.9] Si §; € O,, existe X(ny,...,n,_1) € By
tal que

n;—1 N, n
—i—Zx FPi ..xﬁiNm@X(nl,...,ni_l). O
nkGNo
COROLARIO 2.4.7. B es una subdlgebra coideal a derecha de gq. U

Definamos ahora el subconjunto

= ({xgﬁ :L'ﬂl € By| 37 > i tal que h; # 0}) C
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En el caso Nichols, Angiono y Yamane [AY] 4.3] probaron que para i € I
vale
Alrg) €Exp, @1 +1®@x5 + B ' C
Siguiendo la prueba dada en dicho caso podemos demostrar el resultado analo-
go en el caso pre-Nichols:

PROPOSICION 2.4.8. Dado i € I consideramos el subconjunto Ct de gq
dado por C" = <{:1cgﬁ : mﬁl € B|3j > i s.t. hj # 0}). Entonces
(2.34) A(zg) €5 ®1+1® a5 + B '@ C.

DEMOSTRACION. Por el Corolario [2.4.7 tenemos que

Alwg) =25 @1+ 1@ x4 + > 24" 2l ® Xnyns,

para algin X, ., € Bq. Podemos expresar estos elementos como combina-
cion lineal de elementos en B, digamos

1 k k

Xhl; h Z Ckl lexﬂx ’ xﬁi
Supongamos que czll:::z;f = 0, como Bq es Z9-graduada, 3; = > k;B3;+ > ;.
Por la segunda parte del Teorema [2.4.3] teniendo en cuenta que 1 <1 <i—1,
tenemos que existe j > 4 tal que k; # 0. U

THEOREM 2.4.9. [Ang5| 3.19] Las dlgebras gq y uq son noetherianas. O

TEOREMA 2.4.10. [Ang5| 4.10, 4.13] Sea Z; la subdlgebra de gq generada
por .736 , B € 9Oy, entonces Z; es una subdlgebra de Hopf trenzada normal de
B Mads ain Zy; = C‘”Bq = {x € Bq|( ® id)A(z) = 1 ® x} donde 7 es la
proyeccion de gq en By. O



Capitulo 3

Algebra de Lusztig y algebra cuantica de potencias
divididas

Dada un algebra de Lie semisimple de dimensién finita, Lusztig definié un
algebra de potencias divididas U,(g) que contiene al grupo cudntico pequenio
u,(g), ver[Lu2, Lud]. Como hemos mencionado anteriormente, dada B; un
algebra de Nichols de tipo diagonal de dimension finita asociada a una matriz
q, el doble de Drinfeld u, generaliza el concepto de grupo cudntico pequeno.
Consideramos el dual graduado del algebra pre-Nichols distinguida gq, a quien
llamaremos el dlgebra de Lusztig y notaremos L£,. En este caso, el doble de
Drinfeld es el dlgebra cudntica de potencias divididas U; que naturalmente
generaliza al dlgebra U, (g) considerada por Lusztig.

A lo largo de este capitulo daremos las definiciones de algebra de Lusz-
tig y algebra cuantica de potencias divididas. Ademas las presentaremos por
generadores y relaciones, calcularemos su dimensién de Gelfand-Kirillov y pro-
baremos que son noetherianas.

Las definiciones y resultados expuestos a lo largo de este capitulo han sido
incluidos en el articulo [AARAI].

3.1. Algebra de Lusztig

Como antes, consideramos una matriz q = (¢;;) € My(k*) tal que el dlgebra
de Nichols B, asociada sea de dimensién finita. Sean (V, q) el espacio vectorial
trenzado de tipo diagonal correspondiente a q y (V*,q) su espacio trenzado
dual.

Definimos, como en [AAGTYV, 3.3.4], el dlgebra de Lusztig L4 de (V. q)
como el dual graduado del algebra pre-Nichols distinguida Eq correspondiente
a (V*,q), es decir L, := B<. Notemos que By — L4 ya que gq se proyecta sobre
Byy Bff ~ B,.

3.1.1. Presentacién por generadores y relaciones. En lo que sigue

consideraremos la forma bilineal (, ) : By x £, — k que surge de la identifica-
cion V* @ V* ~ (V ® V)*, la cual satisface para todo z,2" € By, v,y € L,

(y,22’) = P, )y 2y vy () =y ey, 2W).

29
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Para cada h € H, cf. , definimos yn € £, mediante (Yn, ) = Onj,
j€eH Luego yn € Ly y {yn|h € H} es una base de L.

Si denotamos por (hy)ier,, @ los elementos de la base canénica de ZM,
entonces escribimos y(") ‘=Yun, Pata k€l y B =06 € A;“.

En analogia con los subconjuntos de gq presentados en la seccion m, de-
finimos los siguientes subespacios de Lg:

Ti h hi
L= ({yy" -y
_ o ?
L= ({y§” -y 10 < by < N;Y) C L,

0<h; <Nj}) C Ly,

El siguiente lema sobre el comportamiento de los elementos del algebra
pre-Nichols B, respecto a la comultiplicacién es de vital importancia para los
resultados subsiguientes.

LEmA 3.1.1. [AARI] 4.3] Sean x, 1 y x2 elementos de B (la base PBW de
gq). FEscribimos A(x) como combinacion lineal de {a ®bla,b € B} y asumimos
que x1 Qo tiene coeficiente no nulo en dicha combinacion de A(x). Si ademds
T1%a, la concatenacion de x1 y xo, pertenece a B, entonces x = x1x5.

h;

K3

DEMOSTRACION. Suponemos que & = x xgi con h; > 0 y notamos
m(x) al minimo j € N tal que h; # 0. Sea
A by _
D) =32, (t]> a e @y s e,
j=1 t=1 458,
observemos que si 1 ® xy € D(x) entonces x = 1.

Recordemos la definicion del subespacio i C By,

C' = ({ah¥ .2l €B|3j > ist. by #0}).

1

Ahora, si 1 ® x5 € Zueéi U C™®) obtenemos que 125 ¢ B.

En consecuencia, para demostrar el lema basta probar
Aw) € D)+ 3w Em.
ueBi
Para ello procederemos por induccién en ¢. Sii = 1 tenemos x = x’él. Sabemos

que zg, es primitivo, por lo tanto

h _
A= 5 (1) ookt =)
4181

0<k<h

. . ., .. 1 hi_
Sea 7 > 1. Ahora haremos induccién en h;. Fijamos 2/ = xg? T | v xgi
K 11—

de modo tal que x = x,2’. Notemos que, por m
(3.1) Azg,) €ap @1 +1® a5 +B '@ C.
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Luego, por las hip6tesis inductivas y vale
A(z) = A(zg,)A(2)

€ (1, ®1+1®x5 + B ®CY) (D(x') + Z u® ém(u)>.

Analizaremos término a término el lado derecho de esta ecuacién y probaremos
que estd contenido en D(x) + Y, 5 u® C™™,
En primer lugar notemos que

(x5, ® 1+ 1@ 25)D(2') € D(x) + Y _ u® C™™.

En efecto, si h; = 1 el lado izquierdo es igual a

i—1 hj
h; ._
/ / J hi t hj—t h
T3, QX +1®x5ix+g E (t) Tyl Th @ x5 - T
4p;8;

j=1 t=1
i—1 hj h
J hi—1 t hj—=t
j=1 t=1 ‘JBjﬁj
i hy h
J h; t hj_t h1 ~i—1,
Ezz<t> T, T QTy ---:E61+Zu®0 :
j=1 t=1 QBjﬁ]' uEEi

con v € k. En el caso h; > 1, tenemos

i—1 Ny
h; hi h;—t h
(xﬁi ®1—|—1®Z‘gl)D<$,) :ZZ <tj) Jfﬁ:l’tﬂ] ®xﬁj .%'51
i—1 h] h
+v Z Z ( tj) $]Bl:71 o '$tﬁj ® xﬂixgj_t o xgi + T @ ' +1® xﬁix/
48;8;

h; —1 ~ (h; —1
t v t hi—t h i t hi—t h
2 qﬂzﬂi( y ) 25, @5 Tt (t 1 ) Tp®Tg, o Tp,-
48,84 t=2 48, 8;

Ademads, para h; > 1, 1 <t < h; vale

_ 96;:8; - ’
t—1 96,8 ! 48,8, t 4Bib;

Por lo tanto (x5, ® 1 + 1 ® x5,)D(2") pertenece a

i hy

hj h; t hj—t h ~i—1
SN (M) e oy e Y s e
48585

j=1 t=1 weB?
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Por otro lado (B! @ C?)D(#') € BB’ @ CB'. Como B! C B, B' es
una subdlgebra y C*z C C* para todo z € B, (ver [Ang5|, 3.15]), sigue que

(B~ @ C'YD(a') c BB '@ C'B' c B'a C".
Ademds, si u € B entonces z5,u € B' y m(u) = m(zsu), entonces
TgU o) _ Tp,U® Cm@s;u) v ou® xﬂiém(u) Cu® oMy,

Por tltimo, B lu ® C'C™™ c Bi g (' C YoV ® C™® para todo
u € Bt. Asi queda demostrado el paso inductivo y el lema. O

COROLARIO 3.1.2. Si 8 € A, entonces

r Y
app
<y(NB))5
(33) yé”) = 58' yg)a ﬁ S an n = SNﬁ +rr< N/g

DEMOSTRACION. El caso r = 1 es trivial. Inductivamente, suponemos que
yg’l =(r— 1);[36%(;71)' Sea z = x™ € B, tal que
(yg, z) = (Ys, $(1)><y}§_17 CE(2)> # 0,

por el Lema y la hipdtesis inductiva tenemos z = zj;. Mds aun,

| |

(Wb, ) = (g, () ) (5" (25) ) = (M)gaa(r = 1)y, = (1)g,-

La segunda ecuacion es inmediata pues (yéN’j ) yg),:cgﬁ +T> 1y
(Ng)ys 8N,
((yg )%y ") = sl. O

Como ya hemos mencionado, la motivacion para definir estas algebras surge
de las dlgebras U, (g) definidas por Lusztig. En el corolario anterior vemos que,

™) se definen utilizando la dualidad entre las algebras

si bien los elementos y
pre-Nichols y post-Nichols, tienen la propiedad de ser “potencias divididas”.
A continuacién probaremos un Lema que resultara crucial para la presen-

tacion por generadores y relaciones de las dlgebras de Lusztig.

LEMA 3.1.3. Seani € Iy yh = (hy,...,hy) € H, entonces

h h
(3.4) Yo = )y,

Luego, {ygl“) o -ygjé”” 0<h; < Nﬁl} es una base del espacio vectorial L.

DEMOSTRACION. La prueba de este lema es por induccién en ht(h) :=
> ier,, i Siht(h) = 1 entonces yn = ys para algin 8 € Ay y la afirmacién
sigue por definicién.
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Sean 1 <y < - <2'J <M, n < ]A\fgik ym =sNg, +r#0conr<Ng.
Sea y = y( ) yﬁ ) € L,. Como {yn|h € H} es una base de £;, podemos

expresar a y como una combinacién lineal y = >, - chyn. Notemos que ¢, # 0

si y solamente si (y, 2") # 0.

. .1 e n1—1
Sir # 0 escribimos y = (r) s,y con Y = yélll . yél]) Y 4= 3s,6,-

Entonces (y, 2?) = ﬁ<y5i1,< M@ (YD), Por la hipétesis inductiva y
el Lema [3.1.1} ¢, # 0 si y s6lo si h = (0,...,nq,...,7m,0,...). Mas atin, el
coeficiente no nulo ¢y, es igual a 1 y la prueba en este caso estd finalizada.

' . (Ng;.)
Sir = 0 entonces ny = sNBi1 y escribimos Yy = yﬁ, o
i1

y'. Por el mismo
argumento de antes obtenemos |(3.4)l Por lo tanto, como {yy : h € H} por
definicién es una base de L, el conjunto {ygl”) e ygj\f)\ 0 < h; < Ng,} también

lo es. O

Buscamos una presentacién por generadores y relaciones de £,. Para ello
consideraremos un algebra L y daremos un isomorﬁsmo T: ]L — L.

Sea L el dlgebra generada por los elementos yﬁ , € Af, n e Ny las
relaciones
N
(35)  y5¥ =0, pen -9
h). (j h+j het pe Al
(36) yy'yy = ( . ) vy, ST
a< el
(37) [y(ﬁh)7yg)]c - Z Km M, 0<h< Na,
meM(a,8,h,j) 0< ] < Nﬁ’
N i i l «, ﬁa Y€ O )
(3.8) 5y = ky™ 4+ ST Ky Dmy D) << B
0<I<Ng,0<i<Nq <7 ;
meM(a,3,No—i,Ng—I)
a € Dy,
39 Yy Mle= >0 w2yPm, Be AT,
0<i<Naq, 0 <j < Nﬁ_

meM(azﬁvNa_i»j)

Donde utilizamos la siguiente notacion
M(c, B,h,j) = {m = yé L (hk el’nLe: degm = degy™ + degy(ﬁj)}5
M
“”::<y( Ty, z37), degy!™) = degy! “)+-degygwﬁ.
TEOREMA 3.1.4. Eziste un isomorfismo de dlgebras T : . — L, dado por

T =y,  BeAf n<Ns
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DEMOSTRACION. Primero debemos probar que la aplicacién T estd bien

definida, es decir que los elementos yl(gn) € L, satisfacen las ecuaciones |(3.5)[-

(3.9), La relacién |(3.5)| es trivial puesto que azgﬁ =0si f ¢ O,y la relacién

(3.6)| sigue de @32
(h)

Para el resto, dado a < By h,j € N, escribimos y, y = > hen ChYh-

Luego
= (" y,x") = U, (MO, (x™) )
es el coeficiente de x/, ® xg en la expresién de A(x") como combinacién lineal
de elementos de la base PBW de B, en ambos lados del producto tensorial.
Sij < N,y h < Npg, entonces y&j), yé € B,. Asumamos ¢y # 0, esto
implica que x® aparece en la expresién de 2/ 2 5 en elementos de la base PBW,

ver [Angd, Section 3]. Por lo tanto, por [2.2.3l x" € B® N B, y la relacién
(37 sigue.

Sean o, f € Oy, j = N,y h = Ng. Supongamos que existe h = (hq,..., hy)
tal que ¢, # 0 y h; > N; para algin ¢ € I;;. Como xgl g-conmuta con todos

los elementos de gq, obtenemos
xP = cxév x
donde
h' = (hy,...;hi = Niy... har) y e =d(hmBu + -+ -+ hig1Biva, Nifhi) € k.

Entonces A(x?) = cA(xgi)A( ) v por lo tanto la Proposicién implica

xPh = xﬁ . Para los j restantes tales que ¢; # 0 vale j; < N; para todo 1 € Iy

Escribimos

@y’ =@ ap) (e @y ") (@ @ 1)
con & = q (N, — m)a,nB)q ! (ma, (N — n)B). Luego, por el mismo argu-
mento que en la prueba de la relaciéon anterior para y[gNﬁ 7n)y&N"_m), obtenemos

que yj = y&m)myé”), m e LP NL® Aqui, 0 bien m < N, n < Ng; 0

m = N,, n=Nj, A(Naar, NgB)y =y V),

Asi, la relacién sigue de considerar el grado correcto de yy,.

En el caso de |(3.9), cn # 0 implica x® € B, por el mismo argumento de
antes y el hecho que Z; es una subalgebra de Hopf trenzada por el Teorema
2.4.10l En consecuencia, T es un morfismo de algebras.

Por ultimo, observando la presentacion de IL se prueba facilmente que
{y : y[;:[” ) h; < NZ} es un sistema de generadores de L. Por lo tanto,
T lleva un sistema de generadores de L en una base de £, por el Lema
y esto dice que es biyectivo. O
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Hemos probado asi que el dlgebra de Lusztig £, puede ser presentada por
generadores y relaciones. Dichas relaciones nos permiten observar las diferen-
cias entre el comportamiento de las dlgebras pre y post Nichols. Sin embargo
los coeficientes que en ellas aparecen no son faciles de calcular. A continuacién
daremos un ejemplo sencillo en el que podemos observar lo antes mencionado.

EJEMPLO 3.1.5. Sean g € k*, ordg = N y # = 3 < N. Consideramos una
trenza diagonal (de tipo Ay siper) dada por la matriz q = (¢;;)i jer, con

qi1 = ¢23932 = ¢, Q12q21 = q 1, Qo2 = q33 = —1, q13q31 = 1.

Sea o = E «;; entonces
j<i<k

Af ={ajp:1<j<k<3},
Dq = {041,0623,0413}-

En este caso el algebra pre-Nichols asociada a q estd generada por x;j,

1 <1 <75 <3 con las relaciones
903 = x% = IE%Q =0, (713, T2]e = [21, 73] = 0, (ad. $1)2$2 =0,
[$1, ZEQ]C = T12, [$2,$3]c = T23, [$1, [$2, iﬂs]c]c = T13-
El coproducto, ver [Ang5| 5.2, 5.2], esta dado por

Alr) =2, 01+ 1® xy, 1=1,2,3;

N(N—-1)
= xi\é ®1+1® I% + (1 — qrag)Va(ar, a93) " 2 2} @ xé\é

Luego, el algebra de Lusztig £, es el dlgebra presentada por generadores
, 1 <7< k<3, neN yrelaciones:

gy =y =P =0,

v = ( n ) yp ", nm e N,
45k

(n

yjk

=

[y127y1]c = [913, ?J1]c = [?/3, yl]c = [3/1373/12]c = [?/2, y12]c = [3/23, Z/12]c =0,
[1/2, y13]c = [3/23, 3/13]c = [3/3, yls]c = [y23, y2]c = [y3, y23]c =0,
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[yo, t1]e = (1 — ¢ Hyaa, Y3, Y12)e = (1 — @)y1s3,
oz yile = (L —q Dys, [y ele = (1 — @)yas,
s yle = (1= ¢ (@ngs) ™ grsuy
(Y23, y1 ]c =(1—q " (gagn)" 71y£N_1)y137
o, i) = (1= Hadi Y Ve,
w12 ™) = s ™) = s ™]e = 0,
w55 yle = W35 vzle = [y, 033 e = [yos, w35 e = [y, 933 ) = 0,
[yéz ), Yi2le = [yég )a Yi3le = [?Jéév)a Yole = [y, y%v)]c =0,
s ui™]e = w53 w3 = 0,

N N _ N-1 (N
[yég)a?A )]C:(l—q 1)N(Q21Q31)N 2 y§3)

aN—k=1 (N—k) (k) (N—k
+Zl—q1 ¥ (ggz1)*™ 2 y§ )ygs)yéza ),

En efecto, para calcular y§§>y§N) en L,, necesitamos describir todos los

h € H tales que z)¥ ® x} aparecen en A(x") con coeficiente no nulo, donde

h hiha, ha, ha  hs

xP = wytahiuy vig i3l
Uno de estos x™ es 2252, con coeficiente gna, (Nast Nas)- Sea h tal que 2} @z,
tiene coeficiente no nulo en A(x"). Entonces, observando las férmulas del co-
producto antes mencionadas, podemos deducir que hy; = 0. Més atin, mirando
A(xh2) notamos que la tinica contribucién posible es (1 ® 93)"2. De manera
similar, obtenemos que hy3 = hs = 0, y hg = ho = N — hy. En este caso,
escribimos hy = k para simplificar la notacion, luego

2Nk1N

(1 ®@x23)V F (21 @ 23)" (21 @ DV F = (guga1)"™ 2 2 @ 2d.

Esto nos da la dltima relacién. Las demés se obtienen de manera anéloga.
COROLARIO 3.1.6. El dlgebra L es finitamente generada.
DEMOSTRACION. Por|(3.6), £, estd generada como algebra por

{ys: B ATTU YN o€ O}
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OBSERVACION 3.1.7. En realidad, la subdlgebra B, C L, estd generada por
sus elementos primitivos {y, : a € II;} donde II; denota al conjunto de raices
simples aq, ..., ay.

Més atn, y{"" € kx[ Na) y&N )] si y solamente si 22> @ xgﬁ tiene coefi-

ciente no nulo en la expresién de A(xfyv 7). Por lo tanto,
{yo :a €YU 0 e O, 2o e P(B,)}
genera L, como &lgebra.
De manera dual al Corolario vale el siguiente resultado:

PROPOSICION 3.1.8. Li es una subdlgebra coideal a derecha de L.

DEMOSTRACION. Por el Teorema [3.1.4] tenemos que yg)ygin) € Li para

1 < j, luego L' es una subalgebra de L.
Por otro lado sabemos que

Entonces y; ® yn aparece con coeficiente no nulo en é(yén)) si y solo si zj
aparece con coeficiente no nulo en la expresién de 229 en elementos de la base
PBW. Esto tltimo implica que z® € B? y 23 € B. Por lo tanto,

Zy (nl +LPe L’

Luego, A(ygf‘ . yg}f’ ) = A(yﬁl )A(ygﬂl) yg;”)) ceLli® Ly y esto com-
pleta la prueba. Il

3.1.2. Propiedades basicas. De manera analoga al caso pre-Nichols,
ver [Ang5| Section 3.4], cf. [DP]; demostraremos que el dlgebra de Lusztig £,
es noetheriana.

Consideramos el orden lexicografico en N} tal que hy; < --- < hy, donde

(h;)jer,, denota la base canénica de Z.

LEMA 3.1.9. Sea L4(h) el subespacio de L, generado por y;, con j < h.
Entonces Lq(h) es una N} -filtracion de dlgebras de L,.

DEMOSTRACION. Es suficiente probar que yny; € Lq(h + j) para todo
h,j € H. Consideramos el caso h = nhy, j = mhy, k,l € Iy, n,m € N
donde, como antes, h; denota al elemento i-ésimo de la base canénica de Z.

Afirmamos que yé )yﬁ € Ly(nhy, + mh;). Esto sigue por definicién cuando
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k < 1. Sil < k, entonces [yg;),y[(;f)]c €D icm yg).i”l por el Teorema, |3.1.4]

luego

M
yéz)yécn) € Ly(nhy + mhy) pues Z a;h; < nhy, 4+ mh;.
Jj=l+1

Reordenando los factores de yny; para todo h,j € N} el lema queda demos-
trado. O

Consideramos ahora el algebra graduada

gr Lg = Bpeny e L, donde g™ £, = L,(h)/ Z L4(3).

j<h

LEMA 3.1.10. El dlgebra gr Ly es presentada por generadores y,(c"), k €Iy,

n € N, y relaciones
i =0, B¢ O,

y;ﬁ)y;ﬁ)=< ) yr
m
4By, B

vy =0, 1<k
DEMOSTRACION. Sea G el algebra presentada por los generadores y re-

laciones del enunciado y m : G — gr L, el morfismo de algebras dado por

v eyl

7 esta bien definido. Por cédlculos directos se puede probar que G tiene una

. Por el Teorema |3.1.4} las relaciones se cumple en gr £, por lo que

base
{yghl) .. .yE\I}[M) chy < NZ}

Por otro lado, yn € Lq(h) — >}, £4(j). Por lo tanto la proyeccién de la base
PBW de £, es una base de gr £, y 7 es un isomorfismo. O

PROPOSICION 3.1.11. El dlgebra L, es noetheriana.

DEMOSTRACION. Sea Z7 la subélgebra de gr £, generada por los elementos
yéNﬂ ), f € 9, Entonces Z* es un espacio cudntico afin y gr £, es un Z+-
modulo libre finitamente generado. Luego gr £, es noetheriana y £, también

lo es. O

Tanto por el Lema|3.1.3[como por (3.1.10[ podemos calcular la dimensién de
Gelfand-Kirillov de L;:

COROLARIO 3.1.12. GKdim £, = [9]. O
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3.2. Algebra cuantica de potencias divididas

Fijamos q la matriz del espacio vectorial trenzado de tipo diagonal (V, q) tal

que dim B, < co. Sea W =V, con la matriz ¢, y sean {Zén) e Af,neN}

. 7 , . .
generadores de L. En este caso consideramos W € };%eyp via la equivalencia

(kZ°)*
(kZ%)*
natural dada por (w;,v;) = d;; que satisface (w@w’, v ® V) = (W V) (W @ v).

de categorias YD = ﬁ%g)ﬂ), ver [AG]. Entonces, tenemos una aplicacién
En esta seccién definiremos el dlgebra cudntica de potencias divididas Uy de
(V,q) y expondremos algunas propiedades bésicas.

Sean I' y A dos copias de Z? generadas por (K;)ic1 v (L;)icr respectivamente;
luego, (K:™)ic1 v (Li")ier son los generadores de kI' y kA respectivamente.

Notemos K, = K{*...Ky® y L, = L{*... Ly’ para a = (ay,...,a9) € Z°.
Entonces £, € ¥LYD y Ly € FAYVD con la estructura determinada por las

formulas
K g8 = a3y, plys”) = Kj @ g
Licl . Zén) _ qéc;zzén), p(zén)) —I"® yén)_

Por lo tanto, podemos considerar las bosonizaciones L,#KI' y Ly#kA.

Definamos ahora el doble de Drinfeld de £,#KkI" siguiendo la Definicién
1.4.14, Para ello necesitaremos un apareamiento de Hopf entre L,#kI' y

Lo #KA.

LEMA 3.2.1. Eziste una unica forma bilineal (| ) : T(V) x T(W) — k tal
que (1[1) =1,

(yilz;) = 035, i,j €T
(yl22") = (¥ ]2)(y?2), y € T(V), 2,2 € T*(W);
(yy']2) = (y1=")(¥/]:?), y,y € T(V), 2 € TS(W);
(ylz) =0, lyl # |z, y € T(V), z € TY(W).

DEMOSTRACION. Sea T" = 3 ¢ s(o) : (T)"(W) — T"(W), donde s :
S, — B, es la secciéon de Matsumoto, ver [AG, §3.2]. Consideramos, como
antes, (, ) : T%(V) ® T(W) — k la aplicacién evaluacién. Definimos entonces
(1) =1,
(ylz) = (y, T"(2)), y € (T)(V),z € (T)"(W);
(ylz) =0, y € (T)"(V),z € (T)"(W),n # m.
Notemos que T = T, ;(T'®@T7) con T;; = Y s(6~') donde la sumatoria
es considerada sobre todos los (i, j)-shuffles o. Luego, para y € (7°)"(V),
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2 € (T)"H(W), 2" € (T°)' (W),

(ylzz") = (y, T"(22")) = (y, Tinei(T* @ T" ") (22"))
= (Y, Tinei (T (2) @ T"(2))) = (), T (2)) (y®), T(2"))
= (yW]2)(y?[2).

Las condiciones restantes son claras. O

Esta forma bilineal puede restringirse a £, X L4 y luego ser extendida a
sus bosonizaciones. Entonces tendremos:

COROLARIO 3.2.2. Eziste un unico apareamiento de Hopf
(]): Lq#KkD x La#kA — k

tal que para todo Y,Y' € L #KD, Z,Z' € La#KA, Y e L, K, € kZ°,
A e Ly y Ly e KZO
Y12Z') = Yu)lZ2) Y| Z'), (YY'|z) = (Y[Z1))(Y'|Z2)),
N
(val28) = Gapr - (W"125") = Gup,

(B71Ls) =0, (Kal2") =0, (KalLs) = dap
Mas atin, este apareamiento satisface (yK|zL) = (y|z)(K|L). d

Sea U, el doble de Drinfeld de Lo#KI' y (L4:#kA)“P respecto a la forma
bilineal del Corolario [3.2.2] En otras palabras,

DEFINICION 3.2.3. Uj es la tnica dlgebra de Hopf que satisface:

1. Uy = (Lq#KD) ® (Ly#kA) como espacios vectoriales,

2. los mapeos Y — Y ® 1y Z — 1 ® Z son morfismos de dlgebras de
Hopf,

3. la multiplicacion estd dada por

Ye2)(Y'®Z)=(Y,S(Zw))YYa ® Zi9Z' (Y| Z@)
para todo Y)Y’ € L,#KI and Z,Z" € (Lyu#kA)P.

Por la construccion de U, existe una descomposicion triangular via la mul-
tiplicacién Uy ~ U @ U’ @ U, donde

Us~ Ly, U ~ Ly, U’ ~ k(7% x 7).
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3.2.1. Presentacion. Damos a continuacién una presentacion por ge-
neradores y relaciones del dlgebra U,. En lo que sigue omitiremos los signos

del producto tensorial en los elementos de Uj.

PROPOSICION 3.2.4. El dlgebra Uy estd generada por los elementos y("),

zén), K;Fl, LZ?I para € A, n € N; y las relaciones|(3.5)], ..., |(3.9) entre los

™) relaci imil los 2 ’s mds la relaci
yﬁ S, Telaciones simiares entre los Z/B S mas (a re.aciones

(3.10) KsKy' = Lg'Lg =1, K3'Ly' = Ly K
11 Kt = Gl s Lt = G0
(3.12) Koz) = 452 Kay Lozl = @z La,
(3.13)

313) oy = (UISEY) (KKl Ly ) (5] 0) @ Kz L,

3.11

para todo o, f € AL, n,m € N. Aqui utilizamos |(3.13)| y = y(n) € Ly, 2z =

(m

2" e Ly, y notamos K; = (y) 1y y Li = (29)_1) las coacciones de kI y
kA respectivamente. O

Notemos que si y = yq,, 2 = 24, cOn a4, @ € Il entonces y, z son primitivos

y las relacién es zy —yz = 0;;(K; — L;).

3.2.2. Noetherianidad y dimension de Gelfand-Kirillov. Proce-
diendo como en [DP), [Ang5], probaremos que el algebra U, es noetheriana.
Para cada h,j € H, K € I', L € A, escribimos

di(ynK Lzg) = Y (hs + ji) 0t (8y),

Z‘G]IIW

Alynk Lag) = (i (ynK Lzg), b, b, i jar) € NG
Consideramos el orden lexicografico en N2 Si u € N2¥*! entonces
Uy(u) =span of {ynKLz;:h,jeH, KT, LeA, diynKLz;) <u}.
LEMA 3.2.5. (L{q(u))ueNgMH es una NJY*!filtracion de dlgebras de U,.

DEMOSTRACION. Basta probar que (ynKLz;)(ywK'L'zy) € Ug(u + u')
para todo h,j, h'.j e H, K, K’ ¢ 'y L,L' € A donde d(ynKLz;) = uy
diywK'L'zy) =u'.

Primero afirmamos que

(3.14) dl(zé")y(m) — y™20) < mht(a) + nht(8).

[0

En efecto, como el coproducto en Ly (resp. L) es graduado, tenemos que
di((y8)?) < mht(a) si (y&)D #£ 1 (vesp. di((25")®) < nht() si
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(zé"))(l) # 1). Por lo tanto, para K € 'y L € A vale
()P KL(=5") ) < mht(a) +nho(5).

Por la Proposicién la afirmacion sigue.

Tenemos que K y L g-conmutan con todos los elementos de L, y Ly para
todo K € I'y L € A. Luego, procediendo de manera similar a la demostracion
del Lema|3.1.9|se reduce la prueba al caso del producto entre zé") y ygT) . Sigue

directamente de |(3.14)[ que

2y € Uy(mht(B;) + nht(5,), 35, 6;).
O

Consideramos el algebra graduada asociada grify, = @V6N8M+1uqv donde

Uy" = Us(V)] 2oy Us(10).
() 4

COROLARIO 3.2.6. El dlgebra grUy es presentada por generadores y; ', z; ",
Kjil, L;H, j €Iy, n € Ny relaciones

RS = SR, RS e{K/ L7 jely);
ks = Lot =1 el = o
y(Nk) 0, B¢ Oy ( k) _ =0, B¢ O
vy = ( ) RN < ) b
m
4B, B 481, 8y,
[y,(gn),yl( le=0, 1<k; [zé 721( le=0, 1<k;
Koeyé ") = QZByén)Ka; Kaz(m - qaﬁ Zé )Koca
Latl? = gL L) = L.
DEMOSTRACION. La prueba de este resultado es similar a la prueba del
Lema|3.1.10[si se chequea previamente que yli ) m) = zl(m)y,(gn) para todo y,(cn) €
Lyy Zz( € Lg+; pero esto ultimo sigue de (3.14). O

PROPOSICION 3.2.7. El dlgebra U, es noetheriana.
DEMOSTRACION. Sea Z la subélgebra de grif, generada por
{K; L;:i G]I}U{y(Nﬁ , 2 (Nﬁ :pe O}

Entonces Z es la localizaciéon de un espacio cudntico afin y grif, es un Z-

modulo libre de rango HiGHM N;. Por lo que gri, es noetheriana y U, también.
O
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Maés atin, por [KL, Prop. 6.6], tenemos que
GKdim#; = GKdim grif; = GKdim Z.
Por lo tanto vale el siguiente Corolario:

COROLARIO 3.2.8. GKdim U, = 2|9O| + 26.
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Capitulo 4

Algebras de Lie asociadas a L,.

En este capitulo consideraremos el dlgebra de Hopf trenzada 3, que es el
dual graduado del algebra Z; introducida en el Teorema [2.4.10} Luego presen-
taremos a £, como una 34-extensién de B;.

Estudiaremos las dlgebras 3, cuando q es:

una trenza de rango 2, ver Cuadro [I}
una trenza de tipo A de rango n, ver Cuadro [2}

la trenza de rango 3 correspondiente a la siper dlgebra D(2, 1, «);

= una trenza de rango 3 de tipo B;

= ]la trenza de rango 4 correspondiente a un diagrama de tipo no identificado.

En todos estos casos encontraremos un isomorfismo entre el algebra de Hopf
3q v el dlgebra envolvente de la parte positiva de un dlgebra de Lie semisimple.
Conjeturamos que siempre es ese el caso, lo que generalizaria los resultados de
Lusztig y nos permitiria en un futuro encontrar una extensién de algebras de
Hopf de uy por un dlgebra universal de un dlgebra de Lie.

A lo largo de todo el capitulo, ¢ = (g;j)ijer serd una matriz de tamano
0 x 0 tal que By, su dlgebra de Nichols asociada, es de dimension finita. Como
antes Eq denotara al algebra pre-Nichols distinguida y £, al algebra de Lusztig
presentada en el capitulo anterior. Ademas, A;“ denotara el conjunto de raices
positivas de By y 94 C A;“ el conjunto de raices de Cartan. De aqui en adelante
pedimos una hipétesis extra sobre la matriz q: si o, f € O, entonces qivg =1.

Los resultados expuestos en este capitulo han sido incluidos en el articulo
[AAR2|.

4.1. Extensiones de algebras de Hopf trenzadas

Hemos mencionado ya la definicién de extensiones de algebras de Hopf,
ver [[.5.2] Damos ahora la versién trenzada de dicha nocién. Incluimos aqui la
definicién dada en [AN], otras definiciones pueden verse, por ejemplo en [BD),
GG].

Dado 7 : C' — B un morfismo de 4lgebras de Hopf en #YD, escribimos

C" ={ceC|(idan)A(c) =c® 1},
CTC ={ceC|(r®id)A(c) =1 ® c}.

45



46 4. ALGEBRAS DE LIE ASOCIADAS A L,.

DEFINICION 4.1.1. [AN] §2.5] Sea H un &lgebra de Hopf. Una sucesién de
morfismos de algebras de Hopf en #YD

ks ASCS5 Bk

es una exstension de dlgebras de Hopf trenzadas si

(1) ¢ es inyectivo,

(ii) 7 es suryectivo,

(iii) kerm = Cu(A)T,

(iv) A= C°7, o equivalentemente A = ©°7C.
Maés atin, la extension se dice hendida (en inglés, cleft) si m admite una sec-
cién B-colineal (es decir que es morfismo de B-comédulos) en YD, inversible
respecto al producto de convolucién.

Recordemos en primer lugar que B, =~ gq/ <ZL‘2[B , B € Og). Ademas, tenemos

el resultado [2.4.10| de 4lgebras pre-Nichols:

TEOREMA 4.1.2. [Ang5| 4.10, 4.13] Z; es una subdlgebra de Hopf trenzada
normal de By. Mds ain Z; = “"B,. O

Observemos que la inclusion ¢ : Z; — gq es inyectiva y la proyeccion
T gq — By es suryectiva. Por otra parte, ker 7 es el ideal bildtero generado por
W(Z;F). Como Z, es normal, vale ker 7 = qu(Z;_ ). Asi, tenemos una extensién
de algebras de Hopf trenzadas

(4.1) K — Zy < By = By — k.

Sea 3, el dual graduado de Z;. Como los morfismos ¢ y 7 son graduados,
tomando duales graduados obtenemos una nueva sucesién de morfismos de

algebras de Hopf trenzadas
(4.2) By S Lo 3,

PROPOSICION 4.1.3. La sucesidn es una extension de dlgebras de Hopf
trenzadas.

DEMOSTRACION. Como las algebras de Hopf trenzadas graduadas en cues-
tién tienen componentes homogéneas finito dimensionales, podemos adaptar
el argumento de la prueba de la Proposicion [1.5.4] a nuestro caso.

La aplicacién ©* : By = L, esta dada por 7*(y)(z) = (y, 7(z)) para todo
yE By, ve gq. Luego, como 7 es suryectivo, si 7*(y) = 0 entonces (y,Z) = 0
para todo T € B,. Por lo tanto y = 0 y 7* es inyectivo. Asimismo, ¢* es suryec-
tivo. En efecto, fijamos a € Z? y consideramos la componente homogénea de
dimensién finita 34(a) de 34. Como hemos observado ¢ es graduado e inyectivo
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y por definicién 34(a) = Zy(a)*. Por lo tanto, t*[3,(q) es suryectivo y por ende
(* también lo es.
Seany € L, x € qu Entonces, para todo z € Z; = “"By = B{", vale

(ym*(z),2) = (y @z, (r ©1d)A(2)) = (y @ 7,1 ® 2) = 0;

(m*(z)y, 2) = (x @y, ([d@T)A(2) = (@Y, 2@1) = 0.
Ademss, si y € ker*, entonces (y,t(z)) = ¢*(y)(x) = 0 para todo z € Z,.
Claramente si © € By — Z, entonces z ¢ (ker*)* y = ¢ (Lom*(BF))*. Asi,
(ker o*)* = Zy = (Lqm* (B )"y ,Cqﬂ'*(BcT) ker ¢*.

Resta ver que B, = Eg‘“*. Dados = € Bq, y € Byy z € Z; tenemos
((Id@)A(T(y)), 2z @ x) = (7" (y), 1(2)x) = e(2)(y, 7(x))
= (T (y) © 1,z ).
Finalmente, si y € L’go‘*, entonces para todo z € Z;r yx € gq
(y,1(z)x) = (([d @) A(y), 2 @ x) = e(2){y, z) = 0.

Como L(Zj)gq = ker, entonces y € (ker )= = By. Asi, By = L y|(4.2)|es

una extension de dlgebras de Hopf trenzadas. O

Asumimos la condiciéon qivg = 1 para todo a, § € O,. El siguiente resultado
sera utilizado en los ejemplos que siguen en el capitulo.

TEOREMA 4.1.4. El dlgebra de Hopf trenzada 34 es un dlgebra de Hopf
usual, isomorfa al dlgebra universal envolvente del dlgebra de Lie ng = P(3y).

Mads ain, los elementos £z 1= t* (yéNB)), B € Oy, forman una base de n,.

DEMOSTRACION. Sea A, el subespacio de £, generado por los monomios

(riNg, ) (reNg;, ) ,

Ys,, o Ys donde ;, < --- < f3;, son todas las raices de Cartan de
K2 'Lk

By y ri,...,m: € Ng. Entonces la multiplicacién p: By ® Ay = L4 nos da un

isomorfismo de espacios vectoriales By ® Ay — L. En efecto, por las relaciones
de conmutacién en £, tenemos que p es suryectivo. Ademads, de las bases de
cada uno de los espacios L,, By y A4 sigue que las series de Hilbert respectivas

sSon:
TNB deg 8
HLQ = H 1— Tdegﬁ H 1— Tdegﬁ ’
Br€Oq
1 — TNB degﬁ
Hp, = H —aa g
[ — Tead
BreAS

1
Ha, = H 1 — T'NpdegB~
Br€Dq
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Por lo tanto, como la multiplicacién es graduada y H,, = Hp,Ha,, it es
inyectivo. Asi, ;1 es un isomorfismo y

(4.3) L= A, @B A,

Consideramos ahora * : L; — 3, la traspuesta del morfismo graduado ¢.
Veamos que la restricciéon de este morfismo a A es un isomorfismo de espacios
vectoriales. En primer lugar notemos que ker:* = EqB; = B; Ly, entonces
ker * = Bf L, = B (ByAq) = B A,. Por F(Ay) = 3.

Como Z, es un algebra de Hopf conmutativa, tenemos que 3,4 es un dlgebra

de Hopf coconmutativa. Ademas, los elementos £z := ¢* (yéNﬁ )) son primitivos,

es decir pertenecen a n,. Los monomios fg,; ...fg’:k, Bi, < - < By € Oy,
T1,...,7% € Ng forman una base de 3. Por lo tanto

3q=Kk(&s: f € Dq) SUny) € 3.
Asi, (£3)gen, €s una base de ng y 3¢ = U(ng). O

4.2. Algunos preliminares

4.2.1. Palabras de Lyndon y base PBW. Presentaremos a conti-
nuacién el concepto de palabra de Lyndon y algunos resultados basicos de
Kharchenko y Rosso que nos proveeran una base PBW formada por produc-
tos ordenados de dichas palabras de gq. Gracias a la convexidad del orden
del conjunto de raices positivas A;r, cada elemento generador de dicha ba-
se sera un multiplo constante no nulo de los generadores xg de nuestra base
PBW obtenida a partir de los isomorfismos de Lusztig. Este cambio de base
nos facilitara los calculos y no cambiara el resultado final buscado.

Consideramos (V, q) un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal de di-
mension 6 y fijamos una base X = {x1,...,%Xp} de V. Denotamos por X al
conjunto de palabras con letras en X; la palabra vacia es 1 y dada v € X escri-
bimos ¢(u) para referirnos a su longitud. Consideraremos el orden lexicografico

en X.

DEFINICION 4.2.1. Un elemento u € X — 1 se dice una palabra de Lyndon
si para toda descomposicion u = vw, v,w € X — 1 vale u < w. Denotaremos

por L al conjunto de palabras de Lyndon.

EJjEMPLO 4.2.2. 1. Toda elemento de X es una palabra de Lyndon.
2. Si X es el abecedario {a,b,...,z} entonces la palabra aaefagh es de
Lyndon pero abftaagh no lo es pues abftaagh > aagh.

Un teorema bésico sobre estas palabras, atribuido al mismo Lyndon, esta-
blece que toda palabra u € X admite una descomposicion tinica como producto



4.2. ALGUNOS PRELIMINARES 49

no creciente de palabras de Lyndon,
U:lllg...lr, ZZEL,lrégll

Esta descomposicion se llama descomposicion de Lyndon de u y cada [; € L
letra de Lyndon de u.

Cada v € L — X admite una descomposicién u = ujug, u1,us € L tal
que us es el menor final propio de u entre todas las posibles descomposiciones
de esta forma. Esta se llama descomposicion de Shirshov de u y se puede ver
que toda palabra de Lyndon admite una descomposicién de Shirshov, ver por
ejemplo [Kh].

Identificamos kX con T'(V') y recordamos la definicién del conmutador tren-
zado entre dos elementos a,b € T'(V), dada en ,

[a,b]. = ab—moc(a®Db).
A partir de este conmutador definimos un endomorfismo lineal [—]. de T'(V)
como sigue:
u, siu=1oue€eX;
[u]e == < [[V]e, [w]e]e, siuw €L — X, u=ovw su desc. de Shirshov;
[u]e .. [wy)e, stu€X =L, u=uy...u sudesc. de Lyndon.
DEFINICION 4.2.3. La hiperletra correspondiente a [ € L es el elemento

l]c. Una hiperpalabra es una palabra escrita en hiperletras. Una hiperpalabra
W se dice mondtona si W = [uq]¥ ... [ug]¥ con uy < -+ < uy.

Podemos considerar un orden diferente, llamado deg-lex order sobre el con-
junto de palabras X, ver [Khl, [U]. Para cada par u,v € X decimos que u > v si
l(u) < l(v) o l(u) =L(v) y u>v para el orden lexicografico. Observemos que
este orden es total, su elemento maximal es 1 y es invariante por multiplicacion
a izquierda y derecha.

Dado un ideal de Hopf I de T'(V') definimos

Gr={uveX:u¢kX_,+ I}

Asi, si uw € G vy u = vw, entonces v,w € Gy. Consideramos S; = GyNLy
definimos hy : S; — {2,3,...} U{oo} dado por
hi(u) = min{k € N:u" € kX _» + I}.
ProPOSICION 4.2.4. [Kh] El conjunto
{[ud]® . [up)®™ :m € No,uy > -+ > U, u; € S1,0 < ki < hy(u;)}

es una base PBW de T'(V')/1. O
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Nos referiremos a esta base como base PBW de Kharchenko de T'(V')/1.

COROLARIO 4.2.5. [Kh| Una palabra u pertenece a Gy si y sélo si la hiper-
palabra [u]. no es una combinacion lineal, modulo I, de hiperpalabras mayores

(w]e, w > u cuyas hiperletras estdan en Sj. O

Como ya hemos mencionado en la seccién [2.1] el sistema generalizado de
raices positivas Aak es el conjunto de los grados de los generadores de una base
PBW de B, y no depende de la base PBW elegida.

DEFINICION 4.2.6. [Ang4, 2.6] Dado un sistema de raices finito y un orden
total < sobre AT, decimos que el orden es convezro si para cada a, 3 € A* tal
que a < Bya+ e At vale a < o+ < . El orden se dice fuertemente
convexo si para cada subconjunto ordenado a; < as < --- < de elementos
de AT tal que a = >, o € AT vale a; < a < ay.

Una propiedad sumamente importante de las raices positivas de By es la
convexidad del orden £y < By < -+ < By, Bi € A;“. (Implicitamente hemos
utilizado esta propiedad durante los capitulos 2 y 3).

TEOREMA 4.2.7. [Ang4] 2.11] Dado un orden sobre AT, son equivalentes:

» ¢l orden es convexo,
= ¢l orden es fuertemente convezo,

= ¢l orden estd asociado a una expresion reducida del elemento de longitud

maxima, cf.|(2.5). O

El siguiente teorema nos permitird trabajar con la base PBW de Khar-
chenko lo que nos facilitara los calculos de los coproductos en los ejemplos.

TrOREMA 4.2.8. [AY] 4.12] Sean (Xg)geny elementos no nulos de By tales
que xg € (By)p y existe un orden 1 < --- < [y de las raices tal que, para
cada k € Iy, los elementos ng‘é - -ng, 0 < a; < Ng, determinan una base
de un subespacio Yy, que es una subdlgebra coideal de By. Entonces el orden de
las raices es convexo. Mds ain, si ($5)5€Aq+ denota el conjunto de generadores
PBW correspondientes al elemento de orden mazximal de VWV, entonces existen

escalares no nulos cg tales que g = cgXga. g

Asi, como los generadores de la base PBW de Kharchenko satisfacen las
hipétesis del teorema [Angd, 2.14], cada uno de ellos es un multiplo escalar
no nulo de los generadores de la base utilizada hasta ahora (obtenida a partir
de los isomorfismos de Lusztig).

El siguiente resultado nos sera de gran utilidad al momento de calcular la
hiperpalabra [/g]. asociada a una raiz § € A
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PROPOSICION 4.2.9. [Ang4, 2.17] Para cada 3 € AJ,

l X, s si f=aqy 1€l
/8 pr—
méx{l51l52 . (51,52€A;_,51+(52:ﬁ,l51 <l52}, siﬂ#ai, 1el. O
Por ejemplo, tomemos S = 4a; + 3ay. Entonces las posibles palabras

de Lyndon lg asociadas a [ serian: l1l1lililalaoly, ilililalils, lillalilalily y
lil1l5l1111515. Cada una de ellas la escribimos como l5,15, y nos quedamos con
la mayor, que en este caso es la tercera. Por lo que la palabra de Lyndon I es
ls,ls, con &1 = 3y + 209 y 09 = a + .

Damos a continuacién una lista de las hiperpalabras de Lyndon asociadas

a las raices 5 que apareceran en los ejemplos:

Raiz Hiperpalabra Notacién
Q; X T
noy + Qg (adex1)™x9 T1..12
ay + 2an (X +as, X2]e (12, T2]c
30 + 202 [X20i+ass Xay+as)e [T112, Z12)e

4o + 3 [X3a1+2agaxa1+a2]c [[$1127$12]c,$12]c

Sag 4 30s  [X2ai+ass X3ar42a0)e  [T112, [T112, T12)c)e

Ademés utilizaremos una notacién similar para los elementos de L, por
ejemplo escribiremos 12,12 para referirnos al elemento de £, que corresponde

a [$1127$12}c Y Y@ai12,12),12 al que corresponde a [[$1127$12]c, 51312]c-

4.2.2. Algebras de Lie de rango pequeno. En los ejemplos en los que
trabajaremos apareceran las dlgebras de Lie simples de rango menor o igual
a dos. En la siguiente tabla se detalla, para cada una de ellas, la respectiva
matriz de Cartan asociada y el conjunto de raices positivas A* en término de
las raices simples 07 y . Recordar que By ~ C5 y que D5 no es simple ya que

es isomorfa a dos copias de Aj;.
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Nombre Matriz AT

Ay (2) {01}
2 -1

A 01,01 + 09, O

2 1 9 {61,01 + 02,02}

2 -1

By 9 9 {61, 01 + 02,201 + 02,92}
2 =2

Cy 1 {01,01 + 82,81 + 282,02}
2 -3

Go 1 o {61, 01 + 02,281 + 02,301 + 92,301 + 252, 0 }

El siguiente teorema nos presenta a las algebras de Lie semisimples por
generadores y relaciones, el mismo se debe a Serre y nos sera de gran utilidad
en lo que resta del capitulo.

TEOREMA 4.2.10 (Serre). Sea A = (aij)i jer una matriz de Cartan. Enton-
ces existe una unica, salvo isomorfismo, dlgebra de Lie semisimple compleja
g (cuya matriz de Cartan es equivalente a A), tal que g estd definida por un
conjunto de 30 generadores {e;, fi, hi}ier y relaciones

[hi, hj] =0, [ei, fi] = 0sjha,
[hi, ] = —ai; fj,

(ad fi)_aij-‘rlfj = 0 |:|

[hi, e5] = aije;,

(ade;) e, =0,

Es bien sabido que toda algebra de Lie g admite una descomposicién trian-
gular g ~ g" ® h ® g~ donde gt es la subdlgebra generada por los ¢;, g~ la
subalgebra generada por los f; v b la subalgebra de Cartan de g generada por
los h;, i € I. A lo largo de este capitulo escribiremos U(g™) para referirnos al
algebra envolvente de la parte positiva del dlgebra de Lie g. Haciendo un abuso
de notacién escribiremos por ejemplo U(A3) en el caso que g >~ A,.

Enunciamos ademas el teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt que nos da una
base PBW del algebra universal envolvente.

TEOREMA 4.2.11. Sea g un dlgebra de Lie compleja y {X;}ica una base
de g. Fijamos un orden simple (es decir un orden parcial donde todo par de
elementos son comparables) del conjunto de indices A. Entonces el conjunto de
todos los monomios ¢(X;, )7t -+ 1(X;, )% con iy < -+ < iy y j. > 0 es una base

de U(g). En particular la inclusion candnica v : g — U(g) es inyectiva. O
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4.2.3. Sistemas de raices finito de rango 2. Para una presentacion
ordenada de los ejemplos de este capitulo seguiremos la clasificacion de Hecken-
berger de los sistemas de raices finitos de algebras de Nichols de tipo digonal,
[H2].

En primer lugar introduciremos la nocién de diagrama de Dynkin genera-
lizado asociado a q. Dada una matriz q = (g;;); jer, consideramos el grafo de ¢
vértices, cada uno de ellos etiquetado con el correspondiente ¢;;, y con arista

entre el vértice ¢ y el j si ¢;;q;; # 1 etiquetada con dicho escalar.
EJEMPLO 4.2.12. Si consideramos la matriz q dada por

qu = —1, q22 = q33 = ¢, Q12021 = Q332 = ¢, ¢13931 = 1.
Entonces, el correspondiente diagrama generalizado de Dynkin es

-1 g ! q -1 q

O O O

En Cuadro |1 damos la lista completa de los diagramas conexos de rango 2
dada por Heckenberger en [H2]. En la tiltima columna incluimos los resultados
obtenidos en la siguiente seccion, es decir escribimos el algebra de Lie g tal que
ny =~ g*. En la pentltima columna mencionamos el tipo al que corresponde la
trenza q segun [AA2].

Utilizamos la notacion G,, para referirnos a las raices n-ésimas de la unidad
y G, C G,, para las primitivas.

4.3. Rango 2
En esta secciéon probaremos el siguiente resultado:

TEOREMA 4.3.1. Sea q € kayo tal que By es de dimension finita. Entonces
ng es 0 o isomorfa a g+, donde gt es la parte positiva del dlgebra de Lie semi-

simple de dimension finita g que aparece en la dltima columna del Cuadro [1]

Recordar que asumimos una hipétesis extra sobre la matriz q: si o, 8 € O,

entonces qgg = qg/f = 1, donde, como siempre Nz es el orden de ggg. Asi, en

L:q tenemos
N N, Nuo N, N
[yé 5)7 yggNa)]C = yé 5)y((1Na) qﬁa ﬁyé ﬁ)yéNa)
N, N N,
yé B)ygNa) yé’ B)y((:yNa) = [yé’ B)7y((:yNa)]'

Para probar el Teorema [4.3.1] utilizaremos los siguientes hechos:

» 7, es una subdlgebra de Hopf de gq;
= A es un morfismo graduado;
» 3, estd generada por {§5|x]5v’3 e P(B,)}-
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Fila | Diagrama de Dynkin ‘ Parametro ‘ Tipo de By |ny~g*
1 44" 4 q#1 Cartan A A,
2 g g’ E)l 51 q 51 q# +1 Super A Aq
3 ¢ g0 q# +1 Cartan B By
4 | @ gt e q¢ Gy Stiper B A oA
N B e S CEGs#q | br(2,a) A @A,
6 | ¢ —¢ 1 gl ¢ € G} Estandar B | 0
2 2 -2y _2 _
[ N S-S N S e e RIS €18 ufo(7) 0
7C3 ¢ —1 7{3_C*171
oO—0 O0—0
_ 2 2 2 1 1 —
8 |5 oS s ¢ CeG ufo(8) A
oo B 3 1 1 _c? 1 ]
9 C¢2¢ éclo é ¢ Sl¢eG; btj(2;3) A oA
10 | 94 ¢° ¢’ q ¢ Gy UGj | Cartan Gs Go
I O S S S R € Estandar Gy | A, & A,
= /
7C_4C5 -1 ¢ C*S -1
2 1 —("2._2 — .
13 | ¢ ¢~ g2l ¢ eG, brj(2;5) By
14 | ¢ ¢* b 62l ¢ € Gl ufo(10) A8 A
_4724‘3 -1 —4*2_43 -1
O—0 0—=0
15 | S-¢2¢ & =t (e ufo(11) A @ A
o0—0 O0—o0 15 ! !
¢o | ¢ 2 -1
O—0 O0—0
R R S S (€G! ufo(12) G
oO—0 O0—0 7 2

CUADRO 1. Diagramas conexos de rango 2

Asi, si [Og| < 2, los elementos &g, f € O, generan 3, y por lo tanto ng ~ g+
con g de tipo A; o A; @ A;. Si |9y| > 2, calcularemos los coproductos de
los xgﬁ en gq, f € Oy y en todos los casos obtendremos sélo dos elementos
primitivos, digamos xg[f Ly x;\gﬁ *. Luego, 34 estd generada por £z, y &s,. En
estos caso, utilizando la dualidad entre el producto de 34 y el coproducto de
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Zq, comprobaremos que
(4.4) (ad &5,)' 165, = 0, 1<i#j<e

Para probar , bastara observar que en n, la componente homogénea de
grado Ng (1 — a;)B; + Ng,3; es trivial. Por lo tanto, implica que existe
un epimorfismo de dlgebras de Hopf § : U(g") — 3, tal que e; — £z,. Como la
restriccién gt = n, es un isomorfismo puesto que en cada caso * es suryectivo
y dim gt = dimn, = [y, entonces § es un isomorfismo.

Referimos a [Angl), [AAY], [Ang3] para la presentacion, sistema de raices
y raices de Cartan de las trenzas q de tipo standard, super y de tipo no iden-
tificado respectivamente.

Como hemos hecho hasta el momento, denotaremos por £z al elemento de
3q que es la imagen por ¢* del elemento y(BNﬁ ) ¢ Ly. Asi, denotaremos por

ejemplo por ;12 al elemento de 3, que es imagen del elemento yﬁ\;) de L,.
4.3.1. Prueba del Teorema [4.3.1l

Fira 1. El diagrama ¢ ¢ ¢ con g # 1 una rafz de la unidad de orden

N corresponde a una trenza Cartan de tipo A con raices positivas

A‘T = {1, a1 + az, s}
En este caso todas las raices son de Cartan con Ng = N, f € Oy = A; y
q, = g5, = 1. Los elementos x1,zs € B, son primitivos y

é(.ﬁﬂlg) = T12 & 1 =+ 1 & T12 + (1 — qil)l'l X To.

Por lo tanto los coproductos de los elementos z{, 235, 25 € B, son:

Ay) =2 @l+1@z); A@)) =2 @l+10;
N(N-1)

Ay =25 01+1@ah+(1—q¢ Wy ° 27 @y

Luego, utilizando la dualidad entre el producto de 3, y el coproducto de Z,

tenemos
N(N-1)

2. &6] = (1—=q ) Ng 7 &ux;
[527512] - [517512] = 0.

Definimos entonces el morfismo de dlgebras § : U(AT) — 34 dado por

er — &1, eg — &.

N(N-1)

(
Ademis, F(adei(ez)) = (1 —q¢ ) Nqy ?

el elemento e§e§1+526§, r,s,t € No, a ¢,

&12. Entonces, dicho morfismo envia

S
atasg

aplica una base en una base, asi 3, ~ U(A7).

&, con ¢ # 0y por lo tanto
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Fira 2. Los diagramas de la segunda fila corresponden a una trenza siper
de tipo A con raices positivas

A;r = {a1, a1 + ag, as}.

q q71 -1

En el primer caso tenemos el diagrama con ¢ una raiz de la

unidad de orden N > 2.

En este caso la tnica rafz de Cartan es a; y N,, = N. El elemento z}¥ €
gq es primitivo y 3, estd generada por &;. Definimos entonces el morfismo
de dlgebras § : U(AT) — 34 dado por e; — &. Claramente es biyectivo y
asf 3, ~ U(AT).

1

. _ -1 , .
En el segundo caso, el diagrama q con ¢ una raiz de la unidad

de orden N > 2, también tiene una tnica raiz de Cartan, oy + as. El elemento

o, € gq es primitivo y 3, estd generada por 9. Entonces 34 ~ U(AT).

Fira 3. El diagrama ¢ ¢” ¢ con q # 1 una raiz de la unidad de orden

N corresponde a una trenza Cartan de tipo B con raices positivas
+ _
Aq = {Oél, 20(1 + (g, v; + g, CKQ}.

En este caso todas las raices son de Cartan y ¢} = 1. Los coproductos de los
generadores en B, son:

Alx) =21 @1+1@x1; A1) =220 1+ 1@ x;
A1) =212 @ 1 + 1 @ z12 4+ (1 — ¢ %) 21 ® T2;
A(r119) =212 @ 1+ 1@ a1+ (1 — ¢ (1 — ¢7%) 27 ® 29
+q(1—q %) 21 @ 310.

Dividiremos el estudio de estas algebras dependiendo de la paridad de N.
CASO 1: Si N es impar, entonces Ng = N para toda raiz 3.

Los coproductos de los elementos z1’, 7, 235, 2Y € B, son:

AY) =2y @1+1®z); A@)) =2 1+1®);

Ary) =0 @ 1+ 1@y + (1 — ¢ )y @ 23;

A( ﬁz) :Iﬁz ® 1 +1®xﬁ2 +(1 —qfl)N(l - q72)N$%N®xéV
+C:civ®:cg;
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donde C' es un escalar no nulo. Por lo tanto, en 3, tenemos

[€1,6] = (1 — ¢V &

[512751] C &112;

(€.&] =1 —¢ HYA = ¢ )Y+ (1 —q¢ )V
[

&1, 2] = [§2,&12] = 0.

Definimos entonces el morfismo de dlgebras § : U(By) — 34 dado por

er — &1, e+ &.

Las relaciones en U(By) implican que C = 2(1 — ¢~ )™(1 — ¢~%)". Dicho
morfismo envia efes L5 €55 15,65 a CETE 1 0,Em +are, cON ¢ # 0y por lo tanto
aplica una base en una base, asi 3, ~ U(B).

CASO 2: Si N =2M > 2, entonces No, = Noytay = NV Noaytay = Na, =
M. Los coproductos de los elementos z7', 219, #115, 23! € B, son:

Ar)) =y @ 1+1@27; Ad) =2 @1+ 1@

Alady) = @1+ 1@ah +(1—g7) Ve " Vel @ a3

+ (1 =g )My wlly @
_ M(M—1

Ay =2l @1+ 1@ al, + (1— ¢ HM(1 - ¢ )M g™ Va @ 2).

Por lo tanto, en Sq tenemos

[52,51] = (1 - q_l)M(l —q )Mf}é\f (M=1) 5112,
(112,86 = (1 — Mgl ¢
(€1, &112] = [€2,&12] = 0

Definimos entonces el morfismo de dlgebras § : U(C5) — 3, dado por

er — &1, eg > &o.

u
a2

Dicho morfismo envia efe; 5 €5 o5 €5 a &L 5 1 0 tana, €ON ¢ 7# 0y por

lo tanto aplica una base en una base, as{ 3, ~ U(Cy).

FiLA 4. Los diagramas de esta fila corresponden a una trenza siper de tipo

B con raices positivas

A;,F = {a1, 20 + ag, a1 + g, s}

. q -2 —1 , .
En el diagrama q con ¢ # 1 una raiz de la unidad de orden
N # 4, las raices de Cartan son a; con No, = Ny a1 + as con Nyj1a, = M

donde M es N si N es impar y % si N es par. Los elementos 2, 214 € B, son
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primitivos. Luego, en 3, tenemos [£12,&] = 0. Definimos entonces el morfismo
de élgebras § : U((A; & Ay)") — 34 dado por

er — &1, ex > &g,

Dicho morfismo es biyectivo, asi 3 >~ U((A; & A;)™).
¢ 1 eon q # 1 una raiz de la unidad

de orden N # 4. Las raices de Cartan son a; con N,, = M y a; + o con

Consideramos el diagrama

Na,tas = N. Los elementos 27, 2, € gq son primitivos. Luego, en 3, tenemos
(€12, &1] = 0. Definimos entonces el morfismo de algebras § : U((A; & Ay)*") —
34 dado por
er — &1, ez > ia.
Resulta 34 > U((A1 & A1)™).
Fira 5. El diagrama ¢ a9 con q # 1 una raiz de la unidad de orden
N # 3 y ¢ una raiz de orden 3 corresponde a una trenza estandar de tipo B

con raices positivas
+ _
A= {a1,201 + g, a1 + ag, s}

En este caso las raices de Cartan son 2aq + aw, con Nag, 1, = M donde M

es igual a N si N es multiplo de 3 y 3N sino lo es; y ay con N,, = N. Los

elementos z}1,, x) € B, son primitivos. Luego, en 3, tenemos [{112, &) = 0.

Definimos entonces el morfismo de algebras § : U((A; & A1)™) — 34 dado por

er — &2, eg — &a.

1 e T 58 ‘s S
Dicho morfismo envia el elemento eje; a c&5,, 4,85, con ¢ # 0y por lo tanto

a2
aplica una base en una base, asi 3; ~ U((4; & A;)T).
De manera similar procedemos con el segundo diagrama de la fila. Las

C qC71 Cq71
o——=0

raices de Cartan correspondientes al diagrama son as y 201 + (p.

En este caso también obtenemos 35 ~ U((A; & A;)™).

C ¢l y Clged
o—-o0 Y o—o0
corresponden a una trenza estandar de tipo B con raices positivas

FiLA 6. Los diagramas con ¢ una raiz de orden 3

A: = {Oél, 20(1 + (g, v; + (g, 052}.

En estos casos ninguna raiz es de Cartan por lo que, tanto Z; como 3, son

triviales.

FiLa 7. El diagrama e con ( una raiz primitiva de orden 12

corresponde a una trenza de tipo no identificado con raices positivas

A;r = {061, 201 + ag, a1 + o, 0 + 2a2,a2}.
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En este caso ninguna raiz es de Cartan por lo que tanto Z; como 3, son
triviales.

Lo mismo ocurre con el resto de los diagramas de la fila 7, aunque los
conjuntos de raices positivas son distintos, en ninguno de los casos existen

raices de Cartan por lo que todos los 3, son triviales.

FiLA 8. Los diagramas de esta fila, con ¢ una raiz primitiva de orden 12,
. . . . —¢? —¢? ..
corresponden a trenzas de tipo no identificado. El diagrama ¢ tiene

raices positivas
A;:_ = {al, 2@1 + g, (X1 + g, (X1 + 2@2, O{Q}.

En este caso la tunica raiz de Cartan es a; + asg, con Ny, 1a, = 12. El elemento
T3 € gq es primitivo por ser Z; subalgebra de Hopf. Definimos entonces el
morfismo de dlgebras § : U(AT) — 3, dado por e; + &jp. Claramente es
biyectivo y asf 34 ~ U(AT).

2
. , . . . - -1
L njun rai iti It ndien 1 lagram ¢ ¢
os conjuntos de raices positivas correspondiente a los diagramas
_4_1_43 —1
son
Y o—o0

{a1,201 + ag,3a1 + 209, a1 + g, s} y
{041, 3051 + g, 20(1 + Q9,01 + 9, 042}

respectivamente. Ambos tienen sélo una raiz de Cartan por lo que también
obtenemos 3, ~ U(AT).

3
FiLa 9. El diagrama ¢ con ¢ € Gy corresponde a una trenza de

tipo no identificado con raices positivas
A;_ = {Ozl, 20(1 + 9, 3051 + 20(2, o1 + Q9,0 + 2062, 042}.

En este caso las raices de Cartan son a; y o + as con Ny, = Nyjta, = 18.

Los elementos x18 z15 € gq son primitivos por ser Z, subalgebra de Hopf.

Luego, en 3, tenemos [£12,&;] = 0. Definimos entonces el morfismo de algebras
§:U((A & Ay)*T) — 34 dado por

er — &1, ea > §12.

s
a1tag

£ T 58 T
Este morfismo envia el elemento eje; a ¢, con ¢ # 0y por lo tanto

aplica una base en una base, asi 35 ~ U((A4; & A;)™).
¢ s -1
y

Al mismo resultado llegamos si consideramos los diagramas

—¢? ¢ -1 . , .
con conjuntos de raices positivas
{a1, 201 + ag, 3a1 + 2a,4a1 + 3ag, a1 + g, st y

{a1,4a1 + ag, 3a1 + ag, 20 + ag, a1 + ag, s };
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y raices de Cartan oy + ao, 2071 + ao v aq, 201 + g respectivamente.

Fira 10. El diagrama ¢ ¢’ ¢ con q # 1 una raiz de la unidad de orden

N corresponde a una trenza Cartan de tipo G con raices positivas
A7 = {01 4 ag, 201 + @z, 30 + g, 30 + 20, s}

En este caso todas las raices son de Cartan.
Los coproductos de los generadores de la base son:
Az)=m1@1+1@2; Az =201+ 1@ 2y
A1) =212 @14+ 1@ x5+ (1 — ¢7°) 71 @ 29
A(z112) =212 @ 1+ 1@ 2112+ (1 + ) (1 — ¢ ) 21 @ 712
+(1—q¢ (1 —q %) a2 @y,
(z1112) = 21112 @ L+ 1@z + (L — ¢ (1 + ¢+ ¢*) 21 @ 2112
+ (1= )1 =g )1 +q+¢")2i @
+ (1= (1 =g —qg )i @y
A([z112, T12)e) = (112, T12)e @ 1+ 1 ® [2112, T12)c + (¢ — q_l) 112 @ T12
+ (1= A+ )1 =g " +q) z11221 @ 22

>

—qqn (1l —q )(1 +q—q )531112 X xo +q C]21(1 — q73) 1 ® [T112, Tae
(=g HA =1 =g ?) 2] @aoz1s
+au(l—¢?)PA—q¢ (1 —q ")l a3

Dividiremos el estudio de estas algebras dependiendo si N es multiplo de

3 0 no.
CASO 1: Si N no es multiplo de 3, entonces Ng = N para toda ral'z B.
Los coproductos de los elementos ¥, 2, &N, oM, [2110, 21)Y, 2 € B,

son los siguientes:

> >

)= @1+1®ay; Az )=2) @1+ 1),
15

>

(
(x 2):x%®1+1®x%+a1x{v®x§[;
(
(z

fiv )—x112®1+1®$112+a2x1 ®x12+a3x1 ®x2,
N
Ty

|l>

112) = x1112 ®1+1® I1112 +as I1 ® x112 +as x1 ® $12

—|—a6$1 ®x2,

>

N
([T112, T12].)) = [T112, $12] ®1+1® [x112, $12] + ar $112 & 3012
N N_N
+ as x1112 ® 132 + ag 371 ® 5’712 + Q1o xl X Ty Thg

N 2N,
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N(N—1)
con a; € k. Como a; = (1 —q 3 Vgy, 2 a3 =1 —q )1 - q¢3)V, a6 =
3N(N—1)
1= H¥A=¢)"A=q) gy * yan=(01-¢)"1-g )N (1—q?)*"
son no nulos, entonces &; y & generan 3.

Por la dualidad entre Z; y 3, tenemos

(€2, &1] = a1 &ua; (€12, &1] = a2 &112;
(€112, §1] = aa E1n12; €1, E1112] = [€2,612] = 0.

Definimos entonces el morfismo de dlgebras § : U(G4) — 3, dado por
er — &1, es — &o.
Dicho morfismo envia €,5,+t5, & Cap Eaai+bas CON Cqp 7 0y por lo tanto aplica
una base en una base, asf 3, ~ U(G3).
CASO 2: Si N = 3M > 3, entonces Ny, = Najta, = Noajtar, = Ny

N3011+052 = N3041+2042 = NOCQ = M
Los coproductos de los elementos z, 2V, o, oM, (2110, 112]M, 2)! € B

Son:

>

(27) =2y @1+1@z;  A) =2 @1+l
N

(z) =2} @ 1+ 1@ a1 + by [112, 212) ) @ 2!

N(N-1)
+ by xi\/ljm ® ng + (1 — qu)NQm ? xiv ® ngZ

(22) = 211 ® L+ 1@ a7]y + by @ i) + by x111y ® [T112, T1])

+ (1 — q_z)N(l - q_S)N Ve $§’M +bs 931112 ® 352

>

>

+ b6 2111077 @ 23 + bray @ 25 (w112, 2120
(-Ti\/{lz) = I1112 ®1+1® I%lz + bs xiv ® xéMQ
A([z112, 212]2") = [112, 212)Y @ 1+ 1 @ (112, 212] 2

+ by 2 @ 25M + byo 11719 ® TS

>

con b; € k. Como

3\ M 2\ M =
bs=(1—-q¢ )" (1—=qg )" (1—-q¢ )"qy > #O,

by = (1—¢°)"M(1 =g M1 —q HYa3 #0.
Entonces &; y & generan 3,. Ademaés, en 3, tenemos
€2, &1] = b7 &inna;

[52751112] = by 5112,12§
N(M-1)

(€2, &1212) = (1= )Mo T &ias
€1, &1n12) = [€2, &12) = 0.
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Definimos entonces el epimorfismo de dlgebras § : U(G5) — 3, dado por
ex — &1, er — &

Dicho morfismo envia una base en una base y por lo tanto 34 ~ U(G5 ). Notar
que a partir de este isomorfismo podemos calcular el resto de las constantes b;.

FiLA 11. Los diagramas de esta fila, con ¢ una raiz primitiva de orden 8
corresponden a una trenza estandar de tipo Gy con raices positivas

Aai» = {@1, 3@1 + Q9 2051 + g, 3041 + 20{2, a1 + Qg, OéQ}-

2 —1
En el caso del diagrama ¢ ¢ ¢ las rafces de Cartan son 201 4+ a v aip con

Nooytas = Na, = 8. Los elementos ;5,25 € gq son primitivos. Luego, en 3,
tenemos [z, &112] = 0. El morfismo de algebras § : U((A4; & A;)T) — 3, dado
por

e1 — &2, eg ++ &a.

es biyectivo y por lo tanto 3, ~ U((A; & A;)™). Lo mismo sucede con el resto
de los diagramas de la fila.

FiLa 12. El diagrama ¢t ¢ oon ¢ una raiz primitiva de orden 24

corresponde a una trenza de tipo no identificado con raices positivas
A;r = {ay,3a1 + a9, 201 + a9, 31 + 209, 4y + 3an, ag + i, ap + 209, o}

En este caso las raices de Cartan son a;+ay y 31 +az con Nuj o, = Nigytay =
24 .24 R s + "

24. Los elementos x7,, 2715 € By son primitivos por ser Z subélgebra de

Hopf. Luego, en 3, tenemos 12, &1112] = 0. Definimos entonces el morfismo de

algebras § : U((A; & A;)T) — 34 dado por

er — &z, ez — &i2.

gél+a2
aplica una base en una base, asi 35 ~ U((A; & A;)™).
¢t ¢s -1 ¢ 9 -1
o—o0 ¥ o0

Este morfismo envia el elemento eje; a &3, 1 0,8 con ¢ # 0 y por lo tanto

6 -1
Por su parte, los diagramas ¢ ¢S , tienen

conjuntos de raices positivas
{a1, a1 + ag, 201 + ag, 3a; + ag, 3a; + 2z, bag + 2as, bag + 3as, s}
{ag, a1 + ag, 201 + ag, 3a; + 2ag, 4oy + 3ag, bag + 3as, bay + dag, as} y
{ag, a1 + ag, 201 + a9, 3a; + a9, 4oy + g, bag + g, bag + 2, s}

Sus raices de Cartan son 2a; + g y ag; a1 + o y Hag + 3as v aq y Hag +
2a, respectivamente. En todos los casos obtenemos un isomorfismo entre 3, y

U((Ar @ A)T).
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FiLa 13. Los diagramas de esta fila corresponden a una trenza de tipo no
identificado relacionada a la stuper dlgebra de Lie btj(2,5) en un cuerpo de

caracteristica 5. Ver [Ang5| §5.2], en especial la Observacién 5.5.
. ( <2 —1 , e ey . ,
El diagrama con ¢ una raiz primitiva de orden 5 tiene raices
positivas

A;r = {Oél, 3061 + g, 20&1 + g, 50&1 + 30&2, 30(1 + 2@2,4051 + 30(2, o+ g, 042}.

En este caso las raices de Cartan son aq, ay + ao, 2a1 + o y 3a; + as con
_ _ _ _ : .

Nuo, = N3oy 1205 =9 Y Naytas = Noay+a, = 10. Pedimos ademas ¢5; = 1.
Los coproductos de los elementos 1, x12, X112 ¥ [T112, Z12]c son:

Alr) =21 @1+ 1@y
Alr) =201+ 1@ 215 + (1 — () 21 ® 29
A(r112) =212 @ 1+ 1@ x11s + (1 + (1 — ) 21 @ 210
+ (1= )1 = ¢%) 2] @
A([r112, T12)e) = [T112, T12)e @ 14+ 1 ® [2112, 19
— =)+ Q)2 @ 2%y — (o 112112 ® Ty
+ (14 qo1 + Cgo1) 211971 @ 12 + (1 — () 2121971 ® To
+(1- CQ)(l —(*)? 2l @ wamr.

Luego, los coproductos de los elementos 3, 219, 2135, [112, 7122, € B, son

A} =ai@l+1@al;  Alep) =2p® 1+ 1@y
Alryiy) =21, ® 1+ 1@ 215, + a1 21" ® 2

+ ax 27 @ (2112, 212]2;
A([zn2, 212])) = [#112, 712)2 ® 1 + 1 @ [T112, 212]] + a3 27 @ 275,

Para escalares a; € k. Por lo tanto, en 3, tenemos

[512, 51] = a3&112,12;
[5112,12751] = az8112;
[5175112,12] = [5127 5112] = 0.
Como
a; =— (1= ¢*°(1 + ¢)°(1 + 62¢ — 15¢* — 87¢* + 70¢*) # 0;
a3 =— (1 —-C)°(1+¢)*(4 — 8¢ —19¢* — 3¢* — 50¢*) # 0,

los elementos 10y, [¥112, T12]2 no son primitivos, por lo que &, &2 generan 3.

Definimos entonces el morfismo de dlgebras § : U(B;y ) — 34 dado por

er — &1, e+ &12.
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Dicho morfismo aplica una base en una base, as{ 3q ~ U(By).
— 3 — . , o .
El diagrama c ¢l ¢ € G tiene raices positivas
A;r = {Ozl, 40(1 + 9, 3061 + g, 50[1 -+ 2062, 2051 + g, 30(1 -+ 2052, (05} —+ g, 052}.

En este caso las raices de Cartan son «aq, 3a1 + g, 207 + as v a1 + ais con
Nay = Naytar = 10 Y N3gyvay = Najta, = 5. Pedimos ademds ¢3? = 1.

Los coproductos de los generadores asociados a raices de Cartan son:

>

(1) =21 ®1+1® 7;
(T12) =212 @ 1+ 1@ 212 + (1 — (*) 21 @ 2o
(z112) = 212 @ 1+ 1@ 2110+ (L + O)(1 — ) 21 @ 219
+(1+3)1 =) at @y
(T1112) = 21112 @ L+ 1@ 21112 + (1 4+ ¢ = )1 = (M) 21 @ 2112
+(1+QU+ =AM =Hai@ze+ 1 +O0 - )1~ ") a2 @,

Luego, los coproductos de las potencias correspondientes son

P>

>

>

A =221+ 1@ 21" A(rd,) =25, @1+ 1@ 1%;
A(zh) =21 @ 1+ 1@ 215, — (14 ()°(1 = ¢)°afyy, @ afy
+ 1+ =)0 @ ay;
A(af) =271, @ T+ 1@ a7, + (14001 = )1’ @ 2,

Por lo tanto, en 3q tenemos

[€12,&] = (14 )1 = )&
(1112, &12) = —(1 4+ ¢)°(1 — ¢*)°&u1n;
€1, &1112) = [€12,&112) = 0.

Definimos entonces el morfismo de dlgebras § : U(C5) — 3, dado por
er — &1, ez — &12.

g s ] t u T ¢S t u
Dicho morfismo envia eje5 s €5 105,65 a €& &30 +arS2a +as conc#0y

agtag
por lo tanto aplica una base en una base, as{ 3, ~ U(CY).

FiLA 14. El diagrama ¢ ¢~ con ¢ una raiz primitiva de orden 20

corresponde a una trenza de tipo no identificado con raices positivas
A;— = {(11, 3041 + 9, 20[1 + g, 50[1 + 30[2, 30[1 + 2042, 4041 + 30427 a1 + g, Oég}.

En este caso las raices de Cartan son ay y 3aq + 2a con Ny, = Nigy 420, =
20. Los elementos :(;10, (2112, :r;12] € B son primitivos. Luego, en 3, tenemos
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(12, &112,12] = 0. Tenemos asi un isomorfismo de algebras § : U((A1 ® A;1)T) —
34 dado por

e1 = &112,12, ea > 2.

Resultados analogos se obtienen para el resto de los diagramas de la fila.

FiLa 15. El diagrama 2 con ( una raiz primitiva de orden 15

corresponde a una trenza de tipo no identificado con raices positivas
A: = {Oél, 3061 + o, 5041 + 20(2, 20(1 + o, 361/1 + 20(2, a1 + Qp, 0 + 2042, CKQ}.

En este caso las raices de Cartan son oy y 3aq + 2as con Ny, = Nig, 420, =

30. Los elementos 23, [2112, £12]3° € B, son primitivos. Luego, en 3, tenemos
1> ) c q ’ q

[§12, §112,12] = 0.
Definimos entonces el morfismo de algebras § : U((A; & A1)T) — 3, dado

por
e1 — &112,12, ex — 2.

Entonces, § envia el elemento eje; a c&5,, 104,60, cOn ¢ # 0y por lo tanto
aplica una base en una base, asi 35 ~ U((A; & A;)™).

Lo mismo ocurre con el resto de los diagramas de la fila 15, aunque los
conjuntos de raices positivas son distintos, en cada uno de los casos existen
dos raices de Cartan por lo que todos los 3, son isomorfos a U((A; & A;)™).

5
FiLa 16. El diagrama ¢ 71 con ¢ € G corresponde a una trenza de

tipo no identificado con raices positivas

A: = {a1,b5a1 + ag, 4oy + g, Tay + 209, 31 + e, 8y + g,
bag + 2as, Tay + 3an, 2a + ag, 3aq + 200, g + g, aia b

En este caso las raices de Cartan son a;, 4o + g, 3 + g, by + 29, 201 + g
y oy + ap con Ng =14, B € O,.
Tenemos los siguientes coproductos:

Alz) =21 @1+ 1@ a4;
Alrp) =221+ 1@z + (14 %) 21 ® a;
Alzi2) = 211201+ 1@ 2112+ (1 = O)(1 = ) 21 @ 312
+ (1= O+ %) 2t @y
Alzinz) =212 01+ 1@z + (1+ ¢ = C) (14 C°) 21 @ 2119

+(1+C -+ =Qaf @z + 1+ )1+ )1 =) a7 © xy;
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A(Ti1112) = 11112 © L+ 1 ®@ 211112 — (1 — Q) (1 — %) 21 @ T1119
+CA+C -1+ )1 -0 2T @112 — (1= (1 = )1+ (%) 2} @ 212
+ (1 =00+ )1 =¢HA+ ) 2t @ a3

é([mlm, $112]c) = [$1112, 35112]0 R1I+1® [$1112, $112]c

(L= C) 1 o1 (1 vt O o

— (1 =01 =¢) A+ ¢ = ) af @ [r112, T12]e

+ (1= (=4+3¢% = ¢ = ¢"+3¢°) 17 @ w1221

— (1 =1+ )1 = )1 —2¢ =3¢ —2¢° +(°) 27 @ a1,

+(1- C)Q(l + Cg)z(l + Cﬁ) f? ® zoz112 — ((1 — ¢)(1 — CQ) Ti112 @ T112
(1= (A + A+ ENC+2¢C = ¢ =2¢7) a7 @ a1z

— (1 + )1 =1 = '+ ) T @ @y

+ Can(1+ )1 =1 = )1 = ¢+ C°) mrnnnams ® 2

+ (1 - ()(1 + CB)(_C + QCQ + Cg - (4 - €5) xllle% & T2
+(1-00+ ¢+ =" =) rier @ Ty

+ (g (1 =02 =¢ ==+ ¢ rne ® 112

Los coproductos de las potencias en gq son:

|l>

o) =o' @l+loa’  Arp) =15, @ 1+ 1@ x);
$112) —x112®1+1®x112+a1 $1 ®$12,

> B>

28 14,
(-731112) = -751112 ®1+1® -731112 + as -731 ® -73112 +azry” @ Tyy;
(5511112) = x11112 ®1+1® 5’711112 + a4 951 ® 951112

([z1112, I112]i4) [T1112, I112] ®1+1® [z1112, I112] + ar 5151112 X 171421

>

14
+ag Tyy112 ® $12 + ag 551 ® $12 + aio x1 ® $112

14 14 14
+an $1 ®x12$112+a12$1112x1 ®x12»

donde a; € k. Para probar que z11,, 71115, 11119, [T1112, T112)1* no son primitivos

en gq basta con ver que ap,as,ag vy ag son no nulas. El calculo de dichas
constantes es trabajoso ya que por ejemplo

(1@ z112) (2] @ 22) = " 2} @ 23, — 2] @ wax110.
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Esto nos dice que el término x{* ® 13 aparece en muchas oportunidades al
calcular (A(r112))'*. La constante que acompaiia a dicho término es

a1 = q3,(—2352¢° + 2548(" + 2548¢* — 2352¢* + 4067).
Como ¢ € G/, entonces a; # 0. De manera similar calculamos

as = 5860813¢° + 974589¢* — 3164658(> + 3609109¢>
+ 5243917¢ — 1667869 # 0;
ag = q3,(10074385052942¢° + 31910289509889¢* + 12118010152752¢*
— 909500144560¢% + 24680570802531¢ + 26319432020966) # 0;
ag = 5736482678185949424¢° + 10808606486393112796¢*
+ 2814368183725984844¢3 + 1300044629337708464¢>
+ 9968706251262033856¢ 4 7625687982247823061 # 0.

Luego, & v &2 generan 3,. Ademds, en 3, tenemos

[512, 51] = a1 &112; [5175112] = az §1112;
[51,51112] = a4 &in112; [517511112] = [51275112] = 0.

Por lo tanto, § : U(G5) — 3, dado por e; — &2 y €2 > & es un isomorfismo
de algebras.
. _g 4 =1 , e ey
El diagrama ¢ con ¢ una raiz primitiva de orden 7 corresponde a

una trenza de tipo no identificado con raices positivas

A;r ={a1, a1 + @z, 201 + @z, 301 + ag, 3a1 + 2as, 4oy + 3as,
Sag + 3ag, bag + dag, Tayg + das, Tay + Hag, 8ay + Hag, aa ).

En este caso las raices de Cartan son o, aq + o, 2aq 4+ i, 3a; + 200, 4oy +3an
y bog + 3ap con Ng =14, f € O,.

Los coproductos de los elementos 1%, w13, ily, [T112,712]M,
[[515112,!1012]@,9512]24 y [$112, [$112,$12]c]i4 €n gq S0

A =s*@1+1@2 Al =101 +10 2],

Aay) =211, @ L+ 1@ 2)p + b 27" @ 23

é([$112,$12]i4) = [z112, $12E4 ®1+1& [x112, $12](1;4

+ by ity @y + by 0 ©
A([[z112, 3312]c,$12]i4) = [[7112, T12]e, £U1z]i4 ® 14+ 1® [[112, T12]e; 3312]i4

14 14 14 28 14 42,
+ b4 [1'112, 513'12]6 X Ti9 + b5 T112 X Z12 + b6 xq X Z192;
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Diagramas de Dynkin generalizados ‘ Parametros ‘ Rango |ng~g"

tipo A super q#1 m+n+1|A4,DA,
gt -1 q 1 q#1 3 Ay

—1
lga g 1 q+#1 3 A @A

—1

A
-1 5 -1 qrs = 1 3 Al D Al D Al
—1 q—2 q2 q_2 q q;&l 3 BZ@AI
_ 1 _ 1
dat gt g#1 4 A @A

CUADRO 2. Diagramas conexos de rango mayor

A([z112, [T112, T12)e)2Y) = [T112, [T112, T12) )2 @ 1+ 1 @ [2119, [T119, T12]o) 2
+ by 1’112 ® 112, $12] + bg $1 ® [[x112, T12]e, 5512] + by 55112 ® 3512
+bio 513’1 & 3712 + b1 xngxl ® xlg + b2 5131 & 5512[56'1127 3712]14;

donde b; € k no nulos. Por lo tanto, en 3, tenemos

[5127 51] = bl 5112; [5127 5112] = b2 5112 123
[5127 5112,12] = b4 5(112,12),12; [51; §112] [§127€ 112,12) 12] = 0.

Entonces e; — {12, €2 — & nos define un isomorfismo de dlgebras U(Gy ) ~ 3.

4.4. Rango mayor

En esta seccion estudiaremos algunas trenzas de rango mayor. En todos
los casos encontraremos un isomorfismo entre 3, y el algebra envolvente de la
parte positiva de un dlgebra de Lie. En Cuadro [2| se resumen los resultados

encontrados.

4.4.1. Trenzas super de tipo A. Consideremos ahora un diagrama
(super) de tipo A. Sea ¢ una raiz de la unidad de orden N > 3. Sea 0 < i; <
iy < -+ < < 6 un subconjunto ordenado de I = {1,2,...60} y q = (¢ij)ijer
la matriz que satisface

= Q%lqlﬂhl = q;

» sid # 4 paratodo 1 <[ < k, entonces qiqi—1)idi(i—1) = Giiq@i+1)idii+1) = 1;

msi ¢ = 4 para algin 1 < [ < k, entonces ¢g; = -1y

q(i—1)iqi(i—1)4(i+1)i9i(i+1) = I;
» sig,j €l |t —j| > 1, entonces g;;q;; = 1.
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El conjunto de raices positivas correspondiente a esta trenza es
AF ={a;:1<i<j <6}, donde o, ; = a; + i1 + -+ + .

Diremos que una raiz simple «; es par si i ¢ {iy,...,ix} y en caso contrario
diremos que es impar. Una raiz «; ; tendra la paridad de la suma de las raices
a; + .-+ + «;. El conjunto de raices de Cartan O, es el conjunto de raices
positivas pares. Notemos que

¢, si e Dy

q —_=
7 -1, sifé¢9,.

Sea v; = To, ¥ T55 = (adex;) ... (ad.2j_1)T; = T, ,. Enunciaremos una serie
de resultados de [AS1] que nos facilitardan los calculos de los coproductos.

LeMA 4.4.1. [AS1] 6.3,6.4,6.7] Con la notacion anterior, en By valen las

siguientes relaciones para i, € I:

v [z, 25]e =0 st |0 —j| > 1;
Tij Tpale =081 <i<j+1<k<I1<0;
T, Tigle =0811<i<j+1<k<I1<0;

[,
[
[
[Tijy Tivip)e =Tip st 1 <i<j<k<0;
[
[
[

w2, ke =0s11<i<k<I<j<#;
w2, Tle=0s1<i<j<I<0;
w2, Tle=0s11<i<k<j<@. O

LEMA 4.4.2. [AS1] 6.5][Ang5|, 5.1] Sean 1 < i < j <0, entonces

(4.5) Az ) =z,;@1+1®@z,;+ Z (1 = (k1) G 1)k) Tik @ Tryr -
1<k<j

g

LEMA 4.4.3. [AS1], 6.9]][Ang5], 5.2] Sean 1 <i < j < 0 tales que o j € Oy,

entonces

A(wfvj) :vaj ®1+1 ®a:fvj

N(N—1)
+ Z (1 = Grger @ n) Y @ @iges Q1) 2 T @ TRy .

i<k<j,o; €04

O
Como antes, pedimos una hipétesis extra en la trenza:

qivﬁ =1, sia, € 9,
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Con estos resultados, pasando al algebra de Lusztig £, y luego al cociente,

tenemos las siguientes relaciones en 3:
(4'6) [fi,k,&,r] =0 sik+1#£Li#7r+1;

Cijr&ij, slaij €9Dg;

4.7 gi, 7£ gl =
(4.7) (&5 €151 0 G, ¢ O,

N(N—1)

donde v , ar1j, 0 € Oq ¥ Cije = (1 — Qo) 1)) A(Qiges )~ 2

Queremos ahora particionar O, de manera que si o, 8 y o +  son todas
raices pares, entonces estén en el mismo subconjunto.

Consideramos el conjunto de las raices pares 94 y tomamos el subconjunto
A C 9O, como sigue: sea 7 el menor indice tal que alguna «; ; es par. Notemos
que si ¢ # 1 entonces necesariamente ¢ = 2. Si a; ), € O, entonces o, € A.
Ahora, si a;, € Ay ;) € Oy, j € I entonces o, € A. Notemos que si 7 = 2
entonces A = 9. Suponemos entonces ¢ = 1.

De manera similar definimos el subconjunto B C O: sea h el menor indice
tal que existe oy, ; € Oy — A. Luego si oy € Oy, apy € B. Siap, € By
ag; € Oq entonces ay; € B.

PROPOSICION 4.4.4. Los conjuntos A y B son disjuntos y Oy = AU B.

DEMOSTRACION. Sea ay; € A. Supongamos que ay; € B, entonces
pertenece a BB, donde h es el de la definicién de B. Luego, existe oy, j € Oq— A.
Supongamos j < [, como ay, j, o € O entonces ayq; € Oy. Pero aq; € A C
9, entonces oy ; € Ay por lo tanto oy, j € A lo que contradice la eleccién de
dicha rafz. Luego oy ¢ B.

Sea a,s € B, entonces aj,, € B. Como antes, existe ay,; € Oy — A,
suponemos j < sy obtenemos aji1s € Oy. Luego oy ¢ Oy y por lo tanto
a,s ¢ A. En consecuencia AN B = 0.

Tomamos aj; € D4 — A. Consideramos el menor indice ¢ tal que o;; € O,
(en particular sabemos que a;; ¢ A pues ay; ¢ A) y sea j el menor indice tal
que o ; € O,. Como o ; y a;; son pares entonces «ji1,; también lo es; por lo
tanto o, ; ¢ A puesto que en caso contrario oy j, a1; ¥ oy € A. Ahora, basta
probar que «;; € B. En efecto, si o;; € B entonces o;; € B y finalmente
Qg € B.

Por la eleccion de «; ; tenemos que o j, ..., @15, Qig, ..., Q-1 ¢ Ogq. Por
lo tanto a; es impar y a1, ..., a;_1 son pares. De alli sigue que, si 1 <m <
y 1 <n < jentonces ay,, € Oy Mas atn, ay;1 € Oqsil <t <iya,s €9y
sil <r<s<i—1. Asi, todas las raices pares ag; con 1 <k <1, 1 <[1<j
pertenecen al conjunto A y por lo tanto o, ; € B. O
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En conclusion, el conjunto de raices pares se divide en a lo sumo dos con-
juntos disjuntos.

PROPOSICION 4.4.5. Sea q una trenza (super) de tipo A, entonces 3q es
isomorfa a U((Am @ Ap)7T).

DEMOSTRACION. Sean 1 < iy < iy < -+ < i, < 0 tales que Qy,; son
todas las raices pares que empiezan en 1. Entonces que A estd en biyec-
cién con el conjunto de raices positivas del algebra de Lie A,,. En efecto,
las raices pares que pertenecen a A son ai, Oy, sy Oigs Oy igs Qi s
O igy Oy g s g igs Xjginy + + oy OLimn sy Oy i s -+ y X 1,3 CON 1 < jl < jg < e <
Jm < 0. Ast 6 — oy, 0 — o, nos da la biyeccién entre el conjun-
to de raices positivas de A,, y A. De manera similar, si ajpy,..., 05, € B,
1<7r <ry <.+ <r, <0 son todas las raices pares que empiezan con h
y h es el de la definicion del conjunto B, tenemos una biyeccion entre B y el
conjunto de raices positivas de A,,.

Por lo tanto, por las relaciones y que describimos en 3, tenemos
un isomorfismo de dlgebras U ((An, & A,)") =~ 3. O

Es importante observar que la parte par de la super dlgebra de Lie clasica
A(m,n) de rango m + n + 1 es isomorfa al algebra de Lie A,, & A, & U(1)
donde U(1) = kJ con J una matriz diagonal.

Veamos algunos ejemplos con 6 pequeno. Tomemos 6 = 3 y los diagramas
de tipo A

qqflfqulyfquqfl
O——O0—O0 O——O0—O

con ¢ una raiz primitiva de orden N > 2. En ambos casos el conjunto de raices
positivas es

{ah (0%} + a9, Og, 01 + a2 + a3, (g + asg, 043}.

En el primer diagrama las raices pares son oy, oy + s + a3 v as + az y el
conjunto A = ;. Las relaciones entre los generadores de 3, son

(61, €8] = (1 — @) € s;
[€1,&18] = [€1,3, &3] =0

Por lo tanto tenemos un isomorfismo de dlgebras 3, ~ U(A3).

En el segundo diagrama las raices pares son oy y a1 + as + ag, entonces
A={og+as+ a3} y B={ay}. Los generadores de 3, conmutan entre si y
por lo tanto tenemos un isomorfismo de dlgebras 35 ~ U((A; & A;)™).
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4.4.2. Mas ejemplos.

EJjEMPLO 4.4.6. Consideramos el diagrama

Q&Q
-1 -1

S

con qrs = 1, ¢ # r # s raices primitivas de la unidad de 6rdenes Ny, N, y
N, respectivamente. Este diagrama corresponde a una trenza super de tipo
D(2,1, «). El conjunto de raices positivas es

+ .
Aq = {&1,&1 + g, 09, (X1 + a9 + Qas, O + g, Qg + Ctg,Oég},

mientras que sus raices de Cartan son a; + g, g + a3 y a1 + as.

Los elementos x{V;, x3r v o son primitivos en gq y por lo tanto en 3, los
generadores &9, o3 v &3 conmutan entre si. Asi, tenemos un isomorfismo de
algebras 3, ~U((A1 @ A1 @ Ay)™).

Notar que la parte par de la siper dlgebra de Lie bésica D(2,1,«) es
justamente isomorfa al algebra de Lie A; & A; & A;.

EJEMPLO 4.4.7. El diagrama 1 ¢ ° gt 4 con q # 1 una raiz de la

unidad de orden N impar corresponde a una trenza super de tipo B con raices
positivas

Aq+ = {0417 (i, 03, 0] + g, v + Qig + (g, Qig + i3,
ag + 205 + 203, a1 + s + 2a3, as + 203}

En este caso las raices de Cartan son g, as, o 4+ i3 + aa + 203 con gg de orden
Ny a1 + as + a3 con gz de orden 2N. Pedimos ademds ¢2, = ¢3}, = 1. Los
coproductos de los elementos x5, x5, x2}, (w93, 23]Y v 22, 10, €n By son:

A =l @1+ 1@ 2); A =201 +12L;

Afrgy) =233 @ 1+ 1@ a3+ (1 — ¢ )2y’ @ 23’3
A([w23, 23] ) =[wa, 23] @ 1+ 1@ [wag, 23] + (1= ¢ )V (1 —¢7)Vay @ 23"

+2(1—¢ H¥(1 - gV 3523 ® x3 ,
ATy aztas) =Tartastas ® 1T 1O T oy taq
Por lo tanto, en Sq tenemos
&) = (1—q )N eas;

€3, &3] = 2(1 — Q_l)N(l —q )N &3
&3, Eas3] = (€2, 23] =

(€55
[
[
[5123752] [5123753] = [51237523] = [5123,5233] =0.
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Definimos entonces el morfismo de algebras § : U((B & A;)T) — 34 dado por
er — &, eat> & € o

Dicho morfismo aplica una base en una base, asi 3; ~U((Bs ® A;)").
Notemos que la parte par de la super dlgebra de Lie de rango tres B(2,1)
es isomorfa al dlgebra de Lie By & A;.

EJEMPLO 4.4.8. Consideremos el diagrama de rango 4
q qfl q q71 —1 7q_q—1
O O

con ¢ una raiz primitiva de orden N > 2. Este diagrama corresponde a una

trenza de tipo no identificado con raices positivas
{ag, ag, as, ay, a + ag, as + as, as + ay, a; + @z + ag, as + ag + ay,
a1+ Qo + ag + aq, a1 + a9 + 203 + g, a1 + 200 + 3as + Qy,
g + 203 + ag, a1 + 205 + 203 + ay, a1 + 20 + 3az + 204}
En este caso las raices de Cartan son
{an, ag, a1 + ag, auy, g + 20 + 3az + au, g + 20 + 3as + 204}

Las tres primeras raices tienen gz = ¢ mientras que las ultimas tres igual a
—q . Sea M = NsiNespary M = 2N si es impar. Pedimos ademds qgf =1
si B, € 9O,.

Los coproductos en Z; son:

An

@1+ 1®a);

v)
)

Alr)) =2 @1+ 1 2d;

A(ry) =rp @ 1+1@ah + (1 —¢ )V @ 2y
Ay )=z @1 +1@2);

Ay =2 @1+ 1),

Ary) =z @1+ 1@ay + Calf @2y

donde C' es una constante no nula, @ = oy + 209 +3as +a, v 8 = oy + 205 +
3as + 20y. Por lo tanto, en 3, tenemos las relaciones

[€1, 6] = (1 — ¢~ 1) €1, &12] = [€12, &) = 0
€4, &a] = C&; [§4: €8] = [€8:&a] = 0;

€4, &1] = [€4,&e] = [€4,&12] = 0

[€a: &1] = [€ar &2] = [€a, €12l =0

€5, 61] = [€5,62] = (€5, 612] = 0.

Asi, tenemos un isomorfismo de dlgebras 35 >~ U((As & Az)™).






Capitulo 5

Algebras de Hopf co-Frobenius

En este capitulo, expondremos en primer lugar definiciones y resultados
sobre dlgebras de Hopf co-Frobenius. Luego probaremos versiones andlogas de
algunos de estos resultados para algebras de Hopf trenzadas en categorias de
modulos de Yetter-Drinfeld sobre un algebra de Hopf.

5.1. Categorias monoidales equivalentes

Dada A un algebra denotaremos por 4 M a la categoria de A-médulos a
izquierda. Andlogamente, dada C una coalgebra, “M denotard la categoria de

C-comodulos a izquierda. Estas categorias son abelianas.

DEFINICION 5.1.1. Sean H un dlgebra de Hopf y R un H-médulo dlgebra
a izquierda; el producto smash de R y H, denotado por R#H, es el dlgebra
con espacio vectorial subyacente R ® H y estructura dada por

(5.1) (r#th)(s#k) = r(hqy.s)#hok, — r.s€ R, hk € H.

Anélogamente, si S es un H-comdédulo codlgebra a izquierda, el coproducto
smash S#H es el espacio vectorial S® H con la estructura de coalgebra dada,
para todo s € Sy h € H, por

(5.2)  A(s#h) = sWH# D) Vhyy @ (sP) Oy e(s#h) = e(s)e(h).

Por abuso de notacién utilizaremos el simbolo # tanto para el producto como

para el coproducto smash.

Si R es un algebra de Hopf en la categorfa YD, en particular R es un H-
modulo dlgebra a izquierda y un H-comoddulo codlgebra a izquierda, entonces
A = R#H es un algebra de Hopf con el producto smash y el coproducto smash,
como se vio en la Definicién [L.4.11]

OBSERVACION 5.1.2. La nocién de H-médulo élgebra, ver [1.2.20| es equi-
valente a la nocién de dlgebra en la categoria gy M. Andlogamente, la nocion

de H-comédulo codlgebra es equivalente a la de codlgebra en M.

Sea R un H-médulo édlgebra. En lo que sigue g M denotaré la categoria de
R-modulos a izquierda dentro de y M. Esto es, si V €M, V es un H-mddulo
75
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con accion ‘" y V es un R-mdédulo con accion “—” tal que — es un morfismo

de H-médulos, es decir
(5.3) he (r—v) = (hay.r) = (b >v), Vhe Hyre R,veV.

Sea S un H-comédulo codlgebra. Por su parte “M denotard la categorfa de S-
comédulos a izquierda con S en M. Es decir, si V € M, V es un S-comédulo
via pg, un H-comédulo via py y ps es un morfismo de H-comddulos.

La siguiente proposicién es un resultado bien conocido, ver por ejemplo
[AM Proposition 1.19] y [AAY], [AAB]| para los casos stper y color.

PROPOSICION 5.1.3. Sea H un dlgebra de Hopf.

(i) Si R es un H-mddulo dlgebra y A = R#H el producto smash, entonces
las categorias oM y rRM son equivalentes.
(ii) Si R es un H-comddulo codlgebra y A = R#H el coproducto smash,

entonces las categorias “M y M son equivalentes.

DEMOSTRACION. (i) Sea V un espacio vectorial en pM. Definimos - :
A®V — V por (r#h)-v :=r — (h>wv). Esta aplicacién es una accién por
la compatibilidad |(5.3)} En efecto, para todo h,k € H, r,s € Ry v € V, vale

(r#h) - ((s#k)-v) =r = (h> (s = (k>w))) =7 = (ha) s = hey> (k>v))
=r(hq) - 5) = (hkvv) = (r(hq) - s)#hek) v = ((r#h)(s#k)) - v.

Asi, tenemos un funtor G : RM — 4 M que aplica (V,—,>) en (V,:) y
G(f) = f para todo morfismo f.

Reciprocamente, podemos definir un funtor ' : 4 M — rM tal que, para
todo V € 4M, F(V) =V con la estructura dada por

r—uv:=(r#l)-v y hwv:= (1#h) - v.

Esto se debe a la existencia de morfismos ¢« : H — A, h— 1#hyn: A — H,
r#h— e(r)h. Si h,k € H, r,s € Ry v € V, entonces

r= (s =)= (r#l) - ((s#1) - v)
= ((r#1)(s#1)) - v = (rs#tl) - v = (rs) = v;
B (ko o) = (1#h) - (1#F) - v) = (LR (1K) - v
= (h(l).l#h(g)k}) ‘U= (1#hk) ‘U= (hk) > v;
he (r—v) = ((1#h)(r#1)) - v = (hq).r#he) - v
= (h(l).?“#l)(l#h(g)) = (h(l).r) — (h(Q) > U).
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Ademas,
(r#h) - G(F(v))
h> F(G(v))
r—= F(G(v))

r—= (h> F(v)) = (r#1) - (14#h) - v) = (r#th) - v,
(1#h) - G(v) =1 — (h>v) = h> v,
(r#l) -G

Por lo tanto F' y G son mutuamente inversos y asi 4 M y g M son categorias

(v)=r—(1vv)=r—0.

equivalentes.

(ii) En el caso de las categorias de comddulos, definimos los funtores F :
M= EMy G M — Mtales que F(V) =V, GV) =V, F(f)=fy
G(f) = f para todo espacio vectorial V' y todo morfismo f.

Denotaremos las coacciones de R, H y A en V por pgr, py y pa respectiva-
mente y la coacciéon de H en R por p. Sea V € BM, definimos la estructura
de A-comédulo en G(V') por ps = (1g ® pu)pr. Debemos probar que pa es

una coaccion, para ello utilizaremos los siguientes hechos:

= py es una coaccion, esto es (1y ® py)py = (Ay @ 1v)pw,
= pr es una coaccion, esto es (1g ® pr)pr = (Ar ® 1y )pr,
» pr es un morfismo de H-comddulos, es decir (1 ® pr)py = (myg @ 1g ®

L) (1g @ 7@ 1v)(py @ pu)pr,
Ay =(10myR1xR15) (1R 1y R7R1L)(1gRpy @1y 1y) (AR Ay),
donde 7(r ® h) = h®r y my es la multiplicaciéon en H. Asi tenemos
(As@1y)pa=(1r@mr R 1R 1R 1y) (I 1l @7 1y ® ly)
o(lp® Py @1 @1y ®1y)(Ar ® Ax ®@ 1v)(1r ® pr)pr
c(lr@pr @1l @1lp@1v)(1g®@ 1@ 1y ® pu)
o (lr®1r ® pr)(1r ® pr)PR
0(lpR1lg®1p® 1y @ pu)(lp @ py @ pu)(lr @ pr)pr
=(1p®1lp 1R pu)(1r® 1y @ pr)(1r ® pu)pr
= (1a® pa)pa.

Reciprocamente, si (V,p4) € “M tenemos los morfismos de codlgebras
p: A— Ry vy : A— H dados por Yr(r#h) = re(h) y Yu(r#h) = (r)h.
Entonces, definimos las coacciones de Ry H en F(V') por correstriccién, es
decir pr = (Vr® 1y )pa y pay = (Y @ 1yv)pa. Efectivamente, pg es coaccién:

(Ap@1y)pr = (Ar®@1y)(Wr®1y)pa = (Wr @ Yr @ 1y)(As @ 1y)pa
= Wr®Yr®1y)(1a ® pa)pa = (1r ® pr)pPR.
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De manera similar se ve que py es coaccién. Sélo resta probar que la compo-
sicién de F'y G es la identidad:

paroGoF =(1r®pu)proF = [1g® (¥y @ 1v)pa)| (VR @ 1v)pa;
= Wr® Yy ®1v)(Aa @ 1v)pa = pa;
proF oG =Wpr®@1ly)pacF =(1p®e®1y)(1r ® p)pr = Pr:
puoFoG=y®ly)paoF =(e®@1y @ 1y)(1r ® pu)pr = pu.

i

OBSERVACION 5.1.4. Es bien sabido que tanto la categoria de mddulos
como de comodulos sobre un dlgebra de Hopf tienen una estructura monoidal.

Si A es un algebra de Hopf, V,\W € \M, v eV, we W,a € A, X,Y € M,
x € X,y €Y, dichas estructuras monoidales estan dadas por
a-(vew)=an) v ag) - w
pa(T @Y) = T )Y(-1) @ T(0) @ Y(0)-

Asi, si consideramos H un &lgebra de Hopf, R € £YD y A = R#H el
biproducto smash, entonces podemos dar una estructura monoidal a las cate-
gorfas pM y EM. SiV, W € pM, v €V, w € W, r € R, h € H, las acciones
de Ry H sobre V@ W estan dadas respectivamente por
r—=(ow) =r#1)-veow=rFMEr@) ) e ((FP)O#1) - w

=7 ~ (D)D) @ (rP) O g
ho (1) X w) = (1#h) U QW = (1#h(1)) U (1#h(2)) w = h(l) >Uv h(g) > w.
Utilizando la notacion pa(z) = (x(—1)r#T(—1)1) @ T (o) para la coaccién de A, si
V,W € M, las coacciones de Ry H en V ® W, estdn dadas respectivamente
por, parav € V, w e W,
pr(v ® w) = e(v-nm)e(W-1r) V-HRW-1)R @ V() ® W(),
pr(v ©w) = (vnR)E(W-1)R) V- EWHH @ V(o) © W(0)-

De esta manera, las equivalencias dadas en la Proposicion [5.1.3| son equi-
valencias de categorias monoidales.

5.2. Algebras de Hopf co-Frobenius

5.2.1. Algunas definiciones categodricas. Daremos una serie de defi-

niciones basicas que seran utilizadas posteriormente.

DEFINICION 5.2.1. » Un morfismo f: M — N en una categoria C es
un monomorfismo si para todo par de morfismos g,h : S — M tales
que fog= foh vale g=nh.
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= Un monomorfismo f : M — N en C se dice esencial si para todo
morfismo g tal que g o f es un monomorfismo entonces g es un mono-
morfismo.

= Un objeto @ € C se dice inyectivo si para todo monomorfismo ¢ : M —
N de C y para todo f: M — @ existe un morfismo g : N — @ tal que
gou=f.

» Una cdpsula inyectiva de un objeto M € C es un par (@, f) donde
f M — @ es un monomorfismo esencial y () un objeto inyectivo.

DEFINICION 5.2.2. s Un morfismo f: M — N en una categoria C es
un epimorfismo si para todo par de morfismos g,h : N — S tales que
go f=ho fvale g =h.

= Un epimorfismo f : M — N en C se dice esencial si para todo morfismo
g : L — M tal que fog es un epimorfismo entonces g es un epimorfismo.

= Un objeto P € C se dice proyectivo si para todo epimorfismo 7 : M —
N de C y para todo f : P — N existe un morfismo g : P — M tal que
Tog=f.

» Un cubrimiento proyectivo de un objeto M € C es un par (P, f) donde

f: P — M es un epimorfismo esencial y P un objeto proyectivo.

Decimos que una categoria abeliana C tiene suficientes proyectivos si todo
objeto X € C tiene un cubrimiento proyectivo. De manera analoga, diremos
que la categoria abeliana C tiene suficientes inyectivos si todo objeto de la

categoria tiene una capsula inyectiva.

OBSERVACION 5.2.3. [DNR], 2.4.6] Sea C' una coélgebra. Todo objeto M €
M tiene una capsula inyectiva, digamos E(M). Asf, “M tiene suficientes
inyectivos pero no necesariamente suficientes proyectivos, como veremos en el

siguiente ejemplo.

EJEMPLO 5.2.4. Sea C un k-espacio vectorial con base {¢; : i € Nyg} y
estructura de coalgebra dada por,
Ag) = Z ¢ ® iy, e(e;) = doi, Vi e Np.
=0
Consideramos el algebra dual C*, ver[1.2.7] Entonces C* es isomorfa al dlgebra
k[[z]] de series de potencias formales en la indeterminada x. Ademds, “M es la
clase de todos los k[[z]]-médulos de torsién. En esta categoria el uinico objeto

proyectivo es 0, por lo tanto “M no tiene suficientes proyectivos.

5.2.2. Coalgebras con propiedades especiales. Las siguientes defi-
niciones y resultados pueden encontrarse en el capitulo 3 de [DNR].
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OBSERVACION 5.2.5. En lo que sigue, a diferencia de como lo hemos hecho
hasta el momento, dado un espacio vectorial V', consideramos la identificacién

(f@gvew) = (f,v){gw)

de V* ® V* con un subespacio de (V ® V)*. La razon de este cambio es la

coherencia con la bibliografia utilizada.

Sean C' una coalgebra y C* su algebra dual. Si (M, pys) es un C-comédulo
a derecha, entonces M resulta un C*-modulo a izquierda via

(5.4) c-m=(1&c)pyu(m), cfeC*,meM.

DEFINICION 5.2.6. [Ll, DNR] Sea C' una coalgebra. Un C*-médulo a iz-
quierda se dice racional si la accién se define a partir de una estructura de

C-comédulo a derecha, cf. |(5.4)]

Sea C' una codlgebra, entonces C' es un C*-moédulo racional a izquierda
(resp. a derecha) via ¢ — ¢ = c*(c))cq) (resp. ¢ «= ¢* = c*(cy)c), ¢ € C,
¢ € C*. Mas ain, todo C-comoddulo es un C*-moddulo racional con la estructura
dada por [(5.4)]

Ademas, la suma de una familia de C*-mdédulos racionales es un C*-médu-
lo racional [DNR], 2.2.6]. Por lo tanto todo C*-médulo admite un submddulo
racional maximal. Denotamos por Rat(c-C*) o simplemente Rat(C*) al méxi-
mo submddulo racional del C*-médulo a izquierda C*. De manera analoga,
intercambiando los lados izquierda/derecha podemos definir C*-mddulos ra-
cionales a derecha. Denotamos por Rat(C¢.) al maximo submddulo racional
del C*-médulo a derecha C*.

De ahora en adelante enunciaremos todas las definiciones y resultados a
un sélo lado, dejando a cargo del lector el enunciado intercambiando los lados

izquierda/derecha.

TEOREMA 5.2.7. [DNRJ, 3.2.3] Sea C' una codlgebra. Las siguientes afir-

maciones son equivalentes:

» La categoria “M tiene suficientes proyectivos.

» Rat(CE.) es un subcongunto denso de C*.

» E(S) tiene dimension finita para todo comddulo simple S € MC.

» Todo C-comdédulo a izquierda de dimension finita tiene un cubrimiento

proyectivo. U

DEFINICION 5.2.8. Una coalgebra C se dice semiperfecta a izquierda si
cumple las condiciones equivalentes del Teorema [5.2.7]
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OBSERVACION 5.2.9. Si C es una codlgebra semiperfecta a izquierda y
derecha entonces Rat(o+«C*) = Rat(C{.).

COROLARIO 5.2.10. [DNR), 3.2.11] Sean C una codlgebra semiperfecta a

wzquierda y D una subcodlgebra de C, entonces D es semiperfecta a izquierda.
O

DEFINICION 5.2.11. Una codlgebra C se dice cuasi co-Frobenius a izquierda
si existen un C*-mdédulo libre F' y un morfismo inyectivo de C*-médulos a
izquierda f : C' — F. Ademas, C se dice co-Frobenius a izquierda si existe un
monomorfismo de C*-modulos a izquierda de C' a C*.

TEOREMA 5.2.12. [DNR), 3.3.4] Sea C' una codlgebra, entonces C' es cuasi
co-Frobenius a izquierda si y solo si todo C-comddulo a derecha inyectivo es
proyectivo. ]

Una forma bilineal b : C x C — k se dice C*-balanceada si
b(x — c*,y) = bz, " —y), Va,ye C,c* e C™.

Dicha forma bilineal se dice no-degenerada a izquierda si b(x,y) = 0 para todo

x € C implica y = 0.

TEOREMA 5.2.13. [DNR] 3.3.5] Una codlgebra C' es co-Frobenius a iz-
quierda si y solo si existe una forma lineal C*-balanceada no degenerada a

1zquierda.

DEMOSTRACION. Dada una forma bilineal b : C x C' — k, definimos f :
C — C* por f(y)(x) = b(z,y), v,y € C y viceversa. Entonces b es C*-
balanceada si y sélo si f es un morfismo de C*-moédulos. Ademas, b es no

degenerada a izquierda si y solo si f es inyectivo. O

PRrROPOSICION 5.2.14. [DNR], 3.3.6] Si C' es una codlgebra cuasi co-
Frobenius a izquierda entonces es semiperfecta a izquierda y Rat(C*) # 0. O

5.2.3. Algebras de Hopf co-Frobenius. El siguiente enunciado es co-
nocido como Teorema fundamental de médulos de Hopf. Recordemos primero
la definicién de moédulo de Hopf.

DEFINICION 5.2.15. Sea A un algebra de Hopf. Un espacio vectorial V se
dice A-mdédulo de Hopf a derecha si es un A-médulo a derecha con accién <y

un A-comédulo a derecha con coaccién p tal que

p(v<a) = v 1a? @ vyya?, veV,aeA.
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TEOREMA 5.2.16 (Teorema fundamental de médulos de Hopf). [DNRJ
4.4.6] Sean A un dlgebra de HopfyV un A-mdédulo de Hopf a derecha. Entonces
la aplicacion f : VCARA — V definida por f(v®a) = va, v € VA4, a € A, es
un isomorfismo de modulos de Hopf; donde V<A = {v € V : p(v) =v®1}. O

DEFINICION 5.2.17. Dada un dlgebra de Hopf A, una integral a izquierda
para A es una aplicacién lineal A : A — k tal que aX = a(14)\ para todo «
en A*. Equivalentemente, A(a(2))ay = A(a)la para todo a € A. Denotaremos
por fl al conjunto de integrales a izquierda de A. Andlogamente, una integral
a derecha para A es una aplicacién lineal A : A — k tal que A = a(14)\
para todo o en A*. Equivalentemente, A(a(1))a2) = A(a)la para todo a € A.
Denotaremos por fr al conjunto de integrales a derecha de A.

DEFINICION 5.2.18. Un &lgebra de Hopf se dice co-Frobenius si admite una
integral a izquierda no nula.

TEOREMA 5.2.19. [DNR] 5.2.3] Sean A un dlgebra de Hopfy [, su espacio
de integrales a izquierda, entonces [, ®A ~ Rat(A*).

DEMOSTRACION. Como Rat(A*) es un A*-médulo racional a izquierda,
tiene una estructura de A-comédulo a derecha p tal que, si a* € Rat(A*),
fa* = f(a(1 ) ) para todo f € A",

Sea a* € Rat(A*). Entonces a* € Rat(A4*)®4 si y sélo si p(a*) = a* ® 1 lo
que es equivalente a fa* = f(1)a* para todo f € A*, es decir a* es una integral
a izquierda. Por lo tanto Rat(A*)®°4 = [

Ademds, Rat(A*) es un A-mddulo a derecha via la accién <, definida por
(a* «— a)(b) = a*(bS(a)), a,b € A, a* € Rat(A*).

Veamos que «— y p le dan a Rat(A*) una estructura de A-médulo de Hopf a
derecha. Denotaremos por — la accién de A sobre A* inducida por la estructura
canénica de A como A-médulo a derecha: (a — a*)(b) = a*(ba), a,b € A,
a* € A*; entonces a* ~— a = S(a) — a*. Dados, a,b € A, a* € Rat(A*) y
f € A* tenemos

(f(a® = a))(b) = f(b))a™(bS(a)) = f(bwe(am))a” (bS(aw))
FbwySlag)as)a*(beS(aw))

= (a@) — [)(ba)S(ae))a"(bxS(awy))
= (a@) — N(0S(am))@)a™((0S(aw))) @)
= ((a) — f)a")(bS(aw)) = (a@) — f)a"@))a*©)(0S(aw)))

= f(a"wya@)a” (0 S(ry)) = fla"waw)(a o) ~— aq)(b).

El teorema sigue por el teorema fundamental de modulos de Hopf aplicado a
Rat(A*). O
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OBSERVACION 5.2.20. Si A es un dlgebra de Hopf co-Frobenius entonces
es una coalgebra co-Frobenius.

DEMOSTRACION. Notemos en primer lugar que la estructura canénica de

A como A-mddulo a derecha induce una accién de A sobre A*:
(x — a")(y) = a*(yx), z,y€ A a* € A"

Sea A € A* una integral a izquierda no nula para A. Definimos la forma bilineal
b: Ax A — k por b(z,y) = AxS(y)). Veamos que esta forma bilineal es A*-
balanceada. Dados x,y € A, a* € A* tenemos

bz —a*,y) = a’(zm)Mz@S(y)) = a’ (@) Mz 8 (ym))e(ye)
= a’(zSWE@)Ye) Az S(Yw))
(W3 — ") (@0)S(Y)) A @2 S(ya))
= (Y2 *)((xs(yu)))(l (=S (yw)) @)
= (Y@ — )(1u)MzS(yw)) = " (y@)) A @S (ya)))
= b(z,y0ya* (Y2))) = b(z,a” = y).
Ademss, b(z,y) = MzS(y)) = (S(y) = A)(x). Luego b(z,y) = 0 para todo
x € Asiysolosi S(y) — A = 0. El isomorfismo del teorema anterior implica

que y = 0 y por lo tanto b es no degenerada a izquierda. Por el Teorema [5.2.13

esto es equivalente a decir que la codlgebra A es co-Frobenius. Il

De la observacion anterior y los resultados de codlgebras enunciados en la

seccion anterior obtenemos el siguiente teorema.

TEOREMA 5.2.21 (Lin, Larson, Sweedler, Sullivan). [DNRJ, 5.3.2] Sea A

un dlgebra de Hopf. Son equivalentes:

* A tiene una integral a izquierda no nula.

* A es una codlgebra co-Frobenius a izquierda.

* A es una codlgebra cuasi co-Frobenius a izquierda.
* A es una codlgebra semiperfecta a izquierda.

* A tiene una integral a derecha no nula.

* A es una codlgebra co-Frobenius a derecha.

* A es una codlgebra cuasi co-Frobenius a derecha.

* A es una codlgebra semiperfecta a derecha. U

COROLARIO 5.2.22. §i A es un dlgebra de Hopf co-Frobenius y B es una
subdlgebra de Hopf de A entonces B es co-Frobenius.

DEMOSTRACION. En efecto si A es co-Frobenius entonces es una coélgebra
semiperfecta. Por el Corolario [5.2.10] B también lo es, lo que es equivalente a
decir que B es co-Frobenius. Il
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TEOREMA 5.2.23. [DNR), 5.4.2] Sean A wun dlgebra de Hopf co-
Frobenius y M un A-comddulo a derecha de dimension finita. Entonces
dim(Hom - (A4, M)) = dim(M). En particular dim( [ ) = dim([,) = 1. O

Enunciaremos a continuacion una serie de caracterizaciones de las algebras

de Hopf co-Frobenius.

COROLARIO 5.2.24. [Ll, 3 y 10] Sea A un dlgebra de Hopf. Los siguientes
son equivalentes:
o A es co-Frobenius.
o E(S) tiene dimension finita para todo S € “M simple.
o Todo V € “M tiene un cubrimiento proyectivo.

o Rat(A*) # 0.

Asi, si A es co-Frobenius, entonces “M tiene objetos proyectivos no nulos.

DEMOSTRACION. Por el Teorema A es semiperfecta a izquierda y
derecha, por lo tanto valen el resto de las afirmaciones, por Por 1ltimo,
el isomorfismo del Teorema nos dice que si Rat(A*) # 0 entonces |, # 0
lo que es equivalente a decir que A es co-Frobenius. Il

TEOREMA 5.2.25. [AC] 2.3y 2.8] Sea A un dlgebra de Hopf. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

o A es co-Frobenius.

¢ Todo A-comaodulo no nulo tiene un cociente no nulo de dimension finita.

o Todo A-comodulo inyectivo no nulo tiene un cociente no nulo de di-
mension finita.

o Fxiste un A-comddulo inyectivo no nulo que tiene un cociente no nulo
de dimension finita.

o 4M tiene objetos proyectivos no nulos.

o Todo A-comddulo inyectivo es proyectivo. U

PROPOSICION 5.2.26. [DN, 2.3] Sea A un dlgebra de Hopf. Si M tiene un
objeto inyectivo no nulo de dimension finita entonces A es co-Frobenius. [

TEOREMA 5.2.27. [ADal, [ACE]| Un dlgebra de Hopf A es co-Frobenius si

y solamente si su filtracion corradical es finita. U

En resumen, por los resultados antes mencionados, tenemos el siguiente

teorema:

TEOREMA 5.2.28. Dada A un dlgebra de Hopf, son equivalentes:

(i) A es co-Frobenius.
(ii) E(S) tiene dimensidn finita para todo S €M simple.
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(111) E(k) tiene dimension finita.
(iv) AM tiene un objeto inyectivo no nulo de dimension finita.
(v) Todo A-comddulo no nulo tiene un cociente no nulo de dimension finita.
(vi) Todo A-comddulo inyectivo no nulo tiene un cociente no nulo de di-
mension finita.
(vii) Eziste un A-comddulo inyectivo no nulo que tiene un cociente no nulo
de dimension finita.
(viii) “M tiene objetos proyectivos no nulos.
(iz) Todo V €M tiene un cubrimiento proyectivo.
(z) Todo objeto inyectivo en “M es proyectivo.
(zi) Rat(A*) # 0.
(zii) La filtracion corradical de A es finita. O

EJEMPLO 5.2.29. Sea A un algebra de Hopf cosemisimple, ver [1.2.4] En-
tonces A tiene una integral A tal que A\(14) = 1, ver por ejemplo [Swi 14.0.3] o
[Abl 3.3.2]. En efecto, si A es cosemisimple entonces todo A-comédulo es com-
pletamente reducible, en particular A como A-comédulo lo es. Consideramos
el morfismo unidad v : k — A. Como A es completamente reducible, existe
un morfismo de comddulos A : A — k tal que A o u = idy, luego A(14) = 1.
Como A es de comddulos, (id ®A)A = u o A lo que es equivalente a decir que
A es una integral para A. Notar que A = @ (V ® V*) donde la suma es sobre
todos los A-mdédulos irreducibles V', entonces A : A — k es la proyeccion sobre
la componente trivial de dicha descomposicion.

LEMA 5.2.30. [ADal 3.1] Sean A un dlgebra de Hopf y K una subdlgebra
de Hopf tales que:

(i) KAy C Ay,

(ii) A es un K-mddulo finitamente generado.

Entonces la filtracion corradical de A es finita y por lo tanto A es co-Frobenius.
O

EJjeEMPLO 5.2.31. [ADa), 3.4] Fijamos k un cuerpo algebraicamente cerrado
de caracteristica cero. Sean g un algebra de Lie simple de dimensién finita de
rango 6 y G el grupo algebraico simplemente conexo correspondiente. Dado
N € N impar, N > 2 y coprimo con 3 si g contiene una componente de tipo
(G5, consideramos ¢ € k una raiz N-ésima de la unidad.

Sea U,(g) el dlgebra envolvente cuantizada definida por Lusztig. Recorde-

mos la siguiente definicién y resultados de [Lu3]:

1. Un U,(g)-médulo V' se dice de tipo uno si para todo v € V e i € I vale
KN -v=w.
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2. El conjunto de clases de isomorfismo de U, (g)-médulos simples de tipo
uno de dimensién finita esta parametrizado por Z(’ZO. Denotamos por
L(p), p € Zezo al moédulo de peso maximo .

3. Si escribimos p = i/ + Ny con 1/, i € 22, con cada entrada de 4/ en
el intervalo [0, N — 1]. Entonces tenemos una descomposicién de tipo
Steinberg de L(p), L(p) ~ L(p') @ L(Nu").

4. El epimorfismo de algebras de Hopf U,(g) — U(g) induce una estruc-
tura de U(g)-mddulo en L(Np”) tal que resulta ser un moédulo simple
de peso méaximo u”.

Sea A = O4(G) el algebra de coeficientes matriciales de los médulos de tipo
uno. El corradical de A esta generado por los coeficientes matriciales de los
modulos simples L(u), p € Zgo. Sea K la subdlgebra generada por los coefi-
cientes matriciales de los médulos simples L(N "), " € Z&,, entonces K es
una subélgebra de Hopf de A isomorfa al dlgebra O(G) de funciones regulares
sobre G. Por [DL], K es central y cumple (i). Ademés, por la descomposicién
de tipo Steinberg de L(u) y por ser g semisimple tenemos:

L(p) ® L(N6) ~= L(p') @ L(Np") @ L(N6) =~ L(p') ® (©;L(Noy))
~ @;(L(p) ® L(Noy)) ~ &;L(1' + Noy).

Asi, KAy C Ap y por el lema anterior A es co-Frobenius.
Otras dos pruebas diferentes de que O,(G) es co-Frobenius pueden hallarse

en [AC, 2.11) y [APW] §9].

5.3. Algebras de Hopf trenzadas co-Frobenius

A lo largo de esta seccién consideraremos H un algebra de Hopf, R € #YD
un algebra de Hopf trenzada y A = R#H el biproducto de Ry H.

DEFINICION 5.3.1. Sea R un algebra de Hopf en ZYD. Una integral a
derecha (resp. izquierda) para R es un elemento A € R* tal que A\f = f(1)A

(resp. fA = f(1)A\) para todo f € R*.

DEFINICION 5.3.2. Un 4lgebra de Hopf trenzada R en gyD se dice co-
Frobenius a derecha (resp. izquierda) si posee una integral a derecha (resp.

izquierda) no nula.

DEFINICION 5.3.3. Un espacio vectorial V' se dice R-mdédulo de Hopf a
derecha si es un R-mdédulo a derecha con accién <y un R-comddulo a derecha
con coaccion p tal que

p(var) = v ar® @ vayr?, veV,reR.
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El siguiente resultado es la version trenzada del Teorema fundamental de
modulos de Hopf:

TEOREMA 5.3.4. [MS| 3.1] Sean H un dlgebra de Hopf, R un dlgebra de
Hopf en YD y V un R-mddulo de Hopf a derecha. Entonces

VeREQR >V, v@rw ur, veVeE reR,
es biyectivo; donde VO ={v eV :pv) =v® 1}. O

Los siguientes resultados valen para algebras de Hopf y sus demostraciones

en el caso trenzado son anélogas, ver [GZ].

TEOREMA 5.3.5. [GZ, §2] Sean H un dlgebra de Hopf, R un dlgebra de
Hopf en BYD y fl el espacio de integrales a izquierda de R, entonces fl QR ~
Rat(R*).

DEMOSTRACION. Como Rat(R*) es un R*-mddulo racional a izquierda,
tiene una estructura de R-comoddulo a derecha p tal que

(id®(, ))(c®id)(id®p) = m;

donde {,) : R* ® R — k es la evaluacién usual y c¢ la trenza en £YD. En
efecto, tenemos

(de(,)® (, ))(c®c®id)(id®c®id ®id)(id ® id ®p @ id) (id @ id ®@p)
= m(id®m) = m(m ®id)
= (1d®(,)® (,)(c®cid)(id®c® A)(id®id @p).
Esto es (p®1id)p = (id ®A)p.
Sea r* € Rat(R*). Entonces r* € Rat(R*)*°® si y s6lo si p(r*) =r*® 1 lo
que es equivalente a fr* = f(1)r* para todo f € R*, es decir r* es una integral

a izquierda. Por lo tanto Rat(R*)*® = [.

Ademads, Rat(R*) es un R-mdédulo a derecha via la accién «—, definida por
—=— o(S ®id)c donde (, ) o (— ®id) = (, ) o (id®m)(id ®c)(c ® id). En
efecto,

(, )+ ®id)(v+~®idid) = (, )(id®m)(id ®c)(~— @S ®id)
= (, )(id®@m)(id ®c)(id ® id ®@m)(id ® id ®c) (id ®S ® S ® id)
= (,)(id®c)(id®S ®@id)(id@m ®id) = (, )(~— ®id)(id ®m ® id).
Veamos que «— y p le dan a Rat(R*) una estructura de R-médulo de Hopf

a derecha. Para ello usaremos que m(id ® <) es igual a

— (m®id)(— ®id®id)(c ® id ®id)(id ®c @ id) (id ® id ®c) (id @ id ®A).
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Esta identidad se prueba de manera directa y su demostracién puede verse en
IGZ, 1.3]. Asi,

(id@(, ))(c®id)(id®p)(1® ) =m(id® )
=— (Mm®id)(— ®id®id)(c ® id ®id)(id ®c ® id) (id ® id ®@c) (id @ id ®A)
=((,)®Rid)(— Rid® «)(c®c®id)(id ®c ® id ® id) (id ® id ®c ® id)
(ld®id®id®c)(id®p ® A)
= ((, ) ®id)(id@m® «—)(id ®id ®@c ® id) (id ®c @ ¢)(id Rp @ A)
= ((,)®id)(i[d®c)(id® «— @m)(id ®id ®c ®id)(i[d®p ® A).

Esto es, po «—= (+— ®@m)(id®c ® id)(p ® A). Por lo tanto Rat(R*) es un
R-médulo de Hopf.

El teorema sigue por el teorema fundamental de médulos de Hopf aplicado
a Rat(R"). O

COROLARIO 5.3.6. Bajo las hipdtesis del teorema anterior, Rat(R*) # 0 si
y solo si [, # 0. O

OBSERVACION 5.3.7. Si R es co-Frobenius a izquierda entonces R es co-
Frobenius a derecha. En efecto, R es co-Frobenius como coalgebra, la prueba
es analoga a la del caso no trenzado ya que podemos definir la forma R*-
balanceada de manera similar a partir de la integral, ver [5.2.20] Ademds vale
el Teorema fundamental de moédulos de Hopf. Entonces R es una codlgebra
cuasi co-Frobenius a izquierda lo que implica, por la Proposicién [5.2.14] que R
es semiperfecta a izquierda. Por lo tanto Rat(Rj,.) # 0. Por la version a derecha
del corolario anterior (reemplazando R por R°P“P?), tenemos Rat(Rj.) # 0 si

y sélo si fr # 0 lo que es equivalente a decir que R es co-Frobenius a derecha.

PROPOSICION 5.3.8. Dadas H y R como antes. La bosonizacion A = R#H
es co-Frobenius si y solo si H y R son co-Frobenius.

DEMOSTRACION. Supongamos que R y H son co-Frobenius. Sea Ag # 0
una integral a derecha no nula para Ry Ay # 0 una integral a derecha no nula
para H. Luego, por [Ra, Prop. 4] A = Ag# Ay es una integral a derecha no
nula para A y A es co-Frobenius. En efecto, escribimos

f[iA—= A, f(r#th) = r# g (h) 1w
p:R— A, p(r) = rO40),
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Entonces, sir € R, h € H,

A((r#h) () (r#h) @) = AW #(r®) TV hy) (kD) O %k
= Ae(r) A ((r®) TV ha)) (rP)O%1 ) (1r#h)
= ORI (D) O (D) D hay) 1rth)
= () (D) O () D) La#thay) Lr#the)
= Ar(r) f(13th)) 1r# 2y = Ar(r)Au (b)) 1r#h )
= )\R(T)IR#AH(]Z)IH = /\(T‘#h)lA
pues
Ar(M)1#le = p(Ar(r)1r) = pAr(r™)r®) = Ap(r) (r®)O % (r) =D,
Reciprocamente, si A es co-Frobenius, entonces H también lo es por ser
subalgebra de Hopf de A, ver [5.2.22] Sea A\ una integral a izquierda no nula
para A, fijamos un elemento r#h € A tal que A\(r#h) # 0y definimos Ag(s) =
A(s#h) para todo s € R. Asi, Ag es una integral no nula para R. En efecto,
Ar(r) # 0 pues A\(r#h) # 0 y es integral dado que, si ¢ : A — R, ¥(s#k) =
e(k)s, entonces para todo s € R tenemos
Ar(8)1r = ¥ 0 t(Ar(s)1R) = Y(A(s#h)1a) = ¥(
= V(s #(s@)ha)M(s) " #he)
= e((s2)" Vh) S(M((S(m)(o)#h@)) = sA(s@#h) = s)Ar(s@)-
O

(s#h) () A((s#h)2)))

Nuestro objetivo es probar una version del Teorema [5.2.28| para el dlgebra
de Hopf trenzada R. Los siguientes dos teoremas nos dan caracterizaciones

para algebras de Hopf co-Frobenius en la categoria #YD.

TEOREMA 5.3.9. Dadas un dalgebra de Hopf H y R un dlgebra de Hopf en

BYD; las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) R es co-Frobenius.
(ii) E(S) tiene dimension finita para todo S € *M simple.
(iii) Todo objeto no nulo en BM tiene un cociente no nulo de dimensidn
finita.
(iv) Todo objeto inyectivo mo nulo en "M tiene un cociente no nulo de
dimension finita.
(v) Existe un objeto inyectivo no nulo en BM que tiene un cociente no nulo
de dimension finita.
(vi) Todo V' € "M tiene un cubrimiento proyectivo.
(vii) Todo objeto inyectivo en M es proyectivo.
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(viit) Rat(R*) # 0.

DEMOSTRACION. La equivalencia (i) < (viii) sigue del Corolario [5.3.6]
Como hemos observado en [0.3.7 si R es co-Frobenius lo es también como
coalgebra, por lo tanto es cuasi co-Frobenius y semiperfecta como coalgebra
y Rat(R*) # 0, por la Proposicién Por el Teorema tenemos que
R semiperfecta es equivalente a (ii) y (vi) e implica (viii). Asi (i) = (i1) <
(vi) = (viii). Ademads, por [5.2.12] R es una codlgebra quasi-co-Frobenius si
y s6lo si vale (vii) y por lo tanto (i) = (vii). Ademads, la Proposicién
nos dice que (vii) = (viii). Por tdltimo (i1) = (¢i1) = (iv) = (v) = (viit) por

[AC, 2.3], cf. 5.2.25 O

En este resultado faltan algunas de las equivalencias del Teorema [5.2.28f
las cuales esperamos poder probar mas adelante.

El Teorema anterior admite un refinamiento si consideramos una hipétesis

extra sobre H:

TEOREMA 5.3.10. Sean H un dlgebra de Hopf co-Frobenius y R un dlge-
bra de Hopf en 2YD. Son equivalentes:

(i) R es co-Frobenius.
(ii) E(S) tiene dimensién finita para todo S € “M simple.
(111) E(k) tiene dimension finita.
(iv) M tiene un objeto inyectivo no nulo de dimension finita.
(v) Todo objeto no nulo en M tiene un cociente no nulo de dimension
finita.
(vi) Todo objeto inyectivo no nulo en M tiene un cociente no nulo de
dimension finita.
(vii) Eziste un objeto inyectivo no nulo en M que tiene un cociente no nulo
de dimension finita.
(viii) BM tiene objetos proyectivos no nulos.
(iz) Todo V € BM tiene un cubrimiento proyectivo.
(z) Todo objeto inyectivo en M es proyectivo.
(zi) Rat(R*) # 0.

DEMOSTRACION. El dlgebra de Hopf trenzada R es co-Frobenius si y sélo
si A = R#H es co-Frobenius por la Proposicién[5.3.8f Ademés, por el Teorema
y la equivalencia de categorias dada en la Proposicion m (notando
que dicha equivalencia respeta dimensiones, objetos inyectivos y proyectivos,
capsulas inyectivas y cubrimientos proyectivos) los puntos (i) — (z) son equi-
valentes. Finalmente (i) < (xi) por el Corolario |5.3.6} O
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PREGUNTA 5.3.11. Si H es un dlgebra de Hopf co-Frobenius y R un dlgebra
de Hopf en BYD. ;Cudl es la relacion entre TM y M 2

5.3.1. Filtracién corradical finita. Finalmente, se debe considerar la
siguiente pregunta: ;R es co-Frobenius si y solo si su filtracion corradical es
finita?

Una de las implicaciones es directa por el siguiente teorema:

TEOREMA 5.3.12. [ADal 1.2] Sea C una codlgebra tal que su filtracion
corradical es finita. Entonces Rat(C*) # 0. O

COROLARIO 5.3.13. Sea H un dlgebra de Hopf y R un dlgebra de Hopf en

BYD. Si la filtracién corradical de R es finita, entonces R co-Frobenius.

DEMOSTRACION. Si la filtracién corradical de la codlgebra R es finita, por
el Teorema [5.3.12| tenemos que Rat(R*) # 0. Luego, por el Corolario W, R
tiene una integral no nula y por lo tanto es co-Frobenius. U

La otra implicacién, es decir: “Si R es co-Frobenius entonces tiene filtracion
corradical finita” no la hemos podido demostrar atin. Nos parece importan-
te destacar que en el caso no trenzado dicho enunciado fue conjeturado por
Andruskiewitsch y Dascalescu en 2003 [ADal. En ese articulo, como hemos
mencionado, se prueba la reciproca. Sin embargo esta conjetura fue probada
12 anos después por Andruskiewitsch, Cuadra y Etingof en [ACE].
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