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Resumen

En esta tesis definimos las álgebras cuánticas de potencias divididas asocia-

das a álgebras de Nichols de tipo diagonal de dimensión finita sobre un cuerpo

algebraicamente cerrado de caracteŕıstica cero. Estudiamos sus propiedades

básicas y sus presentaciones por generadores y relaciones.

Dada una matriz q = (qij)i,j∈I, consideramos el álgebra de Nichols de tipo

diagonal asociada a q. Angiono definió el álgebra pre-Nichols distinguida de

manera tal que existe una proyección canónica del álgebra pre-Nichols sobre la

Nichols. Aqúı llamamos álgebra de Lusztig al dual graduado de dicho objeto,

obteniendo aśı un álgebra que contiene al álgebra de Nichols de partida. Presen-

tamos a estas álgebras por generadores y relaciones y a partir de alĺı obtenemos

propiedades como la noetherianidad y la dimensión de Gelfand-Kirillov.

Luego consideramos el doble de Drinfeld de un álgebra de Lusztig, a quien

llamamos álgebra cuántica de potencias divididas. En este caso también pro-

bamos una presentación por generadores y relaciones.

Además, tomamos un cierto cociente del álgebra de Lusztig y encontramos,

en varios ejemplos, isomorfismos entre dichos cocientes y álgebra¡ universales

de la parte positiva de álgebras de Lie semisimples.

En otra dirección, tomamos un álgebra de Hopf co-Frobenius H y un álge-

bra de Hopf trenzada R en la categoŕıa de módulos de Yetter-Drinfeld sobre H

de manera tal que A = R#H es un álgebra de Hopf. Demostramos entonces

que R es co-Frobenius si y solamente si A lo es y a partir de equivalencias

de categoŕıas entre las categoŕıas de módulos y comódulos de A y R proba-

mos equivalencias análogas a las conocidas para el caso usual en el contexto

trenzado.

Palabras claves: álgebra de Nichols, álgebras de Lusztig, grupos cuánti-

cos, álgebras de Hopf co-Frobenius.
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Abstract

In this thesis we define the quantum divided power algebras attached to fi-

nite dimensional Nichols algebras of diagonal type over an algebraically closed

field of characteristic zero. We study their basic properties and their presenta-

tions by generators and relations.

Let q = (qij)i,j∈I be a matrix. We consider the Nichols algebra of diagonal

type associated to q. Angiono defined the distinguished pre-Nichols algebra

such that there exists a canonical epimorphism from the pre-Nichols onto the

Nichols algebra. Here, the graded dual of this algebra is called Lusztig algebra.

The original Nichols algebra is contained in the Lusztig algebra. We give a

presentation of them by generators and relations and we prove some properties

as noetherianity and their Gelfand-Kirillov dimension.

Then we consider the Drinfeld double of a Lusztig algebra, named the

quantum divided power algebra. In this case, we also give a presentation by

generators and relations.

We consider a quotient of the Lusztig algebra and we find, in several exam-

ples, isomorphisms between these quotients and universal algebras of the po-

sitive part of semisimple Lie algebras.

On the other hand, let H a co-Frobenius Hopf algebra and R a braided

Hopf algebra in the category of Yetter-Drinfeld modules over H such that

A = R#H is a Hopf algebra. We prove that R is co-Frobenius if and only if so

is A. We prove an equivalence of monoidal categories between the categories

of modules and comodules of R and A and we give some equivalences for the

braided case which are known in the usual case.

Key words: Nichols algebras, Lusztig algebras, quantum groups, co-

Frobenius Hopf algebras.
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Caṕıtulo 4. Álgebras de Lie asociadas a Lq. 45
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Introducción

En la década de 1950 aparecen en la bibliograf́ıa los primeros conceptos

que aproximan la noción de álgebra de Hopf. Cartier en 1956 [Ca] introduce el

concepto de hiperálgebra donde se pueden observar los primeros indicios de la

definición de biálgebra. Por su parte Borel en 1953 da el nombre de álgebra de

Hopf a un álgebra munida de una estructura de coproducto (no necesariamente

coasociativo). A fines de la década del ’60 Sweedler publicó su libro [Sw] donde

estudia las álgebras de Hopf y marca un punto de partida a la teoŕıa de dichas

estructuras. Para una lectura más detallada sobre la historia y la evolución de

estos conceptos referimos al art́ıculo [AF].

La teoŕıa de álgebras de Hopf recibió un profundo impulso en la década de

los ’80 con la introducción de los conceptos de grupos cuánticos y de álgebras

envolventes cuantizadas por parte de Drinfeld [Dr] e independientemente de

Jimbo [J]. Estas álgebras son deformaciones por un parámetro q de álgebras

envolventes de álgebras de Lie semisimples de dimensión finita.

El parámetro q que define a las álgebras envolventes cuantizadas juega un

papel fundamental. Si éste no es una ráız de la unidad (caso genérico) la teoŕıa

de representaciones de dichas álgebras es similar a la teoŕıa de representaciones

de las álgebras de Lie semisimples. Sin embargo, cuando q es una ráız de la uni-

dad, la riqueza de la teoŕıa de representaciones es mucho mayor. En este caso

Lusztig ha introducido un análogo de dimensión finita de las álgebras envolven-

tes llamado grupo cuántico pequeño o núcleo de Frobenius-Lusztig. En [Lu4]

ha estudiado ampliamente estos objetos y ha mostrado su estrecha relación

con los grupos algebraicos en caracteŕıstica positiva. Los grupos cuánticos pe-

queños son de radical importancia y han disparado numerosos trabajos, entre

ellos la presente tesis.

Aśı, dada g un álgebra de Lie semisimple de dimensión finita y q una ráız

de la unidad, podemos observar diferentes estructuras de álgebras de Hopf

asociadas:

el álgebra envolvente cuantizada Uq(g) [DK, DKP, DP];

el grupo cuántico pequeño uq(g);

el álgebra cuántica de potencias divididas Uq(g) [Lu4, Lu1].

XI
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Todas estas álgebras de Hopf admiten una descomposición triangular U '
U+ ⊗ U0 ⊗ U− cuya parte 0 es un álgebra de grupo y sus partes positiva y

negativa son álgebras de Hopf trenzadas. Además, cabe destacar que existen

morfismos:

U+
q (g) U+

q (g)

u+
q (g)

�� �� /�

??

(0.1)

A través de los años, ha cobrado gran importancia el problema de clasifi-

cación de las álgebras de Hopf de dimensión finita sobre un cuerpo algebraica-

mente cerrado de caracteŕıstica cero. Dicho problema se encuentra ampliamen-

te abierto si bien ha habido importantes avances. Esta clasificación se bifurca

en dos grandes caminos muy diferentes entre śı: el estudio de las álgebras de

Hopf semisimples y las no-semisimples. En el segundo caso se han desarrollado

técnicas poderosas para el estudio y clasificación de las álgebras de Hopf no-

semisimples punteadas. Un álgebra de Hopf H se dice punteada si su corradical

(su mayor subcoálgebra cosemisimple) es el álgebra de grupo de los elementos

de tipo grupo

G(H) = {h 6= 0 ∈ H : ∆(h) = h⊗ h}.

Las álgebras de grupo, las álgebras envolventes de álgebras de Lie, las álgebras

envolventes cuantizadas y las álgebras estudiadas por Lusztig se enmarcan

en este contexto. En particular, Andruskiewitsch y Schneider clasificaron las

álgebras de Hopf punteadas de dimensión finita cuyo grupo G(H) es abeliano y

tiene orden coprimo con 210. Para ello han desarrollado un poderoso programa

denominado método de levante, ver [AS1]. Este método se basa en una serie

de pasos que resumimos a continuación:

? Dado un grupo Γ, determinar todos los módulos de Yetter-Drinfeld V

sobre Γ tales que el álgebra de Nichols asociada B(V ) es de dimensión

finita.

? Para cada módulo de Yetter-Drinfeld V del punto anterior, encontrar

todas las álgebras de Hopf H tales que grH = B(V )#kΓ.

? Probar que todas las álgebras de Hopf punteadas sobre Γ están gene-

radas “en grado 1”.

Cuando el grupo Γ es abeliano, más espećıficamente cuando el espacio

vectorial trenzado es de tipo diagonal, el primer paso del método del levante

se reformula en la siguiente pregunta:
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Pregunta 1. [A2, 5.9] Dado un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal

determinar si el álgebra de Nichols asociada es de dimensión finita. En tal caso,

calcular su dimensión y dar una presentación por generadores y relaciones.

La primera parte ha sido respondida por Heckenberger en [H2] quien dio

una lista de los espacios trenzados (uńıvocamente determinados por su trenza)

cuya álgebra de Nichols tiene un sistema de ráıces finito. En esta lista se

destacan tres familias de trenzas:

1. Tipo estándar: son aquellas que tienen asociada una matriz de Cartan

[AA1]; dentro de esta familia encontramos las trenzas de tipo Cartan,

como se mostró en [AS2], estas últimas están relacionada con los grupos

cuánticos en ráıces de la unidad [Lu2, Lu4]. Las álgebras de Nichols

de tipo estándar fueron estudiadas en [Ang1].

2. Tipo súper: están relacionadas con súper álgebras de Lie contragra-

dientes simples de dimensión finita. La descripción precisa de los espa-

cios vectoriales trenzados de tipo súper se encuentra en [AAY].

3. Tipo no identificado: En muchos casos corresponden a súper álgebras

de Lie contragradientes en caracteŕıstica 2 o 3, según un trabajo aún

no publicado de Andruskiewitsch y Angiono.

Mientras tanto, Angiono respondió a la segunda parte de la pregunta dan-

do una presentación expĺıcita por generadores y relaciones de las álgebras de

Nichols de tipo diagonal de dimensión finita en [Ang2]. Tanto los resultados

de Heckenberger como de Angiono se basan en el estudio y entendimiento de

elementos como el grupoide de Weyl, los isomorfismos de Lusztig, las bases

PBW y los órdenes convexos de los sistemas de ráıces asociados a las álgebras

de Nichols.

Dada un álgebra de Hopf de dimensión finita H, la categoŕıa de represen-

taciones de dimensión finita RepH es una categoŕıa tensorial. Las categoŕıas

tensoriales pueden ser divididas en dos tipos: las semisimples y las no semi-

simples. Dentro de las categoŕıas tensoriales semisimples, una clase que ha

cobrado gran interés es la de las categoŕıas de fusión. Éstas son categoŕıas ten-

soriales semisimples sobre un cuerpo algebraicamente cerrado cuyos espacios

de morfismos son de dimensión finita, poseen una cantidad finita de clases de

isomorfismos de objetos simples y cuyo objeto unidad es simple. La clasifica-

ción de las categoŕıas de fusión está, por el momento, fuera de alcance; por lo

tanto es importante hallar ejemplos de ellas.

Si consideramos H un álgebra de Hopf esférica, es decir un álgebra de Hopf

con una estructura adicional, se puede obtener una categoŕıa tensorial v́ıa

un procedimiento menos obvio introducido en [BaW1, BaW2] inspirado en
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trabajos de Reshetikhin y Turaev [RT1, RT2]. El procedimiento para obtener

una categoŕıa tensorial a partir de un álgebra de Hopf esférica H consiste en

tomar un cociente adecuado RepH de la categoŕıa de representaciones RepH,

ver [BaW1, GK, Kn]. Las categoŕıas tensoriales obtenidas son semisimples

pero raramente resultan ser categoŕıas de fusión. Si bien no existe un método

para encontrar subcategoŕıas de fusión dentro de RepH una buena receta para

hacerlo es considerar la subcategoŕıa de los módulos inclinantes (en inglés

tilting modules) cuya dimensión cuántica es no nula.

En [AAGTV] los autores explican las ideas fundamentales de esta receta

y prueban que las álgebras de Nichols de dimensión finita no serán útiles para

encontrar categoŕıas de fusión siguiendo este procedimiento ya que sus módulos

inclinantes son proyectivos y por lo tanto tienen dimensión cuántica nula. Sin

embargo, plantean como alternativa el estudio de dos objetos estrechamente

relacionados a las álgebras de Nichols de tipo diagonal Bq: las álgebras pre-

Nichols distinguidas B̃q y sus duales graduados Lq, bautizados en ese art́ıculo

como álgebras de Lusztig por ser una generalización de las álgebras de potencias

divididas antes mencionadas. Aśı, el panorama es similar al planteado en (0.1):

B̃q Lq

Bq
�� �� /�

??
(0.2)

Las álgebras pre-Nichols distinguidas han sido definidas y estudiadas por An-

giono en [Ang5] mientras que las álgebras de Lusztig y sus dobles de Drinfeld

llamados álgebras cuánticas de potencias divididas se definen y estudian en el

presente trabajo. Estos resultados aparecen en [AAR1].

El resultado principal de esta tesis es la presentación de las álgebras de

Lusztig por generadores y relaciones:

Teorema. El álgebra de Lusztig Lq está generada por los elementos y
(n)
β ,

β ∈ ∆+
q , n ∈ N y relaciones

y
(Nβ)

β = 0, β ∈ ∆+
q −Oq;

y
(h)
β y

(j)
β =

(
h+ j

j

)
qββ

y
(h+j)
β ,

β ∈ ∆+
q ,

h, j ∈ N
;

[y
(h)
β , y(j)

α ]c =
∑

m∈M(α,β,h,j)

κm m,

α < β ∈ ∆+
q ,

0 < h < Nα,

0 < j < Nβ;
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[y
(Nβ)

β , y(Nα)
α ]c = κγy

(Nγ)
γ +

∑
0<l<Nβ , 0<i<Nα

m∈M(α,β,Nα−i,Nβ−l)

κi,lm y
(l)
β my(i)

α ,
α, β, γ ∈ Oq,

α < γ < β;

[y
(j)
β , y(Nα)

α ]c =
∑

0<i<Nα,
m∈M(α,β,Nα−i,j)

κi,0m y(i)
α m,

α ∈ Oq,

β ∈ ∆+
q ,

0 < j < Nβ.

Donde (
h+ j

j

)
qββ

=

j∏
s=1

1− qh+j+1−s
ββ

1− qsββ
;

M(α, β, h, j) = {m ∈ L̃β ∩ L̃α : degm = deg y(h)
α + deg y

(j)
β };

κi,lm = 〈y(h)
β y(j)

α , xlβx
hk
βk
· · ·xhrβrx

i
α〉;

κγ = 〈y(Nβ)

β y(Nα)
α , xNγγ 〉, deg y(Nγ)

γ = deg y(Nα)
α + deg y

(Nβ)

β .

Si bien los coeficientes que aparecen en las relaciones no son expĺıcitos y

su cálculo no es tarea sencilla en todos los casos, la información que podemos

obtener de dichas relaciones es suficiente para entender algunas propiedades

de estas álgebras. Por ejemplo, a partir de esta presentación podemos dar una

filtración de Lq y definir el álgebra graduada asociada grLq que resulta ser

noetheriana (y por lo tanto también lo es Lq).

Tras demostrar la existencia de un apareamiento de Hopf entre las boso-

nizaciones de dos álgebras de Lusztig (Lq y Lqt), podemos definir Uq como el

doble de Drinfeld de ellas al que denominaremos álgebra cuántica de poten-

cias divididas. Esta álgebra es una generalización del álgebra Uq(g) estudiada

por Lusztig. La presentación por generadores y relaciones de Uq sigue de la

definición y la presentación del álgebra de Lusztig. La noetherianidad y di-

mensión de Gelfand-Kirillov de Uq son propiedades que se siguen de considerar

el graduado grUq.

Las álgebras de Hopf co-Frobenius son aquellas que admiten una integral

no nula. A lo largo de los años se han demostrado varias equivalencias (ver

referencias en el caṕıtulo 5), entre ellas destacamos que un álgebra de Hopf

es co-Frobenius si y solamente si su categoŕıa de comódulos tiene suficientes

proyectivos.

La clasificación de las álgebras de Hopf co-Frobenius es un problema abier-

to. El estudio de las representaciones de las álgebras cuánticas de potencias

divididas nos confirmará si sus duales son co-Frobenius. Mientras tanto, en

esta tesis damos una versión trenzada de la definición y de las equivalencias

antes mencionadas.
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El presente trabajo está organizado en cinco caṕıtulos. En el primero de

ellos damos una serie de definiciones y resultados básicos sobre álgebras de

Hopf, categoŕıas monoidales y álgebras de Nichols. En el segundo caṕıtulo

enunciamos teoremas fundamentales sobre álgebras de Nichols de tipo dia-

gonal [Ang2] e introducimos la definición de álgebra pre-Nichols distinguida

haciendo un recorrido por el trabajo [Ang5].

El caṕıtulo 3 se basa en el art́ıculo [AAR1]. En él definimos los conceptos

de álgebra de Lusztig y de su doble, el álgebra cuántica de potencias divididas.

Entre los principales resultados se encuentran la presentación por generadores

y relaciones de estas álgebras que nos llevan a demostrar propiedades básicas

como su noetherianidad y calcular su dimensión de Gelfand-Kirillov.

En el cuarto caṕıtulo presentamos una extensión de álgebras de Hopf tren-

zadas del álgebra de Lusztig y calculamos, en varios ejemplos de rango pequeño,

isomorfismos entre un cociente del álgebra de Lusztig y la parte positiva del

álgebra universal envolvente de álgebras de Lie semisimples, estos resultados

se encuentran en el trabajo [AAR2].

En el caṕıtulo 5, basado en el art́ıculo en preparación [AR], planteamos

diferentes caracterizaciones de la noción de álgebra de Hopf co-Frobenius y

mediante una equivalencia de categoŕıas monoidales demostramos resultados

paralelos para el caso de las álgebras de Hopf trenzadas en categoŕıas de módu-

los de Yetter-Drinfeld.

La presente tesis marca ĺıneas de trabajo y preguntas en las que trabaja-

remos en el futuro. Algunas de ellas se detallan a continuación:

Completar la lista de ejemplos vista en el caṕıtulo 4 y definir a partir

de alĺı un morfismo de Frobenius cuántico para el álgebra cuántica de

potencias divididas Uq.
Estudiar la teoŕıa de representaciones de Uq utilizando dicho morfismo

de Frobenius.

Definir duales de Uq mediante coeficientes matriciales y construir a

partir de alĺı nuevos ejemplos de álgebras de Hopf co-Frobenius.

Relacionar la filtración corradical de álgebras de Hopf trenzadas con la

noción de álgebra de Hopf trenzada co-Frobenius.



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo fijamos la notación que usaremos de aqúı en adelante y

exponemos las definiciones y nociones básicas de la teoŕıa de álgebras de Hopf

que utilizaremos en los caṕıtulos subsiguientes.

Recordamos entre otras cosas las definiciones de álgebras y coálgebras que

nos permitirán llegar a la noción de álgebra de Hopf. También introducimos

las categoŕıas tensoriales trenzadas y las álgebras de Hopf en dichas categoŕıas.

Además introducimos la noción de extensión de un álgebra de Hopf. Finalmente

expondremos tres definiciones equivalentes de álgebras de Nichols y su relación

con el método del levante.

Los contenidos de este caṕıtulo pueden encontrarse por ejemplo en [Mo,

DNR, EGNO, A1, AS1].

1.1. Convenciones

Trabajaremos sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado de caracteŕıstica

cero. Todos los espacios vectoriales, productos tensoriales, álgebras y coálge-

bras se considerarán sobre k salvo que se indique lo contrario.

Dado θ ∈ N denotaremos por Iθ, o simplemente I si no cabe lugar a confu-

siones, al conjunto {1, 2, ..., θ}.
Si Γ es un grupo, el grupo de caracteres multiplicativos de Γ, es decir el

grupo de representaciones de dimensión 1 del mismo, será denotado por Γ̂.

Consideraremos Sn y Bn el grupo simétrico y el grupo de trenzas en n letras

con generadores τi = (i i + 1) y σi, i ∈ In−1 respectivamente. Sea s : Sθ → Bθ
la sección de conjuntos (llamada de Matsumoto) de la proyección π : Bθ � Sθ,
π(σi) = τi, i ∈ In−1, dada por s(ω) = σi1σi2 ...σij , para ω = τi1τi2 ...τij ∈ Sθ de

largo j.

Los q-números en el anillo de polinomios Z[q], n ∈ N, 0 ≤ i ≤ n, son

(n)q =
n−1∑
j=0

qj, (n)!
q =

n∏
j=1

(j)q,

(
n

i

)
q

=
(n)!

q

(n− i)!
q(i)!

q

.

Si q ∈ k entonces (n)q, (n)!
q,
(
n
i

)
q

son las respectivas evaluaciones en q.

1
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1.2. Álgebras, coálgebras y álgebras de Hopf

Daremos a continuación una serie de definiciones que utilizaremos a lo largo

de esta tesis. Éstas pueden encontrarse en cualquier texto básico sobre álgebras

de Hopf, en este caso referimos a los primeros caṕıtulos de [Mo].

Definición 1.2.1. Una k-álgebra con unidad es un k-espacio vectorial no

nulo A con dos aplicaciones k-lineales, la multiplicación m : A ⊗ A → A y la

unidad u : k→ A tales que los siguientes diagramas de asociatividad y unidad

conmutan:

A⊗ A⊗ A A⊗ A

A⊗ A A

//m⊗id

��

id⊗m

��

m

//
m

A⊗ A

k⊗ A A⊗ k

A
��

m

::
u⊗id

$$

dd
id⊗u

zz

Ahora dualizaremos la noción de álgebra para obtener la definición de

coálgebra.

Definición 1.2.2. Una k-coálgebra con counidad es un k-espacio vectorial

no nulo C con dos aplicaciones k-lineales, la comultiplicación ∆ : C → C ⊗ C
y la counidad ε : C → k tales que los siguientes diagramas de coasociatividad

y counidad conmutan:

C C ⊗ C

C ⊗ C C ⊗ C ⊗ C

//∆

��

∆

��

∆⊗id

//
id⊗∆

C

k⊗ C C ⊗ k

C ⊗ C

zz

1⊗

��

∆

$$

⊗1

dd

ε⊗id

::

id⊗ε

A lo largo del manuscrito utilizaremos la notación de Heynemann-Sweedler.

Si C es una coálgebra y c ∈ C, entonces ∆(c) =
∑

i ai ⊗ bi ∈ C ⊗ C y lo

notaremos ∆(c) = c(1)⊗ c(2). La conveniencia de esta notación aparece cuando

aplicamos ∆ más de una vez, en ese caso gracias a la coasociatividad obtenemos

(c(1))(1) ⊗ (c(1))(2) ⊗ c(2) = c(1) ⊗ (c(2))(1) ⊗ (c(2))(2) = c(1) ⊗ c(2) ⊗ c(3).

Definición 1.2.3. Sean (C,∆C , εC) y (D,∆D, εD) dos coálgebras.

(i) Una aplicación lineal f : C → D se dice morfismo de coálgebras si

∆C ◦ f = (f ⊗ f)∆D y εC = εD ◦ f .

(ii) Un subespacio I ⊆ C es un coideal de C si ∆C(I) ⊆ I ⊗ C + C ⊗ I y

εC(I) = 0.
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(iii) Un subespacio I ⊆ C es un coideal a izquierda (respectivamente, a

derecha) de C si ∆C(I) ⊆ I ⊗ C (respectivamente, ∆C(I) ⊆ C ⊗ I).

(iv) Un subespacio B ⊆ C es una subcoálgebra de C si ∆C(B) ⊆ B ⊗B.

Observemos que un subespacio I de C es un coideal si y solamente si el

cociente C/I es una coálgebra con la comultiplicación inducida por la proyec-

ción.

Definición 1.2.4. Una coálgebra se dice simple si no contiene subcoálge-

bras propias. El corradical C0 de C es la suma de todas sus subcoálgebras

simples. Si C = C0, entonces C se dice cosemisimple.

Dados dos espacios vectoriales V y W consideramos la aplicación llamada

flip τ : V ⊗W → W ⊗ V dada por τ(v ⊗ w) = w ⊗ v.

Definición 1.2.5. Dada un álgebra (A,m) el álgebra opuesta Aop es el

espacio vectorial A con la multiplicación mop = m ◦ τ . Dualmente, dada una

coálgebra (C,∆), la coálgebra coopuesta Ccop es el espacio vectorial C con la

comultiplicación ∆cop = τ ◦∆.

Definición 1.2.6. Sean C una coálgebra y A un álgebra. Si f, g ∈
Hom(C,A), definimos el producto de convolución de f y g como el elemento de

Hom(C,A) denotado por f ∗ g que resulta de la composición m ◦ (f ⊗ g) ◦∆.

Es decir, f ∗ g(c) = f(c(1))g(c(1)), c ∈ C.

Dado un espacio vectorial V , consideramos el dual lineal V ∗ = Homk(V,k)

y la forma bilineal 〈 , 〉 : V ∗ × V → k definida por 〈f, v〉 = f(v). Además, si

ϕ : V → W es k-lineal, tenemos la aplicación traspuesta ϕ∗ : W ∗ → V ∗ dada

por ϕ∗(f)(v) = f(ϕ(v)). Observemos también que V ∗ ⊗ V ∗ se identifica con

un subespacio de (V ⊗ V )∗ v́ıa:1

〈f ⊗ g, v ⊗ w〉 = 〈f, w〉〈g, v〉; ∀f, g ∈ V ∗, v, w ∈ V.(1.1)

Aśı, obtenemos ∆∗ : C∗⊗C∗ → C∗ dado por ∆∗(f ⊗ g)(c) = (f ⊗ g)∆(c) y se

puede demostrar lo siguiente:

Lema 1.2.7. Si C es una coálgebra entonces C∗ es un álgebra con multi-

plicación ∆∗ y unidad ε∗.

Dualmente, si (A,m, u) es un álgebra de dimensión finita, (A∗,m∗, u∗) es

una coálgebra. Si A no es de dimensión finita, entonces A∗⊗A∗ es un subespacio

propio de (A ⊗ A)∗ y por esta razón m∗ : A∗ → (A ⊗ A)∗ podŕıa no caer en

A∗ ⊗ A∗. Esto nos lleva a una nueva definición:

1Utilizaremos esta identificación en lugar de 〈f ⊗ g, v ⊗ w〉 = 〈f, v〉〈g, w〉 ya que es la

que se extiende a categoŕıas monoidales.
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Definición 1.2.8. Sea A un álgebra. El dual finito o dual de Sweedler de A

es A◦ = {f ∈ A∗|f(I) = 0 para algún ideal bilátero I de codimensión finita}.

Ahora śı, si (A,m, u) es un álgebra entonces (A◦,m∗, u∗) es una coálgebra,

ver por ejemplo [DNR, 1.5.3].

Combinando las nociones de álgebra y coálgebra obtenemos la noción de

biálgebra.

Definición 1.2.9. Decimos que (B,m, u,∆, ε) es una biálgebra si (B,m, u)

es un álgebra, (B,∆, ε) es una coálgebra y ∆ y ε son morfismos de álgebras

(o, equivalentemente, m y u son morfismos de coálgebras).

Un morfismo de biálgebras es un morfismo de álgebras y de coálgebras y un

biideal es un subespacio I de B que es ideal y coideal. El ideal de aumentación

de B es el núcleo ker εB del morfismo εB y lo denotaremos B+. Notemos que,

como ε es un morfismo de coálgebras, B+ es un coideal de B y por ende un

biideal de B.

En una coálgebra C existen elementos de especial importancia definidos

como sigue:

Definición 1.2.10. Dada una coálgebra C y c ∈ C decimos que

c es un elemento de tipo grupo si ∆(c) = c⊗ c y ε(c) = 1. Denotamos

por G(C) al conjunto de los elementos de tipo grupo de C.

Dados g, h ∈ G(C), si c satisface ∆(c) = c ⊗ g + h ⊗ c se dice (g, h)-

primitivo. Denotamos por Pg,h(C) al conjunto de los elementos (g, h)-

primitivos de C.

Observemos que si B es una biálgebra entonces 1 ∈ G(C). Llamaremos

primitivos a los elementos (1, 1)-primitivos y notaremos P(B) := P1,1(B).

Recordemos que dada un álgebra A, un espacio vectorial V se dice A-

módulo a izquierda si existe una acción de A en V , es decir una aplicación

lineal · : A ⊗ V → V tal que 1A · v = v y (ab) · v = a · (b · v) para todo

a, b ∈ A, v ∈ V . Dualmente, podemos definir la noción de C-comódulo para

una coálgebra C:

Definición 1.2.11. Sean C una coálgebra y V un k-espacio vectorial,

decimos que V es un C-comódulo a izquierda si existe una aplicación lineal
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λ : V → C ⊗ V tal que los siguientes diagramas conmutan:

V C ⊗ V

C ⊗ V C ⊗ C ⊗ V

//λ

��

λ

��

∆⊗id

//id⊗λ

V C ⊗ V

k⊗ C

//λ

��

1⊗

��

ε⊗id

Análogamente podemos definir la noción de módulo y comódulo a derecha.

Utilizaremos la notación de Sweedler para comódulos tanto a izquierda como

a derecha, en el primer caso escribimos para todo v ∈ V

λ(v) = v(−1) ⊗ v(0) ∈ C ⊗ V ;

mientras que para un comódulo a derecha (V, ρ) escribimos para todo v ∈ V

ρ(v) = v(0) ⊗ v(1) ∈ V ⊗ C.

Sean (M,λM) y (N, λN) dos C-comódulos a izquierda, un morfismo de

C-comódulos es una aplicación lineal f : M → N que cumple

λN ◦ f = (id⊗f) ◦ λM .

Un subespacio S ⊆M se dice C-subcomódulo si λM(S) ⊂ C ⊗ S. La categoŕıa

de A-módulos (respectivamente C-comódulos) a izquierda la notaremos AM
(respectivamente CM).

En el siguiente lema se utiliza la identificación de (1.1).

Lema 1.2.12. (i) Dada una coálgebra C, si M es un C-comódulo a

derecha, entonces M es un C∗-módulo a derecha.

(ii) Dada un álgebra A, si M es un A-módulo a derecha entonces M es un

A◦-comódulo a derecha si y sólo si {A ·m} es de dimensión finita para

todo m ∈M . �

Ya contamos con todos los ingredientes para definir las álgebras de Hopf:

Definición 1.2.13. Un álgebra de Hopf es una biálgebra H dotada de una

aplicación lineal S : H → H llamada ant́ıpoda que satisface

m(S ⊗ id)∆ = uε = m(id⊗S)∆.

En lo que sigue todas las álgebras de Hopf serán consideradas con ant́ıpoda

biyectiva. Notemos que esta condición se cumple para toda álgebra de Hopf de

dimensión finita [Sw, 5.1.6].

Observación 1.2.14. La ant́ıpoda de un álgebra de Hopf se puede definir

como el inverso de la identidad respecto al producto de convolución.
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Dadas dos álgebras de Hopf H y K, un morfismo de álgebras de Hopf

f : H → K es un morfismo de biálgebras ya que todo morfismo de biálgebras

preserva la ant́ıpoda (por ser ésta el inverso de la identidad respecto a la

convolución), es decir cumple f ◦ SH = SK ◦ f . Un biideal I de H es un ideal

de Hopf si S(I) ⊆ I.

Ejemplo 1.2.15. Dado un grupo Γ el álgebra de grupo kΓ es un álgebra

de Hopf con la estructura dada por

∆(g) = g ⊗ g, ε(g) = 1, S(g) = g−1, ∀g ∈ Γ.

Ejemplo 1.2.16. El álgebra universal envolvente U(g) de un álgebra de

Lie g es un álgebra de Hopf con la estructura determinada, para cada x ∈ g,

por

∆(x) = x⊗ 1 + 1⊗ x, ε(x) = 0, S(x) = −x.

Observación 1.2.17. Si H es un álgebra de Hopf, entonces los primitivos

P(H) forman un álgebra de Lie. Más aún, existe un morfismo de álgebras de

Hopf U(P)→ H.

Ejemplo 1.2.18. Sea g un álgebra de Lie semisimple de dimensión finita

con matriz de Cartan A = (aij)1≤i,j≤n. Sea D = diag{d1, . . . , dn} una matriz

diagonal tal que DA es simétrica, consideramos D tal que di ∈ {1, 2, 3} para

todo i ∈ In. Dado q ∈ k× tal que q2di 6= 1, denotaremos qi = qdi y qij = qdiaij .

Consideramos el álgebra envolvente cuantizada Uq(g) definida por Drinfeld y

Jimbo [Dr, J] generada por Ei, Fi, K
±1
i , i = 1, . . . , n con las relaciones

KiKj = KjKi, KiK
−1
i = K−1

i Ki = 1,

KiEj = qijEjKi, KiFj = q−1
ij FjKi,

EiFj − FjEi = δi,j
Ki −K−1

i

qi − q−1
i

,

1−aij∑
n=0

(−1)n
(

1− aij
n

)
qi

En
i EjE

1−aij−n
i = 0,

1−aij∑
n=0

(−1)n
(

1− aij
n

)
qi

F n
i FjF

1−aij−n
i = 0.

En este caso, la estructura de álgebra de Hopf de Uq(g) está dada, para todo

1 ≤ i ≤ n, por

∆(K±1
i ) = K±1

i ⊗K±1
i , S(K±1

i ) = K∓1
i , ε(K±i ) = 1

∆(Ei) = Ei ⊗ 1 +Ki ⊗ Ei, S(Ei) = −K−1
i Ei, ε(Ei) = 0

∆(Fi) = 1⊗ Fi + Fi ⊗K−1
i , S(K±i ) = −FiKi, ε(Fi) = 0.
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Definición 1.2.19. Dada un álgebra de Hopf H, M un H-módulo a iz-

quierda y N un H-comódulo a derecha:

los invariantes de H en M son MH = {m ∈M |h·m = ε(h)m∀h ∈ H};
los coinvariantes de H en N son N coH = {n ∈ N |ρ(n) = n⊗ 1}.

Definición 1.2.20. Dadas un álgebra de Hopf H, un álgebra A y una

coálgebra C diremos que:

? A es una H-módulo álgebra (a izquierda) si A es un H-módulo (a izquierda),

h · (ab) = (h(1) · a)(h(2) · b) y h · 1 = ε(h)1 para todo a, b ∈ A, h ∈ H.

? A es una H-comódulo álgebra (a derecha) si A es un H-comódulo (a derecha)

v́ıa ρ, ρ(ab) = a(0)b(0) ⊗ a(1)b(1) para todo a, b ∈ A y ρ(1) = 1⊗ 1.

? C es una H-módulo coálgebra (a izquierda) si C es un H-módulo (a izquier-

da), ∆(h · c) = h(1) · c(1) ⊗ h(2) · c(2) y ε(h · c) = ε(h)ε(c), para todo c ∈ C,

h ∈ H.

? C es una H-comódulo coálgebra (a derecha) si C es un H-comódulo (a dere-

cha), (∆⊗ id)ρ(c) = c(1)(0)
⊗ c(2)(0)

⊗ c(1)(1)
c(2)(1)

y (ε⊗ id)ρ(c) = ε(c)1, para

todo c ∈ C.

1.2.1. Filtraciones y graduaciones. Un álgebra A se dice filtrada si

existe una sucesión de subespacios 0 = A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ · · · ⊂ A tales

que A =
⋃
n≥0An y An.Am ⊆ An+m para todo n,m ≥ 0. La familia {An}n∈N0

se dice una filtración de álgebra de A.

Análogamente, una familia de subcoálgebras {Cn}n∈N0 de una coálgebra C

que satisface Cn ⊆ Cn+1, C =
⋃
n≥0Cn y ∆(Cn) ⊆

∑n
i=0Ci ⊗ Cn−i para todo

n ∈ N0 se dice una filtración de coálgebra de C. Si existe una filtración de

coálgebra de C decimos que C es filtrada.

Definición 1.2.21. Sea H un álgebra de Hopf y {Hn}n∈N0 una familia de

subespacios de H. Decimos que {Hn}n∈N0 es una filtración de álgebra de Hopf

de H si es una filtración de álgebra, una filtración de coálgebra y S(Hn) ⊆ Hn

para todo n ∈ N0.

Ejemplo 1.2.22. Una filtración de coálgebras muy importante es la filtra-

ción corradical. Si C es una coálgebra, definimos los subespacios Cn de manera

inductiva: siendo C0 el corradical de C y

Cn = ∆−1(C ⊗ Cn−1 + C0 ⊗ C).

Dado un conjunto G consideramos la coálgebra kG. Decimos que un espacio

vectorial V es G-graduado si es un kG-comódulo, equivalentemente si V =

⊕g∈GV g. Si x ∈ V g diremos que x es un elemento homogéneo de grado g. Una
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aplicación lineal f : V → W con V,W G-graduados se dice G-graduada (o

G-homogénea) si f(V g) ⊆ W g para todo g ∈ G.

Definición 1.2.23. Si G es un monoide entonces kG es una biálgebra y

por lo tanto la categoŕıa de kG-comódulos es tensorial. Dadas A un álgebra,

C una coálgebra y H un álgebra de Hopf decimos que:

A es un álgebra G-graduada si es graduada como espacio vectorial y los

morfismos m,u son graduados;

C es un coálgebra G-graduada si es graduada como espacio vectorial y

los morfismos ∆, ε son graduados;

H es un álgebra de Hopf G-graduada si es graduada como álgebra, como

coálgebra y S es un morfismo graduado.

Diremos simplemente que una coálgebra/álgebra/álgebra de Hopf es gra-

duada si es N0-graduada.

Dada un álgebra A (resp. una coálgebra C) y una filtración de álgebras

{An}n∈N0 (resp. una filtración de coálgebras {Cn}n∈N0). Definimos A0 = A0 y

An := An/An−1 si n > 0 (resp. C0 = A0 y Cn := Cn/Cn−1 si n > 0). Entonces

m(Ai ⊗ Aj) ⊂ Ai+j, (resp. ∆(Cm) ⊂
∑
i+j=m

Ci ⊗ Cj).

Aśı, grA := ⊕n≥0A
n es un álgebra N0-graduada (resp. grC := ⊕n≥0C

n es una

coálgebra N0-graduada).

De igual manera, dada un álgebra de Hopf H y una filtración de álgebras

de Hopf {Hn}n∈N0 tenemos que grH = ⊕n≥0Hn/Hn−1 donde H−1 = 0 es un

álgebra de Hopf N0-graduada llamada álgebra de Hopf graduada asociada a H.

1.3. Dimensión de Gelfand-Kirillov

Sea Φ el conjunto de todas las funciones f : N→ R+ tales que f(n+ 1) ≥
f(n) para casi todo n ∈ N.

Sea f ∈ Φ, n ∈ N escribimos

logn f(n) :=
log(f(n))

log(n)
.

Lema 1.3.1. [KL, 2.1] Sea f ∈ Φ, entonces

ĺım
n→∞

logn f(n) = ı́nf{κ ∈ R : f(n) ≤ nκ}. �

Definición 1.3.2. Sea A un álgebra finitamente generada decimos que

el subespacio de dimensión finita V de A es un subespacio generador de A si

A = ∪n∈N0Vn con Vn = k+V +V 2+· · ·+V n. Definimos la función dV : N0 → N0

como dV (n) = dim(Vn).
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Ejemplo 1.3.3. Sea A = k〈x, y〉 el álgebra libre en dos generadores. En-

tonces V = kx+ ky es un subespacio generador de A y

dV (n) = dim(
n∑
i=0

V i) = 1 + 2 + 22 + · · ·+ 2n = 2n+1 − 1.

Definición 1.3.4. La dimensión de Gelfand-Kirillov de un álgebra A es

GKdim(A) := sup ĺım
n→∞

logn dV (n),

donde el supremo se considera sobre todos los subespacios de dimensión finita

de A.

1.4. Categoŕıas monoidales trenzadas y módulos de

Yetter-Drinfeld

Las definiciones dadas a continuación, aśı como también un mayor desa-

rrollo de la teoŕıa de categoŕıas monoidales, pueden encontrarse en [EGNO].

Definición 1.4.1. Una categoŕıa monoidal es una 6-upla (C,⊗, a,1, l, r)
donde:

C es una categoŕıa;

⊗ : C × C → C es un bifuntor llamado producto tensorial;

a, l, r son isomorfismos naturales aU,V,W : (U⊗V )⊗W → U⊗(V ⊗W ),

lV : 1 ⊗ V → V y rV : V ⊗ 1 → V que hacen conmutar los siguientes

diagramas:

((X ⊗ Y )⊗ Z)⊗W

(X ⊗ (Y ⊗ Z))⊗W (X ⊗ Y )⊗ (Z ⊗W )

X ⊗ ((Y ⊗ Z)⊗W ) X ⊗ (Y ⊗ (Z ⊗W ))

))

aX⊗Y,Z,W

uu

aX,Y,Z⊗idW

��

aX,Y⊗Z,W

��

aX,Y,Z⊗W

//
idX ⊗aY,Z,W

(X ⊗ 1)⊗ Y X ⊗ Y

X ⊗ (1⊗ Y )

//rX⊗idY

''aX,1,Y

77

idX ⊗lY

Definición 1.4.2. Dadas C y D categoŕıas monoidales, un funtor monoidal

es una terna (F, J, φ) tal que:
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F : C → D es un funtor;

J = {JX,Y : F (X)⊗DF (Y )
∼−→ F (X⊗CY )|X, Y ∈ C} es un isomorfismo

natural;

φ : 1D → F (1C);

los siguientes diagramas conmutan para todo X, Y, Z ∈ C

(F (X)⊗ F (Y ))⊗ F (Z) F (X)⊗ (F (Y )⊗ F (Z))

F (X ⊗ Y )⊗ F (Z) F (X)⊗ F (Y ⊗ Z)

F ((X ⊗ Y )⊗ Z) F (X ⊗ (Y ⊗ Z))

//
aF (X),F (Y ),F (Z)

��

JX,Y ⊗idF (Z)

��

idF (X)⊗JY,Z

��

JX⊗Y,Z

��

JX,Y⊗Z

//
F (aX,Y,Z)

(1.2)

F (X)⊗ 1D F (X)⊗ F (1C)

F (X) F (X ⊗ 1C)

//id⊗φ

��

rF (X)

��

JX,1C

oo
F (rX)

1D ⊗ F (X) F (1C)⊗ F (X)

F (X) F (1C ⊗X)

//φ⊗id

��

lF (X)

��

J1C ,X

oo
F (lX)

(1.3)

Dado un objeto V ∈ C, decimos que (V ∗, eV , bV ) es dual a derecha de V si

V ∗ es un objeto de C y eV : V ∗ ⊗ V → k, bV : k→ V ⊗ V ∗ son morfismos en

C tales que

(idV ⊗eV ) ◦ aV,V ∗,V ◦ (bV ⊗ idV ) = rV ◦ idV ◦lV ,

(eV ⊗ idV ∗) ◦ aV ∗,V,V ∗ ◦ (idV ∗ ⊗bV ) = lV ∗ ◦ idV ∗ ◦rV ∗ .

Análogamente se define el dual a derecha (∗V, e′V , b
′
V ) de V donde ∗V ∈ C y

e′V : V ⊗ ∗V → k, b′V : k→ ∗V ⊗ V son morfismos en C que cumple diagramas

similares a los anteriores. Notemos que si V ∗ es dual a izquierda de V entonces

V es dual a derecha de V ∗.

Definición 1.4.3. Un objeto en una categoŕıa monoidal C se dice ŕıgido si

admite dual a derecha e izquierda. La categoŕıa C se dice ŕıgida si todo objeto

es ŕıgido.

Definición 1.4.4. Una categoŕıa monoidal trenzada es una categoŕıa mo-

noidal C con un isomorfismo natural c = {cX,Y : X ⊗ Y → Y ⊗X|X, Y ∈ C}
llamado trenza que satisface

cX,Y⊗Z = (idY ⊗cX,Z) ◦ (cX,Y ⊗ idZ),

cX⊗Y,Z = (cX,Z ⊗ idY ) ◦ (idX ⊗cY,Z).
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1.4.1. Módulos de Yetter-Drinfeld y espacios trenzados.

Definición 1.4.5. Sea H un álgebra de Hopf . Un módulo de Yetter-

Drinfeld V sobre H es un H-módulo y un H-comódulo que satisface la condi-

ción de compatibilidad

δ(h · v) = h(1)v(−1)S(h(3))⊗ h(2) · v(0), h ∈ H, v ∈ V.

Un morfismo de módulos de Yetter-Drinfeld es un morfismo de módulos

y de comódulos. Los módulos de Yetter-Drinfeld sobre un álgebra de Hopf

H forman una categoŕıa abeliana H
HYD. Más aún, H

HYD es monoidal con el

producto tensorial de espacios vectoriales y la acción y coacción de H dadas,

para V,W ∈ H
HYD, v ∈ V , w ∈ W , por

h · (v ⊗ w) = h(1) · v ⊗ h(2) · w;

ρ(v ⊗ w) = v(−1)w(−1) ⊗ v(0) ⊗ w(0).

Además, HHYD es trenzada con trenza

cV,W (v ⊗ w) = v(−1) · w ⊗ v(0), V,W ∈ H
HYD, v ∈ V,w ∈ W ;

cuya inversa es

c−1
W,V (w ⊗ v) = w(0) ⊗ S−1(w(−1)) · v, V,W ∈ H

HYD, v ∈ V,w ∈ W.

La subcategoŕıa plena de H
HYD formada por los objetos de dimensión finita es

ŕıgida.

Definición 1.4.6. Un espacio vectorial trenzado es un par (V, c) formado

por un espacio vectorial V junto con un isomorfismo lineal c : V ⊗V → V ⊗V
que es solución de la ecuación de trenzas

(c⊗ id)(id⊗c)(c⊗ id) = (id⊗c)(c⊗ id)(id⊗c).

Observación 1.4.7. Un módulo V ∈ H
HYD es un espacio vectorial trenzado

con trenza c(v ⊗ w) = v(−1) · w ⊗ v(0). Rećıprocamente, un espacio vectorial

trenzado (V, c) de dimensión finita se puede realizar como un H-módulo de

Yetter-Drinfeld sobre algún álgebra de Hopf H (no de manera única) si y

solamente si la trenza c es ŕıgida, es decir si la aplicación lineal c[ : V ∗ ⊗ V →
V ⊗ V ∗ dada por

c[ = (eV ⊗ idV⊗V ∗)(idV ∗ ⊗c⊗ idV ∗)(idV ∗⊗V ⊗bV )

es un isomorfismo [T].

Como hemos mencionado en la sección 1.2, dado un espacio vectorial V

podemos identificar el espacio V ∗⊗V ∗ con un subespacio de (V ⊗V )∗ mediante

〈f ⊗ g, v ⊗ w〉 = 〈f, w〉〈g, v〉, para v, w ∈ V , f, g ∈ V ∗. Si (V, c) es un espacio
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vectorial trenzado de dimensión finita, entonces (V ∗, ct) es el espacio vectorial

trenzado dual, donde ct : V ∗ ⊗ V ∗ → V ∗ ⊗ V ∗ es

〈ct(f ⊗ g), v ⊗ w〉 = 〈f ⊗ g, c(v ⊗ w)〉.

Proposición 1.4.8. [AG, 2.2.1] Sea H un álgebra de Hopf de dimensión

finita. Entonces las categoŕıas H
HYD, H∗

H∗YD, YDHH y YDH∗H∗ son equivalentes.

�

1.4.2. Álgebras de Hopf en categoŕıas trenzadas. Tanto las defi-

niciones dadas a continuación como los resultados básicos de las álgebras de

Hopf trenzadas pueden encontrarse en [T].

Dada una categoŕıa monoidal C podemos definir álgebras y coálgebras en

la categoŕıa:

Una terna (A,m, u) es un álgebra asociativa en C si A es un objeto

de C y m : A ⊗ A → A, u : 1 → A son morfismos en C tales que

m◦(m⊗ id) = m◦(id⊗m)◦aA,A,A, m◦(u⊗ id) = lA y m◦(id⊗u) = rA.

Una terna (C,∆, ε) es una coálgebra coasociativa en C si C es un objeto

de C y ∆ : C → C⊗C, ε : C → 1 son morfismos en C tales que (id⊗∆)◦
∆ = aA,A,A◦(∆⊗ id)◦∆, lC ◦(ε⊗ id)◦∆ = idC y rC ◦(id⊗ε)◦∆ = idC .

Sean C una categoŕıa monoidal trenzada y A, B álgebras en C. Los morfis-

mos de álgebras y coálgebras en C se definin de la manera evidente. Definimos

además una estructura de álgebra asociativa en C sobre el objeto A⊗B dada

por

mA⊗B = (mA ⊗mB) ◦ (idA⊗cB,A ⊗ idB).

Asimismo, dadas C,D coálgebras en C, la comultiplicación

∆C⊗D = (idC ⊗cD,C ⊗ D) ◦ (∆C ⊗∆D)

nos da una estructura de coálgebra coasociativa en C para C ⊗D.

Definición 1.4.9. Una biálgebra en una categoŕıa trenzada C es una 5-upla

(H,m, u,∆, ε) tal que (H,m, u) es un álgebra en C, (H,∆, ε) es una coálgebra

en C y ∆, ε son morfismos de álgebras.

Definición 1.4.10. Un álgebra de Hopf en C (álgebra de Hopf trenzada)

es una biálgebra (H,m, u,∆, ε) en C junto con un morfismo S : H → H tal

que m ◦ (S ⊗ id) ◦∆ = uε = m ◦ (id⊗S) ◦∆.

Sea R =
⊕

n≥0R
n un álgebra de Hopf trenzada graduada tal que Rn es

ŕıgido para todo n. Entonces su dual graduado Rd =
⊕

n≥0(Rn)∗ es nuevamente

un álgebra de Hopf trenzada graduada.
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En lo que sigue utilizaremos una variación de la notación de Sweedler

∆(X) = X(1) ⊗X(2) para el coproducto en álgebras de Hopf trenzadas.

Siguiendo [AS1, §1.5] introducimos la acción adjunta (trenzada) de un

álgebra de Hopf (trenzada). Si A es un álgebra de Hopf, la representación

adjunta ad de A en śı misma está dada por

ad(a)b = a(1)bS(a(2)), a, b ∈ A.(1.4)

Mientras que si H es un álgebra de Hopf y A es un álgebra de Hopf en H
HYD,

la acción adjunta trenzada de A en śı misma se define por

adc(a)b = m(m⊗ S)(id⊗c)(∆⊗ id)(a⊗ b), a, b ∈ A.(1.5)

También se define el conmutador trenzado [−,−]c : A⊗ A→ A como

[a, b]c = ab−m ◦ c(a⊗ b), a, b ∈ A.(1.6)

Notemos que adc(a)(b) = [a, b]c si a es primitivo.

1.4.3. Bosonización y doble de Drinfeld. A continuación definire-

mos el biproducto de Radford-Majid también llamado bosonización definido

por Radford [Ra] e interpretado en términos de categoŕıas trenzadas por Majid

[Ma].

SeaH un álgebra de Hopf sobre k. Consideramos la categoŕıa de módulos de

Yetter-Drinfeld H
HYD. Sea A un álgebra de Hopf sobre k dotada de morfismos

de álgebras de Hopf ι : H → A y π : A→ H tales que π ◦ ι = idH . Definimos

R = AcoH = Lkerπ = {a ∈ A|(id⊗π)∆(a) = a⊗ 1}.

Entonces R es un álgebra de Hopf en H
HYD con la multiplicación y unidad de

A (R es una subálgebra de A), la comultiplicación ∆(r) = r(1)ιSH(πr(2))⊗ r(3)

para todo r ∈ R, la counidad de A, la ant́ıpoda SR(r) = ιπ(r(1))SA(r(2)) y la

acción y coacción de H en R dadas por,

h ⇀ r = ad(h)r = h(1)rS(h(2)), ρ(r) = (π ⊗ id)∆(r) ∀r ∈ R, h ∈ H.

Por otro lado, si R es un álgebra de Hopf en H
HYD, definimos A = R#H

como el álgebra de Hopf R⊗H con la estructura dada por

(r#h)(r′#h′) = r(h(1) · r′)#h(2)h
′, 1A = 1R#1H ,

∆(r#h) = (r(1)#(r(2))(−1)h(1))⊗ ((r(2))(0)#h(2)), ε(r#h) = ε(r)ε(h),

S(r#h) = (1#SH(r(−1)h))(SS(r(0))#1), ∀r, r′ ∈ R, h, h′ ∈ H.

Consideramos los morfismos ι : H → A y π : A→ H dados por ι(h) = 1#h y

π(r#h) = ε(r)h respectivamente. Aśı, tenemos una correspondencia uno a uno



14 1. PRELIMINARES

entre álgebras dotadas de morfismos A
ι

�
π
H tales que π ◦ ι = idH y álgebras

de Hopf trenzadas R en H
HYD.

Definición 1.4.11. Dada H un álgebra de Hopf sobre k y R un álgebra

de Hopf en H
HYD, llamamos a A = R#H la bosonización o biproducto de R

por H.

Ejemplo 1.4.12. Si H es un álgebra de Hopf cuyo corradical H0 es una

subálgebra de Hopf, entonces la filtración corradical es una filtración de álge-

bras de Hopf [Mo, 5.2.8]. Consideramos grH el álgebra de Hopf graduada

asociada a la filtración corradical de H. Sean π : grH → H0 la proyección

homogénea, ι : H0 → grH la inclusión, y R = (grH)coπ. Entonces R es un

álgebra de Hopf en H0
H0
YD y grH ' R#H0.

Definiremos a continuación el doble de Drinfeld de dos álgebras de Hopf

respecto a un apareamiento de Hopf, esta construcción se debe originalmente

a [Dr] pero aqúı seguiremos el caṕıtulo 3 de [Jo].

Definición 1.4.13. Dadas dos álgebras de Hopf A y B, un apareamiento

de Hopf (en inglés, Hopf pairing) entre ellas es una aplicación bilineal (·| ·) :

A × B → k que satisface las siguientes propiedades para todo a, a′ ∈ A,

b, b′ ∈ B:

(1| 1) = 1,(1.7)

(aa′| b) = (a| b(2))(a
′| b(1))(1.8)

(a| bb′) = (a(1)| b′)(a(2)| b)(1.9)

(SA(a)| b) = (a| SB(b)).(1.10)

Definición 1.4.14. [Jo, §3.2] Dadas A y B dos álgebras de Hopf y (·| ·) :

A × Bcop → k un apareamiento de Hopf entre A y Bcop, el doble de Drinfeld

entre A y B, es el álgebra de Hopf A ⊗ B con la estructura dada, para todo

a ∈ A y b ∈ B, por

(a⊗ b)(a′ ⊗ b′) = (a′(1)| S(b(1)))aa
′
(2) ⊗ b(2)b

′(a′(3)| b(3)),

∆(a⊗ b) = a(1)b(1) ⊗ a(2)b(2).

Si consideramos A de dimensión finita, B = A∗ y D(A) el doble de Drinfeld

de A y A∗, entonces la categoŕıa D(A)M de módulos a izquierda sobre D(A) es

isomorfa a la categoŕıa de módulos de Yetter-Drinfeld A
AYD.

1.5. Extensiones de álgebras de Hopf

En esta sección daremos la definición de extensiones de álgebras de Hopf, es

decir de sucesiones exactas cortas. También expondremos algunos resultados
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básicos y bien conocidos sobre ellas. Referimos al lector a [A1, AD] para un

estudio más riguroso.

Definición 1.5.1. Una sucesión de morfismos de álgebras de Hopf

k→ A
ι
↪→ C

π
� B → k(C)

es exacta si

(i) ι es inyectivo,

(ii) π es suryectivo,

(iii) ker π = Cι(A)+ y

(iv) ι(A) = {c ∈ C| (π ⊗ id)∆(c) = 1⊗ c}.

En tal caso decimos que C es una extensión del álgebra de Hopf A por el

álgebra de Hopf B.

Dadas R y S dos álgebras de Hopf, denotamos por Reg(R, S) al grupo

de morfismos lineales de R a S que son inversibles respecto al producto de

convolución. Definimos además:

Reg1(R, S) = {ψ ∈ Reg(R, S)|ψ(1) = 1},

Regε(R, S) = {ψ ∈ Reg(R, S)|εψ = ε},

Reg1,ε(R, S) = Reg1(R, S) ∩ Regε(R, S).

Definición 1.5.2. [A1, 3.1.13, 3.1.14] Sea k → A
ι
↪→ C

π
� B → k una

sucesión exacta de álgebras de Hopf. Decimos que C es una extensión hendida

(en inglés, cleft extension) de A por B si se cumple alguna de las siguientes

condiciones equivalentes:

(a) existe una sección γ ∈ Reg1,ε(B,C) tal que (id⊗π)∆γ = (γ ⊗ id)∆;

(b) existe una retracción ξ ∈ Reg1,ε(C,A) tal que ξ(ac)aξ(c) para todo

a ∈ A, c ∈ C;

(c) existe un morfismo de A-módulos ξ : C → A y un morfismo de B-

módulos γ : B → C tales que ξγ = εB idA y (ιξ) ∗ (γπ) = idC .

Proposición 1.5.3. [Sch, 2.2] Sea (C) una extensión de álgebras de Hopf

de dimensión finita, entonces (C) es hendida.

Proposición 1.5.4. [A1, 3.3.1] Sea (C) una sucesión de morfismos de

álgebras de Hopf con ι inyectivo y π suryectivo. Si C es de dimensión finita

entonces son equivalentes:

� (C) es exacta;

� kerπ = Cι(A)+;

� ι(A) = {c ∈ C| (π ⊗ id)∆(c) = 1⊗ c};
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� (C∗) es exacta, donde

k→ B∗
π∗

↪→ C∗
ι∗

� A∗ → k.(C∗)

�

1.6. Álgebras de Nichols

1.6.1. Definiciones. El álgebra de Nichols B(V ) de un espacio vecto-

rial trenzado (V, c) es un álgebra de Hopf trenzada graduada con propiedades

muy ŕıgidas. Hay varias definiciones alternativas (equivalentes) de álgebras de

Nichols, ver [AS1]. Daremos a continuación tres de ellas pero no probaremos

las equivalencias.

Definición 1.6.1. Dado V ∈ H
HYD, el álgebra de Nichols de V es un

álgebra de Hopf graduada B = ⊕n≥0Bn en H
HYD tal que B0 ' k, B1 ' V en

H
HYD,

(i) P(B) = B1 y

(ii) B1 genera a B como álgebra.

Para dar la segunda definición equivalente de B(V ) introducimos las de-

finiciones de álgebra tensorial y cotensorial. Dado un espacio vectorial tren-

zado V ∈ H
HYD denotamos por T (V ) al espacio vectorial trenzado T (V ) =

⊕n≥0T
n(V ) con la trenza inducida por V . Sea T (V )⊗T (V ) = T (V ) ⊗ T (V )

con la multiplicación (m⊗m)(id⊗c⊗ id) y ∆ : T (V )→ T (V )⊗T (V ) el único

morfismo de álgebras tal que ∆(v) = v⊗ 1 + 1⊗ v para todo v ∈ V . Entonces

T (V ) es un álgebra de Hopf trenzada graduada respecto a la comultiplicación

∆ y multiplicación m = ⊕i,jmi,j con mi,j = id : T i(V )⊗ T j(V )→ T i+j(V ).

De manera dual, consideramos la coálgebra cotensorial T c(V ) isomorfa a

T (V ) como espacio vectorial con la comultiplicación ∆ = ⊕i,j∆i,j dada por

∆i,j = id : T c(V )i+j → T c(V )i ⊗ T c(V )j y la multiplicación dada por el único

morfismo de coálgebras tal que m = id : k ⊗ V → V y m = id : V ⊗ k → V ,

ver [Ro, AG].

Observación 1.6.2. Existe un único morfismo de álgebras de Hopf tren-

zadas Θ : T (V )→ T c(V ) tal que Θ|V = idV .

Definición 1.6.3. El álgebra de Nichols de V es la imagen del morfismo

Θ en T c(V ).

La tercera descripción de B(V ) será como cociente del álgebra de Hopf

trenzada T (V ): Sean S el conjunto parcialmente ordenado de ideales de Hopf

graduados de T (V ) cuya intersección con k⊕ V es trivial y J (V ) el elemento

maximal de S, entonces B(V ) = T (V )/J (V ).
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1.6.2. El método del levante. En esta sección expondremos una he-

rramienta fundamental de la teoŕıa de las álgebras de Hopf, el método del

levante. En particular, Andruskiewitsch y Schneider aplicaron este método a

la clasificación de álgebras de Hopf punteadas de dimensión finita sobre grupos

abelianos de orden coprimo con 210.

Dada un álgebra de Hopf H, decimos que es punteada si todas sus sub-

coálgebras simples tienen dimensión uno, en particular tenemos H0 ' kG(H).

Si Γ es un grupo y H un álgebra de Hopf punteada tal que G(H) ∼= Γ decimos

que H es punteada sobre Γ.

Sean H un álgebra de Hopf y {Hn}n≥0 su filtración corradical. Si H es

punteada entonces el corradical de H es una subálgebra de Hopf. Como vimos

en el Ejemplo 1.4.12 tenemos grH ' R#kG(H) Además, la subálgebra de R

generada por V es isomorfa a B(V ).

Los pasos del Método de Levante [AS1] son los siguientes:

(I) Dado un grupo finito Γ, determinar los espacios vectoriales trenzados

V ∈ kΓ
kΓYD tales que el álgebra de Nichols asociada B(V ) sea de dimen-

sión finita.

(II) Para cada V del punto anterior, dar todas las álgebra de Hopf H tales

que grH = B(V )#kΓ.

(III) Decidir si toda álgebra de Hopf punteada H sobre Γ es una de las

halladas en el paso anterior, es decir si A está generada por el primer

término de su filtración corradical.

1.6.3. Álgebras Pre- y post-Nichols. Al igual que en la Subsección

1.6.1, consideramos S el conjunto parcialmente ordenado de ideales de Hopf

graduados de T (V ) cuya intersección con k⊕V es trivial, y el elemento maximal

J (V ) tal que B(V ) = T (V )/J (V ).

Por diferentes motivos, resulta interesante considerar álgebras de Hopf tren-

zadas T (V )/I para diferentes I ∈ S. Estas son llamadas álgebras pre-Nichols

[M]. El conjunto Pre(V ) = {T (V )/I : I ∈ S} está parcialmente ordena-

do con el orden dado por las suryecciones; luego, este conjunto es isomorfo a

(S,⊆). El elemento minimal de Pre(V ) es T (V ), y el maximal es B(V ). De

manera dual, podemos definir el conjunto parcialmente ordenado Post(V ) que

consiste en las subálgebras de Hopf trenzadas S =
⊕

n≥0 S
n de T c(V ) tales

que S1 = V , ordenadas por la inclusión. En este caso el elemento minimal es

B(V ) y el maximal T c(V ). Llamaremos a las álgebras de este conjunto álgebras

post-Nichols.
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Observación 1.6.4. Supongamos que V es de dimensión finita, entonces

la aplicación Φ : Pre(V ) → Post(V ∗), Φ(R) = Rd, es un anti-morfismo de

conjuntos parcialmente ordenados.

Demostración. Si R = T (V )/I ∈ Pre(V ), entonces

Rd = I⊥ := {y ∈ T (V )d|〈y, x〉 = 0∀x ∈ I}.

Por lo tanto, Φ está bien definido e invierte el orden. Además, Φ es suryectivo

pues dado S ∈ Post(V ∗), I = S⊥ es un ideal de Hopf graduado de T (V ) y

S = (T (V )/I)d. �



Caṕıtulo 2

Álgebras pre-Nichols distinguidas

En este caṕıtulo recordaremos algunos de resultados de [Ang2] sobre álge-

bras de Nichols de tipo diagonal de dimensión finita e introduciremos la noción

de álgebra pre-Nichols distinguida [Ang5] y algunas de sus propiedades que

utilizaremos en los caṕıtulos subsiguientes.

2.1. Álgebras de Nichols de tipo diagonal

Las álgebras de Nichols de tipo diagonal juegan un rol fundamental en la

clasificación de las álgebras de Hopf punteadas de dimensión finita. Como ya

hemos mencionado, una pregunta básica en el programa de clasificación [AS1]

es determinar para qué espacios vectoriales trenzados el álgebra de Nichols

asociada es de dimensión finita, y en caso de serlo determinar su dimensión

y dar una presentación por generadores y relaciones. La primera parte fue

resuelta por Heckenberger [H2] para el caso de tipo diagonal, quien obtuvo la

lista de matrices para las cuales el álgebra de Nichols asociada tiene dimensión

finita. Luego de algunos resultados parciales, Angiono determinó las relaciones

que definen a las álgebras de Nichols de tipo diagonal [Ang2].

Un espacio vectorial trenzado (V, c) se dice de tipo diagonal si existe una

base x1, . . . , xθ de V y una matriz q = (qij) ∈ Mθ(k
×) tal que c(xi ⊗ xj) =

qijxj ⊗ xi para todo i, j ∈ I = Iθ.
En lo que sigue denotaremos por (V, q) en lugar de (V, c) al espacio vecto-

rial trenzado de tipo diagonal con la trenza dada por la matriz q. Asimismo,

utilizaremos la notación Jq y Bq en lugar de J (V ) y B(V ).

Sea (V, q) un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal, entonces su dual

(V ∗, ct) es también un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal con matriz

q. En efecto, si y1, . . . , yθ es la base dual de x1, . . . , xθ, entonces

〈ct(yi ⊗ yj), xh ⊗ xk〉 = 〈yi ⊗ yj, c(xh ⊗ xk)〉 = qhk〈yi ⊗ yj, xk ⊗ xh〉

= qhkδjkδih = qij〈yj ⊗ yi, xh ⊗ xk〉.

Dada un álgebra de Hopf H, decimos que un par (g, χ) ∈ G(H)×Alg(H,k)

es un YD-par si para todo elemento h ∈ H se cumple

χ(h)g = χ(h(2))h(1)gS(h(3)).

19
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En particular, resulta que g es un elemento central en H.

Sean H un álgebra de Hopf, (gi, χi), i ∈ I, YD-pares tales que χj(gi) = qij,

i, j ∈ I. Entonces (V, c) se realiza en H
HYD por h ·xi = χi(h)xi y ρ(xi) = gi⊗xi

para todo i ∈ I, h ∈ H [AAGMV], a esta realización se la llama realización

principal de (V, c).

Consideraremos el caso H = kZθ, gi = αi y χj ∈ Ẑθ dado por χj(αi) = qij,

i, j ∈ I. Aqúı α1, . . . , αθ denota la base canónica de Zθ.
La matriz q da lugar a una Z-forma bilineal q : Zθ × Zθ → k× dada por

q(αj, αk) = qjk para todo j, k ∈ I. Si α, β ∈ Zθ, también escribimos

qαβ = q(α, β).(2.1)

El álgebra T (V ) es Zθ-graduada; si x, y ∈ T (V ) son elementos homogéneos de

grado α, β ∈ Zθ respectivamente, entonces como hemos definido en (1.6) su

conmutador trenzado es

[x, y]c = xy −m ◦ c(x⊗ y) = xy − qαβyx,

donde m denota la multiplicación. Decimos que x q-conmuta con una familia

de elementos homogéneos (yi)i∈I si [x, yi]c = 0, para todo i ∈ I.

Una herramienta crucial utilizada tanto para la clasificación [H2] como

para la presentación [Ang2] de las álgebras de Nichols de tipo diagonal es la

noción de grupoide de Weyl. El grupoide de Weyl, que denotaremos por Wq

juega el papel del grupo de Weyl en el caso de las álgebras de Lie. La definición

del grupoide de Weyl no es trivial y el entendimiento de su comportamiento

requiere un gran esfuerzo. Sin embargo, a los efectos de esta tesis nos bas-

tará con definir las reflexiones sqi ∈ GL(Zθ) y recordar que ∆+
q es el conjunto

de ráıces positivas de Bq.
Sea (cqij)i,j∈I la matriz con entradas en Z ∪ {∞} dadas por cqii = 2,

cqij := −mı́n {n ∈ N0 : (n+ 1)qii(1− qniiqijqji) = 0} , i 6= j.(2.2)

Asumimos de ahora en adelante que dimBq < ∞. Luego cqij ∈ Z para

todo i, j ∈ I [Ro, §3.2]. Definimos entonces las reflexiones sqi ∈ GL(Zθ) por

sqi (αj) = αj − cqijαi para todo i, j ∈ I.
Consideraremos un sistema generalizado de ráıces ∆q = ∆+

q ∪ (−∆+
q ) de

Bq donde ∆+
q es el conjunto de los grados de los generadores de una base

de Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW) de Bq, contados con multiplicidades [AA1,

H1]. El siguiente resultado relaciona las ráıces positivas con un elemento de

longitud máxima del grupoide de Weyl:

Proposición 2.1.1. [CH, Prop. 2.12] Si w = σq
i1
· · ·σq

iN
∈ Wq es tal que la

longitud de w es M , entonces todas las ráıces βj = sqi1 · · · s
q
ij−1

(αij) ∈ ∆q son
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positivas y diferentes dos a dos. En particular, si el sistema de ráıces es finito

y w es un elemento de longitud máxima, entonces ∆+
q = {βj|1 ≤ j ≤M}. �

2.1.1. Dobles de Drinfeld. Sea (V, q) el espacio vectorial trenzado de

tipo diagonal realizado en kZθ
kZθYD y x1, . . . , xθ una base de V como antes.

Entonces T (V ) y Bq son álgebras de Hopf en kZθ
kZθYD y podemos considerar las

bosonizaciones T (V )#kZθ y Bq#kZθ.
Describiremos los dobles de Drinfeld de T (V )#kZθ y Bq#kZθ. Esta cons-

trucción se debe esencialmente a Drinfeld [Dr] y ha sido adaptada a lo largo

de los años; aqúı seguimos la presentación dada en [H3].

Definición 2.1.2. El doble de Drinfeld Uq de T (V )#kZθ es el álgebra

generada por los elementos Ei, Fi, Ki, K
−1
i , Li, L

−1
i , i ∈ I, y las relaciones

XY = Y X, X, Y ∈{K±i , L±i : i ∈ I},

KiK
−1
i = LiL

−1
i = 1, EiFj − FjEi = δi,j(Ki − Li).

KiEj = qijEjKi, LiEj = q−1
ji EjLi,

KiFj = q−1
ij FjKi, LiFj = qjiFjLi.

Aśı, Uq es un álgebra de Hopf Zθ-graduada, donde la comultiplicación y la

graduación están dadas, para i ∈ I, por

∆(K±1
i ) = K±1

i ⊗K±1
i , ∆(Ei) = Ei ⊗ 1 +Ki ⊗ Ei,

∆(L±1
i ) = L±1

i ⊗ L±1
i , ∆(Fi) = Fi ⊗ Li + 1⊗ Fi.

deg(Ki) = deg(Li) = 0, deg(Ei) = αi = − deg(Fi).

Fijamos la siguiente notación:

U+
q (respectivamente, U−q ) es la subálgebra generada por Ei (respecti-

vamente, Fi), i ∈ Iθ;
U≥0
q (respectivamente, U≤0

q ) es la subálgebra generada por Ei, Ki, K
−1
i

(respectivamente, Fi, Li, L
−1
i ), i ∈ Iθ,

U+0
q (respectivamente, U−0

q ) es la subálgebra generada por Ki, K
−1
i

(respectivamente, Li, L
−1
i ), i ∈ Iθ, las cuales son isomorfos a kZθ como

álgebras de Hopf;

U0
q es la subálgebra generada por Ki, K

−1
i , Li y L−1

i , i ∈ Iθ. Se puede

probar que es isomorfa a kZ2θ como álgebra de Hopf.

Entonces tenemos un isomorfismo v́ıa la multiplicación que nos da la descom-

posición triangular Uq ' U+
q ⊗ U0 ⊗ U−q . Además, U+

q y U−q son álgebras de
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Hopf en kZθ
kZθYD v́ıa las acciones y coacciones

Ki · Ej = qijEj, δ(Ei) = Ki ⊗ Ei;

Li · Fj = qjiFj, δ(Fi) = Li ⊗ Fi.

Consideramos el espacio vectorial trenzado de tipo diagonal (W, c) = (V, qt)

con base y1, . . . , yθ. Luego, existen isomorfismos ψ+ : T (V ) → U+
q , ψ− :

T (W ) → U−q de álgebras de Hopf en kZθ
kZθYD dados por ψ+(xi) = Ei y

ψ−(yi) = Fi.

Por lo tanto,

uq = Uq/(ψ
−(Jqt) + ψ+(Jq))

es el doble de Drinfeld de Bq#kZθ. Denotamos por Ei, Fi, Ki, Li los elementos

de uq que son imágenes de sus homónimos en Uq. Sea u0 (respectivamente, u+
q ,

u−q ) la subálgebra de uq generada por Ki, Li, (respectivamente, por Ei, por

Fi), i ∈ I. Entonces u0 ' kZ2θ; además

existe una descomposición triangular uq ' u+
q ⊗ u0 ⊗ u−q ;

u+
q ' Bq, u−q ' Bqt .

2.2. Isomorfismos de Lusztig y bases PBW

Lusztig definió automorfismos del álgebra envolvente cuántica Uq(g) de un

álgebra de Lie simple g, ver [Lu2]. Estos automorfismos satisfacen las relacio-

nes del grupo de trenzas que cubre al grupo de Weyl de g. Gracias a ellos es

posible construir bases PBW de Uq(g). En [H3], estos resultados se extienden

a los dobles de Drinfeld de álgebras de Nichols de tipo diagonal de dimensión

finita donde el grupoide de Weyl juega el papel del grupo de Weyl como ya

hemos mencionado.

Sea (V, q) como antes; recordemos que estamos trabajando bajo la hipótesis

dimBq < ∞. Fijado i ∈ I, definimos el espacio vectorial trenzado de tipo

diagonal ρi(V ) con matriz ρi(q), donde

ρi(q)jk = q(sqi (αj), s
q
i (αk)), j, k ∈ I.(2.3)

Para i 6= j ∈ I y n ∈ N0, definimos los elementos de uq

Ej,n = (adEi)
nEj, Fj,n = (adFi)

nFj.

Sean Ej, F j, Kj, Lj los generadores de uρi(q). Establecemos

(2.4) aj(q) := (−cqij)qii !
−cqij−1∏
s=0

(qsiiqijqji − 1), j 6= i.
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Teorema 2.2.1. [H3, 6.11] Para cada i ∈ I existe un isomorfismo de

álgebras Ti : uq → uρi(q) uńıvocamente determinado, para h, j ∈ I, j 6= i, por

Ti(Kh) = K
−cqih
i Kh, Ti(Ei) = F iL

−1
i , Ti(Ej) = Ej,−cqij

,

Ti(Lh) = L
−cqih
i Lh, Ti(Fi) = K−1

i Ei, Ti(Fj) =
1

aj(ρi(q))
F j,−cqij

. �

Definición 2.2.2. Los morfismos del Teorema 2.2.1 son llamados isomor-

fismos de Lusztig de uq.

Como antes, consideramos w ∈ Wq un elemento de longitud máxima del

grupoide de Weyl y fijamos una expresión reducida w = σq
i1
σq
i2
· · · σq

iM
. Enton-

ces, por [CH], ∆+
q = {βk|k ∈ IM} donde

βk = sqi1 · · · sik−1
(αik).(2.5)

Sea Nβk = ord qβkβk para todo βk ∈ ∆+
q .

Definimos

Eβk = Ti1 · · ·Tik−1
(Eik).(2.6)

Si h = (h1, . . . , hM) ∈ NM
0 , escribimos

Eh = EhM
βM
E
hM−1

βM−1
· · ·Eh1

β1
.(2.7)

Teorema 2.2.3. [HY, 4.5, 4.8, 4.9] El siguiente conjunto forma una base

de u+
q :

{Eh |h ∈ NM
0 , 0 ≤ hk < Nk, k ∈ IM}.

Más aún, para cada par 1 ≤ k ≤ l ≤M ,

EβkEβl − q(βk, βl)EβlEβk =
∑

chk+1...hl−1
E
hl−1

βl−1
. . . E

hk+1

βk+1
∈ Bq.

�

La segunda parte de este teorema fue probado de manera independiente y

utilizando diferentes herramientas por Angiono en [Ang4].

2.3. Presentación por generadores y relaciones

A continuación daremos la presentación expĺıcita por generadores y rela-

ciones de las álgebras de Nichols de tipo diagonal dada por Angiono. Una de

las principales herramientas utilizadas para la prueba fue la existencia de los

isomorfismos de Lusztig.

Introduciremos primero la definición de vértice de Cartan y fijaremos la

notación q̃ij := qijqji.
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Definición 2.3.1. Sea i ∈ I, decimos que i es un vértice de Cartan de q si

qijqji = q
cqij
ii , para todo j 6= i,(2.8)

con cqij como en (2.2).

El conjunto de las ráıces de Cartan de q es

Oq = {sqi1si2 . . . sik(αi) ∈ ∆+
q : i ∈ I es vértice de Cartan de ρik . . . ρi2ρi1(q)}.

(2.9)

Teorema 2.3.2. [Ang2, 3.1] Sea (V, q) un espacio vectorial trenzado de

dimensión finita θ de tipo diagonal con matriz q = (qij)i,j∈I; fijamos una base

x1, . . . , xθ de V tal que c(xi ⊗ xj) = qijxj ⊗ xi. Sea q el bicaracter asociado a

q y Gn el grupo de ráıces n-ésimas de la unidad. Asumimos que el sistema de

ráıces ∆q es finito. Entonces B(V ) es presentada por generadores x1, . . . , xθ y

relaciones:

xNαα = 0, ∀α ∈ Oq;(2.10)

(adc xi)
mij+1xj = 0, si q

mij+1
ii 6= 1;(2.11)

xNii = 0, si i no es un vértice de Cartan;(2.12)

((adc xi)xj)
2 = 0, si qii = q̃ij = qjj = −1;(2.13)

[(adc xi)(adc xj)xk, xj)]c = 0,
si qjj = −1

q̃ik = q̃ij q̃jk = 1;
(2.14)

[(adc xi)
2xj , (adc xi)xj ]c = 0,

si qjj = −1, qiiq̃ij ∈ G6

y qii ∈ G3 o mij ≥ 3;
(2.15)

[(adc xi)
2(adc xj)xk, (adc xi)xj ]c = 0,

si qii = ±q̃ij ∈ G3, q̃ik = 1

y − qjj = q̃jiq̃jk = 1

o q−1
jj = q̃ji = q̃jk 6= −1;

(2.16)

[xi, (adc xj)xk]c −
1−q̃jk

qkj(1−q̃ik) [(adC xi)xk, xj ]c

= qij(1− q̃kj)xj(adc xi)xk
, si q̃ik, q̃ij , q̃jk 6= 1;(2.17)

[[(adc xi)xj , (adc xi)(adc xj)xk]c, xj ]c = 0,
si q̃ik = −1

y ocurre alguna de (z);
(2.18)

[[(adc xi)xj , [(adc xi)xi, (adc xi)(adc xj)xk]c]c, xj ]c = 0,
si qii = qjj = −1, q̃ik = 1

y (q̃ij)
3 = (q̃jk)

−1;

(2.19)

[[[(adc xi)(adc xj)(adc xk)xl, xk]c, xj ]c, xk]c = 0,

si qjj q̃ij = qjj q̃kj = 1,

(q̃kj)
2 = (q̃lk)

−1 = qll,

qkk = −1, q̃ik = q̃il = q̃jl = 1;

(2.20)
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[[(adc xi)(adc xj)xk, xj ]c, xj ]c = 0, si qjj = q−1
ij q

−1
ji = qjj = q̃jk ∈ G3;

(2.21)

[[[(adc xi)(adc xj)xk, xj ]c, xj ]c, xj ]c = 0, si qjj = q−1
ij q

−1
ji = qjj = q̃jk ∈ G4;

(2.22)

[(adc xi)xj , (adc xi)(adc xj)xk]c = 0,
si qii = −1, q̃ik = 1,

q−1
jj = −q̃ij q̃jk /∈ {−1, q̃ij};

(2.23)

[(adc xi)
2xj , (adc xi)

2xk]c = 0,
si qii ∈ G3, q̃jk = 1,

q̃ij , q̃ki 6= q−1
ii ;

(2.24)

(1− q̃ij)qjjqji[xi, [(adc xi)xj , xj ]c]c

= (1 + qjj)(1− qjj q̃ji)((adc xi)xj)
2,

si − qii,−qjj , qiiq̃ij , qjj q̃ji 6= 1;

(2.25)

[xi, [(adc xi)
2xj , (adc xi)xj ]c]c

=
1−qiiq̃ji−q2iiq̃2jiqii

(1−qiiq̃ij)qji ((adc xi)
2xj)

2,

si qjj = −1, qiiq̃ij ∈ G6,

y mij ∈ {4, 5} o mij = 3, qii ∈ G4;
(2.26)

[x3αi+2αj , (adc xi)xj ]c = 0,
si 4αi + 3αj /∈ ∆+

q , qjj = −1 o mji ≥ 2

y además mij ≥ 3 o mij = 2, qii ∈ G3;
(2.27)

[(adc xi)
2xj , x3αi+2αj ]c = 0,

si 3αi + 2αj ∈ ∆+
q , 5αi + 3αj /∈ ∆+

q ,

q3
iiq̃ij , q

4
iiq̃ij 6= 1;

(2.28)

[x4αi+3αj , (adc xi)xj ]c = 0, si 4αi + 3αj ∈ ∆+
q , 5αi + 4αj /∈ ∆+

q ;(2.29)

[[(adc xi)
3xj , (adc xi)

2xj ]c, (adc xi)
2xj ]c = 0, si 5αi + 2αj ∈ ∆+

q , 7αi + 3αj /∈ ∆+
q ;

(2.30)

[x2αi+αj , x4αi+3αj ]c = ω x2
3αi+2αj , si qjj = −1, 5αi + 4αj ∈ ∆+

q ;(2.31)

donde q̃rs := qrsqsr, ν = (1− q̃ij)(1− q4
iiq̃ij)− (1− qiiq̃ij)(1 + qii)qiiq̃ij,

ω =
((1− q̃ij)(1− q6

iiq̃
5
ij)− ν qiiq̃ij)− (1 + qii)(1− qiiq̃ij)(1 + q̃ij + qiiq̃

2
ij)q

6
iiq̃

4
ij

ν q3
iiq

2
ijq

3
ji

,


qii = qjj = −1, (q̃ij)

2 = (q̃jk)
−1

qkk = qjj = q̃jk = −1, qii = −q̃ij ∈ G3

qii = qjj = qkk = −1, q̃ij = q̃kj ∈ G3

qii = qkk = −1, qjj = −q̃kj = (q̃ij)
±1 ∈ G3;

(z)

�
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2.4. Álgebras pre-Nichols distinguidas

En esta sección daremos la definición y algunas propiedades de las llama-

das álgebras pre-Nichols distinguidas introducidas en [Ang2] y estudiadas en

[Ang5].

Fijamos (V, q) un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal tal que Bq
tiene dimensión finita. Como antes denotaremos por Oq al conjunto de ráıces

de Cartan de q, ver (2.9).

Sea Iq ⊂ Jq el ideal de T (V ) generado por todas las relaciones del Teorema

2.3.2, salvo las siguientes consideraciones:

se excluyen las potencias de vectores ráız ENα
α , α ∈ Oq,

se agregan las relaciones de Serre cuánticas (adcEi)
1−cqijEj para aquellos

i 6= j tales que q
cqij
ii = qijqji = qii.

Definición 2.4.1. [Ang5, 3.1] El álgebra pre-Nichols distinguida de V es

B̃q = T (V )/Iq.

Sea ũq = Uq/(ψ
−(Iqt) +ψ+(Iq)) el doble de Drinfeld de B̃q#kZθ. Entonces

existe una descomposición triangular ũq ' ũ+
q ⊗ ũ0⊗ ũ−q donde ũ0 ' u0 ' kZ2θ,

ũ+
q ' B̃q y ũ−q ' B̃qt como ha sido demostrado en [Ang5].

Si βk es como en (2.5), k ∈ IM , entonces escribimos

Ñk =

Nk si βk /∈ Oq,

∞ si βk ∈ Oq.

Para simplificar la notación, definimos

H = {h ∈ NM
0 : 0 ≤ hk < Ñk, para todo k ∈ IM}.(2.32)

De manera análoga al caso Nichols, valen los siguientes resultados:

Teorema 2.4.2. [Ang5, 3.4] Para todo i ∈ I existen isomorfismos de

álgebras T̃i : ũq → ũρi(q) que inducen isomorfismos Ti : uq → uρi(q). Por lo

tanto, los elementos Eβk , Eh en (2.6), (2.7) tienen sentido en ũq.

Teorema 2.4.3. [Ang5, 3.6,3.15] El conjunto {Eh |h ∈ H} es una base de

ũ+
q . Además EβkEβl − q(βk, βl)EβlEβk =

∑
chk+1...hl−1

E
hl−1

βl−1
. . . E

hk+1

βk+1
∈ Bq. �

Como antes, tenemos un isomorfismo ψ̃ : B̃q → ũ+
q de álgebras de Hopf en

la categoŕıa kZθ
kZθYD, entonces podemos definir

xβk = ψ̃−1(Eβk), k ∈ IM ; xh = ψ̃−1(Eh), h ∈ H.
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Notemos que Eβk es una sucesión bien definida de conmutadores trenzados

de los elementos Ei, i ∈ I; luego xβk es la misma sucesión de conmutadores

trenzados en los elementos xi. Además, xh = xhMβMx
hM−1

βM−1
· · ·xh1β1 y

B = {xh |h ∈ H}

es una base de B̃q.
La serie de Hilbert de un espacio vectorial graduado V = ⊕n∈N0V

n es

HV =
∑

n∈N0
dimV n T n ∈ Z[[T ]]. Entonces, por el Teorema 2.4.3, tenemos

GKdim B̃q = |Oq|, HB̃q =
∏
βk∈Oq

1

1− T deg β
.
∏
βk /∈Oq

1− TNβ deg β

1− T deg β
.(2.33)

A continuación introduciremos algo de notación de [Ang5] y [AY] que

será de gran utilidad en caṕıtulos subsiguientes. Expondremos además algunos

resultados útiles presentados en estos trabajos.

Dados (V, q), Bq y B̃q como antes, para i ∈ IM definimos los conjuntos

Bi = 〈{xhiβi · · ·x
h1
β1
|0 ≤ hj < Nj}〉 ⊆ Bq,

Bi = 〈{xhMβM · · ·x
hi
βi
|0 ≤ hj < Nj}〉 ⊆ Bq,

B̃i = 〈{xhiβi · · ·x
h1
β1
|0 ≤ hj < Ñj}〉 ⊆ B̃q,

B̃i = 〈{xhMβM · · ·x
hi
βi
|0 ≤ hj < Ñj}〉 ⊆ B̃q.

Los subconjuntos Bi y Bi son subálgebras coideales de Bq:

Proposición 2.4.4. [AY, 4.2, 4.11] Bi (respectivamente, Bi) es una

subálgebra coideal a derecha (respectivamente, a izquierda) de Bq. �

Lo mismo sucede con el subconjunto B̃i como consecuencia de las proposi-

ciones que siguen:

Proposición 2.4.5. [Ang5, 4.1] Si β ∈ Oq entonces x
Nβ
β q-conmuta con

todo elemento de B̃q. �

Proposición 2.4.6. [Ang5, 4.9] Si βi ∈ Oq, existe X(n1, . . . , ni−1) ∈ B̃q
tal que

∆(x
Nβi
βi

) = x
Nβi
βi
⊗ 1 + 1⊗ xNβiβi

+
∑
nk∈N0

x
ni−1Nβi−1

βi−1
. . . x

n1Nβ1
β1

⊗X(n1, . . . , ni−1). �

Corolario 2.4.7. B̃i es una subálgebra coideal a derecha de B̃q. �

Definamos ahora el subconjunto

Ci = 〈{xhMβM · · ·x
h1
β1
∈ Bq| ∃j > i tal que hj 6= 0}〉 ⊆ Bq.
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En el caso Nichols, Angiono y Yamane [AY, 4.3] probaron que para i ∈ I
vale

∆(xβi) ∈ xβi ⊗ 1 + 1⊗ xβi +Bi−1 ⊗ Ci.

Siguiendo la prueba dada en dicho caso podemos demostrar el resultado análo-

go en el caso pre-Nichols:

Proposición 2.4.8. Dado i ∈ I consideramos el subconjunto C̃i de B̃q
dado por C̃i = 〈{xhMβM · · ·x

h1
β1
∈ B| ∃j > i s.t. hj 6= 0}〉. Entonces

∆(xβi) ∈ xβi ⊗ 1 + 1⊗ xβi + B̃i−1 ⊗ C̃i.(2.34)

Demostración. Por el Corolario 2.4.7 tenemos que

∆(xβi) = xβi ⊗ 1 + 1⊗ xβi +
∑

x
hi−1

βi−1
. . . xh1β1 ⊗Xh1,...,hi−1

,

para algún Xh1,...,hi−1
∈ B̃q. Podemos expresar estos elementos como combina-

ción lineal de elementos en B, digamos

Xh1,...,hi−1
=
∑

c
h1...hi−1

k1...kM
xkMβM . . . x

k1
β1
.

Supongamos que c
h1...hi−1

k1...kM
6= 0, como B̃q es Zθ-graduada, βi =

∑
kjβj +

∑
hlβl.

Por la segunda parte del Teorema 2.4.3, teniendo en cuenta que 1 ≤ l ≤ i− 1,

tenemos que existe j > i tal que kj 6= 0. �

Theorem 2.4.9. [Ang5, 3.19] Las álgebras B̃q y ũq son noetherianas. �

Teorema 2.4.10. [Ang5, 4.10, 4.13] Sea Zq la subálgebra de B̃q generada

por x
Nβ
β , β ∈ Oq, entonces Zq es una subálgebra de Hopf trenzada normal de

B̃q. Más aún Zq = coπB̃q := {x ∈ B̃q|(π ⊗ id)∆(x) = 1 ⊗ x} donde π es la

proyección de B̃q en Bq. �



Caṕıtulo 3

Álgebra de Lusztig y álgebra cuántica de potencias

divididas

Dada un álgebra de Lie semisimple de dimensión finita, Lusztig definió un

álgebra de potencias divididas Uq(g) que contiene al grupo cuántico pequeño

uq(g), ver[Lu2, Lu4]. Como hemos mencionado anteriormente, dada Bq un

álgebra de Nichols de tipo diagonal de dimensión finita asociada a una matriz

q, el doble de Drinfeld uq generaliza el concepto de grupo cuántico pequeño.

Consideramos el dual graduado del álgebra pre-Nichols distinguida B̃q, a quien

llamaremos el álgebra de Lusztig y notaremos Lq. En este caso, el doble de

Drinfeld es el álgebra cuántica de potencias divididas Uq que naturalmente

generaliza al álgebra Uq(g) considerada por Lusztig.

A lo largo de este caṕıtulo daremos las definiciones de álgebra de Lusz-

tig y álgebra cuántica de potencias divididas. Además las presentaremos por

generadores y relaciones, calcularemos su dimensión de Gelfand-Kirillov y pro-

baremos que son noetherianas.

Las definiciones y resultados expuestos a lo largo de este caṕıtulo han sido

incluidos en el art́ıculo [AAR1].

3.1. Álgebra de Lusztig

Como antes, consideramos una matriz q = (qij) ∈Mθ(k
×) tal que el álgebra

de Nichols Bq asociada sea de dimensión finita. Sean (V, q) el espacio vectorial

trenzado de tipo diagonal correspondiente a q y (V ∗, q) su espacio trenzado

dual.

Definimos, como en [AAGTV, 3.3.4], el álgebra de Lusztig Lq de (V, q)

como el dual graduado del álgebra pre-Nichols distinguida B̃q correspondiente

a (V ∗, q), es decir Lq := B̃d. Notemos que Bq ↪→ Lq ya que B̃q se proyecta sobre

Bq y Bdq ' Bq.

3.1.1. Presentación por generadores y relaciones. En lo que sigue

consideraremos la forma bilineal 〈 , 〉 : B̃q ×Lq → k que surge de la identifica-

ción V ∗ ⊗ V ∗ ' (V ⊗ V )∗, la cual satisface para todo x, x′ ∈ B̃q, y, y′ ∈ Lq

〈y, xx′〉 = 〈y(2), x〉〈y(1), x′〉 y 〈yy′, x〉 = 〈y, x(2)〉〈y′, x(1)〉.

29
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Para cada h ∈ H, cf. (2.32), definimos yh ∈ Lq mediante 〈yh,x
j〉 = δh,j,

j ∈ H. Luego yh ∈ Lq y {yh |h ∈ H} es una base de Lq.

Si denotamos por (hk)k∈IM a los elementos de la base canónica de ZM ,

entonces escribimos y
(n)
β := ynhk para k ∈ IM y β = βk ∈ ∆+

q .

En analoǵıa con los subconjuntos de B̃q presentados en la sección 2.4, de-

finimos los siguientes subespacios de Lq:

L̃i = 〈{y(h1)
β1
· · · y(hi)

βi
|0 ≤ hj < Ñj}〉 ⊆ Lq,

L̃i = 〈{y(hi)
βi
· · · y(hM )

βM
|0 ≤ hj < Ñj}〉 ⊆ Lq.

El siguiente lema sobre el comportamiento de los elementos del álgebra

pre-Nichols B̃q respecto a la comultiplicación es de vital importancia para los

resultados subsiguientes.

Lema 3.1.1. [AAR1, 4.3] Sean x, x1 y x2 elementos de B (la base PBW de

B̃q). Escribimos ∆(x) como combinación lineal de {a⊗ b|a, b ∈ B} y asumimos

que x1⊗x2 tiene coeficiente no nulo en dicha combinación de ∆(x). Si además

x1x2, la concatenación de x1 y x2, pertenece a B, entonces x = x1x2.

Demostración. Suponemos que x = xhiβi · · ·x
h1
β1

con hi > 0 y notamos

m(x) al mı́nimo j ∈ N tal que hj 6= 0. Sea

D(x) =
i∑

j=1

hj∑
t=1

(
hj
t

)
qβjβj

xhiβi · · · x
t
βj
⊗ xhj−tβj

· · ·xh1β1 + 1⊗ x,

observemos que si x1 ⊗ x2 ∈ D(x) entonces x = x1x2.

Recordemos la definición del subespacio C̃i ⊆ B̃q,

C̃i = 〈{xhMβM · · ·x
h1
β1
∈ B| ∃j > i s.t. hj 6= 0}〉.

Ahora, si x1 ⊗ x2 ∈
∑

u∈B̃i u⊗ C̃m(u) obtenemos que x1x2 /∈ B.

En consecuencia, para demostrar el lema basta probar

∆(x) ∈ D(x) +
∑
u∈B̃i

u⊗ C̃m(u).

Para ello procederemos por inducción en i. Si i = 1 tenemos x = xhβ1 . Sabemos

que xβ1 es primitivo, por lo tanto

∆(xhβ1) =
∑

0≤k≤h

(
h

k

)
qβ1β1

xkβ1 ⊗ x
h−k
β1

= D(xhβ1).

Sea i > 1. Ahora haremos inducción en hi. Fijamos x′ = xhi−1
βi

x
hi−1

βi−1
· · ·xh1β1

de modo tal que x = xβix
′. Notemos que, por 2.4.8,

∆(xβi) ∈ xβi ⊗ 1 + 1⊗ xβi + B̃i−1 ⊗ C̃i.(3.1)
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Luego, por las hipótesis inductivas y (3.1) vale

∆(x) = ∆(xβi)∆(x′)

∈
(
xβi ⊗ 1 + 1⊗ xβi + B̃i−1 ⊗ C̃i

)(
D(x′) +

∑
u∈B̃i

u⊗ C̃m(u)
)
.

Analizaremos término a término el lado derecho de esta ecuación y probaremos

que está contenido en D(x) +
∑

u∈B̃i u⊗ C̃m(u).

En primer lugar notemos que

(xβi ⊗ 1 + 1⊗ xβi)D(x′) ∈ D(x) +
∑
u∈B̃i

u⊗ C̃m(u).

En efecto, si hi = 1 el lado izquierdo es igual a

xβi ⊗ x′ + 1⊗ xβix′ +
i−1∑
j=1

hj∑
t=1

(
hj
t

)
qβjβj

xhiβi · · ·x
t
βj
⊗ xhj−tβj

· · ·xh1β1

+ υ
i−1∑
j=1

hj∑
t=1

(
hj
t

)
qβjβj

x
hi−1

βi−1
· · · xtβj ⊗ xβix

hj−t
βj
· · ·xh1β1

∈
i∑

j=1

hj∑
t=1

(
hj
t

)
qβjβj

xhiβi · · ·x
t
βj
⊗ xhj−tβj

· · ·xh1β1 +
∑
u∈B̃i

u⊗ C̃i−1;

con υ ∈ k. En el caso hi > 1, tenemos

(xβi ⊗ 1 + 1⊗ xβi)D(x′) =
i−1∑
j=1

hj∑
t=1

(
hj
t

)
qβjβj

xhiβi · · ·x
t
βj
⊗ xhj−tβj

· · ·xh1β1

+ υ
i−1∑
j=1

hj∑
t=1

(
hj
t

)
qβjβj

xhi−1
βi
· · ·xtβj ⊗ xβix

hj−t
βj
· · · xh1β1 + xβi ⊗ x′ + 1⊗ xβix′

+

hi−1∑
t=1

qtβiβi

(
hi − 1

t

)
qβiβi

xtβi⊗x
hi−t
βi
· · ·xh1β1+

hi∑
t=2

(
hi − 1

t− 1

)
qβiβi

xtβi⊗x
hi−t
βi
· · ·xh1β1 .

Además, para hi > 1, 1 ≤ t < hi vale(
hi − 1

t− 1

)
qβiβi

+ qtβiβi

(
hi − 1

t

)
qβiβi

=

(
hi
t

)
qβiβi

.

Por lo tanto (xβi ⊗ 1 + 1⊗ xβi)D(x′) pertenece a

i∑
j=1

hj∑
t=1

(
hj
t

)
qβjβj

xhiβi · · ·x
t
βj
⊗ xhj−tβj

· · ·xh1β1 +
∑
u∈B̃i

u⊗ C̃i−1.
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Por otro lado (B̃i−1 ⊗ C̃i)D(x′) ⊂ B̃i−1B̃i ⊗ C̃iB̃i. Como B̃i−1 ⊂ B̃i, B̃i es

una subálgebra y C̃iz ⊂ C̃i para todo z ∈ B̃q (ver [Ang5, 3.15]), sigue que

(B̃i−1 ⊗ C̃i)D(x′) ⊂ B̃i−1B̃i ⊗ C̃iB̃i ⊂ B̃i ⊗ C̃i.

Además, si u ∈ B̃i entonces xβiu ∈ B̃i y m(u) = m(xβiu), entonces

xβiu⊗ C̃m(u) = xβiu⊗ C̃m(xβiu) y u⊗ xβiC̃m(u) ⊂ u⊗ C̃m(u).

Por último, B̃i−1u ⊗ C̃iC̃m(u) ⊂ B̃i ⊗ C̃i ⊂
∑

v∈B̃i v ⊗ C̃m(v) para todo

u ∈ B̃i. Aśı queda demostrado el paso inductivo y el lema. �

Corolario 3.1.2. Si β ∈ ∆+
q , entonces

y
(r)
β =

yrβ
(r)!

qββ

, r < Nβ = ord qββ;(3.2)

y
(n)
β =

(y
(Nβ)

β )s

s!
y

(r)
β , β ∈ Oq, n = sNβ + r, r < Nβ.(3.3)

Demostración. El caso r = 1 es trivial. Inductivamente, suponemos que

yr−1
β = (r − 1)!

qββ
y

(r−1)
β . Sea x = xh ∈ B̃q tal que

〈yrβ, x〉 = 〈yβ, x(1)〉〈yr−1
β , x(2)〉 6= 0,

por el Lema 3.1.1 y la hipótesis inductiva tenemos x = xrβ. Más aún,

〈yrβ, xrβ〉 = 〈yβ, (xrβ)(1)〉〈yr−1
β , (xrβ)(2)〉 = (r)qββ(r − 1)!

qββ
= (r)!

qββ
.

La segunda ecuación es inmediata pues 〈y(Nβ)

β y
(r)
β , x

Nβ+r

β 〉 = 1 y

〈(y(Nβ)

β )s, x
sNβ
β 〉 = s!. �

Como ya hemos mencionado, la motivación para definir estas álgebras surge

de las álgebras Uq(g) definidas por Lusztig. En el corolario anterior vemos que,

si bien los elementos y
(n)
β se definen utilizando la dualidad entre las álgebras

pre-Nichols y post-Nichols, tienen la propiedad de ser “potencias divididas”.

A continuación probaremos un Lema que resultará crucial para la presen-

tación por generadores y relaciones de las álgebras de Lusztig.

Lema 3.1.3. Sean i ∈ IM y h = (h1, . . . , hM) ∈ H, entonces

yh = y
(h1)
β1
· · · y(hM )

βM
.(3.4)

Luego, {y(h1)
β1
· · · y(hM )

βM
| 0 ≤ hi < Ñβi} es una base del espacio vectorial Lq.

Demostración. La prueba de este lema es por inducción en ht(h) :=∑
i∈IM hi. Si ht(h) = 1 entonces yh = yβ para algún β ∈ ∆+

q y la afirmación

sigue por definición.
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Sean 1 ≤ i1 < · · · < ij ≤M , nk < Ñβik
y n1 = sNβi1

+ r 6= 0 con r < Nβi1
.

Sea y = y
(n1)
βi1

. . . y
(nj)
βij
∈ Lq. Como {yh |h ∈ H} es una base de Lq, podemos

expresar a y como una combinación lineal y =
∑

h∈H chyh. Notemos que ch 6= 0

si y solamente si 〈y, xh〉 6= 0.

Si r 6= 0 escribimos y = 1
(r)q

yβi1y
′ con y′ = y

(n1−1)
βi1

. . . y
(nj)
βij

y q = qβi1βi1 .

Entonces 〈y, xh〉 = 1
(r)q
〈yβi1 , (x

h)(2)〉〈y′, (xh)(1)〉. Por la hipótesis inductiva y

el Lema 3.1.1, ch 6= 0 si y sólo si h = (0, . . . , n1, . . . , nk, 0, . . . ). Más aún, el

coeficiente no nulo ch es igual a 1 y la prueba en este caso está finalizada.

Si r = 0 entonces n1 = sNβi1
y escribimos y = y

(Nβi1
)

βi1
y′. Por el mismo

argumento de antes obtenemos (3.4). Por lo tanto, como {yh : h ∈ H} por

definición es una base de Lq, el conjunto {y(h1)
β1
· · · y(hM )

βM
| 0 ≤ hi < Ñβi} también

lo es. �

Buscamos una presentación por generadores y relaciones de Lq. Para ello

consideraremos un álgebra L y daremos un isomorfismo Υ : L→ Lq.

Sea L el álgebra generada por los elementos y
(n)
β , β ∈ ∆+

q , n ∈ N y las

relaciones

y
(Nβ)

β = 0, β ∈ ∆+
q −Oq;(3.5)

y
(h)
β y

(j)
β =

(
h+ j

j

)
qββ

y
(h+j)
β ,

β ∈ ∆+
q ,

h, j ∈ N;
(3.6)

[y
(h)
β , y(j)

α ]c =
∑

m∈M(α,β,h,j)

κm m,

α < β ∈ ∆+
q ,

0 < h < Nα,

0 < j < Nβ;

(3.7)

[y
(Nβ)

β , y(Nα)
α ]c = κγy

(Nγ)
γ +

∑
0<l<Nβ , 0<i<Nα

m∈M(α,β,Nα−i,Nβ−l)

κi,lm y(i)
α my

(l)
β ,

α, β, γ ∈ Oq,

α < γ < β;
(3.8)

[y
(j)
β , y(Nα)

α ]c =
∑

0<i<Nα,
m∈M(α,β,Nα−i,j)

κi,0m y(i)
α m,

α ∈ Oq,

β ∈ ∆+
q ,

0 < j < Nβ.

(3.9)

Donde utilizamos la siguiente notación

M(α, β, h, j) = {m = y
(hr)
βr
· · · y(hk)

βk
∈ L̃β ∩ L̃α : degm = deg y(h)

α + deg y
(j)
β };

κi,lm = 〈y(h)
β y(j)

α , xlβx
hk
βk
· · ·xhrβrx

i
α〉;

κγ = 〈y(Nβ)

β y(Nα)
α , xNγγ 〉, deg y(Nγ)

γ = deg y(Nα)
α + deg y

(Nβ)

β .

Teorema 3.1.4. Existe un isomorfismo de álgebras Υ : L→ Lq dado por

Υ(y
(n)
β ) = y

(n)
β , β ∈ ∆+

q , n < Ñβ.
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Demostración. Primero debemos probar que la aplicación Υ está bien

definida, es decir que los elementos y
(n)
β ∈ Lq satisfacen las ecuaciones (3.5)–

(3.9). La relación (3.5) es trivial puesto que x
Nβ
β = 0 si β /∈ Oq y la relación

(3.6) sigue de (3.2).

Para el resto, dado α < β y h, j ∈ N, escribimos y
(h)
β y

(j)
α =

∑
h∈H chyh.

Luego

ch = 〈y(h)
β y(j)

α ,xh〉 = 〈y(j)
α , (xh)(1)〉〈y(h)

β , (xh)(2)〉

es el coeficiente de xjα ⊗ xhβ en la expresión de ∆(xh) como combinación lineal

de elementos de la base PBW de B̃q en ambos lados del producto tensorial.

Si j < Nα y h < Nβ, entonces y
(j)
α , y

(h)
β ∈ Bq. Asumamos ch 6= 0, esto

implica que xh aparece en la expresión de xjαx
h
β en elementos de la base PBW,

ver [Ang4, Section 3]. Por lo tanto, por 2.2.3, xh ∈ Bα ∩ Bβ, y la relación

(3.7) sigue.

Sean α, β ∈ Oq, j = Nα y h = Nβ. Supongamos que existe h = (h1, . . . , hM)

tal que ch 6= 0 y hi ≥ Ni para algún i ∈ IM . Como xNiβi q-conmuta con todos

los elementos de B̃q, obtenemos

xh = c xNiβi x
h′

donde

h′ = (h1, . . . , hi −Ni, . . . , hM) y c = q(hMβM + · · ·+ hi+1βi+1, Niβi) ∈ k.

Entonces ∆(xh) = c∆(xNiβi )∆(xh′) y por lo tanto la Proposición 2.4.6 implica

xh = xNiβi . Para los j restantes tales que cj 6= 0 vale ji < Ni para todo i ∈ IM .

Escribimos

xNαα ⊗ x
Nβ
β = ξ(1⊗ xnβ)(xNα−mα ⊗ xNβ−nβ )(xmα ⊗ 1)

con ξ = q−1((Nα −m)α, nβ)q−1(mα, (Nβ − n)β). Luego, por el mismo argu-

mento que en la prueba de la relación anterior para y
(Nβ−n)

β y
(Nα−m)
α , obtenemos

que yj = y
(m)
α my

(n)
β , m ∈ L̃β ∩ L̃α. Aqúı, o bien m < Nα, n < Nβ; o

m = Nα, n = Nβ, yj = q(Nαα,Nββ)y(Nα)
α y

(Nβ)

β .

Aśı, la relación (3.8) sigue de considerar el grado correcto de yh.

En el caso de (3.9), ch 6= 0 implica xh ∈ Bq por el mismo argumento de

antes y el hecho que Zq es una subálgebra de Hopf trenzada por el Teorema

2.4.10. En consecuencia, Υ es un morfismo de álgebras.

Por último, observando la presentación de L se prueba fácilmente que

{y(h1)
β1

. . . y
(hM )
βM

: hi < Ñi} es un sistema de generadores de L. Por lo tanto,

Υ lleva un sistema de generadores de L en una base de Lq por el Lema 3.1.3

y esto dice que es biyectivo. �
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Hemos probado aśı que el álgebra de Lusztig Lq puede ser presentada por

generadores y relaciones. Dichas relaciones nos permiten observar las diferen-

cias entre el comportamiento de las álgebras pre y post Nichols. Sin embargo

los coeficientes que en ellas aparecen no son fáciles de calcular. A continuación

daremos un ejemplo sencillo en el que podemos observar lo antes mencionado.

Ejemplo 3.1.5. Sean q ∈ k×, ord q = N y θ = 3 ≤ N . Consideramos una

trenza diagonal (de tipo Aθ súper) dada por la matriz q = (qij)i,j∈I3 con

q11 = q23q32 = q, q12q21 = q−1, q22 = q33 = −1, q13q31 = 1.

Sea αjk =
∑
j≤i≤k

αi; entonces

∆+
q = {αjk : 1 ≤ j ≤ k ≤ 3},

Oq = {α1, α23, α13}.

En este caso el álgebra pre-Nichols asociada a q está generada por xij,

1 ≤ i ≤ j ≤ 3 con las relaciones

x2
2 = x2

3 = x2
12 = 0, [x13, x2]c = [x1, x3]c = 0, (adc x1)2x2 = 0,

[x1, x2]c = x12, [x2, x3]c = x23, [x1, [x2, x3]c]c = x13.

El coproducto, ver [Ang5, 5.2, 5.2], está dado por

∆(xi) = xi ⊗ 1 + 1⊗ xi, i = 1, 2, 3;

∆(x12) = x12 ⊗ 1 + 1⊗ x12 + (1− q12q21)x1 ⊗ x2;

∆(x23) = x23 ⊗ 1 + 1⊗ x23 + (1− q23q32)x2 ⊗ x3;

∆(x13) = x13 ⊗ 1 + 1⊗ x13 + (1− q12q21)x1 ⊗ x23 + (1− q23q32)x12 ⊗ x3;

∆(xN1 ) = xN1 ⊗ 1 + 1⊗ xN1 ;

∆(xN23) = xN23 ⊗ 1 + 1⊗ xN23;

∆(xN13) = xN13 ⊗ 1 + 1⊗ xN23 + (1− q12q21)Nq(α1, α23)
N(N−1)

2 xN1 ⊗ xN23.

Luego, el álgebra de Lusztig Lq es el álgebra presentada por generadores

y
(n)
jk , 1 ≤ j ≤ k ≤ 3, n ∈ N y relaciones:

y
(2)
12 = y

(2)
2 = y

(2)
3 = 0,

y
(n)
jk y

(m)
jk =

(
n+m

n

)
qjk

y
(n+m)
jk , n,m ∈ N,

[y12, y1]c = [y13, y1]c = [y3, y1]c = [y13, y12]c = [y2, y12]c = [y23, y12]c = 0,

[y2, y13]c = [y23, y13]c = [y3, y13]c = [y23, y2]c = [y3, y23]c = 0,
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[y2, y1]c = (1− q−1)y12, [y3, y12]c = (1− q)y13,

[y23, y1]c = (1− q−1)y13, [y3, y2]c = (1− q)y23,

[y
(N)
23 , y1]c = (1− q−1)(q21q31)N−1y13y

(N−1)
23 ,

[y23, y
(N)
1 ]c = (1− q−1)(q21q31)N−1y

(N−1)
1 y13,

[y2, y
(N)
1 ]c = (1− q−1)qN−1

21 y
(N−1)
1 y12,

[y12, y
(N)
1 ]c = [y13, y

(N)
1 ]c = [y3, y

(N)
1 ]c = 0,

[y
(N)
13 , y1]c = [y

(N)
13 , y12]c = [y2, y

(N)
13 ]c = [y23, y

(N)
13 ]c = [y3, y

(N)
13 ]c = 0,

[y
(N)
23 , y12]c = [y

(N)
23 , y13]c = [y

(N)
23 , y2]c = [y3, y

(N)
23 ]c = 0,

[y
(N)
13 , y

(N)
1 ]c = [y

(N)
23 , y

(N)
13 ]c = 0,

[y
(N)
23 , y

(N)
1 ]c = (1− q−1)N(q21q31)N

N−1
2 y

(N)
13

+
N−1∑
k=1

(1− q−1)k(q21q31)k
2N−k−1

2 y
(N−k)
1 y

(k)
13 y

(N−k)
23 .

En efecto, para calcular y
(N)
23 y

(N)
1 en Lq, necesitamos describir todos los

h ∈ H tales que xN1 ⊗ xN23 aparecen en ∆(xh) con coeficiente no nulo, donde

xh = xh13 x
h2
23x

h3
2 x

h4
123x

h5
12x

h6
1 .

Uno de estos xh es xN23x
N
1 , con coeficiente qNα1(Nα2+Nα3). Sea h tal que xN1 ⊗xN23

tiene coeficiente no nulo en ∆(xh). Entonces, observando las fórmulas del co-

producto antes mencionadas, podemos deducir que h1 = 0. Más aún, mirando

∆(xh223) notamos que la única contribución posible es (1 ⊗ x23)h2 . De manera

similar, obtenemos que h3 = h5 = 0, y h6 = h2 = N − h4. En este caso,

escribimos h4 = k para simplificar la notación, luego

(1⊗ x23)N−k(x1 ⊗ x23)k(x1 ⊗ 1)N−k = (q21q31)k
2N−k−1

2 xN1 ⊗ xN23.

Esto nos da la última relación. Las demás se obtienen de manera análoga.

Corolario 3.1.6. El álgebra Lq es finitamente generada.

Demostración. Por (3.6), Lq está generada como álgebra por

{yβ : β ∈ ∆+
q } ∪ {y(Nα)

α : α ∈ Oq}.

�
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Observación 3.1.7. En realidad, la subálgebra Bq ⊂ Lq está generada por

sus elementos primitivos {yα : α ∈ Πq} donde Πq denota al conjunto de ráıces

simples α1, . . . , αθ.

Más aún, y
(Nγ)
γ ∈ k×[y

(Nβ)

β , y
(Nα)
α ]c si y solamente si xNαα ⊗ x

Nβ
β tiene coefi-

ciente no nulo en la expresión de ∆(x
Nγ
γ ). Por lo tanto,

{yα : α ∈ Πq} ∪ {y(Nα)
α : α ∈ Oq, x

Nα
α ∈ P(B̃q)}

genera Lq como álgebra.

De manera dual al Corolario 2.4.7, vale el siguiente resultado:

Proposición 3.1.8. L̃i es una subálgebra coideal a derecha de Lq.

Demostración. Por el Teorema 3.1.4 tenemos que y
(n)
βj
y

(m)
βi
∈ L̃i para

i < j, luego L̃i es una subálgebra de Lq.

Por otro lado sabemos que

〈y(n)
β , xx′〉 = 〈(y(n)

β )(2), x〉〈(y(n)
β )(1), x′〉.

Entonces yj ⊗ yh aparece con coeficiente no nulo en ∆(y
(n)
β ) si y sólo si xnβ

aparece con coeficiente no nulo en la expresión de xhxj en elementos de la base

PBW. Esto último implica que xh ∈ B̃β y xj ∈ B̃β. Por lo tanto,

∆(y
(n)
β ) ∈

n∑
i=0

y
(i)
β ⊗ y

(n−i)
β + L̃β ⊗ L̃β.

Luego, ∆(y
(ni)
βi

. . . y
(nM )
βM

) = ∆(y
(ni)
βi

)∆(y
(ni+1)
βi+1

. . . y
(nM )
βM

) ∈ L̃i ⊗ Lq y esto com-

pleta la prueba. �

3.1.2. Propiedades básicas. De manera análoga al caso pre-Nichols,

ver [Ang5, Section 3.4], cf. [DP]; demostraremos que el álgebra de Lusztig Lq

es noetheriana.

Consideramos el orden lexicográfico en NM
0 , tal que hM < · · · < h1, donde

(hj)j∈IM denota la base canónica de ZM .

Lema 3.1.9. Sea Lq(h) el subespacio de Lq generado por yj, con j ≤ h.

Entonces Lq(h) es una NM
0 -filtración de álgebras de Lq.

Demostración. Es suficiente probar que yhyj ∈ Lq(h + j) para todo

h, j ∈ H. Consideramos el caso h = nhk, j = mhl, k, l ∈ IM , n,m ∈ N
donde, como antes, hi denota al elemento i-ésimo de la base canónica de ZM .

Afirmamos que y
(n)
βk
y

(m)
βl
∈ Lq(nhk + mhl). Esto sigue por definición cuando
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k ≤ l. Si l < k, entonces [y
(n)
βk
, y

(m)
βl

]c ∈
∑

j<m y
(j)
βl
.L̃l+1 por el Teorema 3.1.4,

luego

y
(n)
βk
y

(m)
βl
∈ Lq(nhk +mhl) pues

M∑
j=l+1

ajhj < nhk +mhl.

Reordenando los factores de yhyj para todo h, j ∈ NM
0 el lema queda demos-

trado. �

Consideramos ahora el álgebra graduada

grLq = ⊕h∈NM0 grh Lq, donde grh Lq = Lq(h)/
∑
j<h

Lq(j).

Lema 3.1.10. El álgebra grLq es presentada por generadores y
(n)
k , k ∈ IM ,

n ∈ N, y relaciones

y
(Nk)
k = 0, βk /∈ Oq,

y
(n)
k y

(m)
k =

(
n+m

m

)
qβkβk

y
(n+m)
k ,

[y
(n)
k , y

(m)
l ]c = 0, l < k.

Demostración. Sea G el álgebra presentada por los generadores y re-

laciones del enunciado y π : G → grLq el morfismo de álgebras dado por

y
(n)
k 7→ y

(n)
βk

. Por el Teorema 3.1.4, las relaciones se cumple en grLq por lo que

π está bien definido. Por cálculos directos se puede probar que G tiene una

base

{y(h1)
1 . . . y

(hM )
M : hi < Ñi}.

Por otro lado, yh ∈ Lq(h)−
∑

j<h Lq(j). Por lo tanto la proyección de la base

PBW de Lq es una base de grLq y π es un isomorfismo. �

Proposición 3.1.11. El álgebra Lq es noetheriana.

Demostración. Sea Z+ la subálgebra de grLq generada por los elementos

y
(Nβ)

β , β ∈ Oq. Entonces Z+ es un espacio cuántico af́ın y grLq es un Z+-

modulo libre finitamente generado. Luego grLq es noetheriana y Lq también

lo es. �

Tanto por el Lema 3.1.3 como por 3.1.10 podemos calcular la dimensión de

Gelfand-Kirillov de Lq:

Corolario 3.1.12. GKdimLq = |Oq|. �
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3.2. Álgebra cuántica de potencias divididas

Fijamos q la matriz del espacio vectorial trenzado de tipo diagonal (V, q) tal

que dimBq <∞. Sea W = V , con la matriz qt, y sean {z(n)
β : β ∈ ∆+

q , n ∈ N}
generadores de Lqt . En este caso consideramos W ∈ kZθ

kZθYD v́ıa la equivalencia

de categoŕıas
(kZθ)∗

(kZθ)∗
YD ∼= kZθ

kZθYD, ver [AG]. Entonces, tenemos una aplicación

natural dada por 〈wj, vi〉 = δij que satisface 〈w⊗w′, v⊗v′〉 = 〈w⊗v′〉〈w′⊗v〉.
En esta sección definiremos el álgebra cuántica de potencias divididas Uq de

(V, q) y expondremos algunas propiedades básicas.

Sean Γ y Λ dos copias de Zθ generadas por (Ki)i∈I y (Li)i∈I respectivamente;

luego, (K±1
i )i∈I y (L±1

i )i∈I son los generadores de kΓ y kΛ respectivamente.

Notemos Kα = Ka1
1 . . . Kaθ

θ y Lα = La11 . . . Laθθ para α = (a1, . . . , aθ) ∈ Zθ.
Entonces Lq ∈ kΓ

kΓYD y Lqt ∈ kΛ
kΛYD con la estructura determinada por las

fórmulas

K±1
α · y

(n)
β = q±nαβ y

(n)
β , ρ(y

(n)
β ) = Kn

β ⊗ y
(n)
β ;

L±1
α · z

(n)
β = q±nβα z

(n)
β , ρ(z

(n)
β ) = Lnβ ⊗ y

(n)
β .

Por lo tanto, podemos considerar las bosonizaciones Lq#kΓ y Lqt#kΛ.

Definamos ahora el doble de Drinfeld de Lq#kΓ siguiendo la Definición

1.4.14. Para ello necesitaremos un apareamiento de Hopf entre Lq#kΓ y

Lqt#kΛ.

Lema 3.2.1. Existe una única forma bilineal ( | ) : T c(V )× T c(W )→ k tal

que (1|1) = 1,

(yi|zj) = δij, i, j ∈ I;

(y|zz′) = (y(1)|z)(y(2)|z′), y ∈ T c(V ), z, z′ ∈ T c(W );

(yy′|z) = (y|z(1))(y′|z(2)), y, y′ ∈ T c(V ), z ∈ T c(W );

(y|z) = 0, |y| 6= |z|, y ∈ T c(V ), z ∈ T c(W ).

Demostración. Sea Tn =
∑

σ∈Sn s(σ) : (T c)n(W ) → T n(W ), donde s :

Sn → Bn es la sección de Matsumoto, ver [AG, §3.2]. Consideramos, como

antes, 〈 , 〉 : T c(V ) ⊗ T (W ) → k la aplicación evaluación. Definimos entonces

(1|1) = 1,

(y|z) = 〈y,Tn(z)〉, y ∈ (T c)n(V ), z ∈ (T c)n(W );

(y|z) = 0, y ∈ (T c)n(V ), z ∈ (T c)m(W ), n 6= m.

Notemos que Ti+j = Ti,j(T
i⊗Tj) con Ti,j =

∑
s(σ−1) donde la sumatoria

es considerada sobre todos los (i, j)-shuffles σ. Luego, para y ∈ (T c)n(V ),
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z ∈ (T c)n−i(W ), z′ ∈ (T c)i(W ),

(y|zz′) = 〈y,Tn(zz′)〉 = 〈y,Ti,n−i(T
i ⊗Tn−i)(zz′)〉

= 〈y,Ti,n−i(T
i(z)⊗Tn−i(z′))〉 = 〈y(1),Tn−i(z)〉〈y(2),Ti(z′)〉

= (y(1)|z)(y(2)|z′).

Las condiciones restantes son claras. �

Esta forma bilineal puede restringirse a Lq × Lqt y luego ser extendida a

sus bosonizaciones. Entonces tendremos:

Corolario 3.2.2. Existe un único apareamiento de Hopf

( | ) : Lq#kΓ× Lqt#kΛ→ k

tal que para todo Y, Y ′ ∈ Lq#kΓ, Z,Z ′ ∈ Lqt#kΛ, y
(n)
α ∈ Lq, Kα ∈ kZθ,

z
(m)
β ∈ Lqt y Lβ ∈ kZθ

(Y |ZZ ′) = (Y(1)|Z)(Y(2)|Z ′), (Y Y ′|z) = (Y |Z(1))(Y
′|Z(2)),

(yα|zβ) = δα,β, (y(Nα)
α |z(Nβ)

β ) = δα,β,

(y(n)
α |Lβ) = 0, (Kα|z(m)

β ) = 0, (Kα|Lβ) = qαβ.

Más aún, este apareamiento satisface (yK|zL) = (y|z)(K|L). �

Sea Uq el doble de Drinfeld de Lq#kΓ y (Lqt#kΛ)cop respecto a la forma

bilineal del Corolario 3.2.2. En otras palabras,

Definición 3.2.3. Uq es la única álgebra de Hopf que satisface:

1. Uq = (Lq#kΓ)⊗ (Lqt#kΛ) como espacios vectoriales,

2. los mapeos Y 7→ Y ⊗ 1 y Z 7→ 1 ⊗ Z son morfismos de álgebras de

Hopf,

3. la multiplicación está dada por

(Y ⊗ Z)(Y ′ ⊗ Z ′) = (Y ′(1)|S(Z(1)))Y Y
′

(2) ⊗ Z(2)Z
′(Y ′(3)|Z(3))

para todo Y, Y ′ ∈ Lq#kΓ and Z,Z ′ ∈ (Lqt#kΛ)cop.

Por la construcción de Uq, existe una descomposición triangular v́ıa la mul-

tiplicación Uq ' U+
q ⊗ U0 ⊗ U−q donde

U+
q ' Lq, U−q ' Lqt , U0 ' k(Zθ × Zθ).
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3.2.1. Presentación. Damos a continuación una presentación por ge-

neradores y relaciones del álgebra Uq. En lo que sigue omitiremos los signos

del producto tensorial en los elementos de Uq.

Proposición 3.2.4. El álgebra Uq está generada por los elementos y
(n)
β ,

z
(n)
β , K±1

β , L±1
β para β ∈ ∆q

+, n ∈ N; y las relaciones (3.5), . . . , (3.9) entre los

y
(n)
β ’s, relaciones similares entre los z

(n)
β ’s más la relaciones

KβK
−1
β = L−1

β Lβ = 1, K±1
β L±1

α = L±1
α K±1

β ,(3.10)

Kαy
(n)
β = qnαβy

(n)
β Kα, Lαy

(n)
β = q−nβα y

(n)
β Lα,(3.11)

Kαz
(n)
β = q−nαβ z

(n)
β Kα, Lαz

(n)
β = qnβαz

(n)
β Lα,(3.12)

zy = (y(1)|S(z(3))) (K2K3|L−1
3 ) (y(3)|z(1)) y(2)K3z

(2)L3,(3.13)

para todo α, β ∈ ∆q
+, n,m ∈ N. Aqúı utilizamos (3.13) y = y

(n)
β ∈ Lq, z =

z
(m)
α ∈ Lqt, y notamos Ki = (y(i))(−1) y Li = (z(i))(−1) las coacciones de kΓ y

kΛ respectivamente. �

Notemos que si y = yαi , z = zαj con αi, αj ∈ Πq entonces y, z son primitivos

y las relación (3.13) es zy − yz = δij(Ki − Li).

3.2.2. Noetherianidad y dimensión de Gelfand-Kirillov. Proce-

diendo como en [DP, Ang5], probaremos que el álgebra Uq es noetheriana.

Para cada h, j ∈ H, K ∈ Γ, L ∈ Λ, escribimos

d1(yhKLzj) =
∑
i∈IM

(hi + ji) ht(βi),

d(yhKLzj) =
(
d1(yhKLzj), h1, . . . , hM , j1, . . . , jM

)
∈ N2M+1

0 .

Consideramos el orden lexicográfico en N2M+1
0 . Si u ∈ N2M+1

0 , entonces

Uq(u) = span of {yhKLzj : h, j ∈ H, K ∈ Γ, L ∈ Λ, d(yhKLzj) ≤ u}.

Lema 3.2.5. (Uq(u))u∈N2M+1
0

es una N2M+1
0 -filtración de álgebras de Uq.

Demostración. Basta probar que (yhKLzj)(yh′K
′L′zj′) ∈ Uq(u + u′)

para todo h, j,h′, j′ ∈ H, K,K ′ ∈ Γ y L,L′ ∈ Λ donde d(yhKLzj) = u y

d(yh′K
′L′zj′) = u′.

Primero afirmamos que

(3.14) d1(z
(n)
β y(m)

α − y(m)
α z

(n)
β ) < m ht(α) + n ht(β).

En efecto, como el coproducto en Lq (resp. Lqt) es graduado, tenemos que

d1((y
(m)
α )(2)) < m ht(α) si (y

(m)
α )(1) 6= 1 (resp. d1((z

(n)
β )(2)) < n ht(β) si



42 3. ÁLGEBRA CUÁNTICA DE POTENCIAS DIVIDIDAS

(z
(n)
β )(1) 6= 1). Por lo tanto, para K ∈ Γ y L ∈ Λ vale

d1((y(m)
α )(2)KL(z

(n)
β )(2)) ≤ m ht(α) + n ht(β).

Por la Proposición 3.2.4 la afirmación sigue.

Tenemos que K y L q-conmutan con todos los elementos de Lq y Lqt para

todo K ∈ Γ y L ∈ Λ. Luego, procediendo de manera similar a la demostración

del Lema 3.1.9 se reduce la prueba al caso del producto entre z
(n)
βi

y y
(m)
βj

. Sigue

directamente de (3.14) que

z
(n)
βi
y

(m)
βj
∈ Uq(m ht(βj) + n ht(βi), δj, δi).

�

Consideramos el álgebra graduada asociada grUq = ⊕v∈N2M+1
0
Uqv donde

Uqv = Uq(v)/
∑

u<v Uq(u).

Corolario 3.2.6. El álgebra grUq es presentada por generadores y
(n)
j , z

(n)
j ,

K±1
j , L±1

j , j ∈ IM , n ∈ N y relaciones

RS = SR, R, S ∈ {K±1
j , L±1

j : j ∈ IM};

KβK
−1
β = LβL

−1
β = 1; y

(n)
k z

(m)
l = z

(m)
l y

(n)
k ;

y
(Nk)
k = 0, βk /∈ Oq; z

(Nk)
k = 0, βk /∈ Oq;

y
(n)
k y

(m)
k =

(
n+m

m

)
qβkβk

y
(n+m)
k ; z

(n)
k z

(m)
k =

(
n+m

m

)
qβkβk

z
(n+m)
k ;

[y
(n)
k , y

(m)
l ]c = 0, l < k; [z

(n)
k , z

(m)
l ]c = 0, l < k;

Kαy
(n)
β = qnαβy

(n)
β Kα; Kαz

(n)
β = q−nαβ z

(n)
β Kα;

Lαy
(n)
β = q−nβα y

(n)
β Lα; Lαz

(n)
β = qnβαz

(n)
β Lα.

Demostración. La prueba de este resultado es similar a la prueba del

Lema 3.1.10 si se chequea previamente que y
(n)
k z

(m)
l = z

(m)
l y

(n)
k para todo y

(n)
k ∈

Lq y z
(m)
l ∈ Lqt ; pero esto último sigue de (3.14). �

Proposición 3.2.7. El álgebra Uq es noetheriana.

Demostración. Sea Z la subálgebra de grUq generada por

{Ki, Li : i ∈ I} ∪ {y(Nβ)

β , z
(Nβ)

β : β ∈ Oq}.

Entonces Z es la localización de un espacio cuántico af́ın y grUq es un Z-

módulo libre de rango
∏

i∈IM Ni. Por lo que grUq es noetheriana y Uq también.

�
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Más aún, por [KL, Prop. 6.6], tenemos que

GKdimUq = GKdim grUq = GKdimZ.

Por lo tanto vale el siguiente Corolario:

Corolario 3.2.8. GKdimUq = 2|Oq|+ 2θ. �





Caṕıtulo 4

Álgebras de Lie asociadas a Lq.

En este caṕıtulo consideraremos el álgebra de Hopf trenzada Zq que es el

dual graduado del álgebra Zq introducida en el Teorema 2.4.10. Luego presen-

taremos a Lq como una Zq-extensión de Bq.
Estudiaremos las álgebras Zq cuando q es:

una trenza de rango 2, ver Cuadro 1;

una trenza de tipo A de rango n, ver Cuadro 2;

la trenza de rango 3 correspondiente a la súper álgebra D(2, 1, α);

una trenza de rango 3 de tipo B;

la trenza de rango 4 correspondiente a un diagrama de tipo no identificado.

En todos estos casos encontraremos un isomorfismo entre el álgebra de Hopf

Zq y el álgebra envolvente de la parte positiva de un álgebra de Lie semisimple.

Conjeturamos que siempre es ese el caso, lo que generalizaŕıa los resultados de

Lusztig y nos permitiŕıa en un futuro encontrar una extensión de álgebras de

Hopf de uq por un álgebra universal de un álgebra de Lie.

A lo largo de todo el caṕıtulo, q = (qij)i,j∈I será una matriz de tamaño

θ× θ tal que Bq, su álgebra de Nichols asociada, es de dimensión finita. Como

antes B̃q denotará al álgebra pre-Nichols distinguida y Lq al álgebra de Lusztig

presentada en el caṕıtulo anterior. Además, ∆+
q denotará el conjunto de ráıces

positivas de Bq y Oq ⊆ ∆+
q el conjunto de ráıces de Cartan. De aqúı en adelante

pedimos una hipótesis extra sobre la matriz q: si α, β ∈ Oq entonces q
Nβ
αβ = 1.

Los resultados expuestos en este caṕıtulo han sido incluidos en el art́ıculo

[AAR2].

4.1. Extensiones de álgebras de Hopf trenzadas

Hemos mencionado ya la definición de extensiones de álgebras de Hopf,

ver 1.5.2. Damos ahora la versión trenzada de dicha noción. Incluimos aqúı la

definición dada en [AN], otras definiciones pueden verse, por ejemplo en [BD,

GG].

Dado π : C → B un morfismo de álgebras de Hopf en H
HYD, escribimos

C coπ = {c ∈ C | (id⊗π)∆(c) = c⊗ 1},
coπC = {c ∈ C | (π ⊗ id)∆(c) = 1⊗ c}.

45
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Definición 4.1.1. [AN, §2.5] Sea H un álgebra de Hopf. Una sucesión de

morfismos de álgebras de Hopf en H
HYD

k→ A
ι
↪→ C

π
� B → k

es una extensión de álgebras de Hopf trenzadas si

(i) ι es inyectivo,

(ii) π es suryectivo,

(iii) ker π = Cι(A)+,

(iv) A = Ccoπ, o equivalentemente A = coπC.

Más aún, la extensión se dice hendida (en inglés, cleft) si π admite una sec-

ción B-colineal (es decir que es morfismo de B-comódulos) en H
HYD, inversible

respecto al producto de convolución.

Recordemos en primer lugar que Bq ' B̃q/〈x
Nβ
β , β ∈ Oq〉. Además, tenemos

el resultado 2.4.10 de álgebras pre-Nichols:

Teorema 4.1.2. [Ang5, 4.10, 4.13] Zq es una subálgebra de Hopf trenzada

normal de B̃q. Más aún Zq = coπB̃q. �

Observemos que la inclusión ι : Zq → B̃q es inyectiva y la proyección

π : B̃q → Bq es suryectiva. Por otra parte, kerπ es el ideal bilátero generado por

ι(Z+
q ). Como Zq es normal, vale ker π = B̃qι(Z+

q ). Aśı, tenemos una extensión

de álgebras de Hopf trenzadas

k→ Zq
ι
↪→ B̃q

π
� Bq → k.(4.1)

Sea Zq el dual graduado de Zq. Como los morfismos ι y π son graduados,

tomando duales graduados obtenemos una nueva sucesión de morfismos de

algebras de Hopf trenzadas

Bq
π∗

↪→ Lq

ι∗

� Zq.(4.2)

Proposición 4.1.3. La sucesión (4.2) es una extensión de álgebras de Hopf

trenzadas.

Demostración. Como las álgebras de Hopf trenzadas graduadas en cues-

tión tienen componentes homogéneas finito dimensionales, podemos adaptar

el argumento de la prueba de la Proposición 1.5.4 a nuestro caso.

La aplicación π∗ : Bq → Lq está dada por π∗(y)(x) = 〈y, π(x)〉 para todo

y ∈ Bq, x ∈ B̃q. Luego, como π es suryectivo, si π∗(y) = 0 entonces 〈y, x〉 = 0

para todo x ∈ Bq. Por lo tanto y = 0 y π∗ es inyectivo. Asimismo, ι∗ es suryec-

tivo. En efecto, fijamos α ∈ Zθ y consideramos la componente homogénea de

dimensión finita Zq(α) de Zq. Como hemos observado ι es graduado e inyectivo
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y por definición Zq(α) = Zq(α)∗. Por lo tanto, ι∗|Zq(α) es suryectivo y por ende

ι∗ también lo es.

Sean y ∈ Lq, x ∈ B+
q . Entonces, para todo z ∈ Zq = coπB̃q = B̃coπq , vale

〈yπ∗(x), z〉 = 〈y ⊗ x, (π ⊗ id)∆(z)〉 = 〈y ⊗ x, 1⊗ z〉 = 0;

〈π∗(x)y, z〉 = 〈x⊗ y, (id⊗π)∆(z)〉 = 〈x⊗ y, z ⊗ 1〉 = 0.

Además, si y ∈ ker ι∗, entonces 〈y, ι(x)〉 = ι∗(y)(x) = 0 para todo x ∈ Zq.

Claramente si x ∈ B̃q − Zq entonces x /∈ (ker ι∗)⊥ y x /∈ (Lqπ
∗(B+

q ))⊥. Aśı,

(ker ι∗)⊥ = Zq = (Lqπ
∗(B+

q ))⊥ y Lqπ
∗(B+

q ) = ker ι∗.

Resta ver que Bq = Lco ι∗
q . Dados x ∈ B̃q, y ∈ Bq y z ∈ Zq tenemos

〈(id⊗ι∗)∆(π∗(y)), z ⊗ x〉 = 〈π∗(y), ι(z)x〉 = ε(z)〈y, π(x)〉

= 〈π∗(y)⊗ 1, z ⊗ x〉.

Finalmente, si y ∈ Lco ι∗
q , entonces para todo z ∈ Z+

q y x ∈ B̃q

〈y, ι(z)x〉 = 〈(id⊗ι∗)∆(y), z ⊗ x〉 = ε(z)〈y, x〉 = 0.

Como ι(Z+
q )B̃q = ker π, entonces y ∈ (kerπ)⊥ = Bq. Aśı, Bq = Lco ι∗

q y (4.2) es

una extensión de álgebras de Hopf trenzadas. �

Asumimos la condición q
Nβ
αβ = 1 para todo α, β ∈ Oq. El siguiente resultado

será utilizado en los ejemplos que siguen en el caṕıtulo.

Teorema 4.1.4. El álgebra de Hopf trenzada Zq es un álgebra de Hopf

usual, isomorfa al álgebra universal envolvente del álgebra de Lie nq = P(Zq).

Más aún, los elementos ξβ := ι∗(y
(Nβ)

β ), β ∈ Oq, forman una base de nq.

Demostración. Sea Aq el subespacio de Lq generado por los monomios

y
(r1Nβi1

)

βi1
. . . y

(rkNβik
)

βik
donde βik < · · · < βik son todas las ráıces de Cartan de

Bq y r1, . . . , rk ∈ N0. Entonces la multiplicación µ : Bq ⊗ Aq → Lq nos da un

isomorfismo de espacios vectoriales Bq⊗Aq → Lq. En efecto, por las relaciones

de conmutación en Lq tenemos que µ es suryectivo. Además, de las bases de

cada uno de los espacios Lq, Bq y Aq sigue que las series de Hilbert respectivas

son:

HLq =
∏
βk∈Oq

1

1− T deg β
.
∏
βk /∈Oq

1− TNβ deg β

1− T deg β
;

HBq =
∏

βk∈∆+
q

1− TNβ deg β

1− T deg β
;

HAq =
∏
βk∈Oq

1

1− TNβ deg β
.
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Por lo tanto, como la multiplicación es graduada y HLq = HBqHAq , µ es

inyectivo. Aśı, µ es un isomorfismo y

Lq = Aq ⊕ B+
q Aq.(4.3)

Consideramos ahora ι∗ : Lq → Zq, la traspuesta del morfismo graduado ι.

Veamos que la restricción de este morfismo a Aq es un isomorfismo de espacios

vectoriales. En primer lugar notemos que ker ι∗ = LqB+
q = B+

q Lq, entonces

ker ι∗ = B+
q Lq = B+

q (BqAq) = B+
q Aq. Por (4.3), ι∗(Aq) = Zq.

Como Zq es un álgebra de Hopf conmutativa, tenemos que Zq es un álgebra

de Hopf coconmutativa. Además, los elementos ξβ := ι∗(y
(Nβ)

β ) son primitivos,

es decir pertenecen a nq. Los monomios ξr1βi1
. . . ξrkβik

, βik < · · · < βik ∈ Oq,

r1, . . . , rk ∈ N0 forman una base de Zq. Por lo tanto

Zq = k〈ξβ : β ∈ Oq〉 ⊆ U(nq) ⊆ Zq.

Aśı, (ξβ)β∈Oq es una base de nq y Zq = U(nq). �

4.2. Algunos preliminares

4.2.1. Palabras de Lyndon y base PBW. Presentaremos a conti-

nuación el concepto de palabra de Lyndon y algunos resultados básicos de

Kharchenko y Rosso que nos proveerán una base PBW formada por produc-

tos ordenados de dichas palabras de B̃q. Gracias a la convexidad del orden

del conjunto de ráıces positivas ∆+
q , cada elemento generador de dicha ba-

se será un múltiplo constante no nulo de los generadores xβ de nuestra base

PBW obtenida a partir de los isomorfismos de Lusztig. Este cambio de base

nos facilitará los cálculos y no cambiará el resultado final buscado.

Consideramos (V, q) un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal de di-

mensión θ y fijamos una base X = {x1, . . . ,xθ} de V . Denotamos por X al

conjunto de palabras con letras en X; la palabra vaćıa es 1 y dada u ∈ X escri-

bimos `(u) para referirnos a su longitud. Consideraremos el orden lexicográfico

en X.

Definición 4.2.1. Un elemento u ∈ X− 1 se dice una palabra de Lyndon

si para toda descomposición u = vw, v, w ∈ X − 1 vale u < w. Denotaremos

por L al conjunto de palabras de Lyndon.

Ejemplo 4.2.2. 1. Toda elemento de X es una palabra de Lyndon.

2. Si X es el abecedario {a, b, . . . , z} entonces la palabra aaefagh es de

Lyndon pero abftaagh no lo es pues abftaagh > aagh.

Un teorema básico sobre estas palabras, atribuido al mismo Lyndon, esta-

blece que toda palabra u ∈ X admite una descomposición única como producto
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no creciente de palabras de Lyndon,

u = l1l2 . . . lr, li ∈ L, lr ≤ · · · ≤ l1.

Esta descomposición se llama descomposición de Lyndon de u y cada li ∈ L

letra de Lyndon de u.

Cada u ∈ L − X admite una descomposición u = u1u2, u1, u2 ∈ L tal

que u2 es el menor final propio de u entre todas las posibles descomposiciones

de esta forma. Ésta se llama descomposición de Shirshov de u y se puede ver

que toda palabra de Lyndon admite una descomposición de Shirshov, ver por

ejemplo [Kh].

Identificamos kX con T (V ) y recordamos la definición del conmutador tren-

zado entre dos elementos a, b ∈ T (V ), dada en (1.6),

[a, b]c = ab−m ◦ c(a⊗ b).

A partir de este conmutador definimos un endomorfismo lineal [−]c de T (V )

como sigue:

[u]c :=


u, si u = 1 o u ∈ X;

[[v]c, [w]c]c, si u ∈ L−X, u = vw su desc. de Shirshov;

[u1]c . . . [ut]c, si u ∈ X− L, u = u1 . . . ut su desc. de Lyndon.

Definición 4.2.3. La hiperletra correspondiente a l ∈ L es el elemento

[l]c. Una hiperpalabra es una palabra escrita en hiperletras. Una hiperpalabra

W se dice monótona si W = [u1]k1c . . . [ut]
kt
c con ut < · · · < u1.

Podemos considerar un orden diferente, llamado deg-lex order sobre el con-

junto de palabras X, ver [Kh, U]. Para cada par u, v ∈ X decimos que u � v si

`(u) < `(v) o `(u) = `(v) y u > v para el orden lexicográfico. Observemos que

este orden es total, su elemento maximal es 1 y es invariante por multiplicación

a izquierda y derecha.

Dado un ideal de Hopf I de T (V ) definimos

GI := {u ∈ X : u /∈ kX�u + I}.

Aśı, si u ∈ GI y u = vw, entonces v, w ∈ GI . Consideramos SI = GI ∩ L y

definimos hI : SI → {2, 3, . . . } ∪ {∞} dado por

hI(u) = mı́n{k ∈ N : uk ∈ kX�uk + I}.

Proposición 4.2.4. [Kh] El conjunto

{[u1]k1c . . . [um]kmc : m ∈ N0, u1 > · · · > um, ui ∈ SI , 0 < ki < hI(ui)}

es una base PBW de T (V )/I. �
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Nos referiremos a esta base como base PBW de Kharchenko de T (V )/I.

Corolario 4.2.5. [Kh] Una palabra u pertenece a GI si y sólo si la hiper-

palabra [u]c no es una combinación lineal, módulo I, de hiperpalabras mayores

[w]c, w � u cuyas hiperletras están en SI . �

Como ya hemos mencionado en la sección 2.1, el sistema generalizado de

ráıces positivas ∆+
q es el conjunto de los grados de los generadores de una base

PBW de Bq y no depende de la base PBW elegida.

Definición 4.2.6. [Ang4, 2.6] Dado un sistema de ráıces finito y un orden

total < sobre ∆+, decimos que el orden es convexo si para cada α, β ∈ ∆+ tal

que α < β y α + β ∈ ∆+ vale α < α + β < β. El orden se dice fuertemente

convexo si para cada subconjunto ordenado α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αk de elementos

de ∆+ tal que α =
∑

i αi ∈ ∆+ vale α1 < α < αk.

Una propiedad sumamente importante de las ráıces positivas de Bq es la

convexidad del orden β1 < β2 < · · · < βM , βi ∈ ∆+
q . (Impĺıcitamente hemos

utilizado esta propiedad durante los caṕıtulos 2 y 3).

Teorema 4.2.7. [Ang4, 2.11] Dado un orden sobre ∆+, son equivalentes:

el orden es convexo,

el orden es fuertemente convexo,

el orden está asociado a una expresión reducida del elemento de longitud

máxima, cf. (2.5). �

El siguiente teorema nos permitirá trabajar con la base PBW de Khar-

chenko lo que nos facilitará los cálculos de los coproductos en los ejemplos.

Teorema 4.2.8. [AY, 4.12] Sean (xβ)β∈∆+
q

elementos no nulos de Bq tales

que xβ ∈ (Bq)β y existe un orden β1 < · · · < βM de las ráıces tal que, para

cada k ∈ IM , los elementos xaMβM · · ·x
ak
βk

, 0 ≤ aj < Nβj determinan una base

de un subespacio Yk que es una subálgebra coideal de Bq. Entonces el orden de

las ráıces es convexo. Más aún, si (xβ)β∈∆+
q

denota el conjunto de generadores

PBW correspondientes al elemento de orden maximal de W, entonces existen

escalares no nulos cβ tales que xβ = cβxβ. �

Aśı, como los generadores de la base PBW de Kharchenko satisfacen las

hipótesis del teorema [Ang4, 2.14], cada uno de ellos es un múltiplo escalar

no nulo de los generadores de la base utilizada hasta ahora (obtenida a partir

de los isomorfismos de Lusztig).

El siguiente resultado nos será de gran utilidad al momento de calcular la

hiperpalabra [lβ]c asociada a una ráız β ∈ ∆+
q :
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Proposición 4.2.9. [Ang4, 2.17] Para cada β ∈ ∆+
q ,

lβ =

xαi , si β = αi, i ∈ I;

máx{lδ1lδ2 : δ1, δ2 ∈ ∆+
q , δ1 + δ2 = β, lδ1 < lδ2}, si β 6= αi, i ∈ I. �

Por ejemplo, tomemos β = 4α1 + 3α2. Entonces las posibles palabras

de Lyndon lβ asociadas a β seŕıan: l1l1l1l1l2l2l2, l1l1l1l2l1l2, l1l1l2l1l2l1l2 y

l1l1l2l1l1l2l2. Cada una de ellas la escribimos como lδ1lδ2 y nos quedamos con

la mayor, que en este caso es la tercera. Por lo que la palabra de Lyndon lβ es

lδ1lδ2 con δ1 = 3α1 + 2α2 y δ2 = α1 + α2.

Damos a continuación una lista de las hiperpalabras de Lyndon asociadas

a las ráıces β que aparecerán en los ejemplos:

Ráız Hiperpalabra Notación

αi xi xi
nα1 + α2 (adc x1)nx2 x1...12

α1 + 2α2 [xα1+α2 ,x2]c [x12, x2]c
3α1 + 2α2 [x2α1+α2 ,xα1+α2 ]c [x112, x12]c
4α1 + 3α2 [x3α1+2α2 ,xα1+α2 ]c [[x112, x12]c, x12]c
5α1 + 3α2 [x2α1+α2 ,x3α1+2α2 ]c [x112, [x112, x12]c]c

Además utilizaremos una notación similar para los elementos de Lq: por

ejemplo escribiremos y112,12 para referirnos al elemento de Lq que corresponde

a [x112, x12]c y y(112,12),12 al que corresponde a [[x112, x12]c, x12]c.

4.2.2. Álgebras de Lie de rango pequeño. En los ejemplos en los que

trabajaremos aparecerán las álgebras de Lie simples de rango menor o igual

a dos. En la siguiente tabla se detalla, para cada una de ellas, la respectiva

matriz de Cartan asociada y el conjunto de ráıces positivas ∆+ en término de

las ráıces simples δ1 y δ2. Recordar que B2 ' C2 y que D2 no es simple ya que

es isomorfa a dos copias de A1.
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Nombre Matriz ∆+

A1 (2) {δ1}

A2

(
2 −1

−1 2

)
{δ1, δ1 + δ2, δ2}

B2

(
2 −1

−2 2

)
{δ1, δ1 + δ2, 2δ1 + δ2, δ2}

C2

(
2 −2

−1 2

)
{δ1, δ1 + δ2, δ1 + 2δ2, δ2}

G2

(
2 −3

−1 2

)
{δ1, δ1 + δ2, 2δ1 + δ2, 3δ1 + δ2, 3δ1 + 2δ2, δ2}

El siguiente teorema nos presenta a las álgebras de Lie semisimples por

generadores y relaciones, el mismo se debe a Serre y nos será de gran utilidad

en lo que resta del caṕıtulo.

Teorema 4.2.10 (Serre). Sea A = (aij)i,j∈I una matriz de Cartan. Enton-

ces existe una única, salvo isomorfismo, álgebra de Lie semisimple compleja

g (cuya matriz de Cartan es equivalente a A), tal que g está definida por un

conjunto de 3θ generadores {ei, fi, hi}i∈I y relaciones

[hi, hj] = 0, [ei, fj] = δijhi,

[hi, ej] = aijej, [hi, fj] = −aijfj,

(ad ei)
−aij+1ej = 0, (ad fi)

−aij+1fj = 0. �

Es bien sabido que toda álgebra de Lie g admite una descomposición trian-

gular g ' g+ ⊗ h ⊗ g− donde g+ es la subálgebra generada por los ei, g
− la

subálgebra generada por los fi y h la subálgebra de Cartan de g generada por

los hi, i ∈ I. A lo largo de este caṕıtulo escribiremos U(g+) para referirnos al

álgebra envolvente de la parte positiva del álgebra de Lie g. Haciendo un abuso

de notación escribiremos por ejemplo U(A+
2 ) en el caso que g ' A2.

Enunciamos además el teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt que nos da una

base PBW del álgebra universal envolvente.

Teorema 4.2.11. Sea g un álgebra de Lie compleja y {Xi}i∈A una base

de g. Fijamos un orden simple (es decir un orden parcial donde todo par de

elementos son comparables) del conjunto de ı́ndices A. Entonces el conjunto de

todos los monomios ι(Xi1)
j1 · · · ι(Xik)

jk con i1 < · · · < ik y jr ≥ 0 es una base

de U(g). En particular la inclusión canónica ι : g→ U(g) es inyectiva. �
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4.2.3. Sistemas de ráıces finito de rango 2. Para una presentación

ordenada de los ejemplos de este caṕıtulo seguiremos la clasificación de Hecken-

berger de los sistemas de ráıces finitos de álgebras de Nichols de tipo digonal,

[H2].

En primer lugar introduciremos la noción de diagrama de Dynkin genera-

lizado asociado a q. Dada una matriz q = (qij)i,j∈I, consideramos el grafo de θ

vértices, cada uno de ellos etiquetado con el correspondiente qii, y con arista

entre el vértice i y el j si qijqji 6= 1 etiquetada con dicho escalar.

Ejemplo 4.2.12. Si consideramos la matriz q dada por

q11 = −1, q22 = q33 = q, q12q21 = q23q32 = q−1, q13q31 = 1.

Entonces, el correspondiente diagrama generalizado de Dynkin es

h h h−1 q−1 q q−1 q
.

En Cuadro 1 damos la lista completa de los diagramas conexos de rango 2

dada por Heckenberger en [H2]. En la última columna incluimos los resultados

obtenidos en la siguiente sección, es decir escribimos el álgebra de Lie g tal que

nq ' g+. En la penúltima columna mencionamos el tipo al que corresponde la

trenza q según [AA2].

Utilizamos la notación Gn para referirnos a las ráıces n-ésimas de la unidad

y G′n ⊂ Gn para las primitivas.

4.3. Rango 2

En esta sección probaremos el siguiente resultado:

Teorema 4.3.1. Sea q ∈ k2×2 tal que Bq es de dimensión finita. Entonces

nq es 0 o isomorfa a g+, donde g+ es la parte positiva del álgebra de Lie semi-

simple de dimensión finita g que aparece en la última columna del Cuadro 1.

Recordar que asumimos una hipótesis extra sobre la matriz q: si α, β ∈ Oq,

entonces q
Nβ
αβ = q

Nβ
βα = 1, donde, como siempre Nβ es el orden de qββ. Aśı, en

Lq tenemos

[y
(Nβ)

β , y(Nα)
α ]c = y

(Nβ)

β y(Nα)
α − qNαNββα y

(Nβ)

β y(Nα)
α

= y
(Nβ)

β y(Nα)
α − y(Nβ)

β y(Nα)
α = [y

(Nβ)

β , y(Nα)
α ].

Para probar el Teorema 4.3.1 utilizaremos los siguientes hechos:

Zq es una subálgebra de Hopf de B̃q;
∆ es un morfismo graduado;

Zq está generada por {ξβ|x
Nβ
β ∈ P(B̃q)}.
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Fila Diagrama de Dynkin Parámetro Tipo de Bq nq ' g+

1 e eq q−1 q q 6= 1 Cartan A A2

2 e eq q−1 −1 e e−1 q −1 q 6= ±1 Súper A A1

3 e eq q−2 q2 q 6= ±1 Cartan B B2

4 e eq q−2 −1 e e−q−1
q2 −1 q /∈ G4 Súper B A1 ⊕ A1

5 e eζ q−1 q e eζ ζ−1qζq
−1

ζ ∈ G3 63 q br(2, a) A1 ⊕ A1

6 e eζ −ζ −1 e eζ−1
−ζ−1−1 ζ ∈ G′3 Estándar B 0

7 e e−ζ−2
−ζ3−ζ

2 e e−ζ−2
ζ−1 −1 e e−ζ2 −ζ −1 ζ ∈ G′12 ufo(7) 0

e e−ζ3 ζ −1 e e−ζ3−ζ−1−1

8 e e−ζ2 ζ −ζ
2 e e−ζ2 ζ3 −1 e e−ζ−1

−ζ3 −1 ζ ∈ G′12 ufo(8) A1

9 e e−ζ ζ−2 ζ3 e eζ3 ζ−1 −1 e e−ζ2 ζ −1 ζ ∈ G′9 brj(2; 3) A1 ⊕ A1

10 e eq q−3 q3 q /∈ G2 ∪G3 Cartan G2 G2

11 e eζ2 ζ ζ−1 e eζ2 −ζ−1−1 e eζ −ζ −1 ζ ∈ G′8 Estándar G2 A1 ⊕ A1

12 e eζ6 −ζ−1−ζ−4 e eζ6 ζ ζ−1

ζ ∈ G′24 ufo(9) A1 ⊕ A1

e e−ζ−4
ζ5 −1 e eζ ζ−5 −1

13 e eζ ζ2 −1 e e−ζ−2
ζ−2 −1 ζ ∈ G′5 brj(2; 5) B2

14 e eζ ζ−3 −1 e e−ζ−ζ−3−1 ζ ∈ G′20 ufo(10) A1 ⊕ A1

e e−ζ−2
ζ3 −1 e e−ζ−2

−ζ3 −1

15 e e−ζ−ζ−3 ζ5 e eζ3 −ζ4−ζ
−4

ζ ∈ G′15 ufo(11) A1 ⊕ A1

e eζ5 −ζ−2−1 e eζ3 −ζ2 −1

16 e e−ζ−ζ−3−1 e e−ζ−2
−ζ3 −1 ζ ∈ G′7 ufo(12) G2

Cuadro 1. Diagramas conexos de rango 2

Aśı, si |Oq| ≤ 2, los elementos ξβ, β ∈ Oq generan Zq y por lo tanto nq ' g+

con g de tipo A1 o A1 ⊕ A1. Si |Oq| > 2, calcularemos los coproductos de

los x
Nβ
β en B̃q, β ∈ Oq y en todos los casos obtendremos sólo dos elementos

primitivos, digamos x
Nβ1
β1

y x
Nβ2
β2

. Luego, Zq está generada por ξβ1 y ξβ2 . En

estos caso, utilizando la dualidad entre el producto de Zq y el coproducto de
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Zq, comprobaremos que

(ad ξβi)
1−aijξβj = 0, 1 ≤ i 6= j ≤ 2.(4.4)

Para probar (4.4), bastará observar que en nq la componente homogénea de

grado Nβi(1 − aij)βi + Nβjβj es trivial. Por lo tanto, (4.4) implica que existe

un epimorfismo de álgebras de Hopf F : U(g+)� Zq tal que ei 7→ ξβi . Como la

restricción g+ ∗→ nq es un isomorfismo puesto que en cada caso ∗ es suryectivo

y dim g+ = dim nq = |Oq|, entonces F es un isomorfismo.

Referimos a [Ang1, AAY, Ang3] para la presentación, sistema de ráıces

y ráıces de Cartan de las trenzas q de tipo standard, súper y de tipo no iden-

tificado respectivamente.

Como hemos hecho hasta el momento, denotaremos por ξβ al elemento de

Zq que es la imagen por ι∗ del elemento y
(Nβ)

β ∈ Lq. Aśı, denotaremos por

ejemplo por ξ112 al elemento de Zq que es imagen del elemento y
(N)
112 de Lq.

4.3.1. Prueba del Teorema 4.3.1.

Fila 1. El diagrama e eq q−1 q con q 6= 1 una ráız de la unidad de orden

N corresponde a una trenza Cartan de tipo A con ráıces positivas

∆+
q = {α1, α1 + α2, α2}.

En este caso todas las ráıces son de Cartan con Nβ = N , β ∈ Oq = ∆+
q y

qN12 = qN21 = 1. Los elementos x1, x2 ∈ B̃q son primitivos y

∆(x12) = x12 ⊗ 1 + 1⊗ x12 + (1− q−1)x1 ⊗ x2.

Por lo tanto los coproductos de los elementos xN1 , x
N
12, x

N
2 ∈ B̃q son:

∆(xN1 ) = xN1 ⊗ 1 + 1⊗ xN1 ; ∆(xN2 ) = xN2 ⊗ 1 + 1⊗ xN2 ;

∆(xN12) = xN12 ⊗ 1 + 1⊗ xN12 + (1− q−1)Nq
N(N−1)

2
21 xN1 ⊗ xN2 .

Luego, utilizando la dualidad entre el producto de Zq y el coproducto de Zq,

tenemos

[ξ2, ξ1] = (1− q−1)Nq
N(N−1)

2
21 ξ12;

[ξ2, ξ12] = [ξ1, ξ12] = 0.

Definimos entonces el morfismo de álgebras F : U(A+
2 )→ Zq dado por

e1 7→ ξ1, e2 7→ ξ2.

Además, F(ad e1(e2)) = (1− q−1)Nq
N(N−1)

2
21 ξ12. Entonces, dicho morfismo env́ıa

el elemento er1e
s
δ1+δ2

et2, r, s, t ∈ N0, a c ξrα1
ξsα1+α2

ξtα2
con c 6= 0 y por lo tanto

aplica una base en una base, aśı Zq ' U(A+
2 ).
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Fila 2. Los diagramas de la segunda fila corresponden a una trenza súper

de tipo A con ráıces positivas

∆+
q = {α1, α1 + α2, α2}.

En el primer caso tenemos el diagrama e eq q−1 −1 con q una ráız de la

unidad de orden N > 2.

En este caso la única ráız de Cartan es α1 y Nα1 = N . El elemento xN1 ∈
B̃q es primitivo y Zq está generada por ξ1. Definimos entonces el morfismo

de álgebras F : U(A+
1 ) → Zq dado por e1 7→ ξ1. Claramente es biyectivo y

aśı Zq ' U(A+
1 ).

En el segundo caso, el diagrama e e−1 q −1 con q una ráız de la unidad

de orden N > 2, también tiene una única ráız de Cartan, α1 +α2. El elemento

xN12 ∈ B̃q es primitivo y Zq está generada por ξ12. Entonces Zq ' U(A+
1 ).

Fila 3. El diagrama e eq q−2 q2 con q 6= 1 una ráız de la unidad de orden

N corresponde a una trenza Cartan de tipo B con ráıces positivas

∆+
q = {α1, 2α1 + α2, α1 + α2, α2}.

En este caso todas las ráıces son de Cartan y qN21 = 1. Los coproductos de los

generadores en B̃q son:

∆(x1) =x1 ⊗ 1 + 1⊗ x1; ∆(x2) = x2 ⊗ 1 + 1⊗ x2;

∆(x12) =x12 ⊗ 1 + 1⊗ x12 + (1− q−2)x1 ⊗ x2;

∆(x112) =x112 ⊗ 1 + 1⊗ x112 + (1− q−1)(1− q−2)x2
1 ⊗ x2

+ q(1− q−2)x1 ⊗ x12.

Dividiremos el estudio de estas álgebras dependiendo de la paridad de N .

CASO 1: Si N es impar, entonces Nβ = N para toda ráız β.

Los coproductos de los elementos xN1 , x
N
12, x

N
112, x

N
2 ∈ B̃q son:

∆(xN1 ) =xN1 ⊗ 1 + 1⊗ xN1 ; ∆(xN2 ) = xN2 ⊗ 1 + 1⊗ xN2 ;

∆(xN12) =xN12 ⊗ 1 + 1⊗ xN12 + (1− q−2)NxN1 ⊗ xN2 ;

∆(xN112) =xN112 ⊗ 1 + 1⊗ xN112 + (1− q−1)N(1− q−2)Nx2N
1 ⊗ xN2

+ C xN1 ⊗ xN12;
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donde C es un escalar no nulo. Por lo tanto, en Zq tenemos

[ξ1, ξ2] = (1− q−2)Nξ12;

[ξ12, ξ1] = C ξ112;

[ξ1, ξ2] = (1− q−1)N(1− q−2)Nξ112 + (1− q−2)Nξ1ξ12;

[ξ1, ξ112] = [ξ2, ξ12] = 0.

Definimos entonces el morfismo de álgebras F : U(B+
2 )→ Zq dado por

e1 7→ ξ1, e2 7→ ξ2.

Las relaciones en U(B+
2 ) implican que C = 2(1 − q−1)N(1 − q−2)N . Dicho

morfismo env́ıa er1e
s
δ1+δ2

et2δ1+δ2
eu2 a c ξr1ξ

s
α1+α2

ξt2α1+α2
ξuα2

con c 6= 0 y por lo tanto

aplica una base en una base, aśı Zq ' U(B+
2 ).

CASO 2: Si N = 2M > 2, entonces Nα1 = Nα1+α2 = N y N2α1+α2 = Nα2 =

M . Los coproductos de los elementos xN1 , x
N
12, x

M
112, x

M
2 ∈ B̃q son:

∆(xN1 ) =xN1 ⊗ 1 + 1⊗ xN1 ; ∆(xM2 ) = xM2 ⊗ 1 + 1⊗ xM2 ;

∆(xN12) =xN12 ⊗ 1 + 1⊗ xN12 + (1− q−2)Nq
M(N−1)
21 xN1 ⊗ x2M

2

+ (1− q−2)MqM
2

21 x
M
112 ⊗ xM2 ;

∆(xM112) =xM112 ⊗ 1 + 1⊗ xM112 + (1− q−1)M(1− q−2)Mq
M(M−1)
21 xN1 ⊗ xM2 .

Por lo tanto, en Zq tenemos

[ξ2, ξ1] = (1− q−1)M(1− q−2)Mq
M(M−1)
21 ξ112;

[ξ112, ξ2] = (1− q−2)MqM
2

21 ξ12;

[ξ1, ξ112] = [ξ2, ξ12] = 0.

Definimos entonces el morfismo de álgebras F : U(C+
2 )→ Zq dado por

e1 7→ ξ1, e2 7→ ξ2.

Dicho morfismo env́ıa er1e
s
δ1+δ2

etδ1+2δ2
eu2 a c ξrα1

ξsα1+α2
ξt2α1+α2

ξuα2
con c 6= 0 y por

lo tanto aplica una base en una base, aśı Zq ' U(C+
2 ).

Fila 4. Los diagramas de esta fila corresponden a una trenza súper de tipo

B con ráıces positivas

∆+
q = {α1, 2α1 + α2, α1 + α2, α2}.

En el diagrama e eq q−2 −1 con q 6= 1 una ráız de la unidad de orden

N 6= 4, las ráıces de Cartan son α1 con Nα1 = N y α1 + α2 con Nα1+α2 = M

donde M es N si N es impar y N
2

si N es par. Los elementos xN1 , x
M
12 ∈ B̃q son
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primitivos. Luego, en Zq tenemos [ξ12, ξ1] = 0. Definimos entonces el morfismo

de álgebras F : U((A1 ⊕ A1)+)→ Zq dado por

e1 7→ ξ1, e2 7→ ξ12.

Dicho morfismo es biyectivo, aśı Zq ' U((A1 ⊕ A1)+).

Consideramos el diagrama e e−q−1
q2 −1 con q 6= 1 una ráız de la unidad

de orden N 6= 4. Las ráıces de Cartan son α1 con Nα1 = M y α1 + α2 con

Nα1+α2 = N . Los elementos xM1 , x
N
12 ∈ B̃q son primitivos. Luego, en Zq tenemos

[ξ12, ξ1] = 0. Definimos entonces el morfismo de álgebras F : U((A1 ⊕A1)+)→
Zq dado por

e1 7→ ξ1, e2 7→ ξ12.

Resulta Zq ' U((A1 ⊕ A1)+).

Fila 5. El diagrama e eζ q−1 q con q 6= 1 una ráız de la unidad de orden

N 6= 3 y ζ una ráız de orden 3 corresponde a una trenza estándar de tipo B

con ráıces positivas

∆+
q = {α1, 2α1 + α2, α1 + α2, α2}.

En este caso las ráıces de Cartan son 2α1 + α2, con N2α1+α2 = M donde M

es igual a N si N es múltiplo de 3 y 3N si no lo es; y α2 con Nα2 = N . Los

elementos xM112, x
N
2 ∈ B̃q son primitivos. Luego, en Zq tenemos [ξ112, ξ2] = 0.

Definimos entonces el morfismo de álgebras F : U((A1 ⊕A1)+)→ Zq dado por

e1 7→ ξ112, e2 7→ ξ2.

Dicho morfismo env́ıa el elemento er1e
s
2 a c ξr2α1+α2

ξsα2
con c 6= 0 y por lo tanto

aplica una base en una base, aśı Zq ' U((A1 ⊕ A1)+).

De manera similar procedemos con el segundo diagrama de la fila. Las

ráıces de Cartan correspondientes al diagrama f fζ qζ−1 ζq−1

son α2 y 2α1 +α2.

En este caso también obtenemos Zq ' U((A1 ⊕ A1)+).

Fila 6. Los diagramas e eζ −ζ −1 y e eζ−1
−ζ−1−1 con ζ una ráız de orden 3

corresponden a una trenza estándar de tipo B con ráıces positivas

∆+
q = {α1, 2α1 + α2, α1 + α2, α2}.

En estos casos ninguna ráız es de Cartan por lo que, tanto Zq como Zq, son

triviales.

Fila 7. El diagrama e e−ζ−2
−ζ3−ζ

2

con ζ una ráız primitiva de orden 12

corresponde a una trenza de tipo no identificado con ráıces positivas

∆+
q = {α1, 2α1 + α2, α1 + α2, α1 + 2α2, α2}.
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En este caso ninguna ráız es de Cartan por lo que tanto Zq como Zq son

triviales.

Lo mismo ocurre con el resto de los diagramas de la fila 7, aunque los

conjuntos de ráıces positivas son distintos, en ninguno de los casos existen

ráıces de Cartan por lo que todos los Zq son triviales.

Fila 8. Los diagramas de esta fila, con ζ una ráız primitiva de orden 12,

corresponden a trenzas de tipo no identificado. El diagrama e e−ζ2 ζ −ζ
2

tiene

ráıces positivas

∆+
q = {α1, 2α1 + α2, α1 + α2, α1 + 2α2, α2}.

En este caso la única ráız de Cartan es α1 +α2, con Nα1+α2 = 12. El elemento

x12
12 ∈ B̃q es primitivo por ser Zq subálgebra de Hopf. Definimos entonces el

morfismo de álgebras F : U(A+
1 ) → Zq dado por e1 7→ ξ12. Claramente es

biyectivo y aśı Zq ' U(A+
1 ).

Los conjuntos de ráıces positivas correspondiente a los diagramas e e−ζ2 ζ3 −1

y e e−ζ−1
−ζ3 −1 son

{α1, 2α1 + α2, 3α1 + 2α2, α1 + α2, α2} y

{α1, 3α1 + α2, 2α1 + α2, α1 + α2, α2}

respectivamente. Ambos tienen sólo una ráız de Cartan por lo que también

obtenemos Zq ' U(A+
1 ).

Fila 9. El diagrama e e−ζ ζ7 ζ3 con ζ ∈ G′9 corresponde a una trenza de

tipo no identificado con ráıces positivas

∆+
q = {α1, 2α1 + α2, 3α1 + 2α2, α1 + α2, α1 + 2α2, α2}.

En este caso las ráıces de Cartan son α1 y α1 + α2 con Nα1 = Nα1+α2 = 18.

Los elementos x18
1 , x

18
12 ∈ B̃q son primitivos por ser Zq subálgebra de Hopf.

Luego, en Zq tenemos [ξ12, ξ1] = 0. Definimos entonces el morfismo de álgebras

F : U((A1 ⊕ A1)+)→ Zq dado por

e1 7→ ξ1, e2 7→ ξ12.

Este morfismo env́ıa el elemento er1e
s
2 a c ξrα1

ξsα1+α2
con c 6= 0 y por lo tanto

aplica una base en una base, aśı Zq ' U((A1 ⊕ A1)+).

Al mismo resultado llegamos si consideramos los diagramas e eζ3 ζ8 −1 y

e e−ζ2 ζ −1 con conjuntos de ráıces positivas

{α1, 2α1 + α2, 3α1 + 2α2, 4α1 + 3α2, α1 + α2, α2} y

{α1, 4α1 + α2, 3α1 + α2, 2α1 + α2, α1 + α2, α2};
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y ráıces de Cartan α1 + α2, 2α1 + α2 y α1, 2α1 + α2 respectivamente.

Fila 10. El diagrama e eq q−3 q3 con q 6= 1 una ráız de la unidad de orden

N corresponde a una trenza Cartan de tipo G2 con ráıces positivas

∆+
q = {α1, α1 + α2, 2α1 + α2, 3α1 + α2, 3α1 + 2α2, α2}.

En este caso todas las ráıces son de Cartan.

Los coproductos de los generadores de la base son:

∆(x1) = x1 ⊗ 1 + 1⊗ x1; ∆(x2) = x2 ⊗ 1 + 1⊗ x2;

∆(x12) = x12 ⊗ 1 + 1⊗ x12 + (1− q−3)x1 ⊗ x2;

∆(x112) = x112 ⊗ 1 + 1⊗ x112 + (1 + q)(1− q−2)x1 ⊗ x12

+ (1− q−2)(1− q−3)x2
1 ⊗ x2;

∆(x1112) = x1112 ⊗ 1 + 1⊗ x1112 + (1− q−1)(1 + q + q2)x1 ⊗ x112

+ (1− q−2)(1− q−1)(1 + q + q2)x2
1 ⊗ x12

+ (1− q−3)(1− q−2)(1− q−1)x3
1 ⊗ x2;

∆([x112, x12]c) = [x112, x12]c ⊗ 1 + 1⊗ [x112, x12]c + (q − q−1)x112 ⊗ x12

+ (1− q−3)(1 + q)(1− q−1 + q)x112x1 ⊗ x2

− qq21(1− q−3)(1 + q − q2)x1112 ⊗ x2 + q2q21(1− q−3)x1 ⊗ [x112, x2]c

+ (q2 − q−1)(1− q−3)(1− q−2)x2
1 ⊗ x2x12

+ q21(1− q−3)2(1− q−2)(1− q−1)x3
1 ⊗ x2

2.

Dividiremos el estudio de estas álgebras dependiendo si N es múltiplo de

3 o no.

CASO 1: Si N no es múltiplo de 3, entonces Nβ = N para toda ráız β.

Los coproductos de los elementos xN1 , x
N
12, x

N
112, x

N
1112, [x112, x12]Nc , x

N
2 ∈ B̃q

son los siguientes:

∆(xN1 ) = xN1 ⊗ 1 + 1⊗ xN1 ; ∆(xN2 ) = xN2 ⊗ 1 + 1⊗ xN2 ;

∆(xN12) = xN12 ⊗ 1 + 1⊗ xN12 + a1 x
N
1 ⊗ xN2 ;

∆(xN112) = xN112 ⊗ 1 + 1⊗ xN112 + a2 x
N
1 ⊗ xN12 + a3 x

2N
1 ⊗ xN2 ;

∆(xN1112) = xN1112 ⊗ 1 + 1⊗ xN1112 + a4 x
N
1 ⊗ xN112 + a5 x

2N
1 ⊗ xN12

+ a6 x
3N
1 ⊗ xN2 ;

∆([x112, x12]Nc ) = [x112, x12]Nc ⊗ 1 + 1⊗ [x112, x12]Nc + a7 x
N
112 ⊗ xN12

+ a8 x
N
1112 ⊗ xN2 + a9 x

N
1 ⊗ x2N

12 + a10 x
2N
1 ⊗ xN2 xN12

+ a11 x
N
112x

N
1 ⊗ xN2 + a12 x

3N
1 ⊗ x2N

2 ;
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con ai ∈ k. Como a1 = (1 − q−3)Nq
N(N−1)

2
21 , a3 = (1 − q−2)N(1 − q−3)N , a6 =

(1−q−1)N(1−q−2)N(1−q−3)Nq
3N(N−1)

2
21 y a12 = (1−q−1)N(1−q−2)N(1−q−3)2N

son no nulos, entonces ξ1 y ξ2 generan Zq.

Por la dualidad entre Zq y Zq tenemos

[ξ2, ξ1] = a1 ξ12; [ξ12, ξ1] = a2 ξ112;

[ξ112, ξ1] = a4 ξ1112; [ξ1, ξ1112] = [ξ2, ξ12] = 0.

Definimos entonces el morfismo de álgebras F : U(G+
2 )→ Zq dado por

e1 7→ ξ1, e2 7→ ξ2.

Dicho morfismo env́ıa eaδ1+bδ2 a ca,b ξaα1+bα2 con ca,b 6= 0 y por lo tanto aplica

una base en una base, aśı Zq ' U(G+
2 ).

CASO 2: Si N = 3M > 3, entonces Nα1 = Nα1+α2 = N2α1+α2 = N y

N3α1+α2 = N3α1+2α2 = Nα2 = M .

Los coproductos de los elementos xN1 , x
N
12, x

N
112, x

M
1112, [x112, x12]Mc , x

M
2 ∈ B̃q

son:

∆(xN1 ) = xN1 ⊗ 1 + 1⊗ xN1 ; ∆(xM2 ) = xM2 ⊗ 1 + 1⊗ xM2 ;

∆(xN12) = xN12 ⊗ 1 + 1⊗ xN12 + b1 [x112, x12]Mc ⊗ xM2

+ b2 x
M
1112 ⊗ x2M

2 + (1− q−3)Nq
N(N−1)

2
21 xN1 ⊗ x3M

2 ;

∆(xN112) = xN112 ⊗ 1 + 1⊗ xN112 + b3 x
N
1 ⊗ xN12 + b4 x

M
1112 ⊗ [x112, x12]Mc

+ (1− q−2)N(1− q−3)Nx2N
1 ⊗ x3M

2 + b5 x
2M
1112 ⊗ xM2

+ b6 x
M
1112x

N
1 ⊗ x2M

2 + b7 x
N
1 ⊗ xM2 [x112, x12]Mc ;

∆(xM1112) = xM1112 ⊗ 1 + 1⊗ xM1112 + b8 x
N
1 ⊗ xM2 ;

∆([x112, x12]Mc ) = [x112, x12]Mc ⊗ 1 + 1⊗ [x112, x12]Mc

+ b9 x
N
1 ⊗ x2M

2 + b10 x
M
1112 ⊗ xM2 ;

con bi ∈ k. Como

b8 = (1− q−3)M(1− q−2)M(1− q−1)Mq
N(M−1)

2
21 6= 0,

b9 = (1− q−3)2M(1− q−2)M(1− q−1)MqM21 6= 0.

Entonces ξ1 y ξ2 generan Zq. Además, en Zq tenemos

[ξ2, ξ1] = b7 ξ1112;

[ξ2, ξ1112] = b9 ξ112,12;

[ξ2, ξ112,12] = (1− q−3)Mq
N(M−1)

2
21 ξ12;

[ξ1, ξ1112] = [ξ2, ξ12] = 0.
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Definimos entonces el epimorfismo de álgebras F : U(G+
2 )→ Zq dado por

e2 7→ ξ1, e1 7→ ξ2.

Dicho morfismo env́ıa una base en una base y por lo tanto Zq ' U(G+
2 ). Notar

que a partir de este isomorfismo podemos calcular el resto de las constantes bi.

Fila 11. Los diagramas de esta fila, con ζ una ráız primitiva de orden 8

corresponden a una trenza estándar de tipo G2 con ráıces positivas

∆+
q = {α1, 3α1 + α2, 2α1 + α2, 3α1 + 2α2, α1 + α2, α2}.

En el caso del diagrama e eζ2 ζ ζ−1

las ráıces de Cartan son 2α1 +α2 y α2 con

N2α1+α2 = Nα2 = 8. Los elementos x8
112, x

8
2 ∈ B̃q son primitivos. Luego, en Zq

tenemos [ξ2, ξ112] = 0. El morfismo de álgebras F : U((A1 ⊕ A1)+) → Zq dado

por

e1 7→ ξ112, e2 7→ ξ2.

es biyectivo y por lo tanto Zq ' U((A1 ⊕A1)+). Lo mismo sucede con el resto

de los diagramas de la fila.

Fila 12. El diagrama e eζ6 ζ11 ζ8 con ζ una ráız primitiva de orden 24

corresponde a una trenza de tipo no identificado con ráıces positivas

∆+
q = {α1, 3α1 + α2, 2α1 + α2, 3α1 + 2α2, 4α1 + 3α2, α1 + α2, α1 + 2α2, α2}.

En este caso las ráıces de Cartan son α1+α2 y 3α1+α2 con Nα1+α2 = N3α1+α2 =

24. Los elementos x24
12, x

24
1112 ∈ B̃q son primitivos por ser Z+

q subálgebra de

Hopf. Luego, en Zq tenemos [ξ12, ξ1112] = 0. Definimos entonces el morfismo de

álgebras F : U((A1 ⊕ A1)+)→ Zq dado por

e1 7→ ξ1112, e2 7→ ξ12.

Este morfismo env́ıa el elemento er1e
s
2 a c ξr3α1+α2

ξsα1+α2
con c 6= 0 y por lo tanto

aplica una base en una base, aśı Zq ' U((A1 ⊕ A1)+).

Por su parte, los diagramas e eζ6 ζ ζ−1

, e eζ8 ζ5 −1 y e eζ ζ19 −1 tienen

conjuntos de ráıces positivas

{α1, α1 + α2, 2α1 + α2, 3α1 + α2, 3α1 + 2α2, 5α1 + 2α2, 5α1 + 3α2, α2};

{α1, α1 + α2, 2α1 + α2, 3α1 + 2α2, 4α1 + 3α2, 5α1 + 3α2, 5α1 + 4α2, α2} y

{α1, α1 + α2, 2α1 + α2, 3α1 + α2, 4α1 + α2, 5α1 + α2, 5α1 + 2α2, α2}.

Sus ráıces de Cartan son 2α1 + α2 y α2; α1 + α2 y 5α1 + 3α2 y α1 y 5α1 +

2α2 respectivamente. En todos los casos obtenemos un isomorfismo entre Zq y

U((A1 ⊕ A1)+).
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Fila 13. Los diagramas de esta fila corresponden a una trenza de tipo no

identificado relacionada a la súper álgebra de Lie brj(2, 5) en un cuerpo de

caracteŕıstica 5. Ver [Ang5, §5.2], en especial la Observación 5.5.

El diagrama e eζ ζ2 −1 con ζ una ráız primitiva de orden 5 tiene ráıces

positivas

∆+
q = {α1, 3α1 + α2, 2α1 + α2, 5α1 + 3α2, 3α1 + 2α2, 4α1 + 3α2, α1 + α2, α2}.

En este caso las ráıces de Cartan son α1, α1 + α2, 2α1 + α2 y 3α1 + α2 con

Nα1 = N3α1+2α2 = 5 y Nα1+α2 = N2α1+α2 = 10. Pedimos además q5
21 = 1.

Los coproductos de los elementos x1, x12, x112 y [x112, x12]c son:

∆(x1) = x1 ⊗ 1 + 1⊗ x1;

∆(x12) = x12 ⊗ 1 + 1⊗ x12 + (1− ζ2)x1 ⊗ x2;

∆(x112) = x112 ⊗ 1 + 1⊗ x112 + (1 + ζ)(1− ζ3)x1 ⊗ x12

+ (1− ζ2)(1− ζ3)x2
1 ⊗ x2;

∆([x112, x12]c) = [x112, x12]c ⊗ 1 + 1⊗ [x112, x12]c

− ζ3(1− ζ3)(1 + ζ)2 x1 ⊗ x2
12 − ζq21 x1x112 ⊗ x2

+ (1 + q21 + ζ3q21)x112x1 ⊗ x2 + ζ(1− ζ2)x1x12x1 ⊗ x2

+ (1− ζ2)(1− ζ3)2 x2
1 ⊗ x2x12.

Luego, los coproductos de los elementos x5
1, x

10
12, x

10
112, [x112, x12]5c ,∈ B̃q son

∆(x5
1) = x5

1 ⊗ 1 + 1⊗ x5
1; ∆(x10

12) = x10
12 ⊗ 1 + 1⊗ x10

12;

∆(x10
112) = x10

112 ⊗ 1 + 1⊗ x10
112 + a1 x

10
1 ⊗ x10

12

+ a2 x
5
1 ⊗ [x112, x12]5c ;

∆([x112, x12]5c) = [x112, x12]5c ⊗ 1 + 1⊗ [x112, x12]5c + a3 x
5
1 ⊗ x10

12.

Para escalares ai ∈ k. Por lo tanto, en Zq tenemos

[ξ12, ξ1] = a3ξ112,12;

[ξ112,12, ξ1] = a2ξ112;

[ξ1, ξ112,12] = [ξ12, ξ112] = 0.

Como

a1 =− (1− ζ3)5(1 + ζ)5(1 + 62ζ − 15ζ2 − 87ζ3 + 70ζ4) 6= 0;

a3 =− (1− ζ3)5(1 + ζ)8(4− 8ζ − 19ζ2 − 3ζ3 − 50ζ4) 6= 0,

los elementos x10
112, [x112, x12]5c no son primitivos, por lo que ξ1, ξ12 generan Zq.

Definimos entonces el morfismo de álgebras F : U(B+
2 )→ Zq dado por

e1 7→ ξ1, e2 7→ ξ12.
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Dicho morfismo aplica una base en una base, aśı Zq ' U(B+
2 ).

El diagrama e e−ζ3 ζ3 −1 ζ ∈ G′5 tiene ráıces positivas

∆+
q = {α1, 4α1 + α2, 3α1 + α2, 5α1 + 2α2, 2α1 + α2, 3α1 + 2α2, α1 + α2, α2}.

En este caso las ráıces de Cartan son α1, 3α1 + α2, 2α1 + α2 y α1 + α2 con

Nα1 = Nα1+α2 = 10 y N3α1+α2 = Nα1+α2 = 5. Pedimos además q10
21 = 1.

Los coproductos de los generadores asociados a ráıces de Cartan son:

∆(x1) = x1 ⊗ 1 + 1⊗ x1;

∆(x12) = x12 ⊗ 1 + 1⊗ x12 + (1− ζ3)x1 ⊗ x2;

∆(x112) = x112 ⊗ 1 + 1⊗ x112 + (1 + ζ)(1− ζ3)x1 ⊗ x12

+ (1 + ζ2)(1− ζ3)x2
1 ⊗ x2;

∆(x1112) = x1112 ⊗ 1 + 1⊗ x1112 + (1 + ζ − ζ3)(1− ζ4)x1 ⊗ x112

+ (1 + ζ)(1 + ζ − ζ3)(1− ζ4)x2
1 ⊗ x12 + (1 + ζ)(1− ζ3)(1− ζ4)x3

1 ⊗ x2.

Luego, los coproductos de las potencias correspondientes son

∆(x10
1 ) = x10

1 ⊗ 1 + 1⊗ x10
1 ; ∆(x5

12) = x5
12 ⊗ 1 + 1⊗ x5

12;

∆(x10
112) = x10

112 ⊗ 1 + 1⊗ x10
112 − (1 + ζ)5(1− ζ3)5x5

1112 ⊗ x5
12

+ (1 + ζ)10(1− ζ3)10 x10
1 ⊗ x10

12;

∆(x5
1112) = x5

1112 ⊗ 1 + 1⊗ x5
1112 + (1 + ζ)10(1− ζ3)5x10

1 ⊗ x5
12.

Por lo tanto, en Zq tenemos

[ξ12, ξ1] = (1 + ζ)10(1− ζ3)5ξ1112;

[ξ1112, ξ12] = −(1 + ζ)5(1− ζ3)5ξ112;

[ξ1, ξ1112] = [ξ12, ξ112] = 0.

Definimos entonces el morfismo de álgebras F : U(C+
2 )→ Zq dado por

e1 7→ ξ1, e2 7→ ξ12.

Dicho morfismo env́ıa er1e
s
δ1+δ2

etδ1+2δ2
eu2 a c ξrα1

ξs3α1+α2
ξt2α1+α2

ξuα1+α2
con c 6= 0 y

por lo tanto aplica una base en una base, aśı Zq ' U(C+
2 ).

Fila 14. El diagrama e eζ ζ17 −1 con ζ una ráız primitiva de orden 20

corresponde a una trenza de tipo no identificado con ráıces positivas

∆+
q = {α1, 3α1 + α2, 2α1 + α2, 5α1 + 3α2, 3α1 + 2α2, 4α1 + 3α2, α1 + α2, α2}.

En este caso las ráıces de Cartan son α1 y 3α1 + 2α2 con Nα1 = N3α1+2α2 =

20. Los elementos x20
1 , [x112, x12]20

c ∈ B̃q son primitivos. Luego, en Zq tenemos
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[ξ12, ξ112,12] = 0. Tenemos aśı un isomorfismo de álgebras F : U((A1⊕A1)+)→
Zq dado por

e1 7→ ξ112,12, e2 7→ ξ12.

Resultados análogos se obtienen para el resto de los diagramas de la fila.

Fila 15. El diagrama e e−ζ−ζ12 ζ
5

con ζ una ráız primitiva de orden 15

corresponde a una trenza de tipo no identificado con ráıces positivas

∆+
q = {α1, 3α1 + α2, 5α1 + 2α2, 2α1 + α2, 3α1 + 2α2, α1 + α2, α1 + 2α2, α2}.

En este caso las ráıces de Cartan son α1 y 3α1 + 2α2 con Nα1 = N3α1+2α2 =

30. Los elementos x30
1 , [x112, x12]30

c ∈ B̃q son primitivos. Luego, en Zq tenemos

[ξ12, ξ112,12] = 0.

Definimos entonces el morfismo de álgebras F : U((A1 ⊕ A1)+)→ Zq dado

por

e1 7→ ξ112,12, e2 7→ ξ12.

Entonces, F env́ıa el elemento er1e
s
2 a c ξr3α1+2α2

ξsα1
con c 6= 0 y por lo tanto

aplica una base en una base, aśı Zq ' U((A1 ⊕ A1)+).

Lo mismo ocurre con el resto de los diagramas de la fila 15, aunque los

conjuntos de ráıces positivas son distintos, en cada uno de los casos existen

dos ráıces de Cartan por lo que todos los Zq son isomorfos a U((A1 ⊕ A1)+).

Fila 16. El diagrama e e−ζ5−ζ3 −1 con ζ ∈ G′7 corresponde a una trenza de

tipo no identificado con ráıces positivas

∆+
q = {α1, 5α1 + α2, 4α1 + α2, 7α1 + 2α2, 3α1 + α2, 8α1 + 3α2,

5α1 + 2α2, 7α1 + 3α2, 2α1 + α2, 3α1 + 2α2, α1 + α2, α2}.

En este caso las ráıces de Cartan son α1, 4α1 +α2, 3α1 +α2, 5α1 +2α2, 2α1 +α2

y α1 + α2 con Nβ = 14, β ∈ Oq.

Tenemos los siguientes coproductos:

∆(x1) = x1 ⊗ 1 + 1⊗ x1;

∆(x12) = x12 ⊗ 1 + 1⊗ x12 + (1 + ζ3)x1 ⊗ x2;

∆(x112) = x112 ⊗ 1 + 1⊗ x112 + (1− ζ)(1− ζ5)x1 ⊗ x12

+ (1− ζ)(1 + ζ3)x2
1 ⊗ x2;

∆(x1112) = x1112 ⊗ 1 + 1⊗ x1112 + (1 + ζ3 − ζ5)(1 + ζ6)x1 ⊗ x112

+ (1 + ζ3 − ζ5)(1 + ζ6)(1− ζ)x2
1 ⊗ x12 + (1 + ζ3)(1 + ζ6)(1− ζ)x3

1 ⊗ x2;
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∆(x11112) = x11112 ⊗ 1 + 1⊗ x11112 − ζ(1− ζ)(1− ζ2)x1 ⊗ x1112

+ ζ3(1 + ζ3 − ζ5)(1 + ζ6)(1− ζ)x2
1 ⊗ x112 − ζ(1− ζ)2(1− ζ2)(1 + ζ6)x3

1 ⊗ x12

+ (1− ζ)(1 + ζ3)(1− ζ4)(1 + ζ6)x4
1 ⊗ x2;

∆([x1112, x112]c) = [x1112, x112]c ⊗ 1 + 1⊗ [x1112, x112]c

− (1− ζ5)

(1 + ζ)
(ζ(1 + ζ3) + (1− ζ)(1− ζ3))x1 ⊗ x2

112

− q21(1− ζ)(1− ζ5)(1 + ζ3 − ζ5)x2
1 ⊗ [x112, x12]c

+ (1− ζ)(−4 + 3ζ2 − ζ3 − ζ4 + 3ζ5)x2
1 ⊗ x12x112

− q21(1− ζ)(1 + ζ6)(1− ζ5)(1− 2ζ − 3ζ4 − 2ζ5 + ζ6)x3
1 ⊗ x2

12

+ (1− ζ)2(1 + ζ3)2(1 + ζ6)x3
1 ⊗ x2x112 − ζ(1− ζ)(1− ζ2)x1112 ⊗ x112

+ q21(1− ζ)2(1 + ζ6)(1 + ζ3)(ζ + 2ζ2 − ζ4 − 2ζ5)x4
1 ⊗ x2x12

− q2
12(1 + ζ3)(1− ζ)(1− ζ4 + ζ6)x111112 ⊗ x2

+ ζ2q21(1 + ζ3)(1− ζ)(1− ζ2)(1− ζ + ζ6)x11112x1 ⊗ x2

+ (1− ζ)(1 + ζ3)(−ζ + 2ζ2 + ζ3 − ζ4 − ζ5)x1112x
2
1 ⊗ x2

+ (1− ζ)(1 + ζ2 + ζ3 − ζ4 − ζ5)x1112x1 ⊗ x12

+ ζq21(1− ζ)(2− ζ − ζ2 − ζ3 + ζ4)x11112 ⊗ x12.

Los coproductos de las potencias en B̃q son:

∆(x14
1 ) = x14

1 ⊗ 1 + 1⊗ x14
1 ; ∆(x14

12) = x14
12 ⊗ 1 + 1⊗ x14

12;

∆(x14
112) = x14

112 ⊗ 1 + 1⊗ x14
112 + a1 x

14
1 ⊗ x14

12;

∆(x14
1112) = x14

1112 ⊗ 1 + 1⊗ x14
1112 + a2 x

14
1 ⊗ x14

112 + a3 x
28
1 ⊗ x14

12;

∆(x14
11112) = x14

11112 ⊗ 1 + 1⊗ x14
11112 + a4 x

14
1 ⊗ x14

1112

+ a5 x
28
1 ⊗ x14

112 + a6 x
42
1 ⊗ x14

12;

∆([x1112, x112]14
c ) = [x1112, x112]14

c ⊗ 1 + 1⊗ [x1112, x112]14
c + a7 x

14
1112 ⊗ x14

12

+ a8 x
14
11112 ⊗ x14

12 + a9 x
42
1 ⊗ x28

12 + a10 x
14
1 ⊗ x28

112

+ a11 x
28
1 ⊗ x14

12x
14
112 + a12 x

14
1112x

14
1 ⊗ x14

12;

donde ai ∈ k. Para probar que x14
112, x

14
1112, x

14
11112, [x1112, x112]14

c no son primitivos

en B̃q basta con ver que a1, a3, a6 y a9 son no nulas. El cálculo de dichas

constantes es trabajoso ya que por ejemplo

(1⊗ x112)(x2
1 ⊗ x2) = ζ5 x2

1 ⊗ x2
12 − ζ5 x2

1 ⊗ x2x112.
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Esto nos dice que el término x14
1 ⊗ x14

12 aparece en muchas oportunidades al

calcular (∆(x112))14. La constante que acompaña a dicho término es

a1 = q7
21(−2352ζ5 + 2548ζ4 + 2548ζ3 − 2352ζ2 + 4067).

Como ζ ∈ G′7, entonces a1 6= 0. De manera similar calculamos

a3 = 5860813ζ5 + 974589ζ4 − 3164658ζ3 + 3609109ζ2

+ 5243917ζ − 1667869 6= 0;

a6 = q7
21(10074385052942ζ5 + 31910289509889ζ4 + 12118010152752ζ3

− 909500144560ζ2 + 24680570802531ζ + 26319432020966) 6= 0;

a9 = 5736482678185949424ζ5 + 10808606486393112796ζ4

+ 2814368183725984844ζ3 + 1300044629337708464ζ2

+ 9968706251262033856ζ + 7625687982247823061 6= 0.

Luego, ξ1 y ξ12 generan Zq. Además, en Zq tenemos

[ξ12, ξ1] = a1 ξ112; [ξ1, ξ112] = a2 ξ1112;

[ξ1, ξ1112] = a4 ξ11112; [ξ1, ξ11112] = [ξ12, ξ112] = 0.

Por lo tanto, F : U(G+
2 )→ Zq dado por e1 7→ ξ12 y e2 7→ ξ1 es un isomorfismo

de álgebras.

El diagrama e e−ζ −ζ4 −1 con ζ una ráız primitiva de orden 7 corresponde a

una trenza de tipo no identificado con ráıces positivas

∆+
q = {α1, α1 + α2, 2α1 + α2, 3α1 + α2, 3α1 + 2α2, 4α1 + 3α2,

5α1 + 3α2, 5α1 + 4α2, 7α1 + 4α2, 7α1 + 5α2, 8α1 + 5α2, α2}.

En este caso las ráıces de Cartan son α1, α1 +α2, 2α1 +α2, 3α1 +2α2, 4α1 +3α2

y 5α1 + 3α2 con Nβ = 14, β ∈ Oq.

Los coproductos de los elementos x14
1 , x14

12, x14
112, [x112, x12]14

c ,

[[x112, x12]c, x12]14
c y [x112, [x112, x12]c]

14
c en B̃q son:

∆(x14
1 ) = x14

1 ⊗ 1 + 1⊗ x14
1 ; ∆(x14

12) = x14
12 ⊗ 1 + 1⊗ x14

12;

∆(x14
112) = x14

112 ⊗ 1 + 1⊗ x14
112 + b1 x

14
1 ⊗ x14

12;

∆([x112, x12]14
c ) = [x112, x12]14

c ⊗ 1 + 1⊗ [x112, x12]14
c

+ b2 x
14
112 ⊗ x14

12 + b3 x
14
1 ⊗ x28

12;

∆([[x112, x12]c, x12]14
c ) = [[x112, x12]c, x12]14

c ⊗ 1 + 1⊗ [[x112, x12]c, x12]14
c

+ b4 [x112, x12]14
c ⊗ x14

12 + b5 x
14
112 ⊗ x28

12 + b6 x
14
1 ⊗ x42

12;
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Diagramas de Dynkin generalizados Parámetros Rango nq ' g+

tipo A súper q 6= 1 m+ n+ 1 Am ⊕ An

e e eq q−1 −1 q −1 q 6= 1 3 A2

e e e−1 q q−1
q −1 q 6= 1 3 A1 ⊕ A1

e e�
��

e
A
AA

−1

−1

−1

q r

s
qrs = 1 3 A1 ⊕ A1 ⊕ A1

e e e−1 q−2 q2 q−2 q q 6= 1 3 B2 ⊕ A1

e e e eq q−1 q q−1 −1 −q−q
−1

q 6= 1 4 A2 ⊕ A2

Cuadro 2. Diagramas conexos de rango mayor

∆([x112, [x112, x12]c]
14
c ) = [x112, [x112, x12]c]

14
c ⊗ 1 + 1⊗ [x112, [x112, x12]c]

14
c

+ b7 x
14
112 ⊗ [x112, x12]14

c + b8 x
14
1 ⊗ [[x112, x12]c, x12]14

c + b9 x
28
112 ⊗ x14

12

+ b10 x
28
1 ⊗ x42

12 + b11 x
14
112x

14
1 ⊗ x28

12 + b12 x
14
1 ⊗ x14

12[x112, x12]14
c ;

donde bi ∈ k no nulos. Por lo tanto, en Zq tenemos

[ξ12, ξ1] = b1 ξ112; [ξ12, ξ112] = b2 ξ112,12;

[ξ12, ξ112,12] = b4 ξ(112,12),12; [ξ1, ξ112] = [ξ12, ξ(112,12),12] = 0.

Entonces e1 7→ ξ12, e2 7→ ξ1 nos define un isomorfismo de álgebras U(G+
2 ) ' Zq.

4.4. Rango mayor

En esta sección estudiaremos algunas trenzas de rango mayor. En todos

los casos encontraremos un isomorfismo entre Zq y el álgebra envolvente de la

parte positiva de un álgebra de Lie. En Cuadro 2 se resumen los resultados

encontrados.

4.4.1. Trenzas súper de tipo A. Consideremos ahora un diagrama

(súper) de tipo A. Sea q una ráız de la unidad de orden N ≥ 3. Sea 0 ≤ i1 ≤
i2 ≤ · · · ≤ ik ≤ θ un subconjunto ordenado de I = {1, 2, . . . θ} y q = (qij)i,j∈I
la matriz que satisface

q2
11q12q21 = q;

si i 6= il para todo 1 ≤ l ≤ k, entonces qiiq(i−1)iqi(i−1) = qiiq(i+1)iqi(i+1) = 1;

si i = il para algún 1 ≤ l ≤ k, entonces qii = −1 y

q(i−1)iqi(i−1)q(i+1)iqi(i+1) = 1;

si i, j ∈ I, |i− j| > 1, entonces qijqji = 1.
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El conjunto de ráıces positivas correspondiente a esta trenza es

∆+
q = {αi,j : 1 ≤ i ≤ j ≤ θ}, donde αi,j = αi + αi+1 + · · ·+ αj.

Diremos que una ráız simple αi es par si i /∈ {i1, . . . , ik} y en caso contrario

diremos que es impar. Una ráız αi,j tendrá la paridad de la suma de las ráıces

αi + · · · + αj. El conjunto de ráıces de Cartan Oq es el conjunto de ráıces

positivas pares. Notemos que

qββ =

q±1, si β ∈ Oq;

−1, si β /∈ Oq.

Sea xi = xαi y xi,j = (adc xi) . . . (adc xj−1)xj = xαi,j . Enunciaremos una serie

de resultados de [AS1] que nos facilitarán los cálculos de los coproductos.

Lema 4.4.1. [AS1, 6.3,6.4,6.7] Con la notación anterior, en Bq valen las

siguientes relaciones para i, j ∈ I:

[xi, xj]c = 0 si |i− j| > 1;

[xi,j, xk,l]c = 0 si 1 ≤ i < j + 1 < k ≤ l ≤ θ;

[xk,l, xi,j]c = 0 si 1 ≤ i < j + 1 < k ≤ l ≤ θ;

[xi,j, xj+1,k]c = xi,k si 1 ≤ i ≤ j < k ≤ θ;

[xi,j, xk,l]c = 0 si 1 ≤ i < k ≤ l < j ≤ θ;

[xi,j, xi,l]c = 0 si 1 ≤ i ≤ j < l ≤ θ;

[xi,j, xk,j]c = 0 si 1 ≤ i < k ≤ j ≤ θ. �

Lema 4.4.2. [AS1, 6.5][Ang5, 5.1] Sean 1 ≤ i ≤ j ≤ θ, entonces

∆(xi,j) = xi,j ⊗ 1 + 1⊗ xi,j +
∑
i≤k<j

(1− qk(k+1)q(k+1)k)xi,k ⊗ xk+1,j.(4.5)

�

Lema 4.4.3. [AS1, 6.9][Ang5, 5.2] Sean 1 ≤ i ≤ j ≤ θ tales que αi,j ∈ Oq,

entonces

∆(xNi,j) =xNi,j ⊗ 1 + 1⊗ xNi,j

+
∑

i≤k<j, αi,k∈Oq

(1− qk(k+1)q(k+1)k)
Nq(αi,k, αk+1,j)

N(N−1)
2 xNi,k ⊗ xNk+1,j.

�

Como antes, pedimos una hipótesis extra en la trenza:

qNαβ = 1, si α, β ∈ Oq.
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Con estos resultados, pasando al álgebra de Lusztig Lq y luego al cociente,

tenemos las siguientes relaciones en Zq:

[ξi,k, ξl,r] = 0 si k + 1 6= l, i 6= r + 1;(4.6)

[ξi,k, ξk+1,j] =

Ci,j,k ξi,j, si αi,j ∈ Oq;

0, si αi,j /∈ Oq;
(4.7)

donde αi,k, αk+1,j, αl,r ∈ Oq y Ci,j,k = (1− qk(k+1)q(k+1)k)
Nq(αi,k, αk+1,j)

N(N−1)
2 .

Queremos ahora particionar Oq de manera que si α, β y α + β son todas

ráıces pares, entonces estén en el mismo subconjunto.

Consideramos el conjunto de las ráıces pares Oq y tomamos el subconjunto

A ⊆ Oq como sigue: sea i el menor ı́ndice tal que alguna αi,j es par. Notemos

que si i 6= 1 entonces necesariamente i = 2. Si αi,k ∈ Oq entonces αi,k ∈ A.

Ahora, si αi,k ∈ A y αj,k ∈ Oq, j ∈ I entonces αj,k ∈ A. Notemos que si i = 2

entonces A = Oq. Suponemos entonces i = 1.

De manera similar definimos el subconjunto B ⊂ Oq: sea h el menor ı́ndice

tal que existe αh,j ∈ Oq − A. Luego si αh,l ∈ Oq, αh,l ∈ B. Si αh,l ∈ B y

αk,l ∈ Oq entonces αk,l ∈ B.

Proposición 4.4.4. Los conjuntos A y B son disjuntos y Oq = A ∪B.

Demostración. Sea αk,l ∈ A. Supongamos que αk,l ∈ B, entonces αh,l
pertenece a B, donde h es el de la definición de B. Luego, existe αh,j ∈ Oq−A.

Supongamos j < l, como αh,j, αh,l ∈ Oq entonces αj+1,l ∈ Oq. Pero α1,l ∈ A ⊂
Oq, entonces α1,j ∈ A y por lo tanto αh,j ∈ A lo que contradice la elección de

dicha ráız. Luego αk,l /∈ B.

Sea αr,s ∈ B, entonces αh,s ∈ B. Como antes, existe αh,j ∈ Oq − A,

suponemos j < s y obtenemos αj+1,s ∈ Oq. Luego α1,s /∈ Oq y por lo tanto

αr,s /∈ A. En consecuencia A ∩B = ∅.
Tomamos αk,l ∈ Oq − A. Consideramos el menor ı́ndice i tal que αi,l ∈ Oq

(en particular sabemos que αi,l /∈ A pues α1,l /∈ A) y sea j el menor ı́ndice tal

que αi,j ∈ Oq. Como αi,j y αi,l son pares entonces αj+1,l también lo es; por lo

tanto αi,j /∈ A puesto que en caso contrario α1,j, α1,l y αk,l ∈ A. Ahora, basta

probar que αi,j ∈ B. En efecto, si αi,j ∈ B entonces αi,l ∈ B y finalmente

αk,l ∈ B.

Por la elección de αi,j tenemos que α1,j, . . . , αi−1,j, αi,i, . . . , αi,j−1 /∈ Oq. Por

lo tanto αj es impar y αi+1, . . . , αj−1 son pares. De alĺı sigue que, si 1 ≤ m < i

y i ≤ n < j entonces αm,n ∈ Oq. Más aún, αt,i−1 /∈ Oq si 1 ≤ t < i y αr,s ∈ Oq

si 1 ≤ r ≤ s < i − 1. Aśı, todas las ráıces pares αk,l con 1 ≤ k < i, 1 ≤ l < j

pertenecen al conjunto A y por lo tanto αi,j ∈ B. �
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En conclusión, el conjunto de ráıces pares se divide en a lo sumo dos con-

juntos disjuntos.

Proposición 4.4.5. Sea q una trenza (súper) de tipo A, entonces Zq es

isomorfa a U((Am ⊕ An)+).

Demostración. Sean 1 ≤ i1 < i2 < · · · < im ≤ θ tales que α1,ij son

todas las ráıces pares que empiezan en 1. Entonces que A está en biyec-

ción con el conjunto de ráıces positivas del álgebra de Lie Am. En efecto,

las ráıces pares que pertenecen a A son α1,i1 , α1,i2 , αj1,i2 , α1,i3 , αj1,i3 , αj2,i3 ,

α1,i4 , αj1,i4 , αj2,i4 , αj3,i4 , . . . , α1,im , αj1,im , . . . , αjm−1,im con 1 < j1 < j2 < · · · <
jm ≤ θ. Aśı δ1 7→ α1,i1 , δk 7→ αjk−1,ik nos da la biyección entre el conjun-

to de ráıces positivas de Am y A. De manera similar, si αh,r1 , . . . , αh,rn ∈ B,

1 ≤ r1 < r2 < · · · < rn ≤ θ son todas las ráıces pares que empiezan con h

y h es el de la definición del conjunto B, tenemos una biyección entre B y el

conjunto de ráıces positivas de An.

Por lo tanto, por las relaciones (4.6) y (4.7) que describimos en Zq, tenemos

un isomorfismo de álgebras U((Am ⊕ An)+) ' Zq. �

Es importante observar que la parte par de la súper álgebra de Lie clásica

A(m,n) de rango m + n + 1 es isomorfa al álgebra de Lie Am ⊕ An ⊕ U(1)

donde U(1) = kJ con J una matriz diagonal.

Veamos algunos ejemplos con θ pequeño. Tomemos θ = 3 y los diagramas

de tipo A

e e eq q−1 −1 q −1 y e e e−1 q q−1
q −1

con q una ráız primitiva de orden N > 2. En ambos casos el conjunto de ráıces

positivas es

{α1, α1 + α2, α2, α1 + α2 + α3, α2 + α3, α3}.

En el primer diagrama las ráıces pares son α1, α1 + α2 + α3 y α2 + α3 y el

conjunto A = Oq. Las relaciones entre los generadores de Zq son

[ξ1, ξ2,3] = (1− q)Nξ1,3;

[ξ1, ξ1,3] = [ξ1,3, ξ2,3] = 0

Por lo tanto tenemos un isomorfismo de álgebras Zq ' U(A+
2 ).

En el segundo diagrama las ráıces pares son α2 y α1 + α2 + α3, entonces

A = {α1 + α2 + α3} y B = {α2}. Los generadores de Zq conmutan entre śı y

por lo tanto tenemos un isomorfismo de álgebras Zq ' U((A1 ⊕ A1)+).
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4.4.2. Más ejemplos.

Ejemplo 4.4.6. Consideramos el diagrama

e e�
��

e
A
AA

−1

−1

−1

q r

s

con qrs = 1, q 6= r 6= s ráıces primitivas de la unidad de órdenes Nq, Nr y

Ns respectivamente. Este diagrama corresponde a una trenza súper de tipo

D(2, 1, α). El conjunto de ráıces positivas es

∆+
q = {α1, α1 + α2, α2, α1 + α2 + α3, α1 + α3, α2 + α3, α3};

mientras que sus ráıces de Cartan son α1 + α2, α2 + α3 y α1 + α3.

Los elementos x
Nq
12 , xNr23 y xNs13 son primitivos en B̃q y por lo tanto en Zq los

generadores ξ12, ξ23 y ξ13 conmutan entre śı. Aśı, tenemos un isomorfismo de

álgebras Zq ' U((A1 ⊕ A1 ⊕ A1)+).

Notar que la parte par de la súper álgebra de Lie básica D(2, 1, α) es

justamente isomorfa al álgebra de Lie A1 ⊕ A1 ⊕ A1.

Ejemplo 4.4.7. El diagrama e e e−1 q−2 q2 q−2 q con q 6= 1 una ráız de la

unidad de orden N impar corresponde a una trenza súper de tipo B con ráıces

positivas

∆+
q = {α1, α2, α3, α1 + α2, α1 + α2 + α3, α2 + α3,

α1 + 2α2 + 2α3, α1 + α2 + 2α3, α2 + 2α3}.

En este caso las ráıces de Cartan son α2, α3, α2 +α3 +α2 +2α3 con qβ de orden

N y α1 + α2 + α3 con qβ de orden 2N . Pedimos además qN23 = qN32 = 1. Los

coproductos de los elementos xN2 , xN3 , xN23, [x23, x3]Nc y x2N
α1+α2+α3

en B̃q son:

∆(xN2 ) =xN2 ⊗ 1 + 1⊗ xN2 ; ∆(xN3 ) = xN3 ⊗ 1 + 1⊗ xN3 ;

∆(xN23) =xN23 ⊗ 1 + 1⊗ xN23 + (1− q−2)NxN2 ⊗ xN3 ;

∆([x23, x3]Nc ) =[x23, x3]Nc ⊗ 1 + 1⊗ [x23, x3]Nc + (1− q−1)N(1− q−2)NxN2 ⊗ x2N
3

+ 2(1− q−1)N(1− q−2)N xN23 ⊗ xN3 ;

∆(x2N
α1+α2+α3

) =x2N
α1+α2+α3

⊗ 1 + 1⊗ x2N
α1+α2+α3

.

Por lo tanto, en Zq tenemos

[ξ3, ξ2] = (1− q−2)Nξ23;

[ξ3, ξ23] = 2(1− q−1)N(1− q−2)N ξ233;

[ξ3, ξ233] = [ξ2, ξ23] = 0;

[ξ123, ξ2] = [ξ123, ξ3] = [ξ123, ξ23] = [ξ123, ξ233] = 0.
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Definimos entonces el morfismo de álgebras F : U((B2 ⊕A1)+)→ Zq dado por

e1 7→ ξ3, e2 7→ ξ2 e′1 7→ ξ123.

Dicho morfismo aplica una base en una base, aśı Zq ' U((B2 ⊕ A1)+).

Notemos que la parte par de la súper álgebra de Lie de rango tres B(2, 1)

es isomorfa al álgebra de Lie B2 ⊕ A1.

Ejemplo 4.4.8. Consideremos el diagrama de rango 4

e e e eq q−1 q q−1 −1 −q−q
−1

con q una ráız primitiva de orden N > 2. Este diagrama corresponde a una

trenza de tipo no identificado con ráıces positivas

{α1, α2, α3, α4, α1 + α2, α2 + α3, α3 + α4, α1 + α2 + α3, α2 + α3 + α4,

α1 + α2 + α3 + α4, α1 + α2 + 2α3 + α4, α1 + 2α2 + 3α3 + α4,

α2 + 2α3 + α4, α1 + 2α2 + 2α3 + α4, α1 + 2α2 + 3α3 + 2α4}.

En este caso las ráıces de Cartan son

{α1, α2, α1 + α2, α4, α1 + 2α2 + 3α3 + α4, α1 + 2α2 + 3α3 + 2α4}.

Las tres primeras ráıces tienen qβ = q mientras que las últimas tres igual a

−q−1. Sea M = N si N es par y M = 2N si es impar. Pedimos además q
Nβ
βα = 1

si β, α ∈ Oq.

Los coproductos en Zq son:

∆(xN1 ) = xN1 ⊗ 1 + 1⊗ xN1 ;

∆(xN2 ) = xN2 ⊗ 1 + 1⊗ xN2 ;

∆(xN12) = xN12 ⊗ 1 + 1⊗ xN12 + (1− q−1)NxN1 ⊗ xN2 ;

∆(xM4 ) = xM4 ⊗ 1 + 1⊗ xM4 ;

∆(xMα ) = xMα ⊗ 1 + 1⊗ xMα ;

∆(xMβ ) = xMβ ⊗ 1 + 1⊗ xMβ + CxMα ⊗ xM4 .

donde C es una constante no nula, α = α1 + 2α2 + 3α3 + α4 y β = α1 + 2α2 +

3α3 + 2α4. Por lo tanto, en Zq tenemos las relaciones

[ξ1, ξ2] = (1− q−1)Nξ12; [ξ1, ξ12] = [ξ12, ξ2] = 0;

[ξ4, ξα] = Cξβ; [ξ4, ξβ] = [ξβ, ξα] = 0;

[ξ4, ξ1] = [ξ4, ξ2] = [ξ4, ξ12] = 0

[ξα, ξ1] = [ξα, ξ2] = [ξα, ξ12] = 0;

[ξβ, ξ1] = [ξβ, ξ2] = [ξβ, ξ12] = 0.

Aśı, tenemos un isomorfismo de álgebras Zq ' U((A2 ⊕ A2)+).





Caṕıtulo 5

Álgebras de Hopf co-Frobenius

En este caṕıtulo, expondremos en primer lugar definiciones y resultados

sobre álgebras de Hopf co-Frobenius. Luego probaremos versiones análogas de

algunos de estos resultados para álgebras de Hopf trenzadas en categoŕıas de

módulos de Yetter-Drinfeld sobre un álgebra de Hopf.

5.1. Categoŕıas monoidales equivalentes

Dada A un álgebra denotaremos por AM a la categoŕıa de A-módulos a

izquierda. Análogamente, dada C una coálgebra, CM denotará la categoŕıa de

C-comódulos a izquierda. Estas categoŕıas son abelianas.

Definición 5.1.1. Sean H un álgebra de Hopf y R un H-módulo álgebra

a izquierda; el producto smash de R y H, denotado por R#H, es el álgebra

con espacio vectorial subyacente R⊗H y estructura dada por

(r#h)(s#k) = r(h(1).s)#h(2)k, r, s ∈ R, h, k ∈ H.(5.1)

Análogamente, si S es un H-comódulo coálgebra a izquierda, el coproducto

smash S#H es el espacio vectorial S⊗H con la estructura de coálgebra dada,

para todo s ∈ S y h ∈ H, por

∆(s#h) = s(1)#(s(2))(−1)h(1) ⊗ (s(2))(0)#h(2); ε(s#h) = ε(s)ε(h).(5.2)

Por abuso de notación utilizaremos el śımbolo # tanto para el producto como

para el coproducto smash.

Si R es un álgebra de Hopf en la categoŕıa H
HYD, en particular R es un H-

módulo álgebra a izquierda y un H-comódulo coálgebra a izquierda, entonces

A = R#H es un álgebra de Hopf con el producto smash y el coproducto smash,

como se vio en la Definición 1.4.11.

Observación 5.1.2. La noción de H-módulo álgebra, ver 1.2.20, es equi-

valente a la noción de álgebra en la categoŕıa HM. Análogamente, la noción

de H-comódulo coálgebra es equivalente a la de coálgebra en HM.

Sea R un H-módulo álgebra. En lo que sigue RM denotará la categoŕıa de

R-módulos a izquierda dentro de HM. Esto es, si V ∈RM, V es un H-módulo

75
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con acción “.” y V es un R-módulo con acción “⇀” tal que ⇀ es un morfismo

de H-módulos, es decir

h . (r ⇀ v) = (h(1).r) ⇀ (h(2) . v), ∀h ∈ H, r ∈ R, v ∈ V.(5.3)

Sea S un H-comódulo coálgebra. Por su parte SM denotará la categoŕıa de S-

comódulos a izquierda con S en HM. Es decir, si V ∈ SM, V es un S-comódulo

v́ıa ρS, un H-comódulo v́ıa ρH y ρS es un morfismo de H-comódulos.

La siguiente proposición es un resultado bien conocido, ver por ejemplo

[AM, Proposition 1.19] y [AAY, AAB] para los casos súper y color.

Proposición 5.1.3. Sea H un álgebra de Hopf.

(i) Si R es un H-módulo álgebra y A = R#H el producto smash, entonces

las categoŕıas AM y RM son equivalentes.

(ii) Si R es un H-comódulo coálgebra y A = R#H el coproducto smash,

entonces las categoŕıas AM y RM son equivalentes.

Demostración. (i) Sea V un espacio vectorial en RM. Definimos · :

A⊗ V −→ V por (r#h) · v := r ⇀ (h . v). Esta aplicación es una acción por

la compatibilidad (5.3). En efecto, para todo h, k ∈ H, r, s ∈ R y v ∈ V , vale

(r#h) · ((s#k) · v) = r ⇀ (h . (s ⇀ (k . v))) = r ⇀ (h(1) · s ⇀ h(2) . (k . v))

= r(h(1) · s) ⇀ (h(2)k . v) = (r(h(1) · s)#h(2)k) · v = ((r#h)(s#k)) · v.

Aśı, tenemos un funtor G : RM −→ AM que aplica (V,⇀, .) en (V, ·) y

G(f) = f para todo morfismo f .

Rećıprocamente, podemos definir un funtor F : AM−→ RM tal que, para

todo V ∈ AM, F (V ) = V con la estructura dada por

r ⇀ v := (r#1) · v y h . v := (1#h) · v.

Esto se debe a la existencia de morfismos ι : H → A, h 7→ 1#h y π : A→ H,

r#h 7→ ε(r)h. Si h, k ∈ H, r, s ∈ R y v ∈ V , entonces

r ⇀ (s ⇀ v) = (r#1) · ((s#1) · v)

= ((r#1)(s#1)) · v = (rs#1) · v = (rs) ⇀ v;

h . (k . v) = (1#h) · ((1#k) · v) = ((1#h)(1#k)) · v

= (h(1).1#h(2)k) · v = (1#hk) · v = (hk) . v;

h . (r ⇀ v) = ((1#h)(r#1)) · v = (h(1).r#h(2)) · v

= (h(1).r#1)(1#h(2)) = (h(1).r) ⇀ (h(2) . v).
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Además,

(r#h) ·G(F (v)) = r ⇀ (h . F (v)) = (r#1) · ((1#h) · v) = (r#h) · v,

h . F (G(v)) = (1#h) ·G(v) = 1 ⇀ (h . v) = h . v,

r ⇀ F (G(v)) = (r#1) ·G(v) = r ⇀ (1 . v) = r ⇀ v.

Por lo tanto F y G son mutuamente inversos y aśı AM y RM son categoŕıas

equivalentes.

(ii) En el caso de las categoŕıas de comódulos, definimos los funtores F :
AM → RM y G : RM → AM tales que F (V ) = V , G(V ) = V , F (f) = f y

G(f) = f para todo espacio vectorial V y todo morfismo f .

Denotaremos las coacciones de R, H y A en V por ρR, ρH y ρA respectiva-

mente y la coacción de H en R por ρ′R. Sea V ∈ RM, definimos la estructura

de A-comódulo en G(V ) por ρA = (1R ⊗ ρH)ρR. Debemos probar que ρA es

una coacción, para ello utilizaremos los siguientes hechos:

ρH es una coacción, esto es (1H ⊗ ρH)ρH = (∆H ⊗ 1V )ρH ,

ρR es una coacción, esto es (1R ⊗ ρR)ρR = (∆R ⊗ 1V )ρR,

ρR es un morfismo de H-comódulos, es decir (1H ⊗ ρR)ρH = (mH ⊗ 1R ⊗
1V )(1H ⊗ τ ⊗ 1V )(ρ′H ⊗ ρH)ρR,

∆A = (1R⊗mH⊗1R⊗1H)(1R⊗1H⊗τ⊗1H)(1R⊗ρ′H⊗1H⊗1H)(∆R⊗∆H),

donde τ(r ⊗ h) = h⊗ r y mH es la multiplicación en H. Aśı tenemos

(∆A ⊗ 1V )ρA = (1R ⊗mH ⊗ 1R ⊗ 1H ⊗ 1V )(1R ⊗ 1H ⊗ τ ⊗ 1H ⊗ 1V )

◦ (1R ⊗ ρ′H ⊗ 1H ⊗ 1H ⊗ 1V )(∆R ⊗∆H ⊗ 1V )(1R ⊗ ρH)ρR

= (1R ⊗mH ⊗ 1R ⊗ 1H ⊗ 1V )(1R ⊗ 1H ⊗ τ ⊗ 1H ⊗ 1V )

◦ (1R ⊗ ρ′H ⊗ 1H ⊗ 1H ⊗ 1V )(1R ⊗ 1R ⊗ 1H ⊗ ρH)

◦ (1R ⊗ 1R ⊗ ρH)(1R ⊗ ρR)ρR

= (1R ⊗mH ⊗ 1R ⊗ 1H ⊗ 1V )(1R ⊗ 1H ⊗ τ ⊗ 1H ⊗ 1V )

◦ (1R ⊗ 1H ⊗ 1R ⊗ 1H ⊗ ρH)(1R ⊗ ρ′H ⊗ ρH)(1R ⊗ ρR)ρR

= (1R ⊗ 1H ⊗ 1R ⊗ ρH)(1R ⊗ 1H ⊗ ρR)(1R ⊗ ρH)ρR

= (1A ⊗ ρA)ρA.

Rećıprocamente, si (V, ρA) ∈ AM tenemos los morfismos de coálgebras

ψR : A → R y ψH : A → H dados por ψR(r#h) = rε(h) y ψH(r#h) = ε(r)h.

Entonces, definimos las coacciones de R y H en F (V ) por correstricción, es

decir ρR = (ψR ⊗ 1V )ρA y ρH = (ψH ⊗ 1V )ρA. Efectivamente, ρR es coacción:

(∆R ⊗ 1V )ρR = (∆R ⊗ 1V )(ψR ⊗ 1V )ρA = (ψR ⊗ ψR ⊗ 1V )(∆A ⊗ 1V )ρA

= (ψR ⊗ ψR ⊗ 1V )(1A ⊗ ρA)ρA = (1R ⊗ ρR)ρR.
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De manera similar se ve que ρH es coacción. Sólo resta probar que la compo-

sición de F y G es la identidad:

ρA ◦G ◦ F = (1R ⊗ ρH)ρR ◦ F =
[
1R ⊗ ((ψH ⊗ 1V )ρA)

]
(ψR ⊗ 1V )ρA;

= (ψR ⊗ ψH ⊗ 1V )(∆A ⊗ 1V )ρA = ρA;

ρR ◦ F ◦G = (ψR ⊗ 1V )ρA ◦ F = (1R ⊗ ε⊗ 1V )(1R ⊗ ρH)ρR = ρR;

ρH ◦ F ◦G = (ψH ⊗ 1V )ρA ◦ F = (ε⊗ 1H ⊗ 1V )(1R ⊗ ρH)ρR = ρH .

�

Observación 5.1.4. Es bien sabido que tanto la categoŕıa de módulos

como de comódulos sobre un álgebra de Hopf tienen una estructura monoidal.

Si A es un álgebra de Hopf, V,W ∈ AM, v ∈ V , w ∈ W , a ∈ A, X, Y ∈ AM,

x ∈ X, y ∈ Y , dichas estructuras monoidales están dadas por

a · (v ⊗ w) = a(1) · v ⊗ a(2) · w;

ρA(x⊗ y) = x(−1)y(−1) ⊗ x(0) ⊗ y(0).

Aśı, si consideramos H un álgebra de Hopf, R ∈ H
HYD y A = R#H el

biproducto smash, entonces podemos dar una estructura monoidal a las cate-

goŕıas RM y RM. Si V,W ∈ RM, v ∈ V , w ∈ W , r ∈ R, h ∈ H, las acciones

de R y H sobre V ⊗W están dadas respectivamente por

r ⇀ (v ⊗ w) = (r#1) · v ⊗ w = (r(1)#(r(2))(−1)) · v ⊗ ((r(2))(0)#1) · w

= r(1) ⇀ ((r(2))(−1) . v)⊗ (r(2))(0) ⇀ w;

h . (v ⊗ w) = (1#h) · v ⊗ w = (1#h(1)) · v ⊗ (1#h(2)) · w = h(1) . v ⊗ h(2) . w.

Utilizando la notación ρA(x) = (x(−1)R#x(−1)H)⊗x(0) para la coacción de A, si

V,W ∈ RM, las coacciones de R y H en V ⊗W , están dadas respectivamente

por, para v ∈ V , w ∈ W ,

ρR(v ⊗ w) = ε(v(−1)H)ε(w(−1)H) v(−1)Rw(−1)R ⊗ v(0) ⊗ w(0),

ρH(v ⊗ w) = ε(v(−1)R)ε(w(−1)R) v(−1)Hw(−1)H ⊗ v(0) ⊗ w(0).

De esta manera, las equivalencias dadas en la Proposición 5.1.3 son equi-

valencias de categoŕıas monoidales.

5.2. Álgebras de Hopf co-Frobenius

5.2.1. Algunas definiciones categóricas. Daremos una serie de defi-

niciones básicas que serán utilizadas posteriormente.

Definición 5.2.1. Un morfismo f : M → N en una categoŕıa C es

un monomorfismo si para todo par de morfismos g, h : S → M tales

que f ◦ g = f ◦ h vale g = h.
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Un monomorfismo f : M → N en C se dice esencial si para todo

morfismo g tal que g ◦ f es un monomorfismo entonces g es un mono-

morfismo.

Un objeto Q ∈ C se dice inyectivo si para todo monomorfismo ι : M →
N de C y para todo f : M → Q existe un morfismo g : N → Q tal que

g ◦ ι = f .

Una cápsula inyectiva de un objeto M ∈ C es un par (Q, f) donde

f : M → Q es un monomorfismo esencial y Q un objeto inyectivo.

Definición 5.2.2. Un morfismo f : M → N en una categoŕıa C es

un epimorfismo si para todo par de morfismos g, h : N → S tales que

g ◦ f = h ◦ f vale g = h.

Un epimorfismo f : M → N en C se dice esencial si para todo morfismo

g : L→M tal que f◦g es un epimorfismo entonces g es un epimorfismo.

Un objeto P ∈ C se dice proyectivo si para todo epimorfismo π : M →
N de C y para todo f : P → N existe un morfismo g : P →M tal que

π ◦ g = f .

Un cubrimiento proyectivo de un objeto M ∈ C es un par (P, f) donde

f : P →M es un epimorfismo esencial y P un objeto proyectivo.

Decimos que una categoŕıa abeliana C tiene suficientes proyectivos si todo

objeto X ∈ C tiene un cubrimiento proyectivo. De manera análoga, diremos

que la categoŕıa abeliana C tiene suficientes inyectivos si todo objeto de la

categoŕıa tiene una cápsula inyectiva.

Observación 5.2.3. [DNR, 2.4.6] Sea C una coálgebra. Todo objeto M ∈
CM tiene una cápsula inyectiva, digamos E(M). Aśı, CM tiene suficientes

inyectivos pero no necesariamente suficientes proyectivos, como veremos en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.2.4. Sea C un k-espacio vectorial con base {ci : i ∈ N0} y

estructura de coálgebra dada por,

∆(ci) =
i∑

j=0

cj ⊗ ci−j, ε(ci) = δ0i, ∀ i ∈ N0.

Consideramos el álgebra dual C∗, ver 1.2.7. Entonces C∗ es isomorfa al álgebra

k[[x]] de series de potencias formales en la indeterminada x. Además, CM es la

clase de todos los k[[x]]-módulos de torsión. En esta categoŕıa el único objeto

proyectivo es 0, por lo tanto CM no tiene suficientes proyectivos.

5.2.2. Coálgebras con propiedades especiales. Las siguientes defi-

niciones y resultados pueden encontrarse en el caṕıtulo 3 de [DNR].
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Observación 5.2.5. En lo que sigue, a diferencia de como lo hemos hecho

hasta el momento, dado un espacio vectorial V , consideramos la identificación

〈f ⊗ g, v ⊗ w〉 = 〈f, v〉〈g, w〉

de V ∗ ⊗ V ∗ con un subespacio de (V ⊗ V )∗. La razón de este cambio es la

coherencia con la bibliograf́ıa utilizada.

Sean C una coálgebra y C∗ su álgebra dual. Si (M,ρM) es un C-comódulo

a derecha, entonces M resulta un C∗-módulo a izquierda v́ıa

c∗ ·m := (1⊗ c∗)ρM(m), c∗ ∈ C∗, m ∈M.(5.4)

Definición 5.2.6. [L, DNR] Sea C una coálgebra. Un C∗-módulo a iz-

quierda se dice racional si la acción se define a partir de una estructura de

C-comódulo a derecha, cf. (5.4).

Sea C una coálgebra, entonces C es un C∗-módulo racional a izquierda

(resp. a derecha) v́ıa c∗ ⇀ c = c∗(c(2))c(1) (resp. c ↼ c∗ = c∗(c(1))c(2)), c ∈ C,

c∗ ∈ C∗. Más aún, todo C-comódulo es un C∗-módulo racional con la estructura

dada por (5.4).

Además, la suma de una familia de C∗-módulos racionales es un C∗-módu-

lo racional [DNR, 2.2.6]. Por lo tanto todo C∗-módulo admite un submódulo

racional maximal. Denotamos por Rat(C∗C
∗) o simplemente Rat(C∗) al máxi-

mo submódulo racional del C∗-módulo a izquierda C∗. De manera análoga,

intercambiando los lados izquierda/derecha podemos definir C∗-módulos ra-

cionales a derecha. Denotamos por Rat(C∗C∗) al máximo submódulo racional

del C∗-módulo a derecha C∗.

De ahora en adelante enunciaremos todas las definiciones y resultados a

un sólo lado, dejando a cargo del lector el enunciado intercambiando los lados

izquierda/derecha.

Teorema 5.2.7. [DNR, 3.2.3] Sea C una coálgebra. Las siguientes afir-

maciones son equivalentes:

La categoŕıa CM tiene suficientes proyectivos.

Rat(C∗C∗) es un subconjunto denso de C∗.

E(S) tiene dimensión finita para todo comódulo simple S ∈MC.

Todo C-comódulo a izquierda de dimensión finita tiene un cubrimiento

proyectivo. �

Definición 5.2.8. Una coálgebra C se dice semiperfecta a izquierda si

cumple las condiciones equivalentes del Teorema 5.2.7.



5.2. ÁLGEBRAS DE HOPF CO-FROBENIUS 81

Observación 5.2.9. Si C es una coálgebra semiperfecta a izquierda y

derecha entonces Rat(C∗C
∗) = Rat(C∗C∗).

Corolario 5.2.10. [DNR, 3.2.11] Sean C una coálgebra semiperfecta a

izquierda y D una subcoálgebra de C, entonces D es semiperfecta a izquierda.

�

Definición 5.2.11. Una coálgebra C se dice cuasi co-Frobenius a izquierda

si existen un C∗-módulo libre F y un morfismo inyectivo de C∗-módulos a

izquierda f : C → F . Además, C se dice co-Frobenius a izquierda si existe un

monomorfismo de C∗-módulos a izquierda de C a C∗.

Teorema 5.2.12. [DNR, 3.3.4] Sea C una coálgebra, entonces C es cuasi

co-Frobenius a izquierda si y sólo si todo C-comódulo a derecha inyectivo es

proyectivo. �

Una forma bilineal b : C × C → k se dice C∗-balanceada si

b(x ↼ c∗, y) = b(x, c∗ ⇀ y), ∀x, y ∈ C, c∗ ∈ C∗.

Dicha forma bilineal se dice no-degenerada a izquierda si b(x, y) = 0 para todo

x ∈ C implica y = 0.

Teorema 5.2.13. [DNR, 3.3.5] Una coálgebra C es co-Frobenius a iz-

quierda si y sólo si existe una forma lineal C∗-balanceada no degenerada a

izquierda.

Demostración. Dada una forma bilineal b : C × C → k, definimos f :

C → C∗ por f(y)(x) = b(x, y), x, y ∈ C y viceversa. Entonces b es C∗-

balanceada si y sólo si f es un morfismo de C∗-módulos. Además, b es no

degenerada a izquierda si y sólo si f es inyectivo. �

Proposición 5.2.14. [DNR, 3.3.6] Si C es una coálgebra cuasi co-

Frobenius a izquierda entonces es semiperfecta a izquierda y Rat(C∗) 6= 0. �

5.2.3. Álgebras de Hopf co-Frobenius. El siguiente enunciado es co-

nocido como Teorema fundamental de módulos de Hopf. Recordemos primero

la definición de módulo de Hopf.

Definición 5.2.15. Sea A un álgebra de Hopf. Un espacio vectorial V se

dice A-módulo de Hopf a derecha si es un A-módulo a derecha con acción / y

un A-comódulo a derecha con coacción ρ tal que

ρ(v / a) = v(0) / a
(1) ⊗ v(1)a

(2), v ∈ V, a ∈ A.
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Teorema 5.2.16 (Teorema fundamental de módulos de Hopf). [DNR,

4.4.6] Sean A un álgebra de Hopf y V un A-módulo de Hopf a derecha. Entonces

la aplicación f : V coA⊗A→ V definida por f(v⊗a) = va, v ∈ V coA, a ∈ A, es

un isomorfismo de módulos de Hopf; donde V coA = {v ∈ V : ρ(v) = v⊗1}. �

Definición 5.2.17. Dada un álgebra de Hopf A, una integral a izquierda

para A es una aplicación lineal λ : A → k tal que αλ = α(1A)λ para todo α

en A∗. Equivalentemente, λ(a(2))a(1) = λ(a)1A para todo a ∈ A. Denotaremos

por
∫
l

al conjunto de integrales a izquierda de A. Análogamente, una integral

a derecha para A es una aplicación lineal λ : A → k tal que λα = α(1A)λ

para todo α en A∗. Equivalentemente, λ(a(1))a(2) = λ(a)1A para todo a ∈ A.

Denotaremos por
∫
r

al conjunto de integrales a derecha de A.

Definición 5.2.18. Un álgebra de Hopf se dice co-Frobenius si admite una

integral a izquierda no nula.

Teorema 5.2.19. [DNR, 5.2.3] Sean A un álgebra de Hopf y
∫
l

su espacio

de integrales a izquierda, entonces
∫
l
⊗A ' Rat(A∗).

Demostración. Como Rat(A∗) es un A∗-módulo racional a izquierda,

tiene una estructura de A-comódulo a derecha ρ tal que, si a∗ ∈ Rat(A∗),

fa∗ = f(a∗(1))a
∗
(0) para todo f ∈ A∗.

Sea a∗ ∈ Rat(A∗). Entonces a∗ ∈ Rat(A∗)coA si y sólo si ρ(a∗) = a∗ ⊗ 1 lo

que es equivalente a fa∗ = f(1)a∗ para todo f ∈ A∗, es decir a∗ es una integral

a izquierda. Por lo tanto Rat(A∗)coA =
∫
l
.

Además, Rat(A∗) es un A-módulo a derecha v́ıa la acción ↽, definida por

(a∗ ↽ a)(b) = a∗(bS(a)), a, b ∈ A, a∗ ∈ Rat(A∗).

Veamos que ↽ y ρ le dan a Rat(A∗) una estructura de A-módulo de Hopf a

derecha. Denotaremos por ⇁ la acción de A sobre A∗ inducida por la estructura

canónica de A como A-módulo a derecha: (a ⇁ a∗)(b) = a∗(ba), a, b ∈ A,

a∗ ∈ A∗; entonces a∗ ↽ a = S(a) ⇁ a∗. Dados, a, b ∈ A, a∗ ∈ Rat(A∗) y

f ∈ A∗ tenemos

(f(a∗ ↽ a))(b) = f(b(1))a
∗(b(2)S(a)) = f(b(1)ε(a(2)))a

∗(b(2)S(a(1)))

= f(b(1)S(a(2))a(3))a
∗(b(2)S(a(1)))

= (a(3) ⇁ f)(b(1)S(a(2)))a
∗(b(2)S(a(1)))

= (a(2) ⇁ f)((bS(a(1)))(1))a
∗((bS(a(1)))(2))

= ((a(2) ⇁ f)a∗)(bS(a(1))) = (a(2) ⇁ f)(a∗(1))a
∗

(0)(bS(a(1)))

= f(a∗(1)a(2))a
∗

(0)(bS(r(1))) = f(a∗(1)a(2))(a
∗

(0) ↽ a(1))(b).

El teorema sigue por el teorema fundamental de módulos de Hopf aplicado a

Rat(A∗). �
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Observación 5.2.20. Si A es un álgebra de Hopf co-Frobenius entonces

es una coálgebra co-Frobenius.

Demostración. Notemos en primer lugar que la estructura canónica de

A como A-módulo a derecha induce una acción de A sobre A∗:

(x ⇁ a∗)(y) = a∗(yx), x, y ∈ A, a∗ ∈ A∗.

Sea λ ∈ A∗ una integral a izquierda no nula para A. Definimos la forma bilineal

b : A× A → k por b(x, y) = λ(xS(y)). Veamos que esta forma bilineal es A∗-

balanceada. Dados x, y ∈ A, a∗ ∈ A∗ tenemos

b(x ↼ a∗, y) = a∗(x(1))λ(x(2)S(y)) = a∗(x(1))λ(x(2)S(y(1)))ε(y(2))

= a∗(x(1)S(y(2))y(3))λ(x(2)S(y(1)))

= (y(3) ⇁ a∗)(x(1)S(y(2)))λ(x(2)S(y(1)))

= (y(2) ⇁ a∗)((xS(y(1)))(1))λ((xS(y(1)))(2))

= (y(2) ⇁ a∗)(1H)λ(xS(y(1))) = a∗(y(2))λ(xS(y(1)))

= b(x, y(1)a
∗(y(2))) = b(x, a∗ ⇀ y).

Además, b(x, y) = λ(xS(y)) = (S(y) ⇀ λ)(x). Luego b(x, y) = 0 para todo

x ∈ A si y sólo si S(y) ⇀ λ = 0. El isomorfismo del teorema anterior implica

que y = 0 y por lo tanto b es no degenerada a izquierda. Por el Teorema 5.2.13

esto es equivalente a decir que la coálgebra A es co-Frobenius. �

De la observación anterior y los resultados de coálgebras enunciados en la

sección anterior obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 5.2.21 (Lin, Larson, Sweedler, Sullivan). [DNR, 5.3.2] Sea A

un álgebra de Hopf. Son equivalentes:

? A tiene una integral a izquierda no nula.

? A es una coálgebra co-Frobenius a izquierda.

? A es una coálgebra cuasi co-Frobenius a izquierda.

? A es una coálgebra semiperfecta a izquierda.

? A tiene una integral a derecha no nula.

? A es una coálgebra co-Frobenius a derecha.

? A es una coálgebra cuasi co-Frobenius a derecha.

? A es una coálgebra semiperfecta a derecha. �

Corolario 5.2.22. Si A es un álgebra de Hopf co-Frobenius y B es una

subálgebra de Hopf de A entonces B es co-Frobenius.

Demostración. En efecto si A es co-Frobenius entonces es una coálgebra

semiperfecta. Por el Corolario 5.2.10 B también lo es, lo que es equivalente a

decir que B es co-Frobenius. �
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Teorema 5.2.23. [DNR, 5.4.2] Sean A un álgebra de Hopf co-

Frobenius y M un A-comódulo a derecha de dimensión finita. Entonces

dim(HomA∗(A,M)) = dim(M). En particular dim(
∫
r
) = dim(

∫
l
) = 1. �

Enunciaremos a continuación una serie de caracterizaciones de las álgebras

de Hopf co-Frobenius.

Corolario 5.2.24. [L, 3 y 10] Sea A un álgebra de Hopf. Los siguientes

son equivalentes:

� A es co-Frobenius.

� E(S) tiene dimensión finita para todo S ∈ AM simple.

� Todo V ∈ AM tiene un cubrimiento proyectivo.

� Rat(A∗) 6= 0.

Aśı, si A es co-Frobenius, entonces AM tiene objetos proyectivos no nulos.

Demostración. Por el Teorema 5.2.21 A es semiperfecta a izquierda y

derecha, por lo tanto valen el resto de las afirmaciones, por 5.2.7. Por último,

el isomorfismo del Teorema 5.2.19 nos dice que si Rat(A∗) 6= 0 entonces
∫
l
6= 0

lo que es equivalente a decir que A es co-Frobenius. �

Teorema 5.2.25. [AC, 2.3 y 2.8] Sea A un álgebra de Hopf. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

� A es co-Frobenius.

� Todo A-comódulo no nulo tiene un cociente no nulo de dimensión finita.

� Todo A-comódulo inyectivo no nulo tiene un cociente no nulo de di-

mensión finita.

� Existe un A-comódulo inyectivo no nulo que tiene un cociente no nulo

de dimensión finita.

� AM tiene objetos proyectivos no nulos.

� Todo A-comódulo inyectivo es proyectivo. �

Proposición 5.2.26. [DN, 2.3] Sea A un álgebra de Hopf. Si AM tiene un

objeto inyectivo no nulo de dimensión finita entonces A es co-Frobenius. �

Teorema 5.2.27. [ADa, ACE] Un álgebra de Hopf A es co-Frobenius si

y solamente si su filtración corradical es finita. �

En resumen, por los resultados antes mencionados, tenemos el siguiente

teorema:

Teorema 5.2.28. Dada A un álgebra de Hopf, son equivalentes:

(i) A es co-Frobenius.

(ii) E(S) tiene dimensión finita para todo S ∈AM simple.
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(iii) E(k) tiene dimensión finita.

(iv) AM tiene un objeto inyectivo no nulo de dimensión finita.

(v) Todo A-comódulo no nulo tiene un cociente no nulo de dimensión finita.

(vi) Todo A-comódulo inyectivo no nulo tiene un cociente no nulo de di-

mensión finita.

(vii) Existe un A-comódulo inyectivo no nulo que tiene un cociente no nulo

de dimensión finita.

(viii) AM tiene objetos proyectivos no nulos.

(ix) Todo V ∈AM tiene un cubrimiento proyectivo.

(x) Todo objeto inyectivo en AM es proyectivo.

(xi) Rat(A∗) 6= 0.

(xii) La filtración corradical de A es finita. �

Ejemplo 5.2.29. Sea A un álgebra de Hopf cosemisimple, ver 1.2.4. En-

tonces A tiene una integral λ tal que λ(1A) = 1, ver por ejemplo [Sw, 14.0.3] o

[Ab, 3.3.2]. En efecto, si A es cosemisimple entonces todo A-comódulo es com-

pletamente reducible, en particular A como A-comódulo lo es. Consideramos

el morfismo unidad u : k → A. Como A es completamente reducible, existe

un morfismo de comódulos λ : A → k tal que λ ◦ u = idk, luego λ(1A) = 1.

Como λ es de comódulos, (id⊗λ)∆ = u ◦ λ lo que es equivalente a decir que

λ es una integral para A. Notar que A = ⊕ (V ⊗ V ∗) donde la suma es sobre

todos los A-módulos irreducibles V , entonces λ : A→ k es la proyección sobre

la componente trivial de dicha descomposición.

Lema 5.2.30. [ADa, 3.1] Sean A un álgebra de Hopf y K una subálgebra

de Hopf tales que:

(i) KA0 ⊆ A0,

(ii) A es un K-módulo finitamente generado.

Entonces la filtración corradical de A es finita y por lo tanto A es co-Frobenius.

�

Ejemplo 5.2.31. [ADa, 3.4] Fijamos k un cuerpo algebraicamente cerrado

de caracteŕıstica cero. Sean g un álgebra de Lie simple de dimensión finita de

rango θ y G el grupo algebraico simplemente conexo correspondiente. Dado

N ∈ N impar, N > 2 y coprimo con 3 si g contiene una componente de tipo

G2, consideramos q ∈ k una ráız N -ésima de la unidad.

Sea Uq(g) el álgebra envolvente cuantizada definida por Lusztig. Recorde-

mos la siguiente definición y resultados de [Lu3]:

1. Un Uq(g)-módulo V se dice de tipo uno si para todo v ∈ V e i ∈ I vale

KN
i · v = v.
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2. El conjunto de clases de isomorfismo de Uq(g)-módulos simples de tipo

uno de dimensión finita está parametrizado por Zθ≥0. Denotamos por

L(µ), µ ∈ Zθ≥0 al módulo de peso máximo µ.

3. Si escribimos µ = µ′+Nµ′′ con µ′, µ′′ ∈ Zθ≥0 con cada entrada de µ′ en

el intervalo [0, N − 1]. Entonces tenemos una descomposición de tipo

Steinberg de L(µ), L(µ) ' L(µ′)⊗ L(Nµ′′).

4. El epimorfismo de álgebras de Hopf Uq(g) → U(g) induce una estruc-

tura de U(g)-módulo en L(Nµ′′) tal que resulta ser un módulo simple

de peso máximo µ′′.

Sea A = Oq(G) el álgebra de coeficientes matriciales de los módulos de tipo

uno. El corradical de A está generado por los coeficientes matriciales de los

módulos simples L(µ), µ ∈ Zθ≥0. Sea K la subálgebra generada por los coefi-

cientes matriciales de los módulos simples L(Nµ′′), µ′′ ∈ Zθ≥0, entonces K es

una subálgebra de Hopf de A isomorfa al álgebra O(G) de funciones regulares

sobre G. Por [DL], K es central y cumple (i). Además, por la descomposición

de tipo Steinberg de L(µ) y por ser g semisimple tenemos:

L(µ)⊗ L(Nδ) ' L(µ′)⊗ L(Nµ′′)⊗ L(Nδ) ' L(µ′)⊗ (⊕jL(Nσj))

' ⊕j(L(µ′)⊗ L(Nσj)) ' ⊕jL(µ′ +Nσj).

Aśı, KA0 ⊆ A0 y por el lema anterior A es co-Frobenius.

Otras dos pruebas diferentes de que Oq(G) es co-Frobenius pueden hallarse

en [AC, 2.11] y [APW, §9].

5.3. Álgebras de Hopf trenzadas co-Frobenius

A lo largo de esta sección consideraremos H un álgebra de Hopf, R ∈ H
HYD

un álgebra de Hopf trenzada y A = R#H el biproducto de R y H.

Definición 5.3.1. Sea R un álgebra de Hopf en H
HYD. Una integral a

derecha (resp. izquierda) para R es un elemento λ ∈ R∗ tal que λf = f(1)λ

(resp. fλ = f(1)λ) para todo f ∈ R∗.

Definición 5.3.2. Un álgebra de Hopf trenzada R en H
HYD se dice co-

Frobenius a derecha (resp. izquierda) si posee una integral a derecha (resp.

izquierda) no nula.

Definición 5.3.3. Un espacio vectorial V se dice R-módulo de Hopf a

derecha si es un R-módulo a derecha con acción / y un R-comódulo a derecha

con coacción ρ tal que

ρ(v / r) = v(0) / r
(1) ⊗ v(1)r

(2), v ∈ V, r ∈ R.
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El siguiente resultado es la versión trenzada del Teorema fundamental de

módulos de Hopf:

Teorema 5.3.4. [MS, 3.1] Sean H un álgebra de Hopf, R un álgebra de

Hopf en H
HYD y V un R-módulo de Hopf a derecha. Entonces

V coR ⊗R→ V, v ⊗ r 7→ vr, v ∈ V coR, r ∈ R,

es biyectivo; donde V coR = {v ∈ V : ρ(v) = v ⊗ 1}. �

Los siguientes resultados valen para álgebras de Hopf y sus demostraciones

en el caso trenzado son análogas, ver [GZ].

Teorema 5.3.5. [GZ, §2] Sean H un álgebra de Hopf, R un álgebra de

Hopf en H
HYD y

∫
l

el espacio de integrales a izquierda de R, entonces
∫
l
⊗R '

Rat(R∗).

Demostración. Como Rat(R∗) es un R∗-módulo racional a izquierda,

tiene una estructura de R-comódulo a derecha ρ tal que

(id⊗〈 , 〉)(c⊗ id)(id⊗ρ) = m;

donde 〈 , 〉 : R∗ ⊗ R → k es la evaluación usual y c la trenza en H
HYD. En

efecto, tenemos

(id⊗〈 , 〉 ⊗ 〈 , 〉)(c⊗ c⊗ id)(id⊗c⊗ id⊗ id)(id⊗ id⊗ρ⊗ id)(id⊗ id⊗ρ)

= m(id⊗m) = m(m⊗ id)

= (id⊗〈 , 〉 ⊗ 〈 , 〉)(c⊗ c⊗ id)(id⊗c⊗∆)(id⊗ id⊗ρ).

Esto es (ρ⊗ id)ρ = (id⊗∆)ρ.

Sea r∗ ∈ Rat(R∗). Entonces r∗ ∈ Rat(R∗)coR si y sólo si ρ(r∗) = r∗ ⊗ 1 lo

que es equivalente a fr∗ = f(1)r∗ para todo f ∈ R∗, es decir r∗ es una integral

a izquierda. Por lo tanto Rat(R∗)coR =
∫
l
.

Además, Rat(R∗) es un R-módulo a derecha v́ıa la acción ↽, definida por

↽=⇁ ◦(S ⊗ id)c donde 〈 , 〉 ◦ (⇁ ⊗ id) = 〈 , 〉 ◦ (id⊗m)(id⊗c)(c ⊗ id). En

efecto,

〈 , 〉(↽ ⊗ id)(↽ ⊗ id⊗ id) = 〈 , 〉(id⊗m)(id⊗c)(↽ ⊗S ⊗ id)

= 〈 , 〉(id⊗m)(id⊗c)(id⊗ id⊗m)(id⊗ id⊗c)(id⊗S ⊗ S ⊗ id)

= 〈 , 〉(id⊗c)(id⊗S ⊗ id)(id⊗m⊗ id) = 〈 , 〉(↽ ⊗ id)(id⊗m⊗ id).

Veamos que ↽ y ρ le dan a Rat(R∗) una estructura de R-módulo de Hopf

a derecha. Para ello usaremos que m(id⊗↽) es igual a

↽ (m⊗ id)(⇁ ⊗ id⊗ id)(c⊗ id⊗ id)(id⊗c⊗ id)(id⊗ id⊗c)(id⊗ id⊗∆).
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Esta identidad se prueba de manera directa y su demostración puede verse en

[GZ, 1.3]. Aśı,

(id⊗〈 , 〉)(c⊗ id)(id⊗ρ)(1⊗↽) = m(id⊗↽)

=↽ (m⊗ id)(⇁ ⊗ id⊗ id)(c⊗ id⊗ id)(id⊗c⊗ id)(id⊗ id⊗c)(id⊗ id⊗∆)

= (〈 , 〉 ⊗ id)(⇁ ⊗ id⊗↽)(c⊗ c⊗ id)(id⊗c⊗ id⊗ id)(id⊗ id⊗c⊗ id)

(id⊗ id⊗ id⊗c)(id⊗ρ⊗∆)

= (〈 , 〉 ⊗ id)(id⊗m⊗↽)(id⊗ id⊗c⊗ id)(id⊗c⊗ c)(id⊗ρ⊗∆)

= (〈 , 〉 ⊗ id)(id⊗c)(id⊗↽ ⊗m)(id⊗ id⊗c⊗ id)(id⊗ρ⊗∆).

Esto es, ρ◦ ↽= (↽ ⊗m)(id⊗c ⊗ id)(ρ ⊗ ∆). Por lo tanto Rat(R∗) es un

R-módulo de Hopf.

El teorema sigue por el teorema fundamental de módulos de Hopf aplicado

a Rat(R∗). �

Corolario 5.3.6. Bajo las hipótesis del teorema anterior, Rat(R∗) 6= 0 si

y sólo si
∫
l
6= 0. �

Observación 5.3.7. Si R es co-Frobenius a izquierda entonces R es co-

Frobenius a derecha. En efecto, R es co-Frobenius como coálgebra, la prueba

es análoga a la del caso no trenzado ya que podemos definir la forma R∗-

balanceada de manera similar a partir de la integral, ver 5.2.20. Además vale

el Teorema fundamental de módulos de Hopf. Entonces R es una coálgebra

cuasi co-Frobenius a izquierda lo que implica, por la Proposición 5.2.14, que R

es semiperfecta a izquierda. Por lo tanto Rat(R∗R∗) 6= 0. Por la versión a derecha

del corolario anterior (reemplazando R por Rop,cop), tenemos Rat(R∗R∗) 6= 0 si

y sólo si
∫
r
6= 0 lo que es equivalente a decir que R es co-Frobenius a derecha.

Proposición 5.3.8. Dadas H y R como antes. La bosonización A = R#H

es co-Frobenius si y sólo si H y R son co-Frobenius.

Demostración. Supongamos que R y H son co-Frobenius. Sea λR 6= 0

una integral a derecha no nula para R y λH 6= 0 una integral a derecha no nula

para H. Luego, por [Ra, Prop. 4] λ = λR#λH es una integral a derecha no

nula para A y A es co-Frobenius. En efecto, escribimos

f :A→ A, f(r#h) = r#λH(h)1H ;

ρ :R→ A, ρ(r) = r(0)#r(−1).
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Entonces, si r ∈ R, h ∈ H,

λ((r#h)(1))(r#h)(2) = λ(r(1)#(r(2))(−1)h(1)) (r(2))(0)#h(2)

= λR(r(1))λH((r(2))(−1)h(1)) ((r(2))(0)#1H)(1R#h(2))

= f(λR(r(1))(r(2))(0)#(r(2))(−1)h(1)) 1R#h(2)

= f((λR(r(1))(r(2))(0)#(r(2))(−1))(1R#h(1)) 1R#h(2)

= λR(r)f(1#h(1)) 1R#h(2) = λR(r)λH(h(1)) 1R#h(2)

= λR(r)1R#λH(h)1H = λ(r#h)1A

pues

λR(r)1R#1H = ρ(λR(r)1R) = ρ(λR(r(1))r(2)) = λR(r(1))(r(2))(0)#(r(2))(−1).

Rećıprocamente, si A es co-Frobenius, entonces H también lo es por ser

subálgebra de Hopf de A, ver 5.2.22. Sea λ una integral a izquierda no nula

para A, fijamos un elemento r#h ∈ A tal que λ(r#h) 6= 0 y definimos λR(s) =

λ(s#h) para todo s ∈ R. Aśı, λR es una integral no nula para R. En efecto,

λR(r) 6= 0 pues λ(r#h) 6= 0 y es integral dado que, si ψ : A → R, ψ(s#k) =

ε(k)s, entonces para todo s ∈ R tenemos

λR(s)1R = ψ ◦ ι(λR(s)1R) = ψ(λ(s#h)1A) = ψ((s#h)(1)λ((s#h)(2)))

= ψ(s(1)#(s(2))
(−1)h(1))λ((s(2))

(0)#h(2))

= ε((s(2))
(−1)h(1)) s(1)λ((s(2))

(0)#h(2)) = s(1)λ(s(2)#h) = s(1)λR(s(2)).

�

Nuestro objetivo es probar una versión del Teorema 5.2.28 para el álgebra

de Hopf trenzada R. Los siguientes dos teoremas nos dan caracterizaciones

para álgebras de Hopf co-Frobenius en la categoŕıa H
HYD.

Teorema 5.3.9. Dadas un álgebra de Hopf H y R un álgebra de Hopf en
H
HYD; las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) R es co-Frobenius.

(ii) E(S) tiene dimensión finita para todo S ∈ RM simple.

(iii) Todo objeto no nulo en RM tiene un cociente no nulo de dimensión

finita.

(iv) Todo objeto inyectivo no nulo en RM tiene un cociente no nulo de

dimensión finita.

(v) Existe un objeto inyectivo no nulo en RM que tiene un cociente no nulo

de dimensión finita.

(vi) Todo V ∈ RM tiene un cubrimiento proyectivo.

(vii) Todo objeto inyectivo en RM es proyectivo.
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(viii) Rat(R∗) 6= 0.

Demostración. La equivalencia (i) ⇔ (viii) sigue del Corolario 5.3.6.

Como hemos observado en 5.3.7 si R es co-Frobenius lo es también como

coálgebra, por lo tanto es cuasi co-Frobenius y semiperfecta como coálgebra

y Rat(R∗) 6= 0, por la Proposición 5.2.14. Por el Teorema 5.2.7 tenemos que

R semiperfecta es equivalente a (ii) y (vi) e implica (viii). Aśı (i) ⇒ (ii) ⇔
(vi) ⇒ (viii). Además, por 5.2.12, R es una coálgebra quasi-co-Frobenius si

y sólo si vale (vii) y por lo tanto (i) ⇒ (vii). Además, la Proposición 5.2.14

nos dice que (vii)⇒ (viii). Por último (ii)⇒ (iii)⇒ (iv)⇒ (v)⇒ (viii) por

[AC, 2.3], cf. 5.2.25. �

En este resultado faltan algunas de las equivalencias del Teorema 5.2.28;

las cuales esperamos poder probar más adelante.

El Teorema anterior admite un refinamiento si consideramos una hipótesis

extra sobre H:

Teorema 5.3.10. Sean H un álgebra de Hopf co-Frobenius y R un álge-

bra de Hopf en H
HYD. Son equivalentes:

(i) R es co-Frobenius.

(ii) E(S) tiene dimensión finita para todo S ∈ RM simple.

(iii) E(k) tiene dimensión finita.

(iv) RM tiene un objeto inyectivo no nulo de dimensión finita.

(v) Todo objeto no nulo en RM tiene un cociente no nulo de dimensión

finita.

(vi) Todo objeto inyectivo no nulo en RM tiene un cociente no nulo de

dimensión finita.

(vii) Existe un objeto inyectivo no nulo en RM que tiene un cociente no nulo

de dimensión finita.

(viii) RM tiene objetos proyectivos no nulos.

(ix) Todo V ∈ RM tiene un cubrimiento proyectivo.

(x) Todo objeto inyectivo en RM es proyectivo.

(xi) Rat(R∗) 6= 0.

Demostración. El álgebra de Hopf trenzada R es co-Frobenius si y sólo

si A = R#H es co-Frobenius por la Proposición 5.3.8. Además, por el Teorema

5.2.28 y la equivalencia de categoŕıas dada en la Proposición 5.1.3 (notando

que dicha equivalencia respeta dimensiones, objetos inyectivos y proyectivos,

cápsulas inyectivas y cubrimientos proyectivos) los puntos (i) − (x) son equi-

valentes. Finalmente (i)⇔ (xi) por el Corolario 5.3.6. �
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Pregunta 5.3.11. Si H es un álgebra de Hopf co-Frobenius y R un álgebra

de Hopf en H
HYD. ¿Cuál es la relación entre RM y RM?

5.3.1. Filtración corradical finita. Finalmente, se debe considerar la

siguiente pregunta: ¿R es co-Frobenius si y sólo si su filtración corradical es

finita?

Una de las implicaciones es directa por el siguiente teorema:

Teorema 5.3.12. [ADa, 1.2] Sea C una coálgebra tal que su filtración

corradical es finita. Entonces Rat(C∗) 6= 0. �

Corolario 5.3.13. Sea H un álgebra de Hopf y R un álgebra de Hopf en
H
HYD. Si la filtración corradical de R es finita, entonces R co-Frobenius.

Demostración. Si la filtración corradical de la coálgebra R es finita, por

el Teorema 5.3.12 tenemos que Rat(R∗) 6= 0. Luego, por el Corolario 5.3.6, R

tiene una integral no nula y por lo tanto es co-Frobenius. �

La otra implicación, es decir: “Si R es co-Frobenius entonces tiene filtración

corradical finita” no la hemos podido demostrar aún. Nos parece importan-

te destacar que en el caso no trenzado dicho enunciado fue conjeturado por

Andruskiewitsch y Dascalescu en 2003 [ADa]. En ese art́ıculo, como hemos

mencionado, se prueba la rećıproca. Sin embargo esta conjetura fue probada

12 años después por Andruskiewitsch, Cuadra y Etingof en [ACE].
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