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Resumen

En esta tesis estudiamos las estructuras localmente conformes Kéhler (LCK) y localmente conformes
simplécticas (LCS) invariantes a izquierda en grupos de Lie, o equivalentemente tales estructuras
en &dlgebras de Lie. Luego se buscan reticulos (subgrupos discretos co-compactos) en dichos grupos.
De esta manera obtenemos estructuras LCK o LCS en las solvariedades I'\G.

Especificamente estudiamos las estructuras LCK en solvariedades con estructuras complejas
abelianas. Luego describimos explicitamente la estructura de las algebras de Lie que admiten
estructuras de Vaisman. También determinamos los grupos de Lie casi abelianos que admiten
estructuras LCK o LCS y ademés analizamos la existencia de reticulos en ellos. Finalmente desar-
rollamos un método para construir de manera sistematica ejemplos de dlgebras de Lie equipadas
con estructuras LCK o LCS a partir de un dlgebra de Lie que ya admite tales estructuras y una
representacién compatible.

Palabras claves: métricas localmente conforme Kéhler, estructuras localmente conforme
simpléctico, grupos de Lie, solvariedades, reticulos.
2010 Mathematics subject Classification: 53C15, 53C55, 53D05, 22FK25, 22E40.
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Abstract

In this thesis we study left invariant locally conformal Kéhler (LCK) structures and locally con-
formal symplectic structures (LCS) on Lie groups, or equivalently such structures on Lie algebras.
Then we analize the existence of lattices (co-compact discrete subgroups) on these Lie groups.
Therefore, we obtain LCK or LCS structures on solvmanifolds I'\G.

Specifically we study LCK structures on solvmanifold where the complex structure is abelian.
Then we describe the structure of a Lie algebra admitting a Vaisman structure. On the other
hand we determine the almost abelian Lie groups equipped with a LCK or LCS structures, and we
also analize the existence of lattices on these groups. Finally we construct a method to produce
examples of Lie algebras admitting LCK or LCS structures beginning with a Lie algebra with these
structures and a compatible representation.

Key words: Locally conformal Kéahler metrics, locally conformal symplectic structures, Lie

group, solvmanifold, lattices.
2010 Mathematics subject Classification: 53C15, 53C55, 53D05, 22E25, 22E40.
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Introduccion

Este trabajo se centra en el estudio de ciertas variedades diferenciables, especificamente aquellas
que admiten una estructura localmente conforme Kdhler (LCK). Por una estructura LCK en una
variedad diferenciable M, se entiende un par (J, g) tal que (M, J, g) es una variedad hermitiana
y existe un cubrimiento {U;} por abiertos de M y una familia {f;} de funciones diferenciables
fi : Ui — R tales que las métricas locales g; = exp(—fi)g|u, son de Kéhler, o equivalentemente,
existe una 1-forma cerrada 6 tal que dw = 6 A w, donde w es la forma fundamental; en tal caso
6 se llama la forma de Lee. Una variedad de Kdhler (M, J,g) es una variedad hermitiana tal que
su 2-forma fundamental w es cerrada, o equivalentemente, VJ = 0 donde V es la conexién de
Levi-Civita de M. Dentro de las variedades LCK son muy importantes las llamadas variedades
Vaisman, éstas son variedades diferenciables con una estructura LCK donde la forma de Lee es
paralela respecto de la conexién de Levi-Civita. También estudiamos una clase mas general que
son las variedades con una estructura localmente conforme simpléctica (LCS), es decir, una 2-forma
no degenerada w tal que dw = 6 A w para alguna 1-forma cerrada 6.

Tanto las variedades localmente conformes Kéhler como las variedades con estructuras local-
mente conformes simplécticas son objetos de intenso estudio en la actualidad. Hay numerosos tra-
bajos de diferentes autores en esta drea de la geometria, ver por ejemplo [31} [34] [66] (74 82, 22|, 21].
El objetivo de esta tesis es estudiar las estructuras localmente conformes Kahler y simplécticas
invariantes a izquierda en grupos de Lie. Especificamente buscamos nuevos ejemplos de grupos
de Lie con dichas estructuras invariantes a izquierda, ya que en la literatura se encuentran muy
pocos ejemplos. Luego determinamos si dichos grupos admiten reticulos, para obtener asi nuevos
ejemplos de solvariedades compactas con estructuras LCK y LCS.

Para llevar a cabo este objetivo, el trabajo se organizé de la siguiente manera: En un principio
nos concentramos en grupos de Lie que admiten estructuras LCK invariantes a izquierda, es decir
un par (J,g) tal que J conmuta con las traslaciones a izquierda, J o dL, = dL, o J, y g satisface
9(dLyX,dL,Y) = g(X,Y) para todo a en el grupo y X,Y campos diferenciables. Como la es-
tructura LCK es invariante a izquierda en G, podemos analizarla a nivel del dlgebra de Lie. Una
estructura locamente conforme Kdhler en g es un par (J, (-, -)) hermitiano tal que dw = 6 A w para
alguna 6 € g* con df = 0.

Concretamente nos interesan grupos de Lie unimodulares, es decir, grupos de Lie en los que
la medida de Haar es invariante a izquierda y a derecha, o equivalentemente si G es conexo,
tr(adx) = 0 para todo X € g. Este interés estd fundamentado en un resultado de Milnor que
afirma que si un grupo de Lie G admite lattices o (reticulos) entonces G es unimodular. Un reticulo
es un subgrupo I' C G discreto tal que I'\G es compacto. El motivo de buscar grupos de Lie
que admitan reticulos es porque si consideramos un grupo de Lie simplemente conexo con una
estructura LCK invariante a izquierda, entonces esta va a resultar “esencialmente” de Kéhler, en el
sentido de que va a resultar globalmente conforme Kéhler. En cambio I'\G ya no es simplemente
conexo pues el primer grupo de homotopia estd dado por 71 (I'\G) = T', y admite una estructura
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hermitiana inducida por (J, g) que resulta LCK y globalmente conforme Kéhler.

En el Capitulo 2 estudiamos las estructuras LCK donde las estructuras complejas son especiales.
En primer lugar consideramos aquellas algebras de Lie con estructuras LCK donde la estructura
compleja J es bi-invariante, es decir J[X,Y]| = [JX,Y] para todo X,Y € g. Su importancia radica
en que en este caso G admite una estructura de grupo de Lie complejo, o sea, las operaciones de
grupo (multiplicar e invertir) son holomorfas.

En segundo lugar consideramos el caso en que J es es una estructura compleja abeliana, i.e.
[JX,JY] = [X,Y] para todo X,Y € g. En este caso, probamos que si el dlgebra de Lie es
unimodular entonces es isomorfa al producto de R y un dlgebra de Lie de Heisenberg. Este y otros
resultados aparecen en el trabajo publicado [7].

Locally conformally Kdhler structures on unimodular Lie groups, Geom. Dedicata (2015) 179:
197-216.

En el Capitulo 3 se estudian las estructuras Vaisman en cocientes compactos I'\G de un grupo
de Lie simplemente conexo soluble G por un reticulo I', donde estas estructuras provienen de
estructuras invariantes a izquierda en G, o equivalentemente de estructuras Vaisman en el dlgebra
de Lie. Caracterizamos las algebras de Lie unimodulares con estructuras Vaisman en términos de
algebras de Lie Kéahler planas. Usando esta caracterizacién exhibimos una familia de grupos de Lie
equipados con estructuras Vaisman invariantes a izquierda y demostramos la existencia de reticulos
en algunas de estas familias. Estos resultados aparecen en el siguiente trabajo en preparacion

Vaisman structures on compact quotients of Lie groups.

En el Capitulo 4 analizamos las estructuras LCK y LCS para grupos de Lie casi abelianos,
es decir, en grupos de Lie cuya algebra admite un ideal abeliano de codimensién 1. Obtenemos
una caracterizaciéon de los grupos de Lie casi abelianos que admiten dichas estructuras. En el caso
LCK determinamos cuéles de estos grupos admiten reticulos. Finalmente construimos una familia
de ejemplos de solvariedades en todas las dimensiones con estructuras LCS las cuales no admiten
estructuras LCK invariantes (este es un problema planteado por varios autores). Estos resultados
aparecen en el siguiente trabajo, el cual fue aceptado para su publicacién (Ver []]).

Lattices on almost abelian Lie groups with locally conformal Kdhler or symplectic structures,
Manuscripta Mathematica (2017) doi:10.1007/s00229-017- 0938-3

En el Capitulo 5 describimos un método de construcciéon de nuevos ejemplos de algebras de
Lie con estructuras LCK y LCS; este método permite construir algebras de Lie con dichas estruc-
turas en cualquier dimensién, partiendo de un &dlgebra de Lie que ya admite tal estructura y una
representaciéon adecuada.

Resultados originales obtenidos en esta tesis

e Caracterizacion de todas las solvariedades que admiten estructuras LCK invariantes con es-
tructuras complejas abelianas, publicado en [7].

e Caracterizacion de las algebras de Lie equipadas con estructuras LCK donde la estructura
compleja es bi-invariante, de donde se deduce que no existen variedades complejas compactas

con métricas LCK invariantes por la accién transitiva de un grupo de Lie complejo.
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Descripcién explicita de la estructura de las algebras de Lie unimodulares que admiten es-
tructuras de Vaisman en términos de dlgebras de Lie Kédhler planas. Estudio de la existencia
de reticulos en algunos grupos de Lie asociados.

Clasificacion de solvariedades casi abelianas con estructuras LCK invariantes en dimension 4.
No existencia de tales solvariedades para dimensién mayor o igual a 6.

Caracterizaciéon de grupos de Lie casi abelianos con estructuras LCS invariantes a izquierda.

Nuevos ejemplos de solvariedades con estructuras LCS invariantes en toda dimensién par y
célculo de sus nimeros de Betti para la cohomologia de de Rham y para la cohomologia de
Lichnerowicz.

Determinacién de una familia de dlgebras de Lie (las de tipo I o “imaginarias puras”) con la
propiedad de que toda estructura LCS en ellas es de primer tipo.

Nuevos métodos de construccién de estructuras LCK y LCS a partir de un algebra que ya
admite tales estructuras y una representacién compatible.
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CAPITULO 1

Preliminares

1.1 Preliminares algebraicos

En esta secciéon daremos algunos resultados de dlgebra lineal que usaremos en las secciones sigu-
ientes, estudiando en particular algunas estructuras adicionales sobre espacios vectoriales reales,
como productos escalares y estructuras complejas.

Definicion 1.1.1. Sea V un espacio vectorial real. Una estructura compleja J sobre V es un
endomorfismo J : V — V tal que J? = —1Id.

Observacion 1.1.2. Si J es una estructura compleja, entonces J € GL(V).

Ejemplo 1.1.3. Si V' es un espacio vectorial complejo y lo consideramos como espacio vectorial
sobre R entonces la aplicacién v — iv define una estructura compleja. Reciprocamente tenemos el
siguiente resultado:

Lema 1.1.4. Si V es un espacio vectorial real con una estructura compleja J, entonces V admite
una estructura de espacio vectorial complejo.

Demostracion. Definimos sobre V' la siguiente operacién: (a + ib)v = av + bJv, a,b € R. Luego la
R-linealidad de J y el hecho que J? = —Id, muestran que esta operacién define una estructura de
C-médulo sobre V. O

Lema 1.1.5. Si J es una estructura compleja sobre un espacio vectorial real V', entonces dimg V =
2n y existen x1,...,x, €V tales que {x1,...,xn, J21,...,JTn} €s una base de V.

Demostracién. Como J? = —1Id, entonces
0 < det(J?) = (—1)dmeV (1.1)

y por lo tanto dimg V' es par. Para la segunda parte, consideramos a V' como espacio vectorial
complejo de dimensién n. Sea {z1,...,z,} una base de V' como espacio vectorial complejo. Luego
{z1,...,xn, Jx1,...,J2,} es una base real de V. En efecto si

n n
Zakxk + Zka:Ek =0,
k=1 k=1

1
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con ag, b € R, por la demostracién del Lema bpJx, = ibgxy. Luego queda

n

n n
Z apZy + Z by = Z(ak + Zbk)l'k = 0.
k=1 k=1

k=1

Como z1,...,x, es base de V como espacio vectorial complejo, tenemos que ap + iby = 0 para
k=1,...,n. Porlotanto ay =b, =0 para k=1,...,n. [

Definicion 1.1.6. Si V es un espacio vectorial real, la complexificacion de V' es el espacio vectorial
complejo V ®p C, que serd denotado por VC.

Los siguientes resultadsos son conocidos y su demostracion es sencilla (ver por ejemplo [50]).

Lema 1.1.7. Si V es un espacio vectorial real, entonces V estd naturalmente incluido en VC.
Ademds todo elemento v de VC se puede escribir de la forma v = x + iy para ciertos ,y € V.

La conjugacién compleja en VC es el endomorfismo real definido por

z=x4+1y > Z=a—1y, z,yeV.

Si J es una estructura compleja en V', podemos extenderla C-linealmente a VC, mediante
J(v+iw) = Jv + iJw.

La seguiremos denotando por J y asi sigue valiendo J? = —Id. Claramente los autovalores de J
en VC son i y —i, y denotaremos los autoespacios asociados por V19 y V01 es decir,

V0= lweVE gv=iv} y VO ={veVC:Juv=—iv}.

Lema 1.1.8. Sea V un espacio vectorial real dotado con una estructura compleja J. FEntonces
VIO={v—iJv:veV}, VO ={v+iJv:veV} ytenemos la siguiente descomposicion

VE=vlg Vo (1.2)

Ademds la conjugacion compleja en VC induce un isomorfismo R-lineal entre V10 ¢ V0.1,

Ahora veremos cémo aplicar lo anterior a V*, el espacio dual de V. Para ello tenemos el
siguiente resultado:

Proposicién 1.1.9. Sea V un espacio vectorial real, dotado con una estructura compleja J. En-
tonces V* admite de manera natural una estructura compleja J* dada por

(J*N)v = A(Jv),
para todo v € V. Ademds J* induce la descomposicion
7€ = L0 gy 0l (1.3)

donde V*10 (respectivamente (V*O’l)) es el anulador de V0! (respectivamente (Vl’o)).
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Demostracion. Claramente J* es un endomorfismo de V* tal que J*? = —Id. Consideramos la
complexificacién de V*, luego por el Lema tenemos

V*C — V*I,O @ V*O,l

con VO = (A —iJ* A A e V) y VO = {A+4J*\ : A € V*}. Para la tiltima parte, sea A € V*!
y v € VOl entonces

)\(U) = ()\1 — iJ*)\l)(vl + iJUl) = )\1(?)1) + i/\l(Jvl) — i(J*Al)Ul + (J*)\l)(Jvl) =0.

Asi V19 eg el anulador de V!, Anslogamente V*%! es el anulador de V10, O
Denotaremos Vg = V0 g Vo1 = V0.1

Si V' es un espacio vectorial real de dimensién n su algebra exterior esta dada por:
n
ANV =EAV.
r=0

Anilogamente, AVC denota el dlgebra exterior del espacio vectorial complejo V', la cual estd dada
por:

AVE = é N'VE (1.4)
r=0

Si V estd dotado con una estructura compleja .J, entonces su dimensién real es 2n, y VC se
descompone en V€ = V10 g VOl con V10 y VO subespacios vectoriales complejos de dimensién
n. Luego definimos

/\pqu — /\PVI,O ® /\qu,l

Si {e1,...,e,} es una base de V1°, entonces por el Lema {€1,...,€,} es una base de V%!, El
conjunto de elementos

6j1/\-~'/\€jp/\€kl/\"'/\ékq, 1§j1<~--<jp§n, 1§k1<---<kq§n,

forma una base de A”?V sobre C. Decimos que un elemento de A”?V es de grado (p,q). Luego
tenemos los siguientes hechos:

Proposicién 1.1.10 ([46]). Para un espacio vectorial real V' dotado con una estructura compleja
J tenemos:

(1) A"V es un subespacio de /\erqV(C
(i) AVE =@,y ATV

iii) La conjugacion compleja induce un isomorfismo entre NPV y NPV, es decir, NP1V =
Jjug piej Y

A"V

Consideraremos ahora productos internos compatibles con una estructura compleja J.
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Definicion 1.1.11. Un producto interno hermitiano sobre un espacio vectorial real V' con una
estructura compleja J es un producto interno (-,-) que satisface

<JUa J’LU> - <U, U}>,
para todo v,w € V.

Notar que dado un espacio producto interno (V, (-,-)) con una estructura compleja J, entonces
(-,-) es hermitiano si y sélo si J es antisimétrica.

Ejemplo 1.1.12. Sea V un espacio vectorial real de dimensién dos con una orientacién fija. Si (-, )
es un producto interno en V', entonces existe una estructura compleja natural en V' compatible con
el producto interno, definida como sigue: para cada 0 # v € V, sea Jv € V el tinico vector tal que
(v, Jv) =0, ||Jv|| = ||v]|, vy {v, Jv} estd positivamente orientada. Es decir, J es una rotacién en
sentido antihorario en 7, por lo que J 2 = —1Id. Luego, J es una estructura complejaen V, y (-, )
resulta un producto interno hermitiano.

La siguiente proposicion es facil de demostrar:

Proposicién 1.1.13 (J46]). Sea (-,-) un producto interno hermitiano en un espacio vectorial real
V' con una estructura compleja J. Entonces podemos extender (- ,-) a una forma bilineal compleja
simétrica en VC, que satisface:

() (Z,W) = (Z,W), para Z,W € VE,
(ii) (Z,Z) >0, para todo Z € VC no nulo,
(iii) (Z,W) =0, para Z € VIO y W € VoL

Reciprocamente, toda forma bilineal, compleja y simétrica que satisface (i), (ii) y (iii) es la extension
de un producto interno hermitiano en V.

1.2 Estructuras casi complejas en variedades

En esta seccion aplicaremos los resultados de la Seccion al espacio tangente de una variedad
diferenciable.

Sea M una variedad diferenciable real. Una estructura casi compleja J en M es un tensor
diferenciable J : TM — T'M tal que en cada punto p € M, J, : T,M — T,M es una estructura
compleja en T, M. Si M es una variedad diferenciable equipada con una estructura casi compleja
J, entonces decimos que (M, J) es una variedad casi compleja.

En el préximo resultado se establece una restriccion para la existencia de estructuras casi
complejas.

Proposicion 1.2.1. 5i M admite una estructura casi compleja, entonces dim M es par y M es
orientable.
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Demostracion. Como consecuencia del Lema tenemos que dim M es par. Para la segunda
parte, si J es una estructura casi compleja en M, entonces para cada p € M podemos elegir una
base de T,M de la forma {vi,...,v,,Jv1,...,Ju,} (ver Lema , y cualquier otra base de
T,M de esta forma difiere de la anterior en una matriz de determinante positivo. En efecto, sea
{wi,...,wp, Jwy, ..., Jw,} otra base de T,,M, entonces existen ai, bi € R tales que

w; = Zaivk + ZbiJvk,

y asi la matriz de cambio de base es
A -B
P ( 4 ) .

Se prueba que det P = | det(A+iB)|? y como P es inversible tenemos que det P > 0. Luego para dar
una orientacién a M consideramos la familia de todos los sistemas coordenados (U, ¢) tales que para
todo p € U la base {9/0z;}?", de T,M tiene la misma orientacién que {vy,...,vn, Jvi,..., Ju,}.
Esto determina una orientacién en M. ]

Ejemplo 1.2.2. Las esferas S? y S% admiten una estructura casi compleja. En efecto, sean p €
S2 CcR®y (-,-) el producto interno canénico de R?. Identificamos el espacio tangente T,(5?) con
el subespacio {v € R3 : (p,v) = 0} de R3. Luego definimos J por J(v) = p x v, donde x es el
producto cruz de R3. Por célculo directo tenemos que J2(v) = p x (p x v) = —v. Por lo tanto J es
una estructura casi compleja en S2.

Ahora construiremos una estructura casi compleja en S% usando los octoniones. Un octonién
es un par ordenado de cuaterniones x = (q1,q2). El conjunto de todos los octoniones forma un
algebra no asociativa con la suma y la multiplicaciéon dadas por:

(q1,92) + (d1,45) = (@ +d),q2+d))
(g1, @2)(q1,93) = (0qy — T2, G501 + ¢©2701),

donde el conjugado de un octonién se define por T = (q;,—¢q2). Asi 2T = ((1q; + G292,0) y
|z|2 = 1@y + @2q2- Un octonién = = (g1, q2) es real si q1 es real y o = 0, y es puramente imaginario
si g1 es un cuaternion imaginario puro. Sea U el espacio vectorial real de dimensién 7 formado por
los octoniones puramente imaginarios. Se define un producto interno (, ) y un producto cruz x en
U que generalizan el producto interno y el producto cruz de R3 (considerando a R? como el espacio
de cuaterniones imaginarios puros), de la siguiente manera:

—(z,2') = la parte real de xz’, z,2" € U,

x x 2 = laparte puramente imaginaria de z2/, z,2’ € U.
Se puede ver que si z, 2, 2" € U, entonces
zr=—(z,z) = —|z]?, zxa' =—-2'xz, (zxa2") =z, xz"). (1.5)

Sea S¢ = {x € U : |z| = 1}. Identificamos el espacio tangente T,(S%) con el subespacio {y € U :
(z,y) = 0} de U. Definimos J en T, (S®) por

J(y) =z xy, yeTu(S5).
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Por (1.5) se ve que z x y € T,,(S%). Ademas

Jy) = ax(zxy) =z@xy)+ (@ cxy) =z@xy) =
= a(xy) +2(z,y) = 2(zy) = (z2)y = —|2°y = -y,

entonces J2 = —Id. Asf J define una estructura casi compleja en S°.

Observacion 1.2.3. S% y S% son las tinicas esferas que admiten una estructura casi compleja. En
efecto, la no existencia de una estructura casi compleja en S* para k > 1y S?" para n > 4
fue probado por Wen [83] y conjuntamente por Borel y Serre [27] respectivamente. Por otro
lado, Kirchhoff [49] demostré que si S™ admite una estructura casi compleja, entonces S"*! es
paralelizable, y Adams [I] demostré que S™*! es paralelizable sélo para n +1 = 1, 3 y 7. El
resultado de Adams combinado con el de Kirchhoff implican el resultado de Wen, Borel y Serre.

Ejemplo 1.2.4. Toda superficie orientable M en R? admite una estructura casi compleja. En efecto,
parap € M y v € T,,(M), definimos J(v) como el unico vector tal que (v, Jv) =0, [Jv| = |v|, y
{v, Ju} esté positivamente orientada, donde {-,-) es el producto interno canénico de R3. Esta .J
define una estructura casi compleja en M. Observemos que este hecho puede ser generalizado a toda
variedad riemanniana, orientable, de dimensién dos. Notar que la construccién de la estructura
casi compleja en S? del Ejemplo es un caso particular de éste.

Sea (M, J) una variedad casi compleja. Denotaremos a T, M por T}, por simplicidad. Para cada
p € M, sea (Tp)c la complexificacion del espacio tangente en p, y a sus elementos los llamamos
vectores tangentes complejos. Por el Lema tenemos que:

(Tp)(c = (Tp)l’o @ (Tp)o’l

donde (T)' y (T,)%! son los autoespacios de J correspondientes a los autovalores i y —i respec-
tivamente.

Un campo vectorial complejo es una asignacién C®, Z : M — (TM)C, tal que Zy, € (T,
El campo complejo Z se dice de tipo (1,0) si Z, € (T,)'0 y de tipo (0,1) si Z, € (T)*!, para
todo p € M. Observemos que si Z es un campo vectorial complejo de tipo (1,0) entonces, por el
Lema su conjugado Z es un campo vectorial complejo de tipo (0,1), y por el mismo lema, es
inmediato que:

)*.

Proposicién 1.2.5. Un campo vectorial complejo Z en una variedad casi compleja (M, J) es de
tipo (1,0) 6 (0,1) si y sélo si Z es de la forma Z = X —iJX 6 Z = X + iJX respectivamente,
para algin X € X(M).

Por la Proposicién tenemos que:
(T;)C = (T)" & (T;)" = (Tp)r0 @ (Tp)oa
donde (Tp)1,0 vy (Tp)o1 son los anuladores de (7,)%! y (T;,)1'0, respectivamente.

Dada una variedad diferenciable M consideramos su k-fibrado exterior, dado por

Nst = | AT

peEM
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A sus secciones las denotaremos por Ek(M ), que es el espacio de k-formas diferenciables (reales)
en M,y E(M) representara el espacio de todas las formas diferenciables en M, es decir,

E(M) = éEk(M).
k=1

Si ahora (M, J) es una variedad casi compleja, podemos hacer lo mismo para (7, )€, y tenemos:

k |-
NeM = | N(T)E.
peEM
A sus secciones las denotaremos por A*(M) y llamaremos A(M) al espacio de todas las formas

complejas en M. Definimos /\T’ST; = /\T(T;,k A (T;;)*', con p € M, y consideramos el fibrado
bigraduado
r,s . 7,8 sk
N*°M =] N1}
peEM

Denotaremos por A™*(M) a sus secciones, a las que llamaremos formas complejas de tipo (r,s).
Por la Proposicién una 1-forma compleja w es de tipo (1,0) (respectivamente (0, 1)) si y sélo
si w(Z) = 0 para todo vector complejo Z de tipo (0,1) (respectivamente (1,0)).

Observacion 1.2.6. Si w € A" (M), entonces w(Z1,...,Zr4s) = 0, si Z1,...,Zy4s son vectores
complejos de los cuales més de r son de tipo (1,0), o mas de s son de tipo (0, 1).

El siguiente resultado se demuestra facilmente utilizando la Proposicién [1.1.10
Proposicién 1.2.7. Si (M, J) es una variedad casi compleja, entonces

NI = P N1y A= P A (M)

r4+s=k r+s=k
Mds ain, N"°Tr = N™"T; y Ars(M) = A>T (M).

Sid: EF¥(M) — EFTY(M) representa la derivada exterior de formas diferenciales, entonces
consideraremos su extensién C-lineal a las formas complejas, d : A¥(M) — AFTL(M), a la cual
seguiremos denotando por d. Se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 1.2.8. Si AP1(M) es el espacio de formas complejas de grado (p, q) sobre una variedad
casi compleja M, entonces

d(APA(M)) C APT2IL (M) @ APYLI(M) @ APTHL (M) @ AP=S9F2 (M),

Demostracion. Es consecuencia de que A(M) estd localmente generado por A%C(M), AYO(M) y
A%L(M), v de que

d(A%(M)) AV (M) & AV (M),

A(AMO(M)) CAZO(M) @ AV (M) © A%2(M),

d(AYY (M) c A0 (M) @ AVY (M) @ A%2(M).
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1.3 Variedades complejas

Las variedades complejas son espacios topoldgicos que son localmente como C". En algtin sentido
las variedades complejas son mas rigidas que las variedades diferenciables, de una manera similar
a la relacién que hay entre funciones holomorfas y funciones diferenciables.

Repasamos algunas nociones del andlisis complejo de varias variables.

Definicion 1.3.1. Una funciéon f = u + iv de un abierto U de C" en C se dice holomorfa si la
ecuacion de Cauchy-Riemann se cumple para todas las coordenadas zp = xj + iy, es decir,

o
Ory Oy’ Oy Oxmy’ S

Equivalentemente, una funcién f es holomorfa si las funciones inducidas
Uﬂ{(21,...,Zi_l,Z,zi+i,...,Zn) S C} - C
son holomorfas para todoi=1,...,n,y 21,...,2i—1, Zit+i,- - -, 2n € C fijos.

Observemos que si definimos

o _1(o 90N 9 _1(09 .0
8Zk_2 ox, Oy ’ 8§k_2 ox Y, ’

entonces f es holomorfa si y sélo si % =0 parak=1,...,n.
Una funcién f: U C C* — C™, se dice holomorfa si todas sus funciones coordenadas f1, ..., fm

son holomorfas.

Definicién 1.3.2. Un atlas holomorfo en una variedad diferenciable es un atlas {(U;, ¢;)} de la
forma ¢; : U; — ¢;(U;) C C", tal que las funciones de transicién ¢;; = ¢; o qﬁj_l coi(UinUj) —
¢i(U; N Uj) son holomorfas. El par (Uj, ¢;) se llama una carta holomorfa.

Definicion 1.3.3. Una variedad compleja M de dimensién n es una variedad real de dimension
2n junto con un atlas holomorfo.

Definiciéon 1.3.4. Una funcién f : M — C en una variedad compleja M, se dice holomorfa si
foot:¢;(U;) — C es holomorfa para toda carta holomorfa (U;, ¢;).

Definicion 1.3.5. Sean M y N dos variedades complejas. Una funcién f : M — N es holomorfa
si para todo par de cartas holomorfas (U, ¢) y (U',¢') de M y N, respectivamente, la funcién
¢ o fo¢~! es holomorfa.

Ejemplo 1.3.6. C" es el ejemplo béasico de una variedad compleja.

Ejemplo 1.3.7. El espacio proyectivo complejo CP". Es una de las variedades complejas com-
pactas mds importantes. CP™ es el conjunto de rectas por el origen en C"*!, o equivalentemente,
CP" = (C*" — {0})/C*, donde C* acttia por multiplicacién en C"*!. Denotaremos la clase de
(20,215 -+, 2n) POr [20,21,...,2,). Dotamos a CP™ con la topologia cociente. Consideramos los
abiertos U; = {[z0, 21, ..., 2n] : zi # 0} C CP™ y las funciones

Zq Zi Zq Zi

20 Zi—1 Zit1 Zn
. n
qbi.UZ'—)(CP,[Zo,Zl,...,Zn]f—><,..., s ,...,>
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Luego las funciones de transicién ¢;; = ¢; o qﬁj_l 1 ¢(U; NUj) — ¢i(U; NUj) estan dadas por

_(w Wi—1 Wiyl wj—1 1 wj Wy
¢ij<w17"‘7wn)_ Ty ey ) geeey IR ERRE) )

las cuales son biyectivas y holomorfas sobre su dominio de definicién y entonces (U;, ¢;) son cartas
complejas.

A continuacién veremos la relacién que hay entre variedades complejas y estructuras casi com-
plejas. Comenzamos notando que C" admite de manera natural una estructura casi compleja, en
efecto, sea (z1,...,2,) un sistema coordenado en C", sea z = xj + iy, definimos j, por

Jn(a/axk) = a/aykv ]n(a/ayk) = _a/axk

Esto define una estructura casi compleja en C™.

Ahora veremos un resultado que nos dice cémo se comporta esta estructura compleja canénica
de C™ con las funciones holomorfas.

Proposicion 1.3.8. Una funcion f de un abierto de C" en C™ preserva la estructura compleja,
es decir, df o j, = jm o df, si y sélo si f es holomorfa.

Demostracion. Sea f = (f1,...,fm) con fr = u¥ +iv* k =1,...,m. Luego f es holomorfa si y
sélo si se satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

ouk ok ouk vk S k=1
al‘j 8y] ) ayj ax] ) j M ) ) ) 9

Por otro lado tenemos que df satisface:

0 T fouFN 0 A LA
¥ (o) =2 (30,) 7o+ 2= (3) 3

k=1 k=1
af <8> _i(aﬁ) a+§:<avk> 9
y; = \0y; ) Oz, =\ 0y, oyx.’

para j = 1,...,n. Luego de la definicién de j, y jm, resulta que df o j, = jm o df si y sélo si f
satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann. O

En particular las funciones de transicién preservan la estructura casi compleja de C". Ademds
la manera natural de darle una estructura casi compleja a C™ induce el siguiente resultado.

Proposicién 1.3.9. Toda variedad compleja M admite de manera natural una estructura casi
compleja J.

Demostracion. Si dimg M = n, la idea es tranferir la estructura casi compleja de C” a través de
los sistemas coordenados. Sea (U, ¢r7) un sistema coordenado de M, definimos

Ju = doy" o jn o déy. (1.6)
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Basta ver que esta estructura no depende de los sistemas coordenados. Sea (V, ¢y ) otro sistema
coordenado tal que U NV # (), entonces ¢y o gb{]l es holomorfa, asi:

Jy = dgb‘;l 0 jn o doy
= d¢y" 0 jn o d(¢y 0 ¢p') o dey
= d¢y' o d(dv 0 ¢;') 0 jn o du
= doy;" o jn o du
= Jy
O

Definicién 1.3.10. Sean (M, J)y (M’', J’) dos variedades casi complejas. Una funcién f : M — M’
se dice casi compleja si J' odf = df o J.

Luego de la Proposicién obtenemos:

Proposicién 1.3.11. Dadas M y M’ dos variedades complejas con estructuras casi complejas J
y J' respectivamente. Una funcién f: M — M’ es holomorfa si y sélo si f es casi compleja.

Como vimos en la Proposicién toda variedad compleja admite de manera natural una
estructura casi compleja. En general la reciproca es falsa. A continuacién veremos bajo qué
condiciones son equivalentes.

Definicion 1.3.12. Una estructura casi compleja J en M se dice integrable si M es la variedad
diferenciable subyacente a una variedad compleja que induce a J como en la Proposiciéon En
este caso J también se dice una estructura compleja.

Nota. Por definicién toda variedad compleja admite una estructura compleja.

Dado una estructura casi compleja J, se define el tensor de Nijenhuis Ny asociado por:

para todo par de campos X, Y € X(M). Es facil ver que N es un tensor de tipo (1,2). El siguiente
importante teorema provee una caracterizacién de la integrabilidad en términos de N .

Teorema 1.3.13 ([63]). Una estructura casi compleja J es integrable si y solo si Ny = 0.

Demostracion. Sélo probaremos que para una estructura casi compleja e integrable .J, vale que

Nj; = 0. Sea (z1,...,2,) con z; = x; + iy; un sistema de coordenadas en una variedad com-
pleja M. Como J es integrable sabemos que J(9/0xy) = 0/0yx v J(0/0yx) = —0/0z). Como
el corchete de campos coordenados es cero tenemos que, N;(X,Y) = 0, para todo X,Y €
{0/0x1,...,0/0xy,0/0y1,...,0/0yn}. Como Ny es tensor, resulta N; = 0. O

A continuacién daremos un ejemplo de una estructura casi compleja no integrable.

Ejemplo 1.3.14. Como vimos en el Ejemplo (86, .J) resulta una variedad casi compleja, y
se puede ver que J no es integrable (A. Frolicher [33]). La posible existencia de una estructura
compleja en S% ha sido un problema abierto por méas de 60 afios. Recientemente Michael Atiyah
en [I1] anuncié la no existencia de estructuras complejas en S°.
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Ahora veremos un resultado de facil demostracién, el cual da algunas equivalencias para que
una estructura casi compleja resulte compleja.

Proposicién 1.3.15 ([50]). Sea (M, J) una variedad casi compleja; las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) J es integrable.
(il) si Z,W son campos vectoriales complejos de tipo (1,0), entonces [Z, W] también.
(iii) st Z,W son campos vectoriales complejos de tipo (0,1), entonces [Z, W] también.

A continuacién tenemos otro resultado que nos permite identificar cudndo una estructura casi
compleja es integrable. Para ello necesitamos definir la conjugada de una I1-forma compleja w por

w(Z) = w(Z), para todo Z campo vectorial complejo. Notemos que si w es una 1-forma compleja
de tipo (1,0) entonces w es una 1-forma compleja de tipo (0, 1).

Proposicién 1.3.16. Sea (M, J) una variedad casi compleja; las siguientes afirmaciones son e-
quivalentes:

(i) J es integrable.
(i) d(AMO(M)) c A20(M) @ ALY (M).
(iii) d(A%Y(M)) c ALVY (M) @ A%2(M).

Demostracion. (i) = (ii) Sean w una l-forma compleja de tipo (1,0) y Z, W campos vectoriales
complejos de tipo (0,1). Por un lado tenemos que dw es una 2-forma compleja, y por la Proposicién
resulta

dw = w?? 4wt + w2

donde w* € A% (M). Como w*°(Z,W) = wh(Z, W) = 0, resulta que dw(Z, W) = w*(Z,W).
Por otro lado
dw(Z,W) = Zw(W) - Ww(Z) —w([Z, W]),

Como J es integrable, tenemos que [Z, W] es de tipo (0,1), por la Proposicién Asi
dw(Z,W) = 0. Combinando ambos resultados tenemos que w®?(Z, W) = 0. Ademis w’? se
anula si alguno de los argumentos es de tipo (1,0), por lo que w”? = 0.

(ii) = (i) Sean Z, W de tipo (0,1), queremos ver que [Z, W] también lo es. Si w es de tipo
(1,0), entonces w([Z,W]) = —dw(Z,W). Por (ii) dw(Z,W) = 0, luego w([Z,W]) = 0 con w de
tipo (1,0) arbitraria, entonces [Z, W] es de tipo (0, 1).

(iii) = (ii) Si w es de tipo (1,0) entonces W es de tipo (0,1). Si dw = w?°+w! +w"?, entonces
dw = w20 +wh! + w02, Como w2 € A%(M) entonces por (iii) w92 = 0y por lo tanto w®? = 0.
De manera similar se demuestra (ii) = (iii). O

El siguiente resultado se sigue directamente de las Proposiciones |1.3.16[y

Proposicién 1.3.17. J es integrable si y sélo si d(AP9(M)) C APTH4(M) @ AP9TY(M), para todo
p yqeNU{0}.
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Sean 7% : A(M) — AF(M) y 7" : A(M) — A™*(M) las proyecciones canénicas. Si d :
AF(M) — AF1(M) representa la extensién C-lineal de la derivada exterior, se definen los siguientes
operadores:

9= Ptlao g APA(N) = Ap+1,q(M)7 O =maPitl oy API(M) — Ap’qH(M).

Corolario 1.3.18. Sea (M, J) una variedad casi compleja. Entonces J es integrable si y sdlo si
da = 0(«) + (), para toda o € A(M).

Demostracion. SiJ es integrable, por la Proposicién|1.3.17|tenemos que d(AP(M)) C APtLa( M@
AP (M), Tuego d = 9+0. Reciprocamente si d = 9+0, entonces 7%2od = 0 en ALY (M). Es decir,
d(AYO(M)) c A20(M) @ AV (M), entonces por la Proposicién [1.3.16] J resulta integrable. O

. . ‘ L =2
Corolario 1.3.19. Si J es una estructura casi compleja integrable, entonces 0> = 9 = 0 y

00 = —00. Reciprocamente, si 7 = 0, J es integrable.

Demostracién. Para la primera parte, si J es integrable tenemos que d = 0 + 9, y como d? = 0,
por célculo directo se obtiene 9% = =0 y 00 = —00.

Reciprocamente, si 52 = 0 veremos que el corchete de Lie de dos campos vectoriales complejos
de tipo (0,1), es de tipo (0,1). Luego por la Proposicién J resultard integrable. Sean Z, W
de tipo (0, 1), usamos la férmula

do(Z,W) = Za(W) —Wa(Z) — a([Z, W]).

Si a es una forma de tipo (0,1), la ecuacién anterior se reduce a: (da)(Z,W) = (9a)(Z,W).
Combinando estas dos cosas y tomando o = 0 f tenemos:

0=(0"f)(2,W)
=d(0f)(Z, W)
= Z(0f)(W) =W (0f)(Z) - (0f)([Z,W])
= Z(df)(W) =W (df)(Z) — (0f)([2,W]), pues Z,W €T,
= (d*£)(Z,W) + (df)([Z,W]) = (Bf)([Z, W])
=0+ (0f)([Z,W]), puesd=0+ 09 en A°(M).

Como las (1,0)-formas de tipo Of generan AMC(M), esto implica que [Z, W] es de tipo (0,1). [

1.4 Meétricas hermitianas y de Kahler

Las variedades Kéahler forman la clase mas importante variedades complejas. Muchas de las var-
iedades conocidas y de interés, como por ejemplo el espacio proyectivo complejo, son Kahler. Las
variedades Kahler se consideran como un caso especial de variedades riemannianas, las cuales,
aderhas de la estructura riemanniana, poseen una estructura compleja que satisface ciertas condi-
ciones de compatibilidad. Las estructuras Kéhler fueron introducidas por Erich Kéahler en 1933
y tienen importantes aplicaciones en varias dreas, como geometria diferencial, analisis complejo,
geometria algebraica, geometria simpléctica y fisica tedrica.
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Definicién 1.4.1. Una métrica hermitiana en una variedad casi compleja (M, J) es una métrica
riemanniana ¢ tal que g(X,Y) = ¢g(JX,JY), para todo X,Y € X(M). En este caso diremos
que (M, J,g) es una variedad casi hermitiana. Una variedad compleja (M, .J) con una métrica
hermitiana ¢ se dice variedad hermitiana.

Observacion 1.4.2. Toda variedad casi compleja admite una métrica hermitiana. Simplemente
elegimos una métrica riemanniana h arbitraria y definimos ¢g(X,Y) = h(X,Y) + h(JX, JY).

Por la Proposicién [1.1.13] toda métrica hermitiana ¢ puede ser extendida C-linealmente a TMC.
Denotaremos por h a esta extensién, que satisface:

(i) h(Z,W) = h(Z,W), para todo vector complejo Z y W,
(ii) h(Z,Z) > 0, para todo Z vector complejo no nulo,
(iii) h(Z,W) =0, para todo par de vector Z, W ambos de tipo (1,0) o ambos de tipo (0,1).

Reciprocamente, todo tensor simétrico en TMC con estas propiedades define una métrica hermitiana
en TM.

Definicién 1.4.3. Dada una variedad casi hermitiana (M, J, g) se define la 2-forma fundamental
o forma de Kdhler por w(X,Y) = g(JX,Y), para todo X,Y € X(M).

Si consideramos la extensién de w a una forma bilineal antisimétrica de TMC, entonces w es
un elemento de A%(M) N AML(M), y la métrica hermitiana g estd univocamente determinada por
la estructura casi compleja J y por la forma fundamental w, mediante g(-,-) = w(-, J-).

Observacion 1.4.4. Sea (M, J, g) una variedad casi hermitiana, y sea h la extensién C-lineal de g,
entonces podemos recuperar la métrica g y la forma fundamental w a partir de h:

MX —iJX,)Y +iJY)=9g(X,Y)+9(JX,JY) —i(g(JX,Y) — g(X,JY)) = 2(9 —iw)(X,Y),
es decir, g = 3 Re(h) y w = % Im(h).

A continuacién veremos una expresion de la forma fundamental en coordenadas. Sea {z1,...,z,}
un sistema de coordenadas complejas en una variedad hermitiana (M?",.J, g). Si denotamos por
grs los coeficientes de la métrica g en este sistema de coordenadas, entonces:

(2. 2
gT‘S_g az’r7a§s Y

Y grs = grs = 0 por el item (iii) més arriba. Asi obtenemos el siguiente resultado:

Lema 1.4.5. Si (M?",g,J) es una variedad hermitiana, entonces la forma fundamental estd dada
por:

n
w=1 Zgrgdzr/\dfs.

r,s=1

Demostracion. Dados Z, W campos complejos, podemos escribir

= 0 d
, W=D dz(W) 5 d?T(W)azr.
r=1

r

- o o
Z = ;dzr(Z)azr +dz(Z) 5—
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Luego,

W(Z, W) = g(JZ, W)
=g zn:dzr(Z)ii - Zdzs Zs(W) J
0z 0%,
—Zzgrs er s _Zzgsr dZS dZT(Z)v

e intercambiando 7 por s en la segunda suma obtenemos:

W(ZW) =i g5 (d2e(2)dZ(W) — dzp(W)dZ4(Z)) =1 Y _ grs dzp N dZs(Z, ).
r=1 r=1

O]

Definicién 1.4.6. Una métrica de Kdihler sobre una variedad compleja (M, J) es una métrica
hermitiana g con la 2-forma fundamental w cerrada, es decir, dw = 0. En este caso diremos que M
es una variedad Kdahler.

A continuacién probaremos algunos resultados que nos serviran para dar una definicién equiv-
alente a la de una variedad Kéahler. Dada una estructura casi compleja J en una variedad diferen-
ciable M equipada con una conexién afin V se define la derivada covariante del tensor J por:

(VxJ)Y = VxJY — JVxY
para todo X,Y € X(M).

Lema 1.4.7. Sea M una variedad con una estructura casi compleja J, y sea V una conexion sin
torsion tal que J es paralela, es decir VJ = 0. Entonces J es integrable.

Demostracion. Como V es sin torsién y J es paralela, dados X,Y € X(M) tenemos:
[X,Y]=VxY —VyX, (1.8)
Vx(JY)=J(VxY). (1.9)
Luego
=VyxJY —VjvJX —VxY +VyX
—J(VyjxY = VyJX) - J(VxJY —V,;yX) por (L.8)
= —VxY + VyX + J2(VyX) — J*(VxY) por (L9)
=0
O

Lema 1.4.8. Sea M wuna variedad con una estructura casi compleja J, y sea V una conexion en
M. Entonces
(VxJ)JY = —J(VxJ)Y,

para todo X,Y campos en M.



15 1.4. Métricas hermitianas y de Kéahler

Demostracion. Para X, Y € X(M) tenemos:

(VxJ)JY = —VxY — J(VxJY)
= J(J(VxY — VxJY))
= —J(VxJ)Y.

O]

Lema 1.4.9. Sea (M, J,g) una variedad casi hermitiana y sea V una conexion en M compatible
con la métrica, es decir, Vg = 0. Entonces VxJ es antisimétrica para todo X € X(M).

Demostracion. Para XY, Z € X(M) calculamos:
g(Vx )Y, Z) = g(VxJY — J(VxY), Z)
=g9(VxJY,Z) +g(VxY,JZ)
=Xg(JY,2) —g(JY.Vx2Z) + Xg(Y,JZ) — g(Y,Vx JZ)
=9(Y,J(VxZ2)) —g(Y,VxJZ)
= —9(Y,(VxJ)Z).

O]

El siguiente resultado nos da una definién equivalente para una variedad Kéhler. Denotaremos
por V la conexién de Levi-Civita.

Teorema 1.4.10. Sea (M, J, g) una variedad casi hermitiana. Entonces V.J =0 siy sélo si Ny =0
y dw = 0.

Demostracion. Sean X,Y, 7 € X(M). Luego

dw(X,Y,Z) =Xw(Y,Z)+Yw(Z,X) + Zw(X,Y) (1.10)
— (X, Y], Z) —w([Y, Z], X) — w([Z, X],Y).

Como V es la conexién de Levi-Civita tenemos:
Xw(Y,2Z)=Xg(JY,Z) = g(VxJY,Z) + g(JY,VxZ),
w([X,Y],Z2) =w(VxY,Z) —w(Vy X, Z) = g(JVxY,Z) — g(JVy X, Z).
Luego queda:
dw(X,Y,Z) = g(Vx J)Y, Z) + g(Vy ) Z, X) + g((Vz )X, Y). (1.11)
Reemplazando X por JX y luego Y por JY resulta:
dw(JX,Y, Z) = g(Vyx )Y, Z) + g((VyJ)Z,JX) + g((VzJ)JX,Y)

dw(X,JY,Z) = g((Vx)JY,Z) + g(Vyv ) Z,X) + g(VzJ)X,JY)

Como J? = —~Idy g(JX,Y) + g(X,JY) = 0, sumando las dos ecuaciones anteriores y usando los
Lemas y resulta:

dw(JX,Y, Z) + dw(X, JY, Z) = 29((N 2J) X, JY) + g(Vx J)JY, Z)
—9(Vy)JIX, Z) + g(Vix )Y, Z) — (Vv J)X, Z)
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Usando que la conexion es sin torsion resulta:
dw(JX,Y,Z) + dw(X,JY,Z) =29((VzJ)X,JY) + g(N;(X,Y), Z). (1.12)

Por lo tanto si Ny = 0y dw = 0, entonces g((VzJ)X,JY) = 0 para todo X,Y,Z. Como J es
biyectiva y g es no degenerada, entonces V.J = 0. Reciprocamente si V.J = 0 por el Lema [T.4.7]
sabemos que J es integrable. Ademads de (|1.11)) se sigue que dw = 0. O

Corolario 1.4.11. Sea (M, J, g) una variedad hermitiana, entonces M es Kdahler si y sdlo si J es
paralela con respecto a la conexion de Levi-Civita.

Ejemplo 1.4.12. (C", j,,) con la métrica candnica es una variedad Kéhler, pues,

(o aN_1 (o o o oy_1
Irs =9 0z, 0Zs e ox, Oy, 0Oxs Oy,) 2%

Luego por el Lema [I.4.5] la forma de Kéhler resulta:

1
wzzi Z Ors dzp N dZs,

r,s=1
y entonces dw = 0. Por lo tanto (C", j,,g) es Kéhler.
Ejemplo 1.4.13. El espacio proyectivo complejo CP"™ con la métrica de Fubini-Study, es una variedad

Kahler. Como vimos en el Ejemplo y siguiendo su notacién tenemos que CP" es una variedad
compleja. Sea (Uj, ¢;) un sistema coordenado complejo en CP", luego definimos en U; una 2-forma

compleja de tipo (1, 1) por
2)

Si Uj N Uy, # 0, veremos que wj = wy, en U; N Uy. Para ello notemos que

ol ) (1)

=1
2
k ) = 0 en U; N Uy, lo cual se sigue del siguiente resultado:

n

wj = %ﬁglog (Z

=1

!

j

2 n

D

=1

2k

“j

n
Z] Z] 2l
oa (32 . .
J

=1

25
2

Zj J Zj

Es suficiente ver que 90 log (

ddlog |z|? = d0log 2z = O <18zz> =0 <dz> =0.
2Z z

Por lo tanto tenemos definida, globalmente, una forma wpg de tipo (1, 1), tal que wps|y, = wj.

Ademés wrg es cerrada, pues dw; = (9 + )99 log <Z?:1

2
oL ) = 0. Luego definimos una métrica
J
grs en CP" por,

grs(X,Y) = wrg(X,JY),

para todo X,Y € X(CP"™), donde J es la estructura compleja candénica de CP". Se puede probar
que grg es definida positiva. Asi (CP", J, g) resulta Kéhler y grg se llama la métrica de Fubini-
Study.
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Repasamos algunos hechos bien conocidos sobre la topologia de una variedad Kéahler compacta.
Recordemos que la cohomologia de de Rham de una variedad diferenciable M se define como
ker(d : E¥(M) — E*1(M))

Im(d : EF=1(M) — E*(M))’

Hgp(M,R) =

y el k-ésimo niimero de Betti de M se define por B, (M) = dimg(H%,(M,R)).

Ademsds recordemos los siguientes operadores definidos sobre una variedad hermitiana M de
dimension real 2n:

(i) El operador estrella de Hodge
s« E*¥(M) — E™7k (M)
inducido por la métrica g y una orientacién natural de la variedad M.

(ii) El operador adjunto de la derivada exterior d, también llamado codiferencial.

§: EMY M) —» E¥(M), 6=—xdx.

(iii) El operador de Lefschetz

L:E¥M) = EFP2(M), a— aAw. (1.13)

(iv) El operador adjunto de Lefschetz

A=x"loLox:EF¥M)— EF¥2(M).

Algunas de las propiedades importantes que satisfacen las variedades Kéhler compactas son las
siguientes (ver [46] y [35]):

e Los nimeros de Betti pares de toda variedad Kéahler compacta son no nulos.

e Los numeros de Betti impares de toda variedad Kéhler compacta son pares.

e (Hard Lefschetz theorem) Sea (M, g) una variedad Kéahler compacta de dimensién real 2n,
entonces para k < n
L% H*(M,R) — H>"*(M,R),

es un isomorfismo.

Ademads para una variedad hermitiana cualquiera los operadores definidos antes satisfacen los
siguientes resultados los cuales serdn usados mas adelante:

Proposicién 1.4.14 ([35]). Sea (M?",J,g) una variedad hermitiana, w su 2-forma fundamental
y @ una p-forma, entonces

[A, Lla = (n—p)a.

El siguiente resultado es conocido, aunque no hemos encontrado su demostracién, por lo que la
incluimos en los apéndices por completitud (Ver Proposicién [5.3.5)).
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Proposicién 1.4.15. Sea (M?",J,g) una variedad hermitiana y w su 2-forma fundamental, en-
tonces

Adw = —6bwo J.

Nota. Algunos autores definen la forma fundamental por w(X,Y) = ¢(X,JY). En este caso la

Proposicion queda:
Adw =dwo J.

1.5 Variedades localmente conformes Kahler

Existen varias maneras de debilitar la condicién de Kéhler y asi obtener una clase mas grande de
variedades hermitianas con propiedades interesantes. En este trabajo estudiaremos las variedades
localmente conformes Kéahler (LCK).

Las variedades LCK fueron introducidas originalmente por P. Libermann en 1954 [57, 58], pero
la geometria de estas variedades fue desarrollada principalmente a partir de los anos 70, con el
trabajo de I. Vaisman (ver por ejemplo los articulos [80, [81] [79], entre muchos otros) y estudiada
luego por muchos autores (ver por ejemplo [65, [68]).

Sea (M?",J,g) una variedad hermitiana, se dice que g es una métrica localmente conforme
Kahler si g es conforme a una métrica Kahleriana, localmente. En esta seccién veremos algunos
ejemplos de variedades LCK, la nocién de globalmente conforme Kéhler, y principalmente el Teo-
rema que caracteriza las variedades LCK en términos de la forma fundamental. Formalmente
tenemos:

Definicién 1.5.1. Sea (M?", J, g) una variedad hermitiana, donde .J denota su estructura compleja
y g su métrica hermitiana. Se dice que (M?",.J,g) es una variedad localmente conforme Kdhler
(LCK) si existe un cubrimiento por abiertos {U;};c; de M y una familia {f;},c; de funciones C*,
fi : Ui = R, tal que cada métrica local

9i = exp(—fi) glu, (1.14)

es Kihler. También (M?",.J, g) es globalmente conforme Kdihler (GCK) si existe una funcién C'°,
f: M?" — R, tal que la métrica exp(—f)g es Kihleriana.

Sean w; las formas fundamentales asociadas a cada (J, g;), es decir w;(X,Y) = ¢;(JX,Y) para
todo X,Y € X(U;). Luego de (1.14) resulta

w; = exp(—f;) wlu,- (1.15)

Enunciamos a continuacion un lema que sera usado mas tarde.

Lema 1.5.2. Sea w una 2-forma no degenerada en un espacio vectorial V de dimension 2n. FEn-
tonces

(i) St a es una 1-forma en V' con o Aw = 0, entonces o = 0.
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(ii) Sin >3 y [ es una 2-forma en V con f Aw = 0, entonces = 0.

Demostracion. Como w es no degenerada, existe una base {e!, ... e?"} de V*, tal que w = el A
e+ e3Net 4+ 4+ €21 A e, Denotaremos por e9F = et A el A eF.
(i) Sea a = cre! + cge? + - - 4 c9,€?", entonces

O=aAw =c; (61,374 + 61’5’6 44 el,Qn—l,Qn)
+ 02(62’374 + 627576 + R + 62,2”—1,2”)

+ 03(61’2’3 + 63’5’6 4t e3,2n71,2n)

4 Cn(€1’2’2n + 63,4,2n Lt 62n73,2n72,2n)

Se sigue que ¢; = 0 para todo i =1,...,2n, y por lo tanto o = 0.
(ii) Sea
B = Z a;jet
1<j
Entonces

0=BAw=e?AD aye -+ 212NN gy,
i<j i<j
y se sigue que a;; = 0 salvo cuando (i,j) = (2r — 1,2r) para r = 1,...,n. Reemplazando resulta
B = Zle a2r—1,2r62r_1’2r, y por lo tanto:

n n—1 n
2r—1,2 2%k—1,2k _ 2r—1,2 2k—1,2k
0=BANw= E agr—12re” T Ae = E E (a2r—1,2r + a2p—12k)€" " " Ne .
rk=1 r=1k=r+4+1

Se sigue que
agr—1,2r + agi—12k = 0,

para k >r, r=1,...,n— 1. Asi tenemos el siguiente sistema de <

2> ecuaciones y n incégnitas:

a1 +azs =0
a2 +ase =0

ay2 +azp-12n =0

az.4 +ase =0

a2n-32n—2 + a2p—1,2n = 0.

Como n > 3, el sistema tiene rango n, y por lo tanto solucién tnica. Asi az,—12, = 0 para todo
r=1,...,n y entonces g = 0. O

Veremos a continuacién un resultado importante que nos permitiré caracterizar las variedades
LCK en términos de su forma fundamental.
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Teorema 1.5.3 ([55]). La variedad hermitiana (M?",J, g) es LCK si y sélo si existe una 1-forma
cerrada 0 definida globalmente en M tal que

dw =0 N w. (1.16)
Demostracion. Sea (M, J,g) LCK, entonces existen {U; }ier v {fi}icr tales que

gi = exp(—fi)glv;
es Kahler. Calculando la derivada exterior tenemos:

dw; = d(exp(—fi)) A w + exp(—f;)dw
= —exp(—fi)dfi N w + exp(— fi)dw

Como cada g; es Kéahler en U; por hipétesis, entonces dw; = 0, por lo tanto tenemos
dw = df; Nw
en U;. Sea i # j tal que U;; = U; NUj # O entonces
(dfi —dfj) Nw =0

en U;j, y como w es no degenerada por el Lema tenemos, df; = df; en U;;, luego df; tiene una,
extensién global a una 1-forma cerrada 6, tal que 0|y, = df;, y que satisface dw = 6 A w.
Reciprocamente, sea # una 1-forma cerrada € que satisface . Por el Lema de Poincaré
existe {U; }ier cubrimiento abierto de M y una familia { f;};c; de funciones suaves f; : U; — R tal
que 0 = df; en U;. Por tenemos dw = df; A w en U;, multiplicando ambos miembros por

exp(— i) queda

d(exp(—fi)w) = d(exp(—f;)) A w + exp(—f;) A dw
= —exp(—fi)dfi Aw + exp(—fi)dfi Nw
=0

Luego exp(—fi)w|y, es cerrada y por lo tanto exp(—f;)g|y, es Kéhler. O

Observacion 1.5.4. Si (M, J, g) es una variedad hermitiana con dim M > 6 que satisface para
alguna 1-forma 6, entonces  es automaticamente cerrada.

En efecto, calculando la derivada exterior en resulta 0 = df A w. Luego como w es no
degenerada por el item (ii) del Lema tenemos que df = 0.

La 1-forma 6 del teorema anterior se llama forma de Lee y fue introducida por H.C. Lee en [55].

Nota. Una variedad hermitiana (M, J, g) es globalmente conforme Kéhler si y sélo si la forma de
Lee es exacta; la demostracién es igual a la del Teorema [1.5.3] pero para una funcién f definida
globalmente, en lugar de las funciones f; definidas localmente. Entonces toda variedad LCK y
simplemente conexa es GCK, en particular el cubrimiento universal de una variedad LCK es GCK

Sea (M?",.J,g) una variedad hermitiana con n > 1. Veremos que en una variedad LCK la
forma de Lee estd univocamente determinada en funcion de la estructura compleja y el operador
codiferencial como muestra el siguiente teorema.
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Teorema 1.5.5. Sea 6 una 1-forma definida globalmente que satisface (1.16]), entonces 6 estd
univocamente determinada por la formula

-1
n—1

0=

(6w) o J. (1.17)

Demostracion. Sea 6 tal que dw = 8 A w. Recordemos los operadores de Lefschetz y su adjunto
definidos en (1.13]). Tenemos que L(f) = § A w = dw, aplicando A a ambos miembros y usando las

Proposiciones [1.4.14]y [1.4.15| resulta (|1.17]). O

En general se usa esta férmula para definir la forma de Lee de una variedad casi hermitiana.

Como ya vimos en el Corolario una variedad (M?",.J,g) es Kihler si y sélo si J es
paralela con respecto a la conexién de Levi-Civita. A continuaciéon veremos un resultado andlogo
para variedades LCK, donde (M?",.J, g) es LCK si y sélo si .J es paralela con respecto a la conexién
de Weyl. Para ello comenzaremos probando un resultado previo. Sea (M?",.J,g) una variedad
LCK, denotaremos por V al campo dual de la forma de Lee, esto es, g(X,V) = 6(X), para todo
X € X(M). Sea V la conexién de Levi-Civita, entonces tenemos:

Proposicién 1.5.6. Sea (M?", J, g) una variedad LCK, entonces existe una conexion D sin torsion
y definida globalmente en M?" dada por:

1
DxY =VxY — 5(9(X)Y+0(Y)X—9(X, Y)V), (1.18)
para todo X,Y € TM. Ademas D satisface
Dg=0®yg.

Demostracion. Dada una variedad diferenciable arbitraria N, sean g y § = pg dos métricas rie-
mannianas conformes. Entonces sus conexiones de Levi-Civita V y V estan relacionadas por:

— 1
VxY =VxY + @(X(M)Y +Y(u)X — g(X,Y) grad p)

para todo X,Y € X(N).
Sean (M?",J, g) una variedad LCK y V las conexiones de Levi-Civita de las métricas de Kéhler
locales {g;}. Aplicamos el razonamiento anterior a N = U; y u = exp(—f;), asi resulta:

VLY =VxY — %(G(X)Y +0(Y)X — g(X,Y)V)

para todo X,Y € X(U;). Entonces las conexiones locales V* definen una conexién global D dada

por (T18).

Para la dltima parte, usando que Vg = 0 y la férmula de Koszul, calculamos
1
= J19OX)Y +0(Y)X — g(X, V)V, 2) + g(Y, 0(X)Z + 8(2)X — g(X, Z)V)}

=0(X)g(Y; 2)
= (0 ®9)(X,Y, 2).
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La conexién D definida en (1.18) es la conexidn de Weyl de la variedad LCK (M?", J, g).

Teorema 1.5.7. La variedad hermitiana (M*",J, g) es LCK si y sdlo si existe una 1-forma cerrada
0 en M?" tal que J es paralela con respecto a la conexion de Weyl D dada por (1.18)).

Demostracion. Sea V la conexién de Levi-Civita de (M2, .J,g) y w la forma fundamental, se sigue

de que:
1

para todo X,Y, Z € X(M). Luego D satisface:

J(DxJ)Y. 2) :%{dw(X, Y. Z) — dw(X, JY. JZ)
_g(X, 2)0(IY) = g(X, JZ)O(Y) + g(X, IY)O(Z) + g(X,Y)O(IZ)}.

Si (M?",J,g) es LCK de se sigue que, g((DxJ)Y, Z) = 0 para todo X,Y, Z € X(M). Por lo
tanto DJ = 0.

Reciprocamente, DJ =0y Dg = 0§ ® g determinan que Dw = 0 @ w. Ademds para una conexion
sin torsion es sabido la siguiente identidad:

dw(X,Y,Z) =Y (Dxw)(Y, Z),
XYZ

donde ) vy, representa la suma ciclica (ver [50]). Calculamos

dw(X,Y,Z) =Y (Dxw)(¥,2) =Y _ (0ew)(X,Y,Z) =0 Aw(X,Y,Z),
XYZ XYZ

asi resulta dw = 0 A w. O

Corolario 1.5.8. La variedad hermitiana (M?",.J, g) es LCK siy solo si existe una 1-forma cerrada
0 tal que

(Vi)Y = %(H(JY)X COY)IX + g(X,Y) IV +w(X, VIV,
para todo X,Y € X(M).

Observacion 1.5.9. En particular, el Corolario muestra que las variedades LCK pertenecen a
la clase Wy en la clasificacién de Gray-Hervella de variedades casi hermitianas [38].

Ejemplo 1.5.10. Las variedades de Hopf son un ejemplo de variedades localmente conformes Kéahler
que no son GCK. Sea A € C, |A\| # 1, y sea Ay el grupo ciclico generado por las transformaciones
z + Az de C" — {0}. El espacio cociente CHY = (C" — {0})/A, tiene estructura de variedad
compleja y se llama variedad compleja de Hopf. Se puede ver que CHY es difeomorfa a Sl x §2n—1,
En particular CHY es compacta y su primer nimero de Betti es 81(CHY) = 1. Se sabe que todos
los ntimeros de Betti impares de una variedad compacta que admite una métrica Kahler son pares,
por lo tanto C'HY no admite una métrica globalmente Kéhler. Consideramos la métrica hermitiana
en C" — {0}
dz; ® dz;
h = Z | z|2 )

y J candnica. Esta métrica es invariante por Ay, entonces induce una métrica hermitiana en CHY
que se llama la métrica de Boothby (fue descubierta por Boothby para n = 2 en [26]). De acuerdo
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a la Observacién esta métrica h induce una métrica hermitiana g en C" — {0} determinada
por (salvo una constante):
dw? + dyjz

x?—i—yjz '

g=Re(h) =)

o 0 o 0 1
e <a 8y> e <6y ay) EDYIEE)
Luego w queda determinada por
L > dw; /\dyj.
2% +y7)

Si llamamos f = ———, entonces

Zj (%2 +y]2-)

N O 4
df zj: a—xjdx] + Z,: o dy;

:Z _ij le'j + Z _Qyj 2dyj
7\ (@2 +2) 7\ (S )
= —2f2 ) (wjda; + y;dy;).

J

Asi
dw =d(f Y dz; A dy;)
=df N jE: dl‘j AN dyj
J
= =2/ (wjduwj + yidy;) A Y daj A dy;
J J
=(-2f Z(:Ujdxj + y;dy;)) Aw.
J
Luego

0 =—2f> (xjdz; + y;dy;)
j

es la forma de Lee de C" — {0}. En efecto, veamos que § es cerrada. Como 2(z;dx; + y;dy;) =
zjdzj + Z;jdz; entonces ¢ resulta

0 = _f Z(zjdfj —|—§jd2j) = _dIOg(|Z‘2)7
J

que claramente es cerrada y por lo tanto la forma de Lee de C™ — {0}. La métrica hermitiana
en la variedad de Hopf CHY resulta LCK. Se puede ver que la forma de Lee inducida en CHY
es paralela respecto a la conexién de Levi-Civita. Esta propiedad dio lugar a una subclase de
variedades LCK definidas por I. Vaisman en [81], quien las llamé originalmente “generalized Hopf
manifolds”, posteriormente se les di6 el nombre de variedades de Vaisman.
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Definicién 1.5.11. Sea (M, J, g) una variedad LCK, se dice que g es una métrica de Vaisman si
la forma de Lee 6 es paralela con respecto a la conexién de Levi-Civita de (M, g). Una variedad de
Vaisman es una variedad LCK que admite una métrica de Vaisman.

Se sabe que las variedades de Vaisman satisfacen ciertas condiciones que en general una variedad
LCK no, por ejemplo, el primer nimero de Betti de una variedad de Vaisman es impar (ver [81]).
Ademas las variedades de Vaisman estan fuertemente relacionadas con las variedades sasakianas,
en [67] se prueba que toda variedad Vaisman compacta es un “mapping torus” sobre S! con fibra
sasakiana.

1.6 Grupos de Lie con estructuras LCK invariante a izquierda

Ahora aplicaremos todo lo estudiado para el caso en el que la variedad diferenciable M tiene una
estructura de grupo de Lie.

Como ya sabemos, un grupo de Lie GG es una variedad diferenciable junto con una estructura
de grupo tal que la multiplicacién y la inversion son diferenciables. Consideramos métricas rie-
mannianas que relacionen la geometria de G con su estructura de grupo. Estas métricas tienen la
propiedad de que las traslaciones a izquierda L, : G — G son isometrias, para todo a € G, y son
llamadas métricas invariantes a izquierda.

Definicion 1.6.1. Una métrica riemanniana sobre un grupo de Lie G se dice invariante a izquierda
si (u,v)s = ((dLq)zt, (dLa)2v) 1, (2) Para todo a,r € G'y u,v € T,G. Similarmente, una métrica
riemanniana es invariante a derecha si cada traslacion a derecha R, : G — G es isometria. Una
métrica que es invariante a izquierda y a derecha se dice bi-invariante.

Como las traslaciones a izquierda son isometrias, una métrica invariante a izquierda sobre G
queda determinada por su valor en la identidad del grupo, y por lo tanto podemos identificarla con
un producto interno sobre el algebra de Lie g de G.

Una estructura J (casi) compleja invariante a izquierda sobre un grupo de Lie G, es una es-
tructura (casi) compleja sobre la variedad subyacente que satisface J o dL, = dL, o J, para todo
a € G. Es decir, las traslaciones a izquierda son casi complejas u holomorfas.

Si J es una estructura (casi) compleja invariante a izquierda y ¢ es una métrica hermitiana
invariante a izquierda sobre un grupo de Lie G, entonces decimos que (J, g) es una estructura (casi)
hermitiana invariante a izquierda sobre el grupo de Lie G.

Definicion 1.6.2. Una estructura casi compleja J sobre un dlgebra de Lie g es un endomorfismo
J:g— gtal que J? = —1d.

Asociado a J definimos su “tensor” de Nijenhuis por:
NJ(va) = [‘]Xa JY] - [Xv Y] - J([JXv Y] + [Xa JY]): X,Y ey,

y decimos que J es integrable o una estructura compleja sobre g si Ny = 0.

Sea J una estructura compleja sobre un édlgebra de Lie g. Un producto interno (-, -) sobre g tal
que (JX,JY) = (X,Y), para todo X,Y € g serd llamado un producto interno hermitiano sobre g.
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Ejemplo 1.6.3. Sea g un dlgebra de Lie sobre C. Entonces g admite una estructura J integrable. En
efecto, consideramos a g como un espacio vectorial real y definimos una estructura casi compleja
J por JX =iX. Claramente J es integrable y satisface [JX,Y] = J[X, Y] para todo X,Y € g, es
decir, J oadx = adx oJ.

Reciprocamente si g es algebra de Lie real con una estructura casi compleja J que satisface
Joady = adx oJ, entonces J es integrable y podemos definir (a +ib) X = aX +bJX con a,b € R.
Luego tenemos que g es un algebra de Lie compleja, pues

[(a+ib)X,Y] = [aX,Y] + [bJX,Y]
= a[X, Y]+ bJ[X,Y]
= (a+ib)[X,Y].

Sea G un grupo de Lie con una estructura (casi) compleja J invariante a izquierda. Entonces
J induce una estructura (casi) compleja J|g en g. Reciprocamente veremos cémo una estructura
(casi) compleja en el dlgebra de Lie g induce una estructura (casi) compleja en el grupo de Lie G.
Considerando a los elementos de g como campos invariantes a izquierda, si J es una estructura casi
compleja en g podemos definir una estructura casi compleja J¢ en G como sigue: para g € G, sea
L, la correspondiente multiplicacién a izquierda en G, entonces definimos

IS = (dLg)eJ (dLg); ", (1.19)

JgG : TyG — T,G es un endomorfismo y cumple JgG o Jf = —1Id, luego JC define una estructura
casi compleja en G.

Proposicién 1.6.4. Si J en g es integrable, entonces J& en G es integrable.

Demostracion. Como N je es un tensor y los campos invariantes a izquierda son base de X(G) como
C*(@G)-mébdulo, basta demostrar la integrabilidad de J¢ para X, Y campos invariantes a izquierda.
Notemos primero que si X es invariante a izquierda entonces J¢X es invariante a izquierda, pues:

(dLp)g(J9X)g = (dLp)g(dLg)e ] (dLg)
dth)e( ) (dLh) (dLh)gX
dLpg)ed (dLpg)o  Xng

(
= (
= (
= (JEX),

Q

Ahora vemos que Njc = 0:

(JG[X7 Y])g ‘]gG[X7 Y]g

dLg)eJ (dLg); X, Y],
dLg)ed (dLy1)4[X, Y],
e [Xe, Ye]

dLg)e(J[T Xe, JYe] + [T Xe, Ye] + [Xe, TY])
dLg)e(J[T9X, JOY ] + [JOX, Y] + [X, JEY],)
= JOIYX, J9), + [J9X, Y], + [X, JOY],.

= (dLy)
= (dLy)
:(dLg)
= (dLy)
= (dLg)e

Por lo tanto N ;¢ = 0. O
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Nota. Las traslaciones a derecha por lo general no son holomorfas. Esto sélo pasa cuando el grupo
de Lie G con esta estructura de variedad compleja es un grupo de Lie complejo. Esto es, un
grupo que también admite una estructura de variedad compleja tal que la funcion G x G — G,
(a,b) — ab™!, es holomorfa.

Ma4s ain, si G es un grupo de Lie conexo y J una estructura invariante a izquierda, entonces
(G, J) es un grupo de Lie complejo si y sélo si J o adx = adx oJ, para todo X € g.

En efecto, supongamos que G es un grupo de Lie complejo. Como I(a) : * — axa™' es holomorfa
para todo a € G entonces Ad(a) = d(I(a))e conmuta con J, es decir, Ad(a) o J = J o Ad(a) para
todo a € G. En particular, dado X € g tenemos Ad(exp(tX)) o J = J o Ad(exp(tX)). Derivando
respecto de t en t = 0 obtenemos ady oJ = J o adx para todo X € g. Reciprocamente sea
G un grupo de Lie real con adyx oJ = J o ady para todo X € g, es decir, [JX,Y] = J[X,Y].
Entonces Ny = 0, por lo tanto (G, J) es una variedad compleja. De adx oJ = Joadx se sigue que
Ad(a)oJ = JoAd(a), entonces J conmuta con Ad(a) y ademds conmuta con dL, por ser invariante
a izquierda. Por composicién de I(a~!) y L, resulta que J conmuta con dR, para todo a € G.
Luego de la férmula de Leibnizﬂ se sigue que (z,y) — zy es holomorfa. La funcién ¢ : z — 7! es
holomorfa en e € G, pues su diferencial es —Id que conmuta con J, y luego en todo a € G pues
¢poL, =R,-10 ¢ entonces (dp)g = (dRy-1)e 0 (dp)e 0 (dL4-1)q que conmuta con J. Asi G es un
grupo de Lie complejo.

Sea g algebra de Lie con estructura casi compleja J, consideramos su complexificacion
oC = gerC=gaig,
luego por (1.2)) tenemos
o€ = g'0 @ gL,
y de la Proposicién se obtiene:
Proposiciéon 1.6.5. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) J es integrable.

1

(ii) g"0 es subdlgebra de Lie de gC.

(i) g

U es subdlgebra de Lie de gC.

De la descomposicion (|1.3)) se sigue que
(8")C = 91,0 90,1,

Sea G un grupo de Lie y g su algebra de Lie. Si consideramos a g* como el espacio de las 1-formas
invariantes a izquierda, entonces podemos definir el siguiente operador, d : g* — /\29*, como la
restriccién de la derivada exterior de G. Por lo tanto queda:

(dn)(X,Y) = —n([X,Y]) paratoda neg’, X,Yeg,

y luego se extiende d : /\kg* — /\ng* mediante: d(a A B) = (da) A B+ (—1)ka A (dB), donde
« es una k-forma y § es una 1-forma. Notar que la identidad de Jacobi es iquivalente a a que
d?> = 0. Por tltimo consideramos la extensién C-lineal del operador d a (g*)®, y denotaremos
gij = {n € AY(G) : n es invariante a izquierda}. El siguiente resultado es inmediato a partir de
la Proposicion

'Si ¢ : M x N — L es una funcién diferenciable, entonces la diferencial dp = dé1 + dgo donde ¢1(p) = ¢(p, q)
para todo p € M y ¢2(q) = ¢(p,q) para todo ¢ € N.
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Proposicion 1.6.6. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) J es integrable.
(ii) d(g1,0) C 92,0 D g1,1-

(iii) d(go,1) C 91,1 © go,2-

Definiciéon 1.6.7. Sea G un grupo de Lie con una estructura compleja J invariante a izquierda
y una métrica g invariante a izquierda compatible con J, en este caso decimos que (J,g) es una
estructura LCK invariante a izquierda sobre el grupo de Lie G si se satisface la condicién de LCK,
es decir, existe una 1-forma cerrada 6 en G tal que dw = 0 A w.

Veamos a continuacién que 6 también es invariante a izquierda.

Proposicién 1.6.8. Sea G un grupo de Lie con una estructura LCK (J, g) invariante a izquierda,
donde 0 es su forma de Lee. Entonces 0 resulta invariante a izquierda.

Demostracion. Recordemos de la siguiente formula para la forma de Lee

-1
n—1

0=

(dw) o J,

donde 9§ es la codiferencial. Como w es invariante a izquierda, se puede verificar que *(w) resulta
invariante a izquierda también. Ademds la derivada de una forma invariante a izquierda es invari-
ante a izquierda, entonces dw = — * od o xw resulta invariante a izquierda. Finalmente como J es
invariante a izquierda la férmula anterior implica que 6 es invariante a izquierda. ]

1.7 Cocientes por subgrupos discretos

Si consideramos grupos de Lie simplemente conexos equipados con una estructura LCK invari-
ante a izquierda, estos grupos van a resultar globalmente conformes Kéhler, que esencialmente es
una estructura Kahler en el grupo. Como queremos estudiar estructuras LCK que no sean Kéhler
tomamos cocientes por subgrupos discretos. En esta seccién explicamos como una estructura LCK
invariante a izquierda en un grupo de Lie induce una estructura LCK en el cociente.

Definiciéon 1.7.1. Dado un grupo de Lie G, I' C G se dice lattice o reticulo si I' es un subgrupo
discreto co-compacto, es decir, I'\G es una variedad compacta.

Una solvariedad M = T'\G es un cociente compacto de un grupo de Lie soluble por un reticulo
I". En el caso en que G sea nilpotente tenemos una nilvariedad.

Es bien conocido el resultado de Milnor [62] que dice: si un grupo de Lie G admite reticulos
entonces G es unimodular. Esto significa:

Definiciéon 1.7.2. Un grupo de Lie G se dice unimodular si la medida de Haar es invariante a
izquierda y a derecha, equivalentemente se sabe que un grupo de Lie G conexo es unimodular si y
solo si tr(ady) = 0 para todo X € g
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Es conocido que esta condicién no es suficiente para garantizar la existencia de reticulos en un
grupo de Lie arbitrario. Sin embargo, para grupos de Lie nilpotentes se tiene el criterio de Malcev
[59], segin el cual un grupo de Lie nilpotente admite reticulos si y sélo si su dlgebra de Lie admite
una base cuyas constantes de estructuras asociadas son racionales. También se conoce que s6lo una
cantidad numerable de grupos de Lie simplemente conexos no isomorfos admiten reticulos (ver [85]
Proposition 8.7]).

Sea I' C G un reticulo en G y sea X € g, entonces existe un tnico X € X(I'\G) tal que X y X
estan m-relacionados, donde 7 : G — I'\G es la proyeccién canénica, es decir, existe una inyeccién
de g en X(I'\G). Més atn, X(I'\G) estd en biyeccién con C*(I'\G) ® g, y la biyeccién esta dada
por f®X — fX, donde f € C®(T\G) y X € g (ver [44]). Como G es paralelizable y 7 es un
difeomorfismo local, entonces I'\G resulta paralelizable.

Una métrica riemanniana ¢ invariante a izquierda en G induce una métrica ¢’ en I'\G de modo
que la proyeccién candnica 7 : G — I'\G es una submersién riemanniana, es decir,

gqlr(x)((dﬂ-)xvv (dﬂ')zw) = Ox (U7 w) (1.20)

para todo x € G y v,w € T,G. La buena definicién de ¢’ sigue del hecho que g es invariante a
izquierda y que dr es un isomorfismo (7 es un difeomorfismo local).

Una estructura casi compleja J invariante a izquierda en GG induce una estructura casi compleja
J" en T'\G definida por:
Ty ((dm)p0) = (7)o (Jov), (1.21)

™

para todo z € Gy v € T,G. Veamos la buena definicién de J': sean z,y € G tales que 7(z) = 7(y),
entonces existe v € I' con y = vz, por lo tanto

mo Ly =m.
Sean v € T, G, w € T,,G tales que (dm),v = (dr),w. Como J es invariante a izquierda tenemos que
(dLy)zJv = J o (dLy)zv

para todo y € GG. Luego

J;r(y)((dﬂ-)yw) (dm)y(Jyw)
— () (AL 1)y T (L) 0
= (dm)y(dLyz—1)z Tz (dLyy—1)yw
= (dm)y(dLy)aJo(dLy-1)yw
=d(mo Ly)gJyv,
= d(m)z(J2v)

= Jr(a) ((d7)20).

Por lo tanto J' esta bien definida y claramente es una estructura casi compleja.

Observacién 1.7.3. Si J es una estructura compleja en G, entonces J' es una estructura compleja
en I'\G. En efecto, basta verificar que Nj/(X,Y) = 0 para X,Y € g pues N es un tensor. Dados
X,Y € g entonces

Jl[ Y] = J o dr([X,Y]) =dn(J[X,Y]) = J[X,Y],
y se sigue que Ny (X,Y) = N;(X,Y) = 0 para todo X,Y € g.
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Vimos que (J, g) en G induce (J', ¢') en T'\G, donde ¢’ es la métrica definida por y J es
la estructura compleja definida por ([1.21). Notemos a continuacién que si (J, g) es una estructura
hermitiana en G entonces (J', ¢') es una estructura hermitiana en I'\G; dados z € G y v,w € T,.G,
calculamos:

9;(x)(<]7/r(g;) (dm)gv, ;r(x)(dw)xw) = g;(x)((dw)xeUa (dm)yJyw)
=gz (Jzv, Jyw)
=gz (v, w)
zg;(z)((dﬂ)xv, (dm)zw).

Més aun, si (J,g) es una estructura LCK invariante a izquierda en G con forma de Lee 6
entonces (J',¢’') es una estructura LCK en T'\G. Sea ¢’ € E}(I'\G) definida por

0 o) (d)0) = 0 (v) (1.22)

para todo x € Gy v € T, G.
Afirmamos que 6 estd bien definida, pues: sean z,y € G tales que w(z) = m(y), decir, existe
v eI tal que y = yx; y sean v € T,,G y w € T,,G tales que (dr),v = (dm),w. Entonces

Oy (w) = 0, ((dn), " (dm)v)
= 00 ((dLy)20)

= (L30)2(v)
=0, (v).
Similarmente definimos w’ por
w;r(m)((dﬂ—)mva (dﬂ-)xw) = wx(va w) (123)

La buena definicién de w’ es anéloga a la de ¢’.
Afirmacién: w’ es la forma fundamental de (T\G, J', ¢'). En efecto: sean x € G y v,w € T,(G),
entonces

Gie) (T ([@m)20), (dm)ow) = g,y (dm)a(Jov), (d) )
= gz (Jzv, W)
= wy (v, w)
= wl ((dm) v, (d)zw).

Proposicién 1.7.4. Si (G, J, g) es una estructura LCK invariante a izquierda donde 6 es su forma
de Lee, entonces ('\G, J',¢") también es LCK con su forma de Lee 6 dada por (1.22)).

Demostracién. Basta verificar que dw'(U,V, W) = 6’ A’ (U,V,W) para U,V,W € g, donde '
esta definida por (|1.23]).
Como w(U, V) es una funcién constante tenemos que:
dw'(U,V,W)) = ' ([U,V],W) = /([V,W],U) — /(]

= _w([Uv V]? W) - w([va W], U) - w( w,
= dw(U,V, W)
= (O Aw)(U,V, V)
=" NS)U,V,W).
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1.8 Algebras de Lie con estructuras LCK

Hasta ahora hemos estudiado grupos de Lie con estructuras LCK invariantes a izquierda. Como
estas estructuras quedan determinadas por su valor en la identidad, podemos trabajar simplemente
a nivel del algebra de Lie, y asi tenemos la siguiente definicion:

Definicién 1.8.1. Sea g un algebra de Lie, J una estructura compleja y (-, -) un producto interno
hermitiano en g, con w su forma fundamental. Decimos que (g, J, g) es localmente conforme Kdhler
(LCK) si existe § € g*, con df = 0, tal que

dw =0 N\ w. (1.24)

Sea (g, J,(-,-)) LCK, y supongamos que g no es Kéhler, es decir, dw = 0 A w con 0 cerrada y
no nula. La codimensién de ker § es 1 y podemos elegir A € (ker )" tal que §(A) = 1. Como 6 es
cerrada tenemos,

g =span{A} x kerd, con ¢ C kerd. (1.25)
Por lo tanto

dw(A, X,)Y)=(0Nw)(A,X,Y) =w(X,Y), paratodo X,Y € kerf.

Afirmamos que JA € ker§. En efecto, como (J, g) es hermitiana entonces (JA, A) = —(A, JA),
luego (JA, A) = 0.

Si W es el complemento ortogonal de span{JA} en ker §, entonces tenemos
g =span{A4, JA} &+ W. (1.26)
Notar que W es invariante por J.
Corolario 1.8.2. Sea (g,J,(-,-)) LCK con 0 # 0, entonces g no puede ser semisimple.

Demostracion. Si g es semisimple, entonces [g,g] = g. Por otro lado si (g,J, (-,-)) es LCK, de
(1.25) se sigue que g’ C g, por lo tanto g no puede ser LCK y semisimple. O

Sin embargo, existen dlgebras de Lie reductivas con estructuras LCK, como es el caso de u(2)
y gl(2,R). En particular, los grupos de Lie reductivos U(2) y GL(2,R) admiten tal estructura
invariantes. Recientemente, en [2] fue probado que si un grupo de Lie reductivo admite una
estructura LCK invariante a izquierda, entonces tal grupo es localmente isomorfo a uno de estos
dos grupos de dimensiéon 4. Més ain, si un grupo de Lie compacto admite una estructura LCK
invariante a izquierda, entonces es localmente isomorfo a U(2) y la estructura LCK es en realidad
Vaisman ([2, Theorems 4.6 and 4.15]).

Notar que la forma de Lee se expresa en términos del producto interno como

(X, 4)

= Tap

para todo X € g. Probaremos a continuacién un lema que usaremos mas adelante.
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Lema 1.8.3. Si (g,J,(-,-)) es LCK entonces Joadja es simétrico.
Demostracion. Dados X,Y € g calculemos dw(JA, X,Y). Por un lado, de obtenemos:
dw(JA, X, Y) =0 ANw(JA, X,Y)
=0(X)w(Y,JA) +0(Y)w(JA,Y)

(4, X) (4, Y)
= Y, A A X
= 0.
Por otro lado tenemos,
dw(JA, X)Y) = —w([JA, X], ) [JA, Y], X) —w([X,Y], JA)

( w(
Luego (J[JA, X],Y) = (J[JA,Y], X), para todo X,Y € g. Entonces J o ad 4 es simétrico. O

El préoximo resultado serd muy 1til en las secciones siguientes.

Proposicién 1.8.4. Sea (J,(-,-)) una estructura LCK en el dlgebra de Lie unimodular g. Con la
notacion de antes se tiene que JA € g'.
Demostracion. Sea {e1,...,e,} una base ortonormal de g. Recordemos la siguiente férmula [24]
n
577 == Z iej (vejn)7
j=1
donde 7 es una r-forma arbitraria y ¢ es la codiferencial. Dado x € g y w la 2-forma fundamental,

calculamos
n

Sw(a) = = 3 (Vew)(es, )
=1

= Zw Ve,ei, x) + w(ej, Ve, )
1

—(Ve,€i, Jx) + (Jei, Ve, x)

Z ([ei, Jx], ei) — ([Jx, e, e;) + ([ei, x], Je;) — ([x, Je;], e;) + ([Jei7ei],x>}

=1

\i—‘ l\DM—l s

{ 2tr(ad,) + tr(J o ad,) — tr(ad, o J) +Z [Jei, eil, )}

:i Z([J€i7 ei}7x>

Se sigue de (1.17)) que 0(x) = ﬁ > (J[Jei, ei], x). Por otro lado, la forma de Lee se expresa en
A)

términos del producto interno como 6(X) = <‘ Az Comparando ambas expresiones tenemos que

— ‘A|2 E:JJez,eZ

2(n—1)

Por lo tanto JA € ¢'. O
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Ahora desarrollaremos dos ejemplos de dlgebras de Lie con estructuras LCK:

Ejemplo 1.8.5. Este ejemplo apareci6 en [30]. Sea g = R X hay,4+1, donde ha, 41 es el dlgebra de Lie
de Heisenberg de dimensién 2n + 1. Hay una base {A, Z, ..., X,,,Y1,...,Y,} de g con corchetes de
Lie dados por [X;,Y;] = Z parai=1,...,ny A, Z en el centro de g. Definimos el producto interno
(-,-) en g de modo que la base anterior sea ortonormal. Sea .Jy una estructura casi compleja dada
por

JoXi=Y,, JoA=Z parai=1,...,n.

Se puede ver facilmente que Jy es una estructura compleja en g. Sean {6, z,z%,y'} las 1-formas
duales a {4, Z, X;,Y;} respectivamente. Entonces la forma fundamental es:

n

w:Z(mi/\yi)—l—H/\z.
i=1

Luego,
dw=0ANw,

y por lo tanto (g, Jo, (-,-)) es LCK. Se prueba que la forma de Lee 6 resulta paralela.

Se sabe que g es el dlgebra de Lie del grupo de Lie R x Ha,41, donde Hop 1, conocido como
el grupo de Heisenberg, es el grupo de las matrices con coeficientes reales que tienen la siguiente
formas:

1 A ¢
P=|0 I, B'|, ceR, I,=Idx,.
0 0 1

donde A = (a1,...,a,) € R", B = (b1,...,b,) € R" y c € R. Sea I' C Hyuy1 el subgrupo de
todas las matrices con coeficientes enteros. Luego I'\ Ho,y1 es compacto y la nilvariedad N =
St x '\ H2,+1 admite una estructura LCK la cual es Vaisman, pues la forma de Lee inducida en
el cociente es paralela. La nilvariedad N es conocida como la variedad de Kodaira-Thurston, y fue
el primer ejemplo de una variedad simpléctica compacta que no admite estructuras Kahler ([76]),
pues su primer numero de Betti es 81 = 3.

Ejemplo 1.8.6. En [9] se mostré el siguiente ejemplo de una solvariedad LCK. Sea g el dlgebra de
Lie soluble de dimensién 4 dada por

g =span{A, X,Y, Z}

A, X]=X, [AY]=-Y, [X,Y]=2Z

Sea {a,z,y, z} la base dual de {A, X, Y, Z}. Se puede chequear por célculo directo que
da=0, dr=—-aAz, dy=aAly, dz=-—-xANy.
Sea (-,-) un producto interno en g tal que {A, X, Y, Z} es una base ortonormal. Si definimos J por
JA=Y, JZ=X,
entonces (g, J, (-, )) es hermitiana y la 2-forma fundamental w estd dada por

w=aANy+zAx.
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Luego obtenemos
dw=—aAw.

Por lo tanto, tenemos una estructura LCK con forma de Lee § = —a. Se probé en [9] que el grupo
de Lie simplemente conexo asociado G admite un reticulo I' y por lo tanto la solvariedad I'\G
admite una estructura LCK, la cual no es Vaisman pues la forma de Lee inducida en el cociente
no es paralela. Fue probado en [47] que esta solvariedad LCK es holomérficamente homotética a la
superficie de Inoue I\ Sol} equipada con la estructura LCK construida por Tricerri en [77].

Del mismo modo que se tienen estructuras Vaisman en variedades tenemos la nociéon de Vaisman
en algebras de Lie.

Definicion 1.8.7. Sea g un algebra de Lie, J una estructura compleja y g una métrica hermitiana
en g, sea w su forma fundamental. Decimos que (g, J, g) es de Vaisman si es LCK y ademads 6 es
paralela con respecto a V.

Equivalentemente tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 1.8.8. Si (g,J,(-,-)) es LCK entonces (J,(-,-)) es Vaisman si y sélo si adyg es
antisimétrica.

Demostracion. Recordemos que 0(X) = <‘C4|)§>. Por otro lado, dados X,Y € g tenemos que

1
Como ¢ esté en el complemento ortogonal de A entonces resulta:
1

Por lo tanto (VxY, A) = 0siy sélosi ([4,Y], X) =—([4, X],Y). O

Con esta proposicién se ve facilmente que en el ejemplo la estructura LCK resulta Vaisman
mientras que el Ejemplo [1.8.6] no.

Recordar que un campo invariante a izquierda X en un grupo de Lie es de Killing con re-
specto a una métrica invariante a izquierda si y sélo si el endomorfismo adx es antisimétrico. La
Proposicion dice que basta verificar que A es Killing para ver que es paralelo.

1.9 Estructuras localmente conformes simplécticas

En esta seccién consideraremos una generalizacién de las estructuras LCK, de la misma manera
que las estructuras simplécticas una generalizacion de las variedades Kéhler. Comenzamos con un
repaso de espacios vectoriales simplécticos.

Sea V' un espacio vectorial real de dimensién finita, y sea w : V' x V — R una funcién bilineal.
Entonces, la funcién w’b : V — V* definida por w’(v)(u) = w(v, u) es una funcién lineal.

Definicion 1.9.1. La funcién bilineal w de dice simpléctica si es antisimétrica y no degenerada, es
decir, w” es una funcién biyectiva. En este caso se dice que (V,w) es un espacio vectorial simpléctico.
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Si (V,w) es un espacio vectorial simpléctico es bien sabido que valen las siguientes propiedades:
e La dimension de V es par, i.e., dimV = 2n.
e Existe una base {e1,...,en, f1,..., fn} de V tal que w(e;, fj) = 65 y w(ei, ej) = w(fi, fj) = 0.

Esta base serd llamada simpléctica (no es dnica).

El ejemplo basico de un espacio vectorial simpléctico es (R?",wq), donde wy es la forma sim-
pléctica standard

n
! / /
wo(z,2) = E LiYi — Tils,
i=1

donde z = (z1,...,Tn,Y1,---,Yn), 2 = (&),...,2,,¥},...,y,). El grupo de todos los automor-
fismos ¢ de (R?",wp) tales que wo(¢z, pz') = wo(z, 2'), para todo z,z’ € R?" recibe el nombre de
grupo simpléctico, y se denota por Sp(n,R). Se ve facilmente que Sp(n,R) es un subgrupo cerrado
de GL(2n,R), y se puede ver que es un grupo de Lie de dimensién 2n? + n. Tomando una base
simpléctica, wy se puede escribir como

wo(z,2') = (Jz, 7)),

donde J es estructura compleja estandard

0 I
7= (50),

y {-,-) es el producto interno canénico de R?". Luego ¢ € Sp(n,R) si y solamente si, ¢!.J¢p = J.
Matricialmente se describe como
(A B

donde A, B, C, D son matrices reales n x n tales que, AD! — BC' =1 y AB!, CD! son simétricas.
El élgebra de Lie del grupo de Lie Sp(n,R) se denota por sp(n,R), y esta dada por el conjunto
de matrices reales M de dimensién 2n x 2n tales que

JM + M'J =0,

A B
i (2 %)

donde A, B, C son matrices reales n x n 'y B, C son simétricas.

0 equivalentemente,

Recordemos ahora la definiciéon de una variedad simpléctica.

Definiciéon 1.9.2. Sea M una variedad diferenciable, una 2-forma w en M se dice simpléctica si
es cerrada (dw = 0), y si wp : T,M x T, M — R es simpléctica para todo p € M. El par (M,w) se
dice una variedad simpléctica.

Como consecuencia directa tenemos que una variedad simpléctica tiene dimensién 2n y es
orientable pues w™ es una forma de volumen. Ademas tenemos el siguiente resultado
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Teorema 1.9.3 (Darboux). Sea (M,w) una variedad simpléctica de dimension 2n, y sea p € M.
Entonces eziste un sistema de coordenadas (U,x1,...,Tn,Y1,--.,Yn) centrado en p tal que en U

n
w = dez- A dy;.
i=1

Este teorema muestra que todas las variedades simplécticas de la misma dimensién son local-
mente equivalentes, por lo que se requieren invariantes topoldgicos globales para poder distinguirlas.
También se tiene, usando el Teorema de Stokes, que los nimeros de Betti pares de una variedad
simpléctica compacta son todos distintos de cero.

Un ejemplo tipico de variedad simpléctica es el fibrado cotangente de cualquier variedad difer-
enciable, la forma simpléctica estd dada por w = —da, donde « es la 1-forma de Liouville. Otros
ejemplos de variedades simplécticas son las variedades Kéahler. Sin embargo, hay ejemplos de var-
iedades simplécticas que no admiten ninguna métrica de Kahler, el primer ejemplo exhibido es la
conocida variedad de Kodaira-Thuston la cual explicamos en detalle en el Ejemplo

Como generalizacién de las variedades simplécticas tenemos las variedades localmente conformes
simplécticas (LCS), esto es, una variedad diferenciable M equipada con una 2-forma no degenerada
w tal que existe un cubrimiento de M por abiertos {U;} y una familia de funciones diferenciables
locales f; : U; — R tal que

w; = exp(—fi)w

es una forma simpléctica en U;. Esta condicién es equivalente a que
dw=0Nw

para alguna 1-forma cerrada 6, llamada la forma de Lee. Ademds, M es llamada globalmente
conforme simpléctica (GCS) si existe una funciéon C*, f : M — R, tal que exp(—f)g sea una forma
simpléctica. Equivalentemente, M es una variedad GCS si existe una 1-forma exacta 6 definida
globalmente en M tal que dw = 8 A w. Notar que podemos ver a las estructuras LCS es como una
generalizacion de las estructuras LCK, considerando sélo la condicion sin tener en cuenta la
estructura hermitiana.

Del Lema obtenemos los siguientes resultados que ya sabiamos para el caso LCK:

e Si (w,0) es una estructura LCS en M, entonces w es simpléctica si y sélo si § = 0. En efecto,
0 ANw =0y w no degenerada implican 6 = 0.

e Siw es una 2-forma no degenerada en M, con dim M > 6, tal que vale (|1.16|) para una 1-forma
0 entonces 0 es automaticamente cerrada y por lo tanto M es LCS.

Como consecuencia de estas observaciones resulta que para una estructura LCS la forma de Lee
estd univocamente determinada por la 2-forma no degenerada w, pero no hay una férmula explicita
para 6 como para el caso LCK. El par (w, 6) se llama una estructura LCS en M.

Las estructuras LCS fueron introducidas por Lee en [55] y luego muy estudiadas por Vaisman
y Banyaga entre otros (ver por ejemplo [82] 13| [14], 15} 12} [39L 40, [54]).

Un problema andlogo al de encontrar variedades simplécticas no-Kahler es el de encontrar
ejemplos de variedades compactas con estructuras LCS que no admitan estructuras LCK. Esta
pregunta fue planteada en [69], y el primer contraejemplo fue dado en [12], donde los autores
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exhiben una estructura LCS en una variedad compacta de dimensién 4 de la forma M x S, la cual
no admite ninguna estructura compleja, y por lo tanto ninguna métrica LCK.

Otro ejemplo mas reciente fue dado por [22], donde se exhibe una nilvariedad con estructura
LCS no LCK y que no es el producto de una variedad compacta por un circulo.

Estos ejemplos dependen fuertemente de la clasificacién de variedades complejas compactas de
dimensién 4. No sabemos si se conocen ejemplos en dimensiones mayores.

Recordemos ahora una definicién de Vaisman ([82]). Si (w, ) es una estructura LCS en M, un
campo vectorial X es llamado un automorfismo infinitesimal de (w, #) si Lxw = 0, donde L denota
la derivada de Lie. Esto implica que Lx6 = 0 y como consecuencia #(X) es una funcién constante
en M. Si existe un automorfismo infinitesimal X tal que (X) # 0, se dice que la estructura LCS
(w,0) es de primer tipo, y se dice que es de segundo tipo en caso contrario. Segin Vaisman se
puede obtener mucha més informacién sobre las estructuras de primer tipo, por ejemplo, en [82] se
presentan relaciones de una estructura LCS de primer tipo con la geometria de contacto y también
se prueba que las variedades LCS del primer tipo admiten importantes foliaciones.

Como 60 es cerrada, podemos deformar la diferencial de de Rham d para obtener el operador
diferencial adaptado

dga=da — 0 N a,

en E(M). Este operador satisface di = 0, luego permite definir la cohomologia adaptada Hy (M)
de M relativa a la 1-forma cerrada 6, también llamada cohomologia de Lichnerowicz. Se sabe que
si M es una variedad compacta y orientada de dimensién n, entonces HJ(M) = Hy(M) = 0 para
cualquier 1-forma derrada, no exacta 6 (ver por ejemplo [39, 42]). Para cualquier estructura LCS
(w,0) en M, la 2-forma w define una clase de cohomologia [w]y € HZ (M), pues dow = dw—0Aw = 0.
Se probé en [82] que si una estructura LCS es del primer tipo entonces w es dg-exacta, i.e. [w]yp = 0.

Veamos dos ejemplos de variedades con estructuras LCS.

Ejemplo 1.9.4. Si n es una 1-forma cerrada en una variedad M, entonces (1M, dr+pa, 71) es una
variedad LCS, donde « es la 1-forma de Liouville de T*M y w : T*M — M la proyeccién candnica.
Ademsds, ya sabemos que T* M siempre admite una forma simpléctica.

También se conocen ejemplos de variedades LCS las cuales no admiten ninguna estructura
simpléctica:

Ejemplo 1.9.5. Si (M, a) es una variedad de contacto, entonces se puede ver que (M x St d,a,v)
es una variedad LSC, donde v es la forma estandard de volumen en S'. Por ejemplo, S x S!
es una variedad LCS, la cual no admite ninguna estructura simpléctica pues se puede ver que

Ba(S3 x SY) = 0.

Estudiaremos ahora estructuras LCS invariantes a izquierda en grupos de Lie, es decir, un grupo
de Lie G con una estructura LCS donde la 2-forma no degenerada w es invariante a izquierda.
Probaremos a continuaciéon que en este caso la forma de Lee 6 asociada también es invariante a
izquierda, generalizando de esta manera la Proposicién para el caso LCK.

Proposicion 1.9.6. Sea G un grupo de Lie con una estructura LCS dada por w invariante a
izquierda, entonces la forma de Lee 6 es invariante a izquierda.
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Demostracion. Ya sabemos que la forma de Lee estd univocamente determinada por la ecuacién
dw=0Aw. Sea Ly : G — G la traslacién a izquierda por g € G, entonces Ly(dw) = d(Lyw) = dw.
Por otro lado

Ly(0Nw) =LA Lyw=Ly0Aw.
Entonces dw = L30 A w, y luego por unicidad tenemos que L6 = 6 para todo g € G. O

Considerar estructuras LCS invariantes a izquierda en grupos de Lie es equivalente a estudiar
estructuras LCS en el dlgebra de Lie asociada g, esto es, un par (w,#) donde w € /\29* es no
degenerada y 6 € g*, df = 0, satisfacen

dw =60 Nw.

También consideraremos la nocién de estructura LCS de primer o de segundo tipo en un dlgebra de
Lie g. En efecto, denotemos por g, al conjunto de automorfismos infinitesimales de la estructura
LCS (w, ), es decir,

go={r€g:Law=0}={zeg:w(zvy],z) +wy,|r,z]) =0 para todo y, z € g}. (1.27)

Notemos que g, C g es una subalgebra de Lie, por lo que la restriccién de 6 a g, es un morfismo de
algebras de Lie llamado morfismo de Lee. Se dice que la estructura LCS (w, 0) es del primer tipo
si el morfismo de Lee es suryectivo, y que es del sequndo tipo si es idénticamente cero (ver [22]).

Para un élgebra de Lie g y una 1-forma cerrada ¢ € g* tenemos la cohomologia adaptada Hj(g)
definida por el operador diferencial
dopao = do — O N

en /\"g*. De acuerdo con [61], esta cohomologia adaptada coincide con la cohomologfa del dlgebra
de Lie de g con coeficientes en el g-médulo Vy de dimensién 1, donde la accién de g en Vy estd dada
por

Xv=—-0X)w, Xeg, velp (1.28)
El hecho de que 0 sea cerrada garantiza que esta accion sea una representacion de algebras de Lie.

Si el grupo de Lie es simplemente conexo, entonces toda estructura LCS invariante a izquierda es
en realidad globalmente conforme a una estructura simpléctica. Por lo tanto estudiaremos cocientes
compactos de estos grupos de Lie por subgrupos discretos, los cuales seran no simplemente conexos,
pues 71 (I'\G) = T', y tendran una estructura LCS inducida.

Observacion 1.9.7. Notemos que una estructura LCS del primer tipo en el dlgebra de Lie induce
una estructura LCS del primer tipo en cualquier cociente compacto del grupo de Lie simplemente
conexo correspondiente por un subgrupo discreto.

Supongamos ahora que G es completamente soluble, es decir un grupo de Lie soluble tal que los
endomorfismos ad x del dlgebra de Lie g tienen sélo autovalores reales para todo X € g. En este caso
la cohomologia de T'\G se puede calcular en términos de la cohomologia de g. En efecto, Hattori
prob6 en [44] que si V' es un g-médulo de dimensién finita triangular entonces V := C®(T'\G)®V
es un X(I'\G)-médulo y hay un isomorfismo

H*(g,V) = H*(X(T\G), V). (1.29)

Por lo tanto:

2Un g-médulo V se dice triangular si los endomorfismos de V' definidos por v — Xuv tienen sélo autovalores reales
para todo X € g.



1. Preliminares 38

e Si V =R es el g-mddulo trivial, entonces el lado derecho de (1.29)) da la cohomologia de de
Rham usual de I'\G, por lo tanto

H*(g) = Hjp(T'\G). (1.30)
e Si V = Vjp con la accién dada por (1.28)), entonces podemos identificar V con C*°(T'\G) y la
accién de X(I'\G) en C>°(I'\G) esta dada por
X f=Xf-0X)f, Xeg feC™T\G).

Aqui estamos usando que existe una inclusién natural g < X(I'\G), més atn existe una
biyeccién C*(I'\G) ® g — X(I'\G) dada por f ® X — fX. Como consecuencia, en este caso
(1.29) se convierte en (cf. [61, Corolario 4.1])

Hy(g) = Hy(T\G). (1.31)

En particular, H},(I'\G) y H;(I'\G) no dependen del reticulo I'.

1.10 Resultados conocidos y problemas abiertos

A continuacién veremos algunos resultados conocidos para nilvariedades y solvariedades.

e Ugarte en [78] demostré que una nilvariedad I'\G de dimensién 6 con una estructura compleja
invariante admite una métrica LCK si y sélo si el dlgebra de Lie de G es isomorfa a b5 x R,
donde b5 es el algebra de Lie de Heisenberg de dimensiéon 5. En este trabajo ademas se
conjetura que toda nilvariedad de dimensién 2n que admite una estructura LCK es de la
forma I'\(H2,-1 X R), donde T" es un subgrupo discreto y Ha,—1 es el grupo de Lie de
Heisenberg de dimensién 2n — 1.

e Sawai en [74] demostré esta conjetura de Ugarte para el caso en que la estructura compleja es
invariante. En ese trabajo se ve que si G es un grupo de Lie simplemente conexo nilpotente
con una estructura LCK invariante a izquierda entonces GG es isomorfo a Hs, 1 X R, donde
Ho,,_1 es el grupo de Lie de Heisenberg de dimensién 2n — 1.

e Bazzoni en [2I] da una respuesta positiva a la conjetura de Ugarte para el caso en que la
estructura LCK es en realidad Vaisman.

e En [23] Belgun estudié las métricas LCK en superficies complejas compactas y clasificé las
que admiten métricas de Vaisman.

e Hasegawa y Kamishima en [43] dieron una clasificacién de todas las algebras de Lie de di-
mensién real 4, unimodulares y solubles que admiten LCK.

e Kasuya en [48] prueba, usando ciertas restricciones cohomoldgicas, que no existen métricas
Vaisman en algunas solvariedades con estructura compleja invariante a izquierda.

e Se sabe que las variedades LCK homogéneas son Vaisman en los siguientes casos:

— cuando la variedad es compacta (ver [34]),
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— cuando la variedad es un cociente de un grupo reductivo tal que el normalizador de la
isotropia es compacto (ver [2]).

e En [22] se prueba que toda estructura LCS en un élgebra de Lie nilpotente es del primer tipo.
Ademas se demuestra que cierta clase de algebras de Lie del primer tipo son una extension
doble de un élgebra de Lie simpléctica. Sin embargo, se sabe muy poco sobre estructuras LCS
del segundo tipo en algebras de Lie, por lo que seria muy interesante encontrar de manera
sistematica muchos ejemplos de algebras de Lie del segundo tipo.






CAPITULO 2

Grupos de Lie LCK con estructuras
complejas especiales

En este capitulo estudiaremos estructuras LCK invariantes a izquierda en grupos de Lie. En primer
lugar consideraremos el caso especiale en donde la estructura compleja es bi-invariante, y luego
el caso en donde la estructura compleja es abeliana. Fn el primer caso probaremos daremos una
caracterizacion de las dlgebras LCK con dicha estructura compleja, mientras que en el segundo caso
probaremos que el algebra de Lie es isomorfa al producto de R y el dlgebra de Lie de Heisenberg.

2.1 Estructuras complejas en algebras de Lie

En esta seccion estudiaremos dos tipos especiales de estructuras casi complejas en algebras de
Lie, llamadas bi-invariantes y abelianas. Una estructura casi compleja J en g se dice bi-invariante
si

J[X,Y] =[X,JY], paratodo X,Y € g,

y se dice abeliana si
[JX,JY] =[X,Y], paratodo X,Y € g.

Notar que en ambos casos la estructura casi compleja J resulta integrable. En general dada una
estructura compleja J, la Proposicién nos dice que d(g1,0) C g2,0Pg1,1. Dos casos interesantes
se dan cuando d(g1,0) C g2,0, 0 bien cuando d(g10) C g1,1. A continuacién veremos que el primer
caso ocurre si y sélo si el grupo de Lie asociado a g tiene estructura de grupo de Lie complejo,
o equivalentemente, la estructura compleja es bi-invariante. Luego veremos que el segundo caso
ocurre si y sélo la estructura compleja es abeliana.

Las siguientes dos proposiciones son resultados ya conocidos, pero agregamos sus demostraciones
por completitud.

Proposicion 2.1.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) J satisface J o adyx = adx oJ, es decir, J es bi-invariante.
(ii) g™ y g%! son ideales de gC.

(i) d(g1,0) C g2,0-

41
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Demostracion. (i) = (ii) Como J es integrable, por la Proposicién tenemos que g'¥ y g¥!
son subdlgebras. Sean X —iJX € g0y A +iB € g, entonces

(X —iJX,A+iB] = [X,A] + [JX,B] +i([X,B] - [JX, 4])
= [X, A] + J[X,B] —i(—[X,B] + J[X, A]) € g**.
Luego g"? es un ideal de g. Andlogamente con g¥'.
(i) = (i)
(X —iJX,Y]=[X,Y] —i[JX,Y] € g**,

entonces J[X,Y]| = [JX,Y].
(ii) = (iii) Sea o € g1,0 entonces do € g1,1 @ go,2 pues por (ii) tenemos que J es integrable (ver

Proposicién [1.6.5)). Luego
da(X —iJX,Y +iJY) = —a([X —iJX,Y +iJY]) =0

pues por (ii) se tiene que [X —iJX,Y +iJY] € gt¥ N g®! = {0}. Luego da no tiene componente
en 9171.
(iii) = (i) Sea X,Y € g, y o € g1 0 entonces, da € ga o y luego

0=da(X —iJX,Y +iJY) = —a([X —iJX,Y +iJY]),

para toda o € g10. Sea Z = [X —iJX,Y +iJY] = [X,Y] + [JX,JY] +i([X,JY] — [JX,Y]) =

710 4 701 con 710 = %(Z —iJZ), notemos que JZ' =iZ%"0. Sea a = a1 —iJay, con a; € g*

entonces
0=0a(Z) =a(Z"0) = a1(Z"°) —iJa1 (Z'0) = a1 (ZM°) —iay (JZ'0) = 204 (Z10).

Sea Z10 = A — iJA para algiin A € g, entonces 0 = a1(Z10) = a1(A) —ia1(JA), y asi a1(A4) =0
para toda a; € g*. Luego A = 0, entonces Z"° = 0 y por lo tanto Z — iJZ = 0. Luego
—[JX,Y] = J[JX,JY], como X,Y son arbitrarios tenemos que [U, JV] = J[U,V], para todo
UV eg. ]

Observacion 2.1.2. En general, las traslaciones a derecha no son holomorfas en un grupo de Lie G
con una estructura compleja invariante a izquierda J. Esto pasa sélo cuando G es un grupo de Lie
complejo con la estructura holomorfa dada por J, o equivalentemente, J es bi-invariante.

A continuacién veremos el segundo caso interesante, que corresponde a las estructuras complejas
abelianas, las cuales fueron introducidas en [17].

Proposicion 2.1.3. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) J satisface [JX,JY] = [X,Y] para todo X,Y € g, es decir, J es abeliana.
(ii) g0 y g*' son subdlgebras abelianas de g©.

(iii) d(g1,0) C g1,1-

Demostracion. (i) < (ii) Sean X,Y € g:

(X —iJX,Y —iJY] = [X,Y] - [JX,JY] —i([JX,Y] + X, JY)])
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entonces [X —iJX,Y —i¢JY] =0siysélosi [X,Y]—[JX,JY] =0. La demostracién es similar
para g!.

(ii) = (iii) Si o € g'¥ entonces do € g1.1 @ ga,o pues J es integrable por (ii). Ademds da(X —
iJX,Y —iJY) = —a([X —iJX,Y —iJY]) =0, entonces do no tiene componente en gs .

(iii) < (i) Notemos que (iii) implica que J es integrable. Sea X,Y € gy a € g1 entonces
da € g11, luego

0=da(X —iJX,Y —iJY) = —a([X —iJX,Y —iJY]),

para toda o € g10.

Sea Z = [X —iJX,Y —iJY] = Z'0 + 7201 con Z10 = A —iJA y sea a = a1 — iJay, con

a1 € g*, entonces
a(Z) =a1(A) —ian(JA) —iJai(A) +iJaq(iJA) = 2(aq(A) — iaq(JA)) = 0.

Asi a1(A) = 0 para toda a; € g*, entonces A = 0 y luego Z'* = 0. Por lo tanto Z —iJZ = 0, lo
que implica [X,Y] = [JX, JY]. O

Nota. Una estructura compleja J sobre un algebra de Lie g no puede ser bi-invariante y abeliana
al mismo tiempo a menos que g sea abeliana.

Observacion 2.1.4. La estructura compleja Jy definida en el Ejemplo es abeliana. Mas ain, se
probé en [18] que si J es una estructura compleja en un dlgebra de Lie g con dim g’ = 1, entonces
J es abeliana.

Ahora recordaremos algunas propiedades sobre estructuras complejas abelianas en el siguiente
lema (ver [3|, [I8, [71] para sus demostraciones).

Lema 2.1.5. Sea g un dlgebra de Lie con 3(g) su centro y ¢’ :=[g, 9] su conmutador. Si J es una
estructura compleja abeliana en g, entonces

1. J3(9) =3(9).
2.9 nJg Ci(g +Jg).

3. La codimension de g' es al menos 2, a menos que g sea isomorfa a aff(R) (la dnica dlgebra
de Lie no abeliana de dimension 2.)

4. ¢ es abeliano, por lo tanto g es 2-pasos soluble.

De acuerdo con [I8] se puede obtener una gran familia de dlgebras de Lie con estructuras com-
plejas (abelianas) empezando con un &lgebra real asociativa de dimensién finita A y considerando
aff(A), es decir, el espacio vectorial A @& A equipado con el corchet de Lie dado por

[(a,b),(d’,0)] = (aad’ — d'a,abl —d'b), a,b,d',b € A
Si J es el endomorfismo de aff(A) definido por
J(a,b) = (b, —a),

es facil ver que J es una estructura compleja en aff(.A). Esta estructura compleja se llama estandard.
Ademids cuando A es conmutativa, J resulta abeliana. Probaremos ahora un resultado sobre aff(.A)
que serd tutil méas adelante. Recordemos que un algebra de Lie se dice unimodular si la representacion
adjunta tiene traza cero, i.e., tr(ad,) = 0 para todo x en el dlgebra de Lie.
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Lema 2.1.6. Si A es un dlgebra asociativa y conmutativa y aff(A) es unimodular, entonces A es
nilpotente y por lo tanto aff(A) es un dlgebra de Lie nilpotente.

Demostracion. Supongamos que A no es nilpotente, entonces existe 0 # e € A tal que e es un
elemento idempotente, ie., e* = e. Consideramos (e,0) € aff(A) y calculamos ad g)(x,y) =

(0,ey) = (0,lc(y)) donde l. es la multiplicacién a izquierda por e. De esta manera la matriz de

ad(. o) es de la forma
0 0
ad(e,O) = <0 le> (2'1)

Como 12 =, y I, # 0, existe una base de A tal que

I, = (é 8) (2.2)

y por lo tanto tr(ad.g)) # 0. O

Observacion 2.1.7. Con una demostracién similar se puede probar que si A es un dlgebra asociativa
con identidad, entonces aff(.A) no es unimodular.

2.2 Estructuras LCK con estructuras complejas
bi-invariantes

En esta seccién consideraremos un algebra de Lie con una estructura LCK tal que su estructura
compleja es bi-invariante, lo cual es equivalente a considerar métricas LCK invariantes a izquierda
en grupos de Lie complejos. El objetivo de esta seccién es probar que en cada dimensién real par
hay sélo un algebra de Lie que admite tales métricas.

Primero mostraremos algunos ejemplos. Comenzando con R?" equipado con una estructura
compleja .Jy y un producto interno hermitiano (-, -, consideramos el dlgebra de Lie R? x R?" (con
R? = span{u, v}), donde los corchetes de Lie estdn dados por [u,v] =0, [u, X] = X y [v, X] = JoX
para todo X € R?". Extendiendo Jy por Jou = v, es ficil ver que Jy es una estructura compleja
bi-invariante en R? x R?". Extendemos también (-,-) a un producto interno (-,-), en R? x R?"
por (R2 R?") =0, (u,v) =0y |u| = |v| = X para algiin A > 0. Es facil ver que (Jo, (,-))) es una
estructura LCK, pero no es Vaisman (ver Proposicién . Ademsds, las métricas (-,- ) son no

2n(n+1)
2

isométricas dos a dos, pues la curvatura escalar de (-,-)) es — . Pero las métricas (-, ) si

son homotéticas a la métrica (-, ).

Teorema 2.2.1. Sea (J,(-,-)) una estructura LCK en el dlgebra de Lie g donde la estructura
compleja J es bi-invariante. Entonces g ~ R? x R®® con los corchetes de Lie como arriba v
(J,(-,-)) es equivalente a una estructura hermitiana (Jo, {(-,-)x) como arriba para algin \ > 0.

Donde equivalente significa que existe una isometria holomorfa de (g, J, (-,-)) a (g, Jo, (-, )x)-
Con el obetivo de probar este teorema, recordemos el siguiente resultado, muy conocido, sobre la
existencia de métricas de Kéhler en grupos de Lie complejos (ver [37]).
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Lema 2.2.2. Si(g,J,(-,-)) es Kdhler con J bi-invariante, entonces g es abeliana.

Demostracién del Teoremal2.2.1. Recordemos de ([1.25)) la descomposicién ortogonal de g dada por
g = span{A} & ker 6.

Lema 2.2.3. El endomorfismo ads : g — g es simétrico.

Demostracion. Como J es bi-invariante, tenemos que J oadjs = —ady4, y se sigue del Lema|1.8.3
que ad 4 es simétrico. ]

Ahora, de (|1.26) tenemos que
g =span{A, JA} &+ W,

donde g’ C kerf = span{JA} & W y W es J-invariante. El hecho de que J sea bi-invariante
implica que g’ es también J-invariante, y por lo tanto g’ C W. M4ds ain, g’ = W, pues para X € W
tenemos que dw(A4, X, JX) = —2([A, X],X) y 0 Aw(A, X, JX) = | X|?, por lo tanto

-2([A, X], X) = | X%,
esto implica que g’ = W. Luego obtenemos
g =span{A, JA} &+ ¢/,
con Jg' =¢'.
Por otro lado (g’, J|y, (-,-)) es Kéhler, pues la forma fundamental de g’ es la restriccién de w

ag Xg,ydw=0eng. Del Lema obtenemos que g’ es abeliana, es decir, g’ ~ R?".
Como ad 4 es simétrico y dw(A4, X,JY) =0 Aw(A, X, JY), tenemos que

2([4,X],Y) = —(X,Y), X,Y eg.

Por lo tanto, [A, X]| = —%X para todo X € ¢g. Tomando B = JA, obtenemos [A, B] = 0,
ad [gen = —%Id y adp|gzn = Jady = —%J. Tomando u = —2A y v = —2B, obtenemos
g~ R? x R?" con (J,(-,-)) equivalente a (Jo, (-, )») para A = [2A]. O

Corolario 2.2.4. No eziste ningin dlgebra de Lie unimodular g con una estructura LCK (J,{(-,-))
tal que J sea una estructura compleja bi-invariante.

Demostracion. Con la notacién de la demostracién del teorema se sigue que tr(ads) = —
0, y por lo tanto g no es unimodular.

S =

4
Ul

Observaciones. (i) Se sigue del Teorema y de la Proposicién que una estructura LCK
con estructura compleja bi-invariante nunca es Vaisman.

(ii) El dlgebra de Lie R? x R?"™ con los corchetes de Lie como arriba es, de hecho, un 4lgebra de
Lie casi abeliana compleja C x C™ tal que [Z,U] = U para todo U € C", donde C estd generado
por Z.
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Sea M una variedad compacta, compleja y paralelizable. De acuerdo a [84], M puede ser
escrita como un cociente I'\G, donde G es un grupo de Lie simplemente conexo complejo y I’
es un subgrupo discreto. Notar que de acuerdo a [62], G debe ser unimodular. Denotamos por
m: G — M a la proyecciéon holomorfa.

Corolario 2.2.5. Con la notacion de arriba, M no admite ninguna métrica LCK g compatible con
su estructura holomorfa tal que g sea una métrica invariante a izquierda en G.

Demostracion. Asumamos que una tal métrica existe. Como 7*¢g es invariante a izquierda, entonces
G admite una métrica LCK invariante a izquierda con una estructura compleja bi-invariante, y esto
determina una estructura LCK en g, el dlgebra de Lie de G. Pero g es unimodular (porque G es
unimodular), y esto contradice el Corolario [2.2.4] Ul

Observacion 2.2.6. En [43] se prob6, més generalmente, que una variedad compleja compacta y
paralelizable no admite ninguna métrica LCK compatible con su estructura holomorfa.

La estructura LCK (Jo, (-,-)x) en el algebra de Lie R? x R?" induce una estructura LCK in-
variante a izquierda en el correspondiente grupo de Lie simplemente conexo, el cual es difeomorfo a
R27+2 Sean (1,2, u1,v1, .- -, Un, Vp) las coordenadas globales canénicas, luego la métrica invari-
ante a izquierda g, asociada a (-, - ) estd dada por

gr = N(daf + da3) + €721 " (duf + do}),
k

donde A = |2A4]. La forma fundamental es

wy = N2(dxy A das) + e Z(duk A dug),
k

2x1

y la métrica conforme hy = e**1g, es Kahler.

Observacion 2.2.7. Notar que en el caso de dimensién 4 la métrica gy para A = 1 es localmente
conforme hiper-Kahler. En efecto, de acuerdo con [16], la métrica h; es hiper-Kéhler con respecto
a cierta estructura hipercompleja {I;, Iz, I3}. Mds atn, la estructura compleja bi-invariante Jy no
estd en la 2-esfera de estructuras complejas generada por I;, j = 1,2, 3.

2.3 Estructuras LCK con estructura compleja abeliana

En esta seccion consideraremos un algebra de Lie unimodular equipada con una estructura LCK
tal que su estructura compleja es abeliana. El objetivo es probar que las unicas algebras de Lie
que admiten tales métricas son el producto del dlgebra de Lie de Heisenberg por R, y la estructura
LCK es en realidad Vaisman. De ahora en adelante asumimos que el algebra de Lie con la que
trabajaremos tiene dimensién al menos 4.
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Antes de enunciar el resultado principal, consideraremos la siguiente variacién del Ejemplo[1.8.5]
Sea {A,Z,X1,...,Xn,Y1,...,Y,} base de R X hop,41 tal que [X;,Y;] = Z parai =1,...,n. Esta
algebra de Lie admite una estructura compleja abeliana Jy dada por JoX; =Y;, JoA = Z. Para
cualquier A > 0, consideramos el producto interno (-,- )y tal que la base de arriba sea ortogonal,
con |X;| = |Y;| = 1 pero |[A| = |Z| = +. Es fécil ver (como en el Ejemplo que (Jo, (-, )a)
es una estructura LCK, de hecho, es Vaisman, pues adg4 = 0. Ademas, las métricas (-,- ), son no

. , . 2
isométricas dos a dos, pues la curvatura escalar de (-,-)) es —%.

Teorema 2.3.1. Sea (J,(-,-)) una estructura LCK en g con estructura compleja abeliana J. Si
dimg > 4 y g es unimodular entonces g ~ R X Hapy1, donde hopy1 es el dlgebra de Lie de Heisenberg
de dimension 2n+ 1, y (J,(-,-)) es equivalente a (Jo, (-, )x) para algin X > 0.

Daremos la demostracién de este teorema en una serie de resultados. Recordemos de (|1.25) que
g = span{A} & ker 6,

donde A € (kerf)* tal que 0(A) = 1. Esta serie de resultados serd dividida en dos partes. La
primera parte culminara con la Proposicion donde probaremos que A y JA estén en el centro
de g. En la segunda parte, determinaremos todos los corchetes de Lie en g, lo que nos permitira
establecer un isomorfismo g ~ R X hon 1.

Como consecuencia inmediata del Lema tenemos el siguiente resultado.

Lema 2.3.2. El morfismo ads : g — g es simétrico.

En particular ad4 |kerg : ker @ — ker 6 es simétrico, por lo tanto es diagonalizable y existe una
descomposicién ortogonal
kerf = Z gn,

AES

donde S C R es el espectro de ad 4 |kers v g es el autoespacio asociado al autovalor \.
De acuerdo al Lema (3), la codimensién de [g, g] es al menos 2. Por lo tanto gy # {0}, es
decir 0 € S. Luego obtenemos la descomposiciéon ortogonal

g=RAGgH® Y o (2.3)
AES*

donde S* := S — {0}. Notar que la identidad de Jacobi y el hecho que g’ es abeliana implican que:
e g, es un ideal para A € S*,
e go es una subalgebra.
Ahora consideramos g}, = [go, go] ¥ (g4)", su complemento ortogonal en go, es decir,
go = g0 ® (g0)"

Notar también que g’ = g, @ Z -
AES*
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Para X,Y € ker0, calculamos

dw(A, X,Y) = —w([A, X],Y) — w([X,Y],A) — w([Y, A], X)
::__<J[f17)(]7}/>'_ @][}(7}1711>-— @][Y:f4L1X7
= ([A, X],JY) + ([X,Y],JA) + ([Y, A], JX)

ONw(A,X,Y)=0(A)w(X,Y)+0(X)w(Y,A)+0(Y)w(A, X)
= (JX,Y).
Por lo tanto tenemos que
([A, X],JY) + (X, Y], JA) + ([Y, A], JX) = (JX,Y),
para todo X, Y € ker f. De esto obtenemos las siguientes ecuaciones que serdn importantes después:
A+p+1)(JX,Y)=0, for X € g),Y € g, and \,u € S*. (2.4)

([X,Y],JA) = (u+1)(JX,Y), for X € go.Y € gu i € . (2.5)

Lema 2.3.3. J(g)) C RA® (g})".

Demostracion. Si X,Y € gp podemos escribir J[X,Y]| = aA + Zy + Z Zycona €R, ZygEgyy

AeS*
Zy € gx Luego [A, J[X,Y]|=[A, ) Z\] = ) _ M.
AeS* AeS*
Por otro lado, de (2.3), JA = Xy + Z Xy, con X € ggy Xy € gx para A € S*. Entonces
AeS*
[A7J[X7Y” = _[JA7 [Xa YH = _[XO + Z X)\v [X7YH = _[X07 [Xv YH € 9o
AES*

pues go es subdlgebra y g’ es abeliana. Por lo tanto Z, = 0 para todo A € S*.
Ademss, se sigue de ([2.5) y del hecho que g’ es abeliana que J(g() y g; son ortogonales. Luego
tenemos que Zy € (gj)*, v esto implica el resultado. O

Ahora, definimos A C S* de la siguiente manera: A € A si y sélo si no existe ningtin \' € S* tal
que A+ X 4+ 1 =0, o equivalentemente, A = {\ € S* : —(A+ 1) ¢ S*}. Notar que A ¢ A si y sélo
si—(A+1)¢A.

Lema 2.3.4. Sea A\ € §*. Luego,
(i) si A € A entonces J(gy) C RA® (gh)*.
(ii) si A € A entonces J(gy) C RA® (gh)* @ gy, donde A+ N +1=0.

Demostracion. (i) Si A € A, de (2.4)) tenemos que J(gy) es ortogonal a g, para todo pu € S*,
y por lo tanto J(gx) C RA & go. Ademds, para X, € gy, Y € g, se sigue del Lema que
(JX),Y)=—(X),JY) = 0. Esto prueba (i), y de una manera similar se prueba (ii). O
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Sea b el complemento ortogonal de g’ + Jg' en g. Notar que b es J-invariante. Luego, podemos
escribir

g=(¢g'+Jg)@h. (2.6)

Mostraremos que este complemento ortogonal h es un subespacio no nulo. Comenzamos con un
resultado auxiliar.

Lema 2.3.5. ¢’ N Jg = ZgA nJ (Zg,\>.

Ac Ac

Demostracion. Dado € g’ N Jg' entonces Y = JZ para algtin Z € g’. Como g’ = g @ Z g,

AES*
podemos escribir
Y=Y+ Y Vi Z=Zo+ ) 2
AeS* AES*
wﬂ@%égﬂﬂ%%égxLm@JZ:ﬂ%+z}MXDdhma%By@Hﬂm2&4
AES*
obtenemos que JZ € RA® (gf))L o Z gx. Como JZ =Y €g(® Z g, tenemos que Yo =0y
AEAC AES*
Y, = 0 para todo A € A, por lo tanto Y € Z g, De la misma manera, Z € Z g), Y entonces
A€Ae AEAC
g nJg c ZgA nJ (Z g)\> . La otra inclusion es clara. O
Ac Ac

Lema 2.3.6. Con la notacion de arriba, h # 0.

Demostracion. Supongamos que h = {0}, de (2.6)) obtenemos que g =g¢' + Jg'.
Afirmacion. g’ 0 Jg = {0}.
En efecto, de acuerdo y al Lema (2) tenemos que

g nJg C3(g).

Dado Y € g’ N Jg/, se sigue del Lema [2.3.5/que Y se puede escribir como Y = Z Y\. Entonces
A€AC

0=[A4,Y]= Z AY), vy por lo tanto Y = 0. Esto prueba la afirmacion.
A€AC

Como consecuencia, tenemos la descomposicién en suma directa
/ /
g=g o Jg.

De acuerdo a [4, Corollary 3.3], el corchete de Lie en g induce una estructura de dlgebra asociativa
y conmutativa en g’ dada por X * Y = [JX,Y]. Ademés si A denota el dlgebra asociativa y
conmutativa (g’, *), entonces A2 = A y g es holomérficamente isomorfa a aff(A) con su estructura
compleja estandard (ver Seccién 2.1). Como g es unimodular, sigue del Lema que A es
nilpotente. Esto es una contradiccién con el hecho que A? = A, por lo tanto h # {0}. O
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Observacion 2.3.7. Se sigue de (2.6 que si H € b, entonces H es ortogonal a Ay JA, pues JA € ¢’
por la Proposicién y entonces A € Jg'.

Lema 2.3.8. Si H € by, entonces

(i) ([H,JH],JA) = |H[?,

=

(ii> ’[Ha JH”2 = |Z||2 .

Demostracion. Para H € b, calculamos primero

dw(A H, JH) = 0 Aw(A, H, JH)
(A,H)* (JA H)”
|AJ2 |AJ2

([A,H),J*H) + ([H, JH], JA) + ([JH, A], JH) = |H|* —
<[H’JH]7JA> = ‘H’27

pues h es J-invariante y ortogonal a g'. Esto prueba (i).
Ahora calculamos

dw(J[H, JH],H,JH) = 0 Aw(J[H, JH], H, JH)

A, J|H, JH))
—|IH. JH1I? = <’—’ HI2
(H,H) ]
HI*
w,om)p = HE
. THIP = .
donde usamos (i) para la tltima igualdad. Esto prueba (ii). O

Lema 2.3.9. Si H € by, entonces

(i) (H,7H] = 74,
(ii) [H,Y] =0 para todo Y € b tal que (Y, JH) =0,
(i) [H, gj] =0,
(iv) [H,g)] =0 para todo A € S* — {—3}.
Demostracion. (i) Usando el Lema y la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos

H 4
I = (.71, 947 < [, THP|AR = B AR = )
entonces tenemos que vale la igualdad en todos lados, y por lo tanto para todo H € b existe
c¢(H) # 0 tal que
[H,JH] = c(H)JA.

Usando de nuevo el Lema [2.3.8] (ii) tenemos que |H|? = ¢(H)|AJ?, y por lo tanto [H, JH] = ‘llj"j JA

para todo H € h.
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(ii) Calculamos [H,Y] para Y € b tal que (Y, JH) = 0.

dw(J[H,Y],H,Y) = ([J[H,Y],H],JY) - [[H Y]] + (Y, JIH,Y]|, JH)
= _HH7Y”27
pues b es J-invariante y ortogonal a g’. Por otro lado

(A, J[H,Y))
|AJ?

(AY)
|A[?

(JH,Y) + 4, H) (JY,J[H,Y]) —

0 Aw(J[H,Y],H,Y) = i

<[H’Y]’H> =0,

pues A es ortogonal a h y (JH,Y) = 0. Por lo tanto, comparando dw con 6 A w obtenemos que
[H,Y]=0.

Finalmente, tanto (iii) como (iv) se deducirdn del siguiente cdlculo. Dados H € h, X|Y € ¢
calculamos

dw(H,X,JY) = —w([H, X],JY) — w([X, Y], H) — w([JY, H], X)
= —(J[H,X],JY) - (J[X,JY],H) — (J|JY, H], X)
= —([H,X],Y) + (X, JY],JH) + ([JY, H], JX)
= —([H,X],Y) + ([JY, H], JX),

pues b es J-invariante y ortogonal a g’. Por otro lado tenemos que

0 Aw(H, X, JY) = 0(H)w(X, JY) + 0(X)w(JY, H) + 0(JY )w(H, X)
AH A X 4,07
_ <|A’2><X,Y)— <‘A|2><Y,H>+< e L1, X)
-0,

pues (H, A) =0y (h,g’) = 0. Por lo tanto se tiene que ([H, X|,Y) = ([JY, H]|, JX). En particular,
si tomamos Y = [H, X| obtenemos

[H,X]|* = ([J[H, X], H], JX). (2.7)

(iii) Si X € g se sigue del Lema que JX € RA® (gh)*. Como [J[H,X],H] € ¢, se
obtiene de que |[H, X]|*> = 0.

(iv) Si X € ga, A € A, se sigue del Lema (i) que JX € RA® (gh)*. De la misma manera
que arriba obtenemos que |[H, X]|? = 0.

Sin embargo, si X € gy, A € Ay X # —% del Lema (ii) obtenemos JX € RA®(g))*tDgy,
donde N = —XA — 1y X # X pues A # —3. Por otro lado [J[H, X|, H] = —[[H, X], JH] € g, pues
g) es un ideal. Por lo tanto de y de tenemos que |[H, X]|? = 0.

O

Proposicién 2.3.10. Siguiendo la notacion de arriba, tenemos:
(i) S ={0}, es decir, A, JA € 3(g),

(ii) g=g¢ @® Jg' ® b, suma ortogonal.
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Demostracion. (i) Sea A € S* — {—3} y tomamos H € h,H # 0y X, € g). El Lema (i)
implica que

H oo ]7 )\] | 4|2 [‘] ) )\] | 1|2)\ As

mientras que el Lema (iv) y el hecho de que h es J-invariante implican que

[[H,JH],JX,] = —[[JH, JX,], H] — [[JXx, H], JH] = 0.

Entonces X, = 0 y por lo tanto $* — {—3} = 0. Si —3 € S* luego ese es el tnico autovalor en
S*, por lo tanto g no es unimodular, y esto es una contradicciéon. Como consecuencia, S* = (), es
decir, S = {0}, o equivalentemente, A € 3(g). Se sigue del Lema que JA € 3(g) también.

(i) Se deduce del Lema que g’ N Jg = {0}. Por lo tanto
g=galgen

donde g’ = g,. Mds atin, esta descomposicién es ortogonal, por el Lemam O

Observacion 2.3.11. Si (g, J,{(-,-)) es Vaisman con J abeliana, es més facil demostrar que A, JA €
3(g). En efecto, del Lema y de la Proposicion tenemos que ad4 es simétrico y anti-
simétrico, entonces A € 3(g). Luego J abeliana implica que JA € 3(g) también.

Proposicién 2.3.12. El conmutador g’ tiene dimension 1 y estd generado por JA.

Demostracién. Supongamos que dimg’ > 2, y sea X € ¢/, | X| # 0, tal que (X, JA) = 0.

Afirmacion. [X,JY]| = <|)f4’|}2/) JA para todo Y € ¢ tal que (Y, JA) = 0.

En efecto, calculemos

dw(J[X,JY], X, JY)=—([J[X,JY],X],Y) — (X, JY], [X,JY]) + ([JY, J[ X, JY]], JX).

Como ¢’ y Jg' son ortogonales, tenemos que ([JY, J[X, JY]],JX) = 0. De la identidad de Jacobi
y del hecho de que g’ es abeliana tenemos que

[JX, Y], X] = —[[X,JY], JX] = [JY, JX], X] + [[JX, X], JY] = [JX, X], JY].
por lo tanto dw(J[X, JY], X,JY) = —|[X, JY]|* + (ad1;x,x] Y, Y). Por otro lado,
O AW(J[X,JY],X,JY) = Ww, V) — <1|4£1)2(> (Y, J[X,JY])
-~ W([x, JY], X)
_ (A,J|[jl(|,2JY]><X7 ¥)
(X,Y)?

AR
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donde hemos usado que (A, X) = (Y, JA) = 0 en la segunda igualdad y (2.5]) en la ultima igualdad.
Por lo tanto

X,Y)?
() VoY) =X, Y )P = (2.9
Usando ([2.5)), la desigualdad de Cauchy-Schwarz y ([2.8)) obtenemos
<X7 Y>2 = <[X7 JY]: JA>2 < |[X7 JY”2|A|2 = <a'dJ[JX,X} Y7 Y>|A‘2 + <X7 Y>27 (29)

y esto implica
(adjyxxY,Y) > 0.

Recordemos que tr(ad sy x,x]) = 0, pues g es unimodular. Mostraremos ahora que la desigualdad
de arriba es de hecho una igualdad. Se sabe que ad;;x x] 4 = adj;x x]JA =0 (pues A, JA €
3(9)), adj7x,x] JZ = 0 para todo Z € g’ (pues ¢’ is abeliana) y ad ji;x x] H = 0 para todo H € b
(debido al Lema . por lo tanto, tr(ad;;x x]) = Zj(&dJ[JX7X] ej,e;) para cualquier base
ortonormal {e;} de g’. Eligiendo e; = ﬁ y €9 = é—‘, tenemos

1
0 = tr(adsx,x]) = W<adJ[JX,X] X, X)+ Z(adJ[JX,X] €j,€;5)- (2.10)
Jj=3

Entonces (ad j;x x1Y,Y) = 0 para cualquier Y € g’ con (Y, JA) = 0, pues tal Y es una combinacién
lineal de {e; | j > 2}.

Como consecuencia, obtenemos de que [X,JY] = ¢(X,Y)JA para algin ¢(X,Y) € R.
Se sigue de que ¢(X,Y) = %. Por lo tanto [X,JY] = <|{{‘§> JA para todo Y € ¢’ con
(Y,JA) = 0.

Esto prueba la afirmacion.

Para finalizar la demostracién de la Proposicion [2.3.12] recordemos la siguiente descomposicion
ortogonal de g:
g=span{A} @ go =g @ Jg' @b,

con A e Jg, JA € g, donde ¢ y Jg subdlgebras abelianas. Como gj, = ¢’, sigue del Lema

(iii) que [h,g'] = [h, Jg'] = 0y, ademds, los unicos corchetes no nulos en h son [H, JH| = |‘Z|‘2 JA.
De esto y de la afirmacion recién probada, es claro que los tnico corchete no nulos en g ahora, son
multiplos de JA, por lo tanto llegamos a una contradiccién con la suposicién que dim g’ > 2.

Por lo tanto, dimg’ =1, y g’ es generado por JA.

Demostracién del Teorema[2.31. Como consecuencia del Lema de la Proposicién [2.3.10] y

de la Proposicién [2.3.12] los tnicos corchetes no nulos en g son [X, JX]| = H)j—EJA para X € g

con (X,A) =0y (X,JA) = 0. Considerando {X1,...,X,,Y1,...,Y,} una base ortonormal de

b, con JX; = Y;, tenemos que los tnicos corchetes no nulos de g son [X;,Y;] = %. Tomando

71 = %, Zoy = ﬁ, es claro que g es isomorfo a R x ha, 41y (J, (-, )) es equivalente a (Jo, (-, )x)
para A = |A|. O
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Observacién 2.3.13. Daremos la idea de una demostracién alternativa del Teorema 2.3.1 De la
Proposiciéntenemos que A, JA € 3(g) luego g = span{A, JA}&W y g’ C span{JA}&W. Si
h es la proyeccién del corchete de Lie de g a W W, entonces se puede ver que (W, h, (-, Mlwxw, J|w)
es un algebra de Lie unimodular Kéhler con una estructura compleja abeliana. De acuerdo a [3|
Theorem 4.1], se sigue que (W, h) es abeliana. Luego g’ = span{J A}, y ademaés, los tinicos corchetes

2
de Lie no nulos son [X, JX]| = K"Q JA para X € W, obteniendo de esta manera el mismo resultado
que arriba.

Observacion 2.3.14. En R X hop41 hay [%] + 1 clases de equivalencia de estructuras complejas,
todas ellas abelianas (ver [4, Proposition 2.2]). Sigue de la demostracién del Teorema que si
(J,(-,-)) es una estructura LCK en esta dlgebra de Lie, entonces J es equivalente a la estructura
compleja Jy del Teorema [2.3.1] por lo tanto Jy es representante de la tnica clase de equivalencia
de estructuras complejas que admiten métricas LCK (comparar con [78]).

En términos de solvariedades, podemos reescribir el Teorema [2.3.1] como sigue.

Corolario 2.3.15. Sea I'\G una solvariedad compacta con una estructura LCK inducida por una
estructura LCK invariante a izquierda en G donde la estructura compleja es abeliana, y G es
simplemente conexo. Entonces G es isomorfo a R X Hopy1, y R X Hopyq tiene una estructura LCK
invariante a izquierda inducida por (Jo, (-, )x) para X > 0. En particular, T\G es una nilvariedad
y la estructura LCK es Vaisman.

Notemos que el grupo fundamental de la solvariedad I'\G es m(I'\G) =T".

La estructura LCK en el dlgebra de Lie R X hop, 41 induce una estructura LCK invariante a
izquierda en R X Hopi1. Sea (t,x1,...,Tn,Y1,-..,Yn,2) un sistema de coordenadas globales en
R x Ha, i1, el cual es difeomorfo a R?"*2. La métrica invariante a izquierda g asociada a (-,- )y
esta dada por

7

gr =Y (da? +dy?) + A2(dt* + (dz = > widy;)?),
donde A = |A|, mientras que la forma fundamental wy estd dada por

Wy = Z dx; A dy; + A72dt A (dz — indy,-).

Esta estructura LCK invariante a izquierda en R x Ha,41 desciende a una estructura LCK en la
nilvariedad T\(R x Hypy1) 2 ST x (I'\Hap 1), donde T' = Z x T es un reticulo en R x Ha, 11, con
I" un reticulo en Hopq1.

Observacion 2.3.16. Los reticulos en Ha, 41 han sido clasificados en [36]. Fijamos para cada k € N
el reticulo I'y, en Ha,11 dado por

1 a ... an c/k
1 by
Iy = taj,bj,ce€Z
1 b,
1

Claramente, I, C Iy si y s6lo si r divide a s. Luego, I'y\ Haj,+1 cubre a T'y\ Ha,41 para todo k.
Ademés, se puede demostrar que 'y /[T, T'x] es isomorfo a Z?" @ Zy. Por lo tanto, las nilvariedades

My, = (Z x Ti)\(R X Hopp1) = St x (Dp\Hopg1)

son no homeomorfas para diferentes valores de k.



CAPITULO 3

Estructuras Vaisman en cocientes
compactos de grupos de Lie

En este capitulo estudiaremos las estructuras Vaisman en solvariedades I'\G, donde estas es-
tructuras provienen de estructuras invariantes a izquierda en GG, o equivalentemente de estructuras
Vaisman en el dlgebra de Lie de G. Caracterizaremos las dlgebras de Lie unimodulares con es-
tructuras Vaisman en términos de dlgebras de Lie Kéhler planas, y usando esta caracterizacién
mostraremos una familia de algebras de Lie y grupos de Lie con dicha estructura y demostraremos
la existencia de reticulos en algunas de estas familias.

Dentro de la clase de variedades LCK, la subclase de las variedades Vaisman es muy importante
por sus propiedades topoldgicas y su relacion con la geometria sasakiana.

Recordemos que (M, J,g) es una variedad Vaisman si es LCK y la correspondiente forma de
Lee 6 es paralela con respecto a la conexién de Levi-Civita. Como vimos en el Ejemplo [1.5.10] las
variedades de Hopf son ejemplos de variedades de Vaisman.

Belgun, en [23], dio una lista completa de las superficies complejas compactas que admiten una
métrica de Vaisman.

Una variedad de Vaisman satisface propiedades que un variedad LCK en general no cumple.
Por ejemplo una variedad compacta (M, J, g) con una métrica de Vaisman que no sea Kéhler tiene
el primer nimero de Betti 51 (M) impar.

También se sabe que toda subvariedad compleja compacta de una variedad Vaisman compacta
es de nuevo Vaisman ([69]).

Vaisman probé en [80] que si M = N xR es un producto riemanniano, toda estructura sasakiana
en N da origen a una estructura Vaisman en M, donde el campo de Lee (dual de la forma de Lee)
esta dado por el campo %. Reciprocamente toda estructura Vaisman en M con esta propiedad da
origen a una estructura sasakiana en N.

3.1 Caracterizacién de las algebras de Lie con métricas de Vais-
man

Sea G un grupo de Lie equipado con una estructura hermitiana invariante a izquierda (.J, g). Esta
estructura se dice Vaisman si la 2-forma fundamental w satisface dw = 8 A w para alguna 1-forma
cerrada 6, que es ademads paralela con respecto a la conexién de Levi-Civita. Como ya vimos w

55
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y 0 resultan invariantes a izquierda, por lo que se tiene que w € /\2 g" v 0 € g*; de esta manera
obtenemos una estructura Vaisman en g = Lie(G). Segin la Proposicién esto es equivalente
a que ad sea un operador antisimétrico de g donde A € (ker6)~ es tal que §(A) = 1. Veremos
algunas propiedades que cumplen dichas algebras.

Proposicién 3.1.1. Si (g, J,(-,-)) es Vaisman entonces [A, JA] = 0.

Demostracion. De los Lemas y resulta:

([A, JA], JY) = (J[JA, A],Y)

{
= (A, J[JA,Y])
= (A, —[A, Y]+ [JA, JY] — J[A, JY])
= (A, =J[A, JY])
= (JA,[4,JY])
—([A, JA], JY),

para todo Y € g. Como (-,-) es no degenerada tenemos que [A, JA] = 0, como querfamos ver. []

Proposicién 3.1.2. Si(g,J,(-,-)) es Vaisman entonces:
(i) Joads =adaol,
(ii) adya es antisimétrico, por lo que también JA es de Killing.

Demostracion. Dados X,Y € g, se sigue del Lema [1.8.3
(J[JA, X],JY) = (J[JA, Y], JX),
usando la integrabilidad de J en ambos miembros resulta
([A, X] = [JA, JX|+ J[A, JX],Y) = ([A,)Y]| = [JA, JY ]+ J[A, JY], X). (3.1)

Por otro lado ([JA,JX],Y) = ([JA,JY],X) por Lema de nuevo. Luego aplicando esta
igualdad y el Lema la ecuacién (3.1)) se reduce a:

(JIA, X] - [A,JX],JY) =0

para todo X,Y € g. Por lo tanto
J[A, X] =[A, JX].

Asi Joady = adgoJ y esto prueba (i). Ahora calculamos para X,Y € g
([JA, X],Y) = (J[JA, X],JY)
= (X, J[JA,JY])

=(X,—[A,JY] - [JA Y]+ J[AY]), por integrabilidad de J
= _<X7 [JA7Y]>7 por (1)

Por lo que adj4 resulta antisimétrico como queriamos ver. ]
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Sin pérdida de generalidad, reescalando la métrica, podemos asumir que |A| = 1. Recordemos
que si (g, J, (-,-)) es LCK, de (1.25)) y de (|1.26) tenemos la siguiente descomposicién de g

g = span{A, JA} ot w,

donde ker § = span{JA} &+ W. Sean ) = —J0ierp : ker — R, donde JO(X) = 0(JX), y £ = JA;
notar que W = kern y n(§) = 1. Definimos ¢ : ker — ker® por ¢|lw = Jlw v ¢(§) = 0. El
siguiente resultado muestra la relacion entre las estructuras Vaisman y las estructuras sasakianas
en un algebra de Lie.

Proposicién 3.1.3. Sea g un dlgebra de Lie con una estructura Vaisman (J,(-,-)), entonces
(ker 0, ¢, (-, )|kero,m, &) satisface las siguientes ecuaciones:

o ¢’ =-Id4n®E,
o (X, 0Y)=(X,Y)—n(X)nY), para todo X,Y € ker0,
e Ny =—dn®¢,
o dn(X,Y)=—(¢X,Y), para todo X,Y € ker0,
donde Ny es el tensor de Nijenhuis asociado a ¢ definido por
No(X,Y) = [6X,0Y] + ¢*[X, Y] = ¢([6X, Y] + [X, 6Y]).

Demostracion. Este resultado fue probado por Vaisman en [80] para variedades, pero por completi-
tud incluimos una demostracién a nivel de dlgebras de Lie en el Apéndice, ver la Proposicién [5.3.6
O

Nota. Sea h un &algebra de Lie, se dice que ({-,-),¢,n,§) es una estructura sasakiana en b, si
¢ € End(h), n € h* y £ € b satisfacen las siguientes ecuaciones:

e (&) =1,

e = —-Id+n®¢,

o (pX,0Y) = (X,Y) —n(X)n(Y), para todo X,Y € b,
o Ny=—-dn®§¢,

e dn(X,Y) = 2(X,$Y), para todo X,Y € b.

De estas condiciones se puede deducir que |§] =1, ¢(§) =0, n0 ¢ =0, y ¢ es antisimétrico.

Observacion 3.1.4. Sea h un algebra de Lie con una estructura sasakiana ({-,-),¢,n,§), en este
caso & se llama el vector de Reeb, y ademas, es facil verificar que el centro de h tiene dimensién a lo
sumo 1. Mds ain, si dim3(h) = 1 entonces el centro estd generado por el vector de Reeb (ver [5]).

La estructura (¢, (-, )|kerg, 7, &) en ker 6 con las ecuaciones de la Proposicién no satisface
exactamente la definicién de una estructura sasakiana, sin embargo, es facil verificar que la siguiente

modificacion .

I _ /_1 ! _
<'7‘> _Z<'7'>7 n _2777 5 _2§7

da una estructura (¢, 7', &, (-,-)’), que si es sasakiana. En este trabajo, por simplicidad, seguiremos
llamando a (¢, (-, )|kerg, 7, &) una estructura sasakiana en ker. Ma4s generalmente, cuando nos
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refiramos a una estructura sasakiana en un algebra de Lie estaremos asumiendo que se satisfacen
las ecuaciones de la Proposicién [3.1.3

Comenzamos ahora con un algebra de Lie h con una estructura sasakiana ({-,- ), ¢,n, ). Basados
en las Proposiciones [1.8.8] [3.1.1] y [3.1.2] definimos el 4lgebra de Lie g = RA x g h donde E es una
derivacién antisimétrica de h tal que E(§) = 0y D := El|kery satisface D¢ = ¢D. Consideramos
en g la estructura casi compleja J dada por J|kery := @lkern ¥ JA =&, y el producto interno en g
dado por la extensién de (-,-) tal que A es ortogonal a h y |A| = 1. Notar que de las ecuaciones
se sigue que (J, (-,-)) es una estructura casi hermitiana en g.

Observacion 3.1.5. Se puede ver que si h es un algebra de Lie con una estructura sasakiana
((-,+),0,m,&), y si definimos g = RA xp b, el dlgebra de Lie de arriba con la estructura casi
hermitiana (J, (-, -)) extendida como antes, entonces (J, (-,-)) es Vaisman.

De ahora en mas vamos a asumir que g es unimodular. Debido a la Proposicién se tiene
que JA € g’. A continuacién probaremos que la condicién de Vaisman implica que JA es un
elemento central g, en particular obtenemos que 3(g) # {0}. Primero veamos el siguiente resultado
general.

Proposicién 3.1.6. Sea g un dlgebra de Lie soluble, (- ,-) un producto interno en g y X un campo
de Killing. Si X € g’ entonces X € 3(g).

Demostracién. Como X € ¢’ y g’ es nilpotente, se tiene que el endomorfismo
adX ‘g’ :g' — g’

es nilpotente. Mas aun, adx es nilpotente en g. Por otro lado adx : g — g es antisimétrico, pues
X es un campo de Killing. Por lo tanto, adx = 0, es decir, X € 3(g). O

Corolario 3.1.7. Sea g un dlgebra de Lie soluble unimodular con una estructura Vaisman (J, (-, -)).
Entonces JA € 3(g). Mds aun 3(g) C span{A, JA}.

Demostracion. Como g es unimodular, por la Proposicién sabemos que JA € g’. Ademads,
como (J, (-, -)) es Vaisman, por la Proposicién tenemos que adj A es antisimétrico, o equiva-
lentemente, JA es un campo de Killing. Luego por la Proposicién obtenemos que JA € 3(g).

Ahora veamos que 3(g) C {A,JA}. Sea Z € 3(g), como JA € 3(g), basta suponer que Z =
aA+ 7 conaeRyZ € W. Calculamos 0 = adz = aads +ady, y obtenemos que adz es
antisimétrico por la Proposicién Luego, si [Z',JZ'] = ¢JA + U para algiin ¢ € R,U € W,
entonces ¢ = ([Z',JZ'|, JA)y = (JZ',|Z', JA]) = 0. Por otro lado,

c= (2,2, JA) = (A, J[Z', ] 7)) = —6(J|Z', I Z"))
= 77([Z/7 JZ,]) = _dn(zlv JZ/) = <‘]Z,a JZ/)
— ‘Z/|2,
usando la Proposicién Por lo tanto Z’ =0, y asi Z = aA. O

En resumen si g es un dlgebra de Lie soluble unimodular con una estructura Vaisman (J, (-, -)),
entonces el ideal ker 6 tiene una estructura sasakiana con centro no trivial generado por JA y se
puede escribir como

ker = RJA @ kern,
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donde la suma es ortogonal respecto de (-, ).

Recordemos el siguiente resultado que muestra la relacién entre estructuras sasakianas y estruc-
turas Kéhler en algebras de Lie. Sea b un élgebra de Lie con una estructura sasakiana (¢, n,&, (-, -)),
y con centro no trivial generado por £. Si escribimos

h=R{DE,
donde € = ker 7, entonces el corchete de Lie de h se puede descomponer como
[X,Y] = a(X,Y){+ [X, Y], (3.2)

para todo X,Y € ¢, donde [X,Y]¢ € ¢, y para alguna o € /\29*. Es facil verificar que a(X,Y) =
—dn(X,Y) = (¢X,Y), y con la notacién anterior se tiene que:

Proposicién 3.1.8 ([5]). Sea (¢,n,&,(-,-)) una estructura Sasakiana en un dlgebra de Lie b con
3(b) no trivial generado por £. Entonces (&, [, ¢, @l¢, (-, )) es Kdhler, donde [-,-]¢ es la componente
del corchete de Lie de by en E.

Volviendo a un édlgebra de Lie soluble unimodular g con estructura Vaisman (J, (-,-)), y usando
la Proposicién g se descompone ortogonalmente como

g=RADPRIJADE,

donde (¢, [, “Je, Jle, (-, - )|e) es Kéhler (notar el cambio de notacién £ := W), es decir, si w es la forma
fundamental de (J, (- ,-)) entonces d‘wl|exe = 0, donde d* es la diferencial asociada al corchete de
Lie [, ]¢ en t. Ademads, dados X,Y € ¢ podemos descomponer:

[X,Y] = w(X,Y)JA + [X, V], (3.3)

pues (pX,Y) = (JX,Y) =w(X,Y).

Observacion 3.1.9. De acuerdo a (3.3) tenemos que ker 6 es la extensién central de ¢ por la 2-forma
t-cerrada w(exe (un “cociclo” de £). A una tal extensién central la denotaremos por R &, £.

Fl siguiente resultado muestra que la unimodularidad de g determina la unimodularidad de €.
Lema 3.1.10. Con la notacion anterior (&, [-,-]¢) es unimodular.

Demostracion. Sea dim € = 2n, como el producto interno de t es la restriccién del producto interno
de g, entonces dada una base ortonormal {e1,...,es,} de £, tenemos que {e1, - ,e,} U{A, JA} es
una base ortonormal de g. Sea X € ¢, calculamos

tr(a‘dg() :Z<[Xa ei]vei> + <[X7 A]7A> + <[X7 JA]? JA)
=1
= Z<[Xa eile, €i) + (w(X, e;)JA, e;)
=1
=tr(ad%).

Por lo tanto (&, [, ]¢) es unimodular. O
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En consecuencia (&, [-,-J¢) es un dlgebra de Lie que admite una estructura Kéhler y ademds es
unimodular. Un resultado de Hano [41] establece que si un édlgebra de Lie unimodular admite una
métrica Kahler, entonces dicha métrica debe ser plana.

Usando este resultado g se descompone ortogonalmente como
g=RAORIJADE,

donde (¢, [, J¢, J|¢, (-,-)) es un algebra de Lie Kéhler plana, y JA € 3(g). Teniendo en cuenta la
estructura algebraica podemos escribir a g como

g =RAxXg (R¢ D, ¢), (3.4)

donde £ = JA, w es la forma fundamental restringida a €, el corchete para dos elementos de £ estd
dado por (3.3), E = ad es una derivacién antisimétrica de R{ @, € con E(£) = 0. Ademds D = E;
conmuta con J|g y por lo tanto D € u(t, (-,-)). Mds atn, D es una derivacién antisimétrica de
(& [-,-]e). En efecto, dados X,Y € ¢ tenemos que

D[X7Y]€ = E([X7 Y] _W(Xv Y)f)

= E[X,Y]
= [EX,Y] + [X,EY]
DX,Y]+[X, DY]

]
= | ]
= [DX,Y]; + w(DX,Y)¢ + [X, DYy + w(X, DY )¢
= [DX,Y]; + [X, DY},

pues w(DX,Y) = —w(X,DY).

De esta manera hemos asociado a un algebra de Lie Vaisman un algebra de Lie Ké&hler plana
junto con una derivacién antisimétrica que conmuta con su estructura compleja. Esto demuestra
una parte del siguiente teorema, que es el resultado principal de este capitulo.

Teorema 3.1.11. Hay una correspondencia uno a uno entre dlgebras de Lie soluble unimodulares
con estructuras Vaisman y pares (¢, D) donde ¢ es un dlgebra de Lie Kdihler plana y D es una
derivacion antisimétrica de ¥ que conmuta con su estructura compleja.

Demostracion. Sélo tenemos que probar que dado un par (¢, D) podemos asociarle un algebra de
Lie Vaisman como en el enunciado.

Sea (&[], J,(-,-)) un algebra de Lie Kéahler plana con w su forma fundamental y D una
derivacién de £ que conmuta con J. Sea

o= RA x (RE @, b),
donde el corchete de Lie de g estd dado por ady |¢ = D, £ € 3(g) y para X, Y € ¢,
(X, Y] =w(X, )¢+ [X,Y]e,

donde w(X,Y) = (JX,Y). La estructura hermitiana en g es la extensién natural de la estructura
hermitiana de ¢, es decir, J se extiende a g mediante JA = ¢ y (-,-) se extiende a g de modo que
A, € son ortogonales a €, (A4,€) = 0y |A| =[] = 1. A dicha extensién la seguiremos llamando
(J,{(-,-)), y también denotaremos por w a su forma fundamental. Como (¥, (-,-)) es plana resulta
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unimodular (ver Proposicién [3.1.13| més abajo). Luego se deduce facilmente de la demostracion del
Lema [3.1.10] que g también es unimodular.

Ahora demostraremos que J resulta integrable en g. Basta verificar que N;(X,Y) = 0y
Nj(A,Y) =0 para todo X,Y € ¢.

Ny(X,Y)=[JX,JY] - [X,Y] - J(JX,Y] + X, JY])
= NYX,Y) —w(X,Y)E+w(JX,JY)E - J(w(X,JY)E) + w(JX,Y)E)
= NY(X,Y) + (X, JY) — (X, JY))E+ ((JX,TJY) — (X, Y))A
=0,

para todo X,Y € € pues J es integrable en (¢, [, ]¢) y N% representa el tensor de Nijenhuis de
(¢, [, ]¢). Por otro lado,

Nj(AY) = [JA,JY] = [A, Y] = J([JA, Y] +[A,JY]) =[JA,JY]|—EY — J([JA,Y]+ EJY)
— DY — JDJY
=0,

para todo Y € ¢ pues D conmuta con J. Asi J resulta integrable en g.

Veamos ahora que (g, J, (-,-)) es Vaisman, para ello verifiquemos que dw = 6 A w donde w es la
forma fundamental en g y 6 es la 1-forma dual del vector A.

Si X,Y,Z € &, entonces

dw(X,Y, Z) = —w([X,Y], Z) —w([Y, 2], X) —w([Z, X],Y)
= ([X,Y]e + w(X,Y)E,JZ) + (Y, Z]e + w(Y, 2)€, JX) + ([ Z, X]e + w(Z, X)&, TY)
= ([X,Y]e, JZ) + ([Y, Z]e, JX) + ([Z, X]e+, JY)
=d'w(X,Y,Z)
=0.

Por otro lado, 0 A w(X,Y,Z) = 0 pues £ C ker 6.
SiY,Z € ¢, entonces

dw(&,Y, Z) = —w([¢, Y], Z) — w([Y, Z],€) — w([Z,¢].Y)
= <[Y> Z]E“‘W(Yv Z)§3J5>
=0.

Por otro lado, 0 A w(£,Y, Z) = 0 pues RE @ € = ker 6.
SiY,Z € ¢, entonces

dw(A,Y, Z) = —w([A,Y], Z) — w([Y, Z], A) — w([Z, A],Y)
— (DY, JZ) + (w(Y, Z)E + [V, Ze, JA) + (—~DZ, JY)
= (DY, JZ) +w(Y,Z) - (DZ,JY)
= (—JDY, Z) + w(Y,Z) + (Z,DJY)
=w(Y,2),

pues D es antisimétrico y conmuta con J. Por otro lado, 6 Aw(A,Y,Z) =w(Y, Z).
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Si Z € ¢, entonces
dw(A7 57 Z) = —W([A, 5]7 Z) - UJ([&, Z]7 A) - W([Z, A]7 5)
= _w([Zv A}vé‘)
= —(DZ, A)
pues DZ € ¢. Por otro lado, 0 Aw(A,&,7) =w(£,Z) =0.
Luego tenemos que (g, J, (-,-)) es LCK, y como ad4 es antisimétrico, entonces (J, (-, - )) resulta

una estructura Vaisman en g.
O

Observacion 3.1.12. Es facil verificar que la extensién central RE @, € del Teorema admite
una estructura sasakiana.

Por lo tanto, para caracterizar las algebras de Lie Vaisman unimodulares debemos estudiar las
algebras de Lie Kéhler planas. El siguiente resultado cldsico de Milnor (extendido luego en [20]) nos
proporciona una descomposicion detallada de las algebras de Lie que admiten una métrica plana.

Proposicién 3.1.13 ([62], [20]). Sea (u,(-,-)) un dlgebra de Lie plana. Entonces u se descompone
ortogonalmente como u = 3dhdu’ donde 3 es el centro de u y se satisfacen las siguientes propiedades

(a) v =[u,u] y b son subdlgebras abelianas.
(b) ad: h — so(v) es inyectiva y v’ tiene dimension par.
(¢c) adx = Vx para todo X € 3& 1.
De la Proposicién se sigueque 3 @ ¥ es el nilradical de (¢, [, -¢).

Aplicaremos este resultado al algebra de Lie K&ahler plana del Teorema [3.1.11} Primero pro-
baremos el siguiente resultado.

Proposicién 3.1.14. Sea (¢, (-,-)) un dlgebra de Lie plana y J una estructura casi compleja en t.
Entonces J es Kdhler si y solamente si se cumplen las siguientes dos propiedades:

(i) 3@b y ¥ son J-invariantes.
(ii) adg oJ = J oadpy, para todo H € b.

Demostracion. Supongamos primero que J es Kéhler, esto es, VJ = 0, o equivalentemente, VxJ =
JV x para todo X € ¢.
Sea X € ¥, por la Proposiciéon [3.1.13[sabemos que X = Z[H“ Y;] para ciertos H; € hy Y; € ¥.

Entonces Z
JX =Y JH,Y|=> JVpgYi=) VuJY;=) [H;,JYV] ¥,

7
donde se usé la Proposicién (¢). Por lo tanto ¢ es J-invariante. Luego J preserva el
complemento ortogonal de ¢, es decir, 3 @ b es J-invariante. De esta manera tenemos demostrado
(i). Por dltimo (ii) es inmediato del hecho de que VigJ = JVy y Vg = ady para todo H € b.
Ahora supongamos que se cumplen las condiciones (i) y (ii), y veamos que VxJ = JVx para
todo X € . Si X € 3 ® b tenemos que Vx = adx por la Proposicién entonces de (ii) se
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sigue que VxJ = JVx. Finalmente si X € ¥ se tiene que Vy = 0, pues V : £ — s0(£), con V(¢)
soluble y so(t) compacta, entonces V() resulta abeliana, y por lo tanto Viy 71 = [Vy,Vz] = 0.
Por lo tanto J es Kahler. ]

Proposicién 3.1.15. Sea (¢,J,(-,-)) un dlgebra de Lie Kdhler plana y sea D una derivacion
antisimétrica de ¢, entonces D(h) = 0.

Demostracién. Como D es una derivacién, entonces D(¢') C ¢ y D(3) C 3. Luego, como D es
antisimétrica vale que D(h) C b.

Por la Proposicién tenemos que ady € so(¢') para todo H € h. Por otro lado, ady oJ =
J o ady por la Proposicion Luego como h es una subdlgebra abeliana, se tiene que § =
{adg : ¥ — ¥ : H € h} U {J} es una familia conmutativa de endomorfismos antisimétricos de .
Por lo tanto, § estd contenida en una subdlgebra abeliana maximal a de so(¢’'). La subdlgebra a
estd conjugada por un elemento de SO(¥') a la siguiente subdlgebra abeliana maximal de so(¥):

0 —a
al 0
ca; €ER Y
0 —ay
an 0
para cierta base {e1, f1,...,en, fn} de €. En esta base la familia § puede ser representada por las
siguientes matrices
0 -1 0 -\ (H)
1 0 M(H) 0
J = s adH = )
0 -1 0 —Am(H)
1 0 Am(H) 0
donde \; € h* para todo i = 1,...,n. Calculamos

D[H, 61'] = [DH, ei] + [H, Dei] = )\Z(DH)fZ + [H, Dei],

por otro lado,
D[H,e;] = D(N(H) f;) = N\i(H)Df;.
Mirando la componente en f; de ambas expresiones y usando que D y ady son antisimétricas

tenemos que:
0= (N(H)Df;, fi) = (N(DH) fi + [H, Degl, fi) = Ni(DH).

Entonces, \;(DH) = 0 para todo i, es decir, adpy = 0. Se sigue de la Proposicién [3.1.13| (b) que
DH = 0. ]

Observacion 3.1.16. Si DJ = JD como en el Teorema [3.1.11] vale que D(h + Jh) = 0.

En la Corolario se determind cudl es el centro de un algebra de Lie soluble unimodular
que admite una estructura Vaisman. Ahora estudiaremos algunas otras propiedades algebraicas,
en particular determinaremos su conmutador g’ y su nilradical n.

Sea ahora u la parte J-invariante del centro de €, es decir, u = 3N.J3, definimos 2r = dim u+dim ¢
y s = dim 3 — dimu. Notemos que 3 @ b se descompone ortogonalmente como 3@ h =ud (h+ Jh).
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Proposicion 3.1.17. Sea g un dlgebra de Lie unimodular, soluble y con estructura Vaisman. Si
g=RAX (RED, t) cont=3DHh D como antes, entonces

(i) ¢ =R¢@Im(Dly) © ¥

(ii) Si A € 3(g), entoncesn = RAGRED 3 D€ ~ R x ho,yq, ynt =h.
(iii) Si A¢3(g) y D|u#0, entoncesn =RED 3 DE ~ R X hory1, ynt =RADD.
(iv) Si A ¢ 3(9) y D|y = 0 tenemos dos casos:

(a) sino existe ningin H € b tal que D]y +ady |[¢ = 0, entoncesn = RED;DE ~ RS xho, 41,
ynt =RA®.

(b) si existe H € b tal que D]y + ady |¢ = 0, entoncesn = R(A+ H) B REB 3B . Mas
atin, si JH € b, luego n ~ R x b 1; y si JH ¢ b luego n ~ R5~1 x Do(rt1)+1-

Demostracion. La parte (i) se sigue analizando (3.4). Para la parte (ii), (iii) y (iv) notar que
Im(adz) C RE y € € 3(g), por lo tanto adz es un operador nilpotente para todo Z € 3, lo cual
implica que 3 C n. Ademas de la Proposiciénse sigue que hNn = {0}, entonces REB3HE C n.
Sea Z =aA+béi+Y +H+Wencona,beR, Y €3, HehWet.

Supongamos que A € 3(g) C n, luego H € n, lo cual implica que H = 0. Esto demuestra (ii).

Supongamos ahora que A ¢ 3(g), sea Z = aA+b{+Y + H+ W € n como antes, entonces
aA+ H € n. Por lo tanto el operador ad, 4+ debe ser nilpotente. Este operador se puede escribir,
para alguna base de REDu® (h+ Jh) ® ¢ como

’Ut

aDly

adaA+H - )

CLD|E/ + adgy |E’

con DI, v aDl|y + adp |¢ antisimétricas. Por lo tanto ambos operadores deben ser cero, es decir,
aD|y =0y aDl|y +adg ¢ =0

Si D|y # 0 entonces a = 0, y luego adgy |¢ = 0. Por la Proposicién se sigue que H =0, y
asi obtenemos (iii).

Por dltimo si D[, = 0 entonces sélo se debe cumplir aD|y + adg [ = 0. Si si no existe ningtin
H € bhtal que D]y +ady ¢ =0, entonces n = REG 3 ¥ ~ R® X hoy1, ynt = RAD .

Mientras que si existe H € h tal que D|p + ady | = 0, entonces n = R(A+ H) & RE P 3 ¥,
Ahora si JH € b entonces n =~ R**! x ha,., 1, mientras que si JH ¢ b entonces n ~ R¥~1 x Do(ry1)+15
y asi obtenemos (iv).

Observacion 3.1.18. Se sigue de las Proposiciones|3.1.17|y[3.1.15| que n' es una subélgebra abeliana
si y solamente si h N Jh = {0}.

Con todos estos resultados podemos dar una obstruccién algebraica para la existencia de es-
tructuras Vaisman en un dlgebra de Lie soluble unimodular.
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Teorema 3.1.19. Si el dlgebra de Lie soluble unimodular g admite una estructura Vaisman, en-
tonces los autovalores de los operadores adx con X € g son todos imaginarios puros.

Demostracién. Sabemos que g se puede escribir como g = RA X (RE®, &) cont =3 hdt y
3Oh=3NJ3® (h+Jh). Sea {A, & ui,vi,...,Uug Vg, T1,Y1,- -, Ts, Yss €1, f1,- .-, €, ft, } base de g
que respeta tal descomposicién. Mas aun Ju; = v;, Jr; = y; y Je; = f;. Calculamos los operadores
adx con X € g en dicha base.

Para Z € 3N J3,

ady = , para algin v € R y a € RY.

Para H € h + Jb,

g
ady = , para algin 8 € R® y B € u(t) C gl(¢,R).
B
Para X € ¥,
adx = , para algin 0 € Rt y C € gl(t,R).
5t C

Sea X =aA+b+Z+H+Y egcona,beR, Zec3nNJ; Hebh+Jh Y et calculamos
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aD|y

adX = y

5t C aD|g/ + B

para ciertos o € R4, 3,7 € R%, 6§ € RY, C € gl(t,R) y B € u(t). Desarrollando el determinante de
A1d — adx se puede ver que los autovalores de adx para X € g son todos imaginarios puros. ]
3.2 Ejemplos

3.2.1 Ejemplo 1

Comenzamos con el dlgebra de Lie abeliana £ = R?" con la estructura Kihler canénica (J, (-, ),w).
Sea {e1, fi,...,én, fn} una base ortonormal de ¢ donde Je; = f; y seaw =Y ;" e A f. Consid-
eramos la extensién central

s =RED, €= hopg

donde hao,, 11 es el dlgebra de Lie de Heisenberg de dimensién 2n + 1.
Definimos g mediante el producto semidirecto

g =RA Xg bapt1

donde la accién de A sobre ho, 11 esta dada por la matriz

0
0 —a
al 0
FE = a.dA = . 9
0 -—ay
an 0
en la base ortonormal {{, e, f1,...,en, fn} donde [ej, f;] = &, para ciertos a; € R. Como D = E|¢

satisface las condiciones del Teorema |3.1.11] entonces g admite una estructura Vaisman. Notar
que g es un dlgebra de Lie casi nilpotente. Denotemos por g(qg,,..q,) al dlgebra de Lie de arriba.
Podemos asumir que los nimeros reales a;s satisfacen 0 < a1 < ag < --- < a,, en caso contrario
reordenamos.

Proposicion 3.2.1. Sean (4, ,...a,) Y 9(by,....b,) @08 dlgebras de Lie como las de arriba. Entonces
9(ar,an) = O(by,...bn) St Y s6lo si aj = cbj para todo j =1,...,n y para algin c € R.
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Demostracion. Sean g(q,....a,) = RA Xg Bant1 ¥ 8by,...0,) = RB X g hapy1 como antes y sea ¢ :
9(ar, . an) — O(b1,....b,) UD isomorfismo.

Primero supongamos que a; # 0, i.e. a; > 0. Entonces el conmutador de ambas algebras de
Lie es hap+1. Sea ¢ € R tal que ¢(A) = ¢B + H para algin H € b, 11, entonces ¢ # 0 pues ¢ es
biyectiva. Ademds, los autovalores de adg(4) y de ad.p son iguales, pues Im(ady) C RE. Como ¢
es un isomorfismo se sigue que ad4 y adg(4) tienen los mismos autovalores. Por lo tanto a; = cb,
para todo .

Ahora supongamos que a; = -+ = a, = 0y ar41 # 0. Como ¢ preserva el conmutador,
entonces tenemos lo mismo para g, . p,), s decir, by = -+ = b, = 0y by41 # 0. Sea c € R tal
que ¢(A) = ¢B + H para algin H € ha,41. Si ¢ # 0, el mismo razonamiento que en el otro caso
determina que a; = cb; para todo j.

Si ¢ = 0, entonces existe U € g(q;.....an) ~ [8(a1,....an)s Har,....an)] tal que ¢(U) = dB+H con d # 0.
Ahora consideramos A 4+ U y comparamos los autovalores de ad 447 con los autovalores de adp, y
resulta que a; = cb; para todo j.

O

Ahora determinaremos cuando los grupos de Lie asociados admiten reticulos, para obtener de
esta manera solvariedades Vaisman. Consideramos el homomorfismo de grupos de Lie ¢ : R —
Aut(Hazp1) dado por

CQS(alt) —sin(aqt)
ot) = o — sin(ait)  cos(ayt) ) | (3.5)
cos(ant) —sin(apt)
sin(ant)  cos(ant)

donde Hay 11 €s R2n+l junto con el producto dado por

1 n
(271'1791’ ceey Ty y’n) ' (2/733/173/17 s ,%;,y;) = (Z + Zl + 5 Z(x]y; - x;:UJ)vxl + x/lv < Yn + y;’L)
j=1
Luego G es el producto semidirecto entre R y Ha,41 dado por ¢, de esta manera obtenemos el
grupo de Lie simplemente conexo

G =Gay,.an) = R Xy Hopya,
con dlgebra de Lie Lie(G) = g(q,,....an)-

El siguiente resultado nos muestra que para algunos de los pardmetros a; podemos asegurar
existencia de reticulos.

Proposicién 3.2.2. Sia; € Q, entonces G, .. 4,) admite reticulos.

Demostracion. Debido a un resultado de Bock [25] (ver [32] para una descripcién més explicita),
un grupo de Lie casi nilpotente admite reticulos si existe una base de su algebra de Lie donde las
constantes de estructura son racionales y existe un to € R,y # 0, tal que en dicha base p(tp) es
una matriz con coeficientes enteros.

Si a; € Q, digamos a; = % con p; y ¢; coprimos podemos elegir ty = 27 [] ¢;, entonces de (3.5))
se sigue que ¢(tp) es una matriz entera. Por lo tanto G admite reticulos. O
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Ahora construiremos explicitamente familias de reticulos en G, . 4,), Para hacer esto comen-
zamos con reticulos en Hon11 y los extendemos a reticulos en GG. Usaremos el siguiente resultado
general para hacer esta construccién:

Lema 3.2.3. Sea ¢ : R — Aut(H) un homomorfismo de grupos de Lie y sea G = R x4 H el
correspondiente producto semidirecto. Sea I' un reticulo de H. Supongamos que existe a € R,
a#0, tal que ¢(a)(I") =T, entonces aZ x4 I' es un reticulo en G.

Demostracion. Ver Apéndice, Lema [5.3.8 O

Vamos a considerar los siguientes reticulos para esta estructura de grupo en Ha,41: para cada
k € N existe un reticulo I'y en Hap41 dado por 'y = iZ X LX oo X 1.

Si E =0, es decir, g = RA X hap41 (a; = 0 para todo j), entonces Z x I'y es un reticulo en
G. Si E # 0 podemos suponer que el primer a; no nulo es 1. Luego todo reticulo I'y en Hap 1 €s
invariante por los subgrupos generados por ¢(to), ¥ (2tg) y ¢(4to), donde ty = § mem(qi, ..., qn),
a; = % y mcm representa el minimo comun multiplo. De acuerdo al Lema tenemos tres
familias de reticulos en G

alv---7an):

Ap1 = toZ x T,
Ak72 = 2t9Z x I',
Ak74 = 47502 X Fk

A continuacién determinaremos una subfamilia de estos reticulos que son no isomorfos dos a
dos. Supondremos a continuacién que a; € Z, mas ain a; es impar para j =2,...,ny a; = 1.

Proposicién 3.2.4. Con la notacion anterior tenemos que los subgrupos Ay ;, k € N,i = 1,2,4,
son todos no isomorfos entre si.

Demostracion. Se pueden probar los siguientes dos hechos:
o 3(Ag;i) =277 x ﬁZ x0x---x0parakeN,i=1,24, donde 3(Ag,;) es el centro de Ay ;.
® [Apo,Ako)l =0xXZx0x---x0para k €N, donde [Ag, Aio] es el conmutador de Ay .

Supongamos que ¥ : A,; — Ap; es un isomorfismo. Utilizando la caracterizacién del centro
se puede ver que Y((20)m, z, 21, Y1, ..., Tn,Yn) # (2 + D7, 2" 2,94, ..., 2, y),). Este hecho nos
permite probar que A, ; no puede ser isomorfo a Ay ; si i # j.

Ahora utilizando la caracterizacion del conmutador se puede demostrar que A, 4 no puede puede
ser isomorfo a Ay 4 si p # k. Como consecuencia de esto y de que A4 C Ao C Ay 1, dentro de
cada una de las otras dos familias A2 y Ay 1 tampoco puede haber reticulos isomorfos. O

Observacion 3.2.5. En [29] se da una demostracién de la Proposicién para dimensién 4, es
decir, n = 1.

Para cada g(q, ... q,) ¥ Ak, como arriba tenemos que
Myi = Ai\Gay,....a0)

representan tres familias de solvariedades con estructuras Vaisman y con grupo fundamental dado
por mi(Mjy;) = Aj,. Por lo tanto, como consecuencia de la Proposicién anterior se tiene que las
solvariedades Mj, ; son no homeomorfas de a pares.
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3.2.2 Ejemplo 2

En este caso comenzamos con un algebra de Lie Kahler plana (¢, (-,-)) donde al descomponerla
como € = 3 & h @ ¥ segun la Proposicién se tiene que dimh = 1. Sea h = RH, ¢ ~ R?™
y 3 ~ R¥*+1. Elegimos una estructura compleja J de modo que se satisfaga la Proposicién
luego existe Z € 3 tal que JZ = H y 3 = RZ®"u con u J-invariante. Entonces la extensién central
de £ se puede descomponer como:

RED, € =RH xpr (RZ X Bopmsi)41)5

donde M es el operador dado por la siguiente matriz

0 0
-1 0
Orxi
0 —al
M = a0 ,
0 —am
am, 0
en una base {Z,¢§,e1, f1,..., €, f1,u1,v1, ..., Un, Uy} ortonormal que satisface las siguientes condi-
ciones: {e1, f1, -+ , ey, fi} es base de u, {u1,v1,"+ , U, vy} es base de ¥y Je; = fi, Ju; = v;. Més

aun, [e;, fj] = & v [uj, v;]¢.

Definimos g mediante
g=RAxg (RH xp (RZ X hy(my1y41))

donde E es la derivacién de la extensién central dada por

0
0
0
0 —Q
E= a1 0
0 —Qm4]
Amt] 0
en la base {H, Z, ¢, e1, f1,... €, fi,u1,V1,+ ,Um, Uy }. Como D = E|, satisface las condiciones del

Teorema sabemos que g admite una estructura Vaisman.

Ahora construiremos reticulos en el grupo de Lie simplemente conexo asociado a g. Llamemos
r =m + [ y analizaremos el caso en que a;, ; € Z para todo i. Consideremos el homomorfismo de
grupos de Lie ¢ : R — Aut(R x Ha,41) dado por
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Idix
v cos(ait) —sin(ast)
U(t) =™ = sin(ait)  cos(ajt)

cos(amt) —sin(amnt)
sin(apt)  cos(amt)

En R?"*3 consideramos la estructura algebraica dada por el producto semidirecto de R y R x
Hy,11 via 9 como lo hicimos en el ejemplo anterior, y obtenemos el grupo de Lie simplemente
conexo

S=R X (R X HQT_H).

Si 'y es un reticulo en Ha,41 como en el ejemplo anterior, entonces el subgrupo Ly = aZ x I'y, para
todo a € R, a # 0 es un reticulo en R X Ho,.1 1. Como Ly es invariante por los subgrupos generados
por ¥ (2m),(m), (5 ), entonces tenemos tres familias de reticulos en S = R xy (R x Harq1).

Trj=JZx (j7'Z x Ty),
para j = 27,7, 5.
Ahora consideramos el homomorfismo de grupos de Lie ¢ : R — Aut(S) dado por

1

. cos(aqt) —sin(agt)
p(t) = e = sin(ait) cos(ali)

cos(ayt)  —sin(ayt)
sin(a,t)  cos(aut)

En R?+* consideramos la estructura algebraica dada por el producto semidirecto de R y S via
¢ y obtenemos el grupo de Lie simplemente conexo

G=Rx,S.

Como I'y, ; es invariante bajo los subgrupos generados por ¢(27), ¢(), ¢(5 ), entonces para cada
Iy, ; tenemos tres nuevas familias de reticulos en G, dadas por

Ak,jyi =7 X FkJ,
para ¢ = 27,7, 5. Por lo tanto obtenemos nuevos ejemplos de solvariedades
My ji = Mpji\(R <o (R xy (R X Han 1))

con estructuras Vaisman, las cuales vienen de estructuras Vaisman en el dlgebra de Lie.



CAPITULO 4

Reticulos en grupos de Lie casi
abelianos con estructuras LCK y LCS

En este capitulo caracterizamos los grupos de Lie casi abelianos que admiten estructuras LCK
y LCS. En el caso LCK determinamos cudles de estos grupos admiten reticulos, para obtener
asi solvariedades compactas con estos tipos de estructuras. Finalmente construimos una familia
de ejemplos de solvariedades con estructuras LCS las cuales no admiten estructuras LCK. Para
esta familia de solvariedades estudiamos también la cohomologia de de Rham y la cohomologia
adaptada.

4.1 Grupos de Lie casi abelianos

Un grupo de Lie se dice casi abeliano si su dlgebra de Lie tiene un ideal abeliano de codimension
1. Una tal algebra de Lie se dice casi abeliana, y se puede escribir como g = R X,q W donde u es
un ideal abeliano de g, y R esta generado por fi. Similarmente, el grupo de Lie G es el producto
semidirecto G = R x4 R¢ para algiin d € N, donde la accién estd dada por ¢(t) = e'?d71. Notemos
que un algebra de Lie casi abeliana es nilpotente si y sélo si el operador ady, |, es nilpotente.

Con respecto a las clases de isomorfismo de dlgebras de Lie casi abelianas, se puede probar que

Lema 4.1.1. Dos dlgebras de Lie g1 = R Xady, R"™ y go =R Xady, R™ son isomorfas si y solo si
existe ¢ # 0 tal que ady, y cady, son conjugados.

Ver [0] para una demostracién en el caso dim g = 4.

Observacion 4.1.2. Notemos que un ideal abeliano de codimensién 1 de un &algebra de Lie casi
abeliana es “casi” siempre tUnico. En efecto, si u y v son dos ideales abelianos de codimensién 1
de g, con 1 # v, entonces uN v es un ideal abeliano de codimensién dos, y podemos descomponer
g = Rup @ Rug @unv para algin ug € u—1v, vg € v —u. Si [ug, vo] = 0, entonces g es abeliana, y si
[uo, vo] # 0, entonces [ug, vo] genera el conmutador de g, y por lo tanto g es isomorfa a h3 x R® para
algin s > 0, donde h3 denota el algebra de Lie de Heisenberg de dimensién 3. Como consecuencia,
en cualquier otro caso, el ideal abeliano de codimensién uno es tinico.

Un hecho importante sobre grupos de Lie casi abelianos es que existe un criterio para determinar
cudndo un grupo de Lie casi abeliano admite reticulos. Este hecho es muy importante, ya que en
general no es facil decidir dado un grupo de Lie G si admite reticulos o no. En este caso tenemos
el siguiente resultado, el cual serd muy 1util en las secciones seguientes.

71
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Proposicién 4.1.3 ([25]). Sea G = R x s R*" ™! un grupo de Lie casi abeliano. Entonces G admite
un reticulo si y solo si existe un ty # 0 tal que P(to) se puede conjugar a una matriz entera.

En este caso, el reticulo estd dado por I' = tyZ x P~1Z?"*1 donde P¢(ty)P~! es una matriz
entera.

4.2 Reticulos en grupos de Lie casi abelianos con estructuras LCK

En esta secciéon determinaremos primero todas las dlgebras de Lie casi abelianas que admiten una
estructura LCK. Luego determinaremos cudles de los grupos de Lie casi abelianos, simplemente
conexo, asociados a estas algebras de Lie admiten reticulos, probando que esto ocurre sélo en
dimension 4.

4.2.1 Algebras de Lie casi abelianas con estructuras LCK

Sea g un algebra de Lie casi abeliana de dimensién 2n + 2, entonces existe un ideal abeliano u
de dimensién 2n + 1. Asumamos que g estd equipada con una estructura hermitiana (J, (-,-))
donde J es una estructura compleja. Consideremos u N Ju, el maximo subespacio de u que es
J-invariante. Claramente, dim(uN Ju) = 2n, y existe fo € u, fo € (uNJu)*, y |f2| = 1. Definimos
fi = —Jf2 € ut. Luego tenemos la descomposicién ortogonal g = span{fi, fo} @ (uN Ju), donde
u=Rfa® (unJu).

También podemos escribir g = R f; X u, donde la accién adjunta de fi; en u estd dada por

[f1, fo] = pfa + vo, (4.1)

para algin vg € unN Ju y pu € R, mientras que para x € uN Ju tenemos
[f1,z] =n(x)fo+ Az, ne€ (unJu)*, Ac End(un Ju).
Como J es integrable, tenemos que Ny (f1,z) = 0 para todo z € un Ju, es decir,
Jf1,x] = [J f1, 2] + [f1, Jx] + J[J f1, Jx],

lo cual implica
—n(x)f1 + JAx = n(Jx) fo + Adz,

por lo tanton =0y JA = AJ. Entonces, uN Ju es un ideal abeliano J-invariante de dimensién 2
en g. Denotando a := u N Ju, obtenemos el siguiente resultado (comparar con [52]):

Lema 4.2.1. Sea g un dlgebra de Lie casi abeliana y (J,(-,-)) una estructura hermitiana en g.
Entonces existe un ideal abeliano J-invariante a de codimension 2, una base ortonormal {fi, fa}
de at, vo € a y u € R tal que [f1, fo] = pfa + vo, ady, |a conmuta con J|q y ady, [« = 0.

Asumiremos de ahora en adelante que (J, (-, -)) es LCK. Por lo tanto existe una 1-forma cerrada
0 # 0 tal que dw = 0§ A w. Consideraremos dos casos de acuerdo a la dimensién de g.
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Dimensién de g > 6

En este caso, es decir, n > 2, tenemos que dim(u N Ju) > 4.

Veamos que 6 es un multiplo de la 1-forma f!, donde f! es el dual de f; con respecto a la
métrica (-,-). En efecto, para cada z € uN Ju podemos encontrar un 0 # y € uN Ju tal que
(x,y) = 0= (z,Jy). Como u es abeliano, tenemos que dw(z,y, Jy) = 0, mientras que por otro lado
calculamos 0 A w(x,y, Jy) = 0(x)w(y, Jy) = 0(z)|y|>, y como consecuencia obtenemos #(x) = 0
para todo z € un Ju.

Ahora, de dw(fa,z,Jx) = 0 Aw(fa,, Jz) para z € un Ju,x # 0, tenemos que 6(f2) = 0. Por
lo tanto, @ = af! para algin a # 0.

De dw(fi, fo,x) = 6 A w(f1, fa,x) y de (4.1) se tiene que O(x) = —(Jvg,x) para cualquier
x € un Ju. Esto implica que Jvg = 0 y por lo tanto
vo =0, entonces [f1, fa] = pfo.

Entonces, usando la notacién del Lema tenemos g = at x a.

Calculando dw(f1,z, Jy) = 0 Aw(f1,z,Jy) para x,y € uN Ju obtenemos que
<Ax,y> + <.T,Ay> = —a(:z:,y>.

Si descomponemos A como A = U + B, donde U es autoadjunto y B es anti-autoadjunto, sigue de

la ecuacién de arriba que U = —5 Id, y por lo tanto, tomando A = —3,

A=)Id+B, B*=-B, BJ=JB.
Eligiendo una base ortonormal {uy,...,up,v1,...,v,} de un Ju tal que Ju; =v;, i =1,...,n,

podemos identificar u N Ju con R?”, u con R?"*1, g con R x R?>"*! vy tenemos la siguiente repre-
sentacién matricial.

"
0 —I
J|gen = 7 0 ) ady, |gen+1 = A+ B , B € u(n). (4.2)

Ademss, la 2-forma fundamental w y la forma de Lee 6 estan dadas por:
n . .
w= ALY A, 6= —2Af1
i=1
Notar que si g es unimodular entonces A = —% L.

Observacion 4.2.2. Cuando A = 0, se sigue que § = 0 y por lo tanto la estructura hermitiana
(J,(-,-)) es Kéhler. Mas generalmente, las estructuras casi-Kéahler en dlgebras de Lie casi abelianas
fueron estudiadas en [53].
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Dimensién de g = 4.
En este caso tenemos que g = span{ fi, fa} @ span{u, v}, donde Jfi = fa, Ju = v and {f1, f2, u,v}
es una base ortonormal de g. Los corchetes de Lie en g estdn dados por

[f1, f2] = nfa + mu + nv, para algunos m,n € R,

T

[f1,2] = Az, donde z € span{u,v}y A = <y

_xy> ,con x,y € R.

Luego tenemos que

p
adf [gs=| m|z —y
nly =z

De dw(f1, f2,u) = 0 Aw(f1, f2,u), obtenemos que #(u) = n; de la misma manera, 0(v) = —m.

Por otro lado, de dw(f2,2,Jz) = 0 Aw(f2,2,Jz) con z € span{u,v}, se ve que 0(fy) = 0. Por lo
tanto podemos escribir # como
0 = af' 4+ nu* — mo*, (4.3)

para algin a € R, donde {f!, f2,u* v*} es la base dual de {fi, f,u,v}. Recordemos que w =
FENA 2 +ur Av*, se sigue de dw = 0 Aw que a = —2.
Ahora, como df = 0, tenemos que

0=df = —2zdf' + ndu* — mdv* = (—nz +my)f* Au* + (ny +mz) fL Ao,

y consideraremos dos casos de acuerdo a si m? +n? # 0 o m? +n? = 0.

En el primer caso tenemos x = y = 0, luego el tinico corchete no nulo es [f1, fa] = u2 +mu-+nwv.
Si p = 0, esta algebra de Lie es isomorfa a hs x R, donde hs es el dlgebra de Lie de Heisenberg
de dimensién 3. Es bien conocido que esta algebra de Lie admite estructuras LCK (ver [30]). Si
p # 0, esta dlgebra de Lie es isomorfa a aff(R) x R?, donde aff(R) el algebra de Lie de dimensién
2 no abeliana. Notar que estas dlgebras tienen el conmutador de dimensién 1, hs x R es nilpotente
y aff(R) x R? no es unimodular.

El otro caso es m = n = 0, entonces

adfl ’R?’ =

y obtenemos de (4.3 que = —2z f1. Notar que ady, |g2 = 2] + B, para algunos z € Ry B € u(1).
Es facil verificar que si g es un algebra de Lie casi abeliana donde la representacion adjunta de
R estd dada por (4.2) o (4.4), entonces g admite una estructura LCK.

Para cerrar esta seccién, enunciamos el siguiente teorema que resume los resultados obtenidos
hasta aca:

Teorema 4.2.3. Sea g un dlgebra de Lie casi abeliana de dimension (2n +2) y sea (J,(-,-)) una
estructura hermitiana en g y denotemos por g’ al conmutador de g.

(i) Sidimg =1, luego (J,{-,-)) es LCK si y sdlo si g es isomorfa a h3 x R o0 aff(R) x R? como
arriba.
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(ii) Si dimg’ > 2, luego (J,{-,-)) es LCK si y sdlo si g se puede descomponer como g = a* x a,

donde a es un ideal abeliano de codimension 2, la suma es J-invariante, y existe una base
ortonormal {f1, f2} of at tales que

(1, fol = pufey fo=Jf1, adpla=0y ady o =M+ B,

para algunos i, A € R y B € u(n). La forma de Lee correspondiente estd dada por = —2\f*.

Ademds, el dlgebra de Lie g es unimodular si y solo si A = —4-.

Observaciones. (i) Las estructuras LCK del Teorema [£.2.3](ii) son Kéhler si permitimos A = 0.

(ii) Las estructuras LCK invariantes a izquierda obtenidas en los grupos de Lie correspondiente a las
algebras de Lie en el Teorema M(u) o aff(R) x R? en el Teorema i) nunca son Vaisman. Esto
se puede ver por calculo directo o por el hecho de que los endomorfismos ady, no son antisimétricos

(ver Proposicion [1.8.8]). Por otro lado cualquier estrctura LCK en hz x R del Teorema [4.2.3(i) es
Vaisman.

(iii) Con la notacién usada en [0], las dlgebras de Lie que admiten estructuras LCK en el Teorema
4.2.3(1) corresponden a 131 X R, 75 \ X R, 74, y 7} , \ para algunos p # 0, A # 0. El dlgebra de
Lie del Teorema [4.2.3((ii) estd denotada por 739 x R en [6].

4.2.2 Reticulos en los grupos de Lie LCK asociados

En esta seccion consideraremos solvariedades asociadas a las algebras de Lie solubles obtenidas
en la seccién anterior. Por lo tanto, estudiaremos la existencias de reticulos en los grupos de Lie
simplemente conexos asociados a estas algebras de Lie.

Recordemos que para un grupo de Lie casi abeliano G = R x4 R27+1 (p > 1), su dlgebra de Lie
es g =R Xaqy, R?"*+1 donde R est4 generado por fi, y la accién estd dada por ¢(t) = ef2ds,

Sea g un algebra de Lie unimodular casi abeliana equipada con una estructura LCK. Si g es
nilpotente, entonces se sigue del Teorema[d.2.3|que g es isomorfa a h3 x R. Los reticulos en el grupo
de Lie simplemente conexo nilpotente asociado H3 x R fueron descriptos en la Observacién [2.3.16]

De ahora en adelante, consideraremos algebras de Lie casi abelianas unimodulares no nilpotentes
con una estructura LCK. De acuerdo al Teorema g puede descomponerse como g = Rf] X
R?"+1 en una suma ortogonal, donde R?"*! = Rf, $ R?" y

p |

adf |R2n+1 = )
! —4-1+B

para algunos 0 # p € Ry B € u(n). Notemos que, como B es antisimétrica, si ¢ € C es un
autovalor de A = —%I + B, entonces ¢ = —ﬁ + in para algin n € R.
Si G denota el grupo de Lie simplemente conexo casi abeliano con dlgebra de Lie g, entonces
G =R x4 R¥™" con
ett ‘

d)(t) = eta‘dfl |]R2n+1 = tu
€ 2ne

B (4.5)
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o tpoy
Esta matriz tiene un autovalor real e’ y los otros son e~ 2n =" para algunos n € R.

La existencia de reticulos en G dependerd de la dimensién de GG, demostraremos que solo existen
reticulos si dim G = 4.

Dimension de G > 6

Veremos que estos grupos no pueden admitir reticulos cuando dim G > 6, es decir, n > 2. Probare-
mos primero un resultado sobre raices de una cierta clase de polinomios con coeficientes enteros.

Lema 4.2.4. Sea p un polinomio de la forma

p(x) = 22" — mg ™™ 4+ moy_ 12 4 myr — 1
conmj € Z yn > 2, y sean To,...,r2, € C las raices de p. Si xg € R es una raiz simple y
|z1| = - - = |xon|, entonces xo =1y |z;|=1,7=1,...,2n.
Demostracion. Sea p € R, p > 0, tal que |z;| = p~* para j = 1,...,2n. Sigue de H?io xz; =1 que
|| = p*"
Notar que podemos asumir que p > 1, pues sino, en el caso contrario, consideramos el polinomio
reciproco p*(z) := —z?Tlp(x~1).

Supongamos que p > 1.

Probaremos primero que p es irreducible en Z[z]|. En efecto, si p = ¢r con ¢, r € Z|[x], entonces
xo es una raiz real (simple) de uno de estos polinomios, digamos que de ¢, y por lo tanto todas
las rafces de r tienen médulo p~! < 1. El coeficiente r(0) es el producto de estas rafces, entones
|r(0)] < 1, y esto es una contradiccién pues r(0) € Z — {0}.

Ahora, escribimos a p como p(x) = H?io (x — x;). Expandiendo este producto obtenemos:

2n 2n
1 1
Moy, = g + E Tj, m1=;+ ;
=1 0 =1

Pero S22, L = 2 Z?Zl xj, por lo tanto tenemos

j=1z;
1 1
Mop =20 = —5 | M1 — — |,
P Zo

lo cual implica, recordando que |zo| = p??, la siguiente ecuacién

P2 o zop? + mizg — 1 = 0. (4.6)
Consideramos dos casos diferentes, de acuerdo a: (i) xg = p**, o (ii) zg = —p*™.
(i) Si 29 = p>" entonces se convierte en
P2 g 202 2],
Entonces, yo := p2 es una raiz de g(x) = 22t o, 2™t 4+ mya™ — 1. Sean Y1, - -, Yon las otras

raices de ¢, y consideremos el polinomio g(x) = H?ZO(QC —y?). Como ¢(z) = Hfio(m —y;) € Z[z],

entonces ¢ € Z[z] también (Ver Apéndice, Proposicién [5.3.7)).
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Pero §(p**) = 0. Como p,§ € Z[x] son polinomios ménicos del mismo grado, ambos de anulan
en xg = p* y p es irreducible, entonces p = §.

Por lo tanto el conjunto {y7,...,y5,} es una permutacién del conjunto {z1,...,z2,}, entonces
el polinomio ¢ tiene una raiz real simple yg = p? > 0 y las otras raices satisfacen |y1| = - - = |yan| =
pfi. Por lo tanto podemos realizar los mismos calculos que arriba con el polinomio ¢, teniendo en
cuenta que en este caso Z?Zo Yy =0y Z?Zo i = 0, pues los coeficientes de 2" y de z! en ¢ son
0 (acéd estamos usando que n > 2).

Se sigue que p satisface la ecuacién

<p%)4n+2 1= 0’
entonces p = 1, lo cual contradice la suposicién de que p > 1.

(ii) Si 29 = —p*", entonces ([4.6]) se convierte

An+2 2n+2
p

+ Manp —mip*t —1=0.

I _miz™—1. Sean Y1, - -, Yon las otras raices

Entonces, yo := p? es una raiz de g(x) = 2" +mg, 2" "

de ¢, ahora consideremos el polinomio ¢(z) = H?io(x —yj). Como ¢(z) = H?ZO(JT —y;) € Zlx],
entonces ¢ € Z[x] también. Consideremos ahora el polinomio ¢; € Z[x] definido por ¢(z) =
—§(—x). Notemos que ¢; es un polinomio ménico que se anula en 2o = —p>*. Se sigue de la

irreducibilidad de p que p = ¢1, pero p(0) = =1y ¢1(0) = 1, por lo tanto tenemos una contradiccion.

Concluimos que la suposicién p > 1 nos conduce a un absurdo, y entonces, tenemos que p = 1.
Luego, |zj| =1 para todo j =0,...,2ny zg =1 0 29 = —1.

Sixg = —1, entonces existe [ € {0,1,...,2n} tales que 1 = -+ = z9; = 1 y el resto de las raices
son nimeros complejos no reales ai,...,a,_; junto con sus complejos conjugados, con |o;| = 1
para todo j. Sin embargo,

2n 21 n—l
2
I—H%—(_l) Hmj H‘O‘J‘ =-1,
j=0 j=1 j=1
es una contradiccion.
Por lo tanto, zg = 1 y |z;| = 1 para todo j, y asi el teorema queda demostrado. O

Observacion 4.2.5. Sigue del teorema de Kronecker [51] que todas las raices del polinomio p en el
Lema [4.2.4] son raices de la unidad.

Teorema 4.2.6. Si G es como arriba con p # 0 y dimG > 6, i.e. n > 1, entonces G no admite
reticulos.

Demostracion. Supongamos que G admite reticulos, entonces de la Proposicion se sigue que
existe t # 0 tal que e’ ads; o5 conjugada a una matriz entera. Entonces su polinomio caracteristico
p tiene coeficientes enteros y puede ser escrito como

In+1 2 In—1
p(z) = 2*" T —mo,z®™ + mop 12" gz — 1

con m; € Z. Se sigue de ([4.5) que p tiene una raiz real simple zo = €', y las otras raices son

complejas de médulo e~%. Del Lema obtenemos que e'* = 1. Como pu # 0, entonces t = 0,
lo cual es una contradiccion. d
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Dimension 4

Del Teorema tenemos que g =R x R3 y

adfl ’]R3 = (47)

Denotamos g, ) = (g,J, (-, -)) donde ady, estd dado por (4.7). En el caso no-Kihler, i.e. pu # 0,
tenemos que g, ) es isomorfa a g v), y denotamos esta dlgebra de Lie por g;, donde b = %
T

Observacion 4.2.7. Notemos que g, v g_p son isomorfas. Més ain, para b # 0, g es isomorfa a
tﬁLl/b’_l/% v go es isomorfa a R de [6] y por lo tanto, no son isomorfas dos a dos para b > 0.

Asumamos que el grupo de Lie simplemente conexo G} asociado a g;, admite reticulos. Entonces,
se sigue de la Proposicion que existe tg € R, to # 0, tal que ef® adjy g conjugada a una matriz
con coeficientes enteros. Por lo tanto el polinomio caracteristico de e/ 241 eg

f(z) =23 —ma? +nx -1,

. , . , . 1y
con m,n € Z. Notemos que f tiene una raiz real simple e’ # 1 y dos raices complejas eto(=34ib) ¢

C — R. En efecto, si elo(=3£) ¢ R, entonces eit?o (o su opuesto) es una raiz real doble, y es facil
ver que esto implica que 6_%0 = 1y por lo tanto ty = 0, lo cual es una contradiccién. En particular
Gy no admite reticulos.

Reciprocamente, consideramos f(z) = 2® — ma? +nx — 1 con m,n € Z tal que f tiene una raiz
simple real ¢ # 1 y dos raices complejas conjugadas o,@ € C — R. Luego |a|?c = 1, y entonces
c¢> 0. Si a = |ale’® con ¢ € (0,7) consideramos el algebra de Lie g = R x R? donde la accién est4
dada por

3

—2log|a] |
adj, s = Ty p—
¢ loglal
Entonces )
o 72 |
e s = lalcosp  —|alsing

lafsing  |alcos¢

Como esta matriz tiene autovalores ¢, a y @ y todos ellos son diferentes, tenemos que la matriz
es conjugada a la matriz compaiiera del polinomio f, es decir,

00 1
1 0 —n ) € SL(3,Z).
01 m

De acuerdo a la Proposicion el grupo de Lie simplemente conexo asociado a g admite reticulos.
Notar que como ¢ # 1, esta algebra de Lie coincide con el dlgebra de Lie de arriba g(_210g |al,¢)

y por lo tanto es isomorfa a g; con b = loﬁc.

Sea X = {(m,n) € ZXZ : fmn(xr) = 23 — ma? + nx — 1, tiene raices ¢ € R,a,a € C — R}.
Esta regién ¥ es el conjunto de los pares (m,n) € Z x Z tal que el discriminante A, ,, de fi, n, €s
negativo, esto es, A, , = —27 — 4m3 4+ 18mn + m?n? — 4n3 < 0 (Ver Figura .
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Figure 4.1: Discriminante de f,, , <0

Notar que ¢ = 1 si y sélo si m = n, y en este caso las otras raices son complejas conjugadas si
y s6losim=0,1,2.

Sea ¥ =X — {(0,0),(1,1),(2,2)} y para cada k € Z consideramos la funcién hy, : ¥’ — R que
asigna a (m,n) el nimero real lg’g’“c donde ¢ = ¢+ 2km, ¢ € (0, 7). Con esta notacién, enunciamos
el siguiente resultado.

Teorema 4.2.8. FEl grupo de Lie simplemente conezxo casi abeliano Gy con dlgebra de Lie g, admite
reticulos si y solo si b € |J,cq Im(hy), subconjunto numerable de R.

Observaciones. (i) Las solvariedades asociadas a g; son superficies de Inoue de tipo SO 47, [77] (ver
[75] para una construccién explicita de un reticulo en algunos de los grupos de Lie Gy).

(i) Notar que si (m,n) € ¥ entonces (n,m) € ¥ también, dado que fym(z) = —23frnn(2).
Entonces ¥ es simétrico con respecto a la diagonal y = x.

(iii) La regién ¥ contiene todos los pares m,n tal que m? < 3n o n? < 3m. Estas regiones estén
graficadas en la Figure 4.1

(iv) Es facil ver que para (m,n) € X, la raiz real ¢ de f,  satisface ¢ > 1 cuando n < m, por lo
tanto ¢ es un nimero de Pisot. Recordemos que un nimero de Pisot es un ntimero algebraico real,
mayor que 1 tal que todas las otras raices de su polinomio minimal tienen valor absoluto menor que
1. Similarmente, si n > m, entonces ¢~! es un nimero de Pisot. Més precisamente, estos ntimeros
de Pisot pertenecen a la clase P considerada en [2§].

Ejemplo 4.2.9. Para m = 0, n = 3, se puede ver que los posibles valores de b son

V3(r?+1) 3
arctan | ~—— ) + 2k7 3
b= () , r—<1+\/g> kel

log(r —r—1) 2

4.3 Reticulos en grupos de Lie casi abelianos con estructuras LCS

En esta seccién estudiaremos estructuras localmente conformes simplécticas en algebras de Lie casi
abelianas. Luego analizamos la existencia de reticulos en los grupos de Lie casi abelianos asociados:
en dimensioén 4 determinamos todos estos grupos de Lie, y en cada dimensiéon mayor exhibimos un
grupo de Lie casi abeliano con una familia numerable de reticulos no isomorfos.

4.3.1 Algebras de Lie casi abelianas LCS

Supongamos que existe una forma LCS w en un algebra de Lie casi abeliana g de dimensién 2n + 2.
Si u C g es un ideal abeliano de g de codimensién 1, entonces w|yxy tiene rango 2n. Por lo tanto
existe fo € u y un subespacio vectorial v C u tal que u = Rfs ® v, w(f2,0) = 0 y w|yxv €S NO
degenerada. Como w es no degenerada en g, existe f; € g tal que w(fy, f2) =1y

g=RfI du (4.8)
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La accion adjunta de f1 en u estda dada por
[f1, f2] = pf2 + vo, (4.9)
para algunos vg € v y p € R, mientras que para x € v tenemos

[f1,z] =n(x)fo+ Az, conn € v, A€ End(v).

Como w es no degenerada en v, existe una base {uy,...,upn,v1,...,v,} de v tal que
n
w:fl/\f2+2uz/\vl,
i=1

donde {f', f2,u',...,u™ v, ..., 0"} es la base dual de g*. Podemos identificar v con R?", u con
R27+1 g con R x R?"*! v si denotamos M = ad 1 |g2n+1, entonces podemos expresar a M como

" w
M=l 4| (4.10)

donde w = (n(u1),...,n(un),n(v1),...,n(vy)).

Consideraremos dos casos diferentes, dependiendo si la dimensién de g es 4 o mayor que 4. A
diferencia del caso localmente conforme Kéhler, la descripcién de las algebras de Lie que admiten
formas LCS en dimension 4 serd diferente de las adlgebras de Lie en dimensiones mayores.

Dimensién de g > 6

En este caso, tenemos que dimv > 4. Veremos a continuacién que 6 = af' y vg = 0 para algin
a €R.

Fijamos x € v, x # 0, como w es no degenerada en v, existe z’,y,y" € v tal que w(z,y) =
w(z,y) =0y w(z,2') =w(y,y’) = 1. Entonces:

o dw(x,y,y') =0 ANw(x,y,y’) implica que §(z) = 0, y por lo tanto 6|, = 0;
o dw(fa,x,2') = 0 ANw(f2,z,2’) y el hecho de que 0|, = 0 implican que 6(f2) = 0.

Luego 0 = af! para algiin a € R.
Calculamos ahora dw(f1, f2,z) = 0 A w(f1, f2,z). Tenemos que

dw(fg,x,x/) = —W([f17f2]7$) - w([xafl]vfz)
= —w(pf2 +vo,7) + w(n(x) f2 + Az, f2)
= —w(vg, T)

pues w(f2,0) = 0 y u es abeliano. Por otro lado, 8 A w(f1, fa, z) = 0(f1)w(fa, z) = 0 pues § = af'.
Como consecuencia, w(vg, z) = 0 para todo x € v. Del hecho que w es no degenerada en v, se sigue
que vy = 0.
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Ahora calculamos dw(f1,z,y) = 0 Aw(f1,z,y) para 2,y € b. Como 6 = af!, el lado derecho es
w(f1,x,y) = aw(zx,y). Por otro lado,

dw(f1,z,y) = —w([f1,z],y) — w(ly, f1], z)
= —w(n(x) f2 + Az, y) —w(z,n(y) f2 + Ay)
= —w(Az,y) — w(z, Ay),

pues fy es w-ortogonal a v. Descomponemos A = U + B, con U* = U y B* = —B. Recordemos
que dada una transformacién lineal T en un espacio vectorial simpléctico (v, w|yxy), Su w-adjunta
T* esta definida por w(Tu,v) = w(u, T**v) para cualquier u,v € v. Notar que B** = — B significa
que B € sp(v,w|pxp) =~ sp(n, R).

Con esta descomposicién la ecuacion de arriba resulta dw(f1,z,y) = —2w(Uzx,y), entonces

—2w(Uz,y) = aw(z,y) para todo x,y € v.

Se sigue que U = —5Id y .
A= —§Id+B, with B € sp(n,R).
Por lo tanto M tiene la siguiente representaciéon matricial con respecto a la base de arriba:
a w

M=1y —¢1+B |’

con B € sp(n,R). Resumiendo, tenemos el siguiente resultado (comparar con [53)]):

Teorema 4.3.1. Sea g un dlgebra de Lie casi abeliana de dimension 2n—+2 con dimg > 6. Entonces
g admite una forma LCS si y sélo si g es isomorfa a R x; R2"1 donde la accién adjunta de R
en R?"t1 estd dada por

pl w

M=10| x+B | (4.11)

n
para algin A, € R, X # 0, w € R?", B € sp(n,R). La forma LCS w es w = f* A f2 + Zul A,
i=1

y la forma de Lee es @ = —2\f1. Ademds, g es unimodular si y sélo si A = —4=.

Observaciones. (i) De la misma manera se puede probar que si un algebra de Lie casi abeliana
admite una estructura simpléctica entonces es isomorfa a R x s R?"*1 con M como en con
A=0.

(ii) Cuando w = 0y B € u(n) C sp(n,R), la forma LCS es de hecho LCK. En efecto, en la
notacién del teorema, la estructura casi compleja J definida por Jf1 = fo, Ju; =v;, 1 =1,...,n,
es integrable y la métrica (-,-) = w(-,J-) es compatible con J.
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Corolario 4.3.2. Sea g un dlgebra de Lie casi abeliana con dimg > 6. Si g admite una forma
LCS, entonces es del sequndo tipo.

Demostracion. Sea (w,6) una forma LCS en g. Del Teorema m tenemos que 0 = —2\f1.
Recordemos que g, = {z € g : Lyw = 0}, donde L,w es la derivada de Lie de w, o equivalentemente,

9o = {z € g w([z,y], 2) + w(y, [z,2]) = 0 para todo y, = € g},

y una estructura LCS es de segundo tipo si |y, = 0.

Sea x € go, * = c¢fi +v conc € Rywv € R*™1 Calculamos dw(x,y,2) = 0 A w(x,y,2)
para y,z € R**1. Como x € g, tenemos ch\w(y,z) = 0 para todo y,z € R**1. Como w es
no degenerada y A # 0 obtenemos ¢ = 0. Por lo tanto, 6y, es idénticamente cero, entonces la
estructura LCS es del segundo tipo. O

Dimensiéon de g =4.

En esta seccién procederemos de una manera diferente para determinar las adlgebras de Lie casi
abelianas de dimensién 4 que admiten una estructura LCS.

Sea g un élgebra de Lie casi abeliana de dimensién 4 y sea p un autovalor real de la accién
adjunta sobre el ideal abeliano u, entonces g se puede escribir como R x 3 R? con

I w

M=t ol a4 |

con A € gl(2,R), para alguna base {f1, fo, f3, fa}
Lema 4.3.3. Con la notacion de arriba, si tr(A) # 0 entonces g admite una estructura LCS.

Demostracion. Es facil ver que w = fLA f24+ f2A f4y 0 = —tr(A)f! satisfacen dw = 0 Aw y
df = 0, donde {f!, f2, f3, f*} es la base dual de g*. O

Dada g = R, R3, de acuerdo al Lema[4.1.1} podemos asumir que M est4 en su forma canénica
de Jordan. En este caso hay cuatro posibilidades diferentes para M:

A1 ju pol Y
Ml - >\2 ’ Mél’)\ = Al ’ Méf = H 1 ’ Mfy)\ = A -1
A3 A m 1A

para \, u, A; € R, A2 + A3 + )\g # 0. Los unicos casos que no son cubiertos por el Lema son
los siguientes:

0 0

1 %
MS,O — 0 1 ’ MO _ 0

Por célculo directo se puede ver que g = R xj; R? admite una estructura LCS para M =
Mg’o, Mé), Mf’o, mientras que para M = Mf’o con u # 0 el adlgebra de Lie correspondiente no
admite ninguna estructura LCS. Podemos resumir estos resultados en el siguiente teorema donde
usamos la notacién de [6].
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Teorema 4.3.4. Sea g un dlgebra de Lie casi abeliana de dimension 4 con una estructura LCS.
Entonces g es isomorfa a una de las siguientes dlgebras de Lie:

hs X R :[e1,e2] = e3
ny :e1, es] =es,ler,e3] = ey
t3a X R:fer, ea] = eg, [e1, €3] = Aes
ty i le1, e2] = eg,[e1, e3] = pes, [e1, eq] = Neq, puX #0
t3 X R:[er, ea] = eo,[e1,e3] = ea+e3
ty )t [e1, e2] = ea, [e1,e3] = Aes, [e1, eq] = e3 + ey
vy :[e1, e2] = eg,[e1,e3] = ea +e3,[e1,e4] = €3+ ey
ts ) X R:[er,ea] = Aeg — e3,[e1, €3] = €2 + Aes
ot lens ea] = pea, [er, e3] = Aez — ey, [e1, eq] = e3 4+ Neq, p # 0, A # 0

Demostracién. Probaremos primero que, como mencionamos arriba, g = Rf; X R? no admite
estructuras LCS para M = Mf’o con p # 0. Sea {f1, f2, f3, f*} la base dual de g*, y asumamos
que (w, 0) es una estructura LCS en g, donde

w=arfPA P +asf AP asf A anfEA P+ asfPA 4 asf A f
0 = by f' + bof? + bsf> + baf?,

para algunos a;,b; € R. Como 6 es cerrada, tenemos que by = b3 = by = 0. Calculando dw = 0 A w
y usando que 6 # 0 obtenemos ag = 0, bjagy = —pag + a5 y bjas = —ag — pas. Por lo tanto
a4 = a5 = 0, lo cual es una contradicciéon con el hecho de que w es no degenerada.

Para finalizar la demostracién referimos a la Tabla donde se exhiben estructuras LCS para
todas las dlgebras de Lie del enunciado. O

Observaciones. (i) El dlgebra de Lie g = R X 0.0 R3 corresponde al dlgebra de Lie tzls,o X R, mientras
que g =R X g0 R3, i # 0, corresponde a tﬁl%o.

(ii) Entre las dlgebras de Lie del Teorema las unimodulares son: h3 x R, ny, v3_1 X R,
T4 —(14A)) Ty, 15 30 x R and tﬁu,—xm

(iii) De acuerdo a [70], las algebras de Lie t3 y x R (A #0,—=1), ty ,n (0 # —Aor p# —1), r3 x R,
tun (A#0,—1), va, vy, xR (A#0) y v,y (1 # 0) no admiten ninguna forma simpléctica.

(iv) Notar que v3 1 es el lgebra de Lie ¢(1, 1) (también se denota por so0l3) del grupo de movimientos

rigidos del 2-espacio de Minkowski, y té,o es el dlgebra de Lie ¢(2) del grupo de movimientos rgidos
del espacio euclideo de dimension 2.

Ahora, estudiaremos si las estructuras LCS en estas dlgebras de Lie casi abelianas de dimension
4 son de primer o segundo tipo. Probaremos primero un resultado que vale en todas las dimensiones.

Lema 4.3.5. Sea g = Rf; X u un dlgebra de Lie casi abeliana como en (4.8) equipada con una
estructura LCS (w,0). Si M es inversible entonces tal estructura LCS es de sequndo tipo.

Demostracion. En efecto, si M es invertible entonces [g,g] = u. Como 0([g,g]) = 0, se sigue
que § = cf! para algin ¢ € R, ¢ # 0. Sea z = af; +v € g, con a € R,v € u. Calculando
dw(z,z,y) = 0 ANw(z,z,y) para todo x,y € u, obtenemos que a = 0 y por lo tanto g, C u. O
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Sea g = R x 37 R? un élgebra de Lie casi abeliana de dimensién 4 con una estructura LCS. Los
casos incluidos en el lema anterior son: vy, x, tax (A #0), t4y tﬁly LA A # 0. Por lo tanto cualquier
estructura LCS en estas algebras de Lie es de segundo tipo.

Supongamos ahora que M es singular. Se probé en [22] que toda estructura LCS en un dlgebra
de Lie nilpotente es de primer tipo, entonces asumiremos que M no es nilpotente. Las posibles
formas de Jordan de una tal matriz son las siguientes:

A 0
My = Ao con Mgz =0,  MIN= A 1]con A£0,
A3 A
W 0
My = 0 1)con p#0, M= A -1
0 1A

Por célculo directo podemos verificar que todas estas dlgebras de Lie admiten una estructura
LCS de primer tipo y una estructura LCS de segundo tipo, excepto el caso Mf ’0, el cual admite
solo estructuras LCS de primer tipo. Esta &dlgebra de Lie corresponde a té,o X R en el Teorema

[4.3.4l

Demostremos que el dlgebra de Lie té,o X R admite estructuras LCS sélo del primer tipo. En
efecto, supongamos que w = a1 f12+as fB3+az f14+asf23+as f2+ag f34, 0 = by f14bo f24b3 f24+by f2
es una estructura LCS en Rgﬂ x R con a;,b; € R. De dw = 0 A w obtenemos que by # 0. Por otro
lado, fo € 3(g), entonces Ly,w = 0. Luego fo € go ¥ 0(f2) = b2 # 0. Por lo tanto (0, w) es de
primer tipo.

Podemos resumir estos resultados en la siguiente Tabla[f.1] donde exhibimos estructuras LCS de
primer y segundo tipo para cada dlgebra de Lie. Los espacios vacios significan que la correspondiente
algebra de Lie no admite ninguna estructura LCS de ese tipo especificamente.
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Algebra de Lie LCS del primer tipo LCS del segundo tipo
hs x R w=e'ne?+ednet
6 = —et
ny w=eNed+e2net
0 = e?
t3) X R w=2e' A2+ (1+Nethed —e2het —e3net | w=elnet—e2ned
(N #£-1) 0 =e' + et 6 =—(1+Ne!
31 xR w=2e"Ne2 —e?Net —e3 net w=e'NeZ—e3net
0 =e' + et 0=el
T4 0 w=e' ANed+e2Aet
(N #—1) 6 =—(A+1)e!
Ty -1 w=e'NeZ2+e3net
(n#1) 0= (1-pe,
41,1 w=e'Net +e2Aed
0= —2e!
t3 X R w=e'Ne2+2e ned —e2net —ed Aet w=e'Net —e?Ned
0 =et 0 = —2¢!
T4\ w=e'NeZ2—e3Nnet
(A #£0) 6 = —2Xe!
t40 w=—e'Ne2+eZNet+e3Net el Ned+e? Net
0 = et 6= —e!
Ty w=e'Ne?+e3net
0= —2e!
tzy X R w=—e'Ne2+2 el Ned — e Aet w=eNet —e? neP
(A #0) 0 = de! + ¢t 0= —2Xe!
thy X R w=elrne?+e3net
0 =et
LTI w=elne?+e3net
(A #0) 0= —2Xe!

Table 4.1: Estructuras LCS de primer y segundo tipo

4.3.2 Reticulos en los grupos de Lie LCS asociados

Reticulos en dimension 4.

En esta seccién determinaremos, salvo isomorfismo, las algebras de Lie casi abelianas del Teorema
cuyos grupos de Lie simplemente conexos asociados admiten reticulos. De acuerdo al Teo-
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rema tenemos 8 clases, dos de ellas dependen de un parametro. Para hacer esto usamos la
clasificacion de los grupos de Lie completamente solubles unimodulares de tipo R x R? en [56] y la
Proposicién [4.1.3]

Teorema 4.3.6. Sea G un grupo de Lie casi abeliano, simplemente conero, unimodular de di-
mension 4 con una estructura LCS invariante a izquierda, y sea g su dlgebra de Lie. Si G admite
reticulos entonces g es isomorfa a una de las siguientes dlgebras de Lie: hz xR, ny, v3 1 X R, tgﬂ X
R, t4\,—(14x) para una cantidad numerable de A > 1, tﬁl7>\7_>\/2

para una cantidad numerable de A > 0.

Demostracion. Consideremos las algebras de Lie unimodulares del Teorema |4.3.4

Primero consideramos el caso nilpotente. Los grupos de Lie simplemente conexo asociados a las
algebras de Lie h3 x R y ny admiten reticulos, debido al criterio de Malcev [59], pues estas dlgebras
de Lie tienen una forma racional.

Ahora, consideramos el caso de las dlgebras de Lie completamente solubles, no nilpotentes:
t3—1 X R, vy (140, A > 1y ty_1/2. Es bien conocido que el grupo de Lie simplemente conexo
Sol? correspondiente a t3 _; ~ sol®> admite reticulos (ver por ejemplo [60]), y por lo tanto Sol® x R
también admite reticulos. Ahora usamos la clasificacién dada en [56], notando que v, A—(14A) =~ 50[31\
para A > 1, vy1 o ~ 50[3 Yt 12 =~ 50[64. El grupo de Lie simplemente conexo asociado a 50[§\
admite reticulos para una cantidad numerable de X's (ver [56, Proposition 2.1]), mientras que para
solg y sol}! los grupos de Lie Gol§ y Solj no admiten ningiin reticulo [56, Proposicién 2.2]. Notar
que Solf = G de la Seccién §4.2 de este capitupo.

Finalmente, consideramos las dlgebras de Lie no completamente solubles t3, x R y t; A—A/2
con A > 0. Es bien conocido que el grupo de Lie simplemente conexo FE(2) correspondiente a
t5 o = ¢(2) admite reticulos (este hecho es también una aplicacién fécil de la Proposicién , y
por lo tanto F(2) x R también admite reticulos. El dlgebra de Lie tﬁl’ /2 Con A > 0 es isomorfa

a gp de la Seccion §4.2, para b = %, y hemos probado en el Teorema que los correspondientes
grupos de Lie simplemente conexo Gp admiten reticulos para una cantidad numerable de valores
del parametro b > 0. 0

Observacion 4.3.7. Se sigue de la Seccién §4.2 que los unicos grupos de Lie casi abelianos de
dimensién 4 con una estructura LCS invariante a izquierda y reticulos que admiten una estructura
LCK invariante a izquierda son Hz x Ry G} para b € | J,;, Im(hy), un subconjunto numerable de
R.

Observacion 4.3.8. Las dlgebras de Lie ny, t3 1 X R, vy ) _(14)) para una cantidad numerable de
A>1y té,o x R proveen ejemplos de solvariedades con estructuras LCS las cuales no tienen una
estructura LCK (que proviene de una estructura LCK invariante a izquierda en el grupo de Lie). En
[22] se prob6 que una nilvariedad asociada a ny admite LCS del primer tipo pero ninguna métrica
LCK. Ademas esta nilvariedad no es el producto de una variedad compacta de dimensién 3 y un
circulo.

Reticulos en dimensién > 6

En esta seccion construiremos ejemplos de solvariedades casi abelianas con una estructura LCS.
Para n > 2, sea g un algebra de Lie casi abeliana de dimensién 2n + 2 dada por g = Rf; x 3y R?"H!
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con

S=

M = n-l : (4.12)

en la base {fa,u1,...,Un,v1,...,v,} de RZ"T1 Notar que M estd dada por (4.11]) con

1
M ) 2”’ w )
1 3 2n —1 1 3 2n — 1
B = diag ——, > ... . A € sp(n, R).
186 (2n’2n’ " 2n 7 2n7 2n’ 7 2n ) sp(n,R)

De acuerdo al Teorema g admite una forma LCS w = f' A 2+ Yo u* Av' con forma de
Lee 0 = % f1. Del Corolario obtenemos que esta estructura LCS es del segundo tipo.
El grupo de Lie simplemente conexo asociado a g es G = R x4 R?"+1 donde ¢ estd dada por

et

El polinomio caracteristico de ¢(t) es

pla) = (@~ (& — ) — p )~ p" )~ p ).z~ ) — o),

donde e! = p?". Fijado m € N, m > 2, definimos

t,, = narccosh (%) ,  tm > 0.

Luego pp, = e satisface P2, + pr = m.

Definimos la sucesién real ag = 2, a; = m, ap = p2F + p-2¥ para k = 3,...,n. Se ve ficilmente
que ay, satisface a1 = map —ag_1 y por lo tanto ay € Z para todo k. Por lo tanto cada polinomio
(x — p?F)(x — p;,2*) = 22 — apw + 1 € Z[x], entonces podemos escribir

— x2n+1

p(z) - mznwzn + m2n—1$2"_1 +-o+mzr—1
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para algunos mi,ma, ..., mo, € Z. Como p tiene todas sus raices diferentes, entonces tenemos que
@(tm) es conjugada a la matriz companera del polinomio p,

0 1
1 0 —mq
By = : : (4.13)
1 0 —MmMon—1
1 man

De acuerdo a la Proposicion tenemos que G admite reticulos. Mas aun, el reticulo es
Ty = tmZ x4 Pt 72

para m > 2, donde P,, satisface ngb(tm)Prgl = B. Por lo tanto para todo m > 2, I';,\G es una
solvariedad con una estructura LCS.

Proposicién 4.3.9. Con la notacion de arriba, las solvariedades I'y,\G son todas no homeomorfas
para diferentes valores de m > 2.

Demostracion. Supongamos que M, y M, con r,s > 2 son homeomorfas. Entonces el 71 (M, ) es
isomorfo al 71 (My). Como G es simplemente conexo, tenemos que los grupos fundamentales de
estas solvariedades son isomorfos a los reticulos I'; y I's, por lo tanto estos reticulos son isomorfos
entre si. Ademds como G es completamente soluble, el teorema de rigidez de Saito [72] dice que
este isomorfismo se extiende a un automorfismo del grupo de Lie G. Ahora, como los reticulos
difieren entre si por un automorfismo de G, se sigue de [45, Theorem 2.5] que la matriz entera B,
(como en ) es conjugada a By o a su inversa en GL(n,Z). Finalmente, se puede ver que esto
ocurre si y solamente si r = s. O

Observacion 4.3.10. Se puede ver ficilmente que las solvariedades con estructuras LCS M,,, = I';,\G
no admiten estructuras complejas invariantes, por lo tanto no admiten ninguna estructura LCK
invariante. Sin embargo, estas solvariedades admiten formas simplécticas, por ejemplo, n = f1 A
ul + f2A0 Z:le u Al

Cohomologia de de Rham y adaptada de las solvariedades M,, =T',,\G

Comenzaremos estudiando la cohomologia de de Rham de la solvariedad M, = I';,\G. Como G
es completamente soluble, sigue de que H (’i“R(Mm) es isomorfo al grupo de cohomologia del
algebra de Lie H*(g), por lo tanto, tenemos que estudiar el complejo de Chevalley-Eilenberg del
algebra de Lie casi abeliana g = Rf; x 3y R?"*! con M como en ([4.12). Después de un cambio de
base en el ideal u = R?"*! podemos asumir que M estd dada por

1 2 1 2
M:diag<0,,,...,1,—,—,...,—1).
n

n n n

De acuerdo a [73], el k-ésimo niimero de Betti de g, 37 = dim H*(g), se puede calcular como
sigue, donde Z7(g) = {a € N'g* : da = 0}:

(4.14)

Bt = dim H(g) = dim Z*(g) + dim 2"~ (g) — @ N 12>'



89 4.3. Reticulos en grupos de Lie casi abelianos con estructuras LCS

Para calcular dim Z* (g), notemos que podemos descomponer el ideal u como u = Rfy & ¢,
donde fy es un generador del centro de g. Denotemos por simplicidad v := g’.

Recordando que 87 = dim(g/[g, g]), se sigue que 87" = 2. En efecto, una base de Z!(g) estd
dada por {f!, f?}. Debido a la dualidad de Poincaré, tenemos que S5, 41 = B1 = 2. Claramente,

ﬂg ::Bgﬁ+2:: L.
Consideremos ahora 2 < k < 2n. Dada una k-forma cerrada o € Z*(g), se puede descomponer

de manera tinica como o = f*AB+ fZAy+6, con B € /\k_lu*, v E /\k_ln*, b€ /\kb*, condy =0
y dé = 0. Por lo tanto, tenemos una correspondencia uno a uno

Z*(g) +— (A" 'ur) x (N o n 28 1(g)) x (Ao n Z¥(g)).

Ahora, para calcular dim(/\kn* N Z*(g)) consideramos, para 1 < p,q < n, el conjunto
P q
(i1, s dg) 11 <y <o <dp <y 1< <o <y <my Y de =Y sy,
r=1 s=1

y denotemos por d . su cardinal. Tomando Dy := Z dZ,q para k > 2, se puede demostrar que
ptq=k

dim (/\kb* N Z%(g)) = D?. Definamos también doo =1, d}o=dg, =0, entonces Dff =1, Df = 0.

Usando esto junto con (4.14)), obtenemos facilmente que

Bl =DP ,+2D" +DP k>2. (4.15)

Aunque no obtenemos una férmula explicita para los niimeros de Betti de M,,, usando (4.15))
podemos obtener algunas propiedades sobre la paridad de estos ntmeros.

L mn —_ mn mn —_ mn £ 3 ] .
Es facil ver que djy , = dy, y dp , = dp_,,,,_,, y ademds tenemos el siguiente lema:

Lema 4.3.11.
(i) diy=dy 1p1=nydp, = (v) (mod2).
(ii) Sin es par entonces diy = n(n4_2) y sin es impar entonces dy o = (nT_l)2

Dy = (}) (mod2).

Teniendo en cuenta este lema, la demostracién del siguiente resultado es directa.
Proposiciéon 4.3.12.
(i) g =1, 7 =2 and By =n+ 1.

.. . 1 . . 1)2
(ii) Sin es par, entonces By = n(”; ) y sin es impar entonces B3 = ("g )

(iii) Sik es impar, entonces 3] es par.

(iv) g, = (":1) (mod 2).
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Observacion 4.3.13. De acuerdo al teorema de Lucas, la paridad del coeficiente binomial (g) se
puede determinar a través de la representacién binaria de r y s. En efecto, si r = Y " ;2" y
s=>1" b2 con a;,b; € {0,1}, am, # 0, entonces

()1 5)

donde (Z:) =0 si a; < b;. En particular, () es par si y sélo si existe i tal que a; =0y b; = 1. Por
ejemplo, si r = 2! — 1 entonces (Z) es impar para cualquier 0 < s < r, y si r = 2! entonces (2) es
par para cualquier 1 < s <r —1.

Calculamos los nimeros de Betti en algunos casos de dimensiones bajas. Por ejemplo, en el
caso de dimensién 6 obtenemos 81 = 85 = 2, By = 84 = 3, B3 = 4.

n | dimg nimeros de Betti

2 6 (1,2,3,4,3,2,1)

3 8 (1,2,4,8,10,8,4,2,1)

4 10 (1,2,5,12,20,24,20,12,5,2,1)

5 12 (1,2,6,18,37,56,64,56,37,18,6,2,1)

6 14 | (1,2,7,24,61,116,167,188,167,116,61,24,7,2,1)

Table 4.2: Numeros de Betti

Ahora, estudiamos la cohomologia adaptada de las solvariedades M,,, = I';,\G. Como G es
completamente soluble, se sigue de que Hg(Mm) es isomorfo al grupo de cohomologia adap-
tada de algebra de Lie H g(g). Para esto, trabajamos de la misma manera que para el caso de la
cohomologia de de Rham.

Sea BZ = dim Hg(g) el k-esimo numero de betti adaptado de g. Estos nimeros satisfacen una

ecuacién como en (4.14). En efecto, tomando Zg(g) ={ac€ Ng*: door = 0} tenemos

(4.16)

- 2 2
Gt = dim 1§ @) = dim Z§(@) + aim 2§~ @) - (7).

k—1

Notar que dim Z(} (g) = 2. Denotamos por f Ly f2 los generadores de Zg1 (g), donde fl coincide
con f! de arriba. Luego podemos descomponer el ideal u como u = R fy @ v para alguna subalgebra
abeliana v de dimensién 2n. Es facil ver que

BT =1, By =n+1.

Consideremos 2 < k£ < 2n. Dada una k-forma dy-cerrada o € Zg (g), se puede descomponer de
manera tnica como a = fLAB+ f2Avy+4d, con 8 € /\kilu*, v € /\kiln*, o€ /\ku*, donde dyy =0
y dgd = 0. Por lo tanto, tenemos una correspondencia uno a uno

ZE(g) +— (N*'ur) x (Ao 0 ZE1(g)) x (Ao 1 Z§(9)).
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Para calcular dim(/\kn* N Zg (g)), consideramos para 1 < p,q < n, el conjunto
P q
(i1, oo dg) 11 St <o <dp <y 1< i <o <jg<my Y dr+ 1= o,
r=1 s=1

y denotamos por Jg,q su cardinal. Tomando [)Z = Z d?iq para k > 2, se puede demostrar que
p+q=Fk
dim (/\kb* N Zk(g)) = D?. Definimos también dyo =di, =0, dg, =1, entonces Dff =0, DY = 1.
Se sigue facilmente de (4.16) que

=D ,+2D} ,+D},  k>2. (4.17)

Se puede ver que d} . =

P n—qm—p» €0tonces tenemos que Dy’ = Dy, .y por lo tanto

2n+2
bR = Y (D=0
k=0
Usando (4.17) y este hecho podemos calcular los nimeros de Betti adaptados para dimensiones
bajas. Los resultados se muestran en la siguiente tabla.

n | dimg ntumeros de Betti adaptados

2 6 (0,1,3,4,3,1,0)

3 8 (0,1,4,7,8,7,4,1,0)

4 10 (0,1,5,12,19,22,19,12,5,1,0)

5 12 (0,1,6,17,35,55,63,55,35,17,6,1,0)

6 14 (0,1,7,24,59,112,165,188,165,112,59,24,7,1,0)

Table 4.3: Nimeros de Betti adaptados






CAPITULO 5

Otros resultados sobre estructuras
LCS y LCK

5.1 Algebras de Lie con estructuras LCS de primer tipo

En esta seccion daremos condiciones para que ciertas estructuras LCS en dlgebras de Lie unimo-
dulares sean de primer tipo. Especificamente probaremos el siguiente resultado.

Teorema 5.1.1. Sea (w,0) una estructura LCS en un dlgebra de Lie unimodular g. Si existe A € g
tal que 0(A) =1 y ady tiene autovalores imaginarios puros, es decir, en iR, entonces (w,0) es de
primer tipo.

Demostracion. Supongamos que g admite una estructura LCS (w, #). Para probar que esta estruc-
tura LCS es de primer tipo utilizaremos el siguiente resultado que aparecié en [22]: una estructura
LCS (w,0) en un &algebra de Lie g unimodular es de primer tipo si y solamente si w es dg-exacta.
Especificamente probaremos que HZ(g) = 0.

Sea A € g tal que §(A) =1y ady tiene autovalores imaginarios puros y sea

ad’ : (ker0)" — (ker0)*,
el operador adjunto de ad, : ker § — ker §. Este operador se puede extender a A" (ker 6)* por
adi(a A B) =adlja A B+ aAady B,
para a, B € (ker 8)*. Como ad’ conmuta con la derivada exterior d, define un mapa en cohomologia
ad’ : H*(ker 0) — H”(ker6).

Sea Speck(#) el conjunto de los autovalores del aperador ad’ : H*(ker §) — H"(ker#). Se sigue de
[61] que la cohomologfa adaptada H;(g) es no trivial si y solamente si

le U Spec®(9).
k=1

Los autovalores de ad’; en /\k(ker 0*) son sumas de k autovalores de ad’ en ker 6* (ver [10]).
Se puede ver que los autovalores de ad’ en H ¥(ker §) forman un subconjunto de los anteriores, es

93
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decir, son también sumas de k autovalores de ad’, o equivalentemente, de ad4. Luego como ad4
tiene autovalores imaginarios puros entonces 1 ¢ Spec®(6) para ningiin k, y por lo tanto H, ;(g) es
trivial. En particular, Hj(g) = {0}, entonces w es dp-exacta y asf obtenemos que la estructura LCS
(w, 0) es de primer tipo. O

Sea g un algebra de Lie real, diremos que g es imaginaria pura si los autovalores de los operadores
adx son imaginarios puros para todo X € g.

Corolario 5.1.2. Si es g un dlgebra de Lie unimodular imaginaria pura entonces todo estructura
LCS en g (si admite) es de primer tipo.

Observacion 5.1.3. El Corolario generaliza el resultado de [22] que dice que toda estructura
LCS en un &lgebra de Lie nilpotente es de primer tipo, pues toda algebra de Lie nilpotente es
obviamente imaginaria pura.

Observacion 5.1.4. De acuerdo al Teorema [3.1.19] la estructura LCS subyacente a una estructura
Vaisman en un algebra de Lie soluble unimodular es de primer tipo.

Observacion 5.1.5. Como demostramos al final de la Seccién 4.3.1 el dlgebra de Lie tg,o x R ad-
mite estructuras LCS sélo del primer tipo. Este hecho se puede ver ahora como consecuencia del

Corolario [5.1.21

Veremos a continuacion otro ejemplo de un &dlgebra de Lie que satisface las condiciones del
Corolario Sea g = RA x b3 el édlgebra de Lie dada por [4,e1] = ae; + beg + xes, [A,es] =
ce1 — aey + yes, le1,e2] = e3 y e3 € 3(g), en una base {A,e1,es,e3} de g, con a,b,c,z,y € R. Es
facil ver que g es imaginaria pura si y sélo si a® + be < 0, y en este caso se ve que cualquiera de
estas algebras es isomorfa a la que tiene los siguientes corchetes:

[A,e1] = —ea, [A,ea] =e1, [er,ea] =e3, e3€3(g).

Esta dlgebra se corresponde con 0 o de [6].
Determinaremos ahora las formas LCS en 0 ;. Se ve fécilmente que si (w, ) es una estructura
LCS en §j o, entonces (w, ) estd dada por

w:aloz/\el+a2a/\62+a3a/\e3+a361/\62, 0= aq,

donde {a, e!, e?, €3} es la base dual, para ciertos ay, as, a3 € Ry ag # 0. Se sigue del Corolario
que todas estas estructuras LCS son de primer tipo. Es sencillo verificar este hecho también a partir
de la definicion.

5.2 Construccién de algebras de Lie con estructuras LCS de se-
gundo tipo
En esta seccién daremos un método de construcciéon de nuevos ejemplos de algebras de Lie con

estructuras LCS a partir de un algebra de Lie que ya admite tal estructura y una representacién
compatible.
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Sea b un &lgebra de Lie, (w1,6;1) una estructura LCS en b, y sea (V,wp) un espacio vectorial
simpléctico de dimensién finita 2n. Consideremos una representaciéon

7 — End(V).

Sea g el algebra de Lie dada por g = h x; V, equipada con la 2-forma no degenerada w dada por
wlp = w1 ¥y wly = wp. Definimos la 1-forma 6 € g* mediante 6|, =61 y 6]y, = 0.

Veremos a continuacién cudndo el par (w,f) es una estructura LCS en el algebra de Lie g.
Calculando dw = 6 A w se puede ver facilmente que (w, ) es una estructura LCS si y solamente si
se satisface la siguiente condicion:

—w(r(X)Y, Z) + w(r(X)Z,Y) = 0(X)w(Y, Z), (5.1)

paraXebhyY ZeV.
Denotamos por S y p las partes w-simétrica y w-antisimétrica de w. Es decir, para cada X € b,

7(X) = S(X) + p(X),

con S(X) w-simétrica y p(X) w-antisimétrica respecto de la 2-forma no degenerada w.
Es fécil verificar que (j5.1)) se satisface si y sélo si —25(X) = 6(X)Id para todo X € h. Por lo
tanto tenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.2.1. Con la notacion de arriba, (w,0) es una estructura LCS en g si y solo si para
todo X € b vale que m(X) = —30(X)Id+p(X) con p(X) € sp(V,wo). Mds atin, p: b — sp(V,wo)
es una representacion.

Proof. Como ya dijimos, (w,f) es una estructura LCS en g si y sélo si para todo X € b vale
que 7(X) = —36(X)Id+p(X) con p(X) € sp(V,wp). Falta ver que p(X) : h — sp(V,wp) es una
representacion. Calculamos

m([X, Y]) = [x(X), n(Y)]
= [S(X) + p(X), S(Y) + p(Y)]
= [p(X), p(Y)],
pues S(X) = —160(X). Por otro lado tenemos que
m([X,Y]) = S([X, Y]) + p([X, Y])
= (X, Y] + (X, V)
= p([X, Y1),

pues 6 es cerrada. O

Dado X € b el operador adx se puede escribir como

ot = (M5 ).

para algunas bases de h y de V. Luego tenemos que g es unimodular si y solamente si tr(7m (X)) =
— tr(adg(), utilizando la caracterizacion del Teorema [5.2.1| se sigue que

tr(adl) = — tr (—;e(x) Id +p(X)> = nf(X).
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Por lo tanto g es unimodular si y sélo si tr(adf;() = nf(X) para todo X € b.

En el siguiente resultado probaremos que todas estas estructuras LCS construidas a partir del
Teorema son del segundo tipo.

Proposicién 5.2.2. Sea g = h X V el dlgebra de Lie con una estructura LCS (w, ) construida
como arriba, entonces (w, ) es de sequndo tipo.

Demostracion. Recordemos de que g, = {X € g: Lxw = 0} y que la estructura LCS (w, 0)
se dice de segundo tipo si 6|y, = 0.

Sea X € gy, X =cA+H+Y con Aehtalque (A) =1, ce R, HekerfNhy X € V.
Entonces w([X, Z], W)+w(Z,[X,W]) = 0 para todo Z, W € g. En particular, si tomamos Z, W € V
tenemos:

0=w(X, Z],W) +w(Z,[X,W])

(X,

(cA+ H+Y,Z),W) +w(Z[cA+ H+Y, W)
=w(en(A)Z +m(H)Z,W) +w(Z,cn(A)W + n(H)W)

(=

SZ+cp(A)Z + p(H)Z,W) +w(Z, =W + cp(A)W + p(H)W)

Cc

= ——w(Z, W) + cw(p(A)Z, W) + w(p(H)Z, W)

= w

= w

[\

_ gw(z, W) + cw(Z, p(AYW) + w(Z, p(H)W)
=—cw(Z,W),

para todo Z, W € V', donde hemos usado que p es antisimétrica para la ultima igualdad. Como w
es no degenerada en V podemos elegir Z, W € V tales que w(Z, W) # 0, y por lo tanto obtenemos
que ¢ = 0. Luego g, C kerf, entonces 6|, = 0 y asi tenemos que la estructura LCS (w, §) es de
segundo tipo. O

Nota. De acuerdo al Teorema tenemos un método de construccién de nuevos ejemplos de
dlgebras de Lie (unimodulares) con estructuras LCS, de segundo tipo, a partir de dlgebras que
ya admiten estructuras LCS. Este método resulta interesante ya que se sabe muy poco de las
estructuras LCS de segundo tipo, por el contrario las de primer tipo son mads féciles de tratar (ver
22]).

5.3 Construccion de algebras de Lie con estructuras LCK

En esta seccién aplicaremos el método de construccion de algebras de Lie con estructuras LCS de
la seccién anterior aplicado al caso de un algebra de Lie que ya admite una estructura LCK y una
representacion compatible.

Sea h un algebra de Lie con una estructura LCK (Jy,{-,-)1), y sea V un espacio vectorial
de dimensién finita 2n con una estructura hermitiana (Jy, (-, )o). Consideremos ademas una
representacion

m:h— End(V).

Sea g el dlgebra de Lie dada por g = b x, V', equipada con la estructura hermitiana (J, (-,-)) dada
por ()l = ()1, ¢ dlv =y Iy = J1, Jlv = o
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Se probé en [19] que si 7(X) o Jy = Jy o m(X) para todo X € b, es decir w(h) C gl(n,C) C
gl(2n,R), entonces la estructura casi compleja J en g resulta integrable.

Sea 61 la forma de Lee en h. Definimos en g la 1-forma 6 dada por, 6(h) = 61(h) y 0|y = 0.
Calculando dw = 0 Aw se puede ver que w es una forma LCK en g con forma de Lee 8 si y solamente
si se satisface la siguiente condicion:

— w(r(X)Y, Z) + w(n(X)Z,Y) = 0(X)w(Y, Z), (5.2)

para X € hy Y, Z € V, al igual que en el caso LCS.

Si denotamos por S y p las partes simétrica y antisimétrica de 7 respecto del producto interno
(-,-), se puede verificar que se satisface si y sélo si —25(X) = 6(X) Id para todo X € h. Por
lo tanto tenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.3.1. Con la notacién de arriba (J,(-,-)) es una estructura LCK en g si y sdlo si
m(X) = —36(X)Id+p(X) con p(X) € u(n) para X € h. Mds ain p : h — u(n) es una repre-
sentacion.

Demostracién. Como ya dijimos (J, {-,-)) es una estructura LCK en g si y s6lo si para todo X € b
se tiene que m(X) = —16(X)Id +p(X). Ademés, de la misma manera que en el caso LCS, p resulta
una representacion de h. Luego sélo falta ver que p(X) € u(n), pero este hecho se sigue de que si
m(X) conmuta con J, entonces su parte simétrica S(X) y su parte antisimétrica p(X) conmutan

con J también. Por lo tanto p(X) € gl(n,C) Nso(n) = u(n) para todo X € h. O
Al igual que en el caso LCS tenemos que g es unimodular si y sélo si tr(adg() = nh(X) para
todo X € h. En particular se debe cumplir que tr(ad%) =n = W € N. Esta condicién es

suficiente para el caso en que el conmutador g’ = kerf. Observamos entonces que para obtener
ejemplos unimodulares debemos comenzar con un algebra h no unimodular.

Observacion 5.3.2. Si el dlgebra de Lie inicial b es soluble no nilpotente, luego p(h) es soluble y como
p(h) C u(n) y u(n) es compacta, entonces obtenemos que p(h) estd contenida en una subdlgebra
abeliana maximal de u(n). En particular p(h’) = 0. Més atin J € u(n) estd en la misma subdlgebra
abeliana maximal que contiene a p(h).

Observacion 5.3.3. Segin [48], las variedades de Oeljeklaus-Toma son solvariedades equipadas con
una estructura LCK invariante. Estas variedades fueron utilizadas como contraejemplo para una
conjetura de Vaisman sobre los nimeros de Betti de variedades LCK ([64]). Pudimos probar que
las dlgebras de Lie asociadas a estas variedades se pueden obtener mediante la construccién dada
en el Teorema

La siguiente proposicién da ciertas propiedades que posee un algebra de Lie con una estructura
LCK construida como en el Teorema [5.3.1]

Proposicién 5.3.4. Sea b un dlgebra de Lie soluble y sean g =h XV y (J,(-,-)) una estructura
LCK en g definidas como arriba, entonces

(a) w(A) es un isomorfismo.
(b) El centro de g es 3(g) = 3(h) Nker& Nkerp C h.
(¢) El conmutador de g esg' =4H' @ V.

(d) El nilradical de g es nilrad(g) = (nilrad(h) Nkerf Nkerp) & V.
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Demostracion. Para la parte (a) notemos que m(A) = —3Id+p(A). Si m(A)v = 0, entonces
p(A)v = %v, y como p(A) es antisimétrica entonces v = 0.

Supongamos que Y = X +v € 3(g) con X € hy v € V, entonces [A,Y] = 0, lo cual implica que
[A, X] = Jv— p(A)v. Como [4, X] € hy v — p(A)v € V tenemos que p(A)v = Jv, y por lo tanto
v =0. Ademds Y € 3(g) implica que [H,Y] = 0 para todo H € b, luego Y € 3(h). Finalmente, de
0 = [Y,w] = [X,w] para todo w € V obtenemos que p(X)w = 16(X)w, de nuevo la antisimetria
de p(X) implica que p(X) = 6(X) = 0. Por lo tanto 3(g) C 3(h) Nker & Nker p, la otra contencién
es obvia, de esta manera obtenemos (b).

Por (a) sabemos que V C ¢, ademds claramente h’ C g’. Luego de la definicién de g sabemos
que no hay mds corchetes posibles, por lo tanto g/ = §' & V.

Para el nilradical de g notemos que la contencién (nilrad(h) Nkerd Nkerp) @ V C nilrad(g) es
directa. Para la otra contencién basta verificar que nilrad(g) N'h C nilrad(h) N ker 6 N ker p. Sea
X =aA+Y €nilrad(g)Nhcona € R, Y € kerdNh.

ot = (M)

donde 7(X) = a(—31d+p(A)) + p(Y). Como adx debe ser nilpotente en V y la representacion p
es antisimétrica entonces a = 0 y por lo tanto X € kerf. Més atn p(X) = 0, entonces X € ker p.

De esta manera b
d
dg — adx
= (5 45).

entonces X € nilrad(h). O

5.3.1 Ejemplo
Sea h = b, el dlgebra de Lie dada por:

le1,e2] = aex —bes, [e1,e3] = bex + ae3, [e1,eq] = 2aeq, [e2,e3] = —ey,

con ab # 0 en una base ortonormal {ej, s, e3,e4}. Sea J la estructura casi compleja definida por
Jer = eq4 y Jeg = ez, se verifica facilmente que es J es integrable. La 2-forma fundamental estd
dada por w = e! Ae* + €2 Ae?, donde {e!,e? e?, et} es la base dual. Se puede ver que w es una
forma LCK con forma de Lee § = —(1 + 2a)e! con a # —3. Notar que tr(ad,,) = 4a.

Ahora vamos a aplicar el método del Teorema para construir un algebra de Lie unimodular
g = b x, R? de dimensién 6 que admita una estructura LCK.

Sea A € h dado por A = —ﬁel, de modo que #(A) = 1. Como ya vimos g es unimodular si
y sblo si tr(adfll“’b) = diHéRQ =1, lo cual implica que a = —%.

Ahora debemos elegir una representaciéon m = S+ p de hgp en R? de acuerdo al Teorema [5.3.1
Como el conmutador de b coincide con ker 8, entonces p se anula en ker §. Luego 7 queda totalmente
definida por m(A) = —11d+p(A) con p(A) € u(1). Luego

= (2 5)

para algin a € R. Entonces podemos describir a g en la base ortonormal {eq, €9, €3, €4, €5, €g} como

1

le1, e2] = g2~ bes, [e1, e3] = beg — 5% le1, esq] = —3 [e2, €3] = —eq,
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1 1
[617 65] = 565 — (g, [617 66] = Q€5 + §e6a

para b,a € R. La forma LCK en g es
w:el/\e4+e2/\e3—i—e5/\e6.

Otra manera de ver a g es g = Rey x 7 (b3 x R?), donde la accién esta dada por

<
I
|

ol

wl— O

—Q

en la base {ej, ea, e3,¢e4,€5,e6}. Por lo tanto g es un ejemplo de un &lgebra de Lie casi nilpotente
con estructura LCK. La existencia de reticulos en el grupo de Lie asociado se puede estudiar en
consecuencia utilizando el criterio dado en [25]; esto serd realizado en otra ocasién.






Apéndice

En este capitulo expondremos con mayor detalle algunos resultados mencionados en los capitulos
anteriores.

En primer lugar probamos la Proposicion [1.4.15

Proposicién 5.3.5. Sea (M?",J, g) una variedad hermitiana y w su 2-forma fundamental, entonces

Adw = —dwo J.
Demostracion. Sea {e1,...,ea,} una base ortonormal local de TM con Jeg; 1 = eg;, ysea {e!, ..., e*"}
su base dual. Entonces w resulta w = Z?zl e?I=1 A €%, Consideremos una orientacién dada por
{e!,...,e®}, y usando las propiedades de d tenemos:
dwv = de* Ne? —e' ANde? +deB Net —e3 Adet + -+ de® I A e — 2 A de?
= Z gijre Nel Nk (5.3)
1<j<k

Sean f; . tales que,

de" = Zf;k. el N ek

j<k

Calculamos Adw = — % L % dw. En primer lugar,
Lxdw = Zgi,j,kw A *(ei Ael A ek).

Notemos que w A *(ei Ael A ek) = 0, salvo cuando el nel Nek =TI Ne2 Aek o ef A eI A e,
Entonces

1 2n 1 2n
e N---Ne e N---Ne
k+1 ( 1)k+1 ek *(ek)7

21 20 A ky _
wAx(e” T ANet Ne) =w A (—1) Q2—1 A g2l A ok

y andlogamente w A *(ef A €271 A e2l) = x(e¥). Luego

Lxdw = Z gor— 121k * (€F) + Z Gr.o1-1.21 % (€F).
A<k k<21
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Por lo tanto,

k k
Adw =" gu_1ke®+ D gra-rae

2<k k<2l—1
2t 2%
= E gor-1212t € + E g21-121,2t—1€
20<2t 20<2t—1
2t 2%
+ E goto1-121€ + E g2t—-1.21-1,21 €
2t<2l—1 2t—1<20—1
n
2t 2t | ot
:E E gar-1212t € + E gotol-121€ | €
t=1 \21<2t 2t<2l—1
n
2t—1 2t—1\ 2t—1
+§ E goi-1,21,2t—1€ + E g2t-121—-1,21 € e .
t=1 \21<2t—1 2t—1<21—1

Ahora nos interesa escribir go;—1 2;2; en funcién de los f; - Analizando los términos en 1 ,
obtenemos:

_ 211 2l 2t—1
9211212t = —Jy_1,9¢ — Jou2t T Jor—1,2
2t—1 20—1
92t21—1,21 = le 1,21 + fgt 20—1 + f t,21
_ 211 2t
921-1,21,2t—1 = 20-1,2t—1 — f21 2t—1 f21—1,25
201
Got—121-1.20 = —fol 191+ [ar_1 211 fot-1a
Definimos f;k = —f,;j, para j < k. Luego resulta,

n n n n
_ 201 2t 1y, 2t 201 21 2t 2t—1
Adw = Z Z(_ 21,2t — I3 ot + o1 o0)€ +Z Z(_ o 19t-1 — Ja2i—1 — fa—i)e - (5.4)
t=1 =1 t=1 =1
1£t 14t
Por otro lado calculamos dw o J. Sea

3 el AN e
k I e
e2k—1 p o2k

de modo que *w =Y ,_; Bx. Se ve que
A= Fm* (@)= Y B+ @)+ Y fyx @,
j£2%k—1 j#2%k—1 j£2%k—1
#2k 2k 2k

Luego calculamos:

5w:—*d*w:—z*(dﬁk)

k
n n
J 2 21 1 J 20-1
=D A\ D fcrg — Fay | foj_i0j + oy | e (5.5)
=1 \ j# I=1 \ j#
Como e 1oJ = —e%ye?oJ=e*! entonces de (5.4) y (5.5) tenemos que Adw = —dw o J

como queriamos. O
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Ahora probamos la Proposicién [3.1.3

Proposicién 5.3.6. Sea g un dlgebra de Lie con una estructura Vaisman (J,(-,-)), entonces
(ker 0,0, (-, Ykero, M, &) satisface las siguientes ecuaciones:

(i) ¢* = —Ild4n ®¢,
(i) (¢X,9Y)=(X,Y) —n(X)n(Y), para todo X,Y € kerf,
(ii)) Ny = —~dn @ ¢,
(iv) dn(X,Y) = —(¢X,Y), para todo X,Y € ker0,
donde Ny es el tensor de Nijenhuis asociado a ¢ definido por
Ny(X,Y) = [X,0Y] + ¢?[X, Y] = ¢([6X, Y] + [X, ¢Y]).

Demostracion. Las partes (i) y (ii) siguen del hecho de que (J, (-, )) es una estructura hermitiana
en g.
Como g es Vaisman, usando la Proposicion y Proposicion se puede ver que

N¢(X7Y) = NJ(va) - dn(X’Y)§7

para todo X € kerf. De la integrabilidad de J resulta (iii).
Calculamos ahora para todo X,Y € ker 6

dn(X,Y) =0(J[X,Y]) = (A, J[X,Y]) =w([X,Y], A4).
Por otro lado

(X,JY)=—-w(X,Y)
=—-0ANw(X,Y,A)
= —dw(X,Y, A)
=w([X,Y],A) +w([Y, 4], X) + w([A4, X],Y)
=w([X,Y], A),

donde para la tltima igualdad hemos usada la Proposicién [3.1.2] O

A continuacién probamos un resultado que fue utilizado en la demostracion del Lema

Proposicién 5.3.7. Siq(x) = H?io(x—yj) € Z[x], entonces ¢(z) = H?io(x—yf) € Z[x] también,

para todo k € N.

Demostracion. Los coeficientes del polinomio ¢ son, salvo signo, los polinomios simétricos elemen-
tales E; = Ei(y1,...,yn) en las n variables yi,...,y,. De la misma manera se tiene que los
coeficientes del polinomio ¢ son E;(y¥, ..., y¥).

Se sabe que Z[y1, . .., yn]" = Z[E1, ..., E,), donde E; = E;(y1,...,ys). Como E;(yf,...,yk) e
Zy1, . .., yn]°", entonces E;(yk,...,uk) = f(E\,...,Ey) € Z|Ey,. .., E,], y como cada E; € Z por
hipétesis, entonces ¢ € Z[z] también. O

Daremos ahora la demostracién del Lema [3.2.3]
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Lema 5.3.8. Sea ¢ : R — Aut(H) un homomorfismo de grupos de Lie y sea G = R x4 H el
correspondiente producto semidirecto. Sea I' un reticulo de H. Supongamos que existe a € R,
a#0, tal que ¢(a)(I") =T, entonces aZ x4 I' es un reticulo en G.

Demostracion. Sea a € R, a # 0, tal que ¢(a)(I') C I'. Entonces ¢(ak) preserva I' para todo
k € Z 'y entonces podemos formar el producto semidirecto aZ x4 I'. Luego aZ x 41" es un subgrupo
discreto de G. Falta demostrar que es co-compacto.

Recordemos que dos elementos (¢1,91) y (t2,92) de G estan en la misma clase médulo aZ x4 T’
siy solo si existe k € Z y v € I tales que

(t2, 92) =(ak,v)(t1, g1)
=(ak +t1,79(a)"g1). (5.6)

Sea {a,} una sucesién en (aZ x4 I')\(R x4 H), con a, = [(tn,gn)]. De se deduce que
podemos elegir t,, € [0,a] para todo n; y como I'\H es compacto, entonces podemos asumir que
[gn] converge a [g] en '\ H, para algin g € H.

Como 7 : H — T'\H es un difeomorfismo local podemos tomar g/, representante de [g,,] tal que
g), converge a g en H. Por tltimo como [0, a] es compacto podemos asumir que a,, = [(t,, g},)] tal
que t, — ten [0,a] y g, — g en H. Es facil ver que [(tn,g],)] converge a [(t,g)] en el cociente.
Como la sucesién original {a,} es arbitraria, se tiene que (aZ x4 I')\(R x4 H) es compacto. [
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