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Resumen

En esta tesis caracterizamos los módulos irreducibles de peso máximo cuasi�nitos de las subál-
gebras del álgebra de Lie de operadores pseudo-diferenciales matriciales cuánticos N ×N .

En la primer parte, se presentan los resultados que hemos obtenido, donde se da una descripción
completa de las anti-involuciones que preservan la graduación principal. Obtenemos, salvo conjuga-
ción, dos familias de anti-involuciones para un cierto parámetro n con resultados diferentes cuando
n = N y n < N . Con el objetivo de exponer sus diferencias en detalle, estos casos son estudiados
de forma separada. Cuando n = N se obtienen dos familias de subálgebras de Lie �jas por menos
la anti-involución. Damos además una realización geométrica de ellas, concluyendo que una de las
familias es una subálgebra de Lie de tipo �ortogonal� y la otra es una subálgebra de Lie de tipo
�simpléctico�. Por otro lado, cuando n < N , se hallan dos familias de subálgebras �jas por menos
la anti-involución. Por medio de una realización geométrica concluimos que una de las familias ob-
tenidas es una subálgebra de Lie de tipo �ortogonal� y la otra es una subálgebra de Lie de tipo
�ortosimpléctico�.

En la segunda parte, nos focalizamos en el estudio de las subálgebras de tipo �ortogonal� y
�simpléctico� halladas para el caso n = N , puntualmente la clasi�cación y realización de los módulos
irreducibles de peso máximo cuasi�nitos.

Palabras claves: Teoría de representación, álgebras de Lie, módulos cuasi�nitos.
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Abstract

In this thesis we characterize the irreducible quasi�nite highest weight modules of some subal-
gebras of the Lie algebra of matrix quantum pseudodi�erential operators N ×N .

First, we present obtained results, giving a complete description of the anti-involutions preserving
the principal gradation. We obtain, up to conjugation, two families of anti-involutions for some
parameter n with di�erent results when n = N and n < N . With the intention of describing their
di�erences in detail, these cases are studied separately. When n = N we obtain two families of
Lie subalgebras �xed by minus the anti-involution. We also give a geometric realization of them,
arriving at the conclusion that one of the families is a Lie subalgebra of �orthogonal� type and
the other is a Lie subalgebra of �symplectic� type. On the other hand, when n < N , we �nd two
subalgebras �xed by minus the anti-involution. By means of a geometric realization we conclude
that one of the families is a Lie subalgebra of �orthogonal� type and the other a Lie subalgebra of
�orthosymplectic� type.

In the second part of this thesis, we focus on the study of the �orthogonal� and �symplectic� type
subalgebras found for the case n = N , speci�cally the classi�cation and realization of the irreducible
quasi�nite highest weight modules.

Key words: Representation theory, Lie algebras, quasi�nite modules.

2010 Mathematics subject Classi�cation: 06B15, 17B10, 17B70.
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[m]

∞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2. Subálgebras del álgebra de Lie Sq,N 21

2.1. Anti-involuciones del álgebra de Lie Sq,N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.2. Caso n = N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

ix



2.2.1. Subálgebras de Lie de Sq,N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.2.2. Generadores de Sε,r,Nq,N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.2.3. Realización geométrica de σ±,r,N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.3. Caso n < N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.3.1. Subálgebras de Lie de Sq,N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.3.2. Generadores de S±,nq,N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.3.3. Realización geométrica de σ±,n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3. Representaciones irreducibles cuasi�nitas de peso máximo de Sσ,Nq,N 43

3.1. Subálgebras parabólicas de Sσ,Nq,N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.2. Caracterización de módulos de peso máximo cuasi�nitos de Ŝσ,Nq,N . . . . . . . . . . . 47
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Introducción

Las álgebras W -in�nito surgen naturalmente en varias teorías físicas, como en la teoría de
campos conformes, la teoría del efecto de Hall cuántico, etc. El álgebra W1+∞, que es la extensión
central del álgebra de Lie D de operadores diferenciales en el círculo, es la fundamental entre éstas
álgebras. Las representaciones del álgebra de LieW1+∞ fueron estudiadas por primera vez en [KR1],
donde se caracterizaron sus representaciones cuasi�nitas irreducibles de peso máximo. Al �nal del
artículo, resultados similares fueron encontrados para la extensión central del álgebra de Lie de
pseudo-operadores diferenciales cuánticos Ŝq, que es el análogo cuántico del álgebra W1+∞.

En [KWY], fue probado que hay esencialmente, salvo conjugación, dos anti-involuciones σ± en
D, que preservan la graduación principal. Estos resultados fueron extendidos al caso matricial en
[BL01], donde se dio una descripción completa de las anti-involuciones del álgebra DN de operadores
diferenciales matriciales N ×N en el círculo, que preservan la Z-graduación principal.

Análogamente, en [BL05] se probó la existencia de una familia de anti-involuciones σε,k en Sq
(ε = ±1, k ∈ Z), salvo conjugación, que preservan la graduación principal. En parte, el objetivo de
esta tesis es extender estos resultados al caso matricial, donde el panorama global parece ser más
rico y complejo.

Este trabajo está organizado en tres capítulos. En el primero de ellos se introducen los conceptos a
utilizar a lo largo de esta tesis. En la primer Sección se dan una serie de de�niciones y construcciones
básicas sobre teoría general de representaciones cuasi�nitas de álgebras de Lie. En la segunda, se
puede encontrar una descripción de las representaciones de peso máximo cuasi�nitas irreducibles

del álgebra de Lie ĝ`
[m]

∞ y sus subálgebras clásicas. Las dos Secciones siguientes se basan en los
trabajos [BL02] y [BL05]. En él se de�nen los conceptos de álgebra de Lie de operadores pseudo
diferenciales cuánticos y su versión matricial. Se exponen los principales resultados conocidos y
las caracterizaciones de módulos irreducibles de peso máximo de cada una de estas álgebras, para
continuar con un análisis más profundo del caso matricial en capítulos posteriores.

En el Capítulo 2, basado en [BB], damos una descripción completa de las anti-involuciones del
álgebra Sq,N de N × N operadores pseudodiferenciales cuánticos que preservan la Z-graduación
principal. Obtenemos, salvo conjugación, dos familias de anti-involuciones que dependen de varios
parÃ½metros, uno de los cuales es un natural n ≤ N . Los resultados son notablemente diferentes
cuando n = N y n < N . Con el objetivo de exponer sus diferencias en detalle, son estudiados
de forma separada en las Secc. 2.2 y 2.3 respectivamente. En la Secc. 2.2, las anti-involuciones
generan dos familias Sε,r,Nq,N de subálgebras de Lie (ε = ±1, r, k ∈ Z) �jas por −σε,r,N . Luego damos

una realización geométrica de σε,r,N , concluyendo que S+,r,Nq,N es una subálgebra de Sq,N de tipo

ortogonal y S−,r,Nq,N es una subálgebra de Sq,N de tipo simpléctico. En la Secc. 2.3, las familias σε,n,
con 1 ≤ n < N generan dos familias de subálgebras Sε,nq,N (ε = ±1) �jas por −σε,n. Damos también la

xi



realización geométrica de σε,n, concluyendo que S+,nq,N es una subálgebra de Sq,N de tipo o(n,N −n)

y S−,nq,N es una subálgebra de Sq,N de tipo osp(n,N − n).

Por último el Capítulo 3, basado en un artículo en preparación [BB2], se centra en la continuación
del estudio de las subálgebras halladas en el Capítulo 2, puntualmente la clasi�cación y realización
de los módulos irreducibles de peso máximo cuasi�nitos. Nos centraremos en las subálgebras �jas
por anti-involuciones obtenidas para el caso n = N .

xii



Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo se exponen las de�niciones y resultados básicos de la teoría de representaciones
de álgebras de Lie que se utilizarán en los capítulos subsiguientes. En la primera Sección se desa-
rrollará un enfoque general sobre la teoría de representaciones de peso máximo cuasi�nitas sobre
un álgebra de Lie g compleja Z-graduada. Más adelante se describirán las representaciones de peso

máximo cuasi�nitas irreducibles del álgebra de Lie ĝ`
[m]

∞ y sus subálgebras de Lie clásicas.

1.1. Representaciones cuasi�nitas de álgebras de lie Z-graduadas

La teoría general expuesta a continuación sobre representaciones de peso máximo cuasi�nitas
sobre un álgebra de Lie g compleja Z-graduada fue desarrollada por J. Liberati y V. Kac. Todos los
resultados de esta Sección pueden ser hallados en [KL].

Sea g un álgebra de Lie compleja Z-graduada:

g = ⊕j∈Zgj , [gi, gj ] ⊂ gi+j ;

donde gi no necesariamente posee dimensión �nita y sea g± = ⊕j>0g±j . Una subálgebra p de g es
llamada parabólica si contiene a g0 ⊕ g+ como una subálgebra propia, esto es

p = ⊕j∈Zpj , donde pj = gj para j ≥ 0 y pj 6= 0 para algún j < 0.

Se asumen las siguientes propiedades para g:

(P1) g0 es conmutativa,

(P2) si a ∈ g−k para k > 0 y [a, g1] = 0, entonces a = 0.

Lema 1.1.1. Sea p una subálgebra parabólica de g. Si p−k 6= 0 con k > 0, entonces p−k+1 6= 0.

Demostración. Si p−k+1 = 0, entonces [p−k, g1] = 0, esto es, para todo a ∈ p−k es [a, g1] = 0 y
usando (P2), resulta que a = 0.

Dado a ∈ g−1, a 6= 0, se de�ne pa = ⊕j∈Zpaj , donde paj = gj para todo j ≥ 0 y

pa−1 =
∑

[· · · [[a, g0], g0], · · · ], pa−k−1 = [pa−1, p
a
−k]. (1.1)

1



2 CAPÍTULO 1. Preliminares

Lema 1.1.2. a) pa es la subálgebra parabólica minimal que contiene a a.

b) ga0 := [pa, pa] ∩ g0 = [a, g1].

Demostración. Se probará primero que pa es una subálgebra. Por inducción en k veamos que
[pa−k, p

a
−l] ⊆ pa−l−k (k, l > 0):

[pa−k, p
a
−l] = [[(pa−1)

k−1, pa−1], (p
a
−1)

l]

= [[(pa−1)
k−1, (pa−1)

l], pa−1] + [(pa−1)
k−1[pa−1, (pa−1)

l]]

⊆ [(pa−1)
l+k−1, pa−1] + [(pa−1)

k−1, (pa−1)
l+1]

⊆ (pa−1)
k+l.

Además [pa−k, gm] ⊆ pam−k (m > k) ya que por inducción en k tenemos

[pa−k, gm] = [[(pa−1)
k−1, pa−1], gm]

= [[(pa−1)
k−1, gm], pa−1] + [(pa−1)

k−1, [pa−1, gm]]

⊆ [pam−k+1, p
a
−1] + [(pa−1)

k−1, gm−1].

⊆ pam−k.

Finalmente es obvia la minimalidad, con lo que hemos probado a).

b) Para todo k > 1 :

[pa−k, gk] = [[(pa−1)
k−1, gk], p

a
−1] + [(pa−1)

k−1, [pa−1, gk]]

⊆ [g1, p
a
−1] + [(pa−1)

k−1, gk−1].

Luego, por inducción, ga0 = [g1, p
a
−1]. Sin embargo,

[g1, p
a
−1] = linearspan{[· · · [[a, c1], c2], · · · ], x] : ci ∈ g0, x ∈ g1} (por (P1))

= linearspan{[a[c1, · · · [ck−1, [ck, x] · · · ]]] : ci ∈ g0, x ∈ g1}
= [a, g1].

con lo que el lema queda probado.

De�nición 1.1.3. a) Una subálgebra parabólica p es llamada no-degenerada si p−j tiene codi-
mensión �nita en g−j , para todo j > 0.

b) Un elemento a ∈ g−1 es llamado no-degenerado si pa es no degenerada.

Para comenzar con el estudio de la representaciones cuasi�nitas sobre g, son necesarias las
siguientes de�niciones.

Un g-módulo V es llamado Z-graduado si V = ⊕j∈ZVj y giVj ⊂ Vi+j . Un g-módulo V, Z -
graduado es llamado cuasi�nito si dimVj <∞ para todo j.

Dado λ ∈ g∗0, un módulo de peso máximo con peso λ es un g-módulo V (g, λ), Z-graduado
generado por un vector de peso máximo vλ ∈ V (g, λ)0 que satisface

hvλ = λ(h)vλ (h ∈ g0), g+vλ = 0. (1.2)



1.2. El álgebra de Lie ĝ`
[m]

∞ y sus subálgebras clásicas 3

Un vector no nulo v ∈ V (g, λ) es llamado singular si g+v = 0.

El módulo de Verma sobre g es de�nido de la manera usual:

M(g, λ) = U(g)⊗U(g0⊕g+) Cλ (1.3)

donde Cλ es el (g0 ⊕ g+)-módulo de dimensión 1 dado por h 7→ λ(h) si h ∈ g0, g+ 7→ 0, y la acción
de g es inducida por la multiplicación a izquierda en U(g). De aquí en adelante U(g) denotará el
álgebra universal envolvente de g.

En este contexto, todo módulo de peso máximo V (g, λ) es un módulo cociente de M(g, λ) y el
módulo irreducible L(g, λ) es el cociente de M(g, λ) por el submódulo graduado propio maximal.

Sea p = ⊕j∈Zpj una subálgebra parabólica de g y sea λ ∈ g∗0 tal que λ|g0∩[p,p] = 0. Entones el
(g0⊕g+)-módulo Cλ se extiende a un p-módulo permitiendo que pj actúe por 0 para j < 0, y puede
construirse un módulo de peso máximo

M(g, p, λ) = U(g)⊗U(p) Cλ

llamado el módulo de Verma generalizado. Es claro que todos estos módulos de peso máximo son
graduados.

También se requiere la siguiente condición para g :

(P3) Si p es una subálgebra parabólica no-degenerada de g, entonces existe un elemento no
degenerado a tal que pa ⊆ p.

Teorema 1.1.4. Sea g un álgebra de Lie Z-graduada que cumple (P1), (P2) y (P3). Las siguientes
condiciones en λ ∈ g∗0 son equivalentes:

(1) M(g; λ) contiene un vector singular avλ ∈M(g;λ)−1,donde a ∈ g−1 es no degenerado;

(2) Existe un elemento no degenerado a ∈ g−1, tal que
λ ([g1, a]) = 0;

(3) L(g;λ) es cuasi�nito;

(4) Existe un elemento no degenerado a ∈ g−1, tal que L(g;λ) es el cociente irreducible del módulo
de Verma generalizado M(g, p a, λ).

Demostración. (1) ⇒ (4) Denotamos por avλ el vector singular, donde a ∈ g−1, entonces (4) vale
para este a particular. La prueba de (4)⇒ (3) es inmediata. Finalmente, L(g;λ) cuasi�nito implica
dim(g−1 · vλ) < ∞ entonces existe a ∈ g−1 tal que avλ = 0 en L(g;λ), entonces 0 = g1.(avλ) =
a(g1.vλ) + [g1, a]vλ = λ([g1, a])vλ, resultando (3)⇒ (2)⇒ (1).

1.2. El álgebra de Lie ĝ`
[m]

∞ y sus subálgebras clásicas

A continuación se dará una descripción de las representaciones de peso máximo cuasi�nitas

irreducibles del álgebra de Lie ĝ`
[m]

∞ y sus subálgebras de Lie clásicas de tipo B,C yD. Los contenidos
de esta sección pueden ser encontrados por ejemplo en [KR2], [FKRW] y [KWY].



4 CAPÍTULO 1. Preliminares

1.2.1. El álgebra de Lie ĝ`
[m]

∞

Dada el álgebra polinomial C[u], denotemos Rm = C[u]/(um+1) al álgebra cocientada por el ideal
generado por um+1 (m ∈ Z≥0). Sea 1 el elemento identidad en Rm. Denotamos g`[m]

∞ al álgebra de
Lie compleja de todas las matrices in�nitas (ai,j)i,j∈Z con entradas en Rm con sólo una cantidad
�nita de diagonales no nulas. Ei,j denotará la matriz in�nita con 1 en la entrada (i, j) y 0 en el

resto. Existe un automor�smo natural ν de g`[m]
∞ dado por

ν(Ei,j) = Ei+1,j+1. (1.1)

Dado Ei,j , sea j − i su peso. Esto de�ne la Z-graduación principal g`
[m]
∞ = ⊕j∈Z(g`

[m]
∞ )j . La

extensión central ĝ`
[m]

∞ = g`
[m]
∞ ⊕Rm de g`[m]

∞ está dada por el siguiente 2-cociclo con valores en Rm:

C(A,B) = Tr([J,A]B), (1.2)

donde J =
∑

i≤0Ei,i. La Z-graduación del álgebra de Lie g`[m]
∞ se extiende a ĝ`

[m]

∞ tomando el peso
de Rm como 0. En particular, posee una descomposición triangular,

ĝ`
[m]

∞ = (ĝ`
[m]

∞ )− ⊕ (ĝ`
[m]

∞ )0 ⊕ (ĝ`
[m]

∞ )+, (1.3)

donde
(ĝ`

[m]

∞ )± = ⊕j∈N(ĝ`
[m]

∞ )±j y (ĝ`
[m]

∞ )0 = (g`[m]
∞ )0 ⊕Rm. (1.4)

Dada λ ∈ (ĝ`
[m]

∞ )∗0, denotamos

ci = λ(ui), (1.5)
aλ

(i)
j = λ(uiEj,j),

aH
(i)
j = uiEj,j − uiEj+1,j+1 + δj,0ci,

ah
(i)
j = aλ

(i)
j −

aλ
(i)
j+1 + δj,0ci,

donde j ∈ Z y 0 ≤ i ≤ m. Sea L(ĝ`
[m]

∞ , λ) el ĝ`
[m]

∞ -módulo de peso máximo irreducible con peso

máximo λ. Los aλ(i)j son llamados etiquetas y ci son las cargas centrales de L(ĝ`
[m]

∞ , λ).

1.2.2. El álgebra de Lie b[m]
∞

Consideremos el espacio vectorial Rm[t, t−1] y tomemos la base sobre Rm dada por vi = t−i,
i ∈ Z y la siguiente forma C-bilineal en Rm[t, t−1]:

B±(umvi, u
nvj) = um(−u)−n(±1)iδi,−j . (1.6)

Denotemos b̄−[m]
∞ (resp. b̄+[m]

∞ ) a la subálgebra de Lie que preserva la forma bilineal B−(·, ·) (resp.
B+(·, ·)). Entonces

b̄+[m]
∞ = {(ai,j(u))i,j∈Z ∈ g`[m]

∞ : ai,j(u) = −a−j,−i(−u)},
b̄−[m]
∞ = {(ai,j(u))i,j∈Z ∈ g`[m]

∞ : ai,j(u) = (−1)1+i+ja−j,−i(−u)}.
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Denotemos b[m]
∞ = b̄

−[m]
∞ ⊕Rm (resp. b̃[m]

∞ = b̄
+[m]
∞ ⊕Rm) a la extensión central de b̄−[m]

∞ (resp. b̄+[m]
∞ )

dada por la restricción del 2-cociclo (1.2) de�nido en g`[m]
∞ , restringido a b̄−[m]

∞ (resp. b̄+[m]
∞ ). Luego

las subálgebras b[m]
∞ y b̃[m]

∞ heredan de ĝ`
[m]

∞ la Z-graduación principal y la descomposición triangular
(ver [KR2] y [FKRW] para notación),

b[m]
∞ = ⊕j∈Z(b[m]

∞ )j , b[m]
∞ = (b[m]

∞ )+ ⊕ (b[m]
∞ )0 ⊕ (b[m]

∞ )−,

b̃[m]
∞ = ⊕j∈Z(b̃[m]

∞ )j , b̃[m]
∞ = (b̃[m]

∞ )+ ⊕ (b̃[m]
∞ )0 ⊕ (b̃[m]

∞ )−

Notemos que el álgebra de Lie b̃[m]
∞ es isomorfa a b[m]

∞ . En particular, cuando m = 0, tenemos la
subálgebra de Lie usual g`∞ denotada por b∞ (ver [K]) (resp. b̃∞, ver [W]). Dada λ ∈ (b

[m]
∞ )∗0,

denotamos L(b
[m]
∞ , λ) al módulo de peso máximo irreducible sobre b[m]

∞ con peso máximo λ.

Para cada λ ∈ (b
[m]
∞ )∗0, tenemos

ci = λ(ui), (1.7)
bλ

(j)
0 = λ(2ujE0,0) (j impar),

bλ
(j)
i = λ(ujEi,i − (−u)jE−i,−i),

bH
(j)
i = ujEi,i − ujEi+1,i+1 + (−u)jE−i−1,−i−1 − (−u)jE−i,−i,

bH
(j)
0 = 2(ujE0,0 − ujE−1,−1 − ujE1,1) + uj , (j par),

bH
(j)
0 = (2ujE0,0 − ujE−1,−1 − ujE1,1) + uj , (j impar),

bh
(j)
i = λ(bH

(j)
i ) = bλ

(j)
i −

bλ
(j)
i+1,

bh
(j)
0 = λ(bH

(j)
0 ) = −2 bλ

(j)
1 + 2cj (j par),

bh
(j)
0 = λ(bH

(j)
0 ) = bλ

(j)
0 −

bλ
(j)
1 + cj (j impar),

donde i ∈ N y 0 ≤ j ≤ m. Los bλ
(i)
j son llamados etiquetas y los ci son las cargas centrales de

L(b
[m]
∞ , λ) ó L(b̃

[m]
∞ , λ).

1.2.3. El álgebra de Lie c[m]
∞

Sea ahora la C-forma bilineal en Rm[t, t−1] dada por

C(umvi, u
nvj) = um(−un)(−1)iδi,1−j . (1.8)

c̄
[m]
∞ denotará la subálgebra de Lie de g`[m]

∞ que preserva la forma bilineal C( , ). Luego

c̄[m]
∞ = {(aij(u))i,j∈Z ∈ g`[m]

∞ | aij(u) = (−1)i+j+1a1−j,1−i(−u) } .

Se denotará por c[m]
∞ = c̄

[m]
∞ ⊕ Rm a la extensión central de c̄[m]

∞ dada por la restricción del

2-cociclo (1.2), de�nido en g`
[m]
∞ . Esta subálgebra hereda de ĝ`

[m]

∞ la Z-graduación principal y la
descomposición triangular,

c[m]
∞ = ⊕j∈Z(c[m]

∞ )j c[m]
∞ = (c[m]

∞ )+ ⊕ (c[m]
∞ )0 ⊕ (c[m]

∞ )− .
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En particular cuando m = 0, tenemos la subálgebra de Lie usual de ĝ`∞, denotada por c∞.

Dado λ ∈ (c
[m]
∞ )∗0, denotamos por L(c

[m]
∞ ;λ) al c[m]

∞ -módulo irreducible de peso máximo λ. Para

cada λ ∈ (c
[m]
∞ )∗0, tenemos:

ci = λ(ui),

cλ
(i)
j = λ(uiEj, j − (−u)iE1−j, 1−j),

cH
(i)
j = uiEj,j − ujEj+1,j+1 + (−u)iE−j,−j − (−u)iE1−j,1−j , (1.9)

cH
(i)
0 = (uiE0,0 − uiE1,1) + ui, (i par)

ch
(i)
j = cλ

(i)
j −

cλ
(i)
1+j ,

ch
(i)
0 = −cλ(i)1 + ci (i par)

donde j ∈ N e i = 0, · · · ,m.

Se llamará a los cλ
(i)
j las etiquetas y a las ci las cargas centrales de L(c

[m]
∞ , λ).

1.2.4. El álgebra de Lie d[m]
∞

Por último, sea la siguiente forma C-bilineal en Rm[t, t−1]:

D(umvi, u
nvj) = um(−u)nδi,1−j . (1.10)

Denotaremos d[m]
∞ a la subálgebra de Lie de g`[m]

∞ que preserva la forma bilineal D(·, ·). Tenemos

d̄[m]
∞ = {(ai,j(u))i,j∈Z ∈ g`[m]

∞ : ai,j(u) = −a1−j,1−i(−u)}.

Denotemos d[m]
∞ = d̄

[m]
∞ ⊕Rm a la extensión central de d̄[m]

∞ dada por la restricción del 2-cociclo (1.2),

de�nido en g`
[m]
∞ . Esta subálgebra hereda de ĝ`

[m]

∞ la Z-graduación principal y la descomposición
triangular

d[m]
∞ = ⊕j∈Z(d[m]

∞ )j , d[m]
∞ = (d[m]

∞ )+ ⊕ (d[m]
∞ )0 ⊕ (d[m]

∞ )−.

En particular cuandom = 0, tenemos la subálgebra de Lie usual g`∞ denotada d∞. Dado λ ∈ (d
[m]
∞ )∗0,

denotamos L(d
[m]
∞ , λ) al d[m]

∞ -módulo irreducible de peso máximo λ.

Para cada λ ∈ (d
[m]
∞ )∗0, tenemos

ci = λ(ui), (1.11)
dλ

(j)
i = λ(ujEi,i − (−u)jE1−i,1−i),

dH
(j)
i = ujEi,i − ujEi+1,i+1 + (−u)jE−i,−i − (−u)jE1−i,1−i,

dH
(j)
0 = ((−u)jE0,0 + (−u)jE−1,−1 − ujE2,2 − ujE1,1) + 2uj ,

dh
(j)
i = λ(dH

(j)
i ) = dλ

(j)
i −

dλ
(j)
i+1,

dh
(j)
0 = λ(dH

(j)
0 ) = −dλ(j)1 −

dλ
(j)
2 + 2cj ,

donde i ∈ N y 0 ≤ j ≤ m. Los dλ
(i)
j son llamados etiquetas y los ci son las cargas centrales de

L(d
[m]
∞ , λ).
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1.3. Álgebra de Lie de operadores pseudo diferenciales cuánticos

En esta Sección se expondrán de�niciones y nociones básicas sobre álgebras de Lie de operadores
pseudo diferenciales cuánticos, que serán utilizados a lo largo de esta Tesis. Los resultados expuestos,
hallados por C. Boyallian y J. Liberati, pueden ser encontrados junto con un estudio en mayor
profundidad de las caracterizaciones de estas álgebras en [BL05].

1.3.1. Anti-involuciones del álgebra de Lie Sq

Consideremos C[z, z−1] el álgebra de polinomios de Laurent en una variable y q ∈ C×. Denotamos
Saq al álgebra asociativa de operadores cuánticos pseudo-diferenciales. Explícitamente, sea Tq el
operador en C[z, z−1] dado por

Tqf(z) = f(qz),

donde q ∈ C× = C\{0}. Podemos escribir a un elemento de Saq como combinación lineal de
operadores de la forma zkf(Tq), donde f es un polinomio de Laurent en Tq. El producto en Saq está
dado por

(zmf(Tq))(z
kg(Tq)) = zm+kf(qkTq)g(Tq). (1.1)

Ahora sea Sq el álgebra de Lie obtenida de Saq tomando el conmutador usual. Sea S ′q = [Sq,Sq].
Sea:

Sq = S ′q
⊕

CT 0
q (suma directa de ideales).

La teoría de representaciones de Sq se reduce entonces a la de S ′q. Tomando la forma traza
tr0(

∑
j cjw

j) = c0, obtenemos el siguiente 2-cociclo en Sq,N

ψ(zmf(Tq), z
ng(Tq)) = δm,−nmtr0(f(q−mTq)g(Tq)), (1.2)

donde m, n ∈ Z, f, g ∈ C[w,w−1]. Sea

Ŝq = S ′q + CC (1.3)

la extensión central de S ′q correspondiente al cociclo (1.2).

Los elementos zkTmq (k, m ∈ Z) forman una base de Sq. De�nimos el peso en Sq,N por

wt zkf(Tq) = k, wtC = 0. (1.4)

Esto da la Z-graduación principal de Saq , Sq y Ŝq,

Ŝq =
⊕
j ∈Z

(Ŝq)j , Saq =
⊕
j ∈Z

(Saq )j .

Una anti-involución σ de Saq es un automor�rsmo anti-involutivo de Saq , i.e., σ2 = Id, σ(ax +
by) = aσ(x) + bσ(y) y σ(xy) = σ(y)σ(x), para todo a, b ∈ C y x, y ∈ Saq . De ahora en adelante
asumiremos |q| 6= 1.
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Proposición 1.3.1. Cualquier anti-involución σ̇ de Saq que preserva la Z-graduación principal es
de la siguiente forma

σ̇A,B,r(z) = AzT rq y σ̇A,B,r(Tq) = BT−1q ,

con r ∈ Z y A, B ∈ C× tales que A2Br = qr.

Demostración. Dado que σ̇ preserva la Z-graduación principal podemos asumir que σ̇(z) = zf(Tq)
y σ̇(Tq) = g(Tq), donde f, g ∈ C[w,w−1]. Ahora, dado que Tq es un elemento inversible del álgebra,
también lo es g(Tq), y por lo tanto es de la forma g(Tq) = BT lq para algún B ∈ C− 0 y l ∈ Z. De
manera similar, f(Tq) = AT rq con A ∈ C− 0 y r ∈ Z. Haciendo uso de que σ̇2 = Id tenemos que

1 = f(g(Tq))f(Tq) y Tq = g(g(Tq)).

Combinando la segunda ecuación y la expresión de g(Tq) obtenemos que Tq = Bl+1T l
2

q . Podemos
entonces deducir que: l = 1, B = ±1 ó l = −1 y B ∈ C. Utilizando ahora la primer ecuación y la
expresión de f(Tq) tenemos que 1 = A2BrqlrT

(l+1)r
q , y por lo tanto (l + 1)r = 0. Si l = 1, entonces

A = ±1. Dado que q no es una raíz de unidad, es fácil veri�car que éstos no son anti-automor�smos.
Por lo tanto, l = −1 y hemos �nalizado la prueba.

Se puede ver fácilmente que, para h ∈ C[w,w−1],

σ̇A,B,r(z
nh(Tq)) = Anq(n(n−1)r)/2znh(Bq−nT−1q )Tnrq . (1.5)

Dado s ∈ C, denotemos θs el automor�smo de Sq dado por θs(a) = z−sazs, con a ∈ Sq. Utilizando
(1.5), obtenemos

θsσ̇A,B,rθ−s = σ̇q−srA,q2sB,r. (1.6)

Denotemos SA,B,rq a la subálgebra de Lie de Sq �ja por −σA,B,r, explícitamente

SA,B,rq = {a ∈ Sq|σ̇A,B,r(a) = −a}.

Dado que σA,B,r preserva la Z-graduación principal de Saq , la subálgebra SA,B,rq hereda la

Z-graduación principal de Sq: SA,B,rq =
⊕

j ∈Z(SA,B,rq )j , donde (SA,B,rq )j = {zjf(Tq)|f(w) ∈
C[w,w−1] y σ̇A,B,r(zjf(Tq)) = −zjf(Tq)}.

Se sigue de esto el siguiente lema.

Lema 1.3.2. El álgebra de Lie SA,B,rq para valores arbitrarios de A y B es isomorfa a Sε,q,rq , donde
ε es 1 ó −1.

Notaremos a partir de ahora σ̇ε,r y Sε,rq en lugar de σ̇ε,q,r y Sε,q,rq . De ahora en adelante r será
par.

Denotemos C[w,w−1]ε,j (donde ε = 1 ó ε = −1 ) al conjunto de polinomios de Laurent tales que
f(w−1) = −(ε)jf(w). Se procederá ahora a dar una descripción completa de (Sε,rq )j .

Lema 1.3.3. Tenemos que

(Sε,rq )j = {zj(q(j−1)/2Tq)rj/2f(q(j−1)/2Tq)|f(w) ∈ C[w,w−1]ε,j}. (1.7)
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Demostración. Por (1.5), un elemento de (Sε,rq )j es de la forma zjh(Tq) ∈ Sq,

zjh(Tq)− σ̇ε,r(zjh(Tq)) = zj(h(Tq)− (ε)j(q(j−1)/2Tq)
rjh(q−j+1T−1q ))

= zj(q(j−1)/2Tq)
rj/2f(q(j−1)/2Tq)

con f(w) = h(q(−j+1)/2w)w−jr/2−(ε)jh(q(−j+1)/2w−1)wjr/2. Se puede probar fácilmente que f(w−1) =
−(ε)jf(w), completando la prueba.

Como consecuencia de este lema tenemos que

B = {zj(q(j−1)/2Tq)rj/2((q(j−1)/2Tq)m − (ε)j(q(j−1)/2Tq)
−m)|j ∈ Z, m ∈ N}

forma una C-base de (Sε,rq ) si ε = 1 y B ∪ {zj(q(j−1)/2Tq)rj/2} es una base si ε = −1.

Denotamos nuevamente Ψ a la restricción del 2-cociclo en (1.2) a Sε,rq , explícitamente

Ψ(zm(q(m−1)/2Tq)
rm/2f(q(m−1)/2Tq), z

n(q(n−1)/2Tq)
rn/2g(q(n−1)/2Tq)) =

δm,−nmtr0(f(q(m−1)/2w)g(q(−m−1)/2w)),

donde zm(q(m−1)/2Tq)
rm/2f(q(m−1)/2Tq) y zn(q(n−1)/2Tq)

rn/2g(q(n−1)/2Tq) están en Sε,rq . Denotemos

Ŝε,rq la extensión central de Sε,rq por CC que corresponde al 2 cociclo Ψ. Ŝε,rq es una subálgebra de
Lie de Ŝq por de�nición.

1.3.2. Caracterización de cuasi�nitud de HWMs de Ŝε,rq

Tomemos una subálgebra parabólica de Ŝε,rq , explícitamente, una subálgebra de la siguiente
forma

p = ⊕j∈Zpj , where pj = (Ŝε,rq )j and pj 6= 0 for some j > 0.

Para cada j ∈ Z tenemos que

p−j = {z−j(q(−j−1)/2Tq)−jr/2f(q(−j−1)/2Tq) : f ∈ I−j},

donde I−j es un subespacio de C[w,w−1]ε,j . Dado f(w) ∈ C[w,w−1]ε,0 y p(w) ∈ C[w,w−1]ε,j tenemos

que [f(q−1/2Tq), z
−n(q(−n−1)/2Tq)

−nr/2p(q(−n−1)/2Tq)] ∈ Ŝε,rq , calculando

[f(q−1/2Tq), z
−n(q(−n−1)/2Tq)

−nr/2p(q(−n−1)/2Tq)] (1.8)

donde g(w) = f(q−n/2Tq) − f(qn/2Tq). Luego, tenemos que si p(w) ∈ I−n, entonces p(w) multi-
plicado por cualquier polinomio de Laurent en C[w,w−1]0 pertenece a I−n. Esto implica que I−n
es un C[w,w−1]0-submódulo de C[w,w−1]ε,n, donde C[w,w−1]ε,n es considerado como un módulo
multiplicativo sobre C[w,w−1]0.
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Utilizaremos ahora el siguiente hecho: todo C[w,w−1]ε,0-submódulo no nulo de C[w,w−1]ε,j es
un submódulo libre de rango 1 generado por un polinomio de Laurent mónico (es decir que el
coe�ciente del monomio de mayor grado es 1). Denotemos por bεn a dicho generador de I−n si
I−n 6= 0 y bεn(w) = 0 si I−n = 0. Llamamos a bεn al polinomio característico de p.

Procederemos ahora a chequear las condiciones (P1), (P2) y (P3) enunciadas en la Sección 1.1

para Ŝε,rq . La condición (P1) se satisface trivialmente ya que

(Sε,rq )0 = {h(q−1/2Tq) : h(w−1) = h(w)}

es abeliano. Probaremos ahora (P2).

Lema 1.3.4. Si a ∈ (Sε,rq )−j , (j > 0) es tal que [a, (Sε,rq )1] = 0, entonces a = 0.

Demostración. Sea a ∈ (Sε,rq )−j , (j > 0), entonces a = z−j(q(−j−1)/2Tq)
−jr/2h(q(−j−1)/2Tq) con

h(w−1) = −εjh(w). Tomemos un elemento arbitrario de (Sε,rq )1, explícitamente, z(Tq)r/2g(Tq) con
g(w−1) = −εg(w). Luego,

0 = [z−j(q(−j−1)/2Tq)
−jr/2h(q(−j−1)/2Tq), z(Tq)

r/2g(Tq)]

= z−j+1(q−j/2Tq)
(−j+1)r/2)(h(q−j+1Tq)g(Tq)− h(q(−j−1)/2)g(q−jTq))

= z−j+1(q−j/2Tq)
(−j+1)r/2f(q−j/2Tq)

con f(Tq) = h(q1/2Tq)g(qj/2Tq)−h(q−1/2Tq)g(q−j/2Tq). Supongamos que h(w) = anw
n+términos de grado menor,

con an 6= 0 y tomemos g(w) = wm − εw−m con n 6= −mj, entonces

0 = f(w) = an(q(n+mj)/2 − q(−n−mj)/2)wm+n + términos de grado menor

lo cual es una contradicción, por lo cual a = 0.

El siguiente Lema será de utilidad para probar la propiedad (P3).

Lema 1.3.5. Sea {bεn : n ∈ N} la sucesión de polinomios característicos de una subálgebra parabólica

p del álgebra de Lie Ŝε,rq . Entonces

(1) bεn(w) ∈ C[w,w−1]ε,n;

(2) bεn(w) divide a

(q(−n−1)/2w − εq(n+1)/2w−1)((q−1 − 1)q1/2w − ε−n−1(q − 1)q−1/2w−1)bεn+1(q
−1/2w);

(3) bεn+m(w) divide a (qm/2 − q−m/2)(w + ε−nw−1)bεm(qn/2w);

(4) p−n 6= 0 para todo n ∈ N.
En particular, todos los bεn(w) son no nulos.

Demostración. La parte (1) es consecuencia de la de�nición de polinomio característico. Calculando

[z(Tq)
r/2(Tq − εT−1q ), z−n−1(q−n/2−1Tq)

(−n−1)r/2bεn+1(q
−n/2−1Tq)]

= z−n(q(−n−1)/2Tq)
−nr/2((q−n−1Tq − εqn+1T−1q )bεn+1(q

−n/2−1Tq)− (Tq − εT−1q )bεn+1(q
−n/2Tq))
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podemos ver que bεn(q(−n−1)/2w) divide a

(q−n−1w − εqn+1w−1)bεn+1(q
−n/2−1w)− (w − εw−1)bεn+1(q

−n/2w)). (1.9)

De la misma manera, del siguiente conmutador

[z(Tq)
k/2(Tq − εT−1q ), z−n−1(q−n/2−1Tq)

(−n−1)k/2(q−n/2−1Tq − ε−n−1qn/2+1T−1q )bεn+1(q
−n/2−1Tq)]

= z−n(q(−n−1)/2Tq)
−nk/2((q−n−1Tq − εqn+1T−1q )(q−n/2−1Tq − ε−n−1qn/2+1T−1q )bεn+1(q

−n/2−1Tq)

− (Tq − εT−1q )(q−n/2Tq − ε−n−1qn/2T−1q )bεn+1(q
−n/2Tq))

se sigue que bεn(q(−n−1)/2w) divide a

(q−n−1w − εqn+1w−1)(q−n/2−1w − ε−n−1qn/2+1w−1)bεn+1(q
−n/2−1w) (1.10)

− (w − εw−1)(q−n/2w − ε−n−1qn/2w−1)bεn+1(q
−n/2w).

Ahora, de 1.9 y 1.10 podemos ver que bεn(q(−n−1)/2w) divide a

(q−n−1w − εqn+1w−1)((q−1 − 1)q−n/2w − ε−n−1(q − 1)qn/2w−1)bεn+1(q
−n/2−1w).

La parte (3) se demuestra de manera similar a partir de los siguientes conmutadores

[z−n(q(−n−1)/2Tq)
−nr/2bεn(q(−n−1)/2Tq), z

−m(q(−m−1)/2Tq)
−mr/2bεm(q(−m−1)/2Tq)]

y

[z−n(q(−n−1)/2Tq)
−nr/2(q(−n−1)/2Tq − εnq(n+1)/2T−1q )bεn(q(−n−1)/2Tq),

z−m(q(−m−1)/2Tq)
−mr/2bεm(q(−m−1)/2Tq)].

En particular, si bεn+1(w) 6= 0 entonces bεn(w) 6= 0. La parte (4) es consecuencia inmediata de
(2) y (3).

Por el Lema anterior tenemos que una subálgebra parabólica p de Ŝε,rq es no degenerada. Tome-
mos

a = z−1(q−1Tq)
−r/2bε1(q

−1Tq) ∈ p−1, (1.11)

donde bε1 es el primer polinomio característico de p. Entonces pa es, por Lema 1.1.2, la menor
subálgebra parabólica que contiene a a. Utilizando nuevamente el Lema anterior, sabemos que es
no degenerada, y como consecuencia a es no degenerada, y por construcción pa ⊆ p, probando (P3).

Ahora consideremos λ ∈ (Ŝε,rq )∗0. Sea L(λ) = L(Ŝε,rq , λ) el único cociente irreducible de M(λ) =

M(Ŝε,rq , λ). Una funcional λ ∈ (Ŝε,rq )∗0 queda descrita por sus etiquetas 4n = q(n)λ((q−1/2Tq)
n −

q−1/2Tq)
−n), con n ∈ Z, q(n) = qn/2− q−n/2, y la carga central λ(C) = c. Consideremos la siguiente

serie generatriz
4(x) =

∑
n∈Z
4n(x).

Recordemos que un cuasipolinomio es una combinación lineal de funciones de la forma p(x)eαx,
donde p(x) es un polinomio y α ∈ C. Si el polinomio B es par llamamos a P cuasipolinomio par.
Tenemos además la siguiente proposición conocida:
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Proposición 1.3.6. Dado un cuasipolinomio P , y un polinomio B(x) =
∏
i(x − Ai), tomemos

b(x) =
∏
i(x−ai) donde ai = eAi , entonces b(x)(

∑
n∈Z P (n)x−n) = 0 si y sólo si B(d/dx)P (x) = 0.

Tenemos ahora el siguiente teorema importante sobre los módulos de peso máximo irreducibles
cuasi�nitos de Ŝε,rq .

Teorema 1.3.7. Un módulo L(λ) de peso máximo irreducible de Ŝε,rq es cuasi�nito si y sólo si una
de las siguientes condiciones equivalentes se veri�ca.

(a) Existe un polinomio de Laurent mónico bε1(w) ∈ Cε,1[w,w−1] tal que

bε1(x)(4(x)− 2c) = 0 (1.12)

(b) Existe un cuasipolinomio par Pε(x) tal que

Pε(n) = 4n, para n 6= 0 y P (0) = 2c. (1.13)

Demostración. Podemos aplicar el Teorema 1.1.4. Luego, la cuasi�nitud de L(λ) es equivalente a

mostrar que existe un elemento no degenerado a ∈ (Ŝε,rq )−1, tal que λ([(Ŝε,rq )−1, a]) = 0. Tomemos
a como en (1.11). Dado que bε1(w) ∈ Cε,1[w,w−1], entonces tenemos que bε1(w) = am(wm − εw−m +
am−1(w

m−1− εw−m+1) + · · ·+ a1(w− εw−1) + a0(1− ε)) con am 6= 0. Recordemos que una base de

(Ŝε,rq )1 es
B = {z(Tq)r/2(Tnq − εT−nq )|n ∈ N}

si ε = 1 y B ∪ {z(Tq)r/2} si ε = −1. Luego (para todo n),

0 = λ([z(Tq)
r/2(Tnq − εT−nq ), a]) (1.14)

= λ(bε1(Tq)(T
n
q − εT−nq )− (q−nTnq − εqnT−nq )bε1(q

−1Tq)− tr0(bε1(w)(wn − εw−n))C)

= λ

( m∑
j=0

aj((T
j
q − εT−jq )(Tnq − εT−nq )− (q−nTnq − εqnT−nq )(q−jT jq − εqjT−jq )

+ tr0(b
ε
1(w)(wn − εw−n))C

)
=

m∑
j=0

aj

(
q(n+ j)λ((q−1/2Tq)

n+j − (q−1/2Tq)
−n−j)− εq(n− j)λ((q−1/2Tq)

n−j − (q−1/2Tq)
−n+j)

)
− λ(tr0(b

ε
1(w)(wn − εw−n))C)

=

m∑
j=0

aj(4n+j − ε4n−j) + 2εanc.

También tenemos para el caso ε = −1,

0 = λ([z(Tq)
r/2, a]) = λ(bε1(Tq)− bε1(q−1Tq)) = (1.15)

m∑
j=0

ajλ(q(j)((q−1/2Tq)
j)− (q−1/2Tq)

−j)) =

m∑
j=0

aj 4j .
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Multiplicando la última ecuación de (1.14) por xn− εx−n, sumando sobre n ∈ Z≥0, y utilizando
el hecho de que 4n = 4−n y (1.15) cuando ε = −1, tenemos que

0 =

m∑
j=0

aj(x
j − εx−j)4 (x) + 2εbε1(x)c = −εbε1(x)(4(x)− 2c). (1.16)

La equivalencia entre (a) y (b) sigue del hecho de que la Ec. (1.12) vale, si y sólo si multiplicando
ambos lados de esta fórmula por xm esta ecuación también vale, y ahora de�nimos b̃ε(x) = xmbε1(x) ∈
C[x]. Observemos que b̃ε(x)(0) = am 6= 0, y como bε1(x

−1) = −εbε1(x) es fácil ver que si α es una
raíz de b̃ε(x), entonces 1/α también es raíz de b̃ε(x). Ahora podemos aplicar la Proposición 1.3.6 y
como consecuencia de la relación entre las raíces de B y b en esta proposición se sigue que el B(x)
correspondiente a b̃ε(x) es un polinomio par, �nalizando nuestra demostración.

Dado un módulo V cuasi�nito irreducible de peso máximo de Ŝε,rq por Teorema 1.3.7, tenemos
que existe un cuasipolinomio par P (x) que satisface 1.13. Escribiremos

P (x) =
∑
i

pi(x)coshq(e
+
i x) +

∑
j

qj(x)senhq(e
−
j x), (1.17)

con pi(x) (respectivamente qj(x)) polinomios no nulos pares (respectivamente, impares), e+i y e−j
números complejos distintos, coshq(x) = (qx + q−x)/2 y senhq(x) = (qx − q−x)/2. La expresión
en (1.17) es única salvo signo de e+i o un cambio simultáneo de signos de e−j y qj(x). Llamamos
a e+i (respectivamente a e−j ), exponentes de V de tipo par (respectivamente, impar) con multipli-

cidades pi(x)(respectivamente, qj(x)). Siguiendo [KWY], denotamos e+ al conjunto de exponentes
de tipo par con multiplicidad pi(x) y e− al conjunto de exponentes de tipo impar con multiplici-
dad qi(x). Luego, el par (e+; e−) determina unívocamente a V . Denotaremos a este módulo como

L(Ŝε,rq ; e+; e−).

1.4. Álgebra de Lie de operadores pseudo diferenciales matriciales
cuánticos

En esta Sección se expondrán de�niciones y nociones básicas sobre la versión matricial de las
álgebras de Lie de operadores pseudo diferenciales cuánticos. En esta sección se estudiará la ver-
sión matricial de las álgebras de Lie de operadores pseudo diferenciales cuánticos. Un estudio más
exhaustivo sobre sus representaciones puede hallarse en [BL02].

1.4.1. Álgebra de Lie Sq,N

Sea N un entero positivo. De ahora en adelante, notaremos MatNA el álgebra asociativa de
todas las matrices N ×N sobre el álgebra A y Eij la base estándar de MatNC.

Sea Saq,N = Saq ⊗MatNC el álgebra asociativa de todos los operadores matriciales cuánticos
pseudo-diferenciales, explícitamente los operadores en CN [z, z−1] de la forma
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E = ek(z)T
k
q + ek−1(z)T

k−1
q + · · ·+ e0(z), donde ek(z) ∈ MatNC[z, z−1]. (1.1)

Con el objetivo de simpli�car la notación, escribimos los operadores pseudo-diferenciales como
combinación lineal de elementos de la forma zkf(Tq)A, donde f es un polinomio de Laurent, k ∈ Z
y A ∈ MatNC. El producto en Saq,N está dado por

(zmf(Tq)Ei,j)(z
kg(Tq)Er,s) = zm+kf(qkTq)g(Tq)δj,rEi,s. (1.2)

Sea Sq,N el álgebra de Lie obtenida de Saq,N con el corchete usual dado por el conmutador,
explícitamente:

[zmf(Tq)A, z
kg(Tq)B] = zm+k(f(qkTq)g(Tq)AB − f(Tq)g(qmTq)BA). (1.3)

Los elementos zkTmq Eij (k ∈ Z,m ∈ Z+, i, j ∈ {1, · · · , N}) forman una base de Sq,N .

Tomando la forma traza tr0(
∑

j cjw
j) = c0, y denotando tr a la traza usual en MatMC, de�ni-

mos el siguiente 2-cociclo en Sq,N

ψ(zmf(Tq)A, z
kg(Tq)B) = δm,−kmtr0(f(q−mTq)g(Tq)) tr(AB), (1.4)

donde r, s ∈ Z, f, g ∈ C[w,w−1], A, B ∈ MatNZ. Sea

Ŝq,N = Sq,N ⊕ CC (1.5)

la extensión central de Sq,N por un centro uni-dimensional CC correspondiente al 2-cociclo ψ. El
corchete en Ŝq,N está dado por

[zmf(Tq)A, z
kg(Tq)B] = zm+k(f(qkTq)g(Tq)AB − f(Tq)g(qmTq)BA) (1.6)

+ ψ(zmf(Tq)A, z
kg(Tq)B)C.

Los elementos zkTmq Eij (k ∈ Z,m ∈ Z, i, j ∈ {1, · · · , N}) forman una base en Sq,N . De�nimos
el peso en Sq,N como

wtzkf(Tq)Eij = kN + i− j. (1.7)

Esto da la Z-graduación principal de Saq,N , Sq,N y Ŝq,N ,

Saq,N = ⊕j ∈Z(Sq,N )j , Ŝq,N = ⊕j ∈Z(Ŝq,N )j .

1.4.2. Módulos del álgebra de Lie Ŝq,N

Tomemos una subálgebra parabólica de Ŝq,N , explícitamente, una subálgebra de la siguiente
forma

p = ⊕j∈Zpj , donde pj = (Ŝq,N )j y pj 6= 0 para algún j > 0.
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Dado
(Ŝq,N )j =

⊕
k,l,m:kN+l−m=−j

zkC[Tq, T
−1
q ]El,m,

tenemos, para cada j ∈ Z, que

p−j =
⊕

k,l,m:kN+l−m=−j
zkI l−jEl,m,

donde I l−j es un subespacio de C[w,w−1]. Además, como consecuencia de

[f(Tq)El,l, p(Tq)El,m] = f(Tq)p(Tq)El,m l 6= m

y
[f(Tq)IN , z

kp(Tq)El,m] = zk(f(qkTq)− f(Tq))p(Tq)El,m

donde IN es la matriz identidad, tenemos que I l−j es un ideal de C[w,w−1].

Observación 1.4.1. Existen subálgebras parabólicas p de Ŝq,N (N > 1) tales que pj = 0 para j << 0
Por ejemplo:

p =
⊕
j∈Z

(Ŝq,N )j
⊕

(Ŝq,N )0
⊕

C[Tq, T
−1
q ]E1,2.

Remitimos al lector a [KR1] Secc. 2.4 para más detalles.

Dada una subálgebra parabólica p, sea blj(w) el polinomio mónico con blj(0) 6= 0, que es generador
del ideal I l−j ⊂ C[w,w−1]. Asumiremos que blj(w) es un polinomio mónico tal si I l−j 6= 0 y 0 en
otro caso. Luego, hemos asociado a p una colección {blj(w)}j∈N,1≤l≤N como antes, llamados los
polinomios característicos de p.

Lema 1.4.2. Sea {blj} el conjunto de los polinomios característicos de una subálgebra parabólica p

del álgebra de Lie Ŝq,N . Entonces

(a) bi+1
j (w) divide a bij(w) para todo j ∈ N y 1 ≤ i ≤ N .

(b) bij(w) divide a bij+1(w) excepto en el caso especial: −j = kN+i, donde bij(w) divide a bij+1(qw).

(c) bi(k+l)N+n−i(w) divide a bikN+p−i(q
−lw)bplN+n−p(w) para todo k, l ∈ N, 1 ≤ i, p ≤ N , (donde

bi+Nj = bij).

Demostración. Omitiremos los detalles de esta prueba por ser completamente similar a la demos-
tración del Lema 1.3.5 de la Sección 1.3.2, teniendo en cuenta la fórmula (1.5).

Del Lema anterior se desprende con facilidad el siguiente corolario.

Corolario 1.4.3. Sea p una subálgebra parabólica de Ŝq,N . Las siguientes a�rmaciones son equiva-
lentes:

p−j 6= 0 para todo j ∈ N.

I l−j 6= 0 para todo j ∈ N, 1 ≤ l ≤ N .
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I l−1 6= 0 para todo 1 ≤ l ≤ N .

Dada una subálgebra parabólica, si satisface cualquier condición del Corolario 1.4.3 será llamada
no degenerada.

Dados N polinomios mónicos b = (b1(w), · · · , bN (w)) con bi(0) 6= 0, de�nimos (cf. Lema 1.4.2)

(bmin)ikN+m−i(w) = bi(q
−kw)bi+1(q

−kw) · · · bN−1(q−kw)bN (q−k+1w)

b1(q
−k+1w) · · · bN−1(q−k+1w)bN (q−k+2w)b1(q

−k+2w) · · ·
bN (q−1w)b1(q

−1w) · · · bN−1(q−1w)bN (w)b1(w) · · · bN−1(w).

Como consecuencia existe una subálgebra parabólica (única no degenerada), que denotamos
pmin(b), para la cual los polinomios característicos son {(bmin)ij}. Además tenemos

dim
(

(Ŝq,N )−k/pmin(b)−k

)
<∞, k ∈ Z. (1.8)

Observación 1.4.4. Como consecuencia del Lema 1.4.2, cualquier subálgebra parabólica p tal que
bi1 = bi, satisface que pmin(b) ⊆ p.

Necesitaremos la siguiente proposición para estudiar los módulos sobre Ŝq,N inducidos por sus
subálgebras parabólicas.

Proposición 1.4.5. Sea p una subálgebra parabólica de Ŝq,N y sean b = (b1(w), · · · , bN (w)) sus
primeros polinomios característicos. Entonces

[p, p] =

⊕
k 6=0

pk

⊕(Ŝq,N )b0,

donde

(Ŝq,N )b0 = {bi(Tq)g(Tq)Ei+1,i+1 − bi(Tq)g(Tq)Ei,i|1 ≤ i ≤ N − 1, g(w) ∈ C[w,w−1]}
⊕ {bN (Tq)g(Tq)E1,1 − bN (qTq)g(qTq)EN,N + tr0(bN (w)g(w))C|g(w) ∈ C[w,w−1]}.

Demostración. Por un lado es claro que [p0, pk] = pk para k 6= 0. Luego, como consecuencia de que
[p1, pk] = pk+1 para k ≥ 1, tenemos

[p1+k, p−(1+k)] ⊆ [[p1, pk], p−(1+k)]

⊆ [[pk, p−(1+k)], p1] + [[p−(1+k), p1], pk]

⊆ [p−1, p1] + [p−k, pk].

Luego, por inducción [p, p]0 = [p−1, p1]. Ahora, utilizando que

[g(Tq)Ei+1,i, bi(Tq)Ei,i+1] = bi(Tq)g(Tq)Ei+1,i+1 − bi(Tq)g(Tq)Ei,i

y

[zg(qTq)E1,N , z
−1bN (Tq)EN,1] = bN (Tq)g(Tq)E1,1 − bN (qTq)g(qTq)EN,N + tr0(bN (Tq)g(Tq))C

podemos ver que [p−1, p1] = (Ŝq,N )b0; luego la proposición se sigue.
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Estudiaremos ahora los módulos de peso máximo cuasi�nitos de Ŝq,N . Recordemos que un vector
no nulo v en un módulo de peso máximo sobre Ŝq,N se dice singular si (Ŝq,N )jv = 0, para todo
j > 0.

Sea L(λ) un módulo de peso máximo cuasi�nito de Ŝq,N . Por el Teorema 1.1.4 existen polinomios
mónicos b1(w), · · · , bN (w) tales que

(bi(Tq)Ei,i+1)vλ = 0, (1 ≤ i ≤ N − 1) y (z−1bN (Tq)EN,1)vλ = 0.

Llamaremos a dichos polinomios mónicos de grado minimal los polinomios característicos de
L(λ). Notemos que L(λ) es el cociente irreducible de M(λ;b), donde b = (b1(w), · · · , bN (w)) son
los polinomios característicos de L(λ).

Dado que una funcional λ ∈ (Ŝq,N )∗0 queda descrita por sus etiquetas 4i,m = −λ(Tmq Ei,i) y la
carga central c = λ(C), consideramos la siguiente serie generatriz

4i(x) =
∑
m∈Z

x−m4i,m, 1 ≤ i ≤ N.

Podemos ahora enunciar el siguiente teorema importante sobre los módulos de peso máximo cuasi-
�nitos de Ŝq,N .

Teorema 1.4.6. (a) Un módulo de peso máximo irreducible L(λ) es cuasi�nito si y sólo si una
de las siguientes condiciones equivalentes se veri�ca:

(1) Existen polinomios mónicos b1(w), · · · , bN (w) tales que

bi(x)(4i(x)−4i+1(x)) = 0, para 1 ≤ i ≤ N, y (1.9)

bN (w)(41(x)−4N (q−1x) + c) = 0

(2) Existen cuasipolinomios Pi, 1 ≤ i ≤ N , tales que (n ∈ Z)

4i,n −4i+1,n = Pi(n), para 1 ≤ i ≤ N − 1,

41,n −qn4N,n = PN (n).

(b) Los polinomios mónicos b1(w), · · · , bN (w) de grado minimal que satisfacen las ecuaciones 1.9,

son los polinomios característicos de un módulo cuasi�nito L(Ŝq,N , λ).

Demostración. Como consecuencia del Teorema 1.1.4 y la Proposición 1.4.5, tenemos que L(λ) es
cuasi�nito si y sólo si existen polinomios

bi(w) = wmi + fi,mi−1w
mi−1 + · · ·+ fi,0 para 1 ≤ i ≤ N,

tales que para todo s = 0, 1, · · · , tenemos



18 CAPÍTULO 1. Preliminares

λ(bi(Tq)T
s
qEi+1,i+1 − bi(Tq)T sqEi,i) = 0 1 ≤ i ≤ N − 1

λ(bN (Tq)T
s
qE1,1 − bN (qTq)(qTq)

sEN,N + tr0(w
sbN (w)))C = 0.

Estas condiciones pueden reescribirse como

mi∑
n=0

fi,nFi,n+s = 0 para todo s = 0, 1, · · · (1.10)

donde

Fi,n = 4i,n −4i+1,n para 1 ≤ i ≤ N − 1

FM,n = 41,nc− qn 4N,n +fN,−sc.

Multiplicando ambos lados de estas igualdades por x−s y sumando sobre s ∈ Z, obtenemos 1.9
. La equivalencia de (1) y (2) sigue de la Proposición 1.3.6. La parte (b) también es clara.

1.4.3. Relación entre Ŝq,N y ĝ`
[m]

∞

En esta sección exhibiremos la construcción de una inmersión de Ŝq,N en el álgebra de Lie de
matrices in�nitas con una cantidad �nita de diagonales no nulas, sobre el álgebra de polinomios
truncados.

Sea O el álgebra de todas las funciones holomorfas en C× con la topología de convergencia
uniforme en cojuntos compactos, y denotamos

Oε,j = {f ∈ O|f(w) = −εjf(w−1)}.

Consideremos el espacio vectorial SOaq,N generado por los operadores cuánticos pseudo diferenciales
(de orden in�nito) de la forma zkf(Tq)Ei,j , donde f ∈ O. El corchete en Sq,N se extiende a (Sq,N )O.

Sea R un álgebra asociativa sobre C y denotemos R∞ a un R-módulo libre con una base �ja
{vj}j∈Z y de�namos los operadores Ei,j por Ei,jvk = δj,kvi.

Sea M̃(∞, R) la subálgebra asociativa de EndR∞ que consiste de todos los operadores
∑

i,j ai,jEi,j

donde (ai,j)i,j∈Z tienen un número �nito de diagonales no nulas. El álgebra M̃(∞, R) es Z-graduada
y su graduación principal está de�nida por degEi,j = j − i.

Sea ϕ : RN [z, z−1] −→ R[z, z−1] el isomor�smo de�nido por

eiz
j −→ zjN+i−1.

Dado un s ∈ C× �jo y un elemento nilpotente t ∈ R, se puede considerar a R[z, z−1]zs como
un R-módulo libre con base vj = z−j+s, j ∈ Z. Es posible construir, a partir del isomor�smo
ϕ una inmersión ϕs,t : Saq,N −→ M̃(∞, R) de álgebras asociativas sobre C, que es compatible
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con la graduación principal (para un estudio más riguroso, ver [KR1] Sec. 6 y [BKLY] Sec. 3).
Explícitamente,

ϕs,t(z
kf(Tq)Ei,j) =

∑
l∈Z

f(sq−l+t)E(l−k)N−i+1,lN−j+1 (1.11)

y ϕs,t se extiende a un homomor�smo ϕs,t : SOaq,N −→ M̃(∞, R).

Denotemos Rm = C[t]/(tm+1) donde m ∈ Z+ y sea M̃(∞)[m] = M̃(∞, Rm). Denotaremos ϕ[m]
s

al homomor�smo ϕs,t : SOaq,N −→ M̃(∞)[m] de�nido por (1.11). Sea

I [m]
s = {f ∈ O|f (i)(sqj) = 0 for all j ∈ Z, 1 ≤ i ≤ m}

y

J [m]
s =

N⊕
i,j=1

⊕
k∈Z

I [m]
s Ei,j ∈ SO

a

q,N .

Utilizando la fórmula de Taylor para ϕ[m]
s , podemos ver que

kerϕ[m]
s = J [m]

s .

Para lo siguiente elegiremos ahora una rama del log q. Sea τ = log q
2πi . Entonces cualquier s ∈ Z

se escribe de manera única como s = qa, a ∈ C/τ−1Z. Fijemos ahora s = (s1, · · · , sn) ∈ Cn tal que
si escribimos cada si = qai , tenemos

ai − aj /∈ Z + τ−1Z for i 6= j, (1.12)

y m = (m1, · · · ,mn) ∈ Zn≥0.

Sea M̃(∞)[m] = ⊕ni=1M̃(∞)[mi]. Consideremos el homomor�smo

ϕ[m]
s = ⊕ni=1ϕ

[mi]
si : SOaq,N −→ M̃(∞)[m].

Proposición 1.4.7. Dado s y m como arriba, tenemos la sucesión exacta de álgebras de Lie
Z−graduadas, siempre que |q| 6= 1 :

0→ J
[m]
s → SOaq,N → M̃(∞)[m]→ 0, (1.13)

donde J
[m]
s = ∩ni=1J

[mi]
si .

Demostración. La inyectividad es clara gracias a (1.4.3). La suryectividad de ϕ[m]
[s] se sigue como

consecuencia del siguiente conocido resultado: para toda sucesión discreta de puntos de C y un
entero no negativo m existe f(w) ∈ O con valores prescritos en sus primeras m derivadas en esos
puntos. Las condiciones (1.12) y |q| 6= 1 son importantes para obtener una sucesión de puntos
discreta en C.

Denotemos ahora g̃`(∞)[m] al álgebra de Lie correspondiente a M̃(∞)[m]. Sea ĝ`
[m]

∞ = g̃`(∞)[m]+
Rm la extensión central con respecto al 2-cociclo

Φ(A,B) = tr([J,A]B),
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donde J =
∑

i≤0Ei,i. La Z-graduación principal de esta álgebra de Lie se extiende de g̃`(∞)[m]
tomando wtRm = 0.

El homomor�smo de álgebras asociativas ϕ[m]
s de�ne un homomor�smo de álgebras de Lie, que

denotaremos con la misma letra.

La restricción del cociclo Φ a ϕ[m]
s (SOq,N ) da un 2-cociclo Rm−valuado en SOq,N denotado Ψ

[m]
s .

Luego, tenemos

Proposición 1.4.8. La aplicación C-lineal ϕ̂[m]
s : Ŝσ,Nq,N −→ ĝ`

[m]

∞ de�nida por (s = qa),

ϕ̂[m]
s |(Ŝq,N )j

= ϕ[m]
s |(Sq,N )j j 6= 0, (1.14)

ϕ̂[m]
s (Tnq Ei,i) = ϕ[m]

s (Tnq Ei,i) +
qan

1− qn
m∑
j=1

(n log q)j
tj

j!
(n 6= 0)

ϕ̂[m]
s (C) = 1 ∈ Rm

es un homomor�smo de álgebras de Lie.



Capítulo 2

Subálgebras del álgebra de Lie Sq,N

Se estudiarán en este capítulo las anti-involuciones que preservan la graduación principal del álge-
bra de Lie de operadores pseudo diferenciales matriciales cuánticos. A partir de ellas analizaremos y
daremos una descripción completa de las subálgebras de Lie �jas por menos dichas anti-involuciones.
Las de�niciones y resultados expuestos a lo largo de este capítulo han sido incluidos en el artículo
[BB].

2.1. Anti-involuciones del álgebra de Lie Sq,N

Sea Ŝq,N la extensión central del álgebra de Lie de operadores pseudodiferenciales cuánticos
introducidos en 1.3.1. El corchete en Ŝq,N está dado por

[zmf(Tq)A, z
kg(Tq)B] = zm+k(f(qkTq)g(Tq)AB − f(Tq)g(qmTq)BA) (2.1)

+ ψ(zmf(Tq)A, z
kg(Tq)B)C,

donde ψ es el cociclo (1.4).

Recordemos que los elementos zkTmq Eij (k ∈ Z,m ∈ Z+, i, j ∈ {1, · · · , N}) forman una base
de Sq,N y que de�nimos el peso en Sq,N por

wtzkf(Tq)Eij = kN + i− j. (2.2)

Esto da la Z-graduación principal de Saq,N y Sq,N , la última de las cuales está dada por Sq,N =⊕
j ∈Z Sq,N,j . Esto permite la siguiente descomposición triangular

Sq,N = Sq,N,+
⊕
Sq,N,0

⊕
Sq,N,−,

donde Sq,N,+ =
⊕

j ∈Z>0
Sq,N,j y Sq,N,− =

⊕
j ∈Z<0

Sq,N,j .

Una anti-involución σ de Saq,N es un anti-automor�smo involutivo de Saq,N , ie, σ2 = Id, σ(ax+
by) = (a)σ(x) + (b)σ(y) y σ(xy) = σ(y)σ(x), para todo a, b ∈ C y x, y ∈ Saq,N . De ahora en
adelante asumiremos que |q| 6= 1.

21
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Dado que intentaremos clasi�car las anti-involuciones de Saq,N que preservan su graduación prin-
cipal, introduciremos cierta notación. Para cada n, 1 ≤ n ≤ N , de�nimos la permutación πn en SN
por

1 2 · · · n− 1 n n+ 1 · · · N − 1 N
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
n n− 1 · · · 2 1 N · · · n+ 2 n+ 1

(2.3)

Fijaremos n, 1 ≤ n < N , B y c = {ci,j}, ci,j ∈ C, i > j, 1 ≤ i, j ≤ N , y escribiremos

δi≤n =

{
1 si i ≤ n
0 si i > n.

De�nimos σ = σ±,B,c,n en Saq,N por las siguientes fórmulas:

σ(Eii) = Eπn(i),πn(i), (2.4)

σ(zEii) = ±zEπn(i),πn(i)

σ(TqEii) = Bq−1+δi≤nT−1q Eπn(i),πn(i)

(i > j) σ(Ei,j) =

{
ci,jEπn(j),πn(i) si i ≤ n ó j > n

zci,jEπn(j),πn(i) si i > n y j ≤ n
,

(i < j) σ(Ei,j) =

{
c−1j,i Eπn(j),πn(i) si i > n ó j ≤ n
z−1c−1j,i Eπn(j),πn(i) si i ≤ n y j > n

,

Teorema 2.1.1. Sea 1 ≤ n < N . σ = σ±,B,c,n de�nida en los generadores por (2.4) se extiende a
una anti-involución en Saq,N que preserva la Z-graduación principal si y sólo si

cij = ci,i−1ci−1,i−2 · · · cj+1,j (2.5a)

{
ci,jcπn(j),πn(i) = 1 if i ≤ n or j > n

ci,jc
−1
πn(i),πn(j)

= ±1 if i > n and j ≤ n
(2.5b)

Más aun, cualquier anti-involución σ de Saq,N que preserve la Z-graduación es una de ellas.
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La demostración consistirá principalmente en varios pasos que hacen uso de la propiedad invo-
lutiva de σ.

Demostración. Fijemos i ∈ {1, · · · , N}.

Paso 1 .

Dado que σ debería preservar la Z-graduación principal, tenemos que σ(Ei,i) =∑N
j=1 Ui,j(Tq)Ej,j . Dada la propiedad involutiva de σ, obtenemos σ(Ei,i) = σ(Ei,iEi,i) = σ(Ei,i)σ(Ei,i) =∑N
j=1(Ui,j(Tq))

2Ej,j , por lo cual Ui,j(Tq) = U2
i,j(Tq). Tomando en consideración los grados positivos

y negativos de estos polinomios de Laurent, llegamos a que Ui,j(Tq) = ai,j , donde ai,j son elemen-
tos constantes tales que a2i,j = ai,j . Esto nos da ai,j = 0 ó ai,j = 1 para todo i, j ∈ {1, ..., N}.
También sabemos que Ei,i = σ2(Ei,i) =

∑N
j=1 ai,j

∑N
k=1 aj,kEk,k. Entonces, 1 =

∑N
j=1 ai,jaj,i y

0 =
∑N

j=1 ai,jaj,k para k 6= i. Entonces, para cada i existe un único ji tal que ai,ji = aji,i = 1 y
ai,jaj,i = 0 para cualquier j 6= ji. Y ai,jaj,k = 0 para todo j, i y k 6= i. En particular, ai,jiaji,k = 0
para k 6= i, luego aji,k = 0 para cualquier k 6= i, obteniendo que σ(Ei,i) = Eji,ji . Como consecuencia
de la inyectividad de σ, π(i) := ji es una permutación en SN , y como σ es una involución, tenemos
π2 = id.

Paso 2 .

Nuevamente, dado que σ debería preservar la Z-graduación principal, podemos asumir que
σ(TqEi,i) =

∑N
j=1 Pi,j(Tq)Ej,j y σ(T−1q Ei,i) =

∑N
j=1Hi,j(Tq)Ej,j . Entonces,

σ(TqEi,i) = σ(TqEi,iEi,i) = σ(Ei,i)σ(TqEi,i)

= Eπ(i),π(i)

 N∑
j=1

Pi,j(Tq)Ej,j


= Pi,π(i)(Tq)Eπ(i),π(i).

Procediendo de manera similiar con σ(T−1q Ei,i), tenemos que

σ(T−1q Ei,i) = Hi,π(i)(Tq)Eπ(i),π(i).

Combinando estas dos ecuaciones, tenemos

Eπ(i),π(i) = σ(Ei,i) = σ(T−1q Ei,iTqEi,i)

= σ(TqEi,i)σ(T−1q Ei,i)

= Pi,π(i)(Tq)Hi,π(i)(Tq)Eπ(i),π(i)

Entonces, 1 = Pi,π(i)(Tq)Hi,π(i)(Tq) y, como consecuencia, deben ser unidades del anillo de poli-
nomios de Laurent. En consecuencia, podemos asumir Pi(Tq) := Pi,π(i)(Tq) = BiT

ki
q y Hi,π(i)(Tq) =

B−1i T−kiq , con Bi ∈ C× y ki ∈ Z. Entonces, σ(T−1q Ei,i) está determinado por σ(TqEi,i).
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Ahora, notemos que podemos escribir T kq Ei,i = T k−1q Ei,iTqEi,i = · · · = (TqEi,i)
k, para todo

k ∈ Z. Luego,

TqEi,i = σ2(TqEi,i) = σ(BiT
ki
q Eπ(i),π(i))

= Bi(σ(TqEπ(i),π(i)))
ki = BiB

ki
π(i)T

kikπ(i)
q Ei,i (2.6)

Entonces,BiB
ki
π(i) = 1 y kikπ(i) = 1. Esto nos da las siguientes posibilidades:

ki = kπ(i) = 1 ó ki = kπ(i) = −1.

Paso 3 .

Dado que wt(z±1Ei,i) = ±N y σ debería preservar la Z-graduación principal, podemos asumir
que σ(zEi,i) = z

∑N
j=1 Ti,j(Tq)Ej,j y σ(z−1Ei,i) = z−1

∑N
j=1 T̂i,j(Tq)Ej,j . Utilizando un argumento

similar al usado en el Paso 2 y denotando Ti,π(i)(Tq) := Ti(Tq) y T̂i,π(i)(Tq) := T̂i(Tq), podemos
deducir que T̂j y Tj son cero para j 6= π(i), y además Ti(Tq) = AiT

ri
q y T̂i(Tq) = CiT

−ri
q , con

Ci = A−1i qri , Ai ∈ C× y ri ∈ Z. Entonces,

zEi,i = σ2(zEi,i) = σ(zAiT
ri
q Eπ(i),π(i))

= Aiσ(TqEπ(i),π(i))
riσ(zEπ(i),π(i))

= AiAπ(i)B
ri
π(i)q

kπ(i)rizT
rikπ(i)+rπ(i)
q Ei,i

Luego, tenemos rikπ(i) + rπ(i) = 0 y AiAπ(i)B
ri
π(i)q

kπ(i)ri = 1. Por otro lado,

zTqEi,i = σ2(zTqEi,i) = σ(zAiBiT
ri+ki
q qkiEπ(i),π(i))

= AiBiqkiσ(TqEπ(i),π(i))
ki+riσ(zEπ(i),π(i))

= AiAπ(i)BiB
ri+ki
π(i) qki+kπ(i)(ri+ki)zT

kπ(i)(ki+ri)+rπ(i)
q Ei,i

Podemos concluir entonces que kπ(i)(ki + ri) + rπ(i) = 1 y AiAπ(i)BiB
ri+ki
π(i) qki+kπ(i)(ri+ki) = 1.

De esta última ecuación y el paso previo, obtenemos 1 = qki+1.

Si ki = 1, entonces q2 = 1. Como consecuencia de la hipótesis de que q no es una raíz de la
unidad, se puede chequear fácilmente que éstos no son anti automor�smos. Por lo tanto, ki = −1 ,
Bi = Bπ(i) y rπ(i) = ri.

Hasta ahora, tenemos
σ(Eii) = Eπ(i),π(i),

σ(zEii) = AizT
ri
q Eπ(i),π(i),
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σ(z−1Eii) = A−1i qriz−1T riq Eπ(i),π(i),

σ(TqEii) = BiT
−1
q Eπ(i),π(i)

donde

AiAπn(i)B
ri
j q
−ri = 1, (2.7)

y además Bi = Bπ(i) y rπ(i) = ri, para Ai, Aπn(i), Bi ∈ C× y ri ∈ Z.

Paso4 .

Supongamos i > j. Como resultado de la propiedad de preservación de la Z-graduación principal
de σ, tenemos que

σ(Ei,j) =

N−i+j∑
l=1

Ci,jl (Tq)El+i−j,l +

N∑
l=N−i+j+1

zĈi,jl (Tq)El+i−j−N,l.

Dado que

σ(Ei,iEi,j) = σ(Ei,j)σ(Ei,i) = σ(Ei,j)Eπ(i),π(i),

podemos deducir

σ(Ei,j) =

{
Ci,j(Tq)Eπ(i)+i−j,π(i) if π(i) ≤ N − i+ j

zCi,j(Tq)Eπ(i)+i−j−N,π(i) if π(i) ≥ N − i+ j + 1
(2.8)

donde Ci,j(Tq) = Ci,jπ(i)(Tq), y Ĉ
i,j(Tq) = Ĉi,jπ(i)(Tq).

Similarmente, si i < j y σ(Ei,j) =
∑j−i

l=1 z
−1Ŝi,jl (Tq)EN+l+i−j,l +

∑N
l=j−i+1 S

i,j
l (Tq)El+i−j,l,

deducimos que

σ(Ei,j) =

{
Si,j(Tq)Eπ(i)+i−j,π(i) si π(i) ≥ j − i+ 1

z−1Si,j(Tq)Eπ(i)+i−j+N,π(i) si π(i) ≤ j − i
(2.9)

donde Si,j(Tq) = Si,jπ(i)(Tq).

Caso a. Sea i > j, con π(i) ≤ N − i+ j, como

Ei,j = σ2(Ei,j) = σ(Ci,j(Tq)Eπ(i)+i−j,π(i)) = σ(Ci,j(Tq)Eπ(i)+i−j,π(i)+i−jEπ(i)+i−j,π(i)),

utilizando (2.8), debemos tener que π(π(i) + i− j) ≤ N − i+ j ya que de otra forma tendríamos z
en el lado derecho de la ecuación de arriba, por lo cual
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Ei,j = σ(Eπ(i)+i−j,π(i))σ(Ci,j(Tq)Eπ(i)+i−j,π(i)+i−j)

= (Cπ(i)+i−j,π(i)(Tq)Eπ(π(i)+i−j)+i−j,π(π(i)+i−j))(C
i,j(Bπ(i)+i−jT

−1
q )Eπ(π(i)+i−j),π(π(i)+i−j))

= Cπ(i)+i−j,π(i)(Tq)C
i,j(Bπ(i)+i−jT

−1
q )Eπ(π(i)+i−j)+i−j,π(π(i)+i−j).

Entonces, Ci,j(Bπ(i)+i−jT−1q ) y Cπ(i)+i−j,π(i)(Tq) son unidades del anillo de polinomios de Lau-
rent y π(j) = π(i) + i − j. Por ello, y dado que Bi = Bπ(i), podemos escribir Cπ(j),π(i)(Tq) =

cπ(j),π(i)T
sπ(j),π(i)
q y Ci,j(BjT−1q ) = ci,jT

si,j
q con

ci,j .cπ(j),π(i) = 1 y − sπ(j),π(i) = si,j , luego Ci,j(Tq) = ci,jB
si,j
j T

−si,j
q . (2.10)

Caso b. Sea i > j y si π(i) ≥ N − i + j + 1, de la misma forma, usando simultáneamente (2.8) y
(2.9) para lidiar con el z que aparece en σ(Ei,j), tenemos que
π(π(i) + i− j −N) ≤ N + j − i, por lo cual:

Ei,j = σ2(Ei,j) = σ(zCi,j(Tq)Eπ(i)+i−j−N,π(i))

= σ(Eπ(i)+i−j−N,π(i))σ(Ci,j(Tq)Eπ(i)+i−j−N,π(i)+i−j−N )σ(zEπ(i)+i−j−N,π(i)+i−j−N )

=
(
z−1Sπ(i)+i−j−N,π(i)(Tq)

) (
Ci,j(Bπ(i)+i−j−NT

−1
q )
)
×(

Aπ(i)+i−j−NzT
rπ(i)+i−j−N
q

)
Eπ(π(i)+i−j−N)+i−j,π(π(i)+i−j−N)

= Aπ(i)+i−j−NS
π(i)+i−j−N,π(i)(qTq)C

i,j(q−1Bπ(i)+i−j−NT
−1
q )×(

T riq Eπ(π(i)+i−j−N)+i−j,π(π(i)+i−j−N)

)
.

Consecuentemente, j = π(π(i) + i − j − N) y podemos asumir que Aπ(j)Sπ(j),π(i)(qTq)T riq =

dπ(j),π(i)T
pπ(j),π(i)
q y Ci,j(q−1BjT−1q ) = ci,jT

mi,j
q con

dπ(j),π(i).ci,j = 1 y pπ(j),π(i) = −mi,j , luego Ci,j(Tq) = ci,jq
−mi,jB

mi,j
j T

−mi,j
q . (2.11)

Caso c. Sea i < j y π(i) ≥ j − i+ 1, como

Ei,j = σ2(Ei,j) = σ(Si,j(Tq)Eπ(i)+i−j,π(i)) = σ(Si,j(Tq)Eπ(i)+i−j,π(i)+i−jEπ(i)+i−j,π(i)),

usando (2.9), debemos tener que π(π(i) + i− j) ≥ j− i+ 1 para evitar tener z−1 en el lado derecho
de la ecuación de arriba. Por lo tanto,

Ei,j = σ(Eπ(i)+i−j,π(i))σ(Si,j(Tq)Eπ(i)+i−j,π(i)+i−j)

=
(
Sπ(i)+i−j,π(i)(Tq)Eπ(π(i)+i−j)+i−j,π(π(i)+i−j)

) (
Si,j(Bπ(i)+i−jT

−1
q )Eπ(π(i)+i−j),π(π(i)+i−j)

)
= Sπ(i)+i−j,π(i)(Tq)S

i,j(Bπ(i)+i−jT
−1
q )Eπ(π(i)+i−j)+i−j,π(π(i)+i−j).
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Entonces, j = π(π(i)+ i−j) y Si,j(BjT−1q ) y Sπ(i)+i−j,π(i)(Tq) son unidades del anillo de polino-

mios de Laurent, por lo que podemos asumir que Sπ(j),π(i)(Tq) = dπ(j),π(i)T
uπ(j),π(i)
q y Si,j(BjT−1q ) =

di,jT
ui,j
q con

di,j .dπ(j),π(i) = 1 y uπ(j),π(i) = −ui,j , luego Si,j(Tq) = di,jB
ui,j
j T

−ui,j
q .

Caso d . Sea i < j y si π(i) ≤ j − i, dado que σ es una involucón, utilizando (2.8) y (2.9)
simultáneamente para lidiar con el z−1 que aparece en σ(Ei,j). Para poder hacer esto, requerimos
π(N + π(i) + i− j) ≥ −i+ j + 1. Entonces:

Ei,j = σ2(Ei,j) = σ(z−1Si,j(Tq)Eπ(i)+i−j+N,π(i))

= σ(Eπ(i)+i−j+N,π(i))σ(Si,j(Tq)Eπ(i)+i−j+N,π(i)+i−j+N )σ(z−1Eπ(i)+i−j+N,π(i)+i−j+N )

=
(
zCπ(i)+i−j+N,π(i)(Tq)

) (
Si,j(Bπ(i)+i−j+NT

−1
q )
)
×(

A−1π(i)+i−j+Nq
rπ(i)+i−j+N z−1T

−rπ(i)+i−j+N
q

)
Eπ(π(i)+i−j+N)+i−j,π(π(i)+i−j+N)

= A−1π(i)+i−j+Nq
rπ(i)+i−j+NCπ(i)+i−j+N,π(i)(q−1Tq)S

i,j(qBπ(i)+i−j+NT
−1
q )×

T
−rπ(i)+i−j+N
q Eπ(π(i)+i−j+N)+i−j,π(π(i)+i−j+N).

Entonces, j = π(π(i) + i− j +N). Una vez más, siendo Si,j(qBjT−1q ) y

Aπ(j)q
rπ(j)Cπ(j),π(i)(q−1Tq)T

−rπ(j)
q unidades del anillo de polinomios de Laurent, podemos escri-

bir

Si,j(qBjT
−1
q ) = di,jT

bi,j
q y Aπ(j)q

rπ(j)Cπ(j),π(i)(q−1Tq)T
−rπ(j)
q = cπ(j),π(i)T

επ(j),π(i)
q ,

con

1 = di,jcπ(j),π(i) y − επ(j),π(i) = bi,j , luego Si,j(Tq) = di,jq
bi,jB

bi,j
j T

−bi,j
q . (2.12)

Esto combinado con (2.11) da

ci,jc
−1
π(i),π(j) = 1. (2.13)

Paso 5 .

Sea i > j, entonces por el Paso 1, Eπ(i),π(i) = σ(Ei,i) = σ(Ei,jEj,i) = σ(Ej,i)σ(Ei,j). Usando
(2.8) con la condición π(i) ≤ N − i+ j, tenemos que π(j) = π(i) + i− j, por lo cual π(j) ≥ i− j+ 1
trivialmente. Entonces,
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Eπ(i),π(i) = Sj,i(Tq)Eπ(j)+j−i,π(j)C
i,j(Tq)Eπ(i)+i−j,π(i)

= dj,ici,jB
uj,i
i B

si,j
j T

−uj,i−si,j
q Eπ(i),π(i)

con
−si,j = uj,i y 1 = dj,ici,jB

−si,j
i B

si,j
j .

Podemos �nalmente escribir Si,j(Tq) = c−1j,i B
−sj,i
i T

sj,i
q si i < j y π(j) ≥ i− j + 1.

Ahora, en el caso i > j y π(i) ≥ N − i + j + 1 en (2.8), tenemos π(j) = π(i) + i − j − N y es
inmediato que π(j) ≤ i− j, luego:

Eπ(i),π(i) = σ(Ei,i) = σ(Ej,i)σ(Ei,j)

=
(
z−1Sj,i(Tq)EN+π(j)+j−i,π(j)

) (
zCi,j(Tq)Eπ(i)+i−j−N,π(i)

)
=
(
z−1dj,iq

bj,iB
bj,i
i T

−bj,i
q Eπ(i),π(j)

)(
zci,jq

−mi,jB
mi,j
j T

−mi,j
q Eπ(j),π(i)

)
= cj,ici,jq

−mi,jB
bj,i
i B

mi,j
j T

−bj,i−mi,j
q Eπ(i),π(i)

Entonces,
mi,j = −bj,i y di,j = c−1j,i q

mj,iB
−mj,i
i B

mj,i
j (2.14)

Como consecuencia de esto, tenemos Si,j(Tq) = c−1j,i B
−mj,i
i T

mj,i
q si i < j y π(j) ≤ j − i. Luego,

podemos reescribir (2.8) y (2.9) de la siguiente forma, para i > j

σ(Ei,j) =

{
ci,jB

si,j
j T

−si,j
q Eπ(i)+i−j,π(i) si π(i) ≤ N − i+ j

zci,jq
−mi,jB

mi,j
j T

−mi,j
q Eπ(i)+i−j−N,π(i) si π(i) ≥ N − i+ j + 1

(2.15)

y i < j

σ(Ei,j) =

{
c−1j,i B

−sj,i
i T

sj,i
q Eπ(i)+i−j,π(i) si π(i) ≥ j − i+ 1

z−1c−1j,i B
−mj,i
i T

mj,i
q Eπ(i)+i−j+N,π(i) si π(i) ≤ j − i

(2.16)

Ahora nos proponemos determinar la permutación π. Entonces, sea i0 tal que π(i0) = N . En el caso
a y el caso c, π(j) = π(i) + i− j y es fácil ver que

π(i− 1) = π(i) + 1 para cualquier i 6= i0. (2.17)

Más aún, dado que en el caso b es π(j) = π(i) + i− j −N , tenemos π(i0 − 1) = 1. Ya que π es
una aplicación biyectiva, concluímos que π debe ser la aplicación πn dado en (2.3) donde n = i0−1.
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Notemos ahora que si i ≤ n, π(i) = n−i+1, y si i > n, π(i) = N+n+1−i. Como consecuencia,
podemos ver con facilidad que, si i > j, π(i) ≤ N − i + j (caso a) se corresponde con la elección
i ≤ n ó j > n, y el caso en que j < n y i > n se corresponde con π(i) > N − i + j (caso b). De
forma similar, para i < j, cuando i > n ó j ≤ n, tenemos que π(i) > j − i (caso c) y el caso i ≤ n
y j > n se corresponde con π(i) ≤ j − i (caso d).

Calculando zkT lqEi,j = σ2(zkT lqEi,j) en los cuatro casos para k ≥ 0 y l ≥ 0, con sus restricciones
correspondientes, tenemos:

En el caso (a), donde i > j y i < n ó j > n, obtenemos:

ci,jcπ(j),π(i)B
l
iB
−l+kri
j AkiA

k
π(j)q

−kri = 1 (2.18)

y

− sπ(i),π(j) + si,j − kri + krπ(j) = 0 (2.19)

Analizando (2.19) cuando k = 0 deducimos, combinando (2.19) con (2.10), que si,j = 0.

Por otro lado, combinando k = 1 en (2.19) con el hecho que rπ(j) = rj , obtenemos ri = rj .

Entonces, ri =

{
r i ≤ n
r̃ i > n

.

Ahora, utilizando (2.10) y (2.18) con k = 0 y l = 1, tenemos que Bi = Bj . Entonces,

Bi =

{
B i ≤ n
B̃ i > n

.

Si consideramos k = 1, l = 0 en (2.18) y (2.10), tenemos Brj
i q
−riAiAπ(j) = 1. Usando (2.7) y el

hecho que Aπ(j) = Aj , obtenemos Ai = Aj . Entonces, Ai =

{
A i ≤ n
Ã i > n

. Por lo tanto,

A2(Bq−1)r = 1 (2.20)

lo cual se asemeja a la Proposición 1.3.1, y

Ã2(B̃q−1)r̃ = 1. (2.21)

En el caso (b), donde i > j y i > n > j, tenemos:

ci,jc
−1
π(i),π(j)B

−l+kr̃−mπ(i),π(j)B̃lÃkAk+1ql−2r̃k+rk(k−1)/2+(k+1)mπ(i),π(j) = 1 (2.22)

y
mπ(i),π(j) +mi,j − kr̃ + (k + 1)r = 0. (2.23)
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Analizando (2.23) cuando k = 0, deducimos que

mπ(i),π(j) +mi,j + r = 0. (2.24)

Por otro lado, cuando k = 1 en (2.23): mπ(i),π(j) +mi,j − r̃+ 2r = 0. Combinando estas últimas dos
condiciones tenemos r̃ = r.

Ahora, utilizando (2.13) y (2.22) con k = 0, l = 0, ci,jc−1π(i),π(j)B
−mπ(i),π(j)Aqmπ(i),π(j) = 1. Combiando

esto con (2.22), obtenemos que para valores arbitrarios de k y l,

B−l+kr̃B̃lÃkAkql−2r̃k+rk(k−1)/2+kmπ(i),π(j) = 1 (2.25)

Si consideramos k = 0, l = 1 en la última ecuación, obtenemos B−1B̃q = 1. Entonces, B̃ = q−1B y
como consecuencia de (2.20) y (2.21), Ã2 = A2qr.

Finalmente, cuando k = 1, l = 0 en (2.25): qmπ(i),π(j) es constante para todo i > n > j. Luego,
mr,s = m para todo r > n > s. Ahora, debido a (2.24),

2m+ r = 0. (2.26)

Tomando k = 2, l = 0 en (2.25), tenemos B2rÃ2A2q−3r+2m = 1. Dado que Ã2 = A2qr,
B2rA4q−2r+2m = 1, obtenemos que q2m = 1 por (2.20). Entonces, m = 0 y por (2.26), r = 0
y en (2.20) y (2.21), esto implica que Ã2 = A2 = 1.

Nuevamente, tomando k = 1 y l = 0 en (2.25), ÃA = 1 y combinando esto con la ecuación
previa, obtenemos A = Ã = ±1.

Los casos (c) y (d) arrojan los mismos resultados.

Luego, hemos llegado a las relaciones de (2.4).

Ahora, recordemos que tenemos para 1 ≤ i ≤ N ,Eπ(i),π(i) = σ(Ei,i) = σ(Ei,i−1Ei−1,i) = σ(Ei−1,i)σ(Ei,i−1).
Luego, reescribiendo (2.15) y (2.16) para estos casos, tenemos:

σ(Ei,i−1) =

{
ci,i−1Eπ(i)+1,π(i) if π(i) < N

zci,i−1E1,N if π(i) = N
(2.27)

y

σ(Ei−1,i) =

{
c−1i,i−1Eπ(i−1)−1,π(i−1) if π(i− 1) > 1

z−1c−1i,i−1EN,1 if π(i− 1) = 1
(2.28)
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Si i > j, dado que σ(Ei,j) = σ(Ei,i−1Ei−1,i−2 · · ·Ej+1,j), obtenemos (2.5a). Finalmente, (2.5b) son
consecuencia de (2.10), (2.12) y (2.14) junto con el hecho que m = 0.

Por otro lado, es sencillo ver que σ de�nido por (2.4) es en efecto una anti-involución de Saq ,
�nalizando la prueba.

Corolario 2.1.2. Si N = n, la anti-involución σ = σA,B,c,r,N está dada por

σ(Eii) = Eπn(i),πn(i)

σ(TqEii) = BT−1q Eπn(i),πn(i)

σ(zEii) = zAT rqEπn(i),πn(i) (2.29)

σ(z−1Eii) = A−1qrz−1T−rq Eπn(i),πn(i)

σ(Eij) =

{
ci,jEπn(j),πn(i) if i > j

c−1j,i Eπn(j),πn(i) if i < j

donde A, B, ci,j , r ∈ C, A2(Bq−1)r = 1 y ci,j veri�can las relaciones (2.5a) y (2.5b).

Demostración. Si n = N no existe el caso (b) en la demostración del Teorema 2.1.1, por lo tanto
este corolario es simplemente restringir dicha prueba al caso a.

Observación 2.1.3. El caso N = 1 coincide con la Proposición 1.3.1.

Nos concentraremos ahora en las implicaciones de las condiciones (2.5a) y(2.5b). Notemos prime-
ro que como consecuencia de (2.5a), todos los coe�cientes ci,j quedan completamente determinados
por

ci := ci+1,i, i = 1, · · · , N − 1 (2.30)

y la condición superior de (2.5b) puede escribirse como ci.cπn(i+1) = 1 (i 6= n − 1) por (2.17).
Combinando la ecuación inferior de (2.5b) con (2.5a) obtenemos 1 = cn.(cN,1)

−1 = cn.
∏
i(ci)

−1 =∏
i 6=n(ci)

−1. Más aún, notemos que la permutación πn está dada por dos permutaciones simples de
los conjuntos {1, · · · , n} and {n+ 1, · · · , N}. Luego, la Eq. (2.5b) se reduce a

cicn−i = 1 (1 ≤ i ≤ n), cn+icN−i = 1 (1 ≤ i < N − n) (2.31)

y
1 =

∏
i 6=n

ci. (2.32)
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Sea N = t + n y analicemos las fórmulas previas. Si n (respectivamente, t) es par, por(2.31)
tenemos

∏
i<n ci = cn/2 y (cn/2)

2 = 1 (respectivamente,
∏
i>n ci = cn+(t/2) y (cn+(t/2))

2 = 1). El
coe�cientes cn/2 (respectivamente, cn+(t/2)) será llamado punto �jo. Si N es par, la condición en
(2.32) se satisface sólo si los (posibles) puntos �jos son ambos iguales a 1 ó a −1. Si N es impar,
los (posibles) puntos �jos deben ser todos iguales a 1.

De aquí en adelante consideraremos de manera separada los casos n = N y n < N con la intención
de exhibir con mayor claridad sus resultados particulares.

2.2. Caso n = N

En esta sección se dará una descripción de las subálgebras de Lie del álgebra de operadores
pseudo diferenciales cuánticos �jas por menos las anti-involuciones correspondientes al caso n = N .

2.2.1. Subálgebras de Lie de Sq,N

Sea SA,B,c,r,Nq,N la subálgebra de Lie de Sq,N �ja por menos σA,B,c,r,N , explícitamente

SA,B,c,r,Nq,N = {a ∈ Sq,N |σA,B,c,r,N (a) = −a}, (2.1)

donde σA,B,c,r,N , for h ∈ C[w,w−1], está dado por

σA,B,c,r,N (zkh(Tq)Ei,j) = Akqk(k−1)r/2zkh(Bq−kT−1q )T krq EN+1−j,N+1−i. (2.2)

Analizaremos las relaciones entre los SA,B,c,r,Nq,N para distintos valores de A,B, c, r y N . Con ese
�n, sea s ∈ C, y denotemos θs el automor�smo de Saq,N dado por θs(M) = M , θs(zI) = zI y
θs(TqI) = qsTqI, donde M ∈ MatNC y I representa la matriz identidad. Es fácil chequear que θs
preserva la Z-graduación principal de Saq,N . Utilizando la ecuación para σA,B,c,r,1 indicada en (2.2),
tenemos

θsσA,B,c,r,Nθ−s = σqsrA,q−2sB,c,r,N . (2.3)

Similarmente, sea α = {αi,j} (i > j) tal que satisface (2.5a) y (2.5b). Denotemos Γα el automor�smo
de Saq,N de�nido por Γα(zI) = zI, Γα(TqI) = TqI,

Γα(Ei,j) =

{
αi,jEi,j if i > j

α−1j,i Ei,j if i < j
(2.4)

Sea σc := σA,B,c,r,N , entonces tenemos

σc.Γα = σc.α = Γα−1 .σc, (2.5)

donde (c.α)i,j := ci,jαi,j y (α−1)i,j = α−1i,j . Observemos que c.α y α−1 también satisfacen (2.5a) y
(2.5b). Utilizando (2.3) y (2.5), tenemos:
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Lema 2.2.1. Las álgebras de Lie SA,B,c,r,Nq,N para valores arbitrarios de A, B and c son isomorfas a

Sε,q,1,r,Nq,N , donde ε es 1 ó −1, y 1 es la matriz c con ci = 1 excepto por los puntos �jos que son 1 ó
−1, que conservan su signo.

Introduciremos ahora un poco de notación con el objetivo de dar una descripción explícita de
esta familia de subálgebras.

Primero, escribiremos σε,r,N y Sε,r,Nq,N en lugar de σε,q,1,r,N y SA,B,c,r,Nq,N . Además, para cualquier
matriz M ∈Matm×n(C), de�nimos

(M)†i,j = Mm+1−j,n+1−i, (2.6)

i.e., la transpuesta con respecto a la otra diagonal. Recordemos las anti-involuciones en Sq := Sq,1
dadas en Proposición 1.3.1:

σ̇±,B,r(z
kf(Tq)) = (±z)kqk(k−1)r/2f(Bq−kT−1q )T krq . (2.7)

Podemos extender σ̇±,B,r a una aplicación enMatn×t(Sq) = Sq⊗Matn×t(C) tomando [σ̇±,B,r(M)]i,j =
σ̇±,B,r(Mi,j).

Caso +: De�nimos la siguiente aplicación en Matn×t(Sq):

M †1 = σ̇+,q,r(M
†). (2.8)

Explícitamente, la anti-involución σ+,r,N en Sq,N = Sq ⊗MatN (C) está dada por

σ+,r,N (M) =
(
M †1

)
, (2.9)

donde M ∈Matn×n(Sq), y

S+,r,Nq,N = {M : M +M †1 = 0}. (2.10)

Caso �: Consideremos ahora la siguiente apliación en Matn×t(Sq):

M∗1 := σ̇−,q,r(M
†). (2.11)

Entonces σ−,r,N en Sq,N está dado explícitamente por

σ−,r,N (M) = (M∗1) , (2.12)

donde M ∈Matn×n(Sq), y

S−,r,Nq,N = {M : M +M∗1 = 0}. (2.13)

Notemos que S±,r,Nq,N son subálgebras de Lie de Sq,N y que †1 y ∗1 son anti-automor�smos.
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Observación 2.2.2. Reemplazando † por T (transpuesta usual) en (2.8) y (2.11) da como resultado
otra familia de involuciones que notaremos σT±,r,N , que no preservan la Z-graduación principal. Más
aún, las subálgebras correspendientes no son subálgebras Z-graduadas de Sq,N , a pesar de que son
isomorfas a las otras usando que M † = JMTJ−1, donde J es la siguiente matriz N ×N

J =

(0 · · · 1
... 1

...
1 · · · 0

)
. (2.14)

De esta forma, obtenemos AdJ ◦ σT±,r,N = σ±,r,N .

2.2.2. Generadores de Sε,r,Nq,N

Podemos dar una descripción detallada de los generadores de Sε,r,Nq,N .

Denotemos C[w,w−1](ε),j (donde ε = 1 ó ε = −1) al conjunto de los polinomios de Laurent tales
que f(w−1) = −(ε)jf(w), y sea l̄ = 0 si l es impar y l̄ = 1 si l es par.

Notemos que Sε,r,Nq,N = {x− σε,r,N (x) : x ∈ Sq,N} y observemos que por (2.7)

σ̇±,q,r(z
k(q(k−1)/2Tq)

kr/2f(q(k−1)/2Tq)) = (±z)k(q(k−1)/2Tq)kr/2f((q(k−1)/2Tq)
−1).

Aquí y en lo siguiente utilizaremos la descripción de los elementos en las subálgebras usada
en (2.10) y (2.13). Por simplicidad, denotaremos Sσ,Nq,N a la subálgebra �ja por menos σ±,r,N . El

siguiente es un conjunto de generadores de Sσ,Nq,N .

{zk(q(k−1)/2Tq)kr/2(f(q(k−1)/2Tq)Ei,n+1−j − (ε)kf((q(k−1)/2Tq)
−1)Ej,n+1−i) : k ∈ Z,

f εC[w,w−1], 1 ≤ i < j ≤ n},

y los generadores de la diagonal opuesta son

{zk(q(k−1)/2Tq)kr/2f(q(k−1)/2Tq)Ei,n+1−i : k ∈ Z, f εC[w,w−1](ε),k, 1 ≤ i ≤ n}.

2.2.3. Realización geométrica de σ±,r,N

En esta sección daremos una realización geométrica de σ±,r,N . El álgebra Sq,N actúa en el espacio
V = CN [z, z−1] y de�nimos dos formas bilineales en V :

B±(h, g) = Resz(Φ±(hT )Jg), (2.15)

donde J = z−2JN , JN como en (2.14) and Φ± : V → V dado por Φ±(h(z)) = h(±z), h(z) ∈ V .

Proposición 2.2.3. (a) Las formas bilineales B± son no degeneradas. Más aún, B+ es simétrica
y B− es antisimétrica.
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(b) Para cualquier L ∈ Sq,N y h, g ∈ V tenemos

B±(Lh, g) = B±(h, (T−kr/2q σ±,r,N (L)T kr/2q )(g)), (2.16)

donde L = zkT
kr/2
q p(Tq)(A). En otras palabras, L y T

−kr/2
q σ±,r,N (L)T

kr/2
q son operadores

adjuntos con respecto a B±.

Demostración. (a) Las a�rmaciones son directas.

(b) Sea L = zkT
kr/2
q p(Tq)(A), h = zuep y g = zseq. Recordemos que

L(h) = zk+uqrku/2p(qu)(Aep)

y

σ±,r,N (L)(g) = (±1)kzs+kqskr/2p(q−k−s+1)A†eq.

Entonces,

B±(L(zuep), z
seq) = Resz(±z)k+uqrku/2p(qu)eTpA

T z−2JNz
seq (2.17)

= (±1)k+uqrku/2p(qu)δk+u+s,1(A
TJN )(p,q).

Por otro lado, tenemos

B±(h, σ±,r,N (L)g) = Resz(±1)k+uzu+k+s−2qskr/2p(q−k−s+1)eTp JNA
†eq (2.18)

= ((±1)k+uqskr/2δk+u+s,1p(q
−k−s+1)JNA

†)(p,q)

= ((±1)k+uqskr/2p(q−k−s+1)δk+u+s,1JNA
†)(p,q)

Notemos que si multiplicamos (2.17) por qskr/2 y (2.18) por qsku/2, obtenemos

B±(L(zuep), T
kr/2
q Izseq) = B±(T kr/2q Izuep, σ±,r,N (L)zseq). (2.19)

Puede probarse fácilmente que, para α ∈ C,

B±(Tαq Iz
uep, z

seq) = B±(zuep, σ±,r,N (Tαq I)zseq).

Utilizando este resultado en (2.19), podemos ver que

B±(σ±,r,N (T kr/2q I)L(zuep), z
seq) = B±(zuep, σ±,r,N (T kr/2q I)σ±,r,N (L)zseq).

Luego, tal como se esperaba, obtenemos

B±(L(zuep), z
seq) = B±(zuep, (T

−kr/2
q I)σ±,r,N (L)(T kr/2q I)zseq).
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Observación 2.2.4. De manera similar, podemos de�nir la siguiente forma bilineal no degenerada
en V :

BT
±(h, g) = Resz(Φ±(hT )JT g),

donde

JT = z−2In,

con In la matriz identidad n× n, y se sigue que satisfacen

B±(Lh, g) = B±(h, T−kr/2q σT±,r,N (L)T kr/2q g),

donde σT±,n son los de�nidos en la Observación 2.2.2.

Luego, podemos a�rmar que S+,r,Nq,N es una subálgebra de Sq,N de tipo �ortogonal", y S−,r,Nq,N es
una subálgebra de Sq,N de tipo �simpléctico".

2.3. Caso n < N

Estudiaremos en esta sección las subálgebras de Lie de operadores pseudo diferenciales matri-
ciales cuánticos �jas por (menos) las anti-involuciones halladas para el caso n < N .

2.3.1. Subálgebras de Lie de Sq,N

Sea S±,B,c,nq,N la subálgebra de Lie de Sq,N �ja por menos σ±,B,c,n:

S±,B,c,nq,N = {a ∈ Sq,N |σ±,B,c,n(a) = −a}. (2.1)

De forma similar al caso n = N , analizaremos las relaciones entre S±,B,c,nq,N para diferentes valores
de B, c y n. Sea s ∈ C, y denotemos θs el automor�smo de Saq,N dado por θs(M) = M , θs(zI) = zI
y θs(TqI) = qsTqI, donde I representa la matriz identidad y M ∈MatNC. Claramente θs preserva
la Z-graduación principal de Saq,N . De la misma forma que para n = N , tenemos que para este caso
vale lo siguiente

θsσ±,B,c,nθ−s = σ±,q−2sB,c,n. (2.2)

Sea α = {αi,j} (i > j) tal que satisface (2.5a) y (2.5b) y denotemos Γα al automor�smo de Saq,N
de�nido por Γα(zI) = zI, Γα(TqI) = TqI,

Γα(Ei,j) =

{
αi,jEi,j if i > j

α−1j,i Ei,j if i < j
(2.3)
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Tomando σc := σ±,B,c,n, tenemos

σc.Γα = σc.α = Γα−1 .σc, (2.4)

donde (c.α)i,j := ci,jαi,j y (α−1)i,j = α−1i,j . Notemos que c.α y α−1 también satisfacen (2.5a) y
(2.5b). Utilizando (2.2) y (2.4), tenemos:

Lema 2.3.1. Las álgebras de Lie S±,B,c,nq,N para valores arbitrarios de B y c son isomorfas a Sε,q,1,nq,N ,
donde ε es 1 ó −1, y 1 es la matriz c con ci = 1 excepto para los puntos �jos que son 1 ó −1, que
conservan su signo.

Observación 2.3.2. Gracias a este lema, podemos encontrar un número complejo s tal que B = q.
Más aún, recordemos que en el caso n = N , es posible encontrar un número complejo tal que
A = ±1 (lo cual tiene como consecuencia que B = q). Entonces, la subálgebra SA,B,c,r,nq,N es isomorfa

a S±1,q,1,nq,N y SA,B,c,r,Nq,N es isomorfa a S±1,q,1,r,nq,N . La única diferencia entre ambos casos es con respecto
a r: mientras que r toma un valor arbitrario en el caso n = N , si n < N r debe ser 0.

Escribiremos σ±,n y S±,nq,N en lugar de σ±,B,c,n y S±,B,c,nq,N , con B = q y c = 1. De la misma forma
que en la sección anterior, para cualquier matriz M ∈Matm×n(C), de�nimos

(M)†i,j = Mm+1−j,n+1−i, (2.5)

i.e., la transpuesta con respecto a la otra diagonal. Recordemos una vez más las anti-involuciones
en Sq := Sq,1 dadas en Proposición 1.3.1:

σ̇±,B,r(z
kf(Tq)) = (±z)kqk(k−1)r/2f(Bq−kT−1q )T krq . (2.6)

Extendemos σ̇A,B,r a una aplicación enMata×b(Sq) = Sq⊗Mata×b(C) tomando [σ̇±,B,r(M)]i,j =
σ̇±,B,r(Mi,j). Sea ahora t = N − n.

Caso +: De�nimos las siguientes aplicaciones:

M †1 = σ̇+,q,0(M
†), B†2 = z−1σ̇+,q,0(B

†) (2.7)

C†3 = zσ̇+,1,0(C
†), D†4 = σ̇+,1,0(D

†),

donde M ∈ Matn×n(Sq), B ∈ Matn×t(Sq), C ∈ Matt×n(Sq), y D ∈ Matt×t(Sq). Podemos escribir
la anti-involución σ+,n en Sq,N = Sq ⊗MatN (C) explícitamente como

σ+,n

(
M B
C D

)
=

(
M †1 C†3

B†2 D†4

)
, (2.8)

y

S+,nq,N =

{(
M B
−B†2 D

)
: M +M †1 = 0 y D +D†4 = 0

}
. (2.9)
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El hecho que σ+,n(a) = −a implica C†3 = −B y B†2 = −C, y estas dos condiciones son
equivalentes ya que (B†2)†3 = B. Más aún, para probar que S+,nq,N es una subálgebra de Lie de
Sq,N por cálculos directos es necesario utilizar que †1 y †4 son anti-automor�smos, y las identidades
B†2 = z−1B†1 , C†4 = zC†3 , (B†2)†1 = Bz−1, B†4z−1 = B†2 , etc. Observemos, sin embargo, que †2

y †3 no son anti-automor�smos. Las siguientes identidades también son útiles:

σ̇+,q,0(z
−1σ̇+,q,0(z

kf(Tq))) = (zkf(Tq))z
−1, (2.10)

σ̇+,1,0(z
−1σ̇+,q,0(z

kf(Tq))) = z−1(zkf(Tq)).

Caso �: Como hemos visto en el análisis subsiguiente a la ecuación (2.32), el caso N par y n (también
t) impar es imposible. Luego podemos suponer, por simetría, que t es par. Consideremos ahora las
siguientes aplicaciones:

M∗1 := σ̇−,q,0(M
†), (2.11)

B∗2 := z−1σ̇−,q,0(B
†),

C∗3 := zσ̇−,1,0(C
†),

D∗4 := σ̇−,1,0(D
†),

donde M ∈ Matn×n(Sq), B ∈ Matn×t(Sq), C ∈ Matt×n(Sq), y D ∈ Matt×t(Sq). Entonces las
anti-involuciones σ−,n en Sq,N están dadas explícitamente por

σ−,n

(
M B
C D

)
=

(
M∗1 C∗3

B∗2 D∗4

)
, (2.12)

y

S−,nq,N =

{(
M B
−B∗2 D

)
: M +M∗1 = 0 and D +D∗4 = 0

}
. (2.13)

De la misma forma que antes, la condición σ−,n(a) = −a implica C∗3 = −B y B∗2 = −C, y
estas dos son equivalentes porque (B∗2)∗3 = B. Más aún, para probar que S−,nq,N es una subálgebra
de Lie de Sq,N por medio de cálculos directos, debemos utilizar que ∗1 y ∗4 son anti-automor�smos,
y las identidades B∗2 = z−1B∗1, D∗4 = zD∗3, (B∗2)∗1 = Bz−1, B∗4z−1 = B∗2, etc. Nuevamente, ∗2

y ∗3 no son anti-automor�smos. Necesitamos además utilizar:

σ̇−,q,0(z
−1σ̇−,q,0(z

kf(Tq))) = −(zkf(Tq))z
−1, (2.14)

σ̇−,1,0(z
−1σ̇−,q,0(z

kf(Tq))) = −z−1(zkf(Tq)).

Observación 2.3.3. Reemplazando † por T (transpuesta usual ) en (2.7) y(2.11) da como resultado
otra familia de involuciones que denotaremos σT±,n. Estas involuciones no preservan la Z-graduación
principal, y las subálgebras correspondientes no son subálgebras Z graduadas de Sq,N , pero son
isomorfas a las otras usanto el mismo argumento que en la Observación 2.2.2.
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2.3.2. Generadores de S±,nq,N

En esta sección daremos una descripción detallada de los generadores de S±,nq,N .

Denotemos C[w,w−1](ε),j (donde ε = 1 ó ε = −1) al conjunto de polinomios de Laurent tales
que f(w−1) = −(ε)jf(w) y denotemos Sσ,nq,N a la subálgebra S±,nq,N . Sea l̄ = 0 si l es impar y l̄ = 1 si
l es par.

Recordemos que

σ̇±,q,0(z
kf(q(k−1)/2Tq)) = (±z)kf((q(k−1)/2Tq)

−1)

y también,

σ̇±,1,0(z
kf(qk/2Tq)) = (±z)kf(q−k/2T−1q ).

Entonces, el siguiente es un conjunto de generadores de S±,nq,N , utilizando la descripción de los
elementos en las subálgebras dada en (2.9) y(2.13).

Para el bloque M, donde 1 ≤ i, j ≤ n:

{zk(f(q(k−1)/2Tq)Ei,n+1−j−(ε)kf((q(k−1)/2Tq)
−1)Ej,n+1−i) : k ∈ Z, f εC[w,w−1], 1 ≤ i < j ≤ n}.

y los generadores en la diagonal opuesta son

{zkf(q(k−1)/2Tq)Ei,n+1−i : k ∈ Z, f εC[w,w−1](ε),k, 1 ≤ i ≤ n}.

Para los bloques B (y C), donde i ≤ n y j > n (ó j ≤ n y i > n):

{zk(f(q(k−1)/2Tq)Ei,n+j − (ε)kz−1f((q(k−1)/2Tq)
−1)EN+1−j,n+1−i) : k ∈ Z, f εC[w,w−1],

1 ≤ i ≤ n and 1 ≤ j ≤ N − n}.

Para el bloque D, donde i, j > n:

{zk(f(qk/2Tq)En+i,N+1−j − f(q−k/2T−1q )En+j,N+1−i) : k ∈ Z, f εC[w,w−1], 1 ≤ i < j ≤ N − n},

y los generadores en la diagonal opuesta son

{zkf(qk/2Tq)En+i,N+1−i : k ∈ Z, f εC[w,w−1](ε),k, 1 ≤ i ≤ N − n}.

2.3.3. Realización geométrica de σ±,n

En esta sección daremos una realización geométrica de σ±,n.

El álgebra Sq,N actúa en el espacio V = CN [z, z−1] y de�nimos dos formas bilineales en V :

B±(h, g) = Resz(Φ±(hT )Jg), (2.15)
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donde

J =

(
z−2Jn 0

0 z−1Jt

)
,

con Φ : V → V dada por Φ±(h(z)) = h(±z), h(z) ∈ V , y Jn como en (2.14). Observemos que
V = Cn[z, z−1]×Ct[z, z−1] es una descomposición ortogonal de V . Ahora, consideremos la siguiente
proposición.

Proposición 2.3.4. (a) Las formas bilineales B± son no degeneradas. Más aún, B+ es simétrica
y B− es simétrica en el subespacio Cn[z, z−1] y antisimétrica en Ct[z, z−1].

(b) Para cualquier L ∈ Sq,N y h, g ∈ V tenemos

B±(Lh, g) = B±(h, σ±,n(L)g), (2.16)

esto es, L y σ±,n(L) son operadores adjuntos con respecto a B±.

Demostración. (a) Las demostraciones de las a�rmaciones son directas.

(b) Sean L = zkp(Tq)(
MB
CD ), h = zuep, y g = zseq como mostrado anteriormente. Recordemos que

L(h) = zk+up(qu)(MB
CD )ep

y

σ±,n(L)(g) = (±1)kzs+k
( p(q−k−s+1)M † zp(q−k−s)C†

z−1p(q−k−s+1)B† p(q−k−s)D†

)
eq.

Entonces,

B±(L(zuep), z
seq) = Resz(±1)z+uzk+up(qu)eTp

(M B
C D

)T(z−2Jn 0
0 z−1Jt

)
zseq

= (±1)z+up(qu)
(δk+u+s,1MTJn δk+u+s,0C

TJt
δk+u+s,1B

TJn δk+u+s,0D
TJt

)
(p,q)

.

Por otro lado, tenemos

B±(h, σ±,n(L)g) = Resz(±1)z+uzk+u+seTp

(z−2Jn 0
0 z−1Jt

)( p(q−k−s+1)M † zp(q−k−s)C†

z−1p(q−k−s+1)B† p(q−k−s)D†

)
eq

= (±1)z+u
(δk+u+s,1p(q−k−s+1)JnM

† δk+u+s,0p(q
−k−s)JnC

†

δk+u+s,1p(q
−k−s+1)JtB

† δk+u+s,0p(q
−k−s)JtD

†

)
(p,q)

= (±1)z+up(qu)
(δk+u+s,1JnM † δk+u+s,0JnC

†

δk+u+s,1JtB
† δk+u+s,0JtD

†

)
(p,q)

Los últimos resultados son iguales, �nalizando la prueba.
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Observación 2.3.5. De manera similar, podemos de�nir las siguientes formas bilineales no degene-
radas en V :

BT
±(h, g) = Resz(Φ±(hT )JT g),

donde

JT =

(
z−2In 0

0 z−1It

)
,

con In la matriz identidad n× n, y se puede probar fácilmente que satisfacen

B±(Lh, g) = B±(h, σT±,n(L)g),

donde σT±,n fueron de�nidos en (2.14).

Luego, podemos a�rmar que S+,nq,N es una subálgebra de Sq,N de tipo �ortogonal� o(n,N − n) y

S−,nq,N es una subálgebra de Sq,N de tipo �ortosimpléctico� osp(n,N − n).





Capítulo 3

Representaciones irreducibles cuasi�nitas
de peso máximo de Sσ,Nq,N

En este capítulo caracterizaremos las representaciones cuasi�nitas irreducibles de peso máximo
de las subálgebras de Lie de tipo ortogonal y simpléctico obtenidas para el caso n = N .

3.1. Subálgebras parabólicas de Sσ,Nq,N

Recordemos que para este caso, las anti-involuciones que preservan la Z-graduación principal
son de la siguiente forma

σε,r,N (zkh(Tq)Ei,j) = (ε)kqk(k−1)r/2zkh(q1−kT−1q )T krq EN+1−j,N+1−i. (3.1)

donde ε = ±1, r ∈ C×. Denotaremos

δm,par =

{
1 si m es par

0 otro caso.

Sσ,Nq,N hereda una Z-graduación de Sq,N dado que σ preserva la Z-graduacíon principal de Saq,N .
Luego, Sσ,Nq,N = ⊕j ∈Z(Sσ,Nq,N )j .

Podemos ahora dar una descripción de (Sσ,Nq,N )j . Sea, por el algoritmo de la división, j = kN + p

43
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con 0 ≤ p ≤ N − 1 . Entonces: si p 6= 0

(Sσ,Nq,N )j ={zk(q(k−1)/2Tq)rk/2(f(q(k−1)/2Tq)Ei,i−p

− (ε)kf((q(k−1)/2Tq)
−1)EN+1−i+p,N+1−i)|f(w) ∈ C[w,w−1], 1 + p ≤ i ≤ N,

i 6= (N + 1 + p)/2}⋃
δN+p,impar{zk(q(k−1)/2Tq)rk/2g(q(k−1)/2Tq)E(N+1+p)/2,(N+1−p)/2|g(w) ∈ C[w,w−1]ε,k}⋃
{zk+1(qk/2Tq)

r(k+1)/2(h(qk/2Tq)Ei,N−p+i

− (ε)k+1h(q−k/2T−1q )Ep+1−i,N+1−i|h(w) ∈ C[w,w−1], 1 ≤ i ≤ p, i 6= (1 + p)/2}⋃
δp,impar{zk+1(qk/2Tq)

r(k+1)/2g̃(qk/2Tq)E(p+1)/2,(2N+1−p)/2|g̃(w) ∈ C[w,w−1]ε,k+1},

y para p = 0

(Sσ,Nq,N )j ={zk(q(k−1)/2Tq)rk/2(f(q(k−1)/2Tq)Ei,i

− (ε)kf((q(k−1)/2Tq)
−1)EN+1−i,N+1−i)|f(w) ∈ C[w,w−1], 1 ≤ i ≤ [N/2]}⋃

δN,impar{z−k(q(−k−1)/2Tq)−rk/2g(q(−k−1)/2Tq)E(N+1)/2,(N+1)/2|g(w) ∈ C[w,w−1]ε,k},

donde C[w,w−1]ε,k denota el conjunto de todos los polinomios de Laurent tales que f(w−1) =
−(ε)kf(w).

Denotemos nuevamente ψ a la restricción del 2-cociclo en (1.4) a Sσ,Nq,N . Llamaremos Ŝσ,Nq,N a la

extensión central de Sσ,Nq,N por CC que corresponde al 2-cociclo ψ. Ŝσ,Nq,N es una subálgebra de Lie de

Ŝq,N .

Tomemos ahora una subálgebra parabólica p de Ŝσ,Nq,N y observemos que para cada j ∈ N,
j = kN + p con 0 ≤ p ≤ N − 1 tenemos

p−j = {z−k(q(−k−1)/2Tq)−rk/2(f(q(−k−1)/2Tq)Ei,i+p (3.2)

− (ε)kf(q(k+1)/2T−1q )EN+1−i−p,N+1−i)|f(w) ∈ Ii−j , 1 ≤ i ≤ N − p, i 6= (N + 1− p)/2}⋃
δN−p,impar{z−k(q(−k−1)/2Tq)−rk/2g(q(−k−1)/2Tq)E(N+1−p)/2,(N+1+p)/2|g(w) ∈ I

(N+1−p)/2
−j }⋃

{z−k−1(q−1−k/2Tq)−r(k+1)/2(h(q−1−k/2Tq)Ei,i−N+p

− (ε)(k+1)h((q−1−k/2Tq)
−1)E2N+1−i−p,N+1−i)|h(w) ∈ Ii−j , N + 1− p ≤ i ≤ N, i 6= (2N + 1− p)/2}⋃

δp,impar{z−k−1(q−1−k/2Tq)−r(k+1)/2g̃(q−1−k/2Tq)E(2N+1−p)/2,(1+p)/2|g̃(w) ∈ I
(2N+1−p)/2
−j },

donde Ii−j es un subespacio de C[w,w−1], I(N+1−p)/2
−j es un subespacio de C[w,w−1]ε,k y I(2N+1−p)/2

−j
es un subespacio de C[w,w−1]ε,k+1.

Procederemos a chequear las condiciones (P1),(P2) y (P3) enunciados en la Sección 1.1 para

Ŝσ,Nq,N .

Observemos que (P1) es inmediato por la de�nición de (Ŝσ,Nq,N )0. (P2) resulta de calcular los
siguientes corchetes

[zl(q(l−1)/2Tq)
lr/2(f(Tq)Ei,j−(ε)lf(T−1q )EN+1−j,N+1−i), Ej,j−1 − EN+2−j,N+1−j ],
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y el caso particular

[zl(q(l−1)/2Tq)
lr/2(f(Tq)EN/2,N/2−(ε)lf(T−1q )EN/2+1,N/2+1), EN/2,N/2−1 − EN/2+2,N/2+1].

Para probar (P3), sean f(w), g(w) polinomios de Laurent en la variable w con f εIi−j , y sea p−j
con j = kN + p como en (3.2). Consideremos primero 1 ≤ i ≤ N − p. Si p = 0, supongamos
i 6= (N + 1)/2. Calculamos el siguiente corchete

[z−k(q(−k−1)/2Tq)
−rk/2(f(q(−k−1)/2Tq)Ei,i−(ε)kf(q(k+1)/2T−1q )EN+1−i,N+1−i),

g(q−1/2Tq)Ei,i − g(q1/2T−1q )EN+1−i,N+1−i]

Luego, Ii−j satisface
AjI

i
−j ⊆ Ii−j , (3.3)

donde Aj = {g(qk/2w)− g(q−k/2w) : g(w) ∈ C[w,w−1]}.

Si p 6= 0, supongamos que i 6= N + 1− i. Calculando el siguiente corchete

[z−k(q(−k−1)/2Tq)
−rk/2(f(q(−k−1)/2Tq)Ei,i+p−(ε)kf(q(k+1)/2T−1q )EN+1−i−p,N+1−i),

g(q−1/2Tq)Ei,i − g(q1/2T−1q )EN+1−i,N+1−i],

se puede ver que Ii−j satisface (3.3) para Aj = {g(qk/2w) : g(w) ∈ C[w,w−1]}.

Por último, si N + 1− p ≤ i ≤ N , se puede observar calculando

[z−k−1(q−1−k/2Tq)
−r(k+1)/2(f(q−1−k/2Tq)Ei,i−N+p−(ε)k+1f(q1+k/2T−1q )E2N+1−i−p,N+1−i),

g(q−1/2Tq)Ei,i − g(q1/2T−1q )EN+1−i,N+1−i]

que Ii−j satisface también (3.3), esta vez para Aj = {g(q(−1−k)/2w) : g(w) ∈ C[w,w−1]}.

Resultados análogos valen para I(N+1−p)/2
−j , si N − p es impar, calculando

[z−k(q(−k−1)/2Tq)
−kr/2(f(q(−k−1)/2Tq)E(N+1−p)/2,(N+1+p)/2,

g(q−1/2Tq)Ei,i − g(q1/2T−1q )EN+1−i,N+1−i],

y si p es impar para I(2N+1−p)/2
−j , calculando

[z−k−1(q−1−k/2Tq)
−r(k+1)/2(f(q−1−k/2Tq)E(2N+1−p)/2,(1+p)/2,

g(q−1/2Tq)Ei,i − g(q1/2T−1q )EN+1−i,N+1−i]

Luego, dado que C[w,w−1] es un dominio de ideales principales, hemos probado lo siguiente

Lema 3.1.1. Para j > 0,

(a) Ii−j, I
(N+1−p)/2
−j e I

(2N+1−p)/2
−j son ideales;

(b) si Ii−j 6= 0, I
(N+1−p)/2
−j 6= 0 y I

(2N+1−p)/2
−j 6= 0, entonces tienen codimensión �nita en C[w,w−1].
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En adelante denotaremos [k] a la parte entera de un número k. Ahora tenemos la siguiente
proposición importante.

Proposición 3.1.2. (a) Cualquier elemento no nulo d ∈ (Ŝσ,Nq,N )−1 es no degenerado.

(b) Cualquier subálgebra parabólica de Ŝσ,Nq,N es no degenerada.

(c) Sea d ∈ (Ŝσ,Nq,N )−1,

d =

[N/2]−δN,par∑
i=1

fi(q
−1/2Tq)Ei,i+1 − fi(q1/2T−1q )EN−i,N+1−i

+ δN,parg(q−1/2Tq)EN/2,N/2+1 + z−1(q−1Tq)
−r/2h(q−1Tq)EN,1,

donde fi(w), g(w) y h(w) son polinomios de Laurent tales que g(w−1) = −g(w) y h(w−1) =
−εh(w). Entonces

(Ŝσ,Nq,N )d0 : = [(Ŝσ,Nq,N )1, d]

= span{fk−1(q−1/2Tq)(q−1/2Tq)l(Ek−1,k−1 − Ek,k)
+ fk−1(q

1/2T−1q )(q−1/2Tq)
−l(EN−k+1,N−k+1 − EN+2−k,N+2−k) :

2 ≤ k ≤ [N/2] + δN,impar, l ∈ Z≥0}
∪ δN,par{g(q−1/2Tq)((q

−1/2Tq)
n − (q−1/2Tq)

−n)(EN/2,N/2 − EN/2+1,N/2+1) :

n ∈ Z≥0, g ∈ C[w,w−1]ε,0}
∪ {h(Tq)(T

m
q − εT−mq )EN,N − h(q−1Tq)((q

−1Tq)
m − ε(q−1Tq)−m)E1,1

+ tr0(εh(q1/2w−1)(wm − εw−m))C : m ∈ Z, h ∈ C[w,w−1]ε,1}.

Demostración. Sea 0 6= d ∈ (Ŝσ,Nq,N )−1, por Lema (1.1.1), parte (a), pd−j 6= 0 para todo j ≥ 1.

Luego, por Lema (3.1.1) parte (b), se sigue la parte (a). Sea p una subálgebra parabólica de Ŝσ,Nq,N ,
utilizando Lemas 1.2.1 y 1.2.2 en Sección 1.1, obtenemos que p−1 6= 0. Luego, haciendo uso de (a) y
pd ⊆ p (para cualquier d ∈ p−1 no nulo) obtenemos (b). Finalmente, la parte (c) sigue de calcular
los conmutadores [d, a] con
a = (q−1/2Tq)

lEk,k−1 − (q−1/2Tq)
−lEN+2−k,N+2−k con 2 ≤ k ≤ [N/2] + δN,impar;

a = δN,par((q
−1/2Tq)

n − (q−1/2Tq)
−n)EN/2+1,N/2 y a = zT

r/2
q (Tmq − T−mq )E1,N , con l, n, m ∈

Z≥0.

Resumiendo, hemos probado que las siguientes propiedades se satisfacen para Ŝσ,Nq,N :

(P1) (Ŝσ,Nq,N )0 es conmutativo;

(P2) si a ∈ (Ŝσ,Nq,N )−j (j > 0) y [a, (Ŝσ,Nq,N )1] = 0, entonces a = 0;



3.2. Caracterización de módulos de peso máximo cuasi�nitos de Ŝσ,Nq,N 47

(P3) si p es una subálgebra parabólica no degenerada de Ŝσ,Nq,N , entonces existe un elemento no
degenerado a, tal que pa ⊆ p.

Observemos que (P3) se sigue de la Proposición 3.1.2, partes (a) y (b).

3.2. Caracterización de módulos de peso máximo cuasi�nitos de

Ŝσ,Nq,N

Comenzaremos ahora con el estudio de las representaciones cuasi�ntas sobre Ŝσ,Nq,N .

Consideraremos en adelante λ ∈ (Ŝσ,Nq,N )∗0. Una funcional λ es descripta por sus etiquetas,

4i,l = λ((q−1/2Tq)
lEi,i − (q−1/2Tq)

−lEN+1−i,N+1−i),

4N,l = λ((T lq + T−lq )EN,N − ((q−1Tq)
l + (q−1Tq)

−l)E1,1)

con l ∈ Z≥0, 1 < i ≤ [N/2] − δN,par y la carga central c = λ(C). Consideremos las series
generatrices

4i (x) =
∑
l∈Z
−x−l 4i,l 1 < i ≤ [N/2]− δN,par y 4N (x) =

∑
l∈Z
−x−l 4N,l . (3.1)

Recordemos que un cuasipolinomio es una combinación lineal de funciones de la forma p(x)qαx,
donde p(x) es un polinomio y α ∈ C. Esto es, satisface una ecuación diferencial lineal no trivial
con coe�cientes constantes. Recordemos también la siguiente proposicíon bien conocida.

Proposición 3.2.1. Dado un cuasipolinomio P , y un polinomio B(x) =
∏
i(x − Ai), tomemos

b(x) =
∏
i(x−ai) donde ai = eAi , entonces b(x)(

∑
n∈Z P (n)x−n) = 0 si y sólo si B(d/dx)P (x) = 0.

Si el polinomio B es par decimos que P es un cuasipolinomio par. Como consecuencia, tenemos

la siguiente caracterización de módulos de peso máximo cuasi�nito sobre Ŝσ,Nq,N .

Teorema 3.2.2. Un Ŝσ,Nq,N -módulo L(λ) es cuasi�nito si y sólo si se cumple una de las siguientes
condiciones:

1. Existen polinomios mónicos b1(w), · · · , b[N/2]−δN,par(w), bεN (w) tales que

bi(x)(4i+1(x)−4i (x)) = 0 para 1 < i ≤ [N/2]− δN,par y (3.2)

bεN (x)(4N (x) + 2c) = 0 (3.3)

Más aún, si N es par existe un polinomio mónico bN/2(x) tal que

bN/2(x)(41+N/2(x)−4N/2(x)) = 0 (3.4)
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2. Existen cuasipolinomios Pi y cuasipolinomios pares P εN tales que (n ∈ N)

Pi(n) = 4i,n −4i+1,n para 1 < i ≤ [N/2]− δN,par y (3.5)

P εN (n) = 4N,n para n 6= 0 y P εN (0) = −2c. (3.6)

Más aún, si N es par existe un cuasipolinomio par PN/2 tal que

PN/2(n) = 4N/2,n −4N/2+1,n. (3.7)

Demostración. Como consecuencia de la Proposición 3.1.2 parte (c) y el Teorema 1.1.4 parte (b),
tenemos que L(λ) es cuasi�nito si y sólo si existen polinomios de Laurent (mónicos)

hε(w) =

p∑
t=0

ct(w
t − εw−t), g(w) =

u∑
s=0

ds(w
s − w−s), fi(w) =

mi∑
v=−mi

ai,vw
v

para 1 < i ≤ [N/2]− δN,par, tales que para cada l, n, m ∈ Z≥0, tenemos

λ(fk−1(q
−1/2Tq)(q

−1/2Tq)
l(Ek−1,k−1 − Ek,k)

+ fk−1(q
1/2T−1q )(q−1/2Tq)

−l(EN−k+1,N−k+1 − EN+2−k,N+2−k)) = 0

con 1 < k ≤ [N/2]− δN,par,

λ(hε(Tq)(T
m
q − εT−mq )EN,N − hε(q−1Tq)((q−1Tq)m − ε(q−1Tq)−m)E1,1

+ tr0(εh
ε(q1/2w−1)(wm − εw−m))C) = 0,

y

δN,parλ(g(q−1/2Tq)((q
−1/2Tq)

n − (q−1/2Tq)
−n)(EN/2,N/2 − EN/2+1,N/2+1)) = 0.
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Estas condiciones pueden reescribirse como:

0 =

mi∑
v=−mi

ai,v(4i,v+l −4i+1,v+l) (3.8)

para todo 1 < i ≤ [N/2]− δN,even y l ∈ Z≥0, y

0 =

p∑
t=0

ct(4N,t+m − ε4N,t−m) + tr0(εh
ε(q1/2w−1)(wm − εw−m))C) = 0 (3.9)

con m ∈ N. Finalmente, si N es par,

0 =

u∑
s=0

ds(4N/2,s+n −4N/2,−s+n +41+N/2,−s+n −41+N/2,s+n) (3.10)

con n ∈ Z≥0. Sea

Fk(x) = 4k(x)−4k+1(x)

para 1 < k ≤ [N/2]− δN,even.

Analicemos primero (3.8). Multiplicando ambos lados por x−l y sumando sobre l ∈ Z, tenemos

0 =

mi∑
v=−mi

ai,vx
vFi(x) = fi(x)Fi(x). (3.11)

De�nimos b̃i(x) = xmifi(x) ∈ C[x]. La equivalencia entre (1) y(2) para este caso es consecuencia
del hecho que (3.2) vale si y sólo si, multiplicando a ambos lados de esta fórmula por xmi con
mi ≥ 0, también vale. Gracias a la Proposición 3.2.1, la existencia de los cuasipolinomios Pi(x) para
1 < i ≤ [N/2]− δN,par es clara.

Estudiemos ahora (3.9). Haciendo uso de la de�nición de tr0 dada en la Sección 1.3.1 y el hecho
que 4N,l = 4N,−l, tenemos

0 =

p∑
t=0

ct(4N,t+m − ε4N,t−m)− 2εcmc.

Multiplicando a ambos lados por xm − εx−m y sumando sobre m ∈ Z≥0, obtenemos

0 =

p∑
t=0

ct(x
−t − εxt)4N (x)−

∑
m∈Z

(xm − εx−m)(2εcmc) = −εhε(x)(4N (x) + 2c).

Una vez más, (3.3) vale si y sólo si, multiplicando ambos lados de esta fórmula por xp con p ≥ 0,
también vale. Ahora, bε(x) = xphε(x) ∈ C[x]. Dado que hε(x−1) = −εhε(x) se puede ver fácilmente
que si α 6= 0 es raíz de bε(x), entonces 1/α también lo es. Ahora podemos aplicar la Proposición
3.2.1 y como consecuencia de la relación entre las raíces de B y b en esta proposición, se sigue que
el Bε(x) que corresponde a nuestro bε(x) es un polinomio par. Esto implica que el cuasipolinomio
P εN (x) tal que P εN (n) = 4N,n para n 6= 0 y P (0) = 2c es par, completando la prueba para este caso.
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Por último, analicemos (3.10) para el caso N par. Procediendo de manera similar a la ecuación
anterior, multiplicamos por (xn − x−n) y sumamos sobre n ∈ Z≥0. Haciendo uso del hecho que
41+N/2,l = −4N/2,−l obtenemos

0 =

u∑
s=0

ds(x
s − x−s)(4N/2(x)−4N/2+1(x)) = g(x)FN/2(x).

Ahora b̂N/2(x) = xug(x) ∈ C[x]. Utilizando nuevamente la Proposición 3.2.1 probamos que
PN/2(x) tal que PN/2(n) = 4N/2,n −4N/2+1,n para n ∈ Z es un cuasipolinomio par.

Dado un Ŝσ,Nq,N -módulo irreducible de peso máximo cuasi�nito V por Teorema 3.2.2, sabemos de
la existencia de un cuasipolinomio Pi(x) (para 1 < i ≤ [N/2] − δN,par) que satisface (3.5) y de un
cuasipolinomio par P εN (x) que veri�ca (3.6) (y si N es par, PN/2(x) que satisface (3.7)). Escribiremos

Pi(x) =
∑
s∈C

ps,i(x)qsix, (3.12)

P εN (x) =
∑
j∈C

pεj,N (x) coshq(e
+
j x) +

∑
j∈C

qεj,N (x) sinhq(e
−
j x) y

PN/2(x) =
∑
j∈C

pj,N/2(x) coshq(e
+
j x) +

∑
j∈C

qj,N/2(x) sinhq(e
−
j x),

con pj,N (x) y pj,N/2(x) (respectivamente, qj,N (x) y qj,N/2(x)) polinomios pares (respectivamente,

impares), ps,i(x) un polinomio, si, e+i y e−j números complejos distintos, coshq(x) = qx+q−x

2 y

sinhq = qx−q−x
2 . Las últimas dos expresiones en (3.12) son únicas salvo un signo de e+i o un cambio

de signos simultáneo de e−j y el respectivo qj(x). Llamamos e+i (respectivamente, e−j ) exponentes
de V de tipo par (respectivamente, tipo impar) con multiplicidades pj(x) (respectivamente, qj(x)).
Como en [KWY], denotamos e+ al conjunto de exponentes de tipo par con multiplicidad pj(x) y por
e− al conjunto de exponentes de tipo impar con multiplicidad qj(x). Análogamente para la primera
fórmula, llamamos si a los exponentes de V con multiplicidades ps,i(x), y denotamos e al conjunto

de los exponentes con multiplicidades ps,i(x). Denotaremos a este módulo L(Ŝσ,Nq,N ; e; e+; e−).

3.3. Relación entre Ŝσ,Nq,N y las álgebras de Lie clásicas A, B, C y D

Recordemos las siguientes de�niciones de Sección 1.4.3: O el álgebra de todas las funciones
holomorfas en C× con la topología de convergencia uniforme en conjuntos compactos, y

Oε,j = {f ∈ O|f(w) = −εjf(w−1)}.

Recordemos también que el corchete en Sq,N se extiende a (Sq,N )O. De manera similar, de�nimos
una completación (Sσ,Nq,N )O de Sσ,Nq,N que consiste de todos los operadores pseudo diferenciales de la
forma
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{zk(q(k−1)/2Tq)rk/2(f(q(k−1)/2Tq)Ei,j − (ε)kf((q(k−1)/2Tq)
−1)EN+1−j,N+1−i) :

k ∈ Z, 1 ≤ i < j ≤ N, f ∈ O},

y la diagonal opuesta

{zk(q(k−1)/2Tq)rk/2(f(q(k−1)/2Tq)Ei,N+1−i : k ∈ Z, 1 ≤ i ≤ N, f ∈ Oε,k}.

Entonces el 2-cociclo ψ en Sσ,Nq,N se extiende a un 2-cociclo ψ en (Sσ,Nq,N )O. Recordemos que S ′q,N
denota el álgebra derivada de Sq,N . Sea ŜOq,N = SO′q,N + CC la correspondiente extensión central.

Dados s ∈ C y m ∈ Z≥0, tenemos por (1.4.8), que las inmersiones ϕ[m]
s : Sq,N −→ g`

[m]
∞

(ϕ[m]
s : (Sq,N )O −→ g`

[m]
∞ ) dados por

ϕ[m]
s (zkf(Tq)Ei,j) =

∑
l∈Z

f(sq−l+t)E(l−k)N−i+1,lN−j+1

son homomor�smos de álgebras de Lie. Una restricción de estos homomor�smos a Sσ,Nq,N da una

familia de homomor�smos de álgebras de Lie ϕ[m]
s : Sσ,Nq,N −→ g`

[m]
∞ (ϕ[m]

s : (Sσ,Nq,N )O −→ g`
[m]
∞ ).

ϕ[m]
s (zk(q(k−1)/2Tq)

rk/2(f(q(k−1)/2Tq)Ei,j − (ε)kf((q(k−1)/2Tq)
−1)EN+1−j,N+1−i))

=
∑
l∈Z

(
(sq−l+t+(k−1)/2)kr/2(f(sq−l+t+(k−1)/2)E(l−k)N−i+1,lN−j+1

− εkf(s−1ql−t−(k−1)/2)E(l−k−1)N+j,(l−1)N+i

)
.

Para cada s ∈ C y k ∈ Z, sea

I
[m]
s,k = {f ∈ O : f (i)(sq(k−1)/2+n) = 0 y f (i)(s−1q−(k−1)/2−n) = 0, ∀n ∈ Z, 0 ≤ i ≤ m}

y
Ĩ
[m]
s,k,ε = {f ∈ Oε,j : f (i)(sq(k−1)/2+n) = 0 ∀n ∈ Z, 0 ≤ i ≤ m}.

Sea

J [m],r,ε
s = ⊕k∈Z{zk(q(k−1)/2Tq)rk/2(f(q(k−1)/2Tq)Ei,j − (ε)kf((q(k−1)/2Tq)

−1)EN+1−j,N+1−i) :

1 ≤ i < j ≤ N, f ∈ I [m]
s,k }

⊕ ⊕k∈Z {zk(q(k−1)/2Tq)rk/2(f(q(k−1)/2Tq)Ei,N+1−i : 1 ≤ i ≤ N, f ∈ Ĩ [m]
s,k,ε}.

Utilizando la fórmula de Taylor en ϕ[m]
s : Sσ,Nq,N −→ g`

[m]
∞ , obtenemos

ϕ[m]
s (zk(q(k−1)/2Tq)

rk/2(f(q(k−1)/2Tq)Ei,j − (ε)kf((q(k−1)/2Tq)
−1)EN+1−j,N+1−i))

=
∑
l∈Z

m∑
r=0

(
(q

k−1
2
−l+ts)

kr
2 f(q

k−1
2
−l+ts)

)(r) ∣∣
t=0

tr

r!
E(l−k)N+1−i,lN+1−j

− εk
(
(q

k−1
2
−l+ts−1)

kr
2 f(q

1−k
2

+l−ts−1)
)(r) ∣∣

t=0

(−t)r

r!
E(l−k−1)N+j,(l−1)N+i.



52 CAPÍTULO 3. Representaciones irreducibles cuasi�nitas de peso máximo de Sσ,Nq,N

De la misma manera, para los elementos de la diagonal opuesta, tenemos

ϕ[m]
s (zk(q(k−1)/2Tq)

rk/2f(q(k−1)/2Tq)Ei,N+1−i) =∑
l∈Z

m∑
r=0

(
(q

k−1
2
−l+ts)

kr
2 f(q

k−1
2
−l+ts)

)(r) ∣∣
t=0

tr

r!
E(l−k)N+1−i,(l−1)N+i.

Luego, se sigue que
Nu ϕ[m]

s = J [m],r,ε
s . (3.1)

Para lo que sigue elegiremos una rama del log q. Sea τ = log q/2πi. Entonces un elemento s ∈ C×
se escribe de manera única como s = qa, con a ∈ C/τ−1Z. Fijemos ~s = (s1, · · · , sM ) ∈ CM de forma
tal que si cada si = qai , tenemos

ai − aj /∈ Z + τ−1Z para i 6= j, (3.2)

y ~m = (m1, · · · ,mM ) ∈ ZM≥0. Sea g`
[~m]
∞ = ⊕Mi=1g`

[mi]
∞ . Consideremos el homomor�smo

ϕ[~m]
s = ⊕Mi=1ϕ

[mi]
si : (Sσ,Nq,N )O −→ g`[~m]

∞ .

Proposición 3.3.1. Dado ~s y ~m como arriba, tenemos la sucesión exacta de álgebras de Lie Z-
graduadas, siempre que |q| 6= 1 :

0→ J
[~m],r,ε
~s → (Sσ,Nq,N )O → g`[~m]

∞ → 0, (3.3)

donde J
[~m],r,ε
~s = ∩Mi=1J

[mi],r,ε
si .

Demostración. La inyectividad es clara gracias a (3.1). Por simplicidad, probaremos la suryectividad
de ϕ[~m]

s para el casoM = 1, ~m = m y ~s = s = qa. Haremos uso del conocido resultado que para toda
sucesión discreta de puntos de C y un entero no negativo m existe f(w) ∈ O con valores prescritos
en sus primeras m derivadas en esos puntos. Por las condiciones (3.2) y |q| 6= 1 y dado que a /∈ Z/2
tenemos que {q(n−1)/2+j+a} y {q−(n−1)/2−j−a} son sucesiones de puntos discretas y disjuntas en C.
Luego, podemos encontrar un f ∈ O tal que cada elemento tjEa,b está en la imagen, completando
la prueba.

Procuraremos ahora extender el homomor�smo ϕ[m]
s a un homomor�smo entre las extensiones

centrales de las correspondientes álgebras de Lie.

Proposición 3.3.2. La aplicación C−lineal ϕ̂[m]
s : Ŝσ,Nq,N → ĝ`

[m]

∞ de�nida por (s = qa),

ϕ̂[m]
s |

(Ŝσ,Nq,N )j
= ϕ[m]

s |(Sσ,Nq,N )j
si j 6= 0, (3.4)

ϕ̂[m]
s (q−n/2Tnq Ei,i − qn/2T−nq EN+1−i,N+1−i) = ϕ[m]

s (q−n/2Tnq Ei,i − qn/2T−nq EN+1−i,N+1−i)

−
m∑
j=1

q(a−1)n + (−1)jq(−a+1)n

qn/2 − q−n/2
(n log q)j

tj

j!
(n 6= 0),
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ϕ̂[m]
s (C) = 1 ∈ Rm,

es un homomor�smo de álgebras de Lie sobre C.

Demostración. La demostración resulta de la restricción de la fórmula ϕ̂[m]
s en (1.14), a Ŝσ,Nq,N .

El homomor�smo ϕ[m]
s está de�nido para cualquier s ∈ C. Sin embargo, para a ∈ Z/2, pierde la

suryectividad. Estos casos son descritos por las siguientes proposiciones.

Proposición 3.3.3. Para a = 1, tenemos la siguiente sucesión exacta de álgebras de Lie:

0→ J [m],k,ε
s → (Sσ,Nq,N )O → g→ 0

donde g ' d̄[m]
∞ si ε = 1 y g ' c̄[m]

∞ si ε = −1.

Demostración. Probaremos primero el caso ε = 1. Por la Proposición 1.4.8, el homomor�smo ϕ[m]
s :

Sq,N → g`
[m]
∞ es suryectivo. La anti-involución de Sq,N de�nida en (3.1) se trans�ere, via ϕ[m]

s , a

una anti-involución ω : g`
[m]
∞ → g`

[m]
∞ como sigue

ω(ukEi,j) = (−u)kE1−j,1−i. (3.5)

Luego, el álgebra de Lie de −σ puntos �jos en Sq,N , explícitamente, Sσ,Nq,N , se mapea de forma

suryectiva al álgebra de Lie de −ω puntos �jos en g`[m]
∞ , explícitamente, d̄[m]

∞ . Si ε = −1, la anti-
involución ω es como sigue

ω(ukEi,j) = (−1)qj−qi(−u)kE1−j,1−i,

donde i = qiN + ri y j = qjN + rj , con 1 ≤ ri ≤ N y 1 ≤ rj ≤ N . Como consecuencia de la
suryectividad descrita anteriormente, basta con mostrar que ω es conjugado por un automor�smo
T ′ de g`[m]

∞ a la anti-involución que de�ne c̄[m]
∞ . Con ese �n, de�nimos

T ′(umEa,b − εqb−qa(−u)mE1−b,1−a) = umEa,b − εa+b(−u)mE1−b,1−a, (3.6)

donde a = qaN + ra y b = qbN + rb, con 0 ≤ ra ≤ N − 1 y 0 ≤ rb ≤ N − 1. Es fácil ver que ω es
conjugado por T ′ a la anti-involución que de�ne c̄[m]

∞ .

Proposición 3.3.4. Si a = 1/2 y N es impar, tenemos la siguiente sucesión exacta de álgebras de
Lie:

0→ J [m],k,ε
s → (Sσ,Nq,N )O → g→ 0,

donde g ' b̄+[m]
∞ si ε = 1 y g ' b̄−[m]

∞ si ε = −1.

Demostración. Si ε = 1, reemplazamos en la prueba de la última proposición a ω por

ω(ukEi,j) = (−u)kE−N+1−j,−N+1−i. (3.7)
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Luego, el álgebra de Lie de −σ puntos �jos en Sq,N , explícitamente, Sσ,Nq,N , se mapea suryectivamente

al álgebra de Lie de −ω puntos �jos en g`[m]
∞ . Como consecuencia, basta con ver que ω es conjugado

por un automor�smo T de g`[m]
∞ a la anti-involución que de�ne b̄+[m]

∞ . Entonces, de�nimos

T (urEi,j) = urE(−N+1)/2+i,(−N+1)/2+j . (3.8)

Se puede chequear con facilidad que esto se extiende a un automor�smo del álgebra g`[m]
∞ que conjuga

a ω a la anti-involución que de�ne b̄+[m]
∞ . Si ε = −1, ω es el siguiente

ω(ukEi,j) = (−1)qi−qj (−u)kE−N+1−j,−N+1−i, (3.9)

donde i = qiN + ri y j = qjN + rj , con 1 ≤ ri ≤ N y 1 ≤ rj ≤ N . El automor�smo de g`[m]
∞ para

este caso es D = T ◦ T ′, donde T es la misma que para el caso anterior y es

T ′(umEa,b − εqb−qa(−u)mE−b,−a) = umEa,b − εa+b(−u)mE−b,−a, (3.10)

con a = qaN + ra y b = qbN + rb, para 0 ≤ ra ≤ N − 1 y 0 ≤ rb ≤ N − 1. Es fácil ver que ω es
conjugado por D a la anti-involución que de�ne a b̄−[m]

∞ .

Proposición 3.3.5. Si a = 1/2 y N es par, tenemos la siguiente sucesión exacta de álgebras de
Lie:

0→ J [m],k,ε
s → (Sσ,Nq,N )O → d̄[m]

∞ → 0.

Demostración. Esta demostración sigue los mismos pasos de la proposición anterior. Si ε = 1, como
ω es la misma que en dicha proposición, basta con reemplazar a T por

T (urEi,j) = urE−N/2+i,−N/2+j . (3.11)

El resto de la prueba es la misma para este caso. Si ε = −1, ω tiene la misma fórmula que en el
mismo caso de la proposición anterior, por lo cual basta con reemplazar a T ′ por

T ′(umEa,b − εqb−qa(−u)mE1−b,1−a) = umEa,b − (−u)mE1−b,1−a, , (3.12)

donde a = qaN + ra y b = qbN + rb, con 0 ≤ ra ≤ N − 1 y 0 ≤ rb ≤ N − 1.

Observación 3.3.6. (a) Por abuso de notación, para a = 1 y a = 1/2, en vista de las Proposiciones
3.3.3 a 3.3.5, denotaremos nuevamente ϕ[m]

s al homomor�smo suryectivo de Sσ,Nq,N en b̄
[m]
∞ y

d̄
[m]
∞ , respectivamente, dado por el viejo ϕ[m]

s compuesto con el correspondiente isomor�smo
introducido en la prueba de las proposiciones mencionadas.

(b) Recordemos que ν fue de�nida en (1.1). Consideremos el caso ε = 1. Para a ∈ Z arbitrario, la
imagen de Sσ,Nq,N bajo el homomor�smo ϕ[m]

qa es νa(d[m]
∞ ). De manera similar, si a ∈ Z+ 1/2, la

imagen de Sσ,Nq,N bajo el homomor�smo ϕ[m]
qa es νa(d[m]

∞ ) si N es par y νa(b[m]
∞ ) si N es impar.

Como consecuencia, basta con estudiar los casos a = 1 y a = 1/2. Las mismas conclusiones
pueden ser obtenidas para ε = −1. Luego, sólo consideraremos a = 1 y a = 1/2 a lo largo de
esta tesis.



3.4. Realización de los módulos de peso máximo cuasi�nitos de Ŝσ,Nq,N 55

Dados los vectores ~s = (s1, · · · , sM ) = (qa1 , · · · , qaM ) ∈ CM y ~m = (m1, · · · ,mM ) ∈ ZM tales
que si ai ∈ Z, entonces ai = 1; si ai ∈ Z + 1/2 entonces ai = 1/2; y ai − aj /∈ Z + τ−1Z para i 6= j.
Combinando esto con las Proposiciones 3.3.1 a 3.3.5, obtenemos los homomor�smos suryectivos de
álgebras de Lie

ϕ
[~m]
~s = ⊕Mi=1ϕ

[mi]
si :

̂
(Sσ,Nq,N )O −→ g[~m] :=

M∑
i=1

g[mi], (3.13)

donde si ε = 1

g[mi] =


ĝ`

[mi]

∞ si ai /∈ Z/2,
b̃
[mi]
∞ si ai = 1/2 y N es impar,

d
[mi]
∞ si ai = 1/2 y N es par ó ai = 1.

y si ε = −1

g[mi] =


ĝ`

[mi]

∞ si ai /∈ Z/2,
b
[mi]
∞ si ai = 1/2 y N es impar,

d
[mi]
∞ si ai = 1/2 y N es par,

c
[m]
∞ si ai = 1.
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En esta sección g[m] será ĝ`
[m]

∞ o alguna de sus subálgebras de Lie clásicas. La prueba de esta
proposición es estándar

Proposición 3.4.1. El g[m]-módulo L(g[m], λ) es cuasi�nito si y sólo si, salvo una cantidad �nita,

todos los †h
(i)
j son cero, donde † representa a, b, c ó d dependiendo de si g[m] es ĝ`

[m]

∞ , b
[m]
∞ , c

[m]
∞ ó

d
[m]
∞ .

Dada ~m = (m1, · · · ,mM ) ∈ ZM≥0, tomemos un λi ∈ (g[mi])∗0 cuasi�nito para cada 1 ≤ i ≤ M ,

y sea L(g[mi], λi) el correspondiente g[mi]-módulo. Sea ~λ = (λ1, · · · , λM ). Entonces el producto
tensorial

L(g[~m], ~λ) = ⊗Mi=1L(g[mi], λi) (3.1)

es un g[~m]-módulo irreducible, con g[~m] = ⊕Mi=1g
[mi]. El módulo L(g[~m], ~λ) puede ser considerado

un Ŝσ,Nq,N -módulo via el homomor�smo ϕ[~m]
~s y será denotado L[~m]

~s (~λ). Necesitaremos los siguientes
resultados.

Proposición 3.4.2. Sea V un Ŝσ,Nq,N -módulo cuasi�nito. Entonces la acción de Ŝσ,Nq,N en V se extiende

naturalmente a la acción de (Ŝσ,Nq,N )Ou en V , para cualquier u 6= 0.

Demostración. Sea V = ⊕pVp la Z-graduación de V , dimVp < ∞ para todo p. Consideremos el
espacio

Hom(V, V ) = ⊕p,qHom(Vp, Vq)
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con la topología de la suma directa de los espacios de dimensión �nita Hom(Vp, Vq). Podemos
asumir que los Vp son espacios normados, y los espacios Hom(Vp, Vq) tienen normas inducidas

||, ||p,q. Mostraremos que la función (Ŝσ,Nq,N )u −→ Hom(V, V ) para u 6= 0 es continua. Para hacer esto
necesitaremos estimar la norma de los operadores

zkTnq Ei,j − εkzkqk(k−1)r/2+(−k+1)nT kr−nq EN+1−j,N+1−i

y
zk(Tnq − εkqk(k−1)r/2+(−k+1)nT kr−nq )Ei,N+1−i

en el espacio Hom(Vp, Vp+kN+i−j) para p, k, i y j �jos y para n arbitrario. Tenemos

zk
(
Tnq Ei,j − εkqk(k−1)r/2+(−k+1)nT kr−nq EN+1−j,N+1−i

)
= (3.2)

Bn
(
zk(Ei,j − εkqk(k−1)r/2T krq EN+1−j,N+1−i)

)
,

donde

(a) Si i 6= j, i 6= N + 1− j, i 6= N + 1− i y j 6= N + 1− j, B es

B =
1

2qk
(ad(Tq)Ei,i − ad(qkTq)Ej,j)

+
1

2
(ad(qT−1q )EN+1−j,N+1−j − ad(q−k+1Tq)EN+1−i,N+1−i).

(b) Si i = j, B es

B =
1

qk − 1
adTqEi,i +

q−k+1

q−k − 1
adT−1q EN+1−i,N+1−i.

(c) Si i = N + 1− j, B es

B =
1

qk
adTqEi,i − q−k+1adT−1q EN+1−i,N+1−i.

Los operadores B : Hom(Vp, Vp+kN+i−j) −→ Hom(Vp, Vp+kN+i−j) actúan entre espacios norma-
dos de dimensión �nita, luego obtenemos por (3.2):

||zkTnq Ei,j − εkzkqk(k−1)r/2+(−k+1)nT kr−nq EN+1−j,N+1−i||p,p+kN+i−j ≤ A.αn, (3.3)

donde
A = ||zkEi,j − εkzkqk(k−1)r/2T krq EN+1−j,N+1−i||, y α = ||B||.

Luego, se sigue que

||zkf(Tq)Ei,j − εkzkqk(k−1)r/2f(q(−k+1)T−1q )T krq EN+1−j,N+1−i||p,p+kN+i−j

= ||
∑
n≥0

fn
(
zkTnq Ei,j − εkzkqk(k−1)r/2qn(−k+1)T−nq T krq EN+1−j,N+1−i

)
||p,p+kN+i−j

≤
∑
n≥0
|fn| ||zkTnq Ei,j − εkzkqk(k−1)r/2+(−k+1)nT kr−nq EN+1−j,N+1−i||p,p+kN+i−j

≤ A.
∑
n≥0
|fn|αn = Aφ(f)(α),
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donde φ : O −→ O es la función dada por

φ(f)(z) = φ(
∞∑
n=0

fnz
n) =

∞∑
n=0

|fn|zn,

que es continua (ver Lema 4.3 de [KR1]). Resultados similares se obtienen para el operador

zk(Tnq − εkqk(k−1)r/2+(−k+1)nT kr−nq )Ei,N+1−i.

Luego, la función (Ŝσ,Nq,N )u −→ Hom(V, V ) es continua para u 6= 0. En consecuencia, esta función se

puede extender a la completación (Ŝσ,Nq,N )Ou −→ Hom(V, V ) (la completación de C[w] en la topología
de convergencia uniforme de conjuntos compactos es O).

Teorema 3.4.3. Sea V un g[~m]-módulo cuasi�nito, que es considerado como un Ŝσ,Nq,N -módulo via

el homomor�smo ϕ
[~m]
~s . Entonces cualquier Ŝσ,Nq,N -submódulo de V es también un g[~m]-submódulo. En

particular, el Ŝσ,Nq,N -módulo L
[~m]
~s (~λ) es irreducible si ~s = (s1, · · · , sM ), para si = qai , es tal que ai ∈ Z

implica ai = 1; ai ∈ Z + 1/2 implica ai = 1/2 y ai − aj /∈ Z + τ−1Z para i 6= j.

Demostración. SeaW un Ŝσ,Nq,N -submódulo de V . Dado queW es también un Ŝσ,Nq,N -módulo cuas�ni-

to, por Proposición 3.4.2 puede ser extendido a (Ŝσ,Nq,N )Ou para u 6= 0. Como consecuencia de (3.13),

la aplicación ϕ[~m]
~s : (Ŝσ,Nq,N )Ou −→ (g[~m])u es suryectivo para cualquier u 6= 0. Luego, W es invariante

con respecto a todos los miembros de la graduación principal de (g[~m])u con u 6= 0. Dado que g[~m]

coincide con su álgebra derivada, esto prueba el teorema.

Procederemos ahora a mostrar que todos los Ŝσ,Nq,N -módulos cuasi�nitos pueden ser realizados

como un L[~m]
~s (g[~m], ~λ), para algún ~m ∈ ZM≥0 y ~s ∈ CM con s = qai y ai tales que ai− aj /∈ Z+ τ−1Z

para i 6= j. Por simplicidad, consideraremos el caso M = 1 para calcular las series generatrices

4ε
m,a,λ,i(x) =

∑
n∈Z−(4ε

m,a,λ,i)n x
−n de peso máximo y carga central c del Ŝσ,Nq,N -módulo L[m]

s (λ).

3.4.1. Módulos de peso máximo cuasi�nitos de Ŝσ,Nq,N

Realizaremos los Ŝσ,Nq,N -módulos irreducibles de peso máximo cuasi�nitos para el caso �ortogonal�
(ε = 1) y �simpléctico� (ε = −1). Introduciremos para ello la siguiente notación

ηi(α, β) =
qαβ + (−1)iq−αβ

qβ/2 − q−β/2
(β log q)i

i!
. (3.4)

Haciendo uso del Teorema 3.2.2 y la notación introducida allí, tomemos un Ŝσ,Nq,N -módulo irre-
ducible de peso máximo cuasi�nito V con carga central c y series generatrices 4i(x), tal que P εN (x)
con

P εN (n) = 4N,n para n 6= 0 y P εN (0) = −2c (3.5)
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es un cuasipolinomio par, Pi(x) con

Pi(n) = 4i,n −4i+1,n (3.6)

para 1 < i ≤ [N/2]− δN,par son cuasipolinomios, y cuando N es par también tenemos un cuasipo-
linomio par PN/2(x) tal que

PN/2(n) = 4N/2,n −4N/2+1,n. (3.7)

Así, podemos escribir

Pi(x) =
∑
s∈C

ps,i(x)qsix, para 1 < i ≤ [N/2]− δN,par (3.8)

P εN (x) =
∑
j∈Z

pεj,N (x) coshq(e
+
j x) +

∑
j∈Z

qεj,N (x) sinhq(e
−
j x) y

PN/2(x) =
∑
j∈Z

pj,N/2(x) coshq(e
+
j x) +

∑
j∈Z

qj,N/2(x) sinhq(e
−
j x),

donde pj,N (x) y pj,N/2(x) (respectivamente, qj,N (x) y qj,N/2(x)) son polinomios pares (respectiva-

mente, impares) y ps,i(x) son polinomios. Sea L[~m]
~s (g[~m], ~λ) una representación de g[~m] vista como

representación de Ŝσ,Nq,N via ϕ̂[~m]
s , donde g[m] es g`[m]

∞ o alguna de sus subálgebras clásicas. Luego,

(4ε
m,a,λ,i)n = −λ(ϕ̂[m]

s ((q−1/2Tq)
nEi,i − (q1/2Tq)

−nEN+1−i,N+1−i)), (3.9)

con 1 < i ≤ [N/2]− δN,par, y

(4ε
m,a,λ,N )n = −λ(ϕ̂[m]

s ((Tnq + T−nq )EN,N − ((q−1Tq)
n + (q−1Tq)

−n)E1,1), (3.10)

donde ϕ̂[m]
s denota la inmersión dada por (3.4) compuesto según corresponda con los isomor�smos

de�nidos en las Proposiciones 3.3.3 a 3.3.5.

Proposición 3.4.4. Tomemos la inmersión ϕ̂
[m]
s : Ŝσ,Nq,N −→ ĝ`

[m]

∞ con s = qa y a /∈ Z/2. El ĝ`
[m]

∞ -

módulo L(ĝ`
[m]

∞ , λ) considerado como Ŝσ,Nq,N -módulo es isomorfo a

L(Ŝσ,Nq,N ; e; e+; e−), donde

(a) Los exponentes e son −1/2 + a − l y 1/2 − a + l con l ∈ Z y sus respectivas multiplicidades
son

p1/2−a+l,i(x) =
m∑
u=0

(x log q)u

u!
ah

(u)
(l−1)N+i y (3.11)

p−1/2+a−l,i(x) =

m∑
u=0

(−x log q)u

u!
ah

(u)
lN−i,

para 1 < i ≤ [N/2]− δN,par.

(b) Los exponentes son e+ = e− = a− l con l ∈ Z con multiplicidades

pεa−l,N (x) =
m∑

u=0,u par

aĥ
(u)
(l−1)N

xu

u!
y qεa−l,N (x) =

m∑
u=0,u impar

ah̃
(u)
(l−1)N

xu

u!
, (3.12)
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donde

aĥ
(u)
(l−1)N = 2(log q)u(ah

(u)
(l−1)N + δl,1(cu − δu,0c0)) y

ah̃
(u)
(l−1)N = 2(log q)u(ah

(u)
(l−1)N + δl,1cu),

y P εl,N (0) = −2c0 para i = N .

(c) Además, si N es par, tenemos los exponentes e+ = e− = 1/2−a+l con l ∈ Z y sus multiplicidades
son

p1/2−a+l,N/2(x) =

m∑
u=0,u par

(x log q)u

u!
ah

(u)
(l−1/2)N y (3.13)

q1/2−a+l,N/2(x) =
m∑

u=0,u impar

−(x log q)u

u!
ah

(u)
(l−1/2)N ,

para i = N/2.

Demostración. Si 1 < i ≤ [N/2]− δN,par, combinando las fórmulas de la Proposición 3.3.2 con (1.5)
y (3.9), tenemos que

(4ε
m,a,λ,i)n =

∑
l∈Z

m∑
u=0

(
−(n log q)u

u!
qn(−1/2+a−l) aλ

(u)
lN+1−i

+
(−n log q)u

u!
q−n(−1/2+a−l) aλ

(u)
(l−1)N+i

)
+

m∑
u=1

ηu(a− 1, n)cu.

Luego,

(4ε
m,a,λ,i)n − (4ε

m,a,λ,i+1)n =
∑
l∈Z

m∑
u=0

(−n log q)u

u!
ah

(u)
(l−1)N+iq

−n(−1/2+a−l)

+
(n log q)u

u!
ah

(u)
lN−iq

n(−1/2+a−l).

Utilizando las de�niciones de multiplicidades y exponentes para el cuasipolinomio Pi(x) en (3.8),
completamos nuestra prueba para (a).

Si i = N , de la misma manera que en el caso anterior, considerando (3.10) y (1.5), obtenemos

(4ε
m,a,λ,N )n =

∑
l∈Z

m∑
u=0

(
ηu(−1 + a− l, n)2 sinhq(n/2) aλ

(u)
lN

− ηu(a− l, n)2 sinhq(n/2) aλ
(u)
(l−1)N+1

)
+

m∑
u=1

2 sinhq(n/2)ηu(a− 1, n)cu.

Cambiando el índice l a l − 1 en la primer suma, obtenemos

(4ε
m,a,λ,N )n =

∑
l∈Z

m∑
u=0

2 sinhq(n/2)ηu(a− l, n)(ah
(u)
(l−1)N + δl,1cr − c0).
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Dado que

2 sinhq(n/2)ηu(a− l, n) =
(n log q)u

u!
(qn(a−l) + (−1)uq−n(a−l))

y utilizando las de�niciones de multiplicidades y exponentes para los cuasipolinomios P εN (x) en
(3.8), completamos la prueba para (b).

Para el caso N par, siguiendo los mismos pasos que para la prueba de (a), tenemos

(4ε
m,a,λ,N/2)n − (4ε

m,a,λ,N/2+1)n =
∑
l∈Z

m∑
u=0

(n log q)u

u!
ah

(u)
(l−1/2)N (q−n(1/2−a+l) + (−1)uqn(1/2−a+l)).

Luego, separando las sumas en función de la paridad de u, obtenemos las multiplicidades y los
exponentes esperados.

Proposición 3.4.5. Sea s = qa con a = 1/2 y N par. Tomemos la inmersión ϕ̂
[m]
s : Ŝσ,Nq,N −→ d

[m]
∞ .

El d
[m]
∞ -módulo L(d

[m]
∞ , λ) considerado como Ŝσ,Nq,N -módulo es isomorfo a L(Ŝσ,Nq,N ; e; e+; e−), donde

(a) Si 1 < i ≤ [N/2]− δN,par, los exponentes son e = l con l ∈ Z y sus multiplicidades son

pl,i(x) =

m∑
u=0

(−x log q)u

u!
dh

(u)
(l−1/2)N+i si l > 0 y (3.14)

pl,i(x) =
m∑
u=0

(x log q)u

u!
dh

(u)
(l−1/2)N−i si l ≤ 0

(b) Si i = N , los exponentes e+ y e− son 1/2− l con l ≥ 1 y sus multiplicidades son

pε1/2−l,N (x) =
m∑

u=0,u par

dĥ
(u)
(l−1/2)N

xu

u!
y qε1/2−l,N (x) =

m∑
u=0,u impar

dh̃
(u)
(l−1/2)N

xu

u!
, (3.15)

donde

dĥ
(u)
(l−1/2)N = 2(log q)u(dh

(u)
(l−1/2)N + δl,1(cu − δu,0c0)) y

dh̃
(u)
(l−1/2)N = 2(log q)u(dh

(u)
(l−1/2)N + δl,1cu)

y P εl,N (0) = −2c0.

(c) Además, para i = N/2, los exponentes e+ y e− son l ≥ 0 y sus multiplicidades son, si l ≥ 1,

pl,N/2(x) =

m∑
u=0,u par

2
(x log q)u

u!
dh

(u)
lN y (3.16)

ql,N/2(x) =
m∑

u=0,u impar

−2
(x log q)u

u!
dh

(u)
lN

y si l = 0

p0,N/2(x) =

m∑
u=0,u par

2
(x log q)u

u!
dλ

(u)
1 y q0,N/2(x) = 0. (3.17)
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Demostración. Consideremos primero el caso ε = 1. Por la Observación 3.3.6, parte (a), tenemos

que la inmersión ϕ̂
[m]
s : Ŝσ,Nq,N −→ d

[m]
∞ es en realidad la inmersión dada por la Proposición 3.3.2

compuesta por T−1, donde T es el automor�smo de g`[m]
∞ de�nido en (3.11).

Si 1 < i ≤ [N/2]− δN,par, aplicando (3.9) para la inmersión en este caso, obtenemos

(4ε
m,1/2,λ,i)n = λ

(∑
l∈Z

m∑
u=0

−(n log q)u

u!
q−nltrE(l+1/2)N+1−i,(l+1/2)N+1−i (3.18)

+
∑
l∈Z

m∑
u=0

(−n log q)u

u!
qnltrE(l−1/2)N+i,(l−1/2)N+i

)
+

m∑
u=1

ηu(−1/2, n)cu.

Haciendo un cambio de variable adecuado en l y utilizando (1.11), obtenemos

(4ε
m,1/2,λ,i)n − (4ε

m,1/2,λ,i+1)n =
∑
l≥1

m∑
u=0

(n log q)u

u!

(
(−1)uqnl dh(l−1/2)N+i + qn(−l+1) dh(l−1/2)N−i

)
.

Utilizando las de�niciones de multiplicidades y exponentes para el cuasipolinomio Pi(x) en (3.8),
�nalizamos la prueba de (a).

Aplicando (3.10) para la inmersión en este caso, obtenemos

(4ε
m,1/2,λ,N )n = (3.19)

λ

(∑
l∈Z

m∑
u=0

(n log q)u

u!
tu
(
(−qn(1/2−l) − (−1)uq−n(1/2−l))E(l−1/2)N+1,(l−1/2)N+1

+
∑
l∈Z

m∑
u=0

(n log q)u

u!
tu(q−n(1/2+l) + (−1)uqn(1/2+l))E(l+1/2)N,(l+1/2)N

))

+

m∑
u=1

2 sinhq(n/2)ηu(−1/2, n)cu.

Nuevamente, haciendo un cambio de variable adecuado en l, utilizando (1.11), y teniendo en cuenta
que

2ηu(−1/2, n) sinhq(n/2) =
(qn/2 + (−1)uq−n/2)(n log q)u

u!
,

tenemos

(4ε
m,1/2,λ,N )n =

∑
l≥1

dh
(u)
(l−1/2)N (n)(qn(1/2−l) + (−1)uq−n(1/2−l))

+

m∑
u=0

(n log q)u

u!
(qn/2 + (−1)uq−n/2)(cu − δu,0c0).

Para completar la prueba, estudiamos la paridad de u y separamos las sumas de manera acorde.
Como resultado de las de�niciones de multiplicidades y exponentes para los cuasipolinomios P εN (x)
en (3.8), encontramos los exponentes y multiplicidades esperados para el caso (b).
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Para i = N/2, seguimos los mismos pasos que para la prueba de (a) pero con un cambio de
variables adecuado en l. Así,

(4ε
m,1/2,λ,N/2)n − (4ε

m,1/2,λ,N/2+1)n =
∑
l≥1

m∑
u=0

(n log q)u

u!
(q−n(l−1) + (−1)uqn(l−1))dh

(u)
(l−1)N

+
m∑
u=0

(n log q)u

u!
(1 + (−1)u) dλ

(u)
1 .

Por último, separando estas sumas de acuerdo a la paridad de u, encontramos los exponentes y
multiplicidades esperados, �nalizando la prueba para este caso.

Consideremos ahora el caso ε = −1. La inmersión ϕ̂
[m]
s : Ŝσ,Nq,N −→ d

[m]
∞ es en este caso la

inmersión dado por la Proposición 3.3.2 compuesta por D = T ◦ T ′, donde T ′ es el automor�smo
de g`[m]

∞ de�nido en (3.12). Luego, los resultados son los mismos que para el caso ε = 1.

Proposición 3.4.6. Sea s = qa con a = 1/2 y N impar y tomemos la inmersión ϕ̂
[m]
s : Ŝσ,Nq,N −→

g[m], donde g[m] = b̃
[m]
∞ si ε = 1 y g[m] = b

[m]
∞ si ε = −1. El g[m]-módulo L(g[m], λ) considerado como

Ŝσ,Nq,N -módulo es isomorfo a L(Ŝσ,Nq,N ; e; e+; e−), donde

(a) Los exponentes e con l ∈ Z y sus multiplicidades son

pl,i(x) =

m∑
u=0

(−x log q)u

u!
bh

(u)
(l−1/2)N+i−1/2 si l > 0 y (3.20)

pl,i(x) =

m∑
u=0

(x log q)u

u!
bh

(u)
(l−1/2)N−i−1/2 si l ≤ 0,

para 1 < i ≤ [N/2]− δN,par.

(b) Los exponentes son e+ = e− = 1/2 − l con l ≥ 0 y sus respectivas multiplicidades son, para
l ≤ 1,

pε1/2−l,N (x) =
m∑

u=0,u par

2(log q)u bh
(u)
(l−1/2)N−1/2

xu

u!
y (3.21)

qε1/2−l,N (x) =
m∑

u=0,u impar

2(log q)u bh
(u)
(l−1/2)N−1/2

xu

u!
,

y para l = 0,

pε1/2,N (x) =
m∑

u=0,u par

2(log q)u
xu

u!
(cu − δu,0c0) y qε1/2,N (x) =

m∑
u=0,u impar

2(log q)u
xu

u!
cu,

y P εl,N (0) = −2c0 para i = N .

Demostración. Consideremos primero el caso ε = 1. Por la Observación 3.3.6, parte (a), tenemos

que la inmersión ϕ̂
[m]
s : Ŝσ,Nq,N −→ b

[m]
∞ es en realidad la inmersión dada por la Proposición 3.3.2
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compuesto por T−1, donde T es el automor�smo de g`[m]
∞ de�nido en (3.8). Aplicando (3.9) para la

inmersión en este caso, tenemos

(4m,1/2,λ,i)n = λ

(∑
l∈Z

m∑
u=0

−(n log q)u

u!
q−nltrE(l−1/2)N−i+1/2,(l−1/2)N−i+1/2 (3.22)

+
∑
l∈Z

m∑
u=0

(−n log q)u

u!
qnltrE((l−1/2)N+i−1/2,(l−1/2)N+i−1/2

)
+

m∑
u=1

ηu(−1/2, n)cu.

Haciendo un cambio de variable adecuado en l y utilizando (1.7), tenemos

(4m,1/2,λ,i)n =
∑
l≥1

m∑
u=0

(n log q)u

u!
(dλ

(u)
(l−1/2)N+i−1/2(−1)uqnl − dλ

(u)
(l−1/2)N−i+1/2q

−n(l−1))

+

m∑
u=1

ηu(−1/2, n)cu.

Luego,

(4m,1/2,λ,i)n − (4m,1/2,λ,i+1)n =∑
l≥1

m∑
u=0

(n log q)u

u!
((−1)uqnl bh

(u)
(l−1/2)N+i−1/2 + q−n(l−1) bh

(u)
(l−1/2)N−i−1/2).

Utilizando las de�niciones de multiplicidades y exponentes para el cuasipolinomio Pi(x) en (3.8),
�nalizamos la prueba de (a).

Utilizando (3.10) para la inmersión en este caso, tenemos

(4m,1/2,λ,N )n = (3.23)

λ

(∑
l∈Z

m∑
u=0

(n log q)u

u!
tu
(
(−qn(1/2−l) − (−1)uq−n(1/2−l))E(l−1/2)N+1/2,(l−1/2)N+1/2

+
∑
l∈Z

m∑
u=0

(n log q)u

u!
tu(q−n(1/2+l) + (−1)uqn(1/2+l))E(l+1/2)N−1/2,(l+1/2)N−1/2

))

+
m∑
u=1

2 sinhq(n/2)ηu(−1/2, n)cu.

Nuevamente, haciendo un cambio de variable adecuado en l y utilizando (1.7) y teniendo en cuenta
que

2ηu(−1/2, n) sinhq(n/2) =
(qn/2 + (−1)uq−n/2)(n log q)u

u!
,

obtenemos

(4m,1/2,λ,N )n =
∑
l≥1

m∑
u=0

(n log q)u

u!
dh

(u)
(l−1/2)N−1/2(q

n(1/2−l) + (−1)uq−n(1/2−l))

+
m∑
u=0

(n log q)u

u!
(qn/2 + (−1)uq−n/2)(cu − δu,0c0).
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Para completar la prueba, estudiamos la paridad de u y separamos las sumas de manera acorde.
Como resultado de las de�niciones de multiplicidades y exponentes para los cuasipolinomios P εN (x)
en (3.8), encontramos los exponentes y multiplicidades esperados.

Consideremos ahora el caso ε = −1. La inmersión ϕ̂
[m]
s : Ŝσ,Nq,N −→ d

[m]
∞ es en este caso la

inmersión dada por la Proposición 3.3.2 compuesta por D = T ◦ T ′, donde T ′ es el automor�smo
de g`[m]

∞ de�nido en (3.10). Procediendo de manera análoga al caso ε = 1, se obtienen los resultados
esperados.

Proposición 3.4.7. Sea s = qa y a = 1 y tomemos la inmersión ϕ̂
[m]
s : Ŝσ,Nq,N −→ g[m], donde

g[m] = d
[m]
∞ si ε = 1 y g[m] = c

[m]
∞ si ε = −1. El g[m]-módulo L(g[m], λ) considerado como un

Ŝσ,Nq,N -módulo es isomorfo a L(Ŝσ,Nq,N ; e; e+; e−), donde

(a) Si 1 < i ≤ [N/2]− δN,par, los exponentes e son 1/2− l con l ∈ Z y sus multiplicidades son

p1/2−l,i(x) =

m∑
u=0

(x log q)u

u!
†h

(u)
lN−i con l > 0 y (3.24)

p1/2−l,i(x) =
m∑
u=0

(−x log q)u

u!
†h

(u)
(l−1)N+i, con l ≤ 0

donde † representa c ó d dependiendo de si g[m] es c
[m]
∞ ó d

[m]
∞ .

(b) Si i = N , los exponentes e+ y e− son l − 1 con l ≤ 1 y sus multiplicidades son

pεl−1,N (x) =
m∑

u=0,u par

†ĥ
(u)
(l−1)N

xu

u!
y qεl−1,N (x) =

m∑
u=0,u impar

†h̃
(u)
(l−1)N

xu

u!
, (3.25)

donde † representa c ó d dependiendo de si g[m] es c
[m]
∞ ó d

[m]
∞ y

†ĥ
(u)
(l−1)N = 2(log q)u(†h

(u)
(l−1)N + δl,1(cu + †λ

(u)
1 − δu,0c0)) y

†h̃
(u)
(l−1)N = −2(log q)u †h

(u)
(l−1)N

y P εi,N (0) = −2c0.

(c) Si además i = N/2, los exponentes e+ y e− son l − 1/2 con l ≥ 1 y sus multiplicidades son

pl−1/2,N/2(x) =
m∑

u=0,u par

2
(x log q)u

u!
†h

(u)
(l−1/2)N y (3.26)

ql−1/2,N/2(x) =
m∑

u=0,u impar

−2
(x log q)u

u!
†h

(u)
(l−1/2)N ,

donde † representa c ó d dependiendo de si g[m] es c
[m]
∞ ó d

[m]
∞ .
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Demostración. Por Observación 3.3.6, parte (a), tenemos que la inmersión ϕ̂[m]
s : Ŝσ,Nq,N −→ d

[m]
∞ es

en realidad la inmersión dada en la Proposición 3.3.2 comuesto por T−1, donde T es el automor�smo
de g`[m]

∞ de�nido en (3.11).

Si 1 < i ≤ [N/2]− δN,par, aplicando (3.9) para la inmersión en este caso, tenemos

(4m,1,λ,i)n =λ

(∑
l∈Z

m∑
u=0

−(n log q)u

u!
qn(1/2−l)trElN+1−i,lN+1−i

+
∑
l∈Z

m∑
u=0

(−n log q)u

u!
qn(−1/2+l)trE(l−1)N+i,(l−1)N+i

)
+

m∑
u=1

ηu(0, n)cu.

Realizando un cambio de variable adecuado en l y usando (1.11), tenemos

(4m,1,λ,i)n =
∑
l∈Z

m∑
u=0

(n log q)u

u!

(
− dλ

(u)
lN+1−iq

n(1/2−l)

+ (−1)r dλ
(u)
(l−1)N+iq

n(−1/2+l))+
m∑
u=1

ηu(0, n)cu.

Luego,

(4m,1,λ,i)n − (4m,1,λ,i+1)n =∑
l≥1

m∑
u=0

(n log q)u

u!
(dh

(u)
lN−i q

n(1/2−l) + (−1)u qn(l−1/2) dh
(u)
(l−1)N+i).

Utilizando las de�niciones de multiplicidades y exponentes para el cuasipolinomio Pi(x) en (3.8),
�nalizamos la prueba de (a).

Aplicando ahora (3.10) para la inmersión en este caso, obtenemos

(4m,1,λ,N )n =λ

(∑
l∈Z

m∑
u=0

(n log q)u

u!
tu
(
(−qn(1−l) − (−1)uq−n(1−l))E(l−1)N+1,(l−1)N+1 (3.27)

+
∑
l∈Z

m∑
u=0

(n log q)u

u!
tu(q−nl + (−1)uqnl)ElN,lN

))

+
m∑
u=1

2 sinhq(n/2)ηu(0, n)cu.

Realizamos un cambio de variables en l. Aplicando (1.11) y teniendo en cuenta que

2ηu(0, n) sinhq(n/2) =
(1 + (−1)u)(n log q)u

u!
y

2η0(0, n) sinhq(n/2) =
2(n log q)u

u!
,
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tenemos

(4m,1,λ,N )n =
∑
l≥1

m∑
u=0

(n log q)u

u!

(
(q−n(l−1) + (−1)uqn(l−1)) dh(l−1)N + (1 + (−1)u) dλ

(u)
1

)
+

m∑
u=0

(1 + (−1)u)(n log q)u

u!
cu − 2c0.

Para completar la prueba, estudiamos la paridad de u y separamos las sumas de manera acorde.
Como resultado de las de�niciones de multiplicidades y exponentes para los cuasipolinomios P εN (x)
en (3.8), encontramos los exponentes y multiplicidades esperados para el caso (b).

Para i = N/2, siguiendo los mismos pasos que para la prueba de (a), obtenemos

(4m,1/2,λ,N/2)n − (4m,1/2,λ,N/2+1)n =∑
l≥1

m∑
u=0

λ

(
− (n log q)u

u!
tu(qn(1/2−l) + (−1)uqn(−1/2+l))E(l−1/2)N+1,(l−1/2)N+1

+
(n log q)u

u!
tu(qn(1/2−l) + (−1)uqn(−1/2+l))E(l−1/2)N,(l−1/2)N

)
.

Realizando un cambio de variable en l y aplicando (1.11), tenemos

(4m,1/2,λ,N/2)n − (4m,1/2,λ,N/2+1)n =∑
l≥1

m∑
u=0

(n log q)u

u!
(qn(1/2−l) + (−1)uqn(−1/2+l))dh

(u)
(l−1/2)N .

Estudiando la paridad de u y separando las sumas de manera acorde, encontramos los exponentes
y multiplicidades esperados para este caso, �nalizando la prueba.

Consideremos ahora el caso ε = −1. La inmersión ϕ̂
[m]
s : Ŝσ,Nq,N −→ c

[m]
∞ es en este caso la

inmersión dada por la Proposición 3.3.2 compuesta por D = T ◦ T ′, donde T ′ es el automor�smo
de g`[m]

∞ de�nido en (3.6). Procediendo de manera análoga al caso ε = 1, se obtienen los resultados
esperados.

Consideremos un Ŝσ,Nq,N -módulo V irreducible cuasi�nito de peso máximo con carga central c y
series generatrices 4i(x) tales que

Pi(n) = 4i,n −4i+1,n para 1 < i ≤ [N/2]− δN,par y

P εN (n) = 4N,n para n 6= 0 y P εN (0) = −2c,

donde Pi(x) son cuasipolinomios y P εN (x) son cuasipolinomios pares. Además, si N es par, existe
un cuasipolinomio par PN/2(x) tal que

PN/2(n) = 4N/2,n −4N/2+1,n.
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Escribiremos

Pi(x) =
∑
s∈C

ps,i(x)qsix, (3.28)

P εN (x) =
∑
j∈C

pεj,N (x) coshq(e
+
j x) +

∑
j∈C

qεj,N (x) sinhq(e
−
j x) y

PN/2(x) =
∑
j∈C

pj,N/2(x) coshq(e
+
j x) +

∑
j∈C

qj,N/2(x) sinhq(e
−
j x),

donde ps,i, pεj,N , pj,N/2, q
ε
j,N y qj,N/2 son polinomios pares o impares según corresponda o simplemente

polinomios, para una cantidad �nita de s y j ∈ C. Descomponemos el conjunto A = {s ∈ C|ps,i 6=
0 para algún i} ∪ {s ∈ C|pεs,N 6= 0} ∪ {s ∈ C|ps,N/2 6= 0} ∪ {s ∈ C|qεs,N 6= 0} ∪ {s ∈ C|qs,N/2 6= 0}
en una unión disjunta de clases de equivalencia bajo la condición

s = qa ∼ qa′ = s′ ⇔ a− a′ ∈ Z + τ−1Z.

Elegimos un representante s en una clase de equivalencia S tal que s = q si la clase de equivalencia
cae en Z y s = q1/2 si la clase de equivalencia cae en Z + 1/2. Sea S = {qa, qa+t1 , qa+t2 , . . . } una
clase de congruencia tal. Tomemos t0 = 0 y sea
m = máxs∈S{deg ps,i,deg pεs,N ,deg qεs,N , deg ps,N/2, deg qs,N/2}. Se puede ver con facilidad que si

a = 1 ó a = 1/2, entonces ti ∈ Z. Ahora, asociaremos S a un g[m]-módulo L[m]
s (λS) de una de las

siguientes maneras.

Si a /∈ Z/2, para 1 < i ≤ [N/2]− δN,par sean

ah
(u)
(tj−1)N+i =

1

(log q)u

(
d

dx

)u
p1/2−a+tj ,i(0) y (3.29)

ah
(u)
tjN−i =

(
−1

log q

)u( d

dx

)u
p−1/2+a−tj ,i(0), (3.30)

y sean

ah
(u)
(tj−1)N + δtj ,1(cu − δu,0c0) =

1

2(log q)u

(
d

dx

)u
pεtj ,N (0) si u par y (3.31)

ah
(u)
(tj−1)N + δtj ,1cu =

1

2(log q)u

(
d

dx

)u
qεtj ,N (0) si u impar, (3.32)

y si N es par

ah
(u)
(tj−1/2)N =

1

(log q)u

(
d

dx

)u
ptj ,N/2(0) si u par y (3.33)

ah
(u)
(tj−1/2)N = − 1

(log q)u

(
d

dx

)u
qtj ,N/2(0) si u impar, (3.34)

para u = 0, . . . ,m. Asociamos S al ĝ`
[m]

∞ -módulo L[m]
s (λS) con cargas centrales

cu =
∑
i

∑
tj

(ah
(u)
(tj−1)N+i + ah

(u)
tjN−i) +

∑
tj

(ah
(u)
(tj−1)N + δN, par

ah
(u)
(tj−1/2)N )



68 CAPÍTULO 3. Representaciones irreducibles cuasi�nitas de peso máximo de Sσ,Nq,N

y etiquetas

aλ
(u)
l =

∑
(tj−1)N+i≥l

aḣ
(u)
(tj−1)N+i +

∑
tjN−i≥l

aḣ
(u)
tjN−i

+
∑

(tj−1)N≥l

aḣ
(u)
(tj−1)N + δN, par

∑
(tj−1/2)N≥l

aḣ
(u)
(tj−1/2)N ,

con aḣ
(u)
t = ah

(u)
t − δt,0cu.

Si a = 1/2 y N es par, para 1 < i ≤ [N/2]− δN,par sean

dh
(u)
(tj−1/2)N+i =

(
−1

log q

)u( d

dx

)u
ptj ,i(0) si tj > 0 (3.35)

dh
(u)
(tj−1/2)N−i =

1

(log q)u

(
d

dx

)u
ptj ,i(0) si tj ≤ 0, (3.36)

y sean

dh
(u)
(tj−1/2)N + δtj ,1(cu − δu,0c0) =

1

2(log q)u

(
d

dx

)u
pε1/2−tj ,N (0) si u par y (3.37)

dh
(u)
(tj−1/2)N + δtj ,1cu =

1

2(log q)u

(
d

dx

)u
qε1/2−tj ,N (0) si u impar, (3.38)

y si N es par

dh
(u)
tjN

=
1

2(log q)u

(
d

dx

)u
ptj ,N/2(0) si u par y (3.39)

dh
(u)
tjN

= − 1

2(log q)u

(
d

dx

)u
qtj ,N/2(0) si u impar, (3.40)

para u = 0, . . . ,m. Asociamos S al d[m]
∞ -módulo L[m]

s (λS) con cargas centrales

cu =
∑
i

∑
tj

(dh
(u)
(tj−1/2)N+i + dh

(u)
(tj−1/2)N−i) +

∑
tj

(dh
(u)
(tj−1/2)N + δN, par

dh
(u)
tjN

)

y etiquetas

dλ
(u)
l =

∑
(tj−1/2)N+i≥l

dh
(u)
(tj−1/2)N+i +

∑
(tj−1/2)N−i≥l

dh
(u)
(tj−1/2)N−i

+
∑

(tj−1/2)N≥l

dh
(u)
(tj−1/2)N + δN, par

∑
tjN≥l

dh
(u)
tjN

.

Si a = 1/2, N es impar para 1 < i ≤ [N/2]− δN,par sean

bh
(u)
(tj−1/2)N+i−1/2 =

(
−1

log q

)u( d

dx

)u
ptj ,i(0) si tj > 0 (3.41)

bh
(u)
(tj−1/2)N−i−1/2 =

1

(log q)u

(
d

dx

)u
ptj ,i(0) si tj ≤ 0, (3.42)
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y sean

bh
(u)
(tj−1/2)N−1/2 + δtj ,1(cu − δu,0c0) =

1

2(log q)u

(
d

dx

)u
pε1/2−tj ,N (0) si u par y (3.43)

bh
(u)
(tj−1/2)N−1/2 + δtj ,1cu =

1

2(log q)u

(
d

dx

)u
qε1/2−tj ,N (0) si u impar, (3.44)

para u = 0, . . . ,m. Asociamos S al g[m]-módulo L[m]
s (λS) con cargas centrales

cu =
∑
i

∑
tj

(bh
(u)
(tj−1/2)N+i−1/2 + bh

(u)
(tj−1/2)N−i−1/2) +

∑
tj

bh
(u)
(tj−1/2)N−1/2

y etiquetas

bλ
(u)
l =

∑
(tj−1/2)N+i−1/2≥l

bh
(u)
(tj−1/2)N+i−1/2 +

∑
(tj−1/2)N−i−1/2≥l

bh
(u)
(tj−1/2)N−i−1/2

+
∑

(tj−1/2)N−1/2≥l

bh
(u)
(tj−1/2)N−1/2,

con g[m] = b̃
[m]
∞ si ε = 1 y g[m] = b

[m]
∞ si ε = −1.

Si a = 1, para 1 < i ≤ [N/2]− δN,par, sean

†h
(u)
tjN−i =

1

(log q)u

(
d

dx

)u
p1/2−tj ,i(0) si tj > 0 (3.45)

†h
(u)
(tj−1)N+i =

(
−1

log q

)u( d

dx

)u
p1/2−tj ,i(0) si tj ≤ 0, (3.46)

y sean

†h
(u)
(tj−1)N + δtj ,1(cu + †λ

(u)
1 − δu,0c0) =

1

2(log q)u

(
d

dx

)u
pεtj ,N (0) si u par y (3.47)

†h
(u)
(tj−1)N = − 1

2(log q)u

(
d

dx

)u
qεtj ,N (0) si u impar, (3.48)

y si N es par

†h
(u)
(tj−1/2)N =

1

2(log q)u

(
d

dx

)u
ptj−1/2,N/2(0) si u par y (3.49)

†h
(u)
(tj−1/2)N = − 1

2(log q)u

(
d

dx

)u
qtj−1/2,N/2(0) si u impar, (3.50)

para u = 0, . . . ,m y donde † representa d si ε = 1 y c si ε = −1. Asociamos S al g[m]-módulo
L
[m]
s (λS) con cargas centrales

cu =
∑
i

∑
tj

(†h
(u)
tjN+i + †h

(u)
tjN−i) +

∑
tj

(†h
(u)
(tj−1)N + δN, par

†h
(u)
(tj−1/2)N )
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y etiquetas

†λ
(u)
l =

∑
tjN+i≥l

†h
(u)
tjN+i +

∑
tjN−i≥l

†h
(u)
tjN−i

+
∑

(tj−1)N≥l

†h
(u)
(tj−1)N + δN, par

∑
(tj−1/2)N≥l

†h
(u)
(tj−1/2)N ,

donde g[m] = d
[m]
∞ y † = d si ε = 1 y g[m] = c

[m]
∞ con † = c si ε = −1.

Denotemos {s1, s2, . . . } con si = qai a un conjunto de representantes de las clases de equivalencia

del conjunto A. Por el Teorema 3.4.3, el Ŝσ,Nq,N -módulo L[~m]
~s (λ) es irreducible para ~s = (s1, s2, . . . )

tales que ai ∈ Z implica que ai = 1 y ai ∈ Z/2 implica que ai = 1/2. Luego, como consecuencia de
la discusión de arriba, el Teorema 3.4.3 y las Proposiciones 3.4.4-3.4.7, hemos probado lo siguiente.

Teorema 3.4.8. Sea V un Ŝσ,Nq,N -módulo irreducible cuasi�nito de peso máximo con carga central c
y sean Pi(x), P εN (x) y, si N es par, PN/2(x) los cuasipolinomios dados por el Teorema 3.2.2 escritos

de la forma (3.28). Luego, V es isomorfo al producto tensorial de los módulos L
[m]
s (λS) con distintas

clases de equivalencia S.

Observación 3.4.9. Una elección distinta de los representantes s = qa con a /∈ Z/2 en la clase de

equivalencia S tiene el efecto de correr a ĝ`
[m]

∞ via el automor�smo νi para algún i. Se puede ver con

facilidad que cualquier módulo irreducible cuasi�nito de peso máximo L(Ŝσ,Nq,N , ξ) puede ser obtenido
como arriba de forma única, salvo por este corrimiento.
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