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Resumen

En esta tesis caracterizamos los moédulos irreducibles de peso méaximo cuasifinitos de las subal-
gebras del dlgebra de Lie de operadores pseudo-diferenciales matriciales cudnticos N x .

En la primer parte, se presentan los resultados que hemos obtenido, donde se da una descripcion
completa de las anti-involuciones que preservan la graduaciéon principal. Obtenemos, salvo conjuga-
cion, dos familias de anti-involuciones para un cierto parametro n con resultados diferentes cuando
n =N yn < N. Con el objetivo de exponer sus diferencias en detalle, estos casos son estudiados
de forma separada. Cuando n = N se obtienen dos familias de subdalgebras de Lie fijas por menos
la anti-involucién. Damos ademéas una realizacién geomeétrica de ellas, concluyendo que una de las
familias es una subdalgebra de Lie de tipo “ortogonal” y la otra es una subdlgebra de Lie de tipo
“simpléctico”. Por otro lado, cuando n < N, se hallan dos familias de subalgebras fijas por menos
la anti-involucién. Por medio de una realizacion geométrica concluimos que una de lag familias ob-
tenidas es una subalgebra de Lie de tipo “ortogonal” y la otra es una subdlgebra de Lie de tipo
“ortosimpléctico”.

En la segunda parte, nos focalizamos en el estudio de las subalgebras de tipo “ortogonal” y
“simpléctico” halladas para el caso n = N, puntualmente la clasificacién y realizacién de los médulos
irreducibles de peso méximo cuasifinitos.

Palabras claves: Teoria de representacion, algebras de Lie, médulos cuasifinitos.

2010 Mathematics subject Classification: 06B15, 17B10, 17B70.
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Abstract

In this thesis we characterize the irreducible quasifinite highest weight modules of some subal-
gebras of the Lie algebra of matrix quantum pseudodifferential operators N x N.

First, we present obtained results, giving a complete description of the anti-involutions preserving
the principal gradation. We obtain, up to conjugation, two families of anti-involutions for some
parameter n with different results when n = N and n < N. With the intention of describing their
differences in detail, these cases are studied separately. When n = N we obtain two families of
Lie subalgebras fixed by minus the anti-involution. We also give a geometric realization of them,
arriving at the conclusion that one of the families is a Lie subalgebra of “orthogonal” type and
the other is a Lie subalgebra of “symplectic” type. On the other hand, when n < N, we find two
subalgebras fixed by minus the anti-involution. By means of a geometric realization we conclude
that one of the families is a Lie subalgebra of “orthogonal” type and the other a Lie subalgebra of
“orthosymplectic” type.

In the second part of this thesis, we focus on the study of the “orthogonal” and “symplectic” type
subalgebras found for the case n = N, specifically the classification and realization of the irreducible
quasifinite highest weight modules.

Key words: Representation theory, Lie algebras, quasifinite modules.

2010 Mathematics subject Classification: 06B15, 17B10, 17B70.
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Introduccion

Las &algebras W-infinito surgen naturalmente en varias teorias fisicas, como en la teoria de
campos conformes, la teoria del efecto de Hall cuédntico, etc. El dlgebra Wi, que es la extension
central del algebra de Lie D de operadores diferenciales en el circulo, es la fundamental entre éstas
algebras. Las representaciones del algebra de Lie W14 fueron estudiadas por primera vez en [KR1],
donde se caracterizaron sus representaciones cuasifinitas irreducibles de peso maximo. Al final del
articulo, resultados similares fueron encontrados para la extension central del dlgebra de Lie de
pseudo-operadores diferenciales cuanticos Sq, que es el anadlogo cuantico del algebra Wi .

En [KWY], fue probado que hay esencialmente, salvo conjugacion, dos anti-involuciones o4 en
D, que preservan la graduacion principal. Estos resultados fueron extendidos al caso matricial en
[BLO1], donde se dio una descripcién completa de las anti-involuciones del algebra D™V de operadores
diferenciales matriciales N x N en el circulo, que preservan la Z-graduacion principal.

Anélogamente, en [BLO3| se probo la existencia de una familia de anti-involuciones oy en S,
(e = +1, k € Z), salvo conjugacion, que preservan la graduacion principal. En parte, el objetivo de
esta tesis es extender estos resultados al caso matricial, donde el panorama global parece ser mas
rico y complejo.

Este trabajo est4 organizado en tres capitulos. En el primero de ellos se introducen los conceptos a
utilizar a lo largo de esta tesis. En la primer Seccién se dan una serie de definiciones y construcciones
bésicas sobre teoria general de representaciones cuasifinitas de algebras de Lie. En la segunda, se
puede encontrar una descripcién de las representaciones de peso méaximo cuasifinitas irreducibles

del algebra de Lie gAE[;:} y sus subdlgebras clasicas. Las dos Secciones siguientes se basan en los
trabajos [BL02| y [BL05]. En él se definen los conceptos de élgebra de Lie de operadores pseudo
diferenciales cudnticos y su versiéon matricial. Se exponen los principales resultados conocidos y
las caracterizaciones de moédulos irreducibles de peso méximo de cada una de estas algebras, para
continuar con un anélisis méas profundo del caso matricial en capitulos posteriores.

En el Capitulo 2, basado en [BB|, damos una descripcion completa de las anti-involuciones del
algebra S; v de N x N operadores pseudodiferenciales cudnticos que preservan la Z-graduacion
principal. Obtenemos, salvo conjugacion, dos familias de anti-involuciones que dependen de varios
parAjmetros, uno de los cuales es un natural n < N. Los resultados son notablemente diferentes
cuando n = N y n < N. Con el objetivo de exponer sus diferencias en detalle, son estudiados
de forma separada en las Secc. 2.2 y 2.3 respectivamente. En la Secc. 2.2, las anti-involuciones
generan dos familias S;:R’,N de subélgebras de Lie (e = £1, r, k € Z) fijas por —o¢, n. Luego damos
una realizacién geométrica de o, n, concluyendo que S;’]’\?;’N es una subélgebra de S, y de tipo

ortogonal y Sq_]’VT’N es una subalgebra de S, y de tipo simpléctico. En la Secc. 2.3, las familias o,
con 1 <n < N generan dos familias de subalgebras S;’% (e = £1) fijas por —o . Damos también la

XI



realizacién geométrica de o 5, concluyendo que SL’\? es una subdalgebra de S, y de tipo o(n, N —n)
y Sq_]’g es una subélgebra de S; n de tipo osp(n, N —n).

Por ultimo el Capitulo 3, basado en un articulo en preparacion [BB2], se centra en la continuacion
del estudio de las subalgebras halladas en el Capitulo 2, puntualmente la clasificacion y realizacion

de los médulos irreducibles de peso maximo cuasifinitos. Nos centraremos en las subalgebras fijas
por anti-involuciones obtenidas para el caso n = N.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se exponen las definiciones y resultados béasicos de la teoria de representaciones
de algebras de Lie que se utilizaran en los capitulos subsiguientes. En la primera Seccién se desa-
rrollard un enfoque general sobre la teoria de representaciones de peso maximo cuasifinitas sobre
un algebra de Lie g compleja Z-graduada. Mas adelante se describiran las representaciones de peso

méximo cuagifinitas irreducibles del algebra de Lie gAEg: ] y sus subéalgebras de Lie cléasicas.

1.1. Representaciones cuasifinitas de algebras de lie Z-graduadas

La teoria general expuesta a continuacién sobre representaciones de peso méaximo cuasifinitas
sobre un édlgebra de Lie g compleja Z-graduada fue desarrollada por J. Liberati y V. Kac. Todos los
resultados de esta Seccion pueden ser hallados en [KLJ.

Sea g un algebra de Lie compleja Z-graduada:
9 = Bjerg;, [9:: 95] C Gi+j;

donde g; no necesariamente posee dimension finita y sea g+ = @;>09+;. Una subélgebra p de g es
llamada parabdlica si contiene a gg @ g+ como una subdalgebra propia, esto es

p = ®jezpj, donde p; =g; paraj >0 y p; #0 paraalginj <O0.
Se asumen lag siguientes propiedades para g:
(P1) go es conmutativa,

(P2) sia€g_parak >0y [a, gi] =0, entonces a = 0.
Lema 1.1.1. Sea p una subdlgebra parabdlica de g. St p_i # 0 con k > 0, entonces p_pr1 # 0.

Demostracion. Si p_11 = 0, entonces [p_g, g1] = 0, esto es, para todo a € p_g es [a,91] =0y
usando (P2), resulta que a = 0. O

Dado a € g_1, a # 0, se define p* = ®jezpj, donde pj = g; para todo j >0y

Pty = [ lla, gol.gol -], pleiy =%y P2 (1.1)
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Lema 1.1.2.  qa) p® es la subdlgebra parabdlica minimal que contiene a a.
b) g5 == [p*, ] Ngo = [a, ga].

Demostracion. Se probard primero que p® es una subdlgebra. Por induccién en k veamos que

[P, b S,y (K, 1> 0):

P2y, P2y

PR (%) %]+ 1% ) %, (0% )]
P ) R e T+ [ )R (0 )Y

N 1N

Ademas [p® ., gm] € p% . (m > k) ya que por induccién en k tenemos

[pika gm] = [[(pil)kia pglL gm]
[[(pgl)k_l’ gm]a pa—l] + [(pil)k_la [p(ila gmH
i1 PE ]+ (%)Y, gl

a
pm—k‘

N 1N

Finalmente es obvia la minimalidad, con lo que hemos probado a).

b) Para todo k > 1:

% oe) = [[(0%)" " @kl p0] + [0% ) 0%y, okl
C g1, p%] + [(0%)F Y gra)-

N

Luego, por induccién, g§ = [g1, p% ). Sin embargo,

[g1, p%1] = linearspan{[---[[a, c1], ca], -], 2] : ¢; € go, z € g1} (por (P1))
= linearspan{lalci, - [cx—1, [ck, 2] -+ ]]] ¢ € go, T € g1}
= [CL, 91]
con lo que el lema queda probado. O
Definicién 1.1.3.  a) Una subélgebra parabolica p es llamada no-degenerada si p_; tiene codi-

mension finita en g_;, para todo j > 0.

b) Un elemento a € g_1 es llamado no-degenerado si p* es no degenerada.
Para comenzar con el estudio de la representaciones cuasifinitas sobre g, son necesarias las
siguientes definiciones.

Un g-médulo V' es llamado Z-graduado si V = ®;ezV; v 9;V; C Viy;. Un g-modulo V, Z-
graduado es llamado cuasifinito si dim V; < oo para todo j.

Dado A € gj, un mddulo de peso mdzimo con peso A es un g-moédulo V (g, A), Z-graduado
generado por un vector de peso maximo vy € V (g, A)g que satisface

hvy = )\(h)v)\ (h S go), g+vy = 0. (1.2)
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Un vector no nulo v € V (g, A) es llamado singular si g+v = 0.

El mddulo de Verma sobre g es definido de la manera usual:

M(gv >‘) = U(g) ®U(g0€Bg+) Ca (13)

donde Cy es el (go ® g+ )-mo6dulo de dimension 1 dado por h — A(h) si h € gg, g+ — 0, y la accion
de g es inducida por la multiplicacién a izquierda en U(g). De aqui en adelante U(g) denotara el
algebra universal envolvente de g.

En este contexto, todo médulo de peso maximo V (g, \) es un médulo cociente de M (g, A) y el
modulo irreducible L(g, A) es el cociente de M (g, A) por el submdédulo graduado propio maximal.

Sea p = @jezp; una subalgebra parabolica de g y sea A € g tal que )‘|goﬂ[p,p} = 0. Entones el
(g0 ® g+ )-modulo C) se extiende a un p-moédulo permitiendo que p; actie por 0 para j < 0, y puede
construirse un médulo de peso maximo

M(g,p,A) = U(g) ®u(p) Ca
llamado el mddulo de Verma generalizado. Es claro que todos estos médulos de peso méximo son
graduados.
También se requiere la siguiente condicién para g :

(P3) Si p es una subdlgebra parabolica no-degenerada de g, entonces existe un elemento no
degenerado a tal que p® C p.

Teorema 1.1.4. Sea g un dlgebra de Lie Z-graduada que cumple (P1),(P2) y (P3). Las siguientes
condiciones en X € g son equivalentes:

(1) M(g; A\) contiene un vector singular avy € M(g; \)_1,donde a € g_1 es no degenerado;

(2) Euiste un elemento no degenerado a € g-1, tal que
A ([917 a]) =0;

(3) L(g; ) es cuasifinito;

(4) Eziste un elemento no degenerado a € g_1, tal que L(g; \) es el cociente irreducible del mddulo
de Verma generalizado M(g, p%, \).

Demostracion. (1) = (4) Denotamos por avy el vector singular, donde a € g_1, entonces (4) vale
para este a particular. La prueba de (4) = (3) es inmediata. Finalmente, L(g; \) cuasifinito implica
dim(g_; - v)) < oo entonces existe a € g_1 tal que avy = 0 en L(g;\), entonces 0 = g;.(avy) =
a(gi.vx) + g1, aJux = A([g1, a])vy, resultando (3) = (2) = (1). O

1.2. El Algebra de Lie ﬂz] y sus subalgebras clasicas

A continuacién se dard una descripcién de las representaciones de peso maximo cuasifinitas

irreducibles del 4lgebra de Lie gAKLZL] y sus subdalgebras de Lie clésicas de tipo B, C'y D. Los contenidos
de esta seccién pueden ser encontrados por ejemplo en [KR2|, [FKRW)| y [KWY].
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1.2.1. El algebra de Lie gAé([;ﬂ

Dada el dlgebra polinomial C[u], denotemos R,,, = C[u]/(u™*!) al dlgebra cocientada por el ideal
generado por u™ ! (m € Zxg). Sea 1 el elemento identidad en R,,. Denotamos gﬁgg} al dlgebra de
Lie compleja de todas las matrices infinitas (a; ;)i jecz con entradas en R,, con sblo una cantidad

finita de diagonales no nulas. E;; denotard la matriz infinita con 1 en la entrada (i,7) y 0 en el

resto. Existe un automorfismo natural v de g&[;? I dado por

v(Ei ;) = Eiy1j+1- (L.1)

[m]

Dado Ej;j, sea j — i su peso. Esto define la Z-graduacion principal gls,' = @jez(gﬁgg})j. La
[m]

o = gfgg] ® R, de gégg] estd dada por el siguiente 2-cociclo con valores en Ryy:

extension central gf

C(A,B)=Tr([J,A]B), (1.2)

donde J = Zigo E; ;. La Z-graduacion del algebra de Lie gzL’;‘] se extiende a gAEEZ] tomando el peso
de R,, como 0. En particular, posee una descomposicidn triangular,

~[m] _  ~[m] ~ [m] ~ [m]

ggoo - (ggoo )— @ (ggoo )0 S (ggoo )+7 (13)
donde ] fm] ]
(9loo ) = Bjen(9log )i ¥ (9loo Jo = (90L2)0 & Ry (1.4)

[m]

Dada X € (ﬂg )¢, denotamos

¢ = Au), (1.5)

A= AUEj),
“H) = By =By g+ S0
ahgi) _ a)\g,") _ “)\ﬁl + 8;.0¢i,
donde j € 7y 0 < i < m. Sea L(glee, ) el gl -m6dulo de peso méximo irreducible con peso

maximo A. Los a)\g.i) son llamados etiquetas y c¢; son las cargas centrales de L(g/\éz],)\).

1.2.2. El algebra de Lie bl

Consideremos el espacio vectorial R,,[t,t!] y tomemos la base sobre R, dada por v; = t~¢,
i € Z y la siguiente forma C-bilineal en R,,[t,t™!]:

BE (u™v;, uvj) = u™(—u) T (£1)06 . (1.6)
—[m]

Denotemos boo ' (resp. Egm]) a la subdlgebra de Lie que preserva la forma bilineal B~ (-, ) (resp.
B*(-,-)). Entonces

b2 = {(aij(w)ijez € g+ aij(u) = —a—j—i(—u)},
b = {(aij(w))ijez € gL+ aij(u) = (=1)'"Haj_y(—u)}.
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Denotemos bgg = ngm] ® Ry, (resp. EL@ = Bﬁm} @ R,,) a la extension central de Bgo[m] (resp. B;[m])

dada por la restriccion del 2-cociclo (1.2)) definido en gﬁ[ong ], restringido a Bgo[m] (resp. Ej.'o[m]). Luego

las subalgebras b[;g } y BQ? I heredan de gAZoron ] la Z-graduacién principal y la descomposiciéon triangular

(ver [KR2] y [FKRW] para notacion),

) = @sen(blz);, ol = (o) @ (o @ (i)
bl = @jen(bi);, B = (OL)+ @ (0o @ (BLZ))-
Notemos que el algebra de Lie 5([;?] es isomorfa a bLZ"”]. En particular, cuando m = 0, tenemos la

subélgebra de Lie usual gy, denotada por by (ver [K]) (resp. bso, ver [W]). Dada A € (bLZ‘])g;,
denotamos L(bgg ], A) al modulo de peso méximo irreducible sobre b con peso maximo .

Para cada \ € (b@)g, tenemos

6= M), (1.7)
AP = M2/ Egg) (j impar),

b)\l(.j) = MWEi; — (—uE_; ),

'HY) = WEi; —wEit1i1 + (~u)E_io1 i1 — (—uV B,

"HY) = 2/ Egy —wE_1_1 —WEy) + 4, (j par),

"HY) = (20 Eog—wE_1_1 —w/E;) +4l, (j impar),

bhgj) _ /\(bHi(j)) _ b/\z(j) _ b/\gi)p

bp) = ACHY) = 2020 £ 2¢; (j par),

bpi) = ACHD)y =020 —0AD 4 e (5 impar),

donde i €e Ny 0 < j < m. Los b/\y) son llamados efiquetas y los ¢; son las cargas centrales de
LI N 6 LG N).

1.2.3. El algebra de Lie ekl

Sea ahora la C-forma bilineal en R,,[t,t"!] dada por
C(u™vi, u™v;) = u™(—u™)(—1)"6;1_; - (1.8)

EL’Z I denotars 1a subalgebra de Lie de gzL”J ] que preserva la forma bilineal C(, ). Luego

efe) = {(aij(w)igez € gl aij(w) = (=1)" a1_j1i(~u) }.

Se denotara por CL’Q] = EL’Z] @ R,, a la extension central de ELZL] dada por la restriccién del

2-cociclo (1.2)), definido en gﬁgg I Esta subalgebra hereda de gAf[m]

~ la Z-graduacion principal y la
descomposicién triangular,

) = @jen(cld); L= (s @ (o @ (el
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En particular cuando m = 0, tenemos la subalgebra de Lie usual de gAZOO, denotada por cyo.

Dado A € (c(@)g, denotamos por L(CL@]; A) al c(@—m(’)dulo irreducible de peso maximo \. Para

cada A € (cL’E])g, tenemos:

¢ = Au'),
C)\g,i) = Au'Ej; — (—u)' Bi_j1-j),
CHj(i) = W'EBjj—uwEj101 + (—u)'E_j—j — (—u)'E1_j1-j, (1.9)
Y~ (Enp B+, G pan
cp) = —exD 4o, (i par)

donde e Nevt=0,---,m.
)

Se llamara a los c)\gi las etiquetas y a las ¢; las cargas centrales de L(cgg], A).

1.2.4. El algebra de Lie d

Por tltimo, sea la siguiente forma C-bilineal en R,[t,t™]:
D(u™v;, u"v;) = u™(—u)"0; 1—j. (1.10)
Denotaremos dlﬁi} lala subélgebra de Lie de gfgg ] que preserva la forma bilineal D(-,-). Tenemos
Ao = {(aij(u)ijez € gl : aij(u) = —ar—j1i(—u)}.
Denotemos d([fg] = di@ @ R,, ala extension central de JL@] dada por la restriccién del 2-cociclo ,

definido en gzL’Z} I BEsta subdlgebra hereda de ﬂ[m]

o la Z-graduacioén principal y la descomposicion
triangular

di) = Sjen(dt));, i = (d)y & (@) @ (a2
En particular cuando m = 0, tenemos la subélgebra de Lie usual g/ denotada de.. Dado A € (d[gg ] )5

denotamos L(d([fzg1 ],)\) al d([:g l_médulo irreducible de peso maximo .

Para cada \ € (dLZL])E‘), tenemos

6= A, (L11)
WD) = \NWEi; — (—u)Y Ey_i1_),

dHi(j) = WEi;i—WwEii1+ (—uE_i i — (—u) Er i1,

HY = ((~u) Boo+ (—u) By — w Byp —uw By y) + 207,

dhgj) _ )\(dHi(j)) _ d/\l(j) _ d/\l(i)P

donde i € Ny 0 < j < m. Los d)\g-i) son llamados etiquetas y los ¢; son las cargas centrales de
L@d™ N,
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1.3. Algebra de Lie de operadores pseudo diferenciales cuanticos

En esta Seccién se expondran definiciones y nociones basicas sobre dlgebras de Lie de operadores
pseudo diferenciales cuanticos, que seran utilizados a lo largo de esta Tesis. Los resultados expuestos,
hallados por C. Boyallian y J. Liberati, pueden ser encontrados junto con un estudio en mayor
profundidad de las caracterizaciones de estas algebras en [BLOS].

1.3.1. Anti-involuciones del algebra de Lie S,

Consideremos C[z, 2] el algebra de polinomios de Laurent en una variable y ¢ € C*. Denotamos
Sy al édlgebra asociativa de operadores cuénticos pseudo-diferenciales. Explicitamente, sea Ty el
operador en C[z,27!] dado por

Ty f(2) = f(g2),
donde ¢ € C* = C\{0}. Podemos escribir a un elemento de S como combinacién lineal de

operadores de la forma z* f (1), donde f es un polinomio de Laurent en Tj. El producto en Sf esta
dado por

(=" f(Te) (2" 9(Ty)) = 2" £ (" Ty 9(Ty). (L.1)

Ahora sea S, el algebra de Lie obtenida de Sy tomando el conmutador usual. Sea S, = [S;, Sy]-
Sea:

Sq =S, @ CTC? (suma directa de ideales).

La teorfa de representaciones de S, se reduce entonces a la de Sc/]. Tomando la forma traza
tro(D_; ¢jw’) = co, obtenemos el siguiente 2-cociclo en Sy v

(" f(Tg), 2"9(Tq)) = bm,—nmtro(f(q~"Ty)g(Ty)), (1.2)
donde m, n € Z, f, g € Clw,w™]. Sea
S,=8,+CC (1.3)
la extension central de S; correspondiente al cociclo ([L.2)).

Los elementos szg” (k, m € Z) forman una base de S;. Definimos el peso en S; x por

wt X f(T,) =k, wtC =0. (1.4)

Esto da la Z-graduacion principal de S7, Sq y 3;,

S =P Sy, St =Ps;.

JEL JEL

Una anti-involucion o de & es un automorfirsmo anti-involutivo de S, i.e., 0% = Id, o(ax +
by) = ao(z) + bo(y) y o(zy) = o(y)o(z), para todo a, b € Cy x, y € SF. De ahora en adelante
asumiremos |g| # 1.
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Proposicion 1.3.1. Cualquier anti-involucion ¢ de Sy que preserva la Z-graduacion principal es
de la siguiente forma
O‘—A,B,T(z) - AZT(’; Y é—A,B,T‘(Tq) - BTq_17

conr € Zy A, B € C* tales que A2B" = ¢".

Demostracion. Dado que & preserva la Z-graduacion principal podemos asumir que 6(z) = zf(1y)
y 6(T,) = g(Ty), donde f, g € Clw,w™!]. Ahora, dado que T, es un elemento inversible del &lgebra,
también lo es g(7}), y por lo tanto es de la forma ¢(T3) = BTé para algin B € C—0y !l € Z. De
manera similar, f(7;) = ATy con A € C—0y r € Z. Haciendo uso de que 6% = Id tenemos que

L= flg(T ) f(Ty) v Ty=g(9(Ty)).

Combinando la segunda ecuacién y la expresion de g(7y) obtenemos que T, = BZHTf. Podemos
entonces deducir que: [ =1, B=+161= —1y B € C. Utilizando ahora la primer ecuacién y la
expresion de f(T;) tenemos que 1 = AQBTq“"Tq(lH)T, y por lo tanto (I + 1)r = 0. Si [ = 1, entonces
A = £1. Dado que ¢ no es una raiz de unidad, es facil verificar que éstos no son anti-automorfismos.
Por lo tanto, [ = —1 y hemos finalizado la prueba. O

Se puede ver facilmente que, para h € Clw, w1,
oA, (2" h(Ty)) = Aq N2y (BT T (1.5)

Dado s € C, denotemos ¢, el automorfismo de S, dado por 6(a) = 27 %az®, con a € S,. Utilizando

(1.5), obtenemos

HSdA,B,TH—S - dq75TA7q2SB,T‘ (16)

Denotemos S(;l’B’T a la subélgebra de Lie de S, fija por —o4 g, explicitamente

SHPT ={a € S4loapy(a) = —a}.

Dado que o4 p, preserva la Z-graduacion principal de S7, la subalgebra S;‘ BT hereda la
Z-graduacion principal de Sy ShBr = @jGZ(S{Iq’B’r)j, donde (S(;"B’T)j = {Zf(T)|f(w) €
Clw,w™'] v 64,8,(2) f(Ty)) = =2/ f(Ty)}-

Se sigue de esto el siguiente lema.

Lema 1.3.2. El dlgebra de Lie Sf’B’T para valores arbitrarios de A y B es isomorfa a Sg*", donde
eesl o —1.

Q5T

Notaremos a partir de ahora ¢, y Sg" en lugar de 64, y Sg%". De ahora en adelante r serd

par.

Denotemos Clw,w !5/ (donde € =1 6 ¢ = —1 ) al conjunto de polinomios de Laurent tales que
f(w™1) = —(e)J f(w). Se procedera ahora a dar una descripcién completa de (Sg™");.

Lema 1.3.3. Tenemos que

(Sem); = {27 (U212 f(qU=D2T) | f(w) € Clw, w7}, (1.7)
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Demostracion. Por (L.5]), un elemento de (S5"); es de la forma 27h(T}) € S,,

ANTy) — Ger(ZMTy)) = 27 (M(Ty) — () (qV V2T T h(q T, 1))
= 2 (qU=D2T)ri 2§ (g 1/2T)

con f(w) = h(qgIt)/20) w972 — ()7 h(g~7+D/2w=1)wi"/2. Se puede probar facilmente que f(w™') =
—(€)7 f(w), completando la prueba. O

Como consecuencia de este lema tenemos que
B = {2/ (¢UVPPT) 2 (g PT)™ — (e (¢UVPTy)™™)|j € Z, m € N}

forma una C-base de (Sg") si e = 1y BU {27(qU~1/2T,)"7/2} es una base si e = —1.

Denotamos nuevamente ¥ a la restriccion del 2-cociclo en (1.2)) a Sg", explicitamente

W(=" (g IR )R (g VRT), 2 (g RT)  Rg(VPT)) =
S, —nmitro(f (g™ Pw)g(q =V Pw)),
donde 2™ (g2, )rm/2 f(g(m=D2T,) y 2 (" =D/2T,) /2 g(¢(" /2T, estan en Sg”. Denotemos

Sy la extension central de Sy por CC que corresponde al 2 cociclo U. Sg" es una subalgebra de
Lie de S; por definicion.

1.3.2. Caracterizaciéon de cuasifinitud de HWMs de 557

Tomemos una subdlgebra parabolica de Sy, explicitamente, una subalgebra de la siguiente
forma

—

p = ®jezpj, where p; = (Sg"); and p; # 0 for some j > 0.

Para cada j € Z tenemos que
poj = {27 (@ TTIPTY) IR ((ITVPTY) s f e 1),

donde I_; es un subespacio de C[w, w17, Dado f(w) € Clw,w™1]*?y p(w) € Clw, w™!]% tenemos
que [f(q~Y2T,), z"(¢\ " V/2T,) 7 2p(¢( V2T, € Sg7, calculando

[F(q™ ' 2Ty), 2™ (gD~ 2p(g V2T (1.8)

donde g(w) = f(q¢~"/*T,) — f(¢™?T,). Luego, tenemos que si p(w) € I_,, entonces p(w) multi-
plicado por cualquier polinomio de Laurent en C[w,w™!]° pertenece a I_,,. Esto implica que I_,
es un Clw,w™!)%submoédulo de Clw,w !¢, donde Clw,w~!]*" es considerado como un médulo

multiplicativo sobre Clw,w™1]".
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Utilizaremos ahora el siguiente hecho: todo Clw,w~!]%?-submédulo no nulo de Clw, w17 es
un submodulo libre de rango 1 generado por un polinomio de Laurent moénico (es decir que el
coeficiente del monomio de mayor grado es 1). Denotemos por b5 a dicho generador de I_, si
I, #0yb(w)=0siI_,=0.Llamamos a b, al polinomio caracteristico de p.

Procederemos ahora a chequear las condiciones (P1), (P2) y (P3) enunciadas en la Seccion

para gqa . La condiciéon (P1) se satisface trivialmente ya que
(8570 = {hig'*Ty)  h(w™") = h(w)}
es abeliano. Probaremos ahora (P2).
Lema 1.3.4. Sia € (S7")—j, (j > 0) es tal que [a,(Sg")1] = 0, entonces a = 0.
Demostracion. Sea a € (Sg")_;, (j > 0), entonces a = 277 (¢(=I=V/2T,)=7"/2p(¢=7=1/2T,) con

h(w™') = —e/h(w). Tomemos un elemento arbitrario de (Sg")1, explicitamente, z(T,)"/2g(T,) con
g(w™") = —eg(w). Luego,

0 = [z79 (¢ V2T I Ph(g I IRTY), (T, (T

= z_j+1(q‘j/2Tq)(_j+1)7"/2)(h(q‘jHTq)g(Tq) — h(q(_j_l)/Q)g(q_qu))

= I (2T, IO p (92T
con f(T,) = h(q"/*T,)g(¢"/*T,)—h(q~/?T,)g(q~7/*T,). Supongamos que h(w) = a,w"+términos de grado menor,
con a, # 0y tomemos g(w) = w™ — ew™™ con n # —mj, entonces

0= f(w) = an(qm+mN/2 — g=r=m)/2yyym+n 4 terminos de grado menor

lo cual es una contradiccién, por lo cual a = 0. O

El siguiente Lema serd de utilidad para probar la propiedad (P3).

Lema 1.3.5. Sea {b, : n € N} la sucesion de polinomios caracteristicos de una subdlgebra parabdlica

—

p del dlgebra de Lie Sg". Entonces

(1) b5, (w) € Clw,w™t]o";
(2) bS,(w) divide a

(@0 — g™ 2w (g7 = 1)g Pw — g — 1)g PTG (g Pw);

(3) b5, (w) divide a (™% — ¢~™?)(w + e Mw=1)bE, (¢ ?w);

n+m

(4) p—n # 0 para todo n € N.

En particular, todos los bS,(w) son no nulos.

Demostracion. La parte (1) es consecuencia de la definiciéon de polinomio caracteristico. Calculando

[Z(TQ)T/Q (T4 — ETq71)7 z1 (qin/ziqu)(inil)r/zbme (qin/Ziqu)]

= (gL (VT — e T b (0 ) — (T = T b (a7 T)
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podemos ver que b, (¢"~""1/2w) divide a
(7" w = eq" b (0P ) — (w = ew™ b (g7 Pw)). (1.9)
De la misma manera, del siguiente conmutador
(T (T — €T h), 27 (g /2 T IR 2 (2 — e P e (7T
= 2 (¢TI RT) TR (T — eI ) (g7 AT Ty — e g AT T b (7P TMT)
— (Ty = T, g Ty — € " g 2T b (a7°T))
se sigue que b¢, (="~ 2w) divide a
(" w— e w ) (@ o — e TP T (g ) (1.10)

(w— ew (g — g b (g7 ).
Ahora, de y podemos ver que b (¢"=""V/2w) divide a

(" w—eg" M) (¢ - 1) 2w — e g — )¢ PTG (g w).

La parte (3) se demuestra de manera similar a partir de los siguientes conmutadores

[Z—n(q(—n—1)/2Tq)—mﬂ/2b;(q(—n—l)/2Tq>7 z—m(q(—m—l)/2Tq)—mr/2b$n(q(—m—l)/ZTq)]

y
[an(q(fnfl)/ZTq)fnr/Q(q(fnfl)/QTq _ enq(n+1)/2qul)b;(q(fnfl)ﬂTq),
me(q(fmfl)/2Tq)fmr/2b$n(q(fmf1)/2Tq)].
En particular, si b, ,,(w) # 0 entonces bf,(w) # 0. La parte (4) es consecuencia inmediata de
(2)y (3)- O

Por el Lema anterior tenemos que una subélgebra parabolica p de S es no degenerada. Tome-
mos
a= Z_l(q_qu)_r/zbi(q_qu) €p-1 (1.11)

donde b es el primer polinomio caracteristico de p. Entonces p® es, por Lema la menor
subélgebra parabélica que contiene a a. Utilizando nuevamente el Lema anterior, sabemos que es
no degenerada, y como consecuencia a es no degenerada, y por construccion p® C p, probando (P3).

—

Ahora consideremos \ € (gé\r)g Sea L(A) = L(Sg", A\) el tnico cociente irreducible de M()\) =
M(@,A). Una funcional A € (557)3 queda descrita por sus etiquetas A\, = q(n)\((q~/?>T,)" —
¢ ?T,)™™), con n € Z, q(n) = ¢/ —¢~"/?, y 1a carga central A\(C) = c. Consideremos la siguiente
serie generatriz

A) = D).

neZ

Recordemos que un cuasipolinomio es una combinacion lineal de funciones de la forma p(x)e®®,
donde p(z) es un polinomio y a € C. Si el polinomio B es par llamamos a P cuasipolinomio par.
Tenemos ademas la siguiente proposicién conocida:
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Proposiciéon 1.3.6. Dado un cuasipolinomio P, y un polinomio B(x) = [[,(z — A;), tomemos
b(z) = [[;(z—a;) donde a; = eli, entonces b(z)(3,, c , P(n)z™™) = 0 si y sélo si B(d/dx)P(x) = 0.

Tenemos ahora el siguiente teorema importante sobre los médulos de peso maximo irreducibles

—

cuasifinitos de Sg”

Teorema 1.3.7. Un mddulo L(\) de peso mdzimo irreducible de Sg" es cuasifinito si y sdlo si una
de las siguientes condiciones equivalentes se verifica.

(a) Eziste un polinomio de Laurent monico b{(w) € C&'[w,w™!] tal que
bi(z)(A(x) —2¢) =0 (1.12)
(b) Eziste un cuasipolinomio par P.(x) tal que
P.(n)=2A,, paran#0y P0)=_2c (1.13)

Demostracion. Podemos aplicar el Teorema [L.1.4] L1Le§o, la cuasifinitud jl\e L(\) es equivalente a
mostrar que existe un elemento no degenerado a € (S;")_1, tal que A([(Sg")-1,a]) = 0. Tomemos
a como en ([1.11)). Dado que b (w) € C!w,w™}], entonces tenemos que b$(w) = apm (W™ — ew ™™ +
aﬁil(wmil —ew ™) 4 pag(w—ew™) +ag(1 —¢€)) con ay,, # 0. Recordemos que una base de
(Sg")1 es

B = {z(T,)"*(T}' — ¢T,;")|n € N}

sie=1y BU{2(T,)"/?} si e = —1. Luego (para todo n),

0= A([=(Ty)" AT} — €T, ™), a) (1.14)
= AOU(Ty)(Ty — €T,™) — (¢ "Iy — eq" T, ™b5 (g~ T,) — tro (b5 (w)(w" — ew™™))C)

= A(Eaj -l J)(T =€l ") = (¢ "y — eq”Tq_”)(q_jTg - equq_j)
+ tro (b (w) (w" — ew_”))C’>

m

> ( n+ DA 2T — (72T ) — eqln — AUV T~ (g 1”T>7wn)

e

I
.
~

ro(by (w)(w" — ew™))C)
(

Z a; An_;,_j - GAn_j) + 2eayc.
j=0

<

También tenemos para el caso € = —1,

O:M[Hwﬂabzxwaw—w<*T»: (1.15)

m

Zkg (@ PTyY) = (a7 VT }j

0



1.4. Algebra de Lie de operadores pseudo diferenciales matriciales cuanticos 13

Multiplicando la tltima ecuacién de ([1.14) por ™ — ez ™", sumando sobre n € Zx, y utilizando

el hecho de que A, = A_,, y (L.15) cuando ¢ = —1, tenemos que

0= Zaj(:vj —ex ) A (x) 4 2eb§ (z)c = —eb§ (x)(A(z) — 2¢). (1.16)
=0

La equivalencia entre (a) y (b) sigue del hecho de que la Ec. vale, si y s6lo si multiplicando
ambos lados de esta formula por 2™ esta ecuacién también vale, y ahora definimos b¢(z) = 2™b5 () €
C[z]. Observemos que b¢(z)(0) = am # 0, y como bS(z~1) = —ebS () es facil ver que si o es una
raiz de b¢(z), entonces 1/a también es rafz de b¢(z). Ahora podemos aplicar la Proposicion y
como consecuencia de la relacion entre las raices de B y b en esta proposicion se sigue que el B(x)
correspondiente a b¢(z) es un polinomio par, finalizando nuestra demostracion. O

Dado un moédulo V cuasifinito irreducible de peso méximo de Sg" por Teorema , tenemos
que existe un cuasipolinomio par P(z) que satisface [1.13] Escribiremos

Zpl )coshy (el z) —|—qu (z)senhq(e; z), (1.17)
j

con p;(x) (respectivamente g;(z)) polinomios no nulos pares (respectivamente, impares), e; y e;
nameros complejos distintos, coshq(x) = (¢* + ¢ *)/2 y senhqy(x) = (¢° — ¢ *)/2. La expresion
en D es Unica salvo signo de ej o un cambio simultaneo de signos de e; v qj (x). Llamamos

ach (

x_

respectivamente a e;), exponentes de V' de tipo par (respectivamente, impar) con multipli-
cidades p;(z)(respectivamente, g;(z)). Siguiendo [KWY], denotamos e™ al conjunto de exponentes
de tipo par con multiplicidad p;(x) y e~ al conjunto de exponentes de tipo impar con multiplici-
da%(m). Luego, el par (e™;e) determina unfvocamente a V. Denotaremos a este modulo como

L(S7";et5e7).

1.4. Algebra de Lie de operadores pseudo diferenciales matriciales
cuanticos

En esta Seccién se expondran definiciones y nociones bésicas sobre la version matricial de las
algebras de Lie de operadores pseudo diferenciales cuanticos. En esta secciéon se estudiard la ver-
sion matricial de las algebras de Lie de operadores pseudo diferenciales cuinticos. Un estudio mas
exhaustivo sobre sus representaciones puede hallarse en [BL02].

1.4.1. Algebra de Lie Sy.N

Sea N un entero positivo. De ahora en adelante, notaremos Maty A el algebra asociativa de
todas las matrices N x N sobre el dlgebra A y Ej; la base estandar de MatyC.

Sea Sy = S ®@ MatnC el algebra asociativa de todos los operadores matriciales cuanticos
pseudo-diferenciales, explicitamente los operadores en CN [z,271] de la forma
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E = ep(2)Ty +ex-1(2)T) "+ -+ +eo(z), donde ey(z) € MatyClz,z7"). (1.1)

Con el objetivo de simplificar la notacién, escribimos los operadores pseudo-diferenciales como
combinacion lineal de elementos de la forma 2* f (Ty)A, donde f es un polinomio de Laurent, k € Z
vy A € MatyC. El producto en S(‘;N esta dado por

(me(Tq)Ei,j)(Zkg(Tq)ET,S) = zm+kf(qkTq)g(Tq)5j,rEi,s- (1.2)

Sea S, n el dlgebra de Lie obtenida de Sg N con el corchete usual dado por el conmutador,
explicitamente:

(2" f(Ty) A, Zkg(Tq)B] = Zm+k(f(qkTq)9(Tq)AB — f(T)9(¢™T,)BA). (1.3)

Los elementos szquij (k € Z,m € Zy,i,j € {1,---,N}) forman una base de Sy .

Tomando la forma traza tro(zj cjwj) = ¢p, v denotando tr a la traza usual en MatyC, defini-
mos el siguiente 2-cociclo en §; N

P(Z" f(Ty) A, 2*g(Ty) B) = O mtro(f(q " Ty)g(T,)) tr(AB), (1.4)
donde r, s € Z, f, g € Clw,w™ ], A, B € MatyZ. Sea

—

SyN =S8N ©CC (1.5)

la extension central de Sy n por un centro uni-dimensional CC' correspondiente al 2-cociclo . El
corchete en S, v estd dado por

{sz(Tq)fL Zkg(Tq)B] = Zm+k(f(qkTq)g(Tq)AB - f(Tq)g(quq)BA) (1.6)
+ (2™ F(T,) A, 2% g(T,) B)C.

Los elementos szquij (k € Z,m € Z,i,j € {1,---,N}) forman una base en S; y. Definimos

el peso en Sy v como
wtz® f(T,)Eij = kN +i — j. (1.7)

Esto da la Z-graduacion principal de SgJV, SyNy S/q;v,

—

Sen = Djez(Sen)j,  Sqn = Bjen(Sen);

1.4.2. Moédulos del algebra de Lie S, v

Tomemos una subdlgebra paraboélica de S/qzz, explicitamente, una subélgebra de la siguiente
forma

p = @jezp;, donde p; = (S/qzr)j y pj # 0 para algan j > 0.
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Dado -
(Syv)j = D [Ty, Ty By,
kJlm:EN+l—m=—j

tenemos, para cada j € Z, que

k7l
p-j = &P 2 By,
k,lm:kN+l—m=—j

donde 1" ; es un subespacio de Clw, w~!]. Ademas, como consecuencia de

L (Ty) B p(Tg)Erm) = f(T)p(T)Erm 1#m

[f(To)In, ka(Tq)El,m] = Zk(f(qkTq) — [ (Ty)p(Ty) Eim
donde Iy es la matriz identidad, tenemos que Il_j es un ideal de Clw,w™!].
Observacion 1.4.1. Existen subalgebras parabolicas p de S;;V (N > 1) tales que p; = 0 para j << 0
Por ejemplo:
p=EPS,n); P(Syn)o P CIT,, T, ' Ere.
JEZ
Remitimos al lector a [KRI] Secc. 2.4 para més detalles.

Dada una subélgebra parabolica p, sea bé- (w) el polinomio ménico con bé-(()) # 0, que es generador
del ideal Iﬂj C Clw,w™!]. Asumiremos que bé(w) es un polinomio ménico tal si Iij #0y0en
otro caso. Luego, hemos asociado a p una coleccion {bé-(w)}jeNvlngN como antes, llamados los
polinomios caracteristicos de p.

Lema 1.4.2. Sea {bé} el conjunto de los polinomios caracteristicos de una subdlgebra parabdlica p

del dlgebra de Lie S/qjv, Entonces

a) b (w) divide a b (w) para todo j € N yl<i<N.

j J
(b) b;-(w) diwide a b;H(w) excepto en el caso especial: —j = kN +1i, donde b;- (w) divide a b;H(qw).
(c) b€k+l)N+n—z’<w) divide a b};Ner_i(q*lw)beJrn_p(w) para todo k,l € N, 1 <i,p < N, (donde

i+N __ i
b = b,

Demostracion. Omitiremos los detalles de esta prueba por ser completamente similar a la demos-

tracion del Lema de la Seccion [1.3.2] teniendo en cuenta la formula (1.5)). O

Del Lema anterior se desprende con facilidad el siguiente corolario.

Corolario 1.4.3. Sea p una subdlgebra parabdlica de 6{%\]\/. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

» p_; # 0 para todo j € N.

] Iﬂj#()pamtodojeN,lglgN.
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. Il_l%OpamtodolglgN.

Dada una subélgebra parabolica, si satisface cualquier condicion del Corolario [I.4.3]ser4 llamada
no degenerada.

Dados N polinomios monicos b = (by(w),- -+ ,by(w)) con b;(0) # 0, definimos (cf. Lema [1.4.2)

(O™ inm—i(w) = bi(q Fw)big1 (g w) - by 1 (g w)bn (g w)
bl (q—k—i-lw) . bN—l (q—k—i-lw)bN(q—k-i-Qw)bl (q—k+2w) .

by (g w)br(g™ w) - by-1(q” w)by (w)by(w) - - by—1 (w).

Como consecuencia existe una subalgebra parabdlica (tnica no degenerada), que denotamos
Pumin (b), para la cual los polinomios caracteristicos son {(b™");}. Ademds tenemos

dim ((s/q,\N),k /pmm(bm) <0, ke (1.8)

Observacion 1.4.4. Como consecuencia del Lema [1.4.2] cualquier subalgebra parabdlica p tal que
by = b', satisface que pmin(b) C p.

Necesitaremos la siguiente proposicion para estudiar los médulos sobre S, n inducidos por sus
subalgebras parabdlicas.

Proposicion 1.4.5. Sea p una subdlgebra parabdlica de S/qy\r y sean b = (by(w), - ,by(w)) sus
primeros polinomios caracteristicos. Entonces

b.ol = [ Dre | PSen.

k40

donde
(Sen)b = {bi(Ty)g(T) Eisr i — bi(T)g(T) Eiz|1 < i < N —1,g(w) € Clw,w™']}
® {bn(Ty)g(Ty) Era — b (qTy)g(qTy) En,n + tro(bn (w)g(w))Clg(w) € Clw,w™ ]}

Demostracion. Por un lado es claro que [po, px] = pr para k # 0. Luego, como consecuencia de que
[p1,Pr] = pr+1 para k > 1, tenemos

C [[p1, Prl, P—(144)]
C [Py P—14m)]s 1] + [[P—(14x) P1]s Pi]
- [pflapl] + [p—k’apk]

[P1k> P—(14k)]

Luego, por induccion [p,plo = [p—1,p1]. Ahora, utilizando que

[9(Ty) Eit1,i,bi(Tg) Eiiv1] = bi(Ty)9(Tq) Eiv1,i+1 — bi(Ty)9(Tq) Ei i

[29(qTy) Evv, 2~ o (Ty) Ent] = by (Ty)g(Ty) Evp — b (qT4)9(qTy) En,n + tro(bn (Ty)g(Ty))C

podemos ver que [p_1,p1] = (5{(]7\;)8; luego la proposicion se sigue. O]



1.4. Algebra de Lie de operadores pseudo diferenciales matriciales cuanticos 17

Estudiaremos ahora los médulos de peso méximo cuasifinitos de S, y. Recordemos que un vector
no nulo v en un moédulo de peso maximo sobre S, v se dice singular si (Sqn);v = 0, para todo
7> 0.

Sea L(A) un moédulo de peso méaximo cuasifinito de Sy . Por el Teorema existen polinomios

monicos by (w),- - ,by(w) tales que

(bi(Tq)E@Hl)v)\ =0, (1 <i<N-— 1) y (Zfle(Tq)ENJ)U)\ =0.

Llamaremos a dichos polinomios ménicos de grado minimal los polinomios caracteristicos de
L(X). Notemos que L(A) es el cociente irreducible de M (A;b), donde b = (b (w), -+ ,by(w)) son
los polinomios caracteristicos de L(\).

—

Dado que una funcional A € (S, n) queda descrita por sus etiquetas A\; ., = —)\(T(;"Em-) y la
carga central ¢ = \(C), consideramos la siguiente serie generatriz

Ni(@) =Y & " Nim, 1<i<N.

)

Podemos ahora enunciar el siguiente teorema importante sobre los médulos de peso maximo cuasi-
finitos de Sy n.

Teorema 1.4.6. (a) Un mddulo de peso mdzimo irreducible L(\) es cuasifinito si y sélo si una
de las siguientes condiciones equivalentes se verifica:

(1) Ezisten polinomios mdnicos by(w),- - ,by(w) tales que
bi(z)(Di(z) — Aiva(w) =0,  para 1<i< N, y (1.9)
by (w)(Li(z) = An(g ') +¢) =0

(2) Ezisten cuasipolinomios P;, 1 < i < N, tales que (n € Z)

Nip —Divin = Pi(n), paral<i<N -1,
ANy —q¢" ANy = Pn(n).

(b) Los polinomios monicos by(w),- -+ ,by(w) de grado minimal que satisfacen las ecuaciones|[1.9,

—

son los polinomios caracteristicos de un médulo cuasifinito L(Sq.n, A).

Demostracion. Como consecuencia del Teorema y la Proposicion tenemos que L(\) es

cuasifinito si y s6lo si existen polinomios

bi(w) = w™ + fim_aw™ 4+ fig paral<i<N,

tales que para todo s = 0,1, -, tenemos
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/\(bi(Tq)TqSEHMH — bi(Tq)TqSEm) =0 1<i<N-1
A(bN(Tq)TqSELl — bN<qTq)(QTq>SEN7N + tTO(waN(w)))C =0.

Estas condiciones pueden reescribirse como

m;
Z finFints =0 paratodo s=0,1,--- (1.10)

n=0

donde

Fin=208in—Niy1n paral <i< N —1
Fyn = Aipe — q" ANp +fN,—sc.

Multiplicando ambos lados de estas igualdades por 7% y sumando sobre s € Z, obtenemos
. La equivalencia de (1) y (2) sigue de la Proposicion [1.3.6} La parte (b) también es clara. O

1.4.3. Relacion entre ‘S{q:\/ y ﬂzﬂ

En esta secciéon exhibiremos la construccién de una inmersion de S; v en el algebra de Lie de
matrices infinitas con una cantidad finita de diagonales no nulas, sobre el algebra de polinomios
truncados.

Sea O el algebra de todas las funciones holomorfas en C* con la topologia de convergencia
uniforme en cojuntos compactos, y denotamos

0% = {f € O|f(w) = —¢ f(w™)}.

Consideremos el espacio vectorial 'ch?Xf generado por los operadores cudnticos pseudo diferenciales
(de orden infinito) de la forma 2* f(T,)E; j, donde f € O. El corchete en S, y se extiende a (S, v)°.

Sea R un algebra asociativa sobre C y denotemos R* a un R-moédulo libre con una base fija
{v;}jez v definamos los operadores E; j por E; jup = 0; ,v;.

Sea ]\7(00, R) la subalgebra asociativa de End R que consiste de todos los operadores Z” a; ;i ;
donde (a; ;)i jez tienen un nimero finito de diagonales no nulas. El dlgebra M (00, R) es Z-graduada
y su graduacion principal estd definida por degF; ; = j — i.

Sea ¢ : RN[z,271] — R[z,271] el isomorfismo definido por

e;z) —3 ZNFI-L

Dado un s € C* fijo y un elemento nilpotente ¢t € R, se puede considerar a R[z,z7!]z® como

un R-moédulo libre con base v; = 2z7J+s_j € 7. Es posible construir, a partir del isomorfismo

¢ una inmersion @, : 8;]\, — M (00, R) de algebras asociativas sobre C, que es compatible
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con la graduacion principal (para un estudio més riguroso, ver [KR1| Sec. 6 y [BKLY] Sec. 3).
Explicitamente,

%,t(zkf(Tq)Ei,j) = Z f(Sqilﬂs)E(lfk)NfiJrl,lejJrl (1.11)
leZ

Y ¢s+ se extiende a un homomorfismo ¢ : S;?;, — M(oo, R).
Denotemos R,, = C[t]/(#™1) donde m € Z, y sea M(oo)[m] = M (0, Ry,). Denotaremos ap[sm]
al homomorfismo ¢ : S;?;, — M (o0)[m] definido por (L.11)). Sea

I = {f e O|f9D(s¢’) =0 forall j € Z,1 <i<m}

N
Jgﬂ = eE)e})]yﬂl%d E&Sf&.

1,J=1 kEZ

Utilizando la féormula de Taylor para <p£m}, podemos ver que

ker gp[sm] =J S[m].

Para lo siguiente elegiremos ahora una rama del logq. Sea 7 = 1(2’%. Entonces cualquier s € Z
se escribe de manera tnica como s = ¢%, a € C/771Z. Fijemos ahora s = (s1,--- ,8,) € C" tal que
si escribimos cada s; = ¢%, tenemos

ai—a; ¢ Z+7 17 fori#j, (1.12)

ym= (mi,- - ,my) € ZL.
Sea M (00)[m] = EB?:IM (00)[m;]. Consideremos el homomorfismo

Il = @p_ ol SO — M(o0)[m].

s

Proposiciéon 1.4.7. Dado s y m como arriba, tenemos la sucesion exacta de dlgebras de Lie
Z—graduadas, siempre que |q| # 1 :

0 — J™ 5 8O — M(oc)[m] — 0, (1.13)

donde JI™ = qr_ Jim.

Demostracion. La inyectividad es clara gracias a . La suryectividad de QOPST] se sigue como
consecuencia del siguiente conocido resultado: para toda sucesion discreta de puntos de C y un
entero no negativo m existe f(w) € O con valores prescritos en sus primeras m derivadas en esos
puntos. Las condiciones v |g| # 1 son importantes para obtener una sucesion de puntos
discreta en C. O

Denotemos ahora gf(o0o)[m] al algebra de Lie correspondiente a M (c0)[m]. Sea gAE[OTZ] = gl(oc0)[m]+
R, la extensién central con respecto al 2-cociclo

O(A, B) = tr([J, A|B),
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donde J = Y, E;;. La Z-graduacion principal de esta é4lgebra de Lie se extiende de gl(c0)[m]
tomando wtR,, = 0.

[

El homomorfismo de algebras asociativas %m] define un homomorfismo de dlgebras de Lie, que
denotaremos con la misma letra.

)

La restricciéon del cociclo @ a gp[m] (SO ) da un 2-cociclo R,,—valuado en SfN denotado Wy
Luego, tenemos
[m]

Proposicion 1.4.8. La aplicacion C-lineal g5 : SqN — g€ deﬁmda por (s = q%),

™ son); J#0, (1.14)

(ITL

Sp[m]’ San)i (Ps

S (nlogq) i, (n #0)

J=1

A[m](TnE”): [ ](TnElz

qTL
p(C)=1¢€ Ry,

es un homomorfismo de dlgebras de Lie.



Capitulo 2

Subalgebras del algebra de Lie S, y

Se estudiardn en este capitulo las anti-involuciones que preservan la graduacion principal del dlge-
bra de Lie de operadores pseudo diferenciales matriciales cuénticos. A partir de ellas analizaremos y
daremos una descripcidon completa de las subéalgebras de Lie fijas por menos dichas anti-involuciones.
Las definiciones y resultados expuestos a lo largo de este capitulo han sido incluidos en el articulo
[BBI.

2.1. Anti-involuciones del algebra de Lie S, v

Sea (5/(1;\/ la extensién central del algebra de Lie de operadores pseudodiferenciales cudnticos
introducidos en El corchete en S, v estd dado por

[ F(Ty) A, 2 g(Ty) B] = 2" (£ (¢"Ty)g(T)AB — f(T,)9(q"T,) BA) (2.1)
+ w(sz(Tq)Aa zkg(Tq)B)C,

donde v es el cociclo (|1.4)).

Recordemos que los elementos szquij (k € Zym € Z4,i,5 € {1,---,N}) forman una base
de Sy n y que definimos el peso en S, y por

wt2 f(T,)Ei; = kN +1i — j. (2.2)

Esto da la Z-graduacion principal de ngN y 8¢ N, la tltima de las cuales estd dada por Sy n =
@D, c 2 Sg,n,;- Esto permite la siguiente descomposicién triangular

Sq.N = Sy N+ @ SN0 @ SN~

donde Sg,n 4 = ®jeZ>o SgNj Y SqN,— = ®jeZ<0 SN,

Una anti-involucion o de Sg’N es un anti-automorfismo involutivo de S;N, ie, 02 = Id, o(ax +
by) = (a)o(z) + (b)o(y) v o(zy) = o(y)o(x), para todo a, b € Cy z,y € S 5. De ahora en
adelante asumiremos que |g| # 1.

21
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Dado que intentaremos clasificar las anti-involuciones de Sg N que preservan su graduacion prin-
b
cipal, introduciremos cierta notacién. Para cada n, 1 < n < N, definimos la permutaciéon m, en Sy

por
1 2 - m—1 n n+1 --- N-1 N
Loy ] Lo (2.3)
n n—1 .- 2 1 N v m+2 n+1

Fijaremos n, 1 <n < N, By c={c¢;}, cij € C,i>j,1<14,j <N,y escribiremos

1 sit1<n
di<n = .
0 siz>n.

. _ a H : A .
Definimos 0 = 04+ g en Sq’N por las siguientes formulas:

0(2Eii) = £2Er, (i) ma (i)

o(TyEi) = B V=T, Er i) )

<

i, ; si 1<n ¢ j>n
('L > ]) O-(EZ,]) = ©J ﬂn(]):ﬂ'n(l) . ‘ — ] ,
2Ci i B (yan) SI 1>y j<n

—1 . . . .
(<)) o(By)={%iEmime s i>n 6 j<n
| 2716 Bry ) 81 iSnoy >

Teorema 2.1.1. Sea 1 <n < N. 0 =04 pcn definida en los generadores por (2.4)) se extiende a
una anti-involucion en S:;N que preserva la Z-graduacion principal si y solo si

Cij = Cii—1Ci—1,i—2 " Cj+1,j (2.5a)
CiVjCﬂn(j)’ﬂn(i) =1 ’if 1 <n  or j >n (2 5b)
cmc;nl(i)mn(j) =x1 if i>n and j<n

Mds aun, cualquier anti-involucion o de SgN que preserve la Z-graduacion es una de ellas.
b
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La demostracion consistird principalmente en varios pasos que hacen uso de la propiedad invo-
lutiva de o.

Demostracion. Fijemos i € {1,--- ,N}.

Paso 1.

Dado que o deberia preservar la Z-graduacion principal, tenemos que o(E; ;) =
Z;’Vzl Ui,j (Tq)Ej,j- Dada la propiedad involutiva de g, obtenemos O'(E,m') = U(Ei,iEi,i) = O'(Ei,i)U(Ei,i) =
Z;V:l(Um(Tq))QEM, por lo cual U; ;(Ty) = Ui%j (T;). Tomando en consideracién los grados positivos
y negativos de estos polinomios de Laurent, llegamos a que U; ;(T;) = a;, donde a; j son elemen-
tos constantes tales que aij = a; ;. Esto nos da a;; = 0 6 a;; = 1 para todo 4,5 € {1,...,N}.
También sabemos que E;; = 0?(E;;) = Zjvzl a; j Zi\;l a;j i Ey . Entonces, 1 = Zjvz1 a; jaj; y
0= E;\le a; jaj para k # i. Entonces, para cada ¢ existe un Gnico j; tal que a;j, = aj,; = 1y
a; ja;; = 0 para cualquier j # j;. Y a;ja;;, = 0 para todo j,i y k # i. En particular, a; j,a;, r = 0
para k # i, luego aj, , = 0 para cualquier k # i, obteniendo que o(E;;) = Ej, j,- Como consecuencia
de la inyectividad de o, 7(7) := j; es una permutacion en Sy, y como o es una involucién, tenemos

2 .

T =1id.

Paso 2.

Nuevamente, dado que o deberia preservar la Z-graduacién principal, podemos asumir que
o(TyEii) = 3200 Pij(T)Eyy v (T Eiy) = Y0, Hij(Ty)Ej ;. Entonces,

o(TyEii) = o(TyEiiEiy) = o(Ei)o(TyEi;)
N
= Lor(i),m (i) Z Pi,j (Tq)Ej’j
j=1

= Py n(i)(Tg) Ex i) m(s) -
Procediendo de manera similiar con J(Tq_lEm-), tenemos que
(T i) = Hin(i) (Tg) Ex(oyn(i)-
Combinando estas dos ecuaciones, tenemos
Eriyn(iy = 0(Eiq) = o(Ty " EiiTyEi )
= O'(TqEZ‘Vi)O'(qulEZ'J)
= Py ) (To) H; 25y (To) Ere i) m ()

Entonces, 1 = P (;)(Ty) H; z(i)(1) v, como consecuencia, deben ser unidades del anillo de poli-
nomios de Laurent. En consecuencia, podemos asumir P;(Ty) := P, ;) (T,) = Bini Y Hi i) (Ty) =
Bi_qu*ki, con B; € C* y k; € Z. Entonces, U(qulEi,i) esta determinado por (T, E; ;).
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Ahora, notemos que podemos escribir quEm- = quflEi’iTqu = .- = (Tqu-)k, para todo
k € Z. Luego,

T,Ei; = 0*(TyE;;) = o(BiTy Ergiy n(i))

X kikr (i
= Bi(o(TyEr(iy n(i))) = BiBY TV By (2.6)

)

Entonces,BiBii%) =1y kikr;) = 1. Esto nos da las siguientes posibilidades:

ki = k‘ﬂ(i) =106k = kw(i) =—1.

Paso 3.

Dado que wt(zF'E; ;) = £N y o deberia preservar la Z-graduacién principal, podemos asumir
que o(zE;;) = sz-Vzl T, ;(T)E; ;v o(z7 E; ;) = 271 Zj\;l T; ;(T,)E; ;. Utilizando un argumento
similar al usado en el Paso 2 y denotando T; r;)(Ty) := Ti(Ty) v T; ) (Ty) = T3(Ty), podemos
deducir que T; y Tj son cero para j # (i), y ademas T;(T,) = ATy y T;(Ty) = CiT,™, con
C; = A;lq”, A; € C* y r; € Z. Entonces,

2B ; = UQ(ZEZ'J') = 0(zAT) Er(i) x(i))
= Aio(TyEr(i)n(i) " 0 (2 En(i) n(i))

— AL B pikno ¥
(2

i Kx(iyTi i)
LAY B

r
™

Luego, tenemos 7k ;) + 174 =0y AiAﬂ(i)B;"(i)qk’f(”” = 1. Por otro lado,

ZTquJ' = UQ(ZTqu7i) = O'(ZAzBlT(;ZJrkzqklEﬂ(z),w(l))
= AiBith, 0 (TyEr(iy n ()" T 0 (2 Er(iy 2 (i)
ke ks N7 ki) (Ritri)+ra
—_ AiAw(z‘)BiB;l(;;qukﬁ_k”(”(T1+k1)2Tq (i) (kitri)+re )Ei,i

Podemos concluir entonces que ky) (ki +7i) + 77 = 1y A,-Aﬂ(i)BiB;i(j)kiqkiJrk“(i) (rithi) — 1,

De esta ultima ecuacion y el paso previo, obtenemos 1 = ¢*+1.

Si k; = 1, entonces ¢> = 1. Como consecuencia de la hipétesis de que ¢ no es una raiz de la
unidad, se puede chequear facilmente que éstos no son anti automorfismos. Por lo tanto, k; = —1 ,
Bi = Br(iy Y Tr(i) = Ti-

Hasta ahora, tenemos
0(Eii) = Er(i) r(i)s

0(2Ei) = AizT] Ex(iy (i)
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o(¢ Ei) = A7 " 2T I By (i)

o (T Eii) = BT, " Ex(i) n(i)

donde
AiAﬁn(i)B;iqu =1, (2.7)

y ademas B; = Br(;) ¥ Tx(s) = Ti, Para Aj, Ar iy, Bi € C* y r; € Z.

Pasoy.

Supongamos ¢ > j. Como resultado de la propiedad de preservaciéon de la Z-graduacién principal
de o, tenemos que

N—i+j N
o(Eij)= Y CP(T)Eiju+ Y. 20 (Ty)Eri—jny.
=1 I=N—i+j+1

Dado que
o(EiiE;j) = o(Eij)o(Eii) = 0(Eij)Exii) @)

podemos deducir

(E; ;) = CiJ(TlI)ETr(i)-i-i—j,n(i) if m(i)< N—i+j
h 2C9(T) Ergiyij-nNagpy i 7)) 2N —i+j+1
donde C%(T,) = C:(Ji)

. 3 . . . Y g _ /\'7‘ N .74
Similarmente, si i < jy o(E;j) = Y11 % 1SZJ(Tq)EN+l+i_j7l + Zl:j—i+1 Sy (Ty) Eryi—jis
deducimos que

(Tq)y y éi’j(Tq) = C’;’(JZ) (Tq)-

o(E; ;) = Si’j(Tq)Ew(z‘)ﬂ—j,w(i) sio w(i) >j—i+1
J 2 STy Eriy i ji Ny S m(i) < j—i

donde 8% (T,) = sj;gi) (T,).

(2.9)

Caso a. Sea i > j, con w(i) < N — i+ j, como

Eij = Uz(Ei,j) = U(CiJ(Tq)Eﬂ(i)-i-i—jJr(i)) = U(Ci’j(Tq)Ew(z')Jri—j,w(z')ﬂ_jEﬂ(i)+i—j,7r(i))a

utilizando (2.8)), debemos tener que 7(7(i) +i—j) < N —i+ j ya que de otra forma tendriamos z
en el lado derecho de la ecuacién de arriba, por lo cual
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i,j :U(E (1)+i— ]TI"L)) (CZJ( ) (‘)-‘ri—j,w(i)-‘rz‘—j)
= (O™ IO TY) Er(iy iy i gretiy +i-)) (O (Briysi i Ty ) Bra(iy i) (i) i)

= CmOFm(T ) Ot ( w(z’)+z’—qu ) E((i) i) i jm(ei)rimg):

Entonces, C%I (B (;)4i— Ty D y ¢m@+i=57()(T,) son unidades del anillo de polinomios de Lau-
rent y m(j) = n(i) +i — j. Por ello, y dado que B; = Br(;, podemos escribir Cm@)mN(T,) =
(]) ()T (@) y CZ’J(B T ) = CZJTS” con

Cij-Ca()m(@) =1 ¥ — Sa(j)m(i) = Sij>  luego CH(T,) = CHBS”T_S” (2.10)

Casob. Sea i > jysim(i) > N —i+j+ 1, de la misma forma, usando simultaneamente (2.8)) y
(2.9) para lidiar con el z que aparece en o(FE; ), tenemos que
w(m(i)+i—j— N) <N+ j—i, por lo cual:

Ei,j = UQ(Eij) = U(Zci7j(Tq)E7r(z)+z —j— Nﬂ'(l))
= 0(Er(i)+i—j—N,x(i) )o (C™(T, ) Er () ri—j—N (i) ri—j—N) O (2 Er (i) rimj— Na(i)+i—j—N)
_ ( 71571' (3)+i—j—N,m(7) (Tq > Cz,j ﬂ_(z tiie NT ))
(Aw () +z—j—NZTq7r<i)+i_J_N> E7r(7r(i)+7j—j—N)+i—j,7r(7r(i)+i—j—N)
= Ar(iy4imjnSTOTINTO (T ) O (¢ Br(iyimj Ty )
(Tq" Br(r(i)bi=j—N)i—jin(m(i) +i-j—N)) -
Consecuentemente, j = 7(n(i) +i — j — N) y podemos asumir que A,r(j)S”(j)’”(i) (qT)Ty =

Pr (5 ,m(1 i _ _ i
de(iy T ™™y CH (g BT ) = ¢iT4" con

de(j)n(i)Cig =1 Y Pa(jmt) = —Mig, luego  C™(Ty) = cijq ™ BTy ™. (2.11)

Casoc.Seai < jym(i)>j—i+1, como

Eij = 0(Eij) = 0(S"(T)) Ex(iyti-jn(i)) = 0SS (T) En(iyijm(i)timj Bri)+izjm(i)):

-1

usando (2.9)), debemos tener que w(m(i) +4i—j) > j —i+ 1 para evitar tener z~* en el lado derecho

de la ecuacién de arriba. Por lo tanto,

Eij = 0(En(iytizjn()0 (S (T) Exiypiejm(i)+iej)
= (Sﬂ(l)ﬂﬁ’ﬂ(z) (Tq)E7r(7r(z')+ifj)+ifj,7r(7r(i)+ifj)) (8" (Br(iyiei Ty ) Ern(n(i)tiei)m(n(i)+iei))
= ST (TS (Briiy4imi Ty ) B (n(s)rims) i (n(i)+i-j)-
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Entonces, j = n(w(i)+i—j) y S“/(B;T; 1)y §m(@)+i=3.m(@) (T, ) son unidades del anillo de polino-
mios de Laurent, por lo que podemos asumir que S™0)-70) (T, 0) = dr(i) (i Ty ()0 G (BT, =
diﬁquui’j con

dijdn(iymy =1 Y Un()a@p) = —Uij, luwego S™(Ty) =di ;B Ty .

Casod. Sea i < j ysin(i) < j—i, dado que o es una involucon, utilizando (2.8) y (2.9)
simultaneamente para lidiar con el z~! que aparece en o(FE; ;). Para poder hacer esto, requerimos
(N +7(i) +i—j) > —i+j+ 1. Entonces:

Eij=0%(Eij) = 0(z7" S (Ty) En(iyti-j s Nn(i)
= 0(Br(i)i-j+N ()0 (S (Tg) Eniytiejr Now (i) 4i—j+ N (2 Bri) bim it Non(i) +i—j+ N )
(ZCW&_H FENTE) (T, ))(S%j(BWU}H—j+NJ;J))X
(A i gand ™0 )“‘*HNz*qu_r”(”“*”N) Er(n(i)+i—j+ N)+i—jm(n(i)+i—j+N)

_ A_l Tr(i)+i—j+N Cﬂ'(l)'i'z J+N,m(3) (q_qu)Si’j (qu(i)+i—j+NTq_1) X

(i) +i—j+ N9

Ty "N B o) i N i ()i N)-

Entonces, j = w(n(i) + i — j + N). Una vez mas, siendo S™/(¢B;T; ') y

Aﬂ(j)qu(j)C”(f)v”(l)( -7 )T " ynidades del anillo de polinomios de Laurent, podemos escri-
bir

bi.j

SH(qB T, ) = digTy”  y  Anya @ C™DTO (T NT = ey oy Ty,

con

1= di,jcw(j),w(i) y — €x(j),m(i) = bi,ja luego Sz’J( ) =d; 44 ”B bi ]T (2.12)
Esto combinado con (2.11)) da

CigCrtym() = 1 (2.13)

Paso 5.

Sea i > j, entonces por el Paso 1, E ) i) = 0(Ei;) = o(E;jE;;) = o(Ej)o(E; ). Usando
con la condicion 7(i) < N —i+j, tenemos que 7r( ) =(i )+Z—j por lo cual 7(j ) >i—j5+1
trivialmente. Entonces,
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Eryn(iy = 57 (1) Er()aj—iine() O (T0) Ex(i)4i—jim(i)
= djici i B B Ty " By (i)

con

S — L. _ —Si,j 87,]
sij=uj; vy 1=djc;B, B

Podemos finalmente escribir S (T,) = cj_’ilB;Sj’iT;j’i sii<jyn(j)>i—j+1.

Ahora, en el caso ¢ > j y m(i) > N —i+j+1en (2.§), tenemos n(j) = w(i) +i—j — N y es
inmediato que 7(j) < i — j, luego:

Eryr@) = 0(Eii) = o(Ej;)o(Ei ;)
= (+7'S"(TY) Enyn i ) (ZC(Tg) Ergiyrimj—Nn(i))
= ( Lg% BTy By s )> (Zcz‘,jq_mi’jB;ni’qu_mi"jEw(j)m(i))

— o mmy g RYYE M M
= ¢jicijq B BT Eri)n ()

Entonces,
mij=—bji vy dij=c;q"B; "B (2.14)
. i _1 —Mi M5+ - . . . .
Como consecuencia de esto, tenemos S*/(Tj,) = ;i B; Tq 7" sii<jym(j) <j—i. Luego,
podemos reescribir | . y . ) de la siguiente forma para 1>

si,. 781'7‘ . . . .
B = g N 219
2Cigq "B T Y By viejoNay 8L m(i) 2N —i+j+1
yi<j
o(Eij) = c‘j_,z;lBi_lSj,iqujaiEﬂ—(i)+i7j77r(i) si w(i)>j—i+1 216
b —1,.—1 p=My,impMy,i . . . .
z 1Cj,i Bz’ " T " Eﬂ'(i)+i7j+N77r(i) s1 7r(z) <j—1

Ahora nos proponemos determinar la permutacion w. Entonces, sea ig tal que 7(ig) = N. En el caso
ay el casoc, m(j) =m(i) +i—jy es facil ver que

m(i —1) =m(i) +1 para cualquier @ # iy. (2.17)

Mas atn, dado que en el caso b es 7(j) = (i) +¢ — j — N, tenemos 7(ig — 1) = 1. Ya que 7 es
una aplicacion biyectiva, concluimos que 7 debe ser la aplicacion 7, dado en (2.3)) donde n = ip— 1.
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Notemos ahora que sii < n, m(i) =n—i+1,ysii > n, (i) = N+n+1—i. Como consecuencia,
podemos ver con facilidad que, si i > j, (i) < N — i+ j (caso a) se corresponde con la eleccion
i<mob6j>mn,yelcasoen que j < mnyi>n se corresponde con 7(i) > N —i+ j (caso b). De
forma similar, para i < j, cuando i > n 6 j < n, tenemos que (i) > j — i (caso ¢) y el caso i < n
y j > n se corresponde con 7(i) < j — i (caso d).

Calculando széEi,j = az(széEi,j) en los cuatro casos para k > 0y [ > 0, con sus restricciones
correspondientes, tenemos:

En el caso (a), donde i > j y i <n 6 j > n, obtenemos:

L p—l+kri gk gk —kry _
CijCa(i) i) BiB; AT ARy = (2.18)

= Sn(i)n(j) T Sig — ki + Ekrag) =0 (2.19)

Analizando (2.19) cuando k = 0 deducimos, combinando (2.19) con (2.10)), que s; ; = 0.
Por otro lado, combinando & = 1 en (2.19)) con el hecho que r;(;) = 7;, obtenemos r; = r;.

r 1<n

Entonces, r; = ] .
T i>n

Ahora, utilizando (2.10) y (2.18) con k =0y [ = 1, tenemos que B; = B;. Entonces,

Bi:{Bi tsn
B i>n

Si consideramos k = 1, 1 = 0 en (2.18) y (2.10), tenemos B:jq_”AiAﬂ(j) = 1. Usando (2.7) y el
A i<n

hecho que A(;) = Aj, obtenemos A; = A;. Entonces, A; =< -~ . Por lo tanto,
A i>n
A2(BgH)r =1 (2.20)
lo cual se asemeja a la Proposiciéon y
A2(BgH =1. (2.21)
En el caso (b), donde i > j y ¢ > n > j, tenemos:
Ci,jc;(li) W(j)Bfkafmﬁ(i)m(j)BlAkAquzfszJrrk(kf1)/2+(k+1)mw<i>,w<j> =1 (2.22)

Me(i)w(s) + Mg — k7 + (k+1)r = 0. (2.23)
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Analizando (2.23) cuando k = 0, deducimos que

My (i)r(j) + Mij +1=0. (2.24)

Por otro lado, cuando k = 1 en (2.23): () (j) + mij — 7+ 2r = 0. Combinando estas tltimas dos
condiciones tenemos 7 = r.

Ahora, utilizando (2.13)) y (2.22)) con k = 0,1 =0, Ci,jc;(li) ﬂ(j)B—mm),w(a‘)Aqmﬂu),w(a‘) = 1. Combiando
esto con (2.22)), obtenemos que para valores arbitrarios de k y [,

B_l—"_k‘félAkAk;ql_QFk'H"k(k_1)/2+km7-r(i),7r(j) — 1 (225)

Si consideramos k = 0, [ = 1 en la tltima ecuacion, obtenemos B~ B¢ = 1. Entonces, B = ¢ 'B'y

como consecuencia de (2.20)) y (2.21), A% = A%¢".

Finalmente, cuando k = 1, [ = 0 en (2.25)): ¢~ es constante para todo ¢ > n > j. Luego,
my.s = m para todo r > n > s. Ahora, debido a (2.24),

2m+r =0. (2.26)

Tomando k = 2, 1 = 0 en (2.25), tenemos B> A2A%¢=3+2m — 1. Dado que A% = A%¢",
B AYq=2r+2m = 1, obtenemos que qu = 1 por (2.20). Entonces, m = 0 y por (2.26), r = 0
y en (2.20) y ([2-21)), esto implica que A% = A% = 1.

Nuevamente, tomando k = 1y I = 0 en (2.25), AA = 1 y combinando esto con la ecuacién
previa, obtenemos A = A = +1.

Los casos (c¢) y (d) arrojan los mismos resultados.

Luego, hemos llegado a las relaciones de ([2.4]).

Ahora, recordemos que tenemos para 1 < i < N, E ) ~) = 0(Ei;) =0(Eii-1Ei—1;) = 0(Ei—1:)0(E;i-1).
Luego, reescribiendo (2.15)) y (2.16]) para estos casos, tenemos:

ii—1Ery 1,0 if ) < N
o(Eii1) = {c’ Eryan I mli) f N (2.27)

Zci,z'—lEl,N if 7T(7,)

—1 . .
o(Ei—1;) = Ci’i_lfﬂ(iil)il’ﬂ(iil) ?f W(Z —U>1 (2.28)
’ 2’71047' En1 if W(Z—l) =1
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Sii> j, dado que o(E; ;) = 0(E;i—1Ei—1,—2---Ejt1,), obtenemos (2.5a). Finalmente, (2.5b)) son
consecuencia de (2.10), (2.12) y (2.14) junto con el hecho que m = 0.

Por otro lado, es sencillo ver que o definido por (2.4) es en efecto una anti-involucion de Sy
finalizando la prueba.

O
Corolario 2.1.2. Si N = n, la anti-involucion 0 = 04 B.cr N estd dada por
o(Ei) = Er, (i) mn i)
o(TyEii) = BT, ' Ex, (i) mn (i)
0(2Eii) = 2AT, B (i) mn (i) (2.29)

O'(Z_lEii) = A_lqu_ITq_TEﬂn(i)Jn(i)

o(Eij) = Cij B (i) W 1>7
cj_vilE“n(j)ﬂrn(i) if i<y

donde A, B, ¢;j, r € C, A2 (Bq~')" =1 y ¢; j verifican las relaciones (2.5a)) y (2.5b).

Demostracion. Si n = N no existe el caso (b) en la demostracion del Teorema [2.1.1) por lo tanto
este corolario es simplemente restringir dicha prueba al caso a. O

Observacion 2.1.3. El caso N = 1 coincide con la Proposicion [1.3.1]

Nos concentraremos ahora en las implicaciones de las condiciones (2.5a)) y(2.5b]). Notemos prime-
ro que como consecuencia de (2.5a), todos los coeficientes ¢; ; quedan completamente determinados
por

Ci = Ci+1,, 1= 1, cee ,N -1 (230)

y la condicién superior de (2.5b) puede escribirse como c¢;.cx, (i41) = 1(i # n — 1) por (2.17).

Combinando la ecuacién inferior de (2.5b]) con (2.5a) obtenemos 1 = ¢,.(en1)™! = . [[;(ci) 7! =
H#n(ci)_l. Maiés atin, notemos que la permutaciéon m, estd dada por dos permutaciones simples de

los conjuntos {1,--- ,n} and {n+1,--- , N}. Luego, la Eq. (2.5b) se reduce a

cicn—i=11<i<n), cpricNn—i=11<i<N —n) (2.31)

1=]] e (2.32)



32 CAPITULO 2. Subalgebras del algebra de Lie Sy.N

Sea N = t + n y analicemos las formulas previas. Si n (respectivamente, t) es par, por
tenemos [[,_,,ci = cp2 ¥y (cn/2)2 = 1 (respectivamente, [[;s, ¢i = chy@/2) ¥ (cn+(t/2))2 =1). El
coeficientes ¢, /o (respectivamente, cn+(t/2)) serd, llamado punto fijo. Si NV es par, la condicién en
(2.32)) se satisface solo si los (posibles) puntos fijos son ambos iguales a 1 6 a —1. Si N es impar,
los (posibles) puntos fijos deben ser todos iguales a 1.

De aqui en adelante consideraremos de manera separada los casos n = N y n < N con la intencién
de exhibir con mayor claridad sus resultados particulares.

2.2. Cason=N

En esta seccién se dard una descripcion de las subdlgebras de Lie del dlgebra de operadores
pseudo diferenciales cuanticos fijas por menos las anti-involuciones correspondientes al caso n = N.

2.2.1. Subalgebras de Lie de S, v
Sea Sf}\]f’c’T’N la subalgebra de Lie de S; y fija por menos o4 g, N, explicitamente
A,B,c;r,N
Se.N Y = {a € Synloa,BerN(a) = —al, (2.1)

donde 04 g cr N, for h € Clw,w™1], estd dado por

0A,B.er N (TG Ey ) = ARqH D2k n(Bg M T YT By j v (2.2)
Analizaremos las relaciones entre los Sf}\?’c’r’N para distintos valores de A, B,c,7 y N. Con ese

fin, sea s € C, y denotemos 65 ¢l automorfismo de S, dado por Os(M) = M, 05(z1) = =zl y
0s(T,1) = ¢°T,1, donde M € MatnC y I representa la matriz identidad. Es facil chequear que 6
preserva la Z-graduacion principal de Sg, ~- Utilizando la ecuacién para o4 1 indicada en (2.2)),
tenemos

0s04,B,cr,NO—s = Ogsr A,q—25 B e,r,N - (2.3)

Similarmente, sea o = {ay ;} (¢ > j) tal que satisface (2.5a]) y (2.5b). Denotemos I'y, el automorfismo
de Sy y definido por I'o(21) = 21, T'o(TyI) = Ty,

o; B i P>
Fa(Ei,j) = 1_7]1 o . . . (24)
o E;; if i<y
Sea 0. := 04 BcrN, eNtonces tenemos
0l =0ca=T,1.0¢ (2.5)

e —1 _ -1 -1 s .
donde (c.a);j := ¢ j y (@7 )ij = a; ;. Observemos que c.a y o también satisfacen (2.5a) y

(2.5b). Utilizando (2.3) y (2.5)), tenemos:
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. . oABerN Lo .
Lema 2.2.1. Las dlgebras de Lie Sq N " para valores arbitrarios de A, B and ¢ son isomorfas a

S;’?\}I’T’N, donde € es 1 6 —1, y 1 es la matriz ¢ con ¢; = 1 excepto por los puntos fijos que son 1 ¢

—1, que conservan su signo.

Introduciremos ahora un poco de notacién con el objetivo de dar una descripcién explicita de
esta familia de subalgebras.

. o N A,B.c,r,N ) :
Primero, escribiremos o, n v S;TN en lugar de oeg1,n ¥ S; iy “"Y - Ademés, para cualquier

matriz M € Mat,x,(C), definimos

(M)ZTJ = Mmi1—jnt1-i, (2.6)

i.e., la transpuesta con respecto a la otra diagonal. Recordemos las anti-involuciones en S; := S, 1
dadas en Proposicion [I.3.1}

.82 F(Ty)) = (£2)F¢"F= 02 f(Bg T, )Ty (2.7)

Podemos extender 6+ g, a una aplicacion en Mat,x(Sy) = Sq@Mat,«(C) tomando [0+ g, (M)];; =
o+,B,r(Mi;)-

Caso +: Definimos la siguiente aplicacion en Mat,yx:(Sy):

M =&y (M), (2.8)

Explicitamente, la anti-involucién o , v en Sg v = Sy ® Maty(C) esta dada por

o rn(M) = (Mh), (2.9)
donde M € Mat,xn(S;), y

SHN ={M: M+ MM =0}, (2.10)
Caso — Consideremos ahora la siguiente apliacion en Mat,,x:(Sy):

M* =6, (MD). (2.11)

Entonces o_, ny en Sy v estd dado explicitamente por

(M) = 1%, 2
donde M € Mat,xn(Sy), ¥

SN ={M: M+ M* =0}. (2.13)

q,

Notemos que S;%]’G’N son subdlgebras de Lie de Sy v y que {1 y *1 son anti-automorfismos.
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Observacion 2.2.2. Reemplazando | por T (transpuesta usual) en y da como resultado
otra familia de involuciones que notaremos U::C,r, ~» que no preservan la Z-graduacion principal. Mas
aun, las subédlgebras correspendientes no son subélgebras Z-graduadas de S, v, a pesar de que son
isomorfas a las otras usando que M1 = JMTJ~! donde J es la siguiente matriz N x N

0 --- 1
() o
1 .- 0
De esta forma, obtenemos Adj o a;irN =04,N-

2.2.2. Generadores de S;:T]\’,N

Podemos dar una descripciéon detallada de los generadores de S;’TNN.

Denotemos C[w, w~1](€) (donde e =1 6 € = —1) al conjunto de los polinomios de Laurent tales
que f(w™) = —(e)/f(w), y sea l =0sil es impar y [ = 1 si [ es par.

Notemos que S;:}"\’,N ={z— 0o, n(x): 2 € SN} y observemos que por
0 qr (M (@ VPTY (g VPTY)) = (2) (gD RT)R F (oW VPT) .

Aqui y en lo siguiente utilizaremos la descripciéon de los elementos en las subalgebras usada
en (2.10) y (2.13). Por simplicidad, denotaremos S;’]]VV a la subalgebra fija por menos oy, n. El

- . N
siguiente es un conjunto de generadores de S;T’N.

{F (VTR 2 (f (g I PT) By — (" F (V2 T) ™ Ejni1—i) - k € Z,
feClw,w™],1<i<j<n},

y los generadores de la diagonal opuesta son
(M (q WD) 2 f (WP T By k€ Z, f eClw,w™OF 1 < i <n}.

2.2.3. Realizacién geométrica de o4, v

En esta seccion daremos una realizacion geométrica de o4 , . El &dlgebra S, v actia en el espacio
V = C¥[z,27!] y definimos dos formas bilineales en V:

Bi(hag) = Resz(q)i(hT)Jg), (2'15)

donde J = 27 2Jy, Jy como en (2.14) and @4 : V — V dado por ®1(h(z)) = h(£z), h(z) € V.

Proposicion 2.2.3.  (a) Las formas bilineales By son no degeneradas. Mds ain, By es simétrica
y B_ es antisimétrica.
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b) Para cualquier L € S, n y h,g € V tenemos
( oN YN, g
By (Lh,g) = By(h, (jq_kr/QO:‘:,T,N(L)jtfrﬂ)(g))a (2.16)

donde L = szqkr/Qp(Tq)(A). En otras palabras, L y Tq_kr/20i7r7N(L)T§T/2 son operadores

adjuntos con respecto a B.
Demostracion. (a) Las afirmaciones son directas.

(b) Sea L = széw/zp(Tq)(A), h = z"¢e, y g = 2°¢4. Recordemos que

L(h) _ zk+uquu/2p(qu)(Aep)

01N (L)(g) = (£1)F25 g 2p(g~Fst1) Ale,.

Entonces,

Bi(L(z"ep), 2°eq) = Resz(:tz)k+“qu“/2p(q“)GZAT,Z*QJsteq (2.17)
= (£ ¢ 2p(q") ok 5,1 (AT IN) (pg)-

Por otro lado, tenemos

Bi(h,04+,n(L)g) = Resz(i1)k+“z"+k+572qSk‘T/Qp(q*k*S“)eZ;JNATeq (2.18)
— ((j:1)k+uqskr/25k+u+s?1p<qfkfs+1)JNAT)
= ((£1)* g™ 2p(q7* )Gt INAT)

(,9)

(,9)

Notemos que si multiplicamos (2.17)) por ¢**"/2 y (2.18) por ¢°**/2, obtenemos

By (L(2"ep), TH*12%,) = BL(TF 212", 04 N (L) 2 ¢y). (2.19)

Puede probarse facilmente que, para o € C,

By (T} 12" e, 2%¢q) = Bx(2"ep, 01 v N (T3 T)2°eg).

Utilizando este resultado en (2.19)), podemos ver que

Bi(ow,n(TFPI)L(2"ep), 2°eq) = Bi(2"ep, 0N (TF2 1) 04 1 N (L) 2 eq).

Luego, tal como se esperaba, obtenemos

Bi(L(2"ep), 2°¢q) = By (2 ep, (T, ¥ 210w o N (L) (TEF/21)2%¢,).



36 CAPITULO 2. Subalgebras del algebra de Lie Sy.N

Observacion 2.2.4. De manera similar, podemos definir la siguiente forma bilineal no degenerada
en V:
Bi(h,g) = Res.(®+(h")Jrg),

donde

Jr = 2:72[“,

con I, la matriz identidad n X n, y se sigue que satisfacen

Bi(Lh, g) = B (h, Ty " 2oL, N (D)T;" ),
donde ain son los definidos en la Observacion

Luego, podemos afirmar que S;J’G’N es una subélgebra de S, v de tipo “ortogonal", y S;]’G’N es
una subdlgebra de S, x de tipo “simpléctico".

2.3. Cason< N

Estudiaremos en esta seccion las subdlgebras de Lie de operadores pseudo diferenciales matri-
ciales cuanticos fijas por (menos) las anti-involuciones halladas para el caso n < N.

2.3.1. Subalgebras de Lie de S, v

Sea Sqi]’\]f’c’n la subélgebra de Lie de S, y fija por menos o4 g cpn:
+,B,c,
Sq,N R {a € Sq,N‘U:I:,B,c,n(a) = —a}. (2.1)

. . . +,B,c,n .
De forma similar al caso n = N, analizaremos las relaciones entre Sq N para diferentes valores

de B,cy n. Sea s € C, y denotemos 6; el automorfismo de S; y; dado 7por 0s(M) =M, 05(zI) = zI
y 05(TyI) = ¢°T1, donde I representa la matriz identidad y M € MatyC. Claramente 05 preserva
la Z-graduacién principal de 8;‘7 ~- De la misma forma que para n = N, tenemos que para este caso
vale lo siguiente

Gsai,B,c,nﬁ,s = O-i,q_QSB,C,n‘ (22)

Sea a = {a ;} (i > j) tal que satisface (2.5a) y (2.5b)) y denotemos I, al automorfismo de Sy v
definido por I'n(21) = 21, T'o(T41) = T,1,

ai,jEz',j if 7> i

2.3
Oéj_’ilEi’j if Z<] ( )

Lo(Eij) = {
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Tomando o := 04+ pn, tenemos
0l =0ca =T4-1.0¢ (2.4)

donde (c.a);j := Cwam y (a1),; = ;.; - Notemos que c.a y « ~! también satisfacen (2.5a) y

([2.5b). Utilizando )y [2.4), tenemos
,q 1,n

Lema 2.3.1. Las dlgebras de Lie Si Biem para valores arbitrarios de B y ¢ son isomorfas a 8 ,
dondeces1l 6 —1,y1 esla matmz c con ¢; = 1 excepto para los puntos fijos que son 1 ¢ —1 que
conservan su Signo.

Observacion 2.3.2. Gracias a este lema, podemos encontrar un nimero complejo s tal que B = q.
Maés aun, recordemos que en el caso n = N, es posible encontrar un nimero complejo tal que

. . . A,B .
A = +1 (lo cual tiene como consecuencia que B = ¢). Entonces, la subalgebra Sq N ST es isomorfa

+1,q,1 A,B,c,r,N +1,4.1 - .
as, N SyN @MY es isomorfa a S, NI, La tnica diferencia entre ambos casos es con respecto

ar: mlentras que r toma un valor arbltrarlo en el caso n = N, si n < N r debe ser 0.

Escribiremos o+ ,, y S+ N en lugar de 04 Ben ¥y Si’B’C’n, con B =¢qyc=1. Dela misma forma

que en la seccién anterlor para cualquier matriz M eEM atmxn(C), definimos

(M)I,j = Mmi1—jnt1-i, (2.5)

i.e., la transpuesta con respecto a la otra diagonal. Recordemos una vez mas las anti-involuciones
en S; := 8,1 dadas en Proposicion [I.3.1}

1.8, (2" [(Ty) = (£2)* "2 f(Bg* T, )T (2.6)

Extendemos ¢4,p,r a una aplicacion en Matqxp(Sq) = Sq@Mataxy(C) tomando o+ (M) ; =
di,B,r(Mi,j). Sea ahorat =N — n.

Caso +: Definimos las siguientes aplicaciones:

M™ = 64 40M), B =z"6,,0(B") (2.7)
Ct = z6410(CY), DM =5,,0(D),

donde M € Matpxn(Sy), B € Mat,x:(Sy), C € Matixn(Sy), y D € Matix(Sy). Podemos escribir
la anti-involucién o4 , en Sy v = Sy ® Maty(C) explicitamente como

M B Mt (13
O-“F,n (C D) = (B‘l‘2 D'i'4> 9 (2'8)

M B
+.n . — —
quN_{<_BT2 D> M+ M =0 yD+DT4_0}. (2.9)
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El hecho que o4 ,(a) = —a implica C’3 = —B y B2 = —C, y estas dos condiciones son
equivalentes ya que (Bf2)3 = B. Mas atin, para probar que SJJ’\? es una subalgebra de Lie de

Sy n por calculos directos es necesario utilizar que f1 y T4 son anti-automorfismos, y las identidades
B2 = ;~1Bh (T4 = ,CT3 (Bf2)1 = Bz~!, Bf;~! = B2 etc. Observemos, sin embargo, que 2
y 3 no son anti-automorfismos. Las siguientes identidades también son ttiles:

Grq0(z 7 0100 F(T)) = (" F(Ty))2 Y, (2.10)
G102 04002 F(TY) = 27 (2 F(Ty)).

Caso — Como hemos visto en el anélisis subsiguiente a la ecuacion (2.32)), el caso N par y n (también
t) impar es imposible. Luego podemos suponer, por simetria, que ¢ es par. Consideremos ahora las
siguientes aplicaciones:

M* = o o(MT), (2.11)
B2 = l¢_,0(BY),

C* = zo_0(C),

D™ = &_10(D"),

donde M € Matpxn(Sy), B € Mat,xi(Sq), C € Matixn(Sy), y D € Matix:(Sq). Entonces las
anti-involuciones o_ ,, en S, y estdn dadas explicitamente por

M B M*l C*?;
y
_ M B « %
qu;‘:{(_B*2 D):M+M1:O andD+D4:0}. (2.13)
De la misma forma que antes, la condicién o_ ,(a) = —a implica C*3 = —By B*? = —C, y
estas dos son equivalentes porque (B*?)*® = B. M4s atn, para probar que Sq_]’\? es una subalgebra

de Lie de §; n por medio de célculos directos, debemos utilizar que *1 v *4 son anti-automorfismos,

y las identidades B*? = z=1B*!, D* = 2 D*3 (B*?)*! = Bz~!, B*27! = B*2 etc. Nuevamente, *?

y *3 no son anti-automorfismos. Necesitamos ademas utilizar:

G_q0(z7 ' 0_q0(ZFf(Ty)) = —(z" F(Ty)) 2, (2.14)
G102 - g0(Z F(Ty)) = =27 (F F(T)).

Observacion 2.3.3. Reemplazando { por T (transpuesta usual ) en y(2.11) da como resultado
otra familia de involuciones que denotaremos ain. Estas involuciones no preservan la Z-graduacién
principal, y las subélgebras correspondientes no son subalgebras Z graduadas de S, n, pero son
isomorfas a las otras usanto el mismo argumento que en la Observacion [2.2.2]
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2.3.2. Generadores de Sqi](?

. o +
En esta seccion daremos una descripcion detallada de los generadores de S p -

Denotemos Clw,w!](97 (donde e = 1 6 ¢ = —1) al conjunto de polinomios de Laurent tales
que f(w™') = —(e)! f(w) y denotemos S; 'y a la subalgebra S;fj’\?. Sea l=0silesimparyl=1si
[ es par.

Recordemos que

G2 q0(2" F(g*DPT)) = (2)" F((¢FD2T,) )
y también,
o110 F(¢"PT))) = (£2)F fF(aH2T ).

. . . + .1- . .
Entonces, el siguiente es un conjunto de generadores de Sq , utilizando la descripcion de los

elementos en las subalgebras dada en (2.9) y(2.13).

= Para el bloque M, donde 1 <4, j < n:
(M (@Y PT) B = (@2 T) ™ Ejngai) -k € Z, f eClw,w™], 1< i < j <n}.
y los generadores en la diagonal opuesta son

zkf q(k_l)/zT Einti1—i:keZ, feC w,w ! (6)’k, 1<i<n}
q b

» Para los bloques B (y C),donde i <nyj>n(6j<nyi>n):

CRF PP By — (©F 2L (5 Y2T) ™ Eny1—jns1-i) - k € Z, feClw,w™l],
1<i<nand1<j<N—n}.

= Para el bloque D, donde i,j > n:

{Zk(f(qk/QTQ)En+i,N+1*j - f(q_k/2Tq_1)En+j,N+1fi) k€ Za fE(C[U},U}_lL 1< <] <N — ’I’L},

y los generadores en la diagonal opuesta son

{* (T Epginirmi k€ Z, feClw,w '] OF 1 <i <N —n}.

2.3.3. Realizacién geométrica de o,

En esta seccion daremos una realizacion geométrica de o4 .

El algebra S, v actiia en el espacio V = CN[z, 271 y definimos dos formas bilineales en V:

By(h,g) = Resz(q)i<hT)Jg), (2.15)
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272, 0
J = ( 0 2’_1Jt>7

con ® : V. — V dada por ®4(h(z)) = h(xz), h(z) € V, y J, como en (2.14). Observemos que
V = C"[z,271] x C![z, 27 !] es una descomposicion ortogonal de V. Ahora, consideremos la siguiente
proposicién.

donde

Proposicion 2.3.4. (a) Las formas bilineales By son no degeneradas. Mds ain, By es simétrica
y B_ es simétrica en el subespacio C"[z, 27 1] y antisimétrica en Ct[z, 27 1].

(b) Para cualquier L € Sy n y h,g € V tenemos
B:I:(Lh7g> :Bi(h,U:t’n(L)g), (216)

esto es, L y o4 (L) son operadores adjuntos con respecto a By.

Demostracion. (a) Las demostraciones de las afirmaciones son directas.
k

(b) Sean L = zFp(T,)(MF), h = z%ep, y g = 2°¢4 como mostrado anteriormente. Recordemos que

L(h) = 2*Tp(¢") (&5 ey

—k—s+1 t P *k s\O't
gen(L)(g) = (£1)F2"F <22—9$§(q—k;ﬁ\)43T pp(( —h S))DCT)

Entonces,

By (L(z"e,), 2°¢q) = Res,(£1)* T2k up(g*)el

1 (M B)T(Z_an

0\ s
C D 0 Zfljt)z “a
— (£1)7 (g™ ( +u+ts, n Tuts, ) .
(F1)7p(d") Okrurs i BT o Orturs oD Tt/ (pg)

Por otro lado, tenemos

ctu ktuts T(Z 2y 0 plg F=stHMT  zp(gF#)Ct
Bi(h,04.n(L)g) = Res:(£1)7 2 0t 65( 0 1Jt>< ( 'pla™* SJ)“)BT p(( . S))DT) “

(il)z—&—u(ék—ku—i—s lp(q i S+1)J Mt 6k+u+s OP( )J CT)
SkrursiP(@ F N LBY Spvursop(@ ) D (pg)

Ok 1Jn]\4Jf O OJnC]L
— (41 z+u u ( +u+s, Tuts, )
(+1)"""p(q") Sktuts1tBT Okruts0iDY/ (n.a)

Los dltimos resultados son iguales, finalizando la prueba. O
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Observacion 2.3.5. De manera similar, podemos definir las siguientes formas bilineales no degene-
radas en V:
BZL(h,g) = Res(®x(h")Jrg),

2720, 0
JT_( I

con I, la matriz identidad n x n, y se puede probar ficilmente que satisfacen

donde

B:I:(Lha g) = B:t(h7 O{,n(L)g)v

donde ain fueron definidos en ([2.14]).

Luego, podemos afirmar que S;]’\? es una subalgebra de S, x de tipo “ortogonal” o(n, N —n) y

Sq_]’\? es una subélgebra de S; y de tipo “ortosimpléctico” osp(n, N —n).






Capitulo 3

Representaciones irreducibles cuasifinitas

de peso maximo de Sg’jjvv

)

En este capitulo caracterizaremos las representaciones cuasifinitas irreducibles de peso maximo
de las subalgebras de Lie de tipo ortogonal y simpléctico obtenidas para el caso n = N.

3.1. Subalgebras paraboélicas de S;’_,JVV

Recordemos que para este caso, las anti-involuciones que preservan la Z-graduacién principal
son de la siguiente forma

Ter N (ZFR(TY) Eij) = (€)Fq" ¥ D22k h(g =T )T By j v (3.1)

donde e = +1, r € C*. Denotaremos

1 s m espar
5m,par =
0 otro caso.

S:;’]]VV hereda una Z-graduacion de Sgn dado que o preserva la Z-graduacion principal de &7 y.

N N
Luego, S;'y = @jez(Syn )

Podemos ahora dar una descripcién de (S;’]J\y)j. Sea, por el algoritmo de la divisién, j = kN +p

43



44 CAPITULO 3. Representaciones irreducibles cuasifinitas de peso maximo de Sg’f\,v

con 0 <p< N —1.Entonces: si p#0

(SN ={F (W) 2 (£ (g VP By
— (@ F((¢*VPT) N EN 1 ip i) f(w) € Clw,w™'], 1+p<i<N,
i# (N+1+p)/2}
U5N+p,impar{zk(q(k_1)/2Tq)rk/2.g(q(k_1)/2Tq)E(N+1+p)/2,(N+1—P)/2|g(w) € C[wvw_1]€7k}
U{ZkJrl(qk/2Tq)T(k+l)/2(h(qk/QTq)Ei,N—p+i
— (& (g PT Y Epami v il h(w) € Clw,w™], 1 <i <p, i # (1+p)/2}
U5 ,impar{zk+1(qk/2Tq)T(k+1)/2g(qk/2Tq)E(p+1)/2,(2N+1—p)/2|§(w) S C[waw_l]e’kﬂ}a

yparap =20
(S, ) ={M(gF VT )2 (f (B VPT) By
—(O*F (" VPT) ™ Enga—i N1 f(w) € Clw,w™'], 1 < i < [N/2]}
U 5N,impar{z7k(q(iki1)/2Tq)7Tk/29(q(7k71)/2Tq)E(N+1)/2,(N+1)/2’g(w) € Clw,w1]%*},

donde C[w,w']* denota el conjunto de todos los polinomios de Laurent tales que f(w™!) =

—(e) f(w).
Denotemos nuevamente v a la restriccion del 2-cociclo en 1' a SJ’N. Llamaremos SJ’]]\,V a la

extension central de S’ N por CC' que corresponde al 2-cociclo 9. S N es una subalgebra de Lie de

Sq,N~
—_—

Tomemos ahora una subélgebra parabédlica p de Sg’fvv y observemos que para cada j € N,
j=kEN+pcon0<p<N —1 tenemos

p_j = {=z (gL TR (f (¢TI By (32)
— (& f(q™ I PT Y En i pni—i) | f(w) € T, 1<i< N —p,i#(N+1-p)/2}
U5N—p,impar{zik(q(ikil)/QTq)7rk/29(q(7k71)/2Tq)E(N+1fp)/2,(N+1+p)/2’g<w) S I(_];-[H_p)/z}
U{Z—k—l (¢ 2T, D2 (T By

— (" Dh((gPT) T Bangrmipvar-i)|(w) € Ty, N+1—p<i<N,i# (2N +1-p)/2}
U bpimpar{z" (g 2T DG (g T R P T) E o1y 2, (14p) 2 3(w) € I(fj”“"’w},

donde Iz es un subespacio de C[w, w™!], TR/

—17e,k (2N+1-p)/2
j "y I
]e k+1_

es un subespacio de Clw, w ey

es un subespa(:lo de Clw,w™
Procederemos a chequear las condiciones (P1),(P2) y (P3) enunciados en la Seccién para
N

Observemos que (P1) es inmediato por la definicion de (Sg’]]vv )o- (P2) resulta de calcular los
siguientes corchetes

(gL )R (F(T) iy — (€)' f(T, ) Enta—jnt1—i) Ejjo1 — Enta—jnt1-3],
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y el caso particular

[Zl(q(l_l)/QTq)lT/Q(f(Tq)EN/Q,N/Q_(E)lf(Tq_l)EN/2+1,N/2+1)7 Enja,nj2—1 — Enjato,n/241]-

Para probar (P3), sean f(w), g(w) polinomios de Laurent en la variable w con felij, y sea p_;
con j = kN + p como en (3.2)). Consideremos primero 1 < i < N — p. Si p = 0, supongamos
i # (N +1)/2. Calculamos el siguiente corchete

[ka(q(fkfl)/QTq)frk/z(f(q(fkfl)/qu)Ei,i_(6)kf(q(kHWqul)EN+17¢,N+14)7
9T Eii — g(a" T, ) En1—iN1—i)

Luego, Iij satisface

AL, C I, (3.3)
donde A; = {g(¢""?w) — g(q*?w) : g(w) € Clw,w™1]}.

Si p # 0, supongamos que i # N + 1 — 4. Calculando el siguiente corchete

[Z_k(q(_k_l)/QTq)_Tk/Q(f(q(_k_l)/QTq)Ez‘,Hp—(E)kf(Q(Hl)/qu_l)EN+1—¢—p7N+1—i)7
9(qgPT By — g(ql/2Tq_1)EN+1—z‘,N+1—i]a

se puede ver que Iij satisface (3.3) para A; = {g(¢"/?w) : g(w) € Clw,w™]}.
Por dltimo, si N +1—p < i < N, se puede observar calculando
[Z_k_l(q_l_k/QTq)_T(kﬂw(f(q_l_k/QTq)Ei,ifNer*(€)k+1f(q1+k/2Tq_1)E2N+1ﬂep,N+14),
g(q 2T B — g(ql/qu_l)ENJrlfi,NJrlfi]

que Iij satisface también (3-3)), esta vez para A; = {g(¢"/2w) : g(w) € Clw,w™1]}.

N+1-p)/2

Resultados anélogos valen para I j , 1 N — p es impar, calculando

[ (g TR R (f (¢ TF D RPT) By o (v 1) 2
9 PTYEri — 9(a" T, Enga—iNt1—i)s

(2N+1-p)/2

v si p es impar para [ ; , calculando

27 (g T TRV (¢ PT ) By 1y 2,14 20
9(q7PT) By — 9(a" T ) By i)

Luego, dado que C[w,w™!] es un dominio de ideales principales, hemos probado lo siguiente

Lema 3.1.1. Para j > 0,
(a) Iij, I(_];-fﬂ_p)/Z e I(_Zj»N—irl_p)/2 son ideales;

(b) si Iij #0, IYJV.“"’)/Q #0y I(ij\”rl_p)/2 # 0, entonces tienen codimension finita en Clw,w ™.
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En adelante denotaremos [k] a la parte entera de un nimero k. Ahora tenemos la siguiente
proposicién importante.

Proposicion 3.1.2.  (a) Cualquier elemento no nulo d € (S;’]]\,V)_l es no degenerado.

—

(b) Cualquier subdlgebra parabslica de Sg’fvv es no degenerada.

—

(c) Sead € (STx)-1,

[N/2]_6N,pu/r
d= Y filaVPT)Eiir1 — fild" T,y Eningr—i
=1
+ 5N,P¢M‘g(q_1/2Tq)EN/2,N/2+1 + Z_l(q_qu)_Tﬂh(q_qu)EN,l,

donde f;(w), g(w) y h(w) son polinomios de Laurent tales que g(w™') = —g(w) y h(w™!) =
—eh(w). Entonces

(ST = (ST, d]
= span{ fr—1(q~*Ty) (¢ *T) (Br—1 -1 — Enp)

+ fk—l(ql/2Tq71)(qil/QTq)il(EN—k—&-l,N—k—&-l — Enyo_k.N+2—k) :
2 S k S [N/Q] + 5N,7mea7‘7l S ZZO}

U 0N par{g(a 2T (a2 T)™ — (a7 2T) ™) (Enjany2 — Enjorinyain) -
n € Zso, g € Clw,w %%}

U{R(T) (T = €T, ™) En oy — h(g ' Ty) (g7 T)™ — e(g™ ' Ty) ™) Ea

+ tro(eh(¢"?w ™) (W™ — ew ™))C :m € Z, h € Clw,w ']}

—

Demostracion. Sea 0 # d € (87N _1, por Lema (T.1.1), parte (a), p¢. # 0 para todo j > 1.
N J

—

Luego, por Lema parte (b), se sigue la parte (a). Sea p una subalgebra parabdlica de 8;’]]\\,[,
utilizando Lemas 1.2.1 y 1.2.2 en Seccién obtenemos que p_; # 0. Luego, haciendo uso de (a) y
p? C p (para cualquier d € p_1 no nulo) obtenemos (b). Finalmente, la parte (c) sigue de calcular
los conmutadores [d, a] con

a= (g V2T By 1 — (¢Y2T) ' Enyoi ny2—k con 2 < k < [N/2] + 0N impar;

a = Onpar((q7V2T)" — (q_l/qu)_n)EN/Q_i_l,N/Q ya= ZT;/Q(T(;W’ —T,;™)E1N, con l,n, m €
Z>. O

—

Resumiendo, hemos probado que las siguientes propiedades se satisfacen para S:;’N:

—

(P1) (S;”]]\\,])Q es conmutativo;

— —

(P2) sia € (8;’]]\\,[)_3- (7>0)y [a, (S;’]]Vv)ﬂ =0, entonces a = 0;
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—

(P3) si p es una subélgebra parabolica no degenerada de Sg’]]\\; , entonces existe un elemento no
degenerado a, tal que p® C p.

Observemos que (P3) se sigue de la Proposicion partes (a) y (b).

3.2. Caracterizacion de moédulos de peso maximo cuasifinitos de
o,N
Sq,N

Comenzaremos ahora con el estudio de las representaciones cuasifintas sobre S;f’N.
;

—

Consideraremos en adelante A\ € (SZ]]\,V)E; Una funcional X es descripta por sus etiquetas,

ANNES )\((qfl/qu)lEi,z‘ - (q71/2Tq)7lEN+1—i,N+l—i);
Ang = AT+ T, YEny — (07T + (7' Ty) ) Erp)

con l € Zsg, 1 < i < [N/2] = npar v la carga central ¢ = A(C'). Consideremos las series
generatrices

Ni(z) =) —27' Ay 1<i<[N/2=bnpar v On(x)=)> —a'Ayy. (3.1)
leZ IeZ

Recordemos que un cuasipolinomio es una combinacion lineal de funciones de la forma p(x)¢®®,

donde p(z) es un polinomio y @ € C. Esto es, satisface una ecuacion diferencial lineal no trivial
con coeficientes constantes. Recordemos también la siguiente proposicion bien conocida.

Proposicion 3.2.1. Dado un cuasipolinomio P, y un polinomio B(z) = [[,(z — A;), tomemos

b(z) = [I;,(z—a;) donde a; = ei, entonces b(z)(3, c 7 P(n)z™") = 0 si y sdlo si B(d/dz)P(z) = 0.

Si el polinomio B es par decimos que P es un cuasipolinomio par. Como consecuencia, tenemos
—_—
. . . ., , L, - . . N
la siguiente caracterizacion de méodulos de peso maximo cuasifinito sobre SZ’N.
b

—

Teorema 3.2.2. Un Sg’]]vv—mo’dulo L(\) es cuasifinito si y solo si se cumple una de las siguientes
condiciones:

1. Egzisten polinomios mdnicos bi(w), -+, bn/2)—sy. .. (W), by (w) tales que

bi(z)(ANip1(x)— D () =0  para 1<i<[N/2] —ONpar U (3.2)
by (2)(An(x) +2¢) = 0

Mds aun, st N es par existe un polinomio monico bN/Q(:z:) tal que

bnya(2)(D1gny2(®) — Dnja(x)) =0 (3.4)
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2. Ezisten cuasipolinomios P; y cuasipolinomios pares Py, tales que (n € N)

Pi(n) =DNin — DNigin para 1 <i<[N/2] —Onpar Y (3.5)
Py(n)=Ann para n#0 y Py(0)=—2c (3.6)

Mas atin, si N es par existe un cuasipolinomio par Py/o tal que

Pnja(n) = Anjan — Dnjasin- (3.7)

Demostracion. Como consecuencia de la Proposiciéon parte (c) y el Teorema parte (b),
tenemos que L(\) es cuasifinito si y so6lo si existen polinomios de Laurent (ménicos)

P u m;
he(w) = th(wt — ew*t), g(w) = st(ws —w ®), filw)= Z a; yw"’
t=0 s=0 v=—my;

para 1 < i < [N/2] — 0N par, tales que para cada [, n, m € Z>q, tenemos

A1 (g V2T ) (VT ) (B k-1 — Er)
+ fk—l(ql/ZTgl)(q71/2Tq)7l(EN—k+1,N—k+1 — Enyo_ g Ny2-k)) =0

con 1 <k <[N/2] — N pars

AR(T)(T = €T, ™ Eny — b (a7 Ty) (a7 T)™ — e(g™ ' Ty) ™) Ena
+ tro(eh (¢ 2w ) (w™ — ew™™))C) = 0,

SN parMg(a 2Ty ((q T — (qfl/QTq)fn)(EN/sz — Enjati1,n/241)) = 0.
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Estas condiciones pueden reescribirse como:

m;

0= Z i (Dj ot — Dig1,041) (3.8)

v=—m;

para todo 1 < < [N/2] = dneven ¥ I € Z>0, y

p
0= ct(ANt4m — EAN—m) + tro(eh (¢ ?w ™) (W™ — ew™™))C) = 0 (3.9)
=0

con m € N. Finalmente, si N es par,

0= Z dS(AN/2,5+n - AN/2,73+n + A1+N/2,fs+n - A1+N/2,s+n) (3-10)
s=0

conn € Zs>p. Sea

Fi(z) = Ap(a) = Dy (@)
para 1 < k< [N/Q] - 5N,even~

Analicemos primero (3.8)). Multiplicando ambos lados por 2~ y sumando sobre I € Z, tenemos
0= ) aiwa"Fi(z) = fi(z)F(x). (3.11)

Definimos b;(z) = 2™ f;(z) € Clz]. La equivalencia entre (1) y(2) para este caso es consecuencia
del hecho que vale si y sélo si, multiplicando a ambos lados de esta férmula por x™¢ con
m; > 0, también vale. Gracias a la Proposicion la existencia de los cuasipolinomios P;(x) para
1 <i < [N/2] — 0N par €s clara.

Estudiemos ahora (3.9). Haciendo uso de la definicién de tro dada en la Seccion y el hecho
que An; = Ay, tenemos

P
0= (AN t4m — EAN t—m) — 2€CmC.
t=0

Multiplicando a ambos lados por 2™ — ez~ y sumando sobre m € Zx>(, obtenemos

0=) ¢zt —ext) Ay (x) — Z (2™ — ex™™)(2ecc) = —eh(x)(An(x) + 2¢).

p
t=0 meZ

Una vez mas, vale si y s6lo si, multiplicando ambos lados de esta férmula por P con p > 0,
también vale. Ahora, b*(z) = 2Ph¢(x) € C[z]. Dado que h¢(x~!) = —eh(x) se puede ver facilmente
que si a # 0 es raiz de b°(x), entonces 1/« también lo es. Ahora podemos aplicar la Proposicion
vy como consecuencia de la relacion entre las raices de B y b en esta proposicién, se sigue que
el B¢(x) que corresponde a nuestro b°(z) es un polinomio par. Esto implica que el cuasipolinomio
Pf (x) tal que Py (n) = ANy, paran # 0y P(0) = 2c es par, completando la prueba para este caso.
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Por ultimo, analicemos (3.10)) para el caso N par. Procediendo de manera similar a la ecuacion
anterior, multiplicamos por (z" — 2™") y sumamos sobre n € Zsq. Haciendo uso del hecho que
Aiyny20 = —ANj2,—; obtenemos

O—Zd 2° — 27 %) (Anja(T) — Anjori () = g(w) Fyja(z).

Ahora I;N/Q( ) = a"g(z) € C[z]. Utilizando nuevamente la Proposicion probamos que
Pyo(z) tal que Pyjo(n) = Anjop — Anjo41,n Para n € Z es un cua81p011nom10 par. O

Dado un S —modulo irreducible de peso maximo cuasifinito V' por Teorema |3.2.2| sabemos de
la existencia de un cuasipolinomio P;(x) (para 1 <i <[N/2] = N par) que satisface (3.5) y de un

cuasipolinomio par Pg () que verifica (3.6]) (y si N es par, Py/s(7) que satisface (3.7)). Escribiremos

= Zps,i(x)qsmv (312)

seC
ijN coshg( x )+ ZqJN sinhg(e;z) vy
jeC jeC
Pra( ZPJ ny2(x) coshy (el ) + Z q;,n/2() sinhg (e} ),
jeC jeC

con pj n(z) y pjn/2(x) (respectivamente, q; n(z) v gjn/2(x)) polinomios pares (respectivamente,
impares), ps;() un polinomio, s;, e/ y e; nimeros complejos distintos, coshy(x) = % y

9=q"
2

sinh, = " Las tltimas dos expresiones en son dnicas salvo un signo de ej o un cambio
de signos simultaneo de ey el respectivo g;(x). Llamamos e;r (respectivamente, e ) exponentes
de V de tipo par (respectivamente, tipo impar) con multiplicidades p;(x) (respectivamente, g;(x)).
Como en [KWY], denotamos e* al conjunto de exponentes de tipo par con multiplicidad p;(z) y por
e~ al conjunto de exponentes de tipo impar con multiplicidad ¢;j(x). Andlogamente para la primera

formula, llamamos s; a los ezponentes de V' con multiplicidades psi(z), y denotamos e al conjunto

de los exponentes con multiplicidades ps,i(z). Denotaremos a este médulo L(S, ]]VV7 e;etie).

3.3. Relacion entre 875 . Y las algebras de Lie clasicas A, B, C'y D

Recordemos las siguientes definiciones de Seccién [1.4.3; O el &lgebra de todas las funciones
holomorfas en C* con la topologia de convergencia uniforme en conjuntos compactos, y

O = {f € O|f(w) = —€ f(w™")}.

Recordemos también que el corchete en S, v se extiende a (S, v)©. De manera similar, definimos

una completacion (S7

q’]]\,\[)o de Sg’]]\\; que consiste de todos los operadores pseudo diferenciales de la
forma
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{Zk(q(k_l)mTq)rk/z(f(q(k_l)/QTq)Ez‘,j - (5>kf((q(k_l)/QTq)_l)EN+1—j,N+1—i) :
keZ,1<i<j<N, feO},

y la diagonal opuesta
{F(qW D PT )™ (f ("D PT)Enia—i k€ Z, 1 <i < N, f € 09k}

. N . . N
Entonces el 2-cociclo 1) en S;’N se extiende a un 2-cociclo ¥ en (S;’N)O. Recordemos que S[’L N

denota el algebra derivada de S, n. Sea Sg)N = Sg) '\ + CC la correspondiente extension central.

Dados s € Cy m € Z>o, tenemos por (1.4.8)), que las inmersiones goLm] D Sy — gégg]

(SOLm] (SgN)© — geL’Z]) dados por
P2k f(T, = Flsq M) By gy N i 1an—j41

IEZ
son homomorfismos de 4lgebras de Lie. Una restriccién de estos homomorfismos a S Y da una

familia de homomorfismos de dlgebras de Lie cp[ ml SU N gel;?] (s m] , (SUN) — geL’Z}]).

P (P (qP=DRT M2 (g% DTN E;  — ()% F((¢*V2T) ™ Eni1_jni1i))

Z < —l+t+(k— 1)/2)kr/2(f(Sq—l+t+(k—1)/2)E(l_k)N_H-l IN—j+1
€7

- ekf(s_lql_t_(k_l)/Q)E(l—k—1)N+j,(l—1)N+z‘> :

Paracadase(CykGZ sea
={fe0: @ (sqk 1)/24'”)—Oyf (_1 —(k=1)/2— " =0,YneZ0<i<m}

18[7216 = {fe0 . f(i)(sq(k—l)/2+") =0 VYneZ0<i<m}.

Sea
TTe = @pen{ (¢ PTY (g PT) By — (8 F (0% PT) ) Enajv-i)
1<i<j<N, fel[’j;]}
® Gz {F(¢E AT (F(g*VPT)E v 1< <N, fe I )
Utilizando la férmula de Taylor en cp[sm] : SU ]]VV — gELO], obtenemos
P gV PTY (¢ PT) By — (0 £ ("D PT) T Ena g i)

k=1 _ kr k=1 _ t"
=> > (a7 )2 flq 2 Hg)) () li—o BN 1N+

k=1 g, _q ke . 1=k 4 _{\(r —t)"
— € ((qg 2z s f(g T s 1))( : o (7a1)E(l—k—1)N+j,(l—1)N+i~
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De la misma manera, para los elementos de la diagonal opuesta, tenemos

plm! (Zk(q(k_1)/QTq)rkﬂf(q(k_l)/QTq>Ei,N+1—z') =

m

k-1 ke ., k=1 t"
ZZ ((q 2 Hts) 2 f(q 2 Hté’))(r) ‘tzo ﬁE(Z—k)NH—i,(Z—l)NH-
1€Z r=0 '
Luego, se sigue que
Nu ol = jlmlre, (3.1)

Para lo que sigue elegiremos una rama del log q. Sea 7 = log ¢/2mi. Entonces un elemento s € C*
se escribe de manera tinica como s = ¢%, con a € C/7~'Z. Fijemos § = (s1,--- ,s7) € CM de forma
tal que si cada s; = ¢%, tenemos

a;—aj ¢ Z+ 717 parai# j, (3.2)
ym=(my,---,mp) € Z%. Sea gf[o@ = @%195[0@”‘]. Consideremos el homomorfismo

Pl = oM ol (S77)0 — gl

S5
Proposicion 3.3.1. Dado § y m como arriba, tenemos la sucesion exacta de dlgebras de Lie Z-
graduadas, siempre que |q| # 1 :

0 — JEIE s (7RO = gtlT) 0, (3.3)

[e.e]

donde Jéﬁ],r,e - ﬂlj'vi]-(]s[:ni]ﬁ,e.

Demostracion. La inyectividad es clara gracias a . Por simplicidad, probaremos la suryectividad
de gme] parael caso M =1, m =my §= s = ¢*. Haremos uso del conocido resultado que para toda
sucesion discreta de puntos de C y un entero no negativo m existe f(w) € O con valores prescritos
en sus primeras m derivadas en esos puntos. Por las condiciones y gl # 1y dado que a ¢ Z/2
tenemos que {g("~D/2+ita} y f4=(n=1)/2=j=a1 5on sucesiones de puntos discretas y disjuntas en C.
Luego, podemos encontrar un f € O tal que cada elemento ¢/ E,p estd en la imagen, completando
la, prueba. O

Procuraremos ahora extender el homomorfismo gme] a un homomorfismo entre las extensiones
centrales de las correspondientes algebras de Lie.

Proposicion 3.3.2. La aplicacion C—lineal aﬁ[sm] : SZ’]J\Y — gAKEZ] definida por (s = q*),

A o =gy, ST A, (3-4)

ST

@Lm}(qfn/QTgLEm - qn/ZT;nENJrlfi,NJrlfi) = " (qin/QT;Ei,i - qn/2T(;nEN+1fi,N+1fi)

m gla=Dn 4 (_1)ig(—etDn J
q +(—1)/q -t

- Z qn/z(_ q)_n/g (n log Q)] ﬁ (n 7& O)u
J=1 '
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Sl(C) = 1 € Ry,

S

es un homomorfismo de dlgebras de Lie sobre C.

Demostracion. La demostracion resulta de la restriccion de la formula @Lm} en (1.14), a SL‘;’]]\\; . g

El homomorfismo chm] estd definido para cualquier s € C. Sin embargo, para a € Z/2, pierde la

suryectividad. Estos casos son descritos por las siguientes proposiciones.

Proposicion 3.3.3. Para a = 1, tenemos la siguiente sucesion exacta de dlgebras de Lie:
7k7 7N O
0— Jim = (Syn)" —e—0

7im] [m]

donde g ~doo” ste=119yg>~Coo st €=—1.

Demostracion. Probaremos primero el caso € = 1. Por la Proposicién , el homomorfismo wgm]
[m] [m]

Sg.N — gls' es suryectivo. La anti-involucion de S, n definida en (3.1) se transfiere, via @5 ', a

una anti-involucion w : g&[;g ] — g&[)@ ] como sigue
kg k
w(u"Eij) = (—u)"E1-j1-i- (3.5)
Luego, el algebra de Lie de —o puntos fijos en S, n, explicitamente, Sg’f\,v, se mapea de forma
suryectiva al 4lgebra de Lie de —w puntos fijos en gZL@], explicitamente, J[OZL] Sie = —1, la anti-

involucién w es como sigue
WU Eyj) = (1)U (—u) By,

donde i = ¢N +r;yj = q¢N +rj,conl <r; < Nyl<r; <N.Como consecuencia de la
suryectividad descrita anteriormente, basta con mostrar que w es conjugado por un automorfismo

T’ de gzLﬁ} I'a la anti-involucion que define EQZ} I Con ese fin, definimos

T'(umEyp — €% (—u)"Ey 1) = u™Eap — € (—u)™E1_p1_a, (3.6)
donde a = ¢ N + 714 yb=qN +1p,con 0 <r, < N—-1y0<r, <N —1. Es facil ver que w es
conjugad T al i-i 16 il

jugado por 1" a la anti-involucién que define cso . O

Proposicion 3.3.4. Sia=1/2 y N es impar, tenemos la siguiente sucesion exacta de dlgebras de
Lie:

0 — Jimke - (870)° = g =0,
dondeg:gg_o[m] ste=1 yg:i)(;[m] ste=—1.

Demostracion. Si e = 1, reemplazamos en la prueba de la dltima proposiciéon a w por

wulEj) = (—u)* E_Ny1j N1 (3.7)
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Luego, el dlgebra de Lie de —o puntos fijos en S, v, explicitamente, 8;’]]\\,[ , e mapea suryectivamente

al dlgebra de Lie de —w puntos fijos en g&[:g]. Como consecuencia, basta con ver que w es conjugado

por un automorfismo 7" de gfﬁ? J'a la anti-involucion que define l_);ro[m}. Entonces, definimos

T(u"E;j) = u"E(_Ni1)/244,(—-N+1) /245 (3.8)

Se puede chequear con facilidad que esto se extiende a un automorfismo del dlgebra g&[:g ] que conjuga
a w a la anti-involucién que define E:O[m]. Sie=—1, w es el siguiente

wWFEij) = (=15 (—u)*E_n 15 N11, (3.9)

[m]

donde i = ¢N+r;y j=¢q¢N+rj,conl <r; <Nyl<r; <N.Elautomorfismo de glec”" para
este caso es D =T oT’, donde T es la misma que para el caso anterior y es

T' (U Eqpy — €9 (—u)"E_y o) = u"Eqp — P (—u)"E_y_, (3.10)

con a =g N +1r,yb=q@N +rp, para0 <r, <N—-1y0<r, <N —1. Es facil ver que w es
conjugado por D a la anti-involucién que define a Ego[m]. O

Proposicion 3.3.5. Si a = 1/2 y N es par, tenemos la siguiente sucesion exacta de dlgebras de
Le:

0 — JImke — (877)° — dl — 0.

Demostracion. Esta demostracion sigue los mismos pasos de la proposicién anterior. Si e = 1, como
w es la misma que en dicha proposicién, basta con reemplazar a T por

T(u"Eij) = u"E_N/24i—N/2+j- (3.11)

El resto de la prueba es la misma para este caso. Si € = —1, w tiene la misma férmula que en el
mismo caso de la proposicién anterior, por lo cual basta con reemplazar a T' por

T (W™ Eap — €®7 9 (—u)" By _p1-q) = 0" Eap — (—u)"E1_p1—a,, (3.12)
donde a =g, N +r, yb=q¢N+1p,con 0<r, < N—-1y0<r, <N -—1. O

Observacion 3.3.6. (a) Por abuso de notacion, paraa =1y a = 1/2, en vista de las Proposiciones

3.3.3| a 3.3.5] denotaremos nuevamente cp[sm] al homomorfismo suryectivo de Sg’]]\\,[ en BEZ}] y

do@}, respectivamente, dado por el viejo @Lm] compuesto con el correspondiente isomorfismo

introducido en la prueba de las proposiciones mencionadas.

(b) Recordemos que v fue definida en (1.1)). Consideremos el caso € = 1. Para a € Z arbitrario, la

g?}] es ua(d@). De manera similar, si a € Z +1/2, la

imagen de 85’]]\\,7 bajo el homomorfismo go([;f] es ya(dL’Zﬂ) si N es pary ya(b([;l]) si N es impar.
Como consecuencia, basta con estudiar los casos @ = 1 y a = 1/2. Las mismas conclusiones
pueden ser obtenidas para € = —1. Luego, s6lo consideraremos a = 1y a = 1/2 a lo largo de

esta tesis.

imagen de Sg’]]\\; bajo el homomorfismo ¢
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Dados los vectores 5§ = (s1,---,su) = (¢™,--- ,q™) € CM y 1 = (my,--- ,my) € ZM tales
que si a; € Z, entonces a; = 1; si a; € Z + 1/2 entonces a; = 1/2;y a; — a; ¢ Z + 7 'Z para i # j.
Combinando esto con las Proposiciones a obtenemos los homomorfismos suryectivos de
algebras de Lie

— M
o = @ ol - (SP)0 — g =Ygl (3.13)
=1

dondesie=1

gAEEZJ sia; ¢ 7/2,
glmil = pimil sia; =1/2 y N es impar,
] sia; =1/2 y Nespar 6 a; =1.
ysie=—1
A Ga ¢z,
glmil — plmil sia; =1/2 y N es impar,

i) sia; =1/2 y N es par,
il siag; =1
00 i — L.

—

. ., . . e . . N
3.4. Realizacién de los médulos de peso méaximo cuasifinitos de S(;"N

En esta seccion g™ sera ﬂz] o alguna de sus subélgebras de Lie clasicas. La prueba de esta
proposicién es estandar

Proposicion 3.4.1. El gl™-mddulo L(g[m], A) es cuasifinito si y solo si, salvo una cantidad finita,
(m] o (m]  [m]
b

todos los Thy) son cero, donde T representa a, b, ¢ d d dependiendo de si g™ es gAEOO , boo'y Coo” O

dm

Dada m = (mq,--- ,mp) € Z%, tomemos un ); € (g™])} cuasifinito para cada 1 < i < M,

y sea L(gl™il, \;) el correspondiente gl™d-modulo. Sea X = (A, -+, A\n). Entonces el producto
tensorial .
L(g"™, X) = @, L(g™, \y) (3.1)

es un g™-modulo irreducible, con gl™ = @i]‘ilg[mi]. El médulo L(g[’m,X) puede ser considerado

un S;T’]]\,V—médulo via el homomorfismo ¢_" y sera denotado L?](X) Necesitaremos los siguientes

resultados.

— —

el N o . N .
Proposicion 3.4.2. Sea V un Sg}v -mddulo cuasifinito. Entonces la accidn de S:;’N enV se extiende
—_—

naturalmente a la accion de (ngjvv)f? en V., para cualquier u # 0.

Demostracion. Sea V = ®,V, la Z-graduacion de V, dimV,, < oo para todo p. Consideremos el
espacio
Hom(V, V) = @, qHom(V;, V)
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con la topologia de la suma directa de los espacios de dimensién finita Hom(V,, V). Podemos
asumir que los V,, son espacios normados, y los espacios Hom(V},V;) tienen normas inducidas

-, N .
[I; I1p,q- Mostraremos que la funcion (S; 'y )u — Hom(V, V) para u # 0 es continua. Para hacer esto
necesitaremos estimar la norma de los operadores

k k_k _k(k—1)r/2+(—k+1)npkr—
MV E; j—€'2'q (k=D)r/2+( )anr "EN{1-j,N+1—i

Zk(T; N equ(kf1)r/2+(7k+1)nTjrfn)Ei7N+1_i

en el espacio Hom(V,, Vp4xn1i—j) para p, k, i y j fijos y para n arbitrario. Tenemos

(TP E; ; — gt Dr/ 2kt nghrn gy 1 iNg1—i) = (3.2)
B" (zk(E’L,j _ Equ(kil)T/QT(;CTEN—&—l—j,N—&-l—Z’))7

donde
(a) Sii#j,iA#N+1—j,i#N+1—iyj#N+1—j Bes

1
B = 5 5 (d(Ty) By — ad(¢" 1) Bj)

1 - p—
+ 5 (ad(dT; NEN1-j 8415 — ad(q” T Exmive1-0)-
(b) Sii=j, Bes
1 s 1
B = ﬁaquE@i + maqu_ EN+1—’i,N+1—7j-
(c) Sii=N+1—j, Bes

1 _ _
B = q—kaquEi7i —q k“aqu 1EN+1—i,N+1—i~

Los operadores B : Hom(V,, Vi xnti—j) — Hom(V), V,ikn+i—j) actiian entre espacios norma-
dos de dimension finita, luego obtenemos por (3.2)):

k Kk k(k—1)r/2+(—k+1)nkr—
TP E; j — éFhgbh—Or2r ikt inghr=n py G =il lppekn+ieg < Aa™, (3.3)

donde
A=||FE; ;- k2T v,y a =Bl

Luego, se sigue que
|25 F(Ty)Eij — € 2R g" =02 (¢ RN TR By v il lp pr ki

_ H Z fn (ZkT(;LEiJ _ ek:quk(kf1)r/2qn(7k+1)qunT(;€rEN+17j7N+17i) |

p,p+kN+i—j
n>0
k k _k k(k—1)r/24(—k-+1)nrkr—
< Z|fn| 2", By j — €"2"q (b=1)r/2+(=k+ )”TqT "ENt1—j,N+1—il|pp+kN+i—;
n>0

< A S fula” = AG(f) (@),

n>0
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donde ¢ : O — O es la funcién dada por
O(f)(2) = 6D ™) =D | ful2",
n=0 n=0

que es continua (ver Lema 4.3 de [KRI1]). Resultados similares se obtienen para el operador

Zkz(an _ equ(k—1)r/2+(—k+1)nT;:r—n)Ei7N+1_i'

Luego, la funcién (S;;}]VV )u — Hom(V, V') es continua para u # 0. En consecuencia, esta funcion se
puede extender a la completacion (S(?]]\,V)f? — Hom(V, V) (la completacion de Clw] en la topologia

de convergencia uniforme de conjuntos compactos es O).

O

—

7 . . . . N . .
Teorema 3.4.3. Sea V un g™ -mddulo cuasifinito, que es considerado como un SS’N -mddulo via

—

] Entonces cualquier S;”]]\,V—submo’dulo de V es también un gl™-submddulo. En

g
particular, el Sg”jjvv—mo’dulo Lgﬁ]

implica a; = 1; a; € Z+ 1/2 implica a; =1/2 y a; —aj ¢ Z+ 7717 para i # j.

el homomorfismo @

(X) es irreducible si § = (s1,- -, spr), para s; = q%, es tal que a; € Z

o — —

. N ) . N .
Demostracion. Sea W un S;”N -submodulo de V. Dado que W es también un S;T’N -mo6dulo cuasfini-

to, por Proposicion [3.4.2| puede ser extendido a (SZJJVV)L(? para u # 0. Como consecuencia de (3.13]),
(]
S

la aplicacion ¢ : (S;’]]\,V )9 — (gl™), es suryectivo para cualquier u # 0. Luego, W es invariante

con respecto a todos los miembros de la graduacién principal de (gw)u con u # 0. Dado que gl

coincide con su algebra derivada, esto prueba el teorema. ]
<o N
Procederemos ahora a mostrar que todos los SZ’N -médulos cuasifinitos pueden ser realizados
b
[mi]

como un L (g™, X), para algun m € Z]ZWO y §€ CM con s = q% y a; tales que a; — aj ¢ Z+1717Z
para i # j. Por simplicidad, consideraremos el caso M = 1 para calcular las series generatrices
AG

mani(®) =2 ez — (L5, 4 ai)n @™ " de peso méximo y carga central ¢ del S;’]]\\,/—m(’)dulo Lgm}()\).

3.4.1. Moédulos de peso maximo cuasifinitos de SZJJVV

—

Realizaremos los SZ’]]\\,[ -médulos irreducibles de peso méximo cuasifinitos para el caso “ortogonal”
(e =1) y “simpléctico” (e = —1). Introduciremos para ello la siguiente notacion
_ ¢P+ (=1)'q*" (Blogq)’
771‘(047 /8) - qﬁ/Q — q,5/2 il : (34)

—

Haciendo uso del Teorema [3.2.2| y la notacién introducida alli, tomemos un SZ’]]\,V—m()dulo irre-

)

ducible de peso méaximo cuasifinito V' con carga central ¢ y series generatrices A;(x), tal que Py ()
con

Py(n)=Ann, para n#0 y Py(0)=-2c (3.5)
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es un cuasipolinomio par, P;(z) con
Pi(n) = Dipn — Ditig (3.6)

para 1 < i < [N/2] — 6y par son cuasipolinomios, y cuando N es par también tenemos un cuasipo-
linomio par Py/o(x) tal que

PN/Q(TL) = AN/Z,TL - AN/2+1,n' (37)
Asi, podemos escribir
I‘) = Zps,i(l')q&ma para 1< < [N/Z] - 5N,pa7" (38)
seC
Zp] ~ () coshg( ejx + Zq]N )sinhg(e;x) y
JEZ JEZ
Py (x ij Ny2(x) coshy(ef ) + ZQj,N/Q( ) sinhg (e} ),
JEZL JEZ

donde p; n(7) v pjn/2(®) (respectivamente, g; N () ¥ g;n/2(7)) son polinomios pares (respectiva-

mente, impares) y psi( ) son polinomios. Sea L[m]( 7] X) una representacion de gl™ vista como

5l [m]

representaciéon de S N via Qg ] , donde g™l es g5 o alguna de sus subalgebras clasicas. Luego,

(A aridn = — NG (V2T Eiy — (¢2Ty) " Engi—in+1-i)), (3.9)

m,a,\,i/T

con 1 <i <[N/2] — 0N par, ¥

(Biman)n = =N@I(T + T Enoy — ((67'T)" + (a7 Ty) ™) Evy), (3.10)
[m]

donde ¢35 * denota la inmersion dada por (3.4) compuesto segin corresponda con los isomorfismos
definidos en las Proposiciones a

~m]

Proposicion 3.4.4. Tomemos la inmersion ¢£m} : Sa’]]\\/ — gAE([)o] cons=q*yad¢Z/2. El gl

q,

modulo L(ﬂ[m],)\) considerado como S;’]J\\,[—mo’dulo es isomorfo a

—

(Sg]]\\,], e;etie™), donde

(a) Los exponentes e son —1/2+a —1 y1/2—a+1 conl € Z y sus respectivas multiplicidades

s0n
- (@log )", ()
p1/2—a+l,i(x) = Z ul h(l 1)N+i ) (3-11)
u=0 :
— (—z10gq)" 4, (u
P-1/2+a-1i(T) = Z (u' hl(N)fi’
u=0 ’

para 1 < i < [N/2] — 6N par-

(b) Los exponentes son et =e~ =a—1 con | € Z con multiplicidades
€ - a7 (u z* € - a7 (u z*
Poan@= Y Rl oy dw@= Y gy, (312)

u=0,u par u=0,u impar
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donde
hi 1y = 2008 0)" (“h{}) ) + 011 (ew — Buoco))
“h 1y = 208 @) (*h{) )y + Grca),
y Pin(0) = —2co para i = N.
(c) Ademds, si N es par, tenemos los exponentes et = e~ = 1/2—a+1 conl € Z y sus multiplicidades
son
~ (zloga),, (w)
P1/2—a+i,N/2(T) = u:(%:pww hoZion Y (3.13)
@1 /2—a+1,N/2(T) = B O;mparwah57)1/2)N
para i = N/2.

Demostracion. Si 1 < i < [N/2]— 6N par, combinando las formulas de la Proposicion con (T.5)
v (8.9), tenemos que

nlogq al) ax(u
ma)\z ZZ( ( Y2he—h )\l(]\f)+1 —1

1€Z u=0
n (=nlogq)" _n(—1/2+a—1) ay(w

u! 7 11N+Z>+Z"7u —Lin)ey.

Luego,

¢ - nlogq () —n(=1/2+a—1
( m,a,)\,i)n - ( ma>\2+1 n — ZZ (l 1)N+zq (F1/2+a=d)
1€Z u=0

(nlog @) o, (W)  n(—1/24a—
A P gn(-1/2+a-D)

Utilizando las definiciones de multiplicidades y exponentes para el cuasipolinomio P;(z) en (3.8]),
completamos nuestra prueba para (a).

Si i = N, de la misma manera que en el caso anterior, considerando (3.10)) y (1.5]), obtenemos

(Do) =D <nu(—1 +a—1,n)2sinh,(n/2) “ALY

1€Z u=0

—nu(a —1,n)2sinhy(n/2) “A l)l)N+1> + Z2sinhq(n/2)nu(a —1,n)cy.

u=1

Cambiando el indice [ a [ — 1 en la primer suma, obtenemos

(Diparn)n = 3> 2sinhy(n/2)mu(a — Ln)(*h}) )+ di1e, = o).

1€Z u=0
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Dado que

. nlogq)" , ,ia— w o
2sinti(n/2)n(a — 1 n) = 1D (o) 4 yyegontan)

y utilizando las definiciones de multiplicidades y exponentes para los cuasipolinomios Py (z) en
(3.8]), completamos la prueba para (b).

Para el caso N par, siguiendo los mismos pasos que para la prueba de (a), tenemos

€ nlogq -n —a u,.n —a
( m,a,)\,N/Q)n - (Ama A N/2—|—1 n - Z Z l)1/2)N(q (1/2=atD) + (71) q (1/2 +l))'
l€Z u=0

Luego, separando las sumas en funcién de la paridad de u, obtenemos las multiplicidades y los
exponentes esperados.

O
Proposicion 3.4.5. Sea s = q° con a = 1/2 y N par. Tomemos la inmersidn @Qm] : Sg’fvv — d[;?],
El d2 médulo L(d[gg], A) considerado como S;’ -mddulo es isomorfo a L(Sq]]\,v, e;et;e”), donde

(a) Si1<1i<[N/2| =N par, los exponentes son e =1 con | € Z y sus multiplicidades son

= (—zlogq)" 4, (u .
pri(z) = Tdhgl_)l/zwﬂ si 1>0 y (3.14)
u=0 :
(1‘ log Q) dh(u) <
u=0

(b) Sii= N, los exponentes e™ ye~ son 1/2 —1 con | > 1 y sus multiplicidades son

m u m u

€ _ dp(w) x € _ d7,(u) x
pl/27l,N<x) - Z h(l*l/?)Na Yy ql/Q,lJ\](m) = Z h(l*l/Q)Na’ (315)
u=0,u par u=0,u impar
donde
“h lull/g)N = 2(log Q)u(dhg?) 1/2)N + 5l,1(cu - 5u,060)) )

?,)1/2)]\/ = 2(log Q)u(dhg?) 1/2)N + 5[,1Cu)
y PN (0) = —2co.

(c) Ademds, para i = N/2, los exponentes e™ y e~ son | > 0 y sus multiplicidades son, sil > 1,

—~ . (zlogq)"y, (u
piNy2(T) = OZ QTdhl(N) y (3.16)
u=0,u par
o\ (x10g )" 4, (u)
ql,N/Q(iU)—u:U;mpar —2 hin
ystl=0

o L (@loga)y ()

po,n/2(T) = Z ZTA Yy qons2(z)=0. (3.17)

u=0,u par
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Demostracion. Consideremos primero el caso € = 1. Por la Observacion parte (a), tenemos

[m] ]

/\N [
que la inmersién Qg - : S:;’N — dsy

es en realidad la inmersién dada por la Proposicion [3.3.2

compuesta por T~ !, donde T es el automorfismo de gfgg] definido en (3.11}).

Sil<i<[N/2] - 0Npar, aplicando (3.9) para la inmersioén en este caso, obtenemos

nlogq gl
(AL 1/204) < Z Z W B 441 /2) N1 (14+1/2) N 1—i (3.18)
1€Z u=0
nlogq U G
+ Z Z It E(l—1/2)N+i,(l—1/2)N+i> + Z nu(—1/2,n)cy
l€Z u=0 u=1

Haciendo un cambio de variable adecuado en [ y utilizando (1.11)), obtenemos

. nlogq wn n(—
(A1 janin = (Dot joniz)n =D Z (—1)"g" hg_1jayngi + TV oy n ).
1>1 u=0

Utilizando las definiciones de multiplicidades y exponentes para el cuasipolinomio P;(x) en ,
finalizamos la prueba de (a).

Aplicando (3.10]) para la inmersién en este caso, obtenemos

(A;n,l/Q,A,N)n = (3.19)
s nlogq)® , n(1/9— w —n(1/9—
>‘<ZZ( u!) £ ((=q" 270 — (=1)" g V2DV E g oy v 112 v
1€Z u=0
nlogq " w
+ZZ (/24 4 (—1yug (1/2+Z))E(l+1/2)N,(l+l/2)N))
1€Z u=0

+ ) 2sinhy(n/2)n,(—1/2,n)cy

u=1

Nuevamente, haciendo un cambio de variable adecuado en [, utilizando (1.11)), y teniendo en cuenta
que

(g2 + (—1)"¢~™?)(nlog q)"
u!

21y (—1/2,n) sinhy(n/2) =

Y

tenemos

(A:n,l/2,)\7]\[)n = ZdhE?) 1/2)N (n)(qn(l/2_l) + (_1)uq—n(l/2—l))
I>1

™ (nlogq)*, , p—
+Z(u!)<q P24 (=1)"q7"?) (e — du0c0)-
u=0

Para completar la prueba, estudiamos la paridad de u y separamos las sumas de manera acorde.
Como resultado de las definiciones de multiplicidades y exponentes para los cuasipolinomios Py ()
en (3.8), encontramos los exponentes y multiplicidades esperados para el caso (b).
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Para i = N/2, seguimos los mismos pasos que para la prueba de (a) pero con un cambio de
variables adecuado en [. Asi,

€ nlogq —n — u n(l— u
(A2 an2In = (B 125 N/241)n —ZZ =D 4 (—1)gnC 1))dhgl_)1)N

>1 u=0
+ in: (TL IOg Q)u (1 + (_1)u) d>\(u)
‘ u! L

Por ultimo, separando estas sumas de acuerdo a la paridad de u, encontramos los exponentes y
multiplicidades esperados, finalizando la prueba para este caso.

[m]

Consideremos ahora el caso ¢ = —1. La inmersion ¢g = : Sg’fvv — d(@ es en este caso la
inmersion dado por la Proposicion compuesta por D = T o T’ donde T es el automorfismo
de gﬁ([)@ ] definido en (3.12). Luego, los resultados son los mismos que para el caso € = 1. OJ
Alm]

Proposicion 3.4.6. Sea s = ¢* con a = 1/2 y N impar y tomemos la inmersion s S;’]]VV —

g[m] donde g™ = b[ M sie=1 Ly g gl = b[ " sie=—1. El al™-médulo L(gl™, \) considerado como

Sg’f\,v mddulo es isomorfo a L(S’ ]]Vv7e et;e”), donde

q,

(a) Los exponentes e con | € Z y sus multiplicidades son

i (—xlogq)“y, (u ,

Pi(@) = N e s 10y (3.20)
u=0

pi(z) = Z . ey2N—icye SEESU

para 1 < i < [N/2] — dn par-

(b) Los exponentes son e = e~ = 1/2 —1 con | > 0 y sus respectivas multiplicidades son, para
<1,
. by (u) z"
’LL
Pijo—in (@ 2(logq) h(l y2N-1/29] Y (3.21)
u=0,u par
S (w) z"
b
q1/2 lN( T) = Z 2(log q)* h(z 1/2)N=1/27,1°
u=0,u impar :
y para | =0,
m P m u
Plan@ = > 2(ogg) 7( —0uoc0) ¥ Gpn@ = Y 2(logg)'=c.
u=0,u par u=0,u impar

y Pin(0) = —2co para i = N.

Demostracion. Consideremos primero el caso € = 1. Por la Observacion [3.3.6] parte (a), tenemos

pml ngj\y — bgo} es en realidad la inmersiéon dada por la Proposicién [3.3.2

que la inmersién Qg
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compuesto por T~ !, donde T es el automorfismo de geLZ? ] definido en (3.8). Aplicando (3.9)) para la

inmersion en este caso, tenemos

nlogq ol
(D12 0i)n = < > Z YT E (1 2 N—it1/2,(1—1/2) N—it1/2 (3.22)
1€Z u=0
—nlo U i
+ Z Z gq 't E((l—1/2)N+i—1/2,([—1/2)N+i—1/2) + Znu(—l/Z, n)ey
leZ u=0 u=1

Haciendo un cambio de variable adecuado en [ y utilizando (|1.7)), tenemos

nlogq (w) u nl _ dy(u) —n(l—1
(Bom172.0)n _E :E : Mizryngio12 (D = X g i 24 1)
>1 u=0

+ Z Nu(—1/2,n)cy
u=1

Luego,
(Am 1/2 A ’L) - (Am 1/2, )\,iJrl)n

nlogq u, nl by (u) 1-1) by, (u)
ZZ —1)%q haZ1j2)Ngic1e T4 =y haZ1/2)N—ie 1/2)
[>1 u=0

Utilizando las definiciones de multiplicidades y exponentes para el cuasipolinomio P;(z) en (3.8]),
finalizamos la prueba de (a).

Utilizando (3.10) para la inmersion en este caso, tenemos
(B2 aN)n = (3.23)

" (nlogq)* _ w —n(1/2—

A(ZZ( 89) t*((=q"27 — (1) "V E g oy vt 2, 0o 12 N1 2
" (nlog q)* n wn

+ZZ( g4q) t(q (/240 4 (—1)%q (1/2+l))E(l+1/2)N—1/2,(1+1/2)N—1/2))

+ ) 2sinhg(n/2)nu(—1/2,n)ey

u=1

Nuevamente, haciendo un cambio de variable adecuado en [ y utilizando (1.7) y teniendo en cuenta

que

(¢"% + (=1)"¢""/*)(nlog q)"
u!

21, (—1/2,n) sinhy(n/2) =

?

obtenemos

" (nlo w 1/ Y
(Am1/22N)n Zzzﬂdh&)m) 1 (1/2=0) 4 (_q)yug—n(1/2-D)
u=0

u!

" (nlogq)* —-n
30 CIBDT e 1y e, — 8.
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Para completar la prueba, estudiamos la paridad de u y separamos las sumas de manera acorde.
Como resultado de las definiciones de multiplicidades y exponentes para los cuasipolinomios Py ()
en ([3.8), encontramos los exponentes y multiplicidades esperados.

Consideremos ahora el caso ¢ = —1. La inmersién @Lm] : Sg’fvv — dg@] es en este caso la
inmersion dada por la Proposicion compuesta por D = T o T’ donde T es el automorfismo
de gﬁgg ] definido en (3.10)). Procediendo de manera anéloga al caso € = 1, se obtienen los resultados

esperados.

O
Proposicion 3.4.7. Sea s = ¢* y a = 1 y tomemos la inmersion gb[sm] : S;’]]VV — g™, donde
glml = dL@] sie=1ygMm = CLZL] si e = —1. El g™ -mddulo L(gl™,\) considerado como un

S;’]]\]V—médulo es isomorfo a L(S:;’]]\,V;e; et;e™), donde

(a) Si1<i<[N/2| =N par, los exponentes e son 1/2 —1 con | € Z y sus multiplicidades son

u xlogq)"s. (v
p1/2-1i(x) = Z (u‘)Thl(N)i conl>0 Y (3.24)
u=0 '
_ - (rloga)* _
P1/2—1,i(T) = Z ] h(l_l)Nﬂ., conl <0

Il
o

u

donde 1 representa ¢ 6 d dependiendo de si gl™ es CLTS] 0 d!l.l‘].

(b) Sii= N, los exponentes e™ ye~ sonl—1 conl <1 y sus multiplicidades son

w2 w2
u=0,u par ’ u=0,u impar ’

donde 1 representa ¢ 6 d dependiendo de si gl™ es CLZL] 0 dLZL] y
TEg;Lzl)N = 2(log Q)U(Thgrzl)zv + 0 (cu + T)\gu) —duoc0)) Y
7 () _ u t (w)
Th(l—l)N = —2(logq) Th(l—l)N

y Pfn(0) = —2co.

(c) Si ademds i = N/2, los exponentes et y e~ sonl—1/2 conl > 1 y sus multiplicidades son

i xlog )"y (u
Pz—l/z,N/2(iU) = Z 2(U!)Th§,31/w Y (3.26)
u=0,u par
(z) = i o (@losa)" s, w
q1—-1/2,N/2 = u! (1-1/2)N>

u=0,u tmpar

donde 1 representa ¢ 6 d dependiendo de si gl™ es CLZI] 0 dLZL].
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Demostracion. Por Observacion [3.3.6, parte (a), tenemos que la inmersion ¢Lm} : Sg’f\,v — d([fg] es

en realidad la inmersién dada en la Proposicién comuesto por 771, donde T es el automorfismo
de gf™ definido en (3.11).

Sil<i<[N/2] = 0N par, aplicando (3.9 para la inmersion en este caso, tenemos

(nlo “Dur
(Am,l,)\z n —)‘<ZZ gq (1/2 l)t EZN+17i,lN+17i

1€7 u=0
nlogq - i
+ Z Z ( 1/2+1)4 E(l—l)N+i,(l—1)N+i> + Z Nu(0,m)cy,
1€Z u=0 u=1
Realizando un cambio de variable adecuado en [ y usando (|1.11]), tenemos
(nlogq)" " _
m,l,)\z ZZ g /\l(N)+1 zq n(1/2=0)
€7 u=0
+(=1)" dkgr) 1)N+iqn(_1/2+l)) + Z 1u(0,1)Cy
u=1
Luego,
(Amani)n — (Dmixitl)n =
- (nlogq)" 4, ()  n(1/2-1 u n(—1/2) dg (v)
ZZT( hin-;q 270 4 (=1)v g1/ h(l 1)N+2)

Utilizando las definiciones de multiplicidades y exponentes para el cuasipolinomio P;(x) en (3.8]),
finalizamos la prueba de (a).

Aplicando ahora (3.10) para la inmersion en este caso, obtenemos

nlo q n(l— u, —n(l—
(A N)n —)\<ZZ g —¢"D — (1) ") By N, -1 N (3.27)
leZu 0
+ZZ gq g "+ (1) l)ElNlN>>
1€Z u=0
+ Z 2sinhy(n/2)n,(0,n)cy
u=1

Realizamos un cambio de variables en . Aplicando (1.11) y teniendo en cuenta que

(1+(=1)")(nlogg)"
u!
2(nlogq)“
u!

21,(0,n) sinhy(n/2) =

210(0,n) sinhy(n/2) =

)
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tenemos

= nlo v —n(l— u n(l— U u
(Bmaian)n = > ﬂ((q (=1 4 (1)) dh_yn + (1+ (-1)*) AY)
u=0

Para completar la prueba, estudiamos la paridad de u y separamos las sumas de manera acorde.
Como resultado de las definiciones de multiplicidades y exponentes para los cuasipolinomios Py ()
en (3.8)), encontramos los exponentes y multiplicidades esperados para el caso (b).

Para i = N/2, siguiendo los mismos pasos que para la prueba de (a), obtenemos

(Dmi2an/2)n — (D12 0N/241)n =

(nlo _ w nl—
ZZA< gq) t(q" 270 4+ (=1) " VPN E oy -1 2) N1
[>1 u=0

N1qu “ u n — u , n(—
+7( o S ("2 4 (—1)ug™ 1/2+l))E(ll/2)N,(l1/2)N>-
Realizando un cambio de variable en [ y aplicando (|1.11]), tenemos

(D, 1/2 AN/2)n = (D12 N/241)n =

ZZ nlogq n(1/2— 5)+( 1)4q n(— 1/2+l))dhg u) N

1>1 u=0

Estudiando la paridad de u y separando las sumas de manera acorde, encontramos los exponentes
y multiplicidades esperados para este caso, finalizando la prueba.

slml . [m]

Consideremos ahora el caso ¢ = —1. La inmersiéon g SUN — Cso €S en este caso la
inmersién dada por la Proposicién compuesta por D = T o T/ donde T" es el automorfismo
de gdﬁ? I definido en (13-6). Procediendo de manera andloga al caso € = 1, se obtienen los resultados
esperados. O

/\

Consideremos un 8 o N —modulo V irreducible cuasifinito de peso maximo con carga central ¢ y
series generatrices A;(x) tales que

Pi(n)=20in —Diy1n para 1 <i<[N/2]—6npar ¥
Py (n) = ANy, para n#0 y P (0) = —2c,

donde P;(z) son cuasipolinomios y Py (x) son cuasipolinomios pares. Ademas, si N es par, existe
un cuasipolinomio par Py /() tal que

Pynya(n) = Anjapn — Dnj241n-
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Escribiremos

= peila)g™, (3.28)

seC
ZPJN ) coshy (e} @) + ZqJN )sinhy(ejx) vy
jeC jeC
Prja(z ZP; ny2(x) coshy(ef x) + Z qj,n/2(x) sinhg (e} @),
jeC jeC

donde py ;, pS ; < ; son polinomios pares o impares segun corresponda o simplemente
Ds, 7pJ7N?pj,N/27qj7Nyqj,N/2 g

polinomios, para una cantidad finita de s y j € C. Descomponemos el conjunto A = {s € C|ps; #
0 paraalgin i} U {s € C|p§7N #0}U{s € Clpsn/2s #0fU{s € (C|q§7N # 0} U {s € Clgs n/2 # 0}
en una unién disjunta de clases de equivalencia bajo la condicién

s=q¢"~q¢" =5 sa—d €eZ+71 'L

Elegimos un representante s en una clase de equivalencia S tal que s = ¢ si la clase de equivalencia
cae en Z y s = ¢'/? si la clase de equivalencia cae en Z + 1/2. Sea S = {¢%, ¢*t*1,¢*"*2 ...} una
clase de congruencia tal. Tomemos typ = 0 y sea

m = maxses{deg ps;,deg p y,deg g5y, deg ps n/2,deg g ny2}. Se puede ver con facilidad que si

a=106a=1/2, entonces t; € Z. Ahora, asociaremos S a un gl"-moédulo L[Sm]()\g) de una de las
siguientes maneras.

» Sia¢Z/2, paral <i <[N/2] — 0nper sean

ap L (d)" |
h(tjfl)]\ﬁi»i - (logq)“ (dl') pl/?—a+tj7z(0) y (329)
ay,(w) _ —1\"/d\"
hth_Z‘ - <logq) <dl‘> p—1/2+a—tj,i(0)¢ (330)
y sean
ap () + 0t 1(cy — Oupc0) = L (4 up€ (0)  siu par (3.31)
(t;—1)N T Ot 1 7 Pu,0%0 2(log q)* \ dz t.N Y '
B g e (L) e (0) si uimpar (3.32)
(tj—l)N tj,10u = 2(10g q)u dr Qtj,N par, .
y si N es par
ap,(®) _ L (d) .
h(tj71/2)N = llogg)" <d:c) pi; Ny2(0)  siupary (3.33)
ay (u) 1 d\" ; H
h(t _1/2)N m <dx> qt;,n/2(0)  siu impar, (3.34)
para u = 0,...,m. Asociamos S al g/\fgg}—médulo LLm]()\S) con cargas centrales

Cu = ZZ t —1 )N4i T ahg N—i) T Z I)N + 0N, par hEZ-)—l/Q)N)

J
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y etiquetas

a/\l(U) = Z t —l)N—H + Z “h ?J)V i

(t;—1)N+i>1 —i>1
aj (w) aj (u)
+ Z h(: 1N + 5N,pa'r Z h(tjfl/Z)N
(t;—1)N>I (t;—1/2)N>1

con “hgu) = “hgu) — d¢0Cy.

» Sia=1/2y N es par, para 1 < i < [N/2] — 6y par sean

dq (u) . —1\"/ d\" .
h(t —1/2)N+i — <10gq> <d$> ptjﬂ;(O) S1 tj >0 (335)
ap, (@) __ Y (AN oy st
h(tj—l/z)N—i = (ogq)" <dw> pi;i(0)  si t; <0, (3.36)
y sean
I 451w —bugee) = = (L) g5y w(0) i upa (3.37)
(tj—1/2)N tj,l U u,0¢0 2(10g q)u dfC pl/Z—tj,N p y .
1 d\" . .
dhgt) 1/2)N T 0t 100 = oz )" (d:l)) 42—, n(0)  siu impar, (3.38)
vy si N es par
dy(w) 1 d\" .
hth = m <dm> ptj,N/z(O) si u pary (3.39)
Ay (w) 1 d\" o
hy, N = “3{logq)" <dx> qt;,n/2(0) i u impar, (3.40)
para u = 0,...,m. Asociamos S al dgg]—m()dulo LLm]()\S) con cargas centrales
L odp(w) d (u dyp (u)
Cu = ZZ 1/2)N+z W —1/2yn—i) + Z hiei—1/2)n + ON.par Py, )
y etiquetas
dy(u) _ dy, (w) dy, (w)
A= Z h(t —1/2)N+i + Z h(tjf1/2)N7
(t;—1/2)N+i>l (t;—1/2)N—i>l
dy (u) dy ()
+ Z h(tj—1/2)N + 0N, par Z hth~
(t;—1/2)N>1 tiN>1

» Sia=1/2, N esimpar para 1 < i < [N/2] — dn per sean

by (u) —1\* [/ d\" :
h(t —1/2)N+i—1/2 <logq> <dx> pt;,i(0)  si ;>0 (3.41)

by (u) 1 d “ .
h(t-—1/2)N i-1/2 = (logq)u<dx> pt;i(0)  si t; <0, (3.42)
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y sean

u 1 d\" . :
bhgtj)—l/z)N—l/Q +0¢;,1(cu — du0c0) = TP <> p1/2—tj,N(0) si u pary (3.43)

(log q)* \ dz
(tj—l/Q)N—1/2+ tj1Cu = W Az Q1/2_tj,N( ) siuimpar, (3.44)
para w = 0, ...,m. Asociamos S al gl™-modulo LLm]()\S) con cargas centrales

by, (w) b
“_ZZ tj—1/2 YN+i— 1/27L h(t-—l/Q)N i—1/2 +Z h(tj—1/2) -1/2
y etiquetas

by(uw) _ by (w) by ()
A= Z h(t ~1/2)N+i-1/2 T Z h(tj—l/Q)N—i—l/Q
(t;—1/2)N+i—1/2>1 (t;—1/2)N—i—1/2>1

by ()
+ Z M 172N 1720
(t;—1/2)N—1/2>1

7[ml] [m]

cong[m}:boo Sje:lyg[m}:boo sle=—1.

» Sia=1,paral <i<[N/2] =N paer, sean

g 1 (dN" _—
ht]'Nfi = m <(jl]j p1/27t]~,i(0) Sl tj > O (345)
() (Y4 0) si t <0 (3.46)
(t=UN+i ~ \logq T P1/2-t;.4( st = b .
y sean
oy 1 lew+ A — 6 0ce) = (L Ce (0) siu par (3.47)
(t;—1)N T 9t;,1(Cu 1 u,0€0) = 2(log q)¥ \ dx Dt N pary :
(tj—l)N 2(10g q)u dx qt],N(O) S1u lmpa‘r7 (3 8)
y si NV es par
(u) 1 d\" .
Th(tj71/2)N = W (da:) ptj_1/27N/2(0) si u par y (3.49)
tr () _ 1 radN\® .
h(tj71/2)N = " 3logq)" <da: qt;—1/2,n/2(0)  si u impar, (3.50)
para u =0,...,m y donde T representa d si e = 1 y ¢ si e = —1. Asociamos S al gl™-médulo

Lgm}(kg) con cargas centrales

cy = Z Z N+ TN ) + Z D T 08, par TRy )
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y etiquetas

(u) _ (u) (u)
T)‘z = Z ThthjLz' + Z Thth—i
th'f'iZZ

D>

t; N—i>1

() (u)
Th(tr1)N + 0N, par Z Th(tj71/2)N7

(t;—1)N>1 (tj—1/2)N>l

dondeg[m]:dgg]yT:dsie:lyg[m}:cL@} cont=csie=—1.

Denotemos {s1, s2, ... } con s; = ¢* a un conjunto de representantes de las clases de equivalencia

del conjunto A. Por el Teorema

3.4.3

el S;’]]\\;—médulo Lgﬁ]()\) es irreducible para § = (s1,82,...)

tales que a; € Z implica que a; = 1y a; € Z/2 implica que a; = 1/2. Luego, como consecuencia de
la discusién de arriba, el Teorema [3.4.3]y las Proposiciones hemos probado lo siguiente.

—

Teorema 3.4.8. Sea V' un SJ’]]VV—mo’dulo wrreducible cuasifinito de peso mdzimo con carga central ¢
y sean P;(x), Py () y, si N es par, Py/o(x) los cuasipolinomios dados por el Teoremaw escritos

de la forma (3.28). Luego, V' es isomorfo al producto tensorial de los médulos L[Sm]()\g) con distintas

clases de equivalencia S.

Observacion 3.4.9. Una eleccion distinta de los representantes s = ¢% con a ¢ Z/2 en la clase de

. . . ~[m] . ; L
equivalencia S tiene el efecto de correr a g/, via el automorfismo v* para algun 7. Se puede ver con
—_—

o1. . . . . . . L. N .
facilidad que cualquier moédulo irreducible cuasifinito de peso méximo L(Sg’N , &) puede ser obtenido
como arriba de forma tUnica, salvo por este corrimiento.
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