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Resumen

En esta tesis se trabaja en el problema de la estimacién del pardmetro de una familia exponencial de dis-
tribuciones de Gibbs, y su relacidon con el proceso de segmentacién contextual de imdgenes via el algoritmo
Iterated Conditional Modes (ICM), trabajando bajo el supuesto que el mapa de clases de la imagen sigue un
modelo de Potts isotrépico, y que cada clase emite datos radiométricos Gaussianos multivariados.

En una primera etapa se estudid la consistencia asintética del estimador de Pseudo-Mdxima Verosimili-
tud (PMV), logrando una prueba mds general para la clase de estimadores de PMV correspondiente a den-
sidades de Gibbs con especificaciones no invariantes por traslaciones, que cumplen propiedades especificas
detalladas en la tesis.

En una segunda etapa, dentro del mencionado contexto de segmentacion, se define un nuevo estimador del
parametro de suavidad del modelo de Potts isotrépico, en el que no solo se tiene en cuenta la informacion del
mapa de clases, sino también la verosimilitud de la informacién radiométrica proveniente de la imagen original.
Este nuevo estimador es el estimador de PMV correspondiente al modelo no invariante a posteriori del mapa
de clases, y su consistencia se probo6 bajo determinadas condiciones sobre el modelo de emision.

En una tercera etapa, se estudié mediante simulacién el desempeiio del estimador a muestra finita y bajo
condiciones de contaminacion usuales en la prictica.

Abstract

In this thesis we study the problem of parameter estimation of an exponential family of Gibbs distribu-
tions, and its relation to the process of image contextual segmentation via Iterated Conditional Modes (ICM),
under the assumption that the image map class is an isotropic Potts model realization, and each class issues
multivariate Gaussian radiometric data.

In a first step, the asymptotic consistency of the estimator of Pseudo-Maximum Likelihood (PML) was
studied, obtaining a more general outcome for the class of PML estimators corresponding to Gibbs densities
with non-invariant specifications, under specific assumptions detailed in the thesis.

In a second step, within the aforementioned context of segmentation, a new smoothness parameter estimator
of the isotropic Potts model was defined. This estimator not only takes into account class map information, but
also the radiometric observation likelihood. This new estimator is the PML estimator for the non-invariant
posterior model of class map, and its consistency is proved under certain conditions on the emission model.

In a third step, the finite sample performance of our estimator was studied by simulation, and its sensibility
assessed under usual conditions seen on the practice.

Palabras claves: modelo de Potts, medidas de Gibbs, segmentacion, imdgenes, estimacion, pseudo-maxima
verosimilitud, consistencia.
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Capitulo 1

Introduccion

Las segmentaciones contextuales de imédgenes digitales y la estimacidn eficiente en modelos Markovianos
ha tenido un gran auge en la comunidad cientifica por su amplio campo de aplicaciones. Ante la dificultad
y costo computacional de los estimadores cldsicos de los pardmetros de los modelos Markovianos, Besag [1]
introdujo la estimacién por Pseudo-Maxima Verosimilitud (PMYV), la cual tuvo una gran repercusién por su
sencillez y por sus cualidades tedricas asintéticas y a muestra finita. Este trabajo hizo estimables en tiempo fini-
to una gran diversidad de modelos Markovianos, entre ellos, el modelo de Potts o modelo de Potts-Strauss [2],
que es una generalizacién a mas de dos estados del clasico modelo de Ising. Las propiedades teéricas de los
estimadores de PMV han sido estudiadas con diversas notaciones y desde diversas perspectivas. Janzura en su
trabajo [3] muestra un estudio completo de tales propiedades bajo la hipédtesis de invarianza por traslaciones de
las especificaciones o potenciales que definen el modelo a estimar. En cuanto a la consistencia fuerte del esti-
mador de PMV sobre modelos exponenciales con potenciales invariantes, Geman y Graffigne [4] y Comets [5]
desarrollaron los trabajos mds sobresalientes. Estos modelos exponenciales son importantes porque contienen
a los Automodelos de Besag [1] y todos los modelos propuestos por Geman y Geman [6] en reconstruccion de
imagenes. Posteriormente, Guyon en sus libros [7] y [8] estudi6 la consistencia débil y fuerte para la clase de
estimadores de Minimo Contraste, que contiene a los ya clasicos estimadores de Maxima Verosimilitud y de
Pseudo-Maxima Verosimilitud, sin pedir invarianza de las especificaciones. Sin embargo, la generalidad con la
que se trabajo produjo teoremas cuyas hip6tesis son dificultosas de verificar, sobre todo por modelos generados
por especificaciones no invariantes.

En una primera etapa de la tesis se mostrard que si se debilita la condicién de invarianza en modelos mar-
kovianos exponenciales, y se incorporan determinadas hipdtesis que hagan al modelo no invariante equivalente
microscépicamente a un modelo invariante asociado, entonces se puede probar ain la consistencia fuerte del
estimador de PMV.

Geman y Geman en [6] le dieron un gran énfasis a la aplicacién de modelos Markovianos en la comunidad
de procesamiento de imagenes, produciendo un antes y un después en el area por la versatilidad de los mis-
mos. Desde alli y hasta la fecha se han desarrollado diversos modelos de segmentacién, deteccién de bordes,
andlisis de textura, comparacién de imdgenes, etc., basados en tales modelos, de los cuales sélo nos referire-
mos a segmentacion o clasificacién de imagenes. La segmentacion de imagenes y la estimacién del modelo
Markoviano supuesto sobre el mapa de clases son dos procedimientos que se retroalimentan. Por ejemplo, se
han disefiado algoritmos especificos de Markov chain Monte Carlo (MCMC) para estimar los parametros de
un campo Markoviano en los trabajos de Descombes et al. [9] y de Murray et al. [10], y més recientemente
en los trabajos de Risser et al. [11] y [12]. Bajo el supuesto de que el mapa de clases ajusta a un modelo de
Potts, en un trabajo reciente, Pereyra et al. [13] propone un procedimiento que itera entre un ajuste del modelo
y una reclasificacién de la imagen, evitando el costoso célculo de la funcién de particion. Para modelos en
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8 CAPITULO 1. INTRODUCCION

general, Besag [14] desarrollé un segmentador iterativo de imagenes denominado Iterated Conditional Modes
(ICM), que permitié optimizar los tiempos de convergencia que presentaba el algoritmo Simulated Annealing
(SA) (Geman y Geman [6]). El clasificador ICM requiere una estimacién del modelo para poder funcionar, y es
aqui donde la estimacién a bajo costo que propone la PMV juega un rol importante. Bajo el supuesto de que el
mapa de clases de un conjunto de datos radiométricos es a priori modelado por un modelo de Potts, Frery [15]
particularizé la estimacién por PMV a tal modelo, reduciendo la cantidad de términos que posee la ecuacién
cuya solucidn es la estimacién buscada, y mostrd simulaciones en las que segment6 imdgenes reales por medio
de ICM mediante un procedimiento que itera entre estimar y segmentar. Posteriormente, Levada [16] optimizd
la expresion de la mencionada ecuacién, permitiendo considerar vecindades de mayor rango en el proceso de
estimaciéon. Ambos estimadores son equivalentes y necesitan del mapa de clases de la imagen como entrada
para la estimacidn. En la prictica, tal mapa no se conoce y debe ser estimado en base a la evidencia radiométrica
de la imagen, por medio de una segmentacion de la misma. De este modo, la estimacion también requiere de
un procedimiento de segmentacion.

Estimar mirando una segmentacién de los datos radiométricos, y no incorporar tales datos como entrada
directa en la segmentacion, produce una reducciéon de informacidn que debe analizarse. Este efecto esta pre-
sente en los estimadores a priori desarrollados en el entorno Potts, debido a que estiman suponiendo que la
segmentacion de la imagen es una realizacién del modelo a priori del mapa de clases. Sin embargo, dados los
datos radiométricos, la distribucidn a posteriori de los posibles mapas de clases es diferente a la distribucién a
priori, y contiene explicitamente la verosimilitud de los datos en su expresién, incorpordndolos directamente
al proceso de estimaciéon. En una segunda etapa de la tesis, propondremos un nuevo estimador de PMV del
modelo de Potts basado en el modelo a posteriori del mapa de clases. Este estimador, a diferencia del estimador
basado en el modelo a priori, trabaja sobre modelos con especificaciones no invariantes por traslaciones. Luego,
su consistencia no puede ser probada en base a las pruebas de consistencia existentes. Sin embargo, veremos
que bajo determinadas condiciones, el estimador propuesto mantiene la propiedad de consistencia.

ICM es un procedimiento iterativo que homogeneiza una segmentacion inicial hasta converger y que requie-
re una estimacidn del modelo para poder funcionar. En el contexto Potts, Frery et al. [15] propusieron iniciar
ICM con una segmentacién por MV y reestimar el modelo por PMV iteracion tras iteracion logrando segmen-
taciones muy satisfactorias. En una tercera etapa de la tesis inspeccionamos bajo simulacidn la interrelacién
existente entre los procesos de segmentacion y estimacion. Se observaron subestimaciones del modelo cuando
se utiliza la segmentacidén no contextual que ofrece MV, lo cual muestra la necesidad de reestimar el modelo,
para de este modo ajustar pardmetros que permitan obtener segmentaciones menos ruidosas. Por otro lado, se
estim6 el modelo utilizando el mapa de clases de convergencia dado por ICM, y se observaron sobrestimacio-
nes del modelo. Como resultado final se observé que la incorporacion de la verosimilitud de la informacién
radiométrica al proceso de estimacién produce excelentes resultados bajo modelo, pero que al trabajar con seg-
mentaciones en lugar de realizaciones del modelo, las estimaciones son mds sensibles al ajuste de la imagen al
modelo.

La tesis se organiza del siguiente modo: en el Capitulo 2 se explica que es una imagen desde el punto de
vista matematico, y que se entiende como mapa de clases y datos radiométricos de la misma. Ademds, se de-
fine lo que se entiende por clasificacién o segmentacién de imdgenes, remarcando la necesidad de incorporar
informacién contextual de un modo tratable por medio de suposiciones Markovianas que permitan modelar las
leyes subyacentes de los mapas de clases por medio de medidas de Gibbs. En el Capitulo 3 se introduce el
tecnicismo matematico necesario y suficiente para lograr el formalismo que requiere el trabajo. Se define el
estimador de PMV y se prueba la consistencia del mismo para modelos particulares con especificaciones no
invariantes. Como herramienta para tal prueba, se prueba una adaptacién de una version clasica de la ley de los
grandes nimeros para variables independientes no idénticamente distribuidas al contexto tedrico que requiere
este problema. Este resultado permite afrontar las diversas pruebas sin necesidad de suponer la ergodicidad de



la medida de Gibbs subyacente. Se finaliza tratando el tema de la simulacion de los modelos, mostrando simu-
laciones del modelo de Potts por medio de Swendsen-Wang y la correspondiente particularizacion de Gibbs
Sampler. En el Capitulo 4 se estudia la estimacién en el modelo de Potts, la particularizacién del estimador de
PMV al contexto Potts, se propone un nuevo estimador de PMV basado en el modelo a posteriori del mapa de
clases y se prueba la consistencia del mismo. Finalizamos el Capitulo mostrando bajo simulacién que la estima-
cién por PMV brinda excelentes resultados a muestra finita. Por dltimo, en el Capitulo 5 se explica por qué la
segmentacion contextual se reduce a encontrar una moda de una distribucién de Gibbs, y como los algoritmos
SA e ICM resuelven este problema. Finalizando el Capitulo con un andlisis bajo simulacién de la relacion que
existe entre los procesos de estimacién y segmentacion.



10

CAPITULO 1. INTRODUCCION



Capitulo 2

Procesamiento estadistico de imagenes

2.1. Introduccion

El procesamiento estadistico de imagenes es un campo de notable interés debido a sus multiples aplicacio-
nes en distintas dreas del conocimiento, tales como medicina, biologia, agricultura, ecologia, etc. Hay distintos
tipos de imdgenes, dependiendo de la técnica utilizada para obtenerlas y de su drea de aplicacion. El sistema de
adquisicion de imagenes se basa en la interaccion energética entre un objeto observado y un sistema sensor, el
cual debe ser complementado con una etapa de procesamiento que permita adecuar la informacién adquirida al
contexto requerido para su utilizacién. El trabajo de tesis se centra en esta ultima etapa.

En el libro de Gonzalez y Woods [17] y en las notas de clase realizadas por Alvarado [18], entre otros, se
presenta un andlisis completo de los factores que intervienen en el proceso de adquisicion de imdgenes. En la
presente Seccién se incluye un resumen de esta informacién con el fin de entender la naturaleza de las imagenes
con las que se trabajara.

El sistema de adquisicion de imdgenes incluye los siguientes elementos:

1. una o varias fuentes de energia, que pueden ser de luz visible, rayos X, u otros tipos de ondas electro-
magnéticas, haces de particulas atémicas o subatémicas, ultrasonido, etc.

2. el objeto (u objetos) a ser capturado en la imagen. Estos objetos interactdan con la energia emitida, ya
sea por reflexion, transmisién, refraccion, absorcién, difraccidn, etc.

3. la cdmara o sensor es un sistema Optico o de otra indole que colecta la energia recibida y la proyecta al
sistema de captura de la imagen.

4. el sistema de captura de la imagen transforma la sefial proyectada a una representacién apropiada al
contexto; por ejemplo, la retina en el ojo humano transforma la proyeccion a impulsos neuronales, un
chip CCD transforma la imagen a sefales eléctricas aptas para su procesamiento en computador, 0 una
pelicula fotosensible captura la imagen de modo analégico.

El flujo energético que relaciona al sensor con el objeto constituye una forma de radiacién electromagnética,
cuyas propiedades se han explicado histéricamente a través de dos teorias:

1. la que la concibe como un haz ondulatorio (Huygens, Maxwell), y

2. la que la considera como una sucesion de unidades discretas de energia, fotones o cuantos, con masa
igual a cero (Planck, Einstein).

11



12 CAPITULO 2. PROCESAMIENTO ESTADISTICO DE IMAGENES

Actualmente se ha demostrado que la luz puede comportarse de acuerdo a ambas teorias. El flujo energético
conforme a esta teoria puede describirse por dos elementos: longitud de onda y frecuencia. La primera hace
referencia a la distancia entre dos picos sucesivos de una onda, mientras que la frecuencia designa el nimero
de ciclos pasando por un punto fijo en una unidad de tiempo. Aunque la sucesién de valores de longitud de
onda es continua, suelen establecerse una serie de bandas en donde la radiacion electromagnética manifiesta un
comportamiento similar. La Figura 2.1 ilustra los nombres brindados a las distintas regiones espectrales.

Longitud de onda

A

Alm]

10% 108 10* 10? 1 102 1071 10-° 108 1010 10-12 10-% 10716
Ondas largas Radio Microondas 1R I uv Rayos X Rayos v
1 102 10* 108 108 1010 1012 101 ‘ 1016 1018 1020 10?2 102
» f[Hz]
Frecuencia I L\
—— Espectro visible T
700 nm 400 nm

Figura 2.1: Espectro electromagnético.

Cada una de estas bandas posee propiedades que la caracterizan y que son explotadas por las tecnologias
actuales para fines particulares. Por ejemplo, en la Teledeteccion Espacial, la banda del Infrarrojo préximo (0.7
a 1.3 mm) es de especial importancia por su capacidad para discriminar masas vegetales y concentraciones de
humedad; mientras que en Medicina, los rayos X son capaces de atravesar cuerpos opacos y son especialmente
utiles para captar estructuras 6seas, aunque también se utilizan para diagnosticar enfermedades de los tejidos
blandos.

En este trabajo las imdgenes de interés son obtenidas por sensores que miran una o mas bandas simul-
taneamente del espectro electromagnético, las cuales serdn vistas como vectores de R?. Esta informacién se
denomina informacién radiométrica de la imagen y es discretizada en su dominio y en su intensidad para poder
ser digitalizada.

(@)

Figura 2.2: Ejemplos de datos radiométricos: (a) radiografia digitalizada inversamente, (b) fotografia RGB, (c)
imagen compuesta a partir de datos multibanda Landsat.

En la Figura 2.2 aparecen ejemplos de datos radiométricos. En (a) se muestra una imagen de rayos X de la
mandibula de una rata que se utilizard a lo largo de la tesis, la cual fue gentilmente cedida por el Odontélogo
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J.G. Flesia [19, 20], de la Seccién de Procesamiento de Imédgenes del Departamento de Odontologia de la Uni-
versidad Nacional de Cérdoba, quien ayudé juzgando y discriminando resultados de los algoritmos trabajados.
En (b) aparecen las tres bandas principales del espectro visible de una imagen color. En (c) aparecen 3 de las
6 bandas con las que se trabajard, de un recorte de una imagen Landsat tomada el 11 de Abril de 2005. En el
recorte se puede observar la ciudad de San Juan - Argentina con montafias y el dique de Ullum a su lado.

2.2. Etiquetado

Una gran cantidad de problemas en andlisis de imagenes pueden proponerse como problemas de etique-
tado en los cuales la solucién del problema es un conjunto de etiquetas asignadas a puntos de una imagen o
caracteristicas de la imagen.

Un problema de etiquetado se especifica en términos de un conjunto A de sitios y un conjunto = de etiquetas,
y se resuelve definiendo una asignacién o funcién de etiquetado de A en E. Un sitio representa usualmente un
punto o regién en el espacio Euclideo, como un pixel de una imagen, un punto de esquina, un segmento de
linea o un trozo de superficie. Pueden ser regulares o no, por ejemplo, sitios que corresponden a posiciones
igualmente espaciadas de una imagen son considerados espacialmente regulares. Las inter-relaciones entre los
sitios se moderan usando sistemas de entornos. Las etiquetas son un evento que ocurre en un sitio, las cuales
pueden ser discretas o continuas, ordenadas o no, y estas caracteristicas dependen del problema a modelar. En
el problema de deteccién de bordes, por ejemplo, las etiquetas son: “borde” y “no borde”; y A es el conjunto
de pixeles de la imagen.

En la terminologia de campos aleatorios, un etiquetado se llama configuracién. En visién, una configu-
racién o etiquetado puede corresponder a una imagen mejorada, a un mapa de bordes, a la interpretacién de
caracteristicas de la imagen en términos de caracteristicas de un objeto, a un mapa de segmentacién en regiones,
etc.

En términos de regularidad y continuidad, se pueden clasificar los problemas de etiquetado en visién en
uno de las siguientes cuatro categorias:

LP1) sitios regulares y etiquetas continuas
LP2) sitios regulares y etiquetas discretas
LP3) sitios irregulares con etiquetas discretas
LP4) sitios irregulares con etiquetas continuas

Las primeras dos categorias caracterizan el procesamiento de bajo nivel realizado en imdgenes observadas
y los otros dos son procesamiento de alto nivel en caracteristicas extraidas de la imagen. En la tesis se trabajara
con etiquetados LP2. La asignacién de valores radiométricos a cada sitio de una grilla rectangular finita A,
y la restauracion o suavizado de imdgenes con pixeles de valores continuos son etiquetados de tipo LP1. La
segmentacion de regiones es un problema LP2 y consiste en particionar una imagen de datos radiométricos en
regiones mutuamente excluyentes, de modo tal que cada una de ellas posea pixeles con propiedades uniformes
y homogéneas, cuyos valores son diferentes a los de los pixeles de las particiones vecinas. Esta propiedad puede
ser: tono de gris, color o textura, entre otras. La deteccion de bordes es también un problema LP2. Cada sitio
localizado entre dos pixeles vecinos tiene asignada una etiqueta en el conjunto {borde, no borde} de acuerdo a si
hay o no una diferencia significativa entre los dos pixeles. En la Figura 2.3 se muestran ejemplos de etiquetados
LP1yLP2.

Para un problema de etiquetado discreto de #A sitios en #Z etiquetas, hay un conjunto de #=** posibles
etiquetados. Para un problema de etiquetado continuo, existe un nimero infinito de etiquetados. Sin embargo,
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(a)LP1 (b)LP2

Figura 2.3: Ejemplos de etiquetados LP: (a) es una imagen que requiere un suavizado o reduccién de ruido, y
(b) es una segmentacién de una imagen.

dentro de todos los etiquetados posibles, hay solo un niimero finito de ellos que son buenas soluciones, y solo
muy pocos que son dptimos con respecto a algin criterio. Como definir la solucién dptima para un problema y
como encontrarla son dos topicos muy importantes en el clculo de etiquetados en vision, via optimizacion.

2.3. Funciones de optimizacion

La optimizacién juega un rol muy importante en el analisis de imagenes. En esta area, un problema de vision
es formulado como la optimizacién de algin criterio, explicito o implicito. El uso extenso de los principios de
optimizacion en vision se debe a las incertezas de los procesos de visién y generado de imdgenes, como ruido,
oclusioén y ambigiiedades en la interpretacion visual. Soluciones exactas o perfectas practicamente no existen,
pero soluciones 6ptimas en algiin sentido pueden encontrarse, si se restringen suficientemente las condiciones
de busqueda.

Hay tres etapas bdsicas en el problema de optimizacion en visién: representacion del problema, funcién
objetivo y algoritmo de optimizacién. El primer problema, el de representacidn, concierne a la bisqueda de
caracteristicas representativas del fin dltimo del andlisis, que sean computables en forma eficiente y con baja
incerteza. La representacion de la solucién refiere a la eleccidn de los sitios y de las etiquetas para un problema
de etiquetado particular. Por ejemplo, en segmentacion de imagenes, se puede usar una cadena de posiciones
de contorno para representar una solucién, o también se puede generar un mapa de regiones para el mismo fin.
El segundo problema es como formular la funcién objetivo para la optimizacién. La funcién objetivo mapea
la solucién con un nimero real que mide la calidad de la solucién en funcién de alguna funcién de bondad o
de costo. La formulacién determina como se codifican en la funcidn las distintas restricciones, que pueden ser
propiedades de los pixeles como intensidad o color, y/o contexto, como relaciones entre los pixeles o caracte-
risticas de objetos. La formulacién define la solucién 6ptima. El tercer problema es como optimizar la funcién
objetivo, es decir, como buscar una solucién éptima en el espacio admisible. Los mayores puntos a tratar son:
a) el problema de minimos locales que existe en funciones no convexas b) la eficiencia de los algoritmos en es-
pacio y tiempo. Los tres problemas usualmente se estudian al mismo tiempo. La representacion de la imagen es
creada de tal forma de que esté relacionada con una funcién objetivo con buenas propiedades de optimizacidn.

En esta tesis trataremos con problemas de minimizacion donde la funcién objetivo tiene la forma de una
funcién de energia. En modelos formales, en oposicion a los heuristicos, la funcién de energia se formula en
base a criterios establecidos. Pero como la creacién de las imédgenes involucra incertidumbre inevitables, las
funciones de energia son creadas a partir de principios de la estadistica, probabilidad y teoria de la informacién.
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Cuando se conoce (o puede suponerse) una distribucién de probabilidad para la imagen a observar, pero no hay
conocimiento de una distribucién a priori, se utiliza el criterio de maxima verosimilitud,

x* = argmax p(I|x),
X

donde x representa las posibles soluciones e I son los datos. Un ejemplo de este tipo de funcién de optimizacién
es la que utiliza el clasico segmentador de Maxima verosimilitud que serd definido en la Seccién 2.4.

Este criterio no es el tnico, ya que cuando cuando sélo hay informacion a priori disponible, puede usarse
el criterio de mdxima entropia:

X = argmflx —Zp(x,-)ln(p(xi))

Este criterio considera que las configuraciones con mayor entropia son mas probables pues la naturaleza puede
generarlas de muchas formas.

Por dltimo, cuando se cuenta con las distribuciones a priori y la funcién de verosimilitud, el mejor resultado
se encuentra maximizando el criterio de Bayes,

x* = argmax p(I|x) p(x), (2.3.1)

obteniendo la llamada solucién MAP (méaximo a posteriori). Este criterio serd el central en la tesis, utilizando
modelos Markovianos para las distribuciones a priori, y modelos paramétricos para los datos radiométricos.

2.4. Modelos

Formalmente vamos a considerar una imagen como un arreglo de la forma I = [[;; : (i, j) € S, siendo S
el conjunto de los sitios fisicos de la imagen que se denomina soporte de la imagen. En las cuestiones tedricas
que plantea la tesis se trabajard con S = Z¢, d € N, pero las particularizaciones de las mismas al contexto del
procesamiento de imdgenes y las simulaciones que se realizan suponen que d = 2. Una observacién de una
imagen no se puede lograr sobre S, pero si sobre un subconjunto finito A del mismo. Luego una observacién
de una imagen es un arreglo de la forma I = [I;; : (i, j) € A}, donde A se considerard un cuadrado de la forma
([-n,n)NZ)>.

Consideraremos que cada entrada de una imagen /;; toma valores en un conjunto de estados =, que puede
ser un conjunto vectorial como en el caso de imagenes radiométricas, o categdrico como en el caso de imdgenes
de clases. En este contexto una determinada imagen serd una observacion o realizacion de este arreglo. En la
Figura 2.4 se muestran ejemplos de conjuntos E, y como una imagen en tono de grises (a) se convierte en una
imagen a color (b) con sélo aumentar la dimension de E. Por otro lado, las segmentaciones (c) y los mapas
de bordes (d) presentan un conjunto E categérico. En la presente tesis se trabajard con mapas de clases, en
los que E es un conjunto finito de etiquetas, que denotaremos mas precisamente por E = {¢1,{5,...,¢,}, y con
imagenes radiométricas multiespectrales con Z = R?, siendo B la cantidad de bandas espectrales.

Cada clase ¢ € E, emite informacién radiométrica de acuerdo a una ley de distribucién f; sobre R5. En
ambas imagenes de la Figura 2.5 aparecen: a la izquierda la imagen original de la mandibula de una rata con un
recuadro rojo; a la derecha y abajo un zoom del recuadro rojo; y a la derecha y arriba el histograma de los datos
radiométricos dentro del recuadro rojo. Si se observan detalladamente los histogramas, se puede notar que cada
clase presenta informacidn radiométrica diferente, y que dada la clase, los histogramas tienden a presentar una
determinada estructura.
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Figura 2.4: Ejemplos de imdgenes: (a) & = {1,2,...,255}; (b) E
{diente,cartilago,fondo}; (d) £ = {borde,no borde}.

= {1,2,...,255}3 (c) E

Figura 2.5: Histograma de los datos radiométricos dada la clase. A la izquierda, vemos un recorte del fondo de
la imagen y su correspondiente histograma y a la derecha un recorte de la parte de cartilago de la imagen, y su
correspondiente histograma. Al aumentar los recortes podemos observar el ruido de adquisicién que la imagen
tiene, que se asemeja a una textura.
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Formalmente, dotemos al conjunto de etiquetas E con la c-dlgebra £ = P(E) de las partes de E y de
la medida que cuenta A. Consideremos ademds el espacio producto (E<,£S,A5). Dado un nuevo Espacio de
Probabilidad (©,.4,P), si X : Q — ES es tal que

{oeQ:X(w)eB}e A VBe&ES,
y si existe una probabilidad 7 sobre (ES,£°) tal que
P{oeQ:X(w)eB})=n(B) VBe&S,

entonces diremos que el campo aleatorio X tiene distribucién 7. Supongamos que X es el campo aleatorio
que asigna una etiqueta a cada pixel, y nombremos a T como el modelo a priori del mapa de clases. Ademads,
supongamos que cada clase ¢ € E emite observaciones radiométricas en R®, B € N fijo, de acuerdo a una
densidad f;. Esto es, para cada £ € E, existe f; : RE — (0,00), tal que [ f;({)d{ = 1. Para cada s € S, sea
I, : Q — R? (dato radiométrico sobre s) tal que la densidad de I, dado que Xy = ¢, viene dada por f;. Por
simplicidad notaremos esto con

P, =L|X,=0)= fi(l) V{€E.

SeaI: Q — (R)S el campo aleatorio dado por I(®) = (I;(®))ses que llamaremos datos radiométricos. Ahora,
dados los datos radiométricos I =/, la asignacién de probabilidades a cada posible mapa de clases x es diferente
y la representaremos con I, esto es,

I(x) :=PX =x]I=1).

Este nuevo modelo sobre ES serd denominado modelo a posteriori del mapa de clases.

Las distribuciones de emision f; seleccionadas dependen de las caracteristicas del sensor y de las clases de
imagenes consideradas. En los ejemplos de la tesis se trabajard exclusivamente con distribuciones Gaussianas
Multivariadas, aunque los andlisis se pueden generalizar a cualquier clase de distribuciones. Una vez seleccio-
nada la clase de distribuciones paramétricas con pardmetros 6 € ® con las que se trabajard, debemos identificar
un parametro 6, para cada clase £ € E. Esto se puede hacer de un modo supervisado o de un modo no supervi-
sado. Estos procedimientos se diferencian en que el método supervisado necesita de una muestra de cada clase,
que le permita estimar cada 61 En cambio, el no supervisado, bajo determinadas hipétesis, es capaz de estimar
sin contar con muestras de entrenamiento. Las estimaciones de mdxima verosimilitud basadas en las muestras
consideradas, son un ejemplo de estimacién supervisada. Con respecto al segundo, una particularizacién del
algoritmo Expectation Maximization (EM) [21, 22] para estimar por médxima verosimilitud una mezcla de dis-
tribuciones puede ser utilizada para tal fin. En la tesis supondremos que los modelos son conocidos o que ya
fueron estimados.

De este modo, tenemos un modelo de emisién para cada clase, con los cuales, si contamos con una imagen
observada sobre A, se puede asignar una clase a cada pixel s € A, de acuerdo a la verosimilitud con la cual este
pixel pertenece a cada clase. Mateméticamente, este procedimiento se puede modelar por medio de una funcién

C:A—E,

y en la literatura suele denominarse como clasificaciéon o segmentacién de una imagen. En realidad ambos
términos no significan lo mismo, pero son equivalentes en el contexto de la tesis. Segmentar significa particionar
un objeto de acuerdo a un determinado criterio, en cambio, clasificar significa etiquetar objetos de acuerdo a sus
caracteristicas. Por ejemplo, la Figura 2.3(b) muestra una segmentacion de la imagen de la Figura 2.3(a). Por
otro lado, un ejemplo de clasificacién puede ser darse cuenta que la Figura 2.3(a) es la mandibula de una rata, y
que la Figura 2.4(b) es un recipiente con flores. Se considera que ambos términos son equivalentes en Ia tesis,
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porque lo que se considera como segmentacién en nuestro contexto, puede ser visto como una clasificaciéon de
cada pixel de la imagen, con las etiquetas dadas en E.

En Ia literatura existe una gran diversidad de segmentadores de imédgenes, y cada uno de ellos es optimo
o subdptimo de acuerdo a algun criterio. Chin-Wei et al. en su trabajo [23] hacen un detallado estudio del uso
de métodos de optimizacién en procedimientos de clasificacién de imdgenes. Al igual que con la seleccidn de
los modelos de emision, estas reglas de segmentacién pueden ser supervisadas o no supervisadas, dependiendo
de si requieren o no de muestras de entrenamiento para reconocer determinadas caracteristicas de cada clase, y
con dicha informacién ser capaz de clasificar un pixel en una clase u otra de un modo eficiente. En el caso de
las reglas no supervisadas, no existe tal muestra de entrenamiento, pero su correspondiente algoritmo incluye
de algiin modo un procedimiento que le permite distinguir las clases.

Dentro de la clase de segmentadores supervisados, se encuentra el clasificador de Méaxima Verosimilitud
(MV). El mismo consiste en asignarle a cada pixel s € S, del cual se posea una observacién /; € R5, 1a clase

- 4 I
X5 argl}leagfe( 5)s

que maximiza la verosimilitud de las observaciones. Este clasificador minimiza el riego de Bayes bajo la hipo-
tesis de independencia entre los pixeles. En la Figura 2.6 se muestra en (b) un ejemplo de clasificacién por MV.
La imagen presenta una gran cantidad de ruido, provocando que los modelos de emisién se entrecrucen, y por
ende, la salida de MV es una segmentacion heterogénea.

(a) (b)

Figura 2.6: Ejemplo de segmentacién por MV (méxima verosimilitud): (a) imagen original; (b) clasificacion
MYV de (a).

El algoritmo EM, permite incorporar un clasificador a su procedimiento de estimacion no supervisado. La
idea bésica del mismo es, inicializando con una segmentacion arbitraria, iterar entre estimar por MV los paré-
metros del modelo de emision, y re-clasificar la imagen por MV. Este segmentador iterativo es no supervisado,
debido a que clasifica sin entrenar, y elimina los efectos que puede producir una muestra de entrenamiento
errénea, pero lo hace menos robusto a la incorrecta seleccién del modelo de emisién y mds dependiente de
la segmentacidn inicial. La Figura 2.7 muestra un ejemplo de clasificaciéon por medio de EM con modelos de
emision Gaussianos.

Las Figuras 2.6 y 2.7 son una clara muestra de que clasificar cada pixel, con o sin supervision, independien-
temente de los demds pixeles, provoca segmentaciones ruidosas cuando la imagen a segmentar no es de calidad
o contiene modelos de emision similares. En la practica uno busca que la clase asignada a un determinado pixel
esté vinculada a la de sus vecinos, evitando la existencia de pixeles clasificados aisladamente a una determinada
clase, debido a que los mismos suelen provenir de datos radiométricos erréneos.
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Figura 2.7: Ejemplo de segmentacion por EM (expectation-maximization): (a) imagen Landsat de la ciudad de
San Juan; (b) EM con modelo de emisién Gaussiano para cada clase.

Los Campos Markovianos brindan un marco tedrico adecuado para agregar informacién contextual al pro-
ceso de segmentacion de imagenes digitales, esto es, asignarle una clase a cada pixel s € S, teniendo en cuenta
no sélo la observacion I, sino también, la clase asignada a los pixeles de una vecindad ds C S. Esta teoria
puede dividirse en dos ramas principales: la causal y la no causal. En la causal se modela una secuencia de
sucesos aleatorios que se distribuyen en el espacio tiempo, y que cada uno de ellos depende solamente de lo
ocurrido en el pasado, e influyen en los sucesos futuros. Por otro lado, en la no causal, el sistema de vecindades
que regula la dependencia estadistica entre los sitios del soporte no puede ser vinculado con una relacién de
pasado-futuro.

Los Hidden Markov Model (HMM) unidimensionales han probado ser una herramienta probabilistica muy
util para modelar etiquetas no observables suponiendo una dependencia causal en el tiempo. Las adaptaciones
2D de los mismos aplicables a procedimientos de segmentacién presentan espacios paramétricos con gran di-
mensionalidad, lo cual les permite modelar una gran diversidad de clases de imagenes, pero también se encuen-
tran afectados por la llamada maldicién de la dimensionalidad. La estimacion de dichos pardmetros mediante
el algoritmo de Baum-Welch (caso particular del algoritmo EM para HMM bidimensional) no puede calcularse
en tiempo finito y se han propuesto diversas aproximaciones, como la propuesta de extension de PCVT (Path
Constrained Viterbi Algorithm) de Li et al. [24] y la nuestra, publicada en Baumgartner et al.[25], [lamada CEP.
La aproximacién propuesta por Li, PCVT, fue estudiada, implementada y su desempefio comparado con seg-
mentacién contextual mediante procesos no causales Gibbsianos en Flesia et al. (2013) [26], usando imdgenes
radiograficas cedidas gentilmente por el Od. Flesia. El estudio tedrico de dichos procesos no causales son el
centro de esta tesis.

Los Campos Aleatorios Markovianos (MRF) brindan un marco teérico adecuado para modelar la informa-
cion contextual de un mapa de clases en un modo no causal, basdndose en la siguiente suposicion Markoviana:

P(XS :xs|Xt = Xz,t #S) :P(XS sz|Xt =X, € as) Vs € S.

Si S fuese finito, entonces existirfa una tnica ley conjunta global sobre el espacio de mapas de clases ES,
cuyas condicionales coincidirian con las distribuciones que verifican esta suposicion, pero como S es infinito,
se necesitan hipétesis adicionales para asegurar esta existencia y unicidad. Estas leyes conjuntas se denominan
distribuciones de Gibbs y serdn tratadas con rigurosidad en el Capitulo 3. En el Capitulo 5 veremos que si el
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modelo a priori es una distribucion de Gibbs, entonces el modelo a posteriori, bajo algunos supuestos, es tam-
bién una distribucién de Gibbs, y que por lo tanto hallar la segmentacién dptima se reducird a hallar maximos
globales de una distribucion de Gibbs. Alli veremos que las segmentaciones que se obtienen son mas homogé-
neas si se incorpora informacién contextual. En la prictica, debemos seleccionar la distribucién de Gibbs que
se utilizard para modelar la informacién a priori del mapa de clases. El modelo de Potts (ver Seccién 3.5) es
una subfamilia de los Campos Markovianos, y es el modelo elegido en la tesis para modelar la interrelacién
existente entre las etiquetas del mapa, por su simplicidad matemadtica y por su bajo costo computacional. Este
modelo posee solamente un pardmetro, y las segmentaciones por medio de ICM poseen propiedades tedricas
de convergencia, a diferencia de las mencionadas aproximaciones para los HMM, Flesia et al. [26].



Capitulo 3

Medidas de Gibbs

En el presente Capitulo se detallardn las cuestiones tedricas necesarias y suficientes sobre medidas de
Gibbs para abordar el problema tedrico principal de la presente tesis, el cual es probar la consistencia fuerte
del estimador de Pseudo-Mdxima Verosimilitud (PMV) para una clase particular de distribuciones de Gibbs
generadas por familias de especificaciones no invariantes por traslaciones definidas sobre el reticulo regular
74, d € N. Para tal fin, se reemplazara la hipétesis de invarianza de las especificaciones por una serie de
suposiciones que hardn que el modelo no invariante sea equivalente microscépicamente a un modelo invariante
asociado. El trabajo serd autocontenido y seguird la notacién y el trasfondo teérico presentado en el libro de
Georgii [27]. Como resultado adicional se mostrara que la prueba dada por Geman y Graffigne en [4] puede ser
extendida a una familia exponencial invariante m4s grande.

3.1. Introduccion

En el presente capitulo consideraremos que S = Z¢, d € N, E es un conjunto finito, y X es un campo
aleatorio que toma valores en E°. Supongamos que la distribucién de X es una determinada probabilidad m° con
pardmetro ® € Int(Y). Supongamos ademds que T3 : E x ES\A [0, 1] es la probabilidad condicional con la
que X asigna estados a una region finita A C S dada la configuracion del resto de la grilla. Estas probabilidades
condicionales tienen una relaciéon muy estrecha con un concepto fundamental en la teorfa de medidas de Gibbs,
denominado especificaciones. Cuando 7:}2 y nﬁ s son iguales salvo traslacion para cada s € Sy cada AC S
finito, se dice que las especificaciones del modelo son invariantes, y en caso contrario, se dice que son no
invariantes.

Hablando informalmente a modo de introduccién, supongamos que contamos con una observacién del
modelo x; € E® sobre A y que nos planteamos estimar . El estimador de M4xima Verosimilitud (MV) de &
viene dado por

5%V(x,\) = argmglx UMY (xp,0),

con

UMY (xp,0) == InTiXe (xp0 XA\A)

donde A° es el interior de A, el cual serd definido en la Seccién 3.2. Debido a que estimadores clasicos, como
MYV, son costosos computacionalmente, Besag [28] propuso un estimador alternativo llamado estimador Co-
ding, el cual consiste en seleccionar una subfamilia de sitios de la grilla independientes condicionalmente para
luego maximizar un producto de densidades condicionales. Posteriormente, debido a las limitaciones que ob-
servo en este estimador, Besag [1] 1o mejord definiendo el estimador de Pseudo-Méxima Verosimilitud (PMV),

21
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el cual viene dado por R
B (xp) = argmax UM (1, 9),

con
1

#A°

UMY (xp,0) =

Z In7 (x,]x*).
seEN°
Estos estimadores forman parte de una clase mds grande de estimadores denominados Estimadores de Mini-
mo Contraste ﬁA(xA), los cuales son el argumento que minimiza un funcional Up(xj,¥) bajo determinadas
condiciones.

Si consideramos la sucesion creciente {A,, : n € N} de subconjuntos de S dados por A, = ([—n,n]NZ)4, la
consistencia fuerte del estimador consiste en ver que

® ({x € ES : lim [[By, (xa,) — 0] = o}) —1.

En los libros de Guyon [7, 8], se estudia la consistencia fuerte y débil de los Estimadores de Minimo
Contraste, dando condiciones sobre Up para que se verifiquen ambos tipos de consistencias. En cuanto a la
consistencia fuerte, dentro de la lista de condiciones que piden el Teorema 3.4.4 de [7] y la Proposicién C.1
de [8], se encuentran:

(i) Ua,(-,xa,) es convexa Vn € N;

(if) Existe una funcién K : ¥ — [0,c0) con un Gnico minimo en ¥ tal que

Uy, (0,-) — Uy, (9,-) — K(a) en w-probabilidad Vo € Y.

Por otro lado, el Teorema 3.4.3 de [7] afirma que la consistencia fuerte vale bajo condiciones tales como:

iii) siparacadan € N, >0y x € E®, se define
(iii) sip n>0y

Wau(N,x) := sup ({|Us, (0, xa,) — Un, (B, xa, )| : 0, B € T, [l — B[l <m});

entonces existe una sucesion de nimeros reales positivos (& )ren tal que & — 0y

n° ({x € ES : limsupW, (1/k,x) > Ek}) =0 VkeN;

n—oo
(iv) existe una funcién K : Y — [0, o) con un tnico minimo en ¥ tal que

lim ©° ({x € ES : Un, (01, xa,) — Ua, (0,xa,) > K(0) —€}) =1 Ve>0VoeY.

n—eo

A pesar de que estos resultados incluyen al caso no invariante, la prueba de estas condiciones no son triviales y
es importante buscar condiciones mds razonables que se adapten a los estimadores de PMV.

Geman y Graffigne [4] probaron la consistencia fuerte del estimador de PMV definido sobre familias ex-
ponenciales [29] para el caso en el que las especificaciones sean invariantes por traslaciones. La esencia de la
prueba consistié en verificar que la funcién U II\J’{W(-,xAn) es estrictamente convexa para cada n > 1 (lo sufi-
cientemente grande) y que el limite de estas funciones es una funcién con tinico maximo en 9. En esencia lo
que se probd fueron las condiciones (i) y (if) mencionadas anteriormente dentro del caso invariante. Gidas en
[30] realiz6 una prueba alternativa. Posteriormente, atin dentro del caso invariante, Comets [5] generalizo este
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resultado prescindiendo de la finitud de E, probando ademas que la velocidad de convergencia es exponen-
cial. Comets y Gidas [31] probaron la consistencia de la estimacion basada en datos observados parcialmente.
Janzura [3] presenté un completo resumen de las propiedades asintéticas que satisface el estimador de PMV
para modelos invariantes. Pickard [32] brindé un completo andlisis de la problemadtica de estimar modelos
Markovianos, ejemplificando con el simple, pero para nada trivial, modelo de Ising.

En el contexto de segmentaciones de imdgenes, como veremos en las Secciones 3.5 y 5.1, si el modelo a
priori del mapa de clases es representado por un modelo gibbsiano, entonces dada la evidencia radiométrica, el
modelo a posteriori no es invariante por traslaciones. Luego, la consistencia del estimador de PMV basado en
tal modelo [33] debe ser probada desde un nuevo punto de vista.

En el presente trabajo se adaptara la prueba de Geman y Graffigne [4] a una familia exponencial invariante
mds grande de la allf considerada. Posteriormente, y como resultado principal del presente trabajo, se mostrara
que, bajo determinadas condiciones, la consistencia fuerte vale también si se trabaja con especificaciones o
potenciales no invariantes por traslaciones. Este resultado se basa en el hecho que bajo determinadas condi-
ciones la clase de especificaciones no invariantes con la que trabajaremos es equivalente microscépicamente a
un modelo asociado con especificaciones invariantes. Ademds, como resultado extra, se desarrollard una nueva
version de la ley fuerte de los grandes nimeros en el contexto de probabilidades definidas sobre espacios pro-
ductos arbitrarios, que permitird afrontar resultados asintéticos sin necesidad de acudir a la ergodicidad de las
medidas de Gibbs involucradas.

El Capitulo se organizard como sigue: en la Seccion 3.2 se dardn las definiciones y los resultados bdsicos
necesarios para el trabajo siguiendo la notacién utilizada en el libro de Georgii [27]. Esto permitira transcribir
resultados probados alli para luego utilizarlos. En la Seccién 3.3 se definird esperanza condicional, y se verd
porqué las especificaciones pueden ser vistas como las probabilidades condicionales nﬁ. En la Seccion 3.4 se
dardn condiciones necesarias y suficientes para que las especificaciones sean invariantes, dentro de la clase de
modelos exponenciales con la que se trabajard. En la Seccién 3.5 se definirdn los modelos de Potts y se mostrara
un ejemplo de modelo con especificaciones invariantes por traslaciones y otro no invariante. Ambos ejemplos se
contextualizan dentro del proceso de segmentacién de imdgenes, y fueron el origen del presente trabajo, debido
a que se deseaba probar la consistencia del estimador se introdujo en el trabajo Gimenez et al. [33], y que se
desarrolla detalladamente en la Seccion 4.2. En la Seccién 3.6 se dard una nueva version de la Ley fuerte de los
grandes nimeros para variables independientes no idénticamente distribuidas que se utilizard en la prueba de
los Teoremas principales de consistencia fuerte. En la Seccién 3.7 se explicard en que consiste una muestra de
un modelo definido sobre un espacio infinito y se detalla la significancia de analizar las propiedades asintéticas
del estimador de PMV. En la Seccién 3.8 se desarrollardn las pruebas de consistencia fuerte mencionadas.
Por tltimo, en la Seccién 3.9 abordamos el problema de obtener realizaciones de un determinado modelo,
centrdndonos particularmente en el modelo de Potts isotrépico sin campo externo, por medio de los algoritmos
Gibbs Sampler y Swendsen-Wang.

3.2. Definiciones.

Consideremos entonces la grilla S = Z¢ y supongamos que cada sitio s € S toma un tinico elemento en un
conjunto de estados E con

(H.1) #E < o,

Luego ES contiene todas las posibles configuraciones que se pueden encontrar sobre S. Ademds, dado x € ES y
A C 8, notaremos con xa := {x;}sen y con x™ := {x,},¢4 alos respectivos subarreglos. En caso de que A = {s},
simplemente escribiremos x; y x°. Sobre E consideremos la -dlgebra £ = P(E) y la medida que cuenta A, y
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sobre E€ la 6-dlgebra producto F := £° y la correspondiente medida producto. Para cada A C S consideremos
las c-dlgebras

Fa={0'(A):A€EN} 'y Jr:=TFsa

donde G, es la funcién proyeccién de ES en E” dada por 64 (x) := xo. Ademds, consideremos la -4lgebra
cola

j: m jAv
AcB
y la familia
Fo=J Fa,
AEG

que por definicion de espacio producto, verifica que F es la 6-dlgebra generada por Fy.

Proposicién 3.2.1 Dados A,A C S y una funcién f : ES — R™, m € N, se satisfacen:
(i) ACA & FACFaA & TaC I
(ii) f es fA—medible ~ f(xl) = f()C2) VX] ,Xp € ES.' GA()C]) = GA()Cz),'

(iii) AC Ay fes Fa-medible = f es Fa-medible.

(iv) f es Fa-medible = la funcion x — /Af(E;H\)?LA(d&) es Fa\a-medible.
E

Dem. Ver Seccién 6.1 del Apéndice.
0

Para trabajar con modelos en los que los estados de distintos sitios de S estén vinculados, se define una
vecindad para cada sitio, que regule tal vinculo. Para ello consideremos un sistema de vecindades 0 = {9ds}ses
sobre S, esto es, una familia de subconjuntos de S que verifica:

(H2) s¢0s VseS;

(H3) scot<trcds Vst eS8,
(H4) #ds < Vse S,

(H.5) t+0ds=0d(s+1) Vs,t€S.

Notemos con & := {A C S :0 < #A < oo} a la familia de subconjuntos no vacios finitos de S, y con C :=
{ACS:s,t€A;s#t=1t¢€ds}al conjunto de cliques. Dado A C S, definimos su frontera dA := {s € S\ A:
dsNA # 0}, suinterior A° :={s € A:ds C A}, y A" := AUOA.

Definicién 3.2.1 Diremos que una familia ® = {®x}ace s un potencial, si cada @y es una funcion de ES
en R, que es Fx-medible.

Supongamos que contamos con una familia paramétrica de potenciales {®°}gcy, con Y C R™ el espacio
de parametros que verifica:

(H.6) Y C R™ es convexo;
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(H.7) Int(Y) # 0.
Asumamos que estos potenciales satisfacen las siguientes condiciones:

(H.8) @7 es sumable V9 € Y, esto es:

Y [ @Y. <o VsE€SVOET;
AeG:seA

(H9) =0 VA¢CVOET.

Llamamos funcién de energia en A € &, asociada al potencial ®°, a la funcién H/’\S : ES — R dada por

Hy(x):= Y @}(x), (3.2.1)
AeG(A)

donde S(A) :={A€ & :ANA#0}.
Proposicién 3.2.2 H} es Fp--medible VO € Y VA € G.

Dem. Ver Seccién 6.1 del Apéndice.
O

Trabajaremos con una familia exponencial que generaliza a la familia considerada por Geman y Graffigne
en [4] y Comets en [5], esto es, supondremos que estas funciones tienen la forma

(H.10) HY(x) = —Hpo(x) =0T Hp(x) Vx€ESVAEGVOET,

donde el vector de energia Hy = (Ha 1,Ha 2, ... ,Ha ) €s una funcion Fa--medible definida de ES en R™ que
no depende de U; y Hp o es una funcién F,+-medible definida de ES en R que tampoco depende de 9. Se dice
que generaliza a la familia considerada en [4, 5], porque en estos trabajos Hy o =0 VA € G.

Para cada A € & definimos las funciones densidades pY, : ES — (0,00) dadas por

_ exp{-HP(x)} _ ha(x)exp{o” Ha(x)}

b X) .
PR =" )

i

donde hp :=exp{Hao}y

Z3(0) 1= [ exp{~HR(EM) 1A (@8).

Proposicién 3.2.3 Dados & € Yy A € &, se satisfacen:
(i) ZY es Fyp-medible.

(ii) pY es Fa--medible;

Dem. Ver Seccién 6.1 del Apéndice.
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Definicién 3.2.2 Una especificacion es una familia Y= {Ya}ace de funciones Y5 : F x ES — [0,1] tales que

para cada A € & se verifican
(i) Para cada x € E®, la funcién yp(-|x) es una probabilidad sobre (ES, F);
(ii) Paracada A € F, la funcion Ya(A|-) es una funcion Ja-medible;
(iii)
)

(v) ACAAEF = Ya(Al) =vava(Al-) == [va(Alw)ya(dw]).

BE Jp, x€EES = 7Ya(Blx) = 1p(x);

Para cada O € Y consideremos la familia y® = {yﬁ} Arce, donde para cada A € G, y}:’ es una funcién de
F x ES en [0, 1] definida por

Rk = [ 1aEM)pRE N @) (322)
Proposicién 3.2.4 Para cada © € Y, la familia ¥* = {\} } rce es una especificacion.

Dem. Ver Seccién 6.1 del Apéndice.
O

Esta familia se la conoce como la especificacién asociada al potencial ®°. Ademds, se dice que p¥ es una
A-modificacién y que y° es una A-especificacién a la que en [27] se la nota como pYA,.
Por (H.1) y por ser A la medida que cuenta, vale la siguiente propiedad de gran utilidad:

Proposicién 3.2.5 p%(x) =13 (c, ' ({xa})x) Vx€ES VA€ & VOeT.

Dem. Corresponde a la Observacion 1.28(5) de [27].

Definicién 3.2.3 Dada una funcion f : ES — R, k € N, F-medible, se define la funcion V3 (f|) : ES — R*
dada por

R = [ £ Raw).

Dada una probabilidad w sobre el espacio medible (ES, F), definimos la medida

mR(A) = [ R(A)(dx)
Ademds, usaremos la siguiente notacion
n(f):= [ fan.
que representa lo que se conoce como esperanza matemdtica.
Proposicién 3.2.6 Dada € P(E®,F)y A, A C S, se satisfacen:
(i) feLYES, Fa,m,R)yge LYES, Fa,m,R), con ANA=0 = 7(fg) =n(f)n(g).

(ii) fygFa-mediblescon A€ Syn({xcES: f(x)=gx)})=1= f=g
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Dem. Ver Seccion 6.1 del Apéndice.
O

Si en la condicién (i) se agrega la hipétesis de que A,A C &, entonces por (H.1) la integrabilidad se reduce
a probar que f'y g son Fp y Fa-medibles respectivamente.

Proposicién 3.2.7 Dados 3 € Y, A € &y A C S se satisfacen:

(i) A€ Fa = VX(A|") es Fonu(a\a)-medible;
(i) f € CHES Fn® ) = R(/k) = [ FEM)PREMANE);

(iii) f una funcion Fa-medible = Y} (f]-) es Faau(a\a)-medible;

(iv) me P(ES,F) = nyS € P(ES,F).

Dem. Ver Seccién 6.1 del Apéndice.

Definicién 3.2.4 Dada una especificacion v, definimos el conjunto de las medidas de Gibbs asociadas a y como
G(y):={ne P(ES,F):myn = VA € &},
Bajo las hipétesis hechas verifica lo siguiente:

Proposicién 3.2.8 Para cada © € Y, G(Y®) es convexo y no vacio.

Dem. Ver Seccién 6.1 del Apéndice.

Luego para cada ¥ € Y, tomemos arbitrariamente
H.11) ¥ cex(G(Y)) :={ne G(Y*) :n # om + (1 — )MV € (0,1)Vry, T € G()},

esto es, ¥ es un elemento extremal de G(°).

Una propiedad importante de analizar es la “cercania” entre YR(-|x) y ©¥ cuando A es lo suficientemente
grande. De igual modo, interesa analizar la relacién asintética entre Y (f]x) y n%(f), para una determinada
funcién f. Para ello se necesita del siguiente concepto

Definicién 3.2.5 Una familia € C & se dice cofinal, si para cada A € &, existe A € €, tal que A C A.
Consideremos la familia cofinal de subconjunto de S dada por
(H12) A, = ([-n,n)NZ)? ¥n€N.
Bajo el supuesto (H.11) se verifica que

Teorema 3.2.1 Se verifican
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(i) feLo(ES,Fa?R) = n° ({xe ES: lm R (/1) = () }) = ;

(i) Ac F = nl"({erS:,}ggyﬁn(A\x):nﬂ(A)}) ~1.

Dem. Ver Seccién 6.1 del Apéndice.

3.3. [Esperanza Condicional.

En la presente seccidon se mostrard el vinculo que existe entre las especificaciones y las probabilidades
condicionales.

Definicién 3.3.1 Dados un espacio de probabilidad (Q,F,x), una c-dlgebra A C F y f € L1(Q, F,T,R),
llamaremos esperanza condicional de f dada A, al conjunto

n(f|A) = {feﬁl(Q,F,n,R):fesA—medibleyAfdn:AfngAeA}.

Por el Teorema de Radon-Nikodym la esperanza condicional nunca es vacia y estd bien definida. Ademads,
dadas dos versiones fi, f> € n(f|.A) de la esperanza condicional, se verifica que f; = f> T-p.p.

Proposicién 3.3.1 Si f € L!(ES, Fa, %, R), A€ & y O € Y. Entonces 1 (f]-) € T (f|Fan)-

Dem. Ver Seccién 6.1 del Apéndice.
0

Ahora veamos la relacién que existe entre las especificaciones y las probabilidades condicionales. Teniendo
en cuenta la Proposicién 3.3.1, definamos la funcién TCR : EA X ESW 5 10,1] dada por

TR (A) =1R(0, " (A) ),

siendo x € E° tal que Gs\a(x) = y. Esta funcién es la probabilidad condicional de observar A en &N, dado

que se observé y = x™ sobre ES\A, Si A = {z}, entonces simplemente se notard con n,‘z(z\y), y representa la
densidad condicional de observar z sobre E2, dado que se observé y sobre ES\A,

Proposicién 3.3.2 73 (xa|x*) = p? (x) Vx € ES.

Dem. Ver Seccién 6.1 del Apéndice.
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3.4. Invarianza por Traslaciones.

En la presente seccién analizaremos bajo qué condiciones en el modelo exponencial (H.10) las especi-
ficaciones son invariantes por traslaciones. Este concepto no es equivalente al concepto de estacionaridad o
invarianza de la medida de Gibbs, ya que una medida de Gibbs puede no ser invariante a pesar de que la especi-
ficacién que la genere sea invariante. Como veremos en la Seccién 6.2 del Apéndice, en caso de que #G(v°%) = 1,
se tiene que ¥ es estacionaria. En el presente trabajo, cuando hablemos de invarianza lo haremos respecto de
las especificaciones, y para su correspondiente medida de Gibbs sélo supondremos (H.11).

Definicién 3.4.1 Dado s € S, consideremos las funciones de traslacion 6;: S — S dada por 0,(t) =t —s;
y0: ES — ES dada por O,(x) = x 0 0,. Ademds, dada una especificacion y = {ya}ace se define una nueva
especificacion O(y) dada por

0,(V)A(Alx) =va_5(0;,1(4)|0;1(x)) Yxec ESVAE FYAEG.

Por iiltimo, dada una familia de funciones f = {fa}ace de ES en R, se nota con 05(f) = {0;(f)a}ace a la
familia de funciones dadas por

0,(f)A(x) = (fa-s00;)(x) = fa—(8;'(x)) VxeESVAES.
Las traslaciones son un caso particular de las simetrias que seran tratadas en la Seccién 6.2 del Apéndice.

Definicién 3.4.2 Se dice que una familia de funciones f = {fa}ace es invariante por traslaciones o simple-
mente invariante si

0,(f)=f VseS,

y que una especificacion Yy = {Ya }aca es invariante por traslaciones o simplemente invariante si

0,(y)=v VseS.

Proposicién 3.4.1 Para cada © € Y, las siguientes condiciones son equivalentes
(i) ¥° = {Y}ace es invariante por traslaciones;

(i) p¥ = {p}}ace es invariante por traslaciones.

Dem. Corresponde al Corolario 5.9(a) de [27], teniendo en cuenta que A es la medida que cuenta, (H.1) y que
por notacién Y* = pPA,.
O

El siguiente resultado muestra la relacién existente entre el modelo exponencial supuesto en (H.10) y la
invarianza de su correspondiente especificacion.

Proposicion 3.4.2 Dado © € Y, las siquientes condiciones son equivalentes:
(i) ¥° es invariante;

(ii) se verifican las siguientes condiciones:
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(H.13) HA_HOGS =Hy, VAe€®VseS;
(H14) hpys00,—hy VA€ GYs € S.

Dem. Ver Seccién 6.1 del Apéndice.

3.5. Modelo de Potts

En la presente seccion se definirdn los modelos de Potts [2], los cuales son una clase particular de modelos
Gibbsianos. Bajo el supuesto de que el mapa de clases se rige por dicho modelo, incluyen inteligentemente
informacién contextual a los procedimientos de segmentacién. En este contexto, se mostraran dos ejemplos de
modelos que motivaron la tesis, de los cuales uno contiene especificaciones invariantes y el otro no.

Sigamos considerando el conjunto finito de todas las posibles etiquetas E = {{;,¢5,...,4.}, y fijemos un
sistema de vecindades 0 = {ds}scs. Un modelo de Potts (0 modelos de Potts-Strauss) es un modelo en el que
los potenciales tienen la forma

—0ly si A={s} y x,=¢
Qp(x) =4 —Bys si A={s,t} y x,=4,x,={, con s € 9y;
0 en otro caso.

Este modelo es el mas general de la familia, y es conocido como modelo de Potts anisotrépico con campo
externo. Si oy = 0 para cada ¢ € E, entonces se dice que el modelo es sin campo externo, y si B, ; =  para todo

¢,7 € E, entonces se dice que el modelo es isotrépico.

Ejemplo 3.5.1 (Modelo a Priori: modelo de Potts isotrépico y sin campo externo). Existen diversos modelos
Markovianos que permiten modelar a priori el mapa de clases de una imagen. Se llama modelo a priori, porque
es el modelo que se le otorga al mapa de clases antes de contar con la evidencia radiométrica. Entre ellos se
encuentra el modelo de Potts isotropico y sin campo externo, en el que el potencial viene dado por las funciones

B, | —B si A={s,t} y x;=x;, con s € dy;
PAM) = { 0 en otro caso. (3.5:3)

donde © = B € Y = R es un pardmetro real llamado temperatura inversa que mide el grado de vinculo existente
entre las clases correspondientes a dos pixeles vecinos. Luego la funcién de energia del potencial en A € & viene
dada por
HY@W = Y, @p({xn}) = —BHAR),
{{s1}e6(A)}

donde Hy(x) =#{A € S(A) : #A =2,A = {s,1},x, = x;,t € ds} es la cantidad de pares de vecinos (sin importar
el orden) en A* con la misma etiqueta, con al menos uno de los sitios en A. Luego la densidad condicional del
campo estd dada por

s (xa]x) o< exp{BHA(x)}. (3.5.4)

Por la Proposicién 3.2.2, cada funcion Hy dada por Hy(x) = #{t € s : x;, = x;} es Fy_ps-medible, y por
lo tanto Hy(x) depende sélo de xg 5. Cuando las funciones Hy(x) aparecen como parte de la definicion de las
densidades condicionales, esto es

5 (s |x*) o< exp{BH; (x)},
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slo dependen de x,, pues la configuracion fuera de s, esto es x* € ES\}, ya estd prefijada. Luego, por simplicidad
notacional, y siempre que no dé lugar a confusion, cuando trabajemos con el modelos de Potts, la funcion H; se
verd como una funcion de E en NU{0}. De este modo, las densidades condicionales sobre s € A del modelo a
priori se reescriben como

TCE (s |x") o< exp{PH;(xs) }.
En este ejemplo ha = 1y Hp(x) = #{A € &(A) : #A =2,A = {s,t},x; = x;,t € ds}. De las condiciones de
invarianza, claramente vale (H.14), pero debemos verificar (H.13):
(Hpr4700,)(x) =#{A € S(A+r) : #A=2,A = {s,t},(0,(x))s = (0,(x));,t € 05} =
=#{A—reSA):#A—-r)=2,A—r={s—nrt—r} X, =X_,t —r€0s—r} =
=#{A € S(A) :#A=2,A = {s,1},x;, = x;,1 € ds} = Hx(x).
Ademds, las densidades condicionales de observar la configuracion de clases xn € E® dado que se observd

xap € EON vienen dada por nlﬁ\(x,\|xa,\) o< exp{BHa(x)}.

Ejemplo 3.5.2 (Modelo a Posteriori) Supongamos que contamos con una familia de distribuciones {nﬁ}ﬁeR,
donde miP es una distribucion de Gibbs extremal generada por el potencial ®P definido en el Ejemplo anterior.
Dado un nuevo Espacio de Probabilidad (Q, A, P), si X : Q — ES es tal que

{ocQ:X(0w)eByc A VBcES,
y si existe una probabilidad © sobre (ES,E) tal que
P{oeQ:X(0)eB})=n(B) VBcES,

entonces diremos que el campo aleatorio X tiene distribucion .

Sea X es el campo aleatorio que asigna una etiqueta a cada pixel, y supongamos que su distribucion es ©P
(modelo a priori del mapa de clases). Ademds, supongamos que cada clase ¢ € E emite observaciones radiomé-
tricas en RB, B € N fijo, de acuerdo a una densidad f;. Esto es, si para cada s € S, la variable I : Q — RE
representa el dato radiométrico que se observa sobre el sitio s, entonces

P(I, =L|X;=/)= fi(l) YLEE,

donde P(I; = -|X; = () representa por simplicidad notacional a la densidad condicional con la que la clase ¢
emite observaciones. Sea I : Q — (RB)S el campo aleatorio dado por I(®) = (I;(®))ses que llamaremos datos
radiométricos. Supongamos que las observaciones radiométricas sobre cada A € & son independientes dado el
mapa de clases sobre A, esto es

P(In=Ir1Xa =xp) = [[ P = L|Xa =xa) VIp € (R®)* Vxp € EMVA €S,
sEA

y supongamos que dado el mapa de clases sobre A, el mapa de clases sobre OA y las observaciones radiométricas
sobre A son independientes, esto es,

P(X3n = xyp,In = In|Xpa = xp) = P(Xopn = xgp|Xa = xp)P(In = Ip|Xp = xA) VA € (RE)AVxp € EAVA € 6.
Luego bajo estos supuestos, se prueba que

P(In = Iz|Xa = xp) = [[PUs = L|Xa = xa) = [ P(Iy = L] Xs = X6, Xn\ 5} = Xa\(5}) =
sEA sEA
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=[[PIL=LIX;=x,) VAES.
sEA

Esta identidad sobre el modelo de emision coincide con la asuncién 1 realizada por Besag en su trabajo [14], la
cual es una de las hipétesis en las que se basa el clasificador contextual ICM que serd tratado con mds detalle
en la Seccién 5.3.

Suponga que se desea calcular la probabilidad de observar la configuracién de clases x5 € E®, dado que
se observaron los datos radiométricos I € (R®)M y la configuracion de clases xa5 € E® (0 equivalentemente,
por (H.9), sobre x € ES\M). Esta es la densidad condicional a posteriori del mapa de clases sobre E®, y serd

denotada con Hﬁ. Luego
P(Xp = xp,Xon = X5, In = Ip)
HB XA |X, ,I ::PXA:)CAX =X ,IA:IA = ’ =
_ P(In = In|XA = xA, Xan = Xan)P(Xa = xa|Xon = Xap)P(Xon = Xon)
P(In = In|X5p = x37)P(Xop = Xa)
P(I5 = IA|XA = x7)P (XA = xa|Xop = Xan)

= °<PIA:IAXA:)CAPXA:)CAXa =X9A) =
P<IA:IA|XBA:-X8A> ( | ) ( ’ A A)

= HP(IS = L|X; = x;)P(Xa = xa|Xon = Xgp) = fos (Is)n?\(xApCBA) =

SEA sEA

= exp { Z In f, (L) + BHA(X)} )

sEA

la cual corresponde a la densidad condicional generada por el potencial ®P! conformado por las funciones

—Infy (I;) siA={s};
oB(x):={ —B 5i A= {5.1},x, = x.1 € 0s;
0 caso contrario.

Este es un modelo de Potts isotrdpico con campo externo dado por (In fy,(Is))ses. Ademds, las funciones de
energia tienen la forma

—HP (x) = Inhy (x) + BHA(x),

donde
ha(x) = [T £ (8)

SEA

Hp(x) =#{A € S(A) : #A =2,A = {s,1},x, = x;,1 € Os}.

Luego se verifica la condicion de invarianza (H.13) tal y como se probé en el Ejemplo anterior, pero veamos que
no se verifica (H.14). En particular hy(x) = f,(I;), y por ende

(hs11000)(x) = hsrt(0/(x)) = f@,(x)),., L) = S, (Lstr)-
Luego para que se verifique (H.14) es necesario que fx (Iy) = fv,(Ii+:) Vs,t € S, lo cual vale sélo si
folly) = fi(l,) Vs,t € SYLEE,

lo cual no vale en general.
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3.6. Ley de los Grandes Nimeros.

Dados & € P(E®, F), Ay A dos subconjuntos disjuntos de S, f € L' (E®, Fo,m,R) y g € LY (ES, Fa, T, R),
en la Proposicién 3.2.6(i) se mostré que m(fg) = n(f)n(g). Hablando informalmente, esto puede ser visto
como una no correlacién entre f'y g. Sin embargo, ANA = 0 implica también, usando la Proposicién 3.2.1(ii),
que conocer el valor de f no significa un cambio en la probabilidad de que g tome algtin valor. Por tal motivo
intuitivo adaptaremos al contexto del problema analizado y con la notacién del trabajo, la prueba general de la
Ley de los Grandes Numeros para variables independientes no idénticamente distribuidas detallada en las notas
de clase de Yohai [34]. Este resultado permitird extender la clase de modelos exponenciales invariantes para los
cuales vale la prueba de consistencia dada por Geman y Graffigne en [4]. Ademads, es fundamental en la prueba
de la consistencia del estimador de PMV sobre modelos con especificaciones no invariantes.

Comencemos probando los siguientes dos Lemas auxiliares, los cuales son andlogos a los resultados auxi-
liares probados en [34].

Lema 3.6.1 Sea Tt € P(ES,F), sea {f,}nen una sucesion de funciones F-medibles y sea f una funcion F-
medible. Entonces las siquientes condiciones son equivalentes:

(i) m({xe ES: fulx) = F()}) = 1

m—soo

(ii) lim & < O Bfw> =0Ve >0, donde B¢ := {x € ES:|fui(x)—f(x)| < e}.

n=m

Dem. Ver Seccién 6.1 del Apéndice.
O

Lema 3.6.2 Sea Tt € P(ES,F), sea {f,}nen una sucesion de funciones F-medibles y sea f una funcion F-
medible, tales que para cada € > 0, existe una sucesion creciente {r,},cn de niimeros reales positivos que
verifican

n=r;

o riy1—1
Zn( U Bﬁ;ﬁ) < oo,
i=1
donde B¢ := {x € ES : | f,(x) — f(x)| < €}. Entonces
Tt({xEES Cfax) = f(x)}) =1

Dem. Ver Seccién 6.1 del Apéndice.
O

La siguiente desigualdad es una nueva version de la Desigualdad de Kolmogorov. En la misma se reemplaza
la condicién de independencia por la de medibilidad sobre conjuntos de sitios disjuntos.

Lema 3.6.3 Seann € P(ES,F),e>0,nc€N,Aq,...,A, subconjuntos disjuntos de S, y para cada 1 < j <n,
sea f; una funcion real Fp-medible con ©°(f;) =0y ©°( sz) < oo, Seq también para cada 1 < i < n la funcién
Si= 25-:1 fj(x). Entonces
1 n
S méx [S;(x)| > < — 2).
Tc({er 112%|S’(x)‘_8 _SZZn(fl)

i=1
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Dem. Ver Seccion 6.1 del Apéndice.
O

La siguiente Ley de los grandes nimeros es un nuevo punto de vista de una version clésica de la mis-
ma. Nuevamente se reemplaza la condicién de independencia por la de medibilidad sobre conjuntos de sitios
disjuntos.

Teorema 3.6.1 Sean € P(ES,F), {Ay}nen una sucesion de subconjuntos disjuntos de S,y para cadan € N,
sea f, una funcion real Fa,-medible con ©(f,) = 0. Si

i (/)

2
n=1 n

n({xEES:rllzn:fi(x)—)O}> =1.

Dem. Seane >0,r,=2"'ya = J'C(U2 pi1 ns), donde B¢ = {x € ES : |fu(x)| < &}, fu(x) := %Sn(x) y
Sn(x) : =YY", fi(x) para cada n € N. Luego por el Lema 3.6.3, s6lo se debe probar que Y~ ; a; < .

(3.6.5)

Entonces

211 211
:n( U {xEES : |fn(x)\ ZS}) :n< U {erS: |Sn ()] 2n8}> <

n=2i-1 n—2i-1

=" ( ZU reE:8,(x)] 2 2”8}) <m <Zol{x €ES:|S,(x)| > 2ils}> _

n=2i-1 n=1

=T <{x €ES: mix |[S,(x)|> 2i1€}) :
1<n<2i—1
Luego por el Lema 3.6.3,

o 12 12 12 1
Z(szln(ff)> 22( y o ) zz( () zl)m_l)(%,@

{i2i-1>} i>log, (j+

el

Si ag es el primer término de la serie geométrica Y100, (j+1) %, esto es, ag = 4~ 1°20U+D1 donde [log,(j+1)]
representa al entero mas chico que es mayor o igual que log,(j + 1). Entonces

vl e,
‘7 p— 0 —_ — 0_
togs1) 4! -z 3

FN-

Luego como, i >log,(j+1) >log,(j) = 2/ >j = il < 12 = ap < jiz, se tiene que por (3.6.6),

Yais Z
i=1 =1

lo cual finaliza la prueba.
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En muchos resultados se necesita de una Ley de los Grandes Numeros para funciones medibles sobre
regiones no disjuntas de S. En el siguiente resultado veremos que la ley continua valiendo si las regiones de
medibilidad de las funciones que intervienen pueden subdividirse en una coleccién finita de familias infinitas
de subconjuntos disjuntos de S.

Teorema 3.6.2 Sean 1t € P(ES,F), {Ay}nen una sucesion de subconjuntos de S que puede ser particionada
en k subfamilias infinitas de conjuntos disjuntos; y para cada n € N, sea f, una funcion real Fa,-medible con
n(f,) =0y n({x € ES : |f,(x)| < c}) = 1, con c una constante real positiva. Entonces

n({er‘%}ii{f,(x)%O}) =1.

Dem. Sea {Fi,...,F;} la particién que existe por hipétesis. Luego, para cada 1 <i <k, F; = {A; }jen y
Aih N Aijz =0si j; # j». Como las funciones f,, son acotadas, se verifica (3.6.5) para cualquier subsucesion de
{fu }nen. Luego por el Teorema 3.6.1

n(A;) =1 V1<i<k,

donde A;:={x € ES: 1 iy fiy () — 0}.SiA:= N~_, A;, entonces T(A) = 1. Consideremos x € A y probemos
que

1 n
-3y filx)—=0.
ok
Paracadane Ny 1 <i<k,seaB,; := {j:i ;i < n}. Luego por una consecuencia del Teorema 3.6.1, se tiene
que
1
fi,(x) = 0.
#Bn,i jEZB”J lj( )
Por lo que, dado € > 0, existen ny, ..., n; € Ny ngp = mix;<;<,n;, tales que
! Y fix) <% vi<i<kvn>
i \X - SIS n - ngp.
#Bn’i jeBnAi ! k
Luego
12 k k 1 k 1
YA =Y Y AW Y Y A0 <Y ¥ )| <e Yz,
= M i=1 j€By, i=1|" jeB,, i=1|#Pni jeB,,

lo cual finaliza la prueba.
g

El anterior Teorema es el Ley de los Grandes Nimeros mds general que se probard en la tesis. Sin embargo,
la particularizaremos a las hipdtesis necesarias y suficientes para afrontar los resultados del trabajo.

Corolario 3.6.1 Sean n € P(ES,F)y para cada s € S, sea f, una funcién real Fy ys-medible con n(f;) =0y
n({x € ES: |fi(x)| < c}) = 1, con ¢ una constante real positiva. Entonces

1
cES: 2 0] =1.
n<{x A, seZA':f(X)H }>
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Dem. Sea C el cuadrado mds chico que contiene al conjunto ({0}*)* = {0} Ud({0})Ud({0} Ud({0})), el cual
es finito por (H.4). Para cadan € N, sea T, : S — S una funcién tal que

oo

UT(C) =8, T(C)NTW(C)=0Yn#m, 0T,(s)N0T(s)=0Vse CVn#m.

n=1

De este modo S es particionada en los bloques cuadrados {T;,(C) : n € N}, de modo tal que para cada s € C,
los sitios la sucesion {7,,(s) : n € N} no posee vecinos en comiin. Luego S puede particionarse en #C familias
infinitas {7, (s) U9(T,(s)) : n € N} de subconjuntos disjuntos de S.

Consideremos una funcién biyectiva de enumeracién R : S — N tal que

seNteN,\A,,n<m = R(s) <R(t).

Esta es una enumeracion consecutiva de los sitios de S que le asigna un nimero a todos los sitios de A, antes
de continuar asigndndole un nimero a los sitios de A, ;, para cadan € N.
Luego por el Teorema 3.6.2, se tiene que

m ({ers : ii{le(i)(x) —>0}> =1

> 1 .. o 1vn .
Como la sucesion gz= ¥sen; fi (x) es una subsucesi6n de la sucesion ,, Y7 | fz-1;) (%), finaliza la prueba.
O

3.7. Estimacion

Teniendo en cuenta (H.7), consideremos 8y € Inf(Y'). Obtener una observacion de 7% es imposible debido
aque S es infinito. Sin embargo, si es posible obtener observaciones de las leyes YRO (-lw)paraAc Sywc ES
fijados arbitrariamente. Teniendo en cuenta la Proposicién 3.2.5, si se obtiene una observacién x, € E” con
probabilidad proporcional a pi" (xaw?), entonces xAw™ € ES es una observacién de yﬁ“ (-|w), yaque

Y (Lxaw Hw) =7 (03" (Fiah) Nty (W) =1 (03" (Eeah) W) Tot (g () =

1 -
GS{A
B0 (1 O A
=7\ (GA ({XA})|W) =P (xaw™).
Lo interesante de esta cuestion es que yﬁo(-\w) y % comparten el pardmetro, y por ende se puede utilizar la
observacion de yﬁo (-|w) para estimar el parametro ¥ de .

Dada una realizacién xaw”® de yﬁo(-\w), los estimadores de Pseudo-Mdaxima Verosimilitud de ¥y son los
elementos del conjunto

MA(XAWA) = {19 eY: UA(ﬁ,xAWA) = méy)ﬁ(UA(OC,xAWA)} ,
1S

donde
1

#A°

UA(‘B,XAWA) = Z lnp?(waA).

seN°
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Notemos que se ha obviado de la notacién el supraindice PMV utilizado en la introduccion, lo cual se hara de
ahora en adelante para no sobredimensionar la escritura.

Como trabajamos con s € A°, se tiene que {s} Uds C A. Por la Proposicién 3.2.3, la funcién p? es Fy ;-
medible. Por lo que, por la Proposicién 3.2.1(ii), p? s6lo depende de las entradas sobre {s}Uds, y por ende, la
funcion UA(ﬁ,waA) no depende de w, por ser F-medible. Por tal motivo ignoraremos de la notacién a w, y
simplemente escribiremos Mx (x) y

1
#A°

UAD e = Ua(®.0) = o T Inpl(x) = 2 X (Hyo(a) +07 By ()~ InZ0(x),

seN° SEA°

donde x € E® contiene sobre A la observacién x, del modelo.

Para cada n € N, consideremos arbitrariamente un elemento de My, (x), y lo notemos con B,(x). En lo que
sigue se utilizara la notacién U, en lugar de la notacion Uy,,.

En la Seccidén 3.8 probaremos que se verifican las siguientes propiedades asintéticas:

(T.1) Unicidad asintética:
nﬁo({x €E® THM, (x) > 1) =1,

(T.2) Consistencia:
nﬁo({x €ES: |94 (x) — B0l — 0}) = 1.

3.8. Consistencia.

Una propiedad deseable para cualquier estimador es que su estimacion tienda al verdadero parametro cuan-
do la muestra es lo suficientemente grande. En la presente seccién analizaremos las hipdtesis bajo las cuales
valen (T1) y (T2) para el estimador de PMV.

En primera instancia probaremos la consistencia para el caso invariante, basandonos en la prueba realizada
por Geman y Graffigne en [4], pero utilizando el Corolario 3.6.1 en lugar de la tinica Proposicién dada en [4].
Teniendo en mente la suposicién (H.10), estamos trabajando sobre una familia de modelos exponenciales que
contiene a los modelos exponenciales [29] considerados en [4]. Tal trabajo se desarrollé bajo el supuesto de
que Hp o =0 VA € G, y por tal motivo la seccién 3.8.2 puede considerarse una extensiéon del mismo, aunque la
prueba es similar.

Posteriormente, generalizaremos este resultado reemplazando la hipétesis de invarianza (H.14) por dos
hipétesis: una que supone no correlacién entre las funciones ki, y Hy, y la otra que supone una cota para una
sucesion que asegura la equivalencia microscépica entre la especificacion del modelo no invariante particular
con el que se trabajard, y la de un modelo invariante asociado.

Este modelo asociado pertenecerd a la clase de familias exponenciales considerada en [4], y serd invariante
con sélo suponer valido (H.13), independientemente de (H.14). En la prueba de consistencia para el caso inva-
riante, y sobre todo en la prueba del caso no invariante, este modelo asociado cumple un rol muy importante, y
por lo tanto lo definiremos y estudiaremos antes de comenzar con las pruebas de consistencia.

3.8.1. Modelo Invariante Asociado.

Recordemos que
ha(x) exp{O" Ha(x)}

VA € G,
Z}(x)

PA(x) =
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y llamaremos funcién asociada a pi a la funcién f)i : ES — (0,0) dada por

_ exp{07HA(x)}

50 (x) : ~ VA ES

donde
Z200):= [ exp{d" (B A ().

Para la cual se puede definir la especificacién ¥° = {?}2} A, donde para cada A € G, ?R es una funcién de

F x ES en [0, 1] dada por
RAR) = [ 1aEMPEIN ).

Si existen dos pardmetros que generan la misma distribucién, entonces una muestra de una de ellas pue-
de provocar que estimemos la otra. Por este motivo, agreguemos la siguiente suposicién que tiene como fin
eliminar la posibilidad de que esto suceda.

(H.15) s€ S, 048y = po #p,

Esta suposicion de identificabilidad del modelo asociado generaliza la condicion de identificabilidad supuesta
por Geman y Graffigne en [4], ya que son equivalentes si Hy o =0 VA € G.

Analicemos algunas propiedades que seran de gran utilidad en la prueba de consistencia del caso no inva-
riante, y que valen independientemente de las hipétesis de invarianza (H.13) y (H.14).

Lema 3.8.1 Para cada A € G, se verifican

)
(x) _ halx)
)

(iii) Dada una funcion columna f : ES — R*, k € N, F-medible se verifica que

~0 .
Rl =B gy e

A (hal)
Dem. Veamos (i):

20) _ 0 HAENRAGR) (B (EPNN (E) = T (ha )
207 [ el mEm i@ e " B

donde la dltima igualdad vale por la Proposicion 3.2.7(ii).
Veamos (ii): usando (i), se obtiene que

;h,\ (x) exp{ﬁTHA (x)}

P20 _ 230 i
50 (1 1 D rlx)
PALY 7o P W) Talhalx)
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Veamos (iii):

A X T
Rirto) = [ e MERI RO HAED 0

Zy (x)
2 exp{OTHAGE™M)} o B(fhalx)
=20 / e (e EES T ) = S

donde en la dltima igualdad se usa (i).

Definicién 3.8.1 Dos especificaciones Yy y ¥ se dicen equivalentes microscépicamente, y se nota con y ~ ¥, si
existe una constante ¢ € [1,e0) tal que

¢ AA]) <TA(A]) < cYa(A]) VAEFVAES,

Lema 3.8.2 Si para cada n € N existe una funcion f, : ES — (0,e0) F-medible tales que sup,cy || 1n f, | < o
Yy

Ta(A]) = /A FuX)ya(dx]) VA€ F.

Entonces 'y~ 4.
Dem. Dados A € F yn € N, por un lado
(A1) = [ 0, () <l [ 10, () < comm, (A1)
donde ¢; = sup,, || fu ]| € (0,00). Por el otro lado, usando la Desigualdad de Jensen
Ina, (A1) > [ Infu ()1, (dx}) = =110 £, = =5up [0, (1)

Por lo que
—1
T (Al) > <YAn(A!-)GXP{suplllnfn(x)\loo}> Yo (A1) > & 'y AL,

donde ¢, = exp{sup,, || In f;,(x) || }. Luego el resultado surge de tomar ¢ = max{cj,c2}.

Luego agregando el siguiente supuesto

(H.16) sup,, ||In <oo VOET,

ha,
T (ha,l)

oo

se puede probar la equivalencia microscépica de los modelos asociados.

Lema 3.8.3 Paracada 0 € Y, y° ~ .
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Dem. Consideremos las funciones F-medibles f, := . Luego sup,, || In f; || < oo por (H.16). Ademas

2, (A, |")
por el Lema 3.8.1(ii),

R = [ 1aEIph (e = [ 1ae) S ge e g -

EM YA (ha, |x)

= [ G AEM)PR, G (aE) = [ MR, ()

EM

donde la dltima igualdad vale por la Proposicion 3.2.7(ii).

O
Proposicién 3.8.1 Sean vy 7 dos especificaciones equivalentes. Entonces se verifican
() G #0 & G #0;
(ii) existe una biyeccion T <> 7t entre G(y) y G(¥);
(iii) #ex(G(Y)) = #ex(G(Y))-
Dem. Corresponde al Teorema 7.33 de [27].
O

Por el Lema 3.8.3 y la Proposicién 3.8.1, para cada © € Y, existe una probabilidad & € ex(G(7?)), la cual
verifica el siguiente resultado

Lema 3.8.4 Paracada d €Y, n° < &% y &% < n°.

Dem. Por simetria, s6lo probaremos que ¥ < 7. Sea A € F, tal que ©%(A) = 0. Como ©t® € ex( (y?)) y ®&°
ex(G (%)), entonces por el Teorema 3.2.1(ii), existe x € ES tal que yﬁn (Alx) = 7®(A) =0y YA (Alx) — &%(A).
Luego por el Lema 3.8.3, existe ¢ > 1 tal que 0 < ?Rn (Alx) < CYK, (Alx) — 0, lo cual implica que ®°(A) = 0,
culmina la prueba.

< T M

g

3.8.2. Caso Invariante por Traslaciones.

La prueba del caso en el cual las especificaciones son invariante por traslaciones, se hara siguiendo la
prueba dada por Geman y Graffigne en [4], modificando y detallando las pruebas, y adaptando notacién. En la
Proposicion 3.4.2 se mostré que, bajo los supuestos (H.1)-(H.11), las especificaciones son invariantes si, y s6lo
si, se verifican (H.13) y (H.14). En la presente seccién entonces supondremos vélidas (H.1)-(H.14). Ademds
asumiremos que vale (H.15) para lograr identificabilidad. No se necesita la validez de (H.16) en el anélisis del
caso invariante.

Los conjuntos E% son iguales salvo la debida traslacion, y existe una biyeccién entre E 9 (funciones de s
enkE)y E#0s (#ds-uplas de elementos de E). Por tal motivo, y con el fin de simplificar la notacién, se escribird
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indistintamente E% y E*%5. Luego, bajo el supuesto de invarianza, teniendo en cuenta las Proposiciones 3.3.2 y
3.2.5, las densidades condicionales % : E{s} x ES\s} — [0, 1] dadas por

T (lx%) = p () =" (0, ({x:}) )

son iguales salvo la debida traslacién. Teniendo en cuenta la Proposicién 3.2.3, las densidades condicionales
% pueden ser vistas como funciones de E x E*% en [0, 1], que no dependen del sitio s considerado.

Para cada n € N, usando a & y v como elementos genéricos de E y E% respectivamente, definamos las
funciones N, (v) : ES — Ry N,(&,0) : E° — R dadas por

Ny(V)(x) :=#{s €EA) 1 x5 =0} 'y Nu(E,0)(x) :=#{s €A} 1 x; =&, x5, =V}.

Los siguientes Lemas tienen como fin segmentar la prueba del Teorema 3.8.1.

Lema 3.8.5
Ny (v)

liminf =2~ >0 %-p.p. WYveE®
n—oo 0

Dem. Fijemos v € E% y para cada s € S, consideremos las funciones Y, : ES — R dadas por

() ::{ =70 (03] ({v}))  sixgy =

—d ((555l ({v})) en otro caso,

las cuales son Fj5,-medibles y acotadas. Ademas,

n(Y) = (17" (03, ({0})))n™ (05, ({v}) =% (05, ({v}) (1 —7* (55 ({v}))) =0.
Luego por el Corolario 3.6.1 se tiene que

Foim e = g (M0 (0) ~HAGE (03 (0))) = ) = %03 (0)) = 0. 2-p.p

n seA;,

Luego, teniendo en cuenta que ©% pertenece a la familia exponencial,

MlO) 2 (05 ({0))) > 0 &-p.p.
#AC s
lo cual prueba el Lema.
O
Lema 3.8.6
Nu (S, _
tim N30 ) = (0, (D) Wopp. Ve EvEE

donde y € ES es tal que Gy,(y) = .
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Dem. Fijemos§ € Eyv e E®,y para cada s € S, consideremos las funciones Y, : ES — R dadas por

{ 1T (E0)  six = Eoxg =

Yi(x):=¢ 0 sixge 0

_TC?O (§|D> si xg # éaxas =0

las cuales son Fy 3,-medibles y acotadas. Ademas
0 (¥) = (1-m &)™ (o, 5, ({&v}) = (Elv) (7% (o5, ({v})) — 7% (0, ({E0))))

= 1%(0,,({8v}) —mP E[o)m™ (o, ({Ev})) — n (E[v)m™ (o3 ({v})) +
+7t‘°"°(§|1>) (05, ({E0})

= 1%(0 5, ({&v})) — P (Elo)n™ (o5, ({v}))
= 0,
donde la tltima igualdad vale pues

™ (o ‘Uay({iv})) _ % (o ({8 Nnoy ({v}) _
(03, ({v})) (a5, ({v}))

Luego por el Corolario 3.6.1 se tiene que

™ (o7 ({&})]o5, ({v})) =7 (E|v).

o= g B 1= g (6 0) - MR E) = o () ) 0

Finalmente, por el Lema 3.8.5

N, (§,0)
N, (v)

— 1 (E[v) T™-p.p.

Lema 3.8.7 Dado © € Int(Y), se verifican:
(i) VInZY =W (Hal-) VAEG,

(ii) VUA(S,-) = Y (=% (Hi|)) VA€S,

SEA°

#A°

(iii) V2UA(D,-) =

o L% (MR )]) <0 vAes,

A SEA

donde V y V? representan respectivamente el vector gradiente y la matriz hessiana con respecto al pardmetro
del modelo.

Dem. Veamos (i): paracadai=1,...,m, se tiene que
3 e 55 exp (O BN AE) [ () exp (o H B )
O
9%, Z) Z)
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= [ Hai&)pR(E AN (@) = R ().

Escribiendo en forma matricial:
VInZ2 (x) = 1 (Hal).

Veamos (ii): usando (i), se tiene que

o L (5,00 1 (H, )

SEA° SEN°

VUA®.3) = i X V(O Hy () —InZ () =

Veamos (iii):

VUMDY =~ T VER) =~ T [ TR EA ) = ().
Como exp{ 0T H,(x)} Hy(x)Z2 (x) = VZ2 (x)
VpY(x) = hy ('x)vzﬂ—(x; = hy(x) exp{0” Hy(x)} = sz‘}(x)Z =

= P () (Hy(x) — VInZ? (x)) = p2(x) (Hy((x) =72 (HLJx) )

donde la dltima igualdad vale por (i). Luego

W= §/ s E:xs Hy (&%) — v?(de))Tp?(ﬁxS)xA(dg)
=g L% (m (m i) 1),

la cual es una cantidad no positiva por la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Definicién 3.8.2 Diremos que una afirmacion vale Yn > 1, si existe no € N tal que la afirmacion vale Vn > ny.
Lema 3.8.8 nt™ ({x € ES : U,(-,x) es estrictamente céncava Vn >> 1}) =1

Dem. Sea x € E° en el conjunto de probabilidad 1, dado en el Lema 3.8.5, de las configuraciones que verifican

1fminfM >0 YvcE®. (3.8.7)
n—yoo #A;’l

Por el Lema 3.8.7(iii),

B T
Un(0.2) = — AZ GZA v (H(Hy =2 (Hyl)TIx) <0,
Luego, U,(-,x) es concava y
T2 Y T 2 m
¢ VU, (99,x) #AZ seZA’o (( Hy =7 (¢ Hs|x)) |x> <0 VoeR™
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Sea ¥ # 99 y supongamos que (I)TVZUn(ﬂ,X)(I) = 0 para algin ¢ no nulo. Entonces,
O Hy(Ex') =70 (0" Hlx) VEEEVs€ES.

En particular, Hy(-x*) es constante Vs € S, y esto implica que

T S
B2 (Ex") = eXp{f H&) L e pyses. (3.8.8)
Jpexp{OTHy(&x*)}M(dE)  #E
Luego, para que (3.8.8) contradiga (H.15), se necesita que
E® = {(0,(x)a:s €A} Vn> 1, (3.8.9)

ya que si esto sucede, si tomamos n lo suficientemente grande y ¥ € ES, entonces existe § € A° tal que
(0_5(x))ao = %a0- Luego

SOy x0r= =90\ _ 50 -0

Po (£) = Po (Fa05™") = Pg ((0—5(x))a0x™).

Andlogamente para ¥g

Como f)g una funcién Fy _o-medible,

Andlogamente para ¥g

Por lo que f)g = ()go, lo cual contradice (H.15).
Veamos entonces que vale (3.8.9): supongamos entonces que existe {y € E tal que {y # (0_s(x))o Vs € S.
Entonces N,({o)(x) =0 Vn € N, y por lo tanto liminf N, ({p)(x)/#A, = 0, lo cual contradice la cldusula del
n—voo

conjunto al cual pertenece x. Luego para cada { € E%, existe s¢ € S, tal que (0, (x))go = C. Por (H.1), vale

(3.8.9) y concluye la prueba.

—s¢

g

Este Lema nos dice que vale (T.1) en el caso invariante, esto es que U,(-,x) tiene un tnico maximo B (x)
para todo n > 1, lo cual no implica que Uy sea tal maximo, ni que ﬁn (x) — 9. Definiremos una nueva funcién
G, : Y x ES — R, para la cual G,(-,x) tiene un tinico maximo en © para cada n € Ny todo x € ES, y que se
aproxime uniformemente a U, (-,x) en un entorno de 9. Para ello observemos primero que por (H.1), (H.13) y
(H.14),

N, (v)

(0= G L e

y teniendo en cuenta el Lema 3.8.6, probemos el siguiente resultado
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Lema 3.8.9 Si para cada n € N, definimos la funcion G, : ¥ x ES — R, dada por

Na(0) (%)

G,(9,x) = Z e

v

Y w0 (E[v) In7) (E[v).
3

Entonces
(i) Con n¥-probabilidad 1, para cada € € (0,d(d,dY)), existe & > 0, tal que

limsup sup sup 0T V2G,(9,-)0 < 8,
n—ree [9—o|<eoeR™:[¢]=1

donde d(9,0Y) = infycyy |0 — Oo|| y IY es la frontera del conjunto convexo Y.
(ii) Gn(9,) < G,(%0,) VOEY VneN.

Dem. Dado s € S, como H; es Fy y,-medible, por la Proposicion 3.2.7(iii), la funcién

v <(¢THS o (07)) \-)

es JFy,-medible. Luego por la Proposicion 3.2.1(ii), esta funcién depende sélo de las configuraciones sobre 0s,
y podemos definir la funcién g : E% x Y x R" — R dada por

2
§(0,9,0) =72 ((¢THS — (6T Hily) ) !y) ,

siendo y € E® tal que Ga,(y) = V.
Consideremos x € E€ en el conjunto de probabilidad 1 dado en el Lema 3.8.5. Luego

2
oo <(¢THS —yo (¢THS|x)> |x> = g(x35,0,0) VseSVOeYVpeR™.

Por el Lema 3.8.5 y por (H.1), con ©%-probabilidad 1, existe una constante {; > 0 tal que fnfy % > G

Vn>> 1,0 € E%. Luego, por un razonamiento andlogo al hecho en el Lema 3.8.8,

0" VG (8, %) = —ZWg(v,M) <=0 ) g(v,9,0) Vn>> 1. (3.8.10)

Como por (H.10), para cada v, la funcién g(v,-,-) es continua, y como el conjunto K = {(9,0) : ||0 — S| <
€,]|0]| = 1} es compacto, existe una constante real {, tal que

C.’Z < Zg(l),ﬂ,(l)) V(ﬂ,(])) €K.

Por el mismo argumento usado en el Lema 3.8.8, G,(-,x) es estrictamente c6ncava. Luego puede suponerse
&, > 0,y por (3.8.10), tomando & = {;{, > 0, se tiene que,

limsup sup sup 0T V2G,(9,x)0 < -3,
nseo [B—| <e deR:[]=1
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y el item (i) queda probado. Para la parte (ii), por la concavidad del In,

Znﬁo &[v) In7) (§|v) Zﬂ?ﬂo Elv) InTt? (E|v) Znﬁo E[v)In ﬁ(&h)) <

" (§/v)
<1n21t‘30 (&|v) i’) —ann (Elv) =In1 =0,
y por lo tanto vale (ii).
U
Lema 3.8.10
lim  sup |Uy(9,-) — G,(8,-)] =0 n%-p.p. Ve (0,d(9,0Y))
" ool <e
Dem. Sea ¥ € Y tal que |0 — || < €. Luego
oo M) (M) Y T (E)
0,00~ Go(0.)] = |E S ;( ety e Jin T
Na(0) 5~ [ Nal&0) o, my (€[v)
S; A, ; Naw) 7 ) ‘ " (§lv)
wp [ EE | NG
S#Eé,mnﬂ—%on« ey | P o) (Ev) (3.8.11)

Como 7P (E[v) >0 V& € E Vv € E* ¥ € Y, como la cantidad de posibles configuraciones (£,v) es finita, y
como por (H.10) la funcién
oy i TEED)

" (§[v)

es continua sobre el conjunto {0 : ||[$ —Oy|| < €}, que estd contenido en un compacto, se tiene que existe una
constante C > 0 tal que

my (€[v)

e =

sup
&,0,][0—0]|<e

Luego, por (3.8.11), se tiene que
Na(E,0)

limsup sup |U,(9,) — G,(8,-)| < CHE limsupsup T (Ev)|.
e [[9—Bo<e nee gy | Na(V)
Por el Lema 3.8.6,
) N.(Ev) o
lim sup su —7°(S|v)| = 0 ©%p.p.
MSUPSUP| T Ty (§lv) p-p

y por lo tanto queda demostrado el Lema.
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Lema 3.8.11

liminf inf  (G,(9,-) — G,(9,-)) >0 w-p.p. Ve € (0,d(D,dY))

n=ree |[9—Bol|=e

Dem. Por el Lema 3.8.9, G,,(9,-) > G,(8,-) V& # U9 con probabilidad 1. Luego s6lo hay que probar que con
probabilidad 0, fijado arbitrariamente € > 0, se verifica

liminf nf  (G,(Bo,") — Gu(9,-)) =0. (3.8.12)

nree [[9—Dol|=e
Fijemos € > 0 y tomemos una realizacién x € E® para el cual vale (3.8.12), entonces

inf inf (G,(%9,x) —G,(9,x)) =0 Vk. 3.8.13
1 o 55 (Gr(B03) = Gn(0.) (813

2
.. S . €
Fijemos arbitrariamente k, y consideremos M = > > 0, donde J es la constante que aparece en la cota de la

parte (i) del Lema 3.8.9. Luego por (3.8.13), existen n > ky 9 € {8 € RY : |9 — Oy || = £}, tales que
Gn(V9,x) — G, (B,x) <. (3.8.14)

Sea A C R un conjunto abierto tal que [0,1] C Ay tal que {8+ (1 — )y € Y V{ € A, y consideremos la funcién
continua f : R — R dada por f({) = G, ({d 4 (1 — )00, x). Luego,

f(0)=Gu(90,x), f(1)=Gn(B,x), f(0)=(B—D0)" VG,(Bo,x) =0,

£1(€) = (B —100)" V2G, (LB + (1 - ) 0o,x) (B — Do) ¥C € [0,1].

Aqui pueden darse dos posibilidades: x pertenece al conjunto de probabilidad 1 para el cual vale la cota del
apartado (i) del Lema 3.8.9, 0 no. Supongamos que pertenece a tal conjunto, entonces,

£1(5) < —3||B— 0|2 = —86> = —2n VL,
Luego
¢ ¢
7©) =1+ [ wdu= [ f"wdu < g vE>0

Por lo que

S / 5 / 2
S0 = 1O+ [ (0du = G,(00.5)+ [ (w)du < G (80,5) ~nE2 ¥C >0,

En particular
Gu(0,x) = f(1) < Gu(B,x) =M,

lo cual contradice (3.8.14). Esto provino de suponer que x pertenecia al conjunto de probabilidad 1 para el cual
vale la cota del apartado (i) del Lema 3.8.9. Por lo tanto, la probabilidad de que una realizacién del campo
aleatorio en cuestion verifique (3.8.12) es 0.

g
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Lema 3.8.12
liminf inf (U, (0g,-) — Un(9,-)) >0 w-p.p. Ve € (0,d(do,0Y)).
n=ree |[9—Bol|=e
Dem. Sea x en los conjuntos de probabilidad 1 dados en los Lema 3.8.10 y 3.8.11. Dado € > 0, probemos que

liminf inf  (Un(09,x) —U,(V,x)) =liminf inf (G,(09,x) — Gn(0,x)) =: L.

n—reo [|9—||=¢ n—eo || 9 |=¢

Sean>0yK={0eY:||0—"3| <e}. Luego por el Lema 3.8.11,
Ty Vi > ky VO € 0K, (— % < Gp(Dg,x) — G (B,).

Por el Lema 3.8.10,
Tha Vi > ko VO € K, |Un(9,x) — Go(,%)| < 2

Luego, considerando kg = max{kj,k,}, se tiene que

Vn > ko WAVRS aK: Ul’l(ﬂ()a-x) - Un(ﬁax) = Un(ﬁ()?x) _Gn(ﬁ()?x) +Gn(607-x) _Gn(ﬁax) +Gn('&,)€) - Un('&,X)
Ny, n_,
> 3+€ 33 {—n

y el Lema queda probado.
O

Teorema 3.8.1 (Consistencia del Estimador de PMV) Sean S = 74, d € N; 9 un sistema de vecindades que
satisface (H.2)-(H.5); { Ay }nen como se definié en (H.12); E un conjunto de estados que verifica (H.1); Y C R,
d € N, un espacio de pardmetros que verifica (H.6)-(H.7); 8¢ € Int(Y); {®°}sex una familia de potenciales tales
que se verifican (H.8)-(H.10) y (H.13)-(H.14); ©% € G(y*), cuya existencia vale por (H.11), y supongamos
que se verifica (H.15). Para cada n € N y x € ES, consideremos B(x) eM A, (x). Entonces se verifican

(i) TO({x €ES #Mp (x)=1Vn>1})=1;

(ii) 7 ({x € ES : ||8,(x) — || — 0}) = 1.
Dem. Consideremos x € ES que pertenece a los conjuntos de probabilidad 1 dados en los Lemas 3.8.5-3.8.12.
Por el Lema 3.8.8, vale (i). Veamos ahora (ii): elijamos para cada n, 9, (x) € M, (x), y supongamos que

limsup || O, (x) — Og || = oo.

n—oo
Luego existe una subsucesion {?’nk (x) }« tal que ||§nk (x) — 99| 1 oo, y por ende, dado € > 0,
Ty Vk > ki, [, (x) — B0l > &.

Para cada k, sea

€ € —~
ﬁk@ = (1 - A> 1904‘ A—ﬁnk(X),
[0 (x) = Bo| [ (x) — Dol
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que pertenece a Y por (H.6), y verifica ||y ¢ — 09| = € Vk. Luego,

Uy, (80,x) — Uy, (Okg,x) > " 1’1131f” E(U,lk(ﬂo,x) —U,, (9,x)) Vk.
o=

Por el Lema 3.8.8,

€ ~

e (Oke, X e (00,X) + —=————Up,, (O, (x),x
Un, (%, >>(1 )U (B0u2) + U (B0

B, (x) — Dol
Luego, por (3.8.15),

Up, (00,x) — Inf  (Uy,(00,x) — Uy, (B,x)) >
[[0—ol|=¢

€ € -~
- — U0 U (B (1))
( ||13nk(x)—130||> ' 1B (0) =l

lo cual implica que

(Unk (ﬁ()vx) - U’lk (ﬂ7x)) <

inf —_—
[[9—||=¢ [| O, (x) — 0|

< U, (90,%) = Uy (B, (x),%) VK > k1.
Como 5nk (x) maximiza a la funcién U,,, se tiene que

mf (U, (99,x) — Uy, (9,x)) < 0 Vk > ki,
90 =e

1o cual contradice al Lema 3.8.12, y por lo tanto la sucesion {9, (x)} es acotada.

Supongamos ahora que R
limsup |9, (x) — Vol =€ > 0.

n—so0

Luego, dadom € (0, %), 3ng Vn > no, [9,(x) — || < €+1, y por ende

U (0 (x), %) = Gp(Bp(x),%)| < sup  |Un(®,x) — Gu(®,x)| Vn > ng.
160 <e+n

49

(3.8.15)

Luego por el Lema 3.8.10, |Uy (D (x),x) — G (Ba(x),x)] = 0y |Up(9,%) — G(Bo,x)| = 0. Como Uy, (B, x) <

U, (8(x),x), se tiene que

G (90,x) — Gu(0n(x),x) = G(90,x) — Up(S(x),x) + Up (D (x), ) — G (D (x),x)

< G(80,%) — Un(80,%) + Up(8(x), %) — Gu(B(x), )

y por lo tanto R
|G (90,x) — Gy (Bn(x),x)| — 0.

Como € es un punto de acumulacion de la sucesion || 8, (x) — 9o

£—1 < [0, (x) —Bo|| <€+M Vk.

(3.8.16)

, existe una subsucesion Hﬁnk (x) — || tal que
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Luego por el Lema 3.8.9(i), haciendo un razonamiento andlogo al hecho en la prueba del Lema 3.8.11, se tiene
que

N ~ de?
|G (D0,x) — G(9, (x),)| > 8][0, (x) — Do ||> > (e —m)* > T Vk,

lo cual contradice (3.8.16) y culmina la prueba del Teorema.

3.8.3. Caso General.

La prueba para el caso invariante se basa en el hecho de que una observacién de Yi" (-|w) puede ser vista co-
mo #A observaciones de Y (-|w). Luego parece ser necesario pedir invarianza por traslaciones, para que de este
modo las #A muestras sean de la misma distribucion condicional. En este trabajo se pretende agregar hipdtesis
que suplanten la invarianza por traslaciones de las especificaciones, y generalicen los resultados. Debilitaremos
la hipétesis de invarianza, eliminando solamente la suposicion (H.14). Luego, en la presente seccion, ademas de
suponer validas (H.1)-(H.13) y (H.15), consideraremos validas (H.16) y m4s adelante agregaremos la condicién
de no correlacion (H.17) entre hy y H;.

Una consecuencia inmediata del Lema 3.8.4 es que si

B (x) € My, (x) := {ﬂEY U, (9,x) :%12%0;1(0%36)},

con
1

T HA

) (0" Hy(x) ~InZ (x)),

SEN°

es un Estimador de PMV del modelo asociado, entonces se verifica el siguiente resultado
Lema 3.8.13 7% ({x € ES : ||9,(x) — 00| — 0}) = 1.

Dem. Vale por el Lema 3.8.4 y el Teorema 3.8.1(ii).

Lema 3.8.14 Se verifican:

(i) VInZ? =y(Hal") = M VA€ S;
Ta(hal)
1
i) VUA(Y,) = s — Y (Hy|-)) = VUA (S V(H,|-) =Y’ (Hy|-)) VYA€&;
(i) VUAD,) #AOSZLAO(H VD) = V0N )+ s T (RO~ (1) vA<
(iii) V2OA(D,") = #AOZ ( (Hy— yv(H|))\>§O YA € 6.
SEN°
() V2N, ) =~z X (Hu(H (] )7]) <0 VA€,

SEA°
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Dem. Valen por el Lema 3.8.7 y el Lema 3.8.1(iif).
U

Como tltimo supuesto para probar la consistencia del estimador de PMV, se necesita pedir la siguiente “no
correlacion asintética” respecto del modelo invariante asociado:

(H.17) &% (hsHy) = 7% (hy)7% (H,) Vs € S.

En la Seccién 6.4 del Apéndice se prueba que (H.17) vale cuando se trabaja con el modelo a posteriori del mapa
de clases presentado en la Seccién 3.5.

Lema 3.8.15 Para cada ® € Y, VU,(9,-) — VU,(9,-) — 0 n¥-p.p.

Dem. Por el Lema 3.8.14 se tiene que

VUn(ﬂv ) - VUn(ﬁ7 )

- 5 (A
¥ (o -TRAD) - Ly,

#A(’)l SEA;, n sEA,
donde para cada s € S, g := ¥ (Hy|-) — V0 (hsHy|-), con hy := ?‘?(hTZI) Por lo tanto sélo se debe probar que
~ Y &, —07°pp. (3.8.17)
#A,, EZA: ’

Como 72 (h|-) = 1 Vs € S, se tiene que % (/) = 1 Vs € S. Luego por ser &% € G(¥°) y luego por (H.17),
iﬁ(ES) = ﬁﬁ(??@sHY") _'NY?(HAU) = ﬁﬂ(ilsHs —Hs) = ﬁﬁ(ils)iﬁ(l']s) - ﬁﬂ(Hs) =0 Vses.

Ademas, para cada s € S, la funcién € es Fy,-medible y acotada. Luego por el Corolario 3.6.1, vale (3.8.17), y
finaliza la prueba.
O

Ahora procedamos a probar (T.1) y (T.2) para el caso no invariante.

Teorema 3.8.2 (Consistencia del Estimador de PMV) Sean S = 7¢; 9 un sistema de vecindades que satisface
(H.2)-(H.5); {Ay }nen como se definié en (H.12); E un conjunto de estados que verifica (H.1); Y CR™, m € N,
un espacio de pardmetros que verifica (H.6) y (H.7); 9 € Int(Y); {®°}sex una familia de potenciales tales
que se verifican (H.8)-(H.10), (H.13), (H.16) y (H.17); % € G(®™) cuya existencia la garantiza (H.11), y
supongamos que se verifica (H.15). Entonces se verifican

(i) T ({x € ES : U,(-,x) es estrictamente céncava ¥n > 1}) = 1;
(ii) TP ({x CES :#My,(x) = 1Vn > 1}) = 1;

(iii) ©%({x € ES : |[3,(x) — Oy — 0}) = L.

Dem. Veamos (i): por el Lema 3.8.4 y el Lema 3.8.5, se tiene que

Na(€)
A

n

liminf =222 > 0 n%-pp. V(e E”,

n—oo
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Sea x € E° en este conjunto. Luego por el Lema 3.8.14(iv),

TEAS Z ( Y?"(Hslx))Tlx) <o0.

n scA;

(ﬁO’

Luego, U,(-,x) es concava y

q)TVZUn (ﬁ()?x)q) =

e Z 7 (( THy — 0 (¢THs|x))2|x> <0 VoeR"

n SEA;

Sea © # ¥ y supongamos que ¢” V2U,(9,x)¢ = 0 para algdn ¢ no nulo. Entonces,
o7 Hy(Ex*) = (0"H,|x) VE€EVseS.

En particular, Hy(-x*) es constante Vs € S, y esto implica que

T s
xp{O A (G0)} 1 VECEVsES, (3.8.18)

Y exp{0"H (&)} #E

EcE

pY(Ex") =

expresion que no depende de 9. Luego, (3.8.18) contradice (H.15) por un argumento anilogo al utilizado en la
prueba del Lema 3.8.8. Concluyendo que U, (-, x) es estrictamente céncava Vn >> 1, y en consecuencia valen (i)
y (if).

Veamos ahora (iii): consideremos x € ES en el conjunto de probabilidad 1 al cual pertenecen los elementos
que verifican las condicionas dadas en el Teorema 3.8.1, los Lemas 3.8.8, 3.8.12 y 3.8.15. Para cada n € N,
elijamos Oy, (x) = argméxg U, (9, x) y O, (x) = argméxs U, (9, x). Luego por la consistencia en el caso invariante

185 (x) = Boll — 0,

y por el Lema 3.8.15 R R R
VU, (8,(x),x) = VU, (9,(x),x) — VU, (9,(x),x) — 0. (3.8.19)

Como s6lo debemos probar que ”611 (x)A— ¥p|| — 0, supongamos que esto no vale. Luego existe € > 0 tal que
para cada n € N, existe k, > n tal que ||O, (x) — 0o/ > 2¢. Teniendo en cuenta (H.6), considerando

n(x) — B

V=% +e—=——— €
[0 (x) — Dol

)

se tiene que ||9, —¥o|| = €. Luego por el Lema 3.8.8, se tiene que

D0 — B, (%) B €

(3.8.20)

En el Lema 3.8.12 se prob6 que

[=:liminf fnf (0,(90,x) — Uy(d,x)) > 0. (3.8.21)

n=ree [[9—Dol|=e

Supongamos que
11’rr_1>inf\(7k” (00,x) — Uy, (B, ,x)| < /3.
n—roo
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Luego para cada m € N, existe k,, > m tal que

inf (Ui

o e (ﬁo,x) — (7knm (ﬁ,x)) < ﬁknm (ﬁo,x) — Uknm (1_3]%”,)6) < [/2,
o=

lo cual contradice (3.8.21). Implicando que
liminf\f]kn (ﬁo,x) — Uku(‘l?}kn,x)‘ > [/3.
n—soo
Luego por (3.8.20)

liminf i > liminf U, (B0,) — Uk, (. %) > b
e (00 — O, () | e € 3e

Por el Lema 3.8.8, R
’Uk)l (ﬁo’x) - Ukn (ﬁkn (x) Y x) |

Vi, (B, (x),x)| >

o 190 — O, (1)
y por ende
N ., (90,x) — U (D [
1fminf\VUkn(ﬂkn(x),x)|zlfminf‘ b (%0:%) = Uk, (9%, (), ¥)| o, T
e noe 90 — B, (x| 3¢

lo cual contradice (3.8.19), y finaliza la prueba del Teorema.
g

De este modo se han probado dos resultados de consistencia fuerte para estimadores de PMV. En una prime-
ra etapa se extendié la prueba realizada por Geman y Graffigne en [4] a una familia de modelos exponenciales
invariantes mds grande. Ademds, se probd la consistencia fuerte para el caso en el que la especificacion del
modelo no es invariante por traslaciones. Para ello se reemplazé el supuesto de invarianza por los supuestos
(H.16) de equivalencia microscépica 'y (H.17) de no correlacion entre las funciones kg y H;.

3.9. Simulacion

En la presente Seccién abordamos el problema de obtener realizaciones de un determinado modelo. Esto
permitird analizar si el modelo de Potts es adecuado para representar al mapa de clases de una imagen. Ademas,
permitird analizar bajo simulacién la performance de los estimadores a muestra finita.

Como se menciond en la Seccién 3.7, obtener una observacién de %, Vg € Int(Y), es imposible debido a
que S es infinito. Sin embargo, fijando arbitrariamente A € & y w € ES, las leyes yﬁ‘)(-\w) poseen el mismo
pardmetro, y puede ser muestreado por medio de algoritmos cldsicos. Para ello se debe obtener una observacion
xp € E® con probabilidad proporcional a

exp{—Hy' (xaw™)}

Zy (xaw)

T ({aw™Hw) = i (xaw™) = 1 (xa|wh) = : (3.9.22)

y luego xaw™ € ES es una observacién de yio('|w), o equivalentemente, x5 € E es una observacion de
nio(-|w’\). Entonces, el objetivo de la presente Seccidén es mostrar cémo podemos obtener una realizacién
XA

En la presente Seccién, trabajaremos en S = Z? bajo el supuesto (H.1) con E = {{,5,..., 0.}, L=#E > 2,
y supondremos que A es una grilla finita cuadrada, que en las simulaciones se consideré de tamafio 128 x 128.
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Figura 3.1: Vecindarios de orden 1, 2,4,5y 8.

En la Figura 3.1 se muestran los vecindarios de orden 1, 2, 4, 5 y 8, los cuales satisfacen las condiciones
(H.2)-(H.5). De ellos, obtendremos simulaciones considerando solamente los vecindarios de orden 2.

Bajo estas consideraciones, la presente Seccidn se organizard como sigue: comenzaremos explicando el
cléasico algoritmo Gibbs Sampler (GS) [6], que permite obtener una realizacion de las familias exponenciales
definidas en (H.10). Posteriormente particularizaremos este algoritmo al modelo de Potts definido en la Seccién
3.5, y se mostraran realizaciones del mismo para diversos parametros. Por dltimo, se explicard y se obtendran
realizaciones del modelo de Potts isotrdpico y sin campo externo por medio del algoritmo Swendsen-Wang
[35, 36].

3.9.1. Gibbs Sampler (GS).

A pesar de que A y E son finitos, las posibles configuraciones de un campo X sobre A son #E#A, cantidad
que en la mayoria de los casos es inmanejable en tiempo finito. Luego, es necesario determinar un procedi-
miento iterativo que sea capaz de obtener una realizacién de estos campos, y el algoritmo Gibbs Sampler (GS)
desarrollado por Geman y Geman en [6], realiza esta tarea.

Laidea bésica de este algoritmo es actualizar el estado de cada sitio, de a uno a la vez, teniendo en cuenta las
etiquetas de su vecindad. Este proceso de actualizacién o relajacién en la jerga del campo, se realiza siguiendo
un esquema de visita, el cual no es mds que una sucesion infinita de elementos de A que contiene infinitas
veces a cada sitio. En particular, en la tesis se trabaja con un esquema de visita en el que no se revisita un pixel
hasta que no se hayan visitado todos los pixeles de la grilla. Esto es, un esquema de visita que consiste en una
sucesion de barridas, donde cada barrida consiste en visitar todos los pixeles de la grilla siguiendo un orden
S1,82,...,54A determinado.

Dado un mapa de inicio x(*) € E*, luego de cada barrida, obtenemos una nueva configuracioén de etiquetas,
que barrida tras barrida, genera una secuencia x0 x@ o x™ . de elementos de EX. Bajo determinadas
leyes de transicién esta sucesion converge a una realizacion de Tci“(-|w’\). Como se dijo, cada transicién de
una realizacién a otra estd conformada por un esquema de actualizaciones de etiquetas, las cuales deben ser
realizadas de acuerdo a la verosimilitud de cada etiqueta condicional a las etiquetas vecinas. Esto es, suponga-
mos que tenemos una configuracién xs € E” y que deseamos actualizar la etiqueta que se encuentra sobre un
determinado sitio s. Luego, se asignard la etiqueta ¢ € E al sitio s con probabilidad dada por:

T () ecexp] — ¥ O (Cchw?)
AeB(s)

En esta expresion, los pixeles del contorno de A tienen vecinos fuera A, y por ende actualizan su estado utili-
zando las entradas de w.

La convergencia de este algoritmo estd probada en el Teorema A de [6]. En resumen, para obtener una
realizacién del modelo sobre E” se siguen los siguientes pasos:

1) obtener una realizacién de inicio x(©) de X(©).
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2) elegir un esquema de visita adecuado.

3) realizar un barrido (visita de todos los pixeles), sorteando aleatoriamente un estado en cada visita, con
probabilidad proporcional a

exp {— ) CI)iO (W) }
AES(s)

para cada ¢ € E, siendo s el pixel que se visita y x € E® la configuracién sobre E” previa a la visita.

4) Se realizan tantas barridas como se necesiten para alcanzar algin criterio de convergencia.

3.9.2. Potts Sampler (PS).

Como se definié en la Seccién 3.5, el modelo de Potts isotrépico y sin campo externo viene dado por el
potencial conformado por las funciones

@ (x) := { B osi#A=2A={sthx=x €0 ) o (3.9.23)
0 caso contrario.

Luego
i} (0x") o< exp{BH; ()},
donde H,(¢) = #{t € ds : x; = {}.

En la presente seccién se mostrard el clasico algoritmo Potts Sampler (PS), el cual tiene como objetivo
obtener una realizacién de este modelo, y es un caso particular del algoritmo Gibbs Sampler (GS) visto en la
Seccién 3.9.1.

Particularizando el algoritmo visto en la Seccién 3.9.1, con el potencial definido en (3.9.23) y con X(¥) con
distribucién uniforme sobre E*, se obtiene el siguiente algoritmo simulador de modelos de Potts.

1) Simular uniformemente una etiqueta para cada pixel de A.
2) Considerar el esquema de visita diagramado en la Figura 5.1.

3) Realizar una corrida actualizando aleatoriamente una etiqueta en cada visita, con probabilidad propor-
cional a

Ty (£peaw™) o< exp {BH,(£)}
para cada £ € E, siendo s € A el pixel que se visita y x5 € E” la configuracién sobre E” previa a la visita.
4) Se realizan corridas hasta alcanzar algun criterio de convergencia.

En la Figura 3.2 se muestran realizaciones de 100 iteraciones de PS sobre A de tamafio 128 x 128 para
distintos valores de B y L, y vecindades de orden 2.

3.9.3. Swendsen-Wang (SW).

La idea del algoritmo Swendsen-Wang [35, 36] es simular una observacioén y = x5 de un campo aleatorio
Y = X, € E” definido sobre un espacio de medida (Q, A, P) con distribucién ni(-\w’\) dada en (3.9.22). Para
ello se utiliza un arreglo aleatorio V = {Vy, : s € A,t € ds} auxiliar en el que, dado Y =y, sus componentes son
independientes y tienen distribucién condicional uniforme dada por

P(Vet = va|V = y) o< exp {=B1(ys = 3:)} 10 < v < exp{B1(ys =1)}), (3.9.24)
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B=0,5

Figura 3.2: Realizaciones de 100 iteraciones de PS de tamafio 128 x 128 para distintos valores de By L, y
vecindades de orden 2.
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B=0,5

Figura 3.3: Realizaciones de 100 iteraciones de SW de tamafio 128 x 128 para distintos valores de By L, y
vecindades de orden 2.
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donde Vy; se denomina variable enlace entre Y; y Y;, y fijamos y; = w; Vs € dA. Luego

P(Y=yV=v) e<mhyw®) [] P(Va=valt =)

SEAtEDs
oo [T exp{BlOs=y)} [] exp{—Bl(ys=y)}1(0<vy <exp{Bl(ys=y)})
SEALEDs SEAIEDs
= H 1(0 < vy <exp{Bl(ys=:)})
SEALEDs
= II ! (mv, < 1(ys :)’I)) (3.9.25)
SEAIEDs B

Ahora, por (3.9.24), dado Y = y es sencillo simular U. Analicemos como simular Y dado V =v: sea Q, :=
{y€ EN:P(Y =y[V =v) >0} yseay € Q, una posible realizacién de Y|V = v. Luego por (3.9.25), se tiene
que

T <1(ys=y:) VYs€AtEO0s, (3.9.26)

pero esto implica que

Inv

seAHzeasl< B B I
Y II ¢ <lng‘“ < 1(z :Zz)> R Y 11 l(ln[;‘” < 1(z :zt)>

7€EANsEAt€0s z€EA sEA1EDs

< 1(ys :y,)>

PY =ylV=v)=

lo cual significa que dado V = v, Y distribuye uniformemente en Q,. Veamos entonces como estd conformado
este conjunto €, de posibles realizaciones: siguiendo con y € Q,, por (3.9.26), si vy > 1 entonces y; = y;; pero
si vy < 1, entonces y; y y; pueden tomar cualquier etiqueta. Luego

Q,={ycE»:y,=y,Vs,t € Aconvy > 1}.

Note que lo tnico que interesa de las V; es si son o no més grandes que 1. Luego, estas variables pueden
ser vistas como variables binarias: vinculo o no vinculo; donde, por (3.9.24) valen

exp{B} -1

P(VSt > 1|YS :Yl‘) = eXP{B}

= 1 —exp{—p}

P(Vy > 1|¥, #£Y,) =0. (3.9.27)

Diremos que una configuracién x, € E” tiene un agrupamiento en A C S si toma el mismo estado sobre
todos los sitios de A y si A es conexo maximal; esto es: dados s,¢ € A distintos, se verifica que x; = x;; existen
50 = 8,81,52,..,Sn—1,5, =1 € Atales que s;_1 € ds; Vi=1,2,...,n; y no existe § € ANJA tal que x; = x;.

En resumen, para simular una realizacién de (3.5.4), dado una configuracién inicial y(¥) se iteran hasta
converger los siguientes dos pasos:

1) dada una configuracién Y =y, se simula el campo V siguiendo (3.9.24).
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2) dados los vinculos V = v, se particiona A en la familia P, = {S,S5,...,Sk} de subconjuntos de A, de
modo tal que para cada 1 <k <k’ <K se verifique

S,;tESE = vg > 1 y sESkteSy = vy < 1.
Luego se asigna a cada agrupamiento una etiqueta, eligiéndola uniformemente del conjunto E.

Note que en el paso 2 de este proceso iterativo contiene dos procesos: division y unién. En el proceso de
divisién, cada agrupamiento del mapa puede llegar a particionarse si en el paso 1 se desvinculan sus pixeles de
modo tal que la particién P, envie cada subdivision a distintos agrupamientos. En el proceso de unidn, cada par
de agrupamientos adyacentes pueden llegar a unirse si les toca la misma etiqueta al hacer el sorteo uniforme
de etiquetas. Luego si  no es grande, estos dos procesos se compensan, y no se producen mapas con s6lo una
etiqueta.

En la Figura 3.3 se muestran realizaciones de 100 iteraciones de SW de tamafio 128 x 128 para distintos
valores de B y L, y vecindades de orden 2.

Para valores pequefios de 3, ambos simuladores obtienen realizaciones parecidas a simple vista, pero a
medida que crece B por encima de 0.3, SW presenta una transicion mds veloz entre mapas con pequefios
agrupamientos a mapas en los que predomina una clase. En este sentido, la transicién de PS es mds lenta,
presentando grandes agrupamientos para un rango de valores de [, antes de presentar mapas con practicamente
una clase.

Los programas de simulacién realizados en esta tesis forman parte de un toolbox de segmentacién marko-
viana que estd siendo preparado por la Dra Flesia, y que sigue los postulados del programa internacional de In-
vestigacion Reproducible. Dicho toolbox se encuentra accesible en el sitio web http://www. famaf.unc.edu.ar/~flesia/
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Capitulo 4

Estimacion en el Modelo de Potts

4.1. Introduccion

Enla Seccién 3.5 se observo que el modelo de Potts puede ser seleccionado para representar la distribucion a
priori del mapa de clases de una imagen, debido a que permite incorporar informacién contextual que vincule las
etiquetas posicionadas sobre pixeles vecinos, de un modo sencillo y practico. En el préximo Capitulo veremos
que esto permite la obtencién de segmentaciones homogéneas de imagenes, reduciendo las posibilidades de
obtener un pixel clasificado aisladamente. Como los segmentadores contextuales requieren de una estimacién
del modelo para poder funcionar, es importante analizar una metodologia eficiente para tal fin.

Enla Seccién 3.5 se mostré que si X es un campo aleatorio cuya distribucién se rige de acuerdo a un modelo
de Potts isotrépico sin campo externo, entonces sus densidades condicionales tienen la forma

n/B\(xA\wA) o< exp{BHA(xaW")} VAE G, (4.1.1)
donde w € ES es una configuracién prefijada arbitrariamente, y
HA(y) =#{A € &(A) :#A=2,A={5,1},y, = y;,t €3s} Vy€E®,

Esto es, Hx(y) es la cantidad de pares de vecinos con la misma etiqueta, con al menos uno de ellos en A.
Ademds se mostrd que este modelo posee especificaciones invariantes por traslaciones.
En particular, las distribuciones condicionales del modelo a priori sobre cada s € S, tienen la forma

TEE)(XS|XA\{S}WA) o< exp{BH;(xs)},

donde Hy(xs) = {r € ds : x; = x; } es una simplificacion notacional, que permite independizarse simbdlicamente
de w, y hard mucho més sencilla la explicacion de los estimadores del modelo.

Teniendo en cuenta la Proposicion 3.2.7(ii), si notamos con P ala especificacién correspondiente al modelo
a priori, entonces la esperanza condicional de la funcién Hp, dada una observacién wh fuera de A, viene dada
por

H A
Bt = X o SR
xpEEA ZA(XAWA>

donde
Zh(awh) = Y exp{BHA(yaw™)}.

YAEEA

61



62 CAPITULO 4. ESTIMACION EN EL MODELO DE POTTS

De este modo, la version isotrpica y sin campo externo del modelo de Potts posee un tnico pardmetro [ a
estimar. Este pardmetro es conocido como pardmetro de suavidad del modelo, y tiene la funcién de regular el
tamafo de los agrupamientos de puntos con la misma etiqueta, ya que mientras mds grande es [3, los mapas mas
homogéneos son més predominantes probabilisticamente en el modelo. En la Literatura se han desarrollado
diversos estimadores para modelos Markovianos en general, y para el modelo de Potts en particular.

Comencemos viendo el estimador mas clasico, esto es, el Estimador de Maxima Verosimilitud (MV) de
B respecto del modelo a priori. En este caso, como se mencioné en la Seccién 3.1 y teniendo en cuenta la
Fa-medibilidad de U (B, -), se tiene que

Xa\aew™) = BHae (xaw™) — In ZE (xanw™),

UMV (B,x) = lnn?\o (xac[xp\ae) = lnnﬁo (xpe

con wh € ES\A prefijada arbitrariamente, que no influye en el proceso de estimacién y que es agregada por
cuestiones de coherencia notacional. De este modo, trabajar en A°, en lugar de trabajar sobre A, permite inde-
pendizarnos de w, debido a que

A Wx,w e ES.

xaaew?) = o (ac

RIB\O (x A°

Por estos motivos eliminando a w de la notacidn, se trabajard simplemente con una configuracion x en la que
x es lo observado y x* es elegido arbitrariamente. Luego, teniendo en cuenta el Lema 3.8.7(i), se tiene que

0= 2 MV(B x) = Hpo (x) — 9 InZ8. (x) = Hpe (x) = 2. (Hae [x) < Hpo(x) = 5. (Hpo

Sop op

Luego el estimador de Médxima Verosimilitud (MV) de 3 viene dado por

x).

Hpe (x) = Y58 (Hpe

x). 4.1.2)

Resolver esta ecuacién es computacionalmente inviable, debido a la gran cantidad de operaciones necesarias
para el célculo de Z/[i Para tal fin, se necesita calcular la cantidad de pares de vecinos con la misma etiqueta en
todos los mapas de E. Razén por la cual se debe buscar una alternativa més eficiente.

En el trabajo de Mcgrory et al. [37] se han propuesto expresiones recursivas exactas para computar Zﬁ
Sin embargo, estos métodos recursivos son posibles de llevar a cabo sélo en problemas pequefios. Younes [38]
introdujo un algoritmo de gradiente estocdstico basado en el algoritmo Simulated Annealing que iterativamente
converge al estimador de MV de . Los métodos Monte Carlo Markov Chain (MCMC) no pueden aplicarse
en tiempo finito para estimar 3, pero en los trabajos de Liu [39] y Risser [12], entre otros, se han disefiado
algoritmos especificos para optimizarlos. Para aproximar el estimador de MV, se puede aplicar una particula-
rizacién del método de estimacion popular denominado EM (Expectation Maximization). Este procedimiento
itera entre el computo de la esperanza de la log-verosimilitud de los datos y las etiquetas, dado 3 (paso E) y la
actualizacién de B con el argumento que maximiza la esperanza (paso M). Para hacer calculable EM por medio
de aproximaciones viables, existen diversas optimizaciones (ver el trabajo de Ibafies [40] y referencias alli).

Dejando de lado el estimador de MV, recientemente Okabayashi et al. [41] definieron el estimador de méxi-
ma verosimilitud de condicionales compuestas, el cual reemplaza la funcién objetivo propuesta por el estimador
MY, por un producto de funciones de verosimilitud condicional sobre regiones elegidas convenientemente. Pos-
teriormente, Friel [42] aplicé esta estrategia de estimacién a procedimientos de segmentacion de imagenes.

Por otro lado, en [43] Derin y Elliot propusieron el siguiente estimador de Minimos Cuadrados (LSQR): si
se cuenta con una observacién x, € E” de o (-|w™), entonces paracada f € Ey v € E* se pueden definir las
cantidades
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NoA(0) :=#{s € A°:x; =L} y Na(L,0) :=#{s € A°:x;={, x5, =V}

Luego por el Lema 3.8.6

NGB J(:.A0),
A M R WA
leE

implicando que

Y exp{BH,(7)}
exp{BH,(O)} _ ick
NA(E,'D) NA(D)

Como el lado derecho no depende de ¢, entonces el lado izquierdo es aproximadamente constante en ¢. Luego

exp{PH(¢1)} _ Na(f1,0)
exp{BH;(f2)}  Na(f2,0)

Ve, 0, € E Vv € E?,

o0 equivalentemente,
N (f 1, D)

Na (62,0)
que es un sistema sobredeterminados de ecuaciones lineales, que puede ser resuelto por Minimos Cuadrados.
En caso de que algtin Nj(¢,v) = 0, se excluyen las ecuaciones en las que interviene.

B(H,(¢,) — Hy(¢2)) ~In V1,0, € E Yo € E*,

Por otro lado, en Ali et al. [44] se aproximé la funcién UL, (-,x) con su polinomio de Taylor p(-,x) de
orden 2 en un entorno de B = 0, para luego estimar B por medio del maximo global de dicho polinomio, esto
es,

por i),
#A°

Estos métodos estiman basandose exclusivamente en una realizacién del modelo de Potts. Sin embargo, en
el &mbito de la segmentacion de imdgenes uno no cuenta con tal realizacidn, sino que se cuenta con los datos ra-
diométricos I de la imagen sobre un conjunto finito de sitios A. Para poder estimar con estos procedimientos se
debe segmentar la imagen, para con ella estimar. Ahora la cuestién es, ;con qué procedimiento segmentamos?.
Si usamos un segmentador no contextual como MV, obtendremos un mapa de clases muy granuloso que segu-
ramente producird subestimaciones de 3 (ver Capitulo 5), en cambio si usamos un procedimiento contextual
que use la informacién que introduce el modelo de Potts, necesitaremos de una estimacién del modelo, lo cual
no tenemos atn. Sin embargo puede realizarse un procedimiento que itere entre segmentar y estimar. Pereyra
et al. [13] afrontaron el problema de estimar § conjuntamente con los pardmetros de un modelo Bayesiano, evi-

tando el cdlculo de Z/B\ En esta propuesta la estimacién de P se realiza utilizando un algoritmo likelihood-free

Metropolis-Hastings, en el cual ZR se reemplazé por un procedimiento de aceptacién y rechazo.
Todos estos métodos son imprecisos o costoso computacionalmente, a excepcion de los estimadores de
PMV [1], los cuales serdn tratados en detalle en el contexto Potts en la préxima Seccidn.

4.2. Pseudo-Maxima Verosimilitud en el Modelo de Potts

En la presente Seccion se particularizard el estimador de PMV [1] al modelo de Potts isotrépico. Esta
contextualizacién se puede realizar debido a que los modelos de Potts pertenecen a la Familia Exponencial
(H.10), tal y como se observé en la Seccién 3.5, con

Hp(x) =#{A € &(A) : #A =2,A = {s,t},x; = X;,1 € s}
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y ha = 1 para el modelo a priori, y

= fos (L)

SEA
para el modelo a posteriori. En particular is(x) = fi,(I;) y Hs(y) = #{t € ds : ys =y, }. El modelo a priori es el
modelo invariante asociado al modelo a posteriori.
Teniendo en cuenta el estimador de PMV definido en la Seccién 3.7, dada una observacién x, € EX, el
estimador de PMV de B se puede definir siguiendo el rAnodelo a prior o el modelo a posteriori. De este modo

surgen dos estimadores de 3, que se denotardn Bprior ¥ Bpost, Y se definirdn a continuacion.

4.2.1. A priori

En el caso de particular en que se esté trabajando con la distribucién de Gibbs a priori correspondiente al
mapa de clases (Modelo de Potts isotrépico sin campo externo), se tiene que

UF (Bx) = o Y (BH(x) ~nZP(v))

#A SEA°
donde
28 (x) = Y exp{BH,(0)}.
leE
Por el Lema 3.8.7(i), resulta
0 prior 1 0 =B . 1 ~
SEUR B ) = i T ()~ 520 ) = g B (o) R (k).

Luego el estimador de PMV correspondiente al modelo a priori viene dado por la solucién de la siguiente
ecuacion
B
Y Hx)— Y % IO (H|x) = (4.2.3)
SEN° SEA°
Por la Proposicién 3.2.7(ii)

; H,(¢)exp{BH,(¢)}
€E
PB(H, ) %;H Y exp{BH,(0)}

leE

y por ende, el estimador a priori Bprior debe ser solucion de la ecuacion

fprior(Bprior(x);x> =0, 4.24)
donde
Y H(€)exp{BH,(¢)}
ror(B,x) == Y Hy(x, fek . 425
ororB):= b M) = 3y T exp[B 0] #22
€E

Extrayendo factor comiin adecuadamente, Frery [15] propuso una reduccién de los #A° 4 1 términos de
esta ecuacion. Posteriormente, Levada [16] optimizé esta reduccion. En particular, si se trabaja con vecindades
de segundo orden, Bprior es la solucion de la siguiente ecuacién no lineal de 23 términos con tnica incégnita [3

e8P 7¢™B 4 P 6P 4 2¢2B 6P 4 26P
Y Hi(x)— Ki—= 27 6B 4 2 376
SEAO eBB+L—1 eBreP+L—2 BBy —2 B+ 2eP+1—3

4
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7 5¢°P +3¢%P B 5¢% 42628 1 B B 5¢°P + 3P _ 8e*P

ePBreB L2 PreBrebtL—3 0 Py3ehrr—4 2eWrL—2 "

_ 4e*B 13638 4 OB Ko — 4e*B 1 4% 7 4e*P 1262 4 20B B 4e*P 1 468

BB LB i3 0 MBr2eB L3 0 BB 2Bl 4 ' ABrdb L5 2
_ 6¢3P +2¢2B _ 6¢3PF 4+ 26P _ 3¢3P 4+ 462 4 B _ 3B 262 4 3P
208 4B 413" 2eB 2Bt L—a " Bi2eB by —4 " BreBi3brr—5 °

B 3¢ 4 56P B 8e2P B 6P 4 26P _ 46?P 4 40P

B3P rL—6 ' 4ePrL—4 % 3PPy L—5 "0 2ePrdb+L—6

2e%P 4 6eP 8eP
CT Ky k=0, 4.2.6)

ePB+6eP+L—7 8eP+L—-8
donde los K; son constantes que cuentan la cantidad de veces que se repite un determinado patrén en el mapa
de clases. Por ejemplo, K9 cuenta la cantidad de pixeles que tienen entre sus 8 vecinos de segundo orden, 4 con
una determinada clase /| € E, 3 con otra clase distinta £, € E, y un unico pixel con otra clase {3 € E, diferente
de las anteriores. Notese que no se tiene en cuenta la etiqueta del pixel visitado, y que en caso de que L < &, la
cantidad de términos en (4.2.6) es atin menor.

4.2.2. A posteriori

La estimacion Bprior propuesta por Frery [15] y Levada [16], trabaja sobre la distribucién de Gibbs a priori
del mapa de clases, utilizando los datos I sélo a través de x, lo que produce una reduccién de informacién. Esta
reduccion puede ser suficiente o introducir una pérdida en la eficiencia, por lo cual, en la tesis se propone un
estimador que incorpora esta informacién y se estudian los beneficios de incorporar directamente la informacién
radiométrica a las estimaciones de 3. Este nuevo estimador de 3, que llamaremos estimador a posteriori y
notaremos Bpost se presentd en el trabajo Gimenez et al. [33]. Note que sea cual sea el modelo a priori que se
considere, se puede definir andlogamente un estimador a posteriori del pardmetro del modelo.

Dada una observacion I, de los datos radiométricos de la imagen, las probabilidades sobre E” se modifican
debido a que algunos mapas son mds o menos probables que antes segtin /5. Esta nueva distribucién sobre
EX recibe el nombre de distribucién a posteriori del mapa de clases sobre A. En la Seccién 3.5 se vio que la
probabilidad condicional de observar x4 sobre E”, dado que se observaron los datos radiométricos I y que la
configuracién sobre A es dada por el mapa w € ES prefijado, viene dada por

H?\(xAUA,wA) o< eXp { Z In fy (L) + BHA(waA)} YA EG,
SEA

donde f;, es la densidad con la que emite datos radiométricas la clase asignada al pixel s. En particular, para
cadas € A°,

HE (xs ’ISaxA\{s}WA) o< eXp {lnfxs (Is) + BHS (xs)} ) (4-2'7)

y por lo tanto, la funcién objetivo a maximizar viene dada por

U/I\N)St(&x) Z (lnfxs (Iy) + BH;(xs) — anE (x)) )

#A° sEN°
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donde
=Y fully)exp{BH, ()}

LeE

Si notamos con ® a la especificacién correspondiente al modelo a posteriori, por el Lema 3.8.7(i), resulta

Y (How) ).

SEA°

aaBUPOSt(Bv AW ) #[1\0 Z <H¥(Xs) - athlZE(x)> = #/l\o

sEA°

Luego el estimador de PMV correspondiente al modelo a priori viene dado por la solucién de la siguiente
ecuacion

Y () P (1) =

SEA°

donde, por la Proposicion 3.2.7(ii),

/z;’EH exp{BH( )}
Y?(Hs|x) - Zfz exp{BH( }

leE

Luego, el estimador a posteriori Bpost debe ser solucién de la siguiente ecuacion no lineal en 3 de a lo sumo
#A° 41 términos

fpost(Bpost(x)ax) =0, (4.2.8)

donde fpost €s una funcion de R x E° en R dada por

) Hy(€) fo(ly) exp{BH,(¢)}

ost(B,X) : Hy(x,) — £E : 429
Fron(Br):= 3, Hslx) Zfe Yexp(BH, (1)} (#:29

(eE

En la tesis, los sistemas (4.2.6) y (4.2.8) se resolvieron por medio de una implementacién en Matlab del al-
/g\oritmo Ele Brent [45]. La cantidad de operaciones computacionales que requiere el cémputo de los estimadores
Bprior ¥ Bpost son del mismo orden, debido a que contar configuraciones iguales para luego sumar pocos térmi-
nos, es similar a sumar muchos términos, después de todo, igual se debe visitar toda la imagen. Sin embargo,
ambos estimaciones se realizan a un muy bajo costo.

En las préximas Secciones se analizaran las propiedades tedricas de los estimadores de PMV en los modelos
de Potts, y se analizardn sus cualidades a muestra finita por medio de simulaciones.

4.3. Consistencia

En la presente Seccién probaremos que los estimadores definidos en la Seccién 4.2 son consistentes. Co-
mencemos con el estimador a priori Bprior. Para ello se debe verificar que el modelo a priori satisfaga las
condiciones (H.1)-(H.15), no considerandosé las hipétesis (H.16) y (H.17) por tratarse de un modelo invarian-
te.

Trabajando con § = 7?2 y la familia {A, },en definida en (H.12) con d = 2; las vecindades mostradas en la
Figura 3.1 verifican trivialmente las condiciones (H.2)-(H.5). El conjunto E es el conjunto finito de todas las
posibles etiquetas, y por lo tanto se cumple (H.1). El conjunto paramétrico con el que trabajaremos es I = R,
el cual verifica (H.6) y (H.7).
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El potencial del modelo a priori definido en la Seccién 3.5 es

CI)B(X) N _B Si#A:27A:{s7t}7xS:xz,teaS;
A 0 caso contrario,

el cual verifica (H.8)-(H.10). Luego G (?B) es no vacio y convexo, y se puede considerar la medida de Gibbs
extremal supuesta en (H.11). Como se vio en la Seccién 3.5, el modelo a priori satisface las condiciones de
invarianza (H.13) y (H.14). La condicién de identificabilidad (H.15) se verifica por la linealidad de las funciones
de energia del modelo a priori. De este modo entonces el estimador a priori es consistente.

Analicemos la consistencia del estimador a posteriori. En la Seccién 3.7 se mostré que cada modelo tiene su
estimador de PMYV, como lo es el estimador Bprior para el modelo a priori trabajado, y como lo es el estimador
Bpost para el modelo a posteriori. Como los modelos a priori y a posteriori contienen el mismo parametro
de suavidad 3, ambos estimadores son también estimadores del pardmetro del otro modelo, donde dejan de
ser el estimador de PMV, para ser otro estimador diferente. Esto es, por ejemplo, el estimador a posteriori es
también estimador del parametro del modelo a priori, pero en el modelo a priori el estimador de PMV es Eprior,
mientras que Epost es otro estimador diferente que incluye la verosimilitud de los datos radiométricos. Luego la
consistencia de Bpost puede ser analizada desde dos perspectivas diferentes, dependiendo si las probabilidades se
calculan con la medida de Gibbs correspondiente al modelo a priori o la correspondiente al modelo a posteriori.
Debido a que con los supuestos hechos hasta el momento los modelos a priori y a posteriori son modelos
isociados pero no son equivalentes microscépicamente por no satisfacer (H.16), probaremos la consistencia de
Bpost como estimador del pardmetro del modelo a priori.

Teorema 4.3.1 (Consistencia de BPOSt) Sean S = 72, E un conjunto de estados que verifica (H.1); 0 un sistema
de vecindades que satisface (H.2)-(H.5); {An}nen como se definié en (H.12); {¥*}pey la familia de especifica-
ciones correspondientes al modelo a priori, donde Y C R es tal que

(H11) G(¥) = {nP} VB e T.
Entonces

(i) tho({xcES: ,fOSt(-,x) es estrictamente concava Vn>> 1}) = 1;
(ii) 7P ({x € ES :4M™ (x) = 1¥n > 1}) = 1;
(iii) 7 ({x € ES : [|Bopost (x) — Boll — 0}) = 1.

Dem. Ver Seccién 6.3 del Apéndice.

4.4. Propiedades

El objetivo de esta parte del trabajo es mostrar algunas propiedades que cumplen las funciones fprior ¥ fpost,
y que son importantes informativamente para futuras justificaciones.

Debido a que las funciones x — fprior(B,X) ¥ X + fpost(B,x) dependen solamente de las entradas sobre
A de x, se tiene que son funciones Fx-medibles. Luego, dado un mapa de clases x5 observado, cada vez que
escribamos x nos referimos a alguna configuracién sobre ES que contiene al mapa observado sobre A.

Luego, dado un mapa observado x,, las raices de las funciones fprior(-,x) y fpost(~,x) son las estimaciones
por PMV de B, basadas en tal mapa.
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4.4.1. Graficos

En la Figura 4.1 se muestran las graficas de las funciones fprior(-,X) ¥ fpost(-,), siendo x5 un mapa simu-
lado con L =3y 3 = 0,4. Las raices de estas funciones estdn muy préximas a 0,4, lo cual representa que ambos
estimadores aproximaron bien el verdadero pardmetro. Ambas funciones muestran una suavidad importante, a
pesar de sus complejas expresiones. Ademads, son continuas, decrecientes y generalmente poseen una sola raiz
como veremos a continuacion.

prior potts
post potts

Figura 4.1: Gréfico de las funciones fyrior(+,X) ¥ fpost(*,X)-

Asintotas

Por ser continuas sobre R, las funciones no presentan asintotas verticales. Probemos el siguiente resultado
que nos permitird analizar las asintotas horizontales que poseen estas funciones.

Proposicién 4.4.1 Para cada x € ES, se verifican

lim fprior(ﬁ,x) = lim fpost(B,X) = Z (Hy(x5) —minH,({)) (4.4.10)
e p—r—eo SEA® teE

y ) . .
1M forior(B,x) = 1im fyost(B,x) = Z (Hy(xs) —méax Hy(¢)) (4.4.11)
B—roo B—roo sene leE
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Dem.
Y Hi(0)exp{BH,(0)}
., leE
lim f r10r H Xs lim
Bves” GZA’ sezmﬁw Y exp{BH;(¢)}
(eE

- ;H exp{ (HS(E)—mEéxHS(E)>}
“R A R ”Ezexp{ o (o ma: o)}

leE

; H,(0) lgtgoexp {B (HY maxHy(€)> }
- ¥ i)~ ¥ EZ hnf exp (B () -maxri0))

(g P

= Z —max H,({)),

SEN° teE

donde la dltima igualdad vale por lo siguiente

leE

1 si Hy(¢) = méax Hy({)
> } T ) 0 siH(f) < maxH(0).
leE

éiﬂi exp {B (H (€) —méx Hy(¢)

De manera andloga se prueban las demads igualdades.
O

Luego las funciones en cuestién son acotadas, ya que son continuas y presentan dos asintotas horizontales
que la acotan superior e inferiormente.

4.4.2. Derivadas

En el cédlculo numérico se dice que un sistema de 2 ecuaciones lineales con dos incdgnitas estd mal con-
dicionado si las pendientes de las rectas correspondientes a la cada ecuacion son similares. Esto produce que
cualquier error numérico infimo, traslade levemente cada recta, pudiendo desplazar en gran medida el punto de
interseccion entre ellas.

Este concepto se traslada a nuestro contexto, ya que si una curva tiene una derivada con poco mddulo,
entonces cualquier traslacién infima de la curva produce que sus raices cambien considerablemente. De este
modo, toma particular importancia conocer el médulo de la derivada de las funciones (4.2.5) y (4.2.9). El
siguiente resultado brinda esta informacion.

Proposicién 4.4.2 Para cada x € ES, se verifican

p fpm -y ¥ (( (H, |x))2 \x> <0, (4.4.12)

SEA°

dprost YGZAoYB << 3 (H, \x)>2 |x> <0. (4.4.13)
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Dem. Derivando (4.2.5), se tiene que

d exp{PH,(¢)}
prmr (B YEZA’O,;’; dB Z exp{BH;( 7 )}
leE
exp{BH,(¢)} ) (H;(0) — Hy(0)) exp{BH,(0)}
SEAN° LEE ~
(ZeXP{BHs(f)}>
leE

_ o) xR0}
== L Lo (Ao~ ¥ exp (B (0]

_ Yy ((Hs_yg<st))2|x> .

SEN°

La no negatividad vale por la desigualdad
: S
<Hs(x) — (Hslx)> >0 VYxeES,

y por lo tanto vale (4.4.12). De igual modo se prueba (4.4.13).
g

Esta Proposicién implica que para conocer la derivada (pendiente de la recta tangente) que tiene la curva
correspondiente a la funcién (4.2.5) en un punto determinado [, se debe sumar sobre todos los pixeles la
varianza entre las cantidades de pixeles vecinos con las distintas clases. Por ejemplo, en un mapa con 4 clases
generado con = 1, un determinado pixel s, puede tener 3 vecinos con una clase ¢}, 2 vecinos con clase ¢, 2
vecinos con clase ¢3 y un vecino con la clase /4, tal y como se diagrama a continuacion:

S RESEEA
X35 = 54 X 52
b3 | b3 | £y
Luego, en este caso:
_exp{BH((1)} e _
T (41 [xa5) = — S oy S =0,5344
Y exp{BH(£:)}
i=1
T (£a|xas) = Ts(£3]xa) = 0,1966; T (€4]xas) = 0,0723.

Luego
?E(Hs\x) =3x%0,5344+2x0,1966+2 x 0,1966 + 1 x 0,0723 = 2,4621
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2
P <<H P (Hs\x)) |x> = (3-2,4621) % 0,5344 + (2 — 2,4621)% x 0,1966 + (2 — 2,4621)% x

x0,1966 + (1 —2,4621)% x 0,0723 = 0,3932

Repitiendo este procedimiento sobre todos los pixeles y sumando las varianzas se obtiene el mddulo de la
derivada de la curva correspondiente a la funcion (4.2.5) en f = 1.

Veamos ahora que sucede con la curva correspondiente al estimador a posteriori. Para comenzar supon-
gamos que las clases emiten observaciones con los mismos pardmetros. En tal caso las cantidades fy(I;) serdan
constantes en /, e iguales a p;. Para ilustrar esta situacién continuemos con el ejemplo anterior en el que fijamos
la cantidad de clases en 4, B =1, Hy(¢;) = 3, Hy(¢2) = Hs(¢3) =2y Hy({4) = 1. Luego

0, (¢ xag, Is) = 4exp{1nps +BH,(()} _ 4exp{BHs(€)} = 7, (£]x3,)
Z exp{Inp, + BH,(¢;)} ; exp{PH; (%)}

i=1

y por lo tanto, en tal caso, las derivadas son iguales.

Veamos ahora que sucede si la clase ¢; emite observaciones con distintos parametros, y continuemos supo-
niendo que las demds clases emiten observaciones con la misma distribucion. Para abreviar notacién, llamemos
As = fi, (Iy) — ps. Luego

Hs(él |X8sals) = ixp{ln(pb—i_Aé)_'_BHé(El)} — (Prf-As)e:p{BH‘(El)} _

exp{Inp(L|¢;) +BH;(¢;)}  Asexp{PH,(¢1)}+ Z exp{In ps + BH,(¢;) }
= i—2

1

1

(1+8;) exp{PH,(f1)}

4
dyexp{BH((1)} + ;exp{BHs(fi)}

)

donde §; := % € (—1,), pues —ps < Ay < 1.

Se verifica que 8; = —1 cuando fy, (I;) = 0, esto es, cuando es improbable que la observacion I; provenga
de la clase ¢;; y §; — oo a medida que crece f, (I;) tendiendo a 1, esto es, cuando la verosimilitud de la clase ¢;
predomina sobre la de las demads clases. En la Figura 4.2 se aprecia la grafica de I (¢} |x,, ;) en funcion de ;.
Esta funcion es creciente en J; y presenta una asintota horizontal en 1. Esto implica que si py = 0, entonces J
es muy grande, y por ende, ¢; logra un gran dominio sobre las restantes etiquetas.

En el caso extremo que IT(¢; |xy,I5) = 1 Vs € A°, se tiene que la varianza

P ((H;—?E(Hle)yx) =0 VscA®,

y por lo tanto la derivada de la funcién (4.2.9) serd menor en médulo que la derivada de la funcién (4.2.5).
Luego intuitivamente uno puede pensar que a medida que las clases emitan observaciones mds distantes, de-
crecerd el médulo de la derivada de la funcién (4.2.9). Esto implica que la curva corte al eje horizontal con un
menor dngulo, y por lo tanto serd mds sensible a cualquier error de cdlculo o del modelo. Demostremos esto
tedricamente bajo el supuesto de unicidad de la medida de Gibbs correspondiente al modelo a priori, esto es:
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0.81

0.6

lez X
SV

0.4r

0.2

Figura 4.2: Griéfico de IL;(¢;|xy,, Is) en funcién de 9.

Proposicién 4.4.3 Si G(Y*) = {nP}, entonces

P <{x € E° : liminf (ifprior(ﬁ,x/\nw/\”) — c;sfpost(ﬁ,x,\nw/\”)) >0VBe R}) =1, (4.4.14)

n—oo
para cada w € ES.

Dem. Por el Lema 6.4.1, para cada s € S, las funciones hy(X) = fx,(I;) y Hy(X) = #{t € ds : X; = X;} son
independientes como variables aleatorias definidas sobre el espacio de Probabilidad (Q,.4, P) definido en la
Seccién 3.5. Sean w € ES, B € Ry n € N, por la Fy,-medibilidad de las funciones y por propiedades de la
varianza,

d ~ ~
i (Boin ) = T F(B) = = X [ (H215) 1 (Hbo?].

SEA;,

a5 L fo(Ba, W) = a5 4 B =— ¥ [yE (H3|x)—yE(Hs|x)2} -—-y [75 (heH |x) —7E(i‘sts|x)2},

SEAS, SEAG

donde la tltima igualdad vale por el Lema 3.8.1(iii), siendo f, := hs/’??(hs|-). Luego ??(715]) =

jﬁfpﬁorm,mw“);;fpostm,mw“) = ¥ [# (htiZx) =2 (RHilx)" = (H2 )+ (H)?]

SEA;,

= ¥ [ (O~ 1)H20) + 98 (x>~ % (hstil)°]

SEA;,

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

P (heHylx)” <7 (hlx) 98 (Hy|x)? = P (Hylx)? Vs € AC.
Luego
CZSfprior(ByxA”WAn) - prost(B>xA W > Z 'YB h —1 H2|x)

SEA;,
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Como 1P € G (?B), y posteriormente por la independencia entre h; y Hj,
() ((hs = DH;|-)) = 7P ((hs = DH]) = 7P (hs — )7P (H]) = 7 (% (y|-) — )P (H]) = 0.

Luego por el Corolario 3.6.1, resulta que

yﬁ —1)H?|x) >0 wP-pp..
#Afl seZA’O )
Por lo que
. d A 2
llrgglf#Az <dﬁfprior(BaxAnW ) dprost(ﬁ y XA, W )) > r}l_l;l(}o HAC YGZA,O’YB H |x) 0 nB'P-P-a

lo cual prueba el resultado.

4.4.3. Raices

Analizar las raices de las funciones fprior(-,x) y fpost(-,x) es equivalente a analizar la existencia y unicidad

de los estimadores Bprior y Bpost cuando la observacién del modelo es x4, y por lo tanto es importante investigar
este tema.

Proposicion 4.4.4 Sixy € E® es un mapa para el cual existen dos pixeles s,t € A° no necesariamente distintos
tales que
Hi(xs) > min Hy(¢) Y Us(x;) < max U, ({) (4.4.15)
leE (cE

entonces las ecuaciones (4.2.4) y (4.2.8) tienen una iinica solucion. En caso de verificarse sélo una de las
condiciones de (4.4.15) ambas funciones no tienen raices, y si no se verifica ninguna de estas condiciones

entonces forior(+,x) = fpost(-,x) = 0.

Dem. Por (4.4.15) y la Proposicion 4.4.1, se tiene que

lim fprlor(ﬁa )= lim fPOSt(Bvx) >0 vy lim fprior(ﬁax) = lim fpost(ﬁyx) <0
p—— p——oo B—reo B—reo

Luego, como ambas funciones son continuas, por el Teorema del valor intermedio, ambas funciones tienen
raices. Ademas, por la Proposicion 4.4.2, las funciones (4.2.5) y (4.2.9) son estrictamente decrecientes, impli-
cando la unicidad de raices para ambas funciones. Por otro lado, si se verifica s6lo la primera de las condiciones
dadas en (4.4.15) (en caso de valer sélo la segunda, el andlisis es simétrico), entonces

im fprior(B,x) = lim foos(Byx) =0 y Iim fprior(B,x) = lim fpos(B,x) <O,
B—oo B—oo B Bses

y como por la Proposicion 4.4.2 las funciones son estrictamente decrecientes, queda que y = 0 es una asintota
horizontal y una cota inferior de las mismas, lo que implica que en este caso las funciones no tienen raices. Por
dltimo, si no se cumple ninguna de las condiciones dadas en (4.4.15), entonces

in Hy(¢) = max Hy(¢) Vs e A°
T AL =D WA
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implicando que H;(¢) sea constante en ¢ para cada s. Luego

fprlor Z H xs Z

SEA° SEN°

#EH,(x) exp{BH;(xs) }
#E exp{PH;(x,)}

ZH Xs) ZHs(xs):O VB € R.

SEAN° SEAN°

Estos resultados se prueban andlogamente para fpos.
g

Las condiciones dadas en (4.4.15) se verifican en general, salvo casos particulares rara vez observados en la
practica. Para ilustrar algunos ejemplos, supongamos que trabajamos con vecindades de segundo orden y que
A es de 7x7, al cual si le agregamos el conjunto dA queda un mapa de 9 x 9, como los que aparecen en la
Figura 4.3.

(a) (b) ()

Figura 4.3: Mapas de clases atipicos para los cuales no se verifica (4.4.15) si se consideran vecindades de
segundo orden.

Para el mapa (a): si L > 2, como

H,(0) =38, minH({)=0 'y  maxH({) =38 Vse A°VI € E
leE leE
se tiene que ambos funciones no tienen raices.
Para el mapa (b): como
H(¢) =0; minH;(¢/)=0 'y maxH,({)=1 Vs e AV € E
leE leE

se tiene que ambos funciones no tienen raices.
Para el mapa (c¢): como

H,(0) =4, minH(¢) =

i {4 siL=2 y  mixH,(¢) =4 Vs e AV € E
S

0 siL>2 (€E

se tiene que ambos funciones no tienen raices si L > 2, y tiene infinitas raices si L = 2.

4.5. ECM, Sesgo y Varianza bajo simulacion

De este modo, se cuenta con dos estimadores de PMV consistentes de B, el que utiliza solamente el mapa
observado, y el que ademads se vale directamente de la informacién radiométrica de la imagen observada. En el
presente trabajo se comparan las estimaciones que proveen ambos estimadores por medio de simulaciones.

Como base para el trabajo, se simularon por medio del algoritmo Swendsen-Wang 100 modelos de Potts
para cada combinacién de las siguientes situaciones: § tomé los valores {0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,45; 0,5; 0,6; 0,7,
0,8; 0,9; 1}, y la cantidad de clases L se vari6 entre 2, 3 y 4. Para cada una de estas situaciones, se simularon
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datos radiométricos Gaussianos con el mismo desvio 6 = 15 para cada clase, y medias distanciadas a k =1, 2,
3 y 4 desvios. La Figura 4.4 muestra en (a) la realizacién del modelo de Potts para L=2y = 0,3; y en (b)
los datos radiométricos Gaussianos con desvios 15 y medias 70 y 100 respectivamente (distanciadas a k = 2
desvios).

(b)
Figura 4.4: (a) Realizacién del Modelo de Potts con L =2y = 0,3; (b) Datos Gaussianos con k = 2.

Para ilustrar cada una de las afirmaciones que se realicen en el trabajo se graficardn las funciones (4.2.5) y
(4.2.9), como en la Figura 4.1, las cuales corresponden al caso L = 3; = 0,4 y k = 2. En cada una de las grificas
se marcara con lineas llenas el eje horizontal correspondiente a 3, y una linea vertical que sefialar4 el valor real
de B correspondiente al modelo. Como las respectivas raices de (4.2.5) y (4.2.9) son las estimaciones que
ofrecen cada uno de los estimadores, se estard en presencia de una buena estimacion si la curva correspondiente
pasa por la interseccion de las lineas negras. De este modo, en el ejemplo dado en la Figura 4.1, se puede ver
que ambos estimadores realizan estimaciones similares.

En la presente seccion se analizard el Error Cuadratico Medio (ECM), el Sesgo y la Varianza de los esti-
madores en cuestion, en presencia de lo que llamaremos modelo puro. Esto es, cuando los estadisticos estiman
basdndose en la realizacién del modelo de Potts y los datos radiométricos simulados.

x 10"

prior potts
post potts

-1

Figura 4.5: Haces de curvas de las funciones fprior(-,X) €n10jo y fpost(,X) en azul, para el caso L =3; 3 = 0,4
yk=2.
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Como tenemos 100 simulaciones del Modelo de Potts y de sus respectivos datos radiométricos para cada
combinacion de casos posibles, se puede graficar un haz de 100 curvas de las funciones (4.2.5) y (4.2.9) res-
pectivamente para cada caso. En la Figura 4.5 se pueden observar dichos haces para el caso L=3; 3 =04;y
k=2.

Tal y como lo muestran esta grafica y los Cuadros 4.1-4.4, ambos estimadores poseen sesgos y varianzas
pequefias y del mismo orden. Gréificamente esto se nota respectivamente, por medio de la traslacién del haz
respecto de la linea negra vertical y el ancho del haz de curvas al interceptar el eje horizontal. Esto produce que
los estimadores posean un ECM insignificante y del mismo orden.

L=2
VECM [ Media | Desvio ]

B Bprior BpOSt Bprior BpOSt ﬁprior BpOSt
0.1 0.006 0.007 0.101 0.102 0.006 0.006
0.2 0.006 0.007 0.203 0.203 0.005 0.006
0.3 0.008 0.007 0.306 0.306 0.005 0.005
0.4 0.005 0.005 0.403 0.403 0.004 0.004

0.45 0.005 0.006 0.452 0.452 0.005 0.005
0.5 0.006 0.006 0.499 0.499 0.006 0.006
0.6 0.040 0.039 0.609 0.612 0.038 0.037
0.7 0.019 0.021 0.685 0.683 0.012 0.013
0.8 0.034 0.036 0.771 0.769 0.018 0.019
0.9 0.053 0.051 0.852 0.854 0.024 0.023

1 0.082 0.082 0.923 0.924 0.032 0.033

L=3
VECM ] Media | Desvio ]

B Bprior BpOS[ Bprior BpOS[ ﬁprior BpOSt
0.1 0.007  0.008 0.100 0.100  0.007  0.008
0.2 0.007  0.008 0.202 0.203 0.007  0.007
0.3 0.006 0.007 0304 0304 0.004 0.005
04 0.007 0.008 0.406 0.406 0.004 0.005
0.45 0.004 0.004 0453 0.452 0.002 0.003
0.5 0.004  0.005 0.501 0.501 0.004  0.004
0.6 0.065 0.068 0.648 0.652 0.043 0.043
0.7 0.019 0.018 0.692  0.695 0.018  0.017
0.8 0.028 0.029 0.774 0.774 0.013 0.014
0.9 0.047  0.044  0.855 0.859  0.017 0.018

1 0.074  0.071 0929 0932 0.022 0.022

L=4
VECM [ Media | Desvio ]

B Bpri()r Bpost Bprior Bpost Bprior Bpost
0.1 0.007  0.008  0.101 0.101 0.007  0.008
0.2 0.006 0.007 0.199 0.199 0.006 0.007
0.3 0.006 0.006 0302 0.301 0.005 0.006
0.4 0.006 0.007 0404 0.403 0.005 0.006
045 0.006 0.006 0454 0454 0.004 0.004
0.5 0.004  0.004 0502 0502 0.003 0.004
0.6 0.093 0.103 0.682  0.694  0.043 0.043
0.7 0.031 0.034 0.719 0.723 0.024  0.025
0.8 0.023 0.022 0.779 0.780 0.010 0.010
0.9 0.043 0.039 0.858 0.863 0.013 0.015

1 0.070  0.064 0932 0938 0.018 0.020

Cuadro 4.1: ECM, media y desvio de los estimadores computados sobre 100 realizaciones del modelo de Potts
con distintos valores de B, datos Gaussianos con k = 1.
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L=2
VECM [ Media | Desvio
B Bprior Bpost Bprior BpOSt Bprior BpOSt
0.1 0.006  0.008 0.101 0.101 0.006  0.008
0.2 0.006  0.008  0.203 0.203 0.005 0.007
0.3 0.008 0.008 0306 0.306  0.005 0.006
0.4 0.005 0.006  0.403 0.404  0.004  0.005
045 0.005 0.007 0452 0451 0.005 0.007
0.5 0.006 0.007 0499 0500 0.006 0.007
0.6 0.040 0.037 0.609 0.607 0.038 0.037
0.7 0.019 0.016 0.685 0.690 0.012 0.013
0.8 0.034 0.032 0.771 0.774  0.018  0.020
0.9 0.053 0.047 0.852 0.859 0.024 0.024
1 0.082  0.077 0.923 0.929  0.032  0.031
=3
VECM [ Media | Desvio
B Bprior BpOSt Bprior BpOSt Bprior BpOSt
0.1 0.007  0.010 0.100 0.100 0.007 0.010
0.2 0.007  0.009 0.202 0.202  0.007  0.009
0.3 0.006 0.008 0304 0304 0.004 0.007
0.4 0.007 0.010 0.406 0.407 0.004 0.006
045 0.004 0.006 0.453 0.453 0.002  0.005
0.5 0.004  0.007 0.501 0.501 0.004  0.007
0.6 0.065 0.074 0.648 0.657 0.043 0.047
0.7 0.019 0.020 0.692  0.695 0.018  0.019
0.8 0.028 0.026 0.774 0.777  0.013 0.014
0.9 0.047  0.044  0.855 0.860  0.017  0.021
1 0.074  0.066 0929 0.941 0.022  0.030
=4
VECM ] Media | Desvio
B Bprior BpOSt Bprior Bpost ﬁprior Bpost
0.1 0.007 0.010 0.101 0.101 0.007  0.010
0.2 0.006 0.008 0.199 0.199 0.006 0.008
0.3 0.006 0.008 0302 0302 0.005 0.008
04 0.006 0.008 0404 0.403 0.005 0.008
045 0.006 0.008 0454 0455 0.004  0.006
0.5 0.004  0.006 0502  0.501 0.003 0.006
0.6 0.093  0.101 0.682  0.686  0.043 0.052
0.7 0.031 0.040 0.719 0.723 0.024  0.032
0.8 0.023  0.021 0.779  0.784 0.010 0.014
0.9 0.043 0.036 0.858 0.870 0.013 0.022
1 0.070  0.063 0932 0942 0.018 0.026
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Cuadro 4.2: ECM, media y desvio de los estimadores computados sobre 100 realizaciones del modelo de Potts
con distintos valores de [3, datos Gaussianos con k = 2.
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L=2
VECM [ Media | Desvio ]

B Bprior Bpost Bprior BpOSt Bprior BpOSt
0.1 0.006 0.011 0.101 0.101 0.006  0.011
0.2 0.006  0.011 0.203 0.202  0.005 0.011
0.3 0.008  0.011 0.306  0.305 0.005 0.009
04 0.005 0.010 0.403 0.405 0.004  0.008

045 0.005 0.009 0452 0451 0.005 0.009
0.5 0.006 0.009 0499 0500 0.006 0.009
0.6 0.040  0.045 0.609  0.615 0.038  0.043
0.7 0.019 0.020 0.685 0.694 0.012 0.019
0.8 0.034  0.031 0.771 0.785 0.018  0.027
0.9 0.053 0.052 0852 0.864 0.024 0.038

1 0.082  0.073 0.923 0.938  0.032  0.041

L=3
VECM [ Media | Desvio ]

B Bprior BpOSt Bprior BpOSt Bprior BpOSt
0.1 0.007 0.012 0.100 0.100 0.007 0.012
0.2 0.007 0.012 0.202 0.202 0.007 0.012
0.3 0.006  0.011 0.304  0.303 0.004  0.010
0.4 0.007 0.011 0.406 0.407 0.004 0.009
045 0.004 0.008 0.453 0.453 0.002  0.008
0.5 0.004  0.009 0.501 0.501 0.004  0.009
0.6 0.065 0.075 0.648  0.650  0.043 0.055
0.7 0.019  0.031 0.692  0.696 0.018 0.031
0.8 0.028 0.028 0.774 0.786  0.013 0.025
0.9 0.047  0.040 0.855 0.871 0.017  0.028

1 0.074  0.063 0.929 0949 0.022  0.037

L=4
VECM ] Media | Desvio ]

B Bprior BpOSt Bprior Bpost ﬁprior Bpost
0.1 0.007 0.014 0.101 0.101 0.007 0.014
0.2 0.006 0.012 0.199 0.197 0.006 0.012
0.3 0.006 0.012 0.302 0.302 0.005 0.011
0.4 0.006 0.012 0.404 0.401 0.005 0.012

0.45 0.006 0.010 0.454 0.455 0.004 0.009
0.5 0.004 0.009 0.502 0.501 0.003 0.009
0.6 0.093 0.107 0.682 0.686 0.043 0.063
0.7 0.031 0.049 0.719 0.728 0.024 0.040
0.8 0.023 0.024 0.779 0.789 0.010 0.021
0.9 0.043 0.042 0.858 0.869 0.013 0.030

1 0.070 0.061 0.932 0.948 0.018 0.032

Cuadro 4.3: ECM, media y desvio de los estimadores computados sobre 100 realizaciones del modelo de Potts
con distintos valores de [3, datos Gaussianos con k = 3.
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L=2
VECM [ Media | Desvio
B Bprior Bpost Bprior BpOSt Bprior BpOSt
0.1 0.006 0.019 0.101 0.100  0.006  0.019
0.2 0.006 0.018  0.203 0.202  0.005 0.018
0.3 0.008  0.015 0.306  0.304  0.005 0.015
0.4 0.005 0.016 0.403 0.405 0.004  0.015
045 0.005 0.015 0452 0451 0.005 0.015
0.5 0.006 0.016 0499 0499 0.006 0.016
0.6 0.040 0.047 0.609 0.612 0.038 0.046
0.7 0.019 0.029 0.685 0.697 0.012 0.029
0.8 0.034  0.037 0.771 0.789  0.018  0.036
0.9 0.053 0.052 0852 0874 0.024 0.045
1 0.082  0.075 0.923 0962  0.032  0.065
=3
VECM [ Media | Desvio
B Bprior BpOSt Bprior BpOSt Bprior BpOSt
0.1 0.007  0.020 0.100 0.099 0.007 0.020
0.2 0.007 0.020 0.202 0.202  0.007  0.020
0.3 0.006 0.018 0304 0306 0.004 0.017
0.4 0.007 0.016 0.406 0.406 0.004 0.015
045 0.004 0.014 0453 0.453 0.002  0.013
0.5 0.004  0.014 0.501 0.500  0.004 0.014
0.6 0.065 0.078 0.648 0.647  0.043 0.062
0.7 0.019  0.031 0.692  0.697 0.018 0.031
0.8 0.028 0.036 0.774 0.787  0.013 0.033
0.9 0.047  0.049 0.855 0.877  0.017  0.044
1 0.074  0.063 0929 0967 0.022 0.054
=4
VECM ] Media | Desvio
B Bprior BpOSt Bprior Bpost ﬁprior Bpost
0.1 0.007 0.024  0.101 0.101 0.007  0.024
0.2 0.006  0.021 0.199  0.195 0.006  0.020
0.3 0.006  0.021 0.302  0.303 0.005 0.021
04 0.006  0.021 0.404 0401 0.005 0.021
045 0.006 0.016 0454 0455 0.004  0.015
0.5 0.004  0.015 0.502  0.500  0.003 0.015
0.6 0.093  0.120 0.682  0.698  0.043 0.069
0.7 0.031 0.060 0.719 0.737 0.024  0.047
0.8 0.023 0.037 0779 0.789  0.010 0.036
0.9 0.043  0.055 0.858  0.870  0.013 0.047
1 0.070  0.064 0932 0958 0.018 0.048
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Cuadro 4.4: ECM, media y desvio de los estimadores computados sobre 100 realizaciones del modelo de Potts
con distintos valores de [3, datos Gaussianos con k = 4.
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Capitulo 5

Segmentaciones

Como se menciond anteriormente, una segmentacién no es mas que una asignacién de una etiqueta a cada
pixel de una imagen. Estas pueden ser supervisadas o no supervisadas, dependiendo de si necesitan o no de una
muestra de entrenamiento. El cldsico Segmentador MV es un ejemplo de segmentador supervisado, y el algo-
ritmo EM brinda un ejemplo de segmentador no supervisado. Los resultados del segmentador MV dependen de
la calidad del entrenamiento (ver Frery et al. [46]), mientras que los resultados de EM dependen de la correcta
seleccion del modelo. Si se trabaja con imédgenes ruidosas en las que los modelos de emision se entrecruzan,
ambos segmentadores presentan segmentaciones heterogéneas, las cuales en muchos contextos de trabajo son
indeseables. En la prictica se busca que la clase asignada a un determinado pixel esté vinculada a la de sus ve-
cinos, evitando la existencia de pixeles clasificados aisladamente a una determinada clase. Esta problemaética se
soluciona mediante la inclusién de informacién contextual al proceso de asignacion de etiquetas, y los modelos
Markovianos son ideales para tal fin.

En el dmbito de la segmentacion de imdgenes digitales intervienen dos componentes aleatorias: el mapa de
clases X y la informacién radiométrica I. La distribucion de X se denomina modelo a priori del mapa de clases,
mientras que la distribucién condicional de X dado I es el modelo a posteriori del mismo. En la Seccién 3.5 se
mostré que si la ley a priori del mapa de clases es un modelo de Potts, entonces bajo determinadas hipdtesis
sobre el modelo de emision, la distribucién a posteriori también lo serd. En la Seccién 5.1 se mostrard que
esto vale en general para distribuciones de Gibbs generadas por potenciales. La estimacién de la segmentacién
Optima para una determinada imagen es equivalente a encontrar maximos globales o modas de la distribucién
del modelo a posteriori. En la Seccién 5.2 se mostrard como el algoritmo Simulated Annealing (SA) (Geman
y Geman [6]), que es una leve modificacion de GS, converge iterativamente a un maximo global de una distri-
bucién de Gibbs, y que por lo tanto, se puede utilizar para hallar segmentaciones ptimas. La convergencia de
SA depende del cumplimiento de una cota sobre un esquema de enfriamiento que lo lleva a ser un algoritmo
con una convergencia muy lenta. El no cumplimiento de esta cota produce que la convergencia de SA sea a un
maximo local, que generalmente no es un maximo global. En la Seccidn 5.3 se definird el algoritmo Iterated
Conditional Modes (ICM) (Besag [14]), el cual suele definirse como el algoritmo SA con esquema de enfriado
extremo, que no respeta la cota de enfriamiento, y que converge rdpidamente al maximo local més cercano a
la segmentacion de inicio introducida al mismo. Luego, esta optimizacidén en la velocidad de convergencia que
presenta SA, hace a ICM mas sensible a la eleccion de la segmentacion de inicio. Sin embargo, en el contexto de
segmentaciones bajo modelos de Potts, en la Seccion 5.4 se vera que el algoritmo ICM brinda segmentaciones
homogéneas de calidad, y menos sensibles a la incorrecta seleccidon de las muestras de entrenamiento, como se
mostré en el trabajo de Frery et al. [46].

El modelo de Potts isotrépico contiene un pardmetro desconocido B denominado temperatura inversa, el
cual regula el grado de homogeneidad del mapa, y que puede ser estimado eficientemente por PMV. Cada mo-
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delo tiene su propio estimador de PMV, y como tanto el modelo a priori como el modelo a posteriori comparten
el pardmetro 3, el mismo puede estimarse con el estimador de PMV correspondiente al modelo a priori, o al
correspondiente al modelo a posteriori. La diferencia entre estos estimadores es que este Ultimo agrega direc-
tamente al proceso de estimacion los datos radiométricos de la imagen, mientras que el estimador a priori s6lo
los incorpora indirectamente por medio de una segmentacién de los mismos. La situacion ideal a la hora de es-
timar, es que las estimaciones se basen en correctas realizaciones del modelo, esto es, que los mapas de clases
de las imagenes sean realizaciones del modelo de Potts por ejemplo. Sin embargo, en la practica se cuenta so-
lamente con los datos radiométricos de la imagen, los cuales deben ser segmentados, para recién proceder con
la estimacién. Esto implica que la calidad de los datos radiométricos influya en el proceso de estimacién, y por
ende, es intuitivamente correcto incluirlos para de este modo contar con el total de la informacién disponible.
En la Seccidn 4.5 se mostré evidencia de que bajo modelo ambos estimadores presentan resultados con erro-
res cuadraticos medios realmente despreciables a muestra finita, no mostrando diferencias significativas entre
ellos. En la Seccidn 5.5 se analiza la sensibilidad de ambos estimadores ante la presencia de un modelo conta-
minado, esto es, cuando las estimaciones se basan en segmentaciones de los datos, y no en realizaciones reales
del modelo. Se mostrard evidencia de que incorporar los datos al proceso de estimacion produce estimaciones
muy inestables, debidas a que si bien los datos mdas el modelo contextual conforman la masa de informacién
con la que contamos, al desviarnos del modelo incorporando segmentaciones de los datos, toda la informacién
que incorporan los datos al proceso de estimacidn se convierte en una fuente de error importante que debe ser
dejada de lado. Estos hechos serdn denominados informalmente como suficiencia del mapa de clases, debido
a que la realizacién del modelo es suficiente para realizar estimaciones precisas del pardmetro del modelo, y
debido a que agregar los datos no mejora la perfecta precision de las estimaciones por PMV.

El Capitulo finaliza con una discusién sobre el rol de las estimaciones en el proceso de segmentacidén por
medio de ICM. La eleccién del pardmetro 6ptimo a la hora de aplicar ICM, u otro segmentador, es un tema que
se ha discutido bastante en la Literatura. En el contexto Potts, Jackson y Landgrebe [47] utilizaron el algoritmo
ICM con P fijo, y mostraron que una clasificacién contextual con muestras pequefias alcanza una precisiéon
comparable a la obtenida por MV con una muestra de entrenamiento mucho mayor. Arbia et al. [48] también
utilizé un valor fijo para este pardmetro, elegido por prueba y error, en una configuracién de clasificacién en dos
clases con datos simulados. Melgani y Sapico [49] propusieron un enfoque que denominaron de perturbacién
minima, en el cual estiman una vez el modelo y lo mantienen fijo en todas las iteraciones. Besag [50], Arnold
y Strauss [51] y Frery et al. [15] propusieron una estimacion iterativa de [ con la informacién disponible a
través del estimador basado en el modelo a priori. En la tesis se mostrard evidencia de que ICM funciona
mejor si se reestima P, debido a que la estimacién original basada en la segmentacién por medio de MV es
baja e insuficiente para que ICM logre homogeneizar correctamente el mapa de clases. Ademds, se incorpora
evidencia de que si se trabaja con imdgenes con clases homogéneas que no se mezclan localmente, entonces
sus mapas de clases ajustan mejor a modelos de Potts con vecindades de mayor orden, pero que si se quiere
trabajar con vecindades de segundo orden, un proceso de filtrado previo es necesario. Por ejemplo, en [52]
se muestra evidencia de que segmentar con vecindades de primer orden en el contexto Potts no es una buena
opcidn. Existen en la Literatura trabajos tales como el de Ji y Seymour [53], y mds recientemente el de Grelaud
et al. [54], en los que se proponen metodologias de seleccién del modelo.

5.1. Criterio MAP: Maximo a Posteriori.

Supongamos que el espacio de estados es el conjunto de todas las posibles etiquetas

E={,0,....00}.
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Generalizando lo mostrado en la Seccién 3.5, bajo determinados supuestos, si la distribucién del modelo a
priori del mapa de clases X es 7, inducida por el potencial ® = {®,}rcs, y el modelo de emisién en cada
pixel para cada ¢ € E viene dado por las leyes f;, entonces dada una observacién I = [I]scs del modelo de
emision conjunto, la distribucién a posteriori del mapa de clases es una distribucién de Gibbs II inducida por
el potencial ®/ = {®] }xce dado por

1oy | Pg(x) —1Infi (L) siA={s},seS
PAM) = { INEY) en otro caso, .1.D

ya que en tal caso la funcién de energia sobre A € G viene dada por

HY ()= Y @@ =-YIhf @)+ Y @) =-Y Inf (L) +HL (),

AeB(A) SEA AcB(A) sEA

y la densidad condicional a posteriori de observar la configuracién de clases x5 € E”, dado que se observaron
los datos radiométricos I, € (RB)™ y que se fij6 por cuestiones tedricas la configuracién de clases x* € ES\A,
viene dada por

HA(xA|xA,IA) o< exp {_Hf\bl (x)} =exp { Z In £, () —Hf(x)} .
SEA

Como la segmentacion 6ptima es la mds probable dadas las observaciones, el problema de segmentacion se
reduce a encontrar el Mdximo a Posteriori (MAP), esto es, encontrar un mapa de clases x} € E A que verifique

xh = arg max ITx (xa)x™, 1y ), (5.1.2)

XAGEA

lo cual requiere hallar maximos globales de una condicional de una distribucién de Gibbs.

5.2. Simulated Annealing (SA)

El objetivo es ahora mostrar el algoritmo Simulated Annealing (SA) [6], el cual tiene como meta resolver
(5.1.2). Se vera como una modificacién en Gibbs Sampler puede llevar a encontrar las modas de las distribu-
ciones en estudio.

Dada una distribucién de Gibbs 7 con funciones de energia Hff inducidas por el potencial ®, se denota con

T siendo T > 0, a la distribucién de Gibbs con funciones de energia Hf /T y densidades condicionales

L
mA(alx™, In) < exp { —HY (x)/T } ,

donde T es conocida en el 4mbito de la fisica como la constante de temperatura. Todas las distribuciones 7
tienen los mismos médximos globales, y mientras mds chico sea T, se tendrdn distribuciones con modas mds
marcadas, y simulaciones por medio de GS con mayor probabilidad de encontrarse cerca de las modas de la
distribucion m,. Luego, se puede pensar en un esquema de enfriado 7'(¢), que verifique

lim T (¢) =0, (5.2.3)

=00

(1)

con el cual, en cada corrida de GS, se utilice la distribucion T, * en lugar de 7.
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Esto es, supongamos que en el #-ésimo barrido tenemos una configuracién x5 € E® y que deseamos actua-
lizar la etiqueta que se encuentra sobre un determinado sitio s € A. Luego, se asignara la etiqueta ¢ € E al sitio
s con probabilidad dada por:

ﬂz(f)(ﬂxs) o< exp{— Z @A(ExA)} .
AeB(s)

El algoritmo SA propone que en cada visita a cada sitio s € A se asigne la etiqueta ¢ € E con probabilidad
dada por:

nZ(I)(g‘xS) o exp{— Z ‘DA(&*S)/T([)} ;

AeB(s)
donde S(s) ={A € & :5€ A}. Sea

o = {£€ BN HYE) = miHE (")}
el conjunto de modas o méximos globales de 75 (-|x") y sea
A= méz’lef(E)xA) - mgan(E)xA).

El Teorema B de [6] muestra que SA converge uniformemente a un elemento de g, siempre que se respete la
siguiente cota sobre el esquema de enfriado:

Ax#A
>

T(6) =~ R (5.2.4)

En resumen, para hallar las modas de la distribucién de Gibbs condicional 7 (-|x*) sobre E®, SA propone
seguir los siguientes pasos:

1) obtener una realizacién de inicio x(°) € E con algin procedimiento.
2) elegir un esquema de visita adecuado y un esquema de enfriado que satisfaga (5.2.3) y (5.2.4).

3) realizar un barrido (visita de todos los pixeles), sorteando aleatoriamente un estado en cada visita, con
probabilidad proporcional a

exp{ y chwa)/T(r)}
AeB(s)

para cada ¢ € E, siendo s € A el pixel que se visita y x € ES la configuracién previa a la visita.

4) realizar tantas barridas como se necesiten para alcanzar algun criterio de convergencia.

5.3. Iterated Conditional Modes (ICM)

Si bien SA converge a un maximo global, en general es muy lento (por (5.2.4)) y pesado computacional-
mente. Por este motivo es que Besag en [14, 55] lo modificd, proponiendo un esquema de enfriado extremo.
Esto es, en el paso 3) de SA, se elige la etiqueta que maximiza la probabilidad de ser observada dado el contex-
to. Este cambio produce que el algoritmo converja rdpidamente a un maximo local, que eventualmente puede
ser un maximo global. Este algoritmo recibe el nombre de ICM y serd expuesto a continuacion.
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Notemos con

Q= {§ € ENHY (Ex*) = min Hg’(ﬁx“')}
SEALEE
al conjunto de los minimos locales de T (-|x*).

Como ya se dijo, SA con un esquema de enfriado extremo no tiene asegurada la convergencia a un maximo
global, ya que no cumple con la cota inferior de enfriado requerido, sin embargo, ICM converge a un maximo
local, que circunstancialmente puede ser un maximo global [14, 55]. En resumen, para hallar un maximo local
de una condicional 7ts (-|x") de una distribucién de Gibbs, ICM propone:

1) obtener una configuracién de inicio x(*) € E con algiin procedimiento;
2) elegir un esquema de visita sobre A;

3) realizar un barrido (visita de todos los pixeles de A), asignando a cada sitio s € A la etiqueta ¢ € E que
maximice

exp {— Z )@A(ExS)} ,

AeB(s

o0 equivalentemente, que maximice

— ) PA(tx),

AeB(s)
siendo x € E° la configuracién previa a la visita.

4) se realizan tantas barridas como se necesiten para alcanzar algin criterio de convergencia.

Luego ICM resuelve parcialmente (5.1.2), ya que encuentra un maximo local, que puede no ser un maximo
global. Sin embargo su costo computacional es despreciable a comparacion del requerido por SA, y en el con-
texto de las segmentaciones, las soluciones que brinda son en general satisfactorias y mejores que las obtenidas
por procedimientos no contextuales como MV y EM, como veremos a continuacion.

5.4. ICMy el modelo de Potts.

En la presente seccidn, particularizaremos el algoritmo ICM visto en la Seccidn 5.3 al contexto de seg-
mentaciones basadas en modelos de Potts. De este modo mostraremos un segmentador de imagenes sencillo
matemdtica y computacionalmente.

Supongamos que la distribucion a priori del mapa de clases es un modelo de Potts isotrépico sin campo
externo con distribuciones condicionales dadas por

h (xlx*) o< exp{BHA (x)}.

Luego, teniendo en cuenta lo visto en la Seccidn 3.5, dada una imagen I, la distribucién a posteriori del mapa
de clases x, viene dada por la distribucién de Gibbs cuyas condicionales tienen la forma

HE(xA]xA,IA) o< exp { Y Inf (1) + BHA(x)} , (5.4.5)

sEA
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las cuales son inducidas por el potencial &P = {@?\71} Ace dado por

—In f, (I5) si A={s},s€S;
@%I(x): B si A={s,t} y x;=2x;, con s € dy;
0 en otro caso.

Esto significa que si la distribucion a priori del mapa de clases se rige por un modelo de Potts isotrépico sin
campo externo, entonces la distribucién a posteriori se regird por un modelo de Potts isotrépico con campo

externo (—In fy, (Iy))ses-
En particular, las probabilidades locales de la distribucion a posteriori vienen dadas por
1P (0|, I,) o< exp{In fy(I;) + BH,(£)}. (5.4.6)

Luego dada una imagen I, se debe hallar la segmentacién x que satisface (5.1.2), o hallar la solucién
subdptima propuesta por ICM. En este contexto, [ICM propone:

1) pensar que la clasificacién original obtenida por MV o EM es una realizacién de un campo inicial X 0)
con distribucién arbitraria;

2) elegir un esquema de visita;

3) realizar una corrida (visita de todos los pixeles), cambiando la etiqueta de cada pixel por la etiqueta £ € E
que maximice

g(€) =In fy(Is) + BH,(¢) (5.4.7)

donde s es el pixel que se visita, x es la segmentacion previa a la visita, I es la observacién original de la
imagen en el pixel s;

4) realizar corridas hasta alcanzar algin criterio de convergencia.

El primer término de (5.4.7) es equivalente al que usa el clasificador MV. El segundo término es la compo-
nente contextual, y si f > 0, pone més peso en aquellas clases que rodean al pixel s. La influencia contextual es
cuantificada por el valor del pardametro 3. Cuando B = 0 la regla se reduce a la dada por MV, pero cuando 3 — oo
el efecto es al revés, es decir, los datos observados no tienen influencia en la regla. Este parametro es descono-
cido y, por lo tanto, debe ser especificado en forma deterministica, o estimado basdndose en la segmentacién
inicial, o re-estimado siguiendo algtn criterio.

A A A
F F F
1 I I
A A A
F F F
1 I I
A A A

Figura 5.1: Diagrama del esquema de visita utilizado en las implementaciones.
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El esquema de visita elegido es un punto importante de analizar, debido a que una mala eleccién del mismo,
puede provocar que en la préctica el algoritmo muestre un comportamiento oscilatorio a partir de una determi-
nada iteracion. Esto sucede por ejemplo si el esquema de visita sigue el orden lexicografico de los pixeles de
A. En la tesis se utiliz6 el orden diagramado en la Figura 5.1, y consiste en dividir la imagen en ventanas de
3 x 3, y actualizar las etiquetas con la misma letra al mismo tiempo, siguiendo el orden dado por el abecedario.
Si se trabaja con vecindades de orden 2, este diagrama garantiza la convergencia a un tnico mapa, evitando
oscilaciones. Si se desea trabajar con vecindades de orden mayor, se debe elegir un esquema de visita en el que
dos pixeles visitados sucesivamente no contengan vecinos en comun. De este modo, el criterio de convergencia
utilizado a lo largo de la tesis es que no se produzca ningtin cambio de etiqueta de una iteracion a la otra.

En la Figura 5.2 se muestra la imagen de la mandibula de una rata, con segmentaciones por medio de MV
e ICM con distintos valores de 3. Supongamos que la imagen tiene 3 clases principales homogéneas: hueso-
diente, cartilago y fondo; cada una con un modelo de emisién Gaussiano con medias 91,82; 66,38; 51,62 y
desvios 16,30; 12,01; 6,25 respectivamente. Claramente, a medida que aumenta [ las clasificaciones crecen en
homogeneidad, y por lo tanto determinar el pardmetro correcto es importante en el proceso de segmentacion de
imagenes.

(a) Original (b) MV (ICM con B =0) (¢) ICM con B = 0,25

2D -t

(d)ICM con B =0,5 (e) ICM con B = 0,75 (f)ICMconB =1
Figura 5.2: (a) Imagen Original; (b) MV de (a); (c)-(f) ICM de (a) con distintos 3.

Ante la presencia de modelos de emisién multimodales, es mds adecuado ajustar mezclas de gaussianas
(EM) por clase, para luego clasificar por MV. En la Figura 5.3 se muestra en (a) la imagen Landsat sobre la
ciudad de San Juan-Argentina. Para obtener (b), se consider6 una muestra de entrenamiento por clase y se ajusté
una mezcla de dos Gaussianas por clase, para luego clasificar por MV. Al igual que en el ejemplo anterior, a
pesar de que la imagen es de mucho mejor calidad, se pueden observar zonas heterogéneas dentro del mapa de
clases. Una vez mas se puede ver en (c)-(f) que ICM presenta mapas mas homogéneos a medida que crece f.
Sin embargo se debe tener cuidado con el sobresuavizado, el cual no es deseable en diversas aplicaciones. Las
segmentaciones (g)-(j) presentan zooms de las imagenes (a),(c),(e),(f) respectivamente, con el fin de mostrar el
efecto que produce la eleccion de B arbitrariamente grande. La resolucion espacial que posee la imagen produce
que en lugar de ver el fino rio que sale del dique en la zona derecha del lago, se observe solo la vegetacion de
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sus costados. Por tal motivo, los mapas de clases clasifican como vegetacion a tal rio (ver (h)-(j)). Esta regién
del mapa que se segmenta como vegetacion es fina, y es clasificada a la clase vegetacién por la evidencia
radiométrica que presenta, a pesar de que la evidencia contextual pretende clasificar a tal regién como montaia.
Luego, valores grandes de B producen que ICM entrecorte el rio, tal y como se muestra en la zona inferior
de (j). Por ello es que es importante la determinacién de [ a la hora de segmentar. En las préximas secciones
abordaremos el problema de la estimacién del pardmetro, y de la relacion entre estimacion y clasificacion de
imagenes.

. (e) ICM con[.’)—fl'

L

(g) Zoom d (a) (h) Zoomde (c) (i) Zoomde (e) (j)Zoom de (f)

Figura 5.3: (a) Imagen Original; (b) EM-MV de (a); (c)-(f) ICM de (a) con distintos B; (g)-(j) Zoom de las
imagenes (a),(c),(e),(f) respectivamente.

5.5. Sensibilidad

En el presente Capitulo se vincularan los dos temas principales que se trataron en la tesis: Segmentacion y
Estimacidon. Todos los anélisis se hardn en el contexto Potts, pero pueden adaptarse a modelos mds generales.
Por un lado, cuando se habl6é de segmentaciones por intermedio de ICM en la Seccién 5.4, se observé la
necesidad de proponer un valor para 3, debido a que tal eleccién influye en la calidad de la segmentacion.
Por otro lado, cuando se hablé de estimaciones en la Seccion 4.1, se observé la necesidad de segmentar los
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datos radiométricos, para de este modo tener un mapa de clases con el cual estimar. Esto muestra la fuerte
interrelacién que existe entre Segmentar y Estimar.

En la Seccion 4.5 se mostré la gran precision a muestra finita de los estimadores de PMV, pero nada se
ha dicho atn en la tesis sobre la influencia del procedimiento elegido para segmentar en la precision de las
estimaciones. El hecho de utilizar una segmentacién de / en lugar de una realizacién del modelo, produce que
las estimaciones se realicen fuera de las hipdtesis bajo las cuales su performance es 6ptima. El rendimiento de
los estimadores en este modelo contaminado se denominara sensibilidad de los estimadores. Finalizaremos el
Capitulo analizando la sensibilidad de las segmentaciones, esto es, cuan influyente es la correcta seleccion y
estimacién del modelo en el proceso de segmentacién.

5.5.1. Sensibilidad de los Estimadores.

La sensibilidad es una propiedad que valora la performance del estimador ante la presencia de datos que no
son exactamente realizaciones del modelo. En el contexto de la segmentacion de imagenes, es interesante ver,
en primera instancia, coémo se comportan los estimadores si en lugar de utilizar el modelo de Potts simulado, se
utiliza el mapa de clases que resulta de aplicar el cldsico segmentador bayesiano de Mdxima Verosimilitud (MV)
con los pardmetros reales del modelo. En segunda instancia, se hard un estudio andlogo, pero utilizando la
segmentacién dada por ICM.

En Ia Seccién 4.4.2 se habl6 sobre la 1rnportan01a que tiene la derivada de las funciones fprior(-,X) ¥

fpost( x) en la sensibilidad de los estimadores Bpnor y Bpost, y se calcularon las mismas. Alli se dedujo que

el estimador Bpost es mas sensible por poseer una menor pendiente. En la presente Seccién incorporaremos
evidencias de tal inestabilidad.

frecuence

10 25 40 55 70

(e)

Figura 5.4: (a) Realizacién del Modelo de Potts con L =2y B = 0,3; (b) Datos Gaussianos con k = 2; (¢) MV
de (b); (d) ICM con B = 0,3 fijo y punto de inicio (c); (e) histograma de (b) por clase segiin (a).

En la Figura 5.4 se muestra en (a) una realizacién x, del modelo de Potts con L =2y B = 0,3 por medio
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de 100 iteraciones de SW; en (b) los datos radiométricos Gaussianos /5 con desvios iguales a 15 y medias 70 y
100 respectivamente (distanciadas a k = 2 desvios); en (e) los histogramas de los modelos de emisién de cada
clase; en (c) la clasificacion xpy,a por MV de I4; y en (d) la clasificacion Xjcp o por medio de ICM de I con
mapa de inicio xyva y B = 0,3 fijo. La base de datos con la que se realizard el andlisis estd conformada por
estas cuatro imagenes para cada combinacion

{(L,B.k): L€ {2,3,4} ke {1,2,3,4},p € {0.1,0.2,0.3,0.4,0.45,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1} }.

Caso MV

En Ia presente seccién veremos la performance de los estimadores cuando en lugar de utilizar la realizacién
del modelo de Potts, se utiliza la segmentacién Xy o de los datos radiométricos I, sobre A € &. Por cuestiones
notacionales, consideraremos una configuracion x;y € ES, que sobre A contiene al mapa de clases Xy A € EA.
Este andlisis muestra evidencia de que al segmentar por medio de ICM, la estimacién inicial de 3, que se basa
en la segmentacion no contextual que brinda MV, es una subestimacion del pardmetro real, y que por lo tanto,
es necesario re-estimarlo.

En cada uno de los gréficos de la Figura 5.5 se ilustra la sensibilidad de los estimadores para mapas xa
simulados con: L = 2; B = 0,3; y k variando de 1 a 4. En cada gréfico aparecen en rojo (cyan) las graficas
correspondientes respectivamente a las funciones fprior(+,X) ¥ fprior (s Xmv) (fpost(-sX) ¥ fpost(-;Xmv ). En linea
llena aparecen las graficas correspondientes al modelo puro, y en linea entre cortada las graficas de las funciones
Jprior(*sXmv) Y fpost(-;Xmv ) del modelo contaminado.

x10" x10"
1

prior potts prior potts
post potts \ post potts

- = prior ML N = = = prior ML

post ML Y post ML

lo

prior potts prior potts
B
post potts A post potts

- = prior ML A = = = prior ML

v
post ML 3 post ML
A

B8

Vike)

Figura 5.5: Sensibilidad de los estimadores para L =2 y = 0,3 al variar k. Muestra como se modifica la
pendiente de las curvas correspondientes al modelo a posteriori y como se acercan las curvas correspondientes
a los modelos contaminados y a la de los modelos puros, a medida que se distancian los modelos de emision.
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Las curvas rojas en linea llena son muy similares en todos los grdficos ya que k no afecta a fprior(+,x). Por
otro lado, las curvas en cyan y en linea llena muestran el efecto analizado en la Seccién 4.4.2, esto es, a medida
que la diferencia entre las medias es mayor, la curva tiende a convertirse en una recta horizontal. A pesar de
esto, se observa que ambos estimadores son precisos al trabajar sobre el modelo puro, tal y como se estudié
en la Seccién 4.5. Las curvas entre cortadas son casi paralelas a las curvas correspondientes al modelo puro.
Mientras més distanciadas estén las medias, mds parecida serd la segmentacién producida por MV al mapa
original, y por ende las curvas del modelo contaminado estardn mds cerca de las producidas sobre el modelo
puro. A pesar de que el desplazamiento que produce trabajar con el mapa estimado por MV es del mismo
orden para ambos estimadores, el estimador a posteriori se ve mas influenciado por presentar curvas con menor
pendiente. De este modo, hay dos conceptos complementarios al distanciarse las medias: curvas paralelas del
mismo color mds cerca y mayor sensibilidad producida por la disminucién de la pendiente de las curvas. Estos
dos conceptos se complementan en el estimador a posteriori haciendo casi indistinto para su mala performance,
la distancia entre las medias. En el caso del estimador a priori el segundo concepto no se presenta, y por ende
las estimaciones son mejores cuando las medias estan lejos.

Se puede apreciar que fprior (-, Xmv) < fprior(+,X) ¥ que fpost(*sXmv) < fpost(-,X). Esto se debe a que la
altura de las graficas la regula el primer término de sus respectivas expresiones. Este término es mayor en el
modelo puro porque los mapas son mas homogéneos que los dados por MV. Esto implica que las estimaciones
con el modelo contaminado sean menores y, por ende, sesgadas a izquierda. La Figura 5.7 muestra el sesgo de
ambos estimadores en funcién de B, variando L entre 2 y 4, y para k entre 1 y 4, cuando el modelo se contamina
con Xysy . Claramente ambos estimadores presentan un marcado sesgo a izquierda, que sélo el estimador a priori
lo reduce cuando k es grande y § toma valores menores que 0,5.

Por otro lado, la varianza de los estimadores sigue siendo pequefia al trabajar con el modelo contaminado
tal y como se muestra en la Figura 5.6, en la cual, al igual que en la Figura 4.5, se muestran los haces de curvas
correspondientes a ambos estimadores en presencia del modelo contaminado, para el casode L=2; 3 =0,2;y
kigualaly4.

x10* x10*

= = = prior ML = = = prior ML
post ML post ML

(;z) (15)

Figura 5.6: Haces de curvas de las funciones forior(-,Xmv) ¥ fpost(,Xmv ), parael caso L=2y 3 =0,2. En (a)
aparece el caso k =1, y en (b) el caso k = 4. Muestra el sesgo a izquierda y la reducida varianza que presentan
los estimadores al trabajar con el modelo contaminado por la segmentacion por MV.

En este sentido entonces, se observa que, si se utiliza la segmentacién por MV como entrada para los
estimadores, entonces es conveniente utilizar el estimador a priori. Sin embargo, no es conveniente estimar
basidndose en tal mapa.
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Figura 5.7: Sesgo de los estimadores al utilizar Xy, al variar k entre 1y 4, y L entre 2 y 4. Muestra evidencia del
sesgo negativo que poseen ambos estimadores producido por estimar basdndose en mapas de clases ruidosos
obtenidos por el clasificador no contextual MV.

Caso ICM

Comencemos haciendo un andlisis bajo simulacién de la velocidad de convergencia de ICM. Utilizando la
base de datos con datos radiométricos para distintos valores de B, L y k, se segmenté por ICM cada una de
las imdgenes y se considero la cantidad de iteraciones que necesité ICM para converger. En la Figura 5.8 se
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representan tales cantidades para los distintos casos planteados en la tesis. En una primera instancia se observa
que ICM converge rdpidamente en a lo sumo 10 iteraciones en la mayoria de situaciones. Se puede apreciar
ademds que para todo posible valor de L, a medida que los modelos de emisién se distancian, ICM converge
en menos iteraciones, debido a que cuando los modelos de emisién son muy parecidos, ICM requiere de un
mayor esfuerzo para homogeneizar el mapa de clases dado por MV. Por otro lado, al variar L, no se observan
diferencias en la cantidad de iteraciones hasta converger, excepto en el caso k = 1, donde al aumentar la cantidad
de clases con modelos de emision similares, ICM aumenta la cantidad de iteraciones necesarias. Por tltimo, se
observa que P no influye en la cantidad de iteraciones, a excepcion del caso k = 1.
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Figura 5.8: Cantidad de iteraciones que requiere ICM hasta converger.

Continuando con el andlisis de sensibilidad, veamos como influye la inclusién de la segmentacién por ICM
como entrada para ambos estimadores. Andlogamente que en el caso MV, notaremos con X;cy a alguna confi-
guracién sobre ES que contenga sobre A la segmentacién por medio de ICM de los datos radiométricos obser-
vados I,. Esta segmentacion por medio de ICM se realizard utilizando [ fijo e igual al valor real de simulacién.
En la Figura 5.9 se pueden observar las grificas de las funciones forior(-,Xmv ), fprior(-»X) ¥ fprior(*sXicar) en
rojo, y de las funciones fpost(-,Xmv )s fpost(*sX) ¥ fpost(-,Xrcm) en cyan, para diferentes diferencias de medias.
En linea llena aparecen las curvas correspondientes al modelo puro, y respectivamente, en linea entrecortada
y en linea de puntos las correspondientes al modelo contaminado con los mapas provenientes de MV e ICM
(esto es, cuando en las estimaciones en lugar de usar el mapa simulado, usamos Xy y Xicp). Se puede ver que
Jorior (- Xmv) < Sfprior (s X1cm) Y fpost(sXmv) < fpost(+,X1cm ), y esto se debe a que ICM homogeneiza el mapa
de inicio Xy, provocando estimaciones mas grandes que las provenientes de contaminar el modelo con Xy .

Ademds, se verifica que fprior(+,X) < fprior (- X1cm) Y fpost(+sX) < fpost (-, Xicar ). Esto se debe a que Xjcy es
un maximo local de (5.4.5), y como tal, presenta una mayor suavidad que la que contiene una simple realizacién
del modelo (5.4.5), que no es necesariamente una moda del modelo.

Al igual que antes, se puede observar que las curvas de fpost(-,Xrcy) pierden pendiente al aumentar k. Por
otro lado, se puede notar que, a medida que crece k, las curvas de los modelos contaminados se acercan mas a
las curvas del modelo puro. Esto se debe a que mientras mds distantes estén las medias, a ICM le costard mas
generar regiones conexas en el mapa, porque la evidencia contextual serd débil en comparacién de la evidencia
radiométrica.

En las grificas de la Figura 5.10 se muestra el sesgo de ambos estimadores en funcién de B, al variar L entre
2y 4,y kentre 1y 4. Se puede observar que ambos estimadores presentan un sesgo positivo, proveniente de
sus respectivas sobreestimaciones. Solamente se aprecian sesgos negativos minimos para valores muy grandes
de B. Se puede notar que k influye en mayor medida que L, en la precision de las estimaciones. Para k = 4 la
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Figura 5.9: Sensibilidad de los estimadores para distintas distancias entre las medias para 2 clases y § = 0,3.
Muestra como se modifica la pendiente de las curvas correspondientes al modelo a posteriori y como se acercan
las curvas correspondientes a los modelos contaminados por ambos segmentadores y a la de los modelos puros,
a medida que se distancian los modelos de emisién.

cantidad de clases casi no influye en el sesgo de los estimadores. En todos los casos analizados el estimador a
priori muestra una mayor precision.

Tal y como se hizo en las Figuras 4.5 y 5.6, al tener 100 repeticiones del experimento para cada configura-
cién (L, B, k), podemos realizar haces de 100 curvas que nos muestre la varianza y el sesgo de los estimadores.
En la Figura 5.11 se muestran los haces obtenido para L =2 y B = 0,2, al modificar la diferencia entre los
modelos de emision. Se aprecia nuevamente que los estimadores mejoran a medida que crece k. Ademads, se
puede notar que los estimadores presentan una reducida varianza.

En base a lo mostrado en la seccidn, se concluye que ambos estimadores presentan una buena performance
a muestra finita cuando los modelos no estdn contaminados. En tal caso, la varianza y el sesgo de ambos
estimadores es insignificante.

De este modo entonces, para analizar la sensibilidad de los estimadores, se estudié sus performance ante
la ausencia del mapa original simulado, reemplazdndolo por la segmentacién de los datos dada por MV y por
ICM. En el caso MV ambos estimadores mostraron estimaciones sesgadas a izquierda. Al aumentar k se ob-
servaron dos situaciones complementarias: por un lado, segmentaciones por MV mads parecidas a las simuladas
originalmente, y por el otro lado, mayor inestabilidad en las estimaciones. Segmentaciones similares juegan
un rol positivo en ambos estimadores, ya que introduce poca contaminacién al modelo puro. La inestabilidad
cumple un rol negativo s6lo en el estimador a posteriori y no se contempla en el estimador a priori. Por ende,
cuanto mads distantes estdn los modelos de emisidn de las clases, mejor es la performance del estimador a priori.
Por el otro lado, el estimador a posteriori compensa los conceptos complementarios mencionados, produciendo
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Figura 5.10: Sesgo de los estimadores al utilizar Xjcpy, al variar L entre 2 y 4, y k entre 1 y 4. Muestra evidencia
del sesgo positivo que poseen ambos estimadores producido por estimar basandose en mapas que son modas
locales del modelo obtenidos por ICM, y no en realizaciones del mismo.

estimaciones malas y del mismo orden ante distintos k. De este modo se concluye que el estimador a priori
es menos sensible en este contexto. En el caso ICM, ambos estimadores funcionan mejor cuando k es grande,
independientemente de la cantidad de clases. En este plano, y en todos los casos analizados, el estimador a
priori presenta una mejor performance que el estimador a posteriori.
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Figura 5.11: Haces de curvas de las funciones forior(-,Xicm) Y fpost(»Xicm), para el caso L=2; 3 =0,2;y k
variando entre 1 y 4. Muestra coémo varia el sesgo positivo y como se mantiene la reducida varianza de ambos
estimadores, a medida que se distancian los modelos de emision.

5.5.2. Sensibilidad de las Segmentaciones

En la presente Seccidén se incorporan algunas reflexiones sobre la influencia del procedimiento utilizado
para estimar el modelo dentro del algoritmo ICM. La eleccién del parametro 6ptimo al aplicar ICM, es un tema
discutido en la Literatura en los tdltimos 20 afios, y para el cual se han propuesto distintas alternativas: fijar 3
por prueba y error [47, 48], estimar B una vez y mantenerlo fijo hasta la convergencia [9, 49, 56], o actualizarlo
en cada una de sus iteraciones [15, 46, 50, 51].

Para ser gréficos en las observaciones, en la Figura 5.12 se muestra en (a) la imagen de la mandibula de
una rata que tiene 3 clases principales homogéneas: hueso-diente, cartilago y fondo. Supongamos que cada
clase sigue una distribucién Gaussiana con mediasA91 ,82; 66,38; 51,62 y desvios 16,30; 12,01; 6,25. En (b) se
muestra la segmentaciéon MV de (a), para el cual Bprior = 0,5034. En (c) se muestra la segmentacion obtenida
por medio de ICM con P fijo e igual a 0,5034. Sin duda alguna, cualquier valor de 3 > 0 que se utilice en ICM
homogeneizard la segmentacién (a), pero a la vista de los resultados, usar el B chico y fijo estimado en base a
MYV, no es suficiente. Luego, si se desea estimar 3 en el proceso de segmentacién, no podemos quedarnos con
este P inicial, sino que debemos re-estimarlo iteracidn tras iteracion, para que de este modo se retroalimenten los
procesos de homogeneizacién de la segmentacién y de crecimiento pertinente de . En (d) se puede observar
el resultado obtenido al aplicar ICM sobre (a) con este procedimiento, y a continuacién se muestran los 3
resultantes en este proceso de re-estimacion iteracion tras iteracion:

MV 1 2 3 4 convergencia
0,5034 0,5610 0,5673 0,5674 0,5675 0,5675.
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Se observa que ante la presencia de una imagen ruidosa, estos procedimientos no poseen la fuerza homogenei-
zadora suficiente que requiere el grado de heterogeneidad de la segmentacién inicial dada por MV que se le
imput6é a ICM. Como ICM converge al maximo local mds cercano a esta segmentacion inicial, una solucién a
este inconveniente es aplicarle algin pre-procesamiento de filtrado de ruido. Esto producird una segmentacién
por medio de MV mds homogénea, que le otorgard un punto de inicio mas adecuado a ICM, y una estimacién
de B mayor. Estos factores generalmente producen un resultado mas adecuado.

() (e) (f)

Figura 5.12: (a) Imagen Original; (b) MV de (a); (c)-(f) ICM de (a) con distintas estrategias para elegir : (c)
BB estimado en base a (a) y fijado iteracion tras iteracion; (d)-(f) segmentacion lograda cuando P es reestimado
iteracion tras iteracion, pero los valores de inicio son diferentes.

En (f) se muestra el resultado de segmentar (a) con ICM y B = 50 fijo. Para este nuevo mapa, se verifica que
Bprior = 4,4459. Esto da una especie de cota superior a las estimaciones que se obtendrian en un proceso de re-
estimacion. Luego, para analizar el mejor resultado hipotético que se lograria con un proceso de re-estimacion,
en (e) mostramos la segmentacion de (a) con ICM y B = 4,4459 fijo.

De este modo, no se pretende decir que siempre debemos fijar B grande al aplicar ICM, debido a que esto
provoca un sobresuavizado que en determinadas circunstancias no es deseable, en el caso de que la medida de
Gibbs exista.

Un ejemplo de ello puede ser si se trabaja con un conjunto de imagenes médicas, en las que el objeto a
identificar sea pequefio, y un sobresuavizado tenderd a eliminarlo. Otro ejemplo es el observado en la Figura
5.3, en el que un B grande entrecorta un rio. Sin embargo, cuando las imdgenes son ruidosas y cuentan con un
mapa de clases real desconocido pero que puede suponerse homogéneo, como en el caso de la Figura 5.12, es
conveniente hacer un filtrado previo de la imagen para que el procedimiento de estimacidon-segmentaciéon no
colapse.

Por otro lado, si uno observa las realizaciones del modelo de Potts obtenidas en la Seccién 3.9 para vecinda-
des de segundo orden, dificilmente encuentre mapas con grandes agrupamientos de pixeles con la misma clase
como los que contiene (f). Luego, el colapso de la interaccién estimacién-segmentacion puede deberse a que los
mapa de clases muy homogéneos no ajustan a un modelo de Potts con vecindades de segundo orden, y se deba
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suponer vecindades de orden superior. En un reporte técnico, Morris [52] recomienda no segmentar utilizando
el modelo de Potts como ley a priori, debido a que una gran cantidad de imdgenes reales poseen mapas de clases
que no ajustan a tales modelos. Esta conclusién es exagerada debido a que, ademas de que los modelos de Potts
contienen una simpleza que no puede ser desaprovechada, este andlisis se hizo por medio de simulaciones del
modelo con vecindades de primer orden, lo cual irremediablemente produce conclusiones sesgadas sobre las
bondades de segmentar en base a modelos de Potts. Sin embargo, un inconveniente que presenta el modelo de
Potts isotropico es que su estadistico suficiente H,(X ) presenta una gran variabilidad en su valor medio cuando
B se encuentra en el rango de valores correspondientes a imédgenes que generalmente surgen en la préctica, tal
y como lo afirma Morris [52]. Una vez identificada la clase de imdgenes con la que se trabajard, es necesario
hacer un andlisis que especifique el grado de vecindades més adecuado para trabajar. En los trabajos Ji y Sey-
mour [53], y més recientemente en un trabajo de Grelaud et al. [54], entre otros, se proponen metodologias
de seleccién de modelo para modelos Markovianos. Otro andlisis conveniente que es recomendable hacer, son
los test de hipdtesis que analicen la verosimilitud de la hipétesis de isotropia. Estos conceptos muestran que
el juicio de la bondad de los modelos de Potts, no puede realizarse en base a simulaciones del modelo en su
version isotrépica y con vecindades de érdenes inferiores.



Capitulo 6

Apéndice

6.1. Demostraciones de resultados del Capitulo 3

Dem. Proposicion 3.2.1:

Veamos (i): por la definicién de las c-dlgebras 75, sélo se debe probar que
ACA & Fp C Fa.

Definamos para cada A;A C S con A C Ala funcién Gp_,p : EA 5 A dada por GaA(y) =ya Vy € EA. Luego
GA = OA—A OOy, Y por lo tanto

A€ Fy & B A=0,'(B) =0, (6, A(B)).

Veamos la ida: si A C Ay consideramos A € F, entonces A = 6, ' (6", (B)), con B € EM. Luego como
GZL A(B) € EA, resulta que A € Fa. Veamos ahora la vuelta: sea s €Ay B€ & {s} tal que B # E'}. Luego
GXI(GX;{S} (B)) € Fa C Fa. Por lo que existe C € 2 tal que 6,,' (C) = GXI(GX;{s} (B)) = G{*Sl} (B). Luego
G{S}(Ggl (C)) = B. Si se verificase que s ¢ A, entonces valdria que G{s}(cgl (C)) = E¥}, lo cual no es cierto,
pues B # Et5},

Veamos (ii): para la ida consideremos x;,x, € ES tales que 64 (x1) = 64 (x2). Si f(x1) # f(x2), entonces
existen dos abierto disjuntos G| y G en R™, tales que f(x1) € G1 y f(x2) € G2. Luego por la Fo-medibilidad de
f. se tiene que £~ 1(Gy), 1 (Gy) € Fay ademss £~ 1(G;) N f~'(G;) = 0. Luego existen By, B, € £ disjuntos
tales que f~1(G1) =0, (B1) y f~'(G2) = 6, (B2). Sin embargo, como x; € f~1(G1) y x2 € f~'(G»), se tiene
que 6 (x1) = 6x(x2) € By N By = 0, lo cual es un absurdo. Veamos la vuelta: fijado w € ES y dado un abierto
G en R™, usando la Fj-medibilidad de f se tiene que

f(xX)€G & fxaw™) €G & xpe{yc EN: fwh) € G} & xeo, ' ({y € EN: fOw™) € GY).

Luego
FHG)={x€ES: f(x) € G} =o' ({y € E*: f(yw") € G}) € Far.

Veamos (iii): dado un abierto G en R, se tiene que £~ (G) € Fa C Fa, lo cual finaliza la prueba.
Veamos (iv): dados A C A, sean x,y € ES tales que O\ (x) = Oa\a(y). Luego, para cada § € E?, se tiene

que
FED) = FEyaax™™) = £(&™)

99
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donde la dltima igualdad vale por (ii) y la Fa-medibilidad de f. Luego

[ et = [ et ntae)
E E

lo cual, por (ii), culmina la prueba de la Proposicion.

Dem. Proposicion 3.2.2:

Sean x,y € ES tales que G5 (x) = Ga+(y) y sea A € G(A). Veamos que
DV (x) = D3(y) VAEG(A). (6.1.1)

Por (H.9), si A ¢ C, entonces @Y (x) = 0 = ®3(y); pero si A € C, veamos que A C A*, ya que si esto vale,
entonces por la Proposicién 3.2.1(ii), se tiene también que @3 (x) = @Y (y). Veamos la inclusién entonces: sea
t € A. Sit € A entonces t € A¥, pero si no, como A € S(A), existe s € ANA. Luego s # ¢y como A € C, se
tiene que ¢ € ds C A*. Luego vale (6.1.1), y por la definicion de H}z y la Proposicién 3.2.1(ii), finaliza la prueba
de la Proposicién.

O

Dem. Proposiciéon 3.2.3:

Veamos (i): por la Proposicién 3.2.1(iv) y la Proposicién 3.2.2, se tiene que la funcién Z3 es F, A\a-medible.
Como dA = A*\ A, culmina la prueba de (i).
Veamos (ii): por definicién de p%, la prueba es inmediata, debido a que la funcién exp{—H}} es Fa:-
medible y la funcién Z}? es Fyp-medible, con dA C A*.
]

Dem. Proposicion 3.2.4:

Veamos que se cumplen (i)-(iv) de la Definicién 3.2.2. Consideremos 3 € Yy A € G.

Comencemos con (i): dado x € ES, las funciones YA( |x) son no negativas por ser la integral de una funcién
no negativa. Ademds, 3 (0|x) = 0. Para probar la c-aditividad, consideremos una familia {4,}>_; C F de
conjuntos medibles disjuntos dos a dos. Luego

yA(UAx>: /lu,,lA P (ExMAN (d) = Z/ 14, (ExM)pY (EXM)AN (dE) = ZyAA|x

Veamos (ii): si A € F, entonces la funcién x — 14 (x)p3 (x) es F-medible. Luego por la Proposicién 3.2.1(iv),
culmina la prueba de (ii).
Veamos (iii): sean B € Jp y x € ES. Luego existe C € £5\A tal que 6§<A(C) = B. Por lo que

(Bl = [ 1aEPREMNNE) = 1) [ pREMNNE) = 1) = La(v).
Veamos (iv): dados A,A € S, con A C A, segmentaremos esta prueba en la siguiente sucesién de resultados:

(a) EneENyLe ESV = pR(EC)pR(NL) = PR (EC)PR(NL):
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(b) B BN yLe BN = pR(ET) = pRED) [ pRMOM (an):

(c) Ae Fyx e ES = W(Alx) =77 (Alx).

Veamos (a):

HYE-HRED) = ), ®hEH)= Y PRED=(o)

AES(A)\&(A) AEG(A):ACAC

Como CIDE es F4-medible y sumamos sobre A C A, se tiene que

()= Y @iml)=HYME) —HymE) VEmeEMV e ES\™, (6.1.2)
AcB(A):ACAS

Como la funcién ZX es Ja-medible, por la Proposicién 3.2.1(if), se tiene que

Z(EQ) =ZX (M) VEm e EM WL e ES\A, (6.1.3)
Como la funcién Zg es Ja-medible, por la Proposicion 3.2.1(ii), se tiene que

Z3(EL) = ZR(ng) YEm € EN WL e ESVA, (6.1.4)
De (6.1.2), (6.1.3) y (6.1.4) se tiene que

exp{—Hy (£C) —HY (ML)} _ exp{—Hy (&) —HY (M)} _
ZR(&L)Z3 (k) Z3(ME)Z3 (&L)
=pa(ME)pa(EL) V&M € EAVC e ES\A,

Veamos ahora (b): por (a), se tiene que

PR(ED) = PRED) [ PRMENM ) = [ pREDPRMON (an) = [ pR(EDPRMOM(dn) =

PR(EQ)PA(ME) =

= PR(ED) [ PAMEMN ) vE € BN Ve BN

Veamos ahora (c): sean A € Fy x € ES.
R = [ 142 nt@e) = [ [ 4G plEar W (@A da) = (9)
Luego por (b),

= /EA\A /EA La(Eo®)pR (Bour®) /E _pAMar) A (dn)WA (4NN dar) =
= /EA\A /EA /E 1a(Eox®)p3 (Eor)pl (Mo ) AN (dE)AN (dm) A\ (dav) =
= Joma Jea PX(HOUCA)/EA 14 (Eax®) p2 (Ea® ) AN (dE)AM (dm) A (dor) =

:/ / P (Mo Y3 (A Mo AN (dn) A (do) =

= [P Ule i) = [ Rl = B @),
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Dem. Proposicion 3.2.6:

Sean € P(ES,F).

Veamos (i): sean A,A € & disjuntos y sean f y g funciones Fx-medible y Fa-medible respectivamente.
Por la Proposicién 3.2.1(ii), existen dos funciones ¢s: EA = Ry ¢, : E* — R tales que f(x) = 0p(xa) y
g(x) = 0g(xa) Vx € ES. Luego

n(f) = [ f@snia) = [ ][ rEnDsEng) ooy dm) ooy )(dE) (o oy ) (d0) =

= / w0 B0 Eo0 ) (an) (003 (@) o0y ) (AT) =
= [ 0@ mocy)(@®) [ om(macy)(dn) =
= [ 0@ @ooy ) ooy ) (dE) (mo o) ) (D)
< [ 8e)(mo0y ) (dn) (o0 (€E) (10 0 ) () =

— [ rtomiax) [ gtom(d) (o)

Veamos (ii): sean fy g .7-",\ medibles con Tt({x € ES : f(x) = g(x)}) = 1. Supongamos que existe x € ES
tal que f(x) # g(x). Si A = o, ({xa}), entonces A C {x € ES : f(x) # g(x)}, y por lo tanto (A) = 0. Por la
Proposicion 3.2.5 y la Jx-medibilidad de las especificaciones,

TR(AW) =R (APaw”) =11 (0, (L} eaw?) = 1R (03 ({(eaw)a})eaw?) = pR (xaw™) > 0 vw € ES.

Luego (A) = 1Y% (A) = [V} (A|w)T(dw) > 0, lo cual contradice lo antes afirmado, y finaliza la prueba.

Dem. Proposicion 3.2.7:

Seand e Y, A€ G yACS.

Veamos (i): si A € Fa, entonces la funcion 14 es Fa-medible. Luego si probamos (iii), estaremos proban-
do (i) también.

Veamos (ii): si f = la, con A € F, entonces la igualdad vale por (3.2.2). Si f es una funcién simple,
entonces la igualdad vale por la linealidad de la integral. Si f es una funcién integrable no negativa, entonces
la igualdad vale por el Teorema de Convergencia Dominada. Si f es una funcién integrable, la igualdad vale
considerando sus partes positiva y negativa por separado.

Veamos (iii): si f es una funcién Fa-medible. Por la Proposicién 3.2.3(ii), la funcién pY es F--medible.
Luego la funcién x — f(x)p3 (x) es Faua+-medible. Luego por (ii) y la Proposicién 3.2.1(iv), la funcién 9 (A|-)
es F(aua+)\a-medible, lo cual concluye la prueba, pues (AUA*) \ A = dAU(A\ A).

Veamos (iv): la o-aditividad y la no negatividad de nyﬁ valen por la o-aditividad y la no negatividad de y‘z.
Por otro lado, Ty} (0) = [ 3 (0]x)n(dx) = 0.

0
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Dem. Proposicion 3.2.8:

Por (H.8) y el Teorema 4.23(a) de [27] se tiene que G(Y”) # 0. Veamos ahora la convexidad: dados ©t?, 73 €
G(Y") y 0 <c <1, se tiene que

(en? + (1 —c)md)Ys = ey + (1 — T3y = e} + (1 —c)n) VA € &,

y por ende cnt? + (1 —c)nd € G(°).

Dem. Teorema 3.2.1:

Teniendo en cuenta (H.11) y (H.12), la parte (i) corresponde al Teorema (7.12)(a) de [27]. Veamos ahora
(ii): dado A € F, se tiene que 14 € L=(ES, F,n% R). Luego por la parte (i), por ser ’yAn(lA|x) YA" (Alx) y por
ser m0(14) = n¥(A), resulta el Teorema.

O
Dem. Proposicion 3.3.1:
Por la Proposicién 3.2.7(iii), se tiene que Y3 (f]-) es Fyo-medible. Tomemos A € F,, y veamos que
[ Rfan® = | fan.
A A
Comencemos suponiendo que f = 1p, con B € F. Luego, por la Proposicion 3.2.7(ii),
R = [ [ 1t = [ [ 1@ 1aE o e A e = ()

Por ser A € Fy,, se tiene que 14(x) = 14(Ex™). Luego 14(x)15(ExY) = 14q(Ex?), y por ende

= / . / Lanp(EP)pR(EX" AN (dE)n® (dx) = / CRANB)T® (dx) =
E E E

—1}(ANB) = 1*(ANB) = / | pdr®.
A

Si f es una funcién simple, la igualdad vale la aditividad de la integral y de yﬁ(-\x). Si f es integrable y no
negativa, el resultado vale por el Teorema de Convergencia Dominada, y si f es integrable, entonces el resultado
se prueba considerando sus partes positivas y negativas por separado.

0

Dem. Proposicion 3.3.2:

Por la Proposicién 3.2.5 se tiene que 74 (xa[x*) =18 (6, ({xa})[x) = p3 (x) Vx € ES.
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Dem. Proposicion 3.4.2:

Por la Proposicién 3.4.1, (i) es equivalente a decir que la familia {p} } sce es invariante por traslaciones.
Teniendo en cuenta esto, tomemos ¥ € Y y probemos la ida: dados A€ Sy s € S,

v v -1 v
pA+s © eS = pAJrs © 07S = pA?

y por (H.10), se tiene que
Hp 150005+  Hy 00, = Ha g+ 0" Hp.

Luego
(Hp0 — Ha+5000y) + 0" (Hy — Hp5005) =0 VO €T,

lo cual prueba la ida. Ahora veamos la vuelta: sean x € ES, s € Sy A € . Por (H.13) y (H.14) se tiene que

ha (x) exp{ﬁTHA (X)} - h/\-&-s(os (x)) exp{ﬂTHA+s(es (x))}a

y por ende pl, 00, = p3.

Dem. Lema 3.6.1:
Consideremos el conjunto A = {x € ES: fu(x) — f(x)} y probemos que (ii) vale s, y slo si, P(A€) = 0.

Como o
A=J N UBe

e>0m=1n=m

se tiene que
PA) =0 & P(U N U B;ﬁ) =0 < P(ﬂ UB;ﬁ) =0Ve>0 & h’mn(UBfw) =0ve>0
e>0m=1n=m m=1n=m mee n=m

donde la dltima equivalencia vale por ser decreciente la sucesion Cy, := {;,—,, BS ¢-

O

Dem. Lema 3.6.2:
Sea € > 0. Luego existe ip € N tal que
) rip1—1
Yool U Bie| <e
i=io n=r;
pero entonces
oo oo Fip1—1 o riy1—1
|l UBie|l=n{U U Bie | <Y n| U B ] <k,
n=ri, i=ig n=ri i=io n=ri

lo cual implica que vale (ii) del Lema 3.6.1, y por lo tanto finaliza la prueba.
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Dem. Lema 3.6.3:

Sea A :={x € ES : mix <<, |Si(x)| > €}. Luego A = J/_ A;, donde los conjuntos A; son disjuntos y vienen
dados por
A= {x€ES:|81(x)| <&,...,|Si1(x)] <& |Si(x)] >}

Luego 14 =Y 14 yS2>S5214=Y" 5214 Porlo que

T(Spla,). (6.1.5)

M:

m(S3) >

I
_

Paracadal <i<n,seaT;:= Z;?:H] fj- Luego
1<i<n = Sy, = (Si+T) s, = Sila, + TP 1y, +28in, T (6.1.6)

Como 28S;l4, es una funcién F-medible y la funcién 7; es Fa-medible, con A := U;:1A yA:=U" A;

disjuntos, utilizando la Proposicién 3.2.6(i), se tiene que

Jj=i+1

1<i<n = n(2SisT;) = n(2Sia,)0(T;) = (2Sids,) Y, w(fj) =0
j=i+l
Luego por (6.1.6)
1<i<n = n(S2ly,) =n(S?y,) + (T Ly,).
Luego por (6.1.5)

n

n n
7(S3) = Y r(Sila) = Y (R(SHa) +1(TP0)) > Y r(SPH).
i=1

n
I
_

Por la Proposicién 3.2.6(i), se tiene que ©n(f;fj) = n(f;)n(f;) parai # j, y por ende

522

HM:

i leA ) > i (fa,) > ZR(A,-) =¢e’n(A).

Esto implica que, utilizando nuevamente la Proposicion 3.2.6(i),

ﬂ({erszlrgla<)31|S( )| 28}) =m(A) <

6.2. Especificaciones con simetrias.

En la presente seccion desarrollaremos un tema que generaliza lo visto en la Seccién 3.4, y que es impres-
cindible para probar la condicién (H.17) del estimador de PMV basado en el modelo a posteriori. Por lo que,
se desarrollard la teoria necesaria y suficiente para tal fin. Para mas detalles del tema ver el Capitulo 5 de [27].

Consideremos un conjunto finito E y el conjunto de sitios S = Z¢, d € N. Llamemos 7 al conjunto de todas
las simetrias sobre ES, esto es, de todas las funciones biyectivas T : ES — ES para la cual existen dos funciones
biyectivas T : S = Sy Tp : E — E tales que

T=1T20Xx07Tq,
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recordando siempre que si x € ES, entonces x es una funcién de S en E. Un ejemplo de simetrfas son las
traslaciones @, trabajadas en la Seccién 3.4, donde T;(¢) =t — s y T, es la identidad en E. Otro ejemplo de
simetria es la funcion B definida en la prueba del Lema 6.4.1, para la cual 7| es la identidad en S y T, viene
dada por la biyeccién b sobre E que solamente intercambia dos etiquetas.

Definicion 6.2.1 Dada una simetria © € T y una especificacion Y = {Ya } ace, se define una nueva especifica-
cion t(y) dada por

TNAAP) =Y (T (A)T7!(x) VXEESVAEFVAEG.
Ademds, dada una probabilidad & € P(ES,F), se define la probabilidad ©(n) € P(E®,F) dada por
t(m)(A) =n(t'(A)) VAEF.

Por iltimo, dada una familia de funciones f = {fa}ace de ES en R, se nota con 1(f) = {1(f)a}rce a la
familia de funciones dadas por

AR = frip) (T () Wxe ESVAEG.
Definicién 6.2.2 Se dice que T € T es una simetria de una especificacion y si
W) ="
Ademds, se dice &t € P(ES, F) preserva una simetria t € T si
(1) = 7.

De igual modo, se dice que t preserva a A si Ao, = A. Se dice que una familia de funciones f = {fa}ace es
T-invariante si

t(f) = f.

Teorema 6.2.1 Si G(y) = {n}. Entonces m preserva todas las simetrias de .

Dem. Corresponde al Corolario 5.11 de [27].
O

Como se trabaja con A la medida que cuenta sobre E finito, cualquier T € T preserva a A. Si consideramos
la familia de potenciales {®?}ycy considerados en la Seccién 3.2 y sus respectivas especificaciones {Y”}scr.
Entonces se verifica el siguiente resultado

Teorema 6.2.2 Para cada O € Y y 1 € T que preserva a ), si la familia de funciones ®° = {®} }rce €5 T-
invariante. Entonces T es una simetria de la especificacion .

Dem. Corresponde al Corolario 5.9 de [27].
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6.3. Consistencia de Bpost

En la Seccién 4.3 se probé que el modelo a priori satisface (H.1)-(H.15), y con ello, por el Teorema 3.8.1,
result6 la consistencia del estimador a priori. Posteriormente se enuncié el Teorema de consistencia del es-
timador a posteriori, el cual probaremos en la presente Seccién. Supondremos valido entonces (H.11°), esto
es, G(Y) = {nP} VB € Y, siendo {?B}Bey las especificaciones del modelo a priori. Bajo este supuesto, en la
Seccién 6.4 del Apéndice se probara que vale (H.17). R

Recordando definiciones, la funcién objetivo que maximiza el estimador a priori Bn’prior basado en una
muestra sobre A, viene dada por

’Frior(B7x) — #/I\Z SGZA’O (BHS’(XS) - IHZE (x)> )

mientras que la funcién objetivo que maximiza el estimador a posteriori 3, post basado en una muestra sobre
A, viene dada por

UP (B, x) = #/1\2 S;\:’? (lnfxs (Iy) + BH;(xg) — anE(x)> .
Luego
Bmprior (x) € My, (x) := {19 ex: U,},)rior(B,x) = 1&1€1¥ U}?rior(oc,x)} ,
y

Bupost(x) € My, (x) := {19 YUY (Box) = rolglel’?UEOSt(oc,x)} .
En el contexto planteado, para cada s € S se tiene que
hy(x) = fu (L), Hy(x) = #{1 €353, = x},
) Hi(0)exp{BH;(()} Y Hy(€) fu(ly) exp{BH,(¢)}

y = x _ leE
L Y R B R WA= I

leE leE
P u G 0u() = Lo exp{BHs(x:)}
' L exp(BH: () ’ X st exp (prs(0))

Luego
Lema 6.3.1 Paracada B €7, VUfyior(B, )= VUfOSt(B, ) =0 mh-pp.

Dem. Por el Lema 3.8.14 se tiene que

VU (B,) = VUI™(B, ) =

% . _ryg(ths")> _L
Y (Y?(Hs) B ) Y e,

n seA;

donde paracadas € S, g := ?g(HS|) - ?E(ESHS|-), con h 1= yﬁ(/;; 5 Por lo tanto sélo se debe probar que

1
o L & 0mPpp. 6.3.7)

n sEA;




108 CAPITULO 6. APENDICE

Como ??(IZSU =1Vs e S, se tiene que 7P (hy) = 1 Vs € S. Luego por ser nf € G(¥?) y luego por (H.17),
EB(ES) = EB(’??(EYHV‘) _’?E(Hv‘)) = nB(ilSHY _Hv) = nBGle)TCB(HV) _TEB(HY) =0 Vses.

Ademds, para cada s € S, la funcién € es Fy,-medible y acotada. Luego por el Corolario 3.6.1, vale (6.3.7), y
finaliza la prueba.

(|
Dem. Teorema 4.3.1
Veamos (i): por el Lema 3.8.5, se tiene que
P Nn(C) l.))() ds
hrIl‘[l)loI}f A >0 7w-p.p. V(€ E”,
Sea x € ES en este conjunto. Luego por el Lema 3.8.14(iv), U OSt(-,x) es concava por verificarse
1
VAU (Bo,x) = — o ¥ (B (Hy — 4 (Hy ) [x) <0,
#An SEA;,
Sea B # By y supongamos que V2UY OSt(B,x) = 0. Entonces,
Hy(&x') =1f (Hyx) VE€EVseS.
En particular, Hy(-x*) es constante Vs € S, y esto implica que
. H 1
BB(Ex) = exp{p S@f)f =.r WEEWES, (6.3.8)
) exp{BH;(Ex")}
EcE

expresion que no depende de B. Luego, (6.3.8) contradice (H.15) por un argumento anélogo al utilizado en la
prueba del Lema 3.8.8. Concluyendo que U} OSt(-,x) es estrictamente céncava Vn >> 1, y en consecuencia valen
(i) y (id).

Veamos ahora (iii): consideremos x € ES en el conjunto de probabilidad 1 al cual pertenecen los elementos
que verifican las condicionas dadas en (i), en el Teorema 3.8.1, y en los Lemas 3.8.12 y 6.3.1. Sea B una bola

cerraba centrada en 3. Luego por la consistencia de [3,17prior se tiene que

HB\n,prior(x) —Boll = 0, (6.3.9)

y por ende En,prior (x) EBVYn> 1.
Veamos que

VU™ (Bo,x) — 0. (6.3.10)

Supongamos que no, luego existe €y > 0, tal que para cada n € N, existe k,, > n, tal que |VU,Z "% (Bo,x)| > €.

Luego como \VU,Z rior (Bkn,prior (x),x)| = 0, se tiene que

VU™ (B, prior (x),X) — VU™ (Bo,x)| > 0. (6.3.11)
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Por otro lado, como

VUP(Bx) =~ Y o (Hy(H () I <
#AﬂsEA,‘;
< K:= mix Yﬁ< (Hy — Y2 (Hy|x)) \x) Vn>1VBeB,
BeB,seS

cota que existe por (H.1) y por ser B compacto. Luego

’V pnor(Bmprior(x),x) - VUlfnor<607x)‘ < K”Bn,prior(x) - BOH V> 1.

Por lo que, usando (6.3.11), se tiene que

€ ~
} < HBk,,,prior(x) - BO” Vn > 17

lo cual contradice (6.3.9), y por lo tanto vale (6.3.12). Implicando que, por el Lema 6.3.1
IVUE*™ (Br, post (x), %) — VUE* (Bo,x)| = [VUE* (Bo,x)| — 0. (6.3.12)

Como sélo debemos probar que
[[Br,post (x) — Bol| — O, (6.3.13)

supongamos que esto no vale. Luego existe € > 0 tal que para cada n € N, existe k, > n tal que ||Bg, (x) —Bol| > €.
Teniendo en cuenta (H.6), considerando

Bn ,post (x) [30
B post () — Bol

Bn,c = BO+C e,

para { € (0,¢) fijado arbitrariamente. Luego por (i), se tiene que VUY OSt(-,x) es decreciente, y por lo tanto
0= VUF* (Bupost(x).2)| < [VUF™ (Bg.)| < [VUE™ (Bo.x)| = 0 V{ < (0.¢),

lo cual implica que UY OSt(-,x) tiende a ser una cte, lo cual es un absurdo por (H.10), que provino de suponer
que no vale (6.3.13).

6.4. Independencia entre /; y H; en el modelo de Potts

Un resultado clave en la prueba de la Consistencia del estimador Bpost es la independencia de las variables
aleatorias hy(X) = fx,(I;) y Hy(X) = #{r € ds : X; = X, } para cada s € S. Esta independencia se refiere a la
independencia entre variables aleatorias definidas sobre el espacio de probabilidad (Q,.4,P) definido en la
Seccién 3.5. Para ello alcanza con probar la independencia entre las variables Xy y Hy(X) para cada s € S.
Supondremos que la distribucién 7P de X es la tinica medida de Gibbs asociada a la especificacién del modelo
a priori 98, esto es

(H.11) GFP) = {nP},
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en lugar de suponer (H.11). Esta suposicién implica la suposiciéon (H.11), por lo que todos los resultados
probados hasta el momento contintdan valiendo. Por el Teorema 6.2.1 de la Seccién 6.2, (H.11’) implica que
7P preserva cualquier simetria de Y. En caso de no querer hacer esta suposicién de unicidad, se deberfa probar
alguna de las condiciones del Teorema 5.15 de [27], para luego agregar una suposicién de que P es una de las
probabilidades de Gibbs extremales que preserva determinadas simetrias, pero escapa los objetivos de la tesis.

Lema 6.4.1 Si X tiene distribucion nP, probabilidad cuya existencia y unicidad asegura (H.11’). Entonces
para cada s € S, las funciones hy(X) = fx,(I;) y Hy(X) = #{r € ds : X; = X; } son independientes como variables
aleatorias definidas sobre el espacio de Probabilidad (Q, A, P) definido en la Seccién 3.5.

Dem. Dado s € S, alcanza con ver que para cada k € {0, 1,...,#ds}, la funcién
0 P ({x € ES i xy = £, Hy(x) = k})
es constante, ya que si esto sucede, entonces la funcién

B X SI)CSZ y s\ X) =
(o P(X = (H(X)=k) =" (7{55 (e{fe ES :Hf(g (Z)k})k})

también seria constante, y esto implicaria que conocer el valor de Hy(X) no modifica la probabilidad de que X;
tome alguna etiqueta en particular.

Sean entonces k € {0, 1,...,#ds} un valor en el rango de la variable Hy(X) y ¢1,¢, € E en el rango de X;.
Luego consideremos la funcién biyectiva b : E — E dada por

by sil=1{
b(ﬁ) = 61 815252
{  caso contrario.

Sea ahora B : ES — ES 1a funcién biyectiva dada por b(x) := box. Por la Seccién 6.2 del Apéndice, la funcién
B es una simetria.
Luego (B~!(x)); = (B(x)); = (box), = b ' (x;) = b(x;), y por lo tanto

Si A= {s.1},1 €35, (B~ (x)), = (B (x))s
caso contrario

e w)={ P

0 caso contrario

{ —B  siA={st},t €ds,b(x;) =b(x)

. = 'iIDB X).
0 caso contrario A (%)

_{ —B SiA:{S,l},leaS,XS:xt

Luego por el Teorema 6.2.2, B es una simetria para ¥%. Luego por el Teorema 6.2.1, nf preserva la simetria B.
Por otro lado,

{(x€ES ix,={,Hy(x) =k} ={x € ES :#{rcds:x, =} =k} = {x €ES :#{r € 35 : (B(x)); = lr} =k} =

=B ' ({xeES:#{r€ds:x =0} =k}) =B ({x€ E% 1 x; = b, Hy(x) = k})

Luego
P ({x€ ES :x,={(,Hy(x) = k}) = P (B ' ({xe ES :x; =, Hy(x) = k}))
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=P ({x € ES 1 x; = bo,Hy(x) = k}),

lo cual prueba que la funcién
¢~ 7P ({x€ ES :x; = {,H(x) = k})

es constante para cada k, finalizando asi la prueba.

Lema 6.4.2 Dado el espacio de probabilidad (, A, P); un campo aleatorio X : Q — ES con distribucién ©P; y
una funcion f € LY(ES, 5,78 R). Entonces P(foX) = b (f).

Dem. Supongamos primero que f = 14 con A € F. Luego
mP(14) =7P(A) = P(X € A) = P(14(X) = 1) = 1P(14(X) = 1) +0P(14(X) = 0) = P(14 0 X)

Si f es una funcién simple no negativa, el resultado vale por la linealidad de la integral, y si f es una funcién
integrable no negativa, el resultado vale por el Teorema de Convergencia Dominada. Por dltimo si f es simple-

mente una funcién integrable, el resultado vale considerando las partes positiva y negativa por separado.
O

De estos dos tltimos Lemas, resulta el siguiente resultado, que serd identificado como la no correlacién
entre h; y H.

Lema 6.4.3 Sivale (H.11’), entonces TCB(hSHs) = TEB(hS)TEB (Hy) Vs€S.

Dem. Sea s € S. Como independencia implica no correlacion, por el Lema 6.4.1 se tiene que
P((h,H,) 0 X) = P(hy(X)H,(X)) = P(h, (X)) P(H,(X)).

Luego por el Lema 6.4.2, resulta

78 (hyHy) = P((hyHy) 0 X) = P(hy(X))P(H,(X)) = 1P (hy )P (Hj).
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Conclusion

En la tesis se estudiaron los procesos de segmentacion de imdgenes digitales bajo modelos Markovianos y
de estimacién de los pardmetros del mismo. Se mostré la fuerte interrelacion que existe entre los mismos, y la
sensibilidad de cada uno de ellos.

En cuanto al proceso de estimacién, cada modelo Markoviano posee su estimador de Pseudo-Maxima
Verosimilitud, y la consistencia del mismo depende de las caracteristicas de las especificaciones o leyes condi-
cionales que lo definen.

En la tesis se probo la consistencia fuerte del estimador de Pseudo-Maxima Verosimilitud correspondiente
a una familia exponencial de distribuciones de Gibbs, generadas por especificaciones no invariantes por trasla-
ciones equivalentes microscopicamente a un modelo invariante. Para tal prueba, se mostré una nueva version
de la ley fuerte de los grandes nimeros que funciona independientemente de suposiciones de ergodicidad y de
esperanzas condicionales respecto a la ¢-dlgebra cola.

En un contexto Bayesiano, se mostré que bajo determinados supuestos cldsicos el modelo a posteriori para
el mapa de clases es un modelo generado por especificaciones no invariantes. En la tesis se definié y estudié un
nuevo estimador del pardmetro de suavidad del modelo de Potts isotrdpico, el cual es el estimador de Pseudo-
Maiéxima Verosimilitud correspondiente al modelo a posteriori del mapa de clases de una imagen digital. Se
probd su consistencia y se mostrd bajo simulacién su buena performance a muestra finita. Por otro lado, se
mostré evidencia bajo simulacién de que la utilizacidn de la verosimilitud de la informacién radiométrica hace
mds sensibles las estimaciones.

En cuanto al proceso de segmentacidn, se trabajé principalmente con el clasificador contextual ICM, se
mostré la influencia de la metodologia de seleccién de modelo en el mismo, y se observé la necesidad de
ajustar el modelo iteracion tras iteracion del mismo. Todos los cédigos computacionales fueron escritos en el
lenguaje Matlab, y se encuentran a disposicion de los interesados en la pagina de Investigacion reproducible
http://www.famaf .unc.edu.ar/~flesia/

Como trabajo futuro se pretende culminar con el estudio de la Normalidad Asintética del estimador de PMYV,
que permite asignar intervalos de confianza a las estimaciones propuestas y que proporciona una herramienta
necesaria para la realizacién de test de hipdtesis pertinentes a la seleccién del modelo adecuado a la clase de
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configuraciones con las que se trabaja. Esta selecciéon de modelo puede analizarse desde diversas perspectivas,
de las cuales son de interés el orden de la vecindad considerado y la isotropia o no del mismo.

Los trabajos de investigacion en consideracion editorial y en prensa correspondientes a esta tesis son:

1. J. Gimenez, A. C. Frery, and A. G. Flesia, “Inference strategies for the smoothness parameter in the Potts
Model”. To appear in Proceedings IGARSS 2013, IEEE Press.

2. J. Baumgarter, A. Flesia, J. Gimenez, and J. Pucheta, “A new approach to image segmentation with two
dimensional hidden Markov models”. To appear Proceeding BRICS 2013, IEEE press.

3. A.Flesia, J. Baumgarter, J. Gimenez, and J. Martinez, “On classification accuracy of image segmentation
methods with Markovian prior laws”. Submitted to Pattern Recognition, 2013, Elsevier press.

4. J. Gimenez, A.C. Frery, A. G. Flesia. “When Data do not Bring Information: A Case Study in Markov
Random Fields Estimation”. Submitted to JSTARS, IEEE press, 2013.

5. J. Gimenez, A.G. Flesia. “On consistency of Pseudolikelihood estimators under non-invariant specifica-
tions”. Preprint.
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