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ABSTRACT

The object of study of this thesis is the algebraic variety £, of all complex Lie algebras of
dimension n and the subvariety N, of all nilpotent Lie algebras in £, with particular interest
in the space of orbits associated with the action of the group GL(n,C) on £,. To understand
these varieties, deformations and degenerations that occur within £,, and N, are studied. As
specific objectives, two famous conjectures, known as Vergne’s conjecture and Grunewald-
O’Halloran, open since 1970 and 1993 respectively, are investigated.

Conjecture(Vergne)
There are no rigid complex nilpotent Lie algebras in the algebraic variety L.

Conjecture (Grunewald-O"Halloran)
Every complex nilpotent Lie algebra is the degeneration of another, non isomorphic, Lie algebra.

The second conjecture is stronger than the first and they are not equivalent on the variety
Ln.

Throughout the thesis, numerous linear deformations are constructed, leading to a large va-
riety of phenomena and questions to investigate. The Grunewald-O"Halloran conjecture is
demonstrated for all nilpotent Lie algebras that admit a semisimple derivation (rank> 1) and
for some families that do not admit semisimple derivations (rank 0).

For example, in dimensions 5 and 6 for each nilpotent Lie algebra is constructed, by means of
linear deformations, a solvable Lie algebra that be degenerates to it.

In dimension 7, the conjecture is proved for nilpotent Lie algebras of rank 0. For this we use
the construction of linear deformations introduced by Grunewald and O’Halloran, in which,
from a semisimple derivation of an ideal of codimension 1 of the algebra. In this way a non
trivial linear deformation is obtained, that corresponds to a degeneration. It is noteworthy that
the nilpotent Lie algebras of rank 0 appear from dimension 7 on.

Then we consider filiform Lie algebras, ie, nilpotent Lie algebras with maximal degree of
nilpotency. In particular, special emphasis is put on the study of filiform Lie algebras of di-
mension 8. In this direction, using the classification given by Ancochea-Bermudez and Goze,
the conjecture Grunewald-O’Halloran is proved for filiform Lie algebras of rank 0 and dimen-
sion 8. Also we show, for the non filiform Lie algebra of rank o and dimension 8, given by
Dixmier and Lister in 1957, that there is a solvable Lie algebra that degenerates to it. Since
degeneracy is transitive and the degree of nilpotency does not increase under degenerations,
the filiform Lie algebras appear at the top of the Hasse diagram of degeneration, which gives
further evidence of the conjecture for the class of nilpotent Lie algebras of rank 0.



Finally a very special family, given by Burde, of filiform Lie algebras of rank o and dimension
n > 14 are studied. These algebras have the particularity that all its ideals of codimension 1 are
of rank 0, which does that to construct non trivial deformations is a complicated problem. For
such algebras have been able to construct nontrivial deformations from nilpotent derivations
of ideals of codimension 1 of these.

[2010] Primary 17B30; Secondary 17Bgg
Key words and phrases: Nilpotent Lie algebras, filiform Lie algebras, Grunewald-O’Halloran conjec-
ture, Vergne’s conjecture, degenerations, deformations.

vi



RESUMEN

El objeto de estudio de esta tesis es la variedad algebraica L, de todas las algebras de Lie
complejas de dimension n y la subvariedad N, de todas las dlgebras de Lie nilpotentes en
Ly, con especial interés en los espacios de 6rbitas asociadas a la accién del grupo GL(n,C)
sobre L. Para entender estas variedades se estudian las deformaciones y degeneraciones que
ocurren dentro de £, y Ny,. Como objetivos particulares se investigan dos conjeturas famosas,
conocidas como conjeturas de Vergne y Grunewald-O’Halloran, abiertas desde 1970 y 1993,
respectivamente.

Conjectura (Vergne)
No existen dlgebras de Lie nilpotentes rigidas en la variedad L.

Conjectura (Grunewald-O’Halloran)
Toda dlgebra de Lie nilpotente es la degeneracion de otra dlgebra de Lie no isomorfa.

La segunda conjetura es mds fuerte que la primera y no son equivalentes sobre la variedad L.

A lo largo de la tesis se construyen numerosas deformaciones lineales dando lugar a una gran
diversidad de fenémenos y preguntas para investigar. Se prueba la conjetura de Grunewald-
O’Halloran para todas las dlgebras nilpotentes que admiten una derivaciéon semisimple (rango
> 1) y para varias familias de dlgebras que no admiten una derivacién semisimple (rango 0).

Por ejemplo, en dimensiones 5 y 6 para cada dlgebra de Lie nilpotente se construye, por
medio de deformaciones lineales, un dlgebra de Lie soluble que se degenera a ella.

En dimensién 7, se prueba la conjetura para las dlgebras de Lie nilpotentes de rango 0.
Para esto se usa la construccion de deformaciones lineales introducida por Grunewald y
O’Halloran, en la cual, a partir de una derivacién semisimple de un ideal de codimension
1 del dlgebra en cuestion. De esta manera se obtiene una deformacién lineal no trivial que se
corresponde con una degeneraciéon. Cabe mencionar que las dlgebras de Lie nilpotentes de
rango 0 aparecen a partir de dimensién 7.

Luego, se consideran las algebras de Lie filiformes, es decir, dlgebras de Lie nilpotentes de
grado de nilpotencia maximal. En particular, se hace énfasis en el estudio de las dlgebras de Lie
filiformes de dimensién 8. En esta direccion, usando la clasificacién de Ancochea-Bermudez
y Goze, se prueba la conjetura de Grunewald-O’Halloran para las algebras de Lie filiformes
de rango 0 y dimensién 8. También se muestra, para el dlgebra de Lie no filiforme, de rango
0 y dimensién 8 dada por Dixmier y Lister en 1957, que existe un 4lgebra de Lie soluble que
se degenera a esta. Puesto que la degeneracion es transitiva y el grado de nilpotencia no crece
bajo degeneraciones, las dlgebras de Lie filiformes aparecen en la cima del diagrama de Hasse
de degeneraciones, lo cual da mds evidencia de la conjetura para la clase de algebras de Lie
nilpotentes de rango 0.
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Por ultimo se estudia una familia muy especial, propuesta por Burde, de algebras de Lie
filiformes de rango 0 y dimensién n > 14. Estas dlgebras tienen la particularidad que todos sus
ideales de codimensién 1 son de rango 0, lo cual hace que construir deformaciones no triviales
de éstas, sea un problema complicado. Para este tipo de &lgebras se han logrado construir
deformaciones no triviales, a partir de derivaciones nilpotentes de ideales de codimensién 1
de éstas.

[2010] Primary
Palabras y frases claves: Algebras de Lie nilpotentes , dlgebras de Lie filiformes, conjetura de Grunewald-
O’Halloran, conjetura de Vergne, degeneraciones, deformaciones.
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INTRODUCCION

Dada g = (C™, 1) un dlgebra de Lie compleja de dimensién n, en una base {ey,...,en} de C™ tenemos
que

n
H(ei,ej):ZC]f/jek 1<i<j<n
k=1

luego, el corchete de Lie u se identifica con el conjunto de constantes de estructura {C]i‘)-} en el espacio

3 e .. .
C™ que verifican las siguientes ecuaciones:
k k _ .. )
Ci,j+Cj/i—O 1<i<j<n,1<k<n;

Yot (CH €L+ CF L+ € CL ) =0 T<i<j<ms<n,l<l<n,

El conjunto de todos los corchetes de Lie u sobre C™ es una variedad algebraica la cual denotamos por
Ln. Ademds, el grupo GL(n,C) acttia sobre £y, por

(9-wW(y) =g(n(g”'x,g7'y))  geGL(n,C), weLln.

y denotamos por O(p) y O(n) la 6rbita de p bajo la accién de GL(n,C) y la clausura Zariski de la
orbita respectivamente.

Dos élgebras de Lie A, € L se dicen isomorfas si existe g € GL(n,C) tal que g-A = p, es decir,
O(u) es el conjunto de todas las 4lgebras de Lie isomorfas a p.

El objeto de estudio de esta tesis es la variedad algebraica £, de todas las 4lgebras de Lie comple-
jas de dimensién n y la subvariedad Ny de todas las lgebras de Lie nilpotentes en L, para lo cual es
necesario introducir los siguientes conceptos:

La nocién de degeneracién se define de la siguiente manera. Un dlgebra de Lie A € L, se degenera
a un dlgebra de Lie € L£r, si pe O(A), pero en 1988 Grunewald y O’Halloran caracterizan en [GO1] la
nocién de degeneracioén por una nociéon de limite. De donde, un algebra de Lie A € £, se degenera a
un dlgebra de Lie p € £, si existe una familia g¢ € GL(n,C) tal que lim_,o g¢ - A = .

Una deformacién de un dlgebra de Lie p € £, es una familia p¢, con t € C*, de dlgebras de Lie tal
que

e = B+t + 2o+

donde cada ¢; es una forma bilineal antisimétrica sobre C™. La nocién de deformacion fue introducida
por Gerstenhaber en el afio de 1964 [G], pero fue desarrollada por Ninjenhuis y Richardson, los cuales
presentaron un concepto mds formal [NR1, NR2, NR3, NR4].

Un 4lgebra de Lie p € £, se dice rigida si su 6rbita O(n) es un abierto Zariski. De manera intu-
itiva un algebra de Lie es rigida si cualquier dlgebra de Lie cercana a ésta, es isomorfa. Los primeros
resultados de dlgebras de Lie rigidas se deben a Gerstenhaber [G], pero Ninjenhuis y Richardson [NR1]
transformaron los problemas topolégicos relacionados con rigidez en problemas cohomolégicos.
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Sea g un algebra de Lie y definamos

o'l = Der(g)(s) ={xeg|x=D(y) paraDeDer(g)yeg};
ol = Der(g) (gl para k> 1.

Decimos que g es un dlgebra de Lie caracteristicamente nilpotente, si existe un entero m tal que gl™l = 0. El
estudio de la teoria de dlgebras de Lie caracteristicamente nilpotentes tuvo sus inicios con el articulo de
Dixmier y Lister [DL], publicado en 1957, donde se da el primer ejemplo de un dlgebra de Lie nilpotente
con todas sus derivaciones nilpotentes, mostrando asi que el reciproco del teorema de Jacobson [J2],
el cual establece que toda dlgebra de Lie sobre un cuerpo de caracteristica cero con una derivacion no singular
es nilpotente, es falso. Los primeros en trabajar en la estructura de este nuevo tipo de algebras de Lie
nilpotentes fueron Leger y Togo, probando en 1959, el siguiente resultado.

Teorema. [LT]
Un dlgebra de Lie g es caracteristicamente nilpotente si y sélo si Der(g) es nilpotente.

Estos conceptos mencionados son fundamentales para encaminar el estudio de la variedad £, y en
particular dos conjeturas muy famosas, la primera atribuida a Vergne que data mds o menos de 1970 y
la segunda es la conjetura de Grunewald-O’Halloran dada en 1993.

Conjetura (Grunewald-O’Halloran).
Toda dlgebra de Lie nilpotente es la degeneracion de otra dlgebra de Lie no isomorfa.

Conjetura (Vergne).
No existen dlgebras de Lie nilpotentes rigidas en la variedad L.

Cabe mencionar que la conjetura de Vergne fue probada por Carles [C] en 1984, para las 4lgebras de
Lie nilpotentes de rango > 1.

Teorema. [C]
Si g es un dlgebra de Lie nilpotente que no es caracteristicamente nilpotente, entonces g no es rigida.

En el Capitulo 1 se introducen las definiciones de cocadena, operador coborde y cohomologia, ademaés
de algunas propiedades y resultados generales. En particular, se introduce la cohomologia de algebras
de Lie, la cual serd fundamental para realizar construcciones y entender los resultados del Capitulo 2.

En el Capitulo 2 se estudian los conceptos de degeneracién, deformacién y rigidez de un algebra
de Lie, ademas se estudian las algebras de Lie caracteristicamente nilpotentes que van a tener un papel
muy importante a lo largo de esta tesis. También se muestra como construir deformaciones no triviales
a partir de un ideal de codimensién 1 del dlgebra de Lie y se ven algunos resultados generales de la
teoria de deformaciones. Por dltimo se comparan la conjetura de Grunewald-O’Halloran y la conjetura
de Vergne, y se da un ejemplo que aclara la relacion entre éstas.

En [GO1],[Se] las variedades N5, N han sido clasificadas y sus diagramas de degeneraciones deter-
minados, es decir, se describen todas las degeneraciones entre éstas dlgebras de Lie nilpotentes. Como
la degeneracion es transitiva, para probar la conjetura de Grunewald-O’Halloran solamente se necesita
verificar que las algebras de Lie nilpotentes de N5 y Mg que aparecen en la cima del diagrama de Hasse
de degeneraciones, sean la degeneracién de otra dlgebra de Lie soluble. En el Capitulo 3 se prueba ésto,
pero ademds se ve que para toda dlgebra de Lie de las variedades N5 y Ny, se puede encontrar un
dlgebra de Lie soluble que se degenera a éstas.
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El Capitulo 4 consiste en gran parte de los resultados del trabajo:

o [HGT1] Herrera-Granada, J.F. and Tirao, P., The Grunewald-O’Halloran conjecture for nilpotent Lie al-
gebras of rank > 1. Abstract and file: http://arxiv.org/abs/1306.1541.

Lo primero que se hace es separar las dlgebras de Lie nilpotentes en dos clases: las algebras de Lie
de rango > 1 y las élgebras de Lie nilpotentes de rango 0 (caracteristicamente nilpotentes) y se prueba
la conjetura de Grunewald-O’Halloran para la primera clase. Ya que la conjetura queda abierta para
las algebras de Lie caracteristicamente nilpotentes, se trabaja en este sentido y se logra probar la con-
jetura en dimensién 7. Para ello, se hace uso de la clasificacién de las algebras de Lie nilpotentes de
dimensién 7 dada por Magnin [M] y para cada algebra de Lie caracteristicamente nilpotentes de la
clasificacion, se encuentra un algebra de Lie soluble que se degenera a ésta. Finalmente, con la idea de
avanzar en la conjetura para el caso de las dlgebra de Lie caracteristicamente nilpotentes, se estudia un
tipo muy especial de estas dlgebras. Se trata del algebra de Lie de Dixmier-Lister, la cual es especial
pues fue el primer ejemplo de algebra de Lie caracteristicamente nilpotente dado en 1957 por Dixmier
y Lister en [DL]. Para ésta dlgebra de Lie de dimensién 8 se encuentra un dlgebra de Lie, no isomorfa,
que se degenera a ella, dando asi mds evidencia de la conjetura para el caso de las algebras de Lie
caracteristicamente nilpotentes.

El capitulo 5 corresponde al siguiente trabajo:

[HGT2] Herrera-Granada, J.F. and Tirao, P., Filiform Lie algebras of dimension 8 as degenerations, J. Al-
gebra Appl. 13 (2014), no.4, 10 pages. Abstract and file: http://arxiv.org/abs/1308.4580.

Se introduce la definicién de algebra de Lie filiforme, las cuales son élgebras de Lie nilpotentes de
grado de nilpotencia maximal. Estas algebras de Lie fueron clasificadas en dimensién 8 por Ancochea-
Bermudez y Goze en [ABG2], luego haciendo uso de la clasificacion, se prueba que para cada dlgebra
de Lie filiforme y caracteristicamente nilpotente, existe un dlgebra de Lie no isomorfa que se degenera
a ésta y con lo cual queda probada la conjetura de Grunewald-O’Halloran para las dlgebras de Lie
filiformes de dimensién 8. Para hacer esto primero se considera un ideal de codimensién 1 del algebra,
luego se toma una derivaciéon semisimple del ideal, la cual se usa para construir una deformacién
no trivial y por tltimo se verifica si esta deformacion se corresponde con una degeneracién. Al final
del capitulo, se da un ejemplo de un algebra, que muestra que el proceso anterior no funciona con
cualquier derivacién semisimple, pues se exhibe una derivacién semisimple de un ideal la cual pro-
duce una deformacién que no se corresponde con una degeneracién.

El Capitulo 6 hace parte del trabajo en curso:
[HGT3] Herrera-Granada, J.F. and Tirao, P., Non-counterexamples to the Vergne's conjecture, In progress.

En este trabajo lo que se hace es estudiar una familia de édlgebras de Lie nilpotentes, estas fueron
introducidas por Burde por primera vez en 1998, pero posteriormente usadas por éste en otros tra-
bajos, por ejemplo [BEG]. Esta familia, la cual consiste de algebras de Lie nilpotentes de dimensién
n > 14, tiene la particularidad que cada una de éstas dlgebras es caracteristicamente nilpotente y todos
los ideales de codimensién 1 de éstas son también caracteristicamente nilpotentes. Burde pensaba que
estas dlgebras podrian ser un contraejemplo para la conjetura de Vergne, pero, en este trabajo se da
una familia de ideales de codimensién 1 de las algebras de Lie tipo Burde y se obtienen derivaciones
nilpotentes para cada uno de los ideales, las cuales sirven para construir deformaciones no triviales.
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PRELIMINARES

1.1 VARIEDADES ALGEBRAICAS

Definicion 1.1.1.
Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Definimos el n-espacio afin sobre K, denotado A™, como
el conjunto de todas las n-tuplas de elementos de K

A™:={(aj,...,an) 1 q; € K}.

Los elementos del anillo de polinomios en n variables sobre K, K[x1,...,xn], se pueden ver como
funciones del n-espacio afin A™ en K

A" — K
(ay,...,an) — f(ay,...,an) parafeK[xq,...,xn].

Definicién 1.1.2.
Si S cK[xq,...,xn] definimos el conjunto de ceros de S por

Z(S):={PeA™:f(P)=0parafeS}.

Definicién 1.1.3.
Un subconjunto Y ¢ A™ es un conjunto algebraico si existe un subconjunto S ¢ K[x1,...,xn] tal que
Y=2Z2(S).

Ejemplo 1.1.4.

(1) El n-espacio afin es algebraico: A™ = Z(0).

(2) Cualquier punto en A™ forma un conjunto algebraico: (ay,...,an) = Z(x1 - ay,...,Xn — an). (3)
El conjunto vacio es algebraico: @ = Z(1).

Lema 1.1.5.
(a) SiS; ¢Sy cK[xq,...,xn] entonces Z(S2) € Z(S7) c A™.
(b) Si {Si}ier es una familia de subconjuntos de K[xq,...,xn], entonces

Nz - Z(U si).
iel iel

(c) Si S1,S2 cK[x1,...,xn] entonces Z(S1) U Z(S,) = Z(51S2) c A™.
Demostraciéon

(a) Sea P € Z(S,) entonces f(P) = 0 para todo f € S,, luego como St ¢ S, f(P) =0 para todo fe Sy y
asi Pe Z(Sy).
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(b)

Z(USi):{PEAn:f(P):O VielJSit={PeA™:f(P)=0 VfeSi}=()Z(S1).

iel iel iel iel

SiPeZ(S1)UZ(Sy) = PeZ(S1) o PeZ(Sy)
= f1(P)=0 Vf1eSy o f(P)=0 Vfe$S;
= f1f2(P)=0 Vf1eSy,f2€Sy
= f(P)=0 Vfe$iSy
= e Z(51S7).

n
Recordemos que una topologia sobre cualquier conjunto X puede ser definida especificando cuales
subconjuntos de X son cerrados y probando que las siguientes condiciones se satisfacen:
(i) El conjunto @ y el espacio X son cerrados.
(ii) Intersecciones arbitrarias de conjuntos cerrados son cerrados.
(iii) Uniones finitas de conjuntos cerrados son cerrados.

En el caso de A™ tenemos que (i) se tiene por el Ejemplo 1.1.4, mientras que (ii), (iii) se siguen del
Lema 1.1.5, asf podemos introducir la siguiente definicién.

Definicién 1.1.6.
Se define la topologia Zariski sobre A™ como la topologfa cuyos conjuntos cerrados son los conjuntos
algebraicos.

Definicién 1.1.7.
Un espacio topolégico X se dice irreducible si no se puede escribir como la unién X = X; uX;, donde
X1, X3 son subconjuntos cerrados de X.

Definicién 1.1.8.

Una variedad algebraica afin es un subconjunto cerrado e irreducible de A™.

1.2 COHOMOLOGIA DE ALGEBRAS DE LIE

Sean g un algebra de Lie compleja de dimensién finita y (p, V) una representacion de g. Para cada
entero n se define el espacio vectorial C™ (g, V) de n-cocadenas por

C™"(g,V) =Hom(A"g,V)
es decir, el espacio de todas las aplicaciones n-multilineales alternantes
wigxgx-xg—V
y se define el operador coborde 5, : C™(g,V) — C™*1(g,V) por
n+1
(@) (X1, xne1) = > (D p(xi) (@ (x1, .. X Xne1))

i=1

+ > (—1)ij([xi,x]-],xh...,fi,...,%j,...,xnﬂ).
T1<i<jsn+1



1.2 COHOMOLOGIA DE ALGEBRAS DE LIE

Para x € g denotamos 6, (x) la accién sobre C™ (g, V)
gxC"(g,V) — C™(g,V)
(x, w) — B (x)w

donde
On(x)w)(x1,...,xn) = p(x)(W(x1,...,Xn)) - 2 w(xq,..,[%xi], . xn)

y llamamos a 6 (x)w la derivada de Lie de w relativa a x. Ademads, introducimos el operador producto
interior

n(x): C (g, V) — C" (g, V)
definido por
(tn(X)w) (X1, -, Xn-1) = W(X, X7, .-+, Xn_1)-

Lema 1.2.1.
Para x,y € g los operadores derivada de Lie y producto interior satisfacen

en(X)LnH (y) —n+l (y)en+1 (X) = ln+1 ([XIU]) .

Demostracion
Si w e C™1(g,V) entonces

(en+1 (X)w) (y,X],. . -/Xn)
p(x) (w(y,x1,...,xn)) —w([xy],x1,...,%n)

(1 (YO (W) (x1,-+- X )

- i w(y,x1,..-, [%xi], -, %n)
i=1
= — (a1 (v ylw) (x1,. . xn) + (%) ((tns1 (Y)w)(x1,.-.,%n))
2 (e @) G Bxoxid o)

(1 (PeyDw) (x1,- %) + (On () a1 (Y)w) (x1,- -, xn)

de donde,

(1 (PeoyDw) (x1,--,%n) = (On(X)tns1(Y)w) (x1,-- -, xXn) = (a1 (Y)On1 ()W) (x71,- -+, xXn)

yen consecuencia,

tn+1([%Y]) = 0 () tne1 (Y) = tns1(Y)Ons1 (%).

Lema 1.2.2.
Para todo x € g, el operador coborde & satisface

dnln+1 (X) +lns2 (X)6n+1 =0nqr (X)

Demostracién
Sean w e C™*! (g, V), x € g entonces

n+1

(Sntne1 ()W) (X1, xne1) = 20 (D p(x1) ((tns1 ()W) (X1, w0, Koy Xns 1))

i=1
+ > (-1)t (1 ()W) ([x, %51, %1, o, Ky e, Xy o e Xmg1)
1<i<jsm+1

n+1

= Z (_1)i+] p(Xi) ((U(X,X],. ..,)ei,...,XTH_] ))

i=1

+ Z (—1)i+jw(x,[Xi,Xj],X],...,XAi,...,XA]‘,...,XTH.]).
I<i<jsm+1
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Por otro lado, tenemos que

(tns2()0ns1w) (X1,++ 2, Xn41) = Onp1w) (X, X1+ 40, Xn41)

p(X) ((.U(X],. e Xn+l ))

n+1

- Z (_1)i+1 p(xl) (w(XIX1/---/)€i/"'/XTL+1 ))
i=1

- Z(_])]+1 w([XIXj]IX1/'--/%j/-"/XTLJr])
j=1

- Y DY W XXX e XK e K e X1)
1<i<jsn+1

P(x) (W(x1,+ve,Xn41)) = Z w(xy,.. .,[X,Xj],...,XTH.])
=1

n+1

=D (k) (W X1, e Ky Xns 1))
i=1
> (- w(x, (X0, % 1 X1, 00 Ko Koo Xt 1)
1<i<j<n+1

de donde,

Ontnr1 ()W) (X1, o, Xn41) + (tn42()ns1w) (X1, 0, Xn41) = On1 ()W) (X1,.++,Xn41)

y en consecuencia,

Ot (%) + g2 (X)0n41 = Ons1 ().

Lema 1.2.3.
Los operadores coborde y derivada de Lie satisfacen

dnBn(x) = Ons1(x)0n.
para todo x € g.

Demostracién

Consideremos el operador Tn = 81601 (X) — 0541(x)dn ¥ usemos un argumento inductivo para probar
que Thw =0 para todo w € C™(g, V), con lo cual, se sigue que T, = 0.

SiveCOg, V)=V tenemos

(8080 (x)v) (y) = p(y) (Bo(x)v)
= p(y) (p(x)v)
(01(x)d0v) (y) = p(x) (50v(y)) —dov([x,y])

p(x) (p(y)v) —p([xy])v
de donde
(Tov) (y) = p(y) (P(x)v) = p(x) (p(Y)v) + p([x, y])v

[e(y), e() v+ p([x, y])v
p([y, x]v+p([x,y])v (p es morfismo de 4lgebras de Lie)

=0

para todo y € g y asf Tov = 0 para v e C%(g, V) = V. Ahora,

tn+1(Y)nOn(x) = On(Y)On(x) = dn-1tn(y)On(x) (Lema 1.2.2)
= 0 (Y)On(x) = 0n-10n-1(%)tn(y) = n-1tn([x,y]) (Lema 1.2.1)
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1 (Y)Ons1(¥)8n = O0n () tns1(Y)dn = tns1([x,y])0n (Lema 1.2.1)
= 0n(X)0n(y) = On(x)0n-1tn(y) — tns1([x,y])dn (Lema 1.2.2)

luego

1 (Y) (nBn(x) =On41(x)8n) = (dn-160n-1(x) = On(x)dn-1)
+0n (Y)0n (%) = 0n (x)0n (y)
+on-1tn ([%,y]) + the1 ([x,Y])0n
= = (On-10n-1(%) =0n (x)8n-1) tn(y)
+[0n(y), 00 ()] +6n([x,y]) (Lema 1.2.2)
= = (8n-10n-1(x) =On(x)dn-1) tn(y)
+0n [y, x]+0n([xy]) (p es morfismo de algebras de Lie)

- (6n—1 On-1 (X) - en(x)én—1 ) Ln(y)

es decit, tn11(Y)Tn = -Tho1tn(y).
Sea w € C'(g,V) entonces 11 (y)w € C°(g,V) = V, de donde

2yY)Tiw=-Tou(y)w=0
luego, se sigue que
(L(y)Thw)(z)=0 paratodozeg =— Tiw(y,z)=0 para todoy,zeg

y asi Tyw = 0 para w ¢ C'(g, V). Continuando con este mismo argumento, obtenemos que T,w = 0
para w € C™(g,V), con lo cual T,, =0 y por lo tanto

dnBn(x) =01 (Xx)0n.

Proposicion 1.2.4.
El operador coborde satisface &y 0611 =0.

Demostracion
Sea x € g, entonces por el Lema 1.2.2 tenemos que §,,_1tn (X) + tn41(X)0n = On(x), luego

dndn_1tn () +dntnge1 (X)0n = 6n0n(x)
Ont1(x)6n  (Lema 1.2.3)

dntns1(X)0n +tns2(X)8n410n  (Lema 1.2.2)

lo cual implica que

Indn_1tn(X) = tne2(X)0n410n ()

para todo x € g. Si v € C%(g, V) = V entonces

(8180v)(x,y) = p(x) (8ov(y)) = P(y) (dov(x)) - dov([x,y])

p(x) (p(y)v) —p(y) (P()v) = p([x, y v

[p(), p(y)]v-p([xy])v

o([xyDv-p([x,y])v (p es morfismo de algebras de Lie)
=0

para todo x,y € g y asi 81 5ov = 0. Haciendo uso (*) y del mismo argumento inductivo que en la prueba
del Lema 1.2.3, se sigue que 6y, 001 =0. |
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Definimos el espacio de n-cociclos por
Z™(g,V) = Kerdn,
y el espacio de n-cobordes por
B™(g,V) =Imbn_q
Puesto que 0n 00,1 = 0 entonces B™(g,V) ¢ Z™(g,V), lo cual hace que tenga sentido la siguiente
definicion.

Definicién 1.2.5.
El n-ésimo espacio de cohomologia del dlgebra de Lie g, se define como el cociente

H™(g,V)=2"(g,V)/B"(g,V).

Ejemplo 1.2.6.
Puesto que C°(g, V) = Homg(C,V) =~ V como espacios vectoriales y bajo esta identificacién tenemos
que (8ov)(x) = p(x)(v) parav e V,x € g. Ahora,

ve Zo(gzv) =Kerdy <= p(x)(v)=0 paratodoxeg
— veV?
donde V¥ denota el espacio de invariantes en V, luego H°(g, V) = Z°(g, V) (pues B®(g, V) = 0), y asi
HO(g, V) = V.

Ejemplo 1.2.7.
Sea w € C'(g,V) entonces

(810)(x,y) = p(x)(w(y)) - p(Y)(w(x)) - w([x,y])

por tanto, w € Z' (g, V) si

w([x,y]) = p(x)(w(y)) - p(y)(w(x))
Ahora, w € B! (g, V) si
w(x) =p(x)(vo) paraalginvyeV
En efecto, si w € B! (g, V) = Imdy entonces existe vy € CO (g, V) =V tal que w = dpvy, es decir,

w(x) = (8ovo)(x) = p(x)(vo)

Si consideramos el caso en que V = C con la accién trivial (cero), la condicién de coborde se convierte
en que w =0, mientras que la condicién de cociclo es que w([x,y]) = 0 para todo x,y € g. Por tanto un
cociclo es una funcién C-lineal que se anula en [g, g], luego

H'(g,C) ~ (g/[g,9])*.

A partir de ahora, consideraremos V = g dotado con la representacién adjunta, asi el espacio de n-
cocadenas sera denotado por C™(g,g) y el operador coborde &, : C™(g,g) — C™'(g,g) quedara
definido por

n+1

(Bn@)(x1, - xns1) = 2 (D) [, (k1,0 X X))
= (1)

+ Z (—1)i+jw([xi,Xj],X1,...,XAi,...,XA]',...,XTH_]).
I1<i<jsm+1
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Como haciamos anteriormente, definimos el espacio de n-cociclos por
Z™(g,9) = Kerdn,

el espacio de n-cobordes por
B"(g,9) = Imdn_1,

y puesto que dn 05,1 = 0 entonces B™(g,g) < Z™ (g, g). En consecuencia, tenemos la siguiente defini-
cion.

Definicién 1.2.8.
El n-ésimo espacio de cohomologia adjunta del dlgebra de Lie g, se define como el cociente

H"(g,0) =Z"(g,9)/B" (g, 9).






DEFORMACIONES Y DEGENERACIONES DE ALGEBRAS DE LIE

2.1 LA VARIEDAD L

Dada g = (C™, ) un algebra de Lie compleja de dimensioén n, en una base {ej,...,en} de C™
tenemos que

n
u(ei,e]-):ZC];jek 1<i<j<n
k=1

luego, el corchete de Lie y se identifica con el conjunto de constantes de estructura {C]f). } en el espacio

3 L .. .
C™ que verifican las siguientes ecuaciones:
Ck.+Ck. =0 T<i<j<n,l<k<n;
it ste)smiskan,

Siog (CFCL e ClCl+Ck Chi)=0  T<ic<jams<m,l<len,

El conjunto de todos los corchetes de Lie p sobre C™ es una variedad algebraica de la variedad afin
Hom(A%C™,C™), que denotamos por Ly y la cual llamaremos variedad algebraica de las dlgebras
de Lie complejas de dimensién n.

Nota 2.1.1.
Puesto que £y, ¢ cn’ podemos dotar a £, con dos topologias, la topologia inducida por cn’ y la
topologia Zariski.

A partir de ahora, para un dlgebra de Lie g = (C™, i), no se hard distincion entre g = (C™, 1), g y .
El grupo GL(n, C) actda sobre L por

(g-w)(x,y)=9g(n(g'x,g7'y)) geGL(n,C), peLln. (2)

Denotamos por O(p) la 6rbita de p bajo la accién de GL(n,C) y por O(u) la clausura Zariski de la
orbita con respecto a la topologia Zariski.

Definicién 2.1.2.
Dos algebras de Lie A, 1 € L, se dicen isomorfas si existe g € GL(n,C) tal que g-A = p.

De (2) y la definicién anterior tenemos que la érbita O(n) de p en Ly es el conjunto de todas las
dlgebras de Lie isomorfas a p.
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2.2 DEGENERACIONES

Definicién 2.2.1.
Un élgebra de Lie A € £, se degenera a un élgebra de Lie € £, si p e O(A), lo cual denotaremos por

A—4e g M-
Proposicion 2.2.2.
La degeneracion define una relacién de orden sobre el espacio de orbitas de L+,

O(n)<OAN) <= neO(r).

Puesto que trabajar con la topologia Zariski resulta muy complicado, usaremos un resultado de Mum-
ford [Mum] que nos permite identificar la clausura de las 6rbitas en ambas topologias de £, y nos
hace mucho més facil el trabajo.

Proposicion 2.2.3. [Mum]
Para toda dlgebra de Lie y € L, tenemos que

— ——d
O(n)=0(w) (3)
donde O(p)d denota la clausura de la érbita en la topologia inducida por cn’,

Nota 2.2.4.

Por (3) tenemos que A — g g K si existe una familia g+ € GL(n, C) tal que lim_¢ gt A = .
Ejemplo 2.2.5.

Consideremos las algebras de Lie de dimensién 4 definidas por

u(er, ez)=e3 n(er, ez)=e3
u(er,e3)=eq

Sea gt € GL(n, C) dada por

1000
0100
0010
000t

gt

entonces

(ge-m)(er,ez) = ge(1(gi ' er, g7’ e2))
gt(p(er, ez))

gt€s

€3

ge(n(gi'er, g7 e3))
gt(p(er, es))

gteq

tey

(gt-m)(er, e3)

/

de donde limy_,g gt -1 = u/, es decir, L —>geg 1 -

Definicién 2.2.6.
A —>deg K via un subgrupo 1-paramétrico si existe un homomorfismo de grupos algebraicos

g:C* — GL(n,C)
t — gt

tal que lim¢_0 g¢-A = 1.



2.3 ALGEBRAS DE LIE RIGIDAS

Los g resultan ser diagonalizables con autovalores t™',...,t™" con my,..., mp € Z.

Proposicion 2.2.7.
Toda dlgebra de Lie p € L, se degenera al dlgebra de Lie abeliana.

Demostracién
Sea I, el dlgebra de Lie abeliana, es decir, p,, (e, €j) = 0 para todo ey, ej y consideremos

tth 0 0 0

0 t'o 0
gt =

0 0 - 0

0 0 0t

entonces

(ge-1)(ei, e5) = ge(n(gs ' ei, gt €j))
ge(t?u(ey, e))

n
gt( Z tzclfll ek)
k=1

n
k=1
de donde lim¢_o(gt- 1) = Lab- ]

Ya que se ha introducido el concepto de degeneracién, cabe enunciar la conjetura de Grunewald-
O’Halloran, la cual aparece en 1993 en [GO2].

Conjetura 1 (Grunewald-O’Halloran).
Toda dlgebra de Lie nilpotente es la degeneracion de otra dlgebra de Lie no isomorfa.

2.3 ALGEBRAS DE LIE RIGIDAS

Definicién 2.3.1.
Un 4lgebra de Lie p € £, se dice rigida si su 6rbita O(p) es un abierto Zariski. (En la literatura
también se conoce como geométricamente rigida).

Ejemplo 2.3.2.
Consideremos el dlgebra de Lie soluble de dimensién 2

u(er, ez) =ez.

Tenemos que

O(pn) ={n €eL]|g-nu =p paraalgin ge GL(2,C)}
={ua,p€lr|uqpler,ez)=axer+Pey confP #0}.

En efecto, puesto que toda algebra de Lie de dimensién 2 no abeliana es de la forma
Ho,p(er,e2)=aer+Bes

con « o [ diferente de cero, digamos 3 + 0, entonces si tomamos

)

11
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obtenemos

(g-1oa,p)(er,e2) = glka,p(g ' er, g e2))

1 o
= 9(Ho¢,ﬁ(ge1,*€1 +e2))

B
= 9(%%,3(61,62))
= %9(0661 +Bey)
= %(“(361 -afer+Pez)
= ey
= u(er, ez).

Ademads, O(1L) es abierta y por tanto u es rigida.

Intuitivamente, un dlgebra de Lie u es rigida si cualquier dlgebra de Lie cercana a ésta, es isomorfa. Los
primeros resultados sobre algebras de Lie rigidas se deben a Gerstenhaber [G], Nijenhuis y Richardson
[NR1], estos dos tiltimos autores transformaron los problemas topolégicos relacionados con rigidez en
problemas cohomolégicos.

Teorema 2.3.3. [NR1]
Sea e Ln. SiH?(L, w) =0, entonces w es rigida.

Nota 2.3.4.

El reciproco del teorema anterior es falso, pues existen algebras de Lie pn € Ly rigidas tales que
H2(, w) # 0, ver por ejemplo [R].

Ejemplo 2.3.5.

Si pu e Ly es un élgebra de Lie semisimple entonces Hz(u, i) = 0, con lo cual toda algebra de Lie
semisimple es rigida.

En el Ejemplo 2.3.2 tenemos que el dlgebra de Lie no abeliana de dimension 2, no es la degeneraciéon
de otra algebra de Lie y en el Ejemplo 2.3.5 tenemos lo mismo para las algebras de Lie semisimples.
En vista del teorema anterior, la conjetura de Grunewald-O’Halloran tiene su soporte en el hecho que
toda dlgebra de Lie nilpotente tiene 2-cohomologia no nula [D].

Teniendo ya en mente el concepto de rigidez, podemos enunciar la siguiente conjetura, la cual aparece
en los afos 70 y se conoce como la conjetura de Vergne. Es importante mencionarla ya que esta rela-
cionada con la conjetura de Grunewald-O’Halloran.

Conjetura 2 (Vergne).
No existen dlgebras de Lie nilpotentes rigidas en la variedad L+ .

2.4 ALGEBRAS DE LIE CARACTERISTICAMENTE NILPOTENTES

Definicién 2.4.1.
Sea g un algebra de Lie y definamos

Der(g)(g) ={xeg|[x=D(y) paraDeDer(g)yeg};
= Der(g)(g* para k> 1.

=
|

Decimos que g es un dlgebra de Lie caracteristicamente nilpotente (ALCN), si existe un entero m tal
[(m] -
que g =0.



2.5 DEFORMACIONES

El estudio de la teorfa de ALCN tuvo sus inicios con el articulo de Dixmier y Lister [DL], publicado
en 1957, donde se da el primer ejemplo de un &lgebra de Lie nilpotente con todas sus derivaciones
nilpotentes, mostrando asi que el reciproco del teorema de Jacobson [J2], el cual establece que toda
dlgebra de Lie sobre un cuerpo de caracteristica cero con una derivacion no singular es nilpotente, es falso.

Los primeros en trabajar en la estructura de este nuevo tipo de algebras de Lie nilpotentes fueron Leger
y Togd, probando en 1959, el siguiente resultado.

Teorema 2.4.2. [LT]
Un dlgebra de Lie g es caracteristicamente nilpotente si y sélo si Der(g) es nilpotente.

Definicién 2.4.3.

Sea g un algebra de Lie de dimension finita. Un toro T de g es una subélgebra de Lie abeliana de
Der(g) la cual consiste de derivaciones semisimples. Un toro T se dice maximal si no estd contenido
propiamente en cualquier otro toro de g.

Definicion 2.4.4.
Sea g un algebra de Lie de dimensién finita. La dimensién de cualquier toro maximal es llamado el
rango de g.

Nota 2.4.5.
Si un algebra de Lie nilpotente g tiene rango 0, entonces tenemos que g es caracteristicamente nilpo-
tente.

El resultado mdas importante obtenido en esta tesis es la prueba de la conjetura Grunewal-O"Halloran
para toda édlgebra de Lie nilpotente de rango > 1. En 1984, Carles prueba la conjetura de Vergne para
este mismo tipo de dlgebras de Lie y puesto que la conjetura de Grunewal-O’Halloran implica la
conjetura de Vergne, tendremos una prueba alternativa a la dada por Carles en [C].

Teorema 2.4.6. [C]
Si g es un dlgebra de Lie nilpotente que no es caracteristicamente nilpotente, entonces g no es rigida.

2.5 DEFORMACIONES

Definiciéon 2.5.1.
Una deformacion de un algebra de Lie i € £, es una familia (1, con t € C*, de dlgebras de Lie tal que

We=pttdy +t2do+o

donde cada ¢; es una forma bilineal antisimétrica sobre C™.
En particular, trabajaremos solamente con deformaciones lineales, es decir, deformaciones de la forma

Bt = p+th.
Definicién 2.5.2.
Una deformacion w es trivial si existe una familia g € GL(n,C) tal que g -1 = p¢. En otro caso,
decimos que la deformacién es no trivial.
Para p € L, usaremos ¥ ¢y ¢ L(1(x,y), z) para denotar

w(r(x,y), 2) + 1u(1(y, 2), %) + 1(w(z, %), y).

De acd hasta el final de la seccién, mencionaremos algunos resultados de Grunewald y O’Halloran que
aparecen en [GOz2], los cuales son fundamentales para nuestro trabajo.

Lema 2.5.3.
Sea w e Ly un dlgebra de Lie. La aplicacion p +té es una deformacion de w si y solo si & es un dlgebra de Lie

ybeZ?(p, ).

13
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Demostracién
La aplicacion p + t¢ es un algebra de Lie si y sélo si

0= > (k+td)((n+td)(x,y), 2)
cyc
=y u(u(x,y),Z)H[Z n(b(x,y),z)+ Y d(u(xy),2) [+t2 Y d(d(x,y),2).
cyc cyc cyc cyc

El primer sumando es 0 pues i es dlgebra de Lie, el segundo sumando es 0 ya que ¢ € Z2(, 1) y el
tercer sumando es O por ser ¢ algebra de Lie. |

Nota 2.5.4.
Para p e Ly, x € g definimos el endomorfismo (1, : g — g, de la siguiente manera

Hx(y) =pn(x,y)  paratodoyeg.

Lema 2.5.5.
Sea w+ td una deformacion de un dlgebra de Lie nilpotente. Si el dlgebra de Lie ¢ no es nilpotente, entonces la
deformacion p+ t es no trivial.

Demostracién

Supongamos que 1+t es una deformacién trivial. Como p es un algebra de Lie nilpotente, existe k tal
que uX(y) =0y alser u+td trivial, existe g¢ € GL(n, C) tal que (n+tdh)(x,y) = g7 (n(gtx, gty))
para todo x,y € g, de donde el dlgebra de Lie u+ t¢ es nilpotente. Puesto que el término de orden
superior de ((+td)x)*(y) es t*dX(y), se sigue que el endomorfismo ¢ es nilpotente para todo
x € g, por lo tanto el dlgebra de Lie ¢ es nilpotente, lo cual contradice la hipétesis. u

Sea h un ideal de codimensién 1 de un algebra de Lie g. En [D], Dixmier muestra como obtener
2-cocadenas en C2(g, g) a partir de 1-cocadenas en C'(h, h), en particular, para nuestro propésito
obtendremos 2-cociclos en Z2(g, g) a partir de 1-cociclos en Z' (h, h) de la siguiente forma:

Sean @ € Z'(h,h), x g b y se define @ Z%(g,9) por

9(x,h) = @(h) paratodoheb
(b, b) =0
donde g = (x)® b.

Nota 2.5.6.

Puesto que toda dlgebra de Lie soluble siempre tiene ideales de codimensién 1, siempre podremos
hacer uso de la construccién anterior para este tipo de dlgebras de Lie y por tanto para las dlgebras de
Lie nilpotentes en las cuales estamos interesados.

Lema 2.5.7.
Sea by un ideal de codimension 1 de un dlgebra de Lie g con corchete de Lie p. Si @ € Z'(b, ), entonces @ es
un dlgebra de Lie y @ € z? (9,9). En consecuencia, |+ t@ es una deformacion de .

Demostracion
Puesto que g=(x)®hconxegy @(h,h) =0, es suficiente verificar que

Z P(e(x,y),z) =0 (¢ es algebra de Lie)

cyc
S u(@(xy),2) + O B(u(x,y),2)=0  (PeZ%(g,0))
cyc cyc

sobre b x h x {x}. En efecto,

Z 6(6(}11 s hZ)/X) = 6(@(]’11 7 hZ)/ X) +¢($(h2/ X)/ h1 ) +¢(@(X/ h] )/ hZ)

cyc
=9(0,x) - 9(9(h2),h1)+P(e(hy) h2)
= 0
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de donde ¢ es algebra de Lie.

Z u(@(h1,h2),x)+ Z @(H(}H/hZ)/ X) = u(?(hthZ)rX)ﬁ' p(@(hz,x),h])ﬁ- H(@(X/ hq )/h2)+

cyc cyc
P(r(hy, h2),x)+0(r(ha,x), h) +@(r(x, i), h2)
= n(0,x) - p(@(hz, h)+u(e(hr), h2) - @(pn(hy, hz))
= w(@(h1), ha)+u(hy, e(hz)) - @(u(hy, h2))
=0 (pues ¢@eZ'(h,h))
por lo tanto @ € Zz(g,g). ™

Teorema 2.5.8.
Sea (g, 1) un dlgebra de Lie nilpotente y sea & un ideal de codimension 1 de g tal que algiin elemento de
Z'(h,b) = Der(b) tiene un autovalor distinto de cero, entonces g tiene una deformacion no trivial.

Demostraciéon
Seag=(x)®hyseaD e Z'(h,bh) = Der(h) tal que D tiene un autovalor distinto de cero. Luego
obtenemos D € Z%(g, g) donde

D(x,h) = D(h) paratodoheb
D(h,h) =0

y definamos Dy € End(g) dela siguiente manera
Dx(y)=D(x,y) paratodoy e g.

Por construccién, vemos que un autovector de D es un autovector de Dy con el mismo autovalor.
En efecto, si

D(hp) = ahg con xeC
entonces
Dyx(ho)=D(x,ho) =D(ho) = ahg

Puesto que D tiene un autovalor distinto de cero entonces Dy no es nilpotente y por tanto el 4lgebra
de Lie D no es nilpotente, luego por el Lema 2.5.5 la deformacién p +tD es no trivial. |

Proposicion 2.5.9.
Sea g un dlgebra de Lie nilpotente con un ideal Yy de codimension 1 tal que 3(g) ¢ [b, h], entonces g tiene una
deformacion no trivial.

Demostracién
Sea he3(g)~[h,h] con h =0y definamos la transformacién lineal ¢ : h — 3(h) por
@(h) = h
@([h,b]) =0

entonces @ € Z'(h, h) = Der(h). En efecto, para h, hy, h; € h distintos de h

@([h1,h2]) - [@(h1), h2]-[h1, @(h2)] = 0+[0,h2]~[hy,0]

o ([ R]) - [0 (m), 1]~ [, 9(R)] = 0+ [, R] [k, @ (R)]
0  (pueshej(g))

luego, como ¢ tiene un autovalor distinto de cero, se sigue por el teorema anterior que g tiene una
deformacién no trivial. n

15
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DEFORMACIONES Y DEGENERACIONES DE ALGEBRAS DE LIE

2.6 CONJETURA DE GRUNEWALD-O'HALLORAN VS CONJETURA DE VERGNE

Antes de ver la relacién entre las dos conjeturas, primero es necesario dar algunas definiciones maés
generales de deformacion y rigidez , ademads de algunos resultados asociados a éstas.

Definicién 2.6.1.

Si V es un espacio vectorial de dimensién n sobre un cuerpo K y K((t)) es el cuerpo cociente de
series de potencias de K[[t]], sea V(1)) = V@K K((t)). Si p € Hom(A2V, V) es un élgebra de Lie
sobre V, entonces p define un algebra de Lie sobre Vi ((¢)y por medio de la extensién natural

uvef,weg)=pn(v,w)efg.

Si p¢ es un dlgebra de Lie sobre Vi ((y)) tal que

e =prtdy+tihs+o-
con cada ¢ € Hom(/\ZV]K((t)), VK ((t))), entonces decimos que i es una deformacion formal de .

Definicién 2.6.2.
Una deformaci6n formal it se dice trivial si existe un automorfismo de Vi ((¢)) de la forma

gt =I1d+tgy +t292+~~~

con g; € End(Vi((1))) tal que pe(x,y) = ge(1(95 "%, 97 'v)).

Definicién 2.6.3.
Un éalgebra de Lie p ¢ Hom(AZV]K((t)), Vi ((t))) para la cual todas sus deformaciones formales son
triviales es llamada formalmente rigida.

La rigidez geométrica es equivalente a la rigidez formal sobre cuerpos de caracteristica cero. Una refe-
rencia a esto es un trabajo de Gerstenhaber y Schack [GS], en el cual tenemos los siguientes resultados:

Teorema 2.6.4. [GS]
Para un dlgebra de Lie n de dimension finita sobre un cuerpo K, se tiene que rigidez formal implica rigidez
geométrica.

Teorema 2.6.5. [GS]

Sea K un cuerpo de caracteristica cero y sea w un dlgebra de Lie de dimension finita sobre IK. Supongamos que
W es geométricamente rigida y que py = p+tdq + t2o +-- es una deformacion formal de w. Entonces ny es
trivial y ast W es formalmente rigida.

La conjetura Grunewald-O’Halloran declara que toda algebra de Lie nilpotente compleja es la degene-
racién de otra algebra de Lie no isomorfa, mientras que la conjetura de Vergne declara que las algebras
de Lie nilpotentes complejas no son geométricamente rigidas. Recordemos que un algebra de Lie A se
degenera a un dlgebra de Lie p si u € O(A), de donde

Conjetura(1l) = Conjetura(2)

Pero no son equivalentes, la equivalencia rigidez geométrica=rigidez formal no implica la equivalencia
Grunewald-O’Halloran=Vergne, ya que si esto fuera as{, también implicaria que toda algebra de Lie no
rigida geométricamente es la degeneracién de otra dlgebra de Lie no isomorfa, lo cual no es cierto y ya
falla para algebras de Lie complejas de dimensién 3 como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.6.6.
La tnica algebra de Lie rigida de dimensién 3 es el dlgebra de Lie simple s((2,C). Por otro lado,



2.6 CONJETURA DE GRUNEWALD-O'HALLORAN VS CONJETURA DE VERGNE 17

tenemos que el dlgebra de Lie soluble v, @ C donde 1, es el dlgebra de Lie soluble de dimensién 2,
estd en la cima del siguiente diagrama de Hasse de degeneraciones

5[2

|

3,1 teC t3

N

3,060 — N3 31
C3

pero no es la degeneracién de ninguna otra algebra de Lie (ver [CD],[BSt]).






DEGENERACIONES EN DIMENSIONES BAJAS

3.1 DEFORMACIONES LINEALES Y DEGENERACIONES

Recordemos que una deformacioén lineal de un dlgebra de Lie p, es una familia p de dlgebras de Lie
con t € C*, tal que

He=p+td

donde ¢ es una forma bilineal antisimétrica sobre C™. Ademads ¢ es una deformacion lineal de u si
y s6lo si ¢ es dlgebra de Lie y ¢ es un 2-cociclo de u (Lema 2.5.3).

Dada una deformacién lineal 1+ de p tal que pt € O(p) para todo t € C*, tenemos que (L ~deg M-
En efecto, existe una familia g+ € GL(n, C) tal que g;] -1 = ut, de donde

li -1 _ 1 _

limoi' wr =limuo =

y en tal caso decimos que la deformacién lineal 1 se corresponde con una degeneracion. Luego, para
ver que [y —geg H, solamente necesitamos probar que existe una familia g+ € GL(n, C) tal que

11 (g9t(x),9t(y))) = ge(ue(x,y)), paratodox,yeC™. (4)

Usaremos ahora la construccién de deformaciones lineales dada en [GO2] y a la cual hicimos mencién
en el capitulo anterior. Sean g = (C™, ) un élgebra de Lie de dimensién n y h un ideal de codimensién
1 de g el cual posee una derivacion semisimple D, ademds para cada x € g \ h tenemos que g = (x) @ h.
La forma bilineal pup definida por

up(x,h) = D(h) paratodoheh
HD(h/h) =0

es un algebra de Lie y up € Z2(u, ), luego
Mt = pH+tup

es una deformacién lineal de p (Lema 2.5.7) y ademads no trivial por ser D semisimple (Teorema 2.5.8).
Si u es nilpotente entonces i es siempre soluble pero no nilpotente, en particular ¢ es no trivial. La
construccién anterior se puede hacer también para cualquier derivacién, no necesariamente semisimple,
pero tendriamos en algunos casos que ¢ es nilpotente y por tanto no se puede garantizar la no
trivialidad.

19
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DEGENERACIONES EN DIMENSIONES BAJAS

3.2 CONJETURA DE GRUNEWALD-O'HALLORAN EN DIMENSIONES 5Y 6

En dimensién n <4 la variedad £, esta clasificada y todas sus degeneraciones han sido determinadas
[BSt, St], asi que la conjetura de Grunewald-O’Halloran se sigue por inspeccién. En dimensién n = 5,6
se clasificaron las variedades N5, Ng y se determinaron las degeneraciones entre éstas [GO1, Se], en
ambos casos todas las dlgebras de Lie son la degeneraciéon de una sola dlgebra de Lie de la lista (en
dimensién 5 tenemos el algebra de Lie gg como se denota en [GO1], mientras que en dimensién 6
tenemos el algebra de Lie 12346 como se denota en [Se]). Puesto que la degeneracioén es transitiva, la
conjetura se sigue en estos casos si las dlgebras de Lie mencionadas anteriormente, son la degeneracion
de otra élgebra de Lie no isomorfa.

En efecto, en dimensién 5 tenemos el siguiente diagrama de degeneraciones

o5

Sea g¢ definida por
n(er,e2) =e3, p(er,e3)=eq, ulereq)=es, plezes) =es
Sea h) = (e, e3,e4,e5) ideal de codimensién 1 and D € Der(h) dada por
D(ez)=e2 D(es)=es5
con lo cual, podemos construir la deformacién no trivial ¢ = p+tup de p

ue(er, ez) =es3 +tey, ne(er, e3) =eq, ne(er, eq) =es,
ne(er, es) = tes, ue(ez,e3) =es

Consideremos gt € GL(5,C) dada por

t0 000
0t2 0 0 0
ge=|l00t>0 0
00 0t*o
0000t
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la cual satisface g{] ‘M1 =Kty asi B —>geg 1

En dimensién 6 el diagrama de degeneraciones es un poco mds complicado, pero en el siguiente
bosquejo se observa la parte que nos interesa.

20
96

b

26 25
96 96

e

29
96

C6
Sea g} definida por

n(er, ez) =e3, u(er, e3) = ey, u(er, esq) = es,
(ez, e3) =es, u(ez, es5) = eg, n(es, eq) = —e¢

Sea b = (e, e3,e4,e5,eq) ideal de codimensién 1 and D € Der(h) dada por
D(ez)=e2 D(es)=2es D(es)=es D(es)=2es

con lo cual, podemos construir la deformacién no trivial p¢ = p+tup de p

ue(er, ez) = ez +tey, ue(er, es) = ey, ue(er,eq) = es +2tey,
Ht(e1/65) = te5/ Ht(e]/eG) = Ztesr Ht(eL 63) = €5,
ue(ez, es) = eg, ui(es, es) = —e¢

Consideremos gt € GL(6,C) dada por

t0 0000
0t2 0 0 0 0
00t3000
00 0tto o0
000 0t>0
0000 0t

gt =

la cual satisface 9{1 ‘W1 =i yasi i —geg K-
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3.3 DEGENERACIONES EN DIMENSIONES 5 Y 6

Como se menciono al inicio de este capitulo, las variedades N5, Ng han sido clasificadas en [GO1, Se]
y se determinaron las degeneraciones entre éstas dlgebras de Lie. Las adlgebras que aparecen en estas
clasificaciones se muestran en la siguientes tablas.

gs u(er,e2) =es, u(es eq)=es
g2 u(er,ex) =es, u(er, e3)=es
g2 u(er,ez2) =e3, p(er,es)=es, p(eye3)=es
ge u(er,ez2) =e3, p(er,ez)=eq, p(eye3)=es
92 u(er,ex) =e3, u(er,e3)=es, ey, eq)=es

02 | n(er,ex)=e3, mler,ez)=es, p(ereq)=es, n(eze3)=es

gé u(er,ex) =e3, u(e,e3)=ey
3 _
g5 u(er, ez) =e3

Tabla 1: Algebras de Lie nilpotentes de dimensién 5.

1 u(e]/eZ) =e3, H(e]/eg)) =é€4, M(e1/e4) =ées5, H(eZ/eg)) =ées5, H(eZ/eS) = €6,
n(es eq) = —eg

n(er,ez2) =e3, p(er,ez)=es, u(er,eq)=es, u(er,es)=es H(ez,e3)=es,
u(ez, eq) = eg

96 u(er,ez) =e3, u(er,e3)=es, u(er,es)=es, n(ezes)=es (e3,e4)=-¢¢

ge | n(er,ex)=e3, mler,ez)=es, u(eres)=es, uler,es)=es ez e3)=eq

e w(er,ez) =e3, pler,e3)=eq, plereqs)=es, n(er, es)=eg

g2 | n(er,ex)=e3, pler,ez)=es, u(eres)=eqs W(ez,eq)=es5 i(e3 es)=eq

EZ u(e1162) =e3, H(e1163) = €4, },L(e],€5) = €¢, H(eZI 63) = €5, H(eZI e4) =€
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g8 | wler,ex)=e3, n(er,ez)=es, nleres)=es ez e3)=es nez es)=eq
92 u(er,ex) =e3, wu(er,ez)=es, n(er,es)=es u(ezes)=eg
ge0 u(er,e2) =es, u(er,e3)=es, u(er,es)=es u(es es)=eg
g¢! n(er,ez2) =esq, n(er,e3)=es, p(ezes)=eq K(es eq)=eg
9%2 u(er,ez) =e3, u(er,e3)=eq H(es,e5)=¢eg

06> u(er,ez2) =e3, wu(er,ez)=es, p(er,eq)=es, p(ez,e3)=eg
gt u(er,ex) =e3, wu(er,e3)=es, u(e,es)=es, u(ez,e3)=eg
9&° u(er,ex) =e3, u(er,e3)=es, u(er,es)=es u(eze3)=eg
96° w(er,e2) =e3, w(er,ez)=es, ey, eq)=eqs ez, eq)=es
g/ u(er,ez) =e3, u(er,e3)=es, u(ez,eq)=c¢eg

968 ner,ez) =es3, pler,ez)=es, pler, eq)=eq

g¢’ u(er,ez2) =es, p(er,ez)=es p(es eq)=es

Géo u(er,ez) =eq, u(er,e3)=es, u(ez,e3)=eg

g wler,ex) =e3, wler,ez)=es, wler,es)=es, ez e3)=es
g2? u(er,ez2) =e3, p(er,ez)=eq, p(ey, eq)=es

0 ner,ez) =es3, pler,eq)=es, p(ezez)=es

24

96

u(er,ex) =es, ez, es)=eg
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25
96

H(e1162) =ées5, H(e3/e4) =¢€5

26
96

u(er,ez) =e3, u(er,e3)=es, w(ezes)=es

27
96

u(er,ex) =e3, wn(er,e3)=ey

28
96

n(er,ex) =es, p(er,e3)=es

29
96

u(er, ez) =e3

Tabla 2: Algebras de Lie nilpotentes de dimensién 6.

En [GO1, Se] se muestran los diagramas de degeneraciones de las dlgebras de Lie nilpotentes en
dimensiones 5 y 6, y como se observé en la seccién anterior, para gg y 12346¢ logramos encontrar un
dlgebra de Lie soluble que se degeneraba a cada una de estas. Lo interesante ahora, es que para las
demas 4lgebras que aparecen en las Tablas 1 y 2, también podemos encontrar un algebra de Lie soluble
que se degenera a estas. En las siguientes tablas mostramos el ideal ) de codimension 1, la derivacién
semisimple D € Der(h) que elegimos para construir la deformacion lineal i, y la familia g¢ € GL(5,C)

que satisface la ecuacion (4).

b D € Der(h) gt

t0000

0 0t0oo0 0
1 00to 0

<62,€3,€4,€5> ( 0 )
1 000toO

0000 t?

t00 0 0

1 0oto o0 0
00t o0

<62/ €3,€4, e5) ( 0 0 ) 5
0 000t” 0

0000 t2

1
2
<eZ/e3/e4/e5> ( 00 ) 00t 0 0
1




Tabla 3: Algebras de Lie nilpotentes de dimensién 5 como degeneraciones.

3.3 DEGENERACIONES EN DIMENSIONES 5 Y 6

<62,63,e4,65)

t00 0
0t o0 0

00t? 0
000t
000 0t

o © © o

w

(eZ/e3/e4/e5)

t00 0
oto o

0o0t?o
000 t
000 0t

o © © O

EN

<eZI €3,¢€4, €5>

ﬁ

o)
t, © ©
o o o

© o o o &+
o o o

o o &

o

“, o0 © o o

<e2/e3/e4/e5>

t0 0 0
ot oo

00t 0
000 t3
000 0

+ O O OO

(ez,e3,€4,65)

t0000
0t 000
00t200
000 t0
0000t

D e Der(bh)

gt

(62163164165/66>

o o o
o o +
o o [

o o Lo o o
“, o o o o

o
-+

©c © © © O

~

<62/63/64/e5166>

c o «
o %, o
-
W O O
-
'O © O
o o o o

o
[

o o o

o o

o %,

-

©c O © © ©

[
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26

J

o O O

0

0000 0t/

o o oM

t

4
o o,
Ll
o "L o
L o o
o o o

t0 0000

00 0O

—_——
o o o o ol
© O 0o 0% o
o o o', o o
o oY, o oo
o, o o o o
$ O 0 0 o o

|

t00 0 0 0
0t 0000
00t20 0 0
000t30 0
000 0tto
000 0 0¢°

|

t00 000
0t 0000
00t20 0 0
000t20 0
000 0t>0
000 0 0t

|

t00 00 0
0t o0 o000
00t20 0 0
000t 0 0
000 0t>0
000 0 0t

J
]

o o o o
o o of
o oY,
o ", o
L o o
o o o

t0 0000

00 0 0t

n

00 00Ot

t00 000
0t o0 000
00t20 0 0
00o0td0 0
000 0t>0
000 0 0t

1
0
(62,63,64,65,66> 0 0
1

1
0
(e2,€3,e4,€5,€¢) 0,
0

0
0
<62/e3/e4/e5/e6> 1 1
1

1
0
(62/e3le4le5leG> 0 1
1

1
0
(62,63,64,65,€6> 0 0
1

0
3 1
96 <62/e3/e4/e5166> 0 1
1

ge

o2

0¢

A

1
0
92 (62,63,64,65,66) ( 0 0 ) [
1

92
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10
96

(eZI €3,¢€4,¢5, 66)

t00 0
0to o0
0oo0to

000t2
0000
000 0

o 7,0 coo

© O oo

.
w

11
96

<eZI e3,¢€4,€5, eG)

c O ©C O

w
o © ©O © O

o
-+

n

12
96

(e2,e3,e4,€5,¢e¢)

© OO OO

.
w

13
96

(eZI €3,€4,¢€5, 66)

t00 0
0t o0 0

00t2 0
000 t3
000 0
000 0

o © © © O

-
w

14
96

<eZI e3,¢€4,€5, 66>

t0 0 0
ot oo

00t2 0
000 t2
000 0
000 0

o © OO

w

o © O OO

[
w

15
96

(e2,e3,e4,€5,¢€6)

t00 0
0t o0 0

00t2 0
000 t2
000 0
000 0

', O © OO

o
-

o © ©O OO

w

16
96

<eZI e3,¢e4,¢€5, 66)

t00 0
0t o0

00t2 0
000 t?
000 0
000 0

o ,o o oo

o © ©O © O

w
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17
96

(eZI €3,€4,¢€5, €6>

© OO o O

N

18
96

<eZ/e3/e4165/eG>

t0 000
0otooo

00t?00
000 tO

ooo0o0td
00000

© ©OOC ©OC

19
96

(e2,€3,e4,€5,€¢)

20
96

(eZI €3,€4,€5, eG)

21
96

7
<62 63,64,65,€6>

22
96

(62163164165/e6>

23
96

<62,e3,€4,e5,€6>
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24
96

(e2,e3,€e4,€5,€¢)

t0 0
0t o

00t?
000
000
000

,.,.
t,© oo
o o oo

w
o © O OO

o ©
OH‘

-+
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25
9s

<eZI €3,e4,¢s5, 66>

t00
0to
00t
000
000

000

©c o +0c0o0O
o f,oooo

© © O OO

pry

w

26
96

(e2,e3,e4,€5,¢€6)

t0 0
ot o

00 t?
000
000
000

o © OO
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-
w

o
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©c O © OO
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27
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(eZI €3,€4,€5, 66)

t0 0
0to

00+t?
000
000
000

,,.
,© oo
o o oo

-+
w

o o
o

o © © © O

-
o2}

28
96

<62/ €3,¢e4,¢€s5, e6>

t0 0
ot o

00t?
000
000
000

o o %o oo
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',© © oo

o
[

o © O OO

w

29
96

(62/ €3,€e4,¢€5, 66)

t0 0
0t o

00t?
000
000
000

,,.
t,© © o
o o oo

-+
N

o ©
o

o © ©O OO

o

Tabla 4: Algebras de Lie nilpotentes de dimensién 6 como degeneraciones.

Ya que hemos podido observar que toda dlgebra de Lie nilpotente de dimensién 5y 6 es la degen-
eraciéon de un algebra de Lie soluble, vale la pena mencionar otro fenémeno que se presenta en la
teorfa de deformaciones y degeneraciones de dlgebras de Lie. En el siguiente ejemplo mostraremos
dos éalgebras de Lie nilpotentes de dimensién 5, no isomorfas las cuales no estdn relacionadas por
medio de degeneraciones (es decir, ninguna de ellas se degenera a la otra), pero en el cual una se
obtendra de la otra a partir de una deformacién no trivial.

29
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Ejemplo 3.3.1.
Consideremos las algebras de Lie nilpotentes g _J-), g% (ver Tabla 1) y denotemos por simplicidad p, A sus
respectivos corchetes. Sean f) = (e, e3, e4, e5) un ideal de codimensién 1 de g; y

0100
0000
0000
0000

una derivacién nilpotente de h. Entonces la deformacién 17 = g+ pp resulta ser no trivial y ademads es
un algebra de Lie nilpotente isomorfa a A por medio del isomorfismo

10000
00100
g=100110
01000
00001

En consecuencia, g_]-) y gg son dos algebras de Lie no isomorfas las cuales no estdn relacionadas por
medio de degeneraciones, pero g3 se obtiene a partir de una deformacién no trivial de gl.



CONJETURA DE GRUNEWALD-O'HALLORAN

4.1 CONJETURA DE GRUNEWALD-O'HALLORAN PARA ALGEBRAS DE LIE NILPOTENTES DE RANGO
>1

Grunewald y O’Halloran conjeturaron en [GO2] que toda élgebra de Lie nilpotente compleja es la de-
generacion de otra dlgebra de Lie, no isomorfa. En este capitulo se probara la conjetura para la clase
de algebras de Lie nilpotentes que admiten una derivacién semisimple (rango > 1), quedando abierta
para la clase de dlgebras de Lie caracteristicamente nilpotentes (rango 0).

De nuevo usaremos la construccién de deformaciones lineales dada en [GOz2] y a la cual hicimos
mencién en el Capitulo 2. Sean g = (C™, ) un élgebra de Lie de dimensién n y h un ideal de codi-
mension 1 de g el cual posee una derivacién semisimple D, ademds para cada x € g \ h tenemos que
g =(x) ®bh. La forma bilineal pup definida por

up(x,h) = D(h) paratodoheb
HD(h/h) =0

es un algebra de Liey up ¢ z? (1, 1), luego
He=p+tup

es una deformacion lineal de p (Lema 2.5.7) y ademads no trivial por ser D semisimple (Teorema 2.5.8).

La siguiente proposicién nos muestra que bajo ciertas hipétesis sobre la derivacion D de b, la de-
formacién construida anteriormente se corresponde a una degeneracion.

Proposicion 4.1.1.

Sea g un dlgebra de Lie nilpotente con un ideal by de codimension 1 que admite una derivacién semisimple y
no trivial D. Si D es la restriccion de una derivacién semisimple D de g tal que ésta es no trivial sobre un
complemento D-invariante de b, entonces g es la degeneracion de otra dlgebra de Lie no isomorfa. Ademds la
degeneracion puede realizarse via un subgrupo 1-paramétrico.

Demostracion

Denotemos por p el producto de Lie de g. Sean x un autovector de D complementario a h y Ao # 0
su autovalor. Podemos asumir que Ao = 1 (considerando D/Ay y D/A¢ en lugar de D y D). Sean
A1, ..., Ax los diferentes autovalores de D ysea h = h, ®...® b, la correspondiente descomposicion
graduada de b, es decir, u(b,,, h;\j) S hagn;- Luego,

g=((x)@h,pn)
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donde ambos sumandos de g son D-invariantes y p(x, h;\j) c f)1+7\]--
Sea py = p+tpp la deformacion lineal construida como en la seccién 3.1, la cual es dada por

re(x,y;5) = u(x,yj) +tAjy; siyjebhy, paral <j<k
He(Yi,¥5) = m(Yi, j) siyi e b, eyjehy, paral<ij<k.

Sea g¢ € GL(n,C), donde n = dim g, definida por
gl =tL Yy gely, =ML fori=T...k

No es dificil verificar que la ecuacién (4) se satisface. En efecto, si y; € by, e yj € b)\j para 1 <1i,j<k,
entonces

gt (e (%, Y5)) = ge (R y;) +Ajty;) =t Np(x,y;) +AjthivTy;

1 (ge(x),ge(yy)) = w1 (bx, thys) =t M p(x,y5) + A thiety;

y
9t (e (yi,Y5)) = ge(m(yi, yy)) = 4 Np(ys, yj)
11 (9e (Y1), 9t (y5)) = i (Piye, thyy) =" Nin(ye, y)-
Por lo tanto, al ser g soluble, p es la degeneracién de otra dlgebra de Lie no isomorfa. u

Usaremos la proposicién anterior para probar el teorema mds importante de éste trabajo.

Teorema 4.1.2.
Si g es un dlgebra de Lie nilpotente compleja con una derivacion semisimple y no trivial, entonces g es la
degeneracion de otra dlgebra de Lie no isomorfa.

Demostracion

Sea D la derivacion semisimple de g. Sean V un complemento D-invariante del ideal [g,g] y {x1,..., %}
una base de V formada por autovectores de D. Puesto que V genera a g como un &lgebra de Lie (ver
[J1], pag. 29) y D es no trivial sobre g, entonces D es no trivial sobre V. Asi podemos asumir que x; es
un autovector con autovalor distinto de cero. Sea

h: {XZr'-'/XT}®[g/g]

entonces

e h es un ideal de codimension 1 de g.

¢ DJy es semisimple.

e D es no trivial sobre {x}.

luego por la proposicién anterior, g es la degeneracion de otra algebra de Lie no isomorfa. |

Nota 4.1.3.
Por el teorema anterior tenemos que la conjetura de Grunewald-O’Halloran es cierta para toda algebra
de Lie nilpotente de rango > 1.

4.2 ALGEBRAS DE LIE CARACTERISTICAMENTE NILPOTENTES DE DIMENSION 7

Para las algebras de Lie nilpotentes de dimensién 7 se encuentran varias clasificaciones, de las cuales
algunas han sido incompletas o contienen algin tipo de error. En esta tesis se hard uso de la clasificaciéon
dada por Magnin [M] en 2010, la cual es la més reciente.
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u(er,ex)=e3, u(er,ez)=es, u(er, es)=es,
97,0.1 u(er,es)=eg, u(er,eg)=ez7, u(ez, e3)=eg,
H(e2/e4):e7r H(QZ/eS):e% H(63/e4):_e7
nu(ej,ex)=e3, u(er,ez)=es, u(er, es)=es,
87,0.2 (e, es)=eg, wu(er,eq)=ey, u(ez,e3)=es+eyz,
u(ez,es)=eg, u(ez,es)=ey
H(e]/eZ):eSI H(e]/e3):e4/ H(e]/e4):65/
97,0.3 H(e],QS):eG, H(e1166):e71 H(eZ/e3):eG+e7/
u(ez, es) = ey
u(er,e2)=e3, u(er,ez)=es, wn(er, es)=eg+Aey,
87,0.4(A) n(er,es)=ez, wu(er, es)=ezy, w(ez, e3)=es,
u(ez,es)=ez, u(ez,es)=eq, H(es, e5)=ey
u(er,e2)=e3, u(er,ez)=es, wu(er,es)=eg+ez,
97,0.5 u(er,es)=ez7, u(ez,ez)=es, wp(ez, es)=eg,
u(ez, es)=ey
H(e]/eZ):e:ﬁl H(e1/e3):e4/ H(e]/e4):e71
87,0.6 (e, es)=eg, wu(er,eq)=ey, n(ez, e3)=es,
u(ez,es)=eg, wu(ez,es)=ey, n(es, es)=ey
H(e1162)263/ H(e1/e3):e4/ }l(e],e4):e7,
97,0.7 n(er, es)=e7, wu(er, eq)=ezy, p(ez e3)=es,
u(ez,es)=ez, u(ez,es)=eq, H(es, e5)=ey
u(er,ez)=es, u(er,e3)=e7, u(er, esq)=es,
97,0.8 u(er,es)=es, w(ez,e3)=es, K(ez, eq)=ceq,
n(ez, eq)=ez7, p(eq,es)=-ez

Tabla 5: Algebras de Lie caracteristicamente nilpotentes de dimensién 7

4.3 CONJETURA DE GRUNEWALD-O'HALLORAN EN DIMENSION <7

La variedad N7 de todas las 4lgebras de Lie nilpotentes de dimensién 7 tiene dos componentes irre-
ducibles, cada una de las cuales es la clausura de las 6rbitas de dos familias u]x y ué con & € C [ABG1][
Main Theorem]. La primer familia consta de algebras de Lie nilpotentes de rango > 1, mientras que
la segunda estd constituida de algebras de Lie caracteristicamente nilpotentes. Por el Teorema 4.1.2 y
al ser la degeneracion transitiva, para probar la conjetura de Grunewal-O’Halloran en dimensién 7, es
suficiente hallar para cada algebra de Lie de la segunda familia un algebra de Lie no isomorfa que se
degenere a ésta. Haremos esto, pero haciendo uso de la clasificaciéon dada por Magnin [M] y constru-
yendo para cada édlgebra de Lie caracteristicamente nilpotente que aparece en dicha clasificacién, otra
dlgebra de Lie no isomorfa que se degenere a ésta.

Teorema 4.3.1.
Toda dlgebra de Lie nilpotente compleja de dimension < 7, es la degeneracion de otra dlgebra de Lie no isomorfa.

Demostraciéon
Puesto que todas las algebras de Lie nilpotentes de dimensién < 7 tienen una derivacién semisimple,
entonces por el Teorema 4.1.2, el resultado se sigue.
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En dimensién 7 dividimos las dlgebras de Lie en dos clases, las de rango > 1 y las de rango 0 (carac-
teristicamente nilpotentes), para la primera clase el resultado se sigue del Teorema 4.1.2. En la segunda
clase aparece una familia continua y otras siete algebras de Lie aisladas:

97,01 87,02 87,03 97,041n) 87,05 87,06 97,07 87,08

Empecemos considerando la familia g7 o 4(x), 1a cual es definida por

u(er,ez)=es, u(er, esz) =ey, u(er, es) =eg+Aeyz,
u(er, es)=ey, u(er,es) = ez, u(ez,e3) =es,
n(ez, eq)=ey, u(ez, es) = egq, u(es, es) =ey.

Tomemos el ideal h = (e, e3, e4, €5, eg, e7) de codimensiéon 1 y D € Der(h) definida por
D(ez)=e2 D(es)=es5 D(eg)=2es, D(e7)=e7
El correspondiente 2-cociclo nup es dado por
np(ei,ez2)=e2, up(er,es)=es5, up(er, eq)=2es, upl(er, e7)=ey

y la correspondiente deformacién py = p+tpp de pes

ni(er, ez) =e3 +tey, ne(er, e3) =eq, ne(er,eq) = eg+Aey,
ne(er, es) =ez +tes, ne(er, eq) = e7 + 2tes, ne(eq, ez) =tey,
He(ez, e3) =es, He(ez, eq) =€z, ne(ez, es) = e,
ui(esz, es)=ey.

Consideremos ahora g = g+(A) € GL(7, C) dada por

t 0 0 0 0 00
0 1 0 0 0 00
0 0 t 0 0 00
0 0 0 t2 0 00
| 1(2=1 1_A4A_1 0 0 00
ge=| (=) (1-2+1-%) t
2
0 0 Hse) 1(1-+?) 0 t o
0 0 (t=At+A-1) (F2-At7eat-1) (Mt-t-A+ ) 0 ¢

el siguiente cdlculo muestra que 9{1 ‘W1 =pryasi By —geg -

e gtue(er, e2) = ge(es +tez)

42
:te3+%(] tt )eé+(t—7\t+?\—%)e7+tez+t(1—7\+%—tl2)e5

=tey +te +(t—7\t+7\—1)e +1 -t e +(t—7\t+7\—l)e
=1tez 3 )€, " 6 oy

(gte ey) = te +1 il es, e +(1—)\+§—l)e
H1(gt€r,9te2) = 1 1 4 t 5,€2 t tz 5

27
=t(eg+ez)+t(1—7\+%—tl2)(e7+e5)—%(t . 1)66

1 1 2 1
=tez+te3+(t—7\t+7\—g)e5+7( n )€6+(t—7\t+)\—¥)67

4
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e gtue(er, e3) = greq

=tleq + %(1 —t%)eg + (%tz At At %)e7

(gte e3) = te +1 il es, te +1 -t e +(t—?\t+?\—l)e
Hi(gter,gee3) = 1% T 5/te3+ o T 6 )¢

CZeq L[] £ (e7 +2e )+t(t—?\t+7\—l)e BLZE I
= 4 4 t 7 6 1 7 4 7

1 1 1 1 1
:t2e4+1(1 —t2)66+(7—7t2+t2—7\t2+)\t—1 —ft2+7)e7

4 4 4 4
2 1 2 12 ,.2 1
=t e4+1(1—t )66+(Et - At +)\t—5)e7

e gtpe(er,eq) = ge(es +Aez)

=teg + }\t2€7

1(t2-1 2 1 2 12 .2 1
i (gter, greq) = K (te1+1( T )65,t e4+§(1—t )€6+(§t - At +)‘t‘§)e7
:t3(e6+7\e7)+%t(l—tz)(e7+2e6)+t(%t2—)\t2+7\t—%)e7

1
=W +t-td)eg+ (?\t3 + %t— Et3 + %t3 A A %t) e

= teg +)\tze7
* gtue(er, e5) = ge(e7 +tes)
1
:t2e7 +t2e5 +t(?\t—t—?\+ ¥)e7

=t?es + (A2 - At+1)es

1(t*-1 1
wi(gter, gres) = (t€1+1( n )65,t65+(7\t—t—7\+{)€7)
2 1
=t (€7+65)+t(}\t—t—}\+¥)€7
=tPes+ (2 + M2 -2 —At+1)es

=t?es + (MZ —At+1)es

* gthe(er, eq) = ge(e7 +2teg)

= t2e7 + thes

1(t>-1
i (geer, gees) = Wi ter+ o |~ |es tes

= t2(€7 +2eg)

= t2€7 + 2t266

e geue(er, e7) = ge(tey)
= t3e7

1(t>-1 5
i (geer, geey) = Wy ter+ o |~ |esther

= t3€7
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4 9th(€2,€3) = gtes

1
:t65+(7\t7t77\+ ¥)€7

(gte e3) = e +(1—?\+é—l)e te +1 - e +(t—7\t+7\—1)e
H1(gte2,9te3) = H1 | €2 tz)etesty T 6 )¢

A
:te5—t(1 —}\+¥—t7)€7
1

=tes + (?\t—t—7\+ ¥)€7
e geue(ez, eq) = grey

:tze7

A 1 1 1

i (gtez, greq) = 1 (ez + (1 -A+ T g)es,t2e4 + 1(1 ~tP)eg + (Etz —t+A+ ;) 67)

=t2€7
e geue(ez, es5) = geeg

= teg

1 1
i (gtez, gres) = i (ez + (1 -A+ % - t7)65/t65 + (?\‘E*‘E*?\+ ;)67)

= teg

e giut(es, es5) = giey

= t2€7

1(1-t 1 1
u1(gte3,gte5):u1(te3+1( T )e6+(t—?\t+)\—¥)e7,te5+(?\t—t—7\+g)e7)

= t2€7

Para las otras 7 algebras de Lie p, daremos en la siguiente tabla, el ideal h de codimensién 1, la
derivacion semisimple D € Der(h) que elegimos para construir la deformacién lineal 1y, y la familia
gt € GL(7,C) que satisface g{] ‘11 = K, lo cual no es dificil de verificar. Por lo tanto uj —geg 1y la
prueba queda completa.

g b D e Der(bh) gt
1 0 0 0 0 00
0 t 0 0 0 00
1 (=1
: 2(t) 0 1 0 0 00
3, 0 0 0 1 0 00
97,01 (e1,e3,e4,e5,e6,€7) 5 . o %(3#75”2) 0 o . 00
t
7
1(1=
0 0 g(Tl) 0 0 10
1(1-t 1(1=
0 0 o (i) (i) o
1 0 0 0 0 00
0 t 0 0 0 00
0 0 t 0 0 00
1 1(4t-3t2-1
0 0 g( X ) 0 t 0 00
1
9702 | (e1,e3, €4, €5, €q,€7) 2 V(2 ,
3, 3(£51) 0 1a-t) o t 00
0 0 0 (-t) 0 to
2
0 0 H=E) o tamor




4.4 ALGEBRA DE LIE DE DIXMIER-LISTER

1 0 0 0 000
0 t 0 0 000
0 0 t 0 000
1 =1
(L) o 0 t 000
9703 | {(e1,e3,eq4,€5,€6,€7) ,
3 o la-n o 0 too
4
0 o +(-t) o o0to
0 0 (-t +(-v)oot
1 0 o 0 0 00
0 t o 0o 0 00
0 0 t 0 0 00
2
1 te-1
0 3( . ) 0t 0 00
8705 | (e1,e3,eq, €5 €6 €7) l(lz 1) o l(l—Lz)O 1 00
e\ 12 A
-3 1(t2-1
0 0 z( - )o 0 to
0 0 1(221) 0 5421y 0 ¢t
3 g(t7-1)
t 0 0 0 0o 00
o 1 0 0 0o 00
o 0 t 0 0o 00
1 2 2
0 0%(‘*5 )%(ﬁt ) 1 0 00
2 t
8706 | (€e2,e3,e4,e5,€6,€7) 1 o o 0 0 . oo
3
2
2 o o0 0 0 %( 1t ) 10
2 2
o o H(1RE)30-) H(E) o
t 0 o0 0 000
0o 1 o0 0 000
1 o 0 0 t 0 000
2
97,07 | (e2,e3,e4,e5,e6,€7) %, (t=1)o 0t 000
2 0 0 o0 0 t00
1 0 0 0 0 0t o
0 0(1-t) (1-t)t 00 t?
t 0 0 0 0 00
0o 1 0 0 0 00
10 0(1-t?) 3 t(t2-1) 0 00
g708 | (e2,e3,e4,e5,e6,€7) °, o 0 0 t o o0
1 0o 0 0 0 2 00
2 3
0o o 0 0 o 3o
0o o0 It2(-v)t(-t?H) t2(1-t?) o 3
Tabla 6: Algebras de Lie caracteristicamente nilpotentes de dimensién 7 como degeneraciones.

4.4 ALGEBRA DE LIE DE DIXMIER-LISTER

Tratando de aportar un poco mds de evidencia para la conjetura de Grunewald-O’Halloran en el caso
de las algebras de Lie caracteristicamente nilpotentes, se estudia un algebra de Lie muy especial, pues
es el primer ejemplo de un élgebra de Lie caracteristicamente nilpotente. Esta es un édlgebra de Lie
nilpotente de dimensién 8 que fue dada en 1957 por Dixmier y Lister en [DL].

Ejemplo 4.4.

1.

Consideremos p el dlgebra de Lie de Dixmier-Lister de dimensién 8, definida por

n(er, e2) =es,
u(er, es) = —eg,
H(eZI 66) =-ey,

u(er, es) = ez,
u(ez, eq) = eg,
]J(€3,e5) =-€y7,

H(e1/e3) = €6,
n(ez, e3) = es,
|.l(63, e4) = —¢€s,

i(es, eq) = —esg.
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Tomemos el ideal h = (e, e3, e4, €5, €5, €7, eg) de codimension 1 y D € Der(h) dada por

2000000
0200000
0010000
D=]10003000
0000300
0000050
0000004

luego, se utiliza esta derivacion para construir la deformacién no trivial gy = p+tpp de p

n(er, e2) = es +2tey, (et e3) = eg + 2tes, n(er, eq) = e7 + tey,
n(er, es) = —eg + 3tes, w(er, e7) = 5tez, (e, es) =4tes,
n(ez, e3) =es, i(ez, eq) = e, n(ez, es) = —e7,
n(es, eq) = —es, i(es, es) = —ez, H(es, e6) = —es.

Consideremos ahora g € GL(8,C) dada por

t 0 0 0 0 0 00
0-t2 0 0 0 0 00
00 2 0 0 0 00
00 0 t 0 0 00
gt=]o2t> o 0 2 0 00
0 0 -2t2 0 0 —t>0 0
00 0 It(tP-1) 0 0 o0
02t2 0 o 23 0 ot

que satisface gg Ty = e y asi By —>geg M. Por tanto, el dlgebra de Lie de Dixmier-Lister es la
degeneracion de otra dlgebra de Lie no isomorfa.



ALGEBRAS DE LIE FILIFORMES

5.1 ALGEBRAS DE LIE FILIFORMES

Sea g un dlgebra de Lie nilpotente compleja de dimensién n y sea x € g \ [g,g] un vector de g, el cual
no pertenece a la subélgebra derivada. Consideremos la sucesién ordenada

C(X) = (h],hz,...,hp)

con hy >hy >...>hy, y donde h; es la dimensién del i-ésimo bloque de Jordan del operador nilpo-
tente adx. Ademads ordenamos éstas sucesiones con el orden lexicografico e introducimos la siguiente
definicién.

Definicién 5.1.1.
La sucesion caracteristica de un algebra de Lie nilpotente g se define por

c(g) = sup{c(x) : xeg~[g,0]}-
Este es un invariante de g, el cual fue introducida por Anchochea y Goze en [ABG3].

Definicién 5.1.2.
Un élgebra de Lie nilpotente g de dimensién n es llamada filiforme si la sucesion caracteristica es
C(g) = (Tl— ]/])

Ejemplo 5.1.3.
(1) Consideremos el édlgebra de Lie nilpotente g de dimensién 4 definida por

[e1,e2]=e3 [e1,e3]=ey
entonces

0100
o _|eoro
e 7165000

0000

luego c(g) = (3,1) y ast g es filiforme.
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(2) Sea g el algebra de Lie nilpotente de dimensién 5 definida por

[e1,e2] =e3 [er,e3]=es [er,es]=e5 [ez,e3]=es5

entonces

01000
00100
Jade; =|00010
00000
00000

luego c(g) = (4,1) y asi g es filiforme.

5.2 ALGEBRAS DE LIE FILIFORMES DE DIMENSION 8

Las algebras de Lie filiformes de dimensién 8 han sido clasificadas por Ancochea y Goze en [ABGz2].

En dicha clasificacion se presentan seis familias indexadas por un pardmetro o € C

10, 13,x 14,

6,0 7, 9,
HS 7 HS 7 HS 7 HS 7 HS 7 HS

y otras 14 dlgebras aisladas

1 2 3 4 5 8 11 12 15 16 17 18 19 20
usg, Hg, Hg, HUg, Hg, MHUg, Hg , Hg , Hg , Hg , Hg , Hg , MHg , MHUg

las cuales estan definidas por los corchetes que se muestran en la siguiente tabla.

u
ug(x1,xi) =xi—1 para3<i<8, pg(xa,x7)=x2, ng(xs,xg)=x2+x3,
e ng(xs,xg) =—x2, My(xs,x7)=-%x2, pg(xs, xg)=x4+2x3,
ug(xe,x7)=-%x3, ng(xe,xg)=x5++x4, Hg(X7,%38)=%X6+2X5
ué(m,xi):xi_] para3<i<8, },Lé(X4,X7)=X2, Hé(X4,X8)=X3,
g ng(xs, xg) =-x2, Mg(xs,xg)=xa, MHz(xe x7)=x2,
pé(XG,X8)=X2+X3+X5, pé(X7,X8)=X3+X4+X6
Ma(x1,%i) =xi—1 para3<i<8, u3(xs,x7)=x2, wHz(x4,xg)=x3,
T ug(xs,xe)=-x2, M3(xs,xg)=xs, MH3(Xe Xg)=X2+X5,
g (x7,x8) = X3 +xg
pg(xhxi):xi_] para3<i<8, ug(X4,X7):xz, ug(X4,x8):X3,
T ug(xs, xg)=-x2, Mg(xs,xg)=x4, Hg(xe X7)=x2,
ng(xe, xg) =x3+x5, Hg(x7,Xx8)=x4+xXg
ug ug(xhxi):xi_] par§3gis8: ug(X4,X7):.X2, ug(X5,x6):—xz,
mg(xi,xg)=xi_1 parad4<i<7
py*(x1,%1) =xi1 para3<i<8, pg*(xa,xg)=axy, uy*(xs, x7)=x2,
ug’“ pg’“(x5,x8):(1+oc)>c3+x2, pg’“(xe,X7):X3, ug'“(XG,x8):(2+oc)X4+X3,
g X (x7,x8) = (2+ &)xs5 + x4
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ug’o‘(xhxi) =xi_1 para3<i<8, H;"X(X4,X8) = axy, H;"X(X5,X7) =x2,
7, 7, 7, 7,
ng ™ g *(xs5,x8) = (1+x)x3, wng*(xe,x7)=x3, ng *(xe,x8)=(2+x)x4,

Hg'“(xmxs) =(2+a)xs

u§(x1,xi)=xi_1 para3<i<8, n§(xa,xg)=-x2, H3(x5,%7)=x2,

8
Hg
u§(xe,x7) =x2+x3, H§(xe,xg)=x3+xs, H§(x7,X8)=%4+X5
R pg’“(xhxi):xi_] para3<i<38, ug’“(X4,x8):x2, uZ'“(X5,xs):X3,
8 9 9 9
ng “(xe,x7)=x2, pg'*(xe,xg)=axa+x3+xa, pg'*(x7,x8)=ax3+xs+xs
1 . 1 1
u—‘](),o( HSO,a(X1/Xi) =Xi-1 para3 SIS8/ Hgora(x4/X8):X21 ugO,‘X(XSIXS) :X3/
8
p;o'cx(XG,Xg)=X2+X4, u;o'“(XG,X8)=LXX2+X3+X5
" u};l(xhxi):xi_] para3<i<8, uy(xi,xs):xi_z para4 <i<7,
8 11
Hg (x7,%x8)=%2+Xx5
12 12 ~ ) 12 ~ )
Hg mg“(x1,xi)=xi_1 para3<i<8, pg“(xi,xg)=xj_2parad<i<7

1 .
RER pss’o‘(xhxi):xi,] para3<i<$§, uég"x(x&xg):ocxz, u;3’“(x6,x7):x2,
8 13, 13,

ng” M(xe,xg) = (1+a)x3+x2, ng” *(x7,xg)=(1+a)xs+x3

14 . 14 14
e g M(x7,xi) =xj_1 para3<i<8, pg % (xs,x8)=axy, pg *(xe,x7)=x2,
8 14 14,

ng *(xe,xg) = (1+a)x3, ng " *(x7,x8)=(1+0ax)x4

15 wa’(x1,%i) =xi_1 para3<i<8, pi’(xs,xg)=x2, 1’ (xe,x8)=%x2+x3,

Hg 15
Hg (x7,x8) =Xx2+%x3+X4

1 . 1 1
L6 ng®(x1,xi) =xi_1 para3<i<8, pg®(xs,xs)=x2, nz®(xe, xs)=x3,
8 1
ng®(x7,xg) =x2 + x4

ng’ ng’ (x1,xi) =xi_1 para3<i<8, pg’(xg,xs)=x2, ng’(x7,%Xg)=%x2+x3
ngd ng®(x1,xi) =xi1 para3<i<8, pid(xe, xs)=x2, ng®(x7,x8)=x3
p}f uy(xhxi):xi,] para3<i<8, uy(x%xs):xz

uéo u%o(xhxi) =xj_1 para3<i<§

Tabla 77: Algebras de Lie filiformes de dimensién 8.



ALGEBRAS DE LIE FILIFORMES

De la lista anterior mostraremos a continuacién las algebras que Lie que poseen una derivaciéon
semisimple y mostraremos explicitamente dicha derivacién.

n D e Der(p) i D € Der(p)
4 1
13 o 3 ?
3 8 6 14,0 7
Hg 7 Hg 6
6 5
5 4
3 3
1M -2 27
4 8,72 16 Moty 2
Hg 6 Hs 18 6
5 15
12
9
1 1
7 10
5 e 5 18 78
Hg 4 Hg 7
3 6
2 5
4
1 1
8 11
7,0 " 19 10 9
Hg' 5 Hg 8
4 7
3 6
2 5
1
8 0
12 "6 20 1,
Hg 5 Hg -3
4 —4
3 -5
2 -6

Tabla 8: Algebras de Lie filiformes de dimensién 8 y rango > 1.

Las demads &lgebras de Lie no tienen derivaciones semisimples, es decir, son caracteristicamente nilpo-
tentes. En éstas encontramos cuatro familias

6, 9,x 10, 13,
Hg » Hg ,» Mg , Hg

y seis dlgebras aisladas

1 2 8 11 15 17
Hg, Hg, Hg, Hg, Hg, Hg
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5.3 ALGEBRAS DE LIE FILIFORMES DE DIMENSION 8 COMO DEGENERACIONES

El caso de las algebras de Lie filiformes es de un interés particular. Dado que la degeneracién es transi-
tiva y que bajo degeneraciones el grado de nilpotencia no crece, entonces las dlgebras de Lie filiformes
que son algebras de Lie nilpotentes de clase de nilpotencia maximal, estan en la cima del diagrama
de Hasse de degeneraciones. En otras palabras, las dlgebras de Lie filiformes se pueden degenerar a
cualquier otra dlgebra de Lie nilpotente, pero solamente un algebra de Lie filiforme se puede degenerar
a un algebra de Lie filiforme dada, dentro de la variedad Ny, de dlgebras de Lie nilpotentes.

En ésta seccion mostraremos que toda algebra de Lie filiforme compleja de dimensién 8, es la degen-
eracion de otra algebra de Lie (soluble y no nilpotente) no isomorfa, es decir, probaremos la conjetura
de Grunewald-O"Halloran para ésta clase de algebras de Lie. Como se hacia en los capitulos anteriores,
construiremos el dlgebra de Lie soluble como una deformacién lineal del algebra original, ademaés cabe
mencionar que no toda deformacién lineal construida como en [GO2], se corresponde con una dege-
neracién (lo cual se ilustrard con un ejemplo). Mds atin, no se conoce cuales de éstas deformaciones
lineales se corresponden con degeneraciones y cuales no.

Teorema 5.3.1.
Toda digebra de Lie filiforme compleja de dimension 8 es la degeneracion de un dlgebra de Lie soluble.

Demostracién

Por el Teorema 4.1.2 el resultado se tiene para las dlgebras de Lie filiformes de rango > 1 (ver Tabla 8).
Asi necesitamos solamente considerar las dlgebras de Lie caracteristicamente nilpotentes.

La prueba se hard caso por caso. Para cada algebra caracteristicamente nilpotente ., tomaremos un
ideal b de codimensién 1 junto con una derivacién semisimple de éste y consideraremos la correspon-
diente deformacién lineal p¢ = p+tpup. Luego veremos que ésta se corresponde con una degeneracion,
encontrando una familia de isomorfismos lineales gt € GL(8, C) que satisface la ecuacion (4).

En las siguientes tablas, una por cada algebra o familia considerada, contienen la eleccién del ideal h
de codimensién 1, la derivacién semisimple de éste y la familia g¢ que realiza la degeneracién. Para
una mejor presentacion, en todos los casos se elegird una nueva base {y1,...,yg} del dlgebra, la cual
se presenta en términos de la base {x1,...,xg} usada en [ABG2] (ver Tabla 7). Denotaremos por (5,
Ii, « a las dlgebras y familias ué, ug’“ respectivamente en la nueva base, ademads, en todos los casos
elegimos a h = (y2,...,yg) como el ideal de codimensién 1.
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44 ALGEBRAS DE LIE FILIFORMES

{y1,.--,Ys} "
w1(Y1,Y2)=Ys - 55Ys — 55Y6 — 227
H1(Y1,Y3) = T5Ya+ 5 Ys - 15Y6 + 15Y7 + so55Ys
Y1 =X H1(U1194):—1Oy5+1096;80y7_%98
Y2 = X6 - X7 +X3 m1(y1,Ys) =5Ye +60y7 — =53
_ 51 1 17 w1 (y1,ye) = -20y7
Y3 =5000%3 ¥ 250%4 T 50%5 T X6 * X7 11
Ya = —755X3 + 55xa — 5rxs +11x6 ng"wizm]ooys
33 33 11 r1(y2,Y3) =-77Y4
Ys =~ ioX3+SOX4 T0 X5 )~ Ton,
y6:_?—?X4 r1(y2,Ys) =-5ye
3;_712007(3 n1(yz2,Ye) = 20y7
r1(y3,ya) =400y7
m1 (Y3, Ye) = 55 Vs
w1 (ys,ys) = -5 us
D e Der(h) 90 GL(3,C)
t
0t
! p1 P2t}
34 p3 0 o t*
o i 9t=1ps 0 ps 0 ¢°
i Pe O p7 ps O t°
0 Py Pro P11 P12 O t7
0 0 pi3piapis 0 prgt’
p1=-3t(t-1)
p2=3t(t-1)
P3 = 5i5t(3t7 -5t +10t-8)

pa=-gast(12t* +10t3 - 25t +3)
ps =7t (t-1)
Pe = ”‘Wt(wﬁ ~45t% -~ 153 ~10t? + 65t - 49)

p7=-35t>(t7-1)
ps=5t*(t-1)
Po=—55t(2t° —t* + 41> — 1617 + 32t - 20)

Pro=17t2(18t3 +5t% - 10t-13)
Pn=%t4(t2—])

P12=30t(t-1)

P13 = 3005t (687 + 7t 1783 +t2 11+ 1)
pra=2tt (P -t2-t+1)

PlS—zoot S(t2-2t+1)

P16 = 3550t “(t=1)
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{y1,---,ys} H2
n2(y1,Y2) = -y3-2ys -4y7 - 3Ys
u2(y1,Y3) = 5Ys + 3ye-8y7

Y1 =X u2(y1,94) =3ys +12y7 +3ys
Y2 = 3X3-3x5+x3 u2(Yy1,Ys) = 3Ye
Y3 =X2 - Ix4+ X6 n2(y1,Ye) =3y7
Y4 =-3X3+3X5 u2(y2,Y3) =54
Ys = 3X4 — 3X6 12(y2,y4)=-3ys
Y6 =-3X5 n2(y2,Ys5) = -3Ye
Y7 = £X6 n2(y2,Ye) = -3y7
ys =x7 u2(y2,97) = §Ys
12(Y3,Ye) = 3Ys
u2(ys,Ys) =-3ys
D e Der(h) gt € GL(8,C)
t
0t
] 0 0 t?
2, pr 0 0 t3
D= 4. gt=|p, 0 0 o t*
67 0 0p3 0 0 t°
P4 P5sPeP7 O O t°

0 0 pspopio 0 Ot/

p1=-3t(t?-1)

p2=-5t(t*-1)

p3=5t2(t7-1)

pa = &t(30t7 -20t* +3t3 +20t% - 33)
ps=-2t(2t* -t3-1)

pe=-2t7(t> - 1)

pr=4t3(t-1)

ps =gt (2 -1)

po=3t>(t7-1)

pro=-¢t*(t*-1)
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46 ALGEBRAS DE LIE FILIFORMES

{yi,...,ys} K6, o

He,a(Y1,Y2) =-Y3
He,a(Y1,Y3)=-(2+)ys -ys

Y1 =xs He,a(Y1,Ya) =-(2+ x)ys -y7
Y2 = X7 He,a(Y1,Ys)=—(1+a)y7 -ys
Y3 =x7 He,a(Y1,Ye) = —ays

Ya =Xe He,«(Y2,Y3) =Ya

Y5 =X5 te,a(Y2,Y4) =Ys

Y6 = X4 He,a(Y2,Y5) =VYse

Y7 = X3 He,«(Y2,Y6) =Y7

Ys =x2 He,«(Y2,Y7) =Ys

He, o (Y3, ya)=-yz
He,a(Y3,Ys5) =-Ys

D e Der(h) gt € GL(8,C)
t
0 t
1 0 p1 t3
3, o0 o t*
D= 56 gt=| 0 p2ps 0 t°
78 P4 Ps Pe P7 O t°
ps O po propir O t7

0 0 pr2P13pPiapis O t°

p1=-3t(t-1)

p2=gt(2+o)(t?-2t+1)
p3=-3t7(2+a)(t-1)

Pg = %t(2+oc)(1 +x)(t3-3t2+3t-1)

ps = 35t(2t3 -5t +3)

pe=-3t>(t*-1)

p7=—3t 2+ o) (t-1)

Ps = Togt(t-1)(16t% +20t3 o+ 16t% - 8t? o — 54t - 43t +30 + 27 )
Po=gt3(2+0)(1+a)(t? -2t +1)
pro=-3t*(t*-1)
p11=-3t(T+a)(t-1)
p12=35t3(t-1)(4t? +5t%a +4t -6 - 5a)
P13 =%t4oc(2+oc)(t2—2t+1)
pra=-3t°(t*-1)

P15 =-3t°a(t-1)




5.3 ALGEBRAS DE LIE FILIFORMES DE DIMENSION 8 COMO DEGENERACIONES

{y1,...,ys}

1

Y1
Y2
Y3

- _7 7
=~710%5 T T0%e6

X1

7 7 7 7
GoX4t gX5 - 5X6 T 7gX7

ns(y1,Y2) =6y7
wg(Y1,Y3) =Yz +ZYs + 3Ye - 6y7

=10y, 410, Ly — 10y - 20
Hs(Y1,Y4) =5 Y2 +-Y3-3Ys-10ys - 5y7
ns(y1,Ys)=Ys
us(y1,Ye) = 355

1 2
Ygq =-3X4 - 3X5-X7+Xg 1
Hs(y1,y7):—6loy5+§y6
Y5 =X3 49
Yo = Z5x4 ns(Y2,Y3) = 150Y5
Y7 = —Zsxa + Z5xs ns(y2,y4) =3ys
ys = %2 ug(yg,y4)=6y47
1s(Y3,Y7) = —5ooYs
ws(Y4, Ye) = 35Ys
D e Der(h) gt € GL(8,C)
1
T
0 t? Pi
234 o0 ¢ )
D- 5 go=| 00 o
67 0 p2 p3 pa t Ps
10 0 ps P7 ps O t°
0

Po PropPin O 0 t7

0 P12 P13 P14 P15 P1s P17 t'°

3
p1=-3t7(t-1)
P2 = oot (t° -2t +1)
p3 = 4ottt (28 —6t" + 2 +3)

pa= 4t (7 +1°-148% 412t -8t + 7t +1)

6
ps = -1t (t=1)
2,6
Pe = -3yt (t°-1)
p7 = — 5 t? (2t° - 5t° - 30t* +33)

ps = —ogt> (37 = 3t° —60t> + 140t" — 83t + 3)

2,.6
po = £t°(t°-1)
3,,6 .5
pm:%t (t°-5t" +4)

p11 = 27 —t°-30t° + 24t + 6)
P12 = gt (112 =4t +14t° — 16> +5)

P13 = gg0pt (112 - 126" +68t"°
p14:20}760t3(t1375t12744t”
+1344t> — 1095t — 105)
p1s =2t (t°-1)
P16 = gaot (t° 1)

ot - 4t% + 9t - 6)

7
P17 = 3500

+16t7 +14° - 168t° + 252t — 56t - 115)
—40t"0 —224t7 —126t7 — 210t° + 1344¢° — 840t*

47



48

ALGEBRAS DE LIE FILIFORMES

{y]r-"lys} U?,cx
H?,oc(yhyZ) =-Y3
Ho,o(Y1,Y3) = —Y5 — Y6 — XY7
Y1 =X8
Mo o(Y1,Y4) = -Ys Y7 — ays
Y2 =Xq
Ho o (Y1,Ys) = -y7
Y3z =X7
Ho o (Y1,Ys) = -Ys
Yq = X6
Ho o (Y2,Y3) =ya
Y5 =X5
Ho «(Y2,Y4) =ys
Y6 = X4
Ho & (Y2,Ys) = Ye
Y7 =X3
o «(Y2,Y6) = Y7
yg =Xx2
o o (Y2,Y7) =ys
Ho,«(Y3,Y4) = —ys
D e Der(h) gt € GL(8,C)
t
0t
1 0 pg 4
4 P2 0 0 t°
b= °, 9t=1p3; 0 ps 0 t°
89 PsPe P7 Ps O t/
0 0 py propr 0 t°
0 0 pr2piz 0 pia 0t

p1=—St(t?-1)

P2 =—2t(t-1)(3t* -2t-2)

P3 = 2t(t-1) (11t - 913 ~ 14t + 5t + 5)
pa=-3t'(t-1)

Ps =~ t(t-1) (6t a-3t> + 667+ 3t% + 6t - 8tor - 8cx)
P6 = ogt(t-1)(33t" - 22t3 - 37t2 + 10t + 10)
p7=—3t* (2 -1)

po = -2t (t-1) (2t - t+2ta+1+20)
pro=—St2(t2-1)

p11=-3t8(t-1)

p12 = st (t-1)(3t? -2t - 2)

P13 = —%ts(t—1)(2tzoc—t+2toc+1 +2x)
P14:—%t7(t—1)
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{y1,---,ys} 110,
H10,6(Y1,Y2) =-Y3

Y1 =Xsg H10,a(Y1,Y3) =-Ys-Y7 - ays

Y2 = X7 110,&(Y1,Y4) = -Ys —Ys

Y3 =x7 110,«(Y1,Ys5) =-y7

Y4 = Xg 110,4(Y1,Ys) =-Ys

Y5 =X5 t1o0,a(Y2,Y3) =Ya

Y6 = X4 110,4(Y2,Y4) = Ys

Y7 =x3 H10,(Y2,Ys5) = Ys

Yyg =Xx2 H10,4(Y2,Y6) = Y7

H10,0(Y2,Y7) =Ys

D e Der(h) gt € GL(8,C)
t
0t

] p1 O t?
paps O t°

D= 4 9t = psp5 ps 0 t*
6, 0 0 0 pr O t°

0 0 pg 0 po O t°
0 0 propir 0 pr2 0t/

p1=-2ta(t’-1)
p2=-gt(6t3 -3t2+10t-13)
p3=-tta(t’-1)
pa=sta(t?-1)
ps=-gt(2t3 —t? +2t-3)
pe=-3t7(t-1)
pr=-3t3(t-1)

ps = -gt? (2t —t2 +2t-3)
po=—5t*(t-1)
pro=-1t7a(t*-1)
pi1=-gt3(2t7 -t?+2t-3)
pr2=-3t°(t-1)
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., Ys} 1

r11(y1,92) =-y3
r11(y1,Y3) =-Yys-ys
r11(Y1,Y4) =-Ye
r11(y1,Ys) =-yz
r11(Y1,Ye) =-Ys
r11(Y2,Y3) =ya
r11(y2,Y4) =ys
r11(Y2,Ys) =Ys
r11(y2,Ye) =Yz
n11(y2,97) =ys

{y1,..
Y1 =X
Y2 =X%X1
Y3z =X7
Y4 =X6
Ys5 =X5
Y =X4
Yz =X3
Yyg =x%x2
D e Der(h)

1

2

3

t4

0

gt € GL(8,C)
t
0 t
p1 0 t?
paps 0 t°
9t=1 0 ps ps ©
7 0 pe O py
0 0 ps 0 po
0

t5

0

t6

0 propi1 O pr2 0t/

ps=gt?(t?-2t+1)
po=—3t*(t-1)
Pro=-+t2(t"-1)
pi1=gt3(t2-2t+1)
pr2=-5t>(t-1)
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{y1,---,ys} H13,a
H13,a(Y1,92) =-y3
Y1 =xs H13,a(y1,Y3) =-(1+x)ys -y7s
Y2 = X7 H13,6(Y1,Ya) =—(T+a)y7 -ys
Y3 =x7 H13,6(Y1,Ys) = —ays
Y4 = X6 r13,a(Y2,Y3) =Ya
Y5 =X5 113,a(Y2,Y4) =Ys
Y6 = X4 r13,a(Y2,Y5) =Ye
Y7 = X3 r13,«(Y2,Y6) =Yz
Ys =Xx2 r13,a(Y2,Y7) =ys
H13,6(Y3,Ya) =-Yys
D e Der(h) gt € GL(8,C)
t
0t
1 0 pp t?
4 00 0 t°
D= 6, gt=|p, 0 0 0 t°
5, P30 pg 0 Ot
0 psps 0 0 t®
0 0 pypg 0 Ot
p1=-3t(t*-1)
p2=-3t(1+o)(t* -2t% +1)
p3=-15t(3t° -7t? +4)
pa=-3t*(T+o)(t*-1)
ps=—5t*(t3-1)
pe=-3t2(T+a)(t*-1)
pr=—3t°(*-1)
ps=-3t8a(t?-1)
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{y1,...,ys} Kis
15(Y1,92) = -y3
Y1 =xg
H15(Y1,Y3)=-Ye6 -Y7-Ys
Y2 =x1
15(Y1,Y4) =-Y7 -ys
Y3z =x7
115(Y1,Ys) = -ys
Y4 =Xe
115(Y2,Y3) =ya
Ys5 =X5
115(Y2,Y4) =Ys
Y6 = X4
115(Y2,Ys) = Yse
Y7 =X3
115(Y2,Ye6) = y7
Yyg =X2
115(Y2,Y7) =ys
D e Der(h) gt € GL(8,C)
t
0t
1 p1 0 t?
2, 0 p, 0 t3
D= 4 9t=|p; 0 0 o t*
e, ps 0 ps 0 0 t°
0 pepy 0 O t°
0 pspopio O Ot/

pi=-%t(t*-1)
pr=-st(t*-1)
p3=-3t(t*-1)

pa = 5t(4t? -5t3+1)
ps=-—3t*(t?-1)

pe=-4t>(t7-1)

pr=-3t>(t*-1)

pg=-st2(t*-1)

po=-4t7(t°-1)
1,4

pro=-3t*(t*-1)
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w17

r17(y1,92) =-y3
r17(y1,Y3) =-y7-ys
17(y1,Y4) =-ys
r17(Y2,Y3) =ya
H17(Y2,9Y4) =yYs
n17(Y2,Ys) =Ys
r17(y2,Y6) =Yz
r17(Yy2,97) =ys

gt € GL(S,C)

{y1,...,ys}
Y1 =Xg
Yy =X,
Y3 =X7
Yaq =Xe
Y5 =X5
Y6 = X4
Y7 =X%3
Yysg =Xx2
D e Der(h)
1
23
D= 4

t
0 t

p1 0 t?

0 p, 0 t3
9t=1 0 0 0 o t*
p3 0 0 0 0 ¢t°
0 0 ps 0 0 O t°
0 0 pspe 0 0 O t/

p1=-3t(t"-1)
p2=-%t(t-1)
p3=—zt(t’ 1)
pa=—t(t>-1)
ps=-2t>(t*-1)
pe=—zt>(t° 1)

Nota 5.3.2.

En todos los casos mencionados, los autovalores de g sobre el subespacio (y3,...,yg) son exacta-
mente t92,...,t98, donde d>, ..
facilmente en todos los casos en los que g¢ es una matriz triangular, solamente faltarfa el caso de pg,
el cual se puede verificar sin mayor dificultad.

Ejemplo 5.3.3.

., dg son los autovalores de la derivacién D. Esto se puede apreciar

En los capitulos anteriores hemos estado trabajando con deformaciones lineales de la forma p¢ =
w+tup con D derivacion semisimple, pero cabe aclarar que no toda deformacién lineal de este
tipo, se corresponde con una degeneracién. Por ejemplo, si consideramos p = uy (ver Tabla 7),

h=(x1,...,x7)y tomamos a

como derivaciéon semisimple del ideal ), tenemos que la deformacién lineal p¢ = p+ tpup no se corres-
ponde con una degeneracién, es decir, no existe una familia de isomorfismos lineales g que satisfaga

la ecuacion (4).
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ALGEBRAS DE LIE TIPO BURDE

6.1 SOBRE LA CONJETURA DE VERGNE

Recordemos que la conjetura de Vergne fue probada por Carles para las algebras de Lie nilpotentes
de rango > 1 (Ver Capitulo 2, Teorema 2.4.6). Este teorema tiene una version mas fuerte, la cual men-
cionamos a continuacion.

Teorema 6.1.1. [C]

Toda dlgebra de Lie g rigida en Rv, (subvariedad de las dlgebras de Lie solubles) es algebraica y verifica una de
las siguientes condiciones:

(1) dimDer(g) = dimg.

(2) g es caracteristicamente nilpotente y todos sus ideales de codimension 1 son caracteristicamente nilpotentes.

Vale la pena mencionar que si g es nilpotente de dimensién > 1, entonces (1) no se tiene pues resulta
que dimDer(g) > dimg. Por tanto si queremos ver que ocurre con la conjetura de Vergne para las
dlgebras de Lie caracteristicamente nilpotentes, el teorema anterior nos indica que camino seguir, asi
que debemos estudiar las dlgebras de Lie caracteristicamente nilpotentes en las que todos sus ideales
de codimensién 1 son también caracteristicamente nilpotentes. Lamentablemente en la literatura se
conoce muy poco acerca de este tipo de lgebras de Lie, hasta ahora el tinico ejemplo conocido de este
tipo de élgebras se debe a Burde.

6.2 ALGEBRAS DE LIE TIPO BURDE

En esta seccién mostraremos la construccién de una familia muy interesante de algebras de Lie las
cuales fueron introducidas por Burde en su trabajo [BEG].

Definamos un conjunto de indices I, por
Iﬁ:{(k,s)eNxszgkg[%], 2k+1 gsgn},
18 si n es impar,

L. =
" I%U{(%,T‘L)} sin es par.

Fijemos n > 14 y definamos un dlgebra de Lie filiforme g, de dimensién n de la siguiente manera. Para
(k,s) € I sea ay, s un conjunto de pardmetros sujeto a las siguientes condiciones: todos los o s son
cero excepto los siguientes:
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3 n-1
X12141 = 57~ para L= 2,3,...,[—],
()G 2

X3 n-4 = 1,
1 10(n-3)(n-8)
Xn-2=7 " 21(n-4)(n-5)’
1 70(n-28) 25(n-6)(n-7)(n-38)
S 2 T T (n=2)(n=-3)(n-4)(n-5)  99(n-2)(n-3)(n-4)
5(n-5)(n-6) 65(n-7)(n-38)
66(n-2)(n-3) 1386(n-4)(n-5)

Sea {ej,...,en} una base de g, y definamos los corchetes de Lie por:

[e1,ei]=ei47 para i=23,...,n-1,

j— 1 1
n (I :
j—i-1-1 ..
[ei, ;] Z ( ( 1 )“i+l,r—j+i+21+1 ) er para 2<i<j<n
1=0

El algebra de Lie gn resulta ser filiforme y caracteristicamente nilpotente. Ahora, estos corchetes se
pueden reescribir de tal forma que nos resulten mds dtiles para los calculos. Por definicién de los
pardmetros oy s tenemos los siguientes casos:
eSii+l=3yr-j+i+2l+1=n-4entoncesl=3-iyr=n+j+i-T11.
eSii+l=4yr-j+i+2l+1=n-2entoncesl=4-iyr=n+j+i-11.
eSii+l=5yr—j+i+2l+T=nentoncesl=5-iyr=n+j+i-11.

eSi2(i+1)+1=r-j+1+2l+1=n-4 entonces r =i+j.

Por lo tanto el dlgebra de Lie g, se puede presentar de la siguiente manera:

[e1,ei]=eiy1 para 1=2,3,...,n-1,

feves]= [0 (L) + ey () e (0 oo

[] i- ]
-i-1-1 .
+ Z ( 1) ( ) )“i+t,2(i+1)+1 eiyj Ppara 2<i<j<m.

Las algebras de Lie dadas por Burde ademds de ser filiformes y caracteristicamente nilpotentes, tienen
la particularidad adicional de que todos sus ideales de codimensién 1 son también caracteristicamente
nilpotentes, lo cual hacfa creer a Burde que estas podrian servir de contraejemplo para la conjetura de
Vergne para las algebras de Lie caracteristicamente nilpotentes y dimensién n > 14.

63 DEFORMACIONES NO TRIVIALES

En esta seccién mostraremos que dada una familia h,, de ideales de codimensién 1 de g, y una familia
de derivaciones nilpotentes de estos ideales, se pueden construir deformaciones no triviales de la fa-
milia de &lgebras de Lie g, descartando asi lo que suponia Burde.



63 DEFORMACIONES NO TRIVIALES

Consideremos hn = (ey, ..., en) el ideal de codimension 1 de g, y sea Dy, € End(hr ) definida por:

Dn(e3) =€n-3
[("5°] 3(n-1-6
Dn(es)=Bnen-1 con Pn= Z (_1)1%
1=0 ()
Entonces Dy, resulta ser una derivacién para by.

Proposicién 6.3.1.
Para todo . > 14 tenemos que D, es una derivacién nilpotente de hn.

Demostraciéon

Dafecs) = on( [0 () 0 (0 (e

(== o
-i-1-1 L.
+ [ (-1 )1(1 ) )061+1,2(i+1)+1 eiﬂ-) para 2<i<j<mn.

Dn(es) parai=2,j=3,

0 en otro caso.

en otro caso.

(T

B {Bnen_1 parai=2,j=3,

0

-6 3 n-1-6
[ZLé ](—1)125131)3,)]%—1 parai=2j=3,
0

en otro caso.

Por otro lado tenemos

[e2,Dn(e3)] parai=2,j=3,
[Dn(ei), ej]+[ei,Dn(ej)] ={[Dn(e3),e5]+[e3,Dn(es)] parai=3,j=5,

0 en otro caso.

[e2,en-3] parai=2,j=3,

=\-[es, en-3]+PBnles en_1] parai=3,j=5,

0 en otro caso.

[e2,en-3] parai=2,j=3,

0 en otro caso.

[ n-6 —1- . .
ZLS ](—1)1(n L 6)062+1,z(z+1)+1]€n-1 parai=2,j=3,

1 O

en otro caso.

npey o 3("70)
Z]__(Z) (—])1W €n-1 parai:Z,j :3,
2 1+1

0 en otro caso.

Luego Dy, € Der(hy) y ademds Dy, es nilpotente pues D2 = 0. |
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Ahora si consideramos la deformaciéon pn +

Hn +tup, donde un es el corchete de Lie de gn y

up,(e1,h) = Dn(h) paratodoheby
P’Dn(hnrhn) = 0

tenemos el siguiente resultado.

Teorema 6.3.2.
Un,t €s una deformacién no trivial de pn para todo n > 14.

Demostraciéon
Consideremos el dlgebra de Lie tipo Burde p,, de dimensién ny hn = (ez,...,en) unideal de codimen-
sién 1. Sea Dy, € Der(hn ) la derivacion nilpotente de la Proposicién 6.3.1 dada por

Dn(e3) =en-3

3 9)

2+1\(21+3
(ZOE)
de donde obtenemos la deformacion w1 = pn + Up,, de un y queremos probar que esta deformacion

es no trivial. Supongamos que existe g € GL(n,C) tal que g- pn,1 = pn, es decir, tal que p, 1 y pn son
isomorfas. Puesto que pn v 1y, 1 tienen como serie central ascendente

(28]
Dn(es)=Bnen-1 con Pn= > (-t
1=0

C1 = (en)/
C2=(en,en-1),
Cs= (eT'L/ en—]ren—2>/

CTI—Z = (eTL/ €en-1,én-2,...,€7,€4,€5,¢€4, €3>,

CTL—] = (eTLr €n-1,én-2,...,€7,€5,€5,€4,€3,€2,€1 >

Entonces por ser g isomorfismo debe preservar la serie central, con lo cual g debe tener la siguiente
forma

miy; My

ma,1 M22

ms,; M32 M33

Myg,1 Mg M43 Myg

e T s g e
Luego, por la ecuacién 4 se tiene
ghn,1(ei,€5) —Hn(gei, gej) =0 para 1<i<n-1,i+1<j<n.
Esto produce un sistema de ecuaciones en las variables m; ; dado por
qij[k] = (gen,1 (e, €5) —un(gei, gej)) [k] =0 para 1<k<n,

donde gun,1(ei, €j) — un(gei, gej) es un vector de tamafio n x 1. Como las proyecciones de estos vec-
tores son ecuaciones en las variables m; ; entonces consideramos las siguientes:

qii[i+1]=0 para 3<i<n-1 , qp4i[i+1]=0 para 3<i<n-1.
De donde

q1,i[i+1]=0 para 3<i<n-1 = mys 1441 =My, 1mi; para 3<i<n-1 (EI).
q2,i[i+1]=0 para 3<i<n-1 = mym;;=0 para 3<i<n-1

= my2=0 6 my;=0 para 3<i<n-1.
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Por lo tanto, tenemos los siguientes casos:
(i) Simy; =0para3<i<n-1T, por (E1) se sigue que mnn =0y asi g no es isomorfismo.
(i1) Si my 2 = 0 entonces

q1,2[3]=0 = mzz=m;1my2 (E2),
q2,i[i+2]=0 para 3<i<n-2 = mys24+2=mpm;; para 3<i<n-2 (E3).
Ahora, de (E1) se tiene que
Mmaq=myimsz3 (E4),
y de las ecuaciones (E1),(E3),(E4) tenemos
mf M35 =My Mg =Mss=mramz3 = (m];-mp2)mz3=0
— m3l3 =0 o mz,z = m%J .

(i1.1) Si m3 3 = 0 entonces por (E1) se obtiene que mn , =0 y asi g no es isomorfismo.
(ii.2) Simy, = m%J tenemos por (E1) y (E2) que

m

ma,1 m%]

m3  m32 m?g

4
g=gm,, =| ™1 Ma2 M43 My,

n
TMn,1 Mp2 Mp3 Mp g ooc oo my 4

luego, como gm, , € Aut(gn) entonces g;n] , € Der(gn ), donde

1

* me
* ok 3m%]
4 * ok * 4m?]
gm],1 -
n-1
* * ke e e nmsi;

asi gn, tiene una derivacién semisimple, lo cual es absurdo pues g, es caracteristicamente nilpotente.
En conclusién, pin,t es una deformacién no trivial de py,. [ ]

Los resultados que se mostraron en la esta seccién hacen parte de un trabajo en curso [HGT3].

Probar que la deformacién es no trivial fue un problema complicado ya que los invariantes usuales que
uno conoce para dlgebras de Lie, resultan ser iguales para la familia g y sus deformaciones. Ademds
de esto, si nos fijamos en otros invariantes de algebras de Lie introducidos en 2008 por Novotny y
Hrivnak en [NH], vemos que el resultado sigue siendo el mismo, es decir, los invariantes de la fa-
milia g, y los de sus deformaciones son iguales. En la siguiente seccién estudiaremos un poco estos
invariantes y los ilustraremos con un ejemplo.

6.4 (o, ,Y)-DERIVACIONES Y FUNCIONES INVARIANTES

En esta seccién daremos breve recuento del trabajo de Novotny y Hrivnak [NH] acerca de derivaciones
generalizadas de algebras de Lie complejas y funciones invariantes. Primero se dard una generalizaciéon
de derivacién para dlgebras complejas arbitrarias y a partir de esta definicién nos enfocaremos en el
caso de algebras de Lie, para el cual se introducirdn los invariantes y las funciones invariantes que
estos producen.

59



60

ALGEBRAS DE LIE TIPO BURDE

Definicién 6.4.1.
Sea A = (V,-) un dlgebra arbitraria compleja. Un operador D € End(A) se llama («, 3, v)-derivacion
de A siexisten «, 3,y € C tales que

aD(x-y) = B(Dx) -y +yx-(Dy) (5)
para todo x, y € A. El conjunto de todas las («, 3, y)-derivaciones de A se denota por Der(y g ) (A).

Teorema 6.4.2.
Sea f: A — A un isomorfismo de dlgebras complejas, entonces la aplicacion

p:End(A) — End(A)
D — fDf!

es un isomorfismo de dlgebras asociativas EndA y EndA. Ademds, para todo o, B,y € C tenemos que

p(Der(oc,B,y)(A)) = Der(a,ﬁ,v)(A)'

Corolario 6.4.3.
Para todo o, 3,7y € C la dimension del espacio vectorial Der (o g )(A) es un invariante de dlgebras.

Para un élgebra anti-conmutativa o conmutativa compleja A, se sigue de la ecuacién (5) que para
cualquier e e C \ {0}

'DeT(“/ﬁ,y)(A) = Der(eoc,eﬁ,ey)(A) = DGT((X,Y,ﬁ)(A). (6)

Lema 6.4.4.
Sea A un dlgebra anti-conmutativa o conmutativa compleja, entonces para todo «, 3,y € C tenemos que

Der(o(,ﬁ,—y)(A) = Der(o,ﬁ_—y,,y_ﬁ)(A) n Der(zo‘lﬁ""yrﬁ"'v)(A)'

Teorema 6.4.5.

Sea A un dlgebra anti-conmutativa o conmutativa compleja, entonces para todo «, 3,y € C existe 6 € C tal que
el subespacio Dev(y g )(A) c End(A) es igual a alguno de los siguientes subespacios:

(1) Der(s,0,0)(A).

(2) Ders,1,-1)(A).

(3) Der(s,1,0)(A).

(4) Der(s,1,1)(A).

Después de los resultados anteriores dados para dlgebras anti-conmutativas o conmutativas complejas,
nos centraremos en un caso particular de las dlgebras anti-conmutativas, como es el caso de las alge-
bras de Lie para el cual estudiaremos los subespacios invariantes anteriormente definidos.

Teorema 6.4.6.

Sea g un dlgebra de Lie compleja y sean o, 3,7y € C no todos cero. Entonces el espacio Det (g ~)(9) es igual
a alguno de los siguientes:

(1) El dlgebra de Lie de derivaciones Der(q,1,1y(9) c gl(g).

(2) El digebra de Lie Dev(o,1,1y(9) < gl(g).

(3) El dlgebra asociativa Der (1 1,0y(8) = Caa(9) c gl(g), donde

Cai(g) ={D e gl(g):[D,adx] = 0 para todo x € g}.
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(4) El dlgebra asociativa Der (1 0,0y(9) c Endg, donde

dimDer(q,0,0)(g) = codimg?dimg.

(5) El digebra asociativa Det (¢ 1,0)(9) c Endg, donde
dimDer (g 1,0)(g) = dimgdimC(g).

(6) El dlgebra de Jordan Der(q 1 _1y(g) cjor(g).
(7) El digebra de Jordan Der (o 1,_1y(g) cjor(g).
(8) El subespacio Dev(5,1,0)(9) para algin 6 € C con 6 +0,1.
(9) El subespacio Dev(s,1,1y(9) para algin 6 € C con 6 #0,1.

Nota 6.4.7.
En el teorema anterior jor(g) significa que al considerar una nueva multiplicacién sobre End(g)

Xoy = %(xy +yx) paratodo x,y e End(g).
se obtiene un algebra de Jordan, la cual se denota por jor(g).
Ahora pasaremos a estudiar las intersecciones de los espacios de («, 3, y)-derivaciones de un élgebra

compleja y veremos que se obtienen resultados similares a los anteriores. Ademdas nos son de gran
utilidad porque producen mds espacios invariantes.

Teorema 6.4.8.
Sea f: A — A un isomorfismo de dlgebras complejas, entonces la aplicacion

p:EndA — EndA
D — fDf"!

es un isomorfismo de dlgebras asociativas EndA y EndA. Ademds, para todo «, B,7, o, B,y €C tenemos
p (Der(a,ﬁly)(A) n Der(“//ﬁ/,y/)(A)) =Dev(q,p,y)(A)N Der(o‘//ﬁ/,yf)(f\).

Corolario 6.4.9.
Para todo o, B,v, & ,B ,v € C ladimension del espacio vectorial Der (o g )(A)NnDer
un invariante de dlgebras.

(o' By (A) €3

Teorema 6.4.10.

Sea g un dlgebra de Lie compleja. Supongamos x, 3,y € C no todos cero y «', B,y € C notodos cero. Entonces
la interseccién

DGT(“/BIY)(Q) N Der(“r,ﬁlry,)(g)

es igual a alguno de los siguientes:

(1) El digebra de Lie de derivaciones Dev(q 1,1y(8) < gl(g).

(2) El dlgebra de Lie Det(,1,1)(9) c gl(g).

(3) El dlgebra asociativa Der (1 1,0y(8) = Ca(g) c gl(g), donde

Cai(g) ={D egl(g):[D,adx] =0 para todo x € g}.
(4) El dlgebra asociativa Der(q ¢ 0y(g) c Endg,donde

dimDer(q,0,0)(9) = codimg?dimg.
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(5) El digebra asociativa Der (¢ 1,0)(g) c Endg, donde
dimDer (g 1,0)(g) = dimgdimC(g).

(6) El dlgebra de Jordan Der(q 1,_1y(g) cjor(g).

(7) El dlgebra de Jordan Der (o 1,-1y(g) cjor(g).

(8) El subespacio Der s 1,0)(9) para algiin & € C con 8 # 0, 1.

(9) El subespacio Dev(s,1,1y(9) para algiin 6 € C con 6 +0,1.

(10) El digebra asociativa Det(q,0,0y(8) nDer(o,1,0y(9) c Endg, donde

dimDer(q,0,0)(g)nDer(o,1,0)(9) = codimg?dimC(g).

(11) El dlgebra de Lie Der(q 1,1y(9) nDer(o,1,1y(8) c gl(9).

Consideremos ahora el siguiente conjunto de invariantes de algebras de Lie:
invg = (di) (L) (cx)[d(1,1,1),d(0,1,1),4d(1,1,0),d(1,1,1)(0,1,1),d(1,1,-1),d(0,1,1)] (7)

donde (dy), (1) y (cx) son las dimensiones de los elementos de las series derivada, central descen-
dente y central ascendente de g respectivamente. Ademds, denotamos

d(«, B,v) = dimDer(g)
d(e, B,v)(ex B,y )=dim (Der(“,ﬁﬁ,)(g) mDer(cxz,ﬁ,’y,)(g))

A continuacién vamos a introducir una serie de ejemplos que muestren la importancia de estos inva-
riantes.

Ejemplo 6.4.11.
Consideremos las siguientes dlgebras de Lie de dimensién 8:

[e1,e3]=es5, [er,es]=es, [er,es]=e7, [er,ec]=es, [e2,e3]=¢e7,

g1
[e3,e5]=es, [es,e5]=e7.

[e]/e3:| = €5, [61164] =eg, [61,66] =é€4, [eZ/ 63] =€z, [62/ 66] =eg,

92
[e3,e5]=es, [es,e5]=e7.

y calculemos los invariantes definidos en 7.

invgy = (di) (L) (ex)[d(1,1,1),d(0,1,1),d(1,1,0),d(1,1,1)(0,1,1),d(1,1,-1),d(0,1,1)]
= (8,4,0)(8,4,2,0)(2,5,8)[16,19,9,11,8,17]

in\)gl = (dk)(lk)(ck)[d(]/]/1)r d(O,],]), d(]/110)/ d(1,1,])(0,1,]), d(1r11_1)/ d(0,1,1)]
- (8,4,0)(8,4,2,0)(2,5,8)[16,19,9,11,8,17]
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invDer(q1,1y(971)
— (d) (L) (e [d(,1,1),d(0,1,1),d(1,1,0),d(1,1,1)(0,1,1),d(1,1,-1),d(0,1,1)]
- (16,15,6,0)(16,15)(0)[16,15,1,6,0,1]

invDer(q,71,1)(92)
= (dy) (k) (ck)[d(1,1,1),4(0,1,1),4(1,1,0),4(1,1,1)(0,1,1),d(1,1,-1),d(0,1,1)]
- (16,15,6,0)(16,15)(0)[16,15,1,6,0,1]

invDer (g 1,1)(91)
= (dy) (W) (ex)[d(1,1,1),4d(0,1,1),4(1,1,0),4d(1,1,1)(0,1,1),d(1,1,-1),4d(0,1,1)]
= (19,15)(19,15)(0)[32,0,1,0,0,1]

invDer(o,1,1)(92)
= (dk)(lk)(ck)[d(1/]/])/ d(011/1)r d(],],O), d(],],])(O,],]), d(]/1/_])/ d(011/])]
= (19,15)(19,15)(0)[32,0,1,0,0,1]

invDer(q 1,1)(91) nDer(g 1,1y(g1)
= (dy) (k) (cx)[d(1,1,1),4(0,1,1),4(1,1,0),4(1,1,1)(0,1,1),d(1,1,-1),d(0,1,1)]
= (11,6,0)(11,6,0)(6,11)[43, .. ]

invDer(q 1,1)(92) nDer(g 1,1y(92)
= (dy) (L) (ex)[d(1,1,1),4d(0,1,1),4(1,1,0),4d(1,1,1)(0,1,1),d(1,1,-1),4d(0,1,1)]
~ (11,4,0)(11,4,0)(7,11)[57,.. ]

Por lo tanto, tenemos que g1 % g3.

Sea g un algebra de Lie, usaremos los conjuntos 1-paramétricos de espacios vectoriales
Der(s,00(8) , Dersi,1)(9)
para definir funciones invariantes del dlgebra de Lie g.

Definicién 6.4.12.
Las funciones

P, ¢:C— {0,1,2,...,(dimg)?}
definidas por

P(e) = dimDer(o,1,1y(9) , () = dimDer(q 1,0)(9)

son llamadas funciones invariantes correspondientes a las (, 3,v)-derivaciones de g.
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Ejemplo 6.4.13.

Consideremos las siguientes dlgebras de Lie de dimensién 3:

3,1

[e1,e2] = e,

[e1,e3] = e3.

3,-1

[e1,e2]=e2,

[e1,e3] = —e3.

3

[e1,e2]=e2, [er,e3]=Ae3

con 0 <Al < 1.

invrs

= (d) (L) (i) [d(1,1,1),d(0,1,1),d(1,1,0),d(1,1,1)(0,1,1),d(1,1,-1),d(0,1,1)]
= (3,2,0)(3,2)(0)[6,3,1,2,0,1]

invrz _q

= (dy) (W) (cx)[d(T,1,1),4d(0,1,1),4d(1,1,0),d(1,1,1)(0,1,1),4(1,1,-1),d(0,1,1)]
=(3,2,0)(3,2)(0)[4,3,1,2,0,1]

inveg 3

= (di) (L) (cr)[d(1,1,1),d(0,1,1),d(1,1,0),d(1,1,1)(0,1,1),d(1,1,-1),d(0,1,1)]
= (3,2,0)(3,2)(0)[4,3,1,2,0,1]

En este caso vemos que solo podemos concluir que t 3.1yt t3 . Para ver si v3_1 % t3)),

3,1 3,-1 3,1 3,2 3,-1 3A
podriamos pasar a fijarnos en las intersecciones de los espacios de derivaciones como en el ejemplo
6.4.11, pero preferimos hacer uso de las funciones invariantes de las dlgebras de Lie.

¥3,-1
o -1
(o) | 5
t3,A
o [ AT+
Y(o) [4]4]4]3

Como P(-1) =5 parat3_1y P(-1) = 3 para t3 ), tenemos que t3,_7 £ t3 ).

El siguiente ejemplo ilustra un caso particular de las 4lgebras de Lie tipo Burde y en el cual se observa
la dificultad que se tiene para decidir si las deformaciones de estas algebras son no triviales, ya que
los invariantes usuales y los nuevos invariantes introducidos en esta seccién, son iguales tanto para el

dlgebra de Lie tipo Burde como para su deformacion.




Ejemplo 6.4.14.

6.4 (o, B,Y)-DERIVACIONES Y FUNCIONES INVARIANTES

Consideremos el dlgebra de Lie tipo Burde de dimensién 14,

[e1,e2] =e3,
[61,67] =eg, [61168] =
[e1,e12] = e13,
[62/ e5] =
[e2, es] =
[e2,e11] = ZEey
[e3,e5] = €11+ 1g€s,
[e3,e5] = 7a735€14
[e3,e11] = Zeua,
[64,67] 11927
[es, e10]

[65/ 68] =

9
—€10+ 75¢€7/

Hia

= ﬁem,

3
1540 €13/ [es,

[e1,e3] = eq,

61 9
—37€13 + ﬁem/

1
45738614 tgze,

[e1,e5]=¢es, [e1,es]=¢e7,
le1,e10] =e11, [er,er1]=era,

[e2,eq] = eg,
166 5

[e1,e4] = €5,
es, [er,e9]=er0,
[e1,e13] = €14, [e2,e3]=ces5,
[e2,e6] = —2e17 + Zes, [62167] -3 €12+ ey,
[e2,e9] = 6503349614 +15€11, [ez,er0] =
3, [e2e12]= [e3,e4] =€1o+m€7,
[e3,e6] = [e3,e7] =
+ e, [e3,e10] = 1Zs€13,

185612/
7914,

&ge12+ 35€9, 5e13+ 7710,
[e3,€9] = 55€12,
[eq,e6] = Z2e13+ 5e10,
[e4, e9] =

[65/ 67] =

[es,e5] = Z3er2+ 759,

[eq, e8] =
_ 4771

[es, e6] = 75738€14 + menf

eo] = ﬁemf [ee,e7] =

1
]05612, ]326131

memf
[es e8] =

1 1
2310 €13/ 2310€14-

Sea w41 =
derivacién nilpotente de la Proposicién

W14 + up,, la deformacién construida como en el Teorema 6.3.2 y donde D14 es la

6.3.1.

[e1,e2] =e3,
[e1,e6] =e7,
[er,e11]=e12,

[e1,e3]=es+erq,
[e1,e7] =es,
[er,e12] = €13,

[e2,e5] = —eqo + 19067, [e2,e6] = —2e11 + 2es, [e2,e7]=-158ers + ey,
[e2,es]=-5ters + 15€10, [€2,€0] = 6503349614 +45e11, [e2e10] = xe12,
[e2,e11] = 2ers, [62/612] = ﬁem/ [e3,e4] = €10 + 19€7,
Ha [e3,e5] = €11 + 75es, [63166] Ben+e9, [eze7]= ez +75¢10,
[e3,e8] = jom3ge1a+ gre11, [e3,€9]=55€12, [e3,€10] = 7os€13,
[e3,e11] = %614, [64/65] = %612 + %69/ [e4,e6] = %613 + 7%610,
[es,e7] = 1ao55€14 + 37€11, [ea es] = 1a5€12, [ea,e9] = 132613,
les,e10] = Tes€14, [€5,€6] = 7555€14 + 35€11,  [€5,€7] = 135€12,
[es,es] = 125€13,  [€5,€9] = zeg€14, [€6,€7] = 3375€13, [€6,€8] = 3315€14-

[e1,e5]=es+ %613,
[e1,e10] = €11,
[62164] =g,

[e1,eq] = €5,
[e],eg]:eg, [61/69]:610,

[e1,e13]=eja, [ez,e3]=es5,
166

K14

= (14,12,8,0)(14,12,11,10,9,
[16,17,3,3,2,15]

= (dk)(lk)(ck)[d“/]/])/ d(011/1)/ d(],],O), d(]/1/1)(0/1r1)/ d(]/1/

-1),d(0,1,1)]
8,7,6,5,4,3,2,1,0)(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,14)

invpyg,

= (di) (L) (e )[d(T,1,1),d(0,1,1),d(1,1,0),d(1,1,1)(0,1,1),d(1,1,-1),d(0,1,1)]
= (14,12,8,0)(14,12,11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1,0)(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,14)
[16,17,3,3,2,15]
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invDer(q 7,1y (114)

— (d) (W) () [A(1,1,1),d(0,1,1),d(1,1,0),d(1,1,1)(0,1,1),d(1,1,-1),d(0,1,1)]

=(16,11,7,0)(16,11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1,0)(2,4,6,7,8,9,10,11,12,13,14,16)
[27,41,13,8,11,35]

invDer(q 1,1)(K14,1)

= (d) (W) (ex)[d(1,1,1),4(0,1,1),4d(1,1,0),d(1,1,1)(0,1,1),4(1,1,-1),d(0,1,1)]

=(16,11,7,0)(16,11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1,0)(2,4,6,7,8,9,10,11,12,13,14,16)
[27,41,13,8,11,35]

invDer(o,1,1)(K14)
= (dk)(lk)(ck)[d(]/]/1)r d(0/111)/ d(1/110)/ d(1/1/1)(0/1/1)/ d(]r11_])/ d(O,],l)]
= (17,13,0)(17,13)(0)[121,20,4,,0,4]

invDer(o1,1)(H14,1)
= (di) (W) (ex)[d(1,1,1),4d(0,1,1),4d(1,1,0),d(1,1,1)(0,1,1),4(1,1,-1),d(0,1,1)]
- (17,13,0)(17,13)(0)[121,20,4,,0,4]

invDer(q 1,1)(H14) nDer(g 1,1y (1)
= (dk)(lk)(ck)[d(]/]/1)r d(O,l,]), d(]/LO)/ d(1/1/])(0/1/1)/ d(]/11_])/ d(O/]/])]
=(3,0)(3,0)(0)[9,9,9,9,9,9]

invDer(q 1,1)(K14,1) nDer(g 1,1y (1)
= (dg) (W) (cx)[d(T,1,1),4d(0,1,1),4d(1,1,0),d(1,1,1)(0,1,1),4d(1,1,-1),d(0,1,1)]
=(3,0)(3,0)(0)[2,9,9,9,9,9]

En las siguientes tablas el espacio en blanco significa que para cualquier otro « el valor es el mismo.

W14 K14

104 1 2 104 0

P(ax) |17 |16 | 12 | 8 d(x) | 14132
1141 U141
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Der(3,1,1)(114) Der(1,1,1)(H14)
x 0 1 2 x 0 1
V(o) | 41|27 | 24 | 20 b)) | 3213 ] 12
Der(y,1,1)(M14,1) Der(1,1,1)(H14,1)
(o8 0 1 2 o 0 1
W(a) | 41|27 | 24 | 20 d(a) | 32] 13|12
Der(0,1,1)(K14) Der(o,1,1)(H14)
o 0 1 104 1
P(e) | 20 | 121 [ 17 b(a) | 4] 0
Der(0,1,1)(H14,1) Der(p,1,1)(H14,1)
(o4 0 1 o4 1
W(a) | 20 [ 121 [ 17 b(o) 4] 0
Der(y,1,1)(n14) nDerg 1,1)(114) Der(3,1,1)(n14) nDer(g 1,1)(114)
04 04
P (x) 9 $(x) 9
Der(1,1,1)(m4,1) nDero1,1y(114,1) Der(1,1,1)(M14,1) nDer(o,1,1)(H14,1)
[0 8 [0 8
V(o) 9 $(x) 9

Como podemos observar los invariantes y las funciones invariantes de las dos algebras de Lie son
iguales, por tanto no podemos concluir que la deformacién del dlgebra Lie tipo Burde sea no trivial.
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